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Introduction

Contexte

Dans de nombreux domaines scientifiques, des données sont recueillies afin d’être ana-
lysées. Ces données sont de tous types et sont porteuses d’informations très variées. Nos
travaux portent principalement sur l’analyse de données extraites d’images.

Les images considérées au sein de notre laboratoire, sont pour la plupart, des images
graphiques issues de documents techniques ou historiques telles que des images de sym-
boles électriques ou encore des images de lettrines. Ces images sont plus ou moins dété-
riorées, selon leurs origines. Par exemple, les images issues de documents historiques sont
détériorées en raison de la dégradation du papier (taches, parties effacées), ou encore des
artéfacts dus à la numérisation peuvent être présents sur les images issues de documents
scannés,. . ..

De nombreux travaux [Guillas 07, Prum 10, Coustaty 11b, Coustaty 11a] ont été me-
nés, au sein du laboratoire, afin d’extraire de ces images des éléments porteurs de sens. Il
en résulte des signatures d’images contenant une information condensée représentant
par exemple la texture, les couleurs, ou encore les contours des formes contenues dans
l’image. Les signatures permettent de décrire les images mais aussi et surtout de les
caractériser dans un objectif de reconnaissance et/ou de classification d’images.
Les signatures extraites sont généralement des vecteurs numériques qui se présentent
sous forme tabulaire (table : objets × attributs). Telles quelles, ces signatures sont
difficilement interprétables, pour les analyser et en extraire de l’information, il existe
différents modèles avec des objectifs variés. Pour notre part, nous nous intéressons à la
classification supervisée. Plus précisément, nous nous intéressons à la définition de
modèles de classification à partir d’un ensemble d’apprentissage contenant des exemples
déjà répartis dans différents groupes (ou classes). Le modèle de classification construit
par apprentissage est ensuite utilisé pour classer de nouveaux exemples dans les groupes
pré-définis (i.e. le modèle prédit la valeur de l’attribut « groupe » pour ces exemples ;
l’attribut groupe est appelé variable à prédire).

De nombreux modèles de classification supervisée sont proposés dans la littérature, des
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modèles symboliques mais aussi des modèles dits numériques (i.e. statistiques,
probabilistes) qui se distinguent généralement par le type d’attributs qu’ils analysent
(attributs qualitatifs/symboliques ou attributs quantitatifs/numériques). Le choix de
l’approche la plus adaptée au domaine (classification supervisée d’images) ainsi que son
paramétrage restent des problématiques difficiles souvent guidées par les performances
expérimentales (taux de reconnaissance, complexité du modèle - i.e. nombre concepts
dans la structure -, . . .).

Les approches numériques sont souvent comparées à des boîtes noires, du fait de la
difficulté à comprendre leur fonctionnement et les raisons des résultats obtenus.

Les approches symboliques sont souvent plus intuitives, elles permettent une meilleure
compréhension des données et des résultats obtenus. Elles offrent par leur lisibilité l’avan-
tage de pouvoir choisir et adapter les paramètres du modèle lorsque cela est nécessaire.

L’utilisation de ces méthodes symboliques rend les modèles de classification et leurs
résultats plus accessibles à des personnes non expertes du domaine informatique.

Dans les travaux présentés dans ce manuscrit, nous nous intéressons à deux
modèles symboliques, l’arbre de décision et le treillis de Galois.

L’arbre de décision est un modèle symbolique utilisé depuis de nombreuses
années dans les tâches d’apprentissage automatique. Les statisticiens en attri-
buent la paternité à Morgan et Sonquist [Morgan 63], ces derniers ayant introduit des
arbres de régression (i.e. effectuant un apprentissage supervisée où la variable à prédire
est quantitative). Ensuite, la famille des arbres de classification (supervisés) a suivi avec
les algorithmes d’induction les plus populaires tels que ID3 [Quinlan 79, Quinlan 86a]
défini par Quinlan en 1979, puis ChAID [Kass 80] défini par Kass en 1980, suivi de CART
[Breiman 84] défini par Breiman dans son livre réputé en 1984. Puis, en 1993 Quinlan
apporte des améliorations à son algorithme ID3 qu’il fait alors évoluer vers l’algorithme
C4.5 [Quinlan 93] où il introduit entre autre le post-élagage et le traitement des données
quantitatives.
L’arbre de classification est un graphe dont les nœuds contiennent des objets (des
exemples de l’ensemble d’apprentissage) et les arcs sont associés à des tests sur les
valeurs des attributs. Les algorithmes de construction cités précédemment diffèrent par
rapport aux critères qu’ils utilisent pour construire l’arbre. En effet, la construction d’un
arbre nécessite la définition d’un critère de division (ou de gain) pour guider la division
des nœuds vers les fils, mais aussi d’un critère d’arrêt pour stopper l’expansion de l’arbre
et étiqueter les feuilles obtenues avec la classe optimisant une fonction objectif sur les
exemples de cette feuille. Parfois, un critère d’élagage est aussi utilisé pour simplifier
la structure construite. Une fois l’arbre construit celui-ci est généralement utilisé pour
classer de nouveaux exemples par navigation dans la structure. Pour ce faire, la struc-
ture est parcourue à partir de la racine jusqu’à une feuille, ce parcours étant réalisé par
validation des tests (associés aux arcs) pour passer d’un nœud à l’un de ses successeurs.
Le nouvel objet est alors classé dans la classe de la feuille atteinte.
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De nombreuses études ont été réalisées pour comparer les performances des différents
arbres [Dougherty 95, Quinlan 93, Rakotomalala 05a], pour proposer de nouveaux cri-
tères afin d’améliorer la construction de ceux-ci [Zighed 96, Zighed 00, Do 10], mais aussi
pour augmenter leurs performances [Quinlan 93, Breiman 96a, Quinlan 96b].

Pour notre part, nous nous intéressons aux arbres de classification en raison de leurs
liens avec les treillis de Galois ou treillis des concepts.

Un treillis est une structure algébrique utilisée en analyse de données de-
puis le début des années 1970. Dés la fin du 19éme siècle, la notion de treillis avait
été introduite en tant que structure algébrique munie de deux opérateurs appelés borne
inférieure et borne supérieure. Cette structure algébrique peut aussi être vue comme
une structure ordonnée, définie par l’existence d’éléments particuliers appelés bornes
supérieure et inférieure. Cependant le premier ouvrage de référence sur la théorie des
treillis est la première édition du livre de Birkhoff en 1940 [Birkhoff 40], celui-ci sera
suivi par deux nouvelles éditions en 1948 et 1967 [Birkhoff 48, Birkhoff 67]. On peut
faire la distinction entre les éléments correspondant à une borne (éléments réductibles)
et ceux qui ne sont pas une borne supérieure (sup-irréductible) ou borne inférieure (inf-
irréductible). Les éléments irréductibles s’organisent sous forme d’une table binaire avec
les inf-irréductibles en lignes et les sup-irréductibles en colonnes. Ils décrivent la structure
même du treillis et permettent sa reconstruction. Ensuite en 1970 [Barbut 70], Barbut
et Monjardet présentent un résultat fondamental de la théorie des treillis établissant
que tout treillis fini est isomorphe au treillis de Galois de sa table binaire. Barbut et
Monjardet introduisent ainsi le terme de treillis de Galois.

Depuis les années 2000, l’émergence de l’analyse formelle des concepts (AFC)
[Ganter 99] dans divers domaines de l’informatique, que ce soit en extraction et repré-
sentation des connaissances, ou en bases de données, a ainsi mis en avant les structures
de treillis des concepts.

Les treillis de Galois, aussi appelés treillis de concepts, sont alors appliqués aux
tables de données binaires (objets × attributs), nommées contextes. Dans un
cadre applicatif tel que la classification, la structure de treillis de Galois fournit une
représentation très intuitive des données ; le treillis étant alors représenté sous
forme d’un graphe, comme les arbres de classification. Ici, les nœuds contiennent un
ensemble d’objets associé à un ensemble d’attributs et deux nœuds sont reliés par un
arc lorsqu’une relation d’inclusion est vérifiée entre les ensembles de ces deux concepts.
Les nœuds du treillis sont alors appelés concepts formels.

Le treillis de Galois est défini de façon unique pour une table binaire, il n’est pas
dépendant de paramétrages comme peut l’être l’arbre de classification. Les liens entre
arbres de classification et treillis de Galois sont de plus en plus étudiés ces dernières
années [Polaillon 98, Belohlávek 07, Nijssen 07, Guillas 08, Bertet 09, Nijssen 10]. En
particulier, la classification par navigation dans les deux structures est très proche.
Comme mentionné précédemment, dans l’arbre de classification, la structure est par-
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courue à partir de la racine jusqu’à une feuille. La méthode Navigala, introduite par
Guillas [Guillas 07, Visani 11], s’inspire de cette navigation dans les arbres de classifi-
cation, la structure du treillis est parcourue à partir du plus petit concept par rapport
à la relation d’ordre, appelé concept minimal, jusqu’à un concept contenant (majoritai-
rement) des objets de même classe, appelé concept terminal. Là encore, le parcours
est réalisé par validation d’attributs pour passer d’un concept à l’un de ses successeurs.
Cependant, de par sa définition, le treillis contient plus de chemins, et plus particulière-
ment il contient plusieurs chemins pour atteindre un même concept terminal, tandis que
l’arbre ne contient qu’un seul chemin de la racine à une feuille particulière. De ce fait,
et tel que démontré dans [Guillas 07], le treillis est plus robuste pour la classification de
données bruitées.

Cependant, les méthodes symboliques ont généralement été conçues pour l’analyse de
données décrites par des attributs qualitatifs. Or, dans le contexte de l’analyse d’images,
les signatures extraites sont pour la plupart constituées d’attributs quantitatifs. Les mé-
thodes symboliques nécessitent donc une phase de transformation des données lorsque
les données initiales sont décrites par ce type d’attributs, cette transformation est appe-
lée discrétisation. Lors de la discrétisation, les valeurs de chaque attribut quantitatif
sont réparties dans des intervalles qui deviennent des modalités d’un attribut qualitatif.
L’intérêt des chercheurs pour le domaine de la discrétisation date du début des années
90 [Fayyad 93, Dougherty 95, Quinlan 96b, Zighed 97, Muhlenbach 02, Muhlenbach 05].
Bien qu’utilisée auparavant dans les modèles symboliques, elle n’était jamais mention-
née en tant que telle [Breiman 84]. Cet intérêt est fortement lié au développement des
ordinateurs et de leurs capacités de calcul. Ces derniers ont permis le développement de
méthodes d’apprentissage (telle que la définition des arbres de classification) intégrant
tous types de données, la discrétisation devenant alors une étape importante de la phase
d’apprentissage.

Selon le modèle symbolique utilisé, différents types de discrétisation existent, soit en
pré-traitement (i.e. avant la définition du modèle) il s’agit de discrétisation globale
[Dougherty 95, Frank 99], soit au cours de la définition du modèle, il s’agit alors de dis-
crétisation locale [Quinlan 96a, Rakotomalala 05a]. Pour la construction des arbres de
classification, une discrétisation locale est généralement utilisée, celle-ci a la particularité
d’être guidée par le modèle construit. En effet, dans ce cas, les attributs sont discrétisés
localement, i.e. de manière indépendante pour chaque nœud de l’arbre, et la discréti-
sation est réalisée en fonction des observations et des attributs contenus dans le nœud
courant. Pour la construction des treillis de Galois, c’est en général une discrétisation
globale qui est utilisée, celle-ci ne tient pas compte de la structure du modèle construit
[Ganter 99, Guillas 07, Kaytoue 09b].

Les intervalles construits au cours d’une discrétisation sont le plus souvent disjoints
[Fayyad 93, Dougherty 95, Muhlenbach 05], mais ils peuvent aussi être non disjoints
[Ganter 99]. Selon s’ils sont disjoints ou non, les modèles de classification construits
peuvent vérifier différentes propriétés. En particulier, comme nous le verrons dans la
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suite, les treillis de Galois définis suite à une discrétisation en intervalles disjoints sont
des treillis dichotomiques.

La définition de treillis de Galois à partir de données quantitatives est un domaine de
recherche où les contributions sont généralement liées à l’application souhaitée [Ganter 99,
Polaillon 98, Pfaltz 07, Kaytoue 09b, Kaytoue 11]. Les liens forts existants entre les
arbres de classification et les treillis de Galois ainsi que la définition existante des arbres
de classification à partir de données quantitatives, nous semblent deux notions impor-
tantes à étudier pour définir un modèle hybride entre ces deux modèles. Le
modèle hybride profitera des avantages de chacun à savoir le faible espace mé-
moire et le traitement adapté (i.e. local) des données quantitatives de l’arbre, ainsi que
la robustesse aux données bruitées du treillis, tout en conservant la lisibilité des deux
modèles.

Objectifs

L’objectif majeur de cette thèse est de proposer un modèle de classification symbolique
hybride entre arbre de classification et treillis de Galois pour le traitement de données
quantitatives. Pour cela, nous nous focaliserons sur :

– la gestion des données quantitatives par les treillis, en généralisant au treillis le
modèle de discrétisation locale qui permet aux arbres de classification de prendre
en compte les données quantitatives, de manière plus efficace et plus adaptée à la
structure même du modèle ;

– l’amélioration de l’espace mémoire nécessaire aux treillis en proposant un modèle de
simplification de la structure, basé sur un indice local de stabilité des concepts du
treillis et une adaptation automatique du seuil par optimisation des performances
du treillis.

Notons de plus, que nous souhaitons que le modèle hybride ait la même robustesse que
les treillis face aux données bruitées.

Contributions

Nos contributions se situent à différents niveaux :
– Contribution 1 (p 115) : Tout d’abord, nous rappelons les liens existants entre

arbres de classification et treillis de Galois. En particulier, nous détaillons les
liens en usage (classification par navigation) et les liens structurels (inclusion
des arbres de classification dans le treillis, et correspondance entre d’une part la
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Introduction

fusion de tous les arbres et d’autre part le treillis). Le lien de fusion est lié à la défi-
nition de treillis particuliers que sont les treillis dichotomiques, i.e. les treillis définis
à partir de données où les attributs sont complémentaires, c’est le cas des attributs
qualitatifs construits par discrétisation en intervalles disjoints. Nous donnons la
définition formelle des treillis dichotomiques et nous démontrons leurs
propriétés.

– Contribution 2 (p 166) : Ensuite, nous proposons une discrétisation locale
pour les treillis basée sur les propriétés des treillis dichotomiques et qui s’inspire
de la discrétisation locale mise en œuvre dans les arbres de classification. En effet,
selon différentes études la discrétisation locale permet d’obtenir de meilleurs résul-
tats en classification avec les arbres de classification, comparée à une discrétisation
globale. Parce qu’elle est guidée par le modèle construit, la discrétisation locale est
plus adaptée à celui-ci. Nous montrons par des expérimentations que la dis-
crétisation locale que nous avons définie, permet de diminuer la complexité
des treillis tout en conservant leur robustesse face aux données bruitées. De
fait, la discrétisation locale étant guidée par le modèle de classification construit,
les attributs qualitatifs ainsi définis sont plus adaptés à la structure de treillis, d’où
une complexité structurelle observée, diminuée en pratique.

– Contribution 3 (p 193) : Enfin, nous étudions les possibilités de simplification
de la structure de treillis. Il s’agit de supprimer, une fois le treillis complète-
ment construit, les concepts les moins utiles en termes de classification, cela afin
de diminuer encore sa complexité tout en conservant ses performances en classifica-
tion. Nous étudions deux méthodes qui se distinguent par la monotonie du
critère utilisé. Lorsque le critère utilisé est monotone, la structure obtenue est un
∨-demi-treillis, car les concepts sont supprimés de manière ascendante, un concept
interne ne peut être supprimé tant que ses successeurs ne l’ont pas été. Lorsque
le critère utilisé est non-monotone, la propriété de treillis n’est pas conservée car
les concepts peuvent être supprimés n’importe où dans la structure. La première
méthode utilise une adaptation de la mesure de coût-complexité existante
pour l’élagage des arbres, ce critère est monotone. La seconde méthode, quant à
elle, utilise un indice propre aux treillis, l’indice de stabilité des concepts, ce
critère est non-monotone. La première méthode, inspirée du post-élagage dans les
arbres de classification, n’engendre pas nécessairement de diminution du nombre
de concepts du treillis entre deux étapes consécutives, mais plutôt une diminution
du nombre d’arcs, et donc une réduction de la robustesse du treillis vis-à-vis des
données bruitées. Contrairement à la première, la seconde méthode nous permet de
proposer une simplification efficace de la structure avec une diminution du nombre
de concepts allant jusqu’à 50% tout en maintenant les performances en classifica-
tion. Nous obtenons ainsi un modèle hybride entre arbre de classification
et treillis de Galois, qui est aussi robuste que le treillis complet tout en
étant moins complexe.
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Organisation de la thèse

Ce manuscrit comprend deux parties distinctes, intitulées « État de l’art » et « Vers
un modèle hybride ». La première partie nous permet d’introduire de manière générale
le cadre de cette thèse et le domaine de recherche de l’analyse de données. Mais aussi
de présenter les deux modèles symboliques objets de cette thèse : l’arbre de classifica-
tion et le treillis de Galois. Nous y présentons les propriétés de ces modèles lorsqu’ils
sont définis à partir de données qualitatives. La seconde partie présente nos différentes
contributions. Nous rappelons et étudions les liens entre les deux modèles. A ces fins,
nous définissons formellement les treillis dichotomiques et étudions leurs propriétés. Puis
nous introduisons la discrétisation, afin de généraliser aux treillis la discrétisation locale
généralement utilisée pour les arbres. Enfin, la dernière étape du développement de notre
modèle est formalisée, i.e. la réduction de la complexité structurelle.

I. État de l’art :

La première partie se décompose en trois chapitres. Le chapitre 1 présente le
contexte général de l’analyse de données. Nous présentons d’abord les différents
types de données qui sont utilisés dans ce domaine : données qualitatives et données
quantitatives. Le formalisme et les notations qui seront utilisés dans ce manuscrit sont
aussi présentés. Puis afin de mettre en évidence les avantages des modèles de classification
symboliques, nous présentons aussi dans ce chapitre différents modèles de classification
connus, leurs avantages et leurs inconvénients.

Le chapitre 2 présente, au travers d’une étude bibliographique, les arbres de
classification. Nous commençons par rappeler l’algorithme général de construction des
arbres de classification à partir de données qualitatives. Nous détaillons les deux phases
de construction que sont l’expansion et l’élagage de l’arbre. Enfin nous présentons les
principaux algorithmes d’induction d’arbres avant de nous intéresser aux différentes
utilisations des arbres de classification dans un cadre de classification supervisée.

Le chapitre 3 porte sur le second modèle symbolique de classification qui nous
intéresse dans cette thèse : le treillis de Galois ou treillis de concepts. Nous rap-
pelons les définitions à la base de la théorie des treillis avant de nous intéresser plus
particulièrement aux treillis de Galois. Nous donnons aussi différentes propriétés fonda-
mentales des treillis qui nous seront utiles dans la suite de ces travaux, et en particulier
les éléments irréductibles qui en décrivent la structure. Enfin, nous nous intéressons aux
différentes utilisations du treillis de Galois dans un cadre de classification supervisée.

II. Vers un modèle hybride :

La seconde partie se décompose, elle aussi, en trois chapitres. Le chapitre 4 est
une présentation et une formalisation des liens existants entre les arbres de
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Introduction

classification et les treillis de Galois lorsque ces modèles sont issus de mêmes
données qualitatives. Tout d’abord, nous rappelons les similitudes entre les utilisa-
tions de ces modèles lors d’un processus de classification par navigation. Ensuite, nous
démontrons le lien d’inclusion existant entre les deux structures, plus précisément nous
montrons que tout arbre de classification est inclus dans le treillis. Puis, nous
présentons les treillis dichotomiques, treillis issus de données qualitatives complé-
mentaires, i.e. les modalités des attributs sont mutuellement exclusives, ce qui signifie
qu’il est possible d’associer à tout attribut, un ensemble d’attributs complémentaires
par rapport aux objets. En particulier, les tables de données qualitatives issues d’une
discrétisation en intervalles disjoints, vérifient cette propriété. Nous démontrons les
propriétés de ces treillis particuliers c’est à dire leur ∨-complémentarité mais
aussi leur coatomicité. En effet, la complémentarité entre attributs a un impact sur
la structure du treillis qui est ∨-complémenté. Par ailleurs, cette complémentarité est
observée sur l’ensemble complet des objets, nous montrons que dans ces treillis, les inf-
irréductibles ont pour successeur immédiat le concept maximal du treillis. Il s’agit donc
des co-atomes du treillis, d’où la propriété de coatomicité. Ces propriétés sont la base
des développements présentés dans la suite du manuscrit. Enfin, nous démontrons que
le treillis dichotomique est la fusion de tous les arbres possibles construits à
partir d’une même table de données qualitatives.

La définition du treillis de Galois repose sur l’existence d’une table de données binaires,
appelée contexte. Le traitement des données quantitatives, comme le sont la plupart des
signatures issues des images, n’est pas immédiat et nécessite généralement une étape
de discrétisation menée, jusqu’à présent, de manière globale. Dans la littérature, les
algorithmes de construction des arbres de classification ont majoritairement recours eux
aussi à la discrétisation pour le traitement des données quantitatives. Cependant, cette
discrétisation y est menée localement.

Le chapitre 5 présente le cadre général de la discrétisation. Cet outil est un
modèle de transformation des données permettant leur passage du type quantitatif au
type qualitatif. Il existe différents modes de discrétisation. Par une étude bibliographique,
nous présentons les différents critères utiles à la discrétisation et leur formalisation. Nous
explicitons les différents modes de discrétisation, leurs avantages et leurs inconvénients.
Nous nous intéressons plus particulièrement à la discrétisation supervisée et aux diffé-
rences existantes entre les deux types de discrétisation utilisées d’une part par les arbres
de classification, et d’autre part par les treillis de Galois.

Puis, nous présentons notre algorithme de discrétisation locale spéciale-
ment adapté à la structure de treillis, et basé sur des concepts spécifiques du
treillis : les concepts terminaux qui correspondent aux inf-irréductibles. Nous proposons
deux modes de calcul du critère de gain pour cette discrétisation. Cet algorithme a pour
objectif majeur d’améliorer les performances en classification des treillis, ce phénomène
ayant été observé pour les arbres de classification, la discrétisation locale permettant
de définir des arbres plus performants que la discrétisation globale. Nous démontrons
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ensuite, par des expérimentations que cet algorithme permet non seulement d’amélio-
rer les performances en classification des treillis mais aussi de diminuer leur complexité
structurelle.

A la différence de l’arbre de classification, le treillis est connu pour avoir une taille
importante (exponentielle en la taille de données analysées dans le pire des cas). Depuis
quelques années différentes méthodes de réduction de complexité sont proposées. L’arbre
de classification, selon l’algorithme utilisé, est doté d’une phase d’élagage permettant de
réduire sa complexité mais aussi de diminuer le phénomène de sur-apprentissage.

Le chapitre 6 est une étude des simplifications possibles de la structure.
Comme mentionné précédemment, nous étudions deux méthodes qui se distinguent par
la monotonie du critère utilisé.

Tout d’abord, nous proposons une généralisation des algorithmes d’élagage
des arbres de classification aux treillis de Galois. Basée sur une adaptation du
critère considéré comme le plus performant pour les arbres de classification (la mesure
de coût-complexité), cette généralisation est mise en œuvre. Nous démontrons alors que
l’évolution de la structure du treillis au cours de l’élagage n’est pas similaire à celle des
arbres. En effet, alors que cette mesure engendre une diminution du nombre de nœuds
des arbres d’étape en étape, ce n’est pas toujours le cas pour les treillis, seul le nombre
d’arcs diminue systématiquement. De ce fait, la robustesse des treillis face aux données
bruitées est réduite, les expérimentations appuieront ces observations.

Nous nous orientons vers les simplifications existantes dans les treillis et
plus particulièrement vers l’utilisation d’un critère non-monotone à l’inverse de celui pré-
cédemment utilisé. Ces simplifications ont recours à des indices définis localement sur
les concepts du treillis. Nous étudions plus particulièrement l’indice de stabilité.
Ce dernier étant non-monotone, il permet une simplification différente de celle mise en
œuvre par la généralisation proposée précédemment. En effet, de par sa non-monotonie,
les concepts peuvent être supprimés n’importe où dans la structure, ce qui permet d’ob-
tenir une structure simplifiée qui ne vérifie plus la propriété de treillis à l’inverse des
structures obtenues après simplification par un critère monotone. La simplification basée
sur cet indice de stabilité nécessite la définition d’un seuil. Un tel paramétrage étant tou-
jours complexe, nous proposons un algorithme de définition automatique d’un
seuil optimal. Notre objectif étant alors de réduire la complexité du treillis obtenu,
tout en conservant ses performances en classification, nous présentons des résultats
expérimentaux qui permettent de valider notre approche.

Pour finir, dans la conclusion nous rappellerons les objectifs et les solutions proposées,
avant de donner des perspectives de recherche et d’évolution du modèle hybride.
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État de l’art





Chapitre 1

Analyse de données

En analyse de données [Bouroche 80], chaque donnée est représentée, décrite de ma-
nière différente selon le domaine d’étude et selon l’objectif de l’analyse. Les différences de
représentation s’observent principalement sur le type des attributs utilisés. Nous nous in-
téressons aux différents types d’attributs existant en analyse de données dans la première
section de ce chapitre. Les notations utilisées dans ce manuscrit y sont aussi présentées.

L’analyse de données est un vaste domaine de recherche qui regroupe différentes mé-
thodes, chacune avec des objectifs différents. La deuxième section de ce chapitre introduit
les différentes méthodes de l’analyse de données et leurs objectifs.

Ces travaux s’inscrivent plus particulièrement dans l’analyse de données issues d’images.
Plus précisément, nous souhaitons créer un modèle symbolique de classification supervi-
sée qui traite des données quantitatives issues de caractéristiques extraites des images.
Pour motiver l’utilisation de modèles symboliques pour un tel traitement, nous décrivons
dans la troisième et dernière section de ce chapitre, différents modèles de classification
de la littérature. Nous mettons en avant leurs avantages et leurs inconvénients.

1.1 Représentation des données

Dans le domaine de l’analyse de données, l’ensemble des données à analyser est classi-
quement représenté sous forme d’une table objets × attributs. Chaque objet corres-
pond à une ligne de la table et est décrit par un ensemble d’attributs. Chaque attribut
représente une caractéristique de l’objet et correspond à une colonne de la table. Pour
décrire un objet, il existe différents types d’attributs : les attributs qualitatifs et les
attributs quantitatifs [Breiman 84, Tufféry 07, Tufféry 10].

Selon le domaine d’étude, il existe différentes terminologies :
– une donnée est aussi appelée observation, individu, enregistrement ou objet ;
– un attribut est aussi appelé caractéristique, descripteur ou champ ;
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Chapitre 1 Analyse de données

– un attribut dit quantitatif, en statistiques, est aussi appelé (dans le domaine
informatique) attribut continu ou numérique ;

– un attribut dit qualitatif, en statistiques, est aussi appelé (dans le domaine infor-
matique) attribut discret, nominal ou symbolique ;

Remarque. Il faut noter que dans les domaines mathématiques ou statistiques, un at-
tribut quantitatif peut être continu (i.e. défini sur R) ou discret (i.e. défini sur Z).
C’est pourquoi pour éviter toute ambiguïté, nous choisissons d’utiliser la termino-
logie d’attribut quantitatif et d’attribut qualitatif et non la terminologie attribut
continu et attribut discret.

Quelque soit le type d’un attribut, l’ensemble des valeurs qu’il peut prendre est appelé
domaine de définition de l’attribut.

1.1.1 Les différents types d’attributs

Les attributs qualitatifs

Définition 1. Un attribut est dit qualitatif lorsque les valeurs observées pour cet at-
tribut ne sont pas des quantités. Les valeurs observées indiquent une qualité, exprimée
généralement de manière alphabétique, mais qui dans certains cas peut être codée par
des nombres.

Les attributs qualitatifs ont un domaine de définition qui leur est propre. Chaque
valeur possible d’un attribut qualitatif est appelée modalité de l’attribut.

Quelques propriétés :
– Le nombre de modalités d’un attribut qualitatif est dénombrable.
– Lorsque toutes les modalités du domaine d’un attribut sont observées sur l’ensemble

des objets, le jeu de données correspondant est dit exhaustif vis à vis de cet
attribut. Sinon il est dit non exhaustif vis à vis de cet attribut.

– Certains attributs qualitatifs sont dits binaires, ou encore booléens, lorsqu’ils
comptent uniquement deux modalités. Ces modalités sont 1, vrai ou × dans le cas
où l’objet vérifie l’attribut ; 0, faux ou « » dans le cas inverse. Notons que tout
attribut qualitatif peut être binarisé, i.e. chaque modalité de l’attribut devient un
attribut binaire, la binarisation est aussi appelée codage disjonctif.

Les attributs qualitatifs peuvent être soit nominaux, soit ordinaux :
– attribut ordinal : les modalités de l’attribut peuvent être rangées les unes par

rapport aux autres selon un ordre donné. Cependant, il est impossible de quantifier
l’écart entre deux modalités différentes de cet attribut. Il est possible d’appliquer
certains opérateurs arithmétiques/mathématiques à ce type d’attribut.

– attribut nominal : les modalités de l’attribut ne peuvent être rangées selon aucun
ordre.
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1.1 Représentation des données

Exemple. Les attributs âge "mineur/majeur" et taille "S/M/L/XL" sont des attributs
qualitatifs ordinaux. L’attribut couleur "rouge/vert/bleu" ou encore une adresse sont
des attributs qualitatifs nominaux. Enfin l’attribut réussite "vrai/faux" est un at-
tribut qualitatif nominal binaire.

Les attributs quantitatifs

Définition 2. Un attribut est dit quantitatif lorsqu’il exprime une quantité. Les valeurs
observées pour cet attribut sont numériques, et il est possible d’appliquer des opérateurs
arithmétiques sur ces valeurs.

Quelques propriétés :

– Les attributs quantitatifs peuvent être exprimés sur un domaine de valeurs conti-
nues (sur R) ou discrètes (sur N ou Z).

– La cardinalité du domaine peut être infinie.
– Il existe une relation d’ordre entre deux valeurs de l’attribut, et les écarts entre

deux valeurs sont quantifiables.

Exemple. Les attributs salaire, température sont des attributs quantitatifs tout
comme la plupart des attributs/caractéristiques extraites des images.

Remarque. Une des principales différences entre un attribut quantitatif et un attribut
qualitatif ordinal réside dans la possibilité de faire des calculs tels qu’une moyenne des
valeurs observées. Il est possible de faire ce type de calcul pour un attribut quantitatif,
mais pas pour un attribut qualitatif ordinal.

La Table 1.1 présente un exemple de ces différents types d’attributs. La table 1.2 présente
une binarisation de l’attribut Couleur.

1.1.2 Attributs explicatifs et à expliquer

L’un des objectifs de l’analyse de données peut être de construire un modèle capable
d’estimer/prédire la valeur d’un attribut donné en fonction d’autres attributs. Dans ce
cas, il est nécessaire de distinguer les attributs explicatifs (aussi appelés attributs
prédictifs ou attributs exogènes) et l’attribut à expliquer (aussi appelé attribut à
prédire ou attribut endogène). Les attributs explicatifs sont les attributs décrivant les
objets. L’attribut à expliquer est l’attribut que le modèle devra estimer/prédire.

L’attribut à expliquer peut être soit qualitatif, soit quantitatif. Dans cette thèse,
nous nous intéressons principalement au premier cas, l’attribut à expliquer
est alors appelé classe, label, catégorie ou encore étiquette.
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Chapitre 1 Analyse de données

Ensemble d’objets
Ensemble d’attributs

att. qualitatif nominal att. qualitatif ordinal att. quantitatif
Couleur Taille Épaisseur (mg/m3)

Objet1 Blanc S 10
Objet2 Bleu M 15
Objet3 Rouge S 30.5
Objet4 Jaune XL 65
Objet5 Blanc L 25
Objet6 Bleu XXL 15.5
Objet7 Jaune M 25

Table 1.1: Exemple des différents types d’attributs

Ensemble d’objets

Ensemble d’attributs
att. binaires att. binaires att. quantitatif

Couleur
Taille Épaisseur (mg/m3)Blanc Bleu Rouge Jaune

Objet1 × S 10
Objet2 × M 15
Objet3 × × S 30.5
Objet4 XL 65
Objet5 × L 25
Objet6 × XXL 15.5
Objet7 × M 25

Table 1.2: Exemple de binarisation

16



1.1 Représentation des données

1.1.3 Cas des données images : attributs et notations

Images et attributs

Comme évoqué précédemment, les caractéristiques extraites des images sont générale-
ment des attributs quantitatifs continus. L’ensemble de ces attributs est appelé vecteur
de caractéristiques ou signature de l’image.

Il est possible d’extraire un grand nombre de caractéristiques d’une image. Le choix
des descripteurs est généralement guidé par le type d’images traitées (images naturelles,
images de documents, ...). Dans les articles de références [Trier 96, Loncaric 98, Yang 08],
un point de vue général, sur la catégorisation des descripteurs, est proposé. En particu-
lier, les descripteurs issus de calculs de moments géométriques et polynomiaux (moments
invariants, moments de Zernike, ...) sont distingués de ceux issus de calculs de transfor-
mées (transformée de Fourier, transformée de Radon, ...) et de ceux dits locaux (Shape
context [Belongie 02, Rusiñol 10], Scale Invariant Feature Transform SIFT [Lowe 99],
...).

Notons qu’en reconnaissance d’images, les signatures les plus pertinentes sont celles
qui satisfont certaines contraintes (invariance en translation, rotation, et au changement
d’échelle). De plus, ces signatures doivent être robustes au bruit (i.e. présence d’artéfacts
dans l’image, ou de flou dans l’image, ...).

Dans la communauté document, d’où sont issues les images traitées au sein de notre la-
boratoire, il est courant de catégoriser les signatures soit selon leurs objectifs (description
de la texture, des couleurs, des contours, ...) [Zuwala 06, Yang 08, Coustaty 11a], soit
selon leur type (statistique ou structurel) [Lladós 02, Guillas 07]. Dans les paragraphes
suivant, nous allons succinctement catégoriser quelques signatures selon leur type.

Signatures statistiques :

Les signatures statistiques sont des mesures calculées sur les pixels des images. Ces
mesures sont généralement des fonctions mathématiques (moments géométriques et po-
lynomiaux et transformées).

Parmi ces signatures, nous pouvons citer, pour les plus connues, les signatures basées
sur des transformations telles que la transformée de Fourier [Chen 09], la transformée de
Fourier-Mellin [Derrode 99, Singhal 09], la transformée de Radon [Radon 17] ou encore
sur des moments géométriques, les moments invariants [Tzimiropoulos 09], les moments
de Zernike [Teague 80], les moments de Hu [Hu 62].
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Signatures structurelles :

Les signatures structurelles permettent de décrire l’agencement relatif de certaines
primitives élémentaires constituant l’image (proches des descripteurs locaux). Les pri-
mitives élémentaires peuvent être soit des régions particulières de l’image, soit des pri-
mitives géométriques qui correspondent à des formes géométriques simples comme par
exemple des droites, des cercles, des ellipses,... Ces primitives sont extraites au moyen
de méthodes telles que la transformée de Hough [Hough 62] ou de Radon.

Puis, une signature quantitative est extraite de l’agencement de ces primitives entre
elles (position spatiale, point d’intersection, angles, ...). Parmi les signatures structu-
relles se trouvent les approches proposées dans [Allen 83] ou encore celles appliquées
aux images de documents [Rusiñol 06, Mas 10, Coustaty 11b].

La définition de ces caractéristiques est un domaine de recherche à part entière. Dans
cette thèse, nous utilisons seulement des signatures existantes. Pour des définitions plus
formelles, le lecteur peut se référer aux différents états de l’art [Trier 96, Loncaric 98,
Lladós 02, Tabbone 03b, Guillas 07, Yang 08, Coustaty 11a].

Notations

Comme précisé précédemment, en analyse de données, l’ensemble de données est
classiquement représenté sous forme d’une table où chaque objet correspond à une ligne
et chaque attribut correspond à une colonne. Au sein d’une même table, les attributs
peuvent être de type différent, comme illustré dans la Table 1.1. Lorsque les valeurs de
l’attribut à expliquer sont connues pour un ensemble de données, alors ces données sont
dites étiquetées.

La Table 1.3 présente un ensemble de huit images étiquetées, chaque image est repré-
sentée par cinq attributs explicatifs de type quantitatif et une classe (attribut à expliquer
qualitatif). Cette table est un extrait d’un ensemble d’images que nous utilisons dans nos
expérimentations [GREC 03] ; les images y sont décrites par une signature structurelle
[Coustaty 11b].

De nombreuses méthodes d’analyse de données sont définies pour un seul type d’at-
tribut. Pour pallier à ce problème, il existe des processus permettant de transformer les
attributs quantitatifs en attributs qualitatifs et inversement. La transformation du type
qualitatif au type quantitatif peut se faire via une Analyse des Correspondances Mul-
tiples ; nous renvoyons le lecteur à [Tufféry 10], pour plus de précisions. Pour notre part,
nous nous intéresserons à la première transformation appelée discrétisation, dans le
chapitre 5. Précisons juste qu’à partir d’un attribut quantitatif, la discrétisation définit
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Att1 Att2 Att3 Att4 Att5 Classe
Im1 1.46 2.82 0.62 -0.53 0.19 C1
Im2 2.32 1.86 0.62 -0.53 0.19 C1
Im3 0.32 1.22 -0.05 -0.53 -0.85 C2
Im4 -0.81 -0.36 -0.05 -0.53 -0.85 C2
Im5 -0.24 0.27 1.30 2.83 1.24 C3
Im6 -0.24 -0.36 1.30 2.83 -0.85 C3
Im7 0.03 -0.68 -0.74 -0.53 1.24 C4
Im8 0.03 -0.68 -0.74 0.58 0.72 C4

Table 1.3: Exemple d’un ensemble d’images étiquetées

des intervalles de valeurs, chaque intervalle devenant alors une modalité de l’attribut
qualitatif ordinal correspondant.

Ainsi dans ce manuscrit, il nous sera nécessaire de distinguer les attributs quanti-
tatifs des attributs qualitatifs. De plus, nous nous intéressons à des modèles d’analyse
de données permettant de déterminer, pour certains objets, la valeur d’un attribut à
expliquer. Nous considérons uniquement les attributs à expliquer de type qualitatif.

Nous notons donc de manière générique les ensembles de données étiquetées sous la
formeΩ = (O, Y , K). Nous décomposons l’ensemble Y en deux sous-ensembles V et I :
– O = {on, n ∈ {1, . . . , N}} est l’ensemble des objets ;
– Y = V ∪ I est l’ensemble des attributs avec :

– V = {V.h, h ∈ {1, . . . , H}} est l’ensemble des attributs quantitatifs. Soit V.h ∈ V
un attribut quantitatif, les valeurs vérifiées pour cet attribut sont notées vnh (n ∈
{1, . . . , N}) ;

– I = {I.z, z ∈ {1, . . . , Z}} est l’ensemble des attributs qualitatifs. Soit I.z un attribut
qualitatif les modalités vérifiées pour cet attribut sont notées mnz .

– K = {kon
, n ∈ {1, . . . , N}} l’attribut à expliquer (de type qualitatif).

Pour simplifier les notations par la suite, nous considérons qu’un objet on est repré-
senté par le vecteur de ses attributs que nous noterons &on.
Si un ensemble de données ne contient que des attributs explicatifs qualitatifs,
il sera alors noté Ω = (O, I, K) et s’il ne contient que des attributs explicatifs
quantitatifs, il sera noté Ω = (O, V , K).

L’ensemble des ces notations génériques est présenté dans la Table 1.4.

Cette première section présentait les différents types d’attributs utiles à la description
de données et les notations que nous utilisons dans ce manuscrit pour nous y référer.
Nous nous intéressons à l’analyse de ces données dans la section suivante.
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Chapitre 1 Analyse de données

Objets / Attributs Y
K

O
V I

V.1 . . . V.h . . . V.H I.1 . . . I.z . . . I.Z

o1 v11 v1h v1H m11 m1z m1Z ko1

...
...

...
...

on vn1 . . . vnh . . . vnH mn1 . . . mnz . . . mnZ kon

...
...

...
...

oN vN1 vNh vNH mN1 mNz mNZ koN

Table 1.4: Notation générique d’un ensemble de données étiquetées

1.2 Les méthodes d’analyse de données

1.2.1 Terminologies : Analyse de données ou data mining

L’analyse de données a d’abord été définie pour traiter des ensembles de données
de petites tailles, puis suite à l’émergence d’immenses ensembles de données le terme
de data mining a été préféré [Saporta 06]. Le data mining est alors défini comme une
étape d’un processus global appelé Extraction de Connaissances à partir de Données
(ECD). Notons que selon Zighed et Rakotomalala [Zighed 02], une confusion subsiste
encore entre « data mining », que nous appelons en français « fouille de données » et «
knowledge discovery in data bases » (KDD). Le « data mining » est l’un des maillons
de la chaîne de traitement pour la découverte des connaissances à partir des données.

L’ECD regroupe non seulement l’accès aux données, leur mise en forme (transforma-
tion des types de données par exemple), la sélection de certaines données si nécessaire
(certains objets ou certains attributs), l’ajout de nouveaux attributs (moyenne, combi-
naison d’attributs existants), mais aussi la construction d’un modèle à partir des données
et l’exploitation du modèle construit, voire la diffusion des résultats obtenus avec le mo-
dèle. Le data mining correspond alors au traitement allant de l’étape de mise en forme
des données jusqu’à celle de l’exploitation du modèle.

La terminologie data mining étant liée à la gestion de grandes ensembles de données,
nous privilégions la terminologie analyse de données.

Les méthodes d’analyse de données ont été introduites il y a longtemps, tout d’abord
au début du 19ème siècle avec l’analyse canonique basée entre autres sur les travaux
de Pearson [Pearson 01], suivis par ceux de Hotelling en 1933 avec les fondements de
l’analyse en composante principale (ACP) [Hotelling 33a, Hotelling 33b]. Ces méthodes
initiées dans le cadre de la statistique, ont été appliquées et enrichies dans le cadre infor-
matique suite au développement des ordinateurs et à l’accumulation de données, entre
autres au sein des entreprises [Saporta 06]. Les méthodes actuelles ont donc des origines
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variées (statistique, informatique, bases de données) mais elles s’appliquent toutes à des
tables de données (cf. section 1.1). Les analyses menées peuvent avoir des objectifs variés.

1.2.2 Objectifs

En statistique, il est courant de séparer les méthodes selon deux objectifs, l’objectif
de description ou d’exploration et l’objectif inférentiel ou décisionnel [Bouroche 80,
Saporta 90, Saporta 06].

En Informatique, généralement trois objectifs se distinguent, l’objectif de descrip-
tion, l’objectif de structuration et l’objectif de prédiction (ou explication). Les deux
premiers sont inclus dans l’objectif d’exploration identifié en statistique et le dernier
correspond à l’objectif décisionnel en statistique. En informatique, ces objectifs sont
généralement liés à différents types d’apprentissage (cf. paragraphes suivants). L’ap-
prentissage correspond à l’acquisition de savoir-faire, il est souvent référencé sous le
terme d’apprentissage automatique en informatique (i.e. machine learning - ML).
[Rakotomalala 97] : L’apprentissage est ainsi le champ d’étude où l’on essaie de mimer
et de reproduire la capacité de l’homme à apprendre.

Nous nous plaçons du point de vue informatique pour expliciter ces différents objectifs
et les méthodes associées.

Objectifs de description

En informatique, l’objectif de description consiste à synthétiser, à résumer l’informa-
tion contenue dans un ensemble de données. Il s’agit de reformuler l’information sous
une forme différente (moyenne d’un attribut âge, distribution des objets selon les moda-
lités d’un attribut qualitatif, ...). Les méthodes descriptives mettent en évidence des
informations présentes mais cachées dans les données [Tufféry 10].

Les méthodes descriptives issues de la statistique sont des méthodes d’analyse
exploratoire. Parmi elles, les méthodes d’analyse factorielle qui permettent de représenter
les données sous la forme d’un nuage de points dans un espace de dimension réduite.
L’analyse factorielle est composée entre autre de l’Analyse en Composantes Principales
(ACP) qui traite des données quantitatives, de l’Analyse Factorielle des Correspondances
(AFC) traitant des données qualitatives mais aussi de l’Analyse des Correspondances
Multiples (ACM) qui traite plutôt des données hétérogènes [Saporta 06].

Parmi les méthodes descriptives issues de l’informatique se trouvent les cubes
de données définis avec les systèmes OLAP [Codd 93] ; ils permettent une représentation
intuitive de l’information et sont très utilisés dans le domaine de l’aide à la décision.

Objectifs de structuration

L’objectif de structuration identifié en informatique, correspond à la détection, dans
un ensemble de données, de groupes d’objets homogènes (clusters).
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En statistique, ces méthodes sont des méthodes d’analyse exploratoire. Parmi elles,
les méthodes de clustering telles que les méthodes de partitionnement (méthodes du
type « nuées dynamiques » (k-means)) ou les méthodes hiérarchiques (classification
ascendante hiérarchique CAH). Ces méthodes définissent les groupes selon des simi-
larités entre attributs explicatifs, ces similarités étant parfois appelées « régularités »
[Chandon 81].

En informatique, les méthodes de structuration sont les méthodes associées à l’ap-
prentissage non supervisé. La terminologie « non supervisé » est liée au fait que les
groupes ne sont pas connus a priori. Dans ce cadre, il est courant de parler de classi-
fication non supervisée pour le clustering. Parmi les méthodes de classification non
supervisée, se trouvent les réseaux de neurones non supervisés telles que les cartes de
Kohonen [Kohonen 82, Kohonen 01].

Objectifs de prédiction

L’objectif de prédiction est de transposer/extrapoler des informations présentes dans
un ensemble de données à de nouvelles données. Les informations à transposer peuvent
être soit qualitatives, soit quantitatives.

Les méthodes prédictives s’appliquent aux tables de données constituées d’attributs
explicatifs et d’au moins un attribut à expliquer [Buhot 99].

En informatique, ces méthodes sont définies par un apprentissage supervisé,
au sens où l’on dispose de connaissances a priori à propos de l’attribut à expliquer,
au travers d’un ensemble d’exemples étiquetés. Parmi ces méthodes prédictives se
trouvent les méthodes de classification supervisée où l’attribut à expliquer est de
type qualitatif, et les méthodes de régression où l’attribut à expliquer est de type
quantitatif.

Parmi les méthodes de classification supervisée, citons les modèles à base de règles
de décision [Quinlan 79], ou encore les machines à vecteurs de support (SVM)
[Vapnik 63] et les arbres de classification [Kass 80, Breiman 84, Quinlan 86a].

Parmi les nombreuses méthodes de régression [Saporta 90, Saporta 06], citons les mo-
dèles symboliques à base d’arbres de régression [Breiman 84].

Remarque. Le terme classification est porteur d’ambiguïté. En effet en statistique, il
désigne les méthodes de clustering tandis que les termes de discrimination et segmenta-
tion sont préférés à celui de classification supervisée. En anglais, le terme de classification
est réservé à la classification supervisée, la classification non supervisée étant appelée
clustering. Distinguant les méthodes d’un point de vue informatique, nous choisissons
d’utiliser les terminologies de « classification supervisée » (ou simplement
« classification ») et de « classification non supervisée ».

Rappelons que les travaux présentés dans ce manuscrit ont pour objectif principal la
construction d’un modèle de classification supervisée à partir de données issues
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d’images étiquetées. Ce modèle doit classer de nouvelles images dans les classes connues
a priori.

Cette section présentait les différents objectifs de l’analyse de données, les différentes
terminologies associées et catégorisait certaines méthodes. La section suivante présente
plus précisément la classification supervisée, les différentes qualités attendues d’un mo-
dèle de classification supervisée ainsi que les différents modèles de la littérature, leurs
avantages et leurs inconvénients. Nous expliquons alors notre choix de nous orienter vers
des modèles dits symboliques pour des données à analyser de type quantitatif.

1.3 Classification supervisée

La classification supervisée est un processus qui se décompose généralement en deux
étapes (cf. Figure 1.3.1) [Zighed 02] :

1. Étape d’apprentissage (aussi appelée phase inductive) : construction d’un
modèle de classification par apprentissage des données existantes (cadre
horizontal et bleu dans la Figure 1.3.1) ;

2. Étape de classification (aussi appelée phase prédictive) : utilisation du mo-
dèle construit pour la classification de nouveaux objets (cadre vertical et rouge
dans la Figure 1.3.1).

Ces deux étapes mettent en évidence d’un côté la phase d’apprentissage aboutissant à
la construction d’un modèle de classification et de l’autre l’utilisation de ce modèle, un
même modèle pouvant être utilisé de plusieurs manières.

Dans le cadre informatique, Breiman et al. donnent une définition générale de la
classification en 1984 [Breiman 84], cette définition regroupe les deux catégories de clas-
sification (supervisée et non supervisée) : Selon le problème, l’objectif de base d’une étude
de classification peut être soit de produire un modèle de classification soit de découvrir
la structure prédictive du problème. Ils donnent aussi une définition mathématique qui
illustre plutôt la classification supervisée :

Définition 3. Un modèle de classification est une fonction φ(.) définie sur (O, Y) telle
que pour tout (o,&o) ∈ (O, Y) , φ((o,&o)) est égale à l’une des classes de l’ensemble K.

φ : (O, Y) → K

(o,&o) → ko

La Table 1.5 présente un exemple de données standard et générique issu des problé-
matiques bancaires, et traité par des modèles de classification supervisée. Le modèle
construit doit répondre à la question d’accord de prêt pour un nouveau client. Les at-
tributs explicatifs sont l’âge, le loyer et les revenus, et l’attribut à expliquer est l’accord
de prêt.
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Figure 1.3.1: Les deux étapes de la classification supervisée

Ensemble de clients
Id_Client Age Loyer Revenus Prêt accordé ?

1 36 0 1299 oui
2 50 240 1282 non
3 40 768 1394 oui
4 39 0 1018 oui
5 44 334 512 non
6 26 631 722 non

Nouveau client à classer
Id_Client Age Loyer Revenus Prêt accordé ?

7 30 260 1100 ?

Table 1.5: Exemple de données à traiter par un modèle de classification
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Lors de la définition d’un modèle de classification supervisée, l’objectif final est de
le transmettre à des utilisateurs pour faciliter leurs recherches et leurs décisions. Dans
l’exemple précédent, le modèle de classification est défini pour classer les clients selon
leur capacité à rembourser un prêt. Le modèle est alors construit à partir d’un ensemble
de clients issus de l’ensemble de clients de la banque et ayant déjà fait une demande de
prêt. Une fois le modèle construit, il est diffusé pour aider les agents à valider ou non
les demandes de prêts des nouveaux clients. Pour éviter tout risque, il est clair que la
banque souhaite utiliser un modèle performant, i.e. un modèle qui commet peu
d’erreur de prédiction. De plus, l’agent a souvent besoin de justifier les refus de prêt,
pour cela il doit comprendre le résultat donné par le modèle, aussi le modèle doit
être lisible pour des non experts des modèles de classification. Pour faire le choix du
meilleur modèle, la banque en compare plusieurs et choisit celui qui répond le mieux à
ses attentes.

Cette démarche de comparaison de performances est courante. En informatique, lors
de la définition ou de l’amélioration de modèle, il est nécessaire de s’appuyer sur une
comparaison avec d’autres modèles pour démontrer l’apport du nouveau modèle. Cette
comparaison se base sur plusieurs mesures que nous décrivons dans la section suivante.

1.3.1 Évaluation de la qualité d’un modèle de classification

Les modèles construits via un apprentissage, tels que les modèles de classification, sont
généralement évalués selon deux critères : leur taux d’erreur (ou de manière similaire
leur taux de reconnaissance) et leur complexité (structurelle et algorithmique).

Taux d’erreur

Lorsqu’un modèle de classification est construit, il dépend des données utilisées pour sa
construction. Il correspond alors à une fonction φ̃((O, Y)) = K̃ qui approxime le modèle
exact φ((O, Y)) = K. L’objectif est de construire un modèle le plus précis
possible - i.e. K̃ = K. Cependant, il n’est pas possible de connaître le taux d’erreur
qu’un modèle aura sur des données inconnues au moment de sa construction. Alors pour
évaluer ce taux, il faut appliquer le modèle à un ensemble de données étiquetées et
vérifier s’il classe correctement les objets de cet ensemble. Pour obtenir une évaluation
la plus réaliste possible, la construction du modèle ne se fait pas à partir de la totalité
des données étiquetées à disposition, mais seulement à partir d’une fraction de celle-ci
appelée base d’apprentissage. Le taux d’erreur est alors évalué sur l’ensemble des
données étiquetées restantes appelé base de test.

Pour la définition de certains modèles, l’ajustement de paramètres est nécessaire, en
particulier pour éviter le phénomène de sur-apprentissage (ou sur-ajustement). Pour
ce faire, une troisième base est définie, la base de validation qui est un extrait de la
base d’apprentissage.
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Le sur-apprentissage (overfitting en anglais) correspond au fait que le modèle
construit a appris trop précisément les données de la base d’apprentissage. Le modèle est
alors capable de classer ces données de manière exacte (Spécialisation). En revanche, il
est peu performant, voire incapable de classer des données n’appartenant pas à cette base
d’apprentissage (Généralisation). Ce phénomène est en général provoqué par un mau-
vais dimensionnement du modèle construit tel qu’illustré dans les Figures 1.3.2, 1.3.3,
1.3.4 (extraites de [Markowetz 03]). Ces Figures représentent un ensemble de données
projetées dans un espace 2D, réparties en deux classes (les ronds rouges, les carrés verts),
le modèle construit (le trait noir) et un objet à classer (le carré « ? » jaune). La Figure
1.3.2 illustre le sous-apprentissage, avec un modèle trop simple, i.e. ce modèle ne sera
pas performant aussi bien pour classer les données apprises que pour classer d’autres
données tel que l’objet « ? ». La Figure 1.3.4 illustre le sur-apprentissage avec un mo-
dèle trop complexe, i.e. ce modèle collant aux données apprises, il sera performant pour
classer ces données mais pas pour classer d’autres données tel que l’objet « ? ». Enfin la
Figure 1.3.3 illustre le « bon » modèle, celui présentant le meilleur compromis entre
ajustement (performant sur les données apprises) et généralisation (performant sur
d’autres données). La base de validation permet d’ajuster les paramètres et la taille d’un
modèle pour trouver ce compromis.

Ainsi, il est donc important de différencier trois bases distinctes constituées de don-
nées indépendantes et identiquement distribuées issues de l’ensemble des données
à disposition :

1. La base d’apprentissage (BA) pour la construction du modèle. Cette base va
permettre au modèle d’apprendre l’agencement des données. (Spécialisation)

2. La base de validation (BV) pour l’ajustement des paramètres du modèle. Cette
base va permettre d’ajuster les paramètres et d’éviter le sur-apprentissage en
classification. (Généralisation)

3. La base de test (BT) pour évaluer le taux d’erreur du modèle. (Évaluation)
Les bases d’apprentissage et de validation sont associées à l’étape d’apprentissage, et la
base de test à celle de classification (cf. Figure 1.3.1).

Mesurer le taux d’erreur d’un modèle φ(.) sur un ensemble de Γ objets corres-
pond à compter le nombre d’objets mal classés par le modèle. Ce taux d’erreur se
calcule généralement à partir de la matrice de confusion (table 1.6).

Cette matrice donne les effectifs d’objets par classe d’affectation (i.e. trouvée par le
modèle) en colonne et par classe d’origine en ligne. Ainsi nij désigne le nombre d’objets
de la classe ki affectés à tort à la classe kj.

Nous notons le nombre d’objets mal classés :

MC(φ(.), BT ) =
H

∑

i=1

H
∑

j=1
j #=i

nij = |{(oi, &oi) ∈ BT tel que φ((oi, &oi)) )= koi
}|
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Figure 1.3.2: Sous-apprentissage - modèle trop simple

Figure 1.3.3: Bon apprentissage - modèle généraliste

Figure 1.3.4: Sur-apprentissage - modèle trop complexe
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Classe d’affectation
k̃1 . . . k̃j . . . k̃H

Classe d’origine

k1 n11 n1j n1H
...

...
ki ni1 . . . nij . . . niH
...

...
kH nH1 nHj nHH

Table 1.6: Matrice de confusion

Définition 4. Le taux d’erreur du modèle φ(.) sur la base BT est ε(φ(.), BT ) =
MC(φ(.),BT )

Γ
.

Remarque. De manière équivalente, il est possible d’utiliser le taux de reconnaissance,
i.e. taux défini à partir du nombre d’objets bien classés.

Dans la littérature, certains modèles utilisent le taux d’erreur sur la base d’appren-
tissage, appelée erreur en resubstitution que nous noterons ε(φ(.), BA). Néanmoins,
ce taux d’erreur est en général trop optimiste. Lors de l’ajustement des paramètres d’un
modèle, il est courant d’utiliser le taux d’erreur sur la base de validation que nous note-
rons ε(φ(.), BV ).

La répartition en deux bases à partir d’un ensemble de données étiquetées se fait
fréquemment selon les ratios 2/3-1/3, c’est à dire que 2/3 des objets de l’ensemble à dis-
position sont utilisés comme base d’apprentissage et 1/3 comme base de test. Si une base
de validation est nécessaire, 1/3 des objets est réservé pour la base de validation. Cette
répartition n’a pas de justification théorique a priori, de plus lorsque le nombre d’objets
de l’ensemble à disposition n’est pas très grand 1, l’exclusion d’un tiers des objets pour
l’étape d’apprentissage est reconnue pour être très pénalisant [Breiman 84, Quinlan 86b].

Pour pallier à ce problème, une autre méthodologie est souvent préférée, elle est is-
sue de la validation croisée (cross-validation). Dans ce cadre, l’ensemble de données
à disposition est divisé en plusieurs paquets. Puis, chaque paquet est utilisé une fois
en tant que base de validation pour un modèle construit à partir de la base d’appren-
tissage constituée des autres paquets. Généralement, 10 paquets sont définis (10-fold
cross-validation), ainsi chaque paquet contient 10% des objets de l’ensemble à disposi-
tion. A partir de ces paquets, dix bases apprentissage sont constituées, chacune avec 9
paquets soit 90% de l’ensemble à disposition et à chacune des bases d’apprentissage est
associé à une base de validation, i.e. le 10éme paquet (BVi, i ∈ {1, . . . , 10}).

1. Grand ~ 20 000 objets pour Breiman et al.
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1.3 Classification supervisée

Initialement la validation croisée a été définie dans le cadre statistique pour ajuster les
paramètres des modèles. Comme mentionné précédemment, pour pallier aux évaluations
biaisées, elle est souvent utilisée pour évaluer les performances des modèles en termes
de généralisation. Dans ce cas, la répartition se fait entre base d’apprentissage et base
de test.

Le modèle est alors construit sur chaque base d’apprentissage et testé sur chaque base
de test associé (BTi, i ∈ {1, . . . , 10}). Ainsi le modèle est associé à dix taux d’erreur,
le taux d’erreur « global » du modèle est alors définie comme la moyenne de ces taux
d’erreur, i.e. ε(φ(.)) = 1

10

∑10
i=1 ε(φ(.), BTi) (cf. Figure 1.3.5). Généralement, à ce taux

d’erreur est associée la variance : σ2
ε = 1

10

∑10
i=1 (ε(φ(.), BTi) − ε(φ(.)))2.

Figure 1.3.5: Méthodologie de la validation croisée à 10 paquets

Au cours de nos expérimentations (cf. chapitres 5,6), nous avons privilégié
cette méthodologie avec une validation croisée à 10 paquets.
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Chapitre 1 Analyse de données

Complexité structurelle et algorithmique

Il faut distinguer deux formes de complexité, la complexité structurelle d’un modèle
(nombre de nœuds d’un arbre par exemple), en lien avec la lisibilité et les capacités de
stockage et la complexité algorithmique (i.e. temps d’exécution nécessaire au calcul du
modèle), en lien avec la rapidité.

Au delà de l’ajustement et de la généralisation, la complexité structurelle, i.e.
la lisibilité du modèle construit est le second objectif le plus fréquemment recherché.
Dans sa thèse [Rakotomalala 97], Rakotomalala décrit parmi les qualités désirées d’un
classifieur l’aspect compréhensibilité, en particulier pour un objectif d’explication. En
effet il rappelle à juste titre que prédire la classe d’un individu est une chose, expliquer
pourquoi [cette classe a été prédite] en est une autre. Comme nous le verrons dans la
suite, il existe de nombreux modèles réputés et performants mais souvent décrits comme
des « boîtes noires », du fait que l’explication du résultat obtenu n’est pas directe. La
complexité structurelle du modèle est l’un des facteurs de lisibilité d’un modèle, nous
reviendrons sur ce sujet dans les parties suivantes.

Enfin, malgré la montée en puissance des ordinateurs, les ensembles de données se
complexifiant, la complexité algorithmique, i.e. la rapidité de construction d’un
modèle (rapidité d’apprentissage) mais aussi sa rapidité en utilisation restent des facteurs
à prendre en considération. Selon le domaine d’étude, il est parfois nécessaire d’obtenir
le résultat d’une classification dans des délais très courts, aussi le modèle utilisé devra
être rapide.

Selon ces deux critères, le meilleur modèle est défini comme celui offrant le meilleur
compromis entre faible taux d’erreur, lisibilité et rapidité.

1.3.2 Les types de modèles

Selon le type de données étudiées, il existe trois grandes familles de classifieurs, les
classifieurs probabilistes, les classifieurs statistiques et les classifieurs symboliques, cha-
cun ayant ses caractéristiques.

1.3.2.1 Les classifieurs probabilistes

Les classifieurs probabilistes s’appliquent généralement aux données décrites par des
attributs qualitatifs nominaux et utilisent la probabilité qu’un objet appartienne à une
classe connaissant sa description, i.e. les valeurs des attributs explicatifs pour cet objet.

Pour inférer la classe d’un objet, il existe alors différentes règles présentées de manière
non-exhaustive ci-dessous.
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1.3 Classification supervisée

La règle du maximum de vraisemblance :

Cette règle consiste à assigner à tout nouvel objet o la classe k∗ telle que la probabilité
p(o/k) qu’un objet de cette classe ait pour description celle de o est maximale. Dans ce
cas k∗ = argmax

k∈K
(p(o/k)), les probabilités p(o/k) étant estimées sur les données de la

base d’apprentissage.
Notons que cette règle est utilisée parfois par d’autres modèles, où elle est alors ap-

pliquée à des sous-ensembles d’objets.

La règle de Bayes d’erreur minimale :

Cette règle consiste à assigner à tout nouvel objet o la classe k∗ telle que la probabilité
p(k/o) est maximale. La classe est donc définie par k∗ = argmax

k∈K
(p(k/o)) où p(k/o) est

appelée probabilité a posteriori. Cette règle est basée sur le théorème de Bayes
[Bayes 63] : p(k/o)= p(o/k)∗p(k)

p(o)
calculée sur les données de la base d’apprentissage.

La formule du théorème de Bayes permet de voir que ce dernier transforme la pro-
babilité a priori d’une classe k (p(k)), en probabilité a posteriori via la description de
l’objet o.

Il a été démontré que la règle de Bayes est optimale au sens de l’erreur de classifi-
cation [Duda 73]. Cependant la principale critique faite envers cette méthode dans la
littérature porte sur la difficulté d’estimation des probabilités a posteriori qui sont géné-
ralement inconnues. De fait, elle est alors souvent citée comme une référence théorique
non praticable.

Malgré cela, cette règle est la base d’un autre modèle très souvent cité, le classifieur
bayésien naïf qui correspond à une ’simplification’ des probabilités à estimer. La sim-
plification apportée réside principalement dans l’hypothèse d’indépendance des attributs
deux à deux. Ce classifieur est non optimal à l’inverse de la règle de Bayes mais il a pour
avantages sa simplicité et ses bonnes performances [Rish 01]. Cependant, son traitement
de données quantitatives continues nécessite le calcul des densités de probabilités
ou une phase préalable de discrétisation. Nous nous intéressons à cette transformation
dans le chapitre 5.

Ainsi les avantages reconnus de ces méthodes sont leur simplicité et leurs bons résul-
tats dans des cas simples. Leurs inconvénients sont leurs difficultés de mise en œuvre
pour le traitement de données quantitatives continues, le fait qu’elles se heurtent à la
représentativité des données dans la base d’apprentissage (il est difficile de classer un
nouvel objet dont la description n’existe pas dans la base d’apprentissage) et l’hypo-
thèse forte faite sur l’indépendance des attributs explicatifs. Enfin, le résultat obtenu
est peu lisible dans le sens où il est difficile d’estimer le poids de tel ou tel
attribut dans une décision. Ce dernier point est d’autant plus important pour des
utilisateurs non spécialistes des probabilités.
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1.3.2.2 Les classifieurs statistiques

Les classifieurs statistiques s’appliquent aux données décrites généralement par des
attributs quantitatifs ou qualitatifs ordinaux. Ces modèles reposent sur l’analyse des
données de la base d’apprentissage, i.e. analyse de la distribution des données dans la
base d’apprentissage. Le principe général de ces modèles est la séparation de l’espace par
des frontières telles que des hyperplans calculés selon la répartition des données dans
l’espace, et selon la représentation fréquentielle de ces données. La classification d’un
nouvel objet est alors fonction de sa disposition par rapport aux frontières construites.
Parmi les modèles statistiques fréquemment utilisés se trouvent les réseaux de neurones
[McCulloch 88, Bishop 95], mais les plus souvent cités et utilisés restent les machines
à vecteurs de supports (Support Vector Machines-SVM) aussi appelées séparateurs à
vaste marge. Le paragraphe suivant présente ce dernier modèle que nous utilisons lors de
nos expérimentations. Pour les autres méthodes, nous renvoyons le lecteur aux références
citées ci-dessus.

Les machines à vecteurs de supports :

Les SVM sont une généralisation des travaux introduits en 1963 dans l’article
[Vapnik 63] par Vapnik et Lerner. Dans la littérature ces travaux sont souvent asso-
ciés aux travaux de Vapnik sur la théorie de l’apprentissage [Vapnik 95, Vapnik 98].
Parmi les articles introduisant ces modèles on peut citer entre autre ceux de Boser
et al. [Boser 92] et de Cortes et al. [Cortes 95]. Notons les articles de Guermeur et
Paugam-Moisy [Guermeur 99] et de Burges [Burges 98] qui reprennent le raisonnement
de Vapnik dans son ensemble de la théorie de l’apprentissage avec la définition de la
VC-dimension 2 et de la VC-entropie 3 [Vapnik 71] jusqu’à la définition des SVM. Pour
plus de précisions sur ces mesures nous renvoyons le lecteur aux références [Vapnik 71,
Burges 98, Guermeur 99, Saporta 06].

Les SVM s’appliquent uniquement aux attributs quantitatifs et ont été dé-
finis pour des problèmes binaires, i.e. les données sont réparties dans deux classes
distinctes. Cependant, il est possible de traiter des problèmes multi-classes via un proces-
sus de vote majoritaire. Dans ce cas, plusieurs SVM sont construites, séparant les classes
deux à deux. Lors de la classification d’un nouvel objet, la classe choisie sera celle qui
emporte le plus de voix au sens des classifications par chacune des SVM construites
[Guermeur 07].

Dans le cas de données d’apprentissage linéairement séparables (i.e. les fron-

2. La VC-dimension (dimension de Vapnik-Chervonenkis) correspond au nombre d’objets pouvant
toujours être séparés par une famille de classifieurs.

3. La VC-entropie quant à elle correspond aux nombres de séparations différentes existantes pour
un ensemble de données.
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1.3 Classification supervisée

tières existantes entre les objets de classes différentes sont linéaires), l’objectif des SVM
est de définir le meilleur hyperplan ou l’hyperplan séparateur optimal qui sépa-
rera les données de classes différentes. La Figure 1.3.6 présente un ensemble de données
réparties en deux classes k0 et k1 linéairement séparables. Quelques hyperplans sépara-
teurs candidats sont représentés. L’hyperplan optimal est défini comme l’hyperplan qui
maximise la marge aux objets les plus proches. En reprenant l’exemple précédent,
le meilleur hyperplan est présenté dans la Figure 1.3.7. Les points les plus proches de
l’hyperplan optimal sont appelés points supports ou vecteurs supports.

Figure 1.3.6: Exemple de données linéairement séparables et d’hyperplans séparateurs

Dans le cas de données non linéairement séparables, il est possible de projeter
les données d’apprentissage dans un espace de plus grande dimension que
celle de l’espace d’origine. Cette transformation est nommée le kernel trick ou astuce du
noyau et a été introduit dans l’article [Boser 92]. Ce nouvel espace, noté F , est muni
d’un produit scalaire et peut être de dimension infinie. La projection des données dans
ce nouvel espace est une transformation non linéaire Φ : V → F . Dans ce nouvel espace,
il est alors possible de trouver un hyperplan séparateur. L’hyperplan séparateur optimal
est défini de la même manière que dans les cas linéairement séparables, sans nécessiter
une représentation complète des données dans le nouvel espace, mais uniquement en
utilisant des fonctions noyaux appliquées aux données de l’espace d’origine. Il existe
de nombreuses fonctions noyaux, les plus connues sont les noyaux polynomiaux de diffé-
rents degrés, le noyau Gaussien, le noyau sigmoïde, ou encore la fonction à base radiale
(RBF) [Cortes 95, Guermeur 99, Saporta 06]. Les fonctions noyaux jouent un rôle très
important dans les performances de la SVM construite. Le noyau choisi doit coïncider
avec la ’forme’ des données dans leur espace d’origine. La Figure 1.3.8 illustre cette trans-
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Figure 1.3.7: Hyperplan séparateur optimisant la marge

formation, la séparation des données dans l’espace d’origine (image de gauche) n’est pas
évidente ; la projection des données dans un espace de dimension supérieure (image de
droite) permet d’identifier plus facilement l’hyperplan optimal.

Figure 1.3.8: Utilisation d’une fonction noyau pour retranscrire le problème dans un
espace de dimension supérieure

Les SVM sont des méthodes réputées en classification supervisée pour les données
quantitatives. Ils sont souvent mis en avant en raison de leurs très bonnes performances.
Cependant, il faut choisir le bon noyau et les bons paramètres, en fonction des données.
Cela n’est pas forcement évident pour un utilisateur non spécialiste [Cornuéjols 02]. Dans
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la littérature le noyau le plus souvent recommandé est la fonction à base radiale (RBF).
Quelques travaux tentent de définir comment choisir le meilleur noyau mais ces études
sont souvent liées aux domaines d’applications [Sahak 09, Ben Ayed Mezghani 10].

Les méthodes statistiques sont souvent paramétriques, et le choix de ces paramètres
peut parfois influencer les résultats obtenus. De plus ces résultats sont, comme pour les
méthodes probabilistes, difficilement interprétables, il n’est pas possible de connaître le
poids de chaque attribut dans une décision. Ainsi ces méthodes sont souvent comparées
à des « boîtes noires » [Saporta 06].

1.3.2.3 Les classifieurs symboliques

Les modèles symboliques s’appliquent généralement aux données décrites par des
attributs qualitatifs. Grâce à un processus de discrétisation, ils peuvent aussi s’ap-
pliquer aux données décrites par des attributs quantitatifs. Les valeurs des attributs
quantitatifs sont alors regroupées en intervalles qui deviennent des modalités d’attri-
buts qualitatifs. Nous présenterons ce processus dans le chapitre 5. Parmi les modèles
symboliques, nous pouvons citer les systèmes de règles de classification ou encore d’as-
sociation [Quinlan 79, Niblett 87, Oosthuizen 88, Sahami 95, Antonie 02b, Antonie 02a,
Wang 05, Bouzouita 06], les arbres de classification [Kass 80, Breiman 84, Quinlan 86a,
Quinlan 93] et les treillis de Galois [Birkhoff 40, Barbut 70, Wille 82]. Ces modèles dé-
terminent généralement la classe d’un nouvel objet par validations successives de ses
attributs explicatifs.

Système de règles

Un système de règles est un ensemble de règles de type prémisse→conclusion. Pour
la classification supervisée, la conclusion correspond à la classe et la prémisse corres-
pond à l’association de plusieurs modalités issues de différents attributs qualitatifs. Il
existe dans la littérature de nombreuses méthodes pour définir un système de règles,
il est d’ailleurs fréquent d’extraire les règles à partir d’autres modèles tels que les
arbres de classification [Quinlan 79, Quinlan 87a, Quinlan 93] ou les treillis de Galois
[Oosthuizen 88, Sahami 95, Antonie 02b, Antonie 02a, Wang 05, Bouzouita 06].

Prenons un exemple simple pour illustrer la classification supervisée par système de
règles. Soit la Table 1.7, cette table permet de déterminer l’activité d’une journée selon
les conditions météorologiques. La classe ou l’attribut à expliquer est l’attribut ’Activité’.

Le système de règles qui pourrait être extrait est le suivant :
– (R1) ’Temps = Pluie’ → ’Rester à la maison’
– (R2) ’Temps = Soleil’ et ’Vagues = entre 1m50 et 2m50’ → ’Aller surfer’
– (R3) ’Temps = Soleil’ et ’Vagues = < 1m50’ et ’Marée = Montante’ → ’Aller surfer’
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Temps Vagues Marée Activité
o1 Soleil < 1m50 Montante Aller surfer
o2 Soleil < 1m50 Descendante Rester à la maison
o3 Soleil entre 1m50 et 2m50 Descendante Aller surfer
o4 Soleil > 2m50 Montante Rester à la maison
o5 Pluie < 2m50 Descendante Rester à la maison
o6 Soleil < 1m50 Montante ? ?

Table 1.7: Table de données qualitatives pour définir des règles

– (R4) ’Temps = Soleil’ et ’Vagues = < 1m50’ et ’Marée = Descendante → ’Rester à
la maison’

– (R5) ’Temps = Soleil’ et ’Vagues = > 2m50’ → ’Rester à la maison’

L’utilisation de ce système de règles pour la nouvelle donnée o6 correspond à valider les
valeurs de ses attributs explicatifs : ’Temps = Soleil’, (règles retenues (R2) à (R5)), puis
l’attribut ’Vagues = < 1m50’ (règles retenues (R3) et (R4)), enfin ’Marée = Montante’,
la règle retenue est (R3) l’attribut à expliquer ’Activité’, de la donnée o6, est alors prédit
comme ’Aller surfer’.

A l’instar des modèles précédents (probabilistes et statistiques), les modèles sym-
boliques ont une lisibilité bien plus importante. En effet, ces derniers permettent une
compréhension des résultats beaucoup plus directe ; dans la classification de l’objet o6 par
exemple, la règle appliquée met en évidence les attributs qui ont conduit à la classe choi-
sie, ce qui n’est pas le cas dans les autres modèles. De plus, les modèles symboliques
n’utilisent pas d’hypothèse sur la distribution des objets à classer, à l’inverse des modèles
statistiques et probabilistes ; en ce sens ils sont non paramétriques [Cornuéjols 10].
Enfin ils peuvent s’appliquer à tous types de données (via une discrétisation) alors que
les modèles probabilistes ne peuvent pas traiter les données quantitatives.

1.4 Conclusion

Dans ce premier chapitre, nous avons présenté les notations et terminologies que nous
avons choisies pour représenter un ensemble de données, avant de nous intéresser aux
différents modèles d’analyse de données existants dans la littérature. Nous avons foca-
lisé notre attention sur les modèles de classification supervisée, qui constituent l’objet
principal de cette thèse.

Comme mentionné précédemment, nous souhaitons faire de la classification d’images.
D’un point de vue modèle de classification, la lisibilité des résultats procurés par les
modèles symboliques, encourage à leur utilisation. Les données extraites des images sont
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généralement quantitatives, or les modèles symboliques ont été définis initialement pour
le traitement de données qualitatives.

Aussi, la problématique majeure de cette thèse est la définition d’un modèle
symbolique pour le traitement de données quantitatives. Les performances des
treillis de Galois en classification d’images, ainsi que les liens forts entre arbres de clas-
sification et les treillis de Galois, ayant été mis en avant dans [Guillas 07] ; le modèle
défini devra être hybride entre ces deux modèles, i.e. utiliser les avantages
de chacun.

Les chapitres suivants présentent les deux modèles symboliques étudiés dans cette
thèse : les arbres de classification et les treillis de Galois. Nous introduisons ces modèles
tout d’abord lorsqu’ils sont utilisés pour traiter des données qualitatives, puis nous
nous intéressons à leur traitement des données quantitatives dans le chapitre 5. Dans le
chapitre 6, nous nous intéressons aux simplifications possibles du modèle construit.
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Points clés

Positionnement

❏ Nous avons précisé les notations que nous utilisons pour désigner les ensembles
de données et les différentes bases nécessaires à la définition d’un modèle de
classification.

❏ Nous avons rappelé les objectifs de l’analyse de données et nous nous sommes
placés dans le cadre de la classification supervisée.

❏ Les principes fondamentaux de la classification supervisée ont été mis en avant.
Les qualités désirées pour les modèles construits ont été expliquées.

❏ Les différents types de modèles ont été présentés.
❏ Nous avons justifié notre choix d’utiliser des modèles symboliques pour le trai-

tement de données quantitatives et présenté les objectifs de cette thèse.
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Arbres de classification

2.1 Introduction

L’arbre de décision (aussi appelé graphe d’induction) est un modèle symbolique utilisé
depuis de nombreuses années dans les tâches d’apprentissage automatique. On distingue
deux types d’arbres de décision :

– Les arbres de régression où l’attribut à expliquer est de type quantitatif.
– Les arbres de classification où l’attribut à expliquer est de type qualitatif.

Morgan et Sonquist [Morgan 63] ayant construit les premiers des arbres de régression,
les statisticiens leur attribuent la paternité de ce domaine de recherche. La famille des
arbres de classification a été développée après les arbres de régression toujours sous
l’impulsion de Sonquist avec en particulier l’algorithme AID [Sonquist 71]. Ensuite diffé-
rents algorithmes d’induction ont été développés tels que ID3 [Quinlan 79, Quinlan 86a]
défini par Quinlan en 1979, puis ChAID [Kass 80] défini par Kass en 1980, suivi de
CART [Breiman 84] défini par Breiman dans son livre réputé en 1984. Puis, en 1993,
Quinlan apporte des améliorations à son algorithme ID3 qu’il fait alors évoluer vers
l’algorithme C4.5 [Quinlan 93] (traitement des données quantitatives et post-élagage).
Ces algorithmes sont parmi les plus populaires encore aujourd’hui, mais il en existe bien
d’autres.
De nombreuses études ont été réalisées pour comparer les performances de chaque arbre
[Dougherty 95, Quinlan 93, Rakotomalala 05a], mais aussi pour proposer de nouveaux
critères nécessaires à la construction de ceux-ci [Zighed 96, Zighed 00, Do 10], ou encore
pour améliorer leurs performances [Quinlan 93, Breiman 96a, Quinlan 96b].

Les arbres de décision sont connus pour leur simplicité aussi bien en termes de
construction qu’en termes d’utilisation. Ils offrent une lisibilité et une facilité de com-
préhension qui n’existent que très rarement dans les modèles d’analyse de données.
Pour notre part, nous nous intéressons plus particulièrement à la famille des arbres de
classification. Dans la suite de ce chapitre, nous présentons l’algorithme générique de

39



Chapitre 2 Arbres de classification

construction des arbres avant de nous intéresser plus précisément aux différents modèles
connus et aux différences existantes entre ceux-ci.

2.2 Construction

2.2.1 Structure & représentation

Un arbre de classification [Rakotomalala 05a] est une arborescence constituée de nœuds
et d’arcs.

Le nœud origine de l’arbre est appelé racine, les nœuds finaux sont appelés feuilles
et les nœuds intermédiaires sont appelés nœuds internes. La Figure 2.2.1 présente un
arbre construit à partir de la Table 2.1. La racine y est présentée sous forme de diamant,
les feuilles sous forme de rectangles et les nœuds internes sous forme d’ellipses. Chaque
nœud est étiqueté avec l’ensemble des objets qu’il contient et un ensemble d’attributs.
La racine contient tous les objets de la base d’apprentissage. Les feuilles sont également
étiquetées avec la classe à laquelle elles correspondent.

Les arcs (aussi appelés branches) représentent le lien existant entre deux nœuds, il est
courant de parler de successeurs ou fils d’un nœud pour représenter la relation des-
cendante et de prédécesseur ou père pour représenter la relation ascendante. Chaque
arc est associé à un test comparant un attribut à une valeur particulière de son
domaine. Par exemple sur la Figure 2.2.1, la racine a trois nœuds successeurs chacun as-
socié à un test différent mais portant sur le même attribut. Le premier test est Prévisions
= ensoleillé donc seuls les objets contenus dans la racine et vérifiant ce test appartien-
dront au nœud successeur correspondant. Le deuxième test est Prévisions=couvert et
le dernier est Prévisions=pluie. Ainsi, tous les objets de la racine sont répartis dans ses
successeurs. Cette répartition dépend de la valeur que chaque objet vérifie pour l’attribut
Prévisions.

Ainsi, l’ensemble d’attributs qui étiquète un nœud correspond à l’ensemble des at-
tributs des arcs menant à ce nœud depuis la racine. Les objets du nœud vérifient cet
ensemble d’attributs.

Dans la littérature, les représentations graphiques des arbres de classification
sont diverses ; il est courant de trouver des arbres où les nœuds sont étiquetés avec la
distribution en classe des objets qu’ils contiennent ; et les arcs sont étiquetés avec le test
associant un attribut à une valeur test [Kass 80, Breiman 84, Rakotomalala 97]. Parfois
les attributs tests étiquettent les nœuds internes alors que les valeurs tests étiquettent les
arcs et les feuilles sont étiquetées par la classe majoritaire des objets qu’elles contiennent ;
dans ce cas les objets ne sont pas représentés [Quinlan 86a].

Pour des raisons de lisibilité et pour faciliter notre comparaison aux treillis
de Galois dans les chapitres suivants, nous choisissons, dans la majorités des
exemples didactiques de ce manuscrit, d’étiqueter les nœuds avec la liste des objets
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qu’ils contiennent et la liste des attributs validés jusqu’à chaque nœud ; les
arcs sont étiquetés par les tests. La classe associée aux feuilles est donnée
dans leur étiquette (cf. Figure 2.2.1).

Dans la section 2.4, pour illustrer le processus d’élagage d’un arbre, ainsi que les
mesures d’évaluation associée, nous représenterons aussi les arbres en étiquetant
les nœuds avec la répartition en classes des objets qu’ils contiennent (cf. Figure
2.2.2 équivalente à la Figure 2.2.1).

V ent = nonV ent = oui

Prévisions = pluie

Humidité = normale

Prévisions = ensoleillé

Humidité = haute

Prévisions = couvert

o1, o2, o3, o4, o5, o6, o7, o8, o9, o10, o11, o12, o13, o14
∅

o3, o7, o12, o13
couvert

Jouer = Oui

o1, o2, o8, o9, o11
ensoleillé

o1, o2, o8
ensoleillé, haute
Jouer = Non

o4, o5, o6, o10, o14
pluie

o6, o14
pluie, oui

Jouer = Non

o9, o11
ensoleillé, normale

Jouer = Oui

o4, o5, o10
pluie, non

Jouer = Oui

Figure 2.2.1: Exemple d’arbre de classification

V ent = nonV ent = oui

Prévisions = pluie

Humidité = normale

Prévisions = ensoleillé

Humidité = haute

Prévisions = couvert

(9, 5)

(4, 0)
Jouer = Oui

(2, 3)

(0, 3)
Jouer = Non

(3, 2)

(0, 2)
Jouer = Non

(2, 0)
Jouer = Oui

(3, 0)
Jouer = Oui

Figure 2.2.2: Représentation des arbres selon la répartition des objets en classes

2.2.2 Algorithme générique

Les arbres de classification sont construits à partir de la racine, qui regroupe l’en-
semble des objets, jusqu’aux feuilles. Cette construction est dite top-down, i.e. du haut
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vers le bas ou de la racine vers les feuilles [Rokach 08]. Pour simplifier la lecture
des algorithmes de construction, nous choisissons de les présenter pour le
traitement d’attributs qualitatifs, i.e. Ω = (O, I, K). Le traitement des données
quantitatives sera abordé au chapitre 5. Cette construction dépend de deux critères :

1. Le critère de division encore appelé critère de segmentation ou de coupe. Ap-
pliqué à un ensemble de données, il indique l’attribut qui permet la meilleure
séparation de ces objets. Lors du traitement de données quantitatives, il indique
aussi le point de coupe optimal associé à la séparation (cf. chapitre 5)

2. Le critère d’arrêt qui permet de stopper la construction de la branche courante.

La construction de l’arbre peut se limiter à une phase descendante : la division avec ou
sans pré-élagage, mais elle peut aussi avoir une phase dite ascendante : le post-élagage.
Le post-élagage est présenté dans la section 2.4.

Dans la littérature, il est courant de présenter l’algorithme générique de construc-
tion des arbres de classification à partir d’un exemple, nous ne dérogerons pas à cette
règle. Avant de présenter plus formellement les deux phases de construction, nous repre-
nons l’exemple célèbre utilisé par Quinlan dans son article [Quinlan 86a]. Cet exemple
consiste en la construction d’un arbre de classification à partir d’une base d’apprentis-
sage constituée de 14 objets décrits par 4 attributs prédictifs de type qualitatif nominal
et un attribut à expliquer de type qualitatif binaire. Cette base est présentée dans la
Table 2.1.

La construction de l’arbre à partir de cette base va consister à trouver un partitionne-
ment des objets de telle sorte qu’il sépare les objets de classes différentes et les répartisse
dans différentes feuilles. Le processus de construction d’un arbre de classification corres-
pond à un algorithme récursif. Le processus est composé de trois étapes simples que
sont :

1. Le choix de l’attribut de test

2. La construction des successeurs

3. L’étiquetage des feuilles

En suivant la méthode ID3 de Quinlan, l’arbre construit est celui présenté par la Figure
2.2.1. Les étapes de construction sont les suivantes :

– Choix de l’attribut de test : Soit le nœud racine contenant l’ensemble des objets. Se-
lon le critère de division, l’attribut Prévisions est choisi comme étant le meilleur
pour séparer les objets de la racine : il est le plus discriminant ;

– Construction des successeurs : Les nœuds successeurs de la racine sont construits,
un successeur par valeur possible pour l’attribut test Prévisions selon les
objets contenus dans la racine soit trois nœuds, un pour ensoleillé, un pour cou-
vert et le dernier pour pluie. Les objets de la racine sont ensuite répartis dans ces
successeurs selon la valeur qu’ils vérifient pour l’attribut test ;
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O
I Classe

Prévisions Température Humidité Vent Jouer ?
o1 ensoleillé chaud haute non Non
o2 ensoleillé chaud haute oui Non
o3 couvert chaud haute non Oui
o4 pluie doux haute non Oui
o5 pluie frais normale non Oui
o6 pluie frais normale oui Non
o7 couvert frais normale oui Oui
o8 ensoleillé doux haute non Non
o9 ensoleillé frais normale non Oui
o10 pluie doux normale non Oui
o11 ensoleillé doux normale oui Oui
o12 couvert doux haute oui Oui
o13 couvert chaud normale non Oui
o14 pluie doux haute oui Non

Table 2.1: Exemple de données pour la construction d’un arbre de classification

– Étiquetage des feuilles : Les nœuds construits sont alors évalués pour vérifier s’ils
satisfont le critère d’arrêt. Ici, le nœud correspondant au test Prévisions=couvert
ne contient que des objets appartenant à la classe Jouer=Oui, il satisfait le critère
d’arrêt, il est alors considéré comme une feuille. Les deux autres nœuds ne satisfont
pas le critère d’arrêt, le processus de division est réitéré sur ces nœuds.

– Choix de l’attribut de test : Soit le nœud correspondant au test Prévisions=ensoleillé
et contenant les objets {o1, o2, o8, o9, o11}. Selon le critère de division, l’attribut Hu-
midité est choisi comme étant le meilleur pour séparer ces objets ;

– Construction des successeurs : Les valeurs possibles pour l’attribut Humidité se-
lon les objets {o1, o2, o8, o9, o11} sont haute et normale donc deux successeurs sont
construits, un pour chacune d’elle. Les objets {o1, o2, o8, o9, o11} sont ensuite répartis
dans ces successeurs selon la valeur qu’ils vérifient pour l’attribut test ;

– Étiquetage des feuilles : Les nœuds construits sont évalués pour vérifier s’ils satis-
font le critère d’arrêt. Ici, le nœud correspondant au test Humidité=haute contient
des objets appartenant à la classe Jouer=Non, il satisfait le critère d’arrêt, il est
alors considéré comme une feuille et étiqueté avec la classe Jouer=Non. Le se-
cond nœud correspondant à Humidité=normale contient des objets appartenant à
la classe Jouer=Oui, il satisfait le critère d’arrêt, il est lui aussi considéré comme
une feuille et étiqueté avec la classe Jouer=Oui. Les deux nœuds construits étant
des feuilles, le processus de division ne peut être réitéré dans cette branche, il est
maintenant appliqué aux nœuds qui n’ont pas encore été traités ; soit le nœud conte-
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nant les objets {o4, o5, o6, o10, o14}.

– Choix de l’attribut de test : Soit le nœud correspondant au test Prévisions=pluie et
contenant les objets {o4, o5, o6, o10, o14}. Selon le critère de division, l’attribut Vent
est choisi comme étant le meilleur pour séparer ces objets ;

– Construction des successeurs : Les valeurs possibles pour l’attribut Vent selon les
objets {o4, o5, o6, o10, o14} sont oui et non donc deux successeurs sont construits,
un pour chacune d’elle. Les objets {o4, o5, o6, o10, o14} sont ensuite répartis dans ces
successeurs selon la valeur qu’ils vérifient pour l’attribut test ;

– Étiquetage des feuilles : Les nœuds construits sont alors évalués pour vérifier s’ils
satisfont le critère d’arrêt. Ici, le nœud correspondant au test Vent=oui contient des
objets appartenant à la classe Jouer=Non, il satisfait le critère d’arrêt, il est alors
considéré comme une feuille et étiqueté avec la classe Jouer=Non. Le second nœud
correspondant à Vent=non contient des objets appartenant à la classe Jouer=Oui,
il satisfait le critère d’arrêt, il est lui aussi considéré comme une feuille et étiqueté
avec la classe Jouer=Oui. Les deux nœuds construits étant des feuilles, le processus
de division ne peut être réitéré dans cette branche. Tous les nœuds ayant été traités,
la phase de division est terminée.

Ainsi, la construction des arbres de classification dépend de fonctions simples présentées
ci-dessous :

Fonctions basiques :
– créer_nœud(Ω′) : construction d’un nœud contenant l’ensemble de données étiquetées

Ω′ ;
– créer_feuille(N ,DT ) : transforme le nœud N en feuille dans l’arbre DT en l’étiquetant

avec la classe majoritairement représentée ;
– Meilleur_Arbre_Élagué(DT ,BA,BV ) : applique un processus de post-élagage à

l’arbre DT , en utilisant la base d’apprentissage étiquetée BA et/ou la base de va-
lidation étiquetée BV et renvoie l’arbre élagué (cf. section 2.4) ;

L’algorithme générique de construction est décomposé en deux fonctions présentées
dans les Algorithmes 2.1 et 2.2. L’Algorithme 2.1 correspond à l’appel initial utilisant
une base d’apprentissage, une base de validation, un critère de division et un critère
d’arrêt. Il crée le nœud racine avant d’appeler l’Algorithme 2.2 pour construire l’arbre,
puis il appelle une méthode de post-élagage (ce dernier appel n’est pas obligatoire, cf.
section 2.4). L’Algorithme 2.2 est le cœur du processus, i.e. la génération récursive
des successeurs d’un nœud passé en paramètre, cet algorithme utilise aussi le critère de
division et le critère d’arrêt.
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Algorithme 2.1 Créer_Arbre(BA,BV ,gain,S)
Entrées :

– BA la base d’apprentissage, ensemble de données étiquetées BA = (O,I,K) ;
– BV la base de validation (ensemble de données étiquetées) ;
– gain le critère de division ;
– S le critère d’arrêt ;

Sorties :
– DT un arbre de classification avec pour racine le noeud contenant l’ensemble des

données de la base d’apprentissage BA ;

DÉBUT

N = créer_noeud(BA) ;
DT = Construire_Arbre(N ,gain,S) ;

renvoyer Meilleur_Arbre_Élagué(DT ,BA,BV ) ; //post-élagage

FIN

2.2.3 Arbres binaires et M-aires

Lorsque tous les nœuds internes d’un arbre ont exactement deux successeurs, alors
l’arbre est appelé arbre binaire. Notons que certains algorithmes imposent la génération
d’arbres binaires. Dans ce cas, si un attribut qualitatif à plus de deux modalités est
choisi pour la division, ses modalités sont regroupées en deux ensembles, chacun d’eux
est associé à l’une des deux branches créées (cf. algorithme CART section 2.5).

Lorsque dans un arbre, il peut exister des nœuds avec plus de deux successeurs, cet
arbre est appelé arbre M-aire.

Remarque 1. Comme illustré par notre exemple, il peut y avoir plusieurs feuilles
étiquetées par la même classe. Cela est dû au fait qu’une classe peut être associée à
différentes combinaisons ’attribut-valeur’. Chaque combinaison correspond à un chemin
différent dans l’arbre. Le chemin de la racine à une feuille est unique et définit une
combinaison particulière. Dans notre exemple, la classe Jouer=Non est associée à la
combinaison (i.e. au chemin) {Prévisions=ensoleillé, Humidité=haute}, mais aussi à la
combinaison {Prévisions=pluie, Vent=vrai}, etc.

Suite à cette présentation de l’algorithme générique de construction des arbres de
classification, intéressons nous de manière plus formelle aux critères associés, de division
et d’arrêt.
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Chapitre 2 Arbres de classification

Algorithme 2.2 Construire_Arbre(N ,gain,S)
Entrées :

– N un nœud contenant un ensemble de données ΩN = (ON ,IN ,KN ) ⊆ BA ;
– gain le critère de division ;
– S le critère d’arrêt ;

Sorties :
– DT un arbre de classification ayant pour racine N ;

DÉBUT

DT ← N ;
si N satisfait S alors

créer_feuille(N ,DT ) ;
sinon

Sélectionner parmi IN le meilleur attribut I∗
N selon le critère de division gain ;

pour chaque Modalité ml de I∗
N faire

Ωl = sous-ensemble de données de ΩN vérifiant ml ;
Nl = créer_noeud(Ωl) ;
sous_arbrel = Construire_Arbre(Nl,gain,S) ;
Ajouter dans DT le sous-arbre sous_arbrel comme successeur de N ;

fin pour
fin si

renvoyer DT ;

FIN
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2.3 La division

La phase de division correspond à la phase descendante de la construction d’un arbre.
Elle dépend de deux critères que sont le critère de division et le critère d’arrêt.
Pour simplifier les notations et la présentation formelle des critères, nous traitons les
attributs qualitatifs dans cette partie, le problème des attributs quantitatifs
sera abordé dans le chapitre 5.

Les critères de division et d’arrêt sont calculés pour un ensemble de données et selon la
répartition de ces données dans les classes. Voici quelques notations utiles à la définition
de ces critères.

Soit un nœud N contenant un ensemble de données étiquetées ΩN = (ON , IN , KN )
avec ΩN ⊆ Ω = BA, et ON = {o1, o2, . . . , oN} est l’ensemble de N objets décrits
par Z attributs qualitatifs IN = {I.1, I.2, . . . , I.Z}. Les objets de ΩN appartiennent
à différentes classes, l’ensemble KN = {q1, q2, . . . , qH} ⊆ K couvrent ces classes, i.e.
∀oi ∈ ON ∃h ∈ {1, . . . , H} tel que koi

= qh. La Table 2.2 rappelle ces notations.

IN KNON I.1 . . . I.z . . . I.Z

o1 m11 m1z m1Z ko1

...
...

...
on mn1 . . . mnz . . . mnZ kon

...
...

...
oN mN1 mNz mNZ koN

Table 2.2: Table des données associée à un nœud

Pour calculer ces critères de division gain et d’arrêt S, il faut connaître la répartition
en classes des objets de ON selon les différentes valeurs de chaque attribut I ∈ IN . Pour
cela, une table de contingence est construite en croisant l’attribut classe KN avec
un attribut I ∈ IN , aussi appelé attribut analysé. Notons que dans la littérature, la
construction de cette table est aussi appelée tri croisé.

Considérons un attribut I ∈ IN , prenant ses valeurs dans l’ensemble {m1, m2, . . . , mL}
(i.e. ∀n ∈ {1, . . . , N} mnz ∈ {m1, m2, . . . , mL}). En considérant les classes KN =
{q1, q2, . . . , qH} observées pour l’ensemble ON , alors la table de contingence croisant
I et KN , présentée dans la Table 2.3, est définie comme suit :

– Chaque classe qh ∈ {q1, q2, . . . , qH} correspond à une ligne de la table de contin-
gence ;
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– Chaque valeur ml ∈ {m1, m2, . . . , mL} correspond à une colonne de la table de
contingence ;

– Les cases internes de la table contiennent les effectifs croisant une classe et une
valeur particulière de l’attribut I ; c’est à dire nhl est le nombre d’objets de ON

vérifiant la valeur ml et appartenant à la classe qh ;
– La dernière ligne de la table, appelée marge en ligne, contient la somme des effectifs

colonne par colonne ; c’est à dire n.l est le nombre d’objets de ON vérifiant la valeur
ml ;

– La dernière colonne de la table, appelée marge en colonne, contient la somme des
effectifs ligne par ligne ; c’est à dire nh. est le nombre d’objets de ON appartenant
à la classe qh ;

KN
I ∑

m1 . . . ml . . . mL

q1 n11 n1l n1L n1.

...
...

qh nh1 . . . nhl . . . nhL nh.

...
...

qH nH1 nHl nHL nH.
∑

n.1 n.l n.L N

Table 2.3: Table de contingence pour un attribut I qualitatif

A partir de cette table de contingence, les principaux critères de division et d’arrêt
peuvent être définis. Afin de simplifier les notations, nous utiliserons les probabilités
suivantes :

– ph. = Pr(K = qh) = nh.

N
, la fréquence de la classe qh sur l’échantillon ΩN ;

– p.l = Pr(I = ml) = n.l

N
, la fréquence de la modalité ml sur l’échantillon ΩN ;

– phl = Pr(K = qh/I = ml) = nhl

n.l
, la probabilité conditionnelle de la classe qh par

rapport à la modalité ml sur l’échantillon ΩN ;

2.3.1 Critère de division

A chaque nœud N , le but est de construire des sous-groupes d’objets (nœuds succes-
seurs) les plus homogènes possible selon l’attribut à expliquer. Ainsi à chaque étape de
construction, l’attribut le plus discriminant I∗

N est recherché dans le nœud courant
N . L’attribut choisi est appelé variable de segmentation ou attribut de test.
Plus précisément, le critère de division, que nous notons gain de manière générique,
permet de choisir l’attribut le plus discriminant I∗

N parmi l’ensemble des attributs
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IN , selon l’attribut à expliquer KN , et pour séparer l’ensemble d’objets ON . Ce choix
correspond à une optimisation locale c’est à dire :

I∗
N = argmax

I∈IN

gain(I, ΩN ) (2.3.1)

Dans la littérature, il existe de nombreux critères de division. L’objectif de cette section
n’est pas de présenter tous les critères existants, mais de donner quelques exemples
parmi les plus connus. Nous nous intéresserons donc aux critères dits statistiques que
sont le test du χ2 ou sa normalisation le t de Tschuprow. Mais aussi aux critères
issus de la théorie de l’information, c’est à dire les gains informationnels, tel que le
gain d’entropie basé sur l’entropie de Shannon, ou encore sa normalisation le gain
ratio. Et enfin à un indice de concentration, l’indice de Gini aussi appelé entropie
quadratique.

Notons que de nombreux travaux de la littérature ont étudié les différents effets de ces
critères sur les méthodes d’analyse de données [Bouroche 80, Saporta 90, Rakotomalala 97,
Droesbeke 05, Saporta 06, Tufféry 10] ; nous renvoyons le lecteur à ces références pour
plus de précisions.

Le χ2 et sa normalisation le t de Tschuprow :

Le χ2 est un critère statistique très connu qui a été développé par Pearson [Pearson 04].
Il permet de mesurer l’écart à l’indépendance via les tables de contingence, c’est à dire
la différence entre la distribution observée et la distribution théorique qui aurait été
obtenue si les deux attributs considérés (la classe KN et l’attribut analysé I) étaient
indépendants. Dans les tables de contingence, l’indépendance est vérifiée lorsque ∀h ∈
{1, . . . , H} ∀l ∈ {1, . . . , L} nhl = nh.×n.l

N
. Si la valeur du χ2 est significativement grande,

alors les deux attributs sont considérés comme dépendants, cela indique que l’attribut
permet de bien discriminer les objets de classes différentes.

Sur un nœud, le χ2 (en fonction de la Table de contingence 2.3) est défini par la
formule suivante [Droesbeke 05, Saporta 90, Saporta 06] :

gainχ2(I, ΩN ) = χ2
KN ,I =

H
∑

h=1

L
∑

l=1

(nhl − nh.×n.l

N
)2

nh.×n.l

N

(2.3.2)

La maximisation du χ2 permet de déterminer l’attribut le plus lié à la classe. En
cas d’indépendance entre les deux attributs, le χ2 est nul.

Le χ2 présente deux inconvénients. Prenant des valeurs dans [0, +∞[, il est difficile à
analyser. De plus, il avantage les attributs ayant beaucoup de modalités.
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Le t de Tschuprow est la normalisation du χ2 introduite par Tschuprow [Tschuprow a,
Tschuprow b]. Il permet de pallier les inconvénients du χ2 en prenant en compte les de-
grés de liberté sur le nombre de classes possibles et le nombre de valeurs de l’attribut
analysé. Le t de Tschuprow est défini par la formule suivante :

gaint2(I, ΩN ) =
χ2

KN ,I

N ×
√

(H − 1)(L − 1)
(2.3.3)

Le t de Tschuprow est défini sur [0, 1], 0 correspond à l’indépendance parfaite et 1 à
la dépendance maximale.

Notons qu’une étude approfondie de ces deux critères est proposée par Saporta dans
[Saporta 90].

Le gain informationnel :

Le gain informationnel est issu de la théorie de l’information développée initialement
par Hartley en 1928 [Hartley 28] avant de connaître un vrai essor avec Shannon et Weaver
en 1949 [Shannon 49]. Ce critère formalise la notion d’information en terme d’entropie.
Dans le cadre des arbres de classification, il permet de mesurer le degré de mélange en
termes de classes (i.e. d’attribut à expliquer) d’un ensemble d’objets. Ce critère repose
sur l’entropie de Shannon définie pour l’ensemble KN . L’entropie de Shannon peut être
vue comme le calcul de la quantité d’information nécessaire pour connaître KN . Elle est
définie par :

E(KN ) = −
H

∑

h=1

ph.log2(ph.) (2.3.4)

L’entropie est alors maximale lorsque les objets sont uniformément répartis entre les
différentes modalités de l’attribut à expliquer ; elle est minimale dans le cas contraire.

L’entropie conditionnelle est définie à partir de l’entropie de Shannon. Elle peut
être vue comme le calcul de la quantité d’information nécessaire pour déterminer les
valeurs de KN sachant celles de I ; i.e. le degré de mélange des objets par rapport aux
différentes modalités de l’attribut explicatif analysé. L’entropie conditionnelle est définie
par :

Ec(KN /I) = −
L

∑

l=1

p.l

H
∑

h=1

phl log2(phl) (2.3.5)

Le gain d’entropie, aussi appelé gain informationnel, est défini à partir de ces deux
équations (2.3.4) et (2.3.5). Il correspond à la différence entre le degré de mélange d’un
ensemble d’objets en termes de classes, et le degré de mélange de ces objets par rapport
aux différentes modalités de l’attribut explicatif I. Il est défini par :

gainEntropie(I, ΩN ) = E(KN ) − Ec(KN /I) (2.3.6)
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Ce gain d’entropie augmente lorsque le partitionnement selon l’attribut I permet de
mieux séparer les objets de classes différentes. Il vaut 0 lorsque ce partitionnement ne
permet pas de séparer les objets de classes différentes. Il est maximal, lorsque les objets
sont répartis uniformément sur les classes.

Dans le cadre des arbres de classification, Quinlan [Quinlan 86a] propose une amélio-
ration du gain d’entropie qui prend en compte la « quantité d’information » portée
par l’attribut explicatif I qui est fonction, entre autres, de son nombre de modalités.
Ce gain d’entropie est normalisé pour obtenir le gain ratio, permettant une analyse
plus aisée avec une valeur dans [0, 1], i.e. il vaut 1 lorsque l’attribut I est parfaitement
lié à l’attribut KN (i.e. la répartition des objets suivant les modalités de l’attribut I
coïncide exactement avec la répartition en classes, partitions pures), et 0 lorsqu’ils sont
indépendants :

gainRatio(I, ΩN ) =
gainEntropie(I, ΩN )

E(I)
(2.3.7)

La quantité d’information portée par l’attribut explicatif I est alors définie par :

E(I) = −
L

∑

l=1

p.llog2(p.l) (2.3.8)

Tout comme le critère du χ2, le gain informationnel et le gain ratio ont fait l’objet de
nombreuses études [Quinlan 86a, Breiman 96b, Rakotomalala 97, Zighed 07, Rokach 08].

L’indice de concentration :

Comme le gain précédent, l’indice de concentration, plus connu sous le nom d’indice
de Gini, est un cas particulier de mesure d’entropie ; il est d’ailleurs aussi connu sous
le nom d’entropie quadratique [Rakotomalala 97]. L’indice de Gini correspond à la
répartition des classes dans KN , c’est un indice de pureté par rapport à KN . Il est
défini par :

Gini(KN ) = 1 −
H

∑

h=1

p2
h. (2.3.9)

L’indice de Gini conditionnel qui peut être vu comme la concentration/répartition
des valeurs de KN selon I, est défini par :

Ginic(KN /I) =
L

∑

l=1

p.l × (1 −
H

∑

h=1

p2
hl) (2.3.10)

L’amélioration de la pureté lors d’une division correspond alors à la différence entre la
répartition des classes Gini(KN ) et la répartition des valeurs de KN selon I (« diversité »
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intra-classe) Ginic(KN /I) ; cette différence peut être vue comme la « diversité » inter-
classe. Le gain est donc défini par :

gainGini(I, ΩN ) = Gini(KN ) − Ginic(KN /I) (2.3.11)

Comme évoqué précédemment, dans un nœud à diviser, la maximisation du critère
de division permet de définir l’attribut I∗

N permettant de séparer au mieux les objets
ON du nœud selon leur classe.

Un certain nombre de chercheurs s’accordent à dire que le choix du critère de di-
vision n’influence pas les performances en classification des arbres de classi-
fication [Breiman 84, Mingers 89b, Buntine 92, Breiman 96b, Rakotomalala 97] ; seules
quelques propriétés de l’arbre divergeraient selon le critère choisi. Par exemple, selon
Breiman [Breiman 84, Breiman 96b], l’indice de Gini favoriserait les divisions produisant
au moins un nœud successeur pur, même si les effectifs sont déséquilibrés par rapport
aux autres nœuds successeurs, tandis que l’entropie choisirait des divisions équilibrant
les effectifs dans les nœuds successeurs. Selon Mingers [Mingers 89b], l’indice de Gini
produirait les arbres les plus petits et le test du χ2 produirait les arbres les plus grands.

Dans leur livre [Breiman 84], Breiman et al. indiquent clairement que le critère uti-

lisé pour élaguer est beaucoup plus important, il permet, comparé au critère de
division, d’améliorer les performances des arbres.

Avant de préciser ces critères, notons qu’il existe deux types d’élagage, le pré-élagage
et le post-élagage. Le premier consiste à stopper la construction de l’arbre au cours
de la phase de division ; cela coïncide avec la définition d’un critère d’arrêt (cf. para-
graphe suivant 2.3.2). Le second, le post-élagage, consiste après la phase de division,
à réduire la taille de l’arbre construit en retirant de ce dernier des nœuds ou branches.
Le post-élagage est considéré comme une phase ascendante. Nous reviendrons sur le
post-élagage dans la section 2.4.

2.3.2 Critère d’arrêt (ou de pré-élagage)

A chaque nœud, le critère d’arrêt permet de déterminer si un nœud doit être divisé
ou non. Comme pour les critères de division, il existe plusieurs critères d’arrêt dans la
littérature. Ces critères peuvent être des critères empiriques. Parmi les plus utilisés,
se trouvent le critère de confiance, le critère de support, et la taille de l’arbre. Ces
critères peuvent aussi être des critères statistiques avec en particulier l’absence de
division pertinente. De nombreux travaux explicitent ces différents critères [Breiman 84,
Rakotomalala 97, Rakotomalala 05a, Rokach 08], le lecteur pourra s’y reporter pour plus
de précisions.

Ces critères d’arrêt permettent donc de stopper localement la phase descendante de
construction de l’arbre. Ils s’appliquent à un nœud N , et lorsque ce nœud vérifie
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2.3 La division

le critère d’arrêt, il est alors considéré comme une feuille, qui sera étiquetée
avec la classe k∗ majoritairement représentée. Cette classe majoritaire respecte
l’équation suivante :

k∗ = argmax
qh∈KN

ph. (2.3.12)

Le critère de confiance :

Le critère de confiance est plus connu sous le nom de critère d’homogénéité ou
de pureté du nœud en termes de classes. Ce critère dépend d’un seuil η qu’il faut
définir à l’avance. Un nœud N vérifiera ce critère si une proportion supérieure à η des
objets du nœud appartient à la même classe.

Plus formellement, soit un nœud N si ∃h ∈ {1, . . . , H} tel que ph. ≥ η alors N
est considéré comme une feuille.

Lorsque l’ensemble des objets présents dans un nœud appartient à une même classe,
i.e. ∃h ∈ {1, . . . , H} ph. = 1 alors le nœud est dit pur.

Le critère de support :

Le critère de support consiste à fixer un seuil η portant sur le nombre d’objets minimum
qu’un nœud doit contenir. Ainsi, un nœud comptant moins d’objets que ce seuil sera
considéré comme une feuille.

Plus formellement, soit un nœud N si N ≤ η alors N est une feuille.
Ce critère de support peut aussi être appliqué non pas sur le nœud courant N mais

sur ses successeurs ; c’est à dire si l’un des successeurs du nœud courant ne respecte pas
ce critère, alors la division de N est rejetée, et N est une feuille.

La profondeur de l’arbre :

Le critère portant sur la profondeur de l’arbre consiste à imposer a priori une taille
maximale à l’arbre, i.e. un nombre maximal de nœuds par branche. Une fois cette taille
atteinte, la phase de division est stoppée ; tous les nœuds en bout de branche sont
considérés comme des feuilles.

L’absence de division pertinente :

Comme nous l’avons vu précédemment, le critère de division permet de sélectionner
l’attribut de test le plus pertinent pour séparer les objets d’un nœud en fonction de leurs
classes. Il est courant dans la littérature de s’appuyer sur les critères de division pour
stopper la construction de l’arbre ; il s’agit alors de considérer le critère de division
comme critère d’arrêt lorsque la valeur du critère de division est inférieure
à un seuil η. Dans ce cas, si pour toutes les divisions existantes dans un nœud, la
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valeur du critère de division est inférieure à ce seuil, alors la division du nœud est non
pertinente ; elle ne permettra pas de séparer les objets de classes différentes.
Le nœud est considéré comme une feuille. Plus formellement, soit un nœud N si
∀I ∈ IN gain(I, ΩN ) ≤ η alors N est une feuille.

Dans la littérature, η est fréquemment fixé selon la formulation d’un test statistique tel
le test du χ2 [Quinlan 86a], ou encore le test de Fisher [Fisher 35, Kent Martin 97]. Ces
tests permettent de définir un seuil η de rejet de l’hypothèse nulle H0 correspondant à l’in-
dépendance de l’attribut de test et de l’attribut à expliquer. Valider H0 revient à valider
le critère d’arrêt d’absence de division ou de division pertinente. Ces tests portant sur une
information locale, i.e. information contenue dans un nœud, ils ont souvent été critiqués
car considérés comme ne reflétant pas réellement ce qui peut se passer dans les niveaux
inférieurs (i.e. pas de prise en compte des informations qui pourraient être apportées par
des successeurs) [Breiman 84, Kent Martin 97, Rakotomalala 97, Dong 01, Agresti 02].

De manière générale, ces critères sont difficiles à utiliser car ils impliquent tous la
définition d’un seuil η [Breiman 84, Rakotomalala 97, Nakache 03, Rokach 08]. Si le seuil
fixé est trop permissif alors l’arbre sera trop complexe (sur-dimensionné) avec le risque
du sur-apprentissage (cf. section 1.3.1). Inversement, si le seuil fixé est trop restrictif
alors l’arbre sera trop petit (sous-dimensionné) et ne représentera pas les informations
contenues dans la base d’apprentissage de manière suffisante, i.e. sous-apprentissage (cf.
section 1.3.1).

Les processus de post-élagage leur ont donc souvent été préférés.

2.4 Le post-élagage

Les arbres construits lors de la phase de division sont généralement trop complexes ;
ils collent trop aux données d’apprentissage. La phase d’élagage sert alors à optimiser
le modèle en termes de parcimonie et de capacité de généralisation. L’élagage a deux
objectifs, le premier est de réduire la complexité structurelle des arbres et le second est de
définir le sous-arbre de bonne taille pour éviter le phénomène du sur-apprentissage
(cf. section 1.3.1). Ces deux objectifs sont bien entendu fortement liés.

Les premiers travaux sur les méthodes de post-élagage sont attribués à Breiman et
al. [Breiman 84]. Dans leur livre, les auteurs motivent leur démarche par une étude
empirique. Cette étude, illustrée par la Figure 2.4.1, compare l’évolution du taux d’erreur
en resubstitution (i.e. calculé sur la base d’apprentissage) et celle du taux d’erreur en
généralisation (i.e. calculé sur une base indépendante de la base d’apprentissage - base
de test dans le livre de Breiman et al.) avec le nombre de feuilles de l’arbre.

Dans la Figure 2.4.1, la courbe bleue correspond à l’erreur en resubstitution, et la
courbe rouge correspond à l’erreur en généralisation.
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2.4 Le post-élagage

Sur cette Figure 2.4.1, nous voyons qu’à mesure que le nombre de feuilles (la taille
de l’arbre) augmente, le taux d’erreur en resubstitution diminue constamment. En re-
vanche, le taux d’erreur en généralisation montre d’abord une décroissance rapide, jus-
qu’à un arbre avec une dizaine de feuilles, puis nous observons que le taux d’erreur
reste sur un plateau avant de se dégrader (i.e. croître) lorsque l’arbre est manifeste-
ment sur-dimensionné, i.e. le modèle est en sur-apprentissage. La taille idéale de
l’arbre correspond au plateau dessiné par le taux d’erreur en généralisation. Un arbre
de cette taille est obtenu par application d’un post-élagage à un arbre maximal (i.e.
arbre construit en appliquant des critères d’arrêt très permissifs au cours de la phase de
division). Cet arbre aura de bonnes performances en généralisation, tout en étant plus
simple que l’arbre maximal et donc plus lisible.
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Figure 2.4.1: Évolution des taux d’erreur en fonction du nombre de feuilles d’un arbre

Il est difficile de prétendre à l’exhaustivité dans la présentation des méthodes de
post-élagage, tant elles sont nombreuses dans la littérature. De plus, de nombreuses
études ont été menées, celles-ci sont souvent contradictoires quant à l’efficacité de cer-
taines méthodes. Les auteurs de ces études justifient généralement ces contradictions
en mettant en avant des circonstances d’études différentes ou des domaines d’études
différents [Quinlan 86b, Quinlan 87b, Esposito 97, Breslow 97, Rakotomalala 97]. Aussi
nous nous concentrons sur les méthodes les plus célèbres que sont l’élagage par
minimisation de la mesure de coût-complexité, l’élagage par minimisation de l’erreur et
l’élagage basée sur l’erreur pessimiste.

La définition de ces différents post-élagages nécessite l’introduction de quelques nota-
tions :
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Chapitre 2 Arbres de classification

L’arbre maximal, construit à partir d’une base d’apprentissage lors de la phase
de division, sera noté DT0. Les méthodes de post-élagage présentées par la suite re-
posent généralement sur la construction itérative d’une séquence d’arbres élagués ; cette
séquence de sous-arbres sera notée {DT0, DT1, . . . , DTt}. L’arbre optimal DT ∗ est
ensuite choisi dans cette séquence, généralement grâce à une base de validation. Nous
verrons dans la suite que selon la méthode d’élagage choisie, la séquence de sous-arbres
est parfois construite entièrement, i.e. DTt = t1 où t1 représente le sous-arbre contenant
un unique nœud, i.e. la racine de DT0.

Le nombre de nœuds d’un arbre DTi sera noté |DTi| tandis que son nombre de
feuilles sera noté L(DTi). L’élagage d’un arbre DTi consiste généralement à transfor-
mer un ou plusieurs de ses nœuds internes en feuilles. Nous verrons aussi, qu’en plus de
cette transformation élémentaire, certaines méthodes proposent de remplacer un nœud
interne par une branche STi de l’arbre (i.e. une branche regroupe l’ensemble des nœuds
successeurs du nœud courant).

DTi+1 est le résultat de l’élagage de DTi. Par construction, on a donc, |DT0| > . . . >
|DTi| > |DTi+1| > . . . > |DTt|. La transformation d’un nœud interne N de DTi se fait
par évaluation de l’apport (en termes de taux d’erreur) de la branche STi ayant pour
racine ce nœud interne. L’évaluation de l’apport d’une branche STi est propre à chaque
méthode. Pour ces évaluations, l’arbre DTi élagué temporairement en N sera noté
D̃Ti.

Comme précisé précédemment, l’élagage a parmi ses objectifs, l’amélioration des per-
formances des arbres en généralisation. A ces fins, les évaluations présentées dans les
paragraphes suivants utilisent les taux d’erreur tels que définis dans la section 1.3.1.
Rappelons que le taux d’erreur d’un arbre DTi sur une base d’apprentissage BA conte-
nant N objets est ε(DTi, BA) = MC(DTi,BA)

N
(cf. section 1.3.1).

Avant de présenter plus spécifiquement les méthodes d’élagage et les mesures associées,
nous présentons dans l’Algorithme 2.3, l’élagage d’un arbre DT0 par génération
complète de la séquence de sous-arbres et par choix du meilleur arbre dans la
séquence selon son taux d’erreur sur une base de validation.

Notons que le choix des branches à élaguer à chaque étape est propre à chaque modèle,
nous présentons les algorithmes correspondant (Élague_Arbre(DTi, BA XOR BV ))
dans les Algorithmes 2.4, 2.5 et 2.6.

Exemple. La Figure 2.4.2 illustre un arbre DTi, la Figure 2.4.3 représente une de ses
branches STi ayant pour racine N et l’arbre élagué correspondant est présenté par la
Figure 2.4.4.
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Algorithme 2.3 Meilleur_Arbre_Élagué(DT0,BA,BV ) (avec génération complète de
la séquence)
Entrées :

– DT0 l’abre maximal construit lors de la phase de division à partir de la base d’ap-
prentissage ;

– BA la base d’apprentissage ;
– BV la base de validation ;

Sorties :
– DT ∗ le meilleur arbre élagué ;

DÉBUT

Construire une liste vide Seq ;
Ajouter DT0 à Seq ;
DTi ← DT0 ;
tant que DTi )= t1 faire

DTi+1 ← Élague_Arbre(DTi, BA XOR BV ) ;
Ajouter DTi+1 à Seq ;
DTi ← DTi+1 ;

fin tant que
DT ∗ ← Choisir dans Seq le meilleur arbre sur BV ;
renvoyer DT ∗ ;

FIN
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N

I3 = V I2 = FI2 = V

I1 = F

I2 = V

I3 = F

I1 = V

I2 = F

(9, 11, 10)

(3, 11, 0)

(3, 11, 5)

(0, 11, 0)
Classe2

(3, 0, 0)
Classe1

(6, 0, 5)

(0, 0, 5)
Classe3

(0, 0, 5)
Classe3

(6, 0, 0)
Classe1

Figure 2.4.2: Un arbre DTi

N

I2 = V I2 = F

(3, 11, 0)

(0, 11, 0)
Classe2

(3, 0, 0)
Classe1

Figure 2.4.3: Une branche STi de DTi (ayant pour racine N )

N

I2 = V I2 = FI3 = V

I1 = F

I3 = F

I1 = V

(9, 11, 10)

(3, 11, 0)
Classe2

(3, 11, 5) (6, 0, 5)

(0, 0, 5)
Classe3

(0, 0, 5)
Classe3

(6, 0, 0)
Classe1

Figure 2.4.4: Sous-arbre DTi élagué en N
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Élagage par minimisation de la mesure de coût-complexité (CCP)

L’élagage par minimisation de la mesure de coût-complexité a été introduit par Brei-
man et al. [Breiman 84] sous le nom Cost-Complexity Pruning (CCP). Ce processus
se déroule en deux étapes ; la première correspond à la construction d’une séquence
complète d’arbres élagués {DT0, DT1, . . . , t1}, en minimisant la mesure de coût-
complexité sur la base d’apprentissage (cf. paragraphe suivant). La seconde étape
correspond au choix du meilleur arbre parmi ceux de la séquence construite ; ce choix
dépend d’une base de validation.

Ainsi la séquence d’arbres contient tout d’abord l’arbre construit à partir de la base
d’apprentissage DT0, puis ce dernier est élagué selon le processus expliqué ci-dessous
pour former l’arbre DT1, et le processus est réitéré sur chaque arbre élagué jusqu’à
obtenir l’arbre ne contenant que la racine t1.

Minimisation de la mesure de coût-complexité

La mesure de coût-complexité définie par Breiman et al., prend en compte d’un
côté le taux d’erreur en resubstitution d’un arbre DTi, i.e. le coût. De l’autre le nombre
de feuilles de l’arbre L(DTi), i.e. la complexité.

Définition 5. La mesure de coût-complexité associée à un arbre DTi est définie par la
somme suivante :

Θσ(DTi) = ε(DTi, BA) + σ × L(DTi) (2.4.1)

Avec σ un coefficient de complexité utilisé pour la construction des arbres élagués, il
permet de pénaliser les arbres contenant beaucoup de feuilles.

Pour élaguer DTi, tous ses nœuds internes sont considérés un à un. A chaque nœud in-
terne N , correspond une branche STi, pour chacune d’elles, la mesure de coût-complexité
de l’arbre temporairement élagué en N est évaluée, i.e. Θσ(D̃Ti). Puis la branche per-
mettant de minimiser la différence entre Θσ(D̃Ti) et Θσ(DTi) est définitivement élaguée
pour former DTi+1.

Comme présenté par Esposito et al. [Esposito 97], cela revient finalement à élaguer la
ou les branches STi qui permettent de minimiser la valeur σ définie par :

σ =
ε(D̃Ti, BA) − ε(DTi, BA)

(L(STi) − 1)
(2.4.2)

Si plusieurs branches minimisent cette valeur, alors elles sont toutes supprimées de DTi

pour former DTi+1.

Ainsi, la séquence complète d’arbres élagués est générée en suivant l’Algorithme 2.3
et l’Algorithme 2.4 pour le choix des branches à élaguer à chaque étape.
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Algorithme 2.4 Élague_Arbre(DTi,BA)~CCP
Entrées :

– DTi un arbre à élaguer ;
– BA la base d’apprentissage ;

Sorties :
– DTi+1 l’arbre élagué ;

DÉBUT

σmin = +∞ ;
Liste_branches ← liste vide de branches ;
pour chaque noeud interne N de DTi faire

STi ← branche de DTi de racine N ;
D̃Ti ← DTi élagué en N ;
σ = ε(D̃Ti,BA)−ε(DTi,BA)

L(STi)−1
;

si σ = σmin alors
Ajouter STi à Liste_branches ;

sinon
si σ < σmin alors

Effacer Liste_branches ;
Ajouter STi à Liste_branches ;
σmin = σ ;

fin si
fin si

fin pour
DTi+1 ← DTi ;
pour chaque STi ∈ Liste_branches faire

Etiqueter le noeud racine de STi avec sa classe majoritaire ;
DTi+1 ← DTi+1 élagué au noeud racine de STi ;

fin pour

renvoyer DTi+1 ;

FIN
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Choix du meilleur arbre

Une fois la séquence d’arbres construite, il faut choisir le meilleur en généralisation.
Pour cela, Breiman et al. utilisent les taux d’erreur des arbres de la séquence commis sur
une base de validation. Le meilleur sous-arbre DT ∗ de la séquence est celui possédant
le moins de feuilles possibles et vérifiant la condition suivante :

ε(DT ∗, BV ) < ε∗ + se(ε∗) (2.4.3)

Avec
– ε∗ = min

DTi∈{DT0,...,t1}
ε(DTi, BV ) : l’erreur minimale observée pour les arbres de la

séquence
– se(ε∗) : l’erreur standard associée à ε∗, se(ε∗) =

√

ε∗×(1−ε∗)
N

Ainsi dans l’Algorithme 2.3, la ligne Choisir dans Seq le meilleur arbre correspond à
choisir DT ∗ possédant le moins de feuilles possibles et vérifiant l’équation 2.4.3.

Élagage par minimisation de l’erreur (REP)

L’élagage par minimisation de l’erreur a été introduit par Quinlan [Quinlan 86b,
Quinlan 87b, Quinlan 93] sous le nom de Reduced Error Pruning (REP). A la diffé-
rence de l’élagage précédent, qui utilise la base d’apprentissage pour sa première étape,
l’élagage par minimisation de l’erreur utilise uniquement la base de validation. Il
coupe récursivement les branches en partant du bas, jusqu’à ce que le taux d’erreur
constaté pour l’arbre courant DTi sur la base de validation ne soit pas réduit, par au
moins un des élagages possible de DTi. La séquence d’arbres n’est donc pas construite
entièrement et le meilleur arbre est alors le dernier arbre construit.

Plus précisément, pour toutes les branches STi d’un arbre DTi, l’évolution du taux
d’erreur sur la base de validation est analysée. Si le taux d’erreur pour l’arbre DTi

(ε(DTi, BV )) est supérieur ou égal au taux d’erreur de l’arbre élagué temporairement
D̃Ti (ε(D̃Ti, BV )) et si la branche STi ne contient pas de sous-branche vérifiant cette
même différence, alors STi doit être élaguée pour former DTi+1. Si plusieurs branches
vérifient la même différence, elles sont toutes élaguées. Ainsi, DTi+1 a un taux d’er-
reur équivalent ou plus faible que celui de DTi, sur la base de validation. Le processus
est réitéré à partir de DTi+1 et tant que le taux d’erreur sur la base de validation diminue.

L’algorithme de choix des branches à élaguer à chaque étape est présenté dans l’Al-
gorithme 2.5.

Élagage basé sur l’erreur (EBP)

L’élagage basé sur l’erreur a été défini par Quinlan [Quinlan 93] sous le nom de Error-
Based Pruning (EBP). Cette méthode est une amélioration/reformulation de la mé-
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Algorithme 2.5 Élague_Arbre(DTi,BV )~REP
Entrées :

– DTi un arbre à élaguer ;
– BV la base de validation ;

Sorties :
– DTi+1 l’arbre élagué ;

DÉBUT

Liste_branches ← liste vide de branches ;
diff = 0 ;
pour chaque noeud interne N de DTi faire

STi ← branche de DTi de racine N ;
D̃Ti ← DTi élagué en N ;
si ε(D̃Ti, BV ) − ε(DTi, BV ) = diff et ∄b ∈ Liste_branches | b ⊂ STi alors

Ajouter STi à Liste_branches ;
sinon

si ε(D̃Ti, BV ) − ε(DTi, BV ) < diff alors
Effacer Liste_branches ;
Ajouter STi à Liste_branches ;
diff = ε(D̃Ti, BV ) − ε(DTi, BV ) ;

fin si
fin si

fin pour
si Liste_branches = ∅ alors

renvoyer DTi ;
sinon

DTi+1 ← DTi ;
pour chaque STi ∈ Liste_branches faire

DTi+1 ← DTi+1 élagué au noeud racine de STi ;
fin pour

fin si

renvoyer DTi+1 ;

FIN
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thode de minimisation de l’erreur pessimiste (Pessimistic Error Pruning ~ PEP) définie
elle aussi par Quinlan [Quinlan 86b, Quinlan 87b]. Quinlan a développé cet élagage en
observant que l’utilisation d’une base de validation pouvait être contraignante, en par-
ticulier lorsque l’ensemble de données à disposition compte peu d’objets (cf. section
1.3.1). Cet élagage ne nécessite donc pas de base de validation ; seule la base
d’apprentissage est utilisée.

Comme pour l’élagage précédent, l’arbre élagué DTi+1 est construit à partir de DTi

en analysant l’évolution du taux d’erreur en resubstitution. Pour éviter une estimation
trop optimiste du taux d’erreur, Quinlan utilise un taux d’erreur corrigé εUB(.) qui
correspond à la borne supérieure de l’intervalle de confiance associé au taux d’erreur en
resubstitution. εUB(DTi, BA) est alors défini selon la formule suivante :

εUB(DTi, BA) = ε(DTi, BA) + ucf ×

√

ε(DTi, BA) × (1 − ε(DTi, BA))
N

(2.4.4)

Où
– ε(DTi, BA) correspond au taux d’erreur en resubstitution de l’arbre DTi ;
– cf est un niveau de confiance ;
– ucf est la limite/valeur critique associée à cf pour la distribution binomiale ;

A partir de cette erreur corrigée, Quinlan définit trois erreurs corrigées et les impute à
chaque nœud interne N et à chaque branche associée STi :

1. εUB(STi, ΩN ) : l’erreur commise par la branche STi sur l’ensemble des objets ΩN

issus de la base d’apprentissage et contenus dans sa racine N ;

2. εUB(N , ΩN ) : l’erreur commise par la racine N de STi sur l’ensemble des objets
ΩN qu’elle contient ;

3. εUB(S∗, ΩN ∗) : l’erreur commise par la branche spécifique S∗ de STi sur l’en-
semble des objets ΩN ∗ contenus dans sa racine N ∗ ; Avec S∗ la branche de STi

dont la racine N ∗ est le successeur immédiat de N contenant le plus d’objets issus
de ΩN .

Si la valeur minimale entre ces trois erreurs corrigées est la première, alors la branche
STi n’est pas élaguée, si c’est la seconde alors DTi est élagué en N selon la méthode vue
précédemment ; si c’est la troisième alors la branche S∗ est greffée en lieu et place de
STi. Si aucune branche n’est élaguée, alors le processus s’arrête. Notons que le parcours
des noeuds interne pour l’évaluation se fait du bas vers le haut, i.e. en commençant par
les prédécesseurs des feuilles.

L’algorithme de choix des branches à élaguer à chaque étape est présenté par l’Algo-
rithme 2.6.

Le principe de la greffe est illustré dans la Figure 2.4.6, où la branche S∗ en vert a été
greffée en remplacement de la branche STi en rouge dans la Figure 2.4.5 (représentant
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Chapitre 2 Arbres de classification

Algorithme 2.6 Élague_Arbre(DTi,BA)~EBP
Entrées :

– DTi un arbre à élaguer ;
– BA la base d’apprentissage ;

Sorties :
– DTi+1 l’arbre élagué ;

DÉBUT

DTi+1 ← DTi ;
pour chaque noeud interne N de DTi faire

STi ← branche de DTi de racine N ;
errorSTi

= εUB(STi, ΩN ) ;
errorN =εUB(N ,ΩN ) ;
errorS∗ = εUB(S∗, ΩN ∗) ;
errormin = min(errorSTi

, errorN , errorS∗) ;
si errormin = errorN alors

DTi+1 ← DTi élagué en N ;
fin si
si errormin = errorS∗ alors

DTi+1 ← DTi greffé en N avec S∗ ;
fin si

fin pour

renvoyer DTi+1 ;

FIN
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2.4 Le post-élagage

DTi).

Figure 2.4.5: Arbre de référence DTi

N ∗

I2 = V

I1 = V

I2 = V

I1 = F

I2 = F I2 = F

(9, 11, 10)

(3, 0, 1)
Classe1

(3, 11, 5)

(0, 11, 4)
Classe2

(6, 0, 0)
Classe1

(6, 0, 5)

(0, 0, 5)
Classe3

Figure 2.4.6: Arbre DTi+1 après la greffe
au nœud N de la branche is-
sue du nœud N ∗

Il existe dans la littérature de nombreuses méthodes d’élagage, il est difficile d’être
exhaustif, nous avons présenté une fraction d’entre elles ci-dessus. Notons aussi parmi les
plus citées, la méthode de la valeur critique (CVP) proposée par Mingers [Mingers 87],
et celle de Niblett et Bratko basée sur l’erreur minimum ou erreur espérée (MEP)
[Niblett 87]. Nous renvoyons le lecteur aux références associées pour plus de détails.

Les méthodes d’élagage les plus réputées ont souvent été comparées. Notons
parmi les articles comparatifs réputés, l’article de Quinlan [Quinlan 86b, Quinlan 87b]
qui rappelle le modèle CCP présenté ci-dessus avant de proposer les modèles REP et
PEP puis de les comparer. Mais aussi celui de Mingers [Mingers 89a] qui pour sa part
compare CCP, CVP, MEP, REP et PEP. Ou encore celui de Esposito et al. [Esposito 97]
où les auteurs étendent leur article précédent [Malerba 96] ; ils rappellent et analysent
les modèles REP, PEP, MEP, CVP, CCP et EBP, avant des les comparer via quelques
3375 expérimentations. Moins réputé mais plus récent, notons l’article de Rokach et
Maimon [Rokach 05] qui propose entre autre une comparaison des trois méthodes pré-
sentées ci-dessus. La Table 2.4 présente quelques caractéristiques extraites de ces articles
concernant les méthodes CCP, REP et EBP.

Notons enfin que selon Rakotomalala [Rakotomalala 05a], le post-élagage utilisé par
CART est celui qui intègre tous les "bons" ingrédients d’un apprentissage efficace :
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#étapes BV Description Analyse

CCP 2 Oui

- Tendance au
sur-élagage
- Compléxité
quadratique selon le
nombre de nœuds
internes

- Sélectionne le meilleur arbre
selon BV dans un ensemble
d’arbres construits selon BA

REP 1 Oui
- Tendance au
sur-élagage
- Complexité linéaire

- Trouve le plus petit arbre ayant
le plus petit taux d’erreur sur
BV

EBP 1 Non
- Tendance au
sous-élagage

- Améliore la méthode PEP
- Processus de greffe en plus de
celui de l’élagage
- Selon [Esposito 97] c’est la
méthode la plus
stable/performante

Table 2.4: Comparaison des méthodes d’élagage

1. une évaluation non biaisée de l’erreur pour déterminer le bon arbre ;

2. une réduction de l’espace des hypothèses avec le principe des séquences d’arbres
rangés à coût-complexité décroissant, limitant ainsi le risque de sur-apprentissage
sur l’échantillon de validation ;

3. une préférence donnée à la simplicité avec la règle de "l’écart-type" avant l’erreur
minimale : l’idée est de se rapprocher du point d’inflexion dans l’évolution de l’er-
reur en fonction du nombre de feuilles de l’arbre (cf. Figure 2.4.1) ;

4. et lorsque la taille du fichier d’apprentissage est réduite, un système de validation
croisée est proposé pour réaliser le post-élagage.

2.5 Algorithmes de construction

Comme nous l’avons précisé en introduction de ce chapitre, il existe différents algo-
rithmes de construction d’arbres de classification, ces algorithmes diffèrent les uns des
autres principalement par les critères de division et d’arrêt qu’ils utilisent, mais aussi
par leur mise en œuvre d’une méthode d’élagage. Nous nous intéressons principalement
à des algorithmes connus qui utilisent les critères et les méthodes d’élagage présentées
ci-dessus. Plus précisément, nous nous intéressons au modèle ChAID développé
par Kass [Kass 80], à CART développé par Breiman et al. [Breiman 84], et à C4.5
développé par Quinlan [Quinlan 93].
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2.5 Algorithmes de construction

2.5.1 ChAID

ChAID (Chi-squared Automatic Interaction Detection) a été défini par Kass en 1980
[Kass 80]. C’est un successeur de l’algorithme AID défini par Morgan et Sonquist
[Morgan 63, Sonquist 71].

ChAID utilise le test du χ2 comme critère de division et d’arrêt. Il ne propose pas
de post-élagage. Lors de la division, ChAID construit autant de successeurs que de
valeurs possibles pour l’attribut test, ainsi les arbres issus de cet algorithme sont des
arbres M-aires.

L’une des particularités de ChAID est la définition d’une option de fusion des
nœuds successeurs. Cette fusion est mise en place après la division d’un nœud et une
fois les nœuds successeurs construits. Les profils de ces nœuds successeurs sont analy-
sés deux à deux. Si, pour deux nœuds donnés, les profils sont proches au sens du test
d’équivalence distributionnelle du χ2 à (K − 1) degrés de liberté, alors ces nœuds sont
fusionnés (ce test identifie les nœuds qui donneront des feuilles ayant la même distri-
bution). Le processus est réitéré tant qu’une fusion est possible.

Pour illustrer ce processus de fusion, reprenons l’exemple de la Figure 2.2.1. Considé-
rons la division de la racine ; trois nœuds successeurs ont été construits
N1 = {o1, o2, o8, o9, o11}, N2 = {o3, o7, o12, o13}, N3 = {o4, o5, o6, o10, o14}. Le test d’équi-
valence distributionnelle du χ2 à (K −1) degrés de liberté consiste à comparer les distri-
butions des nœuds deux à deux. C’est à dire, calculer à partir de la table de contingence
associée aux deux nœuds, la valeur du χ2. La table de contingence associée aux nœuds
N1 et N2 est la Table 2.5. Ici, la valeur du χ2 est 3.60.

En fixant le risque de première espèce à 10% par exemple, le seuil à ne pas dépasser
pour valider la fusion est de 2.706 (cf. Annexe A table du χ2 colonne p = 0.10 et ligne
K = 1). Ainsi, N1 et N2 ne sont pas fusionnés. La Table 2.6 récapitule les différentes
comparaisons entre N1, N2 et N3, les valeurs du χ2 associées ainsi que la validité d’une
fusion entre ces nœuds. Selon cette table, les fusions valides sont la fusion de N1 et N3

et la fusion de N2 et N3. Les profils les plus proches sont ceux de N1 et N3, ainsi ChAID
fusionnerait ces deux nœuds pour obtenir, après la première division et la fusion, l’arbre
est présenté dans la Figure 2.5.1. Après cette première fusion, la recherche d’une fusion
valide serait réitérée pour N2 et le nœud issu de la fusion de N1 et N3. Le χ2 associé
étant supérieur au seuil attendu (i.e. synonyme de distributions différentes), ces nœuds
ne seraient pas fusionnés et le processus de division reprendrait son cours.

2.5.2 CART

CART (Classification And Regression Trees) correspond à l’algorithme défini par Brei-
man et al. dans leur livre très connu [Breiman 84].

CART utilise l’indice de Gini comme critère de division et le critère de support,
avec η = 5, comme critère d’arrêt. Il met en œuvre la méthode d’élagage CCP.
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N1 N2 Σ

Jouer = Oui 2 4 6
Jouer = Non 3 0 3

Σ 5 4 9

Table 2.5: Table de contingence des nœuds N1 et N2

Distribution χ2 candidats à la fusion ? Choix
N1,N2 (2, 3) et (4, 0) 3.60 non
N1,N3 (2, 3) et (3, 2) 0.40 oui sélectionnés pour la fusion
N2,N3 (4, 0) et (3, 2) 2.06 oui

Table 2.6: Calcul pour la fusion deux à deux des nœuds N1, N2 et N3

Prévisions ∈ {ensoleillé, pluie} Prévisions = couvert

o1 o2 o3 o4 o5 o6 o7 o8 o9 o10 o11 o12 o13 o14
∅

o3 o7 o12 o13
couvert

Jouer = Oui

o1 o2 o4 o5 o6 o8 o9 o10 o11 o14
ensoleillé ou pluie

Figure 2.5.1: Arbre après fusion

Lors de la division d’un nœud, CART ne construit que deux nœuds successeurs ; ainsi
les arbres issus de cet algorithme sont des arbres binaires. Pour effectuer le choix de
l’attribut de test, CART regroupe en deux sous-ensembles les différentes valeurs possibles
pour un attribut analysé (2L−1 − 1 combinaisons possibles).

CART est un algorithme souvent cité pour ses bonnes performances [Rakotomalala 97,
Wu 07, Tufféry 10].

2.5.3 C4.5

C4.5 [Quinlan 93] est considéré comme une amélioration de l’algorithme ID3
[Quinlan 86a] (Induction of Decision Tree).

Alors que ID3 utilisait l’entropie de Shannon comme critère de division, C4.5 utilise sa
version normalisée, le gain ratio. De plus, ID3 ne traitait pas les attributs quantitatifs ;
ces derniers devaient être transformés en attributs qualitatifs avant la construction de
l’arbre. Ce n’est pas le cas pour C4.5 (cf. chapitre 5). Pour le critère d’arrêt, C4.5 utilise
le critère du support avec un seuil η = 2. Puis il met en œuvre la méthode de post-
élagage EBP. Comme ChAID, lors de la division, C4.5 construit autant de successeurs
que de valeurs possibles pour l’attribut test, ainsi les arbres issus de cet algorithme sont
des arbres M-aires.

C4.5 est un algorithme qui est aussi souvent cité pour ses bonnes performances
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[Lim 00, Kotsiantis 07, Wu 07]. Mais, il produit de très grands arbres avec un risque
de sur-apprentissage, il est conseillé de l’utiliser lorsque les données à traiter sont nom-
breuses.

L’une des particularités de C4.5 est sa mise en œuvre du processus de greffe via le
post-élagage EBP.

Notons que le code de C4.5 est accessible sur internet 1, mais il n’est plus mis à jour et
est remplacé par son successeur C5.0. Ce dernier a d’abord été proposé dans un logiciel
commercial, avant que son code ne soit accessible lui aussi sur internet 2 depuis peu de
temps (~début 2012). Les principales améliorations apportées entre ces deux versions
sont la prise en compte de coûts de mauvaise classification associés à certaines classes,
mais aussi la prise en compte de l’importance de certains objets par rapport à d’autres
via un poids associé aux objets. Selon son auteur, C5.0 est plus facile à utiliser que la
version C4.5.

La Table 2.7 présente un récapitulatif des algorithmes de construction d’arbre de
classification présentés ci-dessus, avec leurs paramètres, leurs avantages et leurs incon-
vénients.

2.6 Méthode de classification

Une fois l’arbre de classification construit, il existe différentes manières de l’utiliser
pour classer de nouveaux exemples. La plus connue correspond à la navigation dans
la structure arborescente par validation successive des attributs de test. La seconde
correspond à l’extraction de règles de classification.

2.6.1 Navigation

La navigation dans un arbre de classification pour classer un nouvel objet est une
méthode intuitive. Connaissant les attributs explicatifs du nouvel objet, il s’agit de
descendre de nœud en nœud dans l’arbre. A chaque étape, le nœud successeur est choisi
par validation d’une valeur de l’attribut associé aux branches. Le parcours, à travers
l’arbre, commence par la racine et se termine lorsqu’une feuille est atteinte. Le nouvel
objet est alors classé dans la classe étiquetant la feuille atteinte.

La Figure 2.6.1 illustre ce processus de navigation. Le nouvel objet o15 est inséré au
niveau de la racine, les attributs test sont validés un à un selon la modalité (valeur
dans le cas quantitatif) vérifiée par o15. La feuille atteinte est étiquetée par la classe
Jouer=Non donc l’objet o15 est classé dans cette classe.

1. C4.5 : http://www.rulequest.com/Personal/

2. C5.0 : http://rulequest.com/download.html
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Algorithmes
ChAID [Kass 80] CART [Breiman 84] C4.5 [Quinlan 93]

Critère de division χ2 Indice de Gini Gain ratio

Particularités
- M-aire
- Méthode de fusion de nœuds

Binaire
- M-aire
- Processus de greffe

Critère d’arrêt

Absence de division
pertinente avec η fixé selon le
risque de première espèce
choisi

- Critère de support η = 5
(plus rarement η = 1)
- Absence de division
pertinente avec η = 0

Critère de support η = 2

Méthode d’élagage Pas de post-élagage Élagage basé sur la mesure de
coût-complexité (CCP)

Élagage basé sur l’erreur
(EBP) avec un niveau de
confiance de 0,25

Avantages
Gestion des grandes bases de
données

- Bonnes performances en
classification
- Pas de paramétrage
complexe

- Bonnes performances en
classification
- Simplicité de calcul et
d’interprétation

Inconvénients

- Performance en
classification plus faible
- Paramétrage du risque
complexe

Arbre large

Table 2.7: Récapitulatif des algorithmes de construction d’arbres de classification
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V ent = nonV ent = oui

Prévisions = couvert Prévisions = pluie

Humidité = normale Humidité = haute

Prévisions = ensoleillé

o1, o2, o3, o4, o5, o6, o7, o8, o9, o10, o11, o12, o13, o14
∅

o15 = (ensoleillé, frais, haute, oui)
Classe =?

o3, o7, o12, o13
couvert

Jouer = Oui

o1, o2, o8, o9, o11
ensoleillé

o1, o2, o8
ensoleillé, haute
Jouer = Non

o4, o5, o6, o10, o14
pluie

o6, o14
pluie, oui

Jouer = Non

o9, o11
ensoleillé, normale

Jouer = Oui

o4, o5, o10
pluie, non

Jouer = Oui

Figure 2.6.1: Navigation dans un arbre de classification

2.6.2 Extraction de règles de classification

L’extraction de règles de classification à partir d’un arbre de classification [Quinlan 87a,
Quinlan 90], est aussi simple que la navigation. Il s’agit, pour chaque feuille de l’arbre, de
générer une règle de classification du type SI prémisse ALORS conclusion. La prémisse
de cette règle est la conjonction des différents tests composant le chemin entre la racine
et cette feuille. La conclusion de la règle correspond à la classe étiquetant cette feuille.

Ainsi, à partir de l’arbre de la figure précédente, les règles sont :
– SI Prévisions=couvert ALORS Jouer=Oui
– SI Prévisions=pluie ET Vent=oui ALORS Jouer=Non
– SI Prévisions=pluie ET Vent=non ALORS Jouer=Oui
– SI Prévisions=ensoleillé ET Humidité=normale ALORS Jouer=Oui
– SI Prévisions=ensoleillé ET Humidité=haute ALORS Jouer=Non

Une fois les règles extraites, elles sont réunies dans une base de règles. Dans cette
base, les règles sont liées par un OU logique. C’est cette base qui est utilisée pour classer
un nouvel objet (cf. section 1.3.2.3). Les bases de règles ont certaines limites. En effet,
une extraction brute telle que présentée précédemment, peut se heurter à la réplication
de sous-arbres (i.e. un sous-arbre, avec le même attribut test et les même modalités, ré-
pliqué dans deux branches différentes) ou encore au faible effectif de certains sommets.
Pour compenser ces limites, de nombreux travaux existent sur la simplification des bases
de règles [Rakotomalala 96, Rakotomalala 97, Quinlan 93].

Le performances entre règles et navigation sont les mêmes. Mais, la navigation à travers
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l’arbre est généralement considérée comme plus facile à comprendre que l’extraction de
règles car plus visuelle. Nous reviendrons plus formellement sur la méthode de navigation
dans le chapitre 4.

2.7 Discussion

2.7.1 Avantages

Parmi les avantages des arbres de classification, les plus cités sont :

1. La lisibilité de l’arbre de classification, qui permet d’appréhender directement
la connaissance qu’il produit. De ce fait, un expert du domaine peut juger de la
pertinence de l’arbre. Cet expert peut aussi intervenir dans la construction de
l’arbre : choix des attributs de test, ...

2. L’arbre de classification sélectionne directement les attributs les plus discrimi-
nants.

3. Il est possible d’utiliser directement l’arbre pour de nouveaux objets. En effet, il
n’est pas nécessaire de transformer les attributs des nouveaux objets pour pouvoir
les classer.

4. L’arbre de classification peut être traduit en base de règles, facile à intégrer dans
certains systèmes décisionnels.

5. Il est rapide en apprentissage et en classification.

6. L’arbre est non paramétrique. En effet, il ne nécessite aucune hypothèse a priori
sur la distribution des données.

7. Il permet de traiter simultanément des attributs quantitatifs et qualitatifs (cf.
chapitre 5).

8. Il permet une séparation linéaire par morceaux des classes, donc une résolution
des problèmes non linéairement séparables. En effet, les feuilles de l’arbre corres-
pondent à des regroupement d’objets pouvant être représentée comme un pavé
dans l’espace des données.

9. Ils offrent des performances comparables aux autres méthodes supervisées [Lim 00,
Rakotomalala 05a].

2.7.2 Inconvénients

Parmi les inconvénients des arbres de classification, les plus cités sont :

1. La stabilité de l’arbre, elle dépend des bases de données utilisées, plus la base est
petite plus l’arbre est instable. Un changement même minime sur un attribut peut
induire un arbre complètement différent.
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2. Le passage à l’échelle : plus il y a de classes possibles, plus les performances chutent.

3. Les algorithmes sont généralement séquentiels : pas de remise en cause des étapes
précédentes lors de la construction.

4. Les algorithmes sont généralement non-incrémentaux : obligation de recommencer
la construction de l’arbre lors de l’ajout de nouvelles données.

2.8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté les arbres de classification de manière générique
avant de nous intéresser plus précisément aux facteurs importants utiles à leur construc-
tion. Nous avons également présenté les algorithmes d’induction d’arbres les plus connus,
avant de rappeler les points forts et les points faibles accordés aux arbres.

Les arbres de classification sont connus pour leur facilité d’interprétation, pour leur
capacité à traiter différents types de données, et pour leur rapidité de fonctionnement,
ce qui les rend populaires. Cependant, ils sont aussi connus pour leur instabilité vis à
vis de modifications possibles sur l’ensemble de données qu’ils analysent. Notons que
des études s’intéressent par exemple aux forêts d’arbres [Breiman 01] dans le but de
limiter l’instabilité du modèle de classification construit, il s’agit alors de combinaisons
de classifieurs.

Un certain nombre de chercheurs ont déjà évoqué le fait que la recherche pour la
définition d’arbres de classification était un problème résolu ; d’autres s’opposent claire-
ment à ce constat [Wu 07]. Il faut remarquer qu’il existe de nombreuses études ana-
lysant leurs performances et les différents critères qui permettent de les construire
[Mingers 89a, Mingers 89b, Buntine 92, Breiman 96b, Malerba 96, Esposito 97, Breslow 97,
Rakotomalala 97, Quinlan 99, Rokach 05, Patil 10]. Aujourd’hui, certains articles pro-
posent des améliorations via la définition soit de nouveaux critères de division, soit de
nouveaux modèles d’élagage [Do 10, Mansour 97, Loh 09]. Rakotomala précise dans son
article [Rakotomalala 05a] qu’aucune avancée significative n’a été produite en matière de
taux de reconnaissance par rapport aux algorithmes de référence et qu’il paraît illusoire
aujourd’hui de prétendre produire une nouvelle technique surclassant les autres.

Comme nous le verrons dans la suite de cette thèse, nous nous intéressons aux arbres
de classification en raison de leurs liens avec les treillis de Galois. Plus précisément, nous
nous intéresserons à leur traitement des données quantitatives au chapitre 5, mais aussi
à leur mise en œuvre de l’élagage, sur lequel nous reviendrons au chapitre 6. Avant cela
présentons d’abord les treillis de Galois.
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Chapitre 2 Arbres de classification

Points clés

Positionnement

❏ Nous avons présenté les paramètres importants de la construction d’arbres de
classification.

❏ Les algorithmes les plus connus ont été mis en avant et différenciés.
❏ Les points forts et les points faibles des arbres de classification ont été rappelés.

Contributions

❏ Nous avons précisé les notations que nous utilisons afin de faciliter le comparatif
que nous ferons avec les treillis de Galois.
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Treillis

3.1 Introduction

La notion de treillis, sur laquelle reposent les treillis de Galois, date de la fin du 19éme
siècle avec les ouvrages de Schröder et Dedekind [Schröder 90, Schröder 95, Dedekind 00].
Après un certain nombre d’années d’oubli, les treillis ont été le cœur de nombreux travaux
de mathématiciens tels que Birkoff [Birkhoff 34a, Birkhoff 34b, Birkhoff 40, Birkhoff 48,
Birkhoff 67, Birkhoff 49], Öre [Ore 44] ou Klein. En la matière, l’un des ouvrages de
références, est celui de Birkhoff en 1940 [Birkhoff 40]. Dans cet ouvrage, Birkhoff dé-
finit la structure de treillis de manière algébrique à partir des opérations de bornes
supérieure et inférieure. Quelques années plus tard, dans leur ouvrage [Barbut 70] qui
fait lui aussi référence aujourd’hui, Barbut et Monjardet le définissent de manière
plus structurelle, sous la forme d’un ordre possédant des éléments particuliers appelés
bornes supérieure et borne inférieure. Ce livre introduit aussi la définition des treillis
de Galois. Enfin en 1982, Wille introduit la terminologie de treillis des concepts
[Wille 82], avant de produire un livre sur le sujet avec Ganter en 1999 [Ganter 99],
livre considéré lui aussi comme une référence incontournable. Dans ce livre, Ganter et
Wille s’intéressent plus précisément à l’analyse formelle des concepts (AFC - For-
mal Concept Analysis FCA), qui est une méthode de représentation des connaissances.
Dès lors, les treillis de Galois sont utilisés pour l’analyse de données et de nombreux
auteurs s’intéressent à cette structure, qui démontre des propriétés très intéressantes
pour ce domaine de recherche [Oosthuizen 88, Liquière 90, Sahami 95, Polaillon 98,
Njiwoua 99, Kuznetsov 01a, Kuznetsov 04, Guillas 07, Roth 08, Kaytoue 11, Visani 11,
Domenach 12, Szathmary L. 12, Ganter 13, ...].

La structure de treillis de Galois, avec une complexité qui est dans le pire des
cas, exponentielle en la taille des données analysées, est plus complexe que celle des
arbres de classification, mais aussi plus robuste aux données détériorées ou bruitées
[Guillas 07, Visani 11, ...]. Grâce à la montée en puissance des ordinateurs, ce domaine
de recherche est en pleine émergence depuis quelques années.
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Dans la suite de ce chapitre, nous nous intéressons tout d’abord aux différentes défini-
tions liées aux treillis et treillis de Galois dans la section 3.2. Puis, la section 3.3 présente
les algorithmes de construction de la structure de treillis ainsi que quelques outils logi-
ciels de génération et de visualisation des treillis. Enfin, la section 3.4 s’intéresse plus
particulièrement à l’utilisation des treillis de Galois en classification.

3.2 Définitions

La théorie des treillis repose principalement sur la notion d’ordre. Dans cette section,
nous présentons, tout d’abord, les définitions et propriétés associées aux ordres, puis
nous nous intéressons aux différentes définitions de treillis.

3.2.1 Les ordres

La notion d’ordre est définie sur un ensemble que nous noterons X . Cet ensemble
peut correspondre à différentes choses, en mathématiques par exemple, il est courant
d’utiliser l’ensemble des nombres entiers N. Définir un ordre sur un ensemble, c’est
définir une relation d’ordre 1 ≤ entre les éléments de cet ensemble. Dans cette partie, nous
donnons l’ensemble des définitions formelles associées aux ordres et que nous utilisons
dans ce manuscrit, avant de donner un exemple reprenant ces dernières. Commençons
par la définition 6 qui donne la définition formelle d’une relation d’ordre [Peirce 01,
Hausdorff 78, Bourbaki 56].

Définition 6. Relation d’ordre : Une relation binaire ≤ sur un ensemble X est une
relation d’ordre (aussi appelée ordre partiel) sur X si elle vérifie les propriétés de
réflexivité, d’antisymétrie et de transitivité :

1- réflexivité : ∀x ∈ X , x ≤ x.
2- antisymétrie : ∀x, y ∈ X , si x ≤ y et y ≤ x alors x = y.
3- transitivité : ∀x, y, z ∈ X si x ≤ y et y ≤ z alors x ≤ z.

Le couple (X , ≤), formé par l’ensemble X et la relation d’ordre ≤, est appelé en-
semble ordonné.

A toute relation d’ordre ≤, il est possible d’associer sa relation d’ordre strict <,
i.e. sa réduction réflexive (les relations réflexivité sont supprimées) et sa relation de
couverture ≺, i.e. sa réduction réflexive et transitive (les relations de réflexivité et de
transitivité sont supprimées). La relation de couverture est définie pour deux éléments
x, y de l’ensemble X , lorsque x < y et ∄z ∈ X tel que x < z < y. On dit alors que y

1. Les relations d’ordre sont parfois notées O ou R mais le signe inférieur ou égal ≤, hérité des
relations entre les nombres, est le plus fréquemment utilisé.
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3.2 Définitions

couvre x ou que x est couvert par y.

La relation d’ordre sur un ensemble peut être reconstruite à partir de la relation de
couverture et inversement [Goralčíková 79].

Un ensemble ordonné peut être représenté sous la forme d’un diagramme où les élé-
ments de X sont les nœuds et les arcs représentent la relation d’ordre ≤ entre deux
éléments, lorsqu’on représente seulement la relation de couverture, on parle de dia-
gramme de Hasse, ce dernier est plus simple et plus lisible que le diagramme complet.

Définition 7. Diagramme de Hasse : Le diagramme de Hasse d’un ensemble ordonné
est une réduction transitive et réflexive du graphe de sa relation d’ordre. C’est une
représentation de son graphe de couverture.

Dans un ensemble ordonné, il existe des éléments particuliers tels que les majorants
(ou successeurs) et les minorants (ou prédécesseurs), ces derniers sont définis comme
suit :

Définition 8. Majorants et minorants : Soit un ensemble ordonné (X , ≤) , avec ≤
est une relation d’ordre :

- Pour tout élément x ∈ X , l’ensemble des majorants de x est l’ensemble Supx =
{y ∈ X ; x ≤ y}.

- Pour tout élément x ∈ X , l’ensemble des minorants de x est l’ensemble Infx =
{y ∈ X ; y ≤ x}.

Exemple. Soit l’ensemble X = {a, b, c, d, e, f, g}. La Figure 3.2.1 représente la relation
d’ordre ≤= {(a, b), (a, c), (b, d), (b, e), (c, e), (d, f), (d, g), (e, f), (e, g)} sur X . Chaque élé-
ment de l’ensemble est représenté par un sommet, un nœud dans le graphe. Lorsque la
relation d’ordre est vérifiée entre deux éléments de X , celle-ci est représentée par un arc
liant les deux nœuds représentant chaque élément. Les arcs en tirets gris représentent
la relation de transitivité tandis que les arcs en pointillés noirs représentent la relation
de réflexivité. De plus, pour tout couple d’éléments de X , la relation d’antisymétrie est
respectée.

Illustrons maintenant les majorants, les minorants et les bornes supérieure et infé-
rieure. Prenons l’élément b ∈ X ; alors Supb = {b, d, e, f, g} (cf. sous-graphe dans le
rectangle noir de la Figure 3.2.1) et Infb = {a, b}. Prenons l’élément c ∈ X ; Supc =
{c, d, e, f, g} et Infc = {a, c}.

La Figure 3.2.2 représente le diagramme de Hasse associé à l’ordre de la Figure 3.2.1.

Remarque. Dans la littérature, il est courant de représenter les diagrammes de Hasse dans
le sens inverse (i.e. arcs orientés vers le haut). Nous choisissons de les représenter
tel que dans la Figure 3.2.2, à des fins de comparaison avec les arbres de
classification.
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Supb

a
b ∧ c

cb

e
b ∨ c

d

gf

Figure 3.2.1: Exemple d’ensemble ordonné

a

cb

ed

gf

Figure 3.2.2: Diagramme de Hasse associé
à l’ensemble ordonné de la
Figure 3.2.1

Intéressons-nous maintenant aux définitions de la théorie des treillis, en lien avec les
définitions précédentes.

3.2.2 Les treillis

Les treillis ont été définis de deux manières, ces deux définitions utilisent les notions de
bornes supérieure et inférieure. En 1940, Birkhoff [Birkhoff 40] les définit algébriquement
à partir d’opérateurs de bornes inférieure et supérieure (cf. definition 9). Puis en 1970,
Barbut et Monjardet [Barbut 70] donnent une définition structurelle (cf. definition 10)
sous forme d’un graphe possédant non seulement la propriété d’ordre (cf. définition 6)
mais des éléments particuliers que sont la borne supérieure et la borne inférieure (cf.
définition 10) :

Définition 9. Définition algébrique [Birkhoff 40] : Un treillis est un triplet L =
(X , ∨, ∧) où ∨ et ∧ sont deux opérateurs binaires sur l’ensemble X qui vérifient les
propriétés suivantes :

- associativité : ∀x, y, z ∈ X , (x ∨ y) ∨ z = x ∨ (y ∨ z) et (x ∧ y) ∧ z = x ∧ (y ∧ z).
- commutativité : ∀x, y ∈ X , x ∨ y = y ∨ x et x ∧ y = y ∧ x.
- idempotence : ∀x ∈ X , x ∨ x = x = x ∧ x.
- loi d’absorption : ∀x, y ∈ X , x ∨ (x ∧ y) = x = x ∧ (x ∨ y).

Définition 10. Définition structurelle [Barbut 70] : Un treillis est un ensemble
X muni d’une relation d’ordre ≤, i.e. c’est une paire L = (X , ≤) où toute paire {x, y}
d’éléments de X admet une borne inférieure x ∧ y et une borne supérieure x ∨ y dans
X , avec :
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3.2 Définitions

- La borne supérieure de x et y, aussi appelée supremum et notée ∨, est l’unique
élément minimal, de l’ensemble des majorants communs (i.e. le plus petit majorant
commun) :

x ∨ y = Min {Supx ∩ Supy} = Min {z ∈ X ; x ≤ z et y ≤ z}

- La borne inférieure de x et y, aussi appelée infimum et notée ∧, est l’unique
élément maximal, de l’ensemble des minorants communs (i.e. plus grand minorant com-
mun) :

x ∧ y = Max {Infx ∩ Infy} = Max {z ∈ X ; z ≤ x et z ≤ y}

Remarque. Notons que les bornes inférieure et supérieure se généralisent aux parties
d’un ensemble X , notées P(X ). Soit X ⊆ P(X ) une partie de X , sa borne inférieure,
notée ∧X, est l’unique élément maximal de l’ensemble des minorants de X. La borne
supérieure de X, notée ∨X, est l’unique élément minimal de l’ensemble des majorants
de X (cf. exemple ci-après).

Cette définition induit pour tout treillis l’existence d’un unique élément minimal,
et d’un unique élément maximal. L’élément minimal aussi appelé bottom et noté ⊥,
vérifie ∀x ∈ X ⊥ ≤ x. Tandis que l’élément maximal aussi appelé top et noté ⊤, vérifie
∀x ∈ X x ≤ ⊤.

Exemple. Sur la Figure 3.2.1, considérons le couple d’éléments (c, b) alors leur borne
supérieure est b∨c = e (cf. triangle inversé gris) et leur borne inférieure est b∧c = a (cf.
triangle gris). De plus, soit X = {a, b, c, e} une partie de X , alors ∨X = e et ∧X = a.

La Figure 3.2.2 précédente représente un ensemble ordonné qui n’est pas un treillis.
En effet, la borne supérieure de f et g n’existe pas dans X . La Figure 3.2.3 représente,
quant à elle, le diagramme de Hasse d’un treillis.

a

cb

ed

gf

h

Figure 3.2.3: Exemple de treillis
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Lorsque seule l’existence de la borne inférieure (resp. de la borne supérieure) est véri-
fiée pour un ensemble X , alors L est appelé inf-demi-treillis (resp. sup-demi-treillis).
Ainsi, un treillis est à la fois un inf-demi-treillis et un sup-demi-treillis.

Remarque. Notons une distinction importante faite entre treillis et treillis complet (ou
fini) [Birkhoff 40, Birkhoff 49]. Un treillis L = (X , ≤) est dit complet lorsque, pour
tout sous-ensemble X d’éléments de X , la borne inférieure ∧X et la borne supérieure ∨X
existent. Les études présentées dans ce manuscrit se placent systématiquement
dans le cas des treillis complets. Aussi, lorsque nous notons « treillis » nous
désignons les treillis complets.

Dans un treillis, il existe des éléments particuliers, parmi lesquels les éléments
irréductibles et les atomes et coatomes. Ils sont définis comme suit.

Définition 11. Éléments particuliers d’un treillis L
- Les éléments irréductibles d’un treillis sont les éléments qui ne sont ni des bornes

inférieures, ni des bornes supérieures :
- les inf-irréductibles notés M : ce sont les éléments qui ne sont pas bornes

inférieures dans le treillis. Autrement dit, m ∈ X est un inf-irréductible (meet-irreducible)
s’il n’est borne inférieure d’aucune partie ne le contenant pas, i.e. pour toute partie
X ⊂ X , m = ∧X implique m ∈ X.

- les sup-irréductibles notés J : ce sont les éléments qui ne sont pas bornes su-
périeures dans le treillis. Autrement dit, j ∈ X est un sup-irréductible (join-irreducible)
s’il n’est borne supérieure d’aucune partie ne le contenant pas , i.e. pour toute partie
X ⊂ X , j = ∨X implique j ∈ X.

- Les coatomes (resp. les atomes) : Les coatomes (resp. les atomes) d’un treillis
sont les éléments couverts par le top ⊤ (resp. couvrant le ⊥).

Par définition, les inf-irréductibles sont couverts par un seul élément, i.e. ils ont
un unique successeur m+, et les sup-irréductibles couvrent un seul élément, i.e. ils
ont un unique prédécesseur j−. Notons en particulier que ⊥ = ∨∅ et que ⊤ = ∧∅, ainsi
⊥ n’est pas un sup-irréductible et ⊤ n’est pas un inf-irréductible.

Exemple. La Figure 3.2.4 présente ces éléments irréductibles. Les inf-irréductibles sont
les concepts grisés, les sup-irréductibles sont les concepts en formes rectangulaires et les
coatomes sont les concepts en forme de losanges.

Remarque. Notons que, par définition, les coatomes sont des inf-irréductibles, mais l’in-
verse n’est pas toujours vrai, comme l’illustre la Figure 3.2.5.

De plus, tout élément d’un treillis peut être simultanément inf-irréductible et sup-
irréductible. La Figure 3.2.6 présente le cas particulier du treillis M3 pour lequel M = J .
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Bottom ⊥

sup− irréductible

inf − irréductibleco− atomes

Top ⊤

J

j

CO M

a

c be d

g fi h

Figure 3.2.4: Diagramme de Hasse d’un treillis et ses éléments remarquables

co− atomes

f

CO

Ma

cb

e d

Figure 3.2.5: Différence entre les coatomes et les inf-irréductibles d’un treillis
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⊥

⊤

J M

a

c b

d

Figure 3.2.6: Treillis M3

A partir de ces éléments particuliers, il est possible de construire la table binaire
associée à un treillis, c’est une représentation compacte du treillis. Elle contient en ligne
les éléments de M et en colonne ceux de J . Chaque cellule (m, j) de la table indique si
il existe une relation d’ordre entre m et j, i.e. la cellule (m, j) vaut « vrai » si j ≤ m,
« faux » sinon.
La table 3.1 est la table binaire associée au treillis de la Figure 3.2.4.

❍
❍
❍

❍
❍
❍

M
J

b c d e

f × ×

g × ×

h × ×

i × ×

Table 3.1: Table binaire associée au treillis de la Figure 3.2.4

Treillis particuliers

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons à quelques classes de treillis que nous
utilisons dans la suite de ce manuscrit.

Les treillis complémentés

Définition 12. Treillis complémenté : Un treillis L est complémenté si tout élément
x ∈ X admet au moins un complément, i.e. un élément x̄ ∈ X tel que x ∨ x̄ = ⊤ et
x ∧ x̄ = ⊥.

De manière restrictive, un treillis L est sup-complémenté (aussi noté ∨-complémenté)
lorsque pour tout élément x ∈ X , il existe un sup-complément, i.e. un élément x̄ ∈ X
tel que x ∨ x̄ = ⊤.
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3.2 Définitions

Les treillis coatomistiques

Définition 13. Treillis coatomistique : Un treillis est coatomistique si tout élément
inf-irréductible est un coatome.

Exemple. Dans la Figure 3.2.5, les inf-irréductibles n’étant pas tous des coatomes, le
treillis n’est donc pas coatomistique. La Figure 3.2.7 présente un treillis coatomistique ;
sa table binaire est présentée dans la table 3.2.

COMa

cb

e

d

gf

h

Figure 3.2.7: Exemple de treillis coatomistique

❍
❍
❍

❍
❍
❍

M
J

b c d

e × ×

f × ×

g × ×

Table 3.2: Table associée au treillis coatomistique de la Figure 3.2.7

Cette première partie avait pour objectif de présenter les fondements mathématiques
liés à la théorie des treillis. La partie suivante présente les treillis utilisés en analyse de
données, à savoir les treillis de Galois ou treillis des concepts.

3.2.3 Treillis de Galois ou des concepts

Un treillis de Galois (aussi appelé treillis des concepts) est défini à partir d’une table de
données binaire appelée contexte formel. Ainsi, ce type de treillis est défini à partir de
deux ensembles. Dans le cadre de l’analyse de données, le premier ensemble correspond à
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l’ensemble des objets noté O et le second correspond à un ensemble d’attributs binaires 2

I. Les liens unissant les objets à leurs attributs sont définis par deux applications α et
β. Le couple (α, β) forme une correspondance de Galois d’une relation binaire. La
notion de correspondance de Galois a été introduite dès 1940 par Birkoff [Birkhoff 40],
sous le nom de polarité. C’est en 1944 que Öre la renomme correspondance de Galois et,
dans son étude approfondie [Ore 44], lui associe sa notation abstraite sous forme d’un
couple d’applications. Plus formellement, ces applications et un contexte formel sont
définis comme suit :

Définition 14. Contexte formel : Un contexte est un triplet (O, I, (α, β)) :
- O : un ensemble d’objets,
- I : un ensemble d’attributs,
- (α, β) : une correspondance de Galois avec

- α est une application de P(O) vers P(I), elle associe à un ensemble d’objets, leurs
attributs communs. Soit un ensemble d’objets A ⊆ O et R une relation binaire entre O
et I :

α(A) = {b ∈ I |aRb ∀a ∈ A} (3.2.1)

- β est une application de P(I) vers P(O), elle associe à un ensemble d’attributs,
les objets qui les vérifient. Soit un ensemble d’attributs B ⊆ I :

β(B) = {a ∈ O | aRb ∀b ∈ B} (3.2.2)

Dans la littérature, le contexte est parfois noté (O, I, R). Dans les ouvrages tels que
ceux de Ganter et Wille [Wille 82, Ganter 84, Ganter 97, Ganter 99], la notation la plus
utilisée est (G, M, I). Dans ce cas, G correspond à O (pour Gegenstände qui signifie
objets en allemand ), M correspond à I (pour Merkmale qui signifie caractéristiques en
allemand ) et la relation binaire y est donc notée I. Dans ces ouvrages, les applications
α et β, de la correspondance de Galois, sont représentées par un seul opérateur prime,
i.e. α(A) = A′ et β(B) = B′.

Exemple. La Table 3.3 donne un exemple de contexte formel. Il s’agit de la table de
données utilisée dans le chapitre précédent (Table 2.1). Cette table a été binarisée, i.e.
chaque modalité des attributs qualitatifs est considérée comme un attribut binaire. Nous
avons retiré la classe, qui n’est pas utile pour le moment.

Illustrons les deux applications α et β. Soit l’objet o1, alors α(o1) ={ensoleillé, chaud,
haute}. Pour l’ensemble d’objets {o6, o7}, α({o6, o7}) ={frais, normale,Vent} (représenté
en gris clair dans la Table 3.3). Inversement, pour l’attribut binaire pluie, β(pluie) =
{o4, o5, o6, o10, o14}. Pour l’ensemble d’attributs {ensolleillé, chaud},
β({ensoleillé, chaud}) = {o1, o2}(représenté en gris foncé dans la Table 3.3).

2. Tout attribut qualitatif peut être binarisé, i.e. chaque modalité devient un attribut booléen.
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❍
❍
❍

❍
❍
❍

O
I Prévisions Température Humidité

Vent
couvert pluie ensoleillé chaud doux frais normale haute

o1 × × ×

o2 × × × ×

o3 × × ×

o4 × × ×

o5 × × ×

o6 × × × ×

o7 × × × ×

o8 × × ×

o9 × × ×

o10 × × ×

o11 × × × ×

o12 × × × ×

o13 × × ×

o14 × × × ×

Table 3.3: Exemple de contexte

Chaque correspondance maximale objets-attributs, définie via α et β, forme un nœud
appelé concept ou concept formel dans le treillis correspondant. Un concept correspond
à un rectangle maximal dans le contexte associé, i.e. un rectangle maximal formé de cases
contenant toutes des croix. Les concepts sont définis formellement comme suit.

Définition 15. Concept : Un concept du contexte (O, I, (α, β)) est une paire (A, B)
avec A ⊆ O, B ⊆ I et A = β(B) et B = α(A). L’ensemble A est appelé extension du
concept tandis que l’ensemble B est appelé intension du concept.

Exemple. Le couple ({o1, o2}, {ensolleillé, chaud}) n’est pas un concept. En effet,
α({o1, o2}) = {ensolleillé, chaud, haute}. Le couple ({o1, o2}, {ensolleillé, chaud, haute})
est bien un concept, car β({ensolleillé, chaud, haute}) = {o1, o2} et réciproquement.

Ainsi, à partir d’un contexte, il est possible de définir un ensemble de concepts, que
nous notons C. Ces concepts respectent un ordre, selon la relation d’inclusion. Le treillis
de Galois ou des concepts est défini à partir de cet ensemble et de cette relation.

Définition 16. Treillis de Galois : Le treillis de Galois du contexte (O, I, (α, β)) est
le couple L = (C, ≤) où :

- C est l’ensemble de concepts du contexte formel (O, I, (α, β)),
- ≤ est une relation d’ordre (extension/subsomption) entre concepts, i.e. soit

(A1, B1), (A2, B2) ∈ C deux concepts :

(A1, B1) ≤ (A2, B2) ⇔ A2 ⊆ A1 ⇔ B2 ⊇ B1 (3.2.3)
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- (A1, B1) est appelé sur-concept de (A2, B2)
- (A2, B2) est appelé sous-concept de (A1, B1)

Remarque. Dans les ouvrages de référence, tels que [Ganter 99] où les auteurs notent L
sous la forme B(G, M, I) ou encore [Caspard 07] où les auteurs notent L sous la forme
(Gal(O, I, R), ≤), la relation d’ordre est généralement inverse à celle présentée dans la
définition précédente, i.e. (A1, B1) ≤ (A2, B2) ⇔ A1 ⊆ A2 ⇔ B1 ⊇ B2. L’équivalence
entre ces deux relations ayant été démontrée entre autres dans [Caspard 07]. Nous uti-
lisons la relation d’ordre ≤ telle que présentée dans la définition 16, à des fins
de comparaison avec les arbres de classification (cf. chapitre 2).

Les éléments particuliers présentés dans la section précédente ont une formulation
particulière lorsqu’ils sont définis à partir d’un treillis de Galois.

Tout d’abord, les bornes supérieure et inférieure dans un treillis de Galois L sont des
concepts définis à partir de deux concepts (A1, B1), (A2, B2) ∈ C, comme suit :

(A1, B1) ∨ (A2, B2) = ((A1 ∩ A2), α(A1 ∩ A2)) (3.2.4)

(A1, B1) ∧ (A2, B2) = (β(B1 ∩ B2), (B1 ∩ B2)) (3.2.5)

L’élément minimal d’un treillis de Galois est le concept ⊥ = (O, α(O)), et l’élément
maximal d’un treillis de Galois est le concept ⊤ = (β(I), I).

Un même treillis de Galois peut s’obtenir à partir de plusieurs tables binaires. On dit
alors qu’elles sont équivalentes. Parmi celles-ci se trouve un unique contexte réduit possé-
dant un nombre minimal d’objets et d’attributs. Dans la littérature, c’est généralement
le contexte réduit qui est utilisé pour introduire les différentes propriétés des treillis et
contextes.

Le contexte réduit (O, I, (α, β))r est construit à partir d’une table binaire (O, I, (α, β)),
en :

1. Supprimant tout objet o1 ∈ O possédant les mêmes attributs qu’un autre objet
o2 ∈ O du contexte (i.e. α(o1) = α(o2))

2. Supprimant tout attribut I1 ∈ I vérifié par les mêmes objets qu’un autre attribut
I2 ∈ I du contexte (i.e. β(I1) = β(I2))

3. Supprimant tout objet o ∈ O possédant les mêmes attributs qu’un ensemble d’ob-
jets O′ ⊂ O du contexte (i.e. α(o) = α(O′))

4. Supprimant tout attribut I ∈ I vérifié par les mêmes objets qu’un ensemble d’at-
tributs I ′ ⊂ I du contexte (i.e. β(I) = β(I ′))

5. Supprimant tous les objets ne possédant aucun attribut

6. Supprimant tous les attributs vérifiés par aucun objet
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Les éléments irréductibles s’organisent sous forme d’une table binaire qui est réduite. Ils
décrivent la structure même du treillis et permettent sa reconstruction.

Proposition 1. [Barbut 70] : Tout treillis est isomorphe au treillis de Galois de sa table
binaire.

L’isomorphisme entre le treillis de Galois de la table binaire (ou contexte formel) et
le treillis de Galois du contexte réduit est illustrée par les Figures 3.2.8 et 3.2.9.

La proposition 1 permet donc de mettre en relation les objets et attributs du
contexte avec les éléments irréductibles [Birkhoff 67] :

Proposition 2. Chaque inf-irréductible est le plus grand concept par rapport à la re-
lation d’ordre, contenant un (ou plusieurs) objet(s) (cet(ces) objet(s) appartien(nen)t à
la différence ensembliste entre l’extension de cet inf-irréductible et l’extension de son
unique successeur). Ces concepts sont aussi appelés objet-concept.

Proposition 3. Chaque sup-irréductible est le plus petit concept par rapport à la relation
d’ordre, contenant un (ou plusieurs) attributs. Ces concepts sont aussi appelé attribut-
concepts.

Ce résultat important est l’une des bases de nos développements présentés dans le
chapitre 5.

Exemple. La Table 3.4(iv) présente le contexte réduit issu de la Table binaire 3.4(i).
Notons que la réduction peut se faire aussi uniquement sur les objets (cf. Table 3.4(ii))
ou sur les attributs (cf. Table 3.4(iii)).

Concernant la bijection liant les objets et les inf-irréductibles, prenons l’objet o1

dans Table 3.4(iv) ; le concept (β(α(o1)), α(o1)) = ({o1}, {I1, I2}) est l’unique plus
grand concept contenant o1 dans le treillis correspondant (Figure 3.2.8) et est un inf-
irréductible. Prenons l’attribut I2 dans Table 3.4(iv), le concept (β(I2), α(β(I2))) =
({o1, o2, o3}, {I2}) est l’unique plus petit concept contenant I2 dans le treillis correspon-
dant (Figure 3.2.8) et est un sup-irréductible concept.

A tout treillis de Galois sont associés deux treillis de fermés particuliers. Intéressons
nous à ces treillis particuliers.

3.2.4 Treillis des fermés

Tout treillis de Galois peut se décomposer en deux parties, la première sur l’ensemble
des objets O et la seconde sur l’ensemble des attributs I. Chacune des parties est une
famille d’ensemble de parties définie sur O (resp. sur I) et ordonnée par ⊆ (resp. ⊇).
⊆ et ⊇ sont donc des relations d’ordre. De plus, les compositions βoα et αoβ sont des
opérateurs de fermeture définis respectivement sur O et I, et les deux treillis LO = (O, ⊆)
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❍
❍

❍
❍

❍
❍

O
I

I1 I2 I3 I4

o1 × ×

o2 ×

o3 × × ×

o4 × ×

❍
❍

❍
❍

❍
❍

O
I

I1 I2 I3 I4

o1 × ×

o3 × × ×

o4 × ×

(i) Table binaire (Contexte original) (ii) Contexte réduit sur les objets
❍
❍

❍
❍
❍
❍

O
I

I1 I2 I3

o1 × ×

o2 ×

o3 × ×

o4 ×

❍
❍
❍

❍
❍
❍

O
I

I1 I2 I3

o1 × ×

o3 × ×

o4 ×

(iii) Contexte réduit sur les attributs (iv) Contexte réduit

Table 3.4: Réduction de contexte

J

Mo1, o2, o3, o4
∅

o3, o4
I3, I4

o1, o2, o3
I2

o3
I2, I3, I4

o1
I1, I2

∅
I1, I2, I3, I4

Figure 3.2.8: Treillis de la Table 3.4(i)

J

Mo1, o3, o4
∅

o3, o4
I3

o3, o1
I2

o3
I2, I3

o1
I1, I2

∅
I1, I2, I3

Figure 3.2.9: Treillis du contexte ré-
duit (Table 3.4(iv))
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et LI = (I, ⊇) sont composés de l’ensemble des fermés relativement à ces opérateurs,
ces treillis sont appelés treillis des fermés, où :

Un opérateur de fermeture sur un ensemble X , est une application sur P(X ),
notée ϕ, qui vérifie les propriétés suivantes :

1. ϕ est idempotent : ∀X ∈ X , ϕ2(X) = ϕ(X),

2. ϕ est extensif : ∀X ∈ X , X ⊆ ϕ(X),

3. ϕ est isotone : ∀X, X ′ ∈ X , X ⊆ X ′ ⇒ ϕ(X) ⊆ ϕ(X ′).

A partir d’un opérateur de fermeture, on définit les fermés de X par :
Un sous-ensemble X ∈ X est dit fermé si et seulement si X = ϕ(X).

Ainsi, si (A1, B1) est un concept du treillis de Galois, alors A1 est un fermé de
O (i.e. ϕ(A1) = βoα(A1) = β(B1) = A1) et B1 est un fermé de I (i.e. ϕ(B1) =
αoβ(B1) = α(A1) = B1).

Le treillis des fermés est alors défini à partir d’un ensemble de fermés, muni de la
relation d’inclusion.

Définition 17. Treillis de fermés : Un treillis de fermés sur un ensemble X est une
paire (F , ⊆) où F est une famille de fermés de X pour un opérateur de fermeture ,
ordonnés par inclusion.

La famille F sur O (ou I) possède la propriété de stabilité par intersection, i.e. ∀F, F ′ ∈
F ⇒ F ∩ F ′ ∈ F . On parle aussi de famille de Moore [Moore 09].

Les Figures 3.2.10, 3.2.11 représentent LO et LI du contexte de la Table 3.5. Le dia-
gramme de Hasse du treillis de Galois correspondant est présenté dans la Figure 3.2.12.

❍
❍
❍

❍
❍
❍

O
I

I1 I2 I3 I4

o1 × ×

o2 ×

o3 × ×

o4 × ×

Table 3.5: Exemple de contexte formel

Après cette présentation des définitions liées à la théorie des treillis, la section suivante
présente plus précisément des algorithmes de construction de treillis de Galois.
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o1, o2, o3, o4

o3, o4o1, o2, o3

o3o1

∅

o4

Figure 3.2.10: Diagramme de Hasse du
treillis de fermés associé
au contexte de la Table
3.5 - LO = (O, ⊆)

∅

I3I2

I2, I3I1, I2

I1, I2, I3, I4

I3, I4

Figure 3.2.11: Diagramme de Hasse du
treillis de fermés associé
au contexte de la Table
3.5 - LI = (I, ⊆)

o1, o2, o3, o4
∅

o3, o4
I3

o1, o2, o3
I2

o3
I2, I3

o1
I1, I2

∅
I1, I2, I3, I4

o4
I3, I4

Figure 3.2.12: Diagramme de Hasse du treillis de Galois associé au contexte de la Table
3.5 - L = (C, ≤)
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3.3 Algorithmes de génération et de visualisation

Comme nous l’avons mentionné précédemment, en analyse de données, ce sont les
treillis de Galois ou des concepts qui sont utilisés pour représenter des données objets
× attributs. Le treillis de Galois d’un contexte (O, I, (α, β)) peut avoir une taille
exponentielle en fonction des données utilisées, cette taille est bornée dans le pire
cas par 2|O+I| et dans le meilleur cas par |O + I|. La génération du treillis est un pro-
blème dit N P-difficiles en temps. Les algorithmes de génération des treillis de Galois ont
une complexité algorithmique polynomiale par concept construit. Dans la pratique,
la taille du treillis reste raisonnable [Kuznetsov 01b, Mephu-Nguifo 05]. De plus,
la récente et constante montée en puissance des ordinateurs permet de construire les
treillis de Galois contenant de plus en plus de concepts.

Dans la littérature, il existe différents algorithmes de construction d’un treillis de Ga-
lois. Parmi ces algorithmes se trouvent l’algorithme de Chein [Chein 69], celui de Gan-
ter [Ganter 84] (NextClosure), celui de Kuznetsov [Kuznetsov 93, Kuznetsov 02] (Close-
ByOne), celui de Bordat [Bordat 86] ou encore celui de Nourine et Raynaud [Nourine 99],
qui présente la meilleure complexité théorique (complexité quadratique par concept).
Dans la liste des algorithmes existants, nous pouvons ajouter des algorithmes incrémen-
taux tels que celui de Norris [Norris 78], de Oosthuizen [Oosthuizen 88], de Godin et al.
[Godin 91] ou encore de Carpineto et Romano [Carpineto 93].

Les paragraphes suivants présentent les deux plus connus que sont l’algorithme Next-
Closure développé par Ganter [Ganter 84] et l’algorithme de Bordat [Bordat 86] qui cal-
cule directement le diagramme de Hasse. C’est ce dernier algorithme que nous utilisons
dans les chapitres suivants et pour l’ensemble de nos expérimentations.

3.3.1 Algorithme NextClosure

NextClosure a été développé par Ganter en 1984. Le principe de base de cet algo-
rithme est la construction itérative de fermés d’un ensemble X , selon un opérateur de
fermeture ϕ, et selon l’ordre lectique à partir du fermé minimal ϕ(∅), et jusqu’à ce que
le fermé maximal X soit généré. L’ordre lectique, noté <i est défini pour l’ensemble
X = {x1, x2, . . . , xm} d’éléments indicés, et pour deux fermés X1, X2 ⊆ P(X ), par
X1 <i X2 si l’élément de plus petit indice qui distingue X1 et X2 appartient à X2 :

X1 <i X2 ssi ∃xi ∈ X2 \ X1 tel que X1 ∩ {x1, . . . xi−1} = X2 ∩ {x1, . . . xi−1}

Cet ordre lectique étend l’ordre d’inclusion, en effet si X1 ⊂ X2 alors il existe i ≤ m
tel que X1 <i X2.

Exemple. Soit l’ensemble X = {a, b, c}, {a, c} <1 {b, c} ou encore {a, b} <3 {a, b, c}.
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Dans l’article [Ganter 84], l’auteur décrit l’algorithme NextClosure calculant le
fermé suivant d’un fermé selon l’ordre lectique, qu’il étend à NextConcept où
les fermés sont complétés avec l’extension des concepts.

L’Algorithme 3.2 présente l’algorithme de base NextClosure prenant donc en para-
mètres un ensemble X , un fermé X de X , et un opérateur de fermeture ϕ. La génération
complète du treillis de Galois d’un contexte (O, I, (α, β)) correspond à l’Algorithme
3.1. Ce dernier utilise NextClosure pour calculer les fermés sur l’ensemble des attributs,
en commençant avec le plus petit fermé, i.e. (β(∅), B). Puis, il faut ensuite ordonner
ces concepts selon la relation ≤ (cf. définition 16) en les comparant deux à deux. Une
fermeture transitive permet d’obtenir le diagramme de Hasse [Goralčíková 79]. Dans
[Godin 95b], Godin et al. combinent l’algorithme NextClosure à l’algorithme proposé
par Alaoui [Alaoui 93] pour construire directement le diagramme de Hasse à partir de
l’ensemble de fermés calculé par NextClosure.

Algorithme 3.1 Construire_Treillis((O, I, (α, β)))
Entrées :

(O, I, (α, β)) : un contexte ;
Sorties :

(C, ≤) : le treillis de Galois du contexte (O, I, (α, β)) ;

DÉBUT

B ← α(β(∅)) ;
Ajouter (β(∅), B) à C ;
//Calcul des fermés
tant que B )= I faire

B ← NextClosure(I,B,αoβ) ;
Ajouter (β(B), B) à C ;

fin tant que
//Calcul de la relation d’ordre ≤
pour chaque (A, B) ∈ C non marqué faire

pour chaque (Ai, Bi) ∈ C faire
si B ⊂ Bi alors

Ajouter l’arc (A, B) ≤ (Ai, Bi) ;
fin si

fin pour
Marquer (A, B) ;

fin pour
renvoyer (C, ≤) ;
FIN
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Algorithme 3.2 NextClosure(X , X, ϕ)
Entrées :

– X : un ensemble ;
– X : un fermé ;
– ϕ : un opérateur de fermeture ;

Sorties :
X+ : le fermé suivant de X selon l’ordre lectique ;

DÉBUT

Z ← X \ X trié par ordre décroissant des indices des éléments de X ;
pour chaque xi ∈ Z faire

X+ = ϕ(X ∩ {x1, . . . , xi−1} + xi) ;
si X <i X+ alors

renvoyer X+ ;
fin si

fin pour
FIN

3.3.2 Algorithme de Bordat

L’algorithme de Bordat a été développé en 1986 [Bordat 86]. Il diffère de l’algo-
rithme précédent car il construit directement le diagramme de Hasse du treillis de
Galois à partir du concept minimal. Cet algorithme est du même type que les algo-
rithmes de génération des arbres de classification (cf. Algorithme 2.2), il est dit top-down
[Godin 95b, Kuznetsov 01b, Gély 04]. Pour construire le diagramme de Hasse du treillis
de Galois, l’algorithme se base sur le théorème de Bordat [Bordat 86] (cf. théorème 1) et
sur le corollaire associé (cf. corollaire 1) qui établit que les successeurs immédiats d’un
concept (A, B) sont en bijection avec les sous-ensembles maximaux par inclusion de la
famille FA définie sur l’ensemble des objets par FA = {β(b) ∩ A : b ∈ I \ B}.

Théorème 1. Soient (A1, B1) et (A2, B2) deux concepts d’un contexte (O, I, (α, β)).
Alors, (A1, B1) ≺ (A2, B2) si et seulement si A2 est maximalement inclus dans FA.

Corollaire 1. Soit (A, B) un concept. Il y a une correspondance exacte entre les suc-
cesseurs immédiats de (A, B) et les sous-ensembles maximalement inclus de FA.

L’algorithme de Bordat calcule récursivement les concepts successeurs immédiats d’un
concept dans le diagramme de Hasse, en commençant avec ceux du concept minimal,
i.e. le concept (O, α(O)). Cela implique de vérifier lors de la construction d’un concept
que ce dernier n’a pas déjà été construit en tant que successeur d’un autre concept.
L’algorithme de Bordat est présenté dans l’Algorithme 3.3. Pour faciliter la lecture de
l’algorithme, la génération des successeurs immédiats d’un concept est présentée dans

93



Chapitre 3 Treillis

l’Algorithme 3.4, appelé par l’Algorithme 3.3. Différentes extensions de l’algorithme de
Bordat ont été introduites dans [Bertet 07].

Algorithme 3.3 Algorithme de Bordat((O, I, (α, β)))
Entrées :

(O, I, (α, β)) : un contexte ;
Sorties :

(C, ≺) : le diagramme de Hasse du treillis de Galois du contexte (O, I, (α, β)) ;

DÉBUT

C ← {(O, α(O))} ;
pour chaque (A, B) ∈ C non marqué faire

Succ(A,B) ← Successeurs_Immédiats((A, B), (O, I, (α, β))) ;
pour chaque (Ai, Bi) ∈ Succ(A,B) faire

si (Ai, Bi) /∈ C alors
Ajouter (Ai, Bi) dans C ;
Ajouter l’arc de couverture (A, B) ≺ (Ai, Bi) ;

fin si
fin pour
Marquer (A, B) ;

fin pour
renvoyer (C, ≺) ;
FIN

Les algorithmes de génération de treillis ou d’un ensemble de fermés sont étudiés
dans différents articles [Ganter 84, Godin 86a, Guénoche 90, Godin 95b, Kuznetsov 01b,
Kuznetsov 04, Gély 04, Fu 04b, Ben Tekaya 05, Choi 06, Bertet 11]. Ces articles étu-
dient entre autre la complexité 3 algorithmique de différents algorithmes. Notons que
l’algorithme NextClosure calcule l’ensemble des concepts d’un contexte (O, I, (α, β)) en
O(|O|2|I|)) par fermé si l’opérateur de fermeture considéré est βoα et en O(|I|2|I|)) par
fermé, si l’opérateur de fermeture considéré est ϕoβ. Pour l’algorithme de Bordat, on
retrouve la même complexité en O(|I|2|I|)) par fermé. Pour plus de précisions à ce sujet,
nous renvoyons le lecteur aux références précédentes.

Dans leurs articles [Kuznetsov 01b, Kuznetsov 02], Kuznetsov et Obiedkov indiquent
que la variation du temps de calcul est liée à la variation des données. Les auteurs
concluent d’ailleurs que le choix de l’algorithme pour la construction de l’ensemble des
concepts et du diagramme doit être basé sur les propriétés des données d’entrée. Ils
donnent alors comme règle générale : l’algorithme de Godin doit être utilisé pour des pe-

3. cf. [Lawler 80, Johnson 88] pour plus de précisions sur la notion de complexité.
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Algorithme 3.4 Successeurs_Immédiats((A, B),(O, I, (α, β)))
Entrées :

(A, B) : un concept formel du contexte (O, I, (α, β)) ;
(O, I, (α, β)) : un contexte ;

Sorties :
Succ(A,B) : l’ensemble des concepts successeurs immédiats de (A, B) ;

DÉBUT

Calculer FA : FA = {β(b) ∩ A|b ∈ I \ B} ;
Calculer F : les sous-ensembles maximalement inclus de FA ;
pour chaque Ai ∈ F faire

Ajouter à Succ(A,B) le concept (Ai, α(Ai)) ;
fin pour
renvoyer Succ(A,B) ;
FIN

tits contextes peu denses ; pour des contextes denses (i.e. ratio fort entre le nombre
de croix du contexte et son nombre de case), les algorithmes tels que CloseByOne
[Kuznetsov 93, Kuznetsov 02], celui de Ganter, ou celui de Norris, devraient être utili-
sés. L’algorithme de Bordat fonctionne bien sur les contextes de densité moyenne, en
particulier, lorsque le diagramme de Hasse doit être construit.

Pour notre part, nous souhaitons utiliser le treillis pour de la classification supervi-
sée. Nous souhaitons en particulier pouvoir naviguer dans le diagramme de Hasse d’un
treillis de Galois et conserver la possibilité d’une génération à la demande telle que défi-
nie dans la méthode Navigala (voir section suivante et Navigala [Guillas 06b, Guillas 07,
Bertet 07, Visani 11]), c’est pourquoi nous utilisons dans toutes nos expérimen-
tations l’algorithme de Bordat et donc le diagramme de Hasse.

3.3.3 Visualisation

La structure de treillis de Galois est donc définie sur deux ensembles. Comme men-
tionné précédemment, les ordres et les treillis sont généralement représentés sous la
forme d’un diagramme de Hasse. Il existe différents logiciels permettant de générer et
de dessiner le diagramme de Hasse d’un treillis de Galois [Priss 08]. Les Figures 3.3.1,
3.3.2 et 3.3.5 présentent le diagramme de Hasse du treillis de Galois associé au contexte
formel de la Table 3.3 et dessinés par différents logiciels que nous présentons dans les
paragraphes suivants.
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Génération et visualisation

Conexp

La Figure 3.3.1 présente le diagramme de Hasse du treillis de Galois associé au
contexte formel de la Table 3.3, obtenu via le logiciel Conexp (Concept Explorer 4)
qui implémente l’algorithme NextClosure. Conexp a été développé par Yevtushenko
[Yevtushenko 00, Yevtushenko 04]. Dans ce logiciel, la première étape consiste à sai-
sir le contexte formel, puis différentes options peuvent être choisies, dont le dessin du
diagramme de Hasse. Dans ce diagramme, les concepts (ou nœuds) du treillis sont les
ronds. Les sup-irréductibles sont représentés avec la moitié haute du rond, en bleue. Les
inf-irréductibles sont représentés avec la moitié base du rond, en noire. Chaque attribut
est associé au plus petit sup-irréductible le contenant, tandis que chaque objet est asso-
cié au plus grand inf-irréductible le contenant (selon la correspondance présentée dans
la section 3.2.3).

Cette représentation est appelée représentation réduite du treillis
[Ganter 99, Yevtushenko 04]. En effet, tous les nœuds ne sont pas étiquetés ; cependant,
chaque nœud contient bien un ensemble d’objets et un ensemble d’attributs. L’ensemble
des attributs d’un concept est l’ensemble formé par les attributs contenus dans les sup-
irréductibles qui le précédent. L’ensemble des objets d’un concept est l’ensemble formé
par les objets contenus dans les inf-irréductibles qui lui succèdent. Les relations entre
concepts ne sont pas orientées, mais dans le cas de la relation d’ordre que nous avons
choisi à la définition 16, l’ordre s’oriente vers le bas, i.e. le plus petit élément (bottom)
est le concept le plus haut de la Figure et le plus grand élément (top) est celui le plus
bas.

Galicia

La Figure 3.3.2 présente le diagramme de Hasse du treillis de Galois associé au contexte
formel de la Table 3.3, obtenu via le logiciel Galicia (Galois lattice interactive construc-
tor 5). Galicia a été développé entre différents laboratoires de Montréal, Nancy et Mont-
pellier [Valtchev 03]. Dans ce logiciel, plusieurs algorithmes sont proposés, en particulier
NextClosure et l’algorithme de Bordat. La première étape consiste à saisir le contexte
formel, puis différents algorithmes peuvent être choisis dont ceux pour la génération du
treillis. Une fois la génération du treillis terminée, il est possible de visualiser le dessin
du diagramme de Hasse. Les concepts (ou nœuds) du treillis sont les ronds. Chaque
concept est labellisé avec un numéro. Les ensembles d’attributs (I - intension) et d’ob-
jets (E - extension) sont visibles par un clic droit sur le concept souhaité dans l’interface
du logiciel (cf. exemple sur la Figure 3.3.2 pour le concept n°13). Comme pour Conexp,
les relations entre concepts ne sont pas orientées, mais dans le cas de la relation d’ordre
que nous avons choisie à la définition 16, l’ordre s’oriente vers le bas, i.e. le plus petit

4. http://conexp.sourceforge.net/

5. http://www.iro.umontreal.ca/~galicia/goals.html
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3.3 Algorithmes de génération et de visualisation

Figure 3.3.1: Diagramme de Hasse du treillis de Galois associé au contexte formel de
la Table 3.3 - Conexp

élément (bottom) est le concept le plus haut de la Figure (le n° 1 en rouge) et le plus
grand élément (top) est celui le plus bas (le n°44 dans cet exemple).

Bibliothèque lattice

La bibliothèque lattice 6 a été développée par K. Bertet [Bertet 11], en langage JAVA.
Les travaux présentés dans ce manuscrit ont été implémentés comme sur-
couche de cette bibliothèque (cf. Annexe E pour plus de précision sur le
logiciel développé Navigala2012 ).

De manière générale, cette bibliothèque propose un ensemble de classes et de méthodes
permettant de définir et de manipuler les systèmes de fermeture (cf. figures 3.3.3 et 3.3.4
extraites de [Bertet 11]). Plus particulièrement, il est possible d’instancier un contexte
formel et de lui appliquer certaines opérations telle que la réduction sur les objets et
sur les attributs (cf. Figure 3.3.3). Nous présentons ici uniquement les classes que nous
avons utilisées pour le développement de nos travaux (cf. chapitres 5 et 6).

La classe principale est la classe abstraite ClosureSystem, elle contient les méthodes
spécifiques à un système de fermeture (en particulier, l’opération de fermeture), et les
méthodes génériques de manipulation d’un système de fermeture (en particulier, géné-
ration du treillis des fermés avec l’algorithme Next-Closure ou l’algorithme
de Bordat). Cette classe définit les méthodes communes à un système de fermeture issu

6. La bibliothèque lattice est disponible sous licence LGPL.
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Figure 3.3.2: Diagramme de Hasse du treillis de Galois associé au contexte formel de
la Table 3.3 - Galicia

d’un ensemble de règles (instanciable par la classe IS) ou d’une table binaire (instanciable
par la classe Context).

La classe que nous utilisons principalement est la classe Context. Cette dernière permet
d’instancier et de manipuler un contexte, l’instanciation pouvant se faire à partir d’un
fichier texte, suivant le format suivant :

Exemple de Contexte :
Observations : o1 o2 o3
Attributes : I1 I2 I3 I4 I5
o1 : I1 I3
o2 : I1 I2
o3 : I2 I4 I5

Ensuite, dans le cadre de ces travaux, nous nous intéressons plus particulièrement à
la classe ConceptLattice qui représente un treillis de Galois. Les instances de cette classe
sont générées à partir d’un système de fermeture, et plus particulièrement d’un contexte.
Les nœuds d’un treillis des Galois sont des instances de la classe Concept. Cette classe
permet de représenter les deux ensembles définissant un concept formel (extension -
ensemble d’objets et intension-ensemble d’attributs).

Tout graphe peut être sauvegardé dans un fichier au format dot, et visualisé à l’aide
des outils proposés par le logiciel Graphviz, outil de visualisation de graphes.
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Figure 3.3.3: Bibliothèque lattice - Système de fermeture
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Figure 3.3.4: Bibliothèque lattice - Treillis
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Visualisation

Graphviz & dotty

La Figure 3.3.5 présente le diagramme de Hasse du treillis de Galois associé au contexte
formel de la Table 3.3, obtenu via le logiciel Graphviz (Graph vizualisation software 7).
Graphviz a été développé en particulier par le laboratoire AT&T Bell [Gansner 00]. Ce
logiciel permet de dessiner tout type de graphe (arbres de classification, treillis,...). Il
propose différents algorithmes de visualisation de graphe. En particulier, l’algorithme de
visualisation de graphes sans cycle permet d’obtenir des dessins d’aussi bonne qualité
que ceux obtenus avec Conexp et Galicia [Priss 08].

Graphviz utilise un fichier de description du graphe pour le dessiner au format dot
(cf. exemple de fichier décrivant un treillis de Galois, Annexe B).

La bibliothèque lattice permet de générer ce type de fichier, elle y décrit les treillis
en étiquetant les concepts avec les deux ensembles qui les définissent, i.e. l’ensemble
d’objets et l’ensemble d’attributs. De plus, les concepts du treillis sont les ellipses et
les relations entre concepts sont décrites comme orientées. Dans la Figure 3.3.5, l’ordre
s’oriente vers le bas, i.e. le plus petit élément (bottom) est le concept le plus haut de la
Figure et le plus grand élément (top) est celui le plus bas.

o11
ensoleillé, normale, doux, V ent

o7
normale, couvert, frais, V ent

o6, o7, o11
normale, V ent

o2, o12, o14
haute, V ent

o7, o12
couvert, V ent

o3, o12
couvert, haute

o4, o8, o12, o14
haute, doux

o6, o14
pluie, V ent

o11, o12, o14
doux, V ent

o3, o13
couvert, chaud

∅
ensoleillé, normale, couvert, chaud, haute, pluie, doux, frais, V ent

o9
ensoleillé, normale, frais

o5, o6
normale, pluie, frais

o2
ensoleillé, chaud, haute, V ent

o12
couvert, haute, doux, V ent

o1, o2, o3, o4, o5, o6, o7, o8, o9, o10, o11, o12, o13, o14
∅

o5, o6, o7, o9, o10, o11, o13
normale

o1, o2, o3, o4, o8, o12, o14
haute

o1, o2, o3, o13
chaud

o3, o7, o12, o13
couvert

o4, o5, o6, o10, o14
pluie

o1, o2, o8, o9, o11
ensoleillé

o4, o8, o10, o11, o12, o14
doux

o2, o6, o7, o11, o12, o14
V ent

o6
normale, pluie, frais, V ent

o14
haute, pluie, doux, V ent

o1, o2, o8
ensoleillé, haute

o5, o6, o7, o9
normale, frais

o5, o6, o10
normale, pluie

o7, o13
normale, couvert

o9, o11
ensoleillé, normale

o10, o11
normale, doux

o1, o2, o3
chaud, haute

o2, o11
ensoleillé, V ent

o4, o10, o14
pluie, doux

o8, o11
ensoleillé, doux

o3
couvert, chaud, haute

o6, o7
normale, frais, V ent

o1, o2
ensoleillé, chaud, haute

o12, o14
haute, doux, V ent

o4, o14
haute, pluie, doux

o13
normale, couvert, chaud

o8
ensoleillé, haute, doux

o10
normale, pluie, doux

Figure 3.3.5: Diagramme de Hasse du treillis de Galois associé au contexte formel de
la Table 3.3 - Graphviz

Les travaux présentés dans ce manuscrit s’appuyant sur la bibliothèque
lattice, et celle-ci utilisant Graphviz, nous utilisons le logiciel Graphviz pour

7. http://www.graphviz.org/Home.php
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le dessin et la visualisation des diagrammes de Hasse. De plus, ce logiciel permet
un affichage complet du contenu des concepts, ce qui facilite la comparaison avec les
arbres de classification.

3.4 Méthodes de classification

Les treillis de Galois, actuellement en pleine émergence dans le domaine de l’analyse
de données, ont été popularisés en particuliers par les travaux de Ganter et Wille sur
l’analyse formelle des concepts (AFC) [Ganter 99]. De nombreux auteurs s’intéressent à
cette structure qui démontre des propriétés très intéressantes pour la classification super-
visée ou non supervisée [Oosthuizen 88, Liquière 90, Sahami 95, Ganter 97, Njiwoua 99,
Mephu-Nguifo 00, Mephu-Nguifo 05, Guillas 07, Poelmans 10, Visani 11].

L’ensemble des méthodes proposées se décompose en deux grands types de méthodes :
les méthodes orientées sélection et les méthodes orientées navigation. De nom-
breux articles rappellent et comparent les différentes méthodes [Godin 86b, Godin 93,
Guillas 07, Visani 11, Mephu-Nguifo 05, Fu 04a]. Vu le nombre croissant de ces mé-
thodes, il est difficile d’être exhaustif à leur sujet. Dans un objectif de comparaison
avec les arbres de classification, nous présentons succinctement ci-dessous une méthode
orientée sélection permettant la construction de règles de classification. Puis nous pré-
sentons plus en détail, une méthode orientée navigation permettant la classification de
nouveaux objets par parcours de la structure du diagramme de Hasse d’un treillis. C’est
cette dernière méthode que nous utilisons dans les travaux présentés dans ce manuscrit.

3.4.1 Sélection de concepts

Les méthodes orientées sélection sont nombreuses, parmi les plus citées se trouvent la
méthode GRAND (GRAph iNDuction) issue des travaux de Oosthuizen [Oosthuizen 88],
la méthode LEGAL développée par Liquière et Mephu-Nguifo [Liquière 90] (amélio-
rée via la méthode GLUE [Njiwoua 97, Mephu-Nguifo 00]), la méthode GALOIS de
Carpineto et Romano [Carpineto 93], la méthode RULEARNER définie par Sahami
[Sahami 95] ou encore la méthode CIBLe de Njiwoua et Mephu-Nguifo [Njiwoua 99].

Tandis que les méthodes LEGAL, GALOIS et GLUE sont basées sur la sé-
lection de concepts pertinents suivie d’une phase de classification selon le concept
pertinent le plus similaire à l’objet à classer, les méthodes GRAND et RU-
LEARNER procèdent à une extraction de règles de classification, la classifica-
tion d’un nouvel objet s’effectuant selon un vote majoritaire ou selon la première règle
vérifiée. L’extraction des règles de classification étant un procédé mis en œuvre dans les
arbres de classification, nous nous intéressons plus particulièrement à l’une des méthodes
procédant à ce type d’extraction, i.e. la méthode GRAND.
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GRAND

Comme la plupart des méthodes de classification, la méthode GRAND repose sur
une phase d’apprentissage durant laquelle des règles de classification sont extraites du
treillis, puis sur une phase de classification basées sur ces règles extraites.

Apprentissage

Pour la construction du treillis, Oosthuizen propose un algorithme de construction
incrémentale [Oosthuizen 88, Mephu-Nguifo 05]. Une fois le treillis construit, vient la
phase d’extraction des règles de classification, celle-ci est réalisée selon le principe sui-
vant : pour une classe donnée, on recherche le concept le plus général permettant d’inférer
la classe, i.e. la borne inférieure contenant des objets de cette classe. Les attributs du
concept deviennent la prémisse de la règle et la classe devient sa conclusion.

Classification

Pour la classification d’un objet, toutes les règles de classification vérifiées par l’objet
sont collectées. Puis un vote majoritaire est appliqué, i.e. l’objet sera alors classé dans
la classe majoritaire sur l’ensemble des règles collectées.

3.4.2 Navigation

L’un des premiers articles utilisant la navigation dans les treillis de Galois est celui
de Godin et al. [Godin 86b], qui propose une navigation manuelle selon la navigation
dans une arborescence de fichiers. Un certain nombre de propositions ont été faites
pour naviguer dans les treillis, comme par exemple Camelis [Ferré 07, Ferré 09] qui
permet d’organiser des fichiers selon leur description et de les retrouver par construction
incrémentale d’une requête, cette construction étant guidée par une navigation dans un
treillis de Galois.

Dans [Guillas 06a], une navigation automatique est définie avec pour objectif la
classification d’images. De cette étude, est née la méthode Navigala (NAVIgation
into GAlois LAttice) [Guillas 07, Visani 11]. Initialement développée pour des images
de symboles, elle a démontré son intérêt pour la classification de manière générale. C’est
cette dernière méthode qui nous intéresse, du fait de ses liens avec les arbres de
classification.

NAVIGALA

Pour mettre en œuvre la méthode Navigala, lorsque les données à traiter sont quanti-
tatives, une étape de prétraitement est nécessaire pour transformer ces données en don-
nées qualitatives par discrétisation des valeurs. Nous abordons ce point dans
le chapitre 4. Supposons dès lors que les données à traiter sont de type qualitatif.
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Tout d’abord, une transformation en données binaires est réalisée (un attribut binaire
est créé par modalité de chaque attribut qualitatif, cf. binarisation p 1.1.1). La phase
d’apprentissage consiste, dans un premier temps, comme pour l’arbre de classification,
à construire le diagramme de Hasse du treillis de Galois puis, dans un deuxième
temps, à étiqueter les concepts terminaux, équivalents des feuilles dans un arbre.
Un fois l’apprentissage achevé, il est possible d’utiliser la structure par navigation pour
classer de nouveaux objets.

Apprentissage

Construction du diagramme de Hasse
La méthode Navigala utilise l’algorithme de Bordat [Bertet 07] pour la construction du

diagramme de Hasse d’un treillis à partir d’une table de données binaires. Cet algorithme
est présenté dans la section 3.3.2.

Étiquetage des concepts terminaux
Une fois le diagramme construit, les concepts contenant des objets appartenant à une

même classe sont étiquetés avec cette dernière. De plus, pour garantir la possibilité d’une
navigation, les coatomes du treillis sont aussi étiquetés avec leur classe majoritaire. Les
concepts étiquetés sont appelés concepts terminaux.

Notons qu’en raison de la relation d’ordre existante entre concepts d’un treillis de
Galois, lorsqu’un concept est un concept terminal, tous ses successeurs sont aussi des
concepts terminaux, car ils contiennent un sous-ensemble d’objets d’un concept terminal.

Notons aussi qu’une classe peut être représentée par plusieurs concepts ter-
minaux.

En outre, comme indiqué précédemment, un résultat de la théorie des treillis
[Birkhoff 67] établit une correspondance entre inf-irréductibles et objets :
chaque inf-irréductible correspond au plus grand concept (β(α(o)), α(o)) contenant un
sous-ensemble d’objets ayant la même description {α(o)}. En analyse formelle des concepts,
ce concept est appelé concept-objet. Lorsque les données sont séparables, les objets de
classes différentes sont généralement représentés par des descriptions différentes. Ainsi
tout inf-irréductible contient des objets de même classe. Cela induit la propriété sui-
vante :

Propriétés 1. Lorsque les données sont séparables, les inf-irréductibles d’un treillis sont
des concepts terminaux.

Classification

Une fois le diagramme de Hasse étiqueté, la phase de classification de tout nouvel ob-
jet peut être réalisée. Cette dernière est basée sur la même idée que la navigation dans
un arbre de classification (cf. section 2.6.1), i.e. le nouvel objet est inséré au niveau du
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plus petit concept du diagramme (O, α(O)) où toutes les classes des objets sont candi-
dates et aucun attribut n’est validé, et descend dans la structure arborescente jusqu’à
atteindre un concept terminal et à être étiqueté avec la classe de ce dernier. L’objet
progresse étape par étape au sein du diagramme par validation de nouveaux attributs (et
par conséquent par réduction de l’ensemble d’objets). Il s’agit d’un processus itératif
avec une prise de décision locale, i.e. d’un concept courant vers l’un de ses concepts
successeurs. Chaque étape de la navigation consiste à choisir un successeur immédiat.
Pour faire le choix parmi tous les successeurs validés, différents critères de choix peuvent
être utilisés. La méthode Navigala ayant été développée dans le cadre du traitement de
données quantitatives, des critères de distance ont été définis [Guillas 07]. Mais, pour
des données qualitatives binaires, ce critère de choix peut être par exemple « choisir le
concept successeur ayant le moins (resp. le plus) d’objets dans son extension », etc.

La classification par navigation est réalisée à partir du diagramme de Hasse d’un
treillis, i.e. à partir du treillis réduit. Cette dernière est stoppée dés qu’un concept
terminal est atteint, de ce fait certains concepts ne peuvent être atteints par navigation,
il est donc inutile de les conserver. C’est le cas par exemple du concept maximal du
treillis, ce dernier ayant pour prédécesseurs uniquement des concepts terminaux (cf.
propriété 1). Nous pouvons donc les supprimer des représentations. L’algorithme 3.5
présente cette suppression.

Exemple. La Figure 3.4.1 présente le diagramme de Hasse étiqueté du treillis de Galois
du contexte de la Table 3.6. Les concepts terminaux sont les nœuds en forme octogo-
nale, et sont étiquetés comme pour les feuilles d’un arbre de classification avec la classe
majoritairement présente. Dans cet exemple, les concepts terminaux sont purs, de plus
on remarque qu’une classe peut être représentée par plusieurs concepts terminaux, c’est
le cas de la classe 4.

La classification de l’objet o11 = {I1, I4, I6} suit les flèches en tirets gris sur la Figure
3.4.2. Par navigation, le nouvel objet traverse les concepts grisés jusqu’à atteindre un
concept terminal étiqueté avec la classe 2. Ce nouvel objet est donc étiqueté avec cette
classe 2. Dans cet exemple, pour la première étape, deux concepts successeurs du bottom
étaient valides, le critère de choix appliqué est « choisir le successeur contenant le moins
d’objets ». Dans cet exemple, les flèches en pointillés gris clairs matérialisent les autres
chemins valides et qui permettent d’aboutir au même concept terminal.

La méthode Navigala propose aussi la génération à la demande du diagramme de
Hasse, le nombre de concepts pouvant être exponentiel en la taille des données dans le
pire cas. La génération à la demande consiste à construire le diagramme de Hasse au fur
et à mesure de la phase de classification, en ne construisant que les concepts nécessaires
à la classification d’un nouvel objet, en utilisant l’algorithme de calcul des successeurs
de l’algorithme de Bordat. Pour plus de précisions sur la génération à la demande, nous
renvoyons le lecteur aux références suivantes [Guillas 07, Visani 11].
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Algorithme 3.5 Simplification_après_Concepts_Terminaux(L)
Entrées :

– L = (C, ≺) le diagramme de Hasse à simplifier ;
Sorties :

– L le diagramme de Hasse simplifié ;

DÉBUT
Supprimer ⊤ de L ;
CT ← l’ensemble de concepts terminaux de L ;
pour chaque C ∈ CT faire

pour chaque successeur succ_courant de C faire
Supprimer l’arc entre C et succ_courant ;

fin pour
fin pour
pour chaque C ∈ CT faire

pred ← ensemble des predecesseurs de C dans L ;
si pred est vide alors

Supprimer C de L ;
fin si

fin pour
renvoyer L ;
FIN

O
I

K
I1 I2 I3 I4 I5 I6

o1 × × ×
1

o2 × × ×

o3 × × ×
2o4 × × ×

o5 × × ×

o6 × × ×
3o7 × × ×

o8 × × ×

o9 × × ×
4

o10 × × ×

Table 3.6: Contexte exemple méthode Navigala
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o1, o2
I1, I3, I6

Classe = 1

o3, o4, o5
I1, I4, I6

Classe = 2

o9
I2, I3, I5

Classe = 4

o6, o7, o8
I2, I4, I6

Classe = 3

o10
I2, I4, I5

Classe = 4

Concepts
Terminaux

o1, o2, o3, o4, o5, o6, o7, o8, o9, o10
∅

o3, o4, o5, o6, o7, o8, o10
I4

o1, o2, o3, o4, o5, o6, o7, o8
I6

o1, o2, o3, o4, o5
I1, I6

o6, o7, o8, o9, o10
I2

o1, o2, o9
I3

o3, o4, o5, o6, o7, o8
I4, I6

o9, o10
I2, I5

Classe = 4

o6, o7, o8, o10
I2, I4

Figure 3.4.1: Diagramme de Hasse étiqueté du treillis de Galois de la Table 3.6

o1, o2
I1, I3, I6

Classe = 1

o3, o4, o5
I1, I4, I6

Classe = 2

o9
I2, I3, I5

Classe = 4

o6, o7, o8
I2, I4, I6

Classe = 3

o10
I2, I4, I5

Classe = 4

o1, o2, o3, o4, o5, o6, o7, o8, o9, o10
∅

o11 = (I1, I4, I6)
Classe =?

o3, o4, o5, o6, o7, o8, o10
I4

o1, o2, o3, o4, o5, o6, o7, o8
I6

o1, o2, o3, o4, o5
I1, I6

o6, o7, o8, o9, o10
I2

o1, o2, o9
I3

o3, o4, o5, o6, o7, o8
I4, I6

o9, o10
I2, I5

Classe = 4

o6, o7, o8, o10
I2, I4

Figure 3.4.2: Classification de l’objet o11 = {I1, I4, I6}
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La navigation à travers le treillis de Galois est proche de la navigation dans un arbre
de classification. Nous reviendrons plus formellement sur cette méthode dans le chapitre
suivant, en particulier pour comparer la navigation dans un arbre et celle dans un treillis.

3.5 Discussion

3.5.1 Avantages

Parmi les avantages des treillis de Galois, les plus cités sont :

1. La lisibilité du treillis de Galois qui permet, comme pour l’arbre de classification,
d’appréhender directement la connaissance qu’il produit.

2. La réduction du contexte permet de mettre en avant les liens entre attributs, i.e.
les attributs équivalents, difficiles à voir sur la table complète.

3. Comme pour l’arbre, il est possible d’utiliser directement le treillis de Galois pour
de nouveaux objets. Aucune transformation des attributs des nouveaux objets n’est
nécessaire pour pouvoir les classer.

4. Tout comme l’arbre de classification, le treillis de Galois peut être traduit en
une base de règles. Les règles de classification de la forme SI ... ALORS ... sont
généralement très faciles à lire et à réutiliser dans d’autres systèmes, au contraire
du résultat d’une méthode statistique par exemple.

5. Il est robuste aux données bruitées, en particulier grâce aux multiples chemins
permettant de rejoindre un même concept terminal [Guillas 07].

6. La construction du treillis de Galois est non paramétrique : non seulement il ne
nécessite aucune hypothèse a priori sur la distribution des données, mais en plus,
sa construction n’est pas dépendante de la définition de seuils ou autre.

7. A l’image de l’arbre, il permet une séparation linéaire par morceaux des classes
donc une résolution des problèmes non linéairement séparables. En effet, les concepts
du treillis correspondent à des regroupement d’objets et à la conjonction de plu-
sieurs attributs. Chaque concept peut donc être représentée comme un pavé dans
l’espace des données.

8. Il offre des performances comparables aux autres méthodes supervisées.
Plus robuste aux données bruitées que l’arbre de classification, il a de meilleures
performances que l’arbre lorsque les deux structures sont définies à partir d’une
même table de données binaire [Gély 04, Mephu-Nguifo 05, Guillas 07].

3.5.2 Inconvénients

Parmi les inconvénients des treillis de Galois, les plus cités sont :
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3.6 Conclusion

1. Définis pour des tables de données binaires, un prétraitement de discrétisation
doit être mis en œuvre pour transformer les attributs quantitatifs (cf.
chapitre 5). Ce traitement engendre une perte d’information, i.e. une perte des
valeurs exactes vérifiées par chaque objet.

2. La taille du treillis est exponentielle en la taille des données dans le pire cas. Même
si dans la pratique celle-ci reste raisonnable, il est beaucoup plus complexe que
l’arbre de classification. Rappelons cependant que, pour pallier à ce problème,
un processus de génération à la demande a été développé.

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté l’origine des treillis de Galois avec les ordres,
la structure de treillis avant de nous intéresser plus précisément à la correspondance
de Galois et au treillis de Galois ou des concepts. Nous avons également présenté les
algorithmes de construction de treillis les plus connus, avant de présenter l’utilisation de
cette structure dans le cadre de la classification supervisée. Enfin, nous avons rappelé
les points forts et les points faibles accordés aux treillis de Galois.

Les treillis de Galois sont de plus en plus utilisés dans le cadre de la recherche d’in-
formation et de l’extraction de connaissances dans les bases de données. Les solutions
proposées dans le cadre de la classification supervisée permettent une interprétation
facile des résultats obtenus. Les treillis de Galois sont plus stables que les arbres de clas-
sification, et ont démontré des performances similaires à d’autres méthodes plus connues
[Gély 04, Mephu-Nguifo 05, Guillas 07]. Cependant, ils sont aussi connus pour leur taille
qui, dans le pire cas, peut être exponentielle en la taille de données, ce cas se réalisant
cependant peu dans la pratique. A l’inverse de l’arbre, les treillis sont définis pour des
données qualitatives (binaires ou binarisées), ils utilisent donc une transformation des
données quantitatives en amont de leur construction.

A l’inverse des arbres de classification pour lesquels certains chercheurs considèrent le
problème comme résolu, les treillis de Galois sont en pleine émergence dans le cadre
de l’analyse de données. De nombreuses méthodes sont actuellement développées à
des fins diverses [Carpineto 04, Kuznetsov 04, Choi 06, Roth 08, Kaytoue 11, Falk 11,
Nguyen 12].

La définition de treillis de Galois à partir de données quantitatives est un domaine de
recherche récent [Pfaltz 07, Kaytoue 11]. Les liens structurels existants entre les arbres
de classification et les treillis de Galois, ainsi que le traitement des données quantitatives
par les arbres de classification nous semblent deux notions importantes à étudier pour
améliorer la définition des treillis dans un cadre de classification d’images. De plus,
l’élagage existant pour l’arbre de classification nous semble être intéressant pour pallier
le problème de taille des treillis de Galois. Aussi, dans la suite de ce manuscrit, nous
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Chapitre 3 Treillis

présentons différentes études permettant de définir une nouvelle méthode hybride de
classification entre arbre de classification et treillis de Galois.

Plus précisément, nous nous intéresserons aux liens entre arbre de classification et
treillis de Galois dans le chapitre 4. Puis nous nous intéressons à leur traitement des
données quantitatives au chapitre 5. Enfin nous nous intéressons aux différentes simpli-
fications de ces structures au chapitre 6.
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Points clés

Points clés

Positionnement

❏ Nous avons présenté les définitions liées à la théorie des treillis avant de nous
intéresser plus précisément aux treillis de Galois.

❏ Les algorithmes les plus connus ont été présentés et différenciés.
❏ L’utilisation des treillis de Galois en classification supervisée a été présentée.
❏ Les points forts et les points faibles des treillis de Galois ont été rappelés.

Contributions

❏ Nous avons précisé les notations que nous utilisons et qui nous permettent de
faire le comparatif avec les arbres de classification.
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Vers un modèle hybride





Chapitre 4

Les liens entre arbres et treillis de
Galois

4.1 Introduction

Après l’état de l’art réalisé dans les chapitres 2 et 3, ce chapitre a pour objectif de
présenter les liens forts qui unissent les arbres et les treillis de Galois. De
manière générale, des liens entre arbres de classification et treillis de Galois ont déjà fait
l’objet d’un certain nombre d’études [Polaillon 98, Guillas 05, Nijssen 07, Belohlávek 07,
Guillas 08, Bertet 09].

Pour notre part, nous nous intéressons aux liens structurels mais aussi aux liens
en usage pour les tâches de classification. Dans les articles [Guillas 08, Bertet 09],
nous avons défini et démontré les liens forts entre les arbres de classification et une classe
particulière de treillis, à savoir les treillis dichotomiques dont nous avons proposé la
définition.

Dans ce chapitre, nous donnons cette définition formelle des treillis dichoto-
miques, nous démontrons ses propriétés ainsi que ses liens avec les arbres de classifica-
tion.

Ce chapitre constitue une étude préliminaire à l’introduction d’un modèle hy-
bride qui préserve les points forts de chacun de ces deux modèles, tout en limitant les
points faibles (cf. chapitres 5 et 6).

Comme nous l’avons introduit dans l’état de l’art, les arbres de classification et les
treillis de Galois peuvent être utilisés de différentes manières pour les tâches de classifi-
cation supervisée. En particulier, nous avons vu qu’il était possible d’extraire des règles
de classification des deux structures, mais aussi de naviguer dans celles-ci. Dans la sec-
tion 4.2, nous formalisons la navigation dans ces deux structures et comparons les deux
méthodes. Nous rappelons que la navigation dans le treillis de Galois généralise
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Chapitre 4 Les liens entre arbres et treillis de Galois

la navigation dans un arbre de classification [Guillas 07]. Pour ce comparatif,
nous nous concentrons sur les arbres construits avec des critères de division
dit monovarié ou statique, ces derniers étant généralement utilisés pour les données
qualitatives. Dans le chapitre suivant, nous présenterons rapidement les critères multi-
variés ou dynamiques, pour autant nous ne les utiliserons pas, ces derniers étant peu
utilisés dans les algorithmes courants de construction d’arbres.

A partir d’une table de données binaires, il est possible de définir plusieurs
arbres de classification (selon l’algorithme de construction et les critères choisis). En
revanche, il n’existe qu’un seul et unique treillis de Galois. Dans la section 4.3, nous
présentons le lien d’inclusion entre les différents arbres de classifications et le
treillis de Galois. Il s’agit d’une généralisation du lien d’inclusion défini uniquement
pour les treillis dichotomiques dans [Guillas 08, Bertet 09]. Nous donnons la preuve de
ce lien.

Ensuite dans la section 4.4, nous présentons les treillis dichotomiques, nous les
définissons de manière formelle et nous les caractérisons par les propriétés
qu’ils vérifient (la coatomicité et la ∨-complémentarité). Puis nous rappelons le
lien de fusion qui les unit aux arbres de classification.

Notons que dans le cadre de l’analyse d’images, les tables de données sont généralement
quantitatives. Les deux modèles étudiés utilisent une discrétisation (cf. chapitre suivant)
pour transformer ces données en données qualitatives. Les tables de données qualitatives
ainsi construites contiennent des modalités mutuellement exclusives. C’est pourquoi,
nous excluons de cette étude, les tables de données qualitatives dont les
modalités sont non exclusives.

Pour illustrer nos propos au cours de ce chapitre, nous utiliserons en particulier la
table de données qualitatives Ω = (O, I, K), présentée dans la Table 4.1. La table
binaire correspondante est présentée dans la Table 4.2.

Pour simplifier les notations et pour faciliter les comparaisons, chaque at-
tribut qualitatif est noté avec un indice unique, i.e. I.z = Iz ; et nous associons
à chaque attribut Iz un ensemble de modalités fixées. Plus précisément, l’attri-
but qualitatif I1 a deux modalités notées m1 et m2, l’attribut qualitatif I2 a aussi deux
modalités notée m3 et m4 et l’attribut qualitatif I3 a trois modalités notées m5, m6 et
m7.

4.2 Lien en classification

Nous avons présenté dans les chapitres 2 et 3 des méthodes de classification basées
soit sur l’arbre de classification, soit sur le treillis de Galois. En particulier, nous avons
présenté pour chaque modèle l’étape d’apprentissage qui consiste en la construction
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4.2 Lien en classification

O
I

K
I1 I2 I3

o1 m1 m3 m7 1
o2 m1 m3 m7

o3 m1 m4 m6

2o4 m1 m4 m6

o5 m1 m4 m6

o6 m2 m4 m6

3o7 m2 m4 m6

o8 m2 m4 m6

o9 m2 m3 m5 4
o10 m2 m4 m5

Table 4.1: Table de données qualitatives

de la structure arborescente à partir d’une table de données (que nous supposons qualita-
tives, nous traitons les données quantitatives dans le chapitre 5) puis en l’étiquetage des
feuilles ou concepts terminaux. Ensuite, l’étape de classification de nouveaux objets
se fait soit par extraction d’un système de règles de classification, soit par navigation
dans la structure.

4.2.1 Étapes d’apprentissage et de classification

Pour les deux modèles, la phase d’apprentissage est divisée en deux étapes,
la construction de la structure à partir de la table de données (cf. sections 2.5
et 3.3 pour plus de précisions sur les algorithmes), puis l’étiquetage des feuilles
(pour les arbres) ou des concepts terminaux (pour les treillis), cette dernière étape
consiste à étiqueter par la classe la plus fréquente, les nœuds ou concepts qui satisfont
une mesure de pureté.

Exemple. La Figure 4.2.1 présente un arbre de classification construit à partir de la
Table 4.1 en utilisant l’algorithme C4.5 et la Figure 4.2.2 présente l’arbre de classification
construit à partir de la même table en utilisant l’algorithme CART sans élagage. Les
feuilles (de forme rectangulaire) sont étiquetées avec la classe majoritaire.

La Figure 4.2.3 présente le diagramme de Hasse du treillis de Galois de la Table binaire
4.2 (équivalente à la Table 4.1). Les concepts terminaux sont les concepts purs et les
coatomes du treillis, de forme octogonale sur la figure, ils sont étiquetés avec la classe
majoritaire.

Une fois les arborescences calculées et étiquetées, elles sont utilisées pour classer de
nouveaux objets. Nous nous intéressons plus particulièrement à la classification
par navigation dans chaque structure.
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Chapitre 4 Les liens entre arbres et treillis de Galois

O
I

KI1 I2 I3

m1 m2 m3 m4 m5 m6 m7

o1 × × ×
1

o2 × × ×

o3 × × ×
2o4 × × ×

o5 × × ×

o6 × × ×
3o7 × × ×

o8 × × ×

o9 × × ×
4

o10 × × ×

Table 4.2: Table binaire correspondant à la Table 4.1

Dans un arbre de classification, pour un nouvel objet, la navigation est effectuée à
travers l’arbre, de la racine jusqu’à une feuille. Le nouvel objet est classé dans la classe
de la feuille atteinte. Chaque étape de navigation consiste à valider une modalité
de l’unique attribut de test associé aux branches allant du nœud courant vers
ses successeurs. Plus précisément, un nouvel objet atteint le successeur contenant la
modalité qu’il vérifie pour l’attribut de test.

Dans le cas d’arbre binaire tel que CART (cf. Figure 4.2.2), une branche peut être
associée à plusieurs modalités lorsque l’attribut test est défini par plus de deux modali-
tés. Dans ce cas, l’objet valide une seule des modalités de l’ensemble associé à la branche.

Dans un treillis de Galois, la navigation est réalisée de manière similaire. Elle com-
mence au concept minimal ⊥ jusqu’à un concept terminal. Chaque étape de naviga-
tion consiste à valider un ou plusieurs attributs binaires, i.e. une modalité par
attribut qualitatif, pour rejoindre l’un des successeurs immédiats du concept
courant. Une fois un concept terminal atteint, le nouvel objet est classé dans la classe
de ce concept terminal.

Pour illustrer cette navigation par validation d’attributs, les arcs représentant la
relation ≤ entre les concepts peuvent être étiquetés avec les modalités à va-
lider ou encore comme pour l’arbre de classification, avec un attribut test
et la modalité associée à ce test. Nous choisissons cette dernière option telle que
présentée dans la Figure 4.2.3 (où les concepts et arcs inutiles pour la classification par
navigation ont été supprimés, cf. Algorithme 3.5).

Il faut noter que dans l’arbre de classification, un objet ne peut emprunter qu’un
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4.2 Lien en classification

chemin allant de la racine vers les feuilles alors que dans les treillis de Galois plusieurs
chemins sont possibles entre le concept minimal et jusqu’au même concept terminal
(c’est le cas par exemple des objets o6, o7, et o8 qui peuvent emprunter deux chemins
différents menant tous au même concept terminal et à la classe 3. Ces chemins différent
selon l’ordre des tests sur les attributs qualitatifs).

4.2.2 Lien de généralisation

Dans un treillis de Galois, chaque étape de navigation correspond à la validation
d’un ensemble d’attributs dans une famille de parties d’attributs.

Plus formellement, soit le concept (A, B) correspondant à une étape de navigation
(les attributs binaires (ou modalités) B ont déjà été validés et les objets A sont donc les
objets « possibles »). On considère (A1, B1), ..., (Aη, Bη), les η successeurs immédiats de
(A, B). Chaque successeur correspond à un ou plusieurs attributs binaires B̃j = Bj \ B
à valider. Les différentes possibilités de validation se formalisent donc par une famille de
parties d’attributs :

E = {B̃j, j ∈ {1, . . . , η}}

Cette famille possède quelques propriétés intéressantes [Guillas 07] :
Tout d’abord, un même attribut binaire ne peut pas appartenir à deux concepts suc-

cesseurs de (A, B) sans appartenir à B (sinon, la propriété de borne inférieure n’est pas
vérifiée), d’où l’équation suivante :

∀j, j′ ∈ {1, . . . , η} j )= j′ B̃j ∩ B̃j′ = ∅ (4.2.1)

De plus, tout successeur de (A, B) possède au moins un nouvel attribut, mais peut en
posséder plusieurs, d’où l’équation suivante :

∀j ∈ {1, ..., η} |B̃j| ≥ 1 (4.2.2)

Cette notion de famille de parties d’attributs engendre deux différences
avec la navigation dans un arbre.

Multiplicité des attributs qualitatifs tests : la première différence, entre les deux na-
vigations, est l’existence de plusieurs attributs qualitatifs tests par étape de na-
vigation dans le treillis contre un unique attribut qualitatif test par étape de na-
vigation dans les arbres. Plus formellement, dans un treillis, pour deux arcs dif-
férents partant d’un concept père commun et associés respectivement à B̃j et B̃j′

(tels que |B̃j| = |B̃j′| = 1), il peut exister deux attributs qualitatifs tests, i.e.
∃z )= z′ ∈ {1, . . . , Z} tels que B̃j = mjz, B̃j′ = mj′z′ et Iz )= Iz′ .

Forme des tests associés aux branches : la seconde différence réside dans la forme
des tests associés aux branches. Dans un arbre, lorsque plusieurs modalités sont
associées à une même branche (cas fréquent dans les arbres binaires), elles sont
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I1 = m2I1 = m1

I3 = m5I3 = m6 I3 = m7

o1, o2, o3, o4, o5, o6, o7, o8, o9, o10
∅

o11 = (m1,m3,m7)
Classe =?

o3, o4, o5, o6, o7, o8
m6

o1, o2
m7

Classe = 1

o3, o4, o5
m1,m6

Classe = 2

o9, o10
m5

Classe = 4

o6, o7, o8
m2,m6

Classe = 3

Figure 4.2.1: Classification de l’objet o11 par navigation dans l’arbre C4.5

I3 = m7I1 = m2

I3 ∈ {m5,m7}I3 = m6

I3 = m5I1 = m1

o1, o2, o3, o4, o5, o6, o7, o8, o9, o10
∅

o11 = (m1,m3,m7)
Classe =?

o3, o4, o5, o6, o7, o8
m6

o1, o2, o9, o10
{m5 OR m7}

o6, o7, o8
m2,m6

Classe = 3

o3, o4, o5
m1,m6

Classe = 2

o1, o2
m7

Classe = 1

o9, o10
m5

Classe = 4

Figure 4.2.2: Classification de l’objet o11 par navigation dans l’arbre CART
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issues du même attribut qualitatif comme nous venons de le voir. Cependant, un
objet n’en valide qu’une seule, ainsi lorsqu’un ensemble de modalités est
associé à une branche de l’arbre, le test correspond à un OU exclusif
entre ces modalités. Dans le treillis, lorsque plusieurs modalités sont associées
à une même branche, elles sont issues d’attributs qualitatifs différents. Un objet
doit valider l’ensemble de ces modalités de manière simultanée, ainsi lorsqu’un
ensemble de modalités est associé à une branche du treillis, le test cor-
respond à un ET entre ces modalités.

Exemple. Reprenons nos exemples (Figures 4.2.1, 4.2.2 et 4.2.3). Dans le treillis (Figure
4.2.3), à partir de ⊥, un objet peut rejoindre trois successeurs chacun associé à une
modalité mi différentes, tous les attributs qualitatifs sont concernés, i.e. I1, I2, et I3.
Dans les arbres des Figures 4.2.1 et 4.2.2 toute étape de navigation est associée à un
unique attribut qualitatif test Iz. D’où la différence 1.

De plus, dans le treillis, en considérant comme concept courant (A, B) = (o1o2o9, m3),
il existe deux concepts successeurs (A1, B1) = (o1o2, m1m3m7) et (A2, B2) = (o9, m2m3m5).
La famille de parties d’attributs est donc E = {B̃1, B̃2} = {B1 \ B, B2 \ B} =
{{m1m7}, {m2m5}}. A partir de ce concept (A, B), il faut valider simultanément les
attributs I1 et I3 respectivement avec les modalités m1 et m7 ou avec les modalités m2

et m5, ainsi pour cette étape de navigation, ˜|B1| = |B̃2| = 2 ≥ 1. Dans l’arbre de la
Figure 4.2.2 en considérant le nœud racine N = (o1 . . . o9, ∅), il existe deux nœuds suc-
cesseurs N1 = (o1o2o9o10, m5 OU m7) et N2 = (o3o4o5o6o7o8, m6). A partir de ce nœud
N , il faut valider l’attribut qualitatif I3 avec l’une de ses modalités. Pour rejoindre N2, il
faut valider soit m5, soit m7 et non les deux modalités simultanément. D’où la différence
2.

Ces différences sont illustrées dans ces mêmes figures, pour la classification de l’objet
o11 = (m1, m3, m7), classé systématiquement dans la classe 1. Chaque étape de naviga-
tion correspond à un arc en tirets gris, les nœuds/concepts parcourus sont grisés. Les
différentes étapes sont reprises dans la Table 4.3.

4.2.3 Discussion

Ainsi, une étape de navigation, dans un arbre, correspond à la validation d’une
unique modalité parmi l’ensemble des modalités d’un unique attribut qualitatif.
Tandis qu’elle correspond, dans un treillis de Galois, à la validation d’un ensemble
de modalités parmi une famille de modalités issues de différents attributs qua-
litatifs.

Nous pouvons noter que, dans les arbres de classification, le chemin de la ra-
cine à une feuille donnée est unique, dans un treillis de Galois, il y a plusieurs
chemins à partir de l’élément minimal ⊥ jusqu’à un même concept terminal.
Cette propriété fournit au treillis de Galois une robustesse face aux données
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Arbre (Figure 4.2.2)
Choix parmi Validation de

Étape 1 l’ensemble des modalités de l’unique
attribut qualitatif test I3

l’ensemble de modalités
{m5, m7} par vérification

de m7

Étape 2 les modalités m5 et m7 de l’unique attribut
qualitatif test I3

la modalité m7

Treillis (Figure 4.2.3)
Choix parmi Validation de\du

Étape 1 certaines modalités m1, m2, m3, m4, m5 des
trois attributs qualitatifs tests I1, I2, I3

la modalité m3 de I2 *

Étape 2 les deux couples de modalités (m1, m7) et
(m2, m5) associés au couple d’attributs

qualitatifs tests (I1, I3)

couple de modalités
(m1, m7)

*selon un critère de support, i.e. nombre d’objets du concept successeur le plus faible

Table 4.3: Comparaison de la navigation dans les deux structures

bruitées [Guillas 07, Bertet 11]. Ceci est une conséquence du choix fait sur plusieurs
attributs qualitatifs tests lors d’une étape de navigation dans un treillis de Galois. Ce-
pendant, la présence de valeurs aberrantes dans ma base d’apprentissage peut entrainer
l’existence de concepts et de chemins de navigation erronés.

La navigation dans les treillis de Galois généralise donc la navigation dans
les arbres. Associés à ce lien en usage, des liens structurels transparaissent. Nous les
étudions dans les sections suivantes.

4.3 Lien d’inclusion

4.3.1 Présentation

Le lien d’inclusion existant entre treillis de Galois et arbre de classification est le lien
qui permet de définir des algorithmes d’extraction d’arbres de classification à partir de
treillis de Galois [Belohlávek 07, Bertet 09].

En excluant, pour le moment, les arbres binaires, alors lorsque les deux structures
sont définies à partir des mêmes données qualitatives, il est possible d’associer à chaque
nœud de l’arbre un unique concept du treillis, comme suit :

– Considérons un nœud N de l’arbre, et l’ensemble des attributs (i.e. ensemble des
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modalités) IN contenus dans ce nœud, i.e. validés depuis la racine jusqu’à ce nœud.
Au nœud N , nous associons le plus petit concept contenant l’ensemble des attributs
binaires IN et les objets qui le vérifient, ce concept est défini comme suit :

(β(ϕ(IN )), ϕ(IN )) (4.3.1)

De plus, la relation entre deux nœuds dans un arbre correspond à un raffinement sur les
objets, i.e. l’ensemble des objets du nœud fils est inclus dans l’ensemble des objets du
nœud père. Cette relation correspond à la relation d’ordre ≤ existante dans le treillis
entre deux concepts.

A partir de ces deux correspondances, nous pouvons voir qu’un arbre est inclus dans le
treillis lorsque les deux structures sont définies à partir des mêmes données qualitatives.
Ce lien d’inclusion est formulé par la proposition suivante.

Proposition 4. Lien d’inclusion : Tout arbre de classification est inclus dans le
treillis de Galois, lorsque ces deux structures sont construites à partir des mêmes attributs
qualitatifs.

L’inclusion de l’arbre dans le treillis de Galois est une conséquence immé-
diate de la propriété de fermeture d’un treillis.

Démonstration. Considérons l’arbre de classification ainsi que le treillis de Galois issus
des mêmes attributs qualitatifs binaires (il faut au préalable procéder à un codage dis-
jonctif de la table de données, cf. Chapitre 1). Pour montrer que l’arbre est inclus dans
le treillis de Galois, il s’agit alors de prouver les trois points suivants :

1- Deux nœuds différents d’un arbre de classification sont associés à des concepts dif-
férents :
Par l’absurde, si deux nœuds N1 et N2 sont associés au même concept, alors ϕ(IN1

) =
ϕ(IN2

). Ceci signifie que ce sont les mêmes objets qui partagent les attributs de IN1
et

de IN2
, ce qui est en contradiction avec le fait que les deux nœuds N1 et N2 soient deux

nœuds différents de l’arbre de classification.

2- Si deux nœuds sont ancêtres dans l’arbre de classification alors leurs concepts as-
sociés sont en relation dans le treillis :
Il est clair que si un nœud N1 est ancêtre d’un nœud N2 dans l’arbre de classification,
alors IN1

⊆ IN2
. L’opérateur ϕ étant isotone, on en déduit que ϕ(IN1

) ⊆ ϕ(IN2
), et

par conséquent que les deux concepts (β(ϕ(IN1
)), ϕ(IN1

)) et (β(ϕ(IN2
)), ϕ(IN2

)) sont en
relation selon ≤, i.e. (β(ϕ(IN1

)), ϕ(IN1
)) ≤ (β(ϕ(IN2

)), ϕ(IN2
)).

3- A l’inverse, si deux nœuds ne sont pas ancêtres dans l’arbre de classification alors
leurs concepts associés ne sont pas en relation dans le treillis :
Si un nœud N1 n’est pas ancêtre d’un nœud N2, il s’agit alors de considérer les fils du
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plus petit ancêtre commun à N1 et N2, et en particulier le fils N
′

1 ancêtre de N1 et le
fils N

′

2 ancêtre de N2. Ces deux nœuds N
′

1 et N
′

2 existent par construction de l’arbre
et il est clair que, N

′

1 et N
′

2 étant frères aucun objet ne peut avoir simultanément les
attributs des deux concepts associés, à savoir ϕ(IN

′

1

) et ϕ(IN
′

2

). Ce qui se formalise par

β(ϕ(IN
′

1

))∩β(ϕ(IN
′

2

)) = ∅. Ensuite, N
′

1 étant ancêtre de N1, on en déduit que IN
′

1

⊆ IN1
,

d’où ϕ(IN
′

1

) ⊆ ϕ(IN1
) par isotonie de l’opérateur ϕ, et à l’inverse β(ϕ(IN

′

1

)) ⊇ β(ϕ(IN1
))

par définition de β. On aura de même β(ϕ(IN
′

2

)) ⊇ β(ϕ(IN2
)) car N

′

2 est ancêtre de
N2. On en déduit alors que β(ϕ(IN2

)) ∩ β(ϕ(IN1
)) = ∅, ce qui prouve que les concepts

associés aux nœuds N1 et N2 ne sont pas en relation selon ≤.

Notons que un arc de l’arbre n’est pas toujours associé à la relation de couverture ≺.
Il peut être associée à la relation ≤, soit à un arc de transitivité.

Concernant le cas des arbres binaires, il s’agit d’un cas particulier, lorsque l’attribut
qualitatif test a plus de deux modalités alors plusieurs modalités sont regroupées sur
une même branche. Dans ce cas, le nœud fils, correspondant à cette branche, contient
un ensemble de modalités qui n’ont pas toutes été validées (validation par OU exclusif).
Or, nous étudions le cas où les modalités des attributs qualitatifs sont mutuellement
exclusives. Par définition des concepts, il n’existe pas de concept contenant deux mo-
dalités mutuellement exclusives issues du même attribut qualitatif. Aussi, ces nœuds
particuliers regroupant plusieurs modalités mutuellement exclusives d’un même attribut
qualitatif, ne peuvent pas être associés à un unique concept. Ils sont associés à autant de
concepts que de modalités qu’ils contiennent. Ces concepts correspondent à ceux associés
aux nœuds qui auraient été construits si l’arbre n’avaient pas été binaire, i.e. les nœuds
associés à chacune des modalités.

Exemple. Reprenons les arbres des Figures 4.2.1 et 4.2.2 en étiquetant chaque nœud
avec une étiquette Ni, on obtient respectivement les arbres des Figures 4.3.1 et 4.3.2.
Pour l’arbre CART, comme précisé précédemment, le nœud correspondant à l’ensemble
de modalités {m5, m7} correspond à deux nœuds si l’arbre n’avait pas été binaires. De
ce fait nous l’avons étiquetés avec les deux Ni correspondant à ces nœuds dans l’arbre
C4.5.

En considérant le treillis de Galois de la Figure 4.2.3 défini à partir de la même table
de données qualitatives (Table 4.1). La Figure 4.3.3 illustre ce lien d’inclusion, les nœuds
de l’arbre sont associés aux différents concepts grisés et étiquetés avec les Ni.

Soit le nœud N3 = (o3o4o5o6o7o8, m6) de l’arbre, à ce nœud on associe le concept
(β(ϕ(m6)), ϕ(m6)) = (o3o4o5o6o7o8, m4m6) = (A1, B1) qui figure bien dans le treillis de
Galois. De même, au nœud N5 = (o3o4o5, m1m6), on associe le concept
(β(ϕ(m1m6)), ϕ(m1m6)) = (o3o4o5, m1m4m6) = (A2, B2).

Les arcs de l’arbre sont représentés par les arcs en pointillés gris. L’arc reliant le nœud
N3 à son fils N5 est associé à l’arc représentant la relation ≤ entre (A1, B1) et (A2, B2).
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I1 = m2

I3 = m7 I3 = m5I3 = m6

I1 = m1

N1
o1, o2, o3, o4, o5, o6, o7, o8, o9, o10

∅

N3
o3, o4, o5, o6, o7, o8

m6

N2
o1, o2
m7

Classe = 1

N5
o3, o4, o5
m1,m6

Classe = 2

N4
o9, o10
m5

Classe = 4

N6
o6, o7, o8
m2,m6

Classe = 3

Figure 4.3.1: Arbre de classification C4.5

I3 = m6

I3 = m7 I1 = m1I3 = m5

I3 ∈ {m5,m7}

I1 = m2

N1
o1, o2, o3, o4, o5, o6, o7, o8, o9, o10

∅

N3
o3, o4, o5, o6, o7, o8

m6

N2 OU N4

o1, o2, o9, o10
{m5 OR m7}

N6
o6, o7, o8
m2,m6

Classe = 3

N5
o3, o4, o5
m1,m6

Classe = 2

N2
o1, o2
m7

Classe = 1

N4
o9, o10
m5

Classe = 4

Figure 4.3.2: Arbre de classification CART

N6
o6, o7, o8

m2,m4,m6

Classe = 3

o10
m1,m4,m5

Classe = 4

o9
m2,m3,m5

Classe = 4

N2
o1, o2

m1,m3,m7

Classe = 1

N1
o1, o2, o3, o4, o5, o6, o7, o8, o9, o10

∅

o1, o2, o3, o4, o5, o10
m1

o3, o4, o5, o6, o7, o8, o10
m4

o6, o7, o8, o9
m2

N4
o9, o10
m5

Classe = 4

N3
o3, o4, o5, o6, o7, o8

m4,m6

o1, o2, o9
m3

N5
o3, o4, o5

m1,m4,m6

Classe = 2

o3, o4, o5, o10
m1,m4

Figure 4.3.3: Inclusion de l’arbre de classification dans le treillis de Galois
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4.3.2 Discussion

Ce lien d’inclusion est intéressant car il permet de mettre en avant le fait que le treillis
est plus complet que l’arbre, i.e. il contient plus de chemins vers un même concept
terminal. En effet, à partir d’une même table de données, un seul et unique treillis peut
être défini, tandis que plusieurs arbres peuvent être construits (selon l’algorithme et les
critères choisis). Tous ces arbres sont inclus dans l’unique treillis, ce dernier regroupe
donc plus d’informations que les arbres.

Ce lien structurel d’inclusion des arbres dans le treillis est renforcé par un lien de
fusion, lorsque le treillis est un treillis dichotomique. Nous nous intéressons à cette classe
de treillis et au lien de fusion résultant dans la section suivante.

4.4 Contribution 1 : treillis dichotomiques et lien de
fusion

Les treillis dichotomiques ont été introduits dans [Bertet 09] selon une propriété portée
par la table. Cette propriété correspond à la complémentarité entre attributs d’une
table binaire. Dans cette section, nous donnons la définition formelle des treillis
dichotomiques (définition 18), puis nous étudions les propriétés de ces treillis. Enfin,
nous nous intéressons au lien de fusion existant entre ces treillis et les arbres.

4.4.1 Définition des treillis dichotomiques

Les treillis dichotomiques sont des treillis définis à partir d’une table binaire où à
tout attribut, il est possible d’associer un ensemble d’attributs complémentaires. Ce
type de table est fréquemment rencontré en analyse de données, en particulier dans
le cas où les attributs sont qualitatifs, et de modalités mutuellement exclusives. Nous
verrons aussi dans le chapitre suivant que la discrétisation (transformation des données
du type quantitatif au type qualitatif), génère ce type de table. Il en résulte des treillis
ayant de propriétés structurelles fortes, qui permettent le développement d’algorithmes
spécifiques à des fins d’amélioration des performances des treillis en classification (cf.
chapitre 5). Intéressons nous tout d’abord à la définition formelle de ces treillis.
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Définition formelle des treillis dichotomiques

Définition 18. Un treillis L = (C, ≤) est dit dichotomique lorsqu’il est défini pour un
contexte (O, I, (α, β)) où pour chaque attribut Ij ∈ I, il existe une famille non vide
Ī .

j =
{

Ī1
j , Ī2

j , . . . , Ī∂
j

}

⊂ P(I) de parties d’attributs complémentaires (i.e. chaque Ī i
j

est un ensemble d’attributs binaires qui peut être un ensemble singleton), et tel que
l’ensemble

{

β(Ij), β(Ī1
j ), . . . , β(Ī∂

j )
}

forme une partition de l’ensemble des objets O :

- Les objets vérifiant un ensemble Ī i
j de Īj sont distincts des objets vérifiant Ij mais aussi

des objets vérifiant tout autre ensemble Īk
j de Īj :

∀i ∈ {1, . . . , ∂} β(Ij) ∩ β(I i
j) = ∅

∀i, k ∈ {1, . . . , ∂} (i )= k) β(Ī i
j) ∩ β(Ik

j ) = ∅
(4.4.1)

- Chaque objet de O vérifie soit Ij soit un ensemble d’attributs de Ī .
j :

β(Ij)
⋃

i∈{1,...,∂}

β(I i
j) = O (4.4.2)

Notons que dans cette définition, la notion de famille est nécessaire en raison de la
possibilité de réduction du contexte, nous précisons ce point dans la section suivante.

Cette définition généralise la définition d’une table dichotomique introduite
dans [Ganter 99]. Dans une table dichotomique, pour chaque attribut Ij, il existe un
unique attribut complémentaire, i.e. Ī .

j = {Ī1
j } et Ī1

j est un singleton.
Le caractère unique de l’attribut complémentaire implique que chaque objet d’une

table dichotomique vérifie soit Ij soit Ī1
j . Ainsi, tout treillis construit à partir d’une

table dichotomique est un treillis dichotomique. Mais l’inverse n’est pas vrai, i.e.
la table d’un treillis dichotomique n’est pas toujours une table dichotomique.

Exemple. Toute table binaire issue de la binarisation d’une table où les attributs qua-
litatifs ont exactement deux modalités est une table dichotomique. En effet dans ce cas,
les modalités sont complémentaires deux à deux. Ainsi, le treillis associé à ce type de
contexte est un treillis dichotomique.

En revanche, la Table 4.4(i) n’est pas dichotomique, en effet, l’attribut complémentaire
de I5 n’existe pas de manière unique, tel que présenté dans la Table 4.4(ii). Cependant,
le treillis associé (Figure 4.4.1) est dichotomique car pour tout attribut du contexte de la
Table 4.4(i), il existe une famille non vide de parties d’attributs complémentaires telles
que présentées dans la Table 4.4(ii).
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O
I

K
I1 I2 I3 I4 I5 I6 I7

o1 × × ×
1

o2 × × ×

o3 × × ×
2o4 × × ×

o5 × × ×

o6 × × ×
3o7 × × ×

o8 × × ×

o9 × × ×
4

o10 × × ×

I Complémentaires
I1 Ī1 = {{I2}}
I2 Ī2 = {{I1}}
I3 Ī3 = {{I4}}
I4 Ī4 = {{I3}}
I5 Ī5 = {{I6}, {I7}}
I6 Ī6 = {{I5}, {I7}}
I7 Ī7 = {{I5}, {I6}}

(i) Table non dichotomique (ii) Attributs complémentaires

Table 4.4: Table non dichotomique associée au treillis dichotomique Figure 4.4.1

o6, o7, o8
I2, I4, I6

Classe = 3

o10
I1, I4, I5

Classe = 4

o9
I2, I3, I5

Classe = 4

o1, o2
I1, I3, I7

Classe = 1

∅
I1, I2, I3, I4, I5, I6

o1, o2, o3, o4, o5, o6, o7, o8, o9, o10
∅

o1, o2, o3, o4, o5, o10
I1

o3, o4, o5, o6, o7, o8, o10
I4

o6, o7, o8, o9
I2

o9, o10
I5

Classe = 4

o3, o4, o5, o6, o7, o8
I4, I6

o1, o2, o9
I3

o3, o4, o5
I1, I4, I6

Classe = 2

o3, o4, o5, o10
I1, I4

Figure 4.4.1: Treillis dichotomique issu de la Table 4.4 non dichotomique
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4.4.2 Propriétés des treillis dichotomiques

Cette section a pour objectifs de présenter et d’étudier les propriétés de la classe de
treillis dichotomiques que nous venons de définir. Cela nous permet, dans la suite de ce
manuscrit, d’exploiter ces propriétés pour définir nos algorithmes de discrétisation locale
(cf. chapitre 5).

Dichotomie et réduction

L’opération de réduction d’un contexte est généralement mise en œuvre avant toute
génération du treillis de Galois pour la classification, cela afin de diminuer la redondance
des informations présentes dans les concepts. En effet, la table réduite est la plus petite
de toutes les tables possédant un treillis isomorphe, i.e. une même structure de clas-
sification. C’est pourquoi nous nous intéressons aux conséquences potentielles de cette
opération sur la propriété de dichotomie et plus particulièrement à la réduction sur les
attributs, ces derniers étant la base de la définition des treillis dichotomiques.

Par définition de la réduction (cf. section 3.2.3), pour tout contexte non
réduit (O, I, (α, β)) vérifiant la définition 18, sa réduction vérifie également la
définition 18 ; si le treillis du contexte non réduit est dichotomique alors le treillis du
contexte réduit l’est aussi.

En effet, tout I ∈ I supprimé du contexte par l’opération de réduction, est équi-
valent à un sous-ensemble I ′ d’attributs de I dans le contexte réduit. Ainsi, si I était
complémentaire d’un ou plusieurs attribut(s) dans le contexte non réduit, alors sa sup-
pression est compensée par l’ensemble d’attributs équivalents I ′ car, par définition de la
réduction, celle-ci ne modifie pas le treillis.

Exemple. Dans le contexte de la Table 4.4, après une opération de réduction, l’attribut
I7 serait supprimé car équivalent à l’ensemble I ′ = {I1, I3} (i.e. β({I7}) = {o1, o2} =
β({I1, I3})), le contexte réduit correspond alors à la Table 4.5.

I7 appartenait à l’ensemble des complémentaires de I6 et de I5. Par définition de la
réduction, sa suppression ne modifie pas le treillis, et nous pouvons vérifier que les équa-
tions 4.4.1 et 4.4.2 sont toujours vérifiées. Les attributs I1 à I4 ayant conservé leurs com-
plémentaires, vérifions que I5 et I6 ont bien des complémentaires dans le contexte réduit.
Dans le contexte réduit, I7 a été supprimé mais l’ensemble I ′ = {I1, I3} sert d’équivalent.
Ainsi la famille de parties d’attributs complémentaires de I5 dans le contexte réduit
est {{I1, I3}, {I6}}. L’équation 4.4.1 est toujours vérifiée : β({I5}) ∩ β({I1, I3}) = ∅,
β({I5}) ∩ β({I6}) = ∅ et β({I6}) ∩ β({I1, I3}) = ∅. Tout comme l’équation 4.4.2 :
β({I5}) ∪ β({I1, I3}) ∪ β({I6})) = O

La famille de parties d’attributs complémentaires de I6 dans le contexte réduit est
{{I1, I3}, {I5}}. L’équation 4.4.1 est toujours vérifiée : β({I6})∩β({I1, I3}) = ∅, β({I6})∩
β({I5}) = ∅ et β({I1, I3}) ∩ β({I5}) = ∅. L’équation 4.4.2 aussi : β({I6}) ∪ β({I1I3}) ∪
β({I5})) = O.
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O
I

K
I1 I2 I3 I4 I5 I6

o1 × ×
1

o2 × ×

o3 × × ×
2o4 × × ×

o5 × × ×

o6 × × ×
3o7 × × ×

o8 × × ×

o9 × × ×
4

o10 × × ×

Table 4.5: Contexte réduit de la Table 4.4

Notons que la notion de famille utilisée dans la définition des treillis di-
chotomiques montrent là toute sont importance. En effet, si ceux-ci avaient été
définis en utilisant uniquement un ensemble d’attributs complémentaires, i.e. tous les Ī i

j

auraient du être des singletons, alors la propriété de dichotomie aurait alors été perdue
après réduction du contexte.

Propriétés structurelles des treillis dichotomiques

Nous avons observé que les treillis dichotomiques ont des propriétés struc-
turelles particulières telles que la coatomicité (i.e. les inf-irréductibles du treillis
sont ses coatomes) et la ∨-pseudo-complémentarité (i.e. existence d’au moins un
concept complémentaire pour tout concept du treillis ; cf. section 3.2.2 et propriétés 5 et
6 ci-après). A partir de ces propriétés fortes, nous pouvons envisager le déve-
loppement d’algorithmes propres à ces treillis. En effet, ces propriétés permettent
d’identifier les concepts terminaux du treillis, en particulier, les coatomes du treillis sont
des concepts terminaux. Ces concepts sont utilisés pour généraliser aux treillis le pro-
cessus de discrétisation locale existant dans les arbres, qui améliore les performances de
ces derniers en classification.

Avant de présenter ces développements dans le chapitre suivant, nous donnons ci-
dessous ces propositions et leurs preuves.

Proposition 5. Tout treillis dichotomique est coatomistique.

Démonstration. Par l’absurde, soit un treillis dichotomique L = (C, ≤). Supposons que
ce treillis ne soit pas coatomistique. Alors, il existe M1, M2 ∈ M deux inf-irréductibles
tels que M1 = (A1, B1) < M2 = (A2, B2). Par définition de la relation <, on a A2 ⊂ A1

et B1 ⊂ B2.
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Il existe donc b ∈ B2 \ B1 et a ∈ A1 \ A2 tels que a /∈ β(b) (et réciproquement b /∈
α(a)). Par définition des inf-irréductibles (cf. bijection entre objets et inf-irréductibles,
proposition 2), β(α(a)) = A1. Selon la relation < entre M1 et M2, β(b) ∩ β(α(a)) )= ∅.

Soit B̄ = {B̄i, i ∈ {A, . . . , ∂}}, la famille de parties d’attributs complémentaires de b.
Si ∃i ∈ {1, . . . , ∂} tel que α(a) ⊂ B̄i alors il y a contradiction avec la définition

des treillis dichotomiques : l’équation 4.4.1 n’est pas vérifiée, β(b) ∩ β(α(a)) )= ∅. Donc
∀i ∈ {1, . . . , ∂}, α(a) " B̄i.

Ainsi a /∈
⋃

i∈{1,...,∂} β(Bi), de plus a /∈ β(b), il y a de nouveau une contradiction
avec la définition des treillis dichotomiques : l’équation 4.4.2 n’est pas vérifiée, a /∈
β(b)

⋃

i∈{1,...,∂} β(Bi) )= O.
Ainsi, si un treillis est dichotomique alors il est coatomistique.

Un résultat établit que tout treillis coatomistique est ∨-pseudo-complémenté [Barbut 70,
Crawley 73]. Nous pouvons en déduire directement la proposition suivante, cependant
nous en donnons une preuve sans utiliser la coatomicité.

Proposition 6. Tout treillis dichotomique est ∨-pseudo-complémenté.

Démonstration. Pour montrer que tout treillis dichotomique est ∨-pseudo-complémenté,
considérons un concept quelconque (A, B) d’un treillis dichotomique. Il s’agit de montrer
l’existence d’un concept complémentaire.

Considérons un attribut binaire quelconque b de B et sa famille de parties d’attributs
complémentaires B̄ = {B̄i, i ∈ {A, . . . , ∂}}. Il s’en suit que les objets possédant b,
et ceux possédant Bi (∀i ∈ {1, . . . , ∂}) sont différents, ce qui se formalise par ∀i ∈
{1, . . . , ∂}, β({b}) ∩ β({Bi}) = ∅. Soit B̄i un élément de B̄, on considère alors le plus
petit concept contenant Bi qui, par définition, sera le concept (β(ϕ({Bi})), ϕ({Bi}))
dont l’ensemble des attributs est ϕ({Bi}). On déduit de la définition des applications α

et β (cf. définition 15) que β(ϕ({Bi})) = β({Bi}), et que A ⊆ β({b}). Étant donné que
β({b})∩β({Bi}) = ∅, on peut alors en déduire que A∩β(ϕ({Bi})) = ∅. Par conséquent,
(A, B)∨(β(ϕ({Bi})), ϕ({Bi})) = (∅, I) = ⊤, et le concept (β(ϕ({Bi})), ϕ({Bi})) est un
concept complément de (A, B), ce qui prouve la ∨-pseudo-complémentarité du treillis.

La propriété de ∨-pseudo-complémentarité garantit l’existence, pour chaque concept,
d’un concept complémentaire par rapport à ⊤. Ce concept complémentaire n’est pas
unique.

Notons que l’inverse n’est pas toujours vrai, i.e. un treillis ∨-pseudo-complémenté n’est
pas toujours dichotomique.

Exemple. La Figure 4.4.2 donne un exemple de treillis ∨-complémenté (i.e. ∨-pseudo-
complémenté) qui n’est pas un treillis dichotomique. Le contexte correspondant est donné
dans la Table 4.6. On peut voir que I3 n’a pas d’attributs complémentaires au sens de
la définition 18.
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o1, o2, o3
∅

o3
I1

o1, o2
I2

∅
I1, I2, I3

o2
I2, I3

Figure 4.4.2: Un treillis ∨-complémenté non dichotomique

❍
❍
❍

❍
❍
❍

O
I

I1 I2 I3

o1 ×

o2 × ×

o3 ×

Table 4.6: Contexte du treillis de la Figure 4.4.2

4.4.3 Lien de fusion

Les treillis dichotomiques possèdent un lien structurel fort avec les arbres de classifi-
cation, ce lien est défini comme suit.

Proposition 7. Liens de fusion : Un treillis dichotomique est la fusion (union en-
sembliste) de tous les arbres de classification lorsque ces structures sont construites à
partir des mêmes attributs binaires.

Démonstration. Nous avons déjà montré que tout arbre de classification était inclus dans
le treillis dichotomique construit à partir des mêmes attributs binaires. Pour prouver que
le treillis dichotomique est en fait la fusion de tous les arbres de classification, il suffit
de montrer que tout concept appartient à un arbre de classification, ce que nous allons
faire par construction.

Considérons un concept quelconque (A, B). On construit alors le sous-ensemble C de
concepts du treillis contenant :

- le concept (A, B),
- un concept (β(B̄), B̄) complémentaire à (A, B),
- le concept minimal ⊥,
- tous les concepts terminaux successeurs de (A, B) et de (Ā, B̄).
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L’existence du concept complémentaire (β(B̄), B̄) se déduit de la propriété de ∨-
pseudo-complémentarité du treillis dichotomique. De plus, elle induit que ce sous-ensemble
C équipé de la relation ≤, forme un arbre. On ajoute alors dans l’ensemble C un nombre
maximum de concepts du treillis dichotomique de telle sorte que la borne supérieure de
deux éléments non comparables de l’ensemble ordonné (C, ≤) soit le top ⊤. Nous obte-
nons ainsi par construction un sous-arbre inclus dans le treillis dichotomique, contenant
(A, B). Ses feuilles, qui sont des concepts terminaux, correspondent à des sous-ensembles
d’objets qu’aucun attribut binaire ne peut séparer, i.e. des sous-ensembles d’objets ap-
partenant majoritairement à la même classe. Cet arbre est donc un arbre de classification,
ce qui termine cette preuve.

La propriété de fusion se déduit de la ∨-pseudo-complémentarité. Elle est
par conséquent propre aux treillis dichotomiques, en effet, la complémentarité
sur l’ensemble des attributs, base de la définition des treillis dichotomiques, garantit
l’existence de concepts complémentaires dans le treillis, ces concepts complémentaires
correspondant à des nœuds frères dans les arbres. Cette propriété de fusion renforce ainsi
les liens structurels entre treillis dichotomiques et arbres. La preuve précédente montre
que tout sous-arbre d’un treillis de Galois est un arbre séparant les objets de classes
différentes, i.e. un arbre de classification.

4.5 Conclusion

Les treillis de Galois et les arbres de classification sont deux structures arborescentes
qui ont été définies dans des cadres différents. Alors que le treillis de Galois a été défini
dans le cadre de la théorie des graphes, l’arbre a été défini par les statisticiens pour l’ana-
lyse de données. L’utilisation du treillis de Galois pour l’analyse de données est arrivée
plus tard, les développements associés n’ont généralement pas été liés au développement
des arbres de classification.

Ce chapitre nous a permis de mettre en évidence les liens structurels très forts qui
unissent les structures hiérarchiques et en particulier les arbres de classification avec les
treillis de Galois.

Nous avons présenté et formalisé la définition des treillis dichotomiques.
Nous avons présenté et démontré ses propriétés. Ces propriétés structurelles fortes
jouent un rôle très important dans la suite des travaux présentés dans ce ma-
nuscrit et tout particulièrement la propriété de coatomicité (proposition 5).

Les liens présentés nous ont amené à développer un modèle hybride entre arbres et
treillis de Galois pour les tâches de classification. En effet en analyse de données, et
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particulièrement en analyse de données issues d’images, nous avons à traiter des don-
nées quantitatives. Afin de pouvoir traiter ces données, les deux structures symboliques
utilisent une discrétisation afin de transformer ces données en type qualitatif. Comme
nous le verrons dans le chapitre suivant, cette transformation rend le treillis construit
dichotomique. Cependant, les deux structures n’utilisent pas le même type de discréti-
sation, c’est l’étude de cette différence présentée dans le chapitre 5 qui nous a permis de
développer le modèle hybride.
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Points clés

Positionnement

❏ Nous avons rappelé les liens existants entre treillis de Galois et arbres de clas-
sification.

❏ Après avoir défini formellement la classe des treillis dichotomiques, nous avons
présenté ses propriétés et ses liens avec les arbres.

Contributions

❏ Nous avons défini formellement les treillis dichotomiques (définition 18).
❏ Nous avons démontré leur coatomicité (proposition 5).
❏ Nous avons démontré leur ∨-pseudo-complémentarité (proposition 6).
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Chapitre 5

Transformation des données
quantitatives - Discrétisation

5.1 Introduction

Comme nous l’avons précisé lors de la présentation des différents modèles de classi-
fication (section 1.2), ces derniers sont souvent définis pour un seul type de données.
Pour pallier à cette limitation, il existe des processus permettant de transformer le type
des données, du type quantitatif au type qualitatif et inversement. La transformation du
type qualitatif au type quantitatif peut être réalisée par exemple au moyen d’une ana-
lyse des correspondances multiples [Tufféry 10], ou encore par construction de concepts
[Njiwoua 99] et la transformation du type quantitatif au type qualitatif est réalisée via
un processus de discrétisation [Catlett 91, Weiss 91, Dougherty 95, Muhlenbach 05].

Dans le cadre de la classification d’images, les signatures extraites des images sont
généralement constituées de descripteurs quantitatifs. En raison en particulier de leur
lisibilité, nous utilisons des modèles de classification symboliques. Initialement, ces der-
niers ont été définis pour le traitement de données qualitatives, voire qualitatives binaires
pour les treillis de Galois. Nous nous intéressons donc dans ce chapitre à la trans-
formation du type quantitatif au type qualitatif, i.e. à la discrétisation.

La section 5.2 présente la définition générale de la discrétisation. Nous présentons les
différents types de discrétisation et nous nous intéressons particulièrement à la diffé-
rence entre discrétisation globale et discrétisation locale. En effet, nous verrons
qu’une des différences existantes entre arbre de classification et treillis de Galois réside
dans leur traitement des données quantitatives : le premier utilise généralement une dis-
crétisation locale tandis que le second utilise généralement une discrétisation globale.

Dans la section 5.3, nous présentons la méthode de discrétisation locale que
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nous avons définie pour les treillis de Galois. Différentes études montrent la
supériorité d’une discrétisation locale pour les arbres de classification [Dougherty 95,
Quinlan 93, Quinlan 96b] sur la discrétisation globale. Nous montrons qu’il en est de
même pour les treillis tant du point de vue de la structure du treillis de Galois que de
ses performances en classification.

5.2 Principe de la discrétisation

La discrétisation a pour objectif de transformer les attributs quantitatifs en at-
tributs qualitatifs dont les modalités sont des intervalles de valeurs des attri-
buts quantitatifs initiaux [Fayyad 93, Dougherty 95, Frank 99, Liu 02, Muhlenbach 02].

La discrétisation fait partie des transformations dites avec perte d’informations
[Celeux 93]. En effet, une fois la transformation réalisée, il n’est plus possible, à par-
tir des intervalles construits, de retrouver les valeurs initiales associées à chaque objet.

L’étape de discrétisation est donc une étape importante dans la définition des modèles
de classification symboliques à partir de données quantitatives [Rakotomalala 97]. Si le
découpage des attributs quantitatifs en intervalles est mal réalisé, cela peut faire dimi-
nuer les performances du modèle construit [Celeux 93].

La discrétisation consiste donc à créer des intervalles de valeurs à partir d’une variable
quantitative. Plus formellement, soit un attribut quantitatif V ∈ V , discrétiser V c’est
couper son domaine de définition [minV , maxV ] en plusieurs intervalles de valeurs.
Pour définir les intervalles, il faut trouver des valeurs particulières du domaine
de V qui serviront de bornes aux intervalles, ces valeurs sont appelées points de
coupe (ou encore points frontières).

Plus précisément, soit (v1, . . . , vN) les valeurs observées et triées de l’attribut V ∈ V .
Chaque vi (∀i ∈ {1, . . . , N}) correspond à une valeur vérifiée par un objet de l’ensemble
de données considéré et ∀i < j ∈ {1, . . . , N} vi < vj. Un ensemble de points de coupe can-
didats est défini à partir de ces valeurs, nous notons cet ensemble CV = {c1

V , . . . , cN−1
V }.

Dans la littérature, nous avons rencontré deux types de discrétisation, qui définissent
les points de coupe candidats de manières différentes. Le premier type est le plus usuel,
il correspond à la discrétisation en intervalles disjoints, le second rencontré dans
le cadre de l’analyse formelle des concepts [Ganter 99] correspond à la discrétisation
en intervalles non disjoints.

Remarque. Notons que pour accélérer les processus de discrétisation (en intervalles dis-
joints ou non), il est courant dans le cas supervisé, de considérer comme points de coupe
candidats uniquement les points de coupe situés sur les frontières entre les classes diffé-
rentes [Rakotomalala 05a], il existe aussi des heuristiques permettant de sélectionner les
points à évaluer (i.e. d’éliminer certains points de CV ), voir par exemple [Fayyad 92].
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Dans la suite de cette présentation, nous considérons tous les points de coupe possible
comme candidats.

5.2.1 Intervalles disjoints ou non disjoints

Discrétisation en intervalles non disjoints

Dans le cadre de l’analyse formelle de concepts, Ganter et Wille [Ganter 99] ont pro-
posé une discrétisation en intervalles non disjoints, aussi appelée échelonnage ou scaling.

Dans ce contexte, l’ensemble des points de coupe candidats pour
discrétiser/échelonner l’attribut quantitatif V ∈ V , correspond à l’ensemble des valeurs
observées, ainsi CV = {v1, . . . , vN}.

La discrétisation en intervalles non disjoints se fait en deux étapes. La première
consiste à construire un échelonnage par attribut quantitatif à discrétiser. Puis la se-
conde consiste à regrouper dans une table binaire (i.e. un contexte), les informations
issues des valeurs observées pour chaque objet de l’ensemble de données et celles issues
de chaque échelonnage.

L’échelonnage d’un attribut quantitatif correspond à une table binaire, avec en lignes
les valeurs observées pour cet attribut et en colonnes ces mêmes valeurs associées à
un ou plusieurs opérateurs de comparaison. Plus précisément, pour l’échelonnage d’at-
tributs quantitatifs, les opérateurs utilisés sont les opérateurs ≤ et ≥. Lorsque seul le
premier opérateur est utilisé, l’échelonnage est dit ordinal, lorsque les deux opérateurs
sont utilisés l’échelonnage est dit inter-ordinal 1.

Une fois l’échelonnage construit, chaque colonne de ce dernier (i.e. chaque valeur ob-
servée pour l’attribut échelonné) devient une colonne du contexte binaire. Les objets
sont ensuite associés à ces colonnes en suivant les relations établies dans l’échelonnage
précédent, pour la valeur vérifiée par chaque objet.

A partir du contexte formel obtenu, plusieurs intervalles non disjoints sont implicite-
ment définis.

Pour le traitement des données quantitatives continues, l’échelonnage inter-
ordinal est généralement utilisé [Ganter 99, Kaytoue 11].

Exemple. Illustrons nos propos avec un exemple simple. Soit la Table 5.1(i) (extraite
de la Table 5.6), en lui appliquant l’échelonnage inter-ordinal, on obtient le contexte
binaire présenté dans la Table 5.2. Pour exemple, l’échelonnage inter-ordinal de chaque

1. Notons qu’il existe aussi l’échelonnage nominal pour les attributs qualitatifs. Pour plus de préci-
sions sur les différents échelonnages, cf. [Ganter 99] p. 36-43.
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attribut V.1 est donné dans la Table 5.1(ii). Les intervalles non disjoints définis im-
plicitement, à partir des colonnes définies pour V.1 par exemple, sont les intervalles
[0, 0]; [0, 1]; [0, 3]; [1, 1]; [1, 3]; [3, 3].

O
V

K
V.1 V.2 V.3

o1 1 4 15
1

o2 0 0 18
o3 1 12 16

2o4 0 16 17
o5 3 12 18

(i) Ensemble de données quantitatives
≤ 0 ≤ 1 ≤ 3 ≥ 0 ≥ 1 ≥ 3

0 × × × ×

1 × × × ×

3 × × × ×

(ii) Échelonnage inter-ordinal de l’attribut V.1

Table 5.1: Discrétisation en intervalles non disjoints

Discrétisation en intervalles disjoints

La discrétisation en intervalles disjoints est la discrétisation la plus utilisée dans la
littérature [Fayyad 93, Dougherty 95, Frank 99, Liu 02, Muhlenbach 02]. Dans ce cas,
l’ensemble des points de coupe candidats pour discrétiser l’attribut quantitatif
V ∈ V , correspond à l’ensemble des valeurs intermédiaires situées entre deux valeurs
consécutives de V . Ainsi, le plus souvent, CV = {c1

V , . . . , cN−1
V } où ci

V = vi+vi+1

2
∀i ∈

{1, . . . , N − 1}.
La discrétisation est réalisée par une sélection de certains points de coupe ci.

V de CV .
Les intervalles disjoints construits sont de la forme : [minV , ci1

V ], ]ci1

V , ci2

V ], ]ci2

V , maxV ].

Remarque. Dans la littérature, il existe deux manières de définir les bornes des inter-
valles disjoints. Pour Rakotomalala [Rakotomalala 97], les points de coupe choisis sont
inclus dans les intervalles supérieurs, i.e. les intervalles sont de la forme [minV , ci1

V [,
..., [ci.

V , maxV ]. Tandis que pour Fayyad et Irani [Fayyad 93], les points de coupe sont
inclus dans les intervalles inférieurs, i.e. les intervalles sont de la forme [minV , ci1

V ],
...,]ci.

V , maxV ]. Nous utilisons les bornes telles que définies par Fayyad et Irani [Fayyad 93].

Par discrétisation, l’attribut quantitatif V est transformé en un attribut qualitatif
I ∈ I dont les modalités sont les intervalles construits. Chaque objet est décrit par
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la modalité correspondant à l’intervalle contenant la valeur quantitative de
V qu’il vérifie.

Notons que l’union des intervalles créés est un intervalle couvrant l’ensemble des va-
leurs observées dans le domaine de définition de V .

Exemple. Prenons l’exemple simple de la table de données quantitatives présentée
dans la table gauche de la Table 5.3. La discrétisation de l’unique attribut quantitatif V1

correspond au découpage de son domaine de définition [0, 20] en intervalles. Dans notre
exemple la discrétisation produit trois intervalles [0−4[, [4, 11[ et [11, 20]. Chacun de ces
intervalles devient une modalité de l’attribut qualitatif I1 construit par discrétisation,
comme présenté dans la table droite de la Table 5.3.

O V1 O I1 O
I1

D
is

cr
ét

is
at

io
n

B
in

ar
is

at
io

n m1 = [0, 4] m2 =]4, 11] m3 =]11, 20]
o1 1 o1 [0, 4] o1 ×
o2 3 o2 [0, 4] o2 ×
o3 3 o3 [0, 4] o3 ×
o4 2 o4 [0, 4] o4 ×
o5 0 → o5 [0, 4] → o5 ×
o6 5 o6 ]4, 11] o6 ×
o7 8 o7 ]4, 11] o7 ×
o8 20 o8 ]11, 20] o8 ×
o9 14 o9 ]11, 20] o9 ×

Table 5.3: Discrétisation en intervalles disjoints

Dans la littérature [Catlett 91, Fayyad 93, Dougherty 95, Quinlan 96b, Rabaséda 96,
Liu 02, Kotsiantis 06, Dash 11], les méthodes de discrétisation les plus souvent utilisées
et étudiées restent les méthodes de discrétisation en intervalles disjoints. Elles y sont
généralement présentées selon trois axes : univariée ou multivariée (aussi appelée
respectivement statique ou dynamique) ; supervisée ou non supervisée ; locale ou
globale. En considérant uniquement la discrétisation en intervalles disjoints, nous nous
intéressons à ces différents axes dans les sections suivantes.

Notons que parfois les méthodes ascendantes sont distinguées des méthodes descen-
dantes [Rakotomalala 97, Liu 02]. Les premières consistent à créer tous les intervalles
possibles selon les points de coupe trouvés (i.e. initialisation des intervalles avec une
seule valeur observée par intervalle), puis à fusionner ces intervalles selon un critère de
fusion jusqu’à satisfaire un critère d’arrêt. Ce type de discrétisation est utilisé dans les
méthodes de classification hiérarchique ascendante (CAH) par exemple. Les secondes,
telles que présentées ci-dessus, évaluent chaque point de coupe, puis choisissent celui
qui offre le meilleur découpage selon un critère de coupe et construisent deux inter-
valles selon ce point de coupe, enfin l’opération est répétée jusqu’à satisfaire un critère
d’arrêt.

142



5.2 Principe de la discrétisation

5.2.2 Univariée ou multivariée :

La discrétisation multivariée

Avec ce type de méthodes, les attributs sont découpés en prenant en compte les autres
attributs, i.e. les attributs sont traités simultanément. Ce type d’approches permet de
prendre en compte les corrélations existantes entre attributs. Cependant, se basant sur
des calculs itératifs compliqués et très gourmands en ressources machine, ce type de
discrétisation est peu utilisé en pratique.

La discrétisation univariée

Avec ce type de méthodes, les attributs sont traités indépendamment les uns des
autres. Il s’agit du type de discrétisation le plus répandu car nécessitant beaucoup moins
de ressources machine que le type dynamique [Rakotomalala 97, Dougherty 95].

Discussion

Les méthodes de discrétisation univariées étant les plus répandues et uti-
lisées, en particulier pour la construction des arbres de classification, nous
nous concentrons sur ces dernières. Pour plus de précisions sur les modèles mul-
tivariés, nous renvoyons le lecteur aux travaux suivants [Rakotomalala 97, Hwang 02,
Muhlenbach 02, Muhlenbach 05, Kotsiantis 06].

5.2.3 Non supervisée ou supervisée :

La différence entre discrétisation supervisée et discrétisation non supervi-
sée (aussi appelées discrétisation contextuelle et discrétisation non contextuelle) réside
dans l’information utilisée pour mener la discrétisation.

Dans cette section, les exemples de discrétisation seront appliqués à l’ensemble de
données de la Table 5.4. Pour l’unique attribut quantitatif de cet ensemble, le nombre
d’objets considérés est 20, la valeur minimale observée est 0 et la valeur maximale
est 12. Tels que définis précédemment, les points de coupe possibles sont : CV =
{0.5, 1.25, 1.75, 2.25, 2.75, 3.25, 3.75, 4.25, 4.75, 5.25, 5.75, 6.25, 6.75, 7.5, 8.25,
8.75, 9.25, 9.75, 11}.

Discrétisation non supervisée

La discrétisation non supervisée est menée exclusivement en utilisant les informa-
tions portées par l’attribut analysé. Les classes des objets ne sont pas prises en compte
même si ces dernières sont disponibles. Ce type de discrétisation peut générer
beaucoup de points de coupe, en particulier lorsque les objets sont dispersés sur
le domaine de l’attribut. Les méthodes correspondantes sont assez populaires car elles
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O V K

o1 0 1
o2 1 1
o3 1.5 1
o4 2 1
o5 4 1
o6 5 1
o7 5.5 1
o8 6 1
o9 6.5 1
o10 7 1
o11 8 1
o12 2.5 2
o13 3 2
o14 3.5 2
o15 4.5 2
o16 8.5 2
o17 9 2
o18 9.5 2
o19 10 2
o20 12 2

Table 5.4: Ensemble de données à discrétiser
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ne nécessitent que peu d’informations. Cependant, il est nécessaire que l’utilisa-
teur définisse un nombre k d’intervalles à construire. Notons qu’il existe des
formules permettant de définir automatiquement le bon nombre d’intervalles en prenant
en compte le nombre d’objets de l’ensemble de données considéré (formules de Brooks-
Carruthers, de Huntsberger, de Sturges [Sturges 26], de Scott [Scott 79] ou encore de
Freedman-Diaconis [Freedman 81]).

Dans la littérature [Dougherty 95, Rakotomalala 97, Liu 02, Muhlenbach 05, Dash 11],
les critères de coupe non supervisés les plus souvent cités sont le découpage en intervalles
de largeurs égales (Equal Width Interval), le découpage en intervalles d’effectifs égaux
(ou de fréquences égales - Equal Frequency Interval), ou encore le critère de coupe de
distance maximale, ou le critère de contraste monothétique (existant aussi en version su-
pervisée - Monothetic Contrast Criterion) [Van de Merckt 93]. Nous les détaillons dans
les paragraphes suivants.

Les premiers critères sont simples, le dernier a été développé dans le cadre de l’in-
duction de graphe et pallie à quelques défauts des premiers. Lorsqu’ils sont appliqués
pour la discrétisation des données de la Table 5.4, et lorsque 4 intervalles doivent être
construits, il en résulte les intervalles présentés sur les Figures 5.2.1, 5.2.2, 5.2.3 et 5.2.4.
Sur ces figures, l’axe correspond au domaine de définition de l’attribut quantitatif, les
carrés et losanges correspondent aux valeurs observées pour les objets (deux classes pos-
sibles losange-bleue ou carré-rouge, non utilisées dans le cas non supervisé) et les points
de coupe sont représentés par des triangles noirs coupant l’axe.

� � � � � �� ��

Figure 5.2.1: Discrétisation non supervisée - intervalles de largeurs égales

� � � � � �� ��

Figure 5.2.2: Discrétisation non supervisée - intervalles d’effectifs égaux

� � � � � �� ��

Figure 5.2.3: Discrétisation non supervisée - distance maximale
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� � � � � �� ��

Figure 5.2.4: Discrétisation non supervisée - critère de contraste monothétique

Le critère de coupe en intervalles de largeurs égales

Ce critère coupe le domaine de l’attribut quantitatif en k intervalles de même lar-
geur. De ce fait, ce critère a sa propre définition des points de coupe CV (i.e. différente
de celle mentionnée précédemment) et cette définition ne prend pas en compte de la
répartition des objets dans les intervalles construits. Les points de coupe sont calculés
en fonction de la valeur minimale minV et de la valeur maximale maxV observées pour
les données considérées, ils sont définis comme suit :

ci
V = minV +

maxV − minV

k
× i ∀i ∈ {1, . . . , k − 1}

Ainsi, chaque intervalle construit a une largeur de maxV −minV

k
.

Simple à programmer, ce critère est très sensible au nombre d’intervalles k et aux
valeurs aberrantes (outliers) [Dougherty 95, Muhlenbach 05, Dash 11], celles-ci induisant
des intervalles presque vides.

Le critère de coupe en intervalles d’effectifs égaux

Ce critère coupe le domaine de l’attribut quantitatif en k intervalles selon la fré-
quence des objets sur ce domaine. Les points de coupe sont calculés en fonction du
nombre d’objets N considérés et des valeurs minimale minV et maximale maxV obser-
vées pour ces données. Chaque intervalle contiendra approximativement N

k
valeurs.

Par exemple, selon ce critère, la discrétisation en 4 intervalles de l’attribut quantitatif
représenté sur la Figure 5.2.2, génère les intervalles [0, 2.75], ]2.75, 5.25], ]5.25, 8.25] et
]8.25, 12], chacun contenant 5 objets.

La mesure de distance maximale

Cette mesure coupe le domaine de l’attribut quantitatif en k intervalles selon la dis-
tance entre les valeurs vérifiées par les objets. Il s’agit de mesurer les distances entre deux
valeurs consécutives, et de sélectionner les points de coupe au milieu de deux valeurs
consécutives pour lesquelles les distances sont les plus grandes. Cette mesure permet
de prendre en compte la répartition des objets sur le domaine de l’attribut quantitatif.
Comme le critère de coupe en intervalles réguliers, cette mesure est très sensible aux
valeurs aberrantes.

Par exemple, selon ce critère, la discrétisation en 4 intervalles de l’attribut quantitatif
représenté sur la Figure 5.2.3, génère les intervalles suivants [0, 0.5], ]0.5, 7.5], ]7.5, 11] et
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]11, 12].

Le critère de contraste monothétique

Ce critère prend en compte la proximité des objets sur le domaine de l’attribut analysé.
L’objectif est de respecter au mieux la similarité au sein des groupes d’objets regroupés
dans les différents intervalles. Le critère est défini selon un point de coupe c

i

V ∈ CV , par :

mcc(Ω, c
i

V ) =
N1 × N2

N
(mΩ1

− mΩ2
)2

Avec :
– Ω1 et Ω2 les deux sous-ensembles de données définis à partir de l’ensemble de données

initial Ω : Ω1 = {(on, &on) ∈ Ω| vn ≤ c
i

V } et Ω2 = {(on, &on) ∈ Ω| vn > c
i

V } ;
– Ni = |Ωi| le nombre d’objets appartenant à chaque sous-ensemble (i ∈ {1, 2}) ;
– mΩi

la moyenne des valeurs observées pour les objets de l’ensemble Ωi (i ∈ {1, 2}).
Ce critère correspond à l’inertie inter-groupes monovariée [Rakotomalala 97]. Les inter-
valles sont construits en minimisant la distance intra-groupe (distance entre les
objets de chaque Ωi) et en maximisant la distance entre les centres de gravité
des groupes.

Pour ce type de critère, les points de coupe c
i

V utilisés parmi les points de coupe pos-
sibles sont ceux qui maximisent le critère mcc(Ω, c

i

V ). Ainsi pour discrétiser un attribut
V ∈ V en considérant un ensemble de données Ω, le meilleur point de coupe c∗

V est
celui qui maximise le critère, c’est à dire :

c∗
V (Ω) = argmaxci

V
∈CV

(mcc(Ω, c
i

V )) (5.2.1)

Par exemple, selon ce critère, la discrétisation en 4 intervalles de l’attribut quanti-
tatif représenté sur la Figure 5.2.4, génère les intervalles suivants [0, 2.75], ]2.75, 5.75],
]5.75, 8.25] et ]8.25, 12].

Ce critère a des propriétés intéressantes (prise en compte de la répartition des valeurs
sur le domaine de l’attribut, faible sensibilité aux valeurs aberrantes, ...), mais, comme
tout critère de discrétisation non supervisé, il peut parfois engendrer des découpages non
pertinents pour la classification [Rakotomalala 97, Celeux 93].

Le paramétrage des méthodes de discrétisation non supervisées est difficile, et tout
particulièrement déterminer le bon nombre d’intervalles à construire reste complexe. Bien
que simple à comprendre, ces méthodes ne sont pas adaptées au cadre supervisé dans
lequel nous nous trouvons. La Figure 5.2.5 illustre la différence entre une discrétisation
non supervisée et une discrétisation supervisée menées sur le même ensemble de données
étiquetées. Les points triangulaires et carrés appartiennent à ceux classes différentes.
Cet exemple simple illustre bien l’apport de l’utilisation d’un critère prenant en compte
la classe des objets par rapport à un critère ne la prenant pas en compte, en particulier
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lorsqu’un modèle de classification doit être construit. En effet, un critère supervisé
permet de sélectionner seulement le(s) point(s) de coupe séparant les objets
de classes différentes.

� � � � � �� �� � � � � � �� ��

Figure 5.2.5: Discrétisation non supervisée (gauche) & discrétisation supervisée
(droite)

Différentes études ont mis en avant les meilleurs résultats obtenus, entre
autre en classification supervisée, lorsqu’une discrétisation supervisée est uti-
lisée [Catlett 91, Dougherty 95, Liu 02, Muhlenbach 05, Dash 11].

Discrétisation supervisée

La discrétisation supervisée est menée sur un ensemble de données étiquetées.
Dans ce cas, la classe de chaque objet est prise en compte lors du choix des points de
coupe. Ainsi, pour un attribut particulier, un point de coupe séparant des objets de
classes différentes sera préféré à un point de coupe séparant des objets de même classe.
Lorsque les données à traiter sont étiquetées, les méthodes supervisées sont
privilégiées car la plupart peuvent déterminer automatiquement le nombre
d’intervalles et les meilleurs points de coupe [Dougherty 95, Muhlenbach 05]. Cela
évite tout d’abord un éparpillement des objets de même classe dans un trop grand
nombre d’intervalles différents, mais aussi la présence d’objets de classes différentes dans
un même intervalle.

Il existe de nombreux critères de coupe permettant de choisir, selon la classe des
objets, les meilleurs points de coupe. Nous pouvons citer, entre autres, les critères de
division utilisés pour la construction des arbres, i.e. les critères de Gini, d’Entropie,
du χ2, mais aussi le critère de contraste monothètique dans sa version su-
pervisée [Van de Merckt 93] ou encore le critère très connu défini par Fayyad et Irani
[Fayyad 93], MDLPC (Minimum Description Length Principle Cut) basé sur la me-
sure d’entropie. Mentionnons aussi le critère de Hotelling [Hotelling 33a, Hotelling 33b]
utilisé dans la méthode Navigala [Guillas 07].

Les Figures 5.2.6 et 5.2.7 présentent deux discrétisations supervisées obtenues respec-
tivement avec le critère de Gini et le critère MDLPC pour l’ensemble de données de la
Table 5.4, les carrés représentant la classe K = 1 et les triangles la classe K = 2.

Les critères de discrétisation MDLPC et MCC supervisé sont présentés dans de nom-
breuses références [Dougherty 95, Rabaséda 96, Fayyad 96, Rakotomalala 97, Dash 11].
Pour notre part, nous nous intéressons particulièrement aux critères mis en œuvre dans
les arbres de classification (critère de Gini, d’entropie, du χ2) et au critère utilisé dans
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� � � � � �� ��

Figure 5.2.6: Discrétisation supervisée - critère de Gini

� � � � � �� ��

Figure 5.2.7: Discrétisation supervisée - MDLPC

Navigala (critère de Hotelling). Pour plus de précisions sur les modèles MDLPC et MCC
supervisé, nous renvoyons donc le lecteur aux références précédentes.

De manière générale, la définition de ces critères supervisés repose, comme
pour la définition des critères de division des arbres de classification (chapitre 2), sur
la définition d’une table de contingence. Ainsi pour chaque point de coupe cV ∈
CV , une table de contingence est construite en croisant l’attribut qualitatif I (en co-
lonnes) à la classe K = {q1, q2, . . . , qH} des N objets de l’ensemble de données considéré
Ω = (O, Y , K) (en lignes). I est l’attribut qualitatif associé à cV , i.e. l’attribut ayant
pour modalités les deux intervalles [minV , cV ] et ]cV , maxV ]. La table de contingence,
présentée dans la Table 5.5, est définie comme suit :

– Les cases internes de la table contiennent les effectifs croisant une classe et l’un des
deux intervalles ; nh1 (resp. nh2) est le nombre d’objets de O vérifiant l’intervalle
[minV , cV ] (resp. ]cV , maxV ]) et appartenant à la classe qh ;

– La dernière ligne de la table contient la somme des effectifs colonne par colonne ;
n.1 (resp. n.2) est le nombre d’objets de O vérifiant l’intervalle [minV , cV ] (resp.
]cV , maxV ]) ;

– La dernière colonne de la table contient la somme des effectifs ligne par ligne ; nh.

est le nombre d’objets de O appartenant à la classe qh ;

Afin de simplifier les notations, rappelons que nous utilisons les estimations de pro-
babilités suivantes :

– ph. = P̂ r(K = qh) = nh.

N
, c’est la fréquence de la classe qh sur l’échantillon Ω ;

– p.1 = P̂ r(I = [minV , cV ]) = n.1

N
, c’est la fréquence de l’intervalle [minV , cV ] sur

l’échantillon Ω ; p.2 est définie de manière similaire pour I =]cV , maxV ] ;
– ph1 = P̂ r(K = qh/I = [minV , cV ]) = nh1

n.1
, c’est la probabilité conditionnelle de la

classe qh par rapport à l’intervalle [minV , cV ] sur l’échantillon Ω ; ph2 est définie de
manière similaire pour I =]cV , maxV ].

Avant de présenter l’utilisation de ces critères de manière générique, nous présentons le
critère de Hotelling, les autres critères auxquels nous nous intéressons (Gini, Entropie et
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K
I ∑

[minV , cV ] ]cV , maxV ]
q1 n11 n12 n1.

...
...

...
...

qh nh1 nh2 nh.

...
...

...
...

qH nH1 nH2 nH.
∑

n.1 n.2 N

Table 5.5: Table de contingence associée au point de coupe cV

χ2) ayant déjà été présentés dans la section 2.3.1. Notons que le découpage de l’attribut
V en deux intervalles simplifie les formules de ces critères (i.e. seulement deux colonnes
dans la table de contingence, cf. Annexe C pour les formules simplifiées).

Le critère de Hotelling prend en compte la distribution des objets sur le domaine de
l’attribut à discrétiser V ainsi que leur répartition en classes. Il est défini comme suit :

gainHotelling(V, ci
V , Ω) = H(V ) − (p.1H(V1) + p.2H(V2)) (5.2.2)

Avec V1 = {vn ∈ V | vn ≤ cV et on ∈ O} et V2 = {vn ∈ V | vn > cV et on ∈ O}.
Et, soit gh le centre de gravité de la classe qh, g le centre de gravité de l’attribut V ,

vhj
le j-ième élément de la classe qh et nh. le nombre d’éléments de la classe qh :

avec :

avec :

H(V ) = V arInter(V )
V arIntra(V )

V arInter(V ) =
∑H

h=1 ph.(gh − g)2

V arIntra(V ) =
∑H

h=1 ph.(
∑nh.

j=1(vhj
− gh)2)

Dans sa forme, ce critère est proche du critère de contraste monothètique puisqu’il
permet de construire des intervalles en minimisant la variance intra-classe et
en maximisant la variance inter-classes.

Dans la suite du manuscrit, nous adoptons la notation générique gain pour dési-
gner ces différents critères de coupe. Ainsi gain(V, ci

V , Ω) peut être le critère du χ2,
de Gini, d’Entropie, ou de Hotelling, calculé sur l’attribut V au point de coupe candidat
ci

V .
Ces critères permettent donc d’évaluer la qualité d’un découpage, i.e. ils permettent

de comparer les différents points de coupe possibles de CV pour déterminer ceux qui
engendrent la meilleure séparation des objets de classes différentes. Un point de coupe
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est considéré comme le meilleur point de coupe c∗
V parmi les points de coupe

possibles, pour l’attribut V ∈ V et sur l’ensemble de données Ω, s’il vérifie
l’équation suivante :

c∗
V (Ω) = argmaxci

V
∈CV

(gain(V, ci
V , Ω)) (5.2.3)

Lors de la discrétisation d’un attribut quantitatif, plusieurs points de coupe sont gé-
néralement sélectionnés, i.e. les points de coupe donnant les critères de coupe les plus
forts, sont les points sélectionnés. La discrétisation se fait de manière itérative, à
chaque étape le meilleur point de coupe est sélectionné dans CV selon l’équa-
tion 5.2.3, il est « retiré » de CV et le processus est réitéré jusqu’à satisfaire
un critère d’arrêt.

Il existe différents critères d’arrêt dans la littérature, parmi les plus simples se trouve
la définition d’un nombre maximum d’intervalles à construire, critère difficilement para-
métrable et non supervisé. Parmi les plus élaborés se trouvent les seuils définis pour
les critères de coupe tels que le critère de Gini, d’Entropie ou du χ2, qui ont
déjà été présentés dans la section 2.3.2. Comme les critères de Gini, d’Entropie ou du
χ2, le critère de Hotelling s’annule lorsque les objets de classes différentes sont séparés
ou lorsque qu’une coupe n’est pas pertinente et en particulier lorsque les données ne
sont pas séparables (i.e. des objets de classes différentes ont la même description). La
discrétisation d’un attribut s’arrête donc lorsque pour tout point de coupe, le critère
est nul ou inférieur à un seuil. L’utilisation d’un seuil non nul pour rejeter une coupe
permet de limiter le nombre d’intervalles construits et aussi d’éviter le sur-apprentissage.

Dans le cadre des travaux présentés dans ce manuscrit, les données ana-
lysées sont étiquetées, c’est pourquoi nous privilégions les méthodes de dis-
crétisation supervisées. Le choix du critère de coupe étant généralement associé au
modèle utilisé et aux ensembles de données analysés, nous testerons plusieurs critères
pour déterminer celui qui donne les meilleurs résultats en moyenne sur les ensembles de
données analysés. Le critère d’arrêt sera lui aussi défini par rapport au modèle mis en
œuvre.

5.2.4 Locale ou globale :

Le troisième axe de distinction entre les méthodes de discrétisation correspond à sé-
parer les méthodes dites globales, des méthodes dites locales.

Discrétisation globale

La discrétisation globale considère à chaque étape l’ensemble de données
complet, tant du point de vue des observations que des attributs. Ainsi lorsque plusieurs
points de coupe doivent être trouvés pour séparer les objets d’un ensemble de données,
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ils sont recherchés pour tous les attributs V.i ∈ V , parmi tous les points de coupe CV.i

définis pour chaque V.i et en considérant l’ensemble complet des objets O. Ainsi chaque
étape de discrétisation définit l’association du meilleur attribut et de son meilleur point
de coupe. Ce type de discrétisation a lieu en amont de la construction du
modèle de classification, i.e. en pré-traitement. La discrétisation obtenue est
donc indépendante de l’agencement des données dans le modèle construit.
Notons cependant que de ce type de discrétisation peut être stoppée en observant le
modèle construit, i.e. à chaque étape de discrétisation le modèle est construit à partir
des données discrétisées, et s’il satisfait à certaines contraintes (taux d’erreur en resub-
stitution par exemple) alors la discrétisation est stoppée, sinon une étape supplémentaire
de discrétisation est réalisée.

Discrétisation locale

La discrétisation locale, quant à elle, considère à chaque étape seulement
un sous-ensemble d’objets et un sous-ensemble d’attributs. Généralement, ces
sous-ensembles sont déterminés par le modèle en cours de construction. Ainsi,
pour une étape de discrétisation, la recherche du meilleur attribut et du meilleur point
de coupe associé se fait en parcourant uniquement les sous-ensembles d’objets et d’at-
tributs considérés localement par le modèle. Les objets et valeurs n’appartenant pas à
ces sous-ensembles ne sont pas considérés.

Par exemple, au cours de la construction d’un arbre de classification, pour un nœud
donné (différent de la racine), la discrétisation d’un attribut quantitatif sera réalisée uni-
quement pour les objets contenus dans ce nœud. Seuls les points de coupe appartenant
au domaine de l’attribut redéfini localement, i.e. domaine restreint aux valeurs vérifiées
par les objets de ce nœud, sont considérés.

Ce type de discrétisation permet de prendre en compte la structure du mo-
dèle construit et les coupes sont réalisées uniquement si elles sont nécessaires
au modèle.

Discussion

Selon si la discrétisation choisie est locale ou globale, les intervalles obtenus ne sont
pas les mêmes. La discrétisation globale peut parfois générer des intervalles qui ne sont
pas utiles lors de la construction du modèle de classification, puisqu’elle est réalisée en
amont de la construction du modèle.

Exemple. Soit deux attributs quantitatifs V.1, V.2 ∈ V , et leur représentation sur le plan
2D (V.1,V.2). La Figure 5.2.8 présente une discrétisation réalisée globalement (Figure de
gauche) et une discrétisation réalisée localement (Figure de droite) ; chaque segment noir
horizontal ou vertical représente un point de coupe. La discrétisation locale permet de
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définir des points de coupe pour un espace précis, tandis que la discrétisation globale
définit des points de coupe appliqués à l’espace complet. Par exemple, le point de coupe
V2 = 12, n’est considéré que pour le sous-ensemble d’objets vérifiant V1 > 5.
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Figure 5.2.8: Discrétisation globale (gauche) & discrétisation locale (droite)

Dans le cadre des arbres de classification, l’opposition entre ces deux types de dis-
crétisation a nourri de nombreuses études. Nous nous intéresserons plus précisément
à ces études dans la section 5.2.6. Notons cependant qu’il est difficile d’arriver à une
quelconque conclusion sur ce point, les paramètres à prendre en compte dépendent à la
fois la composition de l’ensemble de données analysé mais aussi la structure du modèle
construit.

Dans nos expérimentations (section 5.3.3), nous étudierons les différents
impacts de la discrétisation locale par rapport à la discrétisation globale sur
notre modèle de classification.

5.2.5 Algorithmes de discrétisation

En considérant un ensemble d’objets donné Ω, la discrétisation d’un attribut quanti-
tatif V ∈ V suit un processus simple en plusieurs étapes :

1. Ordonner les valeurs observées pour un ensemble d’objets donné Ω ;

2. Calculer les points de coupe possibles CV ;

3. Évaluer chaque point de coupe ci
V ∈ CV selon le critère de coupe gain ;

4. Si un point de coupe c∗
V satisfait le critère de coupe, couper l’attribut en intervalles

[minV , c∗
V ], ]c∗

V , maxV ] ;

5. Si le critère d’arrêt, que nous notons S, n’est pas satisfait, répéter à partir du
point 3 ; sinon arrêter et renvoyer l’attribut discrétisé I ayant pour modalités les
intervalles construits.
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Figure 5.2.9: Processus de discrétisation univariée [Liu 02]
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La Figure 5.2.9 présente cette suite d’opérations.

La discrétisation repose donc principalement sur les deux critères de coupe
et d’arrêt.

Lorsque l’ensemble de données contient plusieurs attributs explicatifs quan-
titatifs V = {V.1, . . . , V.H}, la discrétisation est menée sur tous ces attributs. L’étape
4 comporte alors deux sous-étapes présentées dans l’algorithme 5.1. Tout d’abord,
pour chaque attribut V.h ∈ V, le meilleur point de coupe associé c∗

V.h
∈ CV.h

est
calculé selon l’équation suivante :

c∗
V.h

(Ω) = argmaxci
V.h

∈CV.h
(gain(V.h, ci

V.h
, Ω)) (5.2.4)

Puis, le meilleur attribut V ∗ parmi l’ensemble d’attributs V est défini selon
l’équation suivante :

V ∗(Ω) = argmaxV.h∈V(gain(V.h, c∗
V.h

(Ω), Ω)) (5.2.5)

Le critère d’arrêt permet de stopper la discrétisation. L’étape 5 repose sur ce
critère, selon si les objets de classes différentes sont suffisamment séparés ou non et s’il
reste des découpages pertinents, une étape de discrétisation est relancée ou le processus
se termine.

Une fois le processus de discrétisation réalisé, l’ensemble de données quantitatives est
transformé en un ensemble de données qualitatives Ω′ = (O, I, K), la table associée est
appelée table discrétisée.
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Algorithme 5.1 Discrétiser(Ω,gain,S)
Entrées :

– Ω = (O, V , K) l’ensemble de données quantitatives étiquetées, avec V = {V.h, ∀h ∈
{1, . . . , H}} ;

– gain le critère de coupe ;
– S le critère d’arrêt ;

Sorties :
Ω′ la table discrétisée (ensemble de données qualitatives étiquetées) ;

DÉBUT
//Pour chaque attribut V.h, soit (v1, . . . , vN) ses valeurs observées triées.
//ETAPE 1
Initialiser Ω′ avec :
– sur chaque ligne : un objet on ∈ O ;
– sur chaque colonne : un attribut qualitatif I.h ;
– dans chaque case de la table, l’unique intervalle [minV.h

, maxV.h
] = [v1, vN ] contenant

toutes les valeurs observées pour l’attribut V.h de la colonne ;

//ETAPE 2
pour chaque V.h ∈ V faire

CV.h
← {c1

V.h
, . . . , cN−1

V.h
} avec ci

V.h
= vi+vi+1

2
;

fin pour
tant que S n’est pas vérifié faire

//ETAPE 3-1
pour chaque V.h ∈ V faire

Calculer c∗
V ∗ ∈ CV.h

selon gain ; //selon équation 5.2.4
fin pour
//ETAPE 3-2
Calculer selon gain, le meilleur attribut V ∗ parmi les V.h ∈ V associé à son meilleur
point de coupe c∗

V ∗ ; //selon équation 5.2.5
//ETAPE 4
Dans Ω′, couper I∗ (associé à V ∗) en deux intervalles disjoints selon c∗

V ∗ ;
Dans Ω′, mettre à jour les relations entre chaque on et les intervalles créés ;
Supprimer c∗

V ∗ de CV ∗ ;
fin tant que//ETAPE 5 - bouclage
renvoyer Ω′ ;
FIN

La Table 5.7 illustre le déroulement de l’Algorithme 5.1 appliqué à l’ensemble de
données de la Table 5.6 avec pour critère de gain et d’arrêt le critère du χ2. Le découpage,
étape par étape, de l’ensemble de données initial est présenté dans cette Table 5.7.
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Cette discrétisation a été réalisée de manière univariée, globale et supervisée. La Fi-
gure 5.2.10 représente la projection de l’ensemble de données dans l’espace 2D (V.1, V.2)
ainsi que les différents axes de découpage des attributs V.1 et V.2 obtenus en traits noirs.
Cette Figure permet d’illustrer que la discrétisation a permis de séparer les objets de
classes différentes dans des espaces différents.

O
V

KV.1 V.2 V.3

[0,20] [0,20] [15,18]
o1 1 4 15

1
o2 0 0 18
o3 1 12 16

2o4 0 16 17
o5 3 12 18
o6 8 16 15

3o7 6 20 17
o8 15 12 16
o9 18 4 17

4
o10 20 12 18

Table 5.6: Table de données quantitatives étiquetées - Ω

Après cette introduction générale de la discrétisation, intéressons nous à son utilisation
par les deux modèles de classification supervisée que nous étudions à savoir les arbres
de classification et les treillis de Galois.

5.2.6 Discrétisation et modèles de classification arborescents

5.2.6.1 Discrétisation et arbres de classification

En général, les algorithmes de construction d’arbres de classification (CART, C4.5,
ChAID) utilisent une discrétisation locale supervisée, leur critère de coupe correspond
alors à leur critère de division (cf. section 2.5).

Pour chaque nœud courant N ne satisfaisant pas le critère d’arrêt, le meilleur attribut
V ∗ ∈ VN et son meilleur point de coupe c∗

V ∗ sont recherchés pour séparer les objets ON

contenus dans ce nœud. Deux nœuds fils sont ensuite construits, l’un avec les objets de
ON vérifiant l’intervalle [minV ∗ , c∗

V ∗ ] et l’autre avec les objets de ON vérifiant l’inter-
valle ]c∗

V ∗ , maxV ∗ ]. Puis comme lors de la construction d’un arbre à partir de données
qualitatives, le processus est réitéré sur chaque nœud construit jusqu’à satisfaction d’un
critère d’arrêt (cf. section 2.3).
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O
V

KV.1 V.2 V.3

[0,4.5] ]4.5,20] [0,20] [15,18]
o1 1 - 4 15

1
o2 0 - 0 18
o3 1 - 12 16

2o4 0 - 16 17
o5 3 - 12 18
o6 - 8 16 15

3o7 - 6 20 17
o8 - 15 12 16
o9 - 18 4 17

4
o10 - 20 12 18

O
V

KV.1 V.2 V.3

[0,4.5] ]4.5,20] [0,8] ]8,20] [15,18]
o1 1 - 4 - 15

1
o2 0 - 0 - 18
o3 1 - - 12 16

2o4 0 - - 16 17
o5 3 - - 12 18
o6 - 8 - 16 15

3o7 - 6 - 20 17
o8 - 15 - 12 16
o9 - 18 4 - 17

4
o10 - 20 - 12 18

(i) Étape 1 - Ω (ii) Étape 2 - Ω

O
V

KV.1 V.2 V.3

[0,4.5] ]4.5,16.5] ]16.5,20] [0,8] ]8,20] [15,18]
o1 1 - - 4 - 15

1
o2 0 - - 0 - 18
o3 1 - - - 12 16

2o4 0 - - - 16 17
o5 3 - - - 12 18
o6 - 8 - - 16 15

3o7 - 6 - - 20 17
o8 - 15 - - 12 16
o9 - - 18 4 - 17

4
o10 - - 20 - 12 18

O
I

K
I.1 I.2 I.3

o1 [0,4.5] [0,8] [15,18]
1

o2 [0,4.5] [0,8] [15,18]
o3 [0,4.5] ]8,20] [15,18]

2o4 [0,4.5] ]8,20] [15,18]
o5 [0,4.5] ]8,20] [15,18]
o6 ]4.5,16.5] ]8,20] [15,18]

3o7 ]4.5,16.5] ]8,20] [15,18]
o8 ]4.5,16.5] ]8,20] [15,18]
o9 ]16.5,20] [0,8] [15,18]

4
o10 ]16.5,20] ]8,20] [15,18]

(iii) Étape 3 - Ω (iv) Table discrétisée - Ω′

Table 5.7: Étapes de discrétisation de la table de données quantitatives 5.6

15
8



5.2 Principe de la discrétisation

�

�

�




�

�

�

�




�

��

� � � � ��

�
�

��

������	

������	�

������	�

������	�

Figure 5.2.10: Représentation de la discrétisation (Table 5.7(iv)) dans le plan 2D
(V.1,V.2)

Les découpages sont donc indépendants d’une branche à l’autre. La sélection
des points de coupe est réalisée localement, i.e. seul le sous-ensemble d’objets du nœud
compte pour le choix du meilleur attribut et du meilleur point de coupe.

Suite à la construction de l’arbre, les tests associés aux branches ne sont plus des
égalités sur modalités d’un attribut qualitatif mais des tests d’appartenance d’une valeur
à un intervalle.

Exemple. La Figure 5.2.11 présente l’arbre construit selon l’algorithme C4.5, à partir
de l’ensemble de données de la Table 5.6. On peut remarquer sur cette Figure que le
point de coupe 16.5 est sélectionné pour l’attribut V.1 uniquement pour séparer les objets
o6 à o10, il n’est pas utilisé pour séparer les objets o1 à o5. Ces derniers sont séparés par
le point de coupe 8 associé à l’attribut V.2, lui aussi utilisé uniquement pour séparer ces
cinq objets.

Sur cette Figure, le chemin en tirets gris présente la classification par navigation de
l’objet o11. Chaque étape de navigation correspond au test vérifiant dans quel intervalle
test est inclue la valeur vérifiée par o11. Selon la classification, o11 est classé dans la classe
1.

L’impact du type de discrétisation utilisé, sur la structure de l’arbre et sur ses perfor-
mances en classification, a été étudié dans de nombreux articles [Catlett 91, Dougherty 95,
Quinlan 96b, Ho 97, Rakotomalala 97, Liu 02, Boland 07].

De manière générale, il en ressort que pour les arbres de classification, il est
d’usage de privilégier une discrétisation univariée, supervisée et locale.
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v
.1 ∈]4.5, 20]?

v
.2 ∈]8, 20]?v

.1 ∈]16.5, 20]?

v
.1 ∈ [0, 4.5]?

v
.1 ∈]4.5, 16.5]? v

.2 ∈ [0, 8]?

o11 = (2, 8, 15)
K =?

o1, o2, o3, o4, o5
I
.1 = [0, 4.5]

o1, o2, o3, o4, o5, o6, o7, o8, o9, o10
∅

o1, o2
I
.1 = [0, 4.5], I

.2 = [0, 8]
K = 1

o6, o7, o8, o9, o10
I
.1 =]4.5, 20]

o6, o7, o8
I
.1 =]4.5, 16.5]

K = 3

o3, o4, o5
I
.1 = [0, 4.5], I

.2 =]8, 20]
K = 2

o9, o10
I
.1 =]16.5, 20]

K = 4

Figure 5.2.11: Arbre de classification C4.5 construit à partir de la Table 5.6

Cependant, il faut noter que les études opposant discrétisation locale et discrétisation
globale mettent en avant divers éléments de comparaison.

Dans [Dougherty 95], Dougherty et al. indiquent que la discrétisation lo-
cale (utilisée dans C4.5, critère de gain ratio) engendre des arbres plus complexes
que la discrétisation globale (basée sur le critère d’Entropie) sans pour autant
améliorer les performances en classification.

Dans [Catlett 91], Catlett indique que l’étape d’apprentissage de l’arbre nécessite
moins de temps de calcul lorsqu’une discrétisation globale est utilisée.

Dans [Quinlan 96b], Quinlan répond, entre autre à l’article de Dougherthy et al.,
que la discrétisation locale améliore les performances en classification des
arbres de classification en particulier lorsque l’ensemble de données étudié est grand.
Il base ses propos sur une modification du critère de coupe utilisé et sur différentes
expérimentations.

Comme précisé par Rakotomalala [Rakotomalala 97], il est difficile de clore ce débat
tant les paramètres d’évaluation sont divers.

Ainsi, pour la construction des arbres de classification, il est possible d’utiliser diffé-
rents types de discrétisation. Nous allons voir que pour les treillis de Galois, jusqu’alors,
l’usage était d’utiliser une discrétisation globale.

5.2.6.2 Discrétisation et treillis de Galois

Les treillis de Galois sont définis à partir d’un contexte, i.e. une table de données
binaires. Ainsi, lorsqu’un ensemble de données quantitatives doit être analysé, le type de
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ces données doit être transformé avant toute construction de treillis. Il est donc naturel
d’appliquer une discrétisation globale à l’ensemble de données quantitatives.

Discrétisation en intervalles non disjoints

Comme mentionné précédemment, dans le cadre de l’analyse formelle de concepts, une
discrétisation en intervalles non disjoints a été proposée [Ganter 99]. Dans la pratique,
le contexte obtenu est plus complexe (i.e. plus d’attributs binaires et d’intersections
entre attributs) que celui obtenu avec une discrétisation en intervalles disjoints,
de ce fait cette discrétisation est plus rarement utilisée.

En effet, de par sa définition, dans le cas non supervisé l’échelonnage génère dans le
contexte binaire construit, au moins une colonne par valeur observée pour chaque attri-
but quantitatif. Rappelons que pour le traitement des données quantitatives continues,
l’échelonnage inter-ordinal est généralement utilisé [Ganter 99, Kaytoue 11], ce dernier
induit alors deux colonnes par valeur observée et pour chaque attribut. Sur l’exemple
précédent (Table 5.2), on peut remarquer que malgré une table initiale très simple,
de nombreuses informations sont redondantes dans le contexte obtenu, par exemple
V.1 ≤ 1 ⇒ V.1 ≤ 3.

Avec ce processus, le contexte construit contient
∏

h∈{1,...,H}
|V.h|×(|V.h|+1)

2
inter-

valles, où |V.h| est le nombre de valeurs observées pour l’attribut V.h ∈ V .

Notons que ce phénomène est lié à l’absence de supervision qui permettrait d’éva-
luer la pertinence de chaque valeur observée dans le découpage du domaine de l’attribut
quantitatif. De plus, la redondance des informations peut, en partie, être effacée par une
réduction sur les attributs binaires du contexte construit (cf. section 3.2.3).

Kaytoue et al. [Kaytoue 09a] ont démontré que la construction d’un treillis
à partir d’un tel contexte, même issu de l’échelonnage inter-ordinal d’un en-
semble de données quantitatives peu volumineux (|O| = 20000, |V| = 10, et
|V.h| ∼= 100), est très difficile. De plus, il a déjà été démontré [Ganter 99, Kaytoue 09a]
que parmi tous les intervalles possibles, peu sont intéressants. C’est le cas, par exemple,
de l’intervalle [0, 3] qui couvre tous les objets. Ce dernier ne séparant pas les objets de
classes différentes, il ne sera pas utilisé dans un processus de classification.

Pour limiter ce phénomène, dans ses travaux Kaytoue [Kaytoue 09b, Kaytoue 09a,
Kaytoue 11] définit une structure de patron d’intervalles, s’appuyant sur la notion de
structure de patron définie par Ganter et Kuznetsov [Ganter 01]. Ce développement,
dans un cadre non supervisé, permet de diminuer le nombre d’intervalles générés.

Ce type de discrétisation a principalement été utilisé dans un cadre non su-
pervisé. Or, la discrétisation supervisée permet d’améliorer les performances
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en classification des arbres de classification comparée à une discrétisation
non supervisée. Considérant ce point, ainsi que les liens forts existants entre arbres de
classification et treillis de Galois, mais aussi la propriété des treillis lorsqu’ils sont définis
à partir d’une table discrétisée en intervalles disjoints (cf. section suivante), nous nous
intéressons plus particulièrement à la discrétisation supervisée en intervalles
disjoints.

Discrétisation en intervalles disjoints

Ainsi, lorsqu’un ensemble de données quantitatives étiquetées doit être analysé, une
discrétisation globale supervisée est généralement utilisée avant de construire le treillis
de Galois associé à la table discrétisée. Cette discrétisation est menée en utilisant des
critères de coupe tels que le critère de Gini, d’Entropie, du χ2 ou de Hotelling. Les opé-
rations de coupe, telles que présentées en section 5.2, sont répétées tant qu’il existe des
coupes pertinentes ou jusqu’à ce que les objets de classes différentes soient représentés
par des attributs qualitatifs différents, i.e. des intervalles différents.

La définition d’un treillis de Galois à partir d’une table discrétisée, induit tout d’abord
des modifications simples dans son utilisation pour la classification de nouveaux objets
mais aussi une propriété structurelle forte.

Navigation dans un treillis défini à partir d’une table discrétisée

Lorsqu’un treillis de Galois est défini à partir d’une table discrétisée, comme pour
l’arbre de classification, les tests associés aux branches ne sont plus des égalités entre
modalités d’un attribut qualitatif mais des tests d’appartenance d’une valeur à un in-
tervalle.

Comme nous l’avons mentionné dans la section 3.4, lors de la classification d’un nouvel
objet, par navigation dans le diagramme de Hasse du treillis, plusieurs tests peuvent être
validés au cours d’une même étape de navigation. Lorsque les tests validés sont associés
à des attributs qualitatifs, le choix du meilleur concept successeur repose alors sur des
critères tels que le critère de support présenté dans cette même section 3.4.

Plus généralement, comme défini par Guillas [Guillas 07], lors de la clas-
sification d’un objet quantitatif, le choix du meilleur concept successeur est
fait selon la distance entre les valeurs vérifiées par l’objet à classer et les
points de référence (par exemple valeur minimale, maximale ou encore médiane de
l’intervalle) des intervalles tests.

Dans la méthode Navigala ([Guillas 07], p. 126-127), différents points de références
sont proposés, le centre, la médiane, le point le plus proche, ....

De plus, la notion d’intervalles à bornes floues est définie ([Guillas 07], p. 104-105).
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Les intervalles à bornes floues sont définis à partir des intervalles créés lors de la discré-
tisation, et sont paramétrés par un degré de flou θ ∈ [0, 1[. La Figure 5.2.12, extraite de
[Guillas 07], présente cette notion de bornes floues associées à un intervalle (l’intervalle
d’origine couvre I1 et I2, les bornes floues appliquées à l’intervalle correspondent aux
points d’intersection de l’axe horizontal et des segments rouges).

Figure 5.2.12: Définition d’un intervalle à bornes floues

Les bornes floues d’un intervalle sont définies selon la distribution des valeurs ob-
servées dans l’intervalle, mais aussi selon la proximité avec les intervalles précédent et
suivant. Dans la Figure 5.2.12, un intervalle I est symbolisé par ses 2 bornes et par un
ensemble de croix représentant la distribution des valeurs observées. De plus, vPrec et
vSuiv sont les intervalles voisins précédent et suivant l’intervalle I. d(vPrec) et d(vSuiv)
sont respectivement les distances entre les bornes des intervalles vPrec et I, et entre les
bornes des intervalles I et vSuiv. La valeur médiane de I est utilisée comme point de
repère (notée cdg dans la Figure). Les distances du point repère à la borne inférieure et à
la borne supérieure de I sont notées respectivement l1 et l2. Les bornes floues inférieure
et supérieure d’un intervalle I sont alors définies comme suit :

– la borne inférieure d1 = min(f(l2; θ); d(vPrec))
– la borne supérieure d2 = min(f(l1; θ); d(vSuiv))

Avec f(l, θ) = l × θ, et θ le degré de flou.

Lorsque ces intervalles à bornes floues sont définis, le processus de navigation est mis
en œuvre dans Navigala. Lors d’une étape de navigation, le choix du meilleur concept
successeur est mené de manière progressive :

1. Choix du successeur pour lequel tous les intervalles sont validés, i.e. les valeurs
vérifiées par l’objet à classer tombent exactement dans les intervalles test ;

2. En cas d’égalité entre plusieurs successeurs, assouplissement du traitement en va-
lidant le successeur pour lequel tous les intervalles flous sont validés ;

3. En cas de nouvelle égalité entre plusieurs successeurs, choix du successeur pour
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lequel la distance moyenne est la plus petite, i.e. la distance entre les valeurs
vérifiées par l’objet à classer et les médianes des intervalles tests.

L’utilisation des bornes floues est mise en place dans Navigala du fait que la discré-
tisation utilisée considère comme points de coupe, des valeurs vérifiées par les objets
de l’ensemble de données analysé. De ce fait, il existe un espace entre deux intervalles
consécutifs permettant d’y définir des bornes floues.

Pour notre part, nous utilisons les points de coupe tels que définis précé-
demment, i.e. les points de coupe sont des valeurs intermédiaires entre deux valeurs
observées (cf. définition CV , section 5.2, discrétisation en intervalles disjoints), aussi le
point 2 n’est pas utilisé par la navigation, d(vPrec) et d(vSuiv) étant nulles.

Exemple. La Figure 5.2.13 illustre le diagramme de Hasse du treillis de Galois défini à
partir de la Table discrétisée 5.7(iv). Les tests d’appartenance d’une valeur à un intervalle
sont représentés sur les branches. La classification de l’objet o11 est illustrée par le chemin
en pointillés gris. Lors de la première étape de navigation, deux successeurs sont validés
par o11, le concept ({o1, o2, o3, o4, o5}, I.1 = [0, 4.5]) et le concept ({o1, o2, o9}, I.2 = [0, 8]).
La distance de la valeur vérifiée par o11 pour I.1 (2) à la médiane de [0, 4.5] (1) étant
plus faible que la distance de la valeur vérifiée par o11 pour I.2 (8) à la médiane de [0, 8]
(4), le premier est choisi. Par navigation, l’objet o11 est classé dans la classe 1.

Propriété structurelle des treillis définis à partir d’une table discrétisée

Lorsqu’une table de données qualitatives binaires est issue d’un processus de discré-
tisation en intervalles disjoints, cela lui confère une propriété importante. En effet, à
tout attribut quantitatif, est associé un attribut qualitatif dont les modalités
sont les intervalles disjoints construits par discrétisation. Ces intervalles étant
disjoints, ils forment une partition de l’ensemble des objets. Par définition des
intervalles disjoints, pour chaque attribut qualitatif I.h ∈ I, chaque objet vérifie un seul
et unique intervalle, i.e. une seule et unique modalité.

Ainsi, lorsque les modalités/intervalles sont considérés comme attributs binaires dans
le contexte (ou la table binaire), ces derniers sont complémentaires (cf. section 4.4).

Exemple. Soit la Table binaire réduite 5.8 issue de la binarisation et de la réduction de
la Table discrétisée 5.7(iv).

Dans cette table, l’attribut binaire I1
1 a pour attributs complémentaires I2

1 et I3
1 (i.e.

β(I1
1 )∪β(I2

1 )∪β(I3
1 ) = O et β(I1

1 )∩β(I2
1 ) = β(I1

1 )∩β(I3
1 ) = ∅), la complémentarité inverse

est aussi vérifiée. De plus, I1
2 a pour attribut complémentaire I2

2 (i.e. β(I1
2 ) ∪ β(I2

2 ) = O
et β(I1

2 ) ∩ β(I2
2 ) = ∅).

La complémentarité entre attributs induit la propriété de ∨-complémentarité pour
le treillis associé. De plus, nous avons vu dans la section 4.4.1, que tout treillis défini
à partir d’une table d’attributs complémentaires est un treillis dichotomique. D’où la
propriété suivante [Bertet 09] :
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O
I

KI.1 I.2

I1
1 = [0 − 4, 5] I2

1 =]4, 5 − 16, 5] I3
1 =]16, 5 − 20] I1

2 = [0 − 8] I2
2 =]8 − 20]

o1 × ×
1

o2 × ×

o3 × ×
2o4 × ×

o5 × ×

o6 × ×
3o7 × ×

o8 × ×

o9 × ×
4

o10 × ×

Table 5.8: Contexte formel issu de la binarisation-réduction de la Table discrétisée
5.7(iv)

Proposition 8. [Bertet 09]Les treillis définis à partir d’une table discrétisée en inter-
valles disjoints sont des treillis dichotomiques.

Discussion

Cette proposition, permet de faire le lien entre le type de données obtenues par dis-
crétisation en intervalles disjoints (attributs complémentaires) et la structure même du
treillis associé. Comme nous l’avons vu dans la section 4.4, les treillis dichotomiques ont
des propriétés structurelles fortes (∨-complémentarité et co-atomicité) et ont un lien de
fusion intéressant avec les arbres de classification.

Certaines études [Quinlan 96b] ayant montré que la discrétisation locale pouvait amé-
liorer les résultats en classification des modèles à base de graphe tels que les arbres de
classification, nous nous sommes donc intéressés à l’extension de la discrétisation locale
aux treillis de Galois en nous appuyant sur les propositions 8, 6 et 5.

5.3 Contribution 2 - Discrétisation locale et treillis de
Galois

Nous avons vu, dans le chapitre 4, qu’il existe des liens forts entre treillis de Galois
et arbres de classification. Nous venons de voir, dans la section précédente, que malgré
leurs liens, ces deux modèles utilisent deux types de discrétisations différentes pour trai-
ter les ensembles de données quantitatives. Pour la construction des treillis, une étape
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de discrétisation globale est mise en œuvre tandis que pour les arbres de classification il
s’agit, en général, d’une discrétisation locale.

Comme mentionné précédemment, les études sur l’impact d’une discrétisation locale
(par rapport à une discrétisation globale), sur la structure des arbres et sur leurs perfor-
mances en classification tendent à montrer que la discrétisation locale peut améliorer les
performances en classification des arbres de classification. Cependant la discrétisation
locale induit des arbres plus complexes [Dougherty 95, Quinlan 96b].

Des expérimentations sur des bases d’images [Guillas 07, Visani 11] montrent que le
treillis de Galois obtient de meilleurs résultats en classification que les arbres de classifi-
cation, lorsque les deux structures sont définies à partir des mêmes données binaires ou
des mêmes données discrétisées (cas de discrétisation globale).

En s’appuyant sur la discrétisation locale telle qu’elle est définie dans les arbres de
classification, et sur la propriété des treillis de Galois lorsque ceux-ci sont définis à partir
de données discrétisées, nous avons développé une discrétisation locale pour les treillis
de Galois. L’objectif majeur est d’améliorer ses performances en classification.

5.3.1 Définition générale

De manière similaire à la discrétisation locale dans les arbres de classifica-
tion (cf. sections 5.2.4 et 5.2.6), nous proposons une discrétisation locale pour les
treillis de Galois. Cette discrétisation est basée sur la propriété des concepts
terminaux et sur la propriété des treillis définis à partir d’une table discré-
tisée.

Pour définir une discrétisation locale, il faut d’abord définir sur quels sous-ensembles
de données la discrétisation doit être menée. Pour les treillis, les concepts terminaux sont
l’équivalent des feuilles dans les arbres (i.e. éléments de fin des chemins de navigation).
Or, selon la propriété 1 (chapitre 3), les inf-irréductibles sont des concepts terminaux.
De plus, les treillis définis à partir de données discrétisés sont des treillis dichotomiques
(cf. propriété 8), ils sont donc coatomistique. Aussi la discrétisation locale doit être
menée sur l’ensemble M des coatomes.

Contrairement à un arbre de classification, la discrétisation d’un attribut
dans un concept du treillis impacte une grande partie des autres concepts
du treillis. En effet, quand un attribut est discrétisé dans un nœud de l’arbre, les pré-
décesseurs et les autres branches ne sont pas touchés. Dans un treillis par contre,
discrétiser un attribut dans un concept revient à créer deux attributs dans le
contexte. Par définition des treillis de Galois (définition 16), tous les concepts
contenant l’attribut discrétisé sont modifiés et la structure du treillis est mo-
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difiée. De plus, par définition de la relation d’ordre ≤ entre les concepts (cf. équation
(3.2.3)), les relations entre concepts sont également modifiées.

Cependant, les coatomes peuvent être calculés directement à partir du contexte [Wille 82].
Même s’il existe des algorithmes incrémentaux efficaces [Godin 94], la génération com-
plète du treillis à chaque étape de discrétisation est inutile. A chaque étape de discré-
tisation, le contexte est mis à jour avec les intervalles créés, et les coatomes
sont recalculés pour mener une nouvelle étape de discrétisation. Le processus
est itéré jusqu’à ce que tous les coatomes satisfassent le critère d’arrêt.

Ainsi, chaque étape de discrétisation n’est pas appliquée à un unique
concept, contrairement aux arbres de classification où chaque nœud est traité indé-
pendamment des autres, mais à l’ensemble M des coatomes ne satisfaisant pas
le critère d’arrêt. Nous adaptons alors le choix du meilleur attribut comme
suit :

1. Pour chaque coatome (A, B) ∈ M , le meilleur attribut V ∗((A, B)) et son meilleur
point de coupe sont calculés localement, i.e. de manière similaire aux calculs ef-
fectués pour un nœud dans un arbre de classification ;

2. Le meilleur attribut pour l’ensemble des coatomes V ∗(M) est ensuite
calculé, i.e. il est choisi parmi l’ensemble des meilleurs attributs définis pour
chaque coatome (cf. section suivante équations (5.3.2) et (5.3.3)) ;

Seul ce dernier attribut V ∗(M) est discrétisé. Le contexte est mis à jour avec les
deux intervalles créés et l’ensemble M des coatomes est recalculé à partir du contexte
mis à jour. Le processus est réitéré sur le nouvel ensemble M .

L’Algorithme 5.2 présente notre algorithme de discrétisation locale pour les treillis de
Galois. Une binarisation de la table de données quantitatives est d’abord réalisée pour
initialiser le contexte. Comme l’illustre la Table 5.9(ii), la binarisation associe à chaque
attribut quantitatif, l’intervalle couvrant toutes les valeurs observées dans l’ensemble de
données. Chaque intervalle est un attribut binaire dans le contexte, donc chaque ob-
jet vérifie chaque attribut binaire. Le treillis correspondant ne contient alors qu’un seul
concept, composé de tous les objets et tous les attributs. Ce treillis contient donc un
seul inf-irréductible (O, I) qui permet d’initialiser M .

La discrétisation consiste alors à calculer le meilleur attribut V ∗(M), puis à le rem-
placer dans le contexte par les deux intervalles créés. L’ensemble M des coatomes ne
satisfaisant pas le critère d’arrêt est alors recalculé à partir du contexte mis à jour.

Tant qu’il existe des coatomes ne satisfaisant pas le critère d’arrêt, la discrétisation
est réitérée.

A partir d’un contexte binaire, les coatomes se calculent soit, comme les inf-irréductibles,
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par calcul des fermetures sur les objets (cf. section 3.2.4), soit plus simplement en gé-
nérant les prédécesseurs immédiats du concept maximal ⊤ en adaptant la fonction suc-
cesseur de Bordat (cf. section 3.3.2).

Algorithme 5.2 Discrétisation locale pour les treillis
Entrées :

– Ω = (O, V , K) l’ensemble de données quantitatives étiquetées, avec V = {V.h, ∀h ∈
{1, . . . , H}};

– gain le critère de coupe;
– S le critère d’arrêt;

Sorties :
Ω′ = (O, I, K) la table discrétisée binaire (ensemble de données qualitatives éti-
quetées);

DÉBUT

Initialiser Ω′ avec :
– sur chaque ligne : un objet on ∈ O;
– sur chaque colonne : un attribut qualitatif I.h avec pour unique modalité l’intervalle

contenant toutes les valeurs observées pour l’attribut V.h de la colonne;
– dans chaque case une × indiquant que chaque objet vérifie chaque attribut I.h;

M ← {(O, I)};
tant que M )= ∅ faire

Calculer selon gain, le meilleur attribut V ∗(M) avec son meilleur point de coupe
c∗

V ∗ ; //(équations 5.3.2,5.3.3)
Couper V ∗(M) en deux intervalles disjoints I1, I2 selon c∗

V ∗ ;
Remplacer dans Ω′ l’intervalle correspondant à V ∗(M) par I1 ou I2;
Mettre à jour les relations objets × intervalles dans Ω′;
Recalculer l’ensemble des coatomes du treillis;
Conserver dans M les coatomes ne satisfaisant pas le critère d’arrêt S;

fin tant que

renvoyer Ω′;

End

Exemple. Appliquer l’Algorithme 5.2 à l’ensemble de données quantitatives étiquetées
déjà utilisé en exemple précédemment, (cf. Table 5.9(i)) induit, lors de l’initialisation,
la construction de la Table 5.9(ii) et de l’ensemble d’inf-irréductibles M contenant uni-
quement ⊥.
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Trois étapes de discrétisation sont nécessaires pour que l’ensemble des coatomes sa-
tisfassent le critère d’arrêt, i.e. qu’ils ne contiennent que des objets appartenant tous à
la même classe ou qu’il n’y ait plus de coupe pertinente. Ces trois étapes de mise à jour
de Ω′ et de M sont présentées dans les Tables 5.10, 5.11 et 5.12.

Lors de la seconde étape (Table 5.11), le point de coupe a été choisi localement dans
le concept ({o6, o7, o8, o9, o10}, {I.1 =]4.5, 20], I.2 = [0, 20], I.3 = [15, 18]}), il permet de
séparer les objets de ce concept dans deux concepts différents contenant chacun des
classes différentes. Ce choix ne permet pas de séparer les objets du second concept
({o1, o2, o3, o4, o5}, {I.1 = [0, 4.5], I.2 = [0, 20], I.3 = [15, 18]}). Une étape supplémentaire
de discrétisation est donc nécessaire.

Lors de la dernière étape, seul ce concept est pris en compte pour définir le meilleur
attribut V ∗(M) et son meilleur point de coupe. Nous pouvons voir dans la Table 5.12 que
malgré ce choix local, cela impacte le concept ({o9, o10}, {I.1 =]16.5, 20], I.2 = [0, 20], I.3 =
[15, 18]}) qui se retrouve divisé en deux concepts malgré le fait qu’il satisfasse le critère
d’arrêt.

Cet exemple nous permet de mettre en avant la différence entre le dé-
roulement d’une discrétisation locale dans un arbre de classification (cette
dernière impacte uniquement les nœuds successeurs du nœud courant), par rapport à
la discrétisation locale dans un treillis (cette dernière impacte tous les concepts
qui contiennent l’attribut discrétisé).

En sortie de l’Algorithme 5.2, la table discrétisée est renvoyée. Nous pourrions aussi
construire le treillis et le considérer comme résultat de l’algorithme. Cependant dans
[Bertet 07, Visani 11], une génération du treillis à la demande a été définie en utilisant
la fonction successeur de Bordat (cf. section 3.4.2). De fait, pour la classification de tout
nouvel objet, seul le contexte, i.e. la table discrétisée, est nécessaire.

5.3.2 Adaptation des critères de coupe pour la discrétisation locale
dans les treillis

De manière plus formelle, chaque étape de discrétisation est menée sur l’ensemble des
coatomes ne satisfaisant pas le critère d’arrêt, notons cet ensemble
M = {(Aq, Bq), q = {1, . . . , Q}}.

Critère de coupe

Tout d’abord (point 1 mentionné précédemment), pour chaque coatome
ΩMq

= (Aq, Bq) ∈ M , le meilleur attribut V ∗(ΩMq
) est calculé localement selon l’équation
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O
V

KV.1 V.2 V.3

[0,20] [0,20] [15,18]
o1 1 4 15

1
o2 0 0 18
o3 1 12 16

2o4 0 16 17
o5 3 12 18
o6 8 16 15

3o7 6 20 17
o8 15 12 16
o9 18 4 17

4
o10 20 12 18

(i) Ensemble de données quantitatives - Ω

O
I

KI.1 I.2 I.3

[0,20] [0,20] [15,18] Coatomes associés
o1 × × ×

1
Ne satisfaisant pas S

o2 × × ×
o3 × × ×

2
(O, I)

o4 × × ×
o5 × × × Satisfaisant S
o6 × × ×

3o7 × × ×
o8 × × ×
o9 × × ×

4
o10 × × ×

(ii)Initialisation - Binarisation de la table de données quantitatives - Ω′ ; Calcul de M

Table 5.9: Données d’entrées de l’Algorithme 5.2 et initialisation
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O
I

KI.1 I.2 I.3

[0,4.5] ]4.5,20] [0,20] [15,18]
o1 × × ×

1
o2 × × ×

o3 × × ×
2o4 × × ×

o5 × × ×

o6 × × ×
3o7 × × ×

o8 × × ×

o9 × × ×
4

o10 × × ×

Coatomes associés
Ne satisfaisant pas S - M

({o1, o2, o3, o4, o5}, {I.1 = [0, 4.5], I.2 = [0, 20], I.3 = [15, 18]})
({o6, o7, o8, o9, o10}, {I.1 =]4.5, 20], I.2 = [0, 20], I.3 = [15, 18]})

Satisfaisant S

Table 5.10: Étape 1, mise à jour de Ω′ et calcul des coatomes
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O
I

KI.1 I.2 I.3

[0,4.5] ]4.5,16.5] ]16.5,20] [0,20] [15,18]
o1 × × ×

1
o2 × × ×

o3 × × ×
2o4 × × ×

o5 × × ×

o6 × × ×
3o7 × × ×

o8 × × ×

o9 × × ×
4

o10 × × ×

Coatomes associés
Ne satisfaisant pas S - M

({o1, o2, o3, o4, o5}, {I.1 = [0, 4.5], I.2 = [0, 20], I.3 = [15, 18]})

Satisfaisant S
({o6, o7, o8}, {I.1 =]4.5, 16.5], I.2 = [0, 20], I.3 = [15, 18]})

({o9, o10}, {I.1 =]16.5, 20], I.2 = [0, 20], I.3 = [15, 18]})

Table 5.11: Étape 2, mise à jour de Ω′ et calcul des coatomes
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O
I

KI.1 I.2 I.3

[0,4.5] ]4.5,16.5] ]16.5,20] [0,8] ]8,20] [15,18]
o1 × × ×

1
o2 × × ×

o3 × × ×
2o4 × × ×

o5 × × ×

o6 × × ×
3o7 × × ×

o8 × × ×

o9 × × ×
4

o10 × × ×

Coatomes associés
Ne satisfaisant pas S - M

Satisfaisant S
({o1, o2}, {I.1 = [0, 4.5], I.2 = [0, 8], I.3 = [15, 18]})

({o3, o4, o5}, {I.1 = [0, 4.5], I.2 =]8, 20], I.3 = [15, 18]})
({o6, o7, o8}, {I.1 =]4.5, 16.5], I.2 =]8, 20], I.3 = [15, 18]})

({o9}, {I.1 =]16.5, 20], I.2 = [0, 8], I.3 = [15, 18]})
({o10}, {I.1 =]16.5, 20], I.2 =]8, 20], I.3 = [15, 18]})

Table 5.12: Étape 3, mise à jour de Ω′ et calcul des coatomes
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suivante :

V ∗(ΩMq
) = argmaxV ∈Bq

(gain(V, c∗
V , ΩMq

)) (5.3.1)

où chaque c∗
V est le meilleur point de coupe associé à chaque attribut V ∈ Bq défini

selon l’équation (5.2.3) pour le sous-ensemble d’objets Aq.

Chaque meilleur attribut V ∗(ΩMq
) est bien défini localement, l’équation (5.3.1) est

une réécriture de l’équation (5.2.5), appliquée au sous-ensemble de données ΩMq
plutôt

que Ω complet.

Soit l’ensemble I∗
M =

{

V ∗(ΩM1
), . . . , V ∗(ΩMQ

)
}

des meilleurs attributs associés à
chaque concept ΩMq

= (Aq, Bq) ∈ M . Le meilleur attribut V ∗(M) parmi les attributs de
I∗

M (point 2 mentionné précédemment), se définit facilement par extension de l’équation
(5.2.5).

Discrétisation locale :

La discrétisation locale sélectionne l’attribut V ∈ I∗
M qui maximise le critère de coupe

pour M , selon l’équation suivante :

V ∗(M) = argmaxV ∗(ΩMq )∈I∗

M
(gain(V ∗(ΩMq

), c∗
V ∗(ΩMq ), ΩMq

)) (5.3.2)

A noter que, à la définition près de I∗
M , l’équation (5.3.2) est proche de l’équation

(5.2.5).

Le choix du meilleur point de coupe tel que proposé dans l’équation 5.3.2,
ne prend pas en compte le fait que la discrétisation d’un attribut V ∈ I∗

M

selon c∗
V dans un concept ΩMq

= (Aq, Bq) peut impacter d’autres concepts et
en particulier d’autres coatomes de M , voire permettre de séparer les objets
de classes différentes dans d’autres concepts dont les autres coatomes.

Pour prendre en compte ce phénomène spécifique au treillis, dans la sélec-
tion du meilleur point de coupe, nous proposons une seconde façon de définir
V ∗(M). Nous nommons cette méthodologie discrétisation locale linéaire.

Discrétisation locale linéaire :

La discrétisation locale linéaire sélectionne l’attribut V ∈ I∗
M , qui maximise la somme

pondérée du critère de coupe pour chaque ΩMq
= (Aq, Bq) ∈ M , selon l’équation sui-

vante :
V ∗(M) = argmaxV ∈I∗

M
(

∑

ΩM
q′

∈M |V ∈Bq′

|Aq′ |

m
∗ gain(V, c∗

V , ΩMq′
)) (5.3.3)
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Où |Aq′| est le nombre d’objets contenus dans le coatome ΩMq′
et m =

∑

ΩMq ∈M |Aq|.

Critère d’arrêt

Comme précisé précédemment, l’objectif de la discrétisation est d’obtenir des concepts
terminaux contenant des objets appartenant à la même classe. Pour ce faire, le critère
d’arrêt mis en place est relativement simple : si un coatome ne satisfait pas à cette
condition (i.e. il contient des objets de classes différentes) alors il est ajouté à l’ensemble
M pour une nouvelle étape de discrétisation locale.

Cependant, toutes les données ne sont pas forcement séparables. Dans ce cas, le critère
de coupe est nul. Lorsque le critère de coupe est nul pour tous les concepts de M alors il
n’existe plus de point de coupe pertinent qui permettrait de séparer les objets de classes
différentes ; cela constitue un critère d’arrêt complémentaire au premier.

Nous utilisons donc la combinaison de ces deux critères dans notre algorithme pour
stopper la discrétisation (i.e. tant qu’il existe des coatomes contenant des objets de
classes différentes et des points de coupe pertinents, alors la discrétisation se poursuit,
sinon elle s’arrête).

Une fois la discrétisation locale réalisée, le treillis est construit à partir de la table
discrétisée, puis l’étiquetage des concepts terminaux est réalisé comme dans Navigala.
Les concepts contenant uniquement des objets de la même classe sont étiquetés avec
cette dernière et les coatomes non purs (cas des données non séparables) sont étiquetés
avec leur classe majoritaire.

Afin de valider cette discrétisation locale, nous avons mené différentes expérimenta-
tions présentées dans la section suivante.

5.3.3 Expérimentations

5.3.3.1 Protocole expérimental

Critères d’études

Cette section présente différents résultats expérimentaux permettant tout d’abord de
comparer les différentes discrétisations existantes pour les treillis, mais aussi de comparer
les performances en classification de ces treillis par rapport à des modèles plus connus :
arbre de classification et SVM.

Dans un premier temps, en sections 5.3.3.2 et 5.3.3.3, nous comparons les résultats
obtenus en utilisant la discrétisation globale, la discrétisation locale et la discrétisation
locale linéaire pour les treillis de Galois. En effet, pour les mêmes données quantitatives
étiquetées, les différentes discrétisations génèrent des tables discrétisées différentes et
donc des treillis de Galois différents. Dans la section 5.3.3.2, nous nous intéressons au
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choix du meilleur critère de coupe. Puis, dans la section 5.3.3.3, nous étudions l’impact
des différentes discrétisations sur la structure des treillis.

Dans la section 5.3.3.4, nous comparons les performances de ces treillis en classification
supervisée par rapport à celles de modèles plus connus que sont l’arbre de classification
et la SVM. Pour ce dernier point, la classification des objets, pour l’arbre et les treillis,
se fait par navigation. Plus précisément pour le treillis de Galois, la méthode Navigala
est utilisée (cf. section 5.2.6.2)[Guillas 07, Visani 11].

Les ensembles de données utilisés

Comme nous l’avons déjà évoqué précédemment, nous nous intéressons à la classi-
fication d’images lorsque celles-ci sont décrites par des descripteurs quantitatifs. Ces
travaux faisant suite à la thèse de Guillas [Guillas 07], la première base exploitée est
la base d’images de symboles GREC 2003 [GREC 03] (cf. exemples dans l’Annexe D).
Différentes signatures ont été définies pour décrire ces images. Pour nos expérimen-
tations, nous avons retenu la signature structurelle [Coustaty 11b] et la signature de
Radon [Radon 17, Tabbone 03a, Tabbone 03b]. Nous étudions donc les deux ensembles
de données quantitatives associées : GREC Structurelle et GREC Radon.

A ces deux ensembles, nous avons cherché à ajouter d’autres ensembles d’images avec
les contraintes d’avoir des images supervisées et décrites par des attributs exclusive-
ment quantitatifs. Nous avons donc choisi, parmi les ensembles de données supervisées
de l’UCI Machine Learning Repository (MLRepository) [Frank 10], l’ensemble Image
segmentation.

Nous avons aussi choisi de valider notre méthode sur des ensembles de données quan-
titatives supervisées fréquemment utilisés dans la littérature pour la comparaison des
performances de modèles de classification.

En particulier, les ensembles de données très connus que sont Breast Cancer et Iris,
mais aussi l’ensemble Glass.

Ces différents ensembles de données quantitatives étiquetées sont composés comme
suit (pour plus de précisions sur chacun d’eux, voir les notices en Annexe D).

Image1 : L’ensemble de données Image Segmentation est composé de 2 310 objets distri-
bués dans 7 classes. Les exemples ont été tirés au hasard à partir d’un ensemble de
7 classes d’images de photographies prises en extérieur. Chaque image est décrite
par 19 descripteurs quantitatifs. Sur le MLRepository, les bases d’apprentissage
et de test sont définies. La base d’apprentissage est composée de 210 objets (30
objets par classe) et la base de test est composée des objets restants, soit 2 100
objets (300 objets par classe).

GLASS : L’ensemble de données GLASS est une base d’identification de morceaux de
verres. Il est composé de 214 objets répartis en 6 classes. Chaque objet est décrit
par 9 descripteurs quantitatifs.
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IRIS : L’ensemble de données Iris, l’un des plus connus, se compose de 150 objets répartis
en 3 classes. Chaque objet est décrit par 4 descripteurs quantitatifs.

BREAST CANCER : L’ensemble de données Wisconsin Breast Cancer, qui est aussi
très réputé, est composé de 699 objets distribués en 2 classes avec 65.5% des objets
dans la classe Benign et 34.5% dans la classe Malignant. Chaque objet est décrit
par 10 descripteurs quantitatifs.

GREC Structurelle : Le premier ensemble de données, extrait de la base GREC 2003,
contient 1 900 exemples distribués en 19 classes. Chaque image est décrite par
une signature structurelle [Coustaty 11b] composée de 15 descripteurs quantitatifs.
Pour cet ensemble, une base d’apprentissage et une base de test sont données, la
base d’apprentissage contient 10% des objets (soit 190 objets) et la base de test
90% des objets soit (1 710 objets). Notons que pour cet ensemble, les classes ne sont
pas séparables, aussi lors des discrétisations, le critère d’arrêt utilisé correspond à
l’absence de coupe pertinente.

GREC Radon : Le second ensemble, extrait de la base GREC 2003, contient 910
exemples distribués en 10 classes. Chaque image est décrite par une signature
statistique de 50 descripteurs quantitatifs. Pour cet ensemble, comme pour une
validation croisée à 10 paquets, dix bases d’apprentissages sont définies et chacune
d’elles est associée à une base de test. Les bases d’apprentissage ont été définies
avec 10% des objets soit 91 objets et les bases de test correspondent aux 90%
d’objets non utilisés dans la base d’apprentissage, soit 819 objets. Comme pour
une validation croisée classique, les taux de reconnaissances présentés ci-dessous
correspondent aux moyennes des taux de reconnaissance obtenus sur chaque pa-
quet.

Pour que les comparaisons soient cohérentes, lorsqu’une validation croisée est
mise en œuvre, nous utilisons les mêmes paquets pour tous les algorithmes
(i.e. ils ne sont pas redéfinis à la volée à chaque exécution). La Table 5.13 récapitule
les informations sur chaque ensemble de données utilisé. La colonne “% BA” indique le
pourcentage d’objets de l’ensemble utilisé en apprentissage. La colonne “% BT” indique
le pourcentage d’objets de l’ensemble utilisé en test. La colonne “VC” indique, lorsqu’une
validation croisée est mise en œuvre, le nombre de paquets utilisés.

5.3.3.2 Critères de coupe

Afin de déterminer le meilleur critère de coupe, nous avons effectué des tests avec
quatre critères de coupe mentionnés précédemment. Plus précisément, nous avons uti-
lisé les trois critères usuels des arbres de classification, i.e. le critère du χ2, l’indice de
Gini, le critère d’Entropie (gain ratio) et le critère utilisé dans la méthode Navigala, le
critère de Hotelling.
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Ensemble de données #Attributs #Exemples #Classes % BA % BT VC
Image1 19 2,310 7 10% 90% ND
GLASS 9 214 6 90% 10% 10

IRIS 4 150 3 90% 10% 10
BREAST CANCER 10 699 2 90% 10% 10
GREC Structurelle 15 1,900 19 10% 90% ND

GREC Radon 50 910 10 10% 90% 10

Table 5.13: Ensembles de données utilisés pour nos expérimentations

Les Figures 5.3.1, 5.3.2, et 5.3.3 présentent les taux de reconnaissance pour chaque
ensemble de données et pour chaque critère de coupe en utilisant respectivement la dis-
crétisation globale, la discrétisation locale, et la discrétisation locale linéaire. Les taux de
reconnaissance moyens observés sont indiqués entre parenthèses à côté de chaque critère
dans chaque Figure.

�


�

�

��

��

��

��

��

��

��


��

�� !#$
 &(*�� ���� ���*�	$

�*����

&���$

��������#��#

&���$� ���

�
�
�
	
�
�
�
�
��
�
�
�

�
��
�
��

��

�

��"$%����')

&"�"$%����')

������"#$%���
')

���#��"�!$%����')

Figure 5.3.1: Discrétisation globale - comparaison des critères de coupe

Sur ces Figures, nous pouvons voir via les taux de reconnaissance moyens observés sur
tous les ensembles de données que le critère du χ2 surpasse le critère de Gini de 1% avec
les discrétisations globale et locale linéaire, et de 2% avec la discrétisation locale. De
plus, le critère du χ2 surpasse aussi le critère d’Entropie de 0.4% avec la discrétisation
locale linéaire, de 1, 7% avec la discrétisation globale et de 3% avec la discrétisation lo-
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Figure 5.3.2: Discrétisation locale - comparaison des critères de coupe
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Figure 5.3.3: Discrétisation locale linéaire - comparaison des critères de coupe
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cale. Enfin, le critère du χ2 surpasse le critère de Hotelling de 6% avec les discrétisations
globale et locale et de 7, 3% avec la discrétisation locale linéaire.

Nous pouvons donc conclure de manière générale que le critère du χ2 donne
les taux de reconnaissance moyens les plus satisfaisants.

De plus, tels que représentés dans les Figures 5.3.4, 5.3.5, 5.3.6 et 5.3.7,
ses performances sont les plus stables au travers des différentes expériences,
lorsqu’une validation croisée est mise en œuvre. En effet, les boîtes à moustaches
présentées dans ces Figures 5.3.4, 5.3.5, 5.3.6, représentent les variations des taux de re-
connaissance au cours des dix étapes des validation croisée pour les différents ensembles
de données GLASS, IRIS, Breast Cancer et GREC Radon. Les valeurs minimales, maxi-
males et médianes sont représentées ainsi que les valeurs du premier et du troisième
quartiles. Nous pouvons voir que les médianes observées pour le critère du χ2 sont, en
général, mieux centrées que pour les autres autres critères.
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Figure 5.3.4: Boites à Moustaches - GLASS

Vu ces résultats, pour les expériences suivantes, nous utilisons exclusive-
ment le critère du χ2 comme critère de coupe.

5.3.3.3 Complexité algorithmique et complexité structurelle

Nous avons ensuite mené une étude comparative entre les différentes discrétisations
d’un point de vu algorithmique et structurel. Même si le temps de calcul n’est pas une
contrainte forte pour l’étape d’apprentissage, c’est un élément de comparaison intéres-
sant.

181



Chapitre 5 Transformation des données quantitatives - Discrétisation

��

�	

��

�	

�

	

���

��	

�������

����

�������

 �!�

�������

�!������

�������

�������!�

���
�

��!������

����

���
�

��!������

 �!�

���
�

��!������

�!������

���
�

��!������

�������!�

 �������

����

 �������

 �!�

 �������

�!������

 �������

�������!�

��

��!

�����!�

���

��

Figure 5.3.5: Boites à Moustaches - IRIS
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Figure 5.3.6: Boites à Moustaches - Breast Cancer
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Figure 5.3.7: Boites à Moustaches - GREC Radon

Complexité algorithmique - Temps de calcul

Pour chaque ensemble de données, nous avons comparé le temps de calcul nécessaire
pour chaque algorithme de discrétisation, en utilisant un cœur d’un processeur quadri-
cœur Intel Xeon cadencé à 3 GHz avec 4 Go de mémoire physique dédiée.

La Figure 5.3.8 présente les temps de calcul nécessaires à chaque algorithme de dis-
crétisation (l’axe du temps est présenté selon une échelle logarithmique). A chaque type
de discrétisation est associée, entre parenthèses, la moyenne des temps de calcul sur tous
les ensembles de données.

Nous pouvons déduire de cette expérimentation que la discrétisation glo-
bale nécessite plus de temps (jusqu’à 2 fois plus de temps) que les algorithmes
de discrétisation locale, quelque soit l’ensemble de données utilisé.

Pour mieux comprendre cette différence de temps de calcul, nous avons mené des
expérimentations sur le nombre d’étapes de discrétisation et le nombre de concepts du
treillis.

Complexité algorithmique - Nombre d’étapes de discrétisation

Le temps de calcul est fortement lié au nombre d’étapes de discrétisation effectuées.
En effet, le plus tôt l’algorithme trouve les meilleurs points de coupe pour séparer les
objets de classes différentes dans les inf-irréductibles, le plus tôt le critère d’arrêt sera
satisfait.

La Figure 5.3.9 présente le nombre d’étapes de discrétisation nécessaires à chaque
algorithme et pour chaque ensemble de données.

183



Chapitre 5 Transformation des données quantitatives - Discrétisation

�

��

���

����

�����


����� ����� 
�
� �������

��!���

�����

�#���#������

�������	�

�

�


��
�

��
	
��
�
��
��
�
��
�
�

��
�
�
��

��

��
�
�
	
��
��
�
��
�


�	���������� 

�	��������������"��� 

��	$��������� 

Figure 5.3.8: Temps de Calcul

Nous pouvons voir que la discrétisation locale linéaire nécessite, en moyenne, moins
d’étapes que la discrétisation locale et la discrétisation globale. Les discrétisations lo-
cale et locale linéaire sont donc moins coûteuses que la discrétisation globale.

Ce résultat s’explique par le fait que le domaine de recherche des discrétisations locales
est de plus en plus petit au fur et à mesure des étapes, tandis que la discrétisation globale
parcourt l’ensemble complet des objets à chaque étape. En discrétisation globale, un
point de coupe peut parfois être choisi pour séparer deux classes qui sont déjà séparées
dans les inf-irréductibles. En discrétisation locale, le domaine de recherche correspond
seulement à un sous-ensemble spécifique d’objets et d’attributs ; ainsi lorsqu’un attribut
et un point de coupe sont choisis pour séparer deux classes, c’est que ces deux classes
n’ont pas encore été séparées dans l’un des inf-irréductibles.

Complexité structurelle - Nombre de concepts

Dans leur article [Dougherty 95], Dougherty et al. expliquent que malgré le fait que
la discrétisation locale améliore les performances des arbres de classification en classifi-
cation, comme le démontre Quinlan dans [Quinlan 96b], celle-ci engendre la génération
d’arbres plus complexes (i.e. contenant plus de nœuds). Qu’en est-il pour les treillis de
Galois ?
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Figure 5.3.9: Nombre d’étapes de discrétisation

La Table 5.14 présente le nombre de concepts des treillis de Galois selon la discrétisa-
tion utilisée et pour chaque ensemble de données. Le nombre de concepts le plus faible
est indiqué en gras pour chaque ensemble de données.

Pour chaque discrétisation locale et chaque ensemble de données, nous indiquons le
pourcentage de concepts en moins comparé à la discrétisation globale.

Discrétisation
Ensembles de données Globale Locale Locale linéaire
Image1 12172 581 -95.22% 649 -94.66%
GLASS 2074 2039 -1.68% 2267 +9.30%
IRIS 195 40 -79.48% 41 -78.97%
BREAST CANCER 7784 2887 -62.91% 2961 -61.96%
GREC Structurelle 4308 3515 -18.40% 3851 -10.60%
GREC Radon 2192 69 -98.85% 90 -95.89%

Table 5.14: Nombre de concepts

Cette expérience montre que, pour les treillis de Galois, au contraire, la
discrétisation locale permet une réduction de la complexité structurelle. En
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effet, avec moins d’étapes de discrétisation, il y a moins d’intervalles générés, et par
conséquent il y a moins de concepts dans le treillis.

Discussion

Ces expériences montrent que la discrétisation locale nous permet d’obte-
nir une table discrétisée plus adaptée à la structure des treillis. La discrétisation
locale utilisant la structure même du treillis, elle choisit des points de coupe plus per-
tinents par rapport aux sous-ensembles d’objets contenus dans les concepts terminaux.
L’aspect local de cette discrétisation, permet de choisir des points de coupe utiles pour
séparer les classes qui n’ont pas déjà été séparées. Ainsi la table discrétisée ne contient
pas d’intervalles inutiles.

Ainsi, la discrétisation locale (qu’elle soit linéaire ou non) améliore la com-
plexité structurelle et algorithmique par rapport à la globale.

La prochaine section se concentre sur la comparaison des performances en classification
des différents treillis obtenus et de deux modèles de classification supervisée plus connus,
à savoir un SVM et un arbre de classification construit avec l’algorithme ChAID.

5.3.3.4 Performances en classification

La Table 5.15 présente précisément les performances en classification (taux de recon-
naissance) des cinq modèles que sont les treillis de Galois définis avec les trois discrétisa-
tions, l’arbre de classification ChAID [Kass 80] (cf. section 2.5) qui utilise le χ2 en tant
que critère de coupe, et un SVM avec comme noyau, celui offrant le meilleur 2 taux de
reconnaissance moyen sur les ensembles de données utilisés, à savoir la fonction à base
radiale (cf. section 1.3.2.3 avec pour paramètre γ = 1). Lorsqu’une validation croisée est
utilisée, la variance des taux de reconnaissance est indiquée.

Ces résultats sont aussi présentés sous forme d’histogramme dans la Figure 5.3.10.

Les performances respectives de chaque modèle dépendent des ensembles de données.
Les meilleurs taux de reconnaissance sont indiqués en gras, et les meilleurs taux parmi
tous les treillis de Galois sont indiqués en italique.

Pour Image1, la différence entre les modèles les plus performants, que sont les treillis
définis avec les discrétisations locales, et les autres varie d’environ 1% à 6%. Le modèle
le moins performant est le treillis de Galois défini avec la discrétisation globale, la plus

2. Plusieurs noyaux ont été testés, les polynômes de degrés 1, 2 et 3, la fonction à base radiale avec
γ = 0.001,γ = 0.5 et γ = 1. Nous avons choisi celui offrant le meilleur taux de reconnaissance moyen
sur les ensembles de données utilisés.
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faible différence avec les autres modèles est de 2.5%. Le treillis de Galois défini avec la
discrétisation locale linéaire obtient le meilleur taux de reconnaissance. Pour cet en-
semble de données, une discrétisation locale associée au treillis de Galois est
toute indiquée.

Pour GLASS, les treillis de Galois se démarquent des autres modèles. Ils enregistrent
des taux de reconnaissance de 2% à 10% meilleurs que le SVM et ChAID. La discré-
tisation locale diminue légèrement (-0.4%) les performances des treillis comparée à la
discrétisation globale. Pour cet ensemble de données, l’utilisation des treillis est
toute indiquée.

Pour IRIS, la différence entre chaque modèle est comprise entre 1% et 4%. Le SVM
donne le meilleur taux de reconnaissance, avec juste derrière (-0.6%) le treillis de Galois
défini avec la discrétisation locale. Le treillis de Galois défini avec la discrétisation glo-
bale obtient le taux de reconnaissance le plus faible. Pour cet ensemble de données,
en cas d’utilisation des treillis de Galois, il est préférable d’utiliser une dis-
crétisation locale.

Pour BREAST CANCER, le SVM est meilleur que tous les autres modèles, avec une
différence entre 2 et 3%. Les modèles obtenant les moins bons résultats sont l’arbre de
classification et le treillis de Galois défini avec une discrétisation globale. Cependant,
les deux treillis de Galois définis avec les discrétisations locales sont meilleurs que celui
défini par discrétisation globale. De nouveau, pour cet ensemble de données, en
cas d’utilisation des treillis de Galois, il est préférable d’utiliser une discré-
tisation locale.

Pour GREC Structurel, avec une différence d’environ 10%, les modèles symboliques
(arbre de classification et treillis de Galois) donnent de meilleurs résultats que le modèle
statistique (SVM). La discrétisation locale diminue légèrement (-0.4%) les performances
des treillis comparée à la discrétisation globale. Comme pour GLASS, pour cet en-
semble de données, l’utilisation des treillis est toute indiquée.

Pour GREC Radon, le SVM est meilleur que les autres modèles, avec une différence
d’à peine 0.2% par rapport à ChAID et de 2.5% à 5% par rapport aux treillis. Cepen-
dant, les deux treillis de Galois définis avec les discrétisations locales sont meilleurs que
celui défini par discrétisation globale. De nouveau, pour cet ensemble de données,
en cas d’utilisation des treillis de Galois, il est préférable d’utiliser une dis-
crétisation locale.

Notons que les treillis de Galois définis avec les deux discrétisations locales
obtiennent une meilleure moyenne sur tous les ensembles de données que les
autres modèles.

187



Chapitre 5 Transformation des données quantitatives - Discrétisation

�


�

�

��

��

��

��

��

��

!�


��

#%&')+
 -/1�� #�#� ���1�	+

�1����

-���+

��������)��)

-���+�& "$

�
�
�
	
�
�
�
�
��
�
�
�

�
��
�
��

��

�

	�)(��(*+�  (*����(*&�("$+'�"�&�)+,����.0

	�)(��(*+�  (*����(*&�("$+�"�&�)+,����.0

	�)(��(*�  (*����(*&�("$+�"�&�)+�($�&(�)+,���
.0

���+� ���+� -&%%&+ �+
+,���
.0

1���)+� ��1#�+,���!.0

Figure 5.3.10: Taux de reconnaissance selon les différents modèles

Comme pour les arbres de classification, la discrétisation locale améliore
en général les taux de reconnaissance des treillis de Galois. Lorsqu’elle dimi-
nue les performances, ce n’est que légèrement (-0.4%) et c’est au profit d’un
modèle beaucoup moins complexe (moins de concepts : entre -1.6% et -18% ; temps
de calcul diminué).

Pour les ensembles de données quantitatives utilisés, les deux discrétisations lo-
cales permettent aux treillis de Galois de s’approcher en termes de taux de
reconnaissance avec les SVM.

Ces expérimentations montrent l’efficacité de la discrétisation locale proposée.

5.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons rappelé le processus de discrétisation qui permet de
transformer les données quantitatives en données qualitatives. La différence entre dis-
crétisation globale et discrétisation locale a été présentée et étudiée.

Les arbres de classification utilisant en général une discrétisation locale, et celle-ci
tendant à améliorer leurs performances en classification, nous nous sommes intéressés
au développement d’une discrétisation locale pour les treillis de Galois.

En effet, pour définir ces derniers à partir d’un ensemble de données quantitatives, une
discrétisation globale (dans les cas supervisés) ou une discrétisation en intervalles non
disjoints (dans les cas non supervisés) étaient auparavant utilisées. La discrétisation en
intervalles non disjoints pouvant conduire à une forte complexité dans la construction
du treillis, nous avons privilégié la discrétisation en intervalles disjoints qui induit la
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C

onclusion

Modèles de classification
Treillis de Galois/discrétisation

SVM ChAID
Ensemble de données Globale Locale Locale linéaire

Image1 86,14 91,09 91,71 88,61 90,95
GLASS 72,99 ±10,34 72,58 ±13,36 71,09 ±10,53 69,78 ±11,92 63,72 ±5,96

IRIS 92,66 ±4,67 96,00 ±4,42 95,33 ±5,21 96,67 ±3,34 95,33 ±5,21
BREAST CANCER 93,72 ±1,63 94,45 ±2,17 94,43 ±2,05 96,70 ±2,16 93,47 ±2,74
GREC Structurelle 75,43 75,04 73,68 65,69 73,16

GREC Radon 88,27 ±2,93 90,69 ±2,71 90,69 ±4,33 93,13 ±3,42 92,94 ±3,74
Moyenne 84,87 86,64 86,15 85,10 84,93

1er rang / nb ensembles 2 / 6 0 / 6 1 / 6 3 / 6 0 / 6

Table 5.15: Taux de reconnaissance selon les différents modèles
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propriété de dichotomie du treillis associé.

Pour cela, nous avons défini les concepts du treillis sur lesquels la discrétisation locale
doit être menée, i.e. les inf-irréductibles. Nous avons défini un algorithme de dis-
crétisation locale pour les treillis de Galois, basé sur ces concepts spécifiques.
Via la propriété de coatomicité, cet algorithme est simple. Nous avons adapté les cri-
tères de coupe à la structure particulière du treillis de Galois, permettant la
prise en compte de l’impact du découpage d’un attribut dans un concept sur
l’ensemble des concepts contenant cet attribut.

Enfin, nous avons mené des expérimentations sur différents ensembles de données
quantitatives. Ces expérimentations nous ont permis de démontrer qu’à l’inverse de
l’arbre de classification, la discrétisation locale permet de diminuer la complexité struc-
turelle des treillis de Galois. De plus, comme pour les arbres de classification, les perfor-
mances des treillis sont améliorées par la discrétisation locale ou, dans le pire cas, dimi-
nuées de seulement 0.4% comparée à la discrétisation globale. Le choix d’un treillis
moins complexe même diminué de 0.4% en reconnaissance, nous paraît plus
intéressant qu’un treillis beaucoup plus complexe avec des performances fai-
blement supérieures.
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Points clés

Points clés

Positionnement

❏ Nous avons rappelé le processus de discrétisation.
❏ Nous avons présenté la différence en discrétisation locale et discrétisa-

tion globale, ainsi que les débats existants quant à leur utilisation pour la
définition des arbres de classification.

❏ Nous avons rappelé la discrétisation en intervalles non disjoints définie par
Ganter et Wille [Ganter 99] pour la définition de treillis de Galois. Nous avons
précisé notre choix pour la discrétisation en intervalles disjoints en
raison de la complexité de la discrétisation en intervalles non disjoints
liée à la taille des données utilisées, et irréalisable en pratique.

Contributions

❏ Nous avons défini un algorithme de discrétisation locale efficace pour
les treillis de Galois.

❏ Nous avons adapté la définition des critères de coupe à la structure de treillis.
❏ Nous avons mené des expérimentations permettant de mettre en avant l’impact

structurel et pratique de la discrétisation locale sur les treillis de Galois.
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Chapitre 6

Contribution 3 - Simplifications de la
structure

6.1 Introduction

Dans leur livre très célèbre [Breiman 84], Breiman et al. affirment que les performances
de l’arbre de classification sont liées à sa taille, i.e. il faut trouver l’arbre de bonne taille
permettant un compromis entre ajustement à la base d’apprentissage et généralisation
à de nouveaux exemples. La question peut se poser également pour le treillis de Galois,
est-il plus performant qu’une sous-structure bien choisie issue de ce dernier ?

Ce chapitre s’intéresse donc à la simplification du treillis construit après une
discrétisation locale. Comme nous l’avons déjà évoqué, l’un des avantages du treillis
de Galois sur les arbres de classification est la multiplicité des chemins permettant d’at-
teindre un même concept terminal. Cela procure au treillis une robustesse accrue face
aux données bruitées. Cependant, la complexité de la structure (nombre de concepts et
de relations) est un défaut en termes de rapidité mais aussi de lisibilité par rapport à
l’arbre de classification. En effet, bien que la discrétisation locale permette de diminuer la
taille des treillis construits comparée à une discrétisation globale, ces treillis contiennent
un nombre de concepts bien plus important que le nombre moyen de nœuds contenus
dans les arbres de classification (cf. Figure 6.1.1 - axe vertical : échelle logarithmique).

Comme nous l’avons vu dans le chapitre 2, l’élagage est généralement utilisé pour les
arbres de classification afin d’éviter la génération d’arbres trop complexes, i.e. contenant
trop de nœuds, pour des raisons d’espace mémoire et de temps de calcul en classification,
mais aussi et surtout pour éviter le phénomène de sur-apprentissage.

Rappelons que pour les arbres de classification, il existe deux modes d’élagage que
sont le pré-élagage et le post-élagage. Le pré-élagage consiste à fixer un critère d’arrêt
stoppant la construction du modèle (souvent un seuil est appliqué au critère de coupe).
Le post-élagage, quant à lui, consiste, après la phase de construction du modèle complet,
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Figure 6.1.1: Comparaison nombres de concepts\nœuds par treillis et arbres sur les
bases décrites dans la section 5.3.3

à supprimer des parties du modèle pour générer des sous-modèles de tailles différentes
et choisir le meilleur, i.e. le modèle offrant le meilleur compromis entre taux d’erreur
en classification et complexité structurelle. Le pré-élagage se fait généralement sur la
base d’apprentissage, tandis que le post-élagage peut se faire sur une base de validation
distincte de la base d’apprentissage et de la base de test, permettant ainsi d’estimer plus
précisément la capacité de généralisation du modèle pour choisir le sous-arbre optimal
(cf. section 2.4).

Ainsi la discrétisation locale telle que nous l’avons définie (cf. section 5.3) peut
induire un pré-élagage. En effet, l’utilisation d’un critère d’arrêt permet de stopper
la construction du contexte (et donc du treillis) en cours de génération. Dans notre
cas, nous arrêtons la discrétisation lorsque le critère est nul cela indiquant soit que les
sous-ensembles formés sont purs (i.e. ils contiennent des objets appartenant tous à la
même classe), soit, lorsque les données ne sont pas séparables, qu’il n’y a plus de coupe
pertinente pour séparer les sous-ensembles non purs. Cependant, en appliquant un seuil
différent tel que proposé pour les arbres (cf. section 2.3.2, p 52), cela permettrait de
limiter le nombre d’étapes, et donc induirait un pré-élagage.

En discrétisation globale, le même type de critère est utilisé comme critère d’arrêt,
mais le modèle n’étant pas pris en compte puisque la discrétisation globale s’effectue en
amont de la construction du modèle, on ne peut pas parler de pré-élagage.

Dans le cadre de la théorie des treillis, différentes études se sont intéressées à la sim-
plification de la structure du treillis [Liquière 90, Anquetil 94, Godin 95a, Polaillon 98,
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Ganter 99, Mineau 00, Kuznetsov 07b, Roth 08, Klimushkin 10, Falk 11]. Ces études
sont principalement motivées par une diminution de la taille du treillis, qui peut être
exponentielle en la taille des données utilisées, dans le pire des cas. Parmi ces travaux,
certains ont pour but d’améliorer les performances du treillis lorsqu’il est utilisé en
classification [Liquière 90, Godin 95a, Polaillon 98, Mineau 00, Kuznetsov 07b, Roth 08,
Klimushkin 10, Falk 11].

La terminologie « d’élagage » étant généralement liée au phénomène de
sur-apprentissage, et notre objectif n’étant pas seulement d’améliorer les performances
de classification, nous privilégions la terminologie de « simplification de la structure »
(aussi appelée lattice filtering).

Afin de réduire la taille du treillis construit tout en essayant de maintenir
les performances en classification, nous nous intéressons donc à la mise en
œuvre de ces simplifications de modèle.

Dans la section 6.2, nous nous intéressons aux modèles d’élagage développés
pour les arbres de classification, afin d’étendre aux treillis, celui considéré comme
le plus performant. Nous montrons que, du fait des spécificités structurelles du treillis,
cette extension n’offre pas les résultats attendus et est notamment sujette à du sur-
apprentissage. Nous nous intéressons, dans la section 6.3, à une simplification des
treillis déjà existante et basée sur l’indice de stabilité des concepts. Comme
nous le verrons, cette simplification est dépendante de la définition d’un seuil. Pour
pallier à la difficulté de ce paramétrage, nous proposons, dans cette section 6.3, un
algorithme de définition automatique du seuil optimal. Dans ces deux sections,
nous appuyons nos propos sur différentes expérimentations.

6.2 Extension de l’élagage de type arbre aux treillis

6.2.1 Présentation et problématique

Rappelons que le principe général du post-élagage des arbres de classification est de
construire une séquence de sous-arbres candidats, à partir de l’arbre maximal (i.e. arbre
construit en appliquant des critères d’arrêt très permissifs au cours de la phase de divi-
sion, cf. section 2.4). Puis de choisir, dans cette séquence de sous-arbres, celui qui offre
les meilleures performances en classification selon différents critères. Les arbres élagués
sont généralement construits en transformant en feuille un nœud interne de l’arbre à
élaguer.

Comme mentionné dans le chapitre 2, selon Rakotomalala [Rakotomalala 05a], le post-
élagage utilisé par CART est celui qui intègre tous les "bons" ingrédients d’un appren-
tissage efficace, en particulier il intègre « une évaluation non biaisée de l’erreur pour
déterminer le bon arbre ; une réduction de l’espace des hypothèses avec le principe des
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séquences d’arbres rangés à coût-complexité décroissant, limitant ainsi le risque de sur-
apprentissage sur l’échantillon de validation ; une préférence donnée à la simplicité avec
la règle de "l’écart-type" avant l’erreur minimale.

L’algorithme de post-élagage utilisé par CART (CCP) est basé sur la minimisation
de la mesure de coût-complexité, notée σ (cf. section 2.4). Chaque étape construit un
arbre DTi+1, en transformant en feuille dans DTi, les racines des branches STi minimisant
σ. Rappelons que σ est définie et calculée sur la base d’apprentissage selon la
formule suivante :

σ =
ε(D̃Ti, BA) − ε(DTi, BA)

(L(STi) − 1)
(6.2.1)

Avec un arbre à élaguer DTi, dans lequel la racine de la branche STi est transformée en
feuille pour obtenir le sous-arbre provisoirement élagué D̃Ti, et L(STi)−1 est la différence
entre le nombre de feuilles de l’arbre avant élagage DTi et l’arbre après élagage D̃Ti.

Le sous-arbre candidat DTi+1 est ajouté à la séquence, et l’opération est réitérée sur
ce dernier. Une fois la séquence construite, le meilleur sous-arbre DT ∗ est choisi dans
cette dernière, i.e. celui minimisant un critère prenant en compte la taille de
l’arbre et l’erreur sur une base de validation. Ce critère est défini comme suit :

Le meilleur sous-arbre DT ∗est celui possédant le moins de feuilles possibles et vérifiant
la condition suivante :

ε(DT ∗, BV ) < ε∗ + se(ε∗) (6.2.2)

Avec
– ε∗ = min

DTi∈{DT0,...,t1}
ε(DTi, BV ) : l’erreur minimale observée pour les arbres de la

séquence
– se(ε∗) : l’erreur standard associée à ε∗, se(ε∗) =

√

ε∗×(1−ε∗)
N

Nous avons souhaité étendre ce procédé aux treillis de Galois. Cela consiste à
transformer un à un les concepts prédécesseurs immédiats de concepts terminaux, pour
obtenir une séquence de sous-structures, puis à choisir la meilleure sous-structure selon
un critère prenant en compte la taille et les performances en classification.

Cependant, une différence importante existe entre la structure des arbres et celle des
treillis. En effet, dans un arbre, toute feuille a un unique père, aussi transformer
ce nœud interne (i.e. ce père) en feuille consiste à supprimer les nœuds et les branches
fils de ce nœud. A contrario, dans un treillis, un concept terminal peut avoir
plusieurs pères. Donc, transformer l’un de ces pères en concept terminal consiste à
supprimer les arcs sortants de ce père. Pour autant, il n’est pas toujours possible de
supprimer tous les concepts successeurs de ce père. En effet, ces derniers peuvent être
atteignables par d’autres chemins de navigation. Les supprimer engendrerait une perdre
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de la possibilité de navigation dans la structure (mais aussi de certaines propriétés des
treillis dont la ∨-complémentarité).

Ainsi, il faut adapter le processus de suppression des concepts en prenant en
compte l’existence de chemins multiples pour atteindre un même concept terminal.
Pour ce faire, nous proposons qu’un concept fils du concept à élaguer ne soit
supprimé que lorsque tous ses pères ont été étiquetés comme terminaux, i.e.
lorsqu’il n’existe plus d’autre chemin de navigation pour atteindre ce concept.

Exemple. Prenons un exemple pour illustrer nos propos. Soit le treillis maximal de
la Figure 6.2.1 (le contexte associé est présenté dans la Table 6.1), les concepts ter-
minaux correspondent aux concepts en forme octogonale et verts. Supposons que l’on
souhaite simplifier ce treillis en transformant le concept C1 = ({o6, o7, o8, o10}, {I4})
en concept terminal (ce dernier étant prédécesseur immédiat des concepts terminaux
C2 = ({o6, o7, o8}, {I2, I4}) et ({o10}, {I3, I4})). Sur la Figure 6.2.2, après transforma-
tion, C1 est étiqueté avec sa classe majoritaire (i.e. la classe 3), les arcs sortants sont
supprimés (représentés en pointillés gris).

Si le concept C2 était supprimé, alors l’arc joignant ce dernier au concept C3 =
(o3, o4, o5, o6, o7, o8}, {I2}) (arc en tirets rouges dans la Figure 6.2.2) serait lui aussi sup-
primé. Cette suppression engendrerait la perte du second chemin permettant d’accéder
à C2 et donc un problème de navigation à partir de C3 (en particulier pour les objets ne
vérifiant pas le test de l’unique arc sortant de C3 (arc plein et rouge)). En effet, rappelons
que la navigation n’est stoppée que lorsqu’un concept terminal est atteint. Or, pour les
objets ne vérifiant pas ce test, il n’y aurait pas de navigation possible après C3, et donc
la classification échouerait.

Pour éviter ce problème, le concept C2 ne doit pas être supprimé. Seuls les arcs sortants
de C1 doivent l’être, tel qu’illustré sur la Figure 6.2.3. Le concept C2 sera supprimé le cas
échéant lorsque tous ses prédécesseurs auront été transformés en concepts terminaux.

Cette suppression est illustrée dans la Figure 6.2.4 où, lorsqu’un concept est supprimé,
son étiquette est barrée en rouge, son contour est en rouge et il n’est relié à aucun autre
concept. Sur cet exemple, lorsque le concept C4 est transformé en concept terminal, il
n’existe plus de chemin menant au concept C5, ce dernier est donc supprimé.

Dés lors, la mesure de coût-complexité ne peut être appliquée telle quelle
(i.e. simplement en remplaçant les feuilles par les concepts terminaux dans l’équation
6.2.1), car la différence entre le nombre de concepts terminaux du treillis avant simpli-
fication et celui du treillis simplifié peut être négative (i.e. si aucun fils d’un nouveau
concept terminal n’est supprimé, alors le nombre de concepts terminaux augmente) ou
être nulle (i.e. si un seul fils est supprimé, alors le nombre de concept terminaux reste
le même).

Exemple. Pour illustrer ce phénomène propre aux treillis, reprenons l’exemple du treillis
complet précédent. Les Figures 6.2.3 et 6.2.4 présentent deux simplifications possibles.
Le nombre de concepts terminaux est indiqué sur chacune d’elle.
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Figure 6.2.1: Treillis avant simplification
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Figure 6.2.2: Treillis incorrectement simplifié engendrant une perte de la navigation
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Figure 6.2.3: Treillis simplifié conservation des concepts terminaux et de la navigation
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Figure 6.2.4: Treillis simplifié suppression d’un concept terminal et conservation de la
navigation
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❍
❍
❍

❍
❍
❍

O
I

I1 I2 I3 I4 I5 K

o1 × ×
1

o2 × ×

o3 × ×
2o4 × ×

o5 × ×

o6 × ×

3
o7 × ×
o8 × ×
o9 × ×

o10 × × 4

Table 6.1: Contexte formel du treillis de la Figure 6.2.1

La Figure 6.2.3 présente le cas où le nombre de concepts terminaux aug-
mente entre le treillis complet et le treillis simplifié. Ce cas se présente lorsque le concept
transformé est prédécesseur d’un concept terminal encore rattaché à un autre concept
interne.

La Figure 6.2.4 présente le cas où le nombre de concepts terminaux est
stationnaire entre le treillis complet et le treillis simplifié. Ce cas se présente lorsque
le concept transformé est l’unique prédécesseur d’un concept terminal.

Pour pallier ce problème, nous pourrions envisager de considérer non pas l’évolution
du nombre de concepts terminaux, mais l’évolution du nombre de concepts dans le treillis
(i.e. sa taille). Malheureusement, cela ne change rien au problème présenté précédem-
ment, si aucun concept n’est supprimé, comme c’est le cas sur l’exemple de la Figure
6.2.3, alors la différence sera, là encore, nulle.

Ainsi la mesure de coût-complexité doit être adaptée. Nous proposons une
solution dans la section suivante.

6.2.2 Proposition et adaptation

Comme nous l’avons vu précédemment, en choisissant de supprimer un concept uni-
quement lorsqu’il n’est plus relié à aucun concept interne non terminal, cela induit une
modification de l’évolution du nombre de concepts terminaux comparée à l’évolution du
nombre de feuilles lors de l’élagage d’un arbre. De ce fait, il est nécessaire d’adapter
la mesure de coût-compléxité.

Aussi pour contourner ce problème, nous modifions la manière dont le coût
et la complexité sont pris en compte lors de la simplification. Cette modification
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présentée dans l’Algorithme 6.1 consiste à considérer uniquement la partie coût
pour la construction de la séquence de treillis, puis à considérer ensuite le
coût et la complexité pour le choix du meilleur sous-treillis. Ainsi la structure
est simplifiée selon le procédé suivant :

1. Construction d’une séquence de sous-treillis par minimisation du taux
d’erreur en classification sur la base d’apprentissage (coût).

2. Choix du meilleur sous-treillis dans la séquence, par minimisation d’un critère
prenant en compte le nombre de concepts de la structure (complexité)
et le taux d’erreur en classification sur une base de validation (qui peut
être la base d’apprentissage) (coût).

L’Algorithme 6.1 utilise la base d’apprentissage BA et une base de validation BV (qui
peut être la base d’apprentissage). Notons que la première étape consiste à appliquer
l’Algorithme 3.5, qui correspond à la simplification habituelle qui supprime tous les
concepts non atteignables par navigation, ainsi que tous les arcs inutiles.

Ensuite, les prédécesseurs des concepts terminaux du treillis courant Li, sont étique-
tés, un à un et de manière provisoire, comme terminaux. A chaque prédécesseur (Ai, Bi)
transformé provisoirement, correspond un treillis simplifié ˜Li+1, pour lequel le taux d’er-
reur est calculé sur la base d’apprentissage, i.e. ε( ˜Li+1, BA). Le prédécesseur (Ai, Bi),
permettant de minimiser l’erreur sur la base d’apprentissage ε( ˜Li+1, BA), est conservé
en mémoire, pour être ensuite définitivement transformé en concept terminal. Le treillis
simplifié correspondant Li+1 est ajouté à la séquence, puis l’opération est réitérée sur ce
dernier.

Lorsque le treillis courant Li ne contient plus que le concept minimal, il n’y a plus de
simplification possible, i.e. la séquence est complète. L’étape suivante consiste à choisir
dans cette séquence, la meilleure structure simplifiée L∗, i.e. celle ayant le plus faible
taux d’erreur, tout en ayant le moins de concepts possible.

Il n’est pas nécessaire de mémoriser la séquence de structures simplifiées
entièrement. C’est pourquoi dans l’Algorithme 6.1 seule la meilleure structure
simplifiée, déjà calculée, est sauvegardée dans L∗.

Remarque. Notons que l’utilisation de l’erreur simple lors du choix du concept à trans-
former au cours d’une étape, peut être rapprochée du critère PEP de Quinlan qui utilise
uniquement le taux d’erreur pessimiste sur la base d’apprentissage et sans prise en
compte de la taille de la structure [Quinlan 93] (cf. section 2.4). Cependant, à l’inverse
des arbres de classification, le taux d’erreur n’évolue pas de la même manière au cours
des étapes, puisqu’il n’est pas décroissant.

Ce phénomène propre aux treillis est illustré par la Figure 6.2.5 où l’évolution du
taux d’erreur au cours des étapes de simplification est donnée en fonction du nombre
de concepts de la structure (ce graphique est un extrait de la simplification du treillis
construit après une discrétisation locale linéaire appliquée à la base de données Image1,
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Algorithme 6.1 Simplification_treillis_Coût_Complexité(L,BA,BV )
Entrées :

– L = (C, ≺) le treillis réduit à simplifier, i.e. le diagramme de Hasse d’un treillis ;
– BA la base d’apprentissage ;
– BV la base de validation ;

Sorties :
– L∗ le treillis simplifié ;

DÉBUT
//Suppression des arcs et noeuds inutiles selon l’Algorithme 3.5, p 106
Simplifier_après_Concepts_Terminaux(L) ;

taille_ref ← |L| ;
taux_ref ← ε(L, BV ) ;
//Simplification du treillis jusqu’à ce qu’il ne contienne plus que ⊥
L̃ ← L ;
tant que L̃ )= ⊥ faire

pred_terminal ← ensemble des prédécesseurs des concepts terminaux de L̃ ;
taux_min ← +∞ ;
concept_à_transformer ← ∅ ;
//Évaluation de l’apport de la transformation d’un prédécesseur d’un concept ter-
minal
pour chaque pred_courant ∈ pred_terminal faire

treillis_courant ← L̃ avec pred_courant étiqueté comme concept terminal ;
//Mémorisation du prédécesseur permettant de minimiser l’erreur sur la base
d’apprentissage
si ε(treillis_courant, BA) < taux_min alors

taux_min ← ε(treillis_courant, BA) ;
concept_à_transformer ← pred_courant ;

fin si
fin pour
//Transformation du meilleur prédécesseur
Étiqueter concept_à_transformer comme concept terminal dans L̃ ;
Supprimer, dans L̃, les relations entre concept_à_transformer et ses successeurs ;
//Suppression des concepts qui ne sont plus liés à aucun autre
Supprimer, dans L̃, les concepts non atteignables ;
//Mémorisation à la volée du meilleur sous-treillis L∗

si |L̃| ≤ taille_ref et taux_min ≤ taux_ref alors
L∗ ← L̃ ;
taille_ref ← |L∗| ;
taux_ref ← taux_min ;

fin si
fin tant que
renvoyer L∗ ;
FIN 201
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avec pour critère de coupe et d’arrêt le χ2, les taux d’erreur sont ceux observés sur la
base d’apprentissage). Nous pouvons voir que les structures simplifiées contenant plus
de 432 concepts ont un taux d’erreur nul, comme les plus petites contenant entre 263 et
258 concepts, tandis que celles contenant entre 432 et 263 concepts ont un taux d’erreur
non nul. En effet, la suppression d’un chemin correct c1 peut engendrer des erreurs de
classement via l’utilisation d’un autre chemin c2 menant à une classe différente, et ces
erreurs peuvent disparaitre lorsque c2 est supprimé au cours d’une nouvelle étape.

En suivant le modèle REP (cf. section 2.4), la séquence aurait été construite partiel-
lement jusqu’à la structure contenant 432 concepts, alors qu’une structure plus petite
permet d’avoir le même taux d’erreur. D’où la nécessité de construire la séquence entière
pour le traitement des treillis.

Un autre point distingue notre approche de la méthode REP. En effet REP ne prend
pas en compte la complexité de la structure or si celle-ci était considérée, cela permettrait
de choisir la plus petite structure parmi celles ayant le même taux d’erreur.
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Figure 6.2.5: Évolution du taux d’erreur en fonction du nombre de concepts

Exemple. Pour illustrer le processus proposé, appliquons l’Algorithme 6.1 au treillis de
la Figure 6.2.6 dont le contexte formel est présenté dans la Table 6.2. Nous appelons
l’Algorithme 6.1 en utilisant comme base de validation ce même ensemble de données
(i.e. la base d’apprentissage). Les différentes structures simplifiées construites au fur et à
mesure des étapes sont présentées dans les Figures 6.2.7, 6.2.8, 6.2.9, 6.2.10, et 6.2.11. Les
concepts internes sont progressivement (i.e. étape par étape) transformés en concepts
terminaux, jusqu’à ce que la structure ne contienne plus que le concept minimal.
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Dans cette séquence de structures simplifiées, c’est celle obtenue lors de l’étape
2 qui est choisie comme étant la meilleure. La Table 6.3 présentent l’évolution du
nombre de concepts de la structure simplifiée au fur et à mesure des étapes ainsi que
le taux d’erreur associé à chacune d’entre elles. La structure simplifiée choisie lors de
l’étape 2 est sélectionnée car elle a un taux d’erreur nul, i.e. le plus faible taux d’erreur
possible et elle a le plus petit nombre de concepts parmi les structures obtenant le même
taux d’erreur.

Attributs - I
K

O I1 I2 I3 I4

o1 × ×
1

o2 × ×

o3 × × 2
o4 × ×

3
o5 × ×

o6 × × 4

Table 6.2: Contexte binaire du treillis de la Figure 6.2.6

Treillis Objets mal classés Taux d’erreur Nb de concepts Meilleure structure ?
Maximal ∅ 0% 10
Étape 1 ∅ 0% 9
Étape 2 ∅ 0% 8 ×

Étape 3 o6 16% 7
Étape 4 o3, o6 33% 5
Étape 5 o1,o2, o3, o6 66% 1

Table 6.3: Évolution par étape du nombre de concepts et du taux d’erreur

6.2.3 Expérimentations

Nous avons réalisé deux types d’expérimentations avec cet algorithme de simplifica-
tion. Les premières utilisent une base de validation indépendante de la base d’apprentis-
sage tandis que les secondes utilisent la base d’apprentissage comme base de validation.

Base de validation indépendante de la base d’apprentissage

Dans ces expérimentations, les bases d’apprentissage utilisées précédemment (chapitre
4) ont été divisées pour former une base d’apprentissage et une base de validation indé-
pendantes selon le ratio 2/3-1/3. Les deux bases formées sont constituées de données
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o1, o2, o3, o4, o5, o6
∅

o4, o5, o6
I1

o1, o2, o6
I4

o3, o4, o5
I3

o1, o2
I2, I4

Classe : 1

o3
I2, I3

Classe : 2

o1, o2, o3
I2

o6
I1, I4

Classe : 4

o4, o5
I1, I3

Classe : 3

Figure 6.2.6: Treillis maximal

o1, o2, o3, o4, o5, o6
∅

o4, o5, o6
I1

o1, o2, o6
I4

o3, o4, o5
I3

Classe : 3

o1, o2
I2, I4

Classe : 1

o3
I2, I3

Classe : 2

o1, o2, o3
I2

o6
I1, I4

Classe : 4

o4, o5
I1, I3

Classe : 3

Figure 6.2.7: Étape 1 - Treillis simplifié

o1, o2, o3, o4, o5, o6
∅

o4, o5, o6
I1

Classe : 3

o1, o2, o6
I4

o3, o4, o5
I3

Classe : 3

o1, o2
I2, I4

Classe : 1

o3
I2, I3

Classe : 2

o1, o2, o3
I2

o6
I1, I4

Classe : 4

Figure 6.2.8: Étape 2 - Treillis simplifié
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o1, o2, o3, o4, o5, o6
∅

o4, o5, o6
I1

Classe : 3

o1, o2, o6
I4

Classe : 1

o3, o4, o5
I3

Classe : 3

o1, o2
I2, I4

Classe : 1

o3
I2, I3

Classe : 2

o1, o2, o3
I2

Figure 6.2.9: Étape 3 - Treillis simplifié

o1, o2, o6
I4

Classe : 1

o3, o4, o5
I3

Classe : 3

o1, o2, o3, o4, o5, o6
∅

o4, o5, o6
I1

Classe : 3

o1, o2, o3
I2

Classe : 1

Figure 6.2.10: Étape 4 - Treillis simplifié

o1, o2, o3, o4, o5, o6
∅

Classe : 3

Figure 6.2.11: Étape 5 - Treillis simplifié
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indépendantes et identiquement distribuées.

La Table 6.4 présente les taux de reconnaissance 1 calculés sur la base de test (associée
à chaque ensemble de données) à partir des treillis construits après une discrétisation lo-
cale linéaire, sans simplification de leur structure, et avec simplification de leur structure,
selon l’Algorithme 6.1. Nous rappelons dans la dernière colonne les taux de reconnais-
sance obtenus sur la même base de test avec les treillis construits à partir des bases
d’apprentissage complètes (cf. section 5.3.3).

Treillis de Galois (discrétisation locale linéaire)
BA et BV indépendantes BA complète

Ensemble de données Sans simplification Après simplification Sans simplification
Image1 87,61 86,38 91,71
GLASS 65,36 ±14,23 61,83 ±12,31 71,09 ±10,53

IRIS 96,00 ±4,42 96,67 ±3,34 95,33 ±5,21
BREAST CANCER 94,45 ±3,12 93,88 ±3,19 94,43 ±2,05
GREC structurelle 68,74 68,09 73,68

GREC Radon 87,75 ±1,39 86,82 ±2,10 90,69 ±4,33
Moyenne 83,29 82,28 86,15

Table 6.4: Taux de reconnaissance avec et sans simplification de la structure

Nous pouvons voir que la simplification proposée permet d’améliorer les performances
en classification seulement pour Iris. Pour les autres bases, une diminution des perfor-
mances en généralisation est observée. Ainsi, bien que la diminution du taux de re-
connaissance soit en général faible, la simplification réduit les performances en
généralisation des treillis.

Le point le plus important, observable sur ces expérimentations, est que
l’utilisation d’une base d’apprentissage réduite engendre la construction de
treillis moins performants que ceux définis avec une base d’apprentissage
complète (exception faite à 0,02 % de BREAST CANCER). Cela s’explique facilement
par la diminution du nombre d’exemples appris. Le processus de simplification de
la structure, utilisant la base de validation indépendante, ne permet pas de
pallier à cette diminution.

Ces observations sont proches de celles faites par Quinlan qui indiquait dans
[Quinlan 87b], que l’utilisation d’une base de validation indépendante pouvait être contrai-
gnante, i.e. faire diminuer les performances en classification.

1. La variance des taux de reconnaissance est indiquée pour les bases où une validation croisée est
utilisée.
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Sur ce constat, nous avons choisi d’utiliser dans de nouvelles expérimentations, les
bases d’apprentissage complètes et de procéder à la simplification de la structure à
partir de ces mêmes bases (i.e. BV=BA).

Base de validation égale à la base d’apprentissage

Sur la même démarche que Quinlan (critère EBP [Quinlan 93]), nous avons choisi
d’utiliser la base d’apprentissage complète pour la construction du treillis maximal, mais
aussi comme base de validation pour sa simplification. Cela nous permet de construire le
treillis maximal à partir de plus d’exemples. Ces expérimentations ont été menées avec
l’Algorithme 6.1, et en paramètre BV = BA.

La Table 6.5 présente les taux de reconnaissance obtenus. La Table 6.6 présente le
nombre de concepts du treillis maximal (i.e. sans simplification), celui du treillis simplifié
(i.e. après simplification) ainsi que le pourcentage de concepts supprimés.

Treillis de Galois (discrétisation locale linéaire)
BA complète

Ensemble de données Sans simplification Après simplification
Image1 91,71 81,33
GLASS 71,09 ±10,53 59,78 ±10,23

IRIS 95,33 ±5,21 94,66 ±0,7
BREAST CANCER 94,43 ±2,05 93,72 ±2,54
GREC structurelle 73,68 67,57

GREC Radon 90,69 ±4,33 87,16 ±7,20
Moyenne 86,15 80,70

Table 6.5: Taux de reconnaissance avec et sans simplification de la structure

Treillis de Galois (discrétisation locale linéaire)
BA complète

Ensemble de données Sans simplification Après simplification Différence
Image1 649 448 - 31 %
GLASS 2267 1129 - 50 %

IRIS 41 35 - 15 %
BREAST CANCER 2961 679 - 77 %
GREC structurelle 3851 1120 - 71 %

GREC Radon 90 81 - 10 %

Table 6.6: Nombre de concepts avec et sans simplification de la structure

Nous pouvons voir dans la Table 6.6 que la simplification proposée permet de diminuer
la taille de la structure de manière intéressante avec au minimum 10% de concepts

207



Chapitre 6 Contribution 3 - Simplifications de la structure

supprimés et jusqu’à 77%. Cependant, la simplification réduit les performances
en généralisation des treillis.

6.2.4 Discussion

Les expérimentations menées avec l’Algorithme 6.1 montrent que lors de l’utilisation
d’une base de validation indépendante de la base d’apprentissage, la simplification ne
permet pas de compenser la diminution du taux de reconnaissance entre le
treillis défini à partir de la base d’apprentissage complète et le treillis défini
avec un sous-ensemble de celle-ci. Ensuite, lors de l’utilisation de la base d’appren-
tissage complète pour les deux étapes d’apprentissage et de simplification, nous avons
pu observer que la simplification génère des structures simplifiées moins performantes
en généralisation que les treillis maximaux. La simplification ne supprimant pas
toujours de concept d’une étape à une autre, mais uniquement des arcs, la
robustesse du treillis est réduite.

Ainsi, avec une diminution intéressante de la taille des treillis, les taux de reconnais-
sance obtenus avec ces treillis simplifiés sont plus faibles que ceux obtenus avec les treillis
complets. Nous pouvons en conclure que le processus ascendant de suppression de
concepts n’est pas adapté à la structure du treillis, i.e. certains concepts ou
chemins sont supprimés malgré leur apport en classification.

Ce constat nous a orientés vers des indices propres à la théorie des treillis. Ces indices
sont des indicateurs de pertinence des concepts du treillis. A l’inverse du taux de re-
connaissance qui est un critère qui pourrait être qualifié de critère global, ces indices
s’appliquent à chaque concept ; de fait ils peuvent être qualifiés de critères locaux.

De plus, il existe une distinction entre les différents indices locaux existants, certains
sont monotones et d’autres sont non-monotones. Un indice est dit monotone lorsque
sa valeur décroit d’un concept à ses successeurs sinon il est dit non-monotone. L’utilisa-
tion d’un indice monotone induit des treillis spécifiques que sont les sup-demi-treillis
(i.e. treillis où toute paire d’éléments admet une borne supérieure ; cf. section 3.2.2, p
78), un concept interne n’étant jamais supprimé si ses successeurs ne l’ont pas été, il
s’agit d’une simplification ascendante. Tandis que l’utilisation d’un indice non-
monotone permet de supprimer des concepts internes sans supprimer leurs
successeurs. Dans ce cas, la structure simplifiée obtenue ne vérifie pas toujours la pro-
priété de treillis. [Roth 06, Kuznetsov 07b, Roth 08, Klimushkin 10].

Notre adaptation de la mesure de coût-complexité peut être considérée comme une
mesure monotone car, bien que ce soit une mesure globale, la simplification associée
permet d’obtenir des sup-demi-treillis.

Dans la section suivante, après une présentation générale des indices propres aux
treillis, nous nous focalisons sur un indice non-monotone, qui permet une simplification
différente de la précédente. Puis, pour pallier au paramétrage (toujours complexe) de la
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simplification basée sur cet indice, nous proposons un processus de simplification mêlant
cet indice avec le critère global de performance du treillis en classification. Enfin, nous
présentons les expérimentations démontrant l’apport de cette méthode.

6.3 Indices locaux pour la simplification des treillis de
Galois

6.3.1 Présentation et problématique

Comme mentionné dans le chapitre 3, certaines méthodes de classification basées sur
les treillis de Galois n’utilisent pas la structure complète du treillis, mais seulement
une sélection de concepts. Cette sélection est généralement réalisée selon une mesure de
pertinence des concepts du treillis. Dans la littérature, différentes mesures, généralement
statistiques, ont été développées et en particulier des indices locaux. Parmi les plus
connus, se trouvent les indices de stabilité, de séparation et de probabilité [Kuznetsov 90,
Kuznetsov 07a, Klimushkin 10], mais aussi l’indice de support [Liquière 90, Brin 97,
Stumme 01]. Tous ces indices sont définis de manière non supervisée, leur valeur dépend
du contenu de chaque concept (i.e. de leur intension et de leur extension), l’appartenance
des objets à une classe n’étant pas prise en compte.

L’indice de support a été utilisé pour définir des treillis iceberg (i.e. sup-demi-treillis
de concepts fréquents ; cf. section 3.2.2) [Stumme 01]. Il s’agit d’un critère monotone,
car le support (nombre d’objets du concept) décroît avec la relation ≤.

Les indices de stabilité, de séparation et de probabilité ont été utilisés pour suppri-
mer des concepts particuliers du treillis tout en préservant sa structure arborescente
[Roth 06, Kuznetsov 07b, Roth 08, Klimushkin 10, Falk 11]. L’indice de stabilité (cf.
définition 210), en particulier, est un indice non-monotone.

De manière générale, les simplifications basées sur ces indices consistent à définir un
seuil, et à supprimer les concepts dont l’indice est inférieur à ce seuil.

Nous avons vu dans la section précédente que l’adaptation de la mesure de coût-
complexité, mesure monotone, n’est pas efficace. La monotonie n’étant pas indispensable
pour une classification par navigation, nous nous sommes donc intéressés plus
particulièrement à l’indice de stabilité, ce dernier étant non-monotone.

6.3.1.1 L’indice de stabilité

Définition

L’indice de stabilité des concepts formels a été défini par Kuznetsov dans le cadre de
la théorie des treillis [Kuznetsov 90, Kuznetsov 03, Kuznetsov 07a]. Sa définition est la
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suivante :

Définition 19. Soit un concept (A, B) ∈ C d’un treillis de Galois L = (C, ≤), l’indice
de stabilité de ce concept est défini par :

δ((A, B)) =
|{Ã ⊆ A tq α(Ã) = B}|

2|A|
(6.3.1)

Cet indice traduit la proportion de sous-ensembles Ã ⊆ A qui ont pour intension exac-
tement B, c’est à dire la dépendance entre les attributs binaires et les objets contenus
dans un concept. Plus un concept est stable, i.e. plus son indice de stabilité est élevé,
moins il est dépendant d’un objet particulier qu’il contient [Roth 06].

Il existe une définition duale de la stabilité des concepts à partir de leur intension
(ensemble d’attributs) plutôt que de leur extension (ensemble d’objets) [Kuznetsov 07a,
Kuznetsov 07b, Roth 08]. Nous nous intéressons plus particulièrement à la stabi-
lité sur l’extension. En effet, la navigation dans le treillis a pour objectif d’atteindre un
concept terminal, i.e. un sous-groupe d’objets proches. De plus, un concept qui contient
des objets bruités risque d’avoir un indice de stabilité sur les objets (i.e. sur l’extension)
faible, car la suppression de l’un de ces objets a de forte chance de modifier l’intension
du concept. Cette information nous intéresse donc tout particulièrement. Aussi, c’est la
stabilité sur les objets et donc sur les attributs qui est la plus pertinente pour nous.

Algorithmes

Algorithme de calcul des indices de stabilité
Le calcul de la stabilité d’un concept (A, B) nécessite de tester toutes les sous-parties

de A. Dans son article [Kuznetsov 07a], Kuznetsov a démontré que ce calcul est NP-
complet avec un contexte en entrée. Pour pallier ce problème, il propose une heu-
ristique polynomiale calculant approximativement l’indice de stabilité d’un concept à
partir du contexte formel.

Dans [Roth 06], Roth et al. proposent un algorithme exact et polynomial, de calcul
de tous les indices de stabilité des concepts d’un treillis, en s’appuyant sur le dia-
gramme de Hasse d’un treillis en entrée. Cet algorithme a été utilisé de manière
efficace pour la classification non supervisée [Falk 11], nous l’avons donc utilisé dans nos
expérimentations (cf. section 6.3.3).

L’Algorithme 6.2 présente cet algorithme qui prend en paramètre le diagramme de
Hasse d’un treillis (C, ≺), puis qui calcule l’indice de stabilité des concepts de la structure.
Le calcul de l’indice de stabilité d’un concept est fonction des sous-ensembles d’objets
existants dans ses successeurs.

Exemple. En appliquant cet Algorithme 6.2 au treillis présenté précédemment (cf. Fi-
gure 6.2.6), on obtient le treillis marqué par les indices de stabilité de chaque concept,
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Algorithme 6.2 Calcul_Indices_Stabilité(L)
Entrées :

– L = (C, ≺) le diagramme de Hasse d’un treillis ;
Sorties :

– (C, ≺, ∆) le diagramme de Hasse du treillis marqué avec les indices de stabilité ;

DÉBUT
//Initialisation
pour chaque (A, B) ∈ C faire

sous_ensembles[(A, B)] = 2|A| ;
fin pour
liste_concepts ← tri topologique de C selon ≺ ;
//Calcul des indices en plusieurs étapes
tant que liste_concepts )= ∅ faire

Soit (C, D) le premier concept de liste_concepts ;
//Calcul de l’indice de stabilité de chaque concept en fonction du nombre de sous-
ensembles d’objets vérifiant exactement D ;
δ[(C, D)] = sous_ensembles[(C,D)]

2|C| ;
Marquer (C, D) avec son indice δ[(C, D)] ;
Supprimer (C, D) de liste_concepts ;
pour chaque (A, B) < (C, D) faire

sous_ensembles[(A, B)] = sous_ensembles[(A, B)] − sous_ensembles[(C, D)] ;
fin pour

fin tant que

renvoyer (C, ≺, ∆) marqué ;
FIN
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présenté dans la Figure 6.3.1.1. Pour faciliter la présentation des étapes de calcul dans
la Table 6.7, les étiquettes des concepts de cette figure ont été modifiées. Ainsi, l’en-
semble des attributs et la classe majoritaire des concepts terminaux ont été retirés, les
étiquettes contiennent un identifiant, l’ensemble des objets et l’indice de stabilité. De
plus, afin d’observer que l’indice de stabilité du concept maximal est égal à 1, nous
l’avons représenté sur cette figure. La Table 6.7 présente l’évolution étape par étape, de
l’Algorithme 6.2 permettant de calculer les indices de stabilité δ pour chaque concept.
La variable sous-ensemble est tout d’abord initialisée avec la valeur 2|A| pour chaque
concept (A, B) du treillis. Puis lorsque ces variables sont modifiées, elles sont indiquées
en gras, i.e. à chaque fois que l’indice de stabilité est calculé pour l’un des successeurs
du concept. Les lignes grises indiquent les valeurs des indices de stabilité pour chaque
concept.

id = 10

∅
δ = 1

id = 1
o1, o2, o3, o4, o5, o6

δ = 0.672

id = 2
o4, o5, o6
δ = 0.375

id = 4
o1, o2, o6
δ = 0.375

id = 3
o3, o4, o5
δ = 0.375

id = 9
o1, o2

δ = 0.75

id = 8
o3

δ = 0.5

id = 5
o1, o2, o3
δ = 0.375

id = 7
o6

δ = 0.5

id = 6
o4, o5

δ = 0.75

Figure 6.3.1: Indice de stabilité des concepts du treillis de la Figure 6.2.6 (construit à
partir du contexte de la Table 6.2)

Algorithme de simplification basée sur l’indice de stabilité
Comme mentionné précédemment, l’indice de stabilité a été utilisé pour simplifier

la structure de treillis tout en conservant une structure arborescente [Kuznetsov 07b,
Roth 08]. L’algorithme correspondant est présenté dans l’Algorithme 6.3.

Cette simplification nécessite la définition d’un seuil η sur la stabilité et est appliquée
au diagramme de Hasse d’un treillis marqué par ses indices de stabilité L = (C, ≺, ∆) .
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ID concept 10 7 8 9 4 5 6 3 2 1
Initialisation

sous_ensembles (2|A|) 1 2 2 4 8 8 4 8 8 64
Étape 1 - traitement du concept 10

sous_ensembles 1 1 1 3 7 7 3 7 7 63
δ 1

Étape 2 - traitement du concept 7
sous_ensembles 1 1 1 3 6 7 3 7 6 62

δ 1 0.5
Étape 3 - traitement du concept 8

sous_ensembles 1 1 1 3 6 6 3 6 6 61
δ 1 0.5 0.5

Étape 4 - traitement du concept 9
sous_ensembles 1 1 1 3 3 3 3 6 6 58

δ 1 0.5 0.5 0.75
Étape 5 - traitement du concept 4

sous_ensembles 1 1 1 3 3 3 3 6 6 55
δ 1 0.5 0.5 0.75 0.375

Étape 6 - traitement du concept 5
sous_ensembles 1 1 1 3 3 3 3 3 3 52

δ 1 0.5 0.5 0.75 0.375 0.375
Étape 7 - traitement du concept 6

sous_ensembles 1 1 1 3 3 3 3 3 3 49
δ 1 0.5 0.5 0.75 0.375 0.375 0.75

Étape 8 - traitement du concept 3
sous_ensembles 1 1 1 3 3 3 3 3 3 46

δ 1 0.5 0.5 0.75 0.375 0.375 0.75 0.375
Étape 9 - traitement du concept 2

sous_ensembles 1 1 1 3 3 3 3 3 3 43
δ 1 0.5 0.5 0.75 0.375 0.375 0.75 0.375 0.375

Étape 10 - traitement du concept 1
sous_ensembles 1 1 1 3 3 3 3 3 3 43

δ 1 0.5 0.5 0.75 0.375 0.375 0.75 0.375 0.375 0.672

Table 6.7: Les différentes étapes du calcul des indices de stabilité par l’Algorithme 6.2
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L’algorithme parcourt l’ensemble des concepts du treillis (i.e. C ∈ C). Si la valeur δ(C)
du concept courant C est inférieure au seuil η, alors les relations/arcs liants C à ses
prédécesseurs et successeurs sont mis à jour. Cette mise à jour consiste à supprimer les
relations joignant C à ses prédécesseurs predC et à ses successeurs succC . Et, s’il n’existe
pas d’autre chemin joignant un successeur currentSucc à un prédécesseur currentPred
dans L, il y a aussi création d’une relation entre currentPred et currentSucc. Une fois
cette mise à jour réalisée, ce concept C est supprimé de la structure.

Afin de conserver la possibilité d’une classification par navigation, le concept
minimal étant le point d’entrée de cette dernière, alors nous avons choisi, lorsque
nous utilisons cette simplification, de ne jamais supprimer le concept mini-
mal, même si son indice est inférieur au seuil défini.

La structure résultante ne vérifie plus la définition de treillis (cf. définition
9) car la simplification supprime des concepts au milieu du treillis, ce qui engendre la
suppression de concepts bornes inférieures ou bornes supérieures d’autres concepts. La
structure obtenue est alors d’une structure hybride entre treillis et arbre de
classification. Elle est composée de concepts reliés par la relation d’ordre ≺, et il est
possible de l’utiliser par navigation pour la classification de nouveaux objets (cf. section
3.4.2).

Exemple. Les Figures 6.3.2 et 6.3.3 présentent un exemple de cette simplification. La
Figure 6.3.2 présente le diagramme de Hasse d’un treillis complet (i.e. avant simplifica-
tion), ses concepts sont étiquetés avec un identifiant, une liste d’objets et leur indice de
stabilité. Les concepts terminaux sont représentés par les concepts en forme octogonale.

La Figure 6.3.3 présente ce même treillis après simplification par l’Algorithme 6.3 avec
un seuil η = 0.375.

Tous les concepts ayant une stabilité inférieure ou égale à 0.375 ont été supprimés et
les arcs ont été mis à jour selon l’Algorithme 6.3 (ces concepts et ces arcs sont en rouge
dans la Figure 6.3.2). La Table 6.8 présente le récapitulatif des concepts supprimés et
de l’arc créé (marqué et de couleur rouge dans la Figure 6.3.3).

Les concepts supprimés Arc créé
3 1 → 9
5
11

Table 6.8: Simplification du treillis de la Figure 6.3.2 - Stabilité

L’indice de stabilité a été utilisé, pour réduire la taille des treillis et conserver unique-
ment les informations les plus stables au sein d’une structure arborescente, i.e. seuls sont
conservés les sous-groupes (concepts) d’objets formés par le treillis, qui sont suffisamment
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Algorithme 6.3 Simplification_treillis_stabilité(L = (C, ≺) ,η)
Entrées :

– L = (C, ≺, ∆) le diagramme de Hasse d’un treillis marqué avec les indices de stabi-
lité, à simplifier ;

– η le seuil ;
Sorties :

– L la structure simplifiée ;

DÉBUT
//Suppression des arcs et concepts inutiles selon l’Algorithmes 3.5
Simplifier_après_Concepts_Terminaux(L) ;
//Suppression des concepts dont l’indice de stabilité est inférieur à η

pour chaque C ∈ C faire
si δ(C) ≤ η alors

//Mise à jour des relations dans la structure
predC ← ensemble des prédécesseurs de C ;
succC ← ensemble des successeurs de C ;
pour chaque pred_courant ∈ predC faire

Supprimer dans L l’arc joignant C à pred_courant ;
fin pour
pour chaque succ_courant ∈ succC faire

Supprimer dans L l’arc joignant C à succ_courant ;
fin pour
pour chaque (pred_courant, succ_courant) ∈ predC × succC faire

si il n’existe pas de chemin entre pred_courant et succ_courant dans L alors
Ajouter un arc entre pred_courant et succ_courant dans L ;

fin si
fin pour
Supprimer C de L ;

fin si
fin pour
renvoyer L ;

FIN
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Figure 6.3.2: Treillis original
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Figure 6.3.3: Treillis simplifié selon les indices de stabilité - seuil=0.375
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stables (persistants) lors de la suppression de quelques objets [Roth 06, Kuznetsov 07b,
Roth 08, Klimushkin 10, Falk 11].

La notion de suffisamment stable reste abstraite. De fait, il est difficile de fixer un
seuil pour l’indice de stabilité permettant de dire que tous les concepts en deçà de
ce seuil doivent être supprimés.

6.3.2 Proposition

Comme nous l’avons mentionné précédemment, nous souhaitons simplifier la structure
du treillis pour obtenir une sous-structure au moins aussi performante en classification,
mais aussi plus lisible, que le treillis complet. La simplification à base d’indice de stabi-
lité permet de supprimer des concepts et des relations dans le treillis, et d’obtenir une
sous-structure hiérarchique. Cette simplification a déjà été utilisée de manière efficace
pour simplifier les treillis [Roth 06, Klimushkin 10, Falk 11], dans ces articles, les auteurs
testent différents seuils fixés aléatoirement. Pour éviter cet aspect aléatoire, nous pro-
posons une définition automatique du seuil optimal pour la simplification à base
d’indice de stabilité par optimisation du critère global de taux d’erreur, comme
cela est fait lors de l’élagage des arbres de classification. Ainsi, le processus proposé est
hybride entre l’élagage d’arbre et la simplification de treillis à base d’indice de stabilité.

L’Algorithme 6.4 présente le processus de simplification du treillis. Cet algo-
rithme prend en paramètre le diagramme de Hasse d’un treillis et une base de validation.

Comme mentionné dans la section précédente, il est possible de mémoriser à chaque
étape le meilleur modèle en termes de classification, ainsi la séquence totale n’est pas
mémorisée.

Comme pour l’élagage de type arbre, la première étape consiste à appliquer l’Algo-
rithme 3.5 qui supprime tous les concepts non atteignables par navigation, ainsi que tous
les arcs inutiles. Puis, après avoir ordonné les indices de stabilité des concepts par ordre
croissant, le processus consiste à parcourir cette liste ordonnée en considérant chaque
valeur, une à une, comme seuil candidat pour la simplification du treillis (simplification
selon l’Algorithme 6.3).

Chaque treillis ainsi simplifié est évalué, celui offrant le plus petit taux d’erreur sur la
base de validation est renvoyé.

Exemple. La Figure 6.3.3 correspond à la simplification du treillis de la Figure 6.3.2
par application de cet Algorithme 6.4. Le seuil de 0.375 est le seuil optimal lorsque
la base d’apprentissage complète est utilisée comme base de validation.
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Algorithme 6.4 Simplification_hybride(L,BV )
Entrées :

– L = (C, ≺) le diagramme de Hasse à simplifier ;
– BV la base de validation ;

Sorties :
– L∗ la structure hybride (i.e. le treillis simplifié) ;

DÉBUT
//Calcul des indices de stabilité selon Algorithme 6.2
L ← (C, ≺, ∆) = Calcul_Indices_Stabilité(L) ;
L̃ ← L ;
taux_min ← ε(L, BV ) ;
liste_indices ← liste ordonnée des indices de stabilité enregitrés dans ∆ ;
pour chaque η ∈ liste_indices faire

//Simplification du treillis selon l’Algorithme 6.3
L̃← Simplification_treillis_stabilité(L̃, η) ;
si ε(L̃, BV ) ≤ taux alors

L∗ ← L̃ ;
taux_min ← ε(L∗, BV ) ;

fin si
fin pour
renvoyer L∗ ;

FIN
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Optimisation de l’algorithme

Comme évoqué précédemment, certains algorithmes d’élagage d’arbres de classifica-
tion construisent la séquence des sous-arbres de manière partielle seulement. Ainsi, l’al-
gorithme REP de Quinlan s’arrête lorsqu’aucun sous-arbre ne permet de diminuer ou
de conserver le taux d’erreur obtenu avec l’arbre courant.

Dans l’Algorithme 6.4, une question qui se pose est : pourquoi parcourir tous les seuils
possibles et ne pas stopper la simplification lorsque le seuil appliqué fait augmenter le
taux d’erreur comparé au seuil précédent ?

Une seconde question se pose sur l’évolution de la complexité de la structure au fur et
à mesure des étapes. En effet dans l’Algorithme 6.4, la taille de la structure n’est jamais
utilisée pour choisir la meilleure, pourquoi ?

Concernant l’évolution du nombre de concepts de la structure au cours de cette sim-
plification, celle-ci est présentée sur la Figure 6.3.4. Clairement, la taille de la structure
décroît au cours du processus de simplification car des concepts sont supprimés à chaque
nouveau seuil parcouru. Nous pouvons aussi voir que certains seuils permettent de sup-
primer beaucoup de concepts tandis que d’autres n’en suppriment que très peu.

Le taux d’erreur, quant à lui, n’est pas monotone en fonction des seuils (tel que
représenté sur la Figure 6.3.4), contrairement à celui des arbres qui décroît constamment
ce qui permet d’arrêter le processus avant la fin.

Ainsi, pour la simplification des treillis, il est nécessaire de parcourir l’en-
semble des indices de stabilité. De plus, la structure est de plus en plus
simple au cours des étapes, il n’est donc pas nécessaire d’utiliser la taille de
la structure au cours de la simplification.

La Figure 6.3.4 est un extrait de la simplification appliquée au treillis construit après
la discrétisation locale linéaire appliquée à l’ensemble de données Image1. Nous avons
indiqué le seuil optimal choisi pour cet exemple en particulier, via l’axe vert.

6.3.3 Expérimentations

Les tables 6.9, et 6.10 présentent les résultats obtenus sur les bases utilisées dans le
chapitre précédent. Les treillis sont construits en utilisant la discrétisation locale linéaire
avec pour critère de coupe et d’arrêt le χ2. Puis, ils sont simplifiés selon l’Algorithme
6.4 en utilisant la base d’apprentissage comme base de validation pour obtenir le modèle
hybride. Les taux de reconnaissance obtenus avec le treillis avant simplification et avec
le modèle hybride (i.e. après simplification) sont présentés dans la Table 6.9, ainsi que
le pourcentage de différence entre ces taux. Le nombre de concepts de chaque structure
est présenté dans la Table 6.10, ainsi que le pourcentage de concepts supprimés.

Nous pouvons voir sur ces expérimentations que les taux de reconnaissances sont
stables entre treillis complets et modèles hybrides, avec une différence de ±1%,
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Figure 6.3.4: Évolution du taux d’erreur et du nombre de concepts en fonction du seuil
au cours de la simplification (stabilité)

Ensemble de données Treillis non simplifié Modèle Hybride Différence
Image1 91,71 90,95 - 0,83 %
GLASS 71,09 ±10,53 71,83 ±13,37 + 1,05 %
IRIS 95,33 ±5,21 95,33 ±5,21 =
BREAST CANCER 94,43 ±2,05 95,01 ±1,78 + 0,61 %
GREC Structurelle 73,68 72,96 - 0,98 %
GREC Radon 90,69 ±4,33 90,73 ±4,43 + 0,04 %
Moyenne 86,15 86,14

Table 6.9: Taux de reconnaissance - Treillis de Galois vs Modèle Hybride (indice de
stabilité)

et cela malgré une diminution de la taille de la structure généralement im-
portante, de 25% à 50% de concepts supprimés (sauf pour la base Iris avec seulement
12%, ce qui n’est pas surprenant car les treillis construits sur cette base sont déjà de
petites tailles avant simplification).

Cependant, le processus proposé venant après la construction du treillis, comme nous
pouvons le voir dans la Table 6.11, les temps de calculs en apprentissage sont allongés.
En effet, le nombre de structures simplifiées à évaluer correspond au nombre de seuils,
majoré par le nombre de concepts. Cette augmentation est contrebalancée par un temps
en classification plus court, telle que présenté dans la Table 6.12. Dans cette table, les
temps nécessaire à la classification des bases de test sont indiqués lorsque la structure
complète est utilisée et lorsque le modèle hybride est utilisé. Le modèle hybride étant
plus petit, le temps de calcul en classification est systématiquement réduit, tel qu’indiqué
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6.4 Conclusion

Ensemble de données Treillis non simplifié Modèle hybride Différence
Image1 649 363 - 44 %
GLASS 2267 1127 - 50 %

IRIS 41 36 - 12 %
BREAST CANCER 2961 1939 - 35 %
GREC Structurelle 3851 1748 - 55 %

GREC Radon 90 68 - 25 %

Table 6.10: Nombre de concepts - Treillis de Galois vs Modèle Hybride (indice de
stabilité)

Ensemble de données Treillis non simplifié Modèle Hybride Ratio
Image1 359 781 ×2,17
GLASS 221,9 46021,9 ×207,39

IRIS 12,6 12,6 ×1
BREAST CANCER 14632,5 253323 ×17,31
GREC Structurelle 238 575948 ×2419,94

GREC Radon 29,6 30,2 ×1,02

Table 6.11: Temps de calcul en apprentissage - secondes

par le ratio donné dans la dernière colonne de la table.
Bien que les temps de classification soient déjà faibles comparés aux temps d’appren-

tissage, la diminution du temps nécessaire à la classification reste importante cette étape
étant généralement réalisée en ligne, contrairement à l’étape d’apprentissage.

Ensemble de données Treillis non simplifié Modèle Hybride Ratio
Image1 433 251 ÷1,72
GLASS 14,3 8,4 ÷1,70

IRIS 0,7 0,4 ÷1,75
BREAST CANCER 51,1 36,1 ÷1,41
GREC Structurelle 1378 270 ÷5,10

GREC Radon 36,9 30,9 ÷1,19

Table 6.12: Temps de calcul en classification - millisecondes

6.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté deux processus de simplification de la structure
du treillis.
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Le premier processus est une adaptation de l’élagage de CART qui utilise la mesure
de coût-complexité (CCP), ce dernier ne permettant pas d’améliorer les performances
du treillis, car il est peu adapté à sa structure car monotone.

Le second processus se base sur la simplification des treillis à base d’indices de sta-
bilité, tout en utilisant les performances des structures en classification. Ainsi, nous
avons utilisé ce critère global supervisé pour définir automatiquement le seuil
optimal, nécessaire à la simplification à base d’indices de stabilité.

Nous avons choisi de tester deux processus de simplifications qui se distinguent par
deux différences majeures :

1. Monotonie du critère : l’adaptation de la mesure de cout-complexité est un critère
monotone, tandis que l’indice de stabilité est un critère non-monotone. (Rappelons
que la monotonie n’est pas une propriété nécessaire pour obtenir une structure
dans laquelle une navigation est possible, mais qu’elle est nécessaire seulement
pour conserver la propriété de treillis).

2. Conservation de la structure de treillis : la simplification de type élagage d’arbres,
permet d’obtenir un inf-demi-treillis, tandis que, comme mentionné précédemment,
la simplification basée sur l’indice de stabilité des concepts, génère une structure
hybride qui ne vérifie plus la propriété de treillis (en raison de sa non-monotonie).

Enfin, nous avons mené des expérimentations sur ces deux simplifications permettant de
mettre en avant l’apport de la seconde approche.

Nous obtenons alors une structure hybride entre arbre de classification et
treillis de Galois. Cette dernière offre l’avantage d’être plus stable que l’arbre
et moins complexe que le treillis, tout en ayant des taux de reconnaissance
similaires au treillis de Galois.
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Points clés

Points clés

Positionnement

❏ A partir du processus de post-élagage mis en œuvre pour les arbres de classi-
fication, nous avons exploré différentes possibilités pour simplifier la structure
du treillis.

❏ Nous avons utilisé, en plus du post-élagage des arbres, des indices propres aux
treillis de Galois.

Contributions

❏ Nous avons adapté à la structure particulière du treillis, la définition du critère
d’élagage CCP.

❏ Nous avons mené des expérimentations permettant de mettre en avant que ce
type d’élagage ascendant n’est pas adapté à la structure de treillis.

❏ En s’inspirant du processus d’élagage des arbres, nous avons pro-
posé un algorithme de définition automatique du seuil optimal, pour
la simplification de la structure basée sur l’indice de stabilité des
concepts.

❏ Nous avons développé donc une simplification automatique et efficace de la
structure de treillis.

❏ La structure hybride obtenue a plus d’avantages en termes de clas-
sification que le treillis complet car elle l’égale en termes de taux de
reconnaissance, tout en ayant une structure moins complexe permet-
tant une classification plus rapide.
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Rappel des objectifs

Les travaux exposés dans ce manuscrit sont tournés vers la classification et l’indexa-
tion d’images, et plus particulièrement vers la création d’un modèle de classification
symbolique capable de traiter efficacement des données quantitatives. En effet les don-
nées extraites d’images pour leur analyse sont fréquemment quantitatives. De plus, avec
l’émergence entre autres des applications interactives, il est de plus en plus nécessaire de
proposer des modèles de classification qui soient compréhensibles et lisibles pour tout un
chacun, cela afin que les résultats fournis par le modèle soient facilement interprétables
et justifiables. Nous nous sommes intéressés à deux modèles de classification symboliques
reconnus pour leur lisibilité, à savoir l’arbre de classification et le treillis de Galois.

Le premier objectif de cette thèse était de comparer ces deux modèles dans le cadre
de la classification supervisée d’images. Nous voulions mettre en avant les avantages et
les inconvénients de chacun.

Le second objectif était de proposer un modèle hybride entre ces deux derniers, qui
combine les avantages des deux modèles d’origine (i.e. le faible espace mémoire de l’arbre
de classification mais aussi son traitement local des données quantitatives d’une part, et
d’autre part la robustesse du treillis de Galois pour la classification des données bruitées)
tout en conservant la lisibilité des deux modèles.

Contributions et bilan des travaux effectués

Nous avons développé un modèle de classification hybride entre arbre de classification
et treillis de Galois.

Tout d’abord, nous nous sommes intéressés aux points communs mais aussi aux dif-
férences qui existent entre arbres de classification et treillis de Galois.

Le chapitre 4 présente l’étude des points communs. Après avoir mis en avant les liens
en utilisation pour la classification par navigation dans chaque structure, nous
avons démontré les liens structurels existants entre les deux modèles (inclusion
et fusion).
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Concernant les liens en utilisation, rappelons que chacun des modèles est un graphe
dans lequel une classification par navigation est possible. Dans chaque structure, la
navigation est réalisée à partir du nœud « le plus général » (i.e. la racine de l’arbre ou
le concept minimal du treillis) jusqu’à atteindre un nœud étiqueté par sa classe (i.e. les
feuilles de l’arbre ou les concepts terminaux du treillis).

Concernant les liens structurels, rappelons que le treillis est défini de manière unique
à partir d’une table de données qualitatives, tandis que plusieurs arbres peuvent être
construits à partir d’une même table. Le lien d’inclusion correspond au fait que, lorsque
les structures sont définies à partir de la même table de donnée qualitatives, tout arbre
est inclus dans l’unique treillis. Le lien de fusion, quant à lui, est lié à la définition des
treillis dichotomiques, il correspond au fait que ce treillis est la fusion de tous les
arbres constructibles à partir de la même table de donnée qualitatives. Les treillis di-
chotomiques ont été définis selon une propriété de complémentarité portée par la table
de données dans [Guillas 07, Bertet 09]. Nous en avons donné une définition for-
melle et nous avons démontré ses propriétés que sont la ∨-complémentarité
et la coatomicité. La ∨-complémentarité est liée à la complémentarité des attributs
qualitatifs considérés, sachant que cette complémentarité est vérifiée en particulier par
les attributs qualitatifs issus de la discrétisation en intervalles disjoints d’attributs quan-
titatifs. La coatomicité permet, quant à elle, d’identifier les concepts terminaux.

Malgré ces liens forts, des différences existent entre ces deux modèles, en particulier
pour le traitement des données quantitatives. En effet, alors que les arbres de classifica-
tion utilisent une discrétisation locale pour transformer les données du type quantitatif
vers le type qualitatif, jusqu’alors, une discrétisation globale était généralement utilisée
avant toute construction de treillis de Galois.

Certaines études [Dougherty 95, Quinlan 93, Quinlan 96b] ayant montré que l’utilisa-
tion d’une discrétisation locale permet d’améliorer les performances en classification des
arbres, comparée à une discrétisation globale, nous avons proposé une discrétisation
locale pour les treillis de Galois (cf. chapitre 5). L’algorithme développé s’ins-
pire de la discrétisation locale des arbres de classification, tout en utilisant
les propriétés structurelles des treillis dichotomiques. En effet similairement aux
arbres, la discrétisation locale est réalisée jusqu’à ce que les concepts terminaux (équi-
valents des feuilles de l’arbre) satisfassent un critère d’arrêt. Dans le cas des treillis
dichotomiques, la coatomicité permet d’identifier ces concepts terminaux : ce sont les
co-atomes.

A l’inverse de l’arbre de classification pour lequel la discrétisation locale engendre
généralement une complexification de la structure [Dougherty 95], la structure des
treillis construits en utilisant notre discrétisation locale est simplifiée comparée
à celle des treillis définis à partir d’une discrétisation globale. De plus, le nombre d’étapes
de discrétisation nécessaires pour aboutir à cette structure moins complexe est bien plus
faible.

226



Enfin, comme pour l’arbre de classification [Quinlan 96b], les performances en clas-
sification des treillis définis avec une discrétisation locale sont meilleures que celles
des treillis définis après une discrétisation globale.

Le traitement des données quantitatives par les treillis de Galois a donc
été amélioré.

Nous avons montré sur différentes bases (et en particulier des bases d’images) que
les performances en classification des treillis (et en particulier lorsqu’une discrétisation
locale est utilisée) sont meilleures que celles des arbres. Cela provient certainement du
fait que le treillis de Galois est plus robuste que les arbres de classification pour le trai-
tement de données bruitées comme les caractéristiques issues d’images [Guillas 07]. Cela
est dû en particulier à la multiplicité des chemins existants dans le treillis pour naviguer
du concept minimal jusqu’à un concept terminal. Cependant, de ce fait la structure du
treillis est aussi beaucoup plus complexe que la structure d’arbre.

Dans le chapitre 6, nous avons donc étudié le processus d’élagage existant pour les
arbres de classification ainsi que les simplifications existantes pour la structure de treillis.

Tout d’abord, nous avons adapté la mesure de coût-complexité [Breiman 84]
(considérée comme la plus efficace pour l’élagage des arbres [Rakotomalala 97]) afin
de l’étendre à la simplification de la structure de treillis. Si cette mesure engendre
mécaniquement une simplification de la structure de l’arbre, il n’en est pas de même
pour les treillis, du fait de son caractère monotone. Nous avons donc choisi d’utili-
ser un indice propre aux treillis : l’indice de stabilité des concepts [Kuznetsov 90,
Kuznetsov 03, Kuznetsov 07a].

Plus précisément, nous avons choisi cet indice car contrairement à l’adaptation de la
mesure de coût-complexité précédente, l’indice de stabilité a la particularité d’être non-
monotone. Or, la monotonie du critère utilisé pour la simplification a un impact fort sur
la structure simplifiée obtenue. Lorsque le critère est monotone, la structure simplifiée
est un ∨-demi-treillis, les concepts sont supprimés au fur et à mesure en commençant
par le concept maximal et en remontant vers le concept minimal, ce qui préserve la
structure de treillis mais n’engendre pas nécessairement une diminution du nombre de
concepts entre deux étapes consécutives. A l’inverse, lorsqu’un critère non-monotone est
utilisé, la structure simplifiée ne vérifie plus la propriété de treillis, les concepts pouvant
être supprimés n’importe où dans la structure. La structure simplifiée résultante compte
donc moins de concepts que la structure initiale.

L’utilisation de l’indice de stabilité nécessitant la définition d’un seuil, nous avons
proposé un algorithme de sélection automatique du seuil optimal, i.e. l’algo-
rithme sélectionne le meilleur seuil qui permet de diminuer le nombre, potentiellement
exponentiel, de concepts dans la structure tout en conservant les performances en clas-
sification ainsi que la possibilité d’une classification par navigation. En associant les
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indices de stabilité des concepts et le taux d’erreur du modèle, nous avons mis
en œuvre une simplification structurelle du treillis aboutissant à un modèle
hybride entre arbre de classification et treillis.

Apports, limites et perspectives

Le modèle proposé dans cette thèse profite des avantages de chaque modèle étudié :
– C’est un modèle arborescent comme l’arbre de classification et le treillis de Galois,

la lisibilité des deux modèles est donc conservée ;
– La discrétisation locale, qui constituait un avantage de l’arbre de classification sur le

treillis de Galois, a été développée pour ce dernier. Le modèle ainsi construit est plus
performant que le treillis défini avec une discrétisation globale, tout en conservant la
robustesse du treillis par rapport aux données bruitées et en diminuant la complexité
(en nombre d’itérations) de la discrétisation et la complexité (en mémoire) de la
structure de treillis ;

– Grâce à la simplification de la structure de treillis pour laquelle nous avons défini
un seuillage automatique, le modèle simplifié reste plus complet que l’arbre de clas-
sification et plus simple que le treillis initial. Le défaut de complexité du treillis a
donc été en partie supprimé.

Cependant, notre modèle a certaines limites que nous décrivons dans la suite de ce pa-
ragraphe. Les pistes d’améliorations proposées sont autant de perspectives intéressantes
pour la suite de nos travaux.

Notre approche a été définie pour le traitement de données où les attributs expli-
catifs sont quantitatifs. Cependant la généralisation du processus, pour une prise en
compte d’attributs explicatifs qualitatifs, reste simple et directe. En effet, le traitement
de données hétérogènes reposeraient uniquement sur les définitions existantes : pour la
phase d’expansion, les calculs des critères (de division, de coupe ou d’arrêt) sont déjà
existants pour des données où les attributs explicatifs sont qualitatifs. Ainsi, pour les
attributs qualitatifs de modalités mutuellement exclusives, notre adaptation des critères
aux treillis reste donc inchangée. Les treillis construits seront aussi dichotomiques. Vu
l’existence de nombreux ensembles de données de ce type, il serait intéressant de com-
pléter le logiciel Navigala 2012 pour qu’il traite ce type de données.

Concernant la discrétisation, l’algorithme proposé dans ce manuscrit peut être qualifié
de glouton, ce dernier évaluant à chaque étape tous les points de coupe de chaque inf-
irréductible. Aussi, comme perspectives de travail, il peut être intéressant de rechercher
une optimisation de l’algorithme proposé. Par exemple, on pourrait proposer une mise
à jour de l’ensemble des critères de gain des inf-irréductibles, plutôt que de tous les
recalculer à chaque étape.
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De plus, une différence réside encore entre la discrétisation locale menée dans les arbres
de classification et celle proposée pour les treillis. En effet, l’arbre de classification est
construit au cours de cette discrétisation, i.e. de manière incrémentale, tandis que le
treillis est construit seulement une fois la discrétisation locale achevée.

Une étude de la possibilité d’une construction incrémentale nous semble une piste
de recherche intéressante. En effet, il nous semble qu’un processus de duplication des
concepts contenant l’intervalle discrétisé (i.e. duplication des concepts contenus entre le
sup-irréductible associé à l’attribut discrétisé et le concept maximal), permettrait une
construction incrémentale du treillis au fur et à mesure de la discrétisation locale.

Concernant la simplification de la structure, les points abordés dans ce manuscrit ont
également permis de dégager des pistes de recherche. Pour l’extension de l’élagage de
type arbre, nous avons vu que la taille du treillis n’évolue pas comme celle d’un arbre au
cours des étapes d’élagage. En effet, celle-ci peut diminuer, mais aussi stagner, en raison
de l’existence de plusieurs pères pour un même concept et de la monotonie des critères
d’élagage utilisés pour les arbres. Sur ce constat, il serait intéressant dans le critère
d’élagage, de ne pas considérer uniquement le nombre de concepts comme indicateur
de la complexité structurelle, mais aussi le nombre d’arcs de la structure, ce dernier ne
pouvant pas stagner d’une étape à l’autre.

Quant à la simplification à base d’indices, comme nous l’avons vu, la définition au-
tomatique du seuil optimal pour la stabilité est coûteuse en temps de calcul. La re-
cherche d’une optimisation de cet algorithme nous semble être une piste intéressante.
Cela permettrait ensuite une comparaison d’un plus grand nombre de critères, qu’ils
soient monotone ou non (critère de support, indices de séparation, de probabilité, ...).
Une optimisation permettrait aussi l’utilisation d’une combinaison linéaire des indices
de stabilité et de probabilité, telle que le suggèrent les articles [Klimushkin 10, Falk 11].

Pour terminer, la génération du treillis à la demande ayant permis de diminuer les
temps de calcul au cours de la phase d’apprentissage [Guillas 07], il nous semble inté-
ressant d’étudier la possibilité d’une telle construction pour le modèle hybride. Dans ce
cas, la génération à la demande serait dirigée localement par l’indice de stabilité et le
taux d’erreur de la structure. En effet, le calcul de l’indice de stabilité peut se faire sans
connaissance des successeurs. Ainsi, les concepts non pertinents ou induisant une erreur
supplémentaire seraient supprimés juste après leur évaluation. Cela pallierait de plus, le
surcoût de temps de calcul observé lors de la simplification basée sur cet indice.
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Liste des symboles

(α, β) Une correspondance de Galois

(A, B) Un concept formel A ⊆ O et B ⊆ I

(O, I, (α, β)) Un contexte formel avec O un ensemble d’objets et I un ensemble d’attri-
buts binaires

α Un application de P(O) vers P(I)

Ī .
j La famille non vide de parties d’attributs complémentaires de l’attribut binaire

Ij

β Un application de P(I) vers P(O)

I Un ensemble d’attributs qualitatifs

V Un ensemble d’attributs quantitatifs

Y Un ensemble d’attributs (Y = V ∪ I)

C Un ensemble de concepts

F Une famille de Moore

IN L’ensemble des attributs qualitatifs contenu dans le noeud N

L = (C, ≤) Un treillis de Galois sur l’ensemble des concepts C muni de la relation d’ordre
≤

N Le noeud courant d’un arbre de décision

P(X ) L’ensemble des parties d’un ensemble X

≤ Une relation d’ordre

Ω = (O, I, K) Un ensemble de données étiquetées contenant uniquement des attributs
explicatifs qualitatifs (I) et avec un attribut à expliquer qualitatif (K)

Ω = (O, V , K) Un ensemble de données étiquetées contenant uniquement des attributs
explicatifs quantiatifs (V) et un attribut à expliquer qualitatif (K)
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Conclusion et perspectives

Ω = (O, Y , K) Un ensemble de données étiquetées avec un attribut à expliquer qualitatif
(K)

ΩN L’ensemble de données contenu dans le noeud N

φ(.) Un modèle de classification

≺ Une relation de couverture

ε(φ(.), BA) Le taux d’erreur en resubstitution du modèle φ(.)

ε(φ(.), BT ) Le taux d’erreur du modèle φ(.) calculé sur la base de test BT

ε(φ(.), BV ) Le taux d’erreur du modèle φ(.) calculé sur la base de validation BV

&on Le vecteur des attributs associé à l’objet on

∨ La borne supérieure

∧ La borne inférieure

BA La base d’apprentissage

BT La base de test

BV La base de validation

ci
V Un point de coupe possible pour l’attribut quantitatif V ∈ V , ci

V ∈ CV

CV L’ensemble des points de coupe possibles pour l’attribut quantitatif V ∈ V

DT0 L’arbre de décision de taille maximale

I Un attribut qualitatif parmi l’ensemble IN

I.z Un attribut qualitatif parmi l’ensemble I

Infx L’ensemble des minorants/prédecesseurs d’un élément x

K Un attribut à expliquer qualitatif

kon
La valeur de l’attribut à expliquer prise par l’objet on

L(DTi) Le nombre de feuilles de l’arbre DTi

mnz La modalité de l’attribut qualitatif I.z vérifiée par l’objet on

MC(φ(.), BT ) Le nombre d’objets de la base de test BT , mal classés par le modèle φ(.)

O Un ensemble d’objets

on Un objet de O

ON L’ensemble des objets contenu dans le noeud N

STi Une branche d’un arbre de racine N
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Supx L’ensemble des majorants/successeurs d’un élément x

t1 L’arbre ne contenant que la racine

V.h Un attribut quantitatif parmi l’ensemble V

vnh La valeur prise par l’objet on pour l’attribut quantitatif V.h

< Une relation d’ordre strict
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Annexe A

Table du χ2
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Annexe B

Fichier de description d’un graphe pour
Graphviz

L’utilisation du logiciel Graphviz repose sur la définition textuelle d’un graphe selon
le format DOT 1 et dans un fichier ’.dot’. Ce fichier doit contenir, tout d’abord la des-
cription des nœuds puis celle des arcs qui lient ces nœuds. Le cadre ci-dessous présente
un exemple de fichier décrivant le diagramme de Hasse du treillis de Galois associé au
contexte formel de la table B.1. Le dessin résultat est présenté dans la Figure B.0.1.
Notons que les notations indice et exposant, telles que dans la Figure B.0.1, ne sont pas
prises en charge par le logiciel Graphviz. Nous avons utilisé le package LaTex dot2texi 2,
développé par Fauske. Ce package permet de générer des graphes contenant ce type de
notations.

❍
❍
❍

❍
❍
❍

O
I

I1 I2 I3 I4

o1 × ×

o2 ×

o3 × ×

o4 × ×

Table B.1: Exemple de contexte formel

1. Langage DOT : http://www.graphviz.org/content/dot-language

2. Package dot2texi : http://www.fauskes.net/code/dot2tex/documentation/
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Annexe B Fichier de description d’un graphe pour Graphviz

monGraphe.dot
digraph G{
/*Description des nœuds ou concepts*/
1 [label="o_1,o_2,o_3,o_4\n \\emptyset"] ;
2 [label="o_1,o_2,o_3\n I_2"] ;
3 [label="o_3,o_4\n I_3"] ;
4 [label="o_1\n I_1,I_2"] ;
5 [label="o_3\n I_2,I_3"] ;
6 [label="o_4\n I_3,I_4"] ;
7 [label="\\emptyset\n I_1,I_2,I_3,I_4"] ;
/*Description des relations entre concepts*/
1 -> 2 ; 1 -> 3 ;
2 -> 4 ; 2 -> 5 ;
3 -> 5 ; 3 -> 6 ;
4 -> 7 ; 5 -> 7 ; 6 -> 7 ;
}

o1, o2, o3, o4
∅

o3, o4
I3

o1, o2, o3
I2

o3
I2, I3

o1
I1, I2

∅
I1, I2, I3, I4

o4
I3, I4

Figure B.0.1: Diagramme de Hasse du treillis de Galois de la table B.1 - Graphviz, dot,
dot2texi
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Annexe C

Critères de coupe - formules simplifiées

Soit un point de coupe cV défini pour l’attribut quantitatif V et un ensemble de
données Ω. Soit l’attribut qualitatif I correspondant, i.e. l’attribut à deux modalités
[minV , cV ] et ]cV , maxV ]. La table de contingence associée à cette discrétisation est
présentée dans la table C.1.

K
I ∑

[minV , cV ] ]cV , maxV ]
q1 n11 n12 n1.

...
qh nh1 nh2 nh.

...
qH nH1 nH2 nH.
∑

n.1 n.2 N

Table C.1: Table de contingence pour un attribut I qualitatif

Les critères de coupe usuels sont définis comme suit.

– Critère d’Entropie :

gain(V, cV , Ω) = gainEntropie(V, cV , Ω) = E(K) − Ec(K/V )

Avec E(K) = −
∑H

h=1 ph.log2(ph.) et
Ec(K/V ) = −

(

p.1
∑H

h=1 ph1 log2(ph1) + p.2
∑H

h=1 ph2 log2(ph2)
)

.
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Annexe C Critères de coupe - formules simplifiées

– Critère du χ2 :

gain(V, cV , Ω) = gainχ2(V, cV , Ω) =
H

∑

h=1

(

(nh1 − nh.×n.1

N
)2

nh.×n.1

N

+
(nh2 − nh.×n.2

N
)2

nh.×n.2

N

)

– Critère de Gini :

gain(V, cV , Ω) = gainGini(V, cV , Ω) = Gini(K) − Ginic(K/V )

Avec Ginic(K/V I) = −
(

p.1 × (1 −
∑H

h=1 p2
h1) + p.2 × (1 −

∑H
h=1 p2

h2)
)

et
Gini(K) = 1 −

∑H
h=1 p2

h..
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Annexe D

Notices des bases de données utilisées

Les sections suivantes présentent les informations utiles sur les bases utilisées au cours
de nos expérimentations. Les descriptions complétes sont disponibles sur internet.

D.1 Breast Cancer Database

Description compléte ici.

Citation Request :
This breast cancer databases was obtained from the University of Wisconsin Hospitals,

Madison from Dr. William H. Wolberg :

1. O. L. Mangasarian and W. H. Wolberg : "Cancer diagnosis via linear program-
ming", SIAM News, Volume 23, Number 5, September 1990, pp 1 & 18.

2. William H. Wolberg and O.L. Mangasarian : "Multisurface method of pattern
separation for medical diagnosis applied to breast cytology", Proceedings of the
National Academy of Sciences, U.S.A., Volume 87, December 1990, pp 9193-9196.

Title :
Wisconsin Breast Cancer Database (January 8, 1991)

Sources :
– Dr. WIlliam H. Wolberg (physician) University of Wisconsin Hospitals Madison,

Wisconsin USA
– Donor : Olvi Mangasarian (mangasarian@cs.wisc.edu) Received by David W. Aha

(aha@cs.jhu.edu)
– Date : 15 July 1992

Past Usage :
Attributes 2 through 10 have been used to represent instances. Each instance has one

of 2 possible classes : benign or malignant.
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Annexe D Notices des bases de données utilisées

1. Wolberg, W. H., and Mangasarian, O. L. (1990). Multisurface method of pattern
separation for medical diagnosis applied to breast cytology. In Proceedings of the
National Academy of Sciences, 87, 9193–9196.

a) Size of data set : only 369 instances (at that point in time)
b) Collected classification results : 1 trial only
c) Two pairs of parallel hyperplanes were found to be consistent with 50% of the

data
– Accuracy on remaining 50% of dataset : 93.5%

d) Three pairs of parallel hyperplanes were found to be consistent with 67% of
data
– Accuracy on remaining 33% of dataset : 95.9%

2. Zhang, J. (1992). Selecting typical instances in instance-based learning. In Pro-
ceedings of the Ninth International Machine Learning Conference (pp. 470–479).
Aberdeen, Scotland : Morgan Kaufmann.

a) Size of data set : only 369 instances (at that point in time)
b) Applied 4 instance-based learning algorithms
c) Collected classification results averaged over 10 trials
d) Best accuracy result :

– 1-nearest neighbor (trained on 200 instances, tested on the other 169) :
93.7%

e) Also of interest :
– Using only typical instance (trained on 200 instances, tested on the other

169) : 92.2% (storing only 23.1 instances)

Relevant Information :
Samples arrive periodically as Dr. Wolberg reports his clinical cases. The database

therefore reflects this chronological grouping of the data.
– Total : 699 points (as of the donated datbase on 15 July 1992)

Note that the results summarized above in Past Usage refer to a dataset of size 369.

Number of Instances :
699 (as of 15 July 1992)

Number of Attributes :
10 plus the class attribute

Attribute Information :

Missing Attribute Values :
There are 16 instances in Groups 1 to 6 that contain a single missing (i.e., unavailable)

attribute value, now denoted by " ?". Replaced by 0.

242



D.2 Image Segmentation Database

# Attribute Domain
1. Sample code number id number
2. Clump Thickness 1 - 10
3. Uniformity of Cell Size 1 - 10
4. Uniformity of Cell Shape 1 - 10
5. Marginal Adhesion 1 - 10
6. Single Epithelial Cell Size 1 - 10
7. Bare Nuclei 1 - 10
8. Bland Chromatin 1 - 10
9. Normal Nucleoli 1 - 10
10. Mitoses 1 - 10
11. Class 2 for benign, 4 for malignant

Table D.1: Attribute Informations - Breast Cancer database

Class distribution :
Benign : 458 (65.5%) Malignant : 241 (34.5%)

D.2 Image Segmentation Database

Description compléte ici.

Title :
Image Segmentation data

Source Information
– Creators : Vision Group, University of Massachusetts
– Donor : Vision Group (Carla Brodley, brodley@cs.umass.edu)
– Date : November, 1990 3. Past Usage : None yet published

Relevant Information :
The instances were drawn randomly from a database of 7 outdoor images. The images

were handsegmented to create a classification for every pixel. Each instance is a 3x3
region.

Number of Instances :
Training data : 210
Test data : 2100

Number of Attributes :
19 continuous attributes
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Annexe D Notices des bases de données utilisées

# Attribute Domain
1. region-centroid-col N - the column of the center pixel of the region
2. region-centroid-row N - the row of the center pixel of the region
3. region-pixel-count 9
4. short-line-density-5 R - the results of a line extraction algorithm that

counts how many lines of length 5 (any orientation)
with low contrast, less than or equal to 5, go through

the region
5. short-line-density-2 R - same as short-line-density-5 but counts lines of

high contrast, greater than 5.
6. vedge-mean R - measure the contrast of horizontally adjacent pixels

in the region. There are 6, the mean and standard
deviation are given. This attribute is used as a vertical

edge detector.
7. vegde-sd R - see 6
8. hedge-mean R - measures the contrast of vertically adjacent pixels.

Used for horizontal line detection.
9. hedge-sd R - see 8
10. intensity-mean R - the average over the region of (R + G + B)/3
11. rawred-mean R - the average over the region of the R value
12. rawblue-mean R - the average over the region of the B value
13. rawgreen-mean R - the average over the region of the G value
14. exred-mean R - measure the excess red : (2R - (G + B))
15. exblue-mean R - measure the excess blue : (2B - (G + R))
16. exgreen-mean R - measure the excess green : (2G - (R + B))
17. value-mean R - 3-d nonlinear transformation of RGB. (Algorithm

can be found in Foley and VanDam, Fundamentals of
Interactive Computer Graphics)

18. saturatoin-mean R - see 17
19. hue-mean R - see 17

Table D.2: Attribute Informations - Image segmentation database
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D.3 Glass Identification Database

Attribute Information : (see table D.2)

Missing Attribute Values :
None

Class Distribution :
Classes : brickface, sky, foliage, cement, window, path, grass.
– 30 instances per class for training data.
– 300 instances per class for test data.

D.3 Glass Identification Database

Description compléte ici.

Title :
Glass Identification Database

Sources :
1. Creator : B. German

– Central Research Establishment Home Office Forensic Science Service Alder-
maston, Reading, Berkshire RG7 4PN

2. Donor : Vina Spiehler, Ph.D., DABFT Diagnostic Products Corporation (213)
776-0180 (ext 3014)

3. Date : September, 1987

Past Usage :
– Rule Induction in Forensic Science

– Ian W. Evett and Ernest J. Spiehler (Central Research Establishment Home Office
Forensic Science Service Aldermaston, Reading, Berkshire RG7 4PN)

– Unknown technical note number
– General Results : nearest neighbor held its own with respect to the rule-based

system

Relevant Information :
Vina conducted a comparison test of her rule-based system, BEAGLE, the nearest-

neighbor algorithm, and discriminant analysis. In determining whether the glass was a
type of "float" glass or not, the following results were obtained (# incorrect answers) :

The study of classification of types of glass was motivated by criminological investi-
gation. At the scene of the crime, the glass left can be used as evidence, if it is correctly
identified !

Number of Instances :
214
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Annexe D Notices des bases de données utilisées

Type of Sample Beagle NN DA
Windows that were float processed (87) 10 12 21

Windows that were not (76) 19 16 22

Table D.3: Past Classification Results - Glass data base

Number of Attributes :
10 (including an Id#) plus the class attribute, all attributes are continuously valued.

Attribute Information : (see table D.4)

# Attribute Domain
1. Id number N - 1 to 214
2. RI R - refractive index
3. Na R - Sodium (unit measurement : weight percent in

corresponding oxide, as are attributes 4-10)
4. Mg R - Magnesium
5. Al R - Aluminum
6. Si R - Silicon
7. K R - Potassium
8. Ca R - Calcium
9. Ba R - Barium
10. Fe R - Iron
11. Type of glass : (class

attribute)
{1-building_windows_float_processed,

2-building_windows_non_float_processed,
3-vehicle_windows_float_processed, 5-containers,

6-tableware, 7-headlamps}

Table D.4: Attribute Informations - Glass database

Missing Attribute Values :
None

Class Distribution : (see table D.6)

D.4 Iris Database

Title :
Iris Plants Database Updated Sept 21 by C.Blake - Added discrepency information

Sources :
1. Creator : R.A. Fisher
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D.4 Iris Database

Min Max Mean SD Correlation with class
RI 1.5112 1.5339 1.5184 0.0030 -0.1642
Na 10.73 17.38 13.4079 0.8166 0.5030
Mg 0 4.49 2.6845 1.4424 -0.7447
Al 0.29 3.5 1.4449 0.4993 0.5988
Si 69.81 75.41 72.6509 0.7745 0.1515
K 0 6.21 0.4971 0.6522 -0.0100
Ca 5.43 16.19 8.9570 1.4232 0.0007
Ba 0 3.15 0.1750 0.4972 0.5751
Fe 0 0.51 0.0570 0.0974 -0.1879

Table D.5: Summary Statistics - Glass database

163 Window glass
87 float processed

70 building windows (class 1)
17 vehicle windows (class 3)

76 non-float processed
76 building windows (class 2)
0 vehicle windows (class 4)

51 Non-window glass
13 containers (class 5)
9 tableware (class 6)

29 headlamps (class 7)

Table D.6: Class Distribution - Glass database
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Annexe D Notices des bases de données utilisées

2. Donor : Michael Marshall (MARSHALL%PLU@io.arc.nasa.gov)

3. Date : July, 1988

Past Usage :
1. Dasarathy, B.V. (1980) "Nosing Around the Neighborhood : A New System Struc-

ture and Classification Rule for Recognition in Partially Exposed Environments".
IEEE Transactions on Pattern Analysis and Machine Intelligence, Vol. PAMI-2,
No. 1, 67-71.

a) Results : very low misclassification rates (0% for the setosa class)

2. Gates, G.W. (1972) "The Reduced Nearest Neighbor Rule". IEEE Transactions on
Information Theory, May 1972, 431-433.

a) Results : very low misclassification rates again

3. See also : 1988 MLC Proceedings, 54-64. Cheeseman et al’s AUTOCLASS II
conceptual clustering system finds 3 classes in the data.

Relevant Information :
– This is perhaps the best known database to be found in the pattern recognition

literature. Fisher’s paper is a classic in the field and is referenced frequently to this
day. (See Duda & Hart, for example.) The data set contains 3 classes of 50 instances
each, where each class refers to a type of iris plant. One class is linearly separable
from the other 2 ; the latter are NOT linearly separable from each other.

– Predicted attribute : class of iris plant.
– This is an exceedingly simple domain.
– This data differs from the data presented in Fishers article (identified by Steve Chad-

wick, spchadwick@espeedaz.net ). The 35th sample should be : 4.9,3.1,1.5,0.2,"Iris-
setosa" where the error is in the fourth feature. The 38th sample : 4.9,3.6,1.4,0.1,"Iris-
setosa" where the errors are in the second and third features.

Number of Instances :
150

Number of Attributes :
4 numeric, predictive attributes and the class

Attribute Information : (see table D.7)

Missing Attribute Values :
None

Class Distribution :
33.3% for each of 3 classes.
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D.5 GREC 2003 database

# Attribute Domain
1. sepal length R - in cm
2. sepal width R - in cm
3. petal length R - in cm
4. petal width R - in cm
5. class attribute {Setosa, Versicolour, Virginica}

Table D.7: Attribute Informations - Glass database

Min Max Mean SD Class Correlation
sepal length 4.3 7.9 5.84 0.83 0.7826
sepal width 2.0 4.4 3.05 0.43 -0.4194
petal length 1.0 6.9 3.76 1.76 0.9490 (high !)
petal width 0.1 2.5 1.20 0.76 0.9565 (high !)

Table D.8: Summary Statistics - Iris database

D.5 GREC 2003 database

[EXTRAIT DE LA THÈSE DE S. GUILLAS [Guillas 07]]

La base GREC 2003 [GREC 03] (Graphics RECognition) est composée d’images de
symboles segmentés, c’est-à-dire isolés. Elle a été créée pour un concours de reconnais-
sance de symboles organisé au cours de l’atelier Graphics Recognition qui a lieu tous
les 2 ans. Il y a trois catégories de bruits proposées : les dégradations binaires (bruit
impulsif), les distorsions vectorielles et les images réelles numérisées et photocopiées.

Concernant les dégradations binaires, la base contient 39 classes de symboles (voir
Figure D.5.1) et 3510 symboles bruités. Chaque classe contient 1 symbole modèle (non
bruité) et 90 symboles bruités. Les bruits appliqués sur les images reproduisent les dé-
formations qui peuvent survenir lors de l’utilisation d’un photocopieur, d’un scanner
ou encore d’une imprimante. Ils sont générés par la méthode Kanungo [Kanungo 94] et
sont composés de 9 types de dégradation (voir Figure D.5.2). Pour chaque type de dé-
gradation, la base contient 10 symboles bruités par classe. Ces symboles sont également
proposés en ayant subi une rotation ou un changement d’échelle.

Pour les distorsions vectorielles, la base contient 15 classes de symboles architecturaux
ou électriques (voir Figure D.5.3) et 600 symboles distordus. Les distorsions sont de
trois types (voir Figure D.5.4). Ces symboles sont également proposés en ayant subi
une rotation, un changement d’échelle, ou en étant doublement bruités par dégradations
binaires et par distorsions vectorielles.

Enfin, les images réelles sont composées des 15 symboles architecturaux et électriques
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présentés précédemment et de 75 symboles bruités par numérisation et 75 symboles
bruités par numérisation et photocopie.

Figure D.5.1: Symboles modèles de la base GREC 2003 (dégradations binaires)

D.5.1 GREC Radon

La base GREC Radon utilisée pour nos expérimentations se limitent à 910 objets
parmi l’ensemble des images proposées. Seules les premières 10 classes d’images sont
utilisées (cf. « Exp 2 », p 169 de [Guillas 07]). Pour chaque classe le symbole original,
i.e. non dégradé est utilisé ainsi que 90 symboles dégradés. La signature extraite de ces
910 symboles est la signature de Radon telle que définie dans la thèse de S. Guillas
[Guillas 07] (p 8 et 76).

D.5.2 GREC Structurelle

La base GREC Structurelle utilisée pour les expérimentations présentées dans ce ma-
nuscrit se limitent quant à elle à 1 900 objets parmi l’ensemble des images proposées.
Seules 19 classes sont utilisées, pour chaque classe le symbole original, i.e. non dégradé
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D.5 GREC 2003 database

Figure D.5.2: Symboles bruités de la base GREC 2003 (dégradations binaires)

Figure D.5.3: Symboles modèles de la base GREC 2003 (distorsions vectorielles)

Figure D.5.4: Symboles bruités de la base GREC 2003 (distorsions vectorielles)
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est utilisé ainsi que 99 symboles dégradés. La signature extraite de ces 1 900 symboles
est une signature structurelle composée de 15 descripteurs quantitatifs, telle que définie
dans [Guillas 07, Coustaty 11b]. Cette signature structurelle représente l’organisation
spatiale des primitives graphiques (lignes, arcs de cercle, ...) contenues dans l’image. Ces
primitives graphiques sont extraites à partir de la transformée de Hough [Hough 62].
Puis un graphe de vecteur intégrant les relations spatiales entre paire de primitives est
construit. Différents types de relations spatiales peuvent être considérés comme illustrés
sur la Figure D.5.5. Enfin la signature quantitative est extraite de la matrice adjacence
de ce graphe de vecteurs. Les valeurs représentent la longueur des chemins dans le graphe
de vecteurs [Guillas 07] (p 77 à 91). Pour nos tests, nous avons utilisées les chemins de
longueur 2.

Figure D.5.5: Types de relations spatiales entre deux segments s et s’ [Guillas 07]

252



Annexe E

Développement logiciel

Les travaux et algorithmes présentés dans ce manuscrit ont été développés autour de
la bibliothèque JAVA lattice [Bertet 11].

La bibliothèque lattice contenant l’ensemble des algorithmes de création de treillis à
partir d’un contexte binaire, les parties processus de discrétisation, classification d’objets
et simplification de la structure ont été développées comme surcouche de la bibliothèque
lattice.

Par exemple, nous avons défini les structures de données adaptées à la gestion des
tables de données quantitatives et définies les méthodes de discrétisation évaluées dans
ce manuscrit. Nous avons défini des treillis étiquetés héritant des treillis définis dans
la bibliothèque lattice, permettant ainsi leur utilisation en classification supervisée. La
méthode de navigation mise en œuvre dans Navigala [Guillas 07], a été adaptée selon
les propriétés des attributs construits via la discrétisation locale que nous avons définie.
De plus, pour permettre une comparaison directe avec les arbres de classification (i.e.
sans mortification du format des données), un package DecisionTree a été développé.

L’ensemble de ces fonctionnalités a été rendu accessible via une interface graphique.
Finalement, nous avons une application complète qui permet, à partir d’un ensemble
de données quantitatives étiquetées, de construire un treillis de Galois en utilisant diffé-
rents types de discrétisation présentées dans le chapitre 5 ; puis de simplifier la structure
du treillis construit via les méthodes présentées dans le chapitre 6 ; et enfin d’utiliser
et d’évaluer les performances du modèle construit en classification, par navigation (cf.
sections 3.4.2 et 5.2.6.2).

L’application développée étant fortement liée à la méthode Navigala ; elle a été nom-
mée NAVIGALA 2012 (cf. logo Figure E.0.1).

Pour leurs contributions à ces différents développements, nous remercions Najib Laa-
ribi (développement d’une partie des méthodes de discrétisation - stage M2), Gaël Le
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Figure E.0.1: Application Navigala 2012 - Logo

Baccon (développement du package DecisionTree - stage M1), ainsi que Élodie Le Goff

(développement de l’interface graphique et du logo - stage L3) et Joffrey Leblay (déve-
loppement de l’interface graphique - stage L3).

Les Figures E.0.2, E.0.3, E.0.4, E.0.5 présentent les différents onglets de l’application et
la Figure E.0.6 présente l’évolution de l’affichage des résultats au cours de l’exécution du
programme. Chaque onglet propose le paramétrage des différentes étapes d’apprentissage
et de classification.

Remarque. Notons que certains paramètres sont proposés bien qu’ils n’aient pas été
utilisés dans nos expérimentations, mais en tant que paramètres ajustables nous avons
préféré les proposer à l’utilisateur, nous préconisons cependant l’utilisation des para-
mètres par défaut.

Les onglets sont ordonnés selon l’ordre des traitements effectués, i.e. chargement des
données, paramétrage de l’apprentissage, paramétrage de la classification, résultats ob-
tenus en classification. Chaque onglet est décomposé comme suit :

1. Chargement des données à analyser (Figure E.0.2) :

a) L’utilisateur doit choisir le type d’analyse souhaitée :

i. Simple : le répertoire d’apprentissage devra contenir un fichier d’appren-
tissage et un fichier de test ;
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ii. Validation croisée : le répertoire d’apprentissage devra contenir n fichiers
d’apprentissage et n fichiers de test ; l’utilisateur doit alors saisir la valeur
souhaitée pour n ;

iii. Général : le répertoire d’apprentissage devra contenir un unique fichier
qui sera divisé en n paquets pour permettre une validation croisée à n
paquets ; l’utilisateur doit alors saisir la valeur souhaitée pour n.

b) L’utilisateur doit saisir dans le champ Données d’apprentissage, le répertoire
contenant le ou les fichiers d’apprentissages et de tests. Et dans le champ
Répertoire de sortie, le répertoire (vide) dans lequel les résultats devront être
enregistrés.

2. Paramétrage de l’apprentissage (Figure E.0.3) :

a) L’utilisateur doit choisir la discrétisation souhaitée et le critère de coupe as-
socié. Il doit indiquer s’il souhaite que le contexte construit par discrétisation
soit enregistré ;

b) L’utilisateur doit choisir s’il souhaite un élagage du modèle construit ou non
et les paramètres associés (Base de validation entre autre).

3. Paramétrage de la classification (Figure E.0.4), cet onglet contient les paramètres
ajustables pour lesquels nous conseillons l’utilisation des valeurs par défaut :

a) Taux d’homogénéité des concepts terminaux : l’utilisateur peut modifier le
critère d’étiquetage des concepts terminaux, i.e. selon le taux choisi x% ;
tous les concepts contenant au moins x% d’objets de la même classe, seront
étiquetés avec cette dernière et considérés comme terminaux. Par défaut, seuls
les concepts contenant des objets appartenant tous à la même classe et les
coatomes sont considérés comme terminaux.

b) Degré de flou : comme expliqué précédemment (cf. section 5.2.6.2), lorsque
Navigala a été défini, les intervalles construit par discrétisation globale étaient
élargis via des bornes floues. Bien que la discrétisation proposée dans notre
modèle ne permette pas de définir des bornes floues sur les intervalles compris
entre deux autres intervalles (cf. section 5.2.6.2), il est tout de même possible
de définir des bornes floues pour les intervalles extérieurs. Par héritage de
la méthode Navigala, nous avons donc choisi de proposer l’ajustement de ce
paramètre qui n’a que très peu d’influence sur les résultats de classification.
Le degré par défaut est 0.

c) Validation normalisée : l’utilisateur peut choisir, au cours de la navigation
et lorsque deux concepts sont validés, de privilégier le concept pour lequel
le taux d’attributs validés est le plus important et non pas uniquement le
nombre d’attributs. Ce paramètre a été défini pour normaliser les étapes de
navigation, mais comme le précédent il n’a que très peu d’influence sur les
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résultats de classification. Le paramétrage par défaut est la maximisation du
nombre d’intervalles validés.

4. Paramétrage de l’enregistrement des résultats (Figure E.0.5) :

a) L’utilisateur peut choisir le format d’enregistrement des résultats de la clas-
sification (exemple de fichier de résultats au format texte cf. Figure E.0.7) ;

b) Dans la fenêtre d’affichage, les paramètres choisis par l’utilisateur via les
onglets précédents sont rappelés ;

c) Lorsque le programme est lancé, l’affichage évolue en fonction des étapes fran-
chies et, les résultats obtenus sont détaillés tels que présentés sur la Figure
E.0.6.

Figure E.0.2: Application Navigala2012 - Onglet Données

La Figure E.0.8 présente le format de fichier pris en charge par l’application. Notons
que des convertisseurs, à partir des formats issus de logiciels d’analyse de données connus
Tanagra [Rakotomalala 05b, Rakotomalala 05a] et Weka [Machine Learning Group , Hall 09]
(Waikato Environment for Knowledge Analysis), sont proposés et accessibles par le menu
Conversion. Ce menu permet d’accéder à la fenêtre de choix des fichiers à convertir (cf.
Figure E.0.9).
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Figure E.0.3: Application Navigala2012 - Onglet paramètres d’apprentissage

Figure E.0.4: Application Navigala2012 - Onglet paramètres de classification
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Figure E.0.5: Application Navigala2012 - Onglet résultats

Figure E.0.6: Application Navigala2012 - Évolution de l’affiche des résultats
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Figure E.0.7: Application Navigala2012 - Fichier de résultats - format texte

Figure E.0.8: Application Navigala2012 - Fichier d’entrées
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Figure E.0.9: Application Navigala2012 - Fenêtre de conversion
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Publications

Article dans des revues avec comité de lecture

N. Girard, K. Bertet & M. Visani. Dichotomic Lattices & Local Discretization for
Lattices. International Journal of Computer Science and Artificial Intelligence (IJCSAI)
accepté mar-2013.[Girard 13]

K. Bertet, M. Visani & N. Girard. Treillis dichotomiques et arbres de décision.
Traitement du Signal, vol. 26, no. 5, pages 407–416, 2009.[Bertet 09]

Chapitres de livres avec comité de lecture

N. Girard, J.-M. Ogier & E. Baudrier. A New Image Quality Measure Conside-
ring Perceptual Information and Local Spatial Feature. In J.-M. Ogier, W. Liu & J.
Lladós, editeurs, Graphics Recognition. Achievements, Challenges, and Evolution, vo-
lume 6020 of Lecture Notes in Computer Science, pages 242–250. Springer Berlin Hei-
delberg, 2010.[Girard 10]

E. Baudrier, N. Girard & J.-M. Ogier. A Non-symmetrical Method of Image Local-
Difference Comparison for Ancient Impressions Dating. In W. Liu, J. Lladós & J.-M.
Ogier, editeurs, Graphics Recognition. Recent Advances and New Opportunities, pages
257–265. Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg, 2008. [Baudrier 08]

Conférences internationales avec comité de lecture

N. Girard, K. Bertet & M. Visani. Local Discretization of Numerical Data for Galois
Lattices. In IEEE 23rd International Conference on Tools with Artificial Intelligence,
ICTAI 2011, pages 902–903, Nov. 2011 - Best Poster Award. [Girard 11b]

N. Girard, K. Bertet & M. Visani. A local discretization of continuous data for lat-
tices : Technical aspects. In A. Napoli & V. Vychodil, editeurs, Proceedings of the 8th
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Publications

International Conference on Concept Lattices and Their Applications, pages 409 – 412,
Nancy, France, Nov. 2011 (Acceptance rate : 0.57 (27/47)).[Girard 11a]

N. Girard, J.-M. Ogier & E. Baudrier. A perceptual image quality evaluation based
on local spatial information. In 8th International Workshop on Graphics Recognition -
GREC 2009, Lecture notes in computer science, pages 353–358, La Rochelle, France,
juillet 2009. IAPR, Springer. [Girard 09b]

S. Guillas, K. Bertet, M. Visani, J.M. Ogier & N. Girard. Some Links Between De-
cision Tree and Dichotomic Lattice. In Proc. of the Sixth International Conference on
Concept Lattices and Their Applications, pages 193–205. CLA 2008, Oct. 2008 (Accep-
tance rate : 0.63 (19/30)). [Guillas 08]

Conférences nationales avec comité de lecture

N. Girard, K. Bertet & M. Visani. Vers une discrétisation locale pour les treillis di-
chotomiques. In Actes XVIèmes Rencontres de la Société Francophone de Classification,
pages 113–116, Grenoble, France, 2009. [Girard 09a]
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