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RésuméCe mémoire de thèse est 
onsa
ré à l'étude, tant du point de vue numérique que expérimental,du frottement en pied d'aube et de son impa
t sur la dynamique des roues aubagées. Le but a�
héest de 
ontribuer à une meilleure prévention des risques de fatigue des aubages de turboma
hinesdus prin
ipalement aux inhomogénéités du �ux aérodynamique.Nous avons développé et mis en oeuvre une méthode 
apable de prédire e�
a
ement la réponsefor
ée d'un disque aubagé en prenant en 
ompte les non-linéarités de 
onta
t et de frottement auniveau des atta
hes des aubes. Les équations sont résolues dans le domaine fréquentiel et les e�ortsde 
onta
t de même que les dépla
ements relatifs sont déterminés dans le domaine temporel au seind'éléments de 
onta
t tridimensionnels. La méthode proposée permet d'utiliser dire
tement les loisdis
ontinues de 
onta
t unilatéral et de frottement de Coulomb. Les simulations e�e
tuées à partirde dis
rétisations éléments �nis des interfa
es de 
onta
t montrent aussi sa 
apa
ité à reproduireles phénomènes de mi
roglissement et de perte de 
onta
t partielle au niveau des portées desaubes. La baisse de niveau vibratoire liée à la dissipation d'énergie en pied d'aube peut ainsi êtrequanti�ée. Nous montrons également 
omment tirer parti des propriétés de périodi
ité 
y
liquedes roues aubagées et des for
es ex
itatri
es pour n'e�e
tuer les 
al
uls non-linéaires que sur unseul se
teur angulaire et ainsi é
onomiser un temps de 
al
ul important.Une validation expérimentale des méthodes de 
al
ul est proposée à l'aide d'un disque d'es-sai monté d'aubes réelles. Les réponses fréquentielles mesurées témoignent d'un 
omportementnon-linéaire au voisinage des résonan
es qui est 
orre
tement reproduit par la simulation. Cette
onfrontation révèle néanmoins le besoin d'une 
ara
térisation poussée des paramètres d'amortisse-ment, en parti
ulier du 
oe�
ient de frottement, si l'on espère une prédi
tion quantitative pré
isedes niveaux vibratoires. Les 
ontraintes normales de 
onta
t ont été mesurées par l'insertion de�lms sensibles à la pression au niveau des portées des aubes. La simulation donne grossièrementla même répartition, mais la dis
rétisation utilisée pour les 
al
uls en dynamique ne permet pasd'a

éder aux forts gradients de 
ontrainte observés expérimentalement.Au 
ours de 
e travail, plusieurs variantes de modélisation du 
onta
t ont été testées. Nous avonsainsi étudié l'in�uen
e de l'ajout de raideurs de 
onta
t, d'un 
oe�
ient de frottement dépendantde la pression normale, mais aussi de la prise en 
ompte d'un 
oe�
ient de frottement statiquesupérieur au 
oe�
ient de frottement dynamique. Cette dernière 
on�guration peut entraîner des
omportements dynamiques étonnants et déli
ats à obtenir par des méthodes fréquentielles. Nousmontrons en e�et à partir de l'intégration temporelle de petits modèles frottants que la réponse àune ex
itation sinusoïdale peut dans 
ertains 
as être multipériodique voire apériodique.
i
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Abstra
tThis PhD dissertation is devoted to the study of blade/disk atta
hments in turboma
hinerywith a parti
ular emphasis on the impa
t of fri
tion on the dynami
 response of bladed disks.The problem was ta
kled both experimentally and numeri
ally and the developed tools 
an beseen as a 
ontribution to the prevention of high 
y
le fatigue failures due to the aerodynami
 �owinhomogeneities.A numeri
al method was developed in order to predi
t e�
iently the for
ed response of a bladeddisk taking into a

ount the 
onta
t and fri
tion nonlinearities in the blade roots. The equationsare solved in the frequen
y domain whereas the 
onta
t for
es and the relative displa
ements aredetermined in the time domain within spe
ial three-dimensional 
onta
t elements. The proposedmethod is able do handle the dis
ontinuous fun
tions governing unilateral 
onta
t and Coulombfri
tion. And when 
oupled with a �nite element representation of the 
onta
t surfa
es, it 
ansimulate mi
roslip and 
onta
t losses in the interfa
e. The energy dissipations due to fri
tion inthe atta
hment 
an therefore be quanti�ed as well as the 
orresponding de
rease of the vibrationamplitude of the blade. Another interesting fa
t is the possibility to use the 
y
li
 symmetryproperties of bladed disks and ex
itation for
es so as to perform the non-linear resolution on asingle angular se
tor. This te
hnique saves a lot of CPU time.An experimental validation of the numeri
al method was performed using a test disk mountedwith four real blades. The tests revealed a non-linear behaviour of the assembly near its resonan
esthat was well reprodu
ed by the numeri
al 
al
ulations. Nonetheless, a pre
ise measurement of thedamping parameters - espe
ially the fri
tion 
oe�
ient - is needed to a
hieve a good quantitativepredi
tion of the vibration levels. On the same test fa
ility, we used pressure sensitive �lms tomeasure the normal stress distribution in the 
onta
ts between the blades and the disk and highstress gradients were observed. The mesh used for dynami
 
al
ulations 
ould give the generaldistribution but was too 
oarse to reprodu
e the stress peaks.During this study, several 
onta
t modelings were tested su
h as the addition of 
onta
t springsor the use of a pressure dependant 
oe�
ient of fri
tion. A spe
ial attention was devoted tothe impa
t of stati
 fri
tion. Unexpe
ted dynami
al behaviours were obtained when the stati

oe�
ient of fri
tion is greater than the dynami
 
oe�
ient of fri
tion. The response of smallfri
tion models to sinusoidal ex
itation was obtained with time integration and it was shown thatin many 
ases, multiperiodi
 and aperiodi
 motions 
ould o

ur, whi
h impede the sear
h for asolution in the frequen
y domain.
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Introdu
tionContexte industriel et s
ienti�queLes disques aubagés d'un turboréa
teur sont des piè
es de haute te
hnologie dont la 
on
eptionest optimisée pour parti
iper à l'augmentation des performan
es moteur (rendement, rédu
tionde la masse, rédu
tion du bruit ...) tout en respe
tant les exigen
es de sé
urité. La re
her
hedu rendement a 
onduit à réduire au plus juste la distan
e rotor-stator ainsi qu'à dessiner despro�ls d'aubes de plus en plus 
omplexes. L'amélioration des performan
es est aussi passée parl'introdu
tion d'alliages spé
iaux, notamment à base de titane et de ni
kel, 
apables aussi deremplir leur fon
tion dans un environnement di�
ile, 
'est à dire de résister aux e�orts 
entrifugesélevés, aux e�orts dynamiques variés et aux 
ontraintes thermiques, parti
ulièrement importantesen sortie de 
hambre de 
ombustion.La maîtrise des vibrations des aubages est de première importan
e pour les 
onstru
teurs qui
her
hent à é
arter tout risque d'instabilité de �ottement, mais aussi à s'assurer que le niveauvibratoire ne 
ause pas de fatigue, 
e qui peut 
auser une �n de vie prématurée des piè
es et desdéfaillan
es. Il est important de noter i
i que la jon
tion aube-disque est une zone parti
ulièrementsensible à la fatigue par fretting. A�n de mieux prévenir 
es risques, et pour éviter des re
on
ep-tions tardives, des e�orts importants sont lan
és pour développer des outils numériques 
apablesde prédire t�t dans le 
y
le de 
on
eption les amplitudes vibratoires des roues aubagées. Les nu-méri
iens des �uides s'atta
hent à améliorer la modélisation tridimensionnelle de l'é
oulement, 
equi permet de mieux reproduire les pressions stationnaires et instationnaires exer
ées sur les palesdes aubes. C�té stru
tural, on note parmi les progrès ré
ents la prise en 
ompte du désa

ordagedes aubages et l'introdu
tion 
roissante des non-linéarités de 
onta
t et de frottement. Les 
al
ulssont de plus en plus 
ouplés �uide/stru
ture pour une meilleure prédi
tion du �ottement et del'amortissement aérodynamique.Parmi les zones de 
onta
t sus
eptibles d'in�uen
er le 
omportement des disques aubagés, onpeut 
iter la tête des aubes qui peut venir frotter 
ontre le stator, les nageoires, les talons, lesdispositifs d'amortissement par frottement se
 ou "frotteurs" qui sont utilisés pour atténuer lesamplitudes de vibration, et en�n l'atta
he aube-disque, qui est l'objet de 
e mémoire. Les étudesles plus nombreuses sont 
elles 
onsa
rées à la modélisation de l'e�et des frotteurs ave
 un obje
tifd'optimisation de leur e�
a
ité. Les e�orts à 
e sujet se sont essentiellement portés sur la résolutionnumérique des équations non-linéaires dues au frottement et parmi les solutions retenues pour
al
uler le régime permanent, les plus 
ourantes sont 
elles basées sur la te
hnique dite de balan
eharmonique. On trouve en revan
he peu de validations expérimentales des méthodes employées, etle frottement est dans la majeure partie des 
as pris en 
ompte de façon simple par une modélisationen ma
roglissement à l'aide d'une loi de Coulomb. Des améliorations substantielles sont ainsi à1



2 Introdu
tionre
her
her dans les travaux des tribologues, qui étudient la physique du 
onta
t ave
 une forteorientation expérimentale.Obje
tifs de la thèseLa modélisation du frottement au niveau de la jon
tion aube-disque pose des di�
ultés spé
i-�ques. En parti
ulier, l'e�ort normal n'est pas 
onnu a priori. De plus, 
omme la répartition dela pression de 
onta
t ne peut pas être supposée uniforme, et que l'énergie est dissipée essentielle-ment par un mé
anisme de mi
roglissement, le nombre de points de 
onta
t à prendre en 
ompteest élevé, 
e qui né
essite une méthode de résolution performante. A 
et égard, le premier obje
-tif identi�é pour notre étude est de reprendre et développer une méthode apte à résoudre dansle domaine fréquentiel des problèmes de 
onta
t de grande taille, puis de l'étendre au 
as d'unmodèle tridimensionnel de 
onta
t aube disque. Le se
ond obje
tif est d'apporter une validationexpérimentale de la méthode numérique à partir d'un ban
 d'essais en rotation et à partir d'unemesure de la répartition des pressions de 
onta
t. En�n, le troisième obje
tif est de proposer uneméthode pour 
al
uler de manière e�
a
e la réponse d'une roue aubagée 
omplète en prenant en
ompte le frottement en pied d'aube. Nous avons essayé durant toute 
ette étude de tirer pro�t derésultats trouvés dans la littérature de la tribologie a�n d'explorer quelques possibilités d'enri
hirles lois de 
onta
t et de frottement que nous avons mises en oeuvre.Organisation du mémoireLe memoire se répartit en six 
hapitres. Le premier a une vo
ation essentiellement introdu
tive.Après une présentation rapide du fon
tionnement d'un turboréa
teur, les 
onditions de fon
tionne-ment des roues aubagées sont détaillées, 
e qui permet de mieux 
omprendre les risques de fatiguevibratoire auxquels elles sont soumises. On a en parti
ulier e�e
tué une synthèse de la bibliographie
onsa
rée à la fatigue par fretting au niveau du pied d'aube. Nous pré
isons aussi les di�
ultésspé
i�ques de la modélisation du 
onta
t frottant en pied d'aube et les apports attendus en termesde prévention de la fatigue.Dans le 
hapitre 2, une formulation 
ontinue du problème général dynamique de 
onta
t ave
frottement est donnée. Nous ne 
onsidérons pas un 
onta
t pon
tuel mais bien une surfa
e de
onta
t. Les méthodes les plus employées pour traiter 
e problème dans le 
adre d'une résolution parintégration temporelle sont rapidement présentées, puis nous abordons les méthodes de résolutiondans le domaine fréquentiel et détaillons la méthode que nous avons mise en oeuvre, basée sur laDLFT (Dynami
 Lagrangian Frequen
y Time method). Nous proposons un moyen de 
hoisir leparamètre de pénalisation et en�n analysons la performan
e de la méthode (pré
ision, temps de
al
ul), à partir de modèles simples et par 
omparaison ave
 l'intégration temporelle et d'autresméthodes fréquentielles.Nous utilisons au 
hapitre 3 la DLFT pour 
al
uler le 
omportement dynamique d'une aubeen rotation en prenant en 
ompte les non-linéarités de 
onta
t et de frottement au niveau deson pied. La gestion tri-dimensionnelle du 
onta
t permet de mettre en éviden
e des mouvementsrelatifs 
omplexes in
luant des séparations partielles. La méthode permet une quanti�
ation de larédu
tion du niveau vibratoire et donne a

ès à la répartition des glissements, des 
ontraintes de
onta
t et des énergies dissipées lo
alement dans l'interfa
e de 
onta
t. La sensibilité de la réponseaux paramètres de la modélisation est aussi évaluée.



Introdu
tion 3Une validation expérimentale des méthodes de 
al
ul présentées aux 
hapitres 2 et 3 est pro-posée dans le 
hapitre 4. Un ban
 tournant situé à l'E
ole Centrale de Lyon 
omprenant un disqueaubagé monté d'aubes réelles a été utilisé. Les résultats expérimentaux in
luent aussi bien desrésultats de réponse for
ée, que la répartition des 
ontraintes de 
onta
t mesurées à l'aide de �lmssensibles à la pression. Un modèle numérique du ban
 a été développé pour pouvoir disposer de ré-sultats numériques à 
omparer aux résultats expérimentaux. A�n de mieux reproduire les résultatsexpérimentaux, et en s'inspirant de la littérature, nous proposons d'introduire dans la modélisationun 
oe�
ient de frottement variable en fon
tion de la vitesse de rotation du disque aubagé.Les roues aubagées font partie des stru
tures dites à symétrie 
y
lique. En négligeant le désa
-
ordage inter-aube, il est ainsi possible de 
al
uler leurs modes propres et leur réponse for
éelinéaire à partir de la modélisation d'un seul se
teur. Nous montrons dans le 
hapitre 5 
ommenton peut sous 
ertaines 
onditions obtenir un avantage similaire dans le 
as d'une réponse for
éein
luant des non-linéarités. La méthode proposée est appliquée au 
as d'un disque aubagé de 47aubes ave
 
onta
t frottant en pied d'aube.Le mémoire se 
l�t sur le sixième 
hapitre, 
onsa
ré à l'étude de l'e�et du frottement statiquesur la dynamique des systèmes frottants. Lorsque nous avons essayé de prendre en 
ompte dansnotre modélisation de la fri
tion en pied d'aube un 
oe�
ient de frottement statique supérieur au
oe�
ient de frottement dynamique, nous avons ren
ontré des problèmes de 
onvergen
e dans laDLFT. Ce 
hapitre montre à partir de petits modèles étudiés par intégration temporelle, que 
ettedistin
tion peut 
onduire à des réponses for
ées multipériodiques et parfois 
haotiques, 
e qui peutmettre en é
he
 la méthode développée.
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Chapitre 1Problématiques liées au 
onta
taube-disqueCe 
hapitre donne le 
ontexte industriel de l'étude et présente la démar
he s
ienti�que adoptée.Après un bref rappel du fon
tionnement d'un turboréa
teur, les risques de fatigue auxquels sontsujettes les roues aubagées sont présentés. L'a

ent est mis parti
ulièrement sur l'endommagementpar fretting de la liaison aube-disque. On montre ensuite 
omment le 
al
ul de la réponse doitpermettre de prévenir 
es risques très en amont du 
y
le de 
on
eption. La pré
ision re
her
héedans 
e domaine né
essite entre autres une bonne 
onnaissan
e de l'amortissement dû au frottementà l'interfa
e aube-disque. Les prin
ipales di�
ultés de modélisation du 
onta
t en pied d'aube sont�nalement présentées et le 
hapitre se 
l�t par la dé�nition des obje
tifs de l'étude.1.1 Présentation rapide d'un turboréa
teurLe turboréa
teur est apparu en Europe au début du 20e siè
le. On peut 
iter le brevet du fran-çais Guillaume en 1921 qui propose un turboréa
teur à 
ompresseur axial. Mais 
e sont les brevetsde l'anglais Frank Whittle et de l'allemand Hans Von Ohain dans les années 30 qui ont 
onduitaux premières réalisations pratiques. Ces moteurs à 
ombustion 
ontinue marquent une rupturepar rapport aux moteurs à pistons d'alors en apportant un rapport puissan
e/poids beau
oup plusélevé.La �gure 1.1 montre un moteur utilisé a
tuellement sur les avions 
ivils A318, A319, A320et A321 d'Airbus. C'est une ar
hite
ture dite double 
orps, double �ux. En e�et, en regardantle s
héma simpli�é du moteur présenté sur la �gure 1.2, on distingue deux rotors indépendants("double 
orps"). Le rotor basse pression 
omprend la sou�ante, le 
ompresseur basse pressionet la turbine basse pression. Le rotor haute pression supporte le 
ompresseur haute pression et laturbine haute pression. Le �ux d'air aspiré dans le moteur par la sou�ante est séparé en un �uxprimaire et un �ux se
ondaire, 
e qui justi�e l'expression "double �ux". Cette ar
hite
ture tendà se généraliser, même si 
ertains moteurs militaires restent des monorotors. Des moteurs 
ivilstriple 
orps double �ux sont apparus ré
emment.Au début du 
y
le de fon
tionnement d'un tel moteur, l'air entre à l'avant du moteur parla sou�ante, aussi appelée fan. Le �ux est ensuite séparé en deux : une partie, le �ux primaire,va passer dans la partie interne du moteur et est destiné à parti
iper à la 
ombustion. Le reste5
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Fig. 1.1 � Turboréa
teur 
ivil double 
orps, double �ux. Moteur CFM56-5B.ressort dire
tement du turboréa
teur et 
ompose le �ux se
ondaire. Le �ux primaire est 
omprimésu

essivement dans les étages du 
ompresseurs basse pression et du 
ompresseur haute pression. Legaz, alors à sa pression maximale, est en�ammé dans la 
hambre de 
ombustion. Ce
i s'a

ompagned'une forte hausse de la température qui atteint des valeurs supérieures à 1500ÆC et d'une légèrediminution de pression. Le gaz est ensuite détendu dans les turbines. La turbine haute pressionentraîne le 
ompresseur haute pression et la turbine basse pression entraîne la sou�ante et le
ompresseur basse pression. Le �ux primaire est en�n a

éléré par la tuyère et fournit une partiede la poussée du moteur, le reste de la poussée étant due au �ux se
ondaire.Le rapport entre le débit d'air se
ondaire ne passant que dans la sou�ante et le débit d'airprimaire traversant tous les étages du moteur est appelé taux de dilution. Les moteurs 
ivils sont
onçus ave
 un fort taux de dilution 
e qui permet d'une part de limiter la 
onsommation et d'autrepart de réduire les nuisan
es sonores en noyant le bruit du jet primaire. Par exemple, le moteurCFM56-5B de la �gure 1.1 a un taux de dilution 
ompris entre 5.5 et 6 suivant les 
on�gurations.Ainsi, les moteurs 
ivils tirent l'essentiel de leur poussée du �ux se
ondaire. C'est pourquoi lasou�ante a un diamètre élevé (jusqu'à 3,1 m sur le moteur GE90 destiné au bimoteur gros porteurBoeing 777), ave
 des aubes au design parti
ulièrement optimisé. Pour les moteurs militaires enrevan
he, les exigen
es de 
ompa
ité et de rapport puissan
e/poids 
onduisent à des moteurs àtaux de dilution plus faible (0,3 sur le M88 qui équipe le Rafale).
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ements
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Fig. 1.2 � S
héma simpli�é d'un turboréa
teur 
ivil double 
orps, double �ux.En raison des exigen
es de performan
e (masse, rendement) et de �abilité, les matériaux 
om-posant le moteur sont 
hoisis ave
 la plus grande attention. Les alliages de titane, en parti
ulierle Ti-6Al-4V, ont une bonne tenue à la 
orrosion, une bonne tenue en température jusqu'à 600ÆCet un bon rapport propriétés mé
aniques/densité. Ils sont utilisés massivement dans les 
ompres-seurs. Les superalliages à base de ni
kel qui se 
ara
térisent par une ex
ellente tenue à 
haud(jusqu'à 1100ÆC) sont employés entre autres dans les turbines. Ces deux 
lasses de métaux 
onsi-tuent environ 75% de la masse du moteur. On assiste par ailleurs à une introdu
tion 
roissantedes 
éramiques et des matériaux 
omposites, utilisés par exemple pour les aubes de la sou�antedu moteur GE90. Les re
her
hes ré
entes ont permis la réalisation sur le moteur M88 d'aubes deturbine mono
ristallines et de disques obtenus par métallurgie des poudres.1.2 Fatigue des roues aubagéesLes piè
es du moteur sont soumises à des vibrations qui si elles ont ex
essives, 
ausent desendommagements par fatigue qui peuvent aller jusqu'à la rupture. Les parties tournantes des
ompresseurs et des turbines sont les plus solli
itées et né
essitent des opérations de surveillan
eet de maintenan
e régulières. La �gure 1.3 montre une roue aubagée de 
ompresseur dans laquelleles 28 aubes périphériques sont liées au disque 
entral par des joints en queue d'aronde. Des pertesd'aubes sont toujours à déplorer et très souvent le phénomène de fatigue haute fréquen
e en est la
ause.1.2.1 Cara
téristiques de l'ex
itationLes aubages sont soumis à de nombreuses solli
itations statiques et dynamiques. Parmi les sol-li
itations statiques, on 
ompte la pression aérodynamique stationnaire et les e�ets de dilatation.Les étages tournants sont de plus soumis à des e�orts 
entrifuges très importants. La 
harge sur
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Fig. 1.3 � Roue aubagée de 
ompresseur.
une seule aube de sou�ante peut atteindre 100 tonnes. Certains étages tournants parti
ulièrementsolli
ités, 
omme la turbine haute pression, requièrent des disques extrêmement massifs. Les ex
i-tations dynamiques dépendent fortement de la position dans le moteur de l'étage étudié et ont desorgines diverses. On peut 
iter entre autres� les balourds,� les 
onta
ts aube-
arter,et tout 
e qui peut 
onduire à un 
hamp de pression non uniforme de l'é
oulement :� le sillage des aubages amont �xes et mobiles,� le vent de travers (sou�ante),� les perturbations diverses de l'é
oulement.Ces dernières solli
itations d'origine aérodynamique sont les plus importantes à prendre en 
ompte.Du point de vue d'une aube mobile, 
es perturbations dans l'é
oulement 
onstituent une ex
itationpériodique, de fréquen
e multiple de la vitesse de rotation. La �gure 1.4 montre la su

essiondes redresseurs �xes et des aubages mobiles dans un 
ompresseur. Considérons une aube mobiledé�lant dans le sillage des redresseurs. Son ex
itation sera essentiellement 
omposée d'harmoniquesmultiples de la fréquen
e de rotation et du nombre de redresseurs. De telles solli
itations sontdites poly
y
liques. On parle de solli
itation oligo
y
lique pour des fréquen
es beau
oup plusbasses asso
iées par exemple aux variations d'e�ort 
entrifuge quand le régime moteur 
hange. Cesdeux types de solli
itation peuvent 
auser la fatigue des disques aubagés, mais on s'intéresse plusparti
ulièrement à la fatigue poly
y
lique qui est 
elle qui semble 
auser le plus de problèmes surles moteurs a
tuels.
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Fig. 1.4 � S
héma de quelques étages de 
ompresseur.1.2.2 Fatigue poly
y
liquePrésentation du phénomèneOn vient de voir que les aubages sont soumis en permanen
e à des solli
itations dont lesfréquen
es peuvent être élevées (>1kHz). Les 
ontraintes dynamiques générées, même si elles sontinférieures à la limite élastique risquent de faire à la longue 
éder les aubages. Ce phénomènede fatigue est la 
ause prin
ipale de défaillan
e des turboréa
teurs. L'endommagement 
ommen
epar une �ssuration mi
ros
opique dans les zones de fortes 
ontraintes. Les zones 
ritiques sont lessurfa
es, les défauts de la stru
ture, intrinsèques ou apparus à 
ause de l'ingestion par le moteur de
orps étrangers 
omme le sable, la gla
e, ou les oiseaux. Au �l des 
y
les de 
hargement la �ssuredevient ma
ros
opique et 
ontinue à se propager jusqu'à la rupture. Les vitesses de propagationdes �ssures sont de l'ordre de 10�10m ou 10�9m par période. Vu les fréquen
es de vibration desaubes de turboma
hines une �ssure peut 
onduire à la rupture en quelques heures de vol.Outils de 
on
eptionLe diagramme de Wöhler, représenté sur la �gure 1.5 est un outil important pour l'analyse de lafatigue. La 
ourbe de Wölher ou 
ourbe S-N (Stress-Number of 
y
les) est obtenue à partir d'essaisde fatigue e�e
tués sur des éprouvettes 
hargées uniaxialement ou plus rarement dire
tement sur lespiè
es réelles. Ave
 une 
ontrainte statique moyenne �m généralement nulle, une 
ontrainte alternéed'amplitude �a inférieure à la limite de rupture statique Rm est appliquée jusqu'à la rupture, etle nombre de 
y
les à la rupture N
 est relevé. Chaque essai fournit un point du diagramme.C'est don
 un diagramme long à 
onstruire mais il existe des formules permettant d'en donner
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t aube-disqueune bonne approximation. On distingue le domaine de fatigue oligo
y
lique (N
 < 104
y
les) oùles déformations plastiques sont notables et le domaine de la fatigue poly
y
lique N
 > 104
y
lesqui nous intéresse i
i. On remarque sur la 
ourbe qu'il existe une 
ontrainte �e appelée limited'enduran
e ou limite de fatigue, en dessous de laquelle il n'y a pas rupture quelque soit le nombrede 
y
les. C'est une propriété véri�ée par l'a
ier, mais aussi par les alliages de titane. Ainsi, le
on
epteur du moteur doit s'assurer que les 
ontraintes dans les disques aubagés restent en dessousde la limite d'enduran
e ave
 une marge de sé
urité su�sante. On note en�n que beau
oup dematériaux, en parti
ulier les alliages d'aluminium, n'ont pas de limite d'enduran
e : quelque soitla 
ontrainte �a appliquée, la rupture intervient toujours en un nombre �ni de 
y
les. A défaut,on utilise alors une limite d'enduran
e pour un nombre de 
y
les donnés, par exemple 107 ou 108.PSfrag repla
ements �a
�e
Rm

N
102 104 106 1081 Fig. 1.5 � Courbe de Wöhler.Le diagramme de Wölher est 
lassiquement tra
é ave
 une 
ontrainte moyenne nulle, or enpratique les aubages sont soumis à des 
ontraintes statiques importantes dues aux e�orts 
entri-fuges et à la pression stationnaire du gaz. Il s'avère que la limite d'enduran
e �e obtenue pourune 
ontrainte moyenne nulle n'est plus valable dans 
e 
as. On a alors re
ours au diagrammede Haigh (voir �gure 1.6) qui représente l'évolution de la limite d'enduran
e en fon
tion de la
ontrainte moyenne �m. Pour tra
er un diagramme de Haigh 
omplet, il faut en théorie 
onstruireune 
ourbe de Wöhler pour 
haque valeur de la 
ontrainte moyenne, 
e qui est très fastidieux.Pour 
ontourner 
ette di�
ulté, des modélisations simpli�ées sont souvent utilisées et permettentde statuer rapidement sur le risque de fatigue. La droite de Goodman est très utilisée. Elle relie �e,limite d'enduran
e à 
ontrainte moyenne nulle et Rm, 
ontrainte de rupture statique. Les pointsde fon
tionnement doivent se situer sous la droite pour éviter le risque de fatigue. La droite deSoderberg qui relie �e et la limite élastique Re o�re une marge de sé
urité plus grande.Fa
teurs aggravantsDans quasiment tous les 
as, les �ssures démarrent à partir de la surfa
e de la piè
e, dansles zones de 
ontraintes les plus fortes. Il faut don
 faire parti
ulièrement attention dans le 
as degéométries à angles vifs et dans tous les 
as où l'état de surfa
e est sus
eptible d'être dégradé. Ainsil'impa
t de 
orps étrangers sur les aubes de turboma
hines peut altérer fortement leur résistan
eà la fatigue. De même les zones de 
onta
t en général sont très sensibles. Par exemple, les petitsmouvements relatifs dans les liaisons peuvent être responsables d'usure et de départs de �ssures.
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Fig. 1.6 � Diagramme de Haigh.Ce phénomène de fretting est présenté plus en détail pour le 
as de la liaison aube-disque dansle paragraphe suivant. L'environnement déli
at dans 
ertaines parties du turboréa
teur (fortestempératures, attaques 
himiques) a également un impa
t négatif. Pour donner une meilleurerésistan
e à la fatigue à leurs piè
es, les 
onstru
teurs utilisent des revêtement spé
iaux et destraitements de surfa
e. Ainsi, le dur
issement super�
iel, le grenaillage et le brunissage sont deste
hniques utilisées sur les aubes pour générer des 
ontraintes résiduelles de 
ompression béné�ques[43℄ [115℄.1.2.3 Fatigue par fretting de la liaison aube-disquePrésentation du phénomèneLa région de l'atta
he aube-disque est parti
ulièrement sensible à la fatigue et de nombreuses�ssurations ont été relevées dans 
ette zone [43℄ [93℄ [123℄. La �gure 1.7 montre un dessin d'uneatta
he en queue d'aronde. Le 
onta
t est assuré par la for
e 
entrifuge qui 
oin
e le pied del'aube dans l'alvéole du disque. Il y a deux surfa
es de 
onta
t qui sont appelées les portées del'aube. Les ex
itations auxquelles sont soumises l'aube sont la 
ause d'e�orts de 
onta
t tangentielset normaux os
illants au niveau des portées, qui 
onduisent à des glissements alternés de faibleamplitude de tout ou partie des interfa
es de 
onta
t. Ce fretting 
ause l'usure des surfa
es en
onta
t et peut éventuellement produire l'initiation de �ssures. La �gure 1.7 montre une �ssureà un endroit où elle est très sus
eptible d'apparaître [43℄ [85℄ [123℄. La prévention de 
es risquesin
lut des traitements de surfa
es 
omme le grenaillage et le dép�t de revêtements prote
teurs. Un�lm de lubri�ant solide, typiquement à base de graphite ou de bisulfure de molybdène (MoS2),
onstitue généralement la 
ou
he externe des surfa
es de 
onta
t.Lois d'endommagementLes glissements en pied d'aube usent les surfa
es en 
onta
t. On rappelle à 
et e�et la loid'Ar
hard qui estime le volume d'usure V dans un 
onta
t glissant par :V = KNÆH ; (1.1)ave
� K : 
oe�
ient d'usure dépendant des matériaux en 
onta
t,� N : e�ort normal,� Æ : distan
e de glissement,� H : dureté du 
orps le plus tendre.
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Fig. 1.7 � Atta
he en queue d'aronde.On dérive fa
ilement une loi lo
ale qui donne la profondeur d'usure h en fon
tion de la 
ontraintede 
onta
t normale �n dans les zones de glissement :h = K�nÆH : (1.2)En�n en supposant que la loi de Coulomb est vraie lo
alement, on peut é
rire � = ��n, où � estla 
ontrainte de 
isaillement due au frottement et � est le 
oe�
ient de frottement. Ce
i 
onduit àune relation de proportionnalité entre la profondeur d'usure h et l'énergie surfa
ique dissipée parfrottement �Æ : h = K 0�Æ ; (1.3)où K 0 = KH� . Une prédi
tion 
orre
te de l'usure né
essite don
 une appro
he lo
ale de la zone de
onta
t permettant de déterminer les amplitudes de glissement et les répartitions de 
ontraintes.Etant donné les faibles amplitudes, l'usure par fretting ne provoque pas des arra
hements de ma-tière très volumineux, mais su�t à endommager et éventuellement faire disparaître les 
ou
hesprote
tri
es des surfa
es de 
onta
t, augmentant ainsi le risque de �ssuration. Ainsi, dans les expé-rien
es menées par Fridri
i [43℄, tant que l'alliage de titane était re
ouvert de Molydag (lubri�antsolide à base de MoS2), au
une �ssure n'apparaissait. Il a pu déterminer empiriquement un 
ritèred'élimination du �lm de lubri�ant basé sur l'énergie dissipée lo
alement dans le 
onta
t.Les �ssures induites par la fatigue en fretting peuvent avoir des 
onséquen
es graves, aussi ilest important de disposer de moyens permettant de prédire l'endroit où la �ssure apparaît et lenombre de 
y
les de fatigue jusqu'à l'amorçage de la ma
ro�ssure. Lykins et al. [83℄ ont testé denombreux paramètres de �ssuration à partir d'expérimentations en fretting-fatigue sur du Ti-6Al-4V. Il ressort que les meilleurs 
ritères prennent en 
ompte l'amplitude de la déformation et aussila déformation moyenne. Le paramètre de Smith-Watson-Topper, utilisé en parti
ulier dans [43℄,[93℄, [142℄, s'é
rit pour un plan donné � = �max"a ; (1.4)
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t aube-disque 13où �max est la 
ontrainte normale maximale et "a = �"2 est l'amplitude de déformation normale.Il faut dans un premier temps déterminer pour 
haque point de la piè
e l'orientation du planqui maximise �. Ensuite, la répartition spatiale de 
es maxima permet de déterminer le point
orrespondant au maximum absolu de �. La �ssure est supposée s'amor
er à 
e point dans le plan
ritique pré
édemment déterminé pour 
e point. En outre, le nombre de 
y
les à l'amorçage Nfest prédit par la relation � = (�0f )2E (2Nf )2b0 + �0f"0f (2Nf )b0+
0 ; (1.5)où E est le module de Young et �0f , "0f , b0, 
0 sont des paramètres qui dépendent du matériau etde la température. Pour l'alliage de titane étudié par Murthy et al. [93℄, l'équation (1.5) devient� = 5109(2Nf )�0:252 + 651(2Nf )�0:406 : (1.6)La �gure 1.8 montre l'allure de la 
ourbe. L'utilisation d'un paramètre 
omme � est 
omplexepuisqu'elle né
essite de 
onnaître la répartition et l'amplitude des déformations. La méthode utiliséepar Lykins et al. [83℄ 
onsiste à mesurer dans un premier temps les e�orts minimaux et maximauxauxquels sont soumis les piè
es en 
onta
t. Ces e�orts sont ensuite inje
tés dans un modèle élément�nis de la zone de 
onta
t qui donne les répartitions des 
ontraintes et des déformations dans le
as de 
hargement minimal et dans le 
as de 
hargement maximal, 
e qui permet au �nal d'évaluer�. Szolwinski et al. [142℄ utilisent un modèle analytique à la pla
e du modèle éléments �nis. Dansles deux 
as, il a don
 été fait l'hypothèse que la réponse était quasi-statique 
e qui est peut-êtree�e
tivement le 
as sur un ban
 expérimental, mais pas pour une aube de turboma
hine où lesfréquen
es d'ex
itation peuvent dépasser le kilohertz.
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Nombre de cycles à l’amorçageFig. 1.8 � Relation entre le paramètre de Smith-Watson-Topper et la durée de vie avant �ssuration, d'après[93℄.Les dégradations par fretting sont très intimement liées à la 
on�guration du 
onta
t étudié,aussi les études expérimentales, numériques ou analytiques doivent-elles reproduire le plus �dèle-ment possible les 
onditions réelles du 
onta
t aube-disque : géométrie du joint, e�orts, appliqués,traitements des surfa
es en 
onta
t. Or 
omme les essais de durée de vie sur ma
hine tournantesont 
ompliqués et 
hers, les expérien
es sont généralement menées ave
 une ma
hine de fatigue
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t aube-disqueuniaxiale 
lassique dans laquelle des patins, le plus souvent 
ylindriques, sont mis en 
onta
t ave
l'éprouvette testée (voir la �gure 1.9). Plusieurs études se sont fo
alisées sur l'alliage de titaneTi-6Al-4V en appliquant des e�orts représentatifs de 
eux ren
ontrés en pied d'aube, entre autres[83℄ [93℄ [121℄. La 
on�guration de la �gure 1.9 permet 
ertes une analyse plus fa
ile, mais on peuts'interroger sur la validité des résultats pour une atta
he en queue d'aronde dans laquelle, du faitde l'angle des portées, l'e�ort normal et l'e�ort tangentiel sont 
ouplés par les e�orts 
entrifugeset les e�orts 
y
liques. L'alternative proposée par Ruiz et al. [123℄ 
onsiste à tester dire
tementdes joints en queue d'aronde à l'aide d'une ma
hine de fatigue biaxiale. Les résultats montrentque l'usure est plus importante près des bords de la portée (points C et C' sur la �gure 1.10(a)).De plus les �ssures apparaissent toujours sur le disque et dans le bas de la portée (près du pointC sur la �gure 1.10(a)). Les 
al
uls statiques par éléments �nis 
on�rment que 
ette région este�e
tivement 
elle où les sur
ontraintes sont les plus élevées. Selon les auteurs, la sur
ontrainte
ausée par le 
onta
t n'est pas la seule à prendre en 
ompte pour estimer la durée de vie du joint.Il faut aussi tenir 
ompte de l'usure par fretting, 
'est pourquoi ils ont introduit le paramètrek = �t�Æ (1.7)qui 
ombine la 
ontrainte de tra
tion tangentielle �t et l'énergie surfa
ique dissipée par frottement�Æ. Le maximum de k donne la région où le risque de �ssuration est le plus grand et le nombrede 
y
les à la rupture serait approximativement proportionnel à (kmax)� 12 . Lykins et al. [83℄ ontmontré que si le 
ritère k permet en e�et de lo
aliser 
orre
tement le lieu d'amorçage des �ssuresil est en revan
he di�
ile de l'utiliser pour prédire la durée de vie avant �ssuration.
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PSfrag repla
ements NN TT
�aFig. 1.9 � Expérimentation en fretting-fatigue.Détermination des 
ontraintes sous 
hargement statiqueLe paragraphe pré
édent a montré que la 
onnaissan
e des 
ontraintes dans la liaison aube-disque était né
essaire pour prédire l'endommagement par fretting. Il est possible de 
al
uleranalytiquement les 
ontraintes en 
onsidérant que le 
onta
t aube disque peut être représenté
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onta
t aube-disque 15par la modélisation simpli�ée de la �gure 1.10(b)). Il s'agit d'un 
onta
t à deux dimensions, nonhertzien, où un poinçon élastique aux bords arrondis est en 
onta
t plan ave
 un demi espa
eélastique. Dans 
es 
onditions, les 
ontraintes sont singulières uniquement quand le rayon R tendvers 0, 
'est à dire quand les bords forment des angles vifs [24℄ [134℄. Les 
al
uls donnent larépartition des glissements, des 
ontraintes normales �n, des 
ontraintes de 
isaillement � et des
ontraintes tangentielles �t [24℄ [48℄. Les bords du 
onta
t sont des zones de glissement et les
ontraintes y sont les plus élevées, 
e qui 
on�rme que 
e sont les régions les plus sensibles àl'endommagement par fretting.
PSfrag repla
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R ��n �tPSfrag repla
ements 2a CC'R R��n�t(a) (b)Fig. 1.10 � (a) Pro�l en queue d'aronde (b) Modélisation par un poinçon plan sur un espa
e semi-in�ni.Des mesures expérimentales des 
ontraintes dans les jon
tions aube-disque ont été réaliséespar photoélasti
imétrie soit à l'arrêt [71℄, soit en rotation à des vitesses inférieures à 1000 tourspar minute [85℄[86℄[106℄. Dans 
es études, les résultats ont été 
omparés ave
 
eux obtenus paréléments �nis et 
on�rment la présen
e de sur
ontraintes en bord de 
onta
t, et plus parti
ulière-ment en bas du 
onta
t (point C sur la �gure 1.10(a)). Papanikos et al. ont obtenu une répartitiontridimensionnelle des 
ontraintes en analysant les franges de plusieurs tran
hes dé
oupées dansl'épaisseur du disque. Ils ont trouvé des variations importantes des 
ontraintes dans l'épaisseur dudisque, 
e qui souligne la né
essité d'une modélisation tri-dimensionnelle de 
e type de 
onta
t.Les 
al
uls éléments �nis réalisés dans [71℄, [85℄, [86℄ et [106℄ utilisent des maillages relativementgrossiers et il n'est pas sûr que les pi
s de 
ontrainte en bord de 
onta
t soient 
orre
tement prédits.Sin
lair et al. [134℄ ont pu obtenir, au prix de ra�nements intensifs de maillage, la 
onvergen
e des
ontraintes statiques dans un joint en queue d'aronde. Les 
ontraintes ne sont don
 pas singulières,mais les gradients sont élevés, 
e qui a né
essité pour 
ette analyse bidimensionnelle jusqu'à 50000 éléments de 
onta
t. La �gure 1.11 montre la répartition des 
ontraintes normales de 
onta
tobtenue. Ces travaux se sont poursuivis ave
 des analyses tridimensionnelles [6℄[7℄, qui 
onduisentà des sur
ontraintes qui peuvent être signi�
ativement supérieures à 
elles prédites par les modèlesbidimensionnels. Beisheim et al. [7℄ montrent en�n que l'utilisation de portées bombées permet deréduire les 
ontraintes maximales.BilanOn trouve dans la littérature de nombreux outils permettant de prédire les endommagementspar usure et par �ssuration dus au fretting. Leur appli
ation à la liaison aube-disque né
essite
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C C'Fig. 1.11 � Répartition de la pression de 
onta
t sur une portée, d'après [7℄.la 
onnaissan
e de la répartition et des amplitudes des 
ontraintes et des glissements au niveaude la zone de 
onta
t. Les 
al
uls statiques prenant en 
ompte le 
onta
t et le frottement nedonnent que la répartition et dans 
e 
ontexte les amplitudes ne peuvent être déterminées qu'ave
l'hypothèse d'une réponse quasi-statique. Il n'existe pas en
ore à notre 
onnaissan
e de pro
édureentièrement numérique de prédi
tion de l'endommagement par fretting. Notre étude est une étapevers 
et obje
tif, puisque nous proposons un 
al
ul dynamique de réponse for
ée qui permet dedéterminer la répartition et l'amplitude des e�orts de 
onta
t normaux et tangentiels, ainsi quedes glissements.1.3 L'enjeu du 
al
ul de la réponse for
éeLes aubages sont soumis à des 
ontraintes alternées à fréquen
e élevée et on a vu qu'ils peuventfatiguer rapidement si le niveau vibratoire est trop élevé. Le plus sûr moyen de rester en dessousde la limite d'enduran
e est d'éviter toute situation de résonan
e ou d'instabilité. On a vu auparagraphe 1.2.1 que la plupart des ex
itations auxquelles sont soumis les disques aubagés sontpériodiques et de fréquen
e multiple de la vitesse de rotation. On peut alors repérer les résonan
espotentielles à l'aide d'un diagramme de Campbell (voir �gure 1.12). Sur 
e diagramme est reportéel'évolution des fréquen
es propres du disque aubagé en fon
tion de la vitesse de rotation. Figurentégalement les droites représentant les harmoniques de la vitesse de rotation. Les interse
tionsentre 
es deux familles de 
ourbes représentent les résonan
es possibles. Les interse
tions poten-tiellement dangereuses sont 
elles situées dans le régime de fon
tionnement du moteur. Il s'agit soitpar l'expérien
e soit par le 
al
ul de hiérar
hiser la 
riti
ité de 
es 
ouples régime-fréquen
e. Lesexpérien
es étant 
hères et souvent peu représentatives des 
onditions réelles de fon
tionnementdu turboréa
teur, les 
onstru
teurs 
her
hent à prévoir la réponse for
ée des éléments du moteurpar la simulation numérique. Le 
al
ul de la réponse for
ée doit permettre de situer le niveauvibratoire au voisinage des résonan
es par rapport à la limite d'enduran
e. Si une résonan
e estjugée vraiment 
ritique, il faut soit réviser la géométrie de l'aubage a�n de dépla
er la fréquen
epropre, soit avoir re
ours à un dispositif d'amortissement pour réduire l'amplitude vibratoire (voir
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Fig. 1.12 � Diagramme de Campbell d'une aube.La pré
ision du 
al
ul de la réponse for
ée est ainsi un enjeu majeur pour les 
onstru
teurs.Dans l'état a
tuel du 
y
le de 
on
eption, les niveaux de vibration ne sont 
onnus qu'en toute�n de développement, au moment des tests moteurs ou même seulement en vol [128℄. Seulementde nombreuses informations né
essaires à un 
al
ul véritablement prédi
tif en terme de niveauvibratoire manquent. Ainsi, l'ex
itation aérodynamique reste di�
ile à 
al
uler pré
isément etle niveau d'amortissement total, 
ombinaison de l'amortissement aérodynamique et de l'amor-tissement stru
tural, est mal 
onnu. Une di�
ulté supplémentaire vient du désa

ordage de lastru
ture : les petites di�éren
es géométriques existant inévitablement entre les aubes 
onduisentà un 
omportement très di�érent de 
elui prévu par les 
al
uls e�e
tués en 
onsidérant que laroue aubagée a une symétrie 
y
lique. Ces thématiques font l'objet de nombreuses re
her
hes,synthétisées partiellement dans les arti
les de revue des référen
es [117℄, [103℄, [138℄ et de façonplus 
omplète dans [140℄.Notre étude 
ontribue aux e�orts fournis a
tuellement pour l'amélioration de la réponse for
éedes roues aubagées. Ce mémoire expose le développement et la validation d'outils de 
al
ul per-mettant de prédire l'impa
t du frottement dans l'atta
he aube-disque. En parti
ulier, nous avons
her
hé à quanti�er la rédu
tion du niveau vibratoire et les éventuels dé
alages fréquentiels dus aufrottement.1.4 Revue de quelques sour
es d'amortissement dans les aubagesIl s'avère qu'en pratique, il est impossible d'éviter toutes les résonan
es sur l'ensemble de laplage de fon
tionnement du moteur 
ar toutes les ex
itations ne sont pas 
onnues au moment



18 Chapitre 1 : Problématiques liées au 
onta
t aube-disquede la 
on
eption. Certaines de 
es résonan
es peuvent 
onduire à un niveau trop élevé risquantd'induire des dommages par fatigue. Par ailleurs les développements ré
ents 
onduisent souventà supprimer des liaisons mé
aniques. Dans 
e 
ontexte, tous les 
onstru
teurs s'intéressent auxte
hniques d'amortissement 
apables d'augmenter la marge par rapport à la limite d'enduran
edes roues aubagées.1.4.1 Amortissement intentionnel par frottement se
Les dispositifs de dissipation par frottement se
 exploitant le dépla
ement relatif entre les aubeset le disque ("blade to ground") ou entre deux aubes adja
entes ("blade to blade") sont très utilisés.La �gure 1.13 montre une petite piè
e métallique appelée frotteur ou bonbon pla
ée entre deuxaubes. Elle est plaquée sous les plate-formes par la for
e 
entrifuge et ainsi, le dépla
ement relatifdes deux aubes engendre une dissipation d'énergie à l'interfa
e entre le frotteur et les plate-formes.La masse du frotteur détermine la for
e normale de 
onta
t. Si elle est nulle, la résonan
e desaubes n'est pas amortie. Si en revan
he elle est trop forte, elle ne permet plus le glissement, etau
une énergie n'est dissipée non plus. Il existe ainsi une masse optimale permettant la rédu
tionmaximale du niveau vibratoire. L'e�
a
ité de 
ette te
hnique a été montrée par des expérien
es àl'arrêt [50℄ et sur ban
 tournant [145℄. Par ailleurs de tels dispositifs peuvent permettre d'a

roîtrela marge au �ottement des aubages [136℄.

Fig. 1.13 � Frotteur entre deux aubes adja
entes.Les premières modélisations ne 
omportaient que un degré de liberté non-linéaire représentantune aube amortie par un frotteur pon
tuel et unidire
tionnel. Le modèle de la �gure 1.14 a étéintroduit notamment par Gri�n [50℄. Il représente un mode de l'aube, et le frotteur, supposé sansmasse est modélisé par la raideur kf . L'e�ort normal est supposé 
onstant. Des extensions de 
etype de modèle ont été proposées pour par exemple prendre en 
ompte des variations de l'e�ortnormal [89℄ ou simuler le mi
roglissement [88℄ [125℄. D'autres auteurs ont proposé des modélisationsmasses-ressorts-patins de disques aubagés 
omplets qui ont permis d'étudier l'in�uen
e 
ouplée dudésa

ordage et des frottements [51℄ [94℄ [95℄ [97℄.
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Fig. 1.14 � Modèle à un degré de liberté d'une aube amortie par frottement se
.Les modélisations d'aubages amortis par frotteurs 
onduisent à des équations du mouvementnon-linéaires. Parmi les méthodes de résolution utilisées on trouve l'intégration temporelle [147℄et les éléments �nis en temps [155℄. Mais la plus utilisée est la méthode de balan
e harmonique,qui a été dans un premier temps mise en oeuvre analytiquement ave
 en général une harmonique(par exemple [50℄), puis numériquement au fur et à mesure que les modèles ont 
omporté plus dedegrés de liberté de 
onta
t et pris en 
ompte plus d'harmoniques [53℄ [97℄ [113℄. Les méthodesdéveloppées pour l'étude des aubes amorties par frotteurs ont inspiré en partie les développementsproposés dans la thèse de Na
ivet [96℄ et dans 
e mémoire.Les nageoires et les talons, permettent aussi de limiter les vibrations, en rigidi�ant les aubageset en dissipant de l'énergie. Pour leur modélisation, il est essentiel de prendre en 
ompte aussibien les impa
ts inter-aubes que le frottement, 
e qui a 
onduit au développement d'éléments de
onta
t tridimensionnels [23℄ [108℄.1.4.2 Amortissement intentionnel par d'autres dispositifsLa mise en oeuvre de l'amortissement par frottement se
 n'est pas toujours pratique, en par-ti
ulier dans le 
ontexte a
tuel qui voit le développement d'aubes de sou�ante à large 
orde et dedisques aubagés monoblo
s (DAM). De plus, à haute fréquen
e de vibration, l'amortissement parfrottement se
, de même que l'amortissement aérodynamique, perdent leur e�
a
ité [160℄.Heureusement, l'imagination ne manque pas pour proposer des alternatives. Ainsi les matériauxvis
oélastiques en 
ou
he externes ou internes ont été très étudiés en raison de leurs propriétésdissipatives. Par exemple, un brevet (US Patent No 6,102,664) de la NASA défend l'in
lusion d'une
ou
he vis
oélastique au niveau du pied d'aube, dans l'interfa
e de 
onta
t entre l'aube et le disque.Un brevet Rolls Roy
e (US Patent No 6,669,447) propose quant à lui l'utilisation de matériauxvis
oélastiques à l'intérieur de l'aube, 
e qui permettrait par exemple d'amortir e�
a
ement desaubes fan 
reuses à large 
orde. Une autre idée du même type 
onsiste à introduire un �uidemagnétorhéologique à l'intérieur d'une aube [148℄. Ce dispositif semi-a
tif repose sur le 
ontr�le dela vis
osité du �uide par un 
hamp magnétique, 
e qui permet d'ajuster l'amortissement de l'aube.On voit que l'on 
her
he souvent à introduire la sour
e de dissipation à l'intérieur des aubes
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onta
t aube-disquepour éviter que les intera
tions ave
 l'é
oulemement. On peut ainsi en
ore 
iter les dispositifs à�lms d'air [84℄ ou à impa
ts [33℄. Parmi les revêtements dissipatifs étudiés �gurent les matériauxmagnetoélastiques [160℄ et les dép�ts solides [66℄. On note en�n l'emploi possible de 
ou
hes piezo-éle
triques en amortissement passif ou a
tif.1.4.3 Amortissement par frottement en pied d'aubeLa liaison aube-disque n'a pas pour seul but de dissiper de l'énergie. Elle permet en e�etaussi le rempla
ement fa
ile des aubes endommagées pendant les opérations de maintenan
e. Sa
ontribution à l'amortissement total se révèle néanmoins signi�
ative et doit don
 être quanti�ée.Etudes expérimentalesRao et al. [118℄ ont testé une poutre dont les extrémités représentent des pieds d'aube en formede T. Les deux mors 
orrespondants sont é
artés l'un de l'autre par 
ontrainte thermique, 
e quiprovoque la tra
tion de la poutre. l'amortissement est mesuré à partir de la réponse libre. Lesauteurs ont montré que plus la 
ontrainte de tra
tion représentant la for
e 
entrifuge était élevée,plus l'amortissement était faible.Na
ivet [96℄ a utilisé un ban
 similaire mais ave
 une poutre dont les extrémités sont en queued'aronde. La poutre est 
hau�ée puis insérée dans son so
le. Le refroidissement à température am-biante provoque la 
ontrainte de tra
tion représentant l'e�ort 
entrifuge. La réponse fréquentiellea été étudiée au voisinage de la première fréquen
e propre. Il a été montré que l'amortissementaugmente ave
 l'amplitude de l'ex
itation. Le passage du mi
roglissement au ma
roglissement setraduit par une hausse plus nette de l'amortissement. Un modèle bidimensionnel du ban
 expéri-mental a été 
onstruit et l'algorithme de gestion du 
onta
t proposé par Na
ivet (DLFT Dynami
Lagrangian mixed Frequen
y Time method) a permis de reproduire �dèlement les résultats expé-rimentaux.Tokar' et al. [145℄ ont étudié l'amortissement en pied d'aube à partir d'essais sur ban
 tour-nant, à des vitesses de rotation allant jusqu'à 9000 tours par minute. Un 
ouver
le est pla
é surl'aube testée pour supprimer l'in�uen
e des e�orts aérodynamiques. Dans le 
as du joint en queued'aronde, il ressort de 
ette étude que� l'amortissement diminue ave
 la vitesse de rotation,� l'amortissement augmente ave
 l'amplitude de l'ex
itation,� parmi les revêtements testés, 
'est un revêtement anti-fri
tion à base de molybdène quipermet le plus d'amortissement.L'amortissement dans 
es essais reste néanmoins toujours faible, puisque les dé
réments logarith-miques relevés sont 
ompris entre 0,14% et 0,43%, 
e qui donne un fa
teur d'amortissement �
ompris entre 0,02% et 0,07%.Etudes numériquesRao et Saldanha ont modélisé le frottement dans un pied d'aube en T à l'aide de Ansys [119℄.L'analyse de la réponse impulsionnelle a permis de déterminer pour 
haque os
illation l'amplitudeet un fa
teur d'amortissement visqueux équivalent �. L'évolution de � en fon
tion de l'amplitudea ainsi pu être tra
ée. Les auteurs n'ont pas rappro
hé 
es résultats ave
 des 
al
uls de réponsefor
ée.
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t aube-disque 21Des études numériques de réponse for
ée ave
 prise en 
ompte du 
onta
t en pied d'aube ontété 
onduites ré
emment ave
 des modèles d'aube réalistes [19℄ [20℄ [21℄ [110℄. Parmi 
es référen
es,trois sont issues dire
tement des travaux menés dans le 
adre de 
ette thèse [19℄ [20℄ [21℄ . Lestendan
es trouvées sont en a

ord ave
 les résultats expérimentaux de Tokar' et al. [145℄.BilanLes études dédiées à l'amortissement en pied d'aube sont peu nombreuses. En parti
ulier lesoutils de 
al
ul numérique apparaissent tout juste et demandent en
ore une validation expérimen-tale. Cette thèse expose une méthode de 
al
ul de la réponse for
ée d'un disque aubagé en prenanten 
ompte l'amortissement en pied d'aube. Elle est validée par des essais e�e
tués sur un ban
tournant.1.5 Modélisation du 
onta
t aube-disqueCette partie donne les spé
i�
ités du 
onta
t aube-disque et présente les 
hoix de modélisationretenus pour 
ette étude, à la lumière des résultats expérimentaux et des modèles trouvés dans lalittérature.1.5.1 SéparationLe 
onta
t aube-disque est fortement 
hargé, prin
ipalement en raison des e�orts 
entrifuges.L'ordre de grandeur de la pression de 
onta
t moyenne sur une portée est la 
entaine de MPa. Mais,
omme montré dans le paragraphe 1.2.3 la répartition des e�orts de 
onta
t n'est pas uniforme etest de plus sus
eptible de varier en fon
tion des solli
itations dynamiques appliquées sur l'aube. Le
hargement 
entrifuge de l'aube provoque l'ouverture de l'alvéole du disque 
e qui peut entraînerune perte de 
onta
t d'une partie de l'interfa
e. Les vibrations de l'aube peuvent aussi provoquerlo
alement des séparations intermittentes. On a don
 
hoisi d'in
lure 
ette possibilité dans notremodélisation et les éléments de 
onta
t qui seront utilisés auront des degrés de liberté normauxpour prendre en 
ompte la non-linéarité de 
onta
t unilatéral. Ave
 en plus les deux dire
tionstangentielles, 
'est don
 une modélisation tridimensionnelle du 
onta
t qui est proposée.La �gure 1.15(a) montre une modélisation du 
onta
t, utilisée par exemple dans [22℄ et [108℄,qui fait intervenir une raideur de 
onta
t normale kn. Ainsi, la loi de 
onta
t unilatéral n'est passtri
tement véri�ée et une interpénétration est autorisée, dont la profondeur dépend de kn (voir la�gure 1.15(b)). Cette raideur de 
onta
t, qui peut être vue 
omme un 
oe�
ient de pénalisation,est introduite avant tout pour des raisons numériques, 
ar elle permet une expression dire
te de lafor
e de 
onta
t en fon
tion du dépla
ement relatif. Certains auteurs lui trouvent aussi une 
ertainejusti�
ation physique. En e�et, le 
onta
t entre deux solides rugueux se fait au niveau des aspérités.kn permettrait ainsi de modéliser la déformation élastique des aspérités en 
onta
t. Mais 
e
i amènedes obje
tions. En premier lieu, la déformation des aspérités est en partie plastique [102℄. Ensuite,même en 
onsidérant une déformation purement élastique, le modèle de Greenwood et Williamson[49℄ prédit une relation quasiment linéaire entre le dépla
ement relatif et le logarithme de l'e�ortnormal. En�n, les résultats expérimentaux rapportés dans [102℄, 
onduisent à exprimer la raideurde 
onta
t en fon
tion de l'e�ort normal N parkn = aN b ; (1.8)
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onta
t aube-disqueoù a est une 
onstante et b est un exposant valant en général 1 et parfois moins dans le 
as defaibles pressions de 
onta
t. Ainsi, une modélisation ave
 raideur de 
onta
t normale de la �gure1.15(a) ne peut être valable que au voisinage d'un e�ort normal donné. Or pour le 
onta
t aube-disque, la pression de 
onta
t peut être nulle en 
as de séparation et atteindre lo
alement plusieurs
entaines de MPa.Le parti pris dans 
ette étude est d'imposer stri
tement la loi de 
onta
t unilatéral, 
e qui
orrespond à une raideur de 
onta
t in�nie. On se garde toutefois la possibilité d'ajouter desressorts de 
onta
t par modi�
ation simple du modèle éléments �nis des piè
es en 
onta
t.
PSfrag repla
ements knkt0E�ort normalPénétration PSfrag repla
ements knkt 0

E�ort normal
Pénétration(a) (b)Fig. 1.15 � Utilisation de raideurs de 
onta
t : (a) élement de 
onta
t, (b) loi de 
onta
t unilatéral.1.5.2 Mi
roglissementEn pied d'aube, les dépla
ements relatifs des surfa
es de 
onta
t sont très faibles. L'ordre degrandeur des glissements dus à la mise en 
harge de l'aube par la for
e 
entrifuge est suivantles 
as de 10 ou 100 mi
romètres et l'amplitude des glissements dus aux ex
itations dynamiquesest mi
rométrique. Ces petits débattements né
essitent des modèles spé
i�ques, à l'image de 
euxutilisés par exemple dans l'étude des liaisons boulonnées soumises à des vibrations.Dé�nitionsOn distingue prin
ipalement deux régimes de glissement :� Le glissement total ou ma
roglissement, pour lequel toute la zone de 
onta
t est en glissement.L'e�ort tangentiel T est alors proportionnel à l'e�ort normal N : T = �N , où � est le
oe�
ient de frottement.� Le glissement partiel ou mi
roglissement, dans lequel une partie du 
onta
t est adhérente(� < ��n) et l'autre est glissante (� = ��n). � et �n désignent respe
tivement la 
ontraintede 
isaillement et la 
ontrainte normale au niveau du 
onta
t. Dans la partie adhérente, unpetit dépla
ement relatif est dû aux déformations élasto-plastiques des aspérités en 
onta
t.Ces deux régimes sont illustrés sur la �gure 1.16. La raideur de 
onta
t tangentielle initiale kt tra-duit la déformation élastique des aspérités. La transition entre le glissement partiel et le glissementtotal se fait pour un dépla
ement Æ� qui est d'autant plus grand que l'e�ort normal N est grand.Dans le 
as d'un 
onta
t sphère/plan, la théorie de Mindlin [91℄ 
onduit à Æ� proportionnel à N .
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(a) (b)Fig. 1.16 � Régimes de glissement. (a) Conta
t sphère-plan (b) For
e de frottement en fon
tion dudépla
ement tangentiel.Résultats expérimentauxLes expérimentations menées sur des tribomètres en petits débattements 
onduisent à des
y
les e�ort-dépla
ement s
hématiquement représentés sur la �gure 1.17 [104℄. Ce 
omportementse retrouve dans plusieurs joints mé
aniques, en parti
ulier les liaisons boulonnées [32℄ [40℄ [52℄[70℄. La surfa
e délimitée par le 
y
le d'hystérésis donne l'énergie dissipée par 
y
le. Le modèle deCoulomb ma
ros
opique ne peut pas reproduire un tel 
omportement. En e�et, pour l'amplitudede for
e de la �gure 1.17(a), il ne prévoit pas de glissement et don
 une énergie dissipée nulle.En revan
he dans le 
as du ma
roglissement (�gure 1.17(b)), il prévoit un 
y
le re
tangulaire etsurestime don
 la dissipation.La raideur tangentielle du 
onta
t kt augmente ave
 l'e�ort normal. Ferrero et al. [40℄ ontproposé à partir de leur résultats expérimentaux la relation kt = apN , où a est une 
onstante.Crassous et al. [26℄ ont trouvé une relation à peu près linéaire sur la gamme d'e�ort normal étudiée.Ils ont en outre déterminé que la 
ara
téristique e�ort-dépla
ement était entièrement 
ara
tériséepar une longueur indépendante de l'e�ort normal et de la fréquen
e, reliée à la taille des aspérités.Fridri
i [43℄ a testé la résistan
e au fretting des revêtements utilisés en pied d'aube. En fon
tionde l'e�ort tangentiel appliqué, il a trouvé des 
y
les semblables à 
eux s
hématisés dans la �gure1.17. Il a montré que le ma
roglissement est dangereux puisqu'il 
onduit à l'élimination rapide dulubri�ant, ouvrant ainsi la voie à des dégradations des 
ou
hes internes du matériau et éventuelle-ment à des �ssures. Par ailleurs, au �l des 
y
les de fatigue, la forme du 
y
le varie et le 
oe�
ientde frottement augmente. L'augmentation du 
oe�
ient de frottement est parti
ulièrement netteau moment de l'élimination du �lm de lubri�ant solide.
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(a) (b)Fig. 1.17 � Bou
les d'hystérésis en petits débattements : (a) glissement partiel uniquement, (b) glissementpartiel et glissement total. - - : 
ourbes de première 
harge, .... : modèle de Coulomb ma
ros
opique.Revue de quelques modèlesOn a vu que le modèle de Coulomb ma
ros
opique ne pouvait pas appro
her 
orre
tement le
omportement d'une interfa
e en petits glissements. La �gure 1.18(b) montre une première amélio-ration possible qui 
onsiste à mettre en série une raideur représentative de la raideur tangentielle de
onta
t, 
onstituant ainsi un élément de 
onta
t dit bilinéaire ou de Jenkins. Le modèle rhéologiqueproposé par Iwan [67℄ est formé par un assemblage d'éléments de Jenkins arrangés en parallèle ouen série. Il a été beau
oup utilisé pour modéliser le frottement dans les joints (voir par exemple[70℄ [124℄). Le modèle d'Iwan parallèle, aussi appelé modèle de Masing, est montré dans la �gure1.18(
). Il donne une bonne représentation physique du glissement partiel. Sanliturk et al. [125℄ ontquant à eux utilisé pour la modélisation du 
onta
t aube-bonbon un modèle de mi
roglissementbasé sur la 
ourbe de premier 
hargement d'équationT (Æ) = kt(1� e�aÆ) ; (1.9)où a est une 
onstante. Menq et al. [87℄ ont proposé un modèle 
ontinu de mi
roglissement danslequel la loi de Coulomb s'applique lo
alement en 
haque point de l'interfa
e. Une �ne 
ou
heélastoplastique est aussi insérée dans le 
onta
t pour modéliser les petits dépla
ements relatifspré
édant le glissement. Le modèle a été utilisé pour la prédi
tion de la réponse d'une aube amortiepar frotteur [88℄.En�n parmi les modèles très utilisés en automatique, on peut 
iter l'équation di�érentielleproposée par Dahl [29℄ : dTdÆ = kt �1� T�N sgn( _Æ)�a ; (1.10)où a est un paramètre souvent pris égal à 1. On parle ainsi souvent d'e�et de Dahl pour désignerles dépla
ements relatifs pré
édants le ma
roglissement. Plus ré
emment, le modèle de Haessig etFriedland [54℄ et le modele LuGre [17℄ ont été obtenus en 
onsidérant que le 
onta
t se fait parl'intermédiaire de "poils souples" aléatoirement répartis sur 
ha
une des surfa
es.
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Fig. 1.18 � Quelques éléments de 
onta
t : (a) élément de Coulomb (b) élément de Jenkins, (
) modèlede Iwan parallèle ave
 3 éléments de Jenkins, kt = kt1 + kt2 + kt3.
Modélisation retenueDans 
ette étude, nous utilisons la dis
rétisation par éléments �nis des solides étudiés. Laloi de frottement est supposée être véri�ée lo
alement, au sein d'un 
ertain nombre d'éléments de
onta
ts répartis dans l'interfa
e de 
onta
t. Cette dis
rétisation permet de modéliser le glissementpartiel sans 
onnaître a priori la répartition du 
hargement normal et autorise éventuellement unerépartition non uniforme des paramètres de frottement.Dans la majeure partie de l'étude, on utilise la loi de Coulomb, mais des raideurs tangentiellespeuvent être ajoutées en modi�ant de façon simple le modèle éléments �nis. Les déformationsplastiques des zones adhérentes n'ont pas été modélisées. Aussi, les seules dissipations énergétiquesau niveau de l'interfa
e de 
onta
t sont supposées venir des zones de glissement.



26 Chapitre 1 : Problématiques liées au 
onta
t aube-disque1.5.3 Frottement statiqueLe passage de l'état d'adhérant à l'état glissant s'a

ompagne souvent d'une baisse de la for
e defrottement. On dé�nit ainsi un 
oe�
ient de frottement statique �s pour l'initiation du glissementet un 
oe�
ient de frottement dynamique �d pour le glissement établi. �d est en général plus faibleque �s et peut varier en fon
tion de la vitesse de glissement. Ces phénomènes, ainsi que leurs e�etssont détaillés dans le 
hapitre 6.Con
lusionsLes 
onstru
teurs de turboma
hines 
her
hent à 
onnaître au plus t�t dans le 
y
le de 
on
ep-tion les risques de fatigue des aubages. Ainsi, de gros e�orts sont 
onsentis a
tuellement par lesindustriels et les 
her
heurs pour améliorer le 
al
ul de la réponse for
ée des roues aubagées. Dans
e 
ontexte, 
e 
hapitre a montré qu'il est important de pouvoir prédire1. l'in�uen
e du frottement en pied d'aube sur la dynamique des roues aubagées,2. l'endommagement par fretting dans la liaison aube-disque.On s'attaque prin
ipalement dans 
ette étude au point 1. Les 
al
uls de réponse for
ée ave
 frot-tement en pied d'aube sont e�e
tués en reprenant la méthode de résolution proposée par Na
ivet[96℄ [97℄ et en adoptant une appro
he lo
ale de la zone de 
onta
t a�n de reproduire le glissementpartiel et les éventuelles séparations. On 
her
he en parti
ulier à quanti�er la rédu
tion de niveauvibratoire et le dé
alage des fréquen
es de résonan
e par rapport au 
as sans frottement. La réso-lution donne a

ès par ailleurs à la répartition et à l'évolution au 
ours du temps des amplitudesde glissement et e�orts de 
onta
t, qui sont des données né
essaires pour le point 2.



Chapitre 2Formulation et résolution d'un problèmede 
onta
t ave
 frottementUne formulation 
ontinue du problème de 
onta
t ave
 frottement est dé
rite au début de 
e
hapitre. Les méthodes les plus employées pour sa résolution numérique sont ensuite présentées.Pour le 
al
ul du régime permanent des aubages ave
 frottement en pied d'aube, les méthodesfréquentielles sont très appropriés. Celle que nous utiliserons par la suite a été proposée par Na
ivet[96℄ [97℄ et se nomme DLFT (Dynami
 Lagrangian Frequen
y Time method). Nous en donnonsune présentation revue et 
omplétée puis nous évaluons sa performan
e en terme de pré
ision etde temps de 
al
ul.2.1 Formulation du problème 
ontinuDans 
ette se
tion, le problème de 
onta
t ave
 frottement est formulé dans le 
adre de lamé
anique des milieux 
ontinus. Deux non-linéarités sont prises en 
ompte. L'une est liée au
onta
t unilatéral et 
on
erne la dire
tion normale à la surfa
e de 
onta
t et l'autre est liée aufrottement et s'exer
e dans la dire
tion tangentielle. Les matériaux sont pris linéaires et nous faisonsl'hypothèse que les déformations et les dépla
ements sont petits. Nous nous 
ontentons de modèlessimples de l'interfa
e de 
onta
t : la loi de Coulomb est 
hoisie pour modéliser le frottement et laloi de 
onta
t unilatéral est utilisée pour la dire
tion normale.Ave
 
es hypothèses, le problème est formulé brièvement. Puis nous explorons deux voies théo-riques pour la résolution. Dans la première on applique le prin
ipe des puissan
es virtuelles oule prin
ipe des travaux virtuels pour obtenir une égalité variationnelle où à la fois les for
es de
onta
t et les dépla
ements sont les in
onnues. Dans la se
onde, le problème est ramené à une in-égalité variationnelle. La solution en dépla
ement est appro
hée par la résolution de sous-problèmesdi�érentiables de minimisation ave
 
ontraintes.2.1.1 Equations lo
alesOn 
onsidère un problème de 
onta
t ave
 frottement entre deux solides déformables 
ommele montre la �gure 2.1. On fait l'hypothèse que les déformations sont petites et que les dépla
e-ments sont petits. Cette dernière hypothèse implique aussi que l'on se limite à l'étude des petitsglissements. Les solides o

upent deux domaines 
l ave
 des frontières �l, l = 1; 2. Ils se trouvent27
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Fig. 2.1 � Conta
t entre deux 
orps : modèle 
ontinu.initialement en 
onta
t sur �
 = �1
 = �2
 . Chaque solide l est soumis à des e�orts de volume f l età des for
es T l qui agissent sur �lf . Par ailleurs un 
hamp de dépla
ement U l est imposé sur �lu.La frontière �l est ainsi la réunion de trois surfa
es : �l = �lu [ �lf [ �
. Les déformations étantsupposées petites, le tenseur des déformations s'é
rit"ij(ul) = 12(uli;j + ulj;i) : (2.1)Le 
omportement des solides est supposé élastique et on note alijkh le tenseur d'élasti
ité. La loide 
omportement s'é
rit alors �lij = alijkh"kh(ul) l = 1; 2 : (2.2)Les équations du mouvement dans leur forme lo
ale sont :�lij;j + f li = �l �2uli�t2 l = 1; 2 : (2.3)Les 
onditions initiales sont données parul(0) = ul0; _ul(0) = _ul0 l = 1; 2 : (2.4)On doit naturellement avoir pour l = 1; 2ul0 = U l(0); _ul0 = _U l(0) sur �lu : (2.5)Sur �
, le ve
teur 
ontrainte est dé
omposé suivant ses 
omposantes normale et tangentielle :T l = �lnnl + �lt l = 1; 2 : (2.6)
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 frottement 29nl est la normale sortante au 
orps l. La distan
e entre les deux 
orps est dé�nie sur �
 pard(u) = �(u1n1 + u2n2) ; u = (u1;u2) : (2.7)Ce
i étant posé, les 
onditions de 
onta
t ave
 frottement sur �
 sont les suivantes :�1n = �2n = �n (2.8)�1t = ��2t = �t (2.9)d � 0 (2.10)d > 0) �n = 0�t = 0 (2.11)d = 0) _d = 0�n � 0k�tk < �j�nj ) _u1t � _u2t = 0k�tk = �j�nj ) 9� � 0; _u1t � _u2t = ���t (2.12)L'équation (2.12) est l'é
riture de la loi de frottement de Coulomb. Le 
oe�
ient de frottement �est i
i une 
onstante. _ult est le dépla
ement tangentiel du solide l sur �
. Lo
alement, les deux 
orpsen 
onta
t peuvent soit adhérer l'un à l'autre quand k�tk < �j�nj soit glisser l'un par rapport àl'autre, et dans 
e 
as k�tk = �j�nj. Pendant le glissement, la for
e de frottement agit dans ladire
tion de la vitesse relative et en sens opposé. Le graphe for
e-vitesse de la loi de Coulomb estreprésenté sur la �gure 2.2-b. On voit apparaître également dans (2.10), (2.11), (2.12) la gestiondu 
onta
t unilatéral. Les deux solides ne peuvent pas pénétrer l'un dans l'autre. Ils peuvents'appliquer des e�orts normaux de 
ompression mais pas de tra
tion. Le 
onta
t peut être perdu.Ce
i est 
lassiquement résumé par une 
ondition d'impénétrabilité, une 
ondition de 
ompressionet une 
ondition 
omplémentaire :d � 0 ; �n � 0 ; d�n = 0 : (2.13)Ces 
onditions sont résumées sur 2.2-a. On ajoute généralement aussi, pour les 
as dynamiques la
ondition suivante : _d�n = 0 : (2.14)
PSfrag repla
ements d�n

j _u1t � _u2t j�j�njk�tk PSfrag repla
ementsd�n j _u1t � _u2t j�j�nj k�tk
(a) (b)Fig. 2.2 � (a) Loi de 
onta
t unilatéral. (b) Loi de frottement de Coulomb.
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t ave
 frottement2.1.2 Prin
ipe des puissan
es virtuellesL'obje
tif est i
i de dériver du problème exposé en 2.1.1 une formulation faible adaptée à unefuture dis
rétisation. On dé�nit les espa
esV (
l) = fvl; vl = U l sur �luget K = fv = (v1;v2) 2 V (
1)� V (
2); d(v) � 0 sur �
g :K forme l'espa
e des dépla
ements admissibles. On remarquera que i
i pas plus que en 2.1.1 on nepré
ise l'ensemble dans lequel sont pris les dépla
ements. Le 
adre fon
tionnel 
ouramment utilisépar les mathémati
iens ([34℄, [35℄, [59℄) utilise les espa
es de Sobolev. Par exemple, Duvaut etLions [34℄ ont utilisé l'espa
e de Sobolev du premier ordre pour démontrer leurs résultats majeurs
on
ernant le problème de frottement statique. Mais 
ertains résultats d'autres auteurs 
on
ernantpar exemple l'analyse des erreurs dues aux dis
rétisations né
essitent des régularités plus poussées(voir [8℄). Nous nous 
ontenterons i
i de supposer la régularité "su�sante".Soit v 2 K. Pour 
haque 
orps l, _vl est un 
hamp de vitesses virtuelles 
ompatible. En reprenantl'équation du mouvement 2.3 on peut é
rire le bilan des puissan
es virtuelles pour 
haque 
orps :Z
l �l�uli _vlid
l = Z
l �lij;j _vlid
l + Z
l f li _vlid
l : (2.15)On transforme la première intégrale du se
ond membre en intégrant par parties et en appliquantle théorème d'Ostrogradski :Z
l �lij;j _vlid
l = Z�l �lij _vlinljd�l � Z
l �lij _vli;jd
l : (2.16)Par ailleurs 
omme �lij = �lji, Xi Xj �lij _vli;j =Xi Xj �lij"ij( _vl) : (2.17)On a ainsi la forme habituelle du prin
ipe des puissan
es virtuelles :Z
l �l�uli _vlid
l + Z
l �lij"ij( _vl)d
l = Z�l �lij _vlinljd�l + Z
l f li _vlid
l : (2.18)Compte tenu des 
onditions aux limites exposées en 2.1.1, la puissan
e des e�orts agissant sur lafrontière �l peut se dé
omposer de la manière suivante :Z�l �lij _vlinljd�l = Z�lf T li _vlid�l + Z�lu �lij _vlinljd�l + Z�
 �ln _vlnd�l + Z�
 �lt � _vltd�l : (2.19)Pour les deux 
orps, on a au �nal :8v 2 K (��u; _v) + a(u; _v) = L( _v) + hfu; _vi+ hf
n; _vi+ hf
t; _vi ; (2.20)où (��u; _v) représente la puissan
e virtuelle des e�orts d'inertie :(��u; _v) = 2Xl=1 Z
l �l�ul � _vld
l ; (2.21)
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e virtuelle des e�orts intérieurs :a(u; _v) = 2Xl=1 Z
l alijkh"kh(ul)"ij( _vl)d
l ; (2.22)L( _v) représente la puissan
e virtuelle des e�orts extérieurs :L( _v) = 2Xl=1 Z
l f l � _vld
l + Z�lf T l � _vld�l! ; (2.23)hfu; _vi représente la puissan
e virtuelle des e�orts né
essaires pour imposer les dépla
ements sur�1u et �2u : hfu; _vi = 2Xl=1 Z�lu �lij _vlinljd�l ; (2.24)hf
n; _vi représente la puissan
e virtuelle des e�orts de 
onta
t normaux :hf
n; _vi = 2Xl=1 Z�
 �ln _vlnd�l = � Z�
 �n(u) _d(v)d� ; (2.25)hf
t; _vi représente la puissan
e virtuelle des e�orts de 
onta
t tangentiels :hf
t; _vi = 2Xl=1 Z�
 �lt � _vltd�l : (2.26)On peut remarquer que la puissan
e réelle des e�orts de 
onta
t normaux obtenue en prenantv = u est nulle : hf
n; _ui = 0.2.1.3 Egalité variationnelleEn reprenant l'équation (2.20) on peut formuler le problème de la façon suivante :Trouver u 2 K tel que8v 2 K (��u; _v � _u) + a(u; _v � _u) = L( _v � _u) + hf
n; _v � _ui+ hf
t; _v � _ui (2.27)Le terme lié aux dépla
ements imposés a disparu 
arsur �1u � �2u _u = _v = _U ) hfu; _v � _ui = 0 : (2.28)C'est à partir de l'égalité variationnelle (2.27) qu'est formulé l'algorithme de résolution proposépar Na
ivet [96℄ [97℄. La plupart des 
odes éléments �nis proposent également des algorithmes derésolution des problèmes de 
onta
t ave
 frottement qui sont également basés sur une formulationpar des égalités variationnelles (voir [90℄). La surfa
e réelle de 
onta
t ainsi que les e�orts de 
onta
tsont in
onnus, 
'est pourquoi une méthode in
rémentale est né
essaire pour obtenir la solution.Des méthodes de type Newton sont souvent employées. Nous avons plut�t utilisé un algorithmedit hybride de Powell [114℄ qui a fait preuve de propriétés de robustesse supérieures dans les 
astraités dans 
ette étude.
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 frottement2.1.4 Inégalités variationnellesExpression dans le 
as généralOn peut montrer en suivant la démar
he de Duvaut et Lions [34℄ que le problème exposé en2.1.1 est équivalant àTrouver u 2 K tel que8v 2 K (��u; _v � _u) + a(u; _v � _u) + j(u; _v)� j(u; _u) � L( _v � _u) + hf
n; _v � _ui (2.29)où j(u; _v) = Z�
 �j�n(u)jk _v1t � _v2t kd� : (2.30)On remarque en e�et que si u est solution de notre problème, alors �1t et la vitesse relative_u1t � _u2t sont 
olinéaires et de sens opposé, d'où�1t � ( _u1t � _u2t ) = �k�1t kk _u1t � _u2t k : (2.31)Par ailleurs, pour tout v 2 K �1t � ( _v1t � _v2t ) � �k�1t kk _v1t � _v2t k ; (2.32)et don
 �1t � ( _v1t � _v2t )� �1t � ( _u1t � _u2t ) � k�1t k(k _u1t � _u2t k � k _v1t � _v2t k) : (2.33)Si il y a glissement, k�1t k = �j�nj don
�1t � ( _v1t � _v2t )� �1t � ( _u1t � _u2t ) � �j�nj(k _u1t � _u2t k � k _v1t � _v2t k) : (2.34)Si il y a adhéren
e, �k�1t k � ��j�nj don
�1t � ( _v1t � _v2t ) � ��j�njk _v1t � _v2t k ; (2.35)
e qui redonne (2.34) ave
 _u1t � _u2t = 0. On a don
 (2.29) 
arhf
t; _v � _ui � j(u; _u)� j(u; _v) : (2.36)La démonstration de la ré
iproque est plus 
omplexe et s'inspire de [34℄.En utilisant les travaux virtuels à la pla
e des puissan
es virtuelles, on trouve en suivant lamême démar
he que en 2.1.2 que notre problème équivaut àTrouver u 2 K tel que8v 2 K (��u;v � u) + a(u;v � u) = L(v � u) + hf
n;v � ui+ hf
t;v � ui (2.37)On peut alors remarquer quehf
n;v � ui = � Z�
 �n(u)d(v)d� � 0 ; (2.38)puisque d(v) � 0 et �n(u) � 0. Ce
i nous 
onduit à une inégalité variationnelle d'é
riture plus
ompa
te que 2.29 :(��u;v � u) + a(u;v � u) + j(u;v) � j(u;u) � L(v � u) : (2.39)
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te des inégalités (2.29) et (2.39) semble très déli
ate, 
'est pourquoi Kiku
hi etOden [74℄ ont proposé de diviser le problème général en deux sous-problèmes : dans le premierles e�orts de 
onta
t tangentiels sont supposés 
onnus et dans l'autre, la surfa
e de 
onta
t et lese�orts de 
onta
t normaux sont supposés 
onnus. La stratégie 
onsiste à résoudre alternativementles deux sous-problèmes jusqu'à 
e que la 
onvergen
e soit atteinte. En s'inspirant de 
e
i, deux
as parti
uliers sont étudiés 
i-après.Cas du 
onta
t sans frottementLa solution d'un problème de 
onta
t sans frottement se 
al
ule fa
ilement, 
ar dans 
e 
as,on peut se ramener à un problème 
lassique d'optimisation sous 
ontrainte. Si par exemple on
onsidère un problème quasi-statique, l'inégalité variationnelle (2.39) se réduit àa(u;v � u) � L(v � u) ; (2.40)et notre problème est équivalent à la minimisation de l'énergie potentielle totale en respe
tant la
ontrainte de non interpénétration des deux solides :minv2K epot(v) = 12a(v;v)� L(v) : (2.41)En e�et, si u 2 K véri�e (2.40) pour tout v de K alors12a(u;u)� L(u) � �L(v) + 12(2a(u;v) � a(u;u)) : (2.42)On suppose que le tenseur d'élasti
ité est symétrique et qu'il véri�e la propriété habituelle d'ellip-ti
ité : 9� > 0 ; aijkh"ij"ij � �"ij"ij : (2.43)On a don
 a(v � u;v � u) = a(v;v) + a(u;u) � 2a(u;v) � 0 ; (2.44)12a(u;u) � L(u) � 12a(v;v)� L(v)� 12a(v � u;v � u) � 12a(v;v)� L(v) : (2.45)u minimise don
 l'énergie potentielle totale. Ré
iproquement, si u 2 K véri�e pour tout v de K :12a(u;u)� L(u) � 12a(v;v)� L(v) ; (2.46)alors la symétrie de a donne12a(v � u;v � u) + a(u;v � u)� L(v � u) � 0 ; (2.47)puis l'ellipti
ité de a permet de retrouver (2.40). Cette même ellipti
ité permet de dire que leproblème de minimisation est stri
tement 
onvexe et admet don
 un unique minimum. Pour trans-former le problème de minimisation sous 
ontrainte inégalité ainsi obtenu en un problème sans
ontrainte, des te
hniques de pénalité, de multipli
ateurs de Lagrange ou en
ore de lagrangiensaugmentés sont souvent utilisés.
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 frottementCas du frottement purI
i on suppose que la surfa
e réelle de 
onta
t �
r et les e�orts normaux de 
onta
t sont 
onnus.Alors la fon
tionnelle liée au frottement devient :j(v) = Z�
r �j�njkv1t � v2t kd� : (2.48)On peut de la même façon que dans le 
as du 
onta
t sans frottement montrer que le problème estéquivalent à la minimisation de �(v) = 12a(v;v)� L(v) + j(v) : (2.49)A 
ause du terme en norme du dépla
ement relatif kv1t �v2t k, j n'est pas di�érentiable, 
'est pour
ela qu'il n'y a pas de problème d'optimisation standard équivalent. Pour 
ontourner 
ette di�
ulté,
ertains 
her
heurs ont pensé à régulariser j [74℄. Une régularisation de la norme 
lassiquementutilisée 
onsiste à dé�nir pour un ve
teur w la fon
tion��(w) = 8<: 12� kwk2 si kwk � �kwk � �2 si kwk > � (2.50)qui est représentée dans la �gure 2.3. On retrouve bien la fon
tion norme lorsque � ! 0. Enintroduisant une approximation de la fon
tionnelle j liée au frottement parj�(v) = Z�
r �j�nj��(v1t � v2t )d� ; (2.51)on peut é
rire la nouvelle fon
tionnelle à minimiser :��(v) = 12a(v;v)� L(v) + j�(v) : (2.52)�� est stri
tement 
onvexe et admet don
 un unique minimum.
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e
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 frottement 35qui est plus pro
he des résultats expérimentaux. Alart et Curnier [1℄ ont eux utilisé une te
hniquede sous-di�érentielles. L'inégalité variationnelle se réduit alors à un problème de minimisation fai-sant intervenir des pseudo-potentiels (non dérivables). Le traitement est e�e
tué par une méthodeinspirée des lagrangiens augmentés.Une autre solution proposée par Czekanski et Meguid [28℄ s'applique au 
as où l'on a uneseule dimension tangentielle. Le terme non di�érentiable devient alors j _vrj où _vr désigne la vitesserelative tangentielle. Les auteurs proposent de résoudre deux sous-problèmes liés à une 
ontraintesupplémentaire : dans l'un on impose _vr � 0 et dans l'autre _vr � 0. Cha
un de 
es sous-problèmesest di�érentiable. Pour au moins un des deux minima trouvés la 
ontrainte est a
tive : _vr = 0.Si pour l'un des minima la 
ontrainte est ina
tive, 
'est la solution du problème global et elle
orrespond à un état glissant. L'état adhérent 
orrespond au 
as de �gure où pour les deux minimala 
ontrainte est a
tive. Les deux solutions asso
iées doivent alors être égales.2.1.5 Dis
rétisation par éléments �nisNous sommes jusqu'à présent restés dans le 
adre 
ontinu. Nous allons à présent exprimer leproblème à résoudre obtenu après une dis
rétisation des deux solides par éléments �nis.Expression à partir de l'égalité variationnelleLa forme dis
rétisée de l'égalité variationnelle (2.27) est (voir par exemple [4℄)M �U +KU + F
 = Fex ; (2.53)oùM désigne la matri
e de masse,K la matri
e de raideur, Fex le ve
teur des for
es extérieures. F
regroupe les for
es de 
onta
t. Il est d'usage de faire apparaître les for
es non-linéaires F
 à gau
hedu signe = 
e qui signi�e que F
 représente l'opposé des for
es de 
onta
t. On verra en e�et en 2.2que les for
es de 
onta
t peuvent être vues en théorie de l'optimisation 
omme des multipli
ateursde Lagrange. On note que dans l'équation (2.53) à la fois F
 et U sont des in
onnues. Ils doiventvéri�er les 
ontraintes liées au 
onta
t et à la loi de frottement de Coulomb.Le 
onta
t unilatéral impose les 
ontraintes a�nes8i 2 1; ::;m (AU)i � (G)i ; (2.54)où m est le nombre de 
ontraintes imposées, 
'est à dire le nombre d'éléments de 
onta
t. A estdite matri
e des 
ontraintes de 
onta
t et dépend de la dis
rétisation des surfa
es en 
onta
t etdu type d'élément de 
onta
t utilisé. G représente les distan
es de séparation initiales dans leséléments de 
onta
t. On résume (2.54) par la notationAU � G : (2.55)Dans les 
hapitres suivants, on utilise des éléments de 
onta
t noeud à noeud puisque on se limiteà de petits glissements et que les maillages sont 
ompatibles au niveau de l'interfa
e de 
onta
t.De plus la distan
e initiale entre les surfa
es de 
onta
t est nulle 
e qui implique que G est nul.Dans 
e 
as, l'équation (2.55) prend une forme très simple :� I 0 I 0 �0BBBB� U1nlU1lU2nlU2l 1CCCCA � 0 ; (2.56)
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onta
t ave
 frottementoù pour le solide l, U lnl est le ve
teur des degrés de liberté parti
ipant au 
onta
t et U ll est leve
teur des autres degrés de liberté. I est la matri
e identité. On a supposé i
i que les éléments de
onta
t o

upent une position analogue dans U1nl et dans U2nl.Par ailleurs, les 
omposantes normales de F
 doivent être positives là où il y a 
onta
t et nulleslà où le 
onta
t est perdu. Dans les zones de 
onta
t F
 et Unl doivent véri�er la loi de frottementde Coulomb. En outre, Ul doit véri�er les 
ontraintes de dépla
ements imposés. Cette dernière
ontrainte peut être gérée de façon habituelle par le 
ode éléments �nis 
hoisi, mais les autres
ontraintes doivent être prises en 
ompte par l'algorithme de gestion du 
onta
t.Expression à partir des inégalités variationnellesLes inégalités variationnelles exprimées en 2.1.4 s'expriment de manière semblable ave
 lesdépla
ements nodaux. On retrouve aussi les problèmes de minimisation asso
iés aux deux sous-problèmes pré
édemment évoqués : 
as du 
onta
t sans frottement et 
as du frottement pur.Cas du 
onta
t sans frottement Le problème revient à minimiser l'énergie potentielle totaleEpot(V ) = 12V TKV � F TexV (2.57)sous la 
ontrainte AV � G. C'est un problème de minimisation di�érentiable stri
tement 
onvexede dimension �nie.Cas du frottement pur La quantité à minimiser devient pour le problème régularisé��(V ) = 12V TKV � F TexV + F Td ��(V ) : (2.58)F Td �� représente la forme dis
rétisée de la fon
tionnelle j� . Le ve
teur �� regroupe les valeurs dela fon
tion �� pour 
haque élément de 
onta
t. Fd est le ve
teur des e�orts de 
onta
t normauxdonnés. On retrouve là aussi un problème de minimisation stri
tement 
onvexe et de dimension�nie. I
i, la 
ontrainte liée au frottement est in
luse dans le problème de minimisation. C'estl'intérêt des formulations par inégalités variationnelles. On doit simplement véri�er une 
ontrainteégalité qui impose qu'il n'y a pas de perte de 
onta
t dans la zone où les e�orts de 
onta
t normauxsont imposés : AV = G : (2.59)2.1.6 Con
lusionsL'utilisation traditionnelle des prin
ipes de la mé
anique 
onduit à formuler le problème de
onta
t ave
 frottement de Coulomb par une égalité variationnelle, mais on démontre en mathé-matiques qu'il est également possible de ramener le problème à la résolution d'une inégalité varia-tionnelle. Cette formulation permet de prendre en 
ompte de façon très élégante le frottement. En
ontre partie, elle 
onduit à un problème de minimisation non di�érentiable 
e qui explique quepeu d'auteurs l'utilisent. Pour les problèmes de 
onta
t sans frottement en revan
he, la formula-tion par inégalités variationnelles sus
ite beau
oup d'attrait puisqu'elle 
onduit à des problèmesde minimisation sous 
ontraintes 
lassiques.
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onta
t ave
 frottement 372.2 Stratégies de résolution de problèmes 
ontraintsDans 
ette se
tion sont exposés de façon 
on
ise les te
hniques les plus répandues pour résoudreles problèmes d'optimisation ave
 
ontraintes. Les problèmes de 
onta
t et de frottement formulésen 2.1.5 sont systématiquement pris 
omme exemples d'appli
ation.2.2.1 Multipli
ateurs de LagrangeCas d'un problème ave
 
ontraintes d'égalitéOn reprend le problème de frottement pur (2.58) (2.59). Pour la re
her
he du minimum de ��ave
 la 
ontrainte AV = G, on résout le sytème :( KV + F Td r��(V ) +AT� = Fex n équationsAV = G m équations (2.60)Dans 
e système, les 
omposantes de � sont des in
onnues supplémentaires appelées multipli
ateursde Lagrange. Le nombre de multipli
ateurs est égal au nombre m de 
ontraintes imposées, qui estégalement le nombre d'éléments de 
onta
t.r�� est le gradient de�� . Il est linéaire par mor
eaux.Le système (2.60) est don
 un système non-linéaire de n + m équations à n + m in
onnues quipeut être résolu par une méthode de type Newton. �� est 
onvexe et dérivable et la 
ontrainte esta�ne si bien que si le système (2.60) admet une solution (U ; ��), alors U est un minimum globaldu problème et même le seul minimum global puisque que �� est stri
tement 
onvexe.Le lagrangien du problème est dé�ni parL(V ;�) = 12V TKV � F TexV + F Td ��(V ) + �T (AV �G) : (2.61)Le ve
teur � multiplie les 
ontraintes dans le lagrangien.Cas d'un problème ave
 
ontraintes d'inégalitéOn 
onsidère i
i le problème de 
onta
t sans frottement (2.57). Le minimum U que l'on re-
her
he véri�e né
essairement les 
onditions de Karush-Kuhn-Tu
ker, 
'est à dire qu'il existe unve
teur � de multipli
ateurs de Lagrange tel que8>>>><>>>>: KU +AT� = Fex n équations(AU �G)i � 0 m inéquations : i = 1::m(�)i � 0 m inéquations : i = 1::m(�)i(AU �G)i = 0 m 
onditions de 
omplémentarité : i = 1::m (2.62)On voit que les multipli
ateurs de Lagrange 
orrespondent aux for
es de 
onta
t à la matri
e Après. Cette fois, le lagrangien du problème est dé�ni parL(V ;�) = 12V TKV � F TexV + �T (AV �G) : (2.63)Si on 
onsidère le problème tel qu'il est formulé en 2.1.1, 
'est à dire ave
 des solides initialementen 
onta
t et que l'on utilise des éléments de 
onta
t noeud à noeud, les 
onditions de Karush-Kuhn-Tu
ker deviennent 8>>>><>>>>: KU + � = FexU1i;n + U2i;n = �d(Ui) � 0 i = 1::m(�)i � 0 i = 1::m(�)id(Ui) = 0 i = 1::m (2.64)
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 frottementLes multipli
ateurs de Lagrange sont alors exa
tement les opposés des for
es normales de 
onta
tet on retrouve les trois 
onditions du 
onta
t unilatéral données en (2.13).L'énergie potentielle totale est stri
tement 
onvexe et dérivable et les 
ontraintes sont 
onvexes.On peut alors dire que si un 
ouple (U ; ��) véri�e les 
onditions de Karush-Kuhn-Tu
ker, alorsU est un minimum global du problème et même le seul minimum global puisque que l'énergiepotentielle totale est stri
tement 
onvexe.La résolution des 
onditions d'optimalité de Karush-Kuhn-Tu
ker est plus di�
ile que la ré-solution des 
onditions d'optimalité dans le 
as d'un problème ave
 
ontraintes d'égalité. Pourrésoudre un problème ave
 
ontraintes inégalités, des méthodes à dire
tions de des
ente admis-sibles peuvent être utilisées. Parmi elles ont peut 
iter la méthode du 
hemin projeté ou en
orela méthode d'a
tivation des 
ontraintes. Dans 
ette dernière, au 
ours des itérations, 
ertaines
ontraintes peuvent être a
tivées 
'est à dire 
onsidérées 
omme des 
ontraintés d'égalité. C'estune méthode qui semble 
onvenir parti
ulièrement bien pour l'optimisation quadratique don
 entreautres pour la résolution du problème de 
onta
t sans frottement.2.2.2 PénalisationLa pénalisation est une méthode très utilisée pour résoudre les problèmes d'optimisation sous
ontraintes. Elle permet de transformer un problème 
ontraint en un problème ou des problèmessans 
ontraintes. Elle a l'avantage de ne pas introduire d'in
onnues supplémentaires à la di�éren
edes te
hniques de multipli
ateurs de Lagrange. En revan
he, elle peut 
onduire à de mauvais
onditionnements.On 
onsidère à nouveau le problème de 
onta
t sans frottement dé�ni en 2.1.5. Ave
 des frot-teurs noeud à noeud et pas de séparation initiale, le problème 
ontraint s'é
rit(P )( min Epot(V ) = 12V TKV � F TexVg(V ) � 0 (2.65)Les 
omposantes de g(V ) représentent les profondeurs de pénétration au niveau des m élémentsde 
onta
t : (g(V ))i = g(Ui) = U1i;n + U2i;n ; i = 1::m : (2.66)La te
hnique de pénalisation 
onsiste à rempla
er 
e problème par un problème sans 
ontraintes :(Pp)�min 12V TKV � F TexV + 12�kg(V )+k2 : (2.67)Pour un ve
teur X à m 
omposantes Xi on note X+ le ve
teur dont les 
omposantes sont pour ide 1 à m (X+)i = max(Xi; 0) : (2.68)Dans le problème (Pp), � est un s
alaire positif appelé fa
teur de pénalisation. C'est un paramètre
hoisi par l'utilisateur. Le fa
teur 12 devant � est introduit seulement pour donner dans notreexemple à � la signi�
ation d'une raideur normale de 
onta
t. La prise en 
ompte de la 
ontraintede 
onta
t s'e�e
tue ainsi par l'ajout d'une for
e de rappel proportionnelle à la profondeur depénétration. La résolution du problème pénalisé (Pp) peut s'e�e
tuer par exemple par une méthodede des
ente.
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lairement que la solution du problème pénalisé (Pp) dépend du fa
teur �. On parlede pénalisation inexa
te puisque la solution du problème d'origine (P ) n'est pas solution de (Pp).Il existe des pénalisation exa
tes, mais elles 
onduisent à des problèmes non di�érentiables. Onvoit que plus � est 
hoisi grand, mieux la 
ontrainte de 
onta
t est prise en 
ompte. D'un autre
�té, lorsque � augmente, le problème (Pp) devient de plus en plus mal 
onditionné, 
'est à dire deplus en plus di�
ile à résoudre. La bonne démar
he 
onsiste à e�e
tuer une première minimisationave
 � assez faible, puis ensuite à augmenter progressivement � en 
ommençant 
haque nouvellerésolution à partir de la solution pré
édente. Il n'est pas possible par exemple de trouver rapidementun résultat 
onvenable en une seule résolution ave
 � élevé : Epot n'est plus "vu" par la méthodede résolution qui s'o

upe avant tout de véri�er les 
ontraintes. La pénalisation est une méthodequi semble permettre à première vue de limiter les temps de 
al
ul puisqu'elle n'introduit pasd'in
onnues supplémentaires. En réalité, sa mise en oeuvre est assez 
oûteuse.2.2.3 Lagrangiens augmentésLa méthode des Lagrangiens augmentés est à la di�éren
e de la pénalisation présentée en 2.2.2une méthode exa
te. On 
her
he toujours à résoudre le problème (P ). On a vu que dans 
e 
as lelagrangien 
lassique s'é
rit L(V ;�) = 12V TKV � F TexV + �T g(V ) : (2.69)Le lagrangien augmenté prend lui la formeLa(V ;�) = 12V TKV � F TexV + �T (g(V ))+ + 12�kg(V )+k2 : (2.70)où � est un fa
teur de pénalisation. Le problème ainsi formulé peut être vu 
omme une pénalisationdu problème aux multipli
ateurs de Lagrange.Les Lagrangiens augmentés sont généralement utilisés dans des méthodes itératives qui visent àtrouver les multipli
ateurs de Lagrange exa
ts. En reprenant la méthode de Laursen et Maker [78℄,à une itération k, on note �k l'estimation 
ourante du ve
teur des multipli
ateurs de Lagrange.Le système à résoudre est alors KV + (�k + �g(V ))+ = Fex : (2.71)Par une stratégie de résolution non-linéaire, on trouve la solution Uk de 
e système et le ve
teurdes multipli
ateurs de Lagrange est remis à jour par�k+1 = (�k + �g(Uk))+ : (2.72)On assure ainsi que les multipli
ateurs sont toujours tous positifs. La bou
le est arrêtée lorsque lavaleur de (g(Uk))+ est jugée su�samment faible.Le 
oe�
ient de pénalité � est 
hoisi initialement et reste in
hangé pendant le déroulement del'algorithme. Si on prend �0 = 0, la première résolution 
orrespond à une méthode de pénalisation.Pour des raisons déjà expliquées en 2.2.2, � ne doit don
 pas être 
hoisi trop grand. Le nombred'itérations peut don
 parfois se montrer élevé 
e qui 
onduit à un 
oût global de 
al
ul important.En revan
he, 
omme � n'est pas trop grand, le 
onditionnement du système à résoudre à 
haqueitération reste bon.
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lusionsPour la prise en 
ompte des 
ontraintes dans les problèmes dis
rétisés, les méthodes itératives depénalisation ou de lagrangien augmenté sont souvent mises en oeuvre. On verra dans la se
tion 2.4que la méthode que nous utilisons ne rentre dans au
une de 
e deux 
atégories. C'est une méthodequi n'est pas exa
te 
ar la solution 
onvergée dépend légèrement d'un 
oe�
ient de pénalité �,mais à la di�éren
e des te
hniques de pénalisation et de lagrangien augmenté, 
e n'est pas uneméthode itérative : la résolution non-linéaire est appelée une seule fois 
e qui permet de limiter defaçon appré
iable le 
oût de 
al
ul global. On peut ainsi envisager la résolution de problèmes 3Dde taille déjà importante.2.3 Méthodes fréquentielles pour les problèmes de 
onta
tLe 
al
ul du régime permanent de la réponse for
ée des systèmes non-linéaires par intégrationtemporelle peut être très long puisque tout le régime transitoire doit être 
al
ulé. De plus, la duréede 
elui-
i est in
onnue a priori et est largement in�uen
ée par exemple par l'amortissement dusystème. Les méthodes fréquentielles développées ré
emment permettent de 
al
uler dire
tementet rapidement le régime permanent. L'hypothèse est alors faite que la réponse est périodique. Ala di�éren
e des systèmes linéaires, la réponse des systèmes non-linéaires ne 
ontient pas que lesharmoniques de l'ex
itation.La te
hnique appelée Balan
e Harmonique (HB) propose de projeter les équations du mouve-ment sur une séle
tion d'harmoniques et de résoudre le problème réduit ainsi obtenu. On parleaussi de méthode de Galerkin. La méthode de balan
e harmonique a souvent été mise en oeuvreanalytiquement. Dans 
e 
as, les études sont limitées à des problèmes de petite taille, l'ex
ita-tion est souvent monoharmonique, et dans la plupart des 
as seule l'harmonique fondamentaleest retenue pour la résolution. L'utilisation d'un solveur numérique, par exemple de type Newton-Raphson (NR) permet de dépasser 
es limitations. La Méthode de Balan
e Harmonique In
ré-mentale (IHBM) utilise une méthode de Newton-Raphson suivie d'une méthode de Galerkin. Lapro
édure inverse est 
onnue sous le nom de méthode de Galerkin Newton-Raphson (GNR). Ferri[41℄ a montré que 
es deux méthodes donnent des résultats équivalents. La mise en oeuvre pratiquedu 
al
ul des for
es non-linéaires et du ja
obien peut être fastidieuse. L'utilisation d'algorithmesde transformée de Fourier rapide (FFT) permet de remédier à 
ela, ainsi que montré par Cameronet Gri�n [16℄. La méthode AFT (Alternating Frequen
y Time) qu'ils ont proposé 
onstitue unprolongement de la IHBM où les for
es non-linéaires sont évaluées dans le domaine temporel.Les non-linéarités de 
onta
t et de frottement sont dites fortes. Les lois de frottement de Cou-lomb et de 
onta
t unilatéral ne sont pas régulières, et la dépendan
e de la for
e de 
onta
t enfon
tion de l'état du système est 
omplexe. Ce
i rend l'appli
ation des méthodes fréquentiellesévoquées 
i-dessus 
ompliquée. Si Pierre et al. [111℄ sont parvenus à étendre l'IHBM au 
as dufrottement 
oulombien en ayant re
ours à la théorie des distributions, l'appro
he 
lassique 
onsisteà lever la di�
ulté en "adou
issant" la non-linéarité. Il est par exemple 
ourant d'ajouter des rai-deurs de 
onta
t ou d'utiliser des frotteurs �exibles sans masse. Une autre te
hnique est d'appro
herdire
tement la loi de 
onta
t ou de frottement par une fon
tion plus régulière. Ces paramètres sup-plémentaires introduits dans le modèle peuvent éventuellement trouver une justi�
ation physiqueet représenter les déformations élastoplastiques des aspérités en 
onta
t.
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 Lagrangian mixed Frequen
y-Time method (DLFT)Na
ivet et al. se sont inspirés des méthodes lagrangiennes présentées en 2.2 pour proposer uneméthode fréquentielle permettant de déterminer le régime permanent d'un système ave
 
onta
tet frottement où il n'est plus né
essaire de lisser les lois de 
ontraintes ou d'ajouter des raideursde 
onta
t [96℄ [97℄. Grâ
e à 
ette méthode appelée DLFT (Dynami
 Lagrangian Frequen
y TimeMethod), la gestion du 
onta
t se fait dire
tement à partir des maillages des piè
es. La DLFTest présentée i
i de façon di�érente par rapport à [96℄ [97℄. On montre en parti
ulier 
omment ladétermination dans le domaine temporel des e�orts de 
onta
t et des dépla
ements relatifs se faitselon une méthode de prédi
tion-
orre
tion.2.4.1 Hypothèses de modélisationComme dans toute méthode de balan
e harmonique, l'hypothèse est faite que les e�orts et lesdépla
ements sont périodiques. Par ailleurs, on se limite aux petites déformations et aux petitsdépla
ements. Ce
i signi�e en parti
ulier que les glissements sont petits. Comme de plus on supposeque les maillages des piè
es sont 
ompatibles au niveau des interfa
es de 
onta
t, des frotteursnoeud à noeud sont utilisés (voir la �gure 2.4).
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PSfrag repla
ements
Elément de 
onta
t

Noeud maître (solide 2)
Noeud es
lave (solide 1)u1t u2tur

Fig. 2.4 � Frotteur noeud à noeud.Les données né
essaires au 
al
ul sont pour 
haque solide l� M l, la matri
e de masse,� K l, la matri
e de raideur,� F lex le ve
teur des e�orts extérieurs.On suppose que l'amortissement stru
tural est représenté par une matri
e d'amortissement vis-queux C l, 
ombinaison linéaire de la matri
e de masse et de la matri
e de raideur (amortissementde Rayleigh) : C l = �lM l + �lK l : (2.73)La zone de 
onta
t est déterminée par les éléments de 
onta
ts spé
i�és par l'utilisateur. Pour
haque élément de 
onta
t, les dépla
ements relatifs et les for
es de 
onta
t sont déterminés au
ours de la résolution selon la loi de Coulomb et la loi de 
onta
t unilatéral.
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 frottement2.4.2 Méthode de résolutionTransformation des équations du mouvementLes équations du mouvement pour 
haque solide l s'é
riventM l �U l + C l _U l +K lU l + F l
 = F lex ; (2.74)où F lex sont les for
es extérieures. Les dépla
ements U l et les for
es de 
onta
t F l
 sont in
onnues etsont déterminés 
onjointement dans la résolution. A�n de lui donner la signi�
ation d'un ve
teur demultipli
ateurs de Lagrange, F l
 apparaît à gau
he du signe = et représente don
 l'opposé des for
esréelles de 
onta
t. Le mouvement étant supposé périodique, une pro
édure de Galerkin, détailléeen annexe A, permet de reformuler les équations dans le domaine fréquentiel. Les dépla
ementset les for
es sont alors représentés par des ve
teurs multiharmoniques 
ontenant les 
oe�
ientsde Fourier jusqu'au nombre d'harmoniques Nh 
hoisi pour la résolution. La taille du problème estmultipliée par 2Nh+1. Deux rédu
tions exa
tes sont ensuite e�e
tuées dans le domaine fréquentiel.Dans la première, seuls les "noeuds non-linéaires", 
'est à dire les noeuds parti
ipant au 
onta
tsont retenus. Une rédu
tion supplémentaire d'un fa
teur deux est ensuite obtenue en reformulantles équations ave
 les dépla
ements relatifs pour nouvelles in
onnues. Ces deux rédu
tions sontaussi détaillées dans l'annexe A. Les équations du mouvement s'é
rivent �nalement�r ~Ur + ~� = ~Fr : (2.75)~Ur, ~�, ~Fr sont les ve
teurs multiharmoniques des dépla
ements relatifs, des multipli
ateurs deLagrange et des for
es extérieures respe
tivement. �r représente la matri
e de raideur dynamiqueréduite. Un solveur non-linéaire est utilisé pour annuler la fon
tion dé�nie par :f( ~Ur) = �r ~Ur + ~�� ~Fr : (2.76)Cal
ul des for
es de 
onta
tLe 
al
ul de la fon
tion f dé�nie par l'équation (2.76) né
essite d'évaluer les for
es de 
onta
t~� à partir d'une valeur du dépla
ement relatif ~Ur. Il faut à 
et égard s'assurer que lorsque la
onvergen
e est atteinte (f( ~Ur) = 0), les 
ontraintes de 
onta
t ave
 frottement exposées auparagraphe 2.1.1 sont véri�ées. La méthode des Lagrangiens dynamiques développée par Na
ivet[96, 97℄ 
onsiste à exprimer les e�orts de 
onta
t par une pénalisation des équations du mouvementdans le domaine fréquentiel : ~� = ~Fr � �r ~Ur + �( ~Ur � ~Xr) ; (2.77)où � est un 
oe�
ient de pénalité et ~Xr est une nouvelle in
onnue représentant un dépla
ementrelatif. On va voir dans le paragraphe suivant que le 
ouple ( ~Xr; ~�) est déterminé par une pro
édureAFT (Alternating Frequen
y Time) spé
i�que de manière à respe
ter les lois de 
onta
t et defrottement. Ainsi, le terme �( ~Ur � ~Xr) ajouté à l'équation du mouvement for
e la véri�
ation des
ontraintes. En e�et, le report de (2.77) dans (2.76) donnef( ~Ur) = �( ~Ur � ~Xr) : (2.78)L'annulation de f donne bien ~Ur = ~Xr, 
e qui assure que le 
ouple ( ~Ur; ~�) véri�e les 
ontraintesde 
onta
t et de frottement, et garantit que les équations du mouvement (2.75) sont véri�ées. Le
hoix du 
oe�
ient de pénalité � sera dis
uté en 2.4.5.
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tion-
orre
tion dans le domaine temporelCe paragraphe a pour but d'expliquer 
omment, à partir d'une donnée ~Ur les e�orts de 
onta
t~� et les dépla
ements relatifs ~Xr sont 
al
ulés pour véri�er les 
ontraintes. En reprenant l'expres-sion (2.77), on é
rit ~� = ~Fr � �r ~Ur + � ~Ur| {z }~�u � � ~Xr|{z}~�x ; (2.79)où ~�u est un ve
teur for
e de 
onta
t ne dépendant que de ~Ur et ~�x est un ve
teur for
e de 
onta
tdire
tement proportionnel à ~Xr.La période T est dé
oupée en N pas de temps, et on dé�nit N instants su

essifs :tn = n� 1N T ; n = 1::N : (2.80)Con
entrons-nous à présent sur un seul élément de 
onta
t. Pour 
et élément de 
onta
t, lesve
teurs ~�, ~�u, ~�x,Xr sont représentés dans le domaine temporel par les séquen
es de N ve
teursà trois dimensions f�ngn=1::N , f�nugn=1::N , f�nxgn=1::N , fXnr gn=1::N respe
tivement. L'exposantn désigne la valeur à l'instant tn.A 
haque itération du solveur non-linéaire, ~�u est 
al
ulé puis la suite f�nugn=1::N est obtenueà l'aide d'un algorithme de transformée de Fourier rapide inverse (FFT�1). Une stratégie deprédi
tion-
orre
tion est ensuite utilisée à 
haque instant tn pour 
al
uler les for
es de 
onta
t �n.Une for
e de 
onta
t prédite �npre est 
al
ulée en supposant que l'état du système est adhérent.Ce
i signi�e que le ve
teur des dépla
ements relatifs tangentiels XTr reste 
onstant entre tn�1 ettn et que le dépla
ement relatif normal XNr est nul. Ce
i 
onduit àPREDICTION : ( �n;Tpre = �n;Tu � �n�1;Tx�n;Npre = �n;Nu (2.81)On utilise i
i systématiquement l'exposant T pour les 
omposantes tangentielles et l'exposant Npour la 
omposante normale.Les e�orts de 
onta
t prédits sont dans un deuxième temps 
orrigés de telle sorte que les
ontraintes soient véri�ées. Ce
i est e�e
tué en 
al
ulant �nx 
e qui permet d'obtenir �n parCORRECTION : �n = �nu � �nx (2.82)Les e�orts de 
onta
t ainsi obtenus pour 
haque frotteur permettent de 
al
uler par transforméede Fourier rapide (FFT ) le ve
teur multiharmonique ~� puis le résidu f( ~Ur). Les di�érentes étapesde la méthode sont résumées dans la �gure 2.5. On détaille dans la suite le 
al
ul de �nx suivantles trois états possibles pour un élément de 
onta
t : séparation, adhéren
e et glissement.Séparation : �n;Npre � 0La for
e prédite est une for
e de tra
tion, 
e qui signi�e que le 
onta
t est perdu au niveau del'élément de 
onta
t. La for
e de 
onta
t doit don
 être nulle, 
e qui né
essite�nx = �nu : (2.83)
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PSfrag repla
ements ~Ur~�u = ~Fr � �r ~Ur + � ~UrFFT�1�u 
ontraintes de 
onta
tave
 frottement�x = �Xr+ ��FFT~�f( ~Ur) = �r ~Ur + ~�� ~FrFig. 2.5 � Cal
ul de la fon
tion f à annuler.Adhéren
e : �n;Npre < 0 et k�n;Tprek < �j�n;Npre jDans 
e 
as le dépla
ement normal est nul et le dépla
ement relatif tangentiel est 
onstant.Ce
i implique ( �n;Nx = 0�n;Tx = �n�1;Tx (2.84)Glissement : �n;Npre < 0 et k�n;Tprek � �j�n;Npre jA nouveau, le dépla
ement relatif normal est nul 
e qui donne la 
omposante normale de �nx :�n;Nx = 0 : (2.85)La for
e normale est don
 donnée par �n;N = �n;Npre : (2.86)La 
orre
tion de la for
e de 
onta
t tangentielle s'appuie sur la 
onnaissan
e de l'e�ort normal par(2.86) et sur l'hypotèse que la vitesse relative tangentielle est dé�nie de manière impli
ite :V n;Tr = Xn;Tr �Xn�1;Trtn � tn�1 : (2.87)D'après les lois de frottement de Coulomb, la for
e de 
onta
t tangentielle doit avoir une normeégale à �j�n;Npre j et être 
olinéaire à V n;Tr et de même sens (�n est dé�ni 
omme l'opposé des for
esde 
onta
t et agit don
 dans le sens de la vitesse relative). Ces 
onditions sont résumées par�n;T = �j�n;Npre j V n;TrkV n;Tr k : (2.88)
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rire�n;Tpre � �n;T = �n;Tx � �n�1;Tx : (2.89)Ave
 (2.87) et en rappelant que �n;Tx = �Xn;Tr pour tout n, il vient�n;Tpre � �n;T = �(tn � tn�1)V n;Tr : (2.90)En 
ombinant(2.88) et (2.89) on trouve�n;Tpre =  �j�n;Npre jkV n;Tr k + �(tn � tn�1)!V n;Tr ; (2.91)
e qui montre que �n;Tpre et V n;Tr sont 
olinéaires et de même sens. AinsiV n;TrkV n;Tr k = �n;Tprek�n;Tprek ; (2.92)et don
 �n;T = �j�n;Npre j �n;Tprek�n;Tprek : (2.93)En reportant (2.93) dans (2.89), on trouve la relation qui permet de 
al
uler �n;Tx :�n;Tx = �n�1;Tx + �n;Tpre  1� � j�n;Npre jk�n;Tprek! : (2.94)Pour l'initialisation au premier pas de temps (n = 1), on se sert d'une variable �0;Tx qui peutêtre, dans le 
as du 
al
ul d'une réponse fréquentielle, prise égale à la dernière valeur �N ;Tx dela fréquen
e pré
édente. Une autre te
hnique possible est de 
hoisir �0;Tx arbitrairement puis de
al
uler une période 
omplète. En renouvelant le 
al
ul sur une autre période, l'in�uen
e de l'erreur
ommise à l'initialisation est gommée. Le résidu est ensuite 
al
ulé ave
 
ette se
onde période.2.4.3 Cal
ul de l'équilibre statiquePour fa
iliter la 
onvergen
e, il faut fournir au solveur non-linéaire un dépla
ement initial suf-�samment pro
he de la solution. Dans le 
as d'une réponse fréquentielle, il est assez fa
ile de
onstruire la solution de pro
he en pro
he. Par exemple, la solution 
onvergée à une fréquen
edonnée peut servir d'initialisation pour le 
al
ul à la fréquen
e suivante. L'utilisation d'un prédi
-teur de Lagrange peut fournir une estimation plus pré
ise, et si l'on 
her
he à 
apturer les bran
hesinstables de la réponse, on peut avoir re
ours aux méthodes de 
ontinuation. Il n'en demeure pasmoins que pour le premier 
al
ul, il faut donner ex nihilo une initialisation.Dans le 
as du 
onta
t aube-disque, il s'avère que la 
on�guration ave
 dépla
ement relatifnul en pied d'aube ne permet pas toujours la 
onvergen
e pour la première fréquen
e 
al
ulée.C'est pourquoi on 
al
ule en premier lieu l'équilibre statique ave
 frottement a�n de fournir unemeilleure 
ondition initiale. Ce
i est réalisé en annulant ave
 le solveur des fon
tions f� dé�niespar : f�(Ur) = �rUr + �� �Fr ; � 2℄0; 1℄ : (2.95)
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i la 
harge statique in
luant les e�orts 
entrifuges et éventuellement les pressionsstationnaires. Cette 
harge est appliquée progressivement en augmentant � par palliers jusqu'à1. Un dépla
ement relatif nul sert d'initialisation pour le premier pallier, puis les solutions sont
al
ulées de pro
he en pro
he. On utilise la te
hnique présentée à la se
tion pré
édente pour ladétermination des for
es de 
onta
t.2.4.4 Pénalisation sur la vitesse relativeOn parle pour la méthode présentée en 2.4.2 de "pénalisation sur le dépla
ement relatif".Nous dé
rivons dans 
e paragraphe une variante appelée "pénalisation sur la vitesse relative". Ennotant r l'opérateur de dérivation dans le domaine fréquentiel, les for
es de 
onta
t sont 
ette foisexprimées par ~� = ~Fr � �r ~Ur + �(r ~Ur � ~Vr) ; (2.96)où ~Vr est une variable jouant un r�le analogue à ~Xr dans la formulation en dépla
ement relatif.C'est une vitesse relative qui est évaluée dans le domaine temporel, de manière à véri�er ave
 ~�la 
ontrainte de frottement. On 
onsidère une partition semblable à 
elle utilisée pré
édemment :~�u = ~Fr � �r ~Ur + �r ~Ur (2.97)~�x = � ~Vr (2.98)Dans le domaine temporel, l'expression 
orrespondante des for
es de 
onta
t à l'instant tn est�n = �nu � �nx : (2.99)La for
e de prédi
tion est obtenue en supposant que l'élément de 
onta
t est adhérent, 
'est à direV nr = 0. On a don
 �npre = �nu. La 
orre
tion s'e�e
tue en 
al
ulant �nx a�n d'obtenir �n par(2.99).Séparation : �n;Npre � 0Pour annuler la for
e de 
onta
t, il faut �nx = �nu .Adhéren
e : �n;Npre < 0 et k�n;Tprek < �j�n;Npre jDans 
e 
as la vitesse relative est nulle 
e qui implique �nx = 0.Glissement : �n;Npre < 0 et k�n;Tprek � �j�n;Npre jLa vitesse relative normale est nulle, 
e qui implique �n;Nx = 0. La for
e normale est don
donnée par �n;N = �n;Npre : (2.100)La loi de Coulomb s'é
rit �n;T = �j�n;Npre j �n;Txk�n;Tx k : (2.101)En inje
tant 
ette équation dans (2.99), on obtient�n;Tpre =  �j�n;Npre jk�n;Tx k + 1!�n;Tx ; (2.102)
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e qui montre que �n;Tpre et �n;Tx sont 
olinéaires de même sens. On a don
�n;T = �j�n;Npre j �n;Tprek�n;Tprek : (2.103)En reportant (2.103) dans (2.99), on trouve la relation qui permet de 
al
uler �n;Tx :�n;Tx = �n;Tpre  1� � j�n;Npre jk�n;Tprek! : (2.104)Dans le 
as d'une pénalisation sur la vitesse relative, les 
oe�
ients de Fourier a0(Ur), repré-sentant la position moyenne de l'élément de 
onta
t, ne peuvent pas être modi�és. A la di�éren
ede la pénalistation sur le dépla
ement relatif, 
ette méthode n'est don
 valable que quand la posi-tion moyenne est 
onnue, 
e qui n'est en parti
ulier pas le 
as dans l'étude du frottement en piedd'aube.2.4.5 Choix du 
oe�
ient de pénalitéLa formulation de la DLFT in
lut un paramètre � que nous avons nommé 
oe�
ient de pénalité
ar il sert à imposer les 
ontraintes. Dans 
e paragraphe, on 
erne son in�uen
e et on propose unmoyen de le déterminer.Nous avons 
onstaté aux 
ours des simulations que le 
hoix du 
oe�
ient de pénalité pouvaitin�uen
er légèrement la solution trouvée, notamment lorsque le nombre d'harmoniques retenusest faible. Considérons par exemple le modèle à deux degrés de liberté s
hématisé dans la �gure2.6. Ce système est soumis à une ex
itation harmonique et le frottement entre les deux masses estmodélisé par une loi de Coulomb ave
 
oe�
ient de frottement 
onstant noté �. L'e�ort normalest noté N . Dans les simulations présentées 
i-après, les valeurs des paramètres sontm1 = m2 = 1; k1 = 7�2; k2 = �2La solution périodique re
her
hée est symétrique, 
e qui signi�e que pour tout temps t, on a larelation suivante pour la position d'une masse :x(t+ T=2) = �x(t) ;où T désigne la période du mouvement. Ce
i est 
on�rmé par la littérature et l'intégration tempo-relle. Les 
al
uls sont ainsi e�e
tués en retenant simplement les harmoniques impaires. La �gure2.7 montre la 
omparaison entre les amplitudes obtenues pour � = 1; 10; 100; 1000 et les amplitudesobtenues ave
 les harmoniques exa
tes issues de l'intégration temporelle. On remarque tout d'abordque plus le nombre d'harmoniques retenus augmente, plus l'in�uen
e de � est faible. Pour une base
omportant les 1er, 3e et 5e, harmoniques (�gure 2.7 (
)), l'in�uen
e devient négligeable. On noteaussi que plus le 
oe�
ient de pénalité est élevé, plus le 
ontenu fréquentiel exa
t est pré
isémentappro
hé. Cela est parti
ulièrement net sur la �gure 2.7 (a) présentant le 
as à 1 harmonique.Pour autant, et 
'est l'objet de la dis
ussion 
i-après, � ne peut être 
hoisi trop grand 
ar alors laméthode sou�re de problèmes de 
onvergen
e. Les ordres de grandeurs 1 à 1000 permettent unebonne 
onvergen
e. En dessous et au dessus, la 
onvergen
e se déteriore.Plaçons-nous dans l'hypothèse où la te
hnique de pénalisation sur le dépla
ement relatif est
hoisie. Pour que la DLFT 
onverge vers la solution, il faut s'assurer que :
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ements k1 k2
1 
2
m1m2

Fex1

x2Fig. 2.6 � Modèle de frottement à deux degrés de liberté.� Les équations du mouvement sont véri�ées : ~� = ~Fr � �r ~Ur� Les 
ontraintes de 
onta
t et de frottement sont respe
tées : ~Ur = ~XrAinsi il ne faut pas que dans l'équation ~� = ~Fr � �r ~Ur + � ~Ur � ~Xr l'un des termes représen-tant l'équation d'équilibre ~Fr � �r ~Ur ou servant à imposer les 
ontraintes �( ~Ur � ~Xr) soit tropprépondérant par rapport à l'autre. A�n d'assurer 
et équilibre, on propose de 
hoisir � de sorteque son in�uen
e soit approximativement équivalente à 
elle de la matri
e �r. Cette matri
e à unestru
ture diagonale par blo
s et on observe en outre que dans la réponse, l'harmonique 
orrespon-dant à la fréquen
e de l'exitation est la plus importante. C'est pour 
ela que l'on s'intéresse à lasous matri
e de �r 
orrespondant à l'harmonique de l'ex
itation. On note �r;ex 
ette sous matri
e.Dans les simulations menées jusqu'à présent, le rayon spe
tral de 
ette matri
e fournit un ordre degrandeur pour � 
ompris approximativement au milieu de la plage des ordres de grandeur possiblespour la 
onvergen
e. Nous re
ommandons don
 de 
hoisir un 
oe�
ient de pénalité ayant le mêmeordre de grandeur que 
e rayon spe
tral : � � �(�r;ex) : (2.105)La généralisation au 
as de la pénalisation sur la vitesse relative est aisée et fournit l'ordre degrandeur suivant : � � �(r�1ex �r;ex) ; (2.106)où r�1ex est le blo
 
orrespondant à l'harmonique de l'ex
itation de la matri
e de primitivation.La �gure 2.8 montre les valeurs de rayon spe
tral obtenues pour l'exemple du modèle à deuxdegrés de liberté. Il est ainsi re
ommandé de prendre pour ordre de grandeur � = 50 pour lapénalisation sur le dépla
ement relatif et � = 8 pour la pénalisation sur la vitesse relative.Cette se
tion a permis de montrer que le 
hoix du 
oe�
ient de pénalité in�uençait légèrementla solution trouvée, mais seulement si le nombre d'harmoniques retenus est très faible. On a parailleurs proposé une méthode permettant de guider le 
hoix de 
e 
oe�
ient a�n de garantir unebonne 
onvergen
e de la DLFT.
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Fig. 2.7 � In�uen
e du 
oe�
ient de pénalité � sur la réponse 
al
ulée par la DLFT. Trait épais : maximumd'amplitude obtenu à partir de la séle
tion d'harmoniques de la solution 
al
ulée par intégration temporelle.Autres traits : résultats obtenus par la DLFT ave
 pénalisation sur la vitesse relative.(a) 1e harmonique,(b) 1e et 3e harmoniques, (
) 1e, 3e et 5e harmoniques.
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(a) (b)Fig. 2.8 � Cal
ul des rayons spe
traux pour la détermination du 
oe�
ient de pénalité. Modèle à 2 degrésde liberté. (a) �(�r;ex) (b) �(r�1ex �r;ex).2.5 Evaluation de la performan
e de la DLFTOn se propose à l'aide d'un modèle simple à deux degrés de liberté de dis
uter les résultatsobtenus par la DLFT ave
 pénalisation sur le dépla
ement relatif et pénalisation sur la vitesserelative. Les performan
es de la DLFT sont ensuite 
omparées à 
elles de la méthode de la balan
eharmonique in
rémentale ave
 sa mise en oeuvre e�
a
e par une méthode AFT (AlternatingFrequen
y-Time).2.5.1 Pénalisation sur le dépla
ement relatifLe modèle à deux degrés de liberté présenté dans la �gure 2.6 est repris i
i. Les réponsesfréquentielles obtenues par la DLFT sont montrées dans la �gure 2.9 et 
omparées ave
 la réponsefréquentielle 
al
ulée par intégration temporelle. Les 
ourbes tra
ées 
orrespondent aux maximad'amplitude 
'est à dire à la moitié des amplitudes 
rête à 
rête. Le nombre d'harmoniques donnédans les légendes de la �gure 2.9 
orrespond à l'ordre maximum des harmoniques retenues. Ainsi,le 
al
ul pour une 
ourbe notée "9 harmoniques" est e�e
tué ave
 les harmoniques 1,3,5,7,9.On 
onstate sur la �gure 2.9 que plus on retient d'harmoniques plus la pré
ision est bonne.La 
onvergen
e de la méthode est 
ependant assez lente : il faut beau
oup d'harmoniques pourappro
her pré
isément la solution de référen
e donnée par l'intégration temporelle. Ce
i est parti-
ulièrement vrai dans le 
as où �N = 10N (�gure 2.9 (b)) où même en retenant les harmoniquesjusqu'à l'ordre 15, il persiste un é
art d'amplitude signi�
atif.A�n de valider davantage en
ore le 
al
ul fréquentiel, la for
e de frottement appro
hée est 
om-parée à 
elle obtenue par intégration temporelle dans les �gures 2.10, 2.11, 2.12. On 
onstate quee�e
tivement dans le 
as où �N = 20N (�gure 2.10), les zones d'adhéren
e et de glissement sont
orre
tement prédites. Considérons à présent un 
as où l'approximation fournie est médio
re. Pour�N = 10N , une fréquen
e d'ex
itation de 0:8Hz et une harmonique (�gure 2.12), on 
onstate undéphasage important entre la for
e de 
onta
t de référen
e et l'approximation à une harmonique
al
ulée par la DLFT. Ce
i se voit plus pré
isément sur la �gure 2.13. Les instants de transition
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(a) (b)Fig. 2.9 � Comparaison entre la DLFT ave
 pénalisation sur le dépla
ement relatif et l'intégration tempo-relle. �1 = �2 = 0:1, � = 100. (a) �N = 20N, (b) �N = 10N.entre les états adhérant et glissant ne sont pas prédits pré
isément. En 
onséquen
e, les dépla
e-ments appro
hés sont évidemment également impré
is. Cet état de fait est possiblement inhérentau 
hoix d'une pénalisation sur le dépla
ement relatif. En e�et, la solution 
orre
te présente unefor
e de 
onta
t et un dépla
ement relatif dont les maxima sont dé
alés, 
omme le montre la �gure2.14. Pendant le glissement, la for
e de frottement est maximale et vaut �N , mais le dépla
ementrelatif varie et 
hange de signe pendant 
ette phase. A l'inverse, pendant l'adhéren
e, le dépla
e-ment relatif est maximal et 
onstant alors que la for
e de 
onta
t varie et 
hange de signe. Si bienque si on suppose que ~Ur est un dépla
ement relatif pro
he de la solution, alors la for
e de frotte-ment ~Fr��r ~Ur est perturbée par un terme � ~Ur dont les maxima ne sont pas situés dans la mêmezone. La 
orre
tion dans le domaine temporel risque don
 de trouver des zones de glissement là oùil ne devrait pas y en avoir. Dans la se
tion suivante on teste la pénalisation sur la vitesse relative.En observant la �gure 2.14, on 
onstate que les premières harmoniques de la vitesse relative et dela for
e de frottement sont en opposition de phase. Sa
hant que les multipli
ateurs de Lagrange~� sont opposés aux for
es de frottement, on s'attend don
 à 
e que la pénalisation sur la vitesserelative aide à prédire mieux et plus vite les transitions entre glissement et adhéren
e.2.5.2 Pénalisation sur la vitesse relativeLa �gure 2.15 montre que pour le même modèle, la méthode de pénalisation sur la vitesserelative permet une très bonne 
onvergen
e. En retenant les harmoniques jusqu'à l'ordre 5, 
'està dire en menant les 
al
uls ave
 les harmoniques 1,3,5, la réponse obtenue est très pro
he de laréponse de référen
e obtenue par intégration temporelle. Les évolutions temporelles du dépla
ementet de la for
e de frottement présentées dans la �gure 2.16 
on�rment que les périodes de 
ollementet de glissement sont très bien évaluées.2.5.3 Comparaison de la DLFT ave
 des méthodes fréquentielles usuellesOn vient de voir que la DLFT permet un 
al
ul rapide et pré
is du régime permanent. Dans
ette se
tion, ses performan
es sont 
omparées à 
elles de la très répandue méthode AFT (Alter-
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) (d)Fig. 2.10 � Comparaison entre la for
e de frottement 
al
ulée par intégration temporelle (trait �n) et parla DLFT (trait épais). f = 1Hz �1 = �2 = 0:1, �N = 20N, � = 100. (a) 1 harmonique, (b) 5 harmoniques,(
) 9 harmoniques, (d) 21 harmoniques.



Chapitre 2 : Formulation et résolution d'un problème de 
onta
t ave
 frottement 53

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

−0.5

0

0.5

temps (s)

dé
pl

ac
em

en
t m

as
se

 1

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

−0.5

0

0.5

temps (s)

dé
pl

ac
em

en
t m

as
se

 1

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

−0.5

0

0.5

temps (s)

dé
pl

ac
em

en
t m

as
se

 1

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
−15

−10

−5

0

5

10

15

temps (s)

fo
rc

e 
de

 fr
ot

te
m

en
t (

N
)

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
−15

−10

−5

0

5

10

15

temps (s)

fo
rc

e 
de

 fr
ot

te
m

en
t (

N
)

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
−15

−10

−5

0

5

10

15

temps (s)

fo
rc

e 
de

 fr
ot

te
m

en
t (

N
)

(a) (b) (
)Fig. 2.11 � Comparaison entre l'intégration temporelle (trait �n) et la DLFT (trait épais). f = 1Hz�1 = �2 = 0:1, �N = 10N, � = 100. (a) 1 harmonique, (b) 3 harmoniques, (
) 9 harmoniques.
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t ave
 frottementnating Frequen
y Time Method).La Méthode de Balan
e Harmonique In
rémentale (IHBM) proposée par Lau et al. [76℄ ainsique la méthode la méthode de Galerkin Newton Raphson (GNR), proposent d'allier la te
hniquede la balan
e harmonique à une méthode itérative de résolution des systèmes non-linéaires. Laformulation originale de 
es méthodes né
essite l'évaluation d'intégrales parfois 
omplexes pourobtenir dans le domaine fréquentiel les for
es non-linéaires et la matri
e ja
obienne permettantd'avan
er la solution. Les 
al
uls numériques peuvent être rendus plus performants par l'utilisa-tion judi
ieuse d'algorithmes de transformée de Fourier dis
rète [15℄ [98℄. La méthode retenue i
ipour 
omparaison est la méthode AFT proposée par Cameron et Gri�n [16℄. Semler et al. [130℄rappellent dans leur arti
le de revue les grandes similitudes entre les méthodes IHB, GNR et AFT.La méthode AFT a été très largement reprise ré
emment pour l'étude des non-linéarités de
onta
t et de frottement dans les turboma
hines. On peut 
iter par exemple les travaux de Guillenet Pierre [53℄, de Berthillier et al. [15℄ sur l'amortissement d'une aube fan par frotteur blade toground, de Chen et Menq [23℄ sur le 
onta
t entre nageoires ou en
ore de Von Groll et Ewins [152℄sur le 
onta
t rotor/stator. A�n de fa
iliter le traitement numérique, la non-linéarité est a�aibliepar l'ajout de raideurs de 
onta
t dans [22℄, [23℄ et [152℄. Cameron et Gri�n [16℄ et Guillen etPierre [53℄ travaillent eux ave
 le modèle proposé en 1980 par Gri�n [50℄ où le frotteur est modélisépar une raideur sans masse. Ce
i permet d'obtenir dire
tement la for
e de frottement en fon
tiondu dépla
ement du point de 
onta
t lié à l'aube. Dans [15℄, 
'est dire
tement la loi de frottementqui est régularisée 
omme montré sur la �gure 2.17 ave
 Æ petit. Ferri et Dowell [42℄ utilisent aussi
ette loi linéaire par mor
eaux. Il débutent leur 
al
ul ave
 une valeur de Æ grande 
e qui assureune 
onvergen
e fa
ile de leur méthode GNR. Cette solution 
onvergée est utilisée 
omme pointde départ d'une autre résolution ave
 Æ plus petit. L'opération est répétée et Æ diminué jusqu'à 
eque la fon
tion signe soit 
orre
tement appro
hée. C'est un des atouts de la DLFT que de pouvoirdire
tement traiter la loi dis
ontinue sans avoir re
ours à 
es pro
édés.
PSfrag repla
ements �

VrÆ�Æ
Fig. 2.17 � Suppression de la dis
ontinuité de la loi de frottement quand la vitesse de glissement est nulle.Le prin
ipe de la méthode AFT appliquée à la non-linéarité de frottement est s
hématisé dansla �gure 2.18. Il est à noter i
i que l'on suppose que les for
es de frottement � sont dire
tementfon
tion des vitesses relatives Vr. On applique 
ette pro
édure au modèle à deux degrés de libertéet on 
hoisit une loi de frottement régulière donnée par�(Vr) = �dN tanh(�Vr) : (2.107)
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 frottement 57On a en e�et 
onstaté que l'AFT sou�re de gros problèmes de 
onvergen
e si la fon
tion signe n'estpas lissée. La �gure 2.19 montre les réponses fréquentielles obtenues ave
 � = 50. On 
onstate que
omme la DLFT, l'AFT fournit des résultats très 
orre
ts. Ave
 une séle
tion 
omportant lesharmoniques 1,3,5, la réponse est très pro
he de la réponse de référen
e fournie par l'intégrationtemporelle.
PSfrag repla
ements

~Ur~Vr = r ~UrFFT�1Vr�(Vr)FFT~�f( ~Ur) = �r ~Ur + ~�� ~FrFig. 2.18 � Cal
ul de la fon
tion f à annuler dans la méthode AFT.La 
omparaison des temps de 
al
uls entre la DLFT et la méthode AFT est présentée dansle tableau 2.1. Les deux méthodes ont été programmées en Fortran 90. La seule di�éren
e entreles deux programmes réside dans la méthode de 
al
ul de la fon
tion f à annuler. La résolutionde f( ~Ur) = 0 se fait dans les deux 
as par la même algorithme Powell hybride. Le 
al
ul e�e
tuéporte sur 100 fréquen
es régulièrement espa
ées entre 0:85Hz et 1:05Hz. Le 
al
ul d'une nouvellefréquen
e se fait ave
 pour initialisation la solution 
onvergée à la fréquen
e pré
édente. Le nombrede pas de temps par période est de 1024. On peut obje
ter que la 
omparaison n'est pas trèsrigoureuse puisque les lois de frottement utilisées ne sont pas les mêmes. C'est pourquoi on ae�e
tué le 
al
ul AFT ave
 di�érentes valeurs de �. Pour � = 1000, la fon
tion signe est appro
héetrès pré
isément. La DLFT est mise en oeuvre ave
 une pénalisation sur la vitesse relative et le
oe�
ient de pénalité est pris égal à 10. On a 
onstaté que la DLFT était toujours plus rapide quel'AFT. Pour un jeu d'harmonique donné, la DLFT est systématiquement pratiquement deux foisplus rapide que l'AFT. Il est intéressant de 
onstater que la variation du paramètre � modi�e peule temps de 
al
ul pour la méthode AFT. Ce
i est probablement dû à l'utilisation de la 
ontinuitéen fréquen
e.L'examen du nombre d'appels à la fon
tion f montre qu'il n'y a pas de lien dire
t entre letemps de 
al
ul et le nombre d'appels (
f �gure 2.2). Le nombre d'appels né
essaires ave
 la DLFTn'est que légèrement plus faible que dans le 
as de la méthode AFT.Cette se
tion nous a permis de mettre en avant deux atouts de la DLFT. La 
onvergen
epeut être atteinte en utilisant les lois de frottement dis
ontinues, 
ontrairement aux méthodesfréquentielles usuelles qui né
essitent un lissage. En outre, à pré
ision égale, la DLFT se montreplus performante en terme de temps de 
al
ul.
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Fig. 2.19 � Comparaison entre la méthode AFT et l'intégration temporelle. �1 = �2 = 0:1, �N = 20N,� = 50.
nb. harm. DLFT � = 10 AFT � = 10 AFT � = 50 AFT � = 100 AFT � = 10001 0.26 0.43 0.48 0.48 0.443 0.38 0.63 0.64 0.64 0.625 0.48 0.80 0.81 0.80 0.8721 1.50 2.29 2.33 2.31 3.33Tab. 2.1 � Comparaison des temps de 
al
ul en se
ondes entre la DLFT et la méthode AFT en fon
tiondu nombre d'harmoniques retenues.
nb. harm. DLFT � = 10 AFT � = 10 AFT � = 50 AFT � = 100 AFT � = 10001 690 915 1030 1027 10793 1221 1423 1546 1677 17495 1694 1908 2032 2108 248121 5196 5211 5510 5663 8029Tab. 2.2 � Comparaison entre la DLFT et la méthode AFT : nombre d'appels à la fon
tion à annuler.
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lusionsDans 
e 
hapitre, le problème général du 
onta
t frottant entre deux solides a été exposé dansle 
adre de la mé
anique des milieux 
ontinus. Dans 
ette formulation, la loi de 
onta
t unilatéralet la loi de frottement de Coulomb sont prises en 
ompte lo
alement au niveau de l'interfa
e de
onta
t. Ce
i permet en parti
ulier de reproduire le phénomène de mi
roglissement. On a présentéquelques méthodes issues de la théorie de l'optimisation 
ouramment utilisées pour la résolutionnumérique du problème : multipli
ateurs de Lagrange, pénalisation, lagrangiens augmentés. Celles-
i sont essentiellement utilisées dans la littérature pour la résolution de problèmes statiques. Parailleurs, pour la re
her
he du régime stationnaire de systèmes dynamiques non-linéaires 
e sont lesméthodes fréquentielles, en parti
ulier la méthode de Balan
e Harmonique, qui se sont imposées.La DLFT (Dynami
 Lagrangian Frequen
y Time) est la méthode que nous utiliserons dans les
hapitres suivants pour la prise en 
ompte du 
onta
t aube-disque. C'est une méthode fréquentiellequi s'inspire des méthodes lagrangiennes pré
édemment évoquées. La prise en 
ompte indire
te des
ontraintes par l'ajout d'un terme de pénalisation 
onstitue sa spé
i�
ité la plus importante. Ce
ipermet d'utiliser sans régularisation préalable les lois de 
onta
t et de frottement, mais ausside résoudre en une passe les équations, 
e qui 
onfère à 
ette méthode une grande rapidité derésolution. Nous avons aussi montré dans 
e 
hapitre 
omment 
hoisir le 
oe�
ient de pénalisationa�n d'obtenir une bonne 
onvergen
e. En�n, les résulats obtenus pour un système simple ont étévalidés par 
omparaison ave
 l'intégration temporelle et la 
onfrontation ave
 la méthode AFT a
on�rmé la grande e�
a
ité de la DLFT en matière de temps de 
al
ul.
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Chapitre 3Réponse for
ée ave
 frottement en piedd'aubeAprès avoir rappelé les équations linéarisées d'une stru
ture en rotation, on applique dans 
e
hapitre la méthode de la DLFT au modèle éléments �nis d'un ensemble 
omposé d'une aubede 
ompresseur et d'un se
teur de disque. La réponse for
ée tenant 
ompte de la rotation et du
onta
t frottant en pied d'aube permet de mettre en éviden
e les rédu
tions de niveaux vibratoirespotentielles. On analyse également lo
alement le 
omportement des interfa
es de 
onta
t. La �n du
hapitre est 
onsa
rée à une étude de sensibilité à 
ertains paramètres utilisés dans la modélisation.3.1 Equations du mouvement des stru
tures en rotationDans 
ette se
tion, les équations de la dynamique d'une stru
ture en rotation sont formuléesdans le repère tournant. Elles font apparaître les e�ets gyros
opiques et les 
orre
tions de raideur.Le raidissement 
entrifuge, qui est l'e�et dû à la rotation le plus visible pour une roue aubagée,est représenté par une matri
e de raideur géométrique dont le mode de 
al
ul est expliqué.3.1.1 Dé�nitionsConsidérons un solide �exible en rotation S tel que le montre la �gure 3.1. Notons (R0) lerepère galiléen et (R) le repère tournant lié au solide en rotation. On appelle 
 = [
1;
2;
3℄Tla vitesse de rotation du repère R par rapport au repère (R0), exprimée dans le repère (R). Elleest supposée 
onstante i
i. La 
on�guration de référen
e 
hoisie est 
elle du solide S non déformémais en rotation par rapport au repère galiléen (R0). Pour 
haque point du solide S, on dé�nitx = [x1; x2; x3℄T position dans la 
on�guration non déformée (
oordonnées lagrangiennes),u = [u1; u2; u3℄T dépla
ement,x� = [x�1; x�2; x�3℄T position après déformation (
oordonnées eulériennes),v = [v1; v2; v3℄T vitesse absolue.Il est important de pré
iser pour la suite que 
es quatre ve
teurs sont exprimés dans le repèretournant (R). Les variables eulériennes et les variables lagrangiennes sont liées parx�i = xi + ui(x1; x2; x3; t) i = 1; 2; 3: (3.1)61
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O

Fig. 3.1 � Solide S en rotation : (R0) repère galiléen �xe, (R) repère lié au solide.3.1.2 Expression des équations dans le repère tournantLa vitesse absolue exprimée dans le repère tournant (R) est obtenue en dérivant par rapportau temps l'équation (3.1) : v(M; t) = _u+
(x+ u) ; (3.2)où 
 est la matri
e antisymétrique
 = 0B� 0 �
3 
2
3 0 �
1�
2 
1 0 1CA : (3.3)telle que 
x = 
 ^ x.Energie 
inétiqueL'énergie 
inétique du solide S est obtenue par intégration sur le volume � o

upé dans la
on�guration de référen
e (non déformée) :T = 12 Z� �vTvd� ; (3.4)où � désigne la masse volumique. En utilisant la dé
omposition de la vitesse (3.2) et en notant que
2 = �
T
, l'expression de l'énergie 
inétique devientT = 12 Z� � _uT _ud� + Z� � _uT
ud� � 12 Z� �uT
2ud�� Z� �uT
2xd� � 12 Z� �xT
2xd� + Z� � _uT
xd� : (3.5)Plaçons-nous dans le 
as où le 
hamp de dépla
ement est appro
hé par la méthode de Rayleigh-Ritz ou par une méthode éléments �nis. Le problème 
ontinu est appro
hé par un problème à ndegrés de liberté. Le 
hamp de dépla
ement u peut alors s'exprimer en fon
tion du ve
teur U desdépla
ements nodaux (ou 
oordonnées généralisées) paru(xi; t) = N(xi)U(t) ; (3.6)
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e de fon
tions de forme de taille 3�n . L'énergie 
inétique exprimée en fon
tiondes dépla
ements nodaux s'é
rit don
T = 12 Z� � _UTNTN _Ud� + Z� � _UTNT
NUd� � 12 Z� �UTNT
2NUd�� Z� �UTNT
2xd� � 12 Z� �xT
2xd� + Z� � _UTNT
xd� : (3.7)La 
ontribution des deux dernières intégrales aux équations de Lagrange est nulle.Energie de déformationOn suppose que la relation 
ontrainte-déformation est régie par une loi élastique linéaire :� = C" ; (3.8)ave
 C la matri
e d'élasti
ité,� = [�11; �22; �33; �23; �31; �12℄T le ve
teur des 
ontraintes," = ["11; "22; "33; 2"23; 2"31; 2"12℄T le ve
teur des déformations.Pour 
ette loi de 
omportement, l'énergie potentielle de déformation s'é
ritU = 12 Z� "TC"d� : (3.9)On note B la matri
e de taille 6 � n liant les déformations aux degrés de liberté du systèmedis
rétisé : "(xi; t) = B(xi)U(t) : (3.10)B s'exprime fa
ilement à partir des fon
tions de forme parB(xi) = rN(xi) ; (3.11)où r est l'opérateur de dérivation qui a pour expression
r = 0BBBBBBBBB�

�=�x1 0 00 �=�x2 00 0 �=�x30 �=�x3 �=�x2�=�x3 0 �=�x1�=�x2 �=�x1 0
1CCCCCCCCCA : (3.12)

Ave
 l'équation (3.10), l'expression de l'énergie de déformation devientU = 12 Z� UTBTCBUd� : (3.13)Equations de LagrangeEn l'absen
e de for
es extérieures, les équations de Lagrange s'é
rivent sous la formeddt � �T� _Ui�� �T�Ui + �U�Ui = 0 : (3.14)
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ée ave
 frottement en pied d'aubeEn utilisant les expressions de l'énergie 
inétique et de l'énergie potentielle données dans les équa-tions (3.7) et (3.13), les équations de Lagrange deviennent :M �U +G _U + (K �K
)U = F
 : (3.15)Les di�érents termes sont :� matri
e de masse : M = Z� �NTNd� (3.16)� matri
e gyros
opique : G = 2 Z� �NT
Nd� (3.17)� matri
e de raideur : K = Z� BTCBd� (3.18)� matri
e de raideur 
entrifuge : K
 = � Z� �NT
2Nd� (3.19)� ve
teur des e�orts 
entrifuges : F
 = � Z� �NT
2xd� (3.20)Dans les équations du mouvement du solide en rotation (3.15), on 
onstate que la raideur estmodi�ée par un terme �K
. Il est fa
ile de montrer que 
e terme induit un assouplissement de lastru
ture. En e�et, la matri
e 
2 s'é
rit
2 = 0B� �
22 � 
23 
1
2 
1
3
1
2 �
21 � 
23 
2
3
1
3 
2
3 �
21 � 
22 1CA ; (3.21)et ses valeurs propres sont 0 (ordre de multipli
ité 1) et �
21 � 
22 � 
23 (ordre de multipli
ité2). 
2 est don
 symétrique négative 
e qui signi�e que K
 est symétrique positive. Le terme �K

orrespond don
 bien à un assouplissement de la stru
ture. Dans 
ette étude, on s'intéresse auxvibrations des disques aubagés de turboma
hine. Dans 
e 
as, la rotation s'e�e
tue autour d'unseul axe. Les équations sont exprimées dans le repère lié au rotor. Le sous espa
e propre de 
2
orrespondant à la valeur propre 0 est l'axe de rotation lui-même. Les 
ara
téristiques de raideurdans la dire
tion de l'axe de rotation ne sont don
 pas modi�ées. Ce
i est 
on�rmé par l'étude deLaurenson [77℄.3.1.3 Prise en 
ompte de la raideur géométriqueOn vient de mettre en éviden
e un e�et d'assouplissement lié à la rotation. Cette 
orre
tionde raideur est pourtant insu�sante pour prédire pré
isément les fréquen
es propres des disquesaubagés. En e�et, les fréquen
es propres asso
iées à l'équation du mouvement (3.15) s'avèrent sous-estimées, et 
e d'autant plus que la vitesse de rotation est grande. Pour remédier à 
e problème, ilest né
essaire de prendre en 
ompte la rigidi�
ation liée à la pré
ontrainte de la stru
ture par les



Chapitre 3 : Réponse for
ée ave
 frottement en pied d'aube 65e�orts d'inertie. Ce
i implique de 
onsidérer l'expression 
omplète du tenseur des déformations deGreen-Lagrange, "ij = 12  �ui�xj + �uj�xi + �uk�xj �uk�xi ! (3.22)= "(1)ij + "(2)ij ;ave
 les termes linéaires "(1)ij = 12  �ui�xj + �uj�xi! ; (3.23)et les termes quadratiques "(2)ij = 12 �uk�xj �uk�xi : (3.24)On parle ainsi d'e�et du se
ond ordre. L'hypothèse d'élasti
ité linéaire du matériau est en revan
hemaintenue.Analyse non-linéaireLa matri
e B (voir équation (3.10)) est ainsi 
omposée de termes linéaires et de termes non-linéaires. Les équations du mouvement sont modi�ées par l'adjon
tion d'une matri
e de raideurgéométrique Kg dépendante de l'état de 
ontrainte du matériau, et don
 du ve
teur dépla
ement.Ainsi pour déterminer l'équilibre statique de la stru
ture en rotation, il faut résoudre le problèmenon-linéaire (K �K
 +Kg(U))U = F
 : (3.25)Dans les référen
es [38℄, [62℄, [68℄, on a re
ours à la méthode de Newton-Raphson pour 
etterésolution. Une fois l'équilibre statique déterminé, la matri
e de raideur obtenue peut servir pourrésoudre un problème dynamique.Détermination rapide de la raideur géométriqueDans le paragraphe pré
édent, la matri
e de raideur géométrique est déterminée de manière in-
rémentale. I
i, on fait l'hypothèse que les déformations induites par la rotation restent faibles. Il estalors possible d'obtenir la matri
e de raideur géométrique dire
tement à partir des pré
ontraintes.Si la rotation induit prin
ipalement des e�orts de tra
tion dans les aubes d'une turboma
hine, alorsles déformations seront e�e
tivement petites. En revan
he, 
ertains aubages spé
i�ques subissentdes déformations importantes à 
ause de la rotation : dévrillages importants, �exion. Dans 
e 
as,un 
al
ul non-linéaire est préférable.On 
her
he à 
onnaître la dynamique du solide S alors que 
elui est soumis à une pré
ontrainteinitiale �0 et une déformation initiale "0 petite (voir �gure 3.2). Le 
hamp total est la somme du
hamp dû à la pré
ontrainte et du 
hamp additionnel dû aux for
es d'ex
itation. Ainsi on peuté
rire les relations u = u0 + u� ; (3.26)U = U0 +U� ; (3.27)" = "0 + "� ; (3.28)� = �0 + �� : (3.29)
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Fig. 3.2 � Etat non déformé, pré
ontraint et déformé du solide S.Grâ
e à l'hypothèse des petites déformations, les 
oordonnées x0i sont assimilées aux 
oordon-nées xi 
e qui nous permet d'exprimer le tenseur des déformations additionnelles par"�ij = 12  �u�i�xj + �u�j�xi + �u�k�xj �u�k�xi != "�(1)ij + "�(2)ij : (3.30)Toujours grâ
e à l'hypothèse des petites déformations, les énergies sont sommées sur le volume deréféren
e � . Ainsi l'énergie de déformation s'é
ritU = 12 Z� ("0 + "�)TC("0 + "�)d�= 12 Z� "�TC"�d� + Z� "0TC"�d� + 12 Z� "0TC"0d� : (3.31)On retient les termes jusqu'au deuxième ordre en les dérivées de u�, 
e qui donneU = 12 Z� "�(1)TC"�(1)d� + Z� "0TC"�(1)d� + Z� "0TC"�(2)d� + 12 Z� "0TC"0d� : (3.32)La dernière intégrale est une 
onstante qui n'aura don
 pas de 
ontribution dans les équations dumouvement. La troisième intégrale 
orrespond elle à l'énergie géométrique de pré
ontrainte [47℄ :Ug = Z� "0TC"�(2)d�= Z� �0ij"�(2)ij d� : (3.33)Pour le 
al
ul pratique, le 
hamp de dépla
ement additionnel est appro
hé paru�(xi; t) = N(xi)U�(t) ; (3.34)
e qui permet d'exprimer le terme quadratique du tenseur des 
ontrainte en fon
tion des 
oordon-nées généralisées U� par "�(2)ij = 12 �u�k�xi �u�k�xj= 12 nXp=1 nXq=1 �Nkp�xi �Nkq�xj U�pU�q : (3.35)En utilisant 
ette expression de "�(2)ij dans (3.33), l'énergie géométrique de pré
ontrainte se metsous la forme Ug = 12U�KgU� ; (3.36)
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e de raideur géométrique de terme général(Kg)pq = Z� �0ij �Nkp�xi �Nkq�xj d� : (3.37)Kg est ainsi une matri
e symétrique qui représente les e�ets liés à la pré
ontrainte. Elle peut êtredéterminée dès que la pré
ontrainte �0 est 
onnue.3.1.4 Expression �nale des équations du mouvementL'expression de l'énergie de déformation (3.32) en fon
tion des 
oordonnées généralisées devientU = 12U�TKU� +U0TKU� + 12U�KgU� + 12U0TKU0 : (3.38)Si on reprend l'expression de l'énergie 
inétique (3.7) en y introduisant la partition du 
hamp dedépla
ement en un terme statique dû à la rotation U0 et un terme supplémentaire U� on obtientT = 12 _U�TM _U� + 12 _U�TGU� + 12U�TK
U� +U0TK
U� +U�TF
+ 12U0TK
U0 +U0TF
 + 12 _U�TGU0 + Z� � _U�TNT
xd� � 12 Z� �xT
2xd� : (3.39)La 
ontribution des 
inq derniers termes aux équations du mouvement est nulle. Les équationsde Lagrange sont é
rites par rapport à U� qui est la 
omposante du dépla
ement qui dépend dutemps : ddt  �T� _U�i !� �T�U�i + �U�U�i = 0 : (3.40)Ave
 les expressions de l'énergie de déformation (3.38) et de l'énergie 
inétique (3.39), les équationsde Lagrange deviennentM �U� +G _U� + (K �K
 +Kg)U� + (K �K
)U0 = F
 : (3.41)Dans le 
ode éléments �nis Sam
ef que nous utiliserons par la suite pour nos 
al
uls prélimi-naires, la matri
e de raideur géométrique Kg est déterminée dire
tement à partir de la résolutiondu problème statique linéaire (K �K
)U0 = F
 : (3.42)Le 
hamp de 
ontrainte �0 asso
ié donneKg par (3.37). L'hypothèse est don
 faite que la 
ontraintestatique n'est pas in�uen
ée par les e�ets géométriques. La réponse for
ée du solide en rotationsoumis aux for
es d'ex
itation Fex et à un amortissement visqueux représenté par la matri
e Cest alors obtenue en résolvantM �U� + (C +G) _U� + (K �K
 +Kg)U� = Fex : (3.43)Ce sont des équations du mouvement linéarisées autour de la position d'équilibre U0. La matri
ede raideur géométrique Kg a un e�et rigidi�ant et la matri
e de raideur 
entrifuge K
 a un e�etassouplissant. Leurs 
ontributions sont du même ordre de grandeur mais globalement les fréquen
espropres des aubages augmentent ave
 la vitesse de rotation. On verra par la suite que la matri
egyros
opique G a peu d'in�uen
e sur la réponse for
ée des disques aubagés.
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teur aube-disque en rotation3.2.1 Présentation du modèleLe modèle étudié dans 
e 
hapitre est présenté sur la �gure 3.3. Il est 
omposé d'un se
teur dedisque et d'une aube liés par l'intermédiaire d'un joint en queue d'aronde. Il s'agit d'une aube de
ompresseur en alliage de titane d'une hauteur de 10 
m. Le rayon total du disque aubagé est 32
m. Le maillage de l'aube est 
omposé de 5605 tetraèdres et 
elui du se
teur de 3379 tetraèdres.Des éléments du se
ond degré sont utilisés, 
'est à dire que 
haque tetraèdre 
omporte dix noeuds :4 noeuds aux sommets et 6 noeuds au milieu de 
haque arête. Au total, le modèle de l'aube 
ontient30930 degrés de liberté et 
elui du se
teur 17787 degrés de liberté. Les opérations de maillage ontété e�e
tués à l'aide de Patran et les 
al
uls numériques né
essaires pour prendre en 
ompte lese�ets de la rotation et réduire la taille du système ont été réalisés ave
 Sam
ef.

(a) (b)Fig. 3.3 � (a) maillage du se
teur étudié, (b) détail de la liaison aube-disque.Pour les simulations 
i-dessous, les noeuds situés au niveau de l'alésage du disque ont été �xés(les noeuds du se
teur les plus pro
hes de l'axe de rotation) ainsi que les noeuds situés sur les deux�an
s du se
teur. Dans le 
hapitre 5 
ette dernière 
ondition aux limites sera rempla
ée par une
ondition de symétrie 
y
lique. Les maillages sont 
ompatibles au niveau des interfa
es de 
onta
ta�n de pouvoir utiliser des éléments de 
onta
t noeud à noeud.3.2.2 Modèle réduit ave
 e�ets liés à la rotation.Le nombre de degrés de liberté pour 
ha
une des deux sous-stru
tures se
teur et aube est réduitpar la 
ondensation de Craig et Bampton [25℄. La base réduite de l'aube 
omprend les degrés de
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onta
t, un noeud en tête d'aube a�n d'appliquer l'ex
itation,et 6 
oordonnées modales. Celle du disque est formée des degrés de liberté de 
onta
t et de 9
oordonnées modales. On retient i
i 8�3 = 24 noeuds sur 
haque portée pour modéliser le 
onta
t(voir la �gure 3.4).

Fig. 3.4 � Lo
alisation des noeuds de 
onta
t en pied d'aube.Le 
al
ul des matri
es réduites prenant en 
ompte les e�ets de la rotation est e�e
tué à l'aidedu 
ode éléments �nis Sam
ef en deux étapes prin
ipales :1. Cal
ul de l'équilibre statique de l'ensemble aube+disque soumis aux e�orts 
entrifuges selonl'équation (3.42). C'est un 
al
ul linéaire où l'on ne prend en 
ompte au
un dépla
ementrelatif au niveau de l'interfa
e de 
onta
t : l'aube et le se
teur sont supposés former un solideunique.2. Formation des matri
es réduites. Le 
hamp de 
ontrainte �0 issu du 
al
ul statique permetla formation des matri
es de raideur géométrique pour l'aube et le se
teur. Les matri
es sontréduites par la méthode de Craig Bampton.On ré
upère à l'issue de 
es 
al
uls pour 
haque sous-stru
ture l (l = 1; 2)� la matri
e de masse réduite : �M l = T TM lT ; (3.44)� la matri
e de raideur tangente réduite :�K l = T T (K l �K l
 +K lg(�0))T ; (3.45)� le ve
teur des e�orts 
entrifuges réduit :�F l
 = T TF l
 ; (3.46)� et éventuellement la matri
e gyros
opique réduite :�Gl = T TGlT : (3.47)T désigne i
i la matri
e de transformation asso
iée à la méthode de Craig et Bampton. Dans lapratique, et 
e sera véri�é dans les simulations, le dépla
ement 
entrifuge de l'aube lié au glissement
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ée ave
 frottement en pied d'aubeen pied d'aube est faible, 
e qui permet d'utiliser les raideurs tangentes �K l même si 
elles-
i sont
al
ulées sans tenir 
ompte du frottement. On applique en�n aux matri
es obtenues des rotationsa�n d'obtenir pour 
haque noeud de 
onta
t un degré de liberté dans la dire
tion normale et deuxdans le plan tangentiel. Les axes lo
aux (x,y,z) utilisés sont montrés sur la �gure 3.5. Le problèmedynamique ave
 frottement peut alors être résolu par la DLFT, 
omme présenté au 
hapitre 2.
PSfrag repla
ements

xx yy zz
Fig. 3.5 � Axes lo
aux au niveau des interfa
es de 
onta
t.La pré
ision du modèle réduit a été véri�ée en 
omparant ses fréquen
es propres ave
 
ellesobtenues pour le modèle 
omplet. Le tableau 3.1 donne la 
omparaison des 6 premières fréquen
esà 5000 tours/min.mode modèle 
omplet modèle réduit é
art (%)1 4.085 4.085 0.002 14.170 14.208 + 0.273 15.257 15.287 + 0.204 22.934 23.707 + 3.375 33.683 33.910 + 0.676 38.211 38.906 + 1.81Tab. 3.1 � Comparaison entre les fréquen
es propres normalisées du modèle 
omplet et du modèle réduit(6 modes d'aube et 9 modes de disque) pour 
 = 5000 tours/min.3.3 Résultats dans la 
on�guration de référen
eCette partie présente les résultats de statique et dynamique ave
 frottement en pied d'aubeobtenus ave
 le modèle aube - se
teur de disque présenté au paragraphe pré
édent. Une ex
itationharmonique est appliquée sur un noeud situé à proximité du haut du bord de fuite, 
omme lemontre la �gure 3.6. La sensibilité de la réponse à divers paramètres du modèle sera présentéedans la �n du 
hapitre. I
i, les 
al
uls ont été e�e
tués ave
 un jeu de référen
e :
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 = 5000tr=minCoe�
ient de frottement : � = 0:2Niveau de l'ex
itation : Fex = 0:2NFa
teur d'amortissement : � = 5:10�4Nombre d'harmoniques : Nh = 3Coe�
ient de pénalité : � = 10000Nombre de pas de temps par période : N = 256Le 
oe�
ient de frottement de 0,2 est représentatif du 
onta
t en pied d'aube. En e�et, les
onstru
teurs utilisent un dép�t de lubri�ant solide a�n d'éviter les amor
es de �ssures. Le 
oe�-
ient de frottement est alors très faible (parfois moins de 0,1). Ce �lm solide est progressivementdégradé pendant l'utilisation du moteur, 
e qui 
onduit à une hausse du 
oe�
ient de frotte-ment [43℄. Les autres sour
es d'amortissement ont été modélisées par un amortissement visqueuxéquivalent. On a 
hoisi un 
oe�
ient � = 5:10�4 de même que dans [110℄.

PSfrag repla
ements FexFig. 3.6 � Ex
itation harmonique en tête d'aube.3.3.1 Equilibre statique ave
 frottementLe 
al
ul de l'équilibre statique permet de 
onnaître la répartition sur les portées des glissementset des e�orts de 
onta
t dus aux e�orts 
entrifuges. Il est aussi souvent né
essaire dans le 
al
ul dela réponse for
ée pour fa
iliter la 
onvergen
e à la première fréquen
e 
al
ulée. Les dépla
ementsstatiques obtenus sont utilisés 
omme 
onditions initiales pour la résolution fréquentielle.La �gure 3.7 montre la répartition des 
ontraintes normales de 
onta
t. Sur 
et histogramme,il y a une barre par élément de 
onta
t. Chaque groupe de 3 � 8 = 24 barres représente don
une portée. On remarque qu'il n'y a pas de perte de 
onta
t et que la pression de 
onta
t n'estpas répartie de façon uniforme. On 
onstate en e�et que le bord d'attaque est plus 
hargé que
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 frottement en pied d'aubele bord de fuite et que pour 
haque portée, le bord gau
he est plus 
hargé que le bord droit.Ces déséquilibres sont normalement réduits par la pression stationnaire du �uide, qui n'a pas étéin
luse dans nos simulations. La �gure 3.8 montre en e�et que l'aube, à l'appli
ation de la 
harge
entrifuge �é
hit du 
�té intrados. En�n, de nombreuses études 
onsa
rées au 
hargement statiquedes aubes en rotation ont mis en éviden
e que les bords des surfa
es en 
onta
t peuvent présenterdes sur
ontraintes importantes (voir 
hapitre 1). Le maillage des interfa
es de 
onta
t n'est pasassez �n i
i pour voir pré
isément 
et e�et.
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Fig. 3.7 � Répartition de la 
ontrainte normale, 
 = 5000tr=min.

Fig. 3.8 � Flexion de l'aube due à la rotation à 
 = 5000tr=min. Dépla
ements (norme) en mm.Nous avons reporté dans la �gure 3.9 les distan
es de glissement dues à la 
harge 
entrifuge.Un seul élément de 
onta
t reste adhérent. Pour tous les autres, l'e�ort de 
onta
t est sur le 
�ne
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 frottement en pied d'aube 73de glissement : k�T k = �j�N j. L'ordre de grandeur des glissements est 10 mi
romètres. Ce
i validel'hypothèse de petits glissements que nous avons faite pour pouvoir utiliser des frotteurs noeud ànoeud et pour 
al
uler les matri
es de raideur tangentes.
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Fig. 3.9 � Glissements dus aux e�orts 
entrifuges ave
 
 = 5000tr=min.3.3.2 Réponse harmoniqueLa méthode de 
al
ul proposée permet de quanti�er l'impa
t du frottement en pied d'aube surla réponse for
ée du se
teur aube-disque et d'avoir a

ès lo
alement au niveau des zones de 
onta
taux e�orts et aux dépla
ements.Comportement globalLa �gure 3.10 montre les réponses fréquentielles autour des six premiers modes de la stru
ture.Dans 
haque 
as on 
ompare le résultat obtenu par un 
al
ul linéaire où tous les éléments de
onta
t sont supposés dans l'état adhérent et le résultat du 
al
ul non-linéaire. Les amplitudessont relevées au niveau du noeud d'ex
itation et dans la dire
tion de l'ex
itation (voir �gure 3.6).La dissipation énergétique par frottement en pied d'aube 
onduit pour le 
as étudié à une baissesigni�
ative du niveau de vibration et on remarque que la résonan
e est très peu dé
alée par lanon-linéarité (toujours moins de 1%). Globalement, plus la fréquen
e du mode augmente, moinsl'amortissement est important.Comportement lo
alEn regardant plus pré
isément au niveau du 
onta
t les résultats du 
al
ul non-linéaire, on
onstate que le pied n'est jamais en ma
roglissement. La �gure 3.11 montre les amplitudes maxi-males de dépla
ement relatif tangent obtenues à la résonan
e du premier mode. On remarque que
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(e) (f)Fig. 3.10 � Réponses fréquentielles autour des 6 premiers modes : (a) �exion 1,(b) torsion 1, (
) �exion2, (d) �exion 3, (e) torsion 2 , (f) �exion 4.
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 frottement en pied d'aube 75plus de la moitié des éléments de 
onta
t restent adhérents et que les glissements ne dépassent pasle mi
romètre. Par ailleurs, alors qu'au
une séparation n'a été trouvée dans le 
al
ul statique, desdé
ollements sont enregistrés lors de la réponse fréquentielle pour trois éléments de 
onta
t (voir�gure 3.12). Pour deux d'entre eux, il y a une perte de 
onta
t intermittente, alors que le troi-sième reste dans l'état séparé pendant toute la période. La �gure 3.13 montre le 
as d'un élémentde 
onta
t qui passe par les trois états possibles au 
ours de la période : séparation, adhéren
e,glissement.
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ements tangentiels dans la dire
tion x à la première résonan
e.Dans la �gure 3.14 on 
ompare le dépla
ement dans le domaine temporel Xr et le dépla
ementdans le domaine fréquentiel ~Ur pour le 
y
le de sti
k-slip d'un élément de 
onta
t. Mis à part lestrois présentant un dé
ollement, les éléments de 
onta
t pour lesquels un dépla
ement relatif estenregistré ont tous un 
y
le similaire 
omposé de deux glissements et de deux phases d'adhésion.Au
un n'est en glissement pendant toute la période. Le glissement se fait essentiellement dans ladire
tion x de la �gure 3.5. La �gure 3.14(a) montre qu'ave
 trois harmoniques, le dépla
ementrelatif est 
orre
tement appro
hé. On remarque en�n que le mouvement n'est pas symétrique :Xr(t+T=2) 6= �Xr(t). Ainsi, il 
onvient de retenir une ou plusieurs harmoniques paires pour unerésolution pré
ise.Dissipations énergétiquesOn a vu au 
hapitre 1 que l'énergie dissipée lo
alement jouait un r�le important pour laprédi
ition de l'endommagement par fretting. On a don
 
al
ulé pour 
haque élément de 
onta
tl'énergie dissipée au 
ours d'une période parEdissip = NXn=1�n;T � (Xn;Tr �Xn�1;Tr ) ; (3.48)
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(a) (b)Fig. 3.14 � Dépla
ements relatifs tangentiels (glissements) pour l'élément de 
onta
t 25. (a) Comparaisonentre le dépla
ement solution dans le domaine temporel (Xr) et le dépla
ement solution dans le domainefréquentiel ave
 3 harmoniques ( ~Ur). (b) Glissements dans le plan tangentieloù �n;T et Xn;Tr désignent respe
tivement l'e�ort de 
onta
t tangentiel et le ve
teur des dé-pla
ements relatifs tangentiels. La �gure 3.15 donne la répartition des puissan
es de dissipationsurfa
iques moyennes obtenues par Pdissip = EdissipfA
 (3.49)où f désigne la fréquen
e et A
 est la surfa
e pour un élément de 
onta
t. Par
e que la 
ontraintenormale n'est pas uniforme sur les portées et varie au 
ours du temps, la répartition trouvée di�èrede 
elle des dépla
ements tangentiels donnée dans la �gure 3.11.Modi�
ation de la position moyenneL'ex
itation harmonique provoque des glissements alternés dans le pied d'aube qui font que laposition moyenne est di�érente de 
elle trouvée dans le 
al
ul de l'équilibre statique. La �gure 3.16montre que les vibrations 
onduisent à un léger bas
ulement supplémentaire. Par rapport au 
asstatique, les e�orts de 
onta
t tangentiels supportent une partie plus faible de l'e�ort 
entrifuge, eton voit ainsi sur la �gure 3.17 que la 
ontrainte normale moyenne est globalement plus importante.Par ailleurs, les �u
tuations de la 
ontrainte normale autour de la 
ontrainte moyenne ont uneamplitude qui va jusqu'à 20 MPa.Evaluation du niveau d'ex
itationLes résultats pré
édents ont mis en éviden
e un e�et marqué des non-linéarités. Nous véri�onsrapidement dans 
e paragraphe que 
e
i n'est pas dû à un niveau d'ex
itation ex
essif en essayantde situer le niveau de vibration obtenu dans 
es simulations par rapport à la limite de fatigue del'aube. Les 
ontraintes à proximité du 
onta
t n'étant pas a

essibles ave
 pré
ision à 
ause dumaillage insu�samment �n dans 
ette zone, nous nous limitons à la re
her
he des 
ontraintes deVon Mises alternées dans la pale. Pour 
ela, nous avons e�e
tué un 
al
ul linéaire, 
'est à diresans au
un glissement ni dé
ollement. La déformation de la pale est en e�et peu a�e
tée par lesnon-linéarités, puisque les glissements en pied d'aube sont inférieurs au mi
romètre.
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Fig. 3.17 � E
art entre la 
ontrainte normale moyenne et la 
ontrainte normale 
al
ulée en statique.La �gure 3.18 montre les 
ontraintes de Von Mises maximales obtenues pour le premier modede �exion et un dépla
ement de 1 mm du noeud d'ex
itation, 
e qui 
orrespond à l'amplitudemaximale trouvée dans le 
al
ul non-linéaire de la �gure 3.10(a). Une 
ontrainte de Von Misesmaximale d'environ 94 MPa est relévée sur le bas de l'extrados de la pale. Par ailleurs, un 
al
ulstatique a donné pour 
e même point une 
ontrainte de tra
tion de 50 MPa due à la 
harge
entrifuge. Ce
i nous permet à l'aide du diagramme de Goodman de la �gure 3.19 de 
onstaterque le niveau de vibration de 
e premier mode est situé très en dessous de la limite d'enduran
e,au moins en 
e qui 
on
erne la pale. On a aussi reporté sur la �gure 3.19 le niveau de 
ontrainte
orrespondant à la résonan
e du 
as linéaire de la �gure 3.10(a). Il est aussi situé bien en dessousde la limite d'enduran
e.3.3.3 Etude des e�ets gyros
opiquesDans 
ette étude, les e�ets gyros
opiques sont négligés. Cette hypothèse, très souvent faitedans l'étude des disques aubagés, a été validée par un 
al
ul prenant en 
ompte les matri
esgyros
opiques de l'aube et du se
teur de disque. La �gure 3.20 montre que les réponses for
éestrouvées sont identiques à 
elles obtenues sans matri
es gyros
opiques. Ce
i est en a

ord ave
 lesrésultats de Laurenson [77℄, qui a montré par un 
al
ul analytique que les modes d'une poutre enrotation et orientée radialement n'étaient pas modi�és par les e�ets gyros
opiques. Au 
ontraire,Hashemi et Ri
hard [55℄ ont trouvé que les for
es de Coriolis pouvaient modi�er sensiblement lesfréquen
es propres d'une telle poutre, réduisant par exemple de 9% la fréquen
e propre du premiermode de �exion. Khader et Loewy ont eux travaillé sur la réponse for
ée d'une roue aubagée montéesur un axe �exible [72℄. Ils se sont intéressés aux modes à un diamètre, qui se 
ouplent fa
ilementave
 la �exion de l'arbre. Les for
es de Coriolis 
onduisent à des dédoublements de modes et les
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Fig. 3.18 � Cal
ul linéaire des 
ontraintes de Von Mises maximales pour le premier mode de �exionà 
 = 5000tr=min. Résultat pour un dépla
ement de 1 mm sur le noeud d'ex
itation. Contraintes endaN=mm2.
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hangements signi�
atifs dans la réponse for
ée, même dans le 
as où l'arbreest rigide. Ces e�ets ne sont pas visibles pour notre modèle, dans lequel le se
teur de disque esttrès rigidi�é par les �xations et où la �exibilité de l'arbre n'est pas prise en 
ompte.
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Fig. 3.20 � E�et de la matri
e gyros
opique G sur la réponse for
ée.3.4 In�uen
e des paramètres de 
al
ul3.4.1 In�uen
e du nombre d'harmoniquesPour notre problème, le nombre d'harmoniques retenues pour la résolution a peu d'in�uen
esur l'amplitude de la réponse. La �gure 3.21 montre que l'erreur 
ommise est de l'ordre de 5% ave
1 harmonique et inférieure à 2% ave
 3 harmoniques. L'amplitude obtenue ave
 une harmoniqueest par ailleurs toujours surestimée, 
e qui est un élément appré
iable dans le 
as d'un dimen-sionnement à la fatigue. Par ailleurs, le tableau 3.2 montre que le temps de 
al
ul augmente trèsfortement ave
 le nombre d'harmoniques.Nombre d'harmoniques Temps CPU moyen pour 1 fréquen
e1 10s3 56s9 845sTab. 3.2 � In�uen
e du nombre d'harmoniques sur le temps de 
al
ul.3.4.2 In�uen
e du 
oe�
ient de pénalitéOn a dé
rit en 2.4.5 une méthode de 
hoix du 
oe�
ient de pénalité � qui a été appliquée àun système simple à deux degrés de liberté. Pour le modèle aube/se
teur de disque étudié dans 
e
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Fig. 3.21 � In�uen
e du nombre d'harmoniques sur l'amplitude.
hapitre, � peut être 
hoisi dans la plage [2500 � 100000℄ sans que la 
onvergen
e en sou�re. Surla plage fréquentielle étudiée, la méthode proposée donne une valeur de 24000 qui permet don
e�e
tivement d'atteindre la 
onvergen
e.La �gure 3.22 montre en outre que le 
oe�
ient de pénalité a une in�uen
e sur le temps de
al
ul et qu'il existe une valeur optimale, pro
he de � = 10000 permettant la rapidité maximale.C'est pourquoi les 
al
uls dans le restant de 
e 
hapitre sont e�e
tués ave
 � = 10000. Par ailleurs,l'amplitude de la réponse 
hange légèrement en fon
tion du 
oe�
ient de pénalité. La �gure 3.23montre que 
ette in�uen
e diminue au fur et à mesure que le nombre d'harmoniques retenusaugmente.
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e du 
oe�
ient de pénalité sur le temps de 
al
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es 
al
ulées ave
 3harmoniques.
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e des paramètres physiques3.5.1 In�uen
e de l'amplitude de l'ex
itationLa �gure 3.24(a) montre l'in�uen
e du niveau d'ex
itation sur la réponse for
ée. On 
onstatedeux e�ets prini
ipaux au fur et à mesure que le niveau augmente : un dé
alage du maximumd'amplitude vers les fréquen
es basses et un aplatissement des pi
s de résonan
e, signe d'un amor-tissement de plus en plus élevé. Dans la �gure 3.24(b), l'amplitude de la réponse a été diviséepar le niveau de l'ex
itation. Si le système était linéaire, toutes les 
ourbes seraient don
 
onfon-dues. Loin de la résonan
e, le 
omportement est linéaire 
ar il n'y a pas de glissement et dansune plage fréquentielle 
entrée autour de la fréquen
e de résonan
e où le 
omportement est non-linéaire : l'amortissement par frottement augmente ave
 le niveau vibratoire. La �gure 3.25 donnela variation de l'amplitude maximale en fon
tion du niveau d'ex
itation.Pour la for
e minimale de 0:02N utilisée sur la �gure 3.24, tous les éléments de 
onta
t restentdans l'état adhérent. Pour la for
e de 1N, on est toujours en mi
roglissement 
ar 8 éléments de
onta
t, agissant 
omme des pivots, restent dans l'état adhérent. C'est seulement pour des for
essupérieures à 2N que l'on enregistre du ma
roglissement à la résonan
e. Pour de tels niveaux,l'amortissement par frottement devient très important (le fa
teur d'amortissement équivalent dé-passe 1%). Il a aussi été 
onstaté que les pertes de 
onta
t sont de plus en plus nombreuses au furet à mesure que l'ex
itation augmente.3.5.2 In�uen
e du 
oe�
ient de frottementLe 
oe�
ient de frottement est l'un des paramètres les plus importants du modèle. On peut voiren e�et sur la �gure 3.26 que le niveau de la réponse dépend largement de sa valeur. Pour autant,
'est une donnée extrêmement déli
ate à obtenir. Il est très rare d'avoir l'opportunité de mesurerle 
oe�
ient de frottement dans les 
onditions de fon
tionnement exa
tes. Aussi, il faut la plupartdu temps l'estimer à partir de suppositions sur l'état des surfa
es, la température, l'environnement
himique...Les pieds d'aube sont revêtus de dép�ts solides qui assurent leur prote
tion. La 
ou
he externeest en général formée par un �lm de lubri�ant solide. Au 
ours des 
y
les de solli
itation, ladégradation par fretting des surfa
es de 
onta
t 
onduit souvent à une augmentation du 
oe�
ientde frottement [43℄ [121℄, 
e qui d'après la �gure 3.26 se traduit par une augmentation du niveauvibratoire de l'aube. La dégradation de la 
ou
he prote
tri
e augmente non seulement le risqued'une �ssuration amor
ée par fretting dans la zone de 
onta
t, mais aussi le risque de fatigue dansle reste de l'aube. Fridri
i [43℄ a trouvé que le 
oe�
ient de frottement pour un alliage Ti-6Al-4Vrevêtu d'un �lm à base de MoS2, est inférieur à 0,2 au 
ours des premiers 
y
les de fretting. Lavaleur augmente ensuite progressivement et peut atteindre une valeur pro
he de 1 si le �lm delubri�ant est totalement éva
ué.En�n, plusieurs auteurs soulignent que le 
oe�
ient de frottement peut varier ave
 l'e�ortnormal, en parti
ulier dans le 
as d'une lubri�
ation solide [116℄ [129℄. Or sur une portée d'aube,la pression de 
onta
t n'est pas 
onstante et 
omme de plus on doit s'attendre à une usure non
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Fig. 3.23 � In�uen
e du 
oe�
ient de pénalité � sur la réponse 
al
ulée par la DLFT. Cal
ul ave
 (a) 1harmonique, (b) 3 harmoniques, (
) 5 harmoniques.
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itation.
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Fig. 3.26 � In�uen
e du 
oe�
ient de frottement sur la réponse for
ée.uniforme, il faut admettre que la valeur 
oe�
ient de frottement peut ne pas être la même pourtoute l'interfa
e de 
onta
t.3.5.3 In�uen
e de la vitesse de rotationL'augmentation de la vitesse de rotation a un double e�et. En premier lieu elle provoque unehausse des 
ontraintes de tra
tion 
entrifuge dans l'aubage, 
e qui fait augmenter les fréquen
espropres de l'aube (voir la �gure 3.27(a)). Elle fait aussi augmenter la pression de 
onta
t sur lesportées du pied d'aube 
e qui limite les glissements. C'est pourquoi on 
onstate sur la �gure 3.28que l'amortissement dû au frottement s'estompe peu à peu. Ainsi, la �gure 3.27(b) montre quequand la vitesse de rotation augmente, l'amplitude de vibration augmente dans un premier tempspuis dé
roît quand l'e�ort normal devient trop important et n'autorise plus au
un glissement.3.6 In�uen
e de la modélisation du 
onta
t3.6.1 In�uen
e de la dis
rétisation des surfa
es de 
onta
tOn a vu en 3.5.1 que le pied d'aube se trouve 
onstamment en mi
roglissement sauf pourdes niveaux d'ex
itation très élevés. On peut se demander si la dis
rétisation des portées par 24éléments de 
onta
t que l'on a retenue jusqu'à présent est 
apable de reproduire �dèlement lapropagation des zones de glissement et l'énergie dissipée dans le 
onta
t. Il est en tout 
as 
ertainque 
ela est insu�sant pour appro
her 
orre
tement la répartition de la 
ontrainte normale. Onrappelle en e�et que dans [6℄, [7℄ et [134℄, plusieurs milliers d'éléments de 
onta
t sont né
essairespour obtenir la 
onvergen
e des 
ontraintes en statique. De tels ra�nements sont beau
oup trop
oûteux pour le 
al
ul de la dynamique non-linéaire. On s'est don
 limité i
i aux 8 dis
rétisationsprésentées dans la �gure 3.29. Pour 
ha
une d'entre elles, un nouveau modèle réduit est 
réé dans



Chapitre 3 : Réponse for
ée ave
 frottement en pied d'aube 87

2500 5000 7500 10000 12500
2

4

6

8

10

12

14

16

18

20

Vitesse de rotation (tours/min)

F
ré

qu
en

ce
 n

or
m

al
is

ée

Mode 3
Mode 2
Mode 1

2500 5000 7500 10000 12500
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

Vitesse de rotation (tours/min)

A
m

pl
itu

de
 (

m
m

)

linéaire
non linéaire

(a) (b)Fig. 3.27 � In�uen
e de la vitesse de rotation (a) sur les fréquen
es propres, (b) sur l'amplitude à lapremière résonan
e.
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(
) (d)Fig. 3.28 � In�uen
e de la vitesse de rotation sur la réponse for
ée : (a) 2500 tours/min,(b) 5000tours/min, (
) 7500 tours/min, (d) 10000 tours/min.
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 frottement en pied d'aubelequel la base de Craig et Bampton ne 
ontient parmi les noeuds des portées que 
eux impliquésdans le 
onta
t. Il s'avère que l'amplitude maximale 
al
ulée augmente ave
 le nombre d'élémentsde 
onta
t retenus, 
omme le montre la �gure 3.30. D'après la forme de la 
ourbe, il sembleque la dis
rétisation la plus �ne donne une amplitude pro
he de la valeur asymptotique. Seules les
on�gurations ave
 plus de 14 noeuds par portée donnent une erreur de moins de 10% par rapport àla 
on�guration ave
 75 noeuds. Par ailleurs, le tableau 3.3 montre que le temps de 
al
ul augmenterapidement ave
 le nombre d'éléments de 
onta
t retenus(
roissan
e plus que quadratique) et peutdevenir rapidement prohibitif. Dans la �gure 3.31 sont 
omparées les réponses obtenues ave
 ladis
rétisation la plus �ne et ave
 la dis
rétisation la plus grossière. Dans la 
on�guration à deuxéléments de 
onta
t par portée, on 
onstate que la plage fréquentielle où le 
omportement estnon-linéaire est trop étroite. Le dé
ro
hage d'un élément de 
onta
t provoque brusquement unedissipation exagérée.
PSfrag repla
ements

2 noeuds8 noeuds14 noeuds24 noeuds

38 noeuds45 noeuds61 noeuds75 noeudsFig. 3.29 � Position des éléments de 
onta
ts retenus (�) sur le maillage d'une portée.Nombre de noeuds Temps CPU (1 fréquen
e)2 0.05s8 0.74s14 2.6s24 10s38 50s45 89s61 280s75 535sTab. 3.3 � In�uen
e de la dis
rétisation sur le temps de 
al
ul.
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Fig. 3.30 � In�uen
e de la dis
rétisation des interfa
es de 
onta
t sur le niveau de vibration. Cal
ulsnon-linéaires ave
 1 harmonique.3.6.2 In�uen
e de la raideur de 
onta
tIl est fa
ile de modéliser les raideurs de 
onta
t normales et tangentielles par une modi�
ationsimple des matri
es de l'une des deux stru
tures en 
onta
t (nous l'appelons i
i stru
ture 1).Chaque élément de 
onta
t noeud à noeud est modi�é par l'ajout d'un noeud supplémentaire sansmasse (voir �gure 3.32). Celui-
i est relié par l'intermédiaire d'une raideurk
 = 264 kt 0 00 kt 00 0 kn 375 (3.50)aux noeuds de 
onta
t 1. kt et kn désignent respe
tivement la valeur de la raideur tangentielle etla valeur de la raideur normale. Les deux noeuds de 
onta
t et le noeud supplémentaire ont étéprésentés dans des positions di�érentes sur la �gure 3.32, mais ils sont bien sûr 
onfondus dans laréalité. Pour la stru
ture 1, on note� UC le ve
teur dépla
ement pour les degrés de liberté de 
onta
t,� US le ve
teur dépla
ement pour les degrés de liberté supplémentaires,� UA le ve
teur dépla
ement pour les autres degrés de liberté,� KS la matri
e de raideur supplémentaire due à l'ajout de ressorts de 
onta
t. C'est unematri
e diagonale formée par l'assemblage des matri
es k
.Les équations du mouvement de la stru
ture 1 sont alors264 MCC MCA 0MAC MAA 00 0 0 375264 �UC�UA�US 375+ 264 KCC +KS KCA �KSKAC KAA 0�KS 0 KS 375264 UCUAUS 375+ 264 00F
 375 = 264 FexCFexA0 375 :(3.51)
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(a) (b)Fig. 3.31 � In�uen
e de la dis
rétisation des interfa
es de 
onta
t sur la réponse for
ée : (a) 2 noeuds parportée. (b) 75 noeuds par portée. Cal
uls non-linéaires ave
 1 harmonique.
PSfrag repla
ements knkt noeudnoeudsde 
onta
t supplémentaire

STRUCTURE 1
STRUCTURE 2Fig. 3.32 � Ajout de raideurs de 
onta
t dans un élément noeud à noeud.Ave
 
es nouvelles matri
es, la DLFT est utilisée pour imposer la loi de 
onta
t unilatéral et la loide frottement de Coulomb entre les noeuds supplémentaires et les noeuds de 
onta
t de la stru
ture2. Ave
 
ette méthode, l'in�uen
e des raideurs de 
onta
t sur la réponse harmonique du se
teuraube-disque a pu être étudiée. En 
hoisissant kt = kn = 1012N/m, la réponse est stri
tementidentique à la réponse de référen
e qui 
orrespond à des raideurs in�nies. Lorsque les raideurs sontdiminuées, l'assouplissement de l'interfa
e de 
onta
t 
onduit à une baisse des fréquen
es propres.Par ailleurs, la �gure 3.33 montre que plus la valeur de la raideur tangentielle baisse, plus la réponseharmonique est modi�ée. On remarque en parti
ulier que l'amplitude maximale prédite diminuedans un premier temps jusqu'à une valeur de raideur d'environ 107N/m puis augmente ensuite,la réponse présentant �nalement une bran
he instable. On note aussi le dé
alage de plus en plusimportant entre le pi
 obtenu par le 
al
ul non-linéaire et 
elui obtenu par le 
al
ul linéaire. On aaussi fait varier la raideur normale entre 1012N/m et 106N/m 
e qui n'a eu au
un e�et sensible.
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(e) (f)Fig. 3.33 � In�uen
e de la raideur de 
onta
t tangentielle kt sur la réponse for
ée : (a) kt = 1012N=m,(b) kt = 108N=m, (
) kt = 107N=m, (d) kt = 5:106N=m, (e) kt = 2:106N=m, (f) kt = 106N=m, seulesles bran
hes stables ont été 
al
ulées. Cal
uls non-linéaires e�e
tués ave
 1 harmonique.
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ée ave
 frottement en pied d'aubeCha
une des simulations présentées dans 
ette se
tion a été e�e
tué ave
 des valeurs uniquesde kt et de kn. Mais les raideurs de 
onta
t dépendent largement de l'e�ort normal. Or pour notreappli
ation, 
e dernier varie au 
ours du temps et n'est pas uniforme sur les surfa
es de 
onta
t.Les raideurs de 
onta
t ne sont don
 pas des données intrinsèques et sont sus
eptibles de varier enfon
tion de la position sur la portée et en fon
tion du temps.Con
lusionsDans 
e 
hapitre, nous avons présenté le 
al
ul du 
omportement dynamique d'une aube enrotation soumise à un 
onta
t frottant au niveau de son pied.Parmi les e�ets liés à la rotation, nous 
on�rmons que les 
orre
tions de raideur apportées parla matri
e de raideur 
entrifuge et la matri
e de raideur géométrique sont importantes à 
onsidérer
ar elles modi�ent de façon sensible les fréquen
es propres. L'in�uen
e de la matri
e gyros
opiques'est avérée en revan
he négligeable pour le se
teur aube-disque étudié.Nous avons aussi montré que la méthode DLFT telle que présentée dans le 
hapitre 2 est 
apablede gérer un problème de 
onta
t tridimensionnel de taille importante. La résolution donne a

èsà la répartition des glissements, des 
ontraintes de 
onta
t, des énergies dissipées lo
alement dansl'interfa
e de 
onta
t, toutes données né
essaires à l'évaluation des endommagements par fretting :usure et risque de �ssuration. Cependant on note à 
et égard que le niveau de dis
rétisation del'aire de 
onta
t employé dans 
ette étude demeure insu�sant pour prédire �dèlement les pi
s de
ontrainte en dynamique. Ce
i souligne le besoin de te
hniques numériques ou d'approximationspermettant d'appréhender les problèmes de 
onta
t de grande taille.Nous avons en�n exploré diverses variantes de modélisation du 
onta
t (
oe�
ient de frotte-ment, dis
rétisation de l'interfa
e de 
onta
t) et montré leur in�uen
e sur la dynamique de l'aube.Dans une appro
he simpli�ée, les déformations des aspérités en 
onta
t peuvent être représentéespar des raideurs linéaires dont la valeur a une in�uen
e, outre sur les fréquen
es de résonan
e, surl'allure de la réponse for
ée.



Chapitre 4Confrontation expérimentale de lamodélisationDans 
e 
hapitre, les résultats de réponse for
ée obtenus dans une 
ampagne d'essais menée surun disque aubagé expérimental sont 
omparés aux résultats numériques obtenus par la méthode dela DLFT dé
rite au 
hapitre 2. Les 
ara
téristiques prin
ipales du ban
 d'essais sont données enpremier lieu, puis nous présentons le modèle numérique 
orrespondant qui tient 
ompte notammentdu désa

ordage entre les aubes. Le 
omportement non-linéaire observé expérimentalement est re-produit assez �dèlement par les simulations, en parti
ulier si le 
oe�
ient de frottement est 
hoisivariable en fon
tion de la vitesse de rotation. En outre, nous montrons que l'utilisation de �lmsFuji Pres
ale en pied d'aube apporte des informations intéressantes sur la répartition des pressionsde 
onta
t statiques. Pour terminer, nous suggérons quelques pistes pour améliorer la modélisation.4.1 Méthode expérimentale4.1.1 Ban
 d'essaisLes résultats expérimentaux présentés dans 
e 
hapitre ont été obtenus sur un ban
 d'essaissitué à l'E
ole Centrale de Lyon qui a été 
onstruit dans le but d'étudier les phénomènes defrottement dans les disques aubagés. Il est s
hématiquement représenté sur la �gure 4.1. Le disquetourne dans une 
hambre à vide, 
e qui permet de minimiser l'e�et des for
es aérodynamiques. Cepro
édé a également été utilisé par Kielb et Abhari [73℄ pour les disques aubagés et dans [18℄ et[139℄ pour l'étude des pales d'héli
optère. Le disque est monté ave
 quatre aubes séparées en deuxgroupes de deux montés diamétralement opposés, 
omme montré sur la �gure 4.2. Les aubes sontdes aubes de 
ompresseur en alliage de titane identiques à 
elle étudiée dans le 
hapitre 3. L'arbrede rotation est maintenu par deux roulements à bille.4.1.2 InstrumentationLes aubes 1 et 2, qui peuvent être repérées sur la �gure 4.2, sont équipées d'a
tionneurs piezo-éle
triques et de jauges extensométriques. Les aubes 3 et 4 restent nues. Les 
éramiques piezo-éle
triques sont des pastilles 
arrées de 1 
m de 
�té et de 1 mm d'épaisseur. Une 
olle epoxyisolante est utilisée pour la �xation sur les pales et permet une adaptation à la légère 
ourburedes surfa
es. A�n d'augmenter l'ex
itation produite, on utilise deux a
tionneurs par aube (un surl'extrados et un sur l'intrados) qui fon
tionnent en opposition de phase. Leur lo
alisation a été93
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PSfrag repla
ements Arbre Palliers DisqueChambre à vide
Aubes

Fig. 4.1 � Vue s
hématique du ban
 expérimental.
hoisie de manière à ex
iter e�
a
ement le premier mode de �exion. Les �ls né
essaires pour lesjauges et les a
tionneurs passent dans l'arbre 
reux. Un 
olle
teur est pla
é au bout de 
elui-
i a�nde transmettre les signaux entre la partie �xe du ban
 et la partie tournante.
PSfrag repla
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Fig. 4.2 � Numérotation et instrumentation des aubes.4.1.3 Résultats expérimentauxLes résultats présentés dans 
e 
hapitre ont été obtenus ave
 une pression stabilisée de 20 mbardans l'en
einte à vide et pour des vitesses de rotation allant de 1000 à 5000 tours par minute. Lesréponses harmoniques ont été obtenues en imposant aux a
tionneurs une ex
itation en sinus balayé.L'amplitude de l'ex
itation appliquée aux 
éramiques piezo-éle
triques peut être 
hoisie jusqu'à100V. Dans 
ette étude, on a retenu les niveaux 10V, 20V, 40V et 80V. La réponse harmonique
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upérée par la 
haîne d'a
quisition et l'amortissement total aux résonan
es du système estévalué par la méthode de la 
hute à 3dB.La �gure 4.3(a) montre un exemple de réponse harmonique obtenue à 2000 tours/min autourd'un mode de la roue aubagée. L'ex
itation est appliquée sur l'aube 2 seulement et la réponseest mesurée sur 
ette même aube. On remarque que le pi
 de résonan
e se dé
ale vers les bassesfréquen
es au fur et à mesure que le niveau d'ex
itation augmente, 
e qui est le signe d'une non-linéarité. Cet e�et est en
ore plus visible sur la �gure 4.3(b). Sur 
e graphe, l'amplitude de laréponse est divisée par le niveau de l'ex
itation de telle sorte que si le système était linéaire, toutesles 
ourbes seraient 
onfondues. La non-linéarité est marquée au voisinage de la résonan
e, alors queloin du pi
 le 
omportement est quasiment linéaire. Nous pensons que 
et e�et est dû prin
ipalementau frottement dans la liaison aube-disque : quand l'amplitude augmente, le glissement devient plusimportant 
e qui 
onduit à un amortissement plus grand. En �n de 
hapitre, d'autres résultatsexpérimentaux seront présentés et 
omparés aux résultats issus des 
al
uls.
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(a) (b)Fig. 4.3 � Réponses harmoniques expérimentales à 
 = 2000tr=min : (a) amplitude, (b) amplitude diviséepar le niveau d'ex
itation.4.2 Modèle numérique4.2.1 Modèle éléments �nisUn modèle numérique du ban
 a été 
rée à l'aide de Patran. La �gure 4.4 montre le maillagedes quatres aubes et du disque qui a été réalisé ave
 des éléments tetraèdriques de degré 2, 
'est àdire 
omprenant 10 noeuds. En e�et, les tétraèdres de degré 1 sont beau
oup moins pré
is [11℄, enparti
ulier dans notre 
as où il n'y a qu'une arête d'élément dans l'épaisseur de la pale de l'aube.Les maillages du disque et des aubes 
oin
ident au niveau des zones de 
onta
t. Des élémentspoutre ont été utilisés pour modéliser l'arbre et pour la liaison ave
 le maillage du disque on a eure
ours à des éléments de 
orps rigide. Les palliers sont quant à eux représentés par des raideurslinéaires radiales et axiales. En�n les sealplates (plaques servant à la rétention des aubes) ont étémodélisées par des masses pon
tuelles et les autres masses tournantes (
olle
teur, 
apot) par des



96 Chapitre 4 : Confrontation expérimentale de la modélisationinerties équivalentes.

Fig. 4.4 � Maillage du disque et des 4 aubes.4.2.2 Modélisation de l'ex
itation piezoéle
triqueUn matériau piézoéle
trique a la propriété de se polariser éle
triquement sous l'a
tion d'unefor
e mé
anique (e�et dire
t) et, ré
iproquement, de se déformer lorsqu'on lui applique un 
hampéle
trique (e�et inverse). Les équations de base de la piezoéle
tri
ité sont (voir par exemple [10℄)D = dC"+ eE (4.1)� = C"�CdTE (4.2)ave
 � (6� 1) ve
teur des 
ontraintes (N=m2)" (6� 1) ve
teur des déformationsD (3� 1) dépla
ement éle
trique (C=m2)E (3� 1) 
hamp éle
trique (V=m)C (6� 6) matri
e d'élasti
ité (N=m2)d (3� 6) matri
e des 
onstantes piezoéle
triques (m=V )e (3� 3) matri
e des 
onstantes diéle
triques (F=m)On utilisera dans la suite le modèle simpli�é et unidire
tionnel qui est présenté sur la �gure4.5. Il est très pro
he de 
elui proposé par Jemai [69℄, sauf que i
i, la raideur de la 
olle n'est pas
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Fig. 4.5 � Modélisation simpli�ée de l'ex
itation piezoéle
trique.prise en 
ompte. La tension Ua appliquée aux éle
trodes produit un 
hamp éle
trique E3 dans ladire
tion 3. La 
ontrainte dans la dire
tion 1, �11, et la déformation dans la dire
tion 1, "11, sontalors reliées d'après (4.2) par �11 = Y11"11 � Y11d31E3 ; (4.3)où d31 est le 
oe�
ient piézo-éle
trique transverse et Y11 est est le module de Young de la 
éramiquedans la dire
tion 1. Si on suppose que l'e�ort est transmis à la stru
ture par les deux points extrêmesA et B, alors l'équation (4.3) donneF1 = S1Y11l1 �l1 � d31S1Y11e Ua ; (4.4)où F1 est la for
e transmise et S1 la surfa
e de la se
tion. e, l1, et�l1 sont respe
tivement l'épaisseurde la 
éramique, sa longueur et son élongation dans la dire
tion 1. La raideur de l'a
tionneurpiezoéle
trique entre les points A et B est notée Kp :Kp = S1Y11l1 : (4.5)Si Ks est la raideur lo
ale de la stru
ture dans la dire
tion 1 à l'empla
ement de l'ex
itateur, alorsla for
e produite F1 peut aussi s'exprimer parF1 = �Ks�l1 : (4.6)En 
ombinant les équations (4.4), (4.5) et (4.6), on obtient une expression simple de la for
ed'ex
itation en fon
tion de la tension appliquée :F1 = d31S1Y11e�1 + KpKs �Ua : (4.7)C'est ave
 
ette relation de proportionnalité très pratique que l'on a modélisé l'ex
itation des aubes.Pour 
haque a
tionneur piezoéle
trique, deux noeuds situés à l'empla
ement de la 
éramique ontété retenus dans la base réduite de Craig et Bampton a�n d'utiliser 
e modèle. La raideur de lastru
ture, Ks, a été déduite d'un simple 
al
ul statique où deux for
es opposées sont appliquéesdans la dire
tion 1 aux noeuds A et B. Le dépla
ement relatif 
al
ulé permet d'obtenir Ks. Lavalidité de la modélisation proposée sera véri�ée a posteriori lors de la 
omparaison des réponsesharmoniques numériques et expérimentales.
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alage des raideurs pallier et des modes de disqueLa réponse impulsionnelle de l'ensemble arbre-disque a été mesurée et les fréquen
es proprestrouvées sont rassemblées dans le tableau 4.1. Elles ont guidé le 
hoix des raideurs des palliers.La raideur axiale a ainsi été déterminée à partir des modes où l'arbre se déforme en tra
tion-
ompression et la raideur radiale à partir des modes où l'arbre se déforme en �exion. Les raideursont été supposées identiques pour les deux palliers. Une légère retou
he du module de Young dudisque a aussi été né
essaire pour obtenir la 
orrélation présentée dans la �gure 4.1. Le disqueétant pratiquement axisymétrique, 
ertains modes propres ont des fréquen
es très rappro
hées quin'ont pas été toujours été distinguées lors des mesures.Déformation Déformation Fréquen
es propres Fréquen
es propresdisque arbre mesurées 
al
ulées (NASTRAN)1F 1.125 1.1201.1290D 1TC 1.833 1.8581D 1F 2.829 2.8332.8511D 2F 3.129 3.1053.1352D 4.417 4.4144.446 4.5320D 2TC 4.788 4.7931D 1C 6.1886.1953D 6.938 7.1247.092 7.1460D 1To 8.318Tab. 4.1 � Modes de l'ensemble disque-arbre et 
omparaison des fréquen
es propres mesurées et 
al
ulées.1D 1C désigne un mode pour lequel le disque présente 1 diamètre nodal et 1 
er
le nodal. Les déformationsde l'arbre sont notées F pour �exion, TC pour tra
tion-
ompression et To pour torsion.
4.2.4 Prise en 
ompte du désa

ordageLes aubes montées sur le ban
 tournant sont numérotées de 1 à 4. La �gure 4.2 montre leur ré-partition sur le disque. On 
her
he i
i à évaluer le désa

ordage en fréquen
e des quatre aubes a�nde l'introduire dans la simulation numérique. Ce désa

ordage provient de la dispersion inévitableentre les masses et raideurs des 4 aubes et du fait que seules les aubes 1 et 2 soient équipées d'ex-
itateurs piezoéle
triques et de jauges extensométriques. Il est important d'in
lure le désa

ordagedans les 
al
uls 
ar il peut 
hanger de façon importante les modes et la réponse for
ée des disquesaubagés [127℄ [128℄ [140℄.



Chapitre 4 : Confrontation expérimentale de la modélisation 99Dispositif expérimentalLes quatre aubes ont été pesées a�n d'ajuster les masses volumiques dans le modèle numérique.Le désa

ordage en fréquen
e a été mesuré à l'aide du dispositif expérimental montré sur la �gure4.6. L'aube testée est en
astrée au niveau de son pied dans un mors spé
ialement usiné. Le maintienest obtenu à l'aide d'une 
ale serrée 
ontre la partie inférieure du pied. La réponse impulsionnelleest mesurée à l'aide d'un vibromètre laser et le signal est envoyé sur une 
arte d'a
quisition quiperment la visualisation sur un PC. Le 
ouple de serrage de la vis est 
ontr�lé à l'aide d'une 
lédynamométrique.

PSfrag repla
ements

Aube testéeMors Jauge

Céramique piezo-éle
trique Papier ré�é
hissant

Cale de serrage

Vis de serrageFig. 4.6 � Mesure des fréquen
es propres des aubes en
astrées par vibrométrie laser. Photo de l'aube 1(instrumentée) : les 
éramiques piezo-éle
triques et la jauge extensométrique sont ina
tives dans 
et essai.
Validation de la pro
édure expérimentaleOn 
her
he à 
onnaître le désa

ordage en fréquen
e des quatre aubes. Il faut don
 s'assurer quepour une même aube, la dispersion des résultats est faible. Pour véri�er 
ela, on enregistre plusieursréponses impulsionnelles pour 
haque aube. Il a également été véri�é l'in�uen
e du montage del'aube dans le mors : l'aube testée est démontée du mors puis remontée à nouveau ave
 le même
ouple de serrage et de nouvelles réponses impulsionnelles sont enregistrées. Les résultats pourdeux aubes sont rassemblés dans le tableau 4.2. Les é
arts trouvés d'un essai à l'autre sont trèsfaibles, en parti
ulier pour la première fréquen
e propre. La pro
édure permet don
 de déterminerde façon �able le désa

ordage.
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es propres aube 2 Fréquen
es propres aube 33.88 13.28 14.48 3.76 13.08 14.493.88 13.28 14.48 3.76 13.09 14.483.88 13.28 14.48 3.76 13.09 14.49Démontage puis remontage3.87 13.23 14.46 3.76 13.08 14.473.88 13.27 14.48 3.76 13.08 14.473.88 13.26 14.48 3.76 13.08 14.47Tab. 4.2 � Fréquen
es propres relevées pour di�érentes réponses impulsionnelles. Couple de serrage 10Nm.Synthèse des résultatsLes fréquen
es propres moyennes obtenues pour les quatre aubes sont présentées dans le tableau4.3. Le 
ouple de serrage de la vis du mors est dans tous les 
as 10Nm. Bien que les 
éramiquespiezo-éle
triques et les jauges alourdissent les aubes 1 et 2, l'e�et rigidi�ant semble l'emporterglobalement. En parti
ulier les fréquen
es mesurées pour le premier mode sont plus élevées que surles aubes nues. L'ajustement des modules de Young des quatre aubes a été e�e
tué en prenant en
ompte les fréquen
es du premier mode de �exion 
ar 
'est lui qui intervient prin
ipalement dansles modes globaux de la stru
ture qui seront étudiés dans la �n du 
hapitre.Numéro aube fréquen
e propre 1 fréquen
e propre 2 fréquen
e propre 31 3.85 13.23 14.622 3.88 13.27 14.483 3.76 13.08 14.484 3.79 13.30 14.66Tab. 4.3 � Fréquen
es propres moyennes. Couple de serrage 10Nm.4.2.5 Modèle réduitUn modèle réduit prenant en 
ompte les e�ets liés à la rotation est obtenu par une méthodesimilaire à 
elle présentée en 3.2.2. Cette fois-
i, la 
ondensation de Craig et Bampton est appliquéesur 
inq sous-stru
tures : une pour l'ensemble disque-arbre et une pour 
ha
une des quatre aubes.La base réduite de l'ensemble disque-arbre 
omprend les degrés de liberté de 
onta
t dans les quatrealvéoles et 18 
oordonnées modales. Pour les aubes, on retient les degrés de liberté de 
onta
t,les degrés de liberté né
essaires pour représenter les 
éramiques piezoéle
triques et les jauges dedéformation et trois 
oordonnées modales. 8 � 3 = 24 éléments de 
onta
t tridimensionnels sontdé�nis sur 
haque �an
 d'aube. La �gure 3.4 (voir 
hapitre 3) montre leur position sur le piedd'aube. Pour le système 
omplet, 
ela représente don
 192 éléments de 
onta
t, 384 noeuds de
onta
t et 1152 degrés de liberté non-linéaires. Ave
 les degrés de liberté linéaires, la taille totaledu problème se monte à 1290.Le tableau 4.4 montre la pré
ision du modèle réduit. Les vingt premières fréquen
es propresobtenues pour une vitesse de rotation nulle y sont 
omparées ave
 
elles obtenues ave
 le modèle
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omplet. Nous remarquons entre autres une bonne pré
ision pour les modes 10 et 11 qui sont 
euxqui nous intéresseront plus parti
ulièrement dans la suite.Pour 
haque sous-stru
ture, les matri
es de masse, la matri
e de raideur prenant en 
omptela rotation et le ve
teur des e�orts, exprimés dans la base réduite, sont ré
upérés a�n de pouvoir
al
uler le régime permanent non-linéaire par la méthode DLFT, présentée au 
hapitre 2.mode modèle 
omplet modèle réduit é
art (%)1 1.113 1.117 + 0.362 1.130 1.132 + 0.183 1.848 1.851 + 0.164 2.770 2.788 + 0.655 2.869 2.870 + 0.036 3.054 3.063 + 0.297 3.164 3.166 + 0.068 3.513 3.530 + 0.489 3.727 3.735 + 0.2110 3.825 3.832 + 0.1811 3.851 3.857 + 0.1612 4.377 4.431 + 1.2313 4.553 4.554 + 0.0214 4.788 4.791 + 0.0615 6.192 6.205 + 0.2116 6.230 6.230 + 0.0017 6.847 6.954 + 1.5618 7.180 7.201 + 0.2919 8.181 8.526 + 4.2220 9.502 9.561 + 0.62Tab. 4.4 � Comparaison des fréquen
es propres normalisées du modèle 
omplet et du modèle réduit àl'arrêt.4.3 Mesure de la répartition des pressions de 
onta
tNous avons 
her
hé à mesurer sur le ban
 expérimental présenté en 4.1 la distribution de lapression normale de 
onta
t aux interfa
es entre le disque et les aubes. Une mesure en dynamiqueavait été initialement envisagée a�n d'apporter une validation pré
ise de la méthode numérique.Ce
i est possible en e�et ave
 des 
apteurs éle
triques tels que 
eux proposés par Teks
an. Ce-pendant 
ette solution s'avère très 
oûteuse et 
ompliquée à utiliser pour notre 
on�guration de
onta
t. Nous nous sommes don
 
ontentés de la mesure des pressions statiques à l'aide de �lmsFuji Pres
ale qui peuvent s'insérer fa
ilement dans le 
onta
t en pied d'aube. Ce type de �lmest très utilisé en biomé
anique pour mesurer les pressions dans les arti
ulations [133℄ [151℄ [154℄.Il 
ontient des mi
ro
apsules qui é
latent sous l'appli
ation de la 
harge et 
ausent des marquesrouges. L'intensité de la 
oloration obtenue renseigne sur le niveau de pression. Davantage de dé-tails sont fournis dans l'annexe B. Les mesures vont nous permettre de juger de l'importan
e des
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ontraintes en bord de 
onta
t et d'e�e
tuer une 
omparaison ave
 les pressions trouvées dansle 
al
ul statique servant d'initialisation au 
al
ul de la réponse fréquentielle.4.3.1 Méthode expérimentaleLe pied de l'aube étudiée ainsi que l'alvéole du disque sont préalablement nettoyés à l'al
oola�n de ne pas ta
her le �lm qui se trouvera dans le 
onta
t. Le �lm est dé
oupé en re
tanglesde taille 8 � 34mm environ. Deux mor
eaux sont pla
és sur les portées de l'aube et maintenus àl'aide d'un adhésif, 
omme le montre la �gure 4.7(a). L'aube ainsi équipée est insérée sur le disquepuis la 
lo
he à vide est refermée et vidée de son air. La vitesse de rotation est alors augmentéeprogressivement pendant deux minutes environ puis stabilisée à la valeur désirée pendant uneminute environ. Après l'arrêt du ban
, les �lms sont ré
upérés pour être analysés.Les résultats présentés dans la se
tion suivante ont été obtenus ave
 deux types de �lm dif-férents, appelés par le fabri
ant MS et HS. Le le
teur intéressé peut trouver en annexe B, lesdi�érents types de �lm disponibles. Le �lm MS (Medium pressure) est dédié au pressions allantde 10 MPa à 50 MPa, tandis que le �lm HS (High pressure) 
ouvre les pressions allant de 50 MPaà 130 MPa. Le �lm LW (Low pressure) a aussi été essayé, mais malheureusement, au
un résultatn'a pu être obtenu 
ar le montage de l'aube sur le disque et le démontage su�saient à marquer le�lm.De nombreux essais ont été menés ave
 quatre aubes di�érentes dénommées par la suite A, B,C et D. Seuls les empla
ements des aubes non instrumentées (aubes 3 et 4 sur la �gure 4.2) ontété utilisés. Les aubes A et B ont été toujours montées à l'empla
ement 3 et les aubes C et D àl'empla
ement 4.4.3.2 Résultats expérimentauxPlusieurs tests ont été 
onduits en 
hangeant les aubes utilisées et en variant la vitesse derotation de 1000 à 5000 tr/min. L'ensemble des résultats obtenus sont rassemblés dans la �gure4.8 et les mor
eaux de �lms sont systématiquement orientés de la même façon que dans la �gure4.7(b). Les deux lignes verti
ales que l'on distingue sur les �lms extrados 
orrespondent à deuxlégères saillies présentes sur la portée 
orrespondante.On remarque fa
ilement que la répartition de la pression est très similaire d'un essai à l'autre.En e�et, le 
�té des portées situé vers le bord d'attaque est toujours plus 
hargé que le 
�té opposé.Aussi, sur la portée extrados, 
'est toujours le 
�té extérieur (gau
he) qui reçoit le plus de pression.La partie basse du 
�té intérieur n'est elle jamais marquée si bien que l'on peut supposer que ledisque et l'aube ne sont pas en 
onta
t à 
et endroit. On remarque en�n nettement sur la portéeintrados les sur
ontraintes à proximité du bord du 
onta
t qui se manifestent par deux lignesverti
ales d'une 
oloration plus intense. Ces remarques sont vraies quels que soient l'aube utiliséeou l'empla
ement où elle a été montée. La reprodu
tibilité s'avère 
orre
te 
omme en témoignentles trois essais qui ont été doublés : 2000 MS B, 4000 HS A, 4000 HS D.
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de fuite(a) (b)Fig. 4.7 � Mesure de la pression de 
onta
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Chapitre 4 : Confrontation expérimentale de la modélisation 1054000 MS 4000 HS 5000 HS

Fig. 4.8 � Tableau de synthèse desrésultats expérimentaux. 1000, 2000,3000, 4000, 5000 : vitesse de rotationen tours par minute. MS : �lm pourpressions moyennes. HS : �lm pourhautes pressions.



106 Chapitre 4 : Confrontation expérimentale de la modélisation4.3.3 Traitement des résultatsDans le but d'analyser les résultats plus pré
isément, les �lms ont été s
annés à 150 dpi (dots perin
h). Cette résolution est le résultat d'un 
ompromis. En e�et, une bonne pré
ision est re
her
hée,mais une résolution trop �ne risque de faire apparaître l'aspe
t granulaire de la 
oloration dû auxmi
ro
apsules 
ontenues dans le �lm. D'après le fabri
ant, la 
oloration doit être moyennée surau moins 0.1mm2 pour donner une indi
ation valable de la pression, 
'est pourquoi les résolutionsinférieures à 200 dpi ne sont pas re
ommandées. Une dis
ussion détaillée sur 
es problèmes a étéproposée par Liggins et al. [81℄.Il faut dans un deuxième temps analyser la 
oloration de 
haque pixel de l'image numériquea�n d'estimer la pression asso
iée. On a pour 
ela utilisé les 
olorations de référen
e et les 
ourbesde 
alibration fournies par le fabri
ant (voir annexe B). Les images des �lms de même que les
olorations de référen
e, ont été transformées en noir et blan
. Ainsi, pour 
haque pixel l'intensitéde gris est donnée par une valeur 
omprise entre 0 (noir) à 255 (blan
) qui peut être 
omparéeaux niveaux de gris de référen
e. Pour les niveaux intermédiaires, une interpolation linéaire a étéutilisée. A la �n de 
ette opération, 
haque pixel a don
 une valeur de densité qui peut se traduireen valeur de pression grâ
e à la 
ourbe de 
alibration.La �gure 4.9 montre un exemple de résultat obtenu ave
 
ette méthode pour une vitesse derotation de 2000 tr/min et un �lm moyenne pression. Il est intéressant de remarquer sur la �gure4.8 que pour 
ette vitesse, le �lm haute pression est à peine marqué, 
e qui signi�e que la pressionmaximale est très légèrement supérieure à 50 MPa et que don
 le �lm MS 
orrespond bien à lagamme de pression ren
ontrée. La �gure 4.9 
on�rme 
e que l'on observait déjà sur la �gure 4.8,à savoir que les 
ontraintes de 
onta
t ne sont pas du tout uniformes sur les portées que l'é
artentre la 
ontrainte minimale et la 
ontrainte maximale est très important. Mais on note que lapression en dehors des zones de 
onta
t n'est pas tout à fait nulle et vaut environ 5 MPa. Cegenre d'erreur est sûrement dû au fait que l'on a utilisé les 
ourbes de 
alibration du fabri
antqui ne 
orrespondent pas parfaitement à nos 
onditions expérimentales. Une pré
ision plus grandeaurait pu être atteinte en e�e
tuant une 
alibration indépendante des �lms, dans les 
onditions detempérature et d'humidité des essais, en leur appliquant des pressions 
onnues.4.3.4 Comparaison ave
 les 
al
ulsLes 
al
uls dynamiques e�e
tués dans la DLFT sont 
oûteux en temps si le nombre d'élémentsde 
onta
t répartis sur les portées est trop important. Les répartitions de 
ontraintes telle 
elleprésentée dans la �gure 4.9 ne peuvent don
 pas être �dèlement reproduites. A�n de pouvoir
omparer les pressions expérimentales et numériques, il a fallu dans un premier temps retenir sur lesimages des �lms seulement les pixels 
orrespondant aux portées. Nous nous sommes pour 
ela aidésdes essais où les �lms sont fortement 
olorés et où l'empla
ement des portées apparaît 
lairement(voir par exemple la 
olonne 4000 MS sur la �gure 4.8). Dans un deuxième temps, la surfa
ede 
onta
t est divisée en sous-surfa
es qui 
ha
une 
orrespondent à un élément de 
onta
t. Ene�e
tuant la moyenne de la pression sur 
ha
une des sous-surfa
es, on obtient le résultat présentédans la �gure 4.10(a). La �gure 4.10(b) montre elle le résultat d'un 
al
ul statique e�e
tué ave
 un
oe�
ient de frottement de 0.2 et on remarque que l'allure générale est pro
he de la distribution depression expérimentale. Par ailleurs, l'intégration de la 
ontrainte normale sur la surfa
e de 
onta
ta révélé que l'e�ort normal expérimental était 10 % plus élevé que 
elui trouvé par le 
al
ul. Parmi
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auses de 
et é
art, on peut 
iter les erreurs de 
alibration pré
édemment évoquées, mais aussil'in
ertitude sur le 
oe�
ient de frottement. En e�et, étant donné la géométrie du pied d'aube, lavaleur du 
oe�
ient de frottement fait varier l'e�ort normal de 
onta
t pour un e�ort 
entrifugedonné. Il faut également garder à l'esprit que l'introdu
tion du �lm, même si son épaisseur estfaible (0.11 mm), modi�e la 
on�guration du 
onta
t étudié, double les interfa
es de 
onta
t etmodi�e le 
oe�
ient de frottement.4.3.5 Con
lusionsL'utilisation de �lm sensible à la pression et de faible épaisseur a fourni des informationsintéressantes sur les 
ontraintes de 
onta
t en pied d'aube. En parti
ulier, tous les essais montrent,ave
 une bonne reprodu
tibilité, des variations importantes de la 
ontrainte statique de 
onta
t surles portées. En 
ertains endroits, le 
onta
t est même selon toute vraisemblan
e perdu. En revan
hepour obtenir à partir des 
olorations expérimentales des valeurs numériques de pression pré
ises, ils'avère né
essaire d'e�e
tuer une 
alibration par soi-même des �lms. Nous manquons par ailleursd'informations sur l'e�et des 
ontraintes tangentielles et de 
isaillement sur la 
oloration des �lms.4.4 Comparaison des réponses for
éesDans 
ette partie, on s'intéresse à une petite bande de fréquen
e pour laquelle le 
omportementest 
lairement non-linéaire. Elle 
omprend deux pi
s de résonan
e qui 
orrespondent aux modes 10et 11 de la stru
ture 
omplète. Pour 
es deux modes, l'énergie de déformation est essentiellementlo
alisée dans une seule aube qui vibre selon son premier mode de �exion. Un tel phénomène estdû au désa

ordage entre les aubes. A la première résonan
e (mode 10), l'aube 1 a la plus grandeamplitude de vibration parmi les quatre et elle vibre en phase ave
 l'aube 2 adja
ente. A la se
onderésonan
e (mode 11), 
'est l'aube 2 qui se déforme le plus et les aubes 1 et 2 vibrent en oppositionde phase. La réponse fréquentielle autour de 
es deux résonan
es a été mesurée pour des vitessesde rotation allant de 1000 à 5000 tours par minute et pour une ex
itation harmonique, appliquéesur l'aube 2, d'amplitude variant de 10V à 80V.Dans le modèle, le 
onta
t en pied d'aube est régi par la loi de frottement de Coulomb et laloi de 
onta
t unilatéral. Les déformations élastoplastiques des aspérités en 
onta
t n'ont pas étéprises en 
ompte dans le modèle, par
e que nous manquons d'informations sur les 
ara
téristiqueslo
ales du 
onta
t étudié. Ce
i signi�e que lorsque un élément de 
onta
t est en état d'adhéren
e,au
un dépla
ement relatif n'est permis.4.4.1 Paramètres d'amortissementIl y a deux sour
es d'amortissement dans le modèle : le frottement en pied d'aube gouvernépar le 
oe�
ient de frottement � et un amortissement visqueux de fa
teur �. Le 
hoix de 
es deuxparamètres est déterminant pour représenter la non-linéarité 
onstatée et les amplitudes mesurées,et deux stratégies di�érentes ont été mises en oeuvre à 
et e�et. Dans la première, on a ajusté� et � de manière à reproduire au mieux les amplitudes mesurées, mais en s'imposant de garderles mêmes valeurs pour toutes les vitesses de rotation. Dans une se
onde appro
he, on a 
hoisi un
oe�
ient de frottement qui dé
roît en fon
tion de la vitesse de rotation, � restant 
onstant à unevaleur 
hoisie 
omme la plus plausible physiquement.
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 d'essais étudié, l'amortissement n'est pas seulement dû au frottement en piedd'aube. De l'énergie est également dissipée dans les matériaux et dans l'instrumentation, 
'est àdire dans les 
apteurs, les a
tionneurs, les �ls ainsi que dans leurs atta
hes sur les aubes et le disque.Toutes 
es sour
es d'amortissement ont été modélisées par un amortissement visqueux équivalentde fa
teur �. En pratique, 
elui-
i a été introduit dans le modèle par une matri
e d'amortissementde Rayleigh : C = �M + �K ; (4.8)où M et K sont les matri
es de masse et de raideur du modèle réduit, après 
ondensation deCraig et Bampton. La matri
e K tient 
ompte de la rigidi�
ation 
entrifuge liée à la rotation. Les
oe�
ients � et � ont été ajustés de manière à obtenir le fa
teur � désiré à la résonan
e étudiée.La même valeur de � a été utilisée pour toutes les vitesses de rotation et pour tous les niveauxd'ex
itation. On a don
 supposé que le frottement dans les joints en queue d'aronde était seulresponsable des variations de l'amortissement global.Dans notre première appro
he, � a servi de paramètre d'ajustement 
e qui a 
onduit à 
hoisirune valeur de 0.075%. Dans la se
onde, on a essayé de prendre une valeur de � la plus physiquepossible. Pour 
ela, on a 
onsidéré le 
as où la part d'énergie dissipée par frottement en piedd'aube est minimale, 
'est à dire à la vitesse de rotation la plus élevée (5000 tr/min) et pour leniveau d'ex
itation le plus faible. Dans 
es 
onditions, un fa
teur d'amortissement de 0.055% a étéidenti�é sur la réponse fréquentielle. Cette valeur a don
 été retenue pour �.Coe�
ient de frottementDans la première appro
he, le 
oe�
ient de frottement a été ajusté à une valeur de 0.08. Cettefaible valeur est due au lubri�ant solide qui 
onstitue la 
ou
he externe du revêtement du piedd'aube. Dans 
e 
as des 
oe�
ients de frottement de 
et ordre de grandeur sont normaux, 
ommeen témoigne par exemple l'arti
le de Teer [143℄, 
onsa
ré à des lubri�ants au graphite et au bisulfurede molybdène.Dans notre deuxième appro
he, on a tenu 
ompte de référen
es qui indiquent que pour plusieurslubri�ants solides, le 
oe�
ient de frottement diminue quand l'e�ort normal augmente [63℄ [116℄[129℄ [143℄. Ce phénomène existe aussi dans les systèmes de freinage [105℄ et avait déjà été rapportépar Ar
hard en 1957 [3℄. On a don
 supposé que le 
oe�
ient de frottement était régi par l'équationdonnée dans [63℄ : � = 
N�� ; (4.9)où 
 est une 
onstante, N est l'e�ort normal et � est un paramètre de valeur positive. Avantd'utiliser une telle relation dans le 
as du 
onta
t aube-disque, il faut avoir à l'esprit que la
ontrainte normale de 
onta
t n'est pas uniforme sur les portées et varie au 
ours du temps du faitdes vibrations. C'est pourquoi, si on se réfère à l'équation (4.9), le 
oe�
ient de frottement devraitvarier également. Cet e�et n'a pourtant pas été pris en 
ompte et pour des raisons de simpli
ité,le 
oe�
ient de frottement � a été supposé 
onstant sur les portées et au 
ours du temps. On adon
 pour 
haque vitesse de rotation utilisé une valeur de � unique qui a été déterminée par uneanalyse statique bidimensionnelle que l'on dé
rit 
i-après.
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Fig. 4.11 � Bilan des e�orts en pied d'aube.Comme le montre la �gure 4.11, les e�orts 
entrifuges induisent des e�orts de 
onta
t statiquesen pied d'aube dont la 
omposante normale est notée N et la 
omposante tangentielle T . En sup-posant que la rotation entraîne le ma
roglissement du pied (
e qui sera véri�é dans les simulationsave
 le modèle tridimensionnel), on peut é
rireT = �N : (4.10)Les expérien
es et les simulations ont été 
onduites pour 
inq vitesses de rotation de 1000 tr/minà 5000 tr/min. Ces dernières sont notées 
j = 1000j, pour j de 1 à 5. En notant Nj et �j lese�orts normaux et les 
oe�
ients de frottement pour 
ha
une des vitesses, et en rappelant que lafor
e 
entrifuge est proportionnelle au 
arré de la vitesse de rotation, l'équilibre statique peut seformuler par 
j2 = Nj(
os � + �j sin �) ; (4.11)où 
 est une 
onstante. En dé�nissant par 	j l'e�ort normal adimensionnalisé par l'e�ort normalà 1000 tr/min : 	j = Nj=N1 ; (4.12)l'équation (4.9) peut se transformer en �j = �1	��j : (4.13)A l'aide des équations (4.12) et (4.13) et en utilisant le 
as j = 1 pour déterminer l'expression dela 
onstante 
, l'équation (4.11) devient(
os � + �1 sin �)j2 = 	j(
os � + �1	��j sin �) : (4.14)Les paramètres qui interviennent dans 
ette équation ont les valeurs suivantes :� Angle des portées : � = 50Æ� Exposant : � = 0:34� Coe�
ient de frottement à 1000 tr/min : �1 = 0:15La valeur de � a été 
hoisie à partir de la référen
e [129℄ où des revêtements au bisulfure demolybdène (MoS2) sont étudiés. Le lubri�ant solide utilisé sur les pieds des aubes du ban
 d'essaiayant une stru
ture pro
he, on a supposé que la valeur trouvée dans le 
as du MoS2 pouvait
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hoisie de manière à ajuster au mieux les résultats numériquesaux résultats expérimentaux. L'équation (4.14) est non-linéaire en 	j et a été résolue ave
 uneméthode de Newton pour j de 2 à 5. Ensuite, les 
oe�
ients de frottement ont été obtenus parl'équation (4.13). Les résultats sont synthétisés dans le tableau 4.5.Vitesse de rotation E�ort normal adimensionnalisé Coe�
ient de frottement
j (tr/min) 	j �j1000 1 0.152000 4.25 0.0923000 9.80 0.0694000 17.67 0.0565000 27.86 0.048Tab. 4.5 � Coe�
ients de frottement utilisés pour les di�érentes vitesses de rotation.4.4.2 Coe�
ient de frottement 
onstantDans 
e paragraphe sont présentés les résultats d'une première série de 
al
uls menés ave
� = 0:08 et � = 0:075% pour toutes les vitesses de rotation.Réponse fréquentielle à 3000 tr/minLes 
al
uls mettent en éviden
e que le frottement en pied d'aube est responsable d'une baissede l'amplitude à la résonan
e et d'un léger dé
alage du pi
 vers les basses fréquen
es. Ces e�ets sontvisibles sur la �gure 4.12(a), où l'amplitude obtenue par le 
al
ul non-linéaire est 
omparée à 
elleobtenue dans le 
as linéraire, 
'est à dire sans au
un dépla
ement relatif au niveau de l'atta
he desaubes. Ces résultats ont été obtenus ave
 une harmonique. La �gure 4.12(b) montre que l'in�uen
edu nombre d'harmoniques retenues sur la réponse est faible. En e�et, pour 
e 
as à 3000 tr/min,le passage à trois harmoniques 
ause seulement une baisse de 4% de l'amplitude maximale, et audelà il ne semble plus y avoir d'évolution notable.La 
omparaison des réponses fréquentielles expérimentales et numériques est donnée dans la�gure 4.13 et on 
onstate une bonne 
orrélation, tant au niveau des amplitudes que des phases. Larésonan
e du mode 10 est visible dans la réponse de l'aube 1 mais quasiment imper
eptible dans
elle de l'aube 2. On remarque également que les pi
s expérimentaux 
orrespondant au mode 11se dé
alent légèrement vers les basses fréquen
es quand Ua est augmenté de 10V à 80V. Ce
i n'estpas bien reproduit par la simulation et les raisons en sont probablement le niveau de dis
rétisationdes surfa
es de 
onta
t et l'absen
e de raideurs de 
onta
t dans le modèle. Nous avons en e�etmontré au 
hapitre 3 que le dé
alage fréquentiel augmente quand la dis
rétisation est plus �ne etquand la raideur tangentielle de 
onta
t diminue.La �gure 4.13 fournit également des informations intéressantes 
on
ernant la qualité du mo-dèle d'ex
itation piezoéle
trique présenté en 4.2.2. En e�et, on remarque en (a) et (
) que pourun niveau de 10V, les amplitudes maximales 
al
ulées et mesurées sont très pro
hes. Dans 
e 
as,l'énergie dissipée par frottement dans les joints en queue d'aronde est minimale et le 
omportementest pratiquement linéaire. Par ailleurs, les fa
teurs d'amortissement relevés sur les 
ourbes expé-
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(a) (b)Fig. 4.12 � Réponses for
ées numériques pour 
 = 3000tr=min et une ex
itation sur l'aube 2 d'amplitudeUa = 80V : (a) 
omparaison entre le 
as 
omplètement adhérent et le 
as non-linéaire, (b) in�uen
e dunombre d'harmoniques retenues.rimentales et numériques sont identiques. Don
 ave
 le même niveau d'amortissement, le 
al
uldonne une amplitude similaire à 
elle relevée expérimentalement, 
e qui montre que la pré
isionde notre modèle d'ex
itation est a

eptable.In�uen
e de la vitesse de rotation.La �gure 4.14 montre l'évolution de la fréquen
e de résonan
e du mode 11 en fon
tion dela vitesse de rotation. Ces résultats ont été obtenus pour le niveau d'ex
itation le plus faible,
e qui minimise le dé
alage du pi
 de résonan
e dû à la non-linéarité. L'é
art maximal entre lesfréquen
es 
al
ulées et les fréquen
es expérimentales est de 1%, le raidissement 
entrifuge est don

orre
tement prédit par le 
al
ul. On remarque tout de même que les deux 
ourbes n'ont pasexa
tement la même forme. La 
ourbe expérimentale est pratiquement droite, alors que la 
ourbenumérique est plus in
urvée. Cette di�éren
e tient peut-être au fait que le modèle ne prend pasen 
ompte la raideur des aspérités en 
onta
t. En e�et, les expérien
es rapportées dans [26℄ et [40℄montrent que la raideur tangentielle du 
onta
t augmente ave
 l'e�ort normal. Introduire dans lemodèle une raideur tangentielle dépendante de l'e�ort normal rendrait la 
ourbe numérique plusdroite.La vitesse de rotation a une in�uen
e importante sur les niveaux vibratoires. Kielb et Abhariont en e�et trouvé à partir d'essais menés sur un ban
 similaire au n�tre que l'amortissementglobal suivait approximativement une loi en a=
2 + b, où 
 est la vitesse de rotation [73℄. Surune plage allant de 0 à 20000 tr/min, ils ont ainsi trouvé que l'amplitude à la résonan
e augmenteprogressivement ave
 la vitesse de rotation. Nos résultats expérimentaux 
on�rment 
ette tendan
eet sur la �gure 4.15 on 
onstate que les amplitudes relevées sur les deux aubes intrumentées à larésonan
e du mode 11 augmentent de façon quasiment linéaire ave
 la vitesse de rotation. La�gure 4.16 montre elle l'amortissement équivalent 
al
ulé par la méthode de la 
hute à 3dB.Contrairement à 
e que suggèrent Kielb et Abhari, une loi en a=
+ b permet de mieux appro
her
es 
ourbes expérimentales.
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(
) (d)Fig. 4.13 � Réponses for
ées numériques et expérimentales à 
 = 3000tr=min : (a) amplitude pour l'aube1, (b) amplitude pour l'aube 2, (
) phase pour l'aube 1, (d) phase pour l'aube 2.
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(a) (b)Fig. 4.15 � Amplitudes maximales expérimentales et numériques : (a) aube 1, (b) aube 2.
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Fig. 4.16 � Fa
teur d'amortissement équivalent.



Chapitre 4 : Confrontation expérimentale de la modélisation 115Les �gures 4.15 et 4.16 présentent aussi en trait épais les résultats des 
al
uls. Si les tendan
esobservées expérimentalement sont à peu près reproduites, des erreurs demeurent en parti
ulier pourles vitesses extrêmes. Aussi, la pente des 
ourbes numériques devient plus faible ou même négativequand la vitesse de rotation augmente, 
e qui n'est pas le 
as des 
ourbes expérimentales. En seréférant à la �gure 4.16, on 
onstate que le niveau total d'amortissement prédit par la simulationpour 1000 tr/min est surestimé. Ce
i suggère que le 
oe�
ient de frottement de 0.08 est trop faiblepour 
ette vitesse de rotation alors qu'il semble donner des résultats 
onvenables à 3000 tr/min. Parailleurs pour les niveaux d'ex
itation faibles (10V, 20V) et pour les vitesses élevées (4000 tr/min,5000 tr/min), le fa
teur d'amortissement relevé sur les réponses fréquentielles expérimentales estinférieur à 0.075%. Dans le modèle, la valeur du paramètre � est don
 trop élevée pour 
es vitessesde rotation. Ces remarques soulignent les limites d'une modélisation où le 
oe�
ient de frottementet l'amortissement stru
tural sont 
hoisis 
omme indépendants de la vitesse de rotation.4.4.3 Coe�
ient de frottement variableA�n de tenter d'améliorer les résultats pré
édents, des simulations ont été 
onduites ave
 un
oe�
ient de frottement variable en fon
tion de la vitesse de rotation et un fa
teur d'amortissementvisqueux de 0.055% 
onformément à 
e que nous avons présenté au paragraphe 4.4.1. La �gure 4.17montre les amplitudes que l'on a obtenues pour les di�érentes vitesses de rotation. La 
omparaisonave
 la �gure 4.15 révèle que l'allure des 
ourbes numériques a 
hangé signi�
ativement. Ellessont en parti
ulier plus droites, 
e qui 
orrespond mieux à 
e qui est observé expérimentalement.Les amplitudes de déformation 
al
ulées pour l'ex
itation de 80V sont pro
hes des amplitudesexpérimentales, mais pour les niveaux plus faibles elles sont légèrement trop élevées. La �gure 4.18
on�rme que l'amortissement équivalent issu de la simulation est sous-estimé en parti
ulier pourles niveaux 10V et 20V.Les �gures 4.17 et 4.18 
on�rment par ailleurs la pré
ision du modèle d'ex
itation utilisé. Ene�et, pour la vitesse de 5000 tr/min et les niveaux 10V et 20V, le niveau d'amortissement 
al
ulé
orrespond à 
elui relevé sur les réponses fréquentielles expérimentales et les amplitudes numériqueset expérimentales sont pro
hes également.Tous les 
al
uls ont été à nouveau e�e
tués en retenant 3 harmoniques dans la DLFT, et la�gure 4.19 montre les amplitudes maximales obtenues. La 
omparaison ave
 le 
as monoharmoniquerévèle que les amplitudes sont diminuées, mais de façon légère puisque l'é
art maximal relevé estde -10% pour 1000 tr/min et 80V.La �gure 4.20 montre que l'on retrouve un bonne 
orrélation entre les réponses fréquentielles
al
ulées et mesurées. En divisant les amplitudes par le niveau d'ex
itation, de la même manièreque dans la �gure 4.3, on observe que le 
omportement est linéaire à la résonan
e du mode 10(premier pi
 sur la �gure (a)) aussi bien pour l'expérien
e que pour le 
al
ul. L'é
art d'amplitude
onstaté à 
ette résonan
e signi�e don
 que l'amortissement stru
tural que l'on a retenu pour les
al
uls (� = 0:055%) est trop faible pour la vitesse de rotation de 3000 tr/min, alors qu'il semble
onvenir pour 5000 tr/min. Ce
i suggère une possible variation de l'amortissement stru
tural ave
la vitesse de rotation.
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(a) (b)Fig. 4.17 � Amplitudes maximales expérimentales et numériques : (a) aube 1, (b) aube 2. Cal
uls ave

oe�
ient de frottement variable et 1 harmonique.
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Fig. 4.18 � Fa
teur d'amortissement équivalent.
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(a) (b)Fig. 4.19 � Amplitudes maximales expérimentales et numériques : (a) aube 1, (b) aube 2. Cal
uls ave

oe�
ient de frottement variable et 3 harmoniques.
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(
) (d)Fig. 4.20 � Réponses for
ées numériques et expérimentales : (a) amplitude pour l'aube 1, (b) amplitudepour l'aube 2, (
) phase pour l'aube 1, (d) phase pour l'aube 2. 
 = 3000tr=min, 3 harmoniques.
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lusionsLes résultats expérimentaux présentés dans 
e 
hapitre ont été obtenus lors d'essais e�e
tuéssur un disque tournant dans une 
lo
he à vide, 
e qui a permis de minimiser l'amortissementaérodynamique. Les sour
es prin
ipales d'amortissement sont alors le frottement au niveau del'atta
he des aubes et l'amortissement stru
tural. Les réponses fréquentielles obtenues ave
 uneex
itation harmonique re�ètent un 
omportement non-linéaire au voisinage des résonan
es que nousavons essayé de reproduire par la simulation en supposant que 
ette non-linéarité est entièrementimputable au 
onta
t en pied d'aube. Pour 
e faire, nous avons 
onstruit un modèle tridimensionneldu ban
, qui prend en 
ompte le déa

ordage des aubes et reproduit l'ex
itation piezoéle
trique, etlui avons appliqué la méthode DLFT présentée au 
hapitre 2, ave
 les non-linéarités de frottementde Coulomb et de 
onta
t unilatéral. Les fréquen
es de résonan
e du modèle se sont révélées pro
hesde 
elles mesurées. Par ailleurs, les 
al
uls de réponse harmonique ont été menés ave
 deux réglagesdes paramètres d'amortissement. L'amortissement stru
tural a toujours été pris 
onstant, alors quele 
oe�
ient de frottement a en premier lieu été supposé indépendant de la vitesse de rotation puisdans un deuxième temps supposé dé
roissant ave
 l'e�ort normal de 
onta
t (et don
 ave
 la vitessede rotation). Si des résultats 
onvenables ont pu être obtenu pour les deux réglages, l'utilisationd'un 
oe�
ient de frottement dépendant de l'e�ort normal de 
onta
t a permis de mieux reproduirela variation de l'amplitude ave
 la vitesse de rotation.La mesure des pressions de 
onta
t (voir la se
tion 4.3) a montré que leur répartition n'était pasdu tout uniforme sur les portées des aubes. Le problème pour le numéri
ien est de trouver un moyende représenter le 
hamp de pression ave
 un nombre de degrés de liberté non-linéaires raisonnablede manière à pouvoir 
onduire des 
al
uls en dynamique. Dans notre étude, nous savons que lenombre d'éléments de 
onta
t retenus pour e�e
tuer les 
al
uls est insu�sant pour reproduire detelles distributions de pression, 
e qui 
onstitue don
 une sour
e d'erreur dans l'estimation des zonesde glissement et des amplitudes de glissement. Par ailleurs, les petites dissipations énergétiquesqui ont lieu lorsque l'amplitude de vibration est faible ne peuvent pas être reproduites. Ce
i peutexpliquer pourquoi les amplitudes simulées sont plus grandes que 
elles mesurées pour les faiblesniveaux (10V, 20V), 
omme le montre la �gure 4.19. Cependant, il faut noter que les amplitudes devibration des aubes restent probablement faibles par rapport à 
e qui peut être ren
ontré en servi
e.En e�et, dans le 
as d'amplitude maximale (aube 2, 5000 tr/min, 80V), le 
al
ul du maximum dansla pale de la 
ontrainte de Von Mises alternée donne une valeur d'environ 20 MPa, soit seulementun vingtième de la limite d'enduran
e de 
et alliage de titane. Malgré 
ela un 
omportement non-linéaire a été 
lairement perçu au 
ours des expérien
es. On doit s'attendre à 
e que pour lesrésonan
es présentant un risque de fatigue poly
y
lique, l'e�et du frottement en pied d'aube soiten
ore plus marqué.Une hypothèse importante de notre modélisation est que le frottement dans l'atta
he des aubesest seul responsable de la non-linéarité observée expérimentalement. Ainsi, nous n'avons pas pris en
ompte la possible variation de l'amortissement stru
tural ave
 l'amplitude de vibration. De plus,l'augmentation de la vitesse de rotation 
ause un raidissement 
entrifuge 
roissant qui pourraits'a

ompagner d'une baisse de l'amortissement stru
tural. Ce phénomène a en e�et été rapportépar Smith et Wereley dans le 
as de poutres 
omposites [139℄, mais en 
e qui 
on
erne les alliagesde titane, au
une étude expérimentale similaire n'a été trouvée dans la littérature. Pour augmenterla pré
ision de la modélisation, il serait don
 intéressant de 
ara
tériser l'amortissement stru
tural
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 l'amplitude et l'e�ort 
entrifuge. Celan'a pas pu être fait sur le ban
 d'essais faute de dispositif pour éliminer la dissipation d'énergie enpied d'aube.On note en�n qu'il est béné�que de prendre en 
ompte dans la modélisation les raideurs de
onta
t, et en parti
ulier les raideurs tangentielles, qui peuvent avoir un impa
t sur les fréquen
esde résonan
e et sur l'allure de la réponse fréquentielle 
al
ulée. Les introduire dans le modèle, sion avait eu une idée de leur ordre de grandeur, aurait permis de mieux appro
her les résultatsexpérimentaux. Là en
ore, il y a besoin d'essais partiels pour déterminer dans les 
onditions defon
tionnement les paramètres de 
onta
t (
oe�
ient de frottement, raideurs de 
onta
t ...) ainsique leur évolution ave
 la vitesse de rotation.
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Chapitre 5Réponse for
ée d'une roue aubagéea

ordéeDans 
e 
hapitre, nous proposons une méthode de 
al
ul dans le domaine fréquentiel de laréponse for
ée non-linéaire d'une roue aubagée a

ordée. Nous tirons parti des propriétés de l'ex
i-tation et de la symétrie 
y
lique de la stru
ture pour e�e
tuer les simulations sur un seul se
teur.Le début de l'exposé est 
onsa
ré à une présentation du 
al
ul modal et de réponse for
ée dans le 
aslinéaire, 
e qui sert de base pour l'expli
ation de la méthode mise en oeuvre dans le 
as non-linéaire.Un même modèle de disque aubagé est utilisé pour illustrer 
es di�érentes étapes. La non-linéarité
onsidérée est toujours 
elle du 
onta
t frottant en pied d'aube.5.1 Prise en 
ompte de la symétrie 
y
liqueLes disques aubagés font partie des stru
tures dites à symétrie 
y
lique, 
e qui signi�e qu'ellessont 
onstituées par la répétition 
ir
ulaire d'un même motif. La �gure 5.1 montre le maillage d'undisque aubagé (b) généré par la rotation d'un se
teur de base représenté en (a).Il est possible de tirer parti de 
ette propriété de symétrie 
y
lique pour 
al
uler les modeset la réponse for
ée de la stru
ture 
omplète à partir d'un seul se
teur, 
e qui réduit 
onsidéra-blement la taille des problèmes à résoudre et permet d'é
onomiser du temps de 
al
ul. Thomas[144℄, Henry [56℄ et Wildheim [159℄ ont été parmi les premiers à proposer de telles te
hniques de
al
ul pour les stru
tures linéaires. Il s'avère 
ependant que dans la réalité, les disques aubagés nesont pas parfaitement symétriques : des é
arts de géométrie, de masse, de raideur existent entreles di�érents se
teurs. Ce désa

ordage, même faible, peut engendrer des modes et une réponsefor
ée sensiblement di�érents de 
eux prévus dans le 
as parfaitement a

ordé. Des phénomènes delo
alisation peuvent apparaître, 
e qui signi�e que l'énergie vibratoire se 
on
entre davantage dans
ertains se
teurs. Pour reproduire les e�ets du désa

ordage, un 
al
ul sur la stru
ture 
omplèteest né
essaire, 
e qui est très pénalisant pour le temps de 
al
ul, notamment dans le 
as où desnon-linéarités sont prises en 
ompte. Pour 
ette raison, nous nous limitons dans 
e 
hapitre au 
asd'une roue aubagée parfaitement a

ordée. Nous montrons sous quelles hypothèses il est possiblede 
al
uler la réponse for
ée tenant 
ompte des non-linéarités de 
onta
t et de frottement en piedd'aube à partir d'un seul se
teur. 121
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(a) (b)Fig. 5.1 � (a) maillage du se
teur étudié, (b) disque aubagé 
omplet.



Chapitre 5 : Réponse for
ée d'une roue aubagée a

ordée 1235.2 Modes propres d'une stru
ture à symétrie 
y
lique5.2.1 Relations de propagationConsidérons une stru
ture à symétrie 
y
lique formée de N se
teurs identiques. La �gure 5.2montre que pour un se
teur donné, on peut distinguer les degrés de liberté situés sur les frontièresave
 les se
teurs adja
ents (indi
és g et d pour gau
he et droite) et les degrés de libertés internes(indi
és i). Pour une onde non amortie se propageant dans la stru
ture, on note � le déphasage entredeux points homologues de deux se
teurs adja
ents. Ce
i se traduit en termes de dépla
ementspour le se
teur de la �gure 5.2 par Ug = ei�Ud : (5.1)� est positif si l'onde se propage de la gau
he vers la droite et négatif dans le 
as inverse. En notantFg (respe
tivement Fd) les e�orts exer
és par le se
teur adja
ent gau
he (respe
tivement droite)sur le se
teur isolé, on peut aussi é
rire Fg = �ei�Fd : (5.2)Comme la stru
ture se referme sur elle-même, le déphasage � ne peut prendre que des valeursdis
rètes bien pré
ises qui sont données par� � 0 (mod 2�N ) : (5.3)N valeurs sont don
 possibles dans l'intervalle ℄��; �℄, mais dans 
et exposé, nous ne retenons queles valeurs positives 
ar les déphasages � et �� 
orrespondent à des ondes identiques se propageanten sens opposé. Ainsi, il est seulement né
essaire de 
onsidérer les valeurs� = 0; 2�N ; 4�N ; :::; 2�N �N2 � 1� ; � si N est pair,� = 0; 2�N ; 4�N ; :::; 2�N �N�12 � si N est impair.� peut se mettre sous la forme � = 2�kN ; (5.4)où k est une 
onstante positive appelée nombre d'onde ou nombre de diamètres, ou en
ore pulsationspatiale.5.2.2 Problème aux valeurs propresLes équations du mouvement du se
teur dis
rétisé, après partition des matri
es de masse et deraideur suivant les degrés de liberté droite, gau
he et internes, peuvent se mettre sous la forme264 Mdd Mdg MdiMgd Mgg MgiMid Mig Mii 375264 �Ud�Ug�Ui 375+ 264 Kdd Kdg KdiKgd Kgg KgiKid Kig Kii 375264 UdUgUi 375 = 264 FdFg0 375 : (5.5)A l'aide des relations de propagation (5.1) et (5.2), la taille de 
e système peut être diminuée enéliminant les degrés de liberté gau
hes :" Mdd +Mgg + ei�Mdg + e�i�Mgd Mdi + e�i�MgiMid + ei�Mig Mii # " �Ud�Ui #+ " Kdd +Kgg + ei�Kdg + e�i�Kgd Kdi + e�i�KgiKid + ei�Kig Kii # " UdUi # = " 00 # : (5.6)
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Fig. 5.2 � Notations pour un se
teur de base d'un disque.Cette équation peut être réé
rite sous la forme d'un problème aux valeurs propres, dont les matri
esdépendent du nombre de diamètres k :( �Kk � !2 �Mk) �U = 0 : (5.7)La résolution donne pour un nombre de diamètres donné les fréquen
es propres et les déforméespropres exprimées sur le se
teur isolé. Pour obtenir une déformée modale sur la stru
ture 
omplète,il su�t d'appliquer des relations de propagation du type de (5.1). Ainsi, si on suppose que le se
teurmodélisé porte le numéro 1 ( �U1 = �U), alors la déformée du j-ième se
teur est donnée par�Uj = eij� �U1 : (5.8)Dans les 
as où k = 0 (� = 0) et k = N=2 (� = �), les matri
es �Mk et �Kk sont réelles symétriqueset les valeurs propres sont réelles et simples. On parle de modes non dégénérés. Dans les autres
as, �Mk et �Kk sont 
omplexes et hermitiennes et les valeurs propres sont réelles et doubles. Onparle alors de modes dégénérés et il est alors préférable pour des raisons numériques de résoudrele problème aux valeurs propres réel de taille double issu de la séparation entre les parties réelleset les parties imaginaires : " �Krk � �Kik�Kik �Krk #� !2 " �M rk � �M ik�M ik �M rk #!" �Ur�U i # = " 00 # ; (5.9)ave
 �Mk = �M rk + i �M ik ; (5.10)�Kk = �Krk + i �Kik ; (5.11)�U = �Ur + i �U i : (5.12)L'expression de la matri
e de masse intervenant dans (5.9), en fontion de � = 2�kN est donnée par�M rk = " Mdd +Mgg + 
os �(Mdg +Mgd) Mdi + 
os �MgiMid + 
os �Mig Mii # ; (5.13)
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ordée 125�M ik = " sin�(Mdg �Mgd) � sin�Mgisin�Mig 0 # : (5.14)La matri
e de raideur s'é
rit de manière analogue. Dans la suite, nous emploierons systématique-ment un formalisme réel et nous utiliserons les dé�nitions suivantes pour �Mk et �Kk quand k 6= 0et k 6= N=2 : �Mk = " �M rk � �M ik�M ik �M rk # ; �Kk = " �Krk � �Kik�Kik �Krk # : (5.15)Pour résumer, nous dirons qu'il est possible d'a

éder aux modes d'une stru
ture à symétrie
y
lique à partir de la modélisation d'un seul se
teur de base, 
e qui réduit fortement la taille duproblème aux valeurs propres à résoudre.5.2.3 Appli
ation à une roue aubagéeLa méthode présentée 
i-dessus est appliquée à la roue de 47 aubes montrée sur la �gure 5.1. Lesnoeuds situés au niveau de l'alésage (les plus pro
hes de l'axe de rotation) ont été �xés, et au
undépla
ement relatif n'est autorisé à la jon
tion aube-disque. Dans 
es 
onditions, on a 
al
ulé lessix premières fréquen
es propres à 5000 tr/min pour tous les nombres de diamètres. Les résultatssont rassemblés sur la �gure 5.3. L'in�uen
e de la souplesse du disque se manifeste 
lairementpour les faibles nombres de diamètres. En revan
he, pour les grands nombres de diamètres, lesfréquen
es se stabilisent à des valeurs pro
hes de 
elles de l'aube seule �xée à son pied. Ce
i est
on�rmé par le tableau 5.1 dans lequel sont 
omparées les fréquen
es propres issues du 
al
ul ensymétrie 
y
lique pour le plus grand nombre de diamètres ave
 
elles obtenues pour l'aube seule etave
 
elles obtenues pour un se
teur aube-disque dont les frontières sont bloquées. Cette dernière
on�guration o�re une très bonne approximation des fréquen
es propres et peut don
 être utiliséeavantageusement pour reproduire le 
omportement de la roue 
omplète lorsque 
elle-
i vibre selonun mode à fort nombre de diamètres.Mode 23 diamètres Se
teur �xé Aube seule1 4.09 4.09 0.0% 4.12 + 0.7 %2 14.19 14.17 - 0.1% 14.35 + 1.1 %3 15.27 15.26 - 0.1% 15.41 + 0.9 %4 23.00 22.93 - 0.3% 25.15 + 9.3 %5 33.68 33.68 0.0% 33.86 + 0.5 %6 38.21 38.21 0.0% 39.64 + 3.7 %Tab. 5.1 � Comparaison des fréquen
es propres obtenues par symétrie 
y
lique pour un nombre de diamètresélevé et de 
elles obtenues en �xant les frontières du se
teur et pour l'aube seule. 
 = 5000 tours/min.5.3 Réponse for
ée d'une stru
ture à symétrie 
y
lique5.3.1 Méthode généraleDe même que pour le 
al
ul des modes propres, la réponse for
ée d'une stru
ture à symétrie
y
lique peut être 
al
ulée sur un seul se
teur à l'aide d'un formalisme 
omplexe ou d'un formalisme
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Fig. 5.3 � Fréquen
es propres de la roue aubagée pour 
 =5000 tr/min.réel faisant intervenir des matri
es de taille double quand les modes dégénérés sont ex
ités. Nousoptons i
i pour la présentation du formalisme réel.La stru
ture est supposée linéaire dans 
e paragraphe, 
e qui permet d'utiliser le prin
ipede superposition. Dans une première étape, les e�orts appliqués sont dé
omposés à l'aide d'unetransformation de Fourier spatiale selon le nombre de diamètres ex
ité. On passe ainsi des grandeursphysiques Fj, qui sont les for
es appliquées sur 
ha
un des se
teurs à des grandeurs 
y
liques notées�Fk, qui sont des 
oe�
ients de Fourier dis
rets :�F0 = 1N NXj=1Fj�FAk = 2N NXj=1Fj 
os k(j � 1)2�N�FBk = 2N NXj=1Fj sin k(j � 1)2�N�FN=2 = 1N NXj=1(�1)j�1Fj : (5.16)Le dernier 
oe�
ient n'existe que dans le 
as où N est pair.Dans une deuxième étape, on résout sur le se
teur de référen
e les équations linéaires 
orres-
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haque nombre de diamètre k ex
ité :k = 0 �M0 ��U0 + �K0 �U0 = �F0 ;0 < k < N2 " �M rk � �M ik�M ik �M rk # " ��UAk��UBk #+ " �Krk � �Kik�Kik �Krk # " �UAk�UBk # = " �FAk�FBk # ;k = N2 �MN=2 ��UN=2 + �KN=2 �UN=2 = �FN=2 : (5.17)
Les matri
es �Mk et �Kk sont dé�nies dans les équations (5.13) et (5.14) et tiennent 
ompte dudéphasage inter-se
teurs 
orrespondant au nombre de diamètres k.La dernière étape 
onsiste à re
onstituer les dépla
ements physiques sur 
haque se
teur à partirdes dépla
ements obtenus pour 
haque harmonique spatiale :Uj = �U0 + KXk=1 �UAk 
os k(j � 1)2�N + �UBk sin k(j � 1)2�N + (�1)j�1 �UN=2 : (5.18)Dans 
ette expression, le dernier terme n'existe que pour N pair etK = ( N�12 si N est impair,N�22 si N est pair. (5.19)5.3.2 Appli
ation à une roue aubagéeDes
ription de l'ex
itationNous nous intéressons dans 
ette partie au 
as d'une roue aubagée tournant en aval d'unétage �xe de redresseurs. Les pressions aérodynamiques instationnaires s'exerçant sur les aubagespeuvent être représentées sur le se
teur de référen
e par le ve
teur de for
es nodalesF1(t) = NhXp=1F 
p 
os(pn
t)� F sp sin(pn
t) (5.20)ave
 p le numéro de l'harmonique,Nh le nombre d'harmoniques retenues,n le nombre d'obsta
les en amont de la roue aubagée,
 la vitesse de rotation en rad/s.Dans le 
as où l'ex
itation tourne dans le sens de numérotation des se
teurs, les e�orts aérodyna-miques sur le se
teur j s'é
riventFj(t) = NhXp=1F 
p 
os �pn�
t� 2�(j � 1)N ��� F sp sin�pn�
t� 2�(j � 1)N �� (5.21)Modes ex
itésChaque harmonique de l'ex
itation ne peut ex
iter que les modes ayant un nombre de diamètresbien parti
ulier. Pour le montrer, 
onsidérons la p-ième harmonique de l'ex
itation donnée en (5.21)F pj (t) = F 
p 
os �pn�
t� 2�(j � 1)N ��� F sp sin �pn�
t� 2�(j � 1)N �� ; (5.22)
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ordéeet 
al
ulons les 
oe�
ients �F pk (t) à l'aide des relations (5.16). On a pour k 6= 0 et k 6= N=2�F pAk � i �F pBk =2N NXj=1F 
p 
os �pn�
t� 2�(j � 1)N ��� F sp sin �pn�
t� 2�(j � 1)N �� e�i k(j�1)2�N : (5.23)Le développement des sinus et 
osinus en exponentielles 
omplexes donne�F pAk � i �F pBk = F 
pN 24e�ipn
t NXj=1 ei (pn�k)(j�1)2�N + eipn
t NXj=1 e�i (pn+k)(j�1)2�N 35� iF spN 24e�ipn
t NXj=1 ei (pn�k)(j�1)2�N � eipn
t NXj=1 e�i (pn+k)(j�1)2�N 35 : (5.24)Plusieurs 
as peuvent être distingués à 
e stade :Cas 1 : il existe q entier tel que pn+ k = qN .On a alors NXj=1 e�i (pn+k)(j�1)2�N = N : (5.25)pn� k n'est pas multiple de N puisque nous avons supposé dans un premier temps que k 6= 0 etk 6= N=2. Il vient don
 NXj=1 e�i (pn�k)(j�1)2�N = 0 ; (5.26)
ar 
'est la somme des N ra
ines N -ièmes de l'unité. Ainsi�F pAk � i �F pBk = (F 
p + iF sp)eipn
t (5.27)
e qui donne �F pAk = F 
p 
os pn
t� F sp sinpn
t (5.28)�F pBk = �F 
p sin pn
t� F sp 
os pn
t (5.29)Cas 2 : il existe q entier tel que pn� k = qN .Dans 
e 
as, NXj=1 e�i (pn+k)(j�1)2�N = 0 et NXj=1 e�i (pn�k)(j�1)2�N = N ; (5.30)
e qui 
onduit à �F pAk = F 
p 
os pn
t� F sp sinpn
t (5.31)�F pBk = F 
p sinpn
t+ F sp 
os pn
t (5.32)
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ordée 129Autres 
as : Toutes les sommes sont nulles dans (5.24), 
e qui 
onduit à �F pAk = �F pBk = 0.On montre de même que �F p0 est non nul uniquement si il existe un entier q tel que pn = qNet que dans 
e 
as �F p0 = F 
p 
os pn
t� F sp sin pn
t = F p1 : (5.33)En�n, �F pN=2 est non nul uniquement si il existe un entier q tel que pn = N2 + qN et on a alors�F pN=2 = F 
p 
os pn
t� F sp sin pn
t = F p1 : (5.34)En résumé, l'harmonique p n'ex
ite qu'une seule 
lasse de modes, dont le nombre de diamètresk est donné par k = �pn+ qN (5.35)ou k = pn� qN ; (5.36)de manière à respe
ter la 
ontrainte 0 � k � N=2. Ainsi, on peut représenter 
omme montré surla �gure 5.4 l'évolution du nombre de diamètres ex
ité en fon
tion du produit pn. Les expressions
orrespondantes des 
oe�
ients de Fourier sont données dans les équations (5.28), (5.29) et (5.31)à (5.34). Les autres nombres de diamètres ne parti
ipent pas à la solution puisque les 
oe�
ientsde Fourier asso
iés sont nuls.PSfrag repla
ementsk
0

N=2
N=2 N 3N=2 2N pnFig. 5.4 � Nombre de diamètres des modes ex
ités par l'harmonique p d'une ex
itation à n diamètres.Si l'on prend l'exemple d'une roue aubagée de N = 47 aubes tournant en aval de n = 29redresseurs et que l'on s'intéresse à sa réponse à l'harmonique p = 3 de l'ex
itation aérodynamique,la �gure 5.4 donne dire
tement k = 2N � pn = 7 (5.37)puisque 3N=2 � pn � 2N . Les modes à k = 7 diamètres sont don
 
eux intervenant dans lasolution.5.3.3 Cas non-linéaireLe prin
ipe de superposition utilisé pré
édemment n'est plus valable quand la stru
ture estnon-linéaire. Il n'est plus possible de 
al
uler séparément les réponses à 
ha
une des harmoniques
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ordéede l'ex
itation et de les 
ombiner pour trouver la réponse juste. La réponse à l'ensemble desharmoniques doit être 
al
ulée en une seule résolution non-linéaire. La question qui se pose alorsest : 
ette unique résolution peut-elle être 
onduite sur un seul se
teur, ou doit-on mener le 
al
ulsur la stru
ture 
omplète ?Un premier élément de réponse nous est apporté par le travail de Pierre et Shaw [112℄. Ils sesont intéressés au 
as d'une non-linéarité distribuée de façon non symétrique dans une stru
ture parailleurs parfaitement symétrique. Autrement dit, la non-linéarité est la seule sour
e de dissymétrie.Les résultats montrent des phénomènes de lo
alisation semblables à 
eux observés sur les disquesaubagés désa

ordés. Ce type de réponse ne peut pas être reproduit à partir d'un seul se
teur. Sil'on souhaite 
al
uler la réponse d'une stru
ture à symétrie 
y
lique présentant des non-linéarités,il semble don
 né
essaire que les paramètres intervenant dans 
es non-linéarités soient les mêmespour tous les se
teurs.Pour que la réponse obtenue sur un seul se
teur puisse être étendue à l'ensemble de la stru
ture,il faut pouvoir é
rire une relation de propagation telle queUj(t) = U1(t+ (j � 1)Æt) ; (5.38)où Uj est la réponse en dépla
ement du j-ième se
teur et Æt représente le déphasage temporelentre deux se
teurs adja
ents. Nous avons fait l'hypothèse que le se
teur numéro 1 était 
hoisipour e�e
tuer les 
al
uls et servait ainsi de référen
e. Poudou et Pierre [113℄ ont supposé que larelation (5.38) était véri�ée, 
e qui leur a permis de 
al
uler la réponse for
ée d'un disque aubagéamorti par des frotteurs inter-aubes, à partir d'un seul se
teur.Petrov [109℄ s'est pen
hé sur le 
as des stru
tures à symétrie 
y
lique présentant des non-linéarités aux propriétés elles aussi symétriques. Il a de plus supposé que les for
es d'ex
itationvéri�aient une relation de propagation :Fj(t) = F1(t+ (j � 1)Æt) : (5.39)D'après l'auteur, 
ette dernière hypothèse permet d'assurer que (5.38) est véri�ée et rend ainsi le
al
ul de la réponse à partir d'un seul se
teur possible. Dans le même arti
le, 
ette méthode estvalidée pour plusieurs types de non-linéarités en montrant que le 
al
ul à partir d'un seul se
teurdonne le même résultat que le 
al
ul ave
 le modèle 
omplet.Les résultats obtenus par Petrov sont importants pour notre étude. En e�et, si on supposeque la modélisation et les paramètres représentant le 
onta
t en pied d'aube sont les mêmes pourtous les se
teurs (même 
oe�
ient de frottement, même nombre d'éléments de 
onta
t, ...), alors la
ondition de 
y
li
ité de la non-linéarité est remplie. De plus, les for
es d'ex
itation aérodynamiquestypiques des disques aubagés présentées dans le paragraphe 5.3.2 véri�ent la relation (5.39). Il estdon
 possible sous 
es deux hypothèses de 
al
uler la réponse for
ée d'une roue aubagée tenant
ompte du frottement en pied d'aube à partir d'une analyse sur un seul se
teur de référen
e.5.4 Méthode proposéeCette partie montre les adaptations qu'il est né
essaire d'e�e
tuer dans la DLFT pour prendreen 
ompte la symétrie 
y
lique. On se pla
e dans l'hypothèse où les dépla
ements et les for
esd'ex
itation véri�ent les relations de propagation (5.38) et (5.39).
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e paragraphe s'appuie sur les travaux de Poudou et Pierre [113℄et de 
eux de Petrov [109℄. Poudou et Pierre ont utilisé un formalisme 
omplexe pour prendre en
ompte la symétrie 
y
lique. Petrov a lui présenté dans son arti
le les deux formulations, 
omplexeet réelle. Nous avons 
hoisi d'utiliser le formalisme réel.Equations du se
teur de référen
e dans le domaine fréquentielReprenons les équations du mouvement (5.5) du se
teur de référen
e et ajoutons les 
ontribu-tions de l'amortissement matériau (représenté par la matri
e C), des e�orts non-linéaires Fnl etdes for
es d'ex
itation Fex : M �U + C _U +KU + Fnl = F + Fex : (5.40)Le dépla
ement étant supposé périodique, il peut être représenté par la série de Fourier tronquéeU(t) = U0 + NhXp=1U
p 
os(p!t) +Usp sin(p!t) : (5.41)p ne désigne plus i
i les harmoniques de l'ex
itation, mais les harmoniques retenues pour la ré-solution. Toutefois, dans les 
as 
lassiques, l'harmonique p = 1 
orrespond au fondamental del'ex
itation. Pour la simpli
ité de l'exposé, on a supposé que l'on retenait les Nh premières harmo-niques dans l'ordre, mais la méthode reste valable si 
ertaines harmoniques ne sont pas retenues.Le ve
teur multiharmonique du dépla
ement s'é
rit
~U = 26666666664

U0U
1Us1...U
NhUsNh
37777777775 : (5.42)

Ave
 des dé�nitions analogues pour les ve
teurs multiharmoniques ~Fnl, ~F et ~Fex, l'équation (5.40)s'é
rit dans le domaine fréquentiel sous la forme :� ~U + ~Fnl = ~F + ~Fex ; (5.43)où la matri
e de raideur dynamique � est diagonale par blo
s :� = diag[�0;�1; :::;�Nh ℄ ; (5.44)ave
 �0 = K et �p = " K � (p!)2M p!C�p!C K � (p!)2M # : (5.45)
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PSfrag repla
ements 1 2N

Fig. 5.5 � Numérotation des se
teurs.Prise en 
ompte de la symétrie 
y
lique dans le domaine fréquentielA�n de prendre en 
ompte la 
ondition limite de symétrie 
y
lique s'exerçant sur les frontièresdu se
teur 
hoisi pour référen
e, les degrés de liberté de droite (indi
e d), de gau
he (indi
e g) etinternes (indi
e i) sont distingués : U = 264 UdUgUi 375 : (5.46)La même partition est réalisée sur les 
oe�
ients de Fourier :U
p = 264 U
pdU
pgU
pi 375 ; Usp = 264 UspdUspgUspi 375 : (5.47)En supposant que les se
teurs sont numérotés 
omme sur la �gure 5.5 ave
 le se
teur 1 
hoisi
omme référen
e (U = U1), l'é
riture de la relation (5.38) donneU2g(t) = U1g(t+ Æt) : (5.48)Comme U2g = U1d = Ud, 
ette équation se transforme enUd(t) = Ug(t+ Æt) ; (5.49)puis en Ud(t) = U0g + NhXp=1U
pg 
os p!(t+ Æt) +Uspg sin p!(t+ Æt) (5.50)à l'aide de (5.41). Au �nal, on obtientUd(t) = U0g + NhXp=1 �U
pg 
os p!Æt+Uspg sinp!Æt� 
os p!t+ ��U
pg sinp!Æt+Uspg 
os p!Æt� sin p!t : (5.51)Les 
oe�
ients de Fourier de la frontière gau
he et de la frontière droite sont don
 liés parU0d = U0g et " U
pdUspd # = " 
os p!Æt I sin p!Æt I� sin p!Æt I 
os p!Æt I # " U
pgUspg # ; (5.52)
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e identité. En utilisant plut�t la relation inverse" U
pgUspg # = " 
os p!Æt I � sin p!Æt Isin p!Æt I 
os p!Æt I # " U
pdUspd # ; (5.53)de manière à éliminer 
omme en 5.2.2 les degrés de liberté gau
he, il vient264 U0dU0gU0i 375 = 264 I 0I 00 I 375| {z }T0 " U0dU0i # et 26666666664
U
pdU
pgU
piUspdUspgUspi

37777777775 = 26666666664
I 0 0 0
os p!Æt I 0 � sin p!Æt I 00 I 0 00 0 I 0sinp!Æt I 0 
os p!Æt I 00 0 0 I

37777777775| {z }Tp
266664 U
pdU
piUspdUspi 377775 :

(5.54)En assemblant les équations de 
e type pour toutes les harmoniques, on obtient �nalement~U = T ~U� ; (5.55)où ~U est le ve
teur multiharmonique 
omplet et ~U� est un ve
teur multiharmonique ne 
omprenantque les 
oe�
ients de Fourier relatifs aux degrés de liberté de la frontière droite et au degrés deliberté internes. T est une matri
e re
tangulaire formée de l'assemblage des matri
es Tp :T = 2666664 T0 0 � � � 00 T1 . . . ...... . . . . . . 00 � � � 0 TNh
3777775 : (5.56)En prémultipliant par T T l'équation (5.43), il vient�� ~U� + ~F �nl = ~F �ex ; (5.57)où �� = T T�T , ~F �nl = T T ~Fnl et ~F �ex = T T ~Fex. De la même façon que en 5.2.2, les e�orts exer
éspar les se
teurs adja
ents sur le se
teur de référen
e disparaissent des équations du mouvement :T T ~F = 0. Le système non-linéaire à résoudre (5.57) représente le 
omportement de la stru
ture
omplète ave
 N fois moins de degrés de liberté.La matri
e de raideur dynamique �� a une stru
ture diagonale par blo
s :�� = diag[��0;��1; :::;��Nh ℄ : (5.58)On véri�e que 
haque blo
 peut se mettre sous la forme��p = �Kk(p) � (p!)2 �Mk(p) + p! �C 0k(p) ; (5.59)où k(p) désigne le nombre de diamètres 
orrespondant à l'harmonique p. �Mk(p) et �Kk(p) sont lesmatri
es de masse et de raideur dé�nies dans les équations (5.13) à (5.15) et�C 0k(p) = " �Cik(p) �Crk(p)� �Crk(p) �Cik(p) # : (5.60)
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ordée5.4.2 Appli
ation à une roue aubagéeReprenons l'exemple du disque aubagé de 47 aubes présenté sur la �gure 5.1, en 
onsidérantles for
es non-linéaires de 
onta
t à l'interfa
e aube-disque. On suppose que les for
es extérieuressont dé
rites par (5.20) et (5.21). Elles véri�ent don
 la relation (5.39) ave
Æt = 2�N
 ; (5.61)
e qui nous permet de mettre en oeuvre la méthode présentée 
i-dessus.Nous utilisons une appro
he semblable à 
elle déjà employée dans le 
hapitre 3 : l'aube etle se
teur de disque sont 
onsidérés 
omme deux sous-stru
tures sur lesquelles on applique une
ondensation de Craig et Bampton de manière à manipuler des matri
es de masse et de raideur detaille limitée. Seulement, la prise en 
ompte de la 
ondition limite de symétrie 
y
lique sur le se
teurde disque impose un traitement parti
ulier. Le 
ode Sam
ef propose deux types de superélémentsdédiés à la symétrie 
y
lique et qui sont représentés sur la �gure 5.6. Dans le premier 
as (typeI), les noeuds de frontière inter-se
teurs sont retenus dans la base réduite, 
e qui permet d'utiliserle superélément pour tous les nombres de diamètres. Le se
ond superélément, au 
ontraire, n'estvalable que pour un nombre de diamètres donné. Le déphasage inter-se
teur étant �xé, les degrésde liberté de l'une des frontières peuvent être éliminés, puis la 
ondensation de Craig et Bamptonpermet de ne garder que les degrés de liberté utiles pour la prise en 
ompte des non-linéarités.

PSfrag repla
ements type I type IIFig. 5.6 � Superéléments dédiés à la symétrie 
y
lique proposés par Sam
ef. Æ : noeuds retenus dans labase réduite.Pour 
ette étude, le se
ond type de superélément a été 
hoisi pour modéliser le se
teur dedisque et la méthode suivante a été utilisée : pour 
haque harmonique p retenue pour la résolution,le nombre de diamètres k à 
onsidérer est déterminé à l'aide de la �gure 5.4, puis les matri
esréduites �Mk et �Kk de la sous-stru
ture sont ré
upérées. Une fois que 
ette opération a été répétéepour toutes les harmoniques, on dispose des matri
es né
essaires pour former la matri
e de raideurdynamique du se
teur de disque, ��, qui est dé�nie en (5.58) et (5.59). La matri
e de raideur
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ordée 135dynamique de l'aube est obtenue de la même manière que dans le paragraphe 3.2.2. La résolutiondu problème de 
onta
t frottant est ensuite réalisée dans le domaine fréquentiel ave
 la DLFT.Des exemples de résultats sont présentés sur les �gures 5.7 et 5.8. Ils ont été obtenus pour unevitesse de rotation de 5000 tr/min et une ex
itation monoharmonique appliquée en tête de l'aubedu se
teur de référen
e, 
omme montré sur la �gure 3.6. Il est bien entendu que 
ela 
orrespondà une ex
itation sur la roue 
omplète appliquée sur 
ha
une des aubes et de manière déphasée,pour respe
ter (5.39). Les paramètres (
oe�
ient de frottement, amortissement visqueux, niveaud'ex
itation ...) ont été 
hoisis 
omme en 3.3. Trois harmoniques ont été retenues pour la résolutiondu problème non-linéaire : ordre 0, ordre 1 (
orrespondant à l'ex
itation et qui prédomine dans lasolution) et ordre 3. On a supposé tour à tour que l'ex
itation 
omprenait 0, 2, 5 et 15 diamètres.Le tableau 5.2 montre pour 
ha
un de 
es 4 
as les nombres de diamètres à 
onsidérer pour lesharmoniques 0, 1 et 3. Par exemple, pour une ex
itation à 15 diamètres, les matri
es ( �M0, �K0),( �M15, �K15) et ( �M2, �K2) sont utilisées.Les résonan
es présentées dans les �gures 5.7 et 5.8 
orrespondent aux modes 4 et 5 pour lesnombres de diamètres 0, 2, 5 et 15. Il est intéressant de 
onstater que dans le 
as à 15 diamètres(d), les réponses sont pro
hes en niveau et en allure de 
elles obtenues lorsque les frontières duse
teur sont �xées (voir les �gures 3.10 (d) et (e)). Ce
i était prévisible puisque dans les modesà grand nombre de diamètres les dépla
ements sont 
on
entrés au niveau des aubes et faibles auniveau du disque.
nombre de diamètres harmonique p nombre de diamètres kde l'ex
itation0 0 01 03 02 0 01 23 65 0 01 53 1515 0 01 153 2Tab. 5.2 � Nombres de diamètres à 
onsidérer pour 
ha
une des harmoniques.
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(
) (d)Fig. 5.7 � Réponses fréquentielles pour : (a) 4e mode à 0 diamètres, (b) 4e mode à 2 diamètres, (
) 4emode à 5 diamètres, (d) 4e mode à 15 diamètres.
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(
) (d)Fig. 5.8 � Réponses fréquentielles pour : (a) 5e mode à 0 diamètres, (b) 5e mode à 2 diamètres, (
) 5emode à 5 diamètres, (d) 5e mode à 15 diamètres.
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ordéeCon
lusionsNous avons montré dans 
e 
hapitre 
omment 
al
uler la réponse for
ée non-linéaire d'uneroue aubagée a

ordée à partir du modèle d'un seul se
teur. La taille du problème non-linéaire àrésoudre est ainsi divisée par le nombre N de se
teurs du disque, 
e qui amène une rédu
tion trèsimportante du temps de 
al
ul. Ce
i a été rendu possible grâ
e à la stru
ture d'onde tournante del'ex
itation.Du fait de la non-linéarité du problème, les modes dont le diamètre 
orrespond à 
elui del'ex
itation ne sont pas les seuls à intervenir dans la réponse. Ainsi, lorsque le problème est formulédans le domaine fréquentiel, il est né
essaire pour 
haque harmonique de faire intervenir les matri
esde masse et de raideur 
orrespondant à un déphasage inter-se
teurs spé
i�que. Pour les générer,nous avons utilisé un 
ode éléments �nis qui nous a permis d'imposer la 
ondition limite de symétrie
y
lique, de modéliser les e�ets liés à la rotation et de 
ondenser le modèle du se
teur sur les degrésde liberté né
essaires à la prise en 
ompte de la non-linéarité.



Chapitre 6E�et du frottement statique sur ladynamique des systèmes frottantsDe nombreuses études expérimentales mettent en éviden
e que le 
oe�
ient de frottement dé-pend de la vitesse de glissement. Il est en parti
ulier 
ourant que pour les faibles vitesses, le 
oef-�
ient de frottement dynamique dé
roisse rapidement depuis la valeur du 
oe�
ient de frottementstatique. Nous avons ainsi essayé d'intégrer 
e phénomène dans notre modélisation du 
onta
t enpied d'aube, mais l'utilisation d'un 
oe�
ient de frottement statique supérieur au 
oe�
ient defrottement dynamique 
onduit à des problèmes de 
onvergen
e dans les 
al
uls fréquentiels. Nousmettons en e�et en éviden
e dans 
e 
hapitre que pour 
ertaines lois de frottement, la réponse n'estplus for
ément de même période que l'ex
itation et peut parfois n'être plus périodique du tout. Pourmontrer 
ela, nous nous basons sur des petits modèles frottants à un ou deux degrés de libertésdont la réponse à une ex
itation harmonique est 
al
ulée par intégration temporelle. Les solutionsobtenues par 
al
ul fréquentiel, quand elles sont 
onvergées, di�èrent parfois de 
elles issues del'intégration temporelle. Leur stabilité peut être évaluée dire
tement dans le domaine fréquentiel àl'aide de la méthode proposée en �n de 
hapitre.6.1 Revue de résultats expérimentauxLe 
omportement des systèmes mé
aniques soumis à des frottements est très 
omplexe à prévoirtant sont nombreux les paramètres entrant en jeu. La nature des surfa
es en 
onta
t est bien sûrde première importan
e. Les e�orts de frottement sont très dépendants des matériaux en 
onta
t,de la nature des 
ou
hes super�
ielles et de la rugosité. La présen
e d'un "troisième 
orps", que 
esoit un lubri�ant ou des parti
ules d'usure joue également un r�le fondamental. Dans [63℄, Ibrahima synthétisé de nombreux résultats expérimentaux et il ressort que le 
oe�
ient de frottementdépend aussi de la température et de l'e�ort normal. En outre, le 
oe�
ient de frottement statiquesemble augmenter ave
 la durée d'adhésion et l'humidité ([39℄ [45℄) et le 
oe�
ient de frottementdynamique varie en fon
tion de la vitesse de glissement. C'est 
e dernier point qui retient plusparti
ulièrement notre attention i
i.Les arti
les de revue de Oden et Martins [102℄, de Ibrahim [63℄ ou en
ore de Berger [12℄présentent une synthèse de nombreux résultats expérimentaux mettant en avant entre autres ladépendan
e de la for
e de frottement vis à vis du mouvement relatif. Les expérien
es menées
on
ernent généralement des 
onta
ts métal-métal. Dans le 
as du frottement se
, la 
harge est139
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onta
t se fait au niveau des 
ou
hes super�
ielles (
ontaminants,molé
ules adsorbées, oxydes), 
'est pourquoi on parle aussi de lubri�
ation limite. La for
e de
onta
t dé
roît en fon
tion de la vitesse relative dans la plupart des 
as. Par 
ontre, pour un
onta
t lubri�é, la pente devient positive quand la vitesse relative devient su�sante pour 
réerun �lm de lubri�ant. Le 
oe�
ient de frottement est alors donné par la vis
osité du lubri�ant.On peut distinguer trois phases, 
omme le montre la �gure 6.1 : le régime de lubri�
ation limitepré
édemment évoqué, le regime mixte dans lequel il reste des 
onta
ts solides intermittents eten�n le regime de lubri�
ation 
omplète où la 
harge est entièrement portée par le �uide. Dansle 
as lubri�é, la di�éren
e peut être très importante entre la valeur maximale du 
oe�
ient defrottement (
oe�
ient de frottement statique) et la valeur minimale.
PSfrag repla
ements 
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ient
oe�
ientde frottementstatique régimerégimerégimelimite mixte hydrodynamique

Vitesse relativeFig. 6.1 � Courbe de Stribe
k montrant les di�érents régimes de lubri�
ation.Pour le frottement se
 qui nous intéresse i
i, la pente de la 
ourbe frottement-vitesse est géné-ralement négative. Pour expliquer 
e phénomène, Tolstoi [146℄ a mené une expérien
e intéressante.En amortissant fortement les vibrations dans la dire
tion normale au 
onta
t, il a observé que
ette dé
roissan
e n'existait plus et que la for
e de frottement prenait une valeur plus élevée.Ce pro
édé permet en outre de supprimer les vibrations de sti
k-slip. Un amortissement dansla dire
tion tangentielle supprime également le sti
k-slip, mais la 
ourbe fri
tion-vitesse demeuredé
roissante. Par ailleurs, l'ajout d'une vibration dans la dire
tion normale à l'aide d'ex
itateurspiezoéle
triques 
onduit à une baisse de la for
e de fri
tion. Cette baisse est d'autant plus forte quela fréquen
e s'appro
he de la fréquen
e propre du 
onta
t. Le mé
anisme permettant d'expliquer ladé
roissan
e de la 
ourbe fri
tion-vitesse semble don
 être le suivant : lorsque la vitesse augmente,l'amplitude des vibrations dans la dire
tion normale augmente, 
e qui provoque une diminution dela profondeur moyenne de pénétration et don
 la baisse de la for
e de frottement.Ibrahim et al. [65℄ ont mesuré les for
es de 
onta
t et les vitesses relatives d'un système dyna-mique soumis à une ex
itation sinusoïdale. Pour 
e 
onta
t a
ier-a
ier, ils ont trouvé que l'e�ortde fri
tion était la somme d'une 
omposante périodique de même période que l'ex
itation et d'une�u
tuation aléatoire. Ainsi, pour la même valeur de vitesse relative, plusieurs valeurs du 
oe�
ientde frottement sont possibles 
omme le montre la �gure 6.2 (a). Il est à noter que dans 
es essais,
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ourtes. C'est pratiquement un régime de glissement permanent. Ainsi,il n'est pas possible de véri�er une éventuelle augmentation du 
oe�
ient de frottement statiqueave
 la durée d'adhésion. Par 
ontre, les résultats montrent une dé
roissan
e très nette de la for
ede frottement au début de 
haque phase de glissement (�gure 6.2 (b)).

Fig. 6.2 � Courbes 
oe�
ient de frottement-vitesse relative : (a) 
ourbe expérimentale, (b) 
oe�
ient defrottement moyen. (D'après [65℄.)Les expérien
es rapportées dans les référen
es [5℄ [63℄ [101℄ [102℄ [141℄ [149℄ montrent que la for
ede frottement enregistrée pendant la phase où l'a

élération relative est positive est di�érente de
elle enregistrée pendant la dé
élération. Les 
ourbes fri
tion-vitesse enregistrées présentent ainsisouvent des bou
les 
omme 
'est le 
as sur la �gure 6.3. Dans la majorité des 
as, la bran
hed'a

élération 
orrespond à une for
e de frottement plus élevée [102℄ [149℄. La 
ourbe forme alorsune bou
le par
ourue dans le sens des aiguilles d'une montre. Pourtant, 
ertains auteurs, dontOan
ea et Laursen [101℄ on trouvé des 
as 
ontraires. Une expli
ation de 
e phénomène a étéproposée par Van De Velde et De Baets [149℄. Ils se sont intéressés à la relation fri
tion-vitessependant un 
y
le de sti
k-slip et ils ont montré qu'il était important de prendre en 
ompte lesvariations de vitesse des deux stru
tures en 
onta
t. Négliger la souplesse de la stru
ture la plusrigide peut 
onduire à des 
ourbes présentant des bou
les par
ourues dans le sens trigonométrique.Les nombreuses expérien
es rapportées dans la littérature permettent de tirer les 
on
lusionssuivantes pour les 
onta
ts ave
 frottement se
 :� Le maximum de la 
ourbe 
oe�
ient de frottement - vitesse de glissement est atteint pourdes vitesses très faibles. On parle de 
oe�
ient de frottement statique pour désigner 
emaximum.� Lorsque la vitesse de glissement augmente, le 
oe�
ient de frottement 
ommen
e générale-ment par baisser rapidement, puis il se stabilise et peut en�n augmenter pour des vitessesélevées.� Le 
oe�
ient de frottement dynamique n'est pas une fon
tion dire
te de la vitesse de glis-sement puisque les bran
hes obtenues en a

élération et en dé
élération sont en généraldistin
tes.
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Fig. 6.3 � Famille de 
ourbes for
e de frottement-vitesse relative. (D'après [141℄.)Cependant, de nombreux auteurs insistent sur l'extrême pré
aution né
essaire à la 
onduite desmesures tant sont nombreux les paramètres sus
eptibles de venir perturber les résultats. La dis-persion des résultats est de toute façon souvent importante [5℄ [65℄.6.2 Revue de quelques lois de frottementLa loi la plus simple et la plus 
ouramment utilisée en mé
anique du 
onta
t est la loi deCoulomb ave
 un 
oe�
ient de frottement statique égal au 
oe�
ient de frottement dynamique(�gure 6.4 (a)). La for
e de frottement est alors proportionnelle à la fon
tion signe. La dis
ontinuitéen 0 peut être levée a�n de fa
iliter les 
aluls numériques en utilisant des fon
tions appro
hant lafon
tion signe 
omme par exemple erf, tangente hyperbolique, ou ar
 tangente [92℄. Seulement, unetelle loi de frottement ne permet pas de reproduire le mouvement de sti
k-slip tel qu'il est rapportédans de nombreuses expérien
es. Le sti
k-slip est une os
illation auto-entretenue présentant unesu

ession de 
yles de glissement-adhésion. Il est la sour
e par exemple du son des instruments à
ordes frottées, mais il peut aussi apparaître dans les systèmes de freinage entre autres. Le modèlele plus largement utilisé pour l'étude du sti
k-slip est montré par la �gure 6.5. L'équation dusystème est m�x+ 
 _x+ kx+ F
 = 0 ; (6.1)où F
 est la for
e de frottement. La vitesse du dispositif d'entraînement est dans la plupart desétudes 
hoisie 
onstante. On la note i
i V0. La vitesse relative entre les deux 
orps est donnée parVr = _x� V0. La 
harge normale 
onstante est notée N et le 
oe�
ient de frottement �. Pendantla phase de glissement, la for
e de frottement est donnée parF
 = signe(Vr)N�(Vr; _Vr; :::) : (6.2)Il est né
essaire d'enri
hir la loi de frottement pour reproduire pré
isément des phénomènes tels quele sti
k-slip. Gao et al. [46℄ rappellent que la dynamique du système est notoirement in�uen
ée parle fait que le 
oe�
ient de frottement dynamique est dépendant de la vitesse de glissement et parle fait que le 
oe�
ient de frottement statique augmente ave
 le temps d'adhésion. Toutes les loisdonnées dans les �gures 6.4(b), 6.6 et 6.7 sont sus
eptibles pour 
ertains réglages des paramètresde la loi de frottement et des paramètres du système masse-ressort-amortisseur de produire desos
illations de sti
k-slip. Dans le 
as où le 
oe�
ient de frottement dynamique est 
onstant (�gure



Chapitre 6 : E�et du frottement statique sur la dynamique des systèmes frottants 1436.4), le point d'équilibre où la masse est immobile est stable. La for
e de frottement est alors égale àla for
e du ressort. Ce point d'équilibre peut être rendu instable si la 
ara
térisique fri
tion-vitesseprésente une pente négative, 
'est à dire �F
�Vr < 0 : (6.3)Le système pompe l'énergie apportée par le mé
anisme d'entraînement. L'instabilité est bornéepar la non-linéarité elle-même et un 
y
le limite de sti
k-slip s'établit.
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��s�1 jVrj(a) (b)Fig. 6.4 � La loi de Coulomb : 
oe�
ient de frottement en fon
tion de la vitesse de glissement.
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ements k


 mNV0Fig. 6.5 � Os
illateur à un degré de liberté entraîné par la base.Ainsi, le 
hoix de la relation for
e de frottement - vitesse relative est 
apital pour l'étudedu sti
k-slip. Hinri
hs et al. [60℄ ont entre autres utilisé la loi de frottement telle que formuléepar Coulomb, présentant un 
oe�
ient de frottement statique plus grand que le 
oe�
ient defrottement dynamique �gure 6.4(b). Il est aussi 
ourant ([102℄, [150℄, [46℄) d'utiliser une relationa�ne entre la vitesse et la for
e de frottement (�gures 6.6 (a) et (b)) ou a�ne par mor
eaux (�gure6.6(
)) 
omme l'ont fait Berger et al. [13℄. La dé
roissan
e de la for
e de frottement est souventmodélisée par une exponentielle ([2℄, �gure 6.7(a)) :�(Vr) = �1 + (�s � �1)e��jVrj : (6.4)�s désigne le 
oe�
ient de frottement statique et �1 la limite du 
oe�
ient de frottement quand lavitesse de glissement tend vers l'in�ni. On trouve aussi dans la littérature des relations permettant
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PSfrag repla
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)Fig. 6.6 � Coe�
ient de frottement en fon
tion de la vitesse de glissement.
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1�(a) (b) (
)Fig. 6.7 � Coe�
ient de frottement en fon
tion de la vitesse de glissement.de rendre 
ompte de l'augmentation de la for
e de frottement pour les hautes vitesses (�gure6.7(
)). Cela se traduit par l'ajout d'un terme quadratique dans [44℄, [60℄, [158℄ :�(Vr) = 1� �1 + 
jVrj + �+ �V 2r ; (6.5)ou 
ubique dans [64℄, [82℄ : �(Vr) = �s(1� �jVrj+ �jVrj3) : (6.6)On peut également noter les lois où la for
e de frottement s'exprime 
omme une fon
tion 
ontinueet dérivable de la vitesse et dont la �gure 6.7(b) montre un exemple. Bengisu et Akay [9℄ se sontservis de l'expression �(Vr) = (1� e��jVrj) h�1 + (�s � �1)e��jVrji ; (6.7)tandis que Feeny et Moon [36℄ ont proposé�(Vr) = ��1 + �s � �1
osh(�jVrj)� tanh(�jVrj) : (6.8)Cette régularité en Vr = 0 peut permettre un traitement numérique plus aisé et trouve en outreune justi�
ation expérimentale. En e�et elle permet de simuler le dépla
ement relatif, préliminaireau glissement proprement dit, dû aux déformations élastoplastiques de l'interfa
e.Le 
oe�
ient de frottement statique dépend du temps d'adhésion. A partir de la valeur du
oe�
ient dynamique à vitesse nulle, il augmente très rapidement au début et tend vers une



Chapitre 6 : E�et du frottement statique sur la dynamique des systèmes frottants 145asymptote pour les longues périodes d'adhéren
e [45℄. Leine et al. [79℄ ont utilisé la loi exponentiellesuivante pour modéliser 
e phénomène :�s(tsti
k) = �d(Vr = 0)�1 + (� � 1)�1� e��tsti
k�� ; (6.9)où tsti
k désigne la durée d'adhésion, �d(Vr = 0) désigne la valeur limite du 
oe�
ient de frottementdynamique quand la vitesse de glissement tend vers 0 et � est le rapport entre la valeur del'asymptote et la valeur initiale (tsti
k = 0).On a vu dans la se
tion pré
édente que la for
e de frottement n'était pas une simple fon
tionde la vitesse de glissement instantanée, ave
 pour preuve que les mesures e�e
tuées pendant les
y
les de sti
k-slip 
onduisent à des bran
hes d'a

élération et de dé
élération distin
tes dansle diagramme for
e-vitesse. Ce
i semble être un phénomène dynamique transitoire puisque lesexpérien
es rapportées dans [100℄ montrent que quand la vitesse de glissement est stabilisée, alorsla for
e de frottement prend toujours la même valeur. Ce
i suggère d'utiliser une loi for
e defrottement - vitesse présentant la même "
olonne vertébrale" que les lois pré
édentes. Cette 
ourbede référen
e représente la valeur de la for
e de frottement quand la vitesse est stabilisée. Lesperturbations de la vitesse de glissement amènent la for
e de frottement à s'é
arter de la 
ourbede référen
e. Si la vitesse se stabilise, la for
e de frottement rejoint progressivement la valeur deréféren
e. Pour reproduire de tels résultats, Ri
e et Ruina [122℄ ont ajouté une dépendan
e enversde nouvelles variables �i appelées variables d'état :�(Vr;�); � = [�1; �2; :::℄t : (6.10)L'évolution de 
es variables d'état est gérée par des équations du type_�i = gi(Vr;�) : (6.11)Ce type de modèle de frottement qui introduit don
 un "e�et mémoire" a été utilisé par exemplepar Feeny et Moon [36℄ et par Oan
ea et Laursen [100℄ [101℄.En�n, pour reproduire la dispersion relevée dans les mesures, 
ertains auteurs ont utilisé desmodèles sto
hastiques de frottement [60℄, [65℄. Le plus simple donne le 
oe�
ient de frottement
omme la somme d'une 
omposante déterministe et d'une 
omposante aléatoire suivant générale-ment une loi normale : �(Vr) = �d(Vr) + �a(Vr) : (6.12)Haessig et Friedland [54℄ ont introduit un modèle plus sophistiqué où le 
onta
t se fait par l'in-termédiaire de "poils" souples aléatoirement répartis sur 
ha
une des surfa
es. Cette idée a étéreprise dans [60℄.6.3 Modèle à un degré de libertéOn a vu que dans le 
adre de l'étude des os
illations auto-entretenues, les modèles de frottementutilisés visent généralement à tirer parti au mieux des mesures expérimentales. Ce
i est 
apitalpuisque les phénomènes à simuler, notamment l'instabilité de sti
k-slip, sont largement in�uen
éspar la loi 
hoisie. En revan
he pour l'étude de la réponse for
ée des systèmes ave
 frottement,la loi de Coulomb ave
 un 
oe�
ient de frottement 
onstant est quasi systématiquement 
hoisie.



146 Chapitre 6 : E�et du frottement statique sur la dynamique des systèmes frottantsD'autres lois sont parfois utilisées, mais seulement dans de très petits modèles 
omme le systèmeà un degré de liberté étudié dans 
ette se
tion ou le système à "un degré de liberté et demi" quiest l'objet de la se
tion suivante.On s'intéresse i
i à la réponse for
ée du modèle frottant le plus simple. Il est s
hématisé sur la�gure 6.8. L'équation du mouvement est donnée parm�x+ 
 _x+ kx = Fe + F
 ; (6.13)où F
 désigne la for
e de 
onta
t tangentielle. Seulement la première harmonique de la for
eextérieure Fe est retenue : Fe = F0 
os(wt) : (6.14)En 1930, Den Hartog [30℄ a établi la solution analytique du problème en prenant un 
oe�
ientde frottement 
onstant et en se fo
alisant sur la solution présentant deux arrêts par 
y
le. Shaw[131℄ a présenté une extension de 
es travaux en utilisant un 
oe�
ient de frottement statiqueplus grand que le 
oe�
ient de frottement dynamique (voir la �gure 6.4(b)). En outre, il a menéune étude de la stabilité des régimes permanents périodiques trouvés en traitant notamment le
as où l'amortissement visqueux est négatif, 
e qui peut reproduire par exemple un 
ouplageaeroélastique. Natsavias [99℄ a étudié la stabilité d'un sytème à un degré de liberté linéaire parmor
eaux où l'amortissement visqueux, la raideur, et l'amortissement 
onstant (frottement) sontsus
eptibles de 
hanger ave
 le signe de la vitesse. Dans [101℄, Oan
ea et Laursen ont utilisé uneloi de frottement ave
 variable d'état pour appro
her les résultats expérimentaux.PSfrag repla
ements k

 mN Fe

Fig. 6.8 � Os
illateur à un degré de liberté ave
 frottement et ex
itation harmonique.6.3.1 Méthode de 
al
ulOn utilise i
i une intégration temporelle expli
ite à pas de temps �xe. On note h 
e pas detemps. La passage de l'instant n à l'instant n+ 1 se fait par les formules du s
héma 
entré :_xn+1=2 = _xn�1=2 + h�xn ; (6.15)xn+1 = xn + h _xn+1=2 ; (6.16)et l'équation du mouvement é
rite à l'instant n :m�xn + 
 _xn�1=2 + kxn = F ne + F n
 : (6.17)Deux états sont possibles pour le système : adhéren
e ou glissement. La gestion des transitionsentre 
es deux états s'e�e
tue grâ
e à une méthode de prédi
tion-
orre
tion dé
rite 
i-dessous.
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e� Phase de prédi
tionLa masse avait une vitesse nulle _xn�1=2 = 0 et on suppose i
i qu'elle reste adhérente. On a don
_xn+1=2p = 0 ; (6.18)où l'indi
e p indique qu'il s'agit d'une prédi
tion. D'après la formule (6.15), on a�xnp = 0 ; (6.19)puis par l'équation du mouvement (6.17), on obtient la prédi
tion suivante pour la for
e de 
onta
t :F n
p = kxn � F ne : (6.20)� Phase de 
orre
tionA partir de 
ette for
e prédite, la for
e 
orre
te s'obtient par :F n
 = ( �sNsigne(F n
p) si jF n
pj > �sN : La masse devient glissante.F n
p si jF n
pj � �sN : La masse reste adhérente.Cas où la masse est glissante� Phase de prédi
tionOn suppose 
ette fois que le glissement persiste. La for
e de 
onta
t doit alors êtreF n
p = ��dNsigne( _xn�1=2) ; (6.21)où �d désigne le 
oe�
ient de frottement dynamique. Il peut être 
hoisi variable selon la vitessede glissement 
onnue _xn�1=2. L'équation du mouvement (6.17) nous fournit l'a

élération prédite�xnp = 1m(�
 _xn�1=2 � kxn + F ne + F n
p) : (6.22)La vitesse de glissement prédite est alors_xn+1=2p = _xn�1=2 + h�xnp : (6.23)� Phase de 
orre
tionLe signe de _xn+1=2p est 
omparé au signe de _xn�1=2. Si le signe de la vitesse de glissement a 
hangé,on dé
rète que le système passe à l'état adhérent. On peut obje
ter que parfois la masse peut
hanger de sens sans s'arrêter de glisser. Ce
i est en e�et sus
eptible d'arriver si le rapport entrela for
e de frottement statique et la for
e d'ex
itation est faible, ou si la fréquen
e d'ex
itation estpro
he de la fréquen
e propre du système masse-ressort. Nous prenons le parti de dire que dans
e 
as, le système est adhérent pendant un pas de temps avant que la masse ne se mette à glisserdans l'autre sens. La vitesse 
orrigée est alors_xn+1=2 = ( 0 si signe( _xn+1=2p ) 6= signe( _xn�1=2) : La masse devient adhérente._xn+1=2p si signe( _xn+1=2p ) = signe( _xn�1=2) : La masse reste glissante.La pro
édure de 
al
ul est résumée dans la �gure 6.9.
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Initialisations : x0, _x�1=2, état du système
état du système ?

F n
p = kxn � F ne F n
p = ��dNsigne( _xn�1=2)�xnp = 1m(�
 _xn�1=2 � kxn + F ne + F n
p)_xn+1=2p = _xn�1=2 + h�xnp
jF n
pj > �sN ? signe( _xn+1=2p ) = signe( _xn�1=2) ?

F n
 = �sNsigne(F n
p) F n
 = F n
p _xn+1=2 = _xn+1=2p _xn+1=2 = 0
�xn = 1m(�
 _xn�1=2 � kxn + F ne + F n
 )_xn+1=2 = _xn�1=2 + h�xn xn+1 = xn + h _xn+1=2

n n+ 1
PREDICTION
CORRECTION

adhérent glissant

oui non oui non
état=glissant état=adhérent

Fig. 6.9 � S
héma expli
ite de 
al
ul du frottement.



Chapitre 6 : E�et du frottement statique sur la dynamique des systèmes frottants 1496.3.2 Réponse libreL'algorithme pré
édent a été utilisé et les résultats ont été 
omparés aux résultats analytiquesde Shaw [131℄. Les �gures 6.10 et 6.11 présentent le mouvement obtenu pour une loi de frottementde Coulomb dans les 
as où le 
oe�
ient de frottement est égal au 
oe�
ient de frottement dyna-mique, et dans le 
as où il est plus grand. Les 
ourbes obtenues analytiquement sont exa
tement
onfondues. Le mouvement s'arrête si au moment du 
hangement de sens de la masse, la for
e duressort est inférieure à �sN .
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(a) (b)Fig. 6.10 � Réponse libre ave
 m = 1, k = 1, 
 = 0, � = 1, N = 1 : (a) évolution temporelle, (b) portraitde phase.
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(a) (b)Fig. 6.11 � Réponse libre ave
 m = 1, k = 1, 
 = 0, �d = 1, �s = 2, N = 1 : (a) évolution temporelle,(b) portrait de phase.
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éeLa réponse for
ée ave
 un 
oe�
ient de frottement 
onstant a été étudiée de façon exhaustivepar Hong et Liu [61℄. Ils ont mené quantité de simulations en faisant varier la fréquen
e d'ex-
itation et l'e�ort normal. Les régimes permanents trouvés sont toujours périodiques de mêmepériode T que l'ex
itation. Le nombre d'arrêts par 
y
le (nombre de phases d'adhéren
e) est trèsvariable : 0,1,2,4,6 ...Il semble que le nombre d'arrêts ne 
esse de 
roître au fur et à mesure que lafréquen
e d'ex
itation s'appro
he de 0. Le terme d'arrêt anormal est 
hoisi pour quali�er les arrêtsse produisant lorsque la masse n'est pas à une position extrême : à l'issue de la phase d'adhéren
e,le dépla
ement s'e�e
tue dans le même sens que 
elui pré
édant l'arrêt. La réponse pendant lerégime glissant se 
ompose d'un terme sinusoïdal à la fréquen
e de l'ex
itation et d'un terme sinu-soïdal amorti à la fréquen
e propre du système. C'est 
e transitoire qui est responsable des arrêtsanormaux.On a 
hoisi i
i de prendre un 
oe�
ient de frottement statique supérieur au 
oe�
ient de frot-tement dynamique. Les �gures 6.12, 6.13, 6.14, 6.15 montrent des réponses typiquement obtenuesen faisant varier la fréquen
e d'ex
itation entre 0 et la fréquen
e propre f0 = 12�q km du systèmelinéaire. Ce sont des réponses périodiques symétriques : x(t+ T=2) = �x(t).
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(a) (b)Fig. 6.12 � Réponse for
ée ave
 f0 = 0:5Hz, � = 0:1, F0 = 8N , f = 0:3Hz, �dN = 1N , �sN = 2N : (a)évolution temporelle, (b) portrait de phase.Les résultats présentés dans [60℄ se
tion 2.5 ont été retrouvés, et notamment le régime perma-nent ave
 un arrêt par 
y
le présenté dans la �gure 6.16. Ce n'est plus un mouvement symétrique.Leine et Van Campen [80℄ parlent de bifur
ation dis
ontinue rompant la symétrie pour quali�er lepassage à un tel mouvement. Les bifur
ations dis
ontinues, aussi quali�ées de C-bifur
ations dans[31℄, sont 
ara
térisées par des sauts des multipli
ateurs de Floquet. Ceux-
i sortent du 
er
le unitébrusquement. D'autres réponses non symétriques sont possibles : la �gure 6.17 montre un 
as ave
trois arrêts par 
y
le (deux arrêts "normaux" et un arrêt "anormal").Les réponses présentées jusqu'alors étaient périodiques de même période que l'ex
itation. Nousavons trouvé un 
as où 
e
i n'est plus vrai (
f �gure 6.18). La réponse présente une alternan
e de
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(a) (b)Fig. 6.13 � Réponse for
ée ave
 f0 = 0:5Hz, � = 0:1, F0 = 6N , f = 0:2Hz, �dN = 1N , �sN = 2N : (a)évolution temporelle, (b) portrait de phase.
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(a) (b)Fig. 6.14 � Réponse for
ée ave
 f0 = 0:5Hz, � = 0, F0 = 6N , f = 0:09Hz, �dN = 1N , �sN = 2N : (a)évolution temporelle, (b) portrait de phase.
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(a) (b)Fig. 6.15 � Réponse for
ée ave
 f0 = 0:5Hz, � = 0:1, F0 = 6N , f = 0:02Hz, �dN = 1, �sN = 2N : (a)évolution temporelle sur une période, (b) portrait de phase.

0 5 10 15 20 25

−10

−5

0

5

10

temps (s)

déplacement(m) vitesse(m/s) 

−15 −10 −5 0 5 10
−8

−6

−4

−2

0

2

4

6

déplacement (m)

vi
te

ss
e 

(m
/s

)

(a) (b)Fig. 6.16 � Réponse for
ée ave
 f0 = 0:5=(2�)Hz, � = 0, F0 = 8N , f = 0:08Hz, �d = 2:5, �s = 0:4,N = 10N : (a) évolution temporelle, (b) portrait de phase.
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(a) (b)Fig. 6.17 � Réponse for
ée ave
 f0 = 0:5Hz, � = 0, F0 = 6N , f = 0:11Hz, �dN = 1N , �sN = 2N : (a)évolution temporelle, (b) portrait de phase.
y
les à deux arrêts et de 
y
les à un arrêt. Le portrait de phase a été tra
é sur vingt périodesde l'ex
itation. Le pas de temps utilisé jusqu'à présent pour les simulations était 10�3s, 
e quipermettait de retrouver pré
isément les solutions analytiques de Shaw, et les résultats numériquesprésentés dans la littérature. Il a été diminué à 10�5s pour véri�er la 
onvergen
e de 
ette solution,qui n'a pas été rapportée dans la littérature à notre 
onnaissan
e.
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(a) (b)Fig. 6.18 � Réponse for
ée ave
 f0 = 0:5Hz, � = 0:1, F0 = 6N , f = 0:24Hz, �dN = 1N , �sN = 2N :(a) évolution temporelle, (b) portrait de phase.La loi de frottement exponentielle dé
rite par l'équation (6.4) a également utilisée. Une évo-lution temporelle 
ara
téristique est présentée dans la �gure 6.19. Pour une telle loi, on a trouvéuniquement des régimes permanents T-périodiques. La �gure 6.20 montre une 
omparaison deslois de frottement utilisées dans 
ette se
tion. Les amplitudes les plus élevées sont obtenues quand
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oe�
ient de frottement dépend de la vitesse relative. Même la loi de Coulomb ave
 � = 1 donneune amplitude plus faible que la loi ave
 �s = 2 et �d = 1 ou que la loi exponentielle. Il est don
important de prendre en 
ompte le frottement statique pour prédire e�
a
ement l'amplitude dumouvement.
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Fig. 6.19 � Réponse for
ée ave
 une loi de frottement exponentielle. f0 = 0:5Hz, � = 0:1, F0 = 5N ,f = 0:2Hz, �1N = 1N , �sN = 2N , � = 2s:m�1.6.3.4 Con
lusionsLe système frottant à un degré de liberté sous ex
itation harmonique présente une grandevariété de 
omportements. Le nombre d'arrêts par 
y
le est très variable et peut devenir importantsi la fréquen
e d'ex
itation devient faible devant la fréquen
e de résonan
e du système masse-ressort. Cependant, le mouvement reste dans la grande majorité des 
as T-périodique, où T estla période de l'ex
itation. La prise en 
ompte de la dé
roissan
e de la for
e de frottement dès quele glissement s'amor
e 
onduit à des amplitudes de vibration plus élevées que si le 
oe�
ient defrottement statique est le même que le 
oe�
ient de frottement dynamique.6.4 Os
illateur ave
 frotteur �exible sans masseLe modèle à "un degré de liberté et demi" présenté dans la �gure 6.21 a fait l'objet de nom-breuses études. Il a été introduit par Gri�n [50℄ pour représenter le 
omportement au voisinaged'un mode d'une aube amortie par frottement. Il s'agit d'un frottement "blade to ground" entrele l'aube et le disque par l'intermédiaire d'une troisième piè
e appelée frotteur dont la masse estnégligée. Wang [156℄ a 
al
ulé la solution analytique de 
e problème, ave
 un 
oe�
ient de frot-tement 
onstant. La loi de Coulomb ave
 frottement statique (voir la �gure 6.4(b)) a été utiliséepar Sinha et Gri�n [135℄. Wang et Shieh [153℄ [157℄ ont eux introduit une loi exponentielle (voirl'équation (6.4)). Sinha et Gri�n ont montré que sous 
ertaines 
onditions, la réponse pouvait
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Fig. 6.20 � Comparaison de lois de frottement. f0 = 1Hz, � = 0:1, F0 = 2:1N , f = 0:5Hz, N = 1N .
omporter des sous-harmoniques 
e qui 
omplique beau
oup l'a

ès à la solution par les méthodesfréquentielles [135℄.
PSfrag repla
ementskkf
mNFexxf kf0N0

Fe0 PSfrag repla
ements k kf
 mN Fexxfkf0N0Fe0(a) (b)Fig. 6.21 � (a) Aube amortie par un frotteur �exible, (b) modèle à un degré de liberté équivalent auvoisinage d'un mode.6.4.1 Méthode de 
al
ulLa méthode utilisée i
i est semblable à 
elle utilisée en 6.3. L'algorithme employé est résumédans la �gure 6.22. On note x le dépla
ement de la masse, xf le dépla
ement du frotteur et F
 lafor
e de frottement. A 
haque instant n, les équations du mouvement sont :( m�xn + 
 _xn�1=2 + kxn = F ne + F n
F n
 = �kfxnf (6.24)
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tion, on suppose que le système reste dans l'état pré
édent. Cette hypo-thèse nous permet de 
al
uler une for
e prédite F n+1
p .Dans le 
as où le système est adhérent, on suppose qu'il le reste en
ore. La vitesse relative doitdon
 rester nulle, 
e qui se traduit par_xn+1=2 = _xn+1=2fp= �Fn+1
p �Fn
hkf : (6.25)On déduit don
 l'expression suivante pour la for
e de 
onta
t prédite :F n+1
p = F n
 � hkf _xn+1=2 : (6.26)Dans le 
as où le système est glissant, on prédit que la for
e de frottement reste d'amplitude�dN , 
'est à dire F n+1
p = �dNsigne(F n
 ) : (6.27)On déduit ainsi une nouvelle vitesse relative supposée :V n+1rp = _xn+1=2 � _xn+1=2fp= _xn+1=2 + Fn+1
p �Fn
hkf : (6.28)Si 
ette vitesse relative prédite est de même signe que la vitesse relative pré
édente, le glissementperdure et la prédi
tion de la for
e de 
onta
t s'avère exa
te. Dans le 
as, 
ontraire, la vitesse deglissement est passée par 0. On dé
ide alors que le frotteur adhère à la masse pour un pas de tempsau moins. La for
e de frottement est 
orrigée de manière à imposer une vitesse de glissement nulle :F n+1
 = F n
 � hkf _xn+1=2 : (6.29)6.4.2 RésultatsLes paramètres de masse et de raideur sont 
hoisis de sorte que la fréquen
e de résonan
elorsque le système est totalement adhérent soit 100 Hz. La for
e d'ex
itation est harmonique :Fe = F0 
os(wt) ; (6.30)et on étudie la plage de fréquen
e située autour de la fréquen
e de résonan
e de 100 Hz. Par ailleurson a � = 
2qm(k + kf ) = 0:01 ; � = kfkf + k = 0:3 : (6.31)On se pla
e ainsi dans une 
on�guration représentative d'une aube de turboma
hine amortie parfrottement [135℄.En supposant le 
oe�
ient de frottement dynamique 
onstant, on a trouvé de nombreux 
asoù la réponse du système est 
omplexe. La �gure 6.23 montre quelques exemples pour lesquels lerapport entre le 
oe�
ient de frottement dynamique et le 
oe�
ient de frottement statique est
 = �d�s = 0:6 ; (6.32)



Chapitre 6 : E�et du frottement statique sur la dynamique des systèmes frottants 157

PSfrag repla
ements

Initialisations : x0, _x�1=2, F 0
 , état du système�xn = 1m(�
 _xn�1=2 � kxn + F ne + F n
 )_xn+1=2 = _xn�1=2 + h�xnxn+1 = xn + h _xn+1=2
état du système ?adhérent glissantF n+1
p = F n
 � hkf _xn+1=2 F n+1
p = �dNsigne(F n
 )

jF n
pj > �sN ? signe( _xn+1=2 + Fn+1
p �Fn
hkf )= signe( _xn�1=2 + Fn
 �Fn�1
hkf ) ?oui non oui nonF n+1
 = �sNsigne(F n+1
p ) F n+1
 = F n+1
p F n+1
 = F n+1
p F n+1
 = F n
 � kfh _xn+1=2état=glissant état=adhérent

n n+ 1 PREDICTION
CORRECTION

Fig. 6.22 � S
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ite de 
al
ul du frottement.



158 Chapitre 6 : E�et du frottement statique sur la dynamique des systèmes frottantset le rapport entre le seuil de frottement statique et la for
e d'ex
itation estS = �sNF0 = 4 : (6.33)La réponse se présente 
omme une os
illation harmonique à la fréquen
e d'ex
itation moduléepar des sous-harmoniques. La �gure 6.23 montre des exemples 5T-périodiques, 2T-périodiques et6T-périodiques respe
tivement (T désigne la période de l'ex
itation). Une synthèse des réponsesdans la gamme [104Hz - 106Hz℄ est présentée dans la �gure 6.24. Ces 
ourbes ont été obtenuesen faisant varier la fréquen
e au 
ours d'une même intégration temporelle et en évitant toutedis
ontinuité dans la for
e d'ex
itation au moment de l'in
rémentation de la fréquen
e. On tra
eles extremums du dépla
ement de la masse. Les sous-harmoniques sont re
her
hées jusqu'à l'ordre6. On remarque que pour 
ertaines fréquen
es, plusieurs régimes sont stables. Par exemple, à96 Hz, le régime harmonique sans glissement est stable (�gure 6.24 (a)), mais aussi un régimemultipériodique 
omplexe présentant du glissement (�gure 6.24 (b)). Il est aussi intéressant deremarquer que après les régimes d'adhéren
e-glissement su

essifs le régime sans glissement obtenuest dé
entré dans le 
as général : la 
omposante 
ontinue des os
illations est non nulle. Ce
i se voitsur la plage [104.3Hz - 106Hz℄ sur la �gure 6.24 (a) et sur la plage [94Hz - 95.5Hz℄ sur la �gure6.24 (b).La �gure 6.25 montre les régimes obtenus en faisant varier le 
oe�
ient de frottement dyna-mique. Là en
ore on a re
her
hé les sous-harmoniques jusqu'à l'ordre 6. On identi�e 
lairement desrégimes T-périodiques, 2T-périodiques et 3T-périodiques, mais aussi des régimes plus 
omplexesautour des valeurs 
 = 0:3 et 
 = 0:6. La �gure 6.26 présente un régime 
omplexe obtenu pour
 = 0:25. Il est intéressant de noter que le 
as 
 = 1 fournit une borne supérieure pour l'amplitudedu dépla
ement de la masse. On a vu dans la se
tion pré
édente que 
e n'était pas le 
as pour lesystème à un degré de liberté. Sinha et Gri�n [135℄ on 
al
ulé une solution analytique en suppo-sant que le dépla
ement était monoharmonique. Ave
 
ette hypothèse, ils ont trouvé des solutionstant que S (voir l'équation (6.33)) restait inférieur à la valeurST = 12(1�
)� + �(1+
)� : (6.34)Au delà, le régime est multipériodique. Cette formule s'est révélée être au 
ours des simulations unebonne indi
ation du point de bifur
ation entre le régime T-périodique et le régime multipériodique.Ave
 la valeur des paramètres de la �gure 6.25 on trouve que la limite 
orrespond à 
 = 0:69 
equi 
orrespond e�e
tivement à peu près au seuil d'apparition du régime multipériodique. Nousn'avons pas trouvé de 
as où la réponse est multipériodique ave
 
 = 1. Les simulations 
onduitesave
 S > ST (
 = 1) 
onduisent à des régimes sans glissement.La loi de frottement exponentielle a aussi été utilisée. Elle modi�e très peu le 
omportementdé
rit pré
édemment. Puisque le frotteur est sans masse, il s'arrête immédiatement au moment oùle système devient glissant. La for
e de frottement 
hute toujours aussi rapidement.6.4.3 Con
lusionsPour 
e système amorti par un frotteur sans masse, on doit s'attendre à trouver des sous-harmoniques dans la réponse si la di�éren
e entre le 
oe�
ient de frottement statique et le 
o-e�
ient de frottement dynamique est importante. La simulation de 
e type de régime par des
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Fig. 6.23 � Evolutions temporelles et portraits de phase pour (a) f = 99Hz, (b) f = 102Hz, (
)f = 104Hz. � = 0:01, 
 = 0:6, � = 0:3, S = 4.
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(a) (b)Fig. 6.26 � f = 100Hz, � = 0:01, 
 = 0:25, � = 0:3, S = 4. (a) Evolution temporelle. (b) Portrait dephase.méthodes fréquentielles peut s'avérer déli
ate 
ar l'ordre maximal des sous-harmoniques présentesn'est pas 
onnu a priori. Cependant, le 
on
epteur peut tirer parti du fait que le 
as où �d = �sfournit une majoration de l'amplitude pour tous les 
as où �d < �s (pour le même �s).6.5 Modèle à deux degrés de libertéLe système à deux degrés de liberté s
hématisé dans la �gure 6.27 
onstitue la représentationminimale de deux 
orps �exibles frottant l'un sur l'autre ave
 ex
itation harmonique.PSfrag repla
ements k1 k2
1 
2
m1m2

Fex1

x2Fig. 6.27 � Modèle de frottement à deux degrés de liberté.6.5.1 Méthode de 
al
ulLa méthode utilisée pour le système à un degré de liberté (voir �gure 6.9) est étendue au 
as àdeux degrés de liberté. Les quelques modi�
ations à apporter sont brièvement dé
rites 
i-dessous :



162 Chapitre 6 : E�et du frottement statique sur la dynamique des systèmes frottantsCas où le système est adhérentOn a _xn�1=21 = _xn�1=22 . Si on suppose que les deux masses restent adhérentes, alors elles ont lamême a

élération �xnp . La for
e de 
onta
t F n
p et l'a

élération �xnp prédites sont don
 solution dusystème ( m1�xnp + 
1 _xn�1=21 + k1xn1 = F ne + F n
pm2�xnp + 
2 _xn�1=22 + k2xn2 = �F n
p (6.35)La 
orre
tion s'e�e
tue ensuite en évaluant la for
e prédite par rapport au seuil de glissement.Cas où le système est glissantOn suppose que le système reste glissant à l'instant suivant, 
e qui nous permet d'obtenirdeux vitesses prédites _xn+1=21p et _xn+1=22p . C'est en 
omparant le signe de la vitesse relative prédite_xn+1=21p � _xn+1=22p et de la vitesse relative pré
édente _xn�1=21 � _xn�1=22 que l'on détermine si le systèmereste glissant ou si il devient adhérent. Dans 
e dernier 
as, on doit imposer la même valeur auxvitesses des deux 
orps : _xn+1=21 = _xn+1=22 . Ainsi, les a

élérations �xn1 , �xn2 et la for
e de frottementF n
 s'obtiennent en resolvant le système8>><>>: m1�xn1 + 
1 _xn�1=21 + k1xn1 = F ne + F n
m2�xn2 + 
2 _xn�1=22 + k2xn2 = �F n
_xn�1=21 + h�xn1 = _xn�1=21 + h�xn2 (6.36)6.5.2 RésultatsDans les simulations présentées 
i-après, les valeurs retenues sontm1 = m2 = 1; k1 = 7�2; k2 = �2Ce
i 
onduit à une fréquen
e propre de 1Hz pour le mode du système sans glissement. On étudiela 
apa
ité du frottement à réduire l'amplitude des os
illations pour les fréquen
es voisines de
e mode. La loi de Coulomb ave
 un 
oe�
ient de frottement statique égal au 
oe�
ient defrottement dynamique semble toujours 
onduire à un dépla
ement périodique de même périodeque l'ex
itation. En revan
he, lorsque on utilise une loi de Coulomb ave
 
 = �d=�s < 1, dessous-harmoniques peuvent apparaître dans la réponse. La �gure 6.28 présente un 
as où 
 = 0:5.La fréquen
e est in
rémentée au 
ours d'une unique intégration temporelle. A 
haque fréquen
eon attend que le régime permanent se stabilise et on retient 15 périodes de l'ex
itation pour le
ara
tériser. On tra
e tous les extremums du dépla
ement de la masse 1. Les régimes d'adhésion-glissment sont en général i
i 2T-périodiques ou 3T-périodiques. Les résultats obtenus pour lafréquen
e 
roissante et la fréquen
e dé
roissante sont di�érents et mettent en éviden
e des plagesde fréquen
e où plusieurs régimes permanents sont stables.Dans la �gure 6.29, l'amplitude obtenue ave
 
 = 0:5 est 
omparée aux amplitudes obtenuesave
 
 = 1. On voit 
lairement que, à la di�éren
e du système à "un degré de liberté et demi"étudié dans la se
tion pré
édente, l'utilisation de la loi de frottement pour laquelle 
 = 1 n'o�repas de majoration de l'amplitude du mouvement. Dans 
e 
as, à 
ause du fort amortissement,l'amplitude pour 
 = 0:5 est même supérieure pour 
ertaines fréquen
es à l'amplitude obtenuepour le 
as linéaire sans glissement.
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164 Chapitre 6 : E�et du frottement statique sur la dynamique des systèmes frottantsLe diagramme de bifur
ation obtenu en faisant varier le 
oe�
ient de frottement dynamique estprésenté dans la �gure 6.30. Quand 
 diminue, le régime devient 2T-périodique puis 3T-périodiqueet en�n plus 
omplexe. Les amplitudes ont tendan
e à augmenter.
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Fig. 6.30 � Diagramme de bifur
ation, paramètre : 
. f = 0:9Hz, �1 = �2 = 0:1. � 
 
roissant. Æ 
dé
roissant.Des simulations ont en outre été 
onduites ave
 un amortissement visqueux plus faible. Lesréponses enregistrées sur la �gure 6.31 semblent 
haotiques. La �gure 6.32 montre un 
omportementintermédiaire entre un régime 4T-périodique et un régime 5T-périodique. La �gure 6.33 montre uneroute vers le 
haos sous la forme d'une 
as
ade sous-harmonique lorsque le 
oe�
ient de frottementdynamique diminue. La solution devient multipériodique dès 
 = 0:8 et 
haotique pour 
 < 0:6.La di�
ulté de l'intégration temporelle vient de la dis
ontinuité de la loi de frottement. L'uti-lisation de lois régularisées, par ailleurs plus pro
hes de la physique, rend l'intégration très simple.Nous proposons d'utiliser la loi de Feeny et Moon [36℄. Elle est donnée dans l'équation (6.8). Lafor
e de frottement 
orrespondante est représentée sur la �gure 6.34. On trouve les mêmes 
ompor-tements qu'ave
 la loi dis
ontinue. La �gure 6.35 montre l'exemple d'un régime 2T-périodique. La�gure 6.36 révèle que la régularisation 
onduit à une atténuation des amplitudes de dépla
ement.6.5.3 Con
lusionsLe système à deux degrés de liberté étudié présente une grande variété de 
omportements. Lenombre de sous-harmoniques dans la réponse peut être très élevé. A la di�éren
e du système à undegré de liberté ave
 frotteur sans masse, l'amplitude obtenue ave
 un 
oe�
ient de frottementvariable est pour de nombreuses fréquen
es supérieure à 
elle obtenue lorsque le 
oe�
ient defrottement est 
onstant.
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ompte du frottement statique ave
 les méthodes fré-quentielles.Nous venons de voir que la prise en 
ompte du frottement statique pouvait modi�er sensi-blement le 
omportement des systèmes frottants. Dans 
ertains 
as, on a enregistré des réponsesmultiharmoniques voire 
haotiques. Les réponses apériodiques et 
haotiques ne pourront pas êtretrouvées par les méthodes fréquentielles, puisque 
elles-
i se basent sur une hypothèse de pério-di
ité pour évaluer le régime permanent. Il est par 
ontre envisageable de trouver les réponsesprésentant des sous-harmoniques de l'ex
itation en retenant 
es dernières dans la dé
ompositionen séries de Fourier.Dans 
ette se
tion, le modèle à un degré de liberté et le modèle à deux degrés de libertésont repris a�n de tester la méthode fréquentielle DLFT présentée au 
hapitre 2, dans le 
as oùle 
oe�
ient de frottement statique est supérieur au 
oe�
ient de frottement dynamique. Nousproposons ensuite une méthode d'analyse de la stabilité en fréquentiel. Elle est inspirée de laméthode dé
rite dans les référen
es [137℄ et [152℄ pour le 
as des for
es non-linéaires dépendantesdes dépla
ements.6.6.1 Cas du système à 1 ddlLe modèle de la �gure 6.8 est simulé par la DLFT ave
 une pénalisation sur la vitesse relativeet un 
oe�
ient de pénalité � = 10. L'étude par intégration temporelle nous a montré que lesréponses attendues sont périodiques, 
'est pourquoi on ne retient pas de sous-harmoniques pour larésolution. Les réponses présentées dans 
ette se
tion sont obtenues ave

 = �d�s = 0:5 : (6.37)Le mouvement sans arrêt n'est pas in�uen
é par le frottement statique. Seul le frottement dyna-mique joue un r�le 
omme le 
on�rme la �gure 6.37. Le mouvement est 
orre
tement prédit par laDLFT. La �gure 6.38 montre le 
as à deux arrêts par 
y
le. Là en
ore, la DLFT 
onverge vers labonne solution. Il faut retenir un nombre élevé d'harmoniques si on veut 
apturer dans l'évolutiontemporelle de la for
e de 
onta
t les "pi
s" dus au frottement statique.Les 
as plus rares présentés dans le 
hapitre pré
édent posent davantage de problèmes. Lessolutions non symétriques, 
'est à dire 
ontenant des harmoniques paires, tel le mouvement à unarrêt par 
y
le n'ont pas été retrouvées. Le solveur se trouve bloqué sur un minimum lo
al qui n'estpas la solution puisque 
'est une réponse à deux arrêts par 
y
le. Les solveurs non-linéaires testéspour 
ette étude traitent le problème f(X) = 0 par minimisation de f(X)2 et s'arrêtent dès queun minimum est trouvé. Les réponses à basse fréquen
e présentant un grand nombre d'arrêts par
y
le né
essitent quant à elles un grand nombre d'harmoniques a�n d'être �dèlement appro
héespar la DLFT.La DLFT permet de retrouver pré
isément les réponses à 0 et 2 arrêts par 
y
les qui sont 
ellesqui se produisent le plus souvent. Les résultats obtenus par la DLFT pour 
e système à un degréde liberté sont don
 jugés satisfaisants.
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(a) (b)Fig. 6.37 � Comparaison entre le 
al
ul par intégration temporelle (trait �n) et par la DLFT (trait épais).f0 = 0:5Hz, � = 0:1, �sN = 20N , �dN = 10N , F0 = 6N , f = 0:4Hz, � = 10. (a) 1 harmonique, (b) 11harmoniques.
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(a) (b)Fig. 6.38 � Comparaison entre le 
al
ul par intégration temporelle (trait �n) et par la DLFT (trait épais).f0 = 0:5Hz, � = 0:1, �sN = 20N , �dN = 10N , F0 = 6N , f = 0:2Hz, � = 10. (a) 3 harmoniques, (b) 11harmoniques.



Chapitre 6 : E�et du frottement statique sur la dynamique des systèmes frottants 1716.6.2 Cas du système à 2 ddlLe modèle à deux degrés de liberté de la �gure 6.27 est simulé par la DLFT. Lorsque 
 estpro
he de 1, le 
omportement du système reste T-périodique. T désigne i
i la période de l'ex
itation.Dans 
e 
as, la DLFT 
onverge vers la solution trouvée par l'intégration temporelle. La �gure 6.39présente un 
as où 
 = 0:8.
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(a) (b)Fig. 6.39 � Comparaison entre le 
al
ul par intégration temporelle (trait �n) et par la DLFT (trait épais).�1 = �2 = 0:1, �sN = 20N , �dN = 16N , f = 1Hz, � = 50, 15 harmoniques. (a) for
e de frottement, (b)dépla
ement relatif.La �gure 6.40 présente un 
omportement 3T-périodique. Bien que les 
al
uls fréquentiels aientété 
onduits en retenant les sous-harmoniques né
essaires, 
e type de réponse n'a pas été trouvépar la DLFT. En e�et, soit la 
onvergen
e n'est pas atteinte 
ar le solveur se trouve bloqué sur unminimum lo
al, soit on 
onverge vers une solution T-périodique à deux arrêts par 
y
le du typede 
elle présentée dans la �gure 6.39. On peut alors se poser la question de la stabilité d'une tellesolution. On abordera 
ette question 
i-après.L'utilisation d'une méthode AFT (Alternating Frequen
y Time) ave
 une loi de frottementlissée a aussi été essayée mais n'a pas non plus permis de trouver les solutions multipériodiquesre
her
hées. En 
on
lusion, dans son état de développement a
tuel, la DLFT donne des résultatssatisfaisants si le 
oe�
ient de frottement dynamique n'est pas trop inférieur au 
oe�
ient defrottement statique.6.6.3 Analyse de la stabilité adaptée aux méthodes fréquentiellesIl est possible par les méthodes fréquentielles de suivre par 
ontinuation des solutions quipeuvent devenir instables [126℄ [130℄. Cela peut être vu 
omme un atout des méthodes fréquentielles,mais il est né
essaire de le prédire. La stabilité est le plus souvent déterminée dans le domainetemporel en utilisant la théorie de Floquet [132℄ [126℄ [98℄, mais on trouve dans [152℄ et [137℄ uneméthode d'analyse de la stabilité dans le domaine fréquentiel. Cette méthode est dans 
ette se
tionétendue à la non-linéarité de frottement.
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Fig. 6.40 � For
e de frottement 3T-périodique. - : intégration temporelle, - : approximation en retenantla fréquen
e de l'ex
itation et la fréquen
e 1/3 de l'ex
itation. f = 0:875Hz, �1 = �2 = 0:1, �sN = 20N ,�dN = 10N .Présentation de la méthodeOn 
onsidère un système mé
anique soumis à une ex
itation périodique et présentant uneinterfa
e de frottement. Les équations du mouvement peuvent s'é
rireM �U + C _U +KU + F
( _U ) = Fex : (6.38)Les e�orts de frottement F
 sont i
i supposés ne dépendre que du ve
teur des vitesses _U . Consi-dérons une solution U� de (6.38). On détermine la stabilité de 
ette solution en regardant l'e�etde l'ajout d'une petite perturbation. Si la perturbation 
onduit le système à s'é
arter de la so-lution étudiée, la solution est dite instable. Si au 
ontraire le système retourne vers la solutionétudiée, alors 
ette solution est stable. L'astu
e de la méthode est d'é
rire la perturbation sous laforme d'une exponentielle et d'un terme exprimable dans la base des harmoniques retenues dansla méthode fréquentielle :P (t) = exp(�t) a02 + nhXn=1 
os(n!t)an + sin(n!t)bn!| {z }S(t) : (6.39)Le signe de � va nous permettre de déterminer si la perturbation augmente ou diminue et don
de déterminer la stabilité. La linéarisation des for
es de frottement autour de la solution U� peuts'é
rire F
( _U� + _P ) = F
( _U�) + J( _U�) _P ; (6.40)où J( _U�) désigne la matri
e ja
obienne des for
es de frottement exprimée à la solution. En é
rivantles équations du mouvement (6.38) en U� +P , il vientM �P + C _P +KP + J( _U�) _P = 0 : (6.41)



Chapitre 6 : E�et du frottement statique sur la dynamique des systèmes frottants 173La dérivation de l'équation (6.39) nous donne_P (t) = exp(�t)��S(t) + _S(t)� ; (6.42)�P (t) = exp(�t)��2S(t) + 2� _S(t) + �S(t)� : (6.43)En inje
tant 
es deux expresssions dans (6.41) et en simpli�ant par exp(�t), on obtient l'équationsuivante : �2MS + �(2M _S + CS + J( _U�)S) +M �S + (C + J( _U�)) _S +KS = 0 : (6.44)L'équation (6.44) est alors exprimée dans le domaine fréquentiel au moyen de la méthode deGalerkin. La proje
tion sur la base des harmoniques retenues donne le problème aux valeurs propres��2 ~A2 + � � ~A1 + ~J1�+ ~A0 + ~J0� ~S = 0 ; (6.45)où ~S est le ve
teur multiharmonique 
orrespondant à S. ~A2, ~A1, ~A0 sont des matri
es diagonalespar blo
s. Si pour une harmonique k donnée, la base des 
oe�
ients de Fourier est organisée detelle sorte que les ak pré
èdent les bk, alors les blo
s liés à 
ette harmonique peuvent s'é
rire~A2k =  M 00 M ! ; ~A1k =  C 2k!M�2k!M C ! ; ~A0k =  K � (k!)2M k!C�k!C K � (k!)2M ! :(6.46)De même la matri
e de dérivation r est diagonale par blo
s. Le blo
 k s'é
ritrk =  0 k!I�k!I 0 ! : (6.47)La matri
e ~J0 est la matri
e ja
obienne liée aux e�orts de 
onta
t :~J0 = "� ~F
� ~U ( ~U�)# ; (6.48)et les matri
es ~J0 et ~J1 sont liées par ~J0 = ~J1r : (6.49)Les équations du mouvement (6.38) s'é
rivent dans le domaine fréquentiel~A0 ~U + ~F
 = ~Fex : (6.50)Si par exemple on résout le problème par une méthode fréquentielle en donnant à annuler par unsolveur non-linéaire la fon
tion f( ~U) = ~A0 ~U + ~F
 � ~Fex ; (6.51)alors le ja
obien de f obtenu à la solution ~U� sera� �f� ~U ( ~U�)� = ~A0 + ~J0 : (6.52)On peut ainsi déduire fa
ilement la matri
e ~J0, puis par (6.49) la matri
e ~J1.La résolution du problème aux valeurs propres quadratique (6.45) peut se faire par exempleen le transformant en un problème d'ordre 1 de taille double ou en
ore en utilisant une routinespé
i�que 
omme la fon
tion polyeig de Matlab. Une fois les valeurs propres obtenues il fautregarder le signe de leurs parties réelles. Si l'une d'entre elle possède une partie réelle stri
tementpositive, alors la solution périodique U� est instable.
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i le modèle à 2 degrés de liberté. La �gure 6.41 montre un exemple où la solutionT-périodique à deux arrêts par 
y
le est suivie par 
ontinuité en 
 en partant de 
 = 1. La réponseobtenue par l'intégration temporelle bifurque pour 
 = 0:7 vers une solution 2T-périodique. Leslignes 
ontinues montrent la solution obtenue par une méthode AFT. Cette méthode fréquentiellesuit sur toute la plage de 
 étudiée la solution T-périodique. En mettant en oeuvre la méthode destabilité proposée, on trouve une valeur limite de 
 en dessous de laquelle la solution est déte
tée
omme instable. La �gure 6.42 montre que 
ette limite de stabilité est très dépendante du nombred'harmoniques retenues dans la méthode fréquentielle. On pré
ise que les résultats présentés sontobtenus ave
 un même nombre d'harmoniques pour la réponse et pour la perturbation. Avant quela limite trouvée soit stabilisée, il faut retenir un nombre élevé d'harmoniques. La valeur limiteainsi déterminée est 
 = 0:82. Il faut i
i remarquer que les résultats de l'intégration temporelle sontobtenus en faisant varier 
 au 
ours de la même intégration temporelle et en attendant à 
haquefois que le régime permanent soit atteint. Seulement, il est possible que si l'instabilité se développetrès lentement à partir de 
 = 0:82 on ne la déte
te pas avant d'avoir in
rémenté plusieurs fois 
.La limite de stabilité déterminée par notre méthode n'est don
 pas a priori in
ompatible ave
 lerésultat d'intégration temporelle fourni.
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Fig. 6.41 � Comparaison des solutions suivies par l'intégration temporelle et par une méthode fréquentielle.f = 0:9Hz, �sN = 20N , � = 100, � = 10, Æ : Intégration temporelle ave
 gamma dé
roissant, - : méthodeAFT ave
 21 harmoniques.Con
lusionsLe 
oe�
ient de frottement statique détermine la for
e tangentielle né
essaire à l'initiationdu glissement. Quand il est plus élevé que le 
oe�
ient de frottement dynamique, les simulationstemporelles de réponse harmonique menées sur des petits systèmes ont montré qu'il pouvait 
au-



Chapitre 6 : E�et du frottement statique sur la dynamique des systèmes frottants 175

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

nombre d’harmoniques

γ 
lim

ite
 d

e 
st

ab
ili

té

Fig. 6.42 � Evolution de la limite de stabilité en fon
tion du nombre d'harmoniques.ser des 
omportements multipériodiques voire 
haotiques. Notre méthode fréquentielle, la DLFT,s'avère 
apable de trouver les solutions de même période que l'ex
itation mais les 
omportementsmultipériodiques tels 
eux enregistrés pour le système à deux degrés de liberté dans le 
as d'unrapport 
 faible n'ont pu être retrouvés. Même en retenant les sous-harmoniques né
essaires, il y asouvent 
onvergen
e vers une solution di�érente de 
elle prédite par l'intégration temporelle. Selonla méthode fréquentielle d'analyse de la stabilité présentée en �n de 
hapitre, le 
al
ul fréquentielpeut e�e
tivement 
onverger vers une solution instable. Cependant, 
ette te
hnique né
essite unevalidation plus poussée et semble requérir un grand nombre d'harmoniques a�n de donner uneévaluation 
laire de la stabilité.Pour améliorer la 
onvergen
e des 
al
uls fréquentiels, il pourrait être intéressant d'enri
hir labase des harmoniques par l'introdu
tion de un ou de plusieurs termes non réguliers, 
omme l'ontproposé Kim et Perkins [75℄, dans l'espoir d'appro
her plus fa
ilement les dis
ontinuités de la for
ede frottement.
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Con
lusions et perspe
tivesCe mémoire a montré 
omment modéliser l'e�et du frottement en pied d'aube sur la dynamiquedes disques aubagés de turboma
hines. La re
her
he du régime permanent en prenant en 
ompteles non-linéarités de 
onta
t et de frottement s'est faite à l'aide de la DLFT (Dynami
 LagrangianFrequen
y Time method). Cette méthode a été étendue au 
as d'un modèle tridimensionnel de
onta
t aube-disque. Le nombre important d'éléments de 
onta
t dé�nis à l'interfa
e a permis dereproduire les phénomènes de mi
roglissement et de dé
ollement partiel des surfa
es de 
onta
t.Nous avons également proposé une méthode pour 
hoisir le 
oe�
ient de pénalité intervenant dansla dé�nition des Lagrangiens Dynamiques, a�n de garantir une bonne 
onvergen
e. En�n, en tirantparti des 
ara
téristiques de l'ex
itation aérodynamique s'exerçant sur les aubages et en faisantl'hypothèse d'une symétrie 
y
lique parfaite, on a pu réaliser dans le domaine fréquentiel le 
al
ulde la réponse for
ée d'une roue aubagée 
omplète ave
 frottement dans les atta
hes aube-disque àpartir de la modélisation d'un seul se
teur.Une part importante de l'étude a été 
onsa
rée à la validation et à l'évaluation de la performan
ede la méthode proposée. Les validations numériques ont 
onsisté à 
omparer sur des petits modèlesses résultats ave
 
eux obtenus par intégration temporelle et par une méthode AFT (AlternatingFrequen
y Time). Ces 
omparaisons ont en outre démontré la grande rapidité de résolution de laDLFT.Nous avons également 
onfronté les résultats numériques à des résultats expérimentaux obte-nus sur un ban
 d'essais 
omprenant un disque monté de quatre aubes tournant dans une 
lo
he àvide. Ce
i a permis de supprimer les sour
es d'amortissement d'origine aérodynamique a�n d'iso-ler l'in�uen
e de l'amortissement d'origine stru
turale. Les réponses fréquentielles expérimentalestémoignent d'un 
omportement non-linéaire au voisinage des résonan
es. En e�et, les di�érentsniveaux d'ex
itation imposés font apparaître 
lairement un e�et molissant. Dans la simulation, ona supposé que le frottement en pied d'aube était la seule sour
e de la non-linéarité observée, et àpartir d'un modèle tridimensionnel 
omplet du ban
, nous avons pu obtenir des résultats numé-riques relativement pro
hes des observations expérimentales. Nous avons également montré quel'utilisation d'un 
oe�
ient de frottement dépendant de l'e�ort normal de 
onta
t permettait demieux reproduire la variation de l'amplitude ave
 la vitesse de rotation. Des résultats plus �ablesauraient pu être obtenus si une 
ara
térisation expérimentale pré
ise des sour
es d'amortissementautres que le frottement en pied d'aube et des propriétés de l'interfa
e de 
onta
t (
oe�
ient defrottement, raideurs de 
onta
t) avait pu être réalisée. Par ailleurs, la mesure de la répartition despressions de 
onta
t à l'aide de �lm Fuji Pres
ale a révélé de forts gradients de 
ontrainte qui n'ontpas pu être reproduits �dèlement faute d'une dis
rétisation des surfa
es de 
onta
t su�sante. Pourréduire 
ette sour
e d'erreur, il faudrait trouver un moyen d'augmenter de façon signi�
ative lenombre d'éléments de 
onta
t sans pénaliser de façon ex
essive le temps de 
al
ul.177



178 Con
lusions et perspe
tivesDans la plupart des simulations e�e
tuées au 
ours de 
ette étude, la loi de Coulomb ave

oe�
ient de frottement unique a été utilisée pour modéliser le frottement au niveau de 
haqueélément de 
onta
t. Par ailleurs, le dé
ollement partiel des portées de l'aube a été simulé par laloi de 
onta
t unilatéral. Ces lois dis
ontinues ont pu être utilisées sans régularisation dans laDLFT grâ
e à la prise en 
ompte indire
te des 
ontraintes, qui 
onfère en outre à la méthode unegrande rapidité de résolution. Mais nous avons aussi testé l'in�uen
e de plusieurs enri
hissementsde la modélisation, en s'appuyant sur la littérature de la tribologie. Nous avons en parti
uliermontré que l'ajout de raideurs de 
onta
t tangentielles pouvait avoir un impa
t signi�
atif surles fréquen
es propres et sur la forme de la réponse fréquentielle. L'utilisation de telles raideurspourraient notamment être un moyen de trouver une meilleure adéquation ave
 les allures observéesexpérimentalement. Nous avons aussi trouvé, à partir de l'étude de petits systèmes frottants, quela prise en 
ompte d'un 
oe�
ient de frottement statique supérieur au 
oe�
ient de frottementdynamique pouvait modi�er de façon nette le 
omportement dynamique, la réponse à une ex
itationharmonique devenant parfois multipériodique voire 
haotique.Les travaux menés dans 
ette thèse ont abouti à un outil numérique 
apable de quanti�erl'amortissement dû au frottement en pied d'aube et qui sera don
 utile pour le 
on
epteur désireuxde prédire les niveaux vibratoires des roues aubagées par la simulation. Cependant, sa mise enoeuvre dans une démar
he purement prédi
tive est déli
ate : il est né
essaire de s'appuyer surdes tests expérimentaux partiels ou sur l'expérien
e pour évaluer des paramètres essentiels, tel le
oe�
ient de frottement, ayant un impa
t majeur sur l'amplitude de la réponse. Il faut égalementgarder à l'esprit que le 
oe�
ient de frottement ainsi que les 
ara
téristiques des surfa
es de
onta
t évoluent en fon
tion des 
y
les de solli
itation et à mesure que l'usure progresse. Onnote également que la résolution du problème non-linéaire par notre méthode donne a

ès à larépartition des glissements, des 
ontraintes de 
onta
t et des énergies dissipées lo
alement dansl'interfa
e de 
onta
t qui sont des données 
ouramment utilisées dans les 
ritères de dommagepar fretting. Notre méthode pourrait don
 être utilisée par exemple pour l'évaluation des risquesde �ssuration dans l'atta
he des aubes. Là en
ore, la pré
ision est 
onditionnée par le nombred'éléments de 
onta
t retenus. Des e�orts sont en
ore à faire pour prédire �dèlement la répartitiondes 
ontraintes de 
onta
t en dynamique.Il serait également intéressant pour améliorer la 
ompréhension et la qualité de la prédi
tionde la réponse for
ée des disques aubagés, de mener des analyses 
ouplées permettant de prendreen 
ompte 
onjointement le frottement en pied d'aube et d'autres phénomènes ayant un impa
timportant. Ce pourrait être par exemple l'étude des e�ets 
umulés du frottement en pied d'aube etde 
eux liés aux autres zones de 
onta
t potentielles : nageoires, talons, frotteurs sous plateforme...La méthode proposée dans 
e mémoire peut aussi être employée pour évaluer l'impa
t du frottementen pied d'aube sur la stabilité aéroélastique. Par ailleurs, de nombreux travaux ont mis en éviden
eles e�ets liés aux désa

ordage des disques aubagés, en parti
ulier l'ampli�
ation, lo
alisée sur
ertaines aubes, des niveaux vibratoires. Mais l'impa
t quantitatif du frottement en pied d'aubesur la réponse d'un disque désa

ordé n'a pas été étudié pour le moment.En�n la démar
he proposée peut être transposée au 
as d'autres types de liaisons. Par exemple,elle permettrait d'évaluer l'amortissement d'une liaison boulonnée. De manière générale, elle estappli
able à l'étude en dynamique de 
onta
ts dans lesquels les amplitudes de glissement sontfaibles et pour lesquels la répartition de l'e�ort normal n'est pas for
ément 
onnue à l'avan
e.
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Annexe AEquations du mouvement dans ledomaine fréquentielA.1 Pro
édure de GalerkinLes équations du mouvement pour 
haque solide l s'é
rivent dans le domaine temporelM l �U l + C l _U l +K lU l + F l
 = F lex : (A.1)Le mouvement est supposé périodique de période T . La pro
édure de Galerkin 
onsiste à projeter
es équations du mouvement sur un 
ertain nombre de fon
tions trigonométriques. Supposonsi
i que l'on 
hoisit de dé
rire le mouvement par ses Nh premières harmoniques. On fait alorssu

essivement le produit s
alaire de (A.1) ave
 les fon
tions 
os(k!t) et sin(k!t) pour k de 0 àNh. Dans le 
as des fon
tions 
osinus, 
ela donneZ T0 (M l �U l + C l _U l +K lU l + F l
 � F lex) 
os(k!t)dt = 0 : (A.2)On obtient ensuite par intégration par parties(�k!)2M l Z T0 U l 
os(k!t)dt+ k!C l Z T0 U l sin(k!t)dt+K l Z T0 U l 
os(k!t)dt+ Z T0 F l

os(k!t)dt = Z T0 F lex
os(k!t)dt : (A.3)On rappelle que la dé�nition des 
oe�
ients de Fourier estak(U l) = 2T Z T0 U l 
os(k!t)dt ; (A.4)bk(U l) = 2T Z T0 U l sin(k!t)dt ; (A.5)
e qui permet de reformuler (A.3) par�(k!)2M lak(U l) + k!C lbk(U l) +K lak(U l) + ak(F l
) = ak(F lex) : (A.6)Les mêmes opérations répétées pour les fon
tions sinus donnent�(k!)2M lbk(U l)� k!C lak(U l) +K lbk(U l) + bk(F l
) = bk(F lex) : (A.7)189



190 Annexe AEn assemblant les équations (A.6) et (A.7) on obtient le système des équations du mouvementdu solide l dans le domaine fréquentiel, dont la taille est (2Nh + 1) fois plus grande que 
elle dusystème initial (A.1) : �l ~U l + ~F l
 = ~F lex : (A.8)Le � désigne un ve
teur multiharmonique. Le ve
teur multiharmonique du dépla
ement s'é
rit~U l = 26666666664
12a0(U l)a1(U l)b1(U l)...aNh(U l)bNh(U l)

37777777775 : (A.9)Les ve
teurs multiharmoniques des e�orts de 
onta
t et des e�orts extérieurs sont dé�nis de manièreanalogue. �l est la matri
e de raideur dynamique, diagonale par blo
s, dé�nie par�l = 26666666664
K l 0 � � � 00 " K l � !2M l !C l�!C l K l � !2M l # ...... . . . 00 � � � 0 " K l � (Nh!)2M l Nh!C l�Nh!C l K l � (Nh!)2M l #

37777777775 :(A.10)A.2 Condensation sur les ddls de 
onta
tOn montre dans 
e paragraphe 
omment diminuer la taille du système d'équations à résoudrepar le solveur non-linéaire. L'é
riture des équations du mouvement dans le domaine fréquentiel o�reen e�et la possibilité d'e�e
tuer des 
ondensations exa
tes, 
'est à dire sans au
une approximation.Dans le 
as présent, on sépare pour 
haque solide l les degrés de libertés soumis aux for
es non-linéaires de 
onta
t (indi
e C) et les autres degrés de liberté (indi
e A) sur lesquels ne s'exer
entque des for
es linéaires. Ainsi l'équation (A.8) se met sous la forme" �lCC �lCA�lAC �lAA # " ~U lC~U lA #+ " ~F l
C0 # = " ~F lexC~F lexA # : (A.11)La deuxième ligne de l'équation (A.11) fournit la relation~U lA = (�lAA)�1( ~F lexA � �lAC ~U lC) : (A.12)En inje
tant 
ette relation dans la première ligne de (A.11) on obtient�lred ~U lC + ~F l
C = ~F lred ; (A.13)ave
 �lred = �lCC � �lCA(�lAA)�1�lAC ; (A.14)~F lred = ~F lexC � �lCA(�lAA)�1 ~F lexA : (A.15)Le nouveau système d'équations à résoudre par le solveur non-linéaire (A.13) a une taille réduitepar rapport à (A.8). Une fois que les dépla
ements aux noeuds de 
onta
t ~U lC sont 
onnus, le
hamp de dépla
ement dans le reste de la stru
ture ~U lA est obtenu par (A.12).



Annexe A 191A.3 Condensation sur les dépla
ement relatifsPour les problèmes de 
onta
t, il est possible d'obtenir une rédu
tion d'un fa
teur 2 de la tailledu système non-linéaire à résoudre en utilisant les dépla
ements relatifs 
omme in
onnues. Prenonsl'exemple où deux solides 1 et 2 sont en 
onta
t et supposons que les maillages sont 
ompatiblesà l'interfa
e de 
onta
t. Dans 
e 
as, le prin
ipe d'a
tion-réa
tion permet d'é
rire~� = ~F 1
C = � ~F 2
C : (A.16)Le ve
teur des dépla
ements relatifs est~Ur = ~U1C � ~U2C= (�1red)�1( ~F 1red � ~�)� (�2red)�1( ~F 2red + ~�) : (A.17)L'équation (A.17) peut se mettre sous la forme�r ~Ur + ~� = ~Fr ; (A.18)où �r et ~Fr sont respe
tivement la matri
e de raideur dynamique réduite et le ve
teur réduit desfor
es extérieures, dont les expressions sont�r = h(�1red)�1 + (�2red)�1i�1 ; (A.19)~Fr = �r h(�1red)�1 ~F 1red � (�2red)�1 ~F 2redi : (A.20)La résolution non-linéaire de (A.18) fournit les dépla
ements relatifs ~Ur et les e�orts de 
onta
t ~�.L'équation (A.13) utilisée pour l = 1; 2 fournit ensuite les dépla
ements sur 
ha
une des surfa
esde 
onta
t.
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Annexe BMesure de pression à l'aide de �lms FujiPres
ale
B.1 Prin
ipe de fon
tionnementFuji Pres
ale propose des �lms permettant d'évaluer les surfa
es et les pressions de 
onta
t. Ilssont disponibles en six versions di�érentes qui 
ouvrent au total une gamme de pression allant de0.2 à 130 MPa, 
omme le montre la �gure B.1.

Fig. B.1 � Gammes de pression 
ouvertes.Le prin
ipe de fon
tionnement est dé
rit dans la �gure B.2. L'appli
ation de la pression entraînel'é
latement des mi
ro
apsules et la libération d'un liquide, lequel va, au 
onta
t d'une 
ou
herévélatri
e, produire une 
oloration magenta. Les mi
ro
apsules ne sont pas toutes identiques : la193



194 Annexe Bsolidité de leur paroi et leur taille sont variables. Ainsi, il su�t d'une pression faible pour rompreles mi
ro
apsules ayant une faible paroi et une grande taille, alors que les petites mi
ro
apsulesave
 une paroi solide n'é
lateront que pour les pressions élevées. C'est ainsi que l'intensité de la
oloration obtenue dépend de la pression appliquée.
(a) (b)Fig. B.2 � Prin
ipe de fon
tionnement (a) �lm double, (b) �lm simple.Pour les faibles pressions (�lms LLLW, LLW, LW, MW) les mi
ro
apsules et la 
ou
he révé-latri
e sont pla
és dans deux �lms séparés (voir la �gure B.2(a)). Au moment de l'utilisation, lesdeux �lms sont pla
és l'un en fa
e de l'autre. Pour les plus fortes pressions (�lms MS, HS) lesmi
ro
apsules et la 
ou
he révélatri
e se trouvent au sein d'un unique �lm (voir la �gure B.2(b)).L'épaisseur du �lm est faible (180 mi
rons pour un �lm double et 110 mi
rons pour un �lm simple),
e qui permet de ne pas trop modi�er la 
on�guration du 
onta
t. Dans le 
adre de 
ette étude,trois types de �lm ont été utilisés : LW, MS et HS. Malheureusement, au
un résultat n'a pu êtreobtenu ave
 le �lm LW 
ar il n'a pas été possible de l'insérer dans le 
onta
t aube-disque sansprovoquer une 
oloration. Ce marquage est probablement dû au frottement entre les deux partiesdu �lm au moment de l'insertion.Les résultats obtenus dépendent des 
onditions de température et d'humidité ainsi que de lavitesse d'appli
ation de la pression. Le fabri
ant re
ommande une utilisation pour une température
omprise entre 20ÆC et 35ÆC et un taux d'humidité 
ompris entre 35%RH et 80%RH.B.2 Détermination du niveau de pressionMême si l'observation visuelle de la 
oloration obtenue permet de se faire une idée de la dis-tribution de pression, il est possible d'obtenir des valeurs numériques appro
hées en utilisant lesintensités de référen
es présentées dans la �gure B.3 et les 
ourbes présentées dans la �gure B.4.La 
omparaison de la 
oloration ave
 l'é
helle de la �gure B.3 permet de déterminer son intensité.Puis la valeur de la pression est obtenue ave
 les graphes (
)(d) de la �gure B.4. Le 
hoix de la
ourbe à utiliser dépend des 
onditions de température et d'humidité.A�n d'analyser plus pré
isément les résultats, il peut être utile de numériser l'image obtenueet d'appliquer la méthode 
i-dessus à 
haque pixel. A 
et e�et, il faut savoir que la taille desmi
ro
apsules va de quelques mi
rons à quelques dizaines de mi
rons. Ainsi, si après l'appli
ationde la pression on observe le �lm ave
 une résolution su�samment �ne, on 
onstate un aspe
tgranulaire ave
 des ta
hes 
orrespondant à la taille des mi
ro
apsules. Il faut faire un lissage ouune moyenne spatiale pour pouvoir utiliser l'é
helle d'intensité de la �gure B.3. Ainsi, lors de lanumérisation des résultats, le fabri
ant re
ommande de ne pas utiliser une résolution plus �ne que200 dpi (dots per in
h). Une résolution de 150 dpi a été utilisée pour notre étude.
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Fig. B.3 � Intensités de 
oloration.

(a) (b)

(
) (d)Fig. B.4 � Détermination de la pression à partir de l'intensité de la 
oloration. (a)(
) �lm MS, (b)(d)�lm HS.
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