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Chapitre 1

Introduction

Une part importante de l'activité en calcul scientifique et analyse numérique
est consacrée aux problémes de transport d’une quantité par un champ donné (ou
lui-méme calculé numériquement). Les questions de conservations étant essentielles
dans ce domaine, on formule en général le probleme de fagon eulérienne sous la forme
d’un bilan au niveau de chaque cellule élémentaire du maillage, et I’'on gere 1’évolu-
tion en suivant les valeurs moyennes dans ces cellules au cours du temps. Une autre
approche consiste a suivre les caractéristiques du champ et a transporter les valeurs
ponctuelles le long de ces caractéristiques. Cette approche est délicate a mettre en
oeuvre, n’assure pas en général une parfaite conservation de la matiere transpor-
tée, mais peut permettre dans certaines situations de transporter des quantités non
régulieres avec une grande précision, et sur des temps trés longs (sans conditions

restrictives sur le pas de temps comme dans le cas des méthodes eulériennes).

Les travaux de these présentés ici partent de 'idée suivante : dans le cadre des
méthodes utilisant un suivi de caractéristiques, transporter une quantité supplémen-
taire géométrique apportant plus d’informations sur le probléme (on peut penser a
un tenseur des contraintes dans le contexte de la mécanique des fluides, une métrique

sous-jacente lors de l'adaptation de maillage, etc. ).

Un premier pan du travail est la formulation théorique d’une méthode de trans-
port de telles quantités. Elle repose sur le principe suivant : utiliser la différentielle du
champ de transport pour calculer la différentielle du flot, nous donnant une informa-
tion sur la déformation locale du domaine nous permettant de modifier nos quantités
géométriques. Cette une approche a été explorée dans [12], dans le contexte des mé-

thodes particulaires. Des travaux sur ce sujet sont en court, encore non publiés, par
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exemple dans le domaine de la physique des plasmas (voir [11] ).

Ces premiers travaux amenent a travailler sur des densités paramétrées par un
couple point/tenseur, comme les gaussiennes par exemple, qui sont un contexte d’ap-
plications assez naturelles de la méthode. En effet, on peut par la formulation établie
transporter le point et le tenseur. On s’attend alors, si la densité est concentrée au
voisinage du point, & pouvoir reconstruire apres transport une bonne approximation

de la solution au moyen de notre point et notre tenseur transportés.

La question qui se pose alors et qui constitue le second axe de notre travail est
celle du choix d’une distance sur des espaces de densités, permettant par exemple
d’étudier l'erreur commise entre la densité transportée et son approximation en
fonction de la « concentration » au voisinage du point. On verra que les distances
LP montrent des limites par rapport au phénomene que nous souhaitons étudier.
Cette étude repose principalement sur deux outils, les distances de Wasserstein,
tirées de la théorie du transport optimal ([37]), et la distance de Fisher ([2]), au

carrefour des statistiques et de la géométrie différentielle.

Dans l'esprit assez exploratoire guidant ces travaux, différentes applications nu-
mériques ont été réalisées. Un code permettant d’effectuer le transport pour dif-
férents types de champs (donné de maniére exacte, sur un maillage, a partir de
fichiers de données) et d’effectuer parallelement une résolution par volumes finis a

été implémenté.

Le Chapitre 2 , apres quelques rappels sur I’équation de transport conservative
linéaire, présente les bases de la méthode : le transport d'un scalaire et d’un tenseur,
la résolution numérique du probleme, puis I'application a 1’équation de transport
conservative avec une densité initiale concentrée au voisinage d’un point. On trouvera

aussi quelques premieres études d’erreur.

Le Chapitre 3 s’intéresse a la question du choix de distances pour 1’étude de
densités concentrées. Il contient une introduction théorique au transport optimal

ainsi qu’a la distance de Fisher.

Le Chapitre 4 est une autre application de la méthode développée au cha-
pitre 2. Il s’agit lors du phénomene de transport d’interface, d’obtenir une meilleure

reconstruction en déplagant des tangentes.

Le Chapitre 5 regroupe les applications numériques effectuées. En plus du code

déja abordé, on trouvera la résolution d’un probleme de Stokes diphasique au moyen

10



d’un suivi d’interface, et un outil de calcul de la distance de Fisher entre gaussiennes

dans le cas 2d.

On trouvera deux annexes a la fin du manuscrit : I’annexe 1 contient une mé-
thode de reconstruction d’'un champ donné sur une grille ponctuelle nous donnant
une bonne précision sur le champ ainsi que sa différentielle, utile dans le développe-

ment du code mais présentée a part pour des questions de lisibilité.

I’annexe 2 contient quelques rappels ou éléments liés a différentes parties du
manuscrit : le demi-plan de Poincaré, quelques rappels de Géométrie différentielle,
notamment sur les connexions, quelques points de statistiques et un rappel sur les

méthode particulaires.

11
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Chapitre 2

Présentation générale de la

méthode

2.1 Introduction

2.1.1 Rappels sur I’équation de transport conservative li-

néaire
2.1.1.1 Modélisation

Commencons par quelques rappels de modélisation liés a 1’équation de transport
conservative. On considére une substance transportée par un fluide, par exemple un
polluant dans I'atmosphere ou 'océan. On suppose que le transport s’effectue dans
tout l'espace et pour tout temps positif afin de s’affranchir des problemes de bord.
On représente le fluide par sa densité p(z,t), de densité initiale pg, et le mouvement

du fluide par un champ de vecteur

F: RI'xR — R4
(z,t) —  F(x,t)

dont on note ¢: (x,t) € R? x R — R? le flot défini par

{8t¢(xat) = F(¢(x>t)7t)
6(0,0) — o

13



CHAPITRE 2 : Présentation générale de la méthode

Un calcul formel que nous présentons plus bas nous montre que ce probléme est

modélisé par I’équation de transport conservative linéaire

{th—i—div(pF) = 0
p(z,0) = po(x)

C’est lors de I’étude mathématique que nous donnerons un sens a cette équation
suivant les hypothéses sur F' et sur py et que nous verrons si les hypothéses sur le
fluide et la densité rendent pertinentes la modélisation. Donnons les grandes lignes

du calcul conduisant a I’établissement de cette équation.

Soit © un ouvert régulier de RY. On note ¢(x,t) le flot associé & F et on pose
Q; = ¢ (£, t). Par hypothese, la quantité de substance contenue dans €2; ne change

pas au cours du temps, donc

0, (/Q p(x,t)dx) —0

De 12
0 = o </Qtp(m,t)dx>

= 0 / (e, )1y (r) de

= 0 [ plw.t)10 (6 (z.~1) da

= /&sp(%t)ﬂn (¢ (z, 1)) + pz, )0l (¢ (z, —t))) dz

- /¢ oy P01 [ p@ OF (6 (2,~t), 1) Vo (6 (v, ) da

olt Vg (¢ (z, —t)) dz nous donne la mesure de surface du bord de ¢ (€2, 1)

= / Op(x,t)de + / divpFdz d’apres la formule de Stokes .
B(2,t) B(2,t)

Q) est quelconque, donc le résultat est vrai pour tout ouvert régulier de RY.

Avant de passer au traitement mathématique de cette équation, nous allons effec-
tuer quelques rappels sur les approches lagrangienne et eulérienne des phénomenes

de transport.

14



2.1 Introduction

2.1.1.2 Approches eulérienne et lagrangienne

La forme p(x,t) est une description eulérienne de la solution. A z fixé, on
regarde la substance (plus précisément sa densité) qui évolue en fonction du temps.
L’approche lagrangienne va consister a suivre la densité avec le fluide, c¢’est a dire
considérer p (¢ (x,t),1).

Plus généralement, pour une fonction ¢(z,t), on appelle dérivée lagrangienne

la quantité
DﬁO(ZL‘,t) = at (t = ¥ (¢ (l’,t) at))

On a
Dyp(z,t) = Opp(x,t) + V(x,t) - F(z,t)

Remarquons que si p(x,t) = p (¢ (z,—t)) avec u: R — R, alors

(o (2,1),1) = p(z)

2.1.1.3 Forme et construction des solutions de I’équation de transport

conservative linéaire

Nous allons maintenant revoir les éléments essentiels sur 1’étude de 1’équation
de transport conservative. Suivant [15], nous mettons dés maintenant I’hypotheése
suivante sur F', pour nous affranchir de la question des temps d’existence : il existe
k: R — R* continue tel que pour tout ¢, 'application x +— F(z,t) soit lipschitzienne
de rapport k(t).

Une description eulérienne de la solution est donnée par la proposition suivante

Proposition 1

Si F est €' et pg est une distribution d’ordre 0, alors p; défini par

() = (po, (8 (1)) Ve €% (RY)

est solution de I’équation de transport conservative linéaire. Si py est une fonction,

on a en particulier

pi(x) = po (¢(x, —1)) |det do (-, —1), |

Démonstration
F est €, donc ¢ est €*. Donc p; appartient a 2, (Rd) car pour tout t, Vo (., t) est

15



CHAPITRE 2 : Présentation générale de la méthode

borné sur tout compact.

Soit ¢ fixé. Pour ¢ fixé dans 4, on a

fim (P ) = (o, F (6 (1)) - Vi (8 (1)) = {pr F - V)

On a donc 0(pt, ) = (pt, F'- V). On a alors

Onlpr,0) = (pr, - Vo)
= {pi, = Fi0i0)
= —X{0: (Fipt) . )
= —(div(pF), 0)

div (p.F') € 27 donc on en déduit que t — p; est dérivable et que (0;py, ) = O {pt, @)
et de 1a Oypy + div (p, F) = 0.

Une description lagrangienne nous conduit a la proposition classique suivante

Proposition 2

Soit p(z,t) la solution de I’équation de transport conservative. On a

p(¢(x,t),t) = po(x)exp (— /Ot div (F (¢ (z,s),5)) ds)

2.1.2 Présentation de la méthode étudiée

On trouve essentiellement deux grandes classes de méthodes de résolutions numé-
riques pour résoudre les équations de transport conservatives. La premiere englobe
les méthode eulériennes, de maniere naturelle les volumes finis ([25]) compte-tenu
du caractere conservatif de I’équation, mais aussi les éléments finis. La seconde les
méthodes de suivis de particules, qu’on peut schématiquement sous-diviser en deux
sous-classes, suivant que ces derniéres soient choisies de maniére déterministe (mé-
thodes particulaires, [32], voir section 7.3.3, page 144) ou dans un cadre probabiliste
(méthodes de Monte-Carlo, [20]).

Nous placant dans le domaine des méthodes de suivis de particules, nous allons

formaliser et étudier une méthode visant a utiliser la différentielle du champ F' pour

16



2.1 Introduction

transporter une information supplémentaire associée a chaque particule, permettant

une meilleure reconstruction.

On considerera que notre densité de départ py est concentrée au voisinage d'un

point. Plus précisément, on aura

! Y — 1z —
po(z) = memﬁ( (x—p) V= ( #))

ot 1t € R? et V matrice symétrique définie positive. n est une fonction positive

bornée intégrable sur R telle que

L (lal?) < 400

n(z) = exp(—3) nous donnera par exemple la famile des gaussiennes.

Nous allons transporter p et V', obtenant deux parametres p; et V; nous permet-

tant de reconstruire une densité

D. :71 o — e ¢
pi(x) M%mn(( ) Vi (@ = )

appartenant au méme espace que la densité initiale. En toute généralité, la solution

exacte (Proposition 1, page 15)

pe(x) = po (¢(x, —t)) [det do (-, —t),|

n’appartiendra plus a cette famille de densités a deux parametres. Néanmoins, on
peut espérer si la densité est concentrée au voisinage de p qu’elle reste proche de
cet espace en un sens que nous quantifierons et donc obtenir une approximation

convenable de cette solution.

Dans un premier temps, nous présenterons le formalisme théorique pour 'advec-
tion d'un scalaire et d’un tenseur, le moyen de résoudre numériquement ce probleme

et quelques illustrations.

Nous nous intéresserons ensuite a ’application a I’équation de transport conser-

vative ainsi qu’au push-forward en théorie de la mesure.

Nous étudierons ensuite la qualité de 'approximation en fonction de V. Dans un
premier temps, en distance L'. Nous regarderons ensuite briévement en distance de

Wasserstein, avant de nous intéresser plus longuement a cette distance au chapitre

17



CHAPITRE 2 : Présentation générale de la méthode

suivant. On y trouvera ( section 3.3, page 41) une introduction a cette théorie pour

le lecteur qui ne serait pas familier avec ce sujet.

A partir de maintenant nous faisons les hypothéses suivantes sur F' :

e [ sera ¢ pour garantir que le flot soit 67 ;
e on supposera qu'il existe k: R — R™ continue tel que pour tout ¢, ’application
x +— F(z,t) soit lipschitzienne de rapport k(t). Toujours pour nous affranchir

des problemes de temps d’existence.

2.2 Advection d’un scalaire et d’un tenseur

2.2.1 Formulation théorique

Définition 1

Soit ¥ un champ de vecteur. On définit son transporté au temps t par

Uy(2) = do (-, 1), ¥ (¢ (z, —1))

Justifions cette définition. On se fixe un temps ¢. On se donne un arc y(s) qu'on

suppose €'. On définit la transportée de l’arc au temps ¢ par

Le vecteur tangent en s a ’arc est donné par

7;(‘?) = d¢ (.? t)'y(s) ’7/(3)
Si I'on souhaite que le transport d’un vecteur conserve le caractere tangent, alors on

en déduit la définition, traduite dans une approche eulérienne.

Définition 2
Soit ¥ un champ de formes bilinéaires symétriques définies positives sur R?. On

définit son transporté au temps ¢ par

\Dt(f) = td¢ ('7 _t)x v (¢ (33, _t)) d¢ ('7 _t)x

Remarque 3

La définition découle naturellement de celle du transport d’un vecteur : on fait

18



2.2 Advection d’un scalaire et d’un tenseur

remonter les vecteurs auxquels on applique le tenseur ainsi que le « pied » de ces

derniers par le flot.

Donnons une formulation lagrangienne de ce transport.

Proposition 4

On a
U (6 (2,1)) = "o (1), V() do (1),
Démonstration
On a
Ve (¢ (2,1) = "do (1, =) g V(@) Ao (-, =) g0y
Comme

¢(¢($,t),—t):x )

en différentiant, on obtient
do (-, _t)gb(x,t) odg(-,t), =1d
et donc

d¢ (‘, t)z_l = d(b ('7 _t)qﬁ(w,t)

Nous donnerons quelques illustration graphiques du phénomene dans la sous-section

suivante.

2.2.2 Mise en ceuvre numérique

Nous avons une formulation pour advecter des tenseurs, qui repose sur le calcul
de la différentielle du flot. Dans une perspective numérique, il nous faut une maniere
de calculer cette derniere. La proposition suivante nous la donne, en nous ramenent
a une EDO :

Proposition 5
On a

By (1), = dF (1) 5 0 do (1),
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Démonstration

Le flot étant €2, on peut employer le théoréme de Schwarz

Ohdo(,t), = d(Do(.,1),
= d(F (¢ (1),

= qub(ac,t) O dgb (-, t)x

Le point crucial pour la mise en oeuvre de la méthode est la connaissance de la
différentielle du champ d’advection. Il y a deux situations possibles :

e le champ nous est donné de maniere analytique et nous pouvons calculer
explicitement sa dérivée ;

e le champ est donné de maniere discrete. Dans la suite, il s’agirait essentiel-
lement de champs sur maillages et de champs donnés par des valeurs ponc-
tuelles. Il s’agira alors :

— soit d’intégrer dans le solveur nous fournissant le champ une méthode
d’approximation de sa différentielle ,

— soit de se donner une méthode d’approximation de la différentielle ainsi
qu’une évaluation de sa précision a partir des données que nous avons.
C’est par exemple ce que nous mettrons en oeuvre dans le cas des fichiers
de données océanographiques (champ donné par des valeurs ponctuelle)

en nous appuyant sur le Théoreme 59 ( page 129 ).

On trouvera sur les figures 2.1 a 2.4 quelques illustrations du phénomene dans
R2. Nous prenons comme champ de tenseurs initial le champ valant la matrice iden-
tité en tout point. Nous l'advectons de maniere explicite en intégrant ’EDO. Nous
représentons la solution sur [—4,4] x [—4,4] en prenant les points de coordonnées
entiers et en y dessinant les boules unités. Nous représentons le champ exact, ainsi

que celui calculé numériquement par un schéma d’Euler.

Remarque 6

Le schéma est exact dans le cas du champ (1—10y2, 0) et du cisaillement.
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2.3 Application a I’équation de transport conser-

vative

2.3.1 Formulation théorique

On consideére I’équation de transport conservative suivante, définie sur R :

{atp+div(pF) = 0 1)

p(x,0) = po()
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CHAPITRE 2 : Présentation générale de la méthode

Avec les hypotheses définies précédemment sur F qu’on rappelle ici :

Fe¢? (Rd xR,Rd),

2.2
Jk € €° (R,R"), tq z + F(z,t) lipschitzienne de rapport k(t). (22)
La densité initiale est de la forme
1
po(r) = ——=n (" -V (@ —n) . (2.3)
|det V| ( )

avec 7 fonction positive bornée intégrable sur R telle que [pa 7(]|z||) < 400, mul-
tipliée par une constante Cy rendant py normalisé. 1 appartient & R? et V est une

matrice symétrique définie positive.

On rappelle (Proposition 1, page 15) que la solution exacte est donnée par

pla,t) = po(o(z, =t))|detdo (-, =1),|

= (0@ =) =) V(6 (@, —t) — ) detdo (-, ),

(2.4)
Cette densité n’appartient plus, sans hypothéses supplémentaires, a ’espace a deux
parametres de la densité initiale. Nous allons définir un élément de cette espace
correspondant naturellement a la solution exacte en se basant sur le transport que

nous avons défini précédemment.

Dans un premier temps, suivant la Définition 2 (page 18), on définit les trans-

portés de p et V.

Définition 3

Les transportés au temps t de p et V=1 sont définis par :

e = o(ut)
Vit o= tdg (1), o VTlode (1))

On définit maintenant ’approximation de la solution suivante, basée sur 'advec-
tion du point p autour duquel la densité est concentrée ainsi que de 'advection du

tenseur V :
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2.3 Application a I'équation de transport conservative

Définition 4
On pose

Nous allons voir a la section suivante que si ||V tend vers zéro, la distance entre

I’approximation et la solution exacte tend vers zéro en un sens que nous préciserons.

Exemple 7 (Champ radial 1d)

On considere une gaussienne p. =

1
\V2me P ( 22

F(z)==x

2
(z = n) ).On pose

et on a donc
P(x,t) = e'x
et
dp(.,t), = O1p(x,t) = €'

Dans ce cas, la solution exacte est donnée par
pe(x) = pe(p(z, —1)) |det [do(., —t)s]]
1 “ty — )
— exp (_(e v — 1) >e‘t

2me 2¢2

L ()
V2meet P 2 (eet)® ’

I’espérance et la variance transportée sont données par :
— oty
® [y =€
2 _ (,t\2 22
o o = ()€
L’approximation est donc

p(w,t) = \égetexp (_W> _

Elle coincide avec la solution exacte.
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2.3.2 Traduction dans le contexte de la théorie de la mesure

Les formules pour la densité et son approximation restent valables si nous rem-
plagons le flot par un difféomorphisme ¢ ne dépendant pas du temps. On a ainsi une

« solution exacte » donnée par

1

plx) = Wﬂo (¢_1($)) ’det dg, "'

et une « solution approchée »

1

plz) = WU (t(l" — i) Vi (a — %))
et Vi

ot Pon a j1y = ¢ (1) et V' = "dgp (u) ™ oV odg (1)~

Cela correspond au cadre formel du « push-forward » en théorie de la mesure. On
se donne une mesure dpg absolument continue par rapport a la mesure de lebesgue,

de densité .
po(z) = ——n("(x—p) V' (z—p)
’ et V| ( )

On définit la mesure dp comme la mesure image de dpy par ¢, c’est a dire

dp(f) = dpo(f o @)

C’est une mesure absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue, de

densité

pla) = \detlfv\’“ (674 (@) |det dg;

On peut ainsi définir une approximation de la mesure image en posant

1 t -1
p(z) = Mn( (@ = o) V' (2 = p1g))

Ce cadre nous servira dans certains exemples 2d. Il nous fournira aussi un cadre

assez naturel pour utiliser la distance de Wasserstein
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2.4 Dépendance de I'erreur en V'
2.4 Dépendance de ’erreur en V

Placons nous un instant dans le cas du transport pour les gaussiennes 1d. Soit

g(x) = - exp (—W>

2mo 202

Soit F un champ de vecteur de R de flot ¢(x, ). On consideére la solution de I’équation

de transport conservative 2.1 avec g comme donnée initiale

1

gt(x) = exp <_ (Cb (37, —t) — Iu)

202

2ro

) 0.6 0.0

g; n’est pas une gaussienne, mais si o est petit, on s’attend a ce qu’elle en soit proche.

Et donc que la distance avec ’approximation

I S e 1)
WD) = s o) p( 23x¢(ﬁ670>2>

Soit petite.

Plus généralement, on s’attend a ce que ’écart entre 'approximation définie en
Définition 4 (page 22) et la solution exacte de (2.1) décroisse avec V. Nous allons
étudier ce phénomene dans un premier temps pour la distance L, puis ensuite pour

la distance de Wasserstein, dont on trouvera une introduction dans la section 3.3

(page 41).

2.4.1 Erreur L1

On munit R? d’'une norme quelconque et 1’ensemble des endomorphismes de R?

de la norme subordonnée. vV désignera I'unique matrice symétrique définie positive

telle que VVAVV = V.

La notation Cy . désignera une constante dépendant de a, b, c. On se permettra,
pour simplifier les calculs, de garder la méme notation de ligne en ligne pour une

constante qui peut changer d’un facteur.

Pour alléger les notations dans les calculs, on se place ici dans le cas ou le trans-

port est défini directement par un difféomorphisme ( section 2.3.2, page 24 ). Soit ¢
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un difféomorphisme. On pose 1) = ¢~1. On consideére

1 t -1
pla) = mn( ((x) = ) V' ((x) — p)) det dypy

et
1

(z) = NaTAT ("= p) Vit (o = )

I

ou, suivant la Définition 3, on pose p; = ¢(p) et V; = tdgbljl oVo dgb;l. Nous allons

établir un estimateur d’erreur L' entre p et son approximation p.

Quitte a considérer dgb;l (¢(x) — d(p)), on peut supposer que =0, ¢ (u) =0
et do, = Id.

Théoréme 8

Si 1 est €2 a support compact,

\/VH < 1, alors on a
lp =7l <C (cond (V) [ V7] + Cond (VV7)? H\/VHZ)
ou Cond (\/V ) désigne le conditionnement de v/V.

Nous allons donner un corollaire immeédiat.

Corollaire 9
Soit (V},),, une suite de matrice symétrique définie positive tendant vers zéro dont

le conditionnement est borné. Alors on a

lon = Pullz < CVV|

Donnons maintenant démonstration de la preuve.
Démonstration

On pose
er = [, lol@) ~ o) do
On a

61:/
Rd

On effectue le changement de variable y = vV ~1x et on obtient

ev=[ [0 ("0 (VVy) v (V7)) det (duyr,) = (Il ay
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2.4 Dépendance de I'erreur en V'

n étant a support compact et H\/V H < 1, il existe une boule ouverte B, centrée
en 0, de rayon r indépendant de V et dépendant de ¢, contenant le support de

I'intégrande. On a de plus, si y appartient a B, par formule de Taylor
v (VW) =Wy + R(V7y) ot [R (V)| < sup @] [V
B
Donc on en déduit

—1
o) = /B ’77 <||y||2 F2RVY g+ tRV‘1R> det (d¢by,) — 7 (||y||2)‘dy

On a
det (d¢5,) = 1+ O((|VV] Inll)) .

donc

—1
er < [ (Il + 2 BV7 "y RVTR) — o (Jul?) |y

o e [V, o (0 (V) V-1 (7))

On note I la premiere intégrale. Par formule de Taylor, on a

I, < sup\n’]/B 2tR\/V_ly+ tRVIR’dy

< Cuw [ V7 V7 o "l ay

+ Vo [

<y (Cond (V1) [7]  Cond (V)" V)

Comme la deuxieme intégrale est majorée par supn [ ||y|| dy, on en déduit que
e1 < Cyy (Cond (W) H\/VH + Cond (\/V)Q H\/VH2> .

Remarque 10

Pour des raisons de simplicité de ’exposé nous nous sommes limités au cas ou
la densité est a support compact. Le résultat reste valable pour des fonctions 7
tel que [|z|" n(z)dz < co. Il faut alors utiliser le théoréme de Taylor avec reste
intégral sur 7. Et controler I'intégrabilité du reste au moyen de la propriété de

décroissance rapide.

Remarque 11

VV étant symétrique définie positive, son conditionnement est égal au quotient
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de la plus grande valeur propre par la plus petite.

Remarque 12
Hormis en dimension 1, nous n’avons pas la convergence pour les distances LP,
p > 1. Cela est naturel si on considere que la norme L” des gaussiennes est de

) 1
I'ordre de 7|\/‘7’p_1.

Donnons maintenant une traduction dans le cadre des équations de transport

Corollaire 13
Si p(x,t) est une solution de (2.1) et p(z,t) son approximation suivant la Défini-

tion 4 , alors

1p(,t) = p(, )lgr < Crtrn (Cond (ﬁ) H\/VH + Cond (\/V)Q H\/VH2>

2.4.2 Illustration numérique

2.4.2.1 un exemple 1d

1
On considere le champ F(x) = o2 On considere I'équation différentielle
x
(1) = F(x(t)
ZL‘(O) =X

On a
1

Y=

En primitivant cette derniére expression, on obtient que

donc  2'()z(t)* +2'(t) =1

;x(t)3 +a(t)=t+c

et donc
(t)® +3z(t) = (t+¢)=0

On est donc ramené a calculer les racines d'un polynome de degré 3. Les formules
de Cardan, avec un peu de travail pour déterminer la constante pour retrouver la

condition initiale, implique alors que

" iSt—i—x%—i—on—l—\/(3t+x%+3x0)2+4+j 3t + 23 + 320 — \/(3t + 23 + 320)” + 4
€T =
2 2
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2.4 Dépendance de I'erreur en V'

Pour le transport de mesure, c’est le comportement de la solution en espace
qui nous intéressera. On calcule a la main la différentielle du flot. Etant donné la
lourdeur des calculs, nous ne les détaillons pas ici. On représente, sur la figure 2.5
pour un certain nombre de temps fixé la solution en espace, et pour les méme temps,

sur la figure 2.6, la différentielle du flot en espace

10F —

- =
11l
o

T=10
———T=50
-~ T=100

L
10

FIGURE 2.5 la solution en espace a temps fixé

P

FIGURE 2.6 la différentielle du flot en espace a temps fixé

Remarque 14
On voit donc bien que la différentielle du flot nous garantit que la gaussienne
transportée n’est pas une gaussienne, puisque le déterminant, a temps fixé, est

non constant. Cependant, la perturbation reste relativement localisé.

On pose n(x) = exp(x) X ((z) ou ¢ est une fonction plateau € valant 1 sur

[—10,10] et 0 sur [—11,11]°. 5 est alors & support compact. On considére alors

o= ()
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On note pL sa transportée au temps t. On a

pe(x) = pe(9(z,—1))[0:0 (2, )]
=

= r: (0@ -1) |50y

L’approximation p. (Définition 4, page 22) est alors égale a :

. 1 @ —o ()’
p-(x) 27r5|8¢¢(u,t)’n< 2 (881¢(,U«;t>>2>

On représente sur les figures 2.7 a 2.8 quelques résultats a T'=5 et = 1 fixés. On

FIGURE 2.7 ¢ = 0.8, pointillés : so- ‘ E
lution exacte. traits pleins : solution
approchée FIGURE 2.8 ¢ =10.5

7

s

sk

.:
o

FIGURE 29 &£=0.2

met en évidence sur la figure 2.10 la convergence d’ordre 1 pour la norme L!
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-15

2L

FIGURE 2.10 T =5,C = 1,¢ variant de 1.37! & 1.371%. log de I'erreur en fonction
de log d’epsilon et droite de référence de pente 1

2.4.2.2 Influence du conditionnement sur un cas 2d

On a vu dans le Théoreme 8 (page 26) que l'erreur d’approximation dépend du
conditionnement de v/V. Nous allons montrer numériquement que 'explosion de ce

conditionnement empéche la convergence L.

On se donne ici directement un difféomorphisme, donné par

o(z,y) = (z (1+9°) )

On prend p = (0.3,0.3), on se donne R matrice de rotation d’angle % et on pose

On prend n(z) = exp(z)((z).

Dans un premier temps, on prend e, = 2.57%, ¢, = 2.57% avec k variant de 1 & 10.
Le conditionnement est donc constant. On représente sur la 2.11 le log de I'erreur
L' entre la densité de la mesure-image par ¢ et son approximation en fonction du
log de la norme de vV et on retrouve l’ordre 1. Dans un deuxiéme temps on prend
gy = 2.57% &, = &2 avec k variant de 1 & 10. Le conditionnement est alors de I’ordre
de 2.5%, \/V’ de I'ordre de 2.57%. On représente sur la 2.12 le log de l'erreur L' entre

la densité de la mesure-image par ¢ et son approximation en fonction du log de la

norme de vV et on met en évidence qu’il n’y a pas convergence.

Intuitivement, nos densités concentrées sont proches de masses de Dirac, puis-
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—0.5F

-1.0r

—1.5F

-2.0r

—2.5F

-3.0r

—3.5F

FIGURE 2.11 FIGURE 2.12 explosion du condi-
conditionnement constant tionnement

qu’on peut les regarder comme des approximations de 1'unité. L’espace L' ne com-
portant par les masses de Dirac, nos estimations ont lieu a proximité de sa « fron-
tiere », rendant les estimations sujettes a de fortes variations. C’est en particulier
pour cette raison que le conditionnement intervient. Nous allons maintenant étudier
I'erreur d’estimation au moyen de la distance de Wasserstein, définie pour les masses

de Dirac et bien adapté a la théorie du transport.

2.4.3 Distance de Wasserstein

On rappelle qu’on trouvera un introduction détaillée a la théorie du transport
optimal et aux distances de Wasserstein dans le chapitre 3, a la section 3.3. On se

reportera a [37] pour une introduction compleéte.

Le théoreme suivant nous fournit une estimation d’erreur entre I’approximation
définie dans la Définition 4 et la solution de I’équation de transport conservative
(2.1)

Théoréme 15

Si pg a des moment d’ordre 2p finis, on a alors

W, () < K VP

Démonstration

On pose :
o Ti(z) = ¢ (z,1);
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o Tr(x) =do (1), (x = p) + pu-
T transporte py sur p et Ty transporte py sur 7. Ainsi, T = T} o Ty ! transporte 7
sur p. Majorons le cofit total de ce transport pour une fonction coiit ||z — y||”. On
posera L =d¢ (-, 1), (x — p).

Cr = [l =T(@)|px) de
_ / lo—o (L7 (& — ) + u,t)pr (L7 (x = ) + ) | det L™"| dx

/ ... ‘(19,1;1\/_1/"0 <\/V1 (_1 (x — ,ut)) + ,u) ‘det L_l’ dx

Onposey =V (L™' (x — p1;))+ 1 et on obtient alors par changement de variable

CTz/HL(W(y—M) + =6 (VVy— )+ mt)| ply) dy

Par formule de Taylor, on a alors
2p
Cr < K/ VY[ ly = 1l p(y) dy

Comme notre densité est au moins de moment d’ordre 2p fini, on retrouve la conver-

gence d’ordre 2 en H\/VH

2.4.4 Dépendance en fonction du champ

Dans le contexte d’applications, nous n’aurons parfois qu’une connaissance ap-
prochée du champ, par exemple un champ P1 sur maillage. Nous allons ici établir
un premier résultat nous permettant de controler I'erreur calculée avec la distance

W, en fonction de l'erreur sur le champ.

Soit F'(z,t) et F?(x,t) deux champs de vecteurs vérifiant les hypotheses (2.2)
(page 22), avec de plus :
e dF'(-,t) globalement lipschitzienne;
o [F(t) = F*(-, )l < 2o
o ||dF (1), — dF?(-8).|, <e1 Va.

Dans la suite, on posera K (t) le max des quatres constantes de lipschitz au temps

t, et on posera C(t) = [ K(s)ds. On commence par démontrer un lemme qui nous
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servira par la suite.

2.4.4.1 Controle de 'erreur du flot et de sa différentielle

Lemme 16

il existe trois constantes Cj, Cy, C; telles que

|61 (2, T) = @2 (2, T)|| < Co(T) €0,

[dgs (-, T), —dga (-, 1), |l < Co (T)eo + C1 (T) &1

Démonstration

Commencons par le controle du flot. On a

61, T) =62 @D < [ [F 61 et) ) = F (6 (2,2) 1)

< [ IF Gt )~ P (6 () 1)
[P G2 ) 1) = F2 (6 (o))
< [ KW @0) = 62 0 de 20 (T 0)

T
< gl exp ( / K(t) dt) par le lemme de Gronwall
0

< €0TO (T)
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Passons maintenant au controle de la différentielle du flot

061 (. T), = o (T < [ [0FS iy (061 (. 0),) = ARy (062 (1))

[ A ey (@61 1), = AFL g (05 (1)) d

T
b [ A iy (@62 (1)) — AP0 (02 (- ),)
T 1
|48 o 161 (. 0), = dos (1), )1 at
TdFl —dF} deo (1) || dt
)y 146 @ ooty || 12 (-5 2), |

i [ Ay = AF | B 1),

x — dF(-,t), est globalement lipschitzienne, donc

461 (T), = o (T < [ K 1461 (.1), — dos (1)) e
+ [T R on (.0) = 62 (0l 465 ),

+/ 51/ Ids (- 2). || dt

On a .
dgs (-, t)a: = Id+/0 dF* ( 3)¢2(x,s) dgs (-, S)x ds

et [[dF?(-,t),|| < K(t). D’aprés le lemme de Gronwall, on en déduit que

12 (-,1),[| < C(t)

et donc

461 (. 7), 465 (T < [ K(0) 1461 (1), — dos (1), a
+/ ()eoTC () C(t) dt

Yl /0 C(t)dt
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On utilise le lemme de Gronwall et on obtient

< (/ Lo K(0TC () C(t) dt + e, / e dt) exp ( / "KW dt)
< (erC(T)? / '

0

K@) dt + /0 "o dt) C(T)

0

< <50Tc (T) + & / "o dt) O(T)

< 80TO(T>4 + 61TO(T)2

De 1a on en déduit :
|1 (2, T) — ¢o (2, T)|| < Co(T)eo

1o (-, T), = dea (- T), | < Co(T) g0+ Ci (T) &

2.4.4.2 FErreur entre la solution exacte et son approximation obtenue

par transport par le champ approché

On considére ici un champ F vérifiant les hypotheses (2.2) (page 22), qu’on
connait approximativement par un champ F vérifiant lui aussi les hypothéses pré-
cédentes, tel que :

o [F=F| <<
° HdF— dFHOO <
o

£1.
On notera ¢ (z,t) et ¢ (x,t) les flots associés. Soit

1 t -1
po(x)z\/mn((x—u)V (x— )

tel que pg densité de probabilités admet des moments d’ordre 2p finis. On considere

la solution exacte donnée par

p(a,t) = po (¢ (z,=t))[detd¢ (-, =1,

On note p(x,t) approximation de

Po (5 (z, _t)) )det do (-, =),
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qui nous fournit une approximation de p ot 'on a commis deux erreurs, une a cause
de 'erreur sur le champ et 'autre a cause de I'approximation. Le théoreme suivant

nous fournit une estimation d’erreur.

Théoréme 17

Wp (paﬁ) < my (0050 + Cl€1> + M(t)mQ H\/VH2

Démonstration

Reprenant le principe de la démontration de Théoréeme 15, on a :
e ¢ (-,t) transporte pgy sur p(-,t);
o d¢(-,1), (v — ) + p transporte p sur p.

Ainsi
S(x) =do (1), (6 (2, —t) — p) + p

transporte p sur p. Dans la suite, pour simplifier on supposera que p = 0.

On a alors
Wy (o0 < [1S@) = all”p (1) do

/ Hd@(-, ) (6 (x,—)) + 6 (0,1) — :L‘pr (z,) dz

On pose y = ¢ (z, —t) et on obtient
p
7)< [ 6 (.00 )+ 00,0 = 6 w.0)] polv) dy
Par une formule de Taylor sur ¢ (y + 0,t), on a alors, & constante de convexité pres

7)< [ a6 (.00 = a6 (0|19l polw) dy + M @) [ 1911 poly) dy

On a

148,00 = o ¢ 0| Iyl poly) dy < (Co (T) o + €1 (T) 1) [ Iyl polv)

1

Reste & maitriser le deuxiéme terme. On a

("y—mV(y—p)dy = /(\/Fx, V1) ([l2)?) da

C
2p d
J Il
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CHAPITRE 2 : Présentation générale de la méthode

Comme

VT VT < WV o)

on obtient

A %n ("= mVy—m)dy < [VV]" [l (I2]?) dz

p
my

En combinant cette derniere inégalité avec celle portant sur la différentielle du flot,

on a que :
2
W, (p.pf < ik (Cogo+ Crer)” + msM(#) |VV |

< (ml (0060 + C(151) + mQM(t) H\/VHQ)p

Nous avons introduit dans ce chapitre les éléments fondamentaux de la méthode.
Elle ameéne naturellement a travailler avec des densités concentrées ((2.3), page 22
et (2.4), page 22). Nous avons vu, lors des estimateurs d’erreurs, (Théoréme 8,
page 26 et Théoreme 15, page 32) que la concentration de la densité est ce qui
gouverne la précision de l’estimation. Nous allons prolonger cette thématique au

chapitre suivant.
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Chapitre 3

Comparaison de distances pour

I’étude de densités concentrées

3.1 introduction

Considérons les trois configurations suivantes, représentant des densités de pro-
babilités

Pour la distance L!, les densités des deux dernitres configurations sont a la méme
distance, et celles de la premiere a une distance plus petite. Dans une perspective
d’applications, cela n’est pas toujours satisfaisant. Si I’on considére par exemple

qu'une des densités représente un polluant et I'autre une densité de population, la
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CHAPITRE 3 : Comparaison de distances

distance L! ne permet pas de mesurer le risque de maniére trés précise, la deuxiéme

configuration étant plus problématique que la troisieéme

Pour la distance de Wasserstein, dont on parlera un peu plus bas les densités
des deux premieres configurations sont a la méme distance, et celles de la derniere a
une distance plus élevée : contrairement a la distance L', elle percoit bien « I’écar-

tement », mais pas le « mélange » des densités.

Cette question du choix de la distance, qui n’est pas a proprement parler de
la modélisation, mais y est liée dans l'esprit (choix d’un outil mathématique pour
étudier un phénomene concret) est peu traitée en mathématiques appliquées hors

du domaine de I'imagerie.

Nous allons étudier ici différentes distances dans 1'idée de pouvoir les appliquer
a la distance entre deux solutions de l'équation de transport conservative ((2.1),
page 21) ou des densités définie par push-forward (section 2.3.2, page 24 ) avec pour
données initiales des densités concentrées au voisinage d'une point comme nous les

avons définies précédemment ((2.3), page 22).

Nous commencerons par nous intéresser aux distances de Wasserstein. Naturelles
dans le contexte du transport, elles ne permettent cependant pas capter les phéno-

memes de concentration qui nous intéressent ici.

Nous étudierons ensuite la distance de Fisher, outil issu des statistiques. On verra
sur le cas des gaussiennes qu’elle offre des propriétés intéressantes, mais reste d’un

emploi malaisé.

Nous verrons alors qu’on peut moduler les distances de Wasserstein avec une
fonctionnelle, permettant de retrouver certains comportements de la distance de

Fisher, mais dans un formalisme théorique adapté a 1’équation de transport.

3.2 Notations

Soit n est une fonction continue sur R admettant des moments a tout ordre, Cy
la constante tel que r € R? — Cyn <||x||§) soit une densité de probabilité sur R?.
On pose

f%:{xH ’Od n("r =V (z—p)

det V|

peRILV e S++}
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3.3 Distance de Wasserstein

En particulier, on a 24 C &, (Rd) pour tout p. Dans le cas particulier des gaus-

siennes on posera

; peR Vestt
(2m)2 Vdet V 2

Si d = 1, on utilisera pour le paramétrage 1’écart type noté o, c’est a dire

[ o () [pemoen]
G =~ —exp|l———5—||peER,ceR

2mo 202

Gy = {x - exp (—1t(x — )V (z - u))

Soit ¢ un difféomorphisme de R?. Si p est une densité de probabilités, par abus

de notation on notera ¢4p la densité de la mesure image. On pose

2P ={oup|lpe X} et 9 ={bug|g€ Y}

Si ¢ = ¢(.,t) est le flot d'un champ de vecteur, 2, (respectivement 4) est l'en-
semble des solutions au temps ¢ de ’équation de transport pour des données initiales
dans Z; (respectivement dans ¢). Si p € 2y, on rappelle qu’on définit son approxi-

mation de la maniére suivante (Définition 4, page 22)

— _ 1 t T — -1 T —
p(x,w—'detwn(( ) Vi (@ = )

oit e = 9(1) et V™ = de o Vo dg .

3.3 Distance de Wasserstein

Nous allons commencer par rappeller brievement les éléments essentiels de la
théorie du transport optimal. On pourra se référer a [37] pour une introduction

approfondie du sujet.
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CHAPITRE 3 : Comparaison de distances

3.3.1 Introduction au transport optimal
3.3.1.1 Introduction : le probléeme de Monge

Considérons un tas de sable, dont la répartition est représentée dans un espace
X par une mesure g : si A C X, pu (A) mesure la quantité de sable présente en A. On
souhaite transporter ce tas dans un emplacement précis, représenté par une mesure
v fixée dans un espace Y :si B C Y, v(B) mesure la quantité de sable devant se
retrouver en B apres transport. On doit donc avoir p(X) = v (Y) et on peut en

normalisant supposer que les mesures sont des mesures de probabilités.

On considére que transporter une unité de z € X sur y € Y coite c(z,y) ,
ouc: X XY — RU({+oo} est une fonction mesurable appelée fonction de
cotlit. On cherche une fonction mesurable T': X — Y envoyant le tas de sable sur
I'emplacement d’arrivée et minimisant le cotlit de transport (en un sens que nous

allons préciser plus bas).

Dans un premier temps, il s’agit de déterminer les fonctions 7" acceptables, c¢’est
a dire transportant effectivement le tas de sable sur I'emplacement d’arrivée. Soit
B C Y. La matiere présente en B provenant de T~!(B), on doit avoir v (B) =
w (T (B)), c’est a dire que v doit étre la mesure image de u par T. On appellera

transport de p sur v une telle fonction.

Intéressons nous maintenant a la question du coflit de transport, c’est a dire
de définir une fonction C (T") associant a chaque transport un cofit. Transporter la
matiére de z en T'(x) cotite ¢ (z,T(x)). En sommant les cotits de transports en les

pondérant par la quantité de matiere déplacée, on obtient

C(T) = [ ¢z, T(x)) du(w)

Chercher a optimiser le cotit de transport revient donc a résoudre le probléeme

de minimisation suivant

infC (T')
sur I’ensemble des fonctions 7" tel que v = Tz . On appelle ce probleme le probléme
de Monge.
Exemple 18

Supposons que 1'on souhaite envoyer tout le sable en yy € Y, c’est a dire v = d,,.
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3.3 Distance de Wasserstein

Il n’y a alors qu'un seul transport possible : T'(z) = yo et 'on a alors

infC = /Xc(a:,yg)du

Supposons a l'inverse que tout le sable est concentré en x5 € X et qu’on souhaite
Penvoyer sur v = (6, + d,,) avec y; # yo. Alors il n’y a pas de solutions. En
effet, on doit avoir v (T (20)) = 1, donc 3 (6, (T (z9)) + 6y, (T (20))) = 1 et donc

T (xo) =y ainsi que T (xg) = yo ce qui est impossible.

Assez limpide dans sa formulation, le probleme de Monge est cependant com-
pliqué dans son traitement mathématique. En particulier, comme nous le montre la
deuxiéme partie de I'exemple, a cause de 'impossibilité de scinder la masse présente
en un point de 'espace de départ lors du transport. Une formulation alternative due

a Kantorovich permet de traiter ce genre de configurations.

3.3.1.2 Le probleme de Kantorovich

Dans la suite, P (X x Y) désignera ’ensemble des mesures de probabilité sur
X xY.

Définition 5
Soit II (u,v) = {m € P(X xY) | 7 a pour lois marginales p et v } On appelle

probleme de Kantorovich le probleme de minimisation suivant

inf clz,y)dr(x,
et Ly (z,y) dr(z,y)

On appelle plan de transport un élément de II (i, v).

Remarque 19

Ce probléme est une version relaxée du probleme de Monge. Si A C X et BC Y,
7 (A x B) mesure la proportion de matiere de A envoyée en B. Toute la matiere
présente en A devant étre transporté dans Y, on a 7 (A x Y) = pu (A). De méme,

7 (X x B) = v (B). Ainsi, p et v sont les lois marginales de .

Remarque 20

A Tinverse du probleme de Monge, il existe toujours une fagon d’effectuer le
transport, flit-elle non optimale. Il suffit en effet de prendre 7 = p®v. Pour ce qui
concerne 'existence d’un plan de transport réalisant I'infimum (qu’on appellera
plan de transport optimal), elle nécessite des hypothéses assez faible puisque 1'on

peut montrer qu’il suffit que le cotit de transport soit semi-continu inférieurement.
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CHAPITRE 3 : Comparaison de distances

Exemple 21

Nous allons illustrer ici le probleme de Kantorovich. Dans le plan, on consi-
dere le cas ou p = % (5(1,0) + 5(071)) (points noirs sur la figure suivante) et v =
%(5(0,0) +(5(1,1)) (points blancs sur la figure suivante), pour le coit c(z,y) =

[l = yll

Il existe alors une infinité de solutions optimales : qu’on envoie toute la masse de
(1,0) sur (1,1) et rien sur (0,0), ou une partie m sur (1,1) et 3 —m sur (0,0) ne

change rien au cofit de transport total.

Notons que le probléeme de Monge correspondant admet deux solutions.

La question qui se pose maintenant est ’existence de minimiseurs a ces problemes

et leurs caractérisations.

3.3.1.3 Principaux résultats

Nous nous limiterons au cas X =Y = R et c¢(z,y) = ||z —y|[[’,1 < p < oo.
Les hypotheses présentées ne seront pas toujours les plus fines pour faciliter la com-

préhension. Le lecteur pourra se référer a [37] pour des hypotheses plus faibles.

Théoréme 22 (transport optimal pour un cofit strictement convexe)

Soit p, v deux mesures de probabilités sur R%. On pose c(z,y) = ||z —y||”,p > 1.
Si u est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue, alors il existe
une unique solution 7 au probleme de Kantorovich. De plus, cette solution est
aussi I'unique solution du probleme de Monge, en ce sens que m = (Id xT) Y ou

T est la solution du probléeme de Monge, et les cotits de transports coincident.

Sip=2,0onaT = Vpou Vg est 'unique (du-presque partout) gradient

d’une fonction convexe tel que Vo, = v.
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3.3 Distance de Wasserstein

On se permettra donc maintenant de parler de solution du probleme de Monge-
Kantorovich.
Remarque 23
Historiquement, un premier résultat a été démontré dans le cas p = 2 sous des
hypothéses un peu plus contraignantes, indépendamment dans les années 1985
par Knott et Smith, ainsi que par Yann Brenier ([10]). C’est une dizaine d’années
plus tard que les travaux de Gangbo et McCann ont amené un résultat plus
général ([26], [18]) .

Disons un mot du cas p = 1. La perte de stricte convexité de la fonction cofit rend
la situation tres compliquée, les techniques de démonstration reposant pour une part
importante sur de ’analyse convexe. Disons simplement que si p et v sont absolument
continues par rapport a la mesure de Lebesgue, alors il existe des solutions aux
probléemes de Monge qui sont aussi solutions du problemes de Kantorovich, mais

qu’il n’y a pas d’unicité. Le lecteur intéressé pourra consulter la page 100 de [37].

3.3.1.4 Espace de Wasserstein

Les outils du transport optimal peuvent servir pour une étude métrique d’espaces
de mesures. Nous allons nous contenter ici d’introduire les premieres définitions et

résultats qui nous serviront par la suite,.

Théoréme (distance de Wasserstein)

Soit &, (]Rd) ’ensemble des mesures de probabilités sur R¢ admettant des mo-
ments finis jusqu’a l’ordre p. Pour ;1 et v appartenant a P, (Rd), on pose C, (p, V) =
infrenuy) [ ||z — y||” dm. Alors

3=

Wy (1, v) = (Cp (1, v))
définit une distance sur &2, (Rd> qu’on appelle distance de Wasserstein.

Remarque 24
Si ’on compare avec les hypotheses du Théoreme 22, nous n’avons pas forcément

ici I'unicité d'un plan de transport optimal.

Théoréme (Wasserstein métrise la convergence faible)

Soit (p), une suite de P, (Rd>. limyo0o Wy (pik, 1t) — 0 si et seulement si :
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CHAPITRE 3 : Comparaison de distances

1. g converge faiblement vers u;
2. il y a convergence des moments d’ordre p : [ ||z|[Pdur — [ ||z|[Pdu.

En particulier I'espace &2, (]Rd) est un espace métrique complet.

3.3.1.5 Temps et géodésiques

Jusqu’a maintenant, la mesure de départ était instantanément transportée sur la
mesure d’arrivée. Ainsi, la notion de « chemin » pris par la matiére pour se déplacer
n’avait pas de sens. Nous allons maintenant, en introduisant un parametre temporel,

y donner un sens.

On se placera maintenant dans le cas ou p = 2.

Définition 6
Soit pg, p1 deux mesures de probabilités absolument continues par rapport a la
mesure de Lebesgue. Soit T' le transport optimal de py sur p;. On appelle inter-

polée de McCann la courbe reliant pg a p; définie sur [0, 1] par

pr = {(1 = ) A+ T}, pg

On dit qu'un sous-ensemble X de I’ensemble des mesures de probabilités est est
géodésiquement convexe si pour tout couple de mesure de X, leur interpolée

de McCann est dans X.
Remarque 25

Nous allons comparer l'interpolation introduite ici avec 'interpolation L! clas-
sique ( pr = (1 — t)po + tp1). On considere pi(x) = po(z — ¢). On peut alors

facilement montrer que T'(z) = = + ¢, et donc

o= (=Dt +)y

= (z+1tc)y po

Le premier dessin représente l'interpolation au sens de McCann, le deuxieme

I'interpolation classique.

Po Pt P1
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3.3 Distance de Wasserstein

Visuellement, 'interpolation de McCann déplace la densité de départ sur la den-
sité d’arrivée. Cette interpolation est d’ailleurs couramment appellé en anglais,
suivant McCann, displacement interpolation. C’est une interpolation tres na-

turellement liée au contexte de 1’équation de transport.

Remarque 26

On peut montrer que l'interpolation de McCann est la solution d’'un probleme
de transport optimal dépendant du temps et qu’en un sens a préciser, c’est le
plus court chemin entre py et p;. C’est ce que nous dit partiellement 1’égalité
Wa (po, pt) = t Wa (po, p1). Nous ne rentrerons pas plus en détail sur ces considé-
rations ici, qui amenent a l'utilisation d’outils théoriques compliquées et d’hypo-

théses assez fines.

3.3.1.6 Le cas particulier des gaussiennes

Nous allons présenter ici quelques résultats génériques sur le transport optimal
et la distance de Wassertein pour les gaussiennes. On pourra consulter [19] pour
une étude de la distance entre deux gaussiennes pour la distance de Wasserstein
quadratique. [36] développe cette étude en la complétant notamment sur la question
de la courbure de l'espace. [27] a introduit Uinterpolation de Mccann et s’en sert

pour démontrer le caractere géodésiquement convexe de I'espace des gaussiennes.

Le théoreme suivant nous fournit un transport optimal entre deux gaussiennes

Théoréme 27 ([36])
Soit g et go deux gaussiennes de R?, d’espérance i, et jip, de matrices de cova-

riance V; et V5. On pose

ol

1 1 1 1
w=vi (Ve ) T

La fonction T' ci dessous est le transport optimal de g; sur go
T(x) =2W (x — ) + p2
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CHAPITRE 3 : Comparaison de distances

¢, est géodésiquement convexe et la distance de Wasserstein quadratique entre

les deux gaussiennes est donnée par

1
1 1\ 2
Wa (g1,92)° = [l — poll5 + tr Vi + tr Vo — 2t (‘/12‘/'2‘/12)

Remarque 28

Prenons d = 1. On a o7 = V}. De 13,

W (91792)2 = | — ,UQ\Q + o1 — 02]2

et 'on en déduit que (4, W) est isométrique au demi plan supérieur ouvert muni
de la distance euclidienne. En particulier, si 07 = 09, la distance ne dépend que
de pp et py. Ainsi, en reprenant la figure ouvrant ce chapitre dans le cas des
gaussiennes, la distance est identique dans les deux premieres configurations, la

troisieme distance est plus importante.

3.3.2 L’équation de transport est bien posée pour la dis-

tance de Wasserstein

On consideére 1'équation de transport conservative (2.1) (page 21), avec les hypo-
theses définies en (2.2) (page 22), sur le champ F. Notons que d’apres 'EDO vérifié

par la différentielle du flot (Proposition 5, page 19) on a la borne suivante sur la
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3.3 Distance de Wasserstein

dérivée du flot a t fixé :

Hd¢(wﬂﬂb3<eXp(%rk@i>ds

d’apres le lemme de Gronwall.

Théoréme 29

L’équation de transport conservative est bien posée sur (,@p (Rd) ,Wp).

Formulé un peu différement sur le sous-ensemble %f, le théoréme nous donne le

corollaire suivant

Corollaire 30
Si pupo et ¢pup appartiennent a 3&”;’, on a

Wy (¢#P07¢#P1) < sup ||d¢z|| Wy (,OO,Pl)

zCcR4

Démonstration

L’existence et 'unicité d’une solution pour toute donnée initiale est déja connu. d¢
est borné, donc les moments d’ordre p sont finis. Reste a voir la continuité par rapport
aux données initiales. Soit pq, po deux données initiales appartenant a &, (Rd). On

notera pl et ph les solutions de I’équation de transport au temps t.

Soit T transport optimal de p; sur py. On pose T, = ¢ (.,t) o T 0 ¢ (., —t). Alors
T; est un transport de p! sur ph. En effet, soit f € 6} (Rd>. On a

Tiud()) = [(FoTy)ash
= [((oo(.HyoT)oo(,~t)ds}
_ /(fogb(.,t)oT)dm car p1 = ¢ (., —t),
_ /(fo¢(.,t))dp2 car py = Typy

= /fdpé car py = @ (1) pa
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De 14, on en déduit que
Wy (ks < [ ITilw) = all” g
< [I@ .ty oT o6 (, 1) (@) -l o}
< 16T, = 6 (I doy  car py = 6, ), 0}

< Ao G0N [IT) — 7 dpr car 46 (1)), majoré.

Corollaire 31
Soit ¢upo et pupy appartenant a e%”ld’. On a

inf |¢'] Wa (po, p1) < Wa (¢4p0, p4p1) < sup|¢'| Wa (po, p1)

Démonstration

Soit T transport optimal de p; sur ps. On pose T; = ¢po T o ¢~ 1. On sait d’apres la
démonstration précédentre que T; est un transport de p; sur po. Il est facile de voir
que T} est le gradient d’une fonction convexe. Donc d’apres le Théoreme 22 (page

44), Ty est le transport optimal de ¢4py sur ¢4 p;. Donc
Wa (6sp0,04m) = [ ITi(x) = of dp}
= /‘(¢0To¢’1) (x) —x‘de’i
= /|¢ — ¢y, )7 dpr  car pr = ¢ pf

T(y) 2
_ / / o, dr
Yy

. 2 2
inf |do,| /IT(y)—y| dpy

dpr

WV

WV

. 2 2
;relﬂi; |dez|” Wa (po, p1)

Appliquons ce dernier résultat a deux gaussiennes 1d gg et g;, d’espérance j; et
12, ayant le méme écart-type o. On a alors, d’apres les résultats sur la distance de

Wasserstein quadratique entre gaussiennes (Théoreme 27 page 47 et Remarque 28
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3.4 Distance de Fisher

page 48),

inf [¢'| \/|pf — pdl < Wa (dpgo, dpg1) < sup @[/ |pf — pg]

La concentration des gaussiennes n’a donc pas d’influence.

En conclusion, la distance de Wasserstein est naturellement adapté au cadre
théorique du transport, mais la Remarque 28 et cet exemple illustrent le fait que la
distance de Wasserstein ne permet de percevoir les phénomenes de concentration.
Nous allons maintenant présenter une distance qui permet de les percevoir, mais

d’un usage plus complexe.

3.4 Distance de Fisher

3.4.1 Introduction

La distance de Fisher est un outil issu de la Géométrie de l'information ([1],
[2]). Celle-ci utilise des outils de géométrie différentielle & des fins statistiques. C’est
une branche relativement récente des mathématiques, puisqu’elle s’est développée
vers 1985 a partir du Japon. Un nombre de résultats significatifs n’étaient encore

accessibles qu’en Japonais a ’aube des années 2000.

L’idée centrale est de considérer un espace de densités de probabilités comme
une variété riemmanienne, permettant ensuite la résolution de problemes de nature

statistique.

Cette approche est fortement basée sur l'estimateur du maximum de vraisem-
blance, regardant p(-, ) appartenant a une famille de fonctions (pg),cq comme une
fonction en #. Nous ne reprendrons pas cet estimateur ici, on trouvera en annexe
une petit introduction aux statistiques le présentant ( section 7.2, page 134). On y
trouvera aussi quelques rappels de géométrie différentielle ( section 7.3, page 139).
Pour une introduction compléte aux statistiques, on pourra se reporter a [33], pour

la géométrie différentielle et riemmannienne a [23], [17].
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CHAPITRE 3 : Comparaison de distances

3.4.2 Matrice de Fisher
3.4.2.1 Cas général
Soit
M = {xr—>,0(x,9) ‘ /pdx: 1, 0 € © ouvert de Rm}

famille de densités de probabilités définies sur R?. On notera parfois py la densité

p(+,0). On considérera fréquemment
L={x—=n(p(x,0))[p(,0) €M}

pour des calculs plus simples et on notera [(,0) les éléments de L, ie [(-,6) =

In (p(-,0)). Dans la suite, on fait les hypotheses suivantes :

o 01 #£0y = p(-,01) # p(-,6y), cest a dire que le modele est identifiable;
e le support de pg, {x € R¢ | pp(z) > 0}, ne dépend pas de 6.

e pour presque tout z, Papplication 6 — p(x,0) est différentiable en 6 et on

peut différentier sous le signe somme.

Définition 7
On appelle matrice d’information de Fisher la matrice semi-définie positive
définie par

0 0

Iy =E
(4,9)

On a le résultat suivant tres pratique pour le calcul de cette matrice

Proposition 32
Si pour presque tout z, I'application 6 — p(z, ) est deux fois différentiable en

et on peut différentier deux fois sous le signe somme, alors

Iy = — (E [021(-,0)])

1,5
Démonstration

Nous allons nous contenter ici de parler du cas 1d pour éclairer un peu la situation

et I'importance des hypotheses. On a

/p(x,@) de =1 Vb
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3.4 Distance de Fisher

Par dérivation sous le signe somme, on a

0 = /09p($,9)dx

= /89 [In (p(x,0))] p(x,0)dxr  comme le support ne dépend pas de 6.

On dérive une seconde fois sous le signe somme, et on a
0 = [ In(plw,0))] ple,0) du
= [ 8 I (p(w, 0)] pl, ) dz + [ (0% n (o, 6))])* da

Et donc
16) =~ [ 33 In (p(w,0))] pla, 6)

Si la matrice de Fisher existe et si elle est définie-positive, alors on peut munir ©
d’une structure de variété riemmannienne ¢! nous donnant la métrique de Fisher.
Nous allons des maintenant illustrer ce concept sur les gaussiennes 1d et nous verrons

sa signification statistique.

3.4.2.2 Expression de la métrique de Fisher pour les gaussiennes 1d pour

le paramétrage classique

On travaille sur les gaussiennes 1d

2
9= (e oo (U5 [ner ser)

Il est naturel de prendre comme paramétrage 6 = (u,0) et © = R x RT*,

Proposition 33

La matrice de Fisher pour une gaussienne 1d est donnée par

Démonstration
On a
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CHAPITRE 3 : Comparaison de distances

De la, on en déduit que

1
Ol(x,0) = -
L, @—p)
2
aa'l('r? 0) - g - 3T 3
2 _ T TH
aual<w79) =2 o3 )

et ensuite

2 1 _(w - M)2 _
/le(x,@) o exp ( g7 de=0 |,

/82l(x Q)Lex —M dx:—i
WY P 952 o2

/ 021(x, 0)

R x R™ muni de cette famille est donc une variété riemmannienne et on retrouve
donc, a isométrie pres, le demi plan de Poincaré. On trouvera en annexe, (section 7.1,
page 131), une breve introduction sur ce sujet. Donnons simplement les informations

essentielles ici.

On trouvera sur la figure suivante les courbes géodésiques. Le facteur en 2 rend

g

coliteux le fait de s’approcher du bord, ce que montre bien la figure

(7 NN | ™

En reprenant la figure du début du chapitre (page 39) en regardant les courbes
comme des gaussiennes, cette distance nous dit que les trois situations sont diffé-
rentes, allant de la plus proche (en haut) a la plus éloignée (en bas). Le théoréeme

suivant formalise ces observations et donne une formule explicite pour la distance.
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3.4 Distance de Fisher

Théoréme 34 ([4])
Soit 01 = (1, 01) et Oy = (2, 02) points du demi-plan. On a

— 2 2
2 o)™+ 2 (0 —
d (61, 062) V2arccosh <1_|_< ! 2) (01— 02) )

40’10'2

Les courbes géodésiques sont de la forme

t + c92tanh (L +
) (o 2B TN 41
V/2¢, arccosh (ﬁ + 03)

(M(t)) = ( Ml ) quand py = pi
o(t) exp (% + c)

Disons un mot du sens statistique de cette distance. Commencons pour cela par
illustrer I'information de Fisher. Nous sommes toujours dans le cas gaussien. Le théo-
reme de Cramer-Rao (Théoreme 67, 137) nous dit que I'information de Fisher nous
donne une borne inférieure sur la précision d’un estimateur. Soit (X7i,...,X,) un
échantillon indépendant identiquement distribué de loi N (i, o). On a par propriété
(Proposition 66, page 137) de l'information de Fisher

1
[(Xl,...,Xn) = nfxl = n;

plus on a d’observations, plus on a d’informations. Supposons que 1’on se donne un
estimateur [, (Xi,...,X,) pour l'espérance. Alors 'erreur commise par l’estima-
teur est borné inférieurement d’apres le théoreme de Cramer-Rao (Théoreme 67,

page 137) :
By [ — 1 (6] >

n

Ainsi, plus la gaussienne sera resserrée, plus la borne inférieure sera petite.

Supposons maintenant que ’on a deux ensemble de points (1, ..., x,) et (Y1, ..., Yn)
correspondant a n tirages d’une variable aléatoire X et d’un variable aléatoire Y,
de densités respectives les gaussiennes gg et g;. Si nous n’avons pas d’informations
préalables sur 'appartenance des points a chaque ensemble, la distance de Fisher
nous renseigne sur le risque de considérer un point x; comme faisant partie de la
famille (y;). Ou, de maniére similaire, de reconstruire la gaussienne g; a partir des

informations sur go.
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CHAPITRE 3 : Comparaison de distances

Notons pour finir que d’autres paramétrages sont possibles pour les gaussiennes
1d. Nous en mentionnons deux, par les moments 6 = (pu, MZ + 02) et surtout sous

la forme d’une famille exponentielle, 6 = (%, —#

) € R x ]—1,—o0[. On pourra
se référer a [1] pour une présentation des familles exponentielles et a [13] pour une
présentation de la métrique de Fisher et des géodésiques suivant ces différents para-

métrages.

3.4.3 «-connexion

On trouvera en annexe ( section 7.3.2, page 141) une petit introduction aux
connexions. On pourra se reporter a [1] pour plus de détails sur les résultats présentés
icl.

Définition 8

Soit a € R. On définit une connexion V() sur M au moyen des coefficents

11—«
+

Ty = E Kaiajz (.0) + ~——20,1 (x,0) 0,1 (z, 9)) Ol (x, 9)}

ou ik =25 Flijgkl

Remarque 35

Le choix du parametre o va dépendre de ce que ’on souhaite observer. Supposons
que l'on a deux densité de probabilités py et p;, la situation nous amenant a

considérer comme naturel de les relier par

pla,t) = (1 —t)po(x) + tp1(z)
Alors cette courbe est une géodésique pour la —1-connexion ([1]).

si 'on relie les deux densités au moyen de la famille exponentielle, c’est a
dire p(z,t) = exp ((1 — t)lo(z) + tli(z) — c(t)) ou l;(x) = In(p;(x)), alors c’est

géodésique pour la 1-connexion ([1]).

Cet outil nous servira pour un calcul numérique de la distance de Fisher entre

les gaussiennes multivariées.

Proposition 36 ( [1])
La connexion de Levi-Civita sur M pour la métrique de Fisher est donnée par la

0-connexion.
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3.4 Distance de Fisher

3.4.4 Les gaussiennes multidimensionnelles

Pour ce qui concerne I'étude des gaussiennes multidimensionnelles pour la dis-
tance de Fisher et les démonstrations de cette section, on pourra se reporter a [34].
Nous allons dire quelques mots de la distance de Fisher sur les gaussiennes multi-
dimensionnelles. Nous allons assez peu détailler les résultats, mais mettre en avant
les importantes différences avec le cas des gaussiennes 1d et les questions que cela

souleve dans une perspective d’applications.

Soit Sy I'ensemble des matrices symétriques de dimension d et S;* le sous-

ensemble des matrices symétriques définies positives. On pose

E. — (5ik5il)k,l sii =]
Y (6ik(5jl —+ (51'[5]']@)]” sie 75 7

et la famille des (E;;), . nous définit une base de I'ensemble des matrices symétriques.

0]
L’ensemble ¥; des gaussiennes de dimension d s’identifie avec R? x SF+. On

obtient alors une identification avec un ouvert © de R*+24(@+1) ep posant

Z UijEij € S;+}

,J

O = {(91,...,0d+§d(d+1)) = (Ml,--wﬂda (Uij)1<i<j<d>

La proposition suivante nous donne la matrice de Fisher

Proposition 37 ([34])

v | 0
( 0 (étr(v1EijV1Ek’l))(i,j),(k,l)>

ou l'indice (4, j), (k, 1) correspond aux coordonnées (v;;, ).

Démonstration
Nous allons présenter ici une méthode différente du cas 1d pour obtenir ces résultats,

basée sur des outils statistiques.

On décompose la matrice de Fisher en quatres blocs (de tailles différentes)

]/m IMV
Ly | vy
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CHAPITRE 3 : Comparaison de distances

qui vont étre calculés séparément. Nous allons nous contenter de montrer le calcul

de I,,.

Soit (X1,...,X,) un n-échantillon de loi N (i, V). Calculons fi I'estimateur du
maximum de vraisemblance (Définition 18, page 136). On pose L la log-vraisemblance.
On a

Vfl
5 &=

L(uV) = =Y In(2m) + ; In (det V) + “(X; — 1)

On souhaite maximiser L par rapport a u. On a, a V' fixé,

donc .
VL) =0 <= > v ' (X;—p)=0
i=1
= VY (Xi—p) =
i=1
— Y (X;—p=0
i=1
1 n
= p=-> X
n;3
On a donc

C’est un estimateur non-biaisé, on a donc d’apres le théoreme de Cramer-Rao (Théo-

reme 68, page 138)
A R
Var (1) > ﬁlw

ou Var (i) désigne la matrice de variance-covariance et l'inégalité A > B est définie

par A — B semi définie positive. On en déduit que
Var (Vnji) > I,!

L’estimateur du maximum de vraisemblance est asymptotiquement efficace ([33]),

c’est a dire qu’il devient efficace (borne de Cramer-Rao atteinte effectivement par

o8



3.4 Distance de Fisher

I'estimateur) de maniére asymptotique, donc
lim Var (x/ﬁﬁ) =I!
N—00 s
On a

Var (vn) = nE[(7—Ea]) ‘(7 — E[a])]

= nE[(7—p) (7 —p)

ey t(i;@ —m)]

)

= nkE

=V carVar[X;]=V |,
donc I, =V~

Abordons maintenant la question des différences entre le cas des gaussiennes
1d et les gaussiennes multidimensionnel. Alors que dans le cas 1d, la géométrie de
I'espace est tres bien connue (géodésiques, géodésiques pour les connexions, expres-
sion explicite de la distance etc.), dans le cas multidimensionnel trés peu de choses
peuvent étre dites. Cela n’est pas uniquement dii a des calculs plus compliqués, un

changement important a lieu dans la géométrie de I'espace. A titre d’exemple, alors
1

29
ici la courbure n’est pas constante ([34]). De maniére plus simple, on peut se conten-

qu’en dimension 1, ’espace des gaussiennes est de courbure constante égale a —

ter de regarder 'espace de travail : R x R** dans le cas 1d, R? x S** dans le cas

multidimensionnels.

Nous allons cependant voir dans la partie sur les applications (chapitre 5, page 87)
une technique pour calculer numériquement la distance entre deux gaussiennes, qui
reposera sur le calcul de la géodésique a partir d'une EDO avec des conditions aux

limites s’appuyant sur une expression a partir des connexions.

Nous avons traité ici uniquement le cas gaussien. L’application a des gaussiennes
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CHAPITRE 3 : Comparaison de distances

transportées nous a conduit a d’importantes questions théoriques et techniques ac-
tuellement sans réponses. Nous n’aborderons donc pas cette question ici. Disons
simplement que la méthode la plus naturelle pour le faire est de se placer dans
le cadre des familles exponentielles ([2]), définition naturelle pour une gaussienne

transportée.

Une seconde question, plus vaste, est celle du cas non-paramétrique. C’est un
sujet encore tres neuf, on trouve diverses approches dans la littérature pour généra-
liser la théorie. La plus ancienne a notre connaissance est [1], qui en vient a identifier
I’ensemble des densités de probabilités comme un sphére L?. Elle s’inscrit dans un
ensemble d’approche variant autour de l'idée suivante : considérer le plongement
p — /p des densités de probabilités dans 'espace 1.2, Une approche basée sur des
outils théoriques complexes est proposée dans [31]. On trouvera a la fin de [30] un

bref apercu des différentes approches.

3.5 Distance de Wasserstein pondérée en 1d

Nous avons vu que la distance de Fisher est un outil intéressant car il permet de
percevoir aussi bien 1’écartement que la concentration des densités, comme l'illustre
le cas des gaussiennes 1d (voir section précédente), phénomeénes qui ne sont pas
pergus simultanément par les distances L' et W,. Néanmoins, a part dans le cas
des gaussiennes 1d, et multidimensionnelles en utilisant des outils numériques (Cha-
pitre 5, page 87), c’est un outil malaisé a étudier, notamment dans le contexte du

tranposrt.

Nous allons donc partir ici des distances de Wasserstein, adaptées au cadre théo-
rique de l’équation de transport, que nous allons, suivant une approche que l'on
peut trouver dans [9] et nous inspirant de la construction du demi-plan de Poincaré,
pondérer par une fonctionnelle. Cela nous permettra de percevoir les phénomenes

de concentration.

Nous allons commencer par quelques généralités sur de telles distances. Nous
I’appliquerons alors a la distance entre deux gaussiennes, une gaussienne transportée

et son approximation, et deux gaussiennes transportées.
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3.5.1 Généralités sur les distances construires a partir d’une

fonctionnelle sur un espace métrique

On considere un espace métrique (X, d) et une fonctionnelle J : X — [0, o0]

Définition 9
Soit v une courbe de X. On appelle, si elle existe, la quantité suivante la dérivée

métrique de v en ¢
p Cod(y(s),y(t
I (£) iy 000),9(®))

s—t |S — t|
On a comme conséquence du théoreme de Rademacher la proposition suivante.

Proposition 38 ([3])
si 7y est lipschitzienne, alors la dérivée métrique existe presque partout par rapport

a la mesure de Lebesgue

Définition 10
Soit J: X +— ]0,+o00] une fonctionnelle continue, v une courbe de X définie sur
[a,b] admettant une dérivée métrique. On définit la longueur de 7 par rapport a

J, si elle existe, par

L) = [ T6m) bl 6

Proposition 39 ([9])

On suppose X connexe par arcs lipschitzien. On pose
I,y = {7~ lipschitzienne ,~y d’extrémités z et y}
Si pour tout x,y il existe une courbe de longueur finie reliant x a y, alors
d = inf !
(z,y) = inf 1y ()

définit une distance sur X.

Remarque 40
L’existence de la distance est possible sous des hypotheéses beaucoup plus géné-

rales. On poura par exemple consulter [9] sur ce sujet.
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CHAPITRE 3 : Comparaison de distances

3.5.2 Application aux gaussiennes 1d transportées

Dans la suite, ¢ désignera un €*- difféomorphisme de R sur R. On supposera de
plus que :
e ¢ >e>0;
e ¢ bornée.

On notera 9 la réciproque de ¢.

Soit X, une variable aléatoire réelle de densité p. On pose

B 1
-~ VarX o

J () (3.1)

c’est cette fonctionnelle J qui servira dans I’applications des outils définis précédem-
ment. On peut déja intuitivement voir que cette fonctionnelle va étre d’autant plus

grande que la densité aura une petit variance.

3.5.2.1 L’ensemble des gaussiennes 1d

On considere 'ensemble des gaussiennes 1d % qu’on identifie avec le demi-plan
supérieur. On prend pour d la distance de Wasserstein quadratique. On sait, d’apres
le Théoreme 27 (page 47), que dans ce cas elle s’identifie avec la distance euclidienne.

Sur ¢, la fonctionnelle J définie en (3.1) nous donne

1
J(IU,O) )

o

Nous pouvons en déduire la longueur d’une courbe suivant la Définition 10 (page 61).

Soit
()
y(t) = (U ( t>)

une courbe lipschitzienne de ;. Comme v est dérivable presque partout, on a presque

partout |y|" (t) = ||7/(t)||. On en déduit que

b )= [ aEl ol

On en déduit que 'espace des gaussiennes 1d muni de la distance de Wasserstein

pondéré par la fonctionnelle J (u, o) = % s’identifie au demi-plan de Poincaré (voir

section 7.1,page 131). On notera d, cette distance et on a (Théoreme 64, page 133,
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d’apres [35])

(1 — 1o)* + (01 — 0’0)2>

dg (90, 91) = arccosh (1 + S

3.5.2.2 L’ensemble des gaussiennes transportées

On considere %f I’ensemble des gaussiennes 1d transportées par ¢, qu’on munit
de la distance de Wasserstein quadratique. On note dy4 la distance associée a la

fonctionnelle J ( Proposition 39, page 61 ).

Théoréeme 41
Soit po = ¢xg0 et p1 = P41 deux gaussiennes transportées. On notera (po, o)

et (p1,01) leurs parametres et on supposera les écarts-types assez petits. On a

/
sup\qb[ d (90791)

inf |¢'
i 5dg (90,91) < d (po, p1) < 2- 5 d,
inf |¢/|

2sup |¢/|

Remarque 42

On a donc une formule d’encadrement explicite, puisque 'on a (Théoréme 64,

1+ (11— 110)*+(01—00)> )

20001

page 133) l'expression d, (go, g1) = arccosh (

Avant de démontrer ce résultat, commencons par un résultat préliminaire sur le

controle de la fonctionnelle J.

Lemme 43

soit p = ¢xg une gaussienne transportée, avec g de parametre (u,0). Si o <

K29 o K est une constante ne dépendant pas des données du probleme,

suple’’|
alors . . 5 5
2 2 < 2 2 <J(p) < 2 2 S 2 2
2sup|0F 0?20/ ()0 o (o " if|glo
Démonstration

soit p = ¢xg une gaussienne transportée, avec g de parametre (p, o). On pose
V = VarX,.

Par formule de Taylor, on a ¢ (1 + ox) = ¢(u) + ¢'(u)ox + Re(x). De 14, on a
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que :

Vo= /¢(u+a:v)2g(a:)da:— (/¢(M+U$)g(w)dw>2

= o)’ + +/R2 ) dz + 26(u /32 () da+

206/(11) / eRo(@)g(e)de — 6(n)? — [ Ra()o(w)dr) ~26(s) [ Rofalgle)d

= (¢(w)a) +200/(1) [ 2Rag(x) dv + Var (R ()

On a:
o |Ry(x)| < supl¢”|o?;
o |Var (Ry(z))| < 2sup [¢"]* o

Et donc
|V — (¢ (n)0)’| < C'sup|¢”| (¢ () + sup || o) 0
Sio < L(ﬁ:/, on a alors
sup|¢”’|
V= (¢ (wo)’| < Csupl¢”| ¢/ ()| 0®  avec C =20
et sio < ﬁrﬁ;ﬁ”l’ alors on a
1
V= (#(0)’| < 5 (¢ (o)’
Donc | 5
5 (@ (W)o) <V <S¢ (o)
On en conclut que
2 1 1 2
——=>J(p) > —— car - <3
(inf |¢/] o) 2 (sup [¢'| 0) 2 3

Passons maintenant a la preuve du théoreme.

Démonstration

Soit pg = ¢ugo et p1 = ¢pxg1 deux gaussiennes transportées. On souhaite controler

leur distance. Commencons par la majoration

Pour ¢t € [0,1], on pose g; la courbe minimisante dans % entre go et g;, et
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3.5 Distance de Wasserstein pondérée en 1d

pt = o409t On a
Ao (popr) < [T (o) ol (D)t

2
< /mmw’”()

o2 /* oyt
sup (b’
inf |¢/|”
sup |¢/|
dg (9o,

Passons a la minoration. Soit p; une courbe minimisante. On a

dy (po, p1) /J pi) ol (t

"(t)dt ( Lemme 43), page 63.

Controlons la dérivée métrique :

h—0 h go(w) dz

mww__hmJ/(WN@+W+U@+W@—¢W@+U@@>

donc

2d9 (90791)

inf |¢/| inf |’
o) > 52 I [ ol 7l

jo'f? up |¢/|
Remarque 44
Présentons un formalisme différent. On pose F25¢ le sous-ensemble de 2, (R)

contenant les mesures qui sont de plus absolument continues par rapport a la

mesure de Lebesgue. C’est un ouvert de (Z (R), Wa).

1

En considérant la fonctionnelle J sur Z4¢, J: p € P — Vark,

on peut
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définir une distance d sur 5.

1+ (11—p0)>+(01—00)* )

20001

Sur le sous-espace 4 de Z4¢ on a d (go, g1) < arccosh (
En effet, le plus court chemin dans 275¢ est plus court que celui dans %, qui nous

donne la distance induite par le demi-plan de Poincaré (Théoreme 64, page 133).

Sur %f’, suivant la démonstration du Théoreme 41 on perd la minoration

. — sup |¢|
mais la majoration d (pg, p1) < 2 ———5 d(go, g1) reste valable.

inf [¢/|”

La distance construite nous permet de retrouver les caractéristiques de la dis-
tance de Fisher qui nous intéressaient, mais dans un cadre propice au transport,
nous permettant d’obtenir naturellement des estimations entre deux gaussiennes
transportées. Notons d’ailleurs que la preuve du Théoreme 41 est valable pour des
densités de 27 et que nous l'avons formulé pour les gaussiennes uniquement pour

des raisons de continuité avec la présentation de la distance de Fisher permettant la

comparaison entre les deux distances.

Concernant I’extension au cas multidimensionnel, la difficulté n’est pas technique,
les outils employés en 1d s’utilisant de maniere similaire en dimension supérieure.
Elle est dans le choix de la fonctionnelle J permettant de saisir les phénomenes de
concentration. Des essais ont été menés, dans le cas gaussien, avec la fonctionnelle

1

J (11, V') = 35 mais ne sont pas satisfaisants.

3.6 conclusion du chapitre

Nous avons vu au chapitre précédent que 'utilisation de la distance L' pour
I'etude de l'écart entre une solution concentrée et son approximation (Théoréeme
8, page 26) souléve des interrogations. Nous avions mentionné en introduction que
dans 1'étude de phénomenes physiques (écart entre des polluants), elle n’est pas
toujours satisfaisante, la question plus générale étant le choix d’une distance suivant

les phénomenes a étudier.

Nous avons commencé par introduire la distance de Wasserstein. Naturelle dans
le contexte théorique des équations de transport, elle est satisfaisante tant que le

contexte de concentration joue de maniere marginale.

Dans le cas contraire, nous nous sommes intéressés a la distance de Fisher. C’est

un outil permettant de percevoir des phénomeénes nous intéressant pour 1’étude des
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densités concentrées utilisées au chapitre précédent (densité initiale (2.3), page 22
et solution exacte (2.4), page 22). Il reste néanmoins encore assez peu connu théo-

riquement et il n’est en I'état pas possible de 'utiliser en dehors des gaussiennes.

Néanmoins, en s’inspirant du demi-plan de Poincaré que nous donne la métrique
de Fisher, il est possible de construire a partir de la distance de Wasserstein une
distance qui est en méme temps adapté au cadre théorique du transport, et permet

de percevoir les phénomenes de concentration si ces derniers sont d’importances.
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Chapitre 4

Courbes

4.1 Rappel sur les courbes et notations

Dans la suite, on appellera arc du plan de classe ¢* un couple (I,~) ot I est
un intervalle de R et v € €% (I,R?). Par abus de notation, on fera fréquemment
référence a un arc sans préciser l'intervalle. On appellera courbe I'image d’'un arc.
On emploiera parfois le mot interface pour désigner une courbe et fréquemment
le mot paramétrage comme synonyme d’arc. On utilisera des lettres minuscules
(typiquement «y) pour désigner un arc, et des majuscules (typiquement I') pour

désigner la courbe associée.

On rappelle qu’on a une relation d’équivalence sur les arcs €% donnée par
(I,7) ~ (J,6) <= il existe § un ¢*-difféo de I sur J tel que y =506

Les éléments d’'une classe d’équivalence ont pour image la méme courbe, mais la
réciproque est fausse : une courbe peut admettre des paramétrages dans différentes
classes d’équivalence, considérer par exemple I’axe des abscisses paramétré par [s, 0]
ou par [s,0]. Suivant [6], on appellera propriété géométrique une propriété ne

dépendant que de la classe d’équivalence choisie et pas du représentant choisi.

On dit qu’'un point est singulier si 4'(s) = 0. C’est une propriété géométrique.
On rappelle qu’il y a quatre sous cas possibles : point d’inflexion (la courbe traverse
sa tangente), point ordinaire, point de rebroussement de premiere espece, point de

rebroussement de deuxiéme espece.
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4.2 Introduction et remarques préalables

4.2.1 Introduction

Nous considérons une courbe I' C R? et ¢ un €*°-difféomorphisme. On pose
Iy = ¢ (1) la transportée de I" par ¢. On souhaite calculer numériquement I';. Nous
commencons pour cela par nous donner une discrétisation (py), de I' que nous allons
transporter par ¢. On posera p, = ¢ (py,). Suivant l'esprit de la méthode introduite
au chapitre 2 , nous allons en utilisant la différentielle de ¢, transporter un vecteur
v associée a chaque point permettant une meilleure reconstruction de la courbe.

Nous appellerons v}, ce vecteur transporté.

Vi Vk+1
Dk P41
transport
transport du point et
du point et du vecteur
du vecteur

|
|
v

reconstruction
a partir des
informations

transportées

Dans un premier temps la courbe I' sera discrétisée en associant a chaque point
pr le vecteur normal unitaire extérieur n,. Nous montrerons que nous avons alors
une unique reconstruction de I'; par une courbe paramétrée par morceaux par des
polynomes Py de degré 2 entre pj, et pj,_,, et nous présenterons une méthode raffinant

la discrétisation nécessaire a 'efficacité de la méthode.

Nous nous intéresserons ensuite au cas ou I' est paramétrée par un arc . Nous
effectuerons alors une discrétisation au moyen de splines cubiques d’Hermite, et nous

transporterons les vecteurs tangents.
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4.3 Utilisation de la normale et reconstruction de degré 2

On trouvera dans le chapitre 5 une application a un probleme de Stokes dipha-

sique.

4.2.2 Points singuliers de I';

On suppose que I' est paramétrée par v. v, = ¢ o v est un paramétrage de I';.

On a alors la proposition suivante

Proposition 45
7;(s) est un point singulier si et seulement si 7/(s) est un point singulier. De plus,

ils sont du méme type.

Démonstration
() =0 = doy'(s) =0
< 9/(s)=0 car d¢ est un diffomorphisme
Intéressons maintenant & la nature des points singuliers. Soit v(s) un point singulier.
Comme ~+'(s) = 0 on a ’yt(k)(s) = d,(57*(s). De 1 on en déduit immédiatement

que les points singuliers ont la méme nature.

4.3 Utilisation de la normale et reconstruction

de degré 2

Nous considérons ici le le cas ou a chaque point p; est associé un vecteur normal
unitaire. Afin de pouvoir donner une orientation, il sera considéré extérieur. Apres
quelques remarques préliminaires, Nous allons montrer que nous pouvons dans ce cas
reconstruire de maniere unique une courbe paramétrée localement par des polynémes

de degré 2.

4.3.1 Remarques préliminaires

Soit
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un polynéme de degré 2. Il existe t tel que P’'(t) = 0, si et seulement si

et done si et seulement si a et b sont colinéaires ou b = 0. Donc

P(t) = (£ + Xt) (Z"”) + (Zx)

et le polyndome parametre une droite. Ainsi, P a un point singulier si et seulement
s’il parametre une droite et c¢’est alors un point ordinaire. On a P”(t) = 2a qui est

non nul, donc il ne peut y avoir de point d’inflexion.

Abordons maintenant la question du transport du vecteur normal. Soit ¢ un
difféomorphisme. On définit les transportés de po,p1 par py = ¢ (po) , P = ¢ (p1).
On souhaite transporter conjointement les vecteurs normaux ng et ny. En appliquant
la définition du transport d’un vecteur vu au chapitre 2 , on a ny = dgy,ng , n) =
d¢,,ny. Cependant, la définition préserve les vecteurs tangents et rien ne garantit
qu’elle préserve les vecteurs normaux. En fait, la condition naturelle pour préserver

un vecteur normal est méme assez forte comme le montre la proposition suivante

Proposition 46

Soit u et v deux vecteurs orthogonaux du plan basé en point p quelconque. On
pose u; et v; les transportés de u et v. u; et vy sont orthogonaux indépendamment
du choix de p si et seulement si d¢ est la composé d'un endomorphisme orthogonal

et d’'une homotéthie.
Démonstration
(up , 1) =0 <= (dopu, dpyv) =0
= (dpddpu, v)=0

= tdg,dd, =NId A#£0

On peut cependant tres simplement effectuer ’advection en repassant par un vecteur
tangent :
e appliquer une rotation d’angle 7 au vecteur ng pour obtenir un vecteur tan-
gent vg ;

e transporter vy. On obtient un vecteur v}, qui est tangent ;
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4.3 Utilisation de la normale et reconstruction de degré 2

e appliquer une rotation d’angle —7 a vl pour réobtenir le vecteur normal

unitaire extérieur nf.

4.3.2 Existence et unicité du polynome d’interpolation

Théoreme 47
Soit pg et p; deux points du plan, ng # 0 et n; # 0 deux vecteurs non colinéaires
tel que (po — p1) .n; # 0. Il existe une unique courbe passant par pg et p1, normales

en py et p; a ng et ny, admettant un paramétrage par un polynome de degré 2.

Remarque 48
Commencons par une remarque préalable qui permettra de mieux saisir la dé-
monstration, remarque concernant ’hypothese (pg — p1) .n; # 0. Considérons la

figure suivante présentant une configuration de ce type

Une courbe paramétrée par un polyndéme de degré 2 ne pouvant avoir de point
d’inflexion, la seule fagon de relier py a p; par un polynéme de degré 2 est d’avoir
pour image une ligne droite, ne satisfaisant pas les conditions requises sur les

vecteurs normaux.

Démonstration

T 1 Uo Uy
Po = y P11 = , Mo = , M1 = .
Yo n Vo U1

Soit tg et t; deux réels tel que ¢y < t1. On pose dt = t; —ty. Soit Q(t) = (t —to)%a +

(t —to)b+ ¢ un polynome a valeurs dans le plan. Dire que ) a pour image une courbe

On pose

tel que défini dans le théoreme, cela implique :
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® Q(to) =po;
o Q(t1) =p1;
o Q' (to) .mo=0;

[ QI (tl) Ny = 0
Notons que nous n’avons pas équivalence. Il est en effet possible d’avoir @’ (¢;) = 0,
donc Q' (t;) .n; = 0 sans pour autant que le vecteur soit normal & la courbe (cf

Remarque 48).

Nous déduisons des conditions le systéme suivant

dt*  dt 0 0 1 0) [a, T
0 0 dt? dt 0 1] |b, m
0 Up 0 v9 0 0 ay |
2dtuy uy 2dtvy vy 0 0 by B
0 0 0 0 10 Ce o
0 0 0 0 01)\¢ Yo
Notons M la matrice associé¢ au systéme. On a det (M) = —dt* (upvy — vouy). Le

déterminant est nul si et seulement si les vecteurs ng et n; sont colinéaires, ce qui

n’est pas le cas. Il y a donc une unique solution. Apres résolution, on obtient que

(uov1o + UIVTe — UGV1T1 — UIVOT1 + 2V9V1Yo — 2VoV1Y1)

Ay = — !
(dt2(u0v1 - U1U0))
u (2uour o — 2ugur 1 4 UgV1Yo + UIVoYo — UV1Y1 — ULVoY1)
Y (dt?(ugvy — uivyg)) ’
b — (2up(urg — w1 + V1Yo — V1Y)
v (dt(UO'Ul — Ul’Uo)) ’
ho— (2ug(urzo — w11 + V1Yo — V1Y1))
,y = Y
(dt(ugvy — uivp))
et ¢ = py.

Prouvons maintenant I'unicité. Pour simplifier on suppose que tqg = 0 .Soit s; un
réel strictement positif. On note P le polynome associé a l'intervalle [0, s;]. Vérifions
que P et @ ont le méme graphe. On a Q(t) = t?a + tb+ c et P(s) = sa’ + st/ + .
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4.3 Utilisation de la normale et reconstruction de degré 2

On pose | = % On alors une bijection de [0, s1] sur [0, ¢;] définit par Is. On a

Q) = ta+th+c
= (Is)®a+lsb+c
= s*PPa+slb+c

I1 faut maintenant vérifier que (?a = a’,lb = b, = c. Par résolution du systéme,

on a :

0 — (uoV1T0 + U1VoTo — UgUI T — UIVOT1 + 2VoV1Yo — 200V1Y1)
T — 2 )

(tl (Uo'l}l — Ul’Uo))

0 — (2uou1ro — 2upurT1 + Ug1Yo + UIVYo — UgV1Y1 — UrVoY1)

Yy 2 )
(t(uov1 — usvp))
et

a — (uoV1T0 + U1V0T0 — UgUI T — UIVOT1 + 2VpV1Yo — 20001 Y1)

- )

(82 (ugvy — u1vy))

Y - (2uou1mo — 2ugur 1 + UgU1Yo + U1VoYo — UV1Y1 — ULVoY1)
y 2
(57 (uov1 — u11p))

On a donc bien [?a = o’. De méme on a

(2v0(u1o — w11 + V1Yo — V1Y)
(t1(uov1 — uyvp))

b, =

2ug(urzo — U1y + V1Yo — V1Y1))

(t1(uov1 — uqvy))

by:—(

et
Y- (209 (w1 — w11 + V1Yo — V1Y1))

’ (51(U0U1 - Ulvo))

9

Y o— _ (2up(u1z0 — 1Ty + V1Yo — V1Y1))
! (s1(uov1 — u1vp))

On a donc bien b = b'. Et enfin on a immédiatement ¢ = ¢'.

Reste maintenant a vérifier que ng et n; sont bien des vecteurs normaux. On a
vu que c¢’était le cas si Q' (tg) # 0 et Q' (1) # 0. Traitons le cas Q' (to) # 0.

Q (tr) =0 <= b=0
= wme — w1y +v1yo —v1y1 =0 car (ug,vg) # (0,0)
< (p() — pl) Ny = 0

Par hypothese, (py — p1) .n1 # 0 donc Q' (tg) # 0 et ng est bien normal & la courbe
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CHAPITRE 4 : Courbes

en po. On traite de la méme facon 'extrémité p;.

Remarque 49
L’interpolation ne nécessite pas un vecteur, mais simplement d’une direction.
Comme lillustre le schéma ci dessous, remplacer la normale par son opposé ne

change rien.

Par contre, 'utilisation d’un vecteur permet de se fixer une orientation, permet-

tant de distinguer 'intérieur de 'extérieur de la courbe lorsque celle-ci est fermée.

4.3.3 Transport numérique et discrétisation adaptative

Nous allons présenter une méthode de raffinement de la discrétisation permettant
une meilleure approximation de I'interface transportée. Elle reposera sur la détection
d’apparition de points d’inflexion sur la courbe exacte. Nous commencerons par

aborder ce point au travers d’un exemple.

4.3.3.1 Apparition de points d’inflexion

On considére comme interface initiale le cercle de centre (2,2) de rayon 2, qu’on

souhaite advecter par le difféomorphisme

2

oz, y) = (

x cos (arctan (2% + y?)) — ysin (arctan (2% + yQ)))

~—
~—

xsin (arctan (22 + y?)) + y cos (arctan (2% + y

C’est le flot pris en t = 1 du champ de vecteur

arctan (:172 + y2) (—y)

Xz

On discrétise l'interface initiale avec 22 points équirépartis et les normales corres-

pondantes. On advecte ensuite exactement et avec notre méthode.
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ok
=
o]
w
Py

FIGURE 4.1 Interface initiale, exacte (rouge) et approchée (bleu)

4.01

351

3.01

251

201

15}

1.0

0.5

FIGURE 4.2 Interface advectée, exacte (rouge) et approchée (bleu)

Il y a apparition d'un point d’inflexion sur la courbe exacte que ne peut capter

un polynéme de degré 2, entrainant l'apparition d’un point de rebroussement sur
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la courbe approchée. Rajoutons, suivant ce qui a été abordé précédemment (voir
Remarque 49, page 76), que l'interpolation ne se préoccupant pas de l'orientation,
on a ici perte de l'orientation ce qui pose un probléme pour détecter l'intérieur de

l'extérieur.

A partir de cet exemple, nous pouvons introduire la technique de raffinement.

4.3.3.2 Une technique de raffinement

Nous allons ici présenter une méthode simple de raffinement. On trouvera un

schéma explicatif sur la page suivante :

1. transporter numériquement les points pj, et les vecteurs ny. On appellera pl,

et n! les transportés;

2. calculer les coefficients des polynomes;

3. en déduire les vecteurs normaux extérieurs a partir des coefficients polyno-
miaux (rotation d’angle 7 des vecteurs tangents recalculés). On appellera 7,

ces vecteurs;

4. détecter les changements de sens en calculant le produit scalaire (nf, nt). S’il

est négatif, il y création d’un point de rebroussement sur la courbe approchée ;

5. pour les sections avec points de rebroussement, rajouter sur la section corres-
pondante de la courbe initiale un point et une normale et les advecter pour

raffiner la zone.
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4.3 Utilisation de la normale et reconstruction de degré 2

courbe initiale et son polynéme d’approximation Nkt1
Nk A\ ﬁZ'H
___\
polynéme d’approximation B o \‘ Ny
________________________ X courbe transportée exacte
—————— M, T

Le produit scalaire (nj_4, 7 ) est négatif, on rajoute donc un point.

ajout d’un nouveau point + normal

Pour illuster la méthode, on reprend ’exemple de la section 4.3.3.1
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40

35

3.0

1.0

05 o

FIGURE 4.3 Interface advectée, exacte (rouge) et approchée (verte)

Dans le cas présent, ’algorithme a bien détecté la zone problématique et capté

I'inflexion.

4.4 Utilisation des splines cubiques

4.4.1 Notations

Soit s;, s deux réels tel que s; < sy, 6 = sy — s;. On pose :
hoo(s ):253—352+1'
) hlo( ) =35> —2s>+s;
o hoi(s) = —2s3 + 3s?;
hi(s) = s* —s? .

L’unique spline cubique reliant py et p; avec pour tangentes aux extrémités vy et vy

est donnée par

P()_h0°< 5 )p0+5h01( 5 >“°+h°1( 5 >+5h11( 5 >U1

On écrira parfois Py, w0, quand on veut faire référence explicitement aux para-

metres de la spline.
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4.4 Utilisation des splines cubiques
4.4.2 Principe

On considére une courbe I'. On la suppose paramétrée par un arc y sur un
intervalle I. On effectue une approximation par spline cubique d’hermite : on choisit
une dicrétisation (sy), de I qui donne une discrétisation (py), pour les points de la
courbe, avec pp = 7 (s;) et une discrétisation (vy), pour les tangentes, avec v, =
7' (s). On advecte les points et les tangentes en posant ph = ¢ (pg) et vf = dop, V.

On effectue alors une approximation par spline cubique de 'arc v = ¢ oy défini sur

I'intervalle I en posant 7'(s) = Ppiapiwv}i:”}ig(s) si s € [sg, Sk+1]. On obtient alors

une approximation de la courbe I'" = ¢ () en considérant 'image de 7'.

4.4.3 Dépendance en fonction du paramétrage

Notons que la situation dépend du paramétrage choisi pour la courbe initiale.
Supposons que 'on souhaite approcher le quart supérieur droit du cercle unité.
On peut le parametrer sur l'intervalle [0, 1] avec y(s) = (cos(m/2s),sin (7/2s)),
mais aussi avec a(s) = (cos (7/4 (s> + s)),sin (7/4 (s> + 5))). On obtient alors deux

approximations différentes de la courbe, comme nous le montre la figure 4.4

08

02

05 10 15

FIGURE 4.4 la méme interface (traits pleins) avec deux paramétrages différents sur
le méme intervalle donne deux approximations différentes (pointillés)
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4.4.4 Cas test

On reprend 'exemple de la section 4.3.3.1. On considere comme interface initiale
le cercle de centre (2,2) qu’on paramétrise par y(s) = (2cos(s) + 2,sin(s) + 2) sur
[0, 27] et on effectue une discrétisation uniforme avec 12 points. On considére comme

précédemment le difféomorphisme

2

~—

zcos (2% +y*) —ysin (22 +y
zsin (2% + y?) + ycos (z* + y?)

o(w,y) = (

Le résultat de la simulation est visible sur la figure 4.6. Avec peu de points, on

o
.
ol
w
IS

FIGURE 4.5 Interface initiale, exacte (rouge) et approchée (bleu)

4.0F

3.5

3.0

251

20

FIGURE 4.6 Interface advectée, exacte (rouge) et approchée (bleu)

obtient une approximation de bonne qualité. La situation est plus robuste qu’avec

les polynomes de degré 2.
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4.4.5 Erreur géométrique

Nous partons ici de 'erreur entre le paramétrage et son approximation par une
spline cubique (erreur entre deux fonctions) pour en faire sortir des quantités géomé-
triques (écarts entre les points de la courbe). Cela permettra de mieux comprendre

les problemes soulevés dans la section 4.4.3 (page 81).

Soit v un arc défini sur [s;, s¢|, paramétrant une courbe I'. On note py et p; ses
extrémités, mo et m; les tangentes de 7 en ces extrémités. On pose § = sy — s;. Soit
¢ un difféomorphisme du plan. On définit la transporté de v par v, = ¢ (7). On note

I'; la courbe paramétrée par .

On peut maintenant définir une approximation de 7; au moyen d’une spline
cubique paramétrée sur [s; , s¢], d’extrémités p) = ¢ (po) et pi = ¢ (p1), de tangentes
respectives mf = dp,,mo et m! = dg,,m;. On notera 7, cette spline et I'; la courbe

qu’elle parametre.

Théoréme 50

L’erreur entre +; et son approximation 7, admet la majoration suivante
t

=Tl < C(d,d?¢, d*p,d'¢) x
(Zhos lor = poll* + ke 0 (lmoll + ma )" +
(llpr = pol® 8 (lmoll + mall)) + (Il = poll 82 (lmoll + [lmal))?)

+ ((l[pr = poll & ([[moll + [[mal]))

Remarque 51

Effectuons un changement de coordonnées affine en considérant un paramétrage
par v (as + b). Cela nous donne une nouvelle spline cubique d’approximation mais
parameétrant toujours I';. La majoration de l'erreur dans le théoréme ne change

pas, la dilation des vecteurs tangents étant compensée par les termes en 9.

Il est possible de compliquer les choses en considérant v (6(s)) ou € est un
difféomorphisme sur [s;, s¢]. On obtient alors une spline cubique 4; parametrant
une nouvelle courbe ft, qui en toute généralité est distincte de I';. On peut alors
montrer que l'erreur entre =, et 7, est gouvernée par I'écart entre les sommets
( termes en |[p; — po||) et la longeur des tangentes (termes en (||mgl| + ||mal]))

pondéré par d, mais avec une influence du max des dérivées de 6.
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Démonstration
7, étant Papproximation par spline cubique de +*, on a par propriétés des splines
cubiques ([14]) que
= 4 4
e =Felloo < [[d*y]| 0

Etudions le terme ||d*y,|... On a d*y, = d*(¢o~). Calculons successivement les

différentielles de ;.

d(gf)o’y)s - dgbv’yl s
& (o), = ¢, () +doy" |

d3 (ﬁbo’)/)s — d3¢7( ) —|—2d2¢7’}// //+d2¢7,}/ ”+d¢77m

= d3¢7( ) +3d2¢v7/ ”+d¢'ﬂ/m )

d (¢pov), = d'é, (V)" +6d°, (v)* 7"
+3d3¢y (7//>2 + 4d2¢«,’}/’7m

=0

Dans la suite, on posera r(s) = € [0,1]. On rappelle qu'on a :

o hoo(r ):2r3—3r2+1'

o hig(r) =r®—2r2 +r;

® hoi(r) = —27" + 3r?;
(r) =

ohllr
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Controlons maintenant les dérivées de v. On a
V)< | (hoo(r)po + hot (r)ps + 8 (hao(r)mo + haa(r)my))' (s)|

1 ! ! ! !
< 35 ||h00(7“)p0 + hoy (T)pl +0 (hlo(r)mo + hu(r)ml)n

1

< 5 |(672 — 1) (po — p1) + 0 ((3r% — 4r + 1) mg + (3r% — 2r) my ) ||
C

< 5 Ip1 = poll + C ([[moll + |lmal])

V') <[ (oo (r)po + hor (r)pa + 6 (hao(r)mo + har (r)ma))" (s)

N

5102 = 6) (po — 1) + 6 (6 — 4 mo + (6r — 2) ma)|

N

C 1
52 P = poll + < (lmo| + llmall)

H,y///<5>|| < H(hoo('f’)po + h01 (7’)]91 + ) (hm(?”)mo + hll(T)m1>),// (S)H

1

< 5 112 (po — p1) + 60 (mo + my)||
C C

< 5 [p1 — poll + 52 [[mo + ma |

Revenons a la majoration de ||y —7,]|. On a

lve =7l < 6% [ld* (6 0 7),l
< 5 (o VI + 6 1%, L IV IP 17
+311d3 6, | 11711 + 411d%0, 1 171 1171

< C(dig,d3¢, ) 6* (I 11" + 11 Il + 17 + 11711

En utilisant des propriétés de convexité sur les majorations que nous avons, nous
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pouvons majorer ||7'||*, |77, [|7’||> et on a alors

ld* (o)l < C(do,d*s, d*p,d*e) 5" (
2l = poll* + Ulmoll + [lma [)* +
1 2 2 1 1
(% Ilr = poll® + (moll + lma 1)) (3 llpr = poll + 2 (llmoll + lma ) +
2 s = poll* + & (lmoll + [[ma[1)* +

(3 llpr = poll + Ulmoll + 1)) (3 lor = poll + 3 (Imoll + [[mall)))

N

s [l = ol + Shos 85 (lmoll + lma [)*
(Il = poll® 8 (lmoll + lmall)) + (Il = poll 82 (lmoll + [lmal))?)

+ ([[pr = pol| & (lmoll + [[mall))

Ce qui conclue la démonstratrion.
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Chapitre 5

Applications

5.1 Calcul numérique de la distance de Fisher pour

les gaussiennes 2D

Nous avons vu que I’étude théorique de la variété riemmannienne des gaussiennes
multivariées munie de la métrique de Fisher est un sujet théoriquement compliqué et
que peu de résultats sont connus en dehors du cas 1d. En particulier, il n’existe pas
de formules explicites pour la distance. Nous allons ici proposer une technique nu-
mérique de calcul que nous présenterons dans le cas des gaussiennes 2d. La méthode
est théoriquement applicable indépendamment de la dimension, mais la lourdeur des

calculs préparatoires la rendra en pratique difficile a utiliser.
On rappelle qu’on identifie les gaussiennes multivariées 2d avec

ZvijE’ij c S;Jr}

i?j

0= {<M17M2,’011>U12,U22) eER’

Soit 6y et 0, deux vecteurs de parametres représentant deux gaussiennes gq et g;.
Supposons qu’on connaisse 0(t) la géodésique définie sur [0, 1] reliant go et g1, qu’'on
écrira parfois (p, V;). Si on note M la matrice de Fisher et d la distance associée,

alors on a

Agor00) = [/ OOM @(0)#(0) .

quantité qu’on peut calculer au moyen d’une formule de quadrature. Le calcul de la

géodésique nous permet donc d’obtenir la distance. Présentons donc une technique
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de calcul de la géodésique.

5.1.1 Présentation de la méthode

D’apres la Proposition 36 (page 56), la géodésique est aussi une géodésique
pour la 0-connexion (section 7.3.2.3, page 143). Nous allons donc calculer la géo-
désique pour la connexion, au moyen de la La Proposition 69 (page 144) qui nous
donne I’équation différentielle vérifiée par une connexion. Elle est calculé pour la
O-connexion dans le cas des gaussiennes multivariées dans [34] et nous donne le

systeme suivant :
,u// _ V/V—lyjl - 0

V//+M/ t,u/ _ V/V—IV = 0

La démonstration est purement calculatoire et repose sur le calcul des coefficients
rk.
ij

La solution du systeme d’EDO avec conditions aux limites suivant
W=V =0

V4 - V'VTIV o = 0

(1(0),V(0)) = (1o, Vo)

((1), V(1)) = (pa, V1)

nous donne donc la géodésique reliant (uo, Vo) & (u1, V1). Présentons formellement

la technique de résolution qui sera basé sur une technique de tir.

On déduit du systeme précédent un probleme de Cauchy d’ordre 1 qui nous

servira pour la mise en oeuvre de la méthode de tir
Y'(t) = F(Y(1)

Y(0) = Y

y(t) = (ut),V(t), pt)='®), V'), wvo=(0V) wn=(m,V)
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5.1 Calcul numérique de la distance de Fisher pour les gaussiennes 2D

On pose ® (y, p,t) la solution au temps ¢t ayant pour données initiales (y, p). On

pose alors
p: R? — R?
p = ®(y,p1)

Nous sommes donc a la recherche du zéro (unique car ¢ difféomorphisme) de
©(p) — y1, zéro que nous allons trouver au moyen d’une méthode de Newton. dy, se
déduit en extrayant une sous-matrice de d® et cette derniere vérifie I’équation sur

la différentielle du flot (Proposition 5, page 19)

8t dd (', . t)y,p = dFCD(y,p,t) od® ('7 B t)

y,p

Nous pouvons donc maintenant présenter ’algorithme de résolution. Nous consi-

dérons donc le systeme

Y'(t) = FY()

0,d® (Y t) = dFyuod® (Y (t),t)
Y(0) = (1o, Vo, 1o, V)

A (Yp,0) = Id

et nous effectuons les étapes suivantes :

1. choix des parametres de tir uf et d'un Vj;

2. résolution de 'EDO. Si le point d’arrivée y(1) est a la précision voulue de y;,

alors on arréte;

3. Sinon, utilisation de la méthode de Newton et obtention de nouvelles condi-

tions initiales p( et d'un Vj;

4. retour a l’étape 2.
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CHAPITRE 5 : Applications

5.1.2 Détail du champ et matrice de Fisher

Ona F : R — R!% donné par, si 'on appelle les variables (o, i1, a, b, ¢, ph, i1y, a’, v/, '),

o=

B o=y,

s = d |

F, o=

FE = Jd |

Fo = ——215 (b —dc—ablp) +adbyy)

Fr = o (adpy — by —bc g+ Vepy)

Fy = —5 (c(d)? —2a'00 + 0*(mug)? + a(V)2 — ac(py)?)
Fy = o (o) — able + lbe— Pyl + acuhyl)

Fio = i (B()? =200 + (M) + a)? —ac (1})*)

On en déduit que dF' est donné par

00 0 0 0 1 0 0 0 0
00 O 0 0 0 1 0 0 0
00 O 0 0 0 0 1 0 0
00 0 0 0 0 0 0 1 0

110 0 O 0 0 0 0 0 0 1

210 0 fes foa fos 0 dss  O(c—b'puy) d(ap) — 1) 0
0 0 s3sg fra S487 —% 084 0 —0Sg 0S7
0 0 —s2 —2s586 —s2  —2uh 0  25(dc—bb) 26(abl — a'b) 0
0 0 sg83  foa  —S584 W — 1, —% %(ac’ +a'c—20b) dss
0 0 —s3 2s4s3 —s3 0—2u) 0 —=26(bd —Vc) 26(ac’ — bb)
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5.1 Calcul numérique de la distance de Fisher pour les gaussiennes 2D

avec
5 = (ac—10?)
s3 = bd =bec
sy = ad —=b
s5 = abl —db
s¢ = dc—0bl
sy = ap; —bug
ss = buy —cupy

fas = betbe—ac =Y +abep;

foa = ac+ 26+ = 2a'be + a'bu + ad'cpl — 2abbp
fos = abtall —a'? —a’Vyy +adbyy

fra = VUV + 02 pfy — 2abd py + ablcply + acd gy — 200 ey

fouo = —O*)? +a))’c+ d'b?d + ad'cd — 2abl'c — 2a’bb'c)

La matrice de Fisher est donnée par

UVgg  —U12 0 0 0

—V12 V11 0 0 0

1 0 0 LSZ _ V120U22 Uig

5 20 ) ) 20
0 0 _ UigU2a V11022 + vy U112

26 ) 25

0 0 V12 _ V11012 V11

20 ) 20
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CHAPITRE 5 : Applications

5.1.3 Résultats numériques

5.1.3.1 Validation du code

On va valider le code en se ramenant a une situation 1d pour laquelle nous avons

une formule explicite pour la distance. On prend

()
()

VWw=Vi=05Id

On est dans ce cas ramené a la distance entre

()
V2r x /0.5 2% 05
et
1 (z —1.5)
Var x V05 (‘2 < m>
Que l'on peut calculer exactement d’apres les résultats sur les gaussiennes 1d (Théo-
reme 34, page 55).
e distance exacte 1.96051628 , distance trouvé par ’algorithme 1.96051629628,
tolérance 10~* demandé au code:
e § itérations de Newton.
e temps de calcul : 0.9 secondes.
La figure 5.1 représente quelques gaussiennes de la géodésique 1d correspondante a

partir des parametres calculés par notre code. Les résultats sont donc cohérents avec

ce que nous savons du cas 1d.

5.1.3.2 Test sur un cas purement 2d

On prend o = (0,0) et py = (16,0) et

(o7 0 B 0.7 0 o [ cos(3) sin(3)
%_(O 3)7 Vl_tRO(O 3)OR7 OUR_<—Sin(3g) cos(%))
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5.1 Calcul numérique de la distance de Fisher pour les gaussiennes 2D
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FIGURE 5.1 Quelques gaussiennes de la géodésique 1d

L’initialisation de la premiere direction de tir est ici délicate et peut fréquemment
conduire a passer par des gaussiennes tres resserrées puis sortir du domaine. En
I’absence de résultats théoriques généraux sur ce choix, nous avons effectué le constat
suivant dont nous avons déduit une méthode assez générale mais augmentant les
cofits de calcul : si on choisit comme premiere direction de tir (u; — po, Vi — Vo)
(espace tangent de ST+ étant I'ensemble des matrices symétriques) et qu’on résout
sur l'intervalle [0,0.1], nous ne sortons pas du domaine et convergeons pour des

densités proches.

Voila le principe de la méthode que nous en déduisons : nous partons de (pg, Vo)
et nous commengons par essayer d’atteindre une densité proche en utilisant notre
méthode. Nous conservons la direction de tir que nous obtenons apres convergence.
Nous partons de nouveau de (g, Vp) avec cette nouvelle direction de tir pour es-

sayer d’atteindre une densité plus éloignée. Nous itérons le procédé jusqu’a arriver

a (/1’177]1)'

On trouvera sur les figures 5.2 et 5.3 huit gaussiennes tirées de la géodésique .

On trouvera sur 5.4 I’évolution des valeurs propres et du déterminant
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FIGURE 5.2 4 éléments de la géodésique , 1

5.2 Elaboration d’un programme de mise en oeuvre
de la méthode pour I’équation de transport

conservative

5.2.1 Considérations générales sur le programme
5.2.1.1 Introduction

On présente ici un code développé pour 1'utilisation de la méthode dans le cadre

du transport 2d, plus précisément pour traiter I’équation de transport conservative

{@p—l—div(pF) = 0

p(z,0) of po(z)
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5.2 Elaboration d’un programme de mise en oeuvre de la méthode pour
I’'équation de transport conservative
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FIGURE 5.3 4 éléments de la géodésique , 2

Dans des situations trés concretes et variées, ou le champ F' peut-étre donné exac-
tement, sur un maillage (par exemple s’il provient d’un solveur de mécanique des
fluides) ou sur d’autres formes de supports et a partir de fichiers particuliers (par
exemple des données ponctuelles comme ca sera le cas pour perspectives d’applica-

tions & l'océanographie).

On suppose que la discrétisation de py en particules a été effectuée, c’est a dire
que pg est de la forme
" 1

po () = Zai

t —1
e ( (v — ) Vi (7 — )
i=0 |det V| ( )

Ot V; est une matrice symétrique définie positive, y; un point de R?, a; un poids

appartenant & R, ¢; est une densité de probabilité, typiquement une fonction
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FIGURE 5.4 évolution des valeurs propres (deux premiers graphiques) et du déter-
minant (dernier)

« bosse » : gaussienne, spline, gaussienne ou spline tronquée, indicatrice ...

On a

plo ) = S ov e (e =) (W) (e )
=0/ [V{]
Oy = ¢ (p,t) et V! = 'dg (-, 1) ,0V;od (-, 1) . Tres schématiquement, I'algorithme
de résolution consiste donc a :
1. charger le champ F' et calculer sa différentielle;
2. transporter les points u; et les tenseurs V; ;

3. reconstruire la solution.

5.2.1.2 Caractéristique du projet et choix du langage Python
Présentons quelques caractéristiques du projet qui nous aménerons au choix d’'un
développement en Python.

Le langage doit permettre de traiter de gérer des maillages (dont nous verrons
plus loin que les outils sont écrit en langage C), des fichiers tirés de 'océanographie
(format de données netCDF).

De manieére plus générale, le programme n’a pas vocation a traiter un probleme

tres précis, mais doit rester évolutif et ouvert. Ouvert « horizontalement » en pou-
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5.2 Elaboration d’un programme de mise en oeuvre de la méthode pour
I’'équation de transport conservative

vant traiter de nouveaux formats de fichiers correspondants a des champs de vecteurs
venant de divers domaines d’applications (météorologie, fichiers issus de I'industrie,
etc.), ouvert « verticalement » en pouvant étre interfacé avec des outils externes (sol-
veurs de mécanique des fluides, outils de gestion de gestion maillages rectangulaires,
etc.)

Cet aspect exploratoire et ouvert du code doit permettre la réalisation naturelle
de scripts et de cas tests, tout en permettant, lors de la phase de consolidation du
programme, l'utilisation de la machine a bas niveau si nécessaire pour un programme

efficace.

Le langage Python est donc naturellement adapté. Premierement, il peut fonc-
tionner comme un langage de script, permettant rapidement la mise en place de
test. En méme temps, son orientation objet permet le développement de programme

important.

Deuxiemement, il possede un tres grand nombre d’extensions. Notamment NumPy
qui permet la gestion immédiate des structure inhérentes a ’analyse numérique et
Matplotlib 'utilisation de graphique, nous dotant immédiatement d’un outil com-
plet pour le calcul scientifique. Mais aussi des extensions pour la gestion de différents
types de fichiers, qui vont nous permettre d’utiliser des fichiers tirés de ’océanogra-
phie et de maniere générale nous garantissent, en cas de développement ultérieurs
amenant a étre confronté a un format de fichiers atypiques, d’étre bien armés pour

traiter la situation.

Troisiement, il est facilement interfacable avec d’autres langages. Ainsi, nous
pourrons travailler avec des outils de gestion de maillage codés en C, et d’autres si
cela devait s’avérer nécessaire. De plus, posé les bases du code, si certains algorithme
devaient s’avérer chronophage, il serait possible de les descendre en un langage objet

de plus bas-niveau (type C++) et d’interfacer cette brique avec le reste du code.

5.2.1.3 Premiére présentation du code

Quelques rappels sur Python. Le typage est dynamique, la gestion de la mémoire
est automatique par ramasse-miettes et il y a un systeme de gestions d’exceptions.
Pour ce qui concerne le calcul scientifique, les matrices et les vecteurs seront gérés

par le type array de 'extension NumPy

Le code est orienté objet. Nous allons présenter dans leurs grandes lignes les
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CHAPITRE 5 : Applications

différentes classes et leurs interactions, on trouvera un schéma explicatif sur la figure
5.5, page 111.

Les objets de la classe Particule vont représenter nos couples particule+tenseur.
Un objet particule est constitué de :
e indice : 0 pour la premiere particule crée, 1 pour la deuxieme, etc. ;
e position : un array représentant le vecteur de la position courant de la par-
ticule;
e Dposition : un array représentant la matrice de la différentielle du flot au
point donné par position ;
e tenseur__initial : le tenseur initial ;
e typeparticule : un entier codant pour le « blob » utilisé (gaussienne, spline,
etc.);
e poids : le poids de le particule.
La classe contient principalement la méthode tenseur, ne prenant aucun parametre
et renvoyant le tenseur actuel de la particule appelant la méthode, calculé a partir

de Dposition et de tenseur initial.

La classe Champ est centrale. Un objet de la classe va représenter le probleme,
c’est a dire le domaine, le « fluide » qui s’écoule a 'intérieur, les particules transpor-
tées, etc. C’est principalement une classe-mere constituée de prototypes, qui seront
spécifiées dans les classes filles. Parmi les attributs, on a :

e temps__initial : le temps initial ;
e temps__actuel : le temps actuel ;
e ensemble_ particules : un ensemble d’objets particules représentants py.
Les méthodes essentielles de la classe sont :
e calcul_ vitesse : prototype. Renvoie la vitesse ainsi que sa différentielle en
un point;
e advection : avance I’ensemble des particule d'un pas de temps dt¢ en utilisant
un solveur EDO ;
e evolution : prototype. mets a jour les valeurs du champ de vitesse au temps
actuel, c’est a dire passe de F (-,t") a F (-, "),
La classe Champ possede trois classes filles. La classe ChampMaillage qui corres-
pond au cas ou le champ est donné par un maillage triangulaire quelconque, la classe
ChampExacte qui correspond au cas ou le champ est donné de maniere exacte et
la classe ChampSCCOOS qui correspond au cas ou le champ est donné par un

fichier océanographique.
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5.2 Elaboration d’un programme de mise en oeuvre de la méthode pour
I’'équation de transport conservative

La classe MethodesAdvection contient les solveurs EDO. Il aurait été possible
de les intégrer dans la classe Champ. Cependant, leurs nombres pouvant augmenter,
avec par exemple la mise en place de pas adaptatif, il était préférable d’avoir une
classe dédiée au sujet, l'intégration se faisant lors de la construction de l'objet Champ
au moyen des décorateurs Python. Actuellement, la classe contient deux solveurs,
euler et RK4. Chacune des deux fonctionne de la méme maniere : elle prenne un
objet champ, une position et un array correspondant a la différentielle du flot et

avance d'un pas dt la position et la différentielle du flot.

Pour finir, rajoutons 'existence d’'une classe MesOutils contenant divers outils,
et surtout d'une classe VolumesFinis. Elle va prendre un objet champ et per-
mettre la résolution du probleme associé par méthode des volumes finis sur grille
cartésienne avec splitting de Strang. Il paraitrait peut-étre plus naturelle a premiere
vue d’'intégrer dans la classe Champ ce solveur, afin d’avoir deux fagons différentes
de résoudre le probleme, mais 1'utilisation d'une grille cartésienne amene un cadre
particulier amenant plus naturellement un nouvel objet. La classe VolumesFinis a
trois classes filles, la classes Upwind2d, Vanleer2d (schéma de Lax-Wendroff avec
limiteurs de flux, [25]) et la classe DL2d (schéma de Despres-Lagoutiere, décentré

aval sous contrainte amont : ordre un limitant la diffusion, [24]).

5.2.2 La classe ChampSCCOOS

5.2.2.1 Les fichiers océanographiques et leur traitement

Le nom de la classe fait au SCOOS, acronyme pour Southern California Coastal
Ocean Observing System puisque c’est de cet organisme que sont venus les premiers

fichiers océanographiques que nous avons essayé de traiter.

Ces fichiers sont au format netCDF, format de données permettant le partage de
données scientifiques stockées sous forme de tableaux, utilisé et développé notam-
ment dans le domaine météorologique et océanographique. Ce format de fichiers est
complété d’un ensemble de bibliotheques logicielles développé en C. Leur gestion est

possible en Python au moyen de 'extension netCDF4.

Précisons immédiatement une erreur de conception dans notre programme. Il
s'avere a la pratique que ces fichiers ne sont pas tout a fait standards et que les
noms de variables peuvent différer 1égérement d’un organisme a ’autre. Il semble-

rait finalement plus pertinent de créer une classe ChampPonctuelle, définissant un
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champ dont la vitesse est donnée sur une grille de points (nous détaillerons ce point
plus loin), ayant une classe fille ChampMeteo, elle méme ayant des classes filles
ChampSCCOOQOS, etc. qu’il serait possible de créer a la volée au moyen des méta-

classes Python.

A quelques différences prét suivant les organismes, le domaine d’applications, les
instruments de mesure concernés, voici les éléments essentiels que contient un fichier

nc :

un jeu de de coordonnées sous forme longitude/latitude;

un vecteur vitesse associé en chacun de ses points;;

la date et ’heure des mesures;
e une incertitude sur la mesure en chacun des points.
La vitesse est donné en metres/seconde, la longitude et la latitude sont donnés en

degrés, il convient donc d’opérer une conversion de la vitesse en degré/seconde.

5.2.2.2 champ a données ponctuelles

Voici la situation sur les vitesses traduit en termes mathématiques :
e une dicrétisation (z;,y;) (i) de pas h, en abscisse, h, en ordonnées;
e un ensemble de vecteurs vitesse (F (i,j))-
Nous allons a partir de ces éléments construire un champ définit sur tous le domaine,
en s’inspirant d’outils utilisés en PUFEM (Partition of Unity Finite Elements Me-
thods).

On se donne deux rayons d’interactions, r, et r,, de manieére a ce que les rec-
y Tx Yo

tangles R;j = [x; — 7o, @; +1r4) X [y; — 1y, y; + 7] forment un recouvrement de R?.

On pose
(z,) (fE — %) Y
1,7\, =
Pi,j Yy 2 - 2 r

et ( )

Pi i\ Ly Y

wi, '(ilf, y) =
! Skt (7, y)

Les 1; ; sont bien définis car les R; ; forment un recouvrement de R2.

Si F(x,y) est une fonction de R?, on définit alors son approximation par

F(l‘,y) = ZF(%,%)%J(%?J)

.3
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5.3 Premier cas test

On a alors le théoreme suivant nous garantissant un controle intéressant sur

I’approximation de F' ainsi que de son gradient, nécessaire a notre méthode

Théoréme 52
Soit F' fonction €2 bornée a dérivées partielles bornées. Si r, = 2/=h, et Ty =

2Jvh,,, alors on a

|7~ Fl, <o) +o(x)

Si de plus F est €3, alors on a aussi

HdF _ dFHOO < O(hg) T O(hg)

On trouvera en annexe, en 6.1 page 119, une présentation détaillée de cette méthode
de reconstruction ainsi que les démonstrations liées, qui repose sur les phénomenes
de surconvergence de la méthode des rectangles lors de 'intégration d’une fonction

réguliere a support compacte

5.2.3 La classe ChampMaillage

Cette classe utilise un code en C développé par Pascal Frey et Charles Dapogny
a partir d'un code de Cuc Bui, pour la mise en oeuvre d’optimisation de forme par
level set avec adaptation de maillage, code utilisant lui-méme la librairie libmesh. Il

est interfacé avec Python au moyen de Swig.

Ce code inclue notamment la méthodes des caractéristiques sur maillage non-
structuré avec champ de vitesse P1. Il a été modifié pour permettre 'advection de

tenseur en utilisant la différentielle du champ de vitesse, qui est une fonction PO.

5.3 Premier cas test

On consideére sur R? I’équation

{0t,o+div(pF) = 0
p(z,0) = polx)

101



CHAPITRE 5 : Applications

avec F(z,y) = (z,zy) . Un calcul élémentaitre nous montre qu’on a

¢ (z,y,t) = (ye(w(et_l)))

et donc
et 0
do ('7 t)(g:,y) = (y (Gt . 1) em(etfl) ex(et1)>

On prend po(x) spline cubique tensorisée de parameétre u, V', c’est a dire, po(x,y) =

| (4-(()

mﬂo(u)(ﬁ@) ou
On posera ¥ = v/V. Dans la suite on considérera une résolution a ¢t = 0.5, avec

B = (1’ 1)'

5.3.1 Premiere situation : V petit

On considére V' = 10721d. Cette configuration est a priori défavorable pour
les volumes finis puisqu’elle va nécessiter un maillage fin en espace pour capter la
concentration et en conséquence imposer par CFL un pas de temps petit. Et favorable

a notre méthode par concentration de la densité.

Résolution par notre méthode au moyen d'un schéma de RK4 avec un pas de
temps de 1071 :
e temps de calcul : 1072 secondes;
e crreur L' : 3 x 1072;

e erreur L™ : 3 x 1071

Résolution par un schéma de Vanleer sur [—0.5,3.5] x [0,4] avec dz = 0.01 et
dy = 0.01 :
e temps de calcul : environ 5 minutes;
e crreur L' : 4 x 1072;

e crreur L™ : 1.33.

On se gardera cependant de dire que la méthode basée sur les caractéristiques

est plus efficace. En effet, les volumes finis permettent d’atteindre, théoriquement,

102



5.3 Premier cas test

une précision arbitraire. Nous avons ici tres rapidement une approximation de la
solution, mais nous n’avons pas de convergence puisque V est fixé. C’est donc une

méthode adaptée pour obtenir une rapidement une estimation de la solution.

Cependant, nous allons voir maintenant que quand V est plus large, on peut

quand méme au moyen d’une sous-discrétisation obtenir des résultats convenables.

5.3.2 Deuxiéme situation : V' moins petit

On prend V = 0.25Id . La situation est ici plus favorable au volumes finis,
puisqu’une discrétisation du méme ordre que précédemment permettra de capter

plus finement la densité.

La matrice de variance étant assez peu concentrée, nous allons présenter une
technique de sous-discrétisation pour notre méthode. Si ¢ est la spline cubique 1d

standard, on a
1 1 3 1 1
o(x) = gga(Qx —2)+ igo(Zx —1)+ Z(p(h‘) + Ecp(Zx +1)+ §g0(2x +2)

Ce qui nous permet de la sous-discrétiser en sommes de 5 splines. On en déduit donc

une sous-discrétisation de py au moyen de 25 particules.

Résolution par notre méthode :
e temps de calcul : 2 x 1072 secondes;
e crreur L' : 1072;

e erreur L™ : 5 x 1073,

A titre de comparaison, 'erreur avec une seule particule donne une erreur L' de 0.1

et une erreur L>® de 7 x 1072

Résolution par un schéma de Vanleer sur [—0.5,3.5] x [0,4] avec dz = 0.01 et
dy = 0.01 :
e temps de calcul : environ 5 minutes;
e crreur L' : 4 x 107%;

e erreur L™ : 1073,

La sous-discrétisation nous permet donc de capter la solution, malgré le caractere

plus étalé de la densité de départ.
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5.4 Application a des fichiers océanographiques

5.4.1 Carte océanographique

OSCAR ( Ocean Surface Current Analysis third degree Resolution ) est un pro-
duit développé par des membres de Earth and Space Research. Il permet notamment
d’obtenir des courants de surface a 1’échelle du globe. Plus précisément, il fournit
des fichiers nc contenant :

e un discrétisation de la terre en longitude/latitude (jusqu’a +80/-80 degrés en
latitude) avec un pas de 0.33 degrés;
e une discrétisation de 'année en 72 champs de vitesse, soit un champ pour
une période de cinq jours.
Ces champs de vitesse sont calculés a partir de d’équations de mécaniques des fluides
([7]) a partir de données (hauteur de la surface, contrainte de cisaillement exercé par

le vent, température de la surface) obtenues par satellites et instruments in-situ.

D’apres [8], ce champ de vitesse est plus adapté pour les échelles de temps large
(plus de 20 jours) ou pour les petites variations proches de I’équateur. Nous allons

tenter de nous inspirer d'une situation réelle pour étudier le sujet.

5.4.2 Bateau a la dérive

Tauaea Raioaoa, dit « Tavae », parti de Tahiti pour pécher au sud de Moorea le
15 mars 2002, subit une panne moteur et dérive pendant 118 jours avant de s’échouer
sur une plage de l'ile Aitutaki, dans les iles Cook, a pres de 1200 km de son point
de départ.

Nous allons a partir des données que nous avons voir les différences entre son
trajet et le suivi des courants par une particule 4 tenseur représentant l'incertitude
sur sa position de départ. La figure 5.9 nous montre les points de départ et d’arrivée

de Tavae ainsi que les résultats de notre simulation.

Le résultat ne correspond pas au trajet réel. C’est un sujet complexe mais on va
voir qu’on peut, aprés avoir éliminé un certain nombre de sujets annexes, en tirer

une réflexion apportant un éclairage sur le code.

Premiérement, nous ne prenons pas en compte l'influence du vent. Or si 'on

considere que dans les modeles de dérive de nappes de pétrole, celles-ci sont poussées
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par le vent a 3% de sa vitesse, pour un bateau rigide offrant une prise au vent non
négligeable I'influence ne peut-étre négligée. Deuxiemement, Tavae a affronté une
tres grosse tempéte pendant une semaine, phénomene que ne peut capter proprement
OSCAR et ayant une influence importante sur son trajet. De maniere plus générale,
nous pouvons nous intéresser a ces questions ainsi qu’a la fiabilité des mesures, mais

avec la limite forte de ne pas en étre spécialiste donc d’étre tres vite bloqué.

Par contre, son trajet est per¢u comme relativement court. Or le trajet que nous

obtenons est plus court, ce qui signale un probleme potentiel plus important.

Pour éclaircir cela, nous allons suivre le gulfstream. La figure 5.10 représente le
trajet d’une particule immergée dans le gulf-stream sur une durée de 239 jours. La
particule semble sortir du Gulf Stream, encore qu’elle puisse étre a l'extrémite de sa
partie la plus occidentale, amplifié par des erreurs de mesures. Le trajet implique au
mieux une vitesse moyenne de l'ordre 0.14 metres par seconde, ou 12.5 kilometres

par jour, valeurs qui ne semblent pas aberrantes.

En I’état, il est difficile de se prononcer sur la validité de phénomenes de transport

au moyen de ces fichiers.

5.5 Champ de constriction

On présente ici un cas test dont le but est de mieux comprendre le comportement

du raffinement. On considere un écoulement de Poiseuille sur R x [—1, 1] donné par

On le déforme par un difféomorphisme pour resserrer ’écoulement sur une section.

Pour cela, on pose
1 < : :
flx)=1-— §g0(3x) ou ¢ désigne la spline cubique

on considere le difféomorphisme
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Et on pose alors

Fx,y) = dpyr(py) 0 Fy (7' (2,7))

On considére la densité initiale paramétrée par p = (—2,0.5) et

> t(cos(@) —sin(é’)) . (0.1 0 ) . (COS(@) —sin(&))
sin(f)  cos(f) 0 02 sin(f)  cos(f)

Dont on peut trouver la représentation sur la figure 5.11

Résolution par un schéma de Vanleer :
e discrétisation de [—3,3] x [—1, 1] avec 120 points en abscisse et 61 en ordon-
nées ;

e temps de calcul : 28.3 secondes.

Résolution par notre méthode :
e sous-discrétisation de la spline;
e temps de calcul : 4 secondes, graphiques compris.
La déformation est captée, quoique de maniere assez approximative, pour un

temps de calcul modeste.

5.6 Transport pour les courbes appliquées a un

probleme de Stokes diphasique

5.6.1 Présentation du probleme

Soit 2 =[0,1]% et Q9 € Q le cercle de centre ¢ = (0.5;0.3) et de rayon r = 0.15.
On pose 23 = 2\ ;. On notera T I'interface entre QY et Q5.
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FO

Dans le probléeme considéré, Q9 est rempli d’un fluide visqueux incompressible
caractérisé par sa masse volumique p; et sa viscosité dynamique p;. On considere le

probléeme de Stokes diphasique sans tension surfacique avec conditions de Dirichlet

donné par
—piAu; + Vp; = pig sur QF
div u; = 0
Uy — Us = OsurI?
(01 —03) .m0 = 0 ( pas de tension surfacique )
941 = ¢ (Q,t) on ¢ désigne le flot associé a u
u(z,y) = 0 sur 99

ou g désigne le vecteur gravité.

5.6.2 Résolution numérique du probleme

On va effectuer une résolution numérique de ce probleme par éléments finis avec
un suivi d’interface faisant appel a la méthode présentée dans le chapitre sur les

courbes

5.6.2.1 Généralités

Par symétrie, on considére le probleme sur [0, %} x [0, 1] avec la condition u, (%, y) =
0. Par abus de notation, 2 désignera le demi-domaine, €2; le demi-cercle, toutes les
autres notations ensemblistes feront références a ’'objet correspondant naturellement

sur le demi-domaine.
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On maille le domaine 2. On paramétrise QY par
vyise€([1/4,1/4+1/2] — r(cos(s2m),sin (s27)) + ¢

ce qui va nous permettre d’effectuer ensuite une discrétisation par splines cubiques :

on fixe N, on pose § = 2(]\,171) et on définit s = kd + 1/4, pr = v (sx) , ve = ¥ (k)

avec k € {0,..., N — 1} . On pose alors

N-2

F(s) = <h00 <8 _55k> Pr + 0hot (S —581@) Uy,

k=0

S — Sk

0

S — Sk

>pk+1 + 0h1y < 5 > Uk-H) ]l[slmskﬂ}(s)'

Hhio (

Voici maintenant comment 1'algorithme de résolution passe de " a t"*! :

1. on détermine les points du maillage qui sont a l'intérieur et a I'extérieur de

I'interface I'™ pour mettre a jour p"™ et u™;

2. on résoud le probleme de Stokes par éléments finis (P1 bulle / P1) pour

obtenir le champ de vitesse u";
3. on calcule la différentielle du champ ddu™ (P0) (voir ci-dessous);

4. on utilise un solveur EDO (ici méthode du point milieu) pour advecter les

points p;, et les vecteurs vy, et obtenir la nouvelle interface I+ ;
5. adaptation des points de la nouvelle interface.

Notons que le champ ddu™ n’est a priori pas différentiable. Néanmoins, s’agissant
d’'un déplacement normal a l'interface, il sera régulier tangentiellement, direction

suivant laquelle nous advectons nos tangentes.

5.6.2.2 Intérieur/extérieur

Le calcul de l'intérieur de 'extérieur de l'interface doit étre effectué rapidement.
Ainsi, nous avons écarté une détermination basée sur un calcul d’indice, qui garan-
) )
tirait une méthode “clé en main”, mais nécessiterait une reconstruction complete de
)

Iinterface, chronophage.

Nous présentons ici une méthode ne nécessitant que la reconstruction d’une sec-

tion de spline.

Dans un premier temps, nous cherchons le segment {p}@, i, +1} le plus proche. La
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proposition suivante nous permet de calculer la distance entre un point et la droite

(p}ip}iﬂ) .

Proposition 53
Soit (u,v) € R2. Soit (xg,y0) et (z1,y1) deux points distincts du plan et D la droite

qu’ils définissent. Le projeté orthogonal de (u,v) sur D est donné par :
(x1,v) sizg =21 ,

(U, 3/1) si Yo=Y ,

et sinon par

Y

<U$(2) — Quxory — ToYoY1 + VToYo + Toyi — VToY1 + UTT + T1YG — T1yoyr — VT1Yo + VT1Y
(g — $1)2 + (4o — y1)2

T — ToT1Yo — ToT1Y1 + UToYo — UToY1 + TTYo — UT1Yo + UL Y1 + VYF — 2001 + UZJ%)
(w0 — 3?1)2 + (yo — y1)2

Nous effectuons ensuite un passage en coordonnées barycentriques a partir de la

proposition suivante :

Proposition 54
Soit pg = (o, Yo) et p1 = (x1,y1) deux points distincts du plan et D la droite qu'ils

définissent. Soit p = (x,y) € D. Si xg # 1, p a pour coordonnées barycentriques
par rapport a (po, p1)
( xr— I 1_ T — I >
o — ZE17 o — I
Si xg = x1, alors, les coordonnées sont donnés par
< Yy—hn 1— Yy— U )
Yo — Y1’ Yo — Y1

La lecture des coordonnées barycentriques nous permet immédiatement de situer

la position du projeté par rapport au segment de calculer la distance du point au

segment.

Une fois le segment le plus proche trouvé, nous construisons la spline correspon-
dante. Nous déterminons son élément le plus proche du point considéré et concluons

par produit scalaire pour savoir si le point est a l'intérieur ou a 'extérieur.
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5.6.2.3 Adaptation

Présentons la procédure d’adaptation. Elle vise a limiter la concentration des
points vers le bas de l'interface. Heuristiquement il s’agit, en partant du haut de

I'interface, de faire remonter les points qui glisseraient trop vers le bas.

. O . . o, . . o O 0
On suppose la discrétisation initiale uniforme et on se fixe a = ||p},; — pyl|, la
distance entre les points initiaux dont on se sert pour définir une tolérance haute o
et une tolérance basse a_ sur la longueur des morceaux de courbes. On approchera

la longueur entre les morceaux de courbes par la distance entre ses extrémités :
1. on effectue un balayage des morceaux de courbes en partant du haut;

2. si la distance entre les extrémités est comprise entre les deux bornes on ne
fait rien;

3. si la distance est supérieure a a,, on construit la spline locale. On balaie
ses points en partant du bas jusqu’a trouver celui respectant la borne haute.
Celui-ci et sa tangente remplace notre extrémité basse ainsi que 'extrémité

haut du morceau de courbe suivant ;

4. si la distance est inférieure a o, on construit la spline locale supérieure. On
remplace alors la premiere extrémité et sa tangente par le point+tangente de

la spline précédente garantissant le respect de la distance;

5. une fois 'adaptation finie, on effectue une mise a jour de p et de p.

5.6.2.4 Résultats numériques

On prend puy = 0.1, us = 1, p1 = 0, po = 10. dt = 0.5, un maillage de 25 sur 50.

Une courbe a 8 points, pour I'adaptation, oy = 2.5a et a_ = a.

On trouvera sur les figures 5.14 a 5.17 l'interface de la méthode avec raffinement,
de 5.18 a 5.21 la méthode sans raffinement. La méthode avec raffinement préserve
une certaine homogénéité dans la répartition des points. Sans raffinement les points
se concentrer fortement vers le bas. Cependant, dans le cas sans raffinement, compte-
tenu a t = 9 de I’écart entre le point au sommet et le point suivant, la précision n’est
pas si mauvaise. A la vue de cet exemple, probablement qu’une méthode d’adapta-
tion de meilleure qualité devrait gérer un nombre de points de maniere dynamique.
Elle permettrait d’enlever un certain nombre de points en bas de l'interface, tout
en en maintenant quelques uns sur la partie supérieure. Des contraintes liés a la

maitrise de certains outils utilisés rendent cela impossible pour 'instant.
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Upwind2d Particule
# indice
# calcul_flux # type_ particule
# position
# Dposition ( différentielle du flot en position)
DL2d # tenseur initial
# poids
# calcul flux # tens : renvoie le tenseur actuel
Vanleer2d VolumesFinis MethodesAdvection
| # Champ
# calcul_flux # calcul flux %
# advection el

MesOutils

maGaussienne
spline3__cano
dspline3__cano

spline_ md
leveque swirling Champ
SCCOOS__to mesh ..
# temps_ initial
rectangle
— # temps_ actuel
# ens_ particules
# calcul_ vitesse (4 position ) : vitesse + différentielle
ChampSCCOOS # advection
# rootgrp
# longitude
# latitude

# lat_min , lat_ max
# lon_min , lon_ max

# vitesses_ latitude Ch Maill ChampExacte
# vitesses_ longitude ampiiatfiage
# rayon # maillage # flot , iflot
# localisation(point) firl VEESEEE ; WiEesy # dflot , idflot
# localisation(point) # solut%on_exacte )
# solution__approchée

FIGURE 5.5 schéma simplifié des structures du programme
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4.0 4.0

35 35 351

30 50 2o

25 25 25

15 s 1

10 Lo 1o

0s 0s ol

0055 55 To T5 Zo 35 30 35 °%5 55 05 To 15 30 75 30 3s S5 o5 10 15 70 35 30
FIGURE 5.6 V = 1072 gauche : Solution exacte. Milieu : notre méthode. Droite :
schéma de Vanleer

4.0 4.0 ¥

3 3

30 30

25 25

20 20

s s

10 10

0s 0s ol

0055 5s To 5 20 35 30 35 °%5 59 65 1o 15 30 25 30 3s S5 o5 I0 15 70 35 5

FiGure 5.7 V = 0.251d gauche : Solution exacte. Milieu :
position des particules. Droite : schéma de Vanleer
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FIGURE 5.9 point rouge :

50

100 150 200 250 300 350 400 450

FIGURE 5.8 le domaine de travail disponible

point d’arrivée de Tavae le 10 juillet 2002. Au gauche,

Australie et Nouvelle Zélande
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|
280 300 320 340 360

FIGURE 5.10 trajectoire d'une particule plongée dans le gulfstream

-2t g

-3 -2 -1 0 1 2 3

FIGURE 5.11 champ de vecteurs et densité initiale
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FIGURE 5.12 résolution par un schéma de Vanleer

FIGURE 5.13 résolution par notre méthode avec raffinement
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CHAPITRE 5
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FIGURE 5.16 t = 3, avec raffinement

FIGURE 5.14 t = 0, avec raffinement
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FIGURE 5.17 t =9, avec raffinement
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Chapitre 6

Annexes 1

6.1 Fonctions définies par une discrétisation ponc-

tuelle

Nous allons ici, en nous inspirant des outils développés pour les meshless me-
thods et en particulier la PUFEM (Partition of Unity Finite Elements Methods),
proposer une méthode de reconstruction de fonction qui permet de tirer profit du
phénomenes de surconvergence de la méthode des rectangles pour des fonctions a ré-
gulieres support compact pour obtenir un bon controle sur I'erreur d’approximation

ainsi que sur celle de la dérivée.

On pourra consulter [28] pour une introduction aux meshless methods, en par-
ticulier le début, et [29] pour la PUFEM. On pourra consulter [22] pour quelques
éléments liés aux phénomenes de surconvergence de la méthode des rectangles. Nous
n’aurons cependant pas besoin des résultats présentés dans cette derniere référence,

puisque nous démontrerons les outils dont nous aurons besoin.

Nous présenterons en détail le cas 1d. le cas 2d se faisant dans les applications
a partir de la tensorisation de fonctions 1d, nous nous contenterons de présenter le

résultat principal.

6.1.1 Notations, hypotheses et énoncé du théoreme

Dans la suite on consideére :
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e une discrétisation (z;), de R de pas constant h, avec z; = ih, i € Z;
e ¢ spline cubique normalisée & support dans [—1,1] dont on rappelle qu’elle
est définie par

8(1—|z|)? sit<z<1

1
= - X
() 3 { U |z — 2422 +4  si |z] <

1
2

e un rayon d’interaction pour les particules r fixé, supérieur a h de maniere a

ce que les intervalles [z; — r, z; + r] forment un recouvrement de R.

T—x;
r

On pose alors p;(z) = ¢ ( ) et on définit une approximation de I'unité au moyen

des fonctions

() = pi()
V@) =0

formule qui a un sens car les intervalles [x; — 7, z; + r| forment un recouvrement de

R.

Pour f fonction sur R, on définit une approximation de f par

f@) =2 f () di(z)

On souhaite connaitre la précision de 'approximation, mais aussi, dans une pers-
. . . Ve . . A 7/
pective d’advection par la différentielle, avoir un controle de l'erreur entre f et f'.

Le théoreme suivant que nous allons démontrer va nous les fournir :

Théoréme 55

Soit f fonction € bornée & dérivées bornées. Si r = 27h, alors on a
|7 =1l <o)

Si de plus f est €, alors on a aussi

Nous allons maintenant présenter plusieurs lemmes qui vont nous conduire a la

=7

<o)

démonstration de ce théoreme. Le cadre sous-jacent est celui des méthodes de qua-

drature.
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6.1.2 Lemmes préliminaires

Lemme 56
On suppose que r = 27h,j > 1. Soit P un polynéme de degré inférieur ou égal a
trois. On a alors :
e la méthode des rectangles a gauche sur les points (z;) intégre exactement
I Py)e (552 dy;
e la méthode des rectangles a gauche sur les points (z;) intégre exactement

J P(y)re (54) dy et [ Py)e' (552) dy -

La démonstration étant calculatoire, elle peut nous faire perdre de vue ce qui se
passe. Nous allons donc donner quelques explications avant de l'effectuer. On se
place ici dans le cas ou l'on regarde [ ¢ (%) dy. La figure ci-dessous représente
la fonction y — ¢ (%) dans le cas ou x est un des z;. Les droites en pointillés
matérialisent les points de raccordements de la spline, et la droite en petit trait I'axe
de symétrie. Les points noirs représentent les points x;. Dans ce cas, on aura par
formule des rectangles compensations des erreurs deux a deux entre les domaines
délimités par les droites, et la quadrature est exacte. Il est important que r = 27h,

ceci pour garantir la présence des points de raccordements dans les x;.

Maintenant, la figure ci-dessous représente le cas ol x n’est pas un point de
raccordement de la spline. Il va s’agir de montrer qu’il y a compensation malgré le

décalage.
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Démonstration
Nous allons nous contenter ici de traiter le cas du polynome P(y) = 1, les deux

autres polynomes de la base fonctionnant sur le méme principe. On peut supposer

= ol

On a I = r et 'approximation de I par les rectangles a gauche est donné par

szgp(x_xZ)h

ieZ r

que z € [0, h[. On pose

Déterminons les indices pour lesquels les termes de la somme sont non-nuls. Pour

x fixé, on a ¢ (“”—f’) > 0 si et seulement si y € [x —r,z + r]. Donc

¢(M>>0 —= r—-2h<z; <z+2h

— r—2h<ih<z+2h

= -2 <i<E4+2

z
h

Comme 0 < 7 < 1, on en déduit que




6.1 Fonctions définies par une discrétisation ponctuelle

Comme r =27, on a

SlesEs g e (PR i< (V)
S0 e geic(Ee)
0< =8 <y = (F-27)<i<i
leomgl = (z-v)<i<(z-27)

Et de la

~n
I

i=—2741

0 T —x;\? T —x;\?
+ Y 24( : ) —24( : ) +4
Pyt 27h 27h
3 T —z;\2
—24 . 4
) Ce)

+ Z 24(
HRIEE)

(5005

i=2/-141

On effectue un changement d’indice

e (B0 ()

) . o N\2
+Zz4< — ) —24(w> +4

27h

I’iQ
—24 4
) ()
27—1

(- (257))

2i—1

+Z24<
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On simplifie

~
|

1 (22 (9in [z —ih+27R\\°
Sh(z8<2jh_<2jh ))

=1

x —ih+2-1h\° z —ih 4+ 271h\?
24 , — 94 . 4
- ( 2h ) ( 2h *

z; —x\3 T — ;)\ 2
+24< %h ) _24< %h ) 4
%h  [ih+2-h —z\\*
+8( 25 = .

%h %h

1 (22— a\?
- h(zg(% ")
3 i=1

r

r\ 3 o T 2
oy (m> Y (W) y
T T

L 3 N2
+24<”“” x) —24<x x) 14

r r

3
LTt
gl2—— —
(=)

On développe

-1, (2208 5
I = gh (il T—g(arz—x)
24 2
+r— ((a: — xz)3 +3(x xz)g + 3 (x — ;) 2)
24 r?
— <(:1:' a:z)2+2(x—xi)r+>
24 24
—1—5 (x :UZ-)?’ - (x xl)2
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On regroupe par puissance de (x; — )

1 (2 L/8 24 24 8
3(Z®F@(_ﬁ+ﬁ_ﬁ>

3
i—1 r

~n
Il

\
>

24 3r 24 24 8 37“)

2
N e

1
= ghZ(()+O+0+O+6)
=1

d’ou .
fzgxhx6><2j_1h:2jh:r:1

Lemme 57
Soit f de classe €2 bornée a dérivées bornées. On a

P r = e (3) + ()

Démonstration
En regardant * Y, f (2;) ¢; () h comme une formule de quadrature par la méthode

des rectangles a gauche, on a

S f@e@h= (1o ()R

r

Evaluons le reste. On a
R= Y f@)e@h—(170(2))
= i ;)i (X 7,90 .

Par utilisation d’une formule de Taylor, on obtient
1 . 1 T —y 1 /x—y
o) @)= . dy+ 1) [ =) e (57 d
f*rw()(x) f(x)/rw( . ) y+ @) [@—y) o (——)dy

Jolte-v) b (75 4)
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avec
O((x —y)*) <sup|f] (x —y)* < sup| ]+

Donc on a

R = ]Zf(xi)%so(%)h—f(m)f}go(%)dy—fo((x_yy) %¢(x;y)dy‘
=[S @)t (52) b= T @S ke (52) = 1O (e = )") o (55) dy|
h

car d’apres Lemme 56 on a [ %gp (mr;y) dy = %gp (@)

< S (f (@) = f(2) Lo (552) B+ 0 (1)
’Z (f’(x) (x; —x)+ O ((xZ — a:)Q)) %gp (%) h’ + O (r?)

N

D’apres le Lemme 56, on a

f'(fU)Z(l‘i—fC)1¢<$_$i)h=f’(w)/(y—:r)w(x_y) 7

r T T

donc

R(h) < ‘ZO ((xl — x)2) Lo (%) h‘ +0(r?)  car [(z—y)p (m_y) =0

T

T

< 0(r?) car Nlp (I,x) h =1 d’apres Lemme 56

Lemme 58

Soit f de classe € a dérivées bornées

S (S5 =+ e (2) <o)

Démonstration
Le principe est le méme que pour la démonstration précédente. Premiérement, on a

d’apres les propriétés de la convolution
1 . 1 T —y
= () = /f(y)*zw’ ( )dy
r\r r r
Le terme de droite est approché par quadrature par
1, /x—x

i) — h

Z f (@) r? 1 ( r )
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6.1 Fonctions définies par une discrétisation ponctuelle

et on veut évaluer 'erreur

R= /f(y):Qso’ (x - y) dy = f (z:) :290’ (x — x) h

r

Pour cela, on effectue dans le membre de gauche le développement de Taylor de

f(y — z + ) et dans le membre de droite, celui de f (x; — 2 + ). On obtient alors

r= [ (10 + 1@ -0+ F20 - a2+ 00 -o7) ) o' (F22) 0
> (f(:l:) + () (2 — 2) + fﬂém) (z; — x)* + O((:L‘i — 33)3)) %gp’ (a: — x’) h

r r

On simplifie en utilisant le Lemme 56 et on a

|R| < Or?

6.1.3 Démonstration du théoréme

A partir de maintenant on suppose la spline cubique normalisée, ce qui facilite

les calculs. On commence par l'erreur d’approximation de f :

f@) = F@)] < IS f (@) i) = f(x)

. @i() _
< S5
pi(z)h
< X f(xy) igpi(a:)h — f(z)| d’apres Lemme 56

’f * 1o (;) — f(x)‘ + O(r?)  d’aprés Lemme 57
(£ 2 () — Flle +062)

O (r?)  d’apres les résultats classiques sur la convolution

NN N

N

O (h*) carr=2h.
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Passons maintenant a l’erreur pour I'approximation de f’ :

TF@) =@ < |SF@)vE) - ()
< |5 s BO T —el@) 6@
X 7 2
(25 0())

DT, w0 = i) S @
R S SN DR T e
< |1 f(x) (p;(g:go_](fvz)( z).0 — f'(z)| d’aprés Lemme 56

N pile) o,
< 2 S () >o@ ()

wi(w‘)h :

S R @)
< 2f (xl) oi(x)h — f'(x )‘ d’apreés Lemme 56
< S f (@) B (B5) b= fl@)|  car gj(a) = Lo (252)
< |ffxlp <;) — f'(z) + O(TQ)‘ d’apres Lemme 58
< |l ete(z) - 1|+ 00
< O(r?*)  d’aprés les résultats classiques sur la convolution .

6.2 Le cas 2d

Présentons maintenant la construction du cas 2d. On pose h, le pas de discré-
tisation suivant les abscisses, et h, le pas de discrétisation suivant les ordonnées.
On suppose qu'on a r, = 2/vh, et r, = 2vh,, de maniére & ce que les rectangles

Rij =z, —ry,xi+ 1) X [y; —ry,y; + 1] forment un recouvrement de R?. On pose

(z,9) (x—xz) Y=Y
X .T, =
Pii\T, Y 2 T 2 r

wij(T,y)
S o2, y)

et
wi,j (iL‘, y) =

Les 1; ; sont bien définis car les R; ; forment un recouvrement de R2.
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6.2 Le cas 2d

Si F(z,y) est une fonction de R?, on définit alors son approximation par

F(z,y) =>_ F (2,y5) ¥ij(z,y)

/[:7j

On a le théoreéme suivant sur la qualité de 'approximation, reposant sur les mémes

principes que le cas 1d :

Théoréme 59
Soit F' fonction €2 bornée a dérivées partielles bornées. Si r, = 2/=h, et Ty =
2Jvh,,, alors on a

|- . <ofk) + o)

Si de plus F est €2, alors on a aussi

|or —aF] <o) +0(k)
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Chapitre 7

Annexes 2

7.1 Géométrie hyperbolique : le modele du demi-

plan de Poincaré

Nous introduisons ici le demi-plan de Poincaré. Nous nous contenterons ici de
présenter la structure d'une des constructions possibles ainsi que les principaux

résultats. Nous donnerons a la fin une liste de références commentées.

7.1.1 Construction de la métrique

Soit E = {(z,y) € R? | y > 0} le demi-plan supérieur, qu’on munit de la métrique

1

héritée de la norme euclidienne sur R2. Soit J : £+ R définit par J(z,y) = -

Définition 11
Soit y(t) courbe de E définit sur [a,b]. On définit la longueur de 7 par rapport a
J par :

L) = [ I @ T () ar

Proposition 60
Soit p,q € E. on définit

d(p,q) = i%flj ()  sur les courbes reliant p a q.
d est une distance sur E. (F,d) est appellé demi-plan de Poincaré.
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7.1.2 Géométrie de I’espace

Définition 12
Soit v une courbe de E définie sur I C R . On dit que v est une géodésique si

pour tout s1,8, € I, on a

d (7 (Sl) y 7Y <S2>> = lJ (7‘[81,52])

Remarque 61

Cela revient a dire que la courbe réalise le plus court chemin entre deux de ses
points. Cette notion est géométriqge, elle ne dépend pas d’une reparamétrisation
de la courbe. On identifiera donc fréquemment la géodésique a son image. On

parlera de géodésique maximale lorsque qu’il n’est pas possible de la prolonger.

Théoreme 62
Les géodésiques maximales de (F,d) sont les demi-droites (au sens euclidien)
perpendiculaires a l’axe des abscisses et les demi-cercles (au sens euclidien) or-

thogonaux & 'axe des abcisses. (voir figure ci-dessous)

Remarque 63

Donnons les éléments clés de la démontration de ce théoréme, qui est importante :
c’est en son sein que se cache les éléments fondamentaux de géométrie, les actions
de groupe et les invariants. Les élements clés sont :

e la détermination des automorphismes (bijections biholomorphes) du demi-
plan et leurs propriétés;

e montrer que la longueur d'une courbe est invariante sous l'action d’un
automorphisme et en déduire l'invariance de la métrique sous l'action du
groupe des automorphismes ;

e montrer la conservation de I’ensemble des cercles-droites par 'action du

groupe des automorphismes.

On trouvera ci dessous quelques exemples de géodésiques. On peut notamment voir

qu’il existe une infinité de paralleles a une géodésique donnée passant par un point.
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7.1 Géométrie hyperbolique : le modéle du demi-plan de Poincaré

On a une expression explicite de la métrique donnée par le théoreme suivant

Théoreme 64
La distance de Poincaré entre les points du demi-plan supérieur (z1,y;) et (22, y2)

est donné par

)2 Y
arccosh <1+ (w2 — 22)* + (g2 —y1) )

2y1Y2

7.1.3 Reéférences

On introduit généralement la géométrie hyperbolique au moyen du demi-plan
de Poincaré ou du disque de Poincaré. Ces deux espaces sont isométriques et leur
construction est similaire dans l'esprit. Voici quelques références :

e le premier chapitre de [21] est une présentation du demi-plan de Poincaré

e pour 'approche utilisant les courbes, on trouvera dans la section 6.9 de [16]
une présentation assez condensée et complete, mais dans le cadre du disque;

e il existe une deuxiéme approche, basée sur la géométrie projective, moins
intuitive mais qui permet de mieux saisir les éléments sous-jacent, passant
par le birapport. On pourra trouver cette approche dans le modele du demi-
plan dans 'exercice V.5 de [5].

e le calcul explicite de la distance se trouve dans [35].
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7.2 Eléments aux statistiques

On pourra se référer a [33] pour une introduction détaillée aux statistiques.

7.2.1 Introduction

Supposons qu’une entreprise utilise de nombreux exemplaires d’un composant
électronique donné. Elle souhaite pouvoir estimer le nombre de pannes afin de gérer

au mieux ses stocks de composants de rechanges.

Comme toujours en mathématiques appliquées, la premiere étape est une étape
de modélisation. Face a un phénomene aléatoire, c’est a dire qui reproduit dans des
conditions standards amena des résultats différents, 1’outil naturel est le champ des

probabilités/statistiques.

Si on effectue 'approximation courante que la durée de vie d’'un composant est
un phénomene sans mémoire et donc modélisé par une loi exponentielle, I'entreprise
va donc considérer que la durée de vie d’'un composant ¢ sera représenté par une
variable aléatoire X; suivant une loi exponentielle de parametre A inconnu. L’espace
de travail naturel est donc I’ensemble des lois exponentielles, parmi lesquelles on va
chercher, a partir des données que nous avons, a trouver celle modélisant la durée

de vie d'un composant.

7.2.2 Modele statistique, estimation

Nous allons maintenant préciser 'intuition, le travail sur un ensemble de lois de

probabilités.

Définition 13

Une modele statistique est la donnée de €2 un espace mesurable, A une tribu
sur €, (Pp)yeq une famille de lois de probabilités. On notera (€2, A,Py,0 € ©) ce
modele. 11 sera dit paramétrique s’il existe d € N* tel que © C R?. Sinon, on

parlera de modele non-paramétrique.
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7.2 Eléments aux statistiques

Dans le cas de notre exemple, on peut identifier les lois avec leurs densités et on a

le modele statistique suivant :

(R, Z (R),x — Aexp(—Az)1g+)

La définition suivante permet de repérer les modeles permettant de remonter au

parametre théorique.

Définition 14
Soit (€2, A, Py, 6 € ©) un modele statistique. Si 'application 6 — Py est injective,

on dira que le modele est identifiable.

Définition 15
Soit (€2, A, Py, 6 € ©) un modele statistique. X = (X7, ..., X,,) est un n-échantillon
si les X; sont une famille de variable alétatoire iid & valeurs dans €2 dont la loi

commune appartient a la famille (Py),.q-

Dans le cas de ’exemple de départ, cela correspond a la durée de vie de n composants.

On s’intéresse maintenant a la question de 'estimation, c’est a dire retrouver le
parametre théorique ou une valeur en dépendand (espérance, écart-type, etc.). Dans

la suite, g sera une fonction de © dans RP? euclidien, pour un certain p dans N*.

Définition 16

Soit (2, 4,Py,0 € ©) un modele statistique, X un n-échantillon de loi Py. Un
estimateur g, de ¢ (f) est une application mesurable en X indépendante de 6. g,
est donc de la forme g, = h (X) ou h est une application mesurable de Q™ dans
RP,

7.2.3 Deux méthodes de constructions d’estimateurs : la

méthode des moments et ’EMYV

Définition 17
Soit (2,4, Py, 6 € ©) un modele statistique, X = (X3,...,X,,) un échantillon de
loi Py, ¢ une fonction telle que ¢ (X;) € L' (Py) pour tout 6 € ©. Si

g(0) = Eglo(Xi)]
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la méthode des moments consiste a définir ’estimateur

gn =

Nous allons maintenant présenter un estimateur important. L’idée sous-jacente
est de regarder p(z, f) comme une fonction en 6, idée qui nous conduira a la défintion

de l'information de Fisher.

Définition 18
Soit (2, A, Py, 8 € ©) un modele statistique tel que (Py),.g soit dominé par une

mesure u. On notera p (z,0) la densité de Py par rapport a p.

Soit X = (X1,...,X,) est un n-échantillon de loi commune Py, dont on note

p (z,0) la densité associée. La vraisemblance Vy est définit par

n

Vx () =] r(Xi,0)

i=1
On définit alors I'estimateur du maximum de vraisemblance par

~

0, = max Vx (9)

Remarque 65
En pratique on maximisera plutot dans le log de la vraisemblance, appelé log-

vraisemblance, pour travailler avec une somme plutét qu’avec un produit.

7.2.4 Information de Fisher 1d

On suppose maintenant que :
e O est un ouvert de R;
e les lois du modele sont dominés;
e le support de p(.,0) ne dépend pas de 6 ;
e pour presque tout z, Papplication 6 — p(x,0) est différentiable en 6 et on

peut dériver sous le signe intégral

Définition 19
Soit (2, A,IPy,0 € ©) un modele statistique tel que (Py),.q soit dominée par
une mesure g. On notera p(x,0) la densité de Py par rapport a pu. On définit
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7.2 Eléments aux statistiques

I'information de Fisher de p(x, ) par
1(0) =By [(plog p (x,0))’]

Si X est une variable aléatoire de loi Py, on définit I'information de Fisher de la
loi par
Ix =1(0)

Donnons une propriété importante de I'information de Fisher, qui nous dit que plus

on a d’observations, plus on a d’informations.

Proposition 66 ([33])
Si (X3,...,X,) sont des variables aléatoires indépendantes identiquement distri-
buées de parametre 6, alors

[Xl...,Xn = nlxl

La méthode du maximum de vraisemblance consiste & choisir la méthode maxi-

misant le log de la vraisemblance, donc tel que
E 9y In (p (X0))] = 0

L’information de Fisher est définie comme la variance de la log-vraisemblance. In-
tuitivement, plus il sera petit, plus il sera probable que I'estimateur du maximum

de vraisemblance est proche du parametre théorique.

Le théoreme suivant prolonge ce constant en nous disant de plus que I'information
de Fisher nous donne une borne sur la précision que peut atteindre un estimateur
suivant la taille de I’échantillon. Gardons nous bien de conclure que 'estimateur du
maximum de vraisemblance est le « meilleur », car le sujet est bien plus compliqué

que cela, avec ne serait-ce que la question du biais que nous n’avons par abordé ici.

Théoréme 67 (borne de Cramer-Rao 1d, ([33]))
Soit (R, B (R),Pp, 0 € ©) un modele statistique, (X7,...,X,) un n-échantillon,

f,, un estimateur de 6. alors on a

1

Eg {(:q\n -9 (9))2} = nTXl

En particulier, si 0, est sans biais (E [@1} = 6), alors

~ 1
Var [9,1} > n[—Xl
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Ce théoreme admet une formulation en dimension supérieure, utilisant la matrice

de Fisher ( Définition 7, page 52), qu’on donne dans le cas simplifié des estimateurs

sans biais.

Théoréme 68 (borne de Cramer-Rao)
Soit (]Rd, B (Rd) Py, 0 € @) un modele statistique, (X, ..., X,,) un n-échantillon

de parametre 6, 6, un estimateur sans biais de de . alors on a

Var [@J >

n

1
-

ou Var [én} désigne la matrice de variance-covariance de 6 et I'inégalité A > B

est définie par A — B définie positive.

0.8

0.6

0.4}

0.2

0.0

-0.2!

-0.05

-0.10

-0.15

-0.

FIGURE 7.1 deux exemples d’échantillons
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7.3 Géométrie différentielle et riemmannienne

7.1 donnent une interprétation visuelle de ces résultats, dans le cas des gaus-
siennes 1d, ou p est connu et fixé et ’on cherche a identifier o. Dans ce cas, I'infor-
mation de fisher est donné par % On voit sur la figure que quand o est petit, la
gaussienne resserrée est percue avec un petit échantillon, la ot une gaussienne plus

étalée nécessitent plus de points.

7.3 Géométrie différentielle et riemmannienne

7.3.1 Généralités

(0
L
=

Nous introduirons les notations et rappellerons les premieres définitions au moyen
du dessin ci-dessus. Les variétés M et N serons supposées de dimensions respectives
metn:
e ¢ et ¢ sont des cartes. Si ¢, et ¢9 sont deux cartes de M admettant un
ouvert commun dans leur ensemble de définition, on dit qu’elles sont €
compatibles si ¢ 0 ¢7 ' est €. On supposera dans la suite que les variétés

sont €°°, c’est a dire qu’elles admettent un recouvrement par des cartes €
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compatibles ;

o fest € sivofopt est €.

Dans le but de pouvoir définir explicitement la différentielle de f, il faut définir un

espace tangent. Nous rappellons ici les deux approches possibles.

Soit p € M fixé, I', Pensemble des courbes €' de M valant p en 0. On définit

une relation d’équivalence sur I', en posant

e == (9oc) (0)=(poc) (0)

On définit alors 'espace tangent 7, M (de maniére ensembliste pour I'instant) comme

I’ensemble des classes d’équivalences. La définition ne dépend pas du paramétrage.

On a une bijection naturelle entre T,M et R™ :si & € T,M, on pose 6, (§) =
(¢ oc) (0) ou ¢ est un représentant de la classe d’équivalence. On se sert ensuite de
cette application pour définir une structure d’espace vectoriel sur 7,,M. On munit
ce dernier d’une base canonique en prenant 6 L(e;), ot ¢; désigne le i-itme vecteur

de la base canonique de R™.

Présentons maintenant la deuxieme approche. Si on se fixe un point p d’un ouvert
de R™, a chaque vecteur v de R™, on peut associer une application linéaire de
%> (R™,R) sur R en considérant la dérivée directionnelle 9, f(p) = >, v;0:f (p).
On peut généraliser cette approche aux variétés. On définit 1'espace tangent T, M

comme 'ensemble des applications linéaires de > (M, R) a valeurs dans R vérifiant
la régle de Leibniz : D (fg) = f(p)D (9) + g(p)D (f).

Si on a une courbe, on définit alors facilement une dérivée suivant cette courbe.
Soit ¢ une classe d’équivalence de I, f € € (M,R). On a

Foc=(fou)o(b00)
Yoor)oloor)

RI—R R—R4

Onpose f=fog lety=c¢oc. Ona

(foc) =V of (1)

qui ne dépend pas du choix du représentant de la classe d’équivalence. On pose alors

Do(f) = Vi -0if (v(t))
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On dit que F' est un champ de vecteur sur M si pour p € M, F(p) € T,M.

En particulier, p = (8;), est un champ de vecteurs.

On dit que M est une variété riemmannienne si pour tout p, on a un produit
scalaire g, défini sur T,M tel que pour tous champs de vecteur X,Y’, I'application
p = g, (X(p),Y(p)) est €. On notera parfois g(p) le produit scalaire correspon-
dant.

Dans la suite, on supposera que M est une variété riemmannienne.

7.3.2 Connexions affines
7.3.2.1 Approche intuitive

Comment, si p et ¢ sont deux points appartenant au méme ouvert de carte d’une
variété M, comparer v, = F(p) et v, = F(¢) puisqu’ils appartiennent & deux espaces
qui n'ont rien a voir, T,M et T,M ? De la méme maniere, si y(¢) est une courbe,
comment comparer 7' (t) et +'(t + dt) qui appartiennent respectivement a 7'M
et T ayyM ? La réponse a cette question est apportée par les connexions qui vont
nous permettre de déplacer localement les espaces tangents les uns sur les autres
de maniere continue. Nous allons commencer par une introduction informelle et

intuitive.

Soit p et ¢ deux points « infiniment proches » de M appartenant au méme ouvert
de la carte ¢. On pose d¢ = ¢(p) — ¢(q). On écrira parfois formellement (la somme

n’ayant pas de sens et les éléments appartenant & deux ensembles différents) ¢ =
p+ do.

On considere une application linéaire I, ;: T, yqgM — T, M qui tend vers I'iden-
tité quand d¢ tend vers zéro. Donc I1,, , (0;(p + d¢)) est envoyé sur un vecteur proche
de 0;(p). De la, en considérant la différence, on doit donc avoir une expression de la

forme

My (9 (0 4+ 46)) — B5(0) = 3° 3" donT () ()

k=11i=1

en négligeant les termes de la forme d¢; d¢; comme les points sont infiniment proches.

Ainsi, une correspondance continue entre les espaces tangents sur un voisinage

de M nous est donné par m? fonctions I'*., appellées coefficients de la connexion

YR
affine.
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Si d¢ = ee;, alors on peut écrire

Hp7q (8j (p + €§z(p))) — aj (p) — ki::l Ffj(p)ak(p)

Le terme de droite peut donc étre interprété comme I’évolution du champ de vecteur

0; quand p se déplace suivant le champ de vecteur 9;, champ de vecteur qu’on notera
V,0;

Remarquons qu’il existe plusieurs fagon de choisir une connexion, choix décidé
par ce que 'on souhaite observer. La figure c¢i dessous montre deux exemples de

déplacement des plans tangents dans le cas du plan.

7.3.2.2 Formalisation

Soit T' (M) I'ensemble des champs de vecteurs €*°(M). On dit que

V. T(M)xT (M) — T(M)
(A,B) — VabB

est une connexion affine sur M si c¢’est une application bilinéaire vérifiant de plus
pour toute fonction de € (M,R) :

o ViuB = V4B,

o V4 (fB)=fVaB+VafBou V4f désigne la dérivée de f suivant A.

Intuitivement V 4B correspond a la dérivation du champ de vecteur B suivant A.
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Si on a une carte et donc des coordonnées, on pose Vi, 0y = 3, F;kﬁi et on peut

alors exprimer la connexion a partir de ses coefficients
VaB = V(X Brok)
= >ty ((VaBy) Ok + BpV a0k)

= b1 g1 ((VAJ-&,- Bk) O + BV 4,0, 5k;)

= > Z;nzl Aj V@J.Bk 8k+BkAj Vajak
~—— ——

=0; By, =y, Tjk'o;
= 3,5 (A;0;Br) Ok + X5 3 Xk, BeAT0;

En remplacant I'indexation en k£ dans le terme de gauche par une indexation en 1,

on obtient

7 % k

7.3.2.3 Courbes et connexion

Si 0(t) est une courbe de M, alors '(t) est un champ de vecteur porté par 0(t).

On peut alors considérer Vg 0 (t).

Si Vo' (t) = c(t)d'(t), qu'on peut ramener a Vg0 (t) = 0 avec un choix de
paramétrage convenable, alors on dit que la courbe # est une géodésique pour la

connexion. Reprenons nos exemples du plan

Dans les deux situations, 6 est une géodésique pour la connexion. Intuitivement, cela

signifie que intrinsequement, le vecteur tangent ne change pas lors du transport.

Remarquons que cette définition peut-étre différente de la définition de la géo-
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désique entre deux points : dans la deuxieme situation, la connexion choisie ne
correspond pas a la géodésique pour la métrique euclidienne. Par contre, c’est le cas

dans la premiere situation.

Si (M, g) est une variété riemmannienne, on va donc s’intéresser aux connexions
pour lesquels les notions de géodésiques coincident et on appellera une telle connexion
connexion riemmannienne ou connexion de Levi-Civita. Nous ne donnerons
pas ici une définition précise de cette connexion et renvoyons le lecteur vers [17].

Nous nous contenterons de dire que pour chaque g, elle est uniquement déterminée.

Le résultat suivant, qu’on trouve dans [1], sera utile pour le calcul numérique des

géodésiques :

Proposition 69
Soit V une connexion affine muni d’un systeme de coordonnées. Si 6 est une

géodésique, alors

0L(t) + 32 S 010810 (0(1) =0 Wk € {1,...,d}

7.3.3 Rappel sur les méthodes particulaires

Nous allons faire quelques rappels sur la résolution de I’équation de transport

par les méthodes particulaires, en suivant [12].

Soit h € R**. Sik € Z%, on pose x;, = kh. On considére une fonction ¢ € %62 (Rd, R)
telle que :

® Yrezap(-—k)=1;
e il existe m > 0 tel que Y jcza k' -+ ko(x — k) =2t - alt Vp| <m—1.

On a

OEDWICHE

kezd

De la, en posant

r—x
o = A h]d po(l’)@ ( h k) dx

xk“"[_ 219

on déduit une approximation de py par une somme de masse de Dirac

Po(x) = D andy,

kezd
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7.3 Géométrie différentielle et riemmannienne

La solution de I’équation de transport conservative avec pour donnée initiale une
masse de dirac ad,, étant donné par adg(z,,—+), on en déduit une premiere approxi-

mation de p(z,t) par

Z aké(ﬁ(u’%,—t)
kezd
Pour se ramener & une fonction, on se donne une fonction v € W™! telle que :
e on a

/Rdw(x)dle ;

e il existe r > 0 tel que

/Rdxlfl"'x]:ldgp(xlv'”>$d)d$:O7 “{3|<7“—1

Alors on se donne £ > 0 et on pose

o, 1) = (Z ak5¢(xk,t)) x ;d¢ <) ()= > Eldso <x_¢(w>

kezd € rezd 3

La question est maintenant le choix de € en fonction du h que 'on a. Trop
petit, la solution s’annulera entre les x; et I’'approximation ne sera pas valable. Trop
grand, on n’atteindra pas une précision nécessaire. Le résultat suivant obtenu dans
[12], raffinement d’un résultat de [32], nous donne l'estimateur suivant permettant

de choisir €.

Théoreme
On suppose que pg € W*P avec s > 0 et 0 < p < 400, ainsi que m > ﬁ. Alors il

existe une constante C' = C (t,m,r, ¢, 1) tel que pour tout 0 < h < &, on a

‘s h "
I =0l <€ (< Il + () i)

Remarque 70

. _m Ssm .
Sis < r,alors e = h™+s nous donne une convergence en hm+s. Si l’on peut prendre
un m grand, alors on s’approche d’une convergence optimale en h®, permettant

de dépasser la borne hz que 'on rencontrait dans [32].
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