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Résumé

Le but de cette these est d’obtenir des informations sur le spectre discret d’opéra-
teurs non auto-adjoints définis par des perturbations relativement compactes d’opé-
rateurs auto-adjoints. Ces opérateurs auto-adjoints sont choisis parmi les opéra-
teurs classiques de mécanique quantique. Il s’agit des opérateurs de Dirac, de Klein-
Gordon et le laplacien fractionnaire qui généralise 'opérateur de Schrodinger ha-
bituellement considéré pour de tels problemes. La principale méthode utilisée ici
releve d'un théoreme d’analyse complexe donnant une condition de type Blaschke
sur les zéros d'une fonction holomorphe du disque unité. Cette condition traduit le
comportement des valeurs propres de 'opérateur perturbé sous forme d’inégalités
de type Lieb-Thirring. Une autre méthode venant d’analyse fonctionnelle a été em-
ployée pour obtenir de telles inégalités et les deux méthodes sont comparées entre
elles.

Mots-clés : Spectre discret, inégalités de type Lieb-Thirring, opérateur de Dirac,
opérateur de Klein-Gordon, opérateur Schrodinger fractionnaire, transformations
conformes.

Abstract

The topic of this thesis concerns the discrete spectrum of non-selfadjoint operators
defined by relatively compact perturbation of selfadjoint operators. These selfadjoint
operators are choosen among classical operators of quantum mechanics. These are
Dirac operator, Klein-Gordon operator, and the fractional Laplacian who genera-
lize the Schrodinger operator. The main method is based on a theorem of complex
analysis which gives Blaschke-type condition on the zeros of a holomorphic function
on the unit disc. This Blaschke condition gives the information on the behaviour
of eigenvalues of the perturbed operator by mean of Lieb-Thirring-type inequali-
ties. Another method using functional analysis is also used to obtain these kind of
inequalities and both methods are compared to each other.

Keywords : Discrete spectrum, Lieb-Thirring-type inequalities, conformal map-

pings, Dirac operator, Klein-Gordon operator, fractional Schrodinger operator.
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1 Introduction

Table des matiéres

1.1 Contexte et structure du mémoire . ... ... ... ... 1

1.2 Un historique récent du probléeme . ... ... ...... 2
1.3 Meéthodes employées et énoncés des principaux résultats 4
1.4 Prolongement delathése. . ... ... ... ........ 8

1.1 Contexte et structure du mémoire

Nous présentons brievement les notations et les données du probléeme considéré
dans ce travail sous une forme générale; certaines notations et appellations seront
précisées plus tard et un glossaire des notations se trouve en annexe a la fin du
mémoire.

On considére un opérateur auto-adjoint Hy tel que son spectre vérifie o(Hy) =

Oess(Hp), OU Oegs désigne le spectre essentiel de opérateur. Un premier exemple d'un
2

d
tel opérateur est le Laplacien Af = Z Erol On ajoute a 'opérateur Hy un potentiel,
k=1 9Tk

qui sera noté V', et qui agit comme opérateur de multiplication par I'application V.
Nous désignons alors Hy comme étant l'opérateur non perturbé et nous noterons
I'opérateur dit perturbé par

H=Hy+V (1.1.1)

et cet opérateur agit sur un certain sous-espace dense de L?(R% C") oti n = 1 pour
le cas scalaire et n > 1 pour le cas vectoriel.

Dans le cas ou Hy = —A, on parle de H comme étant [’opérateur de Schrodinger.

Nous verrons les cas ou Hy est soit ['opérateur de Dirac D, (chapitre 3), soit
Vopérateur de Klein-Gordon K, (méme chapitre, derniére section), ou m désigne
une masse, ou encore le Laplacien fractionnaire (—A)*, s > 0 (chapitre 4).

Le choix du potentiel V', pris dans un espace LP, est fait de sorte que le spectre
essentiel de l'opérateur H soit identique a celui de 'opérateur non-perturbé H,
¢’est-a-dire

Uess(H> - Uess(HO>a

et comme nous connaissons le spectre essentiel de Hy, il reste a « déterminer » le
spectre discret o4(H) de H, qui est constitué des valeurs propres de multiplicité
algébrique finie.



Dans cette these, nous donnons des informations sur le spectre discret sous forme
d’inégalités de type Lieb-Thirring, qui se présentent souvent de la fagon suivante :

y Aot oy

= Lp>

ot AL EP(L+ I

ou F désigne les nombres complexes aux « extrémités » de oe(H) (a I'exception de

o0) et les constantes positives «, 3,7 et C' dépendent de différents parametres.
Avant de passer a un historique récent sur le sujet, nous rappelons ici que [’inégalité

de Lieb-Thirring classique est la suivante, [LT76] : pour des potentiels V' réels tels

que l'intégrale ci-dessous converge, on a

SO < Lya [ V(@) da (1.1.2)

- d
I R

ou L, 4 est la constante optimale dans (1.1.2), x_ = max{0; —x}, et 7 > % sid=1,
ou~y > 0sid=2, oubien v > 0 si d > 3. La recherche des constantes optimales
est un sujet de recherche en soi qui ne sera pas abordé ici. Pour plus de détails
concernant les hypothéses sur V' ou les constantes, on pourra consulter [LW00] ou
le théoreme 12.4 [LLO1] et les remarques qui le suivent.

L’origine des articles [LT76] et [LT75] se trouve dans 1'élaboration d’une nouvelle
preuve de « stabilité de la matiere ». Pour plus de détails sur le sujet on pourra
consulter le livre de Lieb et Seiringer [LS09b] et le livre de Balinsky et Evans [BE11].

Le mémoire est structuré ainsi :

1. Dans l'introduction (chapitre 1), on présente les données générales du pro-
bléeme, un bref historique du sujet, les méthodes utilisées et les résultats obte-
nus grace a celles-ci.

2. Le chapitre 2 sur les préliminaires donne des définitions et résultats généraux
de théorie des opérateurs et de théorie spectrale ainsi que des théoreémes plus
spécifiques nécessaires dans ce travail.

3. Les chapitres 3, 4 et 5 respectivement sur 'opérateur de Dirac, le Laplacien
fractionnaire et 'application du théoreme de Hansmann sont dédiés a 1’énoncé
(complet) des résultats obtenus et a leurs démonstrations. Les résultats des
chapitres 3 et 4 sont obtenus a 1’aide du théoreme 2.3.1 de Borichev, Golinskii
et Kupin, tandis que les résultats du chapitre 5 sont obtenus grace au résultat
de Hansmann (théoréme 5.1.1).

1.2 Un historique récent du probléme

Comme précisé ci-dessus, le probleme est d’obtenir des informations sur le spectre
discret de l'opérateur H.
Nous allons dans un premier temps nous concentrer sur I'opérateur de Schrodinger

H=-A+V (1.2.1)



Quand le potentiel V est a valeurs réelles, 'opérateur H est (essentiellement) auto-
adjoint ce qui permet d’utiliser des techniques poussées pour obtenir des informa-
tions sur les valeurs propres du spectre. Ce qui nous intéresse dans ce travail concerne
des potentiels a valeurs vectorielles donc 'opérateur perturbé n’est pas a priori auto-
adjoint.

Au début des années 2000, Abramov, Aslanyan et Davies montrerent, [AADO1,
Theorem 4], que les valeurs propres A de l'opérateur de Schrodinger agissant dans
L*(R) avec V € LY(R) N L*(R) a valeurs complexes vérifient

1
VA e C\R", |\ < Z||V||il. (1.2.2)

a l'aide d'un principe de Birman-Schwinger et en évaluant un certain noyau intégral.
Cette inégalité nous donne tres clairement une localisation du spectre discret de H
puisqu'’il se trouve dans le disque dont le centre est l'origine 0 et de rayon §[|V||%,.

Cet article est a l'origine de nombreuses recherches et, en particulier, il est commu-
nément admis ([BO08], [GK07], [BGK09], [DHK09], etc.) que 'article qui a relancé
I'étude des inégalités de type Lieb-Thirring est [FLLS06] en considérant un potentiel
a valeurs complexes et non plus seulement réelles, comme ce fut le cas, par exemple,
dans [CLN96] pour l'opérateur de Dirac, dans [HS02] pour les matrices de Jacobi,
ou encore dans [FLS08] pour 'opérateur de Schrédinger fractionnaire. Dans Particle
[FLLS06], les auteurs étudient I'opérateur de Schrodinger H = —A + V, agissant
dans L*(R%,C).

Comme ces derniers I'expliquent, la question (posée par Davies) était de trouver
une inégalité similaire & (1.2.2) en dimension d > 2. A défaut d’avoir réussi & majorer
le module des valeurs propres, ils ont obtenu une inégalité de type Lieb-Thirring
[FLLS06, Theorem 1] :

Théoréme 1.2.1. Soientd > 1 et v > 1.
1. Pour les valeurs propres de partie réelle négative,

d
> Re(W)[" < Lya [ Re(V(2)"dr.

Re();)<0

2. Si > 0, alors les valeurs propres a lextérieur du cone {|Im(z)| < »Re(2)}
vérifient

d
> NGl [ V)P e,

[Im(A;)[>2Re(A;)

Ici O, 4(3¢) = 21+7/2+d/4 (1 + L, et L,q estla constante de Lieb-Thirring

donnée en (1.1.2).

) y+d/2
2)

Par la suite de nombreux articles sont parus sur les inégalités de type Lieb-
Thirring, généralement pour l'opérateur de Schrodinger, mais aussi sur les matrices
de Jacobi, en tant que perturbations non auto-adjointes d’opérateurs auto-adjoints.
Nous citons par exemple les articles de Bruneau et Ouhabaz ([BO08]), Borichev,



Golinskii et Kupin ([BGKO09]), Laptev et Safronov ([LS09a]), Demuth, Hansmann
et Katriel ([DHK09, DHK13]), Golinskii et Kupin ([GK12, GK13]), Hansmann et
Katriel ([HK11]), Hansmann ([Hanll, Han13]).

Enfin, concernant un équivalent de (1.2.2) en dimension d > 2 (la question posée
par Davies), Frank a montré ([Frall, Theorem 1]) une inégalité similaire pour |A|”
avec 0 <y < 3.

Jusqu’ici nous avons essentiellement parlé de 'opérateur de Schrédinger. Ce n’est
pas le seul opérateur de la physique mathématique a avoir été étudié : 'opérateur
de Klein-Gordon, 'opérateur de Dirac et plus récemment le Laplacien fractionnaire
ont aussi fait 'objet d’études approfondies. Voici quelques références.

Pour l'opérateur de Dirac, citons en premier lieu le livre de Thaller [Tha91], puis
les articles [CLN96|, [CLT14] et [FS11].

Pour 'opérateur de Klein-Gordon, parfois appelé opérateur de Schridinger relati-
viste, ainsi que pour le Laplacien fractionnaire, on se référera a [FLS08] ou [L.S09b].

Par ailleurs, ces opérateurs ont aussi été étudiés en présence d'un champ ma-
gnétique, leur structure est alors différente, mais ils ne seront pas étudiés dans ce
travail, en particulier parce que les idées employées ici 'ont déja été dans 'article
de Sambou [Sam14] pour l'opérateur de Schrodinger magnétique.

Enfin, parmi les opérateurs sujets a de nombreux articles mais dont nous ne par-
lons pas, nous pouvons évoquer les matrices de Jacobi, en tant qu’opérateurs dis-
crets. Comme ils ont aussi été I'objet des mémes techniques que celles utilisées pour
Iopérateur de Schrodinger, nous pouvons citer, par exemple, les articles suivants :
[GKO07] - pour appliquer les idées de [FLLS06] aux matrices de Jacobi, [BGK09] -
comme application du théoréme de Borichev, Golinskii et Kupin 2.3.1, [HK11] - avec
une amélioration du théoreme sus-nommé, [FS11] - en présence d'un « saut » pour
le spectre et dont les techniques ont aussi été appliquées a 'opérateur de Schro-
dinger (périodique) et de Dirac en dimension 1, et [Han11] - comme application du
théoreme 5.1.1.

)7
),

1.3 Méthodes employées et énoncés des principaux
résultats

Nous expliquons les deux méthodes utilisées dans ce mémoire. Puis nous don-
nons les résultats sous une forme allégée (les constantes auxiliaires ne seront pas
explicitées).

La principale méthode employée dans ce travail est basée sur un théoreme d’ana-
lyse complexe, le théoreme 2.3.1 de Borichev, Golinskii et Kupin, prouvé dans
[BGK09]. Cette méthode a été employée en particulier par les auteurs pour les
matrices de Jacobi (complexes), par Demuth, Hansmann et Katriel dans [DHK09]
pour l'opérateur de Schrodinger, et par Sambou dans [Sam14] pour 'opérateur de
Schrodinger magnétique en dimension impaire.

Ce théoreme fournit une condition de type Blaschke pour les zéros d’une fonction
holomorphe sur le disque unité vérifiant I’hypotheése (2.3.1). Nous utilisons comme
fonction holomorphe f une variante du déterminant régularisé de sorte que les zéros



de f coincident avec les valeurs propres de 'opérateur perturbé H. Nous savons
alors majorer cette application en fonction de la norme L” du potentiel V' et de la
norme de la résolvante de Hy. Par composition avec une transformation conforme,
cette fonction f définie sur C\oess(H) et sa majoration sont transférées dans le
disque unité. Nous appliquons alors le théoreme de Borichev, Golinskii et Kupin
pour obtenir notre estimation sur les zéros de la fonction dans le disque, puis par
la transformation conforme inverse, nous trouvons une estimation sur les valeurs
propres de H qui est notre inégalité de type Lieb-Thirring.

L’autre méthode que nous employons est issue d’un résultat de Hansmann (théo-
reme 5.1.1), prouvé dans [Han11]. Il établit une majoration en fonction de la norme
L, du potentiel pour la somme des distances des valeurs propres de l'opérateur per-
turbé par rapport a 'image numérique de 'opérateur non-perturbé. Il est présenté
comme une variante d'un théoreme de Kato ([Hanll, Theorem 1.1}). Comme le ré-
sultat est donné pour des opérateurs bornés, nous I'appliquons aux résolvantes des
opérateurs H et Hy. Il faut alors majorer la norme de la résolvante qui apparait
(c’est la méme majoration calculée dans la méthode précédente), et minorer la dis-
tance entre un point du plan et le spectre de la résolvante, pour retrouver l'inégalité
de type Lieb-Thirring recherchée.

Hansmann a employé ce résultat pour une nouvelle estimation sur les matrices de
Jacobi et l'opérateur de Schrodinger.

Dans les énoncés qui suivent nous ne donnons pas le détail de certaines constantes,
d’une part par souci de lisibilité et d’autre part, a la différence du cas auto-adjoint,
la recherche de constante optimale n’est pas d’actualité. Toutefois un soin particulier
a été apporté pour expliciter les constantes apparaissant dans les théoremes, et elles
seront précisées dans les sections concernées pour chaque résultat.

Le premier résultat obtenu concerne 'opérateur de Dirac D,,, m > 0. On note D =
D,, + V. En plus de son importance en physique, la particularité de cet opérateur
est qu’il n’est pas semi-borné, contrairement a 'opérateur de Schrodinger.

Théoréme 1.3.1 (cas m > 0). Soit D, lopérateur de Dirac défini en (3.1.1) et
V € LP(R% M, (C)), p > d. Alors le spectre discret aq(D) de D vérifie les inégalités
de type Lieb-Thirring suivantes : pour d > 2 et pour tout 0 < 7 < min{p — d, 1},

(X, 0(D,,))P*"
< C- VL

AE%(D) IA—m|- [N+ m|(1+]|\])ZP—2+2 —

ou C' est une constante dépendant de différents paramétres.
Et quand d = 1, nous avons

d(\, (D)
) < . »
Z |)\+m||/\—m|(1+|)\|)2p+2'r —C ||V”LP7

Aeoy(D)

ou C est une constante dépendant de différents parametres.

Dans le cas ou la masse m est nulle, le résultat est le suivant :



Théoréme 1.3.2 (cas m = 0). Soit Dy l'opérateur de Dirac défini en (3.1.1) avec
m=0 etV € LP(RY M,(C)), p>d. Alors, pour 0 < 7 < min{p — d, 1},

d(A, o(Do))"*"
< C-|VIIZ»,
ZD) (1+ [A])2t+m) -

)\EO’d(
ou C est une constante dépendant de différents parameétres.

Nous avons réussi a améliorer ce résultat en appliquant adéquatement une idée
au départ prévue pour les opérateurs semi-bornés. Nous obtenons alors le résultat
suivant qui est démontré en annexe.

Théoréme 1.3.3 (cas m = 0). Avec les notations précédentes, nous avons, pour
0<7T<p—d,

b

)\Ead(D)

d(X, o(Dyg))P™
wr ez =Vl

ot w est définie dans la proposition 6.1.3 et C' dépend de n,p,d,w et T.

Grace aux résultats auxiliaires démontrés pour aboutir a ces inégalités, nous avons
pu aussi déterminer des inégalités de type Lieb-Thirring pour 'opérateur de Klein-
Gordon K,,,m > 0. On note K = K,,, + V.

Théoréme 1.3.4 (cas m > 0). Soient K,, l'opérateur de Klein-Gordon défini en
(3.6.1) et V € LP(R%; M,(C)). On suppose p > d. La constante w est définie dans la
proposition 3.6.7. Alors, pour d > 2 et T suffisamment petit, nous avons l’estimation
suivante :

d(X, o(K,))PT
2 A —m|(w+ |\ —m|)d-1+2r < O Wl

)\GO’d(K)

ou C dépend de l,d,p,m,w et T.
En dimension d = 1, on trouve :

d(\, o(K,,))PHir
E ! <C- ||V pp’
IA—m|(w+|A —m|)1+2 ~ IV1z

)\Ga'd(K)

avec C' dépendant de €,p,m,w et T.

Lorsque la masse est nulle, on se réfere au Laplacien fractionnaire avec s = % Il
est intéressant de noter une différence au point m du spectre selon que m > 0 ou
m = 0. Cela s’explique par une majoration différente de la norme de la résolvante
(voir les propositions 3.3.6 et 4.2.5).

Par rapport aux résultats classiques concernant le Laplacien fractionnaire Hy =
—(A)®, Papport ici est d’avoir des inégalités pour tout s > 0 et pas seulement pour

s < min{1; ¢}, comme c’est le cas dans [FLS08]. Le résultat obtenu est le suivant :



Théoréme 1.3.5. Soient H = Hy + V' ['opérateur de Schridinger fractionnaire

d
défini par (4.1.1) et V € LP(R%; M, (C)), p > %5 La constante w est définie dans
s

la proposition 4.2.7. On prendra T > 0 suffisamment petit.
Pour 0 < s < g, linégalité suivante est vérifiée

>

)\EO’d(H)

d()\,a(Ho))p+T
S C : V pP7
New+ e = ¢ Vi

ot les exposants vérifient o = min{p*%; 2% et =21+ %(g —p—7T), et C dépend
den,d,p,s,w et T,
Pour s > %l,p > 1 et 7 > 0 suffisamment petit, nous avons

d(\, o(Ho))P=2s 147
|AJ2(w 4 [A])?

< C-IVIIL,

by

)\Ead(H)

ot les exposants vérifient « = 5+ smin{p— £ +7;1} et =27+ (£ —p+1—-7)4,

et C' dépend de n,d,p,s,w et T.

Enfin, a 'aide d’un théoreme de Hansmann, nous avons pu obtenir les résultats
suivants pour l'opérateur de Klein-Gordon et pour le Laplacien fractionnaire.

Théoréme 1.3.6. Soit K, l'opérateur de Klein-Gordon défini en (3.6.1) avecm > 0
et Ve LP(R% M, (C)), p > d. Alors, pour 7 > 0, l'inégalité de type Lieb-Thirring
sutvante est vérifiée

d(X, o(Ky))P
2 Gt o =< IV

)\Ead(K
ot w est définie en (5.1.2) et la constante C' dépend de n,d,p,m,w et T.
Concernant le Laplacien fractionnaire Hy = (—A)® nous avons 'inégalité suivante :

Théoréme 1.3.7. Soient H = Hy + V' opérateur défini en (4.1.1) pour s > 0 et
V € LP(R% M, (C)), p > max{l; 2%} Alors, pour T > 0, l'inégalité suivante est
vraie

3 d(X, o(Hy))P

d T < C ’ H HL17

ot w est définie dans la proposition 4.2.7 et C' dépend de s,n,d,p,w et T.

Avant d’évoquer la suite de ce travail, résumons la chronologie des résultats ci-
dessus. Les travaux de Demuth, Hansmann et Katriel ont concerné 'opérateur de
Schrodinger, ou plus généralement une perturbation d’un opérateur auto-adjoint
positif. Nous nous sommes alors demandé ce qu’il en est pour un opérateur non-
semi-borné, ce qui nous a conduit a 'opérateur de Dirac. Suite a ’étude de cet
opérateur, nous avons pu en déduire des résultats sur I'opérateur de Klein-Gordon



qui est une « moitié » de I'opérateur de Dirac. Enfin, nous nous sommes intéressé
au Laplacien fractionnaire comme généralisation de 'opérateur de Schrédinger et
de Klein-Gordon (cas m = 0).

Des différents résultats obtenus avec nos hypotheses pour un opérateur de la forme
H = Hy+ V', nous pouvons imaginer un comportement général des valeurs propres
de H par rapport a la vitesse de convergence vers le spectre essentiel de H qui
est, ici, le spectre de 'opérateur Hy. En effet il semble que seulement trois cas se
présentent selon que la limite est une borne réelle (finie) du spectre, ou U'infini, ou
bien un point du spectre distinct des bornes (finies ou infinie). Ces résultats étant
limités a ’hypothése que de telles suites de valeurs propres existent, nous donnerons
seulement quelques exemples de conclusions possibles a partir des inégalités obtenues
dans le cas d’une perturbation de I'opérateur de Dirac, apres la remarque 3.2.4. La
comparaison entre les inégalités de type Lieb-Thirring obtenues par le théoreme de
Borichev, Golinskii et Kupin, et celles obtenues par le théoréme de Hansmann pour
un méme opérateur est reportée a la sous-section 5.1.2.

1.4 Prolongement de la these

Le travail mené dans cette theése nous conduit aux probléemes suivants sur lesquels

nous envisageons de travailler a I’avenir :

— Une évolution du théoreme de Borichev, Golinskii et Kupin permettant de
prendre en compte les cas ou en certains points du cercle unité la croissance est
plus faible.

— Si Popérateur non-perturbé est Hy = f(—A) avec f une fonction de Bernstein,
par exemple, sous quelles conditions peut-on obtenir une inégalité de type Lieb-
Thirring avec les méthodes décrites ci-dessus? Plus généralement, la question
est posée pour des opérateurs définis comme multiplicateurs de la transformée
de Fourier.

— Dans 'esprit de [GK13], peut-on déterminer des inégalités de type Lieb-Thirring
pour des perturbations d’opérateurs auto-adjoints perturbés, comme l'opérateur
de Stark, ou l'opérateur de Schrodinger avec un potentiel de Coulomb ou de
Hardy ?

— Parmi les méthodes non utilisées dans cette these figure le principe de Birman-
Schwinger, cité apres (1.2.2), qui permet notamment de localiser le spectre. La
dimension d = 1 pour 'opérateur de Dirac a été traitée par Cuenin, Laptev
et Tretter dans [CLT14]. La question en dimension d > 2 reste un probleme
ouvert.

L’étude de perturbations d’opérateurs ne se limitent pas au cas des espaces de

Hilbert, et dans cette optique, le probleme est souvent a reprendre au début.

— Dans certains espaces de Banach, la notion de déterminant est bien connue.
Toutefois de nombreux points restent a établir pour pouvoir appliquer un résul-
tat sur les zéros d’une fonction holomorphe, mais on peut obtenir des résultats
similaires & ceux de cette these : voir [DH13].
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2.1 Généralités : définitions et notations

2.1.1 Différentes classes d’opérateurs

Nous ne considérons dans ce travail que des espaces de Hilbert complezes séparables
H.

Soient H; et Ho deux espaces de Hilbert, on définit un opérateur de H; dans H,
comme étant une application linéaire A définie sur un sous-espace D de H;, appelé
domaine de définition, et a valeurs dans Hy. Souvent H; = Hos.

Si A est défini sur tout H;, on dit que A est continu, ou borné, sur H; s’il existe une
constante C' € R telle que Vo € H, |[|[Az|| < C - ||z||. On note L(H1,H2) Pensemble
des opérateurs continus sur H; a valeurs dans Hs. Et si H; = Ho = H, on note
simplement L(H).

En général, puisque les opérateurs que nous considérons sont issus d’équations
différentielles, ils seront définis sur un sous-espace dense D d’un espace de Hilbert
‘H et ne sont donc pas bornés sur tout ’espace de Hilbert. On parle alors d’opérateur
non-borné.

Heureusement, ’avantage d’avoir un sous-espace dense D en analyse est de pou-
voir considérer I'adhérence D de cet espace pour « prolonger » ou « étendre » des
propriétés connus sur D & D. Notamment nous voudrons définir la notion d’adjoint
pour un opérateur non-borné. Mais pour cela il faut pouvoir « prolonger » l'opérateur
lui-méme de D a H.



La notion qui suit d’opérateur fermable est importante pour traiter des opérateurs
non-bornés. Pour cela, il faut d’abord définir le prolongement d’un opérateur.

Définition 2.1.1 (prolongement d’'un opérateur). Soient A et B deux opérateurs
de H. On dit que B est un prolongement de A, noté A C B si D(A) C D(B) et
Vo € D(A), Ax = Bx.

Définition 2.1.2 (opérateur fermé). On dit que 'opérateur A : D C ‘H — H est
fermé si son graphe I'(A) défini par T'(A) := {(x; Ax),x € D} est fermé dans H P H
muni du produit scalaire ((z1;y1); (22;¥2)) = (z1522) + (Y15 Y2).

On définit maintenant la notion d’opérateur fermable.

Définition 2.1.3 (opérateur fermable et fermeture). Un opérateur A est dit fer-
mable s’il a un prolongement fermé.

Tout opérateur fermable a un plus petit prolongement fermé, appelé fermeture.
On la note A.

Tous les opérateurs ne sont pas fermables, mais les opérateurs auto-adjoints ou
ceux essentiellement auto-adjoints le sont. On définit maintenant [’adjoint d’un opé-
rateur.

Définition 2.1.4 (opérateur adjoint). Soit A : H — H un opérateur défini sur un
sous-espace dense D. On note

D(A*) :={zx e H,Jy € H,Vz € D(A)(Az;x) = (z;y) }.

Pour chaque x € D(A*), on définit A*z = y. On appelle I'opérateur A* l'adjoint de
A.

Voir [Sch12, p.8] pour une définition avec A : Hy — Ho.
Proposition 2.1.5 (Théoreme VIIL.1 [RS80]). Soit A un opérateur défini sur un
sous-espace dense de H. Alors

1. A* est fermé.

2. A est fermable si et seulement si D(A*) est dense et dans ce cas A = A**.

3. Si A est fermable alors (X)* = A*.

Définition 2.1.6 (opérateur auto-adjoint, essentiellement auto-adjoint). Soit A un
opérateur défini sur un sous-espace dense de H.

1) On dit que A est auto-adjoint si A = A*, c’est-a-dire si D(A) = D(A*) et
Vr € D(A), Ax = A*x.

2) On dit que A est essentiellement auto-adjoint si A est auto-adjoint.

Remarque 2.1.7. Si A est essentiellement auto-adjoint, alors il n’a qu'un unique
prolongement auto-adjoint : A. Par abus, nous noterons l'opérateur et sa fermeture
par le méme symbole.

Nous terminons cette section par la notion d’opérateur compact.
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Définition 2.1.8 (opérateur compact). Soit A € L(H). On dit que A est compact
si pour tout sous-ensemble F borné, I'image A(FE) est relativement compacte dans
H (i.e. Padhérence de A(E) est compacte dans H). On note l'espace des opérateurs
compacts sur ‘H par S, (voir la section 2.2).

On rappelle le théoreme de Riesz-Schauder (voir [RS80, Theorem VI.15], ou [EES9,
Theorem 1.1.9])

Théoréme 2.1.9 (Théoreme de Riesz-Schauder). Soit A un opérateur compact de
H. Alors le spectre o(A) de A est discret avec, éventuellement, pour unique point
d’accumulation X = 0. De plus, tout élément A € o(A) non nul est une valeur propre
de multiplicité (géométrique) finie.

Remarque 2.1.10. On peut montrer que la multiplicité algébrique est elle-aussi finie
([EE89, Remark 1.1.19]). Ces notions sont définies dans la sous-section suivante.

2.1.2 Spectre d’un opérateur et théoreme de Weyl

Nous nous intéressons maintenant a la notion de spectre d’un opérateur.

Définition 2.1.11 (spectre et résolvante). Soit A : H — H un opérateur fermé de
‘H défini sur D.

On dit que A € C appartient a l’ensemble résolvant p(A) de A si l'opérateur
(AId — A) est une bijection de D dans H dont l'inverse est continu sur H.

Dans ce cas, on appelle (A\Id — A)~! la résolvante de A au point \.

Si A ¢ p(A), on dit que A appartient au spectre de A et on note a(A) = C\p(A).

Souvent on notera (A — A)~! au lieu de (\Id — A)~.

Définition 2.1.12 (valeurs propres). On dit que A € C est une valeur propre de A
s’il existe x € H non nul tel que Az = Az. On dit alors que x est un vecteur propre
de A. On note 0,(A) 'ensemble des valeurs propres de A.

L’indice p correspond a point spectrum en anglais. Si A\ est une valeur propre de A
alors A\Id — A n’est pas injective donc A € o(A). Dit autrement, le noyau de A\Id — A,
noté Ker(Ald — A), n’est pas réduit au vecteur nul. Dans ce cas, la dimension de
Ker(Ald — A) est appelée la multiplicité géométrique de A.

Soit A € 0,(A), on considere Ry := {x € H,3In € N*,(A\ld — A)"x = 0} qui est
un sous-espace vectoriel de H. On appelle multiplicité algébrique de la valeur propre
A, la dimension de Ry. Il est clair que la multiplicité géométrique est inférieure a la
multiplicité algébrique.

Pour plus de détails concernant les multiplicités géométriques et algébriques, on
se reportera au livre de Edmunds et Evans [EE89].

La proposition suivante est issue de [EE89, Theorem IX.2.3].

Proposition 2.1.13 (spectre de résolvante). Soient A un opérateur fermé de ‘H et
p € p(A). Alors, pour X # u,

1. XN € p(A) si et seulement si (u— \)"t € p((uld — A)7Y),
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2. X est une valeur propre de A si et seulement si (n — \)™' en est une pour
(uld—A)~! et dans ce cas les multiplicités algébrique et géométrique coincident,

3. et \ appartient au spectre essentiel de A (voir la définition ci-dessous) si et
seulement si (u — \)~' appartient au spectre essentiel de (uld — A)~.

Remarque 2.1.14. Comme les opérateurs que nous considérons sont non-bornés alors,
en particulier, pour u € p(A),0 € o((uld — A)~1) ([Dav07, lemma 8.1.9]).

Définition 2.1.15 (Spectre discret). Soit A un opérateur fermé de H. On appelle
spectre discret de A et on note o4(A) 'ensemble des valeurs propres de A de multi-
plicité algébrique finie.

L’indice d correspond a discrete spectrum en anglais.

Nous allons maintenant définir le spectre essentiel dans le cadre qui nous intéresse.

Avant cela, rappelons qu’il existe plusieurs définitions pour le spectre essentiel
d’un opérateur fermé défini sur un sous-espace dense d’un espace de Banach. Une
discussion détaillée se trouve au début de [EE89, section IX.1]. Le théoreme 1.6
de [EE89, p.417] nous dit que ces différentes notions coincident lorsque 'opérateur
est auto-adjoint sur un espace de Hilbert. Pour une définition directement issue du
cadre d'un espace de Hilbert, voir [RS80, sous-section VII.3]. Dans les deux cas,
nous pouvons définir le spectre essentiel de la facon suivante.

Définition 2.1.16 (Spectre essentiel). Soit A un opérateur auto-adjoint sur H.
Alors le spectre essentiel de A est défini comme le complémentaire dans o(A) du
spectre discret, i.e.

Oess(A) = a(A)\oy(A).

On peut maintenant énoncer le théoreme de Weyl (voir [RS78, Theorem XIII.14],
ou [EE89, Theorem IX.2.1]).

Théoréme 2.1.17 (Théoreme de Weyl). Soient A un opérateur auto-adjoint et B
un opérateur fermé tels que

1. Il eziste A € p(B) N p(A) tel que (A — X))t — (B — \)~! est compact.
2. a) o(A) #R et p(B) # 0.
ou bien
b) Il existe des éléments de p(B) dans le demi-plan supérieur et dans le
demi-plan inférieur.

Alors Oess(B) = 0ess(A).

Dans notre situation le potentiel V' sera une perturbation relativement compacte
de Hj, ou plus exactement une perturbation relativement Schatten-von Neumann
(voir la section suivante) de Hy, c’est-a-dire, dom(Hy) C dom(V') et, pour A €
p(Hy), V(A — Hp)~! est compact. La premiére condition du théoréme de Weyl sera
vérifiée car (A — H)™' — (A — Ho)™' = (A — H)"'V(\ — Hy)™!, et 2a) sera vérifiée
pour l'opérateur de Dirac pour m > 0, 'opérateur de Klein-Gordon et le Laplacien
fractionnaire, tandis que 2b) sera vérifiée par 'opérateur de Dirac de masse nulle.
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2.2 Classes de Schatten-von Neumann et
déterminants régularisés

2.2.1 Généralités

Pour cette sous-section, nous nous appuierons sur les livres de Gohberg et Krein
[GK69] et Simon [Sim05], ainsi que sur Iarticle [Sim77].

On rappelle que 'espace des opérateurs compacts sur H est noté par S.,. Les
espaces de Schatten-von Neumann S,,1 < p < oo, d’opérateurs compacts sont
définis par

+o0
S, == {A € S, | Allg, = > sn(A)P < +oo},

n=1

ol (s, (A))y sont les valeurs singuliéres de A (ou s-nombres), c’est-a-dire les valeurs
propres de (AA*)Y/?2 listées par ordre décroissant en module.

On rappelle ([GK69, Theorem 7.1]) que les espaces S,,p > 1, sont des idéaux
bilateres de Sy et forment une algebre complete pour la norme || - ||g,. On a en outre
I'inclusion suivante : pour p < g, alors S, C S,.

Pour A € S,,,n € N*, on peut définir le déterminant régularisé

det, (Id — A) := ﬁo [(1 — i) exp (nil )f)] :

k=1 j=1

ol (M) est la suite des valeurs propres de A.
Ce déterminant vérifie les propriétés suivantes :

1. det,(Id) = 1.

2. Soit A € S,,, Id — A est inversible si et seulement si det, (Id — A) # 0 ([Sim77,
Cor.6.3)).

3. Pour tout A, B € L(H) vérifiant AB, BA € S,,,det,(Id — AB) = det,(Id —
BA).

4. Si A(+) est une fonction holomorphe sur un domaine 2 & valeurs dans S,, alors
la fonction det,(Id — A(-)) est elle-méme holomorphe sur Q ([Sim77, Lemma
6.1] et [GK69, 8. p.163]).

5. Soit A € S, pour un réel p > 1. Alors A € Sy, out [p] est défini par min{n €
N,n > p}, et la propriété suivante est vérifiée

det(1d — A)] < exp (T, Al3, ). (2.2.1)

ou I', est une constante positive dépendant seulement de p ([Sim77, Theorem
6.4]).

La définition suivante est issue de [GK69, sous-section IV.3.1].
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Définition 2.2.1 (déterminant de perturbation). Soient A et B des opérateurs
bornés sur ‘H avec B — A € S,,. Soit ;1 € C tel que Id — A soit inversible, alors on
appelle déterminant de perturbation de A par B — A € S, (ou de B par rapport a
A), le déterminant défini par

d(p) := detpy ((Id — uB)(Id — pA) ™)

La propriété suivante relie les zéros du déterminant de perturbation aux valeurs
propres de I'opérateur perturbé.

Proposition 2.2.2 (Zéros du déterminant). Si u € p(A) et p € 0,(B) de multipli-
cité algébrique finie, alors l'ordre de p=* comme zéro de d est égal a la multiplicité
algébrique de p=' comme valeur propre de B.

Pour la preuve, consulter [GK69, sous-section 1V.3.4] - cas p = 1 - ou [GGKO00,
theorem XII.2.3], ou encore [Han10, prop 1.5.8].

2.2.2 Un déterminant de perturbation

Cette sous-section est dévolue a la construction d'un déterminant de perturbation
que nous utiliserons dans nos démonstrations. Elle s’appuie sur le travail réalisé dans
l'article [DHKO09] dans la section 3.1.1. en reprenant les résultats de [GK69, section
IV.3].

On considere la situation générale suivante : Hy est auto-adjoint et on suppose
que o(Hy) = 0ess(Hyp). Puis H = Hy+V avec V(A—Hy) ™' € S, a partir d’un certain
rang p et pour tout A\ € p(Hy). Donc, par le théoreme de Weyl, 0ess(H) = 0ess(Hp)-

Nous allons démontrer la propriété suivante.

Proposition 2.2.3. Avec les hypothéses ci-dessus, pour —a € p(H), on définit une
fonction F de C\o(Hy) a valeurs dans S, par

FA)=\+a)(a+H)'WV(\—Hy)™, (2.2.2)
et une fonction f : C\o(Hy) — C par
f(A) == detp,(Id — F(N)). (2.2.3)

On appelle cette fonction f déterminant de perturbation de l’opérateur H par rapport
a Hy. Elle vérifie les propriétés suivantes : [ est holomorphe sur C\o(Hy), les zéros
de f coincident avec les valeurs propres de H et la multiplicité algébrique d’une
valeur propre est égale a 'ordre du zéro correspondant.

Démonstration. Soient \ € p(Hy) et —a € p(H) (donc en particulier —a € p(Hy)).
En notant y = A+a, A= (a+ Hy) ' et B= (a+ H)™!, on trouve pour I'expression
du déterminant de perturbation

(Id — uB)(Id — pA)™' =1d — Id + (Id — uB)(Id — pA)~!
1~ [(1d — ) — (1d — uB)] (1d — )~
=1d — pu(B — A)(Id — pA) L.
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On rappelle que, pour tout A € p(Hy), u=' € p(A) d’apres la proposition 2.1.13, ce
qui justifie 'existence de I'inverse pour Id — puA. Nous avons en fait I’équivalence
suivante :

Id — (A +a)(a+ Hy) ™! inversible < [a + Hy — A\ — a](a + Hy) " inversible
< (A — Hy) inversible
<\ € p(Hy). (2.2.4)

On explicite les expressions ci-dessus en fonction de a, A\, Hy et H. C’est-a-dire, nous
avons 1’équation de la résolvante suivante

B—A=(a+H) ™" —(a+ Hy)™*"
=(a+H) ' [(a+ Hy) — (a+ H)|(a+ Hy)™*
= —(a+H)WV(a+ Hy)™", (2.2.5)

donc, en remplagant par les expressions ci-dessus, on obtient, pour A € p(Hy),

1d — u(B — A)(Id — pA)~ =
= 1d+ (A +a)(a+ H)V(a+ Ho) " [ld = (A +a)(a+ Ho) ']

=1+ (A +a)(a+H) 'V [(1d — (A +a)a+ Ho) ™) (a+ Ho)|
=TId+ (A +a)(a+ H) 'V [-A+ H "
—1d— F()\)

olt F est définie en (2.2.2) et F(\) € S, puisque V(A — Hy)™' € S,,.

On montre maintenant que la fonction f : C\o(Hy) — C définie en (2.2.3) vérifie
les propriétés voulues.

Tout d’abord, d’apres ce qui précede, application A — F()) est bien définie sur
p(Hp) et a valeurs dans S, donc f est bien définie et holomorphe sur p(Hy), et
f(=a) = det (Id) = 1.

Par ailleurs, nous allons montrer que Id — F'(\) est non inversible si et seulement
si A € o4(H). D’apres I’équation de la résolvante (2.2.5), nous avons

(a+Hy) ' —(a+H) "' =(a+ H)"V(a+ Hy) ™,
et donc

Id—(A+a)(a+H)' =
=Id—(A+a)|(a+ Ho) ™" = (a+ H)'V(a+ Hy) ']
=Id— (A+a)(a+ Ho) '+ (A+a)(a+ H) 'V(a+ Hy)™'
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d’otl, puisque A € p(Hy),
(= O+ a)(a+ )Y [l (A +a)(a+ Hy)!| =
=(Id= (A +a)(a+ Ho) ™ + (A +a)(a+ H)'V(a+ Hy)™") x
x [1d— (A +a)(a+Ho) ']

=Id+ (A+a)(a+ H)'V(a+ Ho)™" [Id = (A +a)(a+ Ho) ']
=1Id — F()).

Donc Id — F()) est non inversible si et seulement si Id — (A + a)(a + H) ™! est non
inversible. Or, par le méme raisonnement qu’en (2.2.4) et sachant que A ¢ o(Hy) =
Oess(H), on a
Id — (A + a)(a+ H) ™" non inversible <= \ € o(H)
<= N €oy(H).

Au final, d’apres la proposition 2.2.2,
fA)=0<= X €ogy(H)

et ordre du zéro pour f est égal a la multiplicité (algébrique) de la valeur propre
A pour H. O

2.3 Résultats d’analyse complexe

2.3.1 Théoreme de Borichev-Golinskii-Kupin

Le théoreme suivant, démontré dans [BGK09, Théoréeme 0.3], donne une majora-
tion des zéros d’une fonction holomorphe sur le disque unité D = {|z| < 1} selon
sa croissance au voisinage de sa frontiere T := {|z| = 1}. L’aspect important de ce
théoreme pour ce qui va suivre est qu’il permet de tenir compte de 'existence de
points « particuliers » ((;) sur le cercle unité, 1a ou la fonction croit plus vite qu’en
les autres points de T.

Théoréme 2.3.1. Soit h une fonction holomorphe sur D avec h(0) = 1. On suppose
que h satisfait une inégalité de la forme

h(=)] < exp ( el _1@@) , (231)

J=1

ou K >0,|¢jl=1eta,5;, >0, j=1,...,N.
Alors, pour tout T > 0, les zéros de h vérifient la condition de type Blaschke
suivante

N
> (A=) e =gl <O K,
h(z)=0 j=1

ou C dépend de o, 3;,C; et T.
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Ci-dessus, x4 = max{z,0}.
La condition de type Blaschke ci-dessus montrent que les zéros de h peuvent
s’accumuler « moins vite » vers les points (; du cercle unité.

Remarque 2.3.2. Dans nos applications, les points (; correspondent (en général) aux
bornes du spectre essentiel de 'opérateur perturbé étudié. Par contre, il faut noter
qu'un changement dans l'exposant 3; du facteur |z — (;| n'implique pas seulement
un changement dans l’exposant de la borne du spectre essentielle correspondante.
En effet, en plus de vérifier cela avec les opérateurs étudiés dans cette these, il faut
se souvenir qu’on travaille avec une fonction A holomorphe sur D et donc qu’une
modification du comportement de h au voisinage d’un point du disque peut induire
des changements dans d’autres régions du disque.

Par exemple, dans le cas de I'opérateur de Schrodinger fractionnaire, via la trans-
formation conforme ¢, définie en (4.2.4), 0 € C est I'image de —1 € D, et la formule

2\/IAl
VA +iv/al
montre qu'un changement dans 'exposant du facteur |1 4 z| impacte le facteur |A|
(comportement en 0) et a + |A| (comportement en o).

(4.2.7) avec |1 + 2| = pour z € D, A € C\R™" et a suffisamment grand,

Remarque 2.3.3. Comme pour 5 € R, (6 —1+7), = (6 — 14 7)4, on appliquera
directement le théoreme 2.3.1 en présence d'une majoration du type 2.3.1 sans passer
par I'étape de sélection des 3; > 0, et on distinguera ensuite selon les cas §; =147 >
0.

Ce résultat a été amélioré sous une certaine forme : [HK11, Théoreme 4]. Mais
dans les cas qui nous concernent et ou il serait applicable (Dirac avec une masse
nulle, Klein-Gordon, Laplacien fractionnaire), il n’apporte pas de différence avec le
théoreme 2.3.1 (voir la remarque 3.6.9).

Différentes investigations autour du théoreme précédent ont été menées par Fa-
vorov et Golinski notamment (voir par exemple [FG09]).

2.3.2 Des inégalités de comparaison

Soient deux fonctions positives f et g définies sur un ensemble €2 du plan complexe
C, on note f(A\) = g(\) si les fonctions sont comparables au sens suivant : 3C7, Cy > 0
telles que VA € Q,C1 f(A) < g(A) < Caf(N). Et on note f(A) < g(A) s’il existe C' > 0
telle que f(A) < Cg(A) pour tout A € €. L’ensemble € dépendra du contexte.

Nous utiliserons a différentes reprises le lemme suivant (pour le calcul de majora-
tion d’intégrales en particulier).

Lemme 2.3.4. 1. Soient a,b >0 et p > 1, alors
a? + b < (a+b)P < 207 H(aP + bP).
2. Soient a,b > 0, alors
Va2 + 2 <a+b<V2va? + b2
3. Soient 0 <a <1 eta,b>0. Alors
271 a® + b*) < (a+b)* < a™ + b

17



2.3.3 Transformations conformes

Les transformations conformes interviennent dans ce travail dans deux contextes :
le premier concerne ’application du théoreme 2.3.1 de Borichev, Golinskii et Kupin
faisant intervenir des fonctions holomorphes sur . L’autre concerne le théoréme
5.1.2. Dans les deux cas, il s’agit d’un probleme de distorsion, c’est-a-dire, de com-
parer la distance d’un point a la frontiere d’une région et la distance de I'image de
ce point a I'image de cette frontiére par une application conforme bijective. On note
la distance entre z et A par d(z, A) := ul)IGlfA |z — wl.

Cela nous permet de transférer 1’étude dans C du spectre discret a une étude
dans D pour utiliser le théoreme 2.3.1 de Borichev, Golinskii et Kupin, ou alors de
ramener un probleme sur un opérateur a celui sur sa résolvante pour appliquer les
résultats de Hansmann 5.1.1 ou 5.1.2.

Théoréme 2.3.5 (Distorsion de Koebe). Soit f : D — C injective. Alors

VzeD, i(l = [zP)If ()] < d(f(2),0f (D)) < (1= [z[)|f'(2)].

Pour une démonstration, on se réferera a [Pom92, Corollary 1.4].

Pour la suite, nous reformulons les inégalités du théoreme précédent en introdui-
sant la distance de z au cercle unité T. Puisque, pour z € D,;1 < 1+ |2| < 2, on
obtient

Vz e D, id(ﬂ) [f'(2)] < d(f(2),0f(D)) < 2d(z, T)[f'(2)]- (2.3.2)

2.4 Une inégalité de Birman-Solomyak

Le résultat suivant est une généralisation aux fonctions a valeurs vectorielles du
théoreme [Sim05, Théoreme 4.1] connu pour des fonctions a valeurs scalaires.

On note M,,(C) 'espace des matrices carrées complexes de taille n. Pour p > 1,
on considére 'espace des fonctions mesurables sur R? & valeurs dans M,,(C) défini
par

DR M(C) = {V 5 VI = [ V@I do}

ou || - || est appelée norme de Frobenius,

1/2
HV(x)HF:( ) I(V(x))i,jIQ) : (2.4.1)

ij=1,...n

Le choix de la norme de Frobenius est important pour la preuve de la proposition
suivante.

Proposition 2.4.1. Soient f et g € LP(R% M,,(C)) avec 1 < p < oo. Alors, nous
avons ['inégalité suivante

1 - g(=iV)Is, < @m)~ 1ALy - Ngllfs- (2.4.2)
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Démonstration. La preuve suit de pres celle du [Sim05, Théoreme 4.1], la principale
modification étant 'utilisation de la norme de Frobenius et de la relation (2.4.3)
pour des opérateurs intégraux a valeurs matricielles. Pour dégager les différences
entre le cas a valeurs matricielles et le cas scalaire, nous explicitons un peu plus les
détails que dans la preuve du théoréme sus-cité de [SimO05].

Tous les opérateurs considérés dans cette proposition agissent sur L*(R%; C"). Soit
B un opérateur borné donné par

(B)@) = [ K@) dy

R

ou le noyau K (-, -) est une fonction mesurable & valeurs dans M,,(C) et f appartient
a L*(R% C"™). Un résultat connu de [GK69] ou [Sim05] dit que

1BIE, = [, [ 1K@,y dudy. (2.4.3)
R JRd
Maintenant, on note par A := f(z)g(—iV) l'opérateur intégral associé au noyau

(2m) " f(2)g(x —y),

ou g est la transformée de Fourier inverse de g.
On suppose que f et g sont dans L2(R%; M,,(C)). D’apres la définition (2.4.1) et
le fait que la norme est sous-multiplicative, nous obtenons

1413, = 1f @g(=iV)IE, = @0 [ [ 1 @)z = y)I? dedy
<@ [ [ @319 = y) 5 dady

< @2m) I f11Z2 - gl

ol on a utilisé les théorémes de Fubini et Fourier-Parseval. Donc, I'opérateur intégral
A appartient a Sy (i.e., c’est un opérateur de Hilbert-Schmidt), et nous avons une
borne de (2.4.2) pour p = 2. En particulier, A est un opérateur compact.

On rappelle que L™ est I’espace muni de la norme

[fllzee = ess-sup,epall f ()] -

Soient deux fonctions-tests ¢, appartenant a L?(R%; C") telles que

ol = [ ot = [ (S 1o do <1
et ||¢||2. < 1. Nous devons alors prouver que

[A = T Alls.. = 8;15|(¢7 AP < oo - lglloe (2.4.4)

avec f,g € L* N L. En effet,

(6, A)| = |(&, F(g0N)] = 1(f7¢, (g9))]
<117 ¢llz= 11 (g9) 2.
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Alors
176l = [ elde < [ 113013 de < 1100l

et, de la méme maniere,

lgwl1Z2 < llgllSellvllze = llgllseliz-

Par conséquent, (2.4.4) est démontrée pour tout f,g dans L? N L>. Un argument
d’interpolation complexe nous donne alors

1 @)g(=iV)IIE, < 2m) Il A 1170 - lgliZa,

pour tout 2 < p < co. Le méme résultat suit pour 1 < p < 2 par dualité. O
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3 Résultats pour I'opérateur de Dirac
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3.1 Deéfinition

Selon la théorie de Dirac (voir, par exemple, [Tha91, section 1]) le mouvement
relativiste d’une particule de spin % - par exemple pour des électrons dans le cas d'une
masse strictement positive m > 0 - (sans champ électromagnétique) est décrit a 'aide
de Popérateur de Dirac. A cause de la structure de spin, Iespace de « configuration »
de la particule prend ses valeurs dans C", avec n = 2" et v > 1. Le mouvement d’une
particule libre de masse m est donnée par I’équation de Dirac,

D
ih—— = Dm )
ot 14

ot ¢ € L*(R%:C") avec d € {1,...,n—1},sim > 0et d € {1,...,n} sinon.
L’opérateur de Dirac est défini par

d
D,, = —icha -V +mc*3 = —ichZozki + mec®B. (3.1.1)
k=1 8xk
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Ici c est la vitesse de la lumiere et A la constante de Planck réduite. Nous normalisons
I'équation en considérant que i = ¢ = 1. Nous notons « := (aq, ..., aq) et f 1= agyq.
Les matrices «; sont d 4+ 1 applications linéairement indépendantes, auto-adjointes,
agissant sur C", et satisfaisant les relations d’anti-commutativité suivantes

CkiOéj + CYjOél' = 25i,j1d7

pour i, = 1,...,d + 1. Par exemple, dans R3, on peut choisir la représentation de
Pauli-Dirac

. 0 g; . Id@Q 0
O‘i_<ai 0)’ 5‘( 0 —Id@)’

pour it = 1,23 et

0 1 0 —i 1 0
(Vo) e T) e h)

Dans le cas général, les matrices carrées «; de taille n sont construites dans une
algebre de Clifford (voir [Obo98, Chapter 1]). Sans perte de généralité on considere

L Id(cn/z O
/6 T ( 0 _Id(cn/Q ) '

En reproduisant les preuves des sections 1.1 & 1.4 de [Tha9l, section 1], on peut
vérifier que Popérateur D,, est essentiellement auto-adjoint sur C°(R%; C") et le
domaine de sa fermeture est (R C"), I'espace de Sobolev d’ordre 1 & valeurs
dans C". La fermeture de Popérateur est notée avec le méme symbole D,,. A Paide
de la transformée de Fourier, on prouve que D,, est unitairement équivalente a

V _ARd + m2 X Id(cn/Q O (3 1 2)
0 VApa T mE x Mg ) o

Par conséquent le spectre de D,, est absolument continu et est donné par |—oo, —m]U
[m, +00].

On rappelle qu’on identifie la fonction V' et l'opérateur de multiplication par V.
On suppose que V € LP(R% M, (C)) et p > d, alors nous montrons (proposition
2.4.1) que la multiplication par V est une perturbation relativement Schatten-von
Neumann de D,,, c’est-a-dire, dom(D,,,) C dom(V), et

V(A= D,) ' €S, (3.1.3)

pour un certain A € C\o(D,,) (et donc pour tous A € C\o(D,,)). On considére
I'opérateur perturbé

D=D,+V. (3.1.4)
Par le théoreme de Weyl 2.1.17

Oess(D) = Oess(Dpn) = 0(Dyy,) =] — 00, —m] U [m, +00].
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3.2 Résultats et comparaisons

Nos résultats principaux concernant I'opérateur de Dirac sont les suivants. Nous
donnons d’abord le résultat dans le cas d’'une masse strictement positive m > 0
et ensuite lorsque m = 0. Nous comparerons ensuite le théoréme suivant avec les
résultats précédemment connus.

Quelques précisions sur les constantes apparaissant dans le théoréme et qui seront
introduites dans les sections suivantes. La constante b est un nombre réel suffisam-
ment grand pour définir la résolvante de 'opérateur perturbé D au point ib (voir le
lemme 3.3.7), et Z, est une constante issue du calcul de distorsion.

Théoréme 3.2.1 (cas m > 0). Soit D l'opérateur de Dirac perturbé défini en (3.1.4)
avec V € LP(R% M.,,(C)), p > d. Alors le spectre discret a4(D) vérifie I'inégalité de
type Lieb-Thirring suivante : pour d > 2 et pour tout 0 < 7 < p —d,

d(\, o(Dy,))P*"

< C- Ky [V, 3.2.1
AEU%ED) A —m| - A+ m|(1+ A2tz = 1 IVIIZ (3.2.1)
avec

1. Ky = K, bp2optd=2+37 . (14 m)¥eeser . ;2p+2d—13+377

m3pt+d—2+7
P
a) ou Ky =T,272(2m) " 4sq_1n2 M (1 + 2m)*,
b) et M,sq_1 sont définies dans la proposition 3.5.6;
2. et C dépend de d,p,m et T.
Lorsque d = 1 l’inégalité est

(X, (D))

<C-Ks3-|V|[i», (3.2.2)
oy PPl - (L5 v
P T 1 3p+1+7
avec K3 — n280-i'bp'M(1+2m) 25p+4+37_%, ;2p+1+37y les constantes

T m3p+2+7
M et sg étant définies dans la proposition 3.4.1, et C' dépend de p,m et T.

Remarque 3.2.2. Les constantes C' ci-dessus sont issues de 'application du théo-
reme 2.3.1 de Borichev-Golinskii-Kupin et ne sont pas explicites a la différence des
constantes K, et K3 qui, elles, proviennent des calculs effectués pour la démons-
tration des théoremes. Cette remarque s’applique aux autres théoremes obtenus a
I’aide du théoreme 2.3.1.

Nous allons comparer ce résultat avec ceux de Cancelier, Lévy-Bruhl et Nourrigat
([CLN96]), et, Frank et Simon ([FS11]). Ces articles considérent le cas de perturba-
tions auto-adjointes (les potentiels V' sont réels), et dans ce cas, les relations (3.2.1)
et (3.2.2) peuvent étre réécrites sous une forme plus simple. En effet, le spectre dis-
cret oq(D) est alors réel et donc contenu dans | — m;m[. On note E,, = {+m} et
on a d(\, (D)) = d(\, Ey,) pour XA € g4(D). Un rapide calcul montre que (3.2.1)
s’écrit alors

S AN BT SV, (3.2.3)

)\Eod(D)
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et (3.2.2) s’écrit

> A ER)TT S VI (3.2.4)

)\Edd(D)

Dans [CLN96], d = 3 et, avec nos notations, un de leurs principaux résultats (voir
[CLN96, Corollaire 1.3]) énonce que

¥y >0, Y d En) <G (VIS + IIVIEEE)

)\EO'd(D)

pour des potentiels réels tels que le membre de droite converge. En prenant v = p—3,
c’est-a-dire p > d = 3, on trouve

> A Eny ™ < G(IVIE + IVILSE). (3.2.5)

)\Ead(D)

ot p>3etV e LP(R%R)N LP3/2(R3;R).
Dans [FS11], d = 1 et ils prouvent (voir [FS11, Théoréme 7.1]), pour v > 3 et
V e IR R) N L H2(R; R).

ST AN ER) < ClIVIIEL + Copm|VITHL,.

)\EO'd(D)

En prenant v =p — % avec p > 1, on obtient

1 +1
S A ) < CllVITE + CopnlIV I, (3.2.6)

Aeoy(D)

et V € LP(R;R) N LPT/2(R;R). Clairement, les inégalités (3.2.5) et (3.2.6) sont
meilleures que celles de (3.2.3) et (3.2.4). D’un autre c6té, méme dans le cas d'un
potentiel réel, 'inégalité (3.2.3) est valable pour une classe de potentiels plus large.
Le fait est que (3.2.1) reste vraie pour des perturbations a valeurs complexes. Comme
souvent, la force de la méthode que nous utilisons participe aussi a sa faiblesse,
c’est-a-dire, tres générale et plutdt efficace, mais elle n’emploie pas autant qu’elle
pourrait les spécificités de 'opérateur considéré. Par conséquent, les majorations sur
le spectre discret sont sujettes a améliorations, au moins dans des cas plus précis.
Dans le cas d’'une masse nulle, nous obtenons le résultat suivant.

Théoréme 3.2.3 (cas m = 0). Soit D Uopérateur de Dirac défini en (3.1.4) avec
m=0 etV € LP(RY; M,(C)), p>d. Alors, pour 0 < 7 < p — d, nous avons

d(\,0(Dy))P+™
2, T+ I\

)\EO’d(

<C-Ki-||V|Es, (3.2.7)

ot C' dépend de p,d et T, et Ky =T, 2?71 prT 7K K étant définie dans la propo-
sition 3.5.2.

Remarque 3.2.4. En annexe, nous améliorons ce résultat en utilisant 'intégration
vue pour les opérateurs bornés inférieurement. Le résultat est le suivant (voir le
théoréme 6.1.1) :
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Théoréme 3.2.5 (cas m = 0). Avec les hypothéses du théoréme précédent, pour 0 <
T < p—d, nous avons

)D

)\EO’d(D)

d()\,U(Do))p+T Kl C
e <O g Vi

ot C dépend de p,d et 7, Ky =T,2*7 K, K étant définie dans la proposition 3.5.2,
p+p—d=1)+ gy
- /+ (t + 1)2 ) ——d-1)1

et C, est définie dans la proposition 6.1.35.

Nous donnons ici un exemple d’estimations quantitatives que 1'on peut déduire
de l'inégalité de type Lieb-Thirring obtenue dans le théoremes 3.2.1 pour d > 2.
On considére une suite de valeurs propres (\,) C 04(D) convergeant vers gess(D)
pour V € LP(R?). Pour illustrer cela, on suppose m > 0 et on considére une suite
(A\n) C 04(D) convergeant vers A parmi trois exemples de situations possibles. On
suppose que, pour tout n € N, Im(\,) > 0.

1. Si A = £m. On suppose qu’il existe une constante C' strictement positive telle
que |[Re(A, Fm)| < C'|ImA,|. Alors

d(An,0(Dp)) = | Ay Fm|, |A\yEtm|~ const, 1+ |\,|~ const,

et I'inégalité (3.2.1) implique que

YA FmfTT < o0

n=1

2. Si A =00 et [Im(A,)| < C. Alors
A\, 0(Dp)) = [Im(M\)], A+ m] A — m] = M), 14 A = |\l

et I'inégalité (3.2.1) devient

[Tm (An) |77
Z |)\ |2p+27‘ < +00.

n=1
3. Enfin si A €]m; oo, alors
d(An,0(Dy)) = [Im(\,)], |An +m|.|]\y — m| &= const, 14 |\,| &= const,

et 'inégalité (3.2.1) devient
Z Im(\,)[PT" < +o0.

Dans un premier temps, nous démontrons les résultats pour m > 0 avec d’abord
d > 2 puis d = 1. Ensuite, nous faisons le cas m = 0.
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3.3 Démonstration en dimension supérieure a 2

Dans toute cette section et la suivante (pour d = 1), on suppose m > 0.

3.3.1 Transformations conformes pour I'opérateur de Dirac

Dans le cas de l'opérateur de Dirac D,,, nous devons envoyer I’ensemble résolvant

p(Dy,) = C\{] — 0o, —=m] U [m, +00[} dans le disque unité D via une transformation
conforme. Les applications que nous considérons sont donc les suivantes :

26

— @

.21

. k3 =

%
Um,+

Uy, D

b
0/ 1 oo 01 oo_[/ 1 o

FIGURE 3.1: Domaine de définition des applications

A —
=1 ., C\o(D,,) — C\[0, +oo[. L’application inverse est donnée par
m
1
A=m ! .
1— 21

. 29 = y/z1 : C\[0, +00[— {Im(2) > 0}. L’application inverse est z; = z3.

Zg—i
22+i

1
:{Im(z) > 0} — D. L’application inverse est z = il 2

_2‘3'

. La normalisation h(0) = 1 nécessaire a l'application du théoreme 2.3.1 est

opérée par

0“3 — Zb
=22 "D, - D,,
1 — 2’71723 = v
ou z, = —ib/(|m + ib| + m) est I'image de ib par les trois premiéres trans-

formations conformes. On rappelle que b est un nombre réel nécessaire a la
définition de la résolvante de D au point ib. Comme on vient de le faire, on
indique parfois en indice la variable correspondante dans le disque unité D,
pour faciliter la lecture. On note aussi

Umt = u(l), Uy :=u(-1).

)

. ) u+efz
La réciproque est donnée par z3 = ————.
e + uzp



Nous notons plus particulierement les applications suivantes

Y= (230202) " :D,, = C\o(D,), (3.3.1)
o= (uoz30202) " :D, = C\o(Dy),

qui interviendront par la suite. La fonction v est simple a déterminer,

A=1(z3) = —2m (3.3.2)

Les propositions suivantes concernent le calcul de distorsion et font appel au
théoreme de distorsion de Koebe 2.3.5.

Remarque 3.3.1 (Notation). Pour simplifier les expressions a suivre, nous notons
14|z
7, = 11l
1— |Zb|

Lemme 3.3.2. Avec les notations ci-dessus, nous avons

1.

27
2. Zy u—u(a)| < |z —a| < Zy|lu — u(a)|, avec a € {1,—1,i, —i}.

d(u, T) < d(Zg, T) < 2Zb d(u, T)

Démonstration. Pour alléger, nous notons dans cette démonstration z3 par z. De
facon générale, nous savons que Vz € D, 2(1 — |2[*) < d(2,T) < 1 — |2[?, puisque
pour z € D1 <1+ |z] <2.

Soit z € D,, alors

|€i(9 + uz—b|2 _ |u + €i92b|2

1—1z]? = :
2 el + uz,|?
_ L= Pt fus? — [ (1= )1 = |2)?)
el + uz|? el + uzp|?
D’ou

1 1 — |Zb’2 1 — ‘Zb|2

ST g, T) < d(z,T) < 2—— g, ). 3.3.3
T () < A T) < 2 ) (3.3.3)

Voir la remarque suivant la preuve pour une utilisation du théoreme de Koebe.

Démontrons le second point. On rappelle que u,, + = u(l) = eiel;ﬁ et que
1
Up,— = u(—1) = —eleLé.
' 147
Lorsque a =1, on a
Y u+ ez — (e + uz) u(l — %) + ez — 1)
z—1| = ‘ = .
ef + uz, elf +uzy
1-% w0 — 1 |1 —Z|
=|—| |lute = — U — Uy ] 3.3.4
el + uz, ‘ 1—7% el + uzy| | | ( )
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De la méme fagon, pour les autres valeurs de a, on obtient

11+ % 11+ iz

1 - , : - WUm, — | i| = . —_ " - —1 9
|z + 1 e U — um |, |z +1 o7 1 uz] |u — u(—1)]
N :
et ’Z—lyzmlu—’lﬁ(l)‘
Pour finir d’expliciter les constantes dépendant de b, on a
1— 2] < 1—Juzm| < [€” +uz| <1+ |z,
donc
L=lal o L=faf 1+!Zb|’
L+ |z = |€¥ +uzp)? = 1 — |2
puis, avec a € {1, —1,i, —i},
1 — |z < \194— azi| < 1+ |zb|. (3.3.5)
L+ |z = |e¥ +uzp| = 1— |2
Ce qui, avec la notation de la remarque 3.3.1, nous donne le lemme. O]

Remarque 3.3.3. On peut aussi utiliser le théoreme de distorsion de Koebe et on
aurait obtenu

11— |Zb|2

1— [z
1 Tump? d(u,T) <d(z,T) <2

—lel? + uz)?

~d(u, T).

D’une part, la fonction a traiter est relativement simple, donc, en terme de calcul, on
gagne peu; et d’autre part, cela nous donne un exemple explicite ou les constantes
dans les inégalités (2.3.2) ne sont pas optimales. Par contre, il est intéressant de
voir que la dépendance en b de la constante est identique dans les deux méthodes.
Cependant, pour établir la distorsion au voisinage des points —1 et 1, le théoreme
de Koebe ne nous aide pas.

Proposition 3.3.4 (Distorsion entre C\o(D,,,) et D). La distorsion entre C\o(D,,)
et D wvia Uapplication ¢ définie en (3.3.1) se comporte de la fagon suivante :

o m ., g |u— tmg] [ — U U
A0, o(Dy) 2 257 s e d, ), (3.3.6)
= | Ju = |
A0 0(Dy)) < dmz] {1ty I ), (3.3.7)
et
d(X,0(Dp))
d(u, T) <16Z,(1 +m) - T , 3.3.8
) S A T = mD A ) e
du,T) > . A% (D)) (3.3.9)

B(L+m)  (IA+m|-[A—ml)2(L+A])
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1 — 22

Démonstration. Pour z € D, ¢/(z) = —2mm, donc, d’apres (2.3.2), on trouve
z
m |1 — ] 11— 23|
M 723y, TY < d(h, o(D,,)) < 4m - —— 230 4(z T). 3.3.10
2 ’1+Z§’2 (237 )— ( 70( ))— m |1+Z§‘2 (23 ) ( )
Maintenant,
1= 23 = |1 — 2] - |1+ 2] et |1+ 22 = [z — il - 25 + ],

puis on utilise le lemme précédent pour obtenir (3.3.6) et (3.3.7).
Pour démontrer (3.3.8) et (3.3.9), nous reprenons (3.3.10) pour obtenir

2|2 2|2
1 oD 2 O e(Du) s
4dm |1 — 23] m |1 — 23]

Les définitions des applications z;,¢ = 1,2, 3, donnent les équations suivantes

(3.3.11)

1 - 22 = (\;121_1\42)2 ot 14 22= (\Q/z_ijfy (3.3.12)
donc

1+ 23 |21 — 1

=21 ] [z + 2
et

1+ |z1] < Wz +i]* <201+ |21)), (3.3.13)

car Im(/z1) = Im(z2) > 0. Ensuite

1
/\—m|2 1 A+ m)|

Atm| " 1+]a] A+m|+|A—m|

B 2m
N |A + m)|

21 — 1 ven =| (3.3.14)

Par ailleurs, d’apres les inégalités du lemme 2.3.4, on a

A+ |+ A —m| < V2 A Fm? A= mf2 = 2y/|A2 + m?
< 2]\ +m) < 2(1+m)(1+|A) (3.3.15)

et

A+ m| 4+ A —m| >IN+ mf2 4 A —m]? = V2/|A)2 +m?
> N +m > - T+ ). (3.3.16)

m

En composant toutes ces inégalités dans (3.3.11), on obtient
d(X,0(Dy))
1
(IA+m[-[A=m])2(1+[A])

d(z3, T) < 8(1+m)-

et

(1+m) (X +m)| - \)\—m|)%(1+|/\|)'

On finit la preuve avec l'application du lemme 3.3.2. O]

d(Zg, T) Z 1
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3.3.2 Majoration pour I'opérateur de Dirac

On applique la proposition 2.4.1 & opérateur D,, en posant, pour € R?,
fl@)=V(z), g(@) =~ pm(z))™" x Ides,
ou fip, () := y/]x|> + m? X Idcn. On obtient la proposition suivante

Proposition 3.3.5. Soit V € LP(R% M, (C)), p > d et X € p(Dy,). Alors V(X —
D) tes, et

V(A= D)7l < @)™ NVILe - 1A = g () I
st Re(A) >0, et

IV = D), < @) VI - O ()71
st Re(A) <0.

Nous déterminons ensuite une majoration de lexpression ||(A & i, (+)) "z qui
apparait dans I'inégalité ci-dessus pour d > 2; le cas d = 1 est traité dans la section
correspondante.

Proposition 3.3.6. On suppose d > 2. Soient \ = \g + i)y et p > d. Alors

) ) » )\_m|_'_m)d—1
()P <2“7p'M'(’
IO = pn ()l < 2 Psaan - M- 25

pour \g > 0, et

(IA+m| +m)*!
d(X, 0(Dp))P~1

p
IO+ 4 ()T < 29 5g1m2 - M -

pour Ay < 0.
Ci-dessus, M = max{My; My} oi

-1 +oo  dt +oo =1t
1. My =27 xmax (1+2d—2)/ ip;zd*/ - at
0 (2+1)2 0 (#+1)2

+o0 dt
2. et My =2 / —
R
d—1
2m . . . .
et Sq_1 = | est la masse totale de la mesure invariante sur la sphére unité de

dimension d — 1, I étant la fonction d’Euler.

Démonstration. Tout d’abord, on rappelle que (A — iy, (+)) ™ = (A= i (+)) 7! X Idn,
done |3 = () 1o g pay 0y = 72N = () -
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Les cas £X\¢ > 0 étant similaires, on se limite au cas A\g > 0 (et A\; > 0). Avec un
changement de variable en coordonnées polaires,

“+o00 rd_l
1P _
0= tm () My = 51 [, 1y =
d-1
R 2m Ny
Ol S4—1 = ——7——- Donc on se ramene a 1’étude de
r(4)

d—1

I /m ! d
= T,
0 [VrZ4+m?2— AP
p
2

On écrit [vVr2 +m? = AP = ((\/ 2 4+m2 — \g)? + )xf) et on effectue le changement
de variable s = v/r2 + m? — m. Donc,

d—2
I:/;OO ((stm)"=m?) > (s+m) ;0 (3.3.17)

P
((s+m — Xg)2+ \2)2
On distingue maintenant les cas m < A\g et 0 < A\g < m. Pour m < )y, on observe
que d(X,0(Dy,)) = |[M]. On pose B = A\g —m > 0 et (comme d > 2) on utilise
linégalité \/(s +m)?2 —m? < s+ m, dou

I< /Om 1 (stm)™

s—B)+ )%
Puisque m < Ay and A ¢ o(D,,), nous avons |A;| > 0, et
/+<>° (s+m)t 1 /5 (s +m)d-t s
O ((s—Bp+apt P :

(57
1+ (s+m)d!

T /ﬁ e ds. (3.3.18)

(57

Dans le membre de droite de 1'égalité (3.3.18), on effectue le changement de variable

B dans la premiere intégrale et ¢ = —— dans la seconde (on suppose
1 1
A1 > 0). Ensuite on applique I'inégalité (a + b)4! < 2972(a%1 + 1) pour a,b > 0.

Cela conduit a I'inégalité suivante

9d-2 /A’i (B — At)t—Ldt +/ﬂ mi—1dt
0 0 (

t =

1<

— (12 +1)2 £241)2
N /+°<> (B4 Mt)*dt N /+<>o m®dt
0 (t2 + 1)% 0 (24 1)%
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Pour 0 <t < /\%,B — Mt < B puisque Ay > 0, puis, se souvenant que p > d, on peut
majorer de la fagon suivante

2072 o\ md [t dt
I< )\p1[((1+2d 2)gd=1 | 9y 1)/ -
Al 0 (1241)2
oo 471t
+2d72’)\1’d71/ p]-
0 (241)2

Par ailleurs, a l’aide des inégalités du lemme 2.3.4

d—1
B 4 Il < (g —m4+ M) < (\/5\/()\0 — )\%) ,

on obtient, pour m < ),

2d—2

LS o sy (

— +o0 dt 400 td_l dt
avec My = 2% max { (1 + 2d72)/ 71?;2[1_2/ 7 (©t

(1241 (t24+1)

oo dt

= [T
O (1)

M1|)\ — m|d_1 —I— Mgmd_l) s

On s’intéresse maintenant au cas 0 < \g < m et on se souvient que d(\, o(D,,)) =
|IA—m/|; On revient & I'égalité (3.3.17) et on applique I'inégalité (s+m—Xg)? + A} >
s? 4+ |X — m|%. Par conséquent

1 400 d—1
PR N S (L) S
0

T ()

Avec le changement de variable t =

s

B | et en majorant comme dans le cas
—m

précédent, on obtient, pour 0 < Ay < m,

242 ~ d-1 | 77 d-1
Is d(\, o(D,,))P! (M1|/\ —m|" 4 Mym ) )
- oo =1 gt - +00 dt
avec My = / — et My = / ——— . Ceci conclut la preuve. O
O (2+1)2 © o (#+1)2

3.3.3 Majoration pour I'opérateur perturbé

Nous montrons avec le lemme suivant que, pour b suffisamment grand, ib € p(H).
Et bien que cela ne soit pas une obligation, il est commode de majorer ||(—ib+ D)™}
par 1.
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Lemme 3.3.7. Soit p > d > 2. Alors pour b suffisamment grand, nous savons que
1. Dopérateur —ib + D est inversible, c’est-a-dire ib € p(D),
2. et|(—=ib+ D) <1

Nous utilisons la majoration de la proposition 3.3.6, donc nous supposons d > 2.

Démonstration. Premiérement, on remarque que Uinégalité ||V (ib — D)7t < 1
implique que 'opérateur (—ib + D) est inversible.

En effet, I'inégalité ||V (ib — D,,) || < 1 implique que Id — V(ib — D,,)"! est
inversible, et on a

Id — V(ib— D,,)" " = (ib — D,,)(ib — D,,) ' = V(ib— D,,) "
(ib — D, — V)(ib — D,,) "

(ib — D)(ib — D,,) .

Deuxi¢mement, on montre que ||V (ib — D,,,) || < 1 pour b suffisamment grand.
Puisque ||A]| < ||A]|s,, pour tout opérateur A, les propositions 2.4.1 et 3.3.5 nous
conduisent a

[V (ib = D) P < IV(ib = D)5,
(1+ [ib — m]d-1)
lib — mp—1

< K|V, , (3:3.19)

ou la constante K ne dépend pas de b. Il est commode de noter

1+ |ib —m|¢)
lib — mp—1

oy = KV,

Le membre de droite de I'inégalité (3.3.19) tend vers zéro quand b tend vers I'infini,
et donc ||V (ib — D,,)" || < C(b) < 1 pour b suffisamment grand.

Maintenant on prouve que ||(—ib+D)~"|| < 1 pour b suffisamment grand. A I'aide
de I'équation de la résolvante, on obtient

I(=ib+ D)~ < [I(=ib+ D) | + [[(=ib+ D)7 - [V (=ib + D) "l
< NI(=ib+ D) | + [[(=ib+ D)7 - [IV (=i + D) s, -

Puisque D}, = D,,,

1 1
_ib+ D,) Y| = _
I(=1+ D)™l = G50y =~ o=l

et, d’apres ce qui précede, on arrive a

1
lib — m|

I(=ib+ D)~ < +C () |(=ib+ D).

En résolvant cette inégalité par rapport a ||(—ib+ D)~!||, on obtient le résultat. [

33



3.3.4 Preuve du théoréme 3.2.1 en dimension supérieure a 2
On rappelle de (2.2.3) que f(A) = detp,(Id — F())), avec
F()\) := (A —ib)(—=ib+ D)"'V(A—=D,,)"' €8,.
Par propriété du déterminant régularisé on a
FOV < exp (Tl = 0)(D — 16) V(A = D)3, (3.3.20)
D’apres les propositions 3.3.5 et 3.3.6, on a, pour A\ € C\o(D,,),

VA= D) 7HIg, < )~ VIL I % ()77

(JA £ m]| +m)d-?
d(\,0(D,,))P1

(L+ At
d(\,0(Dy,))P1

P
< (27r)’d2d’2sd,m2]\/[- V5 -

P
< (2m) 792 254 n2 M(1 4+ 2m) Y|V |5,
avec M définie dans la proposition 3.3.6.

On applique le lemme 3.3.7 et 'inégalité précédente a (3.3.20), et on obtient

A = iblP(1 + A4
< p
log | = KVl =Z5-2 5 1

P
pour A € C\o(D,,) et avec K; = [',27972(21)"%s,_1n2 M (1 + 2m)¢~'. Comme |\ —
ib|P < BP(1 + |\|)P, on se retrouve avec

(1+ At
d(\,o(Dy,))P 1

log [f(N)] < K1 0|V (3.3.21)

Maintenant, nous allons nous placer dans D pour pouvoir appliquer le théoréme
de Borichev-Golinskii-Kupin (Théoreme 2.3.1) . Pour cela, on considére la fonction
g(u) = fop(u), on ¢ est définie en (3.3.1); la fonction g est holomorphe sur D,,.
D’apres les inégalités (3.3.16) puis (3.3.14), on a

I+m
1+ A < (IA 4 m[ +[A =m])
<1+m‘1+|Z1\‘
- m |211—]_|
1+ z3)\? : 1+ 25 L+ |z
R . _ 3 _
Or 2 = 23 ——<1_23) , ¢’est-a-dire, 21_1__2m et 14|z —QW’

1+|Zl|_1+|23‘2< 2

d’ou = . Par conséquent, a l'aide du lemme 3.3.2, on
2 — 1) [T+ 22 = 1+ 2P b
obtient
1 77
1+ <2— " b (3.3.22)

u = u(i)[|u = u(-1)|
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D’apres la minoration de d(X, o(D,,)) dans la proposition 3.3.4 et de l'inégalité
précédente, on majore (3.3.21) par

| — w(@)[P~ " u — w(=d)[P~

(TPt — e P —

loglg(u)| < Kz - [IVIL» ~

m
On applique le théoreme 2.3.1, alors, pour 7 > 0,

1 pd—1 (9 7\ P71
avec Ky = K, P <225+m> <b> .
m

o (= [ul)P (=t | 1= )P (= w(i)] u — w(—1) )P
g(u)=0

< CK2 ’ “VH]EP’

avec C' dépendant de d, p, {tpm +; um —; u(i); u(—1)} et 7, et Ky est décrite ci-dessus.
Par hypothese, nous avons toujours p > d > 2, donc, pour 0 < 7 < p — d, on
obtient

S (1= Jul)P T u = i [P u = g [P < C Ko - ||V (3.3.23)

g(u)=0

La derniere étape de la démonstration consiste a transférer la relations (3.3.23) a
nouveau dans p(D,,) = C\o(D,,). On se souvient du lemme 3.3.2 et de la proposition
3.3.4 pour obtenir

|- [u] = d(u, T) > -2 - d(AJ(Dm)l) |
8(L+m) (IA+m|-[A—m])2(1+][])

et, d’apres le lemme 3.3.2 et les (in)égalités (3.3.12) a (3.3.15), on a

1
_ _ 2|2
U— U] 6=ty | > 727223 — 1] |25+ 1| =42 2|7,
= | | 2 25212 =1 1) = 42 2
1 1
) T [ [ L E
1+ || A+ m|+ |A—m|
42 (A—m] A
“1+m L+ || '

Donc, pour p > d > 2 et 7 suffisamment petit, nous arrivons a

p—2+T7 >

(L= Jul)™ (Ju = v ] - o= )
Kz d(\, 0(D,y,))Pt"
A+ ml] - A =m| (1 [A])2rr=D

mZ_l p+T Z_2 p—2+4T1
avec K3 = (23(1_£)> (1 j > . On en déduit les résultats du théoreme
m m
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3.2.1, et en particulier, on trouve comme constante,
K4 = KQ X Kgl

14+ m\PH=1 (277\P71 1931 1) \*T"
s (oY () (2
m m mZ,
1 p*2+T
Zb

— Kl bP 25p+d—2+37 .

3p+d—3+27
(14+m)>? . 12p+2d-13+3r
m3p+d—2+7 b )

Cela termine la preuve. U

Remarque 3.3.8. Bien siir on peut se demander ce que devient (3.3.23) lorsque 7 >
p—d. On peut alors vérifier que le théoreme 2.3.1 s’applique toujours mais, comme on
peut s’y attendre, I'inégalité obtenue est plus faible. En effet, le terme supplémentaire

|u—wu(i)| |u—u(—i)| donne une contribution en et apres calculs,

A+ m|+ |XA —m]
nous trouvons

3 d(\, o(Dy,))P*"
A+ m]- [N —m|(1+ |A])ptdsT

)\eo'd(H)

S IVIIZ»- (3.3.24)

L ison entre (3.2.1) et (3.3.24) donne (L AT !
a CoImparalson entre L. (] L. onne =
P (1 + [\ &rwesr (1 + [A)dr2+

qui est plus petit que 1 card —p+ 2 > 1.

3.4 Le cas de la dimension 1

3.4.1 Majoration de la résolvante

On commence par calculer la norme de la résolvante.
Proposition 3.4.1. Soient A € C\o(D,,),m >0 et p>d=1. Alors

d(X;0(Dy)) +m

_ N\ —-1qp np/280 . )
IO = () < 20 M - ST R

dt
avec M = max 1;/71, et so = 2.
R (12 4+1)2
dx +o0 dr
Démonstration. Tout d’abord/ =5 np/Q/ )
R [vV2? 4+ m? — AP ‘ 0 |Vr24+m2— AP

On note A = \g +iA;. On suppose 0 < \g < m, i.e. d(A,0(D,,)) = |A —m| > 0,
et Ay > 0, on sépare 'intégrale

o IVrZ+m2 = AP Jp—ml |[Vr2+m2 = AP o
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P
et on rappelle que [v/1r2 +m2 — AP = (/72 +m2 — \g)> + \})2.
Pour 0 <7 <|A—m|,ona0<m— X <+Vr2+m?— )\ donc

B —
D (W EmE =) +A22 )+A%
/P‘ ml o dr A —m)|
< = .
~Jo IA—m|P A —mlp

Pour r > |A — m| > 0, on effectue le changement de variable s + m = /72 + m?
puis on utilise les inégalités \/(s +m)2—m?>set (s+m—Xg)>+ A > s2+|A—m]|?
pour obtenir

/+°° dr _/+°O (s +m)ds
Aol (VIR m? = AP A (s hm— Mo)2 4+ AD)E /(s + m)? — m?
Foo s+ m)ds

g/ (s +m) |

(s2+ |A —ml?)2 \/(s+m)2—m2

avecA:\/|/\—m|2—|—m2—m.
rT+m

\/(ac+m)2—m2

est négative sur cet intervalle), donc Vo > A, f(z) < f(A) =

La fonction f : x — est décroissante sur [A;+oo[ (la dérivée

\/|/\—m|2—|—m2
A —=m|

A —m|+m

A —ml|
trouve

. Donc, en majorant et avec le changement de variable s = |\ —mlt, on

/+<>° dr < A —m|+m [t ds
pon R S Do T
((IA—mI) “)
IA—m|+m [teo  dt
- P=mlJo ey

7
2

Donc I < N-W avec N = max 1;/+00dtp . On a fini le cas
IA—m|p 0 (24 1)2
0< < m.
On suppose maintenant que m < \g et on procede de la méme facon. Dans ce cas,
on a toujours A; # 0. On suppose A\; > 0 (sinon —A; > 0) et on sépare I'intégrale

]_//\1 dr +/+OO dr (342)
=l WirsmE—ap T h WeEsmi—ap +
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D’un coté

//\1 dr _//\1 dr
o WIZEmZ = AP Jo (Vi mE - M)+ X3
Avdr N\

LR

et pour r > \q, on effectue le changement de variable s +m = v/r2 +m?2 d’ou, en
posant A = /A2 +m?2 —m,

p
2

/+OO dr _/+oo (S+m)d8
M (V4 m? = Mo)2 4+ AD) A (s +m—X)2+ A5\ /(s +m)2 —m2

x+m
\/($+m)2—m2

)\2_|_m2
donc Vo > A, f(z) < f(A) = \/TS)\I;\Fm
1 1

Comme précédemment, f : x +— est décroissante sur [A; +ool,

. Donc

/+<><> dr <)‘1‘f‘m/+OO ds
wOWVEEmE AP T A Ja (st m— M)+ Y

Al +m oo ds
p+1 p-
>\1 4 S+m — /\0 2 1 2
A1
. sS+m — )\0 N
On effectue le changement de variable ¢ = — d’ou
1
+oo d ‘oo dt dt
/ ° =\ / ——5 <\ / PR
A 2 B (t2+1)2 R (t241)2

(=52 )

Par conséquent, on trouve

/'*'OO dr <)\1+m dt
Mo WPEEmZ AP T N R (24 1)%

M dt

et donc I < — (A +m), avec M = max 1;/ —— ¢~ On en déduit la propo-
M R (12 41)2

sition. O
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3.4.2 Preuve du résultat en dimension 1

Nous reprenons 'inégalité (3.3.20) et on applique les propositions 3.3.5 et 3.4.1,
sachant que d(\, o(D,,)) < |\ —m|, d'on

log |f(A)] < Tyll(A = ib)(D —ib)"'V(A = D) ',

r d(N;o(Dpy,
< s MIA = P(D ~ ) P IV -
m

d(X
A —m|+m

T
< P p/2 AT p D,
< gzson TP (D = ib) P VI (4 ) - o=

. L4 [A[)PH
< KD =) P VI i

r
avec K; = 2—p - 50 NP2 M (1 4+ 2m).

T
En reprenant la démonstration de lemme 3.3.7, C'(b) devient

m + |ib — m|
lib — m|p

C) = VI K

qui a une limite nulle lorsque b tend vers +o00. Donc le lemme s’applique pour p > 1.
Par conséquent, pour b suffisamment grand, ||(D — ib)~!| < 1.
Donc, pour tout A € C\o(D,,),

AP+
log |f(\)] < K 07 - |V|[L, - M’

avec K décrite ci-dessus.
On rappelle que, d’apres (3.3.22) et (3.3.6), on a

l+m 7z}
m Ju—u(i)fu —u(=1)|

1+ A <2

et d(\ o(Dy)) > 27’“ U+ * U=t |

5% T u e — a2

donc,

1+ m p+1 277\" |u — w(i)[P~u — u(—0) [Pt
] < K0P <2Z VI
oglg(u)] < K; b < vz d(u, T)P|u — Uy 4 [P — Uy, [P

||VH | Z)|p |u—u( )|p7

d(w, T)P|u — w1 [Pw = tp, [P

Y

(14 m)Ptt

2
avec Ky = Ky - bP 2+ 7)P%2 .
m2p+1

application du théoreme 2.3.1,

. Comme p — 1 > 0, on trouve apres

Yo du, TP (Ju = g | - |4 =t [P <O Ky - [V,
g(u)=0

39



ou C dépend de p, {tty +; Upm,—;u(i);u(—i)} et 7. Or, on sait que

> 7 (|/\—m]-|)\+m|)1/2
S L+ A

Z1 D
et d(U,T) Z et ' d()\70( m)1) )
8(14+m) (IA+m|-|A—m|)z(1+ |\
d’ont
1471 1+7 mp+1+TZbi3p+173T
d(u, TP (Ju — i | - U — )P~ > 53 (p+1+T)(1+m)2p+2T><
( ( )) p+14+7
|A+m| A —m| - (14 |A])2PF2r

Au final,

d(\, o(D,,))P+H+r
Z ( 70-( )) 2p+21 § C
py X+ ml - [A=m[- (1+]A])?

)\EO'd(

K- [[VIZ»,

1+ m>3p+1+7 i
5p+4+3 ( 12p+1+371
Ky -bpooetasst o~ gl .

avec Ky = m3pr2tT

3.5 Le cas ou la masse est nulle

Nous démontrons dans cette partie le théoreme 3.2.3. La méthode est la méme
mais le spectre de Dy est, dans ce cas, toute la droite réelle : o(Dy) = R. Les légeres
différences avec le cas m > 0 viennent de I'étude de la transformation conforme
et la majoration de la norme de Schatten de la résolvante dans l'expression V(A —

DO)ila A€ p(DO)

3.5.1 Transformation conforme et majoration de la résolvante

Pour la transformation conforme, on rappelle que p(Dy) = C* UC~, ott C* sont
les ensembles {A € C : £Im(\) > 0}. Donc on peut calculer les contributions du
spectre discret o4(D) N C* & (3.2.7) et les additionner. C’est pourquoi, sans perte
de généralités, on considere le cas A € a4(D) NCT, et le cas 04(D) NC™ se traite de
la méme facon. La transformation conforme ¢ prise en compte est particulierement
simple,

1
A=(z)=1ib- +Z:]D—>(C+,
-z
_ A—ib
z= 1()\):>\+ib:(C+—>]D).
avec b > 1.
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Proposition 3.5.1 (distorsion entre C* et D). Pour b > 1, les distorsions entre
CT et D sont

b d(z,T) d(z,T)
— . < d(MN o(Dy)) <4b-
et
1 d(\ o(Dy)) d(\, o(Dy))
- 22 <d(z,T) <16b - ——=.
A I N (R V)
Démonstration. Pour la premiére séquence d’inégalités, on applique (2.3.2) & ¢, avec
2ib
/ .
¥ (Z) - (Z— 1)2
, , -\ : 5 4p* .
La seconde séquence découle de la premieére puisque |z — 1|* = m Puis,
i

comme b > 1, on majore par |\ + ib|> < (|A| +b)* < *(1 + |A|)? et on minore par
1 1
A +ib|? > |\ + 0% > i(w +b)* > 5(1 + |A])%. Donc

1 1 2
< <
b2(14 A2 7 [A+1b]2 T (1 +|N)?

et on peut conclure. O
Proposition 3.5.2. Soit p > d. Alors

|/\|d—1
d(\, o(Dy))P—1’

V(A= Do) Is, < K[V

avec,
1. sid> 2,
p _
a) K = n2$d,1(27r)_d2%]\/[

+o00 400 d—1
b) ou M = max (1—1—2d*2)/ dtp;Qd—Q/ tidtp _
0 (241)2 O (#+1)2

) p2 [t dt
2. Sinond=1 et on a K =n2— —_—.
TmJo (24 1)2

Démonstration. Pour A = A\ + i\, € CT, d’apres 'inégalité 2.4.2, la majoration de
la résolvante s’écrit

V(A= Do) g, < 2m) =5 VIIZs 1N = p0(2)) ™ 70 g

ou po(x) = |x|. Puis on suit la démonstration de la proposition 3.3.6.
Pour d > 2, on procede d’abord au changement de variable en coordonnées polaires
puis il faut majorer I'intégrale

d—1

+oo  p
1:/ dr.
0o |r—AlP "

41



On rappelle que, dans le cas présent, d(A, o(Dp)) = Im(A) = A\ > 0.

+o00 rd—l
1 :/ 7 dr
0 |(r=0)? + AT

1 +oo d—-1
/ r = dr
0

N a2, |f
(5529)" +1
. — Ao . .
On effectue le changement de variable s = , donc, en utilisant adéquatement
1
les inégalités du lemme 2.3.4, on obtient
1 teo (Ais+ Ag)* !
] — ﬁ/x %ds’
[Adfpmt Sz (s241)2
1 0 (A o)1 oo (A Ao)?d1
_ - /A (A1s + o)p ds+/ (A1s + o)p ds
APt A3 (24 1)2 0 (24 1)2
1 A (=A1s 4 Ag)? oo (Ays 4 Ag) !
= /A1 (ZAis+ 012 ds+/ —( 15 O)p ds
APt \ o (s2+1)2 0 (s2+1)2
1 +oo |\ d—1 +oo |\ d—1 \ d—1
< - / | Aol pd8+2d—2/ | Avs] Jr|po| ds
A=t o (2 1)z 0 (52 +1)2
1 +oo ds +oo  gd—14g
S p— (1+2d72)|)\0’d71/ 72+2d72‘)\1‘d71/ — .
|A1] 0 (s241)2 0 (s241)2

Toujours a ’aide du lemme 2.3.4, on a

d—1 d—1
Dol 4 A4 < ([ho] + A)E ! < (ﬁmg n A%) _ 2T AL

+00 1 oo gd-l

En prenant M = max{(1+2d_2)/ 7pd5;2d_2/ pds}, on
0 (82 + 1)5 0 (82 + 1)5

arrive a

d—1
22 M

(A, a(Do))

1<+ o A

et la proposition en découle. La majoration pour d = 1 est quasiment obtenue une
fois le second changement de variable effectué, donc la preuve est omise. O

3.5.2 Preuve du théoréme 3.2.3

D’apres les propriétés du déterminant de perturbation dans S, et le résultat de la
proposition 3.5.2, on a
A — ibPIAI
d(\;o(Dy))P—1’

log |f(A)] < T, K ||(ib— D)~ [PIIV[IZ,
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ou f est définie par (2.2.3) et F est identique & (2.2.2) avec m = 0. Comme précé-
demment on majore ||(ib — D)7!|] < 1 pour b suffisamment grand. Avec A = ¢(z) et
g = f o, nous obtenons, grace aux résultats de la proposition 3.5.1,

2P[1 4 2|"1 1 — 227D

11— z|¢tp=1  d(z, TP
Bl

|1 — z|d=p+1d(z, T)P—1’

log |g(2)| < K, bV |2, -

< KbV, -

ol K1 = T,2%P7'K et K est définie dans la proposition 3.5.2. Nous appliquons le
théoreme 2.3.1 a la fonction g pour obtenir, pour tout 7 > 0,

ST d(z, TP |z — 1@ <O Kb ||V, (3.5.1)

9(2)=0

avec C' dépendant de p,d, {1} et 7, et K; est donné ci-dessus. Comme p > d,

pour 0 < 7 <p—d,onad—p+7 < 0; et, d’apres les inégalités de distorsion,

1 d(\ o(Dy))

d(z,T) > - - ———2%, donc
(1) 2 b (L+]A])?

d(\, o(Dyg))Pt™

. pptd+T . p
(e = ¢RIV

>

A€o (D)

D’ou le résultat. U

3.6 Cas de lI'opérateur de Klein-Gordon

3.6.1 Définition et résultats

Un autre opérateur proche de celui de Dirac est le suivant [Tha9l, formula (1.3)]

Ky =/ —Aga + m2 x Ides (3.6.1)

avec m > 0 et £ > 1. On 'appelle opérateur de Klein-Gordon mais il existe d’autres
conventions possibles; il est souvent appelé opérateur de Schridinger relativiste avec
parfois un qualificatif comme « quasi » ([BE11]). Dans [LS09b] (ou [Seil0]) les au-
teurs remplacent 1’étude de 'opérateur de Klein-Gordon par celle de I'opérateur de
Schrodinger « ultra-relativiste » (—A)Y/2,

Comme l'indique Thaller dans [Tha91, section 1.1] I’équation de Klein-Gordon
[Tha91, formule (1.3)] ne satisfait pas certains postulats de la mécanique quantique
(par exemple que la dérivation par rapport au temps doit étre d’ordre 1).

Remarque 3.6.1. On peut trouver une étude plus poussée des problemes rencon-
trés avec cet opérateur dans le chapitre VI du livre de Holstein Topics in quantum
mechanics.
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Cette fois, a la différence de I'opérateur de Dirac, la dimension ¢ n’est pas reliée a
la dimension d. Cet opérateur sert de modele pour une particule avec masse m sans
spin (voir [BE11, section 2.2]); Vu la représentation (3.1.2), c’est « une moitié » de
I'opérateur de Dirac. Comme pour 'opérateur de Dirac, il est essentiellement auto-
adjoint sur C>°(R?; C*), le domaine de sa fermeture est 7! (R?; C), et son spectre
est absolument continu et est égal a [m, +o0|.

On considere 'opérateur de Klein-Gordon perturbé

K=K,+V,

avec V € LP(R?%; M,(C)) pour p > d. Comme pour I'opérateur de Dirac, nous avons,
par le théoreme de Weyl 2.1.17,

Oess () = Oess (K ) = [m; +00].

Un avantage de I'opérateur de Klein-Gordon par rapport a 'opérateur de Dirac est
qu’il est borné inférieurement. Grace a cela, nous pourrons procéder a une intégration
selon la méthode développée par Demuth, Hansmann et Katriel.

Cela donne le résultat suivant.

Théoréme 3.6.2. Soient K lopérateur de Klein-Gordon perturbé défini ci-dessus
et Ve LP(RY M,(C)). On suppose p > d. Les constantes w et C,, sont décrites dans
la proposition 3.6.7. Alors, pour d > 2 et T suffisamment petit, nous avons

d(\, o(K,y,))PtT K;
<C.-—
2 A —m|(w + |A —m])d-1+2r = I

)\Gad(K)

AV Iz (3.6.2)

ol
r
1. K3 = —2— . (P25, | M(1 d=199.
3 (27T>d Sd—1 ( + m)
avec a) M est définie dans la proposition 3.5.6,
b) 6 =2p+d—max{5";d} — 1+,

c) C, définie dans la proposition 3.6.7,

Ccp

w

TwT’

P T
pH(g—d=1-3)+

+oo
21:/ ;TS
0 (t + 1)p+d+27+(§—d—1—§)+

3. et enfin C' dépend de d,p,m et T.

Et en dimension d = 1, on trouve

d()‘aa(Km))p+1+T KS

1
< . . |
)\EUZd(K) A —m|(w+ A —m|)H+2r I Tw’

VIIZ», (3.6.3)

r, »
avec K3 = 2—p 0259 M CB(1 4 m)22("+9H37) AT étant définie dans la proposition
m

+o0 +3(=3-7)+ It
3.4.1, 1 :/ : , et C dépendant de p,m et T.
0 (t _I_ 1)p+2+27’+§(p—3—7)+

44



On rappelle que la constante C' provient du théoreme 2.3.1 (voir remarque 3.2.2).
Nous rappelons, qu’a l'aide des calculs faits pour l'opérateur de Dirac perturbé,
nous avions obtenu les résultats suivants dans [Dub14b].

Théoréme 3.6.3 (cas m > 0). Avec les notations ci-dessus, nous avons

d(A, o (Km))P™"

> S IV 3.6.4
)\EUZd(K) IA—m|(1+ |)\|)p+max{§;d},1+27 SIVIL ( )
Et pour la dimension d =1, on a
d(\, o(K,,))PHtr
2 S VI 505)

reoai) N = m(1+ A 207+
On remarque que, pour m = 0, 'opérateur est simplement

K= (-2 +V,

c’est-a-dire le Schrodinger fractionnaire avec s = % (voir chapitre suivant). Dans ce
cas, on observe qu'une dégénérescence non-triviale de la majoration de la résolvante
de K, apparait et I'inégalité du théoréme 3.6.2 peut se raffiner de la fagon suivante

(voir le théoreme 4.2.1) :

Théoréme 3.6.4 (cas m = 0). Soit K l'opérateur de Klein-Gordon défini ci-dessus
avec m = 0 et V € LP(R4 My(C)), p > d. Alors, pour 0 < T suffisamment petit,
nous avons

d(\, o(Ky))Pt™

selhey PIPRIGED2 (0 4 | FCIP=) 52

S VI (3.6.6)

On rappelle que w est définie dans la proposition 3.6.7.

Comme indiqué précédemment, 'opérateur de Klein-Gordon avec une masse nulle
est aussi le Laplacien fractionnaire (—A)® avec s = 3. Dans [FLS08] et [LS09b,
chapter 4] se trouvent les inégalités de type Lieb-Thirring pour cet opérateur dans
le cas auto-adjoint.

On compare donc le théoreme 3.6.4 avec leurs résultats pour s = 1/2. Bien en-
tendu, dans ce cas, le spectre discret o4(K) se trouve sur I’axe réel négatif Avec nos
notations, le théoreme 2.1 de [FLS08] dit que

> AP < Crall Vg, (3.6.7)

)\Eod(K)

oup > det V. = min{V,0}. Puisque d(X, 0(Kj)) = |\|, la majoration (3.6.6) devient

|/\|max{(p+‘r)/2, p+7—d}

Aeoq k) (W + |)\|)§(2d_p_7)++27

< ClIVI[L», (3.6.8)
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qui est légerement plus faible que (3.6.7) comme nous allons le voir maintenant. En
effet, lorsque p +7 —d > (p+ 7)/2 (ou, dit autrement, p/2 > d), le membre de
gauche de (3.6.8) est

’)\|p+’r—d < )\p_d |)\’ T _ )\p_d
e =M\ Gape) SR

Si p/2 < d, le membre de gauche de (3.6.8) devient

|)\|(p+f)/2 APt |)\|,(p+7)/2+d
(w+ [A)d-wtn/2 = (W |N])d-+7)/2
d—(p+7)/2 T
— ‘)\lpfd_ |>‘| g A |/\|
w + [l (w+ A>T

et une simple majoration utilisant d — (p+ 7)/2 > 0 prouve que le deuxiéme facteur
dans la formule précédente est plus petit que 1.

3.6.2 Démonstrations des résultats

On commence par le calcul des distorsions.
1 I o z+1\?, .
On considere I'application ¢, : D — C\R* définie par ¢,(z) = —a < 1) (voir
Z —

(4.2.4)) et 'application ¥,(2) = m + @a(z). On note \; = @4(2) et A = A\ +m =
14(z). On précise que le parametre a est nécessaire pour définir la résolvante de
I'opérateur perturbé au point —a+m apparaissant dans ’expression du déterminant
perturbé.

Les distorsions pour ¢, sont connues par la proposition 4.2.3, donc on en déduit
aisément celles de v,,.

Proposition 3.6.5 (Distorsion entre o(K,,) et D.). La distorsion via v, se comporte
de la facon suivante :

ad@ﬂ%vjigSMAJM%»§8wd@ﬂ%Tij (3.6.9)
et
v, A o (Km)) <d(z,T) <4va A o (Km)) . (3.6.10)

4 \IA=m|(a+ |\ —m]) A =m|(a+ |A—m])

Remarque 3.6.6. Dans 'article [Dub14b], nous avions utilisé une version moins pré-
cise de (3.6.10) :

1 A\, 0(Kp)) d(A, o(Kin))

. <d(z,T) < 4va
Aa \JIN—m|(1+ |\ —m]) = VIA=m|(1+ A =m])

. (3.6.11)
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Démonstration. On se réfere a la preuve de la proposition 4.2.3.

Pour l'inégalité (3.6.9), il suffit de remarquer que v/ (z) = ¢/ (z) et d’utiliser
(4.2.5).

Pour I'inégalité (3.6.10), il s’agit seulement d’un changement de variable A\; =
A —m dans (4.2.6). O

A la différence de I'opérateur de Dirac, 'opérateur de Klein-Gordon est borné
inférieurement, donc on peut montrer la propriété suivante

Proposition 3.6.7. Soit p > d, il existe w > 0 dépendant de d, ¢, p,m etV tel que

Co
Va—m>uw,|(—a+m—K)| < : (3.6.12)
a—w

Démonstration. Par commodité, certains détails sont reportés a la preuve de la
proposition 4.2.7, et ne donnons ici les détails distincts.

Ona |[|[VIA=K,) Y < 1= )€ p(K,,) (voir proposition 4.2.7). Prenons \ =
—a + m et montrons qu’il existe w > 0 tel que pour tout a > w + m, [|[V(—a+m —
K,»)7'|| < 1. En effet, nous avons

IV(—a+m—Kn) || < [V(=a+m—Ku) s,
< @m) P V|ee - [(=a+m = (@)
et, d’apres les majorations obtenues dans la proposition 3.3.6 (et 3.4.1 en dimension

d = 1) pour 'opérateur de Dirac lorsque Re(A) > 0, le membre de droite de 'inégalité
ci-dessus tend vers 0 lorsque a tend vers +o00. D’ou 'existence de w.

Cu
Maintenant, pour tout a — m > w > 0, on a ||[(—a+m — K,,) || < ——. En

a—w
effet, d’apres la relation 4.2.13, avec A = —a 4+ m nous avons
1 1
—a+m—K)' < :
I )l = d(—a+m;o(Ky)) 1—||V(—a+m—K,)

Cy Cy,

S - S 3
a a—w

car d(—a+m,o0(Ky)) =a>a—wet |[V(—a+m— K,,) | tend vers 0 lorsque a
tend vers +o00. O

Remarque 3.6.8. Dans l'article [Dubl4b], comme pour les distorsions, nous nous
étions limités a 'utilisation des résultats obtenus pour 'opérateur de Dirac, donc,
dans cet esprit, nous avions majoré ||(—a +m — K)7!|| par 1. En suivant les idées
de Demuth, Hansmann et Katriel ([DHK09] ou [DHK13]), grace a la majoration
ci-dessus, nous obtenons une meilleure estimation (voir la remarque 3.6.9).

Preuve du théoréme 3.6.2. On reprend I'expression de F' définie en (2.2.2) avec, cette

fois-ci, I'opérateur K,,, : F(A\) = A +a—m)(—a+m — K)'V(A - K,,)™ !, et f
définie comme en (2.2.3) pour A € C\o(K,,).
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On commence par le cas d > 2. Comme ||(—a +m — K)7!|| < | k pour
a—w
a —m > w, alors, d’apres ce qui précede et la proposition 3.3.6 pour d > 2,
chg D —1p
log(f/(N) < 250 I3+ a = mP VO = Ko, (36.13)
K (A —m| +m)dt
VIR, - I —mlP.
S faap IVl e
Ki(1+m)"! (L4 A
< —Z2  [VI|E A P , 3.6.14
= |G—W|p ” ||L | 1 +a| d(/\,O'(Km))pil ( )

r
ol, d’apres la proposition 3.3.6 pour d > 2, K| = o p)dijQd_zﬁgsd_lM. Par défini-
T
1 2
tion |\ = a G , d’ou
z—1

4alz|
|z =12

(1+ 2% < 4a
|z =112 |z = 1>

A+a—m|=|\+a|=

et 1+ |\1| = 2a

On exprime l'inégalité (3.6.14) en fonction de z € D, d’out

Ki(1+m)d! (4alz|)? - (4a)®~t - al=P|z — 1P3
< —— WVl

1
oglg(z)| < la — w|p |z — 1|27 - |z — 12972 . d(z, T) )Ptz 4 1|p~!

g VI,
=0 ’a_w|p d(Z,T)p_1|z—|—1|P—1|2_1|2d—p+1’

avec Ky = K;(1 + m)414r+4=1 On applique le théoréme 2.3.1, d’oti, pour tout
T >0,

ad

VIR, (3.6.15)

O e e
a — W

9(2)=0
ou C dépend de d, p, {1; —1} et 7, et K3 est décrite ci-dessus. Comme p > d > 2, on
a toujours p — 2 > 0, il reste a distinguer d < p < 2d et p > 2d.

On rappelle les inégalités suivantes :
VA—m—iya Lot ] —2iy/a ¢ 241 2V —m
5 ou z — == - et 2 g - .
VA—m+iva VA—m+iva VA—m+iva

Par ailleurs |v/A — m +iy/al? < 2a(1 + |X —m|), donc

2 \/ 2|1 A —m
1] > L |z + 1| > | | (3.6.16)

“a+A—m| a+|A—m|

on a z —

|2 =

Si p > 2d alors

ﬁ)p” Si-2er) . AT (F)PTIA —m|

A= m| = (@ ]\ — mlpr
S 3a% . d(\, o (Kpm))PTT
—22FHL N —mf(a + |A = m))?

ﬂ@TV”p+UPHT2<

prr 17
Hr
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donc

A\, o(K,) )P -
(A, o(Kn)) - < K,- 2%(p+r)+1 . aip ||VH . (3.6.17)
reoa(K) | A —ml(a+ [N —m|)* 2 ! o —wl
De la méme facon, si d < p < 2d, alors
adtT A\, o(K,,))PtT

+7 2d—p+T1 —247
e T = W AP 2 et [ l(a ot A — T

d’ou

-7

Z d()‘7 U(Km))p+T < Ky - 22p—d+1+7' . @
IA —m|(a + |\ — m|)prd-1+2r ~ la — wl|P

)\EO’d(K)

Ve (3.6.18)

Remarque 3.6.9. Une idée tres intéressante de Demuth, Hansmann et Katriel est
d’avoir pensé a voir les inégalités du type (3.6.17) et (3.6.18) comme une famille
d’inégalités indexées par le parametre a. Leur idée est de faire une « moyenne » de
cette famille en intégrant par rapport a a entre w et 4o00.

On suit la preuve du théoreme 4.4.6 de [DHK13], mais la différence ici est que
nous avons seulement utilisé le théoreme de Borichev, Golinskii et Kupin et non pas
le théoreme 3.3.5 de [DHK13] qui n’apporte pas de différence sauf peut-étre pour
la constante devant ||V|| r. L’autre différence concerne I'intégration du membre de
gauche : l'inégalité donnée avant la formule (4.4.19) p.27 dans [DHK13] n’est pas
tout a fait correcte si p; — 1 + 7 < 0. Heureusement, par une minoration évidente,
on retrouve le méme exposant pour le facteur |A| + w, mais la constante differe.

Nous reprenons les cas ci-dessus. On précise que l'interversion de la série et de
I'intégrale est licite, par le théoréeme de Fubini-Tonelli, puisque les fonctions sont
positives.

Lorsque p > 2d alors, de (3.6.17) on trouve

VI

1+7’

p+T oo p;de].T P
5 AT e T s

Aoy 1A Y o (a+ |- m\

1
L’intégrale dans le membre de droite de I'inégalité vaut ——. Dans le membre de
TWT
a—w
IA—m|+w
on minore (|A —m|+w)t +w par (|]A\ —m| +w)t, sinon on majore (|\ — m| +w)t+w

gauche, on effectue le changement de variable t = , puis, si £ —d—1> 0,

49



par (|]A —m|+w)(t+ 1), donc, si £ —d —1>0, on a

+o0 —d-1 p
/ a"z la — w| da

“ (a4 |N=—m)|) T_l

(|IA = m| + w)rtt / (N — m|+w)t~|—w] 7 —d—1gp "
(A= w) st R (t+1)30+0)-
3p
>(|/\ m]+wT—‘“ —d-1-3 "
T (A —m|+w)E2T (t + 1)zt~
¥ gz

> ! /m A
= (N —m| +w)d-1+2r o (t+1)’§(p+r)71 ’

ce qui donne, pour 2d < pet £ —d—1>0,

> A, oK) < B2 ot Ly
) IA=m|(w+ A= m|)d=t2r ™ T TWT L

)\Ga'd

3p

e

avec | = .

Vi /0 (t + 1)g(p+f)—1
EtsiZ —d—lgOalors

/+oo a%_d_lm — W|P da > 1 /+oo 2 dt
T a= —1+27 T’
o T (e

D’oti, pour 2d < pet £ —d—-1<0

Z d<)\ U(K ))p+Td _ 5 K2 2 (p+7) . H ”Lp’
reopy |2 = ml(w + [A = m[)dtr2m ™ T
] _ +oo tP dt
avec [ = /0 W'
Maintenant, si d < p < 2d alors de (3.6.18) on trouve
d(>‘7 U<Km))p+T too a_l\a — (,u|p “+o00 dCL V »
Z A —m)| /w (a+ |\ — m‘)p+d71+2‘r ~ / ql+T (V%

)\Gad(K)

Ici, on minore d’abord a™! par (a + |\ — m|)™!, puis a l'aide du changement de
a—w
variable t = ———, on trouve

IA—m|+w

+oo ata — wlP +oo la — w?
/w (a+ |)\ m|)ptd=1+2r = / (@ + |\ — m|)ptd+2r
(JA —=m| +w)Ptt  p+oe tP dt
= (A—m|+w)p +d+27/0 (t + 1yprdrer

20



D’ou, pour d < p < 2d,

Z d(A, o (Kn))P*T < B2 K L 92p—dt 14T
IA—m|(w+ |A = m|)d-1+2r ~ ]

A€oy K)

7 /+<><> P dt
avec = — -
0 (t + 1)p+d+27

En comparant les différents cas, on obtient I'inégalité annoncée pour d > 2.

— - [IVlz»,

Remarque 3.6.10. On peut se demander ce que donne le raisonnement précédent si,
+oo ]

dans le membre de droite de (3.6.18), au lieu de majorer par l'intégrale / — da,
a T

w
: too ]
on majore par / — da par exemple. Dans ce cas, la puissance au numérateur du

membre de gauuéhe est plus petite, et donc la puissance du quotient plus élevée,
or, pour obtenir la meilleure estimation possible, il faut qu’elle soit la plus petite
possible.

On s’intéresse maintenant au cas de la dimension d = 1.
On rappelle le résultat de la proposition 3.4.1 :

d(X;o(Ky)) +m
A\, o(Kp))P

IO\ = p () 712 < 7250 M -

avec M dépendant de p seulement et on majorera d(\;o(K,,)) par |[A —m|. On a

toujours ||(a —m — K)7| < | k pour a > w, d’ou, en repartant de (3.6.13),
a—w
r,cr
_mlP 1P
log(F(0) < (722 Nt PV = K) I,
VRN O LAl B
= ‘ _w’p ” ||L | +ta m| d()\,U(Km))p
K (14+m) M| +m
< ———— || VIER A P
>~ ‘(I—W| H H | 1—|—CL’ d()\,O'(Km))p
r p
avec K| = 2—p 0259 M CP, M est définie dans la proposition 3.4.1. Ensuite
T
Ki(1+m) (4alz|)P 4a a=Plz — 1)
1 <= : )
celotel = 7, o Wl 3 =P d Dyl + 17
<Ky VI, -
= a— wl” d(z,T))rlz = 1[>77[z + 1|7

avec Ky = Ki(1+ m)4P*. On applique le théoréme 2.3.1 et on trouve

a

o — wlp

ou K, est décrite ci-dessus et C' est une constante dépendant de p, {1; —1} et 7.

Z d(z, TPz + 1P 47|z — 1’(1—p+f)+ <C-Ky-
9(z)=0

AVIIZs,

o1



Comme p > 1 alors, pour tout 0 <7 <p—1,onal—p+ 7 <0.Puis

RO VP K L) R FOTRS <2|A—m|>5

4 JIN=ml(a+|X—m]) a+|X—m]|
donc
L (p+1+47) pH1+T
d(Z, T)p—i_l—i_T‘Z + 1|p_1+T Z @ 1 : d(A’ U(Km)) 3 1
22(p+1+7')—7(p—1+7') ’)\ o m'(a + |)\ o m|)§(p+7')+§
q3 (PH1+7) A\, o (K, ))p+1+7—
> .
= 25++E |\ —m(a+ |\ —m|) 30

Par conséquent,
ADoK

Z TS

ot S e VI
sty W= ml(a+ A —m])3eE ¥ o=

Il reste a intégrer I'inégalité précédente par rapport a a entre w et +o00. Il faut donc
minorer I'intégrale suivante

—+o0 ‘a —_ w|pa%(p71+7)7177 +oo |a — w’pa% p7377)
/ da=
@

©  (a+|A—m|)z@rts a+ |\ —m|)2rts

On doit distinguer selon que p > 3 ou 1 < p < 3 et effectuer le changement de
a—w
variable t = ——————— On commence par p > 3, donc on minore (|]\—m/|+w)t+w
IA—m|+w

par (|]A —m| 4+ w)t d’ou

too g — w|pa%(p_3_7) da
/w (a+ |A—m|)zet+s
(A= ml 4wyt A = ml o+ w)t £ w] T
N (IN —=m| + w)%(p+r)+% /R+ (t+1)2 S(p+7)+3
o (A =m[+ w)3=3-7) /+°° ¢2(Bp=3-7) "
= (=] +w)%(p71+3T) o (t+ 1)%(p+r)+§

dt

D’ot, pour p > 3, avec K3 = K, 2%(p+7)+§’

-1
d(\, o (Kp,))PHtr oo $3(3p=3-7) K
> R VA at] =V,

N ml(a+ A —ml) F+ )3

)\Ga'd(K)

Et si 1 < p < 3 alors on majore d’abord a par a + |\ — m/| puis

/+oo la — w|Pa2®3-7) dq >/+oo la — w|? da
©  (a+|A=m|)2@te T o (a4 |X—m|)pr

(]A = m| + w)Pt? /+°° tP dt o
- (l)\ _ m‘ + w)p+2+27-) 0 (t + 1)p+2+27-
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D’ot, pour 1 < p < 3, avec K3 définie ci-dessus,

> d(A, o (Kp))PHH7 /*“’ b s VT
|>\_m|(a+ |)\_m|)1+27. ~ 0 (t_'_ 1)p+2+27— TWT Lp-

A€o y(K)

Ceci termine la preuve du théoreme 3.6.3.
]

Pour le cas m = 0, il s’agit d'un cas particulier du Laplacien fractionnaire s = %,

donc pour la démonstration, on se réfere aux calculs effectués au chapitre suivant
en prenant la bonne valeur de s. Toutefois, nous précisons que ces derniers ont été
faits pour l'article [Dubl4a] qui fait suite & [Dub14b].
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4 Résultats pour le Laplacien
fractionnaire
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4.1 Définition

L’opérateur suivant a été porté a notre connaissance par le rapporteur de l'ar-
ticle concernant 1'opérateur de Dirac [Dub14b] : il s’agit du Laplacien fractionnaire.
On définit pour s > 0 le Laplacien fractionnaire (—A)* a 'aide du calcul fonction-
nel appliqué a opérateur positif —A. Donc (—A)® est essentiellement auto-adjoint
sur C°(R%; C") et le domaine de sa fermeture est I'espace de Sobolev fractionnaire

W22(RY,CM) = {f,/d(l + [CP2IFONPdC < 400}, ot f est la transformée de
R
Fourier de f. Par le théoreme spectral, le spectre de (—A)*® est [0; +o0.
Soit Hy := (—A)*, s > 0, et considérons 'opérateur perturbé

H=Hy+V (4.1.1)

ou V est 'opérateur de multiplication par V. On 'appelle opérateur de Schridinger
fractionnaire. La encore, nous supposons que V est une perturbation relativement
Schatten-von Neumann de Hy (voir (3.1.3)).

Le potentiel V appartient a LP(R% M,,(C)) = {V : /d |V (2)||% dx < —i—oo}, ol
R

| - ||~ est la norme de Frobenius,

1/2
HV(ar)HFz( 3> |(V(a:))i,jy2) .

ij=1,...n

Si V e LP(R%; M, (C)) et p > £ alors les hypotheses (3.1.3) sont satisfaites (voir
proposition 2.4.1).
Par le théoreme de Weyl 2.1.17 sur le spectre essentiel

O'eSS(H) = O'ess(HQ) = O'(HD) = [0, +OO[

%)



4.2 Résultats et démonstrations

Les inégalités de type Lieb-Thirring suivantes ont été obtenues a 1’aide du théo-
reme 2.3.1 de Borichev, Golinskii et Kupin et en utilisant la méthode d’intégration
de Demuth, Hansmann et Katriel.

Théoréme 4.2.1. Soient H [opérateur de Schrodinger fractionnaire défini par

d
(4.1.1) et V € LP(RG M, (C)), p > % On prendra T suffisamment petit. Les
s

constantes w et C,, sont définies dans la proposition 4.2.7.
Pour 0 < s < %, les inégalités suivantes sont vérifiées

p+T (5
y SIS o B 2 v, @21)
ot PP+ A7 =T
, Ty nP/ 25y , b
avec C' dépend de d,p,s et T, K1 = @n)? -CP. 5y My, M étant définie dans
i S
+o0 tP+%(P*%*2*T)+ dt
la proposition 4.2.5, I = / 7 y et les exposants
0 (t + 1)p+1+2T+%max{;—p—QT;O;p—g—Q—T}

vérifient

pt+7. d
2 72547

2. =21+35(¢—p—1)4,
3. 0="4+3% t min{p; ¢} — £

Pour s > g,p > 1 et 7 > 0 suffisamment petit, nous avons

1. o = min{

Pt 147 5
s AU o B 2 (122)
e PP@E ) I
r nP2s4_1
ou C dépend de d,p,s et 7, Ky = B p>dC’£ 2 - Ny, Ny étant définie dans la
i S
400 3 (=38 —1-7)4

proposition 4.2.5 I = /

0 (t_|_1)p+1+27+ max{pfﬂfl T*‘Fl —p—T1;0}’ et les exposants

vérifient
1. a=1%+1min{p— L+ 71},
25—27'—1— L —-p+1-7)4,
3. 0=202p+1-L+7)—tmax{p— L -1+7;0;% —p—1+7}.
On rappelle que les constantes C' ci-dessus proviennent du théoreme 2.3.1 (voir
remarque 3.2.2).
A titre de comparaison, voici le résultat que 1’on obtient sans I'intégration.
Théoréme 4.2.2. Soit H l'opérateur de Schridinger fractionnaire défini par (4.1.1)
d
et Ve LP(R% M, (C)), p > %
s
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Pour 0 < s < %l et 7 > 0 suffisamment petit, les inégalités suivantes sont vérifiées

3 d(\,o(Hy))P*

- S IVIE.,

o TR A
ot
1. a= min{%; % ,

2. f=5+max{p; ¢} — 5 +27.
d .
Pours>§,p>1et1>0 suffisamment petit, nous avons

>

)\Ead(H)

d(\, o (Ho))P~ 54147
X[ (1+ AP

S VI,

ol
1. a=1+4imin{p— L +7;1},
— d 37 1 d .N- 3d
2. B=p—5.+ 1+ +smax{p— 5 —1;0;5¢ —p—1}.

Pour le cas auto-adjoint, nous nous référons au théoreme 2.1 dans [FLS08]. Dans
ce cas, 04(K) est inclus dans la demi-droite réelle négative et 0 < s < min{1; }.
Avec nos notations, la formule (5.11) de [FLS08] énonce que

> APTE < Cpall Vol (4.2.3)
)\Eod(K)
avec p > % et V_ = min{V,0}. Comme précédemment dans le cas de 'opérateur

de Klein-Gordon (avec m = 0), mais cette fois pour 0 < s < min{1; 4}, un calcul
simple montre que (4.2.1) et (5.1.1) sont plus faibles que (4.2.3).

4.2.1 Transformation conforme pour le Laplacien fractionnaire

On note ¢, application de D a valeurs dans C\{R"} définie pour a > 0 par

1 2
Dot 2> A= —a (zi— 1) , (4.2.4)

et Papplication inverse est définie sur C\R* par

VA —iva

VA+iva

Proposition 4.2.3 (Distorsion entre C\R™ et D). La distorsion via ¢, se comporte
de la facon suivante :

ol A 2=

|z + 1 11+ 2|
~d(z, T <d\NR")<8a-d(z T 4.2.
et
+ +
Vva dART) <d(z,T) <4 aw (4.2.6)

4 M@+ T Tl A
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Démonstration. La premiere distorsion s’obtient par application directe de (2.3.2)
z+1

a la fonction ¢, avec, pour z € D, ¢! (z) = 4am.

Pour la seconde, nous avons

2 2
|1+Z|_|\/X+i\/a\ and |1 |_]\/X—|—i\/a\. (4.2.7)

Par ailleurs, [vA+iy/a|> = |A\|+a+2y/aTIm(v/)), et comme Im(v/X) > 0, on obtient
2
N +a < [VX+ival < (VA + [Val)” < 2(a+ 7).

En reprenant les inégalités (4.2.5), on obtient (4.2.6). O

4.2.2 Majoration pour le Laplacien fractionnaire
D’apres la proposition 2.4.1, nous avons

Proposition 4.2.4. Soient V € LP(R%;C"),p > &L et X € p(Ho).
Alors V(A= Hy) "t € S, et

VA= Ho) M5, < @m) VI - 1O = [2*) " e a0

Nous allons maintenant majorer expression ||(A — |x|?*)~!||» apparaissant dans

21 2

——— pour d > 2 et, par
EED R

la proposition précédente. On rappelle que s; 1 =
commodité, sg = 2 pour d = 1.

Proposition 4.2.5. Soient A = \g + i\ € C\RT et p > 2%. On note dans cette
proposition § = & — 1.

2
Pour0<s§§, on a

P d
_ 2541 A2
Azt <2 M, - 128
| =17 < == M g S (4.2.8)
+oo Ot
avec M; = max Kg;/ — ¢, et Ky, définie dans la preuve, dépend de d,p
0 (1241)2
et s.
Et pour s > g, on a
3 N
Jo =) < S L (1.2.9)

p — da
L 25 g\ o (Hy))P2s

+o0 0 1 +oo dt
ot Ny = max / 7,3;/ t‘*dt+2/ =
0 (241)2 0 0 (@2 41)2
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Démonstration. Comme pour les autres opérateurs, on commence par

| = )~

p p

Lp(RY,C)

D
= N2

(A = J=*)

P
= n2$d—1la

Lr (R4, M, C

avec sg_1 connu pour d > 2, so = 2 pour d =1 et ou

foo gl o0 -1
I= / L _dr= / ~dr. (4.2.10)
0o |r2—Ap 0 |(r2s — Ag)2 + A2|2

On suppose premierement que g < 0, c’est-a-dire d(\, o(Hp)) = |A|. Dans
(4.2. 10) on utilise (1% — \g)? > % + A2, et on effectue le changement de variable

t=-—,dou

|)\|
+o00 d—1

[T
N
1Az e g3

2s S 2s

< LW / ST} (4.2.11)

2s AP Jo (2 +1)2

L’intégrale dans (4.2.11) est convergente puisque p > % > 0

Maintenant, nous supposons que A\g > 0 et A\; > 0 (sinon —A; > 0). Dans (4.2.10)

2s
r
nous effectuons le changement de variable t =

= T DOHC,

1 /+oo (AH—)\O) ()\t—l—)\o)

p—1 Ao 2 dt
28)\ )\* (t + 1)2
+o00
_ ! 71/ (A HA“)Z; dt. (4.2.12)
2\ (1 1)5

Sis= %, la majoration est évidente.

Maintenant on suppose que 0 < s < g. Comme \; > 0, —%2 =<0, d’ott

&’\&

/+oo (/\1t + )\0
-2 (2 4+1)

f\&

_/ )\175"‘)\0

M\'@
w\\s

&’\&

+oo (Nt 4+ A
+/O (1 0)2

dt.
(t2+1)

[NJ4S]

Dans la premiere intégrale du membre de droite de 1’égalité ci-dessus, nous avons

‘d
At + Ao < Ao, et dans la seconde (At + )\0)2%’1 < Cys <()\1t)5ds1 + A 1), avec
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4
Cys = max{1;2372}. Donc, en notant § = & — 1, nous avons

2s
1 0 1
1< —— Aé/ — o dt+
~ 2sAb [ O (124 1)5

ot [
Tl (1241)8

d,s\0 ( 2 ):g
K

T 28N !

AP

avec = max s 3 s . uls, en notan
! . 0 (tQ + 1)127 . 0 (t2 + 1)12)

Ch, = max{1;2'°} on a
I< Kl_l
25}
K
<
~ 2N

Ch o+ M)
- Ch (V2N

K 5!
Par conséquent, pour \g > 0,1 < 232 a0 0(2}10))1’1 avec Ky = Ky - C) (V2)°.

Ceci finit le cas s < %.
Maintenant, nous traitons le cas s > %l et on suppose encore \; > 0. De (4.2.12),
Nnous savons que

1 /+oo (>\1t + )\0)6

[=— ;
25\ (124 1)%

La difficulté ici est que —1 < 6 = 2% —1 < 0. En effectuant le changement de variable
u=1t+ i‘—“, nous obtenons

Mt + M)
/A(12+0dt)\/ dt
-2 (12 41)2

4

u
= )\‘f 5 du.
0 A0 \2 2
((“ - +1)
Donc nous majorons la derniére intégrale de la fagon suivante :
s

+o00 U 1 5 +o00 1
/ Bduﬁ/udu—k/ 7 du
0 ((U_%)2+1)2 0 1 _&)2_1_1)2
</ 5du+/ 218
u 2

En effet, pour la premiere inégalité, on utilise que (u— /\—fl)) +1>1quand 0 <u <1,

Ky X
et que u’ < 1 quand u > 1 (puisque d < 0). Donc, pour \g > 0, I < 5 =3 )\pil, avec
s
1 5 +oo du !
K3 = / u’du + 2/ — . Ceci termine la preuve. O]
0 o (u+1)z
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Remarque 4.2.6. Lorsque 0 < s < d/2, on ne peut pas factoriser par \; dans le calcul
pour Ay > 0, car on ne peut pas ensuite majorer aussi facilement sur [1;4o00].

4.2.3 Majoration de I'opérateur perturbé

Pour majorer ||(—a—H)™!|| on peut reprendre exactement la méme démonstration
que celle pour I'opérateur de Dirac perturbé. Toutefois, nous aurons besoin pour la
démonstration de l'inégalité de type Lieb-Thirring, d’'une majoration de |(—a —
H)™Y| sous la forme suivante

Proposition 4.2.7. Soit p > il existe w > 0, dépendant de n,d,p,s et 'V, tel

que

d
2s’

Co

Va>w>0,|(—a—H) | < o

Démonstration. Nous utilisons la relation suivante
VA € p(Ho), A — H = (Id — V(A — Hy) ") (X — Hy). (4.2.13)

Comme 0(Hy) = 0ess(H ), on en déduit que A € p(H) si et seulement si Id — V(A —
Hy)™! est inversible. Or on sait que ||V (A — Hy) ™| < 1 implique Id — V(XA — Hy) ™!
est inversible donc ||[V(A — Hp)™!|| < 1 implique X € p(H).

En prenant A = —a, montrons que, pour tout a > w ou w € RT est suffisamment
grand, I'inégalité ||V (—a — Hy) || < 1 est vérifiée. Pour cela on utilise I'inégalité de
Birman-Solomyak (2.4.2). En effet,

IV(=a—Ho) | < |[V(=a— Ho)"[s,
< 2m)" PVl - [[(=a = [2*) |-

Donc, d’apres la proposition 4.2.5; on trouve
l(ii )
“v(_a - HO)_IH < K/(d7n7p7 S)”VHLP apr-2s 8 :
Le membre de droite dans I'inégalité ci-dessus tend vers 0 lorsque a tend vers +oo,
donc il existe w > 0, dépendant de n,d, p, s et V', tel que Va > w, ||V (—a— Hy) 7| <
1.

On montre maintenant que, pour @ > w, on a |(—a — H)7|| <

Cw)
|w —al

. D’apres
la relation (4.2.13), on a pour A € p(H),
O HY < I~ Ho) ™M 11 = VA — Ho) ™)
< 1 . 1
~d(Mo(Ho)) 1—[[V(A=Ho)H|
Pour A = —a,d(—a,0(Hy)) = a > |w — a|, et comme QEIEOO |V (—a — Ho)7 Y| =0, il

existe w > 0 tel que pour tout a > w,

—a—H)l< =<
l(—a—m) <=
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Remarque 4.2.8. Pour un cadre plus général, voir la démonstration du lemme 3.3.4
dans [Han10]. Il démontre I'existence de w tel que, dans R(w) = {\ € p(Hy), Re(A) <

C,
_ . Yo T
wh,ona Ve Rw),||[(A—H)| < IRe(\) + |’

4.2.4 Preuve du théoreme 4.2.1
On se souvient de (2.2.3) que f(A) = detp,(Id — F(X)), avec
F(\):==(\+a)a+ H)"'V(A\—Hy) ' €8S,,p>1.
Par les propriétés du déterminant régularisé nous savons que

log(If (M) < Tpll(A +a)(a+ H)'V(A — Ho)'[l§,.

C
D’apres la proposition 4.2.7, pour p > 2% eta>w,ona l(a+ H)Y < | () k et
w—a
d’apres la proposition 2.4.1 nous avons l'inégalité suivante
log [f(A)| < LG A+ aP VI I = ) I
= @2n) Jw—ap ’ LP(Rd,Mn«c»’( |
4.2.14
pour A € C\R*.
Cas 0 < s < 4. D’apres (4.2.8), nous avons
K, A+ alP| A5
1 M| < AVIE, - . 4.2.15
Oglf( )| — |(,u . CL|p || ||Lp d()\,O’(H[)))p_l ( )
r P2y
on Ky =—2_.CP. WS- My, et M est définie en (4.2.8).

2r)d 2s

Nous d<(evor>18 maintenant transférer cette inégalité dans ID pour appliquer le théo-

reme 2.3.1. Pour cela on considere la fonction g(z) = f o ,(2), ol ¢, est définie

par (4.2.4); elle est clairement holomorphe dans D. Par définition de (4.2.4) nous
4az|

11—z

I'inégalité précédente, nous obtenons

avons |\ + a| = D’apres cette égalité et la proposition 4.2.3 appliquées a

4! (4a)” |2 |pa25 |Z+1| “lz — 1PV
log|g(2)] < w—apr VL d
|z — 1%z — 1| s‘gap—ld(z,T)p—Hl + z|p1
d
Kaa !ZV’
= |p AVIIz d_
woa d(z )11 4 2P~ S L — 257+

avec Ky = 4P K.
On applique alors le théoreme 2.3.1, donc, pour tout 7 > 0, nous avons

d
T d_pir —dyr K2a2
ST (1= |27z — 1G] < o al VB, (4.2.16)

g(2)=0
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avec K5 définie ci-dessus.
On considere d’abord le cas 2% <p< %. Alors, pour 0 < 7 < g —p, (4.2.16)
devient

d
KQCL

S (1= —1 <C-

g(2)=0 | |

AV Iz, (4.2.17)

ou C' dépend de d, p, s,{—1;1} et 7.
Dans le deuxieme cas, nous avons p = g. Nous obtenons

d
KQCL

S (@ — [Pz — 11+ 2 < C - Vs, (4.2.18)

g(2)=0 | ‘

ou C dépend de d,p, s, {—1;1} et 7.

Le troisieme et dernier cas est % < p, et (4.2.16) devient, pour 0 < 7 < p — %,
% d
_ p+T p—24r . 2a2s
2 (A=l < O P VI, (4.2.19)

g(2)=0

ou C' dépend de d, p, s,{—1;1} et 7.

L’étape suivante de la preuve consiste a transférer les relations (4.2.17), (4.2.18)
et (4.2.19) a nouveau dans p(Hy) = C\R*. On rappelle que, d’apres la proposition
423,

va d(\ o(Hy))
1— :d T >~ /7
e S PR )
2|\l 2a
1 2 t |1 — z?
| +Z| - +|/\|’ | | _a—|—|)\|

A partir de I'équation (4.2.17) nous arrivons a

d
*—I—T T
(1= etz —1per 5 a2 T Aol
20P+37' % p+ B 3i7
Al 2 (a+|AI) T2
d’ou
d(\, o(Hy))PTT K p | 37
p+( Ll 0)) o <a"- 2 p'z%ﬁf%'ﬂvﬂﬁp
Xeoa(H) |\| 2 (a+|)\|) ot w —a

De I’équation (4.2.18) nous obtenons

p

a§+T d(/\,O'd<H0))p+T

(L= )Pz =1+ 17 > o - 5 ,
2T N2 (a + Ape
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d’ou

d(\, o(Hy))Pt™ K,

(p70< 0)) §a—T L 92HT HV“
reo () [A2 (@ + |A|)pr2r w —al?

Et de 'équation (4.2.19) nous obtenons
pt7T
a 2 d(\, o(Hy))P*™

37

3 (prr)t L d 3p_d 31
220TOTE s a+ M) 3

d T
=Dz + 1777 2
d’ou

O o (Hy) 20 K oeened ype,

Nemath) [A[35 (a + [N) 3@ 35 jw —al?

On peut procéder a une intégration par rapport a a € [w; 00| (voir la remarque
3.6.9).

Nous reprenons les cas ci-dessus. On précise que l'interversion de la série et de
I'intégrale est licite, par le théoréeme de Fubini-Tonelli, puisque les fonctions sont
positives.

Si 2% <p< g alors,

+7 00 _ -1 00
d(\, o(Hy))P + lw — alfa da</+ da

+7 d 3 T HLP
ey N T (e A)astitE al*
., [t da 1
D’'un coté, / — = , et dans le membre de gauche, on procede au change-
w alttT Tw
a —
ment de variable t = AT d ou, puisque a < a + |\l
+oo _ alpa—1 +oo —alP
/ |w a] a _ da>/ |w da\p —da
C IR R g A atEneT
(JA] + w)Pt? /+oo tP dt
3T
0

= d ., p 37 d
(’)\‘+w)25+2+1+2 (t—|—1)28+ +1+2

d d
Dongc, pour 5 <p < %,

d(A, o (Ho))"*™ K, 2%+%-%
pit T m N g WVl (4.2.20)
Aeou(H) [N 2 (w+|A[)2s 272 1

. +oo P dt
oul; = / = 5
0 (t+ 1)2s+ S+1+5
Sip= g, la démonstration est la méme, et on trouve
d(/\,O'(Hg))p+T < K2 22p+7’

2 S VI, (4.2.21)
reoat) [N Z(w + A2 T L2 TW
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I /+<>° P dt
avec = —_— .
2 0 (t + 1)p+1+27’

Sip> g alors,

p+7  d

p+T 00 —qlP 77737177 00
d<)‘70(1{d()>> * ’w a| a? 2 7 dCLS + (fa ” ||ZI),P'
5o w +7)— altT
Aoy (H) | A| 2s (a+ |)\|) (P 2s
Comme précédemment on procede au changement de variable ¢t = |i|_ d d’ou,
selon que 3(p— ¢ —2—7) >0, auquel cas on minore (|A| +w)t + w par (|A| +w)t,

ou 3(p— a’ —2—7) <0, et dans ce cas, on majore (|A\| +w)t+w par (JA\|+w)(t+1).

On fait le cas l(p — 4 —2— 7') > 0, le second étant identique aux deux précédents.
+o00 — alP l —2-7)
[l
w 5(p+7)—
(a-+ A 2075
(A et /*"O [(A] +W)t+w]%(”_%_2_”
= 3
(JA] + w)2 =25 0 (4 1)2+7)-

dt

N:\"B
3
w
iS]
¥
S

d
—3s7173 /+oo t2 "2 172 gt
d 37 3 d
2*71+2 0 (t—i—l) 5(Pt7)—5;

Donc, lorsque £(p — ¢ —2 —7) > 0, on obtient
d
AN a(H)P _ K, 23w
d ST
Ao [A|Bs (w+ (A2 B T

AV Iz, (4.2.22)

3p_d | 1

+oo 2 25 172
avec I3 = / 3 - dt. Et lorsque s(p—%—2—7) <0, on obtient
0 (t+1)2 5 (p+7)—

d(\, o(Hp))P*t™ < K2 22(p+7)+23

d ~
Aeoa(t) [N 2s (w+ [A)2r o T

+00 tP dt
ouly = /0 (s En comparant (4.2.20) a (4.2.23), on trouve (4.2.1). Ceci

Ve, (4.2.23)

termine le cas 0 < s < g.
Cas s > %.
En utilisant (4.2.9) et la proposition 4.2.7, I'inégalité (4.2.14) devient

A+ al?
lOg‘f( )| = ‘w a’p ” H : d(/\,O'(HO))p_%7
r p/2
ou K, = . op. DSt Ni, avec N; dépendant seulement de d,n,p et s.

(2m)d ¥ 2s
Alors, comme précédemment, nous avons

d
Ky 4Pq2s | z|P
‘ S ' d 3d d *
lw—alP d(z, T)P 2 3% 7P| 4 2P

1—=2
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On note K5 = K44P. D’apres le théoreme 2.3.1, nous avons

d
d 3d d Ksa2s
Z (1— |Z|)p—28+1+le _ 1|(25_P—1+T)+|Z + 1|(”_2s—1+T)+ < |w5—aan AV,

9(2)=0
Les différents cas possibles selon p et % apparaissent plus clairement a partir de la
figure suivante (Figure 4.1). L’axe des abscisses représente p et l'axe des ordonnées
représente 2%. On dessine aussi les droites d’équations y =1,z —y—1=0, —z +
3y—1=0et x—3y—1 = 0. Cette derniere droite nous sera utile lors de l'intégration
des inégalités.

2

d
1 2

2s 2s

d
p—3—-——1=0 P
s

FIGURE 4.1: Les différents cas pour s > g.

Par conséquent, il existe trois cas a distinguer :

cas 1. Larégionl:p—%—lz()etg—‘i—p—1<0.
cas 2. Larégion2:p—%—1<0etg—i—p—1<0.

cas 3. Larégion3:p—%—1<0etg—g—p—120.

Les calculs sont similaires au précédent cas s < %. Pour mémoire, on rappelle que,
va d(\ o(Hy))

| — 2| = d(z,T) > Y& Qo))
A=A = T e Dy

2a
et |1—2z|>> .
| | ~a+ |l

142> > ,
| | ~a+ |

Dans le premier cas, nous avons

pHl—5 +7
d(z, T)p+172%+‘r’z + 1|p72%71+7- > <\{F> 2 . 2%(1’*2%71%') X

d —1+7 d
A\, o (Ho))" 27N T2 s

+1+ d d -1+ d
N2 A A

X

1 d d
@272t (N o ()P 2T
5 3d?

3 3d +7 1
225 (a+ NP2 T2 s

\%
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d’ou

d _1 _3d
d()\,U(Ho))p_QSJ;MI < q 2 PHl=55+7)

ptr_3d 1
zeoa() |A|(a + |A|)P 2 "as T2

AV ILs- (4.2.24)

jw —alp

Dans le deuxiéme cas, nous trouvons

Lo (VAR e (Hyp R
d(z, TP 2517 > () : ) 20770

I+7 d d )
4 k 2 7475((1_’_ |)\|)P+17%+T
donc
d 1 3d
d(\, o(Hy))P~2sTHT —5(pt1=5,+7)
1 (,do—( 0) < ——VIE. (4225)
Neoa(H) (A2 25H7) (g |72 lw — al

Dans le dernier cas, nNous avons
Y
d 3d
d<z7 )pl 2s T|Z—1|2s p1T>

> (ﬁyﬂiﬂ (@)3‘1 —p—1tr d(\, o(Hy ))P+1—i+r

2s

! AT s (g PR
a2i+7 d(\, o(H, ))pﬂfiw
B 22( +)-To+ 5 . |)\|%(p+1 d+r)(a+ |)\|)p;rl+4i+ 5
d’ou
d(), a(HO))p—%+1+T -
RS VT (4.2.26)

+14+7 d
serattn) AT s (a4 )T AT T o —al
Il reste & intégrer par rapport a a sur [w; +oo[. On procede de la méme fagon que
0<s< g.
: ) d 3d . .
<4Darjf; le premier cas : p— 5. —1 >0 et 55 — p—1 <0, nous obtenons a partir de
2.2

d

d(\, o (Ho))PHm2st7 oo | — a|pa2(p 2ol +oo da

> w / prmr s [ e VI
A€o q(H) (a+ |A])
, ., [t da 1

D’un coté, / o = et dans le membre de gauche, si p — 52 —1 > 0 on

w a7 TWT

a—

proceéde au changement de variable ¢t = Nt et si p— 52 —1 < 0 on majore
d’abord a par a + |A|, (voir la figure 4.1 pour le tracé de la droite p — 22 — 1 = 0)
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donc, si p — ¢ — 1 > 0, pour 7 suffisamment petit,

—1-7)

da =

p+7 3d

1 3d
/‘+OO |w — a|pa§(p_%
Yo (a+|N)? EE T

1 ( —3—‘17177)
(JA] + w)Pt +oo tP[(|A] + w)t + w]2P " 2s
- / pir_3d dt

& 3d 1 pt7T 3d
(A +w)’ 2 "asT2 (t+ 1) it
(A + w)%(p—zfl—l—ﬂ +oo t%(3p—7§l—1—”
= gylsi/o o 3 1 0t
(‘)\]+w)2*4s*2+2 (t+1)° 2 s+
Donc, s1p———1>0

dO"U(HO))pH_Q%M < K 2%(3(p+7)+5—%)

<8 VI, (4.2.27)
o Pt B S -

too 430 ?2,;1 1-7)
avec]5:/ p+T 3d T dt. Et51p———1<0

O t+1)¥ 2 >

) (-2 17
400 |w — a‘pa) 2s +oo |w — CL|p(CL + ‘)\D 2s
seiT_3d da 2 / s2ir_3d da
(a+[A]) 3 ¢ (a+[A]) 13
(JA| + w)rt! /+oo tP dt
- (|)\‘ + w)p+1+2‘r 0 (t + 1)p+1+27-’

Donc,sip—g—f—lgo,

4., 1 s 3d
d()\,a(Ho))pH 25+ _ K; ' 93 B(P+7)+5-57)
IA[(w+ A2 ™~ I TwWT

>

Aoy (H)

I /+oo tP dt
avec = e ——
0 o (t+1)priter

Dans le deuxiéme cas,onap—+-—1<0 et 2 —p —1 < 0. On integre 'inégalité
(4.2.25), ce qui donne

VI, (4.2.28)

d 1, 3d
p—og +1+T 00 — lp *(p—*s—l—'r) 0o
d(\, o(Hp))P 2 /+ lw — alPa2P"2 da</+ da

: 7 VI
o) AR (a2

On ap— 352 —1 <0, donc on majore a par a + |A| puis, avec le méme changement
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de variable, on trouve

1 3d
/+°° w — alpa2® 2s 177 . /+00 lw — al?
a>
S (at AP o (a+ [A)EErETE

(|A] + w)Ptt / tP dt
(N + w) L(p++3+37) (t + 1)%(p+%+3+3f)

1 tP dt
> 1 / 1 d ?
(A + w)2 (& —p+1+437) Jp+ (t+ 1)§(p+§+3+37)

et on sait que % —p+ 1> 0 par hypothese, donc

d d
d()\’O'(Ho))pJ’_l_?S-FT - & 22(p+1—?+7)

A€oq(H) |)\|%(p+1_2%+7)(w + |)\|)%(%—p+1+37) ~ Iy TWT

NV, (4.2.29)

=" i 0 lle qu'ici, 0 4 <1, donc &
avec Iy = /0 (t + 1)%(p+%+3+37)- n rappelle qu’ici, 0 <p—5- <1, donc o~ —p+
1>0.

Enfin, le dernier cas : p — 2% —1<0et g—f —p—1 2> 0; en intégrant 'inégalité
(4.2.26) on trouve

d
d(\, o(Hy))" 25T e !w—@\p“ : /

d ’ ||LP
Aeoq(H) |>\‘%(p+17%+7) w (CL+ ’)‘D 2 +4s+2 al+T

En majorant a par a + |\|, puis par le méme changement de variable, on obtient
1

/ ptl_ d  3r a_/w (a+ [\)? Tp+3tdtan) ¢

° (at )T i

(A + w)PH /+oo tP dt
) (t+1)

T (A + w) 2SI T(p+3+L+37)
D’ou
d()‘vU(HO))prQ%H < K ok (5(p+1)~12+37) IV II5e, (4.2.30)
Acoq(H) |)‘|%(p+1_2%+7)(w+ |)\|)%(2%_p+1+37) ~ s TWT Lpy \%-2

+o00 tP dt
avec Ig = / - ——. Comme pour le cas précédent, 0 < p — 2% < 1,
0 (t + 1)*(p+3+ 5= +37)

donc%—p+1>().

Pour plus de lisibilité dans 1’énoncé du théoreme, pour le cas 2., on minore
1

Ty P 5
(L+[A]) 1+ )2
La preuve du théoreme 4.2.2 est finie. O

, d’ou 'expression de 3.
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5 Inégalités de type Lieb-Thirring a
I’'aide d’'un théoreme de Hansmann

Table des matiéres
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5.1.3 Distorsion pour résolvante . . . . . . . ... ... ... .. 74

5.2 Cas du Laplacien fractionnaire ... ... ...... ... 76

5.3 Cas de l'opérateur de Klein-Gordon . . .. ... ... .. 78

5.1 Théoreme de Hansmann et résultats

5.1.1 Résultats de Hansmann

Le théoreme suivant est I'ingrédient principal de la démonstration des théoremes
5.2.2 et 5.3.1. Sa démonstration se trouve dans l'article [Han11].

Théoréme 5.1.1. Soient A un opérateur borné et normal, et B un opérateur borné
tels que B—A € S, pour unp > 1. On suppose en outre que o(A) est conveze, alors

> d(\o(4))” <[IB - Allg,.

A€o y(B)
Ce théoreme a été généralisé de la fagon suivante ([Hanl3, Cor. 1]) :

Théoréme 5.1.2. Soient A borné et auto-adjoint et B borné tels que B — A € S,
pour un p > 1. Alors linégalité suivante est vérifiée :

>, dX\o(A) <GB - A,

)\EO'd(B)
ot C, dépend seulement de p.

La constante C), peut étre explicitée dans une certaine mesure. On a
12277T, sil<p<?2

Cp, = 2 sip=2 |
2P/2714p=20 0 sip > 2
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ou I', est une constante donnée avant le théoreme 1 dans [Han13], et vérifiant I'), > 2
pour tout p > 1.

On remarquera dans un premier temps que le premier résultat considere les p > 1
tandis que le précédent se restreint a p > 1, puis que la constante C, dans le théoreme
5.1.2 est plus grande que 1, donc, dans le cas ou les deux théoremes s’appliquent
(par exemple quand le spectre de I'opérateur non-perturbé est convexe), le théoreme
5.1.1 est plus intéressant. Pour plus de détails, on se réferera aux articles [Han11],
[Han13] et [DHK13].

Dans [Han11], Pauteur a appliqué le théoréeme 5.1.1 aux opérateurs de Schrodinger
et de Jacobi, et dans [Hanl13], au cas d’un opérateur unitaire, mais aussi aux zéros
des transformées de Cauchy de mesures de Borel sur le cercle unité.

Par ailleurs, le théoréeme 5.1.2 a été employé par Golinskii et Kupin dans [GK13]
pour une perturbation d’un opérateur de Schrodinger auto-adjoint, et par Sambou
dans [Sam14] pour des opérateurs de Schrodinger magnétiques.

De facon plus générale, nous avons vu comment majorer la norme de la résolvante
de lopérateur perturbé (voir la proposition 4.2.7) lorsque I'opérateur non-perturbé
est borné inférieurement. On peut alors utiliser le théoreme 5.3.3 dans [DHK13]
qui emploie une intégration par rapport au parametre a, permettant ici de définir
les résolvantes des opérateurs, et qui fournit un meilleur résultat que les résultats
5.1.1 et 5.1.2 seuls. Dans les résultats qui suivent nous explicitons les constantes
présentent a l’exception de w et C,,.

5.1.2 Enoncés des résultats et comparaisons

On a vu dans la proposition 4.2.7 qu’il existe w, dépendant de n,d,p, s et V, tel
que

Co

jw —al

Va>w>0,|(-a—H) <

Dans ce cas, le résultat obtenu pour le Schrodinger fractionnaire est

Théoréme 5.1.3. Soient H opérateur défini en (4.1.1) et V € LP(R% M, (C)),
p > max{l; L} avec s > 0.
Alors, pour T > 0, linégalité suivante est vraie

d()\,U(Ho))p K2 1
L DNAT S5 IV 1I%s, (5.1.1)
reog(r) (W [A])2
avec
1 K :<2\/5)p.%.0p.M si0<s<d
e 2s(2m)d ¢ ! =2’
np/QSd—l
2. Ko=(2V5)P - ——"—-CP-Ny sis>4
2 = (2V5) 2ty LM si5> 5,

400 (=3 —1-7)+ ¢
3 et I = / - ¢ ,
0 (t 4 L)prEtlETEe- g1y
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ou My et Ny sont définies dans la proposition 4.2.5.

Pour comparer les théoremes 4.2.1 et 5.1.3, on considere une suite (A\,)y C 0q(H)
qui converge vers \ € ges(H ). Sans perte de généralités, on suppose d(A\,,o(H)) < 1.

Le cas le plus simple est A €]0; +o00[. Dans ce cas, (5.1.1) est meilleure que (4.2.1)
ou (4.2.2) .

Le cas A = oo est aussi simple, apres distinction des différents cas possibles en fonc-
d(An, o (H))""

‘)\n 2%+2T

tion de p par rapport a %, puisque le terme général de (4.2.1) devient

d()\n,ad(K))’" Bt on & d(An,0(K))

A |35 |Anl”
est meilleure que (4.2.1). Le méme raisonnement est valide pour comparer (5.1.1) et
(4.2.2) et donne la méme conclusion.

La méthode d’intégration introduite par Demuth, Hansmann et Katriel s’avere
ici fructueuse en terme de comparaison car, sans elle, I'inégalité (4.2.1) donne un
meilleure résultat en co que (5.2.1).

Lorsque A = 0, la situation est plus délicate : Si d(\,,0(H)) =~ |\,|, c¢’est-a-dire,
Re(A\,) < 0o0u0 < Re(A,) < ClIm(A,)| avec C > 0; alors (4.2.1) donne un meilleur
résultat que (5.1.3). Sinon, lorsque d(A\,,c(H)) = [Im(X\)] et Re(A,) > [Im(A,)],

[T (A) [P
D, [P /2:0/25]

‘ A ‘min{(p+7’)/2;d/25}

et celui de (5.1.3) devient |Im(A)|P. Donc le quotient donne ~
[Tm(A)[7

et celui de (5.1.1) devient < 1. Donc (5.1.1)

il y a deux cas. En effet, le terme général de (4.2.1) devient

Re(/\ﬂ)min{(p+7)/2;d/2s}

Im(A\)|™
(4.2.2).‘ Au( ﬁ)r|1al la situation est plus ambigué lorsque A = 0 avec un léger avantage
pour (4.2.1) ou (4.2.2) par rapport a (5.1.1).

De méme pour l'opérateur de Klein-Gordon, il existe w, dépendant de n,d,p,m
et V, tel que

. Les deux cas a distinguer sont alors clairs. De méme avec

Co

jw —al

Va > w>-—m,|(—a— K) ! < (5.1.2)

On obtient alors

Théoréme 5.1.4. Soit K = K,, +V wune perturbation de l'opérateur de Klein-
Gordon K,,,m > 0, défini en 3.6.1 et V € LP(R% M, (C)), p > d. Alors, pour
T > 0, nous avons l'inégalité suivante

A\, o(Kn)) _ Ky

ST VIR, 5.1.3
)\egzd%K) (w+])\|)d+7 = ] H HL ( )
np/{.;df1
avec Kz = (2¢/5)P - 2 -CP-2°M, ot
T

1. 6 =2d —3 et M = max{My; My} sid > 2 (voir la proposition 3.3.6),
2. sinon 6 =1 et M définie en proposition 3.4.1 pour d =1,
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7 +o0 $2p—d=27 1y 7 +o0 dt
) = s t = / _—,
b /0 (t4+2+m+)%(t + 1) ‘ w T+ m)*T

Nous allons comparer le résultat (3.6.2) obtenu avec le théoréme de Borichev,
Golinskii et Kupin avec le résultat (5.1.3) obtenu avec le théoreme de Hansmann.

Pour cela on considére une suite (A,)y C 04(K) qui converge vers A € gegs(K).
Sans perte de généralités, on suppose d(\,,o(K)) < 1.

Le cas le plus simple est A €]m; +o0[. Dans ce cas, (5.1.3) est meilleure que (3.6.2).
Le cas A = oo est aussi simple puisque dans ce cas, le terme général de (3.6.2) devient
A, o ()P Ao (K oK)

|\ |4F27 A7 |
Donc (5.1.3) est meilleure que (3.6.2). Comme pour le laplacien fractionnaire, la
méthode d’intégration introduite par Demuth, Hansmann et Katriel apporte une
amélioration significative car, sans elle, I'inégalité (3.6.4) donne un meilleure résultat
en oo que (5.3.1).

Lorsque A = m, la situation est plus mitigée : Si d(\,,0(K)) =~ |\, —m|, c’est-a-
dire, Re(\,) <mou0 < Re(A,)—m < C|Im(\,)| avec C' > 0; alors (3.6.2) donne un
meilleur résultat que (5.1.3). Sinon, lorsque d(A,,o(K)) = |Im(\)| et Re(A,) —m >
()

An —m ¢
A —m| _ Re(\,) —m
Lm(A)[" " [Im(A)[7

<1

et celui de (5.1.3) devient

[Im(A,)], il y a deux cas. En effet, le terme général de (3.6.2) devient

celui de (5.1.3) devient [Im())|P. Donc le quotient donne

Les deux cas a distinguer sont alors clairs.

5.1.3 Distorsion pour résolvante

Nous appliquerons le théoréme 5.1.1 aux résolvantes des opérateurs (puisque ceux-
ci sont non-bornés). Pour déterminer la distorsion entre le spectre de 'opérateur et
celui de sa résolvante, nous avons besoin des distorsions de ’application A + % entre
C\[a; +00[ et C\]0; 1]. C’est I'objet de la proposition suivante :

Proposition 5.1.5. Soit a > 0. La distorsion entre C\]0; 1] et C\R™ via la fonction
inverse est donnée par

oL o))z L o) o1

Démonstration. Nous détaillons le calcul. Pour cela, on distingue quatre zones notées
1., 2., 3. et 4. (voir la figure 5.1). On note I, =]0; 2] et I, = [a; +o00].

1 A —
Lorsque A € 1., on a d(\, 1)) = |A —a| et d(z2,1.) = |2| = W = ])\|’])\a|]'
“A—a
Comme |A —a| < a+[A], on en déduit

d(\, 1)

pour \,z € 1.,d(z,I,) > ————.
[Al(a + [A[)
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m

FIGURE 5.1: Les différentes zones pour 'inversion

De la méme fagon, lorsque A € 2., on a d(A, I) = [Im(\)| et d(z, I,) = [Im(z)| =

Im(A
| T;\(P”, et comme |A| < a + |A|, on trouve
d(\ 1)
pour A,z € 2.,d(z,1,) > ————"—.
[Al(a +[A])

En procédant de méme, lorsque A € 3., on a d(\, I)) = |\ —al et d(z,1,) =

1 - A A —
2— -l = aa/\ ':|a|/\|a|.0ra§a+|)\|d0110
d(\ I
pour A\, z € 3.,d(z,1,) > M

Pour A € 4., on a toujours 0 < Re(A) < a. On a toujours d(A, I)) = |A — al et

Im(A
d(z,I,) = |Im(z)| = | T;\<|2)| On distingue selon que

o
=
(@]
]
=
=
[¢]
=
(@]
@
o
I
=]
B
=
v

A —a] = \/(Re(A) — a)? + Tm())?
<y/a?+Im(\)? car 0 < Re(N) <
< V5|Im(N)|  car [Im(\)] > e

[\3

5



Donc, comme précédemment,

1 d\L)
W) 2 2 P+ )

Cas 2. On a |[Im()\)| > Re(\), donc |Im(z2)] < |z| < V2|[Im(2)| car |Im(z)| =

|IRe(\)] [Im(\)| 1 1
< > — = — 0
PR I L v Y

A —al < 1 donc
a+ |\

= |Im(z)|. Par conséquent, d(z,I,)

L d(>\7 [/\)
V3 e+ )

Cas 3. Le dernier cas est similaire au précédent, on utilise cette fois |[Im(\)| >
a — Re(\) > 0, et on obtient

d(z,1,) >

1 d(\ 1))
d(z,I,) > —=  ———.
V2 [Al(a+]A])
Ce qui prouve l'inégalité de distorsion annoncée. O

5.2 Cas du Laplacien fractionnaire

-1
On introduit la fonction g : C\[0, +oo[— C\[—1,0[ définie par g(A) = P, La

proposition suivante est I’application de la proposition 5.1.5 & Hj et sa résolvante
en —a :ona (—a— Hy)™ ' = g(Hy).
Proposition 5.2.1. La distorsion entre C\[—%;0[ et C\R" est donnée par
1 1 d(\RY)
o [ Lo]) 2515 2050
I 120 ) 255 @r
Démonstration. On compose la relation 5.1.4 par la translation 7' : A — A+ a, d’ou

O

=5 [Atal-(a+|A+a])
1 ' d (A, [0; +00])
~2V5 | A+a|-(a+|N])’

puis on minore & laide de |\ +a| < a+ || O

Le théoréme suivant est une premiere inégalité de type Lieb-Thirring obtenue
grace au théoreme 5.1.1.

Théoréme 5.2.2. Soient H l'opérateur défini en (4.1.1) et V € LP(R% M, (C)),
p > max{l; %} avec s > 0. Alors, pour a > w > 0 ["inégalité suivante est vraie

>

)\Ead(H)

d

d()\,U(HO))p < az P
(a+ Az =%

AV Iz, (5.2.1)

w— alp

avec (voir la proposition 4.2.5 pour la définition de M, et Ny)
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Sd 1 . d
2 -CP - M 0<s<e
= ( \/_) 23(27?) w S 5=

2. ou Ky = (2¢/5)P 28(287‘:)1 Ct- Ny sis> 4%

Démonstration. On pose A = (—a— Hy) ' et B = (—a— H)™! pour a > w de sorte
que A et B existent. Nous savons que B — A = BV A € S,,, donc on peut appliquer
le théoreme 5.1.1. Il implique, pour p > 1,

S d(o(A) < 1B - Al (5.2.2)

pEaq(B)

Maintenant on majore le membre de droite de 'inégalité (5.2.2), a 1’aide des propo-
sitions 4.2.4, 4.2.5 et 4.2.7, pour p > max{1; &L},

1B —Als, < (27T)’d\|(— —H) 7P VI - I(=a = [2*) %

a3~
< K- |(,u | || ||LP7 (523>
. n?%s,_q nP?sy_y . 4o
OUKIZW'CP M1810<S< OUKl—W‘CE‘leIS>§(VOH'

la proposition 4.2.5). Puis, d’aprés la proposition 2.1.13, p = (—a — \)™' = g(\) €
o4(B) si et seulement si A € o4(H), donc

S d(uo > dlg). ()

pneoy(B) {g(N),Ae0q(H)}

> (5.2.4)

La derniere inégalité résulte de la proposition 5.2.1. Le résultat est une conséquence

de (5.2.3) et (5.2.4). O

La derniere étape pour obtenir le théoreme 5.1.3 est une intégration en fonction
de a telle qu’elle est pratiquée dans [DHK13] lors de la preuve du théoréme 5.3.3.

Preuve du théoreme 5.1.3. D’apres le théoreme 5.2.2 nous avons, pour tout a > w,
s o)y fo—ap 1
)\Eod(H)

' 1%
(a+ > Lo © alt VI,

ou C' ne dépend pas de a. On integre par rapport a a entre w et oo l'inégalité
précédente :

[ 3 oy et gy [
a+|)\‘)2p ai 1+T

oq(H) —p+1+T

d
O T N |
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Dans la derniére inégalité, on a interverti la somme et I'intégrale par le théoréme
de Fubini-Tonelli (les fonctions sont positives). On minore le membre de gauche de
I'inégalité précédente selon que p — d/2s < 1 ou p — d/2s > 1 puis on effectue le

changement de variable t = ’i|_+w . D’oti, en supposant d’abord p — d/2s > 1,
w
fiflf —i—l—’r
it (o vy (S iy (YRR S e
a =
w (a+|A])?%P (IA| +w)? Jo [t + 1%
d d
i i
(M Fwrt o [t + 1]2P
T (N 4wymr DT
Et lorsque p — d/2s <1, on a
—i—l— fiflfﬂ'
/*“ a2 M a—w)fr (A W) /*“ (A +w)t +w 27
a =
w (a+|A])?%P (IA| +w)? Jo [t + 1%
d d
(M oy 207 pee ey 2,
(AN Fw)rt 0 [t + 1]%°
1 +o00 tP
> —d/ T,
(|)\| + w)%” 0 (t + 1)p+g+1+7
D’ou le résultat. O

5.3 Cas de l'opérateur de Klein-Gordon

Pour démontrer le théoréme 5.1.4, nous commencons par établir le résultat suivant.

Théoréme 5.3.1. Soit K = K,, +V wune perturbation de l'opérateur de Klein-
Gordon K,,,m > 0, défini en 3.6.1 et V € LP(R% M, (C)), p > d. Alors, pour

a > w > —m, nous avons l'inégalité suivante

A\ 0 (K.,))" (a+m)ir
L armippe S @K S e VI, (5.3.1)
)\Ead(H)
avec Ky = 852_71?7)1; .CP 250 o

1. 6 =2d — 3 et M = max{My; My} si d > 2 (voir la proposition 3.3.6),
2. sinon 6 =1 et M définie en proposition 3.4.1 pour d = 1.

Démonstration. On consideére les opérateurs A = (—a — K,,,) ' et B=(—a— K)™!

pour a > w. D’apres la proposition 2.1.13, on a o((—a — K,,,)7}) = {— L '0}. En

a+m’
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notant \; = A + a, la proposition 5.1.5 nous donne
1 1 1 d(M;[a+m; +o0])
()=
A1 a+m V5 M@+ m+ [ M))
1 d(X; [m; +o0])
> .
“ V5 | Atal(a+m+ X +a])
1 d(X;[m;4o0])
Z o5 Tatm+ )
Par ailleurs, en utilisant les résultats de la proposition 3.3.6 (ou 3.4.1 pour d = 1),

1B = Alls, < IBII”[[VAls,

< @m) ™ (=a = K) T PIVILI(=a = ]l + m?) 7L,

<K i V2

< i O v,
avec,sid> 2,0 =d—1,K, = Sé‘;;f 2972 M avec M = max{Mi; My} (voir pro-
position 3.3.6), ou,sid=1,0 =1, K; = 520:;2; - M, M étant définie en proposition

3.4.1; puis Ky = K;CP2%. On applique maintenant le théoréme 5.1.1 & A et B d’ou

Aoy (2VaPE:
(a+m—+|A\)? ~ (a —w)P(a+ m)P~

7 VI,

)\Ead(H)
d’on Vinégalité (5.3.1). O

Preuve du théoréme 5.1.4. 1l reste a faire l'intégration de (5.3.1) par rapport a a
entre w et +00 pour obtenir (5.1.3), sachant que w peut étre négatif.

> (k) S 1

Aeoq(H) w a+m)

+ (@ — w)P(a +m)P=4=%"
(@4 m+ |\|)%Pal-"

Comme w peut étre négatif, il faut que 'intégrale impropre du membre de droite
converge en () et en +o0o, d’ott I'introduction de (a+m)?". Dans I'intégrale du membre
a—w

Al +w’

de gauche, on effectue le changement de variable t =

da =

/+°° (a —w)P(a+m)P=a=2
o (armt e
B /+o<> (Al + w)PHP[(JA| + w)t 4+ m 4 w]P=9=2T
o [(A[+w)t +m+w+ APPI(IA] + w)t + w7
(|)\’+w)2p—d+1—27 /+OO
(A + w)t=" o [(A+wt+m+w+|A]P(E+ 1)

dt

t2p—d—27

> dt

1 +00 t2p—d—27’
> / dt.
(AN +w)™Jo (t+2+m)?P(t+1)1-7
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On a utilisé m + w > 0 dans 'avant-derniere inégalité. D’ou le résultat.
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6.1 Intégration des inégalités de type Lieb-Thirring
dans le cas de I'opérateur de Dirac de masse nulle

L’une des raisons pour lesquelles on ne peut pas procéder a une intégration des
inégalités de type Lieb-Thirring obtenues dans le théoreme 3.2.1 comme pour les
opérateurs semi-bornés est I’absence du parametre b dans le comportement a I'infini
des distorsions.

Il se trouve que pour 'opérateur de Dirac de masse nulle, ce parametre est présent.
On présente ci-dessous la démonstration de l'amélioration suivante du théoreme
3.2.3.

Théoréme 6.1.1 (cas m = 0). Soit D lopérateur de Dirac défini en (3.1.4) avec
m=0 etV € LP(R% M, (C)),p > d. Alors, pour 0 < T < p — d, nous avons

d()‘ao-(DO))p—H— K1 O£
Z (w + [N <C- T o HVH;ZP, (6.1.1)

)\EO’d(D)

ot C dépend de p,d et 7, K1 =T, 2% K, K étant définie dans la proposition 3.5.2,
p+(p—d=1)+ ¢

I = L [ DR et C, est définie dans la proposition 6.1.5.
R 7)=(p—d=

Pour démontrer ce résultat, on exprime différemment la proposition 3.5.1. On
garde les mémes fonctions et on travaille dans C*.

Proposition 6.1.2 (distorsion entre C* et D). Soit b > 0, les distorsions entre C*
et D sont

b d(zT) ” d(2,T)
2 oot = oD < 4b- e
et
d(A, o(Dy)) d(A, o(Do))
RN <d(z,T) < 16b - BE (6.1.2)
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Démonstration. La preuve est identique a celle de la proposition 3.5.1 sauf qu’on
utilise 2(|A| +6)% < |A+1b]* < (|A] + )2 O

La nouveauté concerne la résolvante de I'opérateur perturbé D puisque nous avons
pu obtenir une inégalité similaire a (3.6.12) ou celle de la proposition 4.2.7.
Proposition 6.1.3. [l existe w > 0 dépendant de d,n,p et V tel que, pour tout
b>w,

I — D) 7| <

|b— WI

Démonstration. En effet, en reprenant la démonstration de la proposition 4.2.7, on
utilise que

d—1

. . b
V(b — Do)~ lls, < KIVIze s

tend vers 0 lorsque b tend vers +oc. O

Preuve du théoréme 6.1.1. On revient a I'inégalité (3.5.1) qui devient, sachant que
p>d
Crpd

Z d(z, T*" < C- K, - |bi|

g(2)=0

IVIIZ,

Or, d’apres la nouvelle expression pour la distorsion (6.1.2), nous avons
d(\, a(Dy))
d(z,T)>b- ———=~,
R (EA
d’olt
Z d(X, o(Dyg))P™ < bd—p-T
) (DA [A[PEE ™ b — w]p

Aeay(

VI

On integre cette inégalité en fonction de b entre w et 400 de la facon suivante

o [ b wypbp o too b
aa(

On peut intervertir la somme et I'intégrale par le théoreme de Fubini-Tonelli. L’inté-

grale du membre de droite vaut ——. Concernant l'intégrale du membre de gauche,

TW
il faut distinguer selon le signe de p—d—1. Si p—d—1 > 0 alors, avec le changement

de variable t = —— d , on a
w+ | Al
/+oo |b wlpbp—d—l B (w+ |)\Dp+1 / tp((w_|_ |)\|)t+w)p—d—1 o
w o (b AN T (W | A])2@HT) SR (t + 1)2(p+7)

B
- (w + |)\|)p71+27 R+ (t + 1)2(p+7)

1 t2p d—1
< / dt
T (w A A2 SR+ (4 1)2047)
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Et si p—d—1 < 0, on majore b par b + |A|, puis avec le méme changement de

variable, on trouve

+o00 — ppp—d—1 +o00 — p
/ |b — w[PbP S/ |b — wl b

A CFRNEGE) b+ e

(w+ [A|)PH tP dt
T (w+ |A|)prdtERT /IR+ (t + 1)2+7)

< 1 / tPdt
- (CU + |)\|)d+27' R+ (t + 1)p+d+1+27"

Donc, en revenant a (6.1.3), nous obtenons

>

)\EO’d(D)

p+T P

||V ppa
(w+|/\|)d+2T I LT H HL

t2p—d—1

avec C, K et C,, décrites ci-dessus, I = /
1 me (E4 1)2(p+7)

P dt )
[:/RJr S sip—d—1<0.

dt sip—d—12>0, ou

]
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6.2 Glossaire des notations

— C2° est l'espace des fonctions infiniment dérivables a support compact. Voir les

sections 3.1, 3.6.1 et 4.1.

C* (resp. C7) désigne le demi-plan de partie imaginaire strictement positive
(resp. strictement négative). Voir section 3.5.1.

D = {z: |z| < 1} le disque unité ouvert dans C.

d(z; A) désigne la distance entre z et A. Voir section 2.3.3.

' est lespace de Sobolev d’ordre 1. Voir les sections 3.1 et 3.6.1.
d—1

2m 2
Sd-1 = — 7oV est la masse totale de la mesure invariante sur la sphere unité
2

de dimension d — 1 pour d > 2. Pour d = 1, par commodité dans ce mémoire,

on pose sy = 2.

Voir propositions 3.3.6, 3.5.2 et 4.2.5.

S, : classes de Schatten-von Neumann. Voir section 2.2. En particulier So,

désigne l'espace des opérateurs compacts.

T = {2z : |z| = 1} est le cercle unité dans C.

W22 est 1’espace de Sobolev fractionnaire. Voir la section 4.1.

7, — 1+ |Zb|’
1 — |z

marque 3.3.1.

I', : deux définitions. En dehors du chapitre 5, c’est la constante de majoration

pour le déterminant régularisé. Voir la formule (2.2.1).

Dans le chapitre 5, c’est la constante de majoration dans le théoreme 5.1.2.

| - || désigne la norme de Frobenius. Voir section 2.4.

f = get f < g. Symboles de comparaisons entre fonctions positives. Voir

section 2.3.2.

constante de majoration de transformation conforme; Voir re-

— f et g désignent respectivement I'image par la transformée de Fourier de f et
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