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Introduction générale

Les équations de Navier-Stokes décrivant I’écoulement d’un fluide visqueux incom-
pressible tel que 1’eau, I’air, le pétrole en régime stationnaire ou instationnaire, ont fait et
font encore 1’objet d’un grand nombre de travaux de recherche. La variation d’un des para-
metres associés a ces équations (domaine sur lequel sont posées les équations, conditions
aux limites, nature des données, formulation variationnelle des équations, dépendance par
rapport au temps, choix de la méthode d’approximation,...) fournit un nouveau probleme
et un nouveau sujet de recherche.

Ces équations permettent souvent par une résolution approchée de proposer une modé-
lisation des courants océaniques et des mouvements des masses d’air de I’atmosphere
pour les météorologistes, la simulation numérique des ponts sous I’action du vent pour
les architectes et ingénieurs, mais aussi 1’écoulement trivial de I’eau dans un tuyau et de
nombreux autres phénomenes d’écoulement de divers fluides.

Ces équations apparaissent dans I’étude de nombreux phénomenes, seules ou couplées
avec d’autres équations. Dans le cadre de cette theése, nous choisissons de coupler les
équations de Navier-Stokes avec 1’équation de la chaleur. En physique théorique, cette
derniere est une équation aux dérivées partielles parabolique qui décrit le phénomene
physique de conduction thermique. Elle est aussi utilisée en mathématiques financieres
(équation de Black-Scholes). Une des principales difficultés pour étudier et résoudre les
équations de Navier-Stokes/chaleur sont d’une part le couplage vitesse/pression et vi-
tesse/température et d’autre part la présence du terme de convection non linéaire.

Un modele thermodynamique similaire mais légérement plus complexe a été récemment
analysé dans [14].

D’une part, pour I’approximation d’un tel systtme comme pour toutes les équations aux
dérivées partielles, on est confronté a un nouveau probleme : le choix de la méthode
d’approximation. La littérature nous fournit plusieurs méthodes dont la méthode des dif-
férences finies, celle des éléments finis, les méthodes spectrales, la méthode des éléments
spectraux avec joints...

La méthode des éléments finis a I’avantage (entre autres) de permettre de traiter toutes
les géométries possibles sans trop de difficultés et avec une bonne précision tout en utili-
sant un nombre raisonnable de degrés de liberté. Un premier travail, par la méthode des
éléments finis sur les équations de Navier-Stokes couplées avec celle de la chaleur ou
la viscosité du fluide dépend de la température, auxquelles nous nous intéressons a été
déja fait en [5]. Un deuxieme travail, a été fait aussi par la méthode des éléments finis, en
couplant localement les équations de Navier-Stokes avec I’équation de I’énergie cinétique
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turbulente par une viscosité turbulente, voir [7].

Ici, nous optons pour les méthodes spectrales comme méthode d’approximation pour ces
équations. Ces méthodes ont été introduites pour la premiere fois par S. A.Orszag [31]
et développées, ensuite, par de multiples auteurs dont Bernardi et Maday [8]. Ces mé-
thodes permettent d’obtenir des approximations d’équations aux dérivées partielles avec
une bonne précision et une convergence rapide. Leur principale caractéristique est que
les solutions discretes sont cherchées dans des espaces de polyndmes de haut degré. Les
intégrales sont évaluées au moyen de formules de quadrature appropriées. Ces méthodes
sont également trés avantageuses, non seulement pour la simplicité des bases qu’elles
fournissent et qui sont obtenues en dimension quelconque d’espace par une tensorisation
de la base en dimension 1, mais aussi et surtout pour la nature de la convergence des
solutions discretes obtenues vers les solutions continues correspondantes. En ce sens, la
précision de ces méthodes n’est limitée que par la régularité de la fonction a approcher.
Ajoutons a ¢a, leur implémentation relativement simple et leur cofit raisonnable qui ont
fait d’elles des méthodes aussi attractives que compétitives. Ceci leur a permis de trouver
un grand succés dans les milieux industriels, essentiellement dans les domaines de 1’aé-
ronautique, de la météorologie, de la mécanique des solides non linéaire. Les domaines
ou ces équations (équations elliptiques ou paraboliques) sont posées, se multiplient et se
généralisent. Grice aux produits de tensorisation sur les polynomes, la géométrie de base
est soit un carré soit un cube et il est bien connu que la méthode s’adapte parfaitement a
ce genre de domaines. Nous pouvons trouver des extensions sur des trapezes, cylindres
ou méme des cones, par conséquent, le champ d’applications des méthodes spectrales ne
se limite plus aux géométries simples, mais s’étend aux situations complexes [4], voir les
références [6], [22] et [36] pour plus de détails. Beaucoup de problemes ont été résolus
par cette méthode et I’efficacité de la méthode a été montrée aussi bien sur un domaine
unique que sur une union de sous-domaines.

D’autre part, approcher les vitesses et la pression par des polyndomes de méme degré en-
traéne que la solution numérique de la pression est polluée par les éléments du noyau de
la matrice du probleme discret appelés modes parasites de pression [10]. Bien qu’on ob-
tienne une bonne approximation des vitesses aux points de collocation, on doit effectuer
un filtrage de ces modes parasites de maniere a obtenir une bonne pression discrete. Une
maniére de résoudre cette difficulté est d’utiliser des grilles de collocation décalées [35]
pour la vitesse et la pression, de maniere que les espaces polyndmiaux de vitesse et de
pression soient compatibles. Néanmoins la présence de grilles décalées alourdit la pro-
grammation et augmente les temps de calcul. Une autre méthode proposant des espaces
polyndomiaux compatibles est la méthode PN —Pn_2, dont I’analyse numérique et la mise
en ceuvre ont été réalisées par Rgnquist [33], Azaiez [3] et Maday et al [29]. La condition
inf-sup est vérifiée en prenant pour la pression des polyndmes de degré moins élevé de
deux unités que ceux approchant la vitesse. L’avantage de cette méthode est de n’utiliser
qu’une seule grille.

Un autre sujet important abordé dans ce travail est la discrétisation temporelle des équa-
tions instationnaires. La maniere classique réside dans le choix d’un schéma implicite
pour le terme linéaire. La mise au point d’une telle méthode, qui doit étre a la fois stable
et d’une précision d’ordre élevé, n’est pas évidente. En fait, les concepts de stabilité et de
précision sont liés. Plus le schéma temporel est stable, plus le pas de temps admissible est
grand.
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Ce mémoire de these est structuré de la fagon suivante :

Dans la premiere partie de ce travail, on traite les équations de Navier-Stokes couplées
avec celle de la chaleur stationnaire, la formulation qu’on considere est celle ou les incon-
nues sont la vitesse, la pression et la température. Dans le premier chapitre, on présente
le probléme continu sous sa forme variationnelle et les principaux outils fonctionnels qui
permettent de déduire les résultats d’existence, d’unicité et de régularité de la solution.
Vu la non linéarité du probléme on a recours pour cela au théoreme de Brouwer.

L’ objet du deuxieme chapitre est la discrétisation spectrale du probleéme de Navier-Stokes
chaleur stationnaire. Dans un premier temps, nous introduisons les outils de base pour
la méthode spectrale : les polyndmes orthogonaux dans L2(] —1,1[), la formule de qua-
drature et les opérateurs d’interpolation et d’approximation polynomiale sur un segment
A =] —1,1], puis par tensorisation sur un carré QO =] —1,1[x] — 1, 1[. Pour discrétiser le
probleme, on utilise la méthode de Galerkin avec intégration numérique, c’est-a-dire on
remplace 1’espace continu par un espace de dimension finie, et les intégrales exactes par
une formule de quadrature. Plus précisément, on utilise la méthode PN — Pn_2, dans un
second temps et afin d’étudier le probleme discret, on 1’écrit sous forme d’un probleme
de Stokes et de Laplace avec de nouvelles données. Nous utilisons ensuite le théoreme de
Brezzi-Rappaz-Raviart [13] pour prouver que le probleme discret est bien posé et qu’il
admet une solution localement unique. De plus, ce théoreme nous permet de prouver des
estimations d’erreur qui s’averent optimales.

Enfin, nous nous intéressons a la mise en ceuvre et a I’algorithme de Newton utilisé pour
traiter numériquement les équations discretes qui sont abordés de facon linéaire a chaque
itération. Nous commencons par écrire le systeme matriciel. Pour la résolution, on utilise
I’algorithme d’Uzawa. Le code de calcul est développé en langage MATLAB® . Nous
présentons a la fin, des résultats numériques cohérents avec les résultats théoriques.
Dans le troisieme chapitre, nous abordons I’analyse du probleme de Navier-Stokes/chaleur
instationnaire, ensuite, nous rappelons quelques outils mathématiques pour aborder les
équations dépendant du temps. Puis, nous prouvons 1’existence de la solution, I’unicité
a été démontrée en dismension d = 2 et reste encore un probleme ouvert en dimension
d = 3 pour les équations non linéaire.

Dans le quatrieme chapitre, nous discrétisons les équations instationnaires a 1’aide des
méthodes spectrales en espace, et d’un schéma d’Euler implicite en temps : ¢’est une mé-
thode numérique pour résoudre par approximation les équations différentielles du premier
ordre avec une condition initiale. Nous prouvons 1’existence de la solution et nous pré-
férons de suivre 1’approche de Brezzi, Rappaz et Raviart [13] pour obtenir des résultats
plus précis pour prouver que le probleme discret admet une solution localement unique
(en dimension d = 2 ou 3). Ce théoreme nous permet d’obtenir des estimations d’erreur
optimales. Ce chapitre se conclut par I’analyse et la présentation des résultats numériques
prouvant I’efficacité de la méthode spectrale.
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Notations et quelques rappels

Nous présentons ici les notations utilisées dans cette these.

Les différents lemmes, propositions, remarques et théorémes sont, dans ce manuscrit,
numérotés dans chaque chapitre de maniere séquentielle. Les quantités scalaires seront
simplement en minuscule. Les espaces de fonctions a valeurs vectorielles ainsi que les
champs de vecteurs seront notés en caractere gras. Par exemple, la vitesse sera notée
u = (uy,uy), la pression sera notée p et la température sera notée T.

Notations générales

d : dimension de I’espace.

Q : ouvert borné et connexe 2 frontiere lipschitzienne de RY.

x : le point générique de Q.
® (X1,...,Xq) : les coordonnées de x.

e 0Q) : frontiere de Q.

® D, q : pressions.

u,Vv : champs de vecteurs vitesses.

e t:temps.

V.voudivv : divergence d’un champ de vecteurs v.

Vv : gradient d’un champ de vecteurs v.

p-p : presque partout.
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N : parametre de discrétisation.
PN, gN : pressions discretes.

un, VN : champs de vecteurs vitesses discrets.

Espaces fonctionnels

Pour plus de détails sur les définitions et les propriétés des espaces de Sobolev nous ren-

voyons le lecteur a [1], [12] et [27].

X : espace de Hilbert séparable.
X’ : dual topologique de X.

2(Q) est I’espace des fonctions indéfiniment différentiables a support compact
dans Q.

.@/(Q) le dual de Z(Q)) est I’espace des distributions sur Q.

Soit p, tel que 1 < p < 400, LP(Q) est ’espace des fonctions u de QO dans R me-
surables.

WP (Q)) est ’espace de Sobolev d’ordre m muni de la norme ||.||m,p tel que
W™P(Q) ={u e LP(Q);Vp € N4 || < m,dPu e LP(Q)}.

Dans le cas particulier p = 2, I’espace W™?(Q) est noté plus simplement H™(Q).

Hg*(Q) est I’adhérence de I’espace Z((Q)) dans H™(Q).

Hz(00Q) ={g € 12(3Q),Fu € H'(Q), telque up, = gl.

H—2 (0Q)) est le dual topologique de H2 (0Q2).

Produits scalaires, normes, semi-normes, produits de dua-

lité

{.,.)q est le produit de dualité entre X et X'.
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YuelP(Q),
lullir(a) = (J lu(x)[Pdx
Q

1
P

N——

Sip<+oo et [ulieein) = supessxeau(x)]

vu,v e L2(Q), (u,v) = J u(x)v(x)dx.

Vi e HY(Q), ul[Hm(q)
vYu € H™M(Q), [ulym(q)
H™(Q).

1
Y9 eH2(20Q), gl 3 0,

o

1

_ (J > 0Pulx)Pax) .

IBl<m

1
= (J Z Iaﬁu(x)lzdx) 2, semi-norme de u dans

Q1gj=m

:inf{HvHH1 v EH(Q) et TPO(v) = 9},






Premiere partie

Analyse du probleme stationnaire



Chapitre 1

Equations de Navier-Stokes/chaleur
stationnaires

1.1 Introduction

Nous considerons le systeme suivant qui modélise 1’écoulement d’un fluide visqueux
incompressible occupant le domaine (), dans le cas ou la viscosité de ce fluide dépend de
la température.

—div(v(T)Vu)+ (u.V)u+gradp =f dans Q,
divu = 0 dans Q, (1.1.1)
—xAT+(u.V)T=g dans Q.

On impose de plus, des conditions aux limites sur la vitesse et la température. Les incon-
nues sont le champ de vecteurs u 4 valeurs dans RY, qui représente la vitesse du fluide,
la fonction scalaire p qui représente sa pression et T qui représente la température de ce
fluide.

La fonction f représente une densité de forces extérieures appliquée au fluide, la fonction
g est une donnée, la fonction « est le ccefficient de diffusion de la chaleur et la fonction v
est la viscosité du fluide qu’on suppose dépendre de la température.

Le probleme qu’on va résoudre s’écrit donc :

(—div(v(T)Vu)+ (u. V)u+gradp =f dans Q,

divu=20 dans Q)
—aAT+(u.V)T=g dans Q, (1.1.2)
u=1up sur  0Q),

( T=T sur 0Q).
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1.2 Probléme continu

On se donne des distributions f dans H™! (Q)d et g dans H™'(Q) et on suppose que
v est une fonction qui appartient a L°°(IR) et qui satisfait

VO eR, vi<v(0)<v,. (1.2.1)

ou v1 et v, sont deux constantes positives.

Afin d’éviter les résultats techniques liés au lemme de Hopf, voir Girault et Raviart [24,
Chap. IV, Lemma 2.3] pour I’analyse de ce probleme, on suppose que up = 0.

Le cadre fonctionnel dans lequel le probleme (1.1.2) est bien posé fait intervenir des es-
paces différents pour la vitesse, la pression et la température. Il s’agit des espaces Hg) (Q) d

pour la vitesse, H' (Q) pour la température et L(Z)(Q) pour la pression, i.e. nous fixons la
constante en cherchant p a moyenne nulle avec

L3(0) = {q € 310 | qlx)ax =0
Q

1.2.1 Formulation variationnelle

La formulation Variatior&nelle s’écrit :
Trouver (u,p,T) € Hg)(Q) X L%(Q) x H'(Q) tels que :

T=T, sur 0Q, (1.2.2)

+1 ((u.V)u)(x) .v(x)dx—JQ(divv)(x)p(x) dx = (f,v)q,

(divu)(x) q(x)dx =0, (1.2.3)

Proposition 1.2.1
Les problemes (1.1.2) et (1.2.2)—(1.2.3) sont équivalents au sens que :

1) Toute solution du probléme (1.1.2) appartenant a H(])(Q)U1 X Lé(Q) x H'(Q) est solu-
tion du probleme (1.2.2)—(1.2.3).

2) Toute solution du probleme (1.2.2)—(1.2.3) est solution du probleme (1.1.2) au sens
des distributions.

Démonstration. 1) En multipliant la premiere équation de (1.1.2) par une fonction 1\ de
2(0)4, en intégrant par parties, nous obtenons la premiére équation de (1.2.3) par den-
sité, lorsque 1\ décrit I’espace Hé(Q)d, de la méme manicre nous obtenons la troisi¢me
équation du probleme (1.2.3) par densité de Z(Q)) dans Hg)(Q). La deuxieme équation
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est obtenue par densité de 2(Q) dans L*(Q).
2) Réciproquement, soit 1 dans 2(Q)4 HJ)(Q)d. On a,

L}vm(x)(gradu) (x) - (gradxm(x)dwjﬂ((u VW) . b(x)

—Jﬂ(diVll))(X)P(X)dx — (f,b)o.
En intégrant par partie on a pour tout \p dans 2(Q)4,

—JQdiv(v(T)Vu) (x) .1l)(x)dx+J ((u.Viu)(x) . P(x) dx

Q
+j (gradp)(x) . ¥ (x)dx = (f, b)o.
Q

Donc pour tout \p dans Z(Q)4,
(—div(v(T)Vu) + (u. V)u+gradp —f, p)q = 0.
D’ou,
—div(v(T)Vu) + (u. V)u+gradp —f =0 dans Q au sens des distributions.

Soit 1\ dans Z(Q), on a
—J (divu)(x)P(x)dx =0,
Q

et par conséquent divu = 0 dans (O au sens des distributions.
Puisque Z(Q) est dense dans H(])(Q), si on prend VP dans Z(Q)) on aura

aj (gradT)(x).(gradw)(x)dwj (. V)T)(x) . b(x) dx = (g, )0,
Q Q

en intégrant par partie on a,

- xammvmacs | . 9mEEx = 6P,
Q Q
(—a AT )+ (1. V)T )0 = (g, d)a, Vb € 2(Q).
D’ou,
—ax AT+ (u.V)T = g dans Q au sens des distributions.

) . . , , N d
Finalement, la condition u = 0 sur 0Q), étant assurée par I’appartenance de u a H(])(Q) .

On obtient alors le probleme (1.1.2), on déduit donc I’équivalence entre (1.1.2) et (1.2.2)—(1.2.3).

Nous avons donc bien construit une formulation équivalente au systeme (1.1.2).
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1.2.2 Etude du probléme

Afin de montrer que le probléme variationnel est bien posé, on introduit 1’espace sui-

vant :
V(Q) = {v e H)(Q)% divv = 0 dans Q}. (1.2.4)

On énonce le lemme suivant, pour la démonstration, on réfere a Girault et Raviart, voir
[24, Chap. I, Cor. 2.4].

Lemme 1.2.1
On a la condition inf-sup
J (divv)(x) q(x)dx
vaelylQ), s S > Bllalliza), (12.5)
veHl(0)? HT(Q)¢

ou 3 est une constante positive.

Proposition 1.2.2
Les deux propriétés suivantes sont vérifiées, pour tout u dans V(Q) et v,z dans
Hp(Q)4,
(i) la propriété d’antisymétrie a savoir :
J (u.Vv)(x)z(x)dx = —J ((u.V)z)(x)v(x) dx, (1.2.6)
Q Q
(i)
J (. VIv)(x)v(x)dx = 0. (1.2.7)
Q

Démonstration.

d
avi
JQ((u.V)v)(X)z(x)dx = ,,Z,[Quja_szidx

i,j=1

d
0 : . .
= — Z JQ I (ujz;)vidx, par intégration par partie
L,j=1 )
d d
0z; ou;
= — u ——vidx— —L zividx.
)2 0
e o =102 9

On obtient ainsi,

J ((u.V)v)(x)z(x)dx:—J ((u.V)z)(x)v(x)dx—J (z.v)divudx,
Q Q Q

d’ou le résultat puisque u appartient a V(Q).
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Théoreme 1.2.1 . 1
Pour toutes données f de H'(Q)", g de H™'(Q) et Ty, de HZ(dQ), le probleme

(1.2.2)—(1.2.3) admet au moins une solution (u,p,T) dans Hg)(Q)d X L%(Q) x H'(Q).
De plus, la solution satisfait I’estimation suivante

[l @ya + Tl o) < e Ol et gll-1(0)+ HTbHH%(aQ))' (1.2.8)

ou c est une constante qui dépend uniquement de vy et de «.

Démonstration. :
1) Soit R un opérateur de relevement ¢’est-a-dire 1’opérateur continu de H2 (0Q) dans
H'(Q), d’apres le théoreme de trace il existe une fonction noté Ty, de Ty, qui satisfait :

Ty =RT
1l est clair que la fonction Ty, appartient 2 H' (Q) et satisfait

[ Tolli (o) < COHTbHH%(aQ)- (1.2.9)

Nous réferons a Girault et Raviart, voir [24, Chap. IV, Lemma 2.3] pour le résultat suivant :
Nous choisissons cet opérateur tel que pour tout € > 0,

[Tollta(a) < €“Tb||H%(aQ)’ (1.2.10)

ou la constante cy est indépendante de «.
2) Onpose U= (u,T)et V= (v,S),
on définit 1’application @ de V(Q) x H(])(Q) sur son espace dual par :

(@(U),V) :J v(T+Typ) (gradu)(x) : (gradv)(x) dx
Q
+J (u.V)u)(x).v(x)dx
Q
+ocJ grad (T+Tp)(x). (gradS)(x)dx
Q
+JQ((u V)T +To)) () S(x) dx— (£, v)a — (9, S}
@ est continue sur V(Q) x Hé(Q).

(O(W),U) = JQV(T+Tb) (gradu)?(x) +JQ((u . Vu)(x) . u(x)dx

+ ocJ grad (T+Ty)(x). (grad T)(x) dx
o)

+L((u V)T +To)) ) T dx— ()0 — (g, T,
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comme u dans V(Q), d’apres (1.2.6) et (1.2.7), on obtient
(O(UW),U) =J v(T+Tp) (gradu)?(x) +ocJ grad (T+Ty)(x). (grad T)(x) dx
Q Q
+| (VT T dx = ()0~ (9 T)o

en utilisant le fait que H(]) (Q) s’injecte de fagon continue dans L4(Q), en combinant avec
(1.2.9) et (1.2.10), on obtient

(@(U.),U> Z Vi ’U|2 0)¢ + “m]zp Q) 0(|Tbh—{1 Q) |T|H1 Q)

005 2 2
|| bH > (|u|H1(Q)d+|T|H1 (_Q))

- ||f||H—1 (_Q)d |u|H] (Q)d - ||g||H—1 (Q) |T|H1 Q)

on prend ¢ tel que
cec|lTy < min{vy, &}.
¢ H b”H%(a') X { 1y }

<CD(U)) U> > min{vy, o} (ju |2H1 Q)¢ +|T|]2_[1 (Q)) - OC|Tb|H1 Q) |T|H1 Q

B min{vy, o}
2

— (IR, 1 e+ 00

(!u!21 d+\T!2 Q)
1 1
)7 (1l 0+ T )2
Or d’apres (1.2.9), on aura

—&[Tolpi(o) [ Tli@) = —oce HTbHH]?(aQ) Tl (@)

2 2 z
> —XCy ||TbHH17(aQ) (|u|H] (_Q)d + |T|H] (Q) )2)

min{vy, o}
2

1 1
— (accalToll g o+ I g+ 910 ) (R TR ),

2 2
() g + TR o)

ceci implique que (@ (U),U) est positive sur la sphere de V(Q) x Hg)(Q) de rayon

= (acyToll IR g atllolfg)?). a2
min{vy, «} 2(00) H-1(Q) H=1(Q)

3) Comme Z(Q)4NV(Q) est dense dans V(Q), voir Girault et Raviart [24, Chap. I, Cor
2.5] il existe une suite croissante (Vy)n de sous-espaces de dimension finie de V(Q)
et une suite croissante (W), de sous-espaces de dimension finie de Hg)(Q) tel que

UN Vi X W, est dense dans V(Q) x Hé(Q). De plus, on a les mémes propriétés de la
ne

fonction @ en remplagant V(Q) x H(])(Q) par Vi, x Wi,.
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Du théoreéme de point fixe de Brouwer, voir Girault et Raviart [24, Chap. IV, Cor. 1.1], il
résulte I’existence d’un U, = (uy, T, ) dans V;; x W, tel que

YWo € Vi x Wy,  (©(Un), V) =0, (1.2.12)

et vérifiant la propriété :

1
(nli s e+ Tl ) ? < we (1.2.13)

4) Comme u,, appartient a Hé(Q)d et T,, appartient a Hé(Q) et que leurs normes sont
bornées par une constante ¢ grace a 1’inégalité de Poincaré-Friedrichs sur (), en utili-
sant de plus le fait que H'(Q) s’injecte de fagon compacte dans L4(Q), on déduit alors
qu’il existe une sous-suite notée encore par (Uy, T )n pour simplifier qui converge vers le
couple (u, T*) de H(])(Q)d X H(‘)(Q) faiblement dans H' (Q)4 x H' (Q) et fortement dans
LHQ)Ix L4 Q).

On remarque que, pour tout m < n, (un, I, ) satisfait

YV € Vi Xx Wi, (@ (Un), Vi) = 0.

Passant a la limite sur n est évident pour les termes (W, . V)u, et (u, . V)T, qui résulte

de la convergence forte_ dans L4(Q)d x L4(Q). D’autre part, grace aussi a la convergence
forte la suite (v(T,, + Ty ) grad vy, ), converge vers (v(T*+ Ty ) gradv,,) p.p dans Q et
de plus B

|V(Ta+Tp) gradvaLz(Q)dxd < vzngadvaLz(Q)dxd.

En utilisant alors le théoreme de convergence dominée de Lebesgue, on remarque que la
suite (v(Tn + Tp) grad vy, ), converge vers v(T* + Tp) gradv,,, dans LZ(Q)dXd.
On conclut alors que

En passant a la limite sur m et par densit¢ de UV, x Wy, dans V(Q) x Hé(Q) on

me N
obtient

YV e V(Q)x HY(Q), (O(u,T*),V)=0. (1.2.14)

On déduit donc que le couple (u, T = T*+4Ty) satisfait la premiére et la troisiéme équation
du probleme (1.2.2)—(1.2.3) et aussi

Vv eV(Q), J v(T)(gradu)(x) : (gradv)(x)dx
Q
+J (uw.V)u)(x).v(x)dx = (f,v)q (1.2.15)
Q

5) D’apres (1.2.5) et (1.2.15), il existe p € L%(Q), voir Girault et Raviart [24, Chap. I,
Lemma 4.1] tel que

VveHé(Q)d, J v(T)(gradu)(x) : (gradv)(x)dx
Q

+J ((u.V)u)(x).v(x)dx—(f,v)Q:J (divv) (x) p(x) dx.
Q Q
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Finalement, on déduit alors que le triplet (u,p, T) est solution du probleme (1.2.2)—(1.2.3).
L’estimation (1.2.8) découle immédiatement de (1.2.13) et (1.2.11).

Afin de montrer I’unicité de la solution du probleme (1.2.2)—(1.2.3), on a besoin du
lemme suivant.

Lemme 1.2.2
Soient (uy,p1, T1) et (uz,p2, T2) deux solutions du probléme (1.2.2)—(1.2.3). Avec la
notation
T:T1_T2> u=1u; —up,

ona

—JQ((u1 VT —(u . VITH)(x) T(x)dx = —JQ((u VT (X)) T(x)dx. (1.2.16)
Démonstration. En effet, comme T est dans Hg) (Q),

—JQ((m V)Ti— (. V)T) () T(x) dx = —Jﬂ(m V)T () T(x) e
+ = v m =T R T ax
Q

d’apres (1.2.7),

—J (. V)T —(uy. V)Tz)(x)T(x)dx:—J ((w.V)T7)(x) T(x)dx.

Q Q

Proposition 1.2.3
On suppose que la fonction v est lipschitzienne et on désigne par v* la constante de
Lipschitz. Il existe deux constantes positives cy et ¢, telles que

(i) siles données (f,g) € H™! (Q)d xH 1 (Q)etT, € H%(OQ), vérifient

3 (1 g1y 910 +Toll g o )< T (1.2.17)

(ii) sile probleéme (1.2.2)—(1.2.3) admet une solution (u,p, T) tel que u dans WH4(Q) d

avec q > 2 en dimension d =2 et q > 3 en dimension d = 3 et satisfaisant

¢V Ulyrqieye < T, (1.2.18)

Alors, cette solution est unique.

Démonstration. On pose

€1 = c(lIflly-1 gy +lIgln-vio) +1Toll 3 o )

0Q

ol ¢ est la constante dans (1.2.8).
Soient (uq,p1,T7) et (uz,p2,T2) deux solutions du probléeme (1.2.2)—(1.2.3) avec uy
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dans WhH4 (Q)d satisfaisant (1.2.18).
On pose
u=w—u, p=pi—p2 et T=T—T,.

On procede en trois étapes :
1) Comme T dans Hg)(Q), on utilise la troisieme équation du probleme (1.2.2)—(1.2.3)
pour S égal a T on aura

ocJ (gradT;)(x). (grad T)(x)dx
Q

+JQ((u1 VT T(x)dx = (g, T)o, (1.2.19)
et
aJQ(grade)(x). (grad T)(x) dx
+JQ((u2 V)TY)(X) T(x) dx = (g, T)q. (1.2.20)
En soustrayant (1.2.19) de (1.2.20), on aura

ocJ (gradT)z(x)derJ (u; . V)Ti—(uy . V)T2) (x) T(x)dx = 0.
Q Q

Par conséquent,
) = = |_ (w1 VI = (2. V)T TR}
or d’apres (1.2.16), on aura
M) = = | (W 9)Ti= (2. VI T)0 T}

- _J (. V)T7)(x) T(x)dx,
Q

ce qui donne
2
(X|T|H1(Q) < HuHL4(Q)ngradT1HLZ(Q) HTHL“(QP

‘x’T|H1(Q) < Cl”u||L4(Q)d|T1|H1(Q),

aThya) < crezfulyy g)a (1.2.21)

ou ¢ est la constante d’injection de Hg)(Q) dans L*(Q).
2) Similairement, on déduit d’apres la premiere équation du probleme (1.2.2)—(1.2.3) que

JQV(TH(X)(gradu])(x) : (gradV)(x)dXJrL)((u] - Vug)(x).v(x)

—J (divv)(x) p1(x)dx = (f,v)q, (1.2.22)
Q
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et
L)\/(TZ)(X)(grad(u]—u)(x) . (gradv)(x)dx
+J (up—u).V)(uy—u)(x).v(x)dx
Q

—j (div) () p2(x) dx = (f,v). (12.23)
Q

En prenant v égal a u et en soustrayant (1.2.22) de (1.2.23), on obtient pour tout u dans
V(Q),

L)v(ﬂ)(x)(gradu])(x) : (gradu)(x)dx
—JQV(TZ)(x)(graduﬂ(x) : (gradu)(x)dx
+J V(Tz)(x)(gradu)z(x)derJ ((u.V)uy)(x).u(x)dx =0,
Q Q
donc,
J V(Tz)(x)(gradu)z(x)dx:—J (u.Vug)(x).u(x)dx
Q Q
—L(V(T])—V(Tz))(X)(gradm)(X) : (gradu)(x)dx,
en utilisant I’inégalité de Holder, on aura
vilul?, Qe Se1e2 ul?, (a tY el g g Thira) uha g)a,
1,1

ou c3 est la constante d’injection de Hg)(Q) dans L9 (Q), avec atF= %

[l ye < vy (erezlulygya+ v eslu hwragayd Tt )

d’apres (1.2.21), on aura
]u!Hl (Q)d < Cz\/?] (1 +v*es 06_1 [uy |W]’q(Q)d ) !u!H1 (Q)d-

en choisissant
Cy = czvf] et c,=cicy vf‘ c3o
tel que

Cq Cz\/f](1+v*c§oc_1 [uy | <1.

wha(Q)? )
Nous déduisons que u est nul et d’apres (1.2.21) on aura aussi que T est nul.
3) Finalement, on a pour tout v dans H(])(Q)d,

JQV(T1)(x)(gradu1)(x) : (gradv)(x)dx

+J ((wy .V)uﬂ(x).v(x)dx—J (divv)(x) p1(x)dx = (f,v)q,
Q Q
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et
JQV(TZ)(X)(graduz)(x) : (gradv)(x)dx
+J ((uz.V)uz)(x).v(x)dx—J (divv) (x) p2(x)dx = (f,v)q.
Q Q

Comme la vitesse w1 est égale a u; et la température Ty est égale a Ty, la pression p vérifie

alors

—J (divv)(x)p(x)dx =0, Vve Hg(Q)d.
Q

Et de (1.2.5), nous déduisons qu’elle est nulle. Nous prouvons ainsi I’unicité de la solu-
tion (u,p,T).

1.2.3 Régularité de la solution

Pour prouver la régularité sur la vitesse et la pression, nous réferons a Meyers [30]
et a Bernardi, Chacén Rebollo, Hecht et Lawandowski [7, Prop. 3.3]. La régularité sur la
température est déduite des propriétés de 1I’opérateur de Laplace, nous réferons a Grisvard
[25, Thm 4.3.2.4] et Dauge ([19, Thm 2] et [20, Cor.3.10]).

Proposition 1.2.4
Il existe un nombre réel qp > 2 dépendant de la géométrie de Q et de rationnel v, /v
et un nombre réel q; > 1 qui dépend uniquement de la géométrie de Q) tels que, pour
tout q, 2< q<qp, etq, 1 <qg <q, et pour toutes données (f,g) dans 1’espace
/ .
W_]’q(Q)d xLY(Q)etTy € w2 and (0Q)), toute solution (u,p, T) du probleme (1.4)-
(1.5) appartient a W"q(Q)d x L9(Q) x W24 (Q). De plus, q7 est > % dans le domaine
général Q et > 2 quand Q est convexe.



Chapitre 2

Discrétisation spectrale des €équations de
Navier-Stokes/chaleur stationnaires

2.1 Introduction

Notre but est de proposer une discrétisation du systeme (1.1.2) qui soit optimale. Nous
nous intéressons donc a I’étude de la discrétisation spectrale des équations présentées dans
le chapitre 1. Le domaine Q est le carré ou le cube Q =] —1,1 [d, d=2ou3.

Nous commengons par écrire le probleme discret. Nous prouvons qu’il admet une solu-
tion localement unique. Puis, nous établissons des estimations a priori entre les solutions
de problemes continu et discret. Enfin, nous présentons les outils nécessaire a 1’implé-
mentation de la méthode de discrétisation et quelques résultats numériques.

Avant d’écrire notre probleme discret, nous rappelons les principaux éléments intervenant
dans la discréisation spectrale : les polyndomes orthogonaux, les formules de quadratures
et les produits scalaires discrets sur A =] — 1, 1[ puis sur le carré Q =] —1,1[x] —1,1[.

2.2  QOutils de la discrétisation

Le parametre de discrétisation est un entier N > 2, et ¢ désigne une constante positive,
pouvant varier d’une ligne a I’autre mais toujours indépendante de N.

Les méthodes spectrales utilisent I’approximation par les polyndomes de haut degré.
Nous définissons tout d’abord les espaces discrets correspondants. Une grande partie de
I’analyse numérique de ces méthodes fait appel a une base de polyndomes orthogonaux
dont nous rappelons les principales propriétés. Nous décrivons les formules de quadra-
tures qui sont employées pour évaluer les intégrales intervenant dans la formulation va-
riationnelle. Nous réferons a Bernardi, Maday et Rapetti [11, Chapitre II] pour plus de
détails sur la méthode spectrale.

2.2.1 Espaces discrets

On définit les espaces de polyndmes, tout d’abord en dimension d = 1, puis dans des
domaines de dimension d > 2 qui sont produits d’intervalles dont le but est d’utiliser des
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bases tensorisées de polyndmes.

Notation 2.2.1

Pour tout entier n > 0, on définit P, comme 1’espace des polyndmes sur R a valeurs
dans R de degré < n. Pour tout intervalle ouvert borné A de R, on note P,,(A) ’espace
des restrictions a A des fonctions de 1’ensemble P,,. Lorsque /A est un intervalle ]a, b[, on
utilise également la notation P, (a,b) pour P (Ja,b[).

Notation 2.2.2
Pour tout entier n > 1 et tout intervalle ouvert borné A de R, on note ]P?L(/\) I’espace
des polyndmes de P, (A) qui s’annulent aux deux extrémités de A.

L’introduction de ce dernier espace est bien sir lié au fait que 1’on veut tenir compte
des conditions aux limites essentielles dans les problemes que I’on va discrétiser. En
dimension > 2, on travaille dans des domaines () dits tensorisés, c’est-a-dire du type
Aj X ... X Aq, ou les A; sont des intervalles de R.

Notation 2.2.3

Pour tout entier n > 0 et pour tout domaine Q de RY égal au produit A7 x ... x Ag
d’intervalles ouverts de R, on note P, (Q)) ’espace des restrictions a QO des polyndmes a
valeurs dans R et de degré < n par rapport a chaque variable x;, 1 <1< d.

On en déduit la propriété de tensorisation suivante, qui est a la base de 1’analyse numé-
rique et de la mise en ceuvre des méthodes spectrales.

Proposition 2.2.1

Soit Q4 le produit Aj X ... X Aq d’intervalles ouverts de R et Q41 le produit de
A1 X ... x Ag_1. Pour tout entier n > 0 et toute base {@;0 < m < n} de P(Aq), un
polynéme p appartient a P, (QQ4) si et seulement s’il s’écrit

P(X1yeyXa) = ) Gm(X1y ey Xa1)@m(xa), (22.1)

m=0
ou les qm,0 < m < n, appartiennent a P (Qq_1).

Considérons pour simplifier le cas ot Q est égal 2 A% pour un intervalle ouvert A de
R. La proposition 2.2.1 est alors équivalente au résultat suivant : pour tout n > 0O et toute
base {m;0 < m < n}dePy(A), les polyndémes @1 ® ... ® @mq définis par

(@m; @ e @ @my) (X150 Xa) = @my (X1) . @mg (xa),

forment lorsque chaque m; décrit les entiers de 0 a n, une base de P, (Q).

Finalement, pour traiter les problemes avec conditions aux limites essentielles, on in-
troduit les espaces suivants.
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Notation 2.2.4

Pour tout entier n > 1 et pour tout ouvert QO de R égal au produit A7 X ... x Ag
d’intervalles ouverts bornés de R, on note P2 (Q) I’espace des polynomes de P, (Q) qui
s’annulent sur 0Q).

Le fait que Q) soit un ouvert tensorisé (c’est-a-dire un produit de d intervalles) mene
alors a I’analogue de la Proposition 2.2.1 (on rappelle que, lorsque () n’est pas tensorisé,
P2 (Q) peut étre réduit a {0}; c’est le cas en particulier lorsque dQ n’est une surface
algébrique).

Proposition 2.2.2

Soit Q4 le produit Aj X ... X Agq d’intervalles ouverts de R et (41 le produit de
A1 X ... x Aq_1. Pour tout entier n > 1 et toute base {Pm; 1 <m<n—1}de P, (Aq), un
polyndme p appartient a PO (Q4) si et seulement s’il s’ écrit

n—1

p(X],...,Xd) = Z qm(X1,...,Xd_1 )wm(xd)) (2.2.2)

m=1
oules qm,1 < m < n—1,appartiennent a P, (Qq_1).

La aussi, lorsque Q est égal a A9 pour un intervalle ouvert A de R, pour tout entier
n > 0 et toute base {Py;1 < m < n—1} de PA(A), les polyndmes Py @ oo @ Py
définis par
(Wm; @ e @Wmyg ) (X1yeeyXd) = Wiy (X1) e bmg (Xa)s

forment lorsque chaque m; décrit les entiers de 1 a n— 1, une base de ]P’?l(Q).

2.2.2 Polynomes orthogonaux dans L2(A)

Pour tout entier n > 0, nous définissons [P, comme I’espace des polynomes sur R a
valeurs dans R de degré < n. Pour tout intervalle ouvert borné de R, nous notons P, (A)
I’espace des restrictions a /A des fonctions de I’espace Pr,.

Les polyndmes de Legendre forment une famille de polyndomes deux a deux orthogo-
naux dans I’espace L?(A). Chaque polyndme L, est de degré n et vérifie L (1) = 1. Pour
tout entier positif n, les zéros de polyndome L, sont réels, distincts et strictement compris
entre —1 et 1.

Nous rappelons les propriétés essentielles pour la discrétisation.
1. Tout polyndme L,, satisfait I’équation différentielle qui est a la base des techniques de
discrétisation spectrale :

(1=&)A+ELLE)) +nm+1La(E) =0, n>0. (2.2.3)

2. Nous avons 1’équation intégrale :

/

2n+1)ly=L,,;—L, 5, n>1.
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3. Le polyndéme L, vérifie :

2
2n+1°

1
alfagn = | Lh(0)E =

4. Enfin, la formule de récurrence permet de calculer les polyndmes (L ),

{ LO:1> L1(Ev):£)
(n+1)Lat1(8) = (2n+1)ELn (&) — Ly (€).

Il est bien connu que les nceuds et les extremas des polyndmes de Legendre servent a
la construction de formules de quadrature numériques de grande précision, c’est-a-dire
exactes sur un espace de polynomes de degré élevé.

2.2.3 Formule de Gauss-Lobatto

La formule de quadrature la plus naturelle dans le contexte polynomial est la for-
mule de Gauss-Lobatto associée a la mesure de Lebesgue. Cette derniere tient compte
des conditions aux bords et contribue, avec la base choisie, a avoir des matrices de masse
diagonales. Nous réferons a Crouzeix et Mignot [18] et a Davis et Rabinowitz [21] pour
I’analyse numérique complete de la formule de Gauss-Lobatto.

Dans la section qui suit, nous rappelons quelques propriétés de la formule de Gauss-
Lobatto pour approcher les intégrales sur /A, qui sont utiles pour la suite.

Définition 2.2.1

Soit N un entier positif fixé. Nous posons &y = —1 et &y = 1. 11 existe un unique
ensemble de (N —1) nceuds &; de A, 1 <j < N—T, et un unique ensemble de N + 1 réels
pj, 0 <j < N, tels que 1’égalité suivante ait lieu pour tout polynéme @ de Pyn_1(A),

N

1
YO € Py (A), J1®(a)da=Z®(aj)pj. (2.2.4)

j=0

Les nceuds &;, 1 <j < N —1, sont les zéros de L{\J et les poids p; sont données par la
formule 5

N(N+1)LZ (&)’

P; = 0<j<N. (2.2.5)

Un algorithme efficace pour calculer les nceuds et les poids est donnée dans [11, Chap. I,
Section 1.4].

Nous introduisons aussi le produit discret
N
(@, 0In=)_ @(&) () pj.
j=0

Nous rappelons le résultat important de comparaison, qui est donné dans le lemme suivant.
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Lemme 2.2.1
Tout polynéme @ de PN (A) vérifie les inégalités suivantes :

lonlIf2p) < (Ony@NIN < 3lonlE2n, (2.2.6)
D’apres (2.2.6), le produit (.,.)N est un produit scalaire sur Py (A).

Démonstration. En effet, nous écrivons le polyndéme @y sous la forme

N
PN = Z (anTU
n=0

de sorte que nous avons

2 A ny2 1
||@N||L2(A)—T§)((P ) n+%-
En utilisant la propriété d’exactitude (2.2.4), nous avons aussi
N N
> (M (&)pj = +(eM)? > LR(E)p
j=0 j=0

De I’égalité (2.2.5) et de la Section 2.2.1

N

1
> LR(E) = 2+ DInlEz ),
j=0

nous déduisons les inégalités

N
2 2
HLNHLZ ZL (&)py < 3HLNHL2(A)>

j=0

d’ou les inégalités sur le polyndome 1.

2.3 Approximation polynomiale

2.3.1 Dans un intervalle A

Nous commengons par introduire 1’opérateur de projection orthogonale 7ty de 1’es-
pace L2(A) dans I’espace de polyndme Pn(A). Cet opérateur est donnée par :

N
Yo eLX(A), o=} ¢"Ln,
n=0
avec

n

1
¢ L J RICINGLTS

Tl -

Pour cette approximation, nous rappelons le lemme suivant, voir Bernardi, Maday et Ra-
petti [11, Chap. I, Section 1.4].



2.3. Approximation polynomiale 37

Lemme 2.3.1
Pour tout s > 0, il existe une constante positive ¢ telle que pour tout @ € H¥(A),

o —mtnell2(a) S N[l @]ls(a)-

2.3.2 Dans un carré

Nous passons maintenant, a I’approximation sur le carré ou le cube Q =] —1,1[¢,d =
2 ou 3. Les nceuds d’approximation sont définis par tensorisation : nous commengons par
exemple a traiter la variabe y comme un parametre fixe et nous opérons en X, puis nous
opérons en Yy, a partir d’une formule de quadrature sur A, ¢’est-a-dire que leurs coordon-
nées appartiennent a I’ensemble des noeuds de cette formule. Ceci permet de déduire les
propriétés des opérateurs d’approximations en dimension 2 de ceux en dimension 1. Nous
définissons maintenant I’opérateur de projection TTy de L%(Q) sur PN (Q). Cet opérateur
est construit par tensorisation. Dans ce qui suit, en dimension d = 2, le symbole () oy (V)
apres un opérateur monodimentionnel indiquera que nous faisons agir cet opérateur sur la
variable x ou y, respectivement. Alors

[LIN :7'[][\),()07'[](3).

Dans le théoreme ci-dessous nous nous intéressons aux propriétés d’approximation de
I’opérateur TTy.

Théoreme 2.3.1
Pour tout s > 0, il existe une constante ¢ positive ne dépendant que de s telle que,
pour toute fonction ¢ de H*(Q), nous avons

‘|(p—nN(P|’L2[Q) <CN73H(P||HS(Q). (2.3.1)

Soit aussi IT), 1’opérateur de projection orthogonale de H'(Q) sur Py (Q). Cette dé-
finition de ﬂ11\1 s’écrit de la fagon équivalente suivante : pour toute fonction ¢ de H'(Q),
lﬂ\, @ appartient a PN (Q) et vérifie
Vwn € Pn(Q)y

JQ(grad (0 —TTL @) (x).(gradwy ) (x)dx + JQ(@ TTL) ()W (x)dx = .
Comme précédemment, dans le théoreme qui suit nous nous intéressons a I’approximation
de fonctions de H'(Q) par des polynomes de I’espace Py (Q).

Théoréme 2.3.2

Pour tout entier s > 1, il existe une constante c positive ne dépendant que de s telle
que, pour toute fonction ¢ de H*(Q), nous avons

o —TIN @l () < N[ ]ls () (2.3.2)

Nous réferons a Bernardi, Maday et Rapetti [11, Chap. III, section 2], pour les démons-
trations.

On note TTL® I"opérateur de projection orthogonale de Hé(Q) sur P{,(Q) pour le
produit scalaire associé 4 la norme de |.|;j1(q)-
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Théoreme 2.3.3
Pour tout entier s > 1, il existe une constante ¢ positive ne dépendant que de s telle
que, pour toute fonction ¢ de HS(Q)N H(])(Q.), on ait
o =TT @l ) < N[0l (- (23.3)

Nous réferons aussi a Bernardi, Maday et Rapetti [11, Chap. III, section 2], pour les dé-
monstrations.

Nous introduisons le maillage et le produit scalaire sur le domaine Q = [—1,1]4,d =2
ou 3, obtenus par tensorisation a partir de la formule de quadrature (2.2.4) sur A. Nous
définissons ainsi la grille de Gauss-Lobatto =y par

{XZ(EME.])» Ogla]gN} sid=2,

{x=(&,&,&); 0<i,j,k<N} sid=3.
La formule de quadrature sur le carré () s’écrit

N N

VO EPN(Q), | OXdx=3 Y Ol p. 234)

i=0 j=0

Nous introduisons donc une approximation du produit scalaire discret de L2(Q). Nous
définissons la forme bilinéaire (.,.)N sur les fonctions continues sur Q par

(N N
D D ul&i &) V(&L &) pipj sid=2,
=0 j=0
(U.,V)N =
N N N
ZZ Zu(ai,éj, &) v(&iy &, Ex) pipjpx sid =3.
=0 j—0 k=0

ol les nceuds &; et les poids p; sont introduits dans la Définition 2.2.1.

Une des conséquences de la propriété d’exactitude de la formule de Gauss-Lobatto
est que la forme (.,.) coincide avec le produit scalaire de L2(Q) lorsqu’elle est appliquée
a des fonctions u et v telles que le produit wv appartienne a Pn_1(Q). En outre, nous
déduisons de I’'inégalité (2.2.6) que I’application :

—_

v (vv)

est une norme sur P\ (Q), équivalente a la norme ||.[| 2. avec des constantes d’équiva-
lence indépendantes de N.

Le produit discret (.,.)n est le produit scalaire associé a cette norme sur Py (Q) x PN (Q).
Nous utilisons également la notation (.,.)N pour le méme produit appliqué a des champs
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de vecteurs : pour toutes fonctions v = (v1,...,vmm) et U = (uq,...,Um) continues de Q
dans R™,
m
(U,V)N = Z(upavp)N>
p=1

d’ou d’apres (2.2.6), nous avons pour tout @y € Pn(Q)™,

||(pN||%2(Q_)m g ((pN)(pN)N < 3dH(pN||%2(Q)m- (235)

2.4 Interpolation polynomiale

Nous introduisons maintenant I’opérateur d’interpolation aux points de Gauss-Lobatto.
Son analyse figure dans [28] .

2.4.1 Dans un intervalle

Nous notons iyn I’opérateur d’interpolation aux nceuds (Ej)jzow)N : pour toute fonc-
tion @ continue sur A, in @ appartient a PN (A) et vérifie

(ine) (&) =o(&), O0<j<N.

Théoreme 2.4.1
Pour tout entier s > 1, il existe ¢ > 0 ne dépendant que de s telle que pour tout ¢ €
H* (A,
@ —inellz(a) < NP @ls(a)- (2.4.1)

Pour plus de détails, voir Bernardi, Maday et Rapetti [11, Chap. IV, Section 1].

2.4.2 Dans un carré

Par tensorisation, nous introduisons 1’opérateur d’interpolation Iy sur la grille =y :
pour toute fonction ¢ continue sur Q, Iy appartient a PN (Q) et vérifie

(INe)(x) = @(x), x € EN. (2.4.2)

Nous rappelons un résultat qui nous sera util dans la suite, nous réferons a Bernardi et
Maday [9, Rem. 13.5],

My d

Nous rappelons le théoreme suivant, voir Bernardi, Maday et Rapetti [11, Chap. 1V,
Section 2], pour la démonstration.

Théoreme 2.4.2
Pour tout s, s > 2, il existe ¢ > 0 ne dépendant que de s telle que, pour tout @ € H*(Q),
on ait

o —IN®ll120) < ENT?|[@][hs(q)- (2.4.4)
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Nous rappelons aussi le théoreme suivant, voir [9, Chap III, Thm 14.2], pour la dé-
monstration.

Théoreme 2.4.3
Pour tout r et s satisfaisant s > 1+ @ et 0 < r <1, il existe une constante
positive ¢ qui dépend uniquement de s telle que, pour toute fonction v de H* (Q)d, on ait

||V—INV||HT(Q)d < ch’s||v||Hs(Q)a. (2.4.5)

Soit 5,1 <j < 2d, les cotés (d = 2) ou faces (d = 3) du domaine 0. Comme les traces
sur chaque T de polyndmes dans Pn(Q)) appartiennent a PN (T5), nous devons, pour dis-
crétiser la condition aux limites, introduire une approximation de Ty, dans I’espace

XN ={on € €°(00); oniry € P (1), 1 <j < 2d}.

Comme précédemment nous définissons aussi I’opérateur i%Q d’interpolation de Lagrange
aux points de =y ﬂFj : pour toute fonction ¢ continu sur 00, i]a\JQ appartient a X%Q et
vérifie

(1) (x) = o(x),x € =y NT;, 1< < 2d. (2.4.6)

2.5 Le probleme discret

Comme il a été déja dit dans I’introduction, pour la discrétisation on utilise la mé-
thode PN — Pn_2. Comme son nom indique, cette méthode consiste a chercher la vitesse
dans l’espage des polynomes IP’ON.(Q)d et la prs:ssion dans PN_Z(Q) ce qu1 permet, entre
autres, d’éviter les modes parasites. Pour écrire notre formulation variationnelle, nous
commengcons par introduire les espaces discrets suivants

Xn =P Q)4 My =Pn_2(Q)NLE(Q), YN =Pn(Q) et Y = Yy NH(Q).

ou IP’ON (Q) est I’espace des polyndémes de Pn(Q) qui s’annulent sur 0Q).

Nous supposons que les données f, g sont continues sur Q et T, continue sur 0Q.
Le probleme discret est construit a partir de la formulation variationnelle continue par la
méthode de Galerkin avec intégration numérique. Le probleme discret s’écrit alors
Trouver (un,pn, In) € Xn X My x Yy tel que :

Tn=10T,  sur0Q, (2.5.1)
et tel que,
vun €Xn,  (v(Tn)graduy,gradvy ), + ((un . Vun, vn)
— (diven, pn)y = (FUNINS
Van € My, —(diqu, qN)N = 0, (2.5.2)
VSn € YY,, «(grad Ty, gradSn) + ((un . V)Tn, Sn)y = (9,SN)N-

L’existence d’une solution (uy, Ty ) du probleme discret (2.5.1)—(2.5.2) peut étre ob-
tenue par les mémes arguments que dans le premier chapitre, mais nous préfeérons suivre
I’approche de Brezzi, Rappaz et Raviart [13] pour obtenir directement des résultats plus
précis.
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2.6 Estimation de ’erreur

Nous allons maintenant prouver une estimation d’erreur entre les solutions des pro-
blemes (2.5.1)—(2.5.2) et (1.2.2)—(1.2.3). La preuve de ce résultat se base sur le théoréeme
dt a Brezzi, Rappaz et Raviart [13]. On écrit ces deux problemes d’une autre maniere pour
se servir des résultats montrés pour les équations de Stokes. Pour cela, pour toute fonction
0 sur Q, on introduit I’opérateur de Stokes S(0) et S(0) définis par :

Pour toute fonction F dans 1’espace H™! (Q)d, S(0)F est égal a la solution u et S (0)F est
égal a la solution p ol u et p sont choisies telles que (u,p) soit solution du probleme de
Stokes

([ —div(v(6)Vu)+gradp =F dans Q,
divu =0 dans Q, 2.6.1)
u=2~0 sur 0Q).

\
On introduit aussi I’opérateur de Laplace inverse £ défini par : pour toutes donnés (G, Ty)
dans H-1(Q) x H2 (0Q)), L(G,Ty) désigne la solution T du ce probleme

—axAT=G dans Q,

T=T sur 0Q). (2.62)

En posant U = (#) , le probleme (1.2.2)—(1.2.3) est donc équivalent au probleme sui-

vant :
Trouver (u,T) € Hg)(Q) x H'(Q) tel que

F(U)=U+ (S(OT) 2) G(U) =0, (2.6.3)

(u.Viu—f
avec G(Uu) = (((u .V)T—g, Tb)) .

Similairement, on introduit 1’opérateur de Stokes discret Sn(0) et SN (0) définis par :

pour toute donnée F dans 1’espace H™! (Q)d, SN (O)F est égal a la solution uy et .% (0)F
est égal a la solution py ol Uy et pyn sont choisies telles que (un,pn) dans Xy x My
soit la solution du probleme de Stokes suivant :

Trouver (un,pn) € Xn x Yy tel que

YN € XN, ( VuN,VvN) (diV\)N,pN)N = <F,VN>Q,
VqN € My, (dlqu, qN) =0. (2.6.4)

On note finalement Ly 1’opérateur défini par

In: HT(Q)xHI(Q) — Yy
(G, Tp) — TN
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ol la solution Ty satisfait

Ty =100T,  surdQ,
VSN €YY, o (gradTy, gradSy), = (G,SN)a. (2.6.5)

En notant Uy = (EFN
N

équivalente comme suit :

) , le probleme discret (2.5.1)—(2.5.2) peut étre écrit d’une manicre

Trouver (un, Tn) € Xn x Yy tel que

Autt) =ty (NI 2 Gy =o, 2.66)
(G

Les deux composantes Gn1 et G2 sont définies dans I’espace dual de Xy et YON, respec-
tivement, par

YN € XN, JQ Gni(x) . vn(x)dx = ((un . Vun —f,vn)
VSN € YON, JQ gNz(X).SN(X)dX: ((uN . V)TN —g,SN)N.

En vue de montrer quelques propriétés sur 1’opérateur de Stokes, pour simplifier
I’étude, pour toute fonction 6 sur () on pose :

ag(u,v) :JQV(G)(gradu)(x) . (gradv)(x)dx,

et

b(v,q) = —Jﬂ(divv)(x) 4(x) dx.

On aura les deux problees suivants, le probleme (2.6.1) s’écrit

Trouver (u,p) € H(])(Q)d X L(Z)(Q) tel que

d

Vv e H(])(Q) ) ae(uﬂ’) +b(vap) = <F>v>Q)
(2.6.7)

quLé(Q)a b(uaq):())

et le probleme (2.6.4) s’écrit
Trouver (un,pn) € Xn x My tel que
Yun € XN, aen(un,VN) O (VN PN) = (Fvn) o,

(2.6.8)

Van € Pn-2(Q), bn(un,qn) =0.
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Ou les formes agn(.,.) et by (.,.) sont données par :

agn (un, vN) = (v(0)graduy, grad vy )y,

by (vN, N ) = —(divvn, gn)N-

Les propriétés de la forme agn(.,.) sont établies dans la proposition suivante.

Proposition 2.6.1
La forme agn(.,.) satisfait les propriétés de continuité :

Yun € Xn, Vo € XN,y agn (un, VN ) < C'VZHUNHHI(Q)dHVN||H1(Q)d, (2.6.9)

et d’ellipticité
Vun € Xy aon (un, un) = evilfunllf g)a- (2.6.10)

Les propriétés sur la forme by (.,.) sont prouvées dans la proposition qui suit :

Proposition 2.6.2
La forme by (.,.) satisfait la propriété de continuité :

Yun € Xn, Van € M, ba(un, gn) < cffunlliqyallantiizq)s

et la condition inf-sup : il existe une constante 3 > 0 telle que,

b
Van €My,  sup N(un, gn)

> BN qn ]2 (0)- (2.6.11)
vnEXN HVN HH1 (Q_)d

Nous réferons a Bernardi et Maday, voir [9, Chap.V, Thm 25.7] pour la démonstration
de la condition inf-sup.

2.6.1 Estimation a priori de I’erreur pour le probleme de Stokes

Estimation d’erreur sur la vitesse

On se propose dans cette partie d’estimer 1’erreur commise entre la solution (u,p) du
probleme (2.6.7) et (un,pn) du probleme (2.6.8).

Afin de montrer le théoréme suivant, on a besoin de définir I’espace discret suivant
Hy = {vn € X Yan € Py 2(0Q), bu(vn, an) =0}
Théoréeme 2.6.1
On suppose que la solution (u,p) du probléme (2.6.7) appartienta H*(Q) x HS~1(Q)

pour un entier s > 1. Alors, pour le probleme discret (2.6.8), on a la majoration d’erreur

lu—unllypr g2 <€ (N (Ilullys gy +IPls1()- (2.6.12)
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Démonstration. Grace a Iellipticité de la forme agn(.,.) on a, pour tout v dans Xn_1N
HN>

un =N, o < cagn (UN — VN, UN —VN)
H(

Q)¢
= C<<F>UN —VN)o — agN (VN UN —VN)>
On utilise alors (2.6.7)

lun —wnlIZ -0 < e ag(uyun —vN) +b(un —vN,p) — (Fun —vn)a
H1(Q)

—ag(VN,UN —VN) + ag(VN,UN —VN)

+ (F,un —VN)Q — aen (VN UN —VN)>

lun — VN ||}211 (@) S C<ae(U—VN>uN —wN) + (ag —aen) (VN uN —VN) +bun _VN>P)>
On introduit un polynéme quelconque qyn de Pn_»(Q)), on obtient

lun —vn 2, o0 < o ap(u—vn, un —VN) + (g — agn) (VN Un —VN)
H!(Q)

b (un —VyP = )+ (b= b ) (un = v, ) )

D’apres la formule (2.3.4), les deux formes bilinéaires b(.,.) et by (.,.) coincident, on en
déduit,

. (ag —agn) (VNy,WN)
uyN—v <c( inf u—vN a+ su
H N NHH1(Q)d S v EHN XN ] {H HH1(Q) wNelgiN HWNHH](Q]d

inf - )
+  in (Q)HP anll2iq)

qNEPN -2

Pour estimer le second terme on choisit v comme une fonction de Xy_7 a divergence
nulle, de sorte que la propriété d’exactitude de la formule de quadrature (2.3.4) implique

Vwn € XN,  apn(VN,WN) = ag(Vn, WN).

Pour estimer le troisieme terme on choisit qn = IMy_2p ol TTy_2 est ’opérateur de pro-
jection orthogonale de L2(Q) sur Pn_2(Q).
Grace a I’'inégalité triangulaire, on conclut que

“u_uNHH](Q_]d sc <VN€Hi]\rllf£XN1 ||U—VN||H1(Q)d + Hp_anZ‘p“LZ(Q))‘

Pour estimer les deux quantités suivantes

vNeHglrﬁqu u=vN e et P =TIn2plli2(q)
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Pour estimer le premier terme, comme c’est un travail déja fait dans Bernardi et Maday
[9, Chap.V, Thm 24.3 ] on rappelle directement le résultat suivant :
Pour un entier s > 1, il existe une constante c positive telle que pour toute fonction u de

Hs(Q)4NHL Q)Y on ait

i 1—s
JR— <
VNeHLnrﬁqu =Nl e S ENT Ul gy (2.6.13)

Pour estimer le deuxieme terme, il suffit d’utiliser (2.3.1). En combinant tous les résultats
trouvés, on déduit le résultat désiré.

2.6.2 Estimation a priori de ’erreur pour le probleme de Laplace

Estimation d’erreur sur la température

On se propose dans cette partie d’estimer 1’erreur commise entre la solution T du
probleme (2.6.2) et Ty du probleme (2.6.5).

Théoreme 2.6.2
On suppose que la solution T du probleme (2.6.2) appartient a H*(Q) et la donnée

Tp a Hs_%(aQ), pour un entier s > 1. Alors, pour le probleme discret (2.6.5), on a la
majoration d’erreur

1—
[T =Nt ) SeNT* ([ Tl[us o) + HTbHHs_%(aQ))- (2.6.14)

Il résulte alors des Théoremes 2.6.1 et 2.6.2 les propriétés suivantes sur I’opérateur de
Stokes discret Sy .

Lemme 2.6.1

(i) L opérateur Sy satisfait la propriété de stabilité, pour toute donnée F dans H~'(Q)¢ :

ISN(O)F Il 41 )0 < el[Flli-1(q)as (2.6.15)

(ii) L’estimation d’erreur suivante est vérifiée pour toute donnée F telle que S(0)F dans
HS(Q)d et S(0)F est dans HS1(Q), s > 1

1(5(8) = SN (0))Fll 1 gy < € N> (IS (O)F s )0 + IS (O)Fll o1 a)-
(2.6.16)

e Sur ’opérateur de Laplace discret Ly :
Lemme 2.6.2

(i) Pour tout G dans H™'(Q), I’opérateur Ly satisfait la propriété de stabilité :
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(i1) Si de plus LG appartient a HS(Q)d,s > 1et Ty a H°(0Q) pour un entier o, 0 >

dT’], on a I’estimation d’erreur suivante :

_ 1
||(L_LN)(G»Tb)“H1(Q)<C<N] *[[LG|ls () + N2 UHTb”HU(aQ))- (2.6.18)

Lemme 2.6.3
On note que ces propriétés donne le résultat de convergence suivant, pour tout F dans

H (Q)d et pour tout G dans H~'(Q),
lim \|(5(9)—5N(e))F\|H1(Q)d:o, lim [|(£L—£LN)(G,0)|l1(q) =0.(2.6.19)

N—+o00 N—+00

La formulation (2.6.3) permet d’étudier les problemes (1.2.2)—(1.2.3) et (2.5.1)—(2.5.2)
en utilisant le théoreme des fonctions implicites discrets (F. Brezzi, J. Rappaz et P.-A. Ra-
viart [13]), que 1’on rappelle :

Théoreme 2.6.3

Soit X un espace de Banach de norme ||.||x. A toute valeur d’un paramétre h, on
associe une application Fy, de classe €' de X dans lui méme et on se donne un point uy
de X tel que DFy, (1)) soit un isomorphisme de X dans lui-méme. On introduit aussi les
quantités

Mh = [[Fr(up) [[x,
Yh = [[(DFa (i) L0,
Ln (o) = sup{||(DFp(w) — DFn(up)) "l ox; W € Xet [w—ufi|x < ok
Siona

2ynLn(2ynmn) < T,

pour tout & > 2ypnp tel que yr Ly () soit < 1, il existe une unique solution uy, de I’équa-
tion Fy, (uy,) = O vérifiant
[[un —up[Ix < .

De plus, on a I’estimation

Yh
[up —ug[x < ) [[Fr (i) [|x-

T—vynln(

Compte-tenu des lemmes qui suivent, nous sommes amenés a faire des hypotheses sur
la solution (u,p,T) du probleme (1.2.2)—(1.2.3). A partir de maintenant on désigne par
XN (Q) le produit de Xy x Yy et par X(Q) le produit de H(])(Q)d x H'(Q). On note £
I’espace des endomorphismes de X (Q).

Hypotheses 2.6.1 La solution (u,p,T) du probléme (1.2.2)—(1.2.3) satisfait :

(i) Le couple U = (u,T) est tel que I’application U — D F (U) est un isomorphisme
de X(Q) on D désigne I’opérateur différentiel.

(ii) La vitesse W appartient & H?(Q)4 et la température T appartient & H?(Q), pour
tout p > 1.
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Pour des raisons techniques, on introduit une approximation U}, = (ug, T) de U dans
XN X Y qui satisfait pour 0 < t < p,
[u—uR e ()a < eNTPufle(q)a,
IT—TR 1) < ENTPYTIhpr1(q)- (2.6.20)

Nous réferons a Bernardi, Maday et Rapetti, voir [11, Chap. III, Th. 2.4] pour I’existence
de (uy, TR )-

On commence par des résultats préliminaires qui sont utiles ultérieurement :

Lemme 2.6.4
On suppose que la donnée f appartienne a H“(Q)d, o> %, on a I’inégalité suivante

(G1(un) — Ggnr(un),vN)

=1 _
< (NI, g 0+ N B logaa) Il s 262D

)
avece
(G1(un),vn) = ((un . VIun —f,vn).

Démonstration. On a,

(G1(un) — Gnr(un)yvn) = ((un - Vun —f,vn) — ((un - Vun —f,vn)N(R2.6.22)

Soit N’ la partie entiére de N=T on introduit une approximation uy de uy dans Py (Q) d

Nous déduisons de la propriété d’exactitude de la formule de quadrature (2.3.4), que

((unr - Vun,vn) = ((une - V)un, ).
En insérant cette égalité dans (2.6.22), on obtient
(G1(un) — Gnr(un),vn) = ((un . VIun — (uns - V)uyy, v)
+ ((unr - VIuny — (un - VIun),vn)
— ((f,vn) — (InF, VNN (2.6.23)

e Pour estimer le premier terme, on a

((un . VIun — (unr . VIun,vn) = ((un—uns) . Vun, vN)
—+ ((UN/ . V)(uN —U,N/),VN), (2624)
par définition,

d

((un —un . V)un,vn) :J Z (uni —unr) (X) v (%) Vg (x) dx,

Qi5=1

en utilisant dans un premier temps 1’inégalité de Holder puis les injections de Sobolev
(voir [1]),
((uN —un/ . V)quvN) < ”uN _uN’HLE»(Q)d ||VN HL6(Q)d ||VuN HLZ(Q)d)
<

cllun —uN/|IH%(Q)d [\2NIE (Q)dluN’H] Q)%



2.6. Estimation de ’erreur 48

on conclut en appliquant la formule (2.6.20) pour t = % et p =1, on déduit que

—1
((un —uny - V)un,vn) < eNZ ]l (26.25)

_Q)d ||VN ||H1 (_Q_)d

Pour estimer le deuxiéme terme a droite dans (2.6.24), on a

d
(e V) o) = |3

o un (X)) V (ung —ung) (x) v (x) dx,

en utilisant I’inégalité de Holder
((unr . V)(un —unr)y N < el e IV un —une)lf 2 g2 VN T g0
en utilisant le fait que H' (Q) s’injecte dans L*(Q) et par une inégalité triangulaire, on a

(un/ - V)(un —unr),vN)

< C(HuN _uN’“H1 Q)4 +[Jun HH] (Q)d) Jun _uN’HH] (Q)deN ||I_4(Q)d’

((uns - V) (un —unr),vn)

2
<e(lun—un Py el gl =l g o ) N o

en appliquant la formule (2.6.20) pour t = % et p =1, on déduit que

3 2
((UN/ . V)(UN —UN/),VN) <cN72 HuN ”H1 (_O_)deN HH1 (Q)d (2626)
En insérant (2.6.25) et (2.6.26) dans (2.6.24), on obtient
;]
((un - VIun— (uns - V)un, ) SeNZJunlf g alvnl e 2627)

e De méme, le deuxieme terme dans (2.6.23) s’écrit

((uny - VIuny — (un - VIun, vn) = ((une —un) - Vuny, v
+((un - V)(unr—un)yvndn. (2.6.28)

Par définition on a,

d

auN/-
((unr—un) . Viun,wnn = ijZ] ((U-N/j—uNj)le,vNi)N»
d
auN/'
= Z ((UN’j_uNj)VNi)TjI)N-

ij=1
En utilisant la définition de I’opérateur d’interpolation Iy, voir (2.4.2)

d

((uny—un) . Vun,vnn = Z (IN((UN']' —UNj)VNL),
1=

auN 'i)
an N
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D’apres la formule (2.3.5), on obtient

d
auN/-
((unr—un) - Vun,wndn < e D (i —ung)vng) ez gayal ™ “lli2(q)e
j

L,j=1

En utilisant la propriété de stabilité de I’opérateur d’interpolation (2.4.3) pour M égal a
2N, on obtient

d

((unr—un) - VIuny NN < e D [lunsg —ungliago)alvnilliagaya unvil @)
Lj—1

En notant que H'(Q) s’injecte dans L*(Q) et par une inégalité triangulaire on aura,
d
((unr—un) - VIun, N <e Y (”uN’j —unjlhr@)alluni —unilliiq)a
i,j=1

gl g s = unillen e ) onl e

((un/—un) . VJunr, vnIN

2
el —unl?y sl e =l o) el

Q)

On conclut en appliquant la formule (2.6.20) pour t = % et p =1, on déduit que

5 2
((uny—un) . Vun, vn)n SN2 HuNHH1 (Q)dHVN”]—U(Q)d' (2.6.29)
Evaluons maintenant le deuxieme terme de (2.6.28), pour cela on a
((un . V)~ vy = 3 (o (i — un) v
N - N N/JyVNJN — & N]aXj N'i NiJy VNi N’
_ i (s - (s — )
— Z Nj VN1 an N/i Ni N
1,j=1
Par la définition de I’opérateur d’interpolation (2.4.2),
d d
((un - V) (un —un),vndn = ; (), 3= )
d

/N

0
> ||IN(uNjVNi)||L2(Q)d||$(uN'i—uNi)HL2(Q)da
1j—1 j

d
c( D lunjlliagayallvailliagaalluns — unill q)a),
ij=1

N

N

d
(D luns v o) alvnill )allunee —unill 3

£ (QJd)'
1,j=1
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On conclut en appliquant la formule (2.6.20) pour t = % et p =1, on déduit que

-1
((un . V) (un/ —un), va)n < eN 2 ||uN|yZH]( (2.6.30)

_O.)d ||VN HH] (Q)d‘
En insérant (2.6.29) et (2.6.30) dans (2.6.28), on obtient
-1
((uN’ . V)uN’ - (U,N . V)UN),VN)N <cN7z2 ||UN ||H1 (_Q)d ||VN ||H1 (Q)d° (2.6.31)
e Pour majorer le dernier terme dans (2.6.23), on a
(fon) = (Foni = | fxunix)dx— (o

= Jﬂ(f_ﬂN_]ﬂ (x). vn(x)dx — (F=TIn—1f, V)N

(f>vN) - (f,VN)N < (”f_ﬂN—lﬂh_Z(Q)d +3d||INf_ﬂN—1f||LZ(Q)d) ||VN ||I_2(Q)d

(f,VN) - (f,VN)N <c (Hf_ INf”I_Z(_Q)d + ”f—ﬂ]\]_] fHLZ(_Q]d) HvN ”H] (Q)d
En utilisant (2.3.1) et (2.4.5) on obtient :
(f)vN) - (favN )N < CN_UHfHHG(Q)d ||vN HH] (Q)d (2632)
11 suffit d’insérer (2.6.27), (2.6.31) et (2.6.32) dans (2.6.23) pour avoir I’inégalité souhai-

tée et achever la démonstration.

Lemme 2.6.5
I1 existe une constante ¢ > O telle que la propriété de continuité suivante soit vérifié
2
(G (), wn) < U2,y g a + IINFll g VN e (2633)

Démonstration. Par définition, on a

auN-
(unj 5

(Gn1(un)yvn) = —f,vNi) o

:I\/ID“

j

=

<
Il
=

auN'
((uvaNi) W;)N — (f)VNi)N>-

Il
:I\/]Q‘

J-.

<

I
=

Par définition de I’opérateur d’interpolation Iy

d
(Gni(un),vn) = Z((IN(uNjVNi),%)N—(INfNNi)N)-
j

L,j=1
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En utilisant la formule (2.3.5), on obtient

auNi

d
(Gnr(un),vN) < Z (HIN(uNjVNi)HLZ(Q)dH
1j—1

I

+ ||INf||L2(Q)d||VNi||L2(Q)d>’

En prenant M = 2N dans la formule (2.4.3), on déduit

d
(Gnr(un),vn) < ) (HuNj||L4(Q)dHvNiHL“(Q)dHuNiHH‘(Q]d
ij=1

+ ||INf||L2(Q)dHvNi”LZ(Q)d)'

Et par notant que H'(Q) s’injecte dans L*(Q), on trouve I’estimation déiré, ce qui tere-
mine la démonstration.

Lemme 2.6.6

On suppose que v est de classe € sur R, a dérivée borné. Soit (u,p, T) une solution
du probleme (1.2.2)—(1.2.3) vérifiant I’hypothese 2.6.1. 1l existe alors un entier Ny > 0
tel que pour tout N > Ny, I"opérateur D Fn (Ug;) est un isomorphisme de Xy x Y. De
plus, la norme de son inverse est bornée indépendamment de N.

Démonstration. (Partie 1) L’idée est de décomposer D #n (UY,) sous la forme suivante :

Do) =prw- (TN C ogu
) (5N(0Tm LON) (DG(U)~DG(UR)
(N2 ) g - D) - (PPN G g

(PR Q) g - grugn - (PR T (giug) - gl

En utilisant (i) de I’hypothese 2.6.1, on aura le résultat désiré si les six derniers termes
a droite tendent vers zéro quand N tend vers 4+-co dans la norme de I’espace E.
i) Soit Wy = (Wn, Rn) un élément de la sphére unité de Xy, on voit que :

[ (uw.VIwn+(wn . Vu
DGU).- Wi = (((u (VIR (W VT 0)) :

Ainsi, quand Wy parcourt la sphére unité de Xy, 1’injection compacte de H'(Q) dans
L9(Q), quand q < oo en dimension d =2 et g < 6 en dimension d = 3, combiné avec la
régularité de u, donne que le terme (u. V)wy + (wn . Viuet (u. V)Ry+ (wn . V)T
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. N _ d _ .
appartient a un sous-ensemble compact de H 1 (Q) etH 1 (Q) respectivement. En com-
binant tout cela avec (2.6.19), on obtient

H (S(T)—SN(T;Q) 0

N L_LN) DG(W| =o. (2.6.34)

E

lim
N—+o0o

i1) Par la définition de D G,
o (u—ug) .V)wn+ (wn . V) (u—ug),
(DG(U)=DGUY)- W = ((((u—ug) VIRt (wy V)(T—Tf\jlio)) '

En appliquant (2.6.20) pour t < p tel que H'(Q) s’injecte dans L"(Q), avec T > 2 en
dimension d = 2 et r = 3 en dimension d = 3 combiné avec (2.6.15) et (2.6.17), donne

=0. (2.6.35)
v3

im | (V2 ) g -pgu)

N—+o0 LN

ii1) Par la définiton de D G et D g,

(DG(UR)—DGn(UYR),vN) - Wi
(g VIwn A+ (W VIR, vn) = (U - V)W (W VIug, v
T (g IR+ 9 9ITR) = (W) - VIRN A+ (W - V)TR) ,0)

L’idée se traite de la méme facon pour les deux composantes, on va considérer donc uni-
quement la premiére composante, pour cela soit N’ la partie entiere de NT’I, on introduit
une approximation uy- de uy; dans P (Q)9, par les mémes arguments du lemme 2.6.4,

on déduit que

;]
(DG(UR) —DGn(UR),vN) - WN < eNTZ [ug |17, e VNIl gya-

Combinant ce résultat avec (2.6.15) et (2.6.17), donne

=0. (2.6.36)

2

. SN(T) 0 . .
NLITOOH(NON LN) (DG(UX) —DGn(UY))

. d
iv) D’autre part, on note que pour tout F dans H™'(Q)",

S(MF=5(T)(—div(v(T)VS(T)F) +gradp),
(DS(T)RN)F=S(T)(—div(dev(T) RN VS(T)F)),
(DSN(T)RN)F = Sn(T) (—div(0gv(T) Ry VSN(T)F)). (2.6.37)
En soustrayant la premiere ligne de la deuxieme ligne, on aura :

(D(S—S\)(T)RNIF = (5 —Sn)(T) (—div(dgv(T) RN VS(T)F))
+SN(T)(—div(deV(T)RN V(S —Sn) (T)F))  (2.6.38)



2.6. Estimation de ’erreur 53

En notant par F le premier composant de G(U), on remarque que S(T)F égal a —u,
d’apres (2.6.3).

En utilisant I’injection compacte de H'(Q) dans L™(Q) pour tout T < oo en dimension
d=2etr < 6endimension d = 3, on déduit par I’hypothese de la régularité sur la solution
u que, quand Wy parcourt la sphere unité de Xy, la quantité —div(0gv(T) RN VS(T)F)
appartienne 2 un sous ensemble compact de H™! (Q)d.

En utilisant (2.6.19), on obtient

Wim[|(S = Sn) (T (—div(9ev(T) Rn VS(TIF)) || = 0.

Pour traiter le deuxieme terme de 1’équation (2.6.38), on voit que d’apres (2.6.15) il suffit
de prouver la convergence de || V(S —SN) (T)F|| 4+ )axa avec % + ql = J pour le q intro-

duit au début de cette preuve. Comme S (T)F coincide avec —u et en utilisant 1’injection
de H'(Q) dans W9 (Q), on a

HV(5—5N) (T)FHLQ*(Q)dXd = |u_uN|W1,q*(Q)d>

< c!u—uNIH1 (Q)d-

Ainsi d’apres la formule (2.6.12),

V(S = Sn) (T)FllLq (axa < ¢ (N“s (Ihellygs ye + !!p\!HH(Q)))-

Par conséquent,
l. * X — O.
Niare V(S —SN) (T)F| 4 (Q)dxd

Ainsi,
Jim{LSN(T) (= div(@v(T) Ry V(8 = 5n) (T)F)) [l = 0

Par la suite,

=0. (2.6.39)
E

lim H (D(5_5N)(T) O) G(U)

N—-+oo 0 0

v) La convergence du cinquieme terme est déduite de (2.6.20), (2.6.33) et de la stabilité
de DSN(O) et la convergence du dernier terme est obtenu par les mémes arguments que
dans le lemme 2.6.4 et par la stabilité aussi de DSN(0).

Ceci acheve la démonstration de la premiere partie de ce lemme.

Démonstration. (Partie 2) D F (U) étant un isomorphisme de X (Q), soity = ||DF (Ll)_1 |-
Comme on a démontré d’apres la premiere partie de cette démonstration, que les six
termes tendent vers zéro quand N tend vers +-oco et pour ce y > 0, il existe un entier Ny

tel que, pour tout N > Ny, chaque terme est majoré par v
Y
On conclut alors que :

ID A (UR) Yl < 2.
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Lemme 2.6.7

On suppose que la fonction v appartient 2 W (R), a dérivée lipschitzienne. Il existe
un voisinage de UR, dans Xy (€)) et une constante ¢ > 0 tel que I’opérateur D Fy satisfait
la propriété de Lipschitz, pour tout Uy, dans ce voisinage,

DA (UR) —DIAN(UR) |2 < e n(N)[[UR = UN [l x (- (2.6.40)
avec ((N) est égal llogNI% en dimension d = 2 et égal a N en dimension d = 3.

Démonstration. On introduit les opérateurs matriciels suivant

ate)= () 7). amie= (N ).

En posant Uy, = (u{, T), on a

D (UR) — D An(UY)
= (MN(TR) — MN (TR D G (UR) + (DMN(TR) — DMN(TR)) G (UR)
+ MN (T (D GN(UR) — D GN(UR)) + D MN (TR (GN (LX) — G (UR))-

Nous devons évaluer ces quantités, soit Wy = (Wn, Rn) un élément quelconque de la
sphere unité de Xy et zy un élément de la sphere unité de Xy . L’analyse des deux derniers
termes se reposent sur les mémes arguments utilisés dans le lemme 2.6.4, nous allons
considérer donc uniquement les deux premiers termes. Pour tout ce qui suit dans cette
preuve, la constante ¢ dépend des normes [|UR || x(q), [UX [l x(q) et [[VIiwz.0(r)-

1) On a,

(MN(TR) — M (TR ))D G (UR) W
_ ((SN(Tﬁ)—SN(Tﬁ))((u?\, - VIwn + (wn -V)uQN)) )

0
Wy — Wi
~("™):

w, = SN(TR) (U] - VIwn+ (wn - VIuR),
Wi = SN(TH (WY - VIWn + (Wi - VIuR),

avec

ou u, et u,, vérifient les deux équations suivantes :

—div(v(T{)Vu,) + Vp. = (uy - V)wn + (wy - VR,
et
—div(v(T{) Vi) + Vpar = (U, - VIWN + (Wn . VUuR.

En soustrayant la premicre de la deuxieme équation, on obtient

_diV(V(TIij)V(u* _u**)) +V(P* —P**) = le((V(T]i]) _‘V(Tﬁ))vu**)'
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Ce qui nous permet d’écrire 1’égalité suivante :
Wy — W = SN(TR) (div(v(Tfi,) —v(TY ))Vu**),
=S5NI(TR) (div(v(TfQ) — V(T VSN(TI) (U - VIwn + (wy - V)uQN).

Ainsi,

(TR = 30 (R NDG (U3 IW = 36T (3 )

A = div((v(TR) = V(TR VSN (TR (uR - VIWN + (W - VIug, za)n),
d’apres la propriété de Lipschitz sur v, il existe une constante c telle que,
1(MN(TR) = MN(TRD GN (U W Lx o) < e ITR = TRz () Nl )

En appliquant les inégalités inverses établies dans Quarteroni [32], vraies pour tout poly-
ndéme @y dans Py (Q),

2d
lonllioeo(a) <N lonlsa),

et en notant que
-en dimension d = 3, H'(Q) s’injecte dans L°(Q), on aura alors

[WnllLeo(q) < eN[wN (1)

[(MN(TR) — M (T D N (UR W x () < eNIITR — T Tz (o) Wl )

-en dimension d = 2, H'(Q) s’injecte dans L%(Q) et la constante de 1’injection est majo-
rée par ¢ V8 (voir [37] pour plus de détails), on obtient ainsi

4
Wi llee(a) < VNS w1 (q)-
En prenant ainsi 0 égal a logN,
1
[ (MN(TR) — MN(TID G (U WN I x () < cllogNIZ [ TG — T 2 () Wi q)-

Ceci acheve la démonstration de 1).
2) On a,

(((DMN(TR) = DMN(TI)IRN) GN (UR ), ON)

_ (DSN(T]% — TORN((uy - VIug, _f»VN)N)
— 0 ,

d’autre part, en combinant la deuxieme partie de (2.6.37)

(D MN(TR) —DMN(THIRNGN (UR) [ x(0) < el TR — TR 20 [IRN e (q)-
(2.6.41)

Les mémes arguments que dans la partie 1) permettent de terminer la démonstration.

On peut maintenant montrer I’estimation donnée par le lemme suivant :
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Lemme 2.6.8

Supposons que Vv est de classe € sur R, la solution (u,p,T) du probleme (1.2.2)-
(1.2.3) appartient a HS(Q)4 x H1(Q) x H3(Q), pour un entier s > %— 1, et les données
(f, Tp) appartiennent a H‘I(Q)d x HO+2 (0Q)), pour un entier o > %. On a,

18 (URD (o) < e NP5 (Julls (e + 1P llas—1 (@) + I Tllis o)

'N—O
+¢'N (||f||Ha(Q)d+||Tb||HG+%(aQ)). (2.6.42)

Démonstration. Comme ¥ () est égal a zéro, on a

(S—s0)(T) 0
( 0 L—LN)Q(U)

(7 L) gu- g

| AN (URD [ x(0) < [U=URlxq) +

X(Q)

X(Q)

(%74 6 Gt

X(Q)

Le premier terme est déja majoré dans (2.6.20). Pour évaluer le second terme, on uti-
lise (2.6.16) et (2.6.18) en notant que : Si F déigne le premier composant de G(U), S(6)F
égala —u et F égal a div(v(T)Vu) —grad p. Pour majorer le troisi¢eme terme, on applique
la formule (2.6.15), (2.6.17), I’inégalité triangulaire et 1’estimation (2.6.20). Finalement,
pour estimer le quatrieme terme nous utilisons la formule (2.6.15) et (2.6.17) combinés
avec les mémes arguments utilisés pour la démonstration du lemme 2.6.4.

Grace aux lemmes 2.6.6 a 2.6.8, nous sommes a présent en mesure de prouver le
résultat principal de ce chapitre.

Théoreme 2.6.4

Soit (u,p, T) une solution du probleme (1.2.2)—(1.2.3) qui satisfait I’hypothese 2.6.1
et qui appartient a HS(Q)G1 x H1(Q) x H3(Q), pour un entier s > %— 1. Supposons
que les données (f,Ty) appartiennent a Ho(Q)4 x H‘H%(OQ), pour un entier o > %.
Supposons de plus que la fonction v est de classe €2 sur R a dérivée bornée. Alors, il
existe un entier positif Ny, tel que pour tout N > Ny, le probleme (2.5.1)—(2.5.2) admet

une solution unique (uy, Tny) dans la boule de centre (u,T) et de rayon cop(N)~! pour
la constante ©(N) introduite dans le lemme 2.6.7. De plus, cette solution satisfait

Hu_uNHH1(Q)d+“T_TN”H](Q)
<N (([ullys oy + 1Pl o + Tl
N (o T ). 64
N ([Flsaga +Toll ooy o) 2643)

Démonstration. En combinant les lemmes 2.6.6, 2.6.7 et 2.6.8, on a alors tous les outils
pour appliquer le théreme de Brezzi-Rappaz-Raviart [13], voir aussi ([24, Chap. IV, Thm
3.1]). En effet, comme D #n (ug;, TY;) est un isomorphisme de X(Q), ona:

(D Fn (X, TR)) | < 2,
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y=[[(DF (U, TR) .

On définit maintenant les constantes suivantes :

YN = ||(D7N(u<li1)TI<\>1))_1 H‘E)
N = [N (g, TR L x ()
In(o) = sup ID AN (T, T)—D A (ug, TY) || 2-

H(ﬁaT)*(u?\])Tﬁj)Hx(Q)ga

Comme limy_,o N = O par définition de cette limite : IN7 > Ny tel que VN > Ny, on
a:

- 1
N7 T6ey2u(N)

ou la constante cp(N) est celle de (2.6.7).
D’autre part,on a :

n

Ln(2ynmN) = sup D Fn (T, T) — D A (ugy, TR) | -

(0, 1) —(ugy, TR lx (2) <2YNTIN

Or d’apres (2.6.7) on peut écrire :
1D Fn (@, T) — D Fr (ug, TR) |z < en(N) [ (8, T) — (uR, TR) L x ()

ce qui donne :
YN

In(2ynmn) < Zeynnnep(N) < 82

Comme yn < 27, on déduit que :

1
Ln(2ynmn) < Tve
YN

c’est-a-dire que :
2ynIn(2Zynmn) <,

qui est une condition nécessaire pour 1’existence et I’unicité d’une solution du probleme

(2.6.6) dans la boule de centre (u, T) et de rayon o <

2cyu(N)
Pour conclure, le théoreme de Brezzi-Rappaz-Raviart donne 1’estimation suivante :

YN
[l (uny T — (U, TR 1 x ) < )||TN(u§1’T§)||x(Q)

T—ynIn(a
En utilisant I’inégalité triangulaire :
10w, T) = (un, TN () < N1 T) = (U, TR [y + 1l (R TR — (un, TN [l (o)

On additionne (2.6.20) et on trouve

_ YN
1w, T) = (un, TN () < N ([l qya + [ Tlhasa) + )HTN(U%TQ)HX(Q)-

T—ynIn(o
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En utilisant I’inégalité (2.6.42), on aura :

[(u, T) = (un, TN) ()
YN 1—s

< T vl (o) N S s— T R
1—VNLN(oc)C< (Iellvs @ya + Pllis—1 () + 1 Tlks o))

'N|—O
N (Flotaye ol g o))

Orona:
YN o 2y
T—ynIn(x) — 1—=2yLn(e)
d’ou le résultat suivant :

et In(x) < La,

[u—unllrqya + IT=Tnll )
2‘YC 1—
(N (Ils cya + 1P lhsr () + ITls )

S 1—2yLa
IN|—O
N (flleae +Tollyer3 )

2.6.3 Probleme discret sur la pression

Pour approcher la pression p, on considere le probleme discret :
Trouver pn € My telle que

(divvn, pnIn = (fy,vn)N — (V(Tn) Vun, Vvn v — ((un - V)un ), va)n, - Yoy € XN
(2.6.44)

La condition inf-sup (2.6.11) assure I’existence et I’unicité d’une solution au probleme
(2.6.44). On a alors le résultat suivant :

Théoreme 2.6.5

Soit (u,p, T) une solution du probleme (1.2.2)—(1.2.3) qui satisfait I’hypothese 2.6.1
et qui appartient a HS(Q)d x H1(Q) x H%(Q) pour un entier s > %— 1. Supposons
que les données (f, Ty ) appartiennent a HG(Q)d x HO+2 (0Q)), pour un entier o > %. On
suppose de plus que la fonction v est de classe € sur R a dérivées bornées. Alors, il
existe un entier positif Ny, tel que pour tout N > Ny, le probleme (2.5.1)—(2.5.2) admet
une unique solution (un,pn, Tn) qui satisfait I’estimation d’erreur suivante :

=l 0 + 1T =Tl o) = N2 —pnllz o
cN1—S(||u||Hs(ma+||p||Hs-1(m+||T||HS(Q))

N (Ifllo T ). @64

+c [fll o (qya + |l bHH‘H%(aQ) (2.6.45)
Démonstration. D’ une part, ’inégalité (2.6.43) donne :
u=unllyr e T IT =Tl )
<N (J[ulls(ye + Pl i)+ Tlhso

N (Ifllo T ). o4

+c [ fll o (qya + |l b“H”%(aQ) (2.6.46)
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D’autre part, pour tout qn dans My, on a:
(divvn, PN —gNIN = (divvn, p—gn) + (f,vn) — (f,vn )N
+ (v(Tn)Vun, Vo — (v(T)Vu, Vuy)
+ ((uN . V)uN,VN)N - ((u’ . V)U,VN) (2647)
La condition inf-sup (2.6.11) permet d’avoir le résultat suivant :
divv —
N=/26)100 — an iz € sup (divvn, PN — NN (2.6.48)

N EXN HVN”H1(Q)d

En combinant cette inégalité (2.6.48) avec (2.6.47), on aura :

(d (divvn, P —qn)
NTED2B N — g2 < sup :
N EXN HvNHH](Q)d

(f>vN) - (f)vN)N
vnEXN ||"N||H1(Q)d
((un - Vun,vn)n— ((u. V)u,vy)

_|_

+ sup

vnEXN ”vNHH‘(Q)d
(v(Tn)Vun, VNN — (v(T) VU, Vuy)

+ sup

VNEXN HVNHH1(Q)d

Les majorations des quatre quantités sont données respectivement par :
e La continuité de la forme bilinéaire sur H' (Q)4 x 12(Q) :

(divvn,p—an) < ctllp —anllizig) VNl e
ce qui donne, que pour tout vy € Xy, non nul

(divvn, P —qn)
HVN||H1(Q)d

<crllp—anllizq)

d’ou (di )
IVVN, P —qN
sup : <crllp—danllzq)-
vNEXN HVNHH‘(Q]d

e Maintenant, les mémes arguments que pour I’inégalité (2.6.32) impliquent :

f,on) — (f,v
sup (F,vn) = (F, i) < Nl (q)a

vnEXN ||VN||H1(Q)d

eOna,

((un - Vun,vnIn — ((u. VIu,vny) = ((un - VIun — (une - Vun, )N

+ ((uN/ . V)UN/— (u . V)u,vN),

or,

(un - Vun,vn) — (1. VIuyvy) = ((uy—u) . Vuy + (u. V)(un —u),vn).
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d’ou

((un - Vun,vn)n = ((u . VIuyvn) = ((un - V)un — (uny - V)un, v
+ ((unr . Viun — (un . V)un,vn)
+ ((un—u) . VIun + (1. V)(un —u),vN).

Les deux premiers termes ont été majorés dans la démonstration du lemme 2.6.4 d’ou
I’estimation

((un - VIun,vn)n— (1. V)u,vy)

sup

<cllu—un|lyrgyalllunllyr @y + iy qya)-
VN EXN ||VN ||H1 (_O.]d

(2.6.49)
e Reste a majorer le dernier terme. En effet on a,

(v(Tn) Vun, Ven )N — (v(T) VU, Vuy)
sup

N EXN ||VN||H1((2)d

<vics(llunllirqya + [l g)a)

(2.6.50)
D’autre part, les conditions de stabilité donnent :

[un it qye + Il q)a
< (Innflliza + 1Fl i@ +2glhiro) + sl g oo +HIRCTolhoa ),
<c(Inf—flizo d+zuqul(md+zuguH1(Q)+zuTb|rH%(am+HTb—i%QTbHH1(m),

C(N s 0+ 1ol 4 o))+ 200 +-208 010 +20Toll 3 o )

avec ¢4 = C(f, g, Tp ).
En remplacant alors cette inégalité dans (2.6.49) et (2.6.50), on obtient

((un - Vun,vnn—((u. V)u,vy)

sup < aafu—un|lyr ),
vneXn VN [l (Q)d
et
(v(Tn)Vun, Vonn — (v(T)Vu, Vvy)
sup < vicsey.
VNEXN [vn (Q)d

La combinaison des estimations d’erreur précédentes permet d’avoir :

N2 o — an 120 < e1lIp = anlzien +e2N "l + ol ooy o)
+calju— uN||H1 jd +V1€3C4.
N2y —anlizq < (P an iz + N Ullasaya +1Toll oy o)

+u—un e )-
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En utilisant (2.6.43), on obtient :

N8 1py — qn lL2(0) < CI(HP —aN|l2() + N ([Ifllo(q)e + HTbHHH%(aQ))

1—
N (s aya + P st e + ITlhs(on ))
En combinant ce dernier résultat avec 1’inégalité triangulaire :
P —PN ||L2(Q) <lp—an ||L2(Q) +[pNn—an HLZ(Q)»

on obtient :

—(d-1)/2 / : —
N2 —p iy < €(inf,lIp—an iz + N Uit + Tl ooy o0

N (s e + 1P i1 ya + I Tlhs)),

N2 1p —pll 2

<C" (N (Mfllnoraya +ITol ooy, )

1
0‘+7(aQ)

N (s g+ Plhes 1y + ITlhs())-

Ce résultat et I’estimation (2.6.47) donnent 1’estimation finale.
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2.7 Implémentation numérique

On se propose dans cette partie d’écrire le systeme correspondant au probleme

(2.5.1)—(2.5.2). Ceci nous permet de mieux visualiser le type de systeme matriciel obtenu
par notre méthode de discrétisation et donc de mieux appréhender sa résolution.
On présente dans un second lieu un algorithme utilisé pour sa résolution. Et on finit le
chapitre en donnant quelques résultats numériques, qui s’averent cohérents avec les résul-
tats obtenus dans 1’analyse du probleme continu et du probleme discret. Pour des raisons
de simplicité nous effectuons les calculs en dimension d = 2.

2.7.1 Algorithme de résolution pour le probléeme de Navier-Stokes/chaleur

Méthode de Newton

Pour résoudre numériquement les équations de Navier-Stokes/chaleur, et d’apres les
résultats présentés dans les paragraphes précédents, on utilise la méthode de Newton sur
le probleme (2.6.6) (voir [24, Chap. IV]).
On se propose de construire une suite (U )n = (ug, T{")n a partir d’un terme initial
(UON Jn = (uON , T](\), )n, la résolution itérative de 1’équation s’écrit :

U = Ul — D A (UR) T A (U,

qui est équivalent a écrire :
m+l _yym__ 1 m
uN - U‘N o U'N )

ou U = (N, Tﬁ‘) est solution du probléme suivant :

D A (UTHUT = A (UT),

Ceci est €quivalent a résoudre le probleme suivant, pour m > 1:
Trouver (1y, P, T € Xn x My x Yy tel que

Yoy € Xn,  (VTVOR, Vun)n + (Ul VIug + Uy - VIui, va)n
—(divwn, PN =
(VT Vug, Vvn)n + ((ul - VIug, v — (diven, pRin — (F, v
VqN c MN, —(diVﬁR}, qN)N =0 2.7.1)
VSN €YY,  af VITL VSN + (TR - VTS 4 (ul . V)T, Snn
= o(VTT, VSNIN A+ ((ug - VT, SN — (9, SN

2.8 Systeme matriciel

Pour écrire le systeme matriciel, il faut d’abord préciser les inconnues, ¢’est-a-dire les
valeurs de la vitesse, la pression et de la température en un certain nombre de noeuds qui
formeront le vecteur solution du systeme.

On commence donc par rappeler certaines formules et notations concernant le choix des
fonctions de bases et des fonctions de tests, ce qui nous permet de déterminer les matrices
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et les vecteurs du systeme matriciel.

Notations
On définit m; le polyndme de base de Lagrange de degré N —2 associ€ a &;,1 <j <
N —1, &; étant les zéros de Ly.

Lemme 2.8.1 Ona
(1—&)Ln(Eg) S§i4q
m!(Eq) = LN(&j)“_Eé)z(‘(-jq_E’)') (2.8.1)
sij=(q

)
1—aj2

Démonstration. On remarque que, d’apres (2.2.3) ona:

(1—EL4 (&)

™) = NN () (=5

ypour E £ &et1 <j<N

On en déduit que :

. o a=&),
mj(—1) = 2LN(aj)h\l( 1) (2.8.2)
t
e m-(1)——(]+aj) (2.8.3)
T 2IN(E) e

On dérive le polyndme (1 —&2)(&— &;)m;(&) deux fois et on utilise (2.2.3) on trouve :

! (£) = (1 - &)L (&q) (28— 684)

B =0ouN
ZLN(E,j)(—3£é+ZE,jE,q—}—])[ N(N+1)(Eq_aj)],pourq ou N,

en remplacant q par N et 0, on obtient

o (%), )3+
m"m_4LN(£j)< LN(1)+—(]_£]_) ), (2.8.4)
et
=&, INEBE)
m{(—1) = 4LN(£]-)<LN“)+ e ) (2.8.5)

Pour T < g < N—1 on trouve

(1 —Ejz)I—N(Eq)
(1—&2)(&q —&)In(E)’

m!(aq) =

j pour j # q

et 2.
m(&) = —

-y
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2.8.1 Description du systeme linéaire

Nous notons
L={1,..,N=1}.

Nous inroduisons £y le sous-ensemble de £

Lo={(1,j) € {1,..., N=1}% (&, &) € =N N Q},
et M son complémentaire

M ={(1,j) €{1,...N=1}%(&,&) € EnN3QY,

Nous considérons le probleme (2.7.1). Nous supposons connues les valeurs de la fonction
f et les valeurs de la fonction g aux points de =y M () et les valeurs de la fonction Ty aux
points de =y ﬁFjJ <j < 4. Les inconnues a calculer sont les valeurs 15, ps; et Tyj de la
solution upn, PN et TN aux noeuds de =y.

Afin de définir le support des fonctions tests qui seront utilisées pour discrétiser les équa-
tions de Navier-Stokes/chaleur, nous devons définir les polyndmes d’interpolation que
nous allons utiliser dans Py (Q). Nous faisons alors appel aux polynémes de Lagrange
£;,0 <j < N, associés aux points &z, ¢’est-a-dire les polynomes de Py (A) qui valent 1
en &; et s’annulenten &, 0 <k <N, k #j. Les Ej,O < j < N, forment alors une base de
PN (A). Alors une base de PN (Q) est donnée par les

{6i(x)(y), 0 <1,j <NL

On note que la famille £;¢; pour 1 <1i,j < N—T, forme une base de IPO (Q). Les inconnues
pour le vecteur vitesse sont ses valeurs aux points de n N Q, donc un polyndme uy(.,.)
s’écrit :

N—1N-1

un (%, y) ZZuU

i=1 j=I1

oll Uy = un(&y, &;). Pour la pression, étant donné qu’elle est dans Pn—»(Q), on la dé-
compose dans la base des m;m;, introduite précédemment. On a alors la décomposition
suivante :

—1N=—

N—1
xy) =)
i=1

1
P (& &) mi(x)m;(y)
—1 j=1

ou pij = PN (&, &;). Pour la température, on la décompose dans la base £;¢; pour 1 <1i,j <
N—1. On a alors la décomposition suivante

N—1N-1
TNy =D Y TyaGu)+ Y Tol& &) Gx)K(Y)
i=1 j=1 (i,k)emM

avec

= Tn(E, &)
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Systeéme linéaire
Des la premlere itération, on résout le probleme suivant :
Trouver (uN,pN,T ) € Xn x My x Yy tels que

Yon € Xy, (V(TLVIR, VonIN + (1) . V)TN + (G - V)ul,vn)N

—(divvn, pLIN =
(v(T)Vud, Von )N+ (ud - VIul, )N — (diven, PRI — (f, V)N,
Vqn € My, —(diviiy, qn)N =0, (2.8.6)

VSN €YY, VI, VSN + (T - V)T + (uh - V)T, SnON
= (VT VSN + (u)y - V)T, SN — (9, SNON-

Nous nous intéressons maintenant a 1’écriture du systeéme algébrique issu du probleme
(2.8.6) sur le carré Q =] —1,1 [2 lorsque les entiers T et s varient dans [1,N—1].

(D WMIVESE), VLo L)+ 3 Tl VIES6, 6oty

(ij)eL (ijleL
+ Z uU ®€j . V)u]]\,,BT@)ES)N— Z ﬁ%(divﬂT@Es,mi@mj)N
(LjleL (ij)eL

= (V(T]lj)vu]uav(er@)es))N + ((ull\j . V)u’]]\])(gﬂ‘)as)prs
—(dive: @ L5, PR IN — F(&ry Es) P15,
— Z ﬁ] div€i®€j,mr®ms)N =0,

(ij)eL
> T G),VL@t)N+ > U(Le. VTGN
(i,j)eL (ij)eL
+ ) T ) @, 6 L)
(L,j)eL
= ‘X(VTI]\]»V(er@es))N + ((15\1 . V)T]lj)(aﬁés)prps_Q(Er,és)prps
—a > Ta(EL &)V E), V(6@ )N
(ij)em B
— ) TlEE)((uy - V@G, 6@ ).
\ (Ljlem

On obtient ainsi I’équation matricielle suivante de 4(N —1)? équations 2 4(N — 1) incon-
nues o U désigne le vecteur formé par les valeurs des deux composantes de la vitesse, P
celui formé par les valeurs de la pression et T celui formé par les valeurs de la tempéra-

ture : " N
( AU+BTP=H

BU=0 2.8.7)
CT+DU=K
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e La matrice A est égale a A7+ A+ A3 qui sont données par

A = (V(THVU®G), VL @))N, 1<1,j,1,s <N-=1, (2.8.8)
Ay = ((uy. Vit @4, 6 @ )N, 1<4,j,r,s <KN—1, (2.8.9)

et
Az = (@4 . VIug, & @ )N, 1<i,j,r,s <KN—1. (2.8.10)

e La matrice B a pour ccefficient les termes
bn (G @Gy me@mg) = —(divl @ G, my @m)n, 1 <1,j,T,s<KN-1, (2.8.11)
e La matrice C = C7 + A3, ou C; est donnée
C1=a(V(L®4), V(6 & L))N, 1<4i,j,r,s <N—1, (2.8.12)
(2.8.13)
e La matrice D a pour ceefficients les termes suivants
(L& . VTS G @ )N, 1<1,j,r,s <N—1, (2.8.14)
e Le vecteur H est formé par les termes
(VT VUR, VL @ L)+ (ul - VIuR) (&, Es)prps
— (dive @ s, pUIN —F(Ery Es)prpsy, 1<y s <N =T,
Il s’écrit sous la forme H = HM, ot le vecteur H a pour composantes les termes

((um . V)UR})(ET» Evs) _f(Em Evs)

1 .

[ RV VG @ L) - e L pfn], T<ns <N,
TS

La matrice M est dite matrice de masse, est diagonale : les termes diagonaux sont les

PrPs, 1 <T,s <KN—1.

e Le vecteur K est formé par les termes

(- VITW) (Ery E5) — g(Ery &s)) prps + (VTR V(6 @ €5))n

- Z Tb EU&] [ ( ( )V(€r®€s))N+((uR}V)€1®E)>EY®QS)N]>]<Y>S<N_1)
(Lj)em

+

Le vecteur K s’écrit alors de facon plus naturelle sous la forme K = KM, ol1 le vecteur K
a pour composantes les termes

0Er )+ (WX VT (6 ) — = (VTR V(G0 L)

= Y TE ) |V ), Ve @ )N+ (U VIE G 6@ ), 1< <N =T,
(Lj)eM

Nous obtenons le systeme linéaire suivant

B 0 0 Pl=10 (2.8.15)
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2.9 Mise en ccuvre

Avant de passer au calcul des ccefficients des matrices, nous rappelons la formule
suivante. Nous avons la formule

LN(Er) . .
siO<i#T<N,
éN(Ei)(ﬁr—Ei) » .7& ]
(&) = sil<i=r<N-—1, (2.9.1)
NN+ sii=r=0,
N sii=r=N.

2.9.1 Calcul des matrices

e La matrice A
On se propose de calculer le terme général, (v(m)v (L ®E), V(L ﬂs)) N de la matrice
A1.0Ona

(V(THV (L@ 4), V(L @L)) = V(T (& En) ((648785) (Excy En) + (€14]0:85) (Eky En)) PP

0

M. M2

V(T (Eky &) (£{€7) (Ex) 05 Pk 55

=~

=0
N

+ 3 VT (& ) (K8 (En) pspnbir

n=0

Si on pose

N
Kijr = Z V(Tf\?) (Emy E»j ) (el/a) (En)pn
n=0

N (2.9.2)
Bits = ) V(TT (&, &n) (/8)) (En)pn
n=0
alors on obtient :
(V(T]T\le)v (L), V(L@ ﬂs)) N = %ijrPjds + BjisPidir- (2.9.3)

ou §_ désigne le symbole de Kronecker.
On peut aussi combiner pour obtenir une relation entre «;j, et Bjis d’une part, et les
polyndomes de Legendre d’autre part :

( N

. 2v(T (Eny &)
%r_n_OnZ#mN(N+1)LN(&)LN(a)(aﬂ—ai)(an—ar)’
N (2.9.4)
T 2v(TR) (4, En)
\ oS NINFDIN(E)IN(Es) (En = &) (En— &)
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e La matrice A

((uR}.V)Ei@fj,ﬂr@es)N = (u?ﬁ,@{@ﬂj+u’£}\]€i®€j’,ﬁr®fs)N (2.9.5)
= UK(Er,Ej)f{(Er)ﬁjsper+U§V(Er,is)€j'(€s)5irprps

Dsii=retj=s,A;=0.
2)sii=retj#s,

Zug}\](ir,is)%pr
N(N+1Ln(&)In(Es) (Es — &)’

(uN - V@4, 62N =

3)siit#retj=s,

Zu?]l\]((ir)‘(—vj)é)'spj
N(N+1)In(&)IN(E) (Er — &)’

((u{{} . V)€1®€j,€r®€5)]\1 =

4)ysii#retj+#s,

2112]1\] EryEs)Oripr

((uN .V)€1®€]>€r®€s)N - N(N+1)LN(Eyj)LN(E'S)(E'S_E'j)
(
(

2u} (&, &) 8555
N(N +1 )I—N ‘ET)I—N (E»i)(ar_ ‘(—»1) ‘

e La matrice A3z

oult oult
(. Vulhtet)n = Loy a]N +4 @ ajN 6 ®L)N
oumn ou
= ]N (Em &)+ aéN (& ‘Es))éiréjsprps-
e .a matrice B
La matrice B est sous la forme
B = [B1, B3],

Pour déterminer le terme général de la matrice By, il suffit de remarquer qu’on a I’égalité
suivante :

b1(2i®€j>mr®ms = Z e Evk i(En)me (&) ms (En)prpn
k,n=0
= b®b,ms@m,).

Il suffit donc de calculer le terme général bz(ﬂj ® £;, ms ® M) associé a la matrice B,.
Dsil<i,j<N—letl<r,s<N—1,ona

b (4 ® 8y, ms @M ) = dgjpipymy (&7).
2)sij=0,ona

b2 (o @ &, ms @m,) = mis(Eo) pomy(&1) pi, sil<i,rys<KN—-1.
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3)sij=N,ona
bZ(eN ®ei)ms ®mr) :ms(E’N)mey{(ai)pb sil < i)T>S < N—1.
4)sii=0,ona

ms(&5)p5(m] (&) po+mr(&p)), sij=0ouN.

b2 (4 @ Lo, ms @My) = { 5sjpj(m§( 0)po+mr(&)), sil<j<N-—1.

5)sii=N,ona

ms(&)pj (M (En)pn —mr(En)), sij=0ou N.

bn (§ @ Iy ms @ my) = { 85;05 (ML (EN) N — M (EN)), sil<j<N—-T1.

e La matrice C;
on conclut de (2.9.3) et (2.9.4)

(V[ @6), V(& @L))IN = o (Virpjdjs + AjsPidir) (2.9.6)
avec
A 2
Y n:OnZ#in#r N(N+1IN(EDIN(E) (En — &) (En— &)
et
a 2
Aig = .
J n:O’nZ#j,n#sN(N+])LN(aj)LN(Es)(Em_E,s)(gvn_‘(—vj)
e La matrice D
o o
((€i®€j . V)Tﬂlaer@)es)N = (a_XN(Er»E.s)+a_;(£raés))5ir6jsprps-

2.9.2 Algorithme d’Uzawa

Nous noterons que la matrice A est symétrique définie positive. La matrice B est rec-
tangulaire, la matrice BT désigne sa transposée et nous pouvons noter que la matrice BBT
est en général de taille beaucoup plus petite que la matrice A. L’algorithme habituelle-
ment utilisé pour résoudre les systemes de type (2.8.15), présenté dans Arrow, Hurwicz et
Uzawa [2], est appelé algorithme d’Uzawa, on le décrit maintenant. La propriété d’ellip-
ticité entraine que la matrice A est inversible, de sorte que la premiere ligne de (2.8.15)
s’écrit de la facon équivalente

U=A""(H-B'P) (2.9.7)

On insere alors cette expression dans la deuxieme ligne de (2.8.15) et on obtient
Chercher P solution de _
BA“'B'P=BA'H (2.9.8)

Ainsi, on cherche T solution de B B
CT=K-DU (2.9.9)
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On arrive a découpler le calcul des trois inconnues fl, P et T. On calcule d’abord P comme
solution de (2.9.8), c’est-a-dire d’un systéme linéaire dont la matrice est d’ordre (N —1 )2.
On a donc essentiellement divis€ par 4 la taille du systtme. Dans une seconde étape, on
effectue le calcul de U par (2.9.7) et dans une derniere étape, on effectue le calcul de T
par (2.9.9).

La résolution du systeme (2.9.8), puis le systeme (2.9.7) ensuite le systeme (2.9.9) s’ef-
fectue par la méthode directe soit par méthode itérative. Comme la matrice BA™'BT est
symétrique, la méthode du gradient conjugué semble parfaitement appropriée pour ré-
soudre ce systeme.

Remarque 2.9.1 La matrice BA~'BT peut également étre inversée par diagonalisations
successives, voir Zang et Hussaini [26].

Remarque 2.9.2 Le fait que les bases de polynémes soient tensorisées réduit le coiit
de I’opération matrice-vecteur, ainsi chaque itération nécessite au plus cN? opérations,
et au total N (N) fois ce nombre pour converger, avec N.(N) le nombre d’itérations
nécessaire a la convergence. Le nombre de condition intervient dans ces méthodes par
son influence sur le nombre d’itérations [16].
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2.10 Résultats numériques

La méthode pour la résolution de notre probleme (2.8.6) a été programmée en Matlab.

Nous avons choisi ce language de programmation de calcul scientifique car le compila-
teur MATLAB® est performant et un script qui s’exécute trés rapide. Cet avantage est
nécessaire surtout que la méthode spectrale est tres précise et s’applique a des polyndmes
de degré élevé (nous pouvons aller jusqua N = 90).
Concernant la représentation graphique, nous avons aussi choisi ce logiciel de calcul
scientifique pour ces nombreuses fonctions prédéfinies et sa facilité d’apprentissage et
d’utilisation. Les calculs sont effectués sous Linux au Laboratoire Jacques-Louis-Lions a
I’Université Paris VI.

Cette section est consacrée a 1’exploitation des résultats numériques obtenus avec
notre code, dont I’objectif est de vérifier, numériquement, les résultats théoriques présen-
tés auparavant. Nous proposons d’étudier le comportement de 1’erreur entre les solutions
exactes et les solutions numériques, et de vérifier les bonnes propriétés de convergence de
I’algorithme proposé et étudié, conformément aux résultats théoriques.

Les tests sont effectués avec des solutions exactes connues ou inconnues, régulieres et
singulieres de singularité différentes et pour différents cas pour la fonction v : constante,
en tant que fonction qui dépend des variables de I’espace et en tant que fonction qui dé-
pend de la température T.

Le comprotement de I’erreur est mesuré en fonction du parametre de discrétisation N, N
étant le degré polynomial.

Le premier test est apporté par une vitesse réguliere, s’écrit sous la forme

e 1&rcas : v(T) est égale a une constante 1072

_ (w02 -y
ulx,y) = (31 )2 ) (2.10.1)
Pxy) =Xy -5, Thoy) = ()i, (2.102)

Nous représentons dans la Figure 2.1, les courbes de chacune des solutions discrete
pour N = 24 et dans la Figure 2.2 I’erreur de la solution.
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FIGURE 2.1 — Les courbes de la premiere et la deuxieme composante de la vitesse (en
haut) et de la fonction pression et température (en bas).
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FIGURE 2.2 — L’erreur de la solution de (2.10.1) et (2.10.2) .
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e 2¢me cas : v(T) est égale a une fonction x +y + 1

Pour le test suivant, nous gardons toujours la méme solution (2.10.1) et (2.10.2). Dans
les Figures 2.3, 2.4 et 2.5, nous représentons le logarithme décimal de I’erreur, en fonc-
tion du degré N, pour N variant de 8 a 30. Nous remarquons que 1’erreur décroit rapi-
dement quand N croit. Les pentes des droites trouvées sont donc négatives. Ces résultats
confirment les estimations a priori obtenues dans les paragraphes précédents.

Convergence de la vitesse

4] T T T T T T

-Ir - - NL""’lE_;'

—&— Hormeh' |

log 1 0{emaur)
r.'h

4 & 12 16 20 4 0 33

FIGURE 2.3 — Courbe de convergence en norme LZ(Q)2 et H! (Q)z de (2.10.1) et (2.10.2).

Convergence de lo température

T
al ---#-- pome? | |
* ——&— MormeH'
-4t i
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= f ]
[w]
o
-7l i
- i
-3 L L L L L 1
4 a 12 14 20 24 30 32

FIGURE 2.4 — Courbe de convergence en norme L2(Q) et H'(Q) de (2.10.1) et (2.10.2).
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Convergence de la pressicn

-t ---#%-- nNome®

log 10({emeur)
Illh

FIGURE 2.5 — Courbe de convergence en norme L2(Q) de (2.10.1) et (2.10.2).

e 3eme cas : v(T) dépend de T

1) Nous nous intéressons maintenant au cas ou la solution du probleme est tres ré-
guliere, nous choisissons pour cela I’approximation de la solution exacte suivante pour

v(T) =3vVT2+T1+2.

2
“(X"J):G&)’ p(x,y) =sin(x+y), T(x,y) = cos(xy). (2.10.3)

Dans la Figure 2.6 nous représentons les courbes de chacune des solutions calculées pour
N = 24 et dans la Figure 2.7 I’erreur de la solution.
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FIGURE 2.6 — Les courbes de la premiere et la deuxiéme composante de la vitesse (en
haut) et de la pression et la température (en bas) calculée pour N = 24.
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FIGURE 2.7 — L’erreur de la solution de 2.10.3.
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ii) Nous considérons la solution suivante dans le cas ou v(T) est égale a T+ 1

x sin(mxy)

ulxy) = (—y sin(7xy)

) ’ p(x,y) =X+Yy, T(X)y) =Xy (2.10.4)

Nous représentons dans les Figures 2.8 et 2.9 les courbes et les isovaleurs de chacune
des solutions discrete pour N = 24,
Le tableau 2.1 suivant montre que la convergence est rapide, ou (un,pn, In) est la solu-
tion calculée par notre code. Nous remarquons que pour atteindre une erreur d’approxi-
mation de I’ordre de 10~ il nous a fallu augmenter le nombre de nceuds et donc le degré
des polyndmes pour avoir une bonne précision.
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-1 0.4 a 0.5 1

=
=

FIGURE 2.8 — Les courbes et les isovaleurs de la premiere et la deuxieéme composante de
la vitesse calculée pour N = 24.

FIGURE 2.9 — Les courbes et les isovaleurs de la fonction pression et température calculée
pour N = 24.



2.10. Résultats numériques

79

| N \ 5 \ 10 \ 15
[lu—un|li2p2 | 2.890x10™" | 8.8915x107° | 1.8808x 10"
[lu—unllyr(qe | 0.020x1073 | 7.2810 x10~" | 3.0806 x 10~ 1°

P —pnllizo) 0.023 x1073 | 8.5108x 1077 | 22726 x10~°

IT—Tnll2(0) 2.6811x107° | 8.6595x 10710 | 1.7411 x10~ 13

IT—Tnllm o) 1.3887 x 107> | 5.7321x107~7 | 1.3640 x10~ "2
N \ 20 \ 24

HU—UNHLZ(Q)Z

7.1623 x 10712

4.1525 x10712

[u—unllni (o)

9.6433x 10~ 1

5.7690 x 1011

(Q)

P —pnlliz) 1.1053 x 101 6.2367 x 1012
IT—Tnll2(q) 8.3121 x 1071 52124 x 107
IT—Tn ) 4.5401 x 10713 22268 x 10713

TABLE 2.1 — Erreur relative en fonction de N de (2.10.4).

Nous tracons le comportement de la norme de I’erreur a I’échelle logarithmique, en
fonction du degré log;o(N) pour N variant de 5 a 24, nous remarquons une meilleur
convergence pour N = 24,

log |, (emeur)

Conwvergence de la vitesse

log, [emeur)

log |, (emeur)

1
20 5

Conwvergence de la pression
3
" - -4 -- Mormel*
‘ ~
.
-
5 10 15 20 25
M

Conwvergence de lo température

Mormel *

—i— pormeHT |]

FIGURE 2.10 — Courbes de convergence de (2.10.4) en fonction de N.
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iii) Avant de conclure cette section, nous présentons dans la suite la solution du pro-
bleme de Navier-Stokes/chaleur dans le cas ot v(T) est égale 2 T2+ T, pour les données
aux bord suivantes

f(x,y) =0, Q(X,U) =1 dans Q,
la condition aux bord est remplacée par
u=h, Ty,=0 suroQ, (2.10.5)
La vitesse aux bord h = (hy, hy) est donnée par

0 si y==£I,
sin(7tx)  sinon,

0 si x==1,

sin(7ty)  sinon. (2.10.6)

he(x,) ={ hy(x,) ={

Nous notons que la donnée satisfait la condition de compatibilité IaQ h(t).n(t)d(t)=0.
Nous présentons dans la Figure 2.11 les isovaleurs de la premiere et la deuxieme comp-

sante de la vitesse, la pression et la température issu de la solution (2.10.6) calculée pour
N = 26.

FIGURE 2.11 — Les isovaleurs de la solution discrete issu de (2.10.6).
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iv) Enfin, nous représentons les résultats obtenus pour la solution suivante

2sin(7rx)? sin(7ry) cos(mry)

—2sin(rry)? sin(7rx) cos(7x)

u(X’y) = ( ) ) p(x,y) :XZ_UZ) T(va) =xy (2.10.7)

Nous présentons dans le tableau 2.2 suivant des différentes valeurs de v(T). Nous
remarquons la stabilité de 1’algorithme et la variation d’erreur de : vitesse, pression et
température calculée avec N = 16.
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1

1

v(T) T+1 B0 50(T+1)
lu—unllizig)z | 7.64 %1077 | 148 1075 | 4.16 x10°3
lu—unlliqez | 876 x107% | 276 x107 | 423 x10°7

P —pnlliz(0) 135 x1078 | 416 x1078 | 6.16 x1078
IT—Tnll2o) | 423 1077 | 3.03 x10710 | 4.06 x10~1°
IT—Tnln o) 5.68x10710 | 9.18 x10710 | 2.28 x10~7
V(1) eiiEz) o7
lu—unlli2(q) 550 x10°% 9.62 x10°%
lu—un|liq) 7.67 x10~7 9.33 x10~7
P —pnlliz(q) 9.02 x10738 4.73 x10~7
IT—Tnll2(q) 8.39 x10~1° 1.58 x10~7
IT—Tn o) 521 x1077 6.93 x10~7

TABLE 2.2 — Convergence de la solution (2.10.7) en fonction de v(T).

Remarque 2.10.1 Nous notons que la précision de convergence diminue si v(T) dimi-
nue mais reste stable. Donc, pour surmonter cet handicap, nous devrions augmenter le
parametre de discrétisation N : par exemple en prenant N =18 et v(T) = M)()(]TU nous

avons atteint la précisionde N =16 et v(T) =T+1.






Deuxieme partie

Analyse du probleme instationnaire



Chapitre 3

Equations de Navier-Stokes/chaleur
instationnaires

Ce chapitre aborde la version instationnaire du probleme étudié dans le chapitre 1. Il
est organisé€ en trois sections. Dans la premiere section, nous présentons les équations que
nous allons étudier. La deuxiéme section, concerne les équations dépendant du temps,
pour lesquelles nous présentons les outils mathématiques. Et dans la troisieme section,
nous donnons une formulation variationnelle des équations. Nous étudions I’existence et
I’unicité (en dimension d = 2) de la solution.

3.1 Présentation des équations

Nous considérons un intervalle de temps [O,T],T > 0. Nous présentons les équations
étudiées
I’équation de Navier-Stokes

oru(x,t)—div(v(T(x,t)) Vu(x,t))+ (u(x,t) . V)u(x,t) +Vp(x,t) =f(x,t), dans QX]O,T[,
avec la condition d’incompressibilité LD
divu(x,t) =0,  dans Qx]0,T], (3.1.2)
I’équation de chaleur
A T(x,t) — AT (x,t) + (u(x,t) . V)T(x,t) = g(x,t), dans Qx]0,T[,  (3.1.3)
la condition aux limites
T(x,t) =Tp, u(x,t) =0,  surdQx]0, T, (3.1.4)
et la condition initiale

u(x,0) =uy, T(x,0)=Ty, dans Q. (3.1.5)
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ou les inconnues u,p et T désignent respectivement le champ de vitesse, la pression et la
température du fluide.
Toutes les quantités sont évaluées au point (x,t), out

x = (xi)1<ica € RY,

désigne la position et t € [0, Tl représente le temps. La fonction f représente une densité
de forces extérieures appliquée au fluide et la fonction g est une donnée.

Pour avoir une solution, nous complétons les équations (3.1.1), (3.1.3) et (3.1.2) par
des conditions aux limites (3.1.4) et une condition initiale (3.1.5).

Remarque 3.1.1 Les termes sources, la condition initiale et les données aux bords ne
peuvent pas étre totalement indépendants. Toutes ces données doivent étre compatibles
entre elles. Par exemple, la condition intiale doit étre a divergence nulle pour vérifier la
condition d’incompressibilité, mais ce n’est pas nécessaire pour prouver l’existence de la
solution.

Remarque 3.1.2 Dans ce cadre, la pression n’a plus sa signification thermodynamique
habituelle. Aucune condition initiale n’est imposée sur la pression. Son rdle est compa-
rable a un multiplicateur de Lagrange qui assure a tout instant que la contrainte d’in-
compressibilité est satisfaite.

3.2 Outils mathématiques

Nous introduisons tout d’abord quelques notions permettant de préciser le cadre fonc-
tionnel des fonctions dépendant du temps.
Soit T > 0 un réel fixé. Nous définissons le domaine espace temps Q x]0, T[. Une fonction
u(x, T) définie sur Q x]0, T[ peut alors étre vu de la fagon suivante

w0, T[—s X
t—u(t) =u(.,t)

ol X est un espace de Hilbert séparable dont les éléments sont des fonctions définies sur
Q. Par la suite, nous définissons 1’espace %7 (0, T;X) comme étant I’espace des fonctions
de classe €7 en t a valeurs dans X, nous notons d;u la dérivée de u par rapport a t et
o {u la dérivée d’ordre 1. Un résultat d’analyse fonctionnelle montre que €1(0,T; X) est
un espace de Banach pour la norme

HuHcgJ 0,T:x) — SUP ZHa t)x,
0<t<T1 0

voir [23, Chapitre 7], pour plus de détails.
Nous définissons aussi I’espace

=
LP(0,T;X) = {v mesurable dans 0, T[; Jo [v(t)[|% dt < oo},
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pour la norme

T 1
(J [u(t)]% dt> P pour 1 <p < oo,
_ 0

||u||Lp(o,T;x) =
supesstdoﬁ[||u(t)|]x, pour p = +o0.

C’est un espace de Banach si X est un espace de Banach.

Les problemes d’évolution en temps tels que notre probleme sont des problemes aux
limites initiales. Il est alors important de savoir pour quel type de fonction sur 0, T[xQ
il est 1égitime de parler de la valeur en {0} x Q. Pour répondre a cette question, nous
définissons 1’espace suivant

H3(0, T;:X) ={v € L2(0, T;: X); 3"v € L2(0, T;X), Vk < s}.

Cet espace est muni de la norme

) .
lesozag = (V122 0 1 +Z||a V2050 ) -

C’est un espace de Hilbert. L’ espace L2(0, T;H5(Q)) est un espace de Hilbert et en parti-
culier L%(0, T;L2(Q)) coincide avec L%(]0, T[x Q).

3.3 Etude du probléme continu

3.3.1 Formulation variationnelle

Pour résoudre le probleéme nous supposons que les données (f, g, Ty) vérifient
fe 20, T;H(Q)Y, gel*(0,T;H(Q)

Ty € L2(0,T;HZ (0Q)),

la donnée Ty appartient 2 L2(Q) et la donnée 1 appartient a L2(Q)4 satisfaisant la condi-
tion d’incompressibilité
divuy =0 dans Q. (3.3.1)

Remarque 3.3.1 Comme il a été déjé dit dans la Remarque 3.1.1, cette derniere condition
n’est pas nécessaire pour tous les résultats dans cette section mais puisqu’elle n’est pas
restrictive nous préferons l’assumer dorénavant.

Nous proposons la formulation variationnelle du probleme (3.1.1)—(3.1.2)—(3.1.3)—(3.1.4)—(3.1.5),

Trouver (u,p,T) € LZ(O,T; H(])(Q)d) X LZ(O,T; L(Z)(Q)) X LZ(O,T;H1 (Q)) tel que :
u(.,,0)=uy, et T(.,0)=Ty, dansQ, (3.3.2)

tel que, pour p.t. t,0 <t < T,
T(.,t) =Tp(.,t) sur 0Q), (3.3.3)
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et tel que, pour p.t. t,0 <t < T,

Yv e HO J oru(x dx+J v(T)(x,t)(gradu)(x,t) : (gradv)(x)dx
Q Q
+J )(x,t) . v(x )dx—J (divv)(x) p(x,t)dx = (f,v)q,
Q Q
Vq e 13(Q J (divu)(x,t) q(x)dx =0, (3.3.4)
Q

VS e HO(Q), J;; atT(x,t)S(x)dx+ocJQ(gradT)(x,t) . (grad S)(x)dx

—I-J ((u.V)T)(x,t)S(x)dx =(g,S)q,
Q

Par les mémes arguments que dans la proposition 1.2.1 nous vérifions que :

1) Toute solution du probleme (3.3.2)—(3.3.3)—(3.3.4) est solution du probléme
(3.1.1)—(3.1.2)—(3.1.3)—(3.1.4)—(3.1.5) au sens des distributions.

2) Toute solution du probleme (3.1.1)—(3.1.2)—(3.1.3)—(3.1.4)—(3.1.5) appartenant a

L2(0, T;HY(Q)Y) x 120, T;12(Q)) x L2(0, T;H' (Q)) est solution du probleme (3.3.2)—(3.3.3)—(3.3.4).

3.3.2 Existence et unicité de la solution

Nous introduisons les outils nécessaire pour prouver I’existence de la solution. Pour
cela, nous procédons comme dans le cas stationnaire du chapitre 1 : pour toutt,0 <t < T,

To(t) =R Tp(t)

Il est clair que la fonction Ty, appartienne 2 LZ(O,T;H1 (Q))) et satisfait en conservant la
méme constante cy de (1.2.9) I'inégalité suivante

vt € [O)T]) ”T_bH]_Z(O’f;]—H (Q)) g C‘HTbHL (335)

~ ]
2(0,T;H2 (0Q2))

Ainsi, nous posons,
T =T—-Th,

et nous remarquons que (u,p, T*) est une solution du probléme variationnel suivant :
Trouver (u,p, T*) € Lz(O,T; Hé(Q)d) X LZ(O,T; L(Z)(O_)) X LZ(O,"NI’; H(])(Q)) vérifiant
u(.,0)=ug and T*(.,0)=Ty—Tp(.,0) dans Q, (3.3.6)
et tel que, pour p.t t,0 <t < T,

vwe HJ(Q)Y, (0w, v) + (V(T 4+ Tp)Vu, Vv) + (1. V)u,v) — (divu,p) = (f,v)q,
Vq e 13(Q), —(divu,q)=0, (3.3.7)
VS e H)(Q), (3T S)+ (VT VS)+((u.V)T*S)

=(9,S)a — (0T, S) —x(VTy, VS) — (1. V)T, S),
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Nous faisons appel a I’espace V(Q) défini dans (1.2.4), nous pouvons ainsi éliminer 1’in-
connu p dans (3.3.7) en prenant les fonctions test dans 1’espace V(Q). Alors nous avons
une deuxieme formulation variationnelle.

Trouver (u,T*) € LZ(O,T;V(Q)) X LZ(O,T; Hé(Q)) vérifiant (3.3.6) tel que, pour p.t
,0<t<T,

WweVv(Q), (0wu,v)+ (v(T +Tp)Vu, Vv) + ((u. V)u,v) = (f,v)q,
VS e HY(Q), (3:T*,S)+ (VT VS)+ ((u.V)T*S) (3.3.8)
=(9,S)0 — (3¢Tp,S) —x(VTy, VS) — ((u . V) Ty, S),

A ce niveau, nous sommes sur le point de prouver le théoreme fondamental de ce para-
graphe sur I’existence de la solution (u,p, T) du probleme (3.3.2)—(3.3.3)—(3.3.4).

Théoreme 3.3.1
Si (u, T*) est une solution du prc@éme (3.3.2)—(3.3.8), alors le probleme (3.3.2)—(3.3.3)—(3.3.4)
admet une solution (u,p, T =T*+ Ty ) dans I’espace
L2(0,T;HY(Q)) x L2(0, T;L3(Q)) x L2(0, T;H ().

Démonstration. 1) On commence par montrer 1’existence de la solution (u, T) pour cela
en utilisant les mémes arguments que dans la démonstration du théoreme 1.2.1, il existe
une suite croissante V,, de sous-espaces de dimension finie de V(Q) et une suite crois-
sante W, de sous-espaces de dimension finie de Hg) (Q) tel que ngN Va x W, est dense

dans V(Q) x H(‘)(Q). Ainsi le probleme (3.3.8) s’écrit
Trouver (un, ) € L2(0,T; Vi) x L2(0, T; Wy,),
YWin € Vi, (0ttn, vn) + (V(TE + Tp) Vg, Vo) + (Un - Vug,ve) = (f,vi)0,
VSn € Wh,  (0¢T5,Sn) + «(VT,, VSn) + ((un . V)T, Sn) (3.3.9)
=(9,Sn)a— (0¢To, Sn) — &(VTy, VSi) — ((un . V) Tp, Sn),
On considere I’application suivante

(W, z) — _f—i—div(l(z-|—T_b)VWL_ (w.V)w,
’ 9—0tTo + ATy — (un . V)To — (un . V)z+ Az

est lipschitzienne sur H'(Q)¢ x H'(Q). Ainsi, en appliquant le théoréme de Cauchy-
Lipschitz, voir [34, Section 21], le probleme (3.3.9) admet une unique solution (un, T})
dans %O(O,T;Vn) X CKO(O,'T';W“).

Comme u,, appartient a LZ(O,T; Hé(Q)d) et T} appartient a LZ(O,T; H(])(Q)) et que leurs
normes sont bornées par une constante ¢ grace a I’inégalité de Poincaré-Friedrichs sur Q.
Il existe une sous-suite notée encore par (un, I,;)n pour simplifier qui converge vers le
couple (u, T*) faiblement dans LZ(O,T;H1 (Q)9) x LZ(O,T;H] (Q)).

On remarque que, pour tout m < n, (un, I,;) est solution du probleme suivant

Trouver (un, 1) € LZ(O,T;VTI) X LZ(O,T;Wn) tel que

Y € Vin,  (Otun,vim) + (V(T.:{—I—T_b)Vun,va) +((un . Viun,vn) = <f>vm>Q
=(9,Sm)a — (3¢To, Sm) — o(VTp, VSm) — ((un . V) Ty, S,
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En prenant S;,, égale a 0¢T,; dans (3.3.10), on déduit que 0T} est borné dans L2(0, T; L2(Q)).
Grice 2 I’injection compacte de H' (O,T; L2(Q))N LZ(O,T;H1 (Q)) dans LZ(O,T; L2(Q)),

il existe une autre sous-suite (T;:), telle que la suite (v(T + Tp) Vv )n converge vers
v(T* 4+ Tp) Vv, ae. dans Q. Comme la norme de (v(T; + T,) Vv )n est bornée par
V2[VVml 2(q)axa, en utilisant le théoréme de convergence dominée, on déduit la conver-
gence de (V(TZ 4+ Tp) Vv )n vers v(T* +Tp ) Vv, dans L2(Q)94%4,

Pour la convergence du terme non linéaire, (voir plus de détails [38, Chap. III, Lemma
3.2]),on a

(un . Vup,vin) = —((un. V)vi,ug))

_ _ZJJ Di(van);) (1)1 dxdt,

i,j=1

qui converge vers

—Zj |, (ws(Putvm) whdxat = (. Vv, w) = (. Vv

L,j=1

Ainsi, en passant a la limite sur n, le probleme (3.3.10) s’écrit :

Trouver (u, T*) € LZ(O,T;V(Q)) X LZ(O,T; H(])(Q)) tel que

VWi € Vi, (00, vin) + (V(T* + Tp) Vi, Vo) + (w0 . VIu,vn) = (f,vm)q,
VSm. S me (atT*)Sm) + OC(VT*,VSm) + ((u . V)T*»Sm)
= <9)Sm>Q - (atT_b)Sm) - (X(VT_b)VSm) - ((U. . V)T_b)sm)>
(3.3.11)

Finalement, en passant a la limite sur m et par densité de UN Vin X Wi dans V(Q) x
me

H(])(Q), on déduit que le couple (u,T = T*+ Ty) satisfait la premiére et la troisieme
équation du probleme (3.3.2)—(3.3.3)—(3.3.4).

2) En intégrant la premiere équation de (3.3.8) entre O et t, et en appliquant (3.3.2), nous
défnissons la fonctionnelle suivante, pour tout v dans H(])(Q)d

J (f(,ys (VT +To) () Vulsys), Vv) = ((ul.,s) . V)u(.,s),v)ds
—(U(.,t),V)—F(Uo,V).

Pour tout t dans [O,'ﬁ, la fonctionnelle L est linéaire continue dans H'(Q)9, et d’aprés
(3.3.2)—(3.3.8) elle s’annule sur V(Q). Grace a la condition inf-sup (1.2.5) et a Girault
et Raviart [24, Chap. I, Lemme 2.1], pour chaque t € [0, T], il existe une fonction P(t) de
Lé(Q) telle que :

vwe H Q)4 Li(v) =—(divv,P(t)), (3.3.12)

L
PO < sp )

3.3.13
verboys Pl G313
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En dérivant par rapport a la variable t, et en posant

P= atp(t))

on obtient la premiere équation de (3.3.4).

Nous commengons par établir une estimation a priori sur la vitesse.

Lemme 3.3.1

Supposons que la donnée f appartienne a L2(0, T;H! (Q)d), et que la vitesse initiale
1y dans L2(Q)9 et vérifiant (3.3.1). Alors nous établissons une estimation a priori sur la
vitesse U solution du probleme (3.3.2)—(3.3.3)—(3.3.4), pour tout t €]0, T[

20 0 oy < € Utollizaa + Il 20 7t i) (3.3.14)
ou ¢ est une constante dépendant uniquement de () et T.
Démonstration. Nous prenons v égal a u dans 1’équation (3.3.4), on obtient

(0w, u) + (v(T)Vu,Vu) + ((u . V)u,u) — (divu,p) = (f,u)g

Grace a I’inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

1d
2dt
En utilisons I’inégalité de Young

HuHLz ja TV HquLz a <cffly- (Q)d [l (Q)dy

C 2
HuHLz Ja+vielulfn o V—1HfHH4

En intégrant entre O et t on obtient

t t
2 ¢ 2
Ju(., H]_Z d+V1 CJ Ju(., ||H1 dds u(., ||]_2(Q)d+\/_]JO Hf(-)S)HH%(Q)ddS-

(3.3.15)
En combinant avec (3.3.2), on déduit 1’estimation désiré.

Théoreme 3.3.2
Supposons que les données
(f,9,Ty) € L2(0, T;H7'(Q) ) x 12(0, T;H'(Q)) x 12(0, T; H2 (300)),

et que la vitesse intiale uy dans LZ(Q)d et vérifie (3.3.1), la température initiale dans

L2(Q) et la température intiale sur la frontiére Tg dans H%(OQ). Alors le probleme
(3.3.2)—(3.3.3)—(3.3.4) admet une solution (u,p, T) dans I’espace

~ d ~ ~
L2(0, TsHp(Q)") x L*(0, TiLG(Q)) x L*(0, T H' (Q2)).
Cette solution vérifie I’estimation a priori suivante, pour tout t €]0, T(
Iellzgofrr ey T IMllz o Fr )
2 2
C(ITollv2t0 + T, 3 ey + 102y + 11220 541 oy

2 ~
+[Toll oindooy T 9l 20 51 () (3.3.16)
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Démonstration. L existence de la solution (u,p, T) du probleme (3.3.2)—(3.3.3)—(3.3.4)
a été montrée dans le théoreme 3.3.1. Pour prouver I’estimation comme

T:T*+T_b)

est solution du probleme (3.3.2)—(3.3.3)—(3.3.4), en prenant S égal a T* dans la troisieéme
équation de (3.3.4), on obtient

(atT*)T*) + “(VT*»VT*) = <9>T*>Q— (atT_b)T*) _OC(VT_b)VT*) - ((u . V)T_b>T*)

En utilisant I’inégalité de Cauchy-Schwarz et le fait que H' (Q) s’injecte de facon com-
pacte dans L*(Q), on obtient

Zdt“T*” JF‘XC||T*||H1 C(“QHH—‘(Q)“T*”H1 (Q)+||atT_b||L2(Q)||T*||L2(Q)

o[ To [l o 1T v ) + Il @y I To i () 1Tl (Q))

Grace a I’inégalité de Young, on obtient

* * ——ad C/ N
Sy 12200 + el T 1 ) < e (19071 () T ITollFi g + 5 Uelifir ya + Tollfir )2
Zdt (Q) Q) " 2 (Q) (Q)

En intégrant entre O et t, et en utilisant (3.3.5) on aura,
2
Iy [ T8

t t
T(.,0)|2 +J 591 od +J To(ns)[?,  d
C(H (, )HLZ(Q) 0 Hg( >S)HH 1(.0) 5 0 H b HH Z(0Q) s

¢ [ 2
+ = u(. ds+J Ty ( 2 ds )
7| s gadst | T2 as)

En utilisant (3.3.6) et I’inégalité (3.3.14), on aura
IT* 20,607 @) < (I Tollz(ay +ITo 13 o

+ | T l? + e .
| b”LZ(o,t;H%(aQ)) l9ll2 0,611 ()

2 2
Q) + HuOHLZ(Q)d + Hf“LZ(o,t;w1 (Q)4)

Une inégalité triangulaire mene au résultat désiré.

Dans le théoreme suivant, on se limite a la dimension d = 2.

Théoreme 3.3.3
On suppose que la fonction v est lipschitzienne et on désigne par v* la constante de
Lipschitz. Il existe deux constante positive cﬁ’ et cb’ telles que
(i) si les données (f, g, Ty) € L2(0, T;H™1(Q)2) x L2(0, T;H1(Q)) x L2(0, T; HZ (3Q)),
o dans [2(0)? et TO dans HZ (2Q) vérifient
ij‘(HTOHLZ(Q]+HTSHH%[6 +HuOH 2+HfHLZ OTH 10)?2)

2 N
+||Tb|| 0Fnd (am)+||9||L2(0,T;H—1(Q)))<]’
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(i) si le probleme (3.3.2)—(3.3.3)—(3.3.4) admet une solution (u,p,T) telle que u dans
L2(0, T;WhH4(Q)?) avec q > 2 et satisfaisant

eVl o Fraia)z) < s (3.3.17)
Alors, cette solution est unique.

Démonstration. On pose

c? = C(HToHLz + HTOH 3 00) + ||UOH Q)2 + ”fHLZ OTH 1(Q)2)
2 ~
+||Tb|| OTH}(aQ))_'—HgHLZ(O,T;H*](Q)))'

ol c est la constante dans (3.3.16).
Soient (uq,p1,T7) et (uy,p2,T2) deux solutions du probleme (3.3.2)—(3.3.3)—(3.3.4)
avec U dans Lz(O,T;W]’q(Q)Z) satisfaisant (3.3.17).
On pose
u=u;—uy p=pi—p2 et T=T—-T.
On procede en deux étapes :

1) Comme T est dans Hg) (Q)), on utilise la troisieme équation du probleme (3.3.2)—(3.3.3)—(3.3.4)
pour S égale a T on aura

1d

ZE||T||§2(Q)+ocJQ(gradT)z(x,t)dx+J (1. V)Tp—(uz. V)T2) (%, ) T(x, t) dx =0,

Q

En utilisant (1.2.16), on obtient

1d

ZdtHTHLz + o VT 012 q) S Il O a0 2 VTG Ol TG Bl

Par conséquent,

ZdtHTH +“|T( )| C] CZ |U( )| ](Q)2|T(,t)|H1 (Q),

ol cg est la norme de I’injection de H(])(Q) dans L*(Q).
En intégrant entre O et t, on déduit,

OCC|T|L2(O,t;H1 Q) < C?Cg |u|L2(0’t;H1 (Q)2)» (3318)

2) Similairement, on déduit d’apres la premiere équation du probleme (3.3.2)—(3.3.3)—(3.3.4)
qu’en prenant v égale a u, on obtient

J atu(x,t)u(x,t)dx+J v(Ty)(x,t)(gradu;)(x,t) : (gradu)(x,t)dx
Q Q

—J v(Ty)(x,t)(graduy)(x,t) : (gradu)(x,t)dx
Q

+J (w1 . Vug —(uz . V)u)(x,t).u(x,t)dx =0
Q
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(ur . Vg —(uz . V)ug,u) = ((u. Viug,u).

J atu(x,t)u(x,t)dx+J v(Ty)(x,t)(gradu)?(x,t) dx
Q Q

:—JQ(V(TH—V(Tz))(x,t)(gradm)(x,t) : (gradu)(x,t)dx
—J ((u.Viuy)(x,t).u(x,t)dx
Q

En utilisant I’inégalité de Holder, on aura

12(0)> +vilu(,, t)|2H‘ Q)2

< el g2 + ¥4 e M1 (a2 T Dl oy 1l Dl o2
ol cg est la norme de I’injection de H(])(Q) dans L9 (Q), avec + + 1. = %

En intégrant entre O et t, on déduit, 4
Uiz o) < Vi (e e ulizg a2+ e il g o) Tz o))
d’apres (3.3.18), on aura

[ulizo @) S et edvit v e o il cnaga))) Uoer @2))

En choisissant
¢_ ¢ 1 ¢ _ ¢ 6 1 ¢ -1

tel que

2, )< 1.

L X | ¢ 0 —1
creyvy (I+vPcel«x "”le 0,5W1ha(Q)%)

Nous déduisons que u est nul et d’apres (3.3.18) on aura aussi que T est nul.
Finalement, comme u; égale a u; et Ty égale a Ty, la pression p vérifie alors

—J (divy) () p(x)dx =0, v e Hi(Q)’.
Q

Et de la condition inf-sup nous déduisons qu’elle est nulle. Nous prouvons ainsi 1’unicité
de la solution (u,p,T).



Chapitre I

Discrétisation spectrale des équations
instationnaires

Ce chapitre est consacré a 1’approximation numérique en espace par méthode spec-
trale des équations de Navier-Stokes couplées avec celle de la chaleur instationnaires.
Ce chapitre est organisé en trois sections. La premiere section concerne la semi-discrétisation
en temps, nous prouvons 1’existence, I’unicité (d = 2) de la solution. Dans la deuxiéme
section, nous €étudions le probleme discrétisé en espace a 1’aide des méthodes spectrales.
Et dans la troisieme section, nous prouvons que le probleme discret admet une solution
localement unique et nous établissons ensuite des estimations a priori optimales entre la
solution discrete et la solution approchée.

4.1 L’approximation temporelle

Pour discrétiser la dérivée temporelle de vitesse et de température, nous avons fait
appel au schéma d’ordre un en temps, c¢’est un schéma d’Euler implicite [15, 17].

La dérivée 0¢u(ty) est alors approchée par le quotient différentiel d’ordre Ty,

wty) —u(te—1)
Tk

Oru(ty) ~ + O(ty). 4.1.1)

Nous introduisons une partition de I’intervalle [0, T] en des intervalles [ty_1,t],0 < k <
K,tel que 0 =ty <ty <--- < tx =T. Nous désignons par

Tk =tk — ty—1,
le pas du temps. T désigne le K-uplet (Ty,....,Tk) et

IT| = max Ty.
1<k<K

Nous sommes sur le point d’écrire la formulation variationnelle, pour toutes données

(£,9,To) € €°(0, T;H ' (Q)%) x £°(0, T;H 1 (Q)) x 6°(0, T;H2 (300))
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uy dans LZ(Q)d vérifiant (3.3.1) et Ty dans L?(Q). Et pour simplifier 1’étude de notre
probléme, nous approchons le terme non linéaire par v(T/~") et nous traitons les termes
non linéaires (u . V)u et (u. V)T de fagon implicite. Nous considérons alors le schéma
suivant :

d

Trouver (W)1<j<5 € (Hy(Q)7)), (Pigjey € (LG(Q)) et (Tiggy € (H(Q))) tel

que
wW=uy et T°=T, dansQ, (4.1.2)
tel que, pour tout j, 1 <j < J,
T = le) sur 0Q), 4.1.3)
et tel que, pour tout j,1 <j < J,
Vv e Hé(Q)d, (W,v) +Tj(v(Tj_1)Vuj , Vv) —|—Tj((uj .V)u,v)
—1(divv,p)) = (W v) +1(F,v)q,
Yq e 13(Q), —(divw,q)=0, (4.1.4)
VS e H)(Q), (T,S)+an(VT,VS)+1((W . V)T,S)
= (T78)+71(d,S)a,

ou f =f(,,t;), g =g, tj) et T) = Ty (,, ;).

Remarque 4.1.1 Nous pouvons considérer ce schéma aussi
Trouver (W)j<jg) € (Hg)(_O_) ), (P g € (Lé(Q))I et (g € (H'(Q)) tel que
ul = up et TO = To dans Q,
tel que, pour tout j, 1 <j < J,
T=T surdQ,
et tel que, pour tout j,1 <j < J,
weH Q)Y (W) +1(v(T )V, V) —15(divv,p))
= (ujil»v) +T]' <fj)v>Q _Tj((u'ji1 . V)ujilvv)»
VqeL§(Q), —(divu,q)=0,
vYS e H)(Q), (T,S)+at(VT,VS) = (T S)+15(g",S)o —7((W . V)T S).
Oubien

d

Trouver (uj)]gjgl € (H(])(Q) )J, (p))1<]<1 € (L%(Q))] et (TJ)1<]<I € (H] (Q))] tel

que

ul = uy et T = To dans Q,
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tel que, pour tout j, 1 <j <],
T=T surdQ,
et tel que, pour tout j,1 <j < J,

wweHy Q)4 (W,v) —l-Tj(V(Tj*] )'Vu, Vv) —i—Tj((uj AVATTIRLEY)
—1j(divv,p’) = (W, v) +15(F,v)o,
VqeL§(Q), —(divu),q)=0,
¥S e H)(Q),  (T),S)+arg(VT,VS) +1((w . V)TI,s)
= (T7,8)+15(d,S)a,
Le premier schéma est stable sous la condition que le pas du temps soit suffisamment petit,

cela vient du fait que les termes non linéaires des équations de Navier-Stokes et chaleur
sont discrétisés de facn explicite.

Comme pour le cas continu, pour tout j,0 < j < J, on pose To = RT), ot R est
I’opérateur définit dans le chapitre 3, et on a

1Tl ) < ol Tl 3 o0 (4.1.5)

avec la méme constante C¢ que dans (3.3.5). o
Alors, si (W,p’, T) est une solution du probleme (4.1.2)—(4.1.3)—(4.1.4), le couple (W, T* =

T —T_b])ogjgl appartient 2 V(Q)/ 1 x (H}(Q)) ™, vérifit (4.1.2), et tel que, pour tout
1<j<],

WeV(Q), (Wv)+7T T +T v, v) 4w . V), v)
= (W v)+1(f,v)q,
VS e HY(Q), (T,S) +agy(VT9,VS) +75((W . V)T, )
= (T77,8)+7(¢),S)a— (T, $) + (T ,9)
—at(VTp, VS) (W . V)T, S).
(4.1.6)

4.1.1 Existence et unicité de la solution

.Cqmr.ne pour le cas continu, nous démontrons un résultat d’existence sur la solution
(W,p’, T) afin de prouver 1’équivalence entre les problemes (4.1.2)—(4.1.3)—(4.1.4) et
(4.1.2)—(4.1.6). Par les mé'mes arguments du théoreme 3.3.1, on prouve I’existence de la

solution (W, TV =T +T.)).

Proposition 4.1.1 '
Si (W, T*)o<j<7 est une solution du probleme (4.1.2)—(4.1.6), alors il existe un p’ de

L3(Q) tel que (W, p), TV =T+ T, +Ty) est une solution du probleme (4.1.2)—(4.1.3)—(4.1.4).
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Démonstration. Nous définissons la fonctionnelle suivante, pour tout v dans H(]) Q)4

Li(v) = (F,v)q—(v(T7! +T v, V) — (W . ViU v) — %(uj —u )
)

L application v — L;(v) est une fonctionnelle linéaire continue dans H'(Q)4, et d’apres
(4.1.6) elle s’annule sur V(Q). Grace a la condjtion inf-sup (1.2.5) et d’apres Girault et
Raviart [24, Chap. I, Lemme 2.1], il existe un p’ de L(z)(O_) tel que :

Vv e H)(Q)Y,  Lj(v) =—(divv,p)), (4.1.7)

; L(v)
P lli2(0) < sup J

_— (4.1.8)
veH] (Q)d ||V||H1(Q)d

Par conséquent, (uj , pj , T =T% +T_bj ) est une solution du probleme (4.1.2)—(4.1.3)—(4.1.4),
équivalent au probleme (4.1.2)—(4.1.6), pour les mémes arguments que ceux du probléme
continu.

La démonstration de cette proposition se reposent sur les mémes arguments du théo-
reme 3.3.3.

Proposition 4.1.2

On suppose que la fonction v est lipschitzienne et on désigne par v* la constante de

Lipschitz. Il existe deux constante positive cﬁ’ et cb’ telles que

(i) si les données (f1, g/, T/) e HT(Q)2 x H(Q) x HZ(3Q), up € [2(Q)%, Ty € 12(Q)
et Tg € H2 (0Q)) vérifient

cu’(IIToHLZ(Q)Jr||T§||H%(amHuo||fz(mz+||fJ||2H4(Q)z+|\T%||i%(ag)+||9]||H—1(Q)) <1,

(4.1.9)
(i) si la solution (W,p),T)) du probleme (4.1.2)—(4.1.3)—(4.1.4) est telle que W dans
Wha(Q)? avec q > 2 et satisfaisant

Va2 < T, (4.1.10)
Alors, cette solution est unique.

Théoreme 4.1.1 B i
Supposons que la donnée f appartient a2 €°(0,T,H™'(Q) ) et la vitesse initiale ug
appartient 2 L2(Q)9 et satisfait (3.3.1). La suite des vitesses (W ); <j<J satisfait, pour j >

1:
: 1 ) 1
0 2
HuJHLZ(Q)d < u HLZ(Q)dﬂ/—CV] ( § ]TmumeH_](Q)d)Z. 4.1.11)
m=

Démonstration. Afin d’établir (4.1.11), nous prenons v égal a w dans (4.1.4), on aura

(W—w T u) +'tj(v(Tj’] )WV, V) =1;(f, W) q,
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et nous utilisons cette relation
1
ala—b)=-a’+-(a—b)>—-b?

on obtient

1 12 i—1112 j ji—112 in2

< Tij)HHfl (Q)dHuJHHl [Q)d)

ainsi, en utilisant I’inégalité de Young

ITEA T SR NP 12 |2 T2

ensuite, en sommant sur j, nous obtenons

j j
2 —12 2
||u)||LZ(QJd+Z ||um_um ”LZ[Q)d—i_CV] ZTm”umHHl(Q)d
m=1 m=1

1 j
0112 2
< ||L2(Q)d+a Z]Tmem“H](Q)d)

On en déduit,
N2 012 1 §j 2
m
Hu)HLZ(Q)d g ”u |’L2(Q)d+ CV] ]Tm”f HH—l(Q)d'

4.2 Approximation spatiale

Les équations (3.1.1—3.1.2—3.1.3—3.1.4—3.1.5) sont résolues a partir de leur formu-
lation variationelle. Dans le probleme (3.3.2)—(3.3.3)—(3.3.4), les variables d’espaces et
de temps jouent des roles différents, ce qui motive une approche par discrétisation a I’aide
des méthodes spectrales en espace.

Dans ce chapitre nous conservons les notations du Chapitre 2. Supposons que la don-
née Ty, est continue sur 0Q x [0, T], les données f et g continuent sur Qx[0,T],1a tempé-
rature initiale dans L%(Q) et la donnée initiale uy dans L2(Q )4 satisfait (3.3.1) et Ty dans
L%(Q). Le probléme discret est construit a partir du probleme (4.1.2)—(4.1.3)—(4.1.4) par
la methode de Galerkin avec intégration numérique. Il s’écrit alors sous la forme

Trouver (u{'\lhgjg] € (XN, (p%\]hgjg] € (M) et (Trj\J)KjSI € (Yn)) tel que
ud=Iuy et T{=INTp dansQ, (4.2.1)
tel que, pour tout j, 1 <j < J,

T, = 32T surdQ, 4.2.2)
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et pour tout j, 1 <j < J,
vy € Xy, (u%\v"N)N +Tj(v(Tf\f1)gradu{'\,,grava)NJrTj((uL .V)u{'\,,vN)N
— 5 (divon, Pl = (Ul vn) 5, vndn,
Van € My,  —(divul, qn)y = 0, (4.2.3)
VSn € Y, (T]j\DSN)N + ot (gradT]j\], grad Sy ) +Tj((u{.\] . V)T]j\], SN)n
= (T, Sn)  +T5(d, Snn-

L’existence et 1’unicité de la pression du probleme discret (4.2.1)—(4.2.2).—(4.2.3) étant
assurée par la condition inf-sup (2.6.11), I’existence d’une solution (u%\J,TT]\J )KKJ de ce
méme probleme peut étre obtenue par les mémes arguments que dans le cas continu, mais
nous préferons suivre 1’approche de Brezzi, Rappaz et Raviart [13] pour obtenir directe-
ment des résultats plus précis. .

Par les méme arguments que dans le théoreme 4.1.1, la suite (u}); <jg Vérifie I’estima-
timation suivante, donnée dans le théoréme ci-dessous.

Théoreme 4.2.1 o

Supposons que la donnée f est continue sur Q) x [0, T] et la donnée initiale uy appar-
tient a LZ(Q)d satisfait (3.3.1). Alors, la solution du probleme (4.2.1)—(4.2.2)—(4.2.3)
vérifie

) 0 E 2
HuNHLZ(Q)d < HUNH]_Z(Q)d+ v ( ]TmHImeHH1(Q)d)2' 4.2.4)
m=

4.3 Estimation a priori

Afin d’appliquer le théoréeme de Brezzi, Rappaz et Raviart [13], nous devons écrire
une autre formulation du probléme continu. Pour cela, on introduit I’opérateur de Stokes
$*(0), qui associ pour toute donnée F dans L%(0, T;H™! (Q)d) et Uy dans LZ(Q)d la partie
u de la solution (u,p) de ce probleme de Stokes

Trouver (u,p) € LZ(O,T; Hé(Q)d) X LZ(O,T; L%(Q)) tel que

u=0 surdQx]0,T[ et ulo=1uy dansQ, 4.3.1)

tel que, pourtoutt, 0 <t < T,

vv e H (Q)4, J

ou(x,t)v(x)dx + J v(0)Vu(x)Vv(x)dx
Q

Q
+L)(gradp)(x)v(x)dx = (F(.,1),v)q, 4.3.2)

Vq e L3(Q), —Ll(divu) (x)q(x)dx = 0.
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On considere aussi I’opérateur S* (8) qui associ a toute donnée F dans L2(0, f; H Q)Y

d . . ~ N
et ug dans L2(Q)" la partie p de la solution (u,p) de ce méme probléme.
On introduit I’opérateur inverse de Laplace L* qui associe pour toutes données

(G, T, To) € L2(0, T;H(Q)) x L2(0, T; H2 (0Q)) x L2(Q)

la solution T du probleme
Trouver T € I_Z(O,T;H1 (Q)) tel que

T=Ty, sur an]O,T[ et Tli—o=Ty dansQ, (4.3.3)

tel que, pour toutt, 0 <t < T,

VSEH(])(Q), JQatT(x,t)S(x)dx+ocJQVT(x).VS(x)dx:<G(.,t),S>Q (4.3.4)

En notant U = (lTl) , le probleéme (3.3.2)—(3.3.3)—(3.3.4) devient équivalent au probleme

suivant :

fanzu—<$g”_g)eun=m 4.3.5)

avec
_ (91(U),uo)) (G1(U)>_(f—(u.V)u)
Gm)‘((gz(u),Tb,To) « \aw) \g-m.vy) @30

4.3.1 A propos de la discrétisation en temps

A partir de maintenant, on note par 1, la fonction affine sur chaque intervalle [tj—1 ,t]]
et égale 2 W a chaque instant tj, 0 <j < J, et par pr, Tr les fonctions affines égaux a p,

T respectivement sur chaque intervalle ]t Itj1, 5L 1< <.
Pour chaque fonction v continue sur [0, T] on introduit :
e la fonction 7t} v constante et égale av(t;) sur chaque intervalle Jt;_1,t;], T <j <J.
e la fonction 7t v constante et égale a v(t;_1) sur chaque intervalle |tj_1,t;],1 <j <
J.

Soit S (0) 1’opérateur semi-discret suivant :

SH0): €0, TH QY x12(Q)! — HI(Q)!

(F,uo) — Ur

oll W. est choisi comme la fonction associée 2 la solution W telle que (W, p’) soit solution
du probléme de Stokes suivant
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Trouver (uj)KK] € (H(])(Q)d)I et (pj)KK] € (L(z)(Q))I tel que

W=0 surdQ, 1<j<] et ul=uy dansQ, (4.3.7)

et, pour tout j,1 <j < J,

. .
Yv e Hé(Q)d, JQ(LU_Tw)(X)v(X)dx—i—JQV(B)Vuj (x)Vv(x)dx
j

+| (aradp)xvox = (FL ) Vo, 438

Vq e 13(Q), L)—(divuj)(x)q(x)dx =0.

d

)

On consideére ausi 1’opérateur :S'E (8) qui associ pour toute donnée F dans €°(0, T;H! (Q)

d . N . : o .
et ug dans [2(Q)" la partie p associé la solution p’ telle que (W, pl) est solution de ce
méme probleme.

Soit finalement L} I’opérateur semi-discret, pour toute donnée
(G, To, To) € €°(0, T;H'(Q)) x €°(0, T;HZ (0Q)) x L2(Q),
LZ(G, Ty, Tp) est égal a la fonction T associé a la solution T) solutions de
Trouver (Tj)KK] e (H'(Q)) tel que
T=T surdQ, 1<j<] et TO=Ty dansQ, (4.3.9)

et pour tout j, 1 <j <J,

j 11
wemn@, | (t-—

)RSl o | VT VS(0)dx = ([, 1), S)a
Q T

Q
(4.3.10)
Ainsi, le probleme (4.1.2)—(4.1.3)—(4.1.4) peut €tre écrit d’'une maniere équivalente comme
suit :

Fe(Ur) =U— (ﬁ(TgTTT) L0> G(U) =0, (4.3.11)

T

ou G est défini en (4.3.6).

Nous allons maintenant montrer une @stimation d’erreur entre la solution (u,p) du
probléme (4.3.1)—(4.3.2) et la solution (W, p’) du probleme (4.3.7)—(4.3.8).

Proposition 4.3.1
On suppose que la vitesse u de la solution (u,p) du probleme (4.3.1)—(4.3.2) appar-
tient 2 I’espace H2(0, T;H'(Q)4). Alors, on a la majoration d’erreur 1 <j < J,

- 1
Hu(nti)_ul”H](Q)d < \/T_\ﬁ |T|”uHH2(0’T;H1(Q)d)- (4~3-12)
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1

) _am) __ _ aym—1 1
(ZTm”(u(.,tm) u™) —(ulytmo1)—u )Hz (Q)d> g
m=1

o 12 < \/3—T1||u'||H2(0,tj;H1 (Q)d)»
(4.3.13)
j 1
7 1
TP (o tm) — Pl 2 ) < —— Il lullyz(0 6.1 (1) - (4.3.14)
<mZ=1 ml[p(ytm 1210 NeT [z 0,601 ()9

Démonstration. 1) Dans une premiére étape, on soqstrait I’équation (4.3.8) de (4.3.2) a
Pinstant t;. Ainsi, la suite (ey,)o<j<], définie par ey, = u(.,t;) —w satisfait e, = 0 et
pour tout 1 <j < J,

. . ‘ ) - .
Vv e Hé(Q)d) (eL,V) +Tj (V(e)ve]uyvv) - T (leV,p(.,tj) _p)) = (e]u )v) +Tj<£{1)v>Q)

vq € 13(Q), JQ —(divel)(x)q(x)dx =0. (4.3.15)

N\, m z
ou &' est donnée par

u(-)tj) _u(-)tjf])
Y

—(0tu) (., ). (4.3.16)

En appliquant les mémes arguments de (4.1.11) au probleme (4.3.15), on obtient

)

- 1
2 2
el < o 3 TmlellE g0

1

1 j my|2
< amZ_ITmHsu 12, 00 (43.17)

Pour estimer &', on fait appel a la formule de Taylor

i
U, to1) =uls )+ (o — 1) () (4 ) _L. (b= D@L t)dt,
donc
. t]
u( ’t]) T;L(.)t]” o (atu)(->t)) - _Tl)Lj_1 (t JC] ])(a%tu)( ’t)dt
On déduit que,

. Y
b= | (-, v

1

En appliquant I’'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

. 1 Y 5 %
leblhaone < (] tt=t0%0) Il oo
) j—1
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Or,
tj 5 tj 5 tj 5 tj
J (t—tj_1)°dt :J tdt—th_1J tdt+tj_1j dt
-1 1 -1 tj—1
13 153 2,43 2 3
- gt] StJ 1 t)_]tJ +tj_]+t)’_1tj—tj_‘|
1.3
== gt] StJ ]—t) ]t +t ]t]
1 3
= 3541
1
= §TJ'3'
Donc,
;
: 1T
||£)11||L2(Q) )\/—H ||H (tj—1,t5;HT (Q) )
1
]
THuHHZ t1,tHT(Q)4))
. 2 T
lewlliz(qya gHuHHZOtJHm)) (4.3.18)
D’ou, ,
P2 ||
||eLHH1(Q)d<(CV1) Il o 11 (g
i 1\3
ekl < (57) " Zlulhegm@en
Par suite,

. 1 \3 1
Julyt) =Wy qya < <—) ! el (0,T;H(Q)d)"
cvi/ 3

2) Dans une deuxiéme étape, on choisi v égal a e}, — e]u_1 dans (4.3.15) en notant que e%

égal a zéro et (divv,p(.,t;) —p)) s’annule sur Q, ceci donne

j -1 j
(u(ytm) —u™) — (u(ytymg) —u™ ) 1
m=1 m:1

Tm
(4.3.19)
en utilisant (4.3.18) on aboutit a (4.3.13).
3) Dans une derniere étape, on démontre (4.3.14) on déduit de 1’équation (4.3.15) que

, j—1 j
v e HY(Q),  —(divw,plat) —p)) = —(2—8 v)— (v(0)Vel, V) + (e],v)a.

"['.
)
En utilisant la condition inf-sup (1.2.5). on obtient

j—1

j
ey —e -
(o) =Pl gq) < I=——"lliz(q)e +ev2llellliqye + llebliz e,

T
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en multipliant par T;, en sommant sur j, 0 < j < ] avec (4.3.19) et (4.3.18), on obtient le
résultat désiré.

Proposition 4.3.2
On suppose que la température T du probleme (4.3.3)—(4.3.4) appartient a 1’espace
HZ%(0, T;H'(Q)). Alors, on a la majoration d’erreur, 1 <j < J,

||

||T(°>tj)_Tj||H1 \/—“T“HZ 0,T:H(Q))"

(4.3.20)
Démonstratiqn. On soustrait I’équation (4.3.10) de (4.3.4) a I'instant t;. Ainsi, la suite
définie par e]T =T(,t) — T satisfait e% =0etpourtout 1 <j <],

VS e HY(Q), (eh—el ! S)+at(Vel,VS) =1(e),S)q, (4.3.21)
avec sz est donné par

)

Ainsi, en prenant S égal a ejT dans (4.3.21), on obtient

] | :
He 120y €5 I1E20) €5 =€ 122 )+ axemsller | o) < llerIn-r ()l €,

(R ZTmIIET [ )7-

D’apres (4.3.18), on obtient

. 1.1
IT(t) =Pl q) < (%)2’T|||T||H2(O,tj;H1(Q))'

I1 résulte alors les propriétés suivantes sur les opérateurs semi-discret S et L.

Lemme 4.3.1 B
(i) Stabilité : Pour toute donnée F dans €°(0, T; H™'(Q)"),

||‘S">C(< (e) (F>O) ||L2(O,T;H1 [Q)d) g CHT['—é_FH[_Z(O’T;H—] (Q)d)) (4323)
et pour toute donnée G dans %O(O,T; H1(Q)),

(ii) L’estimation a priori : Si de plus §*(0)(F,up) est dans Hz(O,'Nl';H1 (Q)d),

F)uo)‘|H2(O,f;H1(Q)d)'
et si L*(G, Ty, To) appartient a HZ(O,T;H1 (Q)),
H(L* _L:)(G)Tb)TO)HLZ(O,iHI (Q)) < ClT’HL*(G)Tb)TO)||H2(0’TYH1 Q)* (4326)

On note que ces propriétés donne le résultat de convergence suivant,
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Corollaire 4.3.1 B . B
Pour tout F dans €°(0, T;H™'(Q)") et G dans €°(0, T;H'(Q))

lim ||($*—S$7)(0)(F,0)|

lim o =0 (4.3.27)

lim ||(L*—L7)( GaOaO)HLZ(oT-W Q

0. 4328
M FHI(Q) (4.3.28)

432 A propos de la discrétisation en espace

Similairement on note par un la fonction affine sur chaque intervalle [t;_1,t;] et
égal a u a chaque instant tj, 0 < j < ], et aussi par pnr, Ing les fonctions affines

égal a pN,T]]\, respectivement sur chaque intervalle ]Jt;_1,t;],1 <j < J. On définit aussi
S{i:(0) Topérateur de Stokes discret, i.e., ’opérateur qui associe pour toute donnée F

dans %O(O,T; H-! (Q)d) et upy dans LZ(Q)d, la partie upn< associé a la solution (u%\],p%\l)
de ce probleme

Trouver (u{'\])KK] e (Xn)) et (p%\,)KK] € (My)/ tel que

W =0 surdQ, 1<j<J et ul =R dansQ, (4.3.29)
et, pour 1 <j < J,

i T
<u'N Uy

vYwn € Xy, )VN>N + (V(G)VHL,VVN% = (diV\’Nm]ﬁ)N = (F(,t),vN) 0,

Y
VN € M, —(divu’ﬁ,qN>N —0.
On introduit finalement I’opérateur £{,. qui associ pour toute données
(G, T, To) € €°(0, T;H! (Q)) x €°(0, T H2 (002)) x L2(Q),

la partie Ty associé a la solution T])\J de ce probleme

T, =137 surdQ, 1<j<J et TqQ=mNTy dansQ, (4.3.30)

T, -1, -
VSn €YY, (— SN> +oc<gradT]]\,,gradSN> = (G(.,t),Sn)a. (4.331)
T) N

TNT
valente comme suit :

En notant Uy, = (uNT) , le probleme (4.2.2)—(4.2.3) peut étre écrit d’une maniere équi-

o (70 T 0
TNT(UNT) :uNT_ (SNT(TE; N ) L]ilfr

avec  Gne(Ung) = ( (Gnrryuo) )

) gNT(uNT) - O) (4.3.32)

(GNt2, Toy To)
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Les deux compsantes G et Gnr2 sont définies respectivement par
W€Ky | G X, I (R)dx = ({1t - Ve ),
Q

VSn € YR, JQ Gnr2(%,.) . Sn(x)dx = (9 — (unt - V)T SN)

Il résulte de méme les propriétés suivantes, pour la preuve de (ii) nous utilisons les mémes
techniques que dans les théoremes 2.6.1 et 2.6.2, Chapitre2 sur I’opérateur semi-discret

S et Ly
Lemme 4.3.2 B
(i) Stabilité : Pour toute donnée F dans €°(0, T;H'(Q)4),

F(X, JcTl‘L)vN (X) tm)dx

j
15%<(8) (F,0)[[1y1(ya <€ ) Tm sup =2 , (4.3.33)
m=1 VN EXN ||vN||H1(O_]d

et pour toute donnée G dans CKO(O,T; H1(Q)),

G (X> tm)SN (X) tm)dx

]
||L|>‘\<JT(G)O)O)HH_1(_O_) <c Z Tm SUup 4

(4.3.34)
S sweyy SN Q)

(ii) Estimation a priori : Si de plus 3,2/‘(9) (F,up) est dans L%(0, T; H1(Q)) et $3(0)(F, uo)
est dans LZ(O,T;HS(Q)d) pours,s > 1,

1657 =) @) (F ol o 7 ) < N (IS (O) (Fyuo) iz o vy
+ ||5$(9)F||L2(O,T;HS_1 Q) )- (4335)

et si de plus L;G appartient a LZ(O,T;HS(Q)),S >letTya LZ(O,T;HG(OQ)), pour o,
o> 4,
||(L’>:_LﬁT)(G)Tb)TO)H]_Z(O,'T';Hl(_Q))

1— * 1_
< C(N SHLT(G>Tb>TO)“]_Z[O,T;Hs(Q)) +N2 O-HTbHLZ(O,T;HG(aQ)))-

(4.3.36)

On déduit un résultat sur la convergence

Corollaire 4.3.2 B 4 B
Pour tout F dans €°(0, T;H™'(Q)") et pour tout G dans €°(0, T;H"'(Q)),
NE)I}-IOO 1(S5F _SﬁT)(e)(F’O)HLZ(o,T;Hl Q) = 0, (4.3.37)

lim [(Lf — L) (G,0,0) ||

N—+o00

o1 ()= O- (4.3.38)
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On commence par des résultats préliminaires qui nous seront utiles ultérieurement, les
arguments pour prouver ces deux lemmes se reposent exactement que dans le chapitre 2.

Lemme 4.3.3

On suppose que la donnée f appartienne a LZ(O,T;H“(Q)d)

,0 > %, on a I'inégalité
suivante pour tout t €]0, T[

t
L (G1(unt) — GNrr (une)y V) ds

<c(N? funllr, (0,TH(Q )d)+N*G”f”L2(o,T;HG(Q)d))”"N“med’
(4.3.39)
avec
(G1(unt),vn) = (f— (unt - V)ung V).

Lemme 4.3.4
Il existe une constante ¢ > 0 vérifiant la propriété de continuité suivante

(GN (uNT) VN)

< ([huneli? a, HIINFll 20 F02(ya)) [ONIlg ) (4:340)

L2(0,T;HT ()Y

Comme dans le cas discret chapitre 2, pour des raisons techniques, on introduit une
approximation U, = (uy, T\;) de la solution U dans Xy x Yy qui satisfait pour 0 <
TP,

[(u—ux) (5 ) e a)a < eNTPlul, ) ey,
H T TNT HHrJﬂ Q) < CNr_pHT(.,t)HHp+1(_O_). (4341)
Nous réferons a [9, Thm 7.4] ([11, Chap. I, Thm 2.4 & Chap. VI, Thm. 2.5] ) pour

I’existence d’une telle approximation.

A partir de maintenant, on note par
Z=1%0,T;H)(Q)%) x L2(0,T;H' (Q)).

On introduit aussi I’espace discret, i.e, I’espace Zn- des fonctions qui sont affines sur
chaque intervalle [tj_1,t;],1 <j <], et telles que leur valeurs a I’instant t; appratiennent
a Xy x Yn. Il est clair que cet espace est un sous-espace de Z de d1mens10n finie.

On note par ‘E(Z) I’espace des endomorphismes de Z, nous sommes amenés a faire
des hypotheses sur la solution (u,p, T) du probleme (3.3.2)—(3.3.3)—(3.3.4).

Hypotheses 4.3.1 La solution (u,p,T) du probleme (3.3.2)—(3.3.3)—(3.3.4)
(i) est telle que D F (U) est un isomorphisme de Z,

(ii) La solution (u, T) appartienne & H! (O,T;HQ(Q)d) x H! (O,T;HP(Q)), p>1.
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Lemme 4.3.5

On suppose que v est de classe € sur R, a dérivée bornés. Soit (u,p, T) solution du
probleme (3.3.2)—(3.3.3)—(3.3.4) vérifiant les hypotheses 4.3.1. Il existe alors un entier
To et Ny tel que pour tout T, || < T et pour tout N > Ny, I'opérateur D F(Uy,,) est un
isomorphisme de Zn-. De plus, la norme de son inverse est bornée 1ndependamment det

et N.
Démonstration. On commence par écrire la décomposition suivante

D P (Uky,) = DF (U) (SFQM? Tie)=5*(D . o

) (DG(UL,) ~DGU))

*)DQ(U)

(Sfaf(vr;m) 0
0 e

(5§T(7B;T§T) lzT) (D Gne(Uk) =D G(U).

DSt (T ) — DS*(T) 0
el T o) G

PRI 0 (6t - 61w

= (PRI 0) (Gl - U

En utilisant (i) de I’hypothese 4.3.1, on aura le résultat désiré si les six derniers termes
a droite tendent vers zéro quand |t| et N~ tendent vers zéro dans la norme de 1’espace
E(Z).
i) Soit Wt = (WnN+, Rne) un élément de la sphere unité de Zy<, on a

—((u.V)wnr+ (WNr - V)u,0)
DG Wi = (—((u Y Rus - (Wte V)T,o,O))

Comme Zn- est de dimension finie, on déduit par I’hypothese de régularité sur la solution
u que les termes (u . V)wne+ (Wne . VIuet (u. V)R + (Wnr - V)T appartiennent
a un sous-ensemble compact de %O(O,T;H1 (Q)d) et %O(O,T;H1 (Q))) respectivement.
Ainsi, en combinant avec cette expression (S, —S")(0) = (S, —S:)(0)+ (S5 —57)(0),
et L3, —L" = (L, — + (L; — L"), en additionnant tout cela avec (4.3.27), (4.3.28),
(4.3.37) et (4 3.38) donne

ii) Par la définition de D G, on est ramenés a étudier ces deux termes

=0. (4.3.42)
£(2)

lim lim
N—+o00 |t|—0

(u—u) VIWne+ (Wnir . V) (u—ug,),
(u—uye) VIRNe+ (Wnr - V(T =T ).
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En utilisant (4.3.41) avec (4.3.33) et (4.3.34), donne

(ST 0 .
PR —

=0. (4.3.43)
E(7)

1i1) Par la définiton de D G et D Gnr,

(DGnr(UN) =D GUNL),VN) - Wit
(e - V)W (Wie - VIUR s WN) = (U - VIWne + (Wiie - V)i v, 0)

(e - VI RNe+ (We - VITR) = (e - VIRNe (Wiie - V) TR ) 0,0)

L’idée se traite de la méme facon pour les deux composantes, on va considérer donc uni-
quement la premiére composante, pour cela soit N’ la partie entiere de %, on introduit

une approximation uy- de uy;, dans Pn/(Q) 4 par les mémes arguments du Lemme 2.6.4,
on déduit que

* * =1 * 2
<DgNT( NT)_Dg( NT))VN>‘WNT< cN2 ||uNTHL2(0’f;H](Q]d)HVNHH](Q)d‘

Combinant ce résultat avec (4.3.33) et (4.3.34), donne

Iim lim
N—+o00|1|—0

(5{«(73?&1) Li) (D Gne(Uiir) = DG(UL,))

=0. (4344
E(7)

d

),

(DS*(T)Rno) (T)(Fyup) = S*(T) (—div(dev(T) Rne VS*(T)F), 0),
(DSK(TIRN) (7t TR ) (Fy uo)
= S (e T (—div(dev(T) Rne VS (i T JF),0). (4.3.45)

iv) D’autre part, on note que pour tout F dans €° (0, T; H(Q)

En soustrayant la premiere ligne de la deuxieme ligne, on aura :

(D(S™ —5%c) Rue) (T) (Fy o) = (8™ = 5%0) (T) (— div(9gv(T) Rne VS (T)F), 0)
+ S8R (71 T{) (—div (e V(T) Rne V(8™ — S5%) (T)F), 0)

En notant par (F,ug) le premier composant de G(U), on remarque que S*(0)(F,up) égal
au, d’apres (4.3.5). On déduit par I’hypothese de la régularité sur la solution u que, quand
Wi parcourt la sphere unité de Zy - la quantité —div(0gv(T) Ry VS*(T)F) appartienne
2 un sous ensemble compact de €°(0, T; H Q) d). Ainsi, la convergence du premier
terme découle du (4.3.37)et (4.3.27).
Pour traiter le deuxieme terme, on remarque d’apres (4.3.33) il suffit de prouver la conver-
gence de HV(S* _‘Sﬁ’t) (T)FH]_Z(O’T;HI Q)4
Or,

Par conséquent,

Iim lim
N—+o00 [t]—0

=0. (4.3.46)
E£(7)

DSE (M T5) —DS*(T) 0
( NN O) G(u)
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iv) La convergence du cinquieme terme est déduite de (4.3.41), (4.3.33) et (4.3.34) 1a
stabilité de DS, (0) et la convergence du dernier terme est obtenu par la formule (4.3.39)
et par la stabilité aussi de DSY.(0).

Ceci acheve la démonstration de la premiere partie de ce Lemme.

Lemme 4.3.6
On suppose que la fonction v appartient 2 W (R), a dérivée lipschitzienne. Il existe
un voisinage de U3, dans Zn et une constante ¢ > 0 tel que I’opérateur D - satisfait

cette propriété de Lipschitz, pour tout 1~J.N dans ce voisinage,
1D Fne(Uiie) = D Fnve (Un) | (2 < €| U — Un - (4.3.47)

Démonstration. En posant Uyn = (N, Ty ), on a

D Fre(Uke) — D Fre(Un) = (5NT(7T;TN) ~ SNl TR 8) D Gne(URL)

0
+ (DSIQT(W;TN )O_ DS&T(T{IT) 8) gNT(uI*\IT)
+(5§T(78;TN) Li) (D Gre(Un) — D Gre (U, )
N (DSﬁT%ﬂ:TN) g> (Gre(Uin) — Gre(Ui))

Nous devons évaluer ces quantités, pour tout W = (Wn+, Rnt) dans la sphére unité de
Zn+- Lanalyse des deux derniers termes vient du lemme 4.3.4 (et une généalisation de
ce lemme), on va considérer donc uniquement les deux premiers termes. Pour tout ce qui
suit, la constante ¢ dépend des normes [|Ug ||z, [UN ||z et [|V]ly2,00(r)-

1)Ona

(SNT(T[TTN) _OSNT(T[TTNT) 8) DgNT(u]*\IT)WNT

_ ((.smmﬁﬁ,c) — S (T TN (U - VIWNT + (Wiie - V)u;;@m)

0
ul —u2
=)

u]k - SﬁT(TﬁT)((u]*\]T . V)WNT_I_ (WNT . V)u]*\]”l."o)

avec

5 ~
u** - S]QT(TN )((uI*\JT . V)WNT + (WNT . V)uT*\IT)O)
ot u! et uZ, vérifient les deux équations suivantes

deu! —div(v(TH)Vul) + Vpl = (Ui - VIWne + (Whe - VIUR,
et

atui* _diV(V(TN )Vui*) + Vpi* = (uT\JT . V)WNT + (WNT . V)u*NT
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En soustrayant la premicre de la deuxieme équation, on obtient
0wl — 1) —div(v(Ti) Viul =)+ V(pl —p2,) = div(v(Te) = v(Tn)) Vuid,)
Ce qui nous permet d’écrire 1’égalité suivante :
wl =, = S (T (div(v(TRe) = v(Tn)) Vi)
= S0 (TR) (div(v(TR2) = V(TN) ) VSR (TN))
((U*NT . V)WNT+ (WNT . V)UT\mO)
Ainsi,

(5§T(TNO—T,§T) g) D Gree (Ul ) Wte — (ng(OTgT) L(; ) ((AN(;,O),)

Ane = div(v(Tie) = V(TN)) VSR (75 Th)) (Wi - VIWNT + (Wt - VU,

D’apres la propriété de Lipschitz sur v, il existe une constante c telle que,

H <3NT( N Ne) O)DgNT(UNT)WNT < ¢ The = Tnllz o Wil o)

Z

Ceci acheéve la démonstration de 1).

2)Ona
DS (M Tn) — DS (i TE.) 0 \
_ (DS]QT(TN — T4 )RNe(F— (1, . V)uT*\]T,vN)N)
0

D’autre part, en combinant la deuxieme partie de (4.3.45)

DSy (e Tn) — DS (M Ty 0 \
H( NT(T[T N) NT(T[T NT) O) gNT(uNT)

; < el =T 2y [Relzga

Z
(4.3.48)

Les mémes arguments de la partie 1) acheve la démonstration.

On peut maintenant montrer 1’estimation donnée par le Lemme suivant :

Lemme 4.3.7
Supposons que v est de classe %% sur R, la solution (u,p, T) du probleme (3.3.2)—(3.3.3)—(3.3.4)
appartient a LZ(O,T; HS(Q)d) X LZ(O,T; Hs1(Q)) x LZ(O,T;HS(Q)), pour un entier s >
dT_] et les données (f, Ty,) apartiennent a LZ(O,T;HG(Q)d) X LZ(O,:I:;HU*%(OQ)), pour
un entier o > %. On a

H—{FNT(UI*\IT)HZ < C<(|T| +N]7S) (HuHLz(O,T;HS(Q)d) + HTHLZ(O,T;HS(Q)) + HPHLZ(O,T;H54 (Q))))

+C/((’T’ +N79) (HfHLZ(O’T;HU(Q)d) + HTbHLZ(O T'HG’L%(aQ))))'
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Démonstration. Comme F (U) est égal a z€ro, on a Le premier terme est déja majoré dans
(4.3.41). Pour évaluer le second terme, on utilise (4.3.25), (4.3.35), (4.3.26) et (4.3.36) en
notant que : Si F désigne le premier composant de G(U), S*(0)F égal a u et F égal a
otu—div(v(T)Vu) + grad p. Pour majorer le troisieme terme, on applique la formule
(4.3.33) et (4.3.34), I’'inégalité triangulaire et 1’estimation (4.3.41). Finalement, pour es-
timer le quatrieme terme nous utilisons encore la stabilité (4.3.33) et (4.3.34) combinés
avec le Lemme 4.3.3.

Grace aux lemmes 4.3.5 a 4.3.7, nous sommes a présent en mesure de prouver le
principal résultat de ce chapitre, voir [13] et [24, Chap. IV, Thm 3.1].

Théoreme 4.3.1

Soit (u,p,T) une solution du probleme (3.3.2)—(3.3.3)—(3.3.4) qui satisfait I’hypo-
these 4.3.1 et qui appartient a HZ(O,T; HS(Q)d) X HZ(O,T; Hs1(Q)) x HZ(O,T; H3(Q))
pour un entier s > %— 1. Supposons que les données (f, T ) apartiennent 2 L2 (0, T; H"(Q)d) X
HZ(O,T;H‘”% (0Q))), pour un entier o > %. Supposons de plus que la fonction v est de
classe €% sur R a dérivées bornées. Alors, il existe un voisinage de (u,T) et un en-
tier positif Ty et Ny, tel que pour tout T, |t| < Tp et pour tout N > Ny, le probleme
(4.2.1)—(4.2.2)—(4.2.3) admet une solution unique (Unt, PNty INt) dans ce voisinage.
De plus, cette solution satisfait

lu— uNTHLZ(O,T;H1 Q)% +[IT— TNTHLZ(O,T;W )T N )/ZHP _pNTHLZ(o,T;LZ(Q))

< ((+N") (Il o 70 @0 + IThzgo e 1P 2o Fos 1))

+c <(|T| +N79) (HfHLZ(O’T;Ha(Q)d) + ||Tb||H2(O,T;HU+£(aQ)])> . (4.3.49)
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4.4 Résultats numériques

Notre but est de confirmer numériquement les résultats théoriques obtenus pour les
équations de Navier-Stokes/chaleur instationnaires. On rappelle notre systeme :

Trouver (u{'\l)Kjg] e (Xn), (p%\,hgjg] e (Mn)/ et (le\])léjél € (Yn)) tel que
uON =INuy et T](\), =inTo dans Q, 4.4.1)
tel que, pour tout j, 1 <j < J,
T, = 38T surdQ, (4.4.2)
et pour tout j, 1 <j < J,

Yy € XN, (u{.\J,vN)N +1 (V(T]j\f] )gradu{.w,grava)N +T5((u{.\1 . V)u{.\,,vN)N
_ . ) ,
_Tj (dlva’p%\l)N = (u%\l ’VN)N +Tj(f]>vN)N)
Van € My,  —(divu), qn)y = 0, (4.4.3)
VSN € YR, (TN, SN) N+ atj(grad T, gradSn)y + 75 ((u) - V)T, Sn)
= (T4 ,SN)n +5(9%, Sn)n-
On utilisera toutefois 1’algorithme suivant vérifiant (4.4.1) et (4.4.2) :
Pour tout j, 1 <j <,
Yvn € Xn (uj N) —|—T'<V(Tj_]) radul, gradv )
) N VNN T N /8 N> S N)N
T. . .7] .71 .
+7]((u{\, VU (u) V)ul,vn)
' . 1 )
_Tj (dlva’p]N)N = (u]N >vN)N +Tj(f))vN)N)
Yan € M,  —(divuy, an)y = 0, (4.4.4)
VSn € Y, (T SN)p + i (grad T, grad Sy )y

+71((u{\]‘ T+ (W V)T ) o

= (Trj\]_l,SN)N +75(g), SNON-

4.4.1 Systeme matriciel :

On note que la famille ¢;{} pour 1 < i,k < N—1, forme une base de ]PON (Q). Les in-
connues pour le vecteur vitesse sont ses valeurs aux points de 2y M Q, donc un polyndme
un(.,.) s’écrit :

N—T1N-1

un(y) =) D upcli(x)(y)

i=1 k=1
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ol Uix = un(&i, &x). Pour la pression, étant donnée qu’elle est dans Pn_2(Q), on la
décompose dans la base de mimy. On a alors la décomposition suivante :

N—TN-1

pnY) =D Y puemi(x)my(y)

i=1 k=1

ol pik = pn(&i, &k ). Pour la température, on la décompose dans la base £;{y pour T <
i,k < N—1. On a alors la décomposition suivante

CIN-T
ZZleﬂ be(y) + Z T (&, &) Gi(x) i (y)
i=1 k=1 (ik)eM

avec
Tix = Tn (&, Ex)-
Systéme linéaire

Nous nous intéressons a I’écriture du systéme algébrique issu du probleme (4.4.4) sur
le carré Q =] —1,1[% lorsque les entiers T et s varient dans [1, N—1].
Pour tout j, 1 <j <J,

() (o), (G t)In+T Y ul (VT VG ®6), V(6@ &)N
(1k eL (i,k)eL
+— > uh (! VG, G @) N+ LS (@b VIuR L b @)y

(lk JeL (1k JeL
- Z pik d1V€T®€sami®mk)N—uN (ar)as)prps‘f‘T]fJ(ar)as)prpsa

(i,k)eL
- Z uik(divei@)ek)mr(g)ms)N:O)
(ik)eL
> Db, (Ltdnt Y Thah(VE @), V(e ® L))
(1k)eL (i,k)eL
+— > W (6ot . VT el N+ Z Th (" V)@ b, 6 @ LN

(lk el (1k)€L

—T) 1(&r>£s)prps+T)g (&ryEs)Prps — Z T (& &) (G @ &)y (6 @ €s) )N
. (Lk)em
—XT; Z T (&, &) (VG @ 8), V(@ 4s))N
(Lk)em
Y e E) (! V)G @ b, 6@ )N
\ (i,k)em

On obtient ainsi 1’équation matricielle suivante de 4(N — 1)? équations a 4(N —1)? in-

connuces. »
[M+8tA]U+BTP =F

BU=0 (4.4.5)
[M+58tC]T+5tDU =K




4.4. Résultats numériques 116

Le pas de temps étant désigné par dt, le vecteur U est formé des valeurs inconnues
uyy, le vecteur P est formé des valeurs inconnues pix et le vecteur T est formé des valeurs
inconnues Ty, (i,k) € L.

4.4.2 Mise en ccuvre

Détermination des matrices

e Nous notons que la matrice A s’écrit sous la forme :

(A0
A= ( 0 A_z), (4.4.6)

Nous renvoyons le lecteur aux forrrlules de (2.8.8) a (2.8.10), (pour m=j—1) pour voir
I’expression explicite des matrices A, i € {1,2}.

e Nous notons que la matrice B est sous la forme :
B =[By,B,] ou By =[B,0], ie{1,2},

ou ‘B est la matrice qui correspond a 1’opi£jrateur divergence. De méme nous renvoyons
le lecteur a la formule (2.8.11) pour voir I’expression explicite de ces matrices.

e Nous renvoyons le lecteur aux fomules (2.8.12) et (2.8.14), (pour m=j—1) pour
I’expression des matrices C et D.

e La matrice de masse M est diagonale, ses termes non nuls étant les p,ps, (1,8) € L.
Détermination des données

e Le vecteur F s’écrit encore F = MF, ou

s
F= (F—z) (4.4.7)

avec les F; ont pour composantes les termes ulN (ﬁr, &s)+ 5tf) ((Ery &), (1ys) € L.

e Le vecteur K s’écrit K = MK, avec

K o= T (6 &) +8tg(EnE) — > Th(&, &)
(k)em

oot Y T &8 (V6 @0, V(L@ )y
(i,k)em

ot - —
+ 5 2 REEI) . VEel bty |, (1s) € L.
(i,k)em

PrPs
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4.5 Algorithme pour la résolution du systéme linéaire

Pour résoudre le probleme (4.4.5) nous appliquons 1’algorithme d’Uzawa, et nous
découplons le calcul de U,P et T.
On pose
Q=M+5tA et Q=M+5tC, 4.5.1)

La propriété d’ellipticité entraine que la matrice Q est symétrique, défnie positive, est
inversible de sorte que la premiere équation de (4.4.5) s’écrit

U=Q 'F—Q'B™p (4.5.2)
Nous insérons alors cette équation dans la deuxieme équation de (4.4.5), on obtient
BQ 'F=BQ 'B'P (4.5.3)
La derniere équation de (4.4.5), donne
QT =K—stDU. (4.5.4)

Le systeme (4.4.5) est donc entierement résolu. Nous remarquons que la martice B Q_] BT
est symétrique, définie positive, donc 1’équation se préte (4.5.3) se préte bien a une mé-
thode itérative de type gradient conjugué. Puis nous procédons donc de la méme maniere
pour I’équation (4.5.2) et (4.5.4).

4.6 Tests numériques

Le code de calcul utilisé aussi est écrit en language MATLAB®. Ce dernier est une
continuité du code de calcul qui a été fait pour la résolution des équations de Navier-
Stokes/chaleur stationnaires, voir les résultats dans le Chapitre 2.

L] Convergence en temps

Dans ce premier cas on teste la convergence du code dans le cas ou I’équation de
Navier-Stokes est indépendante de la température, c’est-a-dire en prenant v(T) =1 en
premier lieu et v(T)(x,y) = xyt+1, en second lieu. Ensuite, on compare ces deux tests
avec le cas ou le probléme est couplé avec v(T)=v T2+ 1+ 2. On choisit les solutions
suivantes :

[ sin((mt+t)y)cos((m+1)x)
uxy) = (—cos((ﬂ+ t)y) sin((n+t)x)> ’ (4.6.1)
p(x,y) =sin((t+t)x)cos((m+t)y), T(x,y)=tsin(x+y). (4.6.2)

Cette solution vérifie la condition intiale, la condition au bord ainsi que la condition d’in-
compressibilité. Ces tests ont été fait pour des pas de temps appartenant a [1074,107].
Nous résumons tous les résultats dans les tableaux suivants 4.1, 4.2 et 4.3 qui sont donnés
pour T =0.1.
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| Pasdetempsdt | 107! 51072 102 5.107°
[u—uncl[{2(q)2 | 57418 x 107 | 3.1626 x 10~ | 6.7873 x107> | 3.4176 x 10~
[u—unclljg)2 | 0.042x 107 | 0.023 x 107 | 4.8310 x 107" | 2.4293x 10~
P —pPNelliziq) | 5010 x 107 | 0.255x 107 | 0.051 x 107> | 0.025 x 107
IT—Tnell2(q) | 0029 x 107 | 0.016 x 107> | 3.6463 x10~* | 1.8486 x 10~
’ Pas de temps &t ‘ 1073 ‘ 5.107% ‘ 1074 ‘
i —unell2(q)2 6.8703 x107° 3.4373 x107° 8.1224 x 10~
[u—unellp ()2 4.8781 x107> 2.4405 x107° 4.5312 x107°
P —Pnelli2ig) 5.0445 x10~* 2.5223 x10~* 5.0214 x107>
IT—Tnelli2(q) 3.7387 x107° 1.8720 x107> 4.0220 x10~°

TABLE 4.1 — Erreur relative en fonction de ot de (4.6.1) et (4.6.2) pour v(T) = 1.

| Pasdetempsdt | 10 si0° | 10?2 | 510
uun-lli2(g)2 | 53973 x 107 [ 3.6949 x 10" | 9.3931 x 10> | 4.8388 x 10>
[u— uNTHH](Q 0.026 x 107> | 0.017 x 10> | 4.1788 x 10~% | 2.1451 x 10~*
[P —pnelliz) | 5009 x 1072 | 0.235 x 1073 | 0.052 x 103 | 0.026 x 102
IT—Tnellizq) | 0.029 x 1073 | 0.016 x 1073 | 3.6445 x 10~* | 1.8477 x 10~*

| Pasdetempsdt | 103 51077 10°*

[u-unelli2(g)2 99118 x 10° 4.9707 x 107° 1.0127 x 10~°
u—unell1(q)2 43817 x 107 2.1966 x 107> 5.1209 x 107°
P —pPNelliz(q) 5.1951 x 10~* 2.5988 x 107> 5.6759 x 107>
IT—Tnell 20 3.7367 x 107> 1.8709 x 10~ 3.7460 x 107°

TABLE 4.2 — Erreur relative en fonction de 6t de (4.6.1) et (4.6.2) pour v(T)(

Xx+y+t+1.

X)y) =
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| Pasdetempsdt | 10 5.102 102 5.10°3
[u—uncl[{2(q)2 | 57488 x 107 | 3.1659 x 10~ | 2.2987 x 10~* | 3.4208 x 10~
[u—uncllyi(q)2 | 0056 x 107 | 0.034 x 1073 2x 1073 2.4320 x 1074
P —PnNelliziq) | 7:540 x 1072 | 0.345x 10 | 0.062 x 107 | 0.039 x 103
IT—Tnell2(q) | 0059 x 107 | 0.056 x 107> | 2.6598 x 10~ | 1.9655 x 10~
Pas de temps 0t 1073 5.1074 10~%
[u—unelli2(0)2 6.8766 x 107> 3.4723 x 107° 1.0015 x 107
u—unelly1 ()2 4.8835 x 107> 2.5093 x 107> 3.8159 x 107°
P —pPNelliziq 5.1045 x 10~* 2.5247 x 10~* 4.5284 x 107>
IT—Tnell2 () 3.9524 x 107 1.8720 x 10~ 3.1209 x 107°

TABLE 4.3 — Erreur relative en fonction de &t de (4.6.1) et (4.6.2) pour v(T) = v T2+ 1+
2.

Nous remarquons une tres bonne convergence entre le probleme couplé et celui non
couplé. Dans la Figure 4.1 on utilise les mémes résultats des tableaux, pour représenter

les courbes des erreurs du logy, <||u—uNTHLz(Q)z>, logy <|]u—uNT||H1 (Q)z>,

log;o <||p _pN’CHLZ(Q)>’ etlog; (HT_TNT”]_Z[Q)> en fonction du logarithme du pas de
temps.
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N=13, v(T)=1
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FIGURE 4.1 — Les courbes d’erreur pour v(T) = 1,v(T)(x,y) =xyt+1 et v(T) =
v/ T2+ 1+ 2 en fonction du logarithme du pas de temps.
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e Convergence en espace

t(1—x2)3y(1—y?)2
= 5 ) 4 .
u(x,y) (_t( b1y} (4.6.3)
p(x,y) =sin(xyt), T(x,y)=x>+y>+t. (4.6.4)

Nous résumons tous les résultats obtenus pour cette solution dans les tableaux 4.4 et
4.5 ci-dessous dans lecasou T=1et T =0.1.
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| N \ 5 \ 10 \ 15 \ 20
[u—unclli2(q)2 | 0.176 x 107 | 0.019 x 107> | 57494 x 10™* | 2.4404 x 10~
[u—uncllyi(q)2 | 0405 x 107 | 0.099 x 107 | 0.035x 107> | 0.021 x 107
P —pPnelliziq) | 0274 x 1072 | 0.030 x 10 | 0.014 x 107 | 0.012 x 103
IT—Tnell2(q) | 38820 x 107 | 8.6566 x 107° | 7.8742 x 107° | 1.3714 x 10°°
IT—Tnelli(q) | 13416 x 107 | 8.5489 x 107 | 1.1450 x 107* | 2.6126 x 107
| N \ 25 \ 30 \ 35
i —unell2(q)2 1.2591 x 1074 7.3548 x 107> 4.6954 x 107>
[u—unelly1(q)2 0.013 x 10~ 9.1675 x 1074 6.5218 x 10~*
1P —Pnellizg) 0.012 x 10~ 0.012 x 1073 0.012 x 10~
IT—Tnelli2(0 2.1545 x 107° 49411 x 10~/ 9.3316 x 10~
IT—Tnellr(q) 53158 x 107> 1.3714 x 107> 32126 x 107>
TABLE 4.4 — Erreur relative en fonction de N de (4.6.3) et (4.6.4) pour T=1.
| N \ 5 \ 10 \ 15 \ 20 |
[u—unclli2(q)2 | 0.011 x 107 | 1.4192 x 10~* | 4.1757 x 107> | 1.7666 x 10~
[u—unclly1(q)2 | 0027 x 107 | 9.0860 x 10~ | 3.2988 x 10~ | 2.0752 x 10~*
P —Pnelliz(q) | 0034 x 1070 | 40581 x 10" | 1.6282 x 10~ | 1.2439 x 10~*
IT—Tnell2q) | 27278 x 107° | 8.2918 x 1077 | 7.4773 x 1077 | 1.2626 x 1077
IT—Tnell1(q) | 90125 x 107° | 7.7929 x 107 | 1.0929 x 10> | 2.5270 x 10°
N \ 25 \ 30 \ 35 |
[u—unel 202 9.1017 x 10~° 53167 x 107° 3.4005 x 107°
[u—unellpq)2 1.2414 x 1074 9.0628 x 107> 6.5218 x 107>
P —Pnelliz() 1.1663 x 1074 1.1472 x 1074 1.1413 x 1074
IT—Tnelli2(q) 2.1061 x 10~ 4.4554 x 1078 9.0949 x 1078
IT—Tnelli () 5.2336 x 10° 1.3505 x 10~° 3.1869 x 107°

TABLE 4.5 — Erreur relative en fonction de N de (4.6.3) et (4.6.4) pour T=0.1.
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Les Figures 4.3 et 4.2 montrent I’évolution log;, (Hu — uNTH]_Z(Q)Z) ,logq (Hu —UnNy (Q)z) ,

logy, <Hp—pNTHLz(Q)), et logy <HT_TNTHL2(Q)> en fonction de N et ceci dans les

deux cas en considérant le pas du temps fixé 2 1072, T = 0.1 et en choisissant v(T) =

217 pour la Figure 4.3 et en considérant aussi le pas du temps fixé a 1072, v(T) =

21 mais en prenant T=1 pour la Figure 4.2.



4.6. Tests numériques

124

---&x-- MaormelJ|2
---EF-- MaormelHA
—+— MNaormePI2
MormeT]2
— 44— - MNormeTH1
R - EE S 5 -
— o ----é-h--ﬂ
E -G"*-G
s 4 - ™ TGy
H_é -4 H{}-J_-{}-F --\-H.{}'- _,_,-'{}‘-\ G ) LG- -‘-G--"‘
g’l h"{}"ff{} -H{ka "8
o o P
_5— _\ﬂ}-l
&l
_?’ 1 1 1 1 1 ]
5 10 15 20 25 30 35
I

FIGURE 4.2 — Courbe de convergence de (4.6.3) et (4.6.4) pour &t = 10 2etT=1.
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En faisant varier N entre 5 et 35, I'erreur des normes |[u—une||;2(q)2, [u—unclly1 ()2
et [[p —pnrll12(q) diminue strictement, jusqu’a N = 35 et stagne pour N > 35. Quant a
Ierreur des normes || T — Tzl 2(q) et IT—Tnelly1(q) diminue mais d’une fagon sinu-
soidale.

e D’autres calculs

1) Dans le but d’étendre notre étude et de généraliser les résultats obtenus précédem-
ment, nous avons effectué un autre test donné par

t1_25/2 ]_23/2

p(x,y) =sin(xyt), T(x,y) =tx+y. (4.6.6)
En faisant varier v(T) : v(T) =T, v(T) =107 2(T+1) et v(T) = 107> (T 4+ 1), les erreurs

des solutions restent du méme ordre. Nous représentons dans le tableau 4.6 ci-dessous le
cas ot V(T) = 10>(T +1) calculé pour N fixé a 20.
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[u—unclli2(0)2 3.6032x 1077
[u—une|ly1(0)2 4.8708 x 10~°
P —Pnelli20) 11721 x 107
IT—Tnelli2 (o 9.3507 x 10~7
1T —Tnellr () 3.4917 x 10°°

TABLE 4.6 — Erreur relative de (4.6.5) et (4.6.6) pour N = 20.

Les Figures 4.4 et 4.5 montrent la stabilité de I’algorithme. En effet, nous remarquons
une bonne convergence des isovaleurs des solutions approchées par rapport a ceux des
solutions réelles pour N =40, 6t = 103 et T=0.1.
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FIGURE 4.4 — Les isovaleurs de la premicre et la deuxieme compsante de la vitesse exacte

(en haut) et de la pression et la température exacte (en bas) pour N =40.
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2) Dans le deuxieme test on calcule les solutions approchées du probleme couplé
avec v(T) =T +1, la solution réelle dans ce cas n’est pas connue. Les données sont les
suivantes :

x2+y2t

f(x,y) = (x2+y2+tz> s g(x,y) =sin(xyt). (4.6.7)

Nous remplagons la condition au limite sur la vitesse par
u=h sur 09Q. (4.6.8)

Nous choisissons alors les données aux bords telles que

Sur I ={x = —1}, hi(x,y) =yt , ho(x,y) =y*t, To(x,y) = —y+t+1,
Sur [ ={x =1}, h1(x,y) =yt , ha(x,y) = —y°t, To(x,y) =y +t+1,

Sur I3 :{U =—1}L hy (X’y) = —x’t > hZ(X>y) = —xt, Tb(x»y) = _X3+t+]>
Sur I3 :{y =1} hy (X)y) =x%t > hZ(X»U) = —xt, Tb(X,U) :X3+t+])
ut=0)=0etT(t=0)=x3y+1.

Remarque 4.6.1 Ici hvérifie la condition de compatibilité [y, h(t).n(t)d(T) =0.

Dans les Figures 4.6 et 4.7 nous représentons le graphe des solutions approchées de
la vitesse, la pression et de la température en choisissant N = 30, &t = 10 2etT=1.
Dans les Figures 4.8 et 4.9 nous représentons les courbes et les isovaleurs des solutions
approchées de la vitesse, la pression et de la température pour N = 25, 6t = 5.1072 et
T=0.1.
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Conclusion

Au cours de cette these, on s’est interessé a I’approximation spectrale des équations
décrivant 1’écoulement d’un fluide visqueux incompressible, telles que les équations de
Navier-Stokes. Nous avons choisi de les coupler avec I’équation de la chaleur. D’un point
de vue théorique, les travaux présentés dans cette these ont porté sur le probleme de
Navier-Stokes/chaleur stationnaire et instationnaire occupant le domaine Q = R¢, d =2
ou 3 dans le cas ou la viscosité du fluide dépend de la température.

L’étude du probleme continu a été faite dans le Chapitre 1. L’analyse spectrale du pro-
bleme stationnaire et I’analyse numérique corespondante ont été effectuées dans le Cha-
pitre 2. Enfin, nous passons aux équations instationnaires, Chapitre 3. La méthode de
discrétisation est la méthode spectrale. On a montrés des résultats d’approximation opti-
maux. On a fait en outre plusieurs tests numériques qui ont confirmé nos prédictions théo-
riques, Chapitres 2 et 4. Les bons résultats des différents tests numériques que nous avons
obtenus, pour le probleme Navier-Stokes/chaleur dans le cas stationnaire ou instaionnaire
sont cohérents avec nos résultats théoriques. Ils prouvent I’efficacité de la discrétisation
spectrale pour ce type de probleme.

Enfin, les méthodes spectrales sont des méthodes d’ordre élevé en espace. Une difficulté
est qu’elles peuvent perdre une partie de cette précision spatiale par une discrétisation
temporelle dont I’ordre serait moins élevé. Cette précision temporelle est souvent, aux
mieux, d’ordre 1 ou 2 et peut donc dégrader la précision globale de ces méthodes. Un défi
est donc de construire une méthode précise a la fois temporellement et spatialement.
Comme la viscosité du fluide présente de fortes variations, il serait donc intéressant d’étu-
dier les équations de Navier-Stokes/chaleur en remplagant v(T) par un parametre petit et
positif ou ces variations sont négligeables, voir [5] pour plus de détails sur ce modele.
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Résumé

Nous considérons dans cette these la discrétisation par la méthode spectrale et la simu-
lation numérique de I’écoulement d’un fluide visqueux incompressible occupant le do-
maine () modélisé par les équations de Navier-Stokes. Nous avons choisi de les coupler
avec 1’équation de la chaleur dans le cas ou la viscosité dépend de la température avec
des conditions aux limites portant sur la vitesse et la température. La méthode s’avere
optimale en ce sens que I’erreur obtenue n’est limitée que par la régularité de la solution.
Elle est de type spectrale. Nous donnons des estimations d’erreur a priori optimales et
nous confirmons 1’étude théorique par des résultats numériques. Nous considérons aussi
les équations de Navier-Stokes/chaleur instationnaires dont nous proposons une discré-
tisation en temps et en espace en utilisant le schéma d’Euler implicite et les méthodes
spectrale. Quelques expériences numériques confirment 1’intérét de la discrétisation.

Mots-clés : équations de Navier-Stokes, équations de chaleur, méthode spectrale,
schéma d’Euler, estimations d’erreur.
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Abstract

In this thesis we consider the discretization by spectral method and the numerical simula-
tion of a viscous incompressible fluid in the domain (O, the model being the Navier-Stokes
equations. We have chosen to couple them with the heat equation where the viscosity of
the fluid depends on the temperature, with boundary conditions which involve the velo-
city and the temperature. The method is proved to be optimal in the sense that the order
of convergence is only limited by the regularity of the solution. The numerical analysis
of the discrete problem is performed and numerical experiments are presented, they turn
out to be in good coherence with the theoretical results. Finally, we consider the unsteady
Navier-Stokes/heat equations which models the time-dependent flow. We propose a dis-
cretization of this problem that relies on a backward Euler’s scheme in time and spectral
methods in space and present some numerical experiments which confirm the interest of
the discretization.

Keywords : Navier-Stokes equations, heat equations, spectral method, Euler’s scheme,
erreur estimates.

136



