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Résumé de la thése

Cette thése s’articule autour d’une notion spectrale assez récente,
appelée le spectre étendu des opérateurs.

Dans la premiére partie nous fournissons des propriétés générales
du spectre étendu d’un opérateur dans certains cas particuliers, tels
que le cas de dimension finie et celui des opérateurs inversibles.

Nous nous intéressons dans la deuxiéme partie a I’étude du spectre
étendu de l'opérateur shift tronqué S,. En particulier, nous donnons
une description compléte des vecteurs propres étendus associés a chaque
valeur propre étendue de Sy, ot b est un produit de Blaschke quel-
conque.

Dans la troisiéme partie nous décrirons complétement le spectre
étendu et les sous espaces propres étendus d’une classe d’opérateurs
trés importante : celle des opérateurs normaux. Nous commencgons
d’abord par la classe des opérateurs qui sont produits d’un opéra-
teur positif par un autoadjoint. Ensuite, nous utilisons le théoréme de
Fuglede-Putnam pour déduire une description compléte des valeurs et
des vecteurs propres étendus des opérateurs normaux, en fonction de
leur mesure spectrale.

Dans la derniére partie, nous appliquons nos résultats des trois pre-
miéres parties sur des exemples concrets. En particulier, nous traitons
le probléme des sous espaces propres étendus des opérateurs définis
dans un espace de dimension finie. Ensuite, nous montrons 'existence
d’un opérateur compact quasinilpotent dont le spectre étendu est ré-
duit au singleton {1}. Enfin, nous traitons deux opérateurs de Cesaro
trés importants dans les applications.

Mots-clés

Spectre étendu, valeur propre étendu, vecteur propre étendu, espace de
Hardy, espace modéle, shift tronqué, opérateur autoadjoint, opérateur
normal, opérateur compact quasinilpotent, opérateur de Cesaro.



Extended spectrum of
operators and applications

Thesis summary

This thesis is based on a relatively new spectral notion, called ex-
tended spectrum of operators.

In the first part, we provide general properties of extended spectrum
of an operator in some special cases, such as the case of finite dimension
and the case of invertible operator.

We focused in the second part on characterizing the extended spec-
trum of truncated shift operator S,,. In particular, we give a complete
description of the extended eigenvectors associated to each extended
eigenvalue of Sy, where b is a Blaschke product.

In the third part, we describe the extended spectrum and the ex-
tended eigenvectors of a very important class of operators , that is the
normal operators. We first start by describing these last sets for the
product of a positive and a self-adjoint operator which are both injec-
tive. After, we use the Fuglede-Putnam theorem to describe the same
sets for normal operators, in terms of their spectral measure.

In the last part, we apply our results from the last three parts on
concrete examples. In particular, we address the problem of extended
eigenvectors of operators defined in a finite dimension space. Next,
we show the existence of a quasinilpotent compact operator whose
extended spectrum is reduced to {1}. Finally, we study two Cesaro
operators which are very important in applications.

Keywords

Extended spectrum, extended eigenvalue, extended eigenvector, Hardy
space, model space, truncated shift, self-adjoint operator, normal ope-
rator, quasinilpotent compact operator, Cesaro operator.
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Chapitre 1

Introduction

Cette thése s’inscrit dans le domaine de la théorie des opérateurs,
qui traite les endomorphismes continus d’un espace vectoriel normé.
Cette théorie est surtout développée dans le cas des espaces de Hilbert.
Dans toute notre étude, H signifiera un espace de Hilbert complexe et
séparable. On notera aussi par B(H) 1'algébre des opérateurs linéaires
bornés définis sur H.

Notre thése sera consacrée a I’étude d’une notion spectrale assez
récente, appelée le spectre étendu des opérateurs. Soit T € B(H), on dit
qu’un nombre complexe A est une valeur propre étendue de I'opérateur
T, 'l existe un opérateur X € B(H)\{0} tel que TX = AXT. Dans
ce cas, l'opérateur X est dit le vecteur propre étendu associé a A. On
appelle spectre étendu de T I'ensemble de toutes les valeurs propres
¢tendues de 7', et on le notera par 0., (7). Notons aussi par Fe. (T, \)
(ou simplement F.,;(\) s'il n’y a pas d’ambiguité) le sous-espace propre
étendu associé & A € oy (7).

Ces derniéres notions se trouvent au carrefour de plusieurs thémes
de recherches en théorie des opérateurs, comme nous allons le voir dans
la suite.

Dans [4], A. Biswas, A. Lambert et S. Petrovic ont introduit cette
notion en montrant que le spectre étendu d'un opérateur T a image
dense, correspond au spectre ponctuel d’un autre opérateur (non-borné
en général) construit a partir de 7. En effet, Soient T, X € B(H) et

9



10 Introduction

supposons qu’il existe un opérateur Y € B(H) tel que
TX = XY. (1.1)

Notons ensuite par Ar I'ensemble de tous les opérateurs X € B(H)
pour lesquels il existe un opérateur Y € B(H) vérifiant (1.1). On vérifie
facilement que ce dernier ensemble forme une algebre. Si de plus T est
a image dense, on peut définir 'application

@TIAT%B(H)
X - Y

qui est un homomorphisme d’algébre fermé. Supposons maintenant que
pour l'opérateur X # 0, il existe un nombre complexe \ tel que Y =
AX, on obtient alors I'équation T'X = AXT, ou I'égalité équivalente
®r(X) = AX. Par conséquent, un nombre complexe A est une valeur
propre étendue de l'opérateur 7' si et seulement si A est une valeur
propre de opérateur (non-borné) ®;.

Dans ce méme article, les auteurs considérent 'opérateur (compact
quasinilpotent) de Volterra défini sur espace de Hilbert L?[0, 1], par

Vi) = [ fe)t.

et ils montrent que .. (V) =|0,400], en donnant une solution non-
triviale de I'équation VX = AXV. Par contre, nous constatons qu’ils
ne donnent pas toutes les solutions de cette derniére équation. Cette
remarque s’avérera pertinente, elle sera ’'objet de notre motivation, et
nous consacrerons notre travail a la description compléte de I'ensemble
des vecteurs propres étendus de certaines classes d’opérateurs clas-
siques et trés utilisées, telles que les opérateurs normaux et les shifts
tronqués agissant sur les espaces modéles.

Une deuxiéme approche du spectre étendu d’un opérateur, se ma-
nifeste en regardant la définition de cet ensemble comme un cas par-
ticulier de I'’équation opératorielle de Sylvester TX — XS = (@), en
posant S = AT et @ = 0. Dans [39], M. Rosenblum a montré que
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si o(T)No(S) = 0, alors X = 0 est 'unique solution de 1'équation
TX — XS =0, ce qui implique I'inclusion importante suivante

Gent(T) C AN € C, o(T) N o(AT) # 0}

Une telle inclusion va se transformer en une égalité dans le cas ou H
est de dimension finie (voir [5]).

On peut obtenir une autre approche de la définition du spectre
étendu en la considérant comme un cas particulier de la définition de
I'entrelacement entre deux opérateurs. Soient T',.S € B(H), on dit que
S s’entrelace avec T, et on le note S o« T ¢’il existe un opérateur
X € B(H)\{0} tel que XS = T'X. Remarquons que si S = AT pour
un certain A € C, on obtient la définition du spectre étendu de 'opé-
rateur T'. Cette notion a été introduit dans les années soixante, et de
nombreux résultats ont été obtenus depuis (voir par exemple [6] et
[19]).

Dans [5], A. Biswas et S. Petrovic ont complétement décrit 1'en-
semble du spectre étendu d’un opérateur 7' € B(H), avec H un espace
de Hilbert de dimension finie. Plus précisément, ils ont montré que
dans ce cas

ert(T) ={A € C, o(T)No(AT) # 0}.

En revanche, les deux auteurs n’ont pas abordé le probléme de 1’en-
semble des vecteurs propres associés a chaque valeur propre étendue
d’un tel opérateur. Dans le chapitre 5, nous appliquons les résultats de
ces deux derniers auteurs pour décrire les sous espaces propres éten-
dus d’une large classe d’opérateurs définis sur un espace de Hilbert
de dimension finie. Une autre application fondamentale de cet article
apparait dans le chapitre 3. En particulier, on décrit complétement les
ensemble des valeurs et des vecteurs propres étendus du shift tronqué
défini sur un espace modéle de dimension finie. En plus,

En dimension infinie, la situation est loin d’étre simple. Dans [30],
A. Lambert a abordé le cas des opérateurs inversibles, en montrant
qu’il existe dans ce cas deux constantes 0 < a < b < oo telles que

Oext(T) C{z€C:a < |z| < b}
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Nous déterminerons dans le chapitre 2 ces deux derniéres constantes .

Dans [6], Bourdon et Shapiro se sont basés sur les propriétés d’en-
trelacement entre les opérateurs de Toeplitz, trouvées par J. A. Ded-
dens dans [18] et [19], pour déterminer I'ensemble du spectre étendu
de certains opérateurs de Toeplitz plus généraux que le shift S = T..
Par exemple, ils ont montré que ooy (To11) = [1,00), Oext(Tor2) =
Oert(T242) = {1}, et que si (z) = 2 + z, alors 0 (T,) = {1} U
(C\{—4¢(D)}). Cependant, dans aucun des cas ils n’ont déterminé les
sous-espaces propres étendus.

En revenant a l'article [5], les auteurs utilisent le fameux théoréme
du relévement des commutants de Sz.-Nagy-Foias, pour donner la re-
lation entre le spectre étendu d’une contraction et celui de son reléve-
ment isométrique. Une premiére application directe et fondamentale de
ce résultat, est de décrire le spectre étendu de I'opérateur shift tronqué
S (ot u(z) = b(z)s(z) est une fonction intérieure dont b est la partie
produit de Blaschke, et s est la partie singuliére) défini sur 'espace
modeéle K2 := H? ©uH?, a partir de 'ensemble bien connu du spectre
étendu de son relévement isométrique, & savoir 'opérateur shift S dé-
fini sur I'espace de Hardy H?2. En revanche, les deux auteurs n’abordent
pas le probléme des sous-espaces propres étendus. Dans le chapitre 3,
nous allons considérer la fonction intérieure v = b, avec b un produit
de Blaschke quelconque, défini par (2.6), et on retrouve dans ce cas le
résultat de A. Biswas et S. Petrovic, sans passer par le théoréme du re-
levement des commutants de Sz.-Nagy-Foias. En fait, nous utiliserons
une approche directe basée sur la théorie des fonctions dans 'espace
de Hardy. De plus, nous décrirons complétement I’ensemble de tous les
vecteurs propres étendus associés a chaque valeur propre étendue de
Sh.

Un autre exemple décrivant de maniére compléte les sous espaces
propres étendus d’un opérateur, se trouve dans I’article de M. T. Ka-
raev [25]. L’auteur s’est basé sur le résultat de A. Biswas, A. Lambert
et S. Petrovic dans [4], qui affirme que 0., (V) =]0, 0o[. Dans ce cas,
il a complétement décrit 'ensemble E.,;(\) pour chaque A €]0, ool
Dans le chapitre 5, nous nous baserons sur le résultat (voir chapitre
2) donnant la densité de 'ensemble des polynomes C[X] (définis sur
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K := 0,1 U0, \], avec A € C\R,) dans L?(K). Ceci nous permettra
de retrouver & la fois le dernier résultat de A. Biswas, A. Lambert et
S. Petrovic (ce que M. T. Karaev ne fait pas dans son article), mais
aussi le résultat de M.T. Karaev.

Dans le chapitre 4, nous décrirons complétement le spectre étendu
et les sous espaces propres étendus d’une classe d’opérateurs trés im-
portante : celle des opérateurs normaux. Nous traiterons aussi les
classes des opérateurs qui sont produits d’un opérateur positif par un
autoadjoint. Ensuite, nous déduirons une description compléte des va-
leurs et des vecteurs propres étendus des opérateurs autoadjoints, en
fonction de leur mesure spectrale. Enfin, nous traiterons le cas des
opérateurs normaux a l’aide du théoréme de Fuglede-Putnam. Nous
donnons une description compléte des ensembles des valeurs propres
et des vecteurs propres étendus d’un opérateur normal agissant sur un
espace de Hilbert H, en fonction de sa mesure spectrale. Ces travaux
sont issu d’une collaboration avec G. Cassier (voir [12]).

Le chapitre 5 sera consacré a l’étude d’exemples des opérateurs
concrets. Nous commencerons ainsi par décrire les sous espaces propres
étendus d’une large classe d’opérateurs agissant sur un espace de Hil-
bert de dimension finie. Nous montrons ensuite I'existence d'un opéra-
teur compact quasinilpotent ayant un spectre étendu trivial. En par-
ticulier, nous décrirons complétement le spectre étendu et les sous es-
paces propres étendus de 'opérateur de Volterra. Enfin, nous travaille-
rons sur deux opérateurs de Cesaro qui ont été étudiés dans [29]. En
particulier, nous rétablirons les résultats des auteurs de ce dernier ar-
ticle, en décrivant en plus I’ensemble des sous espaces propres étendus
des deux opérateurs (voir [11]).
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Chapitre 2

Préliminaires et propriétés
générales

2.1 Spectre étendu des opérateurs

Définition 2.1. On dit qu’un nombre complexe \ est une valeur propre
étendue de lopérateur T € B(H), s’il existe un opérateur X € B(H)\{0}
tel que TX = AXT. Dans ce cas, l'opérateur X est dit vecteur propre
étendu de T associé a \.

On appelle spectre étendu de T I’ensemble de toutes les valeurs
propres étendues de T, et on le note par o.. (7). Notons aussi par
Eet(T, \) (ou simplement par E..(A\) s’il n’y a pas d’ambiguité) le
sous-espace propre étendu associé & A € 0.,4(7T). Remarquons de plus
que 1 appartient a e, (7") pour tout 7" € B(H), avec X = [ comme
vecteur propre étendu associé.

Tout d’abord, on aura besoin du théoréme fondamental suivant di
a Rosenblum [39].

Théoréme 2.2. Soient A, B deux opérateurs de B(H) tels que o(A)N
og(B) = 0. Alors X = 0 est l'unique solution de l’équation opératorielle
AX — XB=0.

Démonstration. Pour montrer ce théoréme, on va considérer I’équation
opératorielle suivante AX —XB = @, avec Q € B(H). Par hypotheése, il

15



16 2.1. SPECTRE ETENDU DES OPERATEURS

existe un ensemble relativement compact D dont la frontiére 0D forme
une courbe de Jordan, et tel que o(B) C D et o(A)ND = (). Supposons
maintenant que X soit une solution de 1’équation considérée, et soit
z € 0D, ie. z € p(A)Np(B). On a donc 'équation

(A—21)X + X(2I — B) = Q,
qui entraine
(A—2D)'X + X2l -B) ' =(A—20)7'Q(zI —B)™"  (2.1)

D’apreés les propriétés du calcul fonctionnel de Dunford (cf. [22]), on a
que

1 —1 _ 1 —1 o
faD(A — D) Xde =0 et — LD X(2I — B)"'dz = X.

2im i
Ainsi, (2.1) implique :

1
X = —% oD RZ(A)QRZ(B)dZ

En posant () = 0, on obtient le résultat. m

En remplacant dans le dernier théoréme A = T, B = AT, on obtient
de maniére directe la proposition suivante.

Proposition 2.3. Soit T € B(H), alors
Oext(T) C{N € C, o(T)Na(AT) # 0}.
En particulier, si o(T) = {a}, avec a # 0, alors oe.(T) = {1}.
De la, on en déduit immeédiatement le corollaire ci-dessous.

Corollaire 2.4. Supposons que T € B(H) soit un opérateur quasinil-
potent, alors

Oert(al +T) = {1}, Va € C\{0}.
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2.1.1 Relation avec le spectre ponctuel

La proposition suivante donne une relation entre le spectre étendu
d’un opérateur et son spectre ponctuel.

Proposition 2.5. Soit T € B(H). Si l'on note par o,(T) le spectre
ponctuel de T, alors on a

{%, a€oy)(T), BEoy(T)} C oeu(T).

Démonstration. Supposons que o € 0,(T) et que § € 0,(T™), alors il
existe z,y € H\{0} tels que Tz = ax et T*y = [y. Si 'on définit
l'opérateur X = x ® y par

(x®y)z=<z,y>x Vz€EH,

on vérifie alors que X est un vecteur propre étendu pour 7" associé a
la valeur /3. Donc /8 € geui(T). O

Remarque 2.6. I- Notons que si 0 € 0,(T) No,(T*), alors e (T) =
C. En effet, il existe dans ce cas x,y € H\{0} tels que Tx = T*y = 0.
Alors DUopérateur X = x ® y vérifie TX = AXT = 0 pour tout \ € C.

2- 8i 1 € a,(T*) alors 0,(T) C 0ere(T'), une inclusion qui n'est pas
vraie en général. En effet, si T = N, alors 0,(T) = {\} tandis que
oert(T) = {1}.

2.1.2 Cas d’opérateurs inversibles

Remarquons tout d’abord que 0 ne peut pas étre valeur propre
étendu d’un opérateur inversible (voire injectif). Dans [30], A. Lambert
a montré que le spectre étendu d’un tel opérateur est situé dans un
anneau fermé et borné de centre 0. Dans la proposition suivante, on
donne en plus les bornes de cet anneau.

Proposition 2.7. Soit T € B(H) inversible, et posons a := | T|[|T].
Alors

1. 0e(T) C{z€C: L <|z[ <a}:=As,.
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2. Si N € 0eut(T) avec |\ # 1. Alors il existe un entier N > 1 tel
que tout produit de N éléments de E..i(\) est nul. En particulier,
tout élément de Eo. () est un opérateur nilpotent de rang N au
plus.

Démonstration. 1) Comme T est inversible, il existe une constante
c>0 (c= T telle que pour tout z € H, ||Tz| > c||z|. Soient
A€ 0eut(T) et X € Eepe(N) \ {0}, alors

TX = \XT.
Il en résulte que
| Xzl < | TXxl| = MIXTz| < MIX|T=], Vo € H.

Il s’en suit que
c[[ X[ < [AXT,

de fait, [A| > £.
Quant a la deuxiéme inégalité, si A € 0o (T) (A # 0) alors 1/ €
0ert(T™1). On obtient d’une maniére analogue

>

SEES

i

ou bien |A| < a. La premiére assertion est alors prouvée.

2) Soit A € 0..4(T") tel que |A| # 1, on peut alors trouver un en-
tier N > 1 tel que AV ¢ A1, et AN"' € As . Soient Xi,.., Xy €
By (M\{0}, alors ’ ’

a a

TX,.. Xy = MNX.. XNT,

ce qui implique forcément X;... Xy = 0.
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2.1.3 Puissances d’opérateurs

Dans ce paragraphe on donne la relation entre le spectre étendu
d’un opérateur et celui de ses puissances. Soit T' € B(H), et supposons
que A € 0.(T) avec X pour vecteur propre étendu associé, c’est-a-
dire,

TX = \XT.

Alors, pour tout entier naturel n,
X =\"XT".

Par conséquent, A € 0., (T) implique que A" € 0. (T"). A. Biswas et
S. Petrovic ont montré dans [5] I'implication dans le sens inverse. Pour
montrer cela, on définit I’application

X = TX—\XT,

On aura d’abord besoin du lemme suivant. Pour la preuve on renvoie

A [5].

Lemme 2.8. Soient n € N et A € C, et soit p l'une des racines
n’ieme de \. St ['on note par w la n’iéme racine primitive de ['unité,
i.e. wi=eX™/™ qalors
T"X —AXT" = Fymn-10Fmn-z20..0F, 0F,(X).
On peut maintenant montrer le résultat fondamental de ce para-
graphe.

Théoréme 2.9. Soient n € N et A € C. Alors A € 0o (T") si et
seulement s’il existe une racine n’ieme de X appartenant @ cep(T).

Démonstration. Remarquons que A € o.¢(T") implique facilement que
A" € 0o (T™). Réciproquement, soit X € B(H) \ {0} tel que T"X =
AXT™, et soit p une racine n’iéme de A. D’aprés le lemme précédent,

0=T"X — ) XT" =F,

Iz

w10 Fyn—20..0F,, 0F,(X).
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Si Fl,(X) = 0, alors 1 € 0e(T) et le théoréeme sera prouvé. Sinon,
supposons que m soit le plus petit entier naturel vérifiant

Fim o Fyym-10...0F,,0F,(X)=0,
alors
Y i =Fmi10Fm20..0F,,0F,(X)#0et F,n(Y)=0.

Ainsi, Y est un vecteur propre étendu de 7" associé a pw™. Or (puw™)" =
A, la preuve est alors achevée. O

2.1.4 Cas de dimension finie

Dans ce paragraphe on décrit complétement le spectre étendu d’un
opérateur agissant sur un espace de Hilbert complexe de dimension
finie.

Théoréme 2.10. Soit T un opérateur sur un espace de Hilbert H de
dimension finie. Alors

Oext(T) ={A € C,o(T)Na(AT) # 0}.

Démonstration. Considérons dans la preuve les deux cas suivants :
Supposons dans le premier cas que 7' ne soit pas inversible, alors
le noyau de T et celui de T ne sont pas réduits & {0}. On peut donc
considérer un opérateur X # 0 de kerT™ dans kerT. Posons ensuite
X" = X P, ou P est le projecteur orthogonal de H sur kerT* (X' # 0).
Par conséquent
TX =XX'T =0, VXeC,

d’ott, 0. (T) = C. De plus, et comme T n’est pas inversible, alors
0 € o(T)No(AT) pour tout A € C. On en déduit que

ert(T) ={N€C, o(T)No(\T)#0} =C.

Supposons maintenant que 7' soit inversible, i.e. 0 ¢ o(T). Etant
donné \ € C, et grace a la proposition 4.1.2, il suffit de montrer que

{NeC, a(T)Nao(AT) # 0} C oewt(T).
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Supposons pour cela que § € o(T) N o(AT), il existe donc un vecteur
propre a € H tel que Ta = Sa (forcément S # 0, et par conséquent
A # 0). De méme, et vu que (5/X) € o(T), il suit (8/\) € o(T), il
existe alors un vecteur propre b € H tel que T*b = (5/A)b. Posons
finalement X = a ® b, on vérifie alors facilement 'égalité T X = AXT,

avec X # 0. Ce qui entraine \ € g.,4(7T).

O
On peut immédiatement en déduire les résultats suivants.
Corollaire 2.11. Soit T' un opérateur linéaire agissant sur un espace
de Hilbert de dimension finie, alors :
1. 0ep(T) = {1} si et seulement si o(T) = {a}, avec « # 0.

2. 0ent(T) = C si et seulement si T n’est pas inversible.

3. Si T est inversible, alors oo (T) ={a/B, «,B € o(T)}.

Dans le chapitre 5, on va donner un exemple concret du cas de
dimension finie. En particulier, on va décrire le spectre étendu et les
sous espaces propres étendus de quelques cellules de Jordan.

2.2 Espaces modéles

Effectuons tout d’abord un bref rappel sur la théorie classique des
espaces de Hardy. Notons par D et T le disque unité ouvert et le cercle
unité respectivement, et par dm(t) la mesure de Lebesgue normalisée
sur T. Considérons ensuite ’espace L*(T) des fonctions f mesurables
sur T, a valeurs complexes et pour lesquelles

) 1/2
171 = ([, 1f12dm) " < +oo.
On montre alors que I'espace L?*(T) muni du produit scalaire suivant :

<,> : L*T)x L*T) — C
(f,9) = fp fgdm,
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est un espace de Hilbert. L’espace de Hardy H?(T) est donc défini
comme le sous-espace fermé de L?(T), formé des fonctions dont les
coefficients de Fourrier d’indice négatifs sont nuls. On définit aussi
I'espace de Hardy H?(D) comme I'espace de Hilbert des fonctions f €
Hol(D) pour lesquelles

1512 = s (7 15teamn) " < toc.

Comme une fonction de H*(D) admet des limites radicales presque
partout, alors d’aprés la théorie classique des espaces de Hardy, on
peut identifier les espaces H*(D) et H?(T).

Si on note par S le shift unilatéral défini sur H? par f — zf, son
adjoint va étre défini par

— f(0
S*f = f—f() (2.2)
z
Soit u une fonction intérieure, i.e., une fonction holomorphe bornée
sur D, et telle que :
lu*(e™)| := lim |u(re™)| =1, m — p.p.
r—1-
Supposons dans la suite que u ne soit pas constante. D’aprés un théo-
réme de A. Beurling, 'espace K2 := H*©uH?, appelé I'espace modéle,
est un sous-espace propre de H? invariant par rapport a 'opérateur S*.
Par conséquent, si 'on note par S, la compression de S sur K2, son
adjoint S} va étre la restriction de S* sur ce dernier espace.
Soit A € D, et notons par ky le noyau reproduisant dans H?; il est
explicitement donné par

1

k = —.
\(2) 1— XAz

(2.3)

Soit P, la projection orthogonale de L*(T) sur K2. Le noyau repro-
duisant dans 'espace K? est alors donné par

k% (2) := Py = % (2.4)
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Il se trouve que l'espace modele K2 est de dimension finie si et seule-
ment si u est un produit de Blaschke fini

n A .
b(z) = Hbfw avec by = ——Z, pi,n € N*, et oy # o Vi # j. (2.5)
Pl 1= Az
Dans le cas général, un produit de Blaschke infini est défini par

o o

b(Z) = H(|ai|bai)pi7 Di € N*, avec E (1 - ’051’) < +o00, (26)
e%} -

=1 =1
et on a le résultat suivant, pour la preuve on renvoie a [42].

Proposition 2.12. Soit b un produit de Blaschke défini par (2.6), alors
les noyaux de Cauchy

I ]
eii(z) = ( Vi>1, [=0,..,p; —1, (2.7)

1 — mz)l+1 ’
engendrent 'espace K?. De plus, ces derniers noyaux forment une base
de Riesz de K} si et seulement si la suite des zéros {a;}i>1 vérifie la
condition de Carleson suivante :

Il existe 6 > 0 tel que pour tout j € N*

I

i

R

1—52‘063'

Les espaces de Hardy et les espaces modéles possédent des proprié-
tés remarquables, et nous renvoyons a [34], [35] et [36] pour plus de
détails.

2.3 Densité de C[X]| dans L*(K)

Dans ce paragraphe, on considére ’ensemble K := [0, 1] U [0, \] tel
que A € C\R,, et on montre dans le théoréme 2.15 que I'ensemble des
polynomes définis sur cet ensemble est dense dans L?[0, 1]. Comme on
le verra dans la suite, ce théoréme sera tres utile dans les applications.

Tout d’abord on rappelle le théoréme de Cauchy-Pompeiu suivant.
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Théoréme 2.13. Soit [ un systeme fini de courbes de Jordan de classe
C*, et notons par U = Int(T"). Soit f une fonction de classe C*° sur
U et continue sur U, alors pour tout z € U on a

0= ke K- L[], et

2m Jrw — 2 T w— z

ol Mo stgnifie la mesure de Lebesque dans le plan.
On aura encore besoin du lemme suivant.

Lemme 2.14. Soit A € C\R,, et notons par A la fermeture de C[X]
dans lespace C(K), i.e., A= (C[X]C(K). Soit €1 le polyndme identité,

i.e., €1(2) = z pour tout z. Alors o4(e1) = K.
Démonstration. Puisque A C C(K), on a clairement
K = UC(K)(gl) Coaler) et Joaler) C 800([{)(61) =K.

Raisonnons alors par 'absurde en supposant que w € g 4(g1)\ K. Soit
J={tw:t>1},alors JNK = ) et J s’intersecte a la fois avec o 4(e1)
et (o4(e1))c. Or J est connexe, il existe alors v € JNdoa(e1) C K, ce
qui est absurde. O

On peut maintenant montrer le résultat principal de ce paragraphe,
qui se trouve (avec le dernier lemme) dans [12].

Théoréme 2.15. Soient f,g € L*[0,1] et A\ € C\R. Alors il existe
une suite de polynomes (pn)nen définis sur K, telle que pour tout t €
[0,1]

pa(t) = f(t) et p(At) — g(t),
dans L?[0,1].

Démonstration. Soit f € L*(K) tel que f L A. D’aprés le lemme
(2.14), (z —w)~ € A pour tout w ¢ K. Alors

(2) du(z) =0, Yu ¢ K,

K zZ—w
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ou p désigne la mesure de la longueur. Soit maintenant ¢, € C*°(R?)

a support compact U = D(0, R}, alors

11, 20 (f 2w ) o o,

Par le théoréeme de Fubini, on a

j (ffu a¢€ dgz_ Z)> f(2)du(z) = 0.

En utilisant le théoréme de Cauchy-Pompeiu, on obtient

[ o) FE)du(z) =

Alors le choix arbitraire de ¢, entraine

b — Ab—
L Fydt =0, et La F(2)du(z) =0, Ya,b € [0,1],

d’ou f =0, ce qui achéve la preuve.



26

2.3. DENSITE DE C[X] DANS L2(K)




Chapitre 3

Spectre étendu de shifts
tronqués

3.1 Opérateurs de Toeplitz

Commencons par rappeler la définition d’un opérateur de Toeplitz.

Définition 3.1. Lopérateur T € B(H?) est dit opérateur de Toeplitz
s’il est la compression sur H? d’un certain opérateur de multiplication
de L*(T). Autrement dit, T est un opérateur de Toeplitz s’il existe une
fonction ¢ € L*(T), dite le symbole de T, telle que T = PMy ou P
est la projection orthogonale de L*(T) sur H?. Dans ce cas, on note
T =T,.

Il se trouve que cette opérateur est borné si et seulement si ¢ €
L>(T). Cette classe d’opérateurs a été étudiée en détail par Brown
et Halmos (cf. [7]). Remarquons enfin que le shift unilatéral S est un
opérateur de Toeplitz de symbole z.

3.1.1 Entrelacement entre des opérateurs de Toe-
plitz
Définition 3.2. Soient A, B € B(H?) et X € B(H*)\{0}. On dit que

A s’entrelace avec B, et on le note A < B sl existe un opérateur

27
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X € B(H*)\{0} tel que XA = BX.

Remarque 3.3. Soit A € C. En remplacant A par AB dans la défini-
tion précédente, on retrouve la définition du spectre étendu de l’opéra-
teur B. D’ou ['intérét de cette notion pour notre étude.

Dans [18] et [19], J. A. Deddens a étudié I'entrelacement entre deux
opérateurs de Toeplitz bornés de symboles analytiques, et il a donné des
résultats qui seront trés utiles par la suite pour déterminer le spectre
étendu de tels opérateurs.

Commencons par le lemme fondamental suivant.

Lemme 3.4. Soit A un sous-ensemble non-dénombrable de . Alors
Uensemble {ky : A € A} engendre 'espace H*.

Démonstration. Soit f € H?, et supposons que f soit orthogonale &
I'ensemble {k, : A € A}. Alors, pour tout A € A

FOA) =< f,ky >=0.

Or A est non-dénombrable, et f est analytique, donc f = 0 d’apres le
principe des zéros isolés, ce qui achéve la preuve. O

Théoréme 3.5. Soient p,1) € H™, et supposons que Im(p) € o(Ty).
Alors X =0 est l'unique solution de [’équation XTy =T, X.

Démonstration. Posons N = Im(¢) N (C\o(T})). On va alors distin-
guer les deux cas suivants :

- N est un singleton, lorsque ¢ est constante.

- N est un ouvert non-vide, quand ¢ n’est pas constante.

Dans les deux cas, ¢ !(N) est un ensemble ouvert non-vide de D,
et donc non-dénombrable. D’aprés le lemme précédent, {k) : A €
¢ ' (N)} engendre H?. Supposons dés a présent que X € B(H?) vérifie
XTy =T,X. Alors, T;X* = X*T7. On en déduit que pour tout A € D

~—

Par conséquent, pour tout A € D, ou bien ¢(\) est une valeur propre
de Ty, ou bien X*ky = 0. Or, si A € ¢~ '(N), il vient p()) ¢ o(Ty), ou

—
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encore ¢(A) ¢ o(T};). On en conclut que si A € p~'(N), ©(\) ne peut
pas étre une valeur propre de 7. Ce qui implique que X*ky = 0 pour
tout A € o 1 (N). D’apres le lemme 3.4, X* = 0 de fait X = 0, ce qui
achéve la preuve du théoreme. O

Remarque 3.6. Rappelons que dans le cas général, si T € B(H)
oert(T) C{NEC, o(T)Na(AT) # 0}.

En posant 1 = A¢ dans le dernier théoréme, et vu que o(T,) = Im(yp)
la fermeture de l’image de p, on obtient l"inclusion suivante

ert(Ty) C{A € C, Im(p) C AMm(p)}.

Ainsi, dans le cas des opérateurs de Toeplitz analytiques bornés, on
obtient un résultat sur les valeurs propres étendues, beaucoup plus fort
que dans le cas général.

Corollaire 3.7. Soient ¢ € H>®\{0} et |a] > 1. Alors X = 0 est
Punique solution de léquation XT, = T,,X. En particulier, 0eu(S) C
C\D.

Démonstration. Remarquons que Im(ap) € o(T,), le résultat découle
alors immédiatement du théoréme précédent. O

La proposition suivante va nous fournir une condition suffisante
pour que Ty, s’entrelace avec T,,. On aura d’abord besoin du lemme
suivant, di a J. Ryff. Pour la preuve on renvoie a [41].

Lemme 3.8. Soient f € H? et ® : D — D une fonction analytique.
Alors fod € HP, et si A :=®(0) #£0, on a

1+ A7
ol < (Fo5) 1l

Proposition 3.9. Soient p,v € H*. Supposons que 1 soit injective,
et que Im(p) C Im(v). Alors Ty, < T,.
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Démonstration. Par hypotheses, la fonction F/(z) = ¢~ !(p(z)) est une
fonction analytique de D dans . Définissons alors 'opérateur X f(z) =
f(F(2)). Alors clairement X # 0, et d’aprés le lemme précédent X €
B(H?). De plus, pour tout f € H? on a

XTypf(2) =X(Wf) = Wo F)Xf=T,Xf.
D’ou le résultat. O

Cette derniére proposition, avec le corollaire 3.7 nous permettent
d’obtenir le corollaire suivant.

Corollaire 3.10. On a Ty, < T, si et seulement si |A\| > 1. En parti-
culier, 0. (S) = C\D.

Remarque 3.11. Dans [19], J. A. Deddens a montré que la réciproque
de la proposition 3.9 reste valable. En particulier, il a montré que si 1
est injective, alors Ty o< T,, si et seulement si Im(yp) C Im(v)). Ainsi,
on obtient le spectre étendu d’un opérateur de Toeplitz de symbole
analytique borné et injectif. En effet, on a

eat(Ty) = {A € C, Im(p) C AMm(p)}.
Une formule qui donne directement le dernier corollaire.

Dans [5] A. Biswas et S. Petrovic ont traité le probléme des sous
espace propres étendus de 'opérateur shift S. En particulier, ils ont
décrit de maniére compléte, 'ensemble E.,.(\) pour chaque |A| > 1.

3.1.2 Spectre étendu du Shift

Dans ce paragraphe, on donne la description compléte des sous-
espaces propres étendus de l'opérateur shift unilatéral S, défini sur
'espace de Hardy H?2. On aura d’abord besoin de la proposition sui-
vante (cf. [5]).

Proposition 3.12. Soient A € C\D, ¢ € H?, et définissons sur
H? lopérateur de composition a poids Xyng(z) = ¢(2)g(z/N), i.e.,
X¢7)\ = M¢Cl/)\. Alors :
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1. Si A €T alors X4 5 est borné si et seulement si ¢ € H™.
2. Si A ¢ T alors Xy est borné pour tout ¢.

Démonstration. 1. Puisque |A| = 1, opérateur C/y est donc unitaire
sur H%. En multipliant alors par My, on obtient un opérateur borné si
et seulement si ¢ € H*™.

2. Considérons le polynome g(z) = 32 a,2". Par calcul simple on
montre que SXg 19 = AX4 259, d’ou :

N N N
Xd):)\g = X¢’>\ Z(lnsnl = Z %SHX@/\] = Z %Sngb
n=0 n=0

n=0

Ainsi

N ’ | N 1 1/2 N 1/2
anp n
IXorgll < 3 (58"l < ol (Z | Mgn) (ZW) ,
n=0 n=0 n=0

Par conséquent, si [A] > 1 et ¢ € H? alors X, est borné avec

< _ .
1aall < el (3 )

]

Cette proposition nous permet de décrire exactement les vecteurs
propres étendus de S, par le théoréme suivant.

Théoréme 3.13. Soit |\| > 1. Alors Uopérateur X € B(H?) vérifie
SX = M\XS si et seulement s’il existe une fonction ¢ de H* (de H™®
lorsque |\ = 1) telle que X = Xy x.

Démonstration. Soit |[A| > 1, on vérifie alors facilement que Xy ) est,
pour tout ¢ de H? (de H* lorsque |A| = 1) une solution de I'équation
SX = AXS, appartenant & B(H?). Montrons alors la réciproque. Sup-
posons que X € B(H?) vérifie 'équation SX = AXS. Cela implique
que

S"X =N"XS" VneN.
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Cette derniére relation signifie que
S"Xf=\N'XS"f VfecH* et VneN.
En particulier, si f = 1, on obtient
Xz" = (;)”Xl, Vn e N,

ce qui implique
z

Xp(2) = p(5

)X1, Vpe CX].
Comme I’ensemble des polynémes définis sur D est dense dans H?, en
posant X1 = ¢ on obtient

X[(2) = 9()/(5), Vf € H.

On en déduit que X = Xy, avec ¢ € H*® si || = 1, d'apreés la
proposition précédente. Ainsi, le théoréme est prouvé. O

Remarque 3.14. En revenant a l’entrelacement entre les opérateurs
de Toeplitz, P. S. Bourdon et J. H. Shapiro ont déterminé dans [6]
Popérateur d’entrelacement entre Ty, et T, dans le cas ou 1) est une
fonction injective de H*. Plus précisément, ils ont montré la proposi-
tion suivante.

Proposition 3.15. Soit ¢ € H*> une fonction injective, et supposons
que Uopérateur X entrelace Ty, avec T,. Alors X est un opérateur de
composition & poids.

Pour la preuve on renvoie a |6, Corollaire 4.3].

Remarque 3.16. Notons que la proposition 3.12 est un cas particulier
de la derniére proposition. En revanche, le cas général ou la fonction
Y nlest pas injective, est loin d’étre réglé. Dans [6], les auteurs consi-
derent la fonction p(z) = 2° + z, et ils déterminent le spectre étendu
de Uopérateur T,,.
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3.2 Spectre étendu de 5,

Etant donnée la fonction intérieure u(z) = b(z)s(z), ou b est la
partie produit de Blaschke défini par (2.6), et s est la partie singu-
liére avec p pour mesure positive singuliére. Dans ce paragraphe, nous
présentons une caractérisation du spectre étendu de 'opérateur shift
tronqué S, € B(K?), donnée dans l'article [5] par A. Biswas et S.
Petrovic. L'opérateur S € B(H?) étant le relévement isométrique de
S, € B(K?), les auteurs utilisent le fameux théoréme de relévement de
commutants de Sz.-Nagy-Foias, pour montrer le théoréme suivant.

Théoréme 3.17. Soient T,T5 des contractions sur Hq,Ho respec-
tivement. Soient Uy € B(K1) un relevement isométrique de Ty, et
Uy € B(Ky) une contraction (pas forcément isométrique) relévement
de Ty. Supposons qu’il existe une contraction B € B(H1,Ha) telle que
BT, = T5B. Alors il existe une contraction B e B(Kq1, o) telle que

BU, =UsB et P,B = BP,,
ot P; désigne le projecteur orthogonal sur H; dans B(K;), aveci =1, 2.

Démonstration. Soient Uj € B(K,) un relévement isométrique de Us,
i.e., Pc,U) = UyPy,, out Px, est le projecteur orthogonal de K7, sur /C,.
Alors U est un relévement isométrique de 75. En effet,

P2Ué = P2PIC2U5 = P2U2P/C2 = T2P2Plc2 =TyPs.

En utilisant le théoréme de relévement de commutants de Sz.-Nagy-
Foias (cf. [46]), on déduit qu’il existe une contraction B’ € B(Ky, K})
telle que

B'U, =U,B' et P,B' = BP,.
Définissons maintenant la contraction B € B(Ky, Ks), en posant B =
PKQB’. Comme H, C K, on a

P,B = P,Pc,B = P,B' = BP,.
De plus
BU, = P,B'U, = Pc,UsB' = Uy P, B' = U, B,

ce qui achéve la preuve du théoréeme. O
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Nous pouvons a présent établir une relation entre le spectre étendu
d’une contraction et celui de son relévement isométrique.

Théoréme 3.18. Soit T € B(K) un relevement isométrique de la
contraction T" € B(H), et notons par P le projecteur orthogonal de K
sur H. Alors |A\| > 1 est une valeur propre étendue deT si et seulement
s’il existe une contraction X € B(K)\{0} vérifiant

TX =\XT, PX=PXP, PX+#0. (3.1)

Démonstration. Supposons que |[A| > 1 soit une valeur propre étendue
de T, et posons § = 1/A. Alors il existe un opérateur non-nul X €
B(H) tel que XT = STX. Remarquons que ﬁT est une contraction
relévement de 'opérateur S7'. Posons dans le théoréme précédent

T,=T, Toy=8T, B=X, U =T, et Uy=pT,

il s’en suit qu'il existe une contraction XehB (K) vérifiant XT =pTxX
ot PX = XP. D’ou, PX = PXP et puisque X P # 0, PX#O Par
conséquent X # 0 vérifie (3.1).

Réciproquement, supposons qu’il existe une contraction non-nulle
X € B(K) vérifiant (3.1). Alors X = PX|y, est un opérateur non-nul
vérifiant T'X = AXT. En effet, comme T'P = PT, alors

BTX = BTPX|y = BPTX |y = PXT|y = PXPT|y = XPT|y = XA.

Montrons enfin que X 7 0. Or PX = PXP # 0, il existe alors © € H
tel que PX Pz # 0, ce qui implique X (Pz) # 0. Ainsi le théoréme est
démontré. O]

En utilisant le théoréme précédent ensemble avec le théoreme 3.13,
on peut montrer le lemme suivant (cf. [5, Lemme 3.7]).

Lemme 3.19. Soient u une fonction intérieure, et S, ['opérateur shift
tronqué correspondant. Supposons que 3 soit un nombre complexe non-
nul tel que |B| < 1. Considérons ensuite la fonction ug € H™® définie
par ug(z) = w(Bz), pour tout z € D. Alors il existe une solution non-
nulle de l’équation XS, = S, X, si et seulement s’il existe une fonc-
tion intérieure non-constante divisant u et ug dans l’algebre H*.
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Maintenant, soit u(z) = b(z)s(z) une fonction intérieure, avec b
est la partie produit de Blaschke défini par (2.6), et s est la partie
singuliére de mesure positive singuliére p. Soit A € T, et notons par
px la mesure définie sur tout borélien E C T par puy(E) = u(AE).
En utilisant le dernier lemme, A. Biswas et S. Petrovic ont montré le
théoréme suivant (cf. [5, Théoréeme 3.10]).

Théoréme 3.20. Soit A € C. Alors :
1. SiA¢ T, alors S, X = AXS, admet une solution X € B(K?)\{0}

si et seulement sl existe m,n € N* tels que o, = \a,.

2. Si\ €T, alors S, X = AX S, admet une solution X € B(K2)\{0}
si et seulement st au moins l'une des deuxr conditions suivantes
soit vérifiée :

a) 1l existe m,n € N* tels que oy, = Aa,.
b) Les mesures j et iy ne sont pas mutuellement singuliéres.

Remarquons que ce théoréme détermine le spectre étendu de S,
mais ne donne aucune description des vecteurs propres étendus associés
a chaque valeur propre. Dans le paragraphe suivant, on considére le
cas u = b un produit de Blaschke, et on affirme dans ce cas le dernier
résultat, sans passer par le théoréme de Sz.-Nagy-Foias. De plus, on
décrit complétement ’ensemble de tous les vecteurs propres étendus
associés a chaque valeur propre étendue de Sp.

3.3 Spectre étendu et sous espaces propres
étendus de 5

Avant de commencer, nous allons avoir besoin de quelques résultats
intermédiaires. Notons pour cela par {ej, : 4 > 1, [ =0,...,p; — 1} la
famille duale des noyaux {e;; : i > 1, I =0, ...,p; — 1} définis par (2.7)
(i.e., la famille de noyaux vérifiant :

(€ eia) = 00, Vi, 21, k=0,00p; — 1, 1=0,.0.,p — 1, (3.2)

avec (., .) signifie le produit scalaire en L?), alors on démontre le lemme
suivant
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Lemme 3.21. Soit b un produit de Blaschke défini par (2.6), alors

S @61‘ 0 sil=0
€1 = ’ _ .
™ lei—1 + azeiy sinon,
* y — e —
1y X * -
aiej; + (L+1)ej,,  sinon.

Démonstration. Commencons par montrer la premiére formule. Si [ =
0 alors

ko, (2) — k2, (0) @

Sjeun(s) = S = e W)
Si [ £0,
. Nzt
Spei(z) = (1 — azz)ttt
-1 |
T
ey T —a)

= lei,l,l(z) -+ Oé_ieijl(Z).

Quant a la deuxiéme formule, il suffit d’utiliser la premiére formule et
le fait que

<Sb6:,k7€j7l> = <€;ik7S;<€j7l>7 v 7’7] > 1, k= 07 P — 1 [ = 07 ey Pj L.
O

Sil'on note maintenant pour tout i € N*, E; = Vect{e o, ..., €ipi—1},
et B = Vect{ej,...,€;, 1} Alors le lemme 3.21 nous permet d’avoir
le résultat suivant.

*
“Pi

Corollaire 3.22. Pour tout i € N*, on a

1. les sous-espaces E; et E sont respectivement invariants par rap-
port a Sy et Sp.
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2. Sile€{0,1,...,p; — 1}, alors pour tout k =0,1,...,1, on a

(Sb - al])k zpl—l 1 7& O et (Sb - Qy )l+1 : -1 = 0.

sz

En particulier, ker(S, — oy 1)1 = Vect{elp 1 Cip1)s €t
pour tout k > p;, on a ker(S, — a;I)* = ker(S, — oy I)Pi = E7.

Démonstration. La premiére assertion est triviale. Pour montrer la
deuxiéme, on raisonne par récurrence. Pour [ = 0, les formules sont
immeédiates d’aprés le dernier lemme. Supposons alors que 'assertion
soit vraie pour un certain k € {0,1,...,1 — 1}, i.e.,

x = (S, — o) el ipi1 70, et (S, —a;l)x =0,
et montrons que

(Sp—aid) e, 1 #0, et (S, —a; )™, 1 =0.

vazfl

En utilisant le lemme 3.21 ensemble avec 'hypothése de récurrence, on
obtient

(S — ail)'efy, 1y = (pi — Dz #0,

et
(Sp —aid)*er, 1= (pi — 1)(Sy — il )z = 0.

Par conséquent, Vect{e;, |, ....e, 1} Cker(Sy—ayl)"™" et Popéra-

teur (S — o 1) est injectif sur Vect{e},, ...,e;, _,_,}. Pour achever

la preuve, montrons que (S, — a;I)"* est injectif sur

Vect{E} :j > 1et j#i}.

Puisque £ est invariant par rapport a (Sp—a;1)!*1, il suffit de montrer
que (S, — a; 1) est injectif sur chaque E7 ot j # 4. Raisonnons pour
cela par I'absurde en supposant qu’il existe z € E7 pour un j # i,
tel que (S — ;1) = 0, alors (S, — o)z € Vect{ezp _1}. Ce qui
contredit le fait que EY est invariant par rapport a (S, — a;/ )’ O
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Nous allons, a travers les deux prochains paragraphes, décrire les
valeurs et les vecteurs propres étendus de .S, dans le cas ot b est un
produit de Blaschke quelconque. Ces travaux sont issus a l’aide du
Professeur Gilles Cassier, et ont conduit & la publication de 'article
[1].

Considérons alors dans la suite, le produit de Blaschke b défini par
(2.6). Tl est bien connu que o(S,) = {ai},;», et que 0,(Sy) = {ai}is1
(voir par exemple [36]). Si, par exemple, a; = 0, alors d’aprés (3) du
corollaire 2.11, on a 0.44(S,) = C. En effet, X = e | ® e est
bien un vecteur propre étendu de Sy associé a toute valeur A € C, avec
Sp X =0 = AXS,. Pour cela, on suppose dans toute la suite que «; # 0
pour tout ¢ > 1.

3.3.1 Cas de produits de Blaschke finis

Avant de traiter le cas général, on considére le cas ou b est un
produit de Blaschke fini, et on montre le théoréme 3.23 comme une
application directe du corollaire 2.11 et du lemme 3.21. Donc, si b est
le produit de Blaschke fini défini par (2.5) avec p; = 1 pour tout i,
alors d’apres le corollaire 2.11, 0.,+(S,) = {ai/aj @ 0,7 = 1l..n} et
ef @ e; € Eey(oi/aj). La question naturelle qui se pose ici, est de
savoir si ce vecteur propre étendu est unique (& une constante pres).

Le théoréeme suivant répond a cette question.

Théoréme 3.23. Soit b un produit Blaschke fini donné par (2.5) avec
pi = 1 pour tout i, alors oy (Sy) = {eu/oj 1,5 =1,...,n}, et
o (673 Q;

Eeoi(—) = Vect{e; :—=—}
t(aj) ect{e; ® ¢ o o

Démonstration. Puisque {ef}"; est une base de K7, alors {E;; =
e; @ e;}};_, forme une base de B(K}). Supposons maintenant que
X € B(K}) soit une solution de I'équation

S, X — ﬁxsb,

Q;
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alors il existe une suite de nombres complexes {a;;}7,_, telle que

Sy(Y  anEu) = Q_(Z ki Et) Sb,

kl=1 7 kl=1
et d’apres le lemme 3.21,
SpEr = Si(e), @ e)) = (Spey) @ e = ager, ® ey,
et
EuSy = (€ @ €)Sy = €, @ (Syer) = auey, @ ey.
On en déduit que

n n

(Z %aklEkl)Sb = (Z %aklEkl)Sba

k=1 k=1 J

Comme S}, est inversible et vu que la famille {F;;}7;_; forme une base
de B(K}), la derniére équation conduit aux égalités suivantes

Q Q;
—Aag; = —ag, \V/k,l = 1, ., n,
(07 &%
de fait o o o
7 k %
Eop(—) =Vect{e, @ e : — = —}.
(&%} (67 %

3.3.2 Cas de produits de Blaschke quelconques

Considérons dans ce paragraphe le produit de Blaschke infini défini
par (2.6), et soit {7;}ier la fermeture de I'ensemble des points limites
des zéros {a; }i>1 sur le cercle T = {z € C : |z| = 1}. Alors d’aprés la
proposition (2.3), on a

Gent(S) C {% B € {ation U {nhier).

Le théoréme suivant montre que cette inclusion est propre, plus préci-
sément, on a
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Théoréme 3.24. Soient X € B(K}), et b le produit de Blaschke infini
défini par (2.6). Alors
;.
Uext(Sb) =1 %] > 1}7
@;
et pour tous i,j > 1, X € Eepuy(22)\{0} si et seulement si pour tout
J
n e N*ona
1. Si lon a o/, = og/ay pour un m € N*, alors il existe | €
{0, ...,min(p,, — 1,p, — 1)}, tel que pour tout k =0, ..., 1,
k
A

Xep = ; Cp—r(m, n)(a—n) (I = k) (pm — 1)! €m.pm—r—1

o ¢;(m,n) € C, avec au moins l'une des constantes co(m,n)
correspondants a l'une de telles paires (m,n), est non-nulle.

2. St o/ # o/ pour tout m € N*, alors
Xe,, =0 Vk=0,..,p, — L
Démonstration. Soient A € C et X € B(K}) tels que
SpX = AXSp.
En utilisant le lemme 3.21, on obtient pour tout j > 1

Ao Xel sil=p;—1

Jipi—1

SbXejJ = { )\O{jXG;J + )\(l + 1)X€;,l+1 sil = 0, oy Dj— 2.

Supposons maintenant que X # 0, alors il existe forcément 7,5 > 1,
1€{0,1,....,p; — 1} et ¢o € C* tels que

Qi * *
A= o et Xei; = co€ip,1-
J

Par conséquent

SpXej = ;X(%‘@j,zq + lefy), (3.3)

J
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équivaut a

i,p;—1°

(Sp —ail)Xei; | = » lcoe

J
D’o, il existe deux scalaires c(()l) # 0 et ¢; tels que

* (1) o« *
Xeji1= ¢ €ipat 1€ 1,

alors (3.3) implique

C(()l) (Oéie:,pi—2 + (pl - 1)6;17 —1) + e 7,p -1

o
= a;(cy €, ot C16],, )+ o lcoezp .,
J

de fait

= ——7cC
ajp;—1 ’
En répétant cette procédure un nombre de fois égal a min(p; —2,1—1),

on obtient i

* . (T‘) *
Xej,l—k - E : Ckfrei,pi—r—lﬁ
r=0

C(r) - <%)T<l+’r—k)!(pi—7’—l)!
e Ny (I —k)(p; — 1)!

Ainsi, si [ > p;, on aurait

Chry, k=2,...,min(p; — 1,1).

pi—1
* ai T *
(Sb — OéiI)XejJ_pi = a—(l —Dpi + 1) Cz(?i)—l—f‘ei,pi—l_r’
J r=0

avecco )7é0 D’ou,

(Sp —a;)PiXer,  #0et (Sb—al)p’HXejl =0,

Jil—pi

ce qui contredit le corollaire 3.22. Par conséquent, si X est une solution
non triviale de I’équation

SpX = 2 xS, (3.4)

Q;
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alors

k
a(L+r =k (pi—r—1)!
Xei, = Ck:fr(_)r 6: i—r—1
=k TZ:; Q; (l — k)'(pz — 1)' P !

pour tout k£ = 0,...,[. Maintenant, supposons que n soit un entier
positif différent de j (i.e., oy, # ). Alors

a_i.OénXe:L —1 sil= Pn — 1
SpXet, =4 bl .
" ja”XeZl+j(l+1)Xe;l+l Sll:ov"‘7pn_2-
J ’ g ’

En utilisant de nouveau le corollaire 3.22, s’il existe [ € {0,1,...,p,—1}
tel que Xey, ; # 0, alors forcément il existe un entier positif m (différent
de 7) tel que

o«

— =, et Xe),, = coe), (co #0) € C.

m,p -1
Q; (a7 "

Dans ce cas, et par les mémes arguments, on obtient un comportement
de X sur ey ; analogue au cas de €] .

Montrons maintenant la réciproque. D’aprés la proposition 2.12,
comme les noyaux de Cauchy {6?,1 :1>1,1=0,...,p; — 1} engendrent
'espace K7, il suffit de vérifier 'équation (5.3) sur ce dernier ensemble.
Soit n € N*, on va distinguer les deux cas suivants :

Si Xey, , = 0, on vérifie facilement que

SpXer = XSt =0, Vr =k, ..,pp — 1.
) o )

J

Supposons dans le deuxiéme cas qu'il existe [ € {0,....,p, — 1} et k €
{0, ..., 1} tels que Xej, , # 0 (il existe forcément dans ce cas m € N*
tel que ay,/ay, = a;/ay). Alors, sil —k =p, —1 (ie,l =p, —1Let
k = 0), par calcul simple on obtient

a{.
* o 1 * . *
SbXen,pn—l = ;XSbempn_l = QmC0Cp, p, 1-

J
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Sil—k<p,—1,alors
SbXe:ql_k

é H—r—k'(m—r—l)!*

k

S+ r =) (pp —r = 1),
= ekt 3o G e

r=1
l—i—r—k)!(pi—r—l)! »
ch r €m —r:
an, (= k)(pi — 1)! o
Quant au deuxiéme membre

a.

— X Spe

o bCnl—k

J

:a—X(an miw T —=k+1er; 111)

l+r—k)'(pm—r—1)! .
—O‘mzck r a, (l—k)!( D — 1)! Crm,pm—r—1

B (G r+1(l+r k+D'pm—r—=1)!
Tk ZC’“” Ik D)l(pp— 1)1 mmrol

Un changement simple d’indice de la somme dans le deuxiéme membre
implique I’équation désirée. Ainsi le théoréme est démontré. O

Exemple 3.25. Soit b le produit de Blaschke infini défini par (2.6),
et supposons que p; = 1 pour tout ¢ € N*, et que I'ensemble des zéros
{a; }ier vérifie la condition de Carleson, alors d’aprés la proposition
2.12 et le théoréme 3.24, on a

oG,
Jezt(Sb) - Oé_ )] 2 ]-}7
J

et

Q; Om
Ee, Vect ni— = —F.
t(a) ect{er, ® e -

j n Qj
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Chapitre 4

Spectre étendu des opérateurs
normaux et applications

Dans ce chapitre, on traite une classe d’opérateurs trés importante,
a savoir les opérateurs normaux définis sur un espace de Hilbert H.
En particulier, on donne une description compléte des ensembles des
valeurs propres étendues et des vecteurs propres étendus associés.

Ces travaux sont issus d’une collaboration avec le Professeur Gilles
Cassier, et ont conduit a la publication de l'article [12].

Avant de commencer, on considére le produit d’'un opérateur positif
par un opérateur autoadjoint. On en déduit par la suite une descrip-
tion compléte des valeurs propres et des vecteurs propres étendus pour
les opérateurs autoadjoints. Enfin, on utilise le théoréme de Fuglede-
Putnam pour traiter le cas des opérateurs normaux.

4.1 Produit d’opérateurs autoadjoints

Dans ce paragraphe, on décrit complétement ’ensemble des valeurs
propres et des vecteurs propres étendus du produit d’un opérateur
positif A par un opérateur autoadjoint B, les deux produits AB et BA
étant supposés injectifs. On aura d’abord besoin du lemme suivant.

45
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Lemme 4.1. Soit R € B(H) un opérateur autoadjoint avec E pour
mesure spectrale associée, et soit a > ||R||. Alors pour tout p € C[X]
et tous v,y € H, on a

<p(R)z,y >=pla) <2,y > — [ p(t) < B - o0, t])w,y > dt.
En particulier, si R est un opérateur positif, alors
< PR,y >=pla) <2,y > — [ "9 (1) < B0, ),y > dt, Yo,y € H,

Démonstration. Sil’on note par 1q la fonction indicatrice de ’ensemble
) C R; c’est-a-dire la fonction définie par

1Q(t):{1 site (),

0 sinon,

alors
"' < BQ =00ty > dt

— [ 1@ @) ([ 1 cn(8)dE, (s)) dt.

—a

et d’aprés le théoreme de Fubini
[* 'ty < BQ~ ooty > dr
= " ([ e O (1)) A (5)
= [ ([0 0)dt) Ao (5) = pla) < 2.y > — < p(R)r.y >
Le lemme est alors bien prouvé. 0O

Théoréme 4.2. Soient A,B € B(H), et soit T = AB tel que 0 ¢
o,(T)Ua,(T*), alors

1. Si A,B >0, alors o (T) C R

2. SiA>0 et B=B*, alors 0.,4(T) C R*.
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Démonstration. (1) Considérons R = VAB \/Z, alors on peut montrer
par récurrence que pour tout n € N, 7! = VAR"\/AB. Donc pour
tout polynome p(z) = >} _,arz", on a

p(T) = agl + \/Zzn: apR*"'VAB = aoI + VA(S*p)(R)VAB,

ou S* signifie 'adjoint de 'opérateur du shift unilatéral.

Notons tout d’abord que 0 & 0¢.+(T), car T' est injectif.

Supposons maintenant que A € C\Ry, et soit X € B(H) vérifiant
TX = AXT, ce qui implique p(T)X = Xp(AT) pour tout p € C[X].
Soit p(z) = >_p_, arz®, alors pour tout z,y € H, on a

p(T) Xz, y >=ao < X,y > + < (S*p)(R)WWABXz,VAy > .
En utilisant le lemme 4.1, on obtient d’une part

<p(M)Xz,y >=ag < Xz,y > +(S* Ya) < TXxz,y >
—jo S*p) (t) < E([0,4))VABXz,VAy > dt,

et d’autre part
< Xp(A\T)z,y >=ag < Xz,y > +A(S"p)(Aa) < XTz,y >

2 LG(S*p)’()\t) < E([0,8))VABz, VAX*y > dt.
Or S* est surjectif dans C[X], on obtient alors

qla) < TXz,y > — )\q()\a) < XTzx,y >
—j ) < E([0,t])VABXz,V/Ay > dt
- AQL d(\t) < E([0,t))VABz, VAX*y > dt,

pour tout ¢ € C[X].
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Soit maintenant p € C[X] et posons ¢(x fo t)dt, il vient
joap(t)dt <TXwz,y>-—\ joap()\t)dt < XTx,y >
- jo " p(t) < E([0, ) VABX z,VAy > dt
e jo p(\t) < E([0,1])VABz, VAX*y > dt.

Posons K = [0,a] U [0, Aa], d’aprés le lemme 2.14, si z ¢ K alors

——=C(K
(g1 — zid)™' € A = C[X] ), il existe donc une suite de polynomes
(pn) uniformément convergente vers cette derniére fonction. Il s’en suit

a 1
fo)\t dt < XTz,y >

—Z

0t—

:f: t i - < B([0.)VABXx,VAy > di

o 1
_)\2 *
A fo o < E(0.)VABx, VAX"y > dt.

Soient maintenant € > 0 et 0 < a < § < a, et considérons

F={a+is,—e<s<e}U{f+is,—e<s<e€}
U{r+ic,a<r<pBlu{r—ie,a<r<g}

On peut facilement montrer que

Jodi

En intégrant sur I' les deux membres de la derniére équation, et en
divisant par 27z, on obtient que

1
dtd|z| < oo.
-z

27mf jotTdtdz<TXx y>—2—mff )\t— dtdz < XTx,y >

a ]
= o [ [ < B0WABX Ay > did

27mf f )\t_ oS E([0,t])VABx, VAX*y > dtdz.
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Notons par A = Int(I"). En utilisant le théoréme de Fubini, et vu
le choix arbitraire de €, on obtient que

f: 1a(t)dt < TXz,y >= fo 1a(t) < E([0,4)VABXz,VAy > dt,
ou
ff << TXz,y>— < VAE([0,t))VABXz,y >) dt =0,
D’ou
<TXux,y >=< VAE([0,t]))VABXz,y >, p. p. t €]0,a].
Alors, la séparabilité de H implique
TX = VAE([0,t))VABX, p. p. t €]0,q).

Soit (t,)n>0 C|0,a] une suite vérifiant la derniére équation pour tout
n > 0, et tel que ¢, 0, alors

TX = VAE({0})VABX = VAPyermyVABX.

Enfin, notons que ker(R) = {0}. En effet, soit © € H tel que Rz =0,
alors VABVAx = 0, d’ou TV Az = 0. Or T est injectif, donc v/Az = 0.
Par conséquent T*x = BAxz = 0 ce qui implique x = 0, puisque T™ est
injectif.
On a alors montré que T'X = 0, ce qui implique X = 0.

(2) Soient A € C\R* et X € B(H) tels que TX = AXT, on obtient
alors d’'une maniére analogue

([ 1a@at =2 [ 1a()dt) < TXz,y > (4.1)

:f_ 1a(t) < E(] — 00, ))VABXz,VAy > dt
2 j_ 1a(\) < E(] — 00, {])VABz, VAX "y > dt.

On continue alors avec le méme processus qu’en (1), et on aboutit a
X =0. [
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Le résultat suivant décrit ’ensemble des vecteurs propres étendus
de U'opérateur T' défini dans le théoréme 4.2, en fonction de la mesure
spectrale associée a 'opérateur autoadjoint R.

Théoréme 4.3. Soient A, B € B(H) tels que A > 0 et B* = B, et
soit T = AB tel que T et T* sont injectifs. Considérons R = v ABVA
et a > ||R||, et notons par E la mesure spectrale associé a R. Soient
maintenant A € R*, X € B(H)\{0}. Alors

1. 8i X €]0,1], alors TX = AXT si et seulement si

VAE(] — 00, t])VABX = AXVAE(] — 00, t/A\)VAB Vt €] — \a, Aal,
E(] — o0, t])VVABX = 0Vt € [—a, —\d] et

VABX = E(] — 00, t])VABX Vt € [\a, al.

2. Si A€l —1,0[, alors TX = AXT si et seulement si

VAE(t,a))VABX = AXVAE(] — 0o, t/\)VAB Vt €]Aa, —Aal,
E(] — o0, t])VABX = 0 Vt € [—a, \d] et
TX = E(t,a])VABX Vt € [-)a, a).

3. Si X € [l,400], alors TX = ANXT si et seulement si

VAE(] — 00, t))VABX = AXVAE(] — 00, t/\))VAB Vt €] — a,dl,
XVAE(] — oo, t/N]) = 0Vt € [~\a, —a] et
TX = MXVAE(] — 00, t/]\)VAB Vt € [a, Ad.

4. Si X €] —o00,—1], alors TX = A\XT si et seulement si

VAE(t,a))VABX = AXVAE(] — 00, t/\)VAB Vt €] — a,d],
XVAE(] — o0, t/A]) = 0Vt € [a, —\a] et
TX = AXVAE(] — 00, t/\)WAB Vt € [\a, —a].

Démonstration. Soient x,y € H. Nous allons montrer les assertions

(1) et (4). Les deux autres peuvent étre prouvées de la méme maniére.
Pour cela, nous utiliserons la formule (4.1).
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(1) Supposons que T'X = AXT, et soient o, 5 € [0, Aa] tels que
0<a<f <), alors

B B/A B
(f dt — Af //A dt) <TXz,y>= f < B(] - 00,t))VABXz,vVAy > dt

A
-\ jﬁ///\ < E(] — 00, t))WVABz, VAX*y > dt.

La séparabilité de H implique que
VAE(] = 00, t])VABX = AXVAE(] — 00, t/\)VAB,

pour tout ¢ € [0, Aa].
Sia, 5 € [—)a,0] tels que —\a < o < <0, alors

0 :jf < E(] — o0, t))VABX x,V Ay > dt

2 [ < B() — oo, )VABe, VAXy > dt

a/\

on obtient ainsi la méme derniére égalité pour tout t € [—Aa, 0].
Soient maintenant «, € [—a, —\a] tels que —a < a < < —Aa, alors

g
0= f < B(] — 00, t))VABXz,VAy > dt.
Par conséquent, et comme T est injectif, on obtient
E(] — 00, t])VABX =0,

pour tout ¢ € [—a, —Aa].
Enfin, si a, 5 € [A\a, a] tels que Aa < a < 5 < a, alors

B B
j dt <TXz,y >:f < E(] — 00, t))VABXz,VAy > dt

d’ou
TX = VAE(] — 00, 1])VABX,

ceci qui implique le résultat pour tout ¢ € [Aa, al.
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Réciproquement, on a
< TXz,y >=< VAE( — a,a))VABXz,y >,
et d’aprés les hypothéses,
VAE(] = a, —Xa))VABX = VAE(]Aa, a])VABX =0,

d’ou
< TXz,y>=< VAE(] — Xa,\a))VABXz,y > .

Or
VAE(] — 00, t])VABX = AXVAE(] — 0o, t/\)VAB,

pour tout ¢t €] — Aa, Aa[. Donc
<TXz,y>= A< XVAE(] — a,a))VABz,y >=< A\XTxz,y >,

ce qui implique TX = AXT.
(4) Supposons que TX = AXT, et soient o, 5 € [0,a] tels que
0<a<p<a,alors

Lﬁ dt < TXz,y>= fj < B(] — o0, t)VABXz, /Ay > dt
— N f;/: < E(] = 00, t))VABx, VAX "y > dt.
La séparabilité de H implique
TX = VAE(] — 00, t])VABX + AXVAE(] — 00, t/\])VAB,
pour tout ¢ € [0, a]. Par conséquent
VAE(t,a))VABX = AXVAE(] — 0o, t/\)WAB, Vt € [0,a].
Sia, € [—a,0] tels que —a < o < § <0, alors

o/ B
—Aj[m <TXz,y>= | < B( - o0, )VABXz,VAy > dt

a/A
— )\ jﬁ//k < E(] — 00, 1))V ABz, VAX "y > dt,
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on obtient ainsi la méme derniére égalité pour tout t € [—a, 0].
Soient maintenant «, 5 € [Aa, —a| tels que Aa < o < § < —a, alors

a/\ B ) a/x )
_)\jﬁ//\ <TXzy>=—\ fw < BE(] - o0, ])VABz, VAX*y > dt,

Il s’en suit que
TX = AXVAE(] — 00, t/A\)VAB,
pour tout ¢t € [Aa, —al. Enfin, si a, 8 € [a, —Aa] tels que a < a < § <

—\a, alors

a/X
0=—\2 jﬁ//k < E(] — 00, 1))V ABz, VAX "y > dt,

d’ont
XVAE(] — 00, t/\)VAB = 0.

Alors, I'image dense de A et B implique le résultat pour tout t €
[a, —Aal].
Réciproquement, on a

TX = VAE(] - a,a))VABX,
et d’aprés les hypothéses,

VAE(] — a,a))VABX =AXVAE(] — c0,a/\)VAB
— AXVAE(] — 00, —a/\)VAB.

d’ot

TX = AXVAE(Ja/\, —a/\)VAB.

XVAE(] = a/X a))VAB = XVAE(] — a,a/N)VAB = 0,

donc
TX = AXVAE(] — a,a))VAB = AXT,

et le théoréme est bien prouvé. ]
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En posant, dans le dernier théoréme A = I et B = T, on obtient
immédiatement le corollaire suivant.

Corollaire 4.4. Soit T € B(H) un opérateur autoadjoint injectif et
soit a > ||T'||. Notons par E le mesure spectrale associée a T. Soient
maintenant A\ € R* et X € B(H)\{0}. Alors

1. Si XA €]0,1], alors TX = AXT si et seulement si

E(] —00,t]) X = XE(] — 00,t/)\]) YVt €] — Aa, Aa],
E(] —00,t])X =0Vt € [—a,—Ad] et
E(] — 00,t])X = X Vt € [Aa,al.

2. 81 A €] — 1,0, alors TX = AXT si et seulement si

X =E(] —o00,t])X — XE(] —o00,t/A]) Vt €]Xa, —Aa],
E(] —o00,t])X =0Vt € [—a, Aa] et
E(] — 00, t])X = X Vt € [-)Aa,al.

3. St N €[l,400|, alors TX = AXT si et seulement si

E(] —o00,t])X = XE(] —o0,t/\]) Vt €] —a,a],
XE(] —oo,t/A]) =0Vt € [-Aa,—a] et
XE(] —o0,t/A]) = X Vit € [a, \a].

4. Si X €] —o00,—1], alors TX = A\XT si et seulement si

X =E(] —o00,t]))X — XE(] —o0,t/)]) Vt €] —a,a],
XE(] —o0,t/A]) =0Vt € [a,—Aa] et
XE(] —o0,t/N]) = X Vt € [Aa, —al.

Exemple 4.5. Soit T un opérateur compact autoadjoint défini sur un
espace de Hilbert H, tel que 0,(T") = (A,)nen avec A; # A; pour tout
i # j. Soit a un nombre positif tel que a > max{|\;| : i« € N}. Notons,
pour tout n € N, par m(),) la multiplicité (finie) de la valeur propre

An .
An, €t par (en,l);":(l ) la base orthonormale du sous espace propre associé
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a A,. Il est connu alors que 'ensemble {e,,; : n € N*, I =1,...,m(\,)}
forme une base orthonormale de H.

Si I'on note par E la mesure spectrale associée a T, alors pour
tout A € o(T'), E({\}) est la projection orthogonale sur le sous espace
propre associé a . D’apreés le corollaire 4.4, 0..(T) C R* et si A €]0, 1],
et X € B(H)\{0} alors TX = AXT si et seulement si F({t})X =
XE({t/\}) pour tout t €] — Aa, Aa], E({t})X = 0 pour tout t €
[—a,—Aa] et E({t})X = X pour tout ¢ € [Aa,al. Donc, X est une
solution de T'X = AXT si et seulement s’il existe \;, \; € 0,(T) tels
que \ = /’\\—J, et dans ce cas

m(Am) CAm N
Cki€m si =
Xen, = { D k=1 Chi€m An A

0 sinon,

On déduit, de la méme maniére, les autres cas de A € R*. En particulier,
on obtient .. (T) = {3 : 4, € N} et pour tout 4, j € N, on a
]

m(Am) m(An)

Ai Am A
Em(T) = Vect{ Z Z Chrem ks @€n Vm,n € N tels que S )\—}
J k=1 1=1 n J

Exemple 4.6. On traite dans cet exemple une autre classe d’opéra-
teurs autoadjoints injectifs, plus précisément, on considére des opéra-
teurs sans spectre ponctuel, et tels que le zéro appartient au spectre
continu. Pour simplifier, on va traiter le cas ot la multiplicité spectrale
est égale a 1.

Soit alors T' € B(L*0,1]) défini par

Tf(z)=af(x), Vf € L*0,1] Vz € [0,1], (4.2)

il est connu que 7" est un opérateur autoadjoint et que o(7') = o.(T) =
[0,1]. Soit ¢ : [0,1] — [0, 1] une fonction mesurable. L’opérateur C,
est dit de composition s'il est défini par C,f(x) = f(p(x)). L'opéra-
teur de composition C),, va étre simplement noté par C). De plus,
si @ € L*|0, 1], on définit opérateur de multiplication par ¢ comme

M f(x) = () f(2).
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Dans cet exemple, on peut utiliser le corollaire 4.4 pour décrire
les ensembles des valeurs propres et des vecteurs propres étendus de
Iopérateur T'. En effet, si 'on note par F le mesure spectrale associée a
T', alors pour tout A € [0,1], E({[0,A]}) = X[0,5- On peut alors obtenir
le résultat de la méme maniére comme dans le dernier exemple.

Cependant, on va traiter cet exemple autrement en utilisant la théo-
rie des fonctions, une telle méthode qui va avoir son propre intérét.
Supposons pour cela que A soit un nombre complexe et que X soit
un opérateur borné sur L%[0, 1] tels que TX = AXT. Notons d’abord,
puisque T est injectif, que X = 0 est I'unique solution de ’équation
TX = 0, on peut alors supposer que A € C*. D’aprés les hypotheéses,
pour tout f € L?[0,1] et tout n € N on a

T"X f = N'XT"f,

ce qui implique en particulier
t
A
Supposons dans un premier temps que A € C\[0,00[ et posons
K = 10,1 U [0,%}. Soit f € L?[0,1], alors f peut étre vue comme
¢lément de L%(K) si on pose fioa/n = 0, p. p. D’aprés le théoreme

2.15, il existe une suite (p,,)nen C C[X] qui converge vers f dans L?(K).
Alinsi,

Xp(t) = p(L)X1, ¥ p € C[X]. (4.3)

t
A

D’ou X = 0. Par conséquent o.,:(7") C|0, 00], en cohérence avec le co-
rollaire 4.4. En plus, et en utilisant 1’équation (4.3) on peut facilement
montrer que o.,¢(71") =|0, o0o[ et que

- Si A €]0, 1], alors TX = AXT si et seulement si XC) = Mxq.

- Si A €]1,00[, alors TX = AXT si et seulement si X = My ,Cy.

Xf(t) = lim Xp,(t) = lim p,(3)X1 =0, p.p. ¢ €[0,1].

n—o0

Corollaire 4.7. Soit ¢ : [0,1] — [0, 1] une fonction mesurable. Alors
TC, = NC,T si et seulement st A > 1 et o(x) = x/\, pour tout
x € [0,1].
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Démonstration. 1l est clair que C,1 = 1. Supposons que A €]0, 1], alors
d’aprés le dernier résultat T'C, = AC,T" si et seulement si C,Cy = I
ce qui contredit le fait que C'\ n’est pas inversible a gauche. Supposons
maintenant que A > 1, alors T'C, = AC,T si et seulement si C, = Cy,
ce qui achéve la preuve du corollaire.

m

4.2 Opérateurs normaux

Etant donné un opérateur normal N.Tout d’abord, il est connu que
si N n’est pas injectif, alors N* ne le sera pas non plus, et dans ce cas
0ext(IN) = C. Pour cela, on va considérer le cas ou N est injectif. Dans
ce paragraphe on se demande si le corollaire 4.4 peut étre généralisé
au cas T = N. En fait, le corollaire 4.10 montre que la réponse a
cette question est positive. Pour montrer ce corollaire, on aura d’abord
besoin de quelques résultats.

Théoréme 4.8. Soient N,M € B(H) deux opérateurs normaux et
notons par EN et EM les mesures spectrales associées a N et M res-
pectivement. Si X € B(H) alors NX = XM si et seulement si

EN(A)X = XEM(A) VA € Bor(o(N)Nno(M)),
EN(A)X VA € Bor(o(N)) tel que ANa(M) =10,
XEM(A ) VA € Bor(a(M)) tel que ANo(N) =10,

ot Bor(Q2) signifie l’ensemble de tous les boréliens dans [’ensemble com-
pact €.

Démonstration. Supposons tout d’abord que NX = X M, alors d’aprés
le théoréme de Fuglede-Putnam, on a N*X = X M*. D’ou

NEX = XMF et N* X = XM**,

pour tout k£ > 0. Alors pour tout polynéme p(z,z) dont les variables
sont z et Z,

p(N, N*)X = Xp(M, M~).
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Par conséquent,

u(N)X = Xu(M),

pour toute fonction u € C(o(N) U a(M)). Posons Il := o(N) Na(M)
et 7 = {A € Bor(Il) : EN(A)X = XEM(A)}. On vérifie alors que
7 est une o—algébre. Soit A un ensemble ouvert de II, il existe alors
une suite (u,) de fonctions positives sur II telle que u,(2) T xa(2)
pour tout z. Alors, on obtient facilement EV(A)X = X EM(A). Donc
7 contient tous les ouverts de II. Ainsi, ce dernier doit contenir tous les
boréliens de II. De maniére analogue, on montre les deux autres cas.
Réciproquement, les hypothéses entrainent f(N)X = X f(M) pour
toute fonction étageére f définie sur o(INV) U o(M). Le résultat découle
alors en approchant la fonction 2z par une suite de fonctions étagées. [

Lemme 4.9. Soient N un opérateur normal injectif et X un nombre
complexe non nul. Notons par EV et EMY les mesures spectrales asso-
ciées a N et AN respectivement. Alors

EM(A) = EN(%), VA € Bor(a(AN)).

Démonstration. Soient x,y € H, et considérons la fonction

alors
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Corollaire 4.10. Soit N un opérateur normal avec E pour mesure
spectrale associée. Alors NX = AXN si et seulement si

E(A)X = XE() VA€ Bor(o(N)No(AN)),
E(A)X =0 VA € Bor(a(N)) tel que ANo(AN) =0,
XE(§)=0 VA € Bor(o(AN)) tel que ANo(N) =10,

Alors, on obtient le théoréme essentiel de ce paragraphe.

Théoréme 4.11. Soit N un opérateur normal avec E pour mesure
spectrale associée. Alors

Oext(N) ={A € C: 3A € Bor(c(N)No(AN)) tel que E(A) # 0}.

Exemple 4.12. Soit R > 0, et posons D := D(0, R] le disque fermé
de centre 0 et de rayon R, et considérons sur L*(D) 'opérateur normal
N défini par N f(z) = zf(z) pour tout f € L*(D). Si 'on note par F
la mesure spectrale associée a N, alors E(A) = M,,. Il est facile de
vérifier que e (V) = C* et que si 0 < |A| < 1 alors X € Egu () si et
seulement s'il existe ¢ € L?(D) telle que

Xﬂ@:{w@ﬂ@ si 2] < AR,

0 sinon.

Si |A| > 1 alors X € E.;()\) si et seulement s’il existe o € L*(D)
(L>°(D) pour || = 1) telle que

On laisse au lecteur le soin de vérifier que ces vecteurs propres étendus
sont en cohérence avec le corollaire 4.10.

Maintenant, soient 0 < r; < ry < +00 et posons D := D[ry, 1]
I’anneau fermé situé entre les deux cercles de centre 0 et de rayons ry, rs.
Considérons le méme dernier opérateur normal N défini sur L*(D).
On obtient que o (N) = DJL 2], et que si 22 < [A| < 1 alors

X € E.()) si et seulement s'il existe ¢ € L*(D) telle que
z 2] <
Xf(Z) _ { @(Z)f()\) S1 |Z| —= |>"T27

0 sinon.
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Sil <[] <2 alors X € Egp(A) si et seulement s'il existe ¢ € L*(D)
(L>*(D) pour |A| = 1) telle que

Xf(z) = { e(2)f(2)  silz] > |,

0 sinon.

Et le corollaire 4.10 reste vérifié.



Chapitre 5

Applications et exemples

Dans ce chapitre, nous appliquons les résultats que nous avons évo-
qués dans les chapitres précédents pour décrire le spectre étendu de
quelques opérateurs avec nos propres méthodes.

5.1 Cellules de Jordan

Dans ce paragraphe, on donne une description compléte des sous
espaces propres étendus de large classe d’opérateurs agissant sur un
espace de Hilbert de dimension finie. Faisons tout d’abord la remarque
suivante.

Remarque 5.1. Soient H un espace de Hilbert quelconque, et T un
opérateur de B(H). Supposons qu’il existe deux opérateurs S et U de
B(H), avec U est un opérateur inversible, tels que T = U~'SU. Alors
on montre facilement que 0ep(T) = 0ere(S). De plus, pour tout A €
Ocxt(T), Eewt(T,\) = U E (S, AU

Définissons tout d’abord la cellule de Jordan. Soient H un espace
de Hilbert de dimension p, et {e;; : i =1,...,k et j = 1,....,p;} une
base de H, et soit J la cellule de Jordan définie sur H par

Jei; = { Ai€i 1 sijg=1 (5.1)

€ij—1 + /\iem- SinOIl,

61
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avec \; # Ay pour tout ¢ # ', et i = 1, ..., ¢ (¢ représente le nombre de
blocs dans la cellule J, et p; est la multiplicité de la valeur \; associée
a chaque bloc, i.e., > 7 p; = p). Alors, opérateur J posséde dans la
base (e; ;) la matrice suivante

ML) 0 -0
mp=| 0 M ,
| 0
0 0 M(J,)
ou ~ _
No10 0
0 A 1 0 0
M(J;) ==
() :
A1
0 0 A

Considérons maintenant 'opérateur 7' agissant sur un espace de Hil-
bert complexe de dimension finie. Le théoréme de Jordan nous informe
que si les sous espaces propres associés aux valeurs propres \; sont
tous de dimension 1, alors T" admet une représentation matricielle dia-
gonale par blocs de la forme M (J) ci-dessous; c¢’est-a-dire il existe un
opérateur inversible U et un opérateur J de la forme (5.1), tels que
T = U'JU. Grace a la remarque 5.1, il suffit de décrire les sous
espaces propres étendus de J pour avoir ceux de n’importe quel opé-
rateur en dimension finie. Pour cela, on aura d’abord besoin du lemme
suivant.

Lemme 5.2. Soit J un opérateur de Jordan défini par (5.1), et notons
pour tout i = 1,...,q, E; = Vect{e;1,...,e;p }. Alors pour tout i =
1,...,q, on a

1. Les sous-espaces E; sont invariants par rapport a J.

2. Sile{l,..,pi}, alors pour tout k =0,1,....01 — 1, on a
(J — )\J)keu 7& O, et (J — )\Z'I)IGN = 0.
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En particulier, ker(J — \I)' = Vect{e;1,...,ei1}, et pour tout
k> p;, on aker(J — \I)* =ker(J — \I)Pi = E;.

Démonstration. La preuve est analogue a celle du corollaire 3.22. [
On peut a présent montrer le théoréme essentiel de ce paragraphe.

Théoréme 5.3. Soit J un opérateur de Jordan défini par (5.1), et
supposons que A\; # 0 pour tout i = 1,...,q. Soit X € B(H), alors

Ao
Oeat(J) = {/\— ci, 7 =1,...,q},
j

Ai

et pour tous i,j > 1, X € Eext(A_J:

ne{l,...,q} ona

1. 8%l existe m € {1,...,q} tel que A\, / N = N/, alors il existe
l € {max(p; —p;+1,1),...,p,}, tel que pour tout k =0,...,p; — 1,

)\{0} si et seulement si pour tout

k
A
Xen,l—',—k = Zcr(WL n)(A—)k Em,k+1—r,

r=0 "

ot ¢;(m,n) € C avec au moins l'une des constantes co(m,n)
correspondants a ['une de telles paires (m,n), est non-nulle.

2. Si A/ An # Ni/Aj pour tout m € {1,...,q}, alors
Xeny =0 Vek=1,..,pn.
Démonstration. Soient A € C et X € B(H) tels que
JX =X J.

D’aprés la définition de J, on obtient pour tout j € {1,...,q}

. A)\lej,l sil=1
JXej’l o { )\X6j71_1 + )\)\lej,l sil = 2, wy Dy
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Supposons maintenant que X # 0, alors il existe forcément i,j €
{1,....q}, Le{l,...,p;} et co € C* tels que

i
A= )\— et Xej,l = Co€,1-
J

Par conséquent

Ai
JXej,lJr]_ = xX(@jJ -+ )\jej,lJrl); (52)
J

équivaut a
Ai
(J — )\Z-[)Xej,lﬂ = )\—006“.
J

R . 1
D’o, il existe deux scalaires c(() ) # 0 et ¢ tels que
_
Xejip1 = ¢y eip+ e,

alors (5.2) implique

Ai
Cél)(/\iei,Q +e1) +cahien = )\z‘(Cé)l)em +crein) + Tcoei,la
J

de fait
Cél) = ﬁCo.
Aj
En répétant cette procédure un nombre de fois égal a min(p; —2,1—1),
on obtient
k A\
Xejin = Z Cr(ﬁ)k_rei,k+1—r7
r=0 J
pour tout k£ =0, ...,p; — L.
Maintenant, supposons que p; < p;. Si on choisit [ = p; — p; (ou méme
| < p; — pi), on aurait

pi—1

)\i
. — ZU\pi—l=r
Xem)j_l E CT()\ ) i €4 ps—r-

r=0 J
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D’on,

)\ pzfl
(J - )\ZI)Xejvp] = Xejrpji]' Z CT pz relvpzfr'

J

En appliquant 'opérateur (J — \;1)Pi~! sur les deux membres dans la
derniére équation, on obtient que

(J - /\i]>piX6j7pj = co(%)piem.
J
D’apreés le corollaire précédent, E; est invariant par rapport a (J —\;1).
De plus, ker(J — \;I)P¢ = E;, alors forcément c¢q = 0, ce qui contredit
le fait que Xe;; # 0. Par conséquent, si X est une solution non triviale
de I’équation

JX = /)\\—;XJ, (5.3)
alors, il existe [ € {max(p; —p; +1,1),...,p;} tel que
k \
Xejir = TZ_; Cr<)\_;>kirei,k+lfra

pour tout £ =0,...,p; — L.
Maintenant, supposons que n soit un entier positif différent de j (i.e.,
An # Aj). Alors

Ix i_;)\nxeml sil=1
ot = %Xen,lﬂ + %)‘nXen,l sil=2,..,pn
j J

En utilisant de nouveau le lemme 5.2, §'il existe [ € {1,...,p,} tel que
Xen # 0, alors forcément il existe un entier positif m (différent de i)

tel que
AN Anm
— = —, et Xey; = coem1, (cg#0)eC
)\j )\n El El

Dans ce cas, et par les mémes arguments, on obtient un comportement
de X sur e,; analogue au cas de e;;.
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Montrons maintenant la réciproque. Il suffit de vérifier ’équation
(5.3) sur les éléments de la base (e; ;). Soit n € {1, ..., ¢}, on va distin-
guer les deux cas suivants :

Si Xe,, = 0, on vérifie facilement que

Ai
JXen, = —XJe,, =0, Vr=1,.. k.

Aj
Supposons dans le deuxiéme cas qu’il existe [ € {1,...,p,} et k €
{0,...,pn, — 1} tels que Xe, 1 # 0 (il existe forcément dans ce cas
m € N* tel que A,/ A\, = A\;/Aj). Alors, si | + k = max(p; —p; + 1, 1)
(i.e., l = max(p; —p; + 1,1) et k = 0), par calcul simple on obtient

Ai
JXen; = )\—XJen,l = AmCoCm,1-

J

Sil+ k> max(p; — p; +1,1), alors

:]Xe/n/’lJrk
: A
- <Z Cr(m, n)( ) rem,kﬂ’”)
r=0 n
k—1 A\ 1 )
= 2 Cr<m7 n) ()\_:)k*Temyk*r + )\m TZ:; Cr (m’ n) </\_:)kir€m7k+17r
k—1 A\ N \
= 2 Cr(m7 n)()\_i:l)k*Temyk*r + )\m ; Cr(m, n)(A_T:)kiremk‘i,lir,
Quant au deuxiéme membre
Ai
)\_ijen7l+k
Am,
- )\_X(en,ukﬂ + An€nitk)
k—1 A\ ) )
= 2 crlm (G emer + A 3 ) (3

r= r=0
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D’ou I'équation désirée, et le théoréme est démontré. O

Le corollaire suivant concerne la dimension des sous espaces propres
étendus.

Corollaire 5.4. Supposons que J soit un opérateur de Jordan défini
par (5.1), avec \; # 0 pour tout i = 1,...,q. Si l'on note par §;; =
{(m,n) € {1, ..., q}* : M/ Xn = Ni/ N, }. Alors

, Ai :
dszext(y) = Z min (P, Pn)-
j

(m,n)€Q; ;

Remarque 5.5. Avec les hypothéses du dernier corollaire, et si l’on or-
donne les valeurs propres \; par croissance de leurs multiplicités (¢’est-
a-dire, p; < p; implique i < j), alors on a

Z dszm =2 Z pi(q —1)

De plus, > 7, dimEem(f\‘—;) = p? si et seulement si p; = 1 pour tout i
(c’est-a-dire p = q).

Supposons enfin qu’il existe ¢ € {1,....k} tel que A\; = 0, alors
oeat(T) = C, avec €;1 ® €;p, € Eept(A\) pour tout A € C. Supposons de
plus (sans perte de généralité) que \; = 0, et notons par

Ai .

Y= {)\— ci=1,..,q, j=2,..,q},
J

alors on a le théoréme suivant, dont la preuve est analogue a celle du

théoréme 5.3.

Théoréme 5.6. Soit J un opérateur de Jordan défini par (5.1), et
supposons que Ay = 0, alors o (J) = C. De plus, on distingue les
trois cas suivants :

-SiA¢ X, alors B (\) = Vect{e11 @ e1p, }.

-8t A =0 alors E;4(0) = Vect{e11®e,j:n=1,..,q, j=1,...,p,}.
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- Et si A € X\{0} (c’est-a-dire il existe i = 2,...,q, ] = 2,...,q tels que

A= %)’ alors X € Em(i‘—])\{O} si et seulement si Xey,, = beyq, et
pour tout n € {2,...,q} on a

1. S7il existe m € {2,...,q} tel que N,/ N\, = N/ A, alors il existe

l € {max(p; —p; +1,1),....p;}, tel que pour tout k =0, ...,p; —,

k
A _
Xeniih =) cr(m,n)(—)\m)k " Cmktlrs
r=0 n

o b, c;(m,n) € C avec au moins l'une des constantes b ou co(m, n)
correspondants a l'une de telles paires (m,n), est non-nulle.

2. 8t A fAn # Ni/Aj pour tout m € {2,...,q}, alors
Xenrp=0 Vk=1,..,p,.

5.2 Spectre étendu d’opérateurs compacts
quasinilpotents

Dans ce paragraphe, on traite 'opérateur compact quasinilpotent
de Volterra. On retrouve le résultat de A. Biswas, A. Lambert et S.
Petrovic [4], sur 'ensemble du spectre é¢tendu de V. Ces trois derniers
auteurs utilisent la théorie des semigroupes de classe C pour montrer
que 0¢(V) CJ0, 00[. Grace au lemme 2.15, on montre cette derniére
inclusion, et au méme temps on obtient le résultat de Karaev [25] en ce
qui concerne ’ensemble des vecteurs propres étendus de V' associés a
chaque valeur propre étendue. Enfin, on utilise ces résultats pour mon-
trer 'existence d’un opérateur compact quasinilpotent dont le spectre
étendu est réduit au singleton {1}. Cette démonstration a été donnée
par S. Shkarin dans [45].

Avant de donner le théoréme suivant, on aura besoin de définir
l'opérateur de Duhamel. Soit f € L?[0,1], notons par K; l'opérateur
produit de convolution par f, défini sur toute fonction g € L?[0, 1] par

Kig(x) = (f < 9)(@) = [ fl@ = t)g(t)dt, Va € [0,1].
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On appelle opérateur de Duhamel de symbole f, et on le note par Dy,
'application linéaire bornée définie sur L?[0, 1] par

d

Dig(r) = (f® g)(z) = @’Cfg(fv), Vr € [0,1].

Théoréme 5.7. Soit X € B(L?[0,1])\{0}, alors g..+(V) =]0,00[. En
plus,

1. si A €]0,1], alors VX = AXV si et seulement si XC\ = Dxy ;
2. st A €]1,00[, alors VX = AXV si et seulement si X = Dx ,Cy)y.

Démonstration. Notons d’abord que V' est injectif, donc A = 0 ne
peut pas étre une valeur propre étendue de V. On peut alors supposer
que A € C*. Supposons ensuite qu’il existe X € B(L?[0,1]), tel que
VX = AXV, alors pour tout f € L?[0,1] et tout n € Non a

VX f = A\"XV"f.

En particulier

VX1 = \"XV"1,

pour tout n > 1, ce qui implique

n—1 n—1
(27 )l e
(n—1)! A" (n—1)!

ou

" 1 ant
—=——%x X1, Vn>1.
nl A (n—1)! ’ -
En appliquant le produit de convolution a gauche par la fonction 1, on
obtient .
n 1 n—
1o X = = (152 * X1,
nl A" (n—1)!
d’ou

TS A CIEV N TRV

n! n!
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Par conséquent,
VXp(z) = p(%) « X1, ¥V p € CLX]. (5.4)

Supposons dans un premier temps que A € C\[0,00[ et posons
K =0,1]U [0, 5]. Soit f une fonction appartenant a L?[0,1], alors f
peut étre considérée comme un élément de L?(K), si I'on pose Fronn =
0, p. p. D’aprés le théoréme 2.15, il existe une suite (py,)neny C C[X]
qui converge vers f dans L*(K). Ainsi,

VXf(z) = lim VXp,(z) = Jingopn(f) «X1=0, p.p. t €[0,1],

n—oo

d’ou VX = 0. Or V est injectif, de fait X = 0. Par conséquent
oext(T) CJ0O, 00|
Supposons maintenant que A €]0, 1], alors I’équation (5.4) implique
que
VX f(Az) = Kx1f(2),
pour tout f € L?0,1]. En appliquant, sur les deux membres, I'opéra-
teur % a gauche, on obtient que

XC)\f = DX1f7

pour tout f € L?0,1], de fait XC\ = Dx;. Pour compléter la preuve
de (1), il suffit de montrer que si XC) = Dy, alors VX = AXV. Soit
p € C[X], notons d’abord que VDyx; = Dx1V/, alors

VXp(z) = VXC\Cipap(x)
= VDx1Ciyap(z) = VDx1p(z/N)
=Dx1Vp(z/A) = XCLVp(z/N)
= XCh(x®p(z/N) = AXCh\(z/X® p(z/N))
= AXCy\(Vp)(x/A) = AXVp(z).

La densité de C[X] dans L?[0, 1] implique 1’équation désirée.
En ce qui concerne (2), si A €]1, 00|, I'équation (5.4) implique que

VX f(r) = Kx1Cinf(z),
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pour tout f € L?0,1]. En appliquant, sur les deux membres, I'opéra-

teur % a gauche, on obtient que

Xf = DX101//\f7

pour tout f € L?[0,1], de fait X = Dx1C4/5. Réciproquement, suppo-
sons que X = Dy y, et montrons que VX = AXV. Soit f € L?[0,1],
alors

AXV f(x) = ADx1C1 )5V f(x)
= ADx1(Vf)(z/A) = AX1 @ (V f)(z/A)
=AX1® (z/A® f(z/N) = AMz/A® (X1® f(x/N)))
=1 ® Dx1C1af(2) = VDx1Cia f(2)
=VXf(z).

Ainsi, la preuve est achevée. O

Dans la suite, on va utiliser le dernier théoréme pour montrer 1’exis-
tence d’un opérateur compact quasinilpotent dont le spectre étendu est
réduit au singleton {1}. Pour cela, on aura besoin de trouver le spectre
étendu du shift bilatéral a poids. Ensuite, on va utiliser un théoréme
de C. Apostol que I'on énoncera plus loin.

Définition 5.8. Soit w = (wy,)nez une suite de (°(Z). On appelle shift
bilatéral, et on le note par S, lopérateur défini sur (*(Z) par

Sebn = Wpen_1, Vn € Z,
ot (e,) est la base canonique de (*(Z).

Maintenant, si I’on note par

B(m,n):ij, si m<n, et f(n+1,n)=1, ¥Ym,n€Z,

j=m

on peut montrer la proposition suivante.
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Proposition 5.9. Soit S, un shift bilatéral a poids w = (wp)nez de
(>(Z), et supposons que wy, # 0 pour tout n € Z. Alors 0 ¢ e (T), et
de plus (X # 0) € 0eut(S,) si et seulement s’il existe k € Z, tel que la
suite (A""B(n — k 4+ 1,n))nez soit bornée.

Pour la preuve de cette proposition, on renvoie a [45].

Remarque 5.10. Si A € T = {z € C, |z| = 1}, alors il existe
toujours (k = 0) € Z,, tel que la suite (A\™") = (A7"B(n + 1,n)) est
bornée par 1, et d’apres la proposition précédente, T C 0er(T), pour
tout shift bilatéral T' a poids w € (>°(Z). En plus, on a le corollaire
sutvant.

Corollaire 5.11. Soit H un espace de Hilbert séparable de dimension
infinie. Alors, il existe un opérateur compact quasinilpotent T € L(H ),
mjectif et a image dense tel que

Oext(T)=T={2€C, |z]=1}.

Démonstration. Puisque tous les espaces de Hilbert séparables et de
dimension infinie sont isomorphes, on peut considérer 1'espace (*(Z),
et 'opérateur shift bilatéral a poids w = (wp)nez = (1 + |n]) ™ )pez.
Remarquons que pour tout k € Z .,

Bn—k+1,n)~ (1+n))7* lorsque n — oco.

Alors, pour tout A # 0 et tout k € Z,, la suite (A™"B(n—k+1,n))nez
est bornée si et seulement si |A\| = 1. Il résulte de la proposition 5.9
que oeu(T) =T.

Il est clair que T est compact, injectif et a image dense. Soit main-
tenant k € Z, un entier pair assez grand, i.e. k = 2m avec m € Z,.

Alors
T"e, = B(n —k+1,n)e i ,

de fait
IT"|| = max f(n —k+1,n).
ne
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Sil'on pose a,, = B(n — k + 1,n), on obtient que

a, 1+ |n—k

1 1+n]

Par conséquent, 22— < 1sin > k/2 et 22 > 1sin < k/2. On en

Qnp—1 — Qnp—1
déduit que a,, est maximal si n = [k/2], la partie entiére de k/2, de
fait

max 3(n —k+1,n) = max o, = «

nez Al ) nez, /2]
_9 kg1 s . .

(m!) avec m = “ = si k est impair,

N { (ml(m+1)1)™"  avec m = £ si k est pair.

Il en résulte que )
lim ||T%||* =0,
k—o00

d’ou, T est quasinilpotent et le corollaire est bien prouvé. O

Définition 5.12. Soit Q(H) l'ensemble des opérateurs compacts quasi-
nilpotents définis sur H, muni de la topologie de la norme. Il est facile
de montrer que Q(H) est un espace métrique complet. Autrement dit,
il est fermé dans lespace de Banach K(H). En effet, si T € K(H)
est non-quasinilpotent, alors T a une valeur propre différente de 0, par
conséquent, tous les opérateurs qui sont suffisamment proches de T' par
rapport a la topologie de la norme, ont une valeur propre différente de
0, et ne peuvent donc pas étre quasinilpotents.

Soit maintenant T € B(H), on définit ['orbite similaire de T par
l’ensemble

Sim(T) = {UTU™, U est inversible dans B(H)}.

Le théoréme de C. Apostol (voir [2]) assure la densité de Sim(T)
dans Q(H), dans le cas ou T est non-nilpotent de Q(H). Rappelons
maintenant qu’un sous-ensemble A d’un espace topologique X est ap-
pelé F, (resp. Gs), s'il est une réunion (resp. intersection) dénombrable
d’ensembles fermés (resp. ouverts) de X'.
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Lemme 5.13. Soient X un espace de Banach réflexif et séparable,
A CC un F,. Alors

M(A)={T € B(X), owu(T)NA#0D},
est un ensemble F, de lespace B(X') muni de la topologie de la norme.

Pour la preuve de cette proposition, on renvoie & nouveau a [45].
Nous pouvons a présent montrer le théoréeme clé suivant.

Théoréme 5.14. Soient H un espace de Hilbert séparable. Alors, ’en-
semble {T" € QUH), o0eu(T) # {1}} est un ensemble de Baire de
premiére catégorie dans ['espace métrique complet QU(H).

Démonstration. Soient Ay = C\R%, Ay = C\T. Il est clair que A; et
Ao sont des F, dans C. Alors, d’aprés le lemme précédent, les ensembles

My =A{T € QH), oe(T)NA; #0}, j=1,2

sont des F, dans Q(#H). D’aprés le théoréme 5.7 et le corollaire 5.11,
il existe deux opérateurs 11,7, € Q(H) tels que 0o (T7) = RY et
Oext(Th) = T. Comme 0.,¢(T') est un ensemble invariant par similarité,
alors 0¢¢(S) = RY, pour tout S € Sim(T1), et 0e¢(S) = T, pour tout
S € Sim(Ty). D’ou, Sim(Ty) N My = Sim(T3) N My = (. D’apreés le
théoréeme de C. Apostol, les ensembles Q(H)\M;, Q(H)\M; sont des
Gy denses dans (). En utilisant le théoréme de Baire, on trouve que
I’ensemble :

(QEH)NM) N (QUH)\M:) = Q(H)\(My U My),

reste encore un G dense dans I’espace métrique complet Q(#). D’on,
Mj U M, est un ensemble de Baire de premiére catégorie, et d’apres la
définition de M; et de Ms, on obtient le résultat.

m

Le dernier théoreme et celui de Baire, nous donnent le théoréme
essentiel suivant de ce paragraphe.

Théoréme 5.15. [l existe un opérateur compact quasinilpotent T' €
B(H), dont le spectre étendu est réduit au singleton {1}.
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5.3 Opérateurs de Cesaro

Dans ce paragraphe, on considére trois opérateurs de Cesaro ; 'opé-
rateur de Cesaro discret Cy, I'opérateur de Cesaro fini C'y et I'opérateur
de Cesaro infini C\,, définis sur les espaces de Hilbert ¢*(N), L?[0, 1] et
L?[0, ool, par

(Cof)(n n+1Zf

(Cf)w) = [T oyt

(Cof)o) = [ f(0)t

Dans [29], M. Lacruz, F. Léon-Saavedra, S. Petrovic et O. Zabeti ont
montré que

Oext(Co) = [1,00], 0ert(C1) =]0,1] et 0ot (Coo) = {1}.

Dans la suite, on va rétablir les deux derniéres égalités en utilisant nos
résultats des chapitres précédents. De plus, on décrit complétement les
sous espaces propres étendus des opérateurs C et Cy,. Ces résultats
sont issus d’une collaboration avec le Professeur Gilles Cassier (cf. [11]).
Dans ce dernier article, on établit aussi des résultats liés a 'opérateur
C().

Avant de commencer, on donne la remarque suivante.

Remarque 5.16. Soient H un espace de Hilbert, et T" un opérateur
injectif de B(H). Alors ept(T) = {1/X 1 A € 0eue(T)}. De plus, pour
tout A\ € 0eut(T), Eert(T,N) = {X*: X € Eopy(T*, 1/}

Dans [8], A. Brown, P. R. Halmos et A. L. Shields ont montré que
l'opérateur de Cesaro C) est bien un opérateur de B(L?[0,1]), et que
I — C} est unitairement équivalent a un shift unilatéral de multiplicité
1. Considérons alors le shift unilatéral défini sur 'espace de Hardy
H?; c’est a dire l'opérateur f — zf. Pour déterminer o..¢(C}) et les
sous espaces propres étendus associés a chaque valeur de ce dernier
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ensemble, il suffit d’apres les remarques 5.1 et 5.16 de trouver les mémes
ensembles correspondant a 'opérateur I — 5. Tout d’abord, on rappelle
quelques résultats liés & la mesure de Carleson. Soit X := Cj, un
opérateur de composition & poids, défini sur lespace de Hardy H?2,
c’est-a-dire Uopérateur f +— ¢(f o). Sil'on définit la mesure y4 , sur
tout borélien £ C D par

po(B) = | 1ol Pdm.

Alors, M. D. Contreras et A. G. Hernandez-Diaz ont montré dans [13]
que X est borné sur H? si et seulement si pi,, est une mesure de
Carleson. Alors on montre le lemme suivant.

Lemme 5.17. Soient ¢ € H? X €]l,00[, et p(z) = =L, alors
Vopérateur X = Cy, est borné sur H* si et seulement si

— |af
sup ——m———
"eb 1— Re(a)

ou 8 = m et Pg est le noyau de Poisson au point 3.

Ps(|6]*) < +oo, (5.5)

Démonstration. On a par construction de la mesure 4, que

|- gdnog = | 161*(g 0 p)dm

D’aprés (23], f14,, est une mesure de Carleson si et seulement si

1 —|a

supf — Qd/ue(;s,(p < +o00.

ach |]' - |

Par conséquent, 'opérateur X est borné si et seulement si
2

o] dm < +o00.

1 —
a [ ot

oD —ap(e)|?

En remplacant ¢ par sa valeur, on obtient par calcul simple que cette
derniére condition est équivalente a
(1—a)A?

(1 —a)A+af?

sup Pg(\¢|2) < +00.

acD
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En mettant v = A — 2, on obtient la condition suivante

(1—Ja)(2+9)
2(1 — Re(a)) + 7|1 — «f

sup = Ps(|9?) < +o0.
aeD
A—-la)2+y) _  l4faf 1-]af

2(1 — Re(a)) +7|1 — a2 24+ 71‘_1;?22) 1 — Re(a)’

et on laisse au lecteur de vérifier que
1+ |af
2+ 73&—2}'2)
est borné sur D, pour tout v €] — 1, 00]. D’ou le résultat. O

On aura aussi besoin du lemme suivant.

Lemme 5.18. Soit z € ﬁ, alors ‘%| < 1 si et seulement si A\ €
[1, 00].

Démonstration. Si A € [1,00[, alors pour tout z € D,

Z+>\—1<Z+)\—1<1
A 1A ) U
z+A—1

Réciproquement, supposons que ‘ ‘ < 1 pour tout z € ﬁ, et po-

sons A = |[Ae™. Alors, pour tout z € D

2 [\ — 1] < A,

A

équivalent a ' '
‘ze_“" + A — e_“”’ < |Al

pour tout z € D. En particulier, si z = ¢, alors
A +1—e™| <AL (5.6)

Posons 3 := 1 — e ™. Une représentation géométrique dans le plan
complexe montre clairement que l'inégalité (5.6) implique que soit
Re(p) < 0, soit B = 0. Or, Re() = 1 — cos(w) > 0. Donc nécessaire-
ment 5 = 0. D’ou A = |\| € [0,00][. Par conséquent, |z 4+ A — 1] < A
pour tout z € D. En remplacant z = —1 on obtient le résultat. ]
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A T’aide de ces deux derniers lemmes, on peut montrer le théoréme
principal de ce paragraphe.

Théoréme 5.19. Soit S le shift unilatéral défini sur ’espace de Hardy
H?, alors 0em(I —S) = [1,00[. De plus
1. Si XA > 1, alors X € Eep(N) si et seulement s’il existe une fonc-
tion ¢ € H? vérifiant la condition (5.5), telle que

Xf(2) = 6(2) [T, vaen

2. St A=1, alors X € E. (1) si et seulement s’il existe une fonc-
tion ¢ € H* telle que X = My.

Démonstration. Soit A € [1,00[, on trouve alors facilement que pour
tout ¢ de H? (de H™ lorsque A = 1) vérifiant la condition (5.5),
lopérateur X défini dans les deux assertions du théoréme, est une
solution de l'équation (I — S)X = AX(I — S), appartenant a B(H?)
(d’aprés les deux lemmes précédents).

Montrons alors la réciproque. Remarquons d’abord que 'opérateur
(I — S) est injectif, donc A = 0 ne peut pas étre dans e, (I — 5).
Supposons maintenant que X € B(H?) vérifie 'équation (I — S)X =
AX (I —95), avec A € C*. Cela implique que

XS = <w> X,

A
Ainsi S\
X§" = (%) X, VneN.
Cette derniére relation signifie que
A—1\"
XS f = (S%) Xf, VfeH? et ¥neN.

En particulier, si f = 1, on obtient

X2 = (Lﬁ) X1, VneN.
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En posant X1 = ¢, la derniére équation implique

z+A—1

Xp(z) = 6(2p(5=), Ve CIX)
Si A = 1 on obtient immédiatement le résultat. Sinon, notons par

| X || = ¢ alors
2+ A—-1
lo(pC = < ¢,

d’ot1, on obtient pour tout n € N que

J:

Considérons 2 := {z € T : [Z88=1| > 1}, et supposons que m(Q2) > 0,
alors forcément ¢lg = 0. Or ¢ € H?, donc ¢ = 0 et par suite X = 0.
Par conséquent, si X # 0 alors m(Q2) = 0, et par continuité [=5=1] < 1
pour tout z € T. D’aprés le lemme précédent, A €]1,00] et pour tout
fen?

2n

z+A—1

\ [¢*dm(z) < ¢*.

Xf(e) = o) (T

Enfin, pour que X soit borné, il faut que ¢ vérifie la condition (5.5).
Ainsi, le théoréme est bien prouvé. O

), VzeD.

D’aprés les remarques 5.1 et 5.16, 0..+(C1) =|0, 1]. Enfin, on ap-
plique les résultats du chapitre précédent pour déterminer le spectre
étendu de l'opérateur C.. En effet, Dans [8] A. Brown, P. R. Halmos
et A. L. Shields ont montré que 'opérateur de Cesaro C, est un opé-
rateur de B(L?0, o0|), et que I — C* est unitairement équivalent a un
shift bilatéral de multiplicité 1. Considérons alors le shift bilatéral U
défini sur I'espace de Hilbert ¢*(Z). D’aprés les remarques 5.1 et 5.16,
pour déterminer .. (Cy) et les sous espaces propres étendus associés
a chaque valeur de ce dernier ensemble, il suffit de trouver oo, (I — U)
et Eep(N\) pour tout A € 0. (I — U). On montre alors le théoréme
suivant.
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Théoréme 5.20. Soit U le shift unilatéral défini sur l’espace de Hilbert
(X(Z), alors oep(I—U) = {1} et X € E.4(1) si et seulement s’il existe
une suite (a;) € (*(Z) (suite des coefficients de Fourier d’une fonction
de L>(T)), telle que pour tout n € Z, Xe, = ().

Démonstration. 1l est connu que o(I — U) est égale au cercle centré
en 1 et de rayon 1. Par conséquent, pour tout A # 0, I'intersection de
o(I =U) et o(AI—U)) est au plus égale a deux points distincts (zéro
et un autre point sur le cercle mentionné ci-dessus). Autrement dit, si
I'on note par E la mesure spectrale de 'opérateur (I — U), alors pour
tout borélien A € Bor(o(I —U)No(AI —U))), E(A) = 0. D’apreés
le théoréme 4.11, on obtient alors o..+(I — U) = {1}. L’obtention de
X € E.ui(1) est triviale et sera laissée au lecteur. O

Ainsi, D’aprés les remarques 5.1 et 5.16, 0¢.4(Cx) = {1}.
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Extended spectrum of
operators and applications

Thesis summary

This thesis is based on a relatively new spectral notion, called ex-
tended spectrum of operators.

In the first part, we provide general properties of extended spectrum
of an operator in some special cases, such as the case of finite dimension
and the case of invertible operator.

We focused in the second part on characterizing the extended spec-
trum of truncated shift operator S,,. In particular, we give a complete
description of the extended eigenvectors associated to each extended
eigenvalue of Sy, where b is a Blaschke product.

In the third part, we describe the extended spectrum and the ex-
tended eigenvectors of a very important class of operators , that is the
normal operators. We first start by describing these last sets for the
product of a positive and a self-adjoint operator which are both injec-
tive. After, we use the Fuglede-Putnam theorem to describe the same
sets for normal operators, in terms of their spectral measure.

In the last part, we apply our results from the last three parts on
concrete examples. In particular, we address the problem of extended
eigenvectors of operators defined in a finite dimension space. Next,
we show the existence of a quasinilpotent compact operator whose
extended spectrum is reduced to {1}. Finally, we study two Cesaro
operators which are very important in applications.

Keywords

Extended spectrum, extended eigenvalue, extended eigenvector, Hardy
space, model space, truncated shift, self-adjoint operator, normal ope-
rator, quasinilpotent compact operator, Cesaro operator.
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