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Introduction

1.1 Introduction générale

Durant ces vingt dernieres années le développement de la micro-électronique et 'infor-
matique a considérablement augmenté, d'une part les capacités de calcul des ordinateurs
et, d’autre part, le nombre de données a traiter. Par exemple, en dix ans de 1992 a 2002, les
appareils photos numériques sont passés d'une image 376 x 284 ~ 10° pixels & une image
4096 x 2730 ~ 11° pixels. De plus, alors que dans les années 70 on ne s’intéressait qu’au
traitement de signal mono-dimensionnel, on s’intéresse maintenant aux séquence d’images
< 2D+t > et aux séquences d'image 3D < 3D+t ». On remarque donc une constante aug-
mentation du nombre de données a traiter et du nombre de parametres a estimer.

Comme la complexité des algorithmes de traitement du signal n’est pas linéaire, I’aug-
mentation réguliere de la puissance de calcul des matériels informatiques ne permet pas
d’obtenir des résultats dans un temps de calcul raisonnable dans le cas de traitement de
données de tres grande dimension.

De plus, depuis quelques années l'apparition de grands instruments délivrant des
données en continu a rendu indispensable 'accélération des algorithmes de traitement.
Par exemple, le LHC au CERN peut transférer chaque seconde jusqu’a 10 gigaoctets de
données. Les observatoires spatiaux fournissent des données en continu aux astrophysi-
ciens. Ces données sont aussi de grande dimension et hétérogenes. En effet, les astrophy-
siciens optimisent le protocole de mesures en fonction de 'objet stellaire qu’ils observent.
Le rapport entre les informations contenues dans les données et les informations a priori
évolue avec le temps. Dans ce cadre, il est primordial de développer des approches non
supervisées qui reglent ce compromis de maniere automatique. Nous allons donc essayer
de développer des approches non-supervisées permettant de résoudre des problemes de
grandes tailles le plus efficacement possible.

Pour cela, nous commengons par introduire la notion de problemes inverses (déduire
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION

des informations nouvelles sur I'objet d’intérét a partir des mesures acquises). La plupart
des problemes inverses sont mal-posés. La résolution de ce type de problemes s’appuie sur
I'introduction d’informations a priori sur 'objet d’intérét. Dans cette theése, nous nous
intéressons particulierement aux problemes de reconstruction des images. Pour résoudre
ce type de problémes, nous introduisons des informations sur I'image inconnue comme la
parcimonie ou la régularité par morceau.

L’objectif principal de cette these est donc de développer des approches non-
supervisées pour les problemes de grande taille a I’aide d’informations a priori sur I'image
inconnue. Pour atteindre cet objectif, nous devons d’abord déterminer des modeles a priori
pertinents choisis pour I'image inconnue ainsi que pour les hyperparametres qui reglent le
compromis entre la fidélité aux données et la confiance aux informations a priori. Des bons
modeles devraient décrire correctement les informations qu’on veut apporter et en méme
temps ne pas trop augmenter la complexité de calculs. Le premier modele a priori intro-
duit dans la littérature est I'a priori gaussien [Tik63]. Cet a priori a I'avantage d’avoir
une expression simple qui permet une mise en ceuvre efficace. Néanmoins, il présente 1'in-
convénient de favoriser les images douces ou proche d’une forme connue, ce qui dégrade
les contours des images reconstruites. Pour résoudre ce probleme, des a priori (des termes
de régularisation) variés ont été proposés [GG84, Hub81, CBFAB97, HL89, GMS5]. Dans
le cadre classique de l'estimation au sens de maximum a posteriori (MAP), le probleme
d’estimation revient a l'optimisation d’un critére convexe ou non, qui nécessite un cout
de calcul souvent tres important. Les fréres Geman [GG84] ont été dans les premiers a
proposer une estimation en utilisant des variables auxiliaires que 1’on appellera dans la
suite des variables cachées afin de simplifier I'optimisation. Nous allons dans le cadre de
cette these utiliser largement ce modele a variables cachées afin de simplifier la résolution
de notre probleme d’inférence. Cette technique est tres largement utilisé en maximisation
de vraisemblance (algorithme EM) [DLR77, MKO07] et dans les approches bayésiennes de
type bayésien hiérarchique [CGLS08, Gio08].

Pour développer des approches non-supervisées, dans le cadre bayésien, on introduit
également des lois a priori pour les hyperparametres (par exemple, la loi de Jeffreys qui
est la plus utilisée), ce qui conduit a une loi a posteriori conjointe. Dans ce cas non-
supervisé, les lois a posteriori conjointes ont des expressions complexes (non-convexes).
En conséquence, la plus grande difficulté consiste a trouver une approche suffisamment
rapide en terme de temps de calcul pour des problemes de grande dimension (> 200 000
inconnues). En fait, dans le cas non-supervisé, le calcul de 'estimateur du maximum a pos-
teriori conduit a un probleme d’optimisation non-convexe qui est délicat. Pour s’affranchir
de cette difficulté, beaucoup de travaux récents ont choisi de calculer 'estimateur de la
moyenne a posteriori a l’aide des approches stochastiques de type Monte Carlo par Chaine
de Markov (MCMC). Néanmoins, ce type d’approches sont connues comme couteuse en
temps de calcul et donc ne peuvent pas s’adapter aux problemes de tres grandes dimen-
sions. Dans le méme contexte, afin de calculer I'estimateur de la moyenne a posteriori,
comme nous le verrons dans le chapitre 2, les approches bayésiennes variationnelles ont de
bonnes propriétés en terme de temps de calcul [SW10]. Néanmoins ce n’est pas suffisant
pour les problemes de tres grandes tailles. En conséquence, le développement d’approches
plus efficaces que les approches bayésiennes variationnelles existantes constitue un objec-
tif principal de cette these. Un autre objectif est d’appliquer les approches bayésiennens
variationnelles proposées aux problemes inverses en traitement d’images pour développer
des approches non-supervisés efficaces.




Probléeme inverse

Cette these est organisée comme suit. Le chapitre introductif détaillera les approches
bayésiennes pour les problemes inverses mal-posés, et plus particulierement les techniques
permettant de calculer des estimateurs ponctuels. Le chapitre 2 traitera de plusieurs
méthodes d’approximations analytiques de I'état de 'art : 'approximation de Laplace,
I’approximation bayésienne variationnelle classique et ’approximation bayésienne varia-
tionnelle de type gradient. Le chapitre 3 sera consacré a la présentation de nos méthodes
d’approximation bayésienne variationnelle accélérées, et un exemple d’application sur un
probleme linéaire simple sera donné pour montrer 'efficacité de nos approches. Le cha-
pitre 4 exposera deux algorithmes bayésien variationnel non-supervisés que nous avons
proposés qui utilisent soit un a priori de Variation Totale (T'V), soit un a priori a base de
variables cachées utilisant le modele proposé par Geman et repris par Idier et Giovannelli
[Idi01b, CI04, Gio08]. Le chapitre 5 présentera le développement de méthode de mélange
de gaussienne dans un cadre général. Une illustration de I'intérét de cette approche sera
faite dans le cadre de probleme classique de débruitage et déconvolution en utilisant une
approche de type dictionnaire ot I'on veut introduire de la parcimonie. Le chapitre 6 sera
consacré aux conclusions et aux perspectives.

1.2 Probleme inverse

Dans divers domaines d’applications en traitement du signal et des images : imagerie
médicale [DMND™01, EF03], astronomie [ROGAO08], géophysique [LT84], controle non
destructif [Idi01a, chapitre 9], etc., on se retrouve souvent confronté au probleme suivant :
I’acces direct a une grandeur physique n’est pas toujours possible et on ne dispose que
de mesures indirectes. Dans ce cas, on est amené a travailler dans le cadre de problemes
inverses, ou le but est de retrouver la grandeur d’intérét a partir de mesures indirectes.

En pratique, la résolution des problemes inverses consiste a résoudre successivement
un probleme direct et un probleme inverse. La résolution du probleme direct consiste a
construire un modele direct qui met en relation la grandeur d’intérét et les données obser-
vables. La résolution du probleme inverse associé vise a déterminer la grandeur d’intéréet
a partir des mesures observées, comme illustré par la figure 1.1.

Probléme direct

Données
observables

Paramétres de
I'objet d'intérét

Probléme inverse

FIGURE 1.1 — Probléme direct et Probléme inverse




1.2.2 - Problémes inverses

1.2.1 Modele direct

Le modele direct est construit, en général, a partir des lois physiques. Par exemple, dans
le contexte de la tomographie par rayon X, la loi de Beer-Lambert décrit suffisamment
fidelement les phénomenes physiques, ce qui nous donne la relation entre les données
(I'intensité du rayonnement qui a traversé I'objet d’intérét) et les coefficients d’atténuation
de l'objet.

Si on utilise un vecteur y € RM pour représenter les données et un vecteur x € RY
pour les parametres de 'objet d’intérét, nous pouvons introduire un modele direct comme
ci-dessous :

y=G(x)®n (1.1)

ou G est un opérateur décrivant l'interaction entre 1'objet d’intérét et l'instrument de
mesure. Néanmoins, G(x) n’est jamais une modélisation parfaite de y en raison des er-
reurs de modélisation, des erreurs de discrétisation et des erreurs instrumentales, qui sont
incontournables. En conséquence, nous introduisons n pour décrire 'incertitude liée a ces
erreurs. Dans le cas d’un bruit additif, 'opérateur & devient 4. Concernant 'opérateur G,
il peut étre linéaire ou non en fonction des problemes. Néanmoins, nous nous intéressons
dans la suite a un opérateur linéaire ainsi qu’a un bruit additif. Dans un cas linéaire, nous
remplacons 'opérateur G par une matrice A € R™*V ce qui nous donne

y =Ax+n (1.2)

ott n € RM représente le bruit de mesure et /ou les incertitudes sur le modele.

1.2.2 Problémes inverses

Le principe du probléme inverse associé a (1.2) est de construire un estimateur x
des parametres d’intérét x a partir de mesures y [Idi0la]. Dans certains problemes tels
qu'un probleme de déconvolution aveugle [CW98] ou un probléeme de séparation de source
aveugle [BAMCMO7], la matrice A n’est aussi pas completement connue et a besoin d’étre
estimée en méme temps que x. Mais dans cette these, nous nous intéressons seulement
aux problémes non-aveugles ou la matrice A est parfaitement connue.

Meéme si les problemes directs sont généralement bien posés, les problemes inverses
associés sont cependant mal-posés. Un probleme est dit bien posé au sens d’Hadamard
s’il satisfait les conditions suivantes :

e la solution existe,

e la solution est unique,

e la solution dépend de fagon continue des données (i.e. une petite variation dans les

données n’introduit pas de grande variation dans la solution).
Un probleme est donc dit mal posé au sens d’Hadamard lorsque 1'une de ces conditions
n’est pas respectée. Malheureusement, la plupart des problemes inverses rencontrés en
traitement du signal et des images sont mal-posés. Dans le cas linéaire décrit par (1.2),
ce fait vient de la matrice A qui est non-inversible ou mal-conditionnée.

Pour s’affranchir de la difficulté posée par la matrice non-inversible, une approche
naturelle pour résoudre (1.2) consiste a utiliser la méthode des moindres carrés pour
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choisir un estimateur x;c. Cet estimateur est calculé en minimisant la norme L? du
résidu du modele, ce qui nous permet d’écrire

Xy = argmin ||y — Ax||? (1.3)
xRN

On peut facilement montrer que la minimisation de cette norme L? conduit a la résolution
de I’équation suivante :

ATAx = ATy, (1.4)

Sous condition que ATA soit inversible, la solution des moindres carrés est unique et
donnée par

. ~1

xuc = (ATA) ATy, (1.5)

Lorsque la matrice AT A n’est pas inversible, la solution n’est plus unique (quand le
probleme est sous-determiné par exemple, i.e. M < N). Dans ce cas, la solution généralisée
peut étre établie en choisissant une solution de norme euclidienne minimale parmi toutes
les solutions vérifiant y = Ax.

Malgré le fait qu’il est possible de se ramener a une solution unique avec la solution
généralisée, celle-ci n’est pas nécessairement stable, i.e., pas robuste du bruit. En fait, la
méthode des moindres carrés n’exploite que des informations apportées par les données
ce qui ne sont, en général, pas suffisantes pour avoir une solution unique ou robuste au
bruit. Pour s’affranchir de cette difficulté, d’autres méthodes d’inversions sont développées
en introduisant des informations supplémentaires concernant le parametre d’intérét x
[[di01la]. En général, les méthodes d’inversion pour résoudre les problémes inverses mal-
posés peuvent étre divisées en deux catégories : les approches pénalisées et les approches
statistiques. Néanmoins, nous nous intéressons dans cette these aux approches statis-
tiques, plus particulierement, aux approches bayésiennes. Notons qu’'un grand nombre de
solutions pénalisées peuvent étre interprétées dans un cadre bayésien.

1.3 Inférence bayésienne

L’inférence bayésienne est basée sur la modélisation probabiliste du vecteur des pa-
rametres inconnus X et du vecteur du bruit n. Par conséquent, les informations ap-
portées par les mesures ainsi que les connaissances a prior: sur 'objet cherché sont toutes
modélisées sous forme de densités de probabilité. L’inférence bayésienne s’appuie principa-
lement sur la regle de Bayes qui nous permet d’obtenir une loi a posteriori de parametres
inconnus x sachant les mesures y. Cette loi résume toute l'information disponible sur les
parametres inconnus. En utilisant la regle de Bayes, la loi a posteriori est donnée par

_ py[x)p(x)
p(X|Y) - p<y)

(1.6)
ol
- p(y|x) est la wraisemblance qui rend compte des incertitudes sur les données ob-
servées. Cette probabilité est obtenue a partir du modele direct et la modélisation
probabiliste du bruit,
- p(x) est la loi a priori sur les parametres d’intérét, qui représente nos connaissances
a priori sur ’objet avant de faire la mesure,




1.3.1 - La vraisemblance

- ply) = [ p(y|x)p(x)dx est la loi marginale qui assure la normalisation de la loi a
posteriori. Elle est donc souvent appelée constante de normalisation. Par ailleurs,
elle est connue aussi sous le nom de fonction de partition dans la littérature de
physique statistique et sous le nom d’évidence du modele lorsqu’elle est utilisée
pour la sélection de modele. Cette loi marginale n’est généralement pas explicite-
ment connue. Son obtention nécessite de calculer I'intégrale ci-dessus, ce qui est, en
général, difficile.

A partir de (1.6), nous pouvons voir que la loi a posteriori est proportionnelle au
produit de la vraisemblance et de la loi a priori. Nous allons donner tout d’abord plus
de détails sur ces deux distributions et ensuite la maniere d’inférer sur les parametres a
partir de la loi a posteriori, notamment les estimateurs ponctuels usuels, les difficultés
rencontrées pendant les calculs ainsi que les techniques utilisées pour s’en affranchir.

1.3.1 La vraisemblance

La vraisemblance se déduit de la modélisation du probleme direct et d’'une modélisation
statistique de la composante de bruit n. En traitement d’images, I’hypothese du bruit
gaussien et du bruit poissonnien [LCA07] sont couramment utilisées. Dans ce travail, on
n’étudiera que le bruit gaussien qui nous permettra de faire une interprétation statistique
de 'approche des moindres carrés.

Supposons que le bruit est un bruit gaussien de moyenne nulle et de matrice de co-
variance définie positive X. Selon 'hypothese du bruit et le modele direct (1.2), la loi
conditionnelle de y sachant x, qui est appelée la vraisemblance, est de la forme suivante :

plylx, ) = (2m) "2 |27 exp (—%(y — Ax)TE (y - AX)) ' (1.7)

Si 'on suppose en plus que les composantes du vecteur de bruit sont indépendantes
et identiquement distribuées (i.i.d.), la matrice de covariance 3 devient diagonale et ses
composantes diagonales sont donc égales & une méme valeur, notée ici 2. En conséquence,
la vraisemblance devient

plyie.od) ocenp (220 (18)

2
20,

e Lien avec la méthode des moindres carrés
Un estimateur ponctuel qu’on peut construire avec seulement la vraisemblance est
le maximum de vraisemblance (MV) qui est défini par

Xayv = arg max{p(y|x)}
= argmin{—In p(y[x)}

= argmin Jyy (%) (1.9)

ot Jyv(x) = —Inp(y|x).
Lorsque la vraisemblance est donnée par (1.7),

Juv(x) = %(y — Ax)"Y ! (y — Ax). (1.10)
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Dans ce cas, Jyy(x) correspond au critére de la méthode des moindres carrés
pondérés, noté ici Jy(x), qui est aussi appelé le terme d’adéquation aux données
dans le cadre des approches pénalisées. Lorsque la matrice de covariance est pro-
portionnelle a la matrice identité : ¥ = ¢2I, i.e. la vraisemblance est donnée par
(1.8), le critere Jyv(x) correspond au critere des moindres carrés (voir (1.3)). Celui
ci montre le lien décrit par

Juv(x) = —Inp(y|x) <> Jo(x). (1.11)

1.3.2 Loi a prior:

Dans le cadre bayésien, I'information a prior: sur 'objet cherché prend aussi la forme
d’une probabilité :
p(x) o exp(—P(x)). (1.12)
ou ® : RV — R une fonction dont les propriétés restent a définir. Le choix de la loi a
priori est un probleme non-trivial et lié au probleme a résoudre. Dans la littérature, de
nombreuses possibilités ont été proposées. La loi a prior: gaussienne a été premierement
introduite et largement utilisée [Tik63, Dem89]. Néanmoins, sa capacité a reconstruire
des composantes non-linéaires, tels que 'emplacement et la grandeur des discontinuités,
est limitée. Pour pouvoir décrire les propriétés non-linéaires de l'objet a chercher, les
champs aléatoires de Markov composés [JW91], les champs aléatoires de Markov avec des
fonctions de potentiel non-quadratiques telles que la valeur absolue (une loi de Laplace)
[CDS01], les potentiels dit Lo-L; quadratique autour de I'origine puis linéaire [Hub81], et
les distributions a queue lourde, par exemple, la loi de Student, ont été aussi utilisés. Par
ailleurs, dans diverses applications du traitement d’image ou traitement du signal, une
caractéristique présente souvent dans notre objet d’intérét est la régularité par morceau.
Pour cela, un a priori de la variation totale [ROF92] est souvent utilisé.

Enfin, de nombreux modeles introduisant des variables cachées ont été étudiés dans
la littérature. Leurs bonnes propriétés ont fait que nous les avons utilisés dans la suite de
cette these.

e Les modeles a variables cachées
Comme son nom le suggere, les modeles a variables cachées s’appuient sur 'intro-
duction des variables cachées, notées ici z, dans la modélisation probabiliste des
connaissances a priori sur notre objet d’intérét x. Ils consistent a définir une loi
conditionnelle de 'objet d’intérét x sachant les variables cachées z qui en fonction
de leur valeur modifient la probabilité et donc I'information sur I’'objet. Un avantage
de ce type de modeles est d’améliorer la précision de modélisation en utilisant une
loi de forme simple pour x sachant z, la loi gaussienne, par exemple. Un exemple
d’un tel modele est le modele de mélange de gaussiennes fini ou infini qui est lar-
gement utilisé dans diverses applications. Par exemple, le modele de mélange de
gaussiennes fini ou les variables cachées représentent des poids de chaque compo-
sante gaussienne a été utilisé dans la reconnaissance du locuteur [RQDO00], dans la
séparation de sources [SD00, SD04], en segmentation [GRGO6], etc. Le modele de
mélange de gaussiennes infini fournit un ensemble des distributions & queue lourde
telles que la distribution de Student, gaussienne généralisée et les distributions a-
stables qui sont beaucoup utilisées pour introduire des informations de parcimonie

[CGLS08, PSWS03, ATB03, BD06].




1.3.3 - Estimateurs ponctuels dans I'inférence bayésienne

1.3.3 Estimateurs ponctuels dans ’inférence bayésienne

En pratique, on est tres souvent intéressé par un estimateur ponctuel. La loi a posterior:

p(x|y) permet la construction d'un certain nombre d’estimateurs aux caractéristiques
diverses, parmi lesquels I'estimateur du maximum a posteriori (MAP) et l'estimateur de
I'espérance a posteriori (EAP) sont les plus utilisés.

e L’estimateur du maximum a posteriori (MAP) s’obtient en calculant le mode de la

loi a posteriori :
Xpap = arg max{p(x|y)} (1.13)

Par conséquent, cet estimateur est le point le plus probable au sens de la loi a
posteriort.

e L’estimateur de 'espérance a posteriori (EAP) calcule I'espérance de la loi a poste-

TI0T% :
XpAp = /Xp(x\y)dx. (1.14)

On peut montrer que c’est I'estimateur qui minimise 'erreur quadratique moyenne
[Idi0O1al.

Ici, avec la définition de 'estimateur MAP, nous pouvons construire un lien entre cet

estimateur et I'estimateur des approches pénalisées dans le cadre déterministe.

e Lien avec les approches pénalisées

Selon la définition de l'estimateur MAP (1.13) et la formule de la loi a posteriori
(1.6), nous pouvons facilement déduire ce qui suit :

Xpap = argmin{— Inp(x|y)}

= arginin{—lnp(y|x) —Inp(x)}. (1.15)

Nous avons montré précédemment un lien entre — In p(y|x) et le terme d’adéquation
aux données (voir (1.11)). De fagon analogue, on peut associer une loi a priori
a un terme de régularisation R(x) pour que la loi de probabilité ci-dessous ait
effectivement un sens :

) = - exp (~aR(x) (1.16)

ou Z, est la constante de normalisation si elle existe et « est un parametre d’échelle.
Par conséquent, on peut construire le lien :

—Inp(x) < R(x) (1.17)

Sous réserve que 'on puisse établir des liens (1.11) et (1.16), nous pouvons associé
le critére a minimiser pour calculer l'estimateur MAP (voir (1.15)) au critere des
approchées pénalisées tel que

—Inp(xly) <> Jo(x) + AR(x) (1.18)

avec \ le parametre de régularisation qui controle le compromis entre 1’attache aux
données et les informations a priori.
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Dans (1.13) et (1.14), on peut voir que 'obtention de l'estimateur MAP nécessite
une méthode d’optimisation pour le critere donné par Jyap(x) = — Inp(x|y) et le calcul
de l'estimateur EAP nécessite une méthode permettant de calculer une intégrale. En
pratique, les calculs de ces estimateurs ne sont généralement pas faciles. L’expression
analytique de ces estimateurs peut étre obtenue pour des problemes simples, par exemple,
des problemes avec un a posteriori gaussien.

Nous considérons ici un bruit blanc gaussien de moyenne nulle et de variance o2 qui
nous permet d’obtenir une vraisemblance donnée par (1.8). Par ailleurs, nous considérons
une loi a priori gaussienne donnée par

I'x|?
p(x|a§) X exp (—M) (1.19)
20,
ol ag est la variance de 1’a priori et T' est une matrice qui influence les informations

apportées dans le probleme considéré. Par exemple, dans le cas ou I' est la matrice identité,
on introduit des informations que la norme euclidienne de 'objet d’intérét x est petite.
Par ailleurs, dans certains cas, les opérateurs de différence finie sont utilisés pour apporter
des informations que 'objet est lisse.

Dans ce cas, en utilisant la regle de Bayes, nous pouvons obtenir la loi a posterior: qui

s’écrit comme : ) )
Cly —Ax|® || )
)

2 2
20, 20,

plxty ) o exp (1.20)
qui est aussi une distribution gaussienne. Dans ce cas, ’estimateur MAP et 'estimateur
du EAP sont confondus.

Xpap, pap = argmin{— In p(x|y, 072” 05)}

= argmin{|ly — Ax|]* + \||Tx||*} (1.21)

olt A = o, /02, qui peut étre identifié comme le parametre de régularisation. Ce probleme
d’optimisation admet une solution analytique donnée par

%= (ATA +AT7T) ' ATy. (1.22)

Nous pouvons voir dans 1’équation (1.22) que lestimateur x est linéaire vis-a-vis du
vecteur de mesures y. Par conséquent, sa capacité a reconstruire des composantes non-
linéaires est limitée. Dans ce cas, les a prior: non-gaussiens sont utilisés pour surmonter
cette limitation.

Néanmoins, pour des problemes non-gaussiens, les solutions explicites n’existent pas
toujours. Des algorithmes plus compliqués sont nécessaires pour trouver I’estimateur MAP
ou 'estimateur EAP, comme on le verra dans la partie 1.4.

1.3.4 Estimation non-supervisée

Comme on a vu dans la partie précédente, I'estimateur de x (voir (1.22), par exemple)
dépend des valeurs des hyperparametres (o2 et ai dans I'exemple gaussien précédent) choi-
sies. Historiquement, ses valeurs sont choisies manuellement et telles approches sont dites
supervisées. Néanmoins, cette facon de choisir les hyperparametres s’avere peu pratique
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et peu efficace lorsque le nombre d’hyperparametres devient important (> 3). Le cadre
bayésien permet de résoudre ce probleme en définissant des approches non-supervisées
ol les hyperparametres sont déterminés de facon automatique. Dans le cadre bayésien,
les deux approches les plus répandues pour la détermination des hyperparametres sont le
mazimum de vraisemblance marginale et ’approche bayésienne hiérarchique.

Dans la suite, nous utilisons 6, (02 dans le cas gaussien) pour représenter le parametre
qui définit la vraisemblance et 05 (012) dans le cas gaussien) pour le parametre de la loi a
priori. De plus, @ = (61, 65) est 'ensemble des hyperparametres.

1) Maximum de vraisemblance marginale L’estimation au sens du maximum de
vraisemblance marginale de @ se déduit de la loi marginale de y qui peut étre calculée
a partir de la loi jointe en marginalisant par rapport a x, c’est a dire,

~

0 = argmax p(y|0)
0

= argmax/p(y,x|9)dx (1.23)
0

Néanmoins, il est souvent lourd voire impossible a calculer lorsque la loi a posteriori
n’est pas gaussienne.

2) L’approche bayésienne hiérarchique L’approche bayésienne hiérarchique ou
entierement bayésienne [Mol94], [HBJ97] considere que 6 suit une loi a priori
p(0), ce qui nous permet d’estimer @ de la méme fagon que x. La loi a posteriori
jointe de x et 0 s’exprime alors :

p(y|x, 01)p(x|62)p(6)
p(y) '

p(x,0ly) = (1.24)

Nous pouvons ensuite construire les estimateurs tels que le maximum a posterior:
ou l'espérance a posteriori a partir de la loi a posteriori jointe. Cette approche
bayésienne hiérarchique est beaucoup utilisée dans cette these. Cependant, cette loi
est en général complexe et justement connue a une constante multiplicative pres.
Par conséquent, elle ne peut étre utilisée directement. Par exemple, le calcul d’'un
estimateur du MAP conduit en général a un probleme d’optimisation non convexe
difficile a résoudre. L’estimateur EAP n’est pas directement calculable car on ne
connait pas la constante de normalisation. Dans ce cas, le défi principal est de
récupérer cette loi a posteriori a ’aide des méthodes d’approximation comme on va
I'introduire dans la suite.

1.4 Algorithmes de calculs dans I'inférence bayésienne

Dans les cas ou les distributions a prior: de x ne sont pas gaussiennes, les lois a pos-
teriori obtenues ne sont pas gaussiennes non plus. En conséquence, 'estimateur MAP
et l'estimateur EAP n’ont plus une forme simple et c’est plus difficile voire impossible
d’obtenir des expressions analytiques de ces estimateurs. Par conséquent, les méthodes
d’optimisation ou les techniques d’intégration sont nécessaires pour trouver ces estima-
teurs. La suite de cette partie est donc consacrée a introduire plusieurs méthodes pour
calculer ces estimateurs.
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1.4.1 Meéthodes pour calculer 'estimateur MAP

Sous I’hypothese que le bruit est gaussien, le calcul de I'estimateur MAP revient a
minimiser le critere suivant :
1

J(x) = §(y — Ax)TS !y — Ax) + ®(x). (1.25)

Lorsque la loi a priori n’est pas gaussienne, J(x) n’est pas quadratique. Dans ce cas, le
minimiseur du critere J(x) peut s’obtenir rarement de fagon analytique et les techniques
d’optimisation itératives sont généralement utilisées pour approcher son minimiseur. En
fait, méme avec un a priori quadratique, lorsque la taille des données devient tres grande,
le minimiseur analytique (voir (1.22)) n’est plus calculable et la solution ne peut étre
approchée par une méthode itérative. Des exemples des méthodes itératives couramment
utilisées sont la méthode du gradient, la méthode du gradient conjugué, la méthode de
Newton ou une méthode plus récente, la méthode d’optimisation de sous-espace. Ces
exemples sont tous des méthodes d’optimisation locales permettant de converger vers les
minimiseurs locaux du probleme. Lorsque le critere est convexe, il est unimodal. Dans
ce cas, les méthodes d’optimisation locales permettent de trouver le minimum global du
critere. Dans le cas contraire, si le critere est non-convexe, sa minimisation nécessite une
approche d’optimisation globale telle que le recuit simulé proposée par Kirkpatrick et al.
[KGV*83], voir aussi [GRI2], ou les algorithmes génétiques [Hol92].

Dans le méme contexte des problemes d’optimisation non-quadratiques voir non-
convexes, il existe également des algorithmes semi-quadratiques proposés par Geman et al.
[GR92] [GY95] dont le principe consiste a construire un critére augmenté qui dépend a la
fois de la variable x et d’une variable auxiliaire b a I’aide des outils de dualité. Ce nouveau
critere possede les mémes extréma que le critere original avec une structure remarquable :
ce nouveau critere est quadratique par rapport a x et son optimisation vis-a-vis de la
variable auxiliaire est explicite. Ceci permet d’obtenir des estimateurs non-linéaires en
utilisant les algorithmes d’optimisation standards.

Algorithmes semi-quadratiques (SQ)

Le critere augmenté des algorithmes SQ sera noté dans la suite par K (x, b) et satisfait
la relation :

J(x) = min K(x, b) (1.26)

beB
pour un ensemble B a préciser. Avec (1.26), nous pouvons voir que
% = argminJ(x) < 3b;(X,b) = argmin K (x,b). (1.27)
x,b

X

Par conséquent, la minimisation de K(x,b) vis-a-vis de x et de b nous permet d’obtenir
un minimiseur de J(x). L’intérét est que le critére augmenté a une structure spéciale qui
est plus facile & optimiser. Pour construire le critere augmenté K (x, b), [GR92] et [GY95]
ont proposé deux structures semi-quadratiques différentes.

Supposons que

d(x) = Z d(u;)  on u; = VJTX —€; 19

N
VjGR ,EjGR,
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1.4.1 - Méthodes pour calculer I’estimateur MAP

les deux structures sont respectivement de la forme suivante :

Kar(x,b) = %(y —Ax)"S Ny — Ax) + Z Bbj (vix— ej)Q + w(bj)] (1.29)

Kgy(x,b) = %(y —Ax)"S Ny — Ax) + é Z B (vix—e— bj)2 + Ca(bj)] (1.30)

ou les fonctions 1 et (, sont choisies pour satisfaire (1.26). Les criteres augmentés Kqgp et
Kgy sont dits semi-quadratiques, comme ils sont des fonctions quadratiques de x lorsque
les variables b = (b;) sont fixées. Néanmoins, pour une fonction potentiel ¢, les fonctions
Y et (, n'existent pas toujours. Il a été montré dans [Idi01b] que les fonctions v et ¢,
peuvent étre bien définies par les relations de dualité convexe lorsque ¢ satisfait certaines
conditions, qui sont détaillées dans les propositions suivantes :
Proposition 1. (GR) : Considérons les fonctions ¢ qui satisfont les hypothéses suivantes
1) ¢ est paire,
2) ¢(\/*) est concave sur Ry,
3) ¢ est continue en zéro et C* sur R\{0},
et considérons (b) = sup,ep (¢(x) — bx?/2). Alors,

int (/2.4 p(b) =6(2)
arbg min (bz?/2 + (b)) =¢ (z)/x.

€R,

(1.31)

De (1.31), il est facile de déduire (1.26) pour K = Kgg.

Proposition 2. (GY) : Considérons les fonctions ¢ telles que (-)*/2—ag est une fonction
conveze pour o > 0, de sorte que (,(b) = sup,cg (ad(x) — (z — b)?/2) soit bien définie
(voir [GY95] pour la preuve). Alors,

inf ((z —b)%/2+ (b)) /o =¢(z)

argmin ((z — b)%/2 + (. (b)) =z — ag ()

beR

(1.32)

ot la deuxieme équation tient si ¢ est différentiable.

Grace aux avantages structurels de Kggr et Kgy, on préfere les minimiser plutot de
minimiser .J. Les minimisations de Kqpr et Ky sont effectuées en alternant les deux étapes
suivantes : la minimisation des criteres par rapport a x en fixant b et la minimisation
des criteres par rapport a b en fixant x. Ces deux minimisations sont simples car 1'un
est un critere quadratique et l'autre un critere séparable. Pour calculer le minimiseur,
[GRI2] [GY95] ont proposé d’utiliser la méthode du recuit simulé fondée sur le principe
de I’échantillonnage de Gibbs alterné. I’avantage de cette méthode est qu’elle permet de
trouver le minimum global d’un critere donné, méme un critere non-convexe. Néanmoins,
cette méthode est généralement cotiteuse en temps de calcul. Par conséquent, de nombreux
travaux tels que [CBFAB94, BI96, VO98] s’intéressent aux algorithmes déterministes car
on peut obtenir des équations de mise a jour explicites pour les deux sous-problemes
correspondant respectivement a la minimisation par rapport a x et a la minimisation par
rapport a b. En général, les algorithmes déterministes sont plus rapides que la méthode du
recuit simulé, mais ils ne peuvent pas garantir le minimum global sauf dans le cas ot les
criteres augmentés sont convexes (voir [Idi01b] pour la convexité des critéres augmentés).
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Algorithmes de calculs dans I'inférence bayésienne

Lien entre les algorithmes semi-quadratiques et [’algorithme Espérance-
Maximisation (EM)

Les algorithmes SQ sont des outils performants pour 'optimisation d’un critere non-
quadratique. Ce type d’algorithmes a été proposé dans le cadre déterministe. Néanmoins,
une interprétation bayésienne a été donnée dans [CI04] qui dit qu'il existe un lien entre
les algorithmes SQ et I’algorithme EM. Ce lien est construit a I'aide des modeles a prior:
a variables cachées.

Un avantage des modeles a variables cachées est qu’ils nous permettent d’obtenir des
lois a priori ayant les propriétés désirées et en méme temps d’avoir des formulations plus
simples lorsqu’on calcule les estimateurs ponctuels. Un exemple de tels modeles a prior:
est le mélange de gaussiennes, qui nous sert ici pour donner le lien entre les algorithmes
SQ et I'algorithme EM.

Nous avons considéré une loi a prior:

p(x) ocexp (— > ¢<uj>> , (1.33)

ol u; = V;‘-FX — ¢;. Cette loi est propre lorsque la matrice V. = (v;) est de rang N et

Jzexp (—¢(u)) du < oo. Cette condition est supposée dans la suite.

Pour construire le lien entre les algorithmes SQ et ’algorithme EM, nous introduisons
une variable aléatoire scalaire U dont la densité de probabilité est py(u) o< exp (—¢(u)). En
particulier, nous supposons que U est distribuée selon une loi de mélange de gaussiennes.

Mélange de gaussiennes Nous définissons ici deux types de mélange : un mélange de
gaussiennes par changement d’échelle (GSM) et un mélange de gaussiennes par change-
ment de positions (GPM).

GSM Dans le cas d’'un GSM, nous supposons que
1) U = G/vVB avec G et B indépendantes,
2) la variable G ~ N(0,1) et la variable B > 0.

Dans ce cas la, on peut facilement obtenir

pu(u;) = /w j2€ (%\/E) Vbip (b) db; (1.34)

ol pg et pp représentent la densité de probabilité de G' et B, respectivement.

A Taide de py, nous pouvons réécrire (1.33) comme suit

p(x) OC1_}[29U(uj)
0<1_'[/]R+ pa(uj/b;)7/byps(b;)db;. (1.35)
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1.4.1 - Méthodes pour calculer I’estimateur MAP

Notons le vecteur des variables cachées b = (b;). Dans le cas d'un GSM, p¢ est la
densité d'une loi gaussienne. Dans ce cas, & partir de (1.35) et la relation entre u; et x,
on peut déduire que la loi conditionnelle de x sachant b est donnée par

p(x|b) = N(my, P ') avec P, = VDiag(b)V’
et  m, = P_'VDiag(b)e. (1.36)

ou Diag(b) représente une matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont donnés par
le vecteur b.

GPM De fagon analogue, dans le cas d'un GPM, nous supposons que
1) U=0G+ B avec 0 > 0 et GG, B indépendantes,
2) la variable G ~ N (0, 1).

Dans ce cas 1a, la densité py satisfait

pu(uy) = %/Rpg <“j - bﬂ') p5(b;)db;. (1.37)

Comme dans le cas GSM, nous pouvons réécrire (1.33) comme suit

b0 o< [T
<15 [ ve (“j = bﬂ‘) pi(by)db. (1.38)

Dans le cas d'un GPM, pg est aussi la densité d’une loi gaussienne. Nous pouvons
donc obtenir

p(x/b) = N(m,,P.') avec P,=o072VV’
et  m,=(VV)'V(e+Db). (1.39)

L’algorithme Espérance-Maximisation (EM) Notre modele probabiliste dépend de
variables cachées non-observables b. Dans ce cas, 'algorithme Espérance-Maximisation
(EM) est un algorithme bien connu pour trouver l'estimateur du maximum de vraisem-
blance des parametres [DLR77], et par extension, I'estimateur du maximum a posteriori
[LH87, MKO07, BD06] en considérant que les variables cachées comme les données man-
quantes. Cet algorithme permet d’augmenter la vraisemblance ou la probabilité a pos-
teriori a chaque itération. Par ailleurs, cet algorithme peut étre considéré comme une
sous-classe de l'algorithme MM (Majoration-Minimisation ou Minoration-Maximisation)
[HLO4]. Néanmoins, il ont des inconvénients :
- il ne peut pas garantir de donner l'estimateur du maximum de vraisemblance ou
I’'estimateur du maximum a posteriori lorsque le critére a optimiser est multimodal,
- la convergence peut étre lente. En conséquence, des variantes ont été proposées pour
accélérer la vitesse de convergence, tels que ceux qui utilisant la méthode du gradient
conjugué [JJ93] ou la méthode du Newton [Lan95, JJ97],
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Algorithmes de calculs dans I'inférence bayésienne

- I’algorithme EM est utile pour la famille de distributions exponentielles. Mais lors-
que les distributions ne sont pas dans la famille exponentielle, I’algorithme EM peut
rencontrer des difficultés a obtenir des expressions analytiques. Pour remédier a ce
probleme, des variantes telles que 'algorithme EM stochastique (SEM) [CD85] et
I'algorithme Monte-Carlo EM (MCEM) [WT90] peuvent étre utilisées. Ces variantes
permettent aussi de réduire le risque de tomber dans un maximum local.

Calcul de l’estimateur MAP Pour notre probleme avec un a priori mélange de

gaussiennes, nous calculons l'estimateur MAP de x qui est le maximiseur de la loi a

posteriori p(x|y). Pour ce faire, nous utilisons I’algorithme EM qui alterne deux étapes :
e une étape d’évaluation de l'espérance (E) qui calcule

(X|X ) IE’p(b|x’“ y) [ln{p(Y7 b|X)}] + 1n{p(x)}
/ In{p(y, bjx)}p(b|2:, y)db + In{p(x)}

- / In{p(y, b, x)}p(blz*, y)db

—In{p(y|x)} + / In{p(x[b) }p(bl%*, y)db + C (1.40)

oll ¥ est I’estimation obtenue a 'itération k et C' est une constante qui ne dépende
pas de x,
e une étape de maximisation (M), ou on maximise ’espérance trouvée a 1’étape (E),

£ = arg max Q (x|X*)
X

—arg)fnin{ —Inp(ylx) — / 1n{p(X!b)}p(b|>ik,y)db}

1
=arg min {é(y — Ax)"S Yy — Ax)

1

o / (x — m) TPy (x — my)p(bJx", y)db} (1.41)

qui est obtenu en utilisant le fait que p(y|x) est une distribution gaussienne multi-
dimensionnelle et dans les modeles a priori de mélange de gaussiennes, p(x|b) est
aussi une distribution gaussienne.

Dans le cas d’'un GSM, d’apres (1.36), nous pouvons facilement obtenir

(x — my) Py (x — m,) = (V'x — €)' Diag(b)(V'x — ¢)
= ij (V;fpx—ej)2. (1.42)

Dans ce cas,

. (1 2
K+ — arginm { 5 (y — Ax)"S Yy — Ax) + Z V]TX — ej) } (1.43)
ou (b;) = [b;p(b;|x*,y)db;. Les calculs dans [CI04] montrent que cette espérance est
donnée par
(bj) = ¢'(uf)/uf  avec ulf=vix"—¢;. (1.44)
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1.4.2 - Méthode d’approximation stochastique

En comparant ce résultat avec (1.29) et (1.31), nous trouvons que l'utilisation de EM nous
permet de retrouver 'algorithme SQ de type GR avec
- I'étape d’espérance cohérente avec I’étape de maximisation par rapport aux variables
auxiliaires de ’algorithme SQ),
- ’étape de maximisation cohérente avec 1’étape de maximisation par rapport aux
variables d’intérét de 'algorithme SQ.
Suivant des mémes étapes de calculs, dans le cas d'un GPM, nous pouvons obtenir,

R (1 B 1 1 2
= arg min {5(3’ —Ax)"S 7 (y — Ax) + = > 3 (Vix—¢;— (b)) } (1.45)
7

ou (b;) est montré dans [C104] d’étre égale a

(bj) =ul — ¢ (uh) avec uf =vIx'—¢. (1.46)
En comparant ce résultat avec (1.30) et (1.32), nous trouvons que 'utilisation de EM nous

permet de retrouver l'algorithme SQ de type GY.

En conclusion, sous réserve que la loi a priori puisse étre représentée par mélange de
gaussiennes par changement d’échelle (ou par changement de position), les algorithmes
SQ de type Geman & Reynolds (respectivement Geman & Yang) sont des cas particuliers
de l'algorithme Espérance-Maximisation (EM).

1.4.2 Meéthode d’approximation stochastique

Dans les cas ou 'estimateur MAP est difficile & calculer, un autre choix possible est de
calculer I'estimateur EAP. Néanmoins, le calcul direct de cet estimateur est généralement
impossible car la loi a posteriori est souvent connue a une constante multiplicative pres.
Pour résoudre ce probleme, il existe deux types de méthodes :

1) les méthodes stochastiques de type Monte Carlo par Chaine de Markov (MCMC),

2) les méthodes d’approximation analytique, notamment l’approximation bayésienne
variationnelle.

Nous allons introduire brievement les méthodes MCMC dans cette partie. Les méthodes
d’approximation analytique, plus particulierement I'approximation bayésienne variation-
nelle qui est la principale préoccupation de cette these, vont étre présentées dans le cha-
pitre suivant.

L’idée centrale des méthodes MCMC [RCO0] est de fournir une approximation
numérique de la distribution ciblée, notée par p dans la suivante, a 1’aide d'un en-
semble d’échantillons. Les caractéristiques statistiques des parametres d’intérét, e.g. la
moyenne, la variance, peuvent donc étre estimées en utilisant des moments empiriques
des échantillons. Dans la littérature, de nombreux algorithmes MCMC ont été développés.
Dans le cadre bayésien, les deux algorithmes MCMC les plus utilisés sont ’algorithme de
Metropolis-Hastings et I’échantillonnage de Gibbs.

1) L’algorithme de Metropolis-Hastings Les approches Metropolis-Hastings ont
I’avantage de ne demander qu'une connaissance limitée de la loi ciblée ce qui permet
une grande liberté dans leur mise en ceuvre. Elles suivent les étapes suivantes :

(a) Choisir une valeur initiale w®
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(b) Etant donné w*, générer w* a Daide d'une loi instrumentale g(-|w*)

(c) On accepte ou rejette cette valeur de w* a ’aide d’une procédure d’acceptation-

rejet :
Wit w*  avec probab%l?té p(wh w*) (1.47)
w* avec probabilité 1 — p(w* w*)
" (w) g(wlw)
bk . p(w*) g(w"|w*
p(W", w") = min " , 1) 1.48
(vt = min (o 149

(d) Répéter les étapes (b), (c) pour obtenir les échantillons utilisés pour I'inférence.

L’algorithme de Metropolis-Hastings décrit ci-dessus est un algorithme < universel >,
c’est-a-dire que, théoriquement, il permet de simuler n’importe quelle loi p en utili-
sant une loi instrumentale quelconque. Néanmoins, pour avoir des algorithmes aussi
utilisables en pratique, on implémente généralement 'algorithme de Metropolis-
Hastings en utilisant des g spécifiques. Un cas particulier courant de ’algorithme
est celui ot g dépends de w¥ et est symétrique, i.e. g(w*|w*) = g(w*|w*). Dans
ce cas, 'algorithme se déplace de w* & w* et il est connu comme l'algorithme de
Metropolis-Hastings a marche aléatoire. Un autre cas aussi connu est celui ou ¢ est
indépendante de w¥, i.e., g(w*|wk) = g(w*). Dans ce cas, 'algorithme est connu
comme l'algorithme de Metropolis-Hastings indépendant.

Les étapes de l'algorithme de Metropolis-Hastings montrent qu’il ne dépend que du
rapport p(w*) /p(w*) et peut étre alors utilisé pour simuler les distributions connues
a une constante multiplicative pres.

En ce qui concerne la convergence, ’algorithme de Metropolis-Hastings génere une
chaine de Markov dont la loi stationnaire est la loi désirée p (voir [RC00, chapter 4]),
c’est-a-dire que la chaine de Markov converge asymptotiquement vers p. Néanmoins,
bien que la chaine de Markov converge finalement vers la distribution désirée, les
échantillons initiaux peuvent suivre une distribution tres différente, en particulier si
le point de départ se trouve dans une région a faible densité. En conséquence, un
temps de chauffe (< burn in ») est généralement nécessaire, ot un nombre important
d’échantillons initiaux sont jetés.

L’échantillonnage de Gibbs L’échantillonnage de Gibbs peut étre utilisé pour
générer les échantillons d’une distribution jointe p(w) si les distributions condi-

tionnelles de chaque composante sont simulables, ie. si w = (wy,...,Wp),
les distributions conditionnelles incluent p(wi|wa, ..., Wp), p(Wo|Wi, W3, ..., Wp),
., p(Wp|wy,...,wp_q). L’algorithme d’échantillonnage de Gibbs associé a cette

décomposition suit les étapes suivants :
(a) Choisir une valeur initiale w"

(b) Etant données w*, simuler

W]1€+1 ~ p(wl‘W];? cee 7W§€3>
WA~ plwalwh wh L wh) 1o
w, T~ p(wplwit L Wit

(c) Répéter jusqu’a obtenir les échantillons utilisés pour l'inférence des parametres
(un nombre d’échantillons initiaux sont aussi jetés).
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En fait, I’algorithme de Gibbs peut s’exprimer comme cas particulier d’algorithme
de Metropolis-Hastings, ou plus exactement une combinaison d’algorithmes de
Metropolis-Hastings. Mais comme mentionné dans [RCO00], il a des motivations
méthodologiques et historiques fondamentalement différentes.

Les méthodes MCMC permettent de générer les échantillons d’une distribution pas
exactement connue (connue & une constante pres), qui peuvent étre utilisés pour les
inférences de parametres d’intérét. Néanmoins, les méthodes MCMC sont fondées sur
des propriétés asymptotiques de convergence et sont généralement cotiteuses en temps de
calcul. Elles sont mal adaptées aux problemes de grande dimension car en dimension im-
portante, la loi instrumentale doit étre tres proche de la loi ciblée pour éviter un taux de
rejet important. En plus, c¢’est difficile de générer des échantillons pour une loi de matrice
de covariance quelconque. Donc, pour contourner ces probléemes, une autre méthode est
d’utiliser des approximations analytiques de la loi désirée, qui vont étre introduites dans
le chapitre suivant.
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Etat de lart sur les méthodes
d’approximation analytique

2.1 Introduction

Les méthodes MCMC permettent de générer des approximations a précision arbitraire.
Néanmoins, elles nécessitent un temps de calcul long. Pour s’affranchir de ce probleme
et pour d’autres applications comme le choix du modele, les approximations analytiques
ont été introduites comme des compromis entre la précision de 'approximation et la
complexité du calcul. Ce chapitre est consacré a la présentation des méthodes d’approxi-
mation analytique, notamment des méthodes d’approximation bayésienne variationnelle,
pour approcher la fonction densité de probabilité (loi a posteriori compliquée).

Dans la suite, nous utilisons w pour représenter un vecteur de taille J regroupant
toutes les variables a estimer, par exemple, w = x pour les problemes estimant seule-
ment des parametres d’intérét, et w = (x, ) lorsqu’on estime conjointement les hyperpa-
rametres. La loi a posteriori a approcher est représentée par p(-|y) et son approximation
analytique est donnée par q. Il existe plusieurs méthodes d’approximation analytique per-
mettant de déterminer ¢q. Dans ce chapitre, nous rappelons trois de ces méthodes, deux
méthodes couramment utilisées et une méthode récemment proposée :

e la méthode d’approximation de Laplace,

e la méthode d’approximation bayésienne variationnelle classique,

e la méthode d’approximation bayésienne variationnelle de type gradient.

2.2 Approximation de Laplace

La méthode d’approximation de Laplace [KR95] est bien connue dans le contexte
de construction des criteres pour la sélection de modeles. Par exemple, le critere Baye-
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ANALYTIQUE

sian Information Criterion (BIC) est issu de I'approximation de Laplace. Cette méthode
d’approximation s’appuie sur une approximation locale de la loi a posteriori autour de
I'estimation ponctuelle du maximum a posteriori (MAP) en utilisant une distribution
gaussienne. Supposons que w est I'estimation MAP, cette approximation gaussienne peut
étre donnée par

¢*7(w) = N (wlir, H) (2.1)

ou la matrice H est 'opposé de la matrice hessienne des dérivées secondes partielles du
logarithme de la loi jointe p(w,y) par rapport & w en w :

Ho [02 Inp(w,y)

.7 =1,.... N. 2.2
T ]W Vij=1,..., 22)

La méthode d’approximation de Laplace donne directement la formule explicite de
la loi approchante. Néanmoins elle a présenté plusieurs inconvénients. Premierement, sa
détermination nécessite de déterminer tout d’abord I'estimateur du maximum a posterior:
et la matrice hessienne H qui n’est pas facile dans les cas ou la loi a posteriori est de
forme compliquée. Deuxiemement, I’approximation de Laplace est incapable d’aborder des
distributions multimodales. Troisiemement, elle fixe la forme de la loi approchante a une
loi gaussienne. Néanmoins, la loi gaussienne n’est pas toujours une bonne approximation.

Dans le contexte d’approcher une loi compliquée, un autre type de méthode est la
méthode d’approximation bayésienne variationnelle qui vise a déterminer des lois appro-
chantes de forme libre. Grace a sa liberté de choix de la forme de la loi approchante,
I’approximation bayésienne variationnelle a plus de chance de donner des approximations
plus proches que celle obtenue par ’approximation de Laplace. Les méthodes d’approxi-
mation bayésienne variationnelle sont présentées dans la suite.

2.3 Approximation bayésienne variationnelle classique

La méthode d’approximation bayésienne variationnelle (BV) provient dans la phy-
sique statistique dans le domaine de la théorie du champ moyen [Par88]. En physique
statistique, des fonctions de probabilité de grande dimension et leur simplification ont été
une préoccupation des physiciens depuis longtemps. Les physiciens considerent souvent
un systeme de plusieurs particules qui interagissent les unes avec les autres. Dans ce cas,
la fonction de probabilité associée a ce systeme est de forme compliquée et sa fonction de
partition n’est pas explicite ce qui rend 1’étude de ce systeme difficile. Pour s’affranchir de
cette difficulté, 'approximation de champ moyen remplace toutes les interactions a une
seule particule par une interaction moyenne, qui simplifie le systéeme de plusieurs particules
en interaction a un systeme de plusieurs particules sans interactions mutuelles. La fonc-
tion de probabilité associée a ce systeme sans interactions est une fonction séparable qui
est plus facile a étudier. Une telle fonction séparable optimale peut étre choisie en minimi-
sant une mesure de dissemblance entre la probabilité originale compliquée et la fonction
de probabilité séparable. L’approximation bayésienne variationnelle est un exemple de
telles approximations en prenant la divergence de Kullback-Leibler comme la mesure de
dissemblance. L’approximation de champ moyen est une généralisation de ’approximation
BV en exploitant les différentes fonctions de dissemblance.
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La méthode d’approximation BV a été introduite dans le cadre bayésien par MacKay
[Mac95]. Depuis cela, elle a été largement utilisée dans diverses applications telles que
I'apprentissage des modeles graphiques [JG.JS99], restauration d’images [LG04, CGLSO08],
la séparation de la source [Cho02] et la super-résolution [BMK11]. Nous donnons dans la
suite une présentation de cette méthode.

2.3.1 Principe de la méthode d’approximation bayésienne va-
riationnelle

L’idée centrale de la méthode d’approximation bayésienne variationelle (BV) est d’ap-
procher la loi a posteriori ciblée p(-|y) par une loi séparable ¢°’* dont la forme est librement
choisie, ce qui est différent de I'approximation de Laplace qui fixe la loi approchante a une
loi gaussienne. Cette loi approchante doit étre la plus proche possible de la loi ciblée au
sens ol elle doit minimiser une mesure de dissemblance entre une loi approchante quel-
conque g et la loi p(+|y), notée dans la suite par A(q||p(:]y)). Cette mesure de dissemblance
satisfait

o A(qllp(-ly)) > 0 et 0 n’est atteint que pour ¢ = p(-|y),

e A(q|lp(-|ly)) est convexe.

Définissons un espace €2 qui est un espace de densités de probabilité séparables,

P
Q= {q : densité de probabilité et g(w) = Hqi(wi) avec w = (Wq, ... ,Wp)}, (2.3)

=1

ou (W;)i=1,. p représentent les sous-ensembles disjoints de w avec P un entier entre 1 et
J. Plus la valeur de P est grande, plus la séparabilité est forte. Le probleme de recherche
de la loi approchante optimale peut étre considéré comme un probléeme d’optimisation
fonctionnelle dans 'espace €2 :

¢’ = argmin A(q||p(-|y))- (2.4)
qeN

2.3.2 Choix de la mesure de dissemblance

En ce qui concerne la mesure de dissemblance A(q||p(:]y)), un choix naturel est la
divergence de Kullback-Leibler (ICL) qui est une mesure de la différence entre deux densités
de probabilité. La divergence KL de g a p(-|y) est définie par

Kelalp)] = [ a2 aw, (2.5)

Cette divergence a les propriétés suivantes :
e KLg|lp(-ly)] = 0, Vg, p(-|y) et elle s’annule lorsque les deux distributions sont iden-
tiques,
o clle est asymétrique, c’est a dire KL[q||p(-|y)] # KL[p(-[y)|q],
e clle est convexe [CT12].
En raison de I'asymétrie de la divergence KL, deux possibilités existent pour la mesure
en prenant les deux ordres possibles des arguments de la divergence KL :
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2.3.2 - Choix de la mesure de dissemblance

e La premiere est la divergence KL de la loi a posteriori a la loi approchante
KL[p(:|y)|lq]- Cette divergence est dite optimale car
— D’un point de vue bayésien, la minimisation de cette divergence donne une ap-
proximation de risque minimale [Ber79, SQ06]. Dans la suite, on utilise donc
ICL Ry pour représenter cette divergence.
— En supposant que la loi approchante est séparable : g(w) = Hlil ¢;(w;), la mini-
misation de KL gy donne la solution suivante :

¢ (w;) = arg min KL[p(wly)[lg(w)]
qi
1
= arg min w;, W/;|y)ln dw;dw;
gain | o) s
= arg min KL[p(w;|y) g (w:)]
g
=p(wily), (2.6)

oll w; représente le complémentaire de w; d’un ensemble de variables w. A partir
de (2.6), nous pouvons voir que 'approximation optimale de la loi a posteriori
au sens de minimiser KLgy; est un produit des lois marginales. Dans ce cas,
I’espérance de la loi approchante est égale a I’espérance de la vraie loi a posteriori.
Ce résultat est attrayant mais cette loi approchante n’est pas utilisable en pratique
car, en général, on ne connait pas les lois marginales (p(w;|y))i=1,..p-

e La deuxieme possibilité est la divergence KL de la loi approchante a la loi a posteriori
KL[q|lp(:]y)] qui est notée par KLpy dans la suite. Les méthodes d’approximation
bayésienne variationnelle utilisent cette divergence comme la mesure de la dissem-
blance car elle permet d’obtenir des solutions analytiques plus faciles a obtenir,
comme on le verra dans la partie 2.3.3.

En pratique, il est intéressant de pouvoir estimer la convergence de ’algorithme.
Néanmoins, la divergence KLpgy n’est pas numériquement calculable car elle dépend de
la loi a posteriori qui n’est pas connue dans notre cas. En effet, généralement, on connait
analytiquement la loi jointe p(w,y) et pas la loi a posteriori car on ne connait pas expli-
citement la fonction de partition. Mais on peut développer 'expression de la divergence
comme suite :

1 4w)
p(wly)
= /RJ g(w)In —quvvzp;wdw

=Ilnp(y) — /IRJ q(w)In p(W’Y)dW

q(w)
=Inp(y) — F(q) (2.7)

dw

KLl iv)] = [ aw)

Nous rappelons que p(y) est 1'évidence du modele et

Flg) = /R Cq(w)In p(q‘gvv’g)dw (2.8)

est appelée I'énergie libre négative. Ici, la log-évidence Inp(y) peut étre vue comme une
constante par rapport a ¢. En conséquence, la minimisation de la divergence KLpgy est
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équivalente a la maximisation de 1’énergie libre négative F(q). Nous voyons que cette
énergie dépend de la loi jointe p(y,w) qui peut étre aisément obtenue par le produit de
la vraisemblance et de la loi a priori. Par conséquent, en pratique, nous utilisons souvent
I'énergie libre négative F(q) comme une alternative de la divergence KLpy .

Par ailleurs, d’apres (2.7), on peut faire une autre remarque. Comme la divergence
KCL est positive, on a Inp(y) > F(q). En conséquence, 1’énergie libre négative est une
borne inférieure de la log-évidence. Lorsque 'algorithme BV converge, la divergence KL
est quasiment nulle. L’énergie libre négative a convergence peut étre donc utilisée comme
une approximation de la log-évidence utile par exemple dans les problemes de sélection
de modele.

2.3.3 L’algorithme d’approximation bayésienne variationnelle
classique

En prenant KLpgy comme la mesure de dissemblance, la loi approchante optimale est
déterminée en résolvant le probleme d’optimisation suivant :

¢ = argmin KLg||p(-|y)], (2.9)
qeN

qui est, comme montré précédemment, équivalent au probleme d’optimisation donné par

= argergax F(q), (2.10)
q

avec F Iénergie libre négative définie dans (2.8). De plus, F est une fonctionnelle concave.

Ce probleme d’optimisation admet une solution analytique qui est donnée par
¢ (w) = TT;2, ai(wi) avec

¢i(w;) = K;exp ((lnp(y,w))nj# qj(wj)> ,Vi=1,...,P (2.11)

ou (), = E,[] et K; représente la constante de normalisation. Cette solution analytique a
été trouvée de plusieurs manieres différentes. Par exemple, Smidl et Quinn [SQ()G] donnent
une dérivation de cette solution en utilisant seulement des calculs probabilistes simples et
les propriétés de la divergence KL indiquées ci-dessus, Miskin a obtenu la méme solution
dans [Mis00] en annulant la différentielle de la divergence KL par rapport a la loi appro-
chante. Les approches d’approximation bayésienne variationnelle classiques sont basées
sur cette solution analytique donnée par (2.11). Néanmoins, nous pouvons voir de (2.11)
que chaque composante séparable ¢; dépend de toutes les autres composantes g; avec j
différent de . Par conséquent, on ne peut pas obtenir une expression explicite pour ¢
sauf dans des cas extréemement simples. En pratique, ce probleme est généralement abordé
en utilisant un algorithme alterné, qui met a jour une composante séparable en fixant les
autres a chaque étape, pour approcher la solution optimale de fagon itérative. Finale-
ment, on peut résumer l'algorithme d’approximation bayésienne variationnelle classique
par I’Algorithme 1.

Dans I’Algorithme 1, les composantes de ¢ sont mises a jour dans l'ordre de ¢; a ¢p,
mais en pratique, il n’y a pas de contrainte sur I’ordre des mises a jour et on peut choisir
un ordre qui convient le mieux au probleme abordé.
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Algorithm 1 Algorithme d’approximation Bayésienne Variationnelle Classique (BV-
Class)

Initialiser (¢° € )
Mettre a jour ¢¥(w)

Mettre a jour ¢5™ (wy)

CU W

Mettre & jour ¢ (wp) avec

¢ (w;) = Kexp <<lnp(y,w)>(ni71 k“(Wj))(Hf:qu;'“(Wj))) ,Vi=1,...,P. (2.12)

j=19;

6. Retourner a ’étape 2 jusqu’a convergence

L’importance des lois a priori conjuguées Théoriquement, l'algorithme 1 peut
étre utilisé pour approcher n’importe quelle loi a posteriori. Néanmoins, en pratique, le
choix des lois a priori conjuguées joue un role tres important dans le développement des
algorithmes bayésiens variationnels implémentables numériquement car les lois a prior:
conjuguées assurent que la loi a posteriori appartient a la méme famille paramétrique que
la loi a priori. En conséquence, les lois approchantes obtenues par (2.11) se trouvent dans
la méme famille et 'optimisation des lois est ramenée a mettre a jour des parametres,
ce qui est beaucoup plus simple, et surtout beaucoup plus simple a implémenter sur un
ordinateur (pas besoin de calcul formel).

2.3.4 Lien entre lalgorithme d’approximation BV et 1’algo-
rithme EM

Une propriété tres intéressante de cette approche d’approximation BV est que I'on peut
considérer que c’est une généralisation de l'algorithme Espérance-Maximisation (EM).
C’est ce que nous allons montrer dans la suite de cette partie (Des preuves équivalentes
se trouvent dans [BG02] et [SQO6]).

L’algorithme EM est typiquement utilisé lorsque le modele implique des variables
latentes non-observables. Nous supposons donc que w = (x,z) ou x représente le vecteur
des parametres d’intérét et z est le vecteur des variables latentes. Nous nous intéressons
ici a un estimateur du maximum a posterior: marginal pour le parametre d’intérét x qui
est mathématiquement exprimé par

X = arginaxp(x\y) (2.13)
ou p(xly) = /p(x,z|y)dz x /p(x,z,y)dz (2.14)

En général, on peut facilement obtenir I'expression explicite de la loi jointe p(x, z,y) mais
il est difficile voire impossible de calculer I'intégrale de p(x,z,y) par rapport a z qui est
donnée par (2.14). Par conséquent, I'estimateur du maximum a posteriori marginal (voir
(2.13)) ne peut étre obtenu directement. Dans ce cas, I’algorithme EM est un algorithme
couramment utilisé pour s’affranchir de cette difficulté.
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L’utilisation de P’algorithme EM

L’algorithme EM pour calculer 'estimateur du MAP marginal consiste en deux étapes :
une étape d’évaluation de ’espérance conditionnelle et une étape de maximisation, ou I’on
trouve une nouvelle estimation en maximisant 1’espérance obtenue, voir partie 1.4.1 du
chapitre 1 pour plus de détails sur I'algorithme EM. Ces deux étapes sont données par

e Etape d’évaluation de I'Espérance

Q(X|§(k) = IEp(z|§<k,y) [lnp(ya Z‘X>] + h’lp(X), (215)

° Etape de Mazximisation

%A1 = arg max Q(x|%¥), (2.16)

X

qui sont itérées jusqu’a la convergence.

La dérivation de EM via Papproximation bayésienne variationnelle

Le principe de I'approximation BV consiste a chercher une loi séparable pour approcher
la loi a posteriori jointe p(x, z|y). La loi approchante optimale est obtenue en résolvant le
probleme d’optimisation défini par (2.9) ou (2.10). Dans ce cas, les formes des composantes
de la loi approchante peuvent étre librement choisies. Néanmoins, on peut aussi fixer en
avance la forme de la loi approchante. Cette contrainte supplémentaire sur les formes des
lois nous permet d’obtenir des solutions sous-optimales du probleme (2.9) ou (2.10), ce
qui conduit a 'approche d’approximation BV restreinte qui a été présentée dans [SQOG,
chapter 3]. L’approche d’approximation BV restreinte est donnée par

Corollaire 1. (Approche d’approximation Bayésienne Variationnelle Restreinte). Soit
p(wly) la loi a posteriori du paramétre w = (W, Ws) ot nous considérons une division
en deuzr de w. Soit q(w) = ql(wl)cjg(wﬂﬁ), dont q, est de forme libre tandis que Gy est
une distribution de forme fixée paramétrisée par B, Papprozimation séparable de p(wly).
Alors le minimum de la divergence KLpgy est atteint pour

q1(W1) xexp ((lnp(y,w)>q2(w2‘3)) (2.17)

6 zargﬁmin KL [q1(w1)g(wal|B)|[p(wly)] (2.18)

Ici, nous avons w = (x, z) et nous supposons que la loi approchante de la loi a posteriori
p(x,z|y) est notée par q(x,z) et qu’elle satisfait

q(x,2) = ¢1(2)q2(x), avec go(x) = d(x — m) (2.19)

ol ¢ représente la distribution de Dirac.

Selon le Corollaire 1, la minimisation de la divergence KLpgy par rapport a ¢; et m
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2.3.5 - Choix de séparation

nous donne :
g (z) = Kiexp <<1np(x,z, y)>5(x,mk)) = p(z|m*,y), (2.20)

k+

m"* = arg min L [p(zlm*, y)d(x — m)||p(x, z|y)]

= arg max {<lnp(m7 z, y)>p(z|mk,y)}

= argmax {E,(,jmy) [N p(y, zlm)] + Inp(m)} , (2.21)

ce qui nous permet de retrouver la méme formule que (2.16).

2.3.5 Choix de séparation

L’approximation BV impose la séparabilité entre les sous-ensembles de parametres
(W;)i=1,...p. On néglige alors les liens statistiques entre ces parametres. En général, plus le
degré de séparabilité utilisé est grand, plus la loi approchante est éloignée de la loi cible.

En pratique, il n'y a pas de regles pour le choix de la séparabilité et on peut choisir
la séparabilité selon ses envies. Nous divisons dans la suite les hypotheses de séparabilité
en deux catégories :

e La séparation partielle ou P < J. Dans ce cas, on choisit de garder les corrélations
entre une partie des parametres. La séparation partielle a été largement utilisée
dans la littérature, par exemple, Babacan et al. [BMKI11] supposent uniquement la
séparabilité entre les parametres d’intérét et les hyperparametres. Dans le modele
du Chantas et al. [CGLS08] ou des variables cachées apparaissent, une séparabilité
entre les parametres d’intérét, les variables cachées et les hyperparametres a donc
été considérée. Dans ces cas, les corrélations internes des parametres d’intérét, des
hyperparametres et des variables cachées sont préservées. Néanmoins, un incon-
vénient lié a la séparation partielle est qu’on obtient alors des matrices pour chaque
groupe de variables (par exemple, la matrice de covariance dans un cas gaussien),
qui ont besoin d’étre stockées et inversées, comme on le verra dans la suite par un
exemple gaussien. Dans les problemes de grande dimension, ce type de calculs est
tres couteux.

e La séparation totale o P = J. Sous cette hypothese, la séparabilité est imposée
entre toutes les composantes de w. Cette hypothese est forte et fait perdre les
corrélations entre les composantes mais cela permet de faciliter le calcul des lois
approchantes.

Nous prenons ici un exemple simple — un probléme gaussien (voir partie 1.3) pour

illustrer la différence entre les deux choix de séparabilité. Considérons le modele linéaire
défini par (1.2) dans le début de cette these :

y =Ax+n (2.22)

Comme donné dans la partie 1.3, nous considérons un bruit blanc gaussien qui nous
permet d’obtenir une vraisemblance de forme (1.8), et nous introduisons une loi a priori
conjuguée — une loi gaussienne (1.19) sur x. En ce qui concerne les hyperparametres, nous
faisons une reparamétrisation en introduisant les parametres de précision v, = 1/02 et
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=1/ 0'127. Nous introduisons ensuite des lois a priori conjuguées pour ces parametres de
précision 7, et v, — des lois Gamma :

p(’7p> :g(/ypwpa bp) (224)
oupour a>0etb>0
ba
G(zla,b) = T(a) 2 Lexp (—bz) (2.25)

En ce qui concerne les hyperparametres, en général, nous ne possédons pas d’information
a priori. Nous préférons donc prendre des lois a prior: non-informatives, c’est a dire les
lois avec un impact minimal sur la loi a posteriori. Ce type d’a priori peut étre obtenu
en donnant zéro comme parametres des distributions Gamma : a,, = 0, Z;n =0eta, =0,
i)p = 0, ce qui conduit & I’a priori impropre de Jeffreys.

En conséquence, nous pouvons obtenir une loi a posteriori suivante :

P(X, Vs WplY) DY X, Y0 ) (%[ 7p) 2 (V) (V)

n —A 2 F 2
oy M2 excp [_7 ly . x| }%ﬁv/zexp {_7p||2XI| }
X Fivdn_l exp (—l;n%> b’ vl exp (—i) v > (2.26)
I(an) ™ I(a,) ™ n

Nous approchons cette loi a posteriori par la méthode d’approximation BV en prenant
I’hypothese de séparabilité partielle et I’hypothese de séparabilité totale.

Approximation bayésienne variationnelle en prenant DI’hypothese de
séparabilité partielle

La premiere étape pour appliquer 'algorithme d’approximation BV est de choisir la
forme de séparation dans la loi approchante. Ici, nous supposons que

q(X, Y, Vp) = 4x(X) @y, (V) G, (Vp)- (2.27)

Nous supposons la séparabilité entre =, et v, car la loi a posteriori p(x,vn,7V,|y) est
séparable entre eux.

Selon I’Algorithme 1, la loi approchante g peut étre obtenue en alternant 'optimisation
de gx; gy, €t gy,

L’optimisation de ¢, En utilisant (2.11), nous pouvons obtenir

QiJrl (X> (S8 eXp <<1np(y7 X7 ’Yna pr))q’I% (,yn)q];p ("/p)) )

k k
scexp (- 225 Iy - - U o). (2.28)
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ol (y,)* = Eg [vn] et {(yp)F = Eq [p]- Cette distribution peut étre identifiée comme

une distribution gaussienne dont la matrice de covariance ¥**! et la moyenne m**+! sont
données respectivement par

(M =) FATA + (4,)FTIT. (2.29)

m" ! =3 [(y,)FATy] (2.30)

Nous pouvons voir ici que 1'obtention de la moyenne et de la matrice de covariance de
la loi approchante nécessite d’inverser la matrice donnée par (2.29). L’inversion des ma-
trices est une opération cotiteuse voire impossible lorsque la taille des problemes devient
tres importante. Pour contourner des inversions de matrices dans le calcul de m**!, une
approche proposée dans [BMK11] est d’utiliser une méthode itérative, la méthode du gra-
dient conjugué, pour approcher m**! de facon itérative, c’est & dire résoudre 1'équation
linéaire ci-dessous :

(Ek—i-l)—lmk-l-l _ (%)kATy- (2‘31)
Néanmoins, le probleme reste toujours dans la détermination de la matrice de cova-
riance. Dans [BMK11], la matrice de covariance est approchée par une matrice diagonale

dont les composantes sont égales aux inverses des composantes diagonales de la matrice
(Zk“)*l. Notons que cette approximation peut conduire a une forte erreur.

L’optimisation de ¢,, La loi approchante ¢,, est aussi déterminée en utilisant (2.11).

. -
A o oxp |, (B4 gEgnlly - Ax)) [ 232)

qui est une distribution Gamma dont les parametres sont déterminés par
aftt = M/2 + a, (2.33)
~ 1
bfl+1 =b, + §]Eq)l§+1(||y — AX||2)

- 1 1
=b, + 5Hy — Am" |2 + §trace (Ek“ATA) (2.34)

oll on peut voir que l'expression explicite de 3*+! est nécessaire.

L’optimisation de ¢,, Une autre fois, en utilisant (2.11),

A7) x5 exp | o (B + JE g (ITx)) (2.35)
Cette distribution est identifiée a une loi Gamma avec des parametres calculés par
aft' = N/2 + @, (2.36)
B =By 4 5By (1))
= b, + %HI‘m’“HH2 + %traee (07T (2.37)

qui dépend aussi de la matrice de covariance X+
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Approximation bayésienne variationnelle en prenant DI’hypothese de
séparabilité totale

Par rapport a la partie précédente, nous supposons ici que la loi approchante est
totalement séparable, c’est a dire

406, %) = [ [ (@) g, (), () (2.38)

=1

Dans ce cas, la loi approchante g est obtenue en alternant
I'optimisation de ¢;
I'optimisation de ¢

I'optimisation de gy
I'optimisation de g,
I'optimisation de g, .

L’optimisation des lois approchantes des hyperparametres ¢,, et ¢,, est identique a la
précédente. Nous donnons donc seulement les calculs pour 'optimisation de (¢;)i=1... n-

L’optimisation de (¢;);—1.. n Les calculs se font en utilisant (2.11).

-----

¢ (w:) ocexp <<1np<y’ X Vs Yo M, ) Tl o), o), (%)) )
k
x exp[ - % (z7diag(ATA); — 22;(A"y); + 22;,(AT Am); — 2z,diag(AT A),(1m);)
k
_ b (z7diag(T'T); 4 22;(T" Tm); — 2z,diag(I'"T);(m);) ] (2.39)

ou diag(M) représente un vecteur dont les éléments sont les éléments diagonaux de la

. - T , -
matrice M et m = (m’f“, cmEt ok ,m%)" est un vecteur dépendant de I'indice

1.

Cette distribution est encore une distribution gaussienne dont la moyenne et la variance
sont données par

— () ((07Tr); — diag(T7T),(xh);) ] ,
(o)1 = [(7,)diag(ATA); + (7,)"diag(TTT),] . (2.41)

M =(02) [ ()" (A"y): — (AT Axd); + diag(A” A);(1m);)

(2.40)

Nous pouvons voir que ici, on n’a plus besoin d’inverser des matrices. Néanmoins, cette
séparation totale conduit a un algorithme alterné — l’algorithme de descente par coor-
données dans un espace de Hilbert, qui n’est pas suffisamment efficace pour des problemes
de grande dimension.

En résumé, méme si les lois a prior: conjuguées sont utilisées, un verrou a l'utilisation
de l'algorithme d’approximation BV classique pour résoudre des problemes de grande
dimension c’est soit la matrice trop couteuse voire impossible a inverser (lorsque I’hy-
pothese de séparabilité partielle est utilisée), soit le temps de calculs qui est encore trop
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long (lorsque la séparabilité totale est utilisée). Par conséquent, le développement des
algorithmes d’approximation BV accélérés est nécessaire. C’est ce qui constitue 1'objet
principal de cette these.

2.4 Approximation bayésienne variationnelle de type gra-
dient

Comme indiqué dans la partie 2.3, les approches d’approximation BV classiques
souffrent d’une vitesse de convergence faible et s’averent peu pratiques pour traiter les
données de grande taille. Pour obtenir les approches BV plus rapides, une méthode
différente a été récemment proposée dans [FR14]. Cette méthode s’appuie sur une adap-
tation de la méthode du gradient dans un espace de Hilbert vers un espace de densités de
probabilité impliqué dans le cadre bayésien variationnel.

Comme détaillé dans la partie 2.3, les approches d’approximation BV classiques
consistent en deux étapes : premierement obtenir une solution analytique mais non-
explicite de notre probleme d’optimisation fonctionnelle (2.9) ou (2.10) en utilisant (2.11),
ensuite approcher cette solution non-explicite a ’aide des approches itératives. Au lieu
de suivre ces deux étapes, Fraysse et al. ont proposé de chercher directement la solution
approchée de notre probleme d’optimisation fonctionnelle de facon itérative grace a un
algorithme de type gradient. Cette méthode possede des équations de mise a jour expli-
cites pour toutes les composantes séparables qui permettent une mise a jour en parallele,
qui amene une accélération significative par rapport aux approches d’approximation BV
classiques.

L’approximation BV a pour but de trouver une distribution séparable optimale ¢
pour approcher la loi a posteriori p(-|y) en minimisant la divergence KL gy entre eux, qui
est équivalent & maximiser I’énergie libre négative F(q) (voir la partie 2.3.2 ou [Cho02])
rappelée ici comme

Flq) = /RJ qg(w)In de

q(w)
= [ atwimnpty wiaw = [ aw)ing(wydw (2.42)
= (Inp(y, ))qw) + H(q) (2.43)

ot H(q) = — [zs 9(w)Ing(w)dw est 'entropie de g.
Nous rappelons que 2 est un espace des densités de probabilité séparables,

P

0= {q : densité de probabilité et ¢(w) = H%(Wz') avec w = (wy, ... ,Wp)}. (2.44)
i=1

Nous considérons dans cette partie le probleme bayésien variationnel donné par (2.10)
et rappelé comme :

= argergax F(q), (2.45)
q
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qui est un probleme d’optimisation fonctionnelle par rapport a ¢ = Hf; q;- Comme
montré dans [FR14], il existe un probleme équivalent a (2.45) dans un espace de mesures
de probabilité séparables A = ®£1 A;, le produit cartésien des A;, qui est défini par

A; = {u; : mesure de probabilité
et p;(dw;) = g;(w;)dw; avec ¢; une densité de probabilité}.

L’espace A peut étre considéré comme un sous-ensemble de ’espace des mesures de Ra-
don signés, M, doté de la norme de la variation totale, qui est un espace de Banach. Par
conséquent, 'optimisation de (2.45) est équivalente a la résolution du probléme d’optimi-
sation suivant :

pPt = argmax F'(u), (2.46)

neA

ou la fonctionnelle F' : M — R satisfait que Yu € A avec une densité g, F(u) = F(q).
Ce probleme d’optimisation peut étre considéré comme un probleme d’optimisation sous-
contraintes dans un espace de Banach de dimension infinie M.

Comme M est un espace de Banach, on peut calculer la différentielle de Gateaux de
F' qui s’écrit comme

VveM, O0F,(v)=Ilim

(2.47)

Dans certains cas, comme dans ce qui suit, on peut trouver une fonction continue et
bornée supérieurement df : M x R7 — R de sorte que la différentielle de Gateaux est
donnée par

Vve M, OF,(v)= Of (p, w)dv(w). (2.48)

RJ

Dans le cas ou u € A et ¢ est la densité de p, nous pouvons définir une fonctionnelle
df par Vw € R7 df(q,w) = 0f(u, w) ot df : Q x R7 — R. Par ailleurs, comme nous
considérons ¢ séparable, nous pouvons obtenir df(q,w) = ¥;d; f(¢;, w;), dans laquelle
Vi=1,..., P, d;f(q;,w;) est exprimée par

d; f(qi, wi) = (logp(y, W))H#i as(wy) — 108 gi(w;) — 1. (2.49)

L’algorithme d’approximation BV proposé dans [FR14] est un algorithme itératif qui
fournit une densité a chaque itération et approche la solution de (2.46) progressivement.
Il s’appuie sur le théoréme de Radon-Nikodym [Rud87].

Nous utilisons ici £ € N, initialement fixé a zéro, comme l'indice des itérations et
supposons que 4 est une mesure de probabilité, avec une densité ¢*, c’est a dire

dpf(w) = ¢"(w)dw, (2.50)

Comme nous sommes dans ’espace des mesures de probabilité a densité, la prochaine
itération devrait donner également une mesure de probabilité absolument continue par
rapport & u*. Le théoreme de Radon-Nikodym assure que cette mesure devrait étre écrite
comme

At (w) = R (w)dpt(w), (2.51)
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ot h* € L'(u*) est une fonction positive*. Puisque p* est une mesure de probabilité avec
sa densité donnée par ¢*, nous pouvons également écrire

¢ (w) = W (w)g"(w), (2.52)

comme l’équation de mise a jour pour la densité approximative. En ce qui concerne la
fonction h*, suivant le schéma itératif donné par la méthode du gradient, Fraysse et al.
ont proposé une fonction donnée par :

hE(w) = K*(a") exp [o*df(¢", w)] (2.53)

ot o > 0 est le pas de l'algorithme et df(q*, w) est définie par (2.49) qui est un terme
provenant de la différentielle de F' & pF. Par ailleurs, K*(a*) représente la constante de
normalisation exprimée par

-1

K* (o) = |:/]RJ exp [o*df(¢*, w)] ¢*(w)dw| . (2.54)

Le choix pour la fonction h* (2.53) est motivé par I’hypothese de positivité et
d’intégrabilité (propriétés d’une densité) ainsi que la cohérence avec la structure de la
méthode du gradient. Par ailleurs, dans le cas d’un probléeme avec une contrainte de type
entropie, une fonction exponentielle est un choix adéquat, voir [TB93].

L’algorithme d’approximation BV proposé par Fraysse et al. est donc basé sur
I'équation itérative donnée par (2.52) et (2.53).

La performance de l'algorithme de type gradient dépend du pas de l’algorithme.
Concernant le pas, on définit tout d’abord une fonction de « :

7 :R—>R
a— g"(a) = F (K*(a)¢"(w) exp [adf(¢", w)]), (2.55)

ce qui nous permet de définir le pas optimal par :

' = argmax g" (). (2.56)
a€cR

Dans [FR14], pour un pas optimal de type (2.56), la convergence de cet algorithme de
type gradient a été démontrée.

En pratique, la détermination du pas optimal est généralement cotiteuse. Pour s’af-
franchir de cette difficulté, Fraysse et al. [FR14] ont adopté les pas sous-optimaux définis
dans la suite.

Pas de ’algorithme

Pour s’affranchir de la difficulté a déterminer le pas optimal, Fraysse et al. ont adopté
une stratégie de recherche linéaire de type backtracking comme décrit dans ce qui suit.

1. he L'(p) & [z [h(w)|p(dw) < oo
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Conclusion

Tout d’abord, un pas initial est calculé a ’aide du développement de Taylor a 'ordre
deux de g*(a) en zéro. Pour « petit,
1, (d*g*(a)
= —_— 2.57
a:O) " 2a ( da? a=0 ( )

dg*(a)
~k k
a)=9"(0) +«
() = o (0) + o (2
est une bonne approximation de g* (). Le pas initial est déterminé comme le point critique
de §*(a) qui peut étre obtenu par un calcul simple.
. d*¢*(a) g (a)
G=—|——=
do? |, _, da

(2.58)

a=0
Ensuite, nous déterminons notre pas sous-optimal a**°P! & partir de &. Si le pas &
obtenu par (2.58) fait augmenter le critére comme nous espérons, ce pas est utilisé. Sinon,
on divise ce pas itérativement par deux jusqu’a obtenir un pas qui fait augmenter le
critere.

A c k(A k

oot _ )@ st g4(@) > ¢%(0) (2.59)
27'a si g*(a) < g"(0) et gF(27@) > ¢*(0)

ou t > 1 est le nombre de division par deux.

On va appeler dans la suite cet algorithme < l’algorithme d’approximation bayésien
variationnel gradient exponentialisé > et il peut étre résumé comme suit :

Algorithm 2 Algorithme d’approximation Bayésienne Variationnelle Gradient exponen-
tialisé (BV-Grad)

1. Initialiser (¢° € Q)
2. répéter
a. determiner df(¢*, w) en utilisant (2.49)

b. determiner le pas de P’algorithme a“*P* en utilisant (2.59)
c. calculer " (w) = K* (a*"P!) exp [a*"*P!d f(¢*, w)]

jusqu’a convergence

2.5 Conclusion

Nous avons introduit dans ce chapitre trois méthodes d’approximation analytique pour
les densités de probabilité : la méthode d’approximation de Laplace, la méthode d’ap-
proximation bayésienne variationnelle classique et la méthode d’approximation bayésienne
variationnelle de type gradient. Pour la méthode d’approximation de Laplace, son appli-
cation est assez limitée en raison des inconvénients énumérés dans la partie 2.2. Comme
illustré dans la partie 2.3, la méthode d’approximation BV classique souffre d’une vitesse
de convergence faible. La méthode d’approximation BV de type gradient est une méthode
récemment proposée et elle est plus rapide que la méthode d’approximation BV classique
[FR14]. Cette méthode est basée sur une transposition de la méthode du gradient dans un
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espace de Hilbert vers 'espace des mesures. En fait, dans un espace de Hilbert, il existe
d’autres méthodes itératives telles que la méthode du gradient conjugué, la méthode du
sous-espace, qui sont plus rapides que la méthode du gradient. Inspiré par ce fait la, nous
avons pu développer une méthode d’approximation BV qui est encore plus efficace que la
méthode d’approximation BV de type gradient. Cette nouvelle méthode constitue 1'objet
du chapitre suivant et I'une des contributions majeurs de ma these.
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Méthode d’approximation bayésienne
variationnelle de sous-espace

3.1 Introduction

Nous avons introduit dans le chapitre précédent les algorithmes d’approximation BV
de Iétat de l'art : algorithme d’approximation BV classique (BVClass, voir Algorithme
1) et I'algorithme d’approximation BV gradient exponentialisé (BV-Grad, voir Algorithme
2). L’algorithme BV-Grad est fondé sur la transposition d’un algorithme d’optimisation
classique — algorithme du gradient dans les espaces de Hilbert, vers I'espace fonction-
nel impliqué dans le cadre BV. Fraysse et Rodet [FR14] ont montré qu’il est beaucoup
plus efficace que les algorithmes BVClass. Un des objectifs principaux de cette these est
de développer de nouveaux algorithmes encore plus efficaces que 1'algorithme BV-Grad.
L’idée est d’envisager une nouvelle direction de descente autre que celle du gradient. Un
choix naturel serait de générer des directions conjuguées en utilisant la méthode du gra-
dient conjugué, qui converge généralement plus vite que la méthode du gradient grace
a la mémoire des directions précédentes. Néanmoins, dans notre contexte BV, 'espace
fonctionnel impliqué dans notre probleme d’optimisation n’est plus un espace de Hilbert
et a notre connaissance, il n’existe pas de notion de directions conjuguées. Par conséquent,
la méthode du gradient conjugué ne s’adapte pas dans notre probleme BV. Nous nous
sommes orientés vers des méthodes de sous-espace ou l'on peut s’affranchir de la notion
de conjugaison. Le premier avantage de la méthode de sous-espace est sa direction de des-
cente généralisée ou la structure de Hilbert n’est plus nécessaire. Par ailleurs, la direction
de descente peut étre choisie librement dans un sous-espace de dimension supérieure a un.
Cette flexibilité permet aux méthodes d’optimisation de sous-espace d’étre généralement
plus efficaces que les méthodes du gradient conjugué grace au choix optimum de la di-
rection. En transposant la méthode de sous-espace dans notre espace fonctionnel, nous
proposons ici une méthode d’approximation bayésienne variationnelle accélérée. Dans la
suite de ce chapitre, nous introduisons d’abord notre méthode d’approximation BV pro-
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posée. Ensuite, nous présentons une application de la méthode proposée dans un probleme
inverse linéaire avec une loi a priori de Student.

3.2 Développement de I'algorithme d’approximation BV
de sous-espace

Dans la suite, nous donnons d’abord une présentation de la méthode de sous-espace
dans les espaces de Hilbert. Ensuite, nous présentons notre méthode d’approximation BV
proposée.

3.2.1 Meéthode itérative de sous-espace dans les espaces de Hil-
bert

Les approches de type sous-espace généralisent les approches classiques de descente
a pas optimaux. Au lieu de déterminer le pas optimal dans une direction donnée, ces
approches déterminent 'optimum dans un sous-espace généralement de faible dimension
(par exemple, 2, 3, 4, ...). En général, les approches itératives de sous-espace utilisent
I’équation de mise a jour suivante :
x" = xF + d¥ = x* + DFs*, (3.1)
o1 x* et x¥*1 représentent respectivement I'estimation & la k-ieme et (k+1)-iéme iteration,
d* = x** — x* est la variation du vecteur x a la (k + 1)-ieéme itération, D = [8F, ... &6F]
rassembles les I directions qui engendrent le sous-espace et le vecteur s® = [s¥, ..., sh]T
inclut les pas le long de chaque direction {(55}121 ;. La méthode itérative de sous-espace
offre une plus grande flexibilité pour le choix de la variation d* en prenant une combinaison
linéaire des directions inclues dans D*.

A notre connaissance, le premier algorithme itératif de sous-espace a été proposé dans
[MCG9] avec un sous-espace engendré par I'opposé du gradient et la direction obtenue a
l'itération précédente, sous le nom de mémoire de gradient (MG). Dans ce cas,

D" = [-g*,d"], (3.2)

k

ou —g" est 'opposé du gradient & litération présente et d*~! = x* — x¥~!. Le schéma

itératif s’écrit dans ce cas comme
P = xF bk 4 skah (3.3)

oil les pas s¥ et s§ sont choisis afin d’avoir la plus grande diminution du critere. Cet
algorithme peut étre vu comme une généralisation de la méthode du gradient conjugué.
En fait, lorsque le critere est quadratique, la méthode de sous-espace MG est équivalente
a la méthode du gradient conjugué [Can69]. Plus récemment, un grand nombre d’autres
méthodes itératives de sous-espace basées sur les sous-espaces différents, voir [NZ05] et
[SS05] pour les exemples, ont été proposées. Un apergu de l'ensemble des algorithmes
itératifs de sous-espace existants, donné dans [CIM11], montre que D* est composé
généralement d’une premiere composante qui correspond a la direction employée par
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les approches classiques de descente, par exemple, 'opposé du gradient (’algorithme du
gradient), la direction de Newton (I’algorithme de Newton) ou la direction de Newton
tronquée (I'algorithme de Newton tronqué), et d’une mémoire courte sur les directions
aux itérations précédentes. Néanmoins, la direction de Newton s’écrit comme

5" = —(H) gt (3.4)

ot H¥ est la matrice hessienne du critere. Le calcul de la matrice hessienne n’est pas sou-
vent facile et son inversion peut étre tres couteuse voire impossible lorsque le probleme
est de grande taille. Dans ce cas, une direction approchée (la direction de Newton
tronquée [DS83]) obtenue a 'aide de la méthode du gradient conjugué peut étre utilisée.
Néanmoins, dans notre cas, c¢’est difficile d’obtenir la matrice hessienne. En conséquence,
nous considérons dans ce travail les sous-espaces qui ne comprennent pas la direction de
Newton ou la direction de Newton tronquée.

En fait, comme montré dans le chapitre précédent, dans notre probleme d’optimisa-
tion fonctionnelle du cadre BV, on sait calculer les gradients. Par conséquent, nous envi-
sageons dans la suite deux types de sous-espace, un comprenant seulement les gradients,
appelé sous-espace de gradient (SG) et I'autre composé de gradient ainsi que les directions
aux itérations précédentes, connu sous le nom sous-espace de super mémoire de gradient
(SMG). Le sous-espace SG est présenté dans les travaux de Shi & Shen [SS05, SS06, SS07]
et décrit par :

Dk — [_gkj.”’_gkfl+1]. (35)

k

Ici, —g"~! est 'opposé du gradient & (k —[)-iéme itération avec [ un entier entre 1 et [ —1.

Le sous-espace SMG proposé dans [CL69] est une extension du sous-espace MG en
incluant plusieurs directions précédentes. Ce sous-espace a été utilisé dans de nombreux
travaux tels que [NY06, Yu08, CIM11]. Le sous-espace SMG possede la structure suivante :

D" = [—g", d*!,... d" T, (3.6)

ot (d¥7!);=; ;-1 sont des directions aux itérations précédentes définies par

dk—l _ Xk—l+1 o Xk_l. (37)

Par rapport aux approches classiques de descente, les approches de sous-espace
convergent vers la solution en moins d’itérations. Néanmoins, la complexité de chaque
itération est plus importante. Plus le sous-espace est de grande dimension, plus chaque
itération est efficace. Par contre, le cotit de calcul de chaque itération est aussi plus élevé.
Il faut donc faire un compromis. Dans le cas du sous-espace SMG, Chouzenoux et al.
[CIM11] ont abordé une discussion a propos de la dimension du sous-espace basée sur
les résultats de simulation sur les problemes de restauration d’images. Ils ont démontré
que, sous condition que le pas multi-dimensionnel s* soit défini en utilisant la stratégie
de Majoration-Minimisation proposée dans [CIM11], un sous-espace SMG de dimension
faible (I = 2), donne lieu au meilleur compromis. Dans ce cas 1a, le sous-espace SMG est
un sous-espace MG.
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3.2.2 Méthode d’approximation BV fondée sur la méthode
d’optimisation de sous-espace

Nous allons définir dans cette partie notre méthode d’approximation BV fondée sur
la transposition de la méthode itérative de sous-espace pour résoudre le probleme d’opti-
misation fonctionnelle apparaissant dans le cadre BV, donné par (2.45). Notre méthode
s’appuie sur un méme schéma itératif que ’algorithme d’approximation BV-Grad et nous
rappelons ici que I'équation de mise a jour est donnée par

¢ (w) = W (w)g" (w), (3.8)

Néanmoins, la fonction h* prend maintenant en compte la méthode itérative de sous-
espace. En gardant la forme exponentielle de h*, nous proposons

K (w) = K*(s*) exp [D*(w)s"] (3.9)
ot K*(s*) représente la constante de normalisation qui s’écrit :
-1
Kk (sh) = [/ exp [D"(w)s"] ¢*(w)dw| (3.10)
RJ
et D¥(w) = [0%(w),...,0%(W)] est un ensemble de I (un entier supérieur a 1) directions

qui engendrent le sous-espace. Nous devons signaler que les directions (6F(w));=1...; ne
sont plus données par des vecteurs mais par des fonctions. De méme que dans les espaces
de Hilbert, s* = [s},..., s%]T est le pas multi-dimensionnel.

D1t a la forme exponentielle, (3.9) peut étre aussi écrit comme :

BE(w) = KM(sF) [@h(w)] . [gh(w)] (3.11)
ot ¢f(w) = exp[éf(w)], pour I =1,... 1.

On obtient finalement 1’équation de mise a jour :
Slf Sk
¢"(w) = K*(s*)¢"(w) [¢7(w)] ... [¢7(w)] " . (3.12)

Comme dans le cas des espaces de Hilbert, il faut déterminer le sous-espace utilisé.

Construction du sous-espace

Le sous-espace employé dans notre probleme d’optimisation fonctionnelle peut étre
construit de la méme facon que dans les espaces de Hilbert. Dans ce travail, nous envi-
sageons seulement le sous-espace de gradient (3.5) et le sous-espace de super mémoire de
gradient (3.6) car pour déterminer les directions de ces deux types de sous-espace, il suffit
de savoir calculer le gradient du critere, qui est notre cas ici.

Nous présentons d’abord un sous-espace obtenu en transposant le sous-espace SG.
Comme dans la partie 2.4, la transposition du gradient dans notre espace fonctionnel
conduit & une fonction df(q, w) provenant de la différentielle de Gateaux de F' qui est
donnée explicitement par (2.49). Par conséquent, I’espace obtenu s’écrit comme :

Dic(w) = [df(¢",w),...,df (" w)], (3.13)
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Ce sous-espace est encore appelé le sous-espace de gradient (SG) et notre algorithme
d’approximation BV basé sur ce sous-espace sera appelé 'algorithme d’approximation
bayésienne variationnelle basé sur le sous-espace de gradient (BV-SG) dans la suite de
cette these.

Le deuxieme sous-espace envisagé ici est celui basé sur le sous-espace de super mémoire
de gradient (SMG). Dans notre espace fonctionnel, il est constitué d’'une composante
donnée par df (g, w) et des autres composantes correspondant aux directions précédentes.
Sa structure est donnée par :

Diye(w) = [df(¢", w), d" " (w),....d" " (w)], (3.14)

ott (d*"Y(w))i=o....7_1 représentent les directions aux itérations précédentes. Comme ex-

-----

dans notre probleme d’optimisation. Elles sont données par :

d*(w) = In ( Kk—?(sk—l)(qvl:—)l (W)) . (3.15)

L’algorithme basé sur ce sous-espace sera nommé ’algorithme d’approximation bayésienne
variationnelle basé sur le sous-espace de super mémoire de gradient (BV-SMG) dans la
suite de cette these.

En ce qui concerne la dimension de sous-espace (I), de méme que dans un espace de
Hilbert, il faut faire un compromis entre 'efficacité de chaque itération et son cout de
calcul. Dans ce travail, pour faire ce compromis, nous considérons I = 2.

Choix du pas de I’algorithme

La performance de nos algorithmes itératifs dépend du pas multi-dimensionnel s*.
Concernant ce pas, nous définissons d’abord la fonction

9" R* >R
. bk . (3.16)
s— g°(s) =F (K (s)g"(w) exp [D (W)s]) ,
puis le pas optimal est défini par
(8P')* = arg max g"(s). (3.17)

sclR?

Un pas optimal donné par (3.17) est un choix idéal pour notre algorithme. Néanmoins,
en général, le calcul du pas optimal est trop cotuteux. Par conséquent, en pratique, beau-
coup de stratégies ont été utilisées pour avoir les pas sous-optimaux en faisant un com-
promis entre le cout de calcul et la vitesse de convergence [NWO00]. Une stratégie la plus
simple est d’utiliser un pas fixe. L’inconvénient lié au pas fixe est qu’il faut choisir un pas
suffisamment petit pour assurer la convergence de I'algorithme quelque soit I'initialisation.
De plus, on peut voir dans [FR14] que notre fonctionnelle n’est pas Lipschitz. Dans ce
cas, on ne sait pas quel pas fixe peut garantir la convergence de I’algorithme. Pour s’af-
franchir de ce probleme, on favorise les stratégies qui pourraient choisir les pas adaptés
aux itérations. Dans ce contexte, les approches de recherche linéaire ont été largement
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utilisées dans le cas scalaire. Les approches de recherche linéaire typiques déterminent
les pas sous-optimaux en essayant une séquence de valeurs jusqu’a trouver une valeur
satisfaisant certaines conditions suffisantes, comme la condition de Wolfe [Wol69] ou la
condition de Goldstein [GP67], voir aussi [NWO00]. Ces conditions peuvent étre facilement
étendues aux cas multi-dimensionnels auxquels nous sommes confrontés dans nos algo-
rithmes basés sur les sous-espaces. Néanmoins, la vitesse de convergence des approches
de la recherche linéaire dépend fortement des parametres qui controlent les limites de la
condition choisie et du point de départ pour le pas. Un mauvais choix de ces parametres
entraine une convergence lente, surtout dans le cas ou le calcul du critere cotite chere, qui
est notre cas ici. Dans ce travail, nous adoptons une stratégie de type backtracking pour
déterminer les pas sous-optimaux, mais nous prenons un pas initial calculé en utilisant le
développement de Taylor d’ordre deux pour avoir une convergence rapide, comme dans

[FR14].

Nous calculons d’abord une approximation locale de g*(s) & l'origine en utilisant le
développement de Taylor d’ordre deux.

dg T 1 9 g*

~k k T

s)=¢g(0)+ | = S+ =s S, 3.18
6 =0+ (B ) s (G| (315
ol % .o st le vecteur du gradient ainsi que %L:o est la matrice hessienne de la

fonction g* au point s = 0. Lorsque s; et sy prennent les valeurs petites, §*(s) est une

bonne approximation de ¢*(s). Nous calculons ensuite un pas en maximisant ¢*(s) qui est
. . . . 92gk . .
une fonction quadratique. Supposons que la matrice hessienne W‘ soit inversible,

s=0

Ensuite, nous déterminons notre pas sous-optimal (§5“°P')¥ de maniere suivante : si
sk obtenu par (3.19) fait augmenter notre critere, ce pas est utilisé. Sinon, on divise §*
itérativement par deux jusqu’a obtenir un pas qui permet d’augmenter notre critere. En
résumeé,

s=0

. (3.19)

s=0

ék - _ 829k
0s0sT

asubopt\k __ ék si gk(ék) > gk(o) 3.90
(S ) - —tak : k(ak k k(o—tak k ( ) )
278" 81 g*(8%) < ¢"(0) et g"(27"8"%) > ¢*(0)

ou t > 1 est le nombre de division par deux. Néanmoins, en pratique, le pas donné par
(3.19) peut assurer I'augmentation de notre critére dans la plupart des itérations.

Notons que le calcul des pas sous-optimaux fait intervenir le calcul des coefficients
d’une matrice hessienne. Le calcul de ces coefficients est relativement cotiteux en temps
de calculs, ce qui rend les sous-espaces de plus grande dimension (3 ou 4) peu efficace (car
dans ce cas, la matrice hessienne a déterminer est de taille plus grande).

Finalement, notre algorithme d’approximation BV basé sur les sous-espaces peut étre
résumé par ’algorithme 3.

Jusqu’ici, nous avons défini nos algorithmes d’approximation BV basés sur le sous-
espace SG et le sous-espace MG. L’objet ensuite est de tester les algorithmes proposés et
de voir g’ils sont plus efficaces que les algorithmes d’approximation BV de 1'état de 'art
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Algorithm 3 Algorithme d’approximation bayésienne variationnelle basé sur le sous-
espace

1. Initialiser (¢° € Q)
2. répéter

a. determiner le sous-espace D*(w) en utilisant (3.13) ou (3.14)
b. determiner le pas multi-dimensionnel de 'algorithme s* selon (3.20)
c. caleuler ¢"t1(w) = K* (s*) ¢"(w) exp [D*(w)s*]

jusqu’a convergence

ainsi que les autres méthodes d’approximation (MCMC par exemple). Pour ce faire, nous
faisons une application des algorithmes proposés a un probleme inverse linéaire en utilisant
une loi a prior: de Student et nous effectuons des comparaisons avec les algorithmes de
I’état de 'art sur un probleme de tomographie de petite taille afin de pouvoir comparer
un grand nombre de méthodes.

3.3 Application a un probleme inverse en utilisant une loi
a priori de Student

L’objectif de cette partie est de donner un exemple de ’application de nos algorithmes
d’approximation BV proposés sur un probleme inverse linéaire ou la matrice du systeme
n’est pas facilement inversible. Le probleme inverse considéré ici est associé au modele
direct (1.2) qui a été défini et utilisé dans les chapitres précédents. L’objectif est de
développer des approches bayésiennes pour résoudre ce type de probleme inverse, qui
est généralement mal-posé, en utilisant une loi a priori de Student et les algorithmes
d’approximation BV proposés.

3.3.1 Formulation bayésienne

Nous considérons encore un bruit blanc gaussien de moyenne nulle et de précision
Y- En ce qui concerne les informations a priori sur les parametres d’intérét, nous nous
intéressons ici aux informations de parcimonie en considérant les distributions a queue
lourde. De plus, pour la facilité des implémentations numériques, comme dans ’approche
BV classique (voir partie 2.3.3), nous devons considérer un a priori conjugué. Une famille
des lois conjuguées avec la vraisemblance gaussienne est la famille de GSM [JM06, WS00]
qui comprenne des distributions a queue lourde telle que la loi de Student ou la loi
gaussienne généralisée. Dans cette partie, nous choisissons la loi a priori de Student car
elle peut étre écrite sous une forme intégrale de GSM et la loi de sa variable cachée est
aussi une loi conjuguée comme cela sera détaillé par la suite.

La loi de Student dépend d'un parametre de forme v pour lequel une petite va-
leur conduit a une distribution a queue lourde. Nous considérons ici une loi de Student
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séparable. Dans ce cas, pour 7 = 1,..., N, nous supposons que X; = U;/\/Z; ou

U; ~ N (ui]0,7,") (3.21)
Z; ~ G(zi|v/2,v/2),

avec 7, la précision de la loi de U; (gaussienne) et v/2 comme les parametres de la loi de
Z; (Gamma)).

Par conséquent, la densité de probabilité de X; peut etre écrite :
p(z:) = /p($i|2’i)P(Z¢)dZi
R

- / N (@il0, () )Gzl /2, v/2)dz,

1 . v
o / /pZi €Xp {—ﬁypzix?} z; /2 1eXp [—izz} dz;, (3.23)
R
ou z; est une variable cachée. Dans la suite, nous utilisons un vecteur z = (z1, . .., zy) pour

regrouper toutes les variables cachées. Nous pouvons voir que p(z;|z;) est une distribution
gaussienne qui est conjuguée avec la vraisemblance gaussienne. La loi p(z;) est une loi
Gamma qui est une loi a priori conjuguée pour z; qui est un parametre d’échelle dans
p(zi]z). Ces conjugaisons jouent un role important dans le développement des approches
bayésiennes variationnelles efficaces.

Dans ce cas, la loi a posteriori jointe de x et de z sachant y est donnée par :

N
TnllY — Ax 2 1 v/2— 14
p(x,2]y) ocy)’? exp {—M} H\/vpzi exp [—5%%1‘?] 2 exp [—Ezz} :
i=1

(3.24)

Au lieu d’estimer x a partir de la loi a posteriori p(x|y), nous estimons conjointement
x et z a partir de leur loi a posteriori conjointe p(x,z|y) qui est de forme plus simple.
Nous pouvons remarquer que

X = /xp(x,z|y)dxdz

= /xp(x|y)dx, (3.25)

qui nous permet de retrouver I'espérance a posteriori de la loi p(x|y).

3.3.2 Applications des méthodes d’approximation BV

Nous utilisons dans la suite une nouvelle variable © a regrouper tous les parametres a
estimer. Dans notre cas, © = {x,z}. L’objectif de BV est de donner une loi approchante
séparable gg de la loi a posteriori p(©ly). Dans la mise en ceuvre de nos algorithmes
d’approximation BV, nous choisissons d’abord I’hypothese de séparation. Comme nous
avons évoqué dans la partie 2.3.5, on peut considérer soit la séparation totale soit la
séparation partielle. Néanmoins, on a montré dans la partie 2.3.5 que ’hypothese de
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séparabilité partielle entraine des calculs pour inverser des matrices qui sont cotteux.
Pour éviter ce type de calcul, nous prenons ici I’hypothese de séparabilité totale donnée
par :

70(0) = ¢x(x)q2(2)

H 1:[(; z). (3.26)

Sous cette hypothese, nous menons une optimisation alternée par rapport a q, et gx,
qui nous conduit a résoudre les problemes d’optimisation suivants :

gy = argmax F (q3qz) , (3.27)
qz
¢*t! = arg max F (qxqu) , (3.28)

gx

Les optimisations fonctionnelles par rapport a ¢, et g« sont effectuées a l'aide des
approches d’approximation BV. Comme la loi conditionnelle a posteriori p(z|x,y) est
elle-méme séparable, elle peut étre approchée efficacement en utilisant 1’approximation
BV classique, comme nous allons I’expliquer ci-dessous. Néanmoins, nos algorithmes BV
accélérés sont utilisés a approcher la loi a posteriori de x pour améliorer la vitesse de
convergence.

En fait, nous avons employé des lois a priori conjuguées : p(x|z) est la loi a priori
conjuguée avec la vraisemblance p(y|x,7,) et p(z;) est la loi a priori conjuguée avec
p(z;|2;). Par conséquent, on sait que 'optimum pour gy est une loi gaussienne et pour g,
une loi Gamma. Nous allons donc prendre des lois approchantes dans ces deux familles.
En conséquence, on obtient

= [TV (@il(me):, (o)), (3.29)
= [T961 (@), (b)), (3.30)

ol my, et &% sont des vecteurs regroupant les moyennes et les variances de tous les éléments
de x et a; et by représentent des vecteurs incluant les parametres de g~.

Ainsi, la mise a jour de ces lois approchantes revient a la réactualisation de leurs
parametres.

Optimisation de ¢,

L’algorithme d’approximation BV classique (BVClass) est résumé par I'algorithme 1
dans le chapitre 2. Celui-ci utilise la formule (2.12) qui nous permet d’obtenir que pour
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chaque 7 =1,..., N,

7 () ocesp [{Mnple 2. ¥ gy, ot

X exp {/Z < In(z;) %zix? — gzz)
-1 N
X qu(xl)dlequJrl(zj) H q;?(zj)dzj}. (3.31)
1=1 j=1

j=i+1

Puisque p(zi|x, z;) = p(zi|x), nous pouvons obtenir que

skt v—1 N p k(o Vo
7 (a) cesp | T e — [ (La? + 5a) i

-1 2 2).
X exp {V In(z;) — el ((m;)z * (o) )zl] . (3.32)
La distribution ¢! (z;) est identifiée comme une loi Gamma de paramétres

v+1

VZ:]_,jN (ak+1)

(bry1)i =

= (a); (3.33)

2
+ 2 [(m)? + (o7)] (3.34)

wlt

ou le parametre a est une constante.

Nous remarquons dans (3.33) et (3.34) que les parametres de la loi ¢F™, i.e. (ap,1); et
(bg+1); ne dépendent pas de parametres des lois ¢ q] Vavec j #1i,1.e. (ag1); et (byy1);. Les
expressions des paramétres de (¢ ™),—; .y sont donc explicites. C’est parce que p(z|x,y)
est lui-méme séparable.

Optimisation de ¢y

Pour I'optimisation de ¢y, nous allons appliquer nos deux algorithmes BV proposés :
lalgorithme BV-SG et 'algorithme BV-MG.

Approximation BV basée sur le Sous-espace Gradient (BV-SG) Selon les
équations (3.12), (3.13) et (2.49), nous obtenons une distribution de x qui dépend du
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pas s :

@3 (x) =K"(s)qs(x) exp (s1df (g}, x) + s2d f(qh !, %))
=K"*(s)q(x) exp <81 Z d; f (. m:) + s Z di f (g, xz‘))
=K*(s [H exp(d; f qxjsvz))] Hexp(dif(q)"é‘l,fci))]

N exXp <<1Ilp(X, z, Y)>(HJ#Z )q§+1>
Pl qf (i)

52

exp ((lnp(X, z, Y)>(]‘[#i qf_l)qlz“>
¢ ()

_RH(s ﬂ ( ) (%) | (3.35)

i=1
ou (¢ )i=1,..~ €t (g;*)i=1,. .~ sont des fonctions intermédiaires définies comme suit :

X

@ (@) = exp | (np(x,2,3)) (11 gyt (3.36)
¢*(z;) = exp [(hlp(x, z,y)>(H#i q;—l)qé] : (3.37)

Nous calculons ces distributions intermédiaires de la maniere suivante :

N
r n 1
() =exp [— [ Gty = axi + 3 Jopsat ) (I okt )i ayas ]
=1

J#i
xexp { — 7 (stding (ATA), - 20, (ATy), + 21, (A" Amy),

— 2z;diag (ATA), (mk)Z) - % (b(jjj)ix?} : (3.38)

ou diag(M) représente un vecteur dont les éléments sont les éléments diagonaux de la
matrice M. Les détails de calcul peuvent étre trouvés en annexe A.1.

A partir de (3.38), nous pouvons voir que ¢;' correspond, a une constante de normali-
sation pres, & la densité d’une loi gaussienne dont la moyenne (m,, ); et la variance (o7,);
sont exprimées explicitement par

(2 1
(bry1)i]
(m,,); = (62)i [1n (ATy — ATAmy, + diag (ATA) o mk)]z . (3.40)

(62); = |udling (ATA), +, (3.39)

Ici, o représente le produit d’Hadamard entre deux vecteurs.

En comparant les expressions (3.36) et (3.37), nous pouvons voir que ¢;* a la k-ieme
itération est identique que ¢;* a la (k — 1)-ieme itération. En conséquence, ¢;* correspond
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a une loi gaussienne avec la moyenne et la variance respectivement données par

2N\ . T (a); -
(02)i = |mdiag (A A)i + vpm , (3.41)

(m,,); = (0'32)1- ['yn (ATy — ATAm,_, + diag (ATA) o mk_l)] (3.42)

.

Apres avoir obtenu les parametres de (¢;*)i=1,..~ €t (¢;?)i=1,.. n, d’apres (3.35), nous
pouvons en déduire l'expression de ¢§(x) = [[, ¢7(z;) ou chaque composante ¢f(z;) est
calculée comme suit :

- g () ' (@ ()
o) ~RA ) (S ) (52
- 1 (z; — (my),)*
:Kf(s)—2 exp (—T
\ 27T(0-k)z )i
y or(ol) P ( 2(e2,)i 2nog) P 2(02,);
1 _ (mi—(my),)? 1 _ (xi_(mkfl)if)
2m (o) xp < 2(o7)i ) 2m(o?_ ) eXp ( 2(02_,)i
- i — (my);)* (z; — (my,);) (z; — (my);)”
=KF(s) exp [— (i — (my))” — 51 Y+ 5
2(07)i 2(02)i 2(03)i
(zi — (mm)z‘)Q (zi — (mk—l)z‘)Q}
— 59 + 59 . (3.43)
2(02,)i 2(07_ 1)

Finalement, on peut voir que ¢$(z;) est encore une loi gaussienne avec sa moyenne et
sa variance explicitement exprimées par

1 1 1 1 1 !
Ok Or O Or,  Ok—1
o | Mg m,, my m,, myg_q
m= ot | o (G ) v (5 - 50)) (54

Dans les équations ci-dessus, nous avons omis les indices de composante (-); pour des
raisons de clarté.

Les distributions obtenues sont fonctions du pas s. Nous prenons dans ce cas un
pas sous-optimal définit par (3.20) (voir annexe B.1 pour les détails de calculs). Par
conséquent, o7 | = 0 Zup0p €6 My = Mgsubope.

Approximation BV basée sur le Sous-espace Mémoire de Gradient (BV-MG)
Les calculs dans cette partie sont faits de facon analogue que dans ceux de BV-SG. En
utilisant les équations (3.12), (3.14), (2.49) et (3.15), nous obtenons une distribution de
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X qui dépend du pas s :
g3 (x) =K*(s)¢k(x) exp (s1df (g%, x) + s2d" ! (x))

_Kk eXp (Slzdf qx,xz)+8 " 1( ))

e ] exp (Inp(x,2,¥)) (1, g )q§+1) h { qf(x’))rQ

4q; (mz) qf_l(xi

7

—R (axlx ) qz( )) (qzﬁggg;)y (340

ou la fonction ¢ a été définie par (3.36) et correspond a une distribution gaussienne dont
la variance et la moyenne sont données respectivement par (3.39) et (3.40). Par ailleurs,
qF et ¢F~! sont aussi des distributions gaussiennes. En comparant (3.46) et (3.35), nous
pouvons voir que (3.46) peut étre obtenu a partir de (3.35) en remplagant ¢;* par ¢F. En
conséquence, dans ce cas, le calcul de ¢ (x) = [, ¢¢(x;) suit les mémes étapes que (3.43)

en remplagant m,, par my et 0' , bar 0']%

Finalement, la fonction ¢f(x;) est aussi une distribution gaussienne dont la moyenne
et la variance sont données par

1 1 1 1 1\
P LU S PR i
Oj Or Ok Ok Ok
m m, m m my,_
rnS:o'2 |:—k+51( 21 ——k)+ 2( 5— 5 1>:| (348)
o o}, o Ok Ok

Encore une fois, nous avons omis les indices de composantes (-); dans (3.47) et (3.48).
De plus, les équations de mise a jour sont de la méme forme que celles obtenues par
BV-SG. Observons (3.44) et (3.47). Nous pouvons voir que o2 est égale a 'inverse d’une
combinaison linéaire de trois termes : le premier terme est l'inverse de la variance a
Iitération présente, le second terme est causé par le gradient et le troisieme terme viens
de la mémoire du gradient ou de la direction précédente. Les équations (3.45) et (3.48)
montrent que mg a une structure similaire. A partir de ces expressions, on remarque que
les équations de mise a jour des parametres de distribution obtenues par BV-SG et BV-
MG ont une structure similaire que celle des méthodes de sous-espace dans un espace
Hilbert : x**1 = x* + 5,87 + s985.

En effet, 'algorithme BV-Grad peut étre identifié comme un cas particuliere de ’al-
gorithme BV-SG ou l'algorithme BV-MG en mettant sy a zéro qui fait disparaitre le
troisieme terme dans (3.44) et (3.45) ou (3.47) et (3.48). Grace au terme supplémentaire
(le troisieme terme), 'algorithme BV-SG et ’algorithme BV-MG sont capables de donner
une approximation plus proche que I’algorithme BV-Grad en une seule itération.

Les distributions obtenues sont encore fonctions du pas s. Nous prenons un pas sous-
optimal définit par (3.20) (voir annexe B.2 pour plus de détails de calculs). Par conséquent,

2 _ a2 —
O-k‘+1 — o’ésubopt and mk_l’_l — mgsubopt.

En tout, nous obtenons deux algorithmes, I'un utilise BV-SG, I'autre utilise BV-MG,
qui sont résumés par ’algorithme 4 et I'algorithme 5, respectivement.

49



3.3.3 - Les algorithmes de reconstruction non-supervisés

Algorithm 4 L’algorithme de reconstruction supervisé basé sur un a priori de Student
en utilisant BV-SG

1. Initialiser ¢¥ et 2 : initialiser my, o2 et ag, by

2. Calculer ¢&*! =TT, ¢F*" : calculer ses parameétres en utilisant (3.33) et (3.34)

3. Calculer ¢¢*! = [[. ¢ :powri=1,...,N

X K3

(a) Calculer ¢;' et ¢;* : calculer ses parametres en utilisant (3.39)-(3.40) et (3.41)-
(3.42), respectivement
(b) Calculer le pas sous-optimal selon I’annexe B.1

k+1

(c) Calculer ¢;" : calculer ses parametres en utilisant (3.44) et (3.45) ou le pas s

est égal au pas sous-optimal obtenu a ’étape (b)

4. Retourner a I’étape 2 jusqu’a convergence

Algorithm 5 L’algorithme de reconstruction supervisé basé sur un a priori de Student
en utilisant BV-MG

1. Initialiser ¢¥ et q2 : initialiser my, o et ag, by
2. Calculer ¢5+! = [, @ : calculer ses paramétres en utilisant (3.33) et (3.34)

3. Calculer ¢¢*! =[. ¢ :powri=1,...,N
(a) Calculer ¢;* : calculer ses parametres en utilisant (3.39)-(3.40)
(b) Calculer le pas sous-optimal selon I'annexe B.2
(c) Calculer ¢F™ : calculer ses parametres en utilisant (3.47) et (3.48) ot le pas s
est égal au pas sous-optimal obtenu a ’étape (b)

4. Retourner a I’étape 2 jusqu’a convergence

3.3.3 Les algorithmes de reconstruction non-supervisés

Les deux algorithmes de reconstruction décrits dans la partie précédente sont dits < su-
pervisés > car la performance de ces algorithmes dépend des valeurs des hyperparametres
choisies, particulierement des valeurs de v, (le parametre de précision du bruit) et v,
(le parametre de précision dans le modele a priori (3.23)), qui controlent le compromis
entre la fidélité aux données et les connaissances a priori. En pratique, les algorithmes
supervisés déterminent ces valeurs de maniere empirique : choisir les valeurs selon les
expériences ou faire plusieurs essais pour trouver une valeur relativement meilleure. Cette
manieére de choisir les hyperparametres s’avere peu rapide et peu pratique. C’est pour
cette raison que nous allons étendre les algorithmes supervisés obtenus a des algorithmes
non-supervisés en estimant conjointement les hyperparametres. Au total, trois hyperpa-
rametres sont introduits dans notre modélisation probabiliste : v, 7, et v. Dans la suite,
nous estimons les hyperparametres v, et 7,. Néanmoins, nous choisissons de ne pas esti-
mer v car il controle la forme de la loi et donc I'information a priori. On veut introduire
I'information de parcimonie, donc on veut fixer la forme de la loi a priori en fixant la
valeur de v.

Désormais nous estimons donc aussi 7, et 7,. Les lois a priori conjuguées sont
généralement introduites pour faciliter I'implémentation des algorithmes d’approxima-
tion BV. Dans ce cas, les lois Gamma sont des distributions conjuguées pour v, et 7,.
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Nous supposons donc que

P(m) = G(Ynl@n, bn) (3.49)
p(3) = G(Vplap, by)- (3.50)

En pratique, nous ne possédons pas d’informations a priori sur v, et 7,. Ainsi, nous
prenons a, = 0, b, = 0 et a, = 0, b, = 0 qui nous permettent d’obtenir des lois non-
informatives (loi de Jeffreys).

Sous ces hypotheses, nous pouvons en déduire la loi a posteriori conjointe des pa-
rametres d’intérét ainsi que des hyperparametres :

wlly — Ax|
2

M/2

P(X, 2, Yy VplY, V) X, " exp {—

N
1 v/2-1 v
X H V% €Xp [—E%zim?] zi/ exp [—54
X " 1eXp[ lmn] 7 exp [—Epvp] : (3.51)

Comme dans la partie précédente, cette loi a posteriori est approchée par des lois
séparables en utilisant des algorithmes d’approximation BV. Ici, la loi conditionnelle a
posteriori p(z,vn, |y, V) est séparable, elle est donc approchée en utilisant ’approxima-
tion BV classique. Et la loi a posteriori de x est approchée par nos algorithmes d’approxi-
mation BV accélérés, comme dans la partie précédente.

Ici, nous avons © = {x,z, vV, ¥, }. En ce qui concerne la loi approchante, nous prenons
encore ’hypothese de séparation totale qui nous donne

70(0) = ¢x(x)2(2) ¢y, (V) @, (Vp)
= H 6i(:) H G5(23) @ (V) (V) (3.52)

Sous cette hypothese, nous menons une optimisation alternée par rapport a ¢, ¢x, ¢+,
et g,,, qui nous conduit a résoudre les probleme d’optimisation suivants :

¢"*! = arg max F (qﬁq&fﬂq%) , (3.53)
.

ot = arg max 7 (qxq'2+1q’§nq'§p> (3.54)

q'jjl = arg max F (q + k“q%q%) (3.55)
Trn

@t = argwmax}"( g ) (3.56)

Q"/p

En ce qui concerne g, et g4, les mises a jour sont faites de la méme facon que dans le
cas supervisé et nous ne rappelons pas les calculs. Néanmoins, l'introduction des lois ¢,
et ¢,, dans les calculs apporte un changement dans les équations de mise a jour obtenues
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(les équations (3.34) et (3.39)-(3.42)) : les parametres 7, et v, sont remplacés par leurs
moyennes sous les lois ¢& et ¢¥ .

Grace a l'utilisation des lois a priori conjuguées, 'optimum pour ¢,, et pour ¢,, sont
des lois Gamma. Nous prenons donc des lois approchantes dans la famille Gamma :

¢ () = G(ymlal 08 ), (3.57)

ay, () = G(plas, , BL). (3.58)

Par conséquent, 'optimisation des lois approchantes est équivalente a ’optimisation de
leurs parametres.

L’optimisation de ¢,,

Encore une fois, en utilisant la formule (2.12), nous pouvons obtenir

k+1

@y, () ocexp [(Inp(x, 2, Yn, Y, YIV)>q§+1q;e+1q§J

M — Ax|? -
scexp (G + 0 = D)~ [k 00ax 16, )

M
xexp |(Z + @ = 1) In(7,)
L 1 L ~
— Yn <§Hy — Amy || + 5 > diag(ATA)i(07,,); + bn> . (3.59)
i=1
Donc q’,jjl est une loi Gamma avec des parametres :
M
ol =gt =, (3.60
1 1 N R
o =5 lly — Ampa|* + 5 Y diag(ATA)i(0},); + by (3.61)
i=1

En prenant la moyenne de la loi approchante comme ’estimation de I’hyperparametre,

nous avons
<’Yn>k+1 = a”Yn/bk—i_l' (362)

’771/

L’optimisation de ¢,

La distribution ¢, est déterminée de fagon analogue a ¢,,. En utilisant (2.12), nous
avons
g5+ () ocexp <1np(x,z,%,vp,y!V)>qgg+qu;+1qg;1}

N ~ Zixi - ~
ocexp | (5 +a, = 1) In(y,) =7 (/ > 5 e (@)@ (z)dxdz + bp>

- 1
oxexp | (o +ap —1)In(y) = (5
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qui est identifiée comme une loi Gamma de parametres :

aﬁ:l =N/2+ap = ay, (3.64)
I~ (a)

vt =2 i 24 (0f)i) +0 3.65

v ; (brt1)s ()i + (@10):) + by (3.65)

De facon analogue, nous actualisons ’estimation de -, par

()" = a,, /05T (3.66)

Par conséquent, nous pouvons obtenir deux algorithmes de reconstruction non-
supervisés décrits par 1'algorithme 6 et ’algorithme 7.

Algorithm 6 L’algorithme de reconstruction Non-Supervisé basé sur un a priori de
Student en utilisant BV-SG (NSBV-SG)

1. Initialiser ¢¥ et 2 : initialiser my, o et ag, by

. Calculer g5+ =TT ¥ : calculer leurs parametres en utilisant (3.33) et (3.34)

\)

z

. Calculer ¢! = ¢f* :powri=1,...,N

X (2

w

(a) Calculer g;* et ¢;* : calculer leurs parametres en utilisant (3.39)-(3.40) et (3.41)-
(3.42), respectivement

(b) Calculer le pas sous-optimal selon I'annexe B.1

(c) Calculer ¢"™ : calculer ses parametres en utilisant (3.44) et (3.45) o1 le pas s
est égal au pas sous-optimal obtenu a ’étape (b)

k+1

ot o caleuler ses parametres en utilisant (3.60) et (3.61)
. Calculer ¢~+!

11 caleuler ses parametres en utilisant (3.64) et (3.65)
6. Retourner a I'étape 2 jusqu’a convergence

=~

. Calculer ¢

(S

Algorithm 7 L’algorithme de reconstruction Non-Supervisé basé sur un a priori de
Student en utilisant BV-MG (NSBV-MG)

1. Initialiser ¢¥ et ¢ : initialiser my, o et ag, by

2. Calculer ¢-*! = [, @™ : calculer leurs parametres en utilisant (3.33) et (3.34)
3. Calculer ¢¢*! =[. ¢ :powri=1,...,N
(a) Calculer ¢;* : calculer ses parametres en utilisant (3.39)-(3.40)
(b) Calculer le pas sous-optimal selon I'annexe B.2
(c) Calculer ¢"** : calculer ses parametres en utilisant (3.47) et (3.48) ot le pas s
est égal au pas sous-optimal obtenu a ’étape (b)
4. Calculer ¢ : calculer ses parameétres en utilisant (3.60) et (3.61)
5. Calculer q’jjl : calculer ses parametres en utilisant (3.64) et (3.65)

6. Retourner a I'étape 2 jusqu’a convergence
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3.4.1 - Descriptions des algorithmes a comparer

3.4 Evaluations expérimentales

Nous avons développé dans les parties précédentes des algorithmes de reconstruction
en utilisant les algorithmes d’approximation BV de sous-espace : BV-SG et BV-MG. Dans
cette partie, nous allons évaluer I'efficacité de nos algorithmes en les comparant avec des
méthodes d’approximation de la densité de probabilité existantes, notamment la méthode
MCMC, des algorithmes d’approximation BV classique avec une hypothese de séparabilité
totale et avec une hypothese de séparabilité partielle, et I’algorithme d’approximation BV
gradient exponentialisé (BV-Grad).

Pour ce faire, nous appliquons ces méthodes d’approximation au méme probleme in-
verse traité dans les parties précédentes.

3.4.1 Descriptions des algorithmes a comparer

Le but est d’obtenir une approximation, soit numérique, soit analytique, de la loi a
posteriori p(x,z|y) (voir (3.24)) qui nous permet ensuite d’obtenir une estimation de
parametre d’intérét x.

e Méthode de Monte Carlo par Chaine de Markov — I’échantillonnage de

Gibbs (MCMC-Gibbs)

Nous avons présenté dans chapitre 1 deux algorithmes MCMC les plus utilisés : 1'al-
gorithme de Metropolis-Hastings et 1’échantillonnage de Gibbs. Nous considérons
ici I’échantillonnage de Gibbs car il s’appuie sur des lois conditionnelles simulables
qui est notre cas ici : la loi conditionnelle p(x|z,y) est une loi gaussienne multidi-
mensionnelle et la loi conditionnelle p(z|x,y) est une loi Gamma séparable. Méme si
la loi conditionnelle conjointe p(x,z|y) est de forme compliquée, les lois condition-
nelles associées appartient aux familles de distributions usuelles qui sont simulables.
L’échantillonnage de Gibbs pour notre probleme suit des étapes suivantes :

(a) Choisir des valeurs initiales : z° et x°
(b) Etant donné x*, simuler zF*1 ~ p(z|x*,y) ot

N
1 v o
p(Z|Xk7y) O(Hexp |:_zz (57}0(1'5)2 + 5):| 2 /2—1/2

il v 11 o |V

- [1 g (zz|§ bt §7p(:)3i) + 5) (3.67)

qui est une loi Gamma séparable facilement simulable en pratique.

(¢) Etant donné zF, simuler x*1 ~ p(x|zF1,y) ol
Pl ) acesp - 2213 2] ﬂexp et 5]
=N (x|my41, Bpy1) (3.68)
avec

Y1 = [%ATA + 'priag(zkH)] o= RgﬂRkH (3.69)
my 1 =7, 21 Aly. (3.70)
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Evaluations expérimentales

Ici, Diag(z) est une matrice diagonale ot les composantes diagonales sont égaux
aux éléments du vecteur z et Ry 1 est une matrice obtenue par la décomposition
de Cholesky de la matrice de covariance 3 ;. En pratique, les échantillons x***
peuvent étre générés en suivant deux étapes :

t**1 suivant la loi normale centrée

i. générer un vecteur des échantillons
réduite,

k+

ii. générer le vecteur x*! en utilisant

X’H—1 = Rk+1tk+1 + meg.q. (371)

(d) Retourner a I’étape (b) jusqu’a convergence de la chaine de Markov (un temps
de chauffe est nécessaire).

e Méthode d’approximation bayésienne variationnelle Classique basée sur
une hypothése de Séparabilité Partielle (BVClass-SP)
La méthode d’approximation BV classique a été décrite par l'algorithme 1 dans
chapitre 2. Cet algorithme dépend du degré de séparabilité choisi. Nous utilisons
dans cette partie la separabilité partielle qui a été largement utilisée :

76(0) = qx(X)qx(2). (3.72)

Sous cette hypothese de séparabilité, nous avons P = 2. Nous imposons une
séparabilité entre x et z, mais pas de séparabilité interne entre les éléments de
x et z. Néanmoins, comme indiqué précédemment, la loi conditionnelle p(z|x,y)
est séparable, en conséquence, 'utilisation de la séparabilité interne ou non de z
ne fait aucune différence sur le résultat obtenu, comme nous allons le montrer dans
la suite. Selon l'algorithme 1, la détermination de la loi approchante gg est faite
en alternant 1'optimisation de ¢x et de ¢, avec (2.12). Encore, grace a 'utilisation
des lois conjuguées, la loi approchante optimale gy est une distribution gaussienne
multidimensionnelle et la loi g, est une distribution Gamma :

g5 (x) =N (x|my, Zy), (3.73)
¢y (2) =G (z|a, by). (3.74)

Par conséquent, 'optimisation des lois est réduite a optimiser leurs parametres.
— L’optimisation de ¢ :

¢, (2) ccexp ((Inp(x, 2, y)) )
al 14 1 v 1
X EeXp {;(5 - 5) Inz; — 521 - / §7pzix?qidx}
N v_1 v 1
mng 2 exp |:—Zi (5 + 5 ((my)7 + diag(Zk)i))} : (3.75)

Nous pouvons trouver que g¥* est séparable. D’apres (3.75), nous pouvons obtenir

des équations de mise & jour des parametres de la loi ¢5*! = [, @t : Vi =
1.....N

(A1) = = (a)s, (3.76)

(brta)i = W [(my)7 + diag(E):] - (3.77)
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3.4.1 - Descriptions des algorithmes a comparer

— L’optimisation de ¢y :
di (x) ocexp ((np(x.2,¥)) )

n Ax|?
B

>k+1 ~k+1

ou (z;
o

est la moyenne de ¢;" . Nous pouvons donc obtenir les parametres de

Yir1 = [’ynATA + 'priag(a./ka)} -

my =7, S ATy

ou ./ représente une division composante par composante de deux vecteurs.
Remarque. Les équations ci-dessus montrent qu’a chaque itération, [’évaluation

de la matrice de covariance de la lot approchante nécessite d’inverser une matrice
de taille N x N.

e Méthode d’approximation bayésienne variationnelle basée sur une hy-

pothése de Séparabilité Totale (BVClass-ST)

Nous considérons ici la séparabilité totale qui a été aussi employée dans nos
algorithmes d’approximation BV accélérés (voir (3.26)). Sous cette hypothese de
séparabilité, nous avons le nombre de partitions des parametres P égal a 2N. D’apres
I’algorithme 1, 'optimisation de gg est faite en alternant I'optimisation de chaque
composante de la loi go : (¢;)i=1,..~ €t (Gi)iz1,..,
Dans ce cas, les distributions (g;);—1,.. v sont gaussiennes et (g;);—1, .~ sont des lois
Gamma, comme données par (3.29) et (3.30). En utilisant (2.12), nous pouvons
obtenir des équations de mise a jour en suivant des étapes de calculs analogues au
cas précédent : V i=1,..., N,

(art1)i :g + % = (a); (3.81)
(bgr)i =5 + 37 [(me)? + (o)) (38)
(0741)i = |Tndiag (ATA)Z, + 7 (b(a)l> : : (3.83)

k+1)i
(Myi1); =(0741)i [ (ATy — ATAm(i) + diag (ATA) o m(i))], . (3.84)
ott m(i) = ((mpy1)1,---, (Mpy1)iog, (M), ..., (my)x)7 est un vecteur dépendant

de 1.

Nous pouvons voir que les expressions de ai.1 et by sont explicites. Cependant,
ce n’est pas le cas pour my,,. Par conséquent, ’algorithme alterné doit étre utilisé
pour faire les optimisations.

Remarque. Pour chaque pizel x;, il faut déterminer AT Am(i) et diag (ATA) o

m(i).

e Méthode d’approximation bayésienne variationnelle gradient exponentia-

lisé (BV-Grad)
Comme discuté précédemment, la méthode d’approximation BV-Grad peut étre
considérée comme un cas particulier de BV-SG ou BV-MG en mettant le second
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Evaluations expérimentales

pas s; = 0. Par conséquent, il n’est pas nécessaire de donner des calculs ici. Les
équations de mise a jour des parametres de g, sont données par (3.33) et (3.34). Les
équations de mise a jour de gy peuvent étre facilement obtenues en mettant s, = 0
dans (3.47) et (3.48).

Nous appliquons ces algorithmes ainsi que nos algorithmes basés sur BV-SG et BV-
MG a un méme probleme de tomographie, qui est un exemple de probleme inverse avec
la matrice A identifiée comme la transformée de Radon. Dans la suite, nous donnons
d’abord la configuration de simulation. Ensuite, les résultats de simulation sont montrés.

3.4.2 Configuration de simulation

Des algorithmes de reconstruction sont testés avec des données synthétiques générées a
partir d'une image parcimonieuse de taille 64 x 64 composée de 7 pics dont les amplitudes
varient entre 0.5 et 1. Une telle image de petite taille est utilisée en considérant des
limitations des algorithmes a comparer. En fait, 'implémentation de la méthode MCMC-
Gibbs et la méthode d’approximation BVClass-SP nécessite d’inverser des matrices (voir
(3.69) et (3.79)) dont la taille augmente avec la taille d’image, 'opération d’inversion
devient treés cotiteuse voire impossible lorsque la taille de I'image est trop grande .

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 S

45
90
135

180
0

FIGURE 3.1 — Données : sinogramme obtenue avec 32 angles de projections et 95
détecteurs.

Les données simulées sont des projections en géométrie parallele. Ces projections sont
collectées a 32 angles différents 6, qui sont uniformément distribués sur [0, 7| avec 95
détecteurs. Nous avons ajoutés aussi un bruit blanc gaussien de moyenne nulle et d’écart-
type 0.3. Par conséquent, les données (voir figure 3.1) présentent un faible rapport signal
sur bruit. Dans ce probleme, le nombre des parametres inconnus est égal a 64 x 64 = 4096,
qui est plus grand que la taille des données : 32 x 95 = 3040. En conséquence, nous
abordons ici un probleme inverse mal-posé.

3.4.3 Résultats de simulation dans le cas supervisé

Tous les algorithmes itératifs présentés précédemment ont été implémentés avec une
méme initialisation : zéro comme moyenne et un comme variance pour toutes les compo-

1. Comme expliqué dans la partie 2.3.5, les approches itératives ainsi que les approximations diagonales
des matrices peuvent étre utilisées pour contourner les inversions de matrices [BMK11]. Les comparaisons
avec ce type d’approches sont données dans le chapitre 4.
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3.4.3 - Résultats de simulation dans le cas supervisé

santes de x. Comme nous utilisons ici des algorithmes supervisés, nous fixons les valeurs
des hyperparametres. Dans notre simulation, les hyperparametres -, et v, sont mis a 1 et
20, respectivement. Le degré de liberté v est mis a 0.1 pour avoir une loi a prior: a queue
lourde. Par ailleurs, la loi a priori qu’on a introduit est de moyenne nulle.

Afin d’évaluer la qualité de reconstruction, nous appliquons aussi une méthode analy-
tique la plus couramment utilisée pour inverser la transformée de Radon : la méthode
de rétroprojection filtrée (FBP). Elle consiste a filtrer toutes les projections et a les
rétroprojeter sur toute 'image dans la méme direction ou ils avaient été projetés. L’avan-
tage de cette méthode est qu’elle est rapide.

(f) (8) (h)

FIGURE 3.2 — Les images sont présentées avec le méme niveau de gris inversé. (a)
L’image Vrai, (b) FBP avec un filtre rampe, (c) I’échantillonnage de Gibbs, (d)
BVClass-SP, (e) BVClass-ST, (f) BV-Grad, (g) BV-SG, (h) BV-MG.
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Nous montrons dans la figure 3.2 I'image vraie (voir figure 3.2 (a)) ainsi que les re-
constructions obtenues avec les différentes méthodes (voir figure 3.2 (b) - (h)). L’image
donnée par la figure 3.2 (b) montre que la méthode de rétroprojection filtrée ne donne pas
une reconstruction satisfaisante pour nos données bruitées. La comparaison de la figure
3.2 (b) avec les figures 3.2 (c¢)-(h) montre que les approches bayésiennes sont plus robustes
au bruit que la méthode FBP.

Les reconstructions montrées par la figure 3.2 (g) et (h) sont obtenues avec les ap-
proches utilisant nos algorithmes d’approximation BV : BV-SG et BV-MG. Nous pouvons
voir que ces deux reconstructions sont de qualité similaire que les images obtenues par
les approches utilisant BVClass-SP, BVClass-ST et BV-Grad, qui sont montrées dans les
figures 3.2 (d), (e) et (f). Théoriquement, la reconstruction de la méthode MCMC-Gibbs
doit étre la meilleure car elle converge asymptotiquement vers la vraie loi a posteriori
plutot que son approximation qui est 'objet des algorithmes d’approximation BV. Ce-
pendant, dans un temps limité, les échantillons obtenus par la méthode MCMC-Gibbs
n’ont pas suffisamment convergés et donc ne donnent pas une bonne représentation de la
loi a posteriori, ce qui explique la reconstruction de qualité relativement mauvaise montrée
dans la figure 3.2 (c).

TABLE 3.1 — Comparaison de performance en termes de PSNR(dB)/Temps CPU (s).

i MCMC | BVClass | BVClass
Méthode FBP _Gibbs QT Sp BV-Grad | BV-SG | BV-MG
PSNR (dB) | 27.32 | 28.83 35.12 35.24 35.90 35.84 35.92
Temps (s) 0.05 | 69313.8 723.5 327.6 23.4 6.8 3.2

En plus des images qui nous permettent d’avoir une comparaison de la qualité visuelle
des reconstructions, nous montrons aussi dans la deuxieme ligne du tableau 3.1 les valeurs
de PSNR 2 des reconstructions obtenues, ce qui nous permet d’évaluer la qualité de recons-
truction quantitativement. Nous pouvons voir que les cinq algorithmes d’approximation
BV (BVClass-SP, BVClass-ST, BV-Grad, BV-SG, BV-MG) donnent des reconstructions
de PSNR proche I'une de I'autre, qui sont plus grandes que les valeurs du PSNR données
par FBP et la méthode MCMC-Gibbs, ce qui est cohérent avec la qualité visuelle des
images montrées dans la figure 3.2.

La troisieme ligne du tableau 3.1 montre les temps de calculs pris par toutes les
méthodes implémentées. Nous pouvons voir que FBP est la plus rapide, comme nous
avons déclaré précédemment. Cependant, FBP ne donne pas une reconstruction de qualité
satisfaisante. Nous faisons donc ensuite une comparaison de la vitesse de convergence des
six autres méthodes itératives. En bref, I'ordre de la vitesse de convergence de ces six
algorithmes itératifs de la moins efficace a la plus efficace est :

MCMC-Gibbs < BVClass-ST < BVClass-SP < BV-Grad < BV-SG < BV-MG.

Nous pouvons voir dans le tableau 3.1 que nos deux algorithmes proposés BV-SG et
BV-MG, notamment BV-MG, sont beaucoup plus efficaces que la méthode d’approxima-
tion BV-Grad, les méthodes d’approximation BV classiques BVClass-SP et BVClass-ST
ainsi que la méthode MCMC-Gibbs. En fait, BV-MG a réussi a obtenir une reconstruc-
tion de la meilleur qualité (PSNR = 35.92dB) en prenant seulement 3.2 seconds, qui est

2. PSNR : Peak Signal to Noise Ratio.

29



3.4.4 - Résultats de simulation dans le cas non-supervisé

7 fois plus rapide que BV-Grad, plus de 100 fois plus rapide que les méthodes BVClass-
SP et BVClass-ST, et 20000 fois plus rapide que la méthode MCMC-Gibbs. La méthode
MCMC-Gibbs a pris 69313.8 seconds pour converger a une reconstruction de PSNR, 28.83
dB pour ce probleme de petite taille, ce qui montre que la méthode MCMC-Gibbs ne sera
pas suffisamment efficace pour aborder des problemes de grande taille.

L’autre algorithme proposé, BV-SG, est aussi beaucoup plus efficace que les algo-
rithmes de I’état de 'art. Cependant, il est quand méme moins efficace que BV-MG ce
qui est explicable par le fait que le BV-MG utilise le sous-espace mémoire du gradient
consistant en le gradient présent et la direction précédente, tandis que le BV-SG utilise
le sous-espace du gradient consistant en le gradient présent et le gradient précédent qui
est moins informatif que la direction précédente.

3.4.4 Résultats de simulation dans le cas non-supervisé

Comme montré dans la partie 3.3.3, les algorithmes de reconstruction supervisés o les
hyperparametres v, et -, sont choisis empiriquement : algorithme 4 et algorithme 5, ont
été étendus dans le cadre entierement bayésien, qui nous permet d’obtenir des algorithmes
non-supervisés : algorithme 6 et algorithme 7. Les algorithmes non-supervisés estiment
les valeurs des hyperparametres -, et v, en méme temps que x et z.

Nous avons appliqué ces algorithmes non-supervisés dans notre probléeme de tomo-
graphie. Comme dans les simulations précédentes, nous avons pris zéro comme la valeur
initiale de la moyenne et un comme la valeur initiale de la variance pour toutes les com-
posantes de x. En ce qui concerne les initialisations des hyperparametres v, et 7,, nous
avons pris 1 et 20 comme valeurs initiales.

Les images reconstruites sont résumées dans la figure 3.3. En comparant les images
obtenues par les algorithmes supervisés (voir la figure 3.3 (a) et (b)) avec les images
obtenues par les algorithmes non-supervisés (voir la figure 3.3 (c)-(d)), nous observons
que les fonds des images dans les figures 3.3 (c¢) et (d) sont plus propres que ceux des
images montrées dans les figures 3.3 (a) et (b) en reconstruisant les pics, ce qui montre que
I’estimation des hyperparametres permet de mettre plus de pixels a zéro, autrement dit,
de renforcer la parcimonie de la reconstruction. Un défaut des reconstructions montrées
par les figures 3.3 (c) et (d) est qu’elles ont deux pics faux. Malgré le défaut de pics faux,
les PSNR des reconstructions obtenues par les algorithmes non-supervisés sont vers 3.6 dB
plus grandes que les PSNR des reconstructions des algorithmes supervisés, comme montré
dans le tableau 3.2. Dans ce cas, les algorithmes non-supervisés sont plus pertinents que
les algorithmes supervisés.

TABLE 3.2 — Comparaison de performance en termes de PSNR(dB).

Méthode | BV-SG | BV-MG | NSBV-SG | NSBV-MG
PSNR(dB) | 35.84 | 3592 | 3950 | 39.50

Nous montrons dans la figure 3.4 I’évolution des estimations des hyperparametres en
fonction du nombre d’itérations. Pour tracer ces courbes, nous avons utilisé une échelle
logarithmique sur ’axe vertical pour avoir une représentation plus claire. En observant
les courbes montrées dans les figures 3.4 (a) et (c), nous voyons que pour la variance du
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(c) (d)

FIGURE 3.3 — Les images sont présentées avec le méme niveau de gris inversé. Les
algorithmes supervisés : (a) BV-SG, (b) BV-MG, les algorithmes non-supervisés : (c)
NSBV-SG (algorithme 6), (d) NSBV-MG (algorithme 7).

bruit, les estimations convergent vers la valeur vraie (ligne en pointillé) pour soit NSBV-
SG soit NSBV-MG. En ce qui concerne 012), nous ne savons pas sa valeur vraie, mais les
estimations convergent aussi.

Par ailleurs, si on compare les courbes obtenues par USBV-SG (figure 3.4 (a) et
(b)) avec les courbes obtenues par USBV-MG (figure 3.4 (c) et (d)), nous pouvons voir
que USBV-MG a besoin de moins d’itérations pour converger que USBV-SG, ce qui est
cohérent avec les résultats obtenus dans le cas supervisé.

3.5 Conclusion

Nous avons proposé dans ce chapitre une nouvelle méthode d’approximation
bayésienne variationnelle (BV) basée sur la méthode de sous-espace. En prenant deux
différents sous-espaces : le sous-espace de gradient (SG) et le sous-espace de mémoire de
gradient (MG), deux algorithmes d’approximation BV itératifs (BV-SG et BV-MG) ont
été proposés. Nous avons montré expérimentalement sur un probleme de tomographie de
petite taille que les deux algorithmes proposés sont plus efficaces que les algorithmes de
I’état de I'art. De plus, nous avons observé que 'algorithme BV-MG est plus efficace que
celui basé sur le sous-espace SG (BV-SG). En conséquence, dans la suite de cette these,
nous montrerons uniquement les résultats de 1'algorithme BV-MG.
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cas non-supervisé
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FIGURE 3.4 — Les évolutions des estimations des hyperparametres. Les lignes en pointillé
représentent les valeurs vraies des hyperparametres. (a) Le logarithme de la variance du
bruit (o2 = 1/~,) pour USBV-SG, (b) le logarithme de la variance de 1’a priori
(07 = 1/v,) pour USBV-SG, (c) le logarithme de la variance du bruit (o7 = 1/7,) pour
USBV-MG, (d) le logarithme de la variance de I'a priori (o} = 1/7,) pour USBV-MG.
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Applications aux problemes inverses en
traitement d’images

4.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est double : d'une part développer des approches bayésiennes
non-supervisées en utilisant ’algorithme d’approximation BV-MG proposé dans le cha-
pitre 3, d’autre part comparer les approches obtenues avec 1’état de 'art afin d’évaluer
lefficacité de notre algorithme d’approximation BV-MG en termes de temps de calcul
dans un probleme de traitement d’images de grande taille.

Dans le contexte de problemes inverses mal-posés en traitement d’images, un type
d’informations a priori qu’on peut utilisé souvent est la régularité par morceau, qui est une
caractéristique de nombreuses images. Pour introduire telle information, la variation totale
a été beaucoup utilisée dans la littérature. La régularisation par variation totale (TV) a
été premierement introduite par Rudin et al. [ROF92] pour résoudre un probleme de
débruitage. Depuis, la variation totale a été largement utilisée dans diverses applications,
telles que la déconvolution [VO98], la déconvolution aveugle [CW98, BMKO09], inpainting
[SC02], super-résolution [NSLZ07, BMK11], etc. L’avantage de la variation totale est son
aptitude a préserver les contours tout en réduisant le bruit. Elle est donc bien adaptée
aux images régulieres par morceau.

Néanmoins, avec la loi a priori basée sur TV, 'estimation des hyperparametres pose
probleme car la fonction de partition dépend de hyperparametres mais cette fonction
n’a pas une forme explicite. Ce probléeme peut étre résolu grace aux travaux menés par
Bioucas-Dias et al. [BDFO06, OBDF09] ot une approximation analytique de la fonction de
partition a été proposée. Néanmoins, lorsqu’on développe des approches non-supervisées
a l'aide des algorithmes d’approximation BV, nous rencontrons une autre difficulté posée
par le fait que la loi basée sur TV n’est pas une loi a priori conjuguée avec la vraisem-
blance gaussienne. Pour s’affranchir de cette difficulté, nous adoptons dans cette these la
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technique MM (ici, Minoration-Maximisation) [HL04, BDFOO6], qui, a I’aide des variables
auxiliaires, nous permet de construire une fonction minorante qui est conjuguée avec la
vraisemblance [BMKO08, BMK09, BMK11]. Gréace a I’approximation analytique de la fonc-
tion de partition et la technique MM, nous pouvons développer une approche bayésienne
non-supervisée basée sur I'a priort TV en utilisant ['algorithme d’approximation BV-MG,
ce qui est fait dans la partie 4.2.

Néanmoins, concernant 1’a priori basé sur TV, le fait est que sa fonction de partition
n’a pas d’expression explicite. Pour contourner ce probleme, on cherche alors une autre
loi permettant d’apporter des informations de régularité par morceau, et en méme temps
possédant une fonction de partition explicite. Dans ce contexte, nous avons considéré
un modele a priori a variables cachées qui est une extension du modele proposé dans un
travail récent de Giovannelli [Gio08]. Dans ce modele, la loi du parametre d’intérét sachant
les variables cachées est une loi gaussienne corrélée et les variables cachées suivent la loi
de Laplace. Ici, les variables cachées correspondent a la moyenne de la différence entre
deux pixels voisins. En supposant que les moyennes des différences sont parcimonieuses,
cette loi a variables cachées permet de décrire les images régulieres par morceau. Comme
ce type de modele a été inspiré par le modele semi-quadratique de Geman et al. [GY95],
nous allons I'appeler le modele a variables cachés de type Geman dans la suite.

Dans la suite, nous allons construire deux approches non-supervisées basées sur ces
deux modeles a priori en utilisant 1’algorithme d’approximation BV-MG. Pour évaluer
I'efficacité de notre algorithme BV-MG en termes de temps de calcul dans les problemes
en traitement d’images, nous appliquons les approches obtenues a un probleme de super-
résolution qui vise a reconstruire une image a haute résolution a partir de plusieurs images
a basse résolution représentant la méme scene. Néanmoins, dans ce travail, pour compa-
rer les approches dans les problemes de grande taille, nous considérons un probleme de
super-résolution linéaire ot1 nous considérons que les mouvements entre les images a basse
résolution et une image de référence pourrait soit étre estimés a l’avance, soit étre connus
au travers d’autres sources d’information. Cette configuration apparait par exemple dans
les domaines de I'astronomie [ROGAO0S8] et de I'imagerie médicale [GOKP02]. A travers
un tel probleme, nous effectuons des comparaisons de nos approches basées sur BV-MG
avec les approches de 1’état de 'art basées sur ’algorithme d’approximation BVClass et
I’algorithme d’approximation BV-Grad. De plus, nous offrons des comparaisons des deux
approches proposées qui ont utilisé deux modeles a prior: différents.

4.2 Approche non-supervisée basée sur un a priori de TV

Nous nous intéressons toujours dans ce chapitre au probleme inverse linéaire. L’objectif
est de résoudre ce probleme dans un cadre entierement bayésien. Pour ce faire, nous
introduisons des lois a priori pour 'objet d’intérét ainsi que pour les hyperparametres.
Dans cette partie, nous introduisons la loi a priori basée sur la variation totale pour
favoriser des images régulieres par morceau. En ce qui concerne les lois a priori des
hyperparametres, nous prenons des lois de Jeffreys comme dans les chapitres précédents.
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Approche non-supervisée basée sur un a priori de TV

4.2.1 Formulation bayésienne
Loi a priori pour I'objet d’intérét
La loi a priori basée sur la variation totale (T'V) prend la forme suivante

p(x[7p) = exp [=7, TV (x)], (4.1)

ZTV('Vp)

ou Zry(7,) est la fonction de partition qui est une fonction de v, et

TV(x) = 3 /(D)2 + (D)2 (4.2)

Ici Dy, et D, représentent les matrices des différences finies d’ordre un dans la direction
horizontale et verticale, respectivement.

La fonction de partition est donnée par

mef@m+%ZWMﬁ+®ﬁpx (4.3)

Néanmoins, cette intégrale est infinie. Pour résoudre ce probleme, en pratique, on peut
ajouter un terme tendant vers zéro pour avoir une intégrale finie :

Zry () = /RN exp [—vp Z \/(th)? + (Dyx)? + ex?| dx. (4.4)

ot ¢ — 0. Le terme ex? peut étre fusionné dans les deux termes (Dyx)? et (D,x)? en
ajoutant un coefficient tendant vers zéro aux opérateurs des différences finies : Dy et
D,. Néanmoins, la difficulté est que méme dans ce cas, nous n’avons pas d’expression
explicite pour Zry(7,). La détermination de la fonction de partition d’une telle loi est
un probleme ouvert. Dans ce travail, pour s’affranchir de cette difficulté, nous avons
utilisé la fonction de partition approchée proposée par Bioucas-Dias et al. [BDFOOG,
OBDF09]. Cette fonction de partition approchée est basée sur '’hypothese que chaque
paire de différence finie {(Dy,x);, (D,x);} est indépendante de toutes les autres paires.
Cette hypothese n’est jamais vérifiée en pratique. Notons que

2
/ exp (—)\\/ u? + v2> dudv = )\—Z (4.5)
R2

Basée sur 'hypothese d’indépendance indiquée ci-dessus, on peut obtenir que

Zpy () = / exp
RN

N
>\ D)7 + <Dvx>%] dx =~ Cy, "V, (4.6)
=1

ou C est une constante indépendante de v,. L’hypotheése d’indépendance conduit au
résultat ci dessus avec # = 2. Néanmoins, en raison de la dépendance qui existe en
effet entre les différences finies, 6 est considéré comme un parametre a régler. Il permet
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en pratique d’obtenir de meilleurs résultats. En utilisant cette approximation analytique,
nous pouvons obtenir

p(x|7p) = B(x[7p) = CEN exp [—7, TV (x)] (4.7)

avec C' = C1L.

Dans les travaux récents menés par Babacan et al. [BMK08, BMKO09, BMKI11], cette
loi TV approchante a été employée avec le parametre § = 1/2. Dans ce cas, la fonction de

partition Zry (7,) est approchée par Cy, N/2 qui correspond a la fonction de partition d’une
distribution gaussienne multivariée d’un vecteur de dimension N. Néanmoins, la loi a
priori TV n’est pas similaire a une distribution gaussienne. Donc, cette approximation est,
en général, pas suffisamment proche de la vraie fonction de partition. Par conséquent, dans
notre travail, nous gardons ce parametre 6 et le réglons empiriquement afin d’améliorer
les résultats.

Loi a posteriori
Dans notre cas, la loi a posteriori s’écrit comme suit :
P Vs Woly) op(y [, 70 ) (X [7)P (1) P ()
lly — Ax|? -
& )2 exp {—"f} VN exp [—’yp S /D)2 + (DUX)?]
i=1

X yartexp [—En%] Yot exp [—Ewp] : (4.8)

ol X signifie “est approximativement proportionnel a”. La loi a posteriori p(x,vn,7,|y)
n’est pas connue explicitement car sa constante de normalisation n’est pas calculable. Afin
de procéder a l'inférence statistique des variables inconnues a partir de la loi a posteriort,
nous recourons aux méthodes d’approximation BV.

4.2.2 Application des méthodes d’approximation BV

Soit © l'ensemble des parametres inconnus : © = {X,7,,7,}. L'objectif de 'approxi-
mation BV est de donner une approximation gg de la loi a posteriori p(-|y) en maximisant
I’énergie libre négative F dont la définition est rappelée par la suite :

Flgo) = / 46 (0) In pq(ey(’ e?)) do. (4.9)

Néanmoins, comme la loi a priori TV n’est pas une loi a priori conjuguée avec la
vraisemblance gaussienne, il est difficile d’effectuer la maximisation de l’énergie libre
négative par rapport a ge. Pour s’affranchir de cette difficulté, nous utilisons la tech-
nique Minoration-Maximisation (MM) [HL04, BDFOO06] qui nous permet de remplacer
la maximisation de I’énergie libre négative par la maximisation d’une borne inférieure de
cette énergie qui est plus facile & manipuler [BMK08, BMK09, BMK11]. Une telle borne
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Approche non-supervisée basée sur un a priori de TV

peut étre obtenue de la facon suivante. L’inégalité arithmético-géométrique nous permet
d’obtenir :

a+b

2Wb

b
Va > 0,b> 0 \/%g%i\/ag

(4.10)

En utilisant cette inégalité, nous pouvons construire une inégalité comme suit en in-
troduisant des variables auxiliaires positives A = [Aq, ..., Ay],

D;x); + (Dux)7 + i
2V ’

qui nous permet d’obtenir une borne inférieure de la loi a priori TV, notée M (x,y,|A)
par :

VA >0,i=1,...,N \/(th)? + (D,x)? < ( (4.11)

N
Blxl) =C2 exp |~ 37/ (Dax)? + (D,x)?
1=1

B N
« Dyx)? + (Dyx)? + \;
zc,yeN exp _,ypz ( 7 i
P L i=1 2\/>\_’L
M (x,7lA) (112

Dans (4.12), nous pouvons voir que la borne inférieure de la loi TV, M(x,7,|\), est
proportionnelle a une distribution gaussienne et est donc conjuguée avec la vraisemblance.
Cette borne inférieure peut étre ensuite utilisée pour construire une borne inférieure de
la distribution jointe :

p(y,©) Zp(y0) M (%, 7| N)p(vn)p(Vp)

=L(©,y|A)

M2 Ylly — AX|2] oy N (Dyx)? + (Dx)2 + A
e[ [ i

X VSn_l exp [_Enyn] ’Yg”_l exp |:—P6p’)/pj| (413)

qui nous permet d’obtenir facilement une borne inférieure de 1’énergie libre négative :

F(ge) > F"(go, N)

- /q@(@) In (%) de. (4.14)

La maximisation de I’énergie libre négative F peut étre donc effectuée en alternant
deux étapes : une étape de maximisation de la borne inférieure F¥ par rapport a la
distribution ge et une étape de mise a jour des variables auxiliaires A afin de maximiser

23

En ce qui concerne la distribution approchante qg, elle est supposée séparable. Comme
nous 'avons expliqué auparavant, nous prenons une hypothese de séparabilité totale pour
éviter les inversions matricielles qui sont trop cotiteuses dans les problemes de grande
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taille. L’hypothese de séparabilité totale entraine que

q0(0) = ¢x(%)qy, ()@, (7p)
= H% i) Gy, (Y q%(’Yp) (4.15)

Sous cette hypothese, nous menons une optimisation alternée de F% par rapport a gy,
Gyns Gy, €6 A En bref, nous résolvons les problémes suivants alternativement 1

"t = arg max F (qxq’;an/p )\k) (4.16)
ax
AP = arg max F* ( R ) (4.17)
AERN v
¢t = argmax F* (q a4 }\k“) : (4.18)
q’Yn
qlfrl = arg max Fr ( k“ql;jlq%,)\kﬂ) (4.19)
Avp

Les optimisations fonctionnelles par rapport a ¢x, ¢, et ¢,, (données par (4.16), (4.18)
et (4.19)) sont faites a I'aide des méthodes d’approximation BV. Comme la loi a posteriori
conditionnelle p(7,,v,|x,y) est séparable elle méme, elle peut étre approchée de fagon
efficace grace a la méthode d’approximation BV classique. Pour l'optimisation de ¢y,
nous employons l'algorithme BV-MG proposé dans le chapitre 3. En ce qui concerne
I'optimisation des variables auxiliaires A (donnée par (4.17)), il s’agit d’'un probleme
d’optimisation classique dans un espace de Hilbert.

Grace a la technique de MM, nous pouvons obtenir une loi a prior: de x qui est
conjuguée avec la vraisemblance. En outre, des lois Gamma sont utilisées comme les lois
a priori conjuguées pour les hyperparametres v, et 7,. Par conséquent, ’approximation

optimale g7 = H (qz()pt) appartient a la famille gaussienne tandis que ¢ et qopt ap-

partiennent a la famllle Gamma. Nous prenons donc

= [TV Gl ()i, (o)), (4.20)

¢ () = G(lal 0 ), (4.21)
& () = G(ypldl b2 ), (4.22)

L’optimisation de ces lois approchantes peut étre donc réalisée uniquement par la mise a
jour de leurs parametres.

Optimisation de ¢, avec l’algorithme d’approximation BV-MG

Comme donné par I’Eq. (4.16), au lieu de maximiser ’énergie libre F, nous maximisons
sa borne inférieure F* qui peut étre écrite comme

"TL(QG) = <lnL('>Y|)‘)>QG + %(QG)' (423)

1. Les variables auxiliaires A sont mises a jour avant ¢, et g,, pour obtenir une équation de mise a
jour plus simple pour ¢, voir [BMKI11].
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Approche non-supervisée basée sur un a priori de TV

En comparant (4.23) avec (2.43), nous pouvons voir que F~ a une structure comparable
a F. En fait, on peut obtenir F¥ & partir de F en remplacant la loi jointe par sa borne
inférieure L(©,y|A). Par conséquent, nous pouvons définir une fonction df*(g%, x) pour
la fonctionnelle FZ. Nous obtenons la fonction dfL(¢%, x) de la méme facon que df(q%, x)
(voir partie 2.4). Comme ¢, est supposée séparable, on peut obtenir que dfL (g%, x) =

32 dif M (gf i) avee

Vi=1,...,N d;f*(qz:) = (lnL(@,y])\)>H —Ingi(z;) — 1. (4.24)

j#i 4G9 9vp

Dans ce cas, le sous-espace de mémoire de gradient est donné par :
D6 (x) = [df4 (g, x), d* ' (x)]. (4.25)

Nous déduisons de (3.12), (3.15), (4.24) et (4.25) une distribution de x qui dépend du
pas s :

G5(x) =K"(s)qx(x) exp (s1df" (g5, x) + 520"} (x))

=K"(s)q" (x) exp (sl Z di f(qF, i) + Sgdkl(x>>

exp (<1H L<@7 Y|Ak)>(]_[];ﬂ Qf)q!?nq’ljp>
¢ (x:)

=K*s)ae() [

%

—K*(s)g"(x) H (ig((fz)))sl (qﬁ Sf(ﬂx)))Q (4.26)
olt q;*(x;) = exp <<ln L(@,y|)\k)>(

pour clarifier les expressions.

Fgh, b ) est la fonction intermédiaire introduite

2 45 ) 5, 55

Pour obtenir I'expression de g3, nous calculons d’abord cette fonction intermédiaire :

k k k
j#i 95 )q’an"/P:|
N

n D;x)? + (Dyx)? + \F
ocexp[—/(%uy—Axuuva(” Dot

" (i) = exp |(In L(x, 7. 70, YIN)) oy

i=1 2\/)‘_5C

. (Hq;?(mdxj)q';n () () dudry
JFi

k
X exp { — % <xfdiag (ATA)Z. — 2x; (ATy)

7

+ 20, (ATAmy), - 2zidiag (A7 A), (my);)

k
- W% (:c?diag (DI A*D,, + DTA'D,)
+ 2z; (Dy A"Dyym;, + D] A*D,my,,)

i
7

— 2z;diag (D A*Dj, + D{A*D, ), (mk)iﬂ (4.27)
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ot A¥ = Diag [ — = ) est une matrice diagonale avec ( 1 k) comme éléments
VA VA /=10, N

diagonaux. Les détails de calculs pour obtenir (4.27) peuvent étre trouvés en annexe A.2.

Les calculs ci-dessus montrent que chaque fonction intermédiaire (g;');=1, n corres-
pond, a une constante de normalisation pres, a la densité d'une distribution gaussienne
dont la moyenne (m,,); et la variance (o7 ); sont données explicitement par les deux
expressions suivantes :

(02); =[(7a)"diag (ATA). + (y,)"diag (DI A*D;, + DTA'D,) ], (4.28)

T1

(m,, ), I(O'fl)i (Yn)* (ATy — ATAm,; + diag(ATA) o mk)

%

— ()" (Df A"Djmy, + D] A*D,my,,)

i

+ (7p)"diag (D} A*D;, + D] A*D,). (mk)l} : (4.29)

En ce qui concerne ¢, les calculs sont les mémes que les calculs montrés dans le

chapitre 3. On a trouvé que ¢5(x) =[], ¢’ (x;) ot chaque composante séparable ¢ (z;) est

une distribution gaussienne dont la moyenne et la variance ont les mémes expressions que
(3.47) et (3.48) et nous les rappelons par la suite :

1 1 1 1 1 -1
2
S - = - 4.30
o Lz*sl(azl az)“Q(az a)] ’ (4.50)
o | 1My m,  1my m; Imy_;
m ot [B (T ) (B ma)]
L,z, ;o or  or

Dans les équations ci-dessus, nous avons omis les indices de composante (-); pour avoir
des expressions plus claires. En fait, les formes de o2 et mg dépendent seulement du
sous-espace utilisé. Les modifications des lois (vraisemblance ou les lois a priori) changent
seulement l'expression de la fonction intermédiaire ¢;*.

Les distributions obtenues dépendent du pas vectoriel s. Nous prenons un pas sous-
optimal définit par (3.20) (voir l'annexe B.2 pour plus de détails de calculs). Par
conséquent, oy, = 02 €6 My = Mgsubopt.

Optimisation de A dans les espaces de Hilbert

Les composantes du vecteur auxiliaire A sont calculées en maximisant la borne
inférieure F* par rapport a (Ai)iz1,..~. La fonction F& est une fonction differentiable
de (Ai)i=1,.. n et son maximum est atteint au point critique qui est donné par

AN =E o [(Dyx)] + (Dyx)7]
:Eq§+1 [XT(Dh)ZT(Dh)iX + XT(DU);TF(DU)ix}
=(Dpmy41); + (Dymya)? + trace [(Dy)] (Da)iZei1)]
+ trace [(D,); (Dy)iZkt1)] » (4.32)

ou (Dp); et (D,); représentent la ieme ligne de Dj et D,, respectivement et ¥y, =

Diag ((0'2)’““) est la matrice de covariance de ¢**! qui est diagonale sous notre hypothese
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FIGURE 4.1 — Illustration de la procédure MM dans le cas TV.
La courbe en gras représente |x| et les trois courbes au-dessus représentent les fonctions

. 2 .
majorantes de |z : ;”2:}/\)‘ ou A > 0.

de séparabilité totale. Les détails de calculs pour obtenir (4.32) peuvent étre trouvés en
annexe C.1.

Remarque. Cette étape de Minoration-Maximisation ressemble a [’approche semi-
quadratique de Geman et Reynolds : la mazximisation de notre critére est substituée par la
maximisation d’une suite des fonctions majorantes dont la variance change avec la valeur
de la variable auziliaire \; et la moyenne reste inchangée, comme on peut voir par la figure

1.

Optimisation de ¢,, et ¢,,
L’optimisation de ¢, et q,, se fait en utilisant I’algorithme d’approximation BV clas-
sique fondée sur 'expression (2.12).

Les calculs de ¢,, sont identiques que ceux montrés par (3.59). En conséquence, les
équations de mise a jour pour ses parametres sont aussi identiques que (3.60) et (3.61).

Pour ¢,,, en utilisant (2.12), nous pouvons obtenir

E 0 [(Dax)f + (Dux)f] + AT

N
q’jjl(vp) x 7§N+&1’_1 exp |—7, | by + Z (4.33)
i=1

24/ Nt

En combinant (4.33) et (4.32), 'expression ci-dessus peut étre simplifiée et nous avons

donc
R N
a5 () o VT exp [—vp (bp +y \/Af“)] , (4.34)
i=1
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qui est une distribution Gamma dont les parametres sont identifiés comme

alt' =N + a, = a, (4.35)

N
BEFY =D, + > (/AT (4.36)
=1

En bref, notre algorithme non-supervisé basé sur la loi a priori TV en utilisant 1’al-
gorithme d’approximation BV-MG est résumé dans ’algorithme 8.

Algorithm 8 L’algorithme de reconstruction non-supervisé basé sur un a priori TV en
utilisant BV-MG

L. Initialiser les parametres de (¢7)i=1,..n, 43, 43, et A°
2. Calculer g5t =TT, ¢ pouri=1,...,N

(a) Calculer ¢;* : calculer ses parametres en utilisant (4.28)-(4.29)
(b) Calculer le pas sous-optimal selon annexe B.2

k+1

(c) Calculer ¢;" : calculer ses parametres en utilisant (4.30) et (4.31) ou le pas s

est égal au pas sous-optimal obtenu a ’étape (b)

Calculer le vecteur auxiliaire A*1 en utilisant (4.32)

Calculer ¢&*! : calculer ses parametres en utilisant (3.60) et (3.61)
Calculer q'jp“ : calculer ses parametres en utilisant (4.35) et (4.36)

SRR

Retourner a I'étape 2 jusqu’a convergence

4.2.3 Des approches de I’état de D’art

Pour évaluer notre approche, nous avons choisi de comparer avec deux approches
non-supervisées utilisant deux algorithmes d’approximation BV de I'état de I'art : 'une
approche de Babacan et al. [BMK11] utilisant 1’algorithme d’approximation BV classique
et 'autre approche utilisant I'algorithme d’approximation BV-Grad [FR14].

Approche basée sur ’algorithme d’approximation BV classique

La résolution d’un probleme inverse linéaire avec un a prior: TV a été récemment
traitée par Babacan et al. [BMKI11]. Leur approche résout le probleme dans un cadre
entierement bayésien a l'aide de I'approximation BV. Bien que notre approche et I'ap-
proche de Babacan et al. soient tres proches, il existe deux différences importantes. La
premiere est que Babacan et al. utilise 'approximation BV classique pour 1'optimisation
de ¢4 tandis que nous avons appliqué ’algorithme d’approximation BV-MG proposé dans
le chapitre 3. La deuxieme est que nous prenons une hypothese de séparabilité totale
qui entraine que gx est séparable tandis que Babacan et al. prennent une hypothese de
séparabilité partielle ot ¢y est supposée non-séparable, i.e.

70(0) = ¢x(X)¢y, (), (Vp)- (4.37)
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Sous cette hypothese, 'algorithme d’approximation BV classique génere une distribu-
tion gaussienne multivariée pour ¢ :

gy = N (x|my, ), (4.38)
ol my, représente la moyenne et 3 est la matrice de covariance.

En utilisant la formule (2.12), nous pouvons obtenir

N 2 2
- ()" 2> ()"~ Dnx)? + (Do)
2 ocexp |0 |y — Axf2 - D203 S ()
2 2 Vi
a partir de laquelle nous identifions
my 1 =21 [<’Yn>kATY] ) (4.40)
(Zi1) ' =(1)"ATA + (v,)" (D} A*D;, + DIAD,) . (4.41)

L’équation (4.40) montre que la moyenne my,; dépend de la matrice de covariance
i1, cependant le calcul de X3, nécessite d’inverser la matrice (X;11)"' donnée par
(4.41). Néanmoins, I'inversion est une opération couteuse et son cotit de calcul croit rapide-
ment avec 'augmentation de la taille de la matrice a inverser. Pour contourner les calculs
d’inversion matricielle dans le calcul de my 1, Babacan et al. ont employé la méthode du
gradient conjugué pour approcher my; itérativement.

En ce qui concerne la variable auxiliaire A ainsi que les lois approchantes de hyperpa-
rametres, ¢,, et ¢,,, leur optimisation se fait de la méme fagcon que notre approche. Par
contre, comme on peut voir dans ’'Eq. (4.32), le calcul des variables auxiliaires nécessite de
connaitre la matrice de covariance 3. Ici, pour contourner les inversions matricielles,
Babacan et al. ont approché 3., par une matrice diagonale f]kﬂ dont les éléments
diagonaux sont égaux & l'inverse des éléments diagonaux de (X511)7!, c’est a dire

(Sri1)ii = 1/ ()i - (4.42)

On constate que cette approximation est grossiere et qu’elle peut conduire a de fortes
erreurs.

Approche basée sur I’algorithme d’approximation BV-Grad

La seule différence entre cette approche et notre approche proposée dans la partie
4.2.2 est que I'algorithme d’approximation BV-Grad est utilisé pour optimiser ¢,. En fait,
I’algorithme d’approximation BV-Grad peut étre considéré comme un cas particulier de
BV-MG avec le second pas s, toujours égal a zéro. En conséquence, les équations de mise a
jour pour les parametres de g, peuvent étre facilement obtenues a partir des équations de
mise a jour de notre approche en prenant s; = 0. Par ailleurs, 'optimisation de la variable
auxiliaire A et des lois de hyperparametres est identique a celle de notre approche.

4.2.4 Simulations

La performance de l'algorithme proposé (voir 'algorithme 8) est évaluée sur un
probléme de Super-Résolution (SR). Ce probleme de SR peut étre vu comme un probleme
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inverse associé au modele direct (1.2) en considérant que la matrice A rassemble
I'opérateur de déformation, 'opérateur de flou et l'opérateur de sous-échantillonnage.
En effet, la préoccupation principale de cette partie est d’évaluer 'efficacité en termes
de temps de calculs de notre algorithme d’approximation BV-MG dans un probleme de
reconstruction d’image. Pour ce faire nous comparons avec deux algorithmes d’approxi-
mation BV de I’état de l’art : BVClass [BMK11] et BV-Grad [FR14]. Pour des raisons de
simplicité, nous traitons dans cette partie un probleme de SR non classique ou la matrice
du systeme A est supposée connue, c’est a dire que nous n’estimons pas conjointement
les parametres de mouvement. En méme temps, cette hypothese permettrait de réduire la
limitation de 'approche de ’état de I'art basée sur BVClass [BMK11] dans les problemes
de dimension importante (nécessité de stocker une matrice de taille importante). Cette
approche de I'état de I'art basée sur BVClass et une autre approche basée sur BVGrad
ont été présentées brievement dans la partie 4.2.3. Dans cette partie, nous montrons des
résultats de reconstruction obtenus par ces trois approches.

Dans la suite, I’'approche basée sur BVClass est appelée BVClassSR, I'approche basée
sur BV-Grad est nommée BV-GradSR et notre approche proposée basée sur BV-MG est
appelée BV-MGSR.

Configuration de simulation

L’objectif de la SR est de reconstruire une image & haute résolution (HR) & partir
de plusieurs images a basse résolution (BR) représentant la méme scéne. Dans notre
simulation, quatre groupes d’images a basse résolution sont générés a partir de quatre
images standards, Testpat (figure 4.2 (a)), Cameraman (figure 4.2 (b)) de dimension 256 x
256 et Lena (figure 4.2 (¢)), Jetplane (figure 4.2 (d)) de dimension 512 x 512. Lors de la
génération des images BR, un noyau de convolution uniforme de dimension 3 x 3 et un
facteur de décimation 4 dans la direction horizontale et la direction verticale sont utilisés.
De plus, nous ajoutons des bruits blancs gaussiens i.i.d. a cinq différents niveaux : le
rapport signal sur bruit (SNR) égal a 5 dB, 15 dB, 25 dB, 35 dB et 45 dB. Par ailleurs,
pour des raisons indiquées ci-dessus, nous traitons des problemes simplifiés ot les images
BR sont uniquement translatées (pas de rotation ni d’homothétie). Pour la reconstruction
des images HR, nous prenons douze images BR comme données et supposons que le noyau
de convolution, le facteur de décimation ainsi que les déplacements des images BR sont
tous connus. Comme le facteur de décimation est égale a 4 dans la direction horizontale
et la direction verticale, la taille de chaque image BR est 16 fois plus petite que celle de
I'image HR. Par conséquent, la taille des données (douze images BR) est plus petite que
celle de 'image HR a estimer. Nous sommes donc bien en présence d’'un probleme mal
posé.

Résultats de reconstruction et discussions

En fait, les trois approches considérées sont basées sur un méme modele bayésien et
calculent I'estimateur de I'espérance a posteriori a I'aide des approximations BV (hormis
le degré de séparabilité de 'approche BV). Par conséquent, ces trois approches conduisent
généralement a des résultats similaires. La préoccupation principale de cette partie est de
comparer leurs vitesses de convergence. Pour faire une comparaison équitable, nous pre-
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FIGURE 4.2 — Images a haute résolution : (a) Testpat de dimension 256 x 256, (b)
Cameraman de dimension 256 x 256, (c¢) Lena de dimension 512 x 512, (d) Jetplane de
dimension 512 x 512.

nons les mémes initialisations pour toutes les approches : my = ATy comme la moyenne
et 100 comme la variance de chaque pixel de I'image HR, les valeurs initiales des va-
riables auxiliaires A et des hyperparametres sont calculées a partir de mg en utilisant
lerus équations de mise a jour. En outre, le parametre 8 impliqué dans la fonction de par-
tition de la loi a prior: TV a besoin d’étre réglé. Une série d’expériences effectuées avec
des images différentes montrent que les meilleurs résultats sont obtenus lorsque ¢ = 1.1.
En conséquence, nous prenons # = 1.1 pour toutes les expériences. Ce parametre est lié
au degré de parcimonie des images de différences finies.

En ce qui concerne le critere d’arrét de BVClassSR, nous utilisons |[m; —
my_||/|lmy_1|| < 107° olt my et my_; représentent l'estimation de I'image HR & k-
ieme et a (k — 1)-iéme itération, respectivement. Pour BV-GradSR et BV-MGSR, elles
s’arrétent lorsqu’elles convergent & une image de valeur PSNR proche (différence inférieure
a 1%o) de celle obtenue par BVClassSR.

Toutes les expériences sont effectuées sous Matlab R2013a sur Intel(R) Core(TM)
i7-3770 CPU (3.40 GHz) avec 8.0 GB RAM. Nous montrons dans le tableau 4.1 les
nombres d’itérations ainsi que les temps de calculs utilisés par BVClassSR [BMK11],
BV-GradSR [FR14] et notre approche BV-MGSR pour obtenir des images HR de valeurs
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TABLE 4.1 — Comparaisons des performances de BVClassSR [BMK11], BV-GradSR
[FR14] et notre approche BV-MGSR en termes de nombre d’Itérations (Nb) et Temps
de Calculs (en Secondes).

BVClassSR BV-GradSR BV-MGSR
Data PSNR | Nb | Temps(s) | Nb | Temps(s) | Nb | Temps(s)
5dB | 16.84 | 83 12.8 100 1.5 99 2.0
15dB | 20.96 | 27 4.1 72 1.2 58 1.1
Testpat | 25dB | 25.55 | 24 5.3 165 2.5 55 1.2
35dB | 29.85 | 33 10.7 | 283 4.3 69 1.4
45dB | 32.60 | 49 19.3 412 6.3 78 1.6
bdB | 23.24 | 181 51.9 327 5.0 254 4.9
15dB | 28.70 | 46 7.1 85 1.3 81 1.6
25dB | 33.36 | 23 4.6 137 2.0 69 1.5
35dB | 37.40 | 28 7.8 290 4.4 75 1.6
45dB | 40.50 | 34 13.5 425 6.4 110 2.3
bdB | 27.08 | 96 87.2 300 16.1 232 17.7
15dB | 31.35 | 30 17.0 92 5.0 85 6.5
Lena | 25dB | 34.59 | 22 16.1 147 8.0 71 5.4
35dB | 37.07 | 26 26.3 260 14.1 77 5.9
45dB | 38.44 | 32 40.0 405 21.8 87 6.7
5dB | 3291 | 123 2.7 197 10.6 180 13.7
15dB | 37.33 | 30 15.6 84 4.5 74 5.6
Jetplane | 25dB | 41.21 | 21 15.9 150 8.0 71 5.4
35dB | 44.49 | 25 25.5 379 20.1 85 6.5
45dB | 46.60 | 31 38.8 | 362 19.3 99 7.5

Camera
-man

PSNR similaires (variation < 1%o). Les valeurs PSNR des reconstructions sont données
dans la troisieme colonne du tableau 4.1. Et les résultats présentés dans ce tableau sont
des valeurs moyennes de 20 simulations avec 20 réalisations du bruit différentes a chaque
niveau de bruit pour toutes les quatre images.

Dans le tableau 4.1, nous utilisons les chiffres en gras pour indiquer les meilleurs
résultats dans chaque cas, c’est a dire le temps de calculs le plus court. En comparant les
temps de calcul, nous pouvons voir que I’approche BV-MGSR est beaucoup plus efficace
que BVClassSR pour I'ensemble des données et plus efficace que BV-GradSR dans la
plupart des cas, en particulier dans les cas les moins bruités, tels que SNR = 25, 35 et
45 dB. Par exemple, dans le cas o SNR = 5 dB de I'image Cameraman, I’approche BV-
MGSR utilise 4.9 secondes qui est seulement 9% de 51.9 secondes utilisée par BVClassSR
et est légerement plus petite que 5.0 secondes de ’approche BV-GradSR, dans le cas ou
SNR = 25 dB de I'image Lena, I'approche BV-MGSR prend 5.4 secondes qui est a peu
pres 34% du temps pris par BVClassSR (16.1 secondes) et est 68% du temps pris par
BV-GradSR (8.0 secondes), dans le cas oun SNR = 45 dB de 'image Jetplane, I’approche
BV-MGSR prend 7.5 secondes qui est seulement 19% du temps pris par BVClassSR (38.8
secondes) et 39% du temps pris par BV-GradSR, (19.3 secondes). En moyenne, 'approche
BV-MGSR est environs 5 fois plus rapide que BVClassSR et environs 1.9 fois plus vite
que I'approche BV-GradSR. Le plus faible gain en termes de temps de calculs pour les
images ayant un fort niveau du bruit peut s’expliquer par des criteres a optimiser plus
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réguliers ou le choix de la direction du gradient permet d’avoir de bonne performance.

Nous comparons ensuite le nombre d’itérations. En comparant la sixieme et la huitieme
colonne du tableau 4.1, nous pouvons voir que I'approche BV-MGSR prend toujours moins
d’itérations que 'approche BV-GradSR. Ce résultat tend a montrer que I'introduction de
sous-espace mémoire du gradient permet de générer une meilleure direction a chaque
itération. L’approche est donc systématiquement plus efficace en termes d’itérations.
Meéme si chaque itération de BV-MGSR est plus couteuse en temps de calculs que BV-
GradSR en raison de sa complexité accrue, I’'approche BV-MGSR reste plus efficace que
I’approche BV-GradSR dans la plupart des cas. En ce qui concerne BVClassSR, elle prend
moins d’itérations que les deux autres approches. Néanmoins, chaque itération de I'ap-
proche BVClassSR est beaucoup plus couteuse car elle contient une boucle interne qui
sert a approcher itérativement myg,; en utilisant la méthode du gradient conjugué. En
conséquence, BVClassSR est le moindre efficace en termes de temps de calcul.

Afin de comparer les qualités visuelles des images reconstruites, nous montrons les
reconstructions sur-résoluées de quatre images différentes pour différents SNR, voir les
figures (4.3)-(4.6). Les résultats dans le cas SNR = 45 dB ne sont pas montrés parce
que dans ce cas, le niveau de bruit est tres faible et les reconstructions sont tres proches
de I'image vraie. En comparant les images BR (montrées dans la premiere ligne) et les
images HR obtenues (voir les trois lignes en bas des figures (4.3) - 4.6), nous pouvons
voir que toutes les approches augmentent la résolution des images. Cette propriété est
conservée meéme dans les cas ou le bruit est élevé, SNR = 5 dB. On remarque aussi que
les bruits présents dans les images BR sont réduits efficacement, et que les contours des
images ne sont pas trop lissés. De plus, les trois approches donnent des images HR tres
similaires, ce qui est cohérent avec le fait que les valeurs de PSNR sont similaires. En
outre, comme indiqué précédemment, toutes les images sont obtenues avec une méme
f# = 1.1. Nous pouvons voir que cette valeur de # marche bien pour toutes les données
testées. Les images ici bien que tres différentes ont un degré de parcimonie dans les images
de différences finies proches, c¢’est pourquoi I'approche n’est pas sensible au parametre 6.
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FIGURE 4.3 — Exemples des images BR (ligne en haut), exemples des images HR
obtenues par BVClassSR (la deuxieme ligne), BV-GradSR (la troisieme ligne),
BV-MGSR (la quatrieme ligne) pour Testpat dans les cas ou SNR = (a) 5 dB; (b) 15
dB; (c) 25 dB (d) 35 dB. Toutes les images sont présentées dans la méme gamme de
niveaux de gris.
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(a)

FIGURE 4.4 — Exemples des images BR (ligne en haut), exemples des images HR
obtenues par BVClassSR (la deuxieme ligne), BV-GradSR (la troisieme ligne),
BV-MGSR (la quatrieme ligne) pour Cameraman dans les cas ou SNR = (a) 5 dB; (b)
15 dB; (c) 25 dB (d) 35 dB. Toutes les images sont présentées dans la méme gamme de
niveaux de gris.
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FIGURE 4.5 — Exemples des images BR (ligne en haut), exemples des images HR
obtenues par BVClassSR (la deuxieme ligne), BV-GradSR (la troisieme ligne),
BV-MGSR (la quatrieme ligne) pour Lena dans les cas o SNR = (a) 5 dB; (b) 15 dB;
(c) 25 dB (d) 35 dB. Toutes les images sont présentées dans la méme gamme de niveaux
de gris.
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FIGURE 4.6 — Exemples des images BR (ligne en haut), exemples des images HR
obtenues par BVClassSR (la deuxieme ligne), BV-GradSR (la troisieme ligne),
BV-MGSR (la quatrieme ligne) pour Jetplane dans les cas ou SNR = (a) 5 dB; (b) 15
dB; (c¢) 25 dB (d) 35 dB. Toutes les images sont présentées dans la méme gamme de
niveaux de gris.
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4.3 Approche non-supervisée basée sur un a priori a va-
riables cachées de type Geman

Dans cette partie, nous nous intéressons a une loi a prior: favorisant les images
régulieres par morceau comme la loi TV et possédant une fonction de partition expli-
citement connue. Pour contourner ce probleme nous avons étudié un travail présenté dans
[Gio08]. Giovannelli a proposé un modele a priori a variables cachées basé sur un modele
semi-quadratique proposé par Geman et Yang [GY95] et son interprétation bayésienne
d’un modele mélange de gaussiennes par changement de positions (GPM) [CI04] (voir
aussi chapitre 1, partie 1.4.1 pour plus de détails). Notons le vecteur des variables cachées
par b. Pour le modele proposé par Giovannelli, la loi conditionnelle de x sachant b prend
la forme suivante :

- i
plxlb, 7u) = Z} exp | =2 Dx — b (4.43)

ol 74 est un parametre de précision et D est une matrice a choisir, par exemple, elle peut
étre une matrice de différence finie. En outre, Zy, est la fonction de partition de cette
distribution conditionnelle qui est définie par

Zuy = /eXp 2 (px— bi)] ax (4.44)

Sous condition que la matrice D est de taille N x N et qu’elle a des coefficients de la
FFT non-nuls, Zy, a une forme explicite qui ne dépend que de 7,4 (voir [Gio08] pour les
détails).

Dans le cas ou la variable caché b suit une loi de Laplace, la loi jointe pour (x,b) a
une expression explicite : sa fonction de partition est explicitement connue. Ce modele
donne une distribution Laplace-convolved-Gauss pour la loi marginale p(x), qui est une
distribution ressemblant a I’exponentielle du potentiel de Huber [Hub81, CI04, Gio08].

En fait, si D est une matrice de différence finie, la variable cachée b correspond
a la moyenne de la loi de la différence entre deux pixels voisins. Comme b suit une
loi de Laplace, les informations apportées par ce modele a priori sont que la plupart
des différences entre les pixels adjacents sont petites en autorisant certaines différences
grandes. On favorise des gradients parcimonieux, donc des images régulieres par morceau.
Ce modele permet de satisfaire nos contraintes : la densité de distribution est explicitement
connue et il permet de décrire des images régulieres par morceau.

Néanmoins, dans le travail de Giovannelli, la technique MCMC a été utilisée pour
calculer une estimation de 'espérance a posteriori, ce qui est cotiteux en calcul. Lorsque
les problemes sont de grande dimension, cette approche est limitée aux problemes a des
matrices facilement inversibles. Par ailleurs, il existe un probleme pour déterminer les hy-
perparametres car la forme de la loi a priori change avec les valeurs des hyperparametres.
Dans la suite de notre travail, nous abordons ces deux problemes de facon différente
par rapport a Giovannelli. Premierement, pour calculer I’estimateur de 1’espérance a pos-
teriori plus rapidement, nous utilisons 1’algorithme d’approximation BV-MG introduit
dans le chapitre précédent et qui est beaucoup plus efficace que les approches MCMC.
Deuxieémement, pour résoudre le probleme concernant la détermination des hyperpa-
rametres, nous effectuons une reparamétrisation des hyperparametres qui nous permet
d’obtenir un parametre de forme et un parametre d’échelle. Comme le parametre de
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forme détermine le type d’informations a priori introduites, nous le fixons. Le parametre
d’échelle permet de régler I'importance de 'information a priori dans la solution obtenue.
En pratique, nous le laissons étre déterminé automatiquement dans notre approche. Dans
la suite, nous décrivons d’abord en détails la loi a priori utilisée, la reparamétrisation
ainsi que la loi a posteriori. Ensuite, nous appliquons notre algorithme d’approximation
BV-MG qui nous permet d’obtenir I'estimation de ’espérance a posteriori.

4.3.1 Formulation bayésienne
Loi a priori pour I'objet d’intérét

Comme nous avons discuté ci-dessus, nous prenons le modele a variables cachées
proposé par Giovannelli [Gio08]. Néanmoins, contrairement a ’approche de Giovannelli
[Gio08] ott la matrice D est supposée de taille N x N, nous supposons que D = [D} DT]T
ou Dy, et D, sont toutes de taille N x N et définies comme dans le cas TV : Dy, et D, sont
les matrices de différence finie d’ordre un dans la direction horizontale et dans la direction
verticale, respectivement. Ici, une matrice D de différence finie de taille N x N n’est pas
prise car elle ne permet pas de bien décrire la régularité par morceau. Par ailleurs, le
vecteur des variables cachées b = [bl, bZ]" avec b, € RY et b, € RY. Dans ce cas, la loi
conditionnelle de x sachant b s’écrit comme :

p(x|b,v4) = Z;‘llo exp [ — %(Hth —by|]? + |Dyx — vaQ)], (4.45)
qui est une distribution gaussienne. Ici, 74 est le parametre de précision et la fonction de
partition Zyp prend la forme suivante

D = /exp =5 (IDax = by + |Dux = b, )| dx. (4.46)

Dans le cas étudié dans [Gio08] ou la matrice D est de taille N x N, la fonction de
partition Zy, est indépendante de la variable cachée b et dépend de 74 (voir [Gio08]).
Néanmoins, dans notre cas, la dimension de D est 2N x N qui fait que la taille de Dx
est deux fois celle de x. Nous pouvons quand meéme calculer la fonction de partition
en transposant les calculs de l'intégrale dans le domaine de la transformée de Fourier.
En supposant que la matrice D est circulante, de la méme maniére que dans [Gio08]
(voir 'annexe C.2 pour les détails de calcul). Dans ce cas, la fonction de partition est un
produit du terme C'yd_% qui ne dépend que de 4 et d’un autre terme qui dépend en méme
temps de 'hyperparametre v, et de la variable cachée b (voir (C.8)), plus précisément
la transformée de Fourier de b. Néanmoins, cette fonction de partition a une expression
trop compliquée pour étre calculée efficacement. Pour s’affranchir de cette difficulté, nous
proposons de I'approcher par une fonction plus simple. On remarque que la fonction de
partition est bornée supérieurement par un terme simple qui est donné par :

Ty < vy 2. (4.47)

Cette borne supérieure ne dépend que de 74. Dans la suite, nous utilisons cette borne
supérieure comme une approximation de la fonction de partition afin de réduire la com-
plexité du calcul.
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Pour construire une loi a priori permettant de décrire les connaissances de régularité
par morceau, une loi de Laplace est introduite pour la variable auxiliaire b. Nous pouvons
alors écrire

i
p(bln) o 3¢ exp |~ ZlIbl | (4.48)

ot ||blly = 3227 |bi| est la norme L', et y,¢ avec 0 < & < 2N est la fonction de partition.
On peut remarquer que nous avons introduit la constante £ au lieu de prendre directement
2N (la taille de b). Cette constante est prise considérant que, en pratique, nous pouvons
avoir une certaine connaissance préalable sur le support de b.

Apres la définition de la loi conditionnelle de I'objet d’intérét x sachant la variable
cachée b ainsi que la loi de b, la distribution a priori de x peut étre obtenue en intégrant
par rapport a la variable auxiliaire

o )% [ exp [~ 24 (IDx = bulf* + [Dux ~ by )

A (4.49)
b
X 7€ exp [—;Hb”l} db.

Dans (4.49), nous pouvons voir que cette distribution dépend de deux hyperparametres
~va €t 7. En pratique, il est difficile de déterminer automatiquement les deux parametres
car la liberté sur le choix de ces deux hyperparametres fait que la forme de la loi a
priori est aussi librement choisie. Dans ce cas, 'information a priori apportée pourrait
ne pas correspondre a ce qu’on veut. Pour s’affranchir de cette difficulté, nous proposons
ici de faire une reparamétrisation qui introduit un parametre de forme et un parametre
d’échelle. Nous fixons le parametre de forme selon notre connaissance a priori et estimons
automatiquement le parametre d’échelle.

A partir de (4.49), nous pouvons facilement trouver que

p(x|7s, ) = aVplax|ya,w)  avec A = d*ya, v, = am, (4.50)

ou a € R*. L’équation ci-dessus indique que, lorsque nous changeons les valeurs des
parametres v, et 7, tout en gardant la valeur du rapport ]—%, la forme de la distribution ne
change pas, c’est a dire que seulement 1’échelle et I’'amplitude de la distribution changent.
Nous pouvons donc identifier le rapport de 3, a /74 comme le parametre de forme de
p(X|V4,7) et prendre soit 74, soit 7, comme parametre d’échelle. Dans la suite, nous
utilisons v pour représenter le parametre de forme. Nous avons donc

y=-1 (4.51)

Vd

Nous avons expérimentalement constaté que lorsque v prend une valeur petite, la
distribution a priori est a queue lourde, plus spécifiquement, qu’elle ressemble a une
distribution de Cauchy et quand la valeur de v augmente, la forme de la distribution
devient a queue moins lourde qui ressemble plutot a une distribution gaussienne. Par
conséquent, la valeur du parametre de forme v est ajustée en fonction des caractéristiques
de 'objet d’intérét.

Prenons 74 comme le parametre d’échelle. En remplagant v, par v,/74, nous pouvons
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en déduire une distribution jointe de x et b comme ci-dessous :

plx, b, )%, exp [~ 4 (IDax = bl + [IDyx = b ||

% (/7)€ exp [—” 2%“le] . (4.52)

4.3.2 Loi a prior:t pour les hyperparametres

Comme nous avons fait auparavant, nous choisissons les lois a priori conjuguées pour
faciliter 'application des approches d’approximation BV. En ce qui concerne 7,, nous
employons la loi Gamma,

P(yn) = G(mlan, bn), (4.53)

qui donne un a priori de Jeffreys si a,, = 0, b, = 0.

Néanmoins, pour 74, une loi Gamma n’est plus une loi a priori conjuguée en raison
du terme /74 dans (4.52). Pour s’affranchir de cette difficulté, nous faisons d’abord une
autre reparamétrisation ou nous définissons un nouveau parametre K; comme

Ki= /74 (4.54)

Ensuite, nous définissons une densité de probabilité paramétrique inhabituelle pour les
approches bayésiennes qui peut étre utilisée comme la loi a priori conjuguée de Ky4. Dans
la suite, cette densité est notée W et paramétrée par o, [ et u. Cette densité s’écrit comme

U(zla, B, 1) = Zilpz"‘ exp [—B(z + p)?]

pour z > 0et o, 5, u > 0,

(4.55)

ou la fonction de partition Zy est calculée comme suit :
+o0
Zy = / 2% exp [—B(z + p)?] dz
0
a +o0 .
=3 () [ el
1
i=0 K

;1 a—i+1
)(—u) QBQSHF< 5 ,ﬁu‘"), (4.56)

l

Il
A/~
Q

=0

ici I'(r,u) = fuoo t"~te~tdt est la fonction gamma incomplete supérieure. Donc, Zy existe

et Zy € (0,+00). Dans cette partie, nous prenons la distribution ¥ comme la loi a priori
de ICd,

En pratique, pour obtenir la loi de Jeffreys, on peut prendre a = —1, B=0et i = 0.
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En remplagant v, par K3 et en utilisant la loi a priori définie ci-dessus, nous pouvons
déduire la loi a posterior: jointe :

P, b, . Ky, v) o6 ply . 3)p(x[B. Ka)p(blKas 1)p()p(K)
9 exp [~y — Ax|?]

,CQ
x I} exp {—jl (| Dpx — by||* + [ Dyx — vaQ)]

led

x (VKq)¢ exp { Hle} an=1 oxp [—571%} % exp [ B(Kq+ /1)2]

(4.58)

Encore une fois, cette loi a posteriori n’est pas connue explicitement di a une constante de
normalisation incalculable. Pour s’affranchir de cette difficulté, nous utilisons la méthode
d’approximation BV.

4.3.3 Application des méthodes d’approximation BV

Dans la suite, ©® = {x,b,v,,Ky} est le vecteur des variables a estimer. Pour ces
parametres, nous déterminons dans cette partie les estimateurs de ’espérance a posteriori
a ’aide des méthodes d’approximation BV, qui géneérent une approximation séparable qg
de la loi a posteriori p(x,b, v, Kqly, v).

Nous prenons ici la séparabilité totale pour x pour des raisons expliquées
précédemment. Nous écrivons donc

70(0) = ¢x(X)qb (b)q%(%)q;cd(/Cd)
= qu b)ay,, (vn)ax,(Ka)- (4.59)

En fait, car p(bly, X, V., Kq, V) est elle-méme séparable, g, obtenue par I'approximation
BV est toujours séparable peu importe qu’on impose la séparabilité entre les éléments de
b ou non.

L’objectif est donc de trouver une distribution séparable qui maximise 1’énergie libre
négative F. Pour ce faire, nous menons une optimisation alternée de F par rapport a gy,

Gvs v, € qrc, -

g = argmax F (qxqndl dax,) - (4.60)
ax

¢t = arg max F (g k“qbq%q,cd) , (4.61)
db

¢ = argmax F(q qt g, q8,), (4.62)
Qyn,

q,lgl = argmax F(q k“qﬁ“q’jjlq - (4.63)
ax

Grace a I'utilisation des lois a prior: conjuguées pour x et des hyperparameters ,,, g4,

/ . . . . . . t
les méthodes d’approximation BV donnent les distributions gaussiennes pour (¢;"" )i=1,.. n
avec les moyennes et les variances des (z;);—1. n inclues dans les vecteurs m; and a,i.

86



Approche non-supervisée basée sur un a priori a variables cachées de type Geman

Par ailleurs, I’approximation optimale q%t est une loi Gamma et I’approximation optimale

t .. . , .. . .. . ,
q,ogfi est une distribution W. Par conséquent, 'optimisation des distributions est ramenée
a l'optimisation des parametres. Nous prenons donc

gi(x) = HN(%Kmk)u (01)i), (4.64)
& (v) = Glyalal 0h ), (4.65)
ak,(Ka) = W(Kqla¥, 8%, u*). (4.66)

Néanmoins, dans notre probleme, 'optimisation de ¢, est plus compliquée car nous
utilisons une loi de Laplace p(b|y,) (voir (4.48)) qui n’est pas conjuguée avec p(x|b, )
(voir (4.45)). En conséquence, I'approximation obtenue par les méthodes d’approximation
BV n’appartient pas toujours a une méme famille de distributions. L’optimisation de g, ne
peut donc pas étre réalisée simplement en optimisant certains parametres. Pour résoudre
ce probleme, nous proposons d’ici d’employer I’approche d’approximation bayésienne va-
riationnelle restreinte (BVR) [SQO06] qui est résumée dans le corollaire 1 du chapitre 2.
Cette approche d’approximation BVR s’appuie sur la fixation préalable de la forme de
I’approximation distributionnelle de certains parametres, ici, la forme de gy,.

Pour contourner la difficulté posée par la distribution de Laplace, nous supposons que
¢ est une distribution de Dirac,

gi(b) = 6(b — b"). (4.67)

Remarque. Cette approximation de la loi est grossiére, mais elle s’applique sur des va-
riables cachées. Donc, la distribution n’a pas d’intérét.

Par conséquent, au lieu de résoudre le probleme (4.61), nous maximisons ’énergie libre
négative sous la condition que ¢, soit une distribution de Dirac. Ce probléeme est formulé

comme

q]’;“ = argmax F (qi“qbq];nq,]%d) ) (4.68)

gp est Dirac

Grace a cette contrainte, I'optimisation de ¢, peut étre aussi effectuée par I'optimi-
sation du parametre de la distribution de Dirac b. En fait, dans ce cas ou on impose a
I'approximation distributionnelle une distribution de Dirac?, cette étape d’optimisation
peut étre identifiée comme ’étape M de l'algorithme EM [Att00, GB01, BG02].

En ce qui concerne les optimisations par rapport a ¢, g, et gx,, nous les effectuons
de fagon analogue que dans les parties précédentes : I'optimisation par rapport a g,, et
gk, se fait a 'aide de la méthode d’approximation BV classique car la loi conditionnelle
P(Vn, Kalx, b, y, v) est séparable, 'optimisation par rapport a ¢y est faite en utilisant la
méthode d’approximation BV-MG.

Optimisation de ¢, avec l’algorithme d’approximation BV-MG

Comme donné par (4.64), gx est une distribution gaussienne. Son optimisation est faite

en mettant a jour ses parametres : la moyenne my, et la variance o;.

2. Dans ce cas, nous prenons directement une estimation ponctuelle.
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Par rapport au probleme traité dans le chapitre 3 et la partie précédente de ce chapitre,
ce qui a changé est la loi a prior: pour x. Dans ce cas, les dérivations des expressions de
my, et o} sont les mémes que les cas précédents et nous ne les répétons plus. Néanmoins,
le changement de la loi a prior: entraine une expression différente pour la fonction in-

termédiaire ¢;'. Dans ce cas, ¢;' est définie par

n K3
xexp [— [ oty = ax 4 52 (1Dix = b+ [D.x = ) )

11 (z)dz;af (b)d, (va)ai, (Ka)dbdy,dKy

J#i
Meéme si I'expression de ¢;' est différente, les détails de calculs ressemblent fortement a
ceux montrés en annexe A.1 car les deux nouveaux termes [|[Dyx — by || et [|D,x — b,]|?
ont une méme structure que ||y — Ax||?. En conséquence, nous ne montrons plus ici les
calculs pour faciliter la lecture de cette partie. Encore une fois, (¢;');=1,. n correspond
a la densité d’une distribution gaussienne avec la moyenne et la variance explicitement
exprimées par :

. (4.69)

(afl)i:[<%)kdiag(ATA)i+(K§>k<diag(DzDh)i%—diag(Dva)i)} . (4.70)

(o7, [(’Yn>k (ATy — ATAm,, + diag (ATA) o my,)

(mﬁ)i
+ (K2)* <D£B’,§ — D} D,my, + diag (DgDh) o mk)
+ ()" <D”UTB§ — D] D,m,, + diag (D/D,) o mk) } . (4.71)

2

Les mises & jour de my, et o sont donc effectuées en utilisant (4.30) et (4.31) ou o,

et m,, sont respectivement déterminées par (4.70) et (4.71).

Optimisation de ¢, en utilisant ’algorithme d’approximation BVR

Comme discuté ci-dessus, nous cherchons une distribution de Dirac qui maximise
I’énergie libre négative, c’est a dire résout le probleme (4.68). Car la distribution de Dirac
est paramétrée par un seul parametre f), I'optimisation de g, est effectuée en optimisant
b. La résolution de (4.68) conduit &

B+l — argénax [(logp(y, 6)>Q§+15(b—5)‘1}%‘1;'%d
Zafgéﬂax [ - / <%2i (IDpx = bal” + [Dyx — by ||*) + VTICdeHl)
x ¢ (x)6(b — b)gk (v)ak, (Kq)dxdy,dK,
:arggnin <K§>k (HDhmk-i—l —bu* + | Dymy iy — lfA3v||2> + V<I§d>k b1 + COHSt] ;

(4.72)
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qui nous permet de retrouver un probléme de régression linéaire pénalisé par la norme L'
[Tib96] [DDDMO04] dont la solution est connue comme le seuillage doux qui est explicite-
ment exprimé comme

b1 = sen (Dymy 1) D = vt (4.73)
h - g h k+1 max hmk+l 2<,C(21>k ) .

~ i k

bﬁ‘*‘l = sgn (Dvmk+1) max (|Dvmk+1\ - QZICg;k s 0) (474)

Optimisation de ¢,, et g,

Le calcul de g,, est le méme que précédent et nous ne le répétons pas ici.

En ce qui concerne gy, son expression est obtenue en utilisant la formule (2.12) de la
méthode d’approximation BV classique :

a— 1 3
g (Ka) oY T L exp | — K2 (§Eqi+lqﬁ+l [IDrx — by* + [[Dox — b, |I*] + 5)

— Ka (SE g [l ]+25ﬂ>]

(gt G, (4.75)
avec les parametres de distribution o, B! et pF*! identifiés comme
1 ~
gt = Bt (|Dpx — by ||” + [[Dyx — by ||?) + 5, (4.77)
kel _ I/]quk)-H(Hle) + 4ﬁ/] (4.78)
Ici,
Eqi+lqﬁ+1 [HDhX - bhH2 + HDvX - vaQ}
— [IDamy; = B2 4 [Dymg g — B
Zdlag (DIDy)i(o?, )i Zdlag (DID,)i(e? )i, (4.79)
E e [[bll] = [IB 1. (4.80)

Apres la mise a jour des parametres de q,kC:l, il faut calculer son moment d’ordre
un et moment d’ordre deux qui vont étre utilisés dans les mises a jour des parametres
de gx et gp dans l'itération d’apreés, comme on peut voir dans les équations (4.70),
(4.71), (4.73) et (4.74). Néanmoins, comme nous nous intéressons a des problemes
de grande taille, le parametre a prend une valeur grande, qui rend le calcul direct
de ces moments numériquement impossible. Pour aborder ce probleme, nous propo-
sons ici d’employer un algorithme de MCMC — l'algorithme de Metropolis-Hastings
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a marche aléatoire [RC00] (voir partie 1.4.2 du chapitre 1 pour une breve introduc-
tion). L’algorithme MCMC nous permet d’obtenir un ensemble d’échantillons suivant
la distribution W(KCq|a**t, gF1 uF+1). Les moments empiriques d’ordre un et d’ordre

deux de ces échantillons sont ensuite pris comme les estimations des moments de
k+1 gk+1 | k+1
\I;<ch|a 75 ) )

Dans un algorithme de Metropolis-Hastings a marche aléatoire, la loi instrumentale
g(ulv) est choisie d’étre de la forme g(u — v), c’est & dire un échantillon u® peut s’écrire
sous la forme v® + ¢ €® étant une perturbation aléatoire de loi g qui est symétrique et
indépendante de v¥). Dans notre algorithme, nous avons pris une distribution uniforme
pour g. Nous générons des échantillons de la distribution W(KCq|a*+1, gEFL *1) & partir
de la loi uniforme sur [—7/2,7/2], notée Uj_,2,-/2) en suivant les étapes suivantes :

(a) Choisir une valeur initiale ICS))
(b) Générer ¢® ~ Ui_+)2,/2), ensuite calculer lC((i*) = Kflt) +e®
(c) Prendre

. . T IC(*) kE+1 gk+1  k+1
(t+1) IC((l ) avec probabilité p(lC((f), IC((i )) =min< 1, ( C(lt) o™, B, i)
]Cd = \I;(;Cd ‘&k+176k+1’ luk+1)

IC((f) avec probabilité 1 — ,o(ng), ICEI*))

(d) Répéter jusqu’a la convergence des échantillons.

Pour T'algorithme de Metropolis-Hastings a marche aléatoire, la valeur initiale (IC&O))
et le parametre controlant la taille globale de déplacement proposé (1) jouent un role
crucial sur lefficacité de I'algorithme. Ce fait peut étre facilement expliqué. Si le point
de départ ICEIO) se trouve dans une région a faible densité, un temps de chauffe impor-
tant est généralement nécessaire qui réduit 'efficacité de I’algorithme. Considérons le role
du parametre 7 controlant la taille globale de déplacement proposé. Si la plupart des
déplacements sont petits par rapport a une certaine mesure de la variabilité de la distri-
bution ciblée, dans ce cas, méme si le taux d’acceptation est élevé, la chaine de Markov
se déplace lentement et I’exploration de la distribution ciblée sera relativement inefficace.
Dans le cas contraire ou les déplacements sont relativement grands par rapport a la me-
sure de la variabilité de la distribution ciblée, beaucoup de propositions vont étre rejetées,
la chaine de Markov ne bougera pas trop et I'exploration de la distribution ciblée sera une
autre fois inefficace.

En conséquence, pour obtenir un algorithme relativement efficace et capable d’adapter
aux différentes W (les valeurs des parametres différentes), nous avons pris la configuration
suivante. Premierement, une valeur aléatoire entre zéro et le maximiseur de la distribution
U est utilisée comme le point du départ de la marche aléatoire. Le maximiseur de ¥ a
une formule analytique simple comme ci-dessous :

o«
“/Z“L%’ (4.81)

1
= —[Cex, 4.82
T 50 d ( )

max __
jomax —

o=

qui peut étre facilement calculé.

Deuxiemement, nous avons pris
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Finalement, notre algorithme non-supervisé basé sur la loi a priori a variables cachés
de type Geman est résumé dans ’algorithme 9.

Algorithm 9 L’algorithme de reconstruction non-supervisé basé sur un a priori de type
Geman en utilisant BV-MG, BVR et MCMC

1. Initialiser les parametres de (¢))i=1,...n, q 43, €t g%,
2. Calculer g5t =T[. ¢/ :powri=1,...,N

(a) Calculer ¢;* : calculer ses parametres en utilisant (4.70)-(4.71)
(b) Calculer le pas sous-optimal selon annexe B.2

k+1

(c) Calculer ¢;" : calculer ses parametres en utilisant (4.30) et (4.31) ou le pas s

est égal au pas sous-optimal obtenu a ’étape (b)

3. Calculer le paramétre de gf™ en utilisant (4.73) et (4.74)

4. Calculer ¢&'*! : calculer ses parameétres en utilisant (3.60) et (3.61) et calculer sa
moyenne en utilisant (3.62)

5. Calculer q,’gl : calculer ses parametres en utilisant (4.76)-(4.78), ensuite calculer ses
moments d’ordre un et d’ordre deux en utilisant I’algorithme de Metropolis-Hastings
a marche aléatoire

6. Retourner a I'étape 2 jusqu’a convergence

4.3.4 Simulations

Nous évaluons 'approche proposée (voir I'algorithme 9), appelée BV&MCMC-SR, au
travers d’une application au méme probleme de super-résolution traité dans la partie 4.2.4
qui nous permet de faire des comparaisons avec ’approche BVClassSR et I’approche BV-
MGSR. En conséquence, pour la configuration de simulation, on se réfere a la partie 4.2.4.
Nous montrons dans la suite des résultats de reconstruction.

Résultats de reconstruction et discussions

Pour avoir une comparaison équitable, nous avons pris la méme initialisation pour
I'image HR que celle prise par BVClassSR et BV-MGSR : my = ATy comme la moyenne
et 100 comme la variance de chaque pixel de I'image HR. Par rapport aux approches basées
sur ’a priori TV, cette approche estime en plus deux vecteurs des variables cachées par-
cimonieuses by, et b,. Dans notre simulation, le vecteur by, est initialisé par un vecteur
parcimonieux b obtenu & partir de D;m, de fagon suivante : garder les cinq pour-cent
plus grands éléments de Dymg et mettre tous les autres éléments a zéro. L’initialisation
de b, est obtenue a partir de D,mg de la méme facon. En ce qui concerne les hyper-
parametres, 70 est calculé a partir de 'initialisation pour 'image HR en utilisant son
équation de mis a jour, K, est initialisé par \/7_2.

Dans I’approche proposée BV&MCMC-SR, nous avons deux parametres a choisir selon
nos connaissances a prior: : v et £. Pendant toutes les simulations, nous mettons le
parametre de forme v a 0.8 pour avoir une distribution a queue lourde. Pour le parametre
&, il dépend du nombre d’entrées non nulles de b, et b,. En pratique, en raison des
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étapes de seuillage doux (voir (4.73) et (4.74)), la plupart des entrées de by, et b, sont
forcées a zéros. Par conséquent, & doit prendre les valeurs petites. Nous avons effectué une
série d’expériences avec des images différentes et les meilleurs résultats sont obtenus avec
& = 0.1N. En conséquence, nous avons mis & = 0.1N pour toutes les expériences.

En ce qui concerne la condition d’arrét de ’algorithme, nous utilisons la méme condi-
tion que BVClassSR : ||my — my,_;]|/||my_1]] < 107° ot my, et my,_; représentent 1esti-
mation pour I'image HR a k-ieme et a (k — 1)-ieme itération, respectivement.

Par ailleurs, I'approche BV&MCMC-SR est appliquée dans les mémes conditions
matérielles : Matlab R2013a sur Intel(R) Core(TM) i7-3770 CPU (3.40 GHz) avec 8.0
GB RAM.

Dans la suite, nous présentons d’abord dans le tableau 4.2 des résultats numériques :
PSNR des reconstructions obtenues et temps de calculs utilisé, pour les mémes données
que dans la partie 4.2.4.

TABLE 4.2 — Comparaisons des Performances de BVClassSR [BMK11], BV-MGSR et
I'approche BV&MCMC-SR en termes de PSNR (dB) et Temps de Calculs (en Secondes).

BVClassSR BV-MGSR | BV&MCMC-SR
Data PSNR | Temps(s) | Temps(s) | PSNR | Temps(s)
bdB | 16.84 12.8 2.0 16.93 4.7

15dB | 20.96 4.1 1.1 20.83 4.1

Testpat | 25dB | 25.55 5.3 1.2 25.61 4.6
35dB | 29.85 10.7 1.4 30.60 4.7

45dB | 32.60 19.3 1.6 34.05 5.1

5dB | 23.24 51.9 4.9 23.37 12.4

Camera 15dB | 28.70 7.1 1.6 28.65 5.2
man 25dB | 33.36 4.6 1.5 32.43 5.2
35dB | 37.40 7.8 1.6 36.34 6.2

45dB | 40.50 13.5 2.3 39.83 6.6

5dB | 27.08 87.2 17.7 27.25 28.5

15dB | 31.35 17.0 6.5 31.09 14.6

Lena 25dB | 34.59 16.1 5.4 33.94 14.7
35dB | 37.07 26.3 5.9 36.68 15.8

45dB | 38.44 40.0 6.7 38.55 16.5

5dB | 32.91 72.7 13.7 33.20 20.6

15dB | 37.33 15.6 5.6 36.97 10.0
Jetplane | 25dB | 41.21 15.9 5.4 40.44 9.7
35dB | 44.49 25.5 6.5 43.49 9.6

45dB | 46.60 38.8 7.5 45.79 10.2

Les valeurs PSNR des reconstructions obtenues par BVClassSR et BV-MGSR sont
données dans la troisieme colonne du tableau 4.2 et les valeurs PSNR obtenues par
BV&MCMC-SR sont données dans la sixieme colonne. Dans le tableau 4.2, nous mar-
quons la valeur du PSNR la plus haute en rouge pour chaque cas. En comparant les
valeurs PSNR, nous pouvons voir que pour ces données testées, les approches basées sur
I'a priori TV (BVClassSR et BV-MGSR) donnent des reconstructions de valeurs PSNR
plus grande que BV&MCMC-SR basé sur I'a priori de type Geman dans la plupart des
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cas, mais la différence n’est pas grande. En fait, la plus grande différence présente est dans
le cas ou SNR = 35 dB pour I'image Cameraman. Dans ce cas, la valeur PSNR obtenue
par BVClassSR et BV-MGSR est 2.83% plus grande que celle obtenue par BV&MCMC-
SR. En moyenne, la valeur PSNR obtenue par BVClassSR et BV-MGSR est 0.43% plus
grande que celle de BV&MCMC-SR. En conséquence, nous pouvons conclure que, pour
ces données testées, BV&MCMC-SR donne des reconstructions assez comparables avec
celles obtenues par BVClassSR et BV-MGSR. En plus, nous remarquons que dans le cas
ou SNR = 5 dB, c’est toujours BV&MCMC-SR qui donne des reconstructions de PSNR
un peu plus hautes que celles obtenues par BV-MGSR.

Par ailleurs, pour I'image Testpat qui est la plus structurée des images testées, ’ap-
proche BV&MCMC-SR est meilleure que les approches basées sur TV dans les cas ou
SNR = 5, 25, 35 et 45 dB. Méme si la différence n’est pas grande, ce groupe de résultats
suggere que I'approche BV&MCMC-SR pourrait étre bien adaptée aux images structurées
comme Testpat.

Nous comparons ensuite le temps de calcul utilisé pour ces trois approches (voir la
4eme, HSeme et 7eme colonnes). Nous pouvons voir que 'approche BV&MCMC-SR, est
plus rapide que BVClassSR pour presque tous les cas (une seule exception : 'image
Cameraman avec SNR = 25 dB). En moyenne, 'approche BV&MCMC-SR est deux fois
plus rapide que BVClassSR. En comparant BV-MGSR et BV&MCMC-SR, nous pouvons
voir que l'approche BV-MGSR est toujours plus rapide que BV&MCMC-SR. Ceci est
probablement du aux faits suivants : premierement, ’approche BV&MCMC-SR, estime
en plus les variables cachées by, et b, qui sont de la méme dimension que 'image a estimer
x, deuxiemement, pour estimer Ky, la méthode de Métropolis-Hastings a marche aléatoire
est utilisée, ce qui augmente le temps de calcul de chaque itération.

Pour comparer les qualités visuelles des reconstructions, nous montrons dans la figure
4.7 —4.10 les images HR obtenues par BV-MGSR et BV&MCMC-SR. Pour les cas ou SNR
= 15, 25 et 35 dB, nous ne voyons pas trop de différence entre les images reconstruites
par les deux approches. Mais dans le cas tres bruité ou SNR = 5 dB, les images obtenues
par BV&MCMC-SR sont un peu plus lisses que celles obtenues par BV-MGSR.

Observant la loi a priori a variables cachées de type Geman (4.49), nous pouvons voir
que deux variables cachées différentes (by, et b,) ont été introduites pour les différences
des images dans deux directions différentes : horizontale et verticale. Néanmoins, pour I'a
priori TV, les mémes parametres (X) ont été utilisés pour les deux directions (voir (4.12)).
En conséquence, un avantage potentiel de I’a priori a variables cachées de type Geman
est de mieux décrire les informations de différences dans les directions horizontales et
verticales. Cet avantage a été partiellement révélé par les simulations avec l'image Testpat
montrées précédemment. Pour démontrer cet avantage, nous donnons dans la suite des
résultats de simulation avec une image Mire (voir figure 4.11). Nous pouvons voir que la
plupart des contours de I'image Mire sont horizontaux et verticaux.

Des données (images a basse résolution (BR)) sont générées de la méme facon que
précédemment (voir partie 4.2.4 pour la configuration des simulations). L’objectif ici est de
comparer les effets des deux a priori sur les qualités des reconstructions. Pour ce faire, nous
montrons dans le tableau 4.3 des valeurs de PSNR des images HR obtenues par I’approche
BV-MGSR et 'approche BV&MCMC-SR. Dans le tableau 4.3, nous pouvons voir que pour
tous les cas, 'approche BV&MCMC-SR donne des reconstructions de PSNR plus grande
que 'approche BV-MGSR. En moyenne, la valeur PSNR, de I'approche BV&MCMC-SR,
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FIGURE 4.7 — Exemples des images HR obtenues par BV-MGSR (la premiére ligne) et

BV&MCMC-SR (la deuxieme ligne) pour Testpat dans les cas ou SNR = (a) 5 dB; (b)

15 dB; (c) 25 dB (d) 35 dB. Toutes les images sont présentées dans la méme gamme de
niveaux de gris.

FIGURE 4.8 — Exemples des images HR obtenues par BV-MGSR (la premiére ligne) et
BV&MCMC-SR (la deuxieme ligne) pour Cameraman dans les cas ou SNR = (a) 5 dB;
(b) 15 dB; (c) 25 dB (d) 35 dB. Toutes les images sont présentées dans la méme gamme

de niveaux de gris.

est 2.19 dB (7.75%) plus grande que la valeur PSNR obtenue par I’approche BV-MGSR.

Afin de comparer les qualités visuelles des reconstructions, nous montrons dans la
figure 4.12 des images BR (la premiere ligne), des images HR obtenues par I’approche
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FIGURE 4.9 — Exemples des images HR obtenues par BV-MGSR (la premiére ligne) et
BV&MCMC-SR (la deuxieme ligne) pour Lena dans les cas ou SNR = (a) 5 dB; (b) 15
dB; (c) 25 dB (d) 35 dB. Toutes les images sont présentées dans la méme gamme de
niveaux de gris.

FIGURE 4.10 — Exemples des images HR obtenues par BV-MGSR (la premiére ligne) et
BV&MCMC-SR (la deuxieme ligne) pour Lena dans les cas ou SNR = (a) 5 dB; (b) 15
dB; (c) 25 dB (d) 35 dB. Toutes les images sont présentées dans la méme gamme de
niveaux de gris.

BV-MGSR (la deuxiéme ligne) et des images HR obtenues par ’approche BV&MCMC-
SR (la troisieme ligne). En comparant des images BR et des images HR reconstruites,
nous pouvons voir que soit I’approche BV-MGSR basée sur I'a priori TV, soit I’approche
BV&MCMC-SR basée sur I'a priori a variables cachées de type Geman permet d’aug-
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4.3.4 - Simulations

menter la résolution des images : les bruits présents dans les images BR sont réduits et
les contours des images deviennent plus claires. Les images montrées dans la figure 4.12
(a) et (b) sont obtenues dans les cas ou les bruits sont les plus forts : SNR = 5 et 15
dB. En comparant les images de la deuxieme ligne et de la troisieme ligne, nous pouvons
voir qu’il y a moins de bruits dans les images de la troisieme ligne que les images dans
la deuxieme ligne. Les figures 4.12 (c) et (d) montrent les résultats au SNR = 25 et 35
dB. Dans le cas, les qualités visuelles des reconstructions obtenues par les deux approches
sont comparables.
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FIGURE 4.11 — Image Mire a haute résolution de dimension 256 x 256.

TABLE 4.3 — Comparaisons des Performances de 1'a priori TV (BV-MGSR) et 'a priori
de type Geman (BV&MCMC-SR) en termes de PSNR (dB).

PSNR (dB)
Data BV-MGSR | BV&MCMC-SR
5dB 18.83 20.13
15dB | 23.03 24.60
Mire | 25dB | 27.81 29.94
35dB | 32.63 35.39
45dB | 35.99 39.20

4.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé deux approches non-supervisées, toutes les deux
utilisant 'approximation BV-MG mais basées sur deux lois a priori différentes introdui-
sant une information de régularité par morceau de I'image d’intérét : 'une sur la variation
totale (T'V) et l'autre sur la loi a variables cachées de type Geman. Nous avons montré
sur un exemple de super-résolution que nos approches sont plus rapides que les approches
de I'état de I'art. Nous avons aussi comparé nos deux approches basées sur deux a priori
différents. Les résultats de simulations montrent que la loi a priori a variables cachées
de type Geman peut étre bien adaptée aux images possédant de contours horizontaux
et verticaux tres parcimonieux comme Mire, mais pour les images “naturelles” comme
Lena ou Jetplane, c’est ’a priori TV qui est meilleur. L’a priori a variables cachées de
type Geman peut étre donc tres intéressant pour les problemes, par exemple, de controle
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FIGURE 4.12 — Exemples des images BR (ligne en haut), exemples des images HR
obtenues par 1’approche BV-MGSR (la deuxiéme ligne), ’approche BV&MCMC-SR (la

troisieme ligne) pour Mire dans les cas ou SNR =
dB. Toutes les images sont présentées dans la méme gamme de niveaux de gris.

(a) 5 dB; (b) 15 dB; (c) 25 dB (d) 35

non-destructif ou la partie texture de l'objet d’intérét est moins importante, donc tres
réguliere.
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Applications dans le domaine des ondelettes

5.1 Introduction

La résolution de problemes inverses mal-posés s’appuie sur 'introduction d’informa-
tions supplémentaires sur les parametres a estimer a ’aide d’un terme de régularisation
ou d'une loi a priori, soit dans le domaine spatial comme nous ’avons fait dans les cha-
pitres précédents, soit dans un domaine transformé (Fourier, ondelettes, par exemple)
[SA96, ATB03, PSWS03, BD06]. Les ondelettes ont été beaucoup utilisées en traitement
du signal et des images [Mal00]. La raison principale est que les caractéristiques de beau-
coup de signaux/images naturelles peuvent étre représentées plus simplement dans le
domaine des ondelettes (Cette transformée permet de concentrer ’énergie du signal sur
une faible proportion des coefficients). En traitement d’image, un type d’information es-
sentiel est les contours des images. Dans le domaine spatial, pour bien reconstruire les
contours, les lois a priori compliquées introduisant les informations de parcimonie sur les
gradients des images, par exemple la loi basée sur la variation totale ou la densité a va-
riables cachées de type Geman qui ont été utilisées dans le chapitre 4, sont généralement
nécessaires. Néanmoins, dans le domaine des ondelettes, les contours sont simplement
représentés par les grands coefficients et les coefficients d’ondelettes des images naturelles
présentent un faible degré de corrélations, ce qui rend une hypothese d’indépendance
admissible. En conséquence, 'utilisation d’une loi séparable pour les coefficients permet
d’apporter des informations désirées sur 'image originale.

Ces transformations sont particulierement bien adaptées aux images qui sont régulieres
par morceau : elles sont constituées généralement en zones lisses séparées par des bords
francs. Comme les ondelettes plébiscitées sont celles qui ont leurs premiers moments nuls,
les zones possédant une régularité polynomiale donnent des coefficients proches de zéros
[Mal00] et quelques coefficients peuvent prendre des valeurs significatives correspondant
aux contours présents dans les images. Les coefficients sont donc parcimonieux. Dans
ce cas, on peut introduire des informations de parcimonie sur les coefficients dans la
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résolution de problemes inverses. Pour ce faire, un terme de régularisation défini par la
norme L' sur les coefficients d’ondelettes a été beaucoup utilisé, par exemple dans le
travail de Donoho [Don95] ot il introduit la méthode de seuillage doux. Pour avoir des
reconstructions de meilleure qualité, d’autres termes de régularisation plus compliqués
ont été aussi utilisés pour introduire les informations de parcimonie, par exemple, dans
[DDDMO04, EMSZ07], la norme LP a été étudiée, ce qui a conduit a des méthodes de
seuillage plus compliquées.

Néanmoins, il est difficile de faire un bon choix des hyperparametres qui controlent le
compromis entre la fidélité aux données et la confiance aux informations a priori, et dans
un autre formalisme reglent le seuil utilisé. De plus, il est évident qu’un schéma optimal
de seuillage est de déterminer un seuil par type de coefficients (échelle, direction). Dans ce
cas, la détermination d’un nombre important de seuils augmente fortement la complexité.
Grace au travail de Stein [Ste81], dans un probleme de débruitage ou le bruit est i.i.d.
gaussien, on peut utiliser 'estimateur de I'erreur quadratique moyenne non biaisé Stein’s
unbiaised risk estimate (SURE) [DJ95, BLO7, PL97, BBP05] afin de déterminer les seuils,
ce qui donne de tres bons résultats. Le critere SURE a été généralisé pour les problemes
inverses linéaires plus généraux (GSURE) [Eld09] : I'opérateur A peut étre quelconque,
de plus, la loi du bruit n n’est plus forcément i.i.d. et peut étre une loi quelconque dans
la famille exponentielle. Néanmoins, lorsque les problemes sont mal-posés et de grande
dimension, le calcul du GSURE est cotteux voire impossible. Il y a deux difficultés, il
faut calculer des pseudo-inverses de matrice de grande taille et I'augmentation de nombre
de seuils a déterminer va significativement augmenter le cotit de calcul. Dans un cas
particulier de probleme linéaire — un probleme de déconvolution, Pesquet et al. ont proposé
une approche plus efficace pour calculer GSURE [PBBC09] a I'aide de la transformée de
Fourier. Mais cette approche est limitée au probleme de déconvolution.

Pour contourner ces problemes, nous travaillons dans le cadre bayésien comme dans
les chapitres précédents. En fait, récemment, de plus en plus de travaux proposent les
approches bayésiennes dans le domaine des ondelettes [ATB03, BD06, SA96] car le cadre
bayésien offre une grande richesse et flexibilité pour modéliser une grande variété d’infor-
mations incluant la parcimonie. Dans le cadre bayésien, I'utilisation de la loi de Laplace
correspond & la régularisation par la norme L!. D’autres densités & queue lourde telles
que la loi de Student [Vid98, SN11], la loi gaussienne généralisée [Mal89, ML99, SA96]
et les distributions alpha-stables [ATB03] ont été utilisées avec succes. En effet, ces trois
types de distributions appartiennent a une méme famille de distribution : la famille de
mélange de gaussiennes par changement d’échelle (GSM). Plusieurs travaux ont donc pro-
posé des approches générales basées sur les GSM [BD06, PSWS03]. Néanmoins, dans ces
approches, les hyperparametres sont généralement déterminés de facons empiriques.

Dans ce travail, nous considérons aussi le modele GSM pour 'a priori des pa-
rametres d’intéret. Néanmoins, nous profitons du cadre bayésien afin de développer des
approches entierement automatiques en estimant conjointement les hyperparametres et
les parametres d’intérét. Contrairement aux approches précédentes ou la détermination
de plusieurs seuils nécessite un cotut de calcul important, dans le cadre bayésien, on
peut déterminer beaucoup d’hyperparametres sans trop augmenter le cott de calcul.
Comme nous 'avons évoqué plusieurs fois dans cette these, la loi a posteriori dans ce
cas non-supervisé est généralement complexe et ne peut pas étre utilisée directement.
Pour résoudre ce probleme, nous recourons a l'approche d’approximation BV-MG qui a
été introduit dans le chapitre 3.
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Enoncé du probleme

Dans la suite de ce chapitre, nous présentons d’abord deux approches par seuillage de
I’état de 'art dont le seuil est déterminé automatiquement en minimisant le critere SURE
ou GSURE. Ensuite, nous développons un algorithme de reconstruction non-supervisé
général pour des lois a prior: de la famille des GSM a ’aide de 'approche d’approxima-
tion BV. Ensuite, nous étudions deux cas particulier de GSM : la loi de Student et la
loi gaussienne généralisée. Finalement, nous montrons des résultats de I'application des
approches non-supervisées basées sur la loi de Student et la loi gaussienne généralisée a
deux problemes inverses linéaires classiques : débruitage et déconvolution. Les approches
sont évaluées en comparant avec des résultats obtenus par des méthodes de seuillage.

5.2 Enoncé du probléme

Notons 'opérateur de la transformée directe par ®7 et son opérateur adjoint par ®.
Nous allons présenter ce travail dans un cadre général ot ®7 est une transformation
quelconque.

Les coefficients correspondant a la transformée directe sont notés par le vecteur ¢ € R”.

En conséquence, nous avons
c=®"x, (5.1)

o x € RV, comme défini dans les chapitres précédents, représente le vecteur des pa-
rametres d’intérét et 'opérateur @7 € R7*V,

Nous considérons dans ce travail un modele linéaire comme ci-dessous :
y =A®c+n. (5.2)

Dans ce cas, I'estimation de ’objet d’intérét se fait en deux étapes : une étape d’estimation
des coefficients ¢ et une étape de reconstruction de x communément appelée étape de
synthese : x = ®c.

5.3 Approches de I'état de I'art

Le probleme d’estimation de ¢ est généralement mal-posé. Une classe des approches
populaires cherche une estimation de ¢ en minimisant un critere pénalisé comme suit :

J(e) = 5ly — Ael” + ho(c) (5.3)

ou le terme de régularisation p(c) est choisi pour introduire les informations de parci-
monie et le parametre A est automatiquement choisi en minimisant 1’estimation SURE
(probleme de débruitage) ou GSURE (probleme inverse linéaire général). Dans la suite,
nous présentons deux types d’approches.

5.3.1 Approche SUREShrink

Pour résoudre un probleme de débruitage (A est alors la matrice identité), Donoho et
Johnstone [DJ94, DJ95] ont proposé I'approche SUREShrink qui s’appuie sur un seuillage

101



5.3.2 - Approche par GSURE Shrinkage itérative

doux :

¢ =n(y) = sgn(y)max(y — A,0), (5.4)
ol 7y représente 'opérateur de seuillage doux avec un seuil noté par A, ¢ est I'estimation
des coefficients et y = <I>Ty représente les coefficients de la transformé des données. En

effet, cet estimateur donné par le seuillage doux est le minimiseur du critere pénalisé J(c)
lorsque p(c) = ||c||y [DDDMO04].

En ce qui concerne le seuil A, la valeur optimale serait celle minimisant ’erreur quadra-
tique moyenne (EQM) entre I’estimation proposée € et les vrais coefficients ¢. Néanmoins,
en pratique, les vrais coefficients ne sont pas connus. Pour s’affranchir de cette difficulté,
I’approche SUREShrink détermine le seuil en testant des valeurs dans un intervalle assez
large et prenant la valeur minimisant le Stein’s unbiased risk estimate (SURE) [Ste81], qui
est une estimation non-biaisée de 'EQM dans un probleme de débruitage avec un bruit
gaussien.

Pour le seuillage doux 7,(y), nous montrons son SURE dans la suite (les détails de
calcul peuvent étre aussi trouvés dans [DJ95]). Notons g(y) = na(y) — ¥ et son i-ieme
composante g;(y). Le SURE pour le seuillage doux est calculé comme :

J
SURE(\) = Jo2 + |lg)|I* + 202

i=1

89@'(5’)
9Yi

J ~
L O(Y) — )i
_ 2 2 2
=Jo. +|c—yl +20n§8—gji

= Jo, +[le = y|I* + 207 ([leflo — )
= lle = 3II* + 207 leflo — Jop (5.5)
ou ||€||o est égal au nombre d’éléments non nuls du vecteur ¢.

Nous pouvons voir dans (5.5) que pour calculer le SURE du seuillage doux, il faut
connaitre la variance du bruit o2. En pratique, cette variance est estimée & partir des
données y. Un estimateur classique pour o, est donnée par

_ MAD
T 0.6745

avec MAD le median absolute deviation des coefficients d’ondelettes a ’échelle la plus fine

[DJY4].

(5.6)

5.3.2 Approche par GSURE Shrinkage itérative

L’approche SURFEShrink est valide seulement pour les problemes de débruitage avec
un bruit 4.7.d. gaussien. Dans la littérature, des approches ont été proposées pour résoudre
les problemes inverses plus généraux ou la matrice A n’est plus une matrice identité.

Pour minimiser le critere (5.3), Daubechies et al. [DDDMO04] ont proposé une approche
itérative qui inclut une opération de seuillage élément par élément a chaque itération.
Cette approche s’appuie sur la formule itérative suivante :

=5, 00 (a(A®R) (y — A®CF) + cF) (5.7)
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Approches de I'état de I'art

ot c* et c**! représente l'estimation & k-ieme et & (k + 1)-iéme itération, respectivement,

Sp.ax est un opérateur de seuillage dépendant de p avec le seuil a. Le parametre o dépend
de 'opérateur AP.

Néanmoins, dans [DDDMO04], le parametre A est choisi empiriquement. Ce type d’ap-
proches a ensuite été étudiée par Giryes et al. dans [GEE11] et une méthode de réglage
automatique de parametre A a été proposée. Cette méthode de réglage s’appuie sur le pro-
jected GSURE qui a été développé dans [E1d09] pour les problemes inverses ou la matrice
ATA n’est pas inversible.

Notons I'estimateur par h(y). Dans le cas ou la matrice A est de plein rang colonne,
le GSURE est donné par Eldar [E1d09] comme

o (5.8)

N
GSURE(\) = Cy + ||h(w)[|3 — 2x}; h(u) +2
=1

ot O} est une constante indépendante de h(u), u = (1/02)ATy et xp, = (ATA) ATy
est 'estimateur du maximum du vraisemblance de x (la solution des moindres carrés).

Dans le cas ot A n’est pas de de plein rang colonne, le GSURE ci-dessus n’est plus va-
lable. Pour résoudre ce probleme, le projected GSURE a été proposé. Le projected GSURE
est calculé avec une méme formule que (5.8) mais appliqué sur une projection de 'esti-
mateur Ph(u) ou I'opérateur de projection P donné par

P=AT(AAT)A. (5.9)

Ici, T représente la pseudo-inverse. Dans ce cas ol AT A n’est pas inversible, 'estimateur
de maximum de vraisemblance est choisi comme la solution des moindres carrés a norme
euclidienne minimale :

xyp = AT(AAT)Ty. (5.10)

Grace a GSURE et projected GSURFE, le parametre de la méthode pour les problemes
inverses plus généraux (A n’est pas une matrice identité) peut étre automatiquement réglé.
Néanmoins, ses applications aux problemes inverses mal-posés de grande dimension sont
limitées. Premierement, la matrice A est généralement non-inversible ou mal-conditionnée.
En conséquence, le projected GSURFE doit étre utilisé. Néanmoins, le calcul de ce critere
consiste & calculer la pseudo inverse de la matrice AAT (I'opérateur de projection P et
x1) et ce calcul de la pseudo inverse est tres coliteux voire impossible lorsque le probleme
est de grande taille. Par ailleurs, la pseudo inverse dépend d’une valeur de tolérance qui
doit étre proprement choisi selon le probleme traité. Enfin, comme dans le critere SURE,
le calcul de projected GSURE nécessite de connaitre la variance du bruit.

En fait, le réglage discuté ci-dessus est sur un seul parametre A, donc un méme seuil
pour tous les coefficients. Il est évident qu'un meilleur schéma de seuillage consiste a
déterminer un seuil par type de coefficients. Dans ce cas, il est difficile d’adapter 1'ap-
proche basée sur le GSURE aux problemes avec plusieurs parametres de réglage. Le cotit
de calcul d’une telle approche va augmenter de maniere significativement si on se place
sur un probleme linéaire quelconque. L’application de telles approches va donc étre tres
compliquée lorsqu’on va vouloir traiter des problemes inverses de grandes dimensions.
Par contre, dans le cadre bayésien, nous pouvons définir une approche non-supervisée
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ol on peut déterminer automatiquement plusieurs parametres différents pour les coeffi-
cients différents sans beaucoup augmenter le cotit de calcul. En conséquence, nous allons
développer notre approche dans le cadre bayésien.

5.4 Approche non-supervisée avec un a priori de la famille
GSM

Dans cette partie, nous allons développer une approche non-supervisée générale pour
les distributions de la famille GSM. Pour ce faire, I’approximation BV va étre utilisée.

5.4.1 Formulation bayésienne

Loi a prior: pour les coefficients

Nous considérons une loi a priori séparable :

J

p(c) = Hp(cz-). (5.11)

=1

Cette hypothese est valable par exemple dans le domaine des ondelettes [CKM97, M99,
ATBO03, BD06]. Néanmoins, les coefficients n’ont pas toujours les mémes caractéristiques
statistiques. Pour prendre en compte cela, nous divisons les coefficients ¢ en L sous-bandes
ot les coefficients dans la méme sous-bande suivent une méme loi et les coefficients dans
les sous-bandes différentes ne sont pas identiquement distribués.

Dans cette partie, nous considérons une loi a priori de la famille GSM. Notons
I'ensemble des indices des coefficients dans la [-ieme sous-bande par (I;),=1,.. .. En
conséquence, on écrit la loi a priori comme

p(©) = [T TT pics

=1 icl,

- H H /Rp(ci‘zi’ )P (2)dz;

=1 icl,

L 722')/%63
- H H /(27T)_1/2 \ zbe 2 pl(z)da, (5.12)
R

=1 i€l,

ou z = (z1,...,2;) est le vecteur des variables cachées, =, = (7;, o ,%f) est le vecteur
des hyperparametres et p!(z;) représente la loi a priori de la variable cachée z;. Ici, toutes
les p'(z;) appartiennent a une méme famille de distribution, mais pour des coefficients
dans des sous-bandes différentes, les parametres de p!(z;) prennent des valeurs différentes.
En fait, les parametres de p!(z;) sont généralement les parametres de forme de la loi
p(c;). Par conséquent, en prenant les parametres de forme différents pour les sous-bandes
différentes, nous introduisons les informations de parcimonie différentes pour chaque sous-
bande. Comme discuté précédemment, les parametres de forme sont fixés selon notre

104



Approche non-supervisée avec un a priori de la famille GSM

connaissance a priort et les parametres d’échelles =, sont estimés conjointement avec les
coefficients c.

Comme nous l'avons indiqué dans le chapitre 3, lorsque p(¢;) est la densité d’une loi
de Student (un cas particulier de GSM), on sait que p'(z;) est la densité d'une loi Gamma.
Dans ce cas, on a développé une approche de reconstruction en estimant conjointement
la variable cachée z et le parametre d’intérét a ’aide de 'approximation BV. Néanmoins,
pour les autres distributions de la famille de GSM, la densité de la variable cachée p'(z;)
est généralement inconnue. Dans ce cas, ce n’est pas évident que 'on puisse développer
des approches de reconstruction identiques a celle du cas Student. Nous allons montrer
que, avec un a priori dans la famille GSM, nous pouvons quand méme développer des
approches de reconstruction sous condition que I'espérance de z; sous la loi conditionnelle
p(z;i|x;) soit connue.

Loi a priori pour les hyperparametres

Nous avons ici un plus grand nombre d’hyperparametres : la précision du bruit ~,
ainsi que le vecteur =y, de taille L (L = 10 dans nos simulations). Pour =,, on introduit
un a priort Gamma séparable, donc

() = G(Valan, I;n)v (5.13)
p(w) = [[p(s) =[] 9(hla,. 0. (5.14)

En mettant les parametres (Zzn,l;n) et (dé,l;é) a zéro, nous pouvons obtenir des lois de
Jeffreys.

En utilisant la regle de Bayes, nous pouvons en déduire une loi a posteriori jointe
comme ci-dessous :

_%IIY—A@CHT

(€, 2, Yy Yply) X7/ exp [ 5

< [TT] v/zhexp [—%zic?] P (=) (5.15)

=1 €l

L
n— 7 al— 7
X 5t exp [—bn%} [T " exp [—bﬁﬁﬂ -
=1

Cette loi a posteriori est de forme compliquée. Pour s’affranchir de la difficulté de
calcul, nous pouvons recourir aux approches d’approximation BV qui nous offre une ap-
proximation séparable de la loi a posteriori, comme nous avons fait dans les chapitres
précédents. Néanmoins, une autre difficulté posée ici est qu’on ne connait pas I’expression
explicite de la densité p'(z;) ce qui rend la détermination de la loi a posteriori appro-
chante pour z impossible. Cependant, notre principale préoccupation est d’obtenir une
expression explicite de la loi approchante de ¢ qui nous permet de donner une estimation
sur ¢. Comme nous le verrons dans la suite, la mise a jour des distributions approchantes
de c nécessite de connaitre seulement l'espérance a posteriori de z. En conséquence, le
probléme posé par la densité inconnue p'(z;) peut étre résolu en effectuant seulement la
mise a jour de I'espérance de z mais pas sa distribution approchante.
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5.4.2 - Application des méthodes d’approximation BV

5.4.2 Application des méthodes d’approximation BV

Dans la suite, © = {c,z,7,,7,} représente le vecteur incluant toutes les variables a
estimer. On calcule alors la loi approchante séparable gg de la loi a posteriori (5.15) en
utilisant les méthodes d’approximation BV. Dans cette partie, comme nous avons fait
dans les chapitres précédents, nous supposons que

70(0) = ¢c(€)q2(2) ., (Vn) G, (1)

= (HH%(Q)@(%)) G (Vn) qu;,(%lg)- (5.16)

=1 i€l

De plus, une optimisation alternée par rapport a ¢, qc, ¢, et g, est effectuée. Ici,
I'optimisation de g, est faite avec 'algorithme d’approximation BV-MG et 'optimisation
de gz, q,, et g, est faite avec 'algorithme d’approximation BVClass.

Lorsqu'un a priori GSM est utilisé, la loi conditionnelle p(c|z) est une loi gaussienne
qui est conjuguée avec la vraisemblance gaussienne p(y|c, 7,). Par conséquent, on sait que
la loi approchante optimale ¢2* est dans la famille gaussienne. De plus, on a choisi les lois
a priori conjuguées pour les hyperparametres v, et «y,. Les lois approchantes optimales

t .
g et qu sont donc dans la famille Gamma. Nous prenons alors
p

ge(c) = HN(c@-I(mk)i, (o):). (5.17)

¢5, (1) = G(aldl . B ), (5.18)

G(yplabs. b%). (5.19)

=)
2
P
oS
N—
I

Comme indiqué ci-dessus, pour la plupart des distributions dans la famille GSM, on
ne connait pas l'expression de p'(z;). En conséquence, la loi approchante g, n’est pas
explicitement connue non plus car elle dépend de p(z;), comme on peut le voir dans
I'équation suivante. Selon (2.12), on peut obtenir

VZ € Il’ quk+1<zi> X exp |:<1np(@, y)>q]g Hj<i q;_erl Hj>i q;‘cq};nqkl :|
7p

(75"

X exp <% In(z) — zil2)E 4 1npl(2z'))
()"

oc\/z_z-pl(zi) exp <—T<cf>kzz>
=p(zil\/ (D)%, (7)"). (5.20)

Cette loi n’a pas d’expression explicite. Néanmoins, notre objectif n’est pas d’obtenir
I’expression explicite de ¢,, mais d’obtenir ¢. qui nous permet de donner une estima-
tion de notre parametre d’intérét c. Comme l’a fait remarquer Palmer dans son tra-
vail [PKDRWO05], et comme on peut le voir dans I’équation (3.38), il suffit de connaitre
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Approche non-supervisée avec un a priori de la famille GSM

I’espérance de ™ (z;) pour déterminer g :

Viel (z)t :/ZiQerl(Zi)dZi

:/zip <zi|\/@, (7@’“) dz;

:Ep(m\/W,ww){Zi}' (5:21)
Dans ce cas, le défi principal est de déterminer cette espérance.
Lorsque p(c;) est une loi de la famille GSM (5.12) [PKDRWO05], on peut avoir

. ) a [~
Viel, plg)= 5o / p(Ci|Zia%l,)Pl(Zi)dZi
i Jo

= —/ eizip(cilzi, )Pt (2:)dz;
0

= —/ VIZJCiZip(ZHCi, %lg)p(cz‘)dzz‘ = _’yzl)cip(ci)Ep(zﬂci,'yé){zi}v (5-22)
0

qui nous permet d’obtenir

p'(ci)
By {z) = - 5.23
p(2i] mp){ ¥ ’Y}DCiP(Ci) ( )
En combinant (5.21) et (5.23), nous pouvons avoir
I .
Viel, ()= ACHS . (5.24)

WP () lei= B =t
Remarque. Le calcul de l'espérance a posteriori de z; ne nécessite pas l’expression ex-
plicite de p'(z;), mais il nécessite de connaitre 'expression explicite de p(c;).

Optimisation de ¢. avec ’algorithme d’approximation BV-MG

Comme la loi de Student fait partie de la famille GSM, les calculs pour le cas général
de GSM devraient étre similaires a ceux montrés dans le chapitre 3. En fait, les dérivations
des équations de mise a jour des parametres my, et o avec I'algorithme d’approximation
BV-MG sont les mémes que celles données par (3.46) — (3.48). De plus, le calcul de la
fonction intermédiaire ¢/ est le méme que celui de 'Eq. (3.38) sauf que ici, I'espérance
de z; est donnée par (5.24).

Vi€, (02);=[(7) diag (BTATA®) + (7)) (=) ", (5.25)
(m,,); = (62)i [()* (BTATy — @"ATAPmy, + diag (P"ATA®P) o my)]. .
(5.26)

Optimisation de ¢,, et ¢,

Comme ¢,, ne dépend pas de p(c,z), I'optimisation de g,, est exactement la méme
que dans le cas de Student (voir (3.59)). Les équations de mise a jour pour les parametres
a., et b, sont données par (3.60) et (3.61).
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5.4.3 - Cas d’un a priori gaussien généralisé

Pour I'optimisation de ql%, le calcul est similaire a celui de I’'Eq. (3.63). Les équations
de mise a jour des parametres a.; et b, peuvent étre obtenues & partir de (3.64) et (3.65)
en remplacant la moyenne de z; par celle obtenue avec (5.24). En conséquence, on a

T
Wi=1....L aff :W—i—dé (5.27)
1 .
ot =5 > ) ()2 + (07 40):) + 0, (5.28)
i€l

ou card{I;} est le cardinal de I'ensemble I;, c’est a dire le nombre des éléments de 1’en-
semble I;.

En résumé, nous avons obtenu un algorithme de reconstruction non-supervisé basé sur
un a priori de GSM en utilisant I’algorithme d’approximation BV-MG (voir 'algorithme
10).

Algorithm 10 L’algorithme de reconstruction non-supervisé basé sur un a priori de

GSM en utilisant BV-MG (GSMBV-MG)

1. Initialiser ¢2, qgn et qu : initialiser my, o2, agn, bgn et ag; , bg;
2. Calculer (2;)*! en utilisant (5.24)
3. Calculer ¢¢*! =[. ¢ :powri=1,...,N

(a) Calculer ¢;' : calculer ses parametres en utilisant (5.25) et (5.26)

(b) Calculer le pas sous-optimal selon annexe B.2

(c) Calculer ¢ : calculer ses parametres en utilisant (3.47) et (3.48) ot le pas s
est égal au pas sous-optimal obtenu a ’étape (b)

3
k+1
Tn

5. Calculer q;“lﬂ : calculer ses parametres en utilisant (5.27) et (5.28)
P

4. Calculer ¢Zt! : calculer ses parametres en utilisant (3.60) et (3.61)

6. Retourner a I'étape 2 jusqu’a convergence

L’algorithme 10 est utilisable pour un probleme inverse linéaire avec n’importe quel a
priori de la famille GSM dont ’expression explicite de la densité est connue. Cette famille
inclut des distributions qui nous permettent d’introduire une grande variété d’informa-
tions. Dans la suite, on s’intéresse a des informations de parcimonie. Pour ce faire, on
considere deux lois a queue lourde de la famille GSM : la loi de Student et la loi gaus-
sienne généralisée. Les calculs avec la loi de Student ont été faits dans le chapitre 3. Par
conséquent, dans la suite, nous détaillerons uniquement les calculs pour la loi gaussienne
généralisée.

5.4.3 Cas d’un a priori gaussien généralisé

En étudiant les histogrammes des coefficients de détails des ondelettes de plusieurs
images différentes, Mallat [Mal89] a montré que les coefficients détails peuvent étre bien
modélisés par la loi gaussienne généralisée. Depuis, la loi gaussienne généralisée (GG) a
été largement utilisée pour décrire les coefficients d’ondelettes et elle a conduit aux bons
résultats [Mal89, ABMD92, SA96, ML.99]. Dans cette partie, nous étudions cette loi, plus
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Résultats de simulation

spécifiquement, nous adaptons ’algorithme 10 pour la loi GG. Pour ce faire, il suffit de
déterminer 'espérance donnée par (5.23).

La densité de probabilité d'une loi GG de moyenne nulle s’écrit comme :

Gy ) = e (5.29)

ol 7, > 0 est le parametre d’échelle et 5 € (0,2) est le parametre de forme.

Pour apporter des informations différentes pour les coefficients de sous-bande
différente, nous prenons

Viel, plag)= GG(cthl), Bh. (5.30)
Pour la densité de la loi GG, nous pouvons calculer sa dérivée

/ W8 e 525 )
vci # 07 p (CZ> = - %6 van 1|ﬁfy£/2§(czz),3/2 12Ci

= — p(ei)Beiny) ()PP (5.31)
En utilisant (5.24) et (5.31), nous pouvons en déduire que
k1 g B/2—1( 28/2—1
<ZZ> /B’Yp (Cz) ‘CiZ\/Wﬁp:WHk

—B((7)")2 7 [(m)2 + (02)] 2~
=5 ()" (me)? + (02),)]* " (5.32)

ou B =p,= 7; pour ¢ € I;.

5.5 Résultats de simulation

Nous pouvons remarquer que l’approche développée dans la partie 5.4 est assez
générale : premierement, elle est utilisable pour divers problemes inverses linéaires,
deuxiémement, différentes pairs d’opérateurs @7 /® peuvent étre utilisées, troisitmement,
nous pouvons exploiter toute la famille GSM pour la loi a priori.

Dans ce travail, nous exploitons la loi Student et la loi gaussienne généralisée de la
famille GSM pour introduire les informations de parcimonie dans un domaine transformé.
Dans la suite, I'approche basée sur la loi de Student est appelée BV-MGSt et I'autre
approche utilisant la loi gaussienne généralisée est appelée BV-MGGG. 1l est important
de souligner que nos approches sont non-supervisées et tous les hyperparametres sont
automatiquement déterminés.

Pour évaluer notre approche, nous montrons dans la suite son application a deux
problemes inverses couramment rencontrés : un probleme de débruitage et un probleme
de déconvolution. En plus, dans toutes les simulations, nous utilisons une frame construite
par union de neuf bases d’ondelettes orthogonales déterminées par translation. Cette frame
permet d’avoir la propriété d’invariance que la transformée en ondelettes (TO) orthogonale
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5.5.1 - Probleme de débruitage

ne possede pas. Par ailleurs, les ondelettes Daubechies 4 sont utilisées et nous faisons
une décomposition sur 3 niveaux (voir la figure 5.1). Dans ce cas, les coefficients des
échelles grossieres sont généralement moins parcimonieux que les coefficients des échelles
plus fines. En outre, les coefficients a différentes orientations (horizontale, verticale et
diagonale) pourraient avoir des caractéristiques différentes. Pour prendre en compte ce
fait, nous divisons les coefficients a différentes orientations et a différentes échelles en
L = 10 sous-bandes différentes. Dans ce cas, on a I; inclut les indices des coefficients dans
la case LL3 de la figure 5.1, I inclut les indices des coefficients dans la case HL3, etc.

LL3 | HL3
HL2

LH3 | HH3

HL1

LH2 HH2

LH1 HH1

FIGURE 5.1 — Illustration de la décomposition en ondelettes sur 3 niveaux.

5.5.1 Probleme de débruitage

En identifiant 'opérateur A comme une matrice identité, nous pouvons utiliser les ap-
proches proposées pour résoudre un probleme de débruitage. Pour évaluer nos approches,
nous les comparons avec une approche classique : 'approche SUREShrink [DJ94, DJ95]
qui a été brievement introduite dans la partie 5.3.1.

Configurations de simulation

Dans les simulations de cette partie, nous testons avec I'image Lena de taille 256 x 256
(voir figure 5.2 (a)). A partir de cette image, on génere une image bruitée (voir la figure
5.2 (b)) en ajoutant un bruit .i.d. gaussien pour obtenir un SNR = 20 dB.

Nous utilisons 'approche SUREShrink et les deux approches proposées BV-MGSt,
BV-MGGG pour effectuer le débruitage. Pour 'approche SUREShrink, la variance du
bruit (7, 1) a besoin d’étre estimée et fixée en avance. Pour comparer avec cette approche,
nous avons aussi fixé la variance du bruit dans les deux autres approches. Dans toutes les
simulations, la variance du bruit est fixée a sa vraie valeur.

Par ailleurs, nos approches proposées sont mises en ceuvre avec les initialisations sui-
vantes : la transformée en ondelettes des données (I'image bruitée) comme moyenne et un
comme variance des coefficients a estimer et I'inverse de la vraie variance du bruit comme
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Résultats de simulation

I'initialisation de 7;. Pour I'approche BV-MGSt basée sur la loi de Student, nous avons
pris les parametres de forme (v') différents pour les coefficients a différentes échelles,
mais pour les coefficients des différentes directions (horizontale, verticale, diagonale) a
une méme échelle, nous avons pris une méme valeur car, pour l'image Lena, il n’y a pas
de direction privilégiée. En fait, les coefficients d’approximations (correspondent & case
LL3 de la figure 5.1) ne sont généralement pas parcimonieux. Par conséquent, nous avons
pris 2000 comme parametre de forme des coefficients d’approximation, qui donne une
distribution ressemblant a la loi gaussienne. En plus, [5,2.5,1] sont utilisés comme les
parametres de forme des coefficients de détail de la plus grossiere a la plus fine échelle
afin de prendre en compte le fait que les coefficient a I’échelle plus fine sont généralement
plus parcimonieux. Pour I'approche BV-MGGG basée sur la loi gaussienne généralisée,
les parametre de forme sont choisis de la méme fagon que pour la loi de Student : 2, qui
conduit a une loi gaussienne, est utilisé comme parametre de forme pour les coefficients
d’approximation, et [1,0.9,0.8], qui conduit a distributions a queue lourde, sont utilisés
pour les coefficients de détails de la plus grossiere a la plus fine échelle.

Résultats

Les images reconstruites par ces approches sont montrées dans la figure 5.2 (c), (d) et
(e). En comparant ces trois images avec la figure 5.2 (b), nous pouvons voir que les trois
approches permettent de réduire le bruit présent dans les données. La comparaison de la
figure 5.2 (d) et (e) et la figure 5.2 (¢) montre que les approches BV-MGSt et BV-MGGG
donnent des reconstructions moins lisses que celle obtenue par le SURFEShrink. Nous
donnons aussi des valeurs de PSNR des images reconstruites dans le tableau 5.1 pour avoir
une comparaison plus directe. Nous pouvons voir que la valeur PSNR obtenue par SURE-
Shrink est un peu plus haute (vers 0.2 dB) que les approches BV-MGSt et BV-MGGG.
Nous pouvons voir que 'approche de seuillage doux marche bien pour un probleme de
débruitage. Mais les résultats de BV-MGSt et BV-MGGG sont assez comparables avec le
résultat de SUREShrink.

TABLE 5.1 — Les valeurs PSNR des reconstructions obtenues par SURFEShrink,
BV-MGSt et BV-MGGG

SUREShrink | BV-MGSt | BV-MGGG
PSNR (dB) 30.18 30.04 29.98

Contrairement a 1’approche SUREShrink ou un seul seuil est déterminé, dans nos
approches, on détermine dix seuils différents (dix hyperparametres fy}lo différents), un pour
chaque sous-bande. Nous montrons dans le tableau 5.2 les valeurs des (%l,) 1=1,...10 estimées
par ’approche BV-MGSt et dans le tableau 5.3 les valeurs des (%lg)l:L...,lo estimées par
I’approche BV-MGGG. Comme nous avons fixé la valeur du =,, plus la valeur de %l)
est grande, plus le poids des informations a priori (parcimonie) est fort. Dans les deux
tableaux 5.2 et 5.3, nous pouvons voir que plus ’échelle est fine, plus la valeur de fy}lo
est grande, c’est a dire qu’on introduit plus d’informations de parcimonie, ce qui est
cohérent avec le fait que les coefficients a 1’échelle plus fine sont plus parcimonieux que les
coefficients a 1’échelle plus grossiere. Cette observation est cohérente avec les histogrammes
des coefficients d’ondelettes de 'image Lena montrés dans la figure 5.3. De plus, les valeurs
de ’yzlj pour les coefficients diagonaux sont aussi toujours plus grandes que les fy]lg pour
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5.5.1 - Probleme de débruitage

()

FIGURE 5.2 — (a) L'image vraie, (b) I'image bruitée, SNR = 20 dB, (c) I'approche
SUREShrink , (d) I'approche BV-MGSt et (e) 'approche BV-MGGG

les deux autres directions. Ceci est aussi cohérent avec le fait que les coefficients de
direction diagonale sont plus parcimonieux que les coefficients des deux autres directions
pour l'image Lena (comme on peut voir dans la figure 5.3 que les histogrammes de la
troisieme colonne sont plus étroits que les histogrammes dans la premiere et la deuxieme
colonnes). En plus, pour les coefficients d’approximation, une petite valeur pour 711) a été
trouvée par I'approche BV-MGSt et BV-MGGG. Dans ce cas, le poids des informations
a priori est faible. Les coefficients d’approximation sont donc principalement déterminés
par les données. Tout cela montre les bonnes propriétés de notre approche pour régler le
compromis entre I'information présente dans les données et les informations a priori.

TABLE 5.2 — Hyperparametres fyfg estimés par 'approche BV-MGSt. Echelle de la plus
grossiere a la plus fine : 3 — 1.

Approximation | Echelle | Horizontale | Verticale | Diagonale

3 10.82 23.30 31.60

%l, 0.06 2 131.91 231.11 369.21
1 776.26 1.11e+03 | 1.59e+4-03
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Résultats de simulation

TABLE 5.3 — Hyperparametres ’y}lj estimés par Papproche BV-MGGG. Echelle de la plus
grossiere a la plus fine : 3 — 1.

500
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2500
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1500

1000

500

Approximation | Echelle | Horizontale | Verticale | Diagonale
3 19.09 40.93 54.29
%l, 0.03 2 130.33 233.47 392.09
1 898.60 1.34e+03 | 2.07e+403
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F1GURE 5.3 — Histogrammes des coefficients d’ondelettes de Lena a différente

sous-bande. Les lignes de la plus haut a la plus bas correspondent aux échelles de la plus
grossiere a la plus fine.

5.5.2 Probleme de déconvolution

Un probleme de débruitage est un probleme relativement simple car la matrice A est
une matrice identité. Par conséquent, ¢’est un probleme bien posé. Dans cette partie, nous
allons résoudre un autre probleme inverse plus compliqué : un probleme de déconvolution
qui est généralement tres mal-posé. Dans ce probleme, 'opérateur A correspond a un
opérateur de convolution. L’approche BV-MGSt et 'approche BV-MGGG peuvent donc
étre aussi utilisées pour résoudre les problemes de déconvolution.

Pour évaluer les deux approches proposées, nous faisons les comparaisons avec une
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5.5.2 - Probleme de déconvolution

approche de seuillage itératif présentée dans la partie 5.3.2. Dans notre simulation, la
fonction de régularisation p est choisie comme la norme L' et le seuillage impliqué est
donc un seuillage doux. Néanmoins, comme nous ’avons indiqué auparavant, la sélection
de seuil avec le Projected GSURFE ne peut pas étre utilisée pour résoudre les problemes
mal-posés de grande taille. Pour contourner ce probleme, comme nous connaissons les
vraies images, au lieu de calculer le critere Projected GSURE, nous utilisons directement
I'erreur quadratique vraie comme critere pour choisir le seuil optimal.

Nous testons les trois approches avec les données synthétiques générées a partir de
I'image Lena de taille 256 x 256 (voir la figure 5.4 (a)) et de 'image Cameraman de taille
128 x 128 (voir la figure 5.5 (a)). Pour générer des données, un noyau de convolution
uniforme de taille 9 x 9 a été utilisé, ce qui conduit a un probléeme mal posé. Ensuite, nous
avons ajouté un bruit gaussien pour atteindre un SNR = 40 dB aux images convoluées
qui nous permet d’obtenir des images floues montrées dans la figure 5.4 (b) et la figure
5.5 (b).

Nous avons utilisé ici les mémes initialisations que celles utilisées dans le probleme
de débruitage, afin de tester la robustesse de I'approche lorsqu’on change de probleme.
Contrairement au cas du débruitage, on estime la précision du bruit v, automatiquement.
Concernant 'approche de seuillage itératif, les mémes initialisations ont été prises pour
les coefficients a estimer.

En ce qui concerne les parametres de forme de la loi de Student et de la loi gaussienne
généralisée, nous avons pris les mémes valeurs que dans le cas débruitage : [2000, 5, 2.5, 1]
comme parametres de forme de la loi de Student et [2,1,0.9,0.8] comme parametres de
forme de la loi gaussienne généralisée.

TABLE 5.4 — Les valeurs PSNR (dB) des reconstructions obtenues par le seuillage
itératif, BV-MGSt et BV-MGGG

seuillage | BV-MGSt | BV-MGGG
Lena 29.22 28.00 29.31
Cameraman 28.42 25.60 28.20

Nous montrons dans la figure 5.4 (c)-(e) et la figure 5.5 (¢)-(e) les reconstructions obte-
nues par les trois approches. En comparant les reconstructions avec les images floues (voir
la figure 5.4 (b) et la figure 5.5 (b)), nous pouvons voir que les trois approches permettent
d’améliorer la qualité de I'image, plus spécifiquement, les contours des images deviennent
beaucoup plus nets. Nous pouvons aussi voir que 'approche BV-MGGG donne des re-
constructions similaires a celles obtenues par 'approche de seuillage itératif avec un seuil
optimal et meilleures que celles obtenues par BV-MGSt. Par ailleurs, nous remarquons
un probléeme du bord pour I'image Cameraman. Ceci vient du fait que les coefficients
d’ondelettes se calculent par la convolution circulaire.

Nous montrons dans le tableau 5.4 les valeurs PSNR des reconstructions montrées
dans la figure 5.4 et 5.5. Nous observons que pour l'image Lena, notre approche BV-
MGGG donne une reconstruction de PSNR (29.31 dB) plus grande que celle obtenue par
le seuillage itératif (29.22 dB). Néanmoins, dans le cas Cameraman, le seuillage itératif
donne la valeur PSNR (28.42 dB) un peu plus grande que celle obtenue par BV-MGGG
(28.20 dB). On peut en conclure que dans ce probleme de déconvolution, notre approche
BV-MGGG donne des reconstructions de qualité tres similaire a celles obtenues par le
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Résultats de simulation

FIGURE 5.4 — (a) L’image vraie, (b) I'image floue, SNR = 40dB, (c) le seuillage itératif,
(d) 'approche BV-MGSt et (e) 'approche BV-MGGG.

seuillage itératif. Il faut quand méme mentionner que dans I'approche de seuillage utilisé
nous considérons le meilleur parametre (celui qui minimise EQM). C’est une information
que bien évidemment nous n’utilisons pas nos approches non-supervisées. Les résultats
obtenus sont donc tres satisfaisants. En pratique, comme on ne connait pas 'image vraie,
I'EQM n’est pas calculable. Dans ce cas, on est obligé d’utiliser une approximation de
I’EQM, par exemple, le critere GSURE introduit ci-dessus. Néanmoins, comme il existe
des erreurs d’approximation, le seuil déterminé avec le critere GSURE est forcément moins
bon que celui utilisé ici. Il est donc tres probable que les résultats obtenus par les seuils
sous-optimaux soient moins bons que les résultats obtenus par notre approche BV-MGGG.
La bonne performance de notre approche BV-MGGG peut étre expliquée par le fait qu’elle
estime dix seuils différents pour les coefficients de dix sous-bandes différentes, comme nous
I’avons expliqué dans le cas de débruitage.

Afin de montrer I'estimation pertinente des hyperparametres 'yzl), nous montrons leurs
valeurs. Notons que ces hyperparametres nous informent sur 'importance des informations
de parcimonie introduites. Les valeurs de fy]f, estimées par ’approche BV-MGGG pour
I'image Cameraman sont montrées dans le tableau 5.5. Les valeurs de fy]lo présentent le
méme comportement que dans le cas de débruitage : les valeurs de %l) a I’échelle plus fine
sont plus grandes que vzl) a I’échelle plus grossiere ce qui est cohérent avec le fait que les
coefficients d’ondelettes a ’échelle plus fine sont généralement plus parcimonieux.

En observant le tableau 5.4, on peut aussi remarquer que les résultats de BV-MGSt
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FIGURE 5.5 — (a) L’image vraie, (b) I'image floue, SNR = 40dB, (c) le seuillage itératif,
(d) 'approche BV-MGSt et (e) 'approche BV-MGGG.

TABLE 5.5 — Hyperparametres 7}3 estimés par 'approche BV-MGGG pour Cameraman.
Echelle de la plus grossiere a la plus fine : 3 — 1.

Approximation | Echelle | Horizontale | Verticale | Diagonale

3 12.32 10.07 41.37

'yllj 0.04 2 143.29 110.22 772.81
1 1.16e4+03 | 1.14e+03 | 2.41e+03

sont moins bons que les résultats de BV-MGGG. Nous montrons dans la figure 5.6 les
histogrammes des coefficients reconstruits par 'approche BV-MGSt (voir la premiére ligne
de la figure 5.6) et par 'approche BV-MGGG (voir la deuxieme ligne de la figure 5.6). En
comparant les histogrammes dans les deux lignes, nous pouvons voir que les histogrammes
obtenus par BV-MGSt sont plus piqués autour de zéro que ceux obtenus par BV-MGGG.
Il nous semble que I'utilisation de Student fait une opération ressemblant au seuillage dur
qui donne des reconstructions de moins bonne qualité pour les images naturelles.

Au dessus, nous avons montré les valeurs de fy]f). Dans la suite, nous montrons aussi
la valeur de la précision du bruit estimée. Comme nous connaissons la vraie valeur du
bruit (y,!), nous comparons donc les valeurs estimées avec la vraie valeur de v, par le
tableau 5.6. Nous pouvons voir que pour les deux images testées, nos deux approches
donnent des estimations relativement précises, par exemple, dans le cas de I'image Lena,
Perreur relative de 'estimation de -, de 'approche BV-MGSt est 5.7% et l'erreur relative
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Résultats de simulation
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FIGURE 5.6 — Les histogrammes des coefficients des ondelettes dans 'intervalle
[—0.1,0.1]. Premiere ligne : BV-MGSt, deuxieme ligne : BV-MGGG. (a) Lena, (b)
Cameraman.

donnée par I'approche BV-MGGG est 9.7%, dans le cas de I'image Cameraman, I’erreur
relative de 'approche BV-MGSt est 4.7% et 'erreur relative de 'approche BV-MGGG est
10.4%. Dans le tableau 5.6, nous pouvons remarquer que nos approches ont sous-estimé
la précision du bruit. Ceci est probablement da au fait qu’une partie du bruit est expliqué
par 1’a priori qui est blanc comme le bruit. Par conséquent, les approches ont mis moins
de confiance aux données.

TABLE 5.6 — Les valeurs de ,, estimées par nos approches : BV-MGSt et BV-MGGG

valeur vraie BV-MGSt BV-MGGG
Lena 2.2619 x 10° | 2.1336 x 10° | 2.0404 x 10°
Cameraman | 1.0951 x 10° | 1.0432 x 10° | 9.8090 x 10*

Comparaison avec la déconvolution basée sur TV (L’approche du chapitre 4)

Les approches basées sur 1'a priori TV et ’a priori a variables cachées de type Ge-
man développées au chapitre 4 permettent de résoudre des problemes inverses linéaires
quelconques (A quelconque) de grande taille. Par conséquent, elles peuvent étre aussi
utilisées pour résoudre le probleme de déconvolution. Comme pour I'image Lena et Ca-
meraman, 1’a priori TV marche mieux que 'a priori a variables cachées de type Geman.
Nous montrons donc seulement les comparaisons avec ’approche basée sur ’a priori TV.

Nous avons appliqué 'approche basée sur TV sur les données de la figure 5.4 (b)
et la figure 5.5 (b). Nous observons dans les figures 5.7 (a) et (b) les reconstructions
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5.5.2 - Probleme de déconvolution

obtenues utilisant ’approche basée sur TV. Les valeurs PSNR de chaque reconstruction
sont montrées en bas de chaque image. Pour faciliter les comparaisons, nous remettons
les reconstructions de 'approche BV-MGGG dans les figures 5.7 (¢) et (d). En comparant
les résultats de la ligne en haut et les résultats de la ligne en bas, nous pouvons voir que
les qualités des images sont comparables. Si on compare les PSNR des reconstructions
(montrées en bas de chaque image), nous pouvons voir que pour Lena, c’est I'approche
BV-MGGG qui donne un résultat un peu meilleur, mais pour Cameraman, c’est I’approche
basée sur TV qui est un peu meilleure. En fait, I'image Cameraman est plutot réguliere
par morceau et I’a priori TV marche tres bien pour ce type d’images. Par contre, dans
I'image Lena, il existe plus de détails. Dans ce cas, c¢’est ’approche basée sur un a prior:
dans le domaine des ondelettes qui marche mieux.

4

(b) PSNR : 28.78 dB

F

|

(c) PSNR : 29.31 dB (d) PSNR : 28.20 dB

FIGURE 5.7 — Premiere ligne : les résultats obtenus avec 1’a priori TV, deuxieme ligne :
les résultats obtenus par BV-MGGG.

5.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons développé une approche non-supervisée basée sur un
a priori de la famille GSM dans un domaine transformé, a l'aide de ’approximation
bayésienne variationnelle. Cette approche est assez générale : elle est valable pour diverses
problemes inverses linéaires, différentes transformations peuvent étre utilisées et la loi a
priori peut étre une loi quelconque dans la famille GSM pourvu que sa densité soit
explicitement connue.
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Conclusion

Pour introduire des informations de parcimonie, nous avons ensuite considéré deux lois
de la famille GSM : la loi de Student et la loi gaussienne généralisée. Les approches basées
sur les deux lois ont été testées dans deux probléemes inverses linéaires : un probleme de
débruitage bien-posé, un probleme de déconvolution tres mal-posé. Les résultats obtenus
montrent que ’approche utilisant la loi gaussienne généralisé donne des résultats meilleurs
que ceux obtenus par l’approche utilisant la loi de Student ce qui suggere que, la loi
gaussienne généralisée permet de mieux décrire des coefficients d’ondelettes des images
naturelles. Nous avons aussi montré les comparaisons avec des résultats d’un seuillage
itératif avec un seuil optimal. Dans tous les problemes, I'approche utilisant la loi gaus-
sienne généralisée a donné des résultats de qualité équivalente au seuillage optimal. Ceci
est di au fait que notre approche choisit différents hyperparametres (différents seuils)
pour les coefficients de type différent. Nous avons montré a ’aide d’histogrammes sur
les coefficients que les hyperparametres étaient ajustés de maniere cohérente. Enfin nos
approches sont réellement non supervisées, nous avons montré qu’avec les mémes initia-
lisations et les mémes parametres de forme, nous obtenons de trés bons résultats aussi
bien sur un probléme bien posé (débruitage) que sur un probleme mal posé. Notons que
nous avons fait d’autres types de simulation qui conforte ce résultat que nous n’avons pas
montré ici (reconstruction de données tomographiques).
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Conclusions et perspectives

6.1 Bilan des travaux

Dans le cadre de cette these, notre préoccupation principale est la résolution efficace
de problemes inverses de grande taille. De plus nous voulons développer des approches
non supervisées. Pour ce faire, nous avons considéré des approches bayésiennes qui per-
mettent d’estimer conjointement l'objet d’intérét et les hyperparametres. Dans ce cadre,
la difficulté principale est que la loi a posteriori est en général complexe. La détermination
d’un estimateur a partir de cette loi a posterior: dans ce contexte est tres difficile. Pour
résoudre ce probleme, nous nous sommes intéressés a l'approximation bayésienne varia-
tionnelle (BV) qui offre une approximation séparable de la loi a posteriori. Cette approche
est tres intéressante car elle permet de lever les difficultés qui proviennent du lien complexe
entre les parametres d’intérét et les hyperparametres.

La premiere contribution de cette these consiste a transposer les méthodes d’optimi-
sation de sous-espace dans I’espace fonctionnel impliqué dans le cadre BV. Notons que ce
probleme est loin d’étre trivial car la structure des espaces fonctionnels est différente des
espaces de Hilbert utilisés dans 'optimisation paramétrique. Nous avons donc proposé
dans chapitre 3 une nouvelle méthode d’approximation bayésienne variationelle. Cette
méthode a été ensuite appliquée a un probleme inverse linéaire de petite taille afin de
mener une comparaison avec les approches classiques. Cette comparaison a montré que la
méthode proposée est beaucoup plus efficace que celle de I’état de ’art : plus de 20000 fois
plus rapide que MCMC, plus de 100 fois plus rapide que les approches BV classiques et
vers 7 fois plus rapide que I'approche BV de type gradient. De plus, nous avons étudié deux
sous-espaces d’ordre deux différents : un sous-espace de gradient (SG) et un sous-espace
de mémoire de gradient (MG). Nous avons montré que la méthode d’approximation BV
basé sur le sous-espace MG (BV-MG) est plus rapide que celle basée sur le sous-espace SG
(BV-SG). Ceci peut étre expliqué par le fait que la direction précédente incluse dans le
sous-espace MG est plus informative que le gradient précédent inclus dans le sous-espace
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SG.

Nous avons voulu ensuite confronter notre nouvelle méthodologie a des problemes
de traitement d’images de grande taille. De plus nous avons voulu favoriser les images
régulieres par morceau. Nous avons donc utilisé un a priori de Variation Total (TV). Les
difficultés liées a 1'utilisation de ce type d’a priori dans un contexte bayésien variationnel
sont de deux ordres. Premierement cet a prior: n’est pas conjugué avec la vraisemblance ce
qui est une des conditions de I'application des approches BV. Deuxiemement, I’estimation
non supervisée nécessite de connaitre de maniere explicite la fonction de partition de I'a
priori. Dans cette these, nous avons résolu le probleme de conjugaison de la loi TV en
utilisant la technique Minoration-Maximisation qui nous permet d’obtenir une variante
conjuguée a chaque itération. Par conséquent, nous avons pu appliquer notre algorithme
d’approximation BV-MG ce qui nous a permis d’obtenir une approche non-supervisée.
Ensuite, 'approche proposée a été testée sur un probleme de super-résolution. Nous avons
montré que 'approche proposée est environs 5 fois plus rapide que 'approche BV classique
et vers 1.9 fois plus rapide que ’approche BV de type gradient.

Dans le but d’introduire des informations de régularité par morceau, nous avons aussi
considéré une loi a priori a variables cachées de type Geman : la loi du parametre d’intéréet
sachant les variables cachées est une loi gaussienne corrélée et les variables cachées suivent
une loi de Laplace. Dans ce travail, deux difficultés ont été rencontrées. — Premierement,
la loi de Laplace n’est pas une loi conjuguée pour les variables cachées. Pour contourner
ce probleme, nous avons cherché une loi approchante sous-optimale dont la forme est
fixée a une loi Dirac. — Deuxiemement, cette loi a variables cachées dépend de deux
hyperparametres. Cependant ’estimation de ces deux hyperparametres est problématique.
En effet, on estime conjointement deux parametres qui modifient simultanément la forme
et 1’échelle de la loi. Dans ce modele, nous ne pouvons pas introduire d’information de
parcimonie (dans les gradients) car ceci nécessite de fixer la forme de la loi. Pour résoudre
ce probleme, nous avons proposé une reparamétrisation qui nous permet d’obtenir un
parametre de forme et un parametre d’échelle. Nous fixons donc le parametre de forme et
nous estimons le parametre d’échelle qui va nous permettre de régler le compromis entre
I'information provenant des données et celle provenant de 1’a priori. La détermination
de la loi approchante de ce nouveau hyperparametre donne une loi non conventionnelle
donc les moments sont difficiles a déterminer lorsque la taille du probleme est grande.
Pour contourner ce probleme, nous avons estimé ses moments en utilisant ’approche
MCMC. Nous obtenons donc une approche hybride entre approximation analytique et
approximation stochastique. Notons ici que cette approche stochastique ne réduit que
faiblement la performance globale de ’approche car nous estimons seulement un parametre
scalaire. Pour finir nous avons comparé cette nouvelle approche (type Geman) a l’approche
précédente (TV). Nous avons constaté que I'approche type Geman introduisait plus de
parcimonie dans les gradients que 'approche TV. Contrairement a ce qui est couramment
écrit dans ’état de I'art le maximum de parcimonie ne conduit pas forcément aux meilleurs
résultats. Pour les images “naturelles” comme Lena ou le Jetplane, ¢’est 'approche TV qui
donne les meilleurs résultats. Par contre, sur une image de Mire qui possede des différences
finies tres parcimonieuses c¢’est 'approche type Geman qui 'emporte.

La derniere contribution de cette theése consiste a tirer partie de la décomposition sur
un dictionnaire afin de simplifier notre probleme bayésien variationnel. En effet, les lois
a priori introduites précédemment sont corrélées ce qui rend ’estimation des parametres
d’échelle tres compliquée : nous sommes souvent confronté a une fonction de partition non
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explicite. Pour introduire les informations désirées en utilisant des lois de forme simple,
nous avons considéré de travailler dans un domaine transformé, plus particulierement,
dans le domaine des ondelettes. En fait, les coefficients d’ondelettes des images naturelles
sont généralement parcimonieux. De plus, nous pouvons introduire une information de
corrélation sur l'objet recherché a travers un a priori séparable sur les coefficients d’onde-
lettes. Pour décrire la parcimonie, nous avons considéré des lois de la famille de mélange
scalaire de gaussiennes par changement d’échelle (GSM) car cette famille comprend une
variété des distributions permettant d’introduire une variété des informations. En plus,
les distributions de la famille GSM peuvent étre écrites sous une forme relativement plus
simple pour I'application de I'approximation BV. Une contribution principale du chapitre
5 est de développer une approche non-supervisée pour les lois de la famille GSM dont la
densité est explicitement connue, en utilisant ’approche d’approximation BV-MG. Nous
avons testé notre nouvelle approche sur deux problemes inverses de nature tres différente :
débruitage et déconvolution. Nous avons montré au travers de ces résultats que notre ap-
proche est réellement non supervisée car nous obtenons des tres bons résultats pour les
deux problemes traités avec exactement les mémes parametres et les mémes initialisa-
tions. Nous avons aussi fait la méme constatation que pour I’approche TV, la plus forte
parcimonie dans le domaine des ondelettes ne donne pas les meilleurs résultats, ¢’est pour-
quoi ’approche utilisant des gaussiennes généralisées donne les meilleurs résultats sur des
images “naturelles” que les approches utilisant la loi de Student.

6.2 Perspectives

Perspectives a court terme :

e Une validation de ’approche sur des données réelles serait tres utile. Nous pourrions
voir si les comportements observés sur les simulations sont identiques a ceux sur
données réelles. En particulier, la statistique du bruit sur les données réelles s’éloigne
de la gaussianité et de I'indépendance.

e Dans le chapitre 4, nous avons vu que ’approche de type Geman avait des résultats
limités car elle imposait une “trop” forte parcimonie dans les images de différences
finies. Une idée serait d’introduire d’autres différences finies (pas uniquement hori-
zontale et verticale), et d’appliquer ce type d’approche sur des probléemes de controle
non destructif ou les objets possedent une grande régularité par morceau.

e Dans le chapitre 5, on estime des lois approchantes sur les coefficients d’ondelettes,
puis on en déduit un estimateur de 'objet d’intérét. Pour I'instant, cet estimateur est
extremement simple. Nous pourrions utiliser en particulier la variance a posterior:
des coefficients afin d’améliorer I’estimation de 'objet d’intéréet.

Stratégie de pas

Nous avons proposé une nouvelle méthode d’approximation bayésienne variationnelle
basée sur la méthode d’optimisation de sous-espace. Cette méthode est une méthode
itérative avec un pas sous-optimal déterminé par la stratégie de type backtracking : on
calcule un pas initial en maximisant le développement de Taylor d’ordre deux du critere,
et ensuite on teste si le pas obtenu fait augmenter le critere, sinon, on divise le pas
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initial par deux itérativement jusqu’a obtenir un pas assurant l’augmentation du critere.
En fait, la vitesse de convergence de la méthode dépend du pas choisi. En améliorant
la stratégie de recherche de pas, on peut améliorer la vitesse de convergence de notre
méthode. Chouzenoux et al. [CIM11] ont proposé une stratégie de pas par Majoration-
Minoration efficace pour la méthode d’optimisation de sous-espace dans I’espace Hilbert.
Une amélioration possible de notre méthode est donc d’adapter cette stratégie de pas par
Majoration-Minoration dans notre espace fonctionnel.

Modeéle du bruit

Durant ma these, nous sommes concentrés sur les problemes inverses avec un bruit
blanc additif gaussien. Néanmoins pour certaines applications, par exemple, en biologie
ou en tomographie par émission de positon (TEP), on a besoin d’introduire des bruits de
Poisson ou le bruit Poisson-gaussien.Dans ce cadre, le bruit n’est plus additif et dépend
des données. Les lois a priori classiques telles que celles que nous avons utilisées dans ma
these ne peuvent donc plus étre conjuguées avec la vraisemblance déduite de la statistique
du bruit. Dans un premier temps il faudra déterminer comment le bayésien variationnel
peut s’adapter a ce type de bruit. Un second travail sera alors de déterminer quels a priori
seraient envisageables et comment les adapter aux applications.

Estimation aveugle

Dans le travail de cette theése, nous avons supposé que la matrice du systeme A est
connue. Néanmoins, en pratique, nous nous confrontons souvent des problemes aveugles ou
semi-aveugles ou la matrice A n’est pas connue ou est partiellement connue. Ce probleme
est envisageable dans le cadre bayésien en affectant des lois a priori sur les éléments de
A ou les parametres lié a la matrice A et estimant conjointement la matrice A avec le
parametre d’intérét x. Dans ce cas, la loi a posteriori jointe de x et A est tres probable
de forme compliquée. Dans ce cas, ce qu’on peut faire est d’utiliser 'approche d’approxi-
mation BV pour générer des lois approchantes ¢y et ga qui nous permettent d’obtenir
les estimations de x et de A. Une perspective d’ici est donc d’appliquer notre méthode
d’approximation BV-MG au probleme aveugle pour avoir des approches efficaces.

Choix de modele

L’objective du choix de modele est de sélectionner un meilleur modele parmi plu-
sieurs différents candidats selon les observations y. Le meilleur modele est celui qui maxi-
mise I'a posteriori du modele p(M;|y) qui est proportionnel au produit de I’évidence de
modele p(y|M;) et de 1'a priori de modele p(M;). Néanmoins, le calcul de 1'évidence
est généralement tres difficile car on connait de maniere explicite uniquement la loi
jointe p(y,x|M;). Dans ce cas, le calcul de I’évidence consiste au calcul de l'intégrale
f p(y, x| M;)dx qui est généralement incalculable analytiquement. Néanmoins, I’approche
d’approximation BV peut offrir une estimation de cette évidence. Comme nous avons vu
dans (2.7) du chapitre 2, la log-évidence In p(y|M;) est égale a la somme de 1’énergie libre
négative et la divergence de Kullback-Leibler entre la loi approchante et la loi a posteriori.
Lorsque l'algorithme BV converge, la divergence de Kullback-Leibler est quasiment nulle.
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Par conséquent, I’énergie libre négative a convergence peut étre donc une approximation

de Inp(y|M;).

Traitement récursif

Dans les applications telles que le guidage, la navigation et le controle des véhicules,
on a besoin de faire les mesures en continu et prendre en compte les nouvelles mesures
pour mettre a jour les estimations. Pour traiter ce type de probleme, le filtre de Kal-
man est couramment utilisé afin de réduire le cotit de calcul. Néanmoins, I'utilisation du
filtre de Kalman nécessite le stockage et 'inversion de la matrice de covariance a chaque
itération, ce qui est impossible lorsque le probleme est de tres grande taille. Pour résoudre
ce probleme, une possibilité est d’utiliser I’approximation bayésienne variationnelle, plus
particulierement notre approche BV-MG, qui offre une approximation séparable a chaque
itération. Dans ce cas, la matrice de covariance est diagonale, on a besoin de stocker
seulement ses éléments diagonaux qui sont de taille plus petite.
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Détails des calculs de la fonction
intermédiaire

A.1 La dérivation de ¢;' pour le probleme inverse en uti-
lisant la loi a priori de Student

La fonction intermédiaire ¢;' est une fonction exponentielle et son exposant est calculé
de la maniere suivante :

N
71 'Vn 1
Ing*(z;) =— / (7Hy — Ax|]* + Z ivpzix?> <H qf(:@)d:@) ¢t (z)dz
i=1

i
—C — % / (XTATAX — 2XTATy) H (Jf(xj)dxj
i

_/ﬁ;%Wﬂ?(HQf(%)d%)quH(Z)dZ» (A.1)

JFi

ou C' est une constante qui inclut tous les termes indépendants de ;.

Pour obtenir Ing;*(x;), il faut qu'on calcule les intégrales intervenues. Nous calcu-
lons d’abord l'integrale [ x"Hx[[,,; ¢} (x;)dz; avec la matrice H identifiée comme AT A.
Dans ce cas, la matrice H est une matrice symétrique. En gardant seulement les termes
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ANNEXE A. DETAILS DES CALCULS DE LA FONCTION INTERMEDIAIRE

dépendants de x;, nous pouvons obtenir

/XTHX 114 @)de; = /ZN: XN:(H)pﬂ?pxz 114 (z))de;

i p=1 I=1 J#i
pti j#i
= 27 (H)is + 22, ) (H);p(my), + Gy
p#i

= 2 (H)s + 20, Y (H) (i), — (H)a(m):] + O,

ou (H);; représente un élément de la matrice H et C est une constante égale a la somme
de tous les termes indépendants de x;.

Ensuite, nous pouvons calculer facilement l'intégrale suivante :

/ —2xT ATy H ¢ (z;)dz; = —2x,(ATy); + Co. (A.3)
i

De fagon analogue, en gardant seulement les termes dépendants de z;, la troisieme
intégrale est calculée comme

N
1 1 _
/ Z 5%%%2 ( H Q?(fj)d%) q];+1(z)dz = / 57;32@‘517?@15“(21‘)(122‘
=1

JF

_ (a); 22
ARG (A.4)

Remplagant (A.2), (A.3) et (A.4) dans (A.1), nous pouvons obtenir l'expression de
log ¢;*(z;) qui nous permet d’obtenir 'expression de ¢;*(z;) donnée par (3.38).
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La dérivation de ¢;' pour le probleme inverse en utilisant la loi a priori de TV

A.2 La dérivation de ¢;' pour le probleme inverse en uti-
lisant la loi a priori de TV

Encore une fois, la fonction intermédiaire ¢;' est une fonction exponentielle et son
exposant est calculé de la maniere analogue que le cas avec la loi de Student :
4,95,

log q;" () = (10 L(O.YIN))
N

x ( 1T qf(xj)dxj) & () () dyndy, + C
i

k
—C — % / (x"ATAx — 2x"A"y) H Qf(zj)dxj

JFi
k
i % / x” [DYA*D,, + DIA*D, ] x [ ] ¢! (x;)d;, (A.5)
J#i

ou C' est une constante qui inclut tous les termes indépendants de x;.

Dans I’Annexe A.1, j’ai montré les calculs pour 'intégrale [ x"Hx [, _, ¢f(z;)dz; avec
H comme une matrice symétrique. Dans (A.5), nous avons deux telles intégrales avec la
matrice H identifiée comme AT A et comme DI A*D;, + DTA*D,. Remplagant H par ces
deux matrices, nous obtenons les expressions des deux intégrales correspondantes :

/XTATAX H q;?(xj)dxj = 2?diag (ATA)i +2z; (AT Amy,)
i

et

/ x" (DfA*D;, + DJA*D,) x [ [ ¢} (x;)dz; = 2}diag(D} A*D), + D] A*D,);
J#i
+ 22;(D} A"Dymy, + DI A*D,my); — 22,diag(Dj A"Dj, + DI A*D,);(my); + C»
(A7)

Par ailleurs, intégrale [ —2x" ATy []_; ¢j(2;)dz; est donnée par (A.3). En inserant
(A.6), (A.7) et (A.3) dans (A.5), nous obtenons que

7«1,_~_<%>k 27 T o0 (AT
logq;*(z;) =C 5 <a:id1ag (ATA), —2z; (ATy)

+ 2z, (ATAmk)Z. — 2x;diag (ATA)i (mk)z>
k

- % (xfdiag (DTA*D,, + DTA'D,)

+ 2z; (D A*Dm; + D] A*D,my),

— 2z,diag (DY A*D,, + DTAD,) (mk)i>, (A.8)

%

%

qui nous permet d’obtenir facilement I’expression de ¢;* donnée par (4.27).
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Calculs du pas de I'algorithme

B.1 Calculs pour le pas sous-optimal de I'approche BV
basé sur le Sous-espace Gradient (BV-SG)

Nous rappelons d’abord que la fonction ¢* est définie comme

" R* = R ¢g*(s) = F (K"(s)¢"(w) exp [D*(w)s]) . (B.1)

L’algorithme proposé adopte le pas sous-optimal défini par (3.20). Pour déterminer ce
pas, il faut qu’on calcul le pas initial §* dont la formule est rappelée comme suit :

gk = — %" - 6_9’“
0s0sT|__, Js

Pour le calculer, il faut qu’on obtient tout d’abord le gradient (la dérivée partielle du
premier ordre) et la matrice hessienne (la dérivée partielle du second ordre) au s = 0. Les
deux éléments du gradient de g*(s) au zéro sont trouvés comme pour [ = 1,2,

. (B.2)

s=0

dg(s)
88[

SZO)T (ATy — ATAmy) — i ( <’yp>,€a(§zj)i

i=1

L me)

(-twraran - o e s o)) By

bei1)i  (07)i

om

_ k S

0 - <f)/n> ( (951
N

+ 5 ; ( 83;

s=0

Car nous utilisons un sous-espace de dimension deux, la matrice hessienne est de
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B.1.1 - Etude des dérivées partielles de la moyenne m, et de la variance o2

dimension 2 x 2 qui est donnée par

%" %"
igk B 0s3 | g 051052, B
0s0s™ | _, 924k 82k '
052051 |4 053 |o_p

Nous donnons les quatre éléments de la matrice hessienne dans la suite. Ses deux

éléments diagonaux sont trouvés comme, pour | = 1,2,
T
s=0 881 s=0
(a); O(my);

=0 (bk+1)i(mk)i * (0—& SO)2 %}

(oA g2+ )

omg

) ary - amamg - G (2

+

1 *(02)i
2 Z { ds?

1=1

s=0

s=0>2 2(0113)?] ' (B.5)

Ensuite, la matrice hessienne est symétrique. Donc les deux autres éléments sont égaux

T 9
= ) ( Cré? = )
s=0 s=0

= (e
s—o0 (Prr1)i s sO) (b(:?i)i:|

05105
=0 U5
(_<’Yn>k(ATA)n' — ()" @) + 12 2)}

e ) o) (B6)

s=0 882
La formule du gradient (B.3) et les formules de la matrice hessienne (B.5) - (B.6)
montrent que ses évaluations nécessitent des études de la dérivée partielle du premier
ordre et de la dérivée partielle du second ordre de mg et de o2 au s = 0.

N

| (%

=1

ank
881882 s—

omg

(981

) (ATy — ATAmy) - ()

N

e

s=0

B.1.1 Etude des dérivées partielles de la moyenne mg et de la

variance o>

Nous donnons ici les expressions des dérivées de chaque élément de mg (voir (3.44) et
o2 (3.45)). Pour la simplicité, nous omettons les indications de composantes (-); dans la
suite, c’est a dire que u représente (u); dans la suite.
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Calculs pour le pas sous-optimal de I'approche BV basé sur le sous-espace
Mémoire de Gradient (BV-MG)

Les dérivées partielles du premier ordre de la moyenne et de la variance s’écrivent :

2
Tk

omyg - g_%(mr1 - mk) (B 7)
— 2 2 .
05 leo \ G (my, —my) + 2 (my —myy) |
oi(a? —o})
Oo? o2
ass _ 02(032:10,%,1) , (B.S)
s=0 ‘72201@—1

(B.9)

Ensuite, les dérivées partielles du second ordre de la moyenne sont trouvées de formes
suivantes :

9%mg o?(0? —o0?2)(m, —m
] (R (o7, = o) (mr, 28 (B.10)
851 s=0 0-:”11
0’m ( 1 1 ) [0'2 o’
> =20 ——— - — ) | =& (m,, —my) + —* (m, — m,_,) (B.11)
85% s=0 g Jl%—l 0-7%2 0-1%2 ’ 0-13—1
0*mg 1 1 m, m m
_o'ﬁ< 2 __2)( 21+_§_2_2k>
881882 s=0 Ok 1 0-7‘2 Un O} arl
11 ) _
RN -
Uk 0'” U'rg o-kfl

Et les dérivées partielles du second ordre sont données par

2
Do’ B 20',% (a’f1 — a',%) (B.13)
0s? N ot ’ .
1 Is=0 r1
2
D?a? B 20’2 (0'32 — 0',%71) B.14
0s2 N ol ot ’ (B.14)
2 1s=0 ro~ k—1
d02 _ 20’% (02 —o}) (62, — 07 ) (B.15)
051052 |,_q o202 07,

Ces formules nous permettent d’obtenir des dérivées partielles de la moyenne et de la

9g(s) t azgk k

variance qui sont nécessaires pour le calcul de Do ’570 39957 |s—o- Emsuite, le pas §

peut étre obtenu en utilisant (B.2).

B.2 Calculs pour le pas sous-optimal de I'approche BV

basé sur le sous-espace Mémoire de Gradient (BV-
MG)

Dans ce cas, un sous-espace différent est utilisé, ce qui entraine des expressions

différentes pour my (voir (3.47)) et pour a2 (voir (3.48)). Néanmoins, le pas ¥ est encore

9g(s) 92g*
sy |s:0 et 0s0sT ’5:0
et (B.5-B.6). En raison que mg et o2 sont calculés différemment, leurs dérivées partielles

déterminé par (B.2) et les formules de sont aussi les mémes que (B.3)
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sont alors de formes différentes. Premierement, les dérivées partielles du premier ordre
sont données par

o2
a s ) (mT1 - mk)
(;Isl - = , (B.16)
=0 = (my —myy)
( 2 o)
80'2 0'2
S _ 1
as o — a_i(o_I%Q U;%_l) (Bl?)
Tk—1

Ensuite, nous calculons les dérivées partielles du second ordre qui nous donne

0%mg B 20',% (02 — o) (m,, — my) B8
0s? N ol ’ (B.18)
1 s=0 T1
0*mg ol ( 1 1 )
=2k ([ —— — — ) (mp —my_,), (B.19)
053 im0k \Oiq O}
02my _ ot 1 m, om0y
051882 s=0 g o'l%fl 0-13 0'31 0',% 0-31
1 1 my mg_q
k 1 k k—1
Et les dérivées partielles du second ordre sont données par
2
D?o? B 20‘,% (o2 — o} (B.21)
0s? B ot ’ '
1 Is=0 r1
2

D?a? B 20’,% (0',3 — o} 1) B.99
953 | B Ohs ’ (B.22)

9202 o2 (0.2 _ 0.2) (0.2 o2 )
s -9 k 1 k k k—1 . (B23)

081882 s=0 0-210-1371

Ces formules nous permettent d’obtenir des dérivées partielles de la moyenne et de
la variance, ce qui nous permet de calculer la dérivée du premier ordre et la dérivée du

second ordre de la fonction g¥(s) au zéro. Finalement, le pas §* est obtenu en utilisant
(B.2).
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Détails de calculs du Chapitre 4

C.1 Deétails de calculs de la variable auxiliaire )\,

Le maximum de F% est atteint & son point critique qui est calculé comme suit :

Ak+1 k+1 k k A)

= arg max FZ(¢" A
X ERT

L(X, Yn, 1, ¥ [A)
— Bk (v)dE (7)1 LAY dxdv,dy,. (C.1
aI;\%erIEf‘X\/QX ( )qyn (’7 )q'yp(IYP) n <QQ+1(X)Q§TL(7n)q,’;p<Vp) X ’7 ’Yp ( )

En fait, dans l'expression précédente, il n’y a que L(X, Vs, 7, y|A) dépendant de A. En
négligeant les termes indépendants de A, nous pouvons obtenir

A = arg max / A )k () dE, (7) I L(X, Y, Vs yIA)dxdyndyy
i€
al (Dpx)? + (Dx)? + \;
k+1 h i
= arg max — / X (m)d () — “dxdry,dy,
R ( ) v, Yp \ 1P p; )\1 p
N

(Dypx)? + (Dyx)? + \;
. k;+1 h 7 1
= argmm/ E \/_ dx

Ai€R* i=1

= E 1 [(Dax)? + (Dyx)7] . (C.2)

Lorsque ¢¥+1 est la densité d'une loi gaussienne multi-dimensionnelle de moyenne my ;
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et de matrice de variance X1, on peut calculer I'expectation (C.2) comme ci-dessous :

AN =E s [(Dyx)] + (Dyx)7]
=E i1 [x"(Dy)] (Dp)ix +x"(D,)] (Dy)ix]

(2

/ZZxx] Dh )} kL dx+/22x$] E )iLJq,’iH( x)dx

=1 j=1 =1 j=1
_ZZ/x x] Dh (Dy); Lj B dx—i—ZZ/xzx] o) ( U)Z,Lj ¢t (x)dx
i=1 j=1 i=1 j=1
(C.3)

Pour le calculer, nous calculons d’abord [ z;x;(H);;¢f™ (x)dx. Car la matrice de co-
variance de ¢**! est ¥, ,, nous pouvons écrire

/CU %CIiH( JAx = (Bpp1)i + (Mgpr)i(Mpyr); (C4)
Par conséquent,
/xz‘xj(H)wqu(X)dX = (Bpr1)ij (H) i + (M) (my1); (H) 5. (C.5)
En conséquence,
=23 [(m)i(mi); (D) D) ] + (Bein)s (D)D), ]
£33 [me)itmi); (D)7 (D), + (S [(D)F D], ]
=my_,(Dy)] (Dy)imyy1 +my (D, )T(Dv)imk—H

30N (Big)iy (DT ( o Z Z Sy (D)D),

:(Dhmkﬂ) + (D, mkH) + trace [(Dh> (Dp)i Ekﬂ)]
+ trace [(D,)] (Dy)iZkt1)] - (C.6)

C.2 Calculs de la fonction de partition de la loi a priori de
type Geman 7,

Nous calculons la fonction de partition Zy, donnée par (4.46) en transposant les
calculs de I'intégral dans le domaine de Fourier.

Notons d’abord les noyaux de convolution correspondant aux matrices D;, et D, par
d; et d,, respectivement. En outre, nous utilisons % a dénoter I'opérateur de convolution.
En conséquence, nous pouvons écrire Dyx = d; * x et D,x = d, * x. Par ailleurs, a
représente la transformée de Fourier du vecteur a.
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Calculs de la fonction de partition de la loi a priori de type Geman Z,,

En utilisant le théoreme de Parseval, nous pouvons obtenir que
IDsx — by |*+Dyx = by||* = [|dj 0 X — byl + [|d, 0 x = b,

(C.7)

Donc, la fonction de partition Zy, peut étre calculée dans le domaine de la transformée
de Fourier grace a un changement de variable :

Zup = [ exp [~ 2 (IDix— b+ [Dx ~ b, )] x

=2 T T {(dl)? + <<i,>?} N

)

(C.8)

ol ¢ est un facteur qui est le produit de tous les termes indépendants de ~v4, by et b,.
Nous pouvons donc facilement obtenir

Zpp < cya ™2 (C.9)

car le troisieme facteur exponentiel dans (C.8) est strictement inférieur a un.
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Titre : Algorithmes bayésiens variationnels accélérés et applications aux problémes
wmverses de grande taille.

Résumé : Dans le cadre de cette these, notre préoccupation principale est de
développer des approches non supervisées et efficaces pour les problemes inverses de
grande taille. Pour ce faire, nous avons considéré des approches entierement bayésiennes.
Dans ce cadre, la difficulté principale est que la loi a posteriori est en général complexe.
Pour résoudre ce probleme, nous nous intéressons a ’approximation bayésienne variation-
nelle (BV) qui détermine une approximation séparable de la loi a posteriori. Néanmoins,
les approches BV classiques souffrent d’une vitesse de convergence faible.

La premiere contribution de cette these consiste a transposer les méthodes d’optimi-
sation de sous-espace dans l’espace fonctionnel pertinent dans le cadre BV, ce qui nous
permet de proposer une nouvelle méthode d’approximation BV plus efficace. Nous avons
montré I'efficacité de notre nouvelle méthode en la comparant aux approches de ’état de
I’art.

La deuxieme contribution consiste a appliquer notre nouvelle méthodologie a des
problemes de traitement d’images ou nous introduisons l'information de régularité par
morceau. Pour cela, nous avons considéré trois types d’a priori différents : un a priori
de la variation totale sur les valeurs des pixels, un a prior: a variables cachées utilisant
un mélange de gaussiennes par changement de positions sur les valeurs des pixels et les
a priori de la famille de mélange de gaussiennes par changement d’échelle (GSM) sur les
coefficients d’ondelettes d’images. Ces différentes approches permettent d’avoir de bon
résultats sur les images régulieres par morceau.

Title : Fast variational Bayesian algorithms and application to large dimensional
wmverse problems.

Abstract : In this thesis, our main objective is to develop efficient unsupervised
approaches for large dimensional inverse problems. To do this, we consider fully Baye-
sian approaches. In this context, the major difficulty is that the posterior distribution
is generally complex. To tackle this problem, we consider variational Bayesian (VB) ap-
proximation, which determines a separable approximation of the posterior distribution.
Nevertheless, classical VB approaches suffer from slow rate of convergence.

The first contribution of this thesis is to transpose the subspace optimization methods
to the functional space involved in the VB framework, which allows us to propose a more
efficient VB approximation method. We have shown the efficiency of the proposed method
by comparisons with state of the art approaches.

The second contribution is to apply our new methodology to image processing pro-
blems where numerous images are piecewise smooth. To introduce such prior information,
we have considered three types of prior distributions : a total variation prior for the pixel
values, a Gaussian location mixture-like prior for the pixel values and sparse priors of the
Gaussian scale mixture family for the wavelet coefficients of images. These approaches
allow us to obtain good results for piecewise smooth images.
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