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Introduction

Contexte

Ces quinze derniéres années, les techniques de modélisation numérique ont considé-
rablement évolué. Les méthodes numériques, les modéles de calcul et I’augmentation de
la puissance de calcul permettent de prédire de plus en plus précisément, entre autre,
le comportement dynamique des structures physiques (avion, pont, immeuble, véhicule,
etc.). Cependant, des essais consistant & identifier le comportement dynamique de la
structure restent nécessaire. Ils ont pour principal objectif de recaler et de valider les
modeéles de calcul, et ainsi, les comportements dynamiques prédits.

Le comportement dynamique d'une structure peut se décomposer en la réponse des
modes propres de la structure. Un mode est caractérisé par une déformation dyna-
mique élémentaire de la structure, une fréquence propre et un taux d’amortissement
représentant la vitesse a laquelle la déformation s’amortit.

Lorsqu’une structure est soumise, dans son utilisation opérationnelle, & un champ
aérodynamique, il est nécessaire de certifier qu’il n’y aura pas d’instabilité aéroélas-
tique. L’instabilité aéroélastique dynamique, aussi appelé phénoméne de flottement,
résulte d’une association défavorable entre la déformation dynamique de la structure et
les efforts aérodynamiques générés par ces déformations en présence d’un champ aéro-
dynamique. Ce phénomeéne est extrémement dangereux et conduit & la destruction de
la structure car la déformation dynamique n’est plus amortie. Les avions sont congus
pour ne pas présenter d’instabilité dynamique dans leur domaine de vol augmenté d’une
marge réglementaire. Lors des premiers essais en vol d’un nouvel avion, on vérifie qu’il
n’y a effectivement pas d’instabilité aéroélastique dynamique dans son domaine de vol.
Pour la sécurité de ces essais, il est primordial de suivre 1’évolution des taux d’amortis-
sement des modes de la structure. Il est tout aussi primordial, pour aider a la prise de
décision, de connaitre I'incertitude d’observation des modes mesurées. Ceci est d’autant
plus vrai lorsqu’un taux d’amortissement se rapproche de 0.

13
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Problématique

Il existe de nombreuses méthodes d’analyse modale. Dans cette thése nous ne consi-
dérerons que des techniques dites “globales”. Ces techniques sont des méthodes qui
consistent & identifier, & partir des données mesurées, une représentation analytique du
systéme. Dans le cadre de 'analyse modale, les méthodes d’identification de systéme
sont aussi appelées méthodes d’identification modale. A partir du systéme identifié, on
pourra estimer les parameétres modaux de la structure. Selon le cas, les méthodes seront
basées, uniquement, sur la connaissance des réponses du systéme ou sur la connais-
sance des réponses et des excitations de ce systéme. Dans le premier cas, on parlera de
méthode Output-Only. Dans le second cas, on parlera de méthode Input/Output.

Nous verrons deux familles de méthodes d’identification modale. La premiére est ba-
sée sur la minimisation moindres carrées de ’erreur entre la représentation analytique et
I’estimation a partir des données. La seconde est basée sur la recherche du sous-espace
colonne de la matrice d’observabilité du systéme. Nous détaillerons ces méthodes plus
tard dans le manuscrit. Concernant les techniques basées sur la minimisation moindres
carrées, nous nous contenterons d’en décrire certaines et de porter un regard critique
sur leur théorie. Ces méthodes sont déja existantes dans les cadres Qutput-Only et In-
put/Output. Concernant les techniques dites “sous-espace”, la propagation d’incertitude
n’a été développée, dans la littérature, que pour une seule méthode de type Ouitput-Only.
Nous étudierons la méthodologie développée pour cette méthode et nous ’appliquerons
pour définir les chaines de propagation d’une autre méthode de type Output-Only et de
trois méthodes de type Input/Output. La motivation pour développer des méthodes de
type Input/Output est lice a la fagon dont sont réalisés les essais de vibration chez les
avionneurs. Que ce soit au sol ou en vol, les excitations sont connues. On veut utiliser
cette connaissance pour améliorer les résultats d’identification. Il est donc nécessaire de
développer les méthodes d’estimation d’incertitude utilisant elles aussi la connaissance
des signaux d’excitation.

L’un des enjeux de la thése est le développement de schémas d’estimation d’incerti-
tude, notamment pour des méthodes d’identification sous-espace de type Input/Output.
Une part importante des travaux a été consacrée a valider leur utilisation opérationnelle.

Apport de la thése

L’objectif de cette thése est de développer et d’étudier des méthodes d’identification
modales en y intégrant ’estimation d’incertitude. Le premier apport de cette these est un
regard critique sur plusieurs méthodes d’identification existantes et une homogénéisation
des formulations analytiques. Le second apport de cette thése est le développement
de plusieurs méthodes d’identification modale, de type sous-espace Input/Ouput, avec
estimation d’incertitude. Enfin, le troisiéme apport cette thése consiste en une validation
de ces algorithmes dans une optique d’utilisation industrielle opérationnelle.
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Description par chapitre

Apres une description détaillée du positionnement des travaux (Chapitre [1]), ce ma-
nuscrit sera divisé en trois parties : 'identification modale, I'estimation d’incertitude et
la validation des méthodes.

L’identification modale

L’identification modale consiste & identifier une représentation analytique décrivant
le comportement dynamique des structure, et ceci, a partir des données mesurées. Dans
le chapitre 2] nous décrirons deux familles de représentations analytiques du compor-
tement dynamique. Dans le Chapitre [3] nous détaillerons deux familles de techniques
d’identification des modélisations précédemment décrites dans le Chapitre [2] Enfin,
dans le Chapitre [4 nous verrons comment estimer, a partir des données mesurées, les
grandeurs nécessaires a l'utilisation des méthodes d’identification modale étudiées.

L’estimation d’incertitude

Les méthodes d’identification modale sont toujours initialisées avec des grandeurs
estimées & partir des données mesurées. Par définition, une estimation a une variance.
Ainsi, le comportement dynamique identifié sera soumis & des incertitudes. Dans le
Chapitre[5] nous décrirons une méthode statistique permettant de propager une variance
a travers une chaine de calcul. Dans le Chapitre [6] nous présenterons les chaines de
propagation associées aux méthodes d’identification modale étudiées. Enfin, dans le
Chapitre [7} nous verrons comment estimer les variances des grandeurs de départ de ces
méthodes d’identification modale.

La validation des méthodes

Avant d’utiliser les méthodes d’estimation d’incertitude de maniére opérationnelle,
il est crucial de les valider. Dans le Chapitre[§] nous définirons la stratégie de validation.
Dans le Chapitre[d] nous appliquerons cette stratégie a différents systémes de complexité
croissante. Enfin, dans le chapitre [I0} nous évaluerons les méthodes validées sur des
données réelles obtenues lors d’essais de vibration en vol.
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1.1 Contexte détaillé de I’étude

Une structure est congue pour pouvoir respecter un cahier des charges précis. Que
ce soit un pont, un immeuble, une voiture ou un avion, il est nécessaire de justifier que
la structure est capable de réaliser sa fonction dans des limites d’utilisation prédéfinies.
Pour un avion, il existe des limites d’utilisation en termes de vitesses et d’altitudes :
ceci s’appelle le domaine de vol. L'un des élément & justifier pour un avion consiste
a verifier qu'il n’y a pas d’instabilité aéroélastique (voir Section , aussi appelée
phénomene de flottement, dans le domaine de vol exigé par le cahier des charges. En
effet, ce phénomeéne étant une instabilité, il conduit & la destruction de la structure
s’il apparait au cours du vol. La justification requise nécessite d’effectuer des essais en
vol. Afin d’assurer un niveau de sécurité important, 'ouverture du domaine de vol doit
se faire progressivement, point de vol (i.e. vitesse et altitude constantes) par point de
vol (voir [ACQ6]). Plus le nombre de points vol et plus le temps d’analyse par point
de vol est important, plus ’essai est cotiteux. Pour minimiser le cotit engendré par ces
essais, tout en conservant le niveau de sécurité actuel, il est nécessaire de développer
des méthodes innovantes pour ’analyse des données.

17



18 Chapitre 1

1.1.1 L’instabilité aéroélastique
1.1.1.1 Généralités

Le phénomeéne de flottement aéroélastique est un phénoméne d’instabilité dyna-
mique qui résulte d’une interaction défavorable entre les forces aérodynamiques et le
comportement dynamique de la structure (voir [K¥95]). Le comportement dynamique
d’une structure correspond & la superposition des différentes déformations dynamiques
propres de la structure. Chacune de ces déformations correspond & un mode de la struc-
ture. Un mode est défini par une déformation modale (voir Figure , une fréquence
modale, un taux d’amortissement modal et une masse.

FI1GURE 1.1 — Exemple : mode de flexion voilure d’'un Rafale

Lorsqu’une structure est placée dans un champ aérodynamique, son comportement
dynamique est modifié par les efforts aérodynamiques. Le systéme étudié n’est plus
le systéme élastique associé a la structure, mais le systéme aéroélastique défini par le
couple structure/champ aérodynamique (voir [Col78|). Ce nouveau systéme présente
une base modale différente (forme des modes, fréquences, amortissement) du systéme
sans aérodynamique. Plus les efforts aérodynamiques sont importants plus le systéme
aéroélastique s’éloigne du systéme élastique en terme de comportement modal. La pres-
sion dynamique associée au point de vol considéré est une mesure de la I'importance
des efforts aérodynamiques. Plus cette pression dynamique est importante, plus les ef-
forts aérodynamiques vont avoir un effet sur le comportement dynamique du systéme
aéroélastique. Si, & cause du champ aérodynamique, les fréquences de deux modes se
rapprochent, alors il y a un risque de couplage de ces deux modes. Dans ce cas, avec
I’augmentation de la pression aérodynamique, un échange d’énergie va se produire. Cet
échange d’énergie est 1ié & une modification particuliére de la déformation modale des
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deux modes couplés. Par exemple, si un mode de torsion voilure se couple avec un
mode de flexion voilure, les modes résultants auront deux composantes : une compo-
sante de torsion et une composante de flexion oscillant dans la déformée modale avec
un déphasage. On parle de modes “complexes” pour tenir compte de ce déphasage dans
I’expression de la déformée modale. A cause des interactions entre les déplacements et
les efforts aérodynamiques induits de ces deux composantes, I'un des deux modes va
voir son taux d’amortissement augmenter fortement alors que celui de I'autre va chuter.
Si le taux d’amortissement de I'un des modes devient négatif, celui-ci devient instable.
On parle de point de flottement lorsque le taux d’amortissement de 'un des modes est
nul. Ce mode n’étant plus amorti, son mouvement est amplifié jusqu’a ce qu’il y ait
rupture de la structure. L’une des observations les plus connues de ce phénoméne a été
faite sur le pont de Tacoma. Le Tacoma Narrows Bridge est tristement célébre pour
s’étre effondré le 7 Novembre 1940.

‘20

(a) Pont de Tacoma pendant le flottement (b) Pont de Tacoma aprés destruction

FiGURE 1.2 — Pont du détroit de Tacoma - 7 Novembre 1940

Cette destruction, I'un des plus célébres accidents de génie civil, est trés souvent
imputée a tord au phénomeéne de résonance ([BS91]). Le phénoméne de flottement qui a
détruit ce pont est détaille dans MDY 97, MSY"03|. Le méme phénomeéne de
couplage peut apparaitre entre certains modes d’un avion. L’apparition du phénomeéne
de flottement conduit généralement a la destruction de la structure. Ce phénomeéne est
connu pour avoir été la cause de crash, notamment dans Paviation militaire ([Ger99]).
Une description détaillée des recherches sur le phénomeéne de flottement est donnée dans

[Myk77, [Col 78, IGRI81), Muk03} [Zou08].

1.1.1.2 Exemple : étude d’un systéme aéroélastique simple

On considére un systéme (profil de type NACA, voir [Iso81]) a 2 degrés de liberté
dans son champ aérodynamique. Les 2 degrés de liberté de ce systéme aéroélastique
sont :

— une rotation autour de son centre de gravité
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— une translation verticale (pompage)
L’effort aérodynamique généré par le champ aérodynamique dépend & la fois du mouve-
ment de rotation du profil et du mouvement de pompage vertical du profil (voir [ER96]).
Dans ’exemple considéré, on suppose que l'effet dynamique de pompage (voir Fi-
gure est prépondérant devant les autres effets de vitesse (vitesse de rotation
notamment).

FORCE AERO

—

Incidence

(a) Effet de tangage

I IIIIIII

Vitesse du profil

Incidence apparent

T

Vent résultant FORCE AERO
(b) Effet de pompage

FIGURE 1.3 — Sources des efforts aérodynamiques d’un profil & 2 DDL

(b) Evolution de la force aérodynamique due a la translation verticale

FIGURE 1.4 — Evolution des forces aérodynamiques

Dans les figures [L.4(a)| et [L.4(b)| 1'axe correspond au temps, les fleches grises cor-
respondent & la vitesse du centre de gravité du profil, les fléches bleues correspondent
aux efforts aérodynamiques (associées a la rotation du profil sur la Figure [1.4(a)| et au
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pompage sur la Figure et les fleches vertes représentent la direction du vent. Si
le mode d’oscillation verticale (pompage) et le mode d’oscillation en rotation ont des
fréquences proches, il y a un risque de couplage de ces deux modes. Dans ce cas parti-
culier, il faudra étudier le déphasage entre la composante en tangage et la composante
en pompage vertical dans chacun des deux modes. On considérera deux cas :

— Cas de pompage et de rotation en phase

— Cas de pompage et de rotation déphasés de /2

Pompage et rotation en phase

|

FIGURE 1.5 — Pompage et rotation en phase

Sur la Figure[1.5]:
— la courbe rouge correspond au mouvement du profil,
— les fléches bleues correspondent aux efforts aérodynamiques totaux qui s’exercent
sur le profil,
— les fleches grises correspondent & la vitesse de pompage du profil,
— la courbe verte correspond & la puissance aérodynamique, i.e. au produit scalaire
entre l'effort aérodynamique et la vitesse au temps ¢.
Lorsque la rotation est en phase (ou en opposition de phase) par rapport a ’oscillation
verticale, la puissance oscille et le travail W donné par

T
W= / faero-vdt
0

est nul sur la période T (avec fuero le vecteur d’effort aérodynamique et v le vecteur
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vitesse). L’amortissement de l'oscillation est donc nulle. Le point de flottement est
atteint.

Pompage et rotation en quadrature de phase

FIGURE 1.6 — Pompage et rotation en déphasage de 7/2

Sur la Figure [1.6] :

— la courbe rouge correspond au mouvement du profil,

— les fléches bleues correspondent aux efforts aérodynamiques totaux qui s’exercent
sur le profil,

— les fleches grises correspondent a la vitesse de pompage du profil,

la courbe verte correspond & la puissance aérodynamique, i.e. au produit scalaire

entre leffort aérodynamique et la vitesse au temps t.

On constate sur la Figure qu’un déphasage de 7/2 implique que la force aérody-
namique soit toujours dirigée dans le méme sens que le mouvement. Ainsi, le travail est
toujours positif et le mouvement est excité par les efforts aérodynamiques. Ces efforts
sont des forces motrices.

Le mode de pompage (translation verticale) oscille et 1’énergie apportée a chaque
cycle par le champ aérodynamique va amplifier ces oscillations. Lorsque ’énergie appor-
tée par le champ aérodynamique compense I'amortissement structural, le taux d’amor-
tissement global du systéme aéroélastique devient nul. Ceci correspond a l'apparition
du phénomeéne de flottement qui conduit généralement & la destruction de la structure.
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1.1.2 Modéles pour le calcul du comportement dynamique

Le calcul du comportement dynamique d’un systéme aéroélastique s’appuit sur deux
maillages : un maillage éléments finis (MEF) et un maillage aérodynamique (MA).

Un modele éléments finis est utilisé pour calculer le comportement d’une structure
(voir [Red93, [ER96]). Le maillage éléments finis (Figure [1.7) utilisé est une modélisation
de la structure 3D réalisée & partir d’éléments 2D (type bars ou plaques). On parle de
modélisation 2.5D. Le modéle avion complet est obtenu par l'assemblage des maillages
de chaque partie constituant Pappareil (fuselage, voilure, dérive, emports éventuels,
etc.).

F1GURE 1.7 — Exemple d’un maillage éléments finis d’'un Rafale

Un maillage aérodynamique est une discrétisation de la forme externe de ’avion
permettant de calculer les efforts aérodynamiques dus & des déplacements imposés.

Il existe plusieurs méthodes pour déterminer ces efforts (voir [FH63,

IGMD66, HS67, [Hes74]). Dans la Figure un maillage singularités (Figure [1.8(a))
et un maillage CFD (Figure [1.8(b)) sont présentés. Pour plus de détail sur ces types de

maillage, voir [Hun98| [GP96].

(a) Maillage aérodynamique singularités (b) Maillage aérodynamique CFD

F1GURE 1.8 — Exemples de maillage d’'un champ aérodynamique sur Rafale

Un maillage éléments finis permet de calculer le comportement dynamique d’une
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structure. Le couplage du maillage éléments finis & un maillage aérodynamique permet
le calcul du comportement dynamique de la structure lorsqu’elle est soumise & des
efforts aérodynamiques. Les calculs du comportement dynamique du systéme élastique
(sans aérodynamique) et du systéme aéroléastique (avec aérodynamique) sont des étapes
nécessaires a la préparation des essais réels (voir Section et font partie du processus
de certification en flottement (voir Section [L.1.4).

1.1.3 Types d’essai

Le but des essais est de vérifier le comportement réel de la structure. Ils sont préparés
en se basant sur les calculs effectués a partir du modeéle éléments finis (et aéroélastique
pour la partie vol des essais) du systéme étudié. Les résultats des essais permettent de
valider les modéles utilisés ou de les recaler si nécessaire. Les mesures sont obtenues
par des capteurs qui mesurent les déplacements, les vitesses ou les accélérations. Un
exemple d’accélérometre piézoélectrique est donné a la Figure|1.9

F1GURE 1.9 — Accéléromeétre piézoélectrique triaxial de la marque Kistler©

Ces capteurs sont placés sur la structure analysée de fagon & garantir une observation
optimale de sa déformation lors d’une excitation. Les excitations peuvent étre maitrisées
et connues (e.g. pot vibrant, coup de marteau, gouverne d’avion) ou environnementales
(e.g. trafic sur un pont, turbulence en vol).

(a) Pots vibrants STACIS® 2100 (b) Course a pied sur le viaduc de Millau

FIGURE 1.10 — Exemples de moyens d’excitation
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Le choix (ou la nécessité) d’appliquer des excitations connues et/ou inconnues défi-
nissent le type d’essai :

— EMA, Ezperimental Modal Analysis : Dans ce type d’essai, seules des excitations
connues sont appliquées a la structure. Pour ce faire, ces essais sont généralement
effectués en laboratoire ou en entrepo6t pour éviter toute pollution environnemen-
tale. Les essais EMA sont généralement une étude préliminaire pour valider les
modéles éléments finis de la structure.

— OMA, Operational Modal Analysis : Dans certain cas, les essais EMA ne sont pas
réalisables. En effet, il n’est pas possible de réaliser de tels essais sur un pont
ou un immeuble. Ces structures sont toujours assujetties aux effets de 'environ-
nement naturel (e.g. méme si on bloque le trafic sur un pont, on ne peut pas
bloquer les turbulences aérodynamiques). Durant un essai OMA, les excitations
sont inconnues et correspondent aux effets de ’environnement auxquels la struc-
ture sera naturellement soumise. Cependant, on fait généralement ’hypothése que
ces excitations correspondent & des bruits blancs centrés.

— OMAX, Operational Modal Analysis with eXogeneous inputs : Ce type d’essais
s’effectue en placant la structure dans son environnement naturel et en lui appli-
quant une ou plusieurs excitations connues et maitrisées. Un exemple serait un
pont soumis & du trafic et auquel on appliquerait un coup de marteau.

En pratique, on ne pourra jamais avoir des essais purement EMA. Lorsqu’on utilise
des excitations connues, la classification d’un essai repose sur I’hypothése de prédomi-
nance (essais de type EMA) ou non (essais de type OMAX) des excitations connues sur
les excitations dues & I’environnement. Dans le cadre d’essais de vibration sur avion, que
I’on soit au sol ou en vol, on parlera généralement d’essais de type EMA. Au sol, cette
classification est évidente car les essais on maitrise plus facilement 1’environnement de
réalisation de ces essais. En vol, cette classification reste correcte, malgré la présence
du champ aérodynamique. En effet, ce champ n’est pas considéré comme une excita-
tion de la structure mais comme une composante du systéme aéroélastique étudié. En
vol, les excitations inconnues correspondent a des turbulences. Cependant, les vols sont
toujours effectués lorsque les conditions météorologiques sont bonnes. Ainsi, les effets
de turbulence sont généralement négligeables face aux excitations connues (appliquées
a l'aide de vibrations des gouvernes).

1.1.4 Processus de certification en flottement

Lors de la conception d’'un nouvel avion ou de I’établissement d’une nouvelle confi-
guration d’emports (avion militaire), il est nécessaire de vérifier I’absence d’instabilité
aéroélastique dans le domaine de vol exigé par le cahier des charges. Cette procédure
est la certification en flottement. Elle est constituée de trois grandes composantes : les
calculs du comportement dynamique & l'aide de modéles, les essais de vibration au sol
et les essais de vibration en vol. Des itérations peuvent étre nécessaire dans le cas ou
les modéles nécessitent un recalage a partir du comportement dynamique réel observé
lors des essais.
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——> Modeéle structure EF Modéle aérodynamique €——

Analyse flutter théorique
Recherche des sous-configurations critiques
et des mécanismes de couplage
-2 Préparation de la campagne d'essais de vibration au sol (GVT)

Essais de vibration ausol
(GVT)

Analyse flutter post GVT :

- Préparation de la campagne d’essais de vibration en vol

Essais en vol

Justification du domaine de vol

Calcul des courbes de
flutter pourtoutes les
sous-configurations

Etablissement des
marges de flutter

FIGURE 1.11 — Processus d’ouverture de domaine de vol

A partir du modéle éléments finis de la structure de ’avion et du modéle aérody-
namique des efforts aérodynamiques, on effectue une analyse de flottement (flutter)
théorique. Cette analyse correspond & la prédiction du comportement dynamique du
systéme aéroélastique associé a ’avion. Le comportement dynamique au sol est ob-
tenu & partir du systéme élastique (sans application d'un champ aérodynamique). Une
méthode couramment utilisée pour prédire le comportement dynamique en vol est la
PK-méthode (voir [Has71]). Cette méthode itérative est initialisée par le comportement
dynamique prédit & partir de la résolution dynamique du systéme élastique.

La prédiction du comportement dynamique de l’avion au sol permet de préparer
la campagne d’essais de vibration au sol (GVT, Ground Vibration Tests, voir Figure
. L’influence de lenvironnement extérieur est supposé négligeable. Ces essais sont
classifies EMA (voir Section [1.1.3).

Les mesures obtenues pendant un GV'T permettent d’estimer le comportement dy-
namique réel de la structure. Si ce comportement dynamique observé différe trop du
comportement dynamique prédit par le modéle, alors on procéde au recalage du modele
éléments finis. Le recalage du modéle consiste en la modification des caractéristiques
(e.g. la raideur et la répartition de masse) de certains de ses éléments finis. Le modéle
¢éléments finis est considéré recalé lorsque la prédiction obtenue par le modéle correspond
au comportement observé en essai.

A partir du modéle éléments finis recalé et du maillage aérodynamique, on effectue
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FIGURE 1.12 — Avion Rafale préparé lors d’un essais de vibration au sol (GVT)

une nouvelle analyse de flottement. Cette analyse permet de préparer la campagne d’es-
sais de vibration en vol (voir Figure [1.13)). On définit, pour cette campagne, les points

FIGURE 1.13 — Avion Rafale en vol

de vol auxquels devra étre analysé le comportement dynamique de I'avion. On adapte
I’espacement des points de vol en fonction de la dangerosité supposée du vol. Plus ces
points de vol sont proches, plus I’essai est long et coliteux. La détermination des points
de vol doit étre fait pour avoir un essai le moins cotiteux possible, tout en respectant
une importante exigence de sécurité. A chaque point de vol, le systéme aéroélastique
est considéré stationnaire. A cause de la consommation de carburant, ’analyse modale
effectuée & un point de vol ne doit pas étre trop longue pour que I’on puisse considérer
que la perte de masse soit négligeable. Durant ’essai, on surveille la stabilité aéroélas-
tique de l'avion. Aprés l'essai, on vérifie que le comportement dynamique observé (i.e.
estimé & partir des mesures) correspond au comportement dynamique prédit (i.e. cal-
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culé a partir des modeles). Si le comportement dynamique observé différe trop de celui
prédit, il peut étre nécessaire de procéder a un recalage du maillage aérodynamique.

Enfin, lorsque les modéles prédisent correctement la réalité, on peut passer a ’étape
de justification du domaine de vol. Pendant cette étape on détermine le comportement
dynamique des différentes sous-configurations (différents cas de remplissage pétrole,
sous-configurations d’emport, etc.) et on établit les marges de flottement. L’avion pourra
étre certifié en flottement s’il n’y a pas d’instabilité aéroélastique dans le domaine de
vol exigé par le cahier des charges, avec une marge de sécurité suffisante.

1.1.5 Exemple d’utilisation des identifications modales

On a vu, a la Section[I.1.4] plusieurs utilisations possibles des résultats de I'identifica-
tion modale. Ils peuvent servir au recalage de modéle et au suivi de mode entre différents
points de vol. Ils peuvent aussi servir & d’autres utilisation, e.g. la détection de chan-
gement de comportement et la localisation de dommage. La détection peut étre utilisée
comme une alarme prévenant un changement brutal du comportement dynamique d’une
structure (voir [MHVAA99, BABOQ, Ber(2, BMG04, DM*10bl DSh11, DMBMT3]). Dans
le cadre du processus de certification en flottement, cette alarme peut étre un “flutte-
romeétre” qui détecte une chute brusque de ’amortissement d’un mode (voir [Zou0§]).
L’intérét de la détection est qu’elle est beaucoup plus rapide qu’une analyse modale.
La localisation de dommage consiste a localiser un défaut sur une structure. A partir
de D’écart entre le comportement dynamique de la structure saine (sans défaut) et ce-
lui de la structure endommagée, les méthodes de localisation de dommage permettent,
en s’appuyant sur un modéle, de définir précisément la zone de la structure qui est

impactée(voir [BMGO4! Ber(9, Doh11]).

1.2 Description détaillée des thématiques

1.2.1 L’identification modale
1.2.1.1 Etat de ’art

L’identification modale est une technique d’identification de systéme adaptée & ’ana-
lyse modale. Avant ’émergence des méthodes d’identification modale, ’analyse modale
était principalement graphique. On notera par exemple la méthode du décrément lo-
garithmique ou la méthode de largeur de bande a 3db (voir PIRO1]). L’identi-
fication modale est une technique qui permet, & partir de données mesurées, d’estimer
les paramétres d'un modéle de comportement dynamique d’une structure. Cette tech-
nique a pu se développer grace a ’évolution des méthodes numériques et des puissances
de calcul des ordinateurs. L’identification a de nombreuses applications industrielles,
telles que le recalage de modele, la surveillance de comportement dynamique, etc. (voir
[HvdA99, MHVIA9, BBGF01, PV03)).

L’identification modale s’est principalement développée selon deux axes de recherche.

La premiére famille de techniques consiste a effectuer une minimisation moindres
carrées de l'erreur entre une grandeur paramétrique (provenant d’une modélisation de
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type ARMAX, voir [Lju98|, [PS12| et la méme grandeur estimée a partir des données.
Dans le domaine temporel, une méthode trés répandue est la méthode LSCE (Least
Square Complex Ezponentials). La grandeur utilisée pour cette méthode est la réponse
impulsionnelle. Le détail de cette méthode est présenté dans [BAZMTY, Mer83, [ABS&T].
Dans le domaine fréquentiel, une méthode trés répandue est la méthode LSCF (Least
Square Complex Frequencies). Cette technique et ses variantes sont présentés dans
[VDAGVV01, IGVVT03, PVIAGL04, ICGVF04al [PA04]. L'une de ces variantes est com-
mercialisée dans le logiciel LMS® sous le nom PolyMax. Elle est trés utilisée dans le
domaine industriel. Un exemple d’application dans le domaine automobile peut étre
trouvé dans [PGVdAAT04|.

La seconde famille de techniques consiste a rechercher une base du sous-espace co-
lonne de 'observabilité d’une représentation d’état. Pour ce faire il est nécessaire d’esti-
mer, & partir des données, une matrice qui posséde le méme sous-espace. De nombreux

articles traitent cette technique ([Vib95] VWO97al VWOITh! Jan03),
Qin06], [Chi07]. Cette famille de méthodes a été démocratisée par [VODM96] qui a ho-

mogénéisé l'écriture d’un ensemble de méthodes pouvant rentrer dans le cadre d’une
théorie unifice ([VODMO95]). Concernant les propriétés des méthodes sous-espaces, on
peut trouver de nombreuses études de convergence dans la littérature (voir [LVOW93|
DPS95, BDS99, [BLOZ, I(CP04al, [CP04b, Bau05]). Les méthodes sous-espace sont
trés répandues dans le domaine du controle et dans le monde industriel ([BNSR9IS|
EFDMVOOQ0, [JST.O1, [PLO8|). Durant les quinze derniéres années, les méthodes
sous-espace se sont répandues dans le domaine de I'identification du comportement dy-
namique des structures, particulierement dans les domaines de I'ingénierie mécanique,
civil et aérospatial ([HvdA99, MBG03, MBB*06, MBG03, BMCCI0]). Pour répondre
au besoin d’identification du comportement modal de grandes structures (ponts, im-
meubles, etc.) [Doh11] a développé des algorithmes de type multi-patchs permettant de
fusionner plusieurs sous-identifications modales. Enfin, une derniére variante des mé-
thodes sous-espace, trés utilisée pour effectuer de la surveillance en temps réel, consiste

a effectuer une identification sous-espace itérative ([LGV00, [(OK02, MBLO0S]).

1.2.1.2 Description des chapitres

L’identification modale permet de faire le lien entre les données mesurées et une
modeélisation paramétrique décrivant le comportement dynamique d’une structure.

Dans le Chapitre 2| nous détaillerons les caractéristiques d’un systéme, nous présen-
terons trois familles de modélisations paramétriques et nous donnerons deux exemples
d’application.

Concernant la caractérisation d’un systéme (Section , nous verrons qu’un sys-
téme peut étre linéaire ou non linéaire, stationnaire ou non stationnaire (Section,
décrit dans différents domaines (Section de maniére continue ou discréte (Section
et en fonction du nombre d’entrée(s) et de sortie(s) (Section 2.1.4). Les caracté-
ristiques dynamiques du systéme peuvent étre décrites dans le domaine fréquentiel par
sa matrice de transfert (Section ou dans le domaine temporel par sa réponse
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impulsionnelle (Section [2.1.5.2]).

Plusieurs familles de modélisations permettent de décrire le comportement dyna-
mique d’une structure. Nous en verrons trois : les modélisations ARX (Section, les
représentations d’état (Section [2.3]) et les modélisations modales (Section [2.4]).

Enfin, deux applications sont présentées : un systéme élastique de type MKC (Sec-
tion [2.5)) et un systéme aéroélastique (Section [2.6)).

Dans le Chapitre [3] nous détaillerons les méthodes d’identification sélectionnées.
Nous commencerons par les méthodes d’identification de modélisations ARX (Section
, puis nous décrirons le principe de identification sous-espace (Section et enfin
nous présenterons le concept de 'identification LSFD (Section .

Dans le Chapitre nous discuterons de l’estimation non paramétrique. Ces es-
timations sont basées sur l'estimation de grandeurs (densités spectrales, fonctions de
corrélations, matrices de transfert, réponses impulsionnelles) directement & partir des
données mesurées. Nous décrirons d’abord ce qu’est un signal (Section, ce qu’est un
processus aléatoire (Section et les moyens d’estimer les caractéristiques statistiques
d’un processus aléatoire (Section . Nous proposerons ensuite des méthodes d’esti-
mation des densités spectrales de puissance (Section , des fonctions de corrélation
(Section , des matrices de transfert (Section et des réponses impulsionnelles

finies (Section .

1.2.2 L’estimation des incertitudes
1.2.2.1 Etat de l’art

A cause du bruit de mesure, du bruit environnant et /ou de I'utilisation d’excitations
connues stochastiques, les paramétres modaux identifiés ne sont pas déterministes. Pour
améliorer la pertinence des résultats d’identification, il est nécessaire d’estimer la va-
riance des paramétres modaux. Cette variance permettra de définir un intervalle de
confiance autour des parameétres identifiés.

Les méthodes LSCF et sous-espace ne fournissent pas naturellement 'information
concernant la variance des estimées des parameétres modaux. Pour déterminer la va-
riance, et donc l'écart type (aussi appelé incertitude), il est nécessaire d’utiliser une
technique de propagation de la variance de la grandeur de départ (e.g. de la matrice de
transfert estimée, de la matrice de corrélation estimée, etc.). Cette technique est basée
sur des propriétés statistiques et sur la delta méthode ([Crad6, [BG89, [Oeh92, NKNW96,

Une description sur la propagation des incertitudes LSCF peut étre trouvée dans
[GSP8IL [PGS07]. Une méthode rapide d’estimation de ces incertitudes a été développée
par [DTGPV09, DTGS09].

Une description sur la propagation des incertitudes sous-espace peut étre trouvée
dans DLM13]. Cette propagation a été optimisée par [DMI
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1.2.2.2 Description des chapitres

L’estimation d’incertitude consiste a propager la variance de ’estimation d’une gran-
deur de départ. Cette propagation est effectuée & I'aide de la théorie des perturbations
et de la delta méthode.

Dans le Chapitre [5 nous présenterons le principe de la propagation des variances
(Section . La théorie sur laquelle repose la propagation est basée sur la delta mé-
thode (Section . Cette théorie permet d’approximer l’espérance et la variance d’une
fonction d’un processus aléatoire gaussien. Cependant, elle nécessite de pourvoir dériver
cette fonction et donc d’en connaitre une définition explicite. Ceci n’étant pas toujours
possible, nous utiliserons la théorie des perturbations pour approximer la dérivation par

différenciation (Section [5.1.2).

Dans le Chapitre [6] nous détaillerons les chaines de propagation des variances asso-
ciées & chacune des méthodes d’identification traitées dans ce manuscrit.

Nous commencerons par détailler la chaine de propagation associée & la méthode
d’identification LSCF du probléme ARX linéarisé (Section [6.1).

Nous verrons ensuite la chaine de propagation associée a la méthode d’identification
sous-espace de la représentation d’état (Section .

Dans le Chapitre [7] nous verrons comment sont estimées les grandeurs de départ
des méthodes d’identification traitées dans ce manuscrit.

Pour la méthode d’identification LSCF du probléme ARX linéarisé, la grandeur
de départ estimée est la matrice de transfert. Nous verrons donc comment estimer la
variance des éléments de cette matrice. Deux méthodes sont proposées (Section .
La premiére est basée sur la fonction de cohérence (Section , la seconde utilise la
propagation des variances des densités spectrales (Section .

Pour la méthode d’identification du sous-espace colonne de la matrice d’observabi-
lité, la grandeurs de départ est la matrice sous-espace. Cette matrice est construite a
partir des matrices de corrélation. Les matrices de corrélation utilisées et leur agence-
ment définissent la méthode sous-espace. Pour chacune des cinqg méthodes sous-espace
considérées dans ce manuscrit, nous détaillerons le calcul de la variance des matrices
sous-espace par propagation des variances des matrices de corrélation (Section .

1.2.3 Validation et application des méthodes
1.2.3.1 Enjeux

Les identifications modales avec estimation d’incertitude seront principalement uti-
lisées, dans le contexte d’étude de cette thése, pour recaler les modeéles et pour suivre
les essais en vol. Les ingénieurs pourront utiliser les valeurs d’incertitudes pour pon-
dérer le recalage. Concernant les essais en vol, les incertitudes devront aider & la prise
de décision. Le principal paramétre modal surveillé durant un essais en vol est le taux
d’amortissement. Lorsqu’il se rapproche de 0, on se rapproche du point de flottement,
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ce qui est extrémement dangereux. Lorsque la valeur du taux d’amortissement estimée
se rapproche de 0, I'incertitude pourra étre utilisée pour déterminer un intervalle de
confiance autour de la valeur estimée. La valeur de l'incertitude étant elle aussi une
estimation, il est crucial, d’un point de vu opérationnel, de valider les méthodes d’esti-
mation d’incertitude avant de les utiliser lors d’un essai en vol.

1.2.3.2 Description des chapitres

Pour valider une méthode, il est nécessaire de mettre en place une stratégie de vali-
dation. Lorsque cette stratégie est définie, on ’applique & une série de systémes simulés.
Ceci permet de valider le code et sa robustesse a différents éléments (e.g. le bruit).
Lorsque le code est validé, on peut le tester sur des données réelles.

Dans le Chapitre [8] nous rappellerons le benchmark des méthodes que 1'on cherche
a valider (Section . Nous présenterons ensuite le benchmark des simulations et des
différents cas qui serviront & valider les méthodes d’identification avec estimation d’in-
certitude (Section [8.2)). Pour valider, il est nécessaire de définir les critéres de validation
(Section . Nous utiliserons deux critéres (Section et Section . Enfin, nous

détaillerons comment seront présentés et analysés les résultats (Section [8.4)).

Dans le Chapitre [9 nous analyserons les résultats graphiques présentés en Annexe
[C] et en Annexe [D] Ces simulations permettront d’étudier les méthodes sur des cas de
complexité croissante.

Dans le Chapitre [I0] nous appliquerons les méthodes d’identification avec estima-
tion d’incertitude a des données mesurées lors d’un essai réel de vibration en vol d’un
avion Rafale. Nous commencerons par décrire le cas (Section . Nous analyserons
ensuite les résultats et nous proposerons une méthode de clarification des diagrammes
de stabilité basée sur les valeurs d’incertitude (Section .
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Crapive 2
Chapitre

Les modélisations parameétriques

L’identification modale est basée sur l'identification des paramétres d’un modéle
théorique dont on peut extraire les paramétres modauz. Dans le cadre de l'étude de
la dynamique des structures, ces modéles sont construits a partir des équations de la
dynamique. Il peuvent décrire soit la réponse temporelle, soit la réponse fréquentielle
de la structure. Le choix du modéle théorique a identifier conditionne le choiz de la
méthode d’identification modale. Ainsi, les méthodes sous-espaces seront utilisées pour
identifier les matrices d’une représentation d’état. Les méthodes de types moindres carrés
permettront d’identifier les coefficients d’une représentation ARMAX. Le choiz de la
modélisation théorique fixera aussi les hypothéses sur les excitations du systéme, sur le
bruit environnemental et sur le bruit de capteurs.

Apres avoir défini ce qu’est un systéme (Section , nous présenterons deuz types
de modélisations : les modélisations ARMAX (Sectz’on et les représentations d’état
(Section. Nous verrons ensuite comment obtenir la modélisation modale a partir de
ces deuz types de modélisations (Section . Nous finirons par la description de deux
types de systémes : les systémes structures (Section et les systémes aéro-élastiques

(Section [2.6)).
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2.1 Caractérisation des systémes

2.1.1 Qu’est-ce qu’un systéme

Un systéme est une entité entiérement définie par ses composants et la maniére dont
ils réagissent entre eux. Ces composants définissent la nature du systéme. Il peut étre
mécanique, électrique, aérodynamique, aéro-élastique, biologique, économique, etc. De
maniére générale, toute entité qui répond & une excitation est un systéme. Il peut s’agir
d’une structure, d’un circuit électrique, d’une cellule vivante, etc.

Les points d’application des excitations sont appelés les “entrées” du systéme. Une
excitation peut étre un coup de marteau sur un pont, une intensité dans un circuit
électrique, un stimuli sur une cellule, etc. On parle de signaux d’entrée.

Les points d’observation des réponses sont appelés les “sorties” du systéme. Ces
points d’observation sont généralement des capteurs mesurant la réponse du systéme.
Cette réponse peut étre un déplacement, une vitesse, une accélération, une pression,
une température, une tension, etc. On parle de signaux de sortie.

2.1.2 Linéarité et stationnarité d’un systéme

La notion de linéarité implique que les réponses du systémes soient proportionnelles
aux excitations appliquées. Un exemple de source de non-linéarités est la présence de
jeux dans un systéme mécanique (e.g. [PPRF96]).

Un systéme est dit stationnaire lorsque ses caractéristiques n’évoluent pas dans le
temps. La non stationnarité peut par exemple étre due & la variation de masse du
systéme au cours du temps. C’est le cas de tout systéme consommant du carburant.
Elle peut aussi étre due & une variation périodique des efforts aérodynamiques. C’est
le cas d’une éolienne et d’un hélicoptére dont les péles incurvées générent des efforts
aérodynamiques différents selon leur position (e.g. [HC83]).

Un systéme peut étre considéré linéaire si 'on peut considérer que 'influence des
non-linéarités est faible. On peut aussi considérer le systéme stationnaire & condition
que la vitesse d’évolution de ces paramétres soit faible par rapport & la durée d’analyse.
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Un systéme linéaire et stationnaire est qualifié de LTI (Linear and Time Invariant).
C’est ce type de systéme qui sera traité dans ce manuscrit.

2.1.3 Domaine d’analyse

L’analyse d'un systéme & partir de son observation est basée sur le traitement des
signaux de sorties et, s’ils sont connus, des signaux d’entrées. Le domaine utilisé pour ex-
primer ces signaux conditionne le domaine dans lequel sera exprimée la modélisation du
systeme. Les deux domaines d’études les plus répandus dans le traitement de signal sont
le domaine temporel et le domaine fréquentiel. On parlera d’analogie temps/fréquence
(Section [2.1.3.1). De plus, ces deux domaines pourront étre considérés continus (ou
analogiques), discrets, quantifiés ou numériques (Section .

2.1.3.1 Domaine temporel et domaine fréquentiel

Les signaux sont généralement exprimés dans le domaine temporel car c’est le do-
maine naturel de la mesure physique. Une mesure temporelle correspond au suivi de
I’évolution d’une grandeur en fonction du temps, comme par exemple une température,
une accélération, etc.. Cependant, dans le cadre du traitement du signal, il est souvent
nécessaire d’étudier le spectre fréquentiel d’un signal, i.e. d’exprimer ce signal dans le
domaine fréquentiel. Une méthode de passage entre domaine temporel et domaine fré-
quentiel est la transformation de Fourier (Voir [GW99] pour une explication détaillée
sur la décomposition spectrale et sur le lien entre série et transformation de Fourier).

Définition 1 Transformation de Fourier (a temps continu)
Soit le signal temporel s(t). Sa transformée de Fourier s(f) est définie par

+ inf )
S(f) = / s(t)e > Itas (2.1)
—inf
On notera F Uopérateur de transformation de Fourier :
s(f) = Fls(t)] (2.2)
De méme, la transformation inverse est définie par :
+ inf )
s(t) = / s(f)em It qf (2.3)
—inf
On notera F~1 Dopérateur de transformation de Fourier inverse :

s(t) = F ' [s(f)] (2.4)

La transformation de Fourier posséde des propriétés trés intéressantes qui seront large-
ment utilisées dans la suite de ce manuscrit.

Définition 2 Quelques propriétés de la transformée de Fourier
Soient s(t), s1(t) et sa(t) trois signaux temporels. Soit a un scalaire.
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Linéarité
Flasi(t) + s2(t)] = aF [s1(8)] + F [s2(t)] = as1(f) + s2(f) (2.5)

— Contraction du domaine

) (2.6)

Translation temporelle

F[s(t +tg)] = e2™/tos(f) (2.7)

Produit de convolution dans le domaine temporel

F [s1(t) * s2(t)] = s1(f)s2(f) (2.8)

— Produit de convolution dans le domaine fréquentiel

s1(t)sa(t) = F~H [s1(f) * s2(f)] (2.9)

— Dérwation dans le domaine temporel

n—lS — 0
] = (2w f)"s(f) — (i2xf)" Ts(t=0") — ... — z'27rfdcﬁ(§_10)

d™s(t)
d&:
(2.10)

2.1.3.2 Domaine continu et domaine discret

Un signal correspond souvent & la mesure d’une grandeur (e.g. signal électrique, ac-
célération, etc.) en fonction du temps. Cette mesure temporelle pourra étre analogique,
discréte, quantifiée ou numeérique ([Duv94l, Max81]).

Signaux analogiques

Historiquement, le terme analogique provient du fait que la grandeur observée évolue
de maniére analogue a la source (e.g. le niveau de mercure varie de maniére analogue
a la température). Par extension, on parle d’évolution analogique pour toute grandeur
variant de fagon continue & la fois dans le temps et en valeurs mesurées. Un signal
analogique peut-étre décrit par une fonction & variables et & valeurs continues (voir

Figure [2.1(a))).

Signaux discrets

Un signal discret correspond a une mesure effectuée avec un pas de temps (géné-
ralement) appelé fréquence d’échantillonnage. L’évolution de la grandeur est continue
mais n’est relevée que de maniére discréte dans le temps. Un signal discret peut-étre
représenté par une fonction a variables discrétes et a valeurs continues (voir Figure

21(D)).
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Signaux quantifiés

Un signal quantifié correspond & une mesure effectuée dans le temps continu mais
dont la mesure relevée ne peut étre que discréte. Un cas simple correspond & un signal
suivant 'ouverture et la fermeture d’un interrupteur au cours du temps. La valeur
relevée sera soit 0 (interrupteur fermé) soit 1 (interrupteur ouvert). Un signal quantifié
peut-étre représenté par une fonction & variables continues et a valeurs discrétes (voir
Figure [2.1(c))).

Signaux numériques

Un signal numérique correspond & un signal a la fois discret et quantifié. Il peut étre
représenté par une fonction & variables et & valeurs discrétes (voir Figure . Dans
la suite on parlera soit de signal analogique (domaine continu), soit de signal discret
(domaine discret).

Exemples de signaux

15 15
ir R 1 o 4
[ ] o
05 B 05F =
°
0 0
°
05t 4 -osp PS 4
°
-1t 4 -t [ ] ° 4
s ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ s ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
t(s) 1(s)
(a) Exemple de signal analogique (b) Exemple de signal discret
15 T T T T T T T T 15 T T T T T T T T
— o -- . SEEEEEEE PP R *--@---@---
05 B 05F =
B e Of -~ -@---@----------- e R °
05t 4 -osp 4
4t I |
s ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ s ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
t(s) t(s)
(c) Exemple de signal quantifié (d) Exemple de signal numeérique

FIGURE 2.1 — Exemple de signaux
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Discrétisation

De nos jours, les signaux analogiques sont de moins en moins utilisés pour l’ana-
lyse et le traitement du signal. Les mesures temporelles sont généralement effectuées de
maniére discréte et avec une période d’échantillonnage. Et méme si la mesure est analo-
gique, le traitement par ordinateur nécessite I’échantillonnage du signal (voir [PdSP89]).
L’échantillonnage (ou discrétisation) d’'un signal analogique s(t) est une opération qui
consiste a ne retenir du signal qu’'une série de valeurs extraites & un pas d’échantillon-
nage. Ce pas d’échantillonnage peut étre constant ou non. Dans la suite, nous ne consi-
dérerons que des pas d’échantillonnages constants. Dans le domaine temporel, le pas
d’échantillonnage est appelé période d’échantillonnage. On notera cette période 7. Elle
est inversement proportionnelle a la fréquence d’échantillonnage f. = 1/T.. Dans le do-
maine fréquentiel, le pas d’échantillonnage est appelé résolution fréquentielle. On notera
cette résolution df.

Définition 3 Echantillonnage
On note s¢(t) le signal analogique s(t) échantillonné avec une période d’échantillon-
nage Ty :
+o0

se(t) = > s(nT.)s(t —nTy) (2.11)

n=—oo

avec §(t) la fonction de Dirac tel que

&w—{ " zj?:o (2.12)

On construit ainsi la série (ou signal discret) sq(n) 4 partir de se(t).

15

05} N

\
N
. .
& ’
’
\ ’
. ’
051 \ q
~

-15

1(s)

FIGURE 2.2 — Exemple de signal temporel discretisé avec T, = 1s
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Remarque 4 Dans la suite du document, on ne fera plus apparaitre 'indice 4. La
variable utilisée indiquera quel type de signal est considéré.
— La variable temps continu t pour les signauz temporels continus
— La variable temps discret n (n™¢ échantillon temporel) pour les signauz temporels
discrets
— La variable fréquence continue f (ou pulsation continue w, avec w = 27f) pour
les signauz fréquentiels continus
— La variable fréquence ou pulsation discréte k (k™€ raie fréquentielle) pour les si-
gnauz fréquentiels discrets

2.1.3.3 Transformations de Laplace, en Z et de Fourier

Les transformations de Fourier & temps continu et discret sont des cas particuliers
des transformations de Laplace et en Z (voir [Sne95, [BB86]).

Transformation de Laplace

Définition 5 Transformation de Laplace
Soit le signal temporel s(t). Sa transformée de Laplace est définie par

s(p) = /+oo s(t)e Pt (2.13)

On notera L Dopérateur de transformation de Laplace :
s(p) = L[s(t)] (2.14)

De méme, la transformation inverse est définie par :
+oo
s(t) :/ s(p)ePdp (2.15)

—0o0

On notera L~ Dopérateur de transformation de Fourier inverse :
s(t) = L7 [s(f)] (2.16)

On remarque que la transformation de Fourier & temps continu n’est qu'un cas parti-
culier de la transformation de Laplace, o p = i27f = iw (avec w = 27 f la pulsation).
Les propriétés de Laplace et Fourier sont similaires

Définition 6 Quelques propriétés de la transformée de Laplace
Soient s(t), s1(t) et sa(t) trois signauz temporels. Soit a un scalaire.
— Linéarité

Llasi(t) + s2(t)] = al [s1(t)] + L [s2(t)] = as1(p) + s2(p) (2.17)

— Contraction du domaine

Lls(at)] = —s(P) (2.18)
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Translation temporelle

Ls(t+to)] = e"s(p)
— Produit de convolution dans le domaine temporel
L[s1(¢) * s2(t)] = s1(p)s2(p)

Produit de convolution dans le domaine de Laplace

s1(t)sa(t) = L7 [s1(p) * s2(p)]

— Dérwation dans le domaine temporel

L [dns(t)] =p"s(p) —p" 's(t=0")—...—p

dtm dtn—1

Transformation en Z

d"ls(t=07)

Chapitre 2

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)

L’application de la transformation de Laplace & un signal échantillonné s.(t) (voir
Définition |3 correspond a la transformation en Z du signal analogique s(t) :

Définition 7 Transformation en Z

On note s.(t) le signal analogique s(t) échantillonné avec une période d’échantillon-
nage T.. La transformation en Z de la série s(nT,) correspond a la transformation de

Laplace de s¢(t) :

Zls(nTe)] = Lse(t)]
= Y " s(nTe) LI5(t — nT))]
= Y "0 g (nTy)e " Tep

- —00

= Tij:oo s(nTy)z™"

= s(z)
avec p la variable de Laplace et z = e’<P la variable du domaine en Z.

Définition 8 Quelques propriétés de la transformé en Z
Soient s(n), s1(n) et sa(n) trois séries temporelles. Soit a un scalaire.
— Linéarité

Z[as1(n) + s2(n)] = aZ [s1(n)] + Z [s2(n)] = asi(z) + s2(2)

Contraction du domaine

Translation temporelle

Z[s(n+ng)] = 2"s(2)

Produit de convolution dans le domaine temporel

Z [51(n) * s2(n)] = s1(2)s2(2)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)
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— Produit de convolution dans le domaine en Z

s1(n)sa(n) = z-1 [51(2) * s2(2)] (2.28)

Un cas particulier de la transformation en Z est la transformation de Fourier & temps
discret. On I’obtient en posant z = expi2x f. Comme pour la transformation de Laplace
et de Fourier & temps continu, les transformations en Z et de Fourier & temps discret
ont des propriétés similaires.

Transformation de Fourier discréte

Si on discrétise le domaine des fréquences obtenu par une transformation de Fourier
a temps discret (cas particulier de la transformation en Z) et qu’on réduit le nombre de
points aux NN, échantillons mesurés, on obtient une transformation de Fourier discréte

(TFD, [Smi03, Max81]) :

Définition 9 Transformation de Fourier discréte (TFD)
Soient N, échantillons d’un signal a temps discret s(n). La transformée de Fourier
discréte de s(n) est donnée par :

s(k) = a;dZs(n)e_f (2.29)

n=1
La transformation de Fourier discréte inverse de s(k) est donnée par

Ne

s(n) = az- Z s(k:)e% (2.30)
k=1

Avec aF, et ar—1 les coefficients de normalisation respectifs de la transformation de
d

Fourier a temps discret et de la transformation de Fourier a temps discret inverse. Ces
coefficients doivent respecter la condition

OFQpo1 = 1/Ne

Remarque 10 aF, et Qg1

Les deuz conventions les plus répandues sont :

- ar, =1/N, et ap1= 1

- ar, =1/V/Ng et ap-1 = 1/v/Ne
Sauf mention contraire, nous utiliserons la premiére convention. C’est notamment celle
utilisée dans le logiciel de calcul Matlab®@.

Les algorithmes de calcul rapide (FFT, Fast Fourier Transform [Wal96l [CT65] - FFTW,
Fastest Fourier Transform in the West [EJ98|, [FJ99]) de cette transformation a permis
de démocratiser I'utilisation de la transformation de Fourier dans le monde numérique.
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2.1.4 SISO et MIMO

Un systéme peut étre vu comme une boite noire qui répond a une excitation. En
pratique, on n’est jamais capable d’observer I'’ensemble du systéme. Les observations
sont ponctuelles. Par exemple, dans un essai de vibration, les points d’observation sont
les capteurs positionnés sur la structure étudiée. D’un point de vue théorique, le cas le
plus simple est de n’observer qu’une seule sortie. On parle de modélisation SO (Single-
Output). De méme pour les excitations controlées et connues. Le plus simple d'un point
de vue théorique est de ne considérer qu’un seul point d’excitation. On parle de mo-
délisation ST (Single-Input). Cependant, I'observation d’un seul point du systéme est
généralement insuffisant pour pouvoir observer correctement la réponse de ce systéme.
Les modélisations considérant plusieurs points d’observation sont appelés MO (Multi-
Outputs). Il en va de méme pour le nombre de points d’excitation. Il peut parfois étre
utile d’exciter le systéme en différents endroits de la structure. On parle de modélisation
MI (Multi-Inputs).

Au final, quatre combinaisons sont possibles pour caractériser une modélisation en
fonction du nombre de points d’observation et d’excitation :

— SISO : Single-Input Single- Output

— MISO : Multi-Inputs Single- Output

— SIMO : Single-Input Multi-Outputs

— MIMO : Multi-Inputs Multi-Outputs
Dans ce manuscrit nous traiterons des modélisations MIMO (|Lju98|, PS12]), qui sont
une généralisation des systémes SISO. La principale différence entre la théorie associée
aux systémes MIMO et celle associée aux systémes SISO est I'utilisation de vecteurs et
de matrices au lieu de valeurs scalaires. On notera le vecteur signaux d’entrées

U1l

u=| u (2.31)

UN; ]

et le vecteur signaux de sorties

1

Y= 1Y% (2.32)

LYN, |

2.1.5 Caractéristiques d’un systéme

Un systéme peut étre caractérisé par la maniére dont il répond & une ou plusieurs
excitations. Le systéme est alors traité comme un filtre fréquentiel entre les entrées et
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les sorties [OSB¥89, Duv94, Max81]. Dans le domaine fréquentiel, ce type de filtre est
caractérisé par les fonctions de transfert H,;(iw) (ou Hy;(k) dans le cas discret) entre les
entrées “i” et les sorties “o”. Dans le domaine temporel, ce type de filtre est caractérisé
par les réponses impulsionnelles finies hy;(t) (ou he;(n) dans le cas discret) entre les
entrées “i” et les sorties “o0”. Comime nous l'avons déja vu, le lien entre le domaine
temporel et le domaine fréquentiel se fait par la transformation de Fourier dans le cas
de signaux analogiques (Section et par la transformation de Fourier discréte
dans le cas de signaux échantillonnés (Section .

2.1.5.1 Domaine fréquentiel et fonction de transfert

La fonction de transfert peut étre considérée dans le domaine de Fourier continu ou
discret, dans le domaine de Laplace ou dans le domaine en Z. On distinguera le domaine
considéré a partir de la variable utilisée (f pour Fourier continu, k pour Fourier discret,
s ou p pour Laplace et z pour Z).

Pour une modélisation SISO (voir Section [2.1.4)), la fonction de transfert H(f) est
une fonction scalaire reliant 1’observation scalaire (un seul point d’observation) y(f) de
la réponse du systéme a I’excitation scalaire u(f).

y(f) = H(f)u(f) (2.33)

Pour une modélisation MIMO (voir Section [2.1.4]), on ne traite plus une fonction de
transfert scalaire H (f) mais une matrice de transfert H(f). Les termes de cette matrice

correspondent aux fonctions de transferts H,; reliant chacune des entrées “” a chacune
des sortie “o0”.
Hu(f) ... Hin(f)
H(f) = : : (2.34)
Hyna(f) -+ Hn,n(f)

Les vecteurs signaux d’entrées u(f) et de sorties y(f) (Equation (2.31) et Equation
(2.32) exprimées dans le domaine fréquentiel) sont reliées par la matrice de transfert

H(f) :
y(f) = H(f)u(f) (2.35)

qui peut aussi s’écrire

()] [ SN Hu(HDw(h) | [ SN va(f) |

wolf) | = | S8 Ha(Pu(h) | = | 5%, i) (2.36)

_Z/No.(f)_ _vazli HN;i(f)Ui(f)_ PR ?;Noi(f)

[1PRi

On constate que la réponse du systéme en chacun des points d’observation “o0” corres-

pond a la somme des réponses y,; observées en “0” et dues aux excitations appliquées

en chacun des points d’entrée “i”. Ceci est appelé le principe de superposition.
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2.1.5.2 Domaine temporel et réponse impulsionnelle

Dans le domaine temporel (continu ou discret), le comportement d’un filtre fréquen-
tiel est caractérisé par sa réponse impulsionnelle. Pour chacune des excitation “¢”, la
[1PR]

réponse temporelle au point d’observation “o” correspond a la convolution (opérateur
“x”) entre la réponse impulsionnelle h,;(t) et cette excitation w;(t) :

yoi(t) = hoi(t) * U,L(t) (237)
+oo
= / hei(t — T)u;(T)dr
—0o0
A partir de la propriété donnée par 'Equation (2.8) (Propriété 2) et de I’Equation
(2.33), on constate que la fonction de transfert est la transformée de Fourier (ou, selon

le domaine de travail, de Laplace ou en Z) de la réponse impulsionnelle donnée par
I’Equation (2.37)) :

FlYoi(t)] = Flhoi(t) * ui(t)]
Flyoi(t)] = Flhoi(t)] Flui(t)]
Yoi (f) = Hoi(f)ui(f) (2.38)

Avec yoi(f) = Flyt)], ui(f) = Fly(t)], Hoi(f) = Flhoi(t)] et F I'opérateur de transfor-
mation directe de Fourier.

2.1.6 Modes d’un systéme
2.1.6.1 Modes propres

Un mode propre d’un systéme oscillatoire correspond & une fréquence a laquelle
le systéme peut osciller aprés avoir été perturbé au voisinage de son état d’équilibre
stable ([Mei75]). On parle de fréquence naturelle de vibration. Le nombre de modes
d’un systéme est égal a son nombre de degrés de liberté. Un mode est caractérisé par
ses paramétres modaux. Ces parameétres sont :

— La fréquence modale, exprimé en Hz.

— Le taux d’amortissement modal, généralement exprimé en % ou en %/,

— La forme modale, qui correspond & la déformation de la structure lorsque le mode
est excité. La qualité de 'estimation de la déformation est directement lié au
positionnement des capteurs sur la structure (dans le cas de systémes physiques)

— Le facteur de participation, qui correspond a 1’énergie apportée au mode par I'ex-
citation. Cette grandeur est donc directement liée a ’excitation et & son position-
nement sur le systéme. Dans le cas de systéme physique, le facteur de participation
est associé a la masse modale.

Le principe de l'identification modale est d’estimer, & partir de données mesurées lors
d’essais, une modélisation du comportement dynamique du systéme, modélisation &

partir de laquelle on sait extraire ces paramétres modaux ([Lju98|, PS12, VODMO96]).
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2.1.6.2 Espaces propres

Un espace propre est associé & un mode propre. La forme modale de ce mode propre
est une combinaison linéaire des vecteurs d’une base de cet espace. Généralement, pour
une structure réelle, un espace propre est de rang 1, i.e. a une base définie par un seul
vecteur. Cependant, dans certains cas expérimentaux, un mode peut avoir un espace
propre de rang supérieur & 1. Une poutre & base carrée et parfaitement homogéne, aura
par exemple, deux modes de flexion de son axe principal correspondant au méme pole.
Un tel pole est dit de multiplicité 2. On ne parle plus d’espace propre de dimension
1 généré par un vecteur propre mais d’espace propre de dimension 2 généré par la
matrice des deux vecteurs propres associés a cette valeur propre. Dans le cas général, si
une matrice A € K(™*") est non défective, toute valeur propre Aj de A de multiplicité
algébrique I; est associée & un espace propre de taille n x I; et de rang [; (J[GVLI1Z2]).

2.1.7 Trois familles de modélisations

Dans ce manuscrit, on traitera trois familles de modélisations du comportement d’un
systeme ([Lju98, PS12, VODMO96]) :

— Les modélisations ARMAX (en particulier les modélisations ARX)

— Les représentations d’état

— Les modélisations modales

2.1.7.1 Modélisation ARMAX

Une modélisation ARMAX relie les entrées aux sorties du systéme. Ces modélisations
correspondent & une étude de filtre. Elles conduisent, entre autre, & une modélisation
de la fonction (matrice) de transfert du systéme sous la forme d’un ratio de polynome.
D’un point de vue mathématique, les modes propres du systéme (Section corres-
pondent aux racines du polyndéme dénominateur de la fonction (matrice) de transfert.

(voir Section .

2.1.7.2 Représentation d’état

Une représentation d’état fait intervenir, en plus des entrées et des sorties du sys-
téme, une variable d’état x. Ces modélisations correspondent & une étude de systéme
du point de vue de I'automatique. Elles conduisent, entre autres, & une modélisation de
la fonction (matrice) de transfert du systéme sous la forme d’un produit matriciel. D’un
point de vue mathématique, les modes propres du systéme (Section correspondent
aux valeurs propres d’une des matrices de la représentation d’état (voir Section [2.3)).

2.1.7.3 Modélisation modale

D’un point de vue mathématique, les modélisations modales correspondent a une
décomposition en éléments simples de la fonction (matrice) de transfert d’'un systéme.
Cette modélisation permet d’écrire la fonction (matrice) de transfert du systéme comme
une superposition de fonctions (matrices) de transfert élémentaires & un mode (Section
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2.1.6]). La modélisation modale d’un systéme a n degrés de liberté correspond a la somme
de n systémes a un degré de liberté (voir Section [2.4)).

2.2 Modélisations ARMAX

2.2.1 Du modéle ARX SISO a la fonction de transfert

A Tinstant ¢, la réponse y(t) du systéme ne dépend pas toujours que de 'excitation
connue injectée u(t). Elle peut aussi dépendre des entrées injectées et des sorties ob-
servées a tous les autres instants. D’autre part, tout ou partie des entrées peuvent étre
inconnues (e.g. turbulence, trafic, etc.). Les entrées inconnues seront généralement consi-
dérées comme étant des processus aléatoires gaussiens centrés de type bruit blanc (voir
Section , [Bré93), IDR58|). De plus, on ne considére ici que des systémes causaux,
i.e. des systémes dont la sortie ne peut pas dépendre d’instants ultérieurs & I'instant ¢.

On fera aussi la distinction entre la modélisation a temps discret et celle & temps
continu.

2.2.1.1 Temps discret

On counsidére un systéme causal linéaire invariant dans le temps, et les signaux de
sorties et d’entrées échantillonnés (i.e. discrétisés dans le temps). Dans ce cas, si y(n)
dépend des sorties y(n — p) ... y(n — 1), des entrées connues u(n —¢q) ... u(n) et
des entrées inconnues v(n —s) ... v(n), alors on peut écrire le modele ARMAX(p, s, q)
(Auto-Regressive and Moving Average with eXogeneous inputs,voir [Lju98, [PS12]) :

Zajynfj :Z u(n — j7) Zv] v(n —j) (2.39)

=0

Les coefficients réels A = [ao =1 ... ozp], V = [vo vs] et B= [50 ﬁq]
constituent respectivement les parties AR (Auto-Regressive) d’ordre p, MA (Moving
Average) d’ordre g et X (eXogeneous inputs) d’ordre s du modeéle (2.39).

Plusieurs autres modélisations de type Black Bozr peuvent étre utilisées, basée sur
les mémes coefficient A, V et B que ceux de la modélisation ARMAX (2.39) (voir
[Lju9g|, PS12]). On distinguera celles sans de celles avec entrées connues.

Définition 11 Modélisation sans entrée connue
~ Modeélisation ARMA(p,s) (Auto-Regressive and Moving-Average)

p s
n)+ Y ay(n—j) =Y vu(n—j) (2.40)
j=1 =0
— Modélisation AR(p) (Auto-Regressive)
P
0+ agy(n— ) = v(n) (2.41)
j=1

Cette modélisation est strictement équivalente & une modélisation ARMA(p,0)
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— Modélisation MA(s) (Moving-Average)
ym) =3 vgo(n — ) (2.42)
=0

Cette modélisation est strictement équivalente & une modélisation ARMA(O, s)

Les modélisations sans entrée connue (Définition [11] voir [Lju98), PS12} Ham94]) sont

aussi appelées modélisations purement opérationnelles.

Définition 12 Modélisation avec entrée connue
— Modélisation ARMAX(p,s,q) (Equation (2.39)))
— Modélisation ARX(p,q) (Auto-Regressive with eXogeneous inputs)

s}

y(n)+ Y agy(n—j) =Y Bju(n—j)+v(n) (2.43)
j=1

j=0
Cette modélisation est strictement équivalente a une modélisation ARMAX(p,0,q)
— Modélisation MAX(s,q) (Moving-Average with eXogeneous inputs)

S

Bju(n —j) + ) _vjv(n = j) (2.44)
=0 Jj=0

y(n) =

M=

Cette modélisation est strictement équivalente a une modélisation ARMA(O, s, q)

Dans cette thése, seules les modélisations ARX seront traitées. De plus, dans cette
section, on considérera que le signal v(n) est nul. Le terme v(n) sera le terme d’erreur de
modélisation que I'on cherchera & minimiser dans la Section [3.1} Sans ce terme d’erreur,
la modélisation ARX(p, ¢) devient :

y(n)+ary(n—1)+ ... +oypy(n—p) = fou(n) +Bru(n—1)+ ... +fgu(n—q) (2.45)

Remarque 13 On peut noter que le modéle (2.45)) correspond a 1’égalité entre les pro-
duits de convolution discrets et finis

Axy(n) =30 azy(n — j)
{ B u(n) = g fyuln ) (2.46)

Soit un modele ARX(p, ¢) tel que défini a 'Equation (2.45)), d’apres la Définition
et 'Equation (2.26]) de la Propriété |8 la transformation en Z de ce modéle donne :

(1+ oz M+ o+ apz ) y(2) = (Bo+ Bzt L+ Bz ) uln) (2.47)
qui méne a écriture de la fonction de transfert entre 'entrée u et la sortie y

_y(2) _ BotBiz 4 .. +B4z7Y
Rech B Fas? (2.48)

— A()
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u(n) oo B, xu(n) = 23:0 Bju(n —j) H&E J o y(n)

— (A xy(n) —y(n)) = = 37 ay(n — j)

FIGURE 2.3 — Schéma bloc de la représentation temporelle du modéle ARX(p, q) sans
entrée inconnue

avec A(z) =14+ a1z~ + ... +apzP le polyndme d’ordre p et B(z) = By + f1271 +
... + 84279 1e polynéme d’ordre g. On peut noter que A(z) et B(z) sont les transformées
en Z des séries composées respectivement de leurs coefficients, ce qui est cohérent avec
la Remarque [T3]

L’Equation (2.48) s’écrit de maniére équivalente, en posant p = z~!

_ y() _ PotBipt ... +Bqpd
H('u) T oulp) 1(Lra11u+ .. ta qup
_ BotBipt ... +Bqp?
ap TT5_y (=)'

— B

)

(2.49)

avec
= B(p) = Bo+ i+ ... + Byuf
— A(p) = op Ty (1 — )"
i le pole j de multiplicité I; de A(u) (voir Section
- Z?:l li=p
Remarque 14 Dans le cas ot tous les pdles sont de multiplicité 1, i.e. ot la base

de lespace propre qui leur est associé est vectoriel (i.e. ou les formes modales sont
proportionnelles a un seul vecteur), on pourra écrire :

p
Alp) = [T =1
j=1

En posant z = e“’¢, on obtient la fonction de transfert dans le domaine de Fourier

a temps discret (voir Section [2.1.3.3)). Si en plus on considére le domaine fréquentiel

discrétisé, on obtient la fonction de transfert H(zp) (ou simplement H(k)) dans le
127

domaine de Fourier discret (Définition |9) avec zx = e Ne et N, le nombre d’échantillons

du signal.

2.2.1.2 Temps continu

Dans le domaine continu le modéle ARX(n, m) est un modele dérivateur (voir [Lju98|
PS12]) défini par :

dVy(t) a d™y(t)

n dMu(t)
dt o dt

dt

d™u(t)
dt

y(t)+an = Bou(t) + B .+ Bm (2.50)
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Par la propriété de dérivation de la transformation de Laplace (Equation (2.22) de
la Propriété @, en considérant des conditions initiales nulles, la transformée de Laplace

de (2.50)) est
I+aip+ ... +apM)ylp)=QBo+Lip+ ... + Bmpd™) u(p) (2.51)
Et ainsi la fonction de transfert dans le domaine de Laplace est

H(p) _ y) _ BotBfipt ... +Bmp™

u(p) 1+oap+ ... +anp”
_ BotBipt ... +Bmp™

T an Il A (2.52)
_ Bl
Alp)
avec
“BE) =Bot it o A B
B A(p) = Qp ]-_[j=1 ()\ — )\]) J

— Aj la racine j de multiplicité I; de A(p) (voir Section [2.1.6.2))
- Z?:l lj=mn

Remarque 15 Dans le cas ot tous les péles sont de multiplicité 1, i.e. ou la base
de l’espace propre qui leur est associé est vectoriel (i.e. ot les formes modales sont
proportionnelles a un seul vecteur), on pourra écrire :

AN =an [TA=N
j=1

En posant p = iw, on obtient la fonction de transfert dans le domaine de Fourier &

temps continu (voir Section [2.1.3.3)).

2.2.2 Extension MIMO

Si le systéme comprend plusieurs entrées et plusieurs sorties (systéme MIMO, Multi-
Inputs Multi-Outputs), sa fonction de transfert est matricielle de taille N, x N;, avec N,
le nombre de sorties et N; le nombre d’entrées (Equation (2.34)). On peut alors définir

([2.48)) (de méme pour ([2.52)) de trois fagons ([PS12) [Caud4]) :

1. Le ratio entre un polynome & coefficients matriciels B(z) (ou B(p)) € CNo*Ni et
un polynome a coefficients scalaires A(z) (ou A(p)) commun a chaque éléments
de la matrice B(z) (ou B(p)). C’est la représentation & dénominateur commun

scalaire. Elle est connue sous le nom “CD” (Common Denominator, ou encore
“DC” (Denominateur Commum). Voir Section [2.2.2.1}

uwH(p) = B(p) (2.53)

A(p)
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2. L’inversion a gauche d’un polynéme & coefficients matriciels B(z) (ou B(p)) €
CNoxNi par un polynéme a coefficients matriciels A(z) (ou A(p)) € CNoxNo,
C’est une des deux modélisations & dénominateur commun matricielle, celle dite
“a gauche”. Elle est connue sous le nom “Left-DFM” (DFM, Matrix Fraction Des-
cription), ou encore “DFM-Gauche” (DFM, Description a Fraction Matricielle).
Voir Section 2.2.2.2]

H(z) = A(2)"'B(z) ou H(p) = A(p) 'B(p) (2.54)

3. L’inversion a droite d’un polynoéme & coefficients matriciels B(z) (ou B(p)) €
CNexNi par un polynéme a coefficients matriciels A(z) (ou A(p)) € CNxNi,
C’est une des deux modélisations & dénominateur commun matricielle, celle dite
“a droite”. Elle est connue sous le nom “Right-DFM”, ou encore “DFM Droite”.

Voir Section 2.2.2.2
H(z) = B(z)A(z)"' ou H(p) = B(p)A(p)~" (2.55)

2.2.2.1 Fonctions de transfert & dénominateur commun scalaire : modélisa-
tion DC

Dans cette représentation, que ’on notera DC (Denominateur Commun), le poly-
nome dénominateur n’est défini que par les poles du systéme. Ils correspondent a ses
racines.

On notera, pour cette représentation, le vecteur paramétre 6 :

T
T T T T
9:[9[3}11 e O 0 eA] (2.56)

[BlnoN;

avec, si m est 'ordre du polynéme & coefficient matriciel B et n celui du polynéme A

O[B}m' = [[/BO]Oi s [Bm]oz] (257)

04 = [ozg an]

Les méthodes d’identification Single-Reference de modélisations ARX (voir Section
visent & identifier 6.

2.2.2.2 Fractions de transfert & dénominateur commun matriciel : modéli-
sations DFM & gauche ou a droite

Que ce soit la représentation & gauche ou a droite, on peut passer par la matrice
compagnon (voir Définition [[6]ou [GVLI2]) du polynome dénominateur pour déterminer
les poles du systéme.

Définition 16 Matrice compagnon Soit le polynome a coefficients matriciels de taille
N XN et de degré n A(p) = Z?:o A;p?, sa matrice compagnon A o, de taille N.nx N.n
et de rang N.n est tel que

XAcom (P) = A(p) (2.58)
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Avec x a,,.,(p) = det(Inp — Acom) le polynéme caractéristique de Acom et det est ['opé-
rateur “déterminant”.
Parmis les écritures de la matrice compagnon possibles, on choisit :

—A;lAn_l . —A;lAl —A;IAO
1 0 0
Acom = ) ) (2.59)
0 1 0

Soient la matrice des valeurs propres A et la matrice de vecteurs propres a droite W
de Ac.om :
AoV =TA (2.60)

A =diag(\ ... Ann), U= [(@An—l)T @t (@7 ! (2.61)

Avec ® la matrice de vecteurs propres o droite de la matrice associée au probléme auz
valeurs propres de degré n défini par A(p).

2.3 Modélisations d’état

Le comportement d’un filtre LTI peut étre décrit par une représentation d’état d’un

systéme LTI ([Nag06, Dor95l [Son98| [ZD76]). Ce systéme peut étre discret (signaux

échantillonnées) ou continu (signaux analogiques). Il peut étre exprimé dans le domaine
temporel ou dans le domaine de Laplace (Figure [2.5)).

=]

u o ° Intégrateur : » ° + —o Y

-]

FI1GURE 2.4 — Représentation d’état

Dans le domaine continu, une représentation d’état d’ordre n est constituée de quatre
matrices reliant les entrées u € CNiX1 les états x € C**! et les sorties y € CNoX1 entre
eux :

— La matrice de transition d’état A € R™ "™ qui relie un état et sa dérivée
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— La matrice de transmission des entrées B € R™*Yi qui relie les entrées aux états
du systéme
— La matrice d’observation C' € RNeX™ qui relie les états du systéme aux sorties
observées
— La matrice de transmission directe des entrées D € RNe*N: qui relie directement
les entrées aux sorties observées
Pour écrire cette représentation d’état dans dans le domaine discret on considére
une discrétisation faite par un bloqueur d’ordre zéro (ZOH, Zero Order Holder - voir
[Max81), Duv94]), caractérisée par une période d’échantillonnage T.. Cette période
d’échantillonnage correspond au temps qui sépare deux échantillons du signal discré-
tisé. Soit le signal discret s(n) obtenu par discrétisation du signal analogique s(t) (voir
Définition , on a les relations suivantes entre les matrices A, B, C et D du systéme a
temps continu (indexées par ) et celles a temps discrets (indexées par 4) [Son98| ZD76] :

Ag = eteTe (2.62)
Te
By :/ eATe B dt (2.63)
0
Cqg=C. (2.64)
Dy = D, (2.65)
Domaine temporel continu Domaine temporel discret
#(t) = Agr(t) + Beu(t) Te | 2(n+1)= Agz(n) + Bau(n)
y(t) = Cex(t) + Deu(t) y(n) = Cqx(n) + Dgu(n)
(2.66) (2.67)
= J k J
L bt
Domaine de Laplace Domaine en Z
pr(p) = Acx(p) + Beu(p) zx(z) = Agz(2) + Bqu(z)
y(p) = Cex(p) + D.ou(p) y(2) = Cqx(z) + Dgu(z)
(2.68) (2.69)

FIGURE 2.5 — Les représentations d’état
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Comme pour la modélisation de type ARX, on pourra décrire les matrices de trans-
fert H(p) € CNe*Ni et les réponses impulsionnelles matricielles h(p) € CNo*Ni du sys-

téme entre les excitations appliquées et les réponses observées ([Nag06], [Dor95), [Son98|
Lju98| PS12]) -

com (I,p — A)T
xa(p)
h(t) = £~ [H(p)] (2.71)

ott L7! est opérateur de la transformation de Laplace inverse, com (I,p — A) est la
matrice des cofacteurs de I,p— A, xa(p) = det (Ip — A) est le polyndéme caractéristique
de la matrice A.

Les poles du systéme sont donc les n valeurs propres A; de A. Les valeurs propres
sont obtenues par la résolution aux valeurs propres (voir [GVLI2])

H(p)=C(I,p—-A) 'B+D=C

B+D (2.70)

(Inpp—A)v=0 (2.72)
dont les solutions sont les couples valeurs propres/matrice de vecteurs propres a droite
(A, ¥5)

(InAj — A) W = Op ;] (2.73)
avec U = [ §j) ces qpl(j)] derang [; et [; la multiplicité algébrique de A;. ¥; constitue
une base de l’espace propre Ej; associé a la valeur propre A;.

Ce qui conduit a la diagonalisation de A (si A est diagonalisable) :

A = UAD! (2.74)
(2.75)
Définition 17 Valeurs propres, espaces propres et vecteurs propres

Soit une matrice A inversible de dimension n et a k valeurs propres de multiplicité
L (X lj=n) L ice des val t donné -
i (O_j=11; = n). La matrice des valeurs propres est donnée par :

L’espace propre a droite associé a la valeur propre \; de multiplicité l; est de rang ;.
Une base de cette espace est constituée des l; vecteurs propres a droite associés a \; :

\pj:[ngj) zpl(?')] (2.77)

J

L’espace propre a gauche associé a la valeur propre \; de multiplicité l; est de rang [;.
Une base de cette espace est constituée des l; vecteurs propres a gauche associ€és a \j :

Gj = [gij) g(j)} (2.78)

Lj
Alors une base de l’espace propres a droite A est définie par la matrice :

U=[0 ... U (2.79)
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et une base de ['espace propres a gauche A est définie par la matrice :
G=[Gi ... Gy (2.80)

Les matrices de vecteurs propres & gauche et a droite sont reliées par

GT — \P_l
Preuve :
GTAT = AG"T
A=G TAGT

D’ow, par identification avec I’Equation (2.74), GT = ¥~1,

Les représentations d’état permettent aussi de définir des propriétés structurelles
du systéme que ’on ne peut pas définir avec les modéles de type ARX : 'observabilité
I' € C™*™ et la commandabilité = € C™*™ du systéme.

C
r=| % (2.81)
C A1
E=[B AB ... A"'B] (2.82)

oun = k‘No = ZNZ
A partir des matrices d’observabilité et de controlabilité on peut vérifier que le
systéme est respectivement observable et controlable (voir [Kal63]).

Définition 18 Critéres de Kalman Soit un systéme d’ordre n dont les matrices d’ob-
servabilité et de contrélabilité sont respectivement I' et =.

— Un systéme est observable si et seulement si rang[I'] =n

— Un systéme est contrélable si et seulement si rang [Z] = n

2.4 Modélisation modale

La modélisation modale consiste en la décomposition d’une fonction de transfert
a n poéles en une somme de n fonctions de transfert & 1 pole. Ceci revient & faire
une décomposition en élément simple (de tout ou partie) de la modélisation fraction
polyndmiale de la matrice de transfert ou du passage en base modale de sa modélisation
basée sur la représentation d’état du systéme.
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2.4.1 A partir de la modélisation ARX

On a vu a la Section que la modélisation ARX(n,m) d’un systéme implique que
la fonction de transfert H,; entre 'entrée i et la sortie o du systéme puisse s’écrire sous
la forme d’un ratio de deux polynomes A(p) de degré n et By,;(p) de degré m (Equation
. Cette fraction peut étre décomposée en éléments simples ([Kun06]) sur le corps
C par :

L

oi+ ot T 01, M R(Jﬂ')
0 51 p mP Doi(p) + Z 01

Hoi(p) = T = —
Op H?:l (p - )\j)lj j=1r=1 (p - )\])

(2.83)

Avec D,;(p) le reste de la division euclidienne de B,;(p) par A(p), nul si m est stricte-
ment inférieur & n. Dans le cas de la modélisation de systéme dynamique, on aura n = m.
Dans ce cas, le reste D,; ne dépend pas de p et il correspond & la transmission direct
des excitations aux observations, sans passer par le systéme. Il correspond a 1’élément
(0,7) de la matrice D de la représentation d’état décrite a la Section Les valeurs
complexes \; sont les poles j du systéme, ils sont de multiplicité r. On appellera R(()g’r) le
résidu de la multiplicité r du pole j correspondant aux couples commande/observation
(0,1).

Dans le cas ot tous les poles sont de multiplicité 1, I’Equation devient :

", Ry
Hoi(p) = Z ﬁ + Doi(p) (284)
j=1 J

2.4.2 A partir de la représentation d’état

On a vu a la Section [2.3[que la fonction de transfert H(p) entre toutes les excitations
et tous les points d’observation du systéme peut s’écrire en fonction des matrices de la
représentation d’état (A, B, C' et D). En partant de 'Equation , la diagonalisation
de A (Equation (2.74)) permet d’écrire :

H(p)=C(,p—A)"'B+D
=CU(I,p—AN)"'G"B+D
| LA
=C [V, ... W]diag([IyM ... L)) - B+D
Gk

———+D (2.85)

avec C\I/jGJTB = C’Zfﬁ;l wj(.r)gj(.r)TB
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2.4.3 Relation entre les modélisations modales

Dans le cas de poles a multiplicité 1 et lorsque n = m, on peut directement procéder
a l'identification des termes entre 'Equation (2.84)) et I'Equation ([2.85)) :

Du ... Dy
| =P (2.86)

_DNol ‘DNONi_

RY) ... RY
RO =| . | =CygB (2.87)

On constate que dans ce cas, RY) € CWNoxN:) est une dyade ([Ari90]) formée par le

produit de deux vecteurs de taille respective (N, x 1) et (N; x 1). Cette matrice est
donc de rang 1.

Dans le cas de multiplicités supérieures & 1, la comparaison entre (2.83)) et ’Equation
semble conduire a la conclusion que RU™) =0 Vr > 2 et que RU:D = C\I/jG;FB.
La suite de cette section vise & vérifier cette conclusion.

Posons T = (I,p — A) '

com (I,p — A)
o com(Lp—A) 2.88
xa(p) o
. xa(p) xa(p)
ding ([0 39 n,20)) 259)
xa(p)

Par décomposition en éléments simple de T, on peut réécrire ’'Equation ([2.85)) :

bl
H(p)=CT> > LTGTB +D (2.90)
— — (p— X))
j=1r=
On notera que la décomposition en éléments simples de 1T ne fait pas apparaitre de
reste, car par définition, 'ordre des cofacteurs de I,p — A est strictement inférieur a
celui du polynéme caractéristique de A.
En identifiant avec 'Equation (2.83)) et en sachant I’Equation (2.86|) pour le reste
D, on obtient :
RY .. R9)
RO =| . | =CyQUIGTB (2.91)
RY, ... RV,

oLV
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On peut déterminer les Q") par un procédé itératif.

QYY) = lim T (p — Aj)lj

pHAj
= lim di (p=X))" -1 (P=A);
plig\lj diag ([Ill pp—il e (P —X5)” e Iy p—/\]kJD
= O[nxn]
D’ou -
- :
QU")
=% (2.92)
j=1 r=1 (p =)
avec,
QUL = lim T(p— )\j)lrl
p—=A;
— lim di (p—r)5 " 1,—2 (p=2;)l
—pgn;jdlag([fh% s Ty (=X)L Ilkppfixk])
= O[nxn]
On continu jusqu’a QU2 (si l; >2)
QU2 = lim T (p — \y)?
p=A
TR (p—=A;) (p=2y)”
= lim diag ([me=22 . ne-») ... 5,223
= O[nxn]
Puis '
QUY = diag ([O[Zf;ll LixYI20 1] L 0[ §:j+llixzi‘€:j+lli]]> (2.93)
D’ou, au final :
k ; k T
RGL) CV;G; B
H(p) = = - )
=3 5 +D=3 D (2.94)
j=1 / J=1 !

Avec RU) = C\I/JG]TB = Canj:l w](-r)g](»r)TB est une matrice de taile (N, x N;) et de
rang [;.

2.5 Application 1 : Modélisation d’un systéme Masse-Ressort
amorti, MCK

On considére un systéme de type Masse-Ressort amorti, ou MCK. Le comportement
dynamique d’'un tel systéme peut étre modélisé par un systéme LTI (Linear Time In-
variant) basé sur les équations fondamentales de la dynamique. Soit Ny le nombre de
degrés de liberté du systéme, il correspond & un filtre linéaire d’ordre n = 2N, dont
la matrice de transfert entre les entrées u(t) = [u1(t)T ... up, (t)T]T € RNix1 et les

sorties y(t) = [ ()T ... yn, (t)T]T € RNox1 est dépendante :
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— des matrices de masses M € RNexNa d’amortissements C € RNe*Na et de raideurs
K e RNdXNd,

— des matrices de transmission d’efforts générés par les excitations sous forme d’ac-
célérations F, € RNaxNa gous forme de vitesses F, € RNa*Na et sous forme de
déplacements Fy € RNa*Na appliqués en N; points de la structure.

— des matrices d’observations des accélérations £, € RNoxNa des vitesses £, €
RNoxNa et des déplacements L4 € RNo*Na en N, points d’observation.

— des matrices de transmission directe des excitations sous forme d’accélérations
N, € RNoxNa sous forme de vitesses N, € RNo*Nd et sous forme de déplacements
Ny € RNexNa aux N, points d’observation.

Dans le domaine temporel, ce systéme s’écrit

{ M(t) + Cq(t) + Kq(t) = Fuii(t) + Fpu(t) + Fqu(t)
y(t) = Ead(t) + ‘CUQ(t) + ‘CdQ(t) +Naa(t) + Nva(t) + Ndu((t) )
2.95

2.5.1 Matrice de transfert du systéme MCK

En supposant des conditions initiales nulles et les matrices M, C et K inversibles,
I’application de la transformée de Laplace du systéme (2.95) donne :

{ (Mp?+Cp+ K) q(p) = (Fap* + Fop + Fa) u(p)
y(p) = (Lap? + Lop + La) q(p) + (Nap® + Nop + Na) U(p() |
2.96

q(p) = 27 M7 F(p)u(p)
{ y(p) = H(p)u(p) (2.97)

ou

H(p) = (Lap® + Lop + La) Z(p) "M (Fup® + Fop + Fa) + (Nap® + Nop + No)
(2.98)

est la matrice de transfert de taille (IV, x N;) du systéme entre les N; excitations et les
N, points d’observation avec Z = (Ian + M~1Cp + M_IIC).

Pour simplifier les notations on pose

- [’(p) = Eap2 + Lyp + Ly

- ]:(p) :]:ap2+~’rvp+fd

- N(p) = Nap2 +va+Nd
L’Equation devient

H(p) = L(p)Z(p) "M " F(p) + N (p) (2.99)

La division euclidienne & droite de £(p) par Z(p) donne

L(p)Z(p) ' = [Ly — LeM™IC Ly — LeM™IK] [prd} + L, (2.100)
Ng
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Transmission

Excitations des Filtre Observation Réponses
appliquées .. structure des réponses observées
u(p) excltations M. C. K Lo Lo Ly y(p)

]:a; -7:1)7 ]:d ) ) ay vy

( Transmission directe des
excitations aux capteurs

Na, No, Ny

FIGURE 2.6 — Matrice de transfert H(p) du systéme M, IC,C observé

Il vient alors,

H(p) = Lo~ LaMIC Lg— LaM K] PPN MOVF () + LaMT F(p) + N (p)
I

Ng
(2.101)
La matrice de transfert H(p) peut étre découpée en trois matrices de transfert ayant les
mémes poles :
H(p) = Ha(p)p® + Hy(p)p + Ha(p) (2.102)

avec
— H,(p) la matrice de transfert entre les excitations appliquées sous forme d’accé-
lérations et les réponses observées a chacun des capteurs (sorties) :

H,(p) = [Ly — LaMIC L4 — LoMTK] [pINd] MYFy 4 LoMT F, + N,

In,
(2.103)
— H,(p) la matrice de transfert entre les excitations appliquées sous forme de vitesses
et les réponses observées a chacun des capteurs (sorties) :

H,(p) = [Ly — LaMTIC Lg— LaMTIK] {pINd] M Fy 4+ LoMTUF + N,

In,
(2.104)
— H;(p) la matrice de transfert entre les excitations appliquées sous forme de dé-
placements et les réponses observées a chacun des capteurs (sorties) :

Hy(p) = [Lo = LaMTIC Ly — LoM K] [I}Zvd} M Fy+ LaM T Fy+ Ny
d
(2.105)

2.5.2 représentation d’état du systéme MCK

En posant

: . pQ(P)] (nx1)
- L ble d’état = eC
a variable at z(p) [ a(p)
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-M~Ic —MIK
. . Ava - O |
— Les matrices de transmission des excitations sous forme d’accélérations B, =

— La matrice de transition d’état A = [ ] € R(nxn)

-1 -1

[M }—a] e RN de vitesses B, = [M }-U] e RNi) et de déplacements

O[Ndez] O[NdXNz’]
-1
= [M ]'-d:| c RN
O[NdXNi]
— La matrice d’observation des réponses C' = [Lv — L M7IC Lg— La./\/l_llC] €

RWNoxn)

— Les matrices de transmission directe des excitations aux capteurs sous forme d’ac-
célérations Dy = Lo Fy + N, € RWoxXNi) de vitesses Dy = Lo Fy + N, € REVoxNi)
et de déplacements Dy = Lo Fy + Ny € RWoxNi)

on peut écrire la représentation d’état suivante :

{ px(p) - A.%‘(p) + (Bap2 + Byp + Bd) u(p) (2 106)
y(p) = Cx(p) + (Dap® + Dyp + Da) u(p) '

Ce qui conduit a I’écriture de la matrice de transfert :

H(p) = C (I,p — A)~" (Bap? + Bup + By) + (Dap® + Dyp + Dg)  (2.107)
= H.(p)p” + Hu(p)p + Ha(p) (2.108)

avec,

H,(p) =C (I,p—A) ' B, + D,
H,(p)=C (I,p— A) ' B, + D,
Hy(p) = C (Inp— A) ' By + Dy

4

Remarque 19 En appliquant le lemme d’inversion matricielle (voir en Annexe
on peut facilement faire le lien entre I’Equation (2.107)) et I’Equation (2.101)). En effet,

par ce lemme on a

~1 . 1 Ag-1
(Inp - A)_l = pZZ(;p))_l p_l (INf(f))Z(]j;/l_lj\l/lC_lK:) (2109)

2.5.3 Représentation modale du systéme MCK

Quel que soit le systéme étudié, on peut toujours effectuer le passage en représenta-
tion modale décrit & la Section Cependant, sous certaines hypothéses, il est possible
de simplifier les écritures et les étapes menant & cette représentation pour un systéme
masse-ressort dissipatif.

Pour cela, étudions le systéme masse-ressort non dissipatif (Equation avec

C = Opnyxny))

{ (Inup? + MTIK) q(p) = M™'F(p)u(p) (2.110)
y(p) = L(p)q(p) + N (p)u(p) '
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Les poles du systéme sont les racines de I’opposée des valeurs propres de la matrice

M™IK. Ces k valeurs propres de multiplicité I, sont de la forme )\;nd) = (iwj(nd)f.
“ ” gioni “ aqd el (nd) f(nd)
(nd)” signifie “non dissipatif”. w;"" = 45—
dissipatif, f;nd) en est la ¢ fréquence propre.

est la pulsation propre j du systéme non

Les matrices M et K sont symétriques définies positives car les interactions entre les

éléments du systéme sont réciproques et positifs. La matrice M~ est donc elle aussi
(nd)
p J

propres <I>§-n ) sont réels. On parle de systéme a modes “normaux” ou “réels”.

symétrique définie positive. Par conséquent, ses valeurs propres A et ses vecteurs

Soit ®(nd) — [cbgnd) .. <1>’(€”d) la matrice des n vecteurs propres générateurs des k
espaces propres de dimension [ associés aux k valeurs propres (<I‘§nd) = { gnd)(j) . (;Sl@d)(j)
J

et rang (@;ml)) = [;). En utilisant le fait que M et K sont symétriques, on peut montrer

qu’elles sont diagonalisables a 1’aide de la base de vecteurs propres ®(d) de la matrice
MK -
[M] = 0D M"D = diag ([Iyma ... L,my))

et
(K] = 00D koD = diag ([I,ky ... Lkx])

avec my, et ki les masses et raideurs généralisées (ou modales) du systéme.

L’amortissement n’est pas calculé directement & partir des éléments de la modéli-
sation éléments finis du systéme. Il doit étre ajouté & la modélisation éléments finis a
travers une matrice d’amortissement C (Equation ) Cette matrice peut étre obte-
nue soit par des essais, soit par une modélisation d’amortissement. Il existe différentes
modélisations, mais la plupart correspondent a des modélisations dites “classiques” de
Pamortissement, (hypothése de Basile, modélisation de Rayleigh, de Caughey, etc.). Ce
type de modélisation a la particularité de fournir une matrice C diagonalisable de la
méme maniére que les matrices M et K :

(€] = 00D oD = diag ([Iyer ... D)

ou ¢ correspond aux amortissements généralisés (ou modaux) du systéme.

En posant [¢(p)] = @("d)flq(p) les déformations généralisées (ou modales), la pre-
miére équation du systéme (2.96)), aprés une multiplication & gauche par q)("d)T, peut
s’écrire :

(I)(nd)T (Mp2 + Cp + ]C) (I)(nd) [q(p)] _ (I)(nd)T]:
([M]p* + [C]p + [K]) [a(p)] = 8"D" F

]
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Puis en injectant dans la seconde équation du systéme ([2.96))

y(p) = Lp)2" [a(p)] + N (p)u(p)
y(p) = [T ((M]p* + [Clp + [K]) ™ D" F(p) + N (p)] u(p)

Finalement, comme [M], [C] et [K] sont diagonales, on obtient :

([M]p* + [C]p + [K)) [a(p)] = D" F(p)u(p)
ijil ¢$”d)<j> wd)(j)T

y(p) = [E(p) (Zle R )f (p) +N (p)] u(p)

(2.111)
Ce qui conduit a la formulation suivante de la matrice de transfert H(p) :
j=k le (nd)(j)¢(nd)(j>T
H(p) = L(p) = d F(p) +N(p) (2.112)

i=1 m; (p = Aj) (p - )\}k)

avec :
— \j = —w;&j Fiwj/1 — €2 la racine j du polynome a coefficient scalaire m;p? +
kjp* 4+ cjp* et le pole j du systéme dissipatif (C # [0 n, % nv,)» avec j € [|1, k]|

- wj = ,/% = g—jr est la pulsation propre du mode j et f; est la fréquence propre

du mode j
— &= —L— €[0,1] est le taux d’amortissement du mode j
2y/kjm;
— Q)gnd) = {qsg”d)(]) ¢l(’_7’d)m} la matrice des vecteurs propres “normaux” (ou
J

2.6 Application 2 : Modélisation d’un systéme aéro-élastique

Pour modéliser un systéme aéro-élastique, il est courant de considérer un modéle
MCK respectant les hypothéses de Basile (Voir Section [2.5.3) auquel on ajoute des
forces aérodynamiques généralisées (FAG). Un modeéle rationnel de FAG est celui de

Karpel :
2

FAG = {[Az] S [+ A+ ];Ew} Payn [a(p)] (2.113)

avec
— [A2], [A1] et [Ag] correspondent aux termes de masse, d’amortissement et raideur
provenant du champ aérodynamique.
~ w=(BIy, — R)"" Flq(p)] correspond aux effets des degrés de libertés “internes”
du fluide. On choisit de les négliger pour simplifier les écritures.
— Pgyn = % pv? est la pression dynamique, v est la vitesse du flux aérodynamique et
p est la densité de ce flux.
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La modélisation (2.111]), & laquelle on ajoute les FAG, donne :

(2] p* + [Th] p + [To]) la(p)] = F(p)ulp)

y(p) = [ L) (1] ? + [T p+ [To]) ™ F(p) + N ()] ulp)
(2.114)
avec

- Ty = [M] — 5pv* [Ay]

-1 = (O] - Lpv [4)]

- Ty = [K] — 5p[Ad]

La matrice T2_1T0 n’est en générale pas symétrique définie positive car les matrices
de FAG ne le sont généralement pas. La représentation modale ne peut donc plus étre
obtenue comme a la Section 2.5.3] elle doit étre déterminée comme en Section [2:4] De
méme, comme cette matrice n’est pas symétrique définie positive, ses vecteurs propres
peuvent étre complexes. Les formes modales ne sont donc plus réelles en général. On
parle de systéme & modes “complexes”’. Ces modes peuvent correspondre & un couplage
de modes et conduire au phénoméne de flottement.

2.7 Bilan du chapitre

Dans ce chapitre, nous avons décrit différentes notions nécessaires a la modélisation
paramétrique et & la caractérisation du comportement dynamique d’un systéeme. Un
systéme peut étre modélisé par une modélisation linéaire ou non linéaire (voir Section
2.1.2)), stationnaire ou non stationnaire (voir Section 2.1.2)), continue ou discréte (voir
Section . On peut le considéré dans plusieurs domaines, comme par exemple, le
domaine temporelle, le domaine de Laplace, le domaine en Z ou le domaine fréquentiel.
Les transformations reliant ces domaines ont été présentés & la Section et ala
Section [2.1.3.3] Enfin, la modélisation utilisée peut étre classifiée en fonction du nombre
d’entrée(s) et de sortie(s) du systéme. La modélisation pourra étre de type SISO, SIMO,
MISO ou MIMO (voir Section [2.1.4).

Concernant les caractéristiques d’un systéme, nous avons défini :

— la fonction (matrice) de transfert qui s’exprime dans le domaine fréquentiel, de

Laplace, ou en Z (voir Section [2.1.5.1)
— la réponse impulsionnelle qui s’exprime dans le domaine temporel (voir Section
2.15.2)

Ensuite nous avons donné une description détaillée de trois familles de modélisations
du comportement dynamique d’un systéme :

— les modélisations ARX (voir Section [2.2))

— les modélisations par représentation d’état (voir Section

— les modélisations modales (voir Section

Enfin, deux systémes particuliers ont été modélisés : un systéme structure (voir Sec-
tion et un systéme aéro-structure (voir Section .

Dans le chapitre suivant (Chapitre , nous présenterons trois familles de méthodes
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d’identification modale qui permettent d’identifier les paramétres de chacune des trois
familles de modélisations décrites dans ce chapitre :
— Les méthodes de minimisation d’erreur par moindres carrés adaptées a ’identifi-
cation d’une modélisation ARX (voir Section [3.1).
— Les méthodes sous-espace adaptées a l’identification de l’espace colonne de la
matrice d’observabilité d’une représentation d’état (voir Section [3.2)).
— Les méthodes de minimisation d’erreur par moindres carrés adaptées a 'identifi-
cation d’une modélisation modale (voir Section (3.3)).



Crapive 3
Chapitre

Les méthodes d’identification modale

L’identification modale correspond o l’identification des paramétres d’une modéli-
sation théorique a partir des données mesurées. Le type de systéme a identifier et les
mesures effectuées conditionnent le choix de la modélisation analytique o utiliser (e.g.
les données d’excitations sont-elles disponibles, ou n’a-t-on que les réponses du systéme
a une excitation inconnue ?). La modélisation théorique conditionnera a son tour le
choiz des méthodes d’identification (e.g. une représentation d’état pourra étre identi-
fiee a Uaide d’une méthode sous-espace, la description fractionnelle d’une fonction de
transfert pourra étre identifiée a l’aide d’une méthode moindres carrés, etc.).

Dans ce chapitre nous verrons deuz familles de méthodes d’identification modale.
La premiére famille est basée sur [’estimation des coefficients d’une modélisation ARX
(voir Section . Ces méthodes sont basées sur la minimisation de l’erreur entre la
matrice de transfert paramétrique (voir Section M) et son estimation non paramé-
trique (voir Section @) Nous verrons un exemple de minimisation moindres carrés
de l’erreur non linéaire et un exemple de minimisation moindres carrés de l’er-
reur linéaire (Section . La méthode non linéaire, aussi parfois appelée méthode
MLE (Mazimum Likelihood Estimator), sera écrite sous son formalisme référence-simple
(single-reference) comme décrit dans [GHVAA99] ou références-multiple (poly-reference)
comme décrit dans DT09]. La méthode linéaire, aussi appelée méthode LSCF
(Least Square Complex Frequency) sera écrite sous son formalisme référence-simple

(single-reference) comme décrit dans [DT09, |CGVT 04a] ou références-multiple (poly-
reference, p-LSCF) comme décrit dans [GVVT05, | CGVT04a, [DT09, [EKGI(]. La se-
conde famille est basée sur l’estimation de la matrice d’observabilité d’une représentation
d’état (voir Section . Plus précisément, ces méthodes sont basées sur lidentification
du sous-espace colonne de la matrice d’observabilité. Ceci se fera a partir d’une ma-
trice sous-espace qui sera estimée a partir des données. Cette matrice sous-espace a la
particularité d’avoir le méme espace colonne que la matrice d’observabilité. Cing ma-
trices sous-espaces, qui correspondent o autant de méthodes sous-espace, sont présentées

[VODM293, VODMOI6, PDR99, [PDR(1, BBG* (01, IMBB™ (6].

67
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3.1 Identification de modélisations ARX(p,q)

On consideére le couple entrée/sortie (i,0) et la modélisation ARX(p,q) dans le do-
maine en 7 :

A(Z)yo(z) = Boi(z)ui(z)_’_ryovoi(z) (31)
= €i(2,0) = Hui(2) — Hpi(z,0)

avec,
~ Hyi(z) = Z"Ejg, la fonction de transfert entre I'entrée connue injectée au point
7
d’excitation 7 et la sortie observée au point d’observation o. Cette fonction de
transfert provient des données mesurées.

— Hyi(z,0) = BXES), la modélisation paramétrique de H;(z).

— A(2) le polynoéme d’ordre p et de coefficient 7 = [af ... ag]T et Byi(2) le

polynome d’ordre ¢ et de coefficient Ggm, = [(5005 . (5oz-)qT}T.
— 6, ensemble des paramétres « et §,; a identifier.
— €i(2,0) = %, Perreur de modélisation due aux entrées inconnues du sys-
téme, i.e. au bruit environnemental.
Le principe de ce type d’identification est basé sur l'identification de ’ensemble de
parameétres f minimisant l’erreur de modélisation €,;(z,#). On parle alors d’estimateur
0. Un estimateur trés répandu est I'estimateur par moindres carrés. On le notera oM
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Il est obtenu par minimisation moindres carrés ordinaires (MCO) ou pondérés (MCP)
des erreurs €;(z,0).

Définition 20 Méthode des moindres carrés ordinaires et pondérés (MCO et MCP)

Soit un ensemble de N éléments y; provenant d’un systéme dont le comportement
est modélisé par une fonction paramétrique f(x,0) de paramétres 0. La recherche des
parametres 0 par la méthode des moindres carrés ordinaires (MCO) se fait en minimisant
la somme quadratique S(0) des déviations des éléments y; auzx prédictions f(x;,0) :

N N
SMCON ) =" (yi — f(2:,0))> =D _ei(0 (3.3)
=1

=1

La méthode des moindres carrés pondérés consiste a pondérer les erreurs de modéli-
sation €;(0) par des poids wj.

MCP) sz yi — f(x4,0 szez (3.4)

Dans le cas particulier ot les N erreurs de modélisation €;(0)? sont indépendantes et
suivent une loi normale N (0, Jezi), et ot l’on pose w; = O’;_Z, on montre que SMCP) (9)
est une variable aléatoire suivant une loi x* (Khi-deuz) a N degrés de liberté. On notera

SMCEP)(9) x2(N). Par définition du x2, SMCEP)() est alors totalement définie par sa
2

variance 0g = 2N et son espérance E[S] = N.
On se place dans 'espace en Z fini discrétisé en N, échantillons, avec pour variable

2z (dont Pespace engendré par la transformée de Fourier discréte est le cas particulier
ol 2z = €' Ne ). En considérant les N, échantillons des N, x N; fonctions de transfert

H,i(zr), on peut déterminer ’estimateur par moindres carrés (ordinaires ou pondérés)
0 basé sur la fonction cott :
N, N; N

=D > woilzr)eoilzr, O)eoi(2k, 0)" (3.5)

o=1 i=1 k=1

Remarque 21 Pour simplifier les écritures on notera €,(z) pour €2k, 0).

Erreur non-linéaire
De part la forme de €,(zx) (Equation [3.1)), le probléme moindres carrés décrit par
IEquation (3.5)) est non-linéaire selon 1’ensemble des parameétres 6 (« et SBy;).

. Boi(zk)
) = )

— Hm’(Zk) (36)

La minimisation d™une telle fonction nécessite un algorithme itératif d’optimisation. On
pourra utiliser une optimisation type Gauss-Newton ([GMWSI] Bj596]) ou une alter-
native telle que 'algorithme de Levenberg-Marquardt ([Dav93, MBT99]) qui permet
d’éviter une divergence de ’optimisation.



70 Chapitre 3

Définition 22 Algorithme de Gauss-Newton

L’algorithme de Gauss-Newton est un algorithme itératif de résolution d’un probléme
de moindres carrés non-linéaire. Il peut étre obtenu a partir d’une approrimation au
premier degré de l’algorithme de Newton. Il a donc l'avantage de ne pas nécessiter le
calcul, parfois compliqué, de la dérivée du second ordre.

Soit m fonctions €; de n paramétres 0;, avec m > n. L’algorithme de Gauss-Newton
peut-étre utilisé pour trouver le minimum de la fonction S (0) définie par

S(9) = Z €i€;

=1

Une valeur initiale 8 des parametres 0 servira de point de départ de lalgorithme.
Les parameétres optimauz sont recherchés de maniére itérative :

65t = 0% 4 60 (3.7)
avec lincrément 66 vérifiant les équations normales
T Te000 = —T1he (3.8)

obtenue a partir d’une approzimation de Taylor au premier degré de € (0°) et ot Jeg €
C™*™ est la matrice Jacobienne de € par rapport a 0 évaluée en 0°. Si \76%\7679 est
inversible (d’ou la condition nécessaire mais non suffisante m > n), on peut avoir une
pseudo-solution de l'incrément 66 et I’Equation (3.7) devient :

95+1

— 0+ (TBT0) T THe (3.9)
0° + T ge (3.10)

ou T représente la pseudo-inverse de Moore-Penrose.

Nous ne rentrerons pas plus dans le détail ici, mais cette algorithme peut-étre amé-
lioré de plusieurs fagons pour assurer la convergence. Un exemple est l'utilisation d’un
facteur d’amortissement positif o a appliquer a Uincrément (05T = 65 + adf) ou l'ap-
plication d’un “chargement de la diagonale” lors du calcul de 50 :

(THTeo + ADy) 00 = —T e (3.11)

ot Dy, est une matrice diagonale positive et o A est un facteur d’amortissement positif.
La premiére version de cette variante est de prendre D,, = I,,,. C’est la méthode de Le-
venbery. La contribution de Marquardt est d’utiliser Dy, = diag (._76%‘76’9). On appellera

cette évolution de lalgorithme de Gauss-Newton, l'algorithme de Levenberg-Marquardt.

On voit que, quel que soit I’algorithme utilisé (Newton, Gauss-Newton ou Levenberg-
Marquart), il sera nécessaire d’évaluer la matrice Jacobienne de la fonction cotit S (6)
par rapport a 0 (i.e. par rapport & « et par rapport a ;). Cette dérivation est traitée
en détail a la Section [3.1.1] Pour démarrer le processus itératif, il sera aussi nécessaire
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de définir une valeur initiale du vecteur de parameétres 6. Une technique est de linéariser
(selon les parameétres) erreur €,;(zx) en multipliant 'Equation (3.1)) par le polynome
A(zr) (dans I'espace en Z fini et discrétisé). On obtient l'erreur linéaire de modélisation

Erreur linéaire

egi(zk) = A(zr)e€0i(2) = Boi(zr) — A(zx) Hoi(2k) (3.12)
La fonction cotit devient :

No Ni Ne

SEO) =D )0 woilz)eb(2r)eli(21)* (3.13)

o=1 i=1 k=1

La fonction coft est une fonction quadratique positive si wyi(zx) > 0Vo,i, k.
Son minimum est obtenu au point d’annulation de sa dérivée par rapport & ’ensemble
de paramétres 6 («a et [B,i). La recherche de ce minimum conduira a une estimation
6 qui pourra étre utilisée pour initialiser le processus itératif de la minimisation de
I’erreur non-linéaire . La résolution du probléme de minimisation de ’erreur linéaire,
dans sa version référence-simple, est appelée LSCF dans la littérature ([Cau04, [DT09)])
et Polyref-LSCF (ou pLSCF) dans sa version références-multiples (JGVVT03)

IDT09)]). Le détail sera donné a la Section [3.1.2]

Référence-simple et Références-multiples

On vient de faire la distinction entre les versions référence-simple et références-
multiples de la résolution du probléme de minimisation de 'erreur linéaire (3.13f). On
pourra évidement aussi la faire concernant ’erreur non-linaire (Equation ) Voyons
quelle est I'implication dans I’écriture de ces problémes moindres carrés.

La vision référence-simple du probléme moindres carrés (linéaire ou non-linéaire)
consiste a le résoudre en considérant un a un tous les couples entrées/sorties. Ceci se
traduit dans I’écriture des fonctions coiits comme somme de produits de scalaires. Les
écritures et sont donc les écritures référence-simple des problémes respecti-
vement linéaire et non-linéaire.

La vision références-multiples consiste a résoudre le probléme moindres carrés (li-
néaire ou non-linéaire), soit simultanément pour toutes les entrées (on parlera de références-
multiples & gauche), soit simultanément pour toutes les sorties (on parlera de références-
multiples & droite). Ceci se traduit par une écriture des fonctions coiits comme somme
de produit de vecteurs. Cette écriture permettra de considérer le polynoéme A(z) non
plus & coefficients scalaires, mais matriciels. Dans ce cas, 'identification que 1’on fera
ne sera plus celle de la modélisation & dénominateur scalaire de la matrice de transfert,
mais des modélisations de type description fractionnelle matricielle & gauche (voir Equa-
tion ) ou a droite (voir Equation ) Le terme références-multiples ne sera en
fait utilisé que pour l'identification des modélisations de type DFM. Cependant, pour
la compréhension, si on considére la modélisation & dénominateur scalaire, la fonction
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colt s’écrira de maniéres equivalentes :

N, N; N.
S (‘9) = Z Z Zwoi(zk)eoi(zk)eoi(zk)*
o1 i=1 k=1
N, N.
= DD iz )ding (wl9) (21) ) el (z)
o=1 k=1
N, N.
= > e (z1,) " diag (wffwl)(%)) e (1)
=1 k=1
avec
€11(z) e1n; (2k) ") ()
= | 1 = e [l (z)
€N,1(2k) €N, N; (2k) en, (%)
ou
e(olig)(zk) = [eol(zk) €oN; (zk)] € CIxNi
et
. 611(%)
6ECO)(Zk) — e CNO><1
€N,i(2k)
et avec
w11 (2) w1, (2k) wglig)(zk)
W)= | o w [0l (1)
wn,1(2k) wn, N; (2k) wy, (2k)
ou
w9 (21) = [wor(21) won; (2x)] € CH* Vi
et
z wii(2k)
wgco)(zk) = € CNex1
wn,i(2k)

Chapitre 3

(3.14)
(3.15)

(3.16)

0 ()]
(3.17)

(3.18)

(3.19)

Wi (z1)|
(3.20)

(3.21)

(3.22)

En identification référence-simple les équations (3.14)), (3.15) et (3.16) sont stricte-

ment identiques, avec l'erreur de modélisation €,; définie & partir d’une modélisation a

dénominateur polynome scalaire ((3.1]) ou (3.12])).

En identification références-multiples, 1’égalité (3.14)) n’a plus de sens car les erreurs
sont écrites a partir des modélisations de type DFM. Le dénominateur de la matrice de

transfert est un polynéme matriciel. On aura :
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— pour DFM a droite :

cas non-linéaire
el (2) = B () A(z) ™' — HY™) (2,)
cas linéaire
£ (1) = €19 (z1) A = BJ9 () — H') (24) A1)

avec A(zy,) € CNixNi
pour DFM i gauche :

cas non-linéaire
€i(z) @D = A(z) B (1) — A(e) UHS (1)

cas linéaire

[,(col)
i

2) = A(z)el™ (zk) = B (21) — A(z) B ()

7

avec A(z) € CNoxNo

avec
Hii(zx) Hin, H{lig)(zk)
R I e IO |1 ()
Hp,1(2k) Hy, N, HNZQ (2k)
ou '
H{"9)(21,) = [Hor (2) Hon, (z1)] € CPM
et
z Hyi(z)
H Y (z)=| ... |echx
Hpy,i(21)
et avec
Bn(zk) BlN Byig)(Zk)
B(z) = : : = ) = [B§COI)(21€)
Bn,1(2x) Bn, N, By (z1)
ou '
B9 (2) = [Boi(21) Bon, (21,)] € CMi
et

73

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

B ()]
(3.30)

(3.31)

(3.32)
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Une derniére distinction entre les vision référence-simple et références-multiples
concerne la pondération. Dans les cas références-multiples, il ne sera plus nécessaire-
ment diagonale comme dans les équations des cas simple-référence et (3.16)).
Pour l'identification références-multiples droite (resp. gauche), a chaque sortie o (resp.
entrée i) pourra étre associée une matrice non purement diagonale de taille (IV; x IV;)

(resp. (N, x N,)). On remplacera les poids diag (w((,lig) (zk)) et diag (wZ(COl)(zk)) par
Wy (zk) et Wi(zk). On aura alors :

— pour DFM a droite :
cas non-linéaire

No N
0) =33 el (2 ) Wo (20)eli®) (z4) (3.33)
o=1 k=1
cas linéaire
oL li ) (lig)
Z £ () Wo 2l (1) (3.34)

avec W, (zy,) € CNixNi
— pour DFM 4 gauche :
cas non-linéaire
N; N.
S (0) = €D () F Wy (21) €LY (1) (3.35)
i=1 k=1

cas linéaire

Ne
Z LoD oV TW, (2) €™ (20) (3.36)
1 k=1

||M2

avec W;(z,) € CNoxNo

Le poids est utile pour réduire 'influence d’un couple entrée/sortie, d’une entrée ou
d’une sortie dans la recherche d’un estimateur § minimisant les erreurs de modélisa-
tions. Cependant, en considérant le probléme de minimisation de l’erreur non-linéaire,
en faisant I’hypothése que les erreurs de modélisation suivent des lois gaussiennes et en
utilisant des poids trés particuliers, ’estimateur obtenu ne sera pas uniquement un es-
timateur par moindres carrés, il sera un estimateur du maximum de vraisemblance. Ces
poids sont les inverses des variances des erreurs de modélisation en identification single-
référence et les matrices inverses de covariance en identification références-multiples (a

~1
droite W;(zx) = cov (eglfg) e(()lfg)> et a gauche W;(z;) = cov (egfd) e<COl)) ).

) Vi
Moindres carrés et maximum de vraisemblance

Définition 23 Mazimum de vraisemblance
Soit X une variable aléatoire continue, de loi discréte ou continue, dont on veut
estimer un paramétre 0. On note Dy cette famille de lois paramétriques. On définit
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la densité de probabilité f(x|0). On appelle vraisemblance de 6 au vu des observation
(X1, Tiy. ., Tpn) d’un m-échantillon indépendant et identiquement distribué (i.i.d.)
selon la loi Dy, le nombre :

L(x1,.. miy. . xal0) =[] f(il0) (3.37)
=1

On cherche le parameétre 0 qui mazimaise la vraisemblance pour que les probabilités
des réalisations observées soient mazimales.

Si L est dérivable et admet un mazimum global § = é alors la dérivée premiére
s’annule en 0 = 0 et la dérivé seconde est négative. Reczproquement la dérivé premiére
s’annule en 0 = 0 et si la dérivé seconde est négative, alors 0 = 0 est un mazimum local

de L.

En appliquant la Définition [23|a une série de variables aléatoires i.i.d (e1,...,€;,...,€p)
de distribution gaussienne N/ (O, 052), on obtient :

FoT

1 _ E7,”:1 67«61
= e 2”2
2102

Dans le cas de distributions gaussiennes, au lieu de maximiser la vraisemblance, il est
plus évident de maximiser le log de vraisemblance. Il s’agit de prendre le logarithme
népérien de la fonction coiit. La fonction logarithme népérien étant positive croissante,
I’estimateur maximum de vraisemblance est équivalent a celui du log de vraisemblance.
On obtient :

51

20’e

|3

n 2 D €i€]
Liog = 3 In (271'06) — 202 (3.38)
Il est clair, a partir de , que la solution maximisation du log de vraisemblance
(et donc de la vraisemblance) est la méme que celle minimisation le probléme moindres
carreés.

Pour que notre problématique rentre dans le cadre du maximum de vraisemblance, il
est nécessaire que les éléments sommés dans la fonction coiit des moindres carrés soient
gaussiens, indépendants et identiquement distribués. L’indépendance des éléments né-
cessite I’hypothése d’indépendance des fonctions de transfert H,; et celle d’indépendance

entre les fréquences. La loi de I'erreur €,;(2;) est celle de % (€oi(zr) = %

dans ’Equation (|3 ) Les coefficients du polynome A(zy) et le coefficient du bruit
sont determlnlstes par définition. La raie spectrale u;(zx) est soit une valeur mesurée

directement, soit une estimation fréquentielle (si z = e R ) obtenue a partir de don-
nées temporelles. Dans les deux cas elle est statistiquement déterministe, méme si dans
le second elle peut avoir une variance en fonction des paramétres d’estimation. De plus,
I’entrée connue du systéme peut étre un bruit blanc généré et injecté dans le systéme
pour exciter toutes les fréquences. Dans ce cas ’entrée a des propriétés stochastiques.
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Cependant, sur un essai, l’excitation étant connue, on peut la considérer comme une
série de valeurs déterministes. Le type de loi de la variable aléatoire €,;(z)) est donc
celui de vy;(zx). Cette variable aléatoire vy;(2x) correspond a la transformation en Z
(fini et discret) du bruit environnemental inconnu. Bien évidement, elle ne peut pas
étre calculée. En général, on fait I’hypothése que, dans le domaine temporel, le bruit
environnemental est un processus gaussien centré de type bruit blanc, i.e. un processus
aléatoire dont les éléments sont des variables aléatoires i.i.d. (indépendantes et identi-
quement distribuées) de loi N (0,02). La transformation de Fourier discréte d’un tel
processus est aussi un processus gaussien de type bruit blanc dont les éléments sont
ii.d. deloi N (0, NCO'Q), avec N, le nombre d’échantillons. On a donc :

() N S
coi(21) N(O, YTEREEE ) (3.39)

On constate que, méme si tous les éléments €,;(zx) suivent une loi gaussienne, ces lois
n’ont pas les mémes propriétés statistiques, plus précisément, les éléments n’ont pas la
méme variance. Il est donc nécessaire de “standardiser” ces variables aléatoires, i.e. de
leur retirer leur moyenne (dans notre cas la moyenne est nulle) et de les diviser par la
racine de leur variance. De cette maniére, toutes les variables aléatoires suivront une
loi normale standard A (0,1). Les polynomes A(z) et B(zx) sont déterministes par
définition. Donc, & partir de I'Equation , on obtient I’égalité entre la variance de
I’erreur et celle de la fonction de transfert :

Ocoi(z) = OHpi(z2y) (3'40)

donc, si dans I’Equation on pose wWei(zg) = Ufii(%), Pestimateur obtenu par la
minimisation moindres carrés de ’erreur non-linéaire pondérée sera un estimateur de
maximum de vraisemblance.

L’ensemble de cette démarche peut étre appliquée au probléme moindres carrés
linéaire, & ’exception de la pondération adéquate. En effet, pour obtenir une somme
d’éléments identiquement distribués il est nécessaire de diviser ces éléments, non plus par
OH,i(z,) Iais par A(Zk)2UHoi(zk)- Ceci est impossible car on ne connait pas le polynoéme
A(zk), on cherche a l'identifier.

En conclusion, seul la minimisation moindres carrés de l’erreur non-linéaire avec
une pondération par l'inverse de la variance des fonctions de transfert conduit & un
estimateur du maximum de vraisemblance. Ceci explique que la méthode consistant
a rechercher le (un) minimum du probléme moindres carrés pondérés non-linéaire est
souvent abusivement appelé MLE (Maximum Likelihood Estimator). Il serait plus ju-
dicieux d’appeler cette méthode WNL-LSCF (Weighted Non-Linear LSCF) dans le cas
référence-simple, et WNL-pLSCF dans le cas références-multiples.

3.1.1 Identification modale a partir de I’erreur non-linéaire

L’identification de la modélisation ARX - que ce soit une identification référence-
simple, références-multiples & droite ou références-multiples & gauche - est constituée de
quatre étapes principales :
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1. Description du probléme
(a) Définition d'un vecteur E € CNoNiNeX1 te] que S (9) = EXE (MCO)

(b) Définition d’'un vecteur parameétre 6 (dont la taille dépend du type d’iden-
tification considéré) contenant les paramétres 64 du polynome A(zy) et Op
des polynomes B(zy)

2. Calcul de la matrice jacobienne Jg ¢ de E par rapport a ¢

(a) Calcul de matrices jacobiennes intermédiaires

(b) Regroupement des matrices jacobiennes intermeédiaires pour obtenir Jg g
3. Ecriture du probléme de Gauss-Newton : jgngﬁAG = —jgaE

(a) Calcul de jgejﬂg

(b) Calcul de —jgﬁE
4. Reéduction des équations : Gauss-Newton réduit

(a) A partir du probléme de Gauss-Newton : extraction d'une écriture analytique
de Afg en fonction de Af4

(b) Probléme de Gauss-Newton réduit : 77 JA04 = —~THE

Dans les sections suivantes (3.1.1.1}(3.1.1.2} [3.1.1.3] [3.1.1.4)), ces quatre étapes sont dé-
crites pour les identifications référence-simple, références-multiples & droite et références-

multiples & gauche.

3.1.1.1 Description du probléme

Quelque soit la méthode, on veut un vecteur E € CNoNilNeX1 to] que S (0) = EFE
(MCO).

En référence-simple, on cherche a considérer chaque terme d’erreur €,;(z;) - entre
Pentrée i et la sortie o - séparément (voir Equation (3.6)).

En références-multiples & droite, on cherche & considérer, pour chaque sortie o, si-
multanément toutes les entrées ¢ (voir Equation (3.25)).

En références-multiples & gauche, on cherche & considérer, pour chaque entrée i,
simultanément toutes les sorties o (voir Equation )

On fait le choix, selon la méthode, de définir le vecteur E par :

En référence-simple

E= | Ey, | € CNoNilVex1 (3.41)

_ENoNi
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avec
6oi(zl)
Eoi = S CNEXl

€o0i(2N,)

En références-multiples a droite
Ey
E—=| : | e gNoNilNex1

En,

o

avec

vec [e((,“g) (zl)}
E — : c (CNiNEX:l

vec [egig ) (zn, )]

En références-multiples a gauche

Eq
E—| : | e cNoNilNex1

avec

E‘ _ . c (CNoNeX1
i~ :

EZ(COI) (ZNE )

Chapitre 3

(3.42)

(3.43)

(3.44)

(3.45)

(3.46)

Ces choix permettent de fixer 'ordre des lignes de la matrice jacobienne Jg g

Concernant le vecteur parameétre 6, quelque soit la méthode d’identification, on

choisit de le définir par :
_ |95
' [@J
En référence-simple

@

04 = c clhxl

(3.47)

(3.48)
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et
O T
Op = | OBy,, | € CNNilarl)xl
_HBNoNi_
avec
(ﬁoi)o
b, =| 1 |ecCEv
(Boi)q
En références-multiples a droite
vee {[a]o}
9A — c (CN»?(P‘Fl)Xl
vec {[a]p}
et
0B,
O = e CNoNi(g+1)x1
OBy,
avec
vee {67 3
Op, = e CNila+1)x1
vec { [B(()lig)} }
q
En références-multiples a gauche
vec {[a]y}
ba=| i | ecviwma
vec {[a]p}
et
0B,
GB _ c CNONi(q+1)><1

Opy,

79

(3.49)

(3.50)

(3.51)

(3.52)

(3.53)

(3.54)

(3.55)
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avec '
),
Op, = : e CNola+1)x1 (3.56)
(8 )]
q

Ces choix permettent de fixer 'ordre des colonnes de la matrice jacobienne Jg g.

3.1.1.2 Calcul de la matrice jacobienne

Un moyen d’obternir la matrice jacobienne Jg g, pour chacune des trois méthodes
d’identification, consiste en la différenciation et en la vectorisation des équations ([3.6)),

E2) ot 6.

En référence-simple

On part de I’équation ((3.6))

1 Boi(zr) 1
Ac€yi(z) = ——AByi(2z) — AA(z 3.57
(2k) A (2k) ACr) Al (2k) (3.57)
avec
q [A (Boi)()
Boi(zk) Z ABoi); =1 .o 2] Col =1 ... 29 Abg, (3.58)
= A (Bar),
et
p _AOZO
=Y 57N =1 ..oz s | =1 ... 2 A0 (3.59)
= | Ay,
D’ou
Aem'(zk) = ~7€m'(zk),9}30i A@Boi + jem.(zk)ﬂAAGA (3.60)
Avec !
= 1 e cxlath 3.61
‘ZOZ(Zk) oi A(Zk) [1 2k ] € ( )
et
Boi(zk) 1 _ 1
. = 1 ... z 9 ectxetd) 3.62
Teoi(z1),04 A(z) A(z) [ “k ] < ( )
On regroupe ensuite les matrice jacobiennes intermédiaires de chacune des variables
2k
*7601'(21),9302-
jEm-’HBOZ_ — c CN&X(Q+1) (363)

‘7€oi (2N, )79301'
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‘7601' (21),04
Tpi0 = : € ChextrH) (3.64)
L7‘501' (ZNe)veA

Finalement, & partir de toutes les matrices jacobiennes intermédiaires Jg,, 9, et
o1
JE,..04, O0 peut écrire :

AE = Jp o0 (3.65)
avec
[ '~7E11,91311 s [O]Nex(q+1) ce [O]Nex(q—l-l) T 0. |
Je6 = [O]Nex(q-H) s jENolﬁBNol e [O]Nex(q—i-l) jENO1,9A (3.66)
_[O]NeX(q-‘rl) [O]NEX(q-‘y-l) jENoNi’oBNONi jENONi79A_

et avec Jpg g € CNoNiNexNoNi(g+1)+(p+1)

En références-multiples a droite

On part de I’équation
vec [Aeg“‘g)(zk)} — A~ 1(zp)vec [ABg@)(zk)] - [A—T(zk) © BU9) (Zk)A—l(zk)} vec [AA(z)]

(3.67)
vee [ABglig)(zk)} _ qujozkjvec {A [Bglig)}j}
vec {A [@(alig)} 0}
= [In, ... 2y, :
wefa ]}
= [In, ... =7y A6, (3.68)
et
vec [AA(z)] = iz;jvec {A [Oé]j}
=0
vec {A [a],}
]|
vec {A [a]p}

= [Ive o 50| 20a (3.69)
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D’ou
(lig) — v _
vec [Aeo g (Zk)] = jvec [ngzg)(zlc)] o, Abp, + jvec [Eglg)(%)] ,GAAQA (3.70)
Avec
jvec [eglig)(zk)] 9B, - Ail(zk) [INi Z]:qINi] S (CNiXNi(q+1) (3.71)
et
' =— A" (tig) -1 —p Nix N2 (p+1)
jVeC[E(ollg)(Zk)] Oa = [A (Zk) & Bo 9 (Zk)A. (Zk)} |:IN12 S 2 IN3i| cC p
(3.72)

On regroupe les matrices jacobiennes intermédiaires de chacune des variables zy, :

J

vec [eglig)(zl)] 0B,
T 05, = : g CNiNexNilg+1) (3.73)
J

vec [eg“g) (2N, )] 0B,

J.

vec [eglig) (Zl)] 79A
N € CNilNexNE (1) (3.74)

J

vec [65,“9) (2N, )] N

Finalement, a partir de toutes les matrices jacobiennes intermédiaires Jg, 05 €t JEg, 04

on peut écrire :

AE = Jg A0 (3.75)
avec
jE1ﬂBl ce [O]NiNexNi (g+1) jElﬁA
NOYES : : : (3.76)
[O]NiNEXNi(q+1) s jENDﬁBNO jENOﬁA

et avec Jg g € CNoNiNexNoNi(q+1)+NF (p+1)

En références-multiples a gauche

On part de I'équation ((3.23)

A (z) = A7 (@) ABI () — [ B (20) AT (24) © A7 ()] vee [AA(z)]
(3.77)
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- ! ! )
On notera ici que les vecteurs (—:Z(.CO )(zk) et BZ.(CO )(zk) sont des vecteurs, colonnes. L’opéra-
teur vec [.] n’a pas d’influence. Il est néanmoins utilisé, associé au produit de Kronecker,
pour réorganiser ’écriture de la différentiation.

On définit
AB(n) = 3 A [ged
D () Z A
A ‘(col)
{@ }0
= [In, ... 2z, %n,] :
A (col)
o],
= [In, ... z,%Un,| AGp, (3.78)
et
p .
vec[AA(z)] = Zz,;fvec{A[a]j}
j=0
vec {A[a],}
== [INOQ Zk;_pINg]
vec {A [a]p}
= [Inz ... z,"In2] D04 (3.79)
D’ou l
AE,ECO )(Zk) — ‘751(-60”(%),932. Abp, + ‘YeECOZ)(zk),GAAQA (3.80)
Avec
chol)(%)ﬁBi = A Y(z) [In, ... 2.%In,) € CNoxNo(g+1) (3.81)
et
CO T — — —
T oo sy om = BEY (AT () @ A 1(zk)] [Inz .. 2PIyz] € CNoxNeHD)
(3.82)
On regroupe les matrices jacobiennes intermédiaires de chacune des variables zj, :
_ *765601)(21)793@-
Tib5, = : € CNoNexNo(at) (3.83)
—QECOZ)(ZNe)raB
et ~
\7€§col)(zl)79A
TE, 08 = ; € CNoNex NI (p+1) (3.84)
-jez(-wl)(ZNe)ﬂA




84 Chapitre 3

Finalement, & partir de toutes les matrices jacobiennes intermédiaires 7, Bi0p, €t TE; 045

on peut écrire :

AE = JgeA0 (3.85)
avec
~7E1,931 e [O]NONexNo(qul) VNN
Jee = (3.86)
[O]NoNexNo(q-H) s jENiﬁBNi jENiﬂA

et avec Jg g € CNoNiNexNoNi(q+1)+N; (p+1)

3.1.1.3 Ecriture du probléme de Gauss-Newton

Maintenant que 'on a les matrices jacobiennes associées a chacune des trois mé-
thodes d’identification, on peut appliquer la méthode de Gauss-Newton pour rechercher
un estimateur # minisant le probléme aux moindres carrés non linéaire.

THeTpoN0 = THHE (3.87)

On remarquera la forme particuliére de 7. EQE et de J, é{ oJE,0 (aussi appelé “équa-
tions normales”) en fonction de la méthode d’identification.

Référence-simple

[ ‘75179311 E1 ]
JH En,
jEHﬁE _ ENolﬂB.Nol c (CNONZ-(q—Q—l)-i-(p—l-l)Xl (388)
H
jENON’L,eBNDNi ENoNi
_Zivzol Zz]'\gl j}ii,eAEoi_
et
[ Bu o Oty - Olgenyxern Suo ]
Ogrix@rn - Byt o Ogrnxrn SNo1
jgng,G = : :
[O](q+1)x(q+1) cee [0] (g+1)x(g+1) - RNoNi SNoNi
L Sﬁ s 511\1;01 s SJ{IIONZ- Zévzol ZfV:H Toi

(3.89)
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avec »75{9»713,0 c CNoNi(g+1)+(p+1)xNoNi(g+1)+(p+1) ot ofy

Références-multiples

et

H
TeeJe6 =

_ H
- oni ’GBoi oni aeBo

_ H
- oniﬂBm‘ oniﬂA

e Clat)x(g+1)

i

e clatDx(m+1)

H 1 )
- oniyeAngi,QA S (C(p+ )X(p+ )

a droite

e CNoNi(q+1)+Ni2(p+1)>< 1

Ry

[0] (g+1)x(q+1)

st

O] (q+1)x (@ +1)

Ry,

o

SN, 2 on

] 2 ) 2 N
avec jé_{@jE,e c CNoNz(q+1)+Ni (P+1)><N0Nz(q+1)+Ni (p+1) et o1l

= onﬂBoonﬂBoeC (g+1)XNi(g+1)

R,
So = ‘75{;7930‘7]30,%G(CNi(q—i_l)XN?(p—H)
1o

H NZ(p+1)x N2 (p+1
= T, 0, TBp0, € COOTDXATEHD

Reéférences-multiples

a gauche

S1

Sn,

o

e CNoNi(g+1)+NZ (p+1)x1

N; Hi )
Ziil jEl 04 EZ

85
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(3.98)



86 Chapitre 3

et _ )
i o Olgrnyxgrny S
TieT56 = |0)(ge1)x(ge1) -+ Ry, SN, (3.99)
st . SK, ST

) 2 ) 2 .
avec \759515,9 € CNoNi(g+1)+NZ (p+1)x NoNi(q+1)+N2 (p+1) ot oy

Ri = Tk g, Triop, € CNolT1)Noletl) (3.100)
Si = Th o5, T5iba € CNola+)xNZ(p+1) (3.101)
T, = JH, Trie, € CNo@HDXNSEHD (3.102)

3.1.1.4 Reéduction des équations

Compte tenu de la forme particuliére de jgejE,(g tel que décrit a la Section (3.1.1.3
le probléme de Gauss-Newton peut étre réduit & un probléme réduit de Gauss-Newton
fonction de 04 et a une expression analytique des Afp , en fonction de Af4.

Référence-simple

Les équations (3.87]), (3.88)) et (3.89)) conduisent a :

RoiAOp,, + SoilMa = —Tf 4. Eoi (3.103)
No Ni No Ni H
SO SHAOp, + Tutr0a =~ Tr,0. Foi (3.104)
o=1 i=1 o=1 i=1

L’Equation (|3.103|) peut étre réécrite :

A0p, = Ry (S0 + TE g, Foi) (3.105)

et en injectant I’Equation (3.105)) dans 'Equation (3.104)), on obtient :
TJHITNGy = -T"E (3.106)

avec
jEuﬂBHRl_llSll — TEn 04
J = : (3.107)

—1
jENONv ﬁBNoNi RNONi SNoN; — jENON,L 04

(3
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Références-multiples a droite

Les équations (3.87)), (3.93) et (3.94) conduisent a :

RoA0p, + 5,804 = =T o, Eo

No N,
> SHAOp, + T,A0s == TH 4, Fo

o=1 o=1

L’Equation ([3.108]) peut étre réécrite :

Abp, = —R;" (S,004+ TE 5, Fo)

et en injectant I’Equation (3.110) dans ’Equation (3.109)), on obtient :

TJHIN0, = -THE

avec

—1
jE1,031R1 Sl - jEl,GA
J = :
—1
jENOﬁBNO RNOSNO - jENOﬁA

Références-multiples 4 gauche

Les équations (3.87)), (3.98)) et (3.99) conduisent a :
Ril\p, + S804 = —~TE 5, Ei

ﬁh h&
> S AOp, + TiA0A ==Y T 4, Ei
i=1 i=1

L’Equation ([3.113]) peut étre réécrite :

Afp, = _Ri_l (SZ-AHA + jg,OBiEi)

et en injectant ’Equation (3.115) dans ’Equation (3.114)), on obtient :

TJHITNON = -T"E
avec 1
jElﬁBlRl_ S1— jElﬁA
7 )

-1
jENiﬁBNi RNi SNi - jENiﬂA

87
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Quelque soit la méthode d’identification, on utilisera une variante de l’algorithme de
Gauss-Newton, 'algorithme de Levenberg-Marquardt, pour résoudre la probléme réduit
de Gauss-Newton. On obtiendra de maniére itérative :

{95;‘“) = 0% + A6

3.118
ot — gl 4 Ag(Y (3.118)

avec les AHJ(Bn) (AQ%Z, en référence-simple, AGJ(;)) en références-multiples a droite et
Aﬁgz) en références-multiples & gauche) obtenues a partir des AGXL) tel que décrit par
les équations (3.105), (3.110) et (3.115)) ; et les AH%) obtenus par Levenberg-Marquart

appliquée & (3.106)), (3.111)) ou (3.116) :

(THT + Apudiag (77 T)) A4 = THE (3.119)

3.1.2 Recherche de ’estimateur minimisant 1’erreur linéaire

Lorsque I’on considére ’erreur linéaire, la minimisation moindres carrés consiste en la
recherche du minimum d’un fonction cout S (6) quadratique par rapport aux paramétres
6. Cette recherche passe par la dérivation de la fonction cotit par rapport aux parametres,
dérivation qui doit s’annuler en son minimum. Quelque soit le type d’identification
(référence-simple ou références-multiples), on peut distinguer trois étapes principales :

1. Calcul de la fonction cout S (6)
2. Dérivation de S (#) par rapport aux paramétres 6

3. Résolution d'un probléme de type Mv = 0 et détermination des paramétres mi-
nimisant S (0)

3.1.2.1 Calcul de la fonction cofit

Comme précédemment, nous étudierons successivement les trois type d’identification
du modéle ARX linéarisé : référence-simple, références-multiples a droite et références-
multiples & gauche.

Reéférence-simple
On part de 'Equation (3.12))
eOLZ-(zk) = Boi(zk)—A(zk)Hm-(zk) (3.120)
_ _ 0B, .
= [[1 ... 29 Ha(z)[1 ... zkp]][;ﬂ (3.121)

avec 0, et 64 déja définis par les équations (3.50) et (3.48). En regroupant les équations
d’erreurs associées a chaque variable zx, on peut écrire :

Eoi = [Xoi Yoi] Fjﬂ e Chext (3.122)
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avec
1 2]
Xoi = : € CNex(a+1) (3.123)
[1 Z;,Z]
et
—Hoi(zl) [1 Z;p}
Yoi = : e CNex(P+D) (3.124)
~Hoi(2n,) [1 .. z;,ﬂ

On utilise la méme définition qu’a I'Equation (3.41)) qui conduit maintenant a :

X1 o Oy o OlNxgeny  Yir ]
E=|0lyuigen - Xvo oo Olygeny YNor |6 (3.125)
_[O}Nex(q—&-l) e [O]Nex(q-i-l) e XN, N; YNONZ'_

. OB . o , :
avec E € CNoNilNex1 1 — [QA] (Equation (3.47))) et Op défini par 'Equation (3.49)).

On a ainsi

S = E"E

Ce qui donne

N, N; No N;
SO)=>_> (08, Roi+ 05505, + <ZZG,§IM_SO¢ + 95{1@-) 04  (3.126)

o=1 i=1 o=1i=1
ou
Ry = XHIXx, eclathxtD) (3.127)
Sy = XHy, e clerDxe+D) (3.128)
T, = YHy, ect)x@+) (3.129)

Références-multiples a droite

On part de I’Equation (3.25))
vec (eh(z1)) = B (z) — H) (2k) A(2) (3.130)

= v o 2]~ (v @ HYO() [ Iz - Z;PINEH(%Q Ai})
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avec Op, et 04 déja définis par les équations (3.53)) et (3.51)). En regroupant les équations
d’erreurs associées & chaque variable zi, on peut écrire :

E,=[X, Y] {%ﬂ e CNilNext (3.132)
avec B
[In, ... 2z 'Iy,]
X, = : e CNiNexNilg+1) (3.133)
[INi ZX,ZINI}
et
— (INi ® Hélig)(zl)) [INE zl_”INiz}
Y, = : € CNiNexNZ(p+1) (3.134)
— (INZ ® H(glig) (ZNe)> |:IN12 e Z;[I:INE]

On utilise la méme définition qu’a I’Equation (3.43]) qui conduit maintenant a :

X1 Oygey N
E = : : D0 (3.135)
[O]NexNi(q—i-l) XNO YNo
avec | € CNolNilNex1 g — [gB} (Equation (3.47)) et 0p défini par ’Equation (3.52)).
A
On a ainsi
S = E"E
Iy o Olngryxmi@ry S
Oln, (g 1)xNi(41) - Ry, iNo
SH SR ST,
Ce qui donne
N, No
S0)=>_ (05,Ro+04S) 05, + (Z 05 So -+ 951},) 64 (3.136)
o=1 o=1
ou
R, = XIX,ecNlat)xNilatl) (3.137)
S, = XMy, e cNilat)xN(p+1) (3.138)

TO _ }/OH}/; c CNf(p-&-l)fo(p-i-l) (3139)
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Références-multiples 4 gauche

On part de ’Equation ([3.23))

eFzr) = B (z) — H (z1) A=) (3.140)
= “IM— o2y _(Hi(col)T(zk)(X)INo) [INgH [%i] (3.141)

avec 0, et 04 déja définis par les équations (3.56) et (3.54). En regroupant les équations
d’erreur associées a chaque variable z;, on peut écrire :

Ez' _ [Xl Y,l] |:9]31:| c (cNoNexl (3142)
04
avec
In, ... 2In,)
Xi = c (CNONEXNo((Z"r].) (3143)
[INO zJ‘VjINO]
et
— (H,.(C"”T(zl) ®INO> Iz o 2 "Inz]
Y, = : c CNONeXNg(p+1) (3.144)
_ (HZ,(Col)T(ZNe) ® IN0> [INg . z;,fINg]

On utilise la méme définition qu’a I’Equation (3.45) qui conduit maintenant a :

X1 e [O]NoNexNo(q+1) Y
E= ' 1o (3.145)
[O]NoNexNo(q—i—l) cee Xn; Y,
. 0p . e , .
avec B € CNolNilNex1 g — [QA] (Equation (3.47))) et #p défini par 'Equation (3.55]).
On a ainsi
S = E"E
Ry s [O]No(q+1)><No(q+1) S1
= o7 : 0
O] N, (gt 1) x No(g+1) -+ - Ry, SN;

N;
SH . Sy i T
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Ce qui donne

ou

N; N;

S(0) =S (81 R+ 0457) 65, + (z oL i 4 0T,

=1 i=1

R = XX, e CNolatDxNo(atD)
S; XzHY; c (CNo(qul)XNg(PJrl)
T, = YV e cNo@t)xNZ@+1)

3.1.2.2 Dérivation de la fonction cott

Chapitre 3

(3.146)

(3.147)
(3.148)
(3.149)

Le minimum d’une fonction quadratique positive est obtenu au point d’annulation

de ses dérivées partielles, i.e. lorsque sa matrice jacobienne est nulle. On note Jgg la
matrice jacobienne de la fonction cott S (f) par rapport au vecteur des paramétres
0. Quelque soit la méthode utilisée (référence-simple, références-multiples & droite ou
références-multiples a gauche), on peut écrire :

avec,

avec,

Jso = [Json Js0a)

En référence-simple,

— la fonction cotit définie par I’Equation (3.126: ,
— Op et 04 définis par les équations et @
—etdy=(p+1)

En références-multiples & droite,

— la fonction cotit définie par I’Equation (3.136:
— Op et 04 définis par les équations et @
—etda=N2Z(p+1)

En références-multiples a gauche,

— la fonction cotit définie par I’Equation ,

— Op et 04 définis par les équations et (3.54)
—etdy=N2(p+1)

Référence-simple

On a d’une part :

JS)QB = JS’eBll . e JS’93N01

JS’HBoi = ngiRm' + (95{55

(0] (Vo Vs (g41) k)

JS703NON~]

(3.150)
(3.151)

(3.152)

(3.153)
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La condition Js g, == [0]y y, N, (g11) implique :
0B, = —Ry; Soifla

avec R,; une matrice symétrique hermitienne.

On a d’autre part :
No N;

Jsoa =D > 08 Soi+ 04T,

o=1 i=1

La condition Jsg, = [0];,4, et 'Equation (3.154) implique :

N, N;
(Z Sai Roy' Soil = Toz’) 0a =[0];xq,

o=1 i=1

avec T,; une matrice symétrique hermitienne.
Références-multiples a droite

On a d’une part :
JS,GB = Js,gBl A JS’GBNO

avec, i -
Jsop, =0p,Ro+ 045,

La condition Jg, = [0];xn, n;(g+1) implique :
Op, = —R,;lSOQA

avec R, une matrice symétrique hermitienne.
On a d’autre part :
No
Tson =Y 08 So+ 04T,
o=1

La condition Jsg, = [0];,4, et I'Equation (3.159) implique :

No
(Z SfRJISO - T0> 04 = [0]1><d,4
o=1

avec T, une matrice symétrique hermitienne.
Références-multiples 4 gauche

On a d’une part :
Jsop = JS7931 JS’OBNi

93
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(3.157)
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(3.159)

(3.160)

(3.161)
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avec,

Js5, = 05, Ro+ 04 S/ (3.163)
La condition Jgg, = [O]lxNoNi(q—H) implique :
0p, = —R;'Si0a (3.164)
avec R; une matrice symétrique hermitienne.

On a d’autre part :

N;
Jso, =Y 055+ 04T, (3.165)
=1

La condition Jgg, = [0];,4, et 'Equation (3.164) implique :
N;
<Z SHR'S; — T) 04 =10]1,q, (3.166)
i=1
avec T; une matrice symétrique hermitienne.

On constate encore une fois que les trois méthodes donnent des expressions trés
similaires. On pourra écrire, dans les trois cas, que le probléme revient a résoudre :

D04 =014, (3.167)
avec,
— en référence-simple :
N, N;
D =Y SHR, 'Sy — T, € CPHxrt) (3.168)
o=1 i=1

— en références-multiples a droite :

No
D=Y"SHR;'S, - T, € CNHDXNIG+D (3.169)

o=1

— en références-multiples a gauche :

N;
D =Y"SHR7'S; — T} e CNo XNl (3.170)
=1
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3.1.2.3 Reésolution du probléme

L’Equation représente un systéme linéaire homogeéne (second membre nul).
L’ensemble des vecteurs 64 solutions de (3.167)) constitue le noyau de la matrice carrée
D. Si cette matrice est inversible, alors son noyau est restreint au vecteur nul. Ceci
serait évidemment problématique dans notre cas! Si D n’est pas inversible, i.e. pas de
rang plein, alors la dimension du noyau est égale a la dimension de D moins son rang.
Dans le cas référence-simple, la dimension de D est (p + 1). Cependant, le probléme
est associé au polynome A(zx) d’ordre p. Un tel polynéme a p racines. On
considérera donc que D sera de rang p. Son noyau sera donc de dimension 1. Il en sera
de méme dans les cas références-multiples a droite et a gauche. A droite (respectivement
a gauche), le polynéme matriciel A(zx) de dimension N, (respectivement N;) et d’ordre
p a pN, (respectivement pN;) racines. Ici, nous avons fait le choix de considérer le
probléme vectorisé. Ceci & pour conséquence d’augmenter le nombre de racines a pN?2
(respectivement pN?), et ceci, pour une dimension de D de (p + 1) N2 (respectivement
(p+1)N?). Le noyau de D a pour dimension N2 dans le cas références-multiples a droite
et N? dans le cas références-multiples & gauche.

On écrit :

D=[Dy ... Dj ... D, (3.171)

avec D; le bloc colonne associé au coefficient j. On aura ainsi p + 1 fagon de réduire le
probléme :

Référence-simple

DHA = [0]1><d,4
o]
[DO Dj Dp] a; = [O]IXdA
L p |
ol Dj S C(p+1)><1_
Ce qui implique
oo ]
Qj-1| _ : : "D
] = — [DO D]_l Dj+1 Dp] D]Oz] (3172)
Qj+1
L Gp
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ol [Do oo Djv Djyr ... Dp] est plein rang colonne.

On obtient ainsi — [Do ... Djy Djyq ... DP]TDjaj, le jeu de solution pour
le vecteur parameétre 04, & o fixé.

Cependant, dans notre écriture du probléme ARX(p, ¢) (Equation [2.43)), on a fait le
choix de poser ag = 1. On devra ainsi aussi choisir j = 0. Ceci entraine :

1

—[Dy ... D)'Dy (3.173)

04 =

Références-multiples a droite et & gauche

Doy = [0]1><d,4
[ vec {la]o} ]
[D() ... D; ... Dp] Vec{[a]j} = [O]IXCIA

| vec {'[oz] » }_

ot Dj € CNe@w+D)xNo (respectivement D; € CNi@+HDXNi) en références-multiples a
droite (respectivement & gauche).
Ce qui implique

[ vec{[alg} ]
vec | [a];_4
=—[Dy ... Dj.y Djs1 ... D ]TD-Vec{[a]} (3.174)
vec [a]j+1 J J p J J
vec {[a]p}
ol [Do oo Dj1 Djyq ... Dp} est plein rang colonne.
On obtient ainsi — [DO oo Djqv Djyq ... Dprr Djvec {[a]j}, le jeu de solu-

tion pour le vecteur parameétre 64, & vec {[a}j} fixé.

De méme que pour le cas référence-simple, pour le probléme ARX sous sa description
fraction matricielle, on a fait le choix de poser [a], = I, (références-multiples a droite)
ou [a], = In, (références-multiples a gauche). On devra ainsi aussi choisir j = 0. Ceci
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entraine en références-multiples & droite :

I
64 = vec I ; (3.175)
—[D1 ... D] Do
et en références-multiples & gauche :
vec [I,]
0a = ! 3.176
—[D: ... D) Dy (3.176)

Que ce soit en référence-simple ou en références-multiples, d’autres contraintes ont

été étudices (JCGVT04b)).

3.1.2.4 Proposition d’une nouvelle méthode de résolution du probléme

Le probléme DO, que l'on tente de résoudre a la Section [3.1.2.3] est la recherche
du noyau de la matrice D. Ce noyau est non réduit a ’espace nul si et seulement si D
n’est pas de plein rang. On a fait I'hypothése & la Section que cette matrice a un
noyau de dimension 1. La recherche de ce noyau peut étre faite directement & partir de
la matrice D, sans choisir de contrainte, par une décomposition en valeur singuliére.

D =UpxpVE

D’aprés la Définition (voir Section , une base du noyau de D correspond aux
vecteurs de U associés aux valeurs singuliéres nulles. Si la dimension de ce noyau est
1, alors une base du noyau est le dernier vecteur de U (si 'algorithme utilisé classe les
valeurs singuliéres de D de maniére décroissante dans ¥p). On posera donc

0 At (3.177)

avec Up = [ul .. un] Cette méthode ne peut évidement fonctionner que si D n’est
pas de plein rang. Cependant, si la matrice D est de plein rang, le noyau est réduit
a Pespace nul et le fait de fixer une contrainte (méthode décrite a la Section
implique que 'on obtient une solution biaisée du probléme. Dans ce cas, on ne résoud
plus exactement le probléme initial.

3.1.3 Application d’un poids

Il est souvent utile d’appliquer une pondération (notée wy;, w; ou w,) aux élé-

ments statistiques que I’on somme dans la fonction cotiit (€,;(z) en référence-simple,

(lig) (col)

vec [eo (zk)} en références-multiples a droite et €, ' (z;) en références-multiples a

gauche). On parle alors de minimisation moindres carrés pondérés (MCP, voir Defi-
nition . D’un point de vue opérationnel, cette pondération est généralement vue
comme un moyen de réduire I'influence d’un couple de capteur/excitation, d’un capteur
ou d’une excitation dans le calcul de la fonction cotit. D’un point de vue statistique,
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une pondération particuliére permet de standardiser les lois des éléments statistiques
lorsque ces éléments suivent des lois gaussiennes centrées non identiquement distribuées
(variances différentes). En pondérant les éléments par leur écart type o, la minimisation
moindres carrés fournit un estimateur de maximum de vraisemblance.

Référence-simple On part de ’Equation ([3.5) (ou de maniére équivalente, dans le

cas linéaire, de 'Equation (3.13]))

No N; N

SO = DO woilzk)eoi(zk) €oi2r)

o=1 i=1 k=1

= ;ii ( (21)€0i( Zk)>* ( i(%)m(%))
No Ni N,

= D> D i) ilz)

o=1 i=1 k=1

1 1
avec €q;(2r) = w2 (2k)€0i(2) et en considérant we;(zx) € RY (i.e. w2(z;) € R).

Pour prendre en compte la pondération, on utilisera €,;(2x) au lieu de €,;(z;) dans
toutes les étapes de calcul décrites précédemment pour le cas simple référence.

Références-multiples a droite On part de 'Equation (3.33) (ou de maniére équi-

valente, dans le cas linéarisé, de I'Equation ((3.34))

S (6 Zoivec [ (ig)( Zk:)} Wo(z)vec [62”9)(21:)]

o=1 k=1

- Z Z (WO(Zk)%VeC [fglig)(zk)])H (Wo(zk)%vec [egig)(zk)D
= Y E ) )

avec 6,119 (z,) = W, 2vec [ (ki g)(zk)}. On a fait ici 'hypotheése que la matrice W, (z;) €

CNixNi est symétrique hermitienne. Son développement en valeurs singuliéres est ainsi

donné par :
Wo(zi) = Uo(21) S0 (21)Uo(21) 2 (3.178)

avec Xo(zx) € Rf"XN" la matrice diagonale des valeurs singuliéres (strictement) posi-
tives. On définit la racine carrée de la matrice par :

Wol2k)? = Uo(2k)o(2) 2 Us(21) (3.179)
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Références-multiples a gauche On part de 'Equation (3.35) (ou de maniére

équivalente, dans le cas linéarisé, de ’'Equation (3.36)))

N; Ne
SO) = D3 @™ @) Wilz)e™ ()
=1 k=1
Ni Ne 1 col) H L (col)
= 35 (Wi )" (W)
i=1 k=1
N; N

_ Z Z g;(col) (Zk)Ha(COl) (Zk)

i=1 k=1

avec 6V (z) = W; (zk)%(co)(zk). On a fait ici 'hypotheése que la matrice Wj(zx) €
CNoxNo est symétrique hermitienne. Son développement en valeurs singuliéres est ainsi
donné par :
1
Wi(zk)2 = UZ(Zk)EZ(Z’k)UZ(Zk)H (3.180)

avec 2;(zx) € Rf"XN" la matrice diagonale des valeurs singuliéres (strictement) posi-
tives. On définit la racine carrée de la matrice W; par :

Wz(zk)% = Uz(zk)ZZ(zk)%UZ(zk)H (3.181)

3.1.4 Estimation des paramétres modaux

Une partie des paramétres modaux peut étre obtenue a partir des coefficients de
dénominateur. La liste de ces paramétres (et la méthode d’extraction) est directement
liée & la modélisation identifiée :

3.1.4.1 A partir d’'une modélisation a dénominateur scalaire

Seuls les poles du systéme peuvent étre extraits a partir du polynome scalaire.
Ils correspondent par définition aux racines de ce polynéme. Les formes modales et les
facteurs de participation pourront ensuite étre obtenus par une méthode d’identification
de type LSFD (Least Square Frequency Domain, voir Section .

3.1.4.2 A partir d’une modélisation & dénominateur matriciel

Que la modélisation soit a gauche ou a droite, les pdles du systéme correspondent
aux valeurs propres de la matrice compagnon associée au polynoéme dénominateur ma-
triciel. Avec la description & gauche, on peut obtenir les formes modales & partir des
vecteurs propres de la matrice compagnon. Avec la description & droite, ce sont les fac-
teurs de participation que ’on peut extraire de ces vecteurs propres. Une description
détaillée est donnée dans [CGVT04a, [DT09]. Cette méthode est basée sur Iécriture de
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la modélisation ARX sous sa forme canonique, i.e. sous forme de représentation d’état
dans la base d’état dans laquelle la matrice de transition d’état correspond & la matrice
compagnon du polyndéme dénominateur.

On constate que le nombre de poles détectables du systéme dépend & la fois du
degré du polynome dénominateur et a la fois, soit du nombre de capteurs (DMF-G),
soit du nombre d’excitations (DFM-D). Généralement le nombre de capteurs est trés
supérieur au nombre d’excitations. Pour un méme degré du dénominateur, on observera
donc généralement beaucoup plus de poles avec 'inversion & gauche qu’avec l'inversion
a droite (de 'ordre de 10 & 100 fois plus).

3.1.4.3 Des poéles aux fréquences et taux d’amortissement modaux

L’analyse étant faite dans le domaine discret, les poles p; obtenus sont ceux du
systeme discrétisé. Le lien entre ces poles et les poles \;, ceux du systéme exprimé dans
le domaine continu, est donné par la relation :

1

Aj T

(111 T+ 203) (3.182)
ol fu; = rjeiej € C, r; le module de mu; et 6; la phase de mu;

Les fréquences modales f,, et les taux d’amortissement modaux &, sont liés aux
poles \; du systéme exprimé dans le domaine continu par les relations décrite a la

Section 2.5.31

3.2 Identification du sous-espace colonne de la matrice d’ob-
servabilité : méthodes sous-espaces

3.2.1 Principe
3.2.1.1 Estimation d’une réalisation de ’observabilité

Les méthodes sous-espace reposent sur la construction d’une matrice H que l'on
nommera “matrice de sous-espace”. Par construction, cette matrice devra étre de la
forme :

H=TX (3.183)

La matrice H est calculée directement a partir des données mesurées. La matrice I est la
matrice d’observabilité du systéme. La matrice X différe selon la méthode sous-espace
utilisée. 11 s’agit donc de définir une technique, ainsi que les hypothéses nécessaires a
I'utilisation de cette technique, permettant d’extraire ’observabilité I' a partir de H.
La technique proposée ici repose sur six points.

1. Si X est plein rang ligne, alors H et [ ont le méme espace colonne et on peut
écrire X = T'Z avec T une matrice inversible qui fixe I'espace d’état.

2. Par définition, pour que le systéme soit observable, la matrice d’observabilité I"
doit étre plein rang colonne.
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3. Si I' est plein rang colonne, elle est une base de son espace colonne, et donc, de
I’espace colonne de H.

4. Une base de I’espace colonne de ‘H peut étre obtenue a partir de sa décomposition
en valeurs singuliéres (SVD).

5. Deux bases d’'un méme espace sont reliées par une matrice inversible. La base
obtenue par SVD est donc reliée & I'observabilité par une matrice inversible T'.

6. La multiplication & droite de ’observabilité par une matrice inversible 7' n’a aucun
impact sur le systéme que I'on identifie. Elle correspond simplement a définir la
base de I'espace d’état du systéme.

Le dénomination “sous-espace” provient du fait que ces méthodes d’identification sont
basées sur la recherche de l'espace colonne (encore appelé espace image) de H. Cet
espace est I'un des quatres sous-espaces fondamentaux de ’algébre linéaire :

Définition 24 Les sous-espaces fondamentauz de ’algébre linéaire
Soit une matrice M € C™*" de rang r. Par décomposition en valeurs singuliéres on

[g] (3.184)

%} [O]rx(nfr)

M=Uuzvi =[U, U
U U () ——— X2

avec
~-UeC™my eRM" etV eC
- U e C™" 5 e R et Vy € CV°7
- U, € me(m—r))z2 — [0](m—r)x(n—7‘) et Vo € (Cnx(n—r)
Les quatres sous-espaces fondamentaux sont :
— L’espace colonne (ou image), noté image(M), de dimension r. Une base de ce
sous-espace est Uy .
— L’espace nul (ou kernel), noté ker(M), de dimension n —r. Une base de ce sous-
espace est Vs.
~ L’espace ligne (ou coimage), noté image(M™), de dimension r. Une base de ce
sous-espace est Vi.
~ L’espace nul gauche (ou cokernel), noté ker(MH™), de dimension m —r. Une base
de ce sous-espace est Us.

Point 1 : H et I' ont le méme espace colonnes

Ce point nécessite de montrer ’égalité des espace colonnes (i.e. espace image) des
matrices I' et H = I'X, avec X € C™*" une matrice rectangulaire plein rang ligne.

Preuve : Egalité d’espaces colonnes

Soient les matrices A € C™*™ et B € C™*" une matrice rectangulaire plein rang
ligne (i.e. de rang m). On cherche ici & démontrer quun vecteur x appartient a 1’espace
image de la matrice AB € C™*™ ¢i et seulement si x appartient a I’espace image de la
matrice A :

x € image(AB) & x € image(A) (3.185)
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“=": Montrons que si x appartient a l’espace image de AB, alors il appartient a
I’espace image de A

x € image(AB) < 32\ (AB)z ==z

On pose z = Bfy € C*1, ou Bt = B (BBH)f1 car B est plein rang ligne. Il
vient ainsi :

ABz = =z
— ABB" (BB") 'y = &
= Ay = =z

D’ou, il existe un vecteur y tel que Ay = x si et seulement si x appartient a
I’espace image de A :

Jy\Ay = = < z € image(A)

On a donc que si z appartient a I'espace image de AB, alors il appartient & 'image
de A :

x € image(AB) = x € image(A)

“<” : Montrons que si x appartient & ’espace image de A, alors il appartient &
I’espace image de AB

x € image(A) < Y\ (A)y ==z
On pose y = Bz € C™*1 11 vient ainsi :

Ay =
= ABz =

8 8

D’ou, il existe un vecteur z tel que ABz = x si et seulement si x appartient a
I’espace image de AB :

32\ (AB) z = x & x € image(ADB)

On a donc que si x appartient & ’espace image de A, alors il appartient a 'image
de AB :

x € image(A) = x € image(AB)

Au final on a bien ’égalité entre image(AB) et image(A), i.e. entre 'espace colonne de
AB et celui de A :

x € image(AB) < x € image(A)
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Donc, de part I'Equation [3.183] on peut dire que H et I" ont le méme espace colonne, a
la seule condition que X soit plein rang ligne.

Point 2 : Un systéme est observable si ’observabilité est plein rang co-
lonne

Ce point est basé sur la théorie d’observabilité d'un systéme automatisé ([Son98]). Il
nécessite de faire ’hypothése que le positionnement et le nombre de capteurs permettent
d’observer complétement le systéme, ou tout du moins d’observer les modes de la bande
de fréquences considérée.

Point 3 : Observabilité et base de 1’espace colonne de H

Si le systéme est observable, la matrice d’observabilité est une base de l'espace
colonne de #. Il s’agit de trouver une base de cet espace (point 4).

Point 4 : Base de ’espace colonne de H
D’apres la définition 24] une base de l’espace colonne est la matrice Uj.
Point 5 : Infinité de base pour un méme espace

Si une matrice M est une base d’un espace, alors la matrice MT (avec T une matrice
inversible) est aussi une base de cet espace (JGVLI12|). On choisira dans ce document

1
d’utiliser la base U1 X7 et de la définir comme étant la matrice d’observabilité I

1
I'=U%? (3.186)

Point 6 : Choix de la base de I’espace d’état

On a choisi de fixer la matrice d’observabilité tel qu’écrit ci-dessus ((3.186)). Cepen-
dant, toute matrice I' = I'T" (avec T inversible) convient et permet d’identifier le méme
systéme. Le choix de T permet de fixer la base de 'espace d’état (i.e. le vecteur d’état
de la représentation d’état). Par exemple, la modélisation d’état dans le domaine en Z
décrite par I’Equation est définie & une base z fixée de I'espace d’état :

zx(z) = Agx(z)+ Bgu(z)

y(z) = Cyx(z) + Dgu(z) (3.187)

En considérant le changement de base

T=T'z (3.188)
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Cette modélisation devient

2i(2) = Agi(2) + Bgu(2)

y(z) = Cd?é(z) + Ddu(z) (3-189)
avec,
— Ay =T7'AST
-~ By=T7"'By
~ Cq=C4T
= Dg= Dy

Quel que soit le domaine de travail (Figure , le systeme est décrit de maniére
équivalente par le quadruplet (A, B, C, D) et par le quadruplet (Z, B,C, ﬁ) Il y donc
une infinité de modélisation d’état équivalente, chacune définie par le choix d’une base
de ’espace d’état. Cependant, toutes les représentations d’état correspondent & la méme
fonction (matrice) de transfert :

Preuve : Invariance de la fonction (matrice) de transfert lors du changement de
base de I’espace d’état

Soit H(z) (respectivement H(z)) la matrice de transfert associée a la représentation

d’état d’ordre n définie par le quadruplet (A, B, C, D) (respectivement <g,§, 5,5))
A partir de 'Equation (2.70]) on peut écrire :

~ ~ ~\ —1 ~ ~
H(z) = COM—A> B+D
— CT (I,z—T '"AT) 'T7'B+D

= C{,z—A)'B+D
= H(z)

Comme on la déja dit pour les matrices d’observabilité associées aux représenta-
tions d’état définies par les quadruplet (A, B,C, D) et (A, B,C, D) sont reliées par la
relation :

L=IT (3.190)

De méme, les matrices de controlabilités = et= sont reliées par la relation :

[1IR

=775 (3.191)



Identification du sous-espace colonne de la matrice d’observabilité : méthodes sous-espaces105

Preuve : Impact du changement de base de ’espace d’état sur les matrices d’ob-
servabilité et de controlabilité
Pour la relation concernant ’observabilité (3.190)), on part de I'Equation (2.81)) pour

une représentation d’ordre n

C

= CA

_égnfl
[ cT
CT (T'AT)

e (171 AT

cT
CAT

cAn-IT

= I'T

Pour la relation concernant la contrélabilité (3.191]), on part de 'Equation ([2.82)

pour une représentation d’ordre n

E = [E AB ... ZHE}
= [T—lB (T'AT)T'B ... (T—lAT)”‘lT—lB]
T-'B
_ | T7'AB
714" 1B
= T7'E

Comme le choix de la base de ’espace d’état n’influence pas les résultats, on consi-
dérera le cas simple ou la matrice T" est l'identité et ou on identifiera I' (et pour une
méthode spécifique, Z) a partir de la relation arbitraire (3.186]).

3.2.1.2 Estimation des matrices d’une réalisation de la représentation d’état

L’intérét d’identifier la (une réalisation de la) matrice d’observabilité est qu’elle
contient la matrice de transition d’état A et la matrice d’observation C. Ces deux
matrices permettent d’obtenir une estimation des poles du systéme et des déforma-
tions modales. Voyons tout d’abord comment extraire ces deux matrices a partir de la
connaissance de I'.
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— La matrice de transition d’état A
Une méthode pour extraire la matrice de transition de la matrice d’observabilité
est basée sur les matrices :

CA
r=|
| CA™IT |
et
S
L=|
| CA™ 2T |
On remarque la relation
T'=rA (3.192)

L’hypothése plein rang colonne pour la matrice d’observabilité (voir Point 2),
permet de s’assurer que I' est aussi plein rang colonne. On peut donc obtenir A
par pseudo-inversion & gauche de I :

A=TIT (3.193)

avec T = (DAT) ' ¥,
— La matrice dobservation C
L’extraction de la matrice d’observation a partir de la matrice d’observabilité
est triviale. De part la structure de T, il s’agit simplement de récupérer ses N,
premiéres lignes.
Si on veut en plus obtenir les matrices B et D, on pourra noter que la matrice de
transfert H, pour A et C fixées, est linéaire en B et D :

H(z) = [C(I,z— A7 Iy, [ﬁ]

Avec ’hypotheése que [C’ (I,z — A)_1 INO] soit plein rang colonne, on aura :

B —1 ]
[D] = [C (Inz — A) In,] H(z) VzeC (3.194)
Cette derniére étape ne sera pas traitée dans ce document. La matrice B peut étre
utilisée pour identifier les masses modales (non étudiées dans ce document). Concernant
la matrice D, elle est considérée nulle car il n’y a pas de transmission directe dans les
simulations considérées.

De maniére similaire, si on a réussi a estimer une réalisation de la matrice de contré-
labilité B, on peut en extraire :
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— La matrice A

A=z g (3.195)
ou
El=[B ... A"2B]
et
|E=[AB ... A"'B]

avec Z| plein rang ligne. Cette hypothése est directement validée a partir de
I’hypothése que la matrice de contrdlabilité est plein rang ligne. Cette derniére
hypothése est nécessaire pour considérer que le systéme est complétement contro-
lable par les excitations appliquées (tout du moins sur la bande de fréquences
considérée).
— La matrice B par extraction des IN; premiéres colonnes;
Comme précédemment, avec A et B fixées, la matrice de transfert est linéaire en C et D.
On pourra ainsi compléter I'identification de la représentation de la maniére suivante :

(Inz —I]f)l B]

7

H(z) = [C D] [

-1
Avec 'hypothése que [(Inz _IA) B} soit plein rang ligne, on aura :
N;
(Inz — A B
[C D] =H(z) [ " } (3.196)
I,

Encore une fois, cette derniére étape ne sera pas traitée dans ce document. Dans les
méthodes étudiées dans ce document, la matrice C' est identifiée & partir de la matrice
d’observabilité.

3.2.1.3 Estimation des paramétres modaux

Comme déja évoqué par I’Equation , les poles du systéme sont les valeurs
propres de la matrice de transition d’état. Trés souvent, la matrice de transition d’état
estimée est celle du systéme discret. La premiére étape sera donc de revenir dans le
domaine continu a 'aide de la relation donnée a I’Equation qui relie les matrices
de transition d’état des domaines continus et discrets :

Ay = eACTe
Les matrices Ag et A, ont les mémes vecteurs propres ¥ (voir Définition pour la

définition de W). Leur valeurs propres sont reliés par la relation
pj = eMr

ou uj et A; correspondent au j°¢ mode exprimé respectivement dans le domaine discret

et continu; et ou T, correspond & la période d’échantillonnage utilisé pour discrétiser

(ou mesurer) les signaux mesurées.
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Ces relations concernant les valeurs propres et vecteurs propres sont le résultat de
la diagonalisation d’une exponentielle de matrice. On rappelle que A, est diagonalisable
dans sa base de vecteur propre (Equation )

Les poles Aj du domaine de continu (domaine de Laplace) sont donc obtenus par :

1

/\j = — (ln r;i + 29]) (3.197)

T.
ou fu; = rjewj € C, r; le module de mu; et 6; la phase de mu;

On se place dans le cas d'un systéme oscillatoire tel que défini & la Section ol

)\j = —w]fj + iLUj\/ 1-— 62 (3198)

ou (pour plus de détail voir Section [2.5.3])

- c%)j = g—; est la pulsation propre du mode j et f; est la fréquence propre du mode
J

— §; est le taux d’amortissement du mode j
On en déduit donc

fi= % (3.199)
et oy
&=~ f,jj) (3.200)

On notera aussi qu’un systeéme est dit stable si et seulement si ces poles respectent
les conditions équivalentes suivantes : Dans le domaine discret

r;<1 (3.201)

ou dans le domaine continu

R(Aj) <0 (3.202)

A partir de 'estimation de la matrice d’observation C et des vecteurs propres a
droite 9 de A on pourra en déduire les formes modales observées ¢; par

0 = Ol (3.203)

A partir de 'estimation de la matrice de transmission des entrées aux états B et des
vecteurs propres & droite ¥ de A on pourra en déduire les facteurs de participation L;

de ses entrées par
Lj=14;'B (3.204)

3.2.2 Formulation matricielle de la représentation d’état

Pour pouvoir construire les matrices sous-espaces associée & chacune des méthodes
sous-espaces étudiées ici, il est nécessaire de compléter la modélisation par représen-
tation d’état décrite a la Secion [2.3] On introduira les matrices de données et d’états,
ainsi que les représentations d’états sous forme matricielle.
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3.2.2.1 Les matrices de données et d’états

Définition 25 Matrices de données
Soit Ne échantillons s; d’un signal discret. La matrice de données Sy, est définie
par :

Sa
Sp & | 1| Va<b<N.—N+1,
Sy
ol Si:[si Sidl .- SHN_l]ERlXN Vi € [a; b]

Soit N +p+q le nombre d’échantillons disponibles pour les signaux discrets d’entrées
et de sorties u et y. Soit N + p + ¢ le nombre d’états = et le nombre d’échantillons du
bruit blanc centré v affectant les sorties (bruit de mesure). A partir de la Définition
on définit les matrices “passées” (7) et “futures” () par :

Matrices des données d’entrées passées et futures :

1 def 1
— Ut Uy (3.205)

Upjg—1,
\/N0|q1 \/Nq

Matrices des données de sorties passées et futures :

_ def
U =

1 def 1

\/Nyolq—lv yr= ﬁyq\qﬂﬂ—l

Dans le cadre de la modélisation d’état, on définira aussi les matrices des états
passées et futures :

y- (3.206)

1
x- & —=Xop, X7 £

1y
VN VN qlq

et les matrices de bruits blancs centrées affectant les sorties passées et futures :

1
ﬁ ﬁ]}q‘ﬁp,l (3208)

3.2.2.2 Les représentations d’états sous forme matricielle

(3.207)

det 1

_ def
V - V0|q,1, VJr -

On considére la représentation d’état dans le domaine temporel continu dont les
sorties sont affectées par un bruit blanc centré v

#(t) = Acx(t)+ Beu(t) (3.200)
y(t) = Cex(t) + Deu(t) + v(t) '

On considérera deux types de sources d’excitation : Pune connue u()(t) € RNix1
et lautre inconnue u(®(t) € RN«*1 Le nombre de sources d’excitations inconnues
Ny; est évidemment inconnu. On aura, par extension, une matrice B de transmis-
sion des excitations aux états et une matrice D de transmission directe des excita-
tions aux sorties pour chacun des deux types de sources. On notera B((;l) e RN e
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Bg ) € R™*Nui les matrices de transmission des excitations respectivement connues et

. . 1 . 2 . .
inconnues. De méme, on notera Dg) € RNoxNi gt Dg) € RNoxNui leg matrices de
transmission directe des excitations respectivement connues et inconnues. En définis-

T
sant u(t) = [U(I)T(t) u(Q)T(t)] € RWVitNu)x1 B — [Bgl) B(EQ)} € R*(NitNus) ot
D, = Dgl) Dﬁz)} € RNox(Ni+Nui) 1 modele (3.209)) reste le méme. Comme a la Sec-
L

tion (2.3), on considére une discrétisation par un bloqueur d’ordre zéro & une période
d’échantillonnage T,. On obtient la représentation d’état temporelle discrétisée :

z(n+1) = Agx(n)+ Bgu(n)
y(n) = Cyx(n)+ Dgu(n) + v(n)

O les relations (2.62)), (2.63)), (2.64) et (2.65) relient les matrices du systéme continu &
celle du systéme discrétisé.

Si on considére simultanément les N, = N + p + ¢ échantillons de chacun des
signaux (connus et inconnus) et les N, états, on peut écrire la représentation d’état (on
considérera la modélisation temporelle discrétisée) sous sa forme matricielle :

(3.210)

Y =Ty X + HU + V" =T X + [HgU Y [Zl] +V-
by o] [
Yt =T,XT + HUt +VF =T,x+ + [HIS ) HPY L{i} +Vt o, (3211)
- 2
+ = pix- - — Aax- 1) A@] U
Xt = A+ AU = 41X+ AP AP [Ug_
ou
Cq
CqAq A
-I, = . e Ri-Noxn correspond & une matrice d’observabilité a ¢ blocs
CdAilfl

lignes. On notera que pour que I'; soit plein rang colonne (systéme observable),
une condition nécessaire est que i.N, > n.

- A; = [Ag_le AZ_ZBC[ ... AgBy Bd] =595 € R™¥#Ni est une matrice de
0 ... 01
0 ... 10

controlabilité “renversée” & ¢ blocs colonnes , avec S = | . . .|.On notera
0 ... 00

que pour que A; (i.e. £) soit plein rang ligne (systéme contrélable), une condition
nécessaire est que i.N; > n.

D 0 0 ... 0
CB D 0 ... 0
| cAB CB 0 o 0| _ ey,

|CA2B CA™3B CA™B : D
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L’utilisation des matrices de données “passées” et “futures” apporte d’intéressantes
propriétés pour la construction des matrices de sous-espaces H : Soient YT et U~
construites & partir des échantillons des signaux discret stationnaires y et w. Il vient :

Ry,  Bugl Ry,
U y-T Rluglynn By, Riuy)s
—R[uvy]quP*l R[u,y}q+p72 R[uvy]p
[ Riugle  Bluy Riuyli |
Ry, Ry, Ry o
u—y—T _ [.,yh [.y]O [ %/]2 q 7 (3.212)
Byl Blugle—s - Byl
[ Rugly Ry Ry, |
YT Rlugly Ryl Rpugylsp
Rhuglpr Bluglye - Bluglo

ou Ry, est une estimation des fonction de corrélations entre les signaux station-

naires v and y
N-1

R[uvy]i = % Z u”'*'iy’:f
n=0
De plus, si u et y sont aussi des processus aléatoires ergodiques (voir Section [.2))
et centrés (i.e. d’espérance nulle), alors Ry, ), constitue une bonne estimation de la
covariance entre u,y; et y,. Ces propriétés seront nécessaires pour 'estimation des
incertitudes , lors de la dérivation des équations associées aux méthodes sous-
espaces.

Donc, sous ’hypothese que les signaux sont des processus aléatoires gaussiens, sta-
tionnaires, ergodiques et centrés, les corrélations et les covariances des signaux sont
équivalents. Si en plus on suppose que les entrées inconnues u(?(t) et que le bruit de
mesure v(t) sont des bruits blancs centrés, alors on obtient les propriétés suivantes qui
seront tres utiles pour la construction des matrices sous-espaces H :

- U2+ y*T = 0 car un bruit blanc “futur” n’est pas corrélé aux sorties “passées”

- VF V=" = 0 car un bruit blanc , méme affectant les sorties “futures”, n’est pas

corrélé aux sorties “passées”

Cependant, ces propriétés d’annulation par non corrélation ne sont vraies que pour
une infinité de données. En pratique, ces matrices de corrélations (U V" et Vi y—T)
sont estimées & partir d’'une quantité finie d’échantillons et elles convergent vers la
matrice nulle lorsque le nombre d’échantillons augmente. On peut ne pas avoir la nullité
si ces estimations n’ont pas convergé, i.e. si le nombre d’échantillons n’est pas suffisant.
Dans la Section [3.2.3] pour construire les matrices sous-espaces H de maniére théorique,
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on considérera que la quantité de données est suffisante pour que toutes les estimations
de corrélations aient convergé.

Enfin, pour clore cette section, voici quelques définitions énoncées dans [VODMO96].
Ces définitions sont la base de la construction des matrices H basée sur les projections.

Définition 26 Soient A et B deux espaces. La projection orthogonal de A sur B est
définie par :

(A/B) Y Anp® ABT (BBT)'B (3.213)

Définition 27 Soient A, B et C trois espaces. La projection oblique de A sur B le long

de C est définie par :

(A4/cB) <

Argo (Brgy)' B (3.214)
Lemme 28 Propriétés d’un projecteur orthogonal
Soient un espace A et l’espace nul 0 :

1. mpyo=1—my
2. 7r£:7TA

8. TATA =TQ
4. Ama =0

Ces propriétés sont toujours exactes et, contrairement aux propriétés liées aux corréla-
tions, ne nécessitent aucune hypotheése de convergence. Cependant, la Propriété [3| et la
Propriété 4] requierent que AAT soit de plein rang.

3.2.3 A chaque méthode sous-espace, sa matrice sous-espace

On rappelle que le but recherché est de définir une matrice H, dite de sous-espace,
comme étant le produit de la matrice d’observabilité I et d’une matrice X. Dans cette
section, cing matrices sous-espace H sont présentées. Chacune est associée a une mé-
thode sous-espace et & une matrice X différente. Deux correspondent & des méthodes
de type Output-Only et trois correspondent a des méthodes de type Input/Ouput.

3.2.3.1 Meéthodes Output-Only

Ces méthodes sont basées sur I’hypothése que la structure n’est excitée que par du
bruit blanc inconnu. Ce type de problématique est aussi appelé OMA (Operational Modal
Analysis). Cette dénomination est liée au fait qu’'un essai est considéré comme purement
opérationnel lorsque la structure étudiée n’est soumise qu’a son environnement extérieur
(turbulences en vol, trafic sur un pont, etc.). L’excitation est alors inconnue et il est
trés souvent nécessaire de faire ’hypothése qu’elle correspond & un bruit blanc centré
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pour pouvoir construire les matrices sous-espaces. L’Equation (3.211f) devient :

Vo= T,X +  HPUy +Vv-
V=, + BPuf + v+
X =0

X = A1xy + APUy

(3.215)

Méthode Output-Only Covariance-driven

La méthode Output-Only Covariance-driven est basée sur le produit des matrices
de sorties “futures” et “passées” telle que définies par 'Equation (3.206f). Ce produit
(13.212)) correspond aux lags de corrélations 1 & p+ ¢ — 1 entre les N, signaux de sorties

(IVODM96],[PDR99], [DMI2]).

HOOcov = y+y_T
= (T,%5 + BPu +vH)y—"
_T
= FPX;y
= FpZOOcov

(3.216)

Méthode Output-Only Orthogonal Projection Data-driven

La méthode Qutput-Only Orthogonal Projection Data-driven est aussi connue sous
le nom UPC (Unweighted Principal Component). Elle est basée sur la projection de 'es-

pace ligne des sorties “futures” sur I’espace ligne des sorties “passées” ([VODM96],[PDR99],[DM12]).
Hooort = y+/y_
+ _T AT -1 _
vy (Y)Y
-1
= Ty 20000 (Y777) V-
= FPZOOOT’t

(3.217)

3.2.3.2 Meéthodes Input/Output

Les méthodes Input/QOutput sont basées sur ’hypothése que
— le systéme est excité par une entrée connue (u!)(t)) et une entrée inconnue sup-
posée étre un bruit blanc centré (u(?(t)),

— les capteurs sont affectés par un bruit blanc centré (v(t)).
On parle aussi d’essai de type OMAX (Operationnal Modal Analysis with Ezogenous
inputs). Il s’agit d’un essai opérationnel, i.e. ou la structure est soumise a son environ-
nement naturel, avec un ajout d’excitations connues. Les essais en vol (pour un avion)
avec excitation par les gouvernes est un exemple d’essai OMAX.

Remarque 29 Lorsque toutes les excitations sont connues, i.e. aucune influence de
lenvironnement, on parle d’essai EMA (Ezperimental Modal Analysis). Ces essais sont
purement expérimentaux.
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L’Equation (3.211f) devient :

V=T (X + X))+ HOuy + HPuy +v-
V=T, + x50 + B U + B U + v+
Xt = Ay + AU
X = Arxy + APuy

(3.218)

Méthode Input/Output Covariance-driven

Cette méthode est basée sur la méthode Data-driven MOESP ([VODMO96]). La
matrice MOESP est multipliée a droite par la matrice des sorties “passées” Y~7 dans
le but d’obtenir une méthode Covariance-driven. Cette méthode a été proposée par
[EAM12].

HOICOU = (er/uii-L)yiT
= [Ty U+ V5]
[

(DX + Hy U + V)10V
= (X * /s + HPUf +v+)y-"

T

T

(3.219)

On notera ici que si le signal connu w1 est un bruit blanc, alors la projection orthogonal
1 .
de Xt sur U~ n’a pas d’influence. Dans ce cas on aura :

T
ZOICO’U = X+y

Méthode Input/Output Orthogonal Projection data-driven
Cette méthode décrite par [VODMO96| est équivalente & la méthode MOESP.

7'[OIov"t = (y—i—/u;rJ-)
(Tp ™+ H U + V)00

(T, X+ + HPUS + v+) [yt

r (3.220)
(CpX* /ot + HOUS + V)]
1

=
=
=

On notera que cette méthode ne devrait étre utilisée que pour des essais de type EMA
car elle nécessite que toutes les excitations soient connues et que les capteurs ne soient
affectés par aucun bruit. On notera aussi, que si le signal connu u; est un bruit blanc,
alors la projection orthogonal de X sur UTL n’a pas d’influence. Dans ce cas on aura :

Horort = [(FPX+ + Hz(12)u; + V+)]
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Méthode Input/Output Oblique Projection data-driven

Cette méthode est aussi décrite par [VODMO96] qui prouve qu’elle est équivalente a
la méthode N4SID en termes d’identification.

Horobl = <y+/u1+ Bﬁi])

= (vt /ui) (B’;] /uﬁ)T [gﬂ (3.221)
= I'pZoronl

La démonstration de cette égalité est donnée dans [VODM96].

3.2.3.3 Du Data-driven au Covariance-driven

Définition 30 Terminologie : On définit le carré d’une matrice rectangulaire A €
R™ ™ par la matrice Agq € R™*™ tel que :

Agy = AAT (3.222)
Soit Hg.¢ une matrice associée & une méthode Data-driven. Comme expliqué a la

Section [3.2.1.1] (Equation (3.186)), on choisi de définir la matrice d’observabilité par

= Udat Eflat .

Soit Heov = Hdat,, = HdatHdTat
Heov = Haat Mo = (UaatZaat Vi) (ViarZaatUnet) = UdatE5aUiar = UcovScov Vs »
alors
Ucov = Udats Zeov = s Veoo = Udat

et
1
I‘cov = Ucov E0201) = Udatzdat

Pour obtenir la méme identification avec la matrice rectangle Hgq: et avec la matrice
carré Heop, il suffit de redéfinir la construction de I' par :

1 1
I‘dat = Ucovzéov = Udatzjat (3223)

Meéme si les incertitudes associées & la méthode basée sur Hg,: ne peuvent pas étre esti-
mées (car la dimension des matrices sous-espace associées grandirait lorsque le nombre
d’échantillons augmente), on pourra toujours estimer celles associées a la méthode basée
sur Heop, méthode conduisant exactement & la méme identification.
1
Remarque 31 On peut continuer de définir la matrice d’observabilité par U.p,3éw au
1

liew de Ugopdiion, il est cependant évident que dans ce cas lidentification obtenue sera
différente de celle obtenue avec T gqy.
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3.2.3.4 Construction de méthode Covariance-driven a partir des méthodes
Data-driven proposées

A partir des méthodes décrites aux Sections [3.2.3.1], [3.2.3.2] 3.2.3.2] a partir de la

terminologie définie a la Définition [30]et & partir de la méthodologie décrite a la Section
[3:2.3.3] trois méthodes Covariance-driven sont proposées ici :

1. La méthode Output-Only Squared Orthogonal Projection Data-driven qui est
équivalente a la méthode Output-Only Orthogonal Projection Data-driven (Sec-

tion |3.2.3.1)) en termes d’identification

2. La méthode Input/Output Squared Orthogonal Projection Data-driven qui est
équivalente a la méthode Input/Output Orthogonal Projection Data-driven (Sec-

tion |3.2.3.2)) en termes d’identification

3. Laméthode Input/Output Squared Oblique Projection Data-driven qui est équiva-
lente a la méthode Input/Output Oblique Projection Data-driven (Section|3.2.3.2)
en termes d’identification

Méthode Output-Only Squared Orthogonal Projection Data-driven

De part sa construction, cette méthode pourrait aussi étre nommeée Squared UPC.
Elle est basée sur la méthode décrite a la Section [3.2.3.1] ainsi que sur les propriétés
énoncées au Lemme 28]

HOOsqort = y+/y_ (y+/y_)T
= Ytmy- y—i—T
= 7_[OOm"tJ}—’_T

= Hoown (Y V") Hbou,

(3.224)

Méthode Input/Output Squared Orthogonal Projection Data-driven

Cette méthode est basée sur ’équation (3.220)) ainsi que sur les propriétés énoncées
au Lemme 28

T
HOIsqort = y+7Tu+L y+
1

= /HOIorty+T
Méthode Input/Output Squared Oblique Projection Data-driven

Cette méthode est décrite par [VODMO96|. Elle est équivalente a utiliser le carré (tel
que défini par de la matrice associée a la méthode N4SID, i.e. le carré de la matrice

proposée a la Section [3.2.3.2 (Equation (3.221))).

Horsqonl = Horo Hdrop (3.226)

(3.225)

ou

Horobl = (Jﬁ/uf L) (W‘ /uf)T A% (3.227)
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Si (Wf/Llfrl> est plein rang ligne, ’Equation (3.227) peut s’écrire :

Horobl = <y+/U1+L> (Wf/ufrlyp {(W/Ufrl> (W/UTL>T] - W~ (3.228)

En utilisant ’Equation [3:228] et les propriétés énoncées au Lemme 28] ’Equation

(3-226]) peut s’écrire :

-1 -1
_T _ _T _ _T _ _T _ T
Horsqon = y+7['u1+LW (W WUF_LW > w-w <W wquW ) w 7Tul+Ly+
(3.229)

3.2.3.5 Quelques remarques concernant les méthodes sous-espace proposées

Conditionnement de y—y—T

On peut constater que dans 'Equation (3.220) et dans ’Equation (3.225)), on fait
I’hypothése que V=Y est de plein rang. Dans certains cas cette hypothése peut ne

pas étre validée, particuliérement lorsque qu’il y a un écart trop important entre les
niveaux énergétiques des capteurs. Dans 'industrie on utilise des méthodes pour faire
face a ce type de probléme, comme par exemple la normalisation des données mesurées
aux capteurs ou le retrait de certains capteurs pour I"analyse. Cependant ces solutions
ont toujours une contrepartie néfaste. La normalisation peut donner une trop grande
importance aux capteurs faiblement excités, augmentant ainsi les effets néfastes du
bruit de capteur. Le retrait de capteurs faiblement excités peut engendrer une perte
d’information importante pour 'analyse de modes peu excités.

HOOcov and HOICOU

On note que sous les mémes conditions d’excitation, les matrices Zo0cov €t Z01cov
sont identiques. La principale différence entre les méthodes “OO0.,,” et “Ol.,,”" est la
connaissance d’une partie de 'excitation. Concernant la méthode Output-only Covariance-
driven, toute I’excitation est considérée inconnue. Le terme d’excitation dans I’Equation
est annulé par le produit avec V=" car les excitations futures ne sont pas corré-
lées aux observations passées. On doit donc faire 'hypothése que I'estimation de cette
corrélation a bien convergé pour étre certain que le produit soit nul. Concernant le
terme d’état X; de I'Equation , il est le méme que le terme d’état X+ dans
I’Equation (3.219)) car ils correspondent tous les deux & I’état engendré par I'excitation
totale du systéme. La seule différence entre ces deux méthodes est donc uniquement liée
a la facon dont on annule le terme d’excitation. La o la méthode “O0.,,” nécessite la
convergence de la corrélation entre les observations futures et toutes les excitations, la
méthode “Ol.,," ne nécessite cette convergence qu’entre les observations futures et les
excitations inconnues. En effet, pour cette méthode, I’annulation du terme des excita-
tions connues est basée sur la projection orthogonale Z/lfr / y+t qui est exactement nulle

1

a 'unique condition que Z/{1+ Ll1+ " soit de plein rang.
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HOIcova HOIort and HOIsqort

Comme vu a la Section [3.2.3.2] la grandeur Hojsort est en théorie un bon candidat
pour l'extraction de la matrice d’observabilité a la condition qu’il n’y ait ni excitations
inconnues, ni bruit sur les capteurs. On remarquera que les méthode “Ol.,,” et “Ol,."
sont reliées par la relation Horcoo = Ho Imyj. Sous les hypothéses énoncées a la Sec-
tion [3.2.2.2] concernant la nullité de certaines matrices de corrélation, la multiplication
a droite par V=" annule les effets de excitations inconnues et du bruit de capteur. Evi-
dement, ceci n’est vrai que si les estimations des fonctions de corrélation ont convergé
(i.e. le nombre d’échantillon est suffisamment élevé). Concernant Horsqort, cette ma-
trice peut étre exprimeée en fonction de Hojor €t de y+T par Horsqort = ’Hofmy”.
Cette multiplication & droite par V" nannule pas, méme théoriquement, les effets des
excitations inconnues et du bruit de capteur. Comme Horort, Horsqort ne devrait étre
utilisée que dans le cas d’essais de type EMA. Néanmoins, la robustesse de la méthode
Input/Output Squared Orthogonal Projection Data-driven sera testée a la Section |§|

3.3 Identification a partir de la modélisation modale, LSFD

I s’agit ici d’identifier certains parameétres de la modélisation modale (Equation
(2.94)) a partir d'une estimation de la matrice de transfert et d’une pré-identification des
poles, de poles et des formes modales ou des poles et des facteurs de participation. Le but
étant d’identifier les paramétres modaux manquant. On considérera ici que la matrice
de transmission directe des efforts D est nulle pour simplifier les équations. Cependant,
dans le cas de systéme ou cette hypothése n’est pas possible, il sera nécessaire connaitre
la matrice D pour procéder & une identification LSFD.

3.3.1 LSFD basée uniquement sur la connaissance des poéles

A partir des poles et des valeurs (généralement estimés, voir Section et Section
3.2.1.3) de la matrice de transfert H € CNo*Ni on peut identifier les résidus modaux
contenant les formes modales et les facteurs de participation modaux.

. In, In,
H(/Lwl) w1 — A1 T W1 —Am Rl
H= : = : : :
. In, In,
H(ZO.)NB) m P m Rm
Pour pouvoir obtenir les résidus R; € CNoxNi une condition nécessaire est donc que
In, In,
W1 —A1 T W1 —Am
N, > m, car : . : doit étre plein rang colonne pour que l’on puisse
i #
’iUJNe—)\l W, —Am

calculer sa pseudo-inverse. Chaque résidu R; est en théorie une dyade ([Ari90]) obtenue
par le produit de la forme modale du mode j ¢; € CNox1 et de son facteur de par-
ticipation L; € CNix1 . Ces résidus sont donc des matrices de rang 1. Cependant, en
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pratique, rien n’assure que les R; soient de rang 1. Pour en extraire les formes modales
et les facteurs de participation modaux, on procéde & leur décomposition en valeurs
singuliéres :

R; = U;s; V7

La forme modale du mode j correspond a la premiére colonne de U; (base de I’espace
image de R;). Le facteur de participation du mode j correspond a la premiére colonne
de V; (base de l'espace co-image de Rj;).

3.3.2 LSFD basée sur la connaissance des podles et des formes modales

En utilisant les poles, les formes modales et les valeurs de la matrice de transfert,
on peut identifier les facteurs de participation modaux par :

. (%) $m
H(Zwl) iwli)\l e W1 —Am L{I
H = : = : : : :
H(lWNe) m e m Lm

Contrairement a la méthode basée uniquement sur les poles, la connaissance des formes
modales ¢; € CNox1 permet d’identifier directement les facteurs de participation L; e

CNi*1 sans rechercher une base de la co-image du résidu R;. La pseudo-inversion de
¢1 d)m
W1 —A1 e W1 —Am
: - : nécessite cependant que cette matrice soit plein rang colonne,
¢1 ¢m
ine*/\l e inef)\m

i.e. il est nécessaire d’avoir N, > m.
3.3.3 LSFD basée sur la connaissance des podles et des facteurs de
participation

En utilisant les poles, les facteurs de participation modaux et les valeurs de la matrice
de transfert, on peut identifier les formes modales par :

54 L
w1 —A1 e iWNe*)\l
H= [H(iwl) H(ine)] = [¢1 ¢m] : :
L Ly
W1 —Am te inef)\m

Contrairement & la méthode basée uniquement sur les poles, la connaissance des fac-
teurs de participations modaux L; € CNix! permet d’identifier directement les formes
modales ¢; € CNox1 sans rechercher une base de l'image du résidu R;. La pseudo-

H H
Ll Ll
w1 —A1 te iUJNe*)\l
inversion de : : nécessite cependant que cette matrice soit plein
Ly, L}
W1 —Am te inef)\m

rang ligne, i.e. il est nécessaire d’avoir N, > m.
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3.4 Les diagrammes de stabilité

3.4.1 Principe

Quelque soit la méthode d’identification choisie, il est nécessaire de fixer 'ordre du
modéle qu’on souhaite identifier. Malheureusement, cet ordre n’est jamais une donnée
connue lorsque 'on étudie des structures réelles (non simulées). De plus, 'ordre du
modeéle détermine le nombre de pole du systéme. Cependant, le systéme suivi n’est
pas composé uniquement de la structure physique étudiée, ce systéme correspond &
cette structure plongée dans un environnement. Les poles identifiés ne sont pas toujours
des modes physiques de la structure. Ils peuvent aussi étre des poéles dits spurious,
i.e. non physiques, qui proviennent d’erreurs de modélisation ou de différents bruits
affectant les mesures. Faire la distinction entre modes physiques (i.e. vrai modes de
la structure) et poles non-physiques est crucial pour I’analyse modale de la structure.
Une méthode trés couramment utilisée est basée sur ’observation empirique que seuls
les modes physiques sont robustes par rapport & une mauvaise estimation de ’ordre
du systéme. L’idée est de faire varier 'ordre du modeéle et de tracer les fréquences (et
parfois les amortissements) identifiées en fonction de I'ordre utilisé pour la modélisation.
Un mode physique sera reconnaissable visuellement car il sera stable (fréquence plus ou
moins constante) en fonction de lordre. On distinguera (plus ou moins) facilement
les modes physiques qui apparaitront comme des tiges dans un nuage de pdles non-
physiques. Ces graphiques sont appelés diagramme de stabilité (voir Figure . Plus
une méthode fournira des diagrammes de stabilité claire, plus elle sera simple a exploiter
de maniére opérationnelle. Dans ces diagrammes nous n’affichons que les modes ayant
un amortissement positif. De plus, pour faciliter I’étude des diagrammes, nous indiquons
le type de stabilité du pole avec un code et une couleur :

— “g” rouge :

— la fréquence est stable selon 'ordre (moins d’1% d’écart avec la fréquence iden-
tifiee & 'ordre précédent)
— le taux d’amortissement est stable selon I'ordre (moins de 10% d’écart avec le
taux d’amortissement identifié & ’ordre précédent)
— “” bleu :
— la fréquence est stable selon 'ordre (moins d’1% d’écart avec la fréquence iden-
tifiee & 'ordre précédent)
— le taux d’amortissement est instable selon l'ordre (plus de 10% d’écart avec le
taux d’amortissement identifi¢ & 'ordre précédent)
— “d” rose :
— la fréquence est instable selon 'ordre (plus d’1% d’écart avec la fréquence iden-
tifiee & 'ordre précédent)
— le taux d’amortissement est stable selon l'ordre (moins de 10% d’écart avec le
taux d’amortissement identifié & ’ordre précédent)
— “0” noir :
— la fréquence est instable selon 'ordre (plus d’1% d’écart avec la fréquence iden-
tifiee & l'ordre précédent)
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— le taux d’amortissement est instable selon l'ordre (plus de 10% d’écart avec le
taux d’amortissement identifié & ’ordre précédent)
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FiGURE 3.1 — Exemple de diagramme de stabilité de fréquences

Bien évidemment, la méthode de construction de ces diagrammes est directement liée
au type de méthode d’identification utilisée. Une méthode de construction rapide pour
les méthodes d’identification de modéle ARX est décrite dans [VVO01l, Ver02, DT09).
Pour les méthodes d’identification sous-espaces, une méthode de construction rapide
est décrite dans [DM12]. Une méthode pour rendre plus claires les diagrammes obtenus

par une méthode sous-espace est décrite dans [DM™¥10al [GDMATI].

3.5 Bilan du chapitre

Dans ce chapitre, nous avons présenté trois familles de méthodes d’identification
modale qui permettent d’identifier les paramétres de chacune des trois familles de mo-
délisations décrites dans ce chapitre :

— Les méthodes de minimisation d’erreur par moindres carrés adaptées a 'identifi-

cation d’une modélisation ARX (voir Section [3.1)).
— Les méthodes sous-espace adaptées a l’identification de l’espace colonne de la
matrice d’observabilité d’une représentation d’état (voir Section [3.2)).
— Les méthodes de minimisation d’erreur par moindres carrés adaptées a 'identifi-
cation d'une modélisation modale (voir Section .
Concernant 'identification d’'une modélisation ARX, nous avons présenté des méthodes
basées sur la minimisation par moindres carrés d’erreur non linéaire (voir Section
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et des méthodes basées sur la minimisation par moindre carrés d’erreur linéarisée (mé-
thodes de type LSCF, voir Section . Nous avons vu que, sous certaines conditions
de pondération, la minimisation par moindres carrés d’erreur non linéaire correspond &
la recherche d’un estimateur du maximum de vraisemblance (MLE, voir Section [3.1)).
Ces deux méthodes sont décrites sous leur formalisme référence-simple et références-
multiple. Finalement, pour la méthode utilisant une erreur linéarisée, nous avons proposé
une nouvelle méthode de résolution du probléme D6, = 0 basée sur une décomposition
en valeurs singuliéres (voir Section . Nous avons aussi sensibilisé le lecteur sur
la nécessité d’avoir une matrice D non inversible, sans quoi le vecteur solution 6, serait
réduit au vecteur nul (voir Section [3.1.2.3).

Concernant l'identification sous-espace, nous avons justifié la recherche de I'espace
colonne de la matrice d’observabilité d’une représentation d’état en définissant ce qu’est
I’espace colonne d’une matrice (voir Définition . Apreés avoir donné la chaine de
calcul commune & toutes les méthodes sous-espace, nous avons présenté cing matrices
sous-espace ayant le méme espace colonne que la matrice d’observabilité (voir Section
. Chacune de ces matrices correspond & une méthode sous-espace particuliére.
On peut classifier ces méthodes en fonction de leur utilisation ou non des données
d’excitation. Ainsi les méthodes sont qualifices de Ouiput-Only (pas d’utilisation des
données d’excitation) ou de Input-Output (utilisation des données d’excitation). Nous
avons aussi vu deux catégories de matrice sous-espaces : les matrices covariance-driven
dont le nombre de colonnes ne dépend pas du nombre d’échantillons N, et les matrices
data-driven dont le nombre de colonnes dépend du nombre d’échantillons N.. Les ma-
trices data-driven ne pouvant pas étre utilisée pour I'estimation d’incertitude, car leur
nombre de colonnes augmente lorsque le nombre d’échantillons augmente, nous avons
proposée une technique permettant de créer une nouvelle méthode covariance-driven
a partir d’'une méthode data-driven. Nous avons démontré a la Section que ces
deux méthodes fournissent exactement la méme identification des matrices A et C. Les
méthodes ainsi créées seront qualifié de Squared Data-driven.

Concernant l'identification d’une modélisation modale, nous avons présenté trois
méthodes basées sur 1'utilisation des paramétres modaux pré-identifiés par une autre
méthode d’identification (e.g. une méthode d’identification de modélisation ARX ou
une méthode sous-espace) :

— connaissance des poles (voir Section

— connaissance des poles et des formes modales (voir Section

— connaissance des poles et des facteurs de participation (voir Section

Enfin, nous avons décrit la présentation des résultats sous la forme de diagrammes
de stabilité (voir Section [3.4).

Dans le chapitre suivant nous détaillerons les méthodes d’estimation, a partir des
données mesurées, des grandeurs de départ des méthodes d’identification présentées
dans ce chapitre :

— La matrice de transfert pour les méthodes de minimisation par moindres carrés de

Verreur (linéarisée ou non) entre une modélisation ARX de la matrice de transfert
et son estimation a partir des données (voir Section .
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— Les matrices de corrélations nécessaires a la construction des matrices sous-espace

(voir Section [4.5)).
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crepive 4
Chapitre

Les estimations non parameétriques

L’identification modale permet, & partir de données mesurées, d’estimer les para-
meétres d’une modélisation analytique. Ces données sont obtenues lors d’essais de vibra-
tions. Elles correspondent aux réponses d’un systéme observées par des capteurs lorsque
la structure est soumise a une ou plusieurs sources d’excitations. Ces excitations peuvent
étre connues et controlables (e.g. pot vibrant, coup de marteau, excitation par des gou-
vernes, etc.) ou inconnues (e.g. circulation sur un pont ou turbulences traversées par
un avion). Le but de ce chapitre est de présenter les grandeurs qui serviront & identifier
les modélisations paramétriques théoriques, et de décrire les méthodes pour estimer ces
grandeurs a partir des données mesurées par les capteurs.

Nous commencerons par décrire ce qu’est un signal (Section , ce qu’est un pro-
cessus aléatoire (Section et comment estimer les caractéristiques statistiques d’un
processus aléatoire gaussien (Section . Nous verrons ensuite des méthodes d’esti-
mation des densités spectrales de puissance (Section , des fonctions de corrélation
(Section , des matrices de transfert (Section @ et des réponses impulsionnelles

(Section [{.7).
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4.1 Le signal

4.1.1 Caractérisation du signal

Un signal est une grandeur physique, mesurée ou calculée, susceptible de contenir de
I'information. Comme pour les systémes (voir Section , les signaux peuvent étre
caractérisés selon le domaine d’analyse. Nous nous intéresserons ici aux représentations
temporelles et fréquentielles des signaux.

Ces représentations pourront étre exprimées, soit dans le domaine continu, soit dans
le domaine discret. La variable utilisée définit, dans ce document, le domaine d’étude.
On utilise :

t, la variable du domaine temporel continu

— n, la variable du domaine temporel discret

— f, la variable du domaine fréquentiel continu
— k, la variable du domaine fréquentiel discret

4.1.2 Causalité

Les signaux peuvent étre causaux ou anti-causaux. Un signal causal est un signal
qui ne peut dépendre que des événements passés. Un signal anti-causal ne dépendra
que des événements futurs. En pratique, l'effet ne pouvant précéder la cause, un signal
provenant d’un phénomeéne physique sera toujours causal.

4.1.3 Signaux stochastique

Les fonctions (signaux continus) et distributions (signaux discrets) peuvent étre
prises au sens classique pour lesquelles on dira que le signal est déterministe. Mais elles
peuvent aussi étre considérées comme étant des fonctions et distributions de variables
aléatoires. On dira alors que le signal est aléatoire ou stochastique. En pratique, un
signal provenant d’une mesure d’'un phénoméne physique (vibration d’une structure,
enregistrement d’un son, etc.) est toujours soumis a une source plus ou moins importante
de bruit et contient donc par conséquent toujours une composante stochastique (Figure
2-1). Le bruit peut-étre da a U'instrumentation de mesure ou a l’environnement. Dans
ce dernier cas la notion de bruit peut-étre trés subjective et dépendra de la grandeur
que l'on veut mesurer. Par exemple, si ’on enregistre un dialogue entre deux personnes
durant un concert, la musique est-elle un bruit du signal contenant l'information du
dialogue ? ou le contraire ?
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FIGURE 4.1 — Exemple de signaux bruités

4.2 Processus aléatoire

Le signal mesuré en pratique est soit totalement stochastique, on parlera de proces-
sus stochastique pur, soit une somme de composantes déterministes et stochastiques.
En effet, méme si le signal d’excitation est déterministe (e.g. sinus glissant), la sortie
mesurée sera toujours entachée d’une composante stochastique due aux bruits de mesure
et/ou aux bruits environnementaux. On considérera dans ce chapitre que les signaux
sont des processus stochastiques pur, i.e. sans composante déterministe. Les notions
de probabilités et de statistiques nécessaires a la définition de ce type de signal sont
données a I’Annexe [Al

Si on procéde & N essais similaires de vibration, on aura Ny jeux de N, (nombre
de capteurs) mesures du comportement dynamique de la structure étudiée. Les signaux
étant des processus aléatoires, les mesures seront différentes méme si les conditions
d’essai sont identiques. Considérons des mesures de durée T effectuées avec une période
d’échantillonnage T,. Chacun des N, capteurs fournira un signal discret de N, = T'/T,
échantillons temporels. A chaque instant n, la valeur de ces signaux est une valeur aléa-
toire. Un autre essai, pris au méme instant pourra fournir une autre valeur. Les valeurs
qui peuvent étre prises a chaque instant n dépendent de la loi de probabilité d’une va-
riable aléatoire que l'on notera X (n). Pour chaque instant n, si on considére s essais, on
dira que 'on a s réalisations X;(n) de la variable aléatoire X (n). On pourra aussi consi-
dérer simultanément les N, signaux fournis par les capteurs (cas multi-dimensionnel).
On parlera alors du vecteur aléatoire X (n) composé des N, variables aléatoires X () (n).
Une réalisation de ce vecteur aléatoire sera notée X;(n). Dans la suite, on ne considérera
plus que le cas multi-dimensionnel.

Remarque 32 Pour faciliter la compréhension, on a utilisé l'exemple de processus aléa-
toires mesurés par des capteurs durant des essais de vibration. Cependant, tout ce qui suit
peut s’appliquer a n'importe quel type de signal, notamment auxr N; signaur d’entrées,
a conditions qu’ils soient aussi des processus aléatoires (e.g. excitation de la structure
par un bruit blanc).

Un processus aléatoire est une grandeur & la fois temporelle et statistique. Si on
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effectue s essais de durée T fournissant chacun N, échantillons pour chacun des N,
capteurs, alors :

— aun instant n fixé, on a s réalisations du vecteur aléatoire (de taille N, x 1) X;(n)

que 'on notera X;
— & une réalisation i fixée, on a un signal temporel X;(n) (vecteur de taille N, x 1)
de longueur N, que l’on notera z(n)

On peut donc analyser un processus aléatoire sous deux angles : I’angle statistique
et I’angle de suivi temporel.

L’angle statistique correspond & 1’étude des propriétés statistiques du processus aléa-
toire. On cherchera notamment & déterminer les moments qui caractérisent les lois
de probabilité des vecteurs aléatoires associés & chaque instant n. Dans le cas d’un
processus aléatoire gaussien, I’étude des moments d’ordre 1 (espérance) et d’ordre 2
(variance/covariance) suffiront & caractériser complétement la loi de ces vecteurs aléa-
toires. Si on considére les N, échantillons temporels, le processus aléatoire est une col-
lection de vecteurs aléatoires X(k), i.e. un vecteur aléatoire constitué de N, vecteurs
aléatoires. On notera X(n) = [X(1)...X(N.)]. On note sa fonction de répartition
Fx(ny (X(1)...X(Ne)) et sa densité de probabilité fx () (X(1)...X(N)) (voir Section
en Annexe .

L’angle de suivi temporel correspond a 1’étude de ’évolution temporel du systéme.
On cherchera notamment & déterminer la moyenne temporelle et la corrélation des
signaux. Cette étude permettra aussi de déterminer le spectre fréquentiel des signaux
ainsi que la matrice de transfert entre signaux d’entrées et signaux de sorties.

On verra que, sous certaines conditions, les caractéristiques statistiques et tempo-
relles peuvent étre liées. L’intérét de relier caractéristiques statistiques et caractéris-
tiques temporels est que, pour des raisons évidentes de coftit, de complexité et de temps
d’essai, on n’aura généralement qu’une seule mesure temporelle, i.e. une seule réalisation
des processus aléatoires. Il faudra alors pouvoir extraire les propriétés statistiques de ces
processus avec une seule réalisation constituée de N, échantillons temporels. Ceci pourra
étre fait grace aux notions de stationnarité et d’ergodicité d’un processus aléatoire.

4.2.1 Stationnarité

Un processus aléatoire est dit stationnaire si ses propriétés statistiques sont inva-
riantes dans le temps. Plusieurs types de stationnarité existent. Nous en verrons deux :
celle au sens strict et celle au sens large (SSL). La premiére concerne Iensemble des
moments d’une loi. La seconde ne concerne que les deux premiers moments d’une loi,
et est par conséquent suffisante pour les processus aléatoires gaussiens, qui sont, on le
rappelle, totalement définis par leur moment d’ordre 1 (I'espérance) et leur moment
d’ordre 2 (la variance/covariance).

4.2.1.1 Stationnarité au sens strict

Un processus X(n) de longueur N, est stationnaire au sens strict si, pour chaque
réalisation 7, on a que, pour tout instant n, ses propriétés probabilistes sont invariantes



Processus aléatoire 129

par rapport a une translation ng de ’axe des temps. Ceci peut se traduire par une
invariance de sa densité de probabilité fx(n) en fonction de l'origine des temps :

fX(n) (X(l) . X(Ne>) = fX(n—i—no) (X(l + no) . X(Ne + no)) (41)

4.2.1.2 Stationnarité au sens large

I est trés courant de considérer des processus aléatoires gaussiens. Par définition de
la distribution gaussienne (voir Définition [80|en Annexe , les propriétés probabilistes
d’un tel processus seront entiérement caractérisées par son moment d’ordre 1 (son espé-
rance) et son moment d’ordre 2 (sa variance). Donc dans le cas d’un processus aléatoire,
il suffira de vérifier la stationnarité des propriétés probabilistes d’ordre 1 et 2 (moments
d’ordre 1 et 2) pour déterminer sa stationnarité. Cette stationnarité d’ordre 1 et 2 est
appelée stationnarité au sens large (SSL). Concrétement elle signifie que l'espérance du
processus est constante en fonction du temps et que les covariances entre deux instants
ne dépendent que de la durée qui les sépare.

Définition 33 Espérance d’un processus aléatoire SSL

B [X(n)] = u(n) = p (4.2)
On notera px ’espérance du processus aléatoire stationnaire X(n).

Définition 34 Covariance d’un processus aléatoire SSL
Pour tout instant k et [

Y(k,1) = cov(X(k), X(1)) = cov(X(k), X(k + 7)) = 2(7) (4.3)
avec T =k — 1.

On notera Yx(7) la matrice de covariance du processus aléatoire X (n).

4.2.2 Ergodicité

Un processus aléatoire est dit ergodique si, pour chacune de ses réalisations ¢, ses
moyennes temporelles sont constantes. On ne considérera que les moyennes temporelles
d’ordre 1 et 2, i.e. la moyenne et la fonction de corrélation du signal temporel.

Définition 35 Moyenne d’un signal temporel o temps discret
Soit un signal x(n), sa moyenne est donnée par :

o1
My = nh_)IIolo - Z x(k) (4.4)
k=1
On notera mx la moyenne temporel du processus aléatoire X(n). Cette valeur est iden-
tique pour toutes les réalisations du processus si ce processus est ergodique.
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Définition 36 Fonction de corrélation d’un signal temporel & temps discret
Soit un signal x(n), sa fonction de corrélation est donnée par :

n

. 1
Ra(7) = lim — kz w(k)x(k + )7 (4.5)
=1
On notera Rx la fonction de corrélation du processus aléatoire X(n). Cette fonction

est identique pour toutes les réalisations du processus si ce processus est ergodique.

4.3 Estimations des caractéristiques statistiques d’un pro-
cessus aléatoire gaussien

4.3.1 Processus aléatoire gaussien

Un processus aléatoire (vectoriel) X(n) est dit gaussien si, pour tout instant k, le
vecteur aléatoire X (k) est gaussien.

On considére un processus aléatoire gaussien. Si ce processus est ergodique et station-
naire au sens large, on peut estimer ses caractéristiques probabilistes par des moyennes
temporelles (moyenne et fonction de corrélation).

Soit un processus aléatoire X(n) ergodique de moyenne mx(n) et de fonction de
corrélation Rx(n)(7). Comme le processus est ergodique, on a E [mx(n)] = mx(n) et
E [Rx (n)(r)] = Rx(n)(r)

— Moyenne et espérance

Si en plus le processus X (n) est stationnaire de premieére ordre, i.e. ux (k) = pux,
alors :
mx = jix (4.6)

— Fonction de corrélation et covariance

Ra(T) = E[Ra(7)]
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Si le processus aléatoire X(n) est centré (d’espérance nulle) et stationnaire de
second ordre, alors sa variance est donnée par Yx (1) = E [z(k)z(k + 7)"], dou :

Rx(7) = Xx(7) (4.7)

Les hypothéses d’ergodicité et de stationnarité au sens large permettent de déterminer
les propriétés probabilistes d’un processus aléatoire centré & partir d'une seule réalisa-
tion de ce processus. Cependant, on voit aussi que pour que le calcul de la moyenne
temporelle et de la fonction de corrélation soit exacte, il est nécessaire de connaitre
une infinité d’échantillons temporels. Ceci est bien évidement impossible. Les mesures
fournissant une quantité finie d’échantillon, on ne pourra qu’estimer ces grandeurs.

L’estimation de ’espérance du processus aléatoire X(n), a partir de N, échantillons
temporels, est donnée par :

1
mX = X~ 5 kz (4.8)

L’estimation de la matrice de covariance du processus aléatoire X (n), a partir de N,
échantillons temporels, est donnée par :

Ne

Rx(r) = Sx(r) & - 3 albhalk + )" (4.9
k=1

4.4 Estimations des densités spectrales de puissance

La densité spectrale de puissance (DSP) S(f) d’un signal correspond a la répartition
de la puissance d'un signal en fonction de la fréquence (dans le domaine de Fourier).
Mathématiquement, la DSP correspond au produit de la transformée de Fourier du
signal temporel avec sa conjuguée (voir Section a chacune des fréquences. On se
place dans le cas d’un essai de vibration. On considére N; points d’excitations et N,
capteurs. Le signal vectoriel d’entrées temporelles a temps discret u(n)SRN; x 1 est
constitué des N; signaux scalaires u;(n). Le signal vectoriel de sorties temporelles &
temps discret y(n) RN, x 1 est constitué des N, signaux scalaires y,(n). On note u(fx)
et y(fx) Les transformées de Fourier discrétes de u(n) et de y(n). La DSP de u(n) et
celle de y(n) sont définies par :

Suu(frr) = u(fi)u (fr) (4.10)
et

Syy(fr) = y(fe)y™ (fr) (4.11)
avec . Topérateur hermitien. On constate que dans le cas multi-dimensionnel, la DSP

des signaux u(n) et y(n) seront des matrices carrées a symétrie hermitienne. Les éléments
diagonaux sont appelés autospectres de puissance. Les éléments extra-diagonaux sont
appelés interspectres de puissance. Par définition de la DSP, les autospectres sont des
valeurs réelles et les interspectres sont des valeurs complexes.
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On pourra aussi considérer la DSP entre u(n) et y(n).

Sun (i) = u(f)y(fi)" (412)

qui est une matrice rectangle dans le cas de systeme MIMO. On constate aussi que

Suy(fk) = Syu(fk)H-

4.4.1 Estimation a partir de la fonction de corrélation

La DSP et la fonction de corrélation d’un signal sont reliés par transformation de
Fourier (ou de Laplace). Ceci constitue le théoréeme de Wiener-Khinchine qui dit que la
DSP d’un signal est la transformée de Fourier de la fonction de corrélation de ce signal.
Cette relation peut étre prouvée a partir de la définition de la transformation de Fourier
(ou de Laplace). L’Equation nous donne l’écriture d’une estimation de la fonction
de corrélation d’un signal temporel. Comme pour la densité spectrale, cette fonction
sera matricielle dans le cas multi-dimensionnel. Pour estimer la DSP des ou entre les
signaux u(n) et y(n) on pourra calculer la transformation de Fourier discréte de cette
fonction (matrice) de corrélation.

4.4.2 Estimation par périodogrammes moyennés

On considére que les signaux sont des processus aléatoires constitués de N, échan-
tillons temporels. Un moyen trés répandu d’estimer les densités spectrales de puissance
de processus aléatoires est 'utilisation de périodogrammes moyennés (ou de Welch, voir
[Wel67]). Le principe est simple. Il consiste en un découpage des signaux temporels u(n)
et y(n) en ny blocs. On obtient ainsi ny signaux u(®(™ et ny signaux y®),

Remarque 37 Un découpage du signal correspond & un filtrage par une fenétre rec-
tangle. Il est courant d’adoucir ce filtrage en utilisant des fenétres d’appodisation (e.g.
hanning, haming, exponnetielles, etc.). L’utilisation de telles fenétres permet de réduire
les effets de bords. La contre partie de cet adoucissement des bords est une perte d’in-
formation aux bords. Pour contrebalancer cet effet, il est courant de considérer des blocs
superposés. La superposition, plus connue sous sa dénomination anglosazonne d’over-
lapping, permet ainsi de récupérer 'information perdue par les fenétres d’appodisation.
Pour simplifier les équations, on considérera que le découpage du signal est fait avec une
fenétre rectangulaire et sans superposition. Dans ce cas, chaque bloc sera constitué de
Ny = N./ny échantillons

On calcul les transformées de Fourier des signaux u(®(n) et y(®(n). Généralement,
ces transformations sont faites en utilisant ’algorithme FFT (Fast Fourier Transform,
IMax81l, Duv94]) ou FFTW (Fastest Fourier Transform in the West, [F.J98| [EJ99]).

On calcul ensuite les DSP S) (fx), Ség)(fk) et Si(f;,,)(fk). Ces DSP ne sont que des des
estimations car il faudrait une infinité d’échantillons pour calculer leur vraie valeur. D’un
point de vue statistique, on considére que, pour chaque signal, les ny DSP estimées sont
autant de réalisations d’une variable aléatoire dont I’espérance est la vraie valeur de la
DSP et dont la variance sera liée & la variance du processus. On considére ’estimateur
moyenne (voir Section en Annexe |A]) pour estimer cette DSP. On aura ainsi :
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— pour le signal u(n)
np

— 1
S = L 3000 (113
b =1
— pour le signal y(n)
_— 1 &
Syy(fr) = o Sél;)(fk) (4.14)
by
— pour le signal u(n) et le signal y(n)
_ 1 & _
S = =30 S0 = S (19
b=1

Les densités spectrales pourront servir a estimer les fonctions de transferts qui sont,
d’un point de vue opérationnel, nécessaire & une analyse spectrale compléte.

4.5 Estimations des fonctions de corrélation

Les fonctions de corrélations sont des fonctions temporelles, plus précisément des
fonctions ayant pour variable un décalage temporel. Comme nous l'avons déja évoqué,
elles peuvent étre estimées directement & partir des données & partir de la formulation
discréte finie (Equation ([£.9)).

Cependant, une technique plus rapide est d’utiliser le fait que les fonctions de cor-
rélation sont par définition les analogues temporels des densités spectrales de puissance
(théoréeme de Wiener-Khinchine). Une estimation consistante des fonctions de corréla-
tion sera obtenue par transformation de Fourier discréte inverse des DSP estimées par
périodogrammes moyennés (voir Section .

4.6 Estimations des matrices de transfert

Dans le domaine fréquentiel, une fonction de transfert d’un systéme correspond au
rapport entre la réponse observée et I’excitation appliquée. On peut obtenir une bonne
estimation d’une fonction de transfert a partir des estimations des densités spectrales
de puissance estimées a 1’aide de la méthode décrite a la Section [£.5 Une technique
couramment utilisée est I'estimation H;. Elle est construite a partir des DSP estimées
Syu et Syy :

——1

Hi = SyuSuu (4.16)

Remarque 38 Conditionnement de Sy, (T)

L’Equation implique 'inversion de gu\u Cette matrice doit donc étre de plein
rang. Si elle a été estimée par périodogrammes moyennés, on voit qu’une condition né-
cessaire est que le nombre de bloc ny, soit supérieur au nombre de points d’excitation N;.
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Cette condition est généralement largement remplie car le nombre de points d’excitation
est souvent faible (sur avion, rarement supérieur a 2), alors que le nombre de blocs doit
étre assez important pour avoir la convergence de l'estimation des DSP (convergence

basée sur la loi des grands nombre, voir Section en Annexe .

4.7 Estimations des réponses impulsionnelles finies

On a vu a la Section 2.1.5.2] que la réponse impulsionnelle d’'un filtre peut étre
obtenue par transformation inverse de Laplace, de Fourier ou en Z (en fonction du
domaine de travail). On peut donc facilement obtenir une estimation de la réponse
impulsionnelle & partir de I’estimation de la fonction de transfert telle que décrite a
la Section [.6] Par exemple, on pourra appliquer la transformation de Fourier discréte
inverse (opérateur TFD) :

~

h(n) = TFD ' [Hy(fx)] (4.17)

4.8 Bilan du chapitre

Dans ce chapitre nous avons d’abord défini ce qu’est un processus aléatoire (voir
Section , et plus particuliérement, ce qu’est un processus aléatoire gaussien (voir
Section . Nous avons ensuite proposé, en considérant que les signaux d’entrée et de
sortie du systéme soient des processus aléatoires gaussiens, deux méthodes d’estimations
des densités spectrales de puissance (voir Section et Section , deux méthodes
d’estimation des fonctions de corrélation (voir Section , une méthode d’estimation
de la matrice de transfert (voir Section [4.6) et une méthode d’estimation de la réponse
impulsionnelle (voir Section [£.7)).
Les grandeurs de départ des méthodes d’identification sont estimées & partir de
donnée mesurées et stochastiques. Ces grandeurs possédent une variance, i.e., une es-
timation & partir d'un autre essai fournira un résultat différent. Cette variance sera
propagée tout au long de la chaine de calcul de la méthode d’identification utilisée. Au
final, on obtiendra des parameétres modaux (fréquences modales, taux d’amortissement
modaux, formes modales) qui sont eux aussi soumis a une variance. L’estimation de ces
variances permettra d’avoir une estimation de l'incertitude sur ces paramétres modaux.
Dans les trois chapitres suivant, nous présenterons :
— Le principe de propagation de la variance (voir Chapitre [5)).
— Le détail de la propagation des variances tout au long de la chaine de calcul de
deux des méthodes d’identification présentées au Chapitre [3| (voir Chapitre @ :
— l’identification LSCF (voir Section
— l'identification sous-espace (voir Section

— Le détail de l’estimation de la variance des points de départ de ces méthodes
d’identification (voir Chapitre [7)).
— la matrice de transfert (voir Section
— les cing matrices sous-espace de types Covariance-driven et Squared Data-driven

proposées (voir Section
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Le principe

1l est tres important, lors d’une analyse modale, de garder a lesprit que, quelle que
soit la méthode d’identification modale utilisée, les paramétres modauz identifiés ne sont
que des estimations des modes exacts de la structure étudiée. Premiérement, la modé-
lisation théorique peut ne pas refliéter exactement les réelles propriétés de la structure
(e.g. modélisation LTI pour un systéme non linéaire et non-stationnaire). Cette erreur
de modélisation introduira un biais dans l’analyse. L’estimation ne convergera pas vers
la vérité, mais vers une vérité biaisée. Deuzriemement, [’excitation peut-étre stochastique
(e.g. bruits blancs, bruits roses). Les caractéristiques stochastiques (notamment la va-
riance) de ['excitation vont étre propagées jusqu’aur parameétres modaux qui seront eus
aussi stochastiques. Le résultat de lidentification modale sera influencé par la variance
des données mesurées. Finalement, les grandeurs nécessaires a l’identification sont esti-
mées et non calculées de maniére exacte. En effet, que ce soit les fonctions de transfert,
les réponses impulsionnelles ou les fonctions de corrélations, elles nécessiteraient une
infinité de données pour étre déterminée de maniére exacte. Le fait que le point de dé-
part de lidentification ne soit lui-méme qu’une estimation, entraine [’apparition d’une
variance d’estimation.

Le but de ce chapitre est de décrire la notion de confiance que l'on peut attribuer a
chaque parameétre modal identifié. Cette confiance est définie a partir de l’écart type de
Uestimation de ces parameétres modauz. Cet écart type est aussi appelé incertitude.

La description du principe de propagation (Section est divisée en deux sections :
la delta méthode (Section et la théorie des perturbations (Section
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5.1 La propagation

Une méthode d’identification modale nécessite d’estimer une ou plusieurs grandeurs
de départ (e.g. densités spectrales, fonctions de corrélation). A partir de cette estimation,
et & travers la chaine de calcul associée a la méthode d’identification modale choisie,
on arrive a ’estimation des parameétres modaux. L’estimation des incertitudes modales
repose sur la propagation, non plus de I'estimation de la grandeur de départ, mais de
sa variance.

Considérons une variable aléatoire X d’espérance E [X] = p et de variance var (X) =

E [(X — ,u)2] = 02, On souhaiterait pouvoir estimer les propriétés statistiques de g (X),

avec g une fonction continue dérivable. Commencons par effectuer une approximation
de Taylor au premier ordre de la fonction g(X) en p (voir Définition [88] en Annexe [B).

9(X) = g(p) +g' () (X — p) (5.1)

A partir de 'Equation (5.1)), et comme F [X]| = p est par définition déterministe, on
peut estimer l'espérance de g(X) par :

Elg(X)] =~ g(n) (5.2)

De méme, & partir de 'Equation (5.1) et de ’Equation (5.2)), on peut estimer la
variance de g(X) :

var (9(X)) =

Q

E
E
~ F

()X = )]

D’ou, a partir des propriétés de I'espérance (voir Propriétés 64| en Annexe :

var (9(X)) = (¢'(n))* o (5.3)

Considérons maintenant que cette variable aléatoire X est un estimateur de 1’espé-
rance y, par exemple la moyenne empirique X d’'une série de réalisations X; i.i.d. ol
E[X;] = p et var (X;) = 0. On sait que cet estimateur est gaussien (théoréme central
limite, en Annexe et est donc entiérement caractérisé par son espérance et sa
variance. La delta méthode (Section nous permet d’estimer la loi de probabilité
de g(X). Le choix de la moyenne empirique comme estimateur & propager n’est pas fait
sans arriére pensée. En effet, on a vu au Chapitre ] que les grandeurs a propager sont

estimées par des moyennes empiriques.

5.1.1 La delta méthode

Nous considérons le cas de signaux multi-dimensionnels (le cas unidimensionnel
n’étant qu’un cas particulier). On rappelle que, concrétement, le cas multi-dimensionnel
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correspond, pour ’entrée du systéme, & considérer plusieurs excitations et pour la sortie
du systéme, & considérer plusieurs capteurs simultanément. Les signaux d’entrées et de
sorties sont par conséquent des vecteurs de taille respective V; x 1 et N, x 1 (avec N;
le nombre d’excitations et N, le nombre de capteurs).

Theoréme 39 Delta méthode appliquée a un vecteur aléatoire
Soit une série @ de N vecteurs aléatoires qui converge vers l’élément vectoriel 6 a
estimer lorsque N — 00, et qui satisfait le théoréme central limite (voir Théoréme

en Annexe :
VN (x5 = 6) SN ([0 %) (5.4)

(e.g la moyenne empirique : Oy = Xy, 0 = E [XN] =p)
Soit une fonction continue et dérivable dont le jacobien Jy,,) est de plein rang ligne,
alors :

VA (9(0n) = 9.(0)) 5 N (0]t Ty ST ) (5.5)

g

Si on considére une application linéaire
y=AX +b (5.6)

un exemple d’application de la delta méthode est la recherche de la covariance de y,
exprimée en fonction de la covariance de X. La dérivée de y par rapport a X est le
jacobien J,(x) = A. Ainsi, le théoréme central limite nous donne :

cov (AX + b) = Acov (X) AT (5.7)

5.1.2 La théorie des perturbations

On a vu que 'application de la delta méthode permet de déterminer la covariance de
la fonction g d’un vecteur aléatoire X dont on connait la covariance . Cependant, on
a vu aussi qu'il est nécessaire de pouvoir calculer le jacobien Jyx) de cette fonction...
et donc de connaitre une définition explicite de la fonction. Or, dans la pratique, la
définition explicite de la fonction peut ne pas étre connue (tout du moins pas de maniére
triviale). Seuls ses effets sont “visible” par une définition implicite. Un exemple est le
calcul des valeurs et des vecteurs propres d’une matrice. On utilisera dans ce cas la
théorie des perturbations pour obtenir le jacobien J,x) a partir d’une relation qui
définie implicitement la fonction g (X) car on ne connait pas sa définition explicite.
Dans I'exemple des valeurs et vecteurs propres, la relation implicite de g (X)) est donnée
par la relation (2.72)) (probléme aux valeurs propres).

On peut considérer une estimation comme étant une perturbation de la valeur exacte
& estimer. L’estimation peut alors étre considérée comme étant une fonction de ’ampli-
tude € de perturbation. On défini ainsi :
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avec 0 la vraie valeur, 6 (0) la valeur non perturbée, 8 la valeur estimée, 6 (¢) la valeur
perturbée.

Si on considére € comme étant une “petite” perturbation, on peut approximer la
valeur perturbée 0 (¢) par une approximation de Taylor au premier ordre :

0(6)%0(0)"’6@

= (5.8)

e=0

On obtient la perturbation de premier ordre A6 de 6

AO = O(c)—0(0)

~ 0(0)—1—6@ —0(0)
e e=0
AO =~ e@
Oe |

o % est la direction de la perturbation de 6. En analysant une perturbation de g (8),

on obtient :

Ag(8) = g(0() —g(0(0))

Q
<
—~
S~
S
~—
~— Nt ~—
+
™

%
@)

Q
o)}

De plus, comme 6 (0) et g (6 (0)) sont des valeurs exactes, donc non aléatoires, la pro-
priété de constante déterministe de la covariance (Voir Propriétés [79| en Annexe (A
permet d’écrire :

cov (AB) = cov (0 (¢€))
cov (Ag (0)) = cov (g (6 (¢)))

or
cov (Ag(8)) ~ cov (Tye)A0) = Tye)cov (A8) Ty

donc
cov (9 (0 (€))) = Tyg)cov (8 (€)) T e (5.9)

qui n’est autre que le résultat de la delta méthode.

Ainsi, les covariances des paramétres modaux seront obtenues par propagation des
covariances des données & l'aide de jacobien successifs liés aux différentes étapes des
méthodes d’identification modale.
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5.2 Les points de départ de la propagation : les variances
empiriques

Les grandeurs de départ des méthodes d’identification sont estimées par moyenne
empirique (voir Chapitre . La moyenne empirique est un estimateur empirique non
biaisé et consistant, i.e. qui converge vers la valeur exacte. Cette convergence se fait a
la vitesse % dans le cas uni-dimensionnel (voir les Propriétés [76/ en Annexe ou %
dans le cas multi-dimensionnel. La valeur N correspond au nombre de réalisations de
la variable (ou vecteur) aléatoire et o2 (respectivement Y) la variance de cette variable
(respectivement la matrice de covariance de ce vecteur) aléatoire. Cependant, la variance
o2 (ou la matrice covariance ) n’est pas connue. Il faut aussi ’estimer. On considérera
I’estimateur variance empirique non biaisé qui est un estimateur consistant de la variance
(voir Section en Annexe [A]). Le détail de l'estimation de la variance associée aux

méthodes d’identification traitées & la Section |3|, est donné & la Section m

5.3 Bilan du chapitre

Dans ce chapitre, nous avons décrit le principe de la propagation des variances (voir

Section [5.1)). Ce principe est basée sur la delta-méthode (voir Section [5.1.1)) et est ap-
pliquée, en pratique, a l'aide de la théorie des perturbations (voir Section |5.1.2)).

Au chapitre suivant, nous détaillerons les propagations des variances associés aux
méthodes d’identification LSCF du probléme ARX linéarisé (voir Section [6.1]) et celles
associées aux différentes méthodes d’identification sous-espace (voir Section [6.2)).
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Chapive O
Chapitre

Les chaines de propagation : LSCFE et
SOUS-espaces

On a vu que les méthodes didentification permettent, a partir d’une grandeur de
départ issue des données mesurées, d’estimer les parameétres modauz d’un systéme (Cha-
pitre @ La chaine de propagation d’incertitude permet de propager la variance de cette
grandeur de départ jusqu’aux variances des paramétres modauz. La chaine de propaga-
tion est obtenue par la delta-méthode et par la théorie des perturbation (Chapitre El)
1l faudra donc différencier les équations contenues dans la chaine de calcul de la mé-
thode d’identification considérée. On pourra ainsi donner la chaine de propagation des
méthodes LSCF et des méthodes sous-espace.

Nous présenterons deux chaines de propagation. La premiére est celle associée a
lidentification LSCF du probléme ARX linéairisé (Section . Cette chaine de pro-
pagation est décrite, dans sa version simple-référence par [DTGPV09, IDT09], et dans
sa version poly-référence par [DTGS09, IDT09]. La seconde est celle associée a l'identi-
fication du sous-espace colonne de la matrice d’observabilité du systéme (Section .
Cette chaine de propagation est basée sur les méthodes décrites par [RPDRO8H, [DM13,
DLM13|.
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6.1 Incertitude de l’identification LSCF du probléme ARX
linéarisé

La méthode décrite dans cette section consiste a différencier I'Equation (3.167))
(DOs=0) :
DAOy=—-AD04y (6.1)

Dans le cas référence-simple, la méthode proposée est similaire a celle décrite dans
[IDTGPV09]. Dans le cas références-multiple a droite, la méthode proposée est simi-
laire & celle décrite dans [DTGS09]. Cette derniére sera aussi présentée dans le cas
références-multiple & gauche. Pour les identification références-multiples, a la différence
de [DTGS09], les coefficients des polynomes seront traités sous leur forme vectorisée.
Comme a la Section [3.1.2] les descriptions référence-simple et références-multiple seront
présentées simultanément pour faciliter la comparaison.

Le but est de déterminer la matrice jacobienne des paramétres polynomiaux par
rapport aux perturbations de la matrice de transfert. On divise en quatre étapes :

1. Différenciation de D & partir de I’Equation (3.168)) en référence-simple, de I’Equa-
tion (3.169) en références-multiples & droite et de ’Equation (3.170]) en références-
multiples & gauche

2. Simplification de AD@ 4
3. Expression de Af4 en fonction de AH
4. Expression de cov (f4) en fonction de cov (H)

On pourra trouver, dans la littérature (voir []), Pexpression de la variance de 0p.
Les parameétres 0 du numérateur de la fonction de transfert peuvent étre utilisés pour
retrouver les formes modales. Cependant, chez Dassault-Aviation, une autre méthode
est utilisée pour retrouver les formes modales. Nous n’étudierons, pas dans ce document,
les variances de 6pg.

6.1.1 Différenciation de D
6.1.1.1 Reéférence-simple

La différenciation de D nécessite de différencier les équations (3.127)). En remarquant
que X,; est, par construction, constant par rapport aux perturbations de la matrice de
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transfert, on a :

AR, = 0
ASH — Avix,

[ey2

ASH = XxHAy,

[ey2

ATH = AYHv, + YAy,

ot

Ce qui permet d’écrire

N, N;
AD = > N AV XoR, Sei+ SHR X AY, — AV Yo — Y AY,
o=1 i=1

N, N;
AD = SN AYH (XoR; Swi — Yoi) + (SER, XH — Y1) AY,,
o=1 =1
En posant
My = Xoi R Spi — Yo
on a : NN
AD =3 AYHM, — MIAY,

o=1 i=1

6.1.1.2 Reéférences-multiple & droite
De la méme maniére, on a :

No
AD =) AYM, - MIAY,

o=1

avec

M, = X,R;'S, ~ Y,

6.1.1.3 Reéférences-multiple a gauche

De la méme maniére, on a :

N;
AD =) AYHM; — M AY;

=1

avec

M; = X;R;'S; - Y;

6.1.2 Simplification de AD6,

145

TN TN N N
S O O O
L = W N
PN N

(6.10)

(6.11)

Le terme de droite de 'Equation (6.1)), —A D@4, fait apparaitre un terme de la forme
—M, 04 (avec x correspondant & oi, o ou ¢ selon la méthode). Analysons ce terme.
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6.1.2.1 Reéférence-simple
Un des termes de I’Equation M,;, ce simplifie lorsqu’il est multiplié par 64 :
~Myifa = —XoiR,; Soifla + Yoifla
avec 04 défini par ’Equation . En utilisant 'Equation (3.154)),

—My = Xoiblp, + Yoifla
Op .
= [Xoi Yoi] [égjz]
= Eoi
avec F,; le vecteur erreur défini par I’Equation (3.122). Or ce vecteur aléatoire est

d’espérance nulle car on a fait I’hypothése que les données sont centrées en zéro.
D’oi, par estimation de l’espérance par la moyenne empirique, on a :

No N;
—ADOA~ Y Y MHAY,04 (6.12)

o=1 i=1
et finalement, & partir de I’'Equation (6.1)) :

N, N;
DAOA~ Y > MY AY,i04 (6.13)

o=1 i=1

6.1.2.2 Reéférences-multiple a droite

De la méme maniére, en se basant sur les équations (3.51)), (3.159)) et (3.132), on a

No
—ADOs~ Y MIAY,04 (6.14)

o=1

et finalement, & partir de I’'Equation (6.1)) :

No
DAOA =Y MIAY,0, (6.15)

o=1

6.1.2.3 Reéférences-multiple a gauche

De la méme maniére, en se basant sur les équations (3.54)), (3.164)) et (3.142), on a

N;
—ADOs~ Y MIAY0, (6.16)
=1

et finalement, & partir de 'Equation (6.1]) :

N;
DAOA~ Y MIAYi04 (6.17)

i=1
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6.1.3 Expression de Af, en fonction de AH
A partir des équations (6.6 et (6.11)), on a :
MEAY, 04 = SERIXEAY, 04 — YEAY, 0,4

avec x correspondant & oz, o ou 4 selon la méthode.
Analysons les termes X7 AY, 04 et YHEAY,0,.

6.1.3.1 Reéférence-simple

A partir des équations (3.48]), (3.123]) et (3.124)), on a

*AHoi(Zl)A(?q)

XHAY,040 = [XH x4

_AHOi(ZNe)A(ZNe)
= _ZXOZ k:AHO’L Zk)A(Zk)

et

—AHOZ‘(2'1>A(Z1)
YIAY04 = [V .0 Y] :

oi,1

—AHoi (ZNe )A(ZNe)

= Z i, kAHm 2k )A(zk)

Ce qui permet de réécrire (6.13)) sous la forme

No N; Ne

DAOA~ Y SN (VH - SHRIXH ) AHi(2n,) A(zw,)
o=1 i=1 k=1

Pour pouvoir continuer avec la méthode décrite dans [DTGPV09| et [DTGS09), il
est nécessaire de faire ’hypothése que la matrice D soit inversible. Ce point sera discuté

a la Section [6.1.5] Dans le cas o D est inversible, on peut écrire une expression de
Aby -
No N; N

AHA ~= ZZZJQAvHoi(Zk)AHOi(Zk) (618)

o=1 i=1 k=1

avec Hy;(z) et A(zy) scalaires, et

j9A7 Hyi(z) D_ ( oi,k — SHR lonk) A(ZNe) (619)
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6.1.3.2 Reéférences-multiple a droite

A partir des équations (3.51)), (3.133]) et (3.134), on a

. (INZ, ® AH(S“g)(zl)) vec (A(z1))
XIAv,04 = [xXH ... Xy ] :
— (Iv, ® AHJ™ (2,) ) vee (A(zv,)

Ne
- -3 Xk (IN,. ® Athw(zk)) vec (A(z))
k=1

et

— (Iv ® AHS (21) ) vee (A(21))
YIAY,00 = [YH ... YH] :
— (v ® AHI (2,) ) vee (A(zy,)

Ne
= = VA (v @ AHJ (2)) vec (A()
k=1
En utilisant les relations des Propriétés[84] on a :

(INZ. ® Aﬂgliw(zk)) vec (A(zi)) = AT (z1,)vee (Aﬂgl@(zk))

D’ou, en considérant D inversible :

Ny, N
A0 DN Ty evee (AHI) (2) (6.20)
o=1 k=1
avec
Toatto(z) = D71 (Vo3 =SSR X ) AT (2n,) (6.21)

6.1.3.3 Reéférences-multiple a gauche

A partir des équations (3.54)), (3.143) et (3.144), on a

- (AH}CO”(zl) ® INO> vec (A(z1))
xFAavion =[x .. X :
— (AHS (x,) @ Iy, ) vee (A(z, )

- - xk (AH}C"” (21) ® INO) vec (A(z))
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et

- (AH§CO’>(21) ® ING) vec (A(z1))
viIAYO, = [V ... ViR :
— (AHEY (ax) @ In,)) vee (A(an,)

Ne
= =YV (AH () Iy, ) vee (A(z)
k=1

En utilisant les relations des Propriétés [84] on a :
(AHS™ (z1) @ Iy, ) vee (A(z)) = A(z)AH™ (z)

D’ou, en considérant D inversible :

Ni Ne
D04~ YD Toa i A () (6.22)
i=1 k=1
avec
Joatiz = D7 (Yilk — 87 R X)) A(zw,) (6.23)

6.1.4 Expression de cov (04) en fonction de cov (H)

Comme décrit au Chapitre (),

cov (04) = E [A04A0Y ] (6.24)

6.1.4.1 Reéférence-simple
A partir de I’'Equation (6.18)) et de I’'Equation (6.24)), on a :

No No Ni Ni Ne

cov (04) = Z Z Z Z ZJ@A,HOLZ-I(ZIC)COV (Hoy iy (21), Hoy in (2)) jGIj,Hoz,Q(z;c)

o1=102=191=142=1 k=1
(6.25)

avec I’hypothése que les échantillons sont décorrélés en fonction des fréquences.

De plus, si les entrées sont décorrélées, toutes les covariances entre 2 entrées dis-
tinctes sont nulles. Cette hypothése est facilement maitrisable car les entrées sont ap-
pliquées au systéme par ’expérimentateur. Dans ce cas :

No No Ni Ne

cov (64) = Z Z ZZJGA,HON(%)COV (Hol,i(Zk)aHog,i(Zk))jgi{Hozyi(zk) (6.26)

o1=102=1i=1 k=1
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Enfin, dans le cas ot les observations sont elles aussi décorrélées, e.g. si les mesures
ne sont pas obtenues simultanément, alors 'Equation ((6.26]) est réduite & :

D N NE

cov (0a) = 3 D> Toaittysten)©O Hoie Hoik) T 1, 1)

o=1 i=1 k=1

Cette hypothése est plus délicate que les deux précédentes. Il sera fortement conseillé
de la vérifier empiriquement a partir de I'estimation des covariances de la matrice de
transfert.

6.1.4.2 Reéférences-multiple a droite

A partir de I'Equation (6.20) et de I'Equation (6.24)), on a :

N; N; Ne

cov(04) = Z ZZJ@A, H;, (2)COV (H( )( k) Hz‘(QCOl)( )) jeA, Hi, (21

i1=112=1 k=1

avec I’hypotheése que les échantillons sont décorrélés en fonction des fréquences.
De plus, si les entrées sont décorrélées :

N; N,
COV 914 Z Z 0.4,H;(21) COV (H(Col)(Zk), HZ'(COZ) (Zk)) jQinHl(zk)
=1 k=1

Cette hypotheése est facilement réalisable. En effet, les entrées connues sont celles qu’on
applique au systéme. On devra faire le choix d’appliquer des entrées décorrélées. Ce
choix est évident car il n’y a pas d’utilité a considérer deux entrées corrélées.

6.1.4.3 Reéférences-multiple a gauche

A partir de I'Equation (6.22) et de I’'Equation ([6.24)), on a :

N; N; N,

cov (64) = Z Z ZJGA,Hol(Zk coV( (119)(zk) H(géig)(zk)) ‘7911,H02(Zk)

ol=102=1k=1

avec ’hypothése que les échantillons sont décorrélés en fonction des fréquences.
De plus, si les observations sont décorrélées :

No Ne

cov (04) = ZZJGA i, zk)COV< (“g)(zk) o(lig)(zk)> j@{i,Ho(zk)

o=1 k=1

Cette hypotheése est plus délicate que celle des entrées décorrélées. Si cette méthode est
utilisée, il faudra nécessairement vérifier empiriquement la décorrélation des sorties.
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6.1.5 Discussion concernant la chaine de propagation LSCF

La méthode décrite dans [DTGPV09, DTGS09, semble avoir deux problémes
important. Le premier est lié & la matrice D, le second est lié a I’équation que 1’on
différencie (Equation (3.167))).

6.1.5.1 Premier probléme

Nous avons vu a la Section [3.1.2.4] que la résolution du probléme D6, = 0 correspond
a la recherche du noyau de D. Pour que la solution de ce probléme ne soit pas réduit
au vecteur nul, il est nécessaire que la matrice D ne soit pas inversible (J[GVL12]).
Cependant, a la Section [6.1.3]on doit faire 'hypothése que D est inversible & I’Equation
pour le cas référence-simple, & I’Equation pour le cas références-multiple &
droite et & I’Equation pour le cas références-multiple & gauche. On a alors deux
cas de figure :

— la matrice D est inversible : dans ce cas le probléme résolu a la Section [3.1.2.3
n’est pas le probléme exact (le choix de la contrainte modifie la résolution) mais
I'inversion de D effectuée pour ’estimation d’incertitude est licite.

— la matrice D est dégénérée (non inversible) : dans ce cas le probléme résolu a la
Section est le probléme exact (le choix de la contrainte ne modifie pas la
résolution) mais l'inversion de D effectuée pour I'estimation d’incertitude n’est
pas licite.

Les différences observées dans la résolution de ce du probléme D6, = 0 en fonction du
choix de la contrainte par M] semblent indiquer que 'on est dans le premier
cas de figure.

6.1.5.2 Second probléme

La premiére équation différenciée pour établir la chaine de propagation est I’Equa-
tion . Cependant, si D est inversible alors le choix de la contrainte modifie le
probléme résolu. Dans ce cas ’Equation ne correspond plus & celle réellement
utilisée dans la chaine d’identification. En effet, dans les méthodes d’identification pro-
posées par [VVOI, Ver02, IGVVF03] [Cau04, I(CGVT04bl DT09, [EKGI0], les équations
utilisées sont celles ot 'on a fixé une contrainte (Equation dans le cas référence-
simple et Equation dans le cas références-multiple). Une évolution de cette
méthode d’estimation d’incertitude serait de différencier ’équation avec la contrainte
fixée et non ’équation D6, générique. Une autre méthode serait de différencier la dé-
composition en valeurs singuliére proposée a la Section [3.1.2.4]

6.2 Incertitude de I’'identification sous-espace des matrices
du systéme d’état

On considére une matrice sous-espace H calculée, a partir des données dont on
dispose, par 'une des méthodes décrites a la Section [3.2.3] On souhaite estimer les in-
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certitudes des parameétres modaux identifiés par la méthode d’identification sous-espace
associée a cette matrice H. La chaine de propagation est basée sur la delta méthode
définie a la Section [5.1.1] Cette chaine de propagation repose donc sur la différenciation
des expressions analytiques de chacune des étapes de la chaine d’identification :

1. Calcul d’une réalisation de la matrice d’observabilité & partir de la décomposition
en valeurs singuliéres de la matrice sous-espace H (Section |3.2.1.1)

2. Extraction de la matrice d’observation a partir des IV, premiére ligne de la matrice
d’observation (Section [3.2.1.2))
3. Extraction de la matrice de transition d’état & partir de sous-matrices de la matrice

d’observation (Section [3.2.1.2))

4. Extraction des poles du systéme a partir de la recherche des valeurs propres de la
matrice de transition d’état (Section [3.2.1.3)

5. Calcul des fréquences et amortissement modaux a partir des poles du systéme
(Section [3.2.1.3))

6. Calcul des formes modales & partir de la matrice d’observation et des vecteurs
propres de la matrice de transition d’état (Section |3.2.1.3)

6.2.1 De la matrice de sous-espace a la matrice d’observabilité
6.2.1.1 Préliminaires

On considére connue l'estimation de la covariance de H que l'on note Cov (H). Le
calcul de cette estimation sera décrit & la Section [Z.2] en fonction de la méthode d’iden-
tification sous-espace choisie. Comme expliqué a la Section [3.2.1.1] une réalisation de la
matrice d’observabilité I" peut étre obtenue par la décomposition en valeurs singuliéres
de la matrice de sous-espace H. Cette décomposition est donnée par (voir Définition

24)
H=U2VH

On considére que H € C™*" est de rang n et on pose :

U, = [U1 ce Un] e crmxn (627)

Vi=[v1 ... wp) €CreX” (6.28)
o ... 0

Si=... .. .| €R™” (6.29)
0 ... on

oit uj € C*! et v; € C*! sont respectivement les j™¢ vecteurs de U; (base de

Pespace colonne, aussi appelé image) et de V; (base de Iespace ligne, aussi appelé co-
image) associés a la valeur singuliére o; (réelle et strictement positive).
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On peut ainsi écrire :
n
H=> ujof (6.30)
j=1

Les vecteurs de U;, de méme que ceux de Vi, sont orthonormaux entre eux par
définition de la décomposition en valeurs singuliéres. Il vient donc :

0 si i#£j
H H
d’ou, a partir des équations [6.30] et [6.31] :
ij = U;0;
{ uJHH = ijJH (6.32)

Par différenciation des équations contenues dans le systéme (/6.32)) on obtient :

{ AHUj + HAUJ' = A’U,jUj + ujAUj (6 33)

AUJH’H + uflA’H = Aajvf + UjAvfI

.. e, . N H N .
En mulFlp]lant la premiére équation de (6.33) & gauche par u;' et la seconde & droite
par vj, il vient :

qu’ij + ufHAvj = quujaj + ufujAaj (6.34)
AUJHHUJ- + U?A’ij = Ao*jv;]vj + ajAvaj '
Qui se simplifie en utilisant les équations (6.31]) et (6.32)) :
qu’HUj + ijfAvj = quujaj + Ao (6.35)
Auflajvf + ujHAij = Aoj + ajAv]ij '
De plus, la différenciation engendre (entre autre) :
uJHAuj = Avflvj =0 (6.36)
Il vient ainsi :
Acj = ull AHv; (6.37)

A la Section B.2.1.1] on a choisi d’utiliser la réalisation de la matrice d’observabilité
définie par :

r= UlZI%
Par différenciation on obtient :
Al = AUlE% + %UlE?AEl (6.38)
On cherche a écrire ’Equation sous la forme :

vec (AT') = Jr yvec (AH) (6.39)
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Pour ce faire on doit pouvoir exprimer, aprés vectorisation de 'Equation ([6.38)),
chacun de ses deux termes de droite en fonction de vec (AH). Considérons ces deux
1

termes séparément. Nous commencerons par traiter le terme %Uﬁ]? AY. Nous traite-

1
rons ensuite le terme AU X7 .

6.2.1.2 Premiére étape de la différenciation de 1’observabilité

Il s’agit ici de réécrire ’égalité
1. =1 1 -1
vec <2U1212 A21> =3 (In ®@ U 1%,? ) vec (AY) (6.40)

en fonction de vec (AH). Ceci revient & déterminer la forme de vec (AX) en fonction
de vec (AH).

La seconde équation du systeme est scalaire. L’opération de vectorisation n’a
donc aucun impact sur Ag;. On peut cependant 'utiliser pour modifier sa formulation.
Il vient :

Aoj = (vf ® uf) vec (AH) = (v; ®@ u;) ™ vec (AH) (6.41)
Si on considére les n valeurs singuliéres rangées sous forme vectorielle et différenciées

tel qu’exprimé par I’Equation (6.41)), il vient :

Aoy (’U1 ® ul)H
= e vec (AH) (6.42)
Aan ('Un X un)H

Pour pouvoir relier ’Equation (6.42) & vec (AX;), on utilise une matrice de sélection S
définie par

= n2 n
S = Z Bl (6.43)
k=1

. b e - e
avec la matrice EZ’Z définie dans la Définition en Annexe .

On peut ainsi écrire :

(11 ® Ul)H
vec (AY)) =S . vec (AH) (6.44)
(vn ® “n)H
Ce qui donne finalement,
1 a1 1 1 (v ® Ul)H
vec <2U121 2A21> =3 <In ® U %, 2> S o vec (AH) (6.45)

(vn ® un)H
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6.2.1.3 Seconde étape de la différenciation de ’observabilité
Il s’agit ici de réécrire ’égalité
1 1
vec <AU1212> = (Ef ® Im> vec (AU) (6.46)

en fonction de vec (AH).
En injectant I’Equation (6.37)) dans (/6.33]) on obtient :

{ AHvj + HAv; = Aujo; + u; Ao (6.47)

Au;-q?'-[ + quH = AajvJH + U]’A’UJH )
R -1 . H .

N Au; 7 HAv; 7 (Im uju; )AHU] (6.48)

Avj — %/HHAUJ = % (Inc - Ujvf) AHHUJ

Les deux équations du systéme (6.48]) étant déja vectorielles, 'utilisation de 'opé-
rateur de vectorisation n’a aucun impact. On peut cependant ’utiliser pour réorganiser
la formulation. On choisit de ne modifier que les termes de droite. Le systéme ((6.48))
devient :

Auj — U%,HAvj = % [U]T ® (Im — u]ufﬂ vec (AH)

- Av; — U%,’HHAuj =1 [uJT ® (Inc — vij>] vec (AHH)

(6.49)

o J

On arrive ici & un point important qui nécessite de faire ’hypothése que H soit une
matrice a valeur réelle, i.e. H¥ = HT', pour pouvoir utiliser la propriété de permutation
de Popérateur de vectorisation (Définition [84] en Annexe . Cette hypothése impose
que les signaux temporels utilisés soient des signaux réels. Cette hypothése est toujours
validée sur les données mesurées. A partir de la Définition [83| (Annexe [B) on défini la
matrice de permutation Py, . par :

ny mnec

ny,MNe Ne,n
Pryn. = Z Z B @B
=1 =1

qui permet d’écrire :

vec (AHT) = Py, o, vec (AH)

Remarque 40 Si H est une matrice a valeurs réelles, alors les matrices U et V' obte-
nues par décomposition en valeurs singuliéres de H sont aussi & valeurs réelles. On aura

done aussi v = ul et UJH =T,

J J J
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Ainsi, en regroupant les équations du systéme (6.49) sous forme matricielle, on a :

B; [i:ﬂ = Cjvec (AH) (6.50)
ou,
B. = Iy _U%’H € RutHnexmtne
I =t L
et
C; i v;r & (Inl — u]u;f) € Rrnexnn.

o [u]T ® <Inc - vjva)} Pryne

En considérant tous les vecteurs u; et v; :

Aul
Av, Blc,
o = o | vec(AH) (6.51)
Avy,
Enfin, pour ne conserver que les éléments Au; de I’Equation (6.51)), on écrit :
1 1 B Icl
vec (AUQ)%) = <Zf ® [In, [O]WX%D .. | vec (AH) (6.52)
BlC,

1
Cette équation conclut la recherche de ’expression de vec <AU1212> en fonction de

vec (AH).

6.2.1.4 Différenciation de ’observabilité

A partir de 'Equation (6.45) et de I’Equation (6.52), on peut finalement écrire
vec (AT') en fonction de vec (AH) :

vec (AT') = Jp yvec (AH) (6.53)
avec
1 BICl 1 1 (1)1 &® ul)
JIrwn = (212 ® [In, [O]nlxnc]) s ( n @ UIE, 2) S (6.54)
szcn (vn ® un)H

Finalement, par la delta méthode (voir Section [5.1.1)), il vient :
cov (vec (AT')) = Jp ycov (vec (AH)) jpjo (6.55)
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6.2.2 De la matrice d’observabilité aux matrices de transition d’état
et d’observation

On recherche ici les matrices jacobiennes :
— Jar telle que cov (vec (AA)) = Jarcov (vec (ATL)) «7,:{,1“
— Jcr telle que cov (vec (AC)) = Je,reov (vec (ATY)) jg,r

6.2.2.1 De la matrice d’observabilité a la matrice de transition d’état

On a vu a la Section [3.2.1.2| et & travers 'Equation (3.193)) que la matrice de tran-

sition d’état A peut étre obtenue & partir de sous-matrice de ’observabilité :

A=TT = (1) ' r’T

Avec
I = 5
T = ST
S = |:I(p—l)No [0] (pfl)No,No}
S = [[0] (p—1)N,,N, I(pfl)No}

Par différenciation AA s’écrit :

AA = —(C7r) " A(LTT) (071) T I7C + (07T) ' ALTL + (K7T) ' LTAL (6.56)

Remarque 41 Les matrices de sélection S et S sont déterministes. Leur différenciation
est donc nulle.

D’ou

A (L'L) = ATTSTT + LT SAT
AET — AFTET

AT = SAT

et en remarquant qu’en injectant ces trois équations dans I’Equation (6.56)) , on fait
apparaitre le terme

(L7r) 'S8T =TT =4
I’Equation (6.56|) s’écrit :
AA =TISAT —T1SATA + (T7T) ' AL” (ST — ST A) (6.57)
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En vectorisant I’Equation , il vient :
vec (AA) = Jarvec (AT) (6.58)
avec
Jar = (L oL'S) - (AT er's) + [(T'S - ALS) © (L'D) | Pr (6:59)
Finalement, par la delta méthode :

cov (vec (AA)) = Jarcov (vec (AT")) jjg:r‘ (6.60)

6.2.2.2 De la matrice d’observabilité a la matrice d’observation

Comme nous ’avons vu & la Section [3.2.1.2] et de par la forme de la matrice d’ob-
servation, la matrice d’observabilité correspond aux N, (nombre de capteurs) premiére
ligne de la matrice d’observabilité.

C=5cT (6.61)
avec
Sc = |In, [O]Nox(p—l)No]
Par différenciation, et vectorisation S¢ étant déterministe, on a :
vec (AC) = Jorvec (AT) (6.62)

avec

Jor = (In ® Sc) (6.63)

Finalement, par la delta méthode :

cov (vec (AC)) = Jereov (vec (ATY)) J(:‘QF (6.64)

6.2.2.3 De la matrice sous-espace aux matrices de transition d’état et d’ob-
servation

A partir de la formulation des matrices jacobiennes Jr 3, Jar et Jor, ainsi que
d’une estimation de la covariance de H, on peut directement estimer les covariances de
A et de C' grace a la matrice jacobienne entre le couple (A, C) et H.

(6.65)

Tnow — [jA,FjF,H]

JorIru

Par propagation, on a :

cov ([Zgg Eigg]) = Taccov (vee (AH)) Ty, (6.66)
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6.2.3 De la matrice de transition d’état a ses valeurs et vecteurs
propres

La formulation des matrices jacobiennes reliant une matrice & ses valeurs et vecteurs
propres est définie dans [RPDROS8bL [DLM13].

Soient A;, ¥; et g; respectivement la j¢ valeur propre, le j™¢

droite et le j™¢ vecteur propre & gauche de A, alors :

vecteur propre a

AT, = M\ (6.67)
gl A = NgJ! (6.68)
On peut écrire,
vec (A)j) = A)Nj = Jy; avec (AA) (6.69)
vec (AW;) = AV, = Jy, avec (AA) (6.70)
avec )
Ina = o (V] @ g5') (6.71)
9; \Zi
et
T Vg
j\pj’A = ()\jIn — A) \I/j Q| I, — R (672)
g; \I’j
Finalement, par la delta méthode :
cov (vec (ANj)) = T, acov (vec (AA)) j)\Tj’A (6.73)
et
cov (vec (AW;)) = Ju; acov (vec (AA)) jgij (6.74)

6.2.4 Des valeurs propres de la matrice de transition d’état aux fré-
quences et amortissements modaux

On rappelle que la matrice de transition d’état identifiée est celle du systéme dis-
crétisé (car le signal utilisé est un signal discret) avec une fréquence d’échantillonnage
fe. Les poles \; sont donc ceux du systeme discret identifié. L’Equation donne
I'expression des poles discrets A; en fonction des poles continus ;. A partir des poles

continus p;, I'Equation (3.199) et I'Equation (3.200) permettent respectivement d’ob-
tenir les fréquences modales f; et les amortissements modaux &;. On a ainsi :

vec (Afj) = Afj = Ty, avec (AA) (6.75)
vec (A¢j) = A& = J¢; avec (AA) (6.76)
avec
Jg Al _ ij,xj] P?J,\j,A]
[jijzj B [*753‘7)\1 SI;A 670
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ot Jy; A, Je; A € RIX"* et of1

1
T, ,\j] Je Y [ R, Sy ] [ RA; %)\j] 2x2
{Jsj,xj NP ] |0 o] LSk RuSug] (=S RN (678

100
2
|15

Remarque 42 Ici, on a considéré ['amortissement en pourcentage. C’est le terme

qui nous lindique. Pour [’avoir sans unite il faut remplacer ce terme par ]
j

Finalement, par la delta méthode :

o ([a]) - [Fp]eowem ]

6.2.5 Des vecteur propres de la matrice de transition d’état et de la
matrice d’observabilité aux déformées modales normalisées

On rappelle que les vecteurs propres a droite ¥; du systéme discrétisé sont identiques
a ceux du systéme continu (voir Définition (17| et Section . L’Equation
relie les formes modales ¢; a ses vecteurs propres ¥, et & la matrice d’observabilité.
Cependant, les formes modales sont définies & une base prés. En effet, on a vu que la
matrice d’observation a été définie & une base prés (voir Section . Il en va donc
de méme pour la matrice de transition d’état A. Ce qui par définition, implique que
la base de vecteurs propres est directement influencée par la base choisie pour définir
la matrice d’observation. On choisit de normaliser chaque vecteur par le déplacement
modal observé par le capteur k. On note ce déplacement par le scalaire @ék) (k™€ élément
du vecteur ¢; = CV;).
Pl = % (6.80)
©j
On a ainsi :

vec (AA)] (6.81)

vec (ASDJ) = ASOJ = jgp]-7AC |:V€C (AC)

ot Jp;,Aac € RN (740N ) srgcrit -
1
Tp;,AC = p <IN0 - [[O]Nox(kz—l) ®j [O]Nox(No—k)D [CTw; 4 VT ®Iy,] (6.82)
J

Finalement, par la delta méthode :

cov (vee (Ag;)) = T, accov <[ng Eiéﬂ) IT ac (6.83)
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Remarque 43 De maniére opérationnelle, pour faciliter la comparaison des déforma-
tions modales, on choisira souvent de normaliser les formes modales p; par leur plus
grand déplacement. Chaque vecteur ne sera donc pas toujours normalisé par le déplace-
ment modal observé par le méme capteur k. Autrement dit, chaque vecteur propre ¥;
sera exprimé dans une base différente, celle ot la déformée modale vaut 1 au capteur
observant la plus grande déformation lors de la réponse du 7€ mode de la structure.

6.3 Bilan du chapitre

Dans ce chapitre, nous avons détaillé les propagations d’incertitude associées aux
méthodes d’identification LSCF du probléme ARX linéarisé (voir Section et celles
associées aux différentes méthodes d’identification sous-espace (voir Section .

S’agissant des méthodes LSCF, nous avons soulevé deux problémes probables concer-
nant la chaine de propagation d’incertitude proposée par [DTGPV09, [DTGS09, DT09]
(Section et nous avons proposés deux solutions pour le second probléme (Section

E152)

Le chapitre suivant est dédié a ’estimation des variances des grandeurs de départ :
les matrices de transfert pour la méthode LSCF (Section|7.1)) et les matrices sous-espace
pour les méthodes sous-espaces (Section [7.2)).
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Chapitre

Points de départ des chaines de
propagation

On a vu que les méthodes d’identification nécessitent d’estimer la grandeur de départ
(C’hapitre. Ces estimations on une variance que l’on va propager & travers les chaines
de propagation (Chapitre @ Mais avant de les propager il faut estimer ces variances.
La chaine de propagation associée auzr méthodes LSCF référence-simple et références-
multiple nécessite de connaitre une estimation de la variance des matrices de transfert.
Celle associée aux méthodes d’identification sous-espace nécessite de connaitre une esti-
mation de la variance des matrices sous-espaces (et donc des fonctions de corrélations).

On a vu au chapitre || (Section , une méthode d’estimation des matrices de
transfert, estimation Hy. L’estimation de la variance de 'estimation Hy nécessite de
la différencier. Selon les hypothéses sur les données, nous verrons dans ce chapitre deuz
fagons d’estimer la variance des fonctions de transfert. La premiére est basée sur la
fonction de cohérence (Section E , la seconde utilise la propagation des variances
des densités spectrales (Section @ Concernant la variance des matrices de sous-
espace, on les estimera par propagation des variances des fonctions de corrélation qui
les composent. Chacune des matrices sous-espaces ayant une formulation différente, on
aura autant de matrice a différencier que de méthodes considérées (Section . Deuz
de ces méthodes sont de type Output-Only. La différenciation de la premiére méthode,
appelée Output-Only Covariance-driven (Section , est décrite dans [RPDROSD,
\DM13, [IDLM13]. Les différenciations des quatre autres matrices sous-espace (dont une
est associée o une méthode de type Output-Only et trois sont associées a des méthodes
de type Input/QOutput) correspondent & un apport de cette thése (Section .
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[7.2.1  Etat de l'art : Difiérenciation de [a méthode Ouitput-Only Covariancet

| T 1) 168
[7.2.2  Proposition : Différenciation de 4 méthodes sous-espace| . . . 169
[7.3 Bilan du chapitre] . . . . . v v v v v v v et et et e e 173

7.1 Covariance des matrices de transfert

7.1.1 Etat de l’art : Calcul a partir des cohérences

L’estimation Hi(k) € CNoXNi des fonctions de transfert est donnée par la relation

(Equation ([4.16))
Hi (k) = Syy(k)Syy(k)~!

Avec Sy, et Sy, les densités de puissance estimées par périodogrammes moyennés (voir

Section 4.4.2)). Plus particuliérement (Equation (4.15)
1 &
Syu(k) = - PR AGLAGK
b=1

En faisant ’hypothése que les transformées de Fourier des signaux d’excitation sont
calculées de maniére exacte et qu’elles ne sont pas soumises aux perturbations sur les
données, on peut considérer que AUy(k) =0 Vk € [1, Nc| et montrer que la variance
d’une fonction de transfert du couple observation/excitation (o,7) est une fonction de
la cohérence entre l’excitation i et I'observation o. Cette méthode est utilisée dans

Remarque 44 Pour simplifier les écritures, on notera l’estimation Hy de la matrice
de transfert : H

Par différentiation de H , on obtient :
~ 1 (& B
AH(k) = (Z An(k)Ubw)H) Sot
b=1

Puis par vectorisation, il vient :

N 1 X B i
vee (AH(K)) = =3 [Suu (k) T U(R)* © L, ] AYi(k)
b=1
La covariance des termes de H s’écrit donc :

Shm =E [Vec (Aﬁ(k)) vec (Aﬁ(@)H}

— % Z Z (Suu (k)T Us, (k)* ® In,) B [AYs, (k) AYs, (K)7] (Up, (k)T Syv (k)™ ® In,)
b p=1by=1
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Or, on a vu a la Section [£.4.2] que les données mesurées sur les ny blocs sont considé-
rées comme étant ny réalisations de processus aléatoires indépendants et identiquement
distribués. L’indépendance entre les blocs implique que :

cova@l(k),ng(k))=E[Am<k>An2<k>H]={ S G (A

EYb(k) si bl = b2

D’ou, en utilisant la propriété de distribution du produit de Kronecker (voir Propriété
en Annexe :

b

(SUU(k)fTUb(k)* ® INO) ZYb(k) (Ub(k)TSUU(k)f* ® INO)

3

Eﬁ(k)

o>
ST
—-

(SUU(k)fTUb(k)* & INO) (1 & EYb(k)) (Ub(k)TSUU(k‘)i* ® INO)

o
S
—_

(Suv (k)" U (k) Uy (k)" Sy (k)™ @ Sy, 1))

3 3 S
SO O RO Ea

S8
Il
—

La propriété de distribution identique des processus aléatoires sur les n; bloc (i.i.d.)
donne :

2y (k) = 2y (k)
D’ou :

ny

> (Sov (k) TUk)* Us(k) " Suu (k)™ @ Sy (i)
=1

Eﬁ(k) =

2~

Puis, par associativité du produit de Kronecker (voir Propriété [84] en Annexe :

1 e * -
0 = 2 <SUU(k) T;Ub(k) Uy (k)" Syu (k) ®2y<k>>

ny
Z Ub<k')*Ub(k)T = anUUkT
b=1
on peut écrire
1 —x
Zaw = 5, (Srv(k) 7@ Zyw)

de plus, si on fait I’hypothése que les N; entrées sont décorrélées, la matrice de densité
spectrale de puissance Syy (k) est diagonale & valeurs réelles pour tout k. D’ou :
1

() =y (Svv(k)™" @ By )

by

)
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En utilisant les matrices de permutation Py, n, (voir Propriété et Propriété en
Annexe :
1 _
a0y = PN (By @ Suu(h) ™) P, (7.2)

La grandeur AYj(k) est la perturbation sur la sortie Y3(k), on peut 'obtenir par diffé-
renciation de cette sortie, mais on peut aussi I’écrire comme étant :

AYy(k) = H(k)Up(k) — Yy (k)
Alors, avec Syy (k) = E [Yy(k)Ya(k)] et Syu (k) = Spy (k) = E [Up(k)Ys(k)], on a :
Sy x) = E [AYy(k) AY; (k)]
= | (FWUW - 1) (FBUE - 1)

= Syy (k) — H(k)Suy (k)

[ Sy (k) - Swvy, (k) [ Hi(k)
= : . : - : [Suv, (k) Svyy, (k) (k)]

_SYNOY1(k) SYNOYNO(k)_ _ﬁNo(k)
[ Svivi(k) .. Svivy, ()] [Hn,(B)Suv, (k) ... Hy,(k)Suvy, (k)
_SyNo}l(k) N SYNOX;NO(]?)_ _ﬁNo(k)éUyl(k) ﬁNo(k)éUyNo(k)

(k) = [Hpi (k) ... ﬁo,Ni(k)]
et
Sty (k)
Suyy, (k) = :
SUNZ-Yo(k)

Si on fait I’hypothese que les N, sorties sont décorrélées entre elles, e.g. si les mesures ne

sont pas effectuées simultanément, alors la matrice de covariance Xy (1) est diagonale :
EYI (k) --- 0

Yym = : - :

0 ceo Xy ()

avec

)

2y, k) = Svov, (k) — Ho(k)Suv, (k)
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Ceci permet de réécrire ’Equation [7.2] :

Sag = P ([0 @Sl PR
0 . Sy
1

avec
(1 — m’y%(k)) SY1Y1 (k)SUU(k})_l e 0
T z - z
0 A (1 — m’y%va(k)) SYNOYNO (]C)SUU(k)fl
et my2(k) = %U(Ylg)(k) la fonction de cohérence a entrées multiples [HS06, Ver02)

Cau04] qui décrit la quantité d’énergie de corrélation de la sortie o avec les N; entrées.

7.1.2 Proposition : Calcul par propagation

La technique proposée ici est de propager les variances des densités spectrales esti-
mées a Uestimation Hj. Il s’agit de différencier la relation (4.16)) sans scinder la matrice
de densité spectrale entre l'entrée Y et la sortie U comme nous ’avons fait a la Section

11l

AH, (k) = ASyy(k)Syy (k)™ — Syu(k)Syu (k) L ASyy (k) Syy (k)™

vee (AH(K)) = Jiy s00) [322 Eiﬁ’&igiiﬂ

avec

T,sk) [T syom) T su0m)
Ty, Syu k) = In:

I sowr) = Svv (k)" @ Syu(k)Suu (k)™
D’ou, au final,

cov (Syu (k) cov (Syv (k), Suu (k))

_ H
cov () =i s®) |cov (Syu (k). Syu (k) cov(Suu(k)) | TSt



168 Chapitre 7

avec les covariances estimées par ’estimateur de variance empirique non biaisé :

@ (Syu (k) = —— > (s 00— sve) (506 - svulh)”

v (Syu (k). Spu (k) = nbl : 5> (52, 0) — Syuh)) (S8 — S (k)
b—

G (Suu (k) = 7 > (5 — Svu®)) (S8 0) — Svu k)

G (Svu(h), Sru () = —— 3 (S0 — Spw ) (S0 - Syu®) "
(L

7.2 Covariance des matrices sous-espaces

Dans cette section, les matrices de sous-espace H sont différenciées et vectorisées
dans le but d’estimer leur covariance. Les matrices de sous-espace considérées sont les
matrices Covariance-driven présentées au Chapitre [3]

Dans le but de simplifier les équations, nous introduisons les notations suivantes :

d f T d f
€ y+y+ RPNOXPNO’ € y+y eRpNquNo

def def T
Rs 1! Yy Yy~ ERqNanNo, R4 e y+u+ e RPNoxpN;

R5 dﬁf y Z/{ e RqNoXpNi7 R def y+u c RpNquNi

. T . ]
R7 dify ul eRqNOXqu R defu u+ ERPNZXPNZ

def T ) ) def ) )
Ro C UyUt" e RIVPNi - Ry €y e RINixaN:

7.2.1 Etat del’art : Différenciation de la méthode Output-Only Covariance-
driven
7.2.1.1 Output-Only

Covariance-driven

La matrice sous-espace associée a la méthode Output-Only Covariance-driven (voir

Section |3.2.3.1]) est :

HOOCOU - y+y7T
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Cette matrice dépend uniquement de la matrice de corrélation Rs. Sa différenciation
donne :

AIHOOcov = ARQ (73)
La vectorisation de ([7.3)) donne :

vec(AHo0con) = vec(ARz2)

Finalement, les covariances des éléments de la matrice Hoocor Sont données par :
EHOO(;O’U déf COU(HOOCOU) =F [U@C(ARQ)U@C(ARZ)T] = COU(RQ) déf ER2

7.2.2 Proposition : Différenciation de 4 méthodes sous-espace
7.2.2.1 Output-Only

Squared Data-driven

La matrice sous-espace associée a la méthode Output-Only Squared Orthogonal pro-

jection Data-driven (voir Section [3.2.3.4)) est :
T
HOOsqort = y+77y*y+
-1
=y () vt
=RoR3 "RE
Cette matrice dépend des matrices de corrélations Ry et Rs. Sa différenciation donne :
AHoosqort = ARaR3 'REY — RaRFIAR R 'REY + RoRARY (7.4)
La vectorisation de ([7.4) donne :

AR
vec (AHoOsqort) = JH,R {vec( 2)]

vec (AR3)
avec,
_ | 71 2
Tur =T Tik]
j;il}% = (RQRg_T & IpNO> + (IpNo ® 7—\),27?,3_1) PpNo,gNo

T = — (RQRgT ® RQRgl)

N (1) PNo.pNoXpNo.qN, (2) PNo.pNoXqNo.qN,
ou jH,R eR et jH,R eR .

Finalement, les covariances des éléments de la matrice Hoosqort Sont données par :

def
EHOOS%M =< COU(HOOsqort) =F |:'U€C (AHOOsqort) vec (AHOOsqort)T
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7.2.2.2 Input/Output

Covariance-driven

La matrice sous-espace associée a la méthode Input/Output Covariance-driven (voir

Section est :
Horeo = Ym0V
=y v () Ty "
=Ry — R4Rg'RY

Cette matrice dépend des matrices de corrélations R, R4, Rs et Rg. Sa différenciation
donne :

AHoreoo = A(R2) — A(R)R'REY + RaRg'ARs) R 'REY — RaRGIAREY)  (7.5)
La vectorisation de ([7.5) donne :

UGC(AHOlcov) = j?—L,R

avec,

1 2 3
Tnr = Jfﬁg jé[%z Jé{%z «7%33

jq% = IpN,.qN,

Tk = —(RsR5T @ Ly,)

Tik = (RsRsT @ RaRS")

Tyir = —Ugn, @ RaRg PN, pn,

N 1 2 ) ] )
ol \77&%% c RpNo-qNoXpNo-qNo’ 77({,32 c RpNo-qNoXpNo-pNz’ j?(f:;a € RPNo-gNoxpNi-pN; o
4) No.qNoxqNoy.pN;
j( ERP 0-qNoXqNo-pINi
H,R

Finalement, les covariances des éléments de la matrice Horeop sont données par :
def T
EHOICOU = COU(HOICOU) =F |:'U€C (AHOICOU) vec (AHOlcov) ]

Squared Orthogonal projection Data-driven

La matrice sous-espace associée a la méthode Input/Output Squared Orthogonal pro-

jection Data-driven (voir Section [3.2.3.4) est :
T
HOIsqort = y+7Tu1+L y+
-1
=y -yt (ufur") u vt
=Ri1— R4Rg'RY
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Cette matrice dépend des matrices de corrélations Ry, R4 et Rg. Sa différenciation
donne :

AHorsgort = A(R1) — A(R)R 'R + RaRg 'A(Rs)Rg 'R — RaRg'A(RY) (7.6)
La vectorisation de ([7.6)) donne :

vec(AR1)
UGC(AHOISqort) = ‘.77—[,72 U€C(AR4)
vec(ARg)

avec,

N (1) PNo.pNoXpNo.pNo (2) PNo.pNoXpN;.pN; (3) PNo.pNo XpN;.pN;
ou Jy g € R , jH,R e R et jH,R e R .

Finalement, les covariances des éléments de la matrice Horsqort Sont données par :
def T
EHOIsqort = COU(HOIsqort) = E |vec (AHOIsqort) vec (AHOIsqort)

Squared Oblique projection Data-driven

La matrice sous-espace associée a la méthode Input/Output Squared Oblique projec-

tion Data-driven (voir Section [3.2.3.4) est :

—1 —-10T
Horsgort = 105 1030510
avec,

_r _ —
M =Y'r W =[Re—RaRg'Ri R — RuRy'RE]

1

_ _ Rio RY RoRg'REY RoRg'RE

0, — T _ 7| _ g8 v9 8 It5
2 =Wim e W [R7 R3] [R5Rg1R9T RsRg ' RE
e Rio RT]
Q=W W = 7
’ [m Rs
oil Qg € RPNoxaWNotNi) (), ¢ RIWNo+Ni)xa(NotNi) of (g € RIWotNi)xa(No+Ni)

Cette matrice dépend des matrices de corrélations Rs, R4, Rs5, Rg, R7, Rs, Ro et
Rio. Par différenciation, puis vectorisation, on obtient :
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[ ’UGC([ARG ARQ]) 1
vec (ARy)
vec (ARg)

vec(AHorsqonl) = TR vee [ AR ;
AR5

vee [ [AR0 ART
I AR; ARs|) ]

avec,

Tun =Tk T Tk Tk oK)
jﬁ% =Tn0 «75%11)7%

j;?%g = Tn.m js(z?)n

.74,(‘3%3 = Tnm jg(g?;)n + T, jf(zz)n

J;.S%g = Tn.m jg(z?,n + j%ﬂzjsg?ﬁ

jﬁ% = J1.9, «75%)73 + \7?{,93«7((2?,72

ou

T = (095505 @ Ln,)) + (v, ® 2195 '93051)) Pyn, (Notv)
Tuon = — (U050 0 U0Y)) — (W0 © ;120 1))
T, = (1 0 00"

1
jK(h),R = IpNo~q(No+Ni)
2 R _
‘75%1),73 - ([Rg] RS 4 ® ]pNo)

(3) Ro -T _1>
= Re™ ® R4R
\791,72 < [R 5] 8 4/%g

4 _
jf(h),R == (I(I(N0+Ni) ® R4Ryg 1) Pq(NoJrNi),pNi

1
jg(zg),R = Iq(No+N,-).q(No+Ni)
(2) _ Rg -T Rg 1
TR =~ ([RJ Rs™ @ Iq(No"l‘Ni)) - (Iq(No-i-Ni) ® {RJ Rg ) Py(Not-N;) ,pN;i
3) _ Ry -T Ro 1
it = (e 7o [ =)
1)
‘75(23,7% = Iq(NO+Ni)-Q(No+Ni)
Finalement, les covariances des ¢léments de la matrice Horsqop Sont données par :

def
EHOISqobl = Cov(Horsqob) = E {vec (AHors90b1) VEC (AHO]SqObl)T]
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7.3 Bilan du chapitre

Dans ce chapitre, nous avons détaillé deux méthodes d’estimations de la variance de
la matrice de transfert (Section [7.1)). La premiére est celle proposée par [Cau04, [DT09]
(Section . Elle est basée sur I’hypothese que les spectres des signaux d’entrées sont
estimés de fagon exacte (pas de variance) et que les signaux de sorties sont décorrélés.
La seconde méthode proposée est basée sur la propagation des variances des densités
spectrales de puissance (Section . Elle ne nécessite pas de faire les hypothéses
requises pour la premiére méthode. En effet, méme si les entrées sont connues, elles
ne sont pas pour autant forcement déterministes (si on applique un bruit blanc par
exemple). La premiére hypothése n’est donc pas toujours valide. La seconde hypotheése
n’est vraie que si les signaux ne sont pas mesurées simultanément (e.g. mesure LDV,
Laser Doppler Vibrometer ou avec un unique capteur que l’on déplace au cour de ’essai).
Cependant, dans le cas considéré dans le contexte de cette thése, les signaux de sorties
sont mesurées simultanément par des accéléromeétres (Section . Ils ne sont donc
pas forcement décorrélés. Dans ce cas, la seconde hypothése n’est plus valide. Ces deux
raisons nous ont poussé & faire une proposition ne nécessitant pas de faire ces deux
hypothéses.

Concernant les méthodes sous-espaces, nous avons détaillé la différenciation de
cinq matrices sous-espace (Section . Exceptée la premiére méthode (Output-Only
Covariance-driven, Section , elles constituent toutes un apport de cette thése

(Section [7.2.2

Dans la partie suivante, nous verrons la stratégie de validation des méthodes (Cha-
pitre , la validation des méthodes (Chapitre E[) et Papplication & des données réelles

(Chapitre
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Crepive S
Chapitre

Stratégie de validation

Pour valider une méthode, il est nécessaire de metire en place une stratégie de
validation. Lorsque cette stratégie est définie, on applique des systémes simulés ayant
une complexité croissante. Ceci permet de valider le code et sa robustesse a différents
éléments (e.g. le bruit). Lorsque le code est validé, on peut le tester sur des données
réelles.

Nous rappellerons le benchmark des méthodes que l’on cherche a valider (Section
m). Nous présenterons ensuite le benchmark des simulations et des différents cas qui
serviront a valider les méthodes d’identification avec estimation d’incertitude (Section
. Pour valider, il est nécessaire de définir les critéres de validation (Section .
Nous utiliserons deuzx critéres (Section et Sectionm . Enfin, nous détaillerons

comment seront présentés et analysés les résultats (Section |8.4|).
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8.1 Benchmark des méthodes d’identification

Les validations portent sur les cinq méthodes d’identification sous-espaces avec es-
timation d’incertitudes présentées aux Sections [3.2.3.1] [3.2.3.2] et [3.2.3.4] (pour l'identi-
fication) et & la Section (pour lestimation d’incertitudes) :

— Sans utilisation des signaux d’excitations

— OO,y : Output-Only Covariance-driven

— OOgqort = Output-Only Squared Orthogonal Projection Data-driven
— Avec utilisation des signaux d’excitations

— Oleoy : Input/Output Covariance-driven

— Olsgort = Input/Output Squared Orthogonal Projection Data-driven

— Olsgop = Input/Output Squared Oblique Projection Data-driven

8.2 Benchmark des simulations

Dans le but de valider les cinqg méthodes d’identification sous-espaces avec estimation
d’incertitude proposées a la Section [3.2.3] des données ont été générées a partir de
simulations d’essais de de vibration sur deux type de modéle éléments finis : une poutre
et un avion de combat. Deux catégories de simulations sont effectuées sur le modéle
poutre. La premiére catégorie correspond & la poutre excitée uniquement par des entrées
connues. La seconde correspond & la poutre excitée & la fois par des entrées connues et
inconnues. Les simulations avec entrées connues et inconnues permettent de valider les
méthodes d’identification Input/Output. Trois catégories de simulations sont effectuées
a partir du modéle avion. La premiére correspond & 'avion au sol, i.e. sans présence
de champ aérodynamique. La seconde correspond & un point de vol proche du point de
flottement. La troisiéme catégorie correspond & la seconde catégorie avec un ajout de
turbulences.

De plus, pour valider la robustesse des méthodes face au bruit de capteurs, un
bruit blanc centré gaussien est additionné aux signaux observées aux points de suivi
(représentant les capteurs). Pour chaque capteur, le bruit appliqué a un écart type de
5% de écart type du signal observée au capteur considéré.

Finalement, on considérera

— deux cas poutre (avec et sans entrée inconnue) avec et sans bruit de capteur

— trois cas avion (au sol, en vol et en vol avec turbulences) avec et sans bruit de

capteur
Les cas de simulations sont synthétisés dans le Tableau [:1}

Pour chaque cas, les données sont obtenues par une simulation temporelle dont
la résolution est estimée par un schéma numérique de type Newmark. La durée de
simulation est de T' = 128s et ’échantillonnage est de F, = 2048hz. Empiriquement,
cette haute fréquence d’échantillonnage a été nécessaire pour obtenir la convergence du
schéma numérique pour une fréquence d’analyse maximale d’environ Fj,,, = 40hz.

On estimera les densités spectrales de puissance, les fonctions de transfert et les
fonctions de corrélation a partir des méthodes décrites a la Section [4]
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Sans bruit sur | Avec bruit sur
les capteurs les capteurs
Poutre sans entrée inconnue Cas1 Case 2
Poutre avec entrée inconnue Cas 3 Case 4
’ Avion au sol H Cas1 ‘ Cas 2
Avion en vol Cas 1 Cas 2
Avion en vol avec turbulence Cas 3 Cas 4

TABLE 8.1 — Cas de simulation

Pour l'estimation des DSP par périodogrammes moyennés on divisera les N, =
262.144 échantillons de chaque signaux en N, = 10 blocs de données consécutifs. Les
densités spectrales de puissance seront estimées sur la bande de fréquence allant de
Frin = 0hz & Fihap = 40hz. Ceci implique donc que chaque fonction de corrélation
sera estimée & partir de Ny = 10 blocs de 512 échantillons. Les fonctions de corréla-
tions sont ensuite obtenues par transformation de Fourier discréte inverse des densités
spectrales de puissance. Ces corrélations seront utilisées pour construire les matrices
sous-espaces associées aux cinq méthodes a valider comme décrit a la Section [3.2.3] pour
I'identification et & la Section pour ’estimation des incertitudes.

8.2.1 La poutre

La poutre est un modéle simple qui permet d’effectuer une premiére série de va-
lidations. Le modéle élément fini utilisé est un modéle de poutre encastrée-libre. Sa
base modale a été tronquée a ses deux premiers modes. La troncation a pour objectif
d’avoir une faible densité modale et de faciliter I’analyse des résultats. Les deux modes
conserveés sont :

— Mode 1 : f; = 2.955hz

— Mode 2 : fo =9.836hz
On rappelle que, contrairement & la fréquence modale, le taux d’amortissement des
modes est une donnée qui ne provient pas du modeéle éléments finis. Il est nécessaire de
le fixer pour compléter la modélisation modale. On choisit de fixer ce taux a 159 ,,. Ce
taux est représentatif des amortissement couramment observés a ces fréquences.

L’excitation que ’on considérera connue est simulée par un effort dynamique imposé
a Pextrémité libre de la poutre encastrée-libre. Celle qui sera considérée inconnue (dans
les cas poutre avec entrée inconnue) est simulée par une vibration placée au milieu de
la poutre. L’excitation connue et I’excitation inconnue sont des bruits blancs centrés.

Les observations sont faites en 9 points de suivi placés le long de la poutre et cor-
respondent a des noeuds du modéle éléments finis équidistants.

Les estimations des fonctions de transfert avec les parameétres décrits sont présentées
dans la Figure B.I] pour les cas :

— sans entrée inconnue et sans bruit sur les capteurs : Figure @

— sans entrée inconnue et avec bruit sur les capteurs : Figure m
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— avec entrée inconnue et sans bruit sur les capteurs : Figure 81(:)|
— avec entrée inconnue et avec bruit sur les capteurs : Figure 8.1@: )|

Module des fonctions de transfert
Module des fonctions de transfert

102l I . . . . . . . 102 I . . 1 1 . . .
14 16 18 20 2 4 6 14 16 18 20

10 12 10 12
Fréquence (Hz) Fréquence (Hz)

(a) Sans entrée inconnue - Sans bruit sur (b) Sans entrée inconnue - Avec bruit sur
les capteurs les capteurs

Module des fonctions de transfert
Module des fonctions de transfert

1 . 1 1
10 12 14 16 18 20 2 a 6 8 10 12 14 16 18 20
Fréquence (Hz) Fréquence (Hz)

107l I . . . . . . . 107l . . . .

(c) Avec entrée inconnue - Sans bruit sur (d) Avec entrée inconnue - Avec bruit sur
les capteurs les capteurs

FIGURE 8.1 — Fonctions de transfert du systéme poutre

On constate que le bruit sur les capteurs n’a quasiment pas d’influence sur 'aspect des
fonctions de transfert. Ceci est cohérent avec I'utilisation de la méthode d’estimation des
fonctions de transfert. D’apreés la loi des grands nombres (voir Théoréme [72/en Annexe
, ’utilisation de périodogrammes moyennés pour l'estimation des densités spectrales
a pour effet de faire converger chaque composante du signal vers son espérance lorsque le
nombre de bloc augmente. Le bruit ajouté sur chaque capteur est un bruit blanc centré,
i.e. de moyenne nulle. Ainsi 'influence du bruit converge vers 0 lorsque le nombre de
bloc augmente.

Concernant l'influence de I’entrée inconnu, on voit que, malgré 1'utilisation de pé-
riodogrammes moyennés, elle n’est pas négligeable.

Bilan : Lorsque le systéme est soumis & une entrée inconnue, 'utilisation de pé-
riodogrammes moyennés pour 'estimation des fonctions de transfert de type Hy (voir
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Section ne permet pas d’obtenir des courbes “lisses”. Les fonctions de transfert
ainsi estimées sont bruitées. Ce bruit sera répercutée sur la chaine de calcul de la mé-
thode d’identification modale utilisée. Il faudra que cette méthode d’identification soit
capable de réduire I'influence de cette entrée inconnue pour pouvoir fournir une bonne
estimation des parameétres modaux.

Lorsque le systéme est soumis & du bruit sur les mesures, 'utilisation de périodo-
grammes moyennés pour l’estimation des fonctions de transfert de type Hy (voir Section
permet réduire significativement 1’influence de ce bruit et d’obtenir des courbes “lis-
ses”. Les fonctions de transfert ainsi estimées sont trés peu bruitées et le bruit ne sera que
trés peu répercuté sur la chaine d’identification modale. L’estimation des paramétres
modaux ne sera donc que trés peu dégradée par un bruit de mesure (& condition que le
nombre de périodogrammes, i.e. de blocs temporels, soit suffisant).

8.2.2 L’avion

Le passage a un modéle avion permet de valider les méthodes sur un modéle plus
complexe que le modéle poutre. On notera cinq motivations principales & cette com-
plexification du modéle :

— On augmente la densité modale.

— On pourra mettre en évidence les problémes de localisations des excitations. Par
exemple, il pourra étre difficile d’identifier un mode d’emport ventral avec une
excitation par les gouvernes.

— On applique les méthodes & des cas réalistes de dimension industrielle.

— On peut appliquer des modéles de champ aérodynamique au modéle.

— On pourra justifier I’application des méthodes & des données réelles.

Le modéle utilisé est un modéle élément fini d’'un avion de combat. Comme pour la
poutre, on a fixé le taux d’amortissement des modes a 159/,,. Ce taux est appliqué sur
les modes de 'avion au sol.

L’excitation du systéme est réalisée en imposant un déplacement aux gouvernes de
Pavion (condition d’essais en vol réel). On applique un bruit blanc centré identique aux
gouvernes gauches et droites. On obtient ainsi une excitation dite “symétrique”. Une
excitation symétrique est optimale pour identifier les modes symétriques (i.e. ayant une
déformation symétrique par rapport au plan de symétrie de ’avion). A contrario, il sera
plus difficile d’identifier les modes anti-symétriques avec ce type d’excitation.

La réponse du systéme est observée en 46 points de suivi placés en certains noeuds
du modéle élément fini de ’avion. La position de ces noeuds correspondent & la position
des capteurs utilisés lors d’essai réels. Par abus de langage, ces points de suivi pourront
étre appelés capteurs.

Pour simuler le comportement de 'avion en vol, on couple le modéle éléments finis &
un modéle aérodynamique. Ce modéle est un modéle singularités quasi-steady. Le calcul
est effectué a une iso-altitude de 10.000 ft. Pour des raisons de confidentialité, la vitesse
considérée n’est pas indiquée et les fréquences sont normalisées par la borne maximale
de la bande de fréquences étudiée. Les figures [8.2(a)| et [8.2(b)| représentent 1’évolution
des fréquences modales et des taux d’amortissement modaux lorsque la vitesse de I’avion
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Amortissement (/..)
/

Vitesse Vitesse

(a) Fréquences modales (b) Taux d’amortissement modaux

FIGURE 8.2 — Courbes de flottement

augmente. Ces courbes sont des courbes de flottement. Elles sont appelées ainsi car elles
peuvent permettre de mettre en évidence un ou plusieurs points de flottement, i.e. un
point de vol ou 'un des modes & un taux d’amortissement qui s’annule (Figure .
On parle de mode de flottement. Le point de vol utilisé pour le cas avion en vol est
représenté par la ligne pointillée noire.

Remarque 45 Sur les figures|8.2(a)| et|8.2(b), les valeurs a l'origine correspondent aux
valeurs des modes de 'avion au sol.

8.2.2.1 Au sol

L’estimation des fonctions de transfert, avec les parameétres décrits dans l'introduc-
tion de la Section [8.2] sont présentés dans la Figure 83| pour les cas :

— sans entrée inconnue et sans bruit sur les capteur : Figure |8.3(a)

— sans entrée inconnue et avec bruit sur les capteur : Figure [8.3(b)
Excepté pour certains capteurs, on constate que le bruit sur les capteurs n’a quasiment
pas d’influence sur ’aspect des fonctions de transfert. Le nombre de bloc est suffisant
pour faire converger la moyenne du bruit vers son espérance, i.e. vers 0 car le bruit est

centré.
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Module des foncti

g
5
E
2
3
3
H

107 L L L L L L L 107 L L L L L L L
03 0.4 05 06 07 08 09 1 03 0.4 05 06 07 08 09 1

Fréquence normalisée Fréquence normalisée

(a) Sans entrée inconnue - Sans bruit sur (b) Sans entrée inconnue - Avec bruit sur
les capteurs les capteurs

F1GURE 8.3 — Fonctions de transfert du systéme avion au sol

8.2.2.2 En vol

Les turbulences sont simulées par un effet d’incidence. L’effet d’incidence est un
mouvement de tangage rigide de I'avion. Associées au champ aérodynamique, les effets
d’incidence de l'appareil produisent des efforts aérodynamiques. Le mouvement d’in-
cidence simulé est un bruit blanc gaussien centré. L’effort ainsi généré est un bruit
coloré gaussien car la fonction de transfert entre le mouvement d’incidence et ’effort
aérodynamique induit n’est pas constante.

L’estimation des fonctions de transfert avec les parameétres décrits sont présentés
dans la Figure [B:4] pour les cas :

— sans entrée inconnue et sans bruit sur les capteur : Figure [8.4(a)

— sans entrée inconnue et avec bruit sur les capteur : Figure |8.4(b)
avec turbulence et sans bruit sur les capteur : Figure [8.4(c)|

— avec turbulence et avec bruit sur les capteur : Figure @
L’influence du bruit de mesure sur les capteurs est réduit grace a 'utilisation de pério-
dogrammes moyennées pour estimer les densités spectrales de puissance.

En ce qui concerne 'influence des turbulences, on voit sur la Figure et sur la
Figureque les courbes sont relativement “lisses”. Cependant, les efforts générés par
ces turbulances sont des bruits colorés, i.e. les fréquences ne sont pas toutes perturbées
de maniére similaire. Les méthodes d’identification devront étre robustes a ce type de
bruit.
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Module des fonctions de transfert
Module des fonctions de transfert

03 04 05 06 07 08 09 1 03 04 05 06 07 08 0.9 1
Fréquence normalisée Fréquence normalisée

(a) Sans entrée inconnue - Sans bruit sur (b) Sans entrée inconnue - Avec bruit sur
les capteurs les capteurs

Module des fonctions de transfert
Module des fonctions de transfert

03 04 05 0.6 07 08 0.9 1 03 04 05 06 07 08 09 1
Fréquence normalisée Fréquence normalisée

(¢) Avec turbulence - Sans bruit sur les (d) Avec turbulence - Avec bruit sur les
capteurs capteurs

FiGURE 8.4 — Fonctions de transfert du systéme avion en vol

8.2.2.3 Fréquences et taux d’amortissement du modéle avion

Les valeurs des fréquences et des amortissements des systémes avion au sol et avion
en vol sont données dans le Tableau [8.2] L’avion a une forme symétrique. Ses modes ont
par conséquent des formes modales soit symétriques soit anti-symétriques par rapport a
son plan de symeétrie. Le type de forme (symétrique ou anti-symétrique) est aussi indiqué
dans le Tableau Cette information permettra d’expliquer pourquoi certains modes
sont plus difficiles que d’autre & identifier lors des validations (Section E[) En effet,
I’excitation considérée est symétrique. Les modes ayant une déformée anti-symétrique
sont par conséquent plus difficile & identifier. De méme, ’excitation étant placée sur la
voilure, les modes d’emport peuvent étre difficilement identifiable.

Avec

— f; la fréquence modale normalisée du mode numéro j

— & le taux d’amortissement modal du mode numéro j
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Modes avion au sol Modes avion en vol
J f](%) fj (O/OO) ¢j J f](%) gj (o/oo) ¢j
1 | 2819 | 15.0 S 1 |28.06 | 16.4 S
2 |35.04 | 15.0 S 2 | 35.00 | 15.5 S
3 | 3713 | 15.0 A 3 | 37.24 | 26.1 A
4 | 38.21 | 15.0 S 4 | 38.82 | 34.6 S
5 14242 | 15.0 S 5 | 41.88 | 164 S
6 | 43.39 | 15.0 A 6 | 43.29 | 15.8 A
7 |53.68 | 15.0 S 7 |53.59 | 16.1 S
8 | 56.55 | 15.0 S 8 | 56.47 | 15.7 A
9 | 57.89 | 15.0 A 9 | 58.06 | 20.5 A
10 | 60.11 | 15.0 S 10 | 60.00 | 15.1 S
11 | 61.34 | 15.0 A 11 | 61.18 | 15.1 A
12 | 63.11 | 15.0 S 12 | 62.94 | 15.2 S
13 ] 63.95 | 15.0 S 13 | 64.12 | 16.2 S
14 | 67.95 | 15.0 S 14 | 67.65 | 19.6 S
15 1 69.95 | 15.0 A 15 | 69.41 | 18.7 A
16 | 74.38 | 15.0 A 16 | 74.71 | 16.1 A
17 | 81.43 | 15.0 S 17 | 81.18 | 17.5 S
18 | 83.11 | 15.0 A 18 | 82.94 | 16.2 A
19 | 86.52 | 15.0 A 19 | 86.47 | 15.2 A
20 | 90.07 | 15.0 S 20 | 89.99 | 15.0 S
21 | 97.65 | 15.0 S 21 | 97.65 | 18.0 S

TABLE 8.2 — Informations sur les modes avion (au sol et en vol)

— ¢; la forme modale du mode numéro j. Ici, on indique si la forme est :

— Symétrique : S

— Anti-symétrique : A

185
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8.3 Critéres de validation

8.3.1 Principe de Monte Carlo

Le principe de Monte Carlo est basé sur la répétition d’une expérience. Considé-
rons un systéme LTT & 1 degré de liberté (sans bruit). Ce systéme est excité avec une
entrée stochastique. A l'aide d’'une méthode d’identification, on pourra identifier les
paramétres modaux du mode de ce systéme (fréquence, amortissement, forme). Si on
répeéte 'expérience avec une autre réalisation de la méme entrée stochastique (i.e. ti-
rage différent mais méme propriétés stochastiques), alors l'identification sera différente.
Faire un Monte Carlo consiste ici & procéder a plusieurs identifications et & estimer,
statistiquement, les propriétés stochastiques des parameétres modaux. Dans le cas ou
I’excitation stochastique est gaussienne, les paramétres modaux identifiés seront eux
aussi, par linéarité du systéme, des variables aléatoires gaussiennes. Pour évaluer statis-
tiquement leurs propriétés stochastiques (espérance et variance), on évaluera la moyenne
empirique et la variance empirique (voir Section en Annexe de ces parameétres
modaux a partir de Ny expériences. Cette méthode n’est évidemment pas réalisable de
maniére opérationnelle car, pour une question évidente de cotit et de délai, on n’effectue
en général qu’un seul essai. Elle ne sera utilisée, dans le cas d’un systéme aussi complexe
qu’un avion, que pour la validation des méthodes, a I’aide de simulations informatiques.

Ici, aprés une étude de convergence, on a fixé le nombre d’expériences & Ny = 200.
On rappelle que pour palier la méconnaissance de I'ordre du systéme, les identifications
modales sont effectuées a plusieurs ordres différents (Diagramme de stabilité : voir
Section . Pour chaque ordre considéré, une identification modale avec estimation
d’incertitude fournit un jeu d’estimations de parameétres modaux ( fs, & et gZA)S) ainsi
qu’une estimation de leur écart type (6., d¢, et 64,). Pour chacun des ordres, a partir
des N5 = 200 jeux de parameétres, on effectue une validation Monte-Carlo.

Remarque 46 Dans le cadre de cette thése, l’estimation des incertitudes concernant
les déformées modales a été codée mais pas validée.

8.3.1.1 Appariement des modes

La validation Monte Carlo implique de moyenner, pour chacun des ordres, les valeurs
des paramétres modaux (fréquences et taux d’amortissement) obtenues, pour chaque
mode, lors des 200 identifications. Il est donc nécessaire, pour chacun des ordres, d’ap-
parier les 200 identifications d’un méme mode. Compte tenu du nombre d’identifications
(200), de modes (2 pour le systéme poutre - 21 pour le systéme avion), d’ordres consi-
dérés (10 pour le systéme poutre - 100 pour le systéme avion), de méthodes a valider
(5) et de cas étudiés (4 cas poutre - 6 cas avion), 'appariement des modes a été auto-
matisé. La technique développée consiste & définir une identification de référence (ref),
et d’apparier, ordre par ordre, les modes de cette identification & ceux des 199 autres
identifications s. L’appariement se fait mode par mode, en recherchant la plus forte
valeur du critére suivant :

Crer) (i, ) = 90, 3) + €90, 5) + €90, 9) ®.1)
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avec,

o min fi(ref),fgs)
- C}S)(lvj) = max((ffref),fj}s);

mode ¢ de I'identification de référence et la fréquence du mode j de I’identification

«
) est le critére de similarité entre la fréquence du

s. Le paramétre o permet de régler I'importance du coefficient C](cs) (i,7) dans le
calcul du critere C("¢/9) (i, ).

o (e € | -
- C7(i,7) = | ———=r—=5 | est le critére de similarité entre le taux d’amor-
3 maX(g(ref) 5(;))
k3 g

tissement du mode ¢ de l'identification de référence et le taux d’amortissement

du mode j de l'identification s. Le paramétre 8 permet de régler 'importance du
coefficient C’és) (4,7) dans le calcul du critere C(¢/9) (i, ).

- C’(;s) (i,5) = MAC(@Z)Z(mf), ¢§S))7. Le MAC (Modal Assurance Criterion, voir [AII03])
permet de quantifier le niveau d’orthogonalité entre deux formes modales. Le pa-
ramétre v permet de régler 'importance du coefficient Cé)s) (i,7) dans le calcul du
critere C7¢H9) (i, ).

Empiriquement, on a choisit a =1, 8 =0et v = 1.

8.3.1.2 Moyenne et variance Monte-Carlo

Lemme 47 Soient N, réalisations s d’une variable aléatoire i.1i.d. x, s d’espérance i,

2

. o N. ..
et de variance o> . Soit T,, = —]\1, > 1 Tm,s la moyenne empirique des Ny valeurs a,y, s.
- =

Tm

., =2 o 1 N, —_ 2 . .. ., .
Soit o5 = N1 Y1 (@mys — Tm)” la variance empirique non biaisée de T, 5. Alors :
— =2
Tm,s ~ N (xm,amm) (8.2)
N~ — a.s. — a.s. a.s. . .
0l, Tpy, — fbz,, and a%m = O’%m. (= signifie “Almost Sure convergence”).

On définit la moyenne Monte-Carlo d'un parameétre z,, (fm, ou &) par la moyenne
empirique des Ny = 200 tirages de ce parameétre.

1 Y
(MC) _ ~
ILLQ:m NS ;xm,s (8-3)

On définit la variance Monte-Carlo d'un parameétre x,, (f,, ou &) par la variance
empirique non biaisée des Ny = 200 tirages de ce paramétres.

Ns
2 1
U;JT\r{C) = N, — 1 ; (xm,s - ,U:L‘m) (xm,s - me)* (84)
2
Les estimateurs u%(’) et ag(c]\ﬂijc) sont non biaisés. Ils doivent donc converger vers

leur espérance lorsque Ny augmente (Voir Propriété [76/en Annexe .
I faut aussi vérifier que les N, réalisation x,, s du parametre x,, suivent une dis-
tribution gaussienne. En effet, les paramétres x,, s proviennent de la propagation des
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processus aléatoires gaussiens a travers les chaines de calcul des méthodes d’identifi-
cation. On a vu que, selon la Delta méthode (voir Section , les résultats de la
propagation de processus gaussiens sont aussi gaussiens.

L’étude de convergence et la vérification statistique de la “gaussiannité” des réalisa-
tion s, qui ne sont pas présentées dans ce manuscrit, ont permis de vérifier que les
200 identifications suffisent :

1. pour atteindre la convergence des estimateurs Monte-Carlo p

2
2. pour vérifier que x,, s ~ N (Mg(u]\,fc), Ug\n{c) )

(MC)

Tm

(MC)?

Tm

et o

Ces critéres ne permettent pas de valider les valeurs des variances estimées lors de
chaque identification. Pour ce faire, on utilise deux critéres définis a la Section [8.3.2] et

a la Section R3.31

8.3.2 Critére 1

Le premier critére de validation des codes d’incertitudes a pour but de valider que,
pour chaque paramétre modal, la moyenne des variances 62 , estimée lors des N's = 200

Tm,

(MC)

2
identifications s converge vers sa variances Monte-Carlo og,, /. Ce critére de validation
des codes d’incertitudes est donc basé sur la comparaison entre les variances Monte-

MC)? . A
(MC) et les variances &2

Tm Tm,s

estimées lors des Ns = 200 identifications s.
2

Tm

Carlo o

On introduit 62 la moyenne des variances estimées & qui converge presque
m S

stirement, selon la loi des grands nombres, vers la vraie valeur de la variance crﬁm. Dans

notre cas, cette vraie valeur correspond a la valeur convergée de la variance Monte-Carlo
(o4 ")

O,
Ainsi, le critére 1 est définit par :

B Min (G;EA,,{C)Q 62 )

yYzm

 Max (ag(cA"{C)Q 62 )

Cly, € [0;1] (8.5)

) Tm

Ce critére est le critére le plus répandu pour la validation d’un code d’estimation
d’incertitude. Empiriquement, on considérera le test réussi lorsque C1,, > 0.7.

8.3.3 Critére 2

Le second critére permet de valider une utilisation opérationnelle des incertitudes.
Lorsqu’on identifie un paramétre, on veut utiliser la valeur d’incertitude pour déterminer
un intervalle de confiance autour de la valeur de ce parameétre identifié. Ce critére a
pour but de valider que la taille des intervalles de confiance est cohérente avec la valeur
identifiée.

On sait que Xy, s ~ N (Mgcl\ﬂ/{C) (MC)?

, O ) Par standardisation de cette variable aléa-

toire gaussienne, on peut écrire :

M ~N(0,1) (8.6)
(MC) ’ '

Tm
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oo . . M M
Ceci signifie que les valeurs x,, s sont comprises dans un intervalle ugmc) + nafgm 2

avec une probabilité dépendant de la valeur n et de la fonction de probabilité d’une loi
gaussienne. On écrira :

P [ug(%c) — nag\w/{c) < Ty < u(zj\rfc) + nag(f\w/l[ ) (8.7)

La figure donne I’évolution de la probabilité que x,, s soit dans un I'intervalle de

confiance ug(cj\nfc + nagfc) en fonction de sa taille 2na§%c).
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FIGURE 8.5 — Probabilité d’étre dans l'intervalle de confiance de taille 2nU(Mc)

Tm

La loi gaussienne est tres répandue. Il est courant d’utiliser :

— soit m = 1 : probabilité d’environ 68% d’étre dans un intervalle de taille 2no

— soit n = 2 : probabilité d’environ 95% d’étre dans un intervalle de taille 2no

— soit m = 3 : probabilité d’environ 99% d’étre dans un intervalle de taille 2no

Le second critére est basé sur le méme principe. Cependant, 'utilisation opéra-
tionnelle des méthodes d’identification avec estimation d’incertitude implique que 1’on
n’aura qu’une seule réalisation des paramétres. En effet, il n’est pas envisageable d’ef-
fectuer 200 essais pour estimer la variance des paramétres! Les intervalles de confiance
devront étre centrés autour de la valeur du parameétre identifié¢ x,, s et non plus autour

de u(zl‘,fc). De plus, ces intervalles seront de taille 2nd,,, , et non plus Ima MO

om - Le cri-
tére proposé permet de valider que la taille des intervalles de confiance est cohérente
avec une loi gaussienne et que 1’on peut utiliser ces intervalles de confiance pour estimer
la probabilité que la vraie valeur du parametre soit dans ces intervalles xy, s £ noy,, .
On écrira :

(MC)

(MC) Tons +n5xm,s] =P [_n < Ham T Tms +n| (8.8)

Tm

P [xms —Nbg,, , < b
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Concrétement, on vérifiera par un test ki? (voir Section en Annexe que la

MC
T

variable aléatoire =*2-——="= guit une loi gaussienne standard, i.e. :
Tm,s

M(MC) o
T, mso 1 .
n(}ajm,s N (07 ) (8 9)

La valeur du critére C'2,, est le résultat du test :
— C2,, =0 si le test est réussi
— ('2,, = 1 si le test n’est pas réussi

8.4 Présentation et analyse des résultats de validation

8.4.1 Description de la présentation des résultats
8.4.1.1 Les valeurs des critéres

Le tracé des fréquences (ou des taux d’amortissement) obtenues a chacun des ordres
considérés constitue ce que 'on appelle un diagramme de stabilité en fréquence (ou en
amortissement). Plus de détail a la Section et dans [VVO01, DM12]. Dans le cadre
de la validation des codes d’incertitudes, les résultats sont présentés sous la forme de
diagramme de stabilité particulier : au lieu de tracer les valeurs identifiées, on trace,
pour chaque pdle et chaque ordre, les moyennes des Ny = 200 valeurs identifiées. De
plus, si un pole n’est pas trouvé a toutes les identifications, il est retiré de I'analyse.
On parlera de diagramme de stabiliteé MC (Monte-Carlo). Un exemple est donné a la
Figure

Sur ce type de diagramme (exemple a la Figure ,

— les cercles vides correspondent aux valeurs non validées, i.e. ayant un critére

- Cl,, < 0.7 pour les diagrammes associés au premier critére de validation
- (2, = 1 pour les diagrammes associés au second critére de validation.
— les cercles remplis avec une étoile correspondent aux valeurs validées, i.e. ayant
un critére
— C1,, > 0.7 pour les diagrammes associés au premier critére de validation
- 2, = 0 pour les diagrammes associés au second critére de validation.

Enfin, dans le but de vérifier I'identification, les valeurs exactes provenant du modéle
sont tracées sous forme de ligne dans ces diagrammes.

Les valeurs sont tracées pour des ordres allant de Oy = 1 & Opee = 10 pour le
systéme poutre et de O = 1 & O = 100 pour les systémes avion au sol et avion
en vol.

Les cinq méthodes d’identification (voir Section sont appliquées sur chacun des
cing cas étudiés (voir Section , sans et avec bruit sur les capteurs. A chaque fois,
on présentera les résultats du premier (voir et du second (voir critére de
validation.
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Ordre du modele

1 I I I I I I I I I
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Fréquence normalisée

FIGURE 8.6 — Probabilité d’étre dans l'intervalle de confiance de taille 2nag(c]7:[0)

Remarque 48 Normalisation des fréquences avions

Dans un souci de confidentialité des résultats avion, les fréquences sont mormali-
sées par la borne mazimale de la bande de fréquence affichée. Ainsi chaque point du
diagramme de stabilité en fréquence (normalisée) sera compris entre 0 et 1.

8.4.1.2 Le score S

Les résultats a analyser sont divisés de la maniére suivante :
— Systeéme poutre
— cas sans entrée inconnue
— cas avec une entrée inconnue
— Systéme avion
— cas au sol
— cas en vol sans turbulence
— cas en vol avec turbulences
Pour conclure ’analyse d’un cas, on présentera, pour chacune des méthodes étudiées,
un score S de succés de validation par les critéres 1 et 2. Ce score correspond au ratio
du nombre de poéle validés sur le nombre total de parameétre de poles identifiés.

Nombre de poles validés (8.10)

~ Nombre de poles identifiés
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8.4.2 Description de ’analyse des résultats

Remarque 49 Le type de pole

Pour fizer la terminologie, on parlera de poéles stables pour les pdles stables selon
Uordre (voir Section . Les péles stables selon l’ordre sont considérés comme étant
les poles physiques du systéme, ce sont les modes de la structure. Les péles instables
selon lordre sont les poles spurious. Il s’agit des péles provenant du bruit ou d’une
surestimation de l'ordre du modéle. On pourra aussi parler de poles non physiques.

L’analyse d’'une méthode, appliquée & un cas, est divisée de la maniére suivante :
— Validation de I'identification
— Validation de l'incertitude
— Critere 1 (voir Section 8.3.2
— Criteére 2 (voir Section [8.3.3
A chaque fois on comparera les résultats obtenus sans et avec bruit sur les capteurs.
Les analyses concernant la validation de I'identification des poles physiques porteront
sur trois points :

— Leur nombre.

— Leur ordre d’apparition.

— Leur niveau de stabilité (selon l'ordre).
Une bonne identification doit faire apparaitre le maximum de modes du systéme. Ces
modes doivent arriver le plus t6t possible (ordre le moins élevé possible) et rester stable
lorsque 'ordre augmente.

Les analyses concernant la validation de ’estimation d’incertitude, selon chacun des
deux critéres, porteront sur :

— La quantité de poles dont l'incertitude est validée

— Le type de poles validées (physiques ou non physiques)

8.5 Bilan du chapitre

Dans ce chapitre, nous avons présenté :

— Le benchmark des cing méthodes d’identification sous-espace que 'on cherche &
valider (voir Section . Ce benchmark est constitué des cings méthodes sous-
espace de type Covariance-driven présenté dans ce document (voir Section
pour l'aspect identification modale - voir Section pour l’aspect estimation
d’incertitude).

— Le benchmark des cas sur lesquels nous allons appliquer les méthodes d’identifica-
tion & valider (voir Section . Un tel benchmark permet de tester les méthodes
sur des cas de complexité croissante. La poutre est un cas classique de test a
faible densité modale. Le passage sur un cas avion permet d’augmenter considé-
rablement la densité modale. Pour étre utilisable de maniére opérationnelle, une
méthode doit étre capable d’identifier un grand nombre de modes méme s’ils sont
proches en fréquence. De plus, le passage sur modéle avion permet de coupler un
modéle aérodynamique au modéle éléments finis. On peut ainsi tester la validité
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des méthodes sur un systéme aéroélastique. Enfin, le passage au cas avion est la
derniére étape avant de tester les méthodes sur un cas réel.

— Les critéres de validation (voir Section . Le premier critére permet de véri-
fier que la moyenne des variances estimées (par méthodes d’identification avec
estimation d’incertitude) converge vers la variance Monte-Carlo (dispersion des
paramétres identifiés). Le second critére permet de vérifier que la taille des inter-
valles de confiance est cohérente avec la valeur du paramétre identifié. Ce critére
permet de valider 'utilisation opérationnelle des intervalles de confiance.

— La facon dont on présentera et analysera les résultats de validation (voir Section
5).

Le chapitre suivant, le Chapitre [0 sera consacré a la présentation et a 'analyse des

résultats de validation des estimations d’incertitude.
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Crapive I
Chapitre

Validation du panel des codes
d’identification et d’estimation
d’incertitude sous-espace

La stratégie de validation et le benchmark des méthodes et des cas sont présentés
au Chapitre [8, Nous procédons maintenant a l'analyse des résultats. Ces résultats sont
présentés en Anneze[C| pour les deuz cas poutre et en Annexe[D| pour les trois cas avion.

On traitera d’abord les simulations sur le modéle de poutre (Section , sans
(Sectz'on et avec (Sectz'on entrée inconnue. Nous analyserons ensuite les
résultats obtenus & partir du modéle avion (Section , au sol (Section M), en vol
(Section[9.2.9) et en vol avec turbulence (Section[9.2.5). Tous les cas seront considérés
sans et avec bruit sur les capteurs.

On rappelle que les valeurs affichées sur les diagrammes de stabilité Monte-Carlo
correspondent o la moyenne des valeurs identifiées a chacune des 200 identifications.
Les péles qui ne sont pas retrouvés par les 200 identifications ne sont pas affichés.
Ces poles sont généralement des pdles non physiques qui sont trés sensibles aur erreurs
numériques. Cependant, on verra que certain pdle, qui ne semble pas étre des modes de
systeme, sont tout de méme communs & toutes les identifications. Ils sont donc affichés
sur les diagrammes. Leur nombre et leur ordre d’apparition sera pris en compte pour
juger de la qualité des méthodes d’identification. On ne pourra cependant juger que de
la qualité “en moyenne” des méthodes. C’est pourquoi, on parlera ici, de validation de
I'tdentification “Monte-Carlo” et non pas de validation de l’identification.
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9.1 Validation sur le systéme poutre

La fréquences et le taux d’amortissement des modes & identifier sont donnés dans le
tableau ci-dessous :

Modes du systéme poutre
J | fithz) | & (%oo)

11| 2.955 15.00

2| 9.836 15.00

TABLE 9.1 — Informations sur les modes poutre

9.1.1 Systéme poutre sans entrée inconnue
9.1.1.1 Output-Only Covariance-driven : OO,

Les résultats sont présentés dans les figures [C.1(a), [C.1(b)}, [C.1(c)| |C.1(d)} [C.2(a)}
[C.2(b)} [C.2(c) et [C.2(d)[ de I’Annexe

Identification Sans bruit sur les capteurs Avec bruit sur les capteurs
Fréquences Figure [C.1(a)| ou Figure [C.1(c)| | Figure [C.1(b)lou Figure [C.1(d)
Amortissement || Figure [C.2(a)[ou Figure [C.2(c)| | Figure [C.2(b)|lou Figure [C.2(d)

TABLE 9.2 — Figures utilisées pour I’évaluation de l'identification

Incertitudes Sans bruit sur les capteurs Avec bruit sur les capteurs
Critére 1 Critére 2 Critere 1 Critére 2

Fréquences Figure |C.1(a)| | Figure|C.1(c)| || Figure|C.1(b)| | Figure|C.1(d)

Amortissement || Figure|C.2(a)| | Figure [C.2(c)| || Figure|C.2(b)|| Figure|C.2(d)

TABLE 9.3 — Figures utilisées pour 1’évaluation de l’estimation des incertitudes

Les deéfinitions des critéres 1 et 2 sont présentées a la Section [8.3.2) et a la Section

B33
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Validation de ’identification “Monte-Carlo” :

Sans bruit sur les capteurs :

Sur les deux modes de la poutre, seul le second est clairement identifié sur l'intervalle
d’ordres considéré. Il apparait dés I'identification d’un modéle d’ordre 2. II reste trés
stable jusqu’a ’ordre maximal considéré. Ceci est vrai & la fois pour la valeur de sa
fréquence et celle de son taux d’amortissement. Sa fréquence est bien identifiée (9.833hz,
soit environ 0.03% d’erreur). Son taux d’amortissement est identifié avec un léger biais
(15.8% 0, soit environ 5% d’erreur). Le premier mode n’apparait qu’a 'ordre 10. On
ne peut donc pas se prononcer sur sa stabilité selon ’ordre, mais sa fréquence est bien
identifiée (2.959hz, soit environ 1.14% d’erreur). Son taux d’amortissement est identifié
avec un biais (17 %o, soit environ 13% d’erreur). Cependant, il est possible que ce mode
ne soit pas encore stabilisé et qu’il nécessiterait un ordre plus élevé pour que son taux
d’amortissement soit correctement identifié.

Sur ’ensemble du diagramme, on n’observe qu’un seul pole non physique commun
a toutes les identifications. Il apparait a l'ordre 10. Aussi bien sa fréquence que son
taux d’amortissement sont trés proches de ceux du second pole physique. De plus,
lorsque ce poéle apparait, l'identification du taux d’amortissement du second mode est
un peu détérioré (U'erreur d’identification passe d’environ 5% a environ 6.5%). Ceci
est généralement un signe de dédoublement d’un mode, ici le second mode, di & une
surestimation de ’ordre du systéme.

Avec bruit sur les capteurs :

Le bruit sur les capteurs n’a quasiment pas d’influence sur 'identification des deux
modes de la poutre, que se soit en terme de fréquence ou en terme de taux d’amor-
tissement. La méthode est robuste au bruit de capteur pour l'identification des modes
du systéme. On constate, cependant, I’apparition d'un péle non physique (commun au
200 identifications) supplémentaire par rapport au cas non bruité. Ce mode apparait
lui aussi & l'ordre 10. Son apparition est trés certainement lié & une surestimation de
I'ordre du systéme.

Validation de ’estimation d’incertitude :

Critére 1 (voir Section

— Sans bruit sur les capteurs : Le premier critére n’est pas bien validé. Concernant
le premier mode, il est difficile de se prononcer car il n’apparait qu’au dernier ordre
du diagramme. Concernant le second mode, qui apparait de ’ordre 2 & ’ordre 10,
le critére est validé pour 4 ordres (non consécutifs) sur 9 pour Uincertitude sur sa
fréquence, et 3 sur 9 pour celle sur son taux d’amortissement.

— Avec bruit sur les capteurs : Le bruit sur les capteurs ne détériore pas la validation
du premier critére.

Critére 2 (voir Section

— Sans bruit sur les capteurs : Comime avec le premier critére, ’estimation d’incer-
titude sur la fréquence et ’amortissement du premier mode n’est pas validé. Pour
le second mode, ce critére valide bien mieux ’estimation d’incertitude sur sa fré-
quence (6 ordres sur 9, dont 5 consécutifs) que le premier critére. Cependant, ce
second critére ne valide pas correctement I’estimation d’incertitude sur son taux
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d’amortissement. En effet cette estimation n’est validée que pour 3 ordres sur 9.
— Avec bruit sur les capteurs : Comme pour le premier critére, I’ajout de bruit sur
les capteurs n’a pas d’influence sur le nombre d’ordres pour lesquels le second
critére est validé, aussi bien en terme de fréquences que de taux d’amortissement.

Bilan de la méthode OO,,, sur le systéme poutre sans entrée inconnue :

Malgré un biais d’identification des taux d’amortissement, la méthode OO, permet
d’identifier les 2 modes de la structure. Le premier mode nécessiterait peut-étre un ordre
plus élevé pour l'identification de son taux d’amortissement. Cependant, lorsque 1'on
augmente l'ordre, cette méthode a I'inconvénient d’identifier (a chaque fois) un mode qui
ne correspond pas & un mode de la structure. D’autre part, cette méthode est robuste
au bruit sur les capteurs en ce qui concerne 'identification des modes de la structure.

L’utilisation opérationnelle de I'estimation des incertitudes avec la, méthode OOy,
est validée pour les fréquences mais pas pour les taux d’amortissement, avec ou sans
bruit sur les capteurs.

9.1.1.2 Output-Only Squared Orthogonal Projection Data-driven : OO0t

Les résultats sont présentés dans les figures [C.3(a)l, [C.3(b)}, [C.3(c)l |C.3(d)} [C.4(a)}
[C.A(b)] [C.4(c)| et [C.4(d)| de I'Annexe [C]

Identification Sans bruit sur les capteurs Avec bruit sur les capteurs
Fréquences Figure [C.3(a)| ou Figure [C.3(c)| | Figure [C.3(b)|lou Figure [C.3(d)
Amortissement || Figure [C.4(a)[ou Figure [C.4(c)| | Figure [C.4(b) ou Figure [C.4(d)

TABLE 9.4 — Figures utilisées pour I’évaluation de l'identification

Incertitudes Sans bruit sur les capteurs Avec bruit sur les capteurs
Criteére 1 Critere 2 Critere 1 Critere 2

Fréquences Figure [C.3(a)| | Figure|C.3(c)| || Figure|C.3(b)| | Figure|C.3(d)

Amortissement || Figure|C.4(a)| | Figure |C.4(c)| || Figure|C.4(b)| | Figure|C.4(d)

TABLE 9.5 — Figures utilisées pour 1’évaluation de ’estimation des incertitudes

Les définitions des critéres 1 et 2 sont présentées a la Section [8.3.2] et & la Section

R33l
Validation de ’identification "Monte-Carlo" :

Sans bruit sur les capteurs :

Les deux modes de la poutre sont identifiés. Le premier mode apparait a ’ordre
8. Sa fréquence est stable et est correctement identifiée (2.962hz au lieu de 2.955hz,
soit environ 0.2% d’erreur). Son taux d’amortissement semble converger vers la valeur
théorique lorsque ’ordre augmente. Le second mode apparait dés I’ordre 2. Sa fréquence
est parfaitement stable et bien identifiée (9.833hz au lieu de 9.836hz, soit environ 0.03%
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d’erreur). Son taux d’amortissement est stable mais moins que sa fréquence. Il oscille
entre 14.6 °/09(2.7% d’erreur) et 15.6%0(4% d’erreur).

On constate 'apparition d’'un péle non physique commun & toute les identifications
a partir de 'ordre 6. Ceci est certainement da & une surestimation de I’ordre du systéme,
méme Si cette surestimation est nécessaire pour identifier le premier mode.

Avec bruit sur les capteurs :

Le bruit n’a quasiment pas d’influence sur la qualité de I'identification des modes
de ma structure. On constate cependant que le premier mode apparait a ’ordre 7, soit
un ordre plus tot que dans le cas sans bruit sur les capteurs. La stabilité en termes de
fréquences et de taux d’amortissement est identique, a part une trés légére amélioration
de celle du taux d’amortissement du second mode de la structure.

Encore une fois, 'influence du bruit sur les capteurs est relativement faible sur
I’apparition de poles non physiques communs aux 200 identifications. Un seul pole non
physique est identifié. Ce pdle a le méme comportement que celui identifié dans le
cas sans bruit sur les capteurs. On constate aussi que, comme le premier mode de la
structure, le bruit sur les capteurs a pour effet de le faire apparaitre un ordre plus tét,
a lordre 7.

Validation de ’estimation d’incertitude :

Critére 1 (voir Section

— Sans bruit sur les capteurs : L’estimation des incertitudes sur la fréquence du pre-
mier mode est toujours validé au regard de ce critére (3 ordres sur 3 sont vali-
dés). Le résultat concernant le taux d’amortissement de ce mode est nettement
moins bon. En effet, ces valeurs ne sont jamais validées avec ce critére. En ce qui
concerne le second mode, les estimations d’incertitude sur sa fréquence et sur son
taux d’amortissement sont quasiment toujours validées par ce critére (8 ordres sur
9 pour la fréquence, 9 ordres sur 9 pour le taux d’amortissement).

— Avec bruit sur les capteurs : On constate que le bruit sur les capteurs dégrade
légérement les estimations d’incertitude selon le premier critére. En effet, les esti-
mations d’incertitude sur la fréquence du premier ordre ne sont plus validées qu’au
dernier ordre, et ce, méme si ce mode apparait un ordre plus tot que lorsqu’il n’y
a pas de bruit sur les capteurs. Les estimations d’incertitude sur son taux d’amor-
tissement ne sont, comme pour le cas non bruité, jamais validés. Concernant le
second mode de la structure, le bruit ne dégrade pas les résultats de validation
d’estimation d’incertitude sur sa fréquence. Cependant il dégrade légérement ’es-
timation d’incertitude sur son taux d’amortissement. Elle n’est validée plus que
7 fois sur 9 au lieu de 9 fois sur 9. Les résultats de validation des estimations
d’incertitude de ce mode restent tout de méme trés bons.

Critére 2 (voir Section

— Sans bruit sur les capteurs : Au regard du second critére, l'incertitude sur la fré-
quence du premier mode est validée 1 fois sur 3, celle sur son taux d’amortissement
ne l'est jamais. Concernant le second mode, I'incertitude sur sa fréquence est va-
lidée 7 fois sur 9 et celle sur son taux d’amortissement est toujours validée.

— Avec bruit sur les capteurs : Le bruit sur les capteurs ne change pas le nombre de
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valeurs d’incertitudes validées, excepté pour l'incertitude du taux d’amortissement
du second mode. En effet, au regard de ce critére, on passe de 9 & 7 validations
réussies sur 9.

Bilan de la méthode OO,y sur le systéme poutre sans entrée inconnue :

La méthode OOsq0r+ permet d’identifier les 2 modes de la structure. Le premier
mode nécessiterait peut-étre un ordre plus élevé pour stabiliser I’identification de son
taux d’amortissement. On note aussi que l'identification du taux d’amortissement du
second mode est moins stable qu’avec la méthode OO,,,. D’autre part, cette méthode
est robuste au bruit sur les capteurs en ce qui concerne I'identification des modes de la
structure.

L'utilisation opérationnelle de ’estimation des incertitudes par la méthode OOggor¢
est validée, avec et sans bruit sur les capteurs.

9.1.1.3 Input/Output Covariance-driven : Ol

Les résultats sont présentés dans les figures [C.5(a)), [C.5(b)}, [C.5(c)l |C.5(d)} [C.6(a)}
[C.6(b)] [C.6(c)| et [C.6(d)| de I’ Annexe [C]

Identification Sans bruit sur les capteurs Avec bruit sur les capteurs
Fréquences Figure [C.5(a)| ou Figure [C.5(c)| | Figure [C.5(b)|ou Figure [C.5(d)
Amortissement || Figure [C.6(a)[ou Figure [C.6(c)| | Figure [C.6(b)lou Figure [C.6(d)

TABLE 9.6 — Figures utilisées pour I’évaluation de l'identification

Incertitudes Sans bruit sur les capteurs Avec bruit sur les capteurs
Criteére 1 Critere 2 Critere 1 Critere 2

Fréquences Figure [C.5(a)| | Figure|C.5(c)| || Figure |C.5(b)| | Figure |C.5(d)

Amortissement || Figure|C.6(a)| | Figure |C.6(c)| || Figure|C.6(b)| | Figure|C.6(d)

TABLE 9.7 — Figures utilisées pour I’évaluation de ’estimation des incertitudes

Les définitions des critéres 1 et 2 sont présentées & la Section [8.3.2] et & la Section

R33
Validation de ’identification "Monte-Carlo" :

Sans bruit sur les capteurs :

Les deux modes de la poutre sont identifiés. Le premier mode apparait a I’ordre 4. Sa
fréequence est stable et est parfaitement identifiée (2.955hz). Son taux d’amortissement
converge vers la valeur théorique lorsque 'ordre augmente. Le second mode apparait
deés lordre 2. Sa fréquence (9.835hz au lieu de 9.836hz) et son taux d’amortissement
(14.9%goau lieu de 15%g0) sont correctement identifiés et sont parfaitement stables
jusqu’a Pordre 6. L’identification de sa fréquence est ensuite 1égérement biaisée sur le
reste du diagramme Monte-Carlo (fréquence de 9.790hz au lieu de 9.836hz). Son taux
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d’amortissement est légérement déstabilisé (environ 14.6 % gpaux ordres 6 a 8) mais re-
devient correctement identifié (14.9% ) & partir de Pordre 9. Cette dégradation semble
étre due & un dédoublement.

On constate I'apparition d’un pole non physique a partir de 'ordre 6. Ce pole semble
étre un dédoublement du second poéle physique. Il a quasiment la méme valeur de fré-
quence et d’amortissement que ce dernier. Ce dédoublement est certainement dii & une
surestimation de 1’ordre du modéle.

Avec bruit sur les capteurs :

Le bruit n’a aucune influence sur la qualité de I'identification des modes de la struc-
ture. Les diagrammes de stabilité Monte-Carlo en fréquence et en taux d’amortissement
sont strictement identiques avec que sans bruit sur les capteurs.

Validation de ’estimation d’incertitude :

Critére 1 (voir Section [8.3.2))

— Sans bruit sur les capteurs : Le premier critére valide ’estimation d’incertitude de
la fréquence du premier mode pour 4 ordres sur 7. Il en est de méme pour son taux
d’amortissement. L’estimation de l'incertitude sur son taux d’amortissement est
validée aux mémes ordres que celle de 'incertitude de sa fréquence. Concernant
le second mode, les estimations d’incertitude sur sa fréquence et sur son taux
d’amortissement sont toujours validées (9 ordres sur 9).

— Avec bruit sur les capteurs : Quelque soit le pole (physique ou non), le bruit sur
les capteurs n’a aucune influence sur la validation des estimations d’incertitude.

Critére 2 (voir Section

— Sans bruit sur les capteurs : Le second critére valide 'estimation de 'incertitude
de la fréquence du premier mode pour 3 ordres (consécutifs) sur 7. L’estimation
de l'incertitude sur son taux d’amortissement est validée 4 fois sur 7 (comme pour
le premier critére). Concernant le second mode, 'estimation de l'incertitude de
sa fréquence est toujours validée. Celle sur son taux d’amortissement est validée
pour les 7 derniers ordres (i.e. pour 7 ordres consécutifs sur 9).

— Avec bruit sur les capteurs : Quelque soit le pole (physique ou non), le bruit sur
les capteurs n’a aucune influence sur la validation des estimations d’incertitude.

Bilan de la méthode OI,,, sur le systéme poutre sans entrée inconnue :

La méthode Ol.,, permet d’identifier les 2 modes de la structure. Le premier mode
nécessiterait peut-étre un ordre plus élevé pour stabiliser I'identification de son taux
d’amortissement. Cependant, ’augmentation de 'ordre a pour effet de faire apparaitre
un podle non physique commun aux 200 identifications (un possible dédoublement du
second mode). On note que cette méthode fait apparaitre le premier mode plus rapide-
ment (ordre 4) que les méthodes de type Output-Only (ordre 10 pour la méthode OO,y
et ordre 8 pour la méthode OOqor¢. D’autre part, cette méthode est robuste au bruit
sur les capteurs en ce qui concerne l'identification.

L’utilisation opérationnelle de ’estimation des incertitudes par la méthode Ol
est validée, avec et sans bruit sur les capteurs.
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9.1.1.4 Input/Output Squared Orthogonal Projection Data-driven : Oz

Les résultats sont présentés dans les figures [C.7(a)], [C.7(b)], [C.7(c)| [C.7(d)] [C.8(a)]
[C.8(b)} [C-8(c)| et [C-8(d)] de I’ Annexe [C]

Identification Sans bruit sur les capteurs Avec bruit sur les capteurs
Fréquences Figure [C.7(a)| ou Figure [C.7(c)| | Figure [C.7(b)|lou Figure [C.7(d)
Amortissement || Figure [C.8(a)[ou Figure [C.8(c)| | Figure [C.8(b)|lou Figure [C.8(d)

TABLE 9.8 — Figures utilisées pour I’évaluation de l'identification

Incertitudes Sans bruit sur les capteurs Avec bruit sur les capteurs
Critére 1 Critere 2 Critere 1 Critére 2

Fréquences Figure |C.7(a)| | Figure|C.7(c)| || Figure [C.7(b)| | Figure |C.7(d)

Amortissement || Figure|C.8(a)| | Figure |C.8(c)| || Figure|C.8(b)| | Figure |C.8(d)

TABLE 9.9 — Figures utilisées pour 1’évaluation de ’estimation des incertitudes

Les définitions des critéres 1 et 2 sont présentées & la Section [8.3.2] et & la Section
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Validation de I’identification "Monte-Carlo" :

Sans bruit sur les capteurs :

Les deux modes de la poutre sont identifiés. Le premier mode apparait a ’ordre 4.
Sa fréquence est parfaitement stable et est parfaitement identifiée (2.955hz). Son taux
d’amortissement n’est correctement identifié (15.2%gpau lieu de 15%g, soit environ
1.3% d’erreur) que pour le premier ordre ou le mode apparait (i.e. 'ordre 4). I devient
ensuite trés instable sur le reste du diagramme Monte-Carlo. Le second mode appa-
rait deés 'ordre 2. Sa fréquence est parfaitement identifiée (9.836hz) de son apparition
jusqu’a Pordre 7. Son identification est ensuite légérement biaisée sur le reste du dia-
gramme Monte-Carlo (9.790hz au lieu de 9.836). Cette dégradation semble étre due a
un dédoublement. Son taux d’amortissement est moins stable que sa fréquence, mais
reste beaucoup plus stable et mieux identifié que celui du premier mode. Il oscille entre
14.7%go(environ 2% d’erreur) et 15.7%go(environ 4.7% d’erreur).

On constate ’apparition d’un pole non physique a partir de 'ordre 7. Ce pole semble
étre un dédoublement du second poéle physique. Quelque soit 1’ordre, il a quasiment la
méme valeur de fréquence que ce dernier. Cependant, son amortissement est beaucoup
moins stable. Ce dédoublement est certainement da & une surestimation de I'ordre du
modeéle.

Avec bruit sur les capteurs :

Quelque soit ’ordre, le bruit sur les capteurs n’a quasiment aucune influence sur la
fréquence et le taux d’amortissement des modes identifiés. Il en est de méme concernant
les poles non physiques communs aux 200 identifications.
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Validation de ’estimation d’incertitude :

Critére 1 (voir Section

— Sans bruit sur les capteurs : Le premier critére valide parfaitement 1’estimation
d’incertitude sur la fréquence du premier mode (7 ordres sur 7). L’estimation de
I'incertitude sur son taux d’amortissement est validée pour 5 ordres sur 7. Concer-
nant le second mode, 'estimation de l'incertitude sur sa fréquence est validée 8
fois sur 9. Celle sur son taux d’amortissement ’est 8 fois sur 9.

— Avec bruit sur les capteurs : Le bruit sur les capteurs n’a quasiment pas d’in-
fluence sur 'estimation d’incertitude. L’estimation d’incertitude sur la fréquence
du premier est encore une fois toujours validée. L’estimation d’incertitude sur son
taux d’amortissement est similaire. Il en est de méme concernant le second mode,
avec une trés légére amélioration de I’estimation d’incertitude sur sa fréquence qui
est maintenant validée pour tous les ordres ou il apparait (9 ordres sur 9).

Critére 2 (voir Section

— Sans bruit sur les capteurs : Le second critére valide l'estimation d’incertitude
sur la fréquence du premier mode pour 6 ordres consécutifs (tous sauf le dernier).
L’estimation de l'incertitude sur son taux d’amortissement est validée pour 4
ordres sur 7 (i.e. un fois de moins qu’avec le premier critére). Concernant le second
mode, l'estimation de l'incertitude sur sa fréquence est validée 7 fois sur 9 (i.e. un
fois de moins qu’avec le premier critére). Celle sur son taux d’amortissement ’est
8 fois sur 9.

— Avec bruit sur les capteurs : Encore une fois, le bruit sur les capteurs n’a quasi-
ment pas d’influence sur I’estimation d’incertitude.

Bilan de la méthode Ol sur le systéme poutre sans entrée inconnue :

La méthode Oly0r+ permet d’identifier les 2 modes de la structure. Le taux d’amor-
tissement du premier mode est cependant assez mal identifié. ’augmentation de I'ordre
a pour effet de faire apparaitre un poéle non physique commun aux 200 identifications
(probablement un dédoublement du second mode). Comme la méthode OlI.,,, on note
que cette méthode fait apparaitre le premier mode plus rapidement (ordre 4) que les
méthodes de type Output-Only (ordre 10 pour la méthode OO, et ordre 8 pour la mé-
thode OOgq0r¢. Cependant, la méthode Ol.,, fournit une meilleur identification que la
méthode Olq0r¢, notamment en ce qui concerne les taux d’amortissement. Concernant
le bruit sur les capteurs, il n’affecte pas les résultats d’identification. Cette méthode est
robuste au bruit sur les capteurs en ce qui concerne l'identification.

L’utilisation opérationnelle de I'estimation des incertitudes par la méthode Olsqor
est validée, avec et sans bruit sur les capteurs.

9.1.1.5 Input/Output Squared Oblique Projection Data-driven : Ol

Les résultats sont présentés dans les figures |C.9(a)l (C.9(b)], [C.9(c), [C.9(d)} [C.10(a)}
[C.10(b)} [C.10(c)| et [C.10(d)| de I’ Annexe [C]
Les deéfinitions des critéres 1 et 2 sont présentées a la Section [8.3.2] et a la Section

B33l
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Identification Sans bruit sur les capteurs Avec bruit sur les capteurs

Fréquences Figure [C.9(a)| ou Figure|C.9(c)| Figure [C.9(b)| ou Figure |C.9(d)|

Amortissement || Figure [C.10(a)| ou Figure [C.10(c)| | Figure [C.10(b)[ ou Figure |C.10(d)|

TABLE 9.10 — Figures utilisées pour I’évaluation de l’identification

Incertitudes Sans bruit sur les capteurs Avec bruit sur les capteurs
Critére 1 Critére 2 Critére 1 Critére 2

Fréquences Figure|C.9(a)| | Figure|C.9(c)| || Figure|C.9(b)| | Figure|C.9(d)|

Amortissement || Figure [C.10(a)| | Figure|C.10(c)| || Figure [C.10(b)[ | Figure |C.10(d)|

TABLE 9.11 — Figures utilisées pour ’évaluation de ’estimation des incertitudes

Validation de I’identification "Monte-Carlo" :

Sans bruit sur les capteurs :

Les deux modes de la poutre sont identifiés. Le premier mode apparait a I'ordre 4.
Sa fréquence est parfaitement stable et est correctement identifiée (2.955hz). Son taux
d’amortissement est correctement identifié mais n’est pas stable sur I’ensemble du dia-
gramme Monte-Carlo. 11 oscille entre 14.6 %/ go(environ 2.7% d’erreur) et 16 %/g(environ
6.7% d’erreur). On constate notamment une importante erreur d’identification a ’ordre
5 (25.32%9). Cependant, il semble que son taux d’amortissement converge lorsque
I’ordre augmente. Le second mode apparait dés 'ordre 2. Sa fréquence est correctement
identifiée (9.835hz au lieu de 9.836hz) et est stable jusqu’a 'ordre 7. Sa fréquence est
ensuite identifiée avec un léger biais sur le reste du diagramme (environ 9.790hz au lieu
de 9.836hz). Son taux d’amortissement est moins stable que sa fréquence, mais reste
correcte. La dégradation des résultats d’identification du second mode semble due a son
dédoublement.

On constate I"apparition d’un pole non physique a partir de I'ordre 7. Ce pole semble
étre un dédoublement du second péle physique. Quelque soit ’ordre, il a quasiment la
méme valeur de fréquence et d’amortissement que ce dernier. Ce dédoublement est
certainement di & une surestimation de ’ordre du modeéle.

Avec bruit sur les capteurs :

Quelque soit ’ordre, le bruit sur les capteurs n’a quasiment aucune influence sur la
fréquence et le taux d’amortissement des modes identifiés. Le seul point remarquable
est le taux d’amortissement du premier mode qui devient trés mal identifié & ’ordre 6
lorsqu’il y a présence de bruit sur les capteurs.

Pour tous les ordres, excepté le 6°¢, le bruit sur les capteurs n’a quasiment aucune
influence sur la fréquence et le taux d’amortissement du pole non physique identifié.

Validation de ’estimation d’incertitude :

Critére 1 (voir Section [8.3.2))
— Sans bruit sur les capteurs : Le premier critére valide I'estimation d’incertitude
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sur la fréquence du premier mode pour 4 ordres (consécutifs) sur 7. L’estima-
tion de l'incertitude sur son taux d’amortissement est validée pour 5 ordres sur
7. Concernant le second mode, l'estimation de l'incertitude sur sa fréquence est
parfaitement validée (9 ordres sur 9). Il en est de méme pour son taux d’amortis-
sement.

— Avec bruit sur les capteurs : Le bruit sur les capteurs n’a quasiment pas d’in-
fluence sur l’estimation d’incertitude. On constatera cependant une légére dé-
gradation des résultats concernant la fréquence du second mode. Son estimation
d’incertitude n’est plus validée que 7 fois sur 9.

Critére 2 (voir Section

— Sans bruit sur les capteurs : Le second critére ne valide quasiment jamais les esti-
mations d’incertitude. Seuls deux points sont validés sur le diagramme de stabilité
Monte-Carlo en fréquence (fréquence du second mode et de son dédoublement &
lordre 10) et seul un point est validé sur celui en taux d’amortissement (le taux
d’amortissement du second mode a l'ordre 5).

— Avec bruit sur les capteurs : Méme si les résultats restent extrémement mauvais, le
bruit sur les capteurs permet de valider I’estimation d’incertitude sur la fréquence
du second mode une fois de plus (2 ordres sur 9 au lieu de 1 sur 9) que dans le cas
non bruité. Concernant les taux d’amortissement, c’est maintenant 1’estimation
d’incertitude sur celui du premier mode qui est validé & ’ordre 5, méme si cette
valeur est mal identifiée.

Bilan de la méthode OI,,,, sur le systéme poutre sans entrée inconnue :

La méthode Olggon permet d’identifier les 2 modes de la structure. Cependant,
I’augmentation de ’ordre a pour effet de faire apparaitre un poéle non physique commun
aux 200 identifications (probablement un dédoublement du second mode). Les résultats
d’identification obtenus avec la méthode OI,,0p sont trés proches de ceux obtenus avec
la méthode Ol.y,. De plus, comme la méthode Ol.,, et la méthode Olgyor¢, on note
que cette méthode fait apparaitre le premier mode plus rapidement (ordre 4) que les
méthodes de type Output-Only (ordre 10 pour la méthode OO, et ordre 8 pour la
méthode OOggor¢. Concernant le bruit sur les capteurs, il n’affecte pas les résultats
d’identification. Cette méthode est robuste au bruit sur les capteurs en ce qui concerne
I'identification.

Au regard des mauvais résultats de validation par le critére 2, 'utilisation opéra-
tionnelle de I'estimation des incertitudes par la méthode Ol n'est pas validée sur
ce cas, avec ou sans bruit sur les capteurs. On peut noter que, si on n’avait eu que le
critére 1 & notre disposition (critére habituellement utilisé), cette méthode aurait été
validée. Ce cas montre que la convergence en moyenne des estimations d’incertitude ne
suffit pas pour valider I'utilisation opérationnelle des intervalles de confiance.



206 Chapitre 9

9.1.1.6 Comparaison des méthodes sur le cas poutre sans entrée inconnue

En terme d’identification
— Qualité de I’identification

Concernant les méthodes de type Output-Only, on constate que la méthode Covariance-

driven (OO.y) identifie légérement moins bien les fréquences et les taux d’amor-
tissement du second mode que la méthode Squared Orthogonal Projection Data-
driven (OOsqort). Cependant le taux d’amortissement est légérement plus stable
avec la méthode OO, qu’avec la méthode OOg40r¢. Un classement des méthodes
donnerait :

OOcov ~ OOsqort

Concernant les méthodes de type Input/Output, elles identifient les fréquences
de maniére similaire. Cependant, on notera que l’identification des taux d’amor-
tissement devient rapidement trés instable avec la méthode Squared Orthogonal
Projection Data-driven (Olsgort). Un classement des méthodes donnerait :

OIcov ~ OIsqobl > OIsqort

On note clairement que 'utilisation des signaux d’entrées facilite I'identification
des modes. Ceci n’est pas visible concernant le second mode car toutes les mé-
thodes I'identifient dés 'ordre 2. Mais si on considére le premier mode, on constate
qu’il apparait respectivement aux ordres 10 et 8 pour les méthodes OO, et
OOsqort, alors qu’il apparait des 'ordre 4 pour les trois méthodes de type In-
put/Output.
— Robustesse au bruit sur les capteurs

Quelque soit la méthode, le bruit sur les capteurs n’a pas d’influence sur la qualité
des diagrammes de stabilité Monte-Carlo (on rappelle que les modes qui ne sont
pas trouvés & chacune des 200 identifications ne sont pas affichés sur ce type de
diagramme). On notera cependant que, concernant les modes conservés dans ces
diagrammes, leur identification obtenue avec la méthode Ol,,, est strictement
identique avec ou sans bruit sur les capteurs.

En terme d’estimation d’incertitude

La Figure [9.1] présente le score de succes des deux critéres de validation, dans les
cas bruité et non bruité, pour chacune des cinq méthodes. Ce score correspond au ratio
entre le nombre de poles dont le critére est validé et le nombre podles du diagramme
(voir Equation (8.10) & la Section [8.4.1.2)).

On observe que le premier critére valide mieux les estimations d’incertitude sur les
fréquences et sur les taux d’amortissement pour les méthodes de type Input/Output
que pour les méthodes de type Output-Only. On observe aussi que, d’aprés ce critére,
I'estimation d’incertitude est robuste aux bruits sur les capteurs. Cependant, on no-
tera une dégradation des résultats concernant les incertitudes sur les fréquences et sur
les taux d’amortissement obtenus avec la méthode OO,qort quand on ajoute du bruit
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FIGURE 9.1 — Score S

sur les capteurs. On observe aussi une légére amélioration des résultats concernant les
incertitudes sur les fréquences obtenues avec la méthode Olg40r+ dans le cas bruité.

La validation des incertitudes par le second critére est plus sévére que celle par le
premier critére. Cependant, le classement des méthodes est quasiment identique avec
les deux criteres, excepté pour la méthode Oy qui est treés mal validée par le critere
2. Encore une fois on notera une bonne robustesse des méthodes face au bruit sur les
capteurs, excepté pour 'estimation d’incertitude sur les taux d’amortissement obtenus
avec la méthode OO y.

L’étude du cas poutre sans excitation inconnue permet de valider 1'utilisation opé-
rationnelle des intervalles de confiance pour les méthodes OOggort, Olcoy €t Olsyort-
Concernant la méthode OO, l'utilisation des intervalles de confiance pour les taux
d’amortissement n’est pas recommandée. Concernant la méthode Ol,40p, 1'utilisation
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des intervalles de confiance n’est recommandée, ni pour les fréquences, ni pour les amor-
tissements.

Bilan global sur le cas poutre sans entrée inconnue

Sur le cas poutre sans excitation inconnue, les cinq méthodes sont robustes au bruit
sur les capteurs, aussi bien concernant la qualité des identifications que celle des esti-
mations d’incertitude.

Concernant 'utilisation des signaux d’entrées, elle est fortement recommandée. En
effet, les méthodes de type Input/Output fournissent de meilleurs identifications que les
méthodes de type Output-Only.

S’agissant d’une utilisation opérationnelle des intervalles de confiance, il est recom-
mandé d’utiliser la méthode OOs40,+ dans le cas ou les signaux d’entrées ne sont pas
disponible, et la méthode Ol,,, dans le cas ou les signaux d’entrées sont disponibles.

9.1.2 Systéme poutre avec entrée inconnue

9.1.2.1 Output-Only Covariance-driven : OO,

Les résultats sont présentés dans les figures [C.11(a)} |C.11(b)} [C.11(c)] [C.11(d)}
(C.12(a)} [C.12(b)| |C.12(c)| et |C.12(d)| de I’Annexe

Identification Sans bruit sur les capteurs Avec bruit sur les capteurs

Fréquences Figure [C.11(a)| ou Figure |C.11(c)| | Figure |C.11(b){ou Figure |C.11(d)

Amortissement || Figure [C.12(a)| ou Figure |C.12(c)| | Figure|C.12(b)|ou Figure |C.12(d)

TABLE 9.12 — Figures utilisées pour I’évaluation de l’identification

Incertitudes Sans bruit sur les capteurs Avec bruit sur les capteurs
Critere 1 Critere 2 Critere 1 Critere 2

Fréquences Figure|C.11(a)| | Figure |C.11(c)| || Figure |C.11(b)| | Figure |C.11(d)

Amortissement || Figure [C.12(a)| | Figure |C.12(c)| || Figure |C.12(b)| | Figure |C.12(d)

TABLE 9.13 — Figures utilisées pour ’évaluation de ’estimation des incertitudes

Les deéfinitions des critéres 1 et 2 sont présentées a la Section [8.3.2) et a la Section
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Validation de ’identification "Monte-Carlo" :

Sans bruit sur les capteurs :

Sur les deux modes de la poutre, seul le second est clairement identifié sur l'intervalle
d’ordres considéré. Il apparait dés 'identification d’un modéle d’ordre 2. Il reste trés
stable jusqu’a 'ordre maximal considéré. Ceci est vrai & la fois pour la valeur de sa
fréquence et celle de son taux d’amortissement. Cependant, ces valeurs sont identifiées
avec un léger biais. Sa fréquence est identifiée & 9.857hz au lieu de 9.836hz. Son taux
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d’amortissement est identifi¢ a 16 % gpau lieu de 15%go(soit une erreur d’environ 6.6%).
Le premier mode n’apparait qu’a ’ordre 10. On ne peut pas se prononcer sur sa stabilité
mais sa fréquence est bien identifiée (2.957hz au lieu de 2.955hz). Il en est de méme
concernant I'identification de son taux d’amortissement (15.16%gpau lieu de 15%g).

La méthode ne fait apparaitre qu'un seul pole non physique commun aux 200 iden-
tifications, & 'ordre 10. Ce podle semble étre un dédoublement du second mode.

Avec bruit sur les capteurs :

Le bruit sur les capteurs n’a quasiment pas d’influence sur 'identification des deux
modes de la poutre, que se soit en terme de fréquence ou en terme de taux d’amortis-
sement. La méthode est robuste au bruit de capteur pour I'identification des modes du
systéme.

Le bruit sur les capteurs ne modifie pas le péle non physique déja présent dans le
cas non bruité. Il apparait a I’ordre 10 et semble étre un dédoublement du second mode.

Validation de I’estimation d’incertitude :
Critére 1 (voir Section [8.3.2))

— Sans bruit sur les capteurs : Le premier critére ne valide ’estimation de l’incer-
titude sur les fréquences que pour le second mode, et ce, uniquement pour les 4
premiers ordres de son apparition (de 'ordre 2 a lordre 5, soit 4 ordres sur 9).
Il en est de méme concernant la validation des estimations d’incertitude des taux
d’amortissement. Elles ne sont validées que pour le second mode et uniquement
pour 3 ordres sur 9.

Avec bruit sur les capteurs : Le bruit sur les capteurs n’a quasiment aucune in-
fluence. On notera seulement une légére dégradation des résultats concernant le
taux d’amortissement du second ordre. L’estimation d’incertitude sur son taux
d’amortissement n’est plus validée que pour 3 ordres sur 9 (les 3 premiers ordres
de son apparition).

Critére 2 (voir Section

— Sans bruit sur les capteurs : Comie pour le premier critére, le second critére ne
valide I’estimation de l'incertitude sur les fréquences que pour le second mode, et
ce, uniquement pour les 4 ordres sur 9 (le premier ordre de son apparition puis de
lordre 4 & 'ordre 6). Il en est de méme concernant la validation des estimations
d’incertitude des taux d’amortissement. Elles ne sont validées que pour le second
mode, mais cette fois pour 6 ordres sur 9.

Avec bruit sur les capteurs : Concernant la validation basée sur le second critére,
les estimations d’incertitude sur la fréquence et sur le taux d’amortissement du
premier mode ne sont pas validées. Celles sur la fréquence du second mode ne
sont pas influencées par le bruit de capteur, elles sont toujours validées pour 4
ordres sur 9. Concernant celles sur son taux d’amortissement, les résultats sont
dégradés par le bruit, elles ne sont plus validées que pour les 3 premiers ordres de
son apparition (i.e. pour 3 ordres sur 9).

Bilan de la méthode OO,,, sur le systéme poutre avec entrée inconnue :

La méthode OO, permet d’identifier les 2 modes de la structure. Le premier mode,
qui n’apparait qu’a ’ordre 10, nécessiterait un ordre plus élevé pour que l'on puisse
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vérifier sa stabilité. Cependant, ’augmentation de ’ordre a pour effet de faire apparaitre
un pole non physique commun aux 200 identifications (probablement un dédoublement
du second mode). On notera aussi que cette méthode identifie le second mode avec un
léger biais, aussi bien sur sa fréquence que sur son taux d’amortissement. Concernant
le bruit sur les capteurs, il n’affecte pas les résultats d’identification. Cette méthode est
robuste au bruit sur les capteurs en ce qui concerne I'identification.

L’utilisation opérationnelle des intervalles de confiance n’est validée que si 'ordre
n’est pas trop élevé. En effet, aucune estimation d’incertitude sur les fréquences n’est
validée par le critére 2 aprés 'ordre 6. On notera que, concernant la validation des
estimations sur les fréquences, les résultats de validation sont identiques qu’il y ait du
bruit ou non sur les capteurs. Concernant les estimations d’incertitude sur les taux
d’amortissement, dans le cas non bruité, les résultats de validation sont meilleures que
ceux des estimations d’incertitude sur les fréquences. Cependant, ’ajout de bruit sur
les capteurs dégrade les résultats de validation pour des ordres trop élevés.

9.1.2.2 Output-Only Squared Orthogonal Projection Data-driven : OO0t

Les résultats sont présentés dans les figures [C.13(a)} |C.13(b)} [C.13(c)} [C.13(d)}
(C.14(a)} [C.14(b)| |C.14(c)| et |C.14(d)| de I’Annexe

Identification Sans bruit sur les capteurs Avec bruit sur les capteurs

Fréquences Figure |C.13(a)| ou Figure|C.13(c)| | Figure [C.13(b)|[ou Figure |C.13(d)

Amortissement || Figure [C.14(a)| ou Figure [C.14(c)| | Figure |C.14(b)|ou Figure |C.14(d)

TABLE 9.14 — Figures utilisées pour I’évaluation de l’identification

Incertitudes Sans bruit sur les capteurs Avec bruit sur les capteurs
Critere 1 Critere 2 Critere 1 Critere 2

Fréquences Figure |C.13(a)| | Figure |C.13(c)| || Figure |C.13(b)| | Figure |C.13(d)

Amortissement || Figure |C.14(a)| | Figure |C.14(c)| || Figure |C.14(b)| | Figure |C.14(d)

TABLE 9.15 — Figures utilisées pour ’évaluation de ’estimation des incertitudes

Les deéfinitions des critéres 1 et 2 sont présentées a la Section [8.3.2) et a la Section

R33
Validation de ’identification "Monte-Carlo" :

Sans bruit sur les capteurs :

Les deux modes de la poutre sont identifiés. Le premier mode apparait a ’ordre 8.
Sa fréquence est relativement stable et est parfaitement identifiée & 'ordre 10 (2.96hz
au lieu de 2.955hz, soit environ 0.17% d’erreur). Son taux d’amortissement oscille entre
15.9%g0(environ 6% d’erreur) et 17.9%09(19% d’erreur). Le second mode apparait dés
Pordre 2. Malgré un léger biais (9.86hz au lieu de 9.836hz) sa fréquence est parfaitement
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stable sur tout le diagramme Monte-Carlo. On remarque que ce biais est comparable a
celui obtenu avec la méthode OO,,,. Excepté au dernier ordre, son taux d’amortissement
est relativement stable et correctement identifié. I1 oscille entre 14.64 %/o9(2.4% d’erreur)
et 16.24 % go(environ 8.3% d’erreur). Au dernier ordre, ce taux d’amortissement est mal
identifié (13.37 %o, soit environ 11% d’erreur) .

A partir de 'ordre 6, on constate I’apparition d’un pdle non physique commun aux
200 identifications. Ceci est certainement di & une surestimation de 'ordre du systéme,
méme si cette surestimation est nécessaire pour identifier le premier mode.

Avec bruit sur les capteurs :

Le bruit n’a quasiment pas d’influence sur l'identification des poles physiques. On
constate cependant que le premier mode apparait a ordre 7, soit un ordre plus tot que
dans le cas sans bruit sur les capteurs. La stabilité en termes de fréquences et de taux
d’amortissement est similaire, mis & part une dégradation de l'identification du taux
d’amortissement du premier mode de la structure.

Le pole non physique identifié dans le cas non bruité est aussi identifié dans le
cas bruité. Cependant, il ’est un ordre plus tot, & 'ordre 7. Aussi bien en termes de
fréquences qu’en termes de taux d’amortissement, sont comportement est le méme que
dans le cas non bruité. On voit aussi qu'un deuxiéme poéle apparait, mais uniquement a
Pordre 9. Encore une fois ceci peut étre dii & une surestimation de I’ordre du systéme.

Validation de ’estimation d’incertitude :

Critére 1 (voir Section

— Sans bruit sur les capteurs : Le premier critére valide parfaitement 1’estimation
d’incertitude sur la fréquence du premier mode (3 ordres sur 3). Cependant, il ne
valide jamais celle sur son taux d’amortissement. L’estimation de l'incertitude sur
la fréquence du second mode est presque toujours validée (8 fois sur 9). Il en est
de méme concernant celle sur son taux d’amortissement (8 fois sur 9).

— Avec bruit sur les capteurs : Le bruit dégrade un peu ’estimation d’incertitude
de la fréquence du premier mode. Méme si cette fréquence apparait pour un ordre
plus t6t que dans le cas bruité, 'estimation de son incertitude n’est validée que
2 fois sur 4. Celle sur son taux d’amortissement n’est toujours validée & aucun
ordre. Concernant le second mode, le bruit sur les capteurs n’a pas d’influence sur
la qualité de ’estimation d’incertitude sur sa fréquence. Elle est encore validée 8
fois sur 9. On observe cependant une dégradation de I’estimation d’incertitude de
son taux d’amortissement. Il n’est plus validé que 6 fois sur 9 (au lieu de 8 fois
sur 9).

Critére 2 (voir Section

— Sans bruit sur les capteurs : Le second critére ne valide I'estimation d’incertitude
sur la fréquence du premier mode que pour 1 ordre sur 3. Ce critére ne valide
jamais celle sur son taux d’amortissement. Concernant le second mode, 1’estima-
tion d’incertitude sur sa fréquence est validée 8 fois sur 9. Celle sur son taux
d’amortissement 1’est 6 fois sur 9.

— Avec bruit sur les capteurs : Le bruit sur les capteurs dégrade 1égérement les ré-
sultats. L’estimation d’incertitude sur la fréquence du premier mode n’est validée
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que pour 1 ordre sur 4 (contre 1 sur 3 dans le cas non bruité). Celle sur son amor-
tissement n’est toujours validée pour aucun ordre. Concernant le second mode,
I’estimation d’incertitude sur sa fréquence est validé pour un ordre de moins que
dans le cas non bruité, soit pour 7 ordres sur 8. Il en est de méme concernant celle
de son taux d’amortissement, il n’est plus validé que pour 4 ordres sur 9 (contre
6 sur 9 dans le cas non bruité).

Bilan de la méthode OOy, sur le systéme poutre avec entrée inconnue :

La méthode OO 4or+ permet d’identifier les 2 modes de la structure. Les fréquences
sont stables et correctement identifiées. Les taux d’amortissement sont moins bien iden-
tifiés qu’avec la méthode OO,,,. D’autre part, 'Taugmentation de I’ordre nécessaire pour
faire apparaitre le premier mode a pour effet de faire apparaitre un péle non physique
commun aux 200 identifications. Concernant le bruit sur les capteurs, il n’affecte pas
notablement les résultats d’identification des deux modes de la structure. Cependant,
le bruit a pour effet de faire apparaitre le pole non physique un ordre plus tot (ordre
8 dans le cas non bruité - ordre 7 dans le cas bruité). On peut considérer que cette
méthode est robuste au bruit sur les capteurs en ce qui concerne l'identification.

L’utilisation opérationnelle des intervalles de confiance est validée dans le cas non
bruité pour les fréquences. Pour les taux d’amortissement, ['utilisation opérationnelle des
intervalles de confiance n’est plus validée si I’ordre est trop élevé. L’ajout de bruit sur les
capteur dégrade les résultats de validation, notamment pour les taux d’amortissement.

9.1.2.3 Input/Output Covariance-driven : OI,

Les résultats sont présentés dans les figures [C.15(a)} |C.15(b)} [C.15(c)} [C.15(d)}
(C.16(a)} [C.16(b) |C.16(c)|et |C.16(d)| de I’Annexe

Identification Sans bruit sur les capteurs Avec bruit sur les capteurs

Fréquences Figure |C.15(a)| ou Figure|C.15(c)| | Figure [C.15(b)|[ou Figure |C.15(d)

Amortissement || Figure [C.16(a)| ou Figure [C.16(c)| | Figure|C.16(b)|ou Figure |C.16(d)

TABLE 9.16 — Figures utilisées pour I’évaluation de l’identification

Incertitudes Sans bruit sur les capteurs Avec bruit sur les capteurs
Critére 1 Critére 2 Critére 1 Critére 2

Fréquences Figure |C.15(a)| | Figure |C.15(c)| || Figure [C.15(b)| | Figure|C.15(d)

Amortissement || Figure|[C.16(a)| | Figure [C.16(c)| || Figure|C.16(b)| | Figure|C.16(d)

TABLE 9.17 — Figures utilisées pour ’évaluation de l’estimation des incertitudes

Les deéfinitions des critéres 1 et 2 sont présentées a la Section [8.3.2) et a la Section

B33l
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Validation de ’identification "Monte-Carlo" :

Sans bruit sur les capteurs :

Les deux modes de la poutre sont identifiés. Le premier mode apparait a ordre
6. Sa fréquence est stable et est correctement identifiée . Son taux d’amortissement
converge vers la valeur théorique avec un léger biais (16%ggau lieu de 15 gglorsque,
soit environ 6.7% d’erreur) l'ordre augmente. Le second mode apparait dés ’ordre 2. Sa
fréquence est correctement identifiée et est parfaitement stable sur tout le diagramme
Monte Carlo (9.835hz au lieur de 9.836hz). Il en est de méme concernant son taux
d’amortissement, excepté une petite erreur constante (15.45%gpau lieu de 15, soit
environ 3% d’erreur) sur ’ensemble du diagramme Monte Carlo et une légere divergence
aux deux derniers ordres (environ 15.7%gpau lieu de 15 %, soit environ 4.7% d’erreur).

Avec bruit sur les capteurs :

Le bruit n’a aucune influence sur ’identification des fréquences. Les diagrammes de
stabilité Monte Carlo avec et sans bruit sur les capteurs sont identiques. Il en est de
méme pour les diagrammes de stabilité Monte Carlo des taux d’amortissement, excepté
pour les 3 derniers ordres qui sont trés légérement différents.

Validation de ’estimation d’incertitude :

Critére 1 (voir Section [8.3.2))

— Sans bruit sur les capteurs : Le premier critére ne valide jamais I’estimation de
I'incertitude sur la fréquence du premier mode. Il en est de méme pour celle
sur son taux d’amortissement. Concernant le second mode, le critére ne valide
I’estimation d’incertitude de sa fréquence que pour les 5 premiers ordres suivant
son apparition (soit 5 ordres sur 9). Et seulement 4 estimations sur 9 sont validées
concernant l'incertitude sur son taux d’amortissement : celles effectuées aux 4
premiers ordres suivant ’apparition de ce mode.

— Avec bruit sur les capteurs : Quelque soit le mode, le bruit sur les capteurs n’a
aucune influence sur la validation des estimations d’incertitude.

Critére 2 (voir Section

— Sans bruit sur les capteurs : Le premier critére ne valide jamais I’estimation de
I'incertitude sur la fréquence du premier mode. Il en est de méme pour celle sur son
taux d’amortissement. Concernant le second mode, le critére valide I’estimation
d’incertitude de sa fréquence pour les 7 premiers ordres suivant son apparition (soit
7 ordres sur 9). Cependant, comme avec le premier critére, seules 4 estimations sur
9 sont validées concernant l'incertitude sur son taux d’amortissement. Et encore
une fois, il s’agit de celles effectuées aux 4 premiers ordres suivant ’apparition de
ce mode.

— Avec bruit sur les capteurs : Comme avec le premier critére, le bruit sur les cap-
teurs n’a aucune influence sur la validation des estimations d’incertitude par le
second critére.

Bilan de la méthode O, sur le systéme poutre avec entrée inconnue :

La méthode OlI,,, permet d’identifier les 2 modes de la structure. On note que cette
méthode fait apparaitre le premier mode plus rapidement (ordre 4) que les méthodes
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de type Qutput-Only (ordre 10 pour la méthode OO,y et ordre 8 pour la méthode
OOsqort- De plus, les fréquences et les amortissement sont plus stables et mieux identi-
fiees avec la méthode Ol.,, qu’avec les deux méthodes de types Qutput-Only. D’autre
part, Paugmentation de I'ordre ne fait apparaitre aucun péle non physique commun
aux 200 identifications. Enfin, on peut considérer que cette méthode est trés robuste au
bruit sur les capteurs en ce qui concerne l'identification.

L’utilisation opérationnelle des intervalles de confiance est validée pour la fréquence
du second mode. Malgré l'apparition rapide du premier mode, le critére 2 ne valide
jamais l'utilisation des intervalles de confiance sur sa fréquence. Pour les taux d’amor-
tissement, ['utilisation opérationnelle des intervalles de confiance n’est validée que si
Pordre n’est pas trop élevé (inférieur a 6), et uniquement pour le second mode. L’ajout
de bruit sur les capteur ne modifie pas les résultats de validation.

9.1.2.4 Input/Output Squared Orthogonal Projection Data-driven : Ol

Les résultats sont présentés dans les figures [C.17(a)} |C.17(b)} [C.17(c)} [C.17(d)]
[C.18(a)l [C.18(b)} [C.18(c)| et [C.18(d)| de I’Annexe

Identification Sans bruit sur les capteurs Avec bruit sur les capteurs

Fréquences Figure [C.17(a)| ou Figure |C.17(c)| | Figure |C.17(b){ou Figure |C.17(d)

Amortissement || Figure [C.18(a)| ou Figure |C.18(c)| | Figure |C.18(b)|ou Figure |C.18(d)

TABLE 9.18 — Figures utilisées pour I’évaluation de l’identification

Incertitudes Sans bruit sur les capteurs Avec bruit sur les capteurs
Critére 1 Critére 2 Critére 1 Critére 2

Fréquences Figure |C.17(a)| | Figure |C.17(c)| || Figure [C.17(b)| | Figure|C.17(d)

Amortissement || Figure|C.18(a)| | Figure |C.18(c)| || Figure |C.18(b)| | Figure |C.18(d)

TABLE 9.19 — Figures utilisées pour ’évaluation de ’estimation des incertitudes

Les deéfinitions des critéres 1 et 2 sont présentées a la Section [8.3.2) et a la Section

B33l

Validation de ’identification "Monte-Carlo" :

Sans bruit sur les capteurs :

Seule la fréquence du second mode est correctement identifiée et de maniére stable
(9.8hz au lieu de 9.836hz). Méme si son taux d’amortissement est relativement stable,
son identification est cependant trés biaisée. Il oscille entre 6%gq(60% d’erreur) et
8Y/00(environ 47% d’erreur). On observe aussi que plus I'ordre augmente, moins son
taux d’amortissement est stable. En ce qui concerne le premier mode, il n’apparait
qu’aux deux derniers ordres. Sa fréquence n’est correcte qu’au dernier ordre (3hz au
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lieu de 2.955hz). Il en est de méme pour son taux d’amortissement. Il est bien identifiée
au dernier ordre (14.98 %/ ggau lieu de 15%y).

L’identification fait apparaitre jusqu’a trois pdles non physiques communs aux 200
identifications. Le premier de ces poles apparait trés tot, dés ’ordre 4.

Avec bruit sur les capteurs :

L’ajout de bruit sur les capteurs n’a aucune influence visible sur 'identification ob-
tenue avec cette méthode. Elle reste trés mauvaise concernant les amortissements du se-
cond mode, 'apparition tardive du premier mode pour une méthode de type Input/Only
et le nombre important de poles non physiques identifiés.

Validation de ’estimation d’incertitude :

Critére 1 (voir Section

— Sans bruit sur les capteurs : Malgré la trés mauvaise identification fournie par
cette méthode, les résultats de validation des estimations d’incertitudes sont éton-
nement bons. L’estimation de l'incertitude sur la fréquence du premier mode est
toujours validée (2 ordres sur 2). Celle sur son taux d’amortissement n’est validée
qu’a V'ordre 10, le seul ordre ou ce taux est correctement identifié. Concernant
le second mode, I'estimation d’incertitude sur sa fréquence est elle aussi toujours
validée (9 ordres sur 9). Il en est de méme concernant l'estimation d’incertitude
de son taux d’amortissement. On peut aussi noter qu'une grande partie des esti-
mations d’incertitude sur les fréquences des poles non physiques sont elles aussi
validées. Ce n’est pas le cas de celles de leur taux d’amortissement.

— Avec bruit sur les capteurs : L’ajout de bruit n’a quasiment aucun effet sur la
validation des estimations d’incertitude. On notera uniquement la validation de
I'estimation d’incertitude sur une fréquence supplémentaire pour I'un des deux
poles non physiques (& l'ordre 5).

Critére 2 (voir Section [8.3.3])

— Sans bruit sur les capteurs : L’estimation de I'incertitude sur la fréquence du pre-
mier mode est toujours validée (2 ordres sur 2). Celle sur son taux d’amortissement
n’est validée qu’a 'ordre 10, le seul ordre o ce taux est correctement identifié.
Concernant le second mode, 'estimation d’incertitude sur sa fréquence est elle
aussi toujours validée (9 ordres sur 9). Celle sur son taux d’amortissement est va-
lidée 6 fois sur 9. On notera que ce critére valide un peu moins bien les estimations
d’incertitudes des poles non physiques que le premier critére.

— Avec bruit sur les capteurs : L’ajout de bruit n’a quasiment aucune influence sur
la validation des estimations d’incertitude.

Bilan de la méthode Ol sur le systéme poutre avec entrée inconnue :

La méthode Ol qort permet d’identifier les 2 modes de la structure. Cependant, le
taux d’amortissement du second mode est trés mal identifié et le premier mode apparait
tard pour une méthode de type Input/Only. En effet, dans le cas sans entrée inconnue
(Section , on a vu que 'utilisation des signaux d’entrées permet d’identifier plus
rapidement le premier mode que lorsqu’on utilise une méthode de type OQuitput-Only.
On note aussi que cette méthode fait apparaitre trois poles non physiques communs
aux 200 identifications. C’est le plus grand nombre de pole non physique observée sur le
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systéme poutre (tout cas et toute méthode confondue). Cette méthode n’est pas robuste
a la présence d’excitation inconnue. Ceci a été prévu a la Section [3.2.3.2] & partir de
la forme de la matrice sous-espace Horore (voir Equation ), et donc de la forme
de la matrice Horsqort = HOIO"‘tHgIort (voir Equation (3.225))). Analytiquement, cette
méthode ne permet pas de retirer I'influence des excitations inconnues.

L’utilisation des intervalles de confiance est validée par les critéres pour les fré-
quences sur presque tout le diagramme Monte-Carlo et pour les amortissements lorsque
Pordre n’est pas trop élevé (inférieur & 1'ordre 6 dans le cas non bruité et inférieur a
Pordre 5 dans le cas bruité). Cependant, une étude des diagrammes de stabilité (non
présentée ici), montre que l'erreur d’identification du taux d’amortissement du second
mode est un biais. Les intervalles de confiance ne contiennent jamais la vrai valeur
d’amortissement. Le biais d’identification est trés certainement due a I'excitation incon-
nue. Cette méthode n’est pas recommandée pour les essais de vibration durant lesquels
les entrées ne sont pas bien maitrisées.

9.1.2.5 Input/Output Squared Oblique Projection Data-driven : Ol

Les résultats sont présentés dans les figures [C.19(a)} |C.19(b)} [C.19(c)} [C.19(d)}
(C.20(a)} [C.20(b)} |C.20(c)| et [C.20(d)| de I’Annexe

Identification Sans bruit sur les capteurs Avec bruit sur les capteurs

Fréquences Figure |C.19(a)| ou Figure|C.19(c)| | Figure [C.19(b)|ou Figure |C.19(d)

Amortissement || Figure [C.20(a)| ou Figure [C.20(c)| | Figure |C.20(b)|ou Figure |C.20(d)

TABLE 9.20 — Figures utilisées pour I’évaluation de l’identification

Incertitudes Sans bruit sur les capteurs Avec bruit sur les capteurs
Critere 1 Critere 2 Critere 1 Critere 2

Fréquences Figure |C.19(a)| | Figure |C.19(c)| || Figure |C.19(b)| | Figure |C.19(d)

Amortissement || Figure [C.20(a)| | Figure |C.20(c)| || Figure |C.20(b)| | Figure |C.20(d)

TABLE 9.21 — Figures utilisées pour ’évaluation de ’estimation des incertitudes

Les deéfinitions des critéres 1 et 2 sont présentées a la Section [8.3.2) et a la Section

R33
Validation de ’identification "Monte-Carlo" :

Sans bruit sur les capteurs :

Les deux modes de la poutre sont identifiés. Le premier mode apparait a I’ordre 5. Sa
fréquence est stable et est correctement identifiée (2.955hz). Son taux d’amortissement
semble converger, avec un léger biais (16 %/ gpau lieu de 15%g), vers la valeur théorique
lorsque l'ordre augmente. Le second mode apparait dés 'ordre 2. Sa fréquence (9.385hz
au lieu de 9.836hz) et son taux d’amortissement (15% ) sont correctement identifiés et
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sont stables sur tout le diagramme Monte-Carlo, excepté au dernier ordre. Au dernier
ordre, ce pole semble se dédoubler. Sa fréquence est légérement détériorée (9.816hz au
lieu de 9.836hz). Il en est de méme pour son taux d’amortissement (16 %gpau lieu de
15%00).

Avec bruit sur les capteurs :

I’ajout de bruit sur les capteurs n’a quasiment aucun effet sur 'identification des
modes. Cependant, on notera la perte de I’identification du premier mode & ’ordre 6.

L’ajout du bruit sur les capteurs ne modifie pas la fréquence de 'unique pdle non
physique identifié (probablement un dédoublement du second mode de la structure). On
voit cependant apparaitre un écart de valeur plus important entre son taux d’amortis-
sement et celui du second mode dans le cas bruité.

Validation de ’estimation d’incertitude :

Critére 1 (voir Section [8.3.2))

— Sans bruit sur les capteurs : Le premier critére valide 'estimation d’incertitude
sur la fréequence du premier mode pour 4 ordres (consécutifs) sur 6. Il ne valide
cependant jamais celle sur le taux d’amortissement de ce mode. Concernant le
second mode, l'estimation d’incertitude sur sa fréquence est toujours validée (9
ordres sur 9). Celle sur son taux d’amortissement est validée 8 fois sur 9.

— Avec bruit sur les capteurs : L’ajout de bruit sur les capteurs n’a quasiment au-
cune influence sur la validation des estimations d’incertitude. L’estimation d’in-
certitude sur la fréquence du premier mode est maintenant validée 5 fois sur 5 (on
a une identification en moins). Celle sur son taux d’amortissement n’est validée
que pour 1 ordre sur 5. Concernant le second mode, 'estimation d’incertitude
sur sa fréquence est validée 8 fois sur 9. Celle sur son taux d’amortissement est
maintenant toujours validée (9 fois sur 9).

Critére 2 (voir Section [8.3.3])

— Sans bruit sur les capteurs : Le second critére ne valide jamais 'estimation d’in-
certitude sur la fréquence du premier mode. Il en est de méme pour celle sur son
taux d’amortissement. Concernant l’estimation d’incertitude sur la fréquence du
second mode, elle n’est validée que 3 fois sur 9. Celle sur son taux d’amortissement
ne l'est que 2 fois sur 9.

— Avec bruit sur les capteurs : L’ajout de bruit sur les capteurs améliore les es-
timations d’incertitude. Pour le premier mode, 'estimation d’incertitude de sa
fréquence est validée 3 fois sur 5. Celle sur son taux d’amortissement ne 1’est que
pour 1 ordre sur 5. Concernant le second mode, I'estimation d’incertitude de sa
fréquence est validée 8 fois sur 9. Celle de son taux d’amortissement ’est 7 fois

sur 9.

Bilan de la méthode O,y sur le systéme poutre avec entrée inconnue :

La méthode Olgyon permet d’identifier les 2 modes de la structure. Comme dans le
cas sans entrée inconnue, les résultats d’identifications obtenus avec la méthode Olggop
sont trés proches des résultats d’identification obtenus avec la méthode Ol.,,. Malgré
un léger biais d’identification de I'amortissement du premier mode, cette méthode est
validée en terme d’identification. De plus, elle est robuste au bruit sur les capteurs.
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Comme dans le cas sans entrée inconnue, la méthode Ol requiert 'ajout de
bruit sur les capteurs pour que 'utilisation opérationnelle des intervalles de confiance
soit validée.

9.1.2.6 Comparaison des méthodes sur le cas poutre avec entrée inconnue

En terme d’identification

— Qualité de I’identification
Concernant les méthodes de type Output-Only, on constate que la méthode Covariance-
driven (OO.qy) identifie légérement moins bien les taux d’amortissement du se-
cond mode que la méthode Squared Orthogonal Projection Data-driven (OOsgort)-
Cependant le taux d’amortissement est légérement plus stable avec la méthode
OO0y qu’avec la méthode OOgq0r¢. Un classement des méthodes donnerait :

OOcov ~ OOsqort

Concernant les méthodes de type Input/Output, les méthodes Ol.py et Olggop
fournissent des identifications similaires, aussi bien en termes de fréquences qu’en
termes de taux d’amortissement. L’identification obtenue par la méthode Olg0r,
particuliérement en termes de taux d’amortissement, est trés mauvaise. Un clas-
sement des méthodes donnerait :

OIcov ~ OIsqobl > OIsqort

— Robustesse au bruit sur les capteurs
Quelque soit la méthode, le bruit sur les capteurs n’a pas d’influence sur la qualité
des diagrammes de stabilité Monte-Carlo (on rappelle que les modes qui ne sont
pas trouvés a chacune des 200 identifications ne sont pas affichés sur ce type de
diagramme).
La supériorité observée, en terme d’identification, des méthodes de type Input/Ouput
sur les méthodes de type Ouitput-Only dans le cas sans entrée inconnue est moins
nette dans le cas avec entrée inconnue. Ceci n’est pas visible concernant le second
mode car toutes les méthodes I'identifient dés I'ordre 2. Mais si on considére le
premier mode, on constate qu’il apparait respectivement aux ordres 10 et 8 pour
les méthodes OO o, et OOsqort, alors qu’il apparait respectivement aux ordres 6,
9 et 5 pour les méthodes Olcoy, Olsgort €t Olggop-

En terme d’estimation d’incertitude

La Figure présente le score de succes des deux critéres de validation, dans les
cas bruité et non bruité, pour chacune des cinq méthodes. Ce score correspond au ratio
entre le nombre de poles dont le critére est validé et le nombre poles du diagramme
(voir Equation a la Section [8.4.1.2).

On observe que le premier critére valide mieux les estimations d’incertitude sur les
fréquences et sur les taux d’amortissement pour les méthodes de type Squared Data-
driven que pour les méthodes de type Covariance-driven, et ceci, pour les méthodes de
type Output-Only et de type Input/Output. Dans le cas non bruité, les résultats obtenus
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FIGURE 9.2 — Score S

avec la méthode OOgq0r+ sont méme de qualité équivalente aux résultats obtenus avec
les méthodes Olcoy et Olgyop. On observe aussi que, d’apreés ce critére, 'estimation d’in-
certitude est robuste aux bruits sur les capteurs. Cependant, on notera une dégradation
des résultats concernant les incertitudes sur les fréquences et sur les taux d’amortisse-
ment obtenus avec la méthode OOg40r¢ quand on ajoute du bruit sur les capteurs. On
observe aussi une légére amélioration des résultats concernant les incertitudes sur les
fréquences obtenues avec les méthodes Olsgort €t Olggop dans le cas bruité.

La validation des incertitudes par le second critére est plus sévére que celle par le
premier critére. Cependant, le classement des méthodes est quasiment identique avec
les deux critéres, excepté pour la méthode Olggoy qui est trés mal validée, par le second
critére, dans le cas non bruité. Encore une fois on notera une bonne robustesse des
méthodes face au bruit sur les capteurs, excepté pour 'estimation d’incertitude sur les
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fréequences obtenues avec la méthode OO40, et sur les taux d’amortissement obtenus
avec les méthodes de type Output-Only. On observera aussi une trés nette améliora-
tion des résultats obtenus avec la méthode OIqop lorsqu’il y présence de bruit sur les
capteurs.

9.1.3 Influence de ’entrée inconnue et bilan sur le systéme poutre

En terme d’identification, concernant les méthodes de type Output-Only, on n’ob-
serve pas d’influence claire de I’entrée inconnue sur les résultats. Ceci est cohérent, car
pour ces méthodes, les entrées sont toujours considérées comme inconnues. La seule diffé-
rence entre les deux cas est le nombre d’excitations inconnues. Concernant les méthodes
de type Input/Output, ’entrée inconnue a une influence. Cependant cette influence n’est
pas toujours négative. Méme si, globalement, cette entrée inconnue retarde l’apparition
du premier mode, elle améliore aussi la qualité des diagrammes de stabilité Monte-Carlo
obtenus avec les méthodes Ol.,, et Olggop. Par contre, on observe aussi une trés nette
dégradation des résultats obtenus avec la méthode Oy due & cette entrée inconnue.
Ce comportement a été prédit a la Section [3.2.3.5]

En terme d’estimation d’incertitude, les validations sur les taux d’amortissement
sont plus impactées par l'entrée inconnue que les validations sur les fréquences. On
notera aussi que la méthode Ol.,, est la moins robuste & I'effet d’une entrée inconnue.

Sur le cas poutre avec excitation inconnue, 'utilisation opérationnelle des intervalles
de confiance :

— est validée pour les fréquences et les taux d’amortissement, a condition de ne pas

trop surestimer ’ordre du systéme, pour les méthodes OO, et Ol.y,.

— est validée pour les fréquences et les taux d’amortissement identifiés par la mé-
thode OOgqor¢ si les capteurs ne sont pas bruités. Dans le cas ot les capteurs
sont bruités, 'utilisation opérationnelle des intervalles de confiance pour les taux
d’amortissement n’est plus validée.

— n’est pas validée pour la méthode OIqor+ & cause d’un important biais d’identifi-
cation.

— est validée pour les fréquences et les taux d’amortissement identifiés par la mé-
thode Olg40p, & condition que les capteurs soient bruités.
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La fréquences, le taux d’amortissement et le type de forme modale (symétrique (S)
ou anti-symétrique (A)) des modes a identifier sont donnés dans le tableau ci-dessous :

Modes avion au sol Modes avion en vol
J f](%) fj (O/OO) ¢j J f](%) fj (o/oo) ¢j
1 | 2819 | 15.0 S 1 |28.06 | 16.4 S
2 |35.04 | 15.0 S 2 | 35.00 | 15.5 S
3 | 3713 | 15.0 A 3 | 37.24 | 26.1 A
4 | 38.21 | 15.0 S 4 | 38.82 | 34.6 S
5 14242 | 15.0 S 5 | 41.88 | 164 S
6 | 43.39 | 15.0 A 6 | 43.29 | 15.8 A
7 |53.68 | 15.0 S 7 |53.59 | 16.1 S
8 | 56.55 | 15.0 S 8 | 56.47 | 15.7 A
9 | 57.89 | 15.0 A 9 | 58.06 | 20.5 A
10 | 60.11 | 15.0 S 10 | 60.00 | 15.1 S
11 | 61.34 | 15.0 A 11 | 61.18 | 15.1 A
12 | 63.11 | 15.0 S 12 | 62.94 | 15.2 S
13 1 63.95 | 15.0 S 13 | 64.12 | 16.2 S
14 | 67.95 | 15.0 S 14 | 67.65 | 19.6 S
151 69.95 | 15.0 A 15 | 69.41 | 18.7 A
16 | 74.38 | 15.0 A 16 | 74.71 | 16.1 A
17 | 81.43 | 15.0 S 17 | 81.18 | 17.5 S
18 | 83.11 | 15.0 A 18 | 82.94 | 16.2 A
19 | 86.52 | 15.0 A 19 | 86.47 | 15.2 A
20 | 90.07 | 15.0 S 20 | 89.99 | 15.0 S
21 | 97.65 | 15.0 S 21 | 97.65 | 18.0 S

TABLE 9.22 — Informations sur les modes avion (au sol et en vol)

9.2.1 Systéme avion au sol

9.2.1.1 Output-Only Covariance-driven : OO,

Les résultats sont présentés dans les figures [D.1(a)| [D.1(b)} [D.1(c)| [D.1(d)] [D.2(a)l

[D.2(b)} [D-2(c)| et [D.2(d)] de I’ Annexe D}

Les définitions des critéres 1 et 2 sont présentées a la Section et a la Section

8.3.3]

Validation de ’identification "Monte-Carlo" :
Sans bruit sur les capteurs :
Sept fréquences modales de I'avion sont correctement identifiées. Ces modes sont

les modes numéros 4, 5, 7, 13, 14, 17 et 21. Ils se stabilisent rapidement apreés leur
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Identification Sans bruit sur les capteurs Avec bruit sur les capteurs
Fréquences Figure [D.1(a) ou Figure [D.1(c)| | Figure [D.1(b)|ou Figure [D.1(d)
Amortissement || Figure [D.2(a) ou Figure [D.2(c)| | Figure [D.2(b)|ou Figure [D.2(d)

TABLE 9.23 — Figures utilisées pour I’évaluation de l’identification

Incertitudes Sans bruit sur les capteurs Avec bruit sur les capteurs
Critére 1 Critere 2 Critere 1 Critére 2

Fréquences Figure [D.1(a)| | Figure|D.1(c)| || Figure [D.1(b)| | Figure D.1(d)

Amortissement | Figure|D.2(a)| | Figure [D.2(c)| || Figure [D.2(b)| | Figure |D.2(d)

TABLE 9.24 — Figures utilisées pour ’évaluation de ’estimation des incertitudes

apparition. A partir du Tableau on constate que tous ces modes ont une déformée
modale symétrique. L’excitation étant symétrique, il n’est pas étonnant que les modes
anti-symétriques ne soient pas bien identifiés. Cependant, tous les modes symétriques
ne sont pas identifiés. Il manque les modes 1, 2, 8, 10, 12 et 20. Ces modes sont des
modes d’emport. Leur forme n’implique que trés peu de déplacement de la voilure.
L’excitation étant placée sur la voilure (gouvernes), ils sont moins excités que les autres
modes symétriques. Ils sont par conséquent plus difficiles a identifier que les autres
modes.

On observe que de nombreux poéles non physiques communs aux 200 identifications
apparaissent a partir de 'ordre 80. Parmi ces pdles, trois pourraient correspondre aux
modes numéro 12, 15 et 16. Le mode 12 est un mode d’emport ventral. Il est difficile
a exciter avec une excitation placée sur la voilure. Les modes 15 et 16 ont une forme
modale anti-symétrique (voir Tableau . L’excitation utilisée étant symétrique, ces
modes sont plus difficilement identifiés que les modes symétriques.

Avec bruit sur les capteurs :

Le bruit sur les capteurs n’a quasiment pas d’influence sur le nombre de modes
identifiés et sur 'ordre auquel ils apparaissent. Cependant on peut observer que les
modes numéro 13, 14 et 17 sont moins stables dans le cas bruité que dans le cas non
bruité.

Le bruit sur les capteurs réduit le nombre de podles non physiques communs aux
200 identifications. Concernant les modes 15 et 16, qui n’apparaissent plus, il se peut
que le bruit augmente leur instabilité en termes de fréquences identifiées durant les 200
identifications. Ainsi, ils ne respectent plus le critére utilisé pour I’appariement de mode

(voir Section |8.3.1.1]) et sont retirés de ’analyse.
Validation de l’estimation d’incertitude :
Critére 1 (voir Section [8.3.2))
— Sans bruit sur les capteurs : Le premier critére valide trés bien ’estimation d’in-

certitude pour les modes 4, 5, 7 et 14 (4 des 7 modes correctement identifiés). L’es-
timation d’incertitude sur leur fréquence est presque toujours validée. Concernant
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les modes 17 et 21 ces estimations sont validées environ 1 fois sur 2. L’estimation
d’incertitude sur la fréquence du mode 13 n’est presque jamais validée.
— Avec bruit sur les capteurs : Le bruit sur les capteurs dégrade les estimations d’in-

certitude. Seul I'estimation d’incertitude sur la fréquence du mode 5 reste correc-
tement validée pour la majorité des ordres.
Critére 2 (voir Section
— Sans bruit sur les capteurs : Les résultats obtenus avec le second critére sont trés

similaires & ceux obtenus avec le premier critére. Les estimations d’incertitude sur
les fréquences des modes 4, 5, 7 et 14 sont correctement validées. Celles sur la
fréquence du mode 21 sont légérement mieux validées avec ce critére qu’avec le

premier.

— Avec bruit sur les capteurs : Le bruit sur les capteurs dégrade nettement les ré-

sultats de validation des estimations d’incertitude par le second critére.

Bilan de la méthode OO,,, sur le systéme avion au sol :

La méthode OO, permet d’identifier les modes symétriques de la structure qui
ne sont pas des modes d’emport. De plus, cette méthode est robuste au bruit sur les

capteurs.

L’utilisation opérationnelle des intervalles de confiance est validée, a condition qu’il
n’y ait pas de bruit sur les capteurs.

9.2.1.2 Output-Only Squared Orthogonal Projection Data-driven : OOt

Les résultats sont présentés dans les figures [D.3(a), [D.3(b)} [D.3(c)} [D.3(d)} [D.4(a)}

[D.4(b)} [D-4(c)| et [D.4(d)| de I’ Annexe [D]

Identification Sans bruit sur les capteurs Avec bruit sur les capteurs
Fréquences Figure [D.3(a)| ou Figure [D.3(c)| | Figure [D.3(b)|ou Figure [D.3(d)
Amortissement || Figure [D.4(a) ou Figure [D.4(c)| | Figure [D.4(b)|ou Figure [D.4(d)

TABLE 9.25 — Figures utilisées pour I’évaluation de I’identification

Incertitudes Sans bruit sur les capteurs Avec bruit sur les capteurs
Criteére 1 Critére 2 Criteére 1 Critére 2

Fréquences Figure|D.3(a)| | Figure |D.3(c)| || Figure |D.3(b)| | Figure [D.3(d)

Amortissement || Figure [D.4(a)| | Figure [D.4(c)| || Figure |D.4(b)| | Figure [D.4(d)

TABLE 9.26 — Figures utilisées pour ’évaluation de ’estimation des incertitudes

Les deéfinitions des critéres 1 et 2 sont présentées a la Section [8.3.2] et a la Section

B33l
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Validation de ’identification "Monte-Carlo" :

Sans bruit sur les capteurs :

Les modes 4, 5 et 7 sont relativement stables. Les autres modes identifiés (modes 13,
14, 17 et 21) sont trés instables. Comme avec la méthode OO, on constate que tous
ces modes ont une déformée modale symétrique. L’excitation étant symétrique, il n’est
pas étonnant que les modes anti-symétriques ne soient pas bien identifiés. Cependant,
tous les modes symétriques ne sont pas identifiés. Il manque les modes 1, 2, 8, 10, 12
et 20. Ces modes sont des modes d’emport. Leur forme n’implique que trés peu de
déplacement de la voilure. L’excitation étant placée sur la voilure (gouvernes), ils sont
moins excités que les autres modes symétriques. Ils sont par conséquent plus difficiles &
identifier que les autres modes.

Cette méthode identifie plusieurs poles, communs aux 200 identifications, qui semblent
non-physiques. Cependant, la plupart pourraient correspondre a de trés mauvaises iden-
tifications de modes de la structure. Plus précisément, les modes 11, 12, 15, 16, 18 et
20 pourraient étre (trés mal) identifiés. Les modes 12 et 20 sont des modes d’emport
difficiles & identifier avec une excitation placée sur la voilure. Les modes 11, 15, 16 et 18
sont des modes anti-symétriques difficiles & identifier avec une excitation symétrique.

Avec bruit sur les capteurs :

Le bruit sur les capteurs a pour effet de réduire le nombre de poles communs aux 200
identifications (selon le critére d’appariement de modes décrit & la Section . La
raison est que, dans ce cas, le bruit sur les capteurs augmente fortement I’instabilité des
modes selon les différentes identifications. L’appariement de mode automatique rejette
un grand nombre de modes difficilement identifiables.

Validation de I’estimation d’incertitude :
Critére 1 (voir Section |8.3.2))

— Sans bruit sur les capteurs : Malgré une identification trés instable, les estima-
tions d’incertitude sont trés bien validées.

— Avec bruit sur les capteurs : Le bruit sur les capteurs améliore les résultats de
validation.

Critére 2 (voir Section

— Sans bruit sur les capteurs : Encore une fois, malgré une trés mauvaise identifica-
tion, cette méthode fournit une relativement bonne estimation des incertitudes.

— Avec bruit sur les capteurs : Le bruit sur les capteurs améliore I’estimation d’in-
certitude.

Bilan de la méthode OO;4,+ sur le systéme avion au sol :

La méthode OOs40r+ permet d’identifier les modes symétriques de la structure qui
ne sont pas des modes d’emport. Cependant, seul les modes 4, 5 et 7 sont relativement
stables. Les modes 13, 14, 17 et 21 sont identifiés de maniére tres instable. L’ajout de
bruit sur les capteurs n’a pas d’influence notable sur la (mauvaise) qualité des résultats
d’identification.

La trés mauvaise qualité de I’identification ne permet pas, malgré de relativement
bons résultats obtenus avec le second critére, de valider I'utilisation opérationnelle des



Validation sur le systéme avion 225

intervalles de confiance obtenus avec la méthode OQ40r¢. Dans le cas ot les signaux
d’entrées ne sont pas disponibles, il est recommandé d’utiliser la méthode OO, qui
fournit des résultats plus simples & interpréter.

9.2.1.3 Input/Output Covariance-driven : O,

Les résultats sont présentés dans les figures [D.5(a)}, [D.5(b)} [D.5(c)} [D.5(d) [D.6(a))
[D.6(b)] D.6(c)| et [D.6(d)| de I’ Annexe [D]

Identification Sans bruit sur les capteurs Avec bruit sur les capteurs
Fréquences Figure [D.5(a)| ou Figure [D.5(c)| | Figure [D.5(b)|ou Figure [D.5(d)
Amortissement || Figure [D.6(a)[ou Figure |D.6(c)| | Figure [D.6(b) ou Figure [D.6(d)

TABLE 9.27 — Figures utilisées pour I’évaluation de l’identification

Incertitudes Sans bruit sur les capteurs Avec bruit sur les capteurs
Critere 1 Critere 2 Critere 1 Critere 2

Fréquences Figure [D.5(a)| | Figure [D.5(c)| || Figure [D.5(b)| | Figure [D.5(d)

Amortissement || Figure [D.6(a)| | Figure [D.6(c)| || Figure |D.6(b)| | Figure [D.6(d)

TABLE 9.28 — Figures utilisées pour ’évaluation de ’estimation des incertitudes

Les définitions des critéres 1 et 2 sont présentées a la Section B:3:2] et a la Section
8.5,

Validation de ’identification "Monte-Carlo" :

Sans bruit sur les capteurs :

Cette méthode identifie rapidement, correctement et de maniére stable 8 des modes
de la structure. Ces modes sont les modes numéro 4, 5, 7, 8, 13, 14, 17 et 21. Ces
modes ont tous une forme modale symétrique (voir Tableau. On constate aussi une
apparition tardive (aux alentours de I'ordre 80) des modes numéros 1 et 2. Cependant le
mode numéro 2 n’est pas identifié pour tous les ordres suivant son apparition. Encore une
fois, il s’agit de modes a forme symétrique. Les modes 10, 12 et 20 sont les seuls modes
symétriques & ne pas étre identifiés. Ce sont des modes d’emport difficile & identifier
avec une excitation placée sur la voilure.

Trés peu de poles non physiques communs aux 200 identifications sont identifiés.
On observe ce qui pourrait étre un dédoublement du mode numéro 14 qui commence
aux alentours de ’ordre 60 et un dédoublement du mode numéro 21 qui commence aux
alentours de l'ordre 70. Enfin, deux des spurious modes pourraient correspondre & une
trés mauvaise identification des modes numéro 18 et 19. Les modes 18 et 19 sont tous
les deux des modes anti-symétriques. Ils sont par conséquent difficile & identifier avec
une excitation anti-symétrique
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Avec bruit sur les capteurs :
Le bruit n’a aucune influence visible sur l'identification moyenne des poles communs
aux 200 identifications.

Validation de ’estimation d’incertitude :

Critére 1 (voir Section [8.3.2))

— Sans bruit sur les capteurs : Le premier critére valide quasiment toutes les esti-
mations d’incertitude des fréquences des modes identifiés. Seules les estimations
d’incertitudes de ce qui pourrait étre les fréquences des modes numéro 18 et 19
ne sont jamais validées.

— Avec bruit sur les capteurs : Comme pour l'identification, le bruit n’a aucune in-
fluence sur la qualité des estimations. Le diagramme obtenu dans le cas bruité est
strictement identique & celui obtenu dans le cas non bruité.

Critére 2 (voir Section

— Sans bruit sur les capteurs : Les résultats de validation obtenus avec le second
critére sont moins bons que ceux obtenus avec le premier critére. Ils restent ce-
pendant trés bons, notamment pour les modes numéros 4, 5 et 21.

— Avec bruit sur les capteurs : Encore une fois, avec cette méthode, le bruit n’a
aucune influence sur la qualité des estimations. Le diagramme obtenu dans le cas
bruité est strictement identique a celui obtenu dans le cas non bruité.

Bilan de la méthode OI,,, sur le systéme avion au sol :

La méthode Ol,,, permet d’identifier correctement et de maniére stable 10 des 13
modes symétriques de la structure, soit 3 de plus que les méthodes de type Output-
Only. De plus, bien que ’excitation appliquée a la structure soit symétrique, on observe
une possible (mauvaise) identification de deux modes anti-symétriques. L’utilisation des
données d’entrée permet d’identifier des modes peu excités. Enfin, I’ajout de bruit sur
les capteurs n’a pas d’influence visible sur la qualité des résultats d’identification.

L’utilisation opérationnelle des intervalles de confiance obtenus avec la méthode
Ol est pas validée. Cette validation n’est pas dégradée par I'ajout de bruit sur les
capteurs. Cette méthode est recommandée si les données d’entrée sont disponibles.

9.2.1.4 Input/Output Squared Orthogonal Projection Data-driven : Ol

Les résultats sont présentés dans les figures [D.7(a), [D.7(b), [D.7(c)} [D.7(d)} [D.8(a)}
[D.8(b)} [D-8(c)| et [D.8(d)| de I’ Annexe [D]

Identification Sans bruit sur les capteurs Avec bruit sur les capteurs
Fréquences Figure [D.7(a) ou Figure [D.7(c)| | Figure [D.7(b)|ou Figure [D.7(d)
Amortissement || Figure [D.8(a) ou Figure [D.8(c)| | Figure [D.8(b)|ou Figure [D.8(d)

TABLE 9.29 — Figures utilisées pour I’évaluation de l’identification

Les deéfinitions des critéres 1 et 2 sont présentées a la Section [8.3.2) et a la Section

B33l
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Incertitudes Sans bruit sur les capteurs Avec bruit sur les capteurs
Critére 1 Criteére 2 Critére 1 Critére 2

Fréquences Figure|D.7(a)| | Figure |D.7(c)| || Figure |D.7(b)| | Figure |D.7(d)

Amortissement || Figure [D.8(a)| | Figure [D.8(c)| || Figure|D.8(b)| | Figure |D.8(d)

TABLE 9.30 — Figures utilisées pour ’évaluation de ’estimation des incertitudes

Validation de ’identification "Monte-Carlo" :

Sans bruit sur les capteurs :

Cette méthode identifie clairement 11 des 21 modes, dont 8 le sont rapidement,
correctement et de maniére stable. Ces modes sont les modes numéros 4, 5, 7, 8, 13,
14, 17 et 21. Le mode numéro 2, lui aussi, est correctement identifié et maniére stable.
Cependant, il I'est un peu plus tardivement (aux alentours de 'ordre 70). Enfin les
modes numéro 1 et 16 sont identifiés correctement trés tard (aux alentours de 'ordre
90) et ne se stabilisent qu’aux alentours de ’ordre 95. Le mode numéro 16 est le seul
mode identifié qui a une forme modale anti-symétrique (voir Tableau . Comme
avec la méthode Ol,,,, les modes 10, 12 et 20 sont les seuls modes symétriques a ne pas
étre identifiés. Ce sont des modes d’emport difficiles & identifier lorsque I'excitation est
située sur la voilure.

Peu de poéles non physiques communs aux 200 identifications sont identifiés. De plus,
ces poles semblent plus correspondre & des modes trés mal identifiés qu’a des poles non
physiques. On notera les modes numéro 9 (ou 10), 18 et 20. Les modes 9 et 18 sont
des modes anti-symétriques difficiles a identifier lorsque ’excitation est symétrique. Les
modes 10 et 20 sont des modes d’emport difficiles & identifier lorsque ’excitation est
située sur la voilure. Enfin, on peut observer ce qui pourrait étre un dédoublement du
mode numéro 21.

Avec bruit sur les capteurs :

Cette méthode est trés peu robuste aux bruits sur les capteurs. Le nombre de modes
clairement identifiés, communs aux 200 identifications, passe de 11 & 6. Seuls les modes
numéro 4, 5, 13, 14, 17 et 21 restent stable sur tout le diagramme & partir de leur ordre
d’apparition. Ces modes sont tous des modes ayant une forme modale symétrique. On
peut noter que I’évolution de ces modes n’est pas influencée par le bruit sur les capteurs.
Que ce soit dans le cas bruité ou non bruité, ils apparaissent et se stabilisent de la
méme maniére. On remarquera aussi que deux autres modes sont identifiés, mais pas
sur ’ensemble des ordres suivant leur apparition. Ces modes sont les modes numéro 7
et 8, ils ont tous les deux une forme modale symétrique.

On note aussi que le bruit sur les capteurs a pour effet de retirer ’ensemble des poles
non physiques (ou difficilement identifiables) du diagramme Monte-Carlo. Ceci est trés
certainement di a une plus forte instabilité de ces poles (sur les 200 identifications)
dans le cas bruité que dans le cas non bruité. Ils sont alors retirés de ’analyse par la
méthode d’appariement automatique des modes obtenus aux 200 identifications (voir

Section [8.3.1.1]).
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Validation de ’estimation d’incertitude :

Critére 1 (voir Section [8.3.2)

— Sans bruit sur les capteurs : La validation des estimations d’incertitude sur les
fréquences est relativement bonne. Ces estimations sont validées pour plus d’un
ordre sur deux en ce qui concerne les modes clairement identifiés. La validation est
treés bonne pour les modes 2 et 13. L’estimation de l'incertitude sur leur fréquence
est presque toujours validée.

— Avec bruit sur les capteurs : En moyenne, la qualité des résultats de la validation
n’est quasiment pas influencée par le bruit sur les capteurs.

Critére 2 (voir Section

— Sans bruit sur les capteurs : Les résultats de la validation basée sur le second
critére sont bien moins bons que ceux de la validation basée sur le premier critére.
Les estimations ne sont validées qu’environ 1 fois sur 4.

— Avec bruit sur les capteurs : Le bruit sur les capteurs améliore sensiblement les
résultats de validation, notamment pour 'estimation d’incertitude de la fréquence
des modes numéro 4, 5 et 14.

Bilan de la méthode Ol sur le systéme avion au sol :

La méthode Olsyort permet d’identifier correctement, et de maniere stable, 10 des 13
modes symétriques de la structure, soit 3 de plus que les méthodes de type Output-Only.
De plus, bien que I'excitation appliquée & la structure soit symétrique, le mode numéro
16, un mode anti-symétrique, est identifie. On observe aussi une possible (mauvaise)
identification de deux autres modes anti-symétriques et de deux modes symétriques
d’emport faiblement excités. L’utilisation des données d’entrée permet donc d’identifier
des modes peu excités. Enfin, 'ajout de bruit sur les capteurs a une forte influence sur
la qualité des résultats d’identification. La méthode n’est pas robuste aux bruits sur
les capteurs. Les résultats d’identification deviennent équivalent a ceux obtenus avec la
méthode Output-Only OO py.

La validation de I'utilisation opérationnelle des intervalles de confiance obtenus avec
la méthode OI,q0r¢ est moins bonne qu’avec la méthode Ol Les résultats de validation
semblent étre améliorés lorsqu’on ajoute du bruit sur les capteurs, & condition de ne pas
trop surestimer ’ordre du systéme. Cependant, dans le cas bruité, la méthode identifie
moins de modes que dans le cas non bruité. Au final, cette méthode, méme si elle fournit
des résultats satisfaisants, est moins recommandée que la méthode Oy, .

9.2.1.5 Input/Output Squared Oblique Projection Data-driven : Ol

Les résultats sont présentés dans les figures |D.9(a)l [D.9(b)l [D.9(c)} [D.9(d)} [D.10(a)}
[D.10(b)}, [D.10(c)| et [D-10(d)] de I’ Annexe D}
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Identification Sans bruit sur les capteurs Avec bruit sur les capteurs

Fréquences Figure [D.9(a)| ou Figure [D.9(c)| Figure [D.9(b)[ ou Figure [D.9(d)|

Amortissement || Figure [D.10(a)[ou Figure |D.10(c)| | Figure|D.10(b)[ou Figure [D.10(d)|

TABLE 9.31 — Figures utilisées pour I’évaluation de l’identification

Incertitudes Sans bruit sur les capteurs Avec bruit sur les capteurs
Critere 1 Critére 2 Critére 1 Critére 2

Fréquences Figure[D.9(a)| | Figure|D.9(c)| || Figure|D.9(b)| | Figure|D.9(d)|

Amortissement || Figure|[D.10(a)| | Figure [D.10(c)| || Figure [D.10(b)| | Figure [D.10(d)|

TABLE 9.32 — Figures utilisées pour ’évaluation de ’estimation des incertitudes

Les deéfinitions des critéres 1 et 2 sont présentées a la Section [8.3.2] et a la Section
8.3. 9l

Validation de ’identification "Monte-Carlo" :

Sans bruit sur les capteurs :

Cette méthode identifie rapidement, correctement et de maniére stable, 8 des 21
modes de la structure. Ces modes sont les modes numéro 4, 5, 7, 8, 13, 14, 17 et 21. Ces
modes ont tous une forme modale symétrique (voir Tableau . Deux autres modes
symétriques sont identifiés (les modes 1 et 2). Le mode numéro 1 apparait tardivement,
aux alentours de ’ordre 80, mais semble se stabiliser vers l'ordre 90. Le mode numéro
2, qui apparait aux alentours de 'ordre 70, est instable et n’est pas identifié & tous
les ordres suivant son apparition. Ces deux modes sont des modes d’emport faiblement
excités par la vibration des gouvernes.

Cette méthode génére un nombre important de poles non physiques. Ces poles
semblent étre des dédoublements des modes 14, 17 et 21.

Avec bruit sur les capteurs :

Le bruit sur les capteurs a trés peu d’influence sur l'identification des 8 modes
clairement identifiés. Cependant, les modes plus difficilement identifiables, notamment
les modes numéro 1 et 2, ne sont plus présents sur le diagramme Monte-Carlo.

Le bruit sur les capteurs a pour effet de nettement clarifier le diagramme Monte-
Carlo de stabilité en fréquence. Ceci est certainement le résultat d’une augmentation
de l'instabilité des poles non physiques dans le cas bruité. L’appariement automatique
des poles des 200 identification semble les rejeter de 'analyse (voir Section [8.3.1.1)).

Validation de ’estimation d’incertitude :

Critére 1 (voir Section

— Sans bruit sur les capteurs : La validation des estimations d’incertitude sur les
fréquences est relativement bonne. Ces estimations sont validées pour plus d’un
ordre sur deux en ce qui concerne les modes clairement identifiés. La validation
est légérement meilleure pour les modes 4 et 14 que pour les autres.
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— Avec bruit sur les capteurs : L’influence du bruit sur les capteurs est trés posi-
tive sur la validation de ’estimation des incertitudes par le premier critére. Ces
estimations, pour les 8 modes clairement identifiés, sont presque toujours validées.

Critére 2 (voir Section

— Sans bruit sur les capteurs : Ce critére ne valide quasiment jamais les estimations
d’incertitude. Le résultat de validation est trés mauvais.

— Avec bruit sur les capteurs : Le bruit sur les capteurs ne modifie pas la qualité de
I’estimation d’incertitude. Encore une fois, ce critére ne valide quasiment jamais
les estimations d’incertitude. Le résultat de validation est trés mauvais.

Bilan de la méthode O, sur le systéme avion au sol :

La méthode Olgop fournit des résultats d’identification similaires & ceux obtenus
avec les méthode Olgqort. Cette méthode permet d’identifier correctement, et de ma-
niére stable, 10 des 13 modes symétriques de la structure, soit 3 de plus que les méthodes
de type Output-Only. On observe aussi une possible (mauvaise) identification de deux
autres modes anti-symétriques et de deux modes symétriques d’emport faiblement ex-
cités (les modes 9 et 18). L’utilisation des données d’entrée permet donc d’identifier
des modes peu excités. Enfin, I’ajout de bruit sur les capteurs a une forte influence sur
la qualité des résultats d’identification. La méthode n’est pas robuste aux bruits sur
les capteurs. L’ajout de bruit sur les capteurs a pour effet de rejeter les modes mal
excités du diagramme Monte-Carlo (car ils deviennent instables par rapport aux 200
identifications). Les résultats d’identification deviennent équivalent & ceux obtenus avec
la méthode Output-Only OO.q,.

Que ce soit avec ou sans bruit sur les capteurs, le critére 2 invalide 'utilisation opé-
rationnelle des intervalles de confiance obtenus avec la méthode Ol40p. Cette méthode
n’est pas recommandée.

9.2.1.6 Comparaison des méthodes sur le cas avion au sol

En terme d’identification

— Qualité de I’identification
Concernant les méthodes de type Output-Only, on constate que la méthode Covariance-
driven (OO, ) identifie nettement mieux les modes, aussi bien terme de fréquence
que de taux d’amortissement, que la méthode Squared Orthogonal Projection
Data-driven (OOsgort). En effet, I'identification obtenue avec la méthode OOgqort
est extrémement instable dans ce cas. Un classement des méthodes donnerait :

OOcov >> OOsqort

Concernant les méthodes de type Input/Qutput, les méthodes Ol.oy, Olsgort €t
OlI40p1 fournissent des identifications similaires, aussi bien en termes de fréquences
qu’en termes de taux d’amortissement. Cependant, on pourra noter que les mé-
thodes de type Squared Data-driven identifient plus de poles spurious que la mé-
thode Ol.,. Une partie de ces poles spurious semble étre des modes de la structure
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mal identifiés et instables. Un classement des méthodes donnerait :
OIcov ~ OIsqobl ~ OIsqort

Globalement, les méthodes de type Input/Ouput identifient un peu plus de modes
que les méthodes de type Output-Only. Sept modes sont clairement identifiés avec
les méthodes OOcpy et OOggort. Dix modes sont clairement identifiés avec les
méthodes Olcoy, Olsgort €t Olggon-

— Robustesse au bruit sur les capteurs
Concernant les méthodes de type Qutput-Only, le bruit sur les capteurs n’a pas
d’influence sur la qualité des diagrammes de stabilité Monte-Carlo (on rappelle
que les modes qui ne sont pas trouvés & chacune des 200 identifications ne sont
pas affichés sur ce type de diagramme).
Concernant les méthodes de type Input/Output, on observe plusieurs comporte-
ments. La méthode Ol,, est totalement robuste au bruit sur les capteurs concer-
nant les modes identifiés aux 200 identifications. Les méthode Olggort et Olsgon
perdent en nombre de pdles identifiés mais gagnent en stabilité et en clarté de
diagramme Monte-Carlo. Les résultats de ces deux méthodes deviennent méme
similaires & ceux obtenus avec les méthode de type Output-Only, excepté qu’elles
identifient bien mieux les taux d’amortissement.

En terme d’estimation d’incertitude

La Figure [9.3| présente le score de succés des deux critéres de validation, dans les
cas bruité et non bruité, pour chacune des cinq méthodes. Ce score correspond au ratio
entre le nombre de poles dont le critére est validé et le nombre pdles du diagramme
(voir Equation a la Section [8.4.1.2).

Excepté pour la méthode Ol,qop, dont les estimations d’incertitude sont toujours
trés mal validées par le second critére, les classements obtenus avec le premier et le se-
cond critére sont identiques. Concernant 'influence du bruit sur les capteurs, on constate
qu’elle dépend fortement de la méthode.

Concernant le premier critére, le bruit dégrade les résultats de validation pour la
méthode OO,.y,. Il n’a quasiment aucune influence sur la méthode Ol.,,. Il améliore
légérement les méthodes OOgqort €t Olggore. 11 améliore nettement la méthode Olqop.

Concernant le second critére, le bruit dégrade les résultats de validation pour la
méthode OO,.y,. Il n’a quasiment aucune influence sur la méthode Ol.,. Il améliore
légérement les méthodes OOgqort €6 Olggop - 11 améliore nettement la méthode Olqors.
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FIGURE 9.3 — Score S

Bilan global sur le cas avion au sol

Concernant 'utilisation des signaux d’entrées, elle est fortement recommandée. En
effet, les méthodes de type Input/Output fournissent de meilleurs identifications que les
méthodes de type Output-Only.

S’agissant d’une utilisation opérationnelle des intervalles de confiance, il est recom-
mandé d’utiliser la méthode OO,,, dans le cas ou les signaux d’entrées ne sont pas
disponible, et la méthode OlI,,, dans le cas ou les signaux d’entrées sont disponibles.
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9.2.2 Systéme avion en vol sans turbulence
9.2.2.1 Output-Only Covariance-driven : OO,

Les résultats sont présentés dans les figures [D.11(a)} [D.11(b), |D.11(c)} [D.11(d)}
[D.12(a)] D.12(b)} D.12(c)| et [D.12(d)] de I’Annexe [D]

Identification Sans bruit sur les capteurs Avec bruit sur les capteurs

Fréquences Figure [D.11(a)| ou Figure [D.11(c)| | Figure D.11(b)| ou Figure |D.11(d)

Amortissement || Figure [D.12(a)|ou Figure [D.12(c)| | Figure |D.12(b)| ou Figure |D.12(d)

TABLE 9.33 — Figures utilisées pour I’évaluation de l’identification

Incertitudes Sans bruit sur les capteurs Avec bruit sur les capteurs
Critere 1 Criteére 2 Criteére 1 Criteére 2

Fréquences Figure [D.11(a)| | Figure [D.11(c)| || Figure D.11(b)| | Figure [D.11(d)

Amortissement || Figure|[D.12(a)| | Figure [D.12(c)| || Figure [D.12(b)| | Figure [D.12(d)

TABLE 9.34 — Figures utilisées pour ’évaluation de l’estimation des incertitudes

Les deéfinitions des critéres 1 et 2 sont présentées a la Section [8.3.2] et a la Section

R33l
Validation de ’identification "Monte-Carlo" :

Sans bruit sur les capteurs :

Cette méthode identifie 5 modes rapidement, correctement et de maniére stable.
Ces modes sont les modes numéro 1, 4, 14, 17 et 21. Les modes 12 et 13 sont eux aussi
correctement identifiés, cependant ils ne sont pas trés stables et ne sont pas identifiés
& tous les ordres suivant leur ordre d’apparition. Ces modes ont tous une déformée
modale symétrique (voir Tableau . On observe l'apparition du mode numéro 3
dont la fréquence converge vers sa vraie valeur aux alentours de l'ordre 90. Enfin, le
mode numéro 16 est correctement identifié mais apparait lui aussi relativement tard,
aux alentours de 'ordre 90. Les modes 3 et 16 ont une déformée modale anti-symétrique
difficile & identifier lorsque l'excitation est placée sur la voilure (gouvernes).

Plusieurs poles semblent correspondre a de mauvaises identifications de modes phy-
siques. On notera principalement la probable identification des modes numéros 5, 7, 8,
10, 18 et 20. Seul le mode 18 a une déformée anti-symétrique. Les modes 5, 7, 8, 10 et
20 ont une forme symétrique. On observe aussi un dédoublement des modes numéro 14
et 21.

Avec bruit sur les capteurs :

Le bruit sur les capteurs n’a qu’une faible influence sur la qualité des identifications.
On notera, principalement, une dégradation de la stabilité des modes numéro 4 et 17 &
partir de ’ordre 70. De plus, le mode numéro 3, qui apparait aux alentours de l'ordre
70, ne converge plus vers sa vraie valeur et est trés instable dans le cas bruité.
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Le bruit n’augmente pas significativement le nombre de poles non physiques com-
muns aux 200 identifications. Cependant il dégrade la stabilité de certains modes de la
structure (e.g. les modes numéros 3 et 4). On notera aussi une probable (trés mauvaise)
identification des modes 5, 7, 8, 10, 12, 18, 19 et 20.

Validation de I’estimation d’incertitude :
Critére 1 (voir Section [8.3.2))

— Sans bruit sur les capteurs : Le premier critére ne valide les estimations d’incer-
titude sur les fréquences des modes clairement identifiés, que pour les premiers
ordres suivant leur apparition. Comme pour l'identification, on constate que 1’es-
timations d’incertitude, au regard du premier critére, n’est pas robuste a la sur-
estimation de ’ordre du modéle.

— Avec bruit sur les capteurs : Le bruit de capteur n’a quasiment aucune influence
sur les estimations d’incertitude. Comme dans le cas non bruité, ces estimations
ne sont majoritairement validées que pour les premier ordres.

Critére 2 (voir Section

— Sans bruit sur les capteurs : Les résultats de validation des estimations d’incerti-
tude par le second critére sont similaires & ceux obtenus par le premier critére.
Cependant, on notera une tres nette amélioration pour le premier mode. L’esti-
mation d’incertitude sur sa fréquence est presque toujours validée.

— Avec bruit sur les capteurs : Le bruit sur les capteurs n’a quasiment pas d’in-
fluence sur I’estimation d’incertitude.

Bilan de la méthode OO,,, sur le systéme avion en vol :

La méthode OOy, permet d’identifier clairement 9 des 21 modes, dont 7 des 13
modes a forme symétrique. Malgré une excitation symétrique, cette méthode permet
d’identifier clairement, lorsque 1'ordre est assez élevé (supérieur a 85), deux modes anti-
symétriques. Enfin, I’ajout de bruit sur les capteurs ne dégrade la qualité des résultats
d’identification que lorsque l'ordre est trop élevé (supérieur a 70).

Que ce soit avec ou sans bruit sur les capteurs, le critére 2 valide I'utilisation opéra-
tionnelle des intervalles de confiance obtenus avec la méthode OO, si I'ordre n’est pas
trop élevé (dans ce cas, 'ordre ne doit pas dépasser 50). Si les données d’entrée ne sont
pas disponibles, cette méthode est recommandée mais ne devra pas étre utilisée pour
des ordres trop élevés.

9.2.2.2 Output-Only Squared Orthogonal Projection Data-driven : OO0t

Les résultats sont présentés dans les figures [D.13(a)}, [D.13(b), |D.13(c)} [D.13(d)}
[D.14(a)] [D.14(b)} D.14(c)| et [D.14(d)| de I’Annexe [D]
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Identification Sans bruit sur les capteurs Avec bruit sur les capteurs

Fréquences Figure [D.13(a)| ou Figure [D.13(c)| | Figure [D.13(b)|ou Figure |D.13(d)

Amortissement || Figure [D.14(a)|ou Figure [D.14(c)| | Figure |D.14(b)|ou Figure |D.14(d)

TABLE 9.35 — Figures utilisées pour I’évaluation de l’identification

Incertitudes Sans bruit sur les capteurs Avec bruit sur les capteurs
Criteére 1 Critére 2 Critére 1 Criteére 2

Fréquences Figure [D.13(a)| | Figure [D.13(c)| || Figure [D.13(b)| | Figure [D.13(d)

Amortissement || Figure |[D.14(a)| | Figure [D.14(c)| || Figure [D.14(b)| | Figure [D.14(d)

TABLE 9.36 — Figures utilisées pour ’évaluation de ’estimation des incertitudes

Les deéfinitions des critéres 1 et 2 sont présentées a la Section [8.3.2] et a la Section
IRIR]

Validation de ’identification "Monte-Carlo" :

Sans bruit sur les capteurs :

Les modes identifiés par cette méthode sont trés instables. Excepté le mode numéro
1, aucun n’est clairement identifié, méme si on peut noter l'identification (approxima-
tive) des modes numéro 3, 4, 6, 13, 14, 15, 16, 17 et 21.

Malgré la trés forte instabilité de l'identification, peu de péles non physiques (com-
muns aux 200 identifications) sont présents sur le diagramme Monte-Carlo de stabilité
en fréquence. La majorité des pdles semble en fait correspondre & de trés mauvaises
identifications des modes de la structure.

Avec bruit sur les capteurs :

Le bruit sur les capteurs n’a pas d’effet notable. L’identification n’est ni dégradée
ni améliorée.

Validation de ’estimation d’incertitude :

Critére 1 (voir Section [8.3.2))

— Sans bruit sur les capteurs : Compte tenu de la trés mauvaise identification, les
estimations d’incertitude sont étonnement bonnes. Sur 'ensemble du diagramme,
prés de la moitié des estimations sont validées. On notera méme le trés bon résultat
concernant ’estimation d’incertitude sur la fréquence du mode numéro 1.

— Avec bruit sur les capteurs : Au regard du premier critére, le bruit sur les capteurs
n’a pas d’effet notable sur la qualité des estimations.

Critére 2 (voir Section

— Sans bruit sur les capteurs : Le second critére valide moins bien les estimations
d’incertitude sur les fréquences que le premier critére. Seul environ un tiers des
estimations sont validées selon ce critére. Cependant, on peut observer le trés bon
résultat concernant l’estimation d’incertitude sur la fréquence du mode numéro
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1. Cette estimation est validée pour presque tous les ordres auxquels ce mode est
identifié.

— Avec bruit sur les capteurs : Encore une fois, le bruit sur les capteurs n’a pas
d’effet notable. Au regard de ce critére, la qualité des estimations dans le cas
bruité est similaire & celles obtenues dans le cas non bruité.

Bilan de la méthode OOy, sur le systéme avion en vol :

La méthode OO, q0r¢ ne permet d’identifier correctement que le premier mode de la
structure. Tous les autre modes identifiés sont trés instables. L’ajout de bruit sur les
capteurs n’a pas d’influence notable sur la (mauvaise) qualité des résultats d’identifica-
tion.

La trés mauvaise qualité de I’identification ne permet pas, malgré de relativement
bons résultats obtenus avec le critére 2 (a condition que 1’ordre ne soit pas trop élevé (in-
férieur & 60)), de valider I'utilisation opérationnelle des intervalles de confiance obtenus
avec la méthode OOgq0r¢. Dans le cas ou les signaux d’entrées ne sont pas disponibles,
il est recommandé d’utiliser la méthode OO, qui fournit des résultats plus simples a
interpréter.

9.2.2.3 Input/Output Covariance-driven : Ol

Les résultats sont présentés dans les figures [D.15(a)} [D.15(b)} [D.15(c)} [D.15(d)}
[D.16(a)} [D.16(b)} [D.16(c)| et [D.16(d)| de I’Annexe [D]

Identification Sans bruit sur les capteurs Avec bruit sur les capteurs

Fréquences Figure [D.15(a)| ou Figure [D.15(c)| | Figure [D.15(b)| ou Figure [D.15(d)

Amortissement || Figure [D.16(a)|ou Figure [D.16(c)| | Figure [D.16(b)|ou Figure [D.16(d)

TABLE 9.37 — Figures utilisées pour I’évaluation de l’identification

Incertitudes Sans bruit sur les capteurs Avec bruit sur les capteurs
Criteére 1 Critére 2 Criteére 1 Critere 2

Fréquences Figure [D.15(a)| | Figure [D.15(c)| || Figure [D.15(b)| | Figure [D.15(d)

Amortissement || Figure |[D.16(a)| | Figure [D.16(c)| || Figure [D.16(b)| | Figure [D.16(d)

TABLE 9.38 — Figures utilisées pour ’évaluation de ’estimation des incertitudes

Les deéfinitions des critéres 1 et 2 sont présentées a la Section [8.3.2) et a la Section
B33
Validation de l’identification "Monte-Carlo" :

Sans bruit sur les capteurs :
Cette méthode identifie 9 modes rapidement, correctement et de maniére stable. Ces
modes sont les modes numéro 1, 2, 5, 7, 8, 13, 14 et 21. On notera aussi une trés bonne
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identification des modes numéro 4 et 17 jusqu’a leur dédoublement qui intervient aux
alentours de 'ordre 60. Enfin, le mode 12 apparait vers ’ordre 80. Tous ces modes ont
une forme modale symétrique (voir Tableau . Excepté les modes 10 et 20, tous les
modes symétriques de la bande de fréquence considérée sont identifiés. Ces modes (10 et
20), I'un ayant une forme modale localisée sur un emport et I’autre étant une flexion du
fuselage, sont difficiles & exciter avec une excitation placée sur la voilure. La méthode
Ol.0y, semble aussi identifier 2 modes anti-symétriques, le mode 3 et le mode 18.

On observe plusieurs identifications de poles qui semblent correspondre a des dédou-
blements de modes de la structure. Plus précisément, le mode numéro 14 se dédouble
aux alentours de 'ordre 50, les modes numéro 1 et 17 se dédoublent aux alentours de
I’ordre 60, les modes numéro 13 et 21 se dédoublent aux alentours de l'ordre 80.

Avec bruit sur les capteurs :

Le bruit sur les capteurs n’a aucune influence sur 'allure du diagramme Monte-Carlo
de stabilité en fréquence.

Validation de ’estimation d’incertitude :

Critére 1 (voir Section [8.3.2))

— Sans bruit sur les capteurs : Les résultats d’estimation d’incertitude sur les fré-
quences sont trés bons au regard du premier critére. En effet, ce critére valide
presque toujours les estimations d’incertitude sur les fréquences des modes cor-
rectement identifiés.

— Avec bruit sur les capteurs : Le bruit sur les capteurs ne modifie pas la qualité
des estimations d’incertitude. Les résultats dans le cas bruité et dans le cas non
bruité sont identiques.

Critére 2 (voir Section [8.3.3))

— Sans bruit sur les capteurs : Comme pour le premier critére, les résultats obtenus
avec le second critére sont trés bons. La majorité des estimations d’incertitude
sur les fréquences sont validées par ce second critére.

— Avec bruit sur les capteurs : Encore une fois, le bruit sur les capteurs ne modifie
pas la qualité des estimations d’incertitude. Les résultats dans le cas bruité et
dans le cas non bruité sont identiques.

Bilan de la méthode O, sur le systéme avion en vol :

La méthode OI.,, permet d’identifier clairement 11 des 13 modes & forme symé-
trique. Malgré une excitation symétrique, cette méthode semble aussi permettre d’iden-
tifier, lorsque l'ordre est assez élevé (supérieur a 80), deux modes anti-symétriques.
Enfin, I'ajout de bruit n’a pas d’influence (en moyenne sur les 200 identifications) sur
la qualité de l’identification des modes de la structure.

Que ce soit avec ou sans bruit sur les capteurs, le critére 2 valide 'utilisation opé-

rationnelle des intervalles de confiance obtenus avec la méthode Ol,,,. Si les données
d’entrée sont disponibles, cette méthode est recommandée.
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9.2.2.4 Input/Output Squared Orthogonal Projection Data-driven : Oz

Les résultats sont présentés dans les figures [D.17(a), [D.17(b), |D.17(c)} [D.17(d)}
[D.18(a)] [D.18(b)} D.18(c)| et [D.18(d)| de I’Annexe [D]

Identification Sans bruit sur les capteurs Avec bruit sur les capteurs

Fréquences Figure [D.17(a)| ou Figure [D.17(c)| | Figure [D.17(b)|ou Figure [D.17(d)

Amortissement || Figure [D.18(a){ou Figure [D.18(c)| | Figure [D.18(b) ou Figure |D.18(d)

TABLE 9.39 — Figures utilisées pour I’évaluation de l’identification

Incertitudes Sans bruit sur les capteurs Avec bruit sur les capteurs
Critere 1 Critere 2 Criteére 1 Critere 2

Fréquences Figure [D.17(a)| | Figure [D.17(c)| || Figure [D.17(b)| | Figure [D.17(d)

Amortissement || Figure [D.18(a)| | Figure [D.18(c)| || Figure [D.18(b)| | Figure [D.18(d)

TABLE 9.40 — Figures utilisées pour ’évaluation de ’estimation des incertitudes

Les définitions des critéres 1 et 2 sont présentées & la Section [8.3.2] et & la Section

B33

Validation de ’identification "Monte-Carlo" :

Sans bruit sur les capteurs :

Cette méthode identifie rapidement 10 des 21 modes de la structure. Cependant,
seulement 5 d’entre eux sont stables sur tous les ordres suivant leur apparition. Il s’agit
des modes numéro 1, 2, 5, 7 et 8. Le modes numéro 4, 13, 14, 17 et 21 sont correctement
identifiés mais ne sont pas stables sur ’ensemble du diagramme Monte-Carlo. Tous ces
modes ont une forme modale symétrique (voir Tableau . Les modes 10, 12 et 20
sont les seuls modes & forme symétrique non clairement identifiés. Deux de ces modes
sont des modes d’emport qui ont une forme modale trés localisée. Un de ces modes est
une flexion du fuselage. Ces modes sont difficiles & exciter avec une excitation placée
sur la voilure.

On observe de nombreux pdles non physiques communs aux 200 identifications. Ils
apparaissent majoritairement & partir de l'ordre 60. Leur apparition semble corrélée
avec la déstabilisation des modes numéro 4, 13, 14, 17 et 21 de la structure. On observe
aussi ce qui pourrait étre de trés mauvaises identifications des modes numéro 10, 12,
15, 16 et 18.

Avec bruit sur les capteurs :

L’identification Monte-Carlo, dans le cas bruité, est similaire & celle obtenue dans
le cas non bruité. On notera cependant une légére amélioration de la stabilité de la
fréquence des modes.

Le bruit sur les capteurs réduit le nombre de péles non-physiques communs aux
200 identifications. Seuls les modes numéro 4, 14 et 17 semblent étre déstabilisés par



Validation sur le systéme avion 239

I’apparition de ces poles non physiques, pbles qui pourraient correspondre a leur dédou-
blement. On observe en plus ce qui pourrait étre une trés mauvaise identification des
modes numéro 12, 15 et 18.

Validation de ’estimation d’incertitude :

Critére 1 (voir Section

— Sans bruit sur les capteurs : Le premier critére valide trés bien les estimations
d’incertitude sur les fréquences des premier modes identifiés, i.e. de modes numéro
1,2, 4,5, 7, 8 et 13. Concernant les modes numéro 14, 17 et 21, ce critére valide
les estimations dans environ 1 cas sur 2. Enfin, on observera que les estimations
d’incertitude sur la fréquence de nombreux poles spurious sont aussi validées par
ce critere.

— Avec bruit sur les capteurs : On constate que le bruit sur les capteurs dégrade la
validation des estimations d’incertitude obtenue par le premier critére. Cependant,
la classification observée dans le cas bruité reste similaire & celle observée dans le
cas non bruité : les estimations d’incertitude sur les fréquences des modes numéro
1, 2,4, 5,7, 8 et 13 sont plus souvent validées que celles sur les fréquences des
modes numéro 14, 17 et 21.

Critére 2 (voir Section

— Sans bruit sur les capteurs : Il est clair que le second critére valide moins bien les
estimations d’incertitude que le premier critére. Cependant, ces estimations sont
bien validées pour les modes numéro 1, 2, 5, 7 et 8. Elles le sont un peu moins
bien pour les modes numéro 4, 13, 14, 17 et 21. Les estimation d’incertitude sur
la fréquence de ces modes sont validées dans environ 1 cas sur 2.

— Avec bruit sur les capteurs : Le bruit sur les capteurs dégrade la validation des
estimations d’incertitude obtenue par le second critére, surtout en ce qui concerne
les modes numéro 1, 2, 4, 5, 7, 8, 13 et 14. Les estimations d’incertitude sur les
fréquences des modes 17 et 21 ne sont toujours validées que dans environ 1 cas
sur 2.

Bilan de la méthode Ol sur le systéme avion en vol :

La méthode Olqort est assez similaire & la méthode Ol.,, en termes de modes
identifiés. L’identification obtenue avec la méthode Oyt est cependant moins stable
que l'identification obtenue avec la méthode Ol.y,.

La validation de I'utilisation opérationnelle des intervalles de confiance obtenus avec
la méthode Olgyr¢ est moins bonne qu’avec la méthode Ol.,,. La méthode Olqort est
aussi moins robuste au bruit sur les capteurs, en terme d’estimation d’incertitude, que la
méthode Ol.,,. Au final, cette méthode, méme si elle fournit des résultats satisfaisants,
est moins recommandée que la méthode Ol y,.

9.2.2.5 Input/Output Squared Oblique Projection Data-driven : Ol

Les résultats sont présentés dans les figures [D.19(a)} [D.19(b), [D.19(c)} [D.19(d)}
[D.20(a)] [D.20(b)} [D.20(c)| et [D-20(d)] de I’Annexe [D]
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Identification Sans bruit sur les capteurs Avec bruit sur les capteurs

Fréquences Figure [D.19(a)| ou Figure [D.19(c)| | Figure [D.19(b)| ou Figure [D.19(d)

Amortissement || Figure [D.20(a){ou Figure [D.20(c)| | Figure [D.20(b)| ou Figure [D.20(d)

TABLE 9.41 — Figures utilisées pour I’évaluation de l’identification

Incertitudes Sans bruit sur les capteurs Avec bruit sur les capteurs
Criteére 1 Critére 2 Critére 1 Criteére 2

Fréquences Figure |D.19(a)| | Figure [D.19(c)| || Figure [D.19(b)| | Figure [D.19(d)

Amortissement || Figure [D.20(a)| | Figure [D.20(c)| || Figure |D.20(b)| | Figure |D.20(d)

TABLE 9.42 — Figures utilisées pour ’évaluation de l’estimation des incertitudes

Les deéfinitions des critéres 1 et 2 sont présentées a la Section [8.3.2) et a la Section

R33
Validation de l’identification "Monte-Carlo" :

Sans bruit sur les capteurs :

Cette méthode identifie rapidement 11 des 21 modes de la structure. Cependant,
seulement 6 d’entre eux sont stables sur tous les ordres suivant leur apparition. Il s’agit
des modes numéro 1, 2, 5, 7, 8 et 21. Le modes numéro 4, 13, 14, et 17 sont correctement
identifiés mais ne sont pas stables sur ’ensemble du diagramme Monte-Carlo. Tous ces
modes ont une forme modale symétrique (voir Tableau . Les modes 10, 12 et 20
sont les seuls modes & forme symétrique non clairement identifiés. Deux de ces modes
sont des modes d’emport qui ont une forme modale trés localisée. Un de ces modes est
une flexion du fuselage. Ces modes sont difficiles & exciter avec une excitation placée
sur la voilure.

On observe de nombreux poles non physiques. Ils apparaissent majoritairement a
partir de 'ordre 60. Leur apparition semble corrélée avec la déstabilisation des modes
numéro 4, 13, 14, et 17 de la structure. On observe aussi ce qui pourrait étre de trés
mauvaises identifications des modes numéro 10, 12, 16 et 18.

Avec bruit sur les capteurs :

L’identification dans le cas bruité est similaire a celle obtenue dans le cas non bruité.
On notera cependant une légére amélioration de la stabilité de la fréquence des modes.

Le bruit sur les capteurs réduit le nombre de poles non physiques communs aux 200
identifications. Seuls les modes numeéro 4, 14 et 17 semblent déstabilisés par 'apparition
de poles non physiques, poles qui pourraient correspondre & leur dédoublement. On
observe en plus ce qui pourrait étre une trés mauvaise identification des modes numéro

12, 15 et 18.
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Validation de ’estimation d’incertitude :

Critére 1 (voir Section

— Sans bruit sur les capteurs : Le premier critére ne valide quasiment jamais les esti-
mations d’incertitude sur les fréquences. Seulement environ 6% de ces estimations
sont validées.

— Avec bruit sur les capteurs : Le bruit sur les capteurs améliore de maniére im-
pressionnante la qualité des estimations d’incertitude sur les fréquences. Elles
sont presque toujours validées dans le cas bruité.

Critére 2 (voir Section

— Sans bruit sur les capteurs : Le premier critére ne valide quasiment jamais les esti-
mations d’incertitude sur les fréquences. Seulement environ 10% de ces estimations
sont validées.

— Avec bruit sur les capteurs : Les résultats de validation, déja trés mauvais dans
le cas non bruité, sont dégradés par ’ajout de bruit sur les capteurs. Seulement
environ 7% des estimations d’incertitude sur les fréquences sont validées.

Bilan de la méthode O,y sur le systéme avion en vol :

La méthode Ol 4oy est assez similaire au méthode Ol en termes de modes identi-
fiés. L’identification obtenue avec la méthode Oy est plus stable que I'identification
obtenue avec la méthode OIqor¢. De plus, I'ajout de bruit sur les capteurs ne dégrade
pas la qualité de l'identification des modes de la structure.

Malgré la qualité de l'identification, la méthode Olgp n'est pas validée pour une
utilisation opérationnelle des intervalles de confiance. En effet, que ce soit sans ou avec
bruit sur les capteurs, le second critére ne valide quasiment jamais ’estimation des
incertitudes sur les paramétres modaux identifiés avec cette méthode. Cette méthode
peut étre recommandée pour 'identification, mais pas pour 'estimation d’incertitude.
Si les données d’entrée sont disponibles, on préférera utiliser la méthode Oy, .

9.2.2.6 Comparaison des méthodes sur le cas avion en vol sans turbulence

En terme d’identification

— Qualité de I’identification
Globalement, les méthodes de type Input/Ouput identifient plus de modes que les
méthodes de type Output-Only.
Concernant les méthodes de type Output-Only, on constate que la méthode Covariance-
driven (OO¢y,) identifie nettement mieux les modes, aussi bien terme de fréquence
que de taux d’amortissement, que la méthode Squared Orthogonal Projection
Data-driven (OOgqort). En effet, I'identification obtenue avec la méthode OO gqort
est extrémement instable dans ce cas. Un classement des méthodes donnerait :

OOcov >> Oosqort

Concernant les méthodes de type Input/Output, les méthodes Ol.oy, Olsgort €t
OlI4op fournissent des identifications similaires, aussi bien en termes de fréquences
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qu’en termes de taux d’amortissement. Cependant, on pourra noter que les mé-
thodes de type Squared Data-driven identifient plus de poles spurious que la mé-
thode OlI.,. Une partie de ces poles spurious semble étre des modes de la structure
mal identifiés et instables. On observe aussi que la méthode Olgy0p¢ fournit une
identification des modes un peu moins stables que les deux autres méthodes de
type Input/Output. Un classement des méthodes donnerait :

OIcov ~ OIsqobl ~ OIsqort

— Robustesse au bruit sur les capteurs

Concernant les méthodes de type Qutput-Only, le bruit sur les capteurs n’a que
trés peu d’influence sur la qualité des diagrammes de stabilité Monte-Carlo (on
rappelle que les modes qui ne sont pas trouvés & chacune des 200 identifications
ne sont pas affichés sur ce type de diagramme).

Concernant les méthodes de type Input/Output, on observe plusieurs comporte-
ments. La méthode Ol,, est totalement robuste au bruit sur les capteurs concer-
nant les modes identifiés aux 200 identifications. Les méthode Olgyort et Olgqon
perdent en nombre de poles identifiés mais 'identification des pdles restants n’est
quasiment pas influencé par le bruit sur les capteurs.

En terme d’estimation d’incertitude

La Figure [9.4] présente le score de succes des deux critéres de validation, dans les
cas bruité et non bruité, pour chacune des cinq méthodes. Ce score correspond au ratio
entre le nombre de pdles dont le critére est validé et le nombre poéles du diagramme
(voir Equation (8.10) & la Section [8.4.1.2).

Excepté pour la méthode Ol,qop, dont les estimations d’incertitude sont toujours
trés mal validées par le second critére, les classements obtenus avec le premier et le se-
cond critére sont identiques. Concernant 'influence du bruit sur les capteurs, on constate
qu’elle dépend fortement de la méthode.

Concernant le premier critére, le bruit dégrade les résultats de validation pour la
méthode Olqor¢. Il n’a quasiment aucune influence sur les méthodes OO oy, OO sqort €t
Ol,oy. 11 améliore nettement la méthode Ol qop-

Concernant le second critere, le bruit dégrade les résultats de validation pour les
méthodes Olggort €t Olggop- Il n’a quasiment aucune influence sur les autres méthodes.
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FIGURE 9.4 — Score S

Bilan global sur le cas avion en vol sans turbulence

Concernant 'utilisation des signaux d’entrées, elle est fortement recommandée. En
effet, les méthodes de type Input/Output fournissent de meilleurs identifications que les
méthodes de type Output-Only.

S’agissant d’une utilisation opérationnelle des intervalles de confiance, compte tenu
de la qualité des identifications, de la qualité des estimations d’incertitude et de la
robustesse au bruit, il est recommandé d’utiliser la méthode OO,,, dans le cas ou les
signaux d’entrées ne sont pas disponible, et la méthode Ol.,, dans le cas ot les signaux
d’entrées sont disponibles.
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9.2.3 Systéme avion en vol avec turbulence

9.2.3.1 Output-Only Covariance-driven : OO,
Les résultats sont présentés dans les figures [D.21(a), [D.21(b), |D.21(c)} [D.21(d)}

[D.22()} [D.22(b)} [D-22(c)] et [D-22(d)] de I’ Annexe D]

Identification Sans bruit sur les capteurs Avec bruit sur les capteurs

Fréquences Figure [D.21(a)| ou Figure [D.21(c)| | Figure|D.21(b)|ou Figure [D.21(d)

Amortissement || Figure [D.22(a)lou Figure |D.22(c)| | Figure [D.22(b)|ou Figure |D.22(d)

TABLE 9.43 — Figures utilisées pour I’évaluation de l’identification

Incertitudes Sans bruit sur les capteurs Avec bruit sur les capteurs
Criteére 1 Critére 2 Critére 1 Criteére 2

Fréquences Figure [D.21(a)| | Figure [D.21(c)| || Figure |D.21(b)| | Figure [D.21(d)

Amortissement || Figure |[D.22(a)| | Figure [D.22(c)| || Figure [D.22(b)| | Figure [D.22(d)

TABLE 9.44 — Figures utilisées pour ’évaluation de l’estimation des incertitudes

Les deéfinitions des critéres 1 et 2 sont présentées a la Section [8.3.2) et a la Section

B33l

Validation de ’identification "Monte-Carlo" :

Sans bruit sur les capteurs :
On peut classer les modes identifiés en fonction de leur stabilité.

Les modes numéros 1, 5 et 21 sont correctement identifiés, de maniére stable, pour
tous les ordres suivant leur apparition.

Le mode numéro 2 est correctement identifié et de maniére stable, excepté pour
I’ordre 92.

Le mode numéro 13 est correctement identifié et de maniére stable, excepté aux
alentours de ’ordre 60.

Les modes numéro 4, 14 et 17 sont correctement identifiés et de maniére stable.
Cependant, ces trois modes se dédoublent aux alentours de ’ordre 80. Pour le
mode numéro 4, le dédoublement semble pouvoir étre une identification du mode
numéro 3. Pour le mode numéro 17, le dédoublement semble pouvoir étre une
identification du mode numéro 18.

Les modes numéro 7, 8 et 12 sont correctement identifiés et de maniére stable. Ils
sont cependant non identifiés pour de nombreux ordres suivant leur apparition.

On notera que, excepté le mode numeéro 3 (et le mode 18), tous ces modes ont une forme
modale symétrique (voir Tableau . De plus, les modes 10 et 20 sont les seuls modes
a forme modale symétrique non identifiés. Ces modes, 'un ayant une forme modale
localisée sur un emport et 'autre étant une flexion du fuselage, sont difficiles & exciter
avec une excitation placée sur la voilure.




Validation sur le systéme avion 245

Cette méthode n’identifie que treés peu de mode non physiques communs aux 200
identifications.

Avec bruit sur les capteurs :

Le bruit sur les capteurs n’a quasiment aucune influence sur ’allure du diagramme
Monte-Carlo de stabilité sur les fréquences. La méthode OO, est robuste au bruit sur
les capteurs en terme d’identification des modes de la structure.

Validation de ’estimation d’incertitude :
Critére 1 (voir Section [8.3.2))

— Sans bruit sur les capteurs : Le premier critére ne valide aucune estimation d’in-
certitude sur les fréquences.

— Avec bruit sur les capteurs : Comme dans le cas non bruité, le premier critére ne
valide aucune estimation d’incertitude sur les fréquences.

Critére 2 (voir Section

— Sans bruit sur les capteurs : Le second critére ne valide quasiment jamais les es-
timations d’incertitude sur les fréquences. Sur ’ensemble du diagramme Monte-
Carlo de stabilité en fréquence, seuls 2 ordres du mode numéro 14 sont validés.

— Avec bruit sur les capteurs : Le bruit sur les capteurs n’a aucune influence sur la
qualité des estimations. Comme dans le cas non bruité, le second critére ne valide

I’estimation d’incertitude sur les fréquences que pour 2 ordres du mode numéro
14.

Bilan de la méthode OO,,, sur le systéme avion en vol avec turbulence :

En termes de nombre de modes identifiés, ’identification Monte-Carlo obtenue avec
la méthode OO, dans le cas avec turbulence, est plus proches des identifications
obtenues, dans le cas sans turbulence, avec les méthodes de type Input/Output que des
identifications obtenues avec les méthodes de type Output-Only. La turbulence a pour
effet de mieux exciter certains modes qui ne pouvaient pas étre identifiés sans utiliser
les données d’entrée. Cependant, méme si la méthode identifie plus de modes dans le
cas avec turbulence que dans le cas sans turbulence, I’ajout de turbulence dégrade les
identification en terme de stabilité. Concernant ’ajout de bruit sur les capteurs, il ne
dégrade pas la qualité de I'identification des modes de la structure.

Malgré la qualité de l'identification, la méthode Ol n'est pas validée pour une
utilisation opérationnelle des intervalles de confiance. En effet, que ce soit sans ou avec
bruit sur les capteurs, les critéres ne valident quasiment jamais I’estimation des incer-
titudes sur les paramétres modaux identifiés avec cette méthode. Cette méthode peut
étre recommandée pour l’identification, mais pas pour I'estimation d’incertitude.

9.2.3.2 Output-Only Squared Orthogonal Projection Data-driven : OOt

Les résultats sont présentés dans les figures [D.23(a)} [D.23(b), |D.23(c)} [D.23(d)}
[D.24(a)] D.24(b)} D.24(c)| et [D-24(d)] de I’Annexe [D]
Les deéfinitions des critéres 1 et 2 sont présentées a la Section [8.3.2] et a la Section

B33l
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Identification Sans bruit sur les capteurs Avec bruit sur les capteurs

Fréquences Figure [D.23(a)| ou Figure [D.23(c)| | Figure [D.23(b)| ou Figure [D.23(d)

Amortissement || Figure [D.24(a)lou Figure |D.24(c)| | Figure [D.24(b)|ou Figure |D.24(d)

TABLE 9.45 — Figures utilisées pour I’évaluation de l’identification

Incertitudes Sans bruit sur les capteurs Avec bruit sur les capteurs
Critere 1 Criteére 2 Critére 1 Criteére 2

Fréquences Figure |D.23(a)| | Figure [D.23(c)| || Figure [D.23(b)| | Figure [D.23(d)

Amortissement || Figure [D.24(a)| | Figure [D.24(c)| || Figure |D.24(b)| | Figure |D.24(d)

TABLE 9.46 — Figures utilisées pour ’évaluation de ’estimation des incertitudes

Validation de I’identification "Monte-Carlo" :

Sans bruit sur les capteurs :

Comme pour le cas avion au sol, 'identification obtenue par cette méthode est
relativement mauvaise. Dans 'ordre de qualité d’identification on notera que

— le mode numéro 1 est identifié de maniére relativement stable.

— Viennent ensuite les modes numéro 14 et 21. Ils sont assez bien identifiés mais ne
sont pas trés stables.

— Le mode numéro 17 est relativement stable jusqu’environ 1’ordre 70. Il devient
ensuite trés instable.

— Les modes numéro 2, 5 et 13 sont relativement stables, mais sont absents du
diagramme Monte-Carlo de stabilité en fréquence pour de nombreux ordres suivant
leur apparition.

— Le mode numéro 4 est relativement instable jusqu’environ ’ordre 70. On observe
ensuite soit son dédoublement, soit une mauvaise identification des modes numéro
3 et 4.

— Enfin, les mode 7 et 8 sont & la limite d’étre classifiés en tant que poles spurious.
On notera que, excepté le mode numéro 3, aucun de ces modes n’a une forme modale
anti-symétrique (voir Tableau. De plus, les modes 10, 12 et 20 sont les seuls modes
a forme modale symétrique non identifiés. Deux de ces modes sont des modes d’emport
qui ont une forme modale trés localisée. Un de ces modes est une flexion du fuselage.
Ces modes sont difficiles & exciter avec une excitation placée sur la voilure.

On observe de nombreux poéles non physiques (communs aux 200 identifications) qui
apparaissent aux alentours de ’ordre 80. On notera aussi que ces poéles sont principale-
ment localisés dans la seconde moitié de la bande de fréquences considérée.

Avec bruit sur les capteurs :

Le diagramme Monte-Carlo de stabilité en fréquence obtenu dans le cas bruité est
trés similaire & celui obtenu dans le cas non bruité. Cependant, on notera :

— une nette dégradation de la stabilité du mode numéro 21 a partir de ’ordre 80,

— une probable (mauvaise) identification des modes numéro 18 et 20 a partir de
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lordre 90 (environ),
— une légére amélioration de la stabilité de ce qui pourrait étre I'identification des
modes numeéro 3 et 4 (& partir, environ, de l'ordre 80).
Le bruit sur les capteurs n’a pas d’influence significative sur le nombre de poles non
physiques communs aux 200 identifications.

Validation de ’estimation d’incertitude :

Critére 1 (voir Section

— Sans bruit sur les capteurs : Le premier critére ne valide quasiment jamais les
estimations d’incertitude sur les fréquences. Sur ’ensemble du diagramme Monte-
Carlo de stabilité en fréquence, seuls 6 points sont validés... points qui ne corres-
pondent méme pas & des identifications stables de modes de la structure.

— Avec bruit sur les capteurs : Le bruit sur les capteurs ne modifie pas la (trés mau-
vaise) qualité des estimations qui ne sont quasiment jamais validées. Sur I’ensemble
du diagramme Monte-Carlo de stabilité en fréquence, seuls 8 points sont validés.

Critére 2 (voir Section

— Sans bruit sur les capteurs : Le second critére ne valide quasiment jamais les es-
timations d’incertitude sur les fréquences. Sur I’ensemble du diagramme Monte-
Carlo de stabilité en fréquence, seuls 7 points sont validés... dont seulement 2
correspondent & une identification (relativement) stable d’'un mode de la struc-
ture. Il s’agit du mode numéro 5 & 'ordre 97 et du mode numéro 14 a l'ordre
32.

— Avec bruit sur les capteurs : Le bruit sur les capteurs ne modifie pas la (trés mau-
vaise) qualité des estimations qui ne sont quasiment jamais validées. Sur I’ensemble
du diagramme Monte-Carlo de stabilité en fréquence, seuls 6 points sont validés...
points qui ne correspondent méme pas a des identifications stables de modes de
la structure.

Bilan de la méthode OO sur le systéme avion en vol avec turbulence :

La méthode OOgq0r: ne permet d’identifier correctement et de maniére stable que le
premier mode de la structure. Tous les autre modes identifiés sont instables.

La trés mauvaise qualité de I'identification et le fait que les critéres ne valident qua-
siment jamais les estimations d’incertitude sur les paramétres modaux, impliquent que
I'utilisation de la méthode OOg40r¢ n’est pas recommandée dans un cadre opération-
nelle. Ceci vaut aussi bien pour l'identification que pour 'utilisation des intervalles de
confiance. Dans le cas ou les signaux d’entrées ne sont pas disponibles, il est recom-
mandé d’utiliser la méthode OO,,,, mais uniquement pour l'identification. On rappelle
que la méthode OO ov est, elle aussi, déconseillée en ce qui concerne l'utilisation des
intervalles de confiance dans le cas avion en vol avec turbulence.

9.2.3.3 Input/Output Covariance-driven : Ol

Les résultats sont présentés dans les figures [D.25(a)} [D.25(b), [D.25(c)} [D.25(d)}
[D.26(a)] [D.26(b)} [D.26(c)| et [D.26(d)] de I’Annexe [D]
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Identification Sans bruit sur les capteurs Avec bruit sur les capteurs

Fréquences Figure [D.25(a)| ou Figure [D.25(c)| | Figure [D.25(b)| ou Figure [D.25(d)

Amortissement || Figure [D.26(a){ou Figure [D.26(c)| | Figure [D.26(b) ou Figure [D.26(d)

TABLE 9.47 — Figures utilisées pour I’évaluation de l’identification

Incertitudes Sans bruit sur les capteurs Avec bruit sur les capteurs
Criteére 1 Critére 2 Critére 1 Criteére 2

Fréquences Figure |D.25(a)| | Figure [D.25(c)| || Figure [D.25(b)| | Figure [D.25(d)

Amortissement || Figure [D.26(a)| | Figure [D.26(c)| || Figure |D.26(b)| | Figure |D.26(d)

TABLE 9.48 — Figures utilisées pour ’évaluation de l’estimation des incertitudes

Les deéfinitions des critéres 1 et 2 sont présentées a la Section [8.3.2) et a la Section

R33
Validation de l’identification "Monte-Carlo" :

Sans bruit sur les capteurs :

Cette méthode identifie correctement et de maniére trés stable les modes numéro
1,2, 7,8, 13 et 21. Les modes numéro 4, 14 et 17 sont identifiés correctement et de
maniére stable jusqu’aux alentours de ’ordre 70. Le mode numéro 4 semble ensuite se
dédoubler. Cependant, il se peut que se dédoublement corresponde en fait a l'identifi-
cation des modes numéro 3 et 4. De méme pour le mode 17, dont la stabilité semble
dégradée a cause de la (trés mauvaise) identification du mode numéro 18. Enfin, le mode
numéro 5 est correctement identifié et de maniére stable pour tous les ordres suivant son
apparition, excepté entre les ordres 82 et 94. On notera que, exceptés les modes numéro
3 et 18, aucun de ces modes n’a une forme modale anti-symétrique (voir Tableau .
De plus, les modes 10, 12 et 20 sont les seuls modes & forme symétrique non clairement
identifiés. Deux de ces modes sont des modes d’emport qui ont une forme modale trés
localisée. Un de ces modes est une flexion du fuselage. Ces modes sont difficiles & exciter
avec une excitation placée sur la voilure.

La majorité des poles non physiques communs aux 200 identifications semble étre
des dédoublements de mode. On notera un probable dédoublement des modes 4, 13,
14, 17 et 21. On observe aussi ce qui peut étre une (mauvaise) identification du mode
numéro 12.

Avec bruit sur les capteurs :

Le bruit sur les capteurs n’a quasiment aucune influence sur ’allure du diagramme
Monte-Carlo de stabilité en fréquence. Cependant, on notera une légére amélioration de
la stabilité de ce qui semble étre le mode numéro 18.
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Validation de ’estimation d’incertitude :

Critére 1 (voir Section

— Sans bruit sur les capteurs : Les estimations d’incertitude sur les fréquences ne
sont que rarement validées par le premier critére. Concernant les modes numéro
1 et 17, elles le sont environ 1 fois sur 2. Concernant les modes numéro 4 et 5,
elles le sont environ 1 fois sur 3. Concernant les modes numéro 14 et 21 elles le
sont environ 1 fois sur 6. Concernant les autres modes, elle ne sont (quasiment)
jamais validées. En tout, c’est environ 15% des estimations qui sont validées.

— Avec bruit sur les capteurs : Le bruit sur les capteurs n’a quasiment aucune in-
fluence sur la qualité des estimations d’incertitude sur les fréquences. Les points
validés sont presque les mémes que dans le cas non bruité. Environ 14% des esti-
mations sont validées.

Critére 2 (voir Section

— Sans bruit sur les capteurs : Les estimations d’incertitude sur les fréquences ne
sont que rarement validées par le premier critére. Concernant le mode numéro 1,
elles le sont environ 1 fois sur 2. Concernant les modes numéro 1, 4 et 5, elles
le sont environ 1 fois sur 3. Concernant les modes numéro 14 et 21, elles le sont
environ 1 fois sur 6. Concernant les autres modes, elle ne sont (quasiment) jamais
validées. En tout, c’est environ 10% des estimations qui sont validées.

— Avec bruit sur les capteurs : Le bruit sur les capteurs n’a quasiment aucune in-
fluence sur la qualité des estimations d’incertitude sur les fréquences. Les points
validés sont presque les mémes que dans le cas non bruité. Comme dans le cas
non bruité, environ 10% des estimations sont validées.

Bilan de la méthode OI,,, sur le systéme avion en vol avec turbulence :

Si on ne considére pas un ordre trop élevé (inférieur a 75), la méthode OI,,, permet
d’identifier correctement et de maniére stable 10 des 21 mode de la structure. Ces modes
ont tous une forme modale symétrique. Seuls 3 des 13 modes symétriques ne sont pas
identifiés. Contrairement aux autres cas (poutre avec et sans entrée inconnue, avion au
sol et avion en vol sans turbulence), la méthode de type Input/Ouput Ol.y,, ne permet
pas d’identifier plus de modes que les méthodes de type Output-Only. Cependant, les
modes identifiés sont beaucoup plus stables avec la méthode Ol.,, qu’avec les méthodes
OOcop €t OO q0r¢. Enfin, la méthode OI, est robuste au bruit sur les capteurs en terme
d’identification des modes de la structure.

Malgré la qualité de I'identification, les estimations d’incertitude que fournit la mé-
thode Ol.,, ne sont pas validées. Dans le cas d’'un vol avec turbulence, on ne peut
recommander la méthode OlI,,, que pour l'utilisation opérationnelle de I'identification,
pas pour l'utilisation opérationnelle des intervalles de confiance.

9.2.3.4 Input/Output Squared Orthogonal Projection Data-driven : Ol

Les résultats sont présentés dans les figures [D.27(a)| [D.27(b), [D.27(c)} [D.27(d)}
[D.28(a)] [D.28(b)} [D.28(c)| et [D.28(d)] de I’Annexe [D]
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Identification Sans bruit sur les capteurs Avec bruit sur les capteurs

Fréquences Figure [D.27(a)| ou Figure [D.27(c)| | Figure [D.27(b)| ou Figure [D.27(d)

Amortissement || Figure [D.28(a){ou Figure [D.28(c)| | Figure [D.28(b)| ou Figure [D.28(d)

TABLE 9.49 — Figures utilisées pour I’évaluation de l’identification

Incertitudes Sans bruit sur les capteurs Avec bruit sur les capteurs
Criteére 1 Critére 2 Criteére 1 Critere 2

Fréquences Figure |D.27(a)| | Figure [D.27(c)| || Figure [D.27(b)| | Figure [D.27(d)

Amortissement || Figure [D.28(a)| | Figure [D.28(c)| || Figure [D.28(b)| | Figure [D.28(d)

TABLE 9.50 — Figures utilisées pour ’évaluation de ’estimation des incertitudes

Les définitions des critéres 1 et 2 sont présentées a la Section 832 et a la Section

R33
Validation de ’identification "Monte-Carlo" :

Sans bruit sur les capteurs :

Les modes identifiés par cette méthode sont relativement instables, en particulier
dans la seconde moitié de la bande de fréquences considérée. Seul le mode numéro 1 est
correctement identifié et de maniére stable pour tous les ordres suivant son apparition.
Les modes numéro 2, 5, 7 et 8 sont correctement identifiés et de maniére stable. Cepen-
dant, ils ne sont pas identifiés & tous les ordres suivant leur apparition. Le mode numéro
4 est bien identifié jusqu’a 'ordre 76, ordre auquel il se dédouble et devient tres instable.
Enfin, les modes numéro 13, 14, 17 et 21 sont identifiés mais sont relativement instables.
On notera que, tous ces modes ont une forme modale symétrique (voir Tableau .
Les modes 10, 12 et 20 sont les seuls modes a forme symétrique non clairement identifiés.
Deux de ces modes sont des modes d’emport qui ont une forme modale tres localisée.
Un de ces modes est une flexion du fuselage. Ces modes sont difficiles & exciter avec une
excitation placée sur la voilure.

Cette méthode fait apparaitre un grand nombre de pdles non physiques (communs
aux 200 identifications) et de modes trés mal identifiés. Parmi les poles pouvant corres-
pondre & des modes trés mal identifiés, on notera les probable modes numéro 3, 12, 16
et 20. Les modes 3 et 16 sont des modes & forme anti-symétrique. Les modes 12 et 20
sont des modes d’emport & forme symétrique.

Avec bruit sur les capteurs :

Le bruit sur les capteurs a pour effet d’améliorer la stabilité des modes identifiés. Les
modes numéro 1, 2, 5, 7 et 8 sont correctement identifiés et de maniére trés stable. Les
modes 4, 13 et 14 sont eux aussi bien identifiés mais le sont de maniére un peu moins
stable. Le mode numéro 21 apparait aux alentours de ’ordre 20 mais ne se stabilise que
vers l'ordre 50, apreés la fin de son dédoublement. Le mode 17 est identifié mais est trés
instable.

Le bruit sur les capteurs réduit le nombre de pdles non physiques communs aux
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200 identifications. Cependant, on notera encore une fois la probable trés mauvaise
identification des modes numéro 12 et 20.

Validation de ’estimation d’incertitude :

Critére 1 (voir Section

— Sans bruit sur les capteurs : Malgré la trés mauvaise identification obtenue avec
cette méthode, les estimations d’incertitude sur les fréquences sont un peu moins
mauvaises avec la méthode Olg40r¢ qu’avec les méthodes OO oy, OOsqort €t Olcoy,.
Sur I'ensemble du diagramme Monte-Carlo de stabilité en fréquence, environ 31%
des estimations sont validées par le premier critére. De plus, on notera la bien
meilleure qualité d’estimation d’incertitude sur la fréquence du mode numéro 1
que pour les autres modes.

— Avec bruit sur les capteurs : Le bruit sur les capteurs ne dégrade les estimations
qu’a partir, environ, de 'ordre 80. Ce critére ne valide quasiment aucune estima-
tion faite pour les ordres supérieurs a 84. Cependant, le nombre de podles identifiés,
notamment de poles non physiques, est plus faible dans le cas bruité que dans le
cas non bruité. Ainsi, le pourcentage globale d’estimations validées par le premier
critére reste a environ 30%.

Critére 2 (voir Section

— Sans bruit sur les capteurs : Le second critére valide moins bien les estimations
d’incertitude sur les fréquences que le premier. Seulement 1 estimation sur 5 est
validée sur ’ensemble du diagramme Monte-Carlo de stabilité en fréquence. Ce-
pendant, comme avec le premier critére, on notera la bien meilleure qualité d’es-
timation d’incertitude sur la fréquence du mode numéro 1 que pour les autres
modes. En tout, c’est environ 21% des estimations qui sont validées.

— Avec bruit sur les capteurs : Comme avec le premier critére, le bruit sur les cap-
teurs ne dégrade les estimations qu’a partir, environ, de I'ordre 80. Ce critére ne
valide quasiment aucune estimation faite pour les ordres supérieurs a 84. Encore
une fois, le nombre de poles identifiés, notamment de poles non physiques, est plus
faible dans le cas bruité que dans le cas non bruité. Ainsi, le pourcentage globale
d’estimations validées par le second critére n’est pas trop influencé par le bruit
sur les capteurs et reste a environ 20%.

Bilan de la méthode Ol sur le systéme avion en vol avec turbulence :

L’identification obtenue avec la méthode Ol40r¢ est beaucoup moins stable que celle
obtenue avec la méthode Ol.,,, notamment en ce qui concerne les poéles de la seconde
moitié de la bande de fréquence considérée. Cependant, la méthode OI,q0r+ fournit une
meilleure qualité d’identification que les méthodes de type Output-Only.

Les résultats de validation des incertitudes estimées avec la méthode Olgyor¢ sont
moins mauvais que les résultats obtenus avec la méthode Ol,,. Cependant, ces résultats
ne sont pas suffisamment bons pour valider I'utilisation opérationnelle des intervalles
de confiance. En termes d’identification, on conseillera la méthode Ol.,, plutot que la
méthode Olqor+ dans le cas d'un vol avec turbulence. Mais, quelque soit la méthode, il
n’est pas conseillé d’utiliser les intervalles de confiance.
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9.2.3.5 Input/Output Squared Oblique Projection Data-driven : Ol

Les résultats sont présentés dans les figures [D.29(a)} [D.29(b), [D.29(c)} [D.29(d)}
[D.30(a)] [D-30(b)} D-30(c)| et [D.30(d)| de I’Annexe [D]

Identification Sans bruit sur les capteurs Avec bruit sur les capteurs

Fréquences Figure |D.29(a)| ou Figure |D.29(c)| | Figure |D.29(b)| ou Figure |D.29(d)

Amortissement || Figure [D.30(a)|{ou Figure [D.30(c)| | Figure [D.30(b)| ou Figure [D.30(d)

TABLE 9.51 — Figures utilisées pour I’évaluation de l’identification

Incertitudes Sans bruit sur les capteurs Avec bruit sur les capteurs
Critere 1 Critére 2 Critére 1 Critere 2

Fréquences Figure [D.29(a)| | Figure [D.29(c)| || Figure [D.29(b)| | Figure [D.29(d)

Amortissement || Figure [D.30(a)| | Figure D.30(c)| || Figure|D.30(b)| | Figure |D.30(d)

TABLE 9.52 — Figures utilisées pour ’évaluation de ’estimation des incertitudes

Les deéfinitions des critéres 1 et 2 sont présentées a la Section [8.3.2) et a la Section

R33
Validation de ’identification "Monte-Carlo" :

Sans bruit sur les capteurs :

Cette méthode identifie clairement 10 des 21 modes de la structure. Les modes
numéro 1, 5, 7, 8 et 21 sont trés stables et sont identifiés pour tous les ordres suivant
leur apparition. Le mode numéro 2 est trés stable jusqu’a I'ordre 95. Les modes 4, 13,
14 et 17 sont bien identifiés mais ne sont pas parfaitement stables. On notera que tous
ces modes ont une forme modale symétrique (voir Tableau. Les modes 10, 12 et 20
sont les seuls modes & forme symétrique non clairement identifiés. Deux de ces modes
sont des modes d’emport qui ont une forme modale trés localisée. Un de ces modes est
une flexion du fuselage. Ces modes sont difficiles & exciter avec une excitation placée
sur la voilure.

La majorité des pdles non physiques communs aux 200 identification semble étre des
dédoublements de mode. On notera un probable dédoublement des modes 4, 13, 14, 17
et 21. On observe aussi ce qui peut étre une (mauvaise) identification du mode numéro
12.

Avec bruit sur les capteurs :

Le bruit sur les capteurs n’a quasiment pas d’influence sur I'identification des modes
de la structure. Cependant, on pourra noter une légére ameélioration de la stabilité du
mode numéro 2 et une légére détérioration de celle du mode numéro 17.
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Validation de ’estimation d’incertitude :
Critére 1 (voir Section [8.3.2))

— Sans bruit sur les capteurs : Le premier critére ne valide aucune estimation d’in-
certitude sur les fréquences.

— Avec bruit sur les capteurs : Le bruit sur les capteurs améliore la qualité des es-
timations d’incertitude sur les fréquences. Sur ’ensemble du diagramme Monte-
Carlo de stabilité en fréquence, environ 37% des estimations sont validées dans le
cas bruité.

Critére 2 (voir Section

— Sans bruit sur les capteurs : Le premier critére ne valide quasiment jamais les
estimations d’incertitude sur les fréquences. Sur I’ensemble du diagramme Monte-
Carlo de stabilité en fréquence, seuls 9% des estimations sont validées.

— Avec bruit sur les capteurs : Le bruit sur les capteurs améliore la qualité des es-
timations d’incertitude sur les fréquences. Le pourcentage d’estimations validées
passe & environ 25% dans le cas bruité.

Bilan de la méthode Ol sur le systéme avion en vol avec turbulence :

L’identification obtenue avec la méthode Ol est tres similaire a celle obtenue avec
la méthode OlI.,,. Elle identifie les mémes modes (10 des 21 modes de la structure). Seuls
3 des 13 modes & forme symétrique ne sont pas clairement identifiés. beaucoup moins
stable que celle obtenue avec la méthode Ol1,,,, notamment en ce qui concerne les poles
de la seconde moitié de la bande de fréquence considérée. Cependant, la méthode Ol
fournit une meilleure qualité d’identification que les méthodes de type OQutput-Only.

Les résultats de validation des incertitudes estimées avec la méthode Oy sont
améliorés lorsqu’on ajoute du bruit sur les capteurs. Dans le cas bruité, ces résultats
sont un peu moins mauvais que les résultats obtenus avec la méthode OI.,,. Cependant,
ils ne sont pas suffisamment bons pour valider I'utilisation opérationnelle des intervalles
de confiance. Quelque soit la méthode, il n’est pas conseillé d’utiliser les intervalles de
confiance dans le cas d’un vol avec turbulence. En termes d’identification, on conseillera
la méthode Oy, plutdt que la méthode Olgyoy dans le cas d’un vol avec turbulence.
En effet, pour un résultat équivalent, I'implémentation de la méthode Ol.,, est plus
simple que 'implémentation de la méthode OIqp;-

9.2.3.6 Comparaison des méthodes sur le cas avion en vol avec turbulence

En terme d’identification

— Qualité de I’identification
Concernant les méthodes de type Output-Only, la méthode Covariance-driven
(OOcey) identifie nettement mieux les modes, aussi bien terme de fréquence que de
taux d’amortissement, que la méthode Squared Orthogonal Projection Data-driven
(OOgqort). Cependant, 'identification obtenue avec la méthode OO, n’est pas
extrémement stable dans ce cas. Certains modes qui semblent identifiables grace
a apport d’énergie due aux turbulences ne sont pas identifiés & tous les ordres
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suivant leur apparition. Un classement des méthodes donnerait :
OOcm; >> OOsqort

Concernant les méthodes de type Input/Output, les méthodes Olco, et Olggop,
dans le cas non bruité, fournissent des identifications similaires, aussi bien en terme
de fréquence qu’en terme de taux d’amortissement. Ces deux méthodes identifient
les modes de maniére bien plus stable que la méthode Olg4ori. Cependant, on
pourra noter que cette méthode identifie plus de poéles spurious que les deux
autres. Une partie de ces podles spurious semble étre des modes de la structure
mal identifiés et instables. Un classement des méthodes donnerait :

OIcov ~ OIsqobl > OIsqort

La supériorité observée, en terme de nombre de modes identifiés, des méthodes
de type Input/Ouput sur les méthodes de type Output-Only dans le cas sans
turbulence est moins nette dans le cas avec turbulence. Il est possible que I'ajout
de turbulence permette de mieux exciter certains modes qui sont maintenant
identifiables uniquement & partir des données de sortie. Cependant, les méthodes
de type Input/Output fournissent des identifications plus stables que les méthodes
de type Output-Only.

— Robustesse au bruit sur les capteurs
Concernant les méthodes de type Output-Only, le bruit sur les capteurs n’a que
tres peu d’influence sur la qualité des diagrammes de stabilité Monte-Carlo (on
rappelle que les modes qui ne sont pas trouvés a chacune des 200 identifications
ne sont pas affichés sur ce type de diagramme).
Il en est de méme concernant les méthodes de type Input/Output. Cependant, on
pourra noter une légére clarification du diagramme de stabilité Monte-Carlo en
fréquence fournit par la méthode Olsy0¢ dans le cas bruité.

En terme d’estimation d’incertitude

La Figure [0.5] présente le score de succes des deux critéres de validation, dans les
cas bruité et non bruité, pour chacune des cinq méthodes. Ce score correspond au ratio
entre le nombre de poles dont le critére est validé et le nombre podles du diagramme
(voir Equation a la Section [8.4.1.2).

Les estimations d’incertitudes sont trés mal validées dans le cas avec turbulence.
Pour les méthodes Output-Only, elles ne sont quasiment jamais validées, aussi bien au
regard du premier que du second critére. Les résultats sont meilleurs pour les méthodes
Input/Output, sans pour autant obtenir un niveau de validation suffisant. Cependant,
concernant la méthode Oy, on notera l'influence tres positive du bruit de capteurs
sur les résultats de validation. On observera aussi que le bruit sur les capteurs n’a
quasiment aucune influence sur les résultats de validation des estimations d’incertitude
fournis par les autres méthodes.
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FIGURE 9.5 — Score S

Bilan global sur le cas avion en vol avec turbulence

Concernant 'utilisation des signaux d’entrées, elle est fortement recommandée. En
effet, les méthodes de type Input/Output fournissent de meilleurs identifications que les
méthodes de type Output-Only.

S’agissant d’une utilisation opérationnelle, elle n’est recommandée que pour I'identi-
fication modale sans estimation d’incertitude. Il est fortement déconseiller d’utiliser les
intervalles de confiance de maniére opérationnelle dans le cas d’un vol avec turbulence.
Concernant identification modale et compte tenu de la qualité des diagrammes et de
la robustesse au bruit, il est recommandé d’utiliser la méthode OO, dans le cas ou
les signaux d’entrées ne sont pas disponible, et la méthode Ol,,, dans le cas ou les
signaux d’entrées sont disponibles. En effet, bien que les méthodes Ol.o, et Oy sont
équivalentes en termes de qualité d’identification, la méthode Ol,, est plus simple a
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implémenter que la méthode Oy .

9.2.4 Influence de ’aérodynamique et des turbulences sur le systéme
avion

9.2.4.1 Influence de 'aérodynamique

Lorsqu’une structure est placée dans un champ aérodynamique, son comportement
dynamique est modifié par les efforts aérodynamiques. Le systéme étudié n’est plus
le systéme élastique associé a la structure, mais le systéme aéroélastique défini par le
couple structure/champ aérodynamique. La qualité des identification reste bonne dans
le cas en vol. Concernant la qualité des estimations d’incertitude, ce n’est pas toujours
le cas. On constate plusieurs tendances. Globalement, les méthodes de type Output-
Only sont moins bien validées dans le cas en vol que dans le cas au sol. Globalement,
la méthode OlI,,, est validée de maniére équivalente dans le cas au sol et dans le en
vol. Pour les méthodes Ol ors €t Olggop, cela dépend du cas (sans ou avec bruit sur les
capteurs) et du critére. Mais globalement les résultats sont relativement proches entre
le cas au sol et le cas en vol.

9.2.5 Influence des turbulences

L’application de turbulences ne dégrade pas la qualité des identifications, excepté
pour la méthode Olg4or¢. Cette dégradation des résultats est cohérente avec la remarque
faite a la Section [3.:2.3.5] On notera aussi que les turbulences semblent augmenter la
réponse dynamique du systéme et permettre aux méthodes de type Qutput-Only d’iden-
tifier plus de modes, méme si ces modes sont peu stables.

Concernant l'effet des turbulences sur les estimations d’incertitude, il est extréme-
ment mauvais. La qualité des estimations est trés dégradée. Ces méthodes d’estimation
d’incertitude ne sont pas robustes aux turbulences utilisées. Ce comportement pourrait
étre di a la méthode de simulation des turbulences. Les turbulences sont simulées par
un effet d’incidence. L’effet d’incidence est un mouvement de tangage rigide de ’avion.
Associées au champ aérodynamique, les effets d’incidence de ’appareil produisent des
efforts aérodynamiques. Le mouvement d’incidence simulé est un bruit blanc gaussien
centré. L’effort ainsi généré est un bruit coloré gaussien car la fonction de transfert
entre le mouvement d’incidence et l'effort aérodynamique induit n’est pas constante.
Les mauvais résultats obtenus avec les turbulences pourraient donc n’étre dus qu’a la
non robustesse de la théorie face au non respect de 'hypothése d’entrées inconnues
blanches.
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9.3 Bilan du chapitre

Dans ce chapitre, a partir des diagrammes présentés en Annexe [C| et en Annexe
nous avons analysé les résultats d’identification et d’estimation d’incertitude de cing
méthodes :
— Deux sans utilisation des signaux d’excitations
— OO,y : Output-Only Covariance-driven
— OOgqort = Output-Only Squared Orthogonal Projection Data-driven

— Trois avec utilisation des signaux d’excitations
— Oleoyp : Input/Output Covariance-driven
— Olsgort = Input/Output Squared Orthogonal Projection Data-driven
— Olggop : Input/Output Squared Oblique Projection Data-driven

et ceci, sur cinq cas répartis sur deux structures :

— un modéle de poutre (voir Section
— sans entrée inconnue (voir Section
— avec une entrée inconnue (voir Section

— un modéle d’avion de combat (voir Section
— au sol (voir Section |9.2.1
— en vol (voir Section [9.2.2
— en vol avec turbulence (voir Section

L’intérét de ce benchmark de systémes de complexité croissante est d’évaluer les
méthodes en termes de robustesse a une forte densité modale, de robustesse au bruit et
de robustesse aux entrées inconnues dans le but d’une utilisation opérationnelle.

Pour les cas ou les données d’entrée ne sont pas disponibles, nous avons évalué deux
méthodes de type Output-Only : la méthode Output-Only Covariance-driven (OO, py)
et la méthode Output-Only Squared Orthogonal Projection Data-driven (OOgqort). Sur
I’ensemble des systémes, ces deux méthodes identifient les mémes modes et sont robustes
a I’ajout de bruit sur les capteurs. Cependant, la méthode OO,,, fournit toujours une
identification plus stable que la méthode OOsqor¢. Si les données d’entrée ne sont pas
disponibles, il est recommandé d’utiliser la méthode OO,,, pour une utilisation opé-
rationnelle des intervalles de confiance. Cependant, aucune des deux méthodes n’est
recommandées dans le cas de vol avec turbulence.

Pour les cas ou les données d’entrée sont disponibles, nous avons évalué trois mé-
thodes de type Input/Output : la méthode Input/Output Covariance-driven (Ol.y), la
méthode Input/Output Squared Orthogonal Projection Data-driven (Olsqort) et la meé-
thode Input/Output Squared Oblique Projection Data-driven (Olgyop). Sur ensemble
des systémes, ces trois méthodes identifient, & peu de chose prés, les mémes modes. La
méthode Ol,, est trés robuste a I'ajout de bruit sur les capteurs et fournit les identi-
fications les plus stables. La méthode Oy fournit les diagrammes les plus instables
et ’ajout de bruit sur les capteurs n’a pas d’influence notable sur 'identification des
modes de la structure. La méthode Ol fournit des identifications qui sont généra-
lement améliorées, en terme de stabilité, lorsque 'on ajoute du bruit sur les capteurs.
Cette amélioration peut étre due a une amélioration du conditionnement des matrices
a inverser (voir Section lorsque I'on ajoute du bruit sur les données de sortie.
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Si les données d’entrée sont disponibles, il est recommandé d’utiliser la méthode Ol.,,
pour une utilisation opérationnelle des intervalles de confiance. De plus, méme si les mé-
thodes Input/Output sont plus fiables que les méthodes de type Qutput-Only, aucune
des trois méthodes de type Input/Output n’est recommandée dans le cas de vol avec
turbulence.

Au chapitre suivant, le Chapitre[I0] nous appliquerons ces cinq méthodes sous-espace
sur un cas d’essai réel de vibration en vol d’un avion de combat.



Chapitre 1 0

Application a des données réelles

Apres avoir validé les méthodes d’identification avec estimation d’incertitude (Cha-
pitre @: nous pouvons les appliquer & des données obtenues lors d’un essai réel de vibra-
tion en wol Rafale. On cherche ici a tester les méthodes dans le cadre d’une utilisation
opérationnelle.

Nous commencerons par décrire le cas (Section . Nous analyserons ensuite les
résultats et nous proposerons une méthode de clarification des diagrammes de stabilité
basée sur les valeurs d’incertitude (Section .
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10.1 Présentation du cas d’application

Aprés la validation sur Ny = 200 simulations, les cinqg méthodes proposées sont
utilisées pour procéder a l’identification modale avec estimation d’incertitude d’une
structure réelle. Les identifications seront effectuées a partir de données mesurées lors
d’essai en vol d'un avion de combat Rafale. Ces essais ont été effectués dans le cadre
d’une ouverture de domaine de vol, pour certifier la non présence du phénomeéne de
flottement (voir Section [L.1.1]).

Les excitations sont effectuées & un point de vol défini (pression aérodynamique
constante) pour assurer la stationnarité du systéme. Ces excitations sont des bruits
blancs gaussiens appliqués de maniére identique et symétrique par les gouvernes des
voilures gauche et droite. La durée d’excitation est de T" = 180s et la fréquence d’échan-
tillonnage est de F, = 250hz. La réponse du systéme est observée par N, = 50 capteurs
disposés le long de l'avion, de maniére a pouvoir observer I’ensemble des modes de la
bande de fréquences considérée.

Pour estimer les corrélations (voir Section , les N, = 44.828 échantillons tempo-
rels de chaque signal sont divisés en n; = 10 blocs.

Seules les fréquences seront étudiées. Les résultats seront présentés sous la forme
de diagrammes de stabilités en fréquence sur lesquels on aura ajouté les intervalles de
confiance. Pour chaque mode m, les intervalles de confiance seront affichés sous forme
de “moustaches” de taille 2074, centrées sur f,,. De cette maniére, la vraie valeur a 95%
de chance d’étre dans lintervalle de confiance. Les fréquences seront normalisées par
la borne maximale de la bande de fréquence étudiée. Ainsi, les valeurs affichées seront
comprises entre 0 et 1. Les identifications seront effectuées de 'ordre Oy, = 0 & Pordre
Onmaz = 60.

Il a été observé empiriquement ([DLMI3]) que les poles non physiques ont géné-
ralement une plus forte valeur d’incertitude (i.e. plus grande variance, i.e. plus large
intervalle de confiance) que les modes physiques. Les intervalles de confiance peuvent
donc étre utilisés pour clarifier les diagrammes de stabilité en appliquant un seuil basé
sur l'incertitude des podles. Les résultats seront présentés sur deux colonnes. La colonne
de gauche représentera les diagrammes de stabilité en fréquence (normalisée) non clari-
fies. Celle de droite représentera les diagrammes de stabilité en fréquence (normalisée)
clarifiés. Le seuil appliqué sera fixé a oy,, = 0.25hz pour les fréquences et o¢,, = 100/ 4,
pour les taux d’amortissement.

Remarque 50 Méme si seuls les diagrammes de stabilité en fréquence seront présentés,
les taux d’amortissement seront aussi utilisés pour la clarification de ces diagrammes.
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10.2 Application a des données réelles

10.2.1 Owutput-Only Covariance-driven : OO,,,

Les figures ci-dessous présentent les diagrammes de stabilité, clarifiés et non clarifiés,
des fréquences et des taux d’amortissement identifiés avec la méthode OO, :
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FIGURE 10.1 — Output-Only Covariance-driven (OO, ) - Sans bruit ajouté aux capteurs

On constate a partir de la Figure [10.1] que sept modes sont clairement identifiés.
Un huitiéme semble apparaitre a partir de 'ordre 58. On constate aussi qu’il n’y a que
peu de poles non physiques identifiés. La clarification du diagramme de stabilité basée
sur lincertitude (Uncertainty-based clean up) est efficace. Il ne retire du diagramme
que des podles non physiques. On observe aussi que plus un mode est stable selon les
ordres, plus petite est son incertitude estimée. De plus, les valeurs d’incertitude sont
cohérentes avec les ordres de grandeurs des dispersions opérationnellement observées.
Cette derniére remarque est basée sur ’expérience opérationnelle d’ingénieurs d’essai
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travaillant chez Dassault-Aviation.

10.2.2 Output-Only Squared Orthogonal Projection Data-driven : OO,

Les figures ci-dessous présentent les diagrammes de stabilité, clarifiés et non clarifiés,
des fréquences et des taux d’amortissement identifiés avec la méthode OOgq0rt :
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tissement d’amortissement

FIGURE 10.2 — Output-Only Squared Orthogonal Projection Data-driven (OOggort) -
Sans bruit ajouté aux capteurs

Comme avec la méthode OO,,, sept modes sont clairement identifiés avec la mé-
thode OO gor¢ (voir Figure . L’identification de ces modes est cependant bien moins
stable avec la méthode OO, q0rt qu’avec la méthode OO,,,. De plus, cette identification
est polluée par beaucoup plus de poles non physiques que 'identification obtenue avec
la méthode OO.,,. On constate aussi une corrélation entre la mauvaise stabilité des
modes et leur niveau d’incertitude plus élevé qu’avec la méthode OO,.,,. Néanmoins,
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ceci permet de montrer encore plus clairement 1’efficacité d’un nettoyage de diagramme
basé sur les valeurs d’incertitudes.
10.2.3 Input/Output Covariance-driven : Ol

Les figures ci-dessous présentent les diagrammes de stabilité, clarifiés et non clarifiés,
des fréquences et des taux d’amortissement identifiés avec la méthode Ol :
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FIGURE 10.3 — Input/Output Covariance-driven (Ol ) - Sans bruit ajouté aux capteurs

La méthode O, est la premiére méthode présentée utilisant les données d’excita-
tion. A partir de la Figure [I0.3] on constate aussi une apparition plus rapide des modes
identifiés (i.e. pour de plus faibles ordres) lorsque les données d’excitation sont dispo-
nibles et utilisées. Dans le cas considéré, on constate aussi que ces modes sont plus
stables selon les ordres et ont des valeurs d’incertitude plus faibles. De plus, peu de
poles non physiques sont identifiés (seulement sept points sur ’ensemble du digramme).
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Enfin, comme pour les précédentes méthodes, on peut observer que plus un mode est
stable selon les ordres, plus faible est son incertitude estimée.

10.2.4 Input/Output Squared Orthogonal Projection Data-driven :
O[sqort

Les figures ci-dessous présentent les diagrammes de stabilité, clarifiés et non clarifiés,
des fréquences et des taux d’amortissement identifiés avec la méthode Olgq0p¢ :
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FIGURE 10.4 — Input/Output Squared Orthogonal Projection Data-driven (Olsgort) -
Sans bruit ajouté aux capteurs

Dans ce cas particulier, la méthode OIg4or¢ fournit la plus mauvaise identification
comparativement aux autres méthodes proposées. Les valeurs d’incertitudes sont aussi
les plus importantes (voir Figure . Cependant, encore une fois, plus un mode est
stable selon les ordres, plus faible est son incertitude estimée.
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10.2.5 Input/Output Squared Oblique Projection Data-driven : Ol

Les figures ci-dessous présentent les diagrammes de stabilité, clarifiés et non clarifiés,
des fréquences et des taux d’amortissement identifiés avec la méthode OIq :
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FiGURE 10.5 - Input/Output Squared Oblique Projection Data-driven (Ol ) - Sans
bruit ajouté aux capteurs

L’identification obtenue avec la méthode Oz (voir Figure est équivalente
& celle obtenue avec la méthode Ol.,, en terme de fréquence. Dans ce particulier, ces
deux méthodes sont celles qui fournissent les meilleures identifications et les valeurs
d’incertitude les plus faibles. Concernant l'identification des amortissements, la méthode
Ol,y, fournit des résultats plus stables que la méthode Ol qop-
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10.3 Bilan du chapitre

Dans ce dernier chapitre, nous avons appliqué cinq méthodes d’identification avec
estimation d’incertitude a des données mesurées lors d’un essais réel en vol de Rafale.

On constate que les résultats sont cohérents avec la conclusion faite au Chapitre 9] :
la méthode OO, fournit une identification plus stable et des estimations d’incertitude
plus faibles que la méthode OOg40r¢ ; 1a méthode O, fournit une identification plus
stable et des estimations d’incertitude plus faibles que les deux autres méthodes de type
Input/Output étudiées. Toujours en accord avec la conclusion du Chapitre@7 I'utilisation
des données d’entrée est fortement recommandée. En effet, la méthode Ol.,, fournit de
meilleurs résultats (identification plus stable et incertitudes plus faibles) que la méthode
0OO¢0y- On notera aussi que les valeurs d’incertitudes sont cohérentes avec les dispersions
observées par les ingénieurs de Dassault-Aviation.

Enfin, nous avons observé que les incertitudes des poles non physiques sont plus
importantes que celles des modes de la structure. Ceci nous a permis de présenter un
technique de clarification des diagrammes de stabilité basée sur les valeurs d’incerti-
tudes.



Quatriéme partie

Conclusion

267






Conclusion

Pour répondre a ’objectif de cette thése, 'estimation des incertitudes associées a dif-
férentes méthodes d’identification modale, nous avons étudié trois familles de méthodes
d’identification modale et développé les techniques d’estimation d’incertitude associées
aux méthodes de deux de ces familles. Ces deux familles de méthodes d’identification
modale, la minimisation moindres carrés de l'erreur d’estimation d’une modélisation
ARX (voir Section et la recherche de I’espace colonne de la matrice d’observabilité
d’une représentation d’état (voir Section , ont été précisément présentées, avec un
souci d’homogénéisation des écritures.

La méthode d’identification connue dans l’industrie sous le nom PolyMax et dans le
monde de la recherche sous le nom poly-reference LSCF (voir Section , nécessite
d’imposer une contrainte arbitraire dont la valeur influe sur les résultats. Une variante
4 la solution élaborée par [GVVF03] (voir Section a été proposée a la Section
Elle consiste en une recherche de noyau par une décomposition en valeurs singu-
liéres. Cette méthode, qui reste a valider, peut apporter une simplification de la chaine
de calcul de la méthode PolyMax. De plus, cette nouvelle méthode devrait permettre
que le résultat soit indépendant de la contrainte arbitraire sur les paramétres de la
modélisation.

Le calcul d’incertitude des méthodes LSCF nécessite d’estimer la variance de la ma-
trice de transfert (voir Section [6.1). Une méthode décrite dans la littérature ([Ver02,
Cau04]) est d’utiliser une expression analytique entre la fonction de cohérence et la
variance de la matrice de transfert. Cependant, cette écriture analytique nécessite deux
hypotheéses fortes. La premiére est que la variance du processus qui génére les entrées est
supposée nulle. Ceci est vrai si ce processus est déterministe. Cependant, dans le cadre
d’essais de vibration chez les avionneurs, il est courant d’utiliser des processus stochas-
tiques de type bruits blancs pour générer les entrées. Dans ce cas, méme si les entrées
sont connues, on ne peut pas faire 'hypothése que la variance du processus est nulle. La
seconde hypothése consiste & supposer que les sorties mesurées sont décorrélées entre
elles. Ceci n’est vrai qu’a condition que les sorties n’ont pas été mesurées simultanément.
Cette hypothése n’est pas compatible avec les essais effectués chez les avionneurs. En
effet, les mesures sont généralement effectuées simultanément avec un grand nombre de
capteurs (environ 100 capteurs pour les essais en vol et environ 500 capteurs pour les
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essais au sol). De ce fait, la méthode de calcul de la variance de la matrice de transfert,
basée sur la fonction de cohérence, ne peut pas étre utilisée dans le contexte industriel
considéré dans cette thése. Nous avons proposé une autre méthode, basée sur la pro-
pagation de la variance des densités spectrales, pour estimer la variance de la matrice
de transfert (voir Section . Cette méthode ne nécessite aucune hypothése sur les
signaux mesurés en entrée et en sortie.

Les méthodes d’identification de modéle d’état étudiées dans ce document sont des
méthodes sous-espace (voir Section [3.2]). Trois des cing méthodes sous-espace étudiées
(voir Section , provenant de la littérature ([VODMO96]), ne sont pas adaptées, de
par leur formulation, a I’estimation d’incertitude par la propagation de variance décrite
au Chapitre [5l Ainsi, nous avons proposé trois nouvelles méthodes (voir Section ,
compatibles avec le calcul d’estimation d’incertitude, qui ménent strictement aux mémes
identifications de fréquences modales, de taux d’amortissement modaux et de formes
modales (Section que ces trois méthodes inadaptées a ’estimation d’incertitude.

Un apport essentiel de cette thése, concernant les méthodes sous-espace, est le dé-
veloppement de la chaine de propagation des incertitudes pour trois méthodes de type
Input/Output. La motivation pour développer des méthodes prenant en compte les si-
gnaux d’entrée est liée a la facon dont sont réalisés les essais chez les avionneurs. En
effet, contrairement & la majorité des essais effectués dans le génie civil, les essais de
vibration sur avions sont généralement réalisés en appliquant une excitation connue &
la structure (e.g. pot vibrant, vibration gouverne).

On a comparé ces méthodes d’identification modales sous-espace avec estimation
d’incertitude et procédé a leur validation dans le but d’une utilisation opérationnelle
(voir Section E[) Cette validation s’appuie sur une stratégie innovante utilisant des
méthodes statistiques.

A partir de cette étude, on a pu préconiser la méthode Output-Only Covariance-
driven (OOcpy), si les signaux d’entrée ne sont pas disponibles, et la méthode In-
put/Ouput Covariance-driven (Ol.y), si les signaux d’entrée sont disponibles. Cepen-
dant, il est ressorti de cette étude que les méthodes de type Input/Output sont bien
plus fiables que les méthodes de type Qutput-Only.

Les travaux permettant de parvenir & ces conclusions ont été réalisés sur un bench-
mark de systémes de complexité croissante, allant du cas simple de poutre (faible densité
modale) jusqu’au systéme avion au sol (forte densité modale) puis en vol (avec ajout de
turbulence comme entrée inconnue). Nous avons conclu que la majorité des méthodes
est robuste aux bruits sur les capteurs, que ces méthodes permettent d’identifier des
modeéles a forte densité modale mais que l'utilisation des estimations d’incertitude n’est
pas recommandée lors de vols avec turbulence.

Dans le but de valider les estimations d’incertitude pour une utilisation opération-
nelle des intervalles de confiance, nous avons di développer un critére plus sévére (voir
Section que le critére habituellement utilisé (voir Section . Ce critére est
basé sur un test Khi2 d’une variable aléatoire représentant la taille de l'intervalle de
confiance.

Le but de cette stratégie de validation est de permettre 1'utilisation opérationnelle
des méthodes. Ces méthodes ont ensuite été appliquées sur un cas réel d’essai en vol
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(voir Chapitre . On a pu observer que les incertitudes obtenues sont cohérentes
avec la dispersion qu’observent habituellement les ingénieurs. Nous avons aussi constaté
que le niveau d’incertitude associé aux pdéles non physiques est supérieur a celui des
modes de la structure. Nous avons ainsi pu proposer une méthode de clarification des
diagrammes de stabilité basée sur la valeur des incertitudes. Il est a noter que les
méthodes d’estimation d’incertitude étudiées et développés dans cette thése ont un
temps d’exécution du méme ordre de grandeur que les méthodes d’identification modale.
Les temps de calcul engendrés par 'utilisation de ces méthodes sont adaptés a une
utilisation opérationnelle.

Perspectives

Développement théorique

Incertitude sur les masses modales par les méthodes sous-espaces

Dans cette thése, nous avons détaillé les chaines de propagation des variances des
données jusqu’aux fréquences, taux d’amortissement et formes modales. Il serait intéres-
sant de compléter les méthodes sous-espaces présentées, avec ’estimation d’incertitude
sur les masses modales. Ce complément peut étre trouvé dans la littérature, a partir de
I'estimation d’incertitude de la matrice de transmission des entrées d’'un modéle d’état.
Plusieurs méthodes existent pour identifier cette matrice.

Une premiére méthode possible est d’effectuer la minimisation moindres carrés pro-
posée a I’Equation (3.194])).

Une seconde méthode possible est d’utiliser la matrice de réponse impulsionnelle.
Cette matrice a la particularité d’étre le produit de la matrice d’observabilité (Equation
(2.81))) et de la matrice de controlabilité (Equation (2.82)) (voir [RPDR08a]). Par une
décomposition en valeurs singuliéres, on peut obtenir la matrice de controlabilité du
modele d’état. Il suffit ensuite d’en extraire la matrice de transmission des entrées par
une méthode similaire a celle décrite par 'Equation (|3.193)).

Méthodes d’identification d’une modélisation ARX

A la Section [3.1.2.4] nous avons proposé une nouvelle méthode de résolution du
probléme d’identification modale. Il serait intéressant de déterminer la chaine de pro-
pagation de variance associée a cette nouvelle méthode.

Meéthodes LSFD

Les méthodes simple-référence basées sur la modélisation ARX ne permettent pas
d’identifier directement les formes modales et les masses modales. Une méthode pour
obtenir ces paramétres modaux est d’utiliser la méthode LSFD (voir Section [3.3). Pour
compléter les outils développés durant cette thése, il est nécessaire de déterminer la
chaine de propagation de variances LSFD. Cette chaine pourra étre basée sur 1’estima-
tion de la covariance des résidus décrite par [PGS07].
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Validation

Il serait intéressant de valider les estimations d’incertitude sur les formes modales
et sur les masses modales par le méme processus de validation utilisé pour valider les
estimations d’incertitude sur les fréquences et sur les taux d’amortissement.

Concernant le processus de validation, on pourrait étudier un moyen de fixer le
seuil du premier critére (voir Section de maniére moins arbitraire, e.g. & partir
de la variance empirique des estimations d’incertitude obtenues lors des simulations
Monte-Carlo.

Il serait aussi intéressant d’étudier la robustesse des méthodes d’estimation d’incer-
titude & 'utilisation d’un overlap et d’une fenétre d’apodisation lors de ’estimation des
densités spectrales (voir Section . En effet, I’overlap pourrait étre un probléme
car le principe de propagation utilisé fait 'hypothése de I'indépendance des blocs (voir
Chapitre [5)).

Enfin, il serait intéressant d’étudier plus en détail la forte dégradation des résultats
de validation observée dans le cas avion en vol avec turbulence (voir Section [9.2.3).
L’hypothése avancée dans cette thése est que le champ d’effort appliqué a 'avion, ré-
sultant de la turbulence, n’est pas un bruit blanc (voir Section . Il faudrait vérifier
cette hypothése en testant la robustesse des méthodes & un bruit qui n’est pas blanc.

Utilisation des incertitudes

Les incertitudes sur les paramétres modaux ont un grand intérét pour les applications
industrielles. Nous avons vu que les incertitudes peuvent étre utilisées pour faciliter
Pinterprétation des diagrammes de stabilité (voir Chapitre. Les incertitudes peuvent
aussi étre utilisées pour faciliter le suivi de I’évolution des modes durant un essais en
vol et pour aider au recalage de modele.

Dans le cadre du processus de certification en flottement, I'utilisation des incertitudes
pour le suivi de I’évolution des parameétres permettrait de tracer, non plus des courbes
de flottement, mais des peignes de flottement.

Dans le cadre du recalage des modéles de calcul, on pourrait chercher & recaler les
modeéles de calcul en ayant un écart entre la mesure et le modeéle qui prendrait en compte
le niveau d’incertitude des paramétres modaux identifiés. Un moyen serait d’effectuer
le recalage de modele avec une pondération des paramétres modaux en fonction de leur
niveau d’incertitude.

Il serait intéressant d’étudier ces deux thématiques pour aider au processus de cer-
tification décrit a la Section [[L1.4

Application a d’autres types de systéme

Dans cette thése, nous avons considéré un systéme avion. Ce systéme nous a permis
d’étudier un panel de méthodes d’identification sur des cas de complexité croissante
(ajout de bruit sur les capteurs, d’'un champ aérodynamique et de turbulence). Il serait
intéressant d’appliquer ces méthodes a d’autres types de systéme, pour prendre en
compte la complexité qu’ils générent.
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— Sur des lanceurs : les lanceurs sont des systémes qui consomment du carburant
trés rapidement. Ils sont donc soumis a une perte rapide de masse. Pour suivre
leur évolution, il peut étre utile d’utiliser des méthodes adaptées a des systémes
non stationnaires. Il serait intéressant d’adapter les méthodes de propagation d’in-
certitude a ces méthodes.

— Sur des systémes rotatifs type rotor d’hélicoptére ou pale d’éolienne : ces systémes
sont périodiques. Des méthodes d’identifications sous-espace type Output-Only
avec estimation d’incertitude adaptées aux systémes rotatifs ont été développées
ces derniéres années (voir [JMM™13|). Tl serait intéressant de les adapter aux
méthodes de type Input/Ouput présentées dans ce manuscrit.

— Surveillance en temps réel : certains systémes nécessitent une surveillance en temps
réel (avion lors d’essai en vol). Dans la littérature, des méthodes récursives ont été
développées pour réaliser des identifications en temps réel (voir [MBLOS]). Il serait
intéressant d’adapter la méthode de propagation présentée dans ce manuscrit a
une identification récursive.
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|Annexe .q

Quelques notions en probabilité et en
statistique

Sommaire
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I1A.6 Estimateurs d’espérance et de variance : statistiques| . . . . 285
[A.7 Vecteurs aléatoires|. . . . . ... .. ... ............ 287
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|A.7.2  Distribution normale pour un vecteur aléatoire| . . . . . . . . 289
|A.7.3 Théoréme central limite pour un vecteur aléatoire| . . . . . . 289

A.1 Concepts de base de la théorie des probabilités

Définition 51 L’ensemble des réalisations
Soit Q l’ensemble de toutes les valeurs possibles d’une expérience. Cet ensemble est
appelé l'ensemble des réalisations.

Définition 52 Un événement
Un événement A est une collection de réalisation possible d’une expérience. Un évé-
nement est par conséquent un sous-ensemble de l’ensemble des réalisations.

277



278 Chapitre 1

Définition 53 Définition classique d’une probabilité
Par définition, la probabilité de I’événement A C 2 est le ratio :

_ Card(A)

Pl = Card (2)

(A1)

Cette définition ne peut cependant étre utilisée que si toutes les valeurs possibles de
I’ensemble des réalisations €2 et de I’événement A peuvent étre dénombrées.

Définition 54 Probabilité

Soit un ensemble de réalisations Q. Une fonction de probabilité est une fonction P
qui satisfait :

1. P(A) >0 for all AC Q
2.P(Q) =1

3. Si Ay, Ag, ... C Q sont disjoints 2 a 2, i.e. A;NA; =0 fori# j (avec ) 'ensemble
vide), alors P(A; UAsU...) =P(A1) +P(A2) + ...

Theoréme 55 Fonction de probabilité
Soit @ ={Q,...,Q} un ensemble fini et soient p1,...,p, des nombres positifs ou
nuls tel que > ._, pr = 1. Pour tout A C Q, on a P(A), définie par :

PA)= 3 p (A2)

:S;€EA
est une fonction de probabilité.
Propriété 56 Propriétés de IP
1. P(0) =0, avec  I’ensemble vide
2.P(A) <1
3. P(A°) =1—-P(A), ou A° est I’événement complémentaire de A
(a) AUAS=Q
(b)) AnNA°=10

4. P(AUB)=P(A)+P(A) —-P(ANDB)

Définition 57 Indépendance statistique
Deuz événements A et B sont indépendants statistiquement si

P (AN B) =P(A)P(B) (A.3)

La Définition [57] signifie que I'apparition d’un événement n’a aucun effet sur la proba-
bilité d’un autre événement , et vice-versa, si ces événements sont indépendants. Cette
définition peut étre obtenue en considérant la probabilité conditionnelle P (A|B), i.e. la
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probabilité de A sachant B. C’est la probabilité de I’événement A lorsque ’espace des
possibles est réduit & B. Elle est définie par :

P(ANB)

P(A|B) = P (B) (A4)
On a alors, car P(ANB) =P (BNA):
P(ANB)=P(A|B)P(B)=P(B|A)P(A) (A.5)

On voit ainsi, grace a la Définition |57} que si A et B sont deux événements indépendants,
alors :

P (A|B) = P (A) (A.6)

et
P(B|A) =P (B) (A.7)

A.2 Variables aléatoires et leur distribution

Définition 58 Variable aléatoire
Une variable aléatoire (que abrégera par v.a.) X est une fonction de l’ensemble des
réalisations €1 vers l'ensemble des réels R.

Exemple 59 Soit l’expérience consistant a lancer 2 dés. Une wvariable aléatoire reliée
a cette expérience peut étre “X =somme des valeurs obtenues sur chacun des 2
dés”,

Définition 60 Fonction de répartition et densité de probabilité d’une variable aléatoire
La fonction de répartition Fx d’une variable aléatoire X est définie par :

Fx (z) =P(X <x) (A.8)
et sa densité de probabilité fx est définie telle que :
x
P(X < z) = / Fx (u) du (A.9)
— 0o
Les caractéristiques d’une fonction aléatoire X sont entiérement définis par sa fonction
de répartition F'x ou sa densité de probabilité fx.
Propriété 61 Quelques propriétés de Fx et de fx
1. fj;o fx (u)du=1
2. Fx (z) = [*_ fx (u)du
3. P(a<X <b)=Fx(b)— Fx(a)= [ fx (u) du]

La Définition [57] a introduit I'indépendance statistique de deux événements. Cette
définition peut étre étendue aux variables aléatoires.
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Définition 62 Variable aléatoire indépendante et identiquement distribuée (1.1.D.)

Deuzx variables aléatoires X et Y sont indépendantes et identiquement distribuées
(i.i.d.) si et seulement si elles ont la méme densité de probabilité (i.e. fx = fy) et sont
indépendantes, i.e. :

P({X <a}lU{Y <b})=P({X <a}) UP{Y <b}) (A.10)

A.3 Moments

A.3.1 Espérance

L’espérance d’une variable aléatoire X correspond a la moyenne des ses valeurs
possibles z (si X est une v.a. continue) ou xj (si X est une v.a. discréte) pondérées par
sa densité de probabilité en x, i.e. fx(z) (si X est une v.a. continue) ou par sa fonction
de probabilité en X = xg, i.e. P(X = z) (si X est une v.a. discréte).

Définition 63 Moment d’ordre 1 : L’espérance

Soit X une variable aléatoire a valeur dans 2. Les valeurs possibles de X sont notées
x st ) est un ensemble continu et xp si ) est un ensemble discret. Soit fx la densité
de probabilité de X dans le cas ou X est une v.a. continu. Soit P (X) la fonction de
probabilité de X dans le cas ou X est une v.a. discréte. L’espérance de X est définie,
selon que la variable aléatoire soit continue ou discréte, par :

~ Cas continu : n=E[X] = [T af(z)da

~ Cas discret - p=E[X] =), cquiP (X = xy)

Propriété 64 Propriétés de l’espérance
Soient aR et X,Y deuz variables aléatoires.

1. Constante déterministe : E[X + a] = E [X]+a
2. Linéarité : EjaX + Y] =aF[X]|+ E[Y]
3. Si X etY sont indépendantes, alors E[XY| = E[X]|E[Y]

A.3.2 Variance

La variance d’une variable aléatoire X mesure la dispersion des ses valeurs pos-
sibles & la moyenne. Elle est définie comme étant la moyenne des carrés des écarts a la
moyenne des valeurs possibles de X, pondérées, comme pour ’espérance, par la densité
de probabilité (si X est une v.a. continue) ou par la fonction de probabilité (si X est
une v.a. discrete).

Définition 65 Moment d’ordre 2 : La variance, la covariance et ’écart type
Si X est une variable aléatoire continue de densité de probabilité fx(x), alors sa
variance est définie par :

2 oo 2
0% = var(X) = B[(X ~ B[X)) :/ (- B[X])? fx(2)dz (A.11)

—00
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Si X est une variable aléatoire discréte de fonction de probabilité P (X = xy), alors sa
variance est définie par :

0% = var(X) = E [(X B [X])ﬂ =3 (@~ EIX)?P(X = a;) (A.12)
keS

L’écart type (standard deviation en anglais) de X est définie par :

ox = \/E [(X B [X])Q} (A.13)
La covariance entre deuz variables aléatoire X et'Y est définie par :
oxyeov(X,Y) = B[(X - E[X]) (Y — E[Y])] (A.14)

Remarque 66 On remarquera que, par définition, cov(X, X) = var(X). On écrit donc
les propriétés de la covariance, qui sont valables aussi pour la variance.

Propriété 67 Propriétés de la covariance

Sotent a € R et X,Y deux variables aléatoires
Formule de Koenig : cov(X,Y) = E[XY]+ E[X]|E[Y]
Constante déterministe : cov(X 4+ a,Y) = cov(X,Y)
Facteur déterministe : var (aX) = a?var(X)

Somme de v.a. : var(X +Y) = var (X) + var (Y) + 2var (X,Y)
Si X etY sont indépendantes, alors cov(X,Y) =0

AR R

A.4 Exemples de distribution

A.4.1 Loi gaussienne (ou loi normale)

La loi (ou distribution) normale est une des loi les plus utilisées pour les modélisa-
tions. C’est aussi une des lois qui apparait naturellement dans de nombreuses situations.
Voici quelques exemples :

— les modéles de population,

— les mesures d’erreurs,

— les vitesses de molécules dans gaz idéal,

— la position d’une particule.

Définition 68 La distribution normale
La variable aléatoire X suit une loi normale de parameétres p et o si sa densité de
probabilité est donnée par :

T— 2
fx(@) = 5 (A.15)
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et donc sa fonction de répartition par :

FX(gc):/_ L g (A.16)

On note X ~ N (p,0?%).

Par définition :

- EX]=p

- var(X) = o?
Une loi normale est entiérement caractérisée par son moment d’ordre 1 (Espérance) et
son moment d’ordre 2 (Variance).

La densité de probabilité de la distribution normale est bien connue pour sa forme de
cloche centrée autour de son espérance et dont 1’étalement est fonction de sa variance.
Toute variable aléatoire suivant une loi normale X ~ N (,LL,O’Q) peut étre transformée

1

T T
_IJI:O—O':L:]_

T T
| |
| | _ _
0.9} | | _HZ—O—UZ—O.S,
: : — ;= 0- 0, = 2
08l | —u4:1—04:1 L
|
|
0.7 |
|
|
0.6 |
|
|
0.5 |
|
0.4 :
0.3
0.2 ‘
|
01 : \
| |
0 | |
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

FiGuRrE A.1 — Exemples de lois normales d’espérances p et de variances o différentes

en un variable aléatoire suivant une loi normale standard, i.e. normalisé, X~ N (0,1).
Cette transformation est obtenue en posant :

-~ X —
X = H

(A.17)

g

avec (1 = F [X]
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A.4.2 Loi \?

La distribution x? a k degrés de liberté est la distribution de la somme des carrés
de k variables aléatoires indépendantes qui suivent une distribution normale standard.

Définition 69 Distribution x>
On note Z ~ x2 (k) si la variable aléatoire Z suit une loi x* a k degrés de liberté de
densité de probabilité donnée par :

1 Ea
AT

[SIE]

(A.18)

Avec T' la fonction gamma [AST2] dont l'une des définitions est, pour tout nombre
compleze z tel que Nz >0 :

+oo
F:z»—)/ e tdt (A.19)
0

La fonction T' prolonge la fonction factorielle a I’ensemble des nombres complexes (ex-
cepté en certains points)

L’espérance et la variance de Z ~ x2 (k) sont par définition :

- FElZl=k

— var (Z) =2k

La Définition [69] est théorique. En pratique, la variable aléatoire Z est construite a

partir de la somme des carrés de variables aléatoires suivant une loi normale standard.

Theoréme 70 Distribution x> écrite en tant que somme de distribution N (0,1)
S1 Xq,..., XN sont N wvariables indépendantes et suivant une loi normal standard,
i.e. X; ~N(0,1). La somme de leur carrés

N
Z=>Y X} (A.20)
=1

suit une loi X% a k degrés de liberté, i.e. Z ~ x2 (k).

Dans le cas ou les v.a. Xi,..., Xy suivent une loi normale, mais non standard, i.e.
X~ N (Mi, a?), elles peuvent étre normalisées et la variable Z est alors donnée par :

Z = é (XU_“>2 (A.21)

et Z ~ x2 (k).
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FIGURE A.2 — Exemples de lois x? (k) avec différentes valeurs de k

A.5 Théorémes

A.5.1 Loi des grands nombre, LGN

La loi des grands nombres, LGN (ou LLN en anglais pour Law of Large Number) et
le théoréme de la limite centrale (voir Déﬁnition sont les deux théorémes principaux
permettant de caractériser la moyenne empirique. Pour comprendre la loi des grands
nombres, qui stipule que la moyenne empirique converge en probabilité vers ’espérance,
il est utile d’introduire 'inégalité de Chebyshev.

Theoréme 71 Inégalité de Chebyshev
Soit X une variable aléatoire. Soient j son espérance et o sa variance.

*

VEER, k>0, P(IX—pl=ko) < 5

(A.22)
Cette inégalité garantie que pour toute distribution, les valeurs sont “proches” de la va-
leur moyenne : La probabilité que 1’écart entre une valeur d’une distribution quelconque
et son espérance soit supérieure ou égale & k fois son écart type est inférieure ou égale
b
Theoréme 72 La loi des grands nombres (LGN)

Soient :
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— N wariables aléatoires X; i.i.d.

- EXi] =p
- war (X;) = o2
v _ 1N
- Xy = NZi:lXi
On a, Ve >0 :
Jim P (| Xn —p| <e)=1 (A.23)

Ce théoréme signifie que quel que soit la distribution, la moyenne empirique et ’espé-
rance deviennent arbitrairement proches (Ve > 0) avec une probabilité de 1 lorsque N
est assez grand. On a donc que Xy, la moyenne empirique, converge en probabilité vers
la constante p qui est l'espérance de la distribution.

A.5.2 Théoréme central limite, TCL

On a vu que la loi des grands nombres permet de s’assurer de la convergence en
probabilité de la moyenne empirique. On s’intéresse maintenant a la convergence en
distribution de cette estimation. C’est le théoréme de la limite centrale qui donne la
distribution de cette statistique trés importante qu’est la moyenne empirique.

Theoréme 73 Théoréme central limite, TCL

Soient :

— N wariables aléatoires X; 1.1.d.

- EXi]=p

~ war(X;) = o2

% 1 x~N

- Xn=xn 21 Xi

On a alors : -
X —
Vi (Xn — p) a4y

g

(0,1) (A.24)

On constate que la moyenne empirique Xy est une variable aléatoire suivant une loi
gaussienne d’espérance p et de variance U—J\? La puissance de théoréme central limite
est que ceci est vrai quelque soit la distribution des variables aléatoires X;, & I'unique
condition que ces variables soient indépendantes et identiquement distribuées. Plus de

précisions sur la moyenne empirique sont données a la Section [A.6]

A.6 Estimateurs d’espérance et de variance : statistiques

Lorsqu’on effectue des mesures d’un processus, comme par exemple ’dge d’un échan-
tillon de la population d’un pays ou le déplacement d’un capteur placé sur une structure
lors de différents essais de vibration et & un temps ¢y + At identique pour chaque essai
(to étant le début de D’essai), on peut avoir besoin de connaitre les parameétres de la
distribution des variables aléatoires associées & ces mesures. Ces paramétres sont les
moments statistiques (voir Section . Dans le cadre de cette thése nous supposerons
que les variables aléatoires suivent des lois gaussiennes (voir Section . Ces lois sont



286 Chapitre 1

entiérement caractérisées par leur moment d’ordre 1 et leur moment d’ordre 2. Cepen-
dant, les échantillons d’observation ne peuvent représenter I’ensemble de la population
de maniére exacte. Il est donc nécessaire d’estimer les parameétres de la distribution en
utilisant les valeurs mesurées. Pour ce faire, nous utiliserons des estimateurs d’espérance
et de variance.

Les données acquises durant une expérience correspondent & plusieurs observations
d’une méme variable aléatoire. Par exemple, on jette un dé dix fois et on conserve le
nombre obtenu lors de chaque jet. Chaque jet est indépendant et est associé & une méme
loi de distribution. On peut donc considérer que les données acquises correspondent
a lobservation de dix variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées
(i.i.d.). Il est nécessaire de définir ce type d’échantillon, les échantillons aléatoires.

Définition 74 Echantillon aléatoire

Soit [Xl XN] un jeu de variables aléatoires. Si ces variables aléatoires sont
indépendantes et identiguement distribuées (i.i.d.) de densité de probabilité fx(x), alors
[Xl XN] est un échantillon aléatoire de densité de probabilité fx(z).

Une fois qu’un échantillon aléatoire est obtenu (e.g. par la mesure), on peut effectuer
des opérations combinant les valeurs qu’ils contient. Ces opérations sont appelées des
statistiques.

Définition 75 Statistique et densité empirique

Soit T une fonction dont le domaine inclus espace des réalisations des variables
aléatoires X1,..., Xn.

La variable aléatoire Y =T (X1,...,XN) est appelée une statistique. La densité de
probabilité de Y est appelée densité empirique de Y.

Trois exemples de statistiques sont trés souvent utilisés :
— La moyenne (ou espérance) empirique :

N
- 1
Xv=+ Z X; (A.25)
i=1
— La variance empirique :
1 al 2
) _
= X, — X A2
SN,1 N —1 ; ( 7 N) ( 6)

— L’écart type empirique non biaisé :

Sno1=14/5%_, (A.27)

Propriété 76 Propriéiés statistiques de la moyenne et de la variance empirique

Sotent Xq,..., Xy des variables aléatoires indépendantes et identiquement distri-
buées, dont l’espérance et la variance sont données par :
EXi]=p
var (X;) = o

On a alors :
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E [XN] = u (loi des grands nombre, voir Déﬁmtion

1.

2.

3. E[S%_,] =0o?

4. var (S%_y) =B+ <% - %) ot, avec puy = F {(X, - u)ﬂ

Ces propriétés établissent des relations entre statistiques (moyenne empirique
X, variance empirique 512\771) et parameétres d’une population (espérance p, variance
o). Les points 1 et 3 signifie que X est un estimateur non biasé de u et que S?V_l est
un estimateur non biaisé de la variance. Les points 2 et 4 montrent que lorsque N — oo,
les variances de la moyenne empirique et de la variance empirique tendent vers 0. De
cette maniére, 'estimation de ’espérance et de la variance de la variable aléatoire X;
est de plus en plus fiable avec 'augmentation du nombre d’échantillon. Cette propriété
correspond a la consistance des estimateurs.

Remarque 77 Un autre estimateur de la variance est couramment utilisé :

1 N

2 _ 4 )2
Sk=+ Z (X; — Xn) (A.28)
i=1
Cet estimateur est consistant. On peut facilement montrer que var(Sy) tend vers 0
quand N tend vers linfini. Cet estimateur est cependant biaisé car E [5’]2\,] = %02 %+
2
o°.

A.7 Vecteurs aléatoires

Au lieu de s’intéresser & une variable aléatoire a une dimension, on peut étre amené
& considérer plusieurs variables aléatoires simultanément. Ces v.a., qui peuvent étre
dépendantes ou non les unes entre elles (donc ayant des distributions pouvant étre
jointes), sont stockées dans ce que l'on appelle un vecteur aléatoire. On défini un vecteur
aléatoire de k variables aléatoires par :

x@
X=|: | cRF (A.29)
X (k)
Définition 78 Fonction de répartition et densité de probabilité d’un vecteur aléatoire

La fonction de répartition Fx d’un vecteur aléatoire X de k variables aléatoires X;
est définie par :
Fx(l'l,...,l'k):P(XlS.Z‘l,...,XkS.’L'k) (A30)

et sa densité de probabilité fx est définie telle que :

T Tk
P(Xlgxl,...,ngxk):/ / fx(up, ... ug)duy ... duyg (A.31)
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A.7.1 Espérance, covariance et leur estimés
Comme pour le cas & une dimension, on défini :

— L’espérance :

E[X] = ; =pu (A.32)
E[X®)]

— La variance/covariance : l'utilisation de vecteurs aléatoires au lieu de variables
aléatoires nécessite d’utiliser la notion de covariance. La variance en est un cas
particulier, ou ¢ = j dans :

cov (X@,XU‘)) —F [(X@ - E [X@D (XU) ~E [X@D] (A.33)

On considérera dorénavant la matrice de covariance, dont la diagonale correspond aux
variances des variables aléatoires X () et les termes (i, j) correspondent aux covariances
entre les v.a. () et 20). On a :

cov (X) = B[ (X - [X]) (X ~ [X])"]
cov (XM, XMWY . cov (XM, x(R)

cov (X(k),X(l)) ... cov (X(k),X(k))

Il
\g

Propriété 79 Propriétés covariance d’un vecteur aléatoire
- Constante déterministe : cov (X + A) = cov(X)
— Facteur déterministe : cov(AX) = Acov(X) AY

Concernant les statistique, comme pour le cas & une dimension, on défini :
— La moyenne empirique (estimateur non biaisé de l'espérance) :

N
S 1
Xy =+ Z X; (A.34)
— La variance empirique (estimateur non biaisé de la variance) :

N

< H

ZN_l_N 1ZX —Xn) (X; — Xn) (A.35)
=1

avec X; des vecteurs aléatoires i.i.d. entre eux.
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A.7.2 Distribution normale pour un vecteur aléatoire

Définition 80 Distribution normale pour un vecteur aléatoire
Le vecteur aléatoire
x (1)
X=|: | eRF
X (k)
a une distribution a k dimension X ~ (u,X) si sa densité de probabilité, qui est une
fonction & k variables, est définie par :

fx <m(1), . ,x(k)) = e~ 3 (@) S(@-p) (A.36)

b

[l [y

(2m)

avec

- x=| . |, une réalisation de X

— w, Uespérance définie par I’Equation(A.32)
— 3, la matrice de covariance définie par I’Equation(A.33)
- |X|, le déterminant de la matrice de covariance ¥

~ fx (W, 2W) RF R

A.7.3 Théoréme central limite pour un vecteur aléatoire

Soit X; un échantillon de N vecteurs aléatoires i.i.d de dimension k£ ayant une
distribution quelconque d’espéreance E [X]| = p et de covariance cov (X) = X. Comme
pour le cas & une dimension, le théoréme central limite peut étre écrit pour la moyenne
empirique X :

o d
VN (Xy —p) = N ([0]yy1,2) (A.37)

ou, de fagon équivalente :

VNE"2 (Xn — p) N ([0]yy > In) (A.38)



290 Chapitre 1



|Annexe @

Quelques notions en algebre linéaire

Sommaire
[B.1 Quelques notions d’algébre|. . . . . . ... ... 0000 291
[B.2  Quelques notions d’analyse|. . . . ... ... .. 00000 293

B.1 Quelques notions d’algébre

Définition 81 Produit de Kronecker
Soient les matrices A € C™*™ et B € CP*4. Le produit de Kronecker de A et B est
la matrice block A ®@ B € C™P*™ définie par :

anB e alnB

A®B= : : (B.1)
amiB ... amnB

Définition 82 Opérateur de vectorisation
Soit la matrice A € C™*™. L’opération de vectorisation est ['opération qui concaténe
les colonnes de A dans un vecteur vec (A) € C™*! donné par :

a1l

am1

vec (A) 12 (B.2)

am?2

_amn

Définition 83 Matrice de permutation

291
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Soit Eg’lb la matrice de taille a x b nulle partout sauf en (k,l) ou elle vaut 1. On
défini une matrice de permutation P, de taille (ab x ab) par :

a b
o a,b ba T
Pap = Z Z By @ By = Pap (B.3)
k=11=1
On remarquera qu’une matrice de permutation est orthonormale. Par conséquence on
aura la propriété 77(;; = 7’3:1)

Propriété 84 Propriétés du produit de Kronecker
Soient A € C™*™ B e CP*4, C € C"** et le scalaire k.
— Bilinéarité et associativité :
A (B+C)=A®B+AxC
(A+B)©C=A®C+B®C
(kA)@ B=A® (kB) =k(A® B)
(A B) C=A® (B ()

— Non commutativité : En général A® B et différent de B® A. Cependant s1 AQ B
et B® A peuvent étre relides a partir de matrices de permutation (Déﬁm'tion

Pmp et Png :
Pmp(A®B)PL, =B® A
Prmp(A® B)=(B® A)Pnyg
- Produit
(A® B) (C @ DHAC) ® (BD)
— Inversion
(A9 B A~ '@ B!
— Transposition

(Ao B)T = AT @ BT
(Ao B)¥ = AH @ BH

— Opérateur vectorisation : Avec les conditions n = p et ¢ = r sur les dimensions
des matrices A, B et C, on a par vectorisation :

vec (ABC) = (C’TBT ® Ipy) (vec (A) = (CT ® A) (vec(B) = (I ® AB) (vec (C)
— Opérateur vectorisation et transposition :

vee (AAT) = Py, pvec (AA)
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Lemme 85 Inversion Matricielle
Soit une matrice bloc T = [A B} inversible avec A et D inversibles. St (A — BD_IC)

C D
et (D — C'A_IB) sont inversibles, alors
1 |K L
T = [M N (B.4)
ol

- K=(A-BD'C) " 1=A""+A-1BNCA™!
- L=-KBD'=-A"'BN

- M =-D-1CK = -NCA"1

- N=(D-CA'B) " 1=D"'+D-1CKBD™*

B.2 Quelques notions d’analyse

Définition 86 factoriel n
soit n un entier positif. On défini le factoriel n par :

nl =[]k (B.5)

Définition 87 Développement en série de Taylor

Soit f une fonction indéfiniment dérivable d’une variable réelle ou complexe et a un
point au voisinage duquel la fonction est définie. La série de Taylor de f en a est la
série de fonctions :

0 £(n) (g
fy =3 T o ay (B.)
n=0

n
avec ) (a) la dérivée n™ de f au point a.

Définition 88 Approzimation de taylor au premier ordre

Soit f une fonction dérivable d’une variable réelle ou complere et a un point au
voisinage duquel la fonction est définie. L’approximation de Taylor au premier ordre de
fena est:

f(@) = f(a) + f'(a)(z — a) (B.7)

avec f'(a) la dérivé premicre de f au point a.
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C.1 Validation sur le systéme poutre

Chapitre 3

C.1.1 Owutput-Only Covariance-driven : OO,,,
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F1GURE C.1 — OO¢y - Diagrammes de stabilité des fréquences avec test de succés du
critére pour les ordres de 1 & 10
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C.1.2 Output-Only Squared Orthogonal Projection Data-driven : OO o+
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C.1.3 Input/Output Covariance-driven : OI,,,
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FiGgure C.5 — Ol - Diagrammes de stabilité des fréquences avec test de succés du
critére pour les ordres de 1 & 10



Ordre du modéle

Ordre du modéle

Validation sur le systéme poutre 301
10 10
o 4 , o 4 ,
8 ®P b 8 L 23 b
7 &% * 7+ L 12 *
2
6 s 1 3 st £ 4
13
50 ) 4 £ st T 4
s
4r ® ® * 4+ ® ® *
3t P g 3t 3 g
2F ® q 2F ® q
10 1‘0 2‘0 3‘0 4‘0 50 6‘0 7‘0 8‘0 9‘0 1 10 1‘0 2‘0 3‘0 4‘0 50 6‘0 7‘0 8‘0 9‘0 1C
Amortissement (./..) Amortissement (./..)
(a) Critére 1 - Sans bruit sur les capteurs (b) Critére 1 - Avec bruit sur les capteurs
10 10
o 4 , o 4 ,
8 ®% * 8 ®% *
7 ®% * 7+ ®% *
o
6F E*3 1 % 6t E g
E
33 T 4 £ s+ ) 4
s
4r ® ® * 4+ ® ® *
3f E 3F E
2 , 2 ,
10 1‘0 2‘0 3‘0 4‘0 5‘0 6‘0 7‘0 8‘0 9‘0 1 10 1‘0 2‘0 3‘0 4‘0 5‘0 6‘0 7‘0 8‘0 9‘0 1C

Amortissement (/..)

(c) Critére 2 - Sans bruit sur les capteurs

Amortissement (./..)

(d) Criteére 2 - Avec bruit sur les capteurs

FiGure C.6 — Ol - Diagrammes de stabilité des taux d’amortissement avec test de

succes du critére pour les ordres de 1 & 10



302

C.1.4

Chapitre 3

Input/Output Squared Orthogonal Projection Data-driven :

O]sqort
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FIGURE C.7 — Ol4ort - Diagrammes de stabilité des fréquences avec test de succes du
critére pour les ordres de 1 & 10
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FIGURE C.8 — Olg4ort - Diagrammes de stabilité des taux d’amortissement avec test de
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C.1.5 Input/Output Squared Oblique Projection Data-driven : Ol
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C.2 Validation sur le systéme poutre avec une entrée in-
connue

C.2.1 Owutput-Only Covariance-driven : OO,
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Figure C.11 — OO, - Diagrammes de stabilité des fréquences avec test de succeés du
critére pour les ordres de 1 & 10
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FIGURE C.12 — OO, - Diagrammes de stabilité des taux d’amortissement avec test de
succes du critére pour les ordres de 1 & 10

C.2.2 Output-Only Squared Orthogonal Projection Data-driven : OO,
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FI1GURE C.13 — OO,gort - Diagrammes de stabilité des fréquences avec test de succes du

critére pour les ordres de 1 & 10
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FIGURE C.14 — OOs4ort - Diagrammes de stabilité des taux d’amortissement avec test
de succés du critére pour les ordres de 1 & 10
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C.2.3 Input/Output Covariance-driven : OI,,,
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C.2.4 Input/Output Squared Orthogonal Projection Data-driven :
O]sqort
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FIGURE C.17 — OIgort - Diagrammes de stabilité des fréquences avec test de succeés du
critére pour les ordres de 1 & 10
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FIGURE C.18 — Olgort - Diagrammes de stabilité des taux d’amortissement avec test
de succés du critére pour les ordres de 1 & 10
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C.2.5 Input/Output Squared Oblique Projection Data-driven : Ol
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F1GURE C.19 — Ol - Diagrammes de stabilité des fréquences avec test de succes du
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FIGURE C.20 — Olgon - Diagrammes de stabilité des taux d’amortissement avec test
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Résultats de validation du systéme avion
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D.1 Validation sur le systéme avion sol

D.1.1 Output-Only Covariance-driven : OO,,,
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FiGUuRE D.1 — OO, - Diagrammes de stabilité des fréquences avec test de succés du
critére pour les ordres de 1 & 100
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FIGURE D.2 — OO, - Diagrammes de stabilité des taux d’amortissement avec test de
succes du critére pour les ordres de 1 & 100
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D.1.2 Output-Only Squared Orthogonal Projection Data-driven : OO0+
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FIGURE D.3 — OOs4ort - Diagrammes de stabilité des fréquences avec test de succes du
critére pour les ordres de 1 & 100
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D.1.3 Input/Output Covariance-driven : Ol
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FIGURE D.6 — Ol - Diagrammes de stabilité des taux d’amortissement avec test de
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Chapitre 4

D.1.4 Input/Output Squared Orthogonal Projection Data-driven :
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FIGURE D.7 — OI4or¢ - Diagrammes de stabilité des fréquences avec test de succés du
critére pour les ordres de 1 & 100
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FIGURE D.8 — Ol,4ort - Diagrammes de stabilité des taux d’amortissement avec test de
succes du critére pour les ordres de 1 & 100
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D.1.5 Input/Output Squared Oblique Projection Data-driven : Ol
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FIGURE D.9 — OI4op - Diagrammes de stabilité des fréquences avec test de succés du
critére pour les ordres de 1 & 100
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FIGURE D.10 — OIg4on - Diagrammes de stabilité des taux d’amortissement avec test
de succés du critére pour les ordres de 1 & 100
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D.2 Validation sur le systéme avion vol

D.2.1 Output-Only Covariance-driven : OO,,,
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F1GURE D.11 — OO, - Diagrammes de stabilité des fréquences avec test de succés du
critére pour les ordres de 1 & 100



Validation sur le systéme avion vol

100

90

80

70

60

50

Ordre du modele

40

30

20

10

100

90

80

70

60

50

Ordre du modele

40

30

20

10

Ordre du modele

329

r ®
L a® 4 4
o a8
Oe Oe
@ ® o
L § ° o @ i @ i
@ o o
. . . . . . . . .
40 50 60 70 80 % 1 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 1

Amortissement (..

(a) Critére 1 - Sans bruit sur les capteurs

Amortissement (./..)

(b) Critére 1 - Avec bruit sur les capteurs

Amortissement (/..)

(c) Critére 2 - Sans bruit sur les capteurs

Amortissement (./..)

(d) Criteére 2 - Avec bruit sur les capteurs

o
o o
| ; | o |
@
o
I °g g i 0 g
&
L o 4 o 4
%8 o% ©o0
o
L 1 e 4
kol
kS
8
E
L - ]
3
°
s
L e |
L ® 4 ® 4
L @ . 4 ® s 4
o oY% o oY%
e ®a
L o o ] o o 4
& o S
® o a| ® o
. . . . . . . . . . . .
40 50 60 70 80 90 1 40 50 60 70 80 %0 1

FIGURE D.12 — OO,,, - Diagrammes de stabilité des taux d’amortissement avec test de

succes du critére pour les ordres de 1 & 100
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D.2.2 Output-Only Squared Orthogonal Projection Data-driven : OO0,
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FIGURE D.13 — OOg40rt - Diagrammes de stabilité des fréquences avec test de succes du
critére pour les ordres de 1 & 100
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FIGURE D.14 — OOgqor¢ - Diagrammes de stabilité des taux d’amortissement avec test
de succés du critére pour les ordres de 1 & 100
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D.2.3 Input/Output Covariance-driven : Ol
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FiGure D.15 — Ol,,, - Diagrammes de stabilité des fréquences avec test de succés du
critére pour les ordres de 1 & 100
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D.2.4 Input/Output Squared Orthogonal Projection Data-driven :
O]sqort
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FIGURE D.17 — Olg4or¢ - Diagrammes de stabilité des fréquences avec test de succes du
critére pour les ordres de 1 & 100
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FIGURE D.18 — Ol40rt - Diagrammes de stabilité des taux d’amortissement avec test
de succés du critére pour les ordres de 1 & 100
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D.2.5 Input/Output Squared Oblique Projection Data-driven : Ol
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FIGURE D.19 — OI4op - Diagrammes de stabilité des fréquences avec test de succes du
critére pour les ordres de 1 & 100
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D.3 Validation sur le systéme avion vol avec turbulence

D.3.1 Output-Only Covariance-driven : OO,,,
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F1GURE D.21 — OO, - Diagrammes de stabilité des fréquences avec test de succés du
critére pour les ordres de 1 & 100
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FIGURE D.22 — OO,,, - Diagrammes de stabilité des taux d’amortissement avec test de
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D.3.2 Output-Only Squared Orthogonal Projection Data-driven : OO0,
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FIGURE D.23 — OOs40rt - Diagrammes de stabilité des fréquences avec test de succes du
critére pour les ordres de 1 & 100
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FIGURE D.24 — OOgqor¢ - Diagrammes de stabilité des taux d’amortissement avec test
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D.3.3 Input/Output Covariance-driven : Ol
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FiGure D.25 — Ol,,, - Diagrammes de stabilité des fréquences avec test de succés du
critére pour les ordres de 1 & 100
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D.3.4 Input/Output Squared Orthogonal Projection Data-driven :
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FIGURE D.27 — Olg4or¢ - Diagrammes de stabilité des fréquences avec test de succes du

critére pour les ordres de 1 & 100
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FIGURE D.28 — Ol40rt - Diagrammes de stabilité des taux d’amortissement avec test
de succés du critére pour les ordres de 1 & 100
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D.3.5 Input/Output Squared Oblique Projection Data-driven : Ol
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FIGURE D.29 — OI4op - Diagrammes de stabilité des fréquences avec test de succes du
critére pour les ordres de 1 & 100
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Résumé

La détermination des caractéristiques vibratoires est une étape cruciale lors du pro-
cessus de certification d’une structure ou lors de I’évaluation de sa détérioration. L’'iden-
tification des modes d’une structure nécessite d’effectuer des essais de vibration qui per-
mettent d’observer la réponse du systéme & une excitation pour déterminer les modes de
la structure. Certaines techniques d’identification modale, telles que les méthodes basées
sur la minimisation d’erreur de modélisation ARX ou les méthodes sous-espaces, se sont
fortement répandues dans le monde industriel ces quinze derniéres années. Cependant,
a cause de nombreuses sources d’erreurs (e.g. bruits sur les capteurs, bruits environne-
mentaux), ces méthodes ne peuvent fournir que des estimations des parameétres modaux.
Une estimation est par définition entachée d’une erreur statistique, la variance. Le but
de cette thése est I’étude approfondie de l'estimation de cette erreur statistique. Le
manuscrit est découpé en trois parties. La premiére concerne la description détaillée de
deux familles d’identification modale (minimisation d’erreur de modélisation ARX et
méthodes sous-espace). La seconde partie décrit le principe de Iestimation des incerti-
tudes et fournit les chaines de propagation des variances pour chacune des méthodes.
La troisiéme partie présente une validation poussée de ces méthodes dans le but d’une
utilisation opérationnelle.

Abstract

Determinination of vibration characteristics is a crucial step for structure certifica-
tion or health monitoring. Whatever the method, modes identification of a structure
requires vibration tests. During these tests, measurements are made in order to observe
responses of the system to known, partially known or unknown excitations. Modal iden-
tification methods are global methods. They allow the determination of modes from data
post-treatment. Some modal identification methods, such as those based on ARX mo-
delisation error minimisation or subspace methods, have been largely spread into the
industry for about fifteen years. Despite this succes, these methods will never provide
exact results. Indeed, due to numerous error sources (e.g. sensor noises, environmental
noises), modal identifications based on measured data can only lead to modal parame-
ters estimations. By definition, an estimation is subject to statistical errors, also called
variances. The purpose of this thesis is to give an in-depth study of these statistical
errors estimation. This document is divided in three parts. Firstly, a description of two
kind of modal identification methods (ARX modelisation error minimisation and sub-
space methods) is given. Secondly, the uncertainty estimation principle is explained and
propagation schemes of variances are given. Finally, the third part provides an in-depth
validation of these methods in order to proceed to industrial utilisations.
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