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Titre : Modélisation de structures dynamiques dans un champ optique

Résumé :

Le piégeage optique se présente maintenant, depuis quelques décennies, comme une thématique majeure
à l'intersection de diverses disciplines. Depuis les résultats d'Ashkin, de nombreux travaux ont été e�ectués
dans le piégeage et le guidage d'objets physiques (particules, molécules, bactéries, etc.) de toutes tailles. Ces
derniers caractériseront alors, devant la longueur d'onde, le domaine optique dans lequel nous nous placerons
(Rayleigh, Mie, Optique géométrique).

Notre travail porte donc sur l'étude des propriétés de chaînes linéaires périodiques de gouttelettes (huile),
placées dans l'eau, et soumises à deux faisceaux laser horizontaux contra-propageants de pro�l gaussien.
Nous démontrons qu'il est possible d'établir un ordre spatial sur un ensemble de grosses gouttes (devant la
longueur d'onde) suivant une structure périodique. L'originalité d'un tel système réside dans le fait que la
lumière peut alors être refocalisée par l'ensemble des gouttes espacées périodiquement. Cette périodicité peut
ainsi, dans certains cas, conférer au faisceau une refocalisation périodique au sein du réseau. Cette première
étude, en limite statique, nous permet ainsi de mettre en évidence les conditions de couplage des modes liés
aux chaînes de gouttes. En particulier, nous caractérisons la présence de modes de Bloch où le faisceau se
propage avec une périodicité équivalente à celle du réseau. Cela nous amène à remarquer que ces conditions
modales sont soumises au paramètre de phase gaussien θ (phase de Gouy). Ainsi, bien que structuré à une
échelle largement supérieure, nous mettons en évidence théoriquement des propriétés analogues à celle des
cristaux photoniques, conférées par la périodicité des chaînes de gouttes. Ce qui nous permet, en conséquence,
de démontrer l'existence de bandes interdites, nous amenant à dé�nir un ensemble de modes guidants/non-
guidants de cette chaîne. Cette étude statique est, par la suite, étendue d'un point de vue dynamique en
considérant l'e�et des forces optiques sur les gouttes. Nous démontrons ainsi qu'il est possible de piéger
optiquement de telles gouttes sur des états d'équilibres stables. Au-delà desquels nous mettons en évidence,
à travers une étude paramétrique, l'existence de modes oscillants périodiques ou pseudo-périodiques. En�n,
nous prenons en compte les phénomènes de collisions par coalescence, entraînant une réorganisation des
répartitions de champs optiques qui peuvent se traduire par de nouvelles con�gurations de piégeage.

Mots clés : Piégeage optique, opto�uidique, modes de Bloch, phase de Gouy, coalescence
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Title : Modelling of dynamic structures in an optical �eld

Abstract :

Optical trapping appears now, since a few decades, as a major theme at the intersection of various
disciplines. Since the results of Ashkin, many works were made in the trapping and the guidance of physical
objects (particles, molecules, bacteria, etc.) of any sizes. The latter will characterize then, in front of the
wavelength, the optical domain in which we shall take place (Rayleigh, Mie, Geometrical Optics).

Our work thus concerns the study of the properties of periodic linear chains of droplets (oil), placed in
water, and submitted to two counter-propagating horizontal laser beams of gaussian pro�le.
We show that it is possible to establish a spatial order of a set of large drops (in front of the wavelength) in
a periodic structure. The originality of such a system lies in the fact that the light can then be refocused
by the set of periodically spaced drops. This periodicity may thus, in some cases, confer on the beam a
periodic refocusing within the network. This �rst study, in static limit, allows us to identify the conditions
of coupling modes associated with drop channels. In particular, we characterize the presence of Bloch modes
where the beam propagates with similar frequency to that of the network. This leads us to note that these
modal conditions are submitt to the gaussian phase parameter θ (Gouy phase). Thus, although structured at
a widely higher scale, we highlight theoretically similar properties to that of the photonic crystals, conferred
by the periodicity of the chains of drops. This allows us, consequently, to demonstrate the existence of
bandgaps, leading us to de�ne a set of guiding/not-guiding modes of this chain. This static study, thereafter,
is extended from a dynamic point of view by taking into account the e�ect of the optical forces on the
drops. We show that it is possible to optically trap such drops on stable equilibrium states. Beyond of which
we highlight, through a parametric study, the existence of periodic or pseudo-periodic oscillating modes.
Finally, we take into account the phenomena of collisions by coalescence, involving a reorganization of the
distributions of optical �elds which can result in new con�gurations of trapping.

Keywords : Optical trapping, opto�uidics, Bloch modes, Gouy phase, coalescence
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"Douter de tout ou tout croire sont deux
solutions également commodes, qui l'une et

l'autre nous dispensent de ré�échir."

Henri Poincaré, La Science et l'hypothèse

"La théorie, c'est quand on sait tout et que rien
ne fonctionne. La pratique, c'est quand tout
fonctionne et que personne ne sait pourquoi.

Ici, nous avons réuni théorie et pratique : Rien
ne fonctionne... et personne ne sait pourquoi !"

Albert Einstein
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Introduction générale

État de l'art et mise en contexte de l'étude

L'étude des phénomènes lumineux a de tout temps passionné l'Homme. Toutefois, nous ne remonterons
pas aux origines des premières ré�exions de pensées et expériences menées par les "Anciens", qui, durant
l'Antiquité, ont principalement cherché à dé�nir et à comprendre les mécanismes de la vision, plutôt que
la nature même de la Lumière. L'Optique, au sens moderne où nous l'entendons, prend son véritable essor
à l'aube du xviie siècle, ouvrant alors la voie à une future conception duale plus contemporaine. Ainsi, au
gré de diverses ré�exions philosophiques et scienti�ques, deux théories, qui se sont pourtant avérées complé-
mentaires, s'opposèrent des siècles durant. Une opposition farouche, sur fond d'idéaux politico-religieux, vint
alors mettre aux prises deux écoles de pensées. L'une, défendue essentiellement par C. Huygens, reprenant
les idées de R. Descartes, est basée sur une approche ondulatoire de la lumière. L'autre, défendue quant à
elle par I. Newton, la présente comme un �ot de particules.

C'est en marge, mais au fait, de ce débat naissant que J. Kepler entreprit, notamment, l'observation et
l'interprétation de nombreux phénomènes au c÷ur d'une étude astronomique de grande ampleur. Parmi ses
conclusions, il sera l'un des premiers à apporter une explication au comportement spéci�que de la queue des
comètes, dans une direction opposée à la position du Soleil, comme étant l'e�et d'une action mécanique du
rayonnement solaire sur les composants de cette dernière.

Bien que l'existence d'une force de radiation, induite par une onde lumineuse, fut introduite dès 1873 par
J. C. Maxwell dans son traité sur l'Électromagnétisme, la recherche d'une démonstration expérimentale,
entreprise par bon nombre de physiciens 3, ne sera mise en évidence qu'au début du xxe siècle, par P. N.
Lebedev sur des particules macroscopiques [2], puis E. F. Nichols et G. F. Hull sur des gaz [3, 4].

Toutefois, dû à une intensité négligeable face aux autres forces en jeu (gravitationnelle, radiométrique, etc.),
l'exploitation de cette force de pression de radiation lumineuse tomba en désuétude jusque dans les années
soixante, et l'invention du laser. Caractérisée essentiellement par une grande cohérence spatiale et temporelle,
cette avancée technologique allait permettre, grâce aux intensités lumineuses alors accessibles, de relancer
l'engouement autour de ce phénomène électromagnétique.

C'est dans ce contexte qu'Arthur Ashkin proposa les premières expériences visant à exploiter directement
les forces dues à la pression de radiation d'un faisceau lumineux, en accélérant et piégeant un ensemble de
microparticules (�gure 1).

3Sans prétendre en dresser une liste exhaustive, nous pouvons citer principalement les expériences précursseuses de De Mairan

et Du Fay en 1754, ou encore Fresnel en 1825, qui furent cependant limités par la présence de courants de convection dans
l'air ambiant. Quelques décennies après, Crookes pensera en�n démontrer cet e�et en s'a�ranchissant du précédent problème
en se plaçant dans le vide [1]. Toutefois, la présence de gaz résiduels impliquera un mouvement �uidique dû à l'agitation
thermique des particules, et permettra ainsi la découverte, non pas des forces de pression de radiation lumineuse, mais des
forces radiométriques.
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Figure 1 � Géométrie caractéristique d'un piégeage optique horizontal par l'emploi de deux faisceaux lasers
contra-propageants, et refocalisés par deux lentilles convergentes. Ashkin utilisa un montage équivalent pour ma-
nipuler, notamment, des billes micrométriques de latex et de polystyrène (nb = 1.58) dans une cuve d'eau
(nm = 1.33), par le biais de laser argon, de mode TEM00, à une longueur d'onde de 514.5nm.
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Figure 2 � Vue d'ensemble schématique des forces agissant sur une particule diélectrique près du foyer d'un
faisceau piégeant, de pro�l gaussien. Sur le schéma (a), la particule se trouve sur l'axe du faisceau et est poussée
dans le sens de propagation du faisceau, vers le point focal. Cette force résultante correspond à la force de di�usion.
Sur la �gure (b), en revanche, la particule est désaxée par rapport à l'axe du faisceau. La distribution d'intensité
venant frapper la bille n'est plus répartie de façon symétrique sur sa surface, elle se retrouve donc soumise à un
gradient d'intensité. Deux rayons quelconques ont été tracés, dont l'épaisseur est directement proportionnelle à
l'intensité lumineuse. Nous voyons clairement que la force de gradient résultante pousse la particule vers la zone
de forte intensité, au centre du faisceau 4.
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Le piégeage optique se présente maintenant, depuis quelques décennies, comme une thématique majeure
à l'intersection de diverses disciplines [5]. Les premiers résultats d'Ashkin ont permis de démontrer que les
forces optiques pouvaient permettre le déplacement et la lévitation de particules diélectriques micrométriques,
à la fois dans l'air et dans l'eau [6]. Il développa également un piège optique tri-dimensionnel stable, basé sur
l'emploi de deux faisceaux lasers contra-propageants [7]. Cela l'amena, 16 ans plus tard, à réussir le piégeage
de particules utilisant un seul faisceau laser fortement focalisé [8]. Cette expérience lui permis de mettre
en évidence l'existence d'une force autre que celle de di�usion, caractérisée par la variation transverse de
la distribution d'intensité dans un pro�l de faisceau de type gaussien, et fut naturellement appelée force de
gradient (�gure 2). Ainsi, les premières "pinces optiques" étaient nées [9].

De nombreuses applications ont pu suivre de ces premiers résultats. Il y eu, en particulier, les expériences
menées par Ashkin et Chu démontrant qu'il était possible de manipuler optiquement des objets aussi petits
que des atomes ou des molécules [10]. Cela s'est avéré réalisable dû aux grandes sections e�caces d'absorption
présentes au voisinage de résonances atomiques spéci�ques, entraînant ainsi la possibilité d'atteindre une
pression de radiation assez conséquente pour permettre le piégeage optique.
Ces études, réalisées sur des atomes, menèrent, entre autre, au Prix Nobel de Physique en 1997, attribué
conjointement à C. Cohen-Tannoudji, S. Chu etW. Phillips pour leurs développements des méthodes permet-
tant de ralentir, et donc refroidir, des atomes. Ils ont ainsi pu abaisser la température d'un gaz d'atomes en le
plaçant à l'intersection des branches d'un montage formé par six faisceaux lasers, permettant le con�nement
dans les trois directions spatiales 5.

 

Figure 3 � Atomes de césium ultrafroids, piégés dans un réseau lumineux créé par une combinaison de plusieurs
faisceaux lasers interférant au centre du piège optique (image issue de [11]).

Ces travaux furent rapidement suivis et étendus dans le domaine de la biophysique. En e�et, dès 1987,
Ashkin et Dziedzik démontrèrent qu'il était possible de piéger et manipuler des cellules, des bactéries vivantes
et autres virus [12, 13]. Toutefois, un nouveau paramètre entre en compte lors de telles manipulations : leur
"viabilité". Il se trouva que les premières expériences menèrent à une trop grande dégradation des cellules.
Les longueurs d'onde utilisées (laser argon ionisé à 514.5nm) étaient telles que les dommages apparaissaient
irrémédiables. Ils choisirent alors d'utiliser une source infrarouge à λ = 1µm pour minimiser l'e�et 6.
Des applications plus récentes ont également vues le jour pour la mesure des forces exercées par des moteurs
moléculaires comme les myosine 7 ou kinésine 8 [14�16]. Mais encore, sur l'étude des propriétés mécaniques
d'un simple brin d'ADN étiré de tout son long par le biais de billes attachées à ses extrémités (�gure 4) [17].

4Signalons toutefois que ce déplacement vers le centre du faisceau est dû au fait que l'indice de réfraction de la particule est
supposé ici supérieur à celui du milieu environnant. Dans le cas inverse, l'objet di�usant aurait été expulsé hors du faisceau.

5Ces atomes froids ont pu non seulement être piégés, mais surtoût maintenus dans un état con�né, en ajoutant par exemple
un champ magnétique inhomogène, sur des temps assez longs pour permettre d'e�ectuer des mesures assez précises. Ils ont ainsi
permis de tester la physique quantique et la relativité de façon spectaculaire, et ont amené des progrès prodigieux en physique
fondamentale comme en métrologie. Nous pouvons citer comme exemples l'amélioration des horloges atomiques permettant de
tester la relativité générale, l'amélioration des interféromètres atomiques pour la mesure des forces de gravité ou d'accélérations,
mais encore les évolutions traitant de l'information quantique et de l'ordinateur quantique.

6Notons toutefois que dans certaines situations, leur caractère invasif apparaît d'un grand intérêt pour e�ectuer, par exemple,
des découpes membranaires, de tissus biologiques, etc.

7La myosine est une protéine jouant un rôle fondamental dans les mécanismes liés à la contraction musculaire.
8La kinésine est une protéine jouant un rôle dans la division cellulaire et le déplacement des organites et vésicules dans les

cellules.
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Figure 4 � Étirement d'un brin d'ADN, attaché de part et d'autre à des billes de latex, par l'emploi de pinces
optiques (image issue de [18]).

Depuis ces recherches précursseuses, notamment de Chu, Ashkin et Cohen-Tannoudji, toute une commu-
nauté s'intéresse à l'évolution dynamique de systèmes déformables (cristaux liquides, billes microscopiques en
suspension), soumis à des forces optiques. Celles-ci permettent l'échange d'impulsions (comme par exemple
dans le cas du refroidissement d'atomes), ou de moments cinétiques (création de vortex dans des cristaux
liquides) avec la matière [19,20].
En e�et, E. Brasselet et al. ont démontré qu'il était possible de créer un vortex optique 9 à partir d'un
faisceau laser gaussien focalisé et polarisé circulairement, et une goutte de cristal liquide de symétrie radiale
(�gure 5). Ce phénomène atypique résulte d'un couplage entre le moment angulaire de spin (associé à l'état
de polarisation), et le moment angulaire orbital (associé à la distribution spatiale de la phase) porté par la
lumière : on parle de couplage spin-orbite optique. Toutefois, l'interaction même du faisceau lumineux avec
le cristal liquide pourra induire, à partir d'une intensité lumineuse su�sante, une réorientation de ce dernier,
mettant ainsi en évidence un comportement non linéaire du couplage 10. Soulignons cependant que le cristal
liquide ne présentera pas de transition de phase (aucune réorientation) dans la limite des faibles intensités
lumineuses, autrement dit, en régime linéaire.

 

Figure 5 � À droite : illustration de la génération d'un vortex optique à l'aide d'une goutte de cristal liquide
dite "radiale" à travers laquelle passe un faisceau laser gaussien focalisé et polarisé circulairement. Le front
d'onde devient spiralé (vortex) suite à un couplage entre la polarisation de l'onde incidente et les propriétés
de biréfringence de la goutte. À gauche : image entre polariseurs croisés de la goutte de cristal liquide (a), et
représentation de l'ordre moléculaire 3D radial à l'intérieur de la goutte (b) (image issue de [20]).

9Les physiciens arrivent à fabriquer de tels faisceaux depuis les années 1990. Leur structure est analogue à celle d'un tourbillon,
et présente un écoulement de l'énergie sous forme de spirale, autour de la direction de propagation. Cette propriété particulière
leur permet de conférer un mouvement rotatoire à des objets de taille microscopique.

10Ces transitions de phases induites, dans des systèmes présentant un grand nombre de degrés de libertés (beaucoup de
particules), ont permis d'établir des liens étroits avec la communauté de la physique statistique [21].
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Ainsi, les systèmes de billes, cellules, gouttes voire même d'atomes, mis en cavité, et globalement couplés
par un champ optique, ont été étudiés dans les années 2000. Cela a notamment donné naissance au concept
de refroidissement en cavité par la lumière [22�28]. Du point de vue fondamental, des liens ont alors été
tissés entre des modèles typiques de systèmes globalement couplés (modèle de Kuramoto), et des systèmes
optiques [29].

Figure 6 � Vue latérale d'un piège optique par deux faisceaux issus de �bres optiques placées en opposition
(image issue de [30]).

Ces études ont tout naturellement mené, notamment dû à la taille des pièges conséquente devant les
dimensions des objets piégés, vers l'étude non plus d'une seule particule, mais un ensemble de plusieurs
objets, de tailles diverses, soumis aux forces optiques.
Depuis les années 1970, et les travaux initiés par Ashkin, il est bien connu que le mouvement de petites par-
ticules diélectriques peut être contrôlé par l'utilisation de faisceaux lasers dont le potentiel optique résultant
est prédominant devant l'agitation thermique du milieu. La pression de radiation, générée par ces derniers
sur les particules, induira ainsi une force de di�usion dans le sens de propagation des faisceaux, et une force
de gradient suivant le gradient d'intensité du champ. Toutefois, lorsque plusieurs particules se retrouvent
piégées dans un même potentiel optique, une nouvelle force de liaison vient s'ajouter aux deux précédentes,
participant ainsi à la dynamique du système.
Ce phénomène est dé�ni sous le terme d'optical binding, et décrit les interactions, longitudinales et latérales,
entre un ensemble de microparticules piégées par un ou plusieurs faisceaux lasers (�gure 6). En e�et, chacune
des particules va induire une modi�cation locale de la densité d'énergie lumineuse due à l'interaction entre
le champ incident et le champ di�usé par ces dernières. Les particules les plus proches pourront donc être
sensibles à cette variation des potentiels optiques, et permettre l'apparition d'un e�et collectif. Cela nous
amène à mettre en évidence un couplage entre le champ optique et les éléments di�usifs, entraînant alors un
processus d'auto-organisation du système (�gure 7).

Figure 7 � Structure pseudo-hexagonale de particules serrées de taille 460nm (image issue de [31]).

Ce phénomène remarquable implique une grande variété de comportement non linéaires, statiques et dyna-
miques, tels que la formation de chaînes à deux particules et plus [32�36], des bistabilités [37], ou encore des
déplacements de particules périodiques [38,39].
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Figure 8 � Simulation du champ électrique autour d'une particule soumise à un champ évanescent. Nous
aperçevons les franges d'interférence créées entre le champ di�usé par la particule et celui évanescent du faisceau
laser (image issue de [36]).

Les études qui ont été menées ont essentiellement porté sur le piégeage longitudinal et transversal par des
faisceaux contra-propageants de type gaussien [40, 41], de Bessel [42], ou par des ondes évanescentes [31],
dont les milieux �uides environnants sont principalement l'eau ou l'air [43]. Cette diversité fut amenée par les
limites que peuvent présenter les faisceaux gaussiens suivant certaines approches, comme nous pourrons le voir
dans la suite de ce manuscrit. Ainsi, de très bons accords ont pu être trouvés entre les résultats expérimentaux
et les simulations numériques, notamment développées à partir de théories électromagnétiques telles que la
Théorie de Lorentz-Mie Généralisée (GLMT ), ou encore la Technique Multipôle Généralisée (GMT ) prenant
en compte les interactions hydrodynamiques entre particules [38].

Généralement, l'étude de telles interactions, sur une [44] ou plusieurs particules [45], est e�ectuée sur
des systèmes diphasiques, appelés systèmes colloïdaux 11 [33, 46�48]. Les dimensions mises en jeu dans de
tels systèmes nous permettent d'introduire la notion de micro�uidique, qui se présente comme une discipline
récente pouvant être dé�nie, d'une façon très simple, comme celle relevant de la manipulation et du contrôle
des �uides aux échelles submillimétriques (typiquement de quelques micromètres à plusieurs centaines de
micromètres) [49]. Ces ouvertures d'applications directes dans les sciences biologiques lui ont permis un essor
considérable depuis les années 1990. C'est justement dans ce contexte que s'est développé l'opto�uidique,
dont le domaine se trouve à l'intersection entre la micro�uidique et les avancées technologiques en optique.
De nombreuses études ont ainsi permis de réaliser des guides d'ondes �uidiques aux propriétés ajustables [50],
des cristaux photoniques [51], ou encore des lentilles �uides [52�55].

 

 

Figure 9 � Manipulation par pinces optiques de gouttes micrométriques sur une surface photosensible. Sur la
�gure (a), les gouttes sont piégées par colonnes de 7 et transportées dans un réseau �nal 7× 7. Sur la �gure (b),
7 gouttes sont piégées et manipulées parallèlement, de telle façon que les 4 extérieures tournent circulairement
dans le sens des aiguilles d'une montre, alors que les 3 intérieures tournent dans le sens inverse (images issues
de [56]).

11L'utilisation du terme "colloïde" fut employé pour la première fois par Thomas Graham en 1861 a�n de dé�nir une classe
de matériaux ne pouvant di�user au travers d'une membrane. De manière générale, nous pouvons dé�nir ce terme comme une
appellation communément admise pour décrire un système dont au moins l'une des dimensions est comprise sur une échelle
s'étendant de quelques nanomètres à quelques micromètres.

6



Introduction générale

Ainsi, en 2006, G. M. Whitesides et al. ont démontré qu'il était possible de créer un réseau de di�raction
à partir d'un auto-assemblage de bulles, dynamique contrôlable. En e�et, en variant la pression et le débit
appliqués aux entrées des canaux permettant la génération des bulles, ils ont pu modi�er à souhait la période
du réseau sur des temps relativement courts (quelques secondes), et de façon très stable (�gure 10) [57].

Figure 10 � Réseau bidimensionnel de microbulles auto-organisées (image issue de [57]).

Outre la production collective de structures microstructurées, il sera également possible d'implémenter des
fonctionnalités optiques recon�gurables, par le contrôle des propriétés optiques du liquide utilisé dans la
génération des microparticules de tailles ajustables. Une application actuelle est la création de lentilles
�uides, dont les paramètres optiques, tels que la distance focale, sont maîtrisables. Ainsi, contrairement aux
situations traditionnelles, les ajustements voulus sur cette dernière pourront être réalisés en changeant la
forme de la lentille (par variation de la pression �uide, ou encore en appliquant un champ électrique), sans
déplacement quelconque mécanique (�gure 11) [52�55,58].

 

Figure 11 � Observation des variations du rayon de courbure d'une bulle d'eau, dues à l'augmentation de la
pression de �uide. Il apparaît ainsi une lentille �uide eau-air plan-convexe, de 2mm de diamètre (image issue
de [58]).

Nous pouvons citer comme applications, l'amélioration de la qualité des images pour les appareils photos
(plus grande maîtrise de l'ajustement de la focale), combinés ou non dans des téléphones portables, les web
cams. De plus, il peut se déduire aisément que, d'un point de vue plus médical, ces résultats auront un impact
sur le contrôle et la recti�cation des défailliances visuelles (myopie, astigmatie, etc.).
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Des résultats tout aussi fondamentaux ont également été obtenus sur les caractéristiques propres du piégeage
optique par l'utilisation d'ondes évanescentes, obtenues par l'interaction d'un ou deux faisceaux lasers sur la
surface d'un prisme [59], ou de guides d'ondes [60]. Dans de telles situations, les ondes de surface résultant
de la propagation du champ aux interfaces, crées des potentiels optiques permettant la capture puis le
déplacement, autant par traction [61] que par poussée, des billes micrométriques.

Figure 12 � Montage expérimental de piégeage optique sur guide d'onde dans une cellule opto�uidique (image
issue de [62]).

Ainsi, l'étude du couplage hydrodynamique sur un ensemble de particules piégées dans un puits de potentiel
optique, et excitées par un mouvement thermique aléatoire, se présente comme un modèle intéressant dans
un projet d'applications directes. En e�et, ces cas d'études en milieux �uides, notamment à faible nombre
de Reynolds, sont d'autant plus importants qu'ils sont omniprésents dans les secteurs médicaux, et plus
généralement des biosciences [63,64].

Nous venons de présenter modestement quelques domaines d'applications connexes au piégeage optique,
intrinsèquement dé�ni par un couplage entre le faisceau lumineux et les objets interposés sur son passage.
Outre les phénomènes de réfraction et ré�exion à l'interface lors de l'interaction, l'onde électromagnétique
va donc être di�usée dans toutes les directions de l'espace (nous supposons les microparticules homogènes)
(�gure 13). La modélisation de ce processus de di�usion dans le cas d'un objet sphérique est bien connue,
depuis le début du siècle dernier, sous le nom de théorie de Mie 12.
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Figure 13 � Schématisation du phénomène de di�usion d'un faisceau laser en interaction avec une particule
sphérique et homogène.

12Également appelée théorie de Lorenz-Mie (TLM ), elle a été développée par Lorenz dans le cadre de la théorie de l'éther,
et par Mie dans le cadre des équations de Maxwell. Elle a ensuite été réécrite, entre autres, par Stratton, Van de Hulst, Kerker,
Bohren et Hu�man. Elle traite du problème de la di�usion d'une onde plane monochromatique par une sphère homogène et
isotrope. L'hypothèse d'éclairement uniforme a ensuite été levée, ce qui permet de parler de la théorie de Lorenz-Mie généralisée

(TLMG). La TLMG décrit ainsi l'interaction entre un faisceau de forme arbitraire et une particule sphérique homogène.
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Toutefois, le phénomène ne sera pas abordé de la même façon suivant les dimensions des objets di�usants.
Ainsi, le paramètre liant le diamère ρ des particules et la longueur d'onde, par leur rapport ρ/λ, dé�nira
dans quel domaine situer l'étude [65,66]. Nous distinguerons ici trois principaux modèles 13 :


si ρ << λ ⇒ modèle de Rayleigh

si ρ ' λ ⇒ modèle de Mie

si ρ >> λ ⇒ modèle de Fraunhofer

(0.1)

Les modèles de Rayleigh et Fraunhofer, bien qu'antérieurs à celui de Mie, ne se distinguent de ce dernier que
par un ensemble d'approximations, se présentant alors comme des cas limites du modèle de Mie.

Fondamentalement, lorsqu'un faisceau interagit avec de la matière, nous pouvons associer, d'un point de
vue statistique, son évolution à une probabilité d'interaction entre leurs constituants élémentaires. Ainsi, par
une approche essentiellement géométrique, nous pouvons dé�nir un terme homogène à une surface �ctive
d'interaction, proportionnelle au facteur probabiliste. Ce terme sera appelée section e�cace.
Toutefois, en tenant compte des considérations optiques, il est important de préciser que lorsque la lumière
intercepte une particule, son intensité s'en trouve diminuée. Cela est dé�ni par le terme d'extinction. Cette
dernière est alors liée aux phénomènes de di�usion (comprenant la réfraction) et d'absorption de l'onde.
Ainsi, nous pouvons dé�nir la puissance d'extinction du faisceau comme la di�érence entre la puissance
incidente P0 et celle transmise Ptrans :

Pext = P0 − Ptrans (0.2)

Ce que nous pouvons réécrire, en considérant les processus mis en jeu lors de l'interaction :

Pext = Psca + Pabs (0.3)

où Psca et Pabs correspondent respectivement aux puissances de di�usion et d'absorption.

Cela nous amène, en considérant l'homogénéité des équations, à une relation équivalente faisant intervenir
la notion de section e�cace précédente, telle que :

Pext = Cext . I0 (0.4)

où Cext est la section e�cace d'extinction, et I0 l'intensité du faisceau incident.

De la même façon, nous pouvons dé�nir les puissances de di�usion et d'absorption comme :
Psca = Csca . I0

Pabs = Cabs . I0

(0.5)

Nous pouvons alors déduire de ces relations une nouvelle dé�nition de la section e�cace, comme étant le
rapport entre la puissance de l'onde assimilée à un processus donné, et l'intensité du faisceau incident.

Ce qui nous permet d'en déduire, à partir de (0.3), la relation suivante :

Cext = Csca + Cabs (0.6)

13Nous proposerons toutefois une étude plus détaillée dans le chapitre qui suit.
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Ainsi, en nous plaçant dans le cas général du modèle de Mie, nous pouvons en déduire l'expression des
sections e�caces [66] :



Cext =
λ2

2π

∞∑
p=1

( 2p + 1) <{ap + bp}

Csca =
λ2

2π

∞∑
p=1

( 2p + 1)
(
|ap|2 + |bp|2

) (0.7)

Cabs se déduisant directement de (0.6) ; et nous dé�nissons les c÷�cients a et b tels que [66] :


ap =

ζ
′
p(β) ζp(α) − n ζp(β) ζ

′
p (α)

ζ ′p(β) Υp(α) − n ζp(β) Υ ′
p (α)

bp =
n ζ

′
p(β) ζp(α) − ζp(β) ζ

′
p (α)

n ζ ′p(β) Υp(α) − ζp(β) Υ ′
p (α)

(0.8)

où n = nb/nm est l'indice de réfraction relatif, α = 2πρ/λ est le paramètre dit de taille et β = nα. Quant
aux fonctions ζ et Υ, elles correspondent aux fonctions de Riccati-Bessel 14.

Toutefois, nous considérons ici le cas de grandes particules devant la longueur d'onde, ce qui nous permet de
simpli�er (0.7) comme 15 [66] :

Cext = 2π ρ2 (0.9)

De plus, ces dernières sont également supposées comme non absorbantes, ainsi :

Cabs = 0 ⇒ Cext = Csca (0.10)

Mie a ainsi, à partir des équations de Maxwell, développé un modèle décrivant la di�usion d'un faisceau
lumineux, par une particule sphérique et homogène 16, dans un milieu non absorbant.

14Un développement plus détaillé de ce calcul est présenté, notamment, dans [66].
15Ce facteur 2 correspond au paradoxe d'extinction décrit dans la littérature [66].
16Cela est également valable pour un ensemble de particules, mais dans le cas où elles seront assez éloignées les unes des

autres a�n que la di�usion émise par chacune d'elles n'ait pas d'e�et sur les autres, autrement dit, sans di�usion multiple.
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Présentation du système et structure du manuscrit

Bien qu'initialement le piégeage optique fut caractérisé par l'emploi de billes relativement petites (de
l'ordre du micromètre et en deça), et limité à un domaine particulier de la physique, il se présente aujourd'hui
comme un connecteur logique à l'intersection de nombreuses disciplines.
Dans l'ensemble des résultats obtenus, l'optical binding s'est présenté comme l'un des plus remarquables. En
e�et, par l'emploi de deux faisceaux lasers contra-propageants, il s'est avéré possible d'établir un couplage
dynamique entre des nano/micro-billes diélectriques et un champ lumineux. Ce phénomène pouvant alors
induire un processus d'auto-organisation des particules, en se stabilisant par in�uence mutuelle. Toutefois, la
faible dimension de ces dernières 17 va entraîner une di�usion du faisceau sur un grand angle solide, impliquant
que seule une faible portion d'énergie ne soit propagée entre les billes. Les interactions ne se feront alors qu'à
courte portée, et les e�ets collectifs ne s'observeront que sur de petites chaînes de billes. Dans quelle(s) me-
sure(s) serait-il alors possible d'observer un processus identique mais sur un plus grand nombre de particules ?

L'étude que nous avons menée s'est donc inscrite dans ce contexte, en considérant qu'il serait possible
d'établir un ordre spatial, au même titre qu'un ensemble de petites particules (ou d'atomes) soumises à
un champ optique su�samment fort, sur un ensemble de grosses billes (plusieurs dizaines de micromètres)
suivant une structure périodique.
L'originalité d'un tel système réside dans le fait que la lumière peut alors être refocalisée par l'ensemble des
billes, et permettre ainsi de maintenir l'énergie du faisceau au cours de sa propagation. En espaçant alors ces
dernièrs périodiquement nous pourrons, dans certains cas, conférer au faisceau une refocalisation périodique
au sein du réseau.

Cela nous a permis d'aborder le problème sous deux angles di�érents, mais complémentaires. En premier
lieu, nous nous sommes donc intéressés à une approche statique, en considérant la propagation d'un faisceau
lumineux, dans un réseau de particules donné, sans tenir compte de l'in�uence des forces optiques. Sous
certaines conditions imposées sur les paramètres du système, nous avons alors pu observer un con�nement
périodique du faisceau. Ces résultats nous ont ainsi permis d'établir un lien avec les cristaux photoniques, où la
propagation d'une onde électromagnétique va totalement être conditionnée par la longueur d'onde du faisceau
et les paramètres de la structure cristalline (épaisseur et indice de réfraction des couches diélectriques). Nous
mettrons ainsi en évidence la présence de modes guidants et non guidants dans notre système, et nous
établirons un ensemble de corrélations entre les propriétés intrinsèques liées au(x) faisceau(x) laser(s), et
celles liées aux particules formant le réseau.
Dans un second temps, nous nous sommes intéressés à une étude dynamique en considérant l'e�et des forces
optiques. Nous avons ainsi cherché à démontrer qu'il était possible de piéger des objets dont le diamètre
atteint la centaine de microns. Au-delà des positions d'équilibres stables, nous avons pu mettre en évidence
la présence d'états dynamiques oscillants plus complexes, qui n'avaient pas été observés jusqu'à ce jour à
notre connaissance.

Ce manuscrit s'articulera ainsi suivant deux grands axes. Une première partie abordera l'approche sta-
tique du problème, alors qu'une seconde présentera nos résultats dans le régime dynamique.

Le premier chapitre nous permettra d'introduire les outils mathématiques employés, et justi�ant quant à
la qualité des hypothèses que nous avons posées pour décrire notre système. Ainsi, nous présenterons les
concepts physiques élémentaires mis en jeu a�n de permettre la bonne compréhension de la suite de nos
propos. Nous établierons alors les conditions de stabilité auxquelles un faisceau est soumis dans un réseau
de lentilles.

17Généralement, les particules utilisées sont de type Rayleigh (diamètre petit devant la longueur d'onde) ou Mie (diamètre
du même ordre de grandeur que la longueur d'onde).
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Dans le deuxième chapitre, nous exposerons l'ensemble de nos résultats auxquels nous proposerons des in-
terprétations et apporterons des perspectives d'applications. Nous expliciterons entre autres les propriétés
intrinsèques du couplage établi entre un réseau de lentilles espacées périodiquement et un faisceau lumineux
propageant. Nous caractériserons ainsi la réponse optique du système en fonction des paramètres d'étude, en
démontrant notamment l'existence de modes de Bloch. En�n, nous exposerons une analogie observée avec
les cristaux photoniques.

Le troisième chapitre nous permettra d'introduire l'approche dynamique en présentant la démarche suivie
pour établir le calcul des forces optiques en présence. Nous illustrerons alors cela en analysant la réponse
d'une seule goutte soumises aux champs lumineux.

En�n, dans le quatrième chapitre, nous commençerons par présenter la dynamique de notre système et
établirons les conditions de stabilité des gouttes. Suite à quoi, nous exposerons l'ensemble de nos résultats
numériques, et discuterons de leur établissement et des applications expérimentales envisageables.

12
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Introduction

Comme nous venons de le voir, depuis les idées novatrices de Kepler au xviie siècle, et les premières
démonstrations en laboratoire au début du siècle dernier, nous savons que toute onde électromagnétique
confère à tout obstacle, par interaction, une force de pression de radiation lumineuse. La nature intrinsèque
d'une telle onde implique que cette force soit négligeable à l'échelle macroscopique devant d'autres forces
telle que la gravitation. Cependant, elle sera également négligeable à des échelles plus petites dû à l'agita-
tion thermique qui devient signi�cative pour des systèmes dont les tailles caractéristiques sont de l'ordre du
nanomètre. Ce problème fut levé avec l'invention du laser dans les années 1960, où la cohérence et l'intensité
du �ux lumineux ont permis de démontrer expérimentalement l'utilisation de ces forces pour le piégeage de
nanoparticules. Très vite, les recherches se sont tournées vers des applications biologiques et médicales, en-
traînant par la même la nécessité d'étendre les techniques de piégeage à des objets plus gros. C'est justement
dans ce contexte que la micro�uidique, et par extension l'opto�uidique, se sont révélées dans les années 1990.

Le sujet de notre travail s'est donc inscrit dans cette thématique, toujours aussi riche et actuelle, tant le
nombre de domaines d'applications tend à se diversi�er.
Nous allons, dans cette première partie, étudier le comportement d'un faisceau lumineux se propageant dans
un réseau de billes que nous caractériserons. Nous nous limiterons ici à la réponse optique du système en
ne considérant pas l'in�uence dynamique due aux forces optiques. En e�et, nous savons que pour de petites
particules, typiquement de faible dimension devant la longueur d'onde, l'in�uence d'un champ optique pourra
induire un processus d'auto-organisation du réseau de billes.
Nous démontrerons dans ce qui suit que nous pouvons retrouver des comportements similaires, inhérents à
ceux observés en optical binding. Toutefois, les particules que nous allons considérer possèdent, dans notre
cas, des dimensions signi�catives devant les paramètres intrinsèques aux faisceaux lumineux. Typiquement,
un diamètre de cent micromètres.

Le système que nous proposons comporte un ensemble unidimensionnel de particules sphériques 18 trans-
parentes et diélectriques, soumises à deux faisceaux lasers horizontaux, incohérents entre eux, et de pro�ls
transverses divers. Ces derniers seront placés de manière contra-propageante a�n de compenser leur force de
pression de radiation respective, et l'injection en entrée sera prise sur l'axe, autrement dit confondue avec
l'axe horizontal (Oz) (�gure 14).

laserlaser laser
z

Figure 14 � Géométrie caractéristique d'un piégeage optique horizontal par l'emploi de deux faisceaux lasers
contra-propageants, et refocalisés par un réseau de billes.

18Nous assimilerons ces particules, dans un premier temps, à de simples billes, qui elles mêmes seront approximées par des
lentilles boules.
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Notons que la grande dimension des billes, devant la longueur d'onde des faisceaux, va nous permettre de
nous placer dans l'approximation de l'optique géométrique. Toutefois, cette dernière ne pourra expliquer
un des phénomènes les plus importants en optique, et connus depuis le xviie siècle à travers les travaux
précurseurs de Grimaldi 19 : la di�raction.
En e�et, lorsqu'une onde, quelle qu'elle soit 20, rencontrera un obstacle, elle sera soumise à un processus
d'"éparpillement" 21 de telle façon que les ondes résultantes interfèreront les unes avec les autres et formeront
une �gure caractéristique de di�raction.
Huygens apportera une interprétation correcte du phénomène en invoquant le caractère ondulatoire de la
lumière [69]. Raisonnement repris et défendu, au détriment de la théorie corpusculaire newtonienne, par
Fresnel [70] et Fraunhofer au début du xixe siècle. L'approximation de Fraunhofer, en champ lointain, est
valable lorsque les distances considérées sont, comme son nom l'indique, su�santes pour que l'on puisse ap-
proximer l'onde comme plane. En revanche, en champ proche, l'approximation valable sera celle de Fresnel
puisque celle-ci prend en compte la courbure du front d'onde.

Toutefois, précisons que suivant les dimensions du système d'étude, l'approche de la di�raction pourra
être traitée de façon plus ou moins simpli�ée. La théorie exacte fut cependant développée, dans le cas d'une
sphère, par G. Mie en 1908. À partir de quoi, nous pourrons alors distinguer les divers cas de �gures en
fonction de 3 principaux paramètres : le premier, habituellement noté α = k ρ, est lié au paramètre de
bille ρ (rayon de la sphère) et au nombre d'onde k = 2π/λ, le deuxième, généralement noté n = nb/nm,
correspond à l'indice de réfraction relatif entre celui de la bille et du milieu, et en�n, le troisième est lié à un
terme de déphasage acquit par le rayon à la traversée de la bille, et s'exprime comme 2 k ρ (n− 1).
Ainsi, suivant la valeur de chacun de ces paramètres comparée à 1, nous pourrons établir l'ensemble des
domaines di�érentiables. Nous avons reporté, dans le tableau qui suit, les principaux résultats où le symbole
"−" signi�e petit devant 1, celui "+" signi�e grand devant 1, alors que "∀" signi�e quelconque [66] :

Table 1 � Principaux domaines d'approximations liés à l'étude de la di�raction.

α (n− 1) 2α(n− 1) Approximations

− ∀ − Rayleigh

∀ − − Rayleigh-Gans-Debye

+ − ∀ Di�raction anormale

+ ∀ + Fraunhofer

Sans rentrer particulièrement dans le détail, nous pouvons apporter une interprétention de lecture à ce
tableau. Nous aperçevons, en premier lieu, que les approximations de Rayleigh et de Fraunhofer semblent
présenter les limites aux antipodes des échelles de mesures. Toutefois, les connaissances des propriétés des
objets di�ractants sont inutiles dans l'approximation de Fraunhofer, alors qu'elles le sont pour les autres.
En�n, en di�raction anormale, nous considérons de grandes sphères, mais des indices de réfraction du milieu
environnant et des billes très proches, ainsi, l'approximation de l'optique géométrique pourra s'appliquer
pour la propagation des rayons lumineux. De plus, ces derniers seront supposés comme n'étant quasiment
pas déviés aux interfaces "bille-milieu".
Notre étude se placera, ainsi, proche des conditions de di�raction anormale.

19Ce phénomène de di�raction, intimement lié au caractère ondulatoire de la lumière, ne peut être expliqué par l'optique
géométrique. En 1665, Grimaldi publie un des premiers traités expliquant la di�raction [67]. Sans être pour autant le premier
à l'observer, il est néanmoins un précurseur dans son analyse détaillée.

20En e�et, dans sa thèse publiée en 1924, L. de Broglie démontra la nature ondulatoire associée à toute forme d'énergie, impli-
quant par la même toute forme de matière : "Les corpuscules matériels, tout comme les photons, peuvent avoir un comportement

ondulatoire" [68].
21Ce phénomène peut également être vu comme une conséquence de la limitation de l'étendue spatiale de l'onde, par les

dimensions �nies de l'objet di�ractant.
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Méthodes de modélisation
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1.1 Équations de Maxwell

L'étude des phénomènes optiques a été, depuis l'Antiquité, source de nombreux rebondissements et contro-
verses. Bien que mise à mal durant près de deux siècles, suite aux travaux de Newton prônant une approche
corpusculaire de la lumière, la théorie ondulatoire connue son plus grand succès avec le parachèvement de
la théorie uni�catrice de l'électromagnétisme à la �n du xixe siècle par J. C. Maxwell. Nous ne chercherons
pas plus à développer une approche historique ici, et nous plaçerons plutôt suivant une démarche plus axio-
matique en présentant les équations de Maxwell comme un postulat de départ.

La aborderons le traitement de la lumière à partir d'une approche classique. Son évolution pourra alors
être totalement décrite par les équations vectorielles de Maxwell, et les conditions aux limites imposées par
le système. Toutefois, leur résolution est généralement très compliquée à établir, due essentiellement au
phénomène de di�raction (nous y reviendrons au cours du chapitre) [71]. Nous verrons alors que ce dernier
pourra être traité suivant un ensemble d'approximations.
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1.1 Équations de Maxwell

1.1.1 Équation de propagation

1.1.1.1 Équation d'Helmoltz

Les équations de Maxwell représentent les équations les plus générales des lois de l'électromagnétisme
classique. Elles sont au nombre de quatre et peuvent se scinder en deux groupes distincts 1.

Les deux premières correspondent donc, respectivement, à l'équation de Maxwell-Faraday et à l'équation de
conservation du �ux magnétique :

~∇× ~E(~r, t) = − ∂

∂t
~B(~r, t) (1.1)

~∇.~B(~r, t) = 0 (1.2)

Celles-ci traduisent à la fois l'existence d'un champ électrique induit par les variations temporelles d'un
champ magnétique (équation (1.1)), que l'absence de divergence des lignes de champ magnétique à partir de
n'importe quel point de l'espace (équation (1.2)).

Les deux suivantes correspondent respectivement à l'équation de Maxwell-Gauss et à l'équation de Maxwell-
Ampère :

ε0 ~∇.~E(~r, t) = ρ(~r, t) (1.3)

1

µ0

~∇× ~B(~r, t) = ~J(~r, t) + ε0
∂

∂t
~E(~r, t) (1.4)

Celles-ci traduisent à la fois la proportionnalité entre le �ux du champ électrique issu d'un volume donné et
la charge électrique totale s'y trouvant (équation (1.3)), que l'existence d'un champ magnétique induit à la
fois par la présence d'un courant électrique ~J(~r, t) et par les variations temporelles d'un champ électrique
(équation (1.4)).

Nous allons chercher à dissocier les expressions liées à la propagation de chacun des deux champs pour n'en
considérer qu'un seul.
Pour cela, nous dé�nissons un champ électrique ~E, que nous supposons polarisé linéairement en chaque point
de l'espace :

~E(~r, t) = E(~r, t) ~e(~r, t) (1.5)

avec ~e(~r, t) le vecteur polarisation, supposé constant dû à la polarisation linéaire du champ.

Ainsi, en calculant le rotationnel de l'équation (1.1), et en tenant compte de la relation suivante :

~∇×
(
~∇× ~E

)
= ~∇

(
~∇ . ~E

)
− ~∇2~E (1.6)

Nous obtenons :

~∇
(
~∇ . ~E

)
− ~∇2~E = − ∂

∂t

(
~∇× ~B

)
(1.7)

1En e�et, les deux premières peuvent être vues comme une interprétation directe du champ indépendamment des sources
émettrices, alors que les deux suivantes se présentent comme dépendantes de ces dernières.
Toutefois, rappelons que chacune d'elles possède une forme dite locale, et une forme dite intégrale. La première est employée
pour des points de l'espace bien dé�nis, revenant ainsi à approximer le milieu comme homogène, alors que la seconde est dé�nie
pour décrire les relations de passage à l'interface entre deux milieux di�érents. Nous rappellerons ici leurs expressions sous forme
locale.
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Chapitre 1 : Méthodes de modélisation

Or, nous admettons évoluer dans un milieu linéaire, homogène et isotrope, sans charge ni courant (ρ = 0 et
~J = ~0), autrement dit en absence de source. Les équations (1.3) et (1.4) se réduisent donc à :

~∇ . ~E = 0 et ~∇× ~B =
1

c2

∂

∂t
~E (1.8)

Ce qui nous amène, à partir de l'équation (1.7), à l'équation de propagation suivante :

~∇2~E − 1

c2
∂2
t
~E = 0 (1.9)

Celle-ci est appelée équation de d'Alembert, et porte sur la forme vectorielle du champ, décrivant à la fois
l'amplitude (module) et la polarisation (caractère vectoriel) de l'onde. Remarquons toutefois que cette équa-
tion est déduite des équations de Maxwell, sans pour autant en être équivalente. Une solution de (1.9) ne
sera donc pas automatiquement solution de (1.1).

La quasi-monochromaticité du champ laser va nous permettre ici de découpler les dépendances spatiale et
temporelle de l'onde. Nous ne nous intéresserons alors qu'à l'évolution spatiale en considérant la structure
temporelle comme simple (généralement suivant une distribution sinusoïdale).

Nous chercherons les solutions harmoniques de cette équation d'onde, appelées modes propres. Ainsi, en
introduisant le nombre d'onde k, nous obtenons l'équation de Helmholtz :[

∇2 + k2
]
E(~r) = 0 (1.10)

Chacune des composantes du champ pourra alors être traitée indépendamment des autres. En e�et, nous
considérons, ici, un milieu homogène d'indice de réfraction nm. Ainsi, en faisant intervenir la permittivité du
milieu ε et l'excitation électrique ~D, nous pouvons écrire à partir de (1.8) :

~∇.~E =
1

ε
~∇.(ε~E) =

1

ε
~∇.~D = 0 (1.11)

Les trois composantes du champ sont alors gouvernées par la même équation de Helmholtz (1.10), consé-
quence des équations de Maxwell. L'évolution spatio(-temporelle) de chaque composante étant identique,
nous pouvons limiter l'étude à une seule dimension de l'espace (grandeur scalaire) pour en déduire celle du
champ électromagnétique de l'onde lumineuse.

Pour comprendre l'importance de l'homogénéité du milieu, écrivons la même équation que précédemment,
mais pour un milieu inhomogène :

~∇.~E =
1

ε
~∇.(ε~E) + ~D.~∇

(
1

ε

)
= − 2

nm
~E.~∇nm (1.12)

Ce qui, reporté dans les équations de Maxwell, fait intervenir un terme supplémentaire avec ~E sous forme
vectorielle 2. Nous ne pourrions, dans un tel cas, dé�nir le champ électromagnétique sous une forme scalaire
unique.

1.1.1.2 Approximation paraxiale

Exprimons le champ électrique E comme une solution générale de l'équation de Helmholtz :

E(~r) = u(~r) exp(−ikz) (1.13)

où u(~r) est l'amplitude complexe du champ (fonction lentement variable), décrivant l'évolution spatiale du
faisceau.

2Précisons toutefois que cette expression n'est pas générale, et sous-tend une grande approximation, puisque la réponse est
supposée ici instantanée et locale.
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1.1 Équations de Maxwell

Faisons l'hypothèse que les variations de u(~r), dans la direction de propagation (Oz), sont négligeables sur
une distance de l'ordre de la longueur d'onde, devant les variations du terme en onde plane e−ikz. De la même
façon, nous supposons une faible divergence du faisceau par rapport à son axe de propagation, ainsi [72] :∣∣∣∣∂2u

∂z2

∣∣∣∣ << ∣∣∣∣2k∂u∂z
∣∣∣∣ ou

∣∣∣∣∂2u

∂x2

∣∣∣∣ ou

∣∣∣∣∂2u

∂y2

∣∣∣∣ (1.14)

On peut donc en déduire une réécriture de l'équation de propagation simpli�ée, à partir de (1.10) et (1.13),
telle que :

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
− 2ik

∂u

∂z
= 0 (1.15)

Une telle équation possède une in�nité de solutions. Toutefois, comme nous le verrons par la suite, certaines
possèderont une plus grande importance dans la description des faisceaux lasers.
En e�et, la propagation libre d'une onde électromagnétique est souvent décrite par une somme d'ondes planes,
non limitées cependant transversalement. Or, dans le cas d'un faisceau laser, la faible divergence traduit un
con�nement transverse de la répartition spatiale de l'énergie, véhiculée par le paquet d'onde. L'onde émise,
dans un tel cas, possède alors généralement une répartition d'éclairement sous forme gaussienne 3, suivant
un plan perpendiculaire à l'axe de propagation. Ainsi, la description de tels faisceaux en ondes planes est
donc inadaptée.

À dessein, nous chercherons alors une solution de la forme :

u(~r) = A(z) exp

(
−i
[
∆Φ(z) +

k

2q(z)
(x2 + y2)

])
(1.16)

∆Φ est un déphasage complexe 4, et q un rayon de courbure complexe (courbure du front d'onde et variation
d'amplitude transverse) que nous dé�nirons dans la section qui suit.

Une telle expression est issue des solutions en ondes sphériques où un développement à l'ordre 1, justi�é par
l'approximation paraxiale, a été introduit sur les facteurs de variation transverse d'amplitude et de phase.
Nous allons maintenant voir ce que représente une telle solution et en extraire et dé�nir ses principaux
termes.

1.1.2 Faisceau gaussien et modes supérieurs

1.1.2.1 Mode fondamental gaussien

Les faisceaux gaussiens ont été introduits, au même titre que les ondes planes ou sphériques, comme
une solution particulière de l'équation de propagation, dans l'approximation paraxiale. Sans redémontrer
l'ensemble des résultats, dont la littérature est déjà bien fournie depuis les années 60, nous présenterons ici
les principales relations liées aux faisceaux gaussiens.

Pour ce faire, considérons l'amplitude complexe d'une onde incidente, à pro�l gaussien et à front de phase
plan, issue du plan où le diamètre du faisceau est minimal :

u0(~r) = Aexp

(
− x

2 + y2

ω0
2

)
(1.17)

où ω0, appelé col ou waist en anglais, dé�ni la taille minimale transverse du faisceau.

3Nous verrons par la suite que cette solution, correspondant à celle de plus bas ordre, appartient à un plus grand ensemble
comportant une in�nité de solutions, décrites à partir des fonctions de Hermite-Gauss en coordonnées rectangulaires, et Laguerre-
Gauss en coordonnées cylindriques.

4Nous tenons compte ici du déphasage total dû à la propagation du champ suivant l'axe de propagation (Oz). Ainsi, nous
admettrons que l'exponentielle apparaissant dans l'équation (1.13) est maintenant contenue dans l'expression de ∆Φ
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Chapitre 1 : Méthodes de modélisation

Considérons alors que le faisceau, en propagation libre dans l'espace suivant (Oz), se retrouve en expansion dû
à sa di�raction. Ainsi, pour connaître de quelle façon la distribution du champ évolue, nous pouvons résoudre
l'intégrale de di�raction, suivant l'approximation de Huygens-Fresnel (que nous développerons dans la section
qui suit), de la forme [72] :

u(X,Y, z) =
A

iλ

eikz

z

∫∫
u0(x, y) exp

[
ik

(X − x)2 + (Y − y)2

2z

]
dx dy (1.18)

Sans développer les calculs, nous pouvons extraire de cette résolution l'expression de deux paramètres réels :

ω2(z) = ω0
2

(
1 +

z2

zR2

)
et RC(z) = z

[
1 +

(zR
z

)2
]

(1.19)

où zR = πω2
0/λ correspond à la distance de Rayleigh et décrit la divergence du faisceau.

Ces derniers représentent respectivement le rayon à 1/e du pro�l gaussien d'amplitude transverse dans le
plan d'abscisse z (�gure 1.1), et le rayon de courbure du front d'onde sur l'axe z.
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Figure 1.1 � Répartition d'intensité pour un pro�l gaussien le long d'une section droite du faisceau.

Suivant Kogelnik et al., nous pouvons alors considérer, par analogie avec les ondes sphériques, la dé�nition
suivante du rayon de courbure complexe à partir des paramètres ω et RC [73, 74] :

1

q(z)
=

1

RC(z)
− i

λ

πω2(z)
(1.20)

Ce qui nous permet de déduire, en respectant les lois de propagation (1.19) dans (1.20), une relation simple
d'évolution du paramètre q comme [72,75] :

q(z) = z + q
0

(1.21)

Ce qui, en considérant qu'en z = 0, R(z = 0) =∞ et ω2(z = 0) = ω0
2, impose que :

q(0) = q
0

= i
πω0

2

λ
(1.22)

La relation (1.21) permet alors de dé�nir, en tout point, la propagation d'un faisceau gaussien (�gure 1.2).
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1.1 Équations de Maxwell

L'évolution qui s'en suit, suivant l'axe de propagation (Oz), est ainsi caractérisée par un "étalement" trans-
verse du pro�l, accompagnée d'une décroissance de son amplitude maximale par principe de conservation de
l'énergie.
Le faisceau, alors en continuelle divergence, tend à grande distance du col (z >> zR) vers un faisceau
conique dont le demi-angle au sommet se dé�nit, lorsque z tend vers l'in�ni, comme :

tan(Γ) = lim
z→+∞

(
ω(z)

RC(z)

)
=

ω0

zR
=

λ

πω0
⇒ Γ ' λ

πω0
(1.23)

Le pro�l du faisceau converge alors vers celui d'une onde sphérique-gaussienne. Le rayon de courbure complexe
s'identi�e alors à celui du front d'onde réel RC(z), dont le centre tend vers le plan du col (�gure 1.2).
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Figure 1.2 � Paramètres intrinsèques au faisceau gaussien.

Remarque : Nous nous limitons ici à une seule dimension transverse (symétrie radiale). Or, physiquement,
le pro�l de l'onde s'étend dans les trois dimensions de l'espace, une composante longitudinale (Oz), et deux
transverses (Ox) et (Oy). Chacun des paramètres du faisceau sera donc dé�ni suivant chacune de ces dimen-
sions. Ainsi, en considérant les composantes du waist ω0x et ω0y d'une part, et leur position respective z0x

et z0y d'autre part, comme identiques, le faisceau admettra une symétrie de révolution autour de son axe de
propagation et sera dit circulaire [76]. Toutefois, en considérant des inégalités sur les composantes du waist,
le faisceau deviendra elliptique, ou encore astigmatique [77] si les positions, en plus, di�èrent.

Le faisceau que nous considérons ici, de type gaussien, présente donc une symétrie cylindrique. La composante
radiale dans le plan transverse est alors dé�nie comme r = x2 + y2. L'équation (1.15), pour un champ
cylindrique, devient donc :

1

r

∂

∂r

(
r
∂u

∂r

)
− 2ik

∂u

∂z
= 0 (1.24)
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Chapitre 1 : Méthodes de modélisation

Ainsi, en reportant la solution (1.16) sous forme cylindrique :

u(r, z) = A(z) exp

(
−i
[
∆Φ(z) +

k r2

2q(z)

])
= A(z) exp

(
−i
[
∆Φ(z) +

k r2

2RC(z)

]
− r2

ω2(z)

)
(1.25)

dans l'équation (1.24), nous en déduisons l'expression fondamentale (au premier ordre en (r/RC)2) de l'onde
sphérique gaussienne [72] :

u(r, z) = A0
ω0

ω(z)
exp

(
− r2

ω2(z)

)
exp

(
−i
[
kz +

kr2

2RC(z)
− Arctan

(
z

zR

)])
(1.26)

Le facteur inversement proportionnel à ω(z) est un facteur de normalisation, la première exponentielle est un
terme lié au caractère gaussien de l'onde, et la deuxième exponentielle comprend respectivement un terme
de propagation, un suivant lié au caractère en onde sphérique et en�n un terme purement gaussien appelé
phase de Gouy.

1.1.2.2 Modes propres d'ordre supérieur

Au-delà du mode fondamental décrit précédemment, l'équation (1.15) admet d'autres solutions plus
complexes que l'on appelle modes d'ordre supérieur. Celles-ci dé�nissent une famille de solutions à base de
polynômes d'Hermite en coordonnées cartésiennes, ou de Laguerre en coordonnées cylindriques, formant une
base orthogonale complète [72]. Ainsi, chaque mode pourra être vu comme une combinaison linéaire de ces
modes.

L'expression de l'amplitude complexe normalisée, en coordonnées cartésiennes, s'écrit alors comme :

umn(r, z) =

(
2

π

)1/2 ( 1

2m+nm!n!

)1/2 1

ω(z)
× Hm

(√
2x

ω(z)

)
× Hn

(√
2y

ω(z)

)
...

× exp

(
−i
[
∆Φmn(z) +

k r2

2q(z)

]) (1.27)

où Hn sont les polynômes d'Hermite d'ordre n, dé�nis comme suit :

Hn(x) = (−1)n ex
2 ∂n

∂xn
e−x

2
= n!

n/2∑
p=0

(−1)p
(2x)n−2p

p!(n− 2p)!
(1.28)

Nous retrouvons clairement le mode fondamental gaussien en posant n = 0, soit H0(x) = 1.
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1.1 Équations de Maxwell

Figure 1.3 � Représentation des pro�ls d'intensité du mode fondamental gaussien TEM00 et de trois modes
d'Hermite-Gauss d'ordre plus élevé. Une représentation a été faite dans le plan transverse (x,y), où l'amplitude des
maxima est caractérisée par une couleur tendant d'autant plus vers le rouge qu'elle sera élevée. Chaque polynôme
d'Hermite d'ordre n possède n zéros. L'intensité d'un mode Imn présente donc, dans le plan transverse, une
structure formée respectivement de (m+1) et (n+1) maxima suivant les directions y et x.

Notons que les fonctions ω(z) et RC(z) sont équivalentes à celles du mode fondamental, et sont par conséquent
des caractéristiques générales des modes gaussiens. Toutefois, nous pouvons souligner le fait que la courbure
du front d'onde soit indépendante du mode considéré, alors que la phase en dépend à travers le terme
gaussien :

∆Φmn(z) = kz − (m+ n+ 1)Arctan

(
z

zR

)
(1.29)

Comme nous l'avons déjà précisé auparavant, une autre famille de solutions de l'équation paraxiale
est donnée par la base des modes de Laguerre-Gauss. Les solutions peuvent alors s'écrire, en coordonnées
cylindriques, sous la forme :

ulm(r, φ, z) =

(
2

π

)1/2 ( l!

(1 + δ0m) (l +m)!

)1/2 1

ω(z)

(√
2r

ω(z)

)m
× Ll

m

(
2r2

ω2(z)

)
...

× exp
(
−i
[
kz − (2l +m+ 1)Arctan

(
z

zR

)
+

kr2

2q(z)
− mφ

]) (1.30)

où les entiers l et m ∈ N, et correspondent respectivement aux indices radial et angulaire ; les quantités q, ω
et zR sont identiques au cas précédent avec les solutions Hermite-gaussiennes ; les fonctions Llm dé�nissent
quant à elles les polynômes de Laguerre généralisés tels que :

Ll
m(x) =

x−m

l!
ex

∂l

∂xl
(xl+m e−x) (1.31)

Et en�n, δlm correspond au symbole de Kronecker, dé�nissant la condition d'orthonormalité de ces fonctions :∫ +∞

−∞
u∗l (r, φ, z) um(r, φ, z) dr = δlm (1.32)

avec δlm = 1 si l = m, et 0 sinon.
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Chapitre 1 : Méthodes de modélisation

Figure 1.4 � Représentation des pro�ls d'intensité des neuf premiers modes de Laguerre-Gauss, dans le plan
transverse (x, y). Nous constatons que pour m = 0, les modes présentent une symétrie cylindrique et les pro�ls
d'intensité sont caractérisés par une tache centrale entourée de l anneaux concentriques. Pour m 6= 0, ceux-ci sont
dé�nis par (l + 1) anneaux (sans tache centrale), dont chacun est parcouru de 2m maxima.

Au �nal, nous voyons que ces solutions peuvent être écrites comme un produit entre le mode gaussien
fondamental et des polynômes (1.27 et 1.30). Mathématiquement, comme nous l'avions avancé en début
de paragraphe, ces fonctions Hermite-gaussienne et Laguerre-gaussienne forment une base hilbertienne dans
l'espace des fonctions de carré sommable. Ainsi, il sera possible de passer linéairement de l'une de ces fonctions
à l'autre.
D'un point de vue plus physique, l'emploi d'une de ces fonctions plutôt qu'une autre se présentera comme une
alternative au développement d'un champ électrique en propagation libre, suivant la symétrie présentée par le
système. Ainsi, pour un champ à symétrie cylindrique, nous opterons naturellement pour un développement
dans la base de Laguerre-Gauss. En revanche, dès que cette symétrie sera brisée, dans le cas de l'insertion
d'un diaphragme rectangulaire ou encore d'une injection en cavité hors axe, la base de Hermite-Gauss sera
plus adaptée.

De façon générale, un tel faisceau aura l'avantage de garder un pro�l d'intensité gaussien tout au long de
sa propagation en espace libre, sans que celui-ci ne change. Seul le rayon évoluera. Notons par ailleurs que
son passage à travers un simple élément optique (lentille sans aberration, etc.) n'a�ectera pas plus sa forme
générale qui restera de pro�l gaussien en sortie.

Nous venons de rappeler les principes élémentaires d'évolution d'une onde électromagnétique à pro�l gaussien,
dans l'approximation paraxiale. Ainsi, nous allons maintenant chercher à étudier comment un tel faisceau
se déforme au cours de sa propagation dans l'espace libre, et à la traversée d'éléments optiques tels que des
lentilles. Pour ce faire, nous commençerons par introduire la méthode de calcul matriciel, très e�cace dans
la simpli�cation des calculs pour les systèmes linéaires.
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1.2 Approche matricielle

1.2 Approche matricielle

Dès la �n du xviie siècle, une nouvelle branche des mathématiques voit le jour, dont l'approche prévoit
une simpli�cation dans la résolution des équations linéaires. La théorie des matrices se développe ainsi en
s'étendant à l'ensemble de la communauté scienti�que. L'application en optique fut évidente dû au caractère
linéaire des lois de la réfraction et de la ré�exion dans les conditions de Gauss 5 (conditions de stigmatisme
approché). Ainsi, elle sera appliquée à la propagation d'un rayon lumineux dans l'approximation de l'optique
géométrique paraxiale.

Dans les années 60, à l'aube du développement des premiers lasers, cette théorie sera étendue à la propa-
gation de faisceaux gaussiens au sein d'un résonateur optique [73, 78]. L'intérêt majeur de cette approche
réside dans la simpli�cation des calculs permettant alors d'obtenir une relation entre un plan objet et un
plan image séparés par un système optique complexe. Toutefois, cette démarche sera totalement opaque au
comportement du faisceau à l'intérieur du système, et donc inadaptée à toute interprétation physique. Elle ne
se présentera ainsi que comme une simple alternative de calcul pour obtenir rapidement le pro�l d'évolution
d'une image en sortie de système.

Nous proposons ici de suivre cette démarche appliquée au rayon de courbure complexe q, lié au faisceau
gaussien [79�81].

1.2.1 Matrice de transfert d'un système optique centré

1.2.1.1 Relation de passage

La méthode matricielle fut initialement établie en optique géométrique pour décrire la propagation de
rayons lumineux à travers divers systèmes optiques paraxiaux (lentilles, miroirs, etc.). Dans cette approche,
chaque élément du système est caractérisé par une matrice de transfert, et le système global est dé�ni par
une matrice égale au produit des matrices de chacun de ses éléments. La connaissance de cette matrice
de transfert va alors nous permettre de déterminer systématiquement les éléments cardinaux d'un système
optique centré quelconque.

Ainsi, à chaque plan i de référence, un rayon sera caractérisé par sa position transverse ri, et son angle
optique nmiαi, correspondant au produit entre l'indice du milieu et l'angle d'inclinaison par rapport à l'axe
de propagation (Oz) 6 (�gure 1.5). Dans les conditions de Gauss, autrement dit pour des angles incidents
faiblement inclinés sur l'axe optique, les relations liant ces derniers paramètres étant linéaires, nous pouvons
poser [72,73,75] :

(
r2

nm2 α2

)
= M

(
r1

nm1 α1

)
=

(
A B
C D

) (
r1

nm1 α1

)
(1.33)

où la matrice M caractérise complètement le système optique traversé.

Plusieurs méthodes existent pour calculer cette matrice de transfert, toutefois, au-delà d'une détermination
expérimentale, l'approche analytique la plus courante reste le calcul par identi�cation des termes A, B, C et
D à partir de considérations géométriques et des lois de Snell-Descartes [75].

5Nous rappelons ici que les lois de Snell-Descartes traduisent le changement de direction, par ré�exion et par réfraction,
d'un rayon lumineux rectiligne, à la traversée d'un dioptre séparant deux milieux homogènes. Pour ce qui est de la loi de la
réfraction, dans le cas d'un rayon arrivant avec un angle d'incidence i1 à la surface entre deux milieux d'indices n1 et n2, et
émergent avec un angle i2, nous avons : n1sin(i1) = n2sin(i2). Ce qui amène dans les conditions de Gauss à : n1i1 ' n2i2.

6Les paramètres r et α que nous considérons ici sont deux grandeurs réelles, car nous estimons que les rayons sont contenus
dans le plan méridien (Ozr). Bien évidemment, si nous souhaitons passer en coordonnées cartésiennes, nous pourrons assimiler
autant la coordonnée radiale r que celle angulaire α, de façon équivalente, aux coordonnées transverses (x ou y) et leur équivalent
angulaire. Ainsi, si nous avions considéré l'espace tridimensionnel, nous aurions fait intervenir des grandeurs complexes telles
que : r = rx + iry et α = αx + iαy.
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Figure 1.5 � Propagation d'un rayon lumineux arrivant sur un système optique homogène par morceaux.

Remarque : Dans certains ouvrages, les auteurs ont choisi de considérer, dans l'expression des vecteurs
colonnes liés aux faisceaux en entrée et sortie de système, une notation avec l'angle d'inclinaison αi, plutôt
que l'angle optique nmiαi. Ce choix n'a pas retenu notre attention essentiellement pour les raisons suivantes :

i) le déterminant des matrices n'est plus généralement égal à 1, mais au rapport des indices
dé�nissant les deux milieux ;

ii) la vergence ne s'obtient plus directement par l'opposé de l'élément C de la matrice de
transfert M ;

iii) la matrice de réfraction d'un dioptre plan n'est plus égale à la matrice unité.

1.2.1.2 Application au faisceau gaussien

Nous allons à présent exposer de quelle manière il est possible d'appliquer ce même formalisme matriciel
à l'étude des faisceaux gaussiens.
Pour ce faire, nous allons commencer par rappeler les conditions de propagation d'un faisceau sphérique,
dans un milieu homogène, dans l'approximation de l'optique géométrique. La variation des fronts d'onde de
tels faisceaux se propageant le long de l'axe peut se traduire à travers les éléments de la matrice de rayons
(1.33).

Pour cela, considérons en premier lieu la propagation libre d'une onde sphérique, prise à deux positions de
fronts de phase di�érentes, caractérisés par des rayons de courbures RC1 et RC2 , et séparés d'une distance
∆z (�gure 1.6).
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Figure 1.6 � Deux fronts d'onde sphériques issus d'une même source et de rayons de courbure respectifs RC1

et RC2
. Les intersections respectives avec l'axe optique (Oz) sont espacées d'une grandeur ∆z.

Il apparaît évident que la transformation pour passer du rayon de courbure RC1 au rayon RC2 est :

RC2 = RC1 + ∆z (1.34)

où le rayon est compté positivement s'il est issu de la gauche (front concave), et négativement dans le cas
contraire (front convexe).

De la même façon, propageons un même faisceau de rayon de courbure RC1 , arrivant sur une lentille mince
de focale f . Le faisceau émergeant en sortie de lentille préservera sa forme sphérique. Toutefois, son rayon
de courbure se sera modi�é, à partir des relations de conjugaison, tel que :

1

RC2

=
1

RC1

− 1

f
(1.35)

Considérons maintenant que ce faisceau traverse un système optique quelconque, dans les conditions pa-
raxiales, comme sur la �gure 1.7.
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Figure 1.7 � Transformation d'une onde sphérique passant à travers un système optique paraxial. Nous avons
représenté en particulier la transformation d'un des rayons composant le faisceau, et dé�ni par des paramètres
incidents (r1 , nm1

α1), et émergents (r2 , nm2
α2).
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Il apparaît alors que le même raisonnement, identique à celui e�ectué pour les rayons paraxiaux, peut être
étendu aux ondes sphériques.
Ainsi, nous pouvons déduire de la forme matricielle précédente en (1.33) le système suivant :

r2 = Ar1 + B nm1α1

nm2α2 = C r1 + Dnm1α1

(1.36)

Ce qui nous amène, en e�ectuant le rapport des deux égalités à :

r2

nm2α2
=

A (r1/nm1α1) + B

C (r1/nm1α1) + D
(1.37)

Ce qui nous permet de poser la loi de propagation suivante pour un faisceau sphérique :

RC2

nm2

=
A (RC1/nm1) +B

C (RC1/nm1) +D
(1.38)

où nous avons considéré RC1 ' r1/α1 et RC2 ' r2/α2 en limite d'approximation paraxiale.

Nous allons à présent étendre cette étude aux faisceaux gaussiens [79, 82]. Comme nous l'avions rappelé
dans la section (1.1.2), il est commun d'exprimer le paramètre gaussien q sous une relation simple d'évolution
telle que :

q(z) = q
0

+ z (1.39)

où nous avions �xé q
0
comme étant le paramètre gaussien au niveau du waist.

Par la même, nous pouvons considérer non plus l'évolution du faisceau gaussien à partir du plan du waist,
mais entre deux plans quelconques de l'espace. Ainsi, dû à la linéarité de l'équation (1.39), nous pouvons
écrire :

q
2
(z) = q

1
(z) + z (1.40)

De la même façon, la propagation d'un faisceau gaussien à travers une lentille mince s'e�ectuera par une
évolution de ses paramètres intrinsèques. Ainsi, sa largeur de faisceau ω restera inchangée, alors que les
rayons de courbure du front d'onde suivront la loi d'évolution des rayons de courbure dans le cas d'une onde
sphérique (équation (1.35)). Ce qui nous permet de déduire la loi d'évolution des faisceaux gaussiens, via les
lentilles minces, telle que [73] :

1

q
2

=
1

q
1

− 1

f
(1.41)

Nous ressortons de ces deux équations (1.40) et (1.41), en parallèle avec les équations respectives (1.34) et
(1.35), un comportement évolutif du paramètre q similaire à celui observé pour le rayon de courbure d'un
faisceau sphérique.

Ce qui nous amène à dé�nir, de manière équivalente à (1.38), pour un faisceau gaussien [72,74,75] :

q
2

nm2

=
A
(
q

1
/nm1

)
+B

C
(
q

1
/nm1

)
+D

(1.42)

où nm1 et nm2 représentent respectivement les indices de réfraction des milieux initial et �nal. Les quatre
éléments A, B, C et D correspondent aux composantes de la matrice (unitaire) de transfertM entre les plans
(P1) et (P2), situés respectivement en entrée et en sortie du système optique centré (�gure 1.8). Toutefois,
l'absorption du milieu étant négligée, la matrice M sera dé�nie comme réelle [72].
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Cette forme généralisée de la propagation d'un faisceau gaussien entre deux plans de l'espace, séparés par un
système optique quelconque, est appelée loi ABCD. Son établissement nous a permis de montrer une analogie
entre la loi d'évolution du paramètre complexe gaussien q, et celle à laquelle obéit une onde sphérique suivant
l'optique géométrique.
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Figure 1.8 � Propagation d'un faisceaux gaussien arrivant sur un système optique quelconque compris entre un
milieu incident d'indice nm1

et un milieu émergent d'indice nm2
.

Nous pouvons alors dé�nir l'ensemble des paramètres d'un faisceau gaussien propagé, à partir de la loi de
propagation entre le rayon de courbure complexe dé�ni en entrée et en sortie d'un système optique dont les
caractéristiques sont connues (distance focale et plans principaux).
Rappelons ainsi, à titre d'exemple, le cas de la transformation d'un faisceau gaussien par une lentille mince
convergente de focale f (�gure 1.9). Nous savons alors que les plans principaux sont confondus avec le plan
contenant le centre de la lentille. Les éléments dé�nissant le système vont ainsi nous permettre de déduire
assez facilement les composantes de la matrice de transfert ABCD. Ce qui nous amène, à partir des équations
(1.39) et (1.42) 7, aux équations de transformations entre les paramètres de faisceau en entrée de système
(ω0 et σ0), et ceux en sortie (ω1 et σ1) :


ω1 = ω0

f√
σ2

0 + z2
R

σ1 = σ0
f2

σ2
0 + z2

R

(1.43)

où σ0 et σ1 représentent, respectivement, les distances waist objet-foyer objet et foyer image-waist image.

7En revenant à une condition générale où les paramètres ABCD restent quelconques, nous pouvons remonter à la relation
homographique, liant la position d'un point objet à celle d'un point image, des faisceaux non gaussiens en posant zR = 0.
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Figure 1.9 � Transformation des paramètres (ω0 et σ0) d'un faisceau gaussien au passage à travers une lentille
mince convergente.

1.2.2 Con�nement transversal d'un faisceau gaussien par un ensemble de lentilles équi-
distantes

Bien que naturellement peu divergeant, il est souvent nécessaire de contenir une grande partie de l'énergie
d'un faisceau laser au cours de sa propagation. Cela est réalisé généralement par l'emploi d'un résonateur
optique, autrement dit, d'une cavité formée par deux miroirs en opposition. Ainsi, si les rayons de courbure
des ré�ecteurs coïncident avec celui du front d'onde du faisceau propagé, et que le déphasage accumulé par
ce dernier sur un aller-retour de cavité est un multiple entier de 2π, alors le champ entrera en résonance avec
la cavité 8. Celui-ci restera donc con�né au sein du résonateur, et présentera une évolution périodique de son
champ. Cela véri�e les conditions de stabilité du faisceau.

Nous chercherons, dans un premier temps, à obtenir des pro�ls de champ périodiques, tout en admettant
l'homogénéité du milieu environnant (nm1 = nm2 = nm). Cela revient à considérer que les rayons restent
con�nés proches de l'axe, au cours de la propagation, à travers les divers éléments optiques. Pour cela, nous
pouvons commencer par établir l'analogie, bien connue, entre une cavité dépliée et un ensemble de lentilles
équidistantes (�gure 1.10) [73,83].

8Nous verrons par la suite que le déphasage accumulé sur un aller-retour de cavité peut également prendre une valeur
rationnelle, et plus simplement entière, de 2π dans le cas des cavités fractionnellement dégénérées [78].
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Figure 1.10 � Schéma d'équivalence entre un résonateur optique à miroirs sphériques et un réseau de lentilles
équidistantes. Les propriétés du rayon, en propagation con�née, sont dé�nies par sa position rN et son inclinaison
par rapport à l'axe optique αN . Et cela, dans chaque région N du réseau, ou N-ième ré�exion dans la cavité. Les
miroirs composant cette dernière sont dé�nis par un rayon de courbure tel que : RC1

= 2f1 et RC2
= 2f2.

Cela revient à considérer qu'au bout d'une période, nous retrouvons exactement le même rayon de courbure
complexe qu'initialement. Cela est équivalent au cas des cavités optiques où, après un aller-retour du fais-
ceau entre les deux miroirs, un mode se déphase d'un multiple entier (cavité simple), ou rationnel (cavité
fractionnaire), de 2π, a�n d'établir des conditions d'interférences constructives au sein du résonateur. Nous
pouvons donc écrire, à partir de (1.42) :

q̂ =
Aq̂ +B

Cq̂ +D
(1.44)

où nous dé�nissons le paramètre réduit q̂ = q/nm.

La résolution du polynôme d'ordre deux en résultant nous amène à la condition de stabilité bien connue dans
le cas des cavités, soit :

|A+D| < 2 ⇒ |Tr(M)| < 2 (1.45)

où Tr(M) représente la trace de la matrice de transfert M.

Ce résultat est issu du fait que les solutions doivent être complexes pour que le faisceau existe, impliquant
que le discriminant soit négatif.

Toutefois, une autre possibilité revient à injecter le faisceau non plus sur l'axe, mais désaxé d'un certain angle
par rapport à l'axe optique. Cela fut initialement étudié par Herriott et al., en 1964, dans le but d'obtenir
une haute dégénérescence de modes transverses excités, appartenant à di�érents modes longitudinaux (sec.
2.1.5) [78]. Il fut démontré, entre autre, qu'il était possible, dans le cas d'une injection de faisceau hors
axe, de dé�nir des paramètres de système pour lesquels la cavité serait ré-entrante. Ainsi, le faisceau peut se
reboucler spatialement sur lui-même après N allers-retours. Toutefois, les points d'impact liés au faisceau sur
les miroirs dé�niront un schéma suivant une géométrie elliptique, contrairement au cas sur axe caractérisé
par une trajectoire circulaire.
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1.2.3 Propagation d'un faisceau gaussien à travers une lentille boule

L'approximation en lentille mince peut se justi�er lorsque son épaisseur est négligeable devant les di-
mensions du système d'étude. Or, dès qu'elles deviennent du même ordre de grandeur, on ne pourra plus
négliger la propagation des rayons lumineux à l'intérieur de la lentille, qui sera alors approximée à une lentille
boule. Il apparaît évident que sa distance focale en sera changée, ainsi, déterminons en quoi les conditions
de stabilité peuvent évoluer lorsque l'approximation en lentille mince n'est plus valable.
Pour cela, commençons par établir l'expression de la matrice de transfert liée à une lentille boule de rayon ρ.
Nous considérons que cette dernière est constituée de deux dioptres sphériques, délimitant un milieu interne
d'indice de réfraction nb d'un milieu extérieur d'indice nm.

Mboule =


1 + 2

nm − nb
nb

2 ρ
nm
nb

2
nm − nb
ρnb

1 + 2
nm − nb
nb

 (1.46)

L'expression de cette matrice a été obtenue en �xant l'espacement entre les deux dioptres à 2 ρ, revenant à
considérer le cas d'une sphère idéale. L'analyse dimensionnelle des éléments matriciels nous indique que les
éléments B et C sont respectivement homogènes à une longueur, et l'inverse d'une longueur. Le premier est
lié à la distance entre les sommets de chaque dioptre, et le deuxième à la vergence du système optique [72,75].
De la même façon, une propriété générale sur les systèmes centrés nous permet d'avancer que l'élément C
est identique, quels que soient les plans de références considérés.

Pour montrer cela, nous allons considérer la propagation d'un rayon lumineux entre deux milieux, d'indices
respectifs nm1 et nm2 , et séparés par un système optique paraxial quelconque. Nous nous intéresserons
simplement à la transformation de points particuliers, dé�nissant l'intersection du rayon avec l'axe optique
avant (point A1), et après (point A2) le système optique (�gure 1.11).
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Figure 1.11 � Propagation d'un rayon lumineux interceptant l'axe optique aux points A1 et A2, respectivement
situés avant et après un système optique paraxial quelconque caractérisé par une matrice de transfert ABCD.
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En considérant que les points A1 et A2 se trouvent respectivement à une distance d1 de la face d'entrée et
d2 de celle de sortie du système optique, nous pouvons calculer la matrice de transfert M caractérisant la
propagation entre les deux points :

M11 M12

M21 M22

 =

1 d2/nm2

0 1

 A B

C D

 1 d1/nm1

0 1



=


A + C

d2

nm2

A
d1

nm1

+ C
d1d2

nm1nm2

+ B + D
d2

nm2

C C
d1

nm1

+ D


(1.47)

Il est clair que seul l'élément M21, de la matrice de transfert M, est indépendant du parcours du rayon,
autrement dit de la distance (A1A2). Il représente donc une caractéristique intrinsèque au système. Nous
pouvons alors en déduire l'expression de la focale, dans le cas où les milieux extrêmes sont identiques, à
partir de la relation V = 1/f .

Nous observons, en premier lieu, que l'expression de la focale dans le cas d'une lentille boule :

f = −1

2

ρnb
nm − nb

(1.48)

di�ère de celle d'une lentille mince d'un facteur n = nm/nb.

Ici, les calculs ont été e�ectués en considérant un espacement, entre les deux sommets des dioptres, égal à
2 ρ pour le cas de la lentille épaisse, et tendant vers 0 pour celui en lentille mince. Ainsi, pour nm < nb ,
nous avons fmince < fépaisse.

Suite à cela, il su�t de considérer une matrice de propagation libre sur une distance d, et de multiplier
cette dernière avec celle de la lentille boule pour obtenir la matrice de transfert liée à une maille élémentaire
composée d'une seule lentille (�gure 1.12).
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Figure 1.12 � Représentation d'une maille élémentaire dans un réseau de lentilles boules équidistantes et iden-
tiques (rayon ρ et indice de réfraction nb). La matrice de transfert [M], dé�nie pour chaque maille du réseau, est
donc le produit de la matrice de propagation libre [Tprop] sur une distance d, par la matrice propre à la lentille
sphérique [Mboule].

La résolution du polynôme caractéristique nous permet d'obtenir, à partir des valeurs propres, les conditions
de stabilité suivantes :


d < 4nm f pour une lentille mince

d < 4 f/n pour une lentille épaisse
(1.49)

Nous en déduisons que dans le cas d'une lentille boule épaisse, l'intervalle sur lequel nous pourrons obtenir
des conditions de stabilité du faisceau sera plus restreint que dans le cas d'une lentille mince (car n = nb/nm
et nb > 1). Nous pouvons constater cela à partir de la �gure 1.13, où nous observons signi�cativement une
diminution de l'espacement maximal entre billes dé�nissant un équilibre stable dans le système, en fonction
de l'augmentation de l'indice de réfraction relatif n. Nous pouvons justi�er ce résultat à partir d'une simple
interprétation géométrique, en considérant que le faisceau est refocalisé après chaque passage de lentille
d'autant plus fortement que le gradient d'indice augmente. Les espacements des billes à l'équilibre s'en
trouvent alors diminués.
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Figure 1.13 � Représentation de la périodicité maximale du réseau accessible pour préserver un état d'équilibre
stable, en fonction des variations de l'indice de réfraction relatif, dans le cas de l'approximation en lentille mince
et en lentille boule.

Observons, à présent, le cas d'une propagation à travers, non plus une maille, mais N mailles élémentaires.

1.2.4 Propagation à travers plusieurs mailles élémentaires

1.2.4.1 Matrice de transfert et plans de référence

Nous venons de voir que le rayon de courbure complexe réduit satisfait à l'équation (1.42) :

q̂
2

=
A q̂

1
+ B

C q̂
1

+ D
(1.50)

Ces résultats, établis sur une période, peuvent bien évidemment être généralisés sur un plus grand nombre de
périodes. En posant q̂

0
le rayon de courbure complexe initial, et q̂

N
et q̂

N+1
les rayons de courbure complexes

respectivement dans les N-ième et (N+1)-ième plans de référence, nous pouvons écrire [72] :

q̂
N+1

=
A q̂

N
+ B

C q̂
N

+ D
=

AN+1 q̂0
+ BN+1

CN+1 q̂0
+ DN+1

, ∀ q̂(z) avec z ∈ période (1.51)

où les éléments (A, B, C, D) correspondent à la matrice de transfert M dé�nie sur une période, et ceux
notés (AN+1, BN+1, CN+1, DN+1) à la matrice de transfert MN+1 dé�nie sur (N + 1) périodes.

En e�et, il peut être aisé de montrer que si une matrice M1 permet de transformer q̂
1
en q̂

2
, et que si une

matrice M2 permet pareillement de transformer q̂
2
en q̂

3
, la matrice M3, alors dé�nie par le produit des

deux précédentes, va permettre le passage direct de q̂
1
à q̂

3
.

En résumé, si nous cherchons à exprimer le paramètre gaussien en un plan donné q̂
N
, en fonction du pa-

ramètre initial q̂
0
, nous devrons calculer la matrice totale MN comme le produit des matrices élémentaires

liées à chaque transformation.

En d'autres termes, suivant le plan de référence initial que nous considérons, la matrice de transfert ne sera
pas dé�nie de la même façon (�gure 1.14).

36



Chapitre 1 : Méthodes de modélisation

Z

(P
1 
) (P

1 
') (P

2 
) (P

2 
')

L
1

L
2

[ M ]

[ Tprop1
 ] [ Tprop2

 ]

[ M' ]

Figure 1.14 � Transformation d'un faisceau gaussien, à travers un système optique, suivant divers plans de
référence.

Établissons alors le liens entre les matrices M et M′.

Pour cela, commençons par dé�nir le passage libre entre deux plans :

q̂
P1
′ =

t11 q̂P1
+ t12

t13 q̂P1
+ t14

; q̂
P2
′ =

t21 q̂P2
+ t22

t23 q̂P2
+ t24

(1.52)

où les éléments (t11, t12, t13, t14) et (t21, t22, t23, t24) correspondent respectivement aux matrices de propa-
gation libre Tprop1 et Tprop2 .

De la même façon, dé�nissons le passage à travers une lentille :

q̂
P2

=
A q̂

P1
+ B

C q̂
P1

+ D
; q̂

P2
′ =

A′ q̂
P1
′ + B′

C ′ q̂
P1
′ + D′

(1.53)

où les éléments (A,B,C,D) et (A′,B′,C ′,D′) correspondent respectivement aux matrices de transfertM etM′.

Ainsi, nous en déduisons la transformation des propriétés du faisceau entre deux plans séparés par une
lentille. Pour cela, établissons les matrices de transfert U entre les plans (P

1
') et (P

2
), puis V entre les

plans (P
1
) et (P

2
) :

U = T−1
prop2

M′ ⇒ V = T−1
prop2

M′ Tprop1 (1.54)

Ce qui nous amène à :

V = M = T−1
prop2

M′ Tprop1 (1.55)

Nous reconnaissons ici la formule d'un changement de base. Ainsi, faire un changement de base sur M
correspond donc à changer les plans (P

1
) et (P

2
) en (P

1
') et (P

2
').
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1.2.4.2 Systèmes focalisant périodiques stable et instable

Par conséquent, un tel problème de matrices en cascade peut se résoudre analytiquement, en cherchant
les valeurs et vecteurs propres de la matrice M [72]. De façon équivalente, nous chercherons une base de
vecteurs propres ξ, que nous associons au paramètre q̂, et valeurs propres correspondantes Λ, satisfaisant
l'équation propre suivante :

M ξ = Λ ξ ⇒ (M− Λ1) ξ = 0 (1.56)

L'équation (1.56) possède alors une solution ξ non nulle, si et seulement si le déterminant de la matrice
(M− Λ1) est posé égal à zéro. Il s'en suit le polynôme caractéristique :

(−1)2 Λ2 + (−1)1 Λ1 Tr(M) + det(M) = 0 (1.57)

où Tr(M) = A+D, et det(M) = 1 (matrice unitaire).

En résolvant le polynôme obtenu en (1.57), et en posant β = (A + D)/2, nous déduisons les solutions
suivantes :

Λ± = β ±
√
β2 − 1 (1.58)

À partir de quoi, nous pouvons poser :

ξ
N

= MN ξ
0

= P−1

(
ΛN

+ 0
0 ΛN

−

)
P ξ

0
(1.59)

où ξ0 est un vecteur initial associé à q̂
0
, P est la matrice de passage unitaire, et Λ± les deux valeurs propres

de M constituant la matrice diagonale D.

Nous obtenons donc, suivant les valeurs de β, deux types de solutions que nous allons maintenant développer
[72].

Système stable En l'occurence, si β2 < 1, soit |β| < 1, les racines seront complexes conjuguées. Ce qui
nous amène à poser Λ− = Λ∗+, pouvant se mettre sous la forme Λ± = e±iθ. Cela implique que |Λ±| = 1, et
que les solutions sont périodiques. Notons toutefois que leur période ne sera pas forcément égale à celle de
la chaîne de lentilles.
En considérant que le vecteur initial puisse s'exprimer comme une combinaison linéaire des deux vecteurs
propres ξ±, associés à chacune des deux valeurs propres Λ±, tel que :

ξ
0

= c+ ξ+
+ c− ξ− (1.60)

nous pouvons en déduire l'expression de tout vecteur, dans un tel système périodique :

ξ
N

= c+ ΛN
+ ξ

+
+ c− ΛN

− ξ− (1.61)

Ce qui, ramené aux valeurs propres précédentes, nous donne :

ξ
N

= c+ e
+iNθ ξ

+
+ c− e

−iNθ ξ− = ξ
0
cos(Nθ) + p̂

0
sin(Nθ) (1.62)

avec p̂
0

= i (c+ ξ+
− c− ξ−), et c+ et c− des coe�cients réels.
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Système instable En revanche, si β2 ≥ 1, soit |β| ≥ 1, les racines seront réelles. Or, sachant que Λ+Λ− = 1,
nous pouvons poser Λ− = Λ−1

+ , que nous pouvons écrire sous la forme Λ± = e±θ. Ce qui, en suivant le même
raisonnement que précédemment, nous permet de traduire la propagation d'un rayon quelconque dans un
système périodique :

ξ
N

= c+ e
+Nθ ξ

+
+ c− e

−Nθ ξ− = ξ
0
cosh(Nθ) + p̂

0
sinh(Nθ) (1.63)

Dans de telles conditions d'instabilité, au cours de la propagation du rayon sur les N périodes, il va être
amené à s'éloigner successivement de l'axe suivant une divergence exponentielle, jusqu'à sortir du système.

Les vecteurs propres, associés aux valeurs propres précédentes, s'obtiennent alors :

M ξ± = Λ± ξ± avec ξ± =

(
ξ

1±

ξ
2±

)
(1.64)

Soit :


A ξ

1±
+ B ξ

2±
= Λ± ξ1±

C ξ
1±

+ D ξ
2±

= Λ± ξ2±

⇒


ξ

2±
= ξ

1±

(Λ± −A)

B

ξ
2±

= ξ
1±

C

(Λ± −D)

(1.65)

Ce qui nous amène, en normalisant par rapport à ξ
2±

(soit ξ
2±

= 1), aux vecteurs propres suivants :

ξ± =


B

(Λ± −A)

1

 =


(Λ± −D)

C

1

 (1.66)

Il est important de préciser que d'un point de vue purement physique, la seule solution acceptable est celle
pour laquelle la partie imaginaire du "vecteur propre", que nous associons au rayon complexe q̂, est positive.
Sans quoi, la largeur du faisceau ω ne serait plus dé�nie.

39



1.3 Di�raction et principe de Huygens-Fresnel

1.3 Di�raction et principe de Huygens-Fresnel

Nous venons ainsi de rappeler les conditions de propagation d'un faisceau gaussien dans l'espace libre
et à travers un système optique paraxial quelconque. Or, un des intérêts majeurs reste de caractériser son
évolution au contact d'objets transparents ou non.

1.3.1 Exemples généraux de di�raction

Lorsque la lumière rencontre un obstacle, celle-ci est soumise à un ensemble de phénomènes liés à l'in-
teraction avec les composants élémentaires de ce dernier (absorption, di�usion, dispersion, etc.). Or, la
comparaison des dimensions intrinsèques de l'obstacle, devant celle de la lumière (typiquement sa longueur
d'onde), va jouer un rôle prépondérant dans l'interprétation de l'image obtenue au-delà de l'objet. En ef-
fet, un des phénomènes les plus remarquables et complexes, en optique, reste celui de la di�raction lié au
comportement d'une onde interagissant avec un obstacle.
Comme nous le verrons dans la section qui suit, l'ensemble de la surface de l'obstacle, soumise au rayon-
nement lumineux, peut être vue comme une in�nité de points, se comportant chacun comme une source
secondaire. Ces derniers réémettent ainsi une in�nité d'ondes sphériques dans tout l'espace. De ce fait, ces
ondes interfèreront de manière à créer une �gure de di�raction spéci�que, sur un écran situé en aval de
l'obstacle.

Un exemple notoire est celui d'un faisceau lumineux passant à travers un écran percé d'un trou (diaphragme).
La �gure de di�raction qui en suit est alors directement dé�nie par la géométrie du système (forme et
dimension(s) du trou). Tant que la taille de l'ouverture reste grande devant la longueur d'onde, l'image
observée conserve globalement un pro�l similaire à celui du trou. En revanche, lorsqu'elle devient du même
ordre de grandeur, et en deça, une tache centrale, dont les dimensions augmentent avec la diminution de
l'ouverture, se retrouve entourée par une succession de maxima secondaires brillants (�gures 1.15 et 1.16).

Figure 1.15 � Figure de di�raction d'un faisceau la-
ser par une ouverture rectangulaire. Il apparaît claire-
ment le pro�l d'un sinus cardinal en deux dimensions.

Figure 1.16 � Figure de di�raction d'un faisceau la-
ser par une ouverture circulaire. Il apparaît clairement
le symétrie de révolution de l'obstacle éclairé. Cette �-
gure est appelée "tache d'Airy".

Remarque : Les deux �gures de di�raction, obtenues précédemment, correspondent au cas d'un faisceau lumi-
neux envoyé sur un diaphragme d'ouverture rectangulaire (�gure 1.15) ou circulaire (�gure 1.16). Toutefois,
d'après le théorème de Babinet, nous pouvons avancer que les �gures seraient équivalentes dans le cas d'ou-
vertures dont la géométrie serait "complémentaire" à celle d'un trou, soit une obstruction. Ainsi, à l'exception
de la partie centrale (�gure géométrique de l'ouverture), la �gure de di�raction d'une fente sera équivalente
à celle d'un �l tendu.
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Nous venons de voir qu'un phénomène di�ractif apparaissait au passage d'une onde à travers un diaphragme,
ou de façon équivalente un obstacle opaque. Toutefois, un processus identique peut être observer dans le cas
d'objets tridimensionnels, tels que des cristaux.
Un cristal peut être vu comme la répétition périodique tridimensionnelle d'éléments (atomes ou molécules).
Or, cet agencement, caractérisé par un facteur de périodicité inter-atomique, pourra induire un e�et dif-
fractif signi�catif lorsque ce dernier sera proche des dimensions de la longueur d'onde du faisceau lumineux
(généralement des rayons X ).

d

α

A

B

C

α

Faisceau incident Faisceau diffracté

Figure 1.17 � Coupe transversale d'un réseau cristallin, faisant apparaître les plans réticulaires espacés de d,
dans les conditions véri�ant la loi de Bragg.

Le schéma, exposé sur la �gure 1.17, représente une coupe transverse de plans réticulaires passant par les
centres des atomes constituant le cristal, et espacés d'une distance d. L'angle α (appelé angle de Bragg),
détermine l'incidence d'un faisceau parallèle sur ces plans réticulaires. Compte tenu du dessin, il est évident
que le rayon qui se ré�échit sur un plan d'atomes parcourt une distance moindre que celui qui se ré�échit
sur le plan suivant. La di�érence de chemin optique entre les deux rayons lumineux particuliers représentés
vaut alors :

AB + BC = 2 d sin(α) (1.67)

Ils interfèrent de manière constructive lorsque cette di�érence de marche est égale à un nombre entier k de
longueur d'onde. Cela traduit la loi de Bragg, et se dé�nit comme :

2 d sin(α) = k λ (1.68)

Dans ce cas là, on dira que les ondes (ou les rayons lumineux par abus de langage dû à l'approximation
géométrique) sont en phases, ce qui permet d'observer un maximum d'intensité.
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Figure 1.18 � Figure de di�raction d'un faisceau
lumineux de rayons X par un cristal.

  

Figure 1.19 � Figure de di�raction d'un faisceau
lumineux de rayons X par un quasi-cristal d'ordre 5
9. Ici, nous sommes en présence de pyrite FeS2, se
présentant sous forme dodécaédrique aux faces penta-
gonales.

Les �gures de di�raction (celle du faisceau laser qui traverse un tissu, ou celle produite par les rayons X
di�ractés par un cristal) peuvent fournir ainsi des informations précieuses sur la nature et la structure de
l'objet responsable de la di�raction (tissu ou cristal) 10.

Ce phénomène général de di�raction, intimement lié au caractère ondulatoire de la lumière, ne peut être
expliqué par l'optique géométrique. Observons alors par quelle approche nous pouvons interpréter qualitati-
vement et quantitativement cet e�et.

1.3.2 Approche analytique du modèle 2D

Nous venons de voir que la di�raction d'un faisceau était étroitement liée aux dimensions des objets
présents sur le parcours de la lumière. Toutefois, bien que les dimensions des lentilles, dans notre système
d'étude, soient grandes devant la longueur d'onde du faisceau, des phénomènes de di�raction peuvent ap-
paraître sur le pourtour de ces objets. D'après le principe de Huygens-Fresnel, nous pouvons considérer que
chacun des points composant la surface (Σ) de l'objet di�ractant peut être assimilé à une source secondaire
�ctive émettant des ondelettes sphériques, dont l'amplitude est proportionnelle à celle de l'onde incidente au
point donné L, dans le plan (xOy).

9Ces cristaux particuliers présentent une symétrie très complexe, dite non périodique. Autrement dit, cette géométrie possède
indégniablement une régularité précise, sans pour autant présenter une périodicité de translation dans les dimensions spatiales
usuelles. De façon générale, il est possible d'établir un ordre en utilisant les "pavages de Penrose". Il est alors permis de dé�nir
une périodicité dans des super-espaces d'ordre élevé.

10Max von Laue permit le premier de mettre en évidence la di�raction des rayons X par les cristaux. Ce qui l'amena à
démontrer simultanément que ces rayons se comportent comme des ondes, et que les atomes sont périodiquement organisés
au sein des cristaux. Ces travaux lui permirent d'obtenir le prix Nobel de Physique en 1914. William Henry Bragg et son �ls
William Lawrence formaliseront et développeront, par la suite, la di�raction des rayons X par les cristaux, comme méthode
d'étude de leur structure [84]. Ils obtinrent ainsi le même prix que von Laue l'année qui suivit.
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Si nous désignons alors par dΨ l'amplitude élémentaire du champ créée en M par une ondelette sphérique,
issue de la source élémentaire placée en L dont l'amplitude est Ψ0, nous avons [72] :

dΨ(M) = Q Ψ0(L) t(x, y)
exp(ikr)

r
dS (1.69)

où dS désigne l'élément de surface entourant le point L, t(x, y) le facteur de transmission, ou transmittance,
de l'objet di�ractant, et Q est un facteur d'inclinaison 11.

Ici, la portion du faisceau passant au-delà des limites géométriques de la lentille ne sera pas, par conséquent,
a�ectée par cette dernière, et la transmittance liée à cette portion d'espace peut être dé�nie comme : t(x, y) =
1. Ainsi, en nous ramenant aux limites de la lentille, l'expression de l'amplitude complexe de l'onde di�ractée,
au point M du plan d'observation (XO'Y), est donnée par (�gure 1.20) :

Ψ(M) =
1

iλ

∫∫
Σ

Ψ0(L) t(x, y)
exp(ikr)

r
dS (1.70)

Nous plaçant en approximation paraxiale, nous simpli�erons les calculs en utilisant l'optique de Fourier,
basée sur l'emploi de la transformée du même nom. Cependant, la distance entre les plans pupillaires n'étant
pas grande devant les autres dimensions du système optique, notamment le diamètre des lentilles boules,
l'approximation de Fresnel sera plus adéquate que celle de Fraunhofer. Ainsi, de façon générale, l'amplitude
complexe Ψ de l'onde di�ractée, dans l'approximation de Fresnel, au point d'observation M dans le plan
(XO'Y), s'exprime comme :

Ψ(M) =
1

iλ

eikz

z

∫∫
Ψ0(x, y) t(x, y) exp

[
ik

(X − x)2 + (Y − y)2

2z

]
dx dy (1.71)

z

x

 
Σ

r

y

X

Y

O O'

L
M

Figure 1.20 � Schématisation du principe de di�raction associé à un point L dans le plan du diaphragme,
transformé en un point M dans le plan d'observation.

11Ce coe�cient d'inclinaison Q, encore appelé facteur d'obliquité, fut introduit par A. Fresnel. Il est ainsi lié à l'angle χ que
fait le vecteur ~LM avec la normale en L à la surface Σ. Autrement dit, à l'angle entre la direction de propagation de l'onde
incidente et la direction de l'onde di�ractée. Nous pouvons toutefois remarquer le fait que nous ayons omis d'expliciter cette
dépendance en χ, et supposés sa constance. Cela fut volontairement admis puisque nous nous sommes placés en approximation
paraxiale, l'angle χ est donc supposé très petit. En toute rigueur, l'expression formelle de ce facteur d'inclinaison nécessite
l'emploi de la théorie de Kircho� [71], permettant de montrer son expression telle que : Q(χ) = 1

2λi
(1 + cos(χ)). Nous pouvons

toutefois apporter une interprétation à cette expression. En e�et, le préfacteur introduit un déphasage de π/2 de toute onde
di�ractée, alors que le terme en cosinus implique que le phénomène ne soit pas isotrope. En e�et, la di�raction ne pourra pas
se faire dans le sens opposé à celui de l'onde incidente.
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En développant le terme quadratique de phase, et en introduisant les fréquences spatiales, nous obtenons :

Ψ(M) =
1

iλ

eikz

z
eiπλz(u

2+v2)

∫∫
Ψ0(x, y) t(x, y) exp

[
ik

(x2 + y2)

2z

]
exp

[
−2iπ

(ux+ vy)

λz

]
dx dy (1.72)

où Ψ0 est l'amplitude complexe de l'onde incidente, et u et v les fréquences spatiales dé�nies comme :

u =
X

λz
et v =

Y

λz
(1.73)

Sans détailler les calculs, il apparaît que d'après l'équation (1.72), chercher l'image d'un faisceau lumineux,
passant à travers un instrument optique, revient à établir le produit de convolution entre la fonction d'onde
incidente et une fonction hF , appelée réponse impulsionnelle de Fresnel :

Ψ(M) = Ψ0(x, y) ∗ hF (x, y) (1.74)

où :

hF (x, y) =
1

iλ

eikz

z
t(x, y) exp

[
ik

(x2 + y2)

2z

]
(1.75)

Dans le cas d'une simple ouverture (diaphragme), ou identiquement d'un disque opaque, l'expression de la
transmittance t(x, y) est traduite par une fonction simple égale à l'unité quand la lumière passe, et à zéro
lorsqu'elle est obstruée. Toutefois, dans notre cas de �gure, l'objet di�ractant est une lentille boule, dont le
diamètre 2ρ ne peut être négligé. Nous allons devoir introduire un terme de déphasage supplémentaire dans
l'expression du facteur de transmission, tenant compte du déphasage accumulé par un rayon quelconque 12

traversant la lentille :

t(x, y) =


1 si

√
x2 + y2 > ρ

e−i∆ϕ(x,y) si
√
x2 + y2 ≤ ρ

(1.76)

avec,

∆ϕ(x, y) = 2 k (nb − nm)
√
ρ2 − (x2 + y2) (1.77)

où nb et nm représentent respectivement l'indice de réfraction de la lentille et du milieu environnant, et ρ le
rayon de la lentille boule.

Cela équivaut au produit de leur transformée de Fourier :

Ψ̂(u, v) = Ψ̂0(u, v) . ĤF (u, v) (1.78)

où ĤF (u, v) dé�nit la fonction de transfert de Fresnel.

Il su�t alors de calculer la transformée de Fourier inverse pour revenir en représentation spatiale. Quant
aux limites du domaine d'intégration, elles seront dé�nies par le diamètres des lentilles boules.

12Par rayon quelconque nous entendons tout rayon traversant la lentille hors axe.
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Z

caustique

Figure 1.21 � Aberrations sphériques par une len-
tille boule.

Z

Figure 1.22 � Minimisation du phénomène d'aber-
ration sphérique en condition de Gauss due à la faible
inclinaison des rayons par rapport à l'axe optique.

Il est important de préciser que bien qu'étant en approximation paraxiale (RC(z) >> xy), les dimensions
des lentilles sont telles que des phénomènes d'aberrations sphériques peuvent apparaître (�gures 1.21 et 1.22).
Nous tenons compte du phénomène dans notre modèle en calculant la di�érence de marche entre un rayon
lumineux frappant la lentille sur l'axe, et un rayon écarté d'un certain angle par rapport à l'horizontale,
frappant cette dernière à proximité de ses bords (équation (1.77)).

1.3.3 Simpli�cation et symétrie suivant un modèle unidimensionnel

Nous considérons dans cette étude que le faisceau est gaussien, et injecté sur l'axe optique. Ainsi, nous
pouvons admettre qu'il présente une symétrie de révolution autour de l'axe de propagation (Oz). Cela nous
permet de nous placer en géométrie cylindrique a�n de réduire les dimensions du système. Le champ est
alors simplement dé�ni par sa coordonnée radiale r, et donc indépendant de sa coordonnée azimutale φ [72].
L'intégrale de Fresnel prend alors la forme suivante :

Ψ(M) =
k

i
e
ikr′2
2z

∫ ∞
0

Ψ0(r) exp

[
i

(
kr2

2z
+ ∆Φ

)]
J0(2πur) r dr (1.79)

où Ψ0 est l'amplitude complexe de l'onde incidente, k/i est un facteur d'inclinaison, u une fréquence spatiale
et J0 la fonction de Bessel de première espèce d'ordre 0, dé�nie de façon générale comme :

∀ α ∈ Z , Jα(z) =
1

π

∫ π

0
cos (α t − z sin(t)) dt (1.80)

À partir de l'équation (1.79), nous pouvons introduire la fonction de Hankel d'ordre 0 suivante :

H0 {Ψ0(r)} = 2π

∫ ∞
0

Ψ0(r) J0(2πur) r dr (1.81)

Ce qui nous permet d'écrire [85] :

Ψ(M) =
1

λi
e
ikr′2
2z H0

{
Ψ0(r) e

i
(
kr2

2z
+ ∆Φ

)}
(1.82)

Nous obtenons donc l'intégrale de di�raction dans l'approximation de Fresnel en coordonnées cylindriques.
La transformée de Hankel peut être évaluée numériquement grâce à sa forme quasi discrète [86�88]. Cette
transformée présente un coût d'opération plus faible qu'une Transformée de Fourier Rapide bidimensionnelle
(communément appellée FFT pour Fast Fourier Transform), car elle résout l'intégrale non plus dans le plan
mais seulement sur l'axe radial.

Nous venons de présenter l'ensemble des outils mathématiques qui nous permettent de justi�er quant à
la qualité des hypothèses que nous posons. Mais également de dé�nir les conditions de stabilité d'un faisceau
lumineux au sein d'un réseau de lentilles périodiquement espacées. Ces résultats vont ainsi nous permettre
d'observer et d'analyser la réponse optique d'un tel système dans le chapitre qui suit.
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Chapitre 2

Modélisation d'une chaîne de lentilles
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2.1 Étude avec un espacement entre lentilles périodique

2.1 Étude avec un espacement entre lentilles périodique

2.1.1 Théorème de Bloch-Floquet

Le théorème de Bloch-Floquet fut initialement énoncé dans les années 1920 pour déterminer les solutions
de l'équation de Schrödinger, indépendante du temps, pour un potentiel périodique [89, 90]. Il fut, par la
suite, appliqué au cas des cristaux parfaits 1 pour décrire le comportement des électrons régit par un poten-
tiel périodique au sein des cristaux. De la même façon, il fut possible d'étendre un raisonnement analogue
aux cristaux photoniques 2, pour décrire la propagation des photons dans un potentiel créé, cette fois, par
la périodicité de l'indice optique (nous reviendrons sur ce point plus en détail à la section (2.2)).

Observons en premier lieu une vision générale du problème. Considérons un réseau périodique dé�ni par
une alternance de deux milieux diélectriques di�érents. Ainsi, d'après le théorème de Bloch-Floquet, nous
pouvons dé�nir un mode de Bloch solution à partir d'une fonction périodique 3, intrinsèquement dé�nie par
les paramètres du système, de la forme [91,92] :

H(z) = eikz uk(z) (2.1)

où uk(z) est une fonction a-périodique qui possède la périodicité du réseau : a, tel que uk(z) = uk(z + a).

Un mode de Bloch se dé�nit ainsi comme une solution particulière du champ, dont la périodicité est celle du
réseau.

En introduisant cette solution dans les équations deMaxwell obtenues pour des milieux diélectriques isotropes
sans perte, sans source ni charge, et pour des champs harmoniques, et en dé�nissant un opérateur hermitien
4 Θ comme :

Θk =
(
ik + ~∇

)
× 1

ε(z)

(
ik + ~∇

)
× (2.2)

nous en déduisons une détermination de uk à partir de l'équation �nale :

Θk uk(z) =

(
ω(k)

c

)2

uk(z) (2.3)

Nous retrouvons une équation caractéristique aux valeurs propres.

Dans notre situation, le paramètre associé au champ est le rayon de courbure complexe q, dont l'évolution
dépend de la structure du système, autrement dit de la période du réseau de billes. Or, nous avions vu dans
le chapitre précédent que les conditions de périodicité du rayon complexe pouvaient être déduites du calcul
de diagonalisation de la matrice de transfert dé�nie sur une maille. L'expression de ce dernier, dans un plan
donné, peut alors être obtenue à partir d'une combinaison linéaire des vecteurs propres associés aux valeurs
propres respectives (équation (1.62)).

1Les cristaux parfaits se dé�nissent, comme leur nom l'indique, comme des cristaux idéaux, sans défaut. Ils sont donc assimilés
à des empilements périodiques et in�nis d'atomes ou de molécules.

2Les cristaux photoniques consistent en un empilement périodique de couches de matériaux diélectriques. Selon le nombre
de dimensions spatiales suivant lesquelles la périodicité est véri�ée, nous serons en présence d'un cristal photonique 1D, 2D ou
3D.

3Typiquement, dans le cas des cristaux photoniques, cette fonction périodique possède la périodicité du potentiel généré par
la périodicité des couches diélectriques formant le cristal.

4Un opérateur Θ sera dit hermitien s'il véri�e la relation suivante : 〈x|Θ|y〉 = 〈y|Θ|x〉∗, où 〈x|y〉 se dé�ni comme le produit
scalaire dans un espace de Hilbert, et 〈|Θ|〉∗ = Θ̄ comme le complexe conjugué. Ainsi, dans une base orthonormale, une matrice
A sera dite hermitienne si : A = t

(
Ā
)
.
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Chapitre 2 : Modélisation d'une chaîne de lentilles

Ainsi, de la même façon que les valeurs propres, associées à un système dé�ni par une structure diélectrique
périodique, correspondent aux fréquences pour lesquelles un faisceau lumineux pourra se propager dans un
cristal photonique, nous associerons aux valeurs propres de notre système les espacements pour lesquels la
propagation du champ sera permise. Cette analogie fera l'objet d'une prochaine section (section (2.2)).

laserlaser
z

a aL
1

L
2

L
3

Maille élémentaire
l
maille

 = a

θ
maille

 = 2π K / N

Figure 2.1 � Réseau périodique unidimensionnel, composé de 3 particules, et de période a. Il apparaît clairement
la présence d'un mode de Bloch, où la périodicité du champ est égale à celle du réseau. La longueur de maille
élémentaire est donc dé�nie comme lmaille = N a = a.

Rappelons toutefois que l'expression des valeurs propres, dé�nissant un con�nement périodique du faisceau,
peut se mettre sous la forme e±iθ, où θ correspond à la phase de Gouy 5 et est dé�nie comme un rationnel
K/N à un facteur 2π près. Par conséquent, nous pourrons établir, notamment, l'ensemble des modes liés au
réseau périodique à partir de θ.

2.1.2 États propres dans le cas de lentilles équidistantes

2.1.2.1 Matrice de transfert, valeurs et vecteurs propres

Nous allons à présent chercher à déterminer l'ensemble des paramètres dé�nissant le con�nement d'un
faisceau lumineux dans un réseau de lentilles. Le cas le plus simple revient à considérer ces dernières identiques
et régulièrement espacées.

Ainsi, commençons par calculer la matrice de transfert M dans le cas où la maille élémentaire est dé�nie par
une seule lentille. Les matrices utiles seront donc [72] :

Tlens =

(
1 0
−1/f 1

)
Tprop =

(
1 d/nm
0 1

)
(2.4)

La première correspond au passage à travers une lentille mince de distance focale f , et la seconde à une
propagation libre sur une distance d dont le milieu environnant possède un indice de réfraction nm.
La matrice �nale, correspondant au système optique, est alors donnée par le produit de ces deux matrices :

M =

1− d/nmf d/nm

−1/f 1

 (2.5)

5Nous reviendrons plus en détail sur sa dé�nition au paragraphe (2.1.2.2).
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2.1 Étude avec un espacement entre lentilles périodique

Comme nous l'avions souligné dans le précédent chapitre, nous constatons que les éléments diagonaux (A et
D) sont sans dimension ; l'élément B est quant à lui homogène à une longueur, alors que C à l'inverse d'une
longueur. Posons alors le paramètre réduit suivant :

d̃ = d/nmf (2.6)

Nous pouvons ainsi réécrire la matrice M, dé�nie en (2.5), comme suit :

M̃ =

(
1− d̃ d̃
−1 1

)
(2.7)

Nous avons ainsi dé�ni une nouvelle matrice, de telle façon que ses composantes soient sans dimension ; les
éléments diagonaux restant inchangés (Ã = A et D̃ = D), alors que B̃ = B/f et C̃ = Cf .

Les valeurs et vecteurs propres solutions peuvent donc être déduits, en considérant β̃ = (Ã+ D̃)/2, comme :



Λ± = β̃ ±
√
β̃2 − 1 = 1− d̃/2

[
1∓

√
1− 4/d̃

]

ξ± =


B̃

(Λ± − Ã)

1

 =

d̃/2
[
1∓ i

√
4/d̃− 1

]
1


(2.8)

Nous savons ici que le rayon "propre" q̂ est une quantité nécessairement complexe, ainsi [78] :

1− 4

d̃
< 0 ⇒ d̃ < 4 (2.9)

Ce qui, ramené au paramètre réel, donne la condition d < 4nmf , où f représente la focale de la lentille et
nm l'indice de réfraction du milieu environnant. Nous retrouvons bien ici, comme attendu, les conditions de
stabilité d'une cavité optique simple, dépliée [72, 93].

Nous venons d'établir les conditions de stabilité d'un système optique, composé d'un ensemble de lentilles
régulièrement espacées. Il apparaît qu'un seul paramètre libre, d̃, intervient dans les solutions propres obte-
nues. Ainsi, ayant montré précédemment que les solutions stables étaient liées aux valeurs propres dont le
module est égal à l'unité, observons l'in�uence des variations du paramètre d̃ sur la stabilité du système.
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Figure 2.2 � Variation, d'après (2.8), de l'écarte-
ment d en fonction du module de Λ+, pour un espace-
ment régulier entre lentilles.
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Figure 2.3 � Variation, d'après (2.8), de l'écarte-
ment d en fonction de l'argument de Λ+, pour un es-
pacement régulier entre lentilles.

La �gure 2.2 nous montre que pour des valeurs d'espacement entre lentilles inférieures à 4nmf , |Λ| = 1, et en
di�ère pour des espacements plus grands. Par conséquent, le faisceau restera con�né proche de l'axe au cours
de sa propagation dans le système. Dans le cas contraire, soit pour des distances entre lentilles supérieures à
4nmf , nous perdons la stabilité et, à chaque période du réseau, le faisceau suivra une divergence exponentielle
en eθN .
Nous retrouvons ici les résultats bien connus depuis les travaux précursseurs de Herriott et al. sur la stabilité
d'un faisceau au sein d'une cavité optique.

2.1.2.2 Déphasage de Gouy

Nous venons donc de voir que la condition de stabilité du système était directement liée aux valeurs propres
de la matrice de transfert, soit, d'après nos calculs précédents, au paramètre β̃. Ce dernier étant dé�ni comme
la demi-trace de la matrice de transfert :

β̃ =
Ã+ D̃

2
(2.10)

Nous avions vu que les solutions correspondantes étant complexes, nous pouvions poser Λ± = e±iθ, ainsi :

Λ+ + Λ− = eiθ + e−iθ = 2 cos(θ) (2.11)

où θ est dé�ni comme un rationnel à un facteur 2π près, soit θ = 2πK/N , avec 1 ≤ K ≤ N − 1.

Or,
∑

i Λi = Tr(M̃) = 2β̃. D'où :

β̃ = cos(θ) ⇒ θ = Arccos(β̃) (2.12)

En e�et, en tenant compte du déphasage, acquis par le faisceau, entre les deux positions de références zL1

et zL2 que l'on note ∆Φ, nous pouvons écrire :

∆Φ = Φ(zL2) − Φ(zL1) = −k (zL2 − zL1) + ∆θ (2.13)

Le premier terme correspond au déphasage dû à la propagation sur l'axe, et le second est un terme additif
propre aux faisceaux gaussiens. Ce dernier est appelé "déphasage de Gouy", et correspond au déphasage par
rapport à une onde plane de même longueur d'onde, qui se propage entre les mêmes plans [94,95].
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2.1 Étude avec un espacement entre lentilles périodique

Nous pouvons poser, à partir de la dé�nition donnée en (1.26) :

∆θ = θ(zL2) − θ(zL1) = Arctan

(
zL2

zR

)
− Arctan

(
zL1

zR

)
(2.14)

A�n de simpli�er cette expression, nous pouvons introduire le paramètre gaussien gi = 1 − d/2nmfi (où
l'indice i se réfère à la i-ème lentilles), tout en considérant comme origine la position du col ω0. Nous ne
détaillerons pas les calculs ici (se reporter à l'annexeA), mais à la suite de quelques manipulations algébriques
nous obtenons :

θ = 2Arctan

(√
1− g
1 + g

)
= Arccos(g) (2.15)

Ainsi, en considérant g̃ = 1− d̃/2, et en se ramenant à l'expression, précédemment obtenue, en fonction de
la demi-trace de la matrice de transfert, nous écrivons :

Arccos(β̃) = Arccos(g̃) = 2π
K

N
⇒ β̃ = g̃ = cos

(
2π
K

N

)
(2.16)

Ce qui, ramené à l'expression avec la trace de M̃ conduit, dans notre situation, à :

Ã+ D̃

2
= cos

(
2π
K

N

)
(2.17)

En remplaçant les éléments diagonaux Ã et D̃, de la matrice de transfert, par leur expression respective
obtenue précédemment dans le cas de lentilles équidistantes, nous en déduisons (2.7) :

1− d̃

2
= cos

(
2π
K

N

)
⇔ d̃ = 2

[
1 − cos

(
2π
K

N

)]
(2.18)

Nous venons donc d'établir une condition de stabilité du faisceau liant les paramètres de réseau (espacement
entre lentilles d̃), et de faisceau (phase de Gouy θ), dans le cas d'un espacement entre lentilles régulier. Nous
savons que, bien que le déphasage ∆Φ puisse évoluer librement dans le réseau, le déphasage "gaussien",
quant à lui, doit suivre une évolution périodique suivant la relation θ = 2πK/N .
Nous pouvons alors, pour un ensemble de valeurs du rapport K/N rationnelles, dé�nir un ensemble de so-
lutions de (2.18) satisfaisant les conditions d'accord de faisceau. Cela, tant que l'inégalité stricte d̃ < 4 est
respectée. Dans le cas contraire (soit d̃ > 4), il apparaît que |cos(θ)| > 1, ce qui impliquerait une solution
complexe. Or, le paramètre d̃ étant lié à deux grandeurs homogènes à une distance, il s'impose de lui même
comme une grandeur réelle. Nous pourrons donc, par la suite, nous servir de cette propriété pour expliciter
et dé�nir les solutions stables et instables de notre système.

En prenant l'exemple d'un espacement entre lentilles égal à 2nmf , autrement dit un rapport K/N = 1/4,
nous pouvons en déduire que g̃ = 0, soit :

θ = Arccos(0) =
π

2
(2.19)

Nous obtenons donc, pour cette valeur d'espacement, une phase "gaussienne", ou encore phase de Gouy, égal
à π/2. Physiquement, cela signi�e que le faisceau gaussien présente un retard de phase de π/2, par rapport
à une onde plane monochromatique associée. Cette situation particulière, où la distance entre deux lentilles
est égale à deux fois la focale, est équivalente au cas des cavités confocales (où la distance d est égale aux
rayons de courbure des deux miroirs composant la cavité (�gure 2.4)). Dans une telle situation, nous savons
que les tailles de faisceau au col (ω0), et au niveau des lentilles (ω(zL)), sont telles que :

ω0 =

√
λf

π
et ω(zL) =

√
2λf

π
(2.20)
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Nous constatons alors que le facteur de proportionnalité entre les deux grandeurs est dé�ni par ω(zL) =
√

2ω0

(résultat que nous retrouvons sur la �gure 2.7). Ce résultat traduit le fait que chaque lentille se trouve espacée
de deux fois la distance de Rayleigh (zR = f), ainsi, il serait possible d'approximer les fronts d'onde comme
plans.

z

d = R
C1

 = R
C2

M
1
 (R

C1 
) M

2
 (R

C2 
)

Figure 2.4 � Propagation d'un faisceau laser dans une cavité confocale où l'espacement entre les deux miroirs est
dé�ni comme égal au rayon de courbure de chacun des miroirs. Nous constatons que le recouvrement du faisceau
se fait après 4 passages de cavité, soit 2 allers-retours.

En outre, nous savons que dans le cas d'une cavité confocale, tout faisceau incident, parallèle à l'axe de
propagation, se recouvre sur lui-même après deux allers-retours de cavité (�gure 2.4). Ce que nous retrouvons
ici. Typiquement, dans notre situation, θ = π/2. Ce qui nous amène à en déduire que la période est dé�nie
sur quatre passages de mailles élémentaires (θ = 4× π/2 = 2π).

Toutefois, précisons ce que nous entendons par conditions particulières. En e�et, lorsque le faisceau se trouve
accordé spatialement sur les propriétés du réseau, celui-ci se retrouve identique à lui-même après le passage
d'une seule maille élémentaire. Dans de telles conditions, la propagation du faisceau est telle que la courbure
des fronts d'onde, au niveau des lentilles, est égale à deux fois la focale de ces dernières. C'est ce que l'on
dé�nit comme un mode de Bloch du réseau.

2.1.2.3 Paramètres gaussiens liés aux modes propres

Nous venons d'établir la condition de périodicité du faisceau, nous imposant une limite dans l'étendue
spatiale du réseau. Tant que nous resterons sur le domaine dé�ni par la condition (2.9), comme nous allons
le voir à travers les �gures 2.5 et 2.6, il sera possible de dé�nir les paramètres d'existence d'un faisceau,
répondant au critère de périodicité et stabilité au sein du réseau.
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é
d
e
√

λ
f
/
π
)

Figure 2.5 � Représentation du waist caractéristique
du mode propre, dans un réseau de lentilles régulière-
ment espacées.
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Figure 2.6 � Représentation de la distance "waist-
lentille" caractéristique du mode propre, dans un ré-
seau de lentilles régulièrement espacées.

En e�et, nous savons d'après l'étude sur le module des valeurs propres, qu'un ensemble de solutions stables
est dé�ni pour tout un ensemble de valeur de d. D'après la �gure 2.5, nous constatons que le maximum est
atteint pour un espacement de 2nmf (cas des cavités confocales où les rayons de courbure sont confondus),
correspondant à la superposition des foyers de deux lentilles successives. Les variations sur σ, correspondant
à la distance entre le waist-objet et le foyer objet de la lentille qui suit, sont, quant à elles, linéaires sur le
domaine de solutions.

Notons que dans cette situation, le mode du système est simple. En e�et, la maille élémentaire est composée
d'une seule lentille. Nous allons voir, par la suite, que cela n'est pas toujours le cas, en considérant notamment
des mailles plus complexes composées de plusieurs lentilles.

2.1.3 Réponse périodique d'un système périodique

2.1.3.1 Exemple d'application à la propagation d'un faisceau dans un réseau donné

Modèle en lentilles in�niment étendues A�n d'illustrer notre propos, nous allons appliquer la méthode
précédente à un réseau dont la maille élémentaire est dé�nie par un espacement entre lentilles de d = 2nmf .

Le calcul préalable des valeurs et vecteurs propres (équations (2.8)), suivant les conditions de stabilité (d̃ < 4),
nous donne :

Λ± = ±i et ξ± =

(
1∓ i

1

)
(2.21)
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À partir de quoi, sachant que le rayon de courbure est dé�ni comme q = z + izR, nous pouvons en déduire
les paramètres intrinsèques au faisceau tels que [75] :

{
σ̂i + 1 = <{q̂} = 1

ẑRi = ={q̂} = 1
(2.22)

Or, à partir de l'expression de la distance de Rayleigh :


σ̂i + 1 = 1

ω̂0i =

√
λẑRi
π

=

√
λ

π

⇒


σi = 0

ω0i =

√
λzRi
π

=

√
λf

π

(2.23)

Nous pouvons souligner ici la dépendance sur la longueur d'onde. En e�et, le waist apparaît comme pro-
portionnel à

√
λ, ainsi, une augmentation de celle-ci entraînera une augmentation du col du mode propre.

Inversement, nous atteindrons des faisceaux d'autant plus focalisés dans le réseau, que la longueur d'onde
sera faible.

Cette propriété fut notamment prise en compte lorsque le développement des pinces optiques se démocratisa
dans le domaine des sciences biologiques et médicales [12, 13]. En e�et, les trop petites longueurs d'onde,
utilisées initialement, impliquaient une trop forte concentration énergétique au point de focalisation du
faisceau. Les cellules alors piégées se retrouvaient partiellement, voir totalement endommagées.
Au delà d'une simple manipulation par déplacement, nous voyons qu'il pourrait être intéressant d'utiliser un
système à longueur d'onde ajustable a�n de trier un ensemble de particules, ou assimilées comme telles, par
variation de la taille de waist.

À présent, considérons un deuxième cas de �gure, où la conditon de stabilité n'est plus respectée. Fixons
nous arbitrairement, à partir des solutions établies, un espacement d = 6nmf :

Λ± = −2±
√

3 et ξ± =

(
3∓
√

3
1

)
(2.24)

Les valeurs propres étant purement réelles, aucune évolution périodique ne sera possible dans le réseau. À
chaque période, le faisceau s'éloignera de l'axe exponentiellement, ce qui impliquera une divergence, au bout
de N mailles, suivant un facteur égal à eθN . La chaîne de gouttes se trouve alors ici non guidante.

En somme, nous avons pu obtenir les paramètres d'entrée du faisceau nous permettant de propager
ce dernier à travers un réseau de lentilles. Les �gures 2.7 et 2.8 traduisent ce comportement. La première
correspond à une solution périodique stable où nous voyons clairement le faisceau con�né au sein du réseau.
Cette situation correspond à une condition où le faisceau est accordé sur les propriétés du réseau, c'est ce
que nous appelons un mode de Bloch.

Quant à la seconde con�guration, elle traduit une situation d'instabilité du faisceau. En e�et, au cours de sa
propagation, celui-ci va diverger d'autant plus rapidement qu'il progressera dans le réseau. Cette situation
est assimilable au cas où les valeurs propres obtenues sont purement réelles, ce qui n'est possible que pour
une largeur de pro�l tendant vers l'in�ni. Les modes ne sont alors plus con�nés au sein du réseau, mais
tendent à remplir tout l'espace. Il apparaît ainsi un lien étroit entre la divergence du faisceau et la nature
de Λ.
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Figure 2.7 � Pro�l d'évolution stable de largeur du
faisceau dans un réseau de NL = 5 lentilles, réguliè-
rement espacées, avec ω0i = 4.5µm, σi = 0µm et
d = 2nmf , pour |Λ| = 1. Les positions des lentilles
sont repérées par une croix rouge. Nous excitons ici un
mode de Bloch.
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Figure 2.8 � Pro�l d'évolution instable de largeur
du faisceau dans un réseau de NL = 5 lentilles, ré-
gulièrement espacées, avec ω0i = 4.5µm, σi = 0µm
et d = 6nmf , pour |Λ| < 1. Les positions des lentilles
sont repérées par une croix rouge. La chaîne de lentilles
est ici non guidante.

Modèle en lentilles �nies Nous savons qu'un faisceau pourra, ou non, se propager dans un réseau suivant
une évolution stable ou instable. Or, comme nous l'avons vu dans le chapitre précédent, il est important de
considérer les dimensions de nos billes pour rendre compte des phénomènes de di�raction.
Pour ce faire, nous avons été amené à prendre en compte le déphasage supplémentaire acquis par un faisceau
à la traversée d'une lentille boule.

Ainsi, en considérant la transformation du champ, entre deux plans du réseau séparés par une lentille,
suivant l'intégrale de Fresnel en symétrie cylindrique (1.79), nous pouvons observer la propagation d'un
faisceau gaussien dans un réseau de lentilles, identique aux situations précédentes.
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Figure 2.9 � Pro�l d'amplitude du faisceau dans un
réseau de NL = 10 lentilles, régulièrement espacées,
avec ω0i = 4.5µm, σi = 0µm et d = 2nmf . Nous
excitons ici un mode de Bloch.
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Figure 2.10 � Coupe du pro�l d'amplitude du fais-
ceau dans un réseau de NL = 10 lentilles, régulièrement
espacées, avec ω0i = 4.5µm, σi = 0µm et d = 2nmf .
Nous excitons ici un mode de Bloch.
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Chapitre 2 : Modélisation d'une chaîne de lentilles

Nous voyons bien, d'après les �gures 2.9 et 2.10, que dans les conditions d'accord, autrement dit d'auto-
reproduction du champ après chaque passage de lentille, le pro�l de champ reste bien quasi-identique au
cours de sa propagation dans le réseau. Ainsi, seul existe le mode fondamental gaussien TEM00. Cela semble
se con�rmer, aux vues du pro�l de waist (�gure 2.11), où nous pouvons constater que sa valeur ne varie
quasiment pas. On observe, toutefois, une légère �uctuation, traduisant un écart en comparaison au modèle
en lentilles in�niment étendues. Cela se justi�e par les limites d'intégration, dé�nies par les dimensions �nies
des objets di�ractants. En augmentant le diamètre des billes, nous pouvons toutefois améliorer cet e�et en
minimisant l'écart relevé dû à la di�raction, comme nous pouvons le constater sur la �gure 2.12.
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Figure 2.11 � Pro�l d'évolution du waist ω0 suivant le modèle de Huygens-Fresnel, dans un réseau de NL = 10
lentilles, régulièrement espacées, avec ω0i = 4.5µm, σi = 0µm et d = 2nmf .
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Figure 2.12 � Variation de l'écart au paramètre accordé de waist en fonction du rayon des billes. La chaîne est
composée de 10 lentilles, régulièrement espacées, avec d = 2nmf .
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2.1 Étude avec un espacement entre lentilles périodique

Suite à cela, observons quelles seraient les conséquences si nous sortions des conditions d'accord. Ainsi, nous
pouvons voir sur les �gures 2.13 à 2.15 qui suivent, qu'en prenant un waist à l'injection égal à 0.3 fois sa
valeur accordée, le mode fondamental gaussien TEM00 n'est plus conservé, et des modes supérieurs TEMmn

apparaissent au cours de la propagation dans le réseau.
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Figure 2.13 � Pro�l d'amplitude du faisceau dans
un réseau de NL = 10 lentilles, régulièrement espacées,
avec ω0i = 0.3ω0iaccord

, σi = σiaccord
et d = 2nmf .
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Figure 2.14 � Coupe du pro�l d'amplitude du fais-
ceau dans un réseau de NL = 10 lentilles, régulière-
ment espacées, avec ω0i = 0.3ω0iaccord

, σi = σiaccord
et

d = 2nmf .

Les quantités, telles que le rayon de courbure réel RC(z), ou encore la largeur de faisceau ω(z), évoluent en
fonction de z comme le mode fondamental (qui n'est autre que le mode TEM00). La di�érence essentielle
avec ce dernier est donc la dépendance transverse de l'amplitude umn des modes, qui est le produit d'une
gaussienne par des polynômes d'Hermite.
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Figure 2.15 � Pro�l d'évolution du waist ω0 dans un réseau de NL = 10 lentilles, régulièrement espacées, avec
ω0i = 0.3ω0iaccord

, σi = σiaccord
et d = 2nmf . Les deux lignes discontinues correspondent aux valeurs de waist

prises dans le cas idéal de lentilles in�niment étendues.
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Chapitre 2 : Modélisation d'une chaîne de lentilles

Nous aperçevons sur la �gure 2.15 un écart sur la valeur du waist, par rapport au modèle matriciel en lentilles
in�niment étendues, essentiellement pour les lentilles numérotées paires. Or, comme nous pouvons le voir sur
le pro�l transverse de la �gure 2.14, le mode propagé n'est plus gaussien TEM00, et la dé�nition même du
waist devient intrinsèquement di�cile à établir d'autant plus que nous progressons dans le réseau.

Nous venons de proposer un modèle plus élaboré du système, où celui-ci prend en compte les dimensions
�nies des billes dé�nissant le réseau. Ainsi, nous allons dans la prochaine section comparer les deux modèles
et dé�nir leurs limites.

2.1.3.2 Comparaison des deux modèles

Nous venons d'établir, dans le cas d'un réseau périodique dé�ni par un ensemble de lentilles équidistantes,
plusieurs résultats suivant deux modèles distincts. Nous avons ainsi considéré, dans un premier temps, les
lentilles comme in�niment étendues (Gauss), puis, dans un second temps, limitées suivant leur extension
transverse (Huygens-Fresnel). Il semble évident que suivant le modèle de Gauss, le pro�l injecté évoluera
dans le réseau sans une modi�cation profonde de sa nature. En e�et, les lentilles n'étant pas limitées dans
leur étendue, elles ne contraindront pas matériellement le pro�l transverse de l'onde et s'acquitteront alors
de tout e�et di�ractif.
Cependant, selon une approche plus réaliste, la di�raction jouera bien évidemment un rôle et pourra entraî-
ner une modi�cation du mode injecté, en entrée de réseau. Ce qui est bien décrit par le second modèle.

A�n de rendre clairement compte de ces di�érences, observons la représentation des pro�ls transverses et
longitudinaux, pour chacun des deux modèles, dans le cas d'une situation accordée et désaccordée.

Paramètres de faisceau accordés Dans de telles conditions, les paramètres liés au faisceau, accordé sur
les propriétés du réseau, sont dé�nis tels que [83] :

zRaccord =
√
dnmf − d2/4 = nmf et w0accord =

√
zRaccordλ

π
=

√
nmfλ

π
(2.25)
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Figure 2.16 � Pro�l d'évolution de largeur du fais-
ceau dans un réseau composé de NL = 10 lentilles,
régulièrement espacées, et dans les conditions d'accord
avec d = 2nmf . Le waist d'entrée est de 4.5µm et la
distance σi = 0µm. Le pro�l est établi pour les deux
modèles. En traits pleins et bleus le modèle est celui de
Gauss, alors qu'en traits pointillés rouges, nous pré-
sentons celui de Huygens-Fresnel.
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Figure 2.17 � Coupe du pro�l d'amplitude du fais-
ceau dans un réseau de NL = 10 lentilles, réguliè-
rement espacées, et dans les conditions d'accord avec
d = 2nmf . Le waist d'entrée est de 4.5µm et la dis-
tance σi = 0µm. Le pro�l est établi pour les deux mo-
dèles. En traits pleins et bleus le modèle est celui de
Huygens-Fresnel, alors qu'en cercles rouges, nous pré-
sentons celui de Gauss.
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2.1 Étude avec un espacement entre lentilles périodique

D'après les �gures 2.16 et 2.17, assimilées à l'excitation d'un mode de Bloch, nous constatons une bonne cor-
respondance entre les deux modèles. Nous pouvons cependant remarquer un léger écart, visible sur le pro�l
longitudinal. Cela s'explique, comme nous l'avons précédemment relevé, par le phénomène de di�raction.

Nous voyons en e�et que les deux modèles préservent un bon accord sur un petit nombre de lentilles. Ainsi,
nous pouvons a�rmer que dans de telles conditions, l'approximation en lentilles étendues reste valable. Typi-
quement, sur une dizaine de billes, nous voyons que l'écart est de l'ordre de 1%. Cela reste donc convenable.

Paramètres de faisceau désaccordés Observons, de la même façon, de quelle manière le faisceau évolue
dans le réseau sans que ses paramètres ne soient accordés sur les propriétés du réseau.

0 1 2 3 4 5 6 7 8
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

z ( en unité de d )
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é
d
e
√

λ
f
/π

)

Figure 2.18 � Pro�l d'évolution de largeur du fais-
ceau dans un réseau composé de NL = 10 lentilles,
régulièrement espacées, et dans des conditions désac-
cordées avec d = 2nmf . Le waist d'entrée est �xé à
0.3ω0accord

, et la distance σi = σiaccord
. Le pro�l est

établi pour les deux modèles. En traits pleins et bleus le
modèle est celui de Gauss, alors qu'en traits pointillés
rouges, nous présentons celui de Huygens-Fresnel.
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Figure 2.19 � Coupe du pro�l d'amplitude du fais-
ceau dans un réseau de NL = 10 lentilles, régulière-
ment espacées, et dans des conditions désaccordées avec
d = 2nmf . Le waist d'entrée est �xé à 0.3ω0accord

, et
la distance σi = σiaccord

. Le pro�l est établi pour les
deux modèles. En traits pleins et bleus le modèle est
celui de Huygens-Fresnel, alors qu'en cercles rouges,
nous présentons celui de Gauss.

Contrairement au cas précédent, nous observons une nette di�érence entre les deux modèles (�gures 2.18
et 2.19). Cela se justi�e encore une fois par la di�raction du faisceau par le pourtour des billes. L'e�et en
est d'autant plus accentué que le diamètre du faisceau ω(z) se rapproche de la valeur du rayon des billes.
Typiquement, nous atteignons ici une largeur de faisceau de l'ordre de 30 % de celle du rayon ρ, alors que
pour le cas accordé nous étions inférieur à 10 %. Il en résulte donc l'apparition de modes transverses d'ordre
supérieur au mode fondamental.

2.1.3.3 In�uence des variations de la longueur d'onde sur les modes du réseau

Nous avons choisi jusque là, à titre d'exemple, le cas d'une seule longueur d'onde �xée à 514.5nm. Cette
longueur d'onde est notamment dé�nie pour un faisceau laser Argon, assurant, entre autre, une minimisation
des dommages sur certaines cellules. L'approche est donc non invasive. La manipulation par piégeage optique,
sur des cellules vivantes, se présente donc comme idéale.
Toutefois, nous savons que cette dernière intervient dans l'expression de la distance de Rayleigh, ainsi, elle
va jouer un rôle dans les paramètres d'accord de réseau, comme nous avons déjà pu l'entrevoir dans la sous-
section (2.1.3.1). A�n de caractériser cela, observons les variations de la longueur d'onde sur la propagation
d'un faisceau initialement accordé sur le réseau, pour une longueur d'onde donnée, soit λ = 514.5nm.

60



Chapitre 2 : Modélisation d'une chaîne de lentilles

0 1 2 3 4
0.8

1

1.2

1.4

1.6
(a) λ = 400nm

ω
(
en

u
n
it
é
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ω
(
en

u
n
it
é
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Figure 2.20 � Pro�l d'évolution de largeur du faisceau pour di�érentes longueur d'onde. Le réseau est composé
de NL = 5 lentilles régulièrement espacées, et dans les conditions d'accord avec d = 2nmf . Le waist d'entrée est
de 4.5µm et la distance σi = 0µm. Le pro�l est établi pour les deux modèles. En traits pleins et bleus le modèle
est celui de Gauss, alors qu'en traits pointillés rouges, nous présentons celui de Huygens-Fresnel.

Nous observons, comme attendu, lorsque nous varions la longueur d'onde propre caractéristique au mode de
Bloch, que nous perdons les conditions d'accord. En e�et, la modi�cation de la longueur d'onde du faisceau,
dans un réseau donné, implique par la même une valeur di�érente du waist associé au mode propre. Ainsi,
varier la longueur d'onde revient à désaccorder le système.

Toutefois, nous pouvons également souligner le fait que les maxima d'intensité ne se situent pas dans les
mêmes zones, suivant si λ est inférieure ou supérieure à λaccord. Autrement dit, pour ω0i > ω0accord , soit
λ < λaccord, le waist qui suivra sera inférieur à sa valeur accordée. Et cela, en suivant selon une évolution
périodique. A contrario, pour ω0i < ω0accord , soit λ > λaccord, le waist qui suivra sera supérieur à sa valeur
accordée.

L'intensité des faisceaux étant inversement proportionnelle au waist, son évolution suivra un comportement
identique à celle de ce dernier, mais dans une proportion inverse. Ces maxima périodiques font ainsi apparaître
une périodicité du faisceau égale à deux fois celle du réseau 6. Nous verrons ainsi que cela aura toute son
importance lorsque nous souhaiterons piéger dynamiquement un ensemble de particules.

6Cette valeur correspond au fait que l'espacement entre les billes est dé�ni par un rapport K/N = 1/2. Ce qui implique que
lorsque nous désaccordons le faisceau sur les propriétés du réseau, celui-ci présente un schéma périodique dé�ni sur N lentilles.
Nous verrons cela plus en détail dans la section qui suit.
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2.1 Étude avec un espacement entre lentilles périodique

2.1.4 Excitation des modes en fonction des paramètres d'entrée (ω0i et σi)

Nous venons de voir comment il était possible d'obtenir les conditions d'accord de faisceau, dans un réseau
simple de lentilles identiques, périodiquement espacées. Nous allons observer, suite à cela, ce qu'implique des
variations sur les paramètres du faisceau d'entrée qui excite ces modes.

2.1.4.1 Analyse générale de l'évolution longitudinale du faisceau

Outre cette périodicité intrinsèquement liée au réseau, il apparaît un comportement variable du faisceau
en son sein, suivant les paramètres à l'injection. Comme nous pouvons le voir sur les trois premiers graphes
de la �gure 2.21, les variations du waist d'entrée impliquent deux comportements principaux du faisceau
dans le réseau, comme nous l'avons souligné précédemment dans l'étude des variations sur λ. En e�et, pour
une valeur inférieure à celle correspondant au cas accordé, les minima d'intensité (ou maxima en valeur de
col) se situent dans les zones impaires (délimitées par deux lentilles successives de numéros respectifs impair
et pair), alors qu'inversement, pour une valeur de waist supérieure à celle accordée, les minima se situent
dans les zones du réseau paires.

Un cas particulier est observé dans les conditions d'accord, où toutes les largeurs de col restent identiques
au waist initial ; et cela, quelque soit la zone du réseau. Ce résultat était pleinement prévisible puisque cela
caractérise l'excitation d'un mode de Bloch, correspondant aux conditions d'auto-reproduction du champ dans
le réseau à chaque passage de maille élémentaire. Quant aux variations sur le paramètre σi, nous pouvons
souligner le fait que ses implications, sur l'évolution du faisceau, sont intimement liées à la caractéristique
intrinsèque de divergence des faisceaux gaussiens. Cela entraîne un décalage sur la position des cols de
faisceau.
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Figure 2.21 � Pro�l d'évolution de largeur du faisceau, dans un réseau de NL = 6 lentilles, régulièrement
espacées, pour di�érents paramètres de faisceau w0i et σi, mentionnés sur chaque graphe. Le waist accordé est de
4.5µm, et la distance d'accord σiaccord

= 0µm. Le pro�l est établi pour les deux modèles. En traits pleins et bleus
le modèle est celui de Gauss, alors qu'en traits pointillés rouges, nous présentons celui de Huygens-Fresnel.
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Chapitre 2 : Modélisation d'une chaîne de lentilles

De façon générale, nous observons que les valeurs de waist minimales sont atteintes pour des paramètres de
faisceau hors des conditions d'accord. Ainsi, les maxima d'intensité sont obtenus pour ces mêmes conditions.

Remarque : En considérant les variations sur le waist d'entrée, nous constatons que les maxima seront
identiques, que ce soit pour un facteur donné ou son inverse (�gures 2.21 (a) et (c)). Toutefois, cette assertion
ne sera véri�ée que sous certaines conditions. En l'occurrence, cela est vrai dans notre situation car nous
injectons le faisceau d'entrée à une distance de la première lentille équivalente à la distance de Rayleigh
(démonstration en annexe C).
En revanche, si nous observons les variations sur la distance d'entrée σi, les maximas atteints seront d'autant
plus importants que nous serons généralement éloignés de l'accord, et plus spéci�quement dé�nis par des
valeurs σi supérieures à σiaccord (�gures 2.21 (d) et (f)).

2.1.4.2 Analyse spéci�que des modes excités à partir d'un diagramme σ(ω0)

Nous considérons un réseau dont la matrice de transfert correspond à un rapport K/N = 1/5 (équation
(2.17)). Or, nous savons que ce rapport est caractéristique des conditions d'auto-reproduction du champ dans
le réseau. Nous allons représenter les valeurs des paramètres (ω0, σ), prises entre les lentilles, sur une maille
de 5 lentilles. Nous pouvons exciter le mode de Bloch, ou d'autres modes périodiques, dont la période est
alors donnée par le rapport K/N .

Nous avons alors opté pour une représentation σ(ω0) pour rendre compte de leur évolution en fonction de
l'écart au mode accordé.
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Figure 2.22 � Paramètres du faisceau au cours de sa propagation, dans un réseau de 5 lentilles, dont l'es-
pacement entre ces dernières est dé�ni à partir du rapport K/N = 1/5. Le waist accordé est de 3.5µm, et la
distance σiaccord

= −101µm (soit σiaccord
+ f = 239µm). Le pro�l est établi pour les deux modèles. Les divers

tracés correspondent à di�érents waist d'entrée ω0i (ω0M = ω0accord
).
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é
d
e
σ
a
c
c
o
r
d
)

 

 
mode de Bloch
 σi

1

=1 σi
M

 σi
2

=1.1 σi
M

 σi
3

=1.5 σi
M

 σi
4

=2 σi
M

 σi
1 Huygens

 σi
2 Huygens

 σi
3 Huygens

 σi
4 Huygens

Figure 2.23 � Paramètres du faisceau au cours de sa propagation, dans un réseau de 5 lentilles, dont l'espace-
ment entre ces dernières est dé�ni à partir du rapport K/N = 1/5. Les divers tracés correspondent à di�érentes
distances σi "laser-foyer objet 1ère lentille" (σiM = σaccord).

D'après les �gures 2.22 et 2.23, nous observons, en premier lieu, que la réponse du système est caractérisée par
un schéma périodique dé�ni par cinq lentilles. Nous avions vu que, dans certains cas, il était possible d'établir
des paramètres de faisceau de telle sorte que ce dernier soit accordé sur la période du réseau. Nous appelions
alors cela un mode de Bloch. Or, en s'écartant de ce dernier, nous explicitons la périodicité généralement
acquise par le champ dans le réseau ; autrement dit, pour des paramètres d'entrée ω0i et σi quelconques.
Dans notre cas, nous avons �xé un rapport K/N = 1/5. Ainsi, hors des conditions d'accord, nous aperçevons
cette périodicité propre, dont la valeur atteint N = 5 fois celle du réseau.

En second lieu, nous remarquons une certaine robustesse de la réponse du système pour des valeurs de waists
d'entrée faiblement désaccordées. Toutefois, il apparaît que plus le système est désaccordé, et plus la réponse
de la chaîne périodique se fait avec des modulations importantes de ω0 et σ. En outre, les valeurs prises par
ces deux derniers paramètres s'écarteront d'autant plus de leurs valeurs initiales acquises sur la première
maille, que le faisceau progressera dans le réseau. Ces variations s'expliquent par les pertes énergétiques
dues au phénomène de di�raction. Ainsi, nous distinguerons clairement cela à partir du modèle de Huygens-
Fresnel, en comparaison du modèle de Gauss où les lentilles sont considérées in�niment étendues, et où les
paramètres préservent, par conséquent, leur norme.
Cependant, nous nous sommes aperçus que sur un plus grand nombre de lentilles, les variations sur σi im-
pliquent, sur le modèle en lentilles �nies, des écarts moindre que ceux observés pour les variations sur ω0i .
Mais encore, l'amplitude de ces dernières semble identique en tout point. Cela se justi�ant par une sensible
équidistance au mode de Bloch.

Il est toutefois bien connu qu'un tel réseau de lentilles, périodiquement espacées, est équivalent à une
cavité dépliée selon l'axe de propagation. En e�et, chaque ré�exion du faisceau sur l'un des deux miroirs
coaxiaux (de rayons de courbure RC1 et RC2) composants la cavité, peut être assimilée au passage à travers
des lentilles (de focales correspondantes f1 = RC1/2 et f2 = RC2/2) [cf. section (1.2)]. Or, nous savons que
dans de telles cavités, ce facteur K/N correspond, dans des conditions de stabilité, aux N allers-retours et
aux K révolutions transverses nécessaires au faisceau pour que celui-ci se recouvre ; autrement dit, pour que
son paramètre gaussien q̂ redevienne identique à lui-même après K × 2π rotations, et N mailles élémentaires
parcourues.
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Chapitre 2 : Modélisation d'une chaîne de lentilles

Ces résultats apparaissent en accord avec ceux obtenus dans le cas des cavités fractionnellement dégénérées.
Travaux initiés par Herriott et al., mais largement repris depuis, notamment par Gigan et al. pour l'étude
des transmissions à travers une cavité paraxiale stable et plus particulièrement hémiconfocale [96]. On peut
également citer l'équipe de Romanini et al. pour l'étude de la spectroscopie d'absorption CRDS (pour Cavity
Ring-Down Spectroscopy) [97,98].
De façon générale, il fut constaté que pour de telles cavités, il est possible d'observer une réponse optique
périodique avec une période plus grande que celle de la cavité, en désaxant le faisceau d'entrée [99,100]. On
peut donc retrouver les conditions de faisceau "réentrant" d'Herriott discutées en [78] (�gure 2.24).
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Figure 2.24 � Analogie entre une cavité d'Herriott désaxée et dépliée et un réseau de lentilles équidistantes.
On observe bien une périodicité, acquise par le faisceau, supérieure à celle du réseau. Pour la cavité, on observe
un faisceau réentrant à l'ordre 5, alors que sur le réseau, la périodicité du champ n'est égal qu'à deux fois celle du
réseau, par soucis de clarté.

En somme, nous pouvons souligner le fait que quelles que soient les caractéristiques de notre faisceau en
entrée (soit ω0i et σi quelconques), celui-ci excitera un mode propageant à la traversée du système optique,
dont la périodicité est équivalente à N/K fois celle du réseau. A l'exception, comme nous venons de le voir
précédemment, du mode de Bloch, où la périodicité du champ et du réseau sont identiques.

Regardons alors ce que les variations de ce facteur K/N impliquent dans notre cas. Pour cela, nous garderons
les caractéristiques de faisceau obtenues dans le cas d'un espacement périodique entre lentilles pris égal à
2nmf (ou encore d̃ = 2).

2.1.5 Analogie avec les cavités fractionnaires

Les cavités, ou résonateurs optiques, sont de nos jours des dispositifs bien connus. Ils se composent de
deux miroirs et tendent, sous certaines conditions, à maintenir con�ner un faisceau laser incident. Pour cela,
les fronts d'onde du faisceau doivent coïncider avec les rayons de courbure des miroirs, et le déphasage θ,
accumulé sur un aller-retour, être un multiple entier de 2π. Le faisceau entre alors en résonance avec la cavité.
Cela est notamment lié aux phénomènes d'interférences se produisant lors de la propagation du faisceau entre
les deux miroirs. Les ondes con�nées, associées à une fréquence donnée, sont ainsi appelées modes propres.
L'expression de ces fréquences propres est alors donnée par :

νq,mn =
c

2d

(
q + (m+ n+ 1)

θ

2π

)
(2.26)

Ainsi, l'ensemble des longueurs d'onde présentent dans la cavité, associées aux modes longitudinaux q, dé�-
nissent un peigne de fréquences. Pour un mode q donné, nous pourrons alors dé�nir la fréquence des modes
transverses (m, n), ayant le pro�l transverse associé.
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2.1 Étude avec un espacement entre lentilles périodique

Aucune précision supplémentaire, jusque-là, n'a été apportée sur le déphasage gaussien θ de l'onde. Il s'avère
que pour une valeur rationnelle multiple de 2π, soit θ = 2πK/N , nous pourrons dé�nir l'ensemble des
fréquences propres de résonance comme :

νq,mn =
c

2d

(
q + (m+ n+ 1)

K

N

)
=

c

2Nd
(N q + K (m+ n+ 1) ) (2.27)

Il apparaît donc une possibilité de dégénérescence modale pour divers modes longitudinaux q, au-delà d'une
dégénérescence de modes transverses (m+n) déjà présente pour une cavité traditionnelle. Nous pouvons ainsi
établir un lien avec des familles de modes longitudinaux di�érents [78,98].

In�uence du couple de valeurs (K,N) Nous venons de voir que le rapport K/N intervenait dans
la dé�nition de la périodicité du réseau de lentilles. Observons alors quelles sont les conséquences sur le
comportement du faisceau en son sein.
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Figure 2.25 � Pro�l d'évolution de largeur du faisceau, dans un réseau de NL = 15 lentilles, régulièrement
espacées, avec w0i = 4.5µm et σi = 0µm. Chacun des graphes correspond à une valeur de K di�érente, soit, à
diverses distances entre lentilles. Leurs positions, dans le réseau, sont représentées par des marqueurs cruciformes
rouges pour le modèle gaussien et des carrés noirs pour Huygens-Fresnel. Quant au pro�l, il est représenté par des
lignes continues bleues pour Gauss et traits discontinus rouges pour Huygens-Fresnel.
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Chapitre 2 : Modélisation d'une chaîne de lentilles

Nous pouvons voir, sur la �gure 2.25, les di�érents pro�ls d'évolution longitudinale de la largeur du faisceau
dans un réseau de 15 lentilles. D'après la dé�nition de l'espacement d̃ = 2 (1− cos(2πK/N)), l'augmentation
de K entraîne une augmentation de la période du réseau. Les maxima de la taille du faisceau au niveau des
lentilles augmentent, et la di�raction ne peut plus être négligée. En conséquence, nous observons un désaccord
entre les modèles de Huygens-Fresnel et Gauss pour K = 4 (�gure 2.25 (d)), mais un très bon accord pour
K = 1 (�gure 2.25 (a)).
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Figure 2.26 � Pro�l d'évolution de largeur du faisceau dans un réseau de plusieurs lentilles, régulièrement
espacées, avec w0i = 4.5µm et σi = 0µm. Chacun des graphes correspond à des valeurs de N variables, soit, à
diverses distances entre lentilles. Leurs positions, dans le réseau, sont représentées par des marqueurs cruciformes
rouges pour le modèle gaussien et des carrés noirs pour Huygens-Fresnel. Quant au pro�l, il est représenté par des
lignes continues bleues pour Gauss et traits discontinus rouges pour Huygens-Fresnel.

Observons les variations de N lorsque nous propageons un faisceau dans le réseau. D'après les résultats
présentés sur la �gure 2.26 (où la valeur de K a été �xée arbitrairement à 1), nous remarquons que la
périodicité du faisceau est égale à N fois celle du réseau. Exception faite du mode de Bloch (N = 2), où
celles-ci sont identiques. Il peut être judicieux de remarquer que cette augmentation de N , entraînant une
augmentation du nombre de lentilles qui dé�nissent la maille élémentaire, implique une augmentation sur la
variété des tailles de waists et de faisceau. En e�et, ceux-ci semblent suivre un schéma bien dé�ni tel que :

Si N est pair ⇒ νωp =

(
N

2
+ 1

)
et νω0p =

(
N

2

)
Si N est impair ⇒ νωi = νω0 i =

(
N + 1

2

) (2.28)

où νω0p/i et νωp/i représentent respectivement le nombre de valeurs de tailles de waists et de faisceau, sur
une maille, pour des valeurs de N paires et impaires.

Contrairement à la situation précédente, l'augmentation deN va cette fois impliquer une diminution de l'écart
entre lentilles, et donc de la période du réseau ; cela se justi�ant de la même façon que pour l'augmentation
du terme K.
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2.1 Étude avec un espacement entre lentilles périodique

2.1.6 Application au cas d'une maille plus complexe

2.1.6.1 Matrice de transfert liée au système

Nous venons d'établir un ensemble de résultats dans le cas d'un réseau de lentilles équidistantes, pouvant
alors s'apparenter directement à ceux obtenus pour les cavités optiques.

Regardons alors ce qu'il se passe dans une situation où la maille élémentaire est composée de plusieurs
lentilles. Nous choisissons une cellule primitive formée de trois lentilles, et placées suivant le schéma : {d1 =
2d ; d2 = d ; d3 = 2d} (�gure 2.27).
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Figure 2.27 � Représentation d'un réseau de NL lentilles, dont la maille élémentaire est composée de 3 lentilles
espacées successivement de 2d, 1d puis 2d, pour une valeur de d arbitraire.

Commençons par établir l'expression de la matrice de transfert, associée à cette maille, à partir des paramètres
réduits d̃1, d̃2 et d̃3, que nous exprimons en fonction de d̃, ainsi :

M̃ = T̃prop(d̃3) T̃lens T̃prop(d̃2) T̃lens T̃prop(d̃1) T̃lens

=

−4d̃3 + 14d̃2 − 10d̃+ 1 4d̃3 − 12d̃2 + 5d̃

−2d̃2 + 6d̃− 3 2d̃2 − 5d̃+ 1

 (2.29)

L'expression littérale des valeurs propres en fonction du paramètre d̃ ne présente aucun intérêt ici. Nous nous
contenterons d'observer numériquement les résultats obtenus, en fonction de d̃.
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Figure 2.28 � Variation de d en fonction du module
de Λ+, avec d1 = d3 = 2d2 = 2d.
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Figure 2.29 � Variation de d en fonction de l'argu-
ment de Λ+, avec d1 = d3 = 2d2 = 2d.

Comme nous pouvons le voir sur les �gures 2.28 et 2.29, le mode de Bloch n'est dé�ni que sur certains
intervalles de d̃ (pour les zones où le module de la valeur propre est égal à 1). Dans le cas contraire, l'onde
lumineuse ne peut se propager dans le réseau, elle est alors quali�ée d'onde évanescente.
Toutefois, contrairement au cas en "maille simple" vu à la section 2.1.2, nous relevons ici des discontinuités
dans l'ensemble des solutions.

Ainsi, en considérant l'égalité (2.15), nous déduisons une expression généralisée du paramètre gaussien dans
le cas d'une maille complexe :

gp = cos

(
2π

⌊
p+ 1

2

⌋
+ (−1)p 2π

K

N

)
, avec p ∈ N (2.30)

Nous distinguons ainsi p familles de solutions de d̃p, dont le nombre équivaut à celui des lentilles dé�nissant
la maille élémentaire. Ainsi, nous étant �xé une maille élémentaire dé�nie par trois lentilles (�gure 2.27),
nous observons bien trois familles de solutions sur d̃ (�gures 2.28 et 2.29).
Il en ressort que pour un déphasage θ donné, nous pourrons extraire p solutions de d̃, appartenant chacune
à une des p familles. Nous verrons dans la section qui suit que ces dernières peuvent être assimilées aux
di�érentes zones de Brillouin pour θ 7 (�gure 2.30).

Nous venons de voir, au cours des précédentes sections, l'importance du paramètre θ dans les conditions de
reproduction du champ périodiquement dans un réseau de lentilles. Permettant, ainsi, d'établir un couplage
entre les propriétés intrinsèques du faisceau et du réseau.

7Remarquons toutefois que l'équation (2.18) a été obtenue dans le cas d'une maille simple, autrement dit, pour une maille
élémentaire dé�nie par une seule lentille. Ainsi, nous ne distinguerons qu'une seule famille de solutions sur d̃, dont les valeurs
correspondent à la première zone de Brillouin.
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2.1 Étude avec un espacement entre lentilles périodique

Observons alors ce déphasage, accumulé par le faisceau, sur une période du réseau, dont la matrice de
transfert est celle dé�nie en (2.29) (�gure 2.30).
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Figure 2.30 � Pro�l d'évolution de l'espacement
entre billes, dans un réseau comportant un schéma pé-
riodique de trois billes, en fonction du déphasage acquis
par le faisceau sur une période. Les espacements sont
dé�nis tels que d1 = 2d, d2 = d et d3 = 2d.

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

cos(2πK/N )

d
/f

 

 

|Λ±| = 1

|Λ±| ≠ 1

Figure 2.31 � Pro�l d'évolution de l'espacement
entre billes, dans un réseau comportant un schéma
périodique de trois billes, en fonction du cosinus de
l'angle de déphasage acquis par le faisceau sur une pé-
riode. Les espacements sont dé�nis tels que d1 = 2d,
d2 = d et d3 = 2d.

Il apparaît clairement, d'après les �gures 2.30 et 2.31, des zones pour lesquelles nous ne pouvons dé�nir de
faisceau se propageant de façon stable, dans le réseau de lentilles. Cette distinction se fait dans le cas où, les
valeurs propres calculées ont un module inférieur ou supérieur à l'unité, soit |cos(θ)| > 1. Ainsi, il apparaît
que θ est dé�ni comme une grandeur complexe. L'onde se propageant peut alors être vue comme une onde
évanescente (décroissance exponentielle). Soulignons le fait que la partie réelle du déphasage gaussien, dans
les bandes interdites, est toujours égale à π ou 0 [π]. Quant à la partie imaginaire, nous constatons qu'elle
atteint un minimum aux extrémités de la bande interdite avec une valeur nulle, et un maximum en centre
de zone.

Étude d'un système périodique focalisant stable Nous pouvons maintenant nous �xer une valeur
d'espacement entre lentilles pour lequel le faisceau restera con�né au sein du réseau. Prenons, arbitrairement,
le cas où d̃ = 1 (�gure 2.28). La matrice de transfert est alors :

M̃ =
d̃=1

(
1 −3
1 −2

)
(2.31)

Nous pouvons alors en déduire les valeurs et vecteur propres correspondants :

Λ± = −1

2
∓ i

√
3

2
et ξ± =


3

2
∓ i

√
3

2

1

 (2.32)
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Chapitre 2 : Modélisation d'une chaîne de lentilles

À partir de là, nous allons pouvoir remonter aux caractéristiques intrinsèques du faisceau. Autrement dit,
nous allons déduire du vecteur propre les paramètres d'entrée de faisceau {ω0i , σi}, liés au mode propre.
Ainsi :


σ̂i + 1 = <{q̂} =

3

2

ẑRi = ={q̂} =

√
3

2

⇒


σ̂i + 1 =

3

2

ω̂0i =

√
λ ẑRi
π

=

√
λ
√

3

2π

(2.33)

Ces valeurs peuvent, bien évidemment, se retrouver graphiquement à partir des �gures 2.32 et 2.33, où nous
avons reporté la valeur de chacun des paramètres de faisceau liés aux modes propres dé�nis pour l'ensemble
des espacements d solutions. Il su�t, pour cela, de reporter la valeur de d que nous nous sommes �xés
(d = 1nmf), et de lire les valeurs de ω0i et σi correspondantes.
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Figure 2.32 � Représentation du waist caractéris-
tique du mode propre, dans un réseau dé�ni par une
maille élémentaire de 3 lentilles dont les espacements
sont d1 = d3 = 2d2 = 2d.
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Figure 2.33 � Représentation de la distance "waist-
foyer objet" caractéristique du mode propre, dans un
réseau dé�ni par une maille élémentaire de 3 lentilles
dont les espacements sont d1 = d3 = 2d2 = 2d.

Étude d'un système périodique focalisant instable De la même manière, nous pouvons nous placer
dans une situation où |Λ| 6= 1. Prenons le cas d̃ = 2 (�gure 2.28) :

M̃ =

−4d̃3 + 14d̃2 − 10d̃+ 1 4d̃3 − 12d̃2 + 5d̃

−2d̃2 + 6d̃− 3 2d̃2 − 5d̃+ 1

 =
d̃=2

(
5 −6
1 −1

)
(2.34)

Les valeurs et vecteurs propres en découlant sont alors :

Λ± = 2 ±
√

3 et ξ± =

(
3 ±

√
3

1

)
(2.35)

Nous voyons bien, ici, que nous obtenons des valeurs et vecteurs propres purement réels. Il n'existe pas, par
conséquent, de mode propre pour un tel système. Un faisceau stable ne peut donc être dé�ni avec un tel
espacement entre les lentilles.
De façon générale, nous observons sur les �gures 2.32 et 2.33 plusieurs intervalles de d (zones rayées) pour
lesquels aucune propagation ne sera permise. Ces derniers dé�nissent alors des bandes de gap équivalentes à
celles observées, par exemple, pour les cristaux photoniques. Cette analogie fera l'objet de notre prochaine
section.
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2.1 Étude avec un espacement entre lentilles périodique

2.1.6.2 Propagation d'un faisceau à travers le réseau

En observant la propagation du faisceau dans le réseau, suivant les deux cas de �gure possibles, nous
retrouvons bien le comportement observé dans l'étude d'une maille élémentaire à une lentille. À savoir, un
con�nement proche de l'axe pour un système périodique stable (�gure 2.34), ou une divergence du faisceau
pour un état instable (�gure 2.35).
Précisons toutefois que la périodicité du réseau et celle du champ sont identiques sur la �gure 2.34, ce qui
signi�e que nous excitons un mode de Bloch.
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Figure 2.34 � Pro�l d'évolution de largeur du fais-
ceau dans un réseau de NL = 7 lentilles, avec d1 = 2d,
d2 = d, d3 = 2d et d = nmf et |Λ| = 1. Le waist
d'entrée est de 4µm et σi = 63µm.
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Figure 2.35 � Pro�l d'évolution de largeur du fais-
ceau dans un réseau de NL = 5 lentilles, avec d1 = 2d,
d2 = d, d3 = 2d et d = 2nmf et |Λ| < 1. Le waist
d'entrée est de 4µm et σi = 63µm.

2.1.7 Faisceau non purement gaussien

Le piégeage optique et la manipulation de particules de taille micrométrique ont reçu une attention par-
ticulière depuis les travaux précursseurs d'Ashkin sur la pression de radiation. Cette technologie est devenue
particulièrement puissante en physique atomique pour manipuler les atomes neutres, et dans les sciences
biophysiques pour piéger des cellules vivantes et organelles. Ainsi, depuis maintenant plusieurs années, les
chercheurs se sont intéressés à de nouvelles formes de faisceaux, autres que gaussiens. L'ensemble des possi-
bilités de solutions qu'o�re l'équation d'onde paraxiale n'est qu'une raison supplémentaire à cet engouement.
De récents travaux menés par Zhao et al. ont permis de démontrer qu'il était possible de piéger et manipuler
de petites particules, d'indices de réfraction variables, avec un faisceau Hermite-cosh-gaussien [101]. Toute-
fois, l'ensemble de ces observations ont été e�ectuées dans le cas de billes de dimension équivalente à celle
de la longueur d'onde. Notre démarche s'inscrit donc au-delà de ces résultats.

Notons toutefois qu'il est évident qu'en sortie de laser (faisceau multimodes TEM00 + TEMnm), ou de �bre
optique (pro�l de fonction de Bessel), un faisceau ne sera pas purement gaussien (dans son mode fondamental
TEM00), mais sera plutôt une combinaison de plusieurs modes. Une façon, bien connue, de sélectionner le
mode fondamental est de placer, par exemple, un diaphragme sur l'axe de propagation du faisceau. Toutefois,
cela pourra avoir également des conséquences sur la sélection du mode.

2.1.7.1 Faisceau multimodes en présence de TEM00

A�n de se rendre compte du �ltrage modal imposé par un tel système optique de lentilles, nous allons, dans
ce paragraphe, observer la propagation d'un faisceau multimodes. Pour cela, nous ajouterons un pourcentage
de mode TEM01 au mode fondamental, en entrée, et observerons l'évolution du pro�l transverse de ce faisceau
dans le réseau. Le raisonnement tenu avec l'ajout de TEM01 pourrait, bien évidemment, être étendu à tout
autre mode d'ordre supérieur. Ceux-ci n'étant autres que le produit entre le mode fondamental gaussien et
un polynôme d'Hermite, associé à l'ordre.
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Figure 2.36 � Coupe du pro�l d'amplitude du fais-
ceau multimodes dans un réseau de NL = 10 lentilles,
régulièrement espacées. Le faisceau est composé du
mode fondamental TEM00 auquel nous avons ajouté
100% de TEM01. Le waist d'entrée est de 4.5µm et
σi = 0µm.
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Figure 2.37 � Pro�l d'amplitude du faisceau multi-
modes dans un réseau de NL = 10 lentilles, régulière-
ment espacées. Le faisceau est composé du mode fon-
damental TEM00 auquel nous avons ajouté 100% de
TEM01. Le waist d'entrée est de 4.5µm et σi = 0µm.

Les résultats observés sur les �gures 2.36 et 2.37 ont été obtenus dans une situation où le faisceau possède des
paramètres d'entrée tel que le mode TEM00 soit accordé sur les propriétés du réseau. Nous nous aperçevons
alors que le mélange des deux modes se propage dans le réseau. Toutefois, nous constatons un certain �ltrage
du mode supérieur TEM01, comme nous pouvons le voir sur la �gure 2.38, où la contribution du mode
fondamental a été déduite. En e�et, l'amplitude atteinte présente un maximum faible devant celui du pro�l
multimodes. Nous relevons également l'apparition d'une périodicité de faisceau égale à 4 fois celle du réseau.
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Figure 2.38 � Coupe du pro�l d'amplitude du faisceau multimodes dans un réseau de NL = 10 lentilles,
régulièrement espacées. Le faisceau est composé du mode fondamental TEM00 auquel nous avons ajouté 100% de
TEM01. Le waist d'entrée est de 4.5µm et σi = 0µm. Ici nous avons ôté la contribution du fondamental.
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Regardons maintenant les mêmes résultats dans une situation désaccordée.
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Figure 2.39 � Coupe du pro�l d'amplitude du fais-
ceau multimodes dans un réseau de NL = 10 lentilles,
régulièrement espacées. Le faisceau est composé du
mode fondamental TEM00 auquel nous avons ajouté
100% de TEM01. Le waist d'entrée est de 9µm, soit
2ω0accord

, et σi = 0µm.

Lentille 1

a
x
e
y

(×
1
0−

5
m
)

−2 0 2
−2

−1

0

1

2
Lentille 4

 

 

−2 0 2
−2

−1

0

1

2

1

2

3

x 10
6

Lentille 7

axe x (×10−5 m)

a
x
e
y

(×
1
0
−
5
m
)

−2 0 2
−2

−1

0

1

2
Lentille 10

axe x (×10−5 m)

 

 

−2 0 2
−2

−1

0

1

2

1

2

3

x 10
6

Figure 2.40 � Pro�l d'amplitude du faisceau multi-
modes dans un réseau de NL = 10 lentilles, régulière-
ment espacées. Le faisceau est composé du mode fon-
damental TEM00 auquel nous avons ajouté 100% de
TEM01. Le waist d'entrée est de 9µm, soit 2ω0accord

,
et σi = 0µm.

Nous observons, dans cette situation, que le mode TEM01 se conserve toujours au cours de la propagation du
faisceau. Toutefois, en comparaison avec le mode de Bloch, nous voyons que le pro�l transverse, quel que soit
le mode observé, est plus étalé. Nous avons ainsi une amplitude plus faible, et une largeur plus conséquente.
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Figure 2.41 � Coupe du pro�l d'amplitude du faisceau multimodes dans un réseau de NL = 10 lentilles,
régulièrement espacées. Le faisceau est composé du mode fondamental TEM00 auquel nous avons ajouté 100%
de TEM01. Le waist d'entrée est de 9µm, soit 2ω0accord

, et σi = 0µm. Ici nous avons ôté la contribution du
fondamental.
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Chapitre 2 : Modélisation d'une chaîne de lentilles

De façon générale, nous voyons que propager un faisceau multimodes permet d'obtenir des pro�ls transverses
d'amplitude supérieure au mode fondamental seul.
Il pourrait alors être possible de se servir de ce faisceau en séparant chacun des deux lobes, à l'aide d'un mon-
tage interférométrique, pour ensuite les recombiner de façon cohérente sur un mode proche du fondamental,
a�n d'obtenir un maximum d'intensité [102,103].

2.1.7.2 Faisceau Hermite-gaussien

Nous allons maintenant ne considérer que des modes d'ordre supérieur au fondamental. Pour ce faire,
nous obtons pour les pro�ls à symétrie cartésienne de type Hermite-gauss. L'amplitude complexe normalisée,
à une dimension transverse, s'exprime telle que :

un(r, z) =

(
2

π

)1/4 ( 1

2nn!ω0

)1/2 ( q
0

q(z)

)1/2
(
q

0
q∗(z)

q∗
0
q(z)

)n/2
× Hn

(√
2r

ω(z)

)
exp

(
−i kr

2

2q(z)

)
(2.36)

Nous savons que pour un mode de Bloch, le pro�l gaussien du champ se propage à travers ce dernier sans se
déformer. Véri�ons ce qu'il en est pour un mode di�érent TEM01.

−2 0 2
0

0.05

0.1

Lentille 1

|E
0
|
(×

10
6
V
.m

−
1
)

−2 0 2
0

0.05

0.1

Lentille 4

−2 0 2
0

0.05

0.1

Lentille 7

axe x (×10−5 m)

|E
0
|
(×

10
6
V
.m

−
1
)

−2 0 2
0

0.05

0.1

Lentille 10

axe x (×10−5 m)

Figure 2.42 � Coupe du pro�l d'amplitude du fais-
ceau TEM01 dans un réseau de NL = 10 lentilles, ré-
gulièrement espacées. Le waist d'entrée est de 4.5µm,
et σi = 0µm.
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Figure 2.43 � Pro�l d'amplitude du faisceau TEM01

dans un réseau de NL = 10 lentilles, régulièrement es-
pacées. Le waist d'entrée est de 4.5µm, et σi = 0µm.

Nous constatons que l'ordre du mode n'a pas d'importance dans une situation d'accord. En e�et, tout
comme le mode fondamental, le pro�l TEM01 se propage dans le réseau sans être déformé. Ainsi, quel que
soit le mode que nous considérons, nous savons que seul le pro�l transverse du champ et le déphasage en
sont caractéristiques. L'évolution longitudinale et le rayon de courbure réel du faisceau sont, quant à eux,
indépendants du mode propagé. La condition d'auto-reproduction spatiale du champ est donc conservée.
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2.1 Étude avec un espacement entre lentilles périodique

Lorsque nous injectons maintenant un même faisceau mais dans un cas désaccordé, nous constatons une
évolution du mode au cours de la propagation du faisceau dans le réseau.
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Figure 2.44 � Coupe du pro�l d'amplitude du faisceau TEM01 dans un réseau de NL = 16 lentilles, régulière-
ment espacées. Le waist d'entrée est de 13.5µm, et σi = 0µm.
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Figure 2.45 � Pro�l d'amplitude du faisceau TEM01 dans un réseau de NL = 16 lentilles, régulièrement
espacées. Le waist d'entrée est de 13.5µm, et σi = 0µm.
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Chapitre 2 : Modélisation d'une chaîne de lentilles

En e�et, nous voyons apparaître une évolution sur deux modes di�érents du champ obtenus en �n de réseau,
et dont la périodicité est identique et égale à deux fois celle du réseau (deux passages de lentilles). Les modes
�naux sont caractéristiques de celui injecté en entrée. En e�et, nous remarquons qu'un des deux n'est autre
que le mode lui-même (TEM01), mais dont la largeur est plus étroite, et par conséquent d'amplitude plus
grande (par principe de conservation de l'énergie). Le second mode atteint est, quant à lui, moins spéci�que.
Il apparaît judicieux de souligner que ce comportement est encore une fois identique à celui observé pour le
mode fondamental, mais également pour d'autres modes d'ordres supérieurs. Les variations du waist d'entrée
n'auront cependant pas de conséquence majeure sur l'établissement de ces modes. Toutefois, celui-ci se fera
d'autant plus rapidemment dans le réseau que l'écart à sa valeur accordée sera grand.

2.2 Analogie avec les cristaux photoniques

Notre étude porte sur l'analyse d'un guide optique périodique, ainsi, une analogie avec l'étude des cris-
taux photoniques semblerait pouvoir s'établir. La notion de cristal photonique est liée au comportement
d'un photon, placé dans un milieu dont la constante diélectrique présente une structuration périodique.
Ainsi, la propriété majeure d'un tel cristal va être de modi�er la propagation des ondes électromagnétiques,
en créant des bandes d'énergie autorisées et interdites [104�106]. L'absence de mode propagatif des ondes
électromagnétiques dans de telles structures, sur toute une plage de fréquences, est alors quali�ée d'e�et de
bande interdite. Dans le cas le plus simple des réseaux à une dimension, connus sous le nom de miroirs de
Bragg [107], l'existence de ces longueurs d'onde bloquées est comprise simplement en termes d'interférences,
destructives en transmission, entre les faisceaux ré�échis sur les di�érentes interfaces.

Nous relevons ainsi des similitudes avec notre système. En e�et, tout comme un cristal photonique sera
caractérisé par une variation périodique de la constante diélectrique du milieu, le réseau que nous considérons
se dé�nit par un positionnement périodique des lentilles. Ce système permet alors de mettre en évidence une
réponse optique linéaire 8, identiquement au cas des cristaux photoniques. Cette linéarisation permet, en
outre, d'aborder le problème suivant un formalisme matriciel similaire.
Toutefois, les dimensions caractéristiques que nous considérons di�èrent quelque peu de celles mises en jeu
pour les cristaux photoniques. En e�et, alors que ces derniers sont dé�nis par une structuration périodique
sub-longueur d'onde, notre système présente des paramètres intrinsèques (taille de waist, diamètre et espa-
cement des lentilles) grands devant celle-ci.
De surcroît, en ne prenant en compte que de faibles gradients d'indices, nous pouvons négliger les ré�exions
aux interfaces milieu-lentille, et s'a�ranchir des phénomènes d'interférences avec le faisceau incident.

2.2.1 Maille à plusieurs lentilles et ouverture de gap

Bien que l'existence de bandes interdites fut initialement démontrée en 1887 par Rayleigh, les premiers
travaux qui amenèrent à la notion de cristal photonique furent menés par Yablonovitch un siècle plus tard,
dans le but de contrôler l'émission spontanée de la lumière. L'inclusion de microcavités dans des structures
périodiques allait ainsi permettre d'ouvrir une nouvelle voie au con�nement par la lumière. De récents travaux
ont montré qu'il était alors possible de piéger sur un ensemble de positions stables des microparticules via
des ondes évanescentes à la surface d'une cavité de cristal photonique [108]. Mais également, les manipuler
via les forces optiques à l'intérieur d'une �bre à cristal photonique [109].

Nous allons ainsi démontrer l'existence de l'ouverture d'une bande interdite dans un réseau de billes mi-
croscopiques de dimensions grandes devant la longueur d'onde. Cette approche originale nous permettra de
dé�nir à partir de quels paramètres nous pourrons modi�er de façon contrôlée cette largeur de bande.

8Cette linéarité est essentiellement due au fait que nous négligeons les phénomènes d'absorption.
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2.2 Analogie avec les cristaux photoniques

Comme nous avons pu le voir dans la section précédente, il a été possible d'établir un diagramme de
bandes caractérisant un ensemble de solutions de d̃ en fonction du déphasage θ. Or, pour une maille complexe
(maille composée de plus d'une seule lentille), nous avons explicité la présence d'une ouverture de gap dans
le diagramme de bandes, dé�nissant ainsi un ensemble de p familles de solutions distinctes, dont le nombre
atteint celui du nombre de lentilles sur une maille élémentaire, et correspondant aux di�érentes zones de
Brillouin pour θ.

2.2.1.1 Analogie entre la première zone de Brillouin d'un cristal photonique et celle d'un
réseau périodique de lentilles

Un cristal photonique est dé�ni par l'alternance périodique de deux milieux diélectriques. À partir du
théorème de Bloch-Floquet, nous avons vu que la permittivité pouvait se mettre sous la forme d'une fonction
périodique, dont la période était égale à celle du cristal :

ε(~r) = ε(~r + ~R) (2.37)

où le vecteur ~R est une combinaison linéaire des vecteurs de base du réseau de Bravais 9 {~ai} :

~R = m1~a1 + m2~a2 + m3~a3 avec mi ∈ Z (2.38)

Ainsi, nous pouvons, à partir des équations de Maxwell, déduire une solution pour le champ de la forme
(2.1) :

H(~r) = eik~r uk(~r) (2.39)

En considérant (2.3), nous pouvons toutefois préciser que la fonction diélectrique étant périodique, elle peut
être décomposée en série de Fourier comme suit :

ε(~r) =
∑
s

ε(~Gs) e
i ~Gs~r (2.40)

où ~G est une combinaison linéaire des vecteurs de base du réseau réciproque 10
{
~bi

}
:

~G = l1~b1 + l2~b2 + l3~b3 avec li ∈ Z (2.41)

Les vecteurs du réseau réciproque sont alors reliés à ceux du réseau direct par la relation :

mi lj = 2π δij (2.42)

où δij est le symbole de Kronecker.

9Ce réseau, encore appelé réseau direct ou réel, correspond à l'ensemble des vecteurs formant une base, et reliant les points
de l'espace dé�nissant la maille élémentaire d'une structure périodique.

10Partant d'un réseau de Bravais dé�ni par ses vecteurs de base {~a1,~a2,~a3}, nous introduisons alors les vecteurs de base du
réseau réciproque

{
~b1,~b2,~b3

}
comme les normales à chaque plan formé par deux des trois vecteurs du réseau direct.
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Chapitre 2 : Modélisation d'une chaîne de lentilles

La première zone de Brillouin peut alors se dé�nir comme la maille élémentaire dans le réseau réciproque.
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Figure 2.46 � Représentations des réseaux direct et réciproque dans le cas d'une maille 2D carrée (a), et
triangulaire (b). Les surfaces encadrées correspondent aux premières zones de Brillouin (1èreZB) respectives.

Finalement, en considérant le théorème de Bloch-Floquet, nous pouvons avancer que si l'on impose une trans-
lation d'un vecteur ~G au vecteur ~k dans les fonctions de Bloch (2.39), les solutions restent invariantes, tant
que ~G reste une combinaison linéaire des vecteurs de base du réseau réciproque, autrement dit, tant que
~G satisfait (2.41) et (2.42). Cela signi�e que les états propres correspondant aux vecteurs ~k et ~k + ~G sont
physiquement équivalents, et possèdent la même énergie. En d'autres termes, l'énergie des ondes de Bloch
existant dans la structure photonique est une fonction périodique du vecteur d'onde, de même périodicité
que le réseau réciproque. Nous pouvons donc restreindre la recherche des états propres à la première zone de
Brillouin, et ramener tous les vecteurs de l'espace réciproque à un vecteur appartenant à cette dernière.

Nous allons pouvoir étendre ce raisonnement, établi pour les cristaux photoniques, à un réseau périodique
de lentilles. Ainsi, de la même façon qu'est dé�ni un critère de périodicité, dans l'espace réciproque, à partir
du nombre d'onde ~k pour un cristal photonique, nous allons dé�nir un critère de périodicité équivalent à
partir du paramètre θ. Nous pourrons alors déterminer les états propres du système dont les caractéristiques
à θp et θp+1 (avec p entier naturel) seront identiques (2.43). Autrement dit, les paramètres de faisceau,
regroupés sous le rayon de courbure complexe q, seront des fonctions périodiques de θ dé�nies à partir de la
périodicité du réseau de lentilles.
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2.2 Analogie avec les cristaux photoniques

2.2.1.2 Ouverture de gap dans un réseau de lentilles

Pour simpli�er l'approche, plaçons nous dans une situation où la maille élémentaire de notre réseau est
composée de deux lentilles. Les espacements équivalents, notés respectivement d1 et d2, composent la période
a du réseau, tel que a = d1 + d2. Observons l'évolution de cette bande interdite (ou gap), en fonction des
variations de l'éloignement entre lentilles (�gure 2.47).

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

1

2

3

4
(a) d2 = d1 = d

d
/
f

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

1

2

3

4
(b) d2 = 1.1d1 = 1.1d

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

1

2

3

4
(c) d2 = 1.5d1 = 1.5d

θ (en unit́e de π rad)

d
/
f

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

1

2

3

4

(d) d2 = 2d1 = 2d

θ (en unit́e de π rad)

 

 

∆ dgap = 0.67 ∆ dgap = 1

∆ dgap = 0.18

Figure 2.47 � Évolution de la largeur de gap en fonction de l'augmentation de la di�érence entre les distances
d1 et d2. Ici, nous avons �xé d1 = d et avons fait varier la valeur de d2.

Nous avons représenté sur la �gure 2.47 les variations de la périodicité d du réseau, normalisée par la
focale des billes, en fonction du déphasage θ, lié à la périodicité du champ. Il apparaît toutefois, en accord
avec les précédentes observations, que pour une valeur θ donnée, nous aurons plusieurs solutions de d. En
e�et, la représentation de ce diagramme de bandes correspond en fait au repliement des ensembles solutions
des di�érentes zones de Brillouin. De ce fait, chaque solution dp correspondant au même θ, équivaut plus
justement à :

θp = 2π

⌊
p+ 1

2

⌋
+ (−1)p θ0 (2.43)

où θ0 correspond à la valeur de θ sur la première zone de Brillouin, b...c symbolise la partie entière, et p est un
entier naturel tel que 0 ≤ p ≤ Nmaille−1 avec Nmaille le nombre de lentilles dé�nissant la maille élémentaire.

Ainsi, pour un type de bille donné (dé�nie par un rayon et un indice de réfraction), nous observons que
tous les espacements d ne seront pas possibles pour obtenir un faisceau stable dans un réseau dé�ni par
une maille spéci�que (présence de bandes interdites dans le diagramme de bandes). Pareillement, à une
périodicité �xée, tout type de bille ne pourra convenir pour un con�nement. Et cela, de la même façon que
toute onde, caractérisée par une fréquence propre, ne pourra se propager dans un cristal photonique.
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Chapitre 2 : Modélisation d'une chaîne de lentilles

Nous constatons alors une ouverture de gap avec les variations d'espacements sur la maille élémentaire.
Plus spéci�quement, dès que les distances d1 et d2 sont di�érentes l'une de l'autre. En e�et, deux zones
solutions, pour lesquelles |cos(θ)| < 1, s'établissent distinctement et peuvent être assimilées aux bandes
diélectrique et d'air d'un cristal photonique. Il apparaît que l'ouverture se fasse en bord de bande (θ tendant
vers π), sous la forme d'une légère in�exion. En e�et, de la même façon que la largeur du gap augmente avec
l'augmentation de la di�érence d'indice entre les deux milieux composant un cristal photonique [110], celle-ci
augmente d'autant plus que l'écart entre les deux distances d1 et d2, est important. De plus, l'évolution de
cette ouverture, dans le cas d'une maille élémentaire à deux lentilles, suit la loi (démonstration en annexe
B) :

∆d̃gap = 2 d̃
|d̃2 − d̃1|
d̃2 d̃1

(2.44)

Nous pourrons rapprocher cette expression de la largeur de bande interdite à celle analogue pour les cristaux
photoniques :

∆ω̃gap = ω0
4

π

|nm2 − nm1 |
nm2 + nm1

(2.45)

où ω0 correspond à la pulsation au centre de bande, nm1 et nm2 les indices de réfraction des deux milieux
composant le cristal photonique (miroir de Bragg), et le facteur 4/π est lié au cas de l'emploi d'une lame
quart d'onde (dé�nition particulière du miroir).

Ainsi, l'ensemble des mailles élémentaires de deux lentilles, espacées des valeurs d1 et d2, peut être assimilé à
l'empilement de deux matériaux transparents, de permittivité électrique ε1 et ε2 di�érentes, et espacés d'une
période a (�gure 2.48). Cela nous permet de mettre en exergue un lieu étroit entre un réseau de lentilles et
un cristal photonique. De la même façon, comme nous l'avons déjà signalé, l'augmentation de l'écart d'indice
(ou permittivité), entre les deux couches formant le miroir de Bragg, induira un élargissement du gap [110].
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Figure 2.48 � Équivalence entre un cristal photonique 1D, de type miroir de Bragg, composé par l'alternance
périodique (de période a) de couches planes diélectriques, d'épaisseurs d1 et d2, et de permittivités respectives ε1
et ε2 < ε1, avec un réseau de lentilles minces dont la maille élémentaire, de longueur a, est composée de deux
lentilles espacées de d1 et d2.
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2.2 Analogie avec les cristaux photoniques

2.2.2 Localisation des maxima du champ dans le réseau et variation sur l'espacement
d
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Figure 2.49 � Pro�l d'évolution de l'espacement entre lentilles, dans un réseau comportant un schéma périodique
de deux lentilles, en fonction du déphasage acquis par le faisceau sur une maille élémentaire. Les espacements
sont dé�nis tels que d1 = d et d2 = 1.1d. Nous avons tracé les deux valeurs de d, dinf et dsup, correspondant à
un même θ.

Observons alors ce que cela implique, si nous nous situons sur la bande inférieure, ou supérieure, du
diagramme. Pour ce faire, considérons un schéma équivalent à celui pris en compte sur le graphe de la �gure
2.47 (b), à savoir, un réseau dé�ni par une maille élémentaire de deux lentilles, suivies respectivement des
espacements d1 = d et d2 = 1.1d. Ainsi, simulons la propagation d'un faisceau avec des propriétés assimilées
à chacune de ces deux situations, soit deux valeurs de d prise sur chacune des bandes, et équivalentes à un
même θ. Les valeurs de d que nous déduisons sont alors dinf = 1.718 et dsup = 2.1 (�gure 2.49).
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Figure 2.50 � Pro�l d'évolution de l'intensité du
faisceau dans un réseau de NL = 5 lentilles, soit
deux mailles élémentaires, avec d2 = 1.1 d1 = 1.1 d
et d = 1.718nmf . Le waist d'entrée est de 3.6µm, et
sa position par rapport au foyer objet de la première
lentille de −6.9µm. La position des lentilles est repé-
rée par des croix vertes pour le modèle de Gauss et des
carrés noirs pour celui de Huygens-Fresnel.
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Figure 2.51 � Pro�l d'évolution de l'intensité du
faisceau dans un réseau de NL = 5 lentilles avec
d2 = 1.1 d1 = 1.1 d et d = 2.1nmf . Le waist d'entrée
est de 6µm et sa position par rapport à la première
lentille de 19µm. La position des lentilles est repérée
par des croix vertes pour le modèle de Gauss et des
carrés noirs pour celui de Huygens-Fresnel.
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Chapitre 2 : Modélisation d'une chaîne de lentilles

La valeur de d, utilisée pour cette première �gure 2.50, correspond à la branche inférieure du diagramme
de bandes (�gure 2.47 (b)). Nous pouvons alors voir que le maximum d'intensité se trouve dans les parties
où l'écart de distance est le plus élevé, soit, dans les zones de d2. En revanche, selon la �gure 2.51, où la
valeur de d correspond maintenant à la branche supérieure du diagramme de bandes (�gure 2.47 (b)), le pic
d'intensité se situe dans les zones de plus faible écart de distance, soit pour un écart de d1.
Ce changement des positions des maxima dans le réseau est précédé d'un comportement évolutif le long d'une
même bande, dont les amplitudes s'égalisent en centre de bande, soit pour θ = π/2. Toutefois, ce "saut"
s'opère bien en passant d'une branche du diagramme à l'autre car le faisceau se déphase de π aux extrémités
des bandes interdites, où le champ est, cela dit, essentiellement con�né dans les zones respectives à celles
liées aux maxima sur une bande donnée.

Nous venons de voir qu'il existait, pour cette valeur d'espacement entre lentilles, des zones où aucun mode
ne pouvait se propager dans le réseau. Dans certains cas, a�n de disposer d'une fréquence de propagation
permise (cristaux photoniques), à l'intérieur d'une bande de fréquences interdites, il est nécessaire d'introduire
des défauts dans la structure périodique. C'est ce que nous allons maintenant étudier.

2.3 E�ets d'un défaut : couplage de deux chaînes périodiques

De tels défauts, dans le cas des cristaux photoniques, sont obtenus en modi�ant, localement ou non, la
périodicité du cristal. Alors, de nouveaux modes permis pour le champ électromagnétique peuvent apparaître,
pour des fréquences se trouvant dans le gap photonique. Les champs associés à ces modes sont alors localisés
au niveau de ces défauts. Parmi les défauts possibles, nous pouvons faire la distinction entre les défauts
ponctuels (retrait, ajout ou modi�cation d'un ou plusieurs des motifs du réseau), qui se comportent comme
des microcavités résonantes 11, et les défauts linéaires (couplage sur un ensemble de défauts ponctuels).
Regardons ce que cela peut impliquer, dans notre étude, sur une chaîne de billes diélectriques.

2.3.1 Défauts localisés ou ponctuels

2.3.1.1 Défaut lacunaire ou défaut de Schottky
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Figure 2.52 � Représentation de l'inclusion d'un défaut lacunaire par l'omission d'une bille dans le réseau
périodique initial. À cela se rajoute une évolution de la largeur de la lacune, impliquant une translation du sous-
réseau situé au-delà de cette dernière.

11Nous verrons que cette propriété, propre aux cristaux photoniques, n'est pas véri�ée dans notre cas, essentiellement dû au
fait que nous négligeons les ré�exions aux interfaces milieu-lentille, et ne considérons pas, en conséquence, d'interférence. Cela
se traduira plutôt comme un changement sur les conditions de couplage des "sous-parties" composant la chaîne de lentilles.
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2.3 E�ets d'un défaut : couplage de deux chaînes périodiques

Nous proposons d'illustrer cela, en premier lieu, par la �gure 2.53, où nous avons inclus un défaut ponctuel
dans la chaîne de lentilles équidistantes. Celui-ci fut simplement simulé par un éloignement local plus ou moins
important que la période du réseau (�gure 2.52).
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Figure 2.53 � Pro�l d'évolution de largeur du faisceau dans un réseau de NL = 12 lentilles, régulièrement
espacées, avec w0i = 4.5µm et σi = 0µm, pour di�érentes valeurs de défauts inclus dans le réseau. Les graphes
(a), (b) et (c) correspondent à une situation initiale en mode de Bloch (avec d = 2nmf), dont les défauts valent,
respectivement, nmf , 3nmf et 4nmf . Les graphes (d), (e) et (f) correspondent, quant à eux, à une situation
initiale désaccordée (avec d = 3nmf), où les défauts valent respectivement nmf , 2nmf et 4nmf . Chaque tracé
a été e�ectué suivant les deux modèles. L'évolution en traits discontinus rouges, entre chaque position de billes
repérée par un carré noir, correspond au modèle de Huygens-Fresnel. Et celle en traits continus bleus, entre chaque
position de billes repérée par une croix verte, correspond au modèle de Gauss.

Bien entendu, l'inclusion d'un simple défaut local ne jouera en rien sur la stabilité du système, tant que
celui-ci n'impliquera pas une trop grande divergence du faisceau entre ses extrêmités. Les graphes (a), (b)
et (c) correspondent donc à un mode de Bloch. Nous savons alors que la périodicité du réseau et du faisceau
coïncident. En incluant un défaut, nous modi�ons les paramètres d'entrée par rapport à la lentille qui suit.
La valeur de σi s'en trouvant changée, nous ne restons pas sur le même mode. Nous explicitons ainsi le
couplage entre deux modes du réseau, par l'insertion d'un défaut.

Étant initialement dans une situation équivalente à celle des cavités confocales (d̃ = 2), comme nous l'avons
vu précédemment, nous savons que le faisceau redevient identique à lui-même après quatre passages de len-
tilles. Nous observons bien cela sur les graphes après le défaut. En e�et, nous voyons qu'après deux lentilles
la largeur de faisceau est identique, toutefois le faisceau ne s'est déphasé que de θ = 2 × π/2 = π. Il sera
alors totalement identique à lui-même après deux passages supplémentaires.

De façon générale, nous rappelons que la période acquise par le champ est simplement dépendante du
paramètre de maille du réseau, et présentera communément une période supérieure à ce dernier. Toutefois,
pour tout réseau, nous pourrons toujours dé�nir un mode de Bloch, tant que la condition de stabilité sera
respectée (2.9). En conséquence de quoi, la période est minimale, et équivalente à celle du réseau.
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Chapitre 2 : Modélisation d'une chaîne de lentilles
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Figure 2.54 � Schématisation de la transformation du paramètre gaussien q̂ à la traversée d'un réseau périodique,
auquel nous avons inclus un défaut lacunaire. Celui-ci fut simulé par l'omission d'une bille, suivie d'une translation
du sous−réseau situé au−delà du défaut.

Cela étant, en présence d'un défaut, nous n'avons plus un seul réseau dé�ni par un espacement régulier
entre lentilles, mais deux sous-réseaux couplés, dé�nis par un même espacement d, mais séparés de δ. Nous
pouvons alors exprimer ce couplage à partir de la méthode matricielle (1.42), comme suit :



q̂
av

=
<défaut

A q̂
0

+ B

C q̂
0

+ D

q̂
δ

=
δ=αd

A′ q̂
av

+ B′

C ′ q̂
av

+ D′
=

A′
(
A q̂

0
+ B

)
+ B′

(
C q̂

0
+ D

)
C ′
(
A q̂

0
+ B

)
+ D′

(
C q̂

0
+ D

) , avec α ∈ R+∗

q̂
ap

=
>défaut

A′′ q̂
δ

+ B′′

C ′′ q̂
δ

+ D′′

(2.46)

où q̂
0
est le rayon de courbure complexe dé�ni en entrée de réseau, q̂

av
celui juste avant le défaut, q̂

δ
celui

juste après le défaut, et q̂
ap

celui en �n de réseau (�gure 2.54). Le système est caractérisé par un ensemble de

trois matricesM,M′ etM′′ dont les éléments (A,B,C,D), (A′, B′, C ′, D′) et (A′′, B′′, C ′′, D′′) correspondent
respectivement aux zones avant, au niveau, et après le défaut. Il est bien évident que si nous avons autant
de mailles élémentaires avant et après le défaut, alors M = M′′.

Cependant, la conclusion restera la même, même si nous partons initialement d'une situation désaccordée,
comme nous pouvons le voir sur les trois graphes suivants, (d), (e) et (f).

La largeur du faisceau, au niveau des lentilles, sera d'autant plus élevée que le défaut sera grand. À
l'exception du cas observé sur le graphe (f). En e�et, le défaut dé�ni par un écartement de 4nmf implique
une position du waist à égale distance des deux lentilles situées de part et d'autre de ce dernier. Ainsi, la
largeur du faisceau au niveau des lentilles se conserve, ce qui permet la continuité du cycle.

85



2.3 E�ets d'un défaut : couplage de deux chaînes périodiques

Notons que dans la pratique, même si la précision sur la taille du défaut n'est pas parfaitement dé�nie, nous
voyons un comportement similaire du champ propagé. Cela traduit une certaine robustesse de nos résultats.

En�n, l'observation d'une augmentation de largeur de faisceau, au niveau des lentilles, en fonction de l'évo-
lution de la taille du défaut semble évidente (à l'exception du cas particulier où la valeur des paramètres de
faisceau se préservent comme sur la �gure 2.53 (f)), dans la mesure où la divergence du faisceau augmente
suivant la propagation sur (Oz). Regardons alors (�gures 2.55 et 2.56), comment varie les extrema d'intensité
de faisceau, en fonction de cette variation de largeur de défaut.
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Figure 2.55 � Pro�l d'évolution du maximum d'in-
tensité du faisceau en fonction de l'élargissement du
défaut. Le réseau est composé de NL = 12 lentilles,
avec ω0i = 4.5µm, σi = 0µm et d = 2nmf .
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Figure 2.56 � Pro�l d'évolution du minimum d'in-
tensité du faisceau en fonction de l'élargissement du
défaut. Le réseau est composé de NL = 12 lentilles,
avec ω0i = 4.5µm, σi = 0µm et d = 2nmf .

En observant l'in�uence de l'espacement d sur les variations de l'intensité dans le réseau, il apparaît qu'un
minimum est atteint pour une largeur de défaut de 2nmf , autrement dit, dans le cas où celui-ci est identique
à la périodicité du réseau. Cela nous amène donc à conclure que le moindre défaut local, quel qu'il soit,
entraînera une augmentation du maximum d'intensité atteint dans le réseau.

Inversement, si nous regardons le pro�l d'évolution du minimum d'intensité, il apparaît qu'un maximum est
atteint lorsque la largeur du défaut véri�e les conditions du mode de Bloch, soit pour δ = 2nmf . L'allure
globale présente une augmentation de ce minimum jusqu'à cet espacement de 2nmf , puis une décroissance
tendant asymptotiquement vers zéro.

Ainsi, nous remarquons que l'inclusion d'un défaut entraîne irrémédiablement une augmentation, non seule-
ment du maximum d'intensité accessible dans le réseau, mais plus généralement de l'amplitude de ses valeurs
extrêmales.

Notons toutefois qu'une divergence commence à apparaître entre les deux modèles à partir d'une largeur de
défaut d'environ 2.5 d, soit 5nmf (�gures 2.55). Nous comprenons qu'avec un tel écart, la largeur du faisceau
au niveau de la lentille qui suit est telle que la di�raction ne peut plus être négligée. Le faisceau se retrouve
alors très focalisé, avec un waist aux alentours d'un micron.

Cela va donc engendrer l'apparition de modes d'ordres supérieurs après le défaut, comme nous pouvons le
voir sur les �gures 2.57 et 2.58. Ici, nous avons pris l'exemple d'un défaut de largeur δ = 4 d, soit 8nmf . La
largeur du faisceau au niveau de la lentille suivant directement le défaut est d'environ 3.2µm, autrement dit,
de l'ordre de grandeur du rayon de la lentille (ρ = 5µm). Le waist qui en découle est alors d'environ 0.8µm,
ce qui traduit une forte focalisation du faisceau.
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Figure 2.57 � Coupe du pro�l d'amplitude du faisceau dans un réseau de NL = 16 lentilles, régulièrement
espacées, auquel on a ajouté un défaut, entre la troisième et la quatrième lentille, de largeur δ = 4d, avec d = 2nmf .
Le waist d'entrée est de 4.5µm, et σi = 0µm.
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Figure 2.58 � Pro�l d'amplitude du faisceau dans un réseau de NL = 16 lentilles, régulièrement espacées, auquel
on a ajouté un défaut, entre la troisième et la quatrième lentille, de largeur δ = 4d, avec d = 2nmf . Le waist
d'entrée est de 4.5µm, et σi = 0µm.
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Nous pouvons alors conclure quant à la possibilité de focaliser un faisceau dans une chaîne de gouttes. Cette
focalisation sera ainsi d'autant plus importante que la largeur du défaut, ou encore la périodicité du réseau,
sera grande. Cela reste en accord avec les propriétés d'évolution d'un faisceau gaussien, impliquant une
divergence d'autant plus considérable que l'éloignement au col est important.
L'application d'un tel résultat est tout à fait envisageable, notamment dans le domaine des biosciences. En
e�et, la variété des dimensions des objets (organiques ou inorganiques) à manipuler est grande, et nécessite
que cette manipulation soit, généralement, non invasive et adaptable aux nombreuses situations. Ainsi, l'ac-
cessibilité à une précision d'une relative �nesse sur la taille du défaut inséré dans le réseau, nous permettrait
le piégeage, voire le guidage, d'objets de diverses tailles avec un seul et même appareillage.

2.3.1.2 Défaut multi-lacunaire
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Figure 2.59 � Représentation de l'inclusion de plusieurs défauts lacunaires par l'omission et l'insertion (défaut
interstitiel) de billes dans le réseau périodique initial.

Une application intéressante peut être déduite de l'inclusion des défauts dans un réseau. En e�et, nous
venons de voir que la présence d'un défaut modi�ait l'évolution d'un faisceau. Or, le mode qui s'en suit
présente généralement un waist plus petit que celui propre au mode avant le défaut. Cela pourrait avoir son
importance lors de la manipulation de cellule, puisqu'il est nécessaire de ne pas dépasser une certaine énergie
lumineuse seuil pour ne pas endommager cette dernière.
Pour ce faire, considérons initialement la propagation d'un mode de Bloch, dans un réseau de lentilles équi-
distantes. Nous savons alors que pour deux réseaux distincts, il existera deux modes de Bloch associés dont
la valeur du waist propre est identique (�gure 2.5). Il semble donc possible d'atteindre des largeurs de fais-
ceau variables dans un réseau, sans modi�er les conditions d'entrée du faisceau, en jouant simplement sur
l'espacement entre les lentilles. Les deux systèmes présentent alors une certaine intrication de leur mode
propre.
Cette propriété est toutefois limitée à un couplage sur deux réseaux, lorsque nous considérons une maille
primitive à une seule lentille. Cela pourrait être étendu à des mailles plus complexes, dont le couplage
pourrait s'e�ectuer non plus sur deux, mais un plus grand nombre de réseaux. En d'autres termes, cela peut
se généraliser, en considérant une maille élémentaire à N lentilles, à un couplage maximal entre 2×N réseaux.

Suite à quoi, nous pouvons introduire autant de défauts que nous voulons, dans le but de faire varier, suivant
l'intérêt, la largeur du faisceau évoluant dans le réseau (�gure 2.59). Un exemple notoire pourrait être le cas
d'élargissement ou rétrécissement de faisceau, comme nous pouvons le voir sur la �gure 2.60 qui suit.
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Figure 2.60 � Pro�l d'évolution de largeur du faisceau dans un réseau de NL = 15 lentilles, régulièrement
espacées par blocs, avec w0i = 4.2µm et σi = −62µm, pour di�érentes valeurs de défauts inclus dans un même
réseau. Leur valeur est chaque fois de 2nmf et les diverses périodicités alternent respectivement de nmf à 3nmf .

En s'étant initialement �xé un réseau dont la période est de 1nmf , nous avons déduit de la �gure 2.5 que le
réseau équivalent à un waist propre identique était celui dont la période est de 3nmf .
À partir de quoi, il nous a su� de déduire la largeur du défaut permettant de coupler ces deux réseaux.
Pour ce faire, nous avons obtenu sa valeur en sommant les deux distances propres σi + f relatives à chacun
des deux modes de Bloch, soit δ = 2nmf . Il semble important de préciser que ce résultat est général dans
le cas d'un réseau comportant une maille primitive à une seule lentille. Cela paraît toutefois relativement
intuitif, puisque les paramètres propres du faisceau, sur l'intervalle des valeurs de d véri�ant les conditions
de stabilité, dé�nissent un ensemble symétrique autour de la valeur 2nmf .

L'écart obtenu entre les deux largeurs de faisceau, prises au niveau des lentilles, est par conséquent une
caractéristique intrinsèque au système couplé, et ne peut de la sorte évoluer. Toutefois, nous pourrions nous
a�ranchir de ce problème en considérant d'autres systèmes couplés (�gure 2.61). En e�et, nous observons
que l'écart augmente d'autant plus que la di�érence de périodicité entre les deux réseaux est grande.
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2.3 E�ets d'un défaut : couplage de deux chaînes périodiques

(a) ω0i = 4.4µm et zi = 81µm (b) ω0i = 4.5µm et zi = 100µm

(c) ω0i = 4.5µm et zi = 119µm

Figure 2.61 � Variation de la largeur du faisceau, acquise dans un réseau de NL = 15 lentilles, régulièrement
espacées par blocs, pour di�érentes valeurs de défauts inclus dans un même réseau. Leur valeur est chaque fois de
2nmf et les diverses périodicités alternent respectivement de 1.3nmf à 2.7nmf pour le graphe (a), de 1.6nmf à
2.4nmf pour le graphe (b), de 1.9nmf à 2.1nmf pour le graphe (c).

L'emploi d'un élargisseur de faisceau est souvent nécessaire lorsque l'on souhaite observer un objet étendu
au moyen d'un faisceau laser. Celui-ci permettra également d'en diminuer l'intensité en sortie.
Outre cela, il apparaît de façon évidente qu'un tel système présente l'avantage de contenir plusieurs réseaux
de piégeage, dé�ni par des périodicités distinctes. Ainsi, il serait possible de piéger des particules de tailles
diverses, et par la même, e�ectuer un triage.

Cependant, ces illustrations n'ont pas encore mis en exergue l'in�uence du paramètre de stabilité. Pour cela,
nous allons étudier l'in�uence d'un défaut étendu. Autrement dit, cela va revenir à coupler un ensemble de
défauts localisés entre eux.
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2.3.2 Défauts étendus ou défauts de Wadsley
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Figure 2.62 � Représentation de l'inclusion d'un défaut étendu par le couplage de deux réseaux de périodes
di�érentes (d 6= δ).

Nous venons de voir que l'inclusion d'un défaut localisé n'in�uait pas, en soi, sur la stabilité du faisceau
au sein du réseau. Nous pouvons alors considérer le défaut non plus simplement local, mais répété sur chaque
maille primitive, dé�nissant ainsi un deuxième sous-réseau (�gure 2.62). Par ce biais, il apparaît plus évident
que le faisceau puisse perdre sa stabilité. En e�et, le fait de maintenir un défaut revient à dé�nir une nouvelle
périodicité de réseau. Observons, pour illustrer cela, la �gure 2.63.
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é
d
e
√

λ
f
/π

)

0 2 4 6 8
0.5

1

1.5

2

2.5
( e ) désaccordé et δ = 2d/3
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Figure 2.63 � Pro�l d'évolution de largeur du faisceau dans un réseau de NL = 10 lentilles, régulièrement
espacées, avec w0i = 4.5µm et σi = 0µm, pour di�érentes valeurs de défauts récurrents inclus dans le réseau. Les
graphes (a), (b) et (c) correspondent à une situation initiale accordée (avec d = 2nmf), dont les défauts valent,
respectivement, nmf , 3nmf et 4nmf . Les graphes (d), (e) et (f), correspondent, quant à eux, à une situation
initiale désaccordée (avec d = 3nmf), où les défauts valent respectivement nmf , 2nmf et 4nmf . Chaque tracé
a été e�ectué suivant les deux modèles. L'évolution en traits discontinus rouges, entre chaque position de billes
repérée par un carré noir, correspond au modèle de Huygens-Fresnel. Et celle en traits continus bleus, entre chaque
position de billes repérée par une croix verte, correspond au modèle de Gauss.
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2.3 E�ets d'un défaut : couplage de deux chaînes périodiques

Nous avons donc repris ici les mêmes paramètres que ceux dé�nis pour la �gure précédente, à ceci près
que notre défaut est maintenant permanent à partir d'une lentille donnée. Ainsi, il semble apparaître deux
comportements di�érentiables, autant sur la situation accordée que sur celle désaccordée. En e�et, sur les
premiers graphes (a), (b), (d) et (e), nous retrouvons le comportement observé dans le cas d'un défaut
ponctuel. À savoir, tant que les dimensions du défaut ne dépassent pas celles imposées par la condition de
stabilité, le faisceau reste con�né dans le réseau, avec une évolution périodique. Toutefois, en incluant des
défauts, nous modi�ons les paramètres d'entrée par rapport au réseau qui suit le premier défaut. Le change-
ment sur σi en résultant va impliquer une modi�cation du couplage dans le réseau. Ainsi, nous n'avons plus
un seul réseau dé�ni par un espacement régulier entre lentilles, mais deux sous-réseaux couplés, dé�nis par
deux espacements propres d (avant le défaut) et δ (après le défaut).

Nous pouvons alors, comme précédemment dans le cas d'un simple défaut local, traduire cela par un système
couplé de deux équations, explicitant la transformation du paramètre gaussien q̂ au cours de la propagation
du faisceau :
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où q̂
0
est le rayon de courbure complexe dé�ni en entrée de réseau, q̂

av
celui juste avant le deuxième sous-

réseau, et q̂
δ
celui après (�gure 2.64). Le système est caractérisé par un ensemble de deux matrices M et M′

dont les éléments (A,B,C,D) et (A′, B′, C ′, D′) correspondent respectivement aux zones avant, et après le
défaut.
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Figure 2.64 � Schématisation de la transformation du paramètre gaussien q̂ à la traversée de deux réseaux
couplés, dé�nis par deux périodicités di�érentes.

En revanche, pour les autres graphes (c) et (f), nous constatons une perte de stabilité du faisceau. Ceci
s'explique par le fait que notre espacement ainsi dé�ni ne satisfait plus les conditions de stabilité imposant
d̃ < 4. Cela a pour conséquence d'entraîner une instabilité du faisceau, l'amenant à s'échapper du réseau
relativement vite. Autrement dit, dès quelques billes passées après le défaut, la largeur du faisceau devient
supérieure aux dimensions de ces dernières. Et cela, d'autant plus rapidement que l'espacement du défaut
sera grand, et que la périodicité du réseau initial (avant défaut), sera petite.
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Nous observons alors, généralement, des comportements proches de ceux relevés dans le cas d'un simple
défaut local, à l'exception faite que le con�nement du faisceau puisse être perdu, dès lors que la périodicité
du deuxième sous-réseau dépasse la condition de stabilité. L'intérêt ici est donc qu'en maîtrisant le position-
nement des lentilles dans le réseau, nous pouvons, selon la nécessité, con�ner le faisceau sur un nombre limité
de mailles. Nous caractérisons ainsi un système facilement recon�gurable.

2.4 Application à un ensemble désordonné

Nous venons de présenter un ensemble de résultats obtenus dans le cas de chaînes de lentilles parfaite-
ment périodiques. Toutefois, il paraît nécessaire d'étudier la robustesse de notre modèle en lentilles �nies,
en le soumettant à un système désordonné. Cette sensibilité aux conditions initiales nous apportera plus
concrètement une justi�cation quant aux futures applications expérimentales.

Nous allons pour cela observer, à partir d'une situation accordée déjà étudiée précédemment, l'évolution d'un
faisceau dans une chaîne de lentilles soumises au désordre.
Pour ce faire, nous distribuons les positions initiales des lentilles suivant une loi normale, dont la moyenne
correspond à leur position respective sans désordre. Ainsi, nous choisissons d'utiliser la méthode de Box-
Muller, sous sa forme polaire, qui va nous permettre de générer un ensemble de variables aléatoires normales,
centrées, réduites et indépendantes.

Commençons par tirer deux variables aléatoires u1 et u2 indépendantes, uniformément distribuées sur ]0; 1].
Si nous posons :

X0 =
√
−2 ln(u1) cos (2π u2) (2.48)

Nous pouvons ainsi en déduire un ensemble de variables aléatoires indépendantes, associées aux positions
des billes, suivant une loi normale :

Z0 = m + ς X0 (2.49)

où m correspond à la moyenne (positions des billes sans désordre), et ς à l'écart-type (écart à la valeur
moyenne).
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Figure 2.65 � Pro�l d'évolution de largeur du faisceau dans un réseau de NL = 9 lentilles, espacées aléatoirement
suivant une loi normale, avec w0i = 4.5µm et σi = 0µm. Chacun des graphes (a), (b), (c) et (d) correspond,
respectivement, à un écart-type ς de 0.01, 0.1, 0.3 et 0.5. Les lignes horizontales en traits discontinus correspondent
aux limites d'évolution du faisceau gaussien dans un réseau sans désordre.
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Figure 2.66 � Coupe du pro�l d'amplitude trans-
verse du faisceau dans un réseau de NL = 9 len-
tilles, espacées aléatoirement, avec w0i = 4.5µm et
σi = 0µm. Le désordre aléatoire, suivant une loi nor-
male, est dé�ni par un écart-type ς = 0.5.
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Figure 2.67 � Pro�l d'amplitude transverse du fais-
ceau dans un réseau de NL = 9 lentilles, espacées
aléatoirement, avec w0i = 4.5µm et σi = 0µm. Le
désordre aléatoire, suivant une loi normale, est dé�ni
par un écart-type ς = 0.5.
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Nous observons ici une relative robustesse du modèle au désordre (�gure 2.65). Nous constatons, comme nous
avions pu le remarquer identiquement dans les sections précédentes, que les variations induites sur le réseau
périodique ne modi�ent pas la propagation du mode, et cela, en moyenne, jusqu'à un écart-type de 0.5, soit
une variation moyenne de 50 % autour des positions périodiques. Nous préservons alors un pro�l gaussien,
mais perdons toute périodicité du champ qui reste toutefois con�né dans le réseau.

En outre, nous relevons en évidence que si les variations deviennent assez conséquentes (ς ' 0.4 − 0.5),
les largeurs de faisceau atteintes dans le réseau sont telles (de l'ordre de grandeur du rayon des lentilles),
que la di�raction ne peut plus être négligée. Ainsi, l'écart entre les deux modèles augmente au cours de la
propagation (�gure 2.65 (d)), et des modes d'ordres supérieurs apparaissent (�gures 2.66 et 2.67).
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Conclusion

Cette première étude statique nous a donc permis d'expliciter le comportement d'un faisceau quelconque,
traversant un ensemble de gouttes diélectriques. Celles-ci ont été réparties de façon périodique, dans un
réseau dé�ni à partir de mailles élémentaires plus ou moins complexes.
Initialement décrit par un modèle matriciel en lentilles in�niment étendues, nous avons par la suite comparé
nos résultats avec ceux obtenus avec un modèle plus réaliste, pour la description du front d'onde, de type
Huygens-Fresnel. Ce dernier nous a permis de considérer le phénomène de di�raction induit par les conditions
aux bords que nous imposent les dimensions �nies des objets di�ractants. Ainsi que la prise en compte des
e�ets d'aberrations sphériques induits par la courbure des surfaces dioptriques.

Nous avons pu, ainsi, caractériser les modes des chaînes, et les conditions de couplage à ces modes. En
particulier, nous avons pu extraire les conditions d'accord de faisceau sur les propriétés géométriques du
réseau (mode de Bloch), en imposant que son paramètre gaussien q redevienne identique à lui-même après le
passage d'une ou plusieurs mailles élémentaires (typiquement N mailles). Ces conditions d'auto-reproduction
du champ se sont avérées réalisables sous la condition d'un déphasage θ, accumulé à chaque passage de lentille,
égal à une fraction rationnelle à un facteur 2π près.
L'étude développée autour de ce paramètre gaussien nous a ainsi permis d'établir un rapprochement entre
une chaîne de lentilles périodiques auto-guidante et un cristal photonique. En e�et, bien que les dimensions
caractéristiques des systèmes respectifs soient bien di�érentes, autrement dit sub-longueur d'onde pour le
dernier cité, et grande devant celle-ci pour notre cas d'étude, nous avons pu utiliser un même formalisme
matriciel pour décrire le comportement du faisceau dans un réseau.
Cela nous a permis, en outre, de démontrer l'existence de bandes interdites, et de modes guidants, dans
l'ensemble des solutions en stabilité. Nous avons alors pu caractériser l'évolution de ces dernières à partir des
propriétés intrinsèques au réseau et au faisceau. Il s'en suit un résultat important nous permettant d'avancer
que nous puissions facilement faire évoluer le système d'un état guidant à un état non-guidant, par simple
déplacement d'une ou plusieurs gouttes sur le réseau.

Cela étant, nous n'avons encore rien dit quant aux contraintes optiques agissant sur ces dernières. Cela
fera l'objet de la prochaine partie. Nous commencerons par présenter la réponse du système soumis à deux
faisceaux lasers horizontaux contra-propageants. L'insertion de ce deuxième faisceau ayant pour dessein de
stabiliser, dynamiquement, le réseau de gouttes. Ce qui nous amènera, en suivant, à une description de l'étude
dynamique du modèle.
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Introduction des forces optiques
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C'est en 1619 et son traité sur les comètes De cometis libelli tres, que J. Kepler énonce pour la première
fois l'idée selon laquelle la lumière pouvait exercer une force de pression. Cette hypothèse lui permit d'expli-
quer pourquoi la queue des comètes était dirigée dans un sens opposé à la position du soleil. Toutefois, de
part leur faible intensité, il faudra attendre le début du xxe siècle et les expériences en parallèle de Lebe-
dev [2] d'une part, et Nichols et Hull [3, 4] d'autre part, pour que de telles forces soient misent en évidence
en laboratoire. Cependant, les densités d'énergie pour envisager exploiter un tel phénomène ne furent acces-
sibles qu'avec l'invention du laser dans les années 60. C'est dans ce contexte que les premières manipulations
particulaires furent expérimentées quelques années après.

Mis en évidence dès les années 1970 par A. Ashkin, le piégeage optique est aujourd'hui devenu une technique
courante pour la manipulation non-destructive et non-invasive d'objets dont les dimensions peuvent s'étendre
de quelques dizaines de nanomètres à plusieurs dizaines de micromètres [10,12]. Dans le même temps, Imbert
et al. [111,112] développent, à l'appui des résultats de Ashkin, l'expression de la force de radiation qu'exerce
un faisceau laser sur une sphère, de grand diamètre devant la longueur d'onde, dans l'approximation de
l'optique géométrique. Notre approche se situera donc dans le cadre de cette approximation, justi�ée par des
rayons de billes de l'ordre d'une centaine de fois la longueur d'onde.

101



3.1 Rappels sur la présentation du système

3.1 Rappels sur la présentation du système

Nous porterons notre attention, dans ce chapitre, sur la réponse d'un système optique composé de NL

billes diélectriques transparentes de rayon ρ, d'indice de réfraction nb, immergées dans un milieu d'indice
de réfraction nm. Celles-ci interagiront alors avec deux faisceaux lasers monochromatiques, horizontaux et
contra-propageants le long de l'axe (Oz), de mode transverse variable (�gure 3.1).

laserlaser laser
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Figure 3.1 � Géométrie caractéristique d'un piégeage optique horizontal par l'emploi de deux faisceaux lasers
contra-propageants, et refocalisés par un réseau de billes.

Nous considérons, dans un premier temps, deux lasers incidents de mode TEM00 dont le pro�l d'intensité
est gaussien. Le pro�l de champ réel le long de l'axe de propagation z est alors dé�ni tel que :

E(r, z) = E0(z) e−r
2/ω(z)2 (3.1)

où r représente la distance à l'axe d'un point, dans le plan transversal, ω(z) le rayon de la section droite du
faisceau gaussien dans le plan de front z, et E0(z) l'amplitude du champ en r = 0.

Nous considérons, comme nous l'avons déjà précisé dans le préambule, que nous nous plaçons suivant
l'approche de l'optique géométrique. Cela se justi�ant par le fait que le diamètre de nos billes soit grand
devant la longueur d'onde de la lumière. Ainsi, trois processus classiques peuvent être distingués lorsque
nous étudions l'interaction du faisceau avec ces billes : la di�raction par les bords de la particule assimilée
à un disque opaque, la réfraction à travers la lentille épaisse que constitue la sphère, et la ré�exion sur son
pourtour. Lorsque le rayon ρ de la particule est tel que le paramètre α = 2πρ/λ ≥ 100 [113�115], on peut
considérer ces trois processus comme indépendants et superposer leurs e�ets, autrement dit sommer leurs
contributions respectives [66,116]. Ce que nous véri�ons ici avec 2πρ/λ ' 600, où ρ = 50µm.

Ainsi, le diamètre des billes que nous considérons étant grand devant la longueur d'onde, nous pourrons
négliger le phénomène de di�raction ; ce qui nous amènera à ne considérer que seules les forces dues à la
ré�exion et à la réfraction du faisceau par la sphère. Regardons plus en détail le principe du calcul de cette
force totale.
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Chapitre 3 : Introduction des forces optiques

3.2 Description des forces en jeu

Considérons un pinceau de lumière, dont un rayon frappe la surface d'une sphère en un point M , de
coordonnées (X, Y , Z) dans le système associé dont l'origine O coïncide avec le centre de la sphère. Ce
rayon apparaît alors comme issu d'un point C, correspondant au centre de courbure relatif au front de phase
de l'onde au point M . L'axe (OZ) est pris parallèle à l'axe de propagation (Oz) du faisceau, et situé à
une distance ρ0. Les vecteurs CM (rayon) et OM (normale) dé�nissant le plan d'incidence, forment l'angle
d'incidence i. L'angle θ sera dé�ni, quant à lui, par l'angle formé entre les vecteurs OC et OM (�gure 3.2).

Y

Z

Z '

Y '

O

X

C

M
i

θ

0
z

Rc

Figure 3.2 � Représentation des systèmes d'axes pour le calcul des forces optiques agissant sur la sphère, dans
le cas général où le faisceau est désaxé par rapport au centre de la sphère.

Sans entrer dans le détail des développements établis en mécanique quantique, nous nous devons toutefois de
préciser que lorsque la lumière interagit avec la matière, son comportement jusqu'alors décrit par celui d'une
onde, s'interprète corpusculairement sous forme de quanta d'énergie (photon). Ces photons véhiculant une
énergie Eph = h ν, possèdent par la même une quantité de mouvement dé�nie par la relation de de Broglie
1 :

p =
h

λ
= ~ k (3.2)

où h ' 6.626 × 10−34J.s est la constante de Planck et ~ = h/2π la constante réduite, alors que λ et k
représentent, respectivement, la longueur d'onde et le nombre d'onde, associés au photon.

Nous considèrerons ainsi le faisceau lumineux comme un �ux de photons, véhiculant une certaine énergie,
autrement dit une certaine quantité de mouvement.
Nous avons représenté sur la �gure 3.3 un rayon incident, issu d'un milieu homogène d'indice de réfraction
nm, arrivant sur une sphère transparente diélectrique d'indice nb. La variation d'indice va alors entraîner
une partition du rayon, dont une partie sera ré�échie et l'autre réfractée. Le rayon ainsi transmis au niveau
de la surface d'"entrée" de la sphère se propagera jusqu'à la surface de "sortie" sans être atténué puisque
nous considérons la sphère comme non absorbante. À cette nouvelle interface, les photons se retrouveront
une nouvelle fois réfractés et ré�échis.

1À partir de l'expression du quadrivecteur énergie-impulsion, nous pouvons obtenir l'expression de l'énergie liée à toute
particule, dans un référentiel inertiel, telle que : E2 = m2c4 + p2c2. Ce boson médiateur de l'interaction électromagnétique
étant théoriquement sans masse, il vient que Eph = pc. Or Eph = h ν = hc/λ = ~ck, soit p = ~k.

103



3.2 Description des forces en jeu

Nous estimerons, dans un premier temps, que les deux indices de réfraction nb et nm sont assez proches
(indice relatif proche de 1) pour négliger les propagations successives à l'intérieur de la sphère.
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Figure 3.3 � Représentation d'un �ux de photons par un rayon lumineux incident sur une sphère diélectrique
homogène d'indice de réfraction nb, évoluant dans un milieu d'indice nm. Seules les parties ré�échies et transmises
du rayon incident au niveau des deux premières interfaces ont été tracées.

Nous considèrerons ici que le système composé du faisceau incident et de la sphère est supposé isolé, et que
les collisions entre les photons et la sphère sont élastiques. Ainsi, le principe de conservation de la quantité
de mouvement nous permet d'avancer qu'une variation sur la quantité de mouvement du faisceau entraînera
par la même une variation sur la quantité de mouvement liée à la sphère, suivant une même direction mais
de sens opposé (�gure 3.4).
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Figure 3.4 � Représentation de la quantité de mouvement ∆pS acquise par la sphère, due à la variation de
quantité de mouvement du rayon lors d'une ré�exion (a) ou d'une réfraction (b) à l'interface.
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Cela étant, d'après la deuxième et la troisième loi de Newton, nous pouvons en déduire que l'objet subit,
dû au faisceau, une force dirigée dans la direction de la variation de quantité de mouvement ∆p, selon la
relation :

F = −dp
dt

=
dpS
dt

(3.3)

où F est la force exercée sur la sphère par le faisceau, et dp et dpS correspondent respectivement aux chan-
gements de quantité de mouvement totale de l'ensemble des photons et de la sphère.

Nous allons alors devoir, dans le but de calculer la force totale induite par le faisceau, exprimer l'ensemble
des variations des quantités de mouvement liées à chacun des phénomènes optiques observés aux interfaces.
Ainsi, nous en déduisons les composantes axiales des quantités de mouvement, transférées à la sphère, issues
de la ré�exion et de la réfraction sur la face d'entrée, respectivement ∆pSR0z

et ∆pST0z
, et sur la face de

sortie, respectivement ∆pSR1z
et ∆pST1z

.

Commençons par établir l'expression de ∆pSR0z
:

∆pSR0z
= −∆pR0z = pi0z − pr0z

=
hnm
λ0

cos(i− θ) +
hnm
λ0

cos(θ + i)

=
hnm
λ0

2 cos(i) cos(θ)

(3.4)

Les trois autres se déduisent de la même façon par considérations géométriques et trigonométriques, soit :



∆pST0z
= pi0z − pt0z =

h

λ0
[nm cos(i− θ) − nb cos(θ − r)]

∆pSR1z
= pt0z − pr1z =

h

λ0
nb [cos(θ − r) + cos(3r − θ)]

∆pST1z
= pt0z − pt1z =

h

λ0
[nb cos(θ − r) − nm cos(θ + i− 2r)]

(3.5)

où λ0 correspond à la longueur d'onde de la lumière dans le vide, et i et r aux angles d'incidence et de
réfraction liés par la loi de Snell-Descartes. Quant aux indices, r et t se réfèrent respectivement aux phéno-
mènes de ré�exion et transmission, 0 et 1 aux interfaces d'entrée et de sortie, et z est relatif à la composante
longitudinale.

Ces variations de quantité de mouvement transférées à la sphère sont associées à un seul photon. Nous allons
devoir tenir compte du nombre total N de photons pour en déduire l'in�uence totale du faisceau.
Pour ce faire, nous allons pondérer chaque variation élémentaire ∆pSαz par le nombre relatif de photons
associé. Ces derniers peuvent être obtenus à partir des c÷�cients de Fresnel en intensité, que nous considérons
comme une valeur moyenne de leur deux composantes transverses respectives, polarisées parallèlement et
perpendiculairement au plan d'incidence 2 [117] :

R =
R‖ + R⊥

2
et T =

T‖ + T⊥

2
(3.6)

2Notons que ces expressions reviennent à considérer que le faisceau lumineux est composé d'un même nombre de photons
dans chacune des deux polarisations.
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3.2 Description des forces en jeu

À partir de quoi nous en déduisons la variation de quantité de mouvement totale acquise par la sphère,
soumise au faisceau [118] :

dpSz = R∆pSR0z
+ T ∆pST0z

+ RT ∆pSR1z
+ T 2 ∆pST1z

(3.7)

Le �ux de quantité de mouvement associé, obtenu à partir du �ux de photons moyen φph, se déduit alors :

Φp = φph dpS =
N

dt
dpS (3.8)

Flux que nous pouvons ramener en terme d'énergie, soit, par dé�nition, à la puissance du faisceau :

ΦE = P = φph Eph =
N hc

λ0 dt
(3.9)

Or, l'évolution radiale de cette puissance, au sein du faisceau, suit celle de son intensité I(r, z), calculée sur
une surface élémentaire dS et située à une distance r = ρ sin(Θ) de l'axe (�gure 3.5), soit :

dP (r, z) = I(r, z) dS =
2P

πω(z)2
e−2r2/ω(z)2 dS (3.10)

Calculons ainsi l'élément de surface dS suivant les axes (Ox), (Oy) et (Oz), en coordonnées sphériques
(�gures 3.5 et 3.6) :

x = ρ sin(Θ) cos(φ)

y = ρ sin(Θ) sin(φ) ⇒ dS = ρ2 sin(Θ) dΘ dφ

z = ρ cos(Θ)

(3.11)

où ρ est la distance d'un point de la sphère au pôle (soit son rayon), Θ est l'angle zénithal dé�ni sur [0 ; π],
et φ est l'angle azimutal (ou polaire) dé�ni sur [0 ; 2π].
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Figure 3.5 � Représentation du point d'incidence du
pinceau lumineux sur la sphère en M , dans le repère
lié aux coordonnées sphériques (ρ, θ, φ).
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Figure 3.6 � Explicitation de l'élément de surface
dS, lié au pinceau lumineux incident arrivant en M
sur la sphère, en coordonnées sphériques.
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Chapitre 3 : Introduction des forces optiques

Or, dé�nissant l'angle θ comme l'angle supplémentaire à l'angle polaire Θ, soit θ = π−Θ, nous en déduisons
sin(Θ) = sin(θ) et dΘ = −dθ, soit :

dS = − ρ2 sin(θ) dθ dφ (3.12)

Ainsi, à partir des expressions précédentes, nous pouvons en déduire la force élémentaire totale, exercée par
le faisceau laser incident sur la sphère, telle que :

dFz = N cos(i)
dpSz
dt

=
I(r, z)

Eph
cos(i) dpSz dS (3.13)

Par ailleurs, notons que cette composante axiale est la résultante de chacune des contributions des forces
élémentaires liées aux phénomènes énoncés précédemment, ainsi :

dFz = dFR0z + dFT0z + dFR1z + dFT1z (3.14)

Suite à quoi, nous obtenons les expressions des composantes de la force totale F par simple intégration des
composantes élémentaires sur la partie illuminée de la face avant de la sphère ; autrement dit, l'ensemble des
points de la calotte sphérique dé�nis pour des valeurs de cos(i) positives ou nulles.

En conséquence, nous obtenons, à partir de (3.13) et (3.12), l'expression des quatre contributions axiales
précédentes :

FR0z =

∫ θmax

0
dθ

∫ 2π

0
dφ

1

c
I(r, z) ρ2 R nm cos2(i) sin(2θ)

FT0z =

∫ θmax

0
dθ

∫ 2π

0
dφ

1

c
I(r, z) ρ2 sin(θ) cos(i) T [nm cos(i− θ) − nb cos(θ − r) ]

FR1z =

∫ θmax

0
dθ

∫ 2π

0
dφ

1

c
I(r, z) ρ2 sin(θ) cos(i) T R nb [ cos(θ − r) + cos(3r − θ) ]

FT1z =

∫ θmax

0
dθ

∫ 2π

0
dφ

1

c
I(r, z) ρ2 sin(θ) cos(i) T 2 [nb cos(θ − r) − nm cos(θ + i− 2r) ]

(3.15)

Ce qui nous amène à une expression �nale de la composante axiale de la force totale, telle que :

Fz =
2π nm ρ

2

c

∫ θmax

0
dθ I(r, z) sin(θ) cos(i) [ cos(i− θ) + Rcos(i+ θ) + ...

R T
nb
nm

cos(3r − θ) − T 2 cos(θ + i− 2r)

] (3.16)

Que nous pouvons réécrire, à partir de (3.10), comme :

Fz =
nm P

c
Q (3.17)

où P correspond à la puissance d'un rayon, et Q à un facteur dit d'e�cacité le long de l'axe de propagation
(Oz) (à entendre comme une e�cacité de transfert de quantité de mouvement entre les photons et la sphère),
sans dimension, et dé�ni à partir des c÷�cients de Fresnel R et T et des diverses directions associées à chaque
rayon traversant la sphère 3.

3Notons toutefois que la valeur maximale que peut atteindre ce facteur est Q = 2, et correspond au cas d'un rayon ré�échi
perpendiculairement par un miroir parfaitement ré�échissant.
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La borne supérieure de l'intégrale θmax sera dé�nie par la zone limite d'illumination de la face de la sphère,
située dans la région d'incidence liée au faisceau. Nous obtenons donc sa valeur par la condition limite vue
précédemment : i = imax = π/2. Ainsi, à partir de considérations géométriques (�gure 3.2) :

θmax = arctan

(
Rc
ρ

)
(3.18)

où Rc = z
[
1 + (zR/z)

2
]
correspond au rayon de courbure du front d'onde.

Pour obtenir à présent l'expression de la composante radiale de la force, il su�rait de calculer les variations
de quantité de mouvement de la même façon que précédemment, toutefois, la suite de notre propos se situe
exclusivement dans le cas de sphères centrées sur l'axe de propagation, ce qui impliquent que les axes (Oz),
(OZ) et (OZ ′) soient confondus (ρ0 = 0, �gure 3.2). La composante radiale sera alors nulle par symétrie.

Nous venons ainsi d'établir le calcul de la force de radiation exercée par un faisceau laser, sur une sphère
transparente et homogène, suivant une approche basée sur l'optique géométrique. Observons ainsi, dans la
section qui suit, son in�uence sur une puis plusieurs billes, en fonction des paramètres du système d'étude.

3.3 Étude sur le calcul de la force optique

3.3.1 Analyse sur une seule bille
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Figure 3.7 � Géométrie caractéristique d'un piégeage optique horizontal d'une bille par l'emploi de deux faisceaux
lasers contra-propageants.
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À partir des expressions que nous venons d'établir, nous allons commencer par étudier le comportement
d'une seule bille, plongée dans un milieu �uide d'indice de réfraction nm (ici l'eau avec nm = 1.33), et
soumise à deux faisceaux lasers horizontaux contra-propageants, de mode transverse TEM00 (�gure 3.7). Le
�ux incident, n'intervenant dans l'expression de la force que par un facteur multiplicatif, sera �xé à 1W , et
sera supposé su�sant pour que la force axiale permette d'équilibrer le poids de la sphère. Ce dernier point
sera également justi�é par des densités que nous supposerons égales entre la bille et le �uide.

Notre analyse a ainsi porté autant sur les paramètres du faisceau (waist ω0 et longueur d'onde λ), que
sur les paramètres propres à la bille (rayon ρ et indice de réfraction nb). Toutefois, une parfaite équivalence
sur le conditionnement des deux lasers entraînerait, pour raison évidente de symétrie, une force de radiation
totale nulle sur la bille. Une façon de s'a�ranchir de cela revient simplement à considérer un des paramètres
indépendamment de l'autre. Nous ferons varier ici la distance σid , revenant à modi�er la position du laser se
propageant suivant l'axe (Oz), dans le sens négatif (z < 0).
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Figure 3.8 � Évolution de la force totale, sur une
bille, due à deux lasers contra-propageants, en fonction
de la distance σid . Le milieu environnant considéré est
l'eau (nm = 1.33) et les calculs ont été e�ectués pour
trois valeurs de waist di�érentes, mais identiques pour
les lasers co- et contra-propageant. Le rayon de la bille
est �xé à 50µm, son indice de réfraction à nb = 1.4,
la longueur d'onde à 514.5nm et σig = 0µm.
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Figure 3.9 � Évolution de la force totale, sur une
bille, due à deux lasers contra-propageants, en fonction
de la distance σid . Le milieu environnant considéré est
l'eau (nm = 1.33) et les calculs ont été e�ectués pour
trois longueurs d'onde di�érentes, mais identiques pour
les lasers co- et contra-propageant. Les waists d'entrée
ont été �xés à

√
λf/π, le rayon de la bille est �xé à

50µm, son indice de réfraction à nb = 1.4 et σig =
0µm.
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Figure 3.10 � Évolution de la force totale, sur une
bille, due à deux lasers contra-propageants, en fonction
de la distance σid . Le milieu environnant considéré est
l'eau (nm = 1.33) et les calculs ont été e�ectués pour
trois valeurs de rayon de bille di�érentes. Les waists
d'entrée ont été �xés à

√
λf/π, l'indice de réfraction

de la bille à nb = 1.4, la longueur d'onde à 514.5nm
et σig = 0µm.
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Figure 3.11 � Évolution de la force totale, sur une
bille, due à deux lasers contra-propageants, en fonction
de la distance σid . Le milieu environnant considéré est
l'eau (nm = 1.33) et les calculs ont été e�ectués pour
trois valeurs d'indice de réfraction relatif di�érentes.
Les waists d'entrée ont été �xés à

√
λf/π, le rayon de

la bille est �xé à 50µm, la longueur d'onde à 514.5nm
et σig = 0µm.

En premier lieu, nous nous apercevons que la force de di�usion totale s'annule pour deux valeurs distinctes
de σid , en considérant, en revanche, la position du laser gauche (identi�ée à σig) �xe. La première d'entre
elles, obtenue pour σid = 0, correspond à la position du laser droit dé�nissant un système parfaitement
symétrique. Il apparaît donc évident que la force totale s'annule quels que soient les paramètres variables
étudiés, et la position d'équilibre est une position d'équilibre stable. La seconde est, quant à elle, obtenue
pour un éloignement supérieur à la situation symétrique, la position dé�nit alors un équilibre instable. Cette
valeur sera ainsi d'autant plus élevée que le waist, le rayon de la bille, ou encore l'indice de réfraction relatif
seront grands (�gures 3.8, 3.10 et 3.11). Toutefois, nous constatons que ces mêmes zéros de la force totale
seront d'autant plus petits que la longueur d'onde sera élevée (�gure 3.9).

Pour comprendre cette di�érence il faut se reporter à l'expression de la force (3.16). Nous constatons alors
que cette dernière est proportionnelle à ρ2/ω2. Ainsi, en tenant compte parallèlement des variations de la
largeur d'un faisceau gaussien en fonction de la distance z au col, il apparaît évident que l'évolution de la
position d'un des deux lasers, pour laquelle la force s'annule, suivra une tendance identique que ce soit pour
les variations suivant la taille de waist, le rayon de bille ou même l'indice relatif. À l'inverse, de mêmes
considérations nous amènent à conclure quant à un comportement opposé dans le cas des variations de la
longueur d'onde. En e�et, nous remarquons que la dépendance de la divergence du faisceau est directement,
et non plus inversement comme dans le cas du waist, proportionnelle à cette dernière.

La tendance générale de ces quatre �gures veut que la force totale reste positive entre les deux positions où
elle s'annule. Autrement dit, la force due au laser gauche est supérieure au droit, et la bille se retrouve poussée
vers ce dernier. Inversement, en dehors de cet intervalle, la force due au laser droit prédomine, impliquant
ainsi une force totale négative, et un déplacement particulaire vers le laser opposé, soit le laser gauche.
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Figure 3.12 � Évolution de la force totale de di�usion, sur une bille, due à deux lasers contra-propageants, en
fonction de l'indice de réfraction relatif. Le milieu environnant considéré est l'eau (nm = 1.33) et les calculs ont
été e�ectués pour trois valeurs de waist di�érentes, mais identiques pour les lasers co- et contra-propageant. Le
rayon de la bille est �xé à 50µm et la longueur d'onde à 514.5nm.

La �gure 3.12 montre l'évolution de la force totale de di�usion en fonction des variations de l'indice de
réfraction relatif n, pour trois valeurs distinctes de waists d'entrée. Nous avons ici choisi les couples de
valeurs (ω0, σid) tels qu'ils correspondent aux points situés aux minima des trois courbes sur la �gure 3.8.
Nous constatons que l'intervalle sur lequel la force est négative, autrement dit où la force due au laser droit est
supérieure à celle du laser gauche, est d'autant plus important que le waist d'entrée est élevé. Cela s'entend
assez simplement en considérant l'évolution de la divergence d'un faisceau en fonction de la taille du col.
Toutefois, nous remarquons que la force s'annule pour une valeur d'indice proche de 1.14 dans le cas d'un
waist de 5µm, mais bien au-delà pour des waists plus grands. Il s'avère donc que pour appliquer un tel piège
à des milieux biologiques, la nécessité d'un waist étroit s'imposera. En e�et, l'indice de réfraction relatif
varie typiquement entre 1.015 (tissu fortement hydraté) et 1.165 (tissu complètement déshydraté en milieu
aqueux) dans les tissus biologiques, dont la variation dépend de la teneur en eau.

Nous ne développerons pas plus ici notre analyse portée à une seule bille, dont la problématique a déjà
été abordée par plusieurs équipes sous des angles aussi nombreux que variés. Ainsi, pendant que certains
cherchent à démontrer la possibilité de piéger des particules de diverses tailles dans des pro�ls de faisceaux
autres que gaussiens [101,119�122], d'autres s'intéressent aux géométries du piège [123], ou encore à la nature
des particules [20, 124,125].
En�n, sans revenir sur les travaux de Ashkin, nous pouvons citer une étude précurseuse relativement ex-
haustive menée par Roosen et al. dans les années 1970. Ils déduisirent analytiquement, puis véri�èrent
expérimentalement, l'ensemble des positions d'équilibres stables que pouvait atteindre une bille soumise à un
faisceau vertical ou deux faisceaux horizontaux contra-propageants, mais dans le cas d'une bille légèrement
désaxée par rapport à l'axe de propagation commun aux deux lasers [112,117].
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3.3.2 Description du modèle global

Nous allons maintenant nous intéresser au cas d'une chaîne de billes. La situation la plus simple consiste
à considérer un ensemble de billes identiques, régulièrement espacées et soumises à deux faisceaux lasers
symétriquement positionnés par rapport au centre du réseau (�gure 3.1).

D'après la première partie de ce manuscrit, nous savons qu'il est possible de trouver, pour tout réseau, un
mode de Bloch pour lequel la période est égale à celle du réseau. Nous pouvons voir cela avec un exemple à
maille simple (�gure 3.13), et un à maille complexe (�gure 3.14).

Nous déduisons clairement que la force totale, induite par la présence des deux lasers, est nulle sur chacune
des billes. Cela était totalement prévisible dû aux symétries du problème.
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Figure 3.13 � Pro�l d'évolution des largeurs des
faisceaux gauche et droit dans un réseau de NL = 10
lentilles, espacées de d̃ = 2. Le waist d'entrée est de
4.5µm et σi = 0µm. Le mode excité ici est un mode
de Bloch.
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Figure 3.14 � Pro�l d'évolution de largeur du fais-
ceau dans un réseau de NL = 10 lentilles avec d̃1 = 2d̃,
d̃2 = d̃, d̃3 = 2d̃ et d̃ = 1. Le waist d'entrée est de
7.3µm et σi = 250µm.

Il apparaît bien que l'équilibre établi sur les deux cas précédents soit stable. Les billes ainsi disposées se
retrouvent alors piégées sur leurs positions initiales.

Toutefois, lorsque l'espacement entre les billes ne dé�nit plus un état con�né du faisceau (�gure 3.15), nous
voyons bien ce dernier s'échapper du réseau au cours de sa propagation. À partir du pro�l de force (�gure
3.16), nous observons clairement que les billes sur la gauche du réseau ne sont soumises, quasiment, qu'à
l'in�uence du faisceau de gauche, et inversement. Cela s'explique en considérant la divergence de chacun
des faisceaux, faisant tendre rapidement leur énergie respective vers zéro au sein du réseau. D'où une valeur
d'énergie totale nulle au centre de ce dernier (somme de deux contributions nulles), mais respectivement
positive et négative à gauche et à droite. Cela implique un mouvement des billes, respectivement proches de
chacun des deux lasers, dans la même direction mais de sens opposé. Ainsi, elles devraient avoir tendance à
s'assembler au centre du réseau.

Le conditionnel prend néanmoins toute son importance ici. En e�et, ainsi soumises aux forces optiques, les
billes vont être amenées à se déplacer dans le réseau. Or, ce réarrangement va engendrer, par la même, une
modi�cation du pro�l de champ. Toute la question réside alors dans le fait de savoir si un nouveau système
stable peut s'établir.
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Figure 3.15 � Pro�l d'évolution de largeur du fais-
ceau dans un réseau de NL = 31 lentilles avec d̃1 = 2d̃,
d̃2 = d̃, d̃3 = 2d̃ et d̃ = 1.6. Le waist d'entrée est de
7.3µm et σi = 250µm.
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Figure 3.16 � Évolution de la force totale de dis-
persion due à deux lasers contra-propageants dans un
réseau de NL = 31 lentilles avec d̃1 = 2d̃, d̃2 = d̃,
d̃3 = 2d̃ et d̃ = 1.6. Le waist d'entrée est de 7.3µm et
σi = 250µm.

Cela étant, il semble évident que pour un réseau donné, quel que soit le pro�l spatial de champ, du moment
qu'il est périodique, nous pourrons toujours dé�nir un ensemble de paramètres de faisceaux symétriques,
et annuler la force sur chaque bille. En revanche, serait-il possible, en �xant les paramètres de faisceaux,
d'obtenir des conditions de piégeage à partir de positions de billes initiales quelconques ? Ou identiquement,
à partir d'un réseau donné, obtenir également un état d'équilibre stable, mais pour des paramètres de
faisceaux asymétriques.
Nous traiterons ces questions dans le chapitre suivant, en considérant la dynamique du système.

Auparavant, il est intéressant d'estimer l'amplitude des forces optiques. En e�et, dans le cas où nous considè-
rerions une application à un ensemble de gouttes en suspension dans un �uide, et soumises à deux faisceaux
lasers contra-propageants, la dynamique serait alors entièrement dépendante des forces optiques mises en jeu
(nous rappelons que nous supposons ici les gouttes de grand diamètre devant la longueur d'onde).
Comme nous venons de le voir, un photon possède une certaine quantité de mouvement dont le transfert
peut s'interpréter comme une force F exercée sur une période de temps ∆t :

p = ~ k = h/λ = F ∆t (3.19)

où nous rappelons que k et λ correspondent respectivement au nombre d'onde et la longueur d'onde du
photon, et h = 2π~ à la constante de Planck.

Ainsi, nous pouvons déduire de (3.17), pour une puissance de 1W et l'eau comme milieu environnant (nm =
1.33), une estimation de la force optique telle que :

Fz =
nm P

c
Q ' 4.4× 10−9Q (3.20)

Typiquement, la valeur du facteur Q, dans le cas de particules diélectriques, atteindra quelques dixièmes
suivant la valeur de l'indice de réfraction relatif [126].
Si nous prenons l'exemple d'une bille de polystyrène dans l'eau, une approximation de la force nous donne
Fz ' 2.7× 10−9N .
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Or, pour des gouttes de rayon 50µm, dont la masse volumique est de l'ordre de celle de l'eau µb ' 1.06 ×
103 kg.m−3, nous en déduisons une masse de l'ordre de :

mb = Vb µb =
4

3
π ρ3 µb ' 5.6× 10−10 kg (3.21)

soit un poids de :

Pb = mb g ' 5.4× 10−9N (3.22)

Toutefois, comme tout corps plongé dans un �uide, les particules sont soumises à la poussée d'Archimède,
opposée au poids et dé�nie telle que :

PA = µm Vb g ' 5.1× 10−9N ⇒ Pb
PA

=
µb
µm

' 1.06 (3.23)

Nous constatons alors que les deux forces sont sensiblement égales. Étant naturellement orientées suivant
une même direction (verticale), mais de sens opposé, nous pouvons déduire simplement la résultante de ces
deux forces. Ce qui, en prenant une orientation de l'axe vertical vers le haut, nous permet d'écrire :

∥∥∥ ~PA + ~Pb

∥∥∥ = |PA − Pb | = Vb g |µm − µb | = mb g

∣∣∣∣ µmµb − 1

∣∣∣∣ ' 3× 10−10N (3.24)

⇒ 1

mb
|PA − Pb | = g

∣∣∣∣ µmµb − 1

∣∣∣∣ ' 0.5N.kg−1 (3.25)

Ainsi, l'accélération transmise aux gouttes Fopt/mb semble être assez conséquente devant la somme de chacune
des contributions précédentes, de telle façon que des e�ets dynamiques signi�catifs devraient apparaître :

Fopt
mb

' 4.7N.kg−1 (3.26)

Cependant, nous pouvons souligner le fait que cette situation est une idéalisation de la réalité. En e�et, de
façon plus juste, en considérant une suspension de gouttes, il devrait être nécessaire de prendre en compte
l'excentrement entre ces dernières et l'axe commun aux faisceaux. Nous devrions alors considérer une force
de gradient transverse amenant au préalable les gouttes sur l'axe optique.
Une façon de s'a�ranchir de cela serait de con�ner spatialement les gouttes en les laissant évoluer sur un
guide "unidimensionnel".

Nous allons ainsi, dans le prochain chapitre, établir les équations de la dynamique auxquelles sont soumises
chacune des gouttes, tout en justi�ant l'ensemble des approximations que nous avons considéré dans notre
étude. Nous exposerons alors, dans la continuité, les premières représentations dynamiques liées aux résultats
préalablement établis dans les chapitres précédents.
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Chapitre 4

Évolution dynamique d'un ensemble de
gouttes

Sommaire
4.1 Établissement des équations de la dynamique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115

4.2 Étude de la stabilité des positions d'équilibre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117

4.2.1 Calcul général en dimension 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118

4.2.2 Synthèse des solutions et cycles limites . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120

4.3 Représentation des états d'équilibre sans contact interparticulaire . . . . . . . . 120

4.3.1 Piégeage avec des paramètres d'entrée symétriques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121

4.3.1.1 Positionnement périodique des gouttes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121

4.3.1.2 In�uence du désordre sur la stabilité de l'équilibre . . . . . . . . . . . . . . 127

4.3.2 Asymétrie des paramètres d'entrée et cycles limites . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131

4.4 Étude propagative sur des gouttes après collision . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138

4.4.1 Évolution dynamique avec contact interparticulaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138

4.4.1.1 Modèle de billes dures diélectriques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138

4.4.1.2 Modèle de gouttes en coalescence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139

4.4.2 Résultats dynamiques après collision . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141

4.1 Établissement des équations de la dynamique

Nous allons maintenant étudier la réponse dynamique d'un ensemble de gouttes diélectriques supposées
indéformables (tension super�cielle su�sante devant les forces de frottements).
Nous commençons, a�n de considérer les e�ets inertiels liés à ces dernières, par donner le système d'équations
couplées auquel sont soumises chacune des particules, à partir du principe fondamental de la dynamique
suivant l'axe de propagation (Oz) :


dzn(t)

dt
=

pn(t)

mb

dpn(t)

dt
= Fopt(zn, t) + Ff (zn, t) + FLang(zn, t)

(4.1)

où p et mb correspondent respectivement à la quantité de mouvement et à la masse des particules.
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4.1 Établissement des équations de la dynamique

Nous retrouvons donc l'ensemble des forces extérieures s'appliquant à une goutte en mouvement dans un
�uide, et soumise à un faisceau lumineux : la force optique longitudinale Fopt induite par les lasers (pré-
sentée dans la section précédente), la force de frottement �uide Ff due au milieu environnant, et la force
stochastique de Langevin FLang (ou bruit blanc gaussien) due aux particules composant le �uide environnant.

Comme nous le verrons par la suite, les vitesses v des particules dans le réseau atteignent au maximum des
valeurs de l'ordre de 10−5m.s−1, ce qui, en considérant une viscosité cinématique νm du milieu environnant
aux alentours de 10−6m2.s−1, nous permet d'en déduire le nombre de Reynolds équivalent :

Re =
v ρb
νm

' 5× 10−4 << 1 (4.2)

Cela implique que les forces d'inertie sont négligeables devant les forces de viscosité, l'approximation de
Stokes peut alors être appliquée et l'expression des forces de frottements �uides prend alors la forme [127] :

Ff = − γ p

mb
, avec γ = 6π ηm ρ (4.3)

où ηm = 1.002× 10−3 Pa.s correspond à la viscosité dynamique du milieu environnant (ici l'eau).

Cela va donc nous permettre de simpli�er le problème en nous plaçant en limite de friction forte. Le système
peut alors se réécrire, d'après (4.1), comme :

|ṗ| <<
∣∣∣∣γ p

mb

∣∣∣∣ ⇒ ż =
Fopt
γ

+
FLang
γ

(4.4)

En outre, il semble judicieux de justi�er la prise en compte de la force de Langevin. En e�et, celle-ci est
dé�nie comme une force aléatoire décrivant les collisions entre les gouttes et les particules composant le
milieu. Nous supposons alors qu'une énergie cinétique peut être conférée aux gouttes, due aux �uctuations
thermiques du �uide, autrement dit, à la distribution moyenne des vitesses des molécules composant le �uide
environnant (théorème d'équipartition de l'énergie).
Nous pouvons ainsi déduire l'amplitude de cette force stochastique [128,129] :

FLang = γ

√
2 kB T

mb
' 3.63× 10−12N ⇒ FLang/Fopt << 1 (4.5)

où kB ' 1.38× 10−23 J.K−1 dé�nit la constante de Boltzmann, et T ' 300K la température du milieu.

Nous constatons que la force stochastique de Langevin pourra alors être négligée 1, dû essentiellement aux
masses élevées des gouttes.

Nous allons ainsi pouvoir nous ramener, en limite de friction forte, au "simple" calcul de la force optique, à
un c÷�cient de friction près. Comme nous l'avons souligné dans le chapitre précédent, les grandes dimensions
de notre système vont nous permettre d'obtenir son expression dans l'approximation de l'optique géométrique,
sous l'hypothèse des faisceaux gaussiens (3.16) [130]. Cette expression sera toutefois toujours valable sous la
condition de modes d'ordres supérieurs, mais les expressions des intensités devront alors être considérées en
conséquence [127].

1Cela nous permet de déduire, par la même, que le potentiel optique U , induit par les forces lumineuses, sera assez profond
pour surmonter l'énergie cinétique des gouttes due aux �uctuations thermiques du �uide. Cette condition pourra alors être
traduite par le calcul du coe�cient de Boltzmann [6, 101] : e−U/kBT << 1.
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Rappelons que la première problématique soulevée ici est l'étude du comportement d'une chaîne de gouttes
réparties initialement de façon aléatoire, et soumise à deux lasers dont les paramètres ont été �xés.
Ainsi, la recherche des états d'équilibre nous amène à obtenir les positions zn des gouttes pour lesquelles la
force optique s'annule sur chacune d'elles, soit Ftot(zn) = 0. La stabilité de cet état sera alors déduite de la
diagonalisation de la matrice jacobienne du système dé�nie en (4.1) (cela sera développé plus en détail dans
la section (4.2) qui suit).

Les solutions obtenues ont alors été véri�ées par une simulation temporelle, dont nous présentons succincte-
ment la démarche suivie :

i) nous commençons par évaluer le pro�l de mode à chaque position de goutte (suivant la
méthode matricielle des rayons ou l'intégrale de Huygens-Fresnel) ;

ii) à partir de quoi nous calculons la force optique sur chaque goutte via l'équation (3.16) ;

iii) en�n, nous intégrons le système (4.1) avec un pas de temps ∆t, et itérons jusqu'à un temps
maximal tmax avec un pas de 1.

Nous venons ainsi d'établir la dynamique à laquelle sera soumise chacune des billes composant le réseau
initial. Cependant, bien que nous puissions conclure quant à la possibilité de piéger les billes sur des positions
d'équilibre dans les potentiels optiques, nous n'avons encore rien avancé quant à leur stabilité.

4.2 Étude de la stabilité des positions d'équilibre

En considérant la force liée à l'agitation thermique des molécules du �uide ambiant comme négligeable, il
apparaît de façon évidente que l'équilibre des billes dépendra des forces optiques et des forces de frottements
�uides. Ainsi, l'équilibre sera atteint lorsque la somme de ces forces Ftot(zn) (avec 1 ≤ n ≤ NL et n ∈ N),
s'appliquant à chacune des NL billes, sera nulle :

Ftot(zn) =
∑

Fext(zn) = Fopt(zn) − Ff (zn) = 0 (4.6)

Ce qui, en limite de friction forte, nous amène, à partir de (4.1), à l'équation du mouvement suivante (la
dépendance temporelle de chaque variable est sous-entendue) :

dz

dt

∣∣∣∣
z=zn

=
Fopt(zn)

γ
= 0 (4.7)

Nous venons alors de dé�nir les conditions d'équilibre pour une position de bille donnée. Or, qu'en est-il
de la stabilité de ce point d'équilibre ? Pour ce faire, nous allons partir d'un cas général, équivalent à notre
situation d'étude, mais sans approximation préalable particulière.
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4.2 Étude de la stabilité des positions d'équilibre

4.2.1 Calcul général en dimension 2

Considérons un système de deux variables, identique à (4.1), dont la dynamique est décrite par :
dz

dt
= f(z, p)

dp

dt
= g(z, p)

(4.8)

Les fonctions f et g sont admises comme non-linéaires. Nous allons alors supposer qu'il existe au moins un
couple de valeurs ueq = (zeq, peq) pour lequel :

f(zeq, peq) = 0

g(zeq, peq) = 0
(4.9)

Le point ueq est alors un point d'équilibre du système. Pour en connaître la stabilité, nous allons nous placer
au point ueq et appliquer une légère perturbation (εz, εp). La dynamique interne du système induira alors
un amortissement ou une ampli�cation de cette dernière, traduisant respectivement une situation stable ou
instable.
Pour ce faire, nous allons devoir, au préalable, simpli�er le problème en linéarisant le système.

Soit f une fonction à une variable réelle z, et εz un réel proche de zéro. Nous pouvons alors écrire la série de
Taylor suivante :

f(zeq + εz) = f(zeq) + εz
df

dz

∣∣∣∣
zeq

+
1

2!
εz

2 d2f

dz2

∣∣∣∣
zeq

+ ... +
1

n!
εz
n dnf

dzn

∣∣∣∣
zeq

+ ... (4.10)

Nous pouvons négliger les termes de degré élevé. Ce qui nous permet de réécrire cette expression comme :

f(zeq + εz) ' f(zeq) + εz
df

dz

∣∣∣∣
zeq

(4.11)

Nous obtenons ainsi une approximation linéaire de f au voisinage de zeq.
Appliquons maintenant cela à une fonction f de deux variables réelles z et p. Comme précédemment, nous
poserons zeq et peq deux réels, et ueq = (zeq, peq). Soient εz et εp deux réels proches de zéro. Alors :

f(zeq + εz, peq + εp) ' f(zeq, peq) + εz
∂f

∂z

∣∣∣∣
zeq

+ εp
∂f

∂p

∣∣∣∣
peq

(4.12)

Nous en déduisons une approximation linéaire de f au voisinage de (zeq, peq).

Revenons à notre système initial, que nous simpli�ons alors par les approximations linéaires précédemment
établies. Soient z = zeq + εz et p = peq + εp. Or, nous avons selon (4.8) : dz/dt = f(z, p) et dp/dt = g(z, p).
Ainsi, d'après ce qui précède nous pouvons écrire :

dz

dt
= f(zeq, peq) + εz

∂f

∂z

∣∣∣∣
zeq

+ εp
∂f

∂p

∣∣∣∣
peq

dp

dt
= g(zeq, peq) + εz

∂g

∂z

∣∣∣∣
zeq

+ εp
∂g

∂p

∣∣∣∣
peq

(4.13)

Or, nous avions posé f(zeq, peq) = 0 et g(zeq, peq) = 0. Ainsi, nous en déduisons :

dz

dt
= εz

∂f

∂z

∣∣∣∣
zeq

+ εp
∂f

∂p

∣∣∣∣
peq

dp

dt
= εz

∂g

∂z

∣∣∣∣
zeq

+ εp
∂g

∂p

∣∣∣∣
peq

(4.14)
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Chapitre 4 : Évolution dynamique d'un ensemble de gouttes

Ce qui peut s'écrire sous forme matricielle :

d

dt
(u − ueq) =

du

dt
= J(zeq, peq) . (u − ueq) (4.15)

avec,

ueq =

(
zeq
peq

)
et u =

(
zeq + εz
peq + εp

)
(4.16)

et,

J(zeq, peq) =


∂f

∂z

∣∣∣∣
zeq

∂f

∂p

∣∣∣∣
peq

∂g

∂z

∣∣∣∣
zeq

∂g

∂p

∣∣∣∣
peq

 (4.17)

où J(ueq) est la matrice jacobienne du système. L'analyse de la stabilité sous forme linéaire peut donc être
déterminée à partir des valeurs propres de J .
Soient λ1 et λ2 ses valeurs propres, et v1 et v2 les vecteurs propres associés. Nous avons :

J(ueq) . v1 = λ1 . v1

J(ueq) . v2 = λ2 . v2

(4.18)

Soient a1 et a2 deux réels tels que (u − ueq) = a1v1 + a2v2. Nous pouvons alors écrire, à partir de cette
combinaison linéaire des vecteurs propres :

du

dt
= J(ueq) . (u − ueq)

= a1 λ1 v1 + a2 λ2 v2

(4.19)

Nous obtenons ainsi les directions propres et valeurs propres.
Ce qui nous amène aux solutions du type :

u(t) = a1 e
λ1 t v1 + a2 e

λ2 t v2 (4.20)

Donc si les valeurs propres λ1 et λ2 sont toutes les deux négatives, les exponentielles contenues dans l'équation
(4.20) vont tendre vers zéro lorsque t deviendra grand. L'écart entre u et ueq va alors être amené à se réduire
au cours du temps ; autrement dit, la dynamique du système nous ramènera vers ueq après l'application d'une
perturbation (εz, εp) donnée. L'équilibre peut alors être quali�é de stable.
Ainsi, ueq sera dé�ni comme un équilibre stable si et seulement si la partie réelle de λmax est négative.

Remarque : Dans les cas où les valeurs propres sont complexes, le système présentera un comportement os-
cillatoire.

Nous venons d'établir le calcul général pour l'étude de stabilité d'un point d'équilibre donné. Toutefois,
nous avons vu que notre système pouvait être soumis à un ensemble d'approximations jusiti�ées dans la
section précédente.
La simpli�cation de ce dernier nous a amené à traduire la dynamique à travers une seule équation di�érentielle
(4.7) :

dz

dt

∣∣∣∣
z=zeqn

=
Fopt(zeqn)

γ
= 0 (4.21)

Ce qui nous amène à en déduire, assez directement, les solutions liées à un équilibe stable en suivant un
raisonnement analogue, mais simpli�é, du cas généralisé développé précédemment.
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4.3 Représentation des états d'équilibre sans contact interparticulaire

4.2.2 Synthèse des solutions et cycles limites

Au-delà de la notion de stabilité, nous pouvons extraire un ensemble de solutions qui dé�niront la nature
de l'équilibre. Pour ce faire, remarquons que le calcul de diagonalisation de la matrice jacobienne nous amène
à la résolution d'une équation caractéristique, dont l'expression pour une matrice carrée d'ordre 2 est telle
que :

λ2 − λTr (J(ueq)) + det (J(ueq)) = 0 (4.22)

La variété des solutions dépendra alors des valeurs prises par Tr (J(ueq)) et det (J(ueq)). Ainsi, nous dis-
tinguerons essentiellement 4 types d'équilibres : les n÷uds, les cols, les foyers et les centres. Nous pourrons
alors parler de stabilité et instabilité dans le cas des n÷uds et des foyers. Récapitulons cela dans le tableau
qui suit :

Table 4.1 � Nature des équilibres dé�nie à partir de la matrice jacobienne du système.

hhhhhhhhhhhhhhhhhTr (J(ueq))
det (J(ueq)) −∞ 0

1

4
Tr (J(ueq)) +∞

−∞ n÷ud stable foyer stable
col

0 ou centre

point selle
+∞ n÷ud instable foyer instable

4.3 Représentation des états d'équilibre sans contact interparticulaire

Nous venons de voir comment étudier l'évolution dynamique d'une chaîne de gouttes soumises à deux
lasers contra-propageants. Pour ce faire, nous avons été amenés à rechercher, au préalable, pour une répar-
tition initiale de gouttes aléatoire, les états stationnaires par minimisation de la norme de la force optique,
dont sa valeur dans le réseau dépend d'un ensemble de paramètres. Ceux-ci peuvent autant être liés aux
lasers : waists ω0g et ω0d , et éloignements horizontaux σig et σid , d'entrée ; qu'au réseau : longueur totale
Lres (revenant à l'espacement entre les deux lasers), et paramètre de périodicité d ; ou encore aux gouttes
elles-mêmes : rayon ρ, masse mb et indice de réfraction nb. Suite à quoi, nous avons déduit la stabilité des
équilibres.
Nous allons ainsi présenter nos résultats en dynamique, où nous ne considèrerons pas, dans un premier temps,
de contact entre les gouttes. Cela fera l'objet de la prochaine section.
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Chapitre 4 : Évolution dynamique d'un ensemble de gouttes

4.3.1 Piégeage avec des paramètres d'entrée symétriques

Précisons toutefois que nous allons, dans cette partie, prendre l'exemple de trois gouttes a�n de rendre le
plus visible possible les graphiques exposés. Cependant, gardons à l'esprit que les résultats restent valables
pour un plus grand nombre de gouttes.

4.3.1.1 Positionnement périodique des gouttes

Avant d'observer la sensibilité du système à établir un équilibre stable, devant le positionnement aléatoire
des gouttes, nous allons étudier cette même sensibilité mais en préservant une certaine symétrie de la chaîne.
Cela va donc nous amener, dans un premier temps, à considérer initialement le centre du réseau comme �xe
2 (�gure 4.1).

z

d d

laser laser

Δ L
res

f f
Δ σ

id
Δ σ

ig

Δ ω
0g

Δ ω
0d

Figure 4.1 � Schématisation des variations portées sur les paramètres intrinsèques au système d'étude.

Ce raisonnement va entraîner trois interprétations spatiales possibles de l'évolution du système. En e�et, si
nous faisons varier les dimensions du système tout en préservant l'équidistance entre les gouttes, cela induit
simplement une variation de l'espacement d'entrée σi, et/ou de l'espacement entre lasers Lres.

Ainsi, une première interprétation revient à considérer la distance entre les lasers comme �xe. Ce qui entraîne
une simple variation sur σi. Cela revient au �nal à dilater (diminution de σi) ou contracter (augmentation
de σi) la chaîne de goutte (�gure 4.1).

Comme cela était attendu, nous constatons dans une situation d'équilibre stable, une position des gouttes
invariante dans le temps. Nous voyons alors que ces dernières se placent dans les minima d'intensité (�gure
4.3), impliquant par la même que les forces de radiation aient une contribution nulle. La dynamique est bien
�gée.

2Il se trouve que dans notre situation, où le nombre de particules composant la chaîne est impair, soit égal à trois, le centre
du réseau coïncide avec la position d'une des gouttes, les autres pouvant toutefois évoluer, mais de façon symétrique.
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4.3 Représentation des états d'équilibre sans contact interparticulaire

Pour bien rendre compte de la stabilité de cet équilibre, nous avons décalé initialement la position des gouttes
extrêmales en variant simplement, comme décrit précédemment, les distances σi. Nous constatons que celles-
ci viennent se placer sur leurs positions d'équilibres stables (�gure 4.2).

Nous dé�nissons ici (�gure 4.2) les positions réduites comme la di�érence entre la position des billes à l'instant
t et celle à l'équilibre :

qred(t) = q(t) − qeq (4.23)
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Figure 4.2 � Évolution temporelle des écarts de po-
sitions par rapport aux positions d'équilibre stable de
3 gouttes équidistantes sur une chaînette éclairée par
deux lasers. Les waists d'entrée sont identiques et égaux
à 8µm, et la taille du système est �xée à 3.5mm. Nous
avons fait varier les distances σi a�n de représenter
trois situations initiales di�érentes où l'écart à l'équi-
libre est de 7 %, 12 % et 17 %.
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Figure 4.3 � Pro�l d'intensité, à l'équilibre, des deux
lasers éclairant une chaînette composée de 3 gouttes.
Les waists d'entrée sont identiques et égaux à 8µm, et
la taille du système est �xée à 3.5mm. Les positions
initiales des gouttes sont repérées par des marqueurs
triangulaires ou carrés selon l'écart à l'équilibre consi-
déré, alors que celles �nales le sont par des cercles.

Toutefois, nous remarquons que même avec un écart à l'équilibre de 17 %, la convergence se fait toujours
vers le même état. Une étude sur les variations de σi va ainsi nous permettre d'en dire plus. Précisons, avant
cela, que la convergence s'établit ici sur un certain temps, dont la valeur dépend de la puissance de faisceau.
En e�et, la force totale ne dépendant pas de la force de Langevin, son intensité se retrouve alors directement
proportionnelle à la puissance.

Pour ce faire, nous nous �xons trois espacements entre lasers di�érents et observons la dynamique des gouttes
(�gure 4.4). Nous constatons bien que sur une amplitude des variations de σi pouvant aller jusqu'à plus de
500µm, la convergence des gouttes se fait toujours vers les mêmes positions, maintenues sur des écarts iden-
tiques. Et cela, selon les trois cas de �gure étudiés (�gure 4.4 (d)).

Typiquement, nous pourrons établir un état piégeant jusqu'à une diminution de σi de plus de 80 % de sa
valeur à l'équilibre, ou une augmentation de près de 20 %, pour un espacement de 3.5mm entre les lasers.
Alors que pour un espacement de 2mm, nous serons limité à une diminution aux alentours de 55 %, et une
augmentation de plus de 22 % de σi.
En outre, au-delà des limites observées sur les intervalles de σi, l'équilibre est perdu et les gouttes tendent à
se rapprocher les unes des autres, ou sortir du système.
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(a) Lres = 2mm
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(b) Lres = 2.5mm
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(c) Lres = 3.5mm
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(d) Période du réseau de gouttes à l'équilibre

Figure 4.4 � Relevé des positions d'équilibre dans un réseau de 3 gouttes soumises à deux lasers contra-
propageants. Nous varions identiquement les distances σi gauche et droite, et les waists sont �xés à ω0g = ω0d =
8µm. La distance entre les deux lasers est de 2mm (a), 2.5mm (b), et 3.5mm (c). En�n, sur le graphe (d) est
représenté l'écart entre les gouttes à l'équilibre pour les trois espacements entre lasers.

De la même façon, nous pouvons constater que les variations sur les waists d'entrée n'auront pas une in�uence
similaire sur l'évolution des gouttes. Comme nous pouvons le voir sur les graphes qui suivent, une augmen-
tation de la largeur du col va entraîner généralement une diminution de la période du réseau, excepté pour
un espacement de 3.5mm entre les lasers, où l'évolution de la période est sinusoïdale, avec une amplitude
crête à crête atteignant les 20µm.
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(a) Lres = 2mm
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(b) Lres = 2.5mm
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(c) Lres = 3.5mm
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(d) Période du réseau de gouttes à l'équilibre

Figure 4.5 � Relevé des positions d'équilibre dans un réseau de 3 gouttes soumises à deux lasers contra-
propageants. Nous varions identiquement les waists gauche et droit, et σig = σid = 0µm. La distance entre
les deux lasers est de 2mm (a), 2.5mm (b), et 3.5mm (c). En�n, sur le graphe (d) est représenté l'écart entre
les gouttes à l'équilibre pour les trois espacements entre lasers.

En somme, si nous faisons varier les paramètres de faisceau tout en �xant l'espacement entre les lasers et en
imposant une périodicité du réseau de gouttes, les résultats observés di�èreront d'un paramètre à l'autre. En
e�et, nous constatons que l'état d'équilibre stable obtenu est indépendant des �uctuations de la distance σi.
Alors qu'en modi�ant les valeurs de waist en entrée, nous observons une variation de la périodicité de l'état
�nal.

À l'inverse, nous pouvons être amenés à considérer l'espacement entre les lasers comme variable, ce qui
implique parallèlement une variation soit de la période du réseau, soit de la distance σi (�gure 4.1).
Sur la �gure 4.6 est représenté l'évolution de l'équilibre stable dans le cas où la périodicité de la chaîne de
gouttes est �xée, et la distance σi varie avec Lres. Nous constatons, en premier lieu, un déplacement vers
l'avant des positions d'équilibre, avec l'augmentation de Lres. Toutefois, ce déplacement est accompagné,
suivant la périodicité initiale du réseau qini, d'une variation di�érente de la période de la chaîne de gouttes
à l'équilibre (graphe 4.6 (d)).
Ces résultats nous permettent de montrer que les variations, observées pour les réseaux dé�nis initialement
par dini = f/2 et dini = 3f/2, se retrouvent dans leur globalité pour un réseau dont la périodicité initiale
est telle que dini = f .
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(a) dini = f/2
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(c) dini = 3f/2
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(d) Période du réseau de gouttes à l'équilibre

Figure 4.6 � Relevé des positions d'équilibre dans un réseau de 3 gouttes soumises à deux lasers contra-
propageants. Nous varions identiquement les distances σi gauche et droite, et les waists sont �xés à ω0g = ω0d =
8µm. Les distances entre les deux lasers varient en fonction des variations de σi pour maintenir la période du
réseau de gouttes à f / 2 (a), f (b), et 3f / 2 (c). En�n, sur le graphe (d) est représenté l'écart entre les gouttes
à l'équilibre pour les trois périodicités de réseau.

Sur la �gure 4.7 qui suit est représenté l'évolution de l'équilibre stable dans le cas où la périodicité de la
chaîne de gouttes varie cette fois-ci avec Lres, alors que la distance σi est laissée �xe. Nous constatons,
comme précédemment, un déplacement vers l'avant des positions d'équilibre, avec l'augmentation de Lres.
Cela étant, la variation de la période de la chaîne de gouttes à l'équilibre va dépendre, à présent, de la
distance initiale σi (graphe 4.7 (d)).

Encore une fois, nous pouvons avancer que les variations observées pour les réseaux dé�nis initialement par
σi = −f/2 et σi = f/2, se retrouvent dans leur globalité pour un réseau dont la distance σi est égale à 0,
autrement dit lorsque les lasers se trouvent initialement à la distance focale des gouttes extrêmales du réseau
(�gure 4.1). Toutefois, nous pouvons remarquer une brusque dilatation du réseau de gouttes entre 1.8 f et
2 f (graphes 4.7 (b) et 4.7 (d)). Il apparaît évident qu'une telle caractéristique puisse être d'un grand intérêt
pour le triage de cellules ou particules suivant leur taille.
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4.3 Représentation des états d'équilibre sans contact interparticulaire
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(a) σi = −f/2
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(b) σi = 0
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(c) σi = f/2
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(d) Période du réseau de gouttes à l'équilibre

Figure 4.7 � Relevé des positions d'équilibre dans un réseau de 3 gouttes soumises à deux lasers contra-
propageants. Les waists sont �xés à ω0g = ω0d = 8µm. Les distances entre les deux lasers varient en fonction des
variations de la période du réseau de gouttes tout en maintenant les distances σi à − f / 2 (a), 0 (b), et f / 2 (c).
En�n, sur le graphe (d) est représenté l'écart entre les gouttes à l'équilibre pour les trois distances "laser-foyer
objet" σi.

Nous concluons, au �nal, que lorsque nous imposons initialement un réseau périodique, nous pouvons at-
teindre un état piégeant avec un écart initial des gouttes, par rapport à leurs positions d'équilibre, au
maximum égal à 80 %. De plus, nous relevons que ces dernières, pour un espacement entre lasers donné, sont
indépendantes des variations de σi, mais évoluent en fonction des waists d'entrée. En revanche, lorsque l'écart
entre lasers varie, nous constatons que l'ensemble des variations du réseau à l'équilibre peut se retrouver pour
un seul paramètre σi ou dini donné.
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Chapitre 4 : Évolution dynamique d'un ensemble de gouttes

4.3.1.2 In�uence du désordre sur la stabilité de l'équilibre

Nous venons de voir comment évoluait l'équilibre des gouttes, à partir des variations sur les paramètres
du système, tout en préservant initialement une chaîne périodique. Nous allons à présent nous intéresser à
une distribution aléatoire des gouttes.

Pour ce faire, nous allons dans un premier temps positionner les gouttes, situées aux limites du réseau, à
une distance des lasers que nous �xerons à partir de σi. Suite à quoi, nous déplacerons la goutte centrale
autour de sa position à l'équilibre. Dans un second temps, nous présenterons les résultats sans que σi soit
dé�ni comme un paramètre ajustable, mais simplement déduit de la distribution aléatoire des gouttes :

σig = qini1 − f

σid = Lres − qiniNL − f
(4.24)

où qini1 et qiniNL correspondent respectivement aux positions initiales de la première et de la dernière goutte
dans le réseau.
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(c) ω0 = 10µm

Figure 4.8 � Relevé des positions d'équilibre dans un réseau de 3 gouttes soumises à deux lasers contra-
propageants. La position de la deuxième goutte a été décalée du centre du réseau. La distance entre les deux
lasers est �xée à 2mm et les distances σi à 0. Quant aux waists, ils sont égaux à 8µm (a), 9µm (b), et 10µm
(c).
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4.3 Représentation des états d'équilibre sans contact interparticulaire
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(a) σi = −f/2
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(b) σi = 0
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(c) σi = f/4

Figure 4.9 � Relevé des positions d'équilibre dans un réseau de 3 gouttes soumises à deux lasers contra-
propageants. La position de la deuxième goutte a été décalée du centre du réseau. La distance entre les deux
lasers est �xée à 2mm et les waists à 8µm. Quant aux distances σi, elles sont égales à −f/2 (a), 0 (b), et f/4
(c).

Nous pouvons voir sur les �gures 4.8 et 4.9 que l'équilibre peut être préservé même lorsque la périodicité de
la chaîne de goutte est initialement rompue.

Nous avons répertorié dans le tableau 4.2 un ensemble de résultats obtenus pour trois espacements entre
lasers di�érents, et plusieurs couples de paramètres variables (ω0 , σi). Nous constatons, généralement, que
nous pourrons éloigner les gouttes de leurs positions d'équilibre d'une distance d'autant plus élevée que
l'espacement Lres, la distance σi et/ou le waist ω0 seront faibles 3.
Concrètement, nous relevons que ces écarts correspondent à des variations de positions allant de 110µm
jusqu'à 510µm pour Lres = 2mm, de 6µm jusqu'à 400µm pour Lres = 2.5mm, et de 50µm jusqu'à 350µm
pour Lres = 3.5mm. Valeurs que nous pouvons encore ramenées aux dimensions des gouttes, dont le diamètre
atteint 100µm.

3Signalons que le sens de variation de la position de la goutte n'a pas d'importance ici puisque les paramètres de faisceaux
ont été �xés identiquement.
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Chapitre 4 : Évolution dynamique d'un ensemble de gouttes

Table 4.2 � Écart maximal de la position initiale de la goutte centrale par rapport à sa position d'équilibre
stable, selon 3 espacements entre lasers di�érents, et 6 couples de paramètres (ω0,σi)

ω0 = 8µm σi = 0

σi = −f/2 σi = 0 σi = f/4 ω0 = 8µm ω0 = 9µm ω0 = 10µm

Lres = 2mm 51 % 26.4 % 11 % 26.4 % 17.6 % 3.3 %

Lres = 2.5mm 32.5 % 26.2 % 16.6 % 26.2 % 12 % 0.48 %

Lres = 3.5mm 2.7 % 13.7 % 19.7 % 13.7 % 12.7 % 10.1 %

De façon générale, nous avons observé que les états d'équilibre étaient toujours caractérisés par des positions
symétriques des gouttes sur la chaîne. Toutefois, des états d'équilibre "asymétriques" peuvent également
être obtenus. En e�et, nous pouvons voir sur l'exemple présenté sur la �gure 4.10, où nous avons augmenté
l'espacement entre les lasers en passant de 2mm à 2.5mm, qu'un équilibre stable est atteint pour des
positions asymétriques des gouttes. En revanche, le positionnement périodique de ces dernières correspond
ici à un équilibre instable du système.
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(a) Dynamique sur 100000 s
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(b) Zoom sur les premières 20000 s

Figure 4.10 � Évolution temporelle d'une chaîne de trois gouttes espacées aléatoirement. Les waists d'entrée
sont de 8µm, les distances σi sont égales à −f/2, et l'espacement entre lasers à 2.5mm.
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4.3 Représentation des états d'équilibre sans contact interparticulaire

Nous allons maintenant établir un désordre initial sur l'ensemble des gouttes à partir de la méthode de Box-
Muller dé�nie à la section (2.4). Nous positionnerons, ainsi, initialement les gouttes à partir d'une loi normale.

Nous avons e�ectué plusieurs simulations en faisant varier l'écart-type de 0 à 0.5 par pas de 0.1. Nous
constatons une certaine robustesse du modèle face au désordre, pour un waist de 8µm, jusqu'à un facteur
de 0.3, autrement dit une variation moyenne de 30 % autour de la position d'équilibre. En revanche, pour
une valeur au col plus grande, il apparaît une forte sensibilité du système au désordre.

Table 4.3 � Probabilité moyenne, établie sur 20 simulations, de maintenir un état d'équilibre stable dans une
chaîne de gouttes réparties initialement de façon aléatoire

ς = 0.1 ς = 0.2

ω0 = 8µm ω0 = 9µm ω0 = 10µm ω0 = 8µm ω0 = 9µm ω0 = 10µm

Lres = 2mm 90 % 40 % 0 % 80 % 60 % 0 %

Lres = 2.5mm 90 % 40 % 0 % 80 % 60 % 0 %

Lres = 3.5mm 90 % 60 % 90 % 70 % 30 % 40 %

ς = 0.3 ς = 0.4

ω0 = 8µm ω0 = 9µm ω0 = 10µm ω0 = 8µm ω0 = 9µm ω0 = 10µm

Lres = 2mm 60 % 60 % 0 % 50 % 30 % 0 %

Lres = 2.5mm 50 % 60 % 0 % 50 % 30 % 0 %

Lres = 3.5mm 20 % 20 % 40 % 10 % 10 % 10 %

ς = 0.5

ω0 = 8µm ω0 = 9µm ω0 = 10µm

Lres = 2mm 50 % 25 % 0 %

Lres = 2.5mm 50 % 25 % 0 %

Lres = 3.5mm 10 % 10 % 10 %
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Chapitre 4 : Évolution dynamique d'un ensemble de gouttes

4.3.2 Asymétrie des paramètres d'entrée et cycles limites

Nous présentons ici nos résultats dans le cas d'une chaîne courte de trois gouttes identiques, évoluant dans
un réseau de longueur variable. La longueur d'onde des faisceaux contra-propageants est �xée à 514.5nm,
pour une puissance de 1W .

Comme nous venons de le voir, si nous imposons des paramètres d'entrée de faisceaux identiques, les positions
des gouttes dé�nissant une chaîne stable se caractérisent généralement par un espacement périodique.
Toutefois, nous venons également de constater qu'une simple modi�cation de l'espacement entre les lasers
pouvait induire l'apparition d'une nouvelle structure apériodique. Observons alors quelles sont les consé-
quences sur l'établissement d'un équilibre si nous imposons des paramètres d'entrée de faisceaux asymé-
triques.

7 7.5 8 8.5 9 9.5 10
0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8
x 10

−3

ω0g (µm )

P
o
si
ti
o
n
s

d
′
éq
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Figure 4.11 � Relevé des positions d'équilibre dans un réseau de 3 billes soumises à deux lasers contra-
propageants. Le waist droit est �xé à 8µm alors que nous varions celui de gauche. La distance entre les deux
lasers est de 2mm, et σig = σid = 0.

Nous constatons ici deux comportements caractéristiques suivant le paramètre étudié. En e�et, si nous varions
un des deux waists indépendamment de l'autre, nous observons que l'équilibre atteint se fera toujours suivant
une structure des gouttes apériodique, et cela tant que ω0g sera di�érent de ω0d (�gures 4.11 et 4.12). Ce
résultat di�ère donc du cas précédent.
Toutefois, nous remarquons que le système tend rapidement vers un réseau quasi-périodique, accompagné
d'une diminution de l'espacement entre les gouttes, lorsque la valeur du waist d'entrée augmente (graphe
4.12 (b)). Concrètement, nous relevons des écarts compris entre 3 et 6.5 fois les dimensions des gouttes.
Alors que les di�érences entre les espacements apparaissent comme inférieures au diamètre de ces dernières
au-delà d'un waist ω0g de 7µm, et inférieures à 10 % de ce même diamètre au-delà de 7.6µm.
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Figure 4.12 � Représentation de la distance entre les gouttes à l'équilibre pour un système dé�ni par un réseau
de 3 gouttes, un espacement entre lasers de 2mm, et un waist droit �xé à 8µm alors que nous varions celui de
gauche (a). Les distances σi sont quant à elles égales à 0. Sur le graphe (b) est représenté la di�érence entre les
deux écarts entre gouttes.

En revanche, les variations suivant la distance σig apparaissent identiques à celles relevées pour des paramètres
égaux. Autrement dit, lorsque nous modi�ons la valeur d'une des deux distances σi, l'état �nal du système
reste inchangé (�gure 4.13).
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Figure 4.13 � Relevé des positions d'équilibre dans un réseau de 3 billes soumises à deux lasers contra-
propageants. Nous �xons la distance σid à 0, alors que nous varions σig . La distance entre les deux lasers est
de 2mm, et ω0g = ω0d = 8µm.
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Chapitre 4 : Évolution dynamique d'un ensemble de gouttes

Cela étant, nous pouvons observer des résultats identiques pour un plus grand nombre de gouttes. En e�et,
nous constatons sur les �gures 4.14 et 4.15 que les gouttes évoluent de façon erratique vers un point �xe,
sans que ces dernières, à l'équilibre, ne soient espacées périodiquement.
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(a) Positions au cours du temps
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(b) Positions réduites au cours du temps

Figure 4.14 � Évolution temporelle des positions (a) et des postions réduites (b) de 5 billes éclairées par deux
lasers horizontaux contra-propageants. Le milieu environnant est l'eau et l'indice relatif vaut 1.1. Le waist droit
est �xé à 8.8µm et le gauche à 6.8µm. La distance entre les deux lasers est de 2.8mm, et σi = 0µm.
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(a) Positions au cours du temps
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(b) Positions réduites au cours du temps

Figure 4.15 � Évolution temporelle des positions (a) et des postions réduites (b) de 10 billes éclairées par deux
lasers horizontaux contra-propageants. Le milieu environnant est l'eau et l'indice relatif vaut 1.1. Le waist droit
est �xé à 8.5µm et le gauche à 6.7µm. La distance entre les deux lasers est de 5.7mm, et σi = 0µm.
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4.3 Représentation des états d'équilibre sans contact interparticulaire

Nous venons de voir, dans l'étude qui précède, que nous pouvions obtenir un ensemble d'états d'équilibre
stables bien que les waists d'entrée, liés aux faisceaux incidents, ne soient pas égaux.
Intéressons nous alors au comportement dynamique de la chaîne de gouttes, lorsque celle-ci évolue vers
l'équilibre. Et en particulier, lorsque la valeur du waist se rapproche des limites de stabilité.
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(a) ω0g = 6.7µm
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(b) ω0g = 7µm
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(c) ω0g = 7.5µm
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(d) ω0g = 8µm

Figure 4.16 � Évolution temporelle des positions de 3 billes éclairées par deux lasers. Le waist droit est �xé à
8µm alors que nous varions le gauche. La distance entre les deux lasers est de 2mm, et σi = 0µm.

Nous constatons qu'en partant d'une position d'équilibre stable obtenue avec les deux waists identiques
(�gures 4.16 (d) et 4.18 (d)), et en faisant varier de façon indépendante la valeur du waist d'un des deux
lasers, la nature des équilibres changent. En e�et, nous commençons par observer une évolution vers un
autre point d'équilibre équivalent à un n÷ud stable (�gures 4.16 (c) et 4.18 (c)). Ce nouvel état tend à se
faire rapprocher deux des gouttes du réseau, brisant ainsi la symétrie spatiale. Ce rapprochement va induire
l'apparition d'un nouvel équilibre. En premier lieu en foyer stable (�gures 4.16 (b) et 4.18 (b)), puis vers un
centre (�gures 4.16 (a) et 4.18 (a)). Un foyer stable est typiquement représenté par une spirale, sur le portrait
de phase, tendant vers le point d'équilibre. Cela se traduit dynamiquement par une oscillation amortie des
positions, dans le temps, autour d'une valeur moyenne n'étant autre que le point d'équilibre (�gure 4.17).
Pour un centre, en revanche, les trajectoires ne tendent jamais vers le point d'équilibre, mais restent dans son
voisinage : on parle de stabilité neutre. Dans tous les autres cas de stabilité, il s'agit de stabilité asymptotique.
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Chapitre 4 : Évolution dynamique d'un ensemble de gouttes

Nous soulignons ainsi le fait que pour une valeur de ω0g égale puis supérieure à ω0d , les gouttes à l'équilibre
se positionnent à égales distances les unes des autres et tendent à se rapprocher lorsque ω0g augmente. Cela
con�rme parfaitement les résultats observés sur l'étude des équilibres présentés notamment sur la �gure 4.11.
A l'inverse, lorsque ω0g devient inférieur à ω0d , les gouttes semblent s'écarter les unes des autres tout en brisant
la symétrie de la chaîne. En continuant à diminuer la valeur du waist, nous pouvons alors voir apparaître
un état piégeant établi après plusieurs oscillations de relaxation (�gure 4.17). Notons toutefois que le temps
nécessaire pour atteindre l'équilibre va dépendre entièrement des forces optiques. Or, nous situant en limite
de friction forte, nous en déduisons que le temps de convergence du système sera proportionnel à 1/P .
En�n, nous remarquons qu'à partir d'un waist ω0g de 6.7µm, et en-deça, aucun point �xe stable ne peut
être obtenu. Toutefois, nous constatons que dans certains cas les trajectoires des gouttes peuvent rester liées,
et leurs positions commencer à osciller (�gure 4.16 (a)).
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Figure 4.17 � Évolution temporelle des positions réduites (qred(t) = q(t) − qini , où qini correspond aux
positions initiales respectives des billes) de 3 billes éclairées par deux lasers. Le waist droit est �xé à 8µm alors
que nous �xons le gauche à 7µm. La distance entre les deux lasers est de 2mm, et σi = 0µm.

Soulignons que de tels changements d'états dynamiques collectifs, observés par simple modi�cation d'un des
paramètres du système, sont caractéristiques des systèmes fortement couplés.
Des résultats similaires avaient été observés en opto-�uidique, notamment par l'équipe de J. Ng et al., dès
2005, où ils démontrèrent l'existence d'états piégeants oscillants, dé�nis dans un plan perpendiculaire au
plan de propagation du faisceau [41].
Dans le même temps, les équipes de R. Gordon et al. en 2008, ou encore J. M. Taylor et al. en 2009, ob-
servèrent des mouvements identiques mais dans le plan parallèle au plan du faisceau [131, 132]. Les études
furent menées avec de petites particules (de l'ordre de grandeur de la longueur d'onde), légèrement désaxées
par rapport à l'axe optique, et dont les paramètres de faisceaux étaient identiques. Cette brisure de symétrie
entraîne alors la nécessité de considérer la force de gradient latérale. Dans un tel cas de �gure, nous com-
prenons que l'alternance de prédominance entre les forces de di�usion et de gradient implique l'apparition
d'une oscillation autour de l'équilibre, jusqu'à que ce dernier soit atteint.

Notre approche se distingue donc de ces précédents résultats, comme nous avons pu le remarquer jusqu'à
présent, par le maintien d'une injection sur l'axe, une asymétrie des paramètres d'entrée de faisceaux, et des
tailles de particules grandes devant la longueur d'onde (typiquement d'un facteur 100).
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4.3 Représentation des états d'équilibre sans contact interparticulaire
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(a) Centre avec ω0g = 6.7µm

0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8

x 10
−3

−4

−2

0

2

4

6

8
x 10

−4

Position (m)

F
o
rc
e
o
p
ti
qu

e
(
×
1
0−

10
N

)

(b) Foyer stable avec ω0g = 7µm

0.5 1 1.5

x 10
−3

−2

−1

0

1

2

3

4
x 10

−4

Position (m)

F
o
rc
e
o
p
ti
qu

e
(×

10
−
10

N
)

(c) n÷ud stable avec ω0g = 7.5µm
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(d) n÷ud stable avec ω0g = 8µm

Figure 4.18 � Portrait de phase de 3 billes éclairées par deux lasers. Le waist droit est �xé à 8µm alors que
nous varions le gauche. La distance entre les deux lasers est de 2mm, et σi = 0µm. Le point initial est représenté
par un triangle vert dont le sommet est vers le haut, alors que le �nal est représenté par un triangle rouge dont le
sommet est vers le bas.

Nous pouvons constater que l'oscillation sur la �gure 4.16 (a) n'est pas parfaitement sinusoïdale, cela implique
que la trajectoire sur le portrait de phase 4 équivalent ne soit pas typiquement elliptique (�gure 4.18 (a)).
Nous pouvons également relever le fait que dans la situation observée sur le graphe 4.18 (b), les forces
optiques se comportent comme des forces de rappel, identiques à celle d'un ressort, exercées sur les gouttes,
tendant ainsi à les stabiliser sur leurs positions d'équilibre. Nous observons, dans ce cas, l'excitation d'un
mode dit pseudo-périodique.
Précisons cependant que l'évolution transverse des faisceaux est préservée dans le réseau. En e�et, bien
qu'étant en présence d'oscillations temporelles, le pro�l reste gaussien et caractérisé par une allure pouvant
s'apparenter à celle de battements avec une évolution périodique de son amplitude, et donc de sa largeur à
mi-hauteur, au cours des oscillations (�gure 4.19).

4La représentation traditionnelle d'un portrait de phase veut que soit exprimé en ordonnée la vitesse au lieu de la force. Or,
les deux représentations sont équivalentes pour nous, car nous sommes en limite de friction forte.
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Figure 4.19 � Évolution temporelle du pro�l de champ du laser gauche au niveau de chacune des trois gouttes
de la chaîne. Le waist droit est �xé à 8µm alors que le gauche l'est à 6.7µm. La distance entre les deux lasers
est de 2mm, et σi = 0µm.

L'apparition de ces oscillations est directement liée à l'inégalité des paramètres de faisceaux d'entrée. Toute-
fois, dans le cas où nous faisons varier identiquement les valeurs de waists sur les faisceaux gauche et droit,
toujours pour une taille de réseau �xe, nous pourrons obtenir un ensemble de positions d'équilibre stable
sans état transitoire oscillant.
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4.4 Étude propagative sur des gouttes après collision

4.4 Étude propagative sur des gouttes après collision

Nous savons maintenant que dans certains cas, l'équilibre des forces, dues aux deux faisceaux contra-
propageants, ne peut être atteint dans le réseau. Le couplage établi entre le potentiel optique et les positions
des gouttes ne permet plus d'établir des positions piégeantes pour ces dernières. La dynamique résultante,
bien que toujours intrinsèquement déterminée par les éléments du système, va pouvoir entraîner d'éventuelles
collisions entre les gouttes. Dans un tel cas de �gure, nous observons typiquement une phase de coalescence,
durant laquelle le nombre de gouttes diminue, et leur taille augmente. Cette phase est alors suivie, selon le cas,
d'un état stationnaire (la goutte ne bouge plus), d'un état d'équilibre oscillant, ou d'un régime permanent :
la chaîne se brise en plusieurs chaînettes, qui s'éloignent les unes des autres.

4.4.1 Évolution dynamique avec contact interparticulaire

Lors de la simulation dynamique d'un ensemble de particules soumises à un piège optique, ces dernières
peuvent être amenées à entrer en contact, impliquant dans certains cas une inhomogénéité sur le nombre de
particules. Ainsi, deux façons simples de percevoir cela s'o�rent à nous : soit par un modèle de sphères dures,
soit par un modèle de gouttes coalescant au contact. Nous présenterons rapidement ces deux versions.

4.4.1.1 Modèle de billes dures diélectriques

Dans le cas où les billes considérées sont solides, ou liquides mais ayant une tension super�cielle su�sante
pour contrer l'inertie acquise par celles-ci due aux forces de radiation, nous pourrons les approximer à des
billes dures. Lors d'un rapprochement, ces sphères dures peuvent se percuter sans déformation notable mais
suivi d'une création de doublet par attraction/collage (�gure 4.20 (b)), ou d'une répulsion suite à un rebond
après contact (�gure 4.20 (a)).
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Figure 4.20 � Modèle de contact dynamique de billes dures diélectriques. Suivant l'option (a) il se produit une
répulsion, après contact, sans déformation. Suivant l'option (b) il se produit un doublet par attraction/collage.
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Chapitre 4 : Évolution dynamique d'un ensemble de gouttes

Ainsi, si les deux billes se percutent et rebondissent l'une sur l'autre, leur nature n'en sera pas changée et
elles continueront à évoluer dans le réseau sous l'in�uence des forces de radiation et du �uide environnant.
Cependant, si nous considérons qu'elles se collent, elles ne seront plus vues indépendamment l'une de l'autre,
mais comme un doublet de deux lentilles boules accolées. La focale équivalente en sera changée. Pour obtenir
sa nouvelle expression, nous pouvons utiliser la matrice liée à une lentille boule que nous avions déjà calculée,
que nous multiplierons par elle-même pour en déduire celle équivalente à deux lentilles accolées :

Mboule =


1 + 2

nm − nb
nb

2ρ
nm
nb

2
nm − nb
ρnb

1 + 2
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 (4.25)

D'où,
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Nous pouvons alors en déduire l'expression de la focale f ′ en fonction de celle de la vergence V ′ telle que :

−V ′ = 4
nm − nb
ρnb

(
1 + 2

nm − nb
nb

)
= 2V (1 − ρ V ) ⇒ f ′ =

nm
V ′

(4.27)

Un tel modèle a été suivi par Cao et al. [133]. Les auteurs ont ainsi cherché à modéliser l'auto-arrangement
d'un ensemble de micro-billes soumises à un seul faisceau laser, de pro�l gaussien. Les résultats qu'ils ont pu
obtenir les ont amenés à en déduire qu'un ensemble de billes accolées, sous forme de cluster, était d'autant
plus gros que leur indice de réfraction, ou encore leur taille, étaient petits.

4.4.1.2 Modèle de gouttes en coalescence

Dans le cas où les billes considérées sont liquides mais interpénétrables, nous pourrons les approximer à
des gouttes sphériques. Après contact, celles-ci fusionnent pour ne former qu'une seule et même goutte plus
grosse.
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Figure 4.21 � Modèle de contact dynamique de gouttes sphériques. L'évolution après contact résulte en une
goutte plus grosse que les deux protagonistes ayant coalescées.
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4.4 Étude propagative sur des gouttes après collision

Le résultat de cette fusion implique une augmentation de la taille de la goutte par rapport aux précédentes,
cela va donc encore in�uer sur la focale.

À partir de la conservation du volume nous pouvons poser :

ρ′ = ρ . 21/3 (4.28)

où ρ et ρ′ représentent respectivement le rayon des gouttes initiales et celui de la goutte �nale après coales-
cence.

L'expression de la focale s'en déduit aisément :

f ′ =
nρ′

2 (n− 1)
= f . 21/3 (4.29)

en posant n = nb/nm.

Notre étude se portant dans des milieux �uides, dont les indices de réfraction liés au milieu environnant et
aux gouttes sont relativement proches, nous choisirons de suivre ce dernier schéma pour modéliser la collision
des particules. Le processus d'évolution dynamique, suivi par les gouttes résultant d'une coalescence, sera
bien évidemment identique à celui suivi par les gouttes initiales.

Lorsque deux gouttes distinctes se rapprochent signi�cativement l'une de l'autre à un temps t, une collision
suivie d'un recouvrement peut se produire. Ainsi, nous imposons une coalescence "instantanée" si la condition
suivante, au temps t + dt, est véri�ée :

L < ρ1 + ρ2 (4.30)

où L est la distance entre les centres de masse des deux billes, et ρ1 et ρ2 leur rayon respectif.

À partir de quoi, le processus se répète de goutte en goutte jusqu'à qu'un état permanent ne s'établisse.
Cependant, l'e�cacité de cette détection de recouvrement sera d'autant plus importante que le pas de temps
considéré sera petit. Nous devrons ainsi chercher à optimiser le temps de calcul avec un pas de temps assez
grand, tout en ne le considérant pas trop conséquent pour ne pas omettre de collisions.
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Chapitre 4 : Évolution dynamique d'un ensemble de gouttes

4.4.2 Résultats dynamiques après collision

Pour observer de telles situations collisionnelles, reprenons le système précédent et plaçons nous dans le
cas d'une chaîne de gouttes instable et dé�nie, par exemple, à partir d'un waist supérieur aux paramètres
limites de stabilité obtenus.
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Figure 4.22 � Évolutions temporelles des positions
de 3 gouttes entrant en collision, et éclairées par deux
lasers horizontaux. Les waists d'entrée associés à cha-
cun des deux lasers sont identiques et égaux à 11µm.
Tout comme les distances lasers-focale objet σi égales
à 0µm. La distance entre les deux lasers est de 2mm.
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Figure 4.23 � Portraits de phase de 3 gouttes en-
trant en collision, et éclairées par deux lasers horizon-
taux. Les waists d'entrée associés à chacun des deux
lasers sont identiques et égaux à 11µm. Tout comme
les distances lasers-focale objet σi égales à 0µm. La
distance entre les deux lasers est de 2mm. Le point
�nal relatif à la dernière bille est représenté par un
triangle rouge orienté vers le bas.

Nous constatons ici que les trois gouttes initiales sont poussées les unes vers les autres pour entrer successive-
ment en coalescence et ne former qu'une seule et même goutte. Dès lors qu'une collision se produit, le pro�l
de force est alors modi�é et a�ecte en retour l'ensemble des autres gouttes constituant la chaîne. La goutte
ainsi résultante, plus grosse que les trois précédentes, pourra alors venir se placer sur une position d'équilibre
stable au centre du réseau, comme nous pouvons l'observer sur la �gure 4.22. Cette position particulière
s'expliquant par les symétries du système.
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4.4 Étude propagative sur des gouttes après collision

A�n d'observer une nature d'équilibre di�érente, nous choisissons d'augmenter l'éloignement laser-bille σi
comme suit.
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Figure 4.24 � Évolutions temporelles des positions de 3 gouttes entrant en collision, et éclairées par deux lasers
horizontaux. Les waists d'entrée associés à chacun des deux lasers sont identiques et égaux à 8µm. Tout comme
les distances lasers-focale objet σi égales à 262µm. La distance entre les deux lasers est de 2mm.

0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

x 10
−3

−5

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

5
x 10

−3

Position (m)

F
o
rc
e
o
p
ti
qu

e
(×

10
−
10

N
)

 

 

Figure 4.25 � Portraits de phase de 3 gouttes entrant en collision, et éclairées par deux lasers horizontaux.
Les waists d'entrée associés à chacun des deux lasers sont identiques et égaux à 8µm. Tout comme les distances
lasers-focale objet σi égales à 262.5µm. La distance entre les deux lasers est de 2mm. Les points �naux relatifs à
chacune des deux dernières billes sont représentés par deux triangles rouges orientés vers le bas.

Il apparaît clairement, d'après la simulation dynamique présentée sur la �gure 4.24, que les trois gouttes ini-
tiales sont poussées les unes vers les autres jusqu'à ce que les deux premières coalescent. La goutte résultante,
et plus grosse, induit alors un réarrangement des pro�ls de potentiel optique au sein du réseau, poussant les
deux gouttes restantes à évoluer sur une position d'équilibre oscillante et amortie. Cela se traduit, dans le
portrait de phase, par une spirale tendant asymptotiquement vers un point. La nature de cet équilibre est
typiquement celle d'un foyer stable (�gure 4.25).
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Chapitre 4 : Évolution dynamique d'un ensemble de gouttes

De la même façon, nous pouvons montrer, à travers la �gure 4.26, que des états dynamiques identiques, avec
un plus grand nombre de gouttes, peuvent être obtenus. Typiquement, sur la �gure 4.26 (a) nous voyons
apparaître la coalescence de cinq gouttes initiales en trois, piégées sur un équilibre stable. En revanche, sur la
�gure 4.26 (b), partant d'un réseau initial de dix gouttes, nous aboutissons à un état �nal n'en comportant
plus que trois, dont les deux extrémales s'éloignent l'une de l'autre à vitesse constante.

Ces résultats se présentent ainsi comme des exemples de dynamiques de micro-gouttes coalescentes, contrôlées
optiquement, et observables expérimentalement.
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(a) Dynamique avec une chaîne de 5 gouttes
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(b) Dynamique avec une chaîne de 10 gouttes

Figure 4.26 � Évolutions temporelles des positions de 5 (a) et 10 (b) gouttes entrant en collision, et éclairées par
deux lasers horizontaux. Les waists d'entrée associés à chacun des deux lasers sont identiques et égaux à 11µm.
Tout comme les distances lasers-focale objet σi �xées à 0. Les distances entre les deux lasers sont respectivement
de 3.5mm et 5.5mm.
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Conclusion

Faisant suite aux résultats établis en statique, cette étude dynamique nous a permis de montrer qu'il était
avant tout possible d'extraire des états piégeants d'une chaîne de gouttes centi -micrométriques, soumises à
deux faisceaux lasers horizontaux contra-propageants.

Nous avons alors montré que pour des paramètres de faisceaux identiques, et en imposant un espacement
�xe entre les lasers, les variations sur la distance σi n'in�uent pas sur l'équilibre des gouttes dans un réseau
donné, alors que celles imposées sur ω0 ont révélées que les positions des gouttes à l'équilibre évoluent de
telle façon que la périodicité de la chaîne diminue avec l'augmentation du waist.
A contrario, si nous faisons varier l'espacement entre les lasers, les variations parallèles sur la distance σi, ou
la périodicité initiale de la chaîne de gouttelettes dini, vont entraîner une modi�cation de l'état du système à
l'équilibre. Nous avons cependant remarqué que nous pouvions retrouver l'ensemble des variations observées
sur les gouttes piégées pour un seul paramètre d'étude donné, autrement dit pour σi = 0 (distance laser-
foyer objet égale à la distance focale), ou encore dini = f (période de la chaîne de gouttes égale à la distance
focale).
En brisant alors la périodicité initiale du réseau de gouttes, nous avons remarqué que les probabilités de
ne pas atteindre un équilibre stable étaient d'autant plus élevées que le waist était grand. Toutefois, nous
pouvons remédier à cela, toute proportion gardée, en augmentant l'espacement entre les lasers.

En observant, par la suite, l'évolution des équilibres pour des paramètres de faisceaux "asymétriques", nous
nous sommes rendu compte, dans un premier temps, que les variations sur σi, identiquement au cas "symé-
trique", n'in�uent pas sur les positions des gouttes. En revanche, celles imposées sur le waist induisent non
seulement une évolution des positions des gouttes à l'équilibre, mais également une perte de la périodicité
de la chaîne.
Cela s'est avéré particulièrement intéressant dans la mesure où l'étude de ces divers équilibres nous a permis
de caractériser des états transitoires dynamiques oscillants. Plus spéci�quement, ces solutions atypiques se
di�érencièrent, de par leur nature, à travers la présence de modes périodiques (oscillations entretenues) ou
pseudo-périodiques (oscillations amorties).

Cela étant, si le système n'évolue pas vers un état d'équilibre stable ou oscillant, les gouttes vont être
amenées à entrer en collision. Nous avons alors opté pour une modélisation avec coalescence, ce qui, en
conséquence, nous permet de considérer une nouvelle modulation du champ dans le réseau de gouttes, pouvant
aboutir sur une nouvelle con�guration piégeante.
Un des intérêts de ces derniers résultats est que les processus collisionnels restent maîtrisables par l'expéri-
mentateur. En e�et, en variant les paramètres de faisceaux tels que les waists, les distances laser-foyer objet,
ou encore l'espacement entre les deux lasers, les gouttes coalesceront plus ou moins vite sur des états �naux
à une ou plusieurs particules. En outre, la vitesse de convergence vers un état donné sera d'autant plus
contrôlable par simple variation de la puissance des deux lasers.
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Le piégeage optique est une thématique majeure, en perpétuel essor depuis les années 1970. Les pre-
mières études s'attachèrent à démontrer qu'il était possible de piéger de petites particules, de tailles nano et
micrométrique, au moyen des forces optiques, engendrées par un ou plusieurs lasers.

De nombreuses applications ont ainsi rapidement pu suivre de ces premiers résultats. En e�et, le caractère
non invasif de cette approche se remarqua d'un intérêt primordial en biologie et en médecine. Plus spéci-
�quement, cela permit, entre autre, la manipulation d'organismes cellulaires tels que les virus, bactéries,
spermatozoïdes, globules rouges ou autres cellules rétiniennes. Mais également, l'analyse des propriétés élas-
tiques des matériaux biologiques tels que les membranes de globules rouges, les protéines ou les brins d'ADN.
Ou encore, l'étude fonctionnelle des moteurs moléculaires tels que les myosines ou les kinésines.
Toutefois, les intensités mises en jeu avec l'emploi d'un laser peuvent être telles, que les cellules manipu-
lées soient endommagées. Ainsi, le choix de la longueur d'onde s'est avéré être d'une première importance,
permettant alors de minimiser l'absorption lumineuse par la préparation biologique, et donc de limiter les
risques de détériorations thermiques ou photochimiques.

Ces études, menées en milieux �uides, ont notamment permis le développement de la micro�uidique, et par
extension l'opto�uidique. Ainsi, outre la production collective de structures microstructurées, il a également
été montré qu'il était possible d'implémenter des fonctionnalités optiques, recon�gurables par le contrôle des
propriétés optiques du liquide utilisé dans la génération de microgouttes (lentilles �uides).

Au-delà de ces résultats, une des observations les plus remarquables fut celle du comportement collectif
d'un ensemble de particules, soumises à un potentiel optique, et connue sous le nom d'optical binding.
En e�et, les expériences ont montré qu'il existait un certain couplage entre le champ et les particules. Cette
force supplémentaire est ainsi due à la di�usion du faisceau par les objets piégés. Lorsque ces derniers sont de
petites tailles devant la longueur d'onde, la di�usion se fera sur un grand angle solide, et une faible portion
de l'énergie injectée sera alors transmise par les particules à leurs plus proches voisines.
Cela étant, à une échelle plus grande, autrement dit lorsque les dimensions du système (diamètre des parti-
cules, taille de waist, etc.) sont grandes devant la longueur d'onde, le faisceau peut être clairement con�né
au sein d'un réseau de gouttes par refocalisations successives. Les pertes par di�usion et di�raction peuvent
alors être minimisées, et un couplage dynamique signi�catif peut ainsi s'établir, permettant l'émergence d'un
phénomène d'organisation auto-induit, par in�uence mutuelle avec le champ optique.

Le travail de thèse développé et exposé dans ce manuscrit s'inscrit donc dans ce contexte. Nous nous
sommes attachés à démontrer qu'il était possible d'établir un ordre spatial, au même titre qu'un ensemble
d'atomes soumis à un champ optique su�samment fort, sur un ensemble de grosses gouttes suivant une
structure périodique. L'originalité d'un tel système réside dans le fait que la lumière peut alors être refocalisée
par l'ensemble des gouttes espacées périodiquement. Cette périodicité pourra alors, dans certains cas, conférer
au faisceau une refocalisation périodique au sein du réseau.
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Notre étude s'articula ainsi autour de deux grands axes.

La première approche, en statique, nous permit de nous a�ranchir de l'in�uence des forces optiques, pour
se focaliser essentiellement sur la réponse optique d'une chaîne de particules transparentes et diélectriques,
assimilées en première approximation à des lentilles boules, soumises à un faisceau laser.
La grande dimension des objets que nous considérons nous a permis d'appréhender le problème de deux
façons : par une simple théorie matricielle des rayons, et par une approche plus réaliste basée sur le calcul
intégral de Huygens-Fresnel. La description du front d'onde, suivant ce dernier schéma, nous a alors permis de
considérer le phénomène de di�raction induit par les conditions aux bords que nous imposent les dimensions
�nies des objets di�ractants. Ainsi que la prise en compte des e�ets d'aberrations sphériques induits par
la courbure des surfaces dioptriques. De surcroît, en ne considérant que de faibles gradients d'indices, nous
avons pu négliger les ré�exions aux interfaces milieu-lentille, et s'a�ranchir des phénomènes d'interférences
avec le faisceau incident.

Cette première étude nous a ainsi permis de mettre en évidence les conditions de couplage des modes liés
aux chaînes de lentilles. En particulier, nous avons pu caractériser la présence de modes de Bloch où le pro�l
de champ se répète d'une maille élémentaire à la suivante. Cela nous a amené à remarquer que ces conditions
modales étaient soumises au paramètre de phase gaussien θ, respectant une valeur rationnelle de son rapport
K/N .
Cela nous permit de démontrer théoriquement que pour une chaîne périodique, la réponse optique est ana-
logue à celle d'un cristal photonique. Et cela, bien que les dimensions intrinsèques liées à l'étude d'un cristal
photonique soient typiquement sub-longueur d'onde, et grandes devant cette dernière pour notre système.
Ainsi, nous avons pu extraire un ensemble de solutions pour lesquelles le faisceau pouvait, ou pas, se propager
dans le réseau de lentilles. Cela nous a permis, en conséquence, de démontrer l'existence de bandes interdites
dans un diagramme de bandes dé�ni à partir de l'espacement entre lentilles d, et du déphasage gaussien θ.
Nous sommes ainsi arrivés à caractériser l'évolution du système, à partir des paramètres inhérents au fais-
ceau et au réseau, d'un état guidant à un état non-guidant, par simple déplacement d'une ou plusieurs gouttes.

Cette première approche, en limite statique, fut étendue au régime dynamique où les forces optiques
ont été supposées assez conséquentes pour déplacer les gouttes. Toutefois, la masse de celles-ci, relativement
élevée, nous a permis de négliger les forces induites par l'agitation thermique des molécules composant le
milieu environnant.

Nous avons ainsi démontré qu'il était possible de piéger optiquement de telles gouttes. L'étude des équilibres,
à partir des paramètres de faisceaux et/ou de réseau, nous a permis de montrer que ces états pouvaient évo-
luer non seulement spatialement, mais également de par leur nature propre. En d'autres termes, nous avons
observé que les points �xes sur lesquels étaient piégées les gouttes pouvaient évoluer spatialement dans le
réseau avec les variations des paramètres d'études, tels que les waists d'entrée, les distances initiales σi ou
encore les espacements entre lasers Lres. Cette évolution pouvant se faire périodiquement ou non. Toutefois,
il s'est avéré que pour des paramètres de faisceaux "asymétriques", nous avons pu mettre en évidence l'exis-
tence de modes oscillants périodiques ou pseudo-périodiques.

En�n, lorsque les gouttes se meuvent suivant un régime instable, elles peuvent être amenées à entrer en colli-
sion et coalescer. Nous avons remarqué que les systèmes résultants pouvaient, à leur tour, soit évoluer vers un
état d'équilibre stable, soit vers un état dynamique oscillant, soit poursuivre leurs processus de coalescence
jusqu'à qu'il ne reste qu'une seule et même goutte dans le réseau.

L'ensemble de ces résultats nous permet, essentiellement, de conclure quant à la possibilité de déplacer,
piéger, trier ou même faire coalescer, un ensemble de gouttes dont les dimensions sont signi�cativement
grandes devant la longueur d'onde, au moyen de deux faisceaux laser horizontaux contra-propageants, et de
pro�ls transverses divers.
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Perspectives

Nous pouvons envisager de nombreuses perspectives suites à ces travaux, autant d'un point de vue pure-
ment théorique/numérique, qu'expérimental.

Le modèle que nous avons suivi se présente principalement comme un système idéalisé où les gouttes sont
supposées indéformables, parfaitement sphériques et dont l'indice de réfraction est proche de celui du milieu
environnant. Il pourrait être intéressant d'étudier, en conséquence, l'in�uence des faisceaux et du milieu sur
la déformation, locale ou pas, de la surface des gouttes. Mais également, analyser l'impact de l'augmenta-
tion du gradient d'indice en considérant les phénomènes de ré�exions aux interfaces, ou encore, observer le
comportement des états d'équilibres en ne considérant plus la sphéricité des objets piégés.

De surcroît, nous avons supposé que la di�raction des ondes était totalement dé�nie par une théorie scalaire,
ne tenant pas compte de la nature vectorielle d'une onde électromagnétique. La modélisation pourrait alors
prendre en compte ce caractère vectoriel.

Dynamiquement, bien que les gouttes aient une masse relativement élevée, il pourrait être intéressant de
quanti�er l'in�uence de la force de Langevin (bruit blanc gaussien) en fonction des variations des paramètres
liés aux gouttes et au milieu environnant. Ce qui pourrait, en parallèle, amener à observer l'évolution du
système au-delà de la limite en friction forte.

En�n, nous avons commencé à implémenter le calcul des forces optiques dans le cas où le pro�l de champ
n'est plus simplement gaussien, mais le manque de temps ne nous a pas permis d'exploiter cela. Un prochain
travail pourrait alors permettre de poursuivre la démarche entreprise.

Pour conclure, il apparaît, comme à l'aboutissement de tout travail théorique, que l'ensemble de ces résultats
puissent être validés expérimentalement.
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Annexe A : Expression du déphasage de

Gouy en fonction des paramètres de réseau

Rappelons ici que notre maille élémentaire est composée d'une seule lentille, nous sommes donc dans une
situation équivalente aux cavités optiques.

La matrice de transfert correspondante à été calculée et est dé�nie, sous sa forme réduite, comme :

M̃ =

(
1− d̃ d̃
−1 1

)
(A.31)

À partir de cette dernière nous pouvons, par un calcul de diagonalisation, en déduire les valeurs et vecteurs
propres correspondants. N'oublions pas que nous cherchons à obtenir une expression du déphasage θ en
fonction des paramètres de réseau pour en déduire les situations stables. Ainsi, nous savons que les valeurs
propres, dans ce cas là, seront complexes et pourront s'écrire Λ± = e±iθ. De cette façon :

Λ+ + Λ− = eiθ + e−iθ = 2 cos(θ) (A.32)

où θ est dé�ni comme un rationnel à un facteur 2π près, soit θ = 2πK/N , avec 1 ≤ K ≤ N − 1.

Or,
∑

i Λi = Tr(M̃) = 2β̃. D'où :

β̃ = cos(θ) ⇒ θ = Arccos(β̃) (A.33)

En e�et, en tenant compte du déphasage, acquis par le faisceau, entre les deux positions de références zL1

et zL2 que l'on note ∆Φ, nous pouvons écrire :

∆Φ = Φ(zL2) − Φ(zL1) = −k (zL2 − zL1) + ∆θ (A.34)

Le premier terme correspond au déphasage dû à la propagation sur l'axe, et le second est un terme additif
propre aux faisceaux gaussiens. Ce dernier est appelé "déphasage de Gouy", et correspond au déphasage par
rapport à une onde plane de même longueur d'onde, qui se propage entre les mêmes plans [94,95] :

∆θ = θ(zL2) − θ(zL1) = Arctan

(
zL2

zR

)
− Arctan

(
zL1

zR

)
(A.35)

A�n de simpli�er cette expression, nous pouvons introduire le paramètre gaussien gi = 1 − d/2nmfi (où
l'indice i se réfère à la i-ème lentille), tout en considérant comme origine la position du col ω0. Nous trouvons
�nalement : 

zL1 =
d (d − 2f2)

2f1 + 2f2 − 2d
= −d g2 (1 − g1)

g1 + g2 − 2g1g2

zL2 =
d (2f1 − d)

2f1 + 2f2 − 2d
= d

g1 (1 − g2)

g1 + g2 − 2g1g2
= zL1 + d

(A.36)
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Or, pour nous, toutes les lentilles sont identiques, ce qui implique fi = f ⇒ gi = g ∀i, ainsi :
zL1 = −d g (1 − g)

2g (1 − g)
= −d

2

zL2 = d
g (1 − g)

2g (1 − g)
=

d

2
= −zL1

(A.37)

Ce résultat vient bien con�rmer le fait que les positions des cols du faisceau, entre deux lentilles successives,
se trouvent à mi-distance de chacune d'elles (propriété des conditions d'accord de faisceau sur le réseau).

À partir de là, et en tenant compte de la parité de la fonction arc tangente, nous pouvons réécrire l'expression
de la phase accumulée entre les positions zL1 et zL2 , telle que :

θ = Arctan

(
−zL1

zR

)
− Arctan

(
zL1

zR

)
= −Arctan

(
zL1

zR

)
− Arctan

(
zL1

zR

)

= −2Arctan

(
zL1

zR

) (A.38)

Cependant, en exprimant la distance de Rayleigh en fonction des mêmes paramètres usités pour zL1 et zL2 ,
nous pouvons écrire :

zR =

[
d

(2f1 − d) (2f2 − d) (2f1 + 2f2 − d)

(2f1 + 2f2 − 2d)2

]1/2

= d

[
g1 g2 (1 − g1g2)

(g1 + g2 − 2g1g2)2

]1/2

=
g1=g2=g

d

2

√
1 + g

1 − g

(A.39)

Ainsi :

θ = −2Arctan

(
zL1

zR

)
= −2Arctan

(
− d/2

d/2 ×
√

(1 + g) / (1 − g)

)
= 2Arctan

(√
1 − g

1 + g

)
(A.40)

En tenant compte du fait que Arctan(x) + Arctan(1/x) = π/2, et de la relation sur les fonctions circulaires
réciproques :

Arctan

(
1 + x√
1 − x2

)
= Arctan

(√
1 + x

1 − x

)
=

π

2
− 1

2
Arccos(x) (A.41)

nous pouvons en déduire :

θ = Arccos(g) (A.42)

Ainsi, en considérant g̃ = 1− d̃/2, et en se ramenant à l'expression, précédemment obtenue, en fonction de
la demi-trace β̃ de la matrice de transfert, nous écrivons :

Arccos(β̃) = Arccos(g̃) = 2π
K

N
⇒ β̃ = g̃ = cos

(
2π
K

N

)
(A.43)
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Ce qui, ramené à l'expression avec la trace de M̃ conduit, dans notre situation, à :

Ã+ D̃

2
= cos

(
2π
K

N

)
(A.44)

En remplaçant les éléments diagonaux Ã et D̃, de la matrice de transfert, par leur expression respective
obtenue précédemment dans le cas de lentilles équidistantes, nous en déduisons (A.31) :

1− d̃

2
= cos

(
2π
K

N

)
⇔ d̃ = 2

(
1 − cos

(
2π
K

N

))
= 2 ( 1 − cos(θ) ) (A.45)

Ce qui dé�nit, in �ne, une condition de stabilité du faisceau par l'explicitation d'un couplage entre les
paramètres de réseau et de faisceau, dans le cas d'un espacement régulier entre lentilles.
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Annexe B : Démonstration du calcul de la
largeur de bande interdite

Rappelons ici que la maille élémentaire du réseau est composée de deux lentilles, chacune suivie d'un
espacement à la suivante égal à d1 et d2. Ces distances composent alors la période a du réseau, tel que
a = d1 + d2. Nous avons alors constaté que l'apparition d'une bande interdite, dans le diagramme de
bandes d/f(θ), se faisait dès lors que les valeurs de d1 et d2 di�éraient. Nous savons maintenant que les
zones solutions, correspondant à l'existence d'un faisceau stable dans un réseau dé�ni par la maille solution,
s'établissent, suite à un calcul de diagonalisation de la matrice de transfert, pour la condition |cos(θ) < 1|.

Ainsi, commençons par calculer la matrice de transfert M, dans le cas où la maille élémentaire est dé�nie
par deux lentilles. Les matrices utiles seront donc :

Tlens =

(
1 0
−1/f 1

)
Tprop =

(
1 d/nm
0 1

)
(A.46)

La première correspond au passage à travers une lentille mince de distance focale f , et la seconde à une
propagation sur une distance d dans un milieu d'indice de réfraction nm.

La matrice �nale, correspondant au système optique, est alors donnée par :

M =

(
1 d2/nm
0 1

) (
1 0
−1/f 1

) (
1 d1/nm
0 1

) (
1 0
−1/f 1

)

=


1− d1 + 2d2

nmf
+

d1d2

nm2f2

d1 + d2

nm
− d1d2

nm2f

− 2

f
+

d1

nmf2
1− d1

nmf


(A.47)

En posant les paramètres réduits d̃1 = d1/nmf et d̃2 = d2/nmf (comme établi à la section 2.1), nous pouvons
réécrire la matrice M comme suit :

M̃ =

1− d̃1 − 2d̃2 + d̃1d̃2 d̃1 + d̃2 − d̃1d̃2

−2 + d̃1 1− d̃1

 (A.48)

La matrice ainsi dé�nie, le calcul de diagonalisation nous amène à l'expression du discriminant suivante :

∆ = (Ã + D̃)2 − 4 (A.49)

où Ã et D̃ correspondent aux éléments diagonaux de la matrice M̃.
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Ce qui, en fonction de la demi-trace β̃ de M̃, donne :

∆ = (2 β̃)2 − 4 = 4 (β̃2 − 1) (A.50)

Nous savons que les solutions sont alors obtenues pour un discriminant négatif, ce qui, inversement, nous
amène à imposer ce dernier positif pour dé�nir l'ensemble des valeurs sur le gap :

∆ > 0 ⇒ 4 β̃2 − 4 > 0 ⇔ β̃2 > 1

⇔ |β̃| > 1

(A.51)

Ce qui donne :

|Ã + D̃| > 2 (A.52)

Réécrivons cette inégalité à partir des paramètres réduits :

| 2 − 2 (d̃1 + d̃2) + d̃1d̃2 | > 2 (A.53)

Explicitons ces paramètres en fonction d'un paramètre commun d tel que :

d̃1 = α d̃ et d̃2 = β d̃ , avec α et β ∈ R+∗ (A.54)

Résolvons alors chacune des inéquations :


2 (α+ β) d̃ − αβ d̃2 − 4 > 0

⇔
2 (α+ β) d̃ ′ − αβ d̃ ′

2
< 0


d̃2 − 2

(α+ β)

αβ
d̃ +

4

αβ
< 0

d̃ ′
2 − 2

(α+ β)

αβ
d̃
′

> 0

(A.55)

Cela nous amène, une nouvelle fois, à la résolution d'une équation polynomiale de degré 2 :
∆ =

4

α2β2

(
(α+ β)2 − 4αβ

)
∆
′

=
4

α2β2
(α+ β)2

(A.56)

Soit : 
d̃± =

(α+ β)

αβ
± 1

αβ

√
(α+ β)2 − 4αβ =

(α+ β)

αβ
± 1

αβ
|α− β|

d̃
′
± =

(α+ β)

αβ
± 1

αβ
|α+ β|

(A.57)
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Ainsi, nous pouvons remonter à l'intervalle dé�nissant la largeur de bande interdite telle que :
∆d̃ = d̃+ − d̃− = 2

|α− β|
αβ

∆d̃
′

= d̃
′
+ − d̃

′
− = 2

|α+ β|
αβ

(A.58)

Ce qui nous permet d'obtenir ces expressions, en fonction des paramètres réduits, telles que :
∆d̃ = 2 d̃

|d̃1 − d̃2|
d̃1d̃2

∆d̃
′

= 2 d̃
′ |d̃1 + d̃2|

d̃1d̃2

(A.59)

Voici ainsi établi l'expression de la largeur de bande interdite, dans le cas d'un réseau périodique, dont la
maille élémentaire est composée de deux lentilles.
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Annexe C : Conditions d'égalités des
largeurs de faisceau dans le réseau, en
fonction des paramètres d'entrée

Nous proposons ici de clari�er les conditions auxquelles est soumis le système, a�n de véri�er les si-
militudes observées dans le pro�l d'évolution du faisceau dans un réseau de lentilles équidistantes, comme
présenté sur la �gure 2.21.

Commençons par revenir sur le cas particulier que nous avons considéré. En l'occurrence, nous avons com-
mencé par nous �xer un espacement régulier entre les lentilles égal à 2nmf , soit :

d = 2nm f (A.60)

Ce qui nous permet, à partir des paramètres de faisceau correspondant à un mode de Bloch [83] :


zRaccord =

√
df − d2

4

ω0accord =

√
λ zRaccord

π

(A.61)

d'en déduire, en posant zRa = zRaccord et ω0a = ω0accord , les expressions suivantes :
zRa =

√
2nmf2 − (2nmf)2

4
= f

√
nm (2− nm)

ω0a =

√
λ zRa
π

=

√
λf

π
(nm (2− nm) )1/4

(A.62)

Suite à quoi, nous avons choisi d'utiliser des facteurs de ω0a tels que :

ω0 = αω0a , avec α ∈ <+∗ (A.63)

Ce qui nous permet de déduire les distances de Rayleigh associées :

zR =
πω0

2

λ
=

π

λ
α2 ω0a

2 = α2 f
√
nm (2− nm) (A.64)

À partir de quoi, nous pouvons exprimer la largeur de faisceau au niveau de la première lentille, en estimant
injecter le faisceau à une distance z = zL = zra de cette dernière :
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Annexe C : Conditions d'égalités des largeurs de faisceau dans le réseau, en fonction des
paramètres d'entrée

ω(z = zL , ω0 = αω0a) = ω0

√
1 +

(
z

zR

)2

= αω0a

√√√√1 +

(
f
√
nm (2− nm)

α2 f
√
nm (2− nm)

)2

=
ω0a

α

√
1 + α4

(A.65)

Calculons la même largeur en considérant l'inverse du facteur sur ω0 :

ω(z = zL , ω0 = ω0a/α) = ω0

√
1 +

(
z

zR

)2

=
1

α
ω0a

√√√√1 +

(
α2 f

√
nm (2− nm)

f
√
nm (2− nm)

)2

=
ω0a

α

√
1 + α4

(A.66)

Les deux expressions sont égales. Nous avons bien une distribution identique des valeurs prises par les para-
mètres du faisceau dans un réseau de lentilles équidistantes, et cela lorsque l'injection est faite à une distance
zRa de la première lentille.

En prenant une situation plus générale, autrement dit, sans imposer de conditions sur le waist ω0 et la
distance à l'entrée σi (ce qui revient à zL dans notre calcul précédent), nous distinguons deux ensembles de
solutions.
Rappelons que nous cherchons à expliciter l'ensemble solution pour lequel les largeurs de faisceaux sont
identiques pour deux valeurs de waists ω0 inverses :

ω(zL , ω0) = ω(zL , 1/ω0) (A.67)

Soit :

ω0

√
1 +

(
zL
zR

)2

=
1

ω0

√
1 +

(
zL
zR

)2

(A.68)

Et,

ω0

√
1 +

(
zL λ

π ω0
2

)2

=
1

ω0

√
1 +

(
zL λω0

2

π

)2

(A.69)

Ainsi, nous en déduisons que :
si zL =

π

λ
⇒ ω0 ∈ <+∗

si zL 6=
π

λ
⇒ ω0 = 1

(A.70)
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Dynamics of a chain of optically coupled micro droplets
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We study a chain of fluid droplets excited by two incoherent laser beams. Such structured object is merely an array of spherical lenses,
that can guide a TEMpq optical mode. Taking into account the optical forces exerted by two counterpropagating beams, we show that the
droplets can be trapped and the chain auto-organizes in the optical potential. The model takes into account the possible coalescence of
several droplets, and shows that the droplet size can increase before they become trapped at stable postitions. For some input beam
parameters (beam waist size and position), we have observed dynamic trapping : the droplets experience collective oscillation. Meanwhile,
the beam shape evolves periodically in time.
[DOI: http://dx.doi.org/10.2971/jeos.2013.1307]

Keywords: Optofluidics, trapping

1 INTRODUCTION

Trapping of neutral Rayleigh particles by a single laser beam
has been demonstrated by Ashkin more than 20 years ago [1].
Since then, much work has been devoted to the trapping of
nanometric and microscopic particles, and applicative devel-
opments have been proposed, concerning on-chip biology [2],
microscopy [3], optofluidics [4, 5]. Typically, the trapping po-
tential is created by optical techniques such as, spatial light
modulation [6], holographic methods[7], phase contrast meth-
ods [8], or by using photonic crystal cavities [9]. In any case,
one can expect, at first sight, to find the particles trapped at
the bottom of the prescribed potential well, with a significant
probability, provided that the incident field is high enough to
overcome the thermal energy. But in such simple picture, one
assumes a total decoupling between the prescribed potential
and the trapped objects. However, experiments have shown
that an intense field can induce forces between the trapped
particles that modify noticeably their spatial arrangement as
well as the shape of the externally imposed potential [10, 11].
These additional forces are due to the scattering and redis-
tribution of the incident light by the trapped objects. But at
first sight, Mie or Rayleigh particles (whose size is close to or
smaller than the wavelength) scatter light at a wide solid an-
gle [12], what should lead to a short range interaction between
particles. When optical binding takes place, it is a collective
response of the scatterers that ensures coupling with a much
longer range [13, 14]. In a situation with two counterpropa-
gating (CP) beams, this can be explained by the refocalisation
of the beams [10] by the trapped particles. We transpose such
idea at a larger scale, with particle radius, waist size, and inter-
particle distance much greater than the wavelength. Then, the
diffraction losses can be kept small and almost all the beam
energy can be conserved along the chain of trapped objects
that would then behave as a waveguide. In this case, the cou-

pling between particles is expected to be strong, so that a small
displacement of one of them can change the force felt by a
particle very far from it. Then, one can expect very interesting
dynamical properties. Note that breathing and collective os-
cillations have been observed experimentally and described
theoretically for small particles [10, 15]. Besides, stability and
auto-organisation in the transverse plane has been studied for
two dimensional structures [16].

In this article, we report on the theoretical study of the dy-
namics of a unidimensional chain of spherical droplets of flu-
ids (e.g. water in air), that interacts with two CP laser beams.
In the first section, we deal with the optical response of a
peridodic chain, and describes the optical modes that can be
guided in such system. In the second section, we present a
simple model used to describe the dynamics, that can handle
the collisions that lead to droplet coalescence. The results are
presented, that show droplet trapping. In particular, we pre-
dict a dynamically trapped state where all the particles un-
dergo collective breathing oscillations.

2 MODES OF AN OPTICAL CHAIN

In this section only, we neglect the optical forces, and study the
optical response of a chain of droplets to an incident beam. If
one considers spherical particles much greater than the wave-
length as well as a relatively small index contrast, one can :
(i) neglect the backreflection that would otherwise give rise to
Fabry Perot interferences between two droplets, (ii) use matrix
ray optics (model 1), or a Helmholtz equation (model 2) to de-
scribe how the field profile changes along the chain. We will
present both model results, and show that they are in good
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FIG. 1 Scheme of the studied system, with two CP beams whose waists are distant of

L. The waist size of the beam propagating towards z > 0 (resp. z < 0) is denoted w0g

(resp. w0d ). Note that only three droplets have been sketched for the sake of clarity.

agreement provided that the beam waist on each droplet is
significantly smaller than the droplet radius.

Let us consider a uni-dimensional periodic chain made
of spherical droplets, of radius R, index of refraction nint,
plunged into an external medium of index next – see Figure 1.
Optically, they behaves as an ensemble of ball lens of focal
length f = −(R/2) next/(next − nint), so that the propagation
matrix over one period (of length d) is :

M =
⎛
⎝

1− d
next f

d
next

− 1
f 1

⎞
⎠

This unitary matrix can be diagonalized, so that the operator
for N elementary patterns (propagation over a distance Nd)
reads :

MN = P−1 ⋅ ( Λ+ 0
0 Λ−

)
N

⋅ P,

where P depends on the object plane Po and image plane Pi
between which one considers the propagation, and Λ± are the
eigenvalues of M, that can be written Λ± = exp(±iθ). Then, a
simple calculation gives :

θ = arccos(1− d
2next f

) . (1)

Now, if a Gaussian mode, characterized by its complex radius
q0 at the center of the first droplet (z=d) propagates over N pe-
riods, its shape (as described by matrix optics, denoted model
1) becomes qN = MN .q0, what can be simply evaluated [17].

Note that, by choosing specific injection condition, one can ex-
cite a “Bloch” mode, that will repeat with the period of the
chain [18]. This is valid for any value of θ, provided the inci-
dent field has a waist size ωB and is focused at a distance zB
of the center of the first lens, with :

ωB =
√

next f λ

π
, (2)

zB = d/2,

then, the waist will be refocused at a point equidistant from 2
neighboring droplets, leading to a periodic field profile similar
to the one of Figure 2(a)).

In the general case, when Eqs. (2) are not satisfied, Bloch the-
orem tells us that the incident field excites a mode whose pe-
riod is greater than the one of the chain. One can consider that

after N droplets the complex radius of the beam has been de-
phased of K2π, with K integer. By imposing θ = 2πK/N, one
gets a condition on the ratio d/ f to observe such periodic fields
in the chain.

d
next f

= 2 (1− cos (2πK/N)) (3)

As f depends on the droplets radius, one can, by simply vary
the distance d, excite very different periodic responses in the
chain. Some examples are given in Figure 2, where the waist of
the Gaussian beam is plotted versus the position in the chain.

This model where only Gaussian beams (TEM00) have been
considered has the advantage to give simple analytical formu-
lae. However, it is a priori not valid if the waist is comparable
to the dropet radius. Therefore, we developed a more accu-
rate, Huygens-Fresnel description of the wavefront evolution.
Then, the field at wavelength λ in an object plane Po and its
image in plane Pi are related by an Huygens integral, that can
be written in cylindrical coordinates [17]:

Ψi(r) =2iπ
λz

e(−i kz
2 −i kr2

2z )

×∫
∞

0
Ψo(ro)e

−i( kr2
o

2z +∆Φ(ro))
J0(2π r

λz ro)rodro, (4)

where k is the wavenumber, z is the distance between the two
planes. If the object (resp. image) plane are just before (resp.
after) the droplet, ∆Φ(ro) = (nint − next)

√
R2 − r2

o is the phase
acquired by a ray passing through the droplet at a distance ro

from the axis.

Note that this expression takes into account the spherical aber-
rations and the diffraction that leads to a non-Gaussian pro-
file. Calculations have been carried out using Matlab, and
some routines from the OSCAR package [19]. The results are
shown in Figure 2, and are in very good agreement with the
matrix model, provided that the spot size on the droplet, ω,
remains small enough (ω ∼ R/5 in Figure 2).

We have described the beam propagation in a periodic chain
of droplets. It comes out that the period of the beam width
depends simply on the ratio d/ f . Besides, for any value of d/ f ,
one can excite a mode whose periodicity is exactly the one of
the chain. This latter is called a Bloch mode, by analogy to the
formalism developed in the physics of periodic media (solid
state physics, photonics).

It is not difficult to imagine what would happen if one were to
send two intense CP laser beams on the chain. One could ar-
range so that the same mode profile with the same periodicity
is excited by both beams. Then, one can expect to have trap-
ping, with a zero total force exerted on each droplet. However,
not all the excited modes would give rise to stable trapping,
and some more detailed study is required.

3 DYNAMICS OF THE CHAIN

Let us now consider the influence of optical forces. Due to
the droplet radius, and the index gradient, optical forces can
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(a) K=1, N=2 (b) K=1, N=3

(c) K=1, N=4 (d) K=1, N=5

FIG. 2 Waist profile of the gaussian beam excited for several values of the ratio d/f (see Eq. (3)). The incident waist is ω0 = R/5, with R = 50 µm. The solid (resp. dahsed) line

corresponds to the ray matrix (resp. Huygens) model.

FIG. 3 Stable equilibrium obtained from the fixed point analysis of the equation of

motion, for three droplets of 50 µm radius in CP beams. Both beams are separated by

L = 2 mm. One beam waist is fixed, w0d = 8 µm and w0g is varied between 6.75 µm

and 10 µm (see Figure 1). Both beam power is P=1 W.

be safely computed from ray optics, under the hypothesis of
Gaussian beams [20], if the shape remain spherical at all times.

However, one knows that an intense light beam can distort the
droplet and thereby introduce large spherical aberrations. Re-
cent works on droplet deformation by gaussian beam can help
to evaluate the laser intensity at which this phenomenon oc-
curs [22]. It comes out that the corrections to spherical shape

due to the interaction with a beam of power P, whose waist
wo is smaller than the droplet radius R scale as (R/wo)2(P/ζ),
where ζ is the surface tension. In our case, we could expect
some small deformation for a power of 1W in a spot radius of
wo ∼ 10µm impinging on a 50 µm radius water droplet, and
observe a slight change of the focal length and in the spheri-
cal aberrations. However, for the sake of simplicity, we have
not considered this effect in the model. Yet, a more precise
Huygens-Fresnel description of the beam propagation could
be use to compute the forces on a non-spherical surface. In
this case one could still use [20] to compute the optical force,
but with the correct weight for the intensity of each ray [21].

The equations of motion of each droplets are :

dzi
dt

= vi(t),

dvi
dt

= 1
m

[Fopt(zi)− γvi(t)] , (5)

where zi, vi and Fopt(zi) are respectively the position, velocity
and the longitudinal optical force on the ith droplet of mass
m. Note that Fopt(zi) is a very complex function of the posi-
tion of all the other droplets, computed from [20]. As we are
working at low Reynolds number, the friction coefficient can
be expressed [21] as γ = 6πηR, where η is the dynamic viscos-
ity of the external medium. All the presented result hereafter
correspond to water droplets in air. Then, η = 1.8 × 10−5Pa.s,
nint = 1.33.

First, one searches for equilibrium positions. Therefore, we
impose the waist size and position of both beams, and search
for the zi that satisfy Fopt(zi) = 0. Then, the stable states
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(a) Three droplets chain. w0g = 5 µm, w0d = 4 µm, L = 1 mm. (see Figure 1) (b) Four droplets chain. w0g = w0d = 5 µm. L = 1.5 mm. (see Figure 1)

(c) Five droplets chain. w0g = w0d = 10 µm. L = 4 mm. (see Figure 1)

FIG. 4 Time evolution of the chain towards a stable equilibrium. Example of chains of 3, 4 and 5 droplets with R = 50 µm and λ = 514.5 nm. Beam power is P = 1 W. In (b) and

(c), the injection conditions are symmetric and the structure is symmetric by respect to z = L/2.In (a) both beams do not have the same waist and the situation is asymmetric.

are found by searching for the eigenvalues of the jacobian of
Eq. (5), at the equilibrium positions, that have a negative real
part [23]. Figure 3 shows the stable equilibrium positions that
we obtained for a short chain, as a function of one incident
beam waist (the other being fixed at 8 µm). In general the in-
tensity of both 1W-power laser beams incident on the droplets
is not identical. Nevertheless, the structure can reach a sta-
ble and does not move. In the particular case of symmetric

injection conditions (when both beams have the same waist,
w0g = w0d = 8 µm), the structure auto-organises exactly in the
middle of the space between the two lasers. The droplet in the
middle of the chain is stable at z = L/2. In a more general case
(asymmetric injection conditions), we noticed that the stable
chains are not perfectly periodic.

In order to check that the solutions we obtained indeed cor-
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FIG. 5 Time evolution of the chain when coalescence phenomena occurs. R = 50 µm,

λ = 514.5 nm and L = 4.5 mm. The initial chain is periodic and a Bloch mode is

excited by symmetric injection condition, see. Eq. (2).

respond to trapped states, we made time simulation, start-
ing from different initial conditions. Then, we observed that
the droplets can experience collisions. In order to model what
would happen if two or more droplet collide and then coa-
lesce, we developed the following algorithm :

1. One evaluates the mode profile at each droplet position (ei-
ther from a matrix ray theory or a Huygens integral).
2. Then one computes Fopt(zi) using [20].
3. Eq. (5) is integrated on a time step ∆t.
4. The process is iterated untill a collision occurs or the simu-
lation is finished.
5. If a collision occurs (between two droplets), one is removed,
the radius of the other one is increased, so that the total vol-
ume is conserved. Then the dynamics is iterated.

This “molecular dynamics” algorithm has been implemented
with Matlab, and after some time, the system generally
reaches a steady state, whether collisions occurs or not.
Figure 4 shows a typical evolution for short chains. One can
see that, varying the injection parameters (the waist size), one
can obtain stable trapping after some relaxation oscillation.
Note that the time needed to reach the equilibrium depends
on the optical force, and is typically of several minutes with
an optical power of P=1W. In the case where friction is strong
enough so that one can neglect inertia [21], this convergence
time scales as τ ∼ 1/P.

If one increases the number of droplets initially present, some
of them will be pushed towards one another, and will coa-
lesce. When a collision occurs, the force profile is modified and
affects all the other droplets. Eventually, the chain can reach a
stable trapped states, but with less droplets than what initially
present. Figure 5 shows an example where a 10 droplet system
evolves to a 3 droplet one, that is stable in the trap.

This is an example of optically controlled coalescence and
trapping with micro droplets that could be observable experi-
mentally.

(a) Three droplets oscillating. w0g = 5 µm, w0d = 6 µm, L = 1
mm

(b) w0g = 5 µm, w0d = 8 µm, L = 1 mm

FIG. 6 Time evolution of a three droplets chain when a breathing state is excited.

R = 50 µm and λ = 514.5 nm. The beam power is P = 1 W.

For some beam parameters, one observes that no stable fixed
point can be reached. However, the droplets trajectories can
remain bounded, and the droplets position start to oscillate,
see Figure 6. Again, we noticed that the oscillation frequency
(in the limit of strong friction) scales linearly with the light
power. The fact that a fixed trapped state can destabilize upon
changing a parameter (here, the incident beam waists), to be-
come a state of collective oscillation is typical from strongly
coupled system, and has been observed elsewhere in the trap-
ping of cold atoms [24]. In opto-fluidics, such oscillations have
been obtained with small particles in the transverse plane [16],
or in longitudinal binding [15]. But in our work the particles
are much larger than the wavelength and their motion modu-
late the gaussian beam profile in a very simple way. Indeed,
we observe a periodic breathing of its waist between each
droplet.

4 CONCLUSION

We have studied the dynamics of an optical chain for which
most of the incident energy is not diffracted away or absorbed,
but guided. The strong coupling which is therefore created be-
tween the droplets leads to an interesting dynamics. We ob-
served some ’standard’ trapped state, where all the droplets
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relax to some fixed position, but also droplet coalescence be-
fore trapping. In some cases, the fixed point is unstable, and
the system converges to a dynamical trapped state, where
all the droplets oscillate periodically in position and velocity.
Such dynamics has been observed with solid particles in the
Mie regime [16], but not to our knowledge with large droplets
that may coalesce. The perspective are mainly theoretical, and
are related to the very general problem of spontaneous sym-
metry breaking and auto-organisation in complex systems.
Yet, we have shown that one can control the beam profile
through the positions of the droplets. This could be used to
make a switch in order to control the beam propagation in the
chain. It should be also possible to filter out some modes of a
multimode incident beam, using an optofluidic system made
of a few droplets actuated by light or by external voltage [25].
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