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Introduction générale

Contexte

De nos jours, les capteurs sont omniprésents dans notre environnement, ils permettent
de mesurer différentes grandeurs physiques (accélération, pression, température...). La re-
cherche du meilleur compromis coût de réalisation/performances/miniaturisation connait
une croissance continue depuis deux décennies permettant aujourd’hui de répondre à la
fois à des marchés de grands volumes (téléphonie mobile par exemple) ou des marchés à
plus haute valeur ajoutée du secteur aérospatial. Les capteurs de type MEMS (Micro Elec-
tro Mechanical Systems), répondant à ces besoins, sont des micro-systèmes mettant en
œuvre différents domaines de la physique (électronique, mécanique, chimie, optique,...) et
présentant une structure aux dimensions micrométriques. Différentes technologies ont été
proposées et sont encore imaginées par les ingénieurs et chercheurs des bureaux d’études
et des laboratoires dans l’objectif d’obtenir toujours de meilleures performances tout en
gardant la contrainte des faibles dimensions du système et des coûts de production les plus
faibles. Parmi ces micro-capteurs, les MEMS vibrants se caractérisent par leur structure
présentant un micro-résonateur mis en vibration à sa fréquence de résonance. Ce principe
a donné lieu à de nombreuses mises en œuvre comme des accéléromètres, des capteurs
de pression. Leur intérêt réside dans leur excellente résolution et leur grande étendue de
mesure.

Problématique

Les premières études portant sur les capteurs vibrants de types MEMS ont été en-
treprises dans les années 1980 [1] [2] [3] [4]. Leur résolution a été rapidement améliorée
jusqu’à approcher actuellement une limite. La résolution de mesure se définit par le plus
petit signal détectable à la sortie du capteur et son niveau actuel permet de répondre
à certaines applications (guidage, pilotage pour les capteurs inertiels). Pour dépasser la
limite actuelle et atteindre des résolutions ultimes, il est nécessaire d’identifier les facteurs
qui limitent la résolution fréquentielle. Ainsi, ce travail vise à obtenir une meilleure résolu-
tion du capteur et ainsi permettra d’ouvrir la voie à de nouvelles applications notamment
dans le spatial ou pour les centrales inertielles des futurs micro-drones pour lesquelles les
dimensions et les performances sont des facteurs importants.

9



10 INTRODUCTION GÉNÉRALE

Les études actuelles

Actuellement de nombreux capteurs vibrants à sortie fréquentielle ont été conçus pour
satisfaire un grand nombre d’applications. Les micro-accéléromètres développés par les
entreprises Kearfott, Draper ou Honeywell et le laboratoire CMT (Capteurs et Micro-
Technologies) de l’ONERA permettent d’obtenir une accélération avec une résolution de
l’ordre de 1µg [5] [6] [7] [8]. Les microbalances à cristal de quartz de CH instruments [9] ou
Elechema [10] permettent quand à elles de connaitre la masse d’un dépot de matière, les
capteurs de pression de Thalès [11] ou les capteurs de température [12]. Plus récemment
des capteurs de champ magnétique [13] ont été développés afin de tirer profit de leur
petite taille et leur forte sensibilité. Tous ces capteurs sont formés sur une même architec-
ture où l’on peut dissocier résonateur, transduction et circuit oscillateur. La transduction
peut-être de type piézoélectrique comme développée à l’Onera sur des wafer en quartz,
de type électrostatique sur des wafers en silicium ou plus récemment de type optique,
où des études sont effectués par exemple au Laboratoire de Recherche de la Marine des
Etats-Unis (Navy) [14].

Actuellement des outils de mesure sont utilisés pour quantifier et connaître la stabilité
de fréquence de tels capteurs, c’est à dire leur résolution, soit dans le domaine temporel
en utilisant la variance d’Allan ou dans le domaine fréquentiel avec la densité spectrale de
phase sans pour autant la prédire. Tous ces capteurs vibrants répondent à un besoin avec
leur propres spécifications cependant l’origine des limitations de la résolution n’a pas été
clairement identifiée du fait de leur complexité multiphysique (mécanique, piézoélectrique,
optique, électrique...)

C’est pourquoi cette thèse s’intéresse principalement à analyser et identifier les limites
de résolution fréquentielle de capteurs MEMS vibrants en effectuant une modélisation
multiphysique.
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Organisation du mémoire

Ce mémoire s’organise en quatre chapitres. Dans le premier chapitre, une étude bi-
bliographique sur les capteurs MEMS vibrants est présentée, et tout particulièrement sur
les capteurs à sortie fréquentielle. Les différents types de transduction sont présentés ainsi
que les différentes méthodes d’analyse et de simulation du bruit de phase des oscillateurs.

Le deuxième chapitre présente une étude théorique des oscillateurs incluant un micro-
résonateur mécanique de type poutre en flexion. Tout d’abord le développement du modèle
comportemental du résonateur mécanique est effectué puis une modélisation des types de
transduction piézoélectrique, électrostatique et optique est développée.

Le troisième chapitre permet de valider les modèles développés dans le deuxième cha-
pitre. Pour cela, une étude expérimentale est effectuée et comparée avec les simulations
du modèle sur deux types de cellules : l’une piézoélectrique (cellule VIA) et l’autre élec-
trostatique (cellule Aladin). Cette validation est réalisée à l’aide de l’outil de simulation
CADENCE, où le langage multiphysique verilogA permet de relier des grandeurs phy-
siques de natures différentes entre elles. Un banc de mesure du bruit de phase a aussi
parallèlement été développé afin de mesurer la stabilité de fréquence de nos capteurs et
la comparer à nos simulations.

Le quatrième chapitre exploite les modèles développés et validés. Ils sont mis à profit
d’une part pour comparer les performances d’oscillateurs utilisant différents modes de
transduction, et d’autre part pour permettre l’optimisation d’un accéléromètre vibrant en
quartz. Cette optimisation est effectuée en simulant toutes les combinaisons possibles des
paramètres géométrique du résonateur. Ces modèles développés permettent aussi dans
un dernier temps d’étudier l’annulation des non linéarités inhérentes aux résonateurs
miniatures.
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Dans ce chapitre, les travaux sur les capteurs vibrants de type MEMS sont présentés.
L’étude se concentrera sur les capteurs dont la grandeur mesurée est la fréquence du
résonateur. Les différentes méthodes de mesure, d’analyse et de simulation du bruit de
phase des oscillateurs seront ensuite présentées.
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14 CHAPITRE 1. ÉTAT DE L’ART

1.1 Présentation des différents types de capteurs MEMS
vibrants à sortie fréquentielle

e

h
L

y

x

z

Figure 1.1 – Paramètres dimensionnels d’une poutre.

Il existe plusieurs types de résonateurs utilisés comme élément central d’un capteur
vibrant. Ce travail de thèse se concentre sur les poutres vibrantes en flexion. En mécanique,
une poutre est un élément de structure pour lequel la longueur est grande par rapport
aux dimensions transverses. Elle est définie par trois grandeurs dimensionnelles : e son
épaisseur, h sa hauteur, L sa longueur (figure 1.1) et par deux grandeurs physiques du
matériau : ρ pour la masse volumique et E pour le module d’Young. Cet élément peut être
mis en vibration grâce à une force d’excitation modulée, ainsi la structure vibre à l’une
de ses fréquences propres. Á chaque fréquence propre est liée un mode de déformation.
L’équation dynamique d’une poutre d’Euler-Bernoulli est donnée par l’équation d’Euler-
Lagrange suivante :

∂2

∂y2

(
EI

∂2X

∂y2

)
= −ρeh∂

2X

∂t2
+ q(y) (1.1)

Avec I le moment quadratique de la section rectangulaire de la poutre, X la flexion de la
poutre et q une charge extérieure appliquée à la poutre. En l’absence de charge transverse
q et en supposant la poutre homogène (E et I indépendant de y), on obtient :

EI
∂4X

∂y4 = −ρeh∂
2X

∂t2
(1.2)

La solution générale du déplacement Xn(y) en fonction des constantes an, bn, cn, dn, et
de la fréquence de résonance ωn s’écrit :

Xn(y) = an cos(αny) + bn sin(αny) + cn cosh(αny) + dn sinh(αny) (1.3)

avec α2
n =

√
ρehω2

n

EI
(1.4)
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Suivant les conditions aux limites de la poutre, il est possible de retrouver tous les modes
et toutes les fréquences propres de cette poutre. Par exemple, pour une poutre encastrée-
encastrée, on utilise les conditions aux limites suivantes :

Xn(0) = 0 Xn(L) = 0 X ′n(0) = 0 X ′n(L) = 0 (1.5)

En appliquant ces conditions, des solutions sont trouvées si seulement :

an + cn = 0 et bn + dn = 0 (1.6)

an
bn

= −sin(αnL) + sinh(αnL)
cos(αnL) + cosh(αnL) et cos(αnL) cosh(αnL)− 1 = 0 (1.7)

On obtient comme solutions à ces équations :

α1L = 1.5056π α2L = 2.4997π αnL ≈
(
n+ 1

2

)
π (n ≥ 3) (1.8)

a1

b1
= −1.01781 a2

b2
= −0.99923 an

bn
≈ −1 (n ≥ 3) (1.9)

En effectuant le changement de variable αn = βnπ

L
et en calculant le moment qua-

dratique de la section rectangulaire de la poutre, on peut représenter les trois premiers
modes de déformation (figure 1.2) et définir leurs fréquences respectives :

fn = πβ2
n

4
√

3
e

L2

√
E

ρ
, avec


β1 = 1.5056
β2 = 2.4997
βn ≈ n+ 1

2 (n ≥ 3)
(1.10)

On peut écrire les nouvelles déformées modales Xn(x) et ses dérivées successives :

Xn(y) = bn

[
an
bn

(cos(αny)− cosh(αny)) + (sin(αny)− sinh(αny))
]

(1.11)

X ′n(y) = bnαn

[
an
bn

(−sin(αny)− sinh(αny)) + (cos(αny)− cosh(αny))
]

(1.12)

X ′′n(y) = bnα
2
n

[
an
bn

(−cos(αny)− cosh(αny)) + (−sin(αny)− sinh(αny))
]

(1.13)

Leur fréquence de résonance est liée à de nombreux paramètres tels que la géométrie
ou le matériau utilisé. De plus, il est possible de créer des contraintes mécaniques sur
la structure qui vont changer le comportement de vibration. Les différentes contraintes
appliquées peuvent être :
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poutre encastrée-encastrée 

mode 1

mode 3

mode 2

Figure 1.2 – Les trois premiers modes d’une poutre encastrée-encastrée.

– Traction/Compression : sollicitation qui consiste à tirer ou comprimer une poutre
– Flexion : action qui permet de fléchir la poutre
– Cisaillement : application de forces opposées mais coaxiales (efforts tranchants)
– Torsion : déformation de la poutre en la faisant vriller sur elle-même
En jouant sur ces paramètres il est possible d’obtenir différents capteurs.

1.1.1 Les capteurs inertiels

Pour déterminer l’attitude d’un objet et sa position dans l’espace, la navigation iner-
tielle est une technique très intéressante par sa capacité à n’utiliser aucune source exté-
rieure, elle est autonome. Pour cela, on utilise une centrale inertielle composée de trois
accéléromètres et trois gyromètres afin de connaître les angles d’attitude et les vecteurs
vitesse de cet objet en mouvement en temps réel. Ces centrales inertielles peuvent-être
installées sur de nombreux véhicules comme les navires, les sous-marins, les avions, les
missiles ou les véhicules spatiaux. Cette technologie de navigation est forte intéressante de
par son indépendance théorique vis à vis des systèmes de positionnement par satellites :
GNSS (Global Navigation Satellite System) et connu particulièrement du grand public
par le système GPS (Global Positioning System) ou le futur système européen GALILEO.
Cependant, peu de systèmes inertiels fonctionnent aujourd’hui de manière autonome du
fait de la forte erreur de positionnement liée à l’intégration temporelle des accélérations et
vitesse de rotation et nécessitent un recalage absolu ( GPS, reconnaissance de terrain, ...).
Les micro-capteurs inertiels vibrants répondent tout particulièrement à cette application.

Les micro-accéléromètres

Un accéléromètre permet de mesurer la force spécifique appliquée à un objet : force dûe
à l’accélération du mouvement à laquelle on soustrait l’accélération de la gravité. Selon le
principe fondamental de la dynamique, évoqué par Isaac Newton en 1686, l’accélération
~a subie par un corps dans un référentiel galiléen est proportionnelle à la résultante des
forces ~Fi qu’il subit, et inversement proportionnelle à sa masse m (équation 1.14) :

∑
~Fi = m~a (1.14)
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Grâce à ce principe, en encastrant la masse à une extrémité de la poutre, toute accélération
dans l’axe de la poutre va créer une force axiale et engendre une contrainte mécanique de
traction et de compression. Cette contrainte dépendant de la masse et de l’accélération
va provoquer un changement de la fréquence de résonance.

f0
∆f Fréquence

Amplitude

Masse 
d’épreuve

Support

F

F

Poutre en 
vibration 
de flexion

a

a

Figure 1.3 – Schéma du principe de l’accéléromètre à poutre vibrante.

En effet, dans notre cas sur une configuration encastrée-encastrée, la contrainte pro-
voque un changement de raideur appelée raideur apparente de la poutre pour la même
configuration géométrique. Il est ainsi possible de quantifier l’accélération subie grâce
à une mesure de cette fréquence de résonance de la poutre. La méthode énergétique de
Rayleigh [15] permet de calculer cette nouvelle fréquence de résonance pour chaque mode.

Actuellement de nombreux micro-accéléromètres sont développés sur ce principe. Ils
sont capables d’atteindre des performances intéressantes : la compagnie Kearfott a créé
un capteur appelé le MVBA (The Micromachined Vibrating Beam Accelerometer) basé
sur un résonateur monocristallin en silicium. Sa résolution est de l’ordre de 1µg avec
une étendue de mesure de 40g et des dimensions de la puce de 10.2mm par 8.3mm
[5]. Une seconde entreprise, le Draper Laboratory, fabrique des accéléromètres nommés
SOA (Silicon Oscillating Accelerometer figure 1.4) conçus aussi à partir d’un résonateur
monocristallin en silicium qui permet un actionnement et une détection électrostatique
[6]. Tout en gardant les dimensions du MVBA, ils atteignent de meilleurs performances
comme le montre le tableau 1.1.

MVBA Kearfott SOA Draper
Dimensions (mm) 10× 8 5× 5

Stabilité de biais (µg) 7 jours
90 jours

2
−

−
1

Stabilité du facteur d’échelle (ppm) 7 jours
90 jours

50
−

−
10

Résolution/Seuil (µg) 1 1
Étendue de mesure (g) ±40 ±100

Table 1.1 – Performances de l’accéléromètre MVBA de Kearfott et du SOA de Draper.
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Figure 1.4 – Schéma de l’accéléromètre SOA de Draper.

Ces micro-accéléromètres vibrants ont été également étudiés par l’université de science
et technologie chinoise de Nanjing en chine. Cette étude portant sur l’influence de la
température d’un tel mécanisme [16].

Honeywell produit deux autres types d’accéléromètres à lame vibrante, l’un monoli-
thique en silicium appelé SiMMA SA500 [17], l’autre utilisant un résonateur en quartz
reporté sur une structure métallique : le RBA500 [7].

Leurs performances sont présentées dans le tableau 1.2.

Honeywell SiMMA SA500 Accelerex RBA500
Dimensions (mm) 41× 25× 8 20× 20× 11

Stabilité de biais sur un an (mg) 2.5 4
Stabilité du facteur d’échelle sur un an (ppm) 360 450

Résolution/Seuil (µg) 50 1
Étendue de mesure (g) ±80 ±70
Bande passante (Hz) 1000 400

Table 1.2 – Comparaison de deux accéléromètres Honeywell.

L’Onera a été l’un des pionniers dans le développement d’accéléromètre vibrant mo-
nolithique, c’est à dire réalisé collectivement à partir d’un même substrat. Le choix initial
du matériau a été le quartz cristallin pour ses propriétés piézoélectriques et ses qualités
intrinsèques de stabilité. Un premier accéléromètre, appelé VIA (Vibrating Inertial Acce-
lerometer) breveté en 1995 [8], a été développé et transféré à l’industrie. Une modélisation
de la déformation liée à l’accélération par éléments finis est visible sur la figure 1.5.

Ce concept profite d’une part des propriétés mécaniques du quartz et d’autre part de
son cadre de découplage qui permet d’isoler efficacement les vibrations utiles de la lame
vibrante [18]. Une configuration originale nommé DIVA (Differential Inertial Vibrating
Accelerometer) a été breveté en 2004 [19]. Elle regroupe deux VIA sur un même substrat
avec un parfait découplage mécanique entre-eux afin d’obtenir les performances résumées
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Figure 1.5 – Modélisation par éléments finis d’un DIVA à gauche et d’un VIA de l’Onera
à droite.

dans le tableau 1.3.

Onera DIVA
Dimensions (mm) 16× 16× 10

Stabilité de biais sur un an (mg) 0.3
Stabilité du facteur d’échelle sur un an (ppm) 20

Résolution/Seuil (µg) 1
Étendue de mesure (g) ±100

Table 1.3 – Performances de l’accéléromètre DIVA de l’Onera.

1.1.2 Les microbalances à cristal de quartz

La microbalance à cristal de quartz est fondée sur la mesure de la variation de fréquence
propre d’un résonateur en fonction de la masse déposée à sa surface. Dans le cas des
microbalances, le mode de vibration en cisaillement d’épaisseur est le plus fréquemment
utilisé (fréquences élevées à partir du MHz). Lorsqu’il y a dépôt ou dissolution d’une
couche solide et rigide en surface d’une électrode, il y a une variation de masse qui se
traduit par une variation de la fréquence de résonance du quartz. Dans le cas d’une couche
de faible épaisseur, la relation de Sauerbrey peut s’appliquer [20] selon l’équation 1.15 :

∆f = − 2f 2
0√

ρqµq

∆m
S

(1.15)

avec,

∆f la variation de fréquence de résonance du quartz (Hz)
∆m la variation de masse (g)
f0 la fréquence de résonance du quartz (Hz)
ρq la masse volumique du quartz (g.cm3)
µq le module de cisaillement (g.cm−1.s−2)
S l’aire de l’électrode (cm2)
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Les principaux fabricants et fournisseurs de microbalances sont Elchema et CH Ins-
truments qui sont deux entreprises installées aux États-Unis. La microbalance CHI400B
[9] développpée par CH Instruments permet d’obtenir une résolution de masse de l’ordre
du dixième de nannogramme alors que celle de Elchema nommée EQCN-700 [10] atteint
une résolution du centième de nanogramme. Ces deux microbalances à cristal de quartz
sont comparées avec le QCM-750 [21] de KSV NIMA dans le tableau 1.4.

EQCN-700 CHI400B QCM-750
Fréquence fondamentale (MHz) 10 7.995 10
Résolution fréquentielle (Hz) 0.1 0.1 0.03
Résolution en masse (ng) 0.01 0.13 0.23
Surface du cristal (cm2) 0.196 0.196 1.54

Table 1.4 – Comparaison des performances de 3 microbalances à crystal de quartz.

1.1.3 Capteurs de pression

La mesure de la pression est nécessaire dans de nombreux domaines. Citons dans le
domaine aéronautique les sondes Pitot pour la détermination de la vitesse relative d’un
aéronef. Depuis les années 1970, l’utilisation du silicium comme matériau de base a permis
d’ouvrir aux capteurs le marché grand public. L’amélioration et la miniaturisation de ces
capteurs de pression ont permis de les introduire dans de nouveaux secteurs d’application
comme par exemple dans le domaine médical ou spatial. Ainsi, des capteurs de pression
à lame vibrante ont vu le jour. Ces capteurs à sortie fréquentielle sont moins sensibles
au bruit que des capteurs piezorésistifs et capacitifs analogiques classiques. Leur principe
de fonctionnement repose sur l’actionnement d’un diaphragme sensible à une pression
extérieure et qui vient créer une force axiale dans la lame vibrante (figure 1.6). Sur le même
principe que l’accéléromètre à lame vibrante, cette force se traduit par une contrainte
mécanique qui provoque un changement de la fréquence de résonance.

Poutre vibrante

Diaphragme de pression

Figure 1.6 – Schématisation de la structure d’un capteur de pression à lame vibrante.

Ce type de capteur est étudié à l’institut d’électronique de l’académie chinoise des
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sciences [22]. La mesure de la fréquence de résonance de deux résonateurs localisés sur le
diaphragme permet d’obtenir une sortie différentielle pour la lecture de la pression. Ce
capteur, réalisé sur un même substrat de silicium, peut atteindre une étendue de mesure
de 100kPa pour une sensibililté de 155Hz/kPa. Sur la figure 1.7 la modélisation de la
déformée de la structure est visible sous une contrainte de pression de 50kPa.

Figure 1.7 – Contrainte du capteur de pression à lame vibrante de l’académie chinoise
des sciences sous une pression de 50kPa.

Une autre structure a été développée [11] et brevetée par Thalès pour obtenir un
capteur de pression (figure 1.8). Ce capteur de pression fonctionne sur le même principe
que la structure précédente, où une membrane (sensible à la pression) vient modifier la
tension appliquée dans la poutre, qui se traduit par un changement de fréquence.

Diaphragme

Poutre vibrante

Figure 1.8 – Représentation du capteur de pression breveté par Thalès.

1.1.4 Capteurs de température

Depuis les années 1960, le principe reliant la variation de la température à la variation
de la fréquence de résonance d’un résonateur à quartz est exploité. Le mode de vibration
utilisé est principalement le mode de torsion des poutres et la sensibilité du cristal à la
température est dépendante de son orientation [23] [24]. L’avantage d’un tel capteur est
sa grande sensibilité thermique, où il est possible de déterminer une température avec une
précision de 0.001̊ C. La plupart de ces résonateurs sont réalisés à partir d’un diapason
en quartz. La formule représentant la fréquence de résonance mesurée f(T ) pour une
température T quelconques est la suivante :

f(T ) = f(T0)
[
α(T − T0) + β(T − T0)2

]
(1.16)
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où f(T0) représente la fréquence mesurée à la température T0, α le coefficient de
température du premier ordre et β le coefficient de température du second ordre.

La figure 1.9 présente un capteur de température à quartz de l’entreprise Statek [12]. Ce
diapason possédant une fréquence de résonance d’environ 170kHz possède une sensibilité
d’environ 46ppm/̊ C. Son étendue de mesure peut varier de −40̊ C à 90̊ C.

Figure 1.9 – Capteur de température à quartz de l’entreprise Statek.

Ces capteurs font toujours l’objet de travaux pour améliorer leur sensibilité, aujour-
d’hui atteignant les 80ppm/̊ C [25] [26].

1.1.5 Référence de temps

Une autre application des résonateurs est la référence de temps. Ses applications sont
multiples, par exemple : réglage des fréquences d’horloge pour des transmissions de don-
nées numérique, ou pour les conversions émetteur-récepteur des ondes haute fréquence
ou pour encore la synchronisation des circuits logiques. La technologie MEMS de ces
résonateurs permet d’obtenir des oscillateurs de petites tailles, et de faibles coûts. Ces ré-
sonateurs peuvent avoir des fréquences de résonance comprises entre des dizaines de KHz
[27] jusqu’aux dizaines de MHz [28]. D’un résonateur à l’autre, les facteurs de qualité
peuvent varier de 1000 [29] à plus de 80000 [30]. Une étude portant sur ces oscillateurs
MEMS pour référence de temps a été réalisée, plus particulièrement concernant leurs per-
formances en bruit [31]. Récemment, les sociétés SI-TIME et DISCERA ont commercialisé
des références de temps à résonateur en silicium. La taille de ces oscillateurs est fortement
réduite par rapport aux oscillateurs à résonateur en quartz, au prix d’une forte sensibilité
de la fréquence en température. Cette sensibilité en température est compensée par un
circuit de PLL fractionnaire intégré mais dégrade le bruit de phase de l’oscillateur.

1.1.6 Capteurs de champ magnétique

Les capteurs à poutre vibrante peuvent aussi être des capteurs très sensibles au champ
magnétique. Des couches minces de matériau ferromagnétiques sont déposés sur le bout
de la poutre vibrante qui réagissent avec le champ magnétique extérieur. L’interaction
magnétostatique tend à réaligner le moment magnétique de la couche mince sur le champ
magnétique externe, ce qui génère un couple sur la poutre. Ce couple change la fréquence
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de résonance en fonction de l’orientation et l’amplitude du champ extérieur. L’institut
pour les nanotechnologies MESA des Pays-Bas étudie ce type de capteur à faible puissance
et au champ magnétique ultra-sensible [13]. La résolution obtenue est de 1nT pour une
poutre en silicium sur laquelle est déposée une couche mince de cobalt-nickel.

1.2 Présentation des différents types de transduction
pour l’excitation et la détection d’une poutre vi-
brante.

Pour l’excitation et la détection du mouvement de la poutre vibrante, un mode de
transduction est nécessaire. Les trois points suivants présentent des micro résonateurs vi-
brants actuels suivant trois modes de transduction différents. Les deux premiers concernent
la transduction piézoélectrique et électrostatique et sont très largement utilisés pour ces
capteurs, la transduction optique quand à elle est toujours actuellement à l’état de re-
cherche et de miniaturisation mais très prometteuse en terme de rapport signal à bruit.

1.2.1 La transduction piézoélectrique

Le principe

Les résonateurs à transduction piézoélectrique sont basés sur des matériaux piézoélec-
triques tels que le quartz. Le principe d’une telle transduction est de générer un dépla-
cement électrique lorsqu’il est soumis à des contraintes mécaniques ou par effet inverse,
de se déformer lorsqu’il est soumis à un champ électrique. Ainsi, grâce à ces propriétés,
il est possible de mettre en vibration une poutre encastrée-encastrée soumise à un champ
électrique et de détecter cette vibration grâce à la création de charges électriques. La dis-
position des électrodes doit être adaptée au mode de vibration de la poutre. La figure 1.10
présente une structure d’un diapason doublement encastré avec ses électrodes.

Présentation d’un diapason doublement encastré

Vue du diapason

Electrode

Figure 1.10 – Présentation de la structure vibrante en quartz.

L’Onera développe un micro-accéléromètre en quartz. Le résonateur est formé d’une
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poutre doublement encastré entre un support et la masse d’épreuve sensible aux accélé-
rations selon un axe.

Le principe repose sur la compression et l’extension de la poutre vibrante. Afin de
maintenir en vibration la poutre et de détecter les vibrations d’un tel résonateur, des
électrodes sont nécessaires. Ces électrodes sont déposées directement sur le quartz afin de
réaliser l’effet piézoélectrique sur un tel matériau (figure 1.11).

Electrode

Masse d'épreuve

Articulation

Lame vibrante

Figure 1.11 – Disposition des électrodes sur le résonateur en quartz.

Grâce à cet effet piézoélectrique, il est ainsi possible d’actionner et de détecter les
vibrations d’une micro-poutre.

1.2.2 La transduction électrostatique

Le principe

Un second principe est très utilisé actuellement dans les micro-capteurs. Ce principe
repose sur l’effet électrostatique. Dans le cas de l’excitation, une force est nécessaire pour
mettre en vibration le résonateur MEMS. La transduction électrostatique permet de créer
une force électrostatique provenant d’une différence de potentiel appliquée entre deux
électrodes. Dans le cas où une électrode est fixe, la seconde se déplace sous l’effet de cette
force. Cet effet est réversible, il permet la détection de vibrations grâce au courant qui
traverse la capacité mobile. Ces résonateurs à transduction électrostatique généralement
réalisés sur du silicium ; matériau semi-conducteur qui est polarisable.

Présentation d’un micro-accéléromètre bi-axial

A titre d’illustration, nous décrirons le micro accéléromètre de l’école polytechnique
de Milan qui constitue un récent développement. L’école Polytechnique de Milan en Italie
a conçu un micro-accéléromètre en silicium bi-axial [32]. Ce capteur permet de mesu-
rer simultanément l’accélération sur deux axes en utilisant deux couples de poutres en
flexion et une masse d’épreuve. Ce type de micro-accéléromètre est l’évolution d’un micro-
accéléromètre uni axial de même architecture du même laboratoire [33]. La figure 1.12
présente ce micro-accéléromètre bi-axial avec sa vue schématique.
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Résonateur Electrodes d'actionnement 
et de détection

Figure 1.12 – A gauche : Photo d’un micro-accéléromètre bi-axial. A droite : Vue sché-
matique du micro-accéléromètre avec la position des électrodes d’actionnement et de dé-
tection.

Le type de transduction employé sur ce micro résonateur est la transduction élec-
trostatique. La position des électrodes de transduction est visible sur la figure 1.12. Ces
électrodes sont disposées de part et d’autre de chaque poutres vibrantes pour à la fois
maintenir en vibration les poutres et détecter leur fréquence de résonance.

1.2.3 La transduction optique

Le principe

Une partie de la recherche sur les types de transduction est centrée sur l’actionnement
et la détection par voie optique. Actuellement, ce mécanisme ne permet pas une intégra-
tion résonateur-transduction miniaturisée mais il permet d’une part de ne pas déposer
d’électrodes sur la poutre et ainsi garder son facteur de qualité élevé, et d’autre part
de profiter d’un fort rapport signal à bruit de détection. Le principe de l’actionnement
s’effectue par pression de radiation où la réflexion des photons sur une surface permet
d’obtenir une force d’excitation. Pour la détection optique du mouvement du résonateur,
deux principes différents sont à l’état de recherche. Ils portent sur une détection de la va-
riation de la puissance lumineuse d’un faisceau mesurée par une photodiode. La puissance
lumineuse varie en fonction de l’obscuration du faisceau (knife-edge), ou par la variation
de largeur d’une cavité Fabry-Pérot (interférométrie).

Expérimentations actuelles d’une transduction optique

Le Laboratoire de Recherche de la Marine des Etats-Unis (Navy) en partenariat avec
l’Université de Baltimore ont porté leur recherche sur la détection du mouvement d’une
masse d’épreuve avec l’aide d’une cavité Fabry-Pérot. Un brevet d’invention sur ce micro-
accéléromètre avec cavité Fabry-Pérot a été déposé en 2003 [14] et la société Lumedyne a
été créée pour l’exploiter. La figure 1.13 présente les photos de ce micro-accéléromètre.
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Figure 1.13 – Photo du micro-accéléromètre avec cavité Fabry-Pérot de la Navy.

Une étude portant sur la théorie et des simulations d’un tel principe a aussi été réalisée,
et des premiers résultats expérimentaux ont été démontrés [34] [35]. L’excitation optique
a également été réalisée par l’Université Cornell dans l’Etat de New-York où la détection
se fait par la méthode d’obscuration du faisceau [36].

Cette méthode d’obscuration du faisceau pour la détection de vibration d’une micro
poutre a aussi été testée par le département d’Ingénierie Mécanique et Aérospatial de
Boston [37] et le département d’Ingénierie Electrique de l’Institut Technologique d’Israël
[38]. Des déplacements de quelques nanomètres ont été détectés.

La méthode par interférométrie a été expérimentée sur différents MEMS vibrants par
l’École Polytechnique de Montréal [39] et sur des QCM par le Laboratoire de Recherche de
la Marine des Etats-Unis [40]. La structure vibrante de l’École Polytechnique de Montréal
est visible sur la figure 1.14
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Figure 1.14 – Photo et schéma du micro-accéléromètre de l’École Polytechnique de
Montréal.

La détection des vibrations par voie optique reste encore marginale dans le domaine
des MEMS vibrants par rapport à d’autres modes de détection (capacitif, piézoélectrique).
Toutefois, différents laboratoires ont réalisé récemment des oscillateurs optomécaniques
par pression de radiation avec l’onde évanescente d’une fibre ou d’un guide d’onde optique.

Ces travaux démontrent qu’un tel principe peut être étendu aux différents micro cap-
teurs à sortie fréquentielle.
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1.3 Analyse et mesure de la stabilité de fréquence

Dans le cas des capteurs vibrants à sortie fréquentielle, la fréquence propre du résona-
teur est proportionnelle à la mesurande. La stabilité et la résolution du capteur dépendent
donc respectivement de la stabilité et du bruit de fréquence de l’oscillateur. Il est ainsi
nécessaire d’utiliser des outils pour caractériser cette stabilité de fréquence. La caractéri-
sation dans le domaine fréquentiel permet de déterminer l’origine physique des différents
bruits de mesure, elle est particulièrement adaptée pour les applications temps-fréquence.
La caractérisation dans le domaine temporel, ne permet pas de déterminer l’origine phy-
sique de tous les types de bruit, mais permet de déterminer la résolution du capteur
en fonction du temps d’intégration de la mesure, elle est donc bien adaptée aux appli-
cations suivantes : accéléromètre, microbalance, capteur de pression, capteur de champ
magnétique.

1.3.1 Outils mathématiques pour la caractérisation du bruit fré-
quentiel

Le signal V (t) temporel délivré par un oscillateur idéal conserve en permanence la
même fréquence f0 et la même amplitude V0, et est ainsi de la forme :

V (t) = V0 cos(2πf0t) (1.17)

Le signal réel est cependant perturbé, différents phénomènes aléatoires modifient la
phase et l’amplitude du signal [41]. On le modélise sous la forme :

V (t) = (V0 + ε(t)) cos(2πf0t+ φ(t)) (1.18)

où ε(t) est la perturbation en amplitude et φ(t) la perturbation en phase. φ(t) re-
présente le bruit de phase qui est déterminant pour la résolution et son origine est à la
fois mécanique (résonateur) et électronique (actionnement, détection, amplification). La
fréquence instantanée f(t) est donnée par l’équation 1.19 :

f(t) = f0 + φ̇(t)
2π (1.19)

Avec φ̇(t) = dφ
dt .

On définit également l’écart de fréquence normé instantané y(t) par :

y(t) = f(t)− f0

f0
= φ̇(t)

2πf0
(1.20)

La stabilité de fréquence est ainsi induite par des perturbations du signal qui peuvent
être exprimées comme une perturbation de fréquence (bruit fréquentiel). La caractérisa-
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tion de ce bruit fréquentiel est spécifiée dans le domaine des fréquences par la densité
spectrale et dans le domaine temporel par la variance d’Allan.

Domaine fréquentiel : densité spectrale

La densité spectrale est utilisée pour décrire la stabilité des oscillateurs dans le domaine
fréquentiel. Pour un processus aléatoire p(t), sa densité spectrale bilatérale SBLp (équa-
tion 1.22) est définie comme la transformée de Fourier de la fonction d’auto-corrélation
Rp(τ) (équation 1.21) [42].

Rp(τ) = lim
T→∞

1
T

∫ T
2

−T
2

r(t)r(t− τ)dt (1.21)

SBLp (f) =
∫ ∞
−∞

Rp(u)e−2jπfudu (1.22)

Cette densité spectrale caractérise la répartition de l’énergie du signal considéré dans
l’espace des fréquences. Ainsi, la densité spectrale de puissance de phase Sφ(f) caractérise
la répartition fréquentielle de φ(t). Généralement le bruit de phase d’une source est noté
L(f) et appelé "pureté spectrale" tel que [43] :

L(f) = 1
2Sφ(f) (1.23)

Cette pureté spectrale est caractérisée à une distance f de la porteuse par la puissance
disponible P1Hz de part et d’autre de la porteuse dans une bande de 1Hz sur la puissance
de la porteuse P0. On obtient alors l’équation 1.24 :

Sφ(f) = 10 log
(2P1Hz

P0

)
(1.24)

La représentation de ce spectre du signal de sortie résultant de la modulation en phase
du signal d’oscillation à la fréquence f0 par du bruit est visible sur la figure 1.15 :

Puissance du 
signal

f

Pb

P0

1Hz

f

Puissance du 
signal

f

Pb

P0

1Hz

f

Figure 1.15 – Représentation du spectre de l’oscillateur.
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On peut caractériser les fluctuations relatives de fréquence (équation 1.20) par leur
densité spectrale :

Sy(f) = f 2

f0
2Sφ(f) (1.25)

Domaine temporel : variance d’Allan

La variance d’Allan est un outil mathématique qui s’est imposé dans le domaine temps-
fréquence pour mesurer la stabilité de fréquence en fonction du temps d’intégration de la
mesure. Dans la réalité, on ne dispose jamais d’une infinité d’échantillons, c’est pourquoi
on évalue la variance à partir d’un nombre fini d’échantillons. La variance à N échantillons
peut s’écrire :

σ2(N, τ) = 1
N − 1

N∑
i=1

ȳi − 1
N

N∑
j=1

ȳj

2

(1.26)

où ȳk représente la moyenne de y(t) (équation 1.20) sur un intervalle de temps de
durée τ à partir de la date tk :

ȳk = ȳ(tk) = 1
τ

∫ tk+τ

tk

y(u)du (1.27)

N est le nombre d’échantillons ȳk disponibles, et τ la période d’analyse. Pour estimer
la dispersion des écarts de fréquence normée instantanée autour de leur valeur moyenne,
l’IEEE recommande depuis 1986 d’utiliser la variance dite "d’Allan" à deux échantillons
(N=2) [44][45]. Cette variance d’Allan σ2

y est donnée par :

σ2
y(τ) =

〈
σ2(2, τ)

〉
=
〈 2∑
i=1

ȳi − 1
2

2∑
j=1

ȳj

2〉
(1.28)

où <> représente une moyenne sur des échantillons et en simplifiant, on obtient :

σ2
y(τ) = 1

2
〈
(ȳ2 − ȳ1)2

〉
(1.29)

ȳ1 et ȳ2 sont des échantillons adjacents de moyennes d’écarts de fréquence normés
instantanés sur les durées τ . Ici, la variance d’Allan calcule l’écart entre deux échantillons
successifs adjacents. Une façon plus générale de l’écrire est [46] :

σ2
y(τ) = 1

2(N − 1)

N−1∑
k=1

(ȳk+1(τ)− ȳk(τ)) (1.30)

Il est possible de lier les résultats de l’analyse fréquentielle avec ceux de l’analyse
temporelle. Cependant, la variance d’Allan n’est pas capable de discriminer entre différents
types de bruits de phase.
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Relation entre les deux domaines

L’expresion de la variance vraie I2(τ) de la variable y(t) est donnée en fonction de la
densité spectrale Sy(f) par :

I2(τ) =
∫ ∞

0
Sy(f) |Hτ (f)|2 df (1.31)

où Hτ (f) est la "Fonction de transfert" de l’opérateur variance. Cette fonction de
transfert est la transformée de Fourier de la "Réponse impulsionnelle" de la variance. Elle
est représentée pour la variance d’Allan sur la figure 1.16 [47].

-

h (t)

1/2

-1/2

Figure 1.16 – Réponse impulsionnelle de la variance d’Allan.

La fonction de transfert qui correspond à cette réponse impulsionnelle est :

|Hτ (f)|2 = 2sin4(πτf)
(πτf)2 (1.32)

Ainsi, on obtient la variance d’Allan en fonction de la densité spectrale selon l’équa-
tion 1.33 :

σ2
y(τ) = 2

∫ ∞
0

Sy(f)sin4(πτf)
(πτf)2 df (1.33)

Durant ces dernières années, l’expérience a montré que les bruits affectant un oscilla-
teur peuvent être modélisés dans la densité spectrale par une loi de puissance de f, qui
s’écrit :

Sy(f) =
2∑

α=−2
hαf

α (1.34)

avec les hα indépendants de la fréquence.
A chaque terme correspond une modulation de bruit particulière :
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– α = −2 : bruit de marche aléatoire de fréquence (Random Walk Frequency Noise)
– α = −1 : bruit de flicker de fréquence (Flicker Frequency Noise)
– α = 0 : bruit blanc de fréquence (White Frequency Noise)
– α = 1 : bruit de flicker de phase (Flicker Phase Noise)
– α = 2 : bruit blanc de phase (White Phase Noise)
L’équation 1.33 devient alors :

σ2
y(τ) = 2

2∑
α=−2

hα

∫ ∞
0

fα
sin4(πτf)

(πτf)2 df (1.35)

Lorsque f tend vers 0, l’intégrale de cette équation converge pour toutes les puissances
de α, et la convergence à l’infini est assurée par la fréquence de coupure haute fh présente
sur chaque système physique. Il devient ainsi possible d’écrire la variance d’Allan comme
une loi de puissance de τ à l’aide de ces mêmes coefficients hα :

σ2
y(τ) = (2π)2

6 h−2τ + 2 ln(2)h−1 + 1
2h0τ

−1 + 1.038 + 3 ln (2πfhτ)
(2π)2 h1τ

−2 + 3fh
(2π)2h2τ

−2

(1.36)

A partir de l’équation 1.25 qui relie la densité spectrale de fréquence à la densité
spectrale de phase et celle qui la relie à la variance d’Allan (équation 1.36), on peut
résumer ces relation dans le tableau 1.5 suivant :

Type
de
Bruit

Blanc
de phase Flicker de phase Blanc de

fréquence

Flicker
de
fréquence

Marche
aléatoire
de
fréquence

Sφ(f) b0 b−1f
−1 b−2f

−2 b−3f
−3 b−4f

−4

Sy(f) b0
f 2

f 2
0

b−1
f

f 2
0

b−2
1
f 2

0
b−4

f−1

f 2
0

b−3
f−2

f 2
0

σ2
y(τ) 3fhb0

(2π)2f 2
0
τ−2 (1.038 + 3 ln (2πfhτ) b−1

(2π)2f 2
0
τ−2 b−2

2f 2
0
τ−1 2 ln (2)b−3

f 2
0

(2π)2b−4

6f 2
0

τ

Table 1.5 – Relation entre la densité spectrale de fréquence, la densité spectale de phase
et la variance d’Allan.

Les représentations des pentes de ces différentes fonctions propre à chaque bruit sont
visibles sur les figures suivantes :
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Blanc de phase

Blanc de fréquence

Flicker de fréquence

Marche aléatoire
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b-4 f
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Figure 1.17 – Courbe type de la densité spectrale de phase.
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Figure 1.18 – Courbe type de la densité spectrale de fréquence.
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Figure 1.19 – Courbe type de la variance d’Allan.
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1.3.2 Analyse théorique du bruit de phase : Leeson et Lee-
Hajimiri

Le bruit de phase prend son origine dans le bruit des composants constituant le circuit
oscillant. Le comportement non linéaire de l’oscillateur crée un phénomène de mélange des
sources du bruit basse fréquence avec le signal haute fréquence à proximité de la fréquence
d’oscillation. Nous allons présenter les deux modèles les plus répandus dans l’estimation de
ce bruit de phase. Le premier, l’effet Leeson est caractérisé par son bruit qui est considéré
invariant au cours du temps, alors que le second, le modèle de Lee-Hajimiri est un modèle
non stationnaire.

Le modèle de Leeson : théorie linéaire et stationnaire

Le modèle de Leeson, du nom de son inventeur, a été développé en 1966. Il s’agit
d’un modèle linéaire de prédiction du bruit de phase [48]. Son principe repose sur le bruit
de l’amplificateur de la boucle d’oscillation qui est directement lié aux fluctuations de
fréquence de l’oscillateur. Ce bruit de l’amplificateur est composée d’un bruit blanc et
d’un bruit en 1/f (bruit Flicker). Ce bruit vient moduler la phase du signal autour de la
porteuse. La représentation de ce phénomène est représentée sur la figure 1.20.

fcfL f
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oscillateur
b-3f

-3

b-1f
-1

b0

fcfL f

amplificateur

oscillateur
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b-1f
-1

b0

fc fL f

amplificateur

oscillateur
b-3f

-3

b-2f
-2
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fc fL f

amplificateur

oscillateur
b-3f

-3

b-2f
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f
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Conversion en 
bruit de phase

Puissance de bruit en A2/Hz

L(f) en dBc/Hz

L(f) en dBc/Hz
f-1f-1

fcfc

Figure 1.20 – Modèle de Leeson du bruit de phase.

Ce modèle met en évidence l’existence de deux fréquences de coupure. La première,
fc représente la fréquence de coupure entre le bruit blanc et le bruit Flicker des circuits
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actifs de l’oscillateur, et la seconde fL représente la fréquence de Leeson (fL = f0

2Q) en
dessous de laquelle la pente du bruit de phase est multipliée par f−2. Suivant la position
de la fréquence de coupure fc par rapport à fL différentes pentes de bruit apparaissent.

Lorsque fc < fL le bruit de l’oscillateur est formé de trois pentes en f 0, f−2 et f−3.
Lorsque fc > fL le bruit de l’oscillateur est formé de trois pentes en f 0, f−1 et f−3.

Ainsi, le modèle de Leeson est défini par la formule Leeson-Cutler suivante :

L(f) = 10 log
FKT

2PR

1 + 1
f 2

(
f0

2Q

)2
(1 + fc

f

) (1.37)

Avec FKT
PR

le plancher du bruit de phase composé essentiellement du bruit thermique.
F est le facteur de bruit, K la constante de Bolztman, T la température, PR la puissance
moyenne dissipée dans le circuit résonant et Q le facteur de qualité du circuit résonant.
Cette formule est déduite d’un modèle simple par rapport aux phénomènes de conversion
responsables du bruit de phase, cependant elle ne tient pas compte des comportements
non linéaires des composants.

Le modèle d’Hajimiri : théorie linéaire et non stationnaire

i(t)
L C

Circuit LC idéal.

Impulsion au maximum du signal de sortie de l'oscillateur.

Impulsion au passage à zéro du signal de l'oscillateur.

Vout

t

Vout

t

Figure 1.21 – Réponse de l’oscillateur suivant le moment de l’impulsion.

Le modèle d’Hajimiri est basé sur la variance temporelle où la réaction de l’oscilla-
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teur dépend de l’instant d’injection du bruit. le principe est de déterminer la réponse
impulsionnelle de la phase d’un oscillateur excité par une injection de faible amplitude
assimilable à des courants de bruit. Hajimiri définit la fonction de sensibilité impulsion-
nelle ISF (Impulse sensitivity function) pour caractériser ce bruit de phase de l’oscillateur
[49]. Suivant l’instant t où est injecté l’impulsion en courant, la réponse de l’oscillateur est
différente. En effet, si l’impulsion est appliquée au moment du passage à zéro de la sortie,
l’effet sur la phase sera maximum et inversement, si l’impulsion est appliquée au moment
où le signal de sortie est à son maximum en amplitude, l’effet sera nul sur la phase. La
figure 1.21 représente ce phénomène au moment de l’injection d’une impulsion dans un
circuit LC.

i(t)

0 t

i(t) H (t, ) (t)

(t)

0 t

h

Figure 1.22 – Modèle de la réponse impulsionnelle de la phase.

La figure 1.22 représente la méthode permettant de calculer le bruit de phase en
passant par le calcul de la fonction de transfert temporelle de la réponse en phase à une
perturbation. La réponse impulsionnelle de la phase de l’oscillateur hφ(t, τ) peut s’écrire :

hφ(t, τ) = Γ(ω0τ)
qmax

u(t− τ) (1.38)

Avec qmax = CVmax représentant la charge maximale et la fonction u qui est la fonction
échelon appliquée à l’instant τ . Γ est la fonction de proportionnalité appelée ISF. Cette
fonction est sans dimension, indépendante de la fréquence et de l’amplitude et de période
2π. Elle traduit la sensibilité en phase de l’oscillateur. Cette fonction peut être déterminée
par simulation ou par une méthode analytique dans certains cas [50][51]. Cette fonction
se décompose en série de Fourier et s’exprime par :

Γ(ω0τ) = c0

2 +
∞∑
n=1

cn cos(nω0τ + θn) (1.39)

Avec c0..cn représentant les coefficients de Fourier réels, et θn la phase de la nième

harmonique. Dans la suite θn est ignoré en supposant que les composantes de bruits ne
sont pas corrélées, de sorte que leur phase relative ne soit pas pertinente. La réponse en
phase de l’oscillateur au courant de bruit i(t) injecté vaut :

φ(t) =
∫ ∞
−∞

hφ(t, τ)i(τ)dτ = 1
qmax

∫ t

−∞
Γ(ω0τ)i(τ)dτ (1.40)
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En injectant l’équation 1.39, la réponse en phase devient :

φ(t) = 1
qmax

(
c0

2

∫ t

−∞
i(τ)dτ +

∞∑
n=1

cn

∫ t

−∞
i(τ) cos(nω0τ)dτ

)
(1.41)

La séquence correspondant à cette opération mathématique est représentée sur la
partie gauche de la figure 1.23.
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Figure 1.23 – Système équivalent pour la décomposition de la fonction de sensibilité
impulsionnelle.

Considérons maintenant que le courant injecté soit sinusoïdal à une fréquence proche
d’un multiple de la fréquence d’oscillation, de la forme :

i(t) = Im cos[(mω0 + ∆ω)t] (1.42)

où ∆ω << ω0 et en remplaçant l’équation 1.42 dans l’équation 1.41 on remarque que
les termes de l’intégrale sont négligeables sauf lorsque n = m et obtient la phase suivante :

φ(t) ≈ Imcm sin(∆ωt)
2qmax∆ω

(1.43)

Le spectre de φ(t) est constitué de deux bandes latérales distants de ±∆ω. Afin d’ob-
tenir la densité spectrale de puissance de la tension de sortie de l’oscillateur, on peut écrire
pour les petites valeurs de φ(t) :

cos(ω0t+ φ(t)) ≈ cos(ω0t)− φ(t) sin(ω0t) (1.44)

Ainsi, le rapport de puissance contenue dans une bande latérale par rapport à la
puissance de la porteuse s’écrit :

PSB(∆ω) ≈ 10 log
(

Imcm
2qmax∆ω

)2

(1.45)
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Ce cas peut être étendu à une source de bruit blanc de densité spectrale ī2n/∆f [52] :

L(∆ω) = 10 log


ī2n

∆f

∞∑
n=0

c2
m

4q2
max∆ω2

 (1.46)

La figure 1.24 illustre cette équation où les composantes de bruit à proximité des
multiples entiers de la porteuse se rapportent autour de la porteuse elle-même.
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Figure 1.24 – Origine et évolution du bruit en bruit de phase autour de la porteuse.

Nous pouvons utiliser l’égalité de Parseval suivante :

∞∑
n=0

c2
m = 1

π

∫ 2π

0
|Γ(x)|dx = 2Γ2

rms (1.47)

La densité spectrale de bruit de phase dans la région 1/f 2 peut ainsi s’exprimer par :

L(∆ω) = 10 log


ī2n

∆f Γ2
rms

2q2
max∆ω2

 (1.48)

La densité spectrale de la source de bruit en 1/f peut s’exprimer par :

¯i2n,1/f = ī2n
ω1/f

∆ω (1.49)

où ω1/f est la fréquence de coin. En utilisant l’équation 1.46, on obtient la densité
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spectrale de bruit dans la région 1/f 3 :

L(∆ω) = 10 log


ī2n

∆f c
2
0

4q2
max∆ω2

ω1/f

∆ω

 (1.50)

En égalisant l’équation 1.50 avec l’équation 1.48, on retrouve la fréquence séparant la
région en 1/f 2 de la région 1/f 3 :

∆ω1/f3 = ω1/f
c2

0
2Γ2

rms

(1.51)

Par des modifications très simples, le modèle Hajimiri-Lee peut aussi tenir compte de
sources de bruit qui n’apparaissent périodiquement que dans un bref intervalle de temps.
Pour cela, une modulation de la fonction ISF par un terme multiplicateur peut modéliser
ce phénomène. Le modèle de Hajimiri-Lee est ainsi plus précis que le modèle de Leeson,
mais il est plus difficile à mettre en oeuvre.

1.3.3 Méthode et moteur de simulation du bruit de phase

Simulation d’un circuit électronique

La simulation d’un circuit consiste à déterminer sa réponse à une ou plusieurs exci-
tations continues et/ou variables. Le simulateur électrique Spice [53] [54] calcule numé-
riquement la réponse d’un circuit à une excitation déterminée. Le simulateur résout les
équations qui définissent les modèles mathématiques des composants du circuit. La tech-
nique de résolution consiste à discrétiser le temps sur un intervalle infini. Plus le pas de
temps sera faible par rapport aux constantes de temps présentes dans le signal, plus la
méthode sera précise. Ainsi, la précision d’analyse est reliée au temps de calcul. De plus,
une erreur à l’instant ti peut dégrader la solution à l’instant ti+1 dont les circuits à grand
facteur de qualité sont sensibles.

Dans le cas d’une analyse de type DC (régime statique), il n’est pas possible de résoudre
le système d’équation non linéaire du circuit, ainsi que pour une analyse petits signaux
AC (régime dynamique), le circuit est linéarisé autour de son point de fonctionnement.

Les différents régimes permanents

Le régime permanent (Steady-state) d’un circuit désigne sa réponse lorsque les effets
des conditions initiales ont disparu. Ces différents types de régimes sont (figure 1.25) :

– Le régime permanent statique (DC), la solution est le point de polarisation qui ne
varie pas avec le temps.

– Le régime permanent périodique des circuits linéaires, où l’excitation se fait par une
seule source sinusoïdale et sa réponse est elle-même sinusoïdale.
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– Le régime permanent périodique des circuits non linéaires (Periodic steady-state),
où l’excitation se fait par une seule source périodique et la réponse n’est pas néces-
sairement sinusoïdale mais de même période que le signal d’excitation.

ft

DC

0

ft 0

ft 0

(a)

(b)

(c)

Figure 1.25 – Différents types de régimes permanents : (a) statique, (b) circuit linéaire
excité par une source linéaire, (c) circuit non linéaire excité par une source périodique.

Les différentes méthodes permettant de déterminer le régime permanent périodique
d’un circuit non linéaire sont la méthode balistique ou la méthode d’équilibrage harmo-
nique (harmonic-balance) [55] [56]. Ces méthodes permettent d’obtenir la solution plus
rapidement qu’un simulateur tel que Spice.

La méthode Newton-balistique

Pour décrire l’état d’équilibre électrique d’un circuit non linéaire, on exprime la loi de
courant de Kirchhoff en tout noeud du circuit sous la forme [57] :

f(v(t), t) = i(v(t)) + q̇(v(t)) + u(t) = 0 (1.52)

avec v le vecteur des tensions des noeuds, i la somme des courants aux noeuds, q
la somme des charges aux noeuds des capacités et u le vecteur des sources de courant.
Pour commencer, on résout sur l’intervalle T l’équation 1.52 en partant d’une condition
initiale v(0) et on calcule v(T ). Ensuite, l’algorithme de la méthode permet de corriger la
condition initiale v(0) par un processus itératif afin de vérifier l’équation suivante :

v(0)− v(T ) = 0 (1.53)

L’organigramme de cette méthode est présenté sur la figure 1.26 :
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Equation différentielle 
du circuit non linéaire

f(v,t)=0

Conditions initiales
v(0)

Résolution de l'équation
f(v,t)=0 sur la période T :

v(T)

Ajustement du vecteur 
des conditions initiales 

v(0)

|v(T)-v(0)|<ε
?

Fin

OuiNon

Figure 1.26 – Organigramme de la méthode balisitique.

La figure 1.27 représente le processus de la solution par itération. On part d’un état
v(0)k où k représente le numéro d’itération. Dans le cas où v(T )kn’est pas relativement
égale à v(0)k, une nouvelle itération est effectuée à l’état initial v(0)k+1. La solution finale
est obtenue lorsque v(T )k+1 ≈ v(0)k+1.

v(T)3

v 4

t

v(t)

v(0)1

v(0)3

v(0)4

v( )1

v(T)2

v(0)2

Figure 1.27 – processus d’itération de la méthode balistique.

L’analyse Periodic Steady State (PSS)

L’analyse Periodic Steady State (PSS) de Cadence calcule directement la réponse pé-
riodique à l’état stationnaire d’un circuit lorsqu’il est soumis à une excitation périodique.
Cette analyse utilise la méthode Newton-balistique précédemment développée. L’analyse
PSS peut ne pas converger dans deux cas. Le premier cas est si la réponse n’est pas pério-
dique alors que celle de l’excitation du circuit l’est. Le second cas est que la relation entre
l’état initial du circuit et l’état final du circuit doit être quasi linéaire sinon l’analyse peut
prendre un long temps avant de converger. L’analyse PSS peut se décomposer en deux
phases [58] :
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– La phase d’initialisation par une analyse temporelle par des condition initiales ar-
bitraires.

– La phase balistique qui calcule le régime permanent périodique du circuit.
Différents intervalles de temps apparaisent dans l’analyse PSS. Le premier intervalle com-
mence à tstart où l’analyse temporelle est effectuée. Ensuite la valeur tonset est automa-
tiquement déterminée par le simulateur à partir duquel les sources indépendantes sont
considérées comme étant en régime périodique. Le second intervalle d’une durée tstab est
une option pour l’utilisateur pour augmenter le temps de stabilisation. Dans le cas d’un
oscillateur, ce temps de stabilisation correspond au temps de démarrage de l’oscillateur,
égal au produit du facteur de qualité du résonateur par sa période propre. Cet intervalle
aide à la convergence de la réponse. Le dernier intervalle est compris entre la date tinit
et tstop. Cet intervalle est déterminé par la fréquence de résonance et dure une période.
Pendant cette période la phase balistique commence. La figure 1.28 résume les différentes
étapes de l’analyse PSS.

Horloge

Reset

Q

start

Temps

Temps

Temps

tonset init stopt t t

tstab Période

Figure 1.28 – Chronogramme des différentes étapes de l’analyse PSS.

L’analyse Periodic Noise (Pnoise)

Cette analyse du bruit périodique Pnoise implantée dans le logiciel CADENCE est
similaire à l’analyse de bruit classique mais dans le cas de circuits pour lesquels les signaux
sont périodiques. Elle intègre les effets des non linéarités présents dans notre circuit.
L’analyse Pnoise permet de ressortir le comportement en bruit des mélangeurs, des filtres
à capacités commutés ou des circuits oscillateurs. Dans notre cas, elle permet de ressortir



42 CHAPITRE 1. ÉTAT DE L’ART

le bruit de phase de notre système nécessaire pour déterminer la stabilité de fréquence
de notre oscillateur. Une analyse PSS est antérieurement nécessaire pour se placer autour
du point de fonctionnement précédemment calculé. L’analyse Pnoise regroupe le bruit
total de tous les composants et sources de bruits précédemment entrés dans le circuit.
Cette analyse prend en compte le bruit qui est mélangé à chaque harmonique du signal
d’excitation et qui apparait à la fréquence de sortie. Le paramètre "maxsideband" permet
de donner le nombre d’harmoniques pris en compte dans la simulation du bruit. Ces
simulations permettent d’estimer le bruit de phase d’un oscillateur. La mesure de la
stabilité de fréquence peut quand à elle s’effectuer dans le domaine temporel ou fréquentiel
par un post traitement.

1.3.4 Les moyens de mesure de la stabilité de fréquence.

Les mesures temporelles

Les mesures de stabilité de fréquence dans le domaine temporel se réalisent à partir de
la variance d’Allan. Cette variance d’Allan peut-être calculée à partir des mesures d’un
compteur. En effet, le compteur permet d’obtenir les différentes fréquences du capteur
pour des temps d’intégration donnés. En automatisant la procédure, et en effectuant un
post traitement, il est possible de restituer cette variance d’Allan. Les performances d’une
telle mesure seront limitées par la précision de l’horloge nécessaire au fonctionnement du
compteur et par le temps mort entre deux mesures.

Dans le commerce, des entreprises construisent des compteurs capables de mesurer
directement la variance d’Allan où le post traitement se fait directement dans l’appareil.
L’entreprise Standford Research Systems réalise ce type de compteur comme le SR620. La
façade de ce compteur est visible sur la figure 1.29 et quelques spécifications sont données
dans le tableau 1.6.

Figure 1.29 – Façade du compteur SR620 de Standford Research Systems.

Fréquence Variance d’Allan (1s) Stabilité de 0̊ C à 50̊ C
0.001Hz à 1.3GHz 3.10−10 1ppm

Table 1.6 – Spécifications du compteur SR620.
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Les mesures fréquentielles

Les mesures de stabilité de fréquence dans le domaine fréquentiel sont réalisées par
un banc de mesure du bruit de phase. Ce banc est composé d’une source de référence
asservie sur la fréquence de la source à mesurer. Un mélangeur actif ou passif ainsi qu’un
filtre passe bas est nécessaire. Ce type de banc est généralement conçu directement par
les laboratoires où ils peuvent les adapter à leur type de mesure. Le laboratoire Femto-st
de Besançon a publié quelques articles sur la conception de leur banc de bruit de phase
qui permet des mesures faibles bruits [59] [60].

Des entreprises vendent des appareils de mesure du bruit de phase prêt à l’emploi.
L’entreprise Rhode and Schwarz est leader de ce marché et produit par exemple l’analyseur
de signal FSV visible sur la figure 1.30. Quelques spécifications sont décrites dans le
tableau 1.7.

Figure 1.30 – Façade de l’analyseur spectrale de Rhode and Schwarz.

Fréquence porteuse Bruit de phase (100Hz) Stabilité de 0̊ C à 50̊ C
10Hz à 7Ghz −120dBc/Hz 1ppm

Table 1.7 – Spécifications de l’analyseur de signal FSV.
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1.4 Conclusion sur l’état de l’art

Une étude bibliographique a été effectuée pour présenter les différents capteurs MEMS
vibrants à sortie fréquentielle. Cette étude a montré que ces types de capteur permettent
de mesurer des grandeurs physiques telles qu’une accélération, une masse, une pression
ou encore une température. Ces capteurs vibrants multiphysique comportent une partie
mécanique (le résonateur), un type de transduction et un circuit oscillateur. Cet état de
l’art a aussi montré qu’il existait des outils pour estimer la stabilité de fréquence d’un
signal (bruit de phase et variance d’Allan), des logiciels pour la simuler (simulateur Spec-
treRF sous Cadence) et des appareils pour la mesurer (analyseur de spectre et compteur)
sans jamais la prédire.
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Ce chapitre présente une étude théorique des oscillateurs incluant un micro-résonateur
mécanique (appelés oscillateurs MEMS). Ce chapitre est divisé en trois parties : la pre-
mière porte sur la présentation générale d’un oscillateur de type MEMS, la seconde sur le
développement du modèle comportemental du résonateur mécanique et la troisième sur
les différents types de transduction. Cette modélisation, dans un second temps, permettra
d’identifier les facteurs limitant la résolution fréquentielle et de comparer les différentes
architectures d’oscillateurs MEMS dans le but d’obtenir une résolution ultime.
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2.1 Présentation générale d’un oscillateur de type
MEMS

Dans le but d’identifier les paramètres limitants la résolution fréquentielle des oscilla-
teurs MEMS un modèle multiphysique constitué d’ODE (Ordinary Differential Equation)
est développé. Ce modèle sera utilisé dans le logiciel Cadence qui permet des simulations
précises d’oscillateurs (démarrage, bruit de phase) comme précisé dans la bibliographie.
Il est divisé en trois parties distinctes comme présenté sur la figure 2.1 :

– Le résonateur mécanique modélisé par un système masse-ressort (Verilog-A). On se
limitera dans cette étude aux résonateurs généralement utilisés dans le domaine des
capteurs MEMS c’est à dire une poutre vibrant en flexion encastrée-encastrée dans
la gamme de fréquence de 10kHz à 100kHz.

– Le type de transduction : les systèmes d’excitation et de détection sont modélisés
par des équations écrites en Verilog-A. Dans notre étude, on se limitera aux trans-
ductions piézoélectrique, électrostatique et optique. En effet les deux premières sont
classiques dans le domaine des MEMS et l’analyse bibliographique a montré que la
transduction optique promet un fort potentiel en terme de résolution de mesure.

– Le circuit oscillateur : sa construction est faite grâce aux modèles constructeurs
(Spice) ou avec les modèles développés en Verilog-A.

Transduction (excitation)
électrique → mécanique  

Transduction (détection)
mécanique → électrique

Circuit oscillateur

Résonateur 
mécanique

Figure 2.1 – Description des blocs constituant un oscillateur MEMS.

Dans les paragraphes suivants, chaque partie du système est modélisée séparément. Par
la suite, une analyse sur des capteurs réels permettra d’identifier les facteurs limitant la
résolution fréquentielle.

2.2 Développement du modèle comportemental du
résonateur mécanique

Le résonateur est la principale partie du système, qui est sensible au mesurande. Dans
un premier temps, un modèle comportemental linéaire du résonateur mécanique est dé-
veloppé puis les non-linéarités et le bruit intrinsèque sont ajoutés.
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2.2.1 Expression analytique de l’équation linéaire du mouve-
ment

Le résonateur est constitué d’une micro-poutre vibrant en flexion, définie par trois
grandeurs dimensionnelles : e son épaisseur vibrante, h sa hauteur, L sa longueur (fi-
gure 1.1 du chapitre 1) et par deux grandeurs physiques du matériau utilisé : ρ pour
la masse volumique et E pour le module d’Young. La modélisation comportementale
(Verilog-A) de ce résonateur va permettre de relier la force mécanique appliquée à la
poutre à son déplacement. On peut modéliser le résonateur à lame vibrante par un sys-
tème oscillant à un degré de liberté. En effet, son déplacement varie en fonction du temps
selon un seul axe. Ce déplacement est régi par une équation différentielle du second ordre
qui en mécanique peut se représenter par un modèle masse-ressort-amortisseur présenté
sur la figure 2.2.

k

c

m
F

x

Figure 2.2 – Représentation schématique du système masse-ressort-amortisseur.

L’équation différentielle du second ordre associée à ce modèle est la suivante (équa-
tion 2.1) :

mẍ+ cẋ+ kx = F (2.1)

F [kg.m.s−2] est la force d’excitation, x [m] le déplacement mécanique de la masse
d’épreuve, m [kg] la masse, k [kg.s−2] la constante de raideur, et c [kg.s−1] le coefficient
d’amortissement.

L’élément vibrant de ce système est une masse m qui représente la masse vibrante
effective de la poutre. On peut définir deux paramètres du mode de résonance, Q le
facteur de qualité réprésentant le taux d’amortissement du résonateur et ω0 sa pulsation
propre (équation 2.2).


Q = mω0

c

ω0 =
√
k

m

(2.2)

L’équation 2.1 peut alors s’écrire sous la forme suivante, ce qui simplifiera les calculs
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ultérieurs :

mẍ+ mω0

Q
ẋ+mω0

2x = F (2.3)

Expression analytique des paramètres motionnels

Les coefficients de l’équation 2.3 peuvent s’écrire à l’aide des paramètres de la poutre
étudiée. Pour les obtenir, on peut utiliser la modélisation de la déformée dans une hypo-
thèse quasi-statique de Rayleigh (Annexe A) ou grâce à la déformée modale Xn(y) dans
le formalisme d’Euler Bernoulli que l’on va détailler ci-dessous. Pour déterminer la masse
efficace meff et la raideur keff , il faut d’une part lier le maximum d’énergie potentielle
entre la poutre et le système masse-ressort puis faire de même avec l’énergie cinétique
[61].

Dans le cas de l’énergie potentielle, on obtient l’équation suivante :

1
2keffX

2
nmax

= 1
2EI

∫ L

0

(
∂2Xn

∂y2

)2

dy (2.4)

Dans le cas d’une poutre de section rectangulaire, on obtient :

keff = Ehe3

12

∫ L

0

(
∂2Xn

∂y2

)2

dy

X2
nmax

(2.5)

Pour le premier mode de déformation en flexion, avec l’équation 1.7, l’équation 1.8 et
l’équation 1.11 on a :

X2
nmax

= X2
n

(
L

2

)
≈ 2.62b2

1 (2.6)

∫ L

0

(
∂2Xn

∂y2

)2

dy ≈ 518 b
2
1
L3 (2.7)

On obtient ainsi comme raideur efficace :

keff = 16Ehe3

L3 (2.8)

Dans le cas de l’énergie cinétique, l’égalisation des énergies maximales s’écrit :

1
2meff

(
∂Xn

∂t

)2

max

= 1
2ρeh

∫ L

0

(
∂Xn

∂t

)2

dy (2.9)

En présence d’un mouvement harmonique à la pulsation ω :(
∂Xn

∂t

)
max

= ωXnmax (2.10)
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L’expression de masse efficace meff devient :

meff =
ρeh

∫ L

0
X2
n(y)dy

X2
nmax

(2.11)

Pour le premier mode de déformation en flexion, avec l’équation 1.11 on a :

meff =
∫ L

0
X2
n(y)dy ≈ 1.03Lb2

1 (2.12)

On obtient ainsi comme masse efficace :

meff ≈ 0.38ρheL (2.13)

Avec l’aide de l’équation 1.10 exprimant la pulsation propre ω0, l’expression du coef-
ficient d’amortissement peut s’exprimer sous cette forme :

c = mω0

Q
= k

Qω0
= 16Ehe3

L3
2
√

3
Qπ2β2

1

L2

e

√
ρ

E
= 2.48

Q

he2

L

√
ρE (2.14)

Finalement l’équation 2.3 peut s’écrire avec les paramètres du matériau et de la géométrie
de la poutre comme sur l’équation 2.15 suivante :

0.38ρheLẍ+ 2.48
Q

he2

L

√
ρEẋ+ 16Ehe3

L3 x = F (2.15)

Le dernier paramètre Q représentant le facteur de qualité peut aussi être exprimé en
fonction de la géométrie et du matériau de la poutre. En effet, on peut distinguer cinq
mécanismes principaux de dissipation des oscillateurs MEMS.

Expression analytique du facteur de qualité

Le facteur de qualité d’un résonateur représente sa capacité à conserver son énergie
mécanique au cours de la vibration. L’ensemble des différents mécanismes de dissipation
qui interviennent dans les micro-résonateurs vibrants en flexion a été développé en détail
dans la thèse de Baptiste le Foulgoc [61].

Les pertes par le support Le résonateur est une partie mobile mais fixé au support.
Une partie de l’énergie vibratoire est transmise au support et est ainsi dissipée. Ces pertes,
appelées pertes par le support, ont pour conséquences de diminuer le facteur de qualité.
Elles peuvent être fortement diminuées grâce à des structures de découplage qui ont pour
effet de diminuer les sollicitations de la structure sur la fixation. Par exemple, sur le VIA
(Vibrating Inertial Accelerometer), conçu par l’Onera [19], un cadre de découplage est
présent afin d’isoler efficacement les vibrations utiles de la lame vibrante de l’encastrement.
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L’amortissement gazeux Un second principe qui détériore le facteur de qualité est
l’amortissement gazeux. Dans un premier cas, les parois de la poutre interagissent avec
le gaz environnant, une force de frottement se crée et induit une perte d’énergie. Dans
un second cas, pour le cas de faibles gaps, par exemple dans l’excitation ou la détection
capacitive, un phénomène appelé "‘squeeze-film damping"’ intervient. Les molécules de gaz
se retrouvent piégées entre les deux parois. Ce facteur de qualité Qsqueeze a été exprimé
par Minhang Bao [62] en considérant la théorie cinétique des gaz [63]. On retrouve ce
résultat dans la thèse de Baptiste Le Foulgoc [61] pour une poutre encastrée aux deux
extrémités :

Qsqueeze = π3√πβ2
1√

6
ge2

L2(L+ h)
1
P

√
EρR0T

Mgaz

(2.16)

où β1 est le paramètre du mode principal de la poutre de l’équation 1.10, g représente la
dimension du gap de gaz, L, h, e sont les dimensions de la poutre vibrante, P la pression du
gaz, ρ la masse volumique du matériau, R0 la constante des gaz parfaits, T la température
en Kelvin et Mgaz la masse moléculaire du gaz.

Ainsi, pour que le résonateur ne soit pas affecté, il est nécessaire de fonctionner sous
vide. Le niveau de vide nécessaire à atteindre afin de minimiser cette dissipation dans le
cas des oscillateurs MEMS étudiés est de l’ordre de 10−3mbar [61].

La viscosité intrinsèque du matériau La viscosité intrinsèque du matériau crée des
pertes d’énergies pendant la vibration. Elle s’exprime en fonction du module d’Young,
de la viscosité du matériau et de la pulsation propre du système. Dans notre gamme
d’oscillateurs MEMS, cette dissipation est négligeable.

L’effet thermoélastique Le dernier mécanisme est l’effet thermoélastique qui est la
principale source de dissipation, et qui est causé par le couplage entre les champs ther-
mique et de déformation au sein du résonateur. Lorsqu’un solide thermoélastique est en
mouvement, il se trouve en déséquilibre thermique à cause d’une augmentation ou dimi-
nution locale de température des fibres de la poutre. Le système incite à se relaxer pour
retrouver son état d’équilibre. Dans le cas d’une poutre en vibration de flexion, Clarence
Zener a développé des expressions pour décrire ce phénomène [64, 65]. Selon la théorie de
Zener, l’expression du facteur de qualité thermoélastique est :

Qthermo = ρCp
α2T0E

f 2
r + f 2

t

frft
avec ft = π

2
λ

ρCpe2 (2.17)

où ρ [kg.m−3] est la masse volumique, Cp [kg.m−3] est la chaleur spécifique à pression
constante, α [K−1] représente le coefficient de dilatation thermique, T0 [K] est la tem-
pérature, E [N.m2] est le module d’Young, λ [W.m−1.K−1] la conductibilité thermique,
fr la fréquence de résonance et ft la fréquence de transition. En fonction des paramètres
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géométriques de la poutre, on obtient :

Qthermo =
0.65e6ρEC2

p + 1.53L4λ2

e3L2
√
E3α2λT0

√
ρ (2.18)

Cette valeur Qthermo du facteur de qualité peut être appliquée aux oscillateurs MEMS
de notre étude. En effet, le Q du résonateur s’exprime comme la somme des différents
contributeurs Qi à la dissipation d’énergie :

1
Q

=
∑
i

1
Qi

(2.19)

Qthermo étant la valeur la plus petite par rapport aux autres facteurs de qualité pré-
sents, il est le principal contributeur des pertes d’énergie de notre système. Ainsi, le facteur
de qualité Q s’exprime par l’équation 2.20 suivante :

1
Q
≈ 1
Qthermo

(2.20)

Dans l’équation 2.21 le Q est remplacé par ce nouveau Qthermo, la nouvelle expression
du comportement dynamique de la poutre est :

0.38ρheLẍ+ he5LE2α2λT0

0.26ρe6EC2
p + 0.62λ2L4 ẋ+ 16Ehe3

L3 x = F (2.21)

Cette équation peut être affinée en ajoutant le comportement non-linéaire présent
lorsque l’amplitude d’excitation est importante.

2.2.2 Expression des non-linéarités mécaniques

Expression du terme des non-linéarités dans l’équation du mouvement

Un facteur non linéaire peut être introduit pour décrire une force de rappel de la
poutre [66]. Il s’agit d’une non-linéarité mécanique en x3 présente dans le résonateur. Il
peut être exprimé en fonction des paramètres géométriques et matériau du résonateur [67].
Cette déformation résulte d’une force axiale supplémentaire causée par le changement de
longueur de la poutre.

x

L

Figure 2.3 – Déformée d’une poutre vibrante encastrée-encastrée.

Pour le calcul du terme anharmonique, le profil du déplacement (figure 2.3) est ap-
proximé à un triangle comme présenté sur la figure 2.4. La nouvelle longueur de la poutre
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au maximum de la déformée est notée Lmax. On obtient ainsi l’équation 2.22 :

Lmax
2 ≈ L2 + (2x)2 ⇐⇒ Lmax ≈ L

√
1 +

(2x
L

)2
(2.22)

Après un développement limité d’ordre 1, l’équation 2.22 s’écrit :

Lmax ≈ L

[
1 + 2

(
x

L

)2
]

(2.23)

x

L /2

Φ

Fr=Eeh
∂L
L

Figure 2.4 – Approximation du profil du déplacement pour le calcul des non-linéarités.

La poutre soumise à la force de traction va suivre la Loi de Hooke (équation 2.24)
suivante :

σ = Eε (2.24)

où ε représente l’allongement relatif et σ la contrainte, définie par la relation σ = Fr
S
,

avec S l’aire de la section droite de la poutre. Cette force de rappel Fr peut donc s’exprimer
par l’équation 2.25 :

Fr = σS = Eeh
∂L

L
(2.25)

La vibration se faisant selon x, la direction de la force résultante de l’élongation de la
poutre Fx doit être selon cet axe, on arrive à l’équation 2.26 suivante :

Fx = 2Fr sinφ = 2Eeh(Lmax − L)
L

2x
Lmax

(2.26)

avec l’aide de l’équation 2.23, on en déduit l’équation 2.27 :

Fx ≈ 8Eeh
(
x

L

)2 x

Lmax
≈ 8Eehx

3

L3 (2.27)

Il faut rajouter ce terme dû à l’élongation de la poutre dans l’équation 2.21 pour
obtenir le comportement non linéaire de la poutre, on obtient ainsi l’équation 2.28 de



2.2. DÉVELOPPEMENT DU MODÈLE COMPORTEMENTAL DU RÉSONATEUR MÉCANIQUE 53

Duffing :

0.38ρheLẍ+ he5LE2α2λT0

0.26ρe6EC2
p + 0.62λ2L4 ẋ+ 16Ehe3

L3 x+ 8Ehe
L3 x3 = F (2.28)

Expression de la force critique et de l’amplitude critique avant les non-linéarités

Ces non-linéarités sont une limite au fonctionnement du capteur. En effet, lorsque
la force d’excitation croît, la courbe de résonance se déforme. Après un certain seuil, la
rupture brutale de la courbe de résonance est une source d’instabilité dans une boucle
oscillatrice. Il est ainsi nécessaire de quantifier cette amplitude critique de vibration pour
travailler dans le domaine linéaire.

Dans les conditions linéaires du résonateur, à partir de l’équation 2.2, on obtient le
déplacement en fonction de la pulsation :

x(ω) = F0

m

1
(ω02 − ω2) + j ωω0

Q

(2.29)

On se considère désormais au voisinage de la résonance tel que :

ω = ω0 + ε (2.30)

le développement au premier ordre nous donne :

x(ω) = F0

2m
1(

εω0
(
j

2Q − 1
)

+ jω2
0

2Q

) ≈ F0

2mω0

1(
jω0
2Q − ε

) (2.31)

Le carré de l’amplitude du mouvement au voisinage de ε de la résonance s’écrit :

A2(ε) = |x(ε)|2 = F0
2

4m2ω02
(
ε2 + ω02

4Q2

) (2.32)

Le caractère non-linéaire conduit à une relation entre la nouvelle raideur knl et l’am-
plitude de vibration développée dans l’équation 2.28 :

knl = k(1 + κA2) ⇐⇒ ωnl
2 = ω0

2(1 + κA2) (2.33)

avec κ = 1
2e2 .

Cette nouvelle pulsation propre du système dépend elle même de l’amplitude :

ωnl
2 = ω0

2(1 + κA2) ⇐⇒ ωnl ≈ ω0

(
1 + κA2

2

)
= ω0 + κnlA

2 (2.34)

avec κnl = ω0

4e2 .
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Dans l’équation 2.32, la petite différence ε = ω−ω0 s’exprime alors par ω−ωnl = ε−κnlA2,
on obtient ainsi la nouvelle équation :

A2(ε)
(

(ε− κnlA2(ε))2 + ω0
2

4Q2

)
= F0

2

4m2ω02 (2.35)

Cette équation est du troisième degré par rapport à A2(ε) et ses racines réelles déter-
minent l’amplitude des oscillations forcées. Quand F0 est suffisamment petite, l’amplitude
A(ε) est aussi petite, les puissances de A(ε) supérieures à 2 peuvent-être négligées. Ainsi,
l’amplitude retrouve la forme de l’équation 2.32 qui est représentée par une courbe symé-
trique avec un maximum au point ε = 0. Quand F0 augmente, la courbe change de forme
tout en gardant un unique maximum qui se déplace dans le sens positif des fréquences si
κnl > 0. A ce niveau là, seulement une des trois racines de l’équation 2.32 est réelle (à
gauche de la figure 2.5).

Quand F0 atteint une certaine valeur Fc, la nature de la courbe change. Pour toutes
forces F0 > Fc, l’équation 2.32 a trois racines réelles, correspondant à la portion ABCD (à
droite de la figure 2.5). Cette limite est définie par son point d’inflexion, elle est déterminée

par les conditions ∂A(ε)
∂ε

=∞.

A A

Ac

A B

C

D

B=C=DAi

ω0 ω0ω ω

Figure 2.5 – A gauche : point inflexion critique. A droite : instabilité due aux non-
linéarités.

En dérivant l’équation 2.35 par rapport à ε, on a :

∂A(ε)
∂ε

= −εA(ε) + κnlA
3(ε)

ε2 − 4κnlεA2(ε) + 3κ2
nlA

4(ε) + ω2
0

4Q2

(2.36)

La position des points B et C est déterminée en résolvant l’équation suivante :

ε2 − 4κnlεA2(ε) + 3κ2
nlA

4(ε) + ω2
0

4Q2 = 0 (2.37)

Le calcul de la valeur de la force d’excitation critique Fc est l’amplitude pour laquelle la
section BC est réduite à un point d’inflexion, c’est à dire pour laquelle les deux racines de
l’équation quadratique (équation 2.37) en A2(ε) coïncident. En égalisant à 0 le déterminant
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de cette équation, nous obtenons les coordonnées (Ai, εi) du point d’inflexion :

Ai =
√

ω0√
3κnlQ

et εi =
√

3
2
ω0

Q
(2.38)

On remplace les coordonnées de ce point dans l’équation 2.35 :

ω0√
3κnlQ

(√3
2
ω0

Q
− ω0√

3Q

)2

+ ω2
0

4Q2

 = F 2
c

4m2ω2
0

(2.39)

On isole Fc de l’équation 2.39 :

Fc = ω0√
3κnlQ

4ω2
0

12Q2 4m2ω2
0 (2.40)

Finalement, la force d’excitation critique s’écrit donc :

Fc =
√

8mω2
0√

3
√

3Q3κ
(2.41)

L’amplitude critique Ac est obtenue avec l’équation 2.35 en remplaçant F0 par Fc.
L’amplitude est maximale pour ε = κnlA

2(ε), on obtient Ac :

Ac = FcQ

mω2
0

=
√

8√
3
√

3κQ
(2.42)

En fonction des dimensions du résonateur , cette force d’excitation critique ainsi que
cette amplitude critique s’écrivent :

Fc = 64√
3
√

3
Ehe4
√
Q3L3 et Ac = 4√

3
√

3
e√
Q

(2.43)

La modélisation masse-ressort-amortisseur a permis d’aboutir à l’équation 2.28 dite
de Duffing. Cette équation décrit le comportement de la poutre encastrée-encastrée à
l’aide des paramètres géométrique et matériau du résonateur, il est maintenant nécessaire
d’ajouter le bruit mécanique du résonateur à ce système.

2.2.3 Expression du bruit mécanique

Le système étant en équilibre thermique, le résonateur mécanique présente une certaine
quantité aléatoire de mouvement appelé bruit brownien. Ce bruit provient de l’agitation
des molécules de la structure. Cette vibration aléatoire constitue le bruit thermique du
résonateur. Elle est liée à l’amortissement du système. En l’absence de force, l’équation 2.1
ne pourrait être vérifiée. En effet, la présence de l’amortissement dans le système indique
que même le plus petit vacillement aléatoire continuerait à diminuer, ce qui reviendrait
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à dire que la température continuerait aussi à diminuer, or elle ne peut pas descendre
en-dessous de celle de l’environnement. Ainsi le modèle physique correct pour l’oscillateur
harmonique comprend un générateur de force d’amplitude permettant de maintenir le
système en équilibre thermique. L’équation différentielle devient :

mẍn + cẋn + kxn = fn (2.44)

où xn est le bruit en déplacement et fn est la force de fluctuation requise pour maintenir
l’équilibre thermique.

La relation fondamentale qui régit l’analyse du bruit thermique est exprimée par le
théorème de l’équipartition de l’énergie [68] [69] : chaque degré de liberté d’un système
en équilibre thermique a une énergie de bruit moyenne de 1

2kBT , où kB est la constante
de Boltzmann et T la température en Kelvin. Ainsi la moyenne quadratique de l’énergie
potentielle élastique et de l’énergie cinétique s’écrit :

〈1
2kxn

2
〉

=
〈1

2mẋn
2
〉

= 1
2kBT ⇐⇒ k

〈
xn

2
〉

= kBT (2.45)

xn(t) est un signal aléatoire fonction du temps t et décrit par sa fonction d’autocorré-
lation Rxx définie de la façon suivante [70] :

Rxx(t, τ) = lim
N→∞

1
N

N∑
i=1

xi(t)xi(t+ τ) (2.46)

Le signal xn(t) étant considéré ergodique, on obtient l’équation 2.47 comme nouvel
nction d’autocorrélation et l’équation 2.48 pour son déplacement quadratique :

Rxx(τ) = lim
T→∞

1
T

∫
T
x(t)x(t+ τ)dt (2.47)

〈
xn

2
〉

= Rxx(0) (2.48)

Dans le domaine spectral, la transformée de Fourier de cette fonction d’autocorré-
lation est appelée la densité spectrale de puissance du déplacement et s’exprime par
l’équation 2.49 :

Sxx(ω) =
∫ ∞
−∞

Rxx(τ)e−jωτdτ (2.49)

Par transformée de Fourier inverse, on obtient de même l’équation 2.50 :

Rxx(τ) = 1
2π

∫ ∞
−∞

Sxx(ω)ejωτdω (2.50)
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D’où l’on déduit le déplacement quadratique suivant l’expression :

〈
xn

2
〉

= Rxx(0) = 1
2π

∫ ∞
−∞

Sxx(ω)dω (2.51)

De plus, la densité spectrale de puissance de la réponse Sxx de l’oscillateur à une force
aléatoire est égale à la densité spectrale de l’excitation Sff (de spectre plat) multiplié par
la fonction de transfert non affectée par le processus aléatoire de l’oscillateur :

Sxx(ω) = |H|2Sff (2.52)

avec H(ω) = Xn

Fn
la fonction de transfert qui est obtenue grâce à l’équation 2.44

transposée dans le domaine des fréquences :

− ω2mXn(ω) + jωcXn(ω) + kXn(ω) = Fn(ω) ⇐⇒ H(ω) = 1
−mω2 + jcω + k

(2.53)

En utilisant l’équation 2.51, l’équation 2.52 et l’équation 2.53 on obtient l’équation
suivante :

〈
xn

2
〉

= 1
2π

∫ ∞
−∞
|H|2Sffdω = Sff

2π

∫ ∞
−∞

dω
(k −mω2)2 + c2ω2

(2.54)

En posant z = ω

ω0
on obtient :

〈
xn

2
〉

= Sff
2πω03

∫ ∞
−∞

dz(
k

ω02 −mz
2

)2

+ c2z2

ω02

= Sff
2πω03m2

∫ ∞
−∞

dz

(1− z2)2 + z2

Q2

(2.55)

Après quelques manipulations, on peut convertir l’intégrale de l’équation 2.55 selon
une forme standard [71] et trouver qu’elle converge vers la valeur πQ. On peut réécrire
cette équation :

〈
xn

2
〉

= SffQ

2ω03m2 = Sff
2kc (2.56)

La densité spectrale de bruit du résonateur Sff+ étant réelle, son intégrale est restreinte
aux fréquences positives [72], on obtient :

〈
xn

2
〉

= Sff
+

4kc (2.57)

Et finalement, on peut déduire le niveau de cette densité spectrale de bruit du réso-
nateur en utilisant le théorème de l’équipartition de l’équation 2.45 :

k
〈
xn

2
〉

= kBT ⇐⇒ Sff
+ = 4kBTc (2.58)
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c, le coefficient d’amortissement est remplacé par son expression à l’aide de l’équa-
tion A.13 et l’équation 2.18 :

Sff
+ = 4kB

he5LE2α2λT 2

0.26ρe6EC2
p + 0.62λ2L4 (2.59)

Cette densité spectrale de bruit brownien de résonateur s’exprime en N2.Hz−1. Cette
équation de bruit mécanique du résonateur et l’équation 2.21 du déplacement de la poutre
décrivent le comportement du résonateur avec pour paramètres la géométrie et le matériau
utilisés. Ces équations sont ensuite implémentées en langage Verilog-A pour simuler le
modèle du résonateur.

2.2.4 Construction du modèle Verilog-A

Le modèle Verilog-A du résonateur se comporte comme une boite noire avec une entrée,
une sortie et les paramètres T et Q pour respectivement la température et le facteur de
qualité (figure 2.6). Il décrit le comportement mécanique du résonateur par l’équation
différentielle 2.28. Ici, le paramètre d’entrée est la force Fx en Newton appliquée au centre
de la poutre encastrée-encastrée et la sortie est le déplacement x de la poutre en son
milieu. Le modèle Verilog-A du bloc résonateur est visible en Annexe B. Une fois ce
modèle construit, il est possible de le simuler en boucle ouverte pour étudier l’impact des
paramètres sur le comportement mécanique et sur son bruit mécanique.

Résonateur MEMS
Paramètres : e, h, L, E, ρ

Force Fx Déplacement x

Environnement T,Q

Figure 2.6 – Bloc résonateur pour le modèle Verilog-A avec une force en entrée et le
déplacement en sortie.

2.3 Développement des modèles de transduction

Dans l’architecture d’un oscillateur MEMS, l’excitation du résonateur ainsi que la
détection est possible grâce à différents types de transduction. Dans cette étude où le
résonateur est un MEMS vibrant, l’excitation est obtenue à l’aide d’un signal électrique
qui est converti en une force mécanique et la détection doit pouvoir convertir un déplace-
ment de la poutre vibrante du résonateur en un signal éléctrique. Actuellement, plusieurs
principes permettent ces conversions. Ici, trois types de transduction différentes vont être
étudiées :
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– La transduction piézoélectrique : commune dans le domaine des MEMS actuel, elle
permet aux matériaux piézoélectriques de se polariser sous l’effet d’une contrainte
mécanique et réciproquement de se déformer lorsqu’un champ électrique est appli-
qué.

– La transduction électrostatique : appelée aussi transduction capacitive, elle permet
la détection de variation de capacité entre deux électrodes se déplaçant l’une par
rapport à l’autre sous l’effet d’une force externe, et réciproquement, une différence
de polarisation sur les électrodes engendre une force électrostatique qui déplace
l’électrode mobile.

– La transduction optique : l’excitation optique est effectuée à l’aide de l’actionnement
par pression de radiation et la détection par deux moyens, la méthode knife-edge
(par obscuration du faisceau) ou la détection optique par interférométrie.

Le schéma représentatif du modèle est visible sur la figure 2.7, l’excitation et la détection
sont deux éléments qui se trouvent de part et d’autre du bloc résonateur et qui peuvent
être étudiés séparément.

Transduction (excitation)
électrique → mécanique  

Transduction (détection)
mécanique → électrique

Résonateur MEMS

Figure 2.7 – Schéma représentant la transduction : l’excitation et la détection d’un
résonateur.

Pour cela, dans un premier temps une partie théorique est développée pour obtenir
les équations nécessaires à la création du modèle Verilog-A des blocs de transduction et
ensuite l’analyse du couplage est réalisée avec le logiciel Cadence.
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2.3.1 Développement du modèle pour la transduction piézoélec-
trique

La piézoélectricité est un principe réversible. Le premier, appelé effet piézoélectrique
direct, est la propriété d’un matériau à générer un déplacement électrique lorsqu’il est
soumis à des contraintes mécaniques. Le second, appelé effet piézoélectrique inverse, est
la propriété d’un matériau à se déformer lorsqu’il est soumis à un champ électrique. Ainsi,
grâce à ces propriétés, il est possible de mettre en vibration une poutre encastrée-encastrée
soumise à un champ électrique et de détecter cette vibration grâce à la création de charge.
Pour ce mode de fonctionnement, des électrodes métalliques sont placées sur la surface
de la poutre vibrante qui est un matériau piézoélectrique comme le quartz. La disposition
doit être adaptée au mode de vibration de la poutre.

Configuration de la position des électrodes pour une poutre encastrée-encastrée

Le sens des contraintes d’une poutre en flexion dépend du mode de la poutre. En effet,
il est dépendant de l’extension ou de la compression des fibres. Le mode principal d’une
poutre bi-encastrée a été montré sur la figure 1.2.

X

Y

Txx

Les fibres sont étirées

Les fibres sont comprimées

Fibre neutre

L/4

Figure 2.8 – Schéma représentant l’étirement et la compression des fibres d’une poutre
encastrée-encastrée.

La figure 2.8 rappelle la déformée d’une poutre encastrée-encastrée où l’on distingue
les différentes courbures du mode. Pour la partie jaune, les fibres sont comprimées, et
pour la partie verte les fibres sont étirées. Les contraintes sont de signes opposés sur ces
deux parties. La fibre neutre est la fibre générée par la courbe moyenne et qui garde sa
longueur lors de la flexion. Plus l’on s’écarte de cette fibre neutre, plus la valeur de la
contrainte augmente.

En utilisant l’effet piézoélectrique inverse, le champ électrique doit être en cohérence
avec le sens des contraintes souhaité. Le contenu de la matrice des coefficients piézoélec-
triques du matériau permet d’étudier les possibilités d’excitation et de détection. Pour
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une poutre en quartz orientée suivant l’axe y, l’excitation de la déformation axiale S2

peut se faire à l’aide du champ électrique E1, via le coefficient piézoélectrique d12 = −d11

(équation 2.60), où [s] représente la matrice des coefficients élastiques et [T ] la matrice
des contraintes.

S =



S1

S2

S3

S4

S5

S6


=



d11 0 0
−d11 0 0

0 0 0
d14 0 0
0 −d14 0
0 −d11 0


×


E1

E2

E3

+ [s]× [T ] (2.60)

La figure 2.9 illustre la disposition des électrodes idéales mais irréaliste pour favoriser
le mode principal de la poutre. Un champ E1 de signe opposé de part et d’autre de la
fibre neutre est nécessaire.

Electrodes au potentiel +

Electrodes au potentiel -

X

Y
Z

Figure 2.9 – Disposition des électrodes idéale sur une poutre bi-encastrée pour l’excita-
tion et la détection du mode principal.

Ce type de configuration est idéal et pas réalisable à cause de l’électrode centrale le
long de la fibre neutre. Des solutions de réalisation pour les différentes configurations
d’électrodes sont exposées sur la figure 2.10. La configuration optimale est la solution la
plus efficace et réalisable devant le cas idéal, cependant, elle n’est pas simple à réaliser
pour des micro-poutres. La configuration simplifiée, possède les électrodes uniquement le
long de l’épaisseur vibrante.

La figure 2.10 montre le champ électrique associé à la disposition des électrodes pour
les extrémités de la poutre encastrée-encastrée. Pour la partie centrale, la polarisation des
électrodes doit être inversée pour respecter la déformée du mode principal de la poutre.
Suivant la géométrie de la poutre, le coefficient de conversion piézoélectrique peut varier,
une estimation de sa valeur en fonction des paramètres géométriques est nécessaire. Nous
introduirons le cas échéant un coefficient correctif acorr qui rend compte de l’efficacité du
système des électrodes pour la configuration simplifiée. Pour ces électrodes d’excitation
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et de détection de la poutre en quartz, l’efficacité peut-être jusqu’à quatre fois moins
importante (acorr = 1/4) que la configuration idéale [73].

X

Z

Configuration
idéale mais irréaliste

Configuration
optimale

Configuration 
simplifiée

Champ électrique

Disposition 

des électrodes

Figure 2.10 – Configurations d’électrodes pour la détection et l’excitation de la flexion
pour le quartz (poutre vue en section).

Calcul du coefficient de conversion piézoélectrique en fonction des paramètres
géométriques de la poutre

La conversion piézoélectrique est modélisée par un un coefficient piézoélectrique qui
s’exprime en N/V pour l’effet inverse et en C/m pour l’effet direct. Les deux effets étant
indissociables, les coefficients associés sont ainsi égaux. Les équations constitutives de la
piézoélectricité (équation 2.61) relient le déplacement électrique D (en C/m2), le champ
électrique E (en V/m), la déformation S (sans unité) de la poutre et les contraintes T (en
N/m2) à travers les coefficients élastiques c (en N/m2) et piézoélectriques et (en C/m2)
ainsi que la permittivité électrique εS (en F/m) du matériau [74].


T = cES − etE

D = εSE + eS

(2.61)

Les calculs suivants sont effectués pour la position idéale des électrodes auxquelles on
appliquera le coefficient correctionnel acorr.

La densité surfacique de charges σ sur une électrode est donnée par l’équation 2.62
dans laquelle e12 est la constante piézoélectrique du quartz qui couple le champ E1 à la
déformation S2.

σ = e12S2 (2.62)

La figure 2.11 montre la disposition des électrodes pour la configuration simplifiée sur
la poutre vibrante. Sur chaque segment, on calcule la quantité de charge collectée sur la
surface des électrodes.

Pour cela, on utilise la figure 2.9 pour une disposition des électrodes idéales. Pour le
segment 1, on déduit de l’équation 2.62 la quantité de charge sur l’électrode de longueur
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Figure 2.11 – Disposition des électrodes pour la configuration simplifiée d’une poutre
bi-encastrée pour l’excitation et la détection du mode principal.

L/4 et de hauteur h :

Q =
∫ ∫

σ =
∫ L/4

0

∫ h/2

−h/2
e12S2∂y∂z (2.63)

La déformation S2 s’exprime en fonction du déplacement U2 selon l’équation 2.64 :

S2 = ∂U2

∂y
(2.64)

En utilisant les hypothèses de Bernoulli de la poutre en flexion sur le déplacement U
[75], on a l’équation 2.65 suivante :

U2 = −x∂U1

∂y
(2.65)

Avec l’équation A.6 et l’équation A.7, on obtient le déplacement selon l’axe y en
fonction du déplacement X = u

(
L

2

)
au milieu de la poutre :

u(y) = U1(y) = −4X
L2

(
4y3

L
− 3y2

)
(2.66)

d’où U2(y) = x
4X
L2

(
12y2

L
− 6y

)
(2.67)

Ainsi, on obtient l’équation 2.68 pour la quantité de charge reçue par la première
électrode du segment 1 :

Qa = e12
3Xeh

2L (2.68)

De la même manière, la quantité de charge de l’électrode sur la face opposée du premier
segment s’exprime par l’équation 2.69 suivante :

Qb = e12
3Xeh

2L (2.69)

La quantité de charge collectée sur les deux électrodes du segment 1 vaut :

Q1 = Qa +Qb = e12
3Xeh
L

(2.70)
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Par le même calcul, on trouve la charge reçue par le segment 2 vaut :

Q2 = e12
6Xeh
L

(2.71)

Par symétrie avec le segment 1, la charge reçue par le segment 3 est la même que pour
le segment 1. On obtient ainsi la charge totale collectée par le système d’électrodes :

Q = Q1 +Q2 +Q3 = e12
12Xeh
L

(2.72)

Pour exprimer la conversion du déplacement en charge, on écrit Q = nxX, on en déduit
la valeur du coefficient de conversion piézoélectrique nx (équation 2.74) en fonction des
paramètres géométriques du résonateur :

nx = e12
12eh
L

(2.73)

Et finalement en appliquant le coefficient correctif acorr obtenu par les mesures [73],
on obtient :

ncx = e12
3eh
L

(2.74)

Ce coefficient de conversion piézoélectrique s’exprime en C/m pour la détection et en
N/V pour l’excitation et est égal dans les deux cas. La modélisation de la transduction
piézoélectrique en fonction des paramètres géométriques du résonateur est ainsi possible.

Un second principe de transduction basé sur des matériaux semi-conducteurs comme
le silicium est aussi utilisable pour la détection et l’excitation d’un résonateur MEMS, il
s’agit de la transduction électrostatique présentée ci-dessous.

2.3.2 Développement du modèle pour la transduction électro-
statique

Comme pour la transduction piézoélectrique, la transduction électrostatique est basée
sur un principe réversible. Elle est utilisée à la fois pour l’excitation du MEMS vibrant et
pour la détection du déplacement de la poutre du MEMS. Après avoir présenté le principe
de cette transduction, le développement du modèle portera d’abord sur l’excitation d’un
résonateur MEMS vibrant puis sur sa détection.

Principe de la transduction électrostatique.

Dans le cas de l’excitation, une force est nécessaire pour mettre en vibration le réso-
nateur MEMS. La transduction électrostatique permet de créer une force électrostatique
provenant d’une différence de potentiel appliquée à deux électrodes. Dans le cas où une
électrode est fixe, la seconde se déplace sous l’effet de cette force. Cet effet est présenté
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sur la figure 2.12.

Partie fixe
ou encastrement

Électrode mobile

Électrode fixeg0 g0 -x

Félec 
a

b

V0

V1

Figure 2.12 – Principe de la transduction électrostatique.

Ce schéma représente deux électrodes polarisées au potentiel V0 et V1. Ces électrodes
ont pour dimensions a en largeur et b en longueur afin d’obtenir une surface S = ab. Elles
sont séparées par un milieu diélectrique d’épaisseur g0 qui sera appelé le gap dans notre
étude sur les résonateurs MEMS vibrants. Dans cette configuration, la force électrostatique
s’exprime suivant l’équation 2.75.

Felec = 1
2ε0εrU

2ab

g2
0

(2.75)

Avec ε0 la permittivité du vide, εr la permittivité relative et U la différence de potentiel
entre les deux électrodes (V1 − V0).

Selon le même principe, ce dispositif peut permettre la détection de vibrations grâce
au courant i(t) qui traverse la capacité mobile (équation 2.76) :

i(t) = d(C(t)U(t))
dt (2.76)

Avec C(t) qui représente la capacité des deux électrodes parallèles et, en négligeant
les effets de bords, qui s’exprime par l’équation 2.77 :

C(t) = ε0εr
ab

g(t) (2.77)

La valeur maximale du déplacement statique de l’électrode mobile est limitée par
le phénomène de tension de collage appelée pull-in. Le pull-in correspond à la tension
maximale avant que les deux électrodes rentrent en contact. Ce phénomène se produit
lorsque l’armature mobile suspendue se déplace de plus d’un tier de la valeur initiale du
gap g0. La tension de pull-in Vp pour un condensateur plan est exprimée par l’équation 2.78
suivante [76] :

Vp =
√

8Karg3
0

27ε0εrab
(2.78)
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où Kar représente la raideur de l’armature mobile. Cette équation permet d’estimer la
tension maximale à appliquer pour éviter une détérioration du résonateur MEMS vibrant.

L’étude qui suit porte sur la configuration des électrodes pour l’excitation du résona-
teur et sur celle de la détection.

Excitation électrostatique d’un résonateur MEMS vibrant.

L’excitation électrostatique utilise aussi une électrode pour créer une force sur la
poutre. Cette fois-ci une tension alternative v = v0 cos(ωt) est superposée à une ten-
sion continue pour exciter le mode principal de la poutre. La présence de cette tension
continue permet d’augmenter l’amplitude de la force d’excitation et de pouvoir éventuel-
lement la contrôler. Pour le calcul de cette force, la déformée de la poutre est prise en
compte. L’expression générale de la déformée Xn(y) d’une poutre de longueur L encastrée
à ses deux extrémités est exprimée par l’équation 1.11 [77].

Pour le mode principal de résonance, les valeurs α1L et a1

b1
sont données par l’équa-

tion 1.8 et l’équation 1.9. La valeur b1 est calculée en normalisant le mode 1 au maximum
de vibration (milieu de poutre). Pour cela, on résout X1(L2 ) = 1 et on trouve b1 = 0.61865.

La force électrostatique s’exprime par l’équation 2.79 suivante :

Fexci = X1(y)1
2ε0εr(Uexci + v)2 ab

(g0 −Xcx)2 (2.79)

X1(y) correspond à l’efficacité de la force créée par l’électrode, centrée sur la position
y de la poutre et Xc correspond à la déformée moyenne le long de cette électrode de
longueur c présentée sur la figure 2.13. Elle s’exprime par l’expression suivant ci-dessous :

Xc = 1
c

∫ y+c
2

y−c
2

X1(y)dy (2.80)

En développant cette force électrostatique d’excitation, trois composantes apparaissent :

Fexci = X1(y)ε0εrab
4(g0 −Xcx)2 (2U2

exci + v2
0) + X1(y)ε0εrab

(g0 −Xcx)2Uexciv0 cos(ωt) + X1(y)ε0εrab
4(g0 −Xcx)2v

2
0 cos(2ωt)

(2.81)

Dans l’équation 2.81, le premier terme correspond à une force statique, le deuxième
terme à la force d’excitation proportionnelle à la tension Uexci et le dernier terme repré-
sente une force de fréquence double par rapport à la fréquence de résonance. La première
et la dernière composantes, néfaste au bon fonctionnement du résonateur, peuvent être
compensées en disposant une électrode de l’autre coté de la poutre vibrante et en appli-
quant une tension opposée −v comme indiqué sur la figure 2.13.

On pose Xb = 1
b

∫ L+b
2

L−b
2

X1(y)dy la déformée moyenne le long de l’électrode b. (2.82)
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Déformée de la poutre
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Electrodes de détection
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Figure 2.13 – Schéma de la poutre vibrante avec les électrodes d’excitation et de détec-
tion.

Et UNL la tension entre la poutre et l’électrode b de détection. on sait que Xc << Xb et
si Uexci << UNL, les termes non linéaires peuvent être ignorés et ainsi, la nouvelle force
d’excitation appliquée à la poutre s’écrit :

Fexci ≈
2X1(y)ε0εrab

g2
0

Uexciv0 cos(ωt) (2.83)

Détection électrostatique d’un résonateur MEMS vibrant.

La détection électrostatique utilise la variation de la capacité entre l’électrode fixe et
la poutre vibrante. La valeur du courant i(t) qui traverse cette capacité a été exprimé
dans l’équation 2.86. On obtient ainsi l’équation suivante :

i(t) = C(t)∂U(t)
∂t

+ U(t)∂C(t)
∂t

(2.84)

Avec :

C(t) = ε0εr
ab

g0 − x(t) (2.85)

On utilise ici l’électrode centrale, et on prend l’hypothèse que U(t) ne dépend pas du
temps ainsi, en développant C(t) en série de Taylor et en ne considérant que les termes
d’ordre zéro, on réduit l’expression de i(t) :

i(t) = ε0εrabUNL
g2

0

∂x(t)
∂t

(2.86)

Cette expression est uniquement valable pour une électrode positionnée au milieu de
la poutre.

2.3.3 Développement du modèle pour la transduction optique

Le troisième principe de transduction étudié est basé sur l’optique. La transduction
optique peut servir à la fois pour l’excitation d’un micro-résonateur et pour sa détection.
L’étude théorique portera sur un unique principe d’actionnement qui s’effectue par pres-
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sion de radiation. Pour la détection optique du mouvement du résonateur, deux principes
différents seront développés. Ils portent sur une détection de la variation de la puissance
lumineuse d’un faisceau via une photodiode. La puissance lumineuse varie par l’obscu-
ration du faisceau (knife-edge), ou par la variation de largeur d’une cavité Fabry-Pérot
(interférométrie).

Excitation optique d’un résonateur MEMS vibrant par pression de radiation.

La pression de radiation est la pression exercée sur une surface exposée à un rayonne-
ment électromagnétique. Lors de la réflexion d’un photon sur la surface, il y a un transfert
d’impulsion énergétique. Les forces générées par pression de radiation sont généralement
très faibles mais peuvent servir à actionner un micro-résonateur vibrant. La possibilité
d’actionner optiquement par pression de radiation des micro-poutres a été démontrée
expérimentalement par l’Université de Constance [78] et plus récemment en 2006 par
l’Institut Technologique de Californie [79].

La force exercée sur une surface par pression de radiation peut-être exprimée en fonc-
tion de la puissance du faisceau incident [80]. La figure 2.14 montre une onde plane de
longueur d’onde Λ qui vient créer une pression de radiation sur une surface diélectrique
avec un angle d’incidence θ.

ΔW

∂A

cΔt

βα

RI

T

Diélectrique

θ

Flux incident Flux réfléchi

Interface supérieure

Interface inférieure

Flux transmis

∂A ΔW sont des surfaceset

Figure 2.14 – Interaction optique par pression de radiation.

L’équation 2.87 représente la quantité de mouvement g par unité de volume du champ
électromagnétique :

g = S

ν2 (2.87)

où S est le vecteur Poynting représentant le flux d’énergie (puissance par unité de
surface), ν représente la vitesse de l’onde dans le diélectrique et c la vitesse de la lumière
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dans le vide. L’onde incidente est contenue dans un cylindre de section ∂A = ∆W cos(θ)
et de longueur c∆t (figure 2.14). Le volume de ce cylindre est ∆τ = c∆t∆W cos(θ).

La pression de radiation associée au champ utile est la composante normale à la surface.
La quantité de mouvement de l’énergie incidente s’exprime alors par l’équation 2.88.

GI = gI cos(θ)∆τ = SI∆t∆W cos2(θ)
c

(2.88)

Et la quantité de mouvement de l’énergie refléchie GR et transmise GT s’exprime par
l’équation 2.90.

GR = gR cos(θ)∆τ = SR∆t∆W cos2(θ)
c

(2.89)

GT = gT cos(θ)∆τ = ST∆t∆W cos2(θ)
c

(2.90)

où gR, gT représentent respectivement la quantité de mouvement par unité de volume
de l’onde réfléchie et transmise et SR, ST respectivement le flux d’énergie de ces même
ondes. De plus, on appelleGα etGβ les quantités de mouvement des ondes planes présentes
dans le diélectrique.

En focalisant la source laser sur la hauteur de la poutre en son milieu et en considérant
la conservation de la quantité de mouvement au niveau des interfaces matérielles, la
quantité de mouvement reçue par l’interface supérieure peut s’écrire selon l’équation 2.91 :

∆G1 = GI +GR −Gα −Gβ (2.91)

Et la quantité de mouvement reçue par l’interface inférieure s’écrit :

∆G2 = Gα +Gβ −GT (2.92)

La pression de radiation s’exerçant sur une surface matérielle peut s’écrire :

Prad = F

∆W = ∆G
∆t∆W (2.93)

Et sur ce diélectrique s’exprime comme la somme de P1 + P2, on obtient ainsi l’équa-
tion 2.95 :

Prad = ∆G1 + ∆G2

∆t∆W = GI +GR −GT

∆t∆W (2.94)

Prad = (SI + SR − ST )cos2(θ)
c

(2.95)

En normalisant la densité de puissance où R représente la réflectivité et T la trans-
mittance selon l’équation 2.96, on a :

R = SR
SI

et T = ST
SI

(2.96)
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Le diélectrique n’engendrant aucune absorption sur les photons, T+R = 1. On obtient
au final l’équation 2.97 comme la pression s’exerçant sur le diélectrique.

Prad = 2RSI
c

cos2(θ) (2.97)

Cette équation permet de connaitre la force exercée sur une micro-poutre en connais-
sant la puissance du faisceau incident et le coefficient de réflectivité du matériau. La
détection du mouvement peut se faire dans un premier temps par la méthode "‘knife-
edge"’.

Détection optique d’un résonateur MEMS vibrant par obscuration du faisceau.

Le principe de fonctionnement de la détection par obscuration du faisceau est détaillé
sur la figure 2.15. Le courant issu de la photodiode intègre la partie du faisceau lumineux
non caché par la poutre, il est donc dépendant du déplacement de la poutre.

Photodiode

Poutre

Faisceau Gaussien

P
h

o
to

d
io

d
e

Poutre

position x

intensité [W/m2 ]

Direction des vibrations

Figure 2.15 – Détection par obscuration du faisceau.

La distribution de l’intensité moyenne temporelle d’un faisceau gaussien est notée
I(x, y, z). Cette distribution appelée irradiance quantifie la puissance d’un signal électro-
magnétique par unité de surface. Elle s’exprime par l’équation 2.98 suivante :

I(x, y, z) = I0

(
ω0

ω(z)

)2

exp
(
−2x

2 + y2

ω2(z)

)
(2.98)

I0 est l’intensité au centre du faisceau, ω0 est la largeur minimale du faisceau à son
origine (ou waist) et ω(z) la largeur du faisceau à une distance z de l’origine. La figure 2.16
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présente la position initiale de la poutre. Suivant la valeur de X, c’est à dire la position
de la poutre, la puissance du faisceau est plus ou moins transmise.

X

x

y

x

y

Puissance 
transmise

Puissance 
transmise

Figure 2.16 – Puissance transmise à la photodiode suivant la position X de la poutre.

La puissance totale du faisceau est notée Ptot, elle se calcule à partir de l’équation 2.99.

Ptot =
∫ ∞
−∞

dx
∫ ∞
−∞

dyI(x, y, z) (2.99)

En remplaçant l’irradiance I(x, y, z) par l’expression de l’équation 2.98, on obtient :

Ptot = I0

(
ω0

ω(z)

)2
∫ ∞
−∞

exp
(
−2 x2

ω2(z)

)
dx

∫ ∞
−∞

exp
(
−2 y2

ω2(z)

)
dy (2.100)

Par identification, on retrouve le calcul d’intégrale de l’équation 2.101 :
∫ ∞
−∞

exp(−at2)dt =
√
π

a
(2.101)

La puissance totale du faisceau peut alors être simplifiée et vaut :

Ptot = π

2ω
2
0I0 (2.102)

Ensuite, on calcule la puissance du faisceau reçue par la photodiode en fonction de la
position X de la poutre. Pour cela, on néglige des effets de bords éventuels et la poutre a
une réflectivité totale. Cette puissance est notée P (X) et se calcule avec l’équation 2.103.

P (X) =
∫ ∞
X

dx
∫ ∞
−∞

dyI(x, y, z) (2.103)

Avec l’équation 2.98 de l’irradiance et l’équation 2.102 de la puissance totale du fais-
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ceau, on obtient la puissance P (X) :

P (X) = 2Ptot
πω2(z)

∫ ∞
X

dx

∫ ∞
−∞

exp
(
−2x

2 + y2

ω2(z)

)
dy (2.104)

P (X) = Ptot
ω(z)

√
2
π

∫ ∞
X

exp
(
−2 x2

ω2(z)

)
dx (2.105)

On effectue le changement de variable suivant :

t = 2x
ω(z)

dt = 2
ω(z)dx

(2.106)

On obtient alors pour la puissance P (X) du faisceau :

P (X) = Ptot
ω(z)

√
2
π

ω(z)√
2

∫ ∞
√

2X
ω(z)

exp(−t2)dt (2.107)

La fonction d’erreur complémentaire notée erfc est défine par :

erfc(a) = 1− erf(a) = 2√
π

∫ ∞
a

exp(−t2)dt (2.108)

En remplaçant cette fonction dans l’équation 2.107 on en déduit la puissance P (X)
du faisceau :

P (X) = Ptot
2

[
1− erf

(√
2X

ω(z)

)]
(2.109)

Après un développement en série de Taylor de l’équation 2.109 au voisinage deX, on en
déduit finalement la puissance P (X) reçue par la photodiode en fonction du déplacement
de la poutre :

P (X) = P0

2 + P0
√

2
ω(z)
√
π
X + 2P0

√
2

3ω3(z)
√
π
X3 (2.110)

Avec P0 = Ptot. En connaissant la puissance totale du faisceau gaussien et sa largeur
au niveau de la poutre, il est ainsi possible de détecter le déplacement X de cette micro-
poutre à l’aide d’une photodiode. La deuxième méthode pour la détection optique de la
vibration d’une micro-poutre se fait par interférométrie.
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Détection optique d’un résonateur MEMS vibrant par interférométrie.

La détection optique des vibrations d’une micro-poutre peut se faire à l’aide d’un
interféromètre Fabry-Pérot. La figure 2.17 présente ce mode de détection où un faisceau
lumineux éclaire une cavité Fabry-Pérot composé de deux miroirs de Bragg sur les bras
d’un diapason encastré-encastré. Ce principe de détection a été détaillé dans la thèse de
Maurine Malak [81].

Faisceau
 incident

Miroirs de Bragg
Cavité 

Fabry-Pérot

d

θ

Figure 2.17 – Fonctionnement de la détection des vibrations d’un micro-résonateur de
type diapason par interférométrie.

Cette cavité ainsi que le réseau de Bragg peuvent être obtenus par le biais d’un micro-
usinage du Silicium. La figure 2.18 présente le rayon lumineux d’une source lumineuse
monochromatique et la cavité Fabry-Pérot Les dimensions et les angles sont inscrits sur
cette même figure.

Pour cette étude, le rayon incident entre dans la cavité d’indice de réfraction n avec
un angle θ0. Dans un premier temps, il faut calculer le déphasage ∆φ entre deux rayons
successifs. Notons ζ la différence de marche entre un rayon qui sort et un autre rayon qui
est réfléchi une fois de plus. Le second rayon parcourt en plus la distance AB+BC−AD.

ζ = n(AB +BC)− n0AD = nd

cos(θ) + nd

cos(θ) − n02d tan(θ) sin(θ0) (2.111)

En utilisant les lois de Snell-Descartes n0 sin(θ0) = n sin(θ), on en déduit :

ζ = 2nd
cos(θ) − 2nd sin(θ) tan(θ) = 2nd cos(θ) (2.112)

Pour une longueur d’onde λ du faisceau lumineux, le déphasage ∆φ vaut :

∆φ = 4πnd cos(θ)
λ

(2.113)
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Figure 2.18 – Fonctionnement de la détection des vibration d’un micro-résonateur par
interférométrie.

La phase du (n+1)-ième rayon est :

φn+1 = φn + ∆φ = φ1 + n∆φ (2.114)

On relie l’intensité lumineuse d’un rayon I par son amplitude vibratoire s au carré
selon l’équation 2.115.

I = |s|2 = s̄ (2.115)

Lorsqu’un rayon subit une réflexion son intensité est diminuée d’un facteur R (réflec-
tivité), donc son amplitude est atténuée d’un facteur

√
R à chaque réflexion. En notant

s0 l’amplitude complexe du rayon incident, s1 l’amplitude complexe du premier rayon
qui sort de la cavité, on peut en déduire l’amplitude complexe du (n+1)-ième rayon. Ce
(n+1)-ième rayon a subi deux réflexions de plus que le premier rayon :

sn+1 = s1(Rej∆φ)n (2.116)

De plus, le premier rayon qui sort de la cavité a subi deux réfractions de plus par
rapport au rayon incident r0, chaque réfraction multipliant l’intensité lumineuse par 1−R.

s1 = (1−R)s0 (2.117)

En faisant converger tous les rayons lumineux sur la photodiode, l’amplitude de cette
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onde s est la somme des contributions de chaque rayon :

s =
∞∑
n=1

sn = s1 lim
n→∞

1− (Rej∆φ)m
1−Rej∆φ = s1

1
1−Rej∆φ (2.118)

En utilisant l’équation 2.115 de l’intensité lumineuse et l’équation 2.117 de l’expression
du premier rayon en fonction du rayon incident, l’intensité lumineuse Iphd reçue par la
photodiode devient :

Iphd = ss̄ = I0
(1−R)2

1 +R2 − 2R cos ∆φ = I0
(1−R)2

1 +R2 − 2R(1− 2 sin2(∆φ
2 )

(2.119)

Et finalement, on obtient l’intensité lumineuse Iphd en fonction de l’intensité lumineuse
initiale I0 et du déplacement relative d entre les deux lames d’un diapason (figure 2.18) :

Iphd = I0
1

1 + 4R
(1−R)2 sin2

(
2πnd cos(θ)

λ

) (2.120)

Les miroirs de Bragg situés sur les deux branches du diapason servent à améliorer la
réflectivité R de la cavité Fabry-Pérot. La figure 2.19 présente la courbe de l’intensisté
transmise à la photodiode par rapport au déplacement x d’une branche du diapason.
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Figure 2.19 – Variation de l’intensité transmise en fonction de la taille de la cavité
Fabry-Pérot.

Le point de fonctionnement se situe soit sur le flanc positif, soit sur le flanc négatif
localisé de part et d’autre d’un pic de résonance optique. Une vibration du résonateur se
traduira par une variation de la longueur de la cavité. Ainsi, cela entrainera la variation
de la puissance optique transmise par la cavité et détectée par une photodiode. Cette
variation suivra par conséquence le rythme des vibrations mécaniques. L’effet de la vi-
bration est plus amplifié lorsque le facteur de qualité optique est élevé. Cependant cela
réduit la plage de vibration utile. Si l’on place le point de fonctionnement au sommet du
pic optique, on obtiendra une fréquence double en réponse au niveau de la photodiode
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comme présenté sur la figure 2.20.

Plage de vibration 
utile

Fréquence 
double

Point initial de fonctionnement

Figure 2.20 – Influence de la position du point de fonctionnement pour la détection par
interférométrie.

La plage de fonctionnement peut être adaptée au résonateur en jouant sur l’indice de
réfraction (caractéristique du matériau) et la longueur d’onde de la source lumineuse.
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Type de transduction Actionnement (Force en N) Détection (Courant en A)

Piézoélectrique F = acorre12
12eh
L

Vx i = acorre12
12eh
L

ẋ

Electrostatique F = 2X1(y)ε0εrab
g2

0
UexciVx i = ε0εrab

g2
0

UNLẋ

Optique F = 2RT1

c
cos2(θ)Vx iobs = T2P0

(
1
2 +

√
2

ω(z)
√
π
x+ 2

√
2

3ω3(z)
√
π
x3
)

iinterf = T2P0

1 + 4R
(1−R)2 sin2

(
2πn(d0 − 2x) cos(θ)

λ

)

Table 2.1 – Equations sur l’actionnement et la détection d’une poutre encastrée-encastrée pour différents types de transduction.

T1 représente le coefficient de conversion entre la puissance du laser et sa tension en W.V −1 et T2 est la réceptivité de la photodiode en
A.W−1.
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Conclusion sur les méthodes d’actionnement et de détection optique

Ces méthodes d’actionnement et de détection optique permettent de supprimer les
électrodes déposées sur la structure vibrante afin de limiter l’amortissement mécanique
et ainsi obtenir un meilleur facteur de qualité. Cependant, la fabrication est plus com-
plexe pour intégrer les réseaux de Bragg. Ces modèles permettent de comparer ce mode
de transduction aux modes plus courants que sont la piézoélectricité et la transduction
électrostatique. Le tableau 2.1 suivant présente le récapitulatif des équations liées à l’ac-
tionnement ou la détection d’une poutre vibrante encastrée-encastrée pour ces différents
types de transduction. Avant la comparaison de ces types de transduction et afin de valider
les modèles développés dans ce chapitre, une étude expérimentale est effectuée sur deux
types de cellules : l’une piézoélectrique (cellule VIA) et l’autre électrostatique (cellule
Aladin).

2.4 Conclusion sur le développement des modèles com-
portementaux

Une étude théorique a été effectuée pour modéliser le comportement multiphysique
d’un micro-résonateur de type poutre vibrant en flexion. Le comportement mécanique, le
bruit mécanique et les non-linérités mécaniques du résonateur ont été exprimés tout en
utilisant uniquement les paramètres géométriques (e, h et L) et les paramètres matériau.
Le type de transduction pouvant être piézoélectrique, électrostatique ou optique a aussi
été étudié et mis en équation.
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Dans ce chapitre, nous allons valider d’une part les modèles développés et d’autre
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3.1 Présentation des cellules de test

Dans le chapitre 2, des modèles comportementaux pour l’étude d’un oscillateur de
type MEMS ont été développés. Afin de valider cette modélisation ainsi que l’outil de
simulation, deux cellules de test disponibles au laboratoire sont caractérisées et comparées
aux simulations Cadence. Ces deux cellules sont distinctes par leur type de transduction.
L’une étant piézoélectrique, constitue l’élément central d’un micro-accéléromètre vibrant
(cellules VIA). Et la seconde étant électrostatique, développée dans le but de pouvoir
comparer deux types d’actionnement et de détection : optique et éléctrostatique dans le
cadre d’un projet de recherche (cellules Aladin) [82] [83]. La mise en place d’un banc de
caractérisation de la transduction optique du micro-résonateur est actuellement encore en
cours, la validation expérimentale de ce type de transduction n’a donc pas été possible
dans le cadre de ce travail de thèse.

3.1.1 Résonateur à transduction piézoélectrique : cellules VIA

Architecture de la cellule

La partie active de la cellule VIA est composée d’une lame vibrante en flexion, d’une
masse d’épreuve servant à la mesure accélérométrique et de deux articulations. Cette
partie active est reliée au support par le biais d’un cadre de découplage servant à isoler
efficacement les vibrations utiles de la lame vibrante. Cette architecture est visible sur la
figure 3.1. Ces cellules sont réalisées par le biais d’étapes de photolithographie et d’usinage
chimique sur des wafers de quartz métallisés.

Articulation

Articulation

Pédoncule bas

Pédoncule haut

Lame vibrante

Masse d’épreuve

Cadre de découplage

Zones de fixation

Zones de fixation

Axe sensible

Figure 3.1 – Architecture de la cellule VIA

Les dimensions de la cellule attendues après usinage sont les suivantes. Le diamètre
des cellules VIA est de 6mm et l’épaisseur du quartz est de 400µm. La lame vibrante
est une poutre ayant une épaisseur vibrante e de 54µm, une hauteur h de 30µm et une
longueur L de 2.26mm. Ces dimensions sont présentées dans le tableau 3.1.



3.1. PRÉSENTATION DES CELLULES DE TEST 81

Dimensions de la poutre VIA

Épaisseur vibrante (µm) 54
Hauteur (µm) 30
Longueur (mm) 2.26

Table 3.1 – Dimensions de la poutre vibrante d’un VIA.

L’actionnement et la détection de la vibration de la poutre est possible grâce à la
transduction piézoélectrique.

Configuration des électrodes sur la cellule

Le quartz étant un matériau piézoélectrique, la poutre vibrante est mise en vibration
grâce à l’effet piézoélectrique. Pour cela, des électrodes sont déposées sur le quartz au
niveau de la poutre pour pouvoir créer des contraintes par le biais d’un champ électrique
et récupérer des charges proportionnelles au déplacement de la poutre.

La disposition de ces électrodes pour le VIA est présentée sur la figure 3.2. Cette
configuration a été vu dans la partie 2.3.1 sur la figure 2.10 et a été nommée "‘Configuration
simplifiée"’.

X

Y Electrodes au potentiel +
Electrodes au potentiel -

Figure 3.2 – Schéma de la disposition des électrodes sur la cellule VIA

3.1.2 Résonateur à transduction électrostatique : cellules Aladin

Architecture de la cellule

Dans le cadre du projet ALADIN, des micro-résonateurs ont été réalisés en vue de
l’étude de leur actionnement et de leur détection par voie optique. La finalité de ce projet
est de réaliser des capteurs MEMS vibrants à hautes performances en silicium. La trans-
duction optique permet d’obtenir des coefficients de qualité ayant des valeurs ultimes,
en évitant un amortissement mécanique du résonateur à cause des électrodes situées à
proximité de la poutre vibrante. Ces résonateurs sont aussi conçus avec des plots d’ac-
tionnement et de détection pour une transduction électrostatique dans le but de pouvoir
caractériser séparément l’actionnement et la détection optique.

Ces résonateurs sont des diapasons, ce qui permet de confiner l’énergie vibratoire dans
les lames sans utiliser un cadre de découplage. Le résonateur étudié est réalisé sur un
substrat SOI (silicon on insulator) et sa géométrie est un diapason encastré-encastré.
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L’épaisseur vibrante e du silicium est de 8µm, la longueur L d’une poutre du diapason
est de 1, 32mm et une hauteur de h de 100µm. Ces dimensions sont présentées dans le
tableau 3.2.

Dimensions de la poutre Aladin

Épaisseur vibrante (µm) 8
Hauteur (µm) 100
Longueur (mm) 1.32

Table 3.2 – Dimensions de la poutre vibrante d’une cellule Aladin.

La cellule comporte huit électrodes de part et d’autre du diapason pour l’excitation et
la détection électrostatique. De plus, une cavité Fabry-Pérot composée de miroirs de Bragg
est située sur les bras du diapason pour étudier le principe de détection des vibrations
par interférométrie. Ces électrodes et les miroirs de Bragg sont visibles sur la figure 3.3.

Electrodes pour excitation 
et détection électrostatique

Miroirs de Bragg

Figure 3.3 – Photos du diapason Aladin encastré-encastré

Le schéma descriptif de cette cellule est visible sur la figure 3.4. La gravure de l’oxyde
de silicium a permis de libérer le diapason et de former des électrodes sur des îlots isolés
électriquement pour pouvoir actionner et détecter les vibrations du résonateur. Des photos
effectuées avec un microscope électronique à balayage sont présentées sur la figure 3.5.

Dans notre étude expérimentale, l’excitation et la détection de la vibration du diapason
est effectuée uniquement grâce à la transduction électrostatique. En effet, le banc de
caractérisation optique est en cours de construction.

Configuration électrostatique de la cellule

Le silicium étant un semi-conducteur, le diapason peut être mis en vibration grâce à
l’effet électrostatique. Quatre plots de polarisation se situent aux extrémités de la structure
pour permettre la polarisation du diapason en silicium. Quatre ilots ont été intégrés de
part et d’autre du résonateur afin d’obtenir une différence de potentiel entre la poutre
du diapason mobile et ces électrodes. Ces mêmes électrodes permettent de recevoir les
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Electrodes de polarisation du diapason

Diapason

10μm

10μm

10μm
500μm

360μm

700μm

(a) Vue de dessus de la cellule Aladin
Diapason Electrode Silicium

Oxyde de silicium

(b) Coupe de la cellule Aladin

Figure 3.4 – Schéma descriptif de la cellule Aladin en vue de dessus et en coupe.

charges lors du mouvement de la poutre. Le schéma de la disposition des électrodes de la
cellule Aladin est présenté sur la figure 3.4.

Ces deux cellules (VIA et Aladin) sont utilisées pour valider les modèles développés
(chapitre 2) pour le résonateur mécanique et les transductions piézoélectriques et électro-
statique, en confrontant les simulations aux mesures expérimentales.

3.2 Confrontation du modèle théorique avec l’expé-
rience dans le cas du résonateur Aladin

Après la mise en place du dispositif pour effectuer des mesures électriques sur la
cellule Aladin, une caractérisation de la cellule est effectuée : identification de ses modes
de résonance, mesure de ses paramètres motionnels et de l’effet des non-linéarités. L’étude
expérimentale est ensuite comparée aux simulations comportementales effectués à l’aide
du logiciel CADENCE. Les valeurs des coefficients matériau utilisées pour les calculs ou
la simulation sont ceux du silicium que l’on retrouve dans le tableau 3.3 suivant :

Propriétés du Silicium Symbole Unité Valeur
Masse volumique ρ kg.m−3 2330

Chaleur spécifique à pression constante Cp J.kg−1.K−1 700
Coefficient de dilatation thermique α K−1 2, 6.10−6

Module d’Young E N.m−2 1, 68.1011

Conductibilité thermique κ W.m−1.K−1 148

Table 3.3 – Valeurs des coefficients pour le silicium.
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Figure 3.5 – Photos avec un microscope électronique à balayage de la cellule Aladin

3.2.1 Mise en place de la mesure expérimentale

Développement du banc de mesure pour la caractérisation de la cellule

Après la fabrication, la cellule Aladin est collée sur un support pour pouvoir effectuer
un bonding. Ce bonding permet de relier électriquement les plots d’actionnement et de
détection de part et d’autre de la poutre vibrante. La capacité inter-électrode parasite
est annulée à l’aide d’un amplificateur inverseur suivi d’une capacité. L’amplificateur de
charges en sortie du résonateur permet d’obtenir une tension proportionnelle au déplace-
ment de la poutre. Le schéma électrique de la mesure est présenté sur la figure 3.6. Le
signal de sortie étant de très faible amplitude (quelques mV maximum), on utilise un am-
plificateur à détection synchrone qui permet d’extraire le signal porté par une fréquence
d’un environnement bruité. Cet appareil permet à la fois d’injecter le signal d’excitation
au résonateur et de détecter ses vibrations par le biais de la variation de capacité entre
l’électrode de détection et la poutre vibrante.

Disposition des potentiels électriques sur les plots d’actionnement et de dé-
tection

La poutre et le substrat sous l’oxyde de silicium sont polarisés au même potentiel
par le biais des quatre plots de part et d’autre du diapason. La force électrostatique
étant proportionnelle à une différence de potentiels, on envoie le signal d’actionnement
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Figure 3.6 – Schéma électrique de la mesure en boucle ouverte de la cellule Aladin.

sinusoïdal sur un îlot. Ce potentiel a pour but de mettre en vibration une branche du
diapason et a fortiori le diapason entier. Une autre électrode est reliée à l’amplificateur de
charges (massse virtuelle) pour détecter la variation de capacité entre cette électrode et
la branche mobile du diapason. Les deux autres électrodes disposées autour de la seconde
branche du diapason sont au même potentiel que la poutre pour obtenir une force statique
nulle. Cette configuration de polarisation des électrodes est représentée sur la figure 3.7.

On utilise l’amplificateur à détection synchrone pour trouver dans un premier temps
les principaux modes de résonance.

Détection des différents modes de résonance

Une simulation par éléments finis de la structure vibrante peut être effectuée. Elle per-
met d’obtenir tous les modes de résonance du diapason. En effet, pour une telle structure
il existe une infinité de modes plus ou moins importants. Pour effectuer cette simulation,
la structure est maillée en respectant ses dimensions, puis les paramètres du matériau
utilisé sont ajoutés. La simulation modale permet de trouver la fréquence de chaque mode
ainsi que de visualiser la déformée. Cette simulation modale a été effectué sous le logiciel
ANSYS. Le tableau 3.4 présente ces différents modes de résonance.

Le mode 3 est le mode important de notre étude. Il s’agit du mode diapason pour lequel
les deux branches du diapason vibrent en opposition de phase. Ce mode est intéressant
car il permet de confiner l’énergie vibratoire dans les lames et ainsi obtenir un facteur de
qualité élevé.

Lors de la première mesure effectuée sous vide, un large balayage fréquentiel est effectué
pour détecter les différents modes de résonance avec l’amplificateur à détection synchrone.
Les données sont ensuite collectées grâce au logiciel Labview qui permet de piloter cet
amplificateur. Le résultat de cette mesure est visible sur la figure 3.8. Pour la détection de
ces modes, le signal sinusoïdal envoyé à l’électrode est de 10mV p et la tension continue de
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Figure 3.7 – Schéma de la polarisation des électrodes de la cellule Aladin.

polarisation est de 7V . Ces valeurs permettent d’exciter le mode diapason juste en dessous
de l’amplitude critique, avant apparition des non-linéarités. Cette mesure a été réalisée
par incrémentation de 0.1Hz, car la longueur de la raie de résonance à −3dB attendue
pour le mode diapason est de 0.4Hz (f0 = 40000kHz, Q ≈ 100000). On peut distinguer
une principale résonance aux alentours des 18kHz qui correspond au mode 1. En effet, ce
mode est favorisé par notre disposition d’actionnement. De plus, on peut distinguer vers
40kHz une seconde résonance qui correspond au mode 3 du diapason qui nous intéresse.
les autres modes n’ayant pas été détectés à cause de leur faible amplitude.

3.2.2 Comparaison des paramètres du modèle théorique et de
la mesure du résonateur

Une mesure électrique est réalisée sur la cellule. Pour cela, on dépose la cellule avec son
circuit électrique dans une enceinte sous vide, ce qui permet de négliger l’amortissement
gazeux. La figure 3.9 montre la résonance du mode diapason de la cellule Aladin. Cette
mesure a été effectuée avec une tension d’excitation sinusoïdale de 5mV p et d’une tension
de polarisation du diapason de 7V (Amplitude critique avant l’apparition d’un hystérésis
dans la courbe de résonance dû aux non-linéarités mécaniques).
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Mode Fréquence (Hz) Déplacement

1 17708

2 28676

3 39897

4 57620

5 75153

6 89234

Table 3.4 – Fréquence et déformée des différents modes de résonance de la cellule Aladin
- simulations ANSYS -.

Comparaison de la fréquence de résonance

La fréquence de résonance de la mesure de la cellule sur la figure 3.9 est de 40134.5Hz.
La valeur attendue par le calcul théorique à l’aide de l’équation 1.10 est de 40074Hz.
L’écart entre ces deux valeurs provient de la précision de fabrication de la cellule. En
effet, les valeurs des paramètres géométriques réels du résonateur ne correspondent pas
exactement aux valeurs attendues.

L’erreur relative sur la fréquence est ainsi de 0.15%. Comme la fréquence propre d’une
poutre doublement encastrée est proportionnelle à son épaisseur vibrante, cela implique
un écart sur e de 12nm.

Comparaison du facteur de qualité

Le facteur de qualité qui représente la capacité du résonateur à conserver son énergie
mécanique au cours de la vibration peut être calculé. Il s’agit du rapport de la fréquence
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Figure 3.8 – Réponse en tension du résonateur Aladin en fonction de sa fréquence.

propre f0 du résonateur sur la largeur de sa bande passante ∆f à −3dB présenté sur
l’équation 3.1 :

Q = f0

∆f (3.1)

Le coefficient de qualité Q calculé est : 50200.

Le coefficient de qualité sous vide est limité par l’effet thermoélastique. Suivant l’équa-
tion 2.18, le Qthermo vaut 263800. Il faut aussi quantifier le Qsqueeze théorique provenant
de l’amortissement induit par les molécules piégées entre la poutre et les ilots d’électrodes
d’une part, et entre les deux branches du diapason d’autre part, car on travaille avec
un faible gap pour une pression d’air de 2.10−3mbar dans l’enceinte sous vide. En effet,
la première branche du diapason est séparé seulement de 5µm de la seconde. Sous ces
conditions et à partir de l’équation 2.16, on obtient un Qsqueeze de 190900. La valeur du
Qtheo théorique est de :

1
Qtheo

= 1
Qthermo

+ 1
Qsqueeze

⇐⇒ Qtheo = 110753 (3.2)

L’erreur relative sur le facteur de qualité est ainsi de 54%. Ce fort écart peut s’expliquer
par le fait que pour ces faibles dimensions de poutres, l’écart d’épaisseur vibrante des deux
branches du diapason limite l’effet diapason, ce qui induit des pertes à l’encastrement.
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Figure 3.9 – Courbe expérimentale de la résonance de la cellule Aladin pour une exci-
tation de 5mVp et 7V de polarisation

Comparaison de la résistance motionelle

Un troisième paramètre important pour décrire le résonateur est la résistance motion-
nelle. Elle permet d’évaluer l’efficacité de son type de transduction. Elle se calcule lorsque
le système est à la résonance, le résonateur se comportant comme une résistance Rm. En
appelant Vsin le signal d’entrée et Vs le signal de sortie on obtient à partir de la figure 3.6
l’équation 3.3.

Vs
Vsin

= R1

Rm

1√
1 +R2

1C
2
1ω

2
0

(3.3)

dans notre mesure R1C1ω0 >> 1, on obtient ainsi la résistance motionnelle suivante :

Rm = Vsin
VsC1ω0

= 11.86MΩ (3.4)

La résistance motionnelle théorique Rm−theo se calcule de la manière suivante :

Rm−theo = mω0

Qn1n2
(3.5)

où n1 représente le coefficient d’actionnement électrostatique qui relie la force à la ten-
sion et n2 le coefficient de détection électrostatique qui relie le courant de sortie à la vitesse
de la poutre. Ces coefficients ont été développés dans l’équation 2.83 et l’équation 2.86.
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On obtient donc pour le Rm−theo l’équation 3.6 suivante :

Rm−theo = mω0

Q

g4
0

(X1(y)ε0εrabVDC)2 (3.6)

où les paramètres a et b des électrodes ainsi que leur position y est visible sur la
figure 3.4. Par ce calcul, Rm−theo théorique vaut 11.65MΩ

L’erreur relative sur la résistance motionnelle est ainsi de 1.8%, ce qui est très faible.

Comparaison de la capacité inter-electrode

Une capacité parasite est présente entre le signal d’entrée et le signal de sortie. Dans
notre mesure cette capacité vaut 180fF et est compensée par un circuit dédié. Cette
capacité parasite provient de la disposition des électrodes et de la capacité du circuit
(distance des pistes sur le circuit imprimé). Elle est calculable à partir du dimensionnement
et de la position des électrodes (figure 3.10).

V
D
C

V
D
C

ACTIONNEMENTDETECTION

V
D
C

C1 C2

C4

C6 C7

C3 C5

Figure 3.10 – Disposition des capacités parasites entre l’actionnement et la détection.

Son schéma électrique équivalent est présenté sur la figure 3.11.
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C4

Figure 3.11 – Schéma électrique équivalent des capacités parasites.

Il est ainsi possible de calculer la capacité parasite équivalente. En utilisant les dimen-
sions de la figure 3.4, on remarque que C1 = C6 = C2 = C7 et que C3 = C5. On obtient
l’équation de la capacité équivalente suivante :

Ceq = C1 + C4 + C3

2 = 64fF (3.7)
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L’écart avec la valeur mesurée provient des capacités parasites présentes sur le circuit
imprimé entre les différentes pistes. Ces capacités viennent se sommer à celle calculée
précédemment.

Bilan des paramètres motionels

Le tableau 3.5 présente la comparaison des paramètres motionnels théoriques et me-
surés. Ces paramètres sont la fréquence de résonance, la facteur de qualité et la résistance
motionnelle.

Aladin f0 (Hz) Rm (MΩ) Q

Modèle 40074 11.65 110753
Mesure 40134 11.86 50200

Erreur relative 0.15% 1.8% 54%

Table 3.5 – Comparaison des paramètres motionnels entre le modèle et la mesure de la
cellule Aladin.

Le principal écart est sur le facteur de qualité car seuls les pertes par l’amortissement
gazeux et par l’effet thermoélastique ont été modélisées. Les pertes à l’encastrement, dues
à un mauvais "effet diapason" du fait de la non identité des deux branches du diapason,
peuvent expliquer cet écart. Ces valeurs mesurées du tableau 3.5 seront prises en compte
dans la simulation du résonateur Aladin.

3.2.3 Validation des simulations en boucle ouverte

Mesure des non-linéarités du résonateur

A partir d’une tension d’excitation trop élevée, la cellule passe d’un comportement
linéaire à un comportement non-linéaire. Ce domaine non-linéaire est détectable par la
perte de la symétrie de la figure 3.9. Pour détecter ce comportement, une série de mesures
est effectuée en faisant varier dans un premier temps la tension d’excitation sinusoïdale
puis dans un second temps en changeant la tension continue de la polarisation du diapason.
Dans notre mesure, pour trois polarisations de poutre (6V , 8V et 10V ) on fait varier la
tension sinusoïdale de 5mV à 10mV puis 20mV . Le résultat de ces mesures est présenté
sur la figure 3.12 :

On remarque que le comportement non-linéaire du résonateur dépend à la fois du
niveau d’excitation et de la tension de polarisation. En effet, à partir de l’équation 2.83
on retrouve que la force d’excitation appliquée au résonateur est proportionnelle à la
tension de polarisation multipliée par la tension sinusoïdale. Pour notre cellule, lorsque ce
produit est supérieur à environ 0.11V 2 (plus ou moins 10%) un point d’inflexion apparait.
La courbure penche du côté des fréquences hautes à cause des non-linéarités mécaniques
en x3.
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Figure 3.12 – Mesure de la réponse de la cellule pour différents niveaux d’excitation.

En utilisant les paramètres motionnels mesurés de la cellule Aladin, une simulation
théorique est effectuée pour valider l’outil de simulation.

Simulation du résonateur Aladin

La simulation en régime non-linéaire du résonateur Aladin se fait à partir du logiciel
CADENCE (cf. chapitre 1). La cellule Aladin est en silicium et les paramètres géomé-
triques de la poutre vibrante du diapason ont été présentés sur le tableau 3.2. A partir
de ces paramètres et des équations comportementales développées dans le chapitre 2, un
modèle est créé avec le langage Verilog-A. Ce modèle comprend l’équation linéaire du mou-
vement à laquelle sont ajoutés les termes de non-linéarités mécaniques et les équations du
mode de transduction. Autour de ce modèle, on insère les modèles des composants élec-
troniques nécessaires à son fonctionnement. Pour cela, on utilise un générateur de tension
sinusoïdale et continue, des résistances et condensateurs, ainsi que les modèles Spice des
amplificateurs opérationnels utilisés lors de la mesure expérimentale.

L’analyse AC du simulateur n’est pas utilisable car elle linéarise le problème autour
d’un point de fonctionnement, et ne prend donc pas en compte les non-linéarités. En
effectuant des simulations PSS (Periodic Steady-State cf. chapitre 1), il est possible d’ob-
tenir le spectre de la tension de sortie autour de la fréquence de résonance du résonateur.
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L’avantage de la simulation PSS par rapport à la simulation AC (Alternating Current)
est qu’elle prend en compte les non-linéarités présentes dans le système. Grâce à la si-
mulation PSS, on peut faire apparaitre les non-linéarités du résonateur en augmentant
progressivement la force d’excitation qui lui est appliquée.

Confrontation des résultats théoriques et des simulations
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Figure 3.13 – Comparaison entre les valeurs expérimentales et les valeurs simulées du
modèle théorique pour deux niveaux d’excitation (figure (a) et figure (b)).

La figure 3.13 montre la simulation du comportement du résonateur Aladin. Les deux
graphiques présentent deux niveaux d’excitation sinusoidale :5mV et 10mV pour lesquels
l’on fait varier la tension de polarisation. Les simulations ayant pour excitation 20mV
ne peuvent aboutir à cause de l’apparition d’une hystérésis dans la courbe de résonance,
au-delà du point d’inflexion. Une bonne concordance existe entre la mesure expérimentale
et la simulation CADENCE. Cela permet de valider l’utilisation des modèles développés
dans le chapitre 1. Cependant aucune simulation en boucle fermée a été effectuée, le signal
étant très faible, la conception d’un circuit spécifique n’a pas été entreprise.

3.3 Confrontation du modèle théorique avec l’expé-
rience dans le cas du résonateur VIA

De la même façon que pour la cellule Aladin à transduction électrostatique, des mesures
électriques sont effectuées. Après la comparaison des paramètres motionnels théoriques et
expérimentaux, la simulation en boucle ouverte permet de valider le modèle. Les valeurs
des coefficients matériau utilisés pour les calculs ou la simulation sont ceux du quartz que
l’on retrouve dans le tableau 3.6 suivant :
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Propriétés du Quartz Symbole Unité Valeur
Masse volumique ρ kg.m−3 2650

Chaleur spécifique à pression constante Cp J.kg−1.K−1 750
Coefficient de dilatation thermique α K−1 13, 7.10−6

Module d’Young E N.m−2 7, 82.1010

Conductibilité thermique κ W.m−1.K−1 6, 7

Table 3.6 – Valeurs des coefficients pour le quartz.

3.3.1 Comparaison des paramètres du modèle théorique et de
la mesure du résonateur

Dispositif de mesure pour la caractérisation de la cellule

Afin que le résonateur ne soit pas affecté par l’amortissement gazeux, il est nécessaire
que la cellule VIA fonctionne sous vide. Un circuit dédié permet d’annuler la capacité
inter-électrodes, indépendante de la branche motionnelle. Pour cela, la cellule est packagée
et mise sous vide. De plus, la sortie du résonateur est branchée sur un amplificateur de
charges pour obtenir en sortie une tension. Cette tension est l’image du déplacement de
la poutre vibrante. Le schéma électrique de cette mesure est visible sur la figure 3.14.

-

+

-0.3

Vsin

R1=10 MΩ

C1=3.3 pF

1 pF

f0, Q, Rm

Figure 3.14 – Schéma électrique de la mesure en boucle ouverte d’une cellule VIA

La mesure en boucle ouverte d’un résonateur se fait à l’aide d’un générateur de ten-
sion sinusoïdale présent à l’entrée du résonateur et un voltmètre permettant de mesurer
l’amplitude de la tension en sortie du circuit. la première étape consiste à détecter la
résonance de la cellule. Pour cela, on fixe la tension et on effectue un balayage fréquentiel
tout en regardant la réponse à l’aide du voltmètre. La figure 3.15 montre le passage de
la résonance, l’amplitude du signal augmente jusqu’à atteindre un extrémum avant de
diminuer.
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Figure 3.15 – Courbe expérimentale de la résonance de la cellule VIA pour une excitation
de 100mVpp

Comparaison de la fréquence de résonance

A l’aide de cette mesure, différents paramètres du résonateur peuvent être calculés. La
fréquence de résonance est obtenue au maximum de la courbe et vaut pour cette cellule
61614Hz. La fréquence de résonance théorique est exprimée dans l’équation 1.10 et vaut
59057. En ajustant la mesure de l’épaisseur vibrante à la véritable épaisseur mesurée
56µm, la nouvelle fréquence de résonance est 61220Hz.

L’erreur relative sur la fréquence est de 0.6% et est principalement causée par la
précision sur la fabrication de la cellule.

Comparaison du facteur de qualité

Comme illustré pour la cellule Aladin, le facteur de qualité représente la capacité du
résonateur à conserver son énergie mécanique au cours de la vibration. Son expression a
été présenté par l’équation 3.1.

Ce résonateur possède un facteur de qualité Q de 11200, principalement limité par
l’effet thermoélastique. L’expression de ce Qthermo est décrite dans l’équation 2.17 et vaut
16240.

L’erreur relative sur ce facteur de qualité étant de 31%. Cet écart peut être du à
l’amortissement induit par les électrodes. Ce phénomène a été décrit dans la référence
[84]. En effet, avec un Qelec de 60000, on obtient bien Qtotal = 12780.
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Comparaison de la résistance motionnelle

Sur le même principe que la cellule Aladin, on peut mesurer la résistance motionnelle
de la cellule VIA. Le calcul a été développé dans l’équation 3.4. Cette valeur mesurée est
de 2.52MΩ. De manière théorique, elle dépend notamment des pertes mécaniques et du
coefficient de conversion piézoélectrique. Elle se calcule par l’équation 3.8 suivante :

Rm = mω0

Qn2 (3.8)

Le coefficient de conversion piézoélectrique n a été calculé dans l’équation 2.72 et est
adapté à la disposition des électrodes du VIA vue sur la figure 3.2. Comme on applique
un facteur correctif déterminé de manière éxpérimentale sur l’expression du facteur de
transduction piézoélectrique, la résistance motionelle du modèle est exactement égale à la
résistance motionelle mesurée.

Bilan des paramètres motionels

Le bilan théorique et mesuré des paramètres motionels du résonateur est visible sur le
tableau 3.7 :

VIA f0 (Hz) Rm (MΩ) Q

Modèle 61220 2.52 12780
Mesure 61614 2.52 11200

Erreur relative 0.6% 0% 12%

Table 3.7 – Comparaison des paramètres motionnels entre le modèle et la mesure.

Les paramètres du tableau 3.7 seront utilisés pour la simulation du résonateur VIA.

3.3.2 Validation des simulations en boucle ouverte

Mesure des non-linéarités du résonateur

Comme pour la cellule Aladin, à partir d’une excitation trop élevée la cellule passe
dans un comportement non-linaire. Pour détecter ce comportement, une série de mesures
est effectuée pour différents niveaux d’excitation du résonateur. Pour cette cellule de test,
sept niveaux d’excitation ont été appliqués :100mV pp, 200mV pp, 500mV pp, 1V pp, 2V pp,
5V pp et 10V pp, en balayant des basses fréquences vers les hautes fréquences. Cette mesure
est visible sur la figure 3.16.

On remarque qu’à partir d’une excitation supérieure à 500mV pp, l’identification du
comportement non-linéaire est clairement visible et qu’à partir d’une excitation supérieure
à 1V pp, la courbe de résonance présente un point d’inflexion. La courbure penche du
côté des fréquences hautes car il s’agit des non-linéarités mécaniques en x3 causées par le
changement de longueur de la poutre lors du mouvement du résonateur (cf. chapitre 2.2.2).
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Figure 3.16 – Courbe expérimentale de la résonance de la cellule VIA pour différents
niveaux d’excitation

A partir des paramètres motionnels mesurés de la cellule VIA, la simulation théorique
des non-linéarités du résonateur est effectuée à son tour, ce qui permettra de valider l’outil
de simulation.

Simulation du résonateur

De même que pour la cellule Aladin, on effectue des simulations PSS afin d’obtenir
le comportement non-linéaire du résonateur. Des simulations pour quatre niveaux d’ex-
citation ont été réalisés :100mV pp, 200mV pp, 500mV pp, 1V pp. Au delà d’une amplitude
d’excitation de 1V pp, la simulation ne peut plus aboutir à cause de l’apparition d’une
hystérésis dans la courbe de résonance, au-delà du point d’inflexion. En effet, pour une
fréquence donnée, il existe deux amplitudes différentes.

Confrontation des résultats théoriques et des simulations

Grâce aux mesures expérimentales effectuées et aux courbes de simulation, il est pos-
sible de confronter ces deux résultats (figure 3.17).

La courbe simulée en utilisant le modèle théorique du résonateur coïncide avec la
courbe expérimentale. L’aspect non-linéaire de ce résonateur est parfaitement reproduit.
Ces courbes permettent de valider la modélisation théorique de ce micro-résonateur à
transduction piézoélectrique ainsi que l’outil de simulation.
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Figure 3.17 – Comparaison entres les valeurs expérimentales et les valeurs simulées du
modèle théorique

Validation théorique des non-linéarités

Le calcul de la force critique Fc et de l’amplitude critique Ac au moment où le point
d’inflexion de la courbe de résonance apparait ont été exprimées dans l’équation 2.43.
On peut ainsi vérifier la valeur de l’amplitude critique et de la force critique. Avec nos
paramètres du résonateur, on obtient par le calcul une amplitude critique Ac = 0.95µm,
pour une force critique de Fc = 48nN , qui sont visibles et cohérentes avec la simulation de
la figure 3.18. Dans cette simulation, cinq forces d’excitation sont envoyées à l’entrée du
résonateur et la sortie correspond au déplacement du centre de la poutre. Cette simulation
permet de valider le modèle.

La comparaison de la mesure expérimentale et de la simulation à partir des modèles
théoriques a montré dans un premier temps que le facteur de qualité dépend principale-
ment de l’effet thermoélastique et des électrodes. Dans un second temps, on a remarqué
que l’amplitude critique avant les non-linéarités est atteinte à partir d’un déplacement de
l’ordre du micromètre au centre de la poutre vibrante, et, que la force appliquée à ce point
critique vaut 48nN . Cette force correspond dans le cas de la cellule VIA à une tension
d’excitation de 1V pp.
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Figure 3.18 – Simulation des non-linéarités en fonction du niveau de la force d’excitation.
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3.3.3 Validation des simulations en boucle fermée

Après la validation en boucle ouverte de la modélisation de la cellule piézoélectrique
VIA, la simulation de cette même cellule en boucle fermée à l’aide d’un circuit oscillateur
est effectuée. Pour cela, on utilise un oscillateur auto-entretenu.

Oscillateur auto-entretenu

L’oscillateur auto-entretenu génère un signal périodique à la fréquence de résonance
du résonateur. Le signal doit respecter les conditions de Barkhausen à la fréquence d’os-
cillation. En effet, l’amplitude et la phase du signal en entrée et en sortie de la boucle en
boucle ouverte doivent être identiques. Ce qui se traduit par des contraintes sur le gain
et le déphasage de la fonction de transfert en boucle ouverte. La figure 3.19 présente ce
circuit oscillateur, où les diodes permettent de limiter le gain de la boucle et le réglage du
déphasage est effectué via un circuit déphaseur.
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Figure 3.19 – Cellule VIA intégrée à son circuit oscillateur à diodes.

Sur cette figure, on retrouve en rouge le circuit servant à compenser la capacité inter-
électrode de la transduction piézoélectrique. En bleu, l’amplificateur de charges qui permet
d’obtenir en sortie une tension, en vert, l’amplificateur opérationnel servant à régler le
déphasage de la boucle et, pour finir en violet le limiteur à diodes pour limiter le gain de
la boucle.
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Une fois le système oscillant en régime établi et stabilisé en température, on mesure
sa stabilité de fréquence dans le domaine fréquentiel.

Dispositif mis en place pour la mesure du bruit de phase

Dans le domaine fréquentiel, la mesure du bruit de phase d’un oscillateur permet de
mesurer la stabilité de fréquence du signal. Pour cela, il faut asservir un oscillateur de
référence de même fréquence que l’oscillateur à tester au moyen d’une boucle d’asservisse-
ment de phase. Pour notre étude, notre référence est un synthétiseur de fréquence Agilent
33522A en mode VCO. La figure 3.20 présente le banc de mesure utilisé pour l’oscillateur
VIA.

Analyseur

FFT

Filtre

passe-bas

Amplificateur

Mélangeur

Oscillateur  

Oscillateur de référence VCO

VIA

Figure 3.20 – Banc de mesure du bruit de phase d’un oscillateur.

Cette boucle à verrouillage de phase permet de mettre les deux oscillateurs en quadra-
ture de phase. Le mélangeur est un élément important de la chaine de mesure car le signal
à sa sortie est quasi continu, il ne doit donc pas générer du bruit flicker basse fréquence.
Un mélangeur passif a donc été conçu dans ce but. Ce mélangeur passif est basé sur des
diodes et deux transformateurs [85]. Ce mélangeur est présenté sur la figure 3.21.

D3 D4

D1D2

Oscillateur référence
VCO

Sortie mélangeur

Oscillateur VIA

Entrée 1 Entrée 2

V1 V2

V12

Figure 3.21 – Mélangeur passif à diodes.

Ce mélangeur fonctionne comme un détecteur de phase. Le signal de référence est
envoyé sur une voie du mélangeur et comparé au signal à mesurer en quadrature injecté
directement sur l’autre voie [86].

La tension appliquée à l’entrée 1 du mélangeur par :

V1(t) = V01 sin(2πf0t+ φ1(t)) (3.9)
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La tension d’entrée 2 du mélangeur est :

V2(t) = V02 cos(2πf0t+ φ2(t)) (3.10)

Le signal V12(t) en sortie du mélangeur est alors :

V12(t) = V01V02

2 (sin(4πf0t+ φ1(t) + φ2(t)) + sin(φ1(t)− φ2(t))) (3.11)

Le filtre passe-bas en sortie du mélangeur élimine la composante haute fréquence. A
la sortie de ce filtre, la tension est alors Vf (t) :

Vf (t) = V01V02

2 sin(φ1(t)− φ2(t)) (3.12)

avec φ1(t)− φ2(t) autour de 0 et K le gain de l’amplificateur. A la sortie de l’amplifi-
cateur, la tension se simplifie par l’équation 3.13 :

V (t) ≈ V01V02

2 K(φ1(t)− φ2(t)) = kφ(φ1(t)− φ2(t)) (3.13)
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Figure 3.22 – Courbe mesurée de sensibilité du mélangeur.

Le mélangeur produit une tension proportionnelle à la différence de phase des deux
signaux. Pour étalonner ce banc de mesure et ainsi quantifier le bruit de phase, il est
nécessaire de retrouver ce coefficient kφ(V/rad). La valeur de kφ dépend du mélangeur
utilisé, de l’amplificateur et des puissances mises en jeu sur les voies d’entrée. Pour obtenir
ce coefficient, on se sert d’un générateur double voies, et, en connaissant le déphasage
entre les deux signaux d’entrée et en mesurant la tension continue de sortie, on obtient ce
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coefficient de proportionnalité. Le graphique de cette mesure est présenté sur la figure 3.22.
En effectuant une régression linéaire autour de 0, on obtient le coefficient kφ =

4.3V.rad−1. Connaissant kφ, il est désormais possible d’évaluer le bruit de phase grâce
à un analyseur de spectre.

Mesure du bruit de phase
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Figure 3.23 – Plancher de bruit du banc de mesure du bruit de phase.

L’analyse spectrale se fait à partir d’un analyseur de spectre Agilent 35670A. Dans
un premier temps, il convient de mesurer le plancher. Cette mesure s’effectue à l’aide
d’un Agilent 33522A. Les résultats exprimés en V 2/Hz sont ramenés en dBc/Hz par le
biais du coefficient kφ dans la configuration type utilisée pour le mélangeur. La figure 3.23
présente le seuil minimum détectable du bruit de phase de notre banc de mesure.
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Figure 3.24 – Mesure du bruit de phase d’une cellule VIA.

Ensuite, une mesure est effectuée sur une cellule VIA avec son circuit oscillateur à
diodes comme présenté sur la figure 3.19. La mesure est acquise et automatisée avec
le logiciel Labview qui pilote l’analyseur de spectre. Les résultats de cette mesure sont
présentés sur la figure 3.24. Sur cette même figure, on remarque que la mesure n’atteint
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pas le palier de notre banc, ce qui permet de valider les performances de ce capteur. La
modélisation du comportement de ce capteur en boucle fermée est nécessaire pour pouvoir
valider l’outil de simulation et les modèles développés.

Modélisation du bruit de phase sous Cadence

La simulation du bruit de phase de ce capteur se fait en plusieurs temps sous Cadence :
– La modélisation comportementale du circuit oscillateur
– La simulation du démarrage de l’oscillateur (modules transient et PSS : Periodic
Steady State)

– La simulation du bruit de phase de l’oscillateur (module Pnoise : Periodic noise)

Dans un premier temps, il est nécessaire de modéliser le comportement du circuit. Pour
cela, on utilise les équations du chapitre 1 pour développer le modèle du résonateur
avec son type de transduction. En utilisant Virtuoso Schematic, le circuit oscillateur
est construit autour de ce résonateur en respectant les composants du circuit mesuré
(cf. figure 3.19). En effet, dans cette modélisation comportementale, le bruit brownien
du résonateur ainsi que tous les bruits des résistances, amplificateurs opérationnels ou
composants utilisés sont pris en compte.

Dans un second temps, une analyse temporelle est lancée pour simuler le démarrage de
l’oscillateur. Cette analyse temporelle est effectuée à partir du module "transient". Elle
permet de vérifier que l’oscillateur démarre dans les bonnes conditions. La figure 3.25
présente cette simulation du démarrage de l’oscillateur.
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Figure 3.25 – Démarrage de l’oscillateur d’une cellule VIA.
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La simulation permet de vérifier la fréquence du signal, l’amplitude du signal dans la
boucle et le temps de stabilisation de l’oscillateur. Ici, la fréquence du signal est bien de
61600Hz et l’amplitude du signal en sortie de l’amplificateur de charge est de 0.5V p. Le
temps de stabilisation de l’oscillateur après son démarrage est d’environ 800ms.

Dans un troisième temps, après cette vérification de l’analyse temporelle, l’analyse PSS est
lancée. Cette analyse est nécessaire au lancement de l’analyse Pnoise du bruit de phase.
Pour que cette analyse soit réussie, il faut configurer le paramètre "tstab". Ce paramètre
correspond à la longueur de la simulation temporelle avant le calcul de la solution PSS.
Cette valeur correspond au minimum au temps de stabilisation de l’oscillateur trouvé dans
l’analyse temporelle. La figure 3.26 présente le résultat de cette analyse.
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Figure 3.26 – Simulation PSS de l’oscillateur d’une cellule VIA.

Le signal en sortie du limiteur à diode est bien écrêté et en quadrature par rapport au
signal en sortie de l’amplificateur de charges.

Pour finir, à partir de cette simulation PSS, l’analyse Pnoise est lancée pour obtenir
la courbe du bruit de phase de cet oscillateur. Pour respecter la mesure précédente, on
effectue cette simulation sur le signal en sortie de l’amplificateur de charges. La figure 3.27
présente le résultat simulé du bruit de phase de cet oscillateur à diode pour la cellule VIA.

A partir d’un écart de 10Hz de la porteuse, on obtient un plancher de bruit blanc égal
à −132dBc/Hz avec une remontée en f−2 pour les fréquences plus petites. Afin de valider
la simulation du bruit de phase, le résultat va être comparé au bruit de phase mesuré sur
la cellule VIA (figure 3.24).
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Figure 3.27 – Bruit de phase simulé de l’oscillateur à diode d’une cellule VIA.

Validation et identification des facteurs limitant la résolution fréquentielle

Le circuit oscillateur a été adapté à la cellule VIA. Une fois l’oscillateur stable, la
mesure du bruit de phase a été effectuée. Ainsi, le capteur a été modélisé entièrement en
respectant les composants utilisés pendant la mesure. Cette modélisation fait intervenir
les bruits des résistances, et des amplificateurs opérationnels et du résonateur. Grâce au
logiciel Cadence, il a été possible de simuler le bruit de phase attendu par ce résonateur.
La figure 3.28 présente la superposition de la mesure avec la simulation.
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Figure 3.28 – Superposition du bruit de phase mesuré et simulé pour la cellule VIA.
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Deux zones se distinguent par leur différence avec la simulation. La première, pour des
fréquences plus petites que 0.2Hz, la mesure présente une source de bruit plus importante
qu’en simulation. Celle-ci provient d’un bruit sur le long terme non modélisé dû à la
température. La deuxième zone, entre les fréquences de 5Hz à 50Hz comporte un bruit
non-identifié. Pour le reste de la courbe, c’est à dire les fréquences comprises entre 0.2Hz
et 5Hz, et les fréquences hautes (> 50Hz), le modèle correspond aux mesures effectuées.

Il est ainsi possible d’identifier les bruits dominants sur ces deux parties afin de
connaitre les composants limitant les performances en terme de bruit de phase du capteur.
Pour cela, après la simulation, l’étude sur la contribution de chaque bruit est effectuée.
Le graphique de la figure 3.29 représente cette contribution en pourcentage pour chaque
bruit dominant.
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Figure 3.29 – Contribution en pourcentage de chaque bruit dominant du circuit oscilla-
teur à diode pour la cellule VIA.

Pour les fréquences plus petites que 20Hz, le contributeur principal est le bruit brow-
nien du résonateur. Au delà de cette fréquence, la résistance R3 (figure 3.19) de 82MΩ
crée 20% du bruit total et le bruit blanc de l’amplificateur de compensation de la capacité
inter-électrode C0 crée 8%. Le reste provient de l’amplificateur de charges AD8066 :

– 33% pour le bruit blanc
– 13% pour la résistance R5∗ et aussi pour la résistance R6∗ visible sur le modèle
Pspice en Annexe C

– 5% pour la résistance R3∗ et aussi pour la résistance R4∗ visible de même sur le
modèle Pspice en Annexe C
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La déviation d’Allan représentant la stabilité de fréquence d’un signal permet éga-
lement de valider les simulations. En effet, sur la figure 3.30 on retrouve la déviation
d’Allan mesurée directement sur une cellule VIA à l’aide d’un compteur. Cette mesure
est comparée à la simulation. On remarque la superposition de ces courbes, ce qui permet
de valider le modèle développé.

Simulation

Mesure

Figure 3.30 – Superposition de la déviation d’Allan mesurée et simulée pour la cellule
VIA.

3.4 Conclusion sur les validations expérimentales

Les mesures expérimentales confrontées aux simulations ont permis de valider les mo-
dèles développés dans le chapitre 2. Dans un premier temps, cette validation a été faite en
boucle ouverte où l’on a pu vérifier le comportement non-linéaire des résonateurs étudiés.
Dans un second temps, la validation en boucle fermée a permis de valider la simulation
du bruit de phase. Grâce à cette modélisation, il devient possible de connaitre les compo-
sants limitant la résolution fréquentielle, ce qui permet d’améliorer les performances de
l’oscillateur pour obtenir au final une meilleur résolution du micro-capteur.

Dans le prochain chapitre, cet outil va nous servir d’une part à comparer trois types de
transduction différents et d’autre part à proposer une optimisation du micro-accéléromètre
VIA.
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4.1 Comparaison des différents types de transduction

Dans un premier temps, les expressions analytiques développées précédemment se-
ront utilisées pour comparer les performances d’oscillateurs utilisant les différents types
de transduction. Les simulations des modèles seront ensuite menées afin de déterminer
l’intérêt de la transduction optique par rapport aux transductions piézoélectrique et élec-
trostatique sur des résonateurs connus.

4.1.1 Comparaison théorique

Détection hors résonance

Concernant les vibrations forcées de résonateurs (hors résonance), le bruit de détection
prédominant est le bruit du système de détection. Le rapport signal à bruit de détection
sera donc d’autant plus élevé que le courant de détection est élevé pour une amplitude
de vibration donnée. On peut ainsi comparer l’influence des types de transduction sur le
rapport signal à bruit hors résonance en exploitant les équations analytiques développées
dans le chapitre 2. On rappelle ici les expressions analytiques développées et résumées
dans le tableau 2.1 du courant de détection pour une transduction piézoélectrique et une
transduction électrostatique.

ipiezo = acorre12
12eh
L

ẋ (4.1)

ielec = ε0εrab

g2
0

UNLẋ (4.2)

Dans le cas de ces deux détections, en restant dans le domaine linéaire et en se plaçant
autour d’un point de fonctionnement, on obtient l’expression du courant de détection
proportionnel au déplacement x :

ipiezo = acorre12
12eh
L

ω0x (4.3)

ielec = ε0εrab

g2
0

UNLω0x (4.4)

En remplaçant, la pulsation propre ω0 par l’expression de la fréquence de résonance
d’une poutre (équation 1.10 du chapitre 1), on obtient :

ipiezo = acorre12
2
√

3π2β2
1e

2h

L3

√
E

ρ
x (4.5)

ielec = ε0εrab

g2
0

UNL
π2β2

1e

2
√

3L2

√
E

ρ
x (4.6)

Dans le cas d’une détection optique par obscuration, on rappelle l’expression du cou-
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rant de détection proportionnel au déplacement x :

iobs = T2P0

(
1
2 +

√
2

ω(z)
√
π
x

)
(4.7)

Dans le cas de la détection par interférométrie, on a vu que le point de fonctionne-
ment se trouve sur le flanc positif ou négatif d’un pic de résonance optique (figure 2.19).
L’équation de l’intensité est la suivante :

iinterf = T2P0

1 + 4R
(1−R)2 sin2

(
2πnx cos(θ)

λ

) (4.8)

La poutre ayant un faible déplacement autour de ce point de fonctionnement (quelques
nanomètres), il est possible de linéariser la courbe autour de ce point (plage de détection de
quelques dizaines de nanomètres figure 2.19). Il convient dans un premier temps de calculer
la position yf de ce point de fonctionnement. Ce point de fonctionnement se trouvant au
maximum de pente, une double intégration sur d permet de le situer. Pour la simplification
des calculs on prendra pour valeur de réflectivité R = 0.95 (correspondant à des cas
pratiques). La double intégration ainsi que la résolution du point de fonctionnement peut
se faire en calcul formel.

diinterf
dx = −

6080T2P0 sin
(

2πnx cos(θ)
λ

)
cos

(
2πnx cos(θ)

λ

)
πn cos(θ)(

1 + 1520 sin2
(

2πnx cos(θ)
λ

))2

λ

(4.9)

(4.10)
d2iinterf

dx2 = 0⇒ xf1 = ±0.0023λ
n cos(θ) ou xf2 = ± 0.49λ

n cos(θ) (4.11)

Dans un second temps, on retrouve la pente de l’équation 4.8 au point de fonction-
nement en prenant la dérivée première en ce point. xf1 et xf2 étant deux points de fonc-
tionnement similaires et de même pente.

diinterf
dx (xf1) = 159T2P0n cos(θ)

λ
(4.12)

Finalement, on obtient l’approximation du courant de détection optique par interfé-
rométrie après linéarisation autour du point de fonctionnement par :

iinterf = 159T2P0n cos(θ)
λ

x (4.13)

Appelons K le rapport d’homothétie des dimensions d’un résonateur. Prenons dans
cet exemple, une électrode de détection maximale, c’est à dire pour a = h et b = L. En
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effectuant cette homothétie, il est possible de conclure sur le rapport i

x
:

ipiezo
x

∝ Constante

ielec
x

∝ K pour K < 1 (gap minimum pour la technologie utilisée)

∝ 1
K

pour K > 1 (le gap dépend alors du facteur d’homothétie)
iobs
x

∝ Constante

iinterf
x

∝ Constante

(4.14)

En prenant pour exemple les dimensions d’une poutre Aladin (tableau 3.2, chapitre 3),
il est possible de tracer ces rapports en fonction du rapport d’homothétieK pour comparer
entre eux les domaines intéressants des différents types de transduction (figure 4.1). Les
différentes valeurs des constantes sont reportées dans le tableau 4.1 pour les détections
piézoélectrique et électrostatique.

acorr e12 ε0εr (kg−1.m−3.A2.s4) g0 (µm) UNL (V )
Valeur 0, 21 0, 1711 8, 85.10−12 5 10

Table 4.1 – Valeurs des constantes pour la détection piézoélectrique et électrostatique.

Dans le cas de la détection optique, ces valeurs sont présentées dans le tableau 4.2
avec pour ρ la masse volumique et E le module de Young du silicium (tableau 3.3).

T2 (A.W−1) P0 (mW ) ω(z) (µm) θ (̊ ) n λ (nm)
Valeur 1 0.1 5 0 1 1550

Table 4.2 – Valeurs des constantes pour la détection optique.

Pour comparer les valeurs de détection suivant le type de transduction, on prend tout
d’abord le niveau typique de bruit d’un amplificateur faible bruit (10nV/

√
Hz). Ce bruit

de tension est transformé en courant de bruit à l’entrée de cet amplificateur en prenant
comme capacité inter-électrodes C0 = 1pF . Le bruit optique sur la photodiode (shot noise)
est également pris en compte pour la détection optique [87].

Les différentes valeurs du bruit de détection sont les suivantes :

xpiezo = 2, 3.10−13 m/
√
Hz

xelec = 4, 7.10−13/K m/
√
Hz K<1

= 4, 7.10−13K m/
√
Hz K>1

xobs = 3, 5.10−13 m/
√
Hz

xinterf = 5, 5.10−16 m/
√
Hz

(4.15)
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Figure 4.1 – Bruit de détection en déplacement de la poutre en fonction d’un rapport
d’homothétie pour différents types de transduction.

Le bruit de détection piézoélectrique est proportionnellement moins important que
celui de l’électrostatique. Le matériau quartz est ainsi mieux adaptée aux petites dimen-
sions de ce résonateur. Pour la détection électrostatique la tension de polarisation UNL

est fixée (au maximum avant le pull-in). La détection par interférométrie est beaucoup
plus résolue que les autres techniques de détection, mais elle se fait autour d’un point de
fonctionnement, ce qui engendre deux conséquences néfastes :

– d’une part une mauvaise stabilité de la mesure : toute variation de la longueur
d’onde du faisceau ou de la distance source-poutre (en température notamment) a
pour conséquence une variation de la mesure.

– d’autre part la détection est possible que pour des faibles valeurs de déplacements
(< 10 nm)

Pour l’optique, la largeur du faisceau ω(z) doit être plus petite que l’épaisseur vibrante
de la poutre ce qui a pour conséquence de limiter la diminution de la taille de la poutre
à quelques micromètres.
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4.1.2 Comparaison des transductions électrostatique et optique
pour un oscillateur intégrant un résonateur de type ALA-
DIN en silicium

Transduction optique (interférométrie - Aladin)

Transduction électrostatique (Aladin)

Figure 4.2 – Comparaison du bruit de phase du résonateur Aladin pour une transduction
électrostatique et une transduction optique (interférométrie).

A partir des équations et des circuits développés dans les chapitres précédents, il est
possible de simuler le bruit de phase d’un oscillateur intégrant une cellule Aladin en
utilisant la transduction électrostatique ou la transduction optique par interférométrie.
Les résultats de ces simulations sont visibles sur la figure 4.2. Ces simulations montrent
que la transduction optique par interférométrie permet une résolution (bruit blanc de
phase) meilleure que la transduction électrostatique. En effet, le bruit blanc de phase est
à environ −98dBc/Hz dans le cas de la transduction optique contre −50dBc/Hz dans le
cas de la transduction électrostatique. La transduction optique est ainsi plus appropriée
à un tel résonateur de faibles dimensions.

4.2 Optimisation d’un accéléromètre vibrant en quartz
de type VIA

Dans cette partie, nous allons optimiser un accéléromètre vibrant en quartz de type
VIA. Pour cela, nous allons identifier les paramètres déterminant les performances de
l’accéléromètre puis décrire la méthode d’optimisation. Cette optimisation dépend forte-
ment de l’utilisation finale du capteur. L’optimisation conduira ainsi à deux résonateurs
différents pour les deux applications traitées : la navigation inertielle et la mesure d’ondes
sismiques pour la surveillance de zone.
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4.2.1 Présentation des paramètres d’un accéléromètre vibrant

Un accéléromètre vibrant peut servir dans différentes applications. Par exemple, pour
le guidage inertiel (double intégration de l’accélération), pour une analyse vibratoire pour
le diagnostic d’une machine, pour la mesure d’ondes sismiques, ou encore pour assurer la
fonction d’inclinomètre. Suivant toutes ces applications, les paramètres propres de l’accé-
léromètre qui le caractérise ont plus ou moins d’importance. La liste de ces paramètres
est la suivante :

– Le facteur d’échelle
– L’étendue de mesure
– La stabilité à court terme
– La résolution court terme
Tous ces paramètres sont décrits dans les paragraphes suivants.

Le facteur d’échelle

Le facteur d’échelle appelé aussi sensibilité de l’accéléromètre est le rapport entre la
grandeur de sortie du capteur (ici la fréquence propre du résonateur) et la mesurande (ici
l’accélération exercée sur la masse d’épreuve), il s’exprime en Hz/g. Ce facteur permet
de relier la variation de fréquence à l’accélération ressentie par le capteur. Ce facteur
d’échelle peut être calculé analytiquement. Dans le cas d’une poutre bi-encastrée, ce fac-
teur d’échelle Ke peut s’exprimer à partir des paramètres géométriques et matériau du
résonateur [61].

Ke = 0.152 1
he2

M√
Eρ

(4.16)

avec h la hauteur de la poutre, e l’épaisseur vibrante, E le module d’Young et ρ la
masse volumique du matériau, M représentant la masse d’épreuve fixée à l’extrémité de
la poutre.

L’étendue de mesure

L’étendue de mesure est un paramètre essentiel dans la conception d’un micro-accéléromètre.
Le choix des dimensions de la poutre bi-encastrée est importante car l’étendue de mesure
est déterminée par le flambage du résonateur en compression et par sa rupture en traction.
La limite de rupture mesurée sur des micro-résonateurs est très élevée [88], la limitation de
l’étendue de mesure est généralement fixée par le flambage du résonateur. La charge cri-
tique est donnée par la formule d’Euler [61] et l’accélération critique afl à ne pas dépasser
est la suivante :

afl = π2

3
Ehe3

L2M
(4.17)
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Dans le cas où e > h la nouvelle formule s’écrit :

afl = π2

3
Eeh3

L2M
(4.18)

La stabilité de biais à court terme

Le biais du capteur est défini par le signal de sortie (ici l’accélération mesurée) lorsque
la mesurande est nulle (ici l’accélération exercée sur la masse d’épreuve). L’instabilité
du biais provient principalement des évolutions de phase dans la boucle oscillatrice. La
stabilité de biais exprimée en accélération (g) [89] peut être définie comme la valeur de
l’écart type d’Allan au palier Flicker. L’écart type d’Allan étant issu des simulations de
bruit de phase du modèle comportemental du capteur.

Le bruit de mesure de fréquence

La mesure de fréquence entraine un bruit, cette expression de bruit bclk s’exprime dans
le cas d’un comptage réciproque (méthode de comptage classique) en g par l’équation 4.19
[90] :

bclk = f0

τFclkKe

(4.19)

avec τ le temps d’intégration de la mesure, Fclk la fréquence de l’horloge du compteur
qui sera prise à 2GHz pour les résultats suivants (utilisation FPGA) et Ke le facteur
d’échelle.

La résolution court terme

La résolution court terme correspond à la plus petite variation d’accélération détec-
table par l’accéléromètre suivant un temps d’intégration donné, c’est à dire la plus petite
variation de fréquence. Elle est obtenue par l’écart type d’Allan exprimée en g. L’écart
type d’Allan étant issu des simulations de bruit de phase du modèle comportemental du
capteur.

Afin d’optimiser le micro-accéléromètre VIA, nous avons mis en place une méthode
d’optimisation permettant de réduire la résolution du capteur à partir des paramètres
géométriques et matériaux du résonateur.

4.2.2 Présentation de la méthode d’optimisation

Le travail présenté dans ce chapitre consiste à exploiter les modèles et les simulations
de bruit de phase développés dans les chapitres précédents pour optimiser un capteur
vibrant. L’exemple proposé est l’optimisation d’un accéléromètre vibrant piézoélectrique
en quartz de type VIA [18].
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Cette étude portera dans un premier temps sur la simulation de la résolution accéléro-
métrique d’un VIA pour montrer comment on calcule la résolution d’un accéléromètre à
partir des simulations de bruit de phase, puis des simulations seront effectuées en faisant
varier seulement les paramètres géométriques du résonateur pour optimiser sa résolution.
Les autres critères de performances de l’accéléromètre vibrant seront également calculés
et pris en compte dans le processus d’optimisation.

Ce travail d’optimisation de l’accéléromètre dépend fortement de l’application visée.
Deux exemples d’optimisation seront présentés : d’une part l’optimisation de l’accéléro-
mètre pour la navigation inertielle, et d’autre part l’optimisation pour la détection d’ondes
sismiques pour la surveillance de zones.

Bornes des paramètres d’optimisation

.
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Figure 4.3 – Zone d’étude pour la simulation d’optimisation d’un accéléromètre vibrant
en quartz

Les paramètres d’entrée des simulations auront pour limites la technologie de fabri-
cation des résonateurs sur wafer de quartz par usinage chimique ou DRIE, ainsi que la
fréquence de résonance. Les trois paramètres géométriques du résonateur e, h et L suffisent
pour définir le résonateur. L’épaisseur des wafers de quartz correspondant à la hauteur h
de la poutre est comprise entre 10µm et 500µm (en effet, des faibles épaisseurs de wafers
sont depuis peu disponibles en utilisant la technologie de substrats hybrides : le substrat
actif de quartz est collé sur un substrat porteur). Dans notre étude, on se limite à une
gamme de fréquence de 10kHz à 120kHz. La fréquence de résonance étant liée aux pa-
ramètres e et L de la poutre cela permet de borner ces deux paramètres (équation 1.10).
Dans l’état actuel de la technologie, une épaisseur vibrante de 50µm est nécessaire pour
permettre de disposer les électrodes d’actionnement/détection piézoélectrique, toutefois
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la borne minimum est fixée à 1µm pour permettre une optimisation dans le cas d’une
évolution de la technologie de gravure des électrodes. On peut noter par exemple que la
technologie e-beam permet des précisions de gravure plus fines de l’ordre de 100nm. La
longueur de la poutre aura pour maximum 1cm. On peut ainsi définir la zone d’étude à
partir des 4 équations suivantes :

e >
40000

√
3

πβ2
1

√
ρ

E
L2

e <
480000

√
3

πβ2
1

√
ρ

E
L2

e > 1e− 6

L < 1e− 2

(4.20)

Ce domaine d’étude est visible graphiquement sur la figure 4.3. Pour commencer,
nous allons montrer comment obtenir la résolution d’un micro-accéléromètre à partir des
simulations de bruit de phase en prenant comme exemple l’accéléromètre VIA.

Simulation des performances pour un micro-accéléromètre VIA

Dans cette étude, nous allons obtenir la résolution accélérométrique à partir des mo-
dèles développés sur une cellule VIA. Cette cellule a été présentée dans la partie 3.1.1,
l’excitation et la détection du mouvement du résonateur se font par transduction piézo-
électrique.

Dans un premier temps, il convient de modéliser le circuit oscillateur ainsi que le
résonateur sous Cadence pour la cellule VIA (figure 3.19) puis de simuler son bruit de
phase grâce au module SpectreRF (figure 3.28).

Le bruit de phase représente les fluctuations de phase du signal. L’accélération mesurée
du capteur étant proportionnelle aux variations de la fréquence propre du résonateur, il
convient de caractériser dans un premier temps les fluctuations relatives de fréquences.
Pour cela, on utilise l’équation 1.25 qui relie ces deux types de fluctuations relatives
entre-elles : Sy(f) = f 2

f0
2Sφ(f).

Ce bruit de fréquence ou densité spectrale de puissance de fréquence est représenté
sur la figure 4.4.

On peut ainsi identifier les sources de bruits affectant cet oscillateur en modélisant
cette courbe en loi de puissance de f (équation 1.34).

A partir de ces fluctuations relatives de fréquences, on peut calculer la variance d’Allan
pour un temps d’intégration τ du signal (équation 1.33) :
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Figure 4.4 – Simulation du bruit de fréquence pour un capteur MEMS de type VIA

σ2
y(τ) = 2

∫ ∞
0

Sy(f)sin4(πτf)
(πτf)2 df (4.21)

Il est ensuite possible d’obtenir la résolution accélérométrique R2 en g du capteur
pour un temps d’intégration donné à partir de la fréquence de résonance f0 et du facteur
d’échelle Ke. On obtient les relations suivantes dans cet exemple :

R2 = f0

Ke

σy(τ) (4.22)

La résolution de ce capteur est visible sur la figure 4.5.

Figure 4.5 – Résolution accélérométrique pour un capteur MEMS de type VIA.

A l’aide du logiciel Cadence et des modélisations effectuées, la résolution d’un accélé-
romètre suivant différents temps d’intégration peut ainsi être déduite théoriquement.
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Simulation de la résolution pour différentes géométries de poutres vibrantes

Nous allons généraliser cette modélisation pour la transduction piézoélectrique en fai-
sant varier les dimensions du résonateur. Le matériau de cette transduction est fixé au
quartz et on utilisera les paramètres matériau du tableau 3.6.

Les paramètres non fixés de cette simulation sont les dimensions géométriques de la
poutre : e pour l’épaisseur vibrante, h pour la hauteur et L pour la longueur. De même
que pour la résolution accélérométrique du VIA, un circuit oscillateur est modélisé sous
Cadence.

Un script est développé dans le but de faire tourner plusieurs simulations pour obtenir
la résolution recherchée pour différentes valeurs de l’épaisseur vibrante. Ce script est
détaillé en Annexe D.

Pour le fonctionnement de ce circuit oscillateur, on se place à la limite de la tension
critique d’excitation avant apparition des non linéarités du résonateur. Pour cela, on utilise
l’expression de la force critique développée dans l’équation 2.43.

En utilisant le script pour les simulations, on effectue un calcul de la résolution accé-
lérométrique pour un grand nombre de résonateurs définis par leur dimensions : (e, h, L).
Le script permet d’obtenir les paramètres du modèle comportemental du résonateur et
les grandeurs définissant les performances de l’accéléromètre.

Les valeurs des paramètres calculés pour le modèle sont les suivantes :
– La fréquence de résonance.
– Le facteur de qualité.
– Le coefficient piézoélectrique.
– La tension d’excitation du résonateur.

Et les valeurs des performances de l’accéléromètre :
– Le facteur d’échelle de l’accéléromètre.
– L’accélération critique avant flambage de la poutre vibrante.
– La stabilité de biais de l’accéléromètre.
– La résolution.

A partir du bruit de phase simulé, on obtient le calcul de la variance d’Allan pour
différents temps d’intégration afin d’aboutir à la résolution de l’accéléromètre.

Application des critères d’optimisation

En analysant les résultats, on remarque que le résonateur présentant la meilleure
résolution à 2sec n’est pas forcément celui qui présente la meilleure résolution pour un
temps d’intégration de 1ms. En effet, une fois qu’on a simulé un grand nombre de solutions,
il faut appliquer des critères d’optimisation qui dépendent de l’application visée pour
aboutir à un design optimal.
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4.2.3 Optimisation pour l’inertiel

Paramètres importants

Dans le cadre de la navigation inertielle d’engins militaires, l’étendue de mesure est
essentielle, en effet l’accéléromètre peut subir de fortes accélérations de quelques g pour
l’avion de chasse à plusieurs dizaines de g pour les missiles. Le micro-acéléromètre doit
avoir une bonne résolution à court terme pour pouvoir utiliser sa fonction de pilotage où
un rafraichissement de plusieurs centaines de hertz est nécessaire. De plus, la mesure de
l’accélération étant doublement intégrée, et cette navigation étant autonome et pouvant
durer des dizaines de minutes, il faut éviter les problèmes de dérive de biais. Pour cela, le
micro-accéléromètre doit garantir une forte stabilité de son biais à long terme.

Pour résumer, il faut une accélération critique avant flambage de la poutre afl > 100g,
une résolution optimale et une stabilité de biais minimale.

Résultats d’optimisation sans la contrainte d’épaisseur vibrante

Résultat optimum exploité

Figure 4.6 – Résolution des différents types de résonateur en fonction de l’étendue de
mesure

Les résultats de simulation montrent des gammes étendues de résolution et d’éten-
due de mesure des différents résonateurs. Pour respecter les conditions d’utilisation d’un
tel capteur, il faut ajouter au bruit de résolution le bruit de mesure de fréquence bclk
(équation 4.19).

La figure 4.6 représente les résultats, pour les différents résonateurs, de la résolution à
τ = 1s, en prenant en compte le bruit du compteur, en fonction de l’étendue de mesure.
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Dans notre cas, le résonateur optimal est celui qui correspond à un accéléromètre vibrant
présentant une étendue de mesure supérieure à afl > 100g et avec la meilleure résolution
possible.

Ce résonateur a pour épaisseur vibrante 5µm, hauteur 50µm et longueur 0.5mm. Sa
fréquence de résonance est de 111772Hz avec un facteur de qualité d’environ 1080. Sa
résistance motionnelle sera de 7MΩ, sa tension d’excitation 327mV et un facteur d’échelle
d’environ 1000Hz/g. Au niveau des performances, il comporte un bruit total de 0.41µg
pour un temps d’intégration de 1s et une étendue de mesure d’environ 137g. Les diffé-
rentes caractéristiques du résonateur optimal sont résumées dans les tableaux suivants :

e (µm) h (µm) L (mm)
Paramètres géométriques 5 50 0.5

Table 4.3 – Tableau des paramètres géométriques du résonateur optimal.

f0 (Hz) Rm (MΩ) Q

Paramètres comportementaux 111772 7 1080

Table 4.4 – Tableau des paramètres comportementaux du résonateur optimal.

Vc Ke Résolution(1s) Etendue de Stabilité du
(mV ) (Hz/g) (µg) mesure (g) biais (µg)

Résonateur optimal 327 1000 0.41 137 0.5
VIA 700 25 4 1400 1

Table 4.5 – Performances du résonateur optimal par rapport au VIA.

A l’état actuel, le microaccéléromètre VIA a des performances de résolution de l’ordre
de 4µg à 1s. Ce nouveau type d’accéléromètre peut ainsi obtenir une résolution 10 fois
meilleure. Sa stabilité court terme devient 3 fois meilleure que celle du VIA. Ce nouveau
type de résonateur obtient des meilleurs performances par rapport au VIA pour son
application accélérométrique.

Cependant, la transduction étant piézoélectrique, l’épaisseur optimale de poutre de
5µm est trop petite pour pouvoir poser des électrodes sur celle-ci. Ceci n’est actuellement
pas compatible avec la technologie du VIA. Différentes techniques en cours de dévelop-
pement pourront permettre cette réalisation grâce à des électrodes non adhérentes, ou
la lithographie à faisceau d’électrons (e-beam) où une résolution des pistes de l’ordre de
100nm est envisageable.
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Résultats d’optimisation avec la contrainte d’épaisseur vibrante

Résultat optimum exploité

Figure 4.7 – Résolution des différents types de résonateur en fonction de l’étendue de
mesure et pour épaisseur vibrante supérieure à 50µm

La même optimisation est effectuée avec la possibilité de déposer des électrodes sur
l’épaisseur vibrante de la poutre avec la technologie actuelle. Pour cela, on garde une
étendue de mesure afl > 100g avec pour épaisseur vibrante e > 50µm. La figure 4.7
représente ces résultats. Les différentes caractéristiques de ce résonateur sont résumées
dans les tableaux suivants :

e (µm) h (µm) L (mm)
Paramètres géométriques 50 20 2

Table 4.6 – Tableau des paramètres géométriques du résonateur optimal.

f0 (Hz) Rm (MΩ) Q

Paramètres comportementaux 69856 5.2 12866

Table 4.7 – Tableau des paramètres comportementaux du résonateur optimal.

Ce type de résonateur optimisé est finalement assez proche du résonateur VIA déve-
loppé à l’Onera.
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Vc Ke Résolution(1s) Etendue de Stabilité du
(mV ) (Hz/g) (µg) mesure (g) biais (µg)

Résultat optimal 498 24.8 7.49 550 1
VIA 700 25 4 1400 1

Table 4.8 – Performances du résonateur optimal par rapport au VIA avec e imposée
supérieure à 50µm

4.2.4 Optimisation pour la surveillance de zones par sismomètre

Une autre application possible du microaccéléromètre est la détection d’ondes sis-
miques. Sa petite taille et sa faible consommation permettent de l’utiliser comme capteur
déposé dans un réseau de capteurs sans fils pour mesurer l’accélération du sol produite
par les ondes sismiques générées par le pas d’une personne ou le mouvement d’un véhi-
cule. La figure 4.8 et la figure 4.9 montre la mesure d’une accélération produite par une
personne en train de marcher. La fréquence de la sinusoïde amortie engendrée par l’onde
sismique dépend de la nature du sol, elle est comprise dans la gamme : 50Hz − 500Hz.
C’est donc dans cette gamme de fréquence que l’accéléromètre doit présenter un faible
bruit de mesure.

Figure 4.8 – Onde sismique produite par le pas d’une personne sur l’accéléromètre.
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Figure 4.9 – Onde sismique produite par le pas d’une personne : à gauche chaque pic
correspond à un pas, à droite accélération au sol en réponse au pas.

Etant donné que la mesure d’intérêt est l’amplitude de l’onde sismique, la stabilité
de biais n’entre pas en compte dans les performances du sismomètre. La résolution court
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terme par contre détermine directement la distance maximale de détection. Pour cette
application , l’utilisation d’un tel résonateur dans son domaine non-linéaire est avantageux
car cela entraîne une amélioration de la mesure du bruit de phase loin de la porteuse
(résolution) mais une dégradation de ce bruit de phase à proximité de la porteuse (stabilité
de biais).

L’étendue de mesure d’un tel capteur n’est pas importante où seulement quelques
g suffisent à son fonctionnement. La cellule d’accéléromètre vibrant utilisée ici est une
cellule de type VIA mais avec une masse d’épreuve augmentée (AVAS), ce qui permet
d’augmenter le facteur d’échelle tout en dégradant l’étendue de mesure [91]. Cette cel-
lule est représentée sur la figure 4.10. Ses caractéristiques son données dans le tableau
tableau 4.9.

Figure 4.10 – Modélisation élément finie et photo de la cellule VIA augmentée (AVAS).

Unité Performance
Facteur d’échelle Hz/g 440

Etendue de mesure g ±10
Bruit en accélération @1s ng 800
Bruit en accélération @10s ng 140
Bruit en accélération @100s ng 80
Bruit en accélération @500s ng 60
Stabilté long terme (1an) µg < 10

Table 4.9 – Tableau des performances de l’accéléromètre AVAS.

Résultats d’optimisation

L’étude consiste à déterminer l’amélioration de la portée maximum en fonction de la
tension d’excitation en régime non linéaire. Pour cela, on utilise le modèle comportemental
d’accéléromètre vibrant développé précédemment. Ce modèle inclut l’équation mécanique
du résonateur avec son terme non linéaire, les équations de transduction piézoélectrique
et le circuit oscillateur. Les simulations de bruit de phase ont été réalisées en augmentant
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l’amplitude d’excitation du résonateur. La figure 4.11 présente ces simulations en régime
linéaire (faibles amplitudes) et la figure 4.12 présente ces simulations en régime non linéaire
(grandes amplitudes).

Figure 4.11 – Deviation d’Allan en accélération d’un VIA dans la zone linéaire et suivant
différentes amplitudes d’excitation.

Figure 4.12 – Deviation d’Allan en accélération d’un VIA en présence du terme méca-
nique non linéaire et suivant différentes amplitudes d’excitation.

Cette figure représente trois amplitudes différentes dans le régime non linéaire. Elle
confirme que suivant l’augmentation de cette amplitude d’excitation, la variance d’Al-
lan est améliorée pour des temps d’intégration courts et dégradée pour des longs temps
d’intégration. Le bruit en accélération peut-être calculé pour ces trois amplitudes qui pi-
lotent le résonateur dans son domaine non-linéaire. Ces résultats sont reportés dans le
tableau 4.10.
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Tension d’excitation Bruit (τ = 100s) Bruit (τ = 1ms)
(Vpeak) (µgrms) (µgrms)

2 0.1 200
4 0.2 100
8 0.4 50

Table 4.10 – Tableau du bruit en accélération pour différents tensions d’excitation.

Les résultats ont montré qu’une tension d’excitation de 8V apporte une meilleure
résolution, c’est à dire une meilleure portée de détection [92]. Ce modèle a donc permis
de montrer et de quantifier l’intérêt d’utiliser un tel résonateur en régime non linéaire
pour cette application. En effet, jusqu’à présent les accéléromètres vibrants fonctionnent
toujours en dessous des non linéarités. Le tableau 4.11 présente la comparaison entre la
résolution et la consommation de puissance. Cette comparaison est effectuée entre deux
accéléromètres MEMS capacitifs existant et notre accéléromètre AVAS. L’utilisation d’un
accéléromètre AVAS en régime non linéaire apporte un meilleur compromis.

Accéléromètre MEMS Résolution (τ = 1ms) Consommation de puissance
SDD1221 150µg 25mW
SF1500 10µg 150mW
AVAS 40µg 50mW

Table 4.11 – Tableau de comparaison résolution/consommation.

4.3 Compensation de la non-linéarité mécanique d’un
capteur MEMS vibrant.

4.3.1 Intérêt de la compensation de la non-linéarité mécanique

Des travaux récents ont été réalisés sur l’étude du bruit de phase d’un oscillateur
incluant des termes non-linéaires [93]. Ils ont montré qu’en présence de la non-linéarité
mécanique du résonateur, augmenter l’amplitude de la force d’excitation entraîne une
amélioration de la mesure du bruit de phase loin de la porteuse mais une dégradation
de ce bruit de phase à proximité de la porteuse. Concernant les micro-accéléromètres
vibrants, ce phénomène permet d’améliorer la résolution court terme au prix de diminuer
la stabilité de biais long terme.

L’annulation des non-linéarités devrait permettre d’actionner le résonateur à une am-
plitude plus élevée en améliorant le bruit de phase proche de la porteuse et loin de la
porteuse, ce qui implique dans le cas d’un accéléromètre vibrant une amélioration de la
résolution et de la stabilité de biais.



128 CHAPITRE 4. EXPLOITATION DES MODÈLES

4.3.2 Utilisation des non-linéarités électrostatiques.

Dans le cas d’une poutre encastrée-encastrée en silicium et de son actionnement/détec-
tion par voie électrostatique, la force qui est créée par une électrode sur notre résonateur
est une force électrostatique décrite par l’équation 2.75. A la résonance, la valeur du gap
g0 évolue au cours du temps selon le mouvement x de la poutre vibrante et n’est pas
égale sur tout le long de l’électrode. Elle dépend aussi de la déformée de la poutre liée
à son double encastrement. L’expression générale de la déformée Xn(y) d’une poutre de
longueur L encastrée à ses deux extrémités est exprimée par l’équation 1.11 [77].

Pour le mode principal de résonance, les valeurs α1L et a1

b1
sont données par l’équa-

tion 1.8 et l’équation 1.9. La valeur b1 est calculée en normalisant le mode 1 au maximum
de vibration (milieu de poutre). Pour cela, on résout X1(L2 ) = 1 et on trouve b1 = 0.61865.

On pose Xb = 1
b

∫ L+b
2

L−b
2

X1(y)dy la déformée moyenne le long de l’électrode. (4.23)

Avec b la longueur de l’électrode. Ainsi, la force électrostatique engendrée par une
électrode de longueur b centrée sur la poutre et prenant en compte la déformée s’exprime
selon l’équation 4.24 suivante :

Felec = 1
2ε0εrabU

2
NL

1
(g0 −Xbx)2 (4.24)

Avec a la largeur de l’électrode, UNL le potentiel de l’électrode et g0 le gap avec la
poutre. Le déplacement de la poutre Xbx en tout point de y étant négligeable devant la
longueur du gap g0, on peut effectuer un développement limité de la force électrostatique
à l’ordre 3 en x :

Felec ≈
1

2g2
0
ε0εrabU

2
NL

(
1 + 2Xb

g0
x+ 3X2

b

g2
0
x2 + 4X3

b

g3
0
x3
)

(4.25)

Cette force électrostatique dépend du déplacement de la poutre. Le terme en x3 s’op-
pose à celui de la non-linéarité mécanique du résonateur. En annulant le terme en x2

et en appliquant une configuration type pour un résonateur, il est possible d’annuler le
comportement non-linéaire d’ordre 3 du résonateur. Pour cela, une électrode de même
dimension est placée de l’autre côté de la poutre vibrante et soumise au même potentiel
comme présenté que la figure 4.13.

La force électrostatique appliquée à la poutre devient :

Felec = 1
2ε0εrabU

2
NL

(
1

(g0 −Xbx)2 −
1

(g0 +Xbx)2

)

≈ 1
2g2

0
ε0εrabU

2
NL

(
4Xb

g0
x+ 8X3

b

g3
0
x3
) (4.26)
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Poutre au repos Déformée de la poutre
b

g0 g0+x

Electrodes au potentiel U
L

Figure 4.13 – Déformée de la poutre vibrante avec les deux électrodes de compensation
des non-linéarités.

Cette force est insérée dans l’équation du comportement dynamique de la poutre
(équation 2.28). La force F est divisée en deux forces, Felec pour compenser la non-
linéarité mécanique et Fexci pour l’actionnement du résonateur. Ainsi, la nouvelle équation
du comportement dynamique de la poutre devient :

0.38ρheLẍ+ he5LE2α2λT0

0.26ρe6EC2
p + 0.62λ2L4 ẋ +

(
16Ehe3

L3 − 2ε0εrabXbU
2
NL

g3
0

)
x

+
(

8Ehe
L3 − 4ε0εrabX3

bU
2
NL

g5
0

)
x3 = Fexci

(4.27)

Le terme proportionnel à x3 permet de compenser l’effet non-linéaire. Un autre effet,
appelé effet de "raideur électrostatique" affecte la fréquence de résonance de l’oscillateur
MEMS. Cet effet provient du terme proportionnel au déplacement x où la "‘raideur élec-
trostatique" est soustraite à la raideur mécanique. Cela se traduit par une diminution de la
fréquence de résonance. Ce phénomène proportionnel au carré de la polarisation exige une
alimentation ultra stabilisée, afin de minimiser les fluctuations de fréquences. La tension
de pull-in exprimée dans l’équation 2.78, limite la tension applicable aux électrodes pour la
compensation de la non-linéarité. Il devient nécessaire d’exprimer les limites d’utilisation
d’un tel dispositif.

Dans un premier temps, la nouvelle raideur de la poutre vibrante dépend de la tension
présente entre l’électrode et cette poutre et la tension de pull-in dépend de cette raideur.
Pour éviter le collage de l’électrode, on veut U < Vp, ainsi avec l’équation 2.78 et la raideur
de l’équation 4.27 on obtient la relation suivante :

8Karg
3
0

27ε0εrab
> − g3

0
2ε0εrabXb

(
Kar −

16Ehe3

L3

)
(4.28)

Kar >
432Ehe3

L3(16Xb + 27) (4.29)

Pour annuler l’effet non-linéaire du résonateur, le terme proportionnel à x3 de l’équa-
tion 4.27 doit être nul. La tension de polarisation nécessaire au fonctionnement en fonction
des paramètres du résonateur et du gap interélectrode est exprimé sur l’équation 4.30 sui-
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vante :

U2
NL = 2Eheg5

0
L3ε0εrabX3

b

(4.30)

Et finalement, en injectant cette tension de polarisation dans la raideur de la poutre, on
trouve une condition sur la longueur du gap g0 par rapport aux dimensions du résonateur
à l’aide de l’équation 4.29 pour pouvoir annuler les non-linéarités en x3 du résonateur tout
en gardant une tension de pull-in inférieure à la polarisation. Cette condition est définie
dans l’équation 4.31 :

16Ehe3

L3 − 2ε0εrabXb

g3
0

2Eheg5
0

L3ε0εrabX3
b

>
432Ehe3

L3(16Xb + 27)

g0 < 8eXb

√
Xb

16Xb + 27 (4.31)

Cette application est valable pour des résonateurs poutres doublement encastrés en
flexion. Si le gap entre les électrodes et la poutre est supérieur à cette valeur, la compen-
sation des non-linéarités mécanique devient impossible à cause de la tension de pull-in
qui engendra un collage de la poutre sur l’électrode et détériora le résonateur. Pour maxi-
miser le rapport signal sur bruit, le courant qui traverse la capacité mobile doit être le
plus grand possible. Pour cela, le gap g0 doit être relativement petit avec une tension de
polarisation élevée. De plus, le principe de compensation de la non-linéarité mécanique
permet d’obtenir un déplacement plus grand de la poutre.

Il est aussi possible d’utiliser un circuit électronique dédié pour annuler ce terme de
non-linéarité mécanique en x3

4.3.3 Utilisation d’un circuit électronique dédié.

Annulation des non linéarités

Les non-linéarités mécaniques peuvent être décrites par une équation qui peut être
modélisée par un chemin de contre réaction non-linéaire sur le résonateur mécanique. Le
circuit de compensation introduit un autre chemin de contre réaction comme visible sur la
figure 4.14 pour un résonateur MEMS piézoélectrique en tenant compte du coefficient de
transduction piézoélectrique. Cela revient à ajouter à la force d’entretien des vibrations
une force supplémentaire proportionnelle au cube du déplacement de la poutre.

Tout ce circuit incluant la non linéarité mécanique du résonateur ainsi que son circuit
de compensation peut ainsi être réduit à un circuit équivalent linéaire.
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Figure 4.14 – Schéma d’un résonateur MEMS incluant la non linéarité mécanique, la
transduction piézoélectrique et le chemin de contre réaction pour annuler le comportement
non linéaire du résonateur.

Résultat des simulations

Ce circuit de compensation a été réalisé (figure 4.15), il est formé d’un amplificateur
de charge qui a pour but d’obtenir une tension proportionnelle à l’amplitude de vibration
de la poutre, de deux multiplieurs et d’un gain pour obtenir le bon niveau d’amplitude
de x3 pour le chemin de contre réaction de la compensation de la non linéarité.
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Figure 4.15 – Circuit électronique consistant à annuler simultanément la capacité inter-
électrode et le comportement non linéaire du résonateur.

Dans un premier temps, ce circuit a été simulé en utilisant le modèle comportemental
du VIA développé en language Verilog-A. Pour cela, une multitude de simulations PSS ont
été effectuées sous Cadence sans le circuit de compensation pour une tension d’excitation
aux alentours de l’amplitude critique des non linéarités. Puis la même simulation a été
exécutée en présence de ce circuit de compensation. La figure 4.16 montre les résultats de
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ces simulations. L’annulation de ces non linéarités a ainsi été validée par ces simulations
(figure 4.16).
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Figure 4.16 – Simulation d’un résonateur de type VIA non linéaire avec et sans circuit
de compensation.
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Résultat expérimental

Dans un second temps, ce circuit a été réalisé avec des composants analogiques discrets
et la mesure de la fréquence de résonance avec et sans présence du circuit de compensation
a été réalisée. Ces résultats expérimentaux sont présentés sur la figure 4.17 et montrent
une réduction de l’effet de non linéarité lorsque le circuit de compensation est connecté.

Sans circuit dédié
Avec circuit dédié

Figure 4.17 – Mesures d’un résonateur de type VIA non linéaire avec et sans circuit de
compensation. Amplitude de l’amplificateur de charge en fonction de la fréquence

Cependant cet effet n’est pas totalement annulé. En effet, le déphasage induit par les
composants discrets analogiques et les signaux parasites induits par les autres modes de
résonance de la structure en quartz limitent cet effet de compensation de la non linéarité.
Ce circuit de compensation doit encore être amélioré pour pouvoir tester ce résonateur
avec un circuit oscillateur et ainsi montrer les nouvelles performances en terme de bruit
de phase.
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4.4 Conclusion sur l’exploitation des modèles

Une fois le modèle comportemental de l’oscillateur MEMS validé, il a été possible de
l’exploiter. Une étude analytique hors résonance a été effectuée afin de comparer les trois
types de transduction. Des simulations de l’oscillateur complet ont montré un avantage
net de la transduction optique pour la diminution du bruit de phase pour les références
de temps.

L’étude a permis l’optimisation d’un micro-accéléromètre de type VIA développé à
l’Onera et de montrer et quantifier l’intérêt d’utiliser un résonateur en régime non linéaire
pour la surveillance de zones par sismomètre.

Les modèles développés ont permis aussi dans un dernier temps d’étudier l’annulation
des non linéarités inhérentes aux résonateurs miniatures et tout particulièrement aux
accéléromètres vibrant afin d’améliorer la résolution et la stabilité de biais.



Conclusion

Conclusions générales

Le travail de ce mémoire a consisté à identifier les limites de résolution fréquentielle de cap-
teurs MEMS vibrants. Dans un premier temps, une étude bibliographique a été effectuée
pour présenter les différents capteurs MEMS vibrants à sortie fréquentielle. Cette étude a
montré qu’actuellement ce type de capteur est présent tout autour de nous pour mesurer
des grandeurs physiques telles qu’une accélération, une masse, une pression ou encore une
température. Ces capteurs vibrants comportent une partie mécanique (le résonateur), un
type de transduction et un circuit oscillateur. Ils s’agit de capteurs multiphysique pour-
lesquels leur performance en terme de résolution est difficile à prédire. Cette bibliographie
a permis de voir qu’il existait des outils pour estimer la stabilité de fréquence d’un signal
(bruit de phase et variance d’Allan), des logiciels pour la simuler (simulateur SpectreRF
sous Cadence) et des appareils pour la mesurer (analyseur de spectre et compteur).

Dans un second temps, une étude théorique a été effectuée pour modéliser le compor-
tement multiphysique d’un tel oscillateur MEMS. Pour cela, le comportement mécanique
d’une poutre doublement encastrée a été mis en équation. Le bruit mécanique et les non-
linérités mécaniques du résonateur ont aussi été exprimés tout en utilisant uniquement
les paramètres géométriques (e, h et L) et les paramètres matériau. Le type de trans-
duction pouvant être piézoélectrique, électrostatique ou optique a aussi été étudié. Ce
type de transduction a été exprimé suivant la position des électrodes piézoélectriques et
électrostatiques et les dimensions du résonateur. Dans le cas de la transduction optique,
l’excitation a été modélisée grâce au phénomène de pression de radiation et la détection
grâce à la méthode knife-edge ou par l’interférométrie.

Cette étude théorique a permis d’écrire les équations en Verilog-A nécessaire à la si-
mulation du comportement de l’oscillateur. Pour valider ces simulations sous Cadence,
les résultats ont été comparés aux mesures expérimentales sur des cellules réelles. Les cel-
lules caractérisées ont fonctionné en utilisant d’une part la transduction piézoélectrique
(cellules VIA) et d’autre part la transduction électrostatique (cellules Aladin). Les valida-
tions ont été réalisées en comparant les mesures et les simulations de la cellule en boucle
ouverte et en boucle fermée. Ces résultats on permis d’estimer et de mesurer la stabilité
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de fréquence de l’oscillateur tout en identifiant les sources de bruit limitant cette stabilité.

Une fois le modèle comportemental de l’oscillateur MEMS validé, il a été possible de
l’exploiter. Pour commencer une étude analytique hors résonance a été effectuée afin de
comparer les trois types de transduction. Le calcul du rapport signal à bruit hors réso-
nance, qui détermine la résolution dans le cas d’un gyromètre vibrant par exemple, a
montré que la transduction optique par interférométrie était la plus adaptée. Des simula-
tions de l’oscillateur complet ont montré un avantage net de la transduction optique pour
la diminution du bruit de phase. Cette étude est valable uniquement pour la stabilité de
fréquence et peut être appliquée aux différents capteurs en insérant le facteur d’échelle
approprié de la grandeur mesurée.

L’étude a aussi servi à optimiser un micro-accéléromètre de type VIA développé à
l’Onera. Les résultats des simulations ont montré que pour ce type de capteur MEMS
à transduction piézoélectrique qui pour une application inertielle doit pouvoir subir des
accélération de plus de 100g, le résonateur optimal présente une épaisseur vibrante 5µm,
une hauteur de 50µm et une longueur de 0.5mm. La performance en terme de résolution
est d’environ 0.4µg à 1s de temps d’intégration. Dans le cas d’une application pour la
surveillance de zones par sismomètre, la résolution court terme par contre détermine
directement la distance maximale de détection. En présence de la non-linéarité mécanique
du résonateur, augmenter l’amplitude de la force d’excitation entraîne une amélioration
de la mesure du bruit de phase loin de la porteuse mais une dégradation de ce bruit
de phase à proximité de la porteuse. L’étude a ainsi permis de montrer et quantifier
l’intérêt d’utiliser un tel résonateur en régime non linéaire alors que jusqu’à présent les
accéléromètres vibrants se placent toujours en dessous des non linéarités.

Le dernier point de l’étude a permis de travailler sur l’annulation des non-linéarités.
Cette annulation permet d’actionner le résonateur à une amplitude plus élevée tout en
améliorant le bruit de phase proche de la porteuse et loin de la porteuse, ce qui implique
dans le cas d’un dans le cas d’un accéléromètre vibrant une amélioration de la résolution
et de la stabilité de biais. Il a ainsi été montré que cette annulation pouvait s’effectuer
de deux façons différentes, l’une en utilisant des électrodes électrostatiques et l’autre en
utilisant un circuit électronique dédié.
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Perspectives

A l’issue de cette thèse, un modèle comportemental complet d’un capteur MEMS vibrant
a été développé. Ce modèle doit servir au design d’un capteur vibrant quelconque afin de
prédire sa résolution en fonction des différents paramètres et ainsi de pouvoir l’optimiser
suivant l’application. Ce développement peut aussi servir à développer une électronique
intégrée dans un ASIC afin de miniaturiser le capteur tout en minimisant les sources de
bruit parasites à la résolution.

L’étude sur les non-linéarités doit aboutir à la conception d’une cellule annulant les
non-linéarités à l’aide d’électrodes électrostatique afin de mesurer expérimentalement les
performances d’un tel principe.

Au niveau de la transduction optique, les premières prédictions ont montré un fort po-
tentiel d’amélioration de la résolution par rapport aux deux autres types de transduction
plus répandus (piézoélectrique et électrostatique). Une étude plus approfondie de ce type
de transduction doit être établie afin de créer un design de cellule parfaitement adapté à
la stabilité de fréquence et pouvant être mesuré expérimentalement.
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Annexe A

Expression analytique des
paramètres motionnels dans le cas
d’une hypothèse quasi-statique de
Rayleigh

Dans le cas d’une poutre à section rectangulaire bi-encastrée soumis à une force concen-
trée au centre comme présenté sur le tableau A.1 où l’on peut voir le schéma de la sol-
licitation avec le bilan de l’effort tranchant et du moment fléchissant. Dans le cas des

Sollicitation Effort tranchant Moment fléchissant

y

x

F

L/2 L/2

O L
y

Tx

-RA

RB

L/2 LO y

Mfz

L
O

-MA = MB

L/2

FL
8

Table A.1 – Actions aux liaisons pour une poutre bi-encastrée avec une charge concentrée
au centre.

petites déformations, la courbure en un point d’une poutre en flexion est proportionnelle
au moment fléchissant Mf et inversement proportionnelle à la rigidité de la poutre. Cette
rigidité dépend du matériau, par le module de Young E, et du profil de la section droite
par le moment quadratique Iz. L’équation d’équilibre mécanique de cette poutre est :

∂2u

∂2y
= Mf

EIz
(A.1)

où u(y) est le déplacement de la poutre selon x. Le tableau A.1 permet d’obtenir le
moment fléchissant Mf (équation A.2) :

Mf = F

2

(
y − L

4

)
∀y ∈

[
0, L2

]
(A.2)
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ANNEXE A. EXPRESSION ANALYTIQUE DES PARAMÈTRES MOTIONNELS DANS LE CAS D’UNE

HYPOTHÈSE QUASI-STATIQUE DE RAYLEIGH

En prenant en compte l’équation A.2, l’équation A.1 est intégrée afin d’obtenir la
vitesse ∂u

∂y
en fonction de y :

∂u

∂y
= F

4EIz
y2 − FL

8EIz
y + A avec A : constante d’intégration (A.3)

D’après les conditions aux limites d’encastrement, en y = 0, ∂u
∂y

(0) = 0 donc A = 0 et
on a :

∂u

∂y
= F

4EIz
y2 − FL

8EIz
y (A.4)

L’expression est à nouveau intégrée pour obtenir le déplacement u en fonction de y :

u(y) = F

12EIz
y3 − FL

16EIz
y2 +B avec B : constante d’intégration (A.5)

La poutre étant encastrée en y = 0, u(0) = 0 donc B = 0 et donc le déplacement u(y)
s’écrit selon l’expression suivante :

u(y) = F

12EIz
y3 − FL

16EIz
y2 (A.6)

Le déplacement au milieu de la poutre (pour y = L

2 ) vaut alors :

u
(
L

2

)
= FL3

96EIz
− FL3

64EIz
= − FL3

192EIz
(A.7)

Connaissant le déplacement, il est possible de retrouver la raideur équivalente de la
poutre. La relation de proportionnalité entre la force F appliquée en un point et la dé-
flexion x résultante est vue sur l’équation A.8 :

~F = −k~x (A.8)

En reportant cette équation dans l’équation A.7, on obtient :

k = −F
x

= 192EIz
L3 (A.9)

De plus le moment quadratique de la section rectangulaire S par rapport à l’axe ~x est :

Iz =
∫∫

S
x2dxdz = he3

12 (A.10)

ainsi

k = 16Ehe3

L3 (A.11)
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La valeur de la fréquence pour le mode de flexion concerné a été vue dans l’équa-
tion 1.10 du chapitre 1. A l’aide de cette équation, de l’équation A.9 et de l’équation 2.2
reliant la raideur k, la pulsation propre ω0 et la masse m, il est possible d’obtenir la valeur
de la masse efficace :

mefficace = k

ω02 = 16Ehe3

L3
12
π4β4

1

L4

e2
ρ

E
= 0.38ρheL (A.12)

De même, l’expression du coefficient d’amortissement peut s’exprimer sous cette forme :

c = mω0

Q
= k

Qω0
= 16Ehe3

L3
2
√

3
Qπ2β2

1

L2

e

√
ρ

E
= 2.48

Q

he2

L

√
ρE (A.13)



142
ANNEXE A. EXPRESSION ANALYTIQUE DES PARAMÈTRES MOTIONNELS DANS LE CAS D’UNE

HYPOTHÈSE QUASI-STATIQUE DE RAYLEIGH



Annexe B

Modèle Verilog-A du résonateur

// VerilogA for resonateur-AMS, resonateur, veriloga
‘include "constants.vams"
‘include "disciplines.vams"
module resonateur(p,Z);
//------------- Noeuds----------------
inout p,Z; // noeuds électriques du résonateur
kinematic Z; // déplacement mécanique (modèle masse-ressorts)
kinematic p;
kinematic_v Vc; // vitesse de déplacement (modèle masse-ressorts)

//kinematic Zk3; // déplacement lié à la no-linéarité cubique
kinematic Fx; // force d’excitation (modèle masse-ressorts)
//-------------paramètres-------------
parameter real e=54e-6 from [0:inf);
parameter real h=30e-6 from [0:inf);
parameter real L=2.26e-3 from [0:inf);
parameter real Rho=2648 from [0:inf);
parameter real E=7.826e10 from [0:inf) ;
parameter real Q=10000 from [0:inf);
//parameter real Tp=25 from [0:inf);
real kb;
real m; // coefficient de conversion piézoélectrique
real c; // capacité inter-électrodes
real k;
real nl;

real nc; // coefficient de conversion piézoélectrique

analog begin
//-----------Equations du système------
Vel(Vc) <+ ddt(Pos(Z));
nc=5;
m=0.38*Rho*h*e*L;
c=(2.48*h*e*e*sqrt(Rho*E))/(Q*L);
k=(16*E*h*e*e*e)/(L*L*L);
nl=(8*E*h*e)/(L*L*L);
kb=1.3806e-23;

//F(Fx) <+ V(p)*nc;
//Pos(Z) <+ (F(Fx)-((M*2*3.141593*f)/Q)*Vel(Vc)-M*ddt(Vel(Vc)))
/(M*pow((2*3.141593*f),2));
// -nl*pow(Pos(Z),3))
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F(Fx)<+ F(p)+white_noise(1.5e-27,"bruit_mecanique");
Pos(Z) <+ (F(Fx)-m*ddt(Vel(Vc))-c*Vel(Vc)-nl*pow(Pos(Z),3))/k;

end
endmodule



Annexe C

Modèle Pspice de l’amplificateur
opérationnel AD8066

* AD8066 Spice Model
* Description: Amplifier
* Not Modeled:
* Distortion is not characterized
*
* Parameters modeled include:
* Open loop gain and phase vs. frequency
* Output impedance vs. frequency
* Output clamping voltage and current
* FET Input common mode range
* Slew rate
* Output currents are reflected to V supplies
* Vos is static and will not vary
*
* END Notes
*
* Node assignments
* non-inverting input
* | inverting input
* | | positive supply
* | | | negative supply
* | | | | output
* | | | | |
.SUBCKT AD8066 1 2 99 50 30
* FET INPUT STAGE
Vos 9 2 1.5m
Cd 1 2 4.5p
Ccm1 1 0 2.1p
Ccm2 2 0 2.1p
J1 5 1 10 NMOD
J2 6 9 11 NMOD
R3 99 5 1132
R4 99 6 1132
R5 10 4 390
R6 11 4 390
I11 4 50 0.87e-3
* COMMON-MODE GAIN NETW0RK
*POLE AT 40 MHz
Ecm 80 15 POLY(2) 2 15 1 15 0 .5 .5
*C4 82 85 3.54e-12
*R8 80 82 1k
*ZERO AT 40 kHz
Gcm1 15 81 80 15 4e-6
Lcm1 81 82 2e-3
Rcm1 82 15 1k
*ZERO AT 40 MHz
*Gcm2 15 83 81 15 1e-3
*Lcm2 83 84 3.5e-6
*Rcm2 84 15 1k
*ZERO AT 40 MHz
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*Gcm3 15 85 83 15 1e-3
*Lcm3 85 86 3.5e-6
*Rcm3 86 15 1k
*ZERO AT 40 MHz
*Gcm4 15 91 85 15 1e-3
*Lcm4 91 92 3.5e-6
*Rcm4 92 15 1k
*POLE AT 30 MHz
*Gcm5 15 87 91 15 1e-3
*Ccm5 87 15 5.6e-12
*Rcm5 87 15 1k
*POLE AT 30 MHz
*Gcm6 15 88 87 15 1e-3
*Ccm6 88 15 5.6e-12
*Rcm6 88 15 1k
*POLE AT 30 MHz
*Gcm7 15 89 88 15 1e-3
*Ccm7 89 15 5.6e-12
*Rcm7 89 15 1k
* GAIN STAGE & POLE AT 17 kHz
Ecc 98 0 99 0 1
Ess 52 0 50 0 1
Eref 15 0 POLY(2) 99 0 50 0 0 .5 .5
G1 13 15 5 6 0.6
R7 13 15 3.125k
C3 13 15 3n
V1 98 14 1
V2 16 52 1
D1 13 14 DX
D2 16 13 DX
* POLE AT 334 MHz
G2 15 43 13 15 3.777m
R10 15 43 265
C5 15 43 1.8p
* POLE AT 665 MHz
G3 15 53 43 15 7.54m
R11 15 53 133
C6 15 53 1.8p
*POLE AT 665 MHz
G4 15 63 53 15 7.54m
R12 15 63 133
C7 15 63 1.8p
* BUFFER STAGE
Gbuf 15 32 63 15 1e-3
Rbuf 32 15 1000
* OUTPUT STAGE
Vo1 99 90 0
Vo2 51 50 0
R18 25 90 .02
R19 25 51 .02
Vcd 25 30 0
G6 25 90 99 32 50
G7 51 25 32 50 50
V4 26 25 -0.82
V5 25 27 -0.82
D5 32 26 Dx
D6 27 32 DX
Fo1 15 70 vcd 1
D7 70 71 DX
D8 72 70 DX
Vi1 71 15 0
Vi2 15 72 0
Erefq 96 0 30 0 1
Iq 99 50 5.7m
Fq1 96 99 POLY(2) Vo1 Vi1 0 1 -1
Fq2 50 96 POLY(2) Vo2 Vi2 0 1 -1
.MODEL NMOD NJF VTO=0.13 BETA=100 IS=2.4e-13
.MODEL DX D(IS=1e-15)
.ENDS
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Script d’obtention de la résolution
accélérométrique pour la
transduction piézoélectrique

/* bruit_VIA_mult2.ocn
Author R.Levy
Language SKILL/OCEAN
Date Nov 2013
Function for creating a multi-dimensional array.
Usage:
data=abMultiDimArray(6 8)
Creates a 6 by 8 array (starting index is from 0). Then you can use:
data[4][5]=23
data[0][7]=123
***************************************************
SCCS Info: @(#) abMultiDimArray.il 11/23/09.16:24:27 1.1
*/
procedure(abMultiDimArray(@rest dimensions)

let((arr)
if(integerp(car(dimensions)) && plusp(car(dimensions)) then

arr=makeVector(car(dimensions))
when(cdr(dimensions)

for(ind 0 sub1(car(dimensions))
arr[ind]=apply(’abMultiDimArray cdr(dimensions))

)
) ; when
arr

else
error("Dimension %L must be a positive integer\n" car(dimensions))

) ; if
) ; let

) ; procedure
defMathConstants(’m)
simulator( ’spectre )
design( "/home/levy/ams_workarea/Sim/VIA_ampli_courant/spectre/schematic/netlist
/netlist")
resultsDir( "/home/levy/ams_workarea/Sim/VIA_ampli_courant/spectre/schematic" )
modelFile(

’("/home/levy/ams_workarea/these_GP/1N4500/1N4500" "")
’("/home/levy/ams_workarea/these_GP/AD8066/ad8066.cir" "")

)
definitionFile(

"/opt/cadence/2013/ams410/spectre/c35/soac/processOption.scs"
)
analysis(’pnoise ?relharmnum "1" ?start "1e-7" ?stop "stop" ?dec "200"
?maxsideband "MS" ?p "/net011" ?n "" ?oprobe ""
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?iprobe "" ?refsideband "" ?augmented "" ?ppv "" )
analysis(’pss ?engine "Harmonic Balance" ?flexbalance "yes" ?oversamplefactor ""
?fund "f" ?harms "MS" ?errpreset "conservative" ?tstab "tstab"
?oscana t ?p "/net011" ?n "" ?oscmethod ""
?step "" ?maxstep "maxstep" ?write "" ?writefinal "" ?swapfile ""
?checkpss "" ?ppv "" ?backtracking "" )
Rho=2648.0 ;Masse volumique
E=7.826e10 ;Module d’Young
a=13.7e-6 ;coefficient de dilatation thermique
l=6.7 ;conductibilit thermique
cp=750.0 ;chaleur specifique pression constante
Co=1e-12 ;capacit inter-lectrodes
kb=1.3806e-23 ; cte de Boltzmann
T=300.0 ; temperature en K
Rf=10e6 ; R feedback ampli de courant
desVar( "Co" 1e-12 )
desVar( "flicker" 122e-15 )
desVar( "bruit_blanc" 1e-16 )
desVar( "Rf" Rf )
desVar( "Rgain" 1k )
desVar( "MS" 100 )
e_list = list( 1e-6 2e-6 5e-6 1e-5 2e-5 5e-5 1e-4 2e-4 5e-4)
h_list = list( 1e-6 2e-6 5e-6 1e-5 2e-5 5e-5 1e-4 2e-4 5e-4)
L_list = list( 1e-4 2e-4 5e-4 1e-3 2e-3 5e-3 1e-2 2e-2 5e-2)
;e_list = list( 1e-6 2e-6 3e-6 4e-6 5e-6 6e-6 7e-6 8e-6 9e-6 1e-5 2e-5 3e-5 4e-5
5e-5 6e-5 7e-5 8e-5 9e-5 1e-4 2e-4 3e-4 5e-4)

;h_list = list( 1e-6 2e-6 3e-6 4e-6 5e-6 6e-6 7e-6 8e-6 9e-6 1e-5 2e-5 3e-5 4e-5
5e-5 6e-5 7e-5 8e-5 9e-5 1e-4 2e-4 3e-4 5e-4)

;L_list = list( 1e-4 2e-4 3e-4 5e-4 6e-4 7e-4 8e-4 9e-4 1e-3 2e-3 3e-3 4e-3 5e-3
6e-3 7e-3 8e-3 9e-3 1e-2 2e-2 3e-2)

;e_list = list( 54e-6);
;h_list = list( 30e-6);
;L_list = list( 2.26e-3);
iterations=length(e_list)*length(h_list)*length(L_list)
results=abMultiDimArray(iterations 14)
for( j 0 (iterations-1) ; creation du tableau de resultats
for( k 0 13
results[j][k]=0.0))
i=0
foreach( e e_list
foreach( h h_list
foreach( L L_list
nc=0.5*0.1711*12.0*0.21*e*h/L;
M=0.38*Rho*h*e*L;
c=(h*pow(e,5)*L*E*E*a*a*l*T)/(0.26*Rho*pow(e,6)*E*cp*cp+0.62*l*l*pow(L,4));
k=(16.0*E*h*e*e*e)/(L*L*L);
Qthermo=pow(Rho,0.5)*(0.65*pow(e,6)*Rho*E*cp*cp+1.53*pow(L,4)*l*l)
/(e*e*e*L*L*pow(E,1.5)*a*a*l*T);
Qelec=1e5
Q=Qelec*Qthermo/(Qelec+Qthermo) ; limite du Q par le Qelectrodes=100000
f=1.028*sqrt(E/Rho)*(e/L**2)
maxstep=6e-3/f ; maxstep: 100n pour le VIA
Fc=5.01e12*h*e*e*e*e/(sqrt(Q*Q*Q)*L*L*L); ;force conduisant l’amplitude critique
Vc=Fc/nc; ;force conduisant l’amplitude critique
Rm=c/(nc**2);
V=1.8e-9 ; volume de la masse d’epreuve
Mme=V*Rho ; masse d’epreuve
K=3.75/(h*e*e)*sqrt(Rho/E)*V ; facteur dchelle en Hz/V V=vol. masse epreuve
tstab= 2.0*Q/f
stop=1e6
Rvc= Vc*1e6/0.6
Rgain=150*Rm/(Rf*Vc)
if((h<e) then
Aflambage=m.PI**2*E*e*h**3/(9.81*3*L**2*Mme)
; limite de flambage en g (these de Baptiste Le Foulgoc)
else
Aflambage=m.PI**2*E*h*e**3/(9.81*3*L**2*Mme)
; limite de flambage en g (these de Baptiste Le Foulgoc)
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) ; fin du if de Aflambage
desVar( "f" f )
desVar( "Q" Q )
desVar( "M" M )
desVar( "nc" nc )
desVar( "Vc" Vc )
desVar( "tstab" tstab )
desVar( "stop" stop )
desVar( "Rvc" Rvc )
desVar( "Rgain" Rgain )
desVar( "maxstep" maxstep )
envOption(
’analysisOrder list("pss" "pnoise")
)
option( ?categ ’turboOpts
’uniMode "APS"
)
temp( 27 )
if( (f<200e3 && f>1e4 && Aflambage>1) then
; condition sur la frequence pour lancer la simulation PSS + PNOISE
run()
PN_dBc= phaseNoise(1 "pss_fd" ?result "pnoise") ; bruit de phase en dBc/Hz
if((PN_dBc==nil) then
AccN_integ_1ms_ug=0.0
AccN_integ_10ms_ug=0.0
AccN_integ_100ms_ug=0.0
AccN_integ_1s_ug=0.0
AccN_integ_2s_ug=0.0
else
relative_frequency= xval(phaseNoise(1 "pss_fd" ?result "pnoise")) ; delta F
PN=2.0*10**(PN_dBc/10.0)
PN_zero=unityGainFreq(PN)
; frequence pour laquelle PN=1 (PN_dBc=0)
if((PN_zero==nil && (integ(PN,1e-5,1e-4)*1e-4)>1) then
; si phase noise>puissance de la porteuse
AccN_integ_1ms_ug=1e7
AccN_integ_10ms_ug=1e7
AccN_integ_100ms_ug=1e7
AccN_integ_1s_ug=1e7
AccN_integ_2s_ug=1e7
else
if((PN_zero==nil && (integ(PN,1e-5,1e-4)*1e-4)<1) then
start=1e-6
else
start=PN_zero*2.0
;start=1e-4
FN=PN*relative_frequency*relative_frequency ; bruit de frquence en Hz^2/Hz
fh=2*f ; bande passante de la mesure de frquence
tau=1 ; tau: temps d’integration (alavar)
FN_alavar=FN*2*sin(m.PI*tau*relative_frequency)**4/(m.PI*tau*relative_frequency)**2*1
/(1+(relative_frequency/fh)**2) ; bruit frequence * fonction transfert alavar
AccN_integ_1s_ug=sqrt(integ( FN_alavar,start,stop))*1e6/K ;alavar tau=1s
tau=1e-3
FN_alavar=FN*sin(m.PI*tau*relative_frequency)**4/(m.PI*tau*relative_frequency)**2*1
/(1+(relative_frequency/fh)**2)
AccN_integ_1ms_ug=sqrt(integ( FN_alavar,start,stop))*1e6/K
tau=1e-2
FN_alavar=FN*sin(m.PI*tau*relative_frequency)**4/(m.PI*tau*relative_frequency)**2*1
/(1+(relative_frequency/fh)**2)
AccN_integ_10ms_ug=sqrt(integ( FN_alavar,start,stop))*1e6/K
tau=1e-1
FN_alavar=FN*sin(m.PI*tau*relative_frequency)**4/(m.PI*tau*relative_frequency)**2*1
/(1+(relative_frequency/fh)**2)
AccN_integ_100ms_ug=sqrt(integ( FN_alavar,start,stop))*1e6/K
tau=2
FN_alavar=FN*sin(m.PI*tau*relative_frequency)**4/(m.PI*tau*relative_frequency)**2*1
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/(1+(relative_frequency/fh)**2)
AccN_integ_2s_ug=sqrt(integ( FN_alavar,start,stop))*1e6/K
)) ; fin du if PN_zero ==nil
;plot(PN_dBc ?expr ’( "Acceleration Noise; ug/sqrt(Hz)" ) )
;plot(FN ?expr ’( "Acceleration Noise; ug/sqrt(Hz)" ) )
;plot(FN_alavar ?expr ’( "Acceleration Noise; ug/sqrt(Hz)" ) )
) ; fin du if PSS fonctionne
results[i][0] = e
results[i][1] = h
results[i][2] = L
results[i][3] = f
results[i][4] = Q
results[i][5] = Rm
results[i][6] = Vc
results[i][7] = K
results[i][8] = Aflambage
results[i][9] = AccN_integ_1ms_ug
results[i][10] = AccN_integ_10ms_ug
results[i][11] = AccN_integ_100ms_ug
results[i][12] = AccN_integ_1s_ug
results[i][13] = AccN_integ_2s_ug
sprintf(i_string "%d" i)
output_file=strcat( "/home/levy/ams_workarea/bruit_VIA_mult2_" i_string ".csv" )
fp = outfile( output_file "w")
fprintf(fp "e, h, L, f, Q, Rm, Vc, K, Aflambage, AccN_integ_1ms_ug,
AccN_integ_10ms_ug, AccN_integ_100ms_ug, AccN_integ_1s_ug, AccN_integ_2s_ug \n")
;for( l 0 (iterations-1)
for( l 0 i
fprintf(fp " %10.7f , %10.7f , %10.7f , %10.7f , %10.7f , %10.7f ,

%10.7f ,%10.7f , %10.7f , %10.7f ,%10.7f ,%10.7f ,%10.7f , %10.7f \n"
results[l][0] results[l][1] results[l][2] results[l][3] results[l][4]

results[l][5] results[l][6] results[l][7] results[l][8] results[l][9]
results[l][10] results[l][11] results[l][12] results[l][13])
) ; fin boucle for du fprintf
close(fp);
i=i+1
) ; fin du if f est dans le domaine de frequences
)))
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Analyse des limites de résolution fréquentielle des
capteurs Vibrants de type MEMS

Les capteurs de type MEMS (Micro Electro Mechanical Systems) sont des micro-
systèmes mettant en oeuvre différents domaines de la physique (électronique, mécanique,
chimie, optique,...) et permettant de mesurer différentes grandeurs physiques (accéléra-
tion, pression, température...). Parmi ces micro-capteurs, les MEMS vibrants se caracté-
risent par leur structure présentant un micro-résonateur mis en vibration à sa fréquence de
résonance et la variation de cette fréquence est représentative du mesurande. Cette thèse
s’intéresse principalement à analyser et identifier les limites de résolution fréquentielle de
ces capteurs vibrants en effectuant une modélisation multiphysique.

Dans un premier temps, nous avons modélisé le comportement multiphysique d’un
capteur MEMS vibrant en détaillant trois types de transduction (piézoélectrique, élec-
trostatique et optique). La seconde partie a permis de valider les équations développées
en se basant sur les simulations sous Cadence (langage multiphysque Verilog-A) et en
les validant par des mesures expérimentales. La dernière partie traite de l’optimisation
d’un micro-accéléromètre de type VIA (Vibrating Inertial Accelerometer) et l’étude de
l’annulation des non linéarités permettant d’améliorer la résolution d’un capteur MEMS
vibrant.

Mots-clés : accéléromètre, MEMS, modélisation, résolution, bruit de phase

Analysis of the frequency resolution limits of MEMS
vibrating sensors

MEMS (Micro Electro Mechanical Systems) sensors are micro-systems implementing
various fields of physics (electronical, mechanical, chemical, optical, ...) and measuring
various physical quantities (acceleration, pressure, temperature ...). The vibrating MEMS
are characterized by a micro-resonator vibrating at its resonant frequency. The frequency
variation is proportional to the measurand. This thesis is concerned with analyzing and
identifying the frequency resolution limits of these vibrating sensors by performing mul-
tiphysics modeling.

The first step is to model the multiphysics behavior of a vibrating MEMS sensor with
three transduction types (piezoelectrical, electrostatical and optical). Secondly, the equa-
tions developed are validated, based on simulations with Cadence (multiphysque language
Verilog-A) and their comparaison with experimental measurements. The last section pre-
sents the micro-accelerometer VIA (Vibrating Inertial Accelerometer) optimization and
the nonlinearities cancellation study for improving the resolution of vibrating MEMS
sensor.

Keywords : accelerometer, MEMS, modelling, resolution, phase noise
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