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Introduction générale

Contexte

De nos jours, les capteurs sont omniprésents dans notre environnement, ils permettent
de mesurer différentes grandeurs physiques (accélération, pression, température...). La re-
cherche du meilleur compromis coiit de réalisation /performances/miniaturisation connait
une croissance continue depuis deux décennies permettant aujourd’hui de répondre a la
fois a des marchés de grands volumes (téléphonie mobile par exemple) ou des marchés a
plus haute valeur ajoutée du secteur aérospatial. Les capteurs de type MEMS (Micro Elec-
tro Mechanical Systems), répondant a ces besoins, sont des micro-systémes mettant en
ceuvre différents domaines de la physique (électronique, mécanique, chimie, optique,...) et
présentant une structure aux dimensions micrométriques. Différentes technologies ont été
proposées et sont encore imaginées par les ingénieurs et chercheurs des bureaux d’études
et des laboratoires dans 'objectif d’obtenir toujours de meilleures performances tout en
gardant la contrainte des faibles dimensions du systeme et des cotits de production les plus
faibles. Parmi ces micro-capteurs, les MEMS vibrants se caractérisent par leur structure
présentant un micro-résonateur mis en vibration a sa fréquence de résonance. Ce principe
a donné lieu a de nombreuses mises en ceuvre comme des accélérometres, des capteurs
de pression. Leur intérét réside dans leur excellente résolution et leur grande étendue de

mesure.

Problématique

Les premieres études portant sur les capteurs vibrants de types MEMS ont été en-
treprises dans les années 1980 [1] [2] [3] [4]. Leur résolution a été rapidement améliorée
jusqu’a approcher actuellement une limite. La résolution de mesure se définit par le plus
petit signal détectable a la sortie du capteur et son niveau actuel permet de répondre
a certaines applications (guidage, pilotage pour les capteurs inertiels). Pour dépasser la
limite actuelle et atteindre des résolutions ultimes, il est nécessaire d’identifier les facteurs
qui limitent la résolution fréquentielle. Ainsi, ce travail vise a obtenir une meilleure résolu-
tion du capteur et ainsi permettra d’ouvrir la voie a de nouvelles applications notamment
dans le spatial ou pour les centrales inertielles des futurs micro-drones pour lesquelles les

dimensions et les performances sont des facteurs importants.
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Les études actuelles

Actuellement de nombreux capteurs vibrants a sortie fréquentielle ont été congus pour
satisfaire un grand nombre d’applications. Les micro-accélérometres développés par les
entreprises Kearfott, Draper ou Honeywell et le laboratoire CMT (Capteurs et Micro-
Technologies) de 'ONERA permettent d’obtenir une accélération avec une résolution de
I'ordre de 1ug [5] [6] [7] [8]. Les microbalances a cristal de quartz de CH instruments [9] ou
Elechema [10] permettent quand & elles de connaitre la masse d'un dépot de matiere, les
capteurs de pression de Thales [11] ou les capteurs de température [12]. Plus récemment
des capteurs de champ magnétique [13] ont été développés afin de tirer profit de leur
petite taille et leur forte sensibilité. Tous ces capteurs sont formés sur une méme architec-
ture ou 'on peut dissocier résonateur, transduction et circuit oscillateur. La transduction
peut-étre de type piézoélectrique comme développée a I'Onera sur des wafer en quartz,
de type électrostatique sur des wafers en silicium ou plus récemment de type optique,
ou des études sont effectués par exemple au Laboratoire de Recherche de la Marine des
Etats-Unis (Navy) [14].

Actuellement des outils de mesure sont utilisés pour quantifier et connaitre la stabilité
de fréquence de tels capteurs, c¢’est a dire leur résolution, soit dans le domaine temporel
en utilisant la variance d’Allan ou dans le domaine fréquentiel avec la densité spectrale de
phase sans pour autant la prédire. Tous ces capteurs vibrants répondent a un besoin avec
leur propres spécifications cependant 1’origine des limitations de la résolution n’a pas été
clairement identifiée du fait de leur complexité multiphysique (mécanique, piézoélectrique,

optique, électrique...)

C’est pourquoi cette these s’intéresse principalement a analyser et identifier les limites
de résolution fréquentielle de capteurs MEMS vibrants en effectuant une modélisation

multiphysique.
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Organisation du mémoire

Ce mémoire s’organise en quatre chapitres. Dans le premier chapitre, une étude bi-
bliographique sur les capteurs MEMS vibrants est présentée, et tout particulierement sur
les capteurs a sortie fréquentielle. Les différents types de transduction sont présentés ainsi

que les différentes méthodes d’analyse et de simulation du bruit de phase des oscillateurs.

Le deuxieéme chapitre présente une étude théorique des oscillateurs incluant un micro-
résonateur mécanique de type poutre en flexion. Tout d’abord le développement du modele
comportemental du résonateur mécanique est effectué puis une modélisation des types de

transduction piézoélectrique, électrostatique et optique est développée.

Le troisieme chapitre permet de valider les modeles développés dans le deuxieme cha-
pitre. Pour cela, une étude expérimentale est effectuée et comparée avec les simulations
du modele sur deux types de cellules : 'une piézoélectrique (cellule VIA) et lautre élec-
trostatique (cellule Aladin). Cette validation est réalisée a I’aide de 'outil de simulation
CADENCE, ou le langage multiphysique verilogA permet de relier des grandeurs phy-
siques de natures différentes entre elles. Un banc de mesure du bruit de phase a aussi
parallelement été développé afin de mesurer la stabilité de fréquence de nos capteurs et

la comparer a nos simulations.

Le quatrieme chapitre exploite les modeles développés et validés. Ils sont mis a profit
d’une part pour comparer les performances d’oscillateurs utilisant différents modes de
transduction, et d’autre part pour permettre 'optimisation d’un accélérometre vibrant en
quartz. Cette optimisation est effectuée en simulant toutes les combinaisons possibles des
parametres géométrique du résonateur. Ces modeles développés permettent aussi dans
un dernier temps d’étudier I'annulation des non linéarités inhérentes aux résonateurs

miniatures.
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Chapitre 1

Etat de Dart

Contents

1.1 Les capteurs MEMS vibrants a sortie fréquentielle . . . . .. 14
1.1.1 Les capteurs inertiels . . . . . . . .. .. ... L. 16
1.1.2  Les microbalances a cristal de quartz . . . . . . .. .. .. ... 19
1.1.3 Capteurs de pression . . . . . . . .. ... 20
1.1.4 Capteurs de température . . . .. ... ... ... ... .... 21
1.1.5 Référencedetemps. . . . . . . . . . .. .. ... ... ... 22
1.1.6  Capteurs de champ magnétique . . . . . . . . .. .. ... ... 22

1.2 Présentation des différents types de transduction pour ’ex-
citation et la détection d’une poutre vibrante. . . . . ... .. 23
1.2.1 La transduction piézoélectrique . . . . . . . . .. ... ... .. 23
1.2.2  La transduction électrostatique . . . . . . . . .. ... ... .. 24
1.2.3 La transduction optique . . . . . .. ... ... 25
1.3 Analyse et mesure de la stabilité de fréquence . . . . . . . .. 27

1.3.1  Outils mathématiques pour la caractérisation du bruit fréquentiel 27

1.3.2  Analyse théorique du bruit de phase : Leeson et Lee-Hajimiri . 33

1.3.3 Méthode et moteur de simulation du bruit de phase . . . . .. 38
1.3.4 Les moyens de mesure de la stabilité de fréquence. . . . . . . . 42
1.4 Conclusion sur I'état de ’art . . . ... ... .......... 44

Dans ce chapitre, les travaux sur les capteurs vibrants de type MEMS sont présentés.
L’étude se concentrera sur les capteurs dont la grandeur mesurée est la fréquence du
résonateur. Les différentes méthodes de mesure, d’analyse et de simulation du bruit de

phase des oscillateurs seront ensuite présentées.
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14 CHAPITRE 1. ETAT DE L’ART

1.1 Présentation des différents types de capteurs MEMS

vibrants a sortie fréquentielle

FIGURE 1.1 — Parametres dimensionnels d’une poutre.

Il existe plusieurs types de résonateurs utilisés comme élément central d'un capteur
vibrant. Ce travail de these se concentre sur les poutres vibrantes en flexion. En mécanique,
une poutre est un élément de structure pour lequel la longueur est grande par rapport
aux dimensions transverses. Elle est définie par trois grandeurs dimensionnelles : e son
épaisseur, h sa hauteur, L sa longueur (figure 1.1) et par deux grandeurs physiques du
matériau : p pour la masse volumique et F pour le module d’Young. Cet élément peut étre
mis en vibration grace a une force d’excitation modulée, ainsi la structure vibre a 'une
de ses fréquences propres. A chaque fréquence propre est liée un mode de déformation.
L’équation dynamique d'une poutre d’Euler-Bernoulli est donnée par 1’équation d’Euler-

Lagrange suivante :

0? 0?X 0*°X

Avec I le moment quadratique de la section rectangulaire de la poutre, X la flexion de la
poutre et ¢ une charge extérieure appliquée a la poutre. En ’absence de charge transverse

q et en supposant la poutre homogene (F et I indépendant de y), on obtient :

X 02X
ot~ P or

EI (1.2)

La solution générale du déplacement X,,(y) en fonction des constantes a,, by, ¢,, d,, et

de la fréquence de résonance w,, s’écrit :

Xn(y) = a, cos(any) + by sin(a,y) + ¢, cosh(a,y) + dy, sinh(ay,y) (1.3)

hoo?
avec ol =/ peE;un (1.4)
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Suivant les conditions aux limites de la poutre, il est possible de retrouver tous les modes
et toutes les fréquences propres de cette poutre. Par exemple, pour une poutre encastrée-

encastrée, on utilise les conditions aux limites suivantes :
X,(00=0 X,(L)=0 X/ (0)=0 X/ (L)=0 (1.5)
En appliquant ces conditions, des solutions sont trouvées si seulement :

an+c¢,=0¢etb,+d,=0 (1.6)

ay, sin(ay, L) + sinh(o, L)
I _ ¢ L) cosh(anL) — 1 =10 1.7
by, cos(an L) + cosh(a, L) et cos(anl) cosh(an L) (L.7)

On obtient comme solutions a ces équations :

1
ay L = 1.50567  aol =2.49971r  «,L ~ <n + 2) T (n>3) (1.8)
M 01781 2= 099923 a1 (n>3) (1.9)
by by b,
: Bum
En effectuant le changement de variable o, = 7 et en calculant le moment qua-

dratique de la section rectangulaire de la poutre, on peut représenter les trois premiers

modes de déformation (figure 1.2) et définir leurs fréquences respectives :

B = 1.5056
8 e |E
fn = W32\ o avec By = 2.4997 (1.10)
B = n+i (n>3)

On peut écrire les nouvelles déformées modales X,,(x) et ses dérivées successives :

X, (y) = by, [Zn(cos(any) — cosh(ayy)) + (sin(a,y) — sz’nh(&ny))] (1.11)

n

X! (y) = bpawy [Zn(—sm(any) — sinh(a,y)) + (cos(any) — cosh(ozny))} (1.12)

n

a . .
X"(y) = bya? {bn(—cos(any) — cosh(a,y)) + (—sin(ayy) — smh(any))} (1.13)
n
Leur fréquence de résonance est liée a de nombreux parametres tels que la géométrie
ou le matériau utilisé. De plus, il est possible de créer des contraintes mécaniques sur
la structure qui vont changer le comportement de vibration. Les différentes contraintes

appliquées peuvent étre :
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~ — — —_— =
mode 1
/ — =
o — /
poutre encastrée-encastrée mode 2
£\
~N_ 7 N
mode 3

FIGURE 1.2 — Les trois premiers modes d’une poutre encastrée-encastrée.

Traction/Compression : sollicitation qui consiste a tirer ou comprimer une poutre
— Flexion : action qui permet de fléchir la poutre

— Cisaillement : application de forces opposées mais coaxiales (efforts tranchants)

Torsion : déformation de la poutre en la faisant vriller sur elle-méme

En jouant sur ces parametres il est possible d’obtenir différents capteurs.

1.1.1 Les capteurs inertiels

Pour déterminer I'attitude d’un objet et sa position dans ’espace, la navigation iner-
tielle est une technique tres intéressante par sa capacité a n’utiliser aucune source exté-
rieure, elle est autonome. Pour cela, on utilise une centrale inertielle composée de trois
accélérometres et trois gyrometres afin de connaitre les angles d’attitude et les vecteurs
vitesse de cet objet en mouvement en temps réel. Ces centrales inertielles peuvent-étre
installées sur de nombreux véhicules comme les navires, les sous-marins, les avions, les
missiles ou les véhicules spatiaux. Cette technologie de navigation est forte intéressante de
par son indépendance théorique vis a vis des systemes de positionnement par satellites :
GNSS (Global Navigation Satellite System) et connu particulierement du grand public
par le systeme GPS (Global Positioning System) ou le futur systeme européen GALILEO.
Cependant, peu de systemes inertiels fonctionnent aujourd’hui de maniere autonome du
fait de la forte erreur de positionnement liée a I'intégration temporelle des accélérations et
vitesse de rotation et nécessitent un recalage absolu ( GPS, reconnaissance de terrain, ...).

Les micro-capteurs inertiels vibrants répondent tout particulierement a cette application.

Les micro-accéléromeétres

Un accélérometre permet de mesurer la force spécifique appliquée a un objet : force diie
a l'accélération du mouvement a laquelle on soustrait 'accélération de la gravité. Selon le
principe fondamental de la dynamique, évoqué par Isaac Newton en 1686, 1'accélération
a subie par un corps dans un référentiel galiléen est proportionnelle a la résultante des

forces F; qu’il subit, et inversement proportionnelle & sa masse m (équation 1.14) :

SN F = ma (1.14)



1.1. LES CAPTEURS MEMS VIBRANTS A SORTIE FREQUENTIELLE 17

Grace a ce principe, en encastrant la masse a une extrémité de la poutre, toute accélération
dans I'axe de la poutre va créer une force axiale et engendre une contrainte mécanique de
traction et de compression. Cette contrainte dépendant de la masse et de 'accélération

va provoquer un changement de la fréquence de résonance.
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FIGURE 1.3 — Schéma du principe de 'accélérometre a poutre vibrante.

En effet, dans notre cas sur une configuration encastrée-encastrée, la contrainte pro-
voque un changement de raideur appelée raideur apparente de la poutre pour la méme
configuration géométrique. Il est ainsi possible de quantifier I'accélération subie grace
a une mesure de cette fréquence de résonance de la poutre. La méthode énergétique de
Rayleigh [15] permet de calculer cette nouvelle fréquence de résonance pour chaque mode.

Actuellement de nombreux micro-accélérometres sont développés sur ce principe. Ils
sont capables d’atteindre des performances intéressantes : la compagnie Kearfott a créé
un capteur appelé le MVBA (The Micromachined Vibrating Beam Accelerometer) basé
sur un résonateur monocristallin en silicium. Sa résolution est de l'ordre de 1ug avec
une étendue de mesure de 40g et des dimensions de la puce de 10.2mm par 8.3mm
[5]. Une seconde entreprise, le Draper Laboratory, fabrique des accélérometres nommés
SOA (Silicon Oscillating Accelerometer figure 1.4) congus aussi a partir d'un résonateur
monocristallin en silicium qui permet un actionnement et une détection électrostatique
[6]. Tout en gardant les dimensions du MVBA, ils atteignent de meilleurs performances

comme le montre le tableau 1.1.

MVBA Kearfott SOA Draper

Dimensions (mm) 10 x 8 5x5
el s . 7 jours 2 —
Stabilité de biais (ug) 90 jours B 1
s )z 7 jours 50 —
Stabilité du facteur d’échelle (ppm) 90 jours B 10
Résolution/Seuil (ug) 1 1

Etendue de mesure (g) +40 +100

TABLE 1.1 — Performances de I'accélérometre MVBA de Kearfott et du SOA de Draper.
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FIGURE 1.4 — Schéma de 'accélérometre SOA de Draper.

Ces micro-accélérometres vibrants ont été également étudiés par 'université de science
et technologie chinoise de Nanjing en chine. Cette étude portant sur l'influence de la
température d'un tel mécanisme [16].

Honeywell produit deux autres types d’accélérometres a lame vibrante, 'un monoli-
thique en silicium appelé SIMMA SA500 [17], l'autre utilisant un résonateur en quartz
reporté sur une structure métallique : le RBA500 [7].

Leurs performances sont présentées dans le tableau 1.2.

Honeywell SIMMA SA500 Accelerex RBA500
Dimensions (mm) 41 x 25 x 8 20 x 20 x 11
Stabilité de biais sur un an (mg) 2.5 4
Stabilité du facteur d’échelle sur un an (ppm) 360 450
Résolution/Seuil (ug) 50 1
Etendue de mesure (g) +80 +70
Bande passante (H z) 1000 400

TABLE 1.2 — Comparaison de deux accélérometres Honeywell.

L’Onera a été I'un des pionniers dans le développement d’accélérometre vibrant mo-
nolithique, c’est a dire réalisé collectivement a partir d’'un méme substrat. Le choix initial
du matériau a été le quartz cristallin pour ses propriétés piézoélectriques et ses qualités
intrinseques de stabilité. Un premier accélérometre, appelé VIA (Vibrating Inertial Acce-
lerometer) breveté en 1995 [8], a été développé et transféré a I'industrie. Une modélisation
de la déformation liée a 'accélération par éléments finis est visible sur la figure 1.5.

Ce concept profite d'une part des propriétés mécaniques du quartz et d’autre part de
son cadre de découplage qui permet d’isoler efficacement les vibrations utiles de la lame
vibrante [18]. Une configuration originale nommé DIVA (Differential Inertial Vibrating
Accelerometer) a été breveté en 2004 [19]. Elle regroupe deux VIA sur un méme substrat

avec un parfait découplage mécanique entre-eux afin d’obtenir les performances résumées



1.1. LES CAPTEURS MEMS VIBRANTS A SORTIE FREQUENTIELLE 19

FIGURE 1.5 — Modélisation par éléments finis d’'un DIVA a gauche et d'un VIA de ’Onera

a droite.

dans le tableau 1.3.

Onera DIVA
Dimensions (mm) 16 x 16 x 10
Stabilité de biais sur un an (mg) 0.3
Stabilité du facteur d’échelle sur un an (ppm) 20
Résolution/Seuil (ug) 1
Etendue de mesure (g) +100

TABLE 1.3 — Performances de ’accélérometre DIVA de 1’Onera.

1.1.2 Les microbalances a cristal de quartz

La microbalance a cristal de quartz est fondée sur la mesure de la variation de fréquence

propre d’un résonateur en fonction de la masse déposée a sa surface. Dans le cas des

microbalances, le mode de vibration en cisaillement d’épaisseur est le plus fréquemment

utilisé (fréquences élevées a partir du M Hz). Lorsqu’il y a dépdt ou dissolution d'une

couche solide et rigide en surface d'une électrode, il y a une variation de masse qui se

traduit par une variation de la fréquence de résonance du quartz. Dans le cas d'une couche

de faible épaisseur, la relation de Sauerbrey peut s’appliquer [20] selon I’équation 1.15 :

Af

0
avec,
Pq

Hq

Af = 2y Am (1.15)

- VPalq S

la variation de fréquence de résonance du quartz (H z)
la variation de masse (g)

la fréquence de résonance du quartz (H z)

la masse volumique du quartz (g.cm?)

le module de cisaillement (g.cm™'.s72)

I'aire de I'électrode (cm?)
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Les principaux fabricants et fournisseurs de microbalances sont Elchema et CH Ins-
truments qui sont deux entreprises installées aux Etats-Unis. La microbalance CHI400B
[9] développpée par CH Instruments permet d’obtenir une résolution de masse de I'ordre
du dixieme de nannogramme alors que celle de Elchema nommée EQCN-700 [10] atteint
une résolution du centieme de nanogramme. Ces deux microbalances a cristal de quartz

sont comparées avec le QCM-750 [21] de KSV NIMA dans le tableau 1.4.

EQCN-700 CHI400B QCM-750

Fréquence fondamentale (M H z) 10 7.995 10
Résolution fréquentielle (Hz) 0.1 0.1 0.03
Résolution en masse (ng) 0.01 0.13 0.23
Surface du cristal (cm?) 0.196 0.196 1.54

TABLE 1.4 — Comparaison des performances de 3 microbalances a crystal de quartz.

1.1.3 Capteurs de pression

La mesure de la pression est nécessaire dans de nombreux domaines. Citons dans le
domaine aéronautique les sondes Pitot pour la détermination de la vitesse relative d'un
aéronef. Depuis les années 1970, I'utilisation du silicium comme matériau de base a permis
d’ouvrir aux capteurs le marché grand public. L’amélioration et la miniaturisation de ces
capteurs de pression ont permis de les introduire dans de nouveaux secteurs d’application
comme par exemple dans le domaine médical ou spatial. Ainsi, des capteurs de pression
a lame vibrante ont vu le jour. Ces capteurs a sortie fréquentielle sont moins sensibles
au bruit que des capteurs piezorésistifs et capacitifs analogiques classiques. Leur principe
de fonctionnement repose sur l'actionnement d’un diaphragme sensible a une pression
extérieure et qui vient créer une force axiale dans la lame vibrante (figure 1.6). Sur le méme
principe que l'accélérometre a lame vibrante, cette force se traduit par une contrainte

mécanique qui provoque un changement de la fréquence de résonance.

Poutre vibrante

Diaphragme de pression

FIGURE 1.6 — Schématisation de la structure d’un capteur de pression a lame vibrante.

Ce type de capteur est étudié a l'institut d’électronique de 'académie chinoise des
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sciences [22]. La mesure de la fréquence de résonance de deux résonateurs localisés sur le
diaphragme permet d’obtenir une sortie différentielle pour la lecture de la pression. Ce
capteur, réalisé sur un méme substrat de silicium, peut atteindre une étendue de mesure
de 100k Pa pour une sensibililté de 155Hz/kPa. Sur la figure 1.7 la modélisation de la

déformée de la structure est visible sous une contrainte de pression de 50k Pa.

FiGURE 1.7 — Contrainte du capteur de pression a lame vibrante de l'académie chinoise
des sciences sous une pression de 50k Pa.

Une autre structure a été développée [11] et brevetée par Thalés pour obtenir un
capteur de pression (figure 1.8). Ce capteur de pression fonctionne sur le méme principe
que la structure précédente, ot une membrane (sensible & la pression) vient modifier la

tension appliquée dans la poutre, qui se traduit par un changement de fréquence.

Poutre vibrante

TRRTRRERERRRE D
AN AN ANNNNG
DO NAIZZ HNHIDIDIDBDIIA

Diaphragme

FIGURE 1.8 — Représentation du capteur de pression breveté par Thales.

1.1.4 Capteurs de température

Depuis les années 1960, le principe reliant la variation de la température a la variation
de la fréquence de résonance d'un résonateur a quartz est exploité. Le mode de vibration
utilisé est principalement le mode de torsion des poutres et la sensibilité du cristal a la
température est dépendante de son orientation [23] [24]. L’avantage d'un tel capteur est
sa grande sensibilité thermique, ou il est possible de déterminer une température avec une
précision de 0.001°C'. La plupart de ces résonateurs sont réalisés a partir d'un diapason
en quartz. La formule représentant la fréquence de résonance mesurée f(7') pour une

température T' quelconques est la suivante :

(1) = f(To) [Q(T —To) + B(T - To)ﬂ (1.16)
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ou f(Ty) représente la fréquence mesurée a la température Ty, « le coefficient de
température du premier ordre et (3 le coefficient de température du second ordre.

La figure 1.9 présente un capteur de température a quartz de 'entreprise Statek [12]. Ce
diapason possédant une fréquence de résonance d’environ 170k H z possede une sensibilité

d’environ 46ppm/°C. Son étendue de mesure peut varier de —40°C' a 90°C.

FIGURE 1.9 — Capteur de température a quartz de I'entreprise Statek.

Ces capteurs font toujours l'objet de travaux pour améliorer leur sensibilité, aujour-
d’hui atteignant les 80ppm/°C' [25] [26].

1.1.5 Référence de temps

Une autre application des résonateurs est la référence de temps. Ses applications sont
multiples, par exemple : réglage des fréquences d’horloge pour des transmissions de don-
nées numérique, ou pour les conversions émetteur-récepteur des ondes haute fréquence
ou pour encore la synchronisation des circuits logiques. La technologie MEMS de ces
résonateurs permet d’obtenir des oscillateurs de petites tailles, et de faibles cotits. Ces ré-
sonateurs peuvent avoir des fréquences de résonance comprises entre des dizaines de K H z
[27] jusqu'aux dizaines de M Hz [28]. D’un résonateur a l'autre, les facteurs de qualité
peuvent varier de 1000 [29] a plus de 80000 [30]. Une étude portant sur ces oscillateurs
MEMS pour référence de temps a été réalisée, plus particulierement concernant leurs per-
formances en bruit [31]. Récemment, les sociétés SI-TIME et DISCERA ont commercialisé
des références de temps a résonateur en silicium. La taille de ces oscillateurs est fortement
réduite par rapport aux oscillateurs a résonateur en quartz, au prix d’une forte sensibilité
de la fréquence en température. Cette sensibilité en température est compensée par un

circuit de PLL fractionnaire intégré mais dégrade le bruit de phase de I'oscillateur.

1.1.6 Capteurs de champ magnétique

Les capteurs a poutre vibrante peuvent aussi étre des capteurs tres sensibles au champ
magnétique. Des couches minces de matériau ferromagnétiques sont déposés sur le bout
de la poutre vibrante qui réagissent avec le champ magnétique extérieur. L’interaction
magnétostatique tend a réaligner le moment magnétique de la couche mince sur le champ

magnétique externe, ce qui génere un couple sur la poutre. Ce couple change la fréquence
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de résonance en fonction de l'orientation et 'amplitude du champ extérieur. L’institut
pour les nanotechnologies MESA des Pays-Bas étudie ce type de capteur a faible puissance
et au champ magnétique ultra-sensible [13]. La résolution obtenue est de 1nT pour une

poutre en silicium sur laquelle est déposée une couche mince de cobalt-nickel.

1.2 Présentation des différents types de transduction
pour P’excitation et la détection d’une poutre vi-

brante.

Pour l'excitation et la détection du mouvement de la poutre vibrante, un mode de
transduction est nécessaire. Les trois points suivants présentent des micro résonateurs vi-
brants actuels suivant trois modes de transduction différents. Les deux premiers concernent
la transduction piézoélectrique et électrostatique et sont tres largement utilisés pour ces
capteurs, la transduction optique quand a elle est toujours actuellement a 1’état de re-

cherche et de miniaturisation mais tres prometteuse en terme de rapport signal a bruit.

1.2.1 La transduction piézoélectrique
Le principe

Les résonateurs a transduction piézoélectrique sont basés sur des matériaux piézoélec-
triques tels que le quartz. Le principe d'une telle transduction est de générer un dépla-
cement électrique lorsqu’il est soumis a des contraintes mécaniques ou par effet inverse,
de se déformer lorsqu’il est soumis & un champ électrique. Ainsi, grace a ces propriétés,
il est possible de mettre en vibration une poutre encastrée-encastrée soumise a un champ
électrique et de détecter cette vibration grace a la création de charges électriques. La dis-
position des électrodes doit étre adaptée au mode de vibration de la poutre. La figure 1.10

présente une structure d’un diapason doublement encastré avec ses électrodes.

Présentation d’un diapason doublement encastré

Electrode

Vue du diapason

FI1GURE 1.10 — Présentation de la structure vibrante en quartz.

L’Onera développe un micro-accélérometre en quartz. Le résonateur est formé d’une
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poutre doublement encastré entre un support et la masse d’épreuve sensible aux accélé-
rations selon un axe.

Le principe repose sur la compression et ’extension de la poutre vibrante. Afin de
maintenir en vibration la poutre et de détecter les vibrations d’'un tel résonateur, des
électrodes sont nécessaires. Ces électrodes sont déposées directement sur le quartz afin de

réaliser 'effet piézoélectrique sur un tel matériau (figure 1.11).

Articulation

Masse d'épreuve

Lame vibrante

Electrode

FIGURE 1.11 — Disposition des électrodes sur le résonateur en quartz.

Grace a cet effet piézoélectrique, il est ainsi possible d’actionner et de détecter les

vibrations d’une micro-poutre.

1.2.2 La transduction électrostatique
Le principe

Un second principe est tres utilisé actuellement dans les micro-capteurs. Ce principe
repose sur 'effet électrostatique. Dans le cas de I'excitation, une force est nécessaire pour
mettre en vibration le résonateur MEMS. La transduction électrostatique permet de créer
une force électrostatique provenant d'une différence de potentiel appliquée entre deux
électrodes. Dans le cas ol une électrode est fixe, la seconde se déplace sous l'effet de cette
force. Cet effet est réversible, il permet la détection de vibrations grace au courant qui
traverse la capacité mobile. Ces résonateurs a transduction électrostatique généralement

réalisés sur du silicium ; matériau semi-conducteur qui est polarisable.

Présentation d’un micro-accélérometre bi-axial

A titre d’illustration, nous décrirons le micro accélérometre de 1’école polytechnique
de Milan qui constitue un récent développement. L’école Polytechnique de Milan en Italie
a congu un micro-accélérometre en silicium bi-axial [32]. Ce capteur permet de mesu-
rer simultanément l'accélération sur deux axes en utilisant deux couples de poutres en
flexion et une masse d’épreuve. Ce type de micro-accélérometre est I’évolution d’un micro-
accélérometre uni axial de méme architecture du méme laboratoire [33]. La figure 1.12

présente ce micro-accélérometre bi-axial avec sa vue schématique.
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Résonateur Electrodes d'actionnement
et de détection

FIGURE 1.12 — A gauche : Photo d’un micro-accélérometre bi-axial. A droite : Vue sché-
matique du micro-accélérometre avec la position des électrodes d’actionnement et de dé-
tection.

Le type de transduction employé sur ce micro résonateur est la transduction élec-
trostatique. La position des électrodes de transduction est visible sur la figure 1.12. Ces
électrodes sont disposées de part et d’autre de chaque poutres vibrantes pour a la fois

maintenir en vibration les poutres et détecter leur fréquence de résonance.

1.2.3 La transduction optique
Le principe

Une partie de la recherche sur les types de transduction est centrée sur l'actionnement
et la détection par voie optique. Actuellement, ce mécanisme ne permet pas une intégra-
tion résonateur-transduction miniaturisée mais il permet d’une part de ne pas déposer
d’électrodes sur la poutre et ainsi garder son facteur de qualité élevé, et d’autre part
de profiter d’'un fort rapport signal a bruit de détection. Le principe de I'actionnement
s’effectue par pression de radiation ou la réflexion des photons sur une surface permet
d’obtenir une force d’excitation. Pour la détection optique du mouvement du résonateur,
deux principes différents sont a 1’état de recherche. Ils portent sur une détection de la va-
riation de la puissance lumineuse d’un faisceau mesurée par une photodiode. La puissance
lumineuse varie en fonction de I'obscuration du faisceau (knife-edge), ou par la variation

de largeur d’une cavité Fabry-Pérot (interférométrie).

Expérimentations actuelles d’une transduction optique

Le Laboratoire de Recherche de la Marine des Etats-Unis (Navy) en partenariat avec
I’Université de Baltimore ont porté leur recherche sur la détection du mouvement d’une
masse d’épreuve avec 1’aide d’une cavité Fabry-Pérot. Un brevet d’invention sur ce micro-
accélérometre avec cavité Fabry-Pérot a été déposé en 2003 [14] et la société Lumedyne a

été créée pour l'exploiter. La figure 1.13 présente les photos de ce micro-accélérometre.
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FIGURE 1.13 — Photo du micro-accélérometre avec cavité Fabry-Pérot de la Navy.

Une étude portant sur la théorie et des simulations d'un tel principe a aussi été réalisée,
et des premiers résultats expérimentaux ont été démontrés [34] [35]. L’excitation optique
a également été réalisée par I'Université Cornell dans I’Etat de New-York ou la détection
se fait par la méthode d’obscuration du faisceau [36].

Cette méthode d’obscuration du faisceau pour la détection de vibration d’une micro
poutre a aussi été testée par le département d’Ingénierie Mécanique et Aérospatial de
Boston [37] et le département d’Ingénierie Electrique de I'Institut Technologique d’Israél
[38]. Des déplacements de quelques nanometres ont été détectés.

La méthode par interférométrie a été expérimentée sur différents MEMS vibrants par
I’Ecole Polytechnique de Montréal [39] et sur des QCM par le Laboratoire de Recherche de
la Marine des Etats-Unis [40]. La structure vibrante de 1'Ecole Polytechnique de Montréal

est visible sur la figure 1.14
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FIGURE 1.14 — Photo et schéma du micro-accélérométre de I'Ecole Polytechnique de
Montréal.

La détection des vibrations par voie optique reste encore marginale dans le domaine
des MEMS vibrants par rapport & d’autres modes de détection (capacitif, piézoélectrique).
Toutefois, différents laboratoires ont réalisé récemment des oscillateurs optomécaniques
par pression de radiation avec 'onde évanescente d'une fibre ou d'un guide d’onde optique.

Ces travaux démontrent qu’un tel principe peut étre étendu aux différents micro cap-

teurs a sortie fréquentielle.
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1.3 Analyse et mesure de la stabilité de fréquence

Dans le cas des capteurs vibrants a sortie fréquentielle, la fréquence propre du résona-
teur est proportionnelle a la mesurande. La stabilité et la résolution du capteur dépendent
donc respectivement de la stabilité et du bruit de fréquence de l'oscillateur. Il est ainsi
nécessaire d’utiliser des outils pour caractériser cette stabilité de fréquence. La caractéri-
sation dans le domaine fréquentiel permet de déterminer I'origine physique des différents
bruits de mesure, elle est particulierement adaptée pour les applications temps-fréquence.
La caractérisation dans le domaine temporel, ne permet pas de déterminer l'origine phy-
sique de tous les types de bruit, mais permet de déterminer la résolution du capteur
en fonction du temps d’intégration de la mesure, elle est donc bien adaptée aux appli-
cations suivantes : accélérometre, microbalance, capteur de pression, capteur de champ

magnétique.

1.3.1 Outils mathématiques pour la caractérisation du bruit fré-
quentiel

Le signal V(t) temporel délivré par un oscillateur idéal conserve en permanence la

méme fréquence fy et la méme amplitude V), et est ainsi de la forme :
V(t) = Vp cos(2m fot) (1.17)

Le signal réel est cependant perturbé, différents phénomenes aléatoires modifient la

phase et 'amplitude du signal [41]. On le modélise sous la forme :
V(t) = (Vo + €(t)) cos(2m fot + &(t)) (1.18)

ou €(t) est la perturbation en amplitude et ¢(t) la perturbation en phase. ¢(t) re-
présente le bruit de phase qui est déterminant pour la résolution et son origine est a la
fois mécanique (résonateur) et électronique (actionnement, détection, amplification). La
fréquence instantanée f(t) est donnée par I’équation 1.19 :
(t)

f) = fo+ 52 (119

Avec ¢(t) = ?;f

On définit également 1'écart de fréquence normé instantané y(t) par :

f(t) = fo _ (1)
fo 27 fo

y(t) = (1.20)

La stabilité de fréquence est ainsi induite par des perturbations du signal qui peuvent

étre exprimées comme une perturbation de fréquence (bruit fréquentiel). La caractérisa-
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tion de ce bruit fréquentiel est spécifiée dans le domaine des fréquences par la densité

spectrale et dans le domaine temporel par la variance d’Allan.

Domaine fréquentiel : densité spectrale

La densité spectrale est utilisée pour décrire la stabilité des oscillateurs dans le domaine
fréquentiel. Pour un processus aléatoire p(t), sa densité spectrale bilatérale S;BL (équa-
tion 1.22) est définie comme la transformée de Fourier de la fonction d’auto-corrélation
R,(T) (équation 1.21) [42].

Ry (7) :71320;/1 r()r(t — 7)dt (1.21)
SPL(f) = /_ ‘: R, (u)e~ ¥ udy (1.22)

Cette densité spectrale caractérise la répartition de 1’énergie du signal considéré dans
'espace des fréquences. Ainsi, la densité spectrale de puissance de phase S,(f) caractérise
la répartition fréquentielle de ¢(t). Généralement le bruit de phase d’une source est noté

L(f) et appelé "pureté spectrale" tel que [43] :

L(f) = 5Su(f) (1.23)

Cette pureté spectrale est caractérisée a une distance f de la porteuse par la puissance
disponible Py, de part et d’autre de la porteuse dans une bande de 1H z sur la puissance

de la porteuse Fy. On obtient alors I’équation 1.24 :

2P1Hz>
0

Sy(f) = 101og( (1.24)

La représentation de ce spectre du signal de sortie résultant de la modulation en phase

du signal d’oscillation a la fréquence fy par du bruit est visible sur la figure 1.15 :

Puissance du

signal 4 \
P

fJ_,

Tiz f

FI1GURE 1.15 — Représentation du spectre de 1'oscillateur.
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On peut caractériser les fluctuations relatives de fréquence (équation 1.20) par leur

densité spectrale :

29 (/) (1.25)

Domaine temporel : variance d’Allan

La variance d’Allan est un outil mathématique qui s’est imposé dans le domaine temps-
fréquence pour mesurer la stabilité de fréquence en fonction du temps d’intégration de la
mesure. Dans la réalité, on ne dispose jamais d’une infinité d’échantillons, ¢’est pourquoi
on évalue la variance a partir d’'un nombre fini d’échantillons. La variance a N échantillons

peut s’écrire :

) R Y
Nr)j=—S(5-=%4 1.26
ou ¥ représente la moyenne de y(t) (équation 1.20) sur un intervalle de temps de

durée 7 a partir de la date t;, :

B 3 1 te+71
U = y(ty) = f/ y(u)du (1.27)
T Jt,

N est le nombre d’échantillons g, disponibles, et 7 la période d’analyse. Pour estimer
la dispersion des écarts de fréquence normée instantanée autour de leur valeur moyenne,
I'lEEE recommande depuis 1986 d’utiliser la variance dite "d’Allan" a deux échantillons
(N=2) [44][45]. Cette variance d’Allan o7 est donnée par :

o2(r) = (5(2,7)) = <§2: ( ;Xi:y )2> (1.28)

i=1
ou <> représente une moyenne sur des échantillons et en simplifiant, on obtient :

72(r) = 5 (B - 1)) (1.29)

Y1 et yo sont des échantillons adjacents de moyennes d’écarts de fréquence normés
instantanés sur les durées 7. Ici, la variance d’Allan calcule I’écart entre deux échantillons

successifs adjacents. Une fagon plus générale de 'écrire est [46] :

( Z_: Uk+1(T) = Ui(T)) (1.30)

Il est possible de lier les résultats de 'analyse fréquentielle avec ceux de ’analyse
temporelle. Cependant, la variance d’Allan n’est pas capable de discriminer entre différents

types de bruits de phase.
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Relation entre les deux domaines

L’expresion de la variance vraie I?(7) de la variable y(t) est donnée en fonction de la

densité spectrale S, (f) par :

) = [ 8,0 1) af (131)

ou H,(f) est la "Fonction de transfert" de l'opérateur variance. Cette fonction de
transfert est la transformée de Fourier de la "Réponse impulsionnelle" de la variance. Elle

est représentée pour la variance d’Allan sur la figure 1.16 [47].

A

he(t)

1/2T

v

-1/2T

FIGURE 1.16 — Réponse impulsionnelle de la variance d’Allan.

La fonction de transfert qui correspond a cette réponse impulsionnelle est :

2sin4(7r7'f)

’HT(f>’ = (7TTf)2

(1.32)

Ainsi, on obtient la variance d’Allan en fonction de la densité spectrale selon 1’équa-
tion 1.33 :

sm (77 f)
_2/ S Y (1.33)

Durant ces dernieres années, I'expérience a montré que les bruits affectant un oscilla-
teur peuvent étre modélisés dans la densité spectrale par une loi de puissance de f, qui
s’écrit :

2
= > hof® (1.34)
a=—2

avec les h, indépendants de la fréquence.

A chaque terme correspond une modulation de bruit particuliere :
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— = —2 : bruit de marche aléatoire de fréquence (Random Walk Frequency Noise)
— a = —1 : bruit de flicker de fréquence (Flicker Frequency Noise)

— = 0 : bruit blanc de fréquence (White Frequency Noise)

— =1 : bruit de flicker de phase (Flicker Phase Noise)

— «a =2 : bruit blanc de phase (White Phase Noise)

L’équation 1.33 devient alors :

sint(mr f)
—2 % h, / g g (1.35)
a;2 7T7'f

Lorsque f tend vers 0, 'intégrale de cette équation converge pour toutes les puissances
de a, et la convergence a l'infini est assurée par la fréquence de coupure haute f; présente
sur chaque systeme physique. Il devient ainsi possible d’écrire la variance d’Allan comme

une loi de puissance de 7 a 'aide de ces mémes coefficients h,,

(2m)”
6

1.038 + 31n (27 f47) R 3fn
1

1 —1
h_QT —I— 2 1n(2)h_1 + iho’r (27‘()2 (2 )

05(7) = 5hat™

(1.36)
A partir de I'équation 1.25 qui relie la densité spectrale de fréquence a la densité

spectrale de phase et celle qui la relie & la variance d’Allan (équation 1.36), on peut

résumer ces relation dans le tableau 1.5 suivant :

T Flicker Marche
ype Blanc . Blanc de aléatoire
de Flicker de phase , de
. de phase fréquence , de
Bruit fréquence ,
fréquence
Se(f) bo by f! bof? bsf~® boaf™?
f? f 1 f f ?
Sy(f bo— b_1=5 b_o— b_
U o A T
3fhbo _ b_l _ b_2 _ 21n (2)[?,3 (271’)213,4
o2(r 772 (1.038 +31In (27w f7) =557 2 71
A g T R 2 672

TABLE 1.5 — Relation entre la densité spectrale de fréquence, la densité spectale de phase
et la variance d’Allan.

Les représentations des pentes de ces différentes fonctions propre a chaque bruit sont

visibles sur les figures suivantes :
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Sy ()

bif”

Marche aléatoire

-3
Flicker de fréquence b. 3 f

bof”
bf”

Blanc de fréquence

Flicker de phase Blanc de phase bo

v

Fi1GURE 1.17 — Courbe type de la densité spectrale de phase.

S, ()

Marche aléatoire

h,f -

hyf” hof!

Flicker de fréquence

Flicker de phase

Blanc de fréquence

hy

v

F1GURE 1.18 — Courbe type de la densité spectrale de fréquence.

2 A
o Y (T) Flicker de phase

& Blanc de phase Dérive de fréquence

Blanc de fréquenc Marche aléatoire

Flicker de fréquence

\4

FI1GURE 1.19 — Courbe type de la variance d’Allan.
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1.3.2 Analyse théorique du bruit de phase : Leeson et Lee-
Hajimiri

Le bruit de phase prend son origine dans le bruit des composants constituant le circuit

oscillant. Le comportement non linéaire de I'oscillateur crée un phénomene de mélange des

sources du bruit basse fréquence avec le signal haute fréquence a proximité de la fréquence

d’oscillation. Nous allons présenter les deux modeles les plus répandus dans I’estimation de

ce bruit de phase. Le premier, 'effet Leeson est caractérisé par son bruit qui est considéré

invariant au cours du temps, alors que le second, le modele de Lee-Hajimiri est un modele

non stationnaire.

Le modéle de Leeson : théorie linéaire et stationnaire

Le modele de Leeson, du nom de son inventeur, a été développé en 1966. Il s’agit
d’un modele linéaire de prédiction du bruit de phase [48]. Son principe repose sur le bruit
de T'amplificateur de la boucle d’oscillation qui est directement lié aux fluctuations de
fréquence de l'oscillateur. Ce bruit de 'amplificateur est composée d'un bruit blanc et
d’un bruit en 1/f (bruit Flicker). Ce bruit vient moduler la phase du signal autour de la

porteuse. La représentation de ce phénomene est représentée sur la figure 1.20.

L(f) en dBc/Hz
b..f3

— oscillateur

- — amplificateur

Puissance de bruit en A%/Hz So

A

= = amplificateur

Conversion en
bruit de phase fo fu f

v

~ ~ o f_l
S L(f) en dBc/Hz
e A
S — oscillateur
s R b 3f-3
) - — amplificateur
fc - f

v

fL fe f
F1GURE 1.20 — Modele de Leeson du bruit de phase.

Ce modele met en évidence l'existence de deux fréquences de coupure. La premiere,

fe représente la fréquence de coupure entre le bruit blanc et le bruit Flicker des circuits
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fo

actifs de 'oscillateur, et la seconde f; représente la fréquence de Leeson (f; = @) en

dessous de laquelle la pente du bruit de phase est multipliée par f_5. Suivant la position

de la fréquence de coupure f. par rapport a f; différentes pentes de bruit apparaissent.
Lorsque f, < f1, le bruit de oscillateur est formé de trois pentes en f°, f=2 et f=3.
Lorsque f. > fr, le bruit de l'oscillateur est formé de trois pentes en f°, f~! et f=3.

Ainsi, le modele de Leeson est défini par la formule Leeson-Cutler suivante :
FKT 1 2

1+ L(h L
2Pp f2\2Q f

le plancher du bruit de phase composé essentiellement du bruit thermique.

L(f) =10log

(1.37)

Avec

F est le fact]éur de bruit, K la constante de Bolztman, T la température, Pg la puissance
moyenne dissipée dans le circuit résonant et @) le facteur de qualité du circuit résonant.
Cette formule est déduite d’un modele simple par rapport aux phénomenes de conversion
responsables du bruit de phase, cependant elle ne tient pas compte des comportements

non linéaires des composants.
Le modele d’Hajimiri : théorie linéaire et non stationnaire

VOUt A

i(t) — Impulsion au maximum du signal de sortie de l'oscillateur.

Vout A

Circuit LC idéal.

Impulsion au passage a zéro du signal de l'oscillateur.

F1GURE 1.21 — Réponse de l'oscillateur suivant le moment de 1'impulsion.

Le modele d’Hajimiri est basé sur la variance temporelle ou la réaction de 1'oscilla-



1.3. ANALYSE ET MESURE DE LA STABILITE DE FREQUENCE 35

teur dépend de l'instant d’injection du bruit. le principe est de déterminer la réponse
impulsionnelle de la phase d'un oscillateur excité par une injection de faible amplitude
assimilable a des courants de bruit. Hajimiri définit la fonction de sensibilité impulsion-
nelle ISF (Impulse sensitivity function) pour caractériser ce bruit de phase de l'oscillateur
[49]. Suivant I'instant ¢ ot est injecté 'impulsion en courant, la réponse de loscillateur est
différente. En effet, si 'impulsion est appliquée au moment du passage a zéro de la sortie,
I'effet sur la phase sera maximum et inversement, si 'impulsion est appliquée au moment
ou le signal de sortie est a son maximum en amplitude, 'effet sera nul sur la phase. La
figure 1.21 représente ce phénomene au moment de l'injection d’une impulsion dans un
circuit LC.

i $of

i) | St | ®

I e 0 1 t

FIGURE 1.22 — Modele de la réponse impulsionnelle de la phase.

La figure 1.22 représente la méthode permettant de calculer le bruit de phase en
passant par le calcul de la fonction de transfert temporelle de la réponse en phase a une

perturbation. La réponse impulsionnelle de la phase de l'oscillateur hy(t, 7) peut s’écrire :

[(woT)

quL%

h¢<t, 7’) =

u(t — 1) (1.38)

Avec @ar = C'Vinae représentant la charge maximale et la fonction u qui est la fonction
échelon appliquée a l'instant 7. I' est la fonction de proportionnalité appelée ISF. Cette
fonction est sans dimension, indépendante de la fréquence et de 'amplitude et de période
2m. Elle traduit la sensibilité en phase de 'oscillateur. Cette fonction peut étre déterminée
par simulation ou par une méthode analytique dans certains cas [50][51]. Cette fonction

se décompose en série de Fourier et s’exprime par :

Co

D(wor) = 5

+ Y cn cos(nwot + 6,,) (1.39)

n=1

Avec cy..c, représentant les coefficients de Fourier réels, et 6, la phase de la n®me
harmonique. Dans la suite 6,, est ignoré en supposant que les composantes de bruits ne
sont pas corrélées, de sorte que leur phase relative ne soit pas pertinente. La réponse en

phase de l'oscillateur au courant de bruit i(¢) injecté vaut :

o(t) = /O; he(t, T)i(T)dr = L /_too [(wor)i(T)dT (1.40)

- qma:c
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En injectant I’équation 1.39, la réponse en phase devient :

o) = — (C; i tooi(T)dT+7§:1cn / ;z’(T) cos(non)dT> (1.41)

Qmax

La séquence correspondant a cette opération mathématique est représentée sur la

partie gauche de la figure 1.23.

¢, cos(Uyt)

»
La

é-_.N

i
Dinax
——p

é!—.~

V(t)

90 cos[wot +¢>(t)] —>

. c,cos(n "W, °t)
)
o % J'

FIGURE 1.23 — Systéme équivalent pour la décomposition de la fonction de sensibilité
impulsionnelle.

Considérons maintenant que le courant injecté soit sinusoidal a une fréquence proche

d’un multiple de la fréquence d’oscillation, de la forme :
i(t) = I, cos[(mwy + Aw)t] (1.42)
ol Aw << wy et en remplagant I’équation 1.42 dans ’équation 1.41 on remarque que

les termes de I'intégrale sont négligeables sauf lorsque n = m et obtient la phase suivante :

I nc sin(Awt)

(1.43)

Le spectre de ¢(t) est constitué de deux bandes latérales distants de +Aw. Afin d’ob-
tenir la densité spectrale de puissance de la tension de sortie de 'oscillateur, on peut écrire

pour les petites valeurs de ¢(t) :
cos(wot + ¢(t)) =~ cos(wot) — P(t) sin(wyt) (1.44)

Ainsi, le rapport de puissance contenue dans une bande latérale par rapport a la

puissance de la porteuse s’écrit :

Incm \’
Psp(Aw) ~ 10log (M) (1.45)
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Ce cas peut étre étendu & une source de bruit blanc de densité spectrale i2 /A f [52] :

A m
Az ” (1.46)

L(Aw) = 10log 12 AP

La figure 1.24 illustre cette équation ou les composantes de bruit a proximité des

multiples entiers de la porteuse se rapportent autour de la porteuse elle-méme.

1
F

i 2
Ae(w)

8"

3wy
w
2wy 3wy w

FIGURE 1.24 — Origine et évolution du bruit en bruit de phase autour de la porteuse.

Nous pouvons utiliser 1’égalité de Parseval suivante :
o 1 2w
S 2= f/ ID(x)|dz = 22 (1.47)
- ™ Jo

La densité spectrale de bruit de phase dans la région 1/f? peut ainsi s’exprimer par :

2
n F2
A ™ms

La densité spectrale de la source de bruit en 1/f peut s’exprimer par :

. S W1/f
2= A (1.49)

ou wy/y est la fréquence de coin. En utilisant I’équation 1.46, on obtient la densité
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spectrale de bruit dans la région 1/ f3 :

2'_2
n C(2)
A w
L(Aw) = 10log | 15 / il (1.50)

En égalisant ’équation 1.50 avec I'équation 1.48, on retrouve la fréquence séparant la

région en 1/ f? de la région 1/f3 :

02

Aw /s = Wy fmmo— 1.51

1/f3 1/f 2P72“ms ( )
Par des modifications tres simples, le modele Hajimiri-Lee peut aussi tenir compte de
sources de bruit qui n’apparaissent périodiquement que dans un bref intervalle de temps.
Pour cela, une modulation de la fonction ISF par un terme multiplicateur peut modéliser
ce phénomene. Le modele de Hajimiri-Lee est ainsi plus précis que le modele de Leeson,

mais il est plus difficile & mettre en oeuvre.

1.3.3 Meéthode et moteur de simulation du bruit de phase
Simulation d’un circuit électronique

La simulation d’un circuit consiste a déterminer sa réponse a une ou plusieurs exci-
tations continues et/ou variables. Le simulateur électrique Spice [53] [54] calcule numé-
riquement la réponse d’un circuit a une excitation déterminée. Le simulateur résout les
équations qui définissent les modeles mathématiques des composants du circuit. La tech-
nique de résolution consiste a discrétiser le temps sur un intervalle infini. Plus le pas de
temps sera faible par rapport aux constantes de temps présentes dans le signal, plus la
méthode sera précise. Ainsi, la précision d’analyse est reliée au temps de calcul. De plus,
une erreur a l'instant ¢; peut dégrader la solution a l'instant ¢, dont les circuits a grand
facteur de qualité sont sensibles.

Dans le cas d'une analyse de type DC (régime statique), il n’est pas possible de résoudre
le systeme d’équation non linéaire du circuit, ainsi que pour une analyse petits signaux

AC (régime dynamique), le circuit est linéarisé autour de son point de fonctionnement.

Les différents régimes permanents

Le régime permanent (Steady-state) d’un circuit désigne sa réponse lorsque les effets
des conditions initiales ont disparu. Ces différents types de régimes sont (figure 1.25) :
— Le régime permanent statique (DC), la solution est le point de polarisation qui ne
varie pas avec le temps.
— Le régime permanent périodique des circuits linéaires, ou I’excitation se fait par une

seule source sinusoidale et sa réponse est elle-méme sinusoidale.
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— Le régime permanent périodique des circuits non linéaires (Periodic steady-state),
ou l'excitation se fait par une seule source périodique et la réponse n’est pas néces-

sairement sinusoidale mais de méme période que le signal d’excitation.

¢ 0 f

o-———-——
~

(b)

o [-------
~

AANAL
W W

FIGURE 1.25 — Différents types de régimes permanents : (a) statique, (b) circuit linéaire
excité par une source linéaire, (c) circuit non linéaire excité par une source périodique.

(c)

Les différentes méthodes permettant de déterminer le régime permanent périodique
d’un circuit non linéaire sont la méthode balistique ou la méthode d’équilibrage harmo-
nique (harmonic-balance) [55] [56]. Ces méthodes permettent d’obtenir la solution plus

rapidement qu'un simulateur tel que Spice.

La méthode Newton-balistique

Pour décrire I'état d’équilibre électrique d’un circuit non linéaire, on exprime la loi de

courant de Kirchhoff en tout noeud du circuit sous la forme [57] :
fot), 1) = i(v(t)) + ¢(v(t) + u(t) =0 (1.52)

avec v le vecteur des tensions des noeuds, i la somme des courants aux noeuds, ¢
la somme des charges aux noeuds des capacités et u le vecteur des sources de courant.
Pour commencer, on résout sur 'intervalle T' I’équation 1.52 en partant d’une condition
initiale v(0) et on calcule v(7'). Ensuite, 'algorithme de la méthode permet de corriger la

condition initiale v(0) par un processus itératif afin de vérifier ’équation suivante :
v(0) —v(T) =0 (1.53)

L’organigramme de cette méthode est présenté sur la figure 1.26 :
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[ Equation différentielle | " Résolution de I'équation |

Conditions initiales

du circuit non linéaire — Y(0) —_— f(v,t)=0 sur la période T
f(v,t)=0 v(T) '
Ajustement du vecteur Non sy Oui
. des conditions initiales | <—— |V(T)'\,;(O)|<£§ —>  Fin
v(0) N ‘ ‘

FIGURE 1.26 — Organigramme de la méthode balisitique.

La figure 1.27 représente le processus de la solution par itération. On part d'un état
v(0)* ol k représente le numéro d’itération. Dans le cas out v(T')*n’est pas relativement
égale & v(0)*, une nouvelle itération est effectuée a I'état initial v(0)*+1. La solution finale

est obtenue lorsque v(T)F ~ v(0)**+,

w(t)

v(0)?

v(0)°
v(0)*

v(0)'

FIGURE 1.27 — processus d’itération de la méthode balistique.

L’analyse Periodic Steady State (PSS)

L’analyse Periodic Steady State (PSS) de Cadence calcule directement la réponse pé-
riodique a I’état stationnaire d’un circuit lorsqu’il est soumis a une excitation périodique.
Cette analyse utilise la méthode Newton-balistique précédemment développée. L’analyse
PSS peut ne pas converger dans deux cas. Le premier cas est si la réponse n’est pas pério-
dique alors que celle de 'excitation du circuit 1’est. Le second cas est que la relation entre
I’état initial du circuit et I’état final du circuit doit étre quasi linéaire sinon I’analyse peut
prendre un long temps avant de converger. L’analyse PSS peut se décomposer en deux
phases [58] :
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— La phase d’initialisation par une analyse temporelle par des condition initiales ar-

bitraires.

— La phase balistique qui calcule le régime permanent périodique du circuit.
Différents intervalles de temps apparaisent dans l'analyse PSS. Le premier intervalle com-
mence a tgq-¢ ou I'analyse temporelle est effectuée. Ensuite la valeur t,,s; est automa-
tiquement déterminée par le simulateur a partir duquel les sources indépendantes sont
considérées comme étant en régime périodique. Le second intervalle d'une durée ¢, est
une option pour l'utilisateur pour augmenter le temps de stabilisation. Dans le cas d'un
oscillateur, ce temps de stabilisation correspond au temps de démarrage de 'oscillateur,
égal au produit du facteur de qualité du résonateur par sa période propre. Cet intervalle
aide a la convergence de la réponse. Le dernier intervalle est compris entre la date t;,;
et tgop. Cet intervalle est déterminé par la fréquence de résonance et dure une période.
Pendant cette période la phase balistique commence. La figure 1.28 résume les différentes

étapes de 'analyse PSS.

Horloge
tstap Période
Temps
Reset
Temps
Q
) Temps

tstart tonset tinit tstop

F1GURE 1.28 — Chronogramme des différentes étapes de I’analyse PSS.

L’analyse Periodic Noise (Pnoise)

Cette analyse du bruit périodique Pnoise implantée dans le logiciel CADENCE est
similaire a ’analyse de bruit classique mais dans le cas de circuits pour lesquels les signaux
sont périodiques. Elle integre les effets des non linéarités présents dans notre circuit.
L’analyse Pnoise permet de ressortir le comportement en bruit des mélangeurs, des filtres

a capacités commutés ou des circuits oscillateurs. Dans notre cas, elle permet de ressortir
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le bruit de phase de notre systeme nécessaire pour déterminer la stabilité de fréquence
de notre oscillateur. Une analyse PSS est antérieurement nécessaire pour se placer autour
du point de fonctionnement précédemment calculé. L’analyse Pnoise regroupe le bruit
total de tous les composants et sources de bruits précédemment entrés dans le circuit.
Cette analyse prend en compte le bruit qui est mélangé a chaque harmonique du signal
d’excitation et qui apparait a la fréquence de sortie. Le parametre "maxsideband" permet
de donner le nombre d’harmoniques pris en compte dans la simulation du bruit. Ces
simulations permettent d’estimer le bruit de phase d'un oscillateur. La mesure de la
stabilité de fréquence peut quand a elle s’effectuer dans le domaine temporel ou fréquentiel

par un post traitement.

1.3.4 Les moyens de mesure de la stabilité de fréquence.
Les mesures temporelles

Les mesures de stabilité de fréquence dans le domaine temporel se réalisent a partir de
la variance d’Allan. Cette variance d’Allan peut-étre calculée a partir des mesures d’un
compteur. En effet, le compteur permet d’obtenir les différentes fréquences du capteur
pour des temps d’intégration donnés. En automatisant la procédure, et en effectuant un
post traitement, il est possible de restituer cette variance d’Allan. Les performances d’une
telle mesure seront limitées par la précision de I’horloge nécessaire au fonctionnement du
compteur et par le temps mort entre deux mesures.

Dans le commerce, des entreprises construisent des compteurs capables de mesurer
directement la variance d’Allan ou le post traitement se fait directement dans I’appareil.
L’entreprise Standford Research Systems réalise ce type de compteur comme le SR620. La
facade de ce compteur est visible sur la figure 1.29 et quelques spécifications sont données
dans le tableau 1.6.

FIGURE 1.29 — Facade du compteur SR620 de Standford Research Systems.

Fréquence Variance d’Allan (1s) Stabilité de 0°C' a 50°C’
0.001Hz & 1.3GH >~ 3.1010 1ppm

TABLE 1.6 — Spécifications du compteur SR620.
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Les mesures fréquentielles

Les mesures de stabilité de fréquence dans le domaine fréquentiel sont réalisées par
un banc de mesure du bruit de phase. Ce banc est composé d'une source de référence
asservie sur la fréquence de la source a mesurer. Un mélangeur actif ou passif ainsi qu'un
filtre passe bas est nécessaire. Ce type de banc est généralement conc¢u directement par
les laboratoires ou ils peuvent les adapter a leur type de mesure. Le laboratoire Femto-st
de Besancon a publié quelques articles sur la conception de leur banc de bruit de phase
qui permet des mesures faibles bruits [59] [60].

Des entreprises vendent des appareils de mesure du bruit de phase prét a I'emploi.
L’entreprise Rhode and Schwarz est leader de ce marché et produit par exemple ’analyseur
de signal FSV visible sur la figure 1.30. Quelques spécifications sont décrites dans le
tableau 1.7.

RN LTI Fsv - SIGNAL ANALYZER - 10 Hz 7 GH:

T
A S AN i

FI1GURE 1.30 — Facade de I'analyseur spectrale de Rhode and Schwarz.

Fréquence porteuse Bruit de phase (100Hz) Stabilité de 0°C' a 50°C'
10Hz & 7Ghz —120dBc/H = 1ppm

TABLE 1.7 — Spécifications de ’analyseur de signal FSV.
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1.4 Conclusion sur I’état de ’'art

Une étude bibliographique a été effectuée pour présenter les différents capteurs MEMS
vibrants a sortie fréquentielle. Cette étude a montré que ces types de capteur permettent
de mesurer des grandeurs physiques telles quune accélération, une masse, une pression
ou encore une température. Ces capteurs vibrants multiphysique comportent une partie
mécanique (le résonateur), un type de transduction et un circuit oscillateur. Cet état de
Iart a aussi montré qu’il existait des outils pour estimer la stabilité de fréquence d’un
signal (bruit de phase et variance d’Allan), des logiciels pour la simuler (simulateur Spec-
treRF sous Cadence) et des appareils pour la mesurer (analyseur de spectre et compteur)

sans jamais la prédire.
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Ce chapitre présente une étude théorique des oscillateurs incluant un micro-résonateur
mécanique (appelés oscillateurs MEMS). Ce chapitre est divisé en trois parties : la pre-
miere porte sur la présentation générale d’un oscillateur de type MEMS, la seconde sur le
développement du modele comportemental du résonateur mécanique et la troisieme sur
les différents types de transduction. Cette modélisation, dans un second temps, permettra

d’identifier les facteurs limitant la résolution fréquentielle et de comparer les différentes

architectures d’oscillateurs MEMS dans le but d’obtenir une résolution ultime.

45
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2.1 Présentation générale d’un oscillateur de type
MEMS

Dans le but d’identifier les parametres limitants la résolution fréquentielle des oscilla-
teurs MEMS un modele multiphysique constitué d’ODE (Ordinary Differential Equation)
est développé. Ce modele sera utilisé dans le logiciel Cadence qui permet des simulations
précises d’oscillateurs (démarrage, bruit de phase) comme précisé dans la bibliographie.
Il est divisé en trois parties distinctes comme présenté sur la figure 2.1 :

— Le résonateur mécanique modélisé par un systéme masse-ressort (Verilog-A). On se
limitera dans cette étude aux résonateurs généralement utilisés dans le domaine des
capteurs MEMS c’est a dire une poutre vibrant en flexion encastrée-encastrée dans
la gamme de fréquence de 10kHz a 100k H z.

— Le type de transduction : les systémes d’excitation et de détection sont modélisés
par des équations écrites en Verilog-A. Dans notre étude, on se limitera aux trans-
ductions piézoélectrique, électrostatique et optique. En effet les deux premieres sont
classiques dans le domaine des MEMS et 'analyse bibliographique a montré que la
transduction optique promet un fort potentiel en terme de résolution de mesure.

— Le circuit oscillateur : sa construction est faite grace aux modeles constructeurs

(Spice) ou avec les modeles développés en Verilog-A.

|—>. Résonateur —
mécanique
Transduction (excitation) Transduction (détection)
électrique — mécanique mécanique — électrique

Circuit oscillateur

FIGURE 2.1 — Description des blocs constituant un oscillateur MEMS.

Dans les paragraphes suivants, chaque partie du systéme est modélisée séparément. Par
la suite, une analyse sur des capteurs réels permettra d’identifier les facteurs limitant la

résolution fréquentielle.

2.2 Développement du modele comportemental du
résonateur mécanique
Le résonateur est la principale partie du systeme, qui est sensible au mesurande. Dans

un premier temps, un modele comportemental linéaire du résonateur mécanique est dé-

veloppé puis les non-linéarités et le bruit intrinseque sont ajoutés.
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2.2.1 Expression analytique de I’équation linéaire du mouve-

ment

Le résonateur est constitué d’une micro-poutre vibrant en flexion, définie par trois
grandeurs dimensionnelles : e son épaisseur vibrante, h sa hauteur, L sa longueur (fi-
gure 1.1 du chapitre 1) et par deux grandeurs physiques du matériau utilisé : p pour
la masse volumique et E pour le module d’Young. La modélisation comportementale
(Verilog-A) de ce résonateur va permettre de relier la force mécanique appliquée a la
poutre a son déplacement. On peut modéliser le résonateur a lame vibrante par un sys-
teme oscillant a un degré de liberté. En effet, son déplacement varie en fonction du temps
selon un seul axe. Ce déplacement est régi par une équation différentielle du second ordre
qui en mécanique peut se représenter par un modele masse-ressort-amortisseur présenté

sur la figure 2.2.

FIGURE 2.2 — Représentation schématique du systeme masse-ressort-amortisseur.

L’équation différentielle du second ordre associée a ce modele est la suivante (équa-
tion 2.1) :

mi +ct+kr = F (2.1)

F [kg.m.s72] est la force d’excitation, x [m] le déplacement mécanique de la masse
d’épreuve, m [kg| la masse, k [kg.s?| la constante de raideur, et ¢ [kg.s7!] le coefficient
d’amortissement.

L’élément vibrant de ce systeme est une masse m qui représente la masse vibrante
effective de la poutre. On peut définir deux parametres du mode de résonance, () le
facteur de qualité réprésentant le taux d’amortissement du résonateur et wy sa pulsation

propre (équation 2.2).

N \/? (2.2)

L’équation 2.1 peut alors s’écrire sous la forme suivante, ce qui simplifiera les calculs
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ultérieurs :

mi + Wgoi +mw’r = F (2.3)

Expression analytique des parametres motionnels

Les coefficients de I'équation 2.3 peuvent s’écrire a l'aide des parametres de la poutre
étudiée. Pour les obtenir, on peut utiliser la modélisation de la déformée dans une hypo-
these quasi-statique de Rayleigh (Annexe A) ou grace a la déformée modale X, (y) dans
le formalisme d’Euler Bernoulli que I'on va détailler ci-dessous. Pour déterminer la masse
efficace meys et la raideur ks , il faut d'une part lier le maximum d’énergie potentielle
entre la poutre et le systeme masse-ressort puis faire de méme avec 'énergie cinétique
[61].

Dans le cas de I'énergie potentielle, on obtient 1’équation suivante :

1 1 L(2X,\>
Sk X2 = fE[/ n 2.4
2k 18K i = 5 BT | <8y2> dy (2.4)

Dans le cas d'une poutre de section rectangulaire, on obtient :
L(92X,\"
"1 d
Ehe? /o Oy?

12 X?

Nmax

Kepr = (2.5)

Pour le premier mode de déformation en flexion, avec ’équation 1.7, ’équation 1.8 et

I’équation 1.11 on a :

L
X2 x? <2> ~ 2,620 (2.6)
L(92X,\’ b

On obtient ainsi comme raideur efficace :

16 Ehe?
I3

kepr =

Dans le cas de I'énergie cinétique, 1’égalisation des énergies maximales s’écrit :

1 0X,\> 1 L(0X,\"
§meff (825 ) —ipeh/o ( 5 ) dy (2.9)

max

En présence d’'un mouvement harmonique a la pulsation w :

0X,
( BT )max =wXn,, .. (2.10)
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L’expression de masse efficace mey; devient :

L
peh/O X2(y)dy
Mgy = —20 (2.11)

Nmazx

Pour le premier mode de déformation en flexion, avec I’équation 1.11 on a :
L
megs = [ X2(y)dy ~ 1L0BLE; (2.12)
0
On obtient ainsi comme masse efficace :
Meyrs ~ 0.38phel (2.13)

Avec laide de I'équation 1.10 exprimant la pulsation propre wy, I'expression du coef-
ficient d’amortissement peut s’exprimer sous cette forme :
mwy ko 16Ehe® 23 L? [p 248 he?

C = =

Q  Quo ¥ Qe eVE Q@ L

pE (2.14)

Finalement I’équation 2.3 peut s’écrire avec les parametres du matériau et de la géométrie

de la poutre comme sur I’équation 2.15 suivante :
2.48 he?

0.38phelLi + ——\/pEit + ———x = F 2.15

p o LV (2.15)

Le dernier parametre () représentant le facteur de qualité peut aussi étre exprimé en

fonction de la géométrie et du matériau de la poutre. En effet, on peut distinguer cing

mécanismes principaux de dissipation des oscillateurs MEMS.

Expression analytique du facteur de qualité

Le facteur de qualité d'un résonateur représente sa capacité a conserver son énergie
mécanique au cours de la vibration. L’ensemble des différents mécanismes de dissipation
qui interviennent dans les micro-résonateurs vibrants en flexion a été développé en détail
dans la these de Baptiste le Foulgoc [61].

Les pertes par le support Le résonateur est une partie mobile mais fixé au support.
Une partie de I’énergie vibratoire est transmise au support et est ainsi dissipée. Ces pertes,
appelées pertes par le support, ont pour conséquences de diminuer le facteur de qualité.
Elles peuvent étre fortement diminuées grace a des structures de découplage qui ont pour
effet de diminuer les sollicitations de la structure sur la fixation. Par exemple, sur le VIA
(Vibrating Inertial Accelerometer), con¢u par I’Onera [19], un cadre de découplage est

présent afin d’isoler efficacement les vibrations utiles de la lame vibrante de I’encastrement.
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L’amortissement gazeux Un second principe qui détériore le facteur de qualité est
I’amortissement gazeux. Dans un premier cas, les parois de la poutre interagissent avec
le gaz environnant, une force de frottement se crée et induit une perte d’énergie. Dans
un second cas, pour le cas de faibles gaps, par exemple dans 'excitation ou la détection
capacitive, un phénomene appelé "‘squeeze-film damping"” intervient. Les molécules de gaz
se retrouvent piégées entre les deux parois. Ce facteur de qualité Qsguceze @ €té exprimé
par Minhang Bao [62] en considérant la théorie cinétique des gaz [63]. On retrouve ce

résultat dans la these de Baptiste Le Foulgoc [61] pour une poutre encastrée aux deux

0 _mmp; ge? 1 [EpR,T (2.16)
squeeze \/6 Lz(L T h) P Mgaz .

ou (3 est le parametre du mode principal de la poutre de I’équation 1.10, g représente la

extrémités :

dimension du gap de gaz, L, h, e sont les dimensions de la poutre vibrante, P la pression du
gaz, p la masse volumique du matériau, Ry la constante des gaz parfaits, T' la température
en Kelvin et My, la masse moléculaire du gaz.

Ainsi, pour que le résonateur ne soit pas affecté, il est nécessaire de fonctionner sous
vide. Le niveau de vide nécessaire a atteindre afin de minimiser cette dissipation dans le
cas des oscillateurs MEMS étudiés est de l'ordre de 10™*mbar [61].

La viscosité intrinseque du matériau La viscosité intrinseque du matériau crée des
pertes d’énergies pendant la vibration. Elle s’exprime en fonction du module d’Young,
de la viscosité du matériau et de la pulsation propre du systeme. Dans notre gamme

d’oscillateurs MEMS, cette dissipation est négligeable.

L’effet thermoélastique Le dernier mécanisme est 'effet thermoélastique qui est la
principale source de dissipation, et qui est causé par le couplage entre les champs ther-
mique et de déformation au sein du résonateur. Lorsqu’un solide thermoélastique est en
mouvement, il se trouve en déséquilibre thermique a cause d’une augmentation ou dimi-
nution locale de température des fibres de la poutre. Le systeme incite a se relaxer pour
retrouver son état d’équilibre. Dans le cas d'une poutre en vibration de flexion, Clarence
Zener a développé des expressions pour décrire ce phénomene [64, 65]. Selon la théorie de
Zener, 'expression du facteur de qualité thermoélastique est :

oGy J24 S T\

chermo - OZQT()E frft avec ft = 5@

(2.17)

3] 3] est la chaleur spécifique & pression

ou p [kg.m™?] est la masse volumique, C, [kg.m~

constante, o [K '] représente le coefficient de dilatation thermique, Ty [K] est la tem-
pérature, E [N.m?] est le module d’Young, A [W.m~!.K~!] la conductibilité thermique,

fr la fréquence de résonance et f; la fréquence de transition. En fonction des parametres
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géométriques de la poutre, on obtient :

0.65¢5pEC2 + 1.53L4)2
€3L2 V E3a2)\TO

chermo = \/ﬁ (218)
Cette valeur Qpermo du facteur de qualité peut étre appliquée aux oscillateurs MEMS
de notre étude. En effet, le () du résonateur s’exprime comme la somme des différents

contributeurs @); a la dissipation d’énergie :

L 1 (2.19)
Qihermo €tant la valeur la plus petite par rapport aux autres facteurs de qualité pré-
sents, il est le principal contributeur des pertes d’énergie de notre systeme. Ainsi, le facteur

de qualité () s’exprime par 1’équation 2.20 suivante :

i N 1
Q chermo

(2.20)
Dans I'équation 2.21 le () est remplacé par ce nouveau Qipermo, la nouvelle expression

du comportement dynamique de la poutre est :

he® LE*a?\T, - 16 Ehe’
T
0.26p66EC’§ +0.62)\2L4 L3

0.38pheLi + r = F (2.21)
Cette équation peut étre affinée en ajoutant le comportement non-linéaire présent

lorsque 'amplitude d’excitation est importante.

2.2.2 Expression des non-linéarités mécaniques
Expression du terme des non-linéarités dans I’équation du mouvement

Un facteur non linéaire peut étre introduit pour décrire une force de rappel de la
poutre [66]. Il s’agit d’une non-linéarité mécanique en x> présente dans le résonateur. Il
peut étre exprimé en fonction des parametres géométriques et matériau du résonateur [67].
Cette déformation résulte d’une force axiale supplémentaire causée par le changement de

longueur de la poutre.

FIGURE 2.3 — Déformée d’une poutre vibrante encastrée-encastrée.

Pour le calcul du terme anharmonique, le profil du déplacement (figure 2.3) est ap-

proximé a un triangle comme présenté sur la figure 2.4. La nouvelle longueur de la poutre
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au maximum de la déformée est notée L,,... On obtient ainsi I’équation 2.22 :

2 2
Liae” = L* 4+ (20)° <= Ly ~ Ly/1+ (5) (2.22)
Apres un développement limité d’ordre 1, ’équation 2.22 s’écrit :
2\ 2
Lo =~ L [1 +2 () ] (2.23)
L
oL
F.=Eeh —
: L

L2

FIGURE 2.4 — Approximation du profil du déplacement pour le calcul des non-linéarités.

La poutre soumise a la force de traction va suivre la Loi de Hooke (équation 2.24)

suivante :

o = Fe (2.24)

F
ou € représente I'allongement relatif et o la contrainte, définie par la relation o = é,
avec S 'aire de la section droite de la poutre. Cette force de rappel F,. peut donc s’exprimer

par 1’équation 2.25 :

F,=0S= Eeha; (2.25)

La vibration se faisant selon x, la direction de la force résultante de 1’élongation de la

poutre F), doit étre selon cet axe, on arrive a I’équation 2.26 suivante :

. (Lyar — L) 2z
F, = 2F, = 2Feh 2.26
sin ¢ e 7 I (2.26)
avec l'aide de I'équation 2.23, on en déduit I'équation 2.27 :
z\? = x3
F, ~ 8Feh (L) I~ 8Eehﬁ (2.27)

Il faut rajouter ce terme dii a I’élongation de la poutre dans 1’équation 2.21 pour

obtenir le comportement non linéaire de la poutre, on obtient ainsi ’équation 2.28 de
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Duffing :

he? LE?a? )T, 1 16Ehe? N 8FEhe ,
T T T
0.26p8 ECZ + 0.6202L1" ' L L3

0.38pheLi + = F (228

Expression de la force critique et de amplitude critique avant les non-linéarités

Ces non-linéarités sont une limite au fonctionnement du capteur. En effet, lorsque
la force d’excitation croit, la courbe de résonance se déforme. Apreés un certain seuil, la
rupture brutale de la courbe de résonance est une source d’instabilité dans une boucle
oscillatrice. Il est ainsi nécessaire de quantifier cette amplitude critique de vibration pour
travailler dans le domaine linéaire.

Dans les conditions linéaires du résonateur, a partir de I’équation 2.2, on obtient le
déplacement en fonction de la pulsation :

r(w) = %o ! (2.29)

m (wo? — w?) +j‘%0

On se considere désormais au voisinage de la résonance tel que :
w=wy+e (2.30)

le développement au premier ordre nous donne :

FO 1 FO 1

r(w) = — , —— . (2.31)
Jw w
(1) +5) Pl
Le carré de 'amplitude du mouvement au voisinage de € de la résonance s’écrit :
Fy?
A%(e) = |a(e)* = (2.32)
4m2wq? (62 + %)

Le caractere non-linéaire conduit a une relation entre la nouvelle raideur k,; et 'am-

plitude de vibration développée dans 1’équation 2.28 :
k= k(1 +£84%) <=  wy®=w’(l+rA?) (2.33)

1
avec K = —.
2e2

Cette nouvelle pulsation propre du systeme dépend elle méme de 'amplitude :

A2
wnt® = w02(1 + /{AQ) < Wp R Wo (1 + 2) = wo + kA (2.34)

“o
aveC Kp] = @
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Dans I’équation 2.32, la petite différence € = w—wy s’exprime alors par w—wy; = € — K A2,

on obtient ainsi la nouvelle équation :

(2.35)

A%(e) <(€—/<anzA2(6)>2+ i ) ;

4()? B 4m2wg?

Cette équation est du troisiéme degré par rapport a A?(e) et ses racines réelles déter-
minent 'amplitude des oscillations forcées. Quand Fj est suffisamment petite, 'amplitude
A(e) est aussi petite, les puissances de A(e) supérieures a 2 peuvent-étre négligées. Ainsi,
I’amplitude retrouve la forme de I’équation 2.32 qui est représentée par une courbe symé-
trique avec un maximum au point € = 0. Quand Fj augmente, la courbe change de forme
tout en gardant un unique maximum qui se déplace dans le sens positif des fréquences si
Kn > 0. A ce niveau la, seulement une des trois racines de I’équation 2.32 est réelle (a
gauche de la figure 2.5).

Quand Fj atteint une certaine valeur F,, la nature de la courbe change. Pour toutes
forces Fy > F,., I'équation 2.32 a trois racines réelles, correspondant & la portion ABCD (a
droite de la figure 2.5). Cette limite est définie par son point d’inflexion, elle est déterminée

Afe)

par les conditions = 0

A4 A

w

U4 -

> >
0)0 (,0 0\)0 (,0

FIGURE 2.5 — A gauche : point inflexion critique. A droite : instabilité due aux non-
linéarités.

En dérivant I’équation 2.35 par rapport a €, on a :

0A(e) —eA(€) + kA3 (e)

= — (2.36)
e €% — drnueA?(e) + 3k At(e) + 40m
La position des points B et C est déterminée en résolvant I’équation suivante :
w2
€2 — ke A?(€) + 3K2, A% (€) + 4732 =0 (2.37)

Le calcul de la valeur de la force d’excitation critique F, est 'amplitude pour laquelle la
section BC est réduite a un point d’inflexion, c¢’est a dire pour laquelle les deux racines de

I’équation quadratique (équation 2.37) en A%(e) coincident. En égalisant a 0 le déterminant
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de cette équation, nous obtenons les coordonnées (A;, €;) du point d’inflexion :
A= |——eteg=—— (2.38)
On remplace les coordonnées de ce point dans 1’équation 2.35 :

On isole F,. de I'équation 2.39 :

wo 4w

F=—"_ Am3w? 2.40
\/gﬁle 12Q2 " Wo ( )

Finalement, la force d’excitation critique s’écrit donc :

2
F = M (2.41)

3v3Q3k

L’amplitude critique A. est obtenue avec 1’équation 2.35 en remplagant Fy par F..

L’amplitude est maximale pour € = r,,;A%(¢), on obtient A, :

QS
mw% 3\/3/@@

Ae (2.42)

En fonction des dimensions du résonateur , cette force d’excitation critique ainsi que

cette amplitude critique s’écrivent :

4 Ehet
Fo= 0 Phe oy,

4 e
‘ ,/3\/3\/@5)’8 _,/3\/§ﬁ

La modélisation masse-ressort-amortisseur a permis d’aboutir a 1’équation 2.28 dite

(2.43)

de Duffing. Cette équation décrit le comportement de la poutre encastrée-encastrée a
I’aide des parametres géométrique et matériau du résonateur, il est maintenant nécessaire

d’ajouter le bruit mécanique du résonateur a ce systeme.

2.2.3 Expression du bruit mécanique

Le systeme étant en équilibre thermique, le résonateur mécanique présente une certaine
quantité aléatoire de mouvement appelé bruit brownien. Ce bruit provient de I’agitation
des molécules de la structure. Cette vibration aléatoire constitue le bruit thermique du
résonateur. Elle est liée a ’amortissement du systeme. En ’absence de force, I’équation 2.1
ne pourrait étre vérifiée. En effet, la présence de 'amortissement dans le systéme indique

que méme le plus petit vacillement aléatoire continuerait a diminuer, ce qui reviendrait
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a dire que la température continuerait aussi a diminuer, or elle ne peut pas descendre
en-dessous de celle de 'environnement. Ainsi le modele physique correct pour I'oscillateur
harmonique comprend un générateur de force d’amplitude permettant de maintenir le

systeme en équilibre thermique. L’équation différentielle devient :

miy, + cxy, + kr, = [y (2.44)

ou x, est le bruit en déplacement et f,, est la force de fluctuation requise pour maintenir

I’équilibre thermique.

La relation fondamentale qui régit ’analyse du bruit thermique est exprimée par le
théoreme de I’équipartition de 1’énergie [68] [69] : chaque degré de liberté d’un systeme
en équilibre thermique a une énergie de bruit moyenne de 5/{:BT, ou kg est la constante
de Boltzmann et T la température en Kelvin. Ainsi la moyenne quadratique de 1’énergie

potentielle élastique et de I'énergie cinétique s’écrit :

1 1 . 1
<2kzxn2> = <2mxn2> = §k:BT — k <xn2> = kgT (2.45)

x,(t) est un signal aléatoire fonction du temps t et décrit par sa fonction d’autocorré-

lation R, définie de la fagon suivante [70] :

R..(t,7) = lim ;] ; xi(t)x;(t+7) (2.46)

N—oo

Le signal z,(t) étant considéré ergodique, on obtient I’équation 2.47 comme nouvel

nction d’autocorrélation et I’équation 2.48 pour son déplacement quadratique :

Ryo(7) = Th_rgo ; /Tx(t)x(t + 7)dt (2.47)
(20%) = Res(0) (2.48)

Dans le domaine spectral, la transformée de Fourier de cette fonction d’autocorré-
lation est appelée la densité spectrale de puissance du déplacement et s’exprime par

I’équation 2.49 :

Sz (w) :/ Ryo(T)e™7%7dr (2.49)

Par transformée de Fourier inverse, on obtient de méme 1’équation 2.50 :

Rua(r) = — |7 Suulw)ermas (2.50)

")
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D’ou 'on déduit le déplacement quadratique suivant I’expression :
(202) = Roa(0) = JRERe (2.51)
21 J o0

De plus, la densité spectrale de puissance de la réponse S, de 'oscillateur a une force
aléatoire est égale a la densité spectrale de I'excitation Sy; (de spectre plat) multiplié par

la fonction de transfert non affectée par le processus aléatoire de I'oscillateur :

Spu(w) = |H2S;¢ (2.52)

Xn : T
avec H(w) = o la fonction de transfert qui est obtenue grace a 1’équation 2.44

n
transposée dans le domaine des fréquences :

1
s ] = = (2
w'mX, (W) + jweX, (w) + kX, (w) = F,(wv) <= H(w) S +\E.53)

En utilisant ’équation 2.51, ’équation 2.52 et 1’équation 2.53 on obtient 1’équation

suivante :

1 o S 00 dw
A= — [P d:ﬁ/ 2.54
<I > 2 /_oo [H[" S pdw 27 oo (k — muﬂ)2 + c2w? (2:54)

w
En posant z = — on obtient :

Wo
d d
@ﬂz%f - S, s (255)
271'(,003 k 22 27rw03m2 2 A
—oo —mz?| + — —o(1—22)"+ =5
Wo WOQ Q

Apres quelques manipulations, on peut convertir I'intégrale de I’équation 2.55 selon
une forme standard [71] et trouver qu’elle converge vers la valeur 7@Q). On peut réécrire

cette équation :

(2,2) = S0Q _ S (256)

C 2wedm?  2ke

La densité spectrale de bruit du résonateur Sy ;™ étant réelle, son intégrale est restreinte

aux fréquences positives [72], on obtient :

(%) = i’}f (2.57)

Et finalement, on peut déduire le niveau de cette densité spectrale de bruit du réso-

nateur en