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Résumé

En raison du développement croissant des MEMS (Micro Electro Mechanical Systems),
l'étude des écoulements de liquide ou de gaz et des transferts thermiques dans des con-
duites, chau�ées ou non, dont le diamètre hydraulique est de l'ordre de quelques microns,
a suscité un nombre considérable de travaux au cours des vingt dernières années. À cette
échelle, le nombre de Knudsen peut être important (Kn>0,01), ce qui donne naissance
à des phénomènes de glissement, de saut de température et de pompage thermique qui
s'ajoutent aux e�ets de compressibilité, telles que la puissance due aux forces de pression
et à la puissance des contraintes visqueuses et aux variations des propriétés du �uide avec
la température. Dans les modélisations de la littérature, ces phénomènes sont rarement
pris en compte simultanément et sont souvent partiellement négligés, sans justi�cation.
Notre démarche consiste à proposer une modélisation des micro-écoulements gazeux se
rapprochant au mieux de la réalité en prenant en compte tous les phénomènes et à étudier
les e�ets de chacun d'entre eux. L'étude est, en premier lieu, menée en utilisant un code
commercial, résolvant les équations de conservation par la méthode des volumes �nis et
adapté par le biais de sous-programmes développés au cours de cette thèse. Des valida-
tions ont été e�ectuées pour des problèmes allant des plus simples (incompressibles, non
glissants) aux plus complexes (compressibles, glissants). Cette étude a permis de mettre en
évidence les problèmes liés à la modélisation quand les nombres de Péclet des écoulements
sont inférieurs à l'unité (Pe < 1). Dans ce cas, les e�ets de di�usion inverse sont dominants
et l'utilisation d'extensions à l'amont de la conduite devient incontournable. Les e�ets de
compressibilité qui se traduisent par des détentes du gaz près de la sortie de la conduite
(accélération + refroidissement) ont été analysés. En�n, des comparaisons ont été e�ectuées
avec des solutions analytiques d'écoulements compressibles et glissants, supposés isother-
mes en imposant de faibles variations de pression. Nous avons pu montrer que ces solutions
restent valables, même lorsque les variations de pression sont importantes parce que les
détentes ne sont localisées que près de la sortie de la conduite et n'in�uencent donc pas
les propriétés globales de l'écoulement. La suite du travail a été réalisée à l'aide d'un code
de calcul développé au laboratoire et validé pour les écoulements à grandes échelles. Des
conditions aux limites de glissement ont été introduites a�n de l'adapter à la problématique
de ce travail de thèse. Compte-tenu de ses performances (précision et rapidité des calculs
en particulier), ce code a permis de réaliser une étude paramétrique sur une large gamme
de pressions d'entrée et de sortie, de telle sorte à balayer tous les types d'écoulements :
de peu à très compressibles et de peu à très glissants. Les résultats sont d'abord présentés
pour des écoulements quasi-isothermes puis comparés aux solutions analytiques a�n de
tester ces dernières sur une plus large gamme de pression. En�n, de nouveaux résultats ont
été obtenus pour des écoulements chau�és. Des corrélations, en fonction des paramètres
adimensionnels caractéristiques de ces écoulements, ont été obtenues pour les modèles com-
plets à l'aide d'un logiciel de statistiques et de plans d'expériences. Des comparaisons à
des modèles simpli�és ont été e�ectuées pour évaluer les erreurs commises lorsque certains
termes sont négligés.
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RESUME

Mots clés : micro-conduite, glissement dynamique, saut de température, pompage ther-
mique, compressible, raréfaction
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Abstract

Due to the increasing development of MEMS (Micro Electro Mechanical Systems), the
study of liquid or gas �ows and associated heat transfer in channels, heated or not, whose
the hydraulic diameter is about a few microns, has sparked a considerable amount of work
over the past twenty years. At this scale, the Knudsen number may be important (Kn>
0.01), which gives rise to slipping phenomena, temperature jump and thermal creep in
addition to the e�ects that already exist at large scales, such as pressure work, viscous
dissipation and the variations of the �uid properties with temperature. These phenomena
are rarely taken into account all at once, at least one of them is neglected and often without
justi�cation. Our approach is to get as close as possible to reality by taking into account
all the phenomena together and then to study the e�ects of the most often overlooked
phenomena.
First, the study is conducted using a commercial code for solving the conservation equa-
tions by the �nite volume method. Validations were performed for problems ranging from
the simplest (incompressible, non-slip �ow) to the more complex ones (compressible, slip
�ow). This study highlighted the problems associated with simulations when the �ows
Peclet numbers are less than unity (Pe <1). In this case, the inverse di�usion e�ects are
dominant and the use of extensions at the upstream becomes unavoidable. In addition,
compressibility e�ects were identi�ed ; they have resulted in expansions of the gas near the
exit of the pipe (acceleration + cooling). Finally, comparisons were made with analytical
solutions of compressible slip �ows assumed isothermal by imposing small variations of
pressure. We showed that these solutions remain valid even if the pressure variations are
important because the expansion is only located near the channel exit, and does not a�ect
the �ow properties.
Further works was carried out using an in-house computer code, previously developed and
validated in the laboratory for large scale �ows, in which slipping boundary conditions have
been added in order to properly resolve slip �ows. In view of its accuracy and performances
in terms of CPU-time, this code allowed us to achieve a parametric study on a wide range
of input and output pressures, so as to sweep all cases from little to very compressible
and little to very slip �ows. The results were �rst presented for quasi-isothermal �ows and
subsequently compared to analytical solutions to test these ones over a wider range of pres-
sure. Finally, heated �ows were simulated and analysed. Correlations have been obtained
for a complete model using a statistics and design of experiments software. Comparisons
to simpli�ed models were performed to assess the inaccuracies linked to the omission of
terms often overlooked in the literature.

Keywords : micro-channel, slip �ow, thermal jump, thermal creep, compressible, rarefac-
tion
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Nomenclature

a di�usivité thermique, α = k
ρCp

[m2.s]

Br nombre de Brinkman, Br = µu2

k∆T
Cp chaleur massique à pression constante [J.kg−1.K−1]
Cv chaleur massique à volume constant [J.kg−1.K−1]
d diamètre moyen des molécules [m]
Dh diamètre hydraulique [m]
ec énergie cinétique volumique [J.m−3]
Ec nombre d'Eckert, Ec = u2

Cp∆T
~f force volumique
~g vecteur gravité
H largeur ou demi-largeur de la conduite [m]
h enthalpie massique [J.kg−1]
k conductivité thermique [W.m−1.K−1]
kB constante de Boltzmann, kB = 1, 38066× 1023 [J.K−1]

Kn nombre de Knudsen, Kn = λ
Dh

¯̄I tenseur unité d'ordre 2
L longueur de la conduite [m]
L′ longueur de l'extension [m]
Lc longueur caractéristique [m]
Lg longueur de glissement [m]
M masse molaire [kg.mol−1]
ṁ débit massique [kg.s−1]
Ma nombre de Mach, Ma = u√

γrT

n direction normale [m]
~n vecteur normal à une surface
NA nombre d'Avogadro, Na = 6, 022× 1023 [mol−1]
Nx nombre de mailles dans la direction longitudinale
Ny nombre de mailles dans la direction transversale
Nu nombre de Nusselt, Nu = hDh

k
P pression [Pa]
Pth vitesse de glissement due au pompage thermique [m.s−1]
Pe nombre de Péclet, Pe = RePr = uDh

a
PR rapport entre la pression à l'entrée et à la sortie de la conduite
Pr nombre de Prandlt, Pr =

µCp
k

PW travail des forces de pression [W.m−3]
qp densité de �ux de chaleur à la paroi [W.m−2]
R constante des gaz parfaits, R = NAkB = 8, 31446 [J.mol−1.K−1]

r constante spéci�que du gaz, r = R
M [J.kg−1.K−1]

Re nombre de Reynolds, Re = ρuDh
µ
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NOMENCLATURE

S surface d'une section/surface fermée délimitant un domaine [m2]
T température [K]
t temps [s] ou direction tangentielle [m]
Tg température de glissement [K]
Tp température à la paroi [K]
U composante longitudinale adimensionnelle du vecteur vitesse
u composante longitudinale du vecteur vitesse [m.s−1]
ug vitesse longitudinale de glissement [m.s−1]
up vitesse longitudinale de paroi [m.s−1]
V composante transversale adimensionnelle du vecteur vitesse
v composante transversale du vecteur vitesse [m.s−1]
V volume d'un domaine [m3]
~v vecteur vitesse
vm vitesse moléculaire [m.s−1]
V D dissipation visqueuse [W.m−3]
W profondeur de la conduite [m]
X variable adimensionnelle longitudinale d'espace
x variable longitudinale d'espace [m]
Y variable adimensionnelle transversale d'espace
y variable transversale d'espace [m]
z variable d'espace selon la profondeur de la conduite [m]

Symboles grecs
β coe�cient de dilatation thermique [K−1]
γ coe�cient polytropique, γ =

Cp
Cv

δ distance moyenne entre les molécules [m]
ε rapport H

L et rugosité
θ température adimensionnelle
λ libre parcours moyen [m]
µ viscosité dynamique [Pa.s]
ν viscosité cinématique [m2.s−1]
χ coe�cient de compressibilité isotherme [Pa−1]
ρ masse volumique [kg.m−3]
σ longueur caractéristique du potentiel de Lennard-Jones [m]
σµ coe�cient d'accommodation visqueux
σT coe�cient d'accommodation thermique
σu coe�cient d'accommodation dynamique
ξT coe�cient de saut de température
τ temps adimensionnel
¯̄τ tenseur des contraintes visqueuses
Φ quantité scalaire
Φv dissipation visqueuse adimensionnelle

Indices
∗ ou + grandeur adimensionnée
∞ grandeur loin du domaine
µ visqueux
b, m, d indice de la température moyenne débitante
c centre de la maille

X



NOMENCLATURE

conv convectif
diff di�usif
e entrée
g glissement
imp imposée
inc incrémental
m moyen
max maximal
norm normalisé
p paroi
pf particule �uide
s sortie
sg sans glissement
stg stagnant
T ou th thermique
t transposée
u dynamique
0, ref quantité de référence
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Introduction

Les techniques récentes de miniaturisation ont conduit au développement croissant des
MEMS (Micro Electro Mechanical Systems) utilisés dans di�érents secteurs (médecine,
biologie, industrie, . . . ). Les MEMS sont des systèmes mécaniques comportant au moins
un composant de taille micrométrique. Ce composant peut être une conduite, siège d'un
écoulement, dont le diamètre hydraulique, Dh, est de l'ordre de quelques microns.

Ce travail de thèse a pour objectif de simuler numériquement des écoulements de gaz
dans des micro-conduites dont les parois sont ou non chau�ées. Le diamètre hydraulique
Dh peut conduire à des nombres de Knudsen tels que 0, 001 < Kn = λ/Dh < 0, 1, où λ est
le libre parcours moyen des molécules de gaz. Dans ce cas, des phénomènes de glissement
dynamique et de saut de température apparaissent.

Notre approche consiste à résoudre numériquement les équations de Navier-Stokes et
de l'énergie avec des conditions aux limites de glissement, soit à l'aide du code commercial
ANSYS/Fluent, soit à l'aide du code CFCR2 (Convection Forcée Compressible en Régime
Raré�é) développé au laboratoire par E. Chénier [9, 10, 11, 67]. Ces deux codes sont basés
sur la méthode des volumes �nis.

Régimes d'écoulements

Pour caractériser le régime de l'écoulement en terme de continuité spatiale, il est néces-
saire d'évaluer le taux de raréfaction à l'aide du nombre de Knudsen, du nom du physicien
et océanographe Martin Knudsen (1871 - 1949), dont la dé�nition générale est :

Kn =
λ

Lc
(1)

où Lc représente une dimension caractéristique du volume dans lequel sont contenues les
molécules. Dans le cas d'une conduite, Lc = Dh. Plus Lc diminue, plus le taux de raréfaction
augmente.

Le libre parcours moyen λ représente la distance moyenne parcourue par une molécule
entre deux chocs successifs. Il est donc lié au nombre de molécules dans un volume donné.
Plusieurs dé�nitions équivalentes ont été attribuées, en se basant soit sur des grandeurs
microscopiques (diamètre apparent et vitesse des molécules, longueur caractéristique du
potentiel de Lennard-Jones, . . . ) soit sur des grandeurs macroscopiques (masse volumique,
viscosité, pression et température du �uide). Dans tous les cas, le taux de raréfaction aug-
mente lorsque λ augmente.

Les di�érents régimes d'écoulements sont indiqués sur la �gure 1 en fonction du nombre
de Knudsen.
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Figure 1 � Régimes d'écoulements en fonction du nombre de Knudsen

Méthodes de résolution en fonction du régime d'écoulement

Selon les régimes d'écoulements (Fig. 1), les méthodes numériques de résolution dif-
fèrent :

� Quand Kn ≤ 0, 001, le régime est continu. Les équations de conservation de la
mécanique des milieux continus avec leurs conditions aux limites classiques décrivent
le problème ;

� Quand 0, 001 ≤ Kn ≤ 0, 1, le régime reste continu et les équations de conservation
restent applicables mais leurs conditions aux limites doivent être modi�ées a�n de
prendre en compte des conditions de glissement dynamique et de saut de température
au niveau des parois ;

� Quand le régime est transitoire (0, 1 ≤ Kn ≤ 10) ou moléculaire libre (Kn ≥ 10),
l'hypothèse de continuité est mise à défaut. Dans ce cas, les modélisations basées
sur les équations de Boltzmann ou les simulations directes par la méthode de Monte
Carlo sont plus adaptées.

Equations décrivant les régimes glissants du premier ordre

Les molécules de gaz près d'une paroi, c'est à dire à une distance inférieure à λ, ne
sont ni à la vitesse, ni à la température de cette paroi. L'épaisseur de cette zone, appelée
couche de Knudsen, n'est pas négligeable en régime glissant (0, 001 ≤ Kn ≤ 0, 1). Pour la
modéliser, on introduit le concept de glissement dynamique et de saut de température à
la paroi. Diverses modélisations, agissant sur les conditions aux limites, ont été proposées.
Nous avons retenu les suivantes :

Glissement dynamique

ug =

(
2− σu
σu

)
Kn

∂u

n

∣∣∣∣
p

+
3

4

(
µ

ρT

)
∂T

∂t

∣∣∣∣
p︸ ︷︷ ︸

Pompage thermique

(2)

Saut de température

Tp − Tg = 2

(
2− σT
σT

)(
γ

γ + 1

)
λ

Pr

∂T

∂n

∣∣∣∣
p

(3)

où :
up et Tp sont la vitesse longitudinale et la température de la paroi ;
ug et Tg sont les vitesses de glissement et la température du gaz à proximité de la paroi ;
σu et σT sont les coe�cients d'accommodation dynamique et thermique entre le gaz et

la paroi ;
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n et t sont les directions normale et tangentielle à la paroi ;
γ = Cp/Cv, rapport des chaleurs spéci�ques à pression constante, Cp, ou à volume

constant, Cv, est le coe�cient polytropique ;
Pr = ν/a est le nombre de Prandlt représentant le rapport entre la viscosité cinéma-

tique et la di�usivité thermique.

Le terme le plus à droite dans l'équation (2) représente le pompage thermique, appelé
initialement transpiration thermique. Il représente la vitesse de déplacement du gaz des
basses vers les hautes températures.

En présence du glissement dynamique, les molécules de gaz près de la paroi glissent en
frottant sur la paroi. En conséquence, une source de chaleur apparaît et le �ux de chaleur
total à la paroi qp est modi�é. On l'écrit comme suit :

Densité de �ux de chaleur à la paroi en présence de glissement

qp = qcv + qvis = k
∂T

∂n

∣∣∣∣
p

+ µug
∂u

∂n

∣∣∣∣
p

(4)

où k est la conductivité thermique et µ la viscosité dynamique du gaz. Le premier terme,
qcv, représente la densité de �ux de chaleur échangée par convection entre le �uide et la
paroi et le second, qvis, représente la densité de �ux de chaleur dû aux frottements visqueux
sur la paroi. Ce terme n'existe qu'en présence de glissement, c'est à dire si ug 6= 0.

Dans certaines conditions, notamment lorsque la raréfaction est principalement due
aux faibles valeurs de Lc (10λ ≤ Lc ≤ 1000λ) plutôt qu'à de faibles niveaux de pression
(grandes valeurs de λ), de grandes di�érences de pression entre l'entrée et la sortie d'une
conduite doivent être appliquées a�n de générer un écoulement. Dans ces conditions, et
même si les vitesses du gaz sont très faibles, il faut tenir compte des e�ets suivants :

� compressibilité du gaz ;
� travail des forces de pression ;
� dissipation visqueuse ;
� variation des propriétés du gaz avec la température.

Objectif et organisation du mémoire de thèse

La première partie du mémoire est une analyse bibliographique divisée en trois chapitres.
Elle a pour objectifs d'introduire les problématiques liées à la modélisation des micro-
écoulements de gaz (chap. 1), de présenter les modèles mathématiques qui seront utilisés
dans la suite de la thèse (chap. 2) et de faire un état de l'art des principaux résultats concer-
nant la convection forcée de gaz en micro-canaux (chap. ??). Plus précisément, le chapitre
1 présente le contexte de la thèse, les applications possibles et les échelles caractéristiques
des micro-écoulements étudiés. On rappelle le domaine d'application des modèles con-
tinus �macroscopiques� et des modèles �microscopiques� tenant compte des phénomènes
hors équilibre thermodynamique local présents dans la couche de Knudsen. Les modèles
mathématiques utilisés sont présentés au chapitre 2 sous forme dimensionnelle puis adi-
mensionnelle. Une analyse dimensionnelle permet de mettre en évidence les conditions dans
lesquelles les e�ets de compressibilité doivent être pris en compte en micro�uidique gazeuse
(cf. �2.1.3). Une attention particulière est portée à l'écriture correcte des conditions aux
limites thermiques et à la conservation du �ux de chaleur total transféré à la paroi en
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présence de glissement dynamique et d'une puissance non nulle des contraintes visqueuses
(cf. �2.2.2). Le chapitre ?? présente les principaux résultats de la littérature sur la convec-
tion forcée de gaz en micro-canaux. La variation du nombre de Nusselt avec les paramètres
de l'écoulement, l'in�uence de la variation des propriétés physiques avec la température,
les e�ets liés à la compressibilité des gaz et l'in�uence des rugosités de surface sont discutés.

La seconde partie est consacrée aux méthodes de calcul utilisées avec ANSYS/Fluent et
à l'analyse des résultats obtenus. Elle est divisée en deux chapitres. Le chapitre 4 présente
les méthodes numériques utilisées avec ce code et les sous-programmes que nous avons dû
intégrer a�n de modi�er ou de corriger certaines des conditions aux limites. Le chapitre 5
regroupe les résultats et leur validation pour des simulations allant des cas les plus simples
(incompressible, non glissant) aux cas les plus complexes (compressible, glissant). Cette
étude a permis de mettre en évidence des problèmes liés à la modélisation lorsque les nom-
bres de Péclet sont inférieurs à l'unité (Pe<1). Dans ces cas, les e�ets de di�usion inverse
sont dominants et l'utilisation d'extension à l'amont de la conduite s'avère nécessaire. Ces
calculs nous ont aussi permis de montrer que les e�ets de compressibilité se traduisent par
des détentes du gaz localisées près de la sortie de la conduite : une partie de l'énergie in-
terne du gaz se transforme en énergie cinétique : de ce fait, le gaz accélère mais se refroidit.
En�n, des comparaisons ont été e�ectuées avec des solutions analytiques d'écoulements
compressibles et glissants mais supposés isothermes et soumis à de faibles variations de
pression. Nous avons pu montrer que ces solutions restent valables même si les variations
de pression sont importantes. Il faut cependant que les e�ets de détente ne soient impor-
tants que près de la sortie de la conduite a�n de ne pas trop in�uencer les caractéristiques
de la majeure partie de l'écoulement.

Dans les chapitres 6 et 7 qui constituent la troisième partie du mémoire, on présente
les résultats obtenus avec le code développé par E. Chénier (CFCR2). Le chapitre 6 est
consacré à la comparaison des solutions obtenues par CFCR2 et par ANSYS/Fluent pour
des écoulements compressibles et glissants dans des conduites chau�ées par une densité
de �ux de chaleur uniforme ou en imposant une température de paroi uniforme. Ces solu-
tions sont aussi comparées à des résultats publiés récemment par Sun et Jaluria [65]. Il en
ressort que les résultats des deux codes utilisés sont en bon accord à condition que le �ux
de chaleur dû aux contraintes visqueuses à la paroi (équation (4)) soit pris en compte dans
ANSYS/Fluent par le biais d'un sous-programme que nous avons écrit. On note aussi des
divergences entre ces résultats et ceux de [65] lorsque le glissement est important.
Une étude paramétrique ayant nécessité un grand nombre de simulations est présentée
dans le chapitre 7. Cette étude a été réalisée avec le code CFCR2 car il s'est avéré être,
environ, 60 fois plus rapide qu'ANSYS/Fluent. Cette étude a été menée pour deux types
d'écoulements : un écoulement quasi-isotherme et un écoulement chau�é. Pour le premier,
la paroi est maintenue à la température d'entrée du �uide : les variations de température
du gaz ne sont dues qu'aux e�ets de la détente et de la dissipation visqueuse. Ces solutions
sont ensuite comparées à une solution analytique approximative (isotherme) présentée par
Arkilic et al. [3] en considérant deux longueurs de conduite. Il en ressort que cette solution
est applicable avec une bonne précision dans une large gamme de di�érences de pression
et pour les deux longueurs étudiées. Cependant, sa précision se dégrade pour de faibles
longueurs de la conduite car les e�ets thermiques dus à la détente se propagent sur une
longueur relativement plus importante.
Concernant les écoulements chau�és par des densités de �ux de chaleur uniformes, les ré-
sultats obtenus ont permis d'établir, à l'aide d'un logiciel de statistiques, des corrélations
donnant : a) l'écart de température maximal et l'e�et du pompage thermique en fonction
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du nombre de Reynolds à la sortie de la conduite : b) l'importance relative de la puissance
des forces visqueuses aux parois et le nombre de Nusselt moyen en fonction du nombre de
Mach à la sortie.

Pour mieux comprendre la physique des écoulements dans des microconduites, nous
avons traité les problèmes graduellement. Nous débutons par des écoulements non glis-
sants, sous l'hypothèse d'incompressibilité puis dans des cas compressibles. Nous consid-
érons ensuite des écoulements glissants qui, dans la littérature, sont le plus souvent supposés
incompressibles. Parmi nos objectifs, il s'agit de comprendre si les simpli�cations utilisées
dans la plupart des modèles retenus dans les publications récentes sont justi�ées. A cette
�n, nous avons considéré le modèle mathématique le plus complet possible, établi dans le
cadre des hypothèses de la Mécanique des Milieux Continus. Cependant, ce travail est re-
streint aux phénomènes de glissement du premier ordre (Kn ≤ 0, 1) parce que les modèles
du second ordre restent des sujets de controverse.

Des comparaisons entre les résultats fournis par des modèles simpli�és, c'est à dire
dans lesquels l'un des phénomènes n'est pas intégré, sont ensuite discutées. Nous en avons
déduit que, en dehors d'une gamme de pression peu étendue, il est impératif de prendre
en compte le travail des forces de pression et la dissipation visqueuse, les �ux de chaleur
aux parois dus à la puissance des forces de viscosité et le pompage thermique.

Ce mémoire se termine par une conclusion dans laquelle nous présentons quelques
perspectives pour de futures recherches.
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Chapitre 1

Introduction et généralités sur la
micro�uidique gazeuse

1.1 Contexte et applications

En raison du développement croissant des MEMS (Micro Electro Mechanical Systems),
l'étude des écoulements de liquide ou de gaz et des transferts thermiques associés dans des
conduites, chau�ées ou non, dont le diamètre hydraulique, Dh, est de l'ordre de quelques
microns, a suscité un nombre considérable de travaux au cours des vingt dernières an-
nées. Une revue bibliographique très récente de Kandlikar et al. [38] leur est consacrée.
Il en ressort que les écoulements monophasiques liquides dans ces micro-canaux ont un
comportement similaire à celui observé à l'échelle macroscopique et que la mécanique des
milieux continus classique peut être utilisée pour les modéliser (équations de Navier-Stokes
avec conditions aux limites d'adhérence). Les études sur les micro-écoulements liquides
portent essentiellement sur l'amélioration des performances globales des systèmes où ils
interviennent et également sur l'analyse du changement de phase liquide/vapeur lorsqu'il
est présent.

En revanche, pour les écoulements gazeux à l'échelle microscopique, des phénomènes
spéci�ques, nécessitant des modélisations particulières, sont observés [22, 39]. Lorsque le
nombre de Knudsen est tel que 0, 001 < Kn = λ/Dh < 0, 1, où λ est le libre parcours
moyen des molécules de gaz, on observe un régime faiblement raré�é, caractérisé par des
phénomènes complexes à proximité de la paroi. Plus précisément, dans une couche appelée
la �couche de Knudsen�, dont l'épaisseur varie entre λ et 3λ depuis la paroi, les interactions
intermoléculaires sont moins fréquentes qu'au c÷ur de l'écoulement et toutes les molécules
de gaz n'ont pas la même amplitude de vitesse à une distance �xée de la paroi. Autrement
dit, le gaz est dans un état de non équilibre thermodynamique local. Il en résulte un pro�l
de vitesse moyen et une relation entre contrainte et taux de déformation qui sont non
linéaires dans cette couche. A l'échelle du micro-canal, cela se traduit par des phénomènes
de glissement dynamique (saut de vitesse), de saut de température et de �pompage ther-
mique� (entraînement du �uide sous l'e�et d'un gradient longitudinal de température ; cf.
�1.3.2) dont les conséquences sur les grandeurs macroscopiques telles que le débit massique,
la température moyenne débitante ou le �ux de chaleur pariétal peuvent être non néglige-
ables [44]. Ces phénomènes, liés aux e�ets de raréfaction du gaz près de la paroi, sont
similaires à ceux qui peuvent être observés pour les écoulements dans les couches limites
autour d'engins spatiaux en haute atmosphère. Ils doivent être pris en compte lorsqu'on
s'intéresse à la modélisation des transferts convectifs dans des micro-systèmes gazeux car ils
peuvent avoir, comme nous le verrons, des e�ets antagonistes sur les transferts de chaleur.
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En pratique, on rencontre des micro-écoulements gazeux avec, éventuellement, des
transferts thermiques, dans les applications suivantes [22, 38] :

� dans les micro-échangeurs thermiques pour le refroidissement des composants élec-
troniques ou pour des applications en chimie (cf. Fig. 1.1 et [70]),

� les micro-sondes de pression, de température et les micro-débitmètres,
� les micro-pompes et turbines, notamment les pompes à vide de type Knudsen basées
sur l'utilisation de l'e�et du pompage thermique,

� les micro-systèmes de séparation d'espèce ou de mélange de gaz multiconstituant et
les micro-analyseurs de gaz (micro-chromatographes et spectromètres de masse),

� les micro-buses pour le contrôle de la position de nano-satellites ou le contrôle actif
des couches limites en aérodynamique,

� les poumons arti�ciels, ...

Figure 1.1 � Micro-échangeur thermique (tiré de [70]).

La �gure 1.2, sur laquelle nous reviendrons plus largement au �1.2.5, fournie la taille
caractéristique, L, de certains de ces micro-systèmes et les di�érents régimes d'écoulement
associés en fonction du nombre de Knudsen.

Les micro-écoulements gazeux avec des transferts thermiques ont été analysés essen-
tiellement par modélisation et simulation numérique. En e�et, à cause des di�cultés
métrologiques, il existe très peu de travaux expérimentaux qui viennent supporter ces
analyses théoriques et qui réalisent des mesures précises de température à ces échelles. La
revue bibliographique de Kandlikar et al. [38] signale toutefois l'apparition d'une technique
prometteuse, la micro-thermométrie par marquage moléculaire (micro molecular tagging
thermometry, µMTT), qui pourrait permettre de remonter à la distribution de température
dans des micro-écoulements en suivant l'évolution de molécules rendues phosphorescentes.

1.2 Échelles caractéristiques des e�ets de raréfaction

1.2.1 Dé�nitions des longueurs caractéristiques

L'analyse des e�ets d'échelle dans les micro-écoulements gazeux que nous présentons
maintenant a été introduite par Bird (1994) [5] puis reprise entre autres par Gad-El-Hak
(1999, 2003) [22, 24], Colin (2005) [12] et Zhang et al. (2012) [74]. La �gure 1.3 introduit les
longueurs caractéristiques nécessaires à cette analyse. Le diamètre moyen des molécules est
noté d et la distance intermoléculaire moyenne est notée δ. Le libre parcours moyen entre
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Figure 1.2 � Dimensions caractéristiques de certains micro-systèmes à �uide, plages de
nombre de Knudsen et régimes d'écoulements correspondants à un fonctionnement en con-
ditions standards (tiré de [14] d'après [39]).

deux chocs intermoléculaires est noté λ. Son évaluation est basée sur des modèles simpli�és
présentés au �1.2.2. Lc est la longueur caractéristique de l'écoulement de gaz considéré. Lc
peut être la hauteur ou le diamètre hydraulique de la conduite, la hauteur de l'obstacle
ou le rapport de sa section sur son périmètre pour un écoulement autour d'un obstacle,
etc. Dans un cadre général, on peut aussi évaluer Lc comme le rapport d'une grandeur
macroscopique caractéristique de l'écoulement sur la valeur absolue de son gradient : par

exemple Lc = ρ/
∣∣∣ ∂ρ∂x ∣∣∣ où ρ est la masse volumique du gaz. En�n, on note Lpf la longueur

caractéristique de la particule �uide, c'est à dire le volume élémentaire représentatif (VER)
d'un écoulement en mécanique des milieux continus.

Figure 1.3 � Échelles caractéristiques liées aux e�ets de raréfaction dans les gaz (tiré du
séminaire de S. Colin (MSME, avril 2014)).

1.2.2 Libre parcours moyen équivalent

Le libre parcours moyen est une grandeur importante qui permettra dans la suite d'é-
valuer le taux de raréfaction du gaz. Cependant, il n'est pas mesurable directement et il
dépend de grandeurs (le diamètre et la vitesse des molécules) qui ne sont pas non plus
mesurables. λ est donc déterminé à partir de modèles de collision qui dépendent de la
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manière avec laquelle on modélise la distribution des vitesses des molécules et leurs forces
ou potentiels d'interaction : modèles de sphères rigides impénétrables, de sphères variables,
de Sutherland, de Lennard-Jones, etc [55]. En conséquence, il existe de nombreuses expres-
sions de λ dans la littérature que Sharipov (2011) [59] conseille de plutôt nommer �libre
parcours moyen équivalent�. De plus λ peut être exprimé en fonction de la viscosité, de la
conductivité thermique, de la section moléculaire, de la surface de collision, etc [60]. Une
des dé�nitions les plus utilisées, établie à partir de la théorie cinétique, valable pour des
gaz parfaits modélisés comme des sphères dures et ayant une distribution de vitesse de
Maxwell (ou distribution de Maxwell-Boltzmann), est :

λ =
kBT√
2πd2P

(1.1)

où kB = R
NA

= 1, 38066×10−23 J/K est la constante de Boltzmann (R = 8, 31446 J/mol.K

est la constante des gaz parfaits et NA = 6, 02214 × 1023 mol−1 le nombre d'Avogadro),
P la pression, T la température. D'autres, comme dans le code ANSYS/Fluent, préfèrent
dé�nir λ en utilisant, à la place du diamètre d des molécules, la longueur caractéristique
du potentiel de Lennard-Jones σ :

λ =
kBT√
2πσ2P

(1.2)

Sharipov (2011) [59] conseille plutôt de choisir une expression de λ construite sur une
grandeur macroscopique telle que la viscosité car elle peut être mesurée facilement. Dans
ce cas, l'expression de λ s'écrit sous la forme :

λ ∝ µ

P
vm (1.3)

λ ∝ µ

P

√
2rT (1.4)

où µ est la viscosité dynamique, r = R
M la constante spéci�que et M la masse molaire du

gaz parfait considéré. La vitesse des molécules, vm, est en général évaluée à partir de la
distribution des vitesses de Maxwell. Alors vm =

√
2rT si on considère la vitesse la plus

probable de cette distribution, vm = 2√
π

√
2rT si on prend la vitesse moyenne et vm =

√
3rT

si on considère la valeur e�cace qui représente la racine carrée du carré moyen des vitesses
moléculaires (RMS). Dans l'équation (1.4), la valeur de la constante de proportionnalité

peut varier entre 0, 89 et 1, 33 : elle est en e�et égale à
√
π

2 ≈ 0, 89 dans [62, 60, 22, 44, 21],

1 dans [59] et 3
√
π

4 ≈ 1, 33 dans [6]. Dans le cadre de cette thèse, nous avons retenu la
première expression qui semble la plus utilisée :

λ =

√
π

2

µ

P

√
2rT =

µ

P

√
πrT

2
(1.5)

ou

λ =
µ

ρ

√
π

2rT
(1.6)

L'équivalence entre les expressions de λ (1.1) et (1.5)-(1.6) est expliquée, par exemple, dans
[60].
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1.2.3 Gaz dilué et gaz dense

On considère que le gaz est dilué, c'est à dire que les interactions moléculaires sont
négligeables, lorsque δ/d � 1 ou, plus précisément, lorsque δ/d > 7. Dans ce cas, les
molécules passent la plupart du temps en vol libre avec, occasionnellement, une brève
collision entre deux molécules seulement. Toutes les simpli�cations de la théorie cinétique
des gaz et les équations de Boltzmann sont alors applicables. Dans le cas contraire, on dit
que le gaz est dense.

Pour les conditions ambiantes (P = 1atm et T = 15oC), on considère que l'air est un
gaz dilué car le rapport δ/d ≈ 9. En e�et, le diamètre moyen des molécules d'air, considéré
comme des sphères rigides, est d ≈ 4 × 10−10m et un cube de 1µm de côté contient
2, 54 × 107 molécules d'air séparées par une distance moyenne δ = 0, 0034µm (0, 34nm).
On peut alors calculer, à partir de la relation (1.1), que le libre parcours moyen équivalent
des molécules d'air est λ = 0, 065µm (65nm).

1.2.4 Validité des équations de Navier-Stokes

Pour que le modèle des équations de Navier-Stokes puisse être appliqué, les lois de New-
ton et l'approximation de milieu continu doivent être satisfaites. Les lois de la mécanique
générale de Newton s'appliquent si la mécanique relativiste n'a pas besoin d'être mise en
jeu, c'est à dire si les vitesses des particules sont bien inférieures à la vitesse de la lumière
et si les lois de conservation de la masse, de la quantité de mouvement et de l'énergie
peuvent être appliquées séparément. Cette hypothèse est systématiquement véri�ée pour
les problèmes et les applications envisagées.

L'approximation de milieu continu est véri�ée si les variables dépendantes caractérisant
l'écoulement (masse volumique, vitesse, température, contrainte, �ux, etc) sont dé�nies
par des moyennes sur des particules �uides dont la dimension caractéristique, Lpf , est
su�samment grande pour contenir assez de molécules a�n d'intégrer complètement le chaos
moléculaire et être insensible à la microstructure du �uide. De plus, ces particules �uides
doivent être su�samment petites par rapport aux plus petites échelles de l'écoulement
macroscopique a�n de pouvoir utiliser le calcul di�érentiel pour les décrire. Il est aussi
nécessaire que la particule �uide soit à l'équilibre thermodynamique local. Ces conditions
sont traduites quantitativement ci-dessous.

Il a été montré que si les moyennes réalisées lors du calcul des grandeurs macroscopiques
sont e�ectuées sur des particules �uides de volume Vpf contenant 104 (respectivement 106)
molécules, le rapport de l'écart-type des �uctuations sur la moyenne est de 1% (resp.
0, 1%) [22, 12]. Cela signi�e donc que la longueur caractéristique de la particule �uide,

Lpf = V
1/3
pf , doit contenir 22 (respectivement 100) molécules pour atteindre ces précisions.

Par conséquent, pour qu'un micro-écoulement soit décrit par une approche continue et que
les grandeurs macroscopiques soient insensibles à la microstructure du gaz, le rapport Lc

δ
de la longueur caractéristique du domaine sur la distance intermoléculaire doit être plus
grand que Lpf

δ = 22 (respectivement 100). On retiendra donc que l'approche continue est
valable si Lcδ ≥ 100.

L'écoulement doit être à l'équilibre thermodynamique local ou au moins ne pas en
être trop éloigné. Cela implique que, dans une particule �uide, la fréquence des collisions
moléculaires, f ≈ vm

λ , doit être assez élevée pour que les molécules acquièrent localement à
peu près la même vitesse et la même énergie. Il est donc nécessaire que λ soit plus petit que
la longueur caractéristique de la particule �uide, Lpf , et donc bien plus petite que Lc. On
considère en général qu'il est nécessaire que Kn = λ

Lc
< 0, 1 pour que l'équilibre thermo-

dynamique local soit véri�é. Les di�érentes limites introduites ci-dessus sont représentées

13



CHAPITRE 1. INTRODUCTION ET GÉNÉRALITÉS SUR LA MICROFLUIDIQUE
GAZEUSE

dans la Fig. 1.4 où les échelles sont adaptées pour des écoulements d'air dans les conditions
ambiantes.

(a) Tirée de [14] (b) Tirée de [39]

Figure 1.4 � Limites des principales approximations pour la modélisation des micro-
écoulements gazeux d'après [5]. n/no est le rapport des densités numériques des molécules
pour les conditions courantes et ambiantes (L est ici la longueur caractéristique).

1.2.5 Les di�érents régimes d'écoulement en fonction du nombre de
Knudsen Kn

Dans les faits, pour 0, 001 < Kn < 0, 1, l'équilibre thermodynamique n'est e�ective-
ment véri�é qu'au c÷ur de l'écoulement et ne l'est pas toujours à proximité de la paroi,
dans la mince couche de Knudsen. Cette couche ayant une épaisseur de l'ordre de O(λ),
elle n'est pas négligeable par rapport à la dimension caractéristique, Lc, de l'écoulement
dans cette gamme de nombres de Knudsen. L'équilibre thermodynamique local n'est pas
satisfait car les molécules de gaz de la couche de Knudsen ne �voient� qu'un demi espace,
leur interaction avec la paroi est beaucoup plus fréquente qu'avec les autres molécules de
gaz et la nature des chocs avec la paroi est di�érente des chocs intermoléculaires. Les con-
séquences sont doubles : la condition habituelle d'adhérence du gaz à la paroi n'est plus
véri�ée et, dans la couche de Knudsen, il se peut qu'il n'y ait plus de relations linéaires
entre contrainte et déformation et entre �ux de chaleur et gradient de température. Ainsi,
lorsque 0, 001 < Kn < 0, 1, on considère que le régime d'écoulement est continu avec glisse-
ment, c'est à dire que l'approche continue peut être utilisée pour modéliser l'écoulement
(les équations de Navier-Stokes sont valables) mais qu'il faut introduire des conditions aux
limites spéci�ques (conditions de glissement dynamique et de saut de température) pour
approcher ce qui se passe dans la couche de Knudsen et modéliser correctement l'écoule-
ment en dehors de cette couche. Ceci est détaillé au �1.3 suivant.

Si le nombre de Knudsen continue d'augmenter, tout l'écoulement se retrouve progres-
sivement hors de l'équilibre thermodynamique. Ainsi, en partant du régime d'écoulement
classique de la mécanique des milieux continus, si le nombre de Knudsen augmente et que
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les e�ets de raréfaction s'intensi�ent, on passe par les di�érents régimes qui sont décrits
ci-dessous et représentées dans les Figs. 1.2, 1.4 et 1.5 :

� pour Kn < 10−3, c'est le régime continu avec adhérence au paroi (noté C dans
les Figs. 1.2 et 1.4) : les équations de Navier-Stokes et les conditions aux limites
classiques peuvent être utilisées ;

� pour 0, 001 < Kn < 0, 1, c'est le régime continu avec glissement pariétal (noté G
dans les Figs. 1.2 et 1.4) : les équations de Navier-Stokes restent valables mais des
conditions aux limites spéci�ques doivent être utilisées (cf. �1.3) ;

� pour 0, 1 < Kn < 10, c'est le régime de transition (noté T dans les Figs. 1.2 et
1.4) : c'est un régime hors équilibre thermodynamique, dans lequel les collisions
intermoléculaires et avec la paroi doivent être prises en compte ; les équations de
Navier-Stokes ne sont plus valables.

� pour Kn > 10 : c'est le régime moléculaire libre (noté M dans les Figs. 1.2 et 1.4) où
les interactions entre les molécules de gaz sont négligeables par rapport aux collisions
sur les parois.

Bien sûr, dans cette classi�cation, les bornes en Kn sont approximatives et elles vont
dépendre du type de micro-système étudié.

Figure 1.5 � Gammes de nombres de Knudsen correspondant aux di�érents régimes raré-
�és (tiré de [22]).

Dans cette thèse, nous nous intéressons à la modélisation par une approche continue
de la convection forcée de gaz dilués dans des micro-canaux. Nous nous limitons donc à
des nombres de Knudsen Kn ≤ 0, 1, mais nous nous concentrerons plus particulièrement
sur le régime continu avec glissement pour 0, 001 < Kn < 0, 1. Nous introduisons dans la
section suivante la modélisation de la couche de Knudsen par l'utilisation de conditions
aux limites de glissement et de saut de température.

1.3 Couche de Knudsen et conditions de glissement

1.3.1 Modélisations de la couche de Knudsen

Nous venons de voir que la couche de Knudsen est la région de non équilibre thermo-
dynamique local qui est présente à proximité de la paroi dans n'importe quel écoulement
gazeux. Cette couche peut être étudiée et simulée à partir d'une approche microscopique
telle que la théorie cinétique des gaz, la dynamique moléculaire ou les simulations directes
Monte Carlo (DSMC, [5]) des équations de Boltzmann. Selon l'approche microscopique
utilisée, on trouve que l'épaisseur de la couche de Knudsen varie entre 0, 9λ et 4, 9λ, la
plupart des résultats donnant des valeurs comprises entre λ et 3λ [44, 74]. La description
précise de cette couche est cruciale pour les applications pratiques en micro�uidique mais,
également, pour les écoulements hypersoniques puisque c'est à travers cette couche que
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sont transférés les �ux de quantité de mouvement et d'énergie entre le gaz et la paroi.
Cependant, la mise en ÷uvre des approches microscopiques est très coûteuse en ressources
de calcul et on préfère, lorsque les e�ets de raréfaction sont faibles, utiliser une approche
continue, nettement moins coûteuse, pour modéliser l'écoulement et la couche de Knudsen.
Malheureusement, la résolution des équations de Navier-Stokes ne permet pas de modéliser
la relation non-linéaire entre contraintes et taux de déformation dans cette couche car les
lois de comportement utilisées sont en général linéaires. Les conséquences peuvent être im-
portantes. Par exemple, Lockerby et al. (2005) [44] présentent un écoulement de Poiseuille
à un taux de raréfaction Kn = 0, 025 dans lequel ils montrent que le débit massique croît
de 15% par rapport au cas équivalent non raré�é, que 70% de cette augmentation sont dus
au glissement pariétal mais que 30% restent dus aux e�ets �non-newtoniens� et au pro�l
non-linéaire de la vitesse dans la couche de Knudsen.

Lockerby, Reese et al. [44, 43, 41, 52, 53] ont beaucoup travaillé sur les méthodes
alternatives basées sur des modèles continus permettant une modélisation améliorée de
la couche de Knudsen. Zhang et al. (2012) [74] propose une revue bibliographique sur ce
sujet. La première de ces alternatives consiste à utiliser une loi de paroi algébrique, établie
à partir de simulations microscopiques ou de résultats expérimentaux. Cette approche est
tout à fait similaire à ce qui se fait en turbulence pour modéliser les sous-couches visqueuse,
tampon et logarithmique. Cependant, les inconvénient sont les mêmes : il est nécessaire
d'adapter les coe�cients intervenant dans la loi de paroi à chaque type de con�guration
d'écoulement étudiée. L'autre alternative est la résolution des équations continues d'ordre
élevé telles que les équations de Burnett ou super-Burnett. Cependant il apparaît que
cette alternative n'est que partielle car elle ne permet pas de totalement rendre compte
du comportement de l'écoulement dans la couche de Knudsen. De plus, elle n'est pas aisée
à mettre en ÷uvre car elle nécessite d'utiliser des conditions aux limites d'ordre élevé
et de connaître des coe�cients di�cilement identi�ables expérimentalement. Toutefois,
ces méthodes alternatives ne se justi�ent réellement que si l'on souhaite modéliser des
écoulements tendant vers le régime transitionnel (Kn > 0, 1).

1.3.2 Conditions de glissement dynamique

Lorsque Kn ≤ 0, 1, les modélisations basées sur les équations de Navier-Stokes restent
les plus e�caces mais, pour qu'elles soient assez précises, il est nécessaire de pouvoir cap-
turer l'essentiel des phénomènes physiques présents dans la couche de Knudsen. L'utilisa-
tion des conditions aux limites macroscopiques de glissement, introduites par Navier puis
reprises par Maxwell en 1879 [47], est une approche phénoménologique qui répond à cette
nécessité : elle permet de tenir compte de la couche de Knudsen, sans la modéliser com-
plètement. Ces conditions aux limites de glissement et les pro�ls de vitesse dans la couche
de Knudsen sont illustrés dans les �gures 1.6 et 1.7. Le pro�l de vitesse �vrai� du gaz est
fortement non linéaire et il présente une vitesse de glissement à la paroi notée ugaz,p. Si
cette vitesse est imposée comme condition à la limite des équations de Navier-Stokes, on
obtient le pro�l de vitesse en pointillés verts de la Fig. 1.7. De manière évidente, ce pro-
�l sous-estime la vitesse au c÷ur de l'écoulement et ne permet pas de retrouver le débit
massique réel. Pour remédier à cela, le modèle de Navier et Maxwell consiste à imposer à
la frontière une vitesse de glissement, ug, plus grande que la vitesse réelle et proportion-
nelle au gradient normal de vitesse au bord de la couche de Knudsen. La condition à la
limite de glissement, ug, ne permet pas de modéliser le pro�l de vitesse dans la couche
de Knudsen car la résolution des équations de Navier-Stokes y génère un pro�l de vitesse
quasi linéaire (il est en fait parabolique pour un écoulement de Poiseuille en conduite ou
en canal) ; en revanche, elle permet d'obtenir un pro�l de vitesse précis en dehors de la
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couche de Knudsen.

Figure 1.6 � Pro�l de vitesse vrai (noté ugaz − up) et pro�l approché par des conditions
aux limites de glissement (noté ug − up) dans la couche de Knudsen. up est la vitesse de la
paroi, ugaz,p est la vitesse de glissement vraie, ug est la vitesse de glissement arti�cielle et
Lg est la longueur de glissement (tiré du séminaire de S. Colin (MSME, avril 2014)).

(a) (b)

Figure 1.7 � (a) : pro�ls de vitesse vrai (courbe bleue BD) et approché par des conditions
aux limites de glissement (courbe rouge BC) dans la couche de Knudsen. Le pro�l vert
AD correspond au pro�l non satisfaisant qui serait obtenu en résolvant les équations de
Navier-Stokes avec la condition de glissement vraie. (b) : illustration de pro�ls de vitesse
sans et avec glissement et de la longueur de glissement Lg (tiré de [74]).

La forme simpli�ée de la condition de glissement dynamique proposée par Navier et
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Maxwell [47] s'écrit :

ug − up = Lg
∂u

∂n

∣∣∣∣
p

(1.7)

où u est la composante de vitesse du gaz tangente à la paroi, ug la vitesse de glissement
du gaz sur la paroi, up la vitesse de la paroi et n la normale à la paroi (cf. Fig. 1.6). Ici et
dans la suite, l'indice g désigne une grandeur liée au glissement, c'est à dire une grandeur
associée à une molécule de gaz située au contact de la paroi, alors que l'indice p désigne
une grandeur attachée à la paroi.

Lg est la longueur de glissement représentée dans les Figs 1.6 et 1.7. C'est une grandeur
empirique, proportionnelle à λ, qui dépend de la rugosité de surface, de la nature du gaz,
de celle de la paroi et de l'interaction gaz/paroi (interaction spéculaire, di�use, etc). Cette
longueur doit être évaluée de manière précise pour que ug fournisse une approximation
correcte du pro�l de vitesse en dehors de la couche de Knudsen. Il existe de nombreuses
formulations de Lg dans la littérature et son évaluation est soumise à de nombreuses con-
troverses. Certaines formulations sont fonction d'un coe�cient de glissement visqueux, σµ,
d'autres fonction d'un coe�cient d'accommodation, σu (Tangential Momentum Accom-
modation Coe�cient : TMAC) et d'autres sont encore di�érentes. Il semble toutefois que,
depuis peu, une formulation standard s'installe [59, 74, 38]. Nous la présentons ci-dessous
dans les équations (1.8) et (1.9).

En fait, la condition de glissement donnée par l'équation (1.7) est très simpli�ée. La
forme générale proposée par Maxwell [47] peut être écrite [59, 74, 38] :

ug − up = σµλ

(
∂u

∂n
+
∂v

∂t

)∣∣∣∣
p

+ σT
µr

P

∂T

∂t

∣∣∣∣
p

(1.8)

où u et v sont les composantes tangentielle et normale du vecteur vitesse, projetées sur les
directions tangente, t, et normale, n, à la paroi (n est ici dirigée de la paroi vers le gaz)
et T est la température du gaz. σµ est le coe�cient de glissement visqueux, σT le coe�-
cient de glissement thermique. σµ = (2− σu)/σu où σu est le coe�cient d'accommodation
dynamique ou TMAC. σu représente la fraction de quantité de mouvement tangentielle à
la paroi que les molécules de gaz incidentes ont transféré en moyenne à la paroi suite aux
chocs : σu = 1 dans le cas d'une paroi à ré�exion di�use et σu → 0 dans le cas de paroi à
ré�exion spéculaire. L'expression de σT est discutée dans la suite.

On constate que la di�érence entre la vitesse de glissement et la vitesse de la paroi
donnée par (1.8) dépend à la fois des gradients de vitesse et du gradient de température
à la paroi. C'est en fait la contrainte de cisaillement pariétale, reliée au taux de déforma-
tion, et le �ux de chaleur par conduction dans le gaz, relié au gradient de température,
qui se cachent derrière ces termes [42, 39]. Le terme ∂v

∂t

∣∣
p
est nul si la paroi est lisse et

horizontale. En revanche, il doit être pris en compte en cas de forte rugosité ou de forte
courbure de la paroi, lorsque le rayon de courbure est de l'ordre ou plus petit que le libre
parcours moyen, λ, des molécules de gaz [42, 13]. Le dernier terme de l'équation (1.8)
traduit la transpiration ou pompage thermique (thermal creep en anglais), c'est à dire la
présence d'un écoulement axial généré par un gradient longitudinal de température, l'é-
coulement allant des températures basses vers les températures élevées. Ce phénomène
peut s'expliquer à l'échelle moléculaire de la manière suivante. On considère un élément
de surface dS sur la paroi di�use d'une conduite soumise à un gradient longitudinal de
température. Les molécules de gaz en provenance du côté chaud qui impactent dS ont une
quantité de mouvement supérieure à celle en provenance du côté froid. Par conséquent, en
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moyenne, les molécules de la paroi appartenant à dS reçoivent une impulsion dirigée vers
le côté froid. La paroi étant di�use, par réaction, les molécules du gaz qui sont ré�échies
reçoivent en moyenne une impulsion dirigée vers le côté chaud. Le pompage thermique
est donc bien dirigé des températures basses vers les températures élevées. Nous verrons
que ce phénomène n'est in�uent qu'à très petits nombres de Reynolds. De plus, l'analyse
dimensionnelle au �2 montrera que ce terme est du second ordre en nombre de Knudsen
(O(Kn2)). Il sera donc négligeable, la plupart du temps, devant le premier terme du mem-
bre de droite de l'équation (1.8) car ce dernier est proportionnel à λ et du premier ordre
en nombre de Knudsen (en O(Kn)).

Dans la plupart des applications pratiques, l'interaction du gaz avec la paroi est di�use
et le coe�cient de glissement visqueux, σµ, est environ égal à 1. De son côté, le coe�cient
de glissement thermique, σT , est environ égal à 3/4 dans le cas où la ré�exion des molécules
de gaz sur la paroi est spéculaire et environ égal à 1 dans le cas de ré�exion di�use. Une
synthèse bibliographique et une discussion approfondie des valeurs de ces coe�cients de
glissement est proposée dans [59].

Lorsque le pompage thermique est négligeable, la condition à la limite (1.8) sur une
paroi plane et lisse devient simplement :

ug − up = σµλ
∂u

∂n

∣∣∣∣
p

(1.9)

On obtient donc une condition à la limite de type Fourier ou Robin, du premier ordre en
nombre de Knudsen, qui génère un saut de vitesse à la paroi. La longueur de glissement as-
sociée à cette condition à la limite s'écrit en fonction du coe�cient de glissement visqueux :

Lg = σµλ (1.10)

D'après les revues bibliographiques de Colin (2005, 2012) [12, 13], les conditions de
glissement dynamique (1.8)-(1.10) se trouvent aussi souvent écrites, au premier ordre en
Kn, sous la forme :

ug − up =
2− σu
σu

λ

(
∂u

∂n
+
∂v

∂t

)∣∣∣∣
p

+
3

4

µr

P

∂T

∂t

∣∣∣∣
p

(1.11)

ug − up =
2− σu
σu

λ
∂u

∂n

∣∣∣∣
p

(1.12)

Lg =
2− σu
σu

λ (1.13)

La formulation (1.11) et (1.12) de la condition de glissement dynamique est compatible
avec la formulation (1.8) et (1.9), excepté le terme de pompage thermique dont le facteur
3/4 est constant dans (1.11) quel que soit le type d'accommodation à la paroi. Ceci n'est
pas en accord avec l'analyse de Sharipov (2011) [59] qui montre que ce facteur ne convient
que pour les parois spéculaires et qu'il vaut 1 environ pour les parois di�uses.

Pour étendre le domaine de validité des modèles continus à Kn > 0, 1 (jusqu'à Kn ≈
0, 5), de nombreux auteurs ont proposé des formulations des conditions de glissement
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construites à partir de développements limités d'ordre 2 ou plus en nombre de Knudsen
[39, 4, 20, 7, 13]. A l'ordre 2, la forme générale de ces conditions de glissement s'écrit :

ug − up = βu1λ
∂u

∂n

∣∣∣∣
p

+ βu2λ
2 ∂

2u

∂n2

∣∣∣∣
p

(1.14)

où βu1 et βu2 sont des fonctions de σu. Dans le cadre de cette étude, nous nous limiterons
à Kn < 0, 1 et ces conditions aux limites d'ordre élevé ne seront pas mises en ÷uvre.

1.3.3 Conditions de saut de température

De la même manière que Maxwell (1879) [47] a introduit les conditions de glissement
dynamique et de saut de vitesse à la paroi lorsque 10−3 ≤ Kn ≤ 10−1, Smoluchowski
(1898) [69] a introduit les conditions équivalentes pour caractériser le saut de température
à la paroi. Les conditions équivalentes à (1.9) et (1.12) s'écrivent pour la température, au
premier ordre en Kn [59, 74, 38] :

Tg − Tp = ξTλ
∂T

∂n

∣∣∣∣
p

(1.15)

Tg − Tp =
2− σT
σT

2γ

γ + 1

λ

Pr

∂T

∂n

∣∣∣∣
p

(1.16)

où Tg est la température du gaz à la paroi et Tp la température de la paroi. ξT est le coe�-
cient de saut de température, σT est le coe�cient d'accommodation thermique, γ = Cp/Cv
le coe�cient isentropique représentant le rapport entre la chaleur massique à pression con-
stante, Cp, et la chaleur massique à volume constant, Cv, et Pr le nombre de Prandtl.
D'après l'étude de Sharipov (2011) [59], ξT est environ égal à 2 pour des parois di�uses et
des gaz monoatomiques (He, Ar, Ne, Xe) et leur mélanges binaires. Or, dans le cas de
gaz parfaits monoatomiques, γ = 5

3 = 1, 67 et Pr ≈ 0, 7. Donc, comme σT = 1 pour une

paroi di�use, on trouve que le facteur
2− σT
σT

2γ

γ + 1

1

Pr
= 1, 79 dans l'équation (1.16) est

légèrement inférieur à ξT .
On notera que les conditions de saut de température traduisent la présence de la couche

de Knudsen et sont a priori valables quel que soit le type de condition à la limite thermique
imposée à la paroi. Nous insistons sur ce point car certains auteurs n'introduisent pas les
conditions de saut de température lorsqu'un �ux de chaleur est imposé sur une paroi.

1.4 Di�cultés et enjeux de la modélisation

Dans cette thèse, on s'intéresse à des écoulements de gaz à Kn < 0, 1, dans des micro-
conduites de grand rapport de forme longitudinal L/Dh, soumis à un chau�age modéré
des parois et à des di�érences de pression entre l'entrée et la sortie compris entre quelques
centibars et quelques bars. On considérera, par exemple, des conduites de diamètres hy-
drauliques et de longueurs tels que 1 µm ≤ Dh ≤ 10 µm et 100 µm ≤ L ≤ 2 mm. Pour
cette classe d'écoulements, la conversion du travail mécanique en énergie interne, donc sous
forme de chaleur, est importante. On peut montrer que les nombres de Mach,Ma = u√

γrT
,

et de Brinkman, Br = µu2

k∆T , peuvent atteindre, voire dépasser, l'unité et les nombres de
Reynolds, Re = uDh

ν , et de Péclet, Pe = uDh
a , peuvent varier entre 10−2 et 102. Notons
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que k représente la conductivité thermique du gaz, ν sa densité cinétique et a sa di�usivité
thermique. En conséquence, la modélisation de ce type d'écoulement nécessite de prendre
en compte les e�ets :

� de non-équilibre thermodynamique local près de la paroi tels qu'ils ont été décrits aux
�1.2.5 et 1.3 (glissement dynamique, saut de température et pompage thermique),

� de compressibilité des gaz (détente et refroidissement volumique du gaz liés au travail
des forces de pression) [40, 32, 65],

� de la dissipation visqueuse (source de chaleur volumique) [32, 65],
� du travail des forces de viscosité à la paroi en présence de glissement dynamique
[62, 31],

� de la variation des propriétés physiques avec la température [56],
� de la di�usion axiale dominante lorsque Re et Pe sont inférieurs à l'unité,
� de la conduction dans les parois (transferts thermiques conjugués) car elles sont en
général plus épaisses et conductrices que le gaz circulant dans la conduite [64].

� de la rugosité des parois, qui peut être très importante à ces petites échelles.

Une étude bibliographique des nombreux travaux sur le sujet a montré que l'ensemble de
ces e�ets n'est jamais pris en compte simultanément dans les modèles numériques employés.
Cela peut se justi�er dans certains cas lorsque l'e�et du ou des termes omis dans le modèle
est négligeable sur le comportement dynamique et thermique de l'écoulement considéré.
Cependant, la justi�cation de l'utilisation d'hypothèses simpli�catrices dans le modèle n'est
souvent pas apportée. Un des objectifs de cette thèse est donc d'étudier l'in�uence des
di�érents phénomènes décrits ci-dessus dans le cas d'écoulements de gaz dans des micro-
canaux 2D plans, chau�és ou non. L'analyse portera plus particulièrement sur les aspects
thermiques : nous analyserons l'in�uence des di�érents termes de l'équation de l'énergie et
des conditions aux limites thermiques sur l'évolution du champ de température, du nombre
de Nusselt pariétal et aussi des débits massiques.

Pour cela, nous présentons au chapitre 2 un modèle mathématique que nous considérons
comme complet et des modèles simpli�és permettant de modéliser les micro-écoulements
gazeux dans le cadre de la mécanique des milieux continus. Nous rappellerons également les
principaux résultats qui peuvent être déduits d'une analyse dimensionnelle de ces micro-
écoulements. Au chapitre 3, nous présentons les principaux résultats de la littérature
concernant la convection forcée de gaz en micro-conduites et les di�érents phénomènes
physiques énumérés ci-dessus, pour les classes d'écoulements envisagées.
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Chapitre 2

Modèle mathématique pour les
micro-écoulements gazeux

Dans le chapitre précédent, nous avons vu que pour modéliser des écoulements de gaz
dans des réseaux de micro-conduites, dans les micro-pores d'un milieu poreux ou autour
d'obstacles de taille micrométrique, dont les parois sont chau�ées ou non, il est possible
d'appliquer les équations de la mécanique des milieux continus tant que le nombre de
Knudsen est su�samment petit (Kn ≤ 0, 1). Cependant, les conditions aux limites près
des parois solides doivent tenir compte du non équilibre thermodynamique local et des
premiers e�ets de raréfaction lorsque 0, 001 ≤ Kn ≤ 0, 1. D'autre part, selon les niveaux
de pression imposés en entrée et en sortie des micro-canaux, les écoulements peuvent être
incompressibles ou compressibles, avec des e�ets thermiques liés à la dissipation visqueuse
ou au travail des forces de pression (détente du gaz) plus ou moins prononcés.

Dans le cadre de cette thèse, nous n'étudierons que des micro-écoulements stationnaires
dans des micro-canaux 2D plan. Nous rappelons donc les équations de conservation au �2.1
et les conditions aux limites au �2.2 qui permettent de modéliser ces micro-écoulements
gazeux stationnaires. Les équations pour les écoulements compressibles sont présentées au
�2.1.1 et celles des écoulements incompressibles au �2.1.2. Une discussion sur les critères
permettant de choisir un modèle incompressible plutôt que compressible est proposée au
�2.1.3. Les conditions aux limites spéci�ques que nous utiliserons pour tenir compte des
e�ets de raréfaction à la paroi sont rappelées au �2.2.1. Les conditions de �ux thermique
imposé à la paroi sont détaillées dans une section spéci�que, au �2.2.2, car leur écriture
nécessite une attention particulière en cas de glissement dynamique. L'analyse dimension-
nelle de ce modèle, appliquée à des écoulements en micro-conduites de grand rapport de
forme longitudinal, est proposée au �2.3. Elle permet de simpli�er les équations et d'établir
une solution analytique valable lorsque les di�érences de pression entre l'entrée et la sortie
du canal sont modérées. Les solutions obtenues avec le modèle complet et avec les modèles
simpli�és les plus utilisés dans la littérature seront comparées dans le cadre de cette thèse.

2.1 Equations de conservation

2.1.1 Équations pour un écoulement compressible

Pour un écoulement stationnaire de gaz parfait de Newton-Stokes, les équations de
conservation de la masse et de la quantité de mouvement s'écrivent :

∇.(ρ−→v )=0 (2.1)
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∇.(ρ−→v ⊗−→v )=
−→
f −∇P +∇.τ (2.2)

où le tenseur des contraintes visqueuses est dé�ni par :

τ = µ(∇−→v +∇−→v t)− 2

3
µ∇.−→v I (2.3)

Dans l'équation (2.2), ~f représente les forces volumiques. Dans le cadre de cette étude,
nous les négligerons. En e�et, en micro�uidique gazeuse, les e�ets de surface sont prépondérants
devant les e�ets de volume et les forces de gravité sont négligeables devant les forces de
viscosité.

L'équation de l'énergie peut prendre plusieurs formes. En notant h l'enthalpie massique
sensible du gaz et ec = ρv2/2 son énergie cinétique volumique et en négligeant la puissance
des forces extérieures de volume, l'équation de conservation stationnaire de l'énergie totale
s'écrit :

∇.(ρ−→v h− k∇T + ec
−→v − τ .−→v )=0 (2.4)

De plus, le théorème de l'énergie cinétique s'écrit :

∇.(ec−→v − τ .−→v ) = −−→v .∇P − τ : ∇−→v (2.5)

En soustrayant le théorème de l'énergie cinétique (2.5) de l'équation de l'énergie totale
(2.4), on obtient l'équation de l'énergie sous forme enthalpique :

∇.(ρ−→v h− k∇T )= −→v .∇P + τ : ∇−→v (2.6)

Le terme τ : ∇−→v = µφv > 0 représente la dissipation visqueuse, c'est à dire la dissipation
de l'énergie mécanique sous forme de chaleur due aux e�ets visqueux. C'est un terme de
source de chaleur, positif, dans l'équation de l'énergie mais un terme un terme de puits,
négatif, dans le théorème de l'énergie cinétique. L'intégration sur le volume de l'écoulement
du terme de dissipation visqueuse dans l'équation (2.5) représente les pertes de charge. Il
ne faut pas confondre τ : ∇−→v dans l'équation (2.4) avec le terme ∇.(τ .−→v ) dans l'équation
(2.5) qui représente, une fois intégré, la puissance extérieure des contraintes visqueuses.
Le terme −→v .∇P est le travail des forces de pression (il est issu du terme en DP/Dt
lorsque l'écoulement est instationnaire). Ce terme est négatif dans l'équation de l'énergie
pour des écoulements en conduite car le vecteur vitesse et le gradient de pression ont des
directions opposées. Il traduit le puits de chaleur lié à la détente du gaz, autrement dit, la
transformation de l'énergie interne en énergie cinétique.

Dans (2.4) et (2.6), l'enthalpie sensible du gaz est dé�nie par :

h(T ) =

∫ T

Tref

Cp(T ) dT = Cp(T − Tref ) (2.7)

où Tref est une température de référence et où la chaleur spéci�que, Cp, est considérée
constante dans la deuxième égalité. En e�et, pour les gaz et les gammes de température
considérés dans cette thèse, la dépendance de Cp en fonction de la température est en
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général très faible et il sera possible de la négliger. La masse volumique est donnée par la
loi des gaz parfaits :

ρ(P, T ) =
P

rT
(2.8)

La conductivité thermique, k(T ), et la viscosité dynamique, µ(T ), varient en fonction de
la température. On considèrera qu'elles suivent des lois en puissance de la forme :

k(T ) = ke

(
T

Te

)nk
(2.9)

µ(T ) = µe

(
T

Te

)nµ
(2.10)

où l'indice �e� fait référence aux conditions d'entrée et nk et nµ sont des nombres réels
connus.

Dans la suite de ce chapitre, on considérera des écoulements 2D permanents, s'écoulant
dans la direction x, entre deux plaques planes parallèles distantes d'une hauteur H dans la
direction y, c'est à dire ayant un diamètre hydraulique Dh = 2H (cf. Fig. 2.1). En notant
(u, v) les composantes dans les directions (x, y) du vecteur vitesse ~v, en supposant que
Cp, µ et k sont constantes et que les forces de gravité sont négligeables (~f = ρ~g =
~0), les équations (2.1)-(2.2)-(2.6) pour cette con�guration se réécrivent sous forme non
conservative :

∂ρu

∂x
+
∂ρv

∂y
=0 (2.11)

ρ

(
u
∂u

∂x
+ v

∂u

∂y

)
=−∂P

∂x
+ µ

[
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+

1

3

(
∂2u

∂x2
+

∂2v

∂x∂y

)]
(2.12)

ρ

(
u
∂v

∂x
+ v

∂v

∂y

)
=−∂P

∂x
+ µ

[
∂2v

∂x2
+
∂2v

∂y2
+

1

3

(
∂2v

∂y2
+

∂2u

∂x∂y

)]
(2.13)

ρCp

(
u
∂T

∂x
+ v

∂T

∂y

)
= k

(
∂2T

∂x2
+
∂2T

∂y2

)
+

(
u
∂P

∂x
+ v

∂P

∂y

)
+ τ : ∇−→v (2.14)

où la dissipation visqueuse s'écrit :

τ : ∇−→v =µφv=µ

{
2

[(
∂u

∂x

)2

+

(
∂v

∂y

)2
]

+

[
∂u

∂y
+
∂v

∂x

]2

− 2

3

[
∂u

∂x
+
∂v

∂y

]2
}

(2.15)
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Figure 2.1 � géométrie et pro�l de vitesse dans un micro-canal entre deux plans parallèles
(tiré de [3])

2.1.2 Équations pour un écoulement incompressible

Dans le cas d'un micro-écoulement de gaz à très basse vitesse, généré par une très faible
di�érence de pression, on peut faire l'hypothèse que l'écoulement est incompressible. Dans
ce cas, la loi d'état devient ρ = cste si le problème est isotherme ou ρ = ρ(T ) s'il est
anisotherme. La di�érentielle de l'enthalpie massique s'écrit [6] :

dh =

(
∂h

∂T

)
p

dT +

(
∂h

∂p

)
T

dp = CpdT +

[
1

ρ
− T ∂

∂T
(
1

ρ
)

∣∣∣∣
p

]
dp (2.16)

En intégrant l'équation (2.16) entre un état de référence (Tref , pref ) où l'enthalpie massique
est href et l'état (T , p) , on obtient

h− href =

∫ T

Tref

CpdT +

∫ p

pref

[
1

ρ
− T ∂

∂T
(
1

ρ
)

∣∣∣∣
p

]
dp (2.17)

Pour un écoulement isovolume, ρ est constante et l'équation (2.17) devient

h− href =

∫ T

Tref

CpdT +
p− pref

ρ
(2.18)

et si de plus Cp est supposée constante :

h− href = Cp(T − Tref ) +
p− pref

ρ
(2.19)

Les deux formes compressible et incompressible de l'enthalpie sensible (éqs. (2.7) et (2.19))
sont justi�ées par exemple page 286, éq. (9.8-8) de [6].

Pour des écoulements incompressibles, les équations stationnaires de conservation de
la masse (2.1) et de la quantité de mouvement (2.2) deviennent :

∇.−→v =0 (2.20)

∇.(ρ−→v ⊗−→v )=
−→
f −∇P +∇.τ (2.21)
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où le tenseur des contraintes visqueuses se réduit à :

τ = µ(∇−→v +∇−→v t) (2.22)

En combinant l'équation de l'énergie sous forme enthalpique (2.6) et l'équation (2.16)
et en tenant compte du fait qu'en incompressible on a :

∇.(P−→v )−−→v .∇P = P∇.−→v = 0 (2.23)

on obtient l'équation de l'énergie suivante pour un écoulement incompressible :

∇.(ρCp(T − Tref )−→v − k∇T ) = τ : ∇−→v (2.24)

Dans le cas d'écoulements incompressibles 2D, s'écoulant dans la direction x, entre deux
plaques planes parallèles distantes d'une hauteur H dans la direction y et en supposant
que Cp, µ et k sont constantes et que les forces de gravité sont négligeables (~f = ρ~g = ~0),
les équations (2.20)-(2.21)-(2.24) se réécrivent sous forme non conservative :

∂u

∂x
+
∂v

∂y
=0 (2.25)

u
∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
=−1

ρ

∂P

∂x
+ ν

[
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

]
(2.26)

u
∂v

∂x
+ v

∂v

∂y
=−1

ρ

∂P

∂y
+ ν

[
∂2v

∂x2
+
∂2v

∂y2

]
(2.27)

u
∂T

∂x
+ v

∂T

∂y
= α

(
∂2T

∂x2
+
∂2T

∂y2

)
+

1

ρCp
τ : ∇−→v (2.28)

où ν = µ
ρ = cste est la viscosité cinématique et α = k

ρCp
= cste est la di�usivité thermique

et où la dissipation visqueuse s'écrit :

τ : ∇−→v =µφv=µ

{
2

[(
∂u

∂x

)2

+

(
∂v

∂y

)2
]

+

[
∂u

∂y
+
∂v

∂x

]2
}

(2.29)

2.1.3 Quand considérer un écoulement compressible ou incompressible ?

Traditionnellement, on considère qu'un écoulement est incompressible lorsque le nombre
de Mach local,Ma, reste inférieur à 0, 2 ou 0, 3 dans tout le domaine de l'écoulement. Cette
condition est nécessaire mais elle n'est pas su�sante lorsqu'on considère des écoulements
en micro-canaux dans lesquels les e�ets visqueux dominent les e�ets inertiels. C'est ce
dont nous allons discuter maintenant. Cette discussion est adaptée de Panton (1996) [54]
et Gad-el-Hak (2000) [23].

Quand considère-t-on qu'un écoulement est incompressible ? Lorsque, quand on suit
une particule �uide dans son mouvement, celle-ci conserve son volume (ou sa densité).
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C'est à dire qu'un écoulement qu'on appelle couramment �incompressible� est en fait un
écoulement �isovolume� (ou �isodensité�). On parlera donc d'écoulement isovolume plutôt
qu'incompressible dans la suite de cette section. La traduction mathématique de cette
dé�nition est obtenue à partir de l'équation de continuité que l'on peut écrire sous la
forme :

1

ρ

Dρ

Dt
= −div−→v (2.30)

où Dρ
Dt est la dérivée particulaire de la masse volumique, c'est à dire la variation de ρ

lorsqu'on suit la particule �uide dans son mouvement. Autrement dit, un écoulement est
isovolume lorsque 1

ρ
Dρ
Dt → 0. 1 Or, dans un �uide monoconstituant, la masse volumique est

une fonction de la pression et de la température : ρ = ρ(P, T ). La dérivée particulaire peut
donc s'écrire :

1

ρ

Dρ

Dt
= χ

Dp

Dt
− βDT

Dt
(2.31)

avec χ le coe�cient de compressibilité isotherme et β le coe�cient de dilation thermique
isobare dé�nis par :

χ(P, T ) =
1

ρ

∂ρ

∂P

∣∣∣∣
T

(2.32)

β(P, T ) = −1

ρ

∂ρ

∂T

∣∣∣∣
P

(2.33)

Ainsi, un écoulement doit être considéré comme compressible (non isovolume) lorsque
les dérivées particulaires de la pression et/ou de la température sont su�santes. Pour en
juger, il est nécessaire de rendre adimensionnelle l'équation (2.31) de manière appropriée,
c'est à dire en choisissant bien les grandeurs de référence. Nous allons e�ectuer ce travail
dans le cas d'écoulements en conduite de longueur L et de hauteur H ayant, à l'entrée, une
température moyenne T̄e, une masse volumique moyenne ρ̄e et une vitesse caractéristique
ūe = ṁ

ρ̄eH
, où ṁ est le débit massique. On prend L, ρ̄e, ūe, L/ūe, χe et βe pour grandeurs

de référence des coordonnées spatiales, x et y, de la masse volumique, ρ, de la vitesse,
−→v , du temps, t, du coe�cient de compression isotherme, χ, et du coe�cient de dilatation
thermique, β, respectivement. En�n, on note P̄0 et ∆T0 les grandeurs de référence pour la
pression, P , et la di�érence de température, T − T̄e.

Considérons tout d'abord le cas d'un écoulement dans une conduite adiabatique de
taille normale (non micrométrique). Dans ce cas, les e�ets inertiels dominent les e�ets
visqueux. On peut donc prendre pour P̄0 l'échelle de pression inertielle :

P̄0 = ρ̄eū
2
e (2.34)

Cette échelle est deux fois la pression dynamique à l'entrée de la conduite c'est à dire,
d'après le théorème de Bernoulli, la di�érence de pression que subirait un �uide parfait

1. Notez que cette condition n'empêche pas que la masse volumique change d'une particule �uide à une
autre. En particulier, dans les écoulements atmosphériques ou océaniques, strati�és en masse volumique
sous les e�ets de la pression, de la température ou de la salinité, la densité varie avec l'altitude mais
l'écoulement peut être traité comme isovolume.
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qui passerait de la vitesse ū = ūe à la vitesse ū = 0 (repos). Du point de vue thermique,
si la paroi est adiabatique, les variations de température ne sont dues qu'à la conver-
sion irréversible du travail mécanique en énergie interne à travers la dissipation visqueuse.
L'intensité de cette variation (augmentation de température) dépend du rapport entre la
dissipation visqueuse et la di�usion thermique. On peut donc prendre comme échelle :

∆T0 =
µeū

2
e

ke
= Pre

ū2
e

Cpe
(2.35)

où µe, ke, Cpe et Pre sont respectivement la viscosité dynamique, la conductivité ther-
mique, la chaleur spéci�que à pression constante et le nombre de Prandtl à l'entrée de la
conduite. Ainsi, en utilisant les grandeurs adimensionnelles suivantes :

� X = x/L,
� Y = y/L,
� τ = tūe/L,
� U = u/ūe,
� V = v/ūe,
� ρ∗ = ρ/ρ̄e,
� χ∗ = χ/χe,
� β∗ = β/βe,
� P ∗ = P/P̄0 = P/ρ̄eū

2
e,

� θ =
T − T̄e
∆T0

=
T − T̄e
µeū

2
e

ke

=
T − T̄e

Pre
ū2
e

Cpe

L'équation (2.31) se réécrit sous forme adimensionnelle :

1

ρ∗
Dρ∗

Dτ
= γMa2

e

(
χ∗
DP ∗

Dτ
− Pre

βe
χeρeCpe

β∗
Dθ

Dτ

)
(2.36)

Dans cette équation, si les grandeurs de référence sont bien choisies, les grandeurs sans
dimension sont de l'ordre de l'unité et l'importance relative de chaque terme est donnée

par la valeur des nombres sans dimension : le nombre de Mach à l'entrée,Mae =
√

ρ̄eχe
γ ūe,

le nombre de Prandtl à l'entrée, Pre =
µeCpe
ke

, et le rapport des propriétés physiques,
βe

χeρeCpe
. En conclusion, dans le cas d'une conduite normale adiabatique, on retrouve que

l'écoulement est isovolume si le nombre de Mach est très petit et le nombre de Prandtl
modéré. En revanche, si le nombre de Prandtl est très grand (cas des �uides très visqueux),
l'écoulement peut ne pas être isovolume sous les e�ets thermiques liés à la dissipation
visqueuse.

Considérons maintenant le cas d'une micro-conduite adiabatique. Ici, les e�ets iner-
tiels sont négligeables et les e�ets visqueux sont dominants. Autrement dit, les nombres de
Reynolds, en particulier celui à l'entrée Ree = ūeH

νe
, sont très petits. L'échelle de pression

inertielle précédente n'étant pas correcte, on la remplace par une échelle visqueuse con-

struite en considérant que
∂P

∂x
∼ µ

∂2u

∂y2
dans l'équation de Navier-Stokes. Autrement dit,

on prend pour échelle de référence de la pression :

P̄0 =
µeūe
εH

(2.37)

où ε = H
L est ici un petit paramètre. L'expression de la pression adimensionnelle devient :

P ∗ = P/P̄0 = PεH/µeūe (2.38)
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et l'équation (2.31) devient sous forme adimensionnelle :

1

ρ∗
Dρ∗

Dτ
= γMa2

e

(
1

εRee
χ∗
DP ∗

Dτ
− Pre

βe
χeρeCpe

β∗
Dθ

Dτ

)
(2.39)

Ainsi, dans le cas des micro-conduites, comme ε etRee sont très petits, le rapportMa2
e/εRee

peut être grand et les e�ets de compressibilité peuvent être importants même lorsque Mae
est petit. Cela a été observé expérimentalement en micro-conduites. En particulier, des gra-
dients de pression axiaux non constants, caractéristiques de ces e�ets ont pu être mesurés
[29, 3].

En�n, considérons le cas d'une micro-conduite chau�ée à température constante. 2 Dans
ce cas, l'écart de température de référence devient simplement l'écart entre la température
de la paroi, Tp, et la température d'entrée, T̄e :

∆T0 = Tp − T̄e (2.40)

L'expression de la température adimensionnelle devient :

θ =
T − T̄e
∆T0

=
T − T̄e
Tp − T̄e

(2.41)

et l'équation (2.31) s'écrit sous forme adimensionnelle :

1

ρ∗
Dρ∗

Dτ
= γ

Ma2
e

εRee
χ∗
DP ∗

Dτ
− βeT̄e

(
Tp − T̄e
T̄e

)
β∗
Dθ

Dτ
(2.42)

Ainsi, dans le cas des micro-conduites chau�ées à température constante, indépendamment
de la valeur des nombres de Mach et de Reynolds, des fortes variations de densité peuvent

être observées si le rapport Tp−T̄e
T̄e

est élevé. Un modèle compressible est donc nécessaire
dans ce cas.

2.2 Conditions aux limites

2.2.1 Conditions de glissement et de saut de température et pompage
thermique

Nous avons introduit au �1.3 les conditions de saut de vitesse et de température qui
doivent être imposées comme conditions à la paroi pour tenir compte des e�ets de raréfac-
tion dans la couche de Knudsen lorsque 0, 001 < Kn ≤ 0, 1. Dans le cadre de cette thèse,
sauf mention contraire, nous avons e�ectué les calculs en utilisant les conditions aux limites
dynamiques de la forme de l'équation (1.11) et les conditions aux limites thermiques de la
forme de l'équation (1.16).

Pour les écoulements 2D de gaz circulant entre deux plaques planes parallèles envisagés
aux �2.1.1 et 2.1.2, les conditions aux limites employées sont les suivantes. Du point de vue
thermique, on considère que le gaz entre à la température Te entre les deux plaques et que
celles-ci sont chau�ées à la température Tp ou avec une densité de �ux qp. Ainsi, en tenant
compte de la symétrie par rapport au plan horizontal médian, les conditions aux limites
s'écrivent, au premier ordre en Kn, sous la forme :

2. Le raisonnement serait le même pour une conduite de taille normale chau�ée à température constante.
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� à l'entrée : en x = 0, ∀y ∈ [0, H/2], P = Pe, v = 0 et T = Te ;

� à la sortie : en x = L, ∀y ∈ [0, H/2], P = Ps,
∂v

∂x
= 0 et

∂T

∂x
= 0 ;

� sur le plan de symétrie : en y = 0, ∀x ∈ [0, L],
∂u

∂y
= 0,

∂v

∂y
= 0 et

∂T

∂y
= 0 ;

� sur la paroi : en y = H/2, ∀x ∈ [0, L], d'après l'éq. (1.11), la condition de glissement
avec transpiration thermique s'écrit :

ug =
σu − 2

σu
λ
∂u

∂y

∣∣∣∣
g

+
3µr

4P

∂T

∂x

∣∣∣∣
g

, vg = 0 (2.43)

et, d'après l'éq. (1.16), si la température est imposée :

Tg = Tp +
σT − 2

σT

2γ

γ + 1

λ

Pr

∂T

∂y

∣∣∣∣
g

(2.44)

ou, si une densité de �ux est imposée :

k
∂T

∂y

∣∣∣∣
g

= qp − µug
∂u

∂y

∣∣∣∣
g

(2.45)

Cette dernière condition traduit la continuité du �ux de chaleur à la paroi. Le dernier
terme de cette expression représente la puissance des contraintes visqueuses à la paroi. Ce
terme est donc non nul lorsqu'il y a du glissement. L'établissement de cette condition est
détaillé ci-dessous.

2.2.2 Condition de �ux imposé en présence de glissement pariétal

Lorsqu'une condition de �ux ou d'échange convectif et/ou radiatif est imposée sur une
paroi mince (respectivement à l'interface entre une paroi solide épaisse et le �uide adjacent),
les conditions aux limites thermiques pour la résolution de l'équation de l'énergie doivent
traduire la continuité du �ux de chaleur total échangé à la frontière (respectivement à
l'interface). Or, dans le cas où il y a du glissement dynamique à la paroi, la vitesse du
gaz à la paroi, −→v g, et la puissance des contraintes visqueuses projetée sur la normale à la
paroi, (−τ .−→v )g.

−→n , sont non nulles. Nous expliquons ci-dessous comment cela doit être pris
en compte dans le bilan de �ux et comment s'écrit la condition à la limite associée. Cette
condition est établie et justi�ée dans [31].

Pour un domaine d'étude de surface fermée S, contenant un volume V de gaz, l'intégra-
tion de l'équation de conservation de l'énergie totale (2.4) et sa transformation en intégrale
de surface par le théorème de la divergence donne :∫

V
∇.(ρ−→v h−k∇T + ec

−→v − τ .−→v )dV =

∮
S

(ρ−→v h−k∇T + ec
−→v − τ .−→v ).−→n dS = 0 (2.46)

Soit Sp une partie de la surface fermée S correspondant à une paroi où il y a du
glissement dynamique, −→np = −−→n le vecteur normal unitaire extérieur à Sp dirigé de la
paroi vers le gaz en écoulement et −→qp la densité de �ux de chaleur imposée ou échangée
sur Sp du côté de la paroi solide : par exemple, −→qp = −−→qimp pour un �ux imposé sur une
paroi mince, −→qp = −−→qconv = h(Tp − T∞)−→n pour un échange convectif imposé sur une paroi
mince ou −→qp = −ks ∇T |s pour le �ux de conduction du côté solide à l'interface d'une
paroi épaisse. Sur Sp, la composante de vitesse normale est nulle (−→v .−→np = 0) alors que
la vitesse tangentielle est non nulle (−→v .−→tp 6= 0). Ainsi, la deuxième égalité de l'équation
(2.46), intégrée sur Sp, se réduit à deux termes :

∮
Sp

(ρ−→v h− k∇T + ec
−→v − τ .−→v ).−→npdSp =

∮
Sp

(−k∇T − τ .−→v ).−→npdSp (2.47)
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et la forme intégrale de la continuité du �ux de chaleur total à l'interface solide/�uide
s'écrit :

∮
Sp

(−k∇T − τ .−→v ).−→npdSp =

∮
Sp

−→qp .−→npdSp (2.48)

Autrement dit, en notant avec un indice g les grandeurs du côté du gaz, la forme locale
de la condition de continuité du �ux de chaleur total à l'interface entre le gaz et la paroi
s'écrit en cas de glissement dynamique :

(−k∇T − τ .−→v )g = −→qp (2.49)

La puissance des contraintes visqueuses a pour expression :

τ .−→v =

(
τxx τxy
τyx τyy

)(
u
v

)
=

(
τxxu+ τxyv
τyxu+ τyyv

)
(2.50)

avec les composantes de τ qui s'écrivent en 2D pour un �uide de Newton-Stokes :



τxx =
2µ

3

(
2
∂u

∂x
− ∂v

∂y

)
τyy =

2µ

3

(
2
∂v

∂y
− ∂u

∂x

)
τxy = τyx = µ

(
∂u

∂y
+
∂v

∂x

) (2.51)

Ainsi, en posant −→qp = qp
−→np (avec qp > 0 si le �uide reçoit de la chaleur), la condition à la

limite (2.49) s'écrit sur une paroi Sp de normale −→np = −−→ey :

k
∂T

∂y

∣∣∣∣
g

+ τyx,gug = qp (2.52)

Dans le cas d'un écoulement quasi 1D en micro-canal, tel que −→v ≈ u(y)−→ex, τxx ≈ 0 et
τyy ≈ 0, on a donc :

τ .−→v ≈
(

0
τyxu

)
≈ µu∂u

∂y
−→ey (2.53)

et la condition à la limite (2.49) peut être approchée par :

k
∂T

∂y

∣∣∣∣
g

+ µug
∂u

∂y

∣∣∣∣
g

= qp (2.54)

ou

∂T

∂y

∣∣∣∣
g

=
1

k

[
qp − µug

∂u

∂y

∣∣∣∣
g

]
(2.55)
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L'expression (2.54) de la densité de �ux pariétale a vraisemblablement était introduite
pour la première fois par Maslen en 1958 [46] puis reprise par Sparrow et Lin en 1962
[62]. Depuis lors, seuls quelques auteurs ont tenu compte de la puissance des contraintes
visqueuses à la paroi dans leur analyse des transferts de chaleur [61, 48, 28]. La plupart
n'en tenant pas compte, cette contribution au �ux total a �ni par être oubliée. Hong et
Asako [31] ont rappelé son importance dans un article récent, en 2010.

Ainsi, nous venons de voir que, pour que le modèle macroscopique soit consistant avec
la continuité du �ux de chaleur total, il est nécessaire de prendre en compte la puissance
des contraintes visqueuses lorsque le glissement dynamique est non nul. L'équation (2.49)
est donc la conséquence de la présence d'un glissement dynamique à la paroi et c'est
une condition qui est indépendante de la condition de saut de température (cf. éqs. (1.15),
(1.16), (2.44)). Donc, en cas de glissement dynamique, les conditions de saut de température
et de continuité du �ux de chaleur doivent être simultanément satisfaites par le modèle
macroscopique. De nombreux travaux de la littérature ne prennent en compte qu'une seule
de ces deux conditions. Il serait intéressant de véri�er si cette modélisation macroscopique
est bien en accord avec les solutions microscopiques obtenues par la dynamique moléculaire
ou par la résolution des équations de Boltzmann. À notre connaissance cela n'a jamais été
réalisé.

2.3 Formulation adimensionnelle du problème

On introduit les grandeurs adimensionnelles suivantes :

� X = x/L,
� Y = y/H,
� U = u/ūi,
� V = v/ūi,
� ρ∗ = ρ/ρ̄i,
� P ∗ = P/P̄i,
� θ =

(
T − T̄i

)
/∆T ,

où ūi = ṁ
ρ̄iH

, ρ̄i, P̄i et T̄i sont la vitesse, la masse volumique, la pression et la température
moyennes dans les sections i = e ou s, c'est à dire à l'entrée, e, ou à la sortie, s, de la
conduite. Selon si une température, Tp, ou une densité de �ux, qp, est imposée sur la paroi,

∆T = Tp − T̄i ou ∆T =
qpH
k . Dans le cas où la paroi est adiabatique ou lorsque le �ux

imposé est faible par rapport à la dissipation visqueuse, l'échelle de référence sera plutôt

∆T =
µū2i
k comme cela a été introduit à l'équation (2.35) du �2.1.3.

On montre alors que les Eqs. (2.11-2.15) s'écrivent sous forme adimensionnelle :

ε
∂ρ∗U

∂X
+
∂ρ∗V

∂Y
=0 (2.56)

ReHiρ
∗
(
εU

∂U

∂X
+ V

∂U

∂Y

)
=−εReHi

γMa2
i

∂P ∗

∂X
+

[
4

3
ε2
∂2U

∂X2
+
∂2U

∂Y 2
+

1

3
ε
∂2V

∂X∂Y

]
(2.57)

ReHiρ
∗
(
εU

∂V

∂X
+ V

∂V

∂Y

)
=− ReHi

γMa2
i

∂P ∗

∂Y
+

[
ε2
∂2V

∂X2
+

4

3

∂2V

∂Y 2
+

1

3
ε
∂2U

∂X∂Y

]
(2.58)
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PeHiρ
∗
(
εU

∂θ

∂X
+ V

∂θ

∂Y

)
=
ReHiBri
γMa2

i

(
εU

∂P ∗

∂X
+ V

∂P ∗

∂Y

)
+

(
ε2
∂2θ

∂X2
+
∂2θ

∂Y 2

)
+BriΦv

(2.59)

où la dissipation visqueuse adimensionnelle s'écrit :

Φv=

{
2

[(
ε
∂U

∂X

)2

+

(
∂V

∂Y

)2
]

+

[
∂U

∂Y
+ ε

∂V

∂X

]2

− 2

3

[
ε
∂U

∂X
+
∂V

∂Y

]2
}

(2.60)

Dans ces équations, les paramètres sans dimension sont dé�nis comme suit :

� ε =
H

L

� Pr =
µCp
k

=
ν

a

� ReHi =
ρ̄iūiH

µ

� PeHi =
ρ̄iCpūiH

k

� Bri =
µū2

i

k∆T

� Eci =
ū2
i

Cp∆T

� Ma2
i =

ρ̄iū
2
i

γP̄i
=

u2
i

γrT̄i

� Kni =
λi
2H

=

√
π

2

µ

2H

√
rT̄i
P̄i

=

√
π

2

µ

2H

1√
ρ̄iP̄i

(cf. éq. (1.5))

ou

� Kni =
kB

2
√

2πσ2H

T̄i
P̄i

=
kB

2
√

2πσ2Hr

1

ρ̄i
(cf. éq. (1.2))

Comme la première dé�nition de Kni donnée ci-dessus permet d'écrire Kni =
√

πγ
8

Mai
ReHi

,

on peut montrer que tous ces nombres sans dimension s'écrivent en fonction de Pr, ReHi,
Kni et

T̄i
∆T uniquement :

� PeHi = ReHiPr

� Mai =
√

πγ
8 ReHiKni

� Eci = (γ − 1) T̄i
∆TMa2

i = 8
π
γ−1
γ

T̄i
∆TRe

2
HiKn

2
i

� Bri = EciPr = (γ − 1) T̄i
∆TMa2

iPr = 8
π
γ−1
γ

T̄i
∆TRe

2
HiKn

2
iPr

Les conditions aux limites du problème sans dimension deviennent :

� à l'entrée : en X = 0, ∀Y ∈ [0, 1
2 ], P ∗ =

Pe
P̄i

, V = 0 et θ = θe =

(
Te − T̄i

)
∆T

;

� à la sortie : en X = 1, ∀Y ∈ [0, 1
2 ], P ∗ =

Ps
P̄i

,
∂V

∂X
= 0 et

∂θ

∂x
= 0 ;

� sur le plan de symétrie : en Y = 0, ∀X ∈ [0, 1],
∂U

∂Y
= 0,

∂V

∂Y
= 0 et

∂θ

∂Y
= 0 ;

� sur la paroi : en Y = 1
2 , ∀X ∈ [0, 1], la condition de glissement avec transpiration

thermique s'écrit :

U = Ug =
2(σu − 2)

σu
Kni

1√
ρ∗P ∗

∂U

∂Y

∣∣∣∣
g

+
6(γ − 1)

πγ

Kn2
iReHi
Eci

ε

P ∗
∂θ

∂X

∣∣∣∣
g

, V = 0

34



CHAPITRE 2. MODÈLE MATHÉMATIQUE POUR LES MICRO-ÉCOULEMENTS
GAZEUX

(2.61)

et, si la densité de �ux est imposée :

∂θ

∂Y

∣∣∣∣ = 1−BriUg
∂U

∂Y

∣∣∣∣
g

(2.62)

ou, si la température est imposée :

θ = θg = θp +
σT − 2

σT

4γ

γ + 1

Kni
Pr

1√
ρ∗P ∗

∂θ

∂Y

∣∣∣∣
g

(2.63)

Remarque 1 : λ et Kn sont des fonctions de T et p ; par conséquent, l'adimensionnal-
isation de Kn à partir de la dé�nition de λ donnée par l'équation (1.5) s'écrit :

Kn =
λ

2H
=

Kni√
ρ∗P ∗

(2.64)

Remarque 2 : on peut montrer les deux relations ci-dessous :

ReHiBri = PeHiEci =
ρ̄iHū

3
i

k∆T
(2.65)

ReHiBri
γMa2

i

=
EciPeHi
γMa2

i

=

√
π

8γ

Bri
KniMai

(2.66)

On en déduit que le rapport du travail des forces de pression (PW ) sur la dissipation
visqueuse (V D), qui sont le premier et le troisième terme du membre de droite de
l'équation (2.59), est de l'ordre de :

PW/V D ∼ ReHi
γMa2

i

≈ 0, 71ReHi
Ma2

i

∼
√

π

8γ

1

KniMai
≈ 0, 53

KniMai
(2.67)

Remarque 3 : si, à l'instar de ce qui a été présenté au �2.1.3 (cf. éq. (2.37)), on choisit
l'échelle visqueuse µūi

εH pour échelle de référence de la pression, à la place de P̄i, alors
le système d'équations (2.56)-(2.59) se reécrit :

ε
∂ρ∗U

∂X
+
∂ρ∗V

∂Y
=0 (2.68)

ReHiρ
∗
(
εU

∂U

∂X
+ V

∂U

∂Y

)
=−∂P

∗

∂X
+

[
4

3
ε2
∂2U

∂X2
+
∂2U

∂Y 2
+

1

3
ε
∂2V

∂X∂Y

]
(2.69)

ReHiρ
∗
(
εU

∂V

∂X
+ V

∂V

∂Y

)
=−1

ε

∂P ∗

∂Y
+

[
ε2
∂2V

∂X2
+

4

3

∂2V

∂Y 2
+

1

3
ε
∂2U

∂X∂Y

]
(2.70)

PeHiρ
∗
(
εU

∂θ

∂X
+ V

∂θ

∂Y

)
=Bri

(
U
∂P ∗

∂X
+
V

ε

∂P ∗

∂Y

)
+

(
ε2
∂2θ

∂X2
+
∂2θ

∂Y 2

)
+BriΦv (2.71)

avec Φv donné par l'équation (2.60). D'après l' équation (2.70),
∂P ∗

∂Y
est de l'ordre ε. Par

conséquent, d'après les équations (2.71) et (2.60), le rapport PW/V D ∼ 1 : le travail
des forces de pression et la dissipation visqueuse sont du même ordre de grandeur. Nous
véri�erons e�ectivement ce résultat par la suite.

35





Chapitre 3

Résultats de la littérature sur la
convection forcée en micro-canaux

Ces dernières années, un grand nombre d'articles de la littérature se sont intéressés à
la convection forcée de gaz dans des micro-canaux de section constante et de di�érentes
formes, essentiellement rectangulaires et circulaires mais également triangulaires et trapé-
zoïdales, en se concentrant plus particulièrement sur le calcul du nombre de Nusselt à la
paroi. Il a ainsi pu être montré que le glissement dynamique favorise les transferts convec-
tifs en réduisant la contrainte de cisaillement pariétale alors que le saut de température
à la paroi agit comme une résistance thermique et limite ces transferts [13, 72]. D'autre
part, comme nous avons pu le voir au �2.2.2, le travail des forces de viscosité à la paroi
est non nul en cas de glissement. Il agit comme un terme de source de chaleur surfacique
qui vient ampli�er l'e�et de la dissipation visqueuse au sein de l'écoulement et modi�er
le bilan de �ux de chaleur à la paroi [62, 31]. Une synthèse de ces phénomènes et des
transferts thermiques associés aux micro-écoulements gazeux dans di�érentes géométries
sont décrits dans les revues bibliographiques de S. Colin et ses collaborateurs [12, 13, 38].
Quatre principales catégories d'écoulements sont considérées : ceux qui sont chau�és à �ux
ou à température constante et ceux qui, thermiquement, sont pleinement développés ou
en cours de développement. Nous allons analyser, au �3.1, la distribution du nombre de
Nusselt dans ces di�érents cas pour des micro-écoulements entre deux plans parallèles. Les
études qui ont porté plus spéci�quement sur les e�ets de compressibilité seront présentées
au �3.2. L'in�uence de la variation des propriétés physiques avec la température, le long
des micro-canaux, est présentée au �3.3. Les études qui ont analysé l'e�et des rugosités de
surface sont décrites au �3.4 et celles qui ont étudié l'in�uence de la conduction dans les
parois sont présentées au �3.5. Les principaux résultats de cette analyse bibliographique
sont résumés dans la conclusion, au �3.6. Nous dégageons également les principales lacunes
de ces travaux que nous chercherons à combler au cours de ce mémoire de thèse.

3.1 Évolution du nombre de Nusselt à la paroi

3.1.1 Hypothèses utilisées et dé�nition de Nu

De nombreuses solutions analytiques pour le nombre de Nusselt à la paroi dans des
micro-conduites sont publiées dans la littérature (voir la synthèse [13]). Cependant, celles-ci
sont établies, pour la plupart, sous les hypothèses d'écoulement laminaire, incompressible,
à propriétés physiques constantes, en régime établi et sans tenir compte de la dissipation
visqueuse et de la transpiration thermique (thermal creep). Autant dire que leur domaine
d'application, s'il existe, est très réduit. De plus, dans la dé�nition et le calcul du nombre de
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Nusselt, seul le �ux di�usif à la paroi est pris en compte alors que, comme nous l'avons vu
au �2.2.2, le �ux total fait intervenir la puissance des forces de viscosité en cas de glissement
(cf. éqs. (2.49) et (2.54)). Autrement dit, le nombre de Nusselt en micro�uidique ne doit
pas simplement être dé�ni par :

Nu =
qpDh

k
(
Tp − T̄

) =

∂T

∂y

∣∣∣∣
g

Dh

Tp − T̄
(3.1)

mais par :

Nu =
qpDh

k
(
Tp − T̄

) =

(
k
∂T

∂y

∣∣∣∣
g

+ µug
∂u

∂y

∣∣∣∣
g

)
Dh

k
(
Tp − T̄

) (3.2)

où, ici, qp est la densité de �ux totale à la paroi projetée sur la normale entrante dans la
conduite (elle est de signe positif pour un apport de chaleur dans la conduite), où Dh est
le diamètre hydraulique, k est la conductivité thermique du �uide et T̄ est la température
moyenne débitante du micro-écoulement.

En dépit de ces critiques sur le domaine de validité des solutions analytiques, leur
intérêt est tout de même de mettre en évidence le comportement du nombre de Nusselt
en fonction des paramètres principaux caractérisant les e�ets de raréfaction. Par exemple,
dans un excellent article précurseur et très complet, Sparrow et Lin (1962) [62] ont établi
la forme analytique de Nu pour des écoulements laminaires, incompressibles et établis en
conduite circulaire chau�és à �ux constant et ont calculé des solutions numériques dans
le cas d'un chau�age à température constante. Ils montrent que le Nu augmente avec
l'accroissement de la vitesse de glissement et diminue avec le saut de température. Mais
comme, dans la plupart des applications pratiques, c'est la résistance thermique liée au
saut de température qui domine, ils en déduisent que Nu diminue quand les e�ets de
raréfaction augmentent. Cette analyse a été reprise et complétée par de nombreux auteurs.
Nous présentons ici les principaux résultats obtenus pour des micro-écoulements entre deux
plans parallèles, dans le cas où la dissipation visqueuse est négligée puis prise en compte.

3.1.2 Cas du régime établi sans dissipation visqueuse

Dans le cas de micro-écoulements laminaires et incompressibles entre deux plans parallèles
chau�és symétriquement à �ux imposé, en considérant des conditions de glissement et de
saut de température du premier ordre et en négligeant le pompage thermique, la dissipation
visqueuse et le travail des forces de pression, le nombre de Nusselt du régime établi a pour
expression [35, 13, 38] :

Nu∞,qp =

(
Kn ξT +

17 + 336 Kn σp + 1680 (Kn σp)
2

140 (1 + 12 Kn σp)
2

)−1

(3.3)

où Kn = λ
Dh

= λ
2H et où σp et ξT ont été introduits, pages ?? et ??, dans les conditions de

glissement (??) et de saut de température (??). D'après les équations (??) et (??), σp peut
aussi être remplacé par 2−σu

σu
et ξT par 2−σT

σT

2γ
γ+1

1
Pr dans l'expression (3.3). La solution

sans glissement est retrouvée lorsque Kn = 0 ; elle est égale à Nu∞,qp = 140
17 = 8, 235.

On observe que plus la raréfaction augmente (i. e. plus Kn est grand) et plus le saut
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de température croît (i.e. plus ξT est grand), plus le nombre de Nusselt décroit. Cela est
illustré dans la Fig. ??.

Yu et Ameel (2001) [72] ont calculé numériquement, par une méthode de transfor-
mée d'intégrales généralisées, les nombres de Nusselt en régimes thermiques établis et non
établis, dans des micro-canaux de section rectangulaire, avec les mêmes hypothèses que
ci-dessus mais pour un chau�age uniforme à température imposée. Ils montrent que, plus
le saut de température est élevé ou plus le rapport ξT /σp est grand, plus Nu∞,Tp et la
longueur d'établissement thermique décroissent.

Figure 3.1 � Nombre de Nusselt en régime établi pour un micro-écoulement entre deux
plans parallèle chau�és à �ux constant en fonction des nombres de Knudsen et de Brinkman,
pour σµ = 1 et ξT = 1, 67. Eq.(6) = éq. (??) ; Eq.(9) = éq. (??) ; Eq.(11) = éq. (??) (tiré
de [38]).

3.1.3 Cas du régime établi avec dissipation visqueuse

Jeong et Jeong (2006) [36] ont analysé le problème de Graetz en micro-canal rectan-
gulaire en introduisant des conditions de glissement et de saut de température du premier
ordre et en prenant en compte à la fois la conduction axiale et la dissipation visqueuse,
dans les cas où les parois sont chau�ées uniformément à �ux et à température constante.
L'équation de l'énergie est résolue par une méthode de séparation des variables en recher-
chant la distribution de température sous la forme d'un développement en série entière
sur des bases de fonctions orthogonales. Les pro�ls du nombre de Nusselt en fonction du
nombre de Péclet (Pe = ūDh/α), du nombre de Knudsen (Kn = λ/Dh) et du nombre de
Brinkman (Br = 2µū2/qpH à �ux imposé ; Br = 2µū2/k(Te−Tp) à température imposée)
sont déduits, ainsi que l'expression du nombre de Nusselt du régime établi. Dans le cas
d'un �ux imposé, cette expression est :
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Nu∞,qp,Br 6=0 =
420 C4

1

C2
1

(
35 C2

1 + 14 C1 + 2 + 420 C2
1C2

)
+Br

(
42 C2

1 + 33 C1 + 6
) (3.4)

et dans le cas d'une température imposée, elle s'écrit :

Nu∞,Tp,Br 6=0 =
140 C1

C2
1 (1 + 7 C1 + 140 C1C2)

(3.5)

avec

C1 = 1 + 12σpKn (3.6)

C2 = ξTKn (3.7)

La variation du nombre de Nusselt donné par l'équation (3.4) est tracée en fonction de
Kn, pour di�érentes valeurs de Br, sur la Fig. ??. Lorsque Kn = 0, on a C1 = 1 et C2 = 0 ;
alors, si Br = 0, on retrouve bien que Nu∞,qp = 8, 235. On constate que, lorsque le �uide
est chau�é à la paroi, c'est à dire lorsque Br < 0, la dissipation visqueuse augmente la
température interne du �uide et Nu∞,qp,Br 6=0 diminue lorsque Br devient de plus en plus
négatif. Au contraire, lorsque le �uide est refroidi à la paroi, c'est à dire lorsque Br > 0,
plus la dissipation visqueuse croît, plus elle permet d'augmenter Nu∞,qp,Br 6=0. Cet e�et
est d'autant plus important que les e�ets de raréfaction sont faibles (pour Kn petit). Cela
vient du fait qu'à grand nombre de Knudsen, le saut de température, Tp − Tg,p, entre la
température de la paroi et la température du gaz au contact de la paroi (à la limite de la
couche de Knudsen) devient plus important que la di�érence, Tg,p−T̄ , entre la température
du gaz à la paroi et la température moyenne débitante. Autrement dit, l'écart Tp − T̄ qui
intervient au dénominateur du nombre de Nusselt (cf. éq. (3.2)) est contrôlé par Tp− Tg,p.
Or Jeong et Jeong (2006) [36] montrent que cet écart est proportionnel à Kn mais est
indépendant de Pe et Br.

Les résultats sur le nombre de Nusselt qui viennent d'être présentés sont critiquables à
plusieurs points de vue. Tout d'abord, dans les équations (3.3) à (3.5), Nu est calculé par la
relation (3.1) et non par (3.2) : la puissance des contraintes visqueuses à la paroi n'est pas
prise en compte. Hadjiconstantinou (2003) [28] et Miyamoto et al. (2003) [48] comptent
parmi les rares auteurs à avoir tenu compte de ce terme et de la dissipation visqueuse
pour le calcul de Nu dans le cas de micro-écoulements incompressibles entre deux plans
parallèles chau�és à �ux constant. L'expression du nombre de Nusselt, en régime établi,
déterminée dans [48] est la suivante :

Nu∞,qp,Br 6=0,PFV 6=0 = (3.8)(
9Br

C2
1

[
3+84Knσp+560 (Knσp)

2

35C1
+16σpξTKn

2

]
+

17+336Knσp+1680 (Knσp)
2

140C2
1

+ξTKn

)−1

On peut montrer que cette équation fournit exactement les mêmes valeurs de Nu que
celles calculées par l'équation (3.4) dans le cas où Kn = 0 et dans le cas où Br = 0 car
la puissance des contraintes visqueuses à la paroi s'annule dans ces deux cas (la condition
à la limite adimensionnelle (??) indique en e�et que ce terme est de l'ordre de Br). En
revanche, la Fig. ?? indique que, lorsque Kn 6= 0 et Br 6= 0, la puissance des contraintes
visqueuses à la paroi fait décroitre Nu lorsque le micro-canal est chau�é (Br < 0) et le fait
croitre lorsqu'il est refroidit (Br > 0) et cela même pour une forte raréfaction (Kn > 0, 07).
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3.1.4 Discussion de la validité des nombres de Nusselt analytiques

D'un point de vue physique, la pertinence des expressions de Nu qui viennent d'être
présentées est très critiquable. En e�et, les modèles employés pour établir ces expres-
sions considèrent les écoulements gazeux comme incompressibles et seule la dissipation
visqueuse est prise en compte et l'e�et du travail des forces de pression est oublié. Dans
la suite, on note le travail des forces de pression PW (pour �pressure work�) et la dissi-
pation visqueuse V D (pour �viscous dissipation�). Le terme PW est un terme de puits
de chaleur, négatif, dans l'équation de l'énergie pour un écoulements de gaz en conduite
alors que V D est un terme de source de chaleur, positif. Il est aisé de montrer (voir le
� ? ?) que, pour des écoulements compressibles non glissants (pour Kn = 0), l'intégrale du
travail des forces de pression sur le domaine de l'écoulement est l'opposé de l'intégrale de
la dissipation visqueuse. En revanche, lorsque Kn est grand et qu'il y a un fort glissement
(pour Kn > 0, 05 par exemple), Sun et Jaluria (2012) [65] montrent que |PW | > VD > 0.
Autrement dit, pour des écoulements de gaz raré�é, le travail des forces de pression est
plus grand, en amplitude, que la dissipation visqueuse. Ainsi, ne tenir compte que de la
dissipation visqueuse est erroné. Par exemple, Hong et al. (2007, 2008) [32, 30] montrent,
lors de la simulation numérique de micro-écoulements compressibles, qu'il est préférable
de négliger simultanément PW et V D dans l'équation de l'énergie, plutôt qu'un seul de
ces deux termes. Cela permet de reproduire correctement le comportement thermique de
l'écoulement obtenu avec un modèle complet, intégrant à la fois PW et V D. Ceci est illus-
tré dans la Fig. 3.2 qui présente l'évolution axiale de pro�ls de la température pariétale le
long d'un micro-canal d'air chau�é à �ux constant, pour des modèles prenant en compte
ou pas les termes V D et PW . La �gure illustre bien que les erreurs commises sur la répar-
tition de température peuvent être très importantes si un seul de ces termes est négligé.
On peut donc légitimement s'interroger sur la validité des expressions (3.3) à (3.8) sur les
nombres de Nusselt en régime établi lorsque la dissipation visqueuse et le travail des forces
de pression ne sont plus négligeables.

Pour répondre à ce type d'interrogation, il serait nécessaire de disposer de résultats
expérimentaux sur les transferts thermiques dans les micro-écoulements gazeux. Cependant
ceux-ci sont rares et souvent pas assez précis pour permettre une validation des modèles
(voir la discussion dans [49]). En ce qui concerne les écoulements entre deux plans parallèles,
seule les expériences de l'équipe de Miyamoto [61, 48] pour des écoulements raré�és, à basse
pression, dans un canal de 1 mm de hauteur, semblent �ables. Pour des parois chau�ées
à �ux constant [48], le nombre de Knudsen Kns = 6× 10−2 est atteint en sortie de canal,
ce qui correspond au régime glissant. Les auteurs montrent que les modèles théoriques
permettent de retrouver la répartition expérimentale de la température et du nombre de
Nusselt à la paroi à condition d'introduire la puissance des contraintes visqueuses dans les
conditions aux limites. Ils valident ainsi l'équation (3.8) pour l'évaluation du nombre de
Nusselt pariétal.

Une étude expérimentale de Demsis et al. [18, 19], portant sur la détermination du
nombre de Nusselt dans des écoulements gazeux raré�és en conduite cylindrique, chau�ée
à température imposée, doit être mentionnée ici. En e�et, cette étude, bien que réalisée dans
une conduite macroscopique de diamètre interne D = 24, 8 mm et de longueur L = 0, 96 m,
porte sur des écoulements dont les gammes de nombres de Knudsen, de Reynolds et de
Brinkman sont 0, 0022 ≤ Kn ≤ 0, 032, 0, 13 ≤ Re ≤ 14, 7 et 0, 13 ≤ Br = µū2

k∆T ≤ 14, 7.
Le nombre de Nusselt est déterminé à partir de la mesure du coe�cient d'échange global
d'un échangeur à tubes coaxiaux et à courants croisés, dont le tube intérieur contient le
gaz raré�é et l'espace annulaire extérieur de l'eau chaude. La con�guration étudiée est
proche de celle d'un écoulement de gaz chau�é à température imposée car les résistances
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Figure 3.2 � Pro�ls de la température pariétale adimensionnelle le long d'un micro-canal
chau�é à �ux constant dans lequel circule de l'azote, pour des modèles prenant en compte
ou pas les termes V D et PW (noté C. E. pour Compressible E�ect) dans l'équation de
l'énergie (tiré de [32]).

thermiques par conduction dans la paroi de l'échangeur et par convection dans l'eau sont
négligeables par rapport à la résistance thermique par convection dans le gaz. Quatre gaz
di�érents sont utilisés : azote, oxygène, argon et hélium.

Ce qui est remarquable dans cette expérience (cf. Fig. ??), c'est que les nombres de
Nusselt mesurés sont très faibles en régime raré�é : ils sont de 2 à 5 ordres de grandeur
plus faibles qu'en régime continu où, rappelons-le, Nu = 3, 66 en conduite cylindrique, en
régime établi et à grand nombre de Péclet. La corrélation qui est établie pour l'ensemble
des mesures de la �gure ??, sur la gamme de paramètres Kn, Re et Br donnée ci-dessus,
est :

N̄uTp,Br 6=0 = 0, 001837Re0,5Kn−0,72Br0,47 (3.9)

N̄uTp,Br 6=0 varie donc entre 3× 10−4 et 2× 10−2 sur la gamme de paramètres balayée. De
telles valeurs du nombre de Nusselt n'ont jamais été mises en évidence auparavant et les
auteurs ne réussissent pas à partir des données théoriques ou numériques de la littérature à
l'expliquer. Morini et al. (2011) [49] critiquent ce travail en laissant supposer qu'il pourrait
y avoir des fuites thermiques à l'entrée et à la sortie de l'échangeur, au niveau des prises de
mesures de température et de pression. Pourtant, la conduite n'étant pas microscopique,
ces fuites thermiques ne semblent pas pouvoir être prépondérantes. De plus, les auteurs
de l'étude expérimentale [18, 19], étonnés par leur propre résultat, semblent avoir apporté
un grand soin à la validation de leurs mesures et à la détermination des incertitudes. Au
chapitre 5 et 6, � ? ? ?, nous montrerons que ce résultat peut e�ectivement être expliqué à
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condition de bien prendre en compte la puissance des forces de viscosité à la paroi dans le
modèle.

Figure 3.3 � Variation du nombre de Nusselt en fonction du nombre de Knudsen, pour
quatre gaz, dans les expériences de Demsis et al. (2010) (tiré de [19]).

3.2 In�uence des e�ets de compressibilité

Nous avons vu dans l'analyse dimensionnelle du �??, qu'en micro�uidique, du fait de
la valeur élevée du rapport surface des parois sur volume du �uide, les e�ets visqueux sont
prépondérants et les e�ets de compressibilité peuvent apparaître même à faible nombre de
Mach si le nombre de Reynolds est assez faible. Ces e�ets de compressibilité se traduisent,
dans le cas de micro-écoulements gazeux adiabatiques, générés par des di�érences de pres-
sion de l'ordre du bar à quelques bars, avec une pression faible en sortie de canal (inférieure
au bar), par une modi�cation complète du régime d'écoulement le long du canal. On passe
d'un régime dense et continu, sans glissement, à l'entrée à un régime raré�é et glissant en
sortie, voire transitionnel si les pressions sont très basses en sortie. L'énergie mécanique
qui génère l'écoulement se transforme en énergie interne et en chaleur sous l'e�et de la
dissipation visqueuse. Mais vers la sortie, le gaz se détend, sa masse volumique diminue
et il accélère fortement. L'énergie interne se transforme en énergie cinétique et le gaz re-
froidit. Dans le cas de conduites chau�ées ou refroidies, l'analyse des transferts de chaleur
entre le c½ur de l'écoulement et la paroi peut devenir très complexe car il peut apparaître
des inversions de �ux de chaleur échangé le long du canal sous les e�ets de la dissipation
visqueuse et de la détente. En�n, pour des di�érences de pression importantes entre l'en-
trée et la sortie du canal, même pour des conduites de quelques microns, des écoulements
supersoniques peuvent apparaître.

De nombreux travaux ont porté sur l'analyse des écoulements compressibles et des
transferts de chaleur complexes qui apparaissent dans les micro-conduites. Nous ne présen-
terons ici que ceux qui ont servi de référence pour ce travail de thèse. Yao et al. (2004)
[71] réalisent une expérience pour des écoulements d'air dans un canal rectangulaire de
hauteur H = 7 µm et de longueur L = 39, 9 mm : le rapport de forme est donc très grand
(L/H = 5700 !). Le nombre de Knudsen en sortie peut atteindre Kn = 0, 04. Ils montrent
qu'à pression d'entrée, pe, �xée, lorsque le rapport de la pression d'entrée sur la pression
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de sortie dépasse une valeur pe/ps ≈ 5, 3, le débit massique n'augmente quasiment plus :
c'est comme si un seuil était atteint. Or les expériences de Tison (1993) [66] montrent
qu'en régime transitionnel ou moléculaire libre, pour Kn > 0, 1, le débit massique décroit
avec l'accroissement de pe/ps. Yao et al. [71] en déduisent qu'autour de Kn = 0, 1, le débit
massique atteint un maximum.

Une des expériences présentant des e�ets de compressibilité importants est celle de
l'équipe de Miyamoto [61, 48]. Elle porte sur l'analyse d'écoulements d'air dans des micro-
conduites de section rectangulaire, de hauteur 1, 2 ou 3 µm, dont les parois sont adiaba-
tiques ou chau�ées à �ux constant. Le nombre de Mach maximal à l'entrée est Ma = 0, 4
et les écoulements peuvent être supersoniques en sortie. Ce travail est une référence car
les mesures thermiques sont assez précises et ont pu être corroborées par des modèles
théoriques complets, en particulier en ce qui concerne le nombre de Nusselt (cf. �3.1.3).

Les premières simulations numériques 2D d'écoulements modérément compressibles en
micro-conduites, tenant compte des e�ets de raréfaction, sont vraisemblablement celles de
Kavehpour et al. (1997) [40]. Un modèle complet tenant compte du travail des forces de
pression, de la dissipation visqueuse et des conditions aux limites de glissement et de saut
de température du premier ordre, sans pompage thermique, est résolu en volumes �nis,
dans un canal 2D plan chau�é à �ux ou à température constante. Le code est validé par
des comparaisons avec plusieurs expériences de micro�uidique et un très bon accord est
montré. Il est montré que les e�ets de raréfaction (glissement dynamique) et de compress-
ibilité (accélération et détente du gaz) sont des fonctions du nombre de Reynolds. Pour les
cas simulés, aux plus grands nombres de Reynolds (1 < Re < 10), les caractéristiques des
écoulements telles que la variation axiale du nombre de Nusselt ou du coe�cient de frotte-
ment dépendent essentiellement du nombre de Mach, Ma, et peu du nombre de Knudsen,
Kn, alors qu'à petit nombre de Reynolds (0, 01 < Re < 1) elles dépendent fortement de
Kn.

Hong et al. [32, 30] ont réalisé des études numériques 2D approfondies des transferts
thermiques dans des écoulements d'air dans des micro-conduites planes et axisymétriques,
de hauteur ou de diamètre variant entre 10 et 100 µm, chau�ées à �ux constant. Les
nombres de Mach en sortie peuvent atteindre Mas = 0, 7. Pour les canaux les plus �ns, les
e�ets de raréfaction deviennent non négligeables (Kn = 0, 005) et ils sont pris en compte
par un modèle complet tenant compte de tous les e�ets connus : conditions aux limites
de glissement et de saut de température du premier ordre, conservation du �ux total
avec prise en compte de la puissance des forces visqueuses à la paroi, etc. Les résultats
numériques s'accordent très bien avec les expériences de Miyamoto et al. [48]. Les e�ets de
compressibilité (en particulier les détentes en sortie) sont très importants mais, pour les
gammes de Kn balayées, les e�ets de raréfaction restent négligeables.

Un des articles qui nous sera le plus utile dans la suite est celui de Sun et Jaluria
(2012) [65]. Les auteurs étudient précisément comment le travail des forces de pression et
la dissipation visqueuse se compensent dans des écoulements d'azote en régime glissants
et compressibles. Ils réalisent des simulations numériques basées là aussi sur des modèles
complets, tenant compte de la compressibilité, de la raréfaction, avec des conditions aux
limite de glissement du premier ordre en Kn, et de la variation des propriétés physiques
avec la température. Mais, malheureusement, le modèle ne tient pas compte de la puissance
des forces visqueuses dans le calcul du �ux total et du nombre de Nusselt à la paroi. Là
encore les expériences de l'équipe de Miyamoto [61, 48] servent de base de comparaison
pour les simulatins et des micro-conduites de hauteur 1, 2 ou 3 µm, dont les parois sont
chau�ées à �ux ou à température constants sont utilisées. Cet article sera largement utilisé
dans le dernier chapitre de la thèse.
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3.3 In�uence de la variation des propriétés physiques avec la
température

L'in�uence de la variation avec la température des propriétés physiques telles que la vis-
cosité dynamique, µ(T ), et la conductivité thermique, k(T ), a été analysée par de nombreux
auteurs dans le cas des micro-écoulements de liquides mais seulement par quelques-uns dans
le cas des gaz [56]. Gulhane et Mahulikar (2009, 2010) [25, 26] ont étudié l'in�uence de la
variation de toutes les propriétés physiques pour des écoulements de gaz dans des conduites
cylindriques qu'ils annoncent de taille micrométrique. Cependant les e�ets de raréfaction
(glissement dynamique et de saut de température), les e�ets de compressibilité et le tra-
vail des forces de pression ne sont pas pris en compte dans leur modèle. On peut donc
s'interroger sur la pertinence de leurs résultats.

Hooman et al. (2009) [33] se sont intéressés à la variation de µ(T ) et k(T ) par une
approche théorique 2D basée sur des développements en petites perturbations. Le modèle
utilisé considère des écoulements en conduite cylindrique et entre deux plans parallèles,
tenant compte des e�ets de raréfaction au premier ordre en Kn dans les conditions aux
limites. La compressibilité des gaz est négligée mais pas la dissipation visqueuse. Comme
des parois isothermes sont imposées, le gaz ne peut que chau�er au cours de l'écoulement.
Dans cette con�guration, comme la viscosité des gaz augmente avec la température, le
coe�cient de frottement augmente légèrement le long de l'écoulement. Malgré cela, les
auteurs montrent que la variation des propriétés physiques avec T a un e�et négligeable
sur la chute de pression globale, les pro�ls de vitesse et les pro�ls longitudinaux du nombre
de Nusselt pariétal.

Les études les plus abouties pour l'analyse de l'in�uence de la variation des propriétés
physiques avec la température dans des micro-écoulements gazeux semblent être celles de
Sun et Jaluria (2009) [63] et Quasi Zade et al. (2011) [56]. Les deux études e�ectuent
des simulations numériques en volumes �nis, dans un canal de section rectangulaire, en
utilisant un modèle complet tenant compte des e�ets de compressibilité (travail des forces
de pression), de la dissipation visqueuse et des conditions aux limites de glissement et de
saut de température du premier ordre (sans pompage thermique dans le cas de [56]). De
plus, toutes les propriétés physiques varient avec la température, le gaz est de l'air ou de
l'azote considéré comme un gaz parfait et le nombre de Nusselt est calculé par l'équation
(3.1). En revanche, alors que Sun et Jaluria (2009) [63] considèrent un canal 2D chau�é à
�ux constant, Quasi Zade et al. (2011) [56] considèrent un canal 3D à parois isothermes.

Dans [56], di�érents nombres de Knudsen, rapports de forme transverses et di�érences
de température, ∆Tep, entre l'entrée et la paroi sont considérés. Cette étude montre qu'entre
les simulations à propriétés physiques constantes et variables, des di�érences de 15% à 20%
sur le nombre de Nusselt et de 12% à 15% sur le coe�cient de frottement peuvent être
observées lorsque Re = 0, 1, ∆Tep = 50 K et Kn = 0 (pas de glissement). Ces di�érences
apparaissent dans la zone d'entrée mais elles diminuent légèrement quand la raréfaction
augmente et que Kn se rapproche de 0, 1. A propriétés physiques variables, dans la zone
d'entrée du canal, le nombre de Nusselt est plus élevé qu'à propriétés physiques constantes
alors que le coe�cient de frottement peut être plus élevé ou plus faible selon l'in�uence
relative de la variation de densité et de la viscosité. Dans la zone �établie�, le nombre
de Nusselt et le coe�cient de frottement sont tous les deux plus grands qu'à propriétés
constantes.

Dans [63], pour la valeur maximale du �ux imposée à la paroi, les di�érences entre
les modèles à propriétés physiques constantes et variables restent faibles (inférieures à 5%)
pour le nombre de Nusselt, mais elles sont un peu plus grandes que 10% pour la température
moyenne débitante et la valeur de la contrainte pariétale. L'erreur la plus élevée est sur
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le débit massique : pour une di�érence de pression imposée entre l'entrée et la sortie du
canal, le débit est 14% plus grand dans le cas à propriétés constantes.

En conclusion, peu d'études ont analysé l'in�uence de la variation des propriétés physiques
sur la simulation des écoulements de convection forcée de gaz avec des e�ets de raréfac-
tion. Les quelques études réalisées montrent des e�ets relativement peu importants qui
induisent des variations maximales de l'ordre de 10% à 15% sur les températures moyennes
débitantes, les nombres de Nusselt, les coe�cients de frottements et les débits massiques.
Cependant, ces résultats correspondent à l'heure actuelle à des cas particuliers et ne peu-
vent être généralisés à des situations où les variations de température pourraient être
beaucoup plus grandes.

3.4 In�uence des rugosités de surface

En partant du constat qu'il est très di�cile de contrôler l'état de surface des micro-
conduites et micro-canaux lors du processus de fabrication, de nombreux articles se sont
intéressés, depuis 2003, à l'in�uence des rugosités de surface en micro�uidique (voir par
exemple la revue bibliographique dans [15]). A priori, si on se réfère au diagramme de
Moody, en régime laminaire, les rugosités ne doivent pas in�uencer les pertes de charge en
régime continu. Une des questions posée est de savoir si ces rugosités peuvent in�uencer
le coe�cient de frottement en régime laminaire raré�é, ainsi que le nombre de Nusselt
pariétal.

La plupart des articles traitant ce sujet concerne des écoulements incompressibles de
liquides. Il en ressort que l'état de surface des micro-canaux peut in�uencer à la fois les
pertes de charge et les transferts thermiques. Malheureusement, de tels e�ets sont très
di�ciles à identi�er expérimentalement car ils coexistent avec d'autres phénomènes dont
les incertitudes sur chacun d'entre eux empêchent d'établir des corrélations : l'e�et des ru-
gosités peut être du même ordre de grandeur que la précision des mesures expérimentales
[49]. Ceci est particulièrement vrai pour les écoulements de gaz où le couplage avec les
e�ets de raréfaction et de compressibilité, ainsi que le couplage des champs de vitesse et de
température a un impact important. Une des seules expériences a avoir été réalisée pour
étudier spéci�quement l'e�et des rugosités de surface en micro�uidique gazeuse est celle
de Turner et al. (2004) [68]. Des écoulements d'azote et d'hélium dans des canaux rectan-
gulaires de hauteur H = 5 à 96 µm et de rugosité relative moyenne 0.001<ε/H < 0.06 ont
été étudiés. Il en ressort qu'aucun e�et des rugosités sur le coe�cient de frottement n'est
observable en régime laminaire raré�é (pour Kn < 0, 15 dans cette étude), par rapport
à l'e�et du nombre de Mach et de la compressibilité des gaz et aux incertitudes asso-
ciées. Par conséquent, pour les micro-écoulements gazeux, les approches numériques ont
été privilégiées pour étudier l'in�uence des rugosités de surface.

Par exemple, Ji et al. (2006) [37] ont analysé, par des simulations numériques 2D en vol-
umes �nis, l'in�uence de rugosités rectangulaires, dans un canal plan chau�é à température
constante, dans lequel circulent des écoulements de gaz compressibles en régime glissant.
Des conditions aux limites du second ordre en Kn sont utilisées. Pour des écoulements
raré�és où le nombre de Knudsen à l'entrée est Kne = 0, 033 ou 0, 0083, l'augmentation de
l'épaisseur des rugosités ou de leur densité linéique entraîne l'augmentation du coe�cient
de frottement. Cette augmentation est plus marquée pour les petites valeurs de Kn. En
revanche, en régime raré�é, plus ε/H augmente, plus le �ux échangé à la paroi et le nombre
de Nusselt diminuent. Cela est d'autant plus marqué que Kn est grand. Pour ε/H = 6%
et Kne = 0, 033, N̄u est environ égal à 80% de la valeur du cas lisse.

Plus récemment, Hossainpour et Hakak Khadem (2010) [34] ont utilisé un code en
volumes �nis 2D non structurés pour étudier l'in�uence de di�érentes formes de rugosités
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(rectangulaires, trapézoïdales, triangulaires et aléatoires) dans la même con�guration que
l'article précédent : écoulements de gaz raré�é, compressible entre deux plan parallèles
chau�és à température constante mais avec des conditions de saut du premier ordre. Les
résultats de Ji et al. (2006) [37] sont con�rmés pour tous les types de rugosité. L'augmen-
tation du coe�cient de frottement et la diminution du nombre de Nusselt avec l'augmenta-
tion de l'épaisseur des rugosités est expliquée par la présence de recirculation stationnaire
à l'aval des rugosités.

Croce et al. se sont beaucoup intéressés à l'in�uence des rugosités, de la raréfaction et
de la compressibilité sur l'évolution des coe�cients de frottement et des nombres de Nusselt
pour les micro-écoulements gazeux. Ils ont réalisé des analyses numériques en utilisant des
codes en éléments �nis 2D [16, 15, 58] et 3D [17], avec des conditions de saut du premier
ordre en Kn, puis dernièrement, en couplant des codes cinétiques et Navier-Stokes 2D [58].
Les rugosités sont de forme triangulaire ou conique sur les parois d'un canal plan. Il est
montré que les e�ets de compressibilité à nombre de Mach élevé dominent largement les
e�ets dus à la rugosité et que ces derniers sont in�uents surtout en cas de raréfaction. La
raréfaction réduit le coe�cient de frottement et le nombre de Nusselt, mais la présence des
rugosités atténue fortement cet impact en faisant tendre la solution vers celle du cas sans
glissement. En particulier, des rugosités de 2 à 3% entraine une augmentation de 20% de
la chute de pression globale pour les cas étudiés.

On retiendra donc que l'in�uence des rugosités sur le coe�cient de frottement, f ,
ou le nombre de Nusselt, Nu, est bien plus faible que l'in�uence de la compressibilité
(du nombre de Mach). L'in�uence des rugosités est d'autant plus importante que Kn est
grand. L'augmentation de l'épaisseur moyenne des rugosités, ε, a tendance à faire tendre
la solution vers le cas non raré�é (sans glissement) : f augmente avec ε. L'in�uence de
ε sur Nu est moins claire car certains auteurs montrent que Nu augmente avec ε alors
que d'autres montrent le contraire. Une revue bibliographique des études ayant analysé
l'in�uence de di�érents types de rugosités pour des micro-écoulements gazeux en régime
glissant, dans des composants de di�érentes géométries, est présentée dans [74].

3.5 In�uence de la conduction dans les parois

Les transferts de chaleur conjugués entre le �uide et la paroi ont été essentiellement
étudiés en mini�uidique ou, en micro�uidique, mais pour des écoulements de liquides, c'est
à dire sans tenir compte des e�ets de la raréfaction (glissement, saut de température, ...).
Dans ce contexte, on peut consulter, par exemple, les articles de Maillet et al. [45, 57]
ou [73] et les références qui y sont citées. Pour des écoulements de gaz raré�és en micro-
canal, il semble que la seule étude (en tous cas, la plus aboutie) soit celle de Sun et
Jaluria (2011) [64]. C'est une étude numérique 2D d'écoulements d'azote entre deux parois
planes et parallèles dont l'épaisseur varie entre une et dix fois la hauteur du canal. Quatre
matériaux de conductivités thermiques di�érentes (verre, céramique, silicium et bronze)
sont analysés pour la paroi. Un modèle complet, tenant compte des e�ets de raréfaction
(glissement dynamique, saut de température et pompage thermique), de la variation des
propriétés physiques avec la température, de la compressibilité et de la dissipation visqueuse
est résolu. Seule la puissance des contraintes visqueuses à la paroi n'est pas prise en compte
dans les conditions aux limites thermiques et le calcul du nombre de Nusselt. Les in�uences
de la conductivité thermique, de l'épaisseur de la paroi, du �ux de chaleur imposé et du
rapport des pressions entrée/sortie sur les pro�ls de la température moyenne débitante et
du nombre de Nusselt sont analysées.

Il est montré que l'augmentation de la conduction axiale dans la paroi redistribue vers
l'amont du canal le �ux de chaleur imposé uniformément sur la paroi externe. Cela tend à
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uniformiser la température moyenne débitante, à faire décroître la température maximale
du gaz et à faire diminuer le nombre de Nusselt le long de la paroi, par rapport au cas où
un �ux est imposé sur une paroi mince ou peu conductrice. L'e�et de l'augmentation de
l'épaisseur de la paroi est similaire à celui de l'augmentation de sa conductivité thermique
car, dans les deux cas, la résistance thermique axiale de la paroi varie de la même manière.
Dans le cas d'une paroi très conductrice (en bronze), dont l'épaisseur est égale à dix fois la
hauteur du canal, il est montré qu'imposer un �ux de chaleur sur la paroi externe revient
en fait à imposer une température uniforme sur la paroi interne du canal. En�n, il est
montré que la prise en compte de la variation des propriétés physiques du gaz et de la
paroi avec la température a un e�et négligeable sur les variations de températures du gaz.

3.6 Conclusion

Il ressort de cette analyse bibliographique les points principaux suivants. De nombreuses
études théoriques ont cherché à établir des lois de variation du nombre de Nusselt établi
d'écoulements gazeux en micro-canal, en fonction des paramètres de l'écoulement (Kn,
Re et Br). Cependant ces relations sont établies à partir de modèles simpli�és qui ne
prennent pas en compte la compressibilité et/ou la dissipation visqueuse. De plus, aucune
étude numérique ne semble avoir calculé le nombre de Nusselt à partir d'un modèle complet
tenant compte de la puissance des contraintes visqueuses à la paroi. Nous tacherons donc
de combler ce manque. Nous chercherons également à véri�er le résultat expérimental de
Demsis et al. [18, 19] qui montre que le nombre de Nusselt tend à s'annuler dans une micro-
conduite à température imposée lorsque la raréfaction augmente (lorsque Kn→ 0, 1).

Les e�ets de la compressibilité (détente et refroidissement du gaz) ont été largement
étudiés dans la littérature. Ils peuvent être très importants mais dans des régimes qui
dépendent peu du nombre de Knudsen (à grands nombres de Mach et de Reynolds). Nous
avons présenté les principales études expérimentales et numériques à ce sujet. L'article de
Sun et Jaluria (2012) [65], dans lequel est résolu un modèle numérique presque complet
(seule la puissance des contraintes visqueuses à la paroi n'est pas prise en compte), servira
de base de comparaison dans les deux derniers chapitres de la thèse.

Peu d'études ont analysé l'in�uence de la variation des propriétés physiques sur la con-
vection forcée de gaz avec des e�ets de raréfaction. Les quelques études réalisées montrent
des e�ets relativement peu importants. Cependant, ces résultats ne peuvent être généralisés
à des situations où les variations de température pourraient être beaucoup plus grandes.
Dans la suite de cette thèse, nous introduirons dans nos modèles des lois de variation des
propriétés physiques des gaz avec T , mais nous ne chercherons pas à analyser leur in�uence
sur les résultats.

L'analyse bibliographique a montré que l'augmentation de l'épaisseur relative des ru-
gosités a tendance à faire tendre la solution d'un écoulement raré�é vers le cas sans glisse-
ment (au moins en ce qui concerne le coe�cient de frottement car des contradictions
apparaissent sur le nombre de Nusselt selon les auteurs). L'in�uence des rugosités sur le
coe�cient de frottement et le nombre de Nusselt est d'autant plus importante que Kn est
grand mais elle reste bien plus faible que l'in�uence de la compressibilité (du nombre de
Mach). Dans le cadre de cette thèse, nous n'étudierons pas l'in�uence des rugosités.

Une seule étude a porté sur l'analyse des transferts thermiques conjugués dans des
écoulements de gaz dans des micro-conduite à parois épaisses : celle de Sun et Jaluria
(2011) [64]. L'in�uence de l'épaisseur des parois et de leur conductivité thermique est très
importante. Cependant, il apparait clairement que les cas à �ux imposé et à température
imposée dans des micro-conduites à parois minces encadrent les solutions obtenues pour
des conduites à parois épaisses conductrices. Dans cette thèse, nous n'analyserons pas l'in-
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�uence de la conduction dans les parois. Cela fait partie des perspectives de notre travail.
Nous nous limiterons ici à des conduites à parois minces.
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Deuxième partie

Simulations avec le code
ANSYS/Fluent
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Chapitre 4

Modèles et méthodes numériques

Les systèmes d'équations de conservation décrites au chapitre 2 doivent être, en raison
de leur complexité mathématique, résolus numériquement. Il existe une grande variété de
méthodes numériques mais les plus employées pour la classe de problème que nous avons
à résoudre sont :

- les méthodes spectrales,

- les méthodes de di�érences �nies,

- les méthodes de volumes �nis,

- les méthodes d'éléments �nis.

Avant de passer aux validations du code ANSYS/Fluent, discutées dans le chapitre
suivant, nous présentons succinctement la méthode de résolution numérique utilisée puis
les di�érents modèles que nous avons introduits par le biais des UDF (détaillées dans �4.3)
a�n de traiter correctement les écoulements étudiés.

4.1 Méthode de résolution numérique

ANSYS/Fluent utilise la méthode des volumes �nis qui conduit à intégrer les termes
di�érentiels des équations de transport sur des volumes entourant chaque point du maillage.
Cette méthode permet de traiter des équations comportant des termes sources complexes
et non-linéaires. De plus, elle satisfait la conservation de la masse, de la quantité de mou-
vement et de l'énergie sur chaque volume de contrôle. En�n, elle peut être utilisée avec des
maillages relativement grossiers et des coûts de calculs raisonnables, ce qui explique son
utilisation dans un grand nombre de codes commercialisés.

La forme générale d'une équation de transport pour une quantité scalaire Φ intégrée
dans un volume V de surface A s'écrit [1] :∫

V

∂ρΦ

∂t
dV +

∮
A
ρΦ~v.d ~A =

∮
A

ΓΦ∇Φ.d ~A+

∫
V
SΦdV (4.1)

où :

~A est le vecteur surfacique de l'aire A,
ΓΦ est le coe�cient de di�usion pour Φ,

SΦ est la source de la quantité Φ par unité de volume.
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La méthode des volumes �nis consiste à écrire l'équation (4.1) sous la forme :

∂ρΦ

∂t
V +

Nfaces∑
f

ρfΦf~vf .d ~Af =

Nfaces∑
f

ΓΦf∇Φf .d ~Af + SΦV (4.2)

où :

V représente le volume de la maille.

f est une des faces de la maille,

Nfaces est le nombre de faces de la maille.

Dans notre cas, toutes les simulations ont été e�ectuées avec un maillage cartésien et
rectangulaire. Selon les cas, ce maillage peut être régulier ou irrégulier. Le type de solveur
choisi pour la discrétisation des équations de transport utilise un algorithme de résolution
basé sur la pression. Les équations sont résolues de manière séquentielle. Le découplage
pression/vitesse se fait par l'algorithme SIMPLE. Les termes convectifs sont résolus par un
schéma décentré amont du second ordre et les termes di�usifs sont résolus par un schéma
centré.

4.2 Équations modélisées par ANSYS/Fluent

Dans le chapitre 2 (�2.1), nous avons présenté les équations de transport des écoule-
ments stationnaires compressibles et incompressibles avec les conditions aux limites de
glissement. Cependant, il est important de comprendre ce qu'ANSYS/Fluent utilise a�n
de véri�er s'il prend en compte tous les phénomènes qui entrent en jeu dans un écoule-
ment glissant ou non glissant, compressible ou incompressible. Nous présentons ci-dessous
brièvement les équations et conditions limites utilisées dans ANSYS/Fluent, tirées du The-
ory Guide [1] et du User's Guide [2].

4.2.1 Équations de transport

Équation de conservation de la masse

∂ρ

∂t
+∇. (ρ~v) = Sm (4.3)

Sm représente une source de masse.

Équation de conservation de la quantité de mouvement

∂

∂t
(ρ~v) +∇. (ρ~v ⊗ ~v) = ∇P +∇.¯̄τ + ~F (4.4)

où :
~F représente les forces extérieures qui s'exercent sur l'écoulement,

¯̄τ est le tenseur des contraintes visqueuses dé�ni dans �2.1.1 par l'équation (2.3).
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Équation de l'énergie

Elle s'écrit en fonction de l'énergie totale e :

∂

∂t
(ρe) +∇. [~v (ρe+ P )] = ∇.

k∇T −∑
j

hj ~Jj + (¯̄τ.~v)

+ Sh (4.5)

~Jj est le �ux di�usif de l'espèce j et Sh représente une source de chaleur.
L'énergie totale e s'exprime comme suit :

e = h− P

ρ
+
V 2

2
(4.6)

h est l'enthalpie massique sensible décrite dans �2.1.1 par l'équation (2.7) pour des
écoulements compressibles et dans �2.1.2 par l'équation (2.16) pour des écoulements in-
compressibles. La température de référence utilisée dans ANSYS/Fluent pour le calcul de
h est Tref = 298, 15K.

4.2.2 Glissement dynamique et saut de température

Quand l'écoulement est modérément raré�é, les phénomènes de glissement et de saut
de température ne sont pas modélisés systématiquement par ANSYS/Fluent. Pour qu'ils
soient pris en compte, il faut activer l'option "Low-pressure Boundary Slip" dans le menu
des modèles visqueux. Cette option n'apparaît que si l'équation de l'énergie est résolue car
le glissement dynamique y est traité simultanément avec le saut de température.

Glissement dynamique

Le glissement dynamique s'écrit de la manière suivante [1] :

up − ug =
2− σu
σu

Kn
∂u

∂n

∣∣∣∣∣
p

(4.7)

où :
up est la vitesse de la paroi ;
ug est la vitesse de glissement ;
σu est le coe�cient d'accommodation dynamique ;
n est la variable normale adimensionnelle à la paroi.

Cette équation est approximée de la sorte :

up − ug ≈
2− σu
σu

λ

δ
(ug − uc) (4.8)

où :
uc est la vitesse au centre de la cellule adjacente à la paroi ;
δ est la distance entre la paroi et le centre de la cellule adjacente à la paroi ;
λ est le libre parcours moyen, exprimé dans ANSYS/Fluent par [1] :

λ =
kB√
2πσ2

(
T

P

)
(4.9)

avec :
kB la constante de Boltzmann (1.38066 10−23J/K) ;
σ la distance caractéristique du potentiel de Lennard-Jones.
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Saut de température

Par analogie avec le glissement dynamique, le saut de température à la paroi s'exprime
dans ANSYS/Fluent comme suit [1] :

Tp − Tg = 2
2− σT
σT

Kn
∂T

∂n
(4.10)

avec :

Tp la température de la paroi ;

Tg le température du gaz à la paroi ;

σT le coe�cient d'accommodation thermique.

L'équation (4.10) est modélisée de la sorte :

Tp − Tg ≈ 2
2− σT
σT

λ

δ
(Tg − Tc) (4.11)

où Tc est la température au centre de la cellule adjacente à la paroi.
Cette équation n'est pas tout à fait identique à celle présentée dans �1.3.3. En e�et, le

produit γ
γ+1

1
Pr est omis dans l'équation (4.11). Selon le gaz étudié, nous le calculerons a�n

de déterminer son importance et agir en fonction.

4.2.3 Modélisation des conditions aux limites

Conditions à la sortie de la conduite

À la sortie de la conduite, nous utilisons deux types de conditions aux limites :

Out�ow : Cette condition est utilisée si une vitesse ou un débit sont imposés à l'entrée
de la conduite. Elle ne peut pas être utilisée quand le gaz est parfait, nous ne l'u-
tilisons que pour des écoulements incompressibles. La valeur de sortie de la vitesse
longitudinale u est obtenue par extrapolation des données à l'intérieur du domaine 1.
Concernant la vitesse transversale v et la pression p, elles sont obtenues par l'extrap-
olation à l'ordre 0 2 et ceci est valable aussi pour la température [1] 3Les conditions
de sortie sont donc :

∂v

∂x
= 0 ,

∂p

∂x
= 0 ,

∂T

∂x
= 0 (4.12)

Pressure Outlet : Cette condition est utilisée si une pression est imposée à l'entrée de la
conduite et elle est utilisable quel que soit le type d'écoulement. Les valeurs en sortie
des composantes du vecteur vitesse et de la température sont obtenues de la même
manière que pour la condition Out�ow

1. Nous n'avons pas trouvé d'informations plus précises dans la documentation de ANSYS/Fluent quant
au calcul de u sur la section de sortie de la conduite. Nous avons quand même pu véri�er que l'interpolation
n'est ni d'ordre 0 ni d'ordre 1.

2. De même que pour u, aucune précision sur l'interpolation faite sur v et p n'a été donnée, par contre
nous avons pu véri�er qu'elle est d'ordre 0 grâce aux UDF (voir �4.3 pour la dé�nition des UDF).

3. Contrairement à u, v et p, l'information sur le calcul de T sur la section de sortie de la conduite a
bien été donnée dans le Theory Guide de ANSYS/Fluent.
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Conditions à la paroi

Flux imposé :

Quand un �ux de chaleur qp est imposé à la paroi de la conduite, ANSYS/Fluent le
traduit par la loi de Fourier [2] :

qp = k
∂T

∂n
(4.13)

où n est la coordonnée normale à la paroi.

Notons que cette condition est appliquée même en présence de glissement dynamique
au niveau de la paroi alors que, dans ce cas, on devrait plutôt traiter l'équation (2.54)
détaillée dans �2.2.2.

Température imposée :

En présence d'un saut de température, une température de glissement di�érente de
la température de la paroi et de celle de la cellule adjacente à la paroi apparaît.
Cela engendre une nouvelle donnée à stocker. Comme il n'est pas possible de le faire,
ANSYS/Fluent impose directement la température de glissement, Tg, à la place de
celle de la paroi. Tg est construite à partir de l'équation (4.11) [1] :

Tg =
Tp + βTc

1 + β
(4.14)

Avec :

β = 2
2− σT
σT δ

4.2.4 Bilan total des �ux de chaleur

Théoriquement, le bilan des �ux de chaleur se fait en calculant l'intégrale de l'équation
de l'énergie (4.5) sur le volume V. En ôtant tous les termes inexistants ou négligeables
dans le cadre de cette étude, elle s'écrit de la même manière que l'équation (2.4) vue dans
�2.1.1. Le théorème de Green-Ostrogradski nous permet de projeter les termes de cette
équation sur la surface S bordant le volume V de la conduite. C'est ce qui est fait par
ANSYS/Fluent mais en ne prenant en compte que les termes convectifs et di�usifs. En
e�et, l'intégrale suivante est calculée :∮

S
(ρ~vh− k∇T ) .~nSdS = 0 (4.15)

au lieu de :∮
S

(ρ~vh− k∇T + ec~v − ¯̄τ.~v) .~nSdS = 0 (4.16)

L'équation (4.15) est correcte quand l'écoulement est non glissant car le terme ec~v est
négligeable et le terme ¯̄τ.~v est nul sur toute la surface S. Par contre, quand l'écoulement
est glissant, ce terme est non nul au niveau de la paroi puisque la vitesse ne l'est pas (voir
�2.2.2). L'équation (4.15) n'est donc pas su�sante quand l'écoulement est glissant.
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4.3 Introduction de modèles par les UDF

Nous venons de voir que les équations utilisées par ANSYS/Fluent décrivent bien les
écoulements que nous allons étudier. Cependant, les conditions aux limites et en particulier
celles de glissement ne sont pas toujours correctes par rapport à ce que nous avons vu dans
la première partie de cette thèse. Nous aurons besoin de modi�er certaines grandeurs, voire
même certaines équations. Pour ce faire, nous passons par ce qui est appelée une UDF.

Une UDF veut dire User De�ne Function. C'est un sous-programme écrit en langage
C qui fait appel à des macros développées par ANSYS/Fluent et qu'on peut implémenter
dans un calcul pour diverses raisons :

� Imposer un pro�l variable plutôt que constant comme condition limite (vitesse à
l'entrée, température ou �ux de chaleur à la paroi . . . ) ;

� Dé�nir une propriété variable lorsque les fonctions ne sont pas disponibles dans AN-
SYS/Fluent (conductivité thermique en fonction de la température . . . ) ;

� Introduire des équations de transport de scalaires passifs non traitées par le code ;
� Corriger un problème ou ce qui nous semble être une erreur dans notre cas ;
� . . .
Nous avons écrit une dizaine d'UDF pour, entre autres, les raisons citées ci-dessus. Les

plus importantes sont détaillées dans ce qui suit.

4.3.1 UDF visant à modi�er la condition de �ux nul à la sortie de la
conduite

Quand on simule numériquement l'écoulement d'un �uide dans une conduite ouverte,
on utilise par défaut, comme condition de sortie, ∂T∂n = 0 avec n = x, y, z, r,. . . .

Cette condition est largement utilisée dans la littérature et ne pose généralement pas de
problème. Cependant, elle a de l'in�uence lorsque le nombre de Péclet est inférieur à l'unité.
Dans ces cas, le champ de température est modi�é, pas seulement en sortie. La �gure 4.1
montre des pro�ls de la température moyenne débitante Tb rapportée à la température
d'entrée du �uide Te pour des écoulements incompressibles chau�és à �ux constant et pour
di�érents nombres de Reynolds dans une conduite plane de rapport de forme longitudinal
L/H = 200. Nous constatons que plus ce dernier est faible, plus le pro�l de température
s'aplatit près de la sortie de la conduite. l'in�uence de cette condition de sortie remonte
jusqu'à l'entrée de la conduite lorsque que Re = 0, 001 (�gure 4.1(d)).

L'une des solutions est de simuler des conduites plus longues et ne prendre en compte
que la partie qui nous intéresse. Cette solution ne fonctionne pas toujours. En e�et, le fait de
doubler la longueur de la conduite, par exemple, ne su�t pas dans tous les cas comme nous
pouvons le voir sur les �gures 4.2(a) et 4.2(b). Cette dernière montre l'évolution du nombre
de Nusselt local le long de la conduite pour des écoulements incompressibles où le nombre
de Nusselt local devrait tendre vers la valeur théorique Nu = 8, 235 lorsque les parois sont
à �ux imposé et en négligeant la di�usion axiale de chaleur (∂2T/∂x2 << ∂2T/∂y2). Sur
la �gure 4.2(b), nous constatons que non seulement le nombre de Nusselt n'atteint jamais
cette valeur mais que, de plus, la solution à l'entrée dépend de la longueur de la conduite.

Ceci prouve que ce phénomène n'est pas physique mais dû à la condition ∂T
∂n = 0 imposée

à la sortie de la conduite. Cette condition implique, en volumes �nis, que la température
sur les faces de la section de sortie est égale à la température des cellules adjacentes. Ce
qui correspond sur la �gure 4.3 à Tf1 = Tc.

Pour corriger ce problème, nous avons écrit une UDF qui, à chaque itération, impose
que la température sur les faces de la sortie de la conduite soit l'extrapolation linéaire
des températures des mailles adjacentes par le biais d'un terme de source de chaleur dans
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(a) Re=100 (b) Re=1

(c) Re=0,1 (d) Re=0,001

Figure 4.1 � Pro�l de température pour des écoulements incompressibles pour : (a)
Re=100, (b) Re=1, (c) Re=0,1 et (d) Re=0.001 (Pr = 0, 7)

(a) Re=0,1 (b) Re=0,001

Figure 4.2 � Pro�l du nombre de Nusselt pour des écoulements incompressibles quand la
longueur de la conduite L est égale à 1 ou 2 mm pour : (a) Re=0,1 et (b) Re=0,001
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Figure 4.3 � Schéma représentatif d'une cellule adjacente à la sortie de la conduite

l'équation de l'énergie. La condition ∂T
∂n = 0 devient alors :

∂2T

∂n2
= 0 , x = L (4.17)

Pour ce faire, nous partons de l'équation de l'énergie (4.5) décrite dans �4.2.1. Tous
nos calculs étant stationnaires pour des écoulements monophasiques et homogènes, cette
équation devient :

∇. [~v (ρe+ P )] = ∇. [k∇T + (¯̄τ.~v)] + Sh (4.18)

à l'aide de la dé�nition de l'énergie totale (4.6) et celle de l'enthalpie des écoulements
incompressibles (2.16) et en considérant la chaleur massique Cp constante en fonction de
la température, nous pouvons écrire :

h = Cp(T − Tref ) +
P

ρ
(4.19)

L'application du théorème de Green-Ostrogradski sur la maille présentée sur la �gure
4.3 donne :

4∑
i=1

[
~v

(
ρCp(T − Tref ) + ρ

v2

2
+ P

)]
. ~Ai =

4∑
i=1

[k∇T + (¯̄τ.~v)] . ~Ai + ShVc (4.20)

4∑
i=1

[~v (ρCp(T − Tref ))] . ~Ai +B =

4∑
i=1

k∇T. ~Ai +D + ShVc (4.21)

avec :

B =
4∑
i=1

[
~v

(
ρ
v2

2
+ P

)]
. ~Ai

D =
4∑
i=1

(¯̄τ.~v) . ~Ai

Sachant que :

~A1 =

(
∆y
0

)
, ~A2 =

(
0

∆x

)
, ~A3 =

(
−∆y

0

)
, ~A4 =

(
0
−∆x

)
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et en décomposant les sommes dans l'équation discrétisée (4.21), nous obtenons :

ρu1Cp(T1 − Tref )∆y +B′ = k
dT

dx

∣∣∣
1
∆y +D′ + ShVc (4.22)

avec :

B′ = B + ρv2Cp(T2 − Tref )∆x− ρu3Cp(T3 − Tref )∆y − ρv4Cp(T4 − Tref )∆x

D′ = D + k
dT

dy

∣∣∣
2
∆x− kdT

dx

∣∣∣
3
∆y − kdT

dy

∣∣∣
4
∆x

Comme ANSYS/Fluent impose la condition limite :

dT

dx

∣∣∣
1

= 0

qu'il remplace par

T1 = Tc

l'équation (4.22) devient alors :

ρu1Cp(Tc − Tref )∆y +B′ = D′ + ShVc (4.23)

Nous cherchons en revanche à imposer la condition (4.17) que nous discrétisons sous la
forme :

dT

dx

∣∣∣
1

=
dT

dx

∣∣∣
3

T1 − Tc
x1 − xc

=
Tc − Tc0
xc − xc0

T1 = Tc +
Tc − Tc0
xc − xc0

(x1 − xc)

L'équation (4.22) devient alors :

ρu1Cp

[(
Tc +

Tc − Tc0
xc − xc0

(x1 − xc)
)
− Tref

]
∆y+B′ = k

Tc − Tc0
xc − xc0

∆y+D′+ShVc (4.24)

Notre UDF doit transformer l'équation (4.23) en (4.24). Pour ce faire, nous passons
par le terme source Sh que nous imposons égal à la di�érence de ces deux équations :

Sh =
1

Vc

(
k
Tc − Tc0
xc − xc0

∆y − ρ1Cp,fu1
Tc − Tc0
xc − xc0

(x1 − xc)
)

(4.25)

Les résultats obtenus avec cette UDF sont montrés sur la �gure 4.4. Nous constatons que
le pro�l de température devient linéaire et le nombre de Nusselt local décroît rapidement
pour atteindre la valeur asymptotique Nu = 8, 235.

4.3.2 UDF dé�nissant le glissement dynamique quand l'écoulement est
incompressible

Rappelons que le logiciel ANSYS/Fluent modélise le glissement dynamique en se basant
sur un libre parcours moyen dé�nit comme suit :

λ =
kB√
2πσ2

(
T

P

)
(4.26)
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(a) Pro�l de Température (b) Pro�l du nombre de Nusselt

Figure 4.4 � Pro�l de température moyenne débitante (a) et du nombre de Nusselt local
(b) pour un écoulement incompressible et un �ux imposé aux parois avec Re=0,001 avec
et sans UDF corrigeant la condition de sortie

Cette écriture du libre parcours moyen ne pose pas de problème quand il s'agit d'un
écoulement de gaz parfait puisqu'elle représente la combinaison des deux équations suiv-
antes :

λ =
kB√
2πσ2

(
1

ρr

)
(4.27)

P = ρrT (4.28)

En se basant sur l'équation (4.27), le libre parcours moyen d'un écoulement incom-
pressible devrait être constant car la masse volumique ρ est constante. Ce qui donne une
vitesse de glissement constante lorsque l'écoulement est établi.

Cependant, ANSYS/Fluent utilise l'équation (4.26) dans laquelle tous les termes sont
constants sauf la pression et la température. En prenant, par exemple, un écoulement
incompressible isotherme, le libre parcours moyen ne sera fonction, dans l'équation (4.26),
que de la pression du �uide qui diminue, ce qui a pour conséquence l'augmentation de
λ tout au long du canal. De ce fait, la vitesse de glissement augmente à son tour, ce qui
modi�e complètement le champ de vitesse. En e�et, quand l'écoulement est incompressible,
la conservation du débit massique s'obtient par la conservation de la vitesse moyenne sur
toutes les sections de la conduite. Si la vitesse est modi�ée au niveau de la paroi dans
une section donnée, les vitesses dans la section seront modi�ées pour conserver le débit
massique. Dans notre cas, la vitesse de glissement qui est près de la paroi augmente le long
de la conduite. La vitesse au centre de la conduite diminue a�n de conserver le débit et
le pro�l de vitesse est donc de plus en plus aplati. La solution donnée par ANSYS/Fluent
pour un écoulement incompressible glissant et isotherme est donc erronée. Cela est valable
aussi pour les écoulements incompressibles non isothermes. La solution doit être corrigée
par le biais d'une UDF.

Comme nous n'avons pas accès au libre parcours moyen que le code calcule pour chaque
maille à l'aide de l'équation (4.26), nous avons dû procéder autrement. Nous sommes
passés par le tenseur des contraintes de cisaillement au niveau de la paroi. En e�et, AN-
SYS/Fluent permet de dé�nir le taux de cisaillement entre la paroi et le �uide (ou à
l'interface solide/�uide quand la paroi est épaisse). Quand l'écoulement est non glissant,
les particules �uides adhèrent à la paroi et le taux de cisaillement est maximal. Dans notre
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cas, les particules �uides glissent au niveau de la paroi ce qui génère un taux de cisaillement
en fonction de la viscosité du �uide et du gradient normal de vitesse à la paroi. Dans le
User's Guide, nous trouvons la dé�nition suivante [2] :

~τp = µ
∂~v

∂n

∣∣∣∣∣
p

(4.29)

Dans notre cas, nous avons d'une part :

~τp = −µ

(
∂u
∂y
∂v
∂y

)

≈ −µ
(∂u
∂y

0

)
τxp = −µ∂u

∂y
(4.30)

D'autre part, la vitesse de glissement dé�nie par l'équation (4.7) :

up − ug =
2− σu
σu

Kn
∂u

∂n
, vp = 0 (4.31)

−ug ≈
2− σu
σu

λ︸ ︷︷ ︸
∂u

∂y
(4.32)

ug = −Lg
∂u

∂y
(4.33)

ug = −Lg
(
uc − ug
yc − yg

)
(4.34)

ug =
Lg

δ + Lg
uc (4.35)

où Lg = 2−σu
σu

est la longueur de glissement et δ = yg − yc = yp − yc la distance entre la
paroi et le centre de la cellule adjacente notée par l'indice c.

En combinant les équations (4.30) et (4.33), et en remplaçant τxp par τp pour simpli�er
la notation nous obtenons :

τp =
µ

Lg
ug (4.36)

Ce qui permet d'écrire grâce à l'équation (4.35) :

τp =
µ

δ + Lg
uc (4.37)

L'équation (4.37) s'écrit facilement dans une UDF en calculant la longueur de glissement
Lg à partir du libre parcours moyen λ de l'équation (4.27). Pour véri�er si l'UDF donne de
bons résultats, nous avons e�ectué des calculs d'écoulements de gaz parfaits dans lesquels
nous imposons le glissement dynamique de deux manières di�érentes :

� 1/ en utilisant notre UDF ;
� 2/ en utilisant le glissement dé�ni par défaut dans le logiciel. Nous savons que cette
solution est correcte pour les écoulements de gaz parfaits comme expliqué précédem-
ment. Elle nous servira de validation de l'UDF que nous avons écrite.

Les deux solutions obtenues étant identiques, nous en concluons que notre UDF est
validée.
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4.3.3 UDF visant à corriger le �ux total à la paroi en présence de glisse-
ment

Nous avons montré dans �2.2.2 qu'en présence de glissement dynamique, le �ux total
à la paroi qp, quel que soit le type de condition de chau�age imposé à celle-ci, s'exprime
par l'équation 2.54 qui s'écrit :

k
∂T

∂y
= −µu∂u

∂y
+ qp (4.38)

Plusieurs tests ont été e�ectués avec ANSYS/Fluent a�n de comprendre comment est
traité le �ux total à la paroi quand elle est à �ux ou à température imposée. En d'autres
termes, nous avons cherché à savoir si la condition (4.38) est respectée. Pour ce faire,
nous avons e�ectué le calcul du bilan total des �ux de chaleur échangés au sein de la
conduite d'un cas donné en passant par les commandes de ANSYS/Fluent qui le calculent
directement. Par précaution, nous avons, également, écrit des UDF qui permettent de
calculer ce bilan. Avant de passer aux résultats, nous présentons les di�érentes équations
utilisées dans le calcul du bilan total des �ux de chaleur.

Di�érentes manières de calculer le bilan de chaleur

Nous avons vu dans �2.1.1 qu'il existe plusieurs façons pour exprimer l'équation de
l'énergie. Nous intégrons l'équation de l'énergie totale (2.4) sur le volume V de la conduite
comme suit :∫

V
∇. (ρCp (T − Tref )~v − k∇T + ec~v − ¯̄τ.~v) dV = 0 (4.39)

Par précaution, nous intégrons aussi l'équation de l'énergie sous forme enthalpique (2.6)
sur ce même volume V. Ceci permet de véri�er les résultats obtenus et de bien interpréter
les équations modélisées par ANSYS/Fluent. L'intégrale est la suivante :∫

V
∇. (ρCp (T − Tref )~v − k∇T ) dV =

∫
V
~v.∇PdV +

∫
V

¯̄τ : ∇~vdV (4.40)

Sachant que ce volume est délimité par les bords de la conduite, nous pouvons intégrer
les termes en divergence sur la frontière de la conduite, notée S, grâce au théorème de
Green-Ostrogradski. Les équations (4.39) et (4.40) deviennent respectivement :∮

S

(
ρCp (T − Tref )~v − k∇T + ec~S − ¯̄τ.~v

)
.~nSdS = 0 (4.41)

∮
S

(ρCp (T − Tref )~v − k∇T ) .~nSdS =

∫
V
~v.∇PdV +

∫
V
µφvdV (4.42)

L'équation (4.41) est écrite dans une UDF notée UDF1 et l'équation (4.42) dans une
autre UDF notée UDF2. De plus, ANSYS/Fluent nous permet de faire le bilan total sur
chaque bord de la conduite à l'aide de la commande total heat �ux qui fait le calcul de
l'équation (4.15).

Pour résumer, nous calculons le bilan thermique total de trois façons :

Par ANSYS/Fluent∮
S

(ρ~vh− k∇T ) .~nSdS = 0 (4.43)
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Par l'équation de l'énergie totale : UDF 1∮
S

(
ρCp (T − Tref )~v − k∇T − ¯̄τ.~v + ec~S

)
.~nSdS = 0 (4.44)

Par l'équation de l'énergie sous forme enthalpique : UDF 2∮
S

(ρCp (T − Tref )~v − k∇T ) .~nSdS +

∫
V

(~v.∇P + µφv) dV = 0 (4.45)

Notons que ANSYS/Fluent projette sur la normale INTÉRIEURE ~nS de chaque face
S alors que nos équations sont écrites en faisant les projections sur les normales EX-
TÉRIEURES des faces. Pour être conforme avec ANSYS/Fluent, nous allons projeter les
termes en divergence des équations (4.44) et (4.45) de la même façon. Ceci ne change pas
l'équation (4.44). Par contre, comme nous appliquons le théorème de Green-Ostrogradski
dans l'équation (4.45) et que ce théorème impose que les projections se fassent sur les nor-
males intérieures, nous devons réadapter cette équation en inversant les signes des termes
volumiques.

La surface S se décompose en quatre faces : la section à l'entrée de la conduite, celle
à la sortie, la paroi et la symétrie (la moitié de la conduite seulement est simulée pour
réduire le temps de calcul), soit S = Sentrée + Ssortie + Sparoi + Ssymétrie.

Il n'est pas nécessaire de faire les calculs sur le plan de symétrie car tous les termes en
∂
∂y sont nuls et les termes en ∂

∂x sont multipliés par 0.

Résultats sur le bilan total des �ux de chaleur

Les tests ont été e�ectués pour un écoulement glissant et compressible en prenant en
compte le travail des forces de pression et la dissipation visqueuse. La paroi est soumise à
un �ux de chaleur constant et égal à Qp = 0, 5W (densité de �ux qp = 5000W/m2 pour
une longueur de conduite L = 100µm). Les paramètres de simulation sont résumés dans le
tableau 4.1.

Gaz L H Te Pe Ps qp
(µm) (µm) (K) (kPa) (kPa) (W/m2)

Argon 100 1 300 400 100 5000

Table 4.1 � Paramètres de la simulation du cas testé pour le calcul du bilan thermique.

Les résultats des di�érents calculs sont résumés dans le tableau 4.2 où toutes les valeurs
sont des �ux de chaleur, ce qui nous mène aux remarques suivantes :

� Nous remarquons d'abord que le bilan total calculé par ANSYS/Fluent n'est pas
nul. On s'attendait à ce résultat puisque le logiciel ne prend pas en compte tous les
termes de l'équation de l'énergie (4.5) dans le calcul du bilan. Par contre, il utilise
cette équation pour la résolution du problème thermique. Ceci implique que le calcul
du bilan total, en présence de glissement, doit être fait sans utiliser les fonctionnalités
du code qui induisent des erreurs.

� À la paroi, on s'attendait à obtenir une valeur du �ux di�érente de celle donnée
par ANSYS/Fluent. D'après l'équation (4.15) et les résultats de la première ligne du
tableau 4.2, au niveau de la paroi le �ux total suivant est calculé par ANSYS/Fluent :

∫
Sp

(ρ~vh− k∇T ) .~nSpdSp = Qp =

∫ L

0
qpdx = 0, 5W (4.46)
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Or : ∫
Sp

(ρ~vh− k∇T ) .~nSpdSp =

∫ L

0

(
k
∂T

∂y

)
dx (4.47)

Donc :∫ L

0

(
k
∂T

∂y

)
dx =

∫ L

0
qpdx (4.48)

Ou encore :

qp = k
∂T

∂y
(4.49)

Cette dernière équation démontre que ANSYS/Fluent interprète le �ux total au
niveau de la paroi de la manière classique, sans tenir compte de la puissance des
forces visqueuses, à savoir le terme µu∂u∂y (voir équation 2.54 dans la section �2.2.2
pour plus de détails).

� Les deux expressions intégrales de l'équation de l'énergie, en terme d'énergie totale
(4.44) ou en terme d' enthalpie (4.45), conduisent quasiment au même bilan total ; la
di�érence (de 10 %) doit être due aux erreurs numériques dans les di�érents calculs
de post-traitement des �ux. En e�et, ANSYS/Fluent stocke les valeurs exactes des
di�érentes variables au centre des mailles. Cependant, les 2/3 de nos calculs se font
sur les faces du domaine par extrapolation des valeurs stockées dans les mailles
adjacentes. Nous pouvons donc supposer que l'écart entre les deux méthodes de
calcul s'explique par les erreurs de discrétisation des �ux pariétaux.

� Le calcul du �ux di�usif total à la paroi par le biais des UDFs con�rme bien ce que
nous avons présenté auparavant :∫ L

0

(
k
∂T

∂y

)
dx = 0, 505⇒

∫ L

0

(
k
∂T

∂y

)
dx ≈ qpL

� Le calcul de l'intégrale des contraintes visqueuses à la paroi par l'UDF 1 donne la
même valeur que celle du bilan total calculé par ANSYS/Fluent et qui correspond
à la valeur 0, 588W montrée par l'étoile (*) dans le tableau 4.2. Ceci n'a qu'une
seule explication : ANSYS/Fluent intègre bien le terme de puissance des contraintes
visqueuses lorsque l'équation de l'énergie (4.5) est résolue. Mais ce terme est récupéré
directement dans le volume, sans que les conditions limites thermiques ne soient
modi�ées. Ainsi, le gradient de température au niveau de la paroi est mal calculé.

En conclusion, la puissance des contraintes visqueuses dans le volume est bien mod-
élisée dans ANSYS/Fluent. En revanche, comme la condition à la limite sur la paroi est
écrite sans tenir compte de cette puissance (Eq.(4.49)), la solution du problème est fausse.
ANSYS/Fluent résout �nalement un autre problème que celui qu'il faudrait. Pour l'exem-
ple du tableau 4.2, le cas traité par ANSYS/Fluent correspond en fait à un écoulement où
le �ux total à la paroi est qpL = −0, 083W , comme on peut le lire dans le bilan à la paroi
calculé par l'UDF 1.

Correction du �ux total à la paroi

Pour simuler correctement un écoulement glissant quand la paroi est adiabatique ou
soumise à un �ux de chaleur uniforme, nous avons utilisé des UDF. Nous en avons écrit trois,
chacune procédant di�éremment mais donnant les mêmes résultats. Elles sont détaillées
dans ce qui suit :
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Si Entrée Sortie Paroi BilanTotal

Fluent (éq. (4.5)) -0,03 -0,115 0,5 0,588*

ρh~v.~nSi 0,025 0,13 0
UDF 1 k∇T.~nSi 0,04 3.10−4 -0,505

(éq.(4.44)) (¯̄τ.~v).~nSi 0 0 0,588* 0,018
ec~v.~nSi 1,4.10−3 -0,02 0

Bilan par surface -0,014 0,115 -0,083

ρh~v.~nSi 0,025 0,13 0
UDF 2 k∇T.~nSi 0,04 3−4 -0,505 0,020

(éq.(4.45) ) ~v.∇P -2,35
¯̄τ : ¯̄D 1,75

Table 4.2 � Calculs des di�érentes composantes du �ux de chaleur total pour les di�érentes
surfaces de la conduite ou sur le volume (W ). Le bilan total est égal à la somme des �ux
sur toutes les frontières du domaine.

UDF 1 : Nous passons par une condition de Dirichlet. Pour cela, nous partons de l'équa-
tion du �ux total à la paroi :

k
∂T

∂y
= −µu∂u

∂y
+ qp

La discrétisation de cette équation au niveau de la cellule adjacente à la paroi permet
d'écrire Tp comme suit :

Tp = Tc +
µ

k
(uc − ug) + qp

yp − yc
k

(4.50)

c indique le centre de la cellule adjacente à la paroi.

Dans la simulation, au lieu d'imposer un �ux de chaleur à la paroi, nous imposons
plutôt une température écrite sous la forme précédente en passant par les UDF.
Cette façon de faire est simple et les simulations sont assez rapides. Par contre,
si la paroi était épaisse, il serait impossible de l'intégrer au niveau de l'interface
solide/gaz. De plus, elle n'est valable que quand on ne tient pas compte du saut
de température à la paroi. En e�et, l'introduction de ce dernier rajoute une autre
variable : la température de glissement, notée Tg. Cela complique l'écriture de Tp en
fonction des autres variables. Nous avons donc laissé tomber cette UDF car elle est
très limitée d'utilisation mais nous a tout de même servi de comparaison avec les
deux autres pour e�ectuer leur validation.

UDF 2 : Cette UDF nous a été envoyée par le support utilisateur de ANSYS/Fluent
quand nous l'avons contacté pour signaler le problème 4. Cette UDF consiste à im-
poser un terme de source S de chaleur dans les mailles adjacentes à la paroi du coté
du �uide :

S = µu
ug − uc
yp − yc

1

Vc
(4.51)

Cette UDF a l'avantage d'être utilisable non seulement en présence de saut de tem-
pérature, mais aussi quand la paroi est épaisse. Nous avons comparé la solution

4. Nous travaillions à l'époque avec la version 14.5 de ANSYS/Fluent. Entre temps, d'autres versions
sont sorties et elles traitent correctement le �ux de chaleur à la paroi en présence de glissement. Par contre,
le bilan de chaleur est toujours mal post-traité.
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qu'elle donne avec celle de la première UDF. Nous avons constaté que les deux solu-
tions sont identiques, ce qui nous a permis de les valider mutuellement. Par contre,
et bien que la solution globale soit correcte, le gradient de température à la paroi
n'est pas modi�é par cette UDF. Ceci nous gène dans le calcul de certaines grandeurs
comme le nombre de Nusselt. Par conséquent, nous avons cherché un autre moyen
pour résoudre le problème.

UDF 3 : Puisque nous ne pouvions ni passer par une condition de Dirichlet, ni par un
terme de source de chaleur, nous nous sommes tournés vers le seul moyen qui nous
restait, à savoir : le �ux de chaleur à la paroi. Le problème est que quand on impose
un �ux de chaleur à la paroi, on doit l'imposer à travers le �ux di�usif. Pour avoir
la bonne condition à la limite, il faut plutôt imposer le �ux noté F égal à :

F = −µug
ug − uc
yp − yc

+ qp (4.52)

Ce �ux F est traduit par ANSYS/Fluent comme étant égal au �ux di�usif à la paroi,
de telle sorte à avoir :

k
∂T

∂y
= −µu∂u

∂y
+ qp

Cette UDF a été comparée avec les deux autres : elle donne exactement les mêmes
résultats et elle est plus rapide que l'UDF 2. De plus, elle nous permet de traiter
les cas avec glissement thermique contrairement à l'UDF 1. Par contre, il n'est pas
possible de l'utiliser quand la paroi de la conduite est épaisse. Comme notre étude
ne porte que sur les conduites à paroi mince, nous avons utilisé cette UDF pour la
résolution des écoulements glissants chau�és par un �ux de chaleur uniforme.

4.4 Conclusion

À l'issu de cette étude, nous parvenons aux conclusions suivantes :
� Quand le nombre de Péclet est inférieur à l'unité, la condition limite à la sortie
de la conduite ∂T/∂x = 0 in�uence signi�cativement le champ de température.
Nous avons tenté de corriger cette condition en imposant ∂2T/∂x2 à la sortie de la
conduite, de telle sorte que le pro�l de la température moyenne débitante soit linéaire.
La procédure s'est avérée e�cace mais seules des expériences pourraient indiquer la
condition de sortie appropriée à adopter pour de très faibles Pe.

� Le code ANSYS/Fluent résout correctement l'équation de l'énergie et, plus générale-
ment, les équations de transport. De plus, il permet de traiter tout type d'écoule-
ment (compressible ou incompressible, avec ou sans condition de glissement). Cepen-
dant, en régime glissant, les conditions aux limites thermiques aux parois sont mal
représentées quand les parois sont adiabatiques ou chau�ées uniformément. De plus,
le post-traitement des �ux pariétaux en cas de glissement est incorrect. Nous avons
la possibilité de corriger ces problèmes à l'aide d'UDF mais elles peuvent conduire
à de fortes augmentations des temps de calcul. Avec la version 15 d'ANSYS/Fluent
(2014), il est plus simple de simuler des écoulements glissants (les problèmes ont été
corrigés) mais le bilan total des �ux de chaleur reste toujours mal post-traité.
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Validations et résultats

Si les résultats obtenus avec ANSYS/Fluent sont bien validés en convection forcée, ils
le sont moins lorsque les conditions aux limites des équations de conservation doivent être
modi�ées, notamment pour les micro-écoulements avec glissement. C'est la raison pour
laquelle nous avons comparé nos résultats avec des résultats publiés récemment.

Pour mieux comprendre la physique des écoulements dans des microconduites, nous
avons traité les problèmes graduellement. Nous débutons par des écoulements non glissants,
dans des cas compressibles ou incompressibles. Nous considérons ensuite des écoulements
glissants qui sont, dans la littérature, le plus souvent supposés incompressibles.

5.1 Écoulements non-glissants : cas incompressible

5.1.1 Présentation du problème

Dans cette partie, l'écoulement est supposé incompressible, laminaire et non glissant.
A�n de valider nos résultats, nous considérons une conduite similaire à celle étudiée par
Nguyen [50, 51]. Dans ces articles, l'objectif est d'établir des corrélations utilisables à de
faibles nombres de Reynolds et de Péclet pour lesquels les di�usions axiales de quantité
de mouvement de chaleur ne sont pas négligeables. Soulignons ici, que les corrélations re-
portées dans la littérature courante sont basées sur de grands nombres de Reynolds et de
Péclet : pour tout type de section de conduite, on trouve que la longueur d'établissement
dynamique est xd = adReDh, que le coe�cient de perte de charge (ou de Darcy) en régime
dynamique établi est inversement proportionnel à Re, fD = bd/Re, que la longueur d'étab-
lissement thermique est xT = aTPeDh et que le nombre de Nusselt en régime thermique
établi est une constante si les propriétés thermophysiques sont indépendantes de la tem-
pérature.

La conduite est composée de deux parties : la première, de longueur L′, n'est pas
chau�ée et est considérée comme une extension amont de la partie chau�ée, de longueur
L, avec une densité de �ux uniforme, comme montré sur la �gure 5.1. Aux faibles nom-
bres de Reynolds que nous considérerons, le régime dynamique s'établit dans l'extension
de longueur L′ bien supérieure à la longueur xd d'établissement du régime dynamique. Le
régime thermique s'établit dans la partie chau�ée mais la solution obtenue est dépendante
de la longueur de l'extension. Dans [50], la longueur totale L′ + L est supposée su�sam-
ment grande pour ne pas in�uencer la solution, ce qui est loin d'être évident. Dans [51],
seul le problème thermique est étudié : le régime dynamique est supposé établi dès l'entrée
de l'extension (pro�l de Poiseuille en x = −L′, Fig.5.1) et deux types d'extension ont été
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considérées : à parois adiabatiques ou à parois isothermes maintenues à la température du
�uide à l'entrée. Pour un nombre de Péclet �xé, la longueur d'établissement thermique et
les nombres de Nusselt locaux dépendent du type de conditions aux limites appliquées aux
parois de l'extension. On peut penser que la réalité se situe entre ces deux cas.

Figure 5.1 � Domaine de la conduite simulée.

5.1.2 Modélisation et maillage

Les équations de conservation sont données au �2.1.2 et les propriétés du �uide sont
supposées constantes.

La présence de l'extension nécessite de modi�er les conditions aux limites présentées au
�2.2.1. Pour ce problème, elles s'écrivent :

x = −L′, ∀y ∈ [0, H/2], u = ue, v = 0, T = Te (5.1)

x = L, ∀y ∈ [0, H/2],
∂v

∂x
= 0,

∂2T

∂x2
= 0 (1) (5.2)

y = 0, ∀x ∈ [−L′, L],
∂u

∂y
= 0,

∂v

∂y
= 0,

∂T

∂y
= 0 (5.3)

y = H/2, ∀x ∈ [−L′, 0], u = v = 0,
∂T

∂y
= 0 (5.4)

y = H/2, ∀x ∈ [0, L], u = v = 0,
∂T

∂y
=
qp
k

(5.5)

Leur écriture adimensionnelle est la suivante :

X = −L
′

H
, ∀Y ∈ [0, 1/2], U = 1, V = 0, θ = 0 (5.6)

X =
L

H
, ∀Y ∈ [0, 1/2],

∂U

∂Y
= 0,

∂V

∂X
= 0,

∂2θ

∂X2
= 0 (5.7)

1. Cette condition est détaillée dans la partie 4.3.1
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Y = 0, ∀X ∈
[
− L′

H
,
L

H

]
,

∂U

∂Y
= 0,

∂V

∂Y
= 0,

∂θ

∂Y
= 0 (5.8)

Y = 1/2, ∀X ∈
[
− L′

H
, 0
]
, U = V = 0,

∂θ

∂Y
= 0 (5.9)

Y = 1/2, ∀X ∈
[
0,
L

H

]
, U = V = 0,

∂θ

∂Y
= 1 (5.10)

Avec :

θ =
T − Te
H

qp
k

(5.11)

Une étude de maillage a été menée et le maillage choisi est rectangulaire et ra�né
près de la paroi et à la jonction "zone adiabatique/zone chau�ée". Le nombre de mailles
dépend de la géométrie ou, plus précisément, de la longueur L′ de l'extension. En e�et,
cette dernière a été ajoutée dans le but de prendre en compte les e�ets de di�usion arrière
de chaleur à faibles nombres de Péclet. De ce fait, plus le nombre de Péclet est faible, plus
l'extension devrait être grande. Comme il est di�cile de prévoir la longueur de l'extension
avant de faire les calculs, une longueur arbitraire a été choisie au préalable (extension 5,5
fois plus longue que la zone chau�ée). Cette longueur est su�sante pour certains cas mais
insu�sante lorsque le nombre de Péclet est très faible. Une extension 55 fois plus longue
que la zone chau�ée (L′ = 1000H) a donc été simulée pour Pe ≤ 0, 05. Les maillages
employés sont indiqués dans le tableau 5.1.

L'étude a été menée avec l'air mais elle reste valable pour d'autres gaz car les résultats
sont adimensionnalisés. Les paramètres de simulation sont résumés dans le tableau 5.2. La
conduite est chau�ée par un �ux Qp = 2qpL = 0, 036W/m.

Pe L' (mm) N ′x L (µm) Nx H (µm) Ny

> 0.05 1 1000 180 1260 10 80
≤ 0.05 10 10000

Table 5.1 � Dimensions des conduites et maillages selon le nombre de Péclet

Te (K) qp (W/m2) ρ(kg/m3) µ(kg/m.s) Cp(J/kg.K) kf (W/m.K)

300 100 1,225 1, 7894.10−5 1006,43 0,0242

Table 5.2 � Paramètres �xés pour les simulations.

5.1.3 Validation des résultats

Partie dynamique
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La longueur d'établissement dynamique est la distance à laquelle la vitesse maximale
(sur l'axe) atteint 99% de sa valeur en régime dynamique établi, soit pour une conduite
plane umax/um = 0, 99×1, 5. La position adimensionnelle suivante est conventionnellement
utilisée dans la littérature :

X+ =
x/Dh

Re
avec Re =

ueDh

ν
et Dh = 2H (5.12)

Pour 1 ≤ ReDh ≤ 20, la corrélation donnée par Nguyen [50] s'écrit :

X+
d =

xd/Dh

Re
= 0, 004004 + 0, 1765/Re ⇒ xd = (0, 004004Re+ 0, 1765)Dh (5.13)

Cette corrélation montre que la longueur d'établissement dynamique est inférieure à un
dixième de la largeur H de la conduite lorsque Re = 1.

Lorsque Re >> 20 (en pratique Re ≈ 100), X+ devient quasiment constante et
xd/Dh ≈ 0, 011Re. La corrélation donnant le coe�cient de perte de charge reportée dans
[50] est :

fD =
96

Re
+

(
6, 6567

Re
+ 0, 6090

)
pour 1 ≤ Re ≤ 20 (5.14)

Le terme entre parenthèses représente l'augmentation de fD due à l'e�et de la di�usion
axiale de quantité de mouvement, importante à faibles Re. En supposant le gradient de
pression linéaire depuis l'entrée d'une conduite (∂p/∂x = ∆P/L), ∆P peut toujours s'écrire
en fonction de Re :

∆P = fD

(
L

Dh

)(
ρu2

m

2

)
= (

µ

Dh
)2 × 1

ρ
× L

Dh
(
fD
2

)Re2 (5.15)

Soit pour une conduite plane et en utilisant une corrélation du type (5.14) :

∆P = (
µ

Dh
)2 × 1

ρ
× L

Dh

[
48 +

1

2
(a+ bRe)

]
Re (5.16)

avec a = 6, 6567 et b = 0, 6090 dans l'équation (5.14).

Pour la conduite étudiée (H = 10−5m, L = 1, 8 10−4m) et de l'air à Te = 300K et
P = 1 atm (ρ = 1, 225 kg/m3, µ = 1, 7894 10−5 Pa.s), l'équation (5.16) conduit à :

∆P = 5, 881 [48 + (3, 238 + 0, 3045Re)]Re (5.17)

Soit ∆P = 303, 1Pa pour Re = 1, nombre de Reynolds correspondant à une vitesse
débitante um = ( µ

2ρH ) = 0, 73m/s. En appliquant les critères donnés dans Morini et al.
[Exp.Therm. Fluid Sci., 2011]

valeur moyenne du nombre de Mach : Ma < 0, 3 et
Ps − Pe
Pe

< 0, 05 (5.18)

on remarque que l'approximation d'incompressibilité est justi�ée lorsque la pression d'en-
trée est de l'ordre de 1 atm.
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En régime glissant, le coe�cient de perte de charge (fD) est réduit d'environ 10% pour
Kn = 0, 1 comme montré dans Morini et al. (2011) [49] et la vitesse débitante est donc
augmentée. Cependant, l'approximation d'incompressibilité devrait rester applicable pour
des ∆P inférieures à ≈ Pentree/20.

Le tableau 5.3 donne le rapport entre la vitesse maximale Umax et la vitesse débitante
Um à di�érentes positions adimensionnelles X+. Ces positions sont toutes à l'entrée de la
conduite, avant l'établissement dynamique de l'écoulement, à partir duquel Umax/Um =
1, 5. La dernière colonne de ce tableau donne la di�érence relative entre le rapport de vitesse
calculé et celui de [50]. Ces di�érences étant toujours inférieures à 2%, nous pouvons en
déduire que la dynamique des écoulements incompressibles à faibles nombres de Reynolds
est validée.

X+ Umax(X+)
Um(X+)

présent Umax(X+)
Um(X+)

[50] Di�érence %

0,0063 1,3258 1,3431 1,2897
0,0128 1,3337 1,3522 1,3714
0,0195 1,3430 1,3614 1,3513
0,0558 1,3889 1,4058 1,1994
0,0719 1,4063 1,4224 1,1313
0,1077 1,4375 1,4379 0,0252
∞ 1,5000 - -

Table 5.3 � Établissement dynamique pour Re = 1(um = 0, 73m/s)

A partir de nos calculs de chute de pression (sans extension) nous obtenons une relation
étendue à de plus faibles nombres de Reynolds. Soit :

fD =
96

Re
+

(
5, 824

Re
+ 0, 06616

)
pour 0, 01 ≤ Re ≤ 25 (5.19)

et donc

∆P = (
µ

Dh
)2× 1

ρ
× L

Dh
[48 + (2, 912 + 0, 0331Re)]Re pour 0, 01 ≤ Re ≤ 25 (5.20)

La di�érence maximale (à Re = 1) entre la partie due à la di�usion axiale (termes entre
parenthèses) de notre corrélation (Eq. (5.19)) et celle de Nguyen [50] (Eq. (5.14)) est de
18%.
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Figure 5.2 � Chute de pression en fonction de Re (H = 10µm,L = 180µm)

Partie thermique

Compte-tenu des longueurs d'extension retenues (tableau 5.1), l'écoulement est tou-
jours dynamiquement établi à l'entrée de la partie chau�ée.

Champ de température

La �gure 5.3 représente le champ de température pour Pe = 0, 5. On observe que le
gaz commence à chau�er avant d'atteindre la zone chau�ée du fait de la di�usion inverse,
en d'autres termes T (0) > Te. Avec la condition de sortie ∂2T/∂x2 = 0 (UDF décrite au
� 4.3.1 4.3.1), le gaz sort à une température Ts = T (0) + (2qpL/ṁCp). Sans extension,
la température de sortie serait Ts = Te + (2qpL/ṁCp) : le gaz sortirait donc plus froid.
Comme la di�usion inverse est importante à faibles nombres de Péclet, il est important de
simuler le plus correctement possible les conditions thermiques à l'entrée de la conduite.
Cela peut être fait :
1/ en imposant à l'entrée une température mesurée expérimentalement,
2/ en ajoutant une extension géométrique en amont de la conduite permettant de repro-
duire des conditions thermiques plus proches des conditions réelles.

Comme nous ne disposons pas de résultats expérimentaux, nous avons retenu la sec-
onde solution.

Nous avons étudié l'importance de la di�usion en calculant son étendue dans la zone
adiabatique amont. Nous nous sommes �xés un critère qui correspond à une position à
partir de laquelle le �uide commence à chau�er. Cette position représente la coordonnée
adimensionnelle X1 = x1/H qui véri�e :

θf (X1) = θe + 0.01(θf (0)− θe) ou Tm(x1)− Te = 0, 01(Tm(0)− Te) (5.21)
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Figure 5.3 � Champ de température à l'entrée de la conduite pour Pe = 0.5

ou bien à la coordonnée X2 = x2/H plus éloignée de l'entrée de l'extension pour laquelle :

θf (X2) = θe + 0.05(θf (0)− θe) (5.22)

Ces longueurs sont reportées dans le tableau 5.4.

Pe −X1 −X2

0.05 181 118
0.1 80,8 56,6
0.5 18,0 11,8
1 9,05 5,8
5 2,0 1,2
10 0,4 0,63

Table 5.4 � Longueurs X1 = x1/H et X2 = x2/H pour 0.05 ≤ Pe ≤ 10

À partir du tableau 5.4, on constate qu'à grand nombre de Péclet (Pe ≥ 1), le �ux
di�usif est négligeable dans l'extension, ce qui se traduit par T (0) ≈ Te. Dans ce cas, on
peut se contenter d'une extension de longueur L′ = 5H.

Par contre, plus le nombre de Péclet diminue, plus cette longueur devient importante.
Par exemple, pour Pe = 0.05, la zone de conduction remonte dans l'extension à une
longueur de l'ordre de 45H. Ceci a un impact direct sur la température du �uide. En e�et,
T (0) peut être largement supérieur à Te, ce qui modi�e complètement la solution.

Le tableau 5.5 montre la di�érence relative sur l'augmentation de température du �uide
en appliquant ou non l'extension pour di�érents nombres de Péclet. On dé�nit deux écarts
de température, un écart total et un autre partiel comme suit :

∆Ttotale = T (L)− Te (5.23)

∆Tpartielle = T (L)− T (0) (5.24)

Diff =
∆Ttotale −∆Tpartielle

∆Ttotale
× 100 =

T (0)− Te
T(L)− Te

× 100 (5.25)

Le tableau 5.5 con�rme la nécessité de prendre une extension à faible nombre de Péclet,
sinon le champ de température simulé peut être très di�érent (�gure 5.4). Par exemple,
la �gure 5.4 montre que T (0)− Te = ∆Ttotale −∆Tpartielle ≈ 31K pour Pe = 0, 1 et que
T (0)− Te ≈ 127K pour Pe = 0, 05.
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Pe Di� (%)
0.05 68.6
0.1 52.0
0.5 18.0
1 9.9
5 2.4
10 1.5

Table 5.5 � Di�érence sur le gain de température du �uide pour 0.05 ≤ Pe ≤ 10

Figure 5.4 � Variations de ∆Ttotale et de ∆Tpartielle en fonction du nombre de Péclet
(H = 10µm,L = 180µm, Te = 300K, qp = 100W/m2).

Longueur d'établissement du régime thermique

Des corrélations donnant la longueur d'établissement thermique en régime dynamique
établi et le nombre de Nusselt pour une conduite chau�ée uniformément ont été proposées
dans [51]. Elles s'écrivent :

Lth = (0, 1438+0, 006977Pe)Dh+ et Nuinc(∞) = 0, 01604+0, 2681/Pe 1 ≤ Pe ≤ 5

(5.26)

Lth = (0, 1386+0, 00854Pe)Dh+ et Nuinc(∞) = 0, 02706+0, 2261/Pe 5 ≤ Pe ≤ 20

(5.27)

Dans cet article, l'abscisse adimensionnelle pour le problème thermique est dé�nie par :

X∗ =
x/Dh

RePr
=
X/2

Pe
= Gz−1 (5.28)
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où Gz = RePr
x/Dh

est le nombre de Graetz. On dé�nit aussi un nombre de Nusselt dit "incré-
mental" par :

Nuinc(X
∗) =

(
Num(X∗)−Nu(X∗)

)
(5.29)

où les nombres de Nusselt locaux et moyens sont dé�nis par :

Nu(X∗) =
hDh

kf
=

4

θp(X∗)− θm,d(X∗)
avec θm,d(X

∗) =

∫ 1/2
0 U(X∗)θ(X∗)dY∫ 1/2

0 U(X∗)dY
(5.30)

et

Num(X∗) =
1

X∗

∫ X∗

0
Nu(X∗)dX∗ (5.31)

On dé�nit la longueur d'établissement thermique adimensionnelle L∗th basée sur la coor-
donnée X∗ par :

Nu(L∗th) = 1.05Nu(∞) avec L∗th =
Lth/Dh

Pe
et Nu(∞) = 8, 2353 (5.32)

Le tableau 5.6 permet de comparer nos résultats avec ceux du tableau 11 de [51] où
sont reportés Nuinc et L∗th pour Pe ≥ 1. Les di�érences entre ces résultats sont toujours
inférieures à 3%.

Pe Nuinc(∞) L∗th
Simulation [51] Di�érence (%) Simulation [51] Di�érence (%)

1 0,2795 0,2861 2,3 0,1474 0,1511 2,4
5 0,07391 0,07296 1,3 0,03634 0,03631 0,1
10 0,04918 0,04850 1,4 0,02209 0,02229 0,9

Table 5.6 � Établissement thermique pour Pe = 1, 5, 10 et comparaisons avec [51].

Cette comparaison nous permet de valider la partie thermique de nos simulations et
d'étendre les calculs à Pe < 1. Les corrélations obtenues à partir de nos calculs s'écrivent
pour 1 ≤ Pe ≤ 20 :

Nuinc(∞) = 0, 26383
( 1

Pe

)
+ 0, 019868 (5.33)

L∗th = 0, 145131
( 1

Pe

)
+0, 004983 =⇒ Lth = (= 0, 145131+0, 004983Pe)Dh (5.34)

Les écarts sont de l'ordre de 5% avec la corrélation (5.26) pour Lth et inférieurs à 5% avec
la corrélation (5.26) pour Nuinc,(∞).

Extension des calculs au domaine 0, 01 ≤ Pe ≤ 1

Les résultats obtenus sont reportés dans le tableau 5.7. Les courbes Nuinc(∞) =
f1(1/Pe) (�gure 5.5) et L∗th = f2(1/Pe) (�gure 5.6) montrent que Nuinc et L∗th sont,
approximativement, inversement proportionnels au nombre de Péclet.
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Pe Nuinc(∞) L∗th
0,01 25,2945 13,9100
0,05 5,0765 2,7750
0,1 2,5482 1,3986
0,5 0,5163 0,2853
1 0,2795 0,1474

Table 5.7 � Établissement thermique de l'écoulement pour Pe compris entre 0,01 et 1.

Figure 5.5 � Variation du nombre de Nusselt incrémental en fonction de 1/Pe

Figure 5.6 � Variation de la longueur d'établissement thermique en fonction de 1/Pe

Nos résultats conduisent aux corrélations suivantes qui représentent les variations de
Nuinc(∞) et de L∗th pour 0, 01 ≤ Pe ≤ 1 :

Nuinc(∞) = 0, 26383
( 1

Pe

)
+ 0, 019868 (5.35)

L∗th = 0, 145131
( 1

Pe

)
+ 0, 004983 =⇒ Lth = (0, 145131 + 0, 004983Pe)Dh (5.36)
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Figure 5.7 � Variation de la température moyenne débitante de sortie de l'air en fonction
de 1/Pe (L = 180µm, qp = 100W/m2 et Te = 300K).

La longueur d'établissement thermique dimensionnelle augmente donc avec le nombre
de Péclet (résultat bien connu à grands Pe) mais on peut la considérer comme constante
lorsque Pe < 1 (Lth ≈ 0, 29H). En général, L >> H pour les microconduites et donc ce
résultat montre que la longueur d'établissement du régime thermique est négligeable sous
l'approximation d'incompressibilité. 1

La �gure 5.7 représente la variation de la température moyenne débitante de sortie,
Tm(L), en fonction de 1/Pe lorsque L = 180µm, qp = 100W/m2 et Te = 300K. On
remarque que Tm(L) croît très rapidement lorsque le nombre de Péclet diminue. Dans ce
cas, Tm(L) peut être corrélée en fonction de Pe par la relation

Tm(L) = 294, 22 e(0,0254/Pe) (K) (5.37)

Nombre de Nusselt

Pour un écoulement incompressible entre deux plans parallèles à �ux imposé avec ou
sans extension adiabatique amont, le nombre de Nusselt à l'entrée de la conduite tend
vers une valeur in�niment grande. En e�et, la température moyenne du �uide à l'entrée de
la conduite et les températures des parois étant quasiment égales, le nombre de Nusselt,
dé�ni par Nu =

qpDh
k(Tp−Tb) , atteint une très grande valeur mais ce résultat n'a pas de sens

physique. Plus le �uide progresse dans la conduite, plus l'écart de température (Tp − Tb)
augmente (dans une conduite chau�ée uniformément) jusqu'à ce que cet écart se stabilise.
Le régime thermique est alors établi et le nombre de Nusselt local est constant.

Ce résultat reste valable pour des écoulement glissants mais la constante dépend du
nombre de Knudsen, comme démontré analytiquement dans Sparrow et Lin (1962) [62].

C'est ce que montre la �gure 5.8 qui représente l'évolution de Nu le long de la con-
duite en fonction de la coordonnée adimensionnelle X∗. Cette représentation usuelle, de

1. Pour les gaz (Pr ≈ 1), les longueurs d'établissement dynamique et thermique ont des valeurs proches.
Donc la longueur d'établissement dynamique est très faible devant celle de la conduite. Compte-tenu des
faibles nombres de Reynolds, les écoulements incompressibles sont de type Poiseuille : il est donc inutile de
résoudre les équations de Navier-Stokes complètes, sauf si les propriétés physiques varient fortement avec
la température, et la résolution de l'équation de l'énergie est numériquement triviale.
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Figure 5.8 � Variation du nombre de Nusselt local en fonction de X∗ = Gz−1

type Nu(x) = f(Gz−1), masque cependant la physique car on pourrait penser que Lth
augmente lorsque Pe diminue. En fait, comme x = X∗PeH la question est de savoir si X∗

augmente plus ou moins vite que 1/Pe. La réponse apportée par la �gure 5.8 est claire :
L∗th ≈ 30 pour Pe = 0, 01 et L∗th ≈ 5 pour Pe = 1, donc la longueur physique, Lth, est
diminuée de 100/6 ≈ 16 quand Pe passe de 1 à 0,01.

Ces résultats ont été obtenus avec des extensions de longueurs L′ = 500Dh pour Pe < 1
et L′ = 50Dh pour Pe ≥ 1. A�n de réduire les temps de calcul, la longueur de l'extension
pourrait être adaptée à la valeur de Pe. Les �gures 5.9 et 5.10 montrent que le pro�l du
nombre de Nusselt ne dépend plus de L′ au delà d'une certaine valeur, dépendante de Pe.
Pour Pe = 1 (Fig. 5.9), une extension de longueur L′ = 1Dh su�t mais il faut augmenter
sa longueur jusqu'à L′ = 50Dh pour Pe = 0, 05 (Fig. 5.9). Au plus faible nombre de
Péclet considéré (Pe = 0, 01), une extension de longueur L′ = 500Dh est nécessaire car la
longueur de la zone de di�usion amont est considérable.

Flux thermiques échangés

Les �ux de chaleur sont calculés avec ANSYS/Fluent comme expliqué dans �4.2.4. Le
bilan (4.15) est décomposé en trois �ux : à l'entrée, à la sortie de la conduite et aux parois.
Ces �ux s'écrivent :

� Flux thermique à l'entrée de la zone chau�ée de la conduite (S0 en x = 0) :

Q0 =

∫∫
S0

(−k∇Tf + ρCp~uTf ) · ~n dS0 (5.38)

� Flux thermique à la sortie de la conduite :

Qs =

∫∫
Ss

(−k∇Tf + ρCp~uTf ) · ~n dSs (5.39)
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Figure 5.9 � In�uence de la longueur de l'extension sur les variation du nombre de Nusselt
local (Pe = 1).

Figure 5.10 � In�uence de la longueur de l'extension sur les variation du nombre de
Nusselt local (Pe = 0, 05).

� Flux thermique à la paroi :

Qp =

∫∫
Sp

−k∇Tf · ~ndSp (5.40)

Dans ces équations, ~n correspond à la normale entrante.
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Le �ux total est aussi :

Qp = 2qpL (5.41)

De plus, nous calculons le �ux net convecté par le �uide :

Qconv = ṁCp(Ts − T (0)) (5.42)

Les �ux sont représentées en fonction de Pe sur la �gure 5.11 pour Pe > 1 et sur la
�gure 5.12 pour Pe < 1.

Figure 5.11 � Flux échangés au sein de la conduite pour Pe≥1

Quel que soit Pe, on véri�e la conservation du �ux total 2 . Soit :

Q0 +Qs +Qp = 0 (5.43)

D'autre part, nous remarquons que :

Qconv ≈ 2qpL ∀ Pe (5.44)

En conclusion, pratiquement tout le �ux imposé à la paroi de la conduite est convecté par
le �uide.

Nous constatons aussi que pour Pe ≈ 0.01, le �ux total à l'entréeQ0 est négatif. Comme
les �ux sont projetés sur les normales entrantes, cela traduit qu'à très faibles nombres de
Péclet, la di�usion inverse se propage sur une longueur amont aussi grande que 1000H.
En d'autres termes, une petite quantité de chaleur s'échappe par l'entrée de la conduite,
d'où l'utilité de placer une extension pour limiter son importance.

2. Le bilan de �ux est e�ectué en excluant les dernières mailles du domaine, près de la sortie, dans
lesquelles un terme de source correctif de la condition de sortie est imposé
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Figure 5.12 � Flux échangés pour Pe≤ 1

5.2 Écoulements compressibles non glissants

Les e�ets de compressibilité peuvent être importants en micro�uidique gazeuse. Dans
ce mémoire de thèse, on considère des écoulements de gaz mono ou diatomique (Ar, N2,
air) que l'on assimile à des gaz parfaits. Cette hypothèse implique que la pression du gaz
à l'entrée de la conduite ne dépasse pas 5 bars.

Dans cette partie, il n'est pas nécessaire de placer une extension à l'entrée de la con-
duite. En e�et, nous voulons faire apparaître les e�ets de compressibilité ce qui nécessite
d'imposer de fortes di�érences de pression entre l'entrée et la sortie de la conduite. Par
conséquent, les nombres de Péclet sont supérieurs à l'unité dans ce qui suit. De plus, la
condition ∂T

∂x = 0 que nous appliquons en sortie de conduite n'a pas une grande in�uence
pour ces nombres de Péclet (nous n'avons donc pas à la corriger en la remplaçant par
la condition ∂2T

∂x2
= 0). Les équations de transport décrivant ce type de problèmes sont

détaillées au �2.1.1 et les conditions aux limite au �2.2.1.

Nous partons d'une étude réalisée par Hong et al. [32] pour la validation des résultats.
Le schéma de la conduite est représenté sur la �gure 5.13. Le gaz (de l'air) se trouve
initialement dans un réservoir pressurisé dont la pression Pstg et la température Tstg sont
connues (l'indice stg fait référence au terme "stagnant"). Ce réservoir est relié à une conduite
ouverte sur l'atmosphère (Ps = 1 atm). Cependant, comme il est di�cile de simuler le
réservoir, seule la conduite est simulée. Cela implique de calculer la pression Pe et la
température Te à l'entrée de la conduite, qui sont di�érentes de Pstg et Tstg. Le calcul se
fait itérativement et il est détaillé dans la section suivante.

5.2.1 Description du calcul itératif

La pression à l'entrée de la conduite est calculée à l'aide de l'équation (5.46). Mais la
masse volumique ρe à l'entrée de la conduite n'est pas connue. Nous utilisons donc l'équa-
tion (5.45) qui fait apparaître une nouvelle inconnue : la vitesse ue à l'entrée de la conduite.
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Figure 5.13 � Schéma de la conduite pour l'écoulement compressible [32]

Nous avons donc 2 équations et 3 inconnues. Comme troisième équation, nous utilisons l'-
expression du débit massique, Eq. (5.47). Mais cette équation comporte le débit massique
ṁ qui est inconnu. Nous nous retrouvons maintenant avec 3 équations et 4 inconnues et
nous ne disposons pas d'autre équation.

La solution consiste à imposer initialement Te = Tstg et Pe = Pstg dans la simulation.
Après une itération avec ANSYS/Fluent, un débit massique ṁ est généré. Nous nous
retrouvons donc avec 3 équations et 3 inconnues. Le calcul devient possible mais seulement
itérativement. Pour ce faire, nous utilisons une UDF qui fait ce calcul itératif. Comme pour
tout calcul itératif, nous devons initialiser une inconnue. Notre choix a porté sur la vitesse
ue dont la valeur initiale doit être strictement supérieure à 0. Nous avons choisi ue = 1m/s.
Le calcul itératif s'e�ectue selon les étapes suivantes :

1. Comme ue est initialisé (ou recalculé), nous pouvons calculer la pression Pe à l'aide
du théorème de Saint-Venant [8] :

Pe = Pstg =

[
1− u2

e

2γistg

]γ/γ−1

(5.45)

où i = 1
γ−1

P
ρ = r

γ−1T
3

2. Cette nouvelle pression nous permet de calculer une nouvelle masse volumique ρe à
l'aide de l'équation suivante qui décrit les transformations isentropiques :

Pstg
ργstg

=
Pe
ργe

=⇒ ρe = ρstg

[
Pe
Pstg

]1/γ

(5.46)

3. En�n, cette masse volumique nous permet de recalculer une nouvelle vitesse ue à
l'aide du débit massique généré :

ṁ = ρeueh =⇒ ue =
ṁ

ρeh
(5.47)

Cette vitesse est réinjectée dans la première étape, ce qui génère une nouvelle pression
Pe réinjectée dans la deuxième étape pour calculer une nouvelle masse volumique ρe,
réinjectée dans la troisièmes étape pour donner une nouvelle vitesse ue et ainsi de
suite jusqu'à la convergence du calcul itératif.

Quand la convergence du calcul itératif est atteinte, l'UDF a calculé la pression Pe et
la masse volumique ρe qui permettent de calculer directement la nouvelle température Te
par la loi des gaz parfaits :

Te =
Pe
rρe

(5.48)

3. Dans [32], cette équation est mal écrite mais surement bien utilisée puisque nous obtenons les mêmes
résultats
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Cette même UDF impose les nouvelles valeurs de Pe et Te à l'entrée de la conduite et
ANSYS/Fluent e�ectue sa deuxième itération. À la �n de cette itération, un nouveau
débit massique est généré, ce qui donne naissance à de nouvelles pression et température
à l'entrée de la conduite calculées par l'UDF et ainsi de suite jusqu'à la convergence de la
simulation du code.

Il faut noter que les simulations sont très lentes et mettent beaucoup de temps à
converger. En e�et, l'UDF que nous avons écrite e�ectue un calcul itératif : la pression
et la température à l'entrée sont recalculées à chaque itération, ce qui correspond à deux
calculs itératifs emboîtés l'un (celui de l'UDF) dans l'autre (celui de ANSYS/Fluent). Sans
UDF, le temps de convergence est vingt fois moindre.

5.2.2 Résultats des simulations numériques

Les simulations ont été e�ectuées en utilisant les mêmes paramètres que dans Hong et
al. [32] qui sont reportés dans le tableau 5.8. Les propriétés thermophysiques sont celles de
l'air à Tstg = 300K et sont supposées indépendantes de la température. La largeur de la
conduite est H = 10µm et sa longueur est L = 2000µm. La comparaison porte sur quatre
simulations : deux valeurs de densité de �ux, qp = 103W/m2 et qp = 104W/m2, et deux
valeurs de pression stagnante, Pstg = 150 kPa et Pstg = 500 kPa. Notons que, pour un �ux
de chaleur donné, le nombre de Reynolds, Re = 2ṁ/µ, ne dépend que de Pstg alors que le
nombre de Mach dépend de Pstg mais varie aussi dans la direction de l'écoulement.

r (J/kg.K) γ µ (kg/m.s) Cp (J/kg.K) kf (W/m.K)

287 1,4 1, 862.10−5 1006,43 0,0261

Table 5.8 � Propriétés thermophysiques de l'air à 300K utilisées pour les comparaisons
avec Hong et al. [32].

Le nombre de Mach local est calculé par :

Ma(x) =
um(x)√
γ Pm(x)
ρm(x)

(5.49)

Les di�érences relatives entre les simulations de [32] et les nôtres sur les nombres de

Pstg qp Re Mas
(kPa) (W/m2) Simulation [32] Di�érence (%) Simulation [32] Di�érence (%)
150 103 17 17 0 0,040 0,040 0

104 10 10 0 0,037 0,036 2,8
500 103 280 287 2,4 0,614 0,631 2,7

104 273 281 2,8 0,614 0,630 2,5

Table 5.9 � Nombres de Reynolds et de Mach à la sortie de la conduite pour Pstg =
150 kPa et 500 kPa et pour qp = 103W/m2 et qp = 104W/m2 (H = 10µm, L = 2000µm).

Reynolds et de Mach sont reportées dans le tableau 5.9. Ces di�érences sont inférieures à
3%, ce qui nous permet de valider nos résultats.
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(a) Pstg = 150 kPa (b) Pstg = 500 kPa

Figure 5.14 � Variation longitudinale du nombre de Mach Ma pour : (a) Pstg = 150 kPa,
(b) Pstg = 500 kPa (Dh = 20µm).

La �gure 5.14 montre l'évolution du nombre de Mach le long de la conduite en fonction
de la coordonnée axiale adimensionnelle dé�nie conventionnellement par X∗ = x/Dh

Pe =
Gz−1. Nous constatons qu'à faible pression stagnante (faible nombre de Mach), le �ux
imposé à la paroi in�ue non seulement sur la thermique mais aussi sur la dynamique. En
e�et, les e�ets de compressibilité étant faibles, il n'y a que le �ux de chaleur imposé à la
paroi qui agit sur le champ de température, relié à la masse volumique par la loi des gaz
parfaits. De ce fait, la dynamique est aussi modi�ée. Si on augmente le �ux de chaleur, la
température sera plus importante mais le nombre de Mach, inversement proportionnel à
la température, sera plus faible. C'est ce que nous pouvons observer sur la �gure 5.14(a).

Figure 5.15 � Chute de pression le long de l'axe de la conduite pour Pstg = 500 kPa et
qp = 104W/m2 (Pe = 196, Dh = 20µm).

À plus grande pression stagnante (Pstg = 500 kPa), l'in�uence du �ux de chaleur sur
le nombre de Mach devient négligeable (Fig. 5.14(b)). Les e�ets de compressibilité étant
dominants dans ce cas, le �uide subit une détente, ce qui entraîne son refroidissement. Nous
remarquons que la détente se situe à proximité de la sortie de la conduite. Ceci s'explique
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Figure 5.16 � Température adimensionnelle de la paroi le long de la conduite pour Pstg =
500 kPa et qp = 104W/m2 (Pe = 196, Dh = 20µm) : T ∗p (0) = 0, 1355, T ∗p,max(0, 472) =
1, 728, T ∗p,s(0, 510) = 1, 271.

à l'aide de la �gure 5.15 qui représente la chute de pression le long de la conduite. Nous
constatons que la pression varie quasi-linéairement, sauf à la sortie de la conduite où elle
chute brutalement. Cette chute de pression se traduit par une détente qui transforme une
partie de l'énergie interne en énergie cinétique. De ce fait, le gaz accélère en refroidissant.

La �gure (5.16) représente l'évolution de la température adimensionnelle le long de la
conduite, présentée avec celle reportée dans Hong et al. [32], avec :

T ∗ =
Tp − Te
qpDh/k

(5.50)

Pour les données de la �gure 5.16, la température de la paroi (en K) s'obtient en
fonction de T ∗ par la relation :

Tp(x) = Te + (
qpDh

k
)T ∗ = Te + 7, 663T ∗ avec Te = 297, 15K (5.51)

La �gure 5.16 montre que la variation maximale de Tp est Tp,max − Te = 11, 2K en
xmax = DhPeX

∗
max = 1810µm et que la chute de température due à la détente est

Tmax − Ts = 3, 5K. Ces faibles variations de température justi�ent l'hypothèse de pro-
priétés physiques constantes.
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5.3 Écoulements compressibles avec glissement dans des con-
duites planes à parois isothermes ou adiabatiques

Une étude expérimentale réalisée au laboratoire IUSTI (université d'Aix Marseille) [27]
nous a permis de disposer de quelques résultats expérimentaux d'écoulements micro�u-
idiques glissants. Toutes les expériences ont été e�ectuées sans chau�age et avec de faibles
di�érences de pression pour éviter les variations de température dues aux e�ets de com-
pressibilité. Nous pouvons donc supposer les écoulements isothermes, ce qui se traduit
numériquement par une paroi adiabatique ou bien isotherme en imposant une température
constante et égale à celle du gaz à l'entrée. Le but de ces expériences est de remonter aux
propriétés du glissement dynamique à l'aide de calculs analytiques développés par Arkilic
[3]. Parmi ces propriétés, le coe�cient d'accommodation dynamique est évalué. Dans ces
expériences, la conduite est rectangulaire de dimensions :

H = 27, 91µm W = 504, 00µm L = 15, 06mm

dans les directions y, z et x, respectivement.

Cette conduite est reliée à deux réservoirs contenant de l'argon, comme montré sur la
�gure 5.17. La di�érence de pression entre les deux réservoirs génère un écoulement dans
la microconduite et le débit est mesuré à l'aide de capteurs de pression. La température
ambiante et celles des réservoirs sont aussi mesurées.

Figure 5.17 � Schéma du dispositif expérimental [27]

Nous avons simulé quelques unes de ces expériences en 2D. En e�et, la profondeur W
étant très supérieure à la largeur H de la conduite, on peut supposer que l'écoulement s'-
e�ectue entre deux plans parallèles. Cette approximation, justi�ée dans [27], a été utilisée
pour interpréter les mesures. Compte tenu des conditions de symétrie, seule la moitié de la
conduite est simulée. Notons que le coe�cient d'accommodation dynamique évalué dans
[27] est utilisé dans la simulation comme paramètre d'entrée pour modéliser le glissement
dynamique.

L'allongement de la conduite est L/H = 540. Pour compléter notre étude, nous allons
aussi étudier une conduite plus courte dont l'allongement est L/H = 100 (H = 27, 91µm
, L = 2, 79mm). Pour cette conduite, nous nous limiterons à comparer les résultats
numériques et analytiques. Les conduites longue et courte sont notées C1 et C2, respec-
tivement. Nous allons aussi étudier des di�érences de pression plus importantes que celles
utilisées dans [27]. Le but est de simuler des variations de température plus importantes
a�n d'étudier la validité du calcul analytique [3] purement isotherme. Toutes ces études ont
été menées avec une paroi isotherme. Les résultats sont discutés au �5.3.3. Comme nous
avons rajouté des cas très compressibles, donc non isothermes, nous les avons étudiés en
tenant compte d'un saut de température au niveau de la paroi (isotherme ou adiabatique).
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Les résultats liés à cette dernière étude sont présentés au �5.3.4.

Avant de passer aux di�érents résultats, nous présentons brièvement le calcul analytique
au �5.3.1 et les paramètres de simulation au �5.3.2. Les équations de transport sont celles
décrites au �2.1.1 et les conditions aux limites au �2.2.

5.3.1 Brève présentation du calcul analytique [3]

Plusieurs conditions et hypothèses simpli�catrices ont permis d'obtenir la solution an-
alytique d'un écoulement glissant. Nous citons les plus importantes :

� écoulement unidirectionnel (u(x, y), v = 0) ;
� écoulement stationnaire ;
� forces d'inertie et de gravité négligées ;
� gaz parfait ;
� glissement dynamique du premier ordre ;
� écoulement isotherme ;
� P=P(x) ;
� conduite de grand allongement L/H.
Avec ces hypothèses, l'équation de conservation de la quantité de mouvement se réduit

à :

∂2u

∂y2
=

1

µ

dP

dx
(5.52)

Cette équation se résout à l'aide des conditions aux limites suivantes :

- en y = 0, ∀x ∈ [0, L] :
∂u

∂y
= 0)

- à la paroi, en y = H/2, ∀x ∈ [0, L] : ug =
σu − 2

σu
λ
∂u

∂y

∣∣∣∣
g

La solution s'écrit :

u(x, y) =
1

2µ

dP

dx

(
y2 − H2

4
−
[

2− σu
σu

]
λH

)
(5.53)

Le terme dP
dx est inconnu. En e�et, quand l'écoulement est compressible, la pression ne

varie pas linéairement. Pour calculer ce terme, nous devons passer par le calcul du débit
massique puis du pro�l de pression a�n de déterminer le gradient de la pression. Ces étapes
sont décrites ci-dessous.

Calcul du débit massique

Le débit massique a pour expression :

ṁ(x) =

W
2∫

−W
2

H
2∫

−H
2

ρudydz (5.54)

En remplaçant u par son expression (Eq. (5.53)) et ρ par la loi des gaz parfaits, nous
obtenons :

ṁ(x) =

W
2∫

−W
2

H
2∫

−H
2

P

rT

1

2µ

dP

dx

(
y2 − H2

4
−
[

2− σu
σu

]
λH

)
dydz (5.55)
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Ce qui donne :

ṁ(x) = −H
3WP

12µrT

dP

dx

(
1 + 6

[
2− σu
σu

]
λ

H

)
(5.56)

En notant :

φ(P ) = −H
3WP

12µrT

(
1 + 6

[
2− σu
σu

]
λ(P )

H

)
(5.57)

l'équation (5.56) s'écrit :

ṁ(x) = φ(p)
dP

dx
(5.58)

En e�ectuant le changement de variable :

L∫
0

ṁ(x)dx =

P (L)∫
P (0)

φ(P )dP (5.59)

ṁL =

Ps∫
Pe

φ(P )dP (5.60)

on obtient :

ṁ =
H3W∆PPm

12µrTL

(
1 + 6

[
2− σu
σu

]
Knm

)
(5.61)

avec :

∆P = Pe−Ps , Pm =
Pe + Ps

2
, Knm =

λ(Pm)

Dh
, Dh =

2HW

H +W
= 52.89µm

(5.62)

Notons que, dans le calcul analytique, le libre parcours moyen est construit sur la viscosité
(équation (1.5) dans �1.2.2). Si le �uide adhérait à la paroi (Knm = 0), l'expression du
débit (5.61) s'écrirait sous la forme (écoulement de Poiseuille plan) :

ṁsg =
H3W∆PPm

12µrTL
(5.63)

Le calcul de (ṁg − ṁsg)/ṁs à partir des équations (5.61) et (5.63) permet de quanti�er
l'e�et du glissement (indice g = glissement, indice sg = sans glissement).

Calcul du pro�l de pression

À l'aide du changement de variable établi dans l'équation (5.58), nous pouvons écrire :

x∫
0

ṁ(x)dx =

P (x)∫
P (0)

φ(P )
dP

dx
dx (5.64)

ṁx =

P∫
Pe

φ(P )dP (5.65)
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Après calculs, nous parvenons à la solution suivante :

P

Ps
=

√
−Gx

L
+

(
Pe
Ps

+ 6AKns

)2

− (12AKns) (5.66)

avec :

G =

(
Pe
Ps

)2

+ 12AKns

(
Pe
Ps
− 1

)
− 1 (5.67)

A =
2− σu
σu

(5.68)

Calcul de la dérivée de la pression

À partir de l'équation (5.66), nous pouvons calculer la dérivée de la pression dans
chaque section par :

dP

dx
=

Ps
L G

2

√
−G x

L +
(
Pe
Ps

+ 6AKns

)2
(5.69)

�������

En résumé, l'expression de la vitesse s'écrit :

u(x, y) =
1

2µ

dP

dx

(
y2 − H2

4
−
[

2− σu
σu

]
λH

)
(5.70)

avec :

dP

dx
=

Ps
L G

2

√
−G x

L +
(
Pe
Ps

+ 6AKns

)2
(5.71)

G =

(
Pe
Ps

)2

+ 12AKns

(
Pe
Ps
− 1

)
− 1 et A =

2− σu
σu

(5.72)

�������

5.3.2 Paramètres des simulations

Nos simulations n'étant pas isothermes, nous avons considéré la viscosité dynamique
et la conductivité thermique de l'argon variables avec la température comme suit :

µ = µref

(
T

Tref

)ω
(5.73)

k = −7.104 + 7, 19.10−5T − 2, 63.10−8T 2 − 3, 61.10−11T 3 + 4, 17.10−14T 4 (5.74)

où ω est un coe�cient de viscosité caractérisant le gaz. Les autres propriétés sont
reportées dans le tableau 5.10.

Le dernier paramètre du tableau 5.10 est la longueur caractéristique du potentiel de
Lennard-Jones. Cette propriété est utilisée dans ANSYS/Fluent pour calculer le libre par-
cours moyen par l'équation (1.2) (�1.2.2). Quand le saut de température sera modélisé
(�5.3.4), nous prendrons le coe�cient d'accommodation thermique σT égal au coe�cient
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Type Cp r µref .105 Tref ω σu σT σ

de �uide (J/kg.K) (J/kg.K) (Pa.s) (K) [27] (Ȧ)

Argon 520,64 208,15 2,117 273,14 0,81 0,938 0,938 3,542

Table 5.10 � Propriétés thermophysiques de l'argon

d'accommodation dynamique σu.

Concernant les paramètres de simulation, le tableau 5.11 présente les conditions aux
limites et les caractéristiques à l'entrée de la conduite des écoulements étudiés. Ces paramètres
sont utilisés pour les deux conduites C1 et C2. Les deux cas notés par (*) sont des cas ex-
périmentaux extraits de [27] : le cas (a) est peu glissant car la pression moyenne est de
l'ordre de la pression atmosphérique et le cas (c) est très glissant car la pression moyenne
est très basse et le nombre de Knudsen en sortie est de l'ordre de 0,1. Comme nous voulons
étudier des écoulements glissants, les autres cas reprennent le cas expérimental (c) en main-
tenant la température d'entrée et la pression de sortie mais en faisant varier la pression
d'entrée de telle sorte que la di�érence de pression entre l'entrée et la sortie de la con-
duite, notée ∆P , varie de 0,3 à 50 kPa entre les cas (b) et (f). Dans l'expérience, la paroi
est très conductrice car les canaux sont gravés dans du silicium (conductivité thermique
ks = 148 W/mK) et recouverts d'une couche d'or.

Cas Pe Ps ∆P Te Mae Kne

(kPa) (kPa) (kPa) (K) ×102

(a)* 125,1 97,2 27,9 295,5 0,015 0,11
(b) 1,74 1,44 0,30 297,4 0,0003 8,00
(c)* 2,61 1,44 1,17 297,4 0,001 5,33
(d) 7,844 1,44 6,40 297,4 0,003 1,78
(e) 26,44 1,44 25,0 297,4 0,009 0,53
(f) 51,44 1,44 50,0 297,4 0,016 0,28

Table 5.11 � Conditions aux limites et caractéristiques des écoulements étudiés à l'entrée
de la conduite (* : cas extraits des expériences [27])

5.3.3 In�uence du glissement dynamique

Dans cette partie, la paroi est maintenue à la température d'entrée du gaz Tp = Te.
Les seules variations de température sont dues aux e�ets de compressibilité. Le saut de
température n'est pas pris en compte : seul le glissement dynamique est étudié sans prendre
en compte le pompage thermique. Les résultats des simulations sont reportés dans les
tableaux 5.12 et 5.13 pour les conduites C1 et C2, respectivement.

Nous avons exclu les résultats du cas (f) pour la conduite C2 car il conduit à des
nombres de Mach supérieurs à 1.

Débits massiques obtenus par la solution numérique et comparaisons aux cal-
culs analytiques et aux expériences

Dans un premier temps, nous allons comparer les débits calculés numériquement avec
ceux donnés par la solution analytique et, si possible, mesurés [27]. Les résultats sont
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Cas ∆P ∆Tmax Res Mas Kns
(kPa) (K) ×102

(a) 27,9 -0,04 22,9 0,0290 0,14
(b) 0,30 0,00 0,007 0,0005 9,70
(c) 1,17 0,00 0,032 0,0023 9,70
(d) 6,40 -0,002 0,296 0,021 9,70
(e) 25,0 -2,39 2,82 0,196 9,65
(f) 50,0 -27,08 10,6 0,641 9,17

Table 5.12 � Résultats des simulations numériques pour la conduite C1 à Tp = Te avec
glissement dynamique : caractéristiques principales

Cas ∆P ∆Tmax Res Mas Kns
(kPa) (K) ×102

(a) 27,9 -0,04 117,02 0,146 0,14
(b) 0,30 0,00 0,04 0,003 9,70
(c) 1,17 0,0 0,17 0,0012 9,70
(d) 6,40 -0,75 1,58 0,111 9,68
(e) 25,0 -50,01 16,4 0,88 8,64

Table 5.13 � Résultats des simulations numériques pour la conduite C2 à Tp = Te avec
glissement dynamique : caractéristiques principales

résumés dans le tableau 5.14 pour la conduite C1 et dans le tableau 5.15 pour la conduite
C2.

Simul. num. Calculs Sans gliss. Sans gliss. In�uence
avec glissement anal. Eq. (5.61) [27] Eq. (5.63) du glissement

Cas ∆P ṁ× 1010 ṁ× 1010 ṁ× 1010 ṁ× 1010 (ṁg − ṁsg)/ṁg

(kPa) (kg/s) (kg/s) (kg/s) (kg/s) ×100 (%)
(a) 27,9 1380 1382 1350 1360 1,6
(b) 0,30 0,448 0,448 - 0,211 56,3
(c) 1,17 1,949 1,947 2,00 1,03 47,0
(d) 6,40 17,85 17,84 - 12,9 27,9
(e) 25,0 170,4 170,5 - 151,1 11,4
(f) 50,0 609,6 611,9 - 573,1 6,3

Table 5.14 � Débits massiques issus des simulations numériques, du calcul analytique et
de l'expérience pour la conduite longue (C1) à Tp = Te avec et sans glissement dynamique :
débits massiques

Les tableaux 5.14 et 5.15 indiquent l'in�uence du glissement via l'écart en pourcentage
calculé entre le débit d'un écoulement glissant et celui d'un écoulement non-glissant dans
les mêmes conditions de pression et de température. Nous constatons que cet écart est
directement lié au nombre de Knudsen moyen. En e�et, le cas (a) étant très peu glissant
de l'entrée à la sortie de la conduite, l'écart n'est seulement que de l'ordre de 2%.

C'est le cas aussi pour le cas (e) de la conduite C2 même si, en sortie de la conduite,
le nombre de Knudsen atteint la valeur Kn = 0, 1. Cela s'explique par le fait que la pres-
sion d'entrée est tellement grande que le nombre de Knudsen est très faible (de l'ordre de
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Simul. num. Calculs Sans gliss. In�uence du
avec glissement analytique Eq. (5.63) glissement

Cas ∆P ṁ× 1010 ṁ× 1010 ṁ× 1010 (ṁg − ṁsg)/ṁg

(kPa) (kg/s) (kg/s) (kg/s) ×100 (%)
(a) 27,9 7001 7404 7288 1,6
(b) 0,30 2,402 2,40 1,13 53,0
(c) 1,17 10,43 10,43 5,53 47,0
(d) 6,40 95,46 95,59 68,89 27,9
(e) 25,0 888,9 913,3 809,2 11,4

Table 5.15 � Résultats des simulations numériques pour la conduite courte (C2) à Tp = Te
avec glissement dynamique : débits massiques

10−3) et conserve une très faible valeur le long de la conduite, sauf en sortie où la pression
chute brutalement : le nombre de Knudsen augmente mais sans que cela ait une in�uence
importante. Par contre, les autres cas étant glissants sur la majeure partie de la conduite
puisque les pressions d'entrée sont faibles, les écarts sont importants et les valeurs du débit
massique sont deux fois plus grandes pour les cas (b) et (c) des deux conduites.

Nous pouvons aussi remarquer que les débits massiques des écoulements glissants cal-
culés numériquement et analytiquement et mesurés pour les cas (a) et (c) pour la conduite
C1 concordent de manière satisfaisante. Ceci est valable même pour des cas anisothermes,
tels que les cas (e) et (f) pour la conduite C1 et le cas (e) pour la conduite C2. Ce qui est
assez surprenant car le modèle analytique est complètement isotherme alors que, dans la
simulation, nous rencontrons des chutes de température qui peuvent atteindre 50K (voir
tableau 5.13), ce qui est loin d'être négligeable. Pour comprendre ces résultats, nous nous
aidons des �gures 5.18 et 5.19 qui présentent les champs de température et de vitesse du
cas (f) de la conduite C1 et du cas (e) de la conduite C2. Bien que ces cas soient très
compressibles et présentent le maximum de variation de température pour chacune des
conduites C1 et C2, nous constatons que les e�ets de compressibilité sont concentrés près
de la sortie. Ces e�ets se traduisent par un refroidissement du �uide et l'augmentation de
sa vitesse près de la sortie de la conduite.

Comparaison entre les résultats des simulations et les calculs analytiques.

Dans la section précédente, nous n'avons comparé que les résultats sur le débit mas-
sique car il représente la seule donnée de l'expérience. Dans ce qui suit, nous avons tracé
les pro�ls de pression (�gure 5.20), de vitesses axiale et de glissement (�gure 5.21), de
température (�gure 5.22) et de masse volumique (�gure 5.23) pour la conduite C1. Ces
pro�ls sont issus de la simulation (notés Simul.) et du calcul numérique (notés Analyt.).

Les di�érences entre ces grandeurs peuvent être importantes, bien que peu visibles sur
les �gures. C'est pourquoi nous avons calculé l'écart relatif entre les deux solutions, noté
ef pour une grandeur f . Cet écart est calculé comme suit :

ef =

√∑Nx
i=1 (fnum(i)− fana(i))2 ∆x(i)∑Nx

i=1 fnum(i)2∆x(i)
× 100 (5.75)

Les écarts ef (avec f=P ,T ,ρ,ug et uaxe) sont reportés dans les tableaux 5.16 et 5.17
pour les conduites C1 et C2. Hormis le dernier cas de chacun des tableaux, les écarts ef
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sont faibles pour les deux conduites considérées : les modèles compressibles numérique et
analytique sont donc, approximativement, en accord.

Cas ∆P ep eT eρ eu,g eu,axe
(kPa) % % % % %

(a) 125,1 0,00 0,03 0,02 0,95 0,34
(b) 1,74 0,00 0,00 0,02 0,02 0,01
(c) 2,61 0,00 0,00 0,02 0,06 0,08
(d) 7,844 0,00 0,00 0,02 0,04 0,02
(e) 26,44 0,00 0,14 0,08 1,40 0,75
(f) 51,44 0,00 0,76 0,32 14,2 7,08

Table 5.16 � Écarts entre les solutions numérique et analytique pour la conduite C1

Cas ∆P ep eT eρ eu,g eu,axe
(kPa) % % % % %

(a) 125,1 2,80 2,80 2,90 8,90 7,30
(b) 1,74 0,00 0,00 0,02 0,02 0,01
(c) 2,61 0,00 0,00 0,02 0,04 0,02
(d) 7,844 0,05 0,06 0,09 0,58 0,43
(e) 26,44 1,6 1,4 1,5 31,3 16,4

Table 5.17 � Écarts entre les solutions numérique et analytique pour la conduite C2

(a) Température

(b) Vitesse axiale

Figure 5.18 � Champs de température et de vitesse du cas (f) du tableau 5.11 pour la
conduite C1
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(a) Température

(b) Vitesse axiale

Figure 5.19 � Champs de température et de vitesse du cas (e) du tableau 5.11 pour la
conduite C2

En revanche, lorsque la di�érence de pression ∆P atteint 0,5 bar pour la conduite
C1 (cas (f) du tableau 5.16) et 0,25 bar pour la conduite C2 (cas (e) du tableau 5.17),
la compressibilité est très importante : ∆P/Pm (où Pm = (Pe + Ps)/2) atteint 180% et
Mas > 0, 6. Pour ces cas, la pression chute rapidement et de manière non linéaire à la sortie
de la conduite comme le montre la �gure 5.20(f). Cela s'accompagne d'une détente et d'un
fort refroidissement du gaz au c÷ur de l'écoulement (−27K pour le cas (f) du tableau 5.12).
On pourrait donc s'attendre à ce que le modèle analytique isotherme soit mis en défaut
dans ce cas. Ce n'est pas tout à fait le cas car les variations relatives des températures
absolues restent faibles et localisées à la sortie de la conduite comme le montre la �gure 5.22.

Les tableaux 5.16 et 5.17 montrent que les écarts entre les modèles analytiques et
numériques sur les pro�ls de pression et de masse volumique sont très faibles dans tous les
cas étudiés (< 3%). En revanche les écarts sur les vitesses ug et uaxe sont plus élevés et
peuvent même dépasser 30% lorsque le nombre de Mach atteint 0,9 dans le cas (e) pour la
conduite C2. Cependant, ces écarts sur les vitesses restent localisés en sortie de conduite
comme le montre le zoom du cas (f) sur la �gure 5.21(d). Cette augmentation de vitesse
en sortie de la conduite est due à l'e�et de détente observé sur la �gure 5.22 : la masse
volumique diminue fortement comme le montre la �gure 5.23, ce qui entraîne l'accélération
du �uide pour que la conservation du débit massique soit satisfaite.

Pour les cas (b) à (f) des tableaux 5.11 et 5.12, la température d'entrée et la pression de
sortie sont les mêmes. Par contre, la pression d'entrée augmente du cas (b) au cas (f). Dans
chacun de ces cas, le nombre de Knudsen augmente de l'entrée vers la sortie pour atteindre
des valeurs supérieures à 0,086. Ainsi, le glissement est toujours très important à la sortie de
la conduite mais il est faible, voire nul, à l'entrée pour les cas (d), (e) et (f) puisque Kne <
0, 02. Ceci est mis en évidence dans les courbes de la �gure 5.21 qui montrent clairement
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(a) cas (a) (b) cas (b)

(c) cas (c) (d) cas (d)

(e) cas (e) (f) cas (f)

Figure 5.20 � Pro�ls de pression issus de la simulation et du calcul analytique des cas (a) à
(f) du tableau 5.11 avec glissement quand l'écoulement est compressible ou incompressible
pour la conduite C1
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(a) cas (b) (b) cas (d)

(c) cas (f) (d) cas (f) - zoom sur la sortie de la conduite

Figure 5.21 � Pro�ls des vitesses de glissement ug et sur l'axe de la conduite uaxe issus
de la simulation et du calcul analytique pour quelques cas du tableau 5.11 avec glissement
pour la conduite C1
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Figure 5.22 � Pro�ls de température
pour le cas (f) du tableau 5.11 issus de
la simulation et température �xée dans
le calcul analytique (T = Te) avec glisse-
ment pour la conduite C1

Figure 5.23 � Pro�ls de la masse vo-
lumique pour le cas (f) du tableau 5.11
issus de la simulation et du calcul ana-
lytique avec glissement pour la conduite
C1

l'augmentation de la vitesse de glissement ug le long de la conduite. Pour le cas (b), le
glissement est très important dans toute la conduite car Kn > 0, 08 sur toute sa longueur.
Pour ce cas, ainsi que pour le cas (c), nous avons véri�é que les solutions numériques
des modèles incompressible et compressible concordent et permettent de retrouver le débit
massique mesuré expérimentalement (voir tableau 5.14). Cela s'explique parce que l'e�et de
la compressibilité est négligeable : Ma < 0, 01, ∆P/Pm < 50%. Le pro�l axial de pression
est quasi linéaire, comme nous pouvons le constater sur la �gure 5.20(b).

In�uence du glissement dynamique pour des écoulements incompressibles

Nous reprenons les cas (a) et (c) du tableau 5.11 en supposant les écoulements incom-
pressibles avec le glissement dynamique pris en compte. Pour ce faire, nous avons utilisé
l'UDF développée dans �4.3.2 pour modéliser correctement le libre parcours moyen par
l'équation (4.27). Les résultats des simulations sont montrés sur la �gure 5.24 qui donne
les pro�ls de vitesse de glissement pour la conduite C1. Les résultats en compressible y
sont présentés pour comparer les deux solutions. Nous constatons que, contrairement au
cas compressible, la vitesse de glissement est constante jusqu'à la sortie de la conduite dès
que l'écoulement s'établit. Ceci s'explique par le fait que le libre parcours moyen calculé
par l'équation (4.27) est constant car la masse volumique est constante.

Pour mieux montrer le comportement du gaz en présence du glissement dynamique,
nous avons tracé sur la �gure 5.25 les pro�ls de vitesse dans di�érentes sections : à x=0,
L/4, L/2, 3L/4 et L pour la conduite C1. Di�érents cas ont été choisis : de peu à très
glissants et de peu à très compressibles. De plus, chaque cas est simulé avec un modèle
compressible et avec un modèle incompressible.

Nous pouvons tirer les remarques suivantes :

� Pour tous les cas traités, les courbes montrent que les pro�ls de vitesse des écoule-
ments incompressibles sont identiques de l'entrée à la sortie de la conduite car les
nombres de Reynolds sont faibles et les longueurs d'établissement sont très courtes.

99



CHAPITRE 5. VALIDATIONS ET RÉSULTATS

(a) cas (a) (b) cas (c)

Figure 5.24 � Pro�ls de la vitesse de glissement des cas (a) et (c) pour la conduite C1

quand l'écoulement est compressible ou incompressible. λ dé�ni selon l'équation (4.27)

� Les pro�ls de vitesses des écoulements compressibles montrent une augmentation de
la vitesse de l'entrée à la sortie de la conduite, beaucoup plus importante pour les
cas (d) et (e) que pour les cas (b) et (c) :
� Le cas (b) est quasi incompressible (�gure 5.25(a)) car le nombre de Mach est
inférieur à 10−3, même à la sortie de la conduite où les vitesses sont maximales.
Les pro�ls de vitesses se superposent presque avec ceux du cas incompressible ;

� Dans le cas (c) (�gure 5.25(b)), Mas ≈ 0, 002. La vitesse à la sortie de la conduite
est presque deux fois plus grande qu'en incompressible. Les e�ets compressibilité
sont très inférieurs à ceux du cas (d) pour lequelMas ≈ 0, 02, donc 10 fois supérieur
au cas (c). La détente la plus la importante est observée à la sortie (�gure 5.25(c)) ;

� Le cas (e) est très compressible avec Mas ≈ 0, 2. Nous voyons clairement l'aug-
mentation brutale de la vitesse localisée à la sortie de la conduite (les vitesses sont
10 fois supérieures en sortie que dans le reste de la conduite).

� Tous les cas étudiés présentent des vitesses de glissement importantes à la sortie de
la conduite puisque les nombres de Knudsen sont toujours supérieurs à 0, 08. Dans
les deux cas (b) et (c), les vitesses de glissement sont importantes dès l'entrée de la
conduite. Cela est dû aux faibles pressions à l'entrée pour lesquelles Kn > 0, 05 dès
l'entrée.

� Contrairement aux cas incompressibles (vitesses de glissement constantes), les vitesses
de glissement des cas compressibles augmentent tout le long de la conduite car elle
dépendent du nombre de Knudsen qui augmente lorsque la pression diminue.
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(a) cas (b)

(b) cas (c)

(c) cas (d)

(d) cas (e)

Figure 5.25 � Pro�ls de vitesse sur di�érentes sections de la conduite C1 pour les cas (b)
à (e) du tableau 5.11 quand l'écoulement est glissant et compressible ou incompressible
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5.3.4 In�uence du saut de température

Pour étudier l'e�et du saut de température quand la paroi est à la température d'entrée
du �uide ou adiabatique, nous avons testé un cas pour chacune des conduites C1 et C2.
Pour la conduite C1, nous avons repris le cas (f) du tableau 5.11 et pour la conduite C2,
nous avons repris le cas (e) du tableau 5.11. Quatre simulations ont été réalisées pour les
deux cas. Elles sont notées comme suit :

Tp = Te GD : La paroi est à la température d'entrée du �uide et le glissement dynamique
est traité seul ;

Tp = Te GDT : La paroi est à la température d'entrée du �uide et les glissements dy-
namique et thermique sont tous deux traités ;

qp = 0 GD : La paroi est adiabatique et le glissement dynamique est traité seul ;

qp = 0 GDT : La paroi est adiabatique et les glissements dynamique et thermique sont
tous deux traités ;

Nous avons vu dans �4.2.2 que le terme γ
1+γ

1
Pr de l'équation (1.16) ( �1.3.3) est négligé

dans ANSYS/Fluent quand le saut de température à la paroi est modélisé. Pour l'argon,
nous obtenons :

γ

1 + γ

1

Pr
=

1, 67

1 + 1, 67
· 1

0, 66
= 0, 95 (5.76)

Cette valeur étant très proche de 1, nous pouvons supposer qu'il n'est pas nécessaire de
modéliser l'équation (1.16) ( �1.3.3) pour exprimer le saut de température. Nous pouvons
donc utiliser les équations écrites par défaut dans AnsysFluent.

Quand les parois sont adiabatiques, nous utilisons l'UDF développée dans �4.3.3 pour
exprimer les �ux aux parois :

en y =
H

2
,

∂T

∂y
= −µu

k

∂u

∂y
(5.77)

Conduite C1 C2

cas (f) (e)
Tp = Te GD 609.6 889,1
Tp = Te GDT 609.8 890,3
qp = 0 GD 610.1 891,8
qp = 0 GDT 610.1 891,8

Table 5.18 � Débits massiques (ṁ×1010 en kg/m3) du cas (f) de la conduite C1 et du cas
(e) de la conduite C2 quand l'écoulement est glissant et la paroi est à température imposée
ou à �ux imposé, saut de température pris ou non en compte.

Les débits massiques et les chutes de température entre l'entrée et la sortie sont re-
portés dans les tableaux 5.18 et 5.19. D'après le tableau 5.18, nous constatons que le débit
massique du �uide est quasiment le même pour chaque conduite. En d'autres termes, le
saut de température et le type de condition à la paroi n'in�uent pas sur la dynamique.
Pourtant, le gaz étant compressible, la dynamique et la thermique devraient être directe-
ment reliées par l'équation des gaz parfaits. De plus, le tableau 5.19 montre que les chutes
de température ne sont pas les mêmes quand on tient compte du saut de température ou
quand on change de condition limite, ce qui devrait avoir un impact sur le débit.
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Pour expliquer ce résultat, nous traçons, sur les �gures 5.26 à 5.29, les di�érents pro�ls
de pression, vitesse, masse volumique et température du cas (e) pour la conduite C2.
Pour une meilleure compréhension, chaque variable a été tracée le long de la conduite de
deux façons : l'une pour la conduite complète et l'autre seulement près de la sortie. Nous
remarquons sur la �gure 5.27 que la chute de température n'est localisée qu'en sortie de la
conduite à cause de la chute brutale de la pression (�gure 5.26). Cette détente est suivie
par une forte diminution de la masse volumique (�gure 5.28), ce qui accélère le gaz (�gure
5.29). Comme tout est localisé en sortie de la conduite, l'in�uence sur le débit massique
est faible.

(a) Conduite complète (b) Sortie de conduite

Figure 5.26 � Pro�ls de la pression du cas (e) issus de la simulation et du calcul analytique
quand l'écoulement est glissant et la paroi à température ou à �ux imposés et quand le
saut de température est pris ou pas en compte pour la conduite C2

(a) Conduite complète (b) Sortie de conduite

Figure 5.27 � Pro�ls de la température du cas (e) issus de la simulation et du calcul
analytique quand l'écoulement est glissant et la paroi à température ou à �ux imposés et
quand le saut de température est pris ou pas en compte pour la conduite C2

Le tableau 5.19 montre que le gaz sort plus froid en présence du saut de température
quand la paroi est à température imposée. Nous pouvons aussi remarquer sur la �gure
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(a) Tout le canal (b) Sortie du canal

Figure 5.28 � Pro�ls de la masse volumique du cas (e) issus de la simulation et du calcul
analytique quand l'écoulement est glissant et la paroi à température ou à �ux imposés et
quand le saut de température est pris ou pas en compte pour la conduite C2

(a) Tout le canal (b) Sortie du canal

Figure 5.29 � Pro�ls des vitesses de glissement ug et à l'axe uc du cas (e) issus de la
simulation et du calcul numérique quand l'écoulement est glissant et la paroi à température
ou à �ux imposés et quand le saut de température est pris ou pas en compte pour la conduite
C2

5.27(b) qu'il se comporte de la même manière que lorsque la paroi est adiabatique. La
raison est la suivante : le cas (e) est compressible et une détente existe. Quand la paroi est
à la température d'entrée du gaz, elle est plus chaude que ce dernier puisqu'il se refroidit.
Quand il n'y a pas de saut de température au niveau de la paroi, le gaz au contact de la
paroi est à sa température tout le long de la conduite, même à la sortie où il est très froid
au centre. La paroi chau�ant le gaz, la détente est plus ou moins freinée. En revanche, en
présence du saut de température, les molécules de gaz près de la paroi sont peu in�uencées
par la température de la paroi. Le gaz se détend sans grand apport de chaleur de la
paroi, comme si cette dernière était adiabatique. Nous pouvons conclure que le saut de
température agit comme une résistance thermique entre le gaz et la paroi.
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Conduite C1 C2

cas (f) (e)
Tp = Te GD -25,48 -50,01
Tp = Te GDT -33,60 -57,78
qp = 0 GD -33,80 -57,48
qp = 0 GDT -33,80 -57,48

Table 5.19 � Chutes de température maximale (∆Tmax en K) du cas (f) de la conduite C1

et du cas (e) de la conduite C2 quand l'écoulement est glissant et la paroi est à température
imposée ou à �ux imposé, saut de température pris ou non en compte.

5.4 Conclusion

L'étude réalisée avec ANSYS/Fluent nous conduit à dégager les conclusions suivantes :

Cas des écoulements incompressibles non glissants :
� Le nombre de Nusselt en régime thermique établi entre deux plans parallèles à �ux
imposés et sans di�usion axiale importante tend bien vers la valeur donnée dans
la littérature ;

� Quand le diamètre de la conduite est de l'ordre de quelques micro-mètres, le nom-
bre de Péclet peut être inférieur à l'unité. Dans ce cas, les e�ets de la di�usion
axiale ne sont plus négligeables. Imposer une température constante à l'entrée de la
conduite n'est pas réaliste : il est nécessaire de considérer des extensions à l'entrée
de la conduite ou d'imposer une température d'entrée mesurée. Les dimensions des
extensions doivent être d'autant plus grandes que le nombre de Péclet est faible.

Cas des écoulements incompressibles glissants : Le libre parcours moyen des écoule-
ments incompressibles est constant parce qu'il ne dépend que de la masse volumique
du �uide. Il s'ensuit que la vitesse de glissement est constante jusqu'à la sortie de la
conduite lorsque l'écoulement est établi.

Cas des écoulements compressibles non glissants :
� Aux faibles nombres de Mach (< 0, 1), le gaz peut être supposé incompressible :
les variations longitudinales de pression sont quasi-linéaires et le pro�l de vitesse
sur une section se conserve, en première approximation, de l'entrée à la sortie de
la conduite ;

� Quand Ma > 0, 1, les e�ets de compressibilité commencent à se manifester et le
pro�l de pression n'est plus linéaire car la détente est importante à proximité de
la sortie. Elle se traduit par une accélération du gaz et par son refroidissement.

Cas des écoulements compressibles glissants :
� Le débit massique d'un écoulement glissant non chau�é peut être calculé analy-
tiquement, quelles que soient les di�érences de pression entrée/sortie parce que les
e�ets de compressibilité sont toujours localisés près de la sortie. Ils in�uent donc
très peu sur la dynamique de l'écoulement.

� Le glissement dynamique accélère le �uide : le débit massique d'un écoulement
glissant est donc toujours plus important que celui d'un écoulement non glissant.

� Le saut de température agit comme une résistance thermique entre la paroi et le
gaz. Ne pas le prendre en compte conduit à une sur-estimation de la température
de sortie.
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Troisième partie

Étude paramétrique avec le code
CFCR2
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Chapitre 6

Validations des résultats obtenus
avec le code CFCR2

6.1 Formulation mathématique

Le code utilisé dans cette partie a été développé au laboratoire a�n de résoudre les
équations de Navier-Stokes et de l'énergie pour des écoulements de �uides faiblement com-
pressibles (approximation faible Mach) [9, 10, 11, 67]. Dans le cadre de cette thèse, il a
été adapté pour traiter des écoulements gazeux compressibles subsoniques dans des micro-
conduites rectilignes, avec prise en compte des phénomènes de raréfaction au voisinage des
parois (glissements thermique et dynamique du premier ordre et pompage thermique) et
utilisation de la loi d'état des gaz parfaits. Les équations de conservation de la masse (2.1),
de la quantité de mouvement (2.2) et de l'énergie (2.4) données à partir de la page 23
sont ré-exprimées avec les variables ~v (vitesse), T (température) et P (pression).

Comme seul le régime permanent est étudié, les équations de conservation sont écrites
sous forme stationnaire et en tenant compte des variations avec la température de toutes
les propriétés thermophysiques. Elles s'écrivent en géométries 2D cartésiennes :

∂ρu

∂x
+
∂ρv

∂y
= 0 (6.1)

∂ρuu

∂x
+
∂ρuv

∂y
= −∂P

∂x
+

∂

∂x

[
2µ

3

(
2
∂u

∂x
− ∂v

∂y

)]
+

∂

∂y

[
µ

(
∂u

∂y
+
∂v

∂x

)]
(6.2)

∂ρvu

∂x
+
∂ρvv

∂y
= −∂P

∂y
+

∂

∂y

[
2µ

3

(
2
∂v

∂y
− ∂u

∂x

)]
+

∂

∂x

[
µ

(
∂u

∂y
+
∂v

∂x

)]
(6.3)

Cp

(
∂ρuT

∂x
+
∂ρvT

∂y

)
−
[
∂

∂x

(
k
∂T

∂x

)
+

∂

∂y

(
k
∂T

∂y

)]
=

(
u
∂P

∂x
+ v

∂P

∂y

)
+ ¯̄τ : ∇~v (6.4)

Avec :

ρ =
P

rT
(6.5)
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Conditions aux limites

L'écoulement n'étant simulé numériquement que dans une demi-conduite, des condi-
tions de symétrie sont employées sur l'axe y = 0 de la conduite :

∂u

∂y
= 0, v = 0,

∂T

∂y
= 0 (6.6)

Les conditions aux limites de glissement s'écrivent sur la paroi y = H/2 comme suit :

Pour la composante tangentielle de la vitesse, les e�ets de raréfaction sont modélisés
en introduisant une vitesse de glissement du premier ordre et le pompage thermique. La
composante normale est nulle (paroi imperméable).

u(x,H/2) = −
(

2− σu
σu

)
λ
∂u

∂y

∣∣∣∣
(x,H/2)

+
3

4

µ

ρT

∂T

∂x

∣∣∣∣
(x,H/2)︸ ︷︷ ︸

Pompage thermique

, v = 0 (6.7)

où le libre parcours moyen λ est basé sur la viscosité du gaz :

λ =
µ

P

√
πrT

2
(6.8)

Dans le cas d'une paroi à température uniforme Tp

Tp − T (x,H/2) =
2− σT
σT

2γ

γ + 1

λ

Pr

∂T

∂y

∣∣∣∣∣
(x,H/2)

(6.9)

Dans le cas d'un �ux uniforme imposé qp sur la paroi

k
∂T

∂y

∣∣∣∣∣
(x,H/2)

= qp − µus
∂u

∂y

∣∣∣∣∣
(x,H/2)

(6.10)

La température Tp(x) de la paroi est ensuite calculée en utilisant l'équation (6.9).
Dans la section d'entrée de la conduite, la température et la pression sont supposées uni-
formes :

At x = 0 T = Tin, P = Pin,
∂u

∂x
= 0, v = 0 (6.11)

La pression est �xée dans la section de sortie :

At x = L
∂T

∂x
= 0, P = Pout,

∂u

∂x
= 0, v = 0 (6.12)

Les propriétés du gaz (azote) dépendent de la température selon les lois suivantes :

µ = µe

(
T

Te

)0,68

(6.13)

k = ke

(
T

Te

)0,77

(6.14)

Cp = Cp,e

(
T

Te

)0,078

(6.15)
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6.2 Schéma discret du code CFCR2 (Convection Forcée Com-
pressible en Régime Raré�é)

Les équations de transport (6.1) à (6.4) sont discrétisées par une méthode de volumes
�nis sur des maillages non-structurés. Les variables sont exprimées dans chaque maille en
un point appelé le centre de la maille. Pour que le schéma soit consistant, il faut que le
maillage véri�e la relation d'admissibilité suivante : soient xK et xL les coordonnées des
centres de deux mailles adjacentes K et L, et xσ les coordonnées du centre géométrique de
la face commune entre K et L, alors −−−→xLxK ∧ −−−→xσxK =

−→
0 (les trois points sont alignés) et

−−−→xLxK · −−−→xσxK > 0 (l'ordre d'apparition des centres doit être conforme à celui des mailles).
Dans ce travail, un maillage rectangulaire est utilisé pour discrétiser le canal. Dans le cas
où une extension est ajoutée à l'aval de la conduite pour tenir compte de l'environnement
extérieur, cette extension de forme circulaire sera maillée par des triangles de Delaunay
qui ont l'avantage de respecter la condition de compatibilité énoncée ci-dessus.

Le principe de la discrétisation des équations est détaillé dans les références [9, 10, 11,
67]. Ce paragraphe ne rappelle donc que brièvement quelques éléments fondamentaux de
la conception du schéma numérique.

Comme mentionné précédemment, les variables utilisées sont la vitesse ~v, la tempéra-
ture T et la pression P . La masse volumique est déterminée par la loi d'état des gaz
parfaits ρ = P/rT . Les expressions discrètes des di�érents opérateurs sont construites à
partir d'une forme a�aiblie des équations de Navier-Stokes et de l'énergie. Ce choix assure
que les variables discrètes véri�ent des bilans d'énergie similaires aux variables continues.

Les résultats obtenus dans ce chapitre indiquent que les nombres de Reynolds sont
faibles (max(ReDh) < 30) même lorsque la vitesse du �uide devient voisine de celle du son.
Compte tenu du maillage utilisé, le nombre de Reynolds de maille reste toujours inférieur
à l'unité ce qui nous permet d'adopter une expression centrée des termes de transport dans
les équations de Navier-Stokes et de l'énergie.

Le couplage discret des champs de vitesse et de pression exprimés aux mêmes points du
maillage est susceptible d'engendrer des instabilités parasites non physiques. Comme dans
le cas incompressible, la stabilisation de la pression est alors assurée par une méthode de
pénalisation de l'équation de conservation de la masse sur un maillage grossier constitué
de regroupements de mailles [9, 10, 11, 67].

Le système algébrique issu de la discrétisation des équations non-linéaires de Navier-
Stokes et de l'énergie est résolu par une méthode de Newton-Raphson. Les solutions du
système linéaire obtenu à chaque itération de l'algorithme de Newton-Raphson sont cal-
culées par une décomposition de Gauss qui tire partie de la structure creuse du système
linéaire.

Pour valider le code CFCR2, nous partons de l'étude numérique de Sun et Jaluria [65]
qui porte sur un écoulement d'azote dans une conduite 2D plane avec des conditions de
glissement et un chau�age du gaz aux parois. Deux modes de chau�age ont été considérés :

� Soit une température Tp uniforme supérieure à la température d'entrée du gaz Te est
imposée ;

� Soit une densité de �ux de chaleur uniforme est imposée.
Notons que les conditions aux limites de glissement (Eq. (6.7) et Eq. (6.9)) ainsi que l'-

expression du libre parcours moyen (Eq. (6.8)) sont traitées de la même manière dans [65] et
dans CFCR2. Par contre, la composante visqueuse du �ux de chaleur à la paroi (Eq. (6.10))
n'est pas prise en compte dans [65].
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Dans un premier temps, nous utiliserons la même expression du �ux a�n de comparer
les solutions de CFCR2 avec [65]. Pour véri�er les résultats, nous avons e�ectué également
des autres comparaisons avec les résultats d'ANSYS/Fluent.

6.3 Paramètres des simulations numériques

Selon que la paroi est chau�ée à �ux imposé ou à température constante, les dimensions
de la conduite et les conditions d'entrée en pression et en température sont di�érentes. Elles
sont présentées dans les paragraphes correspondants. Les paramètres �xés pour toutes les
simulations, et quel que soit le type de chau�age, sont donnés dans le tableau 6.1.

L'équation (6.13) est facilement programmée avec ANSYS/Fluent, en choisissant sim-
plement µe, Te et l'exposant 0, 68. Par contre, la conductivité et la chaleur massique (équa-
tion (6.14) et (6.15)) doivent être calculées par des UDF. L'intégrale de l'enthalpie doit
aussi être calculée et intégrée dans l'UDF de dé�nition de la chaleur massique.

Gaz r γ σu = σT Ps Cpe
J/kg.K (kPa) (J/kg.K)

Azote 296,8 1,4 1 100 1041

Table 6.1 � Paramètres �xés dans toutes les simulations.

L'expression du glissement thermique programmée dans ANSYS/Fluent ne prend pas
en compte le terme γ/(γ + 1)Pr (Eq. (6.9)). Nous l'avons calculé pour l'azote et l'avons
trouvé égal à 0, 8. Dans ce cas, nous avons corrigé ce problème sans passer par les UDF
car il est di�cile de réécrire le saut de température dans ANSYS/Fluent. Nous avons donc
modi�é le coe�cient d'accommodation thermique, que nous notons σT,A, en l'écrivant :

2− σT,A
σT,A

=
2− σT
σT

γ

γ + 1

1

Pr
(6.16)

Nous avons trouvé σT,A = 1, 1.

Dans cette étude, nous considérons trois grandeurs adimensionnelles que nous dé�nis-
sons comme dans [65] :

Le nombre de Knudsen :

Kn =
λ

H
(6.17)

Le nombre de Nusselt :
� Quand la paroi est à �ux imposé qp :

Nu =
qpH

k (Tp − Tb)
(6.18)

� Quand la paroi est à température imposée Tp :

Nu =
k ∂T∂y

∣∣∣
p

k(Tp − Tb)/H
+

µu∂u∂y

∣∣∣
p

k(Tp − Tb)/H
= Nucv +Nuvis (6.19)
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Cependant, pour comparer Nu avec [65], nous le calculerons aussi en négligeant
la puissance des forces visqueuses à la paroi (Nuvis = 0). Soit :

Nu =

∂T
∂y

∣∣∣
p
H

Tp − Tb
(6.20)

où Tb est la température moyenne débitante.

Rapport entre travail des forces de pression et dissipation visqueuse :

PW/V D =

∫ H/2
0 [~v.∇P ] dy∫ H/2
0 [¯̄τ : ~v] dy

(6.21)

Les notations PW et V D représentent le travail des forces de pression (pressure
work) et la dissipation visqueuse (viscous dissipation) respectivement.

6.4 Validation pour des parois à température imposée

En plus des paramètres reportés dans le tableau 6.1, les autres paramètres �xés quand
les parois sont à température imposée sont reportés dans le tableau 6.2.

L H Maillage Te µe ke
(µm) (µm) Nx ×Ny (K) (kg/m.s) (W/m.K)

3000 1,2 6000× 23 314 1, 843.10−5 2, 68.10−2

Table 6.2 � Paramètres �xés dans les simulations à température imposée.

6.4.1 Comparaisons des résultats

Pour e�ectuer les comparaisons entre les solutions de CFCR2, de ANSYS/Fluent et de
[65], nous étudions un seul cas : un rapport de pression entrée/sortie PR = Pe/Ps = 2, 701
et un rapport de température paroi/entrée du gaz Tp/Te = 1, 2. Les résultats obtenus sont
représentés sur la �gure 6.1 sous la forme de pro�ls axiaux de grandeurs caractéristiques
avec le même maillage que celui du tableau 6.2 (celui employé dans [65]). Nous constatons
que le nombre de Knudsen Kn = λ/H (�gure 6.1(a)) augmente le long de la conduite
parce que la pression diminue et la température augmente.
Les résultats de CFCR2 et d'ANSYS/Fluent concordent bien, un peu moins bien avec [65],
bien que le libre parcours moyen λ soit calculé par CFCR2 et par [65] de la même manière
(Eq. (6.8)) alors que ANSYS/Fluent le calcul comme suit :

λ =
kB√
2πσ2

T

P
(6.22)

Quand le glissement est négligé, la �gure 6.1(b) montre que le rapport PW/V D est
constant et égal à −1 : le travail des forces de pression et la dissipation visqueuse se com-
pensent. En présence de glissement, ce rapport diminue entre l'entrée et la sortie de la
conduite. PW/V D est très inférieur à −1, ce qui signi�e que le travail des forces de pres-
sion est plus important (en amplitude) que la dissipation visqueuse. Ceci peut s'expliquer
mathématiquement à l'aide du théorème de l'énergie cinétique vu dans �2.1.1. Pour rappel,
ce théorème s'écrit :

~v.∇P + ¯̄τ : ∇~v = ∇. (¯̄τ.~v − ec~v) (6.23)
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(a) Kn (b) PW/V D

Figure 6.1 � Comparaisons des pro�ls de Kn et de PW/V D avec et sans glissement
obtenus avec le code CFCR2, ANSYS/Fluent et par [65] pour PR = 2, 701 et Tp/Te = 1, 2.

Figure 6.2 � Schéma représentatif d'une section de la conduite

En appliquant le théorème de Green-Ostrogradski sur les termes en divergence, l'inté-
grale du théorème de l'énergie cinétique sur le volume V délimité par la surface S (�gure
6.2) donne :∫

V

(~v.∇P + ¯̄τ : ∇~v) dV =

∮
S

(¯̄τ.~v − ec~v) .~nSdS (6.24)

H/2∫
0

x+∆x∫
x

(~v.∇P + ¯̄τ : ∇~v) dxdy =

H/2∫
0

(¯̄τ.~v − ecu)x+∆x dy −
H/2∫
0

(¯̄τ.~v − ecu)x︸ ︷︷ ︸
≈0

dy

+

x+∆x∫
x

(¯̄τ.~v −��ecv)H/2 dx −
�
��

�
��

�
��x+∆x∫

x

(¯̄τ.~v − ecv)0dx (6.25)
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
H/2∫
0

~v.∇Pdy

︸ ︷︷ ︸
PW<0

+

H/2∫
0

¯̄τ : ∇~vdy

︸ ︷︷ ︸
V D>0

∆x ≈

(
µug

∂u

∂y

∣∣∣∣
g

)
∆x (6.26)

L'équation (6.26) devient :
� Pour Kn = 0 :

ug = 0 =⇒ PW + V D ≈ 0 =⇒ PW/V D ≈ −1 (6.27)

� Pour Kn > 0

PW + V D ≈ µug
∂u

∂y

∣∣∣∣
p

(6.28)

Dans l'équation (6.28), le terme µug ∂u
∂y

∣∣∣
p
est négatif ( ∂u∂y

∣∣∣
p
< 0). Quand le nombre de

Knudsen augmente à l'aval de la conduite, ce terme augmente car on peut montrer que la

vitesse de glissement ug augmente plus vite que le terme ∂u
∂y

∣∣∣
p
varie (cf Fig. 5.25 dans le cas

d'écoulements compressibles). Par conséquent, |PW + V D| augmente avec Kn. Comme
PW < 0 et V D > 0, |PW + V D| ne peut augmenter que si |PW | augmente et/ou V D
diminue. Le rapport |PW/V D| augmente donc avec Kn.

Une autre manière d'expliquer ce résultat est la suivante : d'une part, lorsque Kn
augmente, la vitesse de glissement augmente pour un gradient de pression donné, donc
|PW | augmente ; d'autre part, le taux de cisaillement diminue, donc V D diminue. Par
conséquent, |PW/V D| augmente bien avec Kn.

Les variations de Nu sont représentées sur la �gure 6.3. Quand l'écoulement est glis-
sant, Nu augmente avec x/H. Cette variation est due à la raréfaction puisque le nombre
de Nusselt est constant après l'établissement thermique lorsque le glissement est négligé.
Lorsque Kn augmente, le saut de température à la paroi est plus important. Comme Nu
est calculé par l'équation (6.20), il augmente aussi. Concernant les comparaisons entre
les trois solutions, elles ont toutes la même tendance mais sont très éloignées les unes des
autres. C'est pourquoi une étude de maillage a été menée.

6.4.2 In�uence du maillage

Le maillage utilisé dans [65] est uniforme (6000×23 mailles). Avec CFCR2, deux autres
maillages ont été utilisés :

� 12000× 46 mailles uniformes ;
� 24000× 92 mailles uniformes.

Avec ANSYS/Fluent, nous avons testé deux autres maillages :
� 12000× 46 mailles uniformes ;
� 12000× 46 mailles ra�nées à l'entrée de la conduite et près de la paroi.

Les valeurs obtenues de Nu pour les di�érents maillages sont présentées sur la �gure
6.4 quand l'écoulement est glissant ou adhérent à la paroi.
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(a) Pour Kn > 0, calculé par éq. (6.20) (b) Pour Kn = 0, calculé par éq. (6.20)

Figure 6.3 � Comparaison des pro�ls de Nu obtenus par le code du laboratoire pour
PR = 2, 701 et Tp/Te = 1, 2, avec ceux de ANSYS/Fluent et de [65] avec et sans glissement

(a) CFCR2, Kn > 0 (b) CFCR2, Kn = 0

(c) ANSYS/Fluent, Kn > 0 (d) ANSYS/Fluent, Kn = 0

Figure 6.4 � Pro�ls du nombre de Nusselt calculé par l'équation (6.20), obtenus par le
code CFCR2 et ANSYS/Fluent pour di�érents maillages avec et sans glissement (PR =
2, 701 et Tp/Te = 1, 2).
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Nous constatons que le maillage a très peu d'in�uence sur les résultats de CFCR2, quel
que soit le régime d'écoulement. Par contre, la solution d' ANSYS/Fluent converge mal
avec le maillage de [65]. En e�et, les pro�ls du nombre de Nusselt reportés sur les �gures
6.4(c) et 6.4(d) dépendent fortement du maillage. Nous avons testé un maillage uniforme
18000×69 : le calcul n'a pas convergé dans un temps de calcul raisonnable, vraisemblable-
ment à cause de la di�culté à faire diminuer les résidus sur une grille comportant un grand
nombre de mailles et de l'utilisation d'une méthode multi-grille comme solveur itératif.

La suite des résultats est présentée sur la �gure 6.5 pour un maillage 6000×23 uniforme
avec CFCR2 et 12000× 46 mailles irrégulières avec ANSYS/Fluent. Les pro�ls du nombre
de Nusselt sont représentés avec ces maillages sur la �gure 6.5. Nous constatons que les
solutions obtenues par CFCR2 et ANSYS/Fluent sont en très bon accord, quel que soit le
régime d'écoulement. Par contre, ces solutions sont très éloignées des celles de [65] : les
di�érences sont estimées à 11% à la sortie de la conduite et à plus de 45% à l'entrée quand
l'écoulement est glissant. Cet écart peut être expliqué par le maillage utilisé dans [65].
Le code ANSYS/Fluent et CFCR2 se valident mutuellement puisque des maillages et des
méthodes de résolution di�érents sont utilisés et que les résultats sont en accord.

(a) Pour Kn > 0 (b) Pour Kn = 0

Figure 6.5 � Comparaison des pro�ls du nombre de Nusselt calculés par l'équation (6.20)
obtenus par le code CFCR2 pour PR = 2, 701 et Tp/Te = 1, 2 avec ceux de ANSYS/Fluent
et de [65] avec et sans glissement

6.4.3 In�uence de la température imposée à la paroi

Nous considérons d'abord les rapports de température suivants : Tp/Te= 1,1 ; 1,2 ;
1,3 ; 1,4 en gardant le même rapport de pression PR = 2, 701 (∆P = 1, 701 bars). Les
résultats obtenus avec le code CFCR2 montrent que plus le rapport Tp/Te est important,
plus le nombre de Knudsen, en moyenne, l'est aussi (�gure 6.6(a)) puisque Kn est fonction
du libre parcours moyen qui augmente avec la température (voir équation (6.8)). En con-
séquence, le rapport |PW/V D| augmente aussi (�gure 6.6(b)) puisqu'il dépend du taux
de raréfaction.
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(a) Kn (b) PW/V D

Figure 6.6 � Pro�ls de (a) Kn et (b) PW/V D obtenus par CFCR2 pour PR = 2, 701
avec glissement pour di�érentes températures de paroi.

(a) Tp/Te = 1, 1 (b) Tp/Te = 1, 2

(c) Tp/Te = 1, 3 (d) Tp/Te = 1, 4

Figure 6.7 � Comparaisons des pro�ls de Nu calculé par l'équation (6.20) obtenu par le
code CFCR2 (PR = 2, 701 avec glissement) avec ceux de ANSYS/Fluent et de [65] pour
di�érentes températures de paroi
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Sur la �gure 6.7, nous avons tracé les pro�ls du nombre de Nusselt Nu issus du code
CFCR2, d'ANSYS/Fluent et de [65] calculés par l'équation (6.20). Nous constatons que
plus la température de paroi est importante, plus le nombre de Nusselt l'est. Cela est dû
à l'augmentation du gradient normal de T au numérateur de Nu, malgré l'augmentation
de Kn et donc du saut de T qui fait croître l'écart Tp − Tb au dénominateur de Nu. La
comparaison des trois solutions montre que, quelle que soit la valeur de Tp/Te, les solutions
données par CFCR2 et par ANSYS/Fluent sont en très bon accord mais sont très éloignées
de celles présentées dans [65], notamment à l'entrée de la conduite où l'écart est au moins
de l'ordre de 50%. Cela est peut être dû au maillage relativement grossier employé dans [65].

6.4.4 In�uence du rapport de pression

Dans cette partie, nous étudions l'e�et du rapport de pression pour PR =1,34 ; 1,68
; 2,02 ; 2,361 ; 2,701 et une même température de paroi, Tp/Te = 1, 2.

Nous présentons d'abord l'e�et du rapport de pression sur le pro�l deKn (�gure 6.8(a))
et de PW/V D (�gure 6.8(b)). Nous constatons qu'à l'entrée de la conduite, le taux de
raréfaction est plus important aux faibles PR mais qu'il a la même valeur à la sortie de
la conduite parce que la pression de sortie est �xée à 1 bar et parce que la température
de la paroi est la même pour toutes les simulations. Le libre parcours moyen, qui dépend
de ces deux grandeurs, est donc le même à la sortie de la conduite. Concernant le rap-
port |PW/V D|, il est d'autant plus important que Kn est grand, comme nous l'avons vu
précédemment.

(a) Kn (b) PW/V D

Figure 6.8 � Pro�ls de (a) Kn et (b) PW/V D obtenus par le code CFCR2 pour Tp/Te =
1, 2 avec glissement pour di�érents rapports de pression PR

Sur la �gure 6.9, nous constatons que plus le rapport PR est élevé, plus le nombre
de Nusselt est petit. Ceci est dû aux e�ets de compressibilité liés au travail des forces de
pression. Plus la di�érence de pression est importante, plus le gaz se refroidit au c÷ur de
la conduite (Tb diminue donc). Comme la température de la paroi est �xée dans toutes
ces simulations, l'écart Tp − Tb devient important quand PR l'est aussi et, de ce fait, Nu
diminue (voir l'équation (6.20)). On remarque sur cette �gure que la solution de [65] est
toujours éloignée des solutions de CFCR2 et d'ANSYS/Fluent. Ces dernières sont très
proches, sauf pour PR = 1, 34 et à la sortie de la conduite pour les autres valeurs de PR.
Cela est dû au nombre de Knudsen qui est calculé di�éremment dans les deux codes.
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(a) PR = 1, 34 (b) PR = 1, 68

(c) PR = 2, 02 (d) PR = 2, 361

(e) PR = 2, 701

Figure 6.9 � Comparaisons des pro�ls de Nu calculé par l'équation (6.20) et obtenus par
le code CFCR2 avec glissement pour Tp/Te = 1, 2, avec ceux d'ANSYS/Fluent et de [65]
pour di�érents rapports de pression.
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6.4.5 In�uence de la puissance des forces visqueuses à la paroi

Les résultats présentés précédemment ne prennent pas en compte le �ux de chaleur
dû à la puissance des forces visqueuses dans le calcul du nombre de Nusselt. Nu est ici
calculé en utilisant l'équation (6.19) et les résultats obtenus sont présentés sur la �gure
6.10. Quelles que soient la pression ou la température à la paroi, le nombre de Nusselt est
toujours très faible : Nu < 0, 1. En e�et, le terme µug(∂u/∂y)p est négatif. Quand il est
pris en compte, il réduit la valeur du numérateur dans l'équation (6.19) et la valeur de
Nu devient faible. Les résultats issus du code CFCR2 ne sont pas tout à fait en accord
avec ANSYS/Fluent. Néanmoins, les tendances sont les mêmes :

� Quand PR est �xée et que la température à la paroi Tp est augmentée, le nombre
de Nusselt diminue. Cela s'explique parce que le taux de raréfaction est augmenté :
le terme |µug(∂u/∂y)p| devient important et le nombre de Nusselt diminue. Ce com-
portement est contraire à celui observé quand la puissance des forces visqueuses n'est
pas prise en compte. Il semble cohérent avec la physique : lorsque Kn augmente, le
saut de température à la paroi augmente. Il s'agit d'une résistance thermique qui
limite les transferts convectifs.

� Quand Tp est �xée et que le rapport de pression PR est augmenté, le nombre de
Nusselt augmente aussi contrairement à ce qu'on vu quand la puissance des forces
visqueuses n'est pas prise en compte. En e�et, quand PR est important, Kn diminue
et le terme |µug(∂u/∂y)p| diminue à son tour. De ce fait, Nu augmente.

(a) PR = 2, 701 (b) Tp/Te = 1, 2

Figure 6.10 � Pro�ls de Nu calculé par l'équation (6.19) obtenus par le code CFCR2 par
ANSYS/Fluent quand :(a) PR = 2, 701 et Tp variable (b) Tp/Te = 1, 2 et PR variable.

Les très importants écarts entre les nombres de Nusselt calculés par Fluent et par
CFCR2 montrés sur la �gure 6.10 doivent être cependant relativisés : les valeurs de Nu
sont proches de zéro (ce qui n'a pas beaucoup de sens physique si l'on considère que Nu est
un indicateur de l'importance relative de la convection) et résultent d'un post-traitement
des variables calculées. Les �gures 6.11(a) et 6.12(a) montrent que la somme des den-
sités de �ux k(x)(∂T/∂y)g et µ(x)ug(∂u/∂y)g est proche de zéro et que les écarts entre
les nombres de Nusselt sont dus à des di�érences entre les �ux totaux. Les �gures 6.11(b)
et 6.12(b) montrent, d'une part, que les températures de paroi et moyennes débitantes
sont très proches (de l'ordre de 10−4K) et, d'autre part, que les �ux de conduction sont en
bon accord. On en déduit que les grandes di�érences entre des nombres de Nusselt locaux
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(Fig. 6.10 ) sont principalement dues aux calculs des numérateurs (�ux total).

(a) Densités de �ux (W/m2) (b) Tp − Tb(x) (K)

Figure 6.11 � Comparaisons des variations axiales des densités de �ux aux parois et de
l'écart entre la température des parois et la température moyenne débitante dans le cas
PR = 2, 701 et Tp/Te = 1, 2 (H = 1, 2µm, ke = 0, 0268W/mK, µe = 1, 843 10−5 Pa.s).

(a) Densité de �ux totale (W/m2K) (b) Flux de référence (W/m2K)

Figure 6.12 � Comparaisons entre les variations axiales des densités de �ux total aux
parois et du �ux de conduction de référence dans le cas PR = 2, 701 et Tp/Te = 1, 2
(H = 1, 2µm, ke = 0, 0268W/mK, µe = 1, 843 10−5 Pa.s).

La �gure 6.13 permet de comparer le pro�l du nombre de Nusselt quand la puissance
des forces visqueuses (PFV) est prise ou non en compte. Nous constatons que PFV a une
très grande in�uence sur la valeur de Nu et qu'il génère des valeurs de Nu très faibles.
Ce résultat est conforme au résultat expérimental de Demsis et al. (2009, 2010) [18, 19],
discuté à �n du � 3.1.4.
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Figure 6.13 � Comparaison des pro�ls de Nu calculés par les équations (6.20) et (6.19)
obtenus pour PR = 2, 701 et Tp/Te = 1, 2 avec glissement.

6.5 Validation pour des parois à �ux imposé

L H Te µe ke
(µm) (µm) (K) (kg/m.s) (W/m.K)

1500 3 300 1, 782.10−5 2, 59.10−2

Table 6.3 � Paramètres des simulations avec le code du laboratoire quand la paroi est à
�ux imposé (compléments au tableau 6.1).

Avec le code CFCR2, nous avons la possibilité de prendre ou de ne pas prendre en
compte la puissance des forces visqueuses à la paroi. Sans ce terme, les comparaisons sont
possibles avec les résultats de [65]. Dans le cas contraire, les résultats sont comparés à
ceux d'ANSYS/Fluent puisque ce terme est modélisé en utilisant l'UDF adaptée, présentée
au �4.3.3.

Plusieurs rapports de pression PR ainsi que plusieurs �ux à la paroi notés qnorm sont
testés. qnorm désigne le �ux normalisé à la paroi dé�ni par :

qnorm =
qpH

keTe
(6.29)

Une étude de maillage a été faite sur le pro�l du nombre de Nusselt par CFCR2 quand
la puissance des forces visqueuses est ou n'est pas considérée et par ANSYS/Fluent quand
l'écoulement est glissant ou non glissant. L'étude est présentée sur les �gures 6.14.

Les maillages utilisés avec CFCR2 sont tous réguliers et sont les suivants :
� 2300× 29 mailles (celui de [65]) ;
� 4600× 58 mailles (son double) ;
� 9200× 116 mailles (son quadruple).

Les maillages utilisés avec ANSYS/Fluent sont les suivants :
� 2300× 29 mailles régulières (celui de [65]) ;
� 4600× 58 mailles régulières (son double) ;
� 4600× 60 mailles irrégulières (ra�nées à l'entrée et près de la paroi).
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Nous constatons que, quel que soient le code utilisé et le régime d'écoulement, le mail-
lage régulier employé dans [65] conduit à une solution convergente et n'a donc pas besoin
d'être ra�né. Tous les résultats qui suivent sont présentés avec ce maillage (2300× 29).

Les �gures 6.14(c) et 6.14(d) montrent que le nombre de Nusselt d'un écoulement
glissant chau�é à �ux constant est toujours inférieur à celui d'un écoulement non glissant
dans les mêmes conditions : quand l'écoulement est glissant, les vitesses sont augmentées,
ce qui augmente les échanges convectifs. En revanche, le saut de température agit comme
une résistance thermique qui diminue les échanges aux parois. La combinaison de ces
deux phénomènes antagonistes conduit à une diminution des échanges parce que le second
l'emporte sur le premier. En conséquence, le nombre de Nusselt diminue.

(a) CFCR2 avec le terme PFV (b) CFCR2 sans le terme PFV

(c) ANSYS/Fluent, Kn > 0 (d) ANSYS/Fluent, Kn = 0

Figure 6.14 � Pro�ls de Nu obtenus avec CFCR2 : (a) avec et (b) sans le terme PFV
pour PR = 2 et qnorm = 2, 5.10−4 et avec ANSYS/Fluent : (c) avec et (d) sans glissement
pour PR = 2 et qnorm = 10−4 pour di�érents maillages.
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6.5.1 In�uence de la puissance des forces visqueuses à la paroi

Pour étudier l'in�uence de la puissance des forces visqueuses à la paroi, nous avons
choisi un seul cas tiré de [65] : PR = 2 et qnorm = 10−4 correspondant à un �ux de
chaleur qp = 259W/m2. Les résultats sont présentés sur la �gure 6.15 sous forme de
pro�ls longitudinaux pour di�érentes grandeurs caractéristiques. La �gure 6.15(a) montre
clairement que la puissance des forces visqueuses est une source de chaleur supplémentaire.
Le gaz sort donc plus chaud. La solution de [65] est proche de celle de CFCR2 sans ce
terme. La solution obtenue par ANSYS/Fluent est confondue avec celle de CFCR2 avec ce
terme.

La �gure 6.15(b) montre une légère di�érence entre les nombres de Knudsen calculés
par CFCR2 avec et sans la puissance des forces visqueuses : Kn est un peu plus important
avec ce terme parce que le gaz est plus chaud et, de ce fait, le taux de raréfaction augmente.
Par contre, ces solutions sont un peu di�érentes de celles de [65] et d'ANSYS/Fluent.
L'écart avec ANSYS/Fluent s'explique car λ n'est pas calculé de la même façon. Notons
que ces di�érences sont toujours inférieures à 5%.

(a) Tb/Te (b) Kn

(c) PW/V D (d) Nu

Figure 6.15 � In�uence du terme PFV sur quelques grandeurs issues de di�érentes solu-
tions, obtenues pour PR = 2 et qnorm = 10−4 avec glissement

Concernant le rapport entre le travail des forces de pression et la dissipation visqueuse,
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la �gure 6.15(c) montre que CFCR2 donne une solution qui se situe entre celles de [65] et
d'ANSYS/Fluent. La puissance des forces visqueuses à la paroi a donc peu d'in�uence sur le
rapport PW/V D. Par contre, la �gure 6.15(d) montre que ce terme a une grande in�uence
sur les valeurs du nombre de Nusselt local. En e�et, l'écart entre les solutions avec et sans
ce terme croît de 2% à l'entrée de la conduite jusqu'à 20% à la sortie. L'augmentation de
cet écart s'explique par le fait que la puissance des contraintes visqueuses est fonction de
la vitesse de glissement qui augmente et de la dérivée normale de la vitesse à la paroi qui
augmente aussi (en valeur absolue). Nous remarquons que le nombre de Nusselt est plus
faible avec ce terme qui, comme nous l'avons expliqué précédemment, représente une source
de chaleur pariétale. L'écart Tp−Tb est donc plus important et le nombre de Nusselt local,
inversement proportionnel à Tp(x) − Tb(x), est plus faible. On note aussi que la solution
obtenue avec ANSYS/Fluent se confond avec celle de CFCR2 en présence de la puissance
des forces visqueuses à la paroi.

6.5.2 In�uence du �ux de chaleur imposé aux parois

Dans cette partie, nous étudions l'in�uence du �ux de chaleur imposé aux parois. Des
simulations ont été e�ectuées avec qnorm = 5.10−5 ; 10−4 ; 1, 5.10−4 ; 2.10−4 ;
2, 5.10−4 et en conservant le rapport de pression à PR = 2. Les solutions pour le nombre
de Knudsen et le rapport PW/V D sont présentées sur la �gure 6.16. A l'entrée de la con-
duite, Kn est identique dans toutes les simulations puisque la pression et la température
sont les mêmes. En augmentant qnorm, la température du �uide augmente et donc Kn est
plus élevé pour les grands qnorm. C'est pourquoi le rapport |PW/V D| est d'autant plus
important que qnorm l'est puisqu'il est lié à Kn (cf � 6.4.1 ).

(a) Kn (b) PW/V D

Figure 6.16 � Pro�ls de : (a) Kn et (b) PW/V D obtenus par CFCR2 pour PR = 2 avec
glissement pour di�érents �ux de chaleur aux parois qp

Les pro�ls des nombres de Nusselt locaux sont présentés pour CFCR2 quand la puis-
sance des forces visqueuses à la paroi est considérée ou non. Les solutions sont toutes
comparées à celles de [65] et celles d'ANSYS/Fluent sur la �gure 6.17. Nous constatons
que le nombre de Nusselt est d'autant plus important que le �ux de chaleur l'est pour
une même di�érence de pression entrée/sortie puisque Nu = qpH/(k(Tp−Tb)). De plus, le
nombre de Nusselt en présence de la puissance des forces visqueuses à la paroi est toujours
plus faible que sans ce terme, pour les raisons expliquées précédemment. En�n, à faible
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�ux de chaleur, les trois solutions concordent bien entre elles. Par contre, plus on aug-
mente le �ux de chaleur à la paroi, plus les valeurs de Nu(x) obtenues par CFCR2 et par
ANSYS/Fluent, qui sont superposés, s'éloignent de celles de [65], notamment à la sortie
de la conduite. En e�et, quand les températures sont importantes (grands �ux de chaleur)
ou que les pressions sont faibles, le nombre de Knudsen est grand. De ce fait, l'e�et de la
puissance des forces visqueuses, qui dépend de la vitesse de glissement et donc de Kn, est
important, ce qui explique les écarts entre les solutions.

(a) qnorm = 5.10−5 (b) qnorm = 10−4

(c) qnorm = 1, 5.10−4 (d) qnorm = 2, 0.10−4

(e) qnorm = 2, 5.10−4

Figure 6.17 � Comparaisons des pro�ls de Nu obtenus avec CFCR2 pour PR = 2 avec
ceux d'ANSYS/Fluent et de [65] avec glissement pour di�érentes valeurs de qnorm
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6.5.3 In�uence du rapport de pression PR

Dans cette partie, nous étudions l'in�uence du rapport de pression pour PR =1,5 ; 2
; 2,5 avec qnorm = 10−4. Les nombres de Knudsen et les rapports PW/V D sont présentés
sur la �gure 6.18. Nous remarquons que plus PR est faible, plus Kn est élevé pour un
même �ux de chaleur à la paroi. L'explication est la suivante :

� Comme la pression à la sortie est �xée à 1 bar, la pression à l'entrée diminue et Kn
augmente lorsque PR diminue pour une même température d'entrée ;

� Un faible PR correspond à un débit plus faible et donc à un plus grand chau�age du
gaz. De ce fait, Kn est plus important quand PR est diminué.

La combinaison de ces deux conditions fait que le nombre de Knudsen local est toujours
plus important quand PR est faible, c'est pourquoi |PW/V D| est aussi plus important.

(a) Kn (b) PW/V D

Figure 6.18 � Pro�ls de : (a) Kn et (b) PW/V D obtenus avec CFCR2 pour qnorm = 10−4

avec glissement pour di�érents rapports de pression PR

Les pro�ls de Nu(x) pour les trois solutions sont tracés sur la �gure 6.19. En diminuant
PR, les e�ets de compressibilité deviennent moins importants et l'écart Tp − Tb diminue
à son tour, d'où l'augmentation du nombre de Nusselt local. Concernant l'in�uence de la
puissance des contraintes visqueuses à la paroi, sa présence diminue le nombre de Nusselt
en augmentant l'écart Tp − Tb pour un cas traité dans les mêmes conditions. En�n, les
comparaisons entre les résultats donnés par CFCR2, ANSYS/Fluent et [65] conduisent
aux mêmes conclusions que pour l'étude précédente : un parfait accord entre les deux codes
quand la puissance des contraintes visqueuses à la paroi est considérée et des écarts plus
importants avec les résultats de [65] quand le glissement augmente.
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Figure 6.19 � Comparaisons des pro�ls Nu(x) obtenus avec CFCR2 pour qnorm = 10−4,
avec ANSYS/Fluent et par [65] avec glissement. pour di�érents rapports de pression PR

6.6 Conclusion

À l'issue de cette étude, nous arrivons aux conclusions suivantes :
� Le travail des forces de pression et la dissipation visqueuse dépendent du taux de
raréfaction de l'écoulement : plus le nombre de Knudsen est important, plus le travail
des forces de pressions domine la dissipation visqueuse.

� Le nombre de Nusselt d'un écoulement glissant chau�é à �ux constant est toujours
inférieur à celui d'un écoulement non glissant dans les mêmes conditions : quand
l'écoulement est glissant, les échanges convectifs sont augmentés mais le saut de
température agit comme une résistance thermique qui diminue les échanges aux
parois.

� Quand l'écoulement est glissant, le frottement du gaz sur les parois crée une source
de chaleur supplémentaire. Ce phénomène est rarement pris en compte dans la lit-
térature alors que ses e�ets sont loin d'être négligeables. En e�et, le �ux de chaleur
total à la paroi est modi�é. L'une des conséquences porte sur le nombre de Nusselt : si
une densité de �ux uniforme est imposée sur les parois, le nombre de Nusselt est plus
faible en présence de ce terme. Si les parois sont à température imposée, le nombre
de Nusselt tend vers des valeurs très faibles (Nu < 0, 1). Ce résultat con�rme les
mesures de Nu e�ectuées dans les expériences de Demsis et al. (2009, 2010) [18, 19].

� Les résultats obtenus avec CFCR2 et avec ANSYS/Fluent sont en bon accord.

Étant donné que CFCR2 est beaucoup plus rapide qu'ANSYS/Fluent (5 min/cas con-
tre 3 h/cas), l'étude paramétrique présentée dans le chapitre suivant a été e�ectuée avec
CFCR2.
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Chapitre 7

Résultats de l'étude paramétrique

Dans le chapitre précédent, nous avons validé les résultats obtenus avec le code CFCR2 [9,
10, 11, 67] quand les parois de la conduite sont chau�ées, soit à une température supérieure
à celle du �uide à l'entrée, soit par un �ux de chaleur uniforme. Ce code est extrêmement
rapide (pour un maillage 9200 x 30, 5 min/cas en partant d'une solution proche), ce qui
nous a permis d'e�ectuer une étude paramétrique détaillée dont les deux paramètres sont
les pressions à l'entrée et à la sortie de la conduite. Les raisons de ce choix sont que les e�ets
de glissement augmentent en diminuant la pression de sortie pour une même di�érence de
pression ∆P .

Les phénomènes suivants sont étudiés :
� Compressibilité du gaz ;
� Glissement dynamique ;
� Saut de température à la paroi ;
� Dissipation visqueuse et travail des forces de pression ;
� Puissance des contraintes visqueuses à la paroi ;
� Variation des propriétés du gaz avec la température ;
� Pompage thermique.

Le modèle est dit complet quand tous ces phénomènes sont simultanément pris en
compte. On dira qu'il est simpli�é quand l'un des phénomènes n'est pas intégré dans les
calculs. Le but d'étudier des modèles simpli�és est de les comparer au modèle complet a�n
de quanti�er l'importance du phénomène non pris en compte.

Cette étude est e�ectuée pour deux types d'écoulements :

Un écoulement quasi-isotherme obtenu lorsque la température de la paroi est celle du
gaz à l'entrée (Tp = Te). Les variations de température (si elles existent) seront dues
aux e�ets de la dissipation visqueuses ou aux e�ets de détente.

Un écoulement chau�é obtenu en imposant un �ux de chaleur à la paroi.

Les dimensions de la conduite sont (sauf mention contraire) L = 1, 5mm et H = 3µm.
La moitié de la conduite est simulée en utilisant la symétrie a�n de réduire le temps de
calcul. Le maillage utilisé est 9200× 30 (�gure 7.1).

7.1 Détermination du domaine des paramètres

Dans l'étude de Sun et Jaluria [65], la pression de sortie Ps est �xée à 1 bar et le
rapport de pression PR varie de 1, 37 à 2, 701 , c'est à dire que la pression à l'entrée varie
de 1, 37 bar à 2, 701 bar. Nous avons complété ces résultats en étendant considérablement
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Figure 7.1 � Maillage de la conduite utilisée pour l'étude paramétrique

le rapport de pression (1, 01 ≤ PR ≤ 51, 1) et en variant la pression de sortie Ps de 0, 0562
à 5bar. De ce fait, la pression à l'entrée de la conduite Pe varie de 0, 0568 bar à 255, 5bar !
Les simulations sont lancées à l'aide d'un script. Ceci peut conduire à des écoulements qui
ne respectent pas les hypothèses introduites dans l'écriture des équations de conservation.
L'exploitation des résultats est donc limitée comme suit :

� Lorsque les di�érences de pression sont très faibles, la température moyenne débitante
du gaz peut atteindre des valeurs considérables en sortie de conduite du fait de la
condition thermique appliquée à la paroi. La première limite que nous imposons est
donc Tb,max ≤ 2000K ;

� Le gaz est supposé parfait ; sa pression absolue ne doit donc pas dépasser 5 bar. La
deuxième limite que nous imposons est donc Pe < 5 bar.

� Les équations de Navier-Stokes associées aux conditions limites de glissement de 1er

ordre décrivent correctement les écoulements continus pour Kn ≤ 0, 1 . Lorsque le
nombre de Knudsen est tel que à 0, 1 ≤ Kn ≤ 0, 4, des conditions de glissement du
second ordre doivent être introduites [14]. Pour un écoulement donné, le maximum
du nombre de Knudsen se trouvant à la sortie de la conduite, la troisième limite est
donc Kns < 0, 1.

� Les schémas numériques de résolution des équations de Navier-Stokes utilisés ne sont
plus applicables si des ondes de chocs apparaissent. La quatrième limite est donc
Mas ≤ 1 puisque le nombre de Mach est maximum à la sortie de la conduite.

� La combinaisons des pressions Pe et Ps peut conduire à des écoulements pour lesquels
Ps > Pe . La cinquième et dernière limite est donc Pe ≥ Ps

En résumé, les pressions d'entrée et de sortie sont limitées par les conditions suivantes :
� Tb,max ≤ 2000K ;
� Pe ≤ 5 bar ;
� Kn ≤ 0, 1 ;
� Ma ≤ 1 ;
� Pe ≥ Ps.

Pour exploiter les résultats obtenus, le script enregistre dans un �chier de données
la pression d'entrée, la pression de sortie et di�érentes grandeurs scalaires caractérisant
chaque écoulement calculé. Ces grandeurs qui vont être représentées par des champs en
fonction des pressions d'entrée et de sortie, sont :

À la sortie de la conduite : le nombre de Knudsen Kns, le nombre de Reynolds Res,
le nombre de Mach Mas et la température moyenne débitante Tb,s.
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Valeurs maximales du pro�l longitudinal de la température moyenne débitante Tb,max

et du rapport entre la vitesse due au pompage thermique et la vitesse de glissement(
Pth
ug

)
max

(équation (7.1))

Moyennes du pro�l longitudinal du nombre de Nusselt Num (équation (7.2)), du
nombre de Knudsen Kn (équation (7.3)) et de la puissance des forces visqueuses
rapportée au �ux à la paroi PFVm

qpL
(équation (7.4)).

Moyenne volumique du travail des forces de pression rapporté à la dissipation visqueuse
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(équation (7.5)).
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7.2 Écoulements quasi-isothermes Tp = Te

Dans cette partie, la paroi est maintenue à la température d'entrée du �uide. Autrement
dit Tp = Te = 300K. La combinaison des pressions d'entrée Pe et de sortie Ps a produit
6461 écoulements (71 × 91). Ces points de calculs sont représentés sur la �gure 7.3(a).
En imposant les limites décrites précédemment, le domaine de l'étude paramétrique est
réduit à moins de 2500 points de calculs (points rouges sur la �gure 7.3(b)). Comme il
n'existe pas de chau�age, la température du �uide ne risque pas de dépasser 2000K, c'est
pourquoi cette limite n'existe pas sur la �gure 7.3(b). Il n'y a pas d'extension à l'entrée car
l'écoulement est quasi isotherme et donc pas sujet à de la di�usion thermique vers l'amont.

En revanche une extension adiabatique est placée à la sortie de la conduite (�gure
7.2) dans le but de s'a�ranchir des conditions de sortie, en particulier lorsque la détente
du gaz est forte. La �gure 7.2(a) représente la microconduite (trai �n à gauche) avec
l'extension en sortie (quart de disque maillé par des triangles). Les fontières de l'extension
sont toutes adiabatiques ; la frontière rectilignes verticale est imperméable ; la frontière en
arc de cercle est une frontière ouverte où seule la composante normale de la vitesse est non
nulle (entrante ou sortante) et conserve le débit sortant de la microconduite ; la fontière
horizontale est un axe de symétrie. La �gure 7.2(b) est un zoom sur le maillage au niveau
de la jonction entre la sortie de la microconduite et l'extension.

7.2.1 Résultats du modèle complet

En traçant les champs, nous avons constaté des similitudes des isovaleurs entre certaines
grandeurs. Dans la suite, nous représentons les résultats par groupe pour mieux visualiser
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(a) Géométrie complète (b) Zoom sur l'interface conduite/extension

Figure 7.2 � Géométrie des écoulements non chau�és avec paroi isotherme Tp = Te =
300K

(a) Domaine de l'étude paramétrique sans les lim-
ites

(b) Domaine de l'étude paramétrique avec les lim-
ites

Figure 7.3 � Domaine de calcul de l'étude paramétrique avant (a) et après (b) avoir imposé
les limites pour des écoulements non chau�és avec paroi isotherme Tp = Te = 300K

ces similitudes. Mais avant, nous présentons seul le champ du nombre de Knudsen à la sortie
de la conduite, Kns, car il n'a pas de similitudes avec les autres grandeurs. Cependant il est
important car il nous servira comme référence dans certaines explications. Sur cette �gure,
le nombre de Knudsen à la sortie de la conduite Kns augmente quand la pression à la sortie

de la conduite Ps diminue. Ce qui est trivial vu que Kn = λ/Dh =
(√

π
2

µ
P

√
2rT

)
/Dh.

Près de la limite inférieure droite à Mas = 1, les isovaleurs de Kns sont déformées car les
e�ets de compressibilité sont importants en sortie de canal (détente et refroidissement du
gaz) : Kns diminue à Ps �xée car la masse volumique du gaz augmente.

Le premier groupe de �gures à présenter des similitudes est le débit massique ṁ (�gure
7.5(a)) et le nombre de Reynolds à la sortie de la conduite Res (�gure 7.5(b)). Comme
l'écoulement est quasi-isotherme, la viscosité peut être supposée constante. De ce fait, le
débit massique est corrélé au nombre de Reynolds puisqu'ils sont liés entre eux par la
relation suivante :

Re = ρumDh
µ

= ρum2H
µ

ṁ = ρumH

 =⇒ ṁ =
µ

2
Re
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Figure 7.4 � Isovaleurs du nombre de Knudsen à la sortie de la conduite Kns en fonction
de Pe et Ps à température imposée Tp = Te = 300K pour le modèle complet

(a) ṁ× 105 (kg/s) (b) Res

Figure 7.5 � Isovaleurs de (a) ṁ × 105 (kg/s) et (b) Res en fonction de Pe et Ps à
température imposée Tp = Te = 300K pour le modèle complet

Le deuxième groupe de �gures représente la moyenne du pro�l longitudinal du nombre
de Knudsen Knm (�gure 7.6(a)) et la moyenne du travail des forces de pression rapportée
à la moyenne de la dissipation visqueuse sur tout le volume de la conduite PWm/V Dm

(�gure 7.6(b)) en fonction de Pe et de Ps.
Nous constatons que l'amplitude du rapport PWm/V Dm est plus ou moins corrélée

à Knm de telle sorte que plus le taux de raréfaction augmente, plus l'amplitude de
|PWm/V Dm| le suit. Ce résultat est en accord avec ce que nous avons présenté précédem-
ment : quand l'écoulement est très peu glissant (Kn < 0, 01), la puissance des forces
de pressions se compense avec la dissipation visqueuse ; PWm/V Dm est voisin de −1 et
la somme de ces deux termes peut être négligée dans le modèle. Par contre, à partir de
Kn = 0, 02 (voir �gures 7.2.1 et 7.6(a)), |PWm/V Dm| devient supérieur à 1, 1 et on
ne peut plus négliger les termes PW et V D. En e�et, quand le nombre de Knudsen est
proche de Kn = 0, 1, l'écoulement est très glissant et le travail des forces de pressions peut
atteindre deux fois la dissipation visqueuse (|PWm/V Dm| ≈ 2).
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(a) Kn× 102 (b) PWm/V Dm

Figure 7.6 � Isovaleurs de (a) Kn × 102 et (b) PWm/V Dm en fonction de Pe et Ps à
température imposée Tp = Te = 300K pour le modèle complet

Le troisième et dernier groupe de �gures représente la température moyenne débitante
à la sortie de la conduite Tb,s (�gure 7.7(a)), le maximum du rapport entre le pompage
thermique et la vitesse de glissement (Pth/ug)max (�gure 7.7(b)), la moyenne du nombre
de Nusselt Num (�gure 7.7(c)) et le nombre de Mach à la sortie de la conduiteMas (�gure
7.7(d).

Nous constatons que la température de sortie est corrélée au nombre de Mach de telle
sorte que plus Mas est élevé, plus le �uide se refroidit (�gures 7.7(a) et 7.7(d)). En
e�et, un grand nombre de Mach correspond à une forte détente du gaz, traduite par son
refroidissement.

Le rapport (Pth/ug)max dépend fortement du gradient longitudinal de température.
Comme le gaz se refroidit à grands nombres de Mach, le gradient ∂T/∂x favorise le pom-
page thermique en sens inverse de l'écoulement moyen car le pompage se fait des tempéra-
tures les plus basses vers les températures les plus élevées. C'est pourquoi Pth est corrélé au
nombre de Mach : il augmente en fonction de Mas (�gures 7.7(b) et 7.7(d)). Cependant,
son e�et reste négligeable quelque soit l'écoulement étudié car au maximum, il représente
5% de la vitesse de glissement quand Ma ≈ 1.

La moyenne du pro�l longitudinal du nombre de Nusselt Num est corrélée au nombre
de Mach sur une petite partie du domaine. En e�et, à partir de Mas = 0, 1, le gaz subit
une détente et se refroidit au centre de la conduite. La paroi, maintenue à Te et donc plus
chaude, devient une source de chaleur et ∂T/∂y augmente. Par conséquent, le nombre de
Nusselt augmente.
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(a) Tb,s (K) (b)
(
Pth
ug

)
max

(c) Num (d) Mas

Figure 7.7 � Isovaleurs de (a) Tb,s (K), (b) (Pth/ug)max, (c) Num et (d) Mas en fonction
de Pe et Ps à température imposée Tp = Te = 300K pour le modèle complet

7.2.2 Comparaison avec la solution analytique

La solution analytique [3], détaillée au �5.3.1, a comme hypothèse principale que
l'écoulement est isotherme. Cette solution est restée valable pour une conduite de longueur
L = 2, 79 mm (voir �5.3.3) même pour de grandes di�érences de pression. En e�et, la
détente est toujours localisée près de la sortie de la conduite ; les e�ets thermiques ne
représentaient que 2% de la longueur totale de la conduite. Dans ce qui suit, nous avons
calculé les débits analytiques par [3] et numériques par le code du laboratoire pour une plus
large gamme de pressions et pour des longueurs de conduite plus courtes : L = 1, 5 mm et
L = 1 mm. Le but est d'avoir des e�tes thermiques (dues aux détentes) sur une longueur
relative plus importante pour tester les limites de la méthode analytique. Le gaz étant quasi-
isotherme, la solution analytique [3] devrait rester valable dans le domaine de pression
considéré. La seule grandeur comparable étant le débit massique, nous l'avons calculé pour
toutes les simulations en utilisant pour rappel, l'équation suivante [3] :

ṁ =
H3∆PPm
12µrTL

[
1 + 6

(
2− σu
σu

)
Knm

]
(7.6)
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avec :

∆P = Pe − Ps , Pm =
Pe + Ps

2
, Knm =

λ(Pm)

Dh
, Dh = 2H (7.7)

La comparaison entre les solutions analytique et numérique se calcule pour le débit
massique comme suit :

ṁ (%) =
ṁnumérique − ṁanalytique

ṁnumérique
× 100 (7.8)

et pour la température en calculant la di�érence des températures moyennes débitantes en
sortie des deux modèles : Tb,snumérique

− Tb,sanalytique = Tb,snumérique
− 300.

Conduite de longueur L = 1, 5 mm

Les résultats obtenus pour cette longueur de conduite sont représentés pour le débit
massique sur la �gure 7.8(a) et pour la température sur la �gure 7.8(b). On observe
qu'il y a très peu de di�érence sur les débits massiques et que cette di�érence augmente
avec le refroidissement dû à la détente du gaz. Quand la chute de température du gaz
est de plusieurs dizaines de degrés (�gure 7.7(a)), l'écart reste localisé à la sortie de la
conduite et in�uence peu le débit massique. Notons que l'écart relatif sur le débit massique
est négatif : le débit massique analytique est toujours supérieur au débit numérique. Ceci
s'explique par le fait que le pompage thermique ralentit le gaz. En e�et, la détente du gaz
conduit à un gradient longitudinal de température négatif, ce qui diminue la vitesse de
glissement jusqu'à l'annuler puis à la rendre négative.

Avec une erreur maximale de 0, 8% sur le débit massique, on peut admettre que la
solution d'Arkilic [3] est su�samment précise pour calculer le débit sur toutes les gammes
de pression inférieures à 5 bar, à condition toutefois que la température de la paroi soit
maintenue à celle de l'entrée du gaz.

(a) erreur sur ṁ (%) (b) Tb,snumérique
− Tb,sanalytique (K)

Figure 7.8 � Isovaleurs des di�érences obtenues entre les solutions analytique [3] et
numérique (code CFCR2) en fonction de Pe et Ps à température imposée Tp = Te =
300K pour une conduite de longueur L = 1, 5mm : (a) di�érence sur ṁ (%) - (b)
Tb,snumérique

− Tb,sanalytique (K).
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Conduite de longueur L = 1 mm

Le même maillage a été conservé pour cette longueur de conduite, ce qui donne (6133×
30) cellules. Les résultats pour cette longueur de conduite sont présentés sous la forme de
di�érences relatives pour le débit massique (�gure 7.9(a)) et sous forme de di�érences
pour la température Tb,s (�gure 7.8(b)). Nous constatons que ces di�érences sont plus
importantes que dans le cas d'une conduite plus longue, pour le débit massique comme
pour la température moyenne débitante. Si ces di�érences restent inférieures à 2% pour le
débit massique, nous pouvons supposer que la solution analytique ne serait plus applicable
en dessous d'une certaine longueur de conduite.

(a) erreur sur ṁ (%) (b) Tb,snumérique
− Tb,sanalytique (K)

Figure 7.9 � Isovaleurs des di�érences obtenues entre les solutions analytique [3] et
numérique (code CFCR2) en fonction de Pe et Ps à température imposée Tp = Te =
300K pour une conduite de longueur L = 1mm : (a) di�érence sur ṁ (%) - (b)
Tb,snumérique

− Tb,sanalytique (K).

7.3 Résultats pour des parois uniformément chau�ées

Dans cette partie, une densité de �ux uniforme qp = 259W/m2 est imposée sur les
parois. Concernant le domaine de l'étude paramétrique, la combinaison des di�érentes
valeurs de Pe et de Ps produit 2340 écoulements (36 × 65) représentés en partie sur la
�gure 7.10(a). En imposant les limites précédentes, moins de 600 points sont exploitables
(points rouges sur la �gure 7.10(b)).

En plus des limites, nous avons ajouté une courbe, notée "max(Pth/ug) = 0.1" sur la
�gure 7.10(b), délimitant le domaine dans lequel la vitesse due au pompage thermique
devient une composante importante de la vitesse de glissement. Nous supposons que le
pompage thermique devient non négligeable quand il induit une variation d'au moins 10%
de la vitesse de glissement, autrement dit, quand :

max

(
Pth
ug

)
≥ 0, 1 (7.9)

Les points de la �gure 7.10(b) pour lesquels le pompage thermique n'est pas négligeable
se situent au dessus de la courbe "max(Pth/ug) =0.1".
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(a) Domaine de calcul sans les limites (b) Domaine de calcul avec les limites

Figure 7.10 � Domaine de calcul de l'étude paramétrique avant (a) et après (b) avoir
imposé les limites pour des écoulements chau�és avec une densité de �ux qp = 259W/m2

7.3.1 Résultats du modèle complet et établissement des corrélations en
fonction des paramètres

Comme précédemment, nous avons regroupé les �gures qui présentent des similitudes.
Nous avons aussi établi des corrélations avec le logiciel de statistiques JMP (John's Mac-
intosh Project) [http : //fr.wikipedia.org/wiki/JMP − (logiciel) ]) 1.

Les isovaleurs de Kns et de PWm/V Dm en fonction des pressions d'entrée Pe et de
sortie Ps sont présentés sur les �gures 7.11(a) et 7.11(b). On observe que la valeur de
PWm/V Dm est corrélée au taux de raréfaction et donc à Kns. Aux faibles valeurs de
Kns, ce rapport est proche de −1 : il n'est donc pas nécessaire de prendre en compte
la dissipation visqueuse et le travail des forces de pression. Plus le nombre de Knudsen
augmente, plus ce rapport devient important et atteint −2 lorsque Kns est proche de 0, 1.
Dans ce cas, PWm/V Dm ≈ −2. Si on suppose que ces termes sont importants lorsque
PWm/V Dm est inférieur à −1, 1, cela implique qu'il faut les prendre en compte dans le
modèle pour Kns ≥ 10−2.

Le débit massique ṁ (�gure 7.12(a)), la température moyenne débitante maximale
Tb,max (�gure 7.12(b)), le maximum du rapport entre la vitesse due au pompage thermique
et la vitesse de glissement (Pth/ug)max (�gure 7.12(c)) et le nombre de Reynolds à la
sortie de la conduite Res (�gure 7.12(d)) sont reportés sur le même groupe de �gures. On
constate que toutes ces grandeurs sont corrélées au nombre de Reynolds en sortie, Res. La
meilleure corrélation est celle du débit massique puisqu'il est proportionnel au nombre de
Reynolds (ṁ = (µ/2)Re) : bien que la viscosité dépende de la température, la di�érence
de température est au maximum de 50K dans la moitié des cas simulés, ce qui correspond
à une variation maximale de viscosité de 10%. Nous pouvons donc supposer que ṁ n'est
fonction que de Res.

Nous remarquons que plus le nombre de Reynolds est élevé, moins le �uide s'échau�e
(�gures 7.12(b) et 7.12(d)). Aux grands débits massiques correspondent aussi de grands
nombres de Mach (voir �gure 7.13(c)). Les e�ets de détente refroidissent le gaz qui, dans

1. JMP est un logiciel de statistiques mis au point par l'institut SAS. C'est un outil très avancé
permettant l'étude approfondie des données : analyse, exploration, visualisation, prévision . . . .
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(a) Kns (b) PWm/V Dm

Figure 7.11 � Isovaleurs du modèle complet en fonction de Pe et Ps à �ux imposé qp =
259W/m2 : (a) Kns et (b) PW/V D

certains cas, peut sortir à une température moyenne débitante inférieure à celle de l'entrée.

En utilisant JMP, une corrélation donnant l'écart de température Tb,max−Te en fonction
du nombre de Reynolds a été établie. Elle est donnée par l'équation suivante :

Tb,max − Te =
1

0, 00172 + 0, 0122Re1,006
s

(7.10)

En ce qui concerne le rapport (Pth/ug)max, il est corrélé principalement aux faibles
nombres de Reynolds Re < 4 (�gures 7.12(c) et 7.12(d)) pour les valeurs de Mas < 0, 4
(cf. �gure 7.13(c)). Plus le nombre de Reynolds est faible, plus les vitesses de glissement
sont faibles et plus le gradient longitudinal de température est important. Le pompage
thermique Pth augmente donc à faibles Re et le rapport (Pth/ug)max devient grand. Nous
avons corrélé le rapport (Pth/ug)max avec le nombre de Reynolds pour Mas < 0, 4 sous la
forme :(

Pth
ug

)
max

=
1

0, 86 + 96, 56Re1,469
s

(7.11)

Cependant, et dans une moindre mesure, (Pth/ug)max est aussi corrélé aux grands
nombres de Mach (�gures 7.12(c) et 7.13(c)). En e�et, dans cette zone, Re > 4 et
les vitesses de glissement sont importantes mais les fortes détentes induisent d'importants
gradients négatifs longitudinaux de température. Quand (Pth/ug)max est corrélé au nombre
de Mach, (Pth/ug)max croît avecMa. Il reste cependant inférieur aux valeurs de la zone où
il corrélé au nombre de Reynolds et son in�uence est négligeable ; il représente au maximum
3% de la vitesse de glissement.

Le troisième groupe de �gures représente la moyenne du pro�l longitudinal de la puis-
sance des forces visqueuses à la paroi rapportée au �ux total à la paroi (noté PFVm/qp,
�gure 7.13(a)), du nombre de Nusselt Num (�gure 7.13(b)) et le nombre de Mach à
la sortie de la conduite Mas (�gure 7.13(c)). Nous remarquons sur les �gures 7.13(a)
et 7.13(c) que le rapport PFVm/qp augmente avec le nombre de Mach. Cela s'explique
comme suit :
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(a) ṁ× 105 (kg/s) (b) Tb,max (K)

(c)
(
Pth
ug

)
max

(d) Res

Figure 7.12 � Isovaleurs du modèle complet en fonction de Pe et Ps à �ux imposé qp =
259W/m2 pour : (a) ṁ× 105 (kg/s), (b) Tb,max (K), (c) (Pth/ug)max et (d) Res

� Quand le nombre de Mach est élevé, les vitesses de l'écoulement le sont aussi. De ce
fait, ug est grand ;

� Nous avons vu au �5.3.3 (�gure 5.25) que, quand les écoulements sont compressibles,
le gaz accélère fortement au centre du canal et que les pro�ls de vitesses dans une
section de la conduite sont de plus en plus courbés. Le gradient transversal de la
vitesse aux parois (∂u/∂y)p augmente donc avec le nombre de Mach ;

� Pour la conduite chau�ée, quand le nombre de Mach augmente, le gradient transversal
de la température (∂T/∂y)p augmente sous l'e�et de la détente.

Comme la puissance des contraintes visqueuses à la paroi s'écrit PFV = µug(∂u/∂y)p,
la combinaison de ces trois phénomènes explique que le rapport PFVm/qp augmente lorsque
le nombre de Mach augmente.

À l'aide de JMP, nous avons obtenu la corrélation polynomiale de troisième ordre
suivante :

PFV

qp
= −0, 0653 + 10, 79Mas − 3, 582Ma3

s (7.12)
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Notons qu'à partir de Mas = 0, 2, la puissance des contraintes visqueuses à la paroi
représente au moins 50% du �ux total à la paroi et peut être 8 fois plus grande lorsque
Ma ≈ 1. Ce terme ne doit donc pas être négligé dans les bilans de �ux de chaleur.

Le nombre de Nusselt moyen Num est corrélé au nombre de Mach quandMa ≥ 10−2 et
Num diminue lorsque Ma augmente. En e�et, nous avons vu précédemment que le terme
PFV , qui représente un terme de production de chaleur aux parois, croît avec Ma. Cela
induit un grand écart entre la température des parois et la température au centre de la
conduite qui diminue à cause de la détente. Comme l'écart Tp − Tb croît avec Ma et que
le nombre de Nusselt est inversement proportionnel à Tp − Tb, Num décroît puisque qpL
reste constant. La corrélation entre Num et Mas s'écrit :

Num ≈
1

0, 218 + 12, 9Ma1,01
s

(7.13)

(a) PFVm
qp

(b) Num

(c) Mas

Figure 7.13 � Isovaleurs du modèle complet en fonction de Pe et Ps à �ux imposé qp =
259W/m2 pour : (a) PFVm/qp, (b)Num et (c) Mas
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7.3.2 Comparaisons entre le modèle complet et des modèles simpli�és

La comparaison entre les résultats obtenus par le modèle complet et les résultats obtenus
par un modèle simpli�é s'e�ectue pour une grandeur f par le calcul suivant :

f (%) =
fcomplet − fsimpli�é

fcomplet
× 100 , avec f = ṁ , Num (7.14)

Pour la température, c'est l'écart Tb,scomplet
− Tb,ssimpli�é

qui est calculé.

Pompage thermique négligé

Dans ce paragraphe, l'in�uence du pompage thermique est étudiée. Les isovaleurs du
rapport (Pth/ug)max représentées sur la �gure 7.14(d) sont à la base des explications. Les
erreurs relatives commises sur le débit massique ṁ et sur le nombre de Nusselt moyen Num
sont représentées sur les �gures 7.14(a) et 7.14(c). L'erreur absolue sur la température
moyenne débitante à la sortie de la conduite Tb,s est représentée sur la �gure 7.14(b).

(a) Erreur sur ṁ (%) (b) Erreur sur Tb,s (K)

(c) Erreur sur Num (%) (d) (Pth/ug)max du modèle complet

Figure 7.14 � Erreurs commises dans un calcul sans le pompage thermique Pth par rapport
à un modèle complet en fonction de Pe et Ps à �ux imposé qp = 259W/m2 pour : (a) ṁ
(%), (b) Tb,s (K) et (c) Num (%)
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À première vue, le pompage thermique a très peu d'in�uence sur les résultats, il n'est
à prendre en compte que si les conditions le favorisent : faibles vitesses et gradients de
température importants. En d'autres termes, la modélisation du pompage thermique est
nécessaire seulement pour les écoulements chau�és et quand le nombre de Reynolds Res <
0, 5 (cf. �gure 7.12(d)).

Puissance des forces visqueuses aux parois négligée

La puissance des forces visqueuses due au glissement est rarement prise en compte dans
la littérature. Nous étudions dans ce paragraphe l'importance de ce terme en le comparant
au �ux de chaleur imposé sur les parois, soit le rapport PFV/qp, représenté sur la �gure
7.15(d). Quand ce terme est négligé, les erreurs relatives commises sur le débit massique
ṁ et sur le nombre de Nusselt moyen Num sont représentées sur les �gures 7.15(a) et
7.15(c). L'erreur absolue sur la température moyenne débitante à la sortie de la conduite
Tb,s est représentée sur la �gure 7.15(b).

(a) Erreur sur ṁ (%) (b) Erreur sur Tb,s (K)

(c) Erreur sur Num (%) (d) PFV/qp du modèle complet

Figure 7.15 � Erreurs commises dans un calcul sans le terme PFV par rapport à un
modèle complet en fonction de Pe et Ps à �ux imposé qp = 259W/m2 pour : (a) ṁ (%),
(b) Tb,s (K) et (c) Num (%)

Nous constatons que les trois grandeurs suivent plutôt le champ du Knudsen 7.11(a)
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que celui du rapport PFV/qp. Plus le taux de raréfaction augmente, plus les erreurs com-
mises sur ces trois grandeurs croissent. L'erreur sur le débit est négative car la puissance
des contraintes visqueuses à la paroi est une source de chaleur qui réchau�e le �uide, par
conséquent sa viscosité augmente ce qui diminue le débit du �uide.

Le nombre de Nusselt est supérieur à celui calculé avec le modèle complet car la puis-
sance des contraintes visqueuses a pour e�et d'augmenter la température à la paroi ; l'écart
Tp − Tb augmente et donc le nombre de Nusselt diminue.

Au vu des écarts importants entre le modèle complet et le modèle sans terme PFV ,
nous arrivons à la conclusion qu'il ne faut pas négliger ce terme lorsque Kn > 10−2.

Travail des forces de pression et dissipation visqueuse négligées

Le travail des forces de pression et la dissipation visqueuses sont le plus souvent supposés
négligeables. Cette hypothèse est examinée dans ce paragraphe. Quand ces termes ne sont
pas pris en compte, les erreurs relatives sur le débit massique ṁ et sur le nombre de Nusselt
moyen Num sont représentés sur les �gures 7.16(a) et 7.16(c). L'erreur absolue sur la
température moyenne débitante à la sortie de la conduite Tb,s est donnée sur la �gure
7.16(b). Le champ du rapport PW/V D représenté sur la �gure 7.16(d) est à la base des
explications.

Nous constatons que plus le rapport PW/V D augmente, plus l'erreur relative commise
sur le débit massique augmente jusqu'à atteindre 8% quand PW/V D ≈ −2. Le débit du
modèle complet est toujours supérieur à celui du modèle sans les termes PW et V D. La
raison est que le travail des forces de pression domine toujours. La détente refroidit le gaz,
augmente sa densité, diminue sa viscosité et donc diminue les frottements.

L'erreur sur Tb,s est négative : l'écoulement sort toujours plus froid à cause du terme
PW . L'erreur peut être très importante (plus de 100K) quand le rapport PW/V D est
grand.

L'erreur relative sur le nombre de Nusselt est importante dans plus de 70% des cas
étudiés et elle est, en général, négative à cause du travail des forces de pression qui a pour
e�et d'accroître l'écart de température Tp−Tb. Comme Num est inversement proportionnel
à Tp − Tb, Num est donc plus faible en présence de PW , c'est pourquoi l'erreur relative
est négative (�gure 7.16(c)).

Ces résultats montrent qu'il est nécessaire de prendre en compte le travail des forces
de pression et la dissipation visqueuse dans la modélisation quelles que soient les pressions
à l'entrée et à la sortie de la conduite sauf quand elles sont simultanément supérieures à 3
bar.
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(a) Erreur sur ṁ (%) (b) Erreur sur Tb,s (K)

(c) Erreur sur Num (%) (d) PW/V D du modèle complet

Figure 7.16 � Erreurs commises sans les termes PW et V D par rapport à un modèle
complet en fonction de Pe et Ps à �ux imposé qp = 259W/m2 pour : (a) ṁ (%), (b) Tb,s
(K) et (c) Num (%)
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7.3.3 Étude approfondie de quelques cas du domaine paramétré

L'étude paramétrique précédente a permis d'avoir une perception générale sur les
écoulements micro�uidiques en fonction des pressions imposées à l'entrée et à la sortie.
Pour compléter cette étude, nous avons sélectionné quelques points du domaine de simu-
lations que nous analysons en montrant les pro�ls de vitesse et les champs de température
dans la moitié de la conduite. Les points choisis, montrés sur la �gure 7.17, représentent
des cas où au moins l'un des phénomènes est à son maximum. Leurs caractéristiques les
plus importantes sont reportées dans le tableau 7.1.

Figure 7.17 � Points sélectionnés pour l'étude approfondie des écoulements à �ux imposé
qp = 259W/m2

Point Pe Ps ∆P ṁ Res Kns Mas Tb,s
(Fig. 7.17 (bar) (bar) (bar) (kg/s× 105) (K)

A 5,00 4,85 0,15 0,49 0,42 0,004 0,0015 457,2
B 4,00 0,08 3,92 8,27 9,86 0,1 1 308,2
C 0,90 0,25 0,65 0,28 0,2 0,1 0,016 570,4
D 1,13 1,00 0,13 0,03 0,008 0,1 6, 6.10−4 1957

Table 7.1 � Carctéristiques des écoulements sélectionnés sur la �gure 7.17

Cas A : écoulement peu compressible, non glissant

D'après la position du pointA sur la �gure 7.17 et compte tenu des valeurs des nombres
de Knudsen et de Mach (�gures 7.11(a) et 7.13(c) respectivement), cet écoulement est
très peu glissant (Kns = 0, 004) et très peu compressible (∆P = 0, 15 bar).

La �gure 7.18 montre le champ de température dans la conduite et le pro�l de vitesse
dans quelques sections de la conduite. Nous constatons que la vitesse est presque nulle près
de la paroi (peu de glissement) et que l'augmentation de vitesse sur une même ligne de
courant est très faible. Il s'agit donc d'un écoulement proche d'un écoulement de Poiseuille.
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Figure 7.18 � Champ de température et pro�ls de vitesse du cas A 7.17 avec Pe = 5 bar,
Ps = 4, 85 bar et qp = 259W/m2

Cas B : écoulement très compressible, glissant à la sortie de la conduite

Le point B de la �gure 7.17 représente la jonction entre les nombres de Mach et de
Knudsen en sortie de conduite ayant les valeurs maximales possibles. La �gure 7.19 mon-
tre le champ de température et les pro�ls de vitesse. Nous constatons que l'écoulement
sort plus froid qu'à l'entrée : la température diminue d'environ 5K alors que les parois
sont chau�ées uniformément (qp = 259W/m2). Sur la majeure partie de la conduite, l'é-
coulement ressemble à un écoulement de Poiseuille chau�é sans glissement. La détente est
localisée à proximité de la sortie de la conduite : les vitesses en sortie sont, approximative-
ment, 10 fois plus grandes que celles à l'entrée. La pression diminuant de 4 bar à 0, 08 bar,
le nombre de Knudsen est très important et le glissement n'est visible que sur le dernier
pro�l de vitesse (�gure 7.19).

Figure 7.19 � Champ de température et pro�ls de vitesse du cas B 7.17 avec Pe = 4 bar,
Ps = 0, 08 bar et qp = 259W/m2

Cas C : écoulement glissant, peu compressible, sans pompage thermique

Au point C de la �gure 7.17, le nombre de Knudsen en sortie a pour valeur Kns =
0, 1. Cet écoulement est donc très glissant. La �gure 7.20 montre que l'écoulement, du
fait des faibles pressions (< 1 bar), est glissant sur quasiment toute la longueur de la
conduite. Comme le gaz est chau�é, la vitesse débitante augmente beaucoup malgré la
faible di�érence de pression entrée-sortie. Aucun e�et de détente n'est observé en sortie :
cet écoulement est très peu compressible.
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Figure 7.20 � Champ de température et pro�ls de vitesse du casC 7.17 avec Pe = 0, 9 bar,
Ps = 0, 25 bar et qp = 259W/m2

Cas D : écoulement glissant, très peu compressible, avec pompage thermique

Au pointD de la �gure 7.17, l'importance relative du pompage thermique est signi�ca-
tive. Les pressions d'entrée et de sortie sont de l'ordre de la pression atmosphérique et ne
di�èrent que de ∆P = 0, 13 bar. L'écoulement est donc modérément glissant et les vitesses
sont faibles. En conséquence, l'augmentation de température du gaz est très importante,
de 300 à 1800K (�gure 7.21). Compte tenu de la longueur de la conduite, l'important
gradient longitudinal de température favorise le pompage thermique. Nous constatons sur
le pro�l de vitesse proche de l'entrée (�gure 7.21) que les vitesses sont maximales à prox-
imité des parois et beaucoup plus grandes que sur l'axe. Cette augmentation de vitesse aux
parois n'est pas uniforme le long de la conduite et son importance, relativement à la vitesse
axiale, tend à diminuer. Le pro�l longitudinal de la vitesse de glissement (�gure 7.22(a))
montre qu'à l'entrée de la conduite, le pompage thermique est dominant et tend à diminuer
jusqu'à la sortie de la conduite où il s'annule. En e�et, comme il dépend essentiellement du
gradient longitudinal de la température, il suit l'évolution de ce dernier (�gure 7.22(b)).

Figure 7.21 � Champ de température et pro�ls de vitesse du cas D 7.17 avec Pe =
1, 13 bar, Ps = 1 bar et qp = 259W/m2

7.4 Conclusion

À l'issue de ces études paramétriques e�ectuées avec le code CFCR2, nous parvenons
aux conclusions suivantes :

� Le débit massique est lié au nombre de Reynolds par la viscosité du gaz qui varie
très peu, même lorsque l'écoulement est chau�é avec la densité de �ux considérée ;

� Le rapport entre la moyenne du travail des forces de pression et la moyenne de la
dissipation visqueuse sur le volume de la conduite est lié au nombre de Knudsen
moyen. Quand la paroi est chau�ée uniformément (qp = cste), la corrélation est très
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(a) ug (b) ∂T
∂x

Figure 7.22 � Pro�ls longitudinaux de : (a) ug et (b) ∂T∂x du casD 7.17 avec Pe = 1, 13 bar,
Ps = 1 bar et qp = 259W/m2

bonne (Fig.7.11(b)). Par contre, la corrélation n'est pas très bonne lorsque la paroi
est isotherme (Fig.7.6(b)).

Selon le type d'écoulement étudié, nous arrivons aux conclusions suivantes :

Écoulements quasi-isothermes en maintenant la température des parois à la tempéra-
ture d'entrée du �uide :
� Pour les longueurs de conduites considérées, les débits massiques obtenus pour
toutes les di�érences de pressions balayées s'obtiennent avec une très bonne ap-
proximation par la solution analytique proposée par Arkilic et al. [3] ;

� Le nombre de Nusselt moyen est très faible partout (Num < 0, 1) et est légèrement
lié au nombre de Mach lorsque Ma est su�samment grand ;

� Le pompage thermique n'apparaît qu'en sortie de conduite en cas de fortes détentes
(Mas > 0, 5). Cependant, les vitesses de glissement induites sont très faibles.

Écoulements chau�és en imposant aux parois une densité de �ux de chaleur uniforme :
� La puissance des forces visqueuses à la paroi est corrélée au nombre de Mach sur
tout le domaine de pressions étudié. Le nombre de Nusselt est aussi corrélé à Ma
sur la majeure partie de ce domaine. Des corrélations ont pu être établies grâce au
logiciel de statistiques JMP ;

� La puissance des forces visqueuses à la paroi, la dissipation visqueuse et le travail
des forces de pression ne sont pas négligeables ; les omettre conduit à des erreurs
très importantes sur le champ de température, sur le nombre de Nusselt et, dans
certains cas, sur le débit massique ;

� Dans la partie du domaine de pression où Mas > 0, 5, le pompage thermique est
lié à Ma mais son in�uence sur la vitesse de glissement est faible ;

� Sur l'autre partie du domaine de pression, une corrélation entre le pompage ther-
mique, lié au nombre de Reynolds, a été établie. L'in�uence du pompage thermique
devient signi�cative quand Res < 0, 2. Dans ce cas, il est nécessaire d'en tenir
compte a�n d'éviter des erreurs très importantes sur le débit massique et le champ
de température.
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Ce travail de thèse porte sur les écoulements de gaz parfaits dans des conduites planes
dont les parois sont chau�ées à �ux uniformes ou maintenues isothermes, ayant des di-
amètres hydrauliques Dh de quelques microns ou dizaines de microns de telle sorte que
le nombre de Knudsen, Kn = λ/Dh, soit assez important pour que les phénomènes de
glissement dynamique et de saut de température soient signi�catifs. Cependant, ce travail
est limité à Kn ≤ 0, 1 a�n de rester dans l'hypothèse de glissement du premier ordre.
Les phénomènes ont été étudiés numériquement, d'abord à l'aide du code commercial AN-
SYS/Fluent puis à l'aide du code CFCR2 développé au laboratoire MSME (équipe TCM)
par E. Chénier [9, 10, 11, 67]. Ce code s'est relevé être le plus performant, tant en termes
de coûts de calcul que de la parfaite maîtrise de la discrétisation des équations du modèle
mathématique employé.

Dans la première partie de cette thèse, une revue bibliographique détaillée portant sur
les modélisations des phénomènes de glissement est présentée dans le chapitre 1. Les équa-
tions de conservations, les conditions aux limites de l'écoulement ainsi que leurs écritures
adimensionnelles sont exposées dans le chapitre 2. Les principaux résultats concernant la
convection forcée de gaz en micro-canaux ainsi que des études portant sur la variation
du nombre de Nusselt avec les paramètres de l'écoulement, l'in�uence de la variation des
propriétés physiques avec la température, les e�ets liés à la compressibilité des gaz et
l'in�uence des rugosités de surface ont été présentés au chapitre 3.

Les méthodes numérique utilisées avec le code ANSYS/Fluent ainsi que notre apport,
sous la forme de sous-programmes intégrés dans les calculs, sont présentés dans le chapitre
4 de la deuxième partie de la thèse. Les conditions aux limites de glissement sont déjà
simulées dans ce code mais ne correspondent pas toujours aux équations que nous avons
retenues. Par exemple, la vitesse de glissement ne prend pas en compte le pompage ther-
mique (écoulement du �uide du à une di�érence de température, du froid vers le chaud) :
elle n'est écrite qu'en fonction du glissement dynamique de 1er ordre et ne convient pas
aux écoulements incompressibles glissants. La modélisation du saut de température à la
paroi ne tient compte ni du rapport des chaleurs spéci�ques à pression et à volume con-
stant γ = Cp/Cv, ni du nombre de Prandlt Pr = ν/a . De plus, quand les parois sont
adiabatiques ou soumises à une densité de �ux uniforme, le �ux total est mal exprimé et
n'intègre pas la contribution, aux �ux de chaleur, de la puissance due aux forces visqueuses
aux parois.

Tous ces aspects ayant été corrigés, les résultats obtenus sont présentés dans le chapitre
5. Des écoulements incompressibles non glissants dont le nombre de Péclet varie entre 10−2

et 10 sont d'abord considérés dans ce chapitre. Il en ressort que les corrélations portant sur
le nombre de Nusselt données dans la littérature restent valable en micro�uidique. Une cor-
rélation donnant la longueur d'établissement thermique, Lth, à faibles nombres de Péclet a
été établie : elle montre que Lth est très faible (bien inférieure au diamètre hydraulique) et
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quasiment indépendante de Pe lorsque Pe < 1. Des problèmes numériques ont été observés
pour les écoulements dont le nombre de Péclet est inférieur à l'unité parce que les e�ets de
di�usion inverse remontent jusqu'à l'entrée de la conduite. Il est alors nécessaire de placer
des extensions en amont de la conduite. Nous avons retenu des extensions à parois solides,
imperméables et adiabatiques. Comme la solution dépend de la géométrie de l'extension,
il serait intéressant, dans de futures études, d'étudier d'autres géométries et de déterminer
la distance à laquelle remontent les e�et de la di�usion inverse vers l'amont de la conduite.
Par ailleurs, un problème mathématique a été rencontré aux faibles nombres de Péclet :
celui du choix de la condition limite sur la température dans la section de sortie de la con-
duite. Cette dernière in�uence tout l'écoulement et doit être corrigée. Seule des mesures
expérimentales de la température de sortie pourraient apporter la condition appropriée à
imposer en sortie de domaine de calcul.

La suite du chapitre 5 porte sur une étude menée sur les écoulements compressibles,
sans glissement. Nous avons constaté que les e�ets de compressibilité ne sont localisés que
près de la sortie : quand l'écoulement est compressible, le pro�l de pression ne varie plus
linéairement et la pression chute brutalement au voisinage de la sortie. Cela est accompa-
gné par une détente du gaz qui provoque refroidissement et accélération (conversion d'une
partie de son énergie interne en énergie cinétique). À la �n de ce chapitre, on présente une
étude portant sur des écoulements glissants dans des conduites à parois isothermes à la
température d'entrée du gaz ou lorsqu'elles sont adiabatiques. Tous les résultats ont été
comparés à un modèle analytique basé sur l'hypothèse forte d'écoulement isotherme. Nous
avons montré, à l'issue de cette étude, que ce modèle reste quand même valable si les vari-
ations de température dues aux détentes sont relativement importantes. Ces détentes sont,
en e�et, toujours localisées près de la sortie de la conduite qui, pour les grands rapports
de forme considérés, peut être supposée isotherme sur presque toute sa longueur.

Dans la troisième partie de ce mémoire, nous présentons des écoulements compress-
ibles et glissants, étudiés au chapitre 6, a�n de valider le code CFCR2. La validation est
e�ectuée en comparant les solutions avec celles données par ANSYS/Fluent complété par
des sous-programmes adaptés : pour les deux codes, tous les phénomènes ont été pris en
compte simultanément et les résultats obtenus sont en bon accord. Nous n'avons pas pris
l'article récent (2012) de Sun et Jaluria [65] comme référence car les auteurs n'ont pas tenu
compte de la puissance des forces visqueuses aux parois. Avec ce terme et quand les parois
sont à température uniforme, le nombre de Nusselt devient très faible (Nu < 1) et tend à
diminuer lorsque la température augmente ou lorsque le rapport de pression entrée/sortie
diminue. Quand les parois sont chau�ées avec une densité de �ux uniforme, le nombre
de Nusselt diminue de l'ordre de 10% par rapport au cas où la puissance des contraintes
visqueuses est négligée.

Les résultats de deux études paramétriques portant sur de larges gammes de pression à
l'entrée et à la sortie sont discutés dans le chapitre 7. La première concerne des écoulements
compressibles dans des conduites avec les températures des parois maintenues à la tem-
pérature de l'entrée du gaz (écoulements quasi-isothermes). Elle a permis de montrer que
le débit massique est corrélé au nombre de Reynolds (ṁ et Re sont liés par la viscosité) et
que le rapport entre la moyenne volumique du travail des forces de pression et la moyenne
volumique de la dissipation visqueuse (calculées sur le volume total de la conduite) est
corrélé au nombre de Knudsen moyen (car liés par le théorème de l'énergie cinétique). De
plus, la température moyenne débitante à la sortie de la conduite, le maximum du rap-
port entre la vitesse de pompage thermique et la vitesse de glissement et le nombre de
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Nusselt sont liés au nombre de Mach car ces trois grandeurs dépendent des variations de
température du gaz, qui n'apparaissent que pour de fortes détentes et donc à relativement
grands Ma. Une comparaison entre tous les résultats et la solution analytique, présentée
au chapitre 5, a montré que cette solution permet de calculer les débits massiques avec une
bonne précision. Cependant, les écarts augmentent en réduisant la longueur de la conduite.

La deuxième étude paramétrique porte sur des écoulements dans des conduites chauf-
fées en imposant des densités de �ux de chaleur uniformes. Elle a conduit aux mêmes
corrélations que dans l'étude précédente (quasi-isotherme). Une partie de ces corrélations
a été établie à l'aide du logiciel de statistiques JMP. La suite de cette étude a consisté à
étudier séparément les e�ets de la dissipation visqueuse et du travail des forces de pression,
du pompage thermique et de la puissance des contraintes visqueuses aux parois en com-
parant les résultats obtenus sans ces termes à ceux donnés par le modèle complet (dans
lequel tous les phénomènes sont pris en compte). Nous avons pu montrer que ces termes
ne peuvent pas être négligés sur la majeure partie du domaine de paramètres correspon-
dant à des écoulements laminaires et compressibles (sans onde de choc) de gaz parfaits en
micro-conduites. Nous avons également montré que le pompage thermique n'est signi�catif
qu'à de très petits nombres de Reynolds et lorsque les parois sont chau�ées.

Perspectives

Bien que se référant à quelques travaux expérimentaux, cette étude académique devrait
être complétée par des simulations se rapportant à des géométries plus réalistes (i.e. poten-
tiellement applicables) a�n que de nombreux paramètres soient �xés ou que leurs domaines
de variation soient plus restreints. Compte tenu du nombre de paramètres sans dimension
mis en jeu dans la modélisation, il semble en e�et di�cile d'établir des résultats de portée
générale.

Les quelques pistes suggérées pour de nouvelles études sur les écoulements de gaz dans
des microconduites (Dh < 100λ) sont :

- approfondir les e�ets des extensions (géométries, conditions aux limites...), tant en ce qui
concerne la formulation mathématique que la simulation numérique,
- considérer des conduites circulaires (2D axisymétrique) ou des conduites à section rect-
angulaire (3D),
- analyser la très forte in�uence de la conduction thermique dans les parois,
- aborder les conditions de glissement du second ordre (0, 1 ≤ Kn ≤ 0, 3 et équations de
la MMC supposées applicables), ce qui peut être important dans les applications à basse
pression.
- considérer des faisceaux de microconduites (�ltres à particules par exemple) a�n de pro-
poser, via des approches "macroscopiques" du type de celles employées pour modéliser
les transferts en milieux poreux, des alternatives permettant une description à une échelle
bien supérieure à celle du diamètre hydraulique et lorsque les écoulements sont faiblement
compressibles.
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