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Résumé

Cette theése s’inscrit dans le cadre du programme de Langlands local p-adique. Soient L
une extension finie de Q,,, pr, une représentation p-adique de dimension 2 du groupe de
Galois Gal(Q,/L) de L, lorsque py, provient d'une représentation p globale et modulaire
(i.e. p apparait dans la cohomologie étale des courbes de ShiAmura), on sait associer a p
une représentation de Banach admissible de GLa(L), notée II(p), en utilisant la théorie
de la cohomologie étale complétée d’Emerton. Localement, lorsque py, est cristalline (et
assez générique), d’aprés Breuil, on sait associer a p;, une représentation localement
analytique de GLa(L), notée II(pr). Dans cette thése, on montre divers résultats sur
la compatibilité entre les représentations ﬁ(p) et II(pr), qui s’appelle la compatibilité
local-global, dans la cas des courbes de Shimura unitaires. Par la théorie des représen-
tations localement analytiques de GLga(L), le probléme de compatibilité local-global
se rameéne & 1'étude des variétés de Hecke X construites a partir du H'-complété des
courbes de Shimura unitaires. On montre des résultats sur la compatibilité local-global
dans le cas non-critique en utilisant la théorie de la triangulation globale. On étudie les
formes modulaires p-adiques sur les courbes de Shimura unitaires, & partir desquelles
on construit des sous-espaces rigides de X a la maniére de Coleman-Mazur. On montre
I’existence des formes compagnons surconvergentes sur les courbes de Shimura unitaires
en utilisant les théorémes de comparaison p-adique, d’ott on déduit des résultats sur la
compatibilité local-global dans le cas critique.

Mots clefs. programme de Langlands p-adique, compatibilité local-global, cohomolo-
gie étale complétée, GLo(L), représentation cristalline, courbe de Shimura unitaire,
représentation localement analytique, variété de Hecke, famille p-adique de représenta-
tions galoisiennes, forme modulaire p-adique, forme compagnon surconvergente.



Abstract

The subject of this thesis is in the p-adic Langlands programme. Let L be a finite ex-
tension of Q,, pr, a 2-dimensional p-adic representation of the Galois group Gal(Q,/L)
of L, if py, is the restriction of a global modular Galois representation p (i.e. p appears
in the étale cohomology of Shimura curves), one can associate to p an admissible Ba-
nach representation ﬁ(p) of GLa(L) by using Emerton’s completed cohomology theory.
Locally, if py, is crystalline (and sufficiently generic), following Breuil, one can associate
to pr a locally analytic representation II(pr) of GLa(L). In this thesis, we prove re-
sults on the compatibility of ﬁ(p) and II(pr), called local-global compatibility, in the
unitary Shimura curves case. By locally analytic representations theory (for GLa(L)),
the problem of local-global compatibility can be reduced to the study of eigenvarieties
X constructed from the completed H! of unitary Shimura curves. We prove results
on local-global compatibility in non-critical case by using global triangulation theory.
We also study the p-adic modular forms over unitary Shimura curves, from which we
construct some closed rigid subspaces of X by Coleman-Mazur’s method. We prove
the existence of overconvergent companion forms (over unitary Shimura curves) by us-
ing p-adic comparison theorems, from which we deduce some results on local-global
compatibility in critical case.

Keywords. p-adic Langlands programme, local-global compatibility, completed étale
cohomology, GLa(L), crystalline representation, unitary Shimura curve, locally analytic
representation, eigenvariety, p-adic family of Galois representations, p-adic modular
form, overconvergent companion form.
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Introduction

Soient L une extension finie de Q,, I une extension finie de @, assez grande pour
contenir tous les plongements de L dans Q,, le programme de Langlands p-adique pour
le groupe GLy(L) consiste a chercher une correspondance entre certaines représentations
p-adiques pr, de Gal(Q,/L) de dimension 2 sur F et certaines représentations p-adiques
de GLy(L) sur E. Dans le cas L = Q), une telle correspondance est bien construite (cf.
[14], [27], [37]). Le programme de Langlands local p-adique pour GLa(L) avec L # Q,
est encore mystérieux et s’est déja révélé nettement plus compliqué (e.g. voir [14, §3]).

Cependant, lorsque la représentation py, de Gal(Q,/L) provient d’une représentation
galoisienne globale p qui apparait par exemple dans la cohomologie étale de certaines
courbes de Shimura, en utilisant la cohomologie étale complétée a la Emerton, on peut
associer a p une représentation de Banach admissible ﬁ(p) de GLo(L) (e.g. voir (3)
ci-dessous), qui est supposée étre la "bonne" représentation correspondant a pr. Un
aspect essentiel dans le programme de Langlands p-adique est alors de comprendre cette
représentation, e.g. peut-on décrire ﬁ(p) en terme de p,? Dans cette thése, on étudie
les vecteurs localement Qp-analytiques de ﬁ(p) et on montre divers résultats sur cette
représentation localement Qp-analytique (en direction d’un analogue de la conjecture
8.1 de [15] dans le cas de courbes de Shimura unitaires).

0.1 Courbes de Shimura unitaires

Soient F' un corps de nombres totalement réel de degré fini dp > 1, £ une extension
quadratique imaginaire de Q telle que la place p soit décomposée dans £, u une place

de &£ au-dessus de p, et F e P Supposons pour simplifier dans cette introduction
qu’il n’existe qu'une place p de F' au-dessus de p, et notons Fj, le complété de F' en
o avec O, son anneau des entiers, w une uniformisante de Oy, (u,p) la place de F
au-dessus de p et u, et F(, ) le complété de F en (u, ) qui est donc isomorphe & Fj,.

Notons encore Fy, g la sous-extension non ramifiée maximale de F{,, ¥, I’ensemble des
plongements F' — Q,, ¥, I’ensemble des plongements F, — Q, (qui est alors supposé

étre égal a X, dans cette introduction), Y0 l'ensemble des plongements Fi, g — Qp,

d % [Fo + Qp], do = [Foo : Qp) et g = p% . Soit E une extension finie de Qy assez

grande pour contenir tous les plongements de [, dans @p avec Op son anneau des
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entiers. Fixons un plongement u : F < C et notons encore u sa restriction a € ou
a I. Fixons de plus un isomorphisme ¢ : Q, S Ctelqueu=c¢lousg:&— Qp.

Dans cette thése, on considére les courbes de Shimura unitaires (de type PEL)
comme dans [20, §2]: on dispose d’un groupe de similitudes unitaires G sur Q (noté G’
dans loc. cit., voir aussi §1.1) vérifiant

G(Qp) — Q@ x GLa(Fy), (1)

(ou Visomorphisme dépend du choix de u) et d’une classe X (notée X’ dans [20, §2|)
de G(R)-conjugaison de morphismes Res% G — Gr qui peut s’identifier au demi-
plan de Poincaré. Au couple (G, X), la théorie de Shimura associe (cf. loc. cit.)
un systéme projectif, indexé par les sous-groupes ouverts compacts K de G(A*>) (A
désignant anneau des adéles de Q, et A désignant 'anneau des adéles hors de S pour
un ensemble fini S des places de Q), de courbes algébriques propres My sur F de sorte
que
Mic(€) = G(@)\ (X x G(A%)/K).
On note G(A>¥) o G(A>*P)Q, C G(A™) (par (1)). Pour un sous-groupe ouvert

compact H de G(Qp), on note H¥ “Hn Q) (via I'isomorphisme (1)).

0.2 Cohomologie étale complétée

Soient K” un sous-groupe ouvert compact de G(A>®P), K} = Z, C G(Qp), notons
Ko KPK,;). Suivant Emerton (|34, §2|), posons

A0, B) € (limlim HY (Mic, 0 <0 @, Op/p") ) €0, E (2)
n Kg,

ou K, parcourt tous les sous-groupes ouverts compacts de GL2(F,,). D’aprés Emerton,

H'(K*®, E) est muni d’une représentation de Banach admissible et unitaire de GLa(F,)
et d’une action continue de Gal(Q/F) x H(G(A>¥®)//K®) qui commute & celle de
GLa(F,) (ou H(G(A>®¥)//K*®) désigne la Op-algébre des opérateurs de doubles classes

de G(A™¥) modulo K¥). Notons x, € H(G(A®¥)//K®) opérateur [KfpK} (oil
on voit p comme élément de G(Q,) via Pinjection Q) < Q) x GLa(F) (= G(Qy)),
(1) (1) , cf. (1)> Dans cette thése, on ne considére qu’une sous-Og-algébre
de H(G(A>®)//K¥®) contenant x,, notée H*(S(K?)) (cf. Not. 2.2.3).

at— a X

Soit p une représentation continue de Gal(Q/F) de dimension 2 sur E qui apparait
dans la cohomologie étale (classique) des courbes de Shimura unitaires, alors on peut
associer a p un systéme de valeurs propres , de H*(S(K¥)) a valeurs dans £ (quitte
a augmenter E s'il faut) (en effet, par les relations d’Eichler-Shimura et le théoréme de
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densité de Chebotarev, la représentation p est déterminée par /{p). On pose
S déf . oo
() “ Homeyy g ) (o, B! (K7, B)M =) @)

<01‘1 ﬁl(Kp, B (S(K?)=rs designe le sous- E-espace vectoriel de f-\Il(Kp, E) sur lequel
H*(S(K¥)) agit par /-;p) , qui est une représentation de Banach admissible et unitaire de
GLa(F,,) sur E. Lastructure de cette représentation est encore mystérieuse, par exemple
A ce jour on ne sait pas si ﬁ(p) ne dépend que de la représentation p et Plaaa

© Gal((@p/]:(u’@))

de Gal(Qp/Fy) et ip(xp)-

Pourtant, il est connu que la sous-représentation localement algébrique, notée Ily(py,),
de II(p) peut étre en effet décrite en terme de la représentation de Weil-Deligne WD(py,)
associée a p, ([43]) via la correspondance de Langlands locale classique (e.g. voir (7) ci-
dessous). Mais en général, on perd beaucoup d’information en passant de p, & WD(p,,).
Une question essentielle dans le programme de Langlands p-adique est alors: (comment)
peut-on retrouver I'information perdue (en passant de p, a WD(p,,)) dans II(p)? Dans
cette thése, on montra qu’une représentation localement Q,-analytique, notée Iy (py,),
de GLa(F,) (construite par Breuil [15], voir aussi §0.4 ci-dessous), qui contient IIy(p,,)
et révéle plus d’information sur p, que WD(p,,), est une sous-représentation de ﬁ(p)
dans le cas ol py, est cristalline au sens de Fontaine (et on renvoie au §0.5 pour des
énoncés plus précis).

0.3 Représentations cristallines de dimension 2

Soit V' une représentation cristalline de Gal(Q,/F,,) de dimension 2 sur E, par
la théorie de Fontaine (e.g. voir [42]), on associe & V un ¢-module filtré admissible
(Do, D) ot Dy = Deris (V') = (Bais ®q, V)Gal(@P/F@) est libre de rang 2 sur F, o ®q, £
et est muni d’'une action F|,o-semi-linéaire et E-linéaire de ¢, et D = Dgr(V) =
(Bar ®q, V)Gal@/Fe) = p, ®F, o Fp est muni d’une filtration de Hodge donnée par
des sous-F|, ®q, F-modules.

De Dlisomorphisme Fy,o ®g, B — HUGEK,O E, a®bw— (0o(a)b)s,, on déduit une

décomposition Dy — Dopen, 00,00, OU Do g, st un E-espace vectoriel de dimension
2 muni d’une action E-linéaire de ¢%. De méme, en utilisant Iisomorphisme

Fo@9, B [[ B, a®br (o(a)b)o, (4)
o€,

on obtient une décomposition D = ©oex, Do ott Dy est un E-espace vectoriel filtré de
. . déf . .
dimension 2. Pour og € 0, on note Sy, 5, = {0 € S, 0|p,, = 00}. L'isomorphisme

Dy ®p,, Fp = D induit donc un isomorphisme Doy ®F,, Fp = IT D, pour

Uezp,oo
tout og € X, 0. En particulier, D, est muni d'une action E-linéaire de cpdo induite par
'action E-linéaire de % ® id sur Do 5, ® Foo Fo-
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Soient k1, € Z>2, ko, € Z pour tout o € X, et supposons V' de poids de Hodge-
Tate (—koo + 1 — klﬁg,—kgja)aez@ (la convention que 'on adopte pour le poids de
Hodge-Tate du caractére cyclotomique p-adique est 1), i.e.

2 ifi<koy,
dimpFil' Dy =1 koo <i < koy+kio—1,
0 i>kooy+kio—1

pour tout o € X,. Supposons de plus Dy ¢-semi-simple avec o, a les valeurs propres
de p% sur D, différentes pour un (ou de maniére équivalente tout) o € >y, et notons

Zp(a) o {oex, | ©(v) = av, 0# v € Fil’ D, pour koo <i<kog+kio—1},

Zp(@) det {o e, | cpd(v) =aw, 0 # v € Fil' D, pour koo <i<kog+kio—1}.

Noter que Zp(a) N Zp(a) = 0. Pour o € X, on dit que V est o-critique si o €
Zp(a)UZp(a@). Enfin, noter que I'on perd l'information sur Zp(«) et Zp(a) en passant
de V' a la représentation de Weil-Deligne WD(V).

0.4 Représentations localement Q,-analytiques de GLy(F})

A la représentation cristalline V' (ou de maniére équivalente au p-module filtré
(Do, D)), Breuil a associé une représentation localement Q,-analytique de GLa(F,) sur
E, dont on rappelle la construction maintenant.

Reprenons les notations du §0.3. Pour J; C Jo C X, on note

déf
XD,J1,J2 =
(e} _ _ _ ~ _ _ _
<um<> [[o et I o kz«v)@)(um(a) [[o % ] o> 'f)
q o€Ji oeJa\J1 oeJy oeJo\J1

qui est un caractére localement Jo-analytique (cf. §5.1) de T'(F}) (le sous-groupe de
GLo(F,,) des matrices diagonales) sur B (et donc un caractére localement J-analytique
du sous-groupe de Borel triangulaire inférieur B(F,,) de GLg(F,,) via la projection
B(F,) - T(F,)), ot unr(z) désigne le caractére non ramifié de F¥ envoyant w sur z.

déf . .
On note xp s = XD,J,; pour simplifier. Posons

déf GLa(Fy) Ja—an

ID(Jl;JZ) - <Ind§(F@) XD,JLJQ[(Sil])

I'induite parabolique localement Ja-analytique (cf. §5.3.1) de xp.j, 5[0, ol le carac-
tére Xp.j,.J,[0 1] désigne la torsion de xp.j, s, par 'inverse du caractére module & de
T(F,,) associé au parabolique B(F},) (triangulaire supérieur), et

k k déf k1.o—2
Wbtz 8 g Syt B o dether ),
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qui est une représentation X, \ Jo-algébrique de GLa(F,,) sur E, ou 'action de GLa(F,,)
sur (Symg"’_2 FE2odetk2e )U est induite par I'action standard de GLy(F) via le plonge-
ment o. Enfin, posons

déf

\Y
mp(, J2) & (W ton)) e p 11, ).

On définit Xp_j, 10 XD.J, TD(Jl,Jz), 7p(J1,J2) en remplagant « et a. Notons que
& mp(0,0) =2 7p(0,0) est une représentation localement Q,-algébrique (cf. §5.1.1)
(topologiquement) irréductible de GLy(F,,) sur (en supposant aa ! # qil), qui est
en fait associée a la représentation de Weil-Deligne WD(V') via la correspondance de

Langlands locale classique.

Suivant Breuil, posons (voir [15, §4 (9)]):

(D) € (7 (0, 9\ Zp(@) @x(p) 7 (0, 5\ Zp(@)))

&y <@@ngZD(a) 7 (J, JH(S\ZD(Q)))> o, (%ggz]g(a) 7p(J,J1I (S\ZD(&))))-

Les représentations wp(J, J) et mp(J, J) sont (topologiquement) irréductibles pour tout
J C XY, et ona

socaLy(r) (D) mp® @ m(He @ 7ol J), (5)
0CIJCZp(c) 0CJCZp (@)

ol s0CqL,(F,) II(D) désigne le socle de II(D). Notons

soch,y D) S @ morh{rhe @ Fo({r}h{r}) Csocarym,) N(D).

T€Zp () T€Zp (@)

On renvoie a [15] pour des propriétés agréables de II(D). Noter que I'on peut retrouver
I'information sur Zp(«) et Zp(a) dans II(D), ainsi que dans ses sous-représentations
s0C@L,(F,) (D) et SOC%}LQ(F@) II(D).

0.5 Compatibilité local-global

Reprenons les notations du §0.2. Fixons k1, € Z>2, ko, € Z et supposons p,,
cristalline de poids de Hodge-Tate (—koo + 1 — k1,5, —k2,5)ses,. On peut montrer

que ag o kp(Xp) est dans Op. Posons pl, « Po ® umr(ago)_1 (ici on voit unr(ago)

comme caractére non ramifié de Gal(Q,/F,) via 'isomorphisme de la théorie du corps
de classes local normalisé pour envoyer un Frobenius arithmétique sur 'inverse d’une
uniformisante de Fp). La représentation p{p est aussi cristalline de mémes poids de
Hodge-Tate que p,. Supposons que p{p est comme au §0.3 (i.e. vérifiant toutes les

conditions au §0.3), et notons D wf Dyr(pf,). La conjecture suivante est essentiellement
due a Breuil (cf. |15, Conj.8.1]) et adaptée au cas unitaire.
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Conjecture 0.5.1. [l existe un entier r > 1 tel que l’on ait un plongement de représen-
tations localement Qp-analytiques de GLa(F,,)

T(D)®" — T1(p)g, ~an; (6)

qut induit un isomorphisme entre les socles.

Un énoncé comme dans la conjecture est appelé "énoncé de compatibilité local-
global" puisque la représentation ﬁ(p)(@p_an est d’origine globale alors que la con-
struction de II(D) est néanmoins purement locale. Signalons que, de la compatibilité
local-global de la correspondance de Langlands locale classique pour GLa(F|,), on peut
déduire un plongement continu GLy(F),)-équivariant (cf. Rem. 6.3.2)

W%T — I(p)q,-an; (7)

pour un 7 € Zx>1. De plus, cette conjecture implique que I’on peut retrouver I'information
sur Zp(a) et Zp(a) dans II(p).

0.6 Les résultats principaux

Théoréme 0.6.1 (cf. Thm. 6.3.7). Supposons p absolument irréductible modulo wg
(g étant une uniformisante de O ), alors lapplication de restriction

Homgp,(r,) (TI(D), ﬁ(P)@pfan) — Homgr,(r,) (soccr,(r,) I(D), ﬁ(P)@pfan)

est bijective.

Par ce théoréme, pour démontrer la conjecture 0.5.1 (dans le cas p absolument
irréductible modulo wg), il suffit de montrer 'existence d’un plongement comme en (6)
avec I1(D) remplacé par socqr,(r,) [I(D). En particulier, le théoréme combiné avec (7)
entraine le corollaire suivant.

Corollaire 0.6.2. Supposons p absolument irréductible modulo wg et Zp(a) = Zp(a') =
0, alors il existe un plongement continue de représentations localement Qp-analytiques
de GLQ(Fp)

II(D)*" — II(p)g,—an

pour un v € Z>1.

Théoréme 0.6.3 (cf. Prop. 6.3.6). Supposons p absolument irréductible modulo wg,
pour J C X, J#0, si tp(J,J) (resp. mp(J, J)) est une sous-représentation de II(p),
alors J C Zp(«) (resp. J C Zp(a)).

Théoréme 0.6.4 (cf. Thm. 6.3.3). Supposons F,, non ramifié sur Qp, alors il y a une
injection continue de représentations localement Qp-analytiques de GLa(F|,)

SOClGLQ(Fp) H(D) — H(p)Qp—am (8)
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ol

déf _
80CG1, () (D) = B m{rh{rhe @ Fo{rh{r}) CsocaLyr,) (D).
reZp(a) r€Zp(Q)

Ce théoréme, combiné avec le théoréme 0.6.1 et le plongement (6), nous permet
d’obtenir le corollaire suivant.

Corollaire 0.6.5. Supposons Fy, non ramifié sur Q,, p absolument irréductible modulo
wg, |[Zp(a)| <1 et |Zp(d)] <1, alors on a une injection continue de représentations
localement Q,-analytiques de GLa(F,)

(D) < TI(p)g,—an-

Les théorémes 0.6.3 et 0.6.4 entralnent le corollaire suivant.

Corollaire 0.6.6. Supposons F, non ramifié sur Q, et p absolument irréductible modulo
wg, pour T € B, alors T € Zp(a) (resp. T € Zp(a)) si et seulement si wp({r},{7})

(resp. Tp({T},{T})) est une sous-représentation de II(p).

En particulier, ceci montre que I'information sur Zp(a) et Zp(a) peut étre retrouvée
dans II(p) (dans le cas Fy, non ramifié et p absolument irréductible).

Mentionnons dans la suite quelques grandes lignes de la preuve des théorémes 0.6.1,
0.6.3 et 0.6.4 ainsi que des résultats intermédiaires.

0.7 Modules de Jacquet-Emerton et loi d’adjonction

Un outil puissant dans 1’é¢tude des représentations localement Q,-analytiques est le
foncteur de Jacquet-Emerton, introduit par Emerton [35] [36], qui est une généralisa-
tion du foncteur de Jacquet classique (pour les représentations lisses): soit J C ¥,
le foncteur de Jacquet-Emerton Jp(—), par rapport au sous-groupe de Borel triangu-
laire supérieur B(F,), envoie une représentation localement J-analytique admissible W
de GLa(F,) sur une représentation localement J-analytique essentiellement admissible
Jp(W) de T(Fy,) (cf. §5.1.5).

N . N déf
Pour un caractére continu x de O (resp. de F) & valeurs dans £, on note k, =

(ky,o)oes, € E? le poids de y (cf. Déf.3.4.1). Pour un caractére continu x = x1 ® X2
de T'(F,,) a valeurs dans E*, on note

déf
CE(X) = {U € EKJ | kXLO' - kxz,a € ZZD}'
Proposition 0.7.1 (Loi d’adjonction, Cor. 5.3.34). Soient V' une représentation de
Banach admissible de GLo(F,) sur E, J C ¥, et x un caractére localement J-analytique
de T(Fy,) sur E vérifiant Cg(x)NJ =0, alors il y a une bijection de E-espaces vectoriels

JB(VJ_an)T(FgJ):X AN HomGLQ(F@) ((Ind%?;;};p) X[d—l])Jfan’ VJ—an)a
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ot Vj_an désigne la sous-représentation localement J-analytique maximale de V.

Avec les notations et I’hypothése de la proposition, par [74, Cor.2.10], I'induite

parabolique (Ind%?;(?p) X[éfl])‘]ﬂm est topologiquement irréductible. Donc par la
©
proposition, afin de montrer que (Ind%%;(?p) X[5_1])J_an est une sous-représentation
©

de V, il suffit alors de trouver des vecteurs x-propres (pour I’action de T(F@)) non-nuls
dans JB (VJ,an).

Reprenons les notations du §0.5. La proposition peut permettre d’obtenir des bijec-
tions de E-espaces vectoriels (voir le Lem. 6.2.20)

2 T(Fp)=xD,7,H*(S(K®))=r
JB((Hl(pr E) ®F W(th\ykigp\])> ) ©)=XD,J 0

J—an

— Homgr,(r,) (7p(J, ), (p)g,—an),

~ T(F ):~ . 7’,’-0“(5’(}(@)):’i
JB((HI(KP, E) KF W(ﬁzp\J’klz@\J)> ) ©)=XD,J ,

J—an

;> HOH]GL2(FKJ) (%D(J7 J)v ﬁ(p)pran)

pour tout J C Y. Par conséquent, I'existence d'un plongement continu GLa(F},)-
équivariant (cf. (5))
80CQLy(F,) H(D) < I1(p) (9)

est alors équivalente a I’existence de vecteurs non nuls dans

2 T(Fy)=xp,s:H* (S(K®))=r
JB((I—F(K@’ E)®p W(ﬁng\J7@gp\J)> ) 0)=XD,J )

J—an
pour tout J C Zp(«) et dans

H T(Fp)=Xp,s H* (S(K®))=x
JB((Hl(K@’E) Rp W(ﬂzp\Jﬂﬁgp\J)> ) ©)=XD,J 0

J—an

pour tout J C Zp(a). Notons que le cas J = () est déja connu par (7).

0.8 Variétés de Hecke

Soit J C X, J # (), pour une représentation localement J-analytique admissible V'
de GLa(F},), le module de Jacquet-Emerton Jp (V') est une représentation localement J-
analytique essentiellement admissible de T'(F},). Par définition (cf. §5.1.5), on peut alors
associer a Jg(V) un faisceau cohérent sur Despace rigide T (sur E) paramétrant les
caractéres localement J-analytiques de T'(F,) (cf. §5.1.4). C’est le point de départ dans
la construction de variétés de Hecke (& partir de la cohomologie complétée) d’Emerton.
En fait, suivant Emerton (|34, §2.3]), on peut obtenir
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Théoréme 0.8.1 (cf. Thm.6.2.10). (1) Soient ) # J C X, k1,5 € Z>2, koo € Z pour
tout o € ¥, \ J, il existe un espace analytique rigide V(‘Lﬁzp\wﬁzp\,]) sur E muni
d’un morphisme de E-algébres

¥ H(S(KY)) ®o, B — O(V(J5ﬁzp\J7@2p\J)>
et d’un morphisme fini d’espaces analytiques Tigides
i V(J; ﬁzp\Jvﬁzp\J) — 1y

tel que les conditions suivantes soient satisfaites:

(a) pour tout ouvert affinoide U de j—\ij, le morphisme induit
H (S(K®)) ®o, OU) — O (U))

est surjectif;

(b) pour une extension finie L de E, un L-point (x, k) (avec X un caractére de T'(F,,)
a valeurs dans L™ et k : H*(S(K¥®)) — L un morphisme de Og-algébres, voir le
Lem. 6.2. 5) appartient a V(J; k1 , ko )(L) si et seulement si

=X\ =R\

(JB (ﬁ;t (Kp, W(@Ep\J;ﬁzp\J)) )T(Fp)=x,7-£* (S(K#))=r

J—an) ©p L 7 0.

(2) Soient O # Jy C Jo C By, k1,6 € Z>2 et ky o € Z pour tout o € X, \ Ji, alors
on a un plongement fermé naturel d’espaces rigides sur E:

V(Ji; Fig o @zp\h) — V(i3 Eig \ @zp\h) :

Reprenons les notations du §0.5. Par le Thm. 0.8.1 et la discussion au-dessous de la
Prop. 0.7.1, afin de montrer 'existence d’un plongement comme en (9), on se raméne

alors & montrer que le point zp ;s o (XD,J, Kp) (resp. ZD,J o (XD,J»s K,p)) (cf. §0.4), qui
s’appelle point compagnon, se trouve dans V(J; k1, \J? Koy \J) pour tout J C Zp(a)
- <p — Y

(resp. J C Zp(d)), J # 0.

Supposons p absolument irréductible modulo @g, et notons p la réduction modulo
wg d'un Og-résecau Gal(Q/F)-équivariant pg de p (qui ne dépend pas du choix de pp).
On a un sous-espace rigide fermé, noté V(J;ﬁEp\J’ﬁEp\J)ﬁ’ de V(‘];ﬁzp\J’ﬁzp\J)
équidimensionnel de dimension 2|J| (cf. Prop. 6.2.30), vérifiant les assertions dans le
Thm. 0.8.1 avec le terme

ﬁélt (Kp, W(ﬁzp\J’@Ep\J)>

remplacé par le localisé en p (cf. §6.1.3)

H}, (K@, W(’“—lzp\w@zpw))ﬁ.

A tout point fermé z de V(J sk, \J? on peut associer naturellement une
4

>ip ﬁEP\J)F o
représentation continue p, de Gal(Q/F) de dimension 2 sur E (cf. §6.2.3). On a
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Théoréme 0.8.2 (cf. loc. cit.). La restriction p, < PZ|Gal(@/f( ) (étant une
u, P

représentation continue de Gal(Q,/F,)) est trianguline (cf. [26] et [59]) et de B, \ J-
de Rham de poids de Hodge-Tate (—(k2,o + k10 — 1), —k2,0)gexs,\J (¢f- DéEf. 6.2.39).

De plus, la théorie de la triangulation globale ([53]) permet d’obtenir le

Théoréme 0.8.3 (cf. Cor. 6.2.53). Supposons p absolument irréductible modulo wg.
Pour § # J C X, si le point zp,; ('resp. ZDJ) se trouve dans V(J;ﬁEP\J’@Ep\J)’
alors J C Zp(«) (resp. J C Zp(a)).

Le Thm. 0.6.3 découle donc de Thm. 0.8.3, 0.8.1 et Prop. 0.7.1 (voir la discussion
au-dessous de Prop. 0.7.1). En utilisant une version "en famille" de la proposition 0.7.1
(cf. Cor. 5.3.31), le théoréme 0.6.1 peut se déduire du Thm. 0.6.3 (voir §6.3.2).

Maintenant, passons au Thm. 0.6.4. Comme on a vu ci-dessus (par le Thm. 0.8.1 et
la discussion au-dessous de la Prop. 0.7.1), existence d’un plongement comme en (8) est
équivalente a l'existence du point zp (7} (resp. zD7{T}) dans V({T};ﬁzp\{r}’ﬁzp\{f})
pour tout 7 € Zp(a) (resp. 7 € Zp(c’)). On va "reconstruire" la variété de Hecke
V({T};th\{f}’ﬁzp\{v}) a partir de faisceaux de formes modulaires sur les courbes de

Shimura unitaires, & la Coleman-Mazur. Les points fermés de V({T}; th\{r}’ @Ep\{r})
peuvent s’interpréter comme systémes de valeurs propres de formes modulaires surcon-
vergentes (sur les courbes de Shimura unitaires). L’existence du point zp (-1 (et Zp (7})
est alors équivalente a l’existence de certaines formes surconvergentes spéciales, appelées
formes surconvergentes compagnons. Le théoréme 0.6.4 se raméne donc a trouver des
formes surconvergentes compagnons.

0.9 Formes modulaires p-adiques sur les courbes de Shimura
unitaires

Passons aux formes modulaires. Notons encore M le changement de base de Spec F
a Spec F(y,,) = Spec Fy,. Soient k1, € Z>2, k2 » € Z pour tout o € Yp(=X,), on peut

(b1, 2y

associer & la représentation algébrique W de G sur E un systéme local de

FE-espaces vectoriels V(k*lEP kag,) sur Mk pour tout sous-groupe ouvert compact et net
K de G(A*>) (cf. §2.2.1). De plus, le systéme local V¥ E2n) oot de de Rham (cf.
[73, §7]), et on note (DR (V(k*lzp ’@EP)) ) V) le Oprp-module filtré a connexion intégrable
associé (cf. §2.3.2). De I'isomorphisme (4), on peut déduire que (DR (V(ﬁ% ’k—sz)) , V)

admet une décomposition (cf. Prop.2.3.8)

(DR (5 29)).9) = T (oRo (0525 7,)

TEZKJ
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ol ( DR, (V(th ”‘sz)) , VT) est un Oy, ,-module filtré & connexion intégrable pour

tout 7 € X, ((MK)TE et M Xspec F,,r Spec E> que l'on voit comme Oy, -module
filtré a connexion intégrable par I'image directe via le morphisme canonique (Mg ), g —
My . La filtration de Hodge de DR, (V(th’klzp)) vérifie

o Fil' DR, (V5= 25)) — 0 i i > by s + by — 2

e Fill DR.. (V(ﬁzp v’L?zp)) — DR, (V(’lepv@zp))7 §ii < ko

e gr' DR, (V(k*lzp 7@217)) est un O(pyy,), p-module localement libre de rang

Z (kl,cr - 1)

oceXp\{r}

pour tout ky, < i < kyr + kir — 2 ott gri(-) & Fili(-)/ FiltL(-).
En outre, a I’aide de la description modulaire de My (cf. §2.1.1.2), pour tous ky, k_ € Z
et 7 € Xy, on dispose d'un O(yyy,), ,-module localement libre de rang Zaezp\{T}(kLa —

(ktk—skig | coyikag 1) ) o o
1) sur (Mg)- g noté ST; EPMTYEERMTY (yoir Déf.2.3.3 pour la définition explicite),

qui est appelé le faisceau de formes modulaires de poids (k4, k—;ﬁzp\{fyﬁzp\{ﬂ) sur
(1, E), de sorte que

gr' DR, (VEsph2s,)) S(Z;(2’{2#%1’772)’1&%\{7}’k—"’zp\m)
T’

1

. . (k"+7k*§h - 7@ . )
pour ky r < i < ko + ki —2. Une section de S_ SpMTEEEIMI gy (MK)r g est

appelée une forme modulaire classique de poids (k;, k_;ﬁzp\{T},@Ep\{T}) de niveau K
sur (7, E). De plus, on dispose d’un opérateur (cf. §2.3.1.4)
gy :5:;277_klﬁ+27k2ﬁ;hz”\{7}@Zp\m) — Si;ng’T+17k2j+k1”_1;kf12p\{7}”“—QEP\{T})
(10)
tel que le complexe en (10) soit quasi-isomorphe au complexe défini par la connexion
V. (et encore noté V).

Théoréme 0.9.1 (cf. §2.3.2). Il existe un isomorphisme Gal(Q,/F,)-équivariant et
compatible aux filtrations de Hodge

ki k ~
Helt(MK7@’V(712p lzp)) ®q, Biqr — ( H Ht ((MK)T,E7v7)> ®F, Bar,
TEY,

et la filtration de Hodge sur Hl((MK)ﬁE, VT) vérifie

Fil' H' (Mg )75, V7)

H'((Mk)r.E,Vr) i < ko,
(—kor+ ko rtky s —Likig |\ ykag o) .
~ HO<(MK).,—’E,STE2 2 1 Isp\{r} 225\ {7} ) k2’7 +1<i< k‘277- + kl,r —1,

0 1> kl,r + k2,7’-
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De l’action naturelle des opérateurs de Hecke (de doubles classes de G(A*>®) modulo
K) sur Hét (M K3, V(*IEP’*QEPU7 on peut déduire, par la fonctorialité des théorémes
de comparaison p-adique, une action des opérateurs de Hecke sur

( k2 ++1, k2 T+k17' 1; kl 7k2 )
0 —Xp\{r}'==Zp\{7}
H(Mi)r,5: S, 5 )

pour tout 7 € X, (cf. §2.3.3).

Supposons maintenant K maximal en p, i.e. K) = Z  x GL2(Oy) via (1). On définit

(k+7k—:k12 p\ T}’ QEP\{T})
le E-espace vectoriel S_ des formes modulaires surconvergentes de

niveau K et de poids (k:+,k: sk, e },kgz \(r }) sur (7, F) comme la limite inductive

(kk—ikig\ () K2y () - : -
des sections de S_ 5 sur les voisinages stricts du lieu ordinaire de

(Mg )rE (cf. ]48, §9 2]). Cet espace est muni naturellement d’une action continue de
H*(S(K¥)) et de opérateur S, (i.e. lopérateur de double classe [K <7g ;) K] >
Par la théorie du sous-groupe canonique de Kassaei (cf. [48 §10]), on dispose de plus

(k+7k*7k1 1 ka2 T )7T
d’un opérateur compact U, agissant sur S_ IAMITEEEAMT Pour des raisons

techniques (concernant la structure entiére de I’espace de formes modulaires surconver-
gentes), nous supposons F, non ramifié sur Q, dans les théorémes 0.9.2, 0.9.3 et 0.9.6
ci-dessous (ainsi dans les théorémes 0.9.4 et 0.6.4).

Par la méthode du prolongement analytique de Kassaei (cf. [49] et [50]), on peut
montrer

Théoréme 0.9.2 (Classicité, cf. Thm.3.3.1). Supposons F,, non ramifié sur Q, et soit
[ une forme modulaire surconvergente de poids (k+,k—; ki, () ks, \{T}) sur (MK )r.E,
- <P - “p

vecteur propre sous laction de U, de valeur propre a, € E*. Si

vp(ay) < k— + Z k2 o

oeX \{7}

(ot vy, est la valuation additive de F, qui se prolonge a @ normalisée de sorte que
vp(w) = 1), alors f est classique.

Remarquons que certains cas du théoréme C (e.g. le cas ou ka, = 0 pour tout
o€ X, \ {7} et ky = 0) sont déja démontrés par Kassaei dans [50] (sans I’hypothése
F, non ramifi¢). Le théoréme 0.9.2 fait partie des théorémes de classicité sur les formes
de Hilbert surconvergentes (cf. [50], [63] et [78], voir aussi [13]).

Supposons F|, non ramifié¢ sur @, et soient L une extension finie de E, x4 et x_
deux caractéres localement T-analytiques de OF a valeurs dans L*. Par la méthode
de Pilloni [62] (voir aussi [1] et [12]), on peut obtenir un faisceau localement libre

(X+7X—§ﬁ2 7@2 ) .. . . . . .
L P e un voisinage strict suffisamment petit du lieu ordinaire

de (M k)7 (cela utilise en particulier le résultat de Brasca dans [12]). On définit le
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. (X4 x=3k1g \rypk2s (o)t .
L-espace vectoriel S_ PeMTEEMTT des formes modulaires surconvergentes de

poids (X4, X—; ﬁzp\ {;}, @Ep\ {T}) de niveau K comme la limite inductive des sections

(X+7X7;k—1 T ’@ T ) .. . . . .
de S_, PMTEEMT gy les voisinages stricts suffisamment petits du lieu ordi-

naire. Cet espace est muni naturellement d’une action continue de H*(S(K*¥)) et des
opérateurs S, U, (qui dépendent du choix de w) vérifiant en particulier

S, = 7(w)k+7F=5,, ﬁp = 7(w)U,,.

lorsque x4 = 7%+ et x_ = 7%~ avec ki, k_ € Z. L’opérateur ﬁp est de plus compact.
Notons W; l'espace rigide analytique (sur E) qui paramétre les caractéres localement
T-analytiques de O, H(S(K)) la E-algébre engendrée par H*(S(K¥)) et les opérateurs
gp, ﬁp. On a

Théoréme 0.9.3 (Surface de Hecke). Supposons F, non ramifié sur Q, et soient T €
Yo, k1o €Z et kay € Z pour tout o € £, \ {7}. Il existe un espace analytique rigide

S(K)(k—lzp\{r}’@zp\m)
;

sur & muni d’un morphisme de E-algébres

(k T ’ki T )
b H(S(K)) — o(s(x):l%\{ pR2s,\ () )
et d’un morphisme d’espaces analytiques rigides sur E

i S(K)iﬁzp\{f}@zp\{r}) WX,

tel que les conditions suivantes soient satisfaites:

1. le morphisme induit d’espaces analytiques rigides

_ k k
(7/71/](Up)) S(K)S_—IEP\{T} —2210\{7‘}) - Wq— % WT % Gm

est fini;
2. pour tout ouwvert affinoide U de W, x Wr X Gy, le morphisme induit

H(S(K)) @7 O(U) — O(G1U)

est surjectif;

3. soient L une extension finie de E, x4 € Wy(L), x— € Wy(L), k: H(S(K)) — L
un morphisme de E-algebres tel que a,, o /{()N({hp) e L™, alors il existe un L-point

(Fis \(rpF2s o)) , .
z de S(K)s A A vérifiant que i(z) = (x4, x—) et que le morphisme as-

socié H(S(K)) — L est égal i r si et seulement s’il existe un forme modulaire
surconvergente sur (1, L) de niveau K et de poids (x+, X—;ﬁzp\{T}’@zp\{r}) pro-

pre sous Uaction des opérateurs T dans H(S(K)) de valeur propre k(T).
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Par le théoréme 0.9.2 de classicité, on en déduit que les points classiques sont Zariski-

(kig \(ry k25 \ () . .
denses dans S(K), M7 M (of Prop. 3.4.38). Ceci, combiné avec les théorémes
de comparaison p-adique, peut nous permettre d’obtenir

Théoréme 0.9.4 (cf. Thm. 6.2.58). Supposons F,, non ramifié sur Q,. Pour tout
d—1 d—1 . . . .

T € Xy, ﬁ_zp.\{r} € ZZ? et @Zp\{r} € 2%+, il existe un plongement fermé canonique

d’espaces rigides analytiques sur E:

(ki ooy okzgs | (ny)
K)T,reg(lip\{ e — V({T};ﬁZp\{T}’@EP\{T})rew (11)

ot "red” signifie le sous-espace réduit.

Reprenons les notations du §0.5, et supposons que p est une sous-représentation de
Gal(Q/F) dans H}, (M KO VULIEP ’@21’)) pour un sous-groupe ouvert compact net K de
G(A*) maximal en p. Le théoréeme 0.9.1 associe a p des formes modulaires h, de poids
(—kor+1,kor+kir— 1;ﬁzp\{7},@2p\{T}) de niveau K sur (7, E) pour tout 7 € X,
vecteurs propres pour les opérateurs de Hecke dans H*(S(K¥)) et les opérateurs T,
Sy tels que T'(hy) = kp(T)hy pour T' € H*(S(K?)). Par la compatibilité local-global
de la correspondance de Langlands locale classique dans le cas £ = p, on a de plus

To(hr) = (@ + @)hr et Sy(hr) = %2h,.

A partir de la forme h,, on peut obtenir deux formes hra €t hrg (cf. Lem.4.3.2) sur
la courbe de Shimura unitaire de niveau lwahorique en @, vecteurs propres de mémes
valeurs propres que h, pour les opérateurs de Hecke dans H*(S(K¥)) et 'opérateur S,
de sorte que

Up(hra) = ahr o et Ug(hra) = ah,g. (12)

On a comme dans [17, Th.4.3.3|:

Théoréme 0.9.5 (cf. Thm. 4.3.3). Avec les notations ci-dessus, alors T € Zp(a)

(resp. T € Zp(a)) si et seulement s’il existe une forme modulaire surconvergente g, de

niweau K et de poids (—kgr — k1 ++2, kaT;ﬁzp\{r}’@&)\{T}) sur (1, E), vecteur propre

pour les opérateurs de H*(S(K¥)) et les opérateurs Uy, Sy, de mémes valeurs propres
ki,-—1 ki,-—1

que hro (resp. hrg), telle que 677 (gr) = hra (resp. 0777 (gr) = hr5).

La forme g, dans le théoréme 0.9.5 est appelée une forme compagnon surconvergente
de hrq (resp. h;g). Dans le cas F|, non ramifié, on peut montrer (cf. Cor. 6.2.60)

(k1y \(ryk2s (o)) )
que le plongement (11) envoie le point fermé de S(K), 77 "PM7 qg50cié & gp sur

le point zp (7 (resp. Zp (7)) lorsque 7 € Zp(a) (resp. 7 € Zp(a)), d’ott on déduit le
théoreme 0.6.4 (voir la discussion a la fin du §0.8).

Terminons cette introduction par un théoréme dans le style "Fontaine-Mazur". Sup-
posons encore F, non ramifié sur Q,. A une forme modulaire surconvergente h de niveau
K de poids (k4, k‘,;ﬁzp\{T},@Ep\{T}) sur (1, E) (ky,k_ € Z), vecteur propre pour les
opérateurs de H*(S(K¥?)) et les opérateurs Uy, S, de valeurs propres dans E, on peut
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associer une représentation continue p;, de Gal(Q/F) de dimension 2 sur E (cf. §4.4).

On montre de plus que pp, , o ph|Gal(@/fu ) est trianguline et de X, \ {7}-de Rham
de poids de Hodge-Tate (—(k2 + k1,5 — 1), —k:gp)gezp\{ﬂ,.

Théoréme 0.9.6 (cf. Cor. 6.2.64). Avec les notations ci-dessus, et supposons k+—+k_ €
Z>2, pp absolument irréductible modulo wg. Si la restriction py , est cristalline et non
T-critique (cf. §0.3), alors il existe une forme modulaire classique hy de niveau K
de poids (k+,k‘,;ﬁ2p\{T},@2p\{T}) sur (1, E), vecteur propre pour les opérateurs de
H*(S(K¥)) et les opérateurs Uy, Sy, de méme valeurs propres que h, et on a pp = pp,,.
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Chapter 1

Préliminaire et Notations

1.1 Groupes de similitudes unitaires et courbes de Shimura
unitaires

Soit F' un corps de nombres totalement réel de degré fini dp > 1, notons Y
I’ensemble des plongements réels de F'. Soit B une algébre de quaternions de centre F
avec S(B) l'ensemble des places de F' ou B est ramifiée (donc S(B) est fini de cardinal
pair), supposons |S(B) N Y| = dr — 1, et notons 7, 1’ unique plongement réel de F
qui n’appartient pas a S(B).

Soit £ une extension imaginaire quadratique de Q, notons F ' p. €. Fixons un
plongement uy, : £ < C, et désignons par z — ¢(z) la conjugaison de F par rapport
a F' (qui se restreint en une conjugaison de £ par rapport a Q). Notons uc : F — C
le plongement tel que uc|Fp = T €t ucls = Uso. Soit D B ®p F, et désignons par
[ — [ le produit tensoriel de I'involution canonique de B et de la conjugaison de F. Soit
§ € D un élément symétrique (i.e. § = J) inversible, nous définissons une involution sur

D de seconde espéce, notée [ — [*, en posant [* 4t 5175,

Notons V' le Q-espace vectoriel sous-jacent & D qui est donc muni d’une action de
D ®x D°P donnée par di ® do - v = divds pour tous di,dy € D et v € V. Choisissons
un élément o € F non nul imaginaire (i.e. @ = —a), et définissons, pour v et w dans
v,

déf #
Y(v,w) = trrjglatrp,r(véw®)),

ou trp,r désigne la trace réduite de D sur F. On voit que 1 est une forme alternée
non dégénérée sur V vérifiant que pour tout [ € D:

Y(lv,w) = P(v, *w).

Soit G le groupe algébrique des similitudes symplectiques D-linéaires de (V, ) (sur
Q),i.e. G(R) est le groupe des similitudes symplectiques D-linéaires de (V®qR, y®@qR)
pour toute Q-algébre R.
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Considérons 'action de D°P sur V, et identifions D°? ®g R a l'ensemble des R-
endomorphismes D-linéaires de V®@gR. Soit g € D°°’®gR, vu comme R-endomorphisme
de V ®q R: v vg, alors g € G(R) si et seulement s’il existe r € R* tel que

P(vg, wg) = r(v, w)

pour tous v, w € V ®g R. Par la définition de v, cela est équivalent & gg* = r. On
dispose donc d’un isomorphisme naturel

ip: G(R) — {(r,9) € R* x (D" ®@q R)* | g¢" =1}
pour toute Q-algébre R. Mais dans la suite, on utilisera plutét 'isomorphisme
in:G(R) — {(r,9) € R* x (D&gR)" | gg" =1} (1.1)
qui est la composition de i avec I'isomorphisme
R* x (D®*®@g R)* — R* x (D ®qgR)*
(rg) = (gt

Noter que via ig, I'action de (r,9) € R* x (D ®g R)™ sur V ®q R est alors donnée par
(r,g)(a) = ag™! pour tout a € V ®g R. Notons

vp & pry oip : G(R) — R™. (1.2)

Soit R une &-algébre avec j : £ — R le morphisme structural, on a alors des
isomorphismes

DogR=B®RgE®R=B®y(R®R)=(D®eg; R)® (D Q¢ joc R). (1.3)
On note (D@ R)* € D@ Ret (DogR)™ ¥ D®g jo. R. Linvolution * sur D@g R
échange les facteurs (D ®g R)" et (D ®g R)~. De plus, pour

9="(9+.9-) € (D®@q R)" = (D ®¢,; R)* x (D ¢ joc k)",

on voit que gg* = r € R* si et seulement si g, = 7(¢g*)"!. On déduit alors de
lapplication ig (1.1) un isomorphisme:
G(R) — R* x (D ®¢joc R)* (1.4)
(r(9+.9-) = (r9-)
Via cet isomorphisme, I'action de (a,g) € R* x (D ®¢ joc R)* sur V ®g R = (V ®¢ ;
R) @ (V ®¢ joc R) est alors donnée par les relations suivantes:

(a,9) v = wv_g !,

U((a,g) vy, (a,9)-v-) = a (vg,0-),

pour tout (v4,v_) €V ®gR= (Ve R)T®(VeyR)™.
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Soit S = Resc/r(Gm). Dans [20, 2.2.4], un morphisme h : S — Gg est défini tel que
X, la classe de G(R)-conjugaison de h, s’identifie & H T, le demi-plan de Poincaré. Et

la composition S LN Gr — GL(Vg) définit une structure de Hodge sur Vg, qui est de
type {(—1,0), (0, —1)}. On choisit J de sorte que la forme 1) soit une polarisation de la
structure de Hodge (e.g. voir argument dans [46, Page 52]).

Considérons le systéme projectif de courbes de Shimura sur C associé au couple
(G, X), indexé par les sous-groupes ouverts compacts K de G(A>),

Mg(C) = GQ)\ (X x (G(A%)/K)).

La courbe My (C) admet un modéle canonique, lisse et propre, noté Mg, sur F (voir
[20, §2]) via le plongement uc : F — C.

Enfin, soit Op un ordre de D stable par I'involution | — [*, avec V7 le réseau de V
(sur Z) qu’il définit, tel que v soit & valeurs entiéres sur V7.

1.2 Groupes de similitudes unitaires sur les corps locaux

Soit ¢ une place finie de Q telle que ¢ soit décomposée dans & et | ¢ S(B) pour
toute place [ de F' au-dessus de ¢. Notons F] le complété de F' en [ avec OF, son anneau
des entiers, et wy une uniformisante de Op,. Notons Fj g la sous-extension non ramifiée
maximale de F}. Enfin notons d; det [Fi: Q] et dip Aot [Fio : Q.

Fixons un plongement A : £ < Qg (qui correspond donc & une place de £ au-dessus
de ¢). On voit que D ®g Q¢ admet des décompositions (cf. (1.3))

D g Q= (D 2ep Q) & (D Do @) = ([[ Ma(F) & (] Ma(F)
il il
— (HD[*) ® (HD[‘). (1.5)
il il

En fait, D" (resp. D, ) est la sous-D-algebre (maximale) de D ®g Qp sur laquelle
Paction de & via les plongements & < F < D se factorise a travers \ : & < Qy (resp.
Aoc: & — Q) et action de F via les plongements F' < F < D se factorise a travers
F — Fi. Noter que I'involution induite [ — [* sur D ®q Qg échange les facteurs D[+ et
D, .

De méme, 'anneau Op ®z Z; admet une décomposition:

Op @z Ly = H(ODI* & Op-).
(i

On fait les hypothéses suivantes (sur £ et \)

Hypothése 1.2.1. (1) La forme v induit une dualité parfaite 1, sur Vz, L Zy.



4 CHAPTER 1. PRELIMINAIRE ET NOTATIONS

(2) L’anneau OD[J” (resp. OD[‘) est un ordre mazimal dans D" (resp. D) et
Uanneau (’)D; s’identifie a Ma(OF,) via la composée ODF — D[ = My(F) pour tout
[e.

Supposons que £ et A\ vérifient I’hypothése 1.2.1. Soit e[_’1 € Op- (resp. e[_’2 €
[

. . e (10 0 0 - . ~
ODF> I’élément qui s’identifie & (0 0) (resp. (0 1)) via I’isomorphisme OD? —
M5(OF,), et notons e:r’k o (e;’k)* pour k = 1,2. Tout Op ®z Zs-module A admet
alors des décompositions:

ATl e ) =][A @A e A @ A7) (1.6)
1 1

5 1
ol Aft’k et e[lL’kA est un Op-module. Noter que I'élément g = <(1) O) € (’)D[— (resp.

gt e OD+) induit un isomorphisme entre A[_’1 et A[_’2 (resp. entre A[J“1 et A[+’2).
[

Par (1.4) et (1.5), on en déduit un isomorphisme

G(Qe) = Q) x [[ GL2(F). (1.7)

(e

Via cet isomorphisme, l'action de GLy(Fj) sur V|~ (le Fi-espace vectoriel sous-jacent a
D,") est donnée par

gv)=v-g~!
(oil "." désigne la multiplication dans Df) pour tout g € GLa(F) et v € V7. Le

Fi-espace vectoriel V[_’1 se réalise alors comme le contragrédient de la représentation
standard de GLa(F)).

Notons K} et GL2(OF,) et

n déf _[* % n
I[ = {g € GL2<OF[) ’ 9= (0 *) (mOd wy )}7

n déf 1 0 n
K" = {gEGLg(OF[) | g = (O 1) (mod w[)},
pour tout n € Z>1.

Notons Sg I'ensemble des places finies ¢ de Q décomposées dans £ telles que £ et A
vérifient 'hypothése 1.2.1 pour toutes les places A de £ au-dessus de £. Toutes les places
finies £ de Q décomposées dans £ appartiennent alors a Sg sauf un nombre fini. Notons
S I'ensemble des places finies de F au-dessus des places dans Sg. Une place finie dans
Sr sera alors désignée par (A, [) ot [ est une place de F' au-dessus de ¢ € Sg, et o A
est un plongement de £ dans Q. Voici un facile corollaire du théoréme de densité de
Chebotarev:
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Lemme 1.2.2. Soit L une extension galoisienne de F non ramifiée hors d’un ensemble
fini des places S de F, alors l’image des éléments de Frobenius (arithmétique) des places
(M1)€ Sg\ (SN Sr) est dense dans Gal(L/F).

Proof. 11 suffit de montrer que pour toute sous-extension J finie et galoisienne sur F
dans L, et pour tout g € Gal(J/F), il existe une place (A\,[) € Sz \ (SN Sr) telle
que Frob(yy = g ot Frob(, y € Gal(J/F) (noter que (A, [) ¢ S) désigne le Frobenius
arithmétique de (A, [). Considérons la tour d’extensions galoisiennes:

Qc FcJ,

en appliquant le théoréme de densité de Chebotarev au groupe Gal(J/Q) (e.g. voir [60,
Thm.13.4]), on voit que pour tout g € Gal(J/F) C Gal(J/Q) il existe une infinité de
places £ de Q telles que Frob, = g. De plus, une telle place ¢ doit étre décomposée dans
F. Le lemme en découle. O

Soient K un sous-groupe ouvert compact de G(A*>) et (A, [)|¢ € S, notons Ky o
KNG(Qy) et K* Y Kn G(A%Y). Via I'isomorphisme (1.7), notons G(Q}) uf

[Tee GLa(Fy), G(A™Y) € GA®HG(QY), Ki € KN GLa(F), K} < KN G(Q)) et
£l

K'Y K'K} >~ KN G(Q)). Donc un élément g € G(A™) peut s’écrire comme
9= 909" = 9919" = 919’

avec gy € G(Qp), ¢ e G(AOO’Z), g1 € GLa(F), gé € QZX X H[’IZ GLa(Fy) et g €

(B
G(AOO’K) X ((@2< X H[/M GLQ(F[/))
Il
1.3 Notations
Fixons une place finie p de Q dans Sg, et notons p1,--- ,ps les places de F' au-

dessus de p et @ = p1. Notons encore Fy, le complété de F' en p avec O, son anneau
des entiers, w une uniformisante de Oy, Fj, o la sous-extension non ramifiée maximale
de Fy, d ot [Fy © Qp), do def [Foo : Qpl, ¢ def p%. Deésignons par v, la valuation
additive de Fy, qui se prolonge a Q, telle que v,(w) = 1. Fixons une place finie u de £
au-dessus de p, ou de maniére équivalente un plongement u : & — @Q,, d’ott on déduit

un isomorphisme (cf. (1.7)):

G(Q,) = @ x [ GLa(F,,). (1.8)
pilp

Notons %, o {o: F <= Qp}, et I, « {o : F,, — Qp} pour tout g;|p (donc

¥y =, 1pX;). Soit E une extension finie de Qp, avec O son anneau des entiers et
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wg une uniformisante de Op, assez grande pour contenir tous les plongements de F
dans @, donc D ®g E admet des décompositions (cf. (1.5))

Dog b= (] D} o Dy) o0, B [[ (DF,0 Dy0)

pilp ©ilp
UGEM

ou DF . = DE ®F,, o £ est isomorphe a Ms(E) et l'involution | — [* échange les
facteurs ng et D, ,. Tout D ®q E-module A se décompose alors comme:

Az ] Al @A, (1.9)

Pilp
I

- . - 1 -
En utilisant les idempotents epi’,lg = <0 8) € Dy 6@3, = (8 (1)) € Dy, 5 Ay &
dsf

. cys — -1 —,2 N —k —k N
admet une décomposition: Ag . = Ay @ Apo ot Aps = ey oA. De méme, on
~ 1 2 o . k déf — kNt o k  déf
a A, = ALy ® AS% en utilisant les idempotents ey = (epio)” ol AL =

01 oo
e;;ff,—A. Remarquons que I'élément g = <1 0) € D, , (resp. g* € ng) induit un

: : . -1 -2 1 2
isomorphisme (de E-espaces vectoriels) entre Ag) s et Ay (resp. entre A;i’vg et Agg,g).

) ) — o~ déf  _ N
On fixe enfin un isomorphisme ¢ : Q, — C tel que 7 = c¢lo Too S€ factorise &

travers F{,, et que ¢l otg = u.



Chapter 2

Formes modulaires classiques sur
les courbes de Shimura unitaires

On rappelle au §2.1 la description modulaire des courbes de Shimura unitaires. Au
§2.2, on étudie la cohomologie étale des courbes de Shimura unitaires a coefficients dans
certains systémes locaux. Enfin, dans la section 2.3, on étudie les formes modulaires
sur les courbes de Shimura unitaires et les opérateurs de Hecke.

2.1 Description modulaire des courbes de Shimura uni-
taires

2.1.1 Probléme de modules

Soit K un groupe ouvert compact de G(A>), la courbe Mk (C) = G(Q) \ (X x
(G(A*)/K)) admet un modéle canonique Mg sur F via uc : F < C. De plus, lorsque
K est assez petit, M admet une interprétation modulaire. Le plongement u : £ < Q,
induit un plongement v : F — F_,. Dans cette section, suivant [20], on donne des
rappels sur la description modulaire de la courbe Mg Xgpec 7,u Spec F,, encore notée
Mp.

On présente deux problémes de modules sur F, qui sont représentés par M lorsque
K est assez petit.

2.1.1.1 La premiére version

Rappelons que (cf. [29, Th.4.19] et [20, §2.3|) lorsque K est assez petit, la courbe
My (sur F,,) représente le foncteur

M}( : {Schémas sur Spec Fp} — {Ensembles},

7
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défini comme suit:

Soit S un schéma sur Spec Fy, avec 7 : § — Spec F|, le morphisme structural, Mll((S)
est ’ensemble des classes d’isomorphismes d’objets (A, ¢, 0, @) ou

1. A est un schéma abélien & isogénie prés de dimension relative 4dp sur S, muni
d’une action de Op via ¢ : Op — Endg(A) (ainsi Lie(A) est un Op ®zQp,-module)
vérifiant que:

(a) Lie(A)g’1 est un Og-module localement libre de rang 1 sur lequel F,, agit
via le morphisme structural 7;

(b) Pour p; # p, Lie(A),, est nul;
2. 0 est une polarisation homogéne de A (cf. [29, 4.3]) telle que I'involution de Rosati
associée envoie ¢(7y) sur ¢(vy*);

3. @ est une classe modulo K de similitudes symplectiques Op-linéaires localement
pour la topologie étale sur S:

a:VogA® — V(A),
ot V(A) “ T(A) ®z Q, avec T(A) “ Hm Aln], est bien défini pour un schéma

abélien & isogénie prés, et ou la forme symplectique Op-linéaire sur T\(A) (qui se
prolonge sur V(A) de maniére unique) est définie par

T(A) x T(A) L2 Peay x T(AY) —s Z(1),

en choisissant une polarisation effective § : A — A dans la classe 6. Noter que
la forme symplectique sur V(A) induite ne dépend pas du choix de 6.

Remarque 2.1.1. (1) On dit que (A,.,0,a) et (A',/,0,d) sont isomorphes si et
seulement s’il existe une isogénie Op-linéaire ¢ : A — A’ telle que = ¢V o6 o ¢ et

a = qg_l/c\) o' ou @\V désigne l'isogénie duale de ¢ et ot QAS désigne application (induite
par ¢): V(A) — V(A").

(2) L’action de G(A™) sur le systéme des courbes { M} est donnée par

Tg:MK — MgflKg
(A,Lﬁ,a) — (A,L,g,ozog)

pour g € G(A™).

2.1.1.2 La deuxiéme version

Notons V; le réseau dual de V7 par rapport a v, i.e.

Vz o {veV|¢(,w) €Z pour tout w € Vz}.

Notons V5 S V;, @z Z, et VI C V4 @z Z (ot Z € [[, Zy).
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Soit K un sous-groupe ouvert compact de G(A>) assez petit pour laisser invariant
V5. D’aprés [20, §2.6], le foncteur M L est isomorphe au foncteur My défini comme
suit:

Soit S un schéma sur Spec F, avec 7 : § — Spec F, le morphisme structural, Mg (.S)
est ’ensemble des classes d’isomorphismes d’objets (A, ¢, 0, @) ou

1. A est un schéma abélien de dimension relative 4dg sur .S, muni d’une action de
Op via ¢t : Op — Endg(A) (ainsi Lie(A) est un Op ®z Qp-module) vérifiant que:

(a) Lie(A)g’1 est un Og-module localement libre de rang 1, et Fi, y opére via le
morphisme structural 7;

(b) Pour tout p; # g, Lie(A), est nul;

2. 0: A— AV est une polarisation de A telle que I'involution de Rosati associée
envoie ¢(7y) sur ¢(y*);

3. @ est une classe modulo K d’isomorphismes symplectiques Op-linéaires locale-
ment pour la topologie étale sur S:

a: Vs = T(A).

En effet, suivant [20, §2.6.2], étant donné un point (A4, ¢,,@) du probléme de module
M Ilo comme K laisse invariant V5, on voit que le réseau adélique a(V5) ne dépend pas
du choix de a. Il existe un unique schéma abélien Ay dans la classe d’isogénie de A,
tel que T'(Ag) soit égal & a(V5). Comme V5 est stable sous I'action de Op, ce dernier
anneau opére sur Ag. De plus, il est possible, et ce de fagon unique, de choisir une
polarisation effective § € 0 de Ay, telle que a(VZ’) soit le réseau adélique dual de a(V3)

pour la forme symplectique associée & 6. L’isomorphisme de foncteurs M [1( = My donc
envoie (4,,0, @) sur (Ao, L,@,Oéh/z). Enfin, noter que deg(f) = |V2’/VZ|.

Remarque 2.1.2. (1) Le sous-groupe ouvert compact K est dit net si Mg admet la
description modulaire ci-dessus.

(2) Soit £ € Sg, comme 1 induit une dualité parfaite sur Vz,, la condition 3 implique
que le degré de 0 est premier a L.

On spécifie une place finie ¢ de Q. Soit K = K,K¥, alors la condition 3 peut étre
séparée comme suit:

(i) a7 : Ty[A] = Vg, ( N T Zy) est une classe modulo K, d’isomorphismes
symplectiques Op-linéaires pour la topologie étale sur S;

N A AT et 70 £ 3 -

(ii) af : THA] = Vg, (= V2 ®z Z*) est une classe modulo K* d’isomorphismes
symplectiques Op-linéaires pour la topologie étale sur S.

Soit £ € Sg, on fixe jusqu’a la fin de cette section une place finie (A, [) € Sr au-
dessus de £, on en déduit un isomorphisme G(Q¢) — Q) x [Tve GL2(Fv) (cf. (1.7))
pour ce choix de A.
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Le module de Tate T;(A) (dans le probléme de module) admet alors des décompo-
sitions:

Ty(A) = P Tv(A) = P Ty (A) & P Ty (A)

v)e v)e e
. déf . n oy déf ¥ —1 déf
ou Ti(A) = lim_ Alw'] avec Alw]'] = Nyermo, Ker(A = A). Notons T, "(A) =
_ _( déf — .
©re Ty (A), (Vz,) L= ® e (Vz,)y (puisque Vz, est un Op ®z Z-module).
(= (A
Soit C' un sous-groupe fini et plat Op-linéaire de A annulé par une puissance de ¢

(e.g. C = A[w']), alors C' admet des décompositions en utilisant les idempotents eFTL’k

de Op ®z Zy (voir (1.6)):

ot xom SI[ef <o) STIEH <cf?x et xcp?). (21)
e e

S’ existe de plus l'|[¢ et n € Z>; tels que C soit un sous-groupe de A[w}]], on voit
facilement que C[j,f’k = 0 pour tout I"|¢, " A1 et k = 1,2. Dans ce cas, on note alors
ok C’[j,E’k pour k=1,2.

Considérons les exemples suivants:

Exemple 2.1.3. Supposons K, =2 Zz XK' % Ké avec Ké un sous-groupe ouvert compact
de [Ty GL2(Fy) alors la condition (i) est équivalente a
Il
(a) ar : (Op/wlOR)? = Alwl] ™! est un isomorphisme Op,-linéaire localement
pour la topologie étale sur S;
(b) o : T[’[(A) =5 (Vg,) ™" est une classe modulo K} d’isomorphismes Op-linéaires
localement pour la topologie étale sur S.
Lorsquen = 0, on dit que le groupe K est maximal en [. Dans ce cas, un S-point de My
sera désigné par (A, ¢, 9,5) avee o & of x az. De plus, si c’est le cas, pour m € Z>1,
on note K, | le sous-groupe de K avec Kf%[ =Kl et (K1) = Z; x K™ x Klf, alors
Mk, , est un revétement galoisien de My de groupe GLa(OF /w(™) via la projection
canonique M,  — M (cf. [20, §3.5.2]). Lorsque | = g, on notera Ky, “ Kinp.
Exemple 2.1.4. Soit n € Z>1, supposons K; = ZEX x 1" x KIE, alors la condition (i)
est équivalente a
(a) il existe un sous-groupe O -linéaire fini et plat H de Al ™1 d’ordre ("%0 tel
que H =2 O, /@] localement pour la topologie étale sur S;
(b) ol : T[’[(A) =5 (Vz,) ™" est une classe modulo K} d’isomorphismes Op-linéaires
localement pour la topologie étale sur S.

Dans ce cas, on dit que K est Iwahorique en [. Un S-point de My sera désigné par
(A,1,0,0',H) avec o LN aé. Pour un sous-groupe net K de G(A*) mazimal
en I, on note Mg (I") Y M 0w K est un sous-groupe de K tel que (K')* = K’ et
K =7, x I* x K. On dispose donc d’une projection naturelle

p1: Mg(I") — My, (A,0,0,0', H) — (A,1,0,ab).
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Soient £ € Sg, (A, [) € Sy au-dessus de ¢, posons (cf. [48, §4.4] et |46, p.109-110])

Définition 2.1.5. Soit (A,¢,0,@) un S-point de My, un sous-groupe (fermé) fini et
plat Op-linéaire C' de A est appelé un sous-(\, l)-groupe d’échelon n € Z~q s’il satisfait
les conditions ci-apres:

~ C est annulé par (90" et d’ordre (¢%0)4drn,

- C[_’l est un sous-groupe de A[w!’] 1 d’ordre (10" tel que C[_’l = Op, /@ locale-

ment pour la topologie étale sur S';

- C[,_’l =0, pour toute place I # [ de F' au-dessus de {;

— 0 Altdo™] = AV[Edo) envoie C sur (A[(%0"]/C)V.
Remarque 2.1.6. (1) L’accouplement de Weil induit une dualité parfaite entre A[¢%0™]+
et A[t%0™)~, alors la derniére condition ci-dessus est équivalente o C = C~ @ (C~)*.

(2) On voit facilement qu’un sous-(\, l)-groupe C d’échelon n est déterminé unique-
ment par le sous-groupe C’[_’l. Un S-point (A, ¢, 0,5, H) de Mg comme dans l’exemple
2.1.] sera désigné parfois par (A, 1,0, al, C) ou C est le sous-(\,[)-groupe d’échelon n
de A vérifiant C[_’1 =H.

On utilisera cette version du probléme de modules dans la suite.

2.1.2 Actions de G(A*®)

Nous décrivons 'action de G(A*°) sur le systéme des courbes de Shimura { Mg} en
terme du probléme de modules (voir aussi [20, §3.4] et [65, §5]).

Par (1.2), on dispose d’une application vy~ : G(A*®) — (A*)*. Notons v la
composée:

v GA®) 255 (A®)* — (A®)*/Z* = Q.

Soient K un sous-groupe ouvert compact net de G(A™) et g € G(A>), alors g induit
un morphisme 74 : Mg — My-1x,. Supposons g 'K g net, on décrit ce morphisme en
terme du probléme de modules. Soient S un schéma sur Spec Fj, et (A, 6,a) un
S-point de Mk, on déduit de o : V5 = T(A) un isomorphisme:

ag: V®gA® =2V, @,Q — V(A).
On obtient donc un isomorphisme Op-linéaire
V @gA® L5 V ey A® 2% V(A).

Supposons de plus V5 C g(VZ), alors (ag o g)(V3) est un réseau adélique contenant
T(A) dans V(A). 1l existe donc un unique schéma abélien A’ dans la classe d’isogénie
de A tel que T(A’) soit égal & (ag o g)(V5). On obtient une isogénie ¢ : A — A’, de
fagon unique, telle que I'application sur les modules de Tate induite b f(A) — f(A’ )
soit égale & I'injection T'(A) — (agog)(V3). Comme le réseau (agog)(V3) est invariant
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sous l'action de Op, le schéma abélien A’ est muni d’une action naturelle de Op, notée
/' Op — Endg(A’). L’isogénie ¢ est Op-linéaire car ag o g l'est.

De plus, il est possible, et ce de fagon unique, de choisir une polarisation effective
g : A" — A" telle que (ago g)(Vz’) soit le réseau adélique dual de (ag o g)(V3) pour la
forme symplectique associée & 6'. Explicitement, notons ¢V : A”Y — AV I'isogénie duale
de ¢, on choisit #’, de maniére unique, telle que le diagramme suivant soit commutatif
(cf. |65, §5] et [46, p.110]):

A v(g)¢ AV

% ¢VT . (2.2)

0/
A/ A/\/

Enfin, on obtient une classe modulo g~ K g d’isomorphismes symplectiques Op-linéaires:

o Vy 5 (V) =5 T(A)).

On vérifie que (4, t,0,@) est envoyé sur (4’,¢,0', /) via le morphisme 7.

Exemple 2.1.7. Soient (\,1)|¢ € S et K = K,K* un sous-groupe net de G(A™) avec
K¢ = 7} x K" x K}, alors Uaction de g € GLa(Op) (= G(Qp), via (1.7)) sur Mg
(noter que K* est un sous-groupe normal de GL2(OF,)) est donnée par (voir l'ezemple
2.1.9)

rq(A, ¢, H,J,a[) = (A, L G,J, oo (gil)t),

ou "t" signifie la transposition et ot ayo (g7 1) signifie la composée

-1yt « _
(Or/wOr)? s (05 j2OR)* 2 Alwl] .

2.1.3 Correspondances de Hecke

Soient K un sous-groupe ouvert compact de G(A*), g € G(A*), on dispose donc
d’une correspondance de Hecke associée a la double classe KgK:

Supposons de plus K net, nous pouvons décrire cette correspondance en terme du
probléme de modules de la méme fagon qu’au §2.1.2. Précisons plusieurs exemples que
nous utiliserons.

Commengons par un lemme (voir [48, Lem.4.4]):
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Lemme 2.1.8. Soient S un schéma, A un schéma abélien sur S, 6 : A — AV une
polarisation et C' un sous-groupe fini et plat de A sur S, notons ¢ : A — A/C lisogénie
naturelle. Supposons C annulé par n € Zso avec (n,degf) = 1, soit ¢ : A/C — A
Visogénie telle que v o ¢ = [n] (le noyau de 1) est donc A[n]/C). Supposons de plus que
Visomorphisme 0 : Aln] = AV[n] envoie C sur (A[n]/C)Y, alors il eviste une unique
polarisation 0’ de A/C' telle que le diagramme suivant soit commutatif:

A/ o4

e/l gl . (2.3)

Vv
(A/C)Y —2 Av
Proof. La preuve est la méme que celle de [48, Lem.4.4]. O

On fixe jusqu’a la fin de cette section une place finie £ € Sp et une place finie
(A1) € SF au-dessus de ¢ (donc on fixe un isomorphisme G(Q¢) — Q; x [Tv)e GLa2(Fy)
cf. (1.7)).

Exemple 2.1.9. Soit g = " x [], ((1) ?) € G(Qy), considérons la correspondance

de Hecke x ¢ associée a la double classe [KgK| (comme gK = Kg, xxm n'est autre
que le morphisme r4). Soient S un schéma sur SpecF,, (A,1,0,@) un S-point de
My, notons A’ o AJAIYT et ¢+ A — A Uisogénie canonique. Comme A[("]T est
invariant sous l'action de Op, il existe donc une action naturelle de Op sur A’ (notée
/' Op — End(4")). De plus, il est clair (par la condition 3 dans le probleme de
modules, voir aussi la remarque 2.1.6) que l’isomorphisme 6 : A[("] = AV[{"] envoie
APt sur (A[M] /AT, par le lemme 2.1.8, on dispose d’une isogénie 0’ : A’ —
(A")Y. Enfin notons o/ = aog: V; ER 9(V3) & f(A/A[E"]JF) (on a bien g(Vz,) =
(Z%Vzt) ®Vyz, D VZZ)~ Selon la discussion au §2.1.2, on vérifie que le morphisme X ¢n
envoie (A, 1,0,@) sur (A',//,60',a’). On voit facilement que X est un isomorphisme,
et on a Xy = Xi\l,g-

Exemple 2.1.10. Soit

0 10
g= Ed[’o X (z[ w[) X H (0 1) S Q? X GLQ(F[) X 1_[(}[;2(}7’[/)7

T .
41 V£l
considérons la correspondance de Hecke Yy de la double classe KgK (qui n’est autre
encore que le morphisme rg). Sotent S un schéma sur Spec Fy,, (A,,0,@) un S-point
7 d 7
de My . Notons C %< A[%}‘*‘@A[wd_, AY¥ AJC et ¢: A — A lisogénie canonique.
Comme C' est invariant sous laction de Op, il existe une action naturelle de Op sur A’
(notée 1 : Op — End(A")). Il est clair que lisomorphisme 0 : A[f40] =5 AV[(90] envoie
C sur (A[Zd"o]/C)v. Par le lemme 2.1.8, on obtient une polarisation ¢’ : A" — (A’)V.
On vérifie que le morphisme Y) | est donné par:

Y)\7[ : Mg — Mg, (A,L,e,a) — (A/C, L’,G’,J),
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. . . déf
ou o est défini comme dans Uexemple 2.1.9. Notons Sy = X, o

Y1 qui est donc
égal aw morphisme ry : Mg — M avec

gl =1x (%[ £[> X H <é (1)> € Q; X GLQ(F[) X HGLQ(F[/),

v ar
£l (L

et S, o Su,p pour simplifier.

Exemple 2.1.11. Soit

0 1 0
o= et (5 0) <o 1) €0 x Gratri [ nat0)

)i
(| £l

considérons la correspondance [KgK] : Mg --+ Mg. On se penche sur les deux cas

sutvants:

(1) Supposons le groupe K mazimal en |, et soient S un schéma sur SpecF),,
(A,1,0,a") un S-point de My, C un sous-(\,)-groupe de A d’échelon 1. Comme le
groupe C est Op-linéaire, il existe une action naturelle de Op sur A/C, que nous no-
tons (' : Op — End(A/C). Par le lemme 2.1.8 (et la définition 2.1.5), nous disposons
d’une polarisation 0 : AJC — (A/C)Y. Nous avons deux morphismes:

p1: Mg (1) — Mg, (A,0,0,05,C) — (A,1,0,a),
p2: M (1) — Mg, (A,1,0,01,C) = (A4/C,0 0, ab).
La correspondance de Hecke Xy «f [KgK] sur Mg est alors donnée par:
Xo: My = Mg, (A,1,0,00) = > (A/C, /.0, al),
C
ot C' parcourt tous les sous-(\, [)-groupes d’échelon 1 de A.
(2) Soit K' le sous-groupe de K avec (K')! = K' et K; = Z; x I" x K' pour un

n € Z>1. De facon analogue, on vérifie que la correspondance X;\’[ ot [K'gK'] sur

Mg (") (= Mg+ ) est donnée par (cf. la remarque 2.1.6 (2)):
X0 : Mg (1) —=» M ("), (A,0,0,00,C) s 3 (A/c/, s q—vl)
C/

o C" parcourt tous les sous-(\,[)-groupes d’échelon 1 de A différents de Cy qui est
Punique sous-(A, [)-groupe d’échelon 1 de A contenu dans C' (autrement dit, (C”)f’1 N

C'[_’1 =0), ot C’[_’l désigne l’image de C[_’l via lisogénie A — A/C" et ou les ', 0 sont
définis comme précédemment. Noter que l'on a utilisé deux motations pour désigner
un point de Mg (I") (cf. Uexemple 2.1.4 et la remarque 2.1.6 (2)). Enfin, dans ce
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cas, lorsque n = 1, on a aussi une correspondance (un morphisme) [K'¢ K'l = r, ou
) ) g

r B pdy g 10 / 1 0).
g=t ><<0 @i XH[‘,?‘f[ 0 1)

<I>/\,I : MK([) — MK([)a (Aa Ly 9,5, C) = (A/Ca Lla 0/75714[73[}_71/0[7’1)‘

déf déf . . N
Notons T = X, %d[oXU (resp. Ux, = X, 1d[0X:\ [), qui est donc égal a la correspon-

dance [Kg"K)| lorsque K est mazimal en | (resp. lorsque K est Twahorique en [) sur
. w; 0 10 def
Mg oug"=1x{ ' x[Tepe € Q) x GLa(F) x [Ty GLa(Fy), Tp = Ty
0 1 vl 0 1 Pl
et Uy € U,

2.2 Systémes locaux sur les courbes de Shimura unitaires

2.2.1 Systémes locaux

Soient K un sous-groupe ouvert compact de G(A*) et W un C-espace vectoriel
de dimension finie muni d’une représentation de G(C). On définit un systéme local
Viv i (C) de C-espaces vectoriels sur Mg (C) en posant

Viyx(C) = G(Q)\ (W x (X x GA®)/K)).

ou G(Q) agit sur W via le plongement G(Q) — G(C).

On voit W comme représentation de G sur Q, via ¢l:C= Qp, qui est donc munie

d’une action de G(Qp) via le plongement G(Q,) — G(Q,). On obtient alors un systéme
local de Q,-espaces vectoriels sur Mg (C):
déf 00
Vi (€©) E ((GQ)\ X x GA™)) x W) /K, (2.4)
ou K agit sur W par z - k = k;lm pour tout x € W et tout k = kykP € K avec
k, € G(Qp) et kP € G(A>P).

On vérifie que le morphisme de systémes locaux de @p—espaces vectoriels sur Mg (C):
' (Vivx(€)) — Vwk (C), (w,9) — (g, 'w,qg)

otw e W, ge XxG(A®), g, € G(Qp), est un isomorphisme (e.g. voir [34, Lem.2.2.4]).
On utilisera la deuxiéme définition (2.4) dans la suite.

Soit W une représentation algébrique de dimension finie de G sur @p, alors W se
trouve étre une représentation de G sur une extension finie £ de Q,. Soit Wy un
Opg-réseau de W invariant sous 'action de K, on associe a Wy un systéme local de
Op-réseaux sur Mg (C):

déf

Vi i (©)  ((G(Q@)\ X x G(A™) x Wy ) /K, (2.5)
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ou K, agit sur Wy par = - k = k‘p_lx pour tout x € Wy et tout £ = k,k? € K avec
k, € G(Qp) et kP € G(A>P). De méme, pour tout s € Z>g, on dispose d'un systéme
local de O /w},Op-réseaux sur Mg (C):

Vivy . 10(C) © ((GQ)\ X x G(A%)) x W/} ) /K. (2.6)

Les systémes locaux Viw,k (C), Y,k (C) et Vi, s wy, i (C) sur M (C) proviennent de
systémes locaux sur Mg (sur F) lorsque K est net. En effet, pour s € Z~g, soit K’
un sous-groupe normal ouvert compact de K assez petit pour que l'action de (K’), sur
Wo /@i Wy soit triviale, i.e.

Vo jwswo, i (C) = Mg/ (C) x Wo/wpWo.

Comme Mg/ constitue un revétement galoisien de My de groupe K/K', on obtient un
systéme local de O /w},Op-réseaux sur M:

Vivojws i = (M x Wo/wiWo) /(K/K') (2.7)

(on K agit sur Wo/wiWo par x - k = k,'z pour tout =z € Wo/w}, et pour tout
k = kpkP € K)) dont les C-points coincident avec Vi /s 1 (C) (2.6). On pose Vi, o
: déf

Wm Vi, /s wo i €6 Vivx = Vg, @0y, E.

Remarque 2.2.1. Considérons le systéme projectif des courbes de Shimura unitaires
{Mk} K, on voit que les systemes locaux {Vw k} sont compatibles avec les morphismes
de transition (dans ce systéme projectif), i.e. pour K' C K, le pull-back du systéme
local Vw, i sur Mg est isomorphe naturellement au systeme local Vyy i On omet alors
parfois le niveau "K " dans la notation d’un systéme local sur Mg .

Soient k1, € Z>2, ko s € Z pour tout o € X, posons

2
ks ben) €@y (symbe2 B2 e (N B2, (2.8)

o€X)y

ot tous les produits tensoriels sont sur E. C’est une représentation de GLy(F ®g E)
(donc une représentation de G(Q,) via (1.8)) ou I’action de GLg(F') sur ( SymFo—2 F2g

g
(A Ez)k“) est induite par 'action standard de GLo(E) via le plongement o : F' — E.

k k .
On note V¥=%25,) 1o systéme local associé sur Mg (sur F).

2.2.2 Description modulaire de systémes locaux

Soit K un sous-groupe ouvert compact net de G(A>), et notons ¢ : A — Mg
le schéma abélien universel sur Mg (sur F,,) . Considérons le systéme local Rle, E =
(R'e,Qp)®q, E de E-espaces vectoriels (de dimension 8dp) sur M. Comme A est muni
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d’une action de Op, R'e,E est muni d'une action de Op ®7z E. Notons (Rls*E)gi’ff, uf

egi’,kg (Rla*E) pour tout p;|p, o € ¥, et k =1,2. Posons

2
k N déf _ _ _ ko o
=tz (Rle. gy € () (Symklv" 2(Rle.B),;L op (\(Re.E);L)"™ ) (2.9)
pilp E
I

Le but de cette sous-section est de montrer

Proposition 2.2.2. On a un isomorphisme naturel de systémes locaur sur Mg (sur
o

s, ke )~ n(@zp JQEP)( Rle,E). (2.10)

Pour toute place g;|p de F', notons V; “p gi la représentation standard de GLa(F,,)
de dimension 2 sur F,,, on peut voir V; comme représentation de G(Q,) via la projection
G(Qp) — GLa(Fy,) (cf. (1.8)). Notons V; le systéme local associé sur M, on a alors
(cf. (2.4))

Vi(C) = ((G(Q) \ X x G(A®)) x V) /K.

Supposons K, C GL2(0O,,), et notons V! « 02, (qui est un O, -réseau GLa(O,,)-
stable de ng) On peut associer a Vio un systeme local de O, -réseaux VZQ sur Mg tel
que (cf. (2.5))
V(©) = ((G@)\ X x G(A®)) x V) /K.
Pour n € Z>1, on a de plus un systéme local de Oy, /w]'-réseaux Vgn « V9w (ot
daéf -
w; = wy,) vérifiant

VE(©) = ((GQ)\ X x G(A®)) x V[ ) /K.

Pour tout plongement o : F,, — E, notons V; , et V. ® Fy,.0 F la représentation de
GL2(F,,) de dimension 2 sur E. A V; ,, vu comme représentation de G(Q,) sur F via
(1.8), on associe un systéme local V; , de E-espaces vectoriels sur My . Par définition,

on a
2

kis. k ~ ki,0—2
ylises) 20 &) symi Ty, wp (\ Vi) 2.
©ilp
O'GE@Z.
On donne des comparaisons entre les systémes locaux VP et Aw?] ™! (d’ott on
peut déduire la proposition).

Supposons K maximal en g;, on a un isomorphisme de faisceaux sur M Ko, (cf.
I'exemple 2.1.3)

déf ~ —
(073 ; Oé@i :MKn,m X (O@z/w?)Q — A[w;’z] 71'
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Soit g € GL2(Oyp,) — G(Qp), selon la description modulaire du morphisme r, :
Mk, ,, = Mk, (voir I'exemple 2.1.7), on dispose d'un diagramme commutatif:

Alw?] ! id Alw?] ! Alew?] !

ou les carrés a droite sont cartésiens. On en déduit qu’il existe un isomorphisme canon-
ique de systémes locaux sur Mg:

@i+ (Mg, ,, % (Op,/w}")?) /(K/Kng,) — Alw] (2.11)
o l'action de K sur M, . x (O, /@™)? est donnée par

ro,(go )t
M, % (O e 2220

pour tout g = g, € K avec g,, € GL2(O,,). On voit alors que le terme & gauche en
(2.11) est isomorphe au systéme local (Vgn)v (cf. (2.7)). On obtient donc un isomor-
phisme de systémes locaux sur Mg

a) Vgn = (A[w?]_’l)v.

Rappelons que 'on a une dualité canonique entre A[p"] et Rle,(Z,/p"Z,) qui induit une
ein
i

dualité entre A[ww{"] 7! et (Rls*(Zp/p”Zp));fl (ot ¢; désigne le degré de ramification

de Fy,, sur Qp). On dispose donc d’un isomorphisme naturel de systémes locaux sur
My

ay V2

1,e;M

=5 (R'en(Zp/0"Ty)) ) (2.13)

En prenant la limite projective puis le produit tensoriel avec @, on obtient un iso-
morphisme naturel de systémes locaux de Fy, -espaces vectoriels (de dimension 2) sur
MK:

o Vi = (R'e,Qp) 0, (2.14)

d’ott on déduit I'isomorphisme (2.10).
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2.2.3 Cohomologie étale

Soit K un sous-groupe ouvert compact net de G(A>); Soient ky 5 € Z>2, ka2 € Z
pour tout o € X, on a des isomorphismes de E-espaces vectoriels de dimension finie

V(ﬁgpa@zp))

; H(lt (MK7(QTP7 n(ﬁzp 7]L22p) (RlE*E))

Hélt (MK’@, VULIEP ’@ZP)> = Hélt <MK,@7

N déf = déf =~
ou M[g@ = MK XSpec F SPGCQ; et MK,@ = MK XSpec F SpeCQp = (MK XSpec F,u

Spec Fy,) XspecF, Spec@p.  Le premier est muni d’'une action de Gal(Q/F) et les
autres sont munis d'une action de Gal(Q,/F), et les isomorphismes sont de plus
Gal(Q,/F,)-équivariants. Les cohomologies sont munies d'une action de Hecke de
[KgK] (Vopérateur de double classe) pour tout g € G(A*). On explique cette ac-
tion sur X (1o koo )1

Hy (MK,@W*Z”’*E” (R 5*E))

en terme du probléme de modules du §2.1.1.2:

Notons K’ % gKg~' N K et supposons K’ net. Considérons la correspondance de
Hecke:
,
My & My =2 M.

Supposons de plus V5 C g(VZ), d’aprés le §2.1.2, on dispose d’un diagramme commutatif
(avec les notations du §2.1.2):

AN
N AN A

ot les deux carrés sont cartésiens. On vérifie que opérateur [KgK] est donné par la
composée

(2.15)

[KgK]: HE: <MK@, s, b2s,) (ng*E)> Loy HL (MK, e ng;E)>
ﬁ Hé}t (MK’ T n(ﬁzpvlﬂzp) (Rlé‘*E)) ﬂ Hélt <MK@7 n(lﬂzp v]L?Ep) (Rlé'*E)) 7

ou 'application trace trp,, est bien définie car le morphisme pr est fini étale. En parti-
culier, par les exemples 2.1.9, 2.1.10, et 2.1.11, on dispose des opérateurs x ¢, Yy et

X (resp. X}, et @y ) sur H} (MK@,n(ﬁEp’@Ep)(Rle*E)) lorsque K est maximal

en [ (resp. K est de niveau Iwahorique en [).
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Fixons une place ¢ € Sp différente de p, et (A, [) € Sy au-dessus de ¢. Supposons le
groupe K maximal en [, la courbe Mg Xgpec 7,1 F1 admet alors un Op-modéle Mg lisse

et propre (cf. [20, §5]). De plus, on peut voir (en utilisant la description modulaire de
M de loc. cit. et la description modulaire de V(ﬁzp’kizp) au §2.2.2> que le systéme

local V(*lzp kag,) provient d’un systéme local de F-espaces vectoriels de dimension finie
sur Mg . En particulier, on en déduit (cf. [28, Thm.v.3.1]) que la représentation de

Gal(Q¢/Forp)

H (M KO ylis, ’@ZP)>

~ —_— kie k2w )
= H} (MK X Fy x @e,v(fzp 25 )
Gal(Q¢/Fia,n) e Spec 7, (A0 T2

est non ramifiée. De plus, d’apres [20, §4 et §10.3| (voir aussi [21, §5]), on a la relation
d’Eichler-Shimura sur cette derniére:

-2
Frob(M)

— X0 Frobily 4, o Yal® =0, (2.16)
ou Frob, y € Gal(Qg/F(, ) désigne le Frobenius arithmétique.

Notation 2.2.3. Soit K = K K% un sous-groupe ouvert compact de G(A*>), notons
HT(G(A®)//K) la Op-algebre engendrée par les opérateurs de doubles classes [KgK]
avec g € G(A™) et g(V5) C V5. Notons

S(K®) “ {ND) eSr | (NDtp et K est mazimal en [},
H(S(K*®)) la sous-Op-algebre de H (G(A>)//K)) engendrée par X1, Ya X, jao pour

tout (A, 1) € S(K®) avec € la place de Q en dessous de (A1) € S(K¥), et ’H’;(S(KW))
la sous-Og-algébre de HT(G(A>)//K) engendrée par H(S(K¥)) et lopérateur xu,p.

2.3 Formes modulaires classiques sur les courbes de Shimura
unitaires

2.3.1 Généralités
2.3.1.1 Schémas abéliens munis d’une action de Op

Soit K un sous-groupe ouvert compact net de G(A°). Soit S un schéma sur Spec F,
avec 7 : I, = Og le morphisme structural, supposons de plus que I'on peut identifier
les ensembles Homg (F, Og) et ¥,, alors F' ®g Og se décompose comme

F®qOs = F®qQp®q, Os = H Ogs.
o:F—0g
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Soit (A,¢,0,@) un S-point de Mg (avec a : A — S le morphisme structural), le Op ®z
Og-module Lie(A) admet alors des décompositions de Og-modules (voir (1.9)

Lie(A) — @B (Lie(A)}" @ Lie(A4)$?) & @D (Lie(A),;' @ Lie(A),;%)

pilp pilp

= D (L), eLie(a)5) & P (Lie(A), & Lie(4)3).
©ilp ©ilp
UEEM UEE%

Par la condition 1 (a) (dans le probléme de modules du §2.1.1.2), Lie(A);,’Tl est un
Og-module localement libre de rang 1 et Lie(A);i’,lg est nul pour tout ¢ # 7. En outre,
il résulte de la condition 3 que Lie(A) est localement libre (de rang 4) sur F' ®g Og
(cf. [46, Lem.III.1.1]), d’ott on déduit que Lie(A)y, » est un Og-module localement libre
de rang 4 pour tout p;|p et o € 3. Comme il y a un isomorphisme de Og-modules

entre Lie(A)E, et Lie(A)é.’?g (cf. §1.3), il en résulte que Lie(A){7 est un Og-module

localement libre de rang 1 et Lie(A);SZ.’}U est un Og-module localement libre de rang 2.

Soit A € Op, par la condition 2 (dans le probléme de modules du §2.1.1.2), on a un
diagramme commutatif:

A0y av

<L
A 2 av

d’ott on déduit un diagramme commutatif:
Lie(A) —%— Lie(AY)
< |
Lie(A) —%— Lie(AY)

Noter que 6 : Lie(A) — Lie(AY) est un isomorphisme de Og-modules, car deg(f) est
inversible dans S. En outre, on a un diagramme commutatif:

R'a,.04 L) Rla,04

Lie(4Y) —2— Lie(4Y)
d’ot on déduit des isomorphismes naturels de Og-modules
N N v
(R'a,04)57L =5 Lie(AY), 7, = ((am}w /S);;}U) (2.17)
pour tout p;|p et o € X, ot a¥ désigne le morphisme structural de A" sur S.

Remarque 2.3.1. On déduit des applications 0 : Lie(A) — Lie(AY) et Rla,Ox =
Lie(AY) et de G*QL/S =~ Lie(A)Y un accouplement Op-+-linéaire entre Q*Qil/s et

R'a,Oy, i.e. une application Og-bilinéaire:
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vérifiant (Az,y) = (x, \*y) pour tout X € Op. On obtient donc un isomorphisme de
Og-modules (qui dépend de 0):

(R! a*OA) = Lle(A);:U

pour tout p;|p, o € X,,. En particulier, (Rla*OA);j; est un Og-module localement libre

de rang 1 et (Rla*(’)A);i’}U est un Og-module localement libre de rang 2.

Considérons le faisceau cohérent Rla*ﬂz /s qui est situé dans une suite exacte de
Op ®7 Og-modules:

0= a.Qy g = R'a. Q% )5 & R'a.04 — 0. (2.18)
De ce qui précéde, on a

Proposition 2.3.2. (1) Le Og-module (Rla*Q;l/S)gi’}g est localement libre de rang 2

et isomorphe naturellement au Og-module (]-Bla*(’)A);i’,l(7 pour tout p;|p et o # T,.

(2) Le Og-module (R'as A/S)P;’} est localement libre de rang 2 et est situé dans la
suite exacte (de Og-modules) suivante:

0— (a*QA/S) — (R! a*QA/S) — (Rla*(’)A)g;Tl — 0.

Soient k1, € Z>2, k2. € Z pour tout o € ¥, notons

n et (Rla.02 )
2

déf _ o \— koo
= ® (Symkl’U 2<Rla*QA/S)p£,10' (/\(R Qs A/S)@u ) ’ )

pilp

UEZM

2 k
= Q@ (st aon @ (A\NRa.0a);)" )
pilp
o€, , OFT
2
&® Symkl’Tiz(R a*QA/S /\ a*QA/S = 1)k27—

ou tous les produits tensoriels, symétriques et extérieurs sont sur Og. Notons pour
simplifier

o ) (Rla.%/s)

2
TR (st (Rle.0a)h @ (A Ra.0a);5) ). (2.19)

pilp
o€¥p,, oFT
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déf — déf —-1\WV ~ =
Notons wy /g = (Q*Q,la\/s)n’; et wa/g ¢ = ((Rla*OA)pjTl) = (a;QLV/S)p,}. On a

alors /\2(Rla*Qj‘L‘/S);”;L = QE}SJF ®og ways,—- Le Og-module n(ﬁzp’bﬂp)(Rla*Q;‘/S)
est muni naturellement d’une filtration de Hodge telle que (par la proposition 2.3.2)

Fﬂ] n(ﬁgp JLQEP) (Rla*QA/s) — n(ﬁgp :klzp) (Rla*QA/S) ] < k277_;
g o) (R0 ) ) S
; k N . .
Wy g @A) (Rla,08 ) kor < <kos+kis—2;
Fity 25 (R1a, 08 ) = 0 > kor+ ki — 1.

ot grf () @ FiV /FiF+!. En particulier, gr/ n ™5\ 25001 (R10,Q% o) est un Os-
module localement libre de rang ZUEEP\{T}(kLU —1) lorsque ko r < j < kor+kir—2.

Etant donnée une isogénie Op-linéaire ¢ : A — A’ sur S, on en déduit canonique-
ment un morphisme de Og-modules

¢ :n(ﬁzp’@m)(Rla;QA//s) — n(ﬁZp’@Ep)(Rla*Q;x/S)

qui respecte la filtration de Hodge (011 a’ désigne le morphisme structural a’ : A’ — S )

2.3.1.2 Formes modulaires sur les courbes de Shimura unitaires

Soit K un sous-groupe ouvert compact net de G(A>), on fixe dans cette sous-

section un plongement 7 : F,, < E. Notons (Mg)- g dot Mg X7 8pecF, Spec E, et
e : A— (Mk)rE le schéma abélien universel. On voit (Mg), p comme schéma sur
Spec F, via la composée (Mg ), g — Spec E 5 Spec F,. Soit a : A — (M) g un
schéma abélien comme au §2.3.1.1, notons pour simplifier w, | «f WA/ (M)

déf On not déf o
WA- = WA/(Mg),p,— VRROCIA W, =Wy VW =Wy

T,E7+ et

Définition 2.3.3. Soient ki, € Z>2, ko s € Z pour tout o € ¥y \ {7}, ki, k- € Z, et
E une extension finie de Q, assez grande pour contenir tous les plongements de F' dans
Qp, une forme modulaire classique de niveau K de poids (k”r’k—;ﬁzp\{r}’ﬁzp\{ﬂ)
sur (1, E) est une section sur (Mg)r g du faisceau cohérent localement libre de rang

Yoes\(ry (ke —1):

(k+7k7;ﬁ . 7k72 - ) & _ k ,]C °
ST,E Sp\r}=2sp\(r}) déf (gi* ®g]i )®n(7lzp\{r} ;Zzp\{f})(Rls*QA/(MK) ) (2.20)

T, E
ot tous les produits tensoriels sont sur O(MK)TE' Sotent k1 r € Z>2, ko s € Z, notons
(voir (2.25) ci-dessous)
S(ﬁzp’@f‘lp) CEf S(_k2,7—+1ak2,7+k1,7_1§h2p\{f}7k722p\{7_})
) - Y1,E ’

une section de ce dernier sue (Mg ). g est appelée une forme modulaire classique de
niveau K de poids (kiy, ,kay, ) sur (1, E).
— “p T “p
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2.3.1.3 Isomorphisme de Kodaira-Spencer

Reprenons les notations du §2.3.1.2, on a une suite exacte de O g-modules:

0= a* Q). /e = Laye = Ly, p — 0

En appliquant R®a., on obtient un morphisme naturel de Oy, ,-modules:

75

a*Qh/(MK)T,E — Rla*a*Q%MK)T’E/E & Rla*(oA X Q%MK)T,E/E)

S £0.018 Oy, o6

(ott le dernier isomorphisme provient de la formule de projection) qui est fonctoriel en A,
P 2 . . . —1 1

donc OD®ZO(MK)T7E—hnea1re. On en déduit une applicationw, _ — £A7+®Q(MK)T,E/E’

et donc une application de O(yy,), ,-modules

KSa i wa s ®wa— — Qr), /5 (2.21)
On a comme dans [30, Lem.7]:

Lemme 2.3.4 (Kodaira-Spencer). Le morphisme de Oy, ,,-modules

déf
KS=KS: :w, @w_ — Q) /5
est un isomorphisme. De plus, si l'on a une isogénie Op-linéaire ¢ : A" — A sur
(Mg)rE (avec e’ le morphisme structural de A’ sur (MK)T,E), alors KS./ est aussi un
isomorphisme et le diagramme suivant est commutatif:

KS 1
Wi W - Q(MK)T,E/E

¢*l idl
KS,, Ql
W+ OWa— = ), w/E>

ot ¢* est induit canoniquement de l'isogénie ¢ (voir la Rem. 2.3.5 ci-dessous).

Remarque 2.3.5. Précisons 'application ¢*. L’isogénie ¢ : A" — A induit des mor-
phismes (isomorphismes) de Oy, ,,-modules:

* . 1 ~ ! Ol
" e i) T S ()
¢* i R'e,O4 — RY Oyu.

Comme ¢ est Op-linéaire, on en déduit des isomorphismes de Oy, ,-modules

T,

déf _ .
S e T wa

~

(@ )or + (wa ) = (way).

. ~1
Notons ¢ o (((qb*);,’;)v) P WAt > Wa g, le morphisme ¢* dans le lemme est
donc donné par ¢* & ¢* .
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2.3.1.4 Connexions de Gauss-Manin

Soient k1, € Z>2, ka2» € Z pour tout o € ;. On a une connexion de Gauss-Manin
(cf. [51, §2]) sur (Mk)r Eg:
1 ° 1 ° 1
Re (i) — RS0 (0110010 BOw10), 5 )1/ B

qui est fonctorielle en A et donc Op ®z O( My). p-linéaire. En particulier, cela induit
une connexion:

ki .k . kiy, .k .
v, : 77(712,, kay ) (RIS*Q-A/(MK)T,E) . n(flzp k2g,) (ng*QA/(MK)T,E) ® Q:(lMK)T,E/E'
(2.22)
qui vérifie la transversalité de Griffiths, i.e. définit des sous-complexes pour i € Z:
Fil' V, : Fil 022 (R'e,0% 40,
qim1, (Fig k2g ) 51 e
— Rl Tl e (R 6*QA/(MK) E) ®Q%MK)T,E/E' (2.23)

De plus, elle induit des isomorphismes sur les gradués pour ko, +1 <4 < kg + k1, —2

T,

o' Vo E IV, Bl O,y B o) (R, 08 )
~ i— k k °
g (R L) © Qs
On en déduit que la composée
. kiy .k .

g il Bt (Rl 08 )

Fil'27t0 w, e (kg kes ) (ol (e 1

— DO Fil®7 === (R E*QA/(MK)T ) ® Q(MK)T,E/E

E
(kiy ks ) .
n R (ng*Q-A/(MK)T,E) ®Q%MK)77E/E

kb —2  Fly Fag ) o1 e 0l (2.24)
Bl = (RIS ), ) © Uti) /8
est en fait un isomorphisme de Oy, ,-modules. Signalons que l'on a
F-lkg Ak =2 (kg kag ) Rl 0° Ol Ks™! S(ﬁzp’lﬂzp) 2.95
i1 T T R (RO (), ) © Uty /B —— Sri - (2.25)
On peut alors déduire de V. une application comme dans |23, §4]:
e B AL R LISV PRV (ks k2y,)
97_ 1S P P — ST,E P P
( . (_k2’7—+1’k2’7—+k1’7—_hth\{T}7@217\{7}))
N ) :

Noter que —k‘gﬂ- — kl,r +2 = (—k‘gﬂ- + 1) — (klﬂ- — 1) et k?gﬂ- = (k?gﬂ- +k1,7 — 1) — (kl,T — 1)
En effet, on a

by k2 ) .
N (R ), )

k2,41 (kiy, k2 ) .
Fil™ [/ (RIE*QA/(MK)T,E)

(—k‘2,‘r—k‘1,7’+2,k2,‘r;ﬁzp\{T} 7@2p\{7})
TE

>~
- ?
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(—k2,7_k1,r+21k2,7;h2 \{T}’@Z \{T}) o .
pour s €S_p P P , soit § un relevé quelconque de s dans

'Lz, kes,) (R'e Q% (ai. ):

alors I'application 65" envoie s sur (cf. |17, §4.2|)

Vo5 - 0)1(V-3)) € Fitrer i 2B B (Rl 08 ) @ Qe
Kg—1 (k1 pJQ p)
ST,EE >N .

De la méme fagon que dans [17, Lem.4.2.1], on a

Lemme 2.3.6. [l existe un quasi-isomorphisme de complezes de Oy, ,-modules:

T,
. k -
(—k’Q,‘r_k1,7-+27k2,‘r:h2p\{7_}»@EP\{T}) 07_1,7' 1 (ﬁi‘,p’kizp)
E - ST,E

~ k Kk ° V- k k °
= [ ) (R, ) 2 125 (R 111, ) ¥t
(2.26)

Soient ¢ : A" — A une isogénie Op-linéaire sur (M), g avec ¢’ le morphisme struc-

tural de A’ sur (MK)T,E7 ki k_e€Z (resp. kl,’r S ZZQ et k277- € Z), kl,a € ZZQ, k270— eEZ
(kok—skig \ yk2s )/ (kiy ok2g )\’

pour tout ¢ € ¥, \ {7}, notons <ST; EANCIE A ) (resp. (ST P ) ) le

. . . o Qbrhikiy oy ks
faisceau cohérent sur (M K)T7 g obtenu de maniere analogue a S_

(k1y, K2y ) .
<resp. as, Ez” zp ) en échangeant € et ¢/. De fagon analogue, on a un morphisme

k -1 (_k2,7_k1,7+27k2,7§k71 T 7@ - ) / (ﬁ 7@ ) !
(gF 1y ( . Sp\(r} =28\ (7} ) (ST,EEP = ) .

L’isogénie ¢ induit un morphisme naturel de O(yy,), ,-modules (cf. la remarque 2.3.12

T,

ci-dessous)

¢ : (5(k+’k*&Ep\{f}’kiﬁp\“}))/ _, gty ey
: ) E :

Par fonctorialités des constructions précédentes et le lemme 2.3.4, on a

Lemme 2.3.7. Avec les notations ci-dessus, le diagramme suivant est commutatif

kg . kpr—1
( (—k2,r kl,-r-‘r?,kz,nﬁzp\{T},@EP\{T}))l (0, ) (S(ﬁEchlEp))/

T F K
o | o |
. k —
(*kQ,‘r*kl,‘r+2vk2ﬂ'vﬁ2p\{7—}vklgp\{f}) 0 171 (ﬁzpvﬁgp)

-
FE 87'7 E
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2.3.2 Théorémes de comparaison p-adique

Soient ki o € Z>2, k2 » € Z pour tout o € ¥,,. Pour un sous-groupe ouvert compact
net K de G(A™), considérons la représentation de Gal(Q,/F,) sur E:

dd k k
v, ¥ (MK@, ks, —QEP)(Rle*E)). (2.27)

D’aprés [73, Thm. 1.10], le systéme local R'e,E est de de Rham (cf. [73, Def.8.3]) et le
O -module filtré & connexion intégrable associé est donné par Rle*(Q;‘ v 2 E)
avec la filtration canonique de Hodge et la connexion de Gauss-Manin. Cette association
est fonctorielle (e.g. voir [73, Thm.8.8 (i)]) et donc Op®yz E-linéaire. On en déduit que le
systeme local 77(*21’ k2 )(Rle*E) est aussi de de Rham. Notons (ﬁ%z” f25,) , V, Fil® )
le O -module filtré a connexion intégrable associé, on a

Proposition 2.3.8. On a un isomorphisme de Oy, -modules filtrés a connexion inté-
grable

<£g,ilzp7k722p),v,Fﬂ.> -~ ( H n(ﬁzpvﬁzp)(n 5*QA/ M) -rE H V-, H Fﬂ‘)

TEY, TEY, TEY,
(2.28)

ow la filtration sur n(ﬁzp k2g,) (RIE*Q;V(MK) E) est donnée par la filtration canonique
de Hodge (voir §2.5.1.1) pour tout 7 € X, (voir (2.22) pour V).

Proof. On a un isomorphisme de Ojy,.-modules filtrés & connexion intégrable

Rl'en( Qo nre ®0, B) = T[] R'eQ%n), (2.29)

TEY

avec la filtration de Hodge canonique et la connexion de Gauss-Manin. Cet isomor-
phisme est de plus Op ®z E-linéaire. Par la définition de n(th ’@EP)(RIE*E), on a un
isomorphisme de Oy, -modules filtrés a connexion (cf. [38, Lem.5.5|)

(k1y, k2s ) o o
E;Ep =25 — ® (Symkl“fz (ng*(Q:A/MK ®q, E))@;’lg
Pilp
o€X,

2
® (\ (R'e.(nr ©0, B)), 5™

ol les produits tensoriels, produits symétriques et produits extérieurs sans indice sont
sur Oppye ®q, £ = Hrezp O(My). g €t ol la filtration sur le terme de droite est donnée
par la filtration (produit tensoriel) de Hodge et la connexion sur le terme de droite
est induite par la connexion de Gauss-Manin. En outre, on a des isomorphismes de
O -modules filtrés (pour les filtrations de Hodge) compatibles aux connexions (de
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Gauss-Manin)

. -1~ ° -
(Rlex(Qar,e 0, E), . — ( I1 RIE*QA/(MK)T,E)

o
res, ©i

~ —1
— H (R E*Q-A/(MK)TE)KJZ,U’

’TEE@

ot le deuxiéme isomorphisme résulte du fait que la décomposition (2.29) est Op ®yz E-
linéaire. Par la proposition 2.3.2, on a

[ ] _al
(Rlex(Qynr, @, B,y — [[ ®'e.0a)5%.

TEY,
si p; # p; et
[ ] _71 ~ ° — _
(Rlex(Qar,e 0, E))pz.,g — (Rle*QA/(MK)U,E)p,’; x [[ (R'e04)5n
TEY,
T#0

si p; = p. On déduit de tout cela un isomorphisme de Oy, -modules filtrés
(kisy k25 ) o (ks Jk2s ) .
£E Zp Zp — H n JEp —2210 (ng*QA/(MK)T,E)’ (230)

TEY,

et un isomorphisme compatible aux connexions:

(big k2s ) v (kig ska2g )
—2p ' —=Xp —p ' —Xp 1 ~
[Lp — L QO QMK/FP] —

(ki k2 ) 1 ° VvV (& k2 ) 1 . 1
[T 7o (R . ) = 020 (R0 (i), ) @0t o)
TEY,
Ceci permet de conclure. O

D’aprés |73, Thm.1.6], la représentation V,, de Gal(Q,/F},) est de de Rham au sens
de Fontaine, et on a des isomorphismes de E-espaces vectoriels filtrés

DdR(Vp)( déf (BdR ®Q v )Gal(Qp/Fp)) AN Hl(MK, v) AN H Hl((MK)T,E; VT)
TEY,
(2.31)

ot la filtration sur H' (Mg, V) <resp. sur H* ((MK)T,E, VT)) est donnée par

Fil' H! (Mg, V) < Im [H' (M, Fil’ V) — H' (Mg, V)]

(xesp. Fil' B ((Mic)r,, V) € T [H (M), Fil' V) — B (M), V)] )

. (k1g k2w ) i1¢ (k1g skos )
ou Fil* V signifie le complexe Fil’ £ Sy PNV, i Lg S X} My /F, SUT

Mp. En fait, Dgr(V,) est un F, ®q, E-module filtré hbre de rang fini et admet
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donc une décomposition de E-espaces vectoriels filtrés Dar(V,) — Hrezp Dar(Vy)-,

de la décomposition F, ®q, E = [les, E, a®b = (0(a)b)sex,. On a en fait un
isomorphisme de E-espaces vectoriels filtrés

Dar(Vy)r — H'((MK)r, V7) (2.32)
pour tout 7 € X,
Proposition 2.3.9. On a
H' (MK )., Vr) i < kor,
Fil' H' (Mg )~, Vi) & HO((MK)T,E,S%E"&E”)) hor +1<i<hyr+kis—1,
0 it > ki + ko

Proof. 11 suffit de montrer que

Flll Hl ((MK)T’E’ VT) = HO ((MK)T,E) S’I('%Ep kap))

pour tout ko - +1 <7 < ks + k1 — 1. On a par définition et le lemme 2.3.4
H' ((Mk)rg, Fil?> =1y )
~ rl ko stk -—2 (kis skag )51 . 1
— H (MK)T,Ea |:0 — Fll 2, + 1, ,’7 1Ep 2217 (R 6*QA/(MK)T,E) ® Q(MK)T,E/E})

~ . T T (ki 7k7 ) o
_%HO((MK)T,E7F111€2’ o, 277 Ry (ng*QA/(MK)T,E) ®Q:(LMK)T,E/E)

-1 (k1g k2w )
S B (M), S, ), (233)

~

et H—]IO((]WK)ﬂE,I?‘ilk"””rk“_1 VT) = 0. En outre, il y a une suite exacte de complexes
de O(ry), p-modules:

0 — FiI'"''V, 5 Fil'V, —» gr' V, — 0,

avec gri V: un isomorphisme lorsque kg +1 <4 < kg ; + k1 — 2. On en déduit que
I’application canonique

W (Mg )rp, Fil'T' V) — W (Mk)-. g, Fil' V) (2.34)

est un isomorphisme, pour tout ko r +1 <7 < kg - + k1 —2 et 7 > 0. En particulier,
on a

HO((MK)T, e, S%ZP’@EP)) = HY (Mg, g, Filk27 11 9,), (2.35)
et ]HIO((M K)7.E> Filk2r+1 VT) = 0. Donc il suffit de montrer que 'application canonique
H' (M), g, Fil®2 v, — H' (Mk) 7,5, V) (2.36)

est injective. Considérons la suite exacte de complexes de O(yyy,), ,-modules

0 — Fil"27 v, - Filk2r V(= V,) = g™V, — 0, (2.37)
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d’ot on déduit une suite exacte de E-espaces vectoriels

0 — H((Mk)r,g, Fil®27 ' V) (= 0) — H°((Mk)rE, Vr)
— HY((Mg)r.5, gt™7 V) — HY (M), p, FilP27 1 V)
— H'(Mk)r,5, V-). (2.38)
Mais d’apres la dégénérescence de la suite spectrale de Hodge vers de Rham (cf. [73,

Thm.8.4]), la troisiéme fleche de (2.38) est un isomorphisme, d’ou I'injectivité de (2.36).
O

2.3.3 Opérateurs de Hecke

Soient K un sous-groupe ouvert compact et net de G(A™®), ki, € Z>9, koy € Z
pour tout o € X, et soit T € X,

Soit g € G(A™>) tel que le sous-groupe gKg~' N K soit net et que V5 Cg(V3), et
reprenons les notations du §2.2.3. Notons V. g (resp. Vi) la connexion V. (2.22)
sur (Mk)rE (resp. sur (MK/)T7E) pour I'instant, on a alors pr*V, g = V_ . On en
déduit une application trace :

. ~ * ~ tr
trpr 1 pr, Ve gy —> pr.pr- Vo g — Vi g ®O(J\/IK)T’E Pry O(MK/)T,E — VoK,

ol le deuxiéme isomorphisme provient de la formule de projection et la derniére appli-
cation trace est bien définie car le morphisme pr est fini étale. On voit de plus que try,
respecte la filtration de Hodge. On en déduit une application encore notée trp, via la
composée

tI'pr : Hl ((MK/)T,E7 v7',K’) — Hl ((MK)T,Ea pry VT,K/) M Hl ((MK)T,E7 vT,K)

qui respecte la filtration de Hodge (cf. (2.23)), ou le premier isomorphisme découle
du fait que R'pr, V, g — V. x ® R'pr, Owiyr), = 0 pour ¢ > 1. Notons VIT,K' la
connexion suivante sur (Mg/); g:

B

L (RIS ) B (RN 0 )80

)7 E
induite par la connexion de Gauss-Manin R15;Q:4,/(MK/)T’E — R1€;Q:4,/(MK,)T7E Q
Q%MK/)T,E/E (voir §2.2.3 pour A’). On a alors 75V, i act V. k- De plus, I'isogénie Op-
linéaire ¢ : A — A’ induit un morphisme canonique ¢* : V’ﬂ i — Vi de complexes
sur (Mg/); 5. De ce qui précéde, on définit une action de [KgK] sur H! ((MK)T,E7 VT)
par la composée:

[KgK] : H' (Mk)rp, Vo) —2 H' (Mg)rp, )
O B (M )y Vgt ) —25 HY (Mg )r, V). (2.39)

Par la fonctorialité des théorémes de comparaison p-adique, on a (cf. §2.3.2)
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Proposition 2.3.10. L’isomorphisme naturel (cf. (2.51))

Hel’t(MK’QTpvn(th’klzp)(ng*E)) ®q, Bar — ( 11 Hl((MK)T,E7VT)> ®F, Bar
TEL,

est équivariant sous l'action de [K gK].

Par la formule (2.39) (et la discussion qui précéde), on voit que 'action de [KgK]|
respecte la filtration de Hodge de H* ((MK)T,E, VT). En particulier, on en déduit une
action de [KgK] sur le E-espace vectoriel des formes modulaires de poids (l<:12 s Koy )

- “p ——“p

sur (7, E') donnée par la composée (cf. (2.33))

KS
—

~

(kiy, ok2y )
HO <(MK)T7E7 S‘I‘ézp 7221) > Hl ((MK)T,E7 Fﬂk277—+k1’7—71 VT7K)

L5y (M), Filk2r 0107007 20 L (Migr ), Filk2e =1y,

I'pr . _ -1 (k: 7k )
S HY (M), Fil2 000, ) 250 1O (M), S, )

D’aprés la deuxiéme partie du lemme 2.3.4, on voit que 'opérateur [KgK] est en fait
égal a la composée (ou 'application ¢* est naturellement induite par l'isogénie ¢, voir
la remarque 2.3.12 ci-dessous)

(k12p,k22p)

1 (M8, ) L 10 (00 (857) )
-

(k ’k ) I'pr (k aki )
HHO((MK/)TEaS i 722’)) ML HO((MK)TE78 e ), (2.40)
, (kiy, k2 ) (kg k2 )
ou le faisceau (S B ) est défini de maniére analogue a S 5 PP en échangeant

cete.

On prend la formule (2.40) pour définir encore une action de [Kg¢K] sur

(kg k— k1 ko )
0 —Zp\{7}—=Zp\{7}
H ((MK)T,E,ST’E v g )

avec ki, k_ € Z quelconques.

Notation 2.3.11. Soit S un schéma sur SpecE Pour un S-point x = (A, 1,0,a) : S —

krb—ikim\ rykzspy ) g dst o, Frk=ibis oy ke (o)
(Mg )r e de (Mg )r,E, onnoteS_ T(A) =28, g v v

qui est un Og-module localement lzbre de rang 3 ex (1 (k1,0 —1). On a en fait

ki, k_k k ~
S IO ) 2l eulno oo ) (R0 ).
Soit f une forme modulaire sur (1, E) de niveau K de poids (k4, k—3ﬁzp\{r}7@2p\{f})’

(ky ks k )
on note alors f(A,1,0,a) € S, g HN = e\ (1 E2rp\ {7} (A)

CO/IIO’N/LQU@

limage de f via Uapplication

(keh—ibrg,\ () K2y () (ktb—ikrm \ (ry B2\ ()
H ((MK)T E? TE g ) STvE ’ (A).
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Etant donnée une isogénie Op-linéaire ¢ : A — A’, on note

g Sep TR ) gy SRR B ) (2.41)
tUT, T, :
le morphisme induit (voir la Rem. 2.3.12 ci-dessous). Enfin, étant donné un sous-
groupe fini et plat Op-linéaire C' de A, on note ¢pc : A — AJC lisogénie canonique.

Remarque 2.3.12. Précisons le morphisme ¢*. L’isogénie ¢ : A — A’ induit des
isomorphismes de Og-modules (cf. la remarque 2.5.5)

(ﬁiiQA/,_ - Wy, —

¢11&A/,+ — WA
(QS*);;}U : (Rla*OA’);;,la — (Rla*OA);;,lo'

pour tout p;|p et 0 € X, 0 # 7. On en déduit des isomorphismes

Symklv"_z(gb*)gj;}g:Symklv"_Q(Rla*(’)A/);i’}g - Symklv"_2(R1a*(9A);i”lg

2 2 2
/\(qb*);i’,ld:/\(Rla*oA/);{}U — /\(Rla*oA)K_ﬂi’}U'

Les morphismes (¢*)F, (¢%.)F et (/\Q(Qb*)gz’}g)k sont alors bien définis pour tout k € Z

. —k
(e‘g_ lo'r'gque ]4; < O} posons (@*_)k déf <((¢*_)V)_l> ) Le morphisme (241) est donné
par

2
@ e @) @ (Symteenh e (A@)L").

pilp
o€X, ,OFT

Précisons plusieurs exemples que nous utiliserons. Fixons jusqu’a la fin de cette
section une place ¢ € Sg, et une place finie (A, ) € Sr au-dessus de £.

Exemple 2.3.13. Reprenons les notations de l’exemple 2.1.9. La correspondance X ¢n

. . (k+7k—;ﬁ - akl - )
induit un opérateur encore noté x m sur HY ((MK)T,E7STE‘ ST >

par

donné

X)\,Z"(f)(Aa 2 0,&) = ¢* (f(A/A[gn]+7 ['/7 9/7 a))
On wvoit facilement que X ¢n est en fait un isomorphisme (de E-espaces vectoriels), et
on a Xxm = XS\L,E'
Exemple 2.3.14. Supposons K maximal en [, et reprenons les notations de l’exemple

2.1.11. La correspondance Xy | induit un opérateur encore noté Xy sur

(k4 k—sk1 k2 )
0 —Zp\{7}==Zp\{7}
HO((Mi)rs, S o020

donné par

Xou(f) (A 0,0 = 3 (f(A/C, /,9',5)), (2.42)
C
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ot C' parcourt tous les sous-(\, I)-groupes de A d’échelon 1.

La correspondance X' | (sur Mg (I")) induit un opérateur encore noté X\ | sur

HO (M) S, B0
donné par
X3 () (As0,0,05,C) = 3 o5 (£ 4/, 0,00l (€)1, (2.43)
Cl

ot C" parcourt tous les sous-(\, [)-groupes de A d’échelon 1 vérifiant (C’)[_’lﬁC’[_’1 =0.
Enfin, la correspondance ®y | induit un opérateur encore noté ®y  sur

(bt ,k—;k1 k2 )
0 —Zp\ {7} =Zp\{7}
H (MK([)TE,STE g v )

donné par
(:D/\,[(f) (A7 L, 97 Ja C) = ¢z’ <f(A/C, Lla 0/757 A[w[]i’l/c[_J)) . (244>
On note encore T} | dot X;}l[,o X Ung dot X;\;dI,OXS\,[’ T, det up €t Uy ot Uu,p-

Exemple 2.3.15. Reprenons les notations de [’exemple 2.1.10. La correspondance Y

. . (k+’k*;k71 T 1@ T )
induit un opérateur encore noté Yy sur HO<(MK)T,E,STE PP ) donné

par

(4,003 = 6 (£ (4/ (AT & Al ), 0,0.,7)).

On voit facilement que 'opérateur Yy | est en fait bijectif. On note Sy « X;}[ G et

def
S = Su,p-

Supposons K maximal en [, on dispose alors d’une application de restriction na-
turelle (cf. Ex. 2.1.4)

(bt k—;k1 k2 ) (kg k—3ka k2 )
. 0 Sp\{r}==2Zp\{7} 0 Sp\{m}=2Zp\{7}
i1 H ((MK)T,E’ST,E P P ) — H (MK([)T,E7ST’E P P )

avec z'l(f)(A, 1,0, 0k, C) = f(A,L,@,J). On voit facilement que I'application i est
équivariante sous 'action des opérateurs de Hecke hors de [ et de Y 1, x ¢
Lemme 2.3.16. On a:

(1) Xoag= X 0i1 + Prrodn;

(2) Xé\,[ o) (I)/\,[ o} il = Ed[’OX/\’gd[,O o} Y/\,[ o} il.
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Proof. On les vérifie au niveau des points. Soient
(kk—ikig | oykog | (o)
f e (M), S,y N0,

S un schéma sur Spec E, et = = (A,1,6,a', H) un S-point de M (l),r (avec H un
sous-groupe de A[z]™!). La partie (1) découle facilement de (2.42), (2.43) et (2.44).
On a (cf. (2.43) et (2.44))

(X5 0@rioir(f)) (A, ¢, 0,0l H)
- ¥ ¢g((<1>x7[oil(f))(A/C,L’,H’,J,F))

Co'£H

= Y et (MN(A/C)/C (), (), al, (A/C) )~ /)
o #£H

= X2 et (F(/0)/C @) 0.
C'#£H

ot H désigne l'image de H dans A/C, et C' désigne le sous-(\, [)-groupe de A/C
d’échelon 1 vérifiant (C’) — H. Notons A” & A/ (A [E [0] ® Alw] ™). On vérifie

(4/C)/C" = A" JA"[¢ho]F,
d’ott on déduit que
620 (F((A/C)/C (WY, (0) ) ) = (X, 00 © YaulF)) (A, 1,0, ).
Comme on a Al ! = Op, /w ® OF,/w localement pour la topologle étale sur S, il

existe 940 sous-(\, [)-groupes C' d’échelon 1 de A vérifiant Cp ;é H, la partie (2) en
découle. O



Chapter 3

Formes modulaires surconvergentes
sur les courbes de Shimura unitaires

On développe des théories p-adiques pour nos formes modulaires dans ce chapitre.
Au §3.1, suivant Kassaei, on étudie les formes modulaires surconvergentes sur les courbes
de Shimura unitaires. Au §3.2, on donne des rappels sur la théorie de schémas en groupes
finis et plats. Ensuite, on montre le théoréme de classicité pour nos formes modulaires
au §3.3 par la méthode de Kassaei (cf. [49]). Enfin, au §3.4, on applique la théorie de
Pilloni (cf. [62]) pour construire des surfaces de Hecke.

3.1 Formes modulaires surconvergentes

3.1.1 Affinoides des courbes de Shimura unitaires

Soit K un sous-groupe ouvert compact net de G(A*°) maximal en p (cf. Ex. 2.1.3),
d’aprés [20, 85|, Mk (sur Spec Fy,) admet un modéle Mg propre et lisse sur Spec O,
qui représente le foncteur:

Mg : {Schémas sur Spec (’)p} — {Ensembles}

défini comme ci-aprés:
Soit S un schéma sur SpecO, avec 7 : S — SpecO,, le morphisme structural,
Mg (S) est 'ensemble des classes d’isomorphismes d’objets (A, ¢, 6, a®) qui vérifient

1. A est un schéma abélien de dimension relative 4dg sur S, muni d’une action de
Op via ¢ : Op — Endg(A) (ainsi Lie(A) est un Op ®z Zy-module) vérifiant que:

(a) le Og-module projectif Lie(A);’1 est de rang 1, et O, y opére via le mor-
phisme structural 7 : O, — Og;

(b) pour tout p;|p et p; # p , Lie(A), est nul;

35
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2. 6 est une polarisation de A, d’ordre premier & p, telle que 'involution de Rosati
associée envoie ¢(7y) sur ¢(y*);

3. a® est une classe modulo K¥ d’isomorphismes:
o =P @af TP(A) @ Tp_’p = Vop ®© (Vz,) ¥

avec aP symplectique et of) linéaire.

Considérons le groupe p-divisible associé a A: A[p*>] def hgn Alp"™], qui est donc muni
d’une action de Op®zZ,. On a un isomorphisme naturel de Og-modules Lie(A[p™]) =
Lie(A). En utilisant les idempotents efpti’k € Op ®z Ly, Alp™] se décompose comme

Alp>] = H Alp™] 5 ]t % A[p‘x’] x A[p™].; by Alp™l.; ) (3.1)
Pilp

avec Alp]5" 2 Alwil=F (on Alws*] € lim | Alw?], voir §2.1.1.2) et Lie(A[wi®]=*) =
Lie(A)g".

Notons € : A — Mg le schéma abélien universel sur Mg avec e : Mg — A la section
identité,
déf Ql — *Q
wy - = (& A/MK) = e o)1 /Mg
qui est donc un Oy, -module localement libre de rang 1 par la condition 1 (a), et

Mg det Mk ®o,, Fy. Soit x = (A, ¢, 0, oz?’) un Fp point de My, on déduit de la condition

1 (a) que le groupe p-divisible A[ww™] =1 appelé un groupe w-divisible comme dans [20],
est de dimension 1 sur SpecF,,. Suivant [20, Appendice|, posons

Définition 3.1.1. Soit H un groupe w-divisible sur F,, la p-hauteur de H est lentier
ht,(H) € Z>o tel que rang H[w"] = g Mte(H),
On a hty, (A[w™] ™) = 2, puisque le module de Tate T},(A[w>] ') est isomorphe

a OKZJ. Notons (A[w™>]~1)? la composante neutre de A[cw™] ™!, on a alors

ho(A) < hty, ((A[w™]~1)°) € {1,2}.

Lorsque ho(A) = 1, on dit que A (ou le point z) est ordinaire; lorsque ho(A) = 2, on
dit que A (ou le point x) est supersingulier.

D’aprés Kassaei (cf. [48, §6]), il existe une section H € H° (Mg, w/ Wiy~ ) de sorte que
pour tout F,-point z = (4, ,6,aP) de M, la restriction de H & x via

HO (MK,WA ) — HO(Spech,x wA 1)
est nulle si et seulement si A est supersingulier. On en déduit

Lemme 3.1.2. Les points ordinaires de M (F,) sont Zariski-denses dans M.
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Notons My le sous-schéma fermé de M défini par H, et I\\/JIKord son complément
dans Mg, qui est donc un ouvert Zariski-dense de M. Signalons que Mg~ est un
schéma réduit d’apres [48, Prop.6.3|.

Proposition 3.1.3 ([48, Prop.7.2]). Supposons q > 3, alors il existe une section He
HO (MK,gif_l) telle que Uapplication canonique

)

H (Mg, wi ) — HO (Mg, wi )
envoie H sur H.

Remarque 3.1.4. En général, le relevé H n’est pas unique, mais nous fixerons un choizc
dans la suite.

Notons My le complété de Mg le long de sa fibre spéciale Mg, E)ﬁl;(g I’espace
analytique rigide associé au sens de Raynaud (cf. [8, §0.2]) et M2" I'espace analytique
rigide associé & M. Comme Mg est propre, on a un isomorphisme canonique mt?(g =
M3 d’espaces analytiques rigides (cf. [8, (0.3.5)]). Notons

sp:i)ﬁ?(g — Mk

application de spécialisation (cf. [8, (0.2.2.1)]), et Merd def sp! (MKord) (noter que
Papplication Mg — Mg est un homémorphisme), qui est alors un ouvert admissible

rig
dans ;.

Soit z = (A, ,0,a®) un point fermé de Mg, notons L, le corps résiduel de x, qui
est une extension finie de Fj,, et R, 'anneau des entiers de L,. La valuation v, de
F,, s’¢tend naturellement a L,. Comme M est propre, il existe un unique morphisme
r: Spec R, — M tel que le diagramme suivant soit commutatif

SpecL, —— Mg
Spec R, LN Mg
Choisissons un générateur s de z:*gi__l, il existe alors a € R, tel que g:*ﬁ = as. Posons
déf
Ha(z) = vp(a) € Q>

(que l'on note Ha(A) ou Ha(r) parfois) qui ne dépend pas du choix de s et est appelé
Vinvariant de Hasse de A. Pour toute extension finie L de F{,, on a alors

ML) = {x € ME(L) | Ha(z) =0} = {z € M*(L) | Ha(z) = 0}.
On dispose des affinoides MI%T (cf. [48, §8.2|, voir aussi [23, §1]) dans M3 pour
tout » € Q N[0, 1] définis par

Mz (L) = {z e Mi*(L) | Ha(z) <r}
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pour toute extension finie L de F,. D’aprés Kassaei (cf. [48, Prop.8.7]), Mz" admet un
Op-modele canonique DJI (1 e. un schéma formel sur O, de fibre generlque (SJTf(r)ng
isomorphe 4 MIS(T) tel que sm "(Or) = {r € i))?”g((’)L) | Ha(xr) < r} pour toute
extension finie L de F|, avec O, son anneau des entiers. En fait, les {M[%T}TGQQ]O’I[
forment une famille de voisinages stricts (cf. [8, (1.2.1)]) de M¥4 dans M2

Remarque 3.1.5. Soit r € QN[0
dépend pas du choiz de H.

ikl daprés [48, Cor.13.2], Vaffinoide ME ne

. déf déf
Soit 7 € Zp, notons (MK)T,OE = MKXT,SpecO@SpeC Og, (S)JTK)T’@E = M g X7,Spec O,
Spejc Op qui est le complété de (Mg)- oy le long de sa fibre spéciale, (M) e
R Xr.Spec F, Spec ' qui est I'espace analytique rigide associé¢ a (Mg )r,0, et iso-

morphe & (Mg )2, Uespace analytique rigide associé a (Mk)r,g. Notons (M K)ir]% o

<r déf o<y <roodéf
M4 % spec B, Spec B, (Mg)Zp = ME" X7 spec 7, Spec E et (WK);OE M X Spec o,

Spec O pour tout r € Q N [0 1]. Pour un faisceau cohérent .# sur (M K)T E, notons
encore .# le faisceau cohérent associé sur (Mg )y

Définition 3.1.6. Soient 7 € X, k1, € Z>2, koo € Z pour tout o € X, \ {7} et ki,
k_ € Z (resp. kir € Z>a, ko € Z), Uespace des formes modulaires surconvergentes de
niveau K de poids (k+’k*;ﬁ2p\{f}’@2p\{r}) (resp. de poids (ﬁzp,ﬁzp)) sur (1, E)
est le E-espace vectoriel (cf. la définition 2.3.3)

(kg sk—ska kag \or )Tdf . (ktk—skig | ovk2s o)
ST,E s\ {rPE2sp\ {7} é hﬂ O ((MK)TE»ST,E Sp\{r2sp\{r} ) (3.2)
r—0t
(k 7k )71’ A (k 7k )
(resn. 5,75 i 10((0)75 5,7 )).
r—0t

Lemme 3.1.7. L’application de restriction

('f*’k*?ﬁzp\{r}’kizp\{r})) (kkibry, \{f}’k%p\{f}))

HO (M), S, — HO(Mi)53, S, 1

est injective. Plus généralement, pour tous r1 < ro € Q, application de restriction

(bt k—ik1y, \{T}””Ep\{f}))

(k;+7k kl 7k2 )
0 < —Zp\{r}'—=Zp\{7}
H ((MK)TTEQ’S v )

— HO((MK):TEI,S
est injective.

Proof. La preuve est la méme que [8, (0.1.13)], puisque (M K)Ord est Zariski-dense dans
(M), 0

(kg k—skig, \ oy ok2 )
Le E-espace vectoriel H° ((MK)?’E,S PpMT AT )

naturelle de Banach (voir (3.35) et le lemme 3.3.3 ci-dessous), et les morphismes de

est muni d’une norme
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. (ktok—skig | coykas \oq )t
transition dans (3.2) sont compacts. Par conséquent, S_ PeMTEEMT T ost un

FE-espace vectoriel de type compact au sens de Schneider-Teitelbaum (69, §1]).

Considérons la courbe Mg (p") (n € Zso, cf. Pexemple 2.1.4), d’apres [20, §7.3],
Mg (™) admet un modele propre Mg (p™) sur Spec O, avec

Mgk (")(S) = {(A,1,0,a°,Cn) | (A,1,0,a09) € Mk(S5),
et Cp, est un sous-(u, p)-groupe de A d’échelon n}

pour tout schéma S sur Spec O,,. En effet, le probléme de module Mg (p™) défini ci-
dessus est relativement représentable sur Mg, donc représentable puisque Mg 'est. Le
schéma représentant ce foncteur est fini sur Mg et donc propre sur Spec O,,.

Soit € : A — Mg(p™) le schéma abélien universel avec C,, — Mg(p™) le sous-
(u, p)-groupe universel de A d’échelon n, notons H, o ((Cn)g’1 avec e : H,, — Mg (p")
la section identité, on dispose donc d’un faisceau cohérent wy et e*Q]%Hn /Mg (pn) SUT

Mg (p™).

Notons Mg (") le complété de Mg (p") le long de sa fibre spéciale, My (p™)"8
'espace analytique rigide associé. Comme M (p") est propre, on a My (p")e =
Mg (p™)™ (Pespace analytique rigide associé a Mg (p™)) par [8, (0.3.5)]. En particulier,
Mp (") est lisse sur F, comme Mg (p™) D'est.

Soient L une extension finie de F, avec Or, son anneau des entiers et G un schéma

en groupes fini et plat sur Spec Oy, avec e : Spec O — G la section identité, on voit
que wg déf e*Qé /Spec Oy, est un Op-module fini. Il existe alors des z; € O, en nombre

fini tels que wy = ®;0L/x;. Suivant Fargues, posons deg(G) uf Y i Ve(xi). On a (cf.
[41, Lem.4|)

Proposition 3.1.8. (1) Soit 0 - G' - G — G — 0 une suite exacte de schémas en
groupes finis et plats sur Spec Op, alors on a deg(G) = deg(G") + deg(G”).

(2) Soit G un schéma en groupes fini et plat sur Spec O, on a
deg(G) + deg(GY) = eht(G),
ou GV désigne le dual de Cartier de G, ht(G) est la hauteur de G et e est lindice de

ramification de F,, sur Q, (ainsi e = %).

Soit maintenant x = (A, ¢, 0, a®, Cy,) un L-point de Mg (p")*" avectr = (2, ¢,6,a%,&,)
le Op-point de Mx (p™) associé. La suite exacte

0— Ql[w”]_’l — Ql[woo]_’l =, Ql[woo]_’l —0

induit une suite exacte de Or-modules

*1 w" *1
0 = € Qo011 5pec 0, — € L[] 1/ Spec 0, — LAfewn)—1 — 0
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d’out on déduit deg (A[w"] ') =n (car e*Q

(o] 1/ Spec O est un Or-module libre de

rang 1). Posons
déf _
deg(x) = deg ((Qn)p’l) € QnNJo,n].

Lemme 3.1.9. Pour tous a,b € [0,n]|NQ, a < b, il existe un unique ouvert admissible
Mg (p")[a,b] de Mg (p™)*" tel que

M (9")[a, b(L) = {z € Mk (p")*(L) | a < deg(z) < b}
pour toute extension finie L de F,
Proof. On construit Mg (p™)[a, b] localement. Soit 4 — Spf R un sous-schéma formel

affine ouvert de Mk (p™) assez petit pour que wy /¢, — soient libres. On
dispose d’une suite exacte de Oy-modules:

et WA, —

}u \u

0 %QA/Cn,Ju ﬂ> gA’f‘ %an,f‘u — 0

it
induite par l'isogénie Op-linéaire ¢ : A — A/C,. Soient e; (resp. e) un généra-
teur de QA’_lu (resp. de QA/Cn,—}u) et s € R tel que ¢*(e2) = se;. Supposons
a=2, b= Z—; avec aj, bj € Z>1, i = 1,2, et posons U, o Spm R(T)/(s** — w™T)

et Up « Spm R(T)/(w® — s"1T). L’ouvert U, N U, de U est alors par définition
Mg (9")[a, 0] O

§[rig*

Soit T € X, par le changement de base de O, a Op ou de F, a E via 7, on définit
MK(WN)T,OEv mK(pn)T,OE7 mK(@n):—l,gOE = MK(pn)i?E’ MK(pn)T,E[av b] .

Soit K’ le sous-groupe ouvert compact de K tel que (K')¥ = K¥ et Kfp = {g €

GL2(O,) | g = <; S) (mod w)}, et notons Mg (p; p) = Mpgs. On a alors

Mg(pip)(S) = {(A,1,0,a9,C1,C1) | (A,1,0,0%,C1) € Mk(p)(S),
et C] est un sous-(u, p)-groupe de A d’échelon 1
différent de Cl}

pour tout schéma S sur Spec F,. De plus, Mg(p;p) admet un Og,-modéle propre
Mg (p; p) sur Spec O, tel que

MK(@; p)(S) = {(QL7 2 9>W7 <y, Q:ll) | (917 2 07%7 Q:I) € MK(@)(S)v
et €] est un sous-(u, p)-groupe de 2 d’échelon 1
différent de Qfl}

pour tout schéma S sur SpecO,. Notons Mg (p; p)r,0, le complété le long de la
- déf : ,

fibre spéciale de Mg (p; 0)r.0, = Mg (p; 0) X 7.Spec 0, Spec O, M (; p)f’goE I’espace

analytique rigide associé, et Mg (p; p)*" Pespace rigide associé & Mg (p; ). On a un
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isomorphisme d’espaces analytiques rigides sur Spec E: Mg (p; go)f%E = Mk (p; 0)2%
(ou Mg (p; p)inE st Mg (g; )™ XSpec F,, SPeC E) On dispose de deux morphismes

naturels (finis étales) d’espaces analytiques rigides:

Mg (p; )™ 2 Mg (p)™
(A,1,0,09,C1,C)) +—  (A,1,0,a9,Cy),
Mg (p; )™ 25 Mg(p)™
(A,1,0,09,C,C) — (A,1,0,a9,C)).

Soient a,b € QN [0,1], a < b, notons

M (95 9)r,Ela, b] & pfl( (p)r,Ela,b]),
MK(p;p)T,E{[a?b];[cﬁd]} d:éf pfl( (p)T,E[avb])ﬂ(pll)_l(MK(p)T,E[Qd])a

qui sont des ouverts admissibles de Mg (p; ) E-

Mg
Mg

3.1.2 Sous-groupes canoniques

Dans cette section, on rappelle la théorie du sous-groupe canonique pour les courbes
de Shimura unitaires selon Kassaei (|48, §10]). Soit K un sous-groupe net de G(A*>)
maximal en p, d’aprés Kassaei, on a (cf. [48, Th.10.1|)

Proposition 3.1.10. Soient r € Q N |0, qf’l[, R une Oy-algebre w-adiquement com-

plétée et (A, 1,0,a%) un R-point de ?IRIS{. Le schéma abélien A admet un unique sous-
(u, p)-groupe C d’échelon 1 vérifiant:
— le formation de C est stable par le changement de base;
— lorsque w = 0 € R, le schéma en groupes C s’identifie au noyau du morphisme
de Frobenius: A — A,

Avec les notations de la proposition, on dit que C' (resp. C;’l, resp. C' Xgpeco,,
Spec F,, resp. C’g’l XSpec 0, Spec FKJ) est le sous-groupe canonique d’échelon 1 de A
(resp. A[w®] ™1, resp. A X Spec O, Spec Fy,, resp. Alw®>] ! X Spec O, Spech).

Pour tout » € Q N [0, q%[, on dispose alors d’un morphisme canonique d’espaces
analytiques rigides:

My — Mg (p)™, (A,1,0,09) = (A,1,0,a9,C) (3.3)
o C' est le sous-groupe canonique d’échelon 1 de A. Comme la composition de (3.3) et
le morphisme fini étale

1 Mi (o)™ — M, (A,0,0,09,C) — (A, 1,0, aP) (3.4)
est une immersion ouverte (M;r — M?(n), on en déduit que (3.3) est étale.

Par la construction du sous-groupe canonique dans la démonstration de [48, Th.10.1]
(voir aussi [12, p.10]), on a
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Proposition 3.1.11. Soient r € QN [0, 5[, L une eatension finie de F, avec O

son anneau des entiers et x = (A, 1,0, a%) un Op-point de im . Soit C' le sous-groupe
canonique d’échelon 1 de A, on a

deg (C’g’l) =1— Ha(z).

On en déduit que le morphisme (3.3) se factorise par
ME" — M (p)[1 —r,1]. (3.5)

Soit = (A, ,0,a®,C) un L-point de Mk (p)*", on a par la construction du sous-groupe
canonique dans [48, §10]:

Proposition 3.1.12. (1) Lorsque deg(z) > qJ%l, on aHa (p1(z)) = 1—deg(z) (< o)
(cf. (3.4)) et C est le sous-groupe canonique d’échelon 1 de A. De plus, pour tout L-

17deg(:v)(< 7)

point ¥’ de Mk (p)* avec p1(2') = p1(x) et ' # x, on a deg(z’) = 7 pw)

(2) Lorsque deg(z) < qT117 Ha(z) = qdeg(z) (< 1)
1

(3) Lorsque deg(x) = 7, pour tout L-point y de Mg (p)™ vérifiant p1(y) = p1(z),
on a deg(y) = deg(x) = q—%l‘

Par la Prop. 3.1.12 (1), le morphisme p; induit un morphisme d’espaces analytiques
rigides:
p1: Mg(p)[l —r 1] — MIS(T

pour tout 7 € QN [0, ~Z5[. On a alors

Corollaire 3.1.13. Le morphisme (3.5) est un isomorphisme d’espaces analytiques
rigides.

Corollaire 3.1.14. Soient r € QN [0, Z5[, = (4,1,0,a9) € Mz (L) avec L une

x
extension finie de F,,. Pour x' = (A',/,0', (a®)) € Mg (L), si A'[w™®]~! =2 A[ow™®]~!
alors on a Ha(A) = Ha(A').

Proof. Soient (2,¢,6,a9), (A',/,¢', (a®)') les Op-points de My associés a z et 2’ re-
spectivement, on a alors A’ [c™] =1 = A[ww™>] ! (cf. |76, Thm 4]). Soit € le sous-groupe
canonique d’échelon 1 de 2, on a deg (C;’l) =1-Ha(A) > q+1 En voyant €’ comme

sous-groupe de 2 via l'isomorphisme 2/ [cw™] ™! 2 A[w™>] ™!, on a par la proposition

3.1.12 (1) Ha(A’) = 1 — deg (¢,"") = Ha(A). O
Proposition 3.1.15. Soient r € QN [0 ’q+1[

plétée, v = (A, 1,0,a%) un R-point de DﬁK et C' le sous-groupe canonique d’échelon 1

de A, alorsy def (A/C,/, 0, a®) est un R-point de SIRIS{W. De plus, si R = O, (I’'anneau
des entiers d’une extension L finie de Fy,), alors on a Ha(y) = qHa(z).

R une Og-algébre w-adiquement com-
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Proof. La premiére partie découle de [48, Th.10.1 (2)|. Soient x = (A,¢,60,af) un
Op-point de ?J)TIS(T, C le sous-groupe canonique de A d’échelon 1, selon la proposition
3.1.11, on a deg (Cg’l) = 1—Ha(z) > -{7. On dispose d’une suite exacte O-linéaire
de schémas en groupes sur Spec Op:

0— Ct = Alw] ! = Alw] !/t = 0
d’ou on déduit par la Prop. 3.1.8 (1)

1

deg (A[w]'/C") =1 —deg (C,') = Ha(z) < P

Par la proposition 3.1.12 (2), pour le Op-point y = (A/C,/,0',a®) de My, on a
Ha(y) = qdeg (A[w]*’l/Cg’l) = qHa(x).
Ceci permet de conclure. O

. , 1
Corollaire 3.1.16. Soient r € QN [0, 5[,

plétée, x = (A,1,0,aP) un R-point de EITI[S(T et C1 le sous-groupe canonique d’échelon
1 de A, alors A admet un sous-(u, p)-groupe Cy d’échelon 2 tel que C1 C Cy et que
(Cg);’l/(Cl);’l soit isomorphe au sous-groupe canonique d’échelon 1 de (A/C)[w™] 1.
Si l'on suppose de plus R = Op, (I'anneau des entiers d’une extension finie L de F,),
alors on a

R une O,-algébre w-adiquement com-

1—q2
l—g¢q

deg ((C’g)g’l) =2- Ha(x).

Proof. Soit A le schéma abélien universel sur imlig“, on construit un sous-(u, p)-groupe
d’échelon 2 de A. Soient C; le sous-groupe canonique d’échelon 1 de A, C} le sous-
groupe canonique d’échelon 1 de A/C, notons Hy le sous-groupe de A (de A[w®>]1)
tel que (C1)p"" C Hy et que Hy/(Cy)y' = (C))p. On montre que Hy # Afw] L.
Soient L une extension finie de F, avec Or, son anneau des entiers, x = (4,¢,6,a®)
un Op-point de mg) notons C7 = z*C; et Hy = x*Hy. Par la proposition 3.1.11,
on a deg((C1)y"") = 1 — Ha(x). Notons y ot (A/C,/, 8 a®), on a deg ((C{);l) =
1 —Ha(y) = 1 — gHa(z) (ou C] o y*(C]) est le sous-groupe canonique d’échelon 1 de
A/C), d’ott on déduit

deg(H2) =2 — (¢ + 1)Ha(x) > 1, (3.6)

ot Hy ¥ y*Hy. Par conséquent, on a Hy # Afw]| ! (et donc Hy # A[w] ™). On
associe alors a Hy un sous-(u, p)-groupe Cy d’échelon 2 (i.e. Cy étant le sous-(u, p)-
groupe de A tel que (Ca)y 1= Hg). La deuxiéme partie de la proposition découle de
(3.6). 0

Par récurrence sur n, on a
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Corollaire 3.1.17. Soientn > 2, r € QN[0, m[, R une Oy-algébre w-adiquement

complétée, et x = (A, 1,0,a®) un R-point de i)ﬁ[%r, alors A admet des sous-(u, p )-groupes

C d’échelon k pour tout k < n tels que (C’k);’l/(Ck_l)p’l soit le sous-groupe canonique
d’échelon 1 de (A/Cy_1)[w™]| L. Si l'on suppose de plus R = Op, alors on a

l—qk
1—g¢q

deg ((Ck);’l) =k— Ha(z)

pour tout 1 < k < n.

On dit que C}, (resp. (C’k);’l) (dans le corollaire 3.1.17) est le sous-groupe canonique
d’échelon k de A (resp. Ajw™]™1).

Comme dans le corollaire 3.1.13, pour tout r € Q N [0, on a un isomor-

1
q"~*(q+1) I
phisme d’espaces analytiques rigides:

n

1—gq
1—-g¢q
(A,1,0,09) +— (A,1,0,a9,C),

Mg = Mg(p") [n— rn (3.7)

ou C), est le sous-groupe canonique d’échelon n de A.

Proposition 3.1.18. Avec les notations de la définition 3.1.6, il existe une injection
naturelle de E-espaces vectoriels

(b skshiy, (2 okag () (ke boskiy, | qok2g o)t
H0<MK(p”)T,E,ST; =P\ )0\ ) ) <—>ST’; AR (g (3.8)

Proof. Soit r € QN 0, m[, considérons la composée
(k+7k—;h - 7@ . )
O (MK(W”)T,E,STE Sp\ {7} 225\ {r} )

1— g™
—)HO(MK(@n)T,E[n— 1 g

(b boskig, | qok2g )
T, n]: E AN )

L>HO((MK)EE,Sf;k_&z’”\w%"\“})), (3.9)

oll la premiére application est I’application de restriction, et I'isomorphisme découle de
(3.7). Montrons que la premiére application en (3.9) est injective (d’out la proposition
par le lemme 3.1.7). Comme on a vu dans la preuve du lemme 3.1.7, il suffit de montrer
que Mg(p")rgln — %T‘, n| est Zariski-dense dans Mk (p")2%. Par [20, §3.2], la
projection naturelle

MK(pn) - MKv (Aa L, 97%7 C’n) = (A? L, 97@)

induit une bijection entre ’ensemble des composantes connexes de Mg (p™) et celui de

M, et induit une projection de chacune des composantes connexes de Mg (p") a la
composante connexe de My correspondante. Comme (M K)f;; est Zariski-dense dans

(MK)?_HE, par I'isomorphisme (3.7), on voit que Mg (p") g [n - %r, n] est Zariski-

dense dans Mk (p")3%. La proposition en découle.
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3.1.3 Opérateurs de Hecke

Considérons l'action des opérateurs de Hecke sur l'espace des formes modulaires
surconvergentes. Soient K un sous-groupe net de G(A*) maximal en p, 7 € X,
k1o € Z>a, ko s € Z pour tout o € ¥, \ {7}, et k4, k_ € Z.

3.1.3.1 Opérateurs de Hecke hors de p

Soit g = go9¥ € G(A™), on dit que g est premier a p, si g, = 1.

Comme au §2.2.3, supposons que V5 C g(V3) et le groupe K'Y gK 1N K est net.
Si 'on suppose de plus g premier a g, alors l'action de [KgK] sur

PR ——

peut se prolonger canoniquement sur

HO(( ) S(k+:k—7k12 \{r}’ QEP\{T}))
T,E°

(kpsb—ibiy \ (ry B2, (1)) T(K))

de maniére suivante: Le morphisme ry : Mg — MK, x = (A,0,a) — 2/ =

pour tout r € QNI0, qf’l[ (donc sur le E-espace vectoriel S

(A’,/,0', /) induit un morphisme d’espaces analytiques rigides rg : MIS(,T — M I%T pour
tout r € QN 0, quTIL puisque g est premier a g (donc Ha(A) = Ha(A’) par le corollaire
3.1.14). On dispose alors d'un diagramme commutatif (induit par le diagramme (2.15))

/\/\
\/\/

d’ott on déduit un opérateur continu encore noté [KgK] sur

(3.10)

T, E’

(b koikig | oyokg (o)
(qui prolonge I'opérateur [K g K| sur H° <(]\JK)T7E,ST;r TEMTP R ), cf. (2.40))
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par la composée

kg ke sk k )
0 <r (+7 Nlsy \{7}7 N2 \{r}
H ((MK)T—’E,STE v

7“; 0 (k‘+,k7;h2 \{7}7@2 \{.,-}) /
Ny ((MK/)TE, (5 v .

K
", 0 <r  GRrh—ibig (o R2s\ ()
— H (MK’)T_,TE’ST,E ? P

ror (kg k—sk ok )
= HO(MR)3 S ) (3.1)

(btsk—skig \r1ok25 \r0) (btok—skig, \yok25 (1)
ol ( e PP ) est défini de maniére analogue a S_ AR A

en échangeant € et &/, et on renvoie a la remarque 2.3.12 pour la deﬁnition de ¢*.

3.1.3.2 Opérateurs de Hecke en p

Commengons par 'opérateur Y, ,. Soient » € QN 0, ' 7 +1[ L une extension finie de
Fo, (A,1,0,0%) un L-point de M. Par le corollaire 3.1.14, on a

Ha(A) = Ha (A/(A [ " @ Alw]7)).

Par conséquent, le morphisme Yy, : Mg — Mg (cf. l'exemple 2.1.10) induit un

morphisme encore noté Y, , : MIS(T - M ;r pour tout 7 € QN[0 On dispose donc

) +1[

d’un diagramme commutatif
A L AJ(ALS]* © Afw]") —— A
~k 5
r Yu@ r
M Mg (3.12)

d’ott on déduit un opérateur continu encore noté Y, ,, sur

kg k_:k k )
0 < (kok—skis \ (ry K20 ()
H ((MK)T’”E,S g
par la composée

Y . HO ((MK) s S(k+7k—7k512 \{‘r}’kzzp\{f})>
U, - 7,587

ki ko ik k N

Lo 0 < (kkibig,\ oy B2y ()

ROy ((MK);TD <ST,E ' ’
6" 170 (bt hiBrg\(ry R2mp\ (1))
s B (MK)55.S, v

Considérons le morphisme d’espaces analytiques rigides

P2 Mg (p)*™™ — M7, (A, 1,0,09,C1) — (A/Cy, /.0, aP). (3.13)
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Lemme 3.1.19. Soitr € QN[0 le morphisme pa induit un morphisme d’espaces

analytiques rigides:

L[
s g+1b

<r
p2 - MK(p) [0, 5] — MKq.

Proof. On le vérifie au niveau des points. Soient L une extension finie de F,, (4,¢,0,a%,C)
T

un L-point de Mk ()]0, 5] avec (Ql t,0,0%,€) le Or-point de Mg (p) associé, on a par

définition s % deg (Cg ’1) <
Spec Of,

g < q+—1 Selon la suite exacte de schémas en groupes sur

0— ¢! = Aw] ™' — Aw] ! /et =0,

on a, par la proposition 3.1.8 (1), deg (Ql[w]_’l/(’l;’l) =1-5> q%‘ D’apres la

proposition 3.1.12 (1), Afw]~/€," est le sous-groupe canonique de 2A/€[w™]~! et
Ha(A/C) = s. Le lemme en découle. O

En outre, par la proposition 3.1.8 (2), le morphisme (3.4) induit, en restriction a
Mgk (p) [0, g], un morphisme encore noté p; d’espaces analytiques rigides:

p1: Mg (p)[0, 6] — MZ"

pour tout r € [0, qqu[. On dispose donc d’un diagramme commutatif

/\/\
\/\/

(3.14)
d’ott on déduit un opérateur continu X, u,p Par la composée
<z (k‘F?k*;kl 7k2 )
. 170 = —p\{7}'==Ep\{r}
X HO (i) 8, )
p T (k+1k"*;k712 T 7@2 \{r ) /
REN HO(MK(KJ)T,E[O, 5]7 (ST,E P\ 25\ {1} ) )
¢ vy (kpkoskig \ooykag ()
o 1 (Moo, ], 51 o)
tr (k+’k*;k71 T 7@ - )
i} H <(MK)TE,STE Sp\ {7} ==Zp\{7} )’ (315)
(k+7k—7kl - 7k2 T ) (k+7k—7kl - 7k2 - )
oll ( B A ) est défini de maniere analogue & S_ PP MM

en échangeant € et £/, et on renvoie a la remarque 2.3.12 pour la deﬁnltlon de ¢5. Notons
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/ Ap:
encore X, , la composée:

(k-‘r’k—;ﬁgp\{,.}vklzp\{f}))

(k4 k—;k1 ko )
0 —Ep\ {7} ==Zp\{7}
()8 o)

—Z_> H ((MK)TE7STE

(kk—ikiz\ () ’@Ep\{r}))
)

X/
0 <
=25 HO(MK)Sh Sr

_ (ks kiK1 g ()
qui est donc un opérateur compact sur HO((MK)fTE,S AR A, )

reQnijo

pour

, qf’l[ car 'application de restriction ¢ I’est. Explicitement, pour

I

Fe B (M3 Spy )

on a

X} o(f)(A1,0,09) = Z‘f’c (f(A/C,, 0 a)),

ou C' parcourt tous les sous-(u, p)-groupes de A d’échelon 1 différents du sous-groupe

canonique d’échelon 1 de A. En prenant la limite inductive, on obtient un opérateur

(bbb (1 B2y )

compact X{h sur S . Signalons que 'opérateur

dsf 1 oy
Xu7pd0 U,

(ktok—ikis 0y ks 0\ ()01

est aussi un opérateur compact sur S_ o car 'opérateur X;;do (voir
9.

Iexemple 2.1.9) est un 1som0rphlsme.
Par la proposition 3.1.15, on a

Lemme 3.1.20. Soit r € Q € [0
d’espaces analytiques rigides:

, +1[ le morphisme (5.13) induit un morphisme

P2 My (p)[1 —r, 1] — M.

En prenant la composition de ps avec I'isomorphisme (3.5), on obtient un morphisme

pa: Mg" — ME" (3.16)
(A,0,0,09) — (A/C,/,0,aP)

ou C est le sous-groupe canonique d’échelon 1 de A pour tout » € QN [0, —[. On
dispose donc d’un diagramme commutatif:

A bc AJC A

<r P2 <qr
My —————— My" (3.17)
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d’ott on déduit un opérateur continu @, , par la composée:

Dy, H0<(MK)S%" S(kg’k*;ﬁzp\{f}”“izp\m))
N BT,

*

ki k_sk k N
P2, go < (kk—ikig,\ (ry B2y ()
H ((MK);E’ (ST,E p\1T p\1T
9. 170 <r rk—ikig oy ks ()
— H ((MK);,E787—,E P D )

(k+’k—;ﬁ - 7k72 - )
Explicitement, pour tout f € H° ((MK)fg,STE FPAMT A ); on a

(I)Uv@(f)(A7 ) 67%) = QSE (f(A/Ca le 0/7%))7
ou C est le sous-groupe canonique d’échelon 1 de A.

Remarque 3.1.21. On vérifie sans peine que le plongement (3.8) est invariant sous
action des opérateurs de Hecke hors de ¢ et de Yy, Xy, , (et de @y, lorsque n = 1)
(voir les exemples 2.3.1/ et 2.5.15).

3.1.3.3 Dynamique de 'opérateur Xq’l’gJ

On continue I'étude de l'opérateur X, ,. Considérons le morphisme
p2: Mk (p;0)re — Mk(p)rE
(4,0,0.67,C1.CF) = (A/C1.0,0.,07.(C1);)
ou (C)y" est Pimage de (Cy)," dans A/CY. On a

Lemme 3.1.22. (1) Soit r € |0, qqu] NQ, la restriction de py & Mg (p;9)r [l —r,1]

induit un morphisme d’espaces analytiques rigides:
r
P2 Mk (95 9)r e[l —r,1] — Mg(p)rp [1 bt 1}-

(2) Soit r € [0, q_%l[ﬂ(@, la restriction de py a My(p; p)r g(r, 1] induit un morphisme
d’espaces analytiques rigides:

p2 : M (9; 9)r,elr, 1] — Mg (p)-£elqr, 1].

(3) Soit r € [0, ﬁ%[ﬂ(@, la restriction de pa a Mg (p; 9)r £{[0,7];[0,7]} induit un mor-

phisme d’espaces analytiques rigides:

p2 : Mk (9; 9)7,e{[0,7];[0,7]} — Mk (p)r e[l —1r1].

Proof. Montrons ce lemme au niveau des points. Soit L une extension finie de E avec
Or, son anneau des entiers.



50 CHAPTER 3. FORMES MODULAIRES SURCONVERGENTES

(1): Soient r € [0, Z5]NQ, et 2 = (A4,¢,0, 0%, C1, C7) un L-point de Mk (p; p)7 51—
r, 1] avec (A, ¢,0,a%, &, €)) le Op-point de Mk (p; p)r,0, associe. Comme
déf 1
=d >1—r>—
s = deg(pi1(z)) U —

par la proposition 3.1.12 (1) et (3) lorsque s > ¢ est le sous-groupe canonique

prag
d’échelon 1 de A et deg(Cg’l) = <=5 pour tous les sous-(u, p)-groupes € d’échelon 1 de
2 différents de €1; lorsque s = +1, deg(Qﬁp ) qul pour tous les sous-(u, p)-groupes
¢ d’échelon 1 de 2. En résumé, on a bien deg((€] )_’1) = 1_5 . Par la suite exacte de

schémas en groupes (qu1 découle du fait que (€)), 1N (€1) = O)
0= (&), = Aw] ™! = (€)= 0,

on a deg (W) =1-42>1-"1 Doncle L-point (A/C, L,0,a%, (Cl);’l) de
Mk (p)r,E se trouve bien dans Mk (p)-g[l — g, 1].

(2) et (3): Soit r € |0, qﬁ[ﬂ@, par (1), le morphisme py envoie Mk (p; )7 5[ 1]

sur Mg (p; 9)r,5l 17, 1]. Considérons la restriction de py &

[.

L
g+

Mic (95 9)r 57, ——
k(9 9)r Bl 1

Soit z = (A, ,0,a%,C1,C{) un L-point de MK(p, ©)r, avec (2,¢,0,a9, &1, )

elr g7l
le Op-point de Mg (p; p)r 0, associé. Notons s © deg(p1 (x)) < +1’ d’aprés la propo-
sition 3.1.12 (2), il existe un sous-(u, p)-groupe € d’échelon 1 de A gqul est le sous-groupe
canonique de ) tel que deg(Qg’l) = 1 — gs. De plus, pour tous les sous-(u, p)-groupes
¢’ d’échelon 1 de 2 différents de €; et de €, on a deg ((Qﬁ’);’l) = s. On en déduit

deg ((@1);’1) =1—(1—-gqs) = qs > qr si deg ((@’1)51) = 1— gs (c’est le cas ou
¢ =€), et deg ((Qﬁl);’l> = 1— s si deg((€)p") = s (don la partie (3) découle).

Comme 1 — s > g¢s, le L-point (A/C,L,H,W, (Cl);’l) de Mgk (p )“m est bien dans
Mk (p)r,elgr,1]. La partie (2) en découle. O

Par conséquent, on a

Proposition 3.1.23. (1) Soit r € QN |0, q%], Vopérateur (cf. (2.43))

(kt,k—sk1 k2 )
!’ 0 —=Ip\ {7} =Zp\{7}
Xy H (M) S 7500

(kg k—3k kes (o)
— HO(MK(p)T,E,ST; TR\ S\ T ) (3.18)

se prolonge en un opérateur encore noté X{L’p

r (kk—skig k2 | )
X;w : HY <MK(@)T,E {1 7 1]757,E Tp\{r}==Ep\ {7} )

(k4 k—sk ok2s o)
— H (Mg (p)r [l = 7 1),8, 0 T (3)
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(2) Soit r € QN0, [ Dopérateur X{t’p (5.18) se prolonge en un opérateur encore
noté X 0
(k“"rvk*;h - ’kl . )
X:w : H' (MK(KJ)T,E[QT, 1]757,E Sp\rP=EEp\ {7} )
(k ,k,;k Jg )
— H° (MK(p)T,E[T, 1]78”5 e\ {r1 25 p\{r} ) (3.20)

(3) Soit € QN0 il existe un opérateur:

.

(kg k_sk ik )
(X0 O (Mic(0)rpl1 =7 1), 8,5 o 02

(k+,k—3k k )
BN HO (MK(Q)T,E[();T]?ST’;- e\ {r1 225\ {7} )

(kg ko—sk ks o)
tel que pour tout f € HO (MK(p)ﬂE[l -, 1],57];r S\ S\ ) ),

(X0 (£)(A,1,0,07,C1) = 3 6 (F(A/C,, 0,07, (C0)p ") )
c

ot C parcourt tous les sous-(u, p)-groupes d’échelon 1 de A différents de Cy et du sous-
groupe canonique d’échelon 1 de A.

(4) Soient 11,12 € QN[0 (r1 < rg), il existe un opérateur:

1
7@[

(k+7k—7k1 T k2 T )
(X{W)Sp . HO (MK(@)T,E[QTLQTQ],ST,E TR )

(k4 k—;k1 k2 )
0 —=Zp\{7}’'==Zp\{r}
— H (MK(Q)T,E[T177,2]7ST7E P P )

(k+7k7;ﬁ - ,@ - )
tel que pour tout f € HO (MK(p)ﬂE[qu,qrg],ST’E A A ),

(X )P (A, 1,8,07,C1) = 6 (£(4/C.0, 0,7, (C0), ) )

ot C est le sous-groupe canonique d’échelon 1 de A.

Proof. (1) Soit r € QN [0
commutatif:

1_1], par le lemme 3.1.22 (1), on dispose d'un diagramme

ama
ber
G A/C’

/\ N\
N

MK(pa @ 1 r, 1]

Mg (p)[1 -7, 1} Mx(p — o 1]
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d’ott on déduit un opérateur par la composée (comme dans (3.15))

r (ktok—skig \vk2s 1)
Xio & trp, o6y 0p3 + HY (Mic(p)rp |1 = 21,8, i)
7 q b

(ks k_ik o )
(Ml = 1 S BB )

(2) De méme, soit € QN [0, qJ%l[, par le lemme 3.1.22 (2) on a un diagramme

commutatif:
Pc;
/A\

d’ott déduit un opérateur par la Composee

A/

N
P

déf (k+7k*?ﬁzp\{f}vkizp\{f})>

X o = trp, 0g opj - H° (MK(@)T,E[QT’, 1,8, &

(k+,k—sk k )
N HO (MK(K‘))T,E[Ty 1]7575 e\ {25\ {7} )

(3) Par le lemme 3.1.22 (3) on a un diagramme commutatif:

/M>C' Ay
/ \ ) /

d’ott on déduit un opérateur (X;7p)“5p par la composée:

(bt ks ks o)
(XL, ynsp dé dét 2, 0Bl 0 P} HO (MK(p)T,E[l ) 1]’5‘7; oo\ {73 25,\ (7} )

(kg ko sk & )
— H° (MK(@)T,E[O,H,ST; TG )

. (k+,k kl - ’k2 - )
Soit f une section de S —=Zp\{r}==Zp\{7}
nition que

(X{L,p)nsp(fo? Ly 07 %7 Cl)

sur Mg (p)r [l —r, 1], on voit par défi-

— Z¢C A/C L 9/ (Xp Cl)) Sik;,k_;ﬁEp\{T}’klZp\{T})(A’ %97%)7
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ou C parcourt tous les sous-(u, p)-groupes de A d’échelon 1 différents de C; et du
sous-groupe canonique d’échelon 1 de A.

(4) Soient 1,72 € QNJO, qT11[ (r1 < ry), d’aprés la proposition 3.1.12 (1), on dispose

d’un morphisme d’espaces analytiques rigides (cf. la démonstration du lemme 3.1.22):
Py Mi(p)relrirel — Mg(p)r el qro]
(A’ L79a%a Cl) = (A/Cv leel’%’ (Cl);’1>

ot C est le sous-groupe canonique d’échelon 1 de A (on a bien C' # C selon la propo-
sition 3.1.12 (1)). On obtient donc un diagramme commutatif

A 2 AJC = A
hS 1 1

My (p)rplr,re) 2 Mg (p)rplar, qr2)

(o1 C est le sous-groupe canonique d’échelon 1 de A) d’ott on déduit un opérateur par
la composée

déf * * (kJrvk*;ﬁ T 7k72 - )
(X7, o) = @6 o (ph) :HO<MK(p)T,E[qT17qTZ]vsTVE FPT AT )

(kg k—sk1 k2 )
0 —=Zp\{7}==Zp\{7}
—H (MK(p)T,E[rl, ral, S, 5 v g )

.. . . (k+7k*;h - 7@ = )
Explicitement, soit f une section de Sﬂ B ST e M Kk (9)r.Elqri, qra), on

a (X1 )P ()(A,1,60,09,C1) = 05 (£(A/C, 0,009, (C1)p ) ).

ou C est le sous-groupe canonique d’échelon 1 de A. O

3.2 Schémas en groupes munis d’une action de O,

Supposons jusqu’a la fin de ce chapitre F, non ramifié¢ sur @, on dispose alors d’une
décomposition
Op @z, Op = [] Ok, a®b (0(a)b)ses,- (3.21)

o€,

3.2.1 Applications de Hodge-Tate

Soient S un schéma sur Spec Z,, G un schéma en groupes fini et plat sur S, notons
e : S — G la section identité, ws © e*Qle/S et GV le dual de Cartier de G.

Rappelons que I'on dispose d’une application de Hodge-Tate de faisceaux sur le site

fopf de S:
HT:GY — wg
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définie comme ci-aprés: soient S’ un schéma fidélement plat et de présentation finie sur
S, z € GY(S"), qui correspond donc & un morphisme de schémas en groupes sur S’:

z:G Xg S — (Gm)gf;

application HT(S') : GV(S') — wg(S') envoie alors z sur 2*4 € wqg(S") pour

tout x € GY(S’). L’application de Hodge-Tate est fonctorielle en G, i.e. si 'on a un
morphisme f : G — G’ de schémas en groupes sur S, alors le diagramme suivant est
commutatif:

(G/)\/ f\/ s G\/

HTJ HTl . (3.22)

wer —— Wg

Soient S un schéma sur Spec O, et G un schéma en groupes fini et plat sur S muni
d’une action de O, wg est donc un O, ®z, Og-module. De la décomposition (3.21),
on déduit que le O, ®z, Og-module w; se décompose comme

We — Boes,Wa o (3.23)

Soit o € X, notons HT,, la composée:
HT, : G 5 wg — we - (3.24)

Soient G, G’ deux schémas en groupes munis d’une action de O, et f : G — G’ un
morphisme O -linéaire, on déduit du diagramme (3.22) un diagramme commutatif (car
f est Oy-linéaire):
\
(G/)V f G\/

HTgl HTgl , (3.25)

QG/,U L) WG o
0w f3 € Flug,

Soit 7 un plongement de O, dans Op, suivant Faltings (cf. [39]), on dit que I'action
de O, sur G est T-stricte si wg , est nul pour tout o # 7. Soit L7 un groupe formel
de Lubin-Tate associ¢ a O, sur Spec O, avec wer un générateur de w, 7 sur O, on
prend l'abus de notation £7 pour désigner LT Xspeco,,,7S. Noter que w7 est aussi
un générateur de w, 7 sur Og. Les schémas en groupes L7 [w"] sont alors munis d’une
action 7-stricte de O, pour tout n € Z~o. Soit G un schéma en groupes fini et plat
muni d’une action 7-stricte de O, sur S, d’aprés Faltings (cf. loc. cit.), il existe un
schéma en groupes GP sur S, appelé le dual strict de G, qui représente le foncteur:

{Schémas sur S} — {Ensembles}
S = Homop(Gsl,ﬁTS/),

ot Homoe,, (Gs/, LT /) désigne I'ensemble des morphismes O-linéaires de schémas en
groupes: Ggs — LT ¢. Le schéma en groupes GP est muni naturellement d’une action
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T-stricte de Op,. De plus, pour un morphisme Og-linéaire f : G — G’ de schémas
en groupes munis d’'une action 7-stricte de Oy, il existe un morphisme O-linéaire
canonique de schémas en groupes:

fP(@)P =GP

On dispose d’une application de Hodge-Tate relative ¢ LT entre faisceaux sur le site

fopf de S:
HT,7: GD — Wg

définie comme ci-aprés: soient S’ un schéma fidélement plat et de présentation finie sur
S, x € GP(S"), qui correspond donc & un morphisme de schémas en groupes Oy-linéaire
sur §: x: G xg 8" — LT xg8'; Papplication HT z7(S5") : GP(S") — we(5) envoie
x sur z¥wer € we(S') pour tout » € GP(S'). L’application HT 2 est fonctorielle en
G, i.e. pour un morphisme O-linéaire f : G — G’ de schémas en groupes sur S munis
d’une action 7-stricte de O, alors le diagramme suivant est commutatif

(Cy)D fP , (;D

HTﬁTl HTm—l . (3.26)

*

Wey f—> Wa

3.2.2 Schémas en groupes de type (p,--- ,p)

Soit G' un schéma en groupes fini et plat sur Spec O muni d’'une action de Oy,
pour tout o € X, il existe alors des z; € O en nombre fini tels que Wao = ®;0p/x;.

Posons deg, (G) « > Up(x;). Par la décomposition (3.23), on a

deg(G) = ) deg,(G).

o€,

Soit G un schéma en F -vectoriels fini et plat sur Spec Op au sens de Raynaud (cf.
64, §1.2|) avec G(Oc¢,) = F,, notons x le caractére
D q

%  Teichmiiller x T %
: _— .
X : Fy 0, — 0g

D’aprés Raynaud (cf. [64, Th.1.4.1]), il existe §; € Op pour i € Z/dZ, tels que G =
Spec A avec
A= Op(Tliczan/ (T] — 6iTiv1)

(oud = [Fy, : Qp] = [Fy : Fp)) et que I'action de Fy sur A est donnée par A\(T;) = ' (T,
pour tout A € F) et i € Z/dZ .

Notons A* Homoe, (A, OFg), la structure d’algébre (resp. de coalgébre) de A
induit une structure de coalgébre (resp. d’algébre) de A*, et on a bien G = Spec A*.
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Le schéma en groupes GV (donc l'algébre A*) est muni canoniquement d’une action
de F,. En fait, solent X; € A* pour tout ¢ € Z/dZ tels que X;(T;) = 1 et que
Xi(lljez/az T]le) = 0 pour tout [];cz/qz Tfj # T; avec 0 < n; < p — 1, 'action de F,
sur A* est alors donnée par A(X;) = x*' (\)X; pour tout \ € Fy et i€ Z/dZ.

D’aprés Raynaud (cf. [64, 1.5.3]), il existe v; € Op pour tout i € Z/dZ tel que
U(%) + U(&Z) =1let
A" = Op[Xiliez/az/ (X7 — viXiv1)-

On a donc

®icz/azO0E/0i-10E dT;,
®icz/azOE/7i-10F dX;.

Wa

I

Wav

Le schéma en F-vectoriels G (resp. G) est muni d’une action de Oy, induite par celle
de F, via la projection O, — F,. Soit ¢ = 70 Frob? : O, — Op (i € Z/dZ), on a des
isomorphismes de Og-modules (avec les notations du §3.1.1)

Weo = 0Ogr/6i10g,
Og/7i-10E.

1

e

En particulier, deg,(G) + deg,(GY) = 1 pour tout o € X,. Si l'on suppose de plus
action de O, sur G T-stricte, par [40, 1.1.2], on a en fait deg(G) + deg(GP) = 1. Par
récurrence sur n, on obtient le lemme suivant

Lemme 3.2.1. Soit G un schéma en groupes fini et plat sur Spec O muni d’une action
de O, et supposons G(Oc,) = O, /w" Oy, pour n > 1, alors on a

dega(G) + dega(GV) =n,

pour tout o € X,. St l'on suppose de plus que l'action de O, sur G est T-stricte pour
T € Xy, alors on a
deg(G) + deg(GP) = n.

Considérons 'application de Hodge-Tate (cf. (3.24))
HTO’(O(CP) : GV(OCP) — QG,U(OCZJ) = Ocp/(si_l.

Soit z = (Ao, ,A¢—1) € GY(Oc,) (i-e. le morphisme A* — Oc, envoyant X; sur \;
pour tout ¢ € Z/dZ), on a alors A = ;A;1. On en déduit

i—1

d—1
v(N\) = qil ( Zpd_l_j”v('yj) + Zpi_j_lv(’yj)). (3.27)

Jj=0

si \; # 0 (pour tout ¢ € Z/dZ), En outre, le point x correspond & un morphisme (par
la définition de GV)

z: Oc, [T, T7'] — A®o, Oc, = Oc,[Tiliczaz/ IV — 6:Tit1).



3.2. SCHEMAS EN GROUPES MUNIS D’UNE ACTION DE O, 57

Notons y I'image de T', on déduit de la définition de X; que

Y= 1+ Z )\ZE + Z A(ng,..,ng_1) HTTZ’

i€Z/dZ i€Z/dZ
0<n;<p—1,>", n;>1

avec (ng. . ny 1) € Oc,- On a alors

dr

:U(T

)= (Ao, A1+, Aa—1) € Oc, /4-1 ® Oc, /6o ® -+ ® Oc, [04—2.

Lemme 3.2.2. Soit G un schéma en groupes fini et plat et de type (p, ..., p) muni d’une
action de Oy, sur Spec O tel que G(Oc,) = Oy /w et que laction induite de Oy, sur
GV soit T-stricte, et supposons deg, (G) = s (donc s € [0,1] par le Lem. 3.2.1), alors
le sous-Oc,-module de wg . (Oc,) engendré par l'image de HT,(Oc,) est isomorphe a

aOc, /bOc,,, 0t vy(a) = ﬁ, v,(b) = s.

Proof. Comme laction de O, sur G¥ est T-stricte, on a ; € Oy, pour tout ¢ #d—1
(mod d). Soit 0 # (Xo,---,Aa—1) € GY(Oc,), par (3.27), v(N\;) = qp_—llv('yd_l) =

pi

+1(1 —v(dg-1)). Le lemme en découle. O

Pour I'application de Hodge-Tate relative & L7, d’aprés [40, 1.1.2], on a

Lemme 3.2.3. Soit G un schéma en groupes de type (p,...,p) muni d’une action
T-stricte de Oy sur Spec Op avec G(Oc,) = Oy /wOy, et supposons deg(G) = s,
alors le sous-Oc,-module de wg engendré par limage de HT7(Oc,) est isomorphe a
aOc, /bOc,, ot vy(a) = ;_;f, v,(b) = s.

Remarque 3.2.4 (Dual de Cartier et dual de Faltings). Soient S un schéma sur
Spec O, et G un schéma en groupes fini et plat muni d’une action 7-stricte de O,
considérons les deuz faisceauzr cohérents wev . et wep sur S. On peut se demander:
est-ce qu’ils sont isomorphes?

En effet, comme vu précédemment, on dispose de deux applications de Hodge-Tate:
HT; : G - wgv, et HTe7 1 G — wep. En oulre, par la propriété universelle de weav
(cf. [57, Prop.IV.1.8 et Rem.IV.1.4[), il existe un morphisme de faisceauzr cohérents
sur S: it wov — weo tel que HT g7 = iy o HT. D’apres [57, Rem.IV.1.6], i, est
de plus Oy -linéaire, et donc se factorise a travers wgv .. En résumé, on dispose d’un
diagramme commutatif

HT,
G

wav r

HT 7 ll
.

wep (3.28)

Mazis Uauteur ignore si le morphisme i, est un isomorphisme.
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3.2.3 Sous-groupes canoniques

Soient n € Z>1, r € QN |0, S un schéma sur Spec Op et (A,¢,0,a%)

1
b
un S-point de (DﬁK) 0, avec C’ le sous-groupe canonique d’échelon n de A (cf. le

corollaire 3.1.17). Notons G o Alw™]~t, Hy, “ (C’n)p le sous-groupe canonique
d’échelon n de G, ¢, : G — G/H, l’isogeme naturelle, et GV le dual de Cartier de G.
Considérons la suite exacte:

0 — Gw"|/H, - G/H, — G — 0,

ou l'isogénie 1, : G/H,, — G est 'unique isogénie telle que v, o ¢, = [@"]. En prenant
les duaux de Cartier, on obtient une suite exacte

0 = (G]="]/Hy) 2 G¥ 2% (G/H,)Y = 0.

Notons H, % (Gl="]/Hn)".

Lemme 3.2.5. Soit n € Z~q, lapplication v, ci-dessus se factorise alors par tpy1 :
H,.1 — GV et le schéma en groupes H, s’identifie a un sous-schéma en groupes de
Hy 1 surS.

Proof. Pour n € Z(, considérons le diagramme commutatif:

0 —— Gw"/H, - ¢/H, ~> @ 0
| L el

0 —— Gl@"/Hyp 2% G/Hpey 25 G s 0
j’l jl idl

0 —— Glo"/H, -2~ G/H, -2 G 0

ou i désigne l'isogénie naturelle (induit par le plongement H, < H,i1), j désigne
l'isogénie telle que j o i = [w] et ou 'existence du morphisme j’ provient du fait que
Ypojojn+1 = 0. En prenant les duaux de Cartier, on obtient un diagramme commutatif:

0 —— H, —=yqgv Py (G/H,)Y —— 0

@ | a |
0 — Hpy — @V Y — (G/Hpr)Y —— 0

Le lemme en découle. O

On dit que fIn est le sous-groupe canonique d’échelon n de GV. Notons que fNI,Y est
muni d'une action 7-stricte de O,,.
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Notons
déf D
HT_ = HT.7r: H, — Wy,

déf

HT, = HT,: HY — wg, .

Par (3.25) et (3.26), on a

Lemme 3.2.6. Les applications de Hodge-Tate HT_ et HT, sont T-linéaires sous
Paction de Oy, (qui se factorise a travers Oy, /w"O,), i.e. pour tout X € Oy, les
diagrammes suivants commutent:

HT_ - HT
HP ———— uwy, oy ——=wp
A (M) [A] 7(A)

HT_ : HT
HP ————  uwp, HY ———t sty o

Enfin, on a comme dans [62, Prop.3.1]:

Proposition 3.2.7. Soient L une extension finie de E avec O, son anneau des entiers,
z=(A,1,0,0P) un Or-point de (Mg )- o, avec Ha(z) =1 < m, on a pour tout
k € Zzl’ kE<n:

~ ok
(1) deg,(Hy) = deg(Hg) = k — aqur;

(2) Hk(OCp) = ﬁk<OCp> = Op/wkop;
(3) le sous-Oc,-module de wy, ®o, Oc, (Tesp. wg ,®0; Oc,) engendré par l'image

de l’application de Hodge-Tate HP — wy, ®o, Oc, (resp. FNI,;/ —wp , Qo Oc,) est
isomorphe a c(’)@p/ak(’)cp avec ¢, ay € Oc,, tels que

T

UP(C) - Q*l’
1—g"

vplar) = k— 1_qr.

Proof. (1) et (2): La partie pour Hy a déja été obtenue dans le corollaire 3.1.17. On a
Hi(Oc,) = O, /w"O,,. Par le lemme 3.2.1, on a

deg‘r(f[k) =k— degT(G[wk]/Hk)
Comme 'action de O,, sur G[w"]/H, est T-stricte, on voit que
deg, (G[e"]/ Hy) = deg(G[e"]/ H) = k — deg(Hp),

la partie (1) en découle.
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(3): Par les lemmes 3.2.2 et 3.2.3 appliqués a Hj et Hy, on obtient les résultats pour
le cas k = 1. Pour le cas k > 1, considérons les inclusions ¢ : Hy < Hj et i : Hy — H;.
Par (3.25) et (3.26), on dispose alors des diagrammes commutatifs

HT HT,

HP— == uwy, Y ———F wp
iP i
HT_ ~ HT _
HP— == uwy, Y ————Yi,
Donc la partie (3) suit des résultats pour le cas k = 1 et de la partie (1). O

3.3 Classicité

Soient K un sous-groupe net de G(A*) maximal en p, 7 € ¥, k1.5 € Z>2, ko s € Z
pour tout o € ¥, \ {7}, et ki, k_ € Z. Cette section a pour but de montrer

Théoréme 3.3.1. Supposons Fy,, non ramifié sur Q, pour tout p;|p. Pour une forme
modulaire surconvergente f sur (7, E) de poids (k4 k—; k1, \(r)? Koy, \{T}) de niweau K,
— Y - <p

vecteur propre sous l’action de X{w) de valeur propre a, € E*, si

vp(ay) < Z koo + k—,
ceX ,\{r}

alors f est une forme modulaire classique sur Mg (o). k-

Remarque 3.3.2. (1) Le résultat pour le cas ot k1o = 2, ka o = 0 pour tout 0 € X,\{r}
et ky =0 (sans Uhypothése Fy,, non ramifié sur Qp) a déja été obtenu par Kassaei ([50,
Thm.5.1]).

(2) Lorsqu’il existe (ko )sex, et w des entiers de méme parité tels que ky > 2 pour
tout 0 € By, k1,5 = ko, koo = “"Tk" pour tout o € ¥, \ {7}, et que ky = %, k.=
W (Soient kir=Fks, ko = w_QkT, on a doncky = —kor+1, k_ =kor+ki,—1,
VOIT Déf.2.3.3) (ceci est en fait I’hypothése de parité sur les poids de formes modulaires
de Hilbert), on voit que si

w — kg
vp(ap) < Z 5 + (k- — 1),
oeX,

alors f est classique.
3.3.1 "Gluing lemma" revisité
Soit X un schéma réduit, plat et de type fini sur Spec Op. Notons Xg sa fibre

générique, X le complété le long de sa fibre spéciale, et X™8 I’espace analytique rigide
associé a X au sens de Raynaud.
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Soit N un faisceau cohérent localement libre de rang r sur X, et notons Ng, M,
e les faisceaux associés sur Xp, X, X8 respectivement. Soit f € HC(XT& Nrie)
une section de 9U'& sur X™&, pour un L-point z : Spec L — X™& de X™& on note f(z)
I'image de f dans HY(Spec L, *NM"8) (étant un L-espace vectoriel de dimension r) via
I’application de restriction naturelle:

HO (.’frig, ‘ﬂrig) — H°(Spec L, x*‘ﬁrig).
En outre, le morphisme x : Spec L — X' se factorise de maniére unique

Spec L —X— X"ig

! !

Spec Oy, —t . x
ce qui donne un Or-réseau H°(Spec Op,r*N) dans H(Spec L, z*91'8), i.e.
H(Spec O, t*N) ®p, L = H°(Spec L, z*N"8).
On définit
ve(f) Yinf{r € Q| f(z) € @ H(Op,r*NM)} € RU {—o00}.

Pour un ouvert admissible ) de X', on définit

vy (f)  inf{v,(f) | 2 : Spec L — Y} € RU {00} (3.29)

Notons v(f) = vyre(f) pour simplifier. Le lemme suivant est bien connu (e.g. voir [49,
Lem.2.2|):

Lemme 3.3.3. Soit Q) un ouvert affinoide admissible de X™8, alors H°(2), M) muni
de la topologie définie par la valuation vy est un E-espace de Banach.

Soit {{l; = X}ier un recouvrement fini de X tel que M|y, soit libre, i.e Ny, = (’)Sfir.
Notons ﬂ?g I’espace analytique rigide associé & ;. On obtient alors un recouvrement
admissible {$;'® — X"8},c; de X'8 tel que mrig\ufig = (Ogrie)®". 1l est clair que
v(f) = infies vyrie (f). D’aprés Kassaei, on a le "gluing Lemma" (cf. [49, Lem.2.3|):
Proposition 3.3.4. Soit Q) un ouvert admissible et lisse dans X"%. Supposons que Q)

est une union de deux ouverts admissibles disjoints ) = U UW, ot W est un affinoide.
Supposons de plus qu’il existe une famille d’owverts affinoides {20;}icz., tels que

WCW; CWe C---

et que {0,290, } soit un recouvrement admissible de ) pour toutn. Soient f € HO(0, N™8)
et g € HO(Q0,M"8), s’il existe des g, € HO(W,,, M8) pour tout n € Z~q tels que

UVyN, (gn - f) — +00,
vy (gn — g) — +00,

lorsque n — 400, alors f et g se recollent en une section de M8 sur Q).
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Proof. 1l suffit de montrer la proposition dans le cas ot ) est affinoide et ‘ﬁrig@ = (9%.

On fixe une base {e;}i=1,. » de HO(, M"8) sur HO(Y), Oy). Soit 4 un ouvert admissible
de 9), on obtient une application bijective, E-linéaire et continue

P H (U, Oy) — HO(SL,NE), (hi)izr,.r > > hies. (3.30)
i=1 i=1

En fait, cette derniére est un isomorphisme d’espaces topologiques. Lorsque i est
affinoide, cela suit du théoréme de Banach-Steinhaus (cf. [11, Prop.3.7.3/3|); pour
3l général, cela découle du fait que U admet un recouvrement fini par des ouverts
admissibles affinoides {4l;}. Notons

fo= > fie fi € H(D,0y),

=1

T
9 = > giei, gi € H'(2W,0y),
i=1

T
In = Zgn,ieiv gnyi € HO(Qﬂn,Ou).
i=1
Comme (3.30) est un isomorphisme, on voit que
Chughiits (gn,i - fl) — +00,
vy (gn,i — 9i) = +00,

lorsque n — 4o00. La proposition découle alors de [49, Lem 2.3|. O

3.3.2 Structures entiéres des espaces de formes modulaires
3.3.2.1 Décompositions de Op ®7 Og-modules

Rappelons que Op ®z Z;, se décompose comme
Op ®z Z, > H(o% ®0p-) (3.31)
ilp

ol OD; = My(Oy,) pour tout g;|p, et que tout Op ®z Zp-module A se décompose
comme

~ +,1 +,2 -1 -2

A S TIAS oA oA @AL?), (3.32)
ilp

o Agi’k est un O,,-module (voir (1.6)).

Supposons jusqu’a la fin de ce chapitre Fy,, non ramifié sur Q, pour tout p;|p. De
la décomposition

Op, @z, O — [] Om, a®b— (0(a)b)ses,,,, (3.33)

UEEW
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on déduit que le O, ®z, Op-module A;i?k peut se décomposer comme

k
JEEK)Z
Aguk = Ai k O 0 OFr est un Og-module.

3.3.2.2 Structures entiéres des espaces de formes modulaires

Soit € : A = (Mk)r 0, le schéma abélien universel sur (Mg ) 0,, considérons les

Op ®7 O(MK)T OE—modules Rl'e, 04 et E*QIIM(MK) o (qui sont des O(MK)T OE—modules
b T, E )

localement libres de rang 4d F). On a donc des isomorphismes de O(MK)T, op -modules

R'e.0y = ] ((Rls*oA);;}g@(ng*oA)g;?(,@(Rls*oA);;}U@(Rls*oA);;?(,),

pilp
UGEm

1 ~ 1 .1 1 +.2
e 0o, — 11 ((5*QA/(MK>T,OE)M,U@(E*QMMK)T,OE)W

©ilp
UGE@Z.

1 2
(E*QA/(MK’)T OE)W'L: @( QA/(MK)T OE)KJ“ )
Comme au §2.3.1.1, on a

Lemme 3.3.5. Le Oqy), , -module (Rls*OA)g{}o est localement libre de rang 2 pour

tout pilp et o # 7. Les Onyy), o, “Modules (Rlz—:*OA);,’Tl et (E*Q}M(MK) o );,’Tl sont
’ UE

localement libres de rang 1.

. v

Notons wy o (g*Qk/(MK) o )571 et gAﬂL = ((R €+0p)pr ) , et posons
(keb—ikip \ (ryB2s, () dét & ke

7,08 ’ Way ®Wy

2
_ _ k2,0
® ® (Symkw 2(Rl€*OA)p{,1a ® (/\(R e+0n) ) ) * )7
pilp
0€X, ,OFT

oll tous les produits tensoriels, symétriques et extérieurs sont sur O(MK) O Notons
(kgsk—skiy | oryk2s (o)
1O FPMTEEAMTE e faisceau cohérent associé sur (MK )r,05- On a alors un iso-

morphisme de faisceaux cohérents sur (S)J?K):%E = (Mk)Tg

(kg k—sk1 (k2 N rig (bt o—sky 2 )
T p\{7} ~ —Xp\{7} Ep\{‘F}
< 7,0 > ST,E



64 CHAPTER 3. FORMES MODULAIRES SURCONVERGENTES

Soient L une extension finie de E avec O, son anneau des entiers, z = (4,¢,0,a%) un
L-point de (?J)YK);IgO avec t = (U, 1,6, a®) le Op-point de (Mg ), 0, associé, notons
(k+7k—7k1 ) 2 - ) (k+7k—;ﬁ . 7@ T )
S B ) ) 4 0 (pe 0, g S )
qui est en fait un Op-réseau (libre de rang Egezp\{T}(k:l,g —1)) dans le L-espace vecto-

(k+7k*§ﬁ - 7k72 - )
riel S EPMTEEAMT A Soient U un ouvert admissible de (M k)8 Hig 7 contenant

(kb (ry R2sp (1)

z, f une section de §_ 5 sur U, posons (voir §3.3.1)

Kk &
ve(f) Einf {r e Q| f(a) € A *221’\“})(91)}

et
déf
vo(f) = inf v (f). (3.35)
zelU
On a par définition
(kg k—sk kg o) ~
i O T T
® ® (Symklg 2 g, Ow); /\H (2, 0 )®k2,a)
pilp
o€X, ,0FT

déf Z1\V déf 1
ot Wy 4 = (HY(A,09)pir) " et wey = (e *Q%(/specOL)P’T avec e : SpecOp — A la

section identité (ce sont des Or-modules libres de rang 1). Soient € un sous-groupe fini
et plat Op-linéaire de A sur Spec Op, C R Xgpec 0, Spec L, I'isogénie ¢¢ : A — A/C
induit des morphismes de Op ®z Op-modules:

b - e*Q(m/c)/specoL — e*QQl/SpeCOL7

e+ H'(A/C Oje) — H'(, On),

et donc des morphismes de Or-modules (comparer avec la remarque 2.3.12):

(de)-: Woje,— T W
(¢é)g;,lo' : Hl (Q[/Q:, OQI/E);;}J — Hl (Qla OQ();;,IU

pour tout p;[p et o € ¥,,. Notons C ¢ XSpec 0y, Spec L, on voit par définition (cf. la
remarque 2.3.12) que ¢g ®o, L = ¢¢, (6F)- ®0, L = (¢5)—, (68)pi0 @0, L = (¢) 0l
et (gb;);; ®o, L = (((;S*C)\fr)_l En outre, on dispose d’une isogénie Op-linéaire ¢y :
(2A/€)Y — AV qui induit des morphismes

. * 1 771 - 1
((¢¢)° )p o (€0 specoy) oro — (€ Qatje)/Spec01) oo

On a ((g{)g)*);la = (((ﬁ*é)g;}o)v (via les isomorphismes naturels de Op-modules

(e QQlV/SpeCOL);“l = ( (Q[ OQ[)SOH )V’

(e" Q(m/e)V/specoL);“l = (Hl(m/(’:,om/e‘);;,la)v)-

2
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Lemme 3.3.6. Soientn € Z, v = (A,,0,@) un L-point de (Mg )3y avecr = (A, 1,0, @)
le Op-point de (Mg)r 0, associé, et €, un sous-(u, p)-groupe de A d’échelon n sur

Spec Oy, tel que deg ((an);’l) =r = vy(a) € [0,n]NQ (avec a € Or). Soit Cy, «
¢, Xspec 0, Spec L, on a alors
oC, ( kc;k .kflzp\{f}@zp\{f})(%l/%))
7,08
_ (kg k—3k ke \ooy)
C gk i o oes o\ (r) k2o k+)GT 51; “Lop\ {7} 228p\ {7} (2).

Proof. Pour tout p;|p, p; # ¢, comme le schéma en groupes (Cn);i’l est trivial, on voit
que les morphismes (¢Zn);210 sont des isomorphismes de Or-modules pour tout o € X,,.

Notons ), s (Cn);’l, I'isogénie ¢¢, : A — A/&, induit une suite exacte de Of-

modules

¢
0 = wye,, ,%wm —wg — 0. (3.36)

Par la discussion au-dessus de ce lemme, lisogénie ¢g¢ : (24/€,)Y — 2AY induit une
suite exacte de Op-modules

« 1)V
0 -5 (', On) ) M (H (A/€, Ogye,)id) = wiy o =0, (3.37)

(on a bien £ = (€ )g’l) et donc une suite exacte de Op-modules

_1 @)ee
_—

0— H' A/, Ogse,) ol H' (2, O0n) 1y = wiy , — 0, (3.38)

pour tout o € X, ou gyvjv - o Homp, (%3%70’ L/OL) désigne le dual de Pontryagin de
Wey o Onawy Zwg .= Or/aQp. Par le lemme 3.2.1, on awgy - & Or/(w"/a)Orp,
et wyy , = Op/w"Of pour tout o € ¥, 0 # 7. On en déduit que (dg )—(wo/e, —) =

awy,_, (0%, )orr (WY e, 1) = (@"/a)wy , et que
(Sym’%”(%) )(Sym’“la*QHl(%t/@n,oMn) y) € SymMeT? HY(A O)n

(/\(«mn )(/\H1 (A/€n, Onse,)pn) = o \ B (2, 00)7

pour tout o € 3, \ {7}. Donc par la discussion au-dessus de ce lemme et la définition
de ¢¢, (cf. Rem. 2.3.12), on voit que

(ktob—ibig \ (ry B2y ()
06, (Grop T @)ey))
ke n ks nka, g o FH R L\ (B2 (1))
(w"/a) [[ =6, (%)
oeXp\{r}

ko bk k
_ ak++k7w"(—k++zaezg,\{7} k%)g( (; =2p\{7} ZEP\{T})(QO.

Ceci permet de conclure. O
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3.3.3 Classicité

Soient K un groupe ouvert compact net de G(A*) maximal en p, f une forme

modulaire surconvergente de poids (ky,k—_; ki, \(r) ks, \{T}) de niveau K sur (7, F).
- < <P
Soit r € QN [0, [ tel que

fe H ()3 sy o),

T, BT,

Via I'isomorphisme (3.5) d’espaces analytiques rigides (cf. le corollaire 3.1.13), on voit f

(k+7k*;k71 - ’@ T )
comme section de S_ 5, PP gy M (9)r,e[1—r,1]. Supposons X{L,p(f) =

X
apf avec a, € £,

Par la théorie de Buzzard (cf. [19]), on a

ope . (k%k*?ﬁzp\ﬁ}@zp\{ﬂ)
Proposition 3.3.7. La forme f se prolonge en une section de ST,E

sur Mg (p)r,£]0,1].

Proof. Par la proposition 3.1.23 (1), pour tout n € Z>1, on dispose d’une application

1 (kg k—sk1 k2 )
/ . 170 —=Zp\{7}—=Zp\{7}
(X1« HO(Mic(p)r[1 - P [ Sy e R
(hokoshrg okag (o)
— H (Mg (p)rp |1~ q%l ]8T (3.30)

. 1
Soit n € Z tel que 7T+

Par (3.39), (X,,)"(f) est une section sur My (p)r, 5[l — {7,1]. La forme f se prolonge
donc en une section sur MK(gc))ﬂE[ﬁ%,l] via (X, ,)"(f)/ag, <i.e. (X0, )" (f)/af est

. (k:+7k—§
une section de Sﬂ B

. ection s 1
< r, f est alors une section sur Mg ()£ [1 ERIPERYE 1} .

ki \ovk2s (1)
ep\(ry2ep\ ) MK(p)ﬂE[qul, 1] telle que

X D/ i st = F)

qui est encore un vecteur propre sous ’action de X;up de valeur propre a,. Soit {sn €

) m
proposition 3.1.23 (2), on voit que f se prolonge en une section fi sur Mg (p)- gls1, 1].
Par récurrence sur n, f se prolonge en une section f, sur Mg (p)r g[sn, 1] avec

Qnjo, -1 [} , e suite décroissante telle que lim, ,o S, = 0. En appliquant la
ne

fn|MK(p)7—’E[sn,1,1] = fn—l-

Comme { Mg (p)r E[sn, 1]}n€Z forme un recouvrement admissible de Mk (p)- £]0,1], f
se prolonge enfin en une section sur Mg (p)- 0, 1]. O

On a comme dans [49, Thm 1.3|:
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Proposition 3.3.8. Soit f une forme modulaire classique sur My (p)r g de poids
. /

(ks k"ﬁzp\{r}’ﬁzp\{f}% vecteur propre de X;, ., de valeur propre a, € E*, et sup-

posons vp(a,) < ZUGZ@\{T} koo + k_. Soient L une extension finie de E et x =

(A, 1,0,a%,C) € Mk (p)r£[0,0](L), et notons Cy, le sous-groupe canonique d’échelon n

de A pour tout n € Z>1 (noter que C est différent de Cy d’apres les propositions 3.1.11

et 3.1.12(1)) et i Cg’l. On a alors

f(A,1,6,C) = Z(ai)nzd)a(f(A/C{l,L’)@/)%,ﬁ))
n=1 % ¢

(k+:k—§h2 \{T}vkjg \{.,.}) PR
5 P » (A,1,0,a%,C)

%))

€

T,

ot C!, parcourt tous les sous-(u, p)-groupes de A d’échelon n qui contiennent Cp_1 et
vérifient que le sous-groupe (C;L);’l/(Cn,l);’l de A/Cp_1 est différent de H (I'image
de H dans A/Cp_1) et de (C’f”_l));’l on Cfn_l) désigne le sous-groupe canonique
d’échelon 1 de A/Cyp—1.

Proof. Par la définition de X7, , on a

f(A7 L7 97@7 C)
- ;pX;,pm(A,L,e, a,0)
1 1 o
= ; Zgbc/( (A/Clvl’ 0, a¥ H)) + aiqsz’l (f(A/Clal’/aelvava))
oo ©
1 _ 1 -
= ;Z¢C’( (A/Cl’L 9/ a¥ H)) 2¢Z‘1 (X{L,p(f)(A/CLL/7‘9/7ap7H)>
[ Ci KD
1
= — > 0y (F(A/CLL 0 a0 H)) QqﬁCI(Z@, ((4/C1)[CY, ", 0", a9, )
© Ci
—i—%qﬁcz( f(A/Co, 0 aP H))
%

2
= 3 () S (FAVCL 0G5 ) + 6, (F(A/Co, 00, )

n=1 ¥ ¢ KJ

N
= Z(i> > 0t (F(A/Cr, 0 a9, H)) + (a1 YV oe, (F(A/Cn, 0 av, H))

c, @

ot les CJ, sont comme dans la propositlion, et oll 6’1 parcourt tous les sous-(u, p)-groupes
— N\ — o 1 = .
d’échelon 1 de A/C1 tels que (C’l)p’ soit différent de H et du sous-groupe canonique
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d’échelon 1 de (A4/C4)[@™]~! (on a donc (A/Cl)/éll ~ A/CY pour un C comme dans
la proposition). Il suffit alors de montrer que

(1) by (F(A/Cn, 0,37, H)) — 0 (340
Y

lorsque N — 4o00. Quitte & multiplier f par un scalaire non nul, on peut supposer (cf.
(3.29))

UMy (p)r.5[0,0(f) = 0.

Notons (2, ¢,0,&y) le Op-point de My (p) associé a x, €y le sous-groupe canonique
d’échelon N de 2 (donc Cn = € Xgpeco, Spec L). Comme

deg ((QN);’l) =N

(d’apres la proposition 3.1.12 (2), on a bien Ha(A) = 0, ceci découle donc du corollaire
3.1.17), par le lemme 3.3.6, on a

vp (0 (F(A/Cn, 0,01,a7, H)) ) = Nk + k) + (ki + D0 koo )N
oceX o\ {7}

= (k-4 Y k)N

oeX\{7}

Choisissons € > 0 tel que

Vp(agy) < Z koo +k_ —¢,

ceX ,\{}
on a alors )
vr (N6, (F(A/Cn 0,69, ) ) = eN.
P
La proposition en découle puisque e N — 400 quand N — +oc. O

(k-‘rvk—;

: . : Fis \ryk2s (o))
Soit maintenant f une sectionde §_ AN A

sur Mg (p)7£]0,1] , vecteur
propre de valeur propre a, € E* de I'opérateur X{L’p avec v(ay) < Eaezp\{r} koo+k_.

Soit r € QNJ0, #[, on voit f comme une section sur Mg (p)- g[1 —r,1]. Quitte &

multiplier f par un scalaire non nul, on peut supposer v, (o), p—r1)(f) > 0.

Par la proposition 3.1.23 (3), on a

(ki koikag oz ()
(X{L,p)nsp(f) c HY (MK(@)T,E[O7T]7ST7E Ep\{r}==2p\{7} )

De plus, par la proposition 3.1.23 (4), pour tout n € Z~g, on a

_ N r (Byk—skig (k2 \ o)
((X;’p)sp)n 1, (Xq’%)) P(f) € H[)(MK((Q)T’E [0, F}’S@E Sp\{rE28p\ {7} )
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Posons
déf AR
, 1 .
v Y () (™) (X))
n=1 ©
e )
q b

pour tout N € Z~g. Explicitement, pour toute extension L finie de E et pour tout
L-point (A, ¢,6,a0P,C) de Mg (p)- £[0, qLN], on a (avec les notations de la proposition
3.3.8)

N

(400,57, = 3 (2) ot (FA/CL 0 ). B
cr

n=1
Considérons la restriction de gy & Mg (p)- £[0,0], on a

Lemme 3.3.9. Les sections {9N|Mx(p)7 5[0,0] }NGZ

(kg k- klz \{T},kzzp\{ﬂ)>

forment une suite de Cauchy dans

’espace de Banach H <MK( )7,610,0],S, &

Proof. Soit z = (A,¢,0,a®,C) un L point de Mk (p)- £[0,0], par (3.41), on a

(95 = gn-1)(A,1,0,0P,C) = NZ%, FA/CY, L0 H)).
W C”

De la suite exacte de schémas en groupes sur Spec Op:
N R e N L |
on déduit par la Prop. 3.1.8 (1) (puisque deg ((¢N71)§’1) = N—1et deg ((C’l);’l) = O)
deg ((Q’N);l) = deg ((€n-1),’ ) + deg ((Qﬁ’l);l) =N-1

Par le lemme 3.3.6, on voit que

vm(z%, F(AJCh, L, 9’*)))z(k,+ 3 kQ,a)N—k,—/ﬂ

e \{r}

Choisissons € > 0 tel que

Ugo(ap) < Z k2,a +k_—
ceX ,\{}

on a donc
Ue(gn —gn-1) > €N — k_ — k.,

d’otl le lemme. ]
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Posons

déf .. (kg k—3k1. ke )
9= Jim gy € H[)(MK(K‘))T,E[OaOLST’E Sp\ (7} 28p\ (7} )

Pour toute extension L finie de E, et pour tout L-point (A, ¢, 8, a®, C) de Mk (p); £[0,0],
on a alors (avec les notations de la proposition 3.3.8),

94,0.0.87.0) = 3 ()" S bty (F(A/Cus 0. T).
n cr

=1

Notons
déf
T = Mxk(p)r£l0,1]
&f
W Mg(p),z[0,0]
déf 1
27 = M +E|0, ————— .
N K () E[ g+ 1)

Lemme 3.3.10. Supposons v(ag,) < Zaezp\{r} koo + k_ —€, alors on a

q2

¢ —1

vanynw(f — gn) = Ne— (k] + k1))

ot | - | désigne la valeur absolue sur R.

Proof. Soit x = (A, ,0,a®,C) un L-point de W xNY, notons (A, ¢, 0, a, €) le Or-point

de Mi (p)r,0, associé. Notons r e Ha(z) < m, on a alors (cf. Cor. 3.1.17)

1-— qN

l—q

ou €y est le sous-groupe canonique de 2 d’échelon n. Comme dans la démonstration
de la proposition 3.3.8, on a

deg ((€n),") =N — r

o 1\N .
(f - gN)(Aa Ly 9704@’ C) = (?) (b*CNf(A/C]\H [’/7 9,7 apv H)
Y

Par le lemme 3.3.6, on a

Vg (Cbé’Nf(A/CN, Ll? 9/7 %a F))

1— qN 1-— qN

> (N— . r)k_— - rk++( > kQJ)N
cex \{7}
1-— qN

_ (k, + Y kZ,U)N— (k)

el \{7}

Comme r < m, on voit facilement que
1— qN q2
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On en déduit
2
q
¢°—1

d’ott le lemme. O

Ue(f —gn) > Ne — ([e=] + [k+]),

Démonstration du théoreme 3.5.1. En appliquant la proposition 3.3.4 au triplet

((f? Q])7 (gNa QHN)NEZ>0; (gv Qﬂ)),
on obtient le théoréme 3.3.1. O

3.4 Familles p-adiques de formes modulaires sur les courbes
de Shimura unitaires

On applique la théorie de Pilloni ([62]) aux formes modulaires sur les courbes de
Shimura unitaires pour construire des surfaces de Hecke (voir le théoréme 3.4.33) pour
G (le groupe de similitudes unitaire). Beaucoup de résultats se généralisent directement
au cas que ’on considére ici.

3.4.1 Caractéres localement analytiques de (’)g

On donne des rappels sur les caractéres localement analytiques de (9;.

3.4.1.1 Caractéres localement Q,-analytiques

Notons CQP*”(Og , ) le E-espace vectoriel des fonctions localement Q,-analytiques
[0, — E. L'algebre de Lie, Fy,, de O agit donc sur CQP_"‘“(O?,E) par

(- o) % Flgexp(at)li=o (3.42)

pour tout a € F,, f € C’QP_an(O; , E). Cette action est Q-linéaire, ainsi C’QP_an(O; VE)
est un Fy, ®q, £ = ][, ey, E-module.

Soit J un sous-ensemble de X, on dit qu'une fonction localement Q,-analytique f
est localement J-analytique si action de F, ®q, I sur f se factorise a travers [, .; E
(cf. [74, Déf.2.1]). On désigne par C’/~2"(O, E) le sous-E-espace vectoriel des fonc-
tions localement J-analytiques.

Soit x : OF — E un caractére continu (donc localement Qp-analytique, cf. [72,
Ex.16.2]), i.e. x € CQP_an(O;,E). On dit que x est localement J-analytique, si x €
C'J_an(O;,E). Le caractére x induit une application E-linéaire (cf. (3.42))

dy:Fy,®q, B — E, ar (a-x)(1).
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Définition 3.4.1. Soient k, € E pour tout o € X, on dit que x est de poids EE@
si Uapplication d, est donnée par dx((ag)oegp) = Zaezp asks pour tout (as)ses, €
F, ®q, £ = ngzm E. On note ILXZK, le poids de x (avec ky, € E pour tout o € X,),
et on dit que k , est le o-poids de x pour o € X,.

Remarque 3.4.2. Soit x un caractére localement Q,-analytique de poids EZp’ il est
clair que x est localement J-analytique si et seulement si ke =0 pour tout o ¢ J.

Lemme 3.4.3. Soit x un caractére localement Qp-analytique de poids EZ@’ il existe
alors m € N tel que pour tout z € 1 + @w™O,,

o€,
ot o(z)ks & S o () (a(z) — )™

Proof. 11 suffit de montrer que si k, = 0 pour tout o € ¥, x est localement constant,
ce qui est clair. O

3.4.1.2 Caractéres localement 7-analytiques

Soit T € ¥, considérons les caracteéres localement T-analytiques de Of dans Cj.
Désignons par W; ’espace analytique rigide sur E qui paramétre les caractéres locale-
ment T-analytiques de O . En particulier, pour toute extension finie L de &, Wy (L) est
I’ensemble des caractéres localement 7-analytiques de (’)g dans L. En effet, 'existence
de W, est montrée dans [68, §2|, et on sait que W, est équidimensionnel de dimension
1 (e.g. voir Prop.5.1.13 ci-dessous). Notons W;; l'espace analytique rigide sur £ qui
paramétre les caractéres localement 7-analytiques de 1 4+ wO,,.

Soit k € L, on dit qu'un caractére y localement T-analytique de (’)g dans L est de
poids k si ky,; = k (noter que ky, =0 pour tout o € X, \ {7}, cf. Rem. 3.4.2). On a
(e.g. par le lemme 3.4.3)

_ log(x(2))
log(7(2))

pour tout z € 1+ w0, ot log(a) déf 1 oo (=D

P n=1 n
et m € Zxg tel que a?” € 1+ pC,,.

€L

(a?™ —1)" pour tout @ € 1+ mg,

Soit r > 0, désignons par W; 1(r) le sous-espace analytique rigide de Wy vérifiant
Wra(r)(L) = {x € Wr1(L) | x(2) € 1 + @"Oc, pour tout z € 1 +wO,}

pour toute extension finie L de E. On voit que W, 1(r) est un ouvert affinoide admissible
de Wr1, et que Wy 1 = UpsoW;1(r). Notons W (r) le sous-espace analytique rigide de
W, vérifiant

Wr(r)(L) = {x e W-(L) | x(2) € 1 +@"Oc, pour tout z € 1 + wO,},
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pour toute extension finie L de E. On a alors W, = U,soW;(r).

Posons (cf. [12, Déf 6.1])

Définition 3.4.4. Soient L une extension finie de Fy,, k € L et a € Z~g, on dit qu’un
caractére x localement T-analytique de poids k de Og est a-analytique, si vy(k) >
—a + ]ﬁ et

n

NEEER () -y

n=0

pour tout z € 1 + wO,,.
En effet, pour z € 1 + @O, on a

%<<i) ((2) — 1)71) > nuy (k) — npi o na = (v (k) 0 - pil),

lorsque vy, (k) < 0; et

%<<k) (r(2) — 1)") >t tna=n(a- )

n p— p—1

lorsque v,(k) > 0. Donc la série Y 2, (7’2) (7(z) — 1)™ converge bien pour tout z €
14+ @Oy, si vy(k) > —a + p%l.

Lemme 3.4.5. Soit r > 0, il existe a(r) € Zsq tel que pour toute extension finie L de
E, tous les caractéres x € Wr(r)(L) soient a(r)-analytiques.

Proof. Soit z € 1+ wO,, vérifiant v,(z — 1) = 1 (pour le cas ot p = 2, supposons de

log(x(2))
log((2)) ’

z—1

plus v, (%5~ — 1) = 0), on a donc v, (log(7(2))) = 1. Comme k =
que

on vérifie

vp(k) > a(r) € min{nr — [log,(n)] | n € Zs1} — 1
ot [log,(n)] € Z est tel que log,(n) < [log,(n)] < log,(n) + 1.

Soit b(r) € Z vérifiant b(r) > |a(r)| + zﬁ’ on obtient un caractére de 1+ w=”"0O,,

a valeurs dans L: -
@ =@ =3 (M) -y

n
n=0
pour tout z € 1 —i—wb(”)(’)p (la convergence suit de la discussion au-dessus de ce lemme).

Soit ¢(r) € Z tel que ¢(r) > b(r) + r, on a alors x'(z) € 1+ @"Of pour tout
z€1+wMO,,.

Considérons le caractére x(x')~! de 1+ 728(7")(’)p a valeurs dans L, il est localement
constant (par le lemme 3.4.3, car x est de poids k) et sa source est contenue dans
1+ @"Oc,. Donc il existe d(r) € Zxo, tel que

() (1 +=M0o,)
C {CeC ¢ =1} =(14+@"Oc,)N{CECS | 3n € Zso, " =1}
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Soit a(r) € Zs1 tel que pour tout z € 1+ MO, il existe = € 1+ ") vérifiant
29" = 2, on a donc (x()™H( + w¥MO,) = 1, autrement dit, le caractére y est

a(r)-analytique. O

X X . . . . N
En voyant OF comme sous-groupe de O(Cp via 7, il est clair que si un caractére

localement 7-analytique de poids k de (’)g a valeurs dans (’)Ep est a-analytique, il se
prolonge en un caractére localement analytique

X' O;(1+w@"Oc,) — (’)Ep, a -z x(a)T(2)k. (3.43)
On a comme dans (62, Lem 2.1]

Proposition 3.4.6. Soient r > 0, x € W(r) et a € Z, a > a(r). Toute fonction
analytique g sur OF(1+ @w?Oc,) = Uxeoé/(1+waop)x(l + @*Oc,)

(z‘.e. g€ H ['(z(14 @*Oc,), Og;(uwaocp)))
z€0S /(14w Oy,)

homogéne de poids x pour laction du groupe OF agissant par translation (i.e. g(az) =
x(a)g(z) pour tout a € OF et tout z € O (1 + w*Oc,) ) est de la forme Cx* avec
CeC,.

Proof. Soit C' = g(1), considérons la fonction analytique h = g — C - x* sur O5(1+
@*Oc,). Comme g est homogene de poids x, on a h(a) = 0 pour tout a € OF. Soit
r € OF/(1+ @?0Oy), par le théoréme de préparation de Weierstrass, on a Jd(z) =0
pour tout z € z(1 4+ w@*Oc,). La proposition en découle. O]

Corollaire 3.4.7. Soientr >0, x1,x2 € W-(r) eta € Z, a > a(r). Toute fonction an-
alytique F sur O (1+w@*Oc,) x OF (1+@*Oc,) qui est homogene de poids x1 X x2 pour
Vaction de OF x O agissant par translation est de la forme (21, z2) ng(zl)xﬁz(zg)

pour C € C,.

Proof. Fixons 29 € Oj(1 + w*Oc,), considérons la fonction analytique F(-, z2) sur
Oy (1 + @*Oc,), qui est donc homogeéne de poids x1 pour l'action de Oj. Par la
proposition 3.4.6, il existe C'(z2) € C, tel que F(z1,22) = C(ZQ)Xg (z1) pour tout z; €
Og(l + waOCp).

Maintenant, fixons 21 € OF (1 + @*Oc,), la fonction C()x*(z1) = F(z1,-) est une
fonction analytique sur O (1+@Oc,). Donc C(-) = x*(21) "' F (21, -) est une fonction
analytique sur O7 (1 + @*Oc,) homogéne de poids x2. Par la proposition 3.4.6 encore,
il existe C' € C, tel que C(22) = C-Xg(zg) pour tout z2 € O (1+w@w*Oc, ). Le corollaire
en découle. n
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3.4.2 Faisceaux de formes modulaires de poids non entiers

Nous appliquons la théorie de Pilloni (|62]) pour définir les formes modulaires sur-
convergentes de poids non entiers. Cette section est organisée comme [62, §3 et §4]. Les
résultats pour w_ ont été obtenus par Brasca (cf. [12]), mais on les récrit sous la forme
qui nous convient le mieux.

Soient K un sous-groupe ouvert compact net de G(A*) maximal en p, 7 € X,
e: A — (Mg)rop le schéma abélien universel sur (M), o,, notons T_ (resp. T4 ) le
schéma sur (Mg )- 0, qui représente le faisceau wy _ (resp. wy ), i.e.

~ —-n
T & SpeCO(MK)T op (@WGZEOQA,—) 3

T, = Spec@(MK)ﬂOE (@nezzog&ﬁ) ,
et TX (resp. T ) Pouvert

n
SpeCO(MK)T,OE ( @TZEZ QA,_)

(resp. SpeCO(MK)T,oE ( Pnez QZ\,—&—))

de T_ (resp. Ty).

L’anneau O, agit sur le faisceau w, _ (resp. wy ;) par A - f = 7(A)f pour tout
A € Oy, et pour tout ouvert U de (Mk)rop, f € wy _(U) (resp. wy (U)). On en
déduit une action de 'anneau O, (resp. de O, \ {0}) sur T_ et Ty (resp. T et T7).

Remarque 3.4.8. Notons i— : T — (Mg)ro, (resp. iy : TZ — (Mg)ro,) le
morphisme canonique, on vérifie (voir aussi la remarque 3.4.9) que le sous-faisceau de
(i-)«Opx (resp. (i+)*OTi) homogéne de poids =™ (le caractére 0; = O0f: A

7(A)7") est isomorphe au faisceau wi™ (resp. Wi, ).

Notons T_ (resp. T, T4, TX) le complété de T_ (resp. T, T4, TY) le long de sa
fibre spéciale, T8 (resp. (T7)rie, ‘Zig, (‘Ii)rig) sa fibre générique au sens de Raynaud,
T (vesp. T, Ty, TY) la fibre générique de T_ (resp. TX, T4, TY) sur E, et 72"
(reps. (T29)2™, T2, (T7°)™) lanalytifie de 7— (resp. T, T4, 7).

Remarque 3.4.9. Soit U = Spec R un ouvert affine de (Mg )r o, tel que le faisceau de
Oy -modules g&_’U (resp. QA’_F‘U) soit libre de rang 1, notons L =2 Spf R le complété
de U le long de sa fibre spéciale, et 48 = Spm Ry la fibre générique de i au sens de
Raynaud. On fize un générateur w des sections de wy _ (reps. QA,Jr) sur U, on a alors
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(resp. aussi pour QA’_;'_)

T_ |y = SpecR[X]
T*|y = SpecR[X,Y]/(XY —1)
T g = SpfR(X)
Ty =2 SpfR(X,Y)/(XY —1)
THys = SpmRp(X) = (o € Ab | [o]] £ 1} Xspeer 47
()l = SpmBp(X,¥(XY 1) {z € AL | lall = 1} xspecr 1%
T wie =2 Al Xspeep U8
(T2 e = Ap\ {0} Xspecp U

ot AL est Uespace analytique rigide associé a Spec(E[X]) et les morphismes (pour toutes
les algébres ci-avant) envoyant X sur 1 correspondent a la section w. L’action de Oy
sur T_|y est donnée par

Al : R[X] — R[X]
X = 71(\V)X

pour tout A € O. L’action de O, ou de O, \ {0} sur les autres est analogue.

Soient n € Z~g, 7 € QN [Oam[a

: < . ) .
universel. Notons €, — (Mx)>7 le sous-groupe canonique d’échelon n universel de 2.

et e : A — (SﬁK)TSTE le schéma abélien

Notons & % Aw>] ™1 9, = (an);’l le sous-groupe canonique d’échelon n de &, &P

le dual strict de & sur (imK)f}; et enfin $, = (B[] /$Hn)" le sous-groupe canonique

d’échelon n de &Y (voir 3.2.3).

L’isogénie A — A/, sur (Z)JTK)TS?QE induit une suite exacte de schémas en groupes

0= 9, = 6L 6/6H, >0
d’ot on déduit une application surjective

)

Wo— FWg —> Wy -

En outre, soit ¢ I'unique isogénie telle que 9 o ¢ = [@"], on dispose d’une suite exacte
de schémas en groupes:

0= B[] /Hn — /N 2 & =0

d’olt on déduit une suite exacte de schémas en groupes:

0— 9, = & ¥, (&/9,) —0

qui induit donc une suite exacte de O <r -modules
(mK)T,OE

0 = Woye, + = Wa 4 Wy 0
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(noter que l'on a des isomorphismes canoniques wy | = Wev - et Wy e, 4 = g(@/ﬁn)vj).
Notons H,, (resp. 7—~[n) la fibre générique de $,, (resp. );)n) sur (MK)TSTE On a
comme dans [62, Thm 3.1]:

Théoréme 3.4.10. Soient n € Z~g, 7 € Q, r <
rigide

m, il existe un unique ouvert
rig D rig 17V
Fy_ — %_ X (M) H, (resp. Fny — T X Hy)

MK)ETE
vérifiant la condition suivante. Pour toute extension finie L de E avec O [l’anneau
des entiers, soit x : SpecL — (MK)TTE un L-point de (My)= E avec (A,1,0,a9) le
Or-point de (SJJTK)TOE associé (que l’on note encore x) alors l’espace analytique rigide

Fo— (resp. F, ) vérifie

Folo(€p) = {(@,9) € wag, - x (9F1:(Oc,)) | HT-(9) = vl }

(resp. Factlo(@) = {@9) € wag, 1 x (BY1:(Oc,)) | HT1(y) = wluy }) ot

deéf

Fo s ot Spec L x F,_ (resp. Foitlz ot Spec L x ( Fn7+), ou H, =

< <
z,(MK)'p x,(Mg)> ',

Dz (resp. H, det ﬁn\x) est alors le sous-groupe canonique de A[w™] ™! (resp. de

(A[woo]*’l)v> et ot wly,, (resp. Wl T) désigne l’image de w dans wy (resp. dans

gﬁ"ﬁ) via la projection WA Wi, (resp. wa 4 gﬁnﬁ).

Proof. La preuve est la méme que celle de [62, Thm 3.1]. Nous donnons une démon-
stration pour la commodité du lecteur. On voit que si F,, _ (resp. F), ;) existe, il est
uniquement caractérisé par la propriété du théoréeme. Donc il suffit de construire Fj, _
(resp. F), 4+) localement sur (M K)ST . Soit U = Spf(B) un sous-schéma formel ouvert

affine de (M) fE sur lequel les Op-modules wy _ et wy g, (resp. wy i et wy g, +)
sont triviaux. Soit w un générateur de wy _ (resp Wy, +) sur O, par la suite exacte

0—>ggl/ﬁn—>gg‘_—>gﬁn—>0

(resp. 0 = wy g, + = Wy Wi . —0),

ﬁ 7
on voit qu'il existe a € B (resp. a € B) tel que wg |v = B/aB - w (resp. wg _[v =
B/aB -w). Considérons le schéma en groupes H2 — (M)=" (resp. HY - (imK)fg),
et supposons 92| = Spf(R) (resp. 5;_)7\{ ~ Spf(é)) ou R (resp. E) est une B-algebre.
Comme dans la remarque 3.4.9, on a un isomorphisme

T_|u xu H5|v = Spt R(Ty)

(resp. Tilu xu Hylv = Spf R(T}))
oil le morphisme 77 + 1 correspond & la section w. Le morphisme id : H2 — §P ¢
AP (HP) (resp. id:HY > HYe 5%(5%)) induit (cf. §3.1.1) un morphisme de schémas
en groupes sur H2 (resp. HY):

1: 9, XU (ﬁE‘U) — LT XU(5§E|U)
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(resp. 7 :5n Xy (5X|U) — Gy Xy (-%X‘U))

Comme wg | = B/aB - w (resp. wg _|lv=B/aB - ) on a Wy . (9Py) = R/alk-w

(resp Wz = R/CLR- ) Smt X € R (resp. X e R) tel que i*(wer) = Xw €

“hnxu (S |v),

W, xy (9P (voir §3.2.1 pour la définition de wer) (resp i ( L) = Xw e W o BY o)

ol ¢} désigne la composition de i* avec la projection W3 xuByin) 5nXU(5Xlu),T)’ et

considérons le schéma formel Spf R(Ty,T3)/(Ty — X — aT3) (resp. Spf R(Ty, Ty) /(T}y —
X -aT: 2)) sur U. On vérifie que I'espace analytique rigide associé (au sens de Raynaud)
est par définition Fj, _|mrie (resp. Fn’+|Urig), et on a bien un morphisme d’espaces
analytiques rigides:

) rig D
Fn7_ ’Urlg (SN ((‘Z_ X (MK)<7" H ) Urig
ig 7V
(reSp. Fn7+‘Urig — (‘Z:l_ X( K)<r H ) Urlg)
Ceci permet de conclure. O

Notons (H2)* (resp. (H))*) le sous-schéma ouvert H2 \ H2_; (resp. HY\ HY_;)
de HP (resp. HY) sur (M), (qui est donc un (O, /w@"O,,)*-torseur sur (imK)fg),

et définissons (HD)* et (HY)* de fagon analogue. Posons Fy_ «f n— Xup (HP)* et
(Fp+)™ ot ot X v (HY)*. Le morphisme
F, s T8 x P 2, e (3.44)

(resp. Fp 4 —> ‘Zig x HY 2L ‘Iig)
induit un morphisme d’espaces analytiques rigides au-dessus de (M K)f}:;
— Y —— T (vesp. gy i B — T, (3.45)

Comme HE et HY sont étales sur (M, K)TSTE (car on est ici sur la fibre générique), on en
déduit que les morphismes j_ et ji sont aussi étales.

Remarque 3.4.11. Les espaces analytiques rigides an,+ et an,_ sont appelés des fi-
brations en boules dans [62] En effet, on peut décrire FX et Fy, _ localement pour
la topologie étale sur (Mg) fE comme suit (le cas de F,, et Fy, 4 est analogue). Soit
U = Spf R un ouvert de (i)ﬁK)T@E sur lequel les faisceaux wy _ et wy/g, — sont trivi-
auz. Il existe donca € R et w € wg ’U tels que Qfon‘U ~ R/aR-w. Soit V= Spf R un
schéma formel sur U tel que V'8 soit étale sur U™ (cf. [15, chap.8]) et qu’il existe une
section i : 'V — (5’)5)X 1% (un tel schéma formel V existe, par exemple on peut prendre
V = (92)X|y, et Uapplication diagonale: A : (HP)%|y — (,"JE)X|U x (92)* |y donne
une telle sectz’on). La section © correspond & un morphisme de schémas en groupes sur
V:
1 ﬁn|V — ET’V
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Il existe donc ¢ € R tel que i*wpr = cw € Wa, |y = R'/aR'. De plus, pour toute section

ix « Aoi:V = 0P|y avec A € O, /w" Oy, on en déduit un morphisme de schémas
en groupes sur V:
ix: v — LT |v.

On a iywer = T7(N)cw. Fizons un relevé quelconque X de X dans Op. On vérifie (voir
la démonstration du théoréeme 3.4.10) que

Folyus = II Spm ((Rr@l, Do) /(T — T(N)e — aT2))®oEE),
A0y, /wn Oy,

FY |y = [T Spm ((R’(Tl, o) /(T — 7(N)e — aTQ))®oEE).
AE(Op mmO)

Le morphisme (3.44) au-dessus de V& est alors donné par (voir aussi la remarque

3.4.9)

R(1)&o,E— [ (R T)/(Ti—r(Ne—aT2))80,E, T~ (Ti)reo, jom0,-
A0y /wn Oy,

Enfin, soient L une extension finie de E et x : R’@@EE — L un L-point de V& (donc
un L-point de (MK)EE encore noté x), on a par la proposition 3.2.7 (3)

q" —1 _ Ha(x)

vp((a) = n = - — Ha(@), vy(z(c)) =

p— (3.46)

De la méme fagon que dans |62, Prop.3.2], on a

Proposition 3.4.12. Soit r € QN [0, ‘Z_—nl[, le morphisme d’espaces analytiques rigides
sur (MK)?:E Jo By = T2 (resp. jy 2 Fy — Ti") se factorise a travers (T2°)™
(resp. (T°)™™ ) et est une immersion ouverte. On peut donc identifier F,*_ (resp.
Ey.) aun owvert de (T>)™ (resp. (T7)™).

Considérons I'action de OF sur F*_ et F,* . On a des diagrammes commutatifs
d’espaces analytiques rigides

FY_ 2= an o (4D)x FY — s gan o (HY)%
lpo 4 lpl lpg / lp’l
(HD)~ /T ()" pZ/ ™
(Mk)Zp (Mr)Zp

Le groupe O, /w"O,, agit sur HE (resp. HY). Le groupe O, agit sur 7:1“ (resp. T{).
Le groupe OF x (Op,/w"Oy,)* agit donc sur T2 x HD (vesp. T x Hy) et le mor-
phisme p; (resp. p)) est équivariant sous la premiére projection Of x (Op/m"Op)* —
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OJ, le morphisme po (resp. ph) est équivariant sous la seconde projection 0 x
(Op/w"O0p)* — (O /w"O)*. Le groupe OF vu comme sous-groupe de Of X
(O /@"Oy)* via lapplication diagonale laisse stable F,\_ « T2 x (HD)* (resp.
FnX L= T x (ﬁx )X) La projection py (resp. pf) est équivariante sous la projection
Of — (Op/w"O)*. Enfin, le morphisme j— = p1 o a_ (resp. jy = pj o ay) est
O/ -équivariant.

Remarque 3.4.13. Reprenons les notations de la remarque 3.4.11, l’action de (’)g sur

Filvee= I som ((RATLT)/(T - 7(Ne = aTy)) 8o, B)
AE(Op /@™ Op)*

est alors donnée par

(1] : R(Ty, )/ (T1 — 7(N)e — aTy) = R/(T1, Ty /(T — T(/,\Vﬁ)c —aTy),

T — T(M)Tl, To — Th + T(N);T(M)T(A)C

pour tout p € OF (avec i son image dans (Op/w™)*) et X € (Op/w™)* (noter que
" €aR et p—f € @"O,).

Soit x un caractére localement T-analytique de (’)g a valeurs dans E*. Supposons

X € Wr(w) avec w > 0, et soient n € Zsg et r € QNJ0, qu}[ tels que n — q‘l—nlr > a(w)
(cf. le lemme 3.4.5). Notons u_ : F*_ — (MK)TSTE, uy : Fy — (MK)T%TE’ Q. aéf
(u_)*(’)ani et Q4 «f (u+)*(9an+. Suivant Pilloni (|62, §3.5]), posons

Définition 3.4.14. Le faisceau w* (resp. wX) sur (MK)ETE est le sous-faisceau de
Qn— (resp. Q.4 ) des sections homogénes de poids X~ (voir la remarque 3.4.8) sous
Vaction du groupe O .

< -modules wX

X -
M), * et wh sont lo

Proposition 3.4.15. Gardons les notations, les (9(

calement libres de rang 1.

Proof. Construisons w* (la construction de w¥ est analogue) localement pour la topolo-
gie étale sur (MK)E};j (cf. [45, Chap.8]). Soit {V;"® 2 Spm R; };c; un recouvrement fini
de (M K)?E (pour la topologie étalg) tel que pour tout ¢ € I, on ait un isomorphisme
d’espaces analytiques rigides sur V,L.rlg (avec les notations de la remarque 3.4.11):

s =2 11 Spm Ry (T1, To)/(T1 — 7(N)¢; — a;Ts)
AE(Op [amO)*

X
F,_

ol ¢;, a; sont notés ¢, a dans la remarque 3.4.11. Notons (wX); le sous-faisceau de
((u—)+Opx )|y homogene de poids x ' sous I'action de O. Notons ky € E le

T-poids de y, et posons

Ty \—Fx aet o= [~k T z ~
<T(X)ci) def l; ( lx) <T(X1)ci _ 1) € Ri(Ty, To) /(Th — T(V)e; — aiTy)
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Ty
(N '
des points (de Spm R;): soient L une extension finie de E, x : R; — L un L-point de Virlg

et donc un L-point de (MK)TSTE, comme T(:%C_ —-1= % € R{(Ty, To)/(T) — 7(N)e; —
kX

a;T»), il suffit de montrer que Up<(7l )z((?;) — 400 quand [ — 4o00. Ceci découle de

—k
pour tout A € (Op,/w"O,,)*. La convergence de ( ) " peut étre vérifiée au niveau

la discussion au-dessus du lemme 3.4.5 puisque 'on a v, (x((al))) =n— qq_—nl Ha(z) > a(w)
par (3.46).

De plus, comme y est n-analytique, on voit que (cf. Rem. 3.4.13)

v (<T(§1)Ci ) 7kx> =X <T(§1)Ci ) b

pour tout u € 1+ w"O,,. Posons (comparer avec (3.43))

fix = ( _1(X)<T(§1)Ci>_kx)(>\eop/w"0p)x

€ I[I RO/ - rNe - aly).

AE(Op /wn O )
On a donc [u](fiy) = X (1) fi x] pour tout u € O . Par la proposition 3.4.6 et le lemme
de Nakayama, on montre (WX); = yris - fix de maniére suivante: soit g € (w*);, notons
M, def @) e - fix, et My le sous—(’)vlrig—module de (( _)*OFX ) e engendré par f;

V‘rig—modules M, — M,y induit un
isomorphisme z*M; = z*M, pour tout L-point z : Spec L — V.'® et toute extension
finie L de E, d’ott on déduit M; — My par le lemme 3.4.16 ci-dessous.

et g. Par la Prop.3.4.6, Iinclusion naturelle de O
rig

Enfin, par la théorie de la descente sur le site étale (cf. [10, Th.3.1]), on obtient
un faisceau cohérent localement libre de rang 1 sur (M K)TS%, dont les sections sont

homogénes de poids x ! (qui n’est autre que w*). O]

Le lemme suivant découle facilement du lemme de Nakayama.

Lemme 3.4.16. Soient R une E-algébre affinoide (cf. [11, Def.6.1.1/1]), i : My — My
une injection de R-modules de type fini, si i ®id : M} @ g R/m — My ®p R/m est un
1somorphisme pour tout tdéal maximal m de R, alors i est un isomorphisme.

Notation 3.4.17. Soit x un caractére localement T-analytique de (’)g dans E, on note

a(x) € Z le plus petit nombre tel que x soit a(x)-analytique et on pose r(x) = qa({;)hl.
Si I’on suppose de plus a(yx) <n—1— —17“ on peut donc construire les faisceaux

wX (resp. wﬁ) en appliquant la construction de la proposition 3.4.15 avec n ou n — 1.

X X X : : X X
Notons w™ ; (resp. wX wy ;) le faisceau w (resp. w}) construit via F;" (resp. F,) avec
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i € {n — 1,n} pour l'instant. Considérons les diagrammes commutatifs:

Fi_ ——F  —— (T Fpi——F ) —(T})"
+ + } R
(ﬁg)x - (555—1)X (5X)X — ( X—1)X
Vo Vo
(Mg)Zh (M)

Via le morphisme canonique Oj-équivariant F'_ — F* | (vesp. F,, — F,; ), on

obtient une application O -équivariante de faisceaux sur (M K);%i

(u_)*OFx

n—1,—

— (u_)*OFé_ (resp. (ug.):O — (u+)*OFé+>.

X
Foi+

1

En prenant les sections homogénes de poids x ™+, on obtient un morphisme de O

<r -
(MK);,E
modules

X

X X X
wro, g —wl, (resp. Wy o1 — ng’n).

Proposition 3.4.18. Les morphismes ci-dessus sont des isomorphismes.

Proof. 11 suffit de montrer qu’ils sont des isomorphismes pour la topologie étale sur
(M K)?E Par le lemme de Nakayama (voir la démonstration de la proposition 3.4.15
et le lemme 3.4.16), on se raméne & montrer que toute fonction analytique homogéne

de poids x~! de (s (1+@"Oc,) se prolonge en une fonction analytique homogéne de
poids x~! de Os(1+ w”fl(’)cp) lorsque a(y) < n—1— qqi—?r, ce qui découle de la
proposition 3.4.6. O

Par ailleurs, on peut déduire de j_ (resp. de ji) (cf. (3.45)) un morphisme OF-

équivariant de O( M)S" -modules:
T E

(i_)*(’)(T_x)an — (u_)*(’)Fi_ (resp. (i+)*(9(7—+x)an — (u+)*OFTi<7+),

ol 44 désigne le morphisme canonique de (774)* sur (Mg)=%,. Pour tout k € Z, en

prenant les sections homogénes de poids 77, on obtient un morphisme de O( M7
E

modules (voir la remarque 3.4.8)
wh W™ (resp. Wk — WwT). (3.47)

De la méme fagon que dans [62, Prop.3.3|, on a

Proposition 3.4.19. Les morphismes en (3.47) sont des isomorphismes.

Soient ki, € Z>2, kay € Z pour tout o € X, \ {7} et x4, x— deux caractéres
localement 7-analytiques de O a valeurs dans E*. De maniére similaire & (2.20),
posons

(X+X—3k1y, k2 ) déf k k
—=Ip\{7}==Zp\{r}/ del = x4 X— ( Iy \rr1825 \fr ) 1 °
S,k = Wi QW ®@n MM (R QY 0. )
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qui est un faisceau cohérent localement libre de rang 3 ¢y, \ (73 (k1,0 — 1) sur (MK)TSCE
pour tout r < min{r(xy),7(x-)} (cf. Not. 3.4.17).

Définition 3.4.20. Le FE-espace wvectoriel de formes modulaires surconvergentes de
poids (X+,X—; K1y, \{T},kgz \{T}) sur (1, E) de niveau K est
- <P - “p

(X+:X—§k12 \{ }7k22 \{ })7T déf (X+x—3k1 k2 )
JA2S L2 T . 0 < —Ip\{7}'===p\{7}
S v : S tin HO((MK)3 S, ’ .

r—0+

. . (XX =3k1g \ k25 () )
En fait, le E-espace vectoriel H” ((MK)TSE,STE AN ) est muni d’une

topologie de E-espace de Banach (cf. [11, Thm.9.4.3/3 et Prop.3.7.3/3]). Et les mor-
phismes de transition dans la limite inductive ci-dessus sont compacts.

Remarque 3.4.21. Reprenons les notations ci-dessus. Soientn € Zsg etr € QNJ0, qq;nl[

tels que n — qq_—nlr > max{a(x+),a(x—)}, considérons le faisceau sur (MK)ETE

k k
Lt @y - ® 77(71217\‘“}772217\“}) (ng*Q.A/(MK)T E)
qui est muni d’une action de O X Og (avec le premier terme agissant sur €, 4 et
le deuziéme sur €, _). On wvoit par le corollaire 3.4.7 (et le lemme de Nakayama,

, _ . X+ XLy \yk2 (1)

voir aussi la démonstration de la Prop.53.4.15) que S_ 5 PMTPEEAMT ot e sous-

. k NG . N

aisceau de (), n— —Ep My =2p Ex es sections homogénes
de Q4 @ Qy, ®77( Lo\ (B2 () (R Q% (M), ) @ t homog

de poids Xj_l ® x=* sous action de 07 x0g.

T,E)

3.4.3 Opérateurs de Hecke
3.4.3.1 Opérateurs de Hecke hors de p

Commencons par les opérateurs de Hecke hors de p. Soit ¢ € G(A*°) premier
a p (cf. §3.1.3.1), et supposons comme au §2.2.3 que V5 C g(Vz) et que le groupe

K< gKg~' N K est net. Reprenons les notations du §3.1.3.1, I'isogénie universelle
¢ : A — A’ induit des isomorphismes (voir la remarque 2.3.12) de faisceaux sur (M K)?:E

(avec r € QN [0, q_%l[):

or W — — WA —s

P Wy WA
Or, on voit (selon le diagramme commutatif (3.10)) que le O(MK/)E,E_mOdUIe War s
(resp. w4 1) est représenté par I'espace analytique rigide (T2)*™ x (M0)S g (M K/)TSTE

(resp. (T )an X (Mi)S7pr (MK/)TSTE> sur (MK/)TSTE Donc les morphismes ¢* et ¢
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induisent respectivement des isomorphismes d’espaces analytiques rigides sur (M K’);TE
(équivariants sous I'action de OF):
. (T <r _~ X <r
o (T2)" " (Mg (M) — (T2)™ " (M e (M) s

an <r ~ an <r
Ot (TE)™ X )0y M) = (T X (11055, (M)

Remarque 3.4.22. On déduit de ! (resp. <I>;1) un isomorphisme de faisceauzr sur
(MK/)TSTE équivariant sous l'action de OF :

* ~

rg ()20 m) = P ()0 7xyn)
(resp. r;((u)*o(ﬁx)an) = pr* ((i+)*(’)(7-+x)an))

(0w iy désigne le morphisme naturel de (7)™ sur (MK)TSTE) pour tout r € QNJ0, (14%1['
Ce dernier induit, en restriction aux sous-faisceauz homogénes de poids T—%, un isomor-

phisme de O(MK/)ST -modules: QZ, e gﬁf (resp. gﬁ, n = gﬁ +), qut n’est autre
T,E b k) b K

que (¢*)F (resp. (¢7)*) pour tout k € Z.

De la méme fagon que dans |62, Prop.4.2|, on a:

Proposition 3.4.23. Soient n € Z~g, r € QN |0, qq;nl[, le morphisme ®_ (resp. @)

induit un isomorphisme d’espaces analytiques rigides sur (M K/)TS% équivariant sous
Vaction de OF :

X <r -~ X <r

d_ Fn,— X MK,)T,E — Fn,— MK,)T,E

X
(Mg)Z50mg ( (M) opr (

. X <r -~ X <r
(resp. Oy F X (M)ET g (Mg )2 — Fy ¢ X (M) ST pr (MK/)TE).

<r -modules équivariants sous 'action de

On en déduit des isomorphismes de O
(MK’)T,E

OX.
o N N
O* :pr'Q), . — r;Qn,,, Q% iprtQy, L — r;Qn,Jr.
Soient ki, € Z>2, ko € Z pour tout o € ¥, \ {7}, on obtient un opérateur encore
noté [KgK] par la composée:

- (k k ) .
10 ((MK)TSD Qne ® Dy ® oA 280 () (RlE*Q.A/(MK)T,E))

; ; k y: .
% HY <(MK’)§,§:7 7 (o ® Qpy @ nEmn ey E2mp ) (RI&QA/(MK)T,E)))

(@) 1e(P1) e

, HO ((MK/)frE,pr* (Qn,f®Qn,+®n(k*12p\{”’@2”\“})(ng*QZx/(MK)T,E)))

trpr

LN HO((MK)TS,TE Q- @4 @ n(ﬁzp\{T}’k—sz\{ﬂ) (RIE*Q:M(MK)T E))
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ol le morphisme ¢* est défini de la méme fagon que dans la remarque 2.3.12. Cet
opérateur est de plus équivariant sous 'action de (’)g X (’)g. Soient s > 0 tel que

a(s) < n— qqfnlr, et X+, x— € Wr(s), en prenant la restriction de [K ¢gK] au sous-faisceau
de Uy ® Q. ® n(’ﬂzp\{f}’ﬁzp\{f})(Rle*Q;l/(M ) ) homogéne de poids Xjrl ® x_*

(oo oy By )

(qul n’est autre que le faisceau S par la remarque 3.4.21), on

obtient finalement un opérateur contlnu encore noté [KgK]

(K] s B (M), 85 P B o))

0 < (X+5Xx— k/‘lz \{T}7k22 \{T})
— H ((MK)TTE,S P

—k_

Notons que lorsque x_ = 7%=, x4 = 77+ avec k+ € Z, on retrouve 'opérateur (2.40)

(cf. la remarque 3.4.22).

3.4.3.2 Opérateurs de Hecke en g

Commencons par 'opérateur Y, ,. Soit r € QN[0 et reprenons les notations

A,
de (3.12). Notons pour simplifier p; «f Yy : (MK)TE — (MK)TE’ et ¢ Y (AlL]" @
Alw]™). Lisogénie ¢¢ : A — A/C induit des isomorphismes de faisceaux cohérents sur

(M)} (cf. Rem.2.3.12):
(¢?})— “Wye,— T WA, —»
(<25’é)+ Wy T WA 45

d’ott on déduit comme précédemment des isomorphismes d’espaces analytiques rigides
< , . . .
sur (M )- équivariants sous I'action de O

e (T X gy (Mi)Zp = (T,
< ~
e, - (7;— ) (MK)TS,E»PI (MK)T_,CE - (71<)an‘
Notons ¢ % 4 Alm®] >l et H = « Alw]™!. On a alors des isomorphismes canoniques de

faisceaux cohérents sur (M K)T B

Wy, Ewg, Wase,— = Wgn-

L’isogénie Op-linéaire A — A/C induit une isogénie O-linéaire ¢y : G — G/H, et
on peut identifier les morphismes (¢5)_ et ¢3,. Soit ¥ : G/H — G I'unique isogénie
Oy-linéaire telle que

Vo ¢y = [w],

o : . . ) <
elle induit alors un isomorphisme de faisceaux cohérents sur (Mg )=

w* :QA,— — QA/C,—'
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On voit par la définition de ¥ que

P*o(de)- = @] (= 7(w)).

On déduit du morphisme 1* un isomorphisme d’espaces analytiques rigides sur (M K)ETE
équivariant sous ’action de (’)g:

T (T 25 (T X oz, (M3,

qui vérifie

VU_odc_ = [w] (3.48)

(rappelons que (7)™ est muni d’une action naturelle du groupe O, \ {0}, cf. §3.4.2).
De méme, I'isogénie ¢ : (A/C)Y — A" induit une isogénie Oy-linéaire ¢y, : (G/H)Y —

or (€ QIpE = (@ Qe or
et (¢3)5 : Wovr — Wgmyv,,- On a donc (voir la discussion avant le lemme 3.3.6)

(¥F)s = ((qﬁz)Yr)*l L’isogénie ¢ : (G/H)Y — G vérifie

GY, et on peut identifier les morphismes ((¢g)*)

¥ o ¢y = [w]

. . . . ) <
et induit un isomorphisme de faisceaux cohérents sur (Mg )=

(V)5 s WGy r — Wov 7

(donc un isomorphisme 17} o (pV)E wa/C+ = QA7+). On voit facilement que

v v
()7 0 (93)" = [@]"(= 7(@)).

Comme ci-dessus, l'isomorphisme 7% induit un isomorphisme d’espaces analytiques

rigides sur (M K)TS% équivariant sous l'action de O :

W (T Mi)S = (7)™,

(MK)ETE7P1 ( s
qui vérifie
Uy 0®.! = [w]. (3.49)

Par le méme argument que celui dans la démonstration de [62, Prop.4.2], on a

Proposition 3.4.24. Soient n € Z~g, r € Q N[0, ‘Z_—nl[, lisomorphisme W_ (resp.

U, ) induit un isomorphisme d’espaces analytiques rigides sur (M K)f% équivartant sous
Vaction de O :

~ <

v_ . F,;i_ — Fﬁf_ X(MK)?;;,ZH (MK);%

(resp. Wy : F, X MK)E%;FanL)

<
Mg);g.p1 (
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On en déduit des isomorphismes de (9( <» -modules équivariants sous l'action de

05

Mr)T g

\Iji ZpTQnyf ;> Qnyf, \Ifj_ . Qn’+ L} pTQn7+.
On obtient donc un opérateur noté ?u,ga par la composée:
0 (ﬁz \{7—}7]22 \{.,-}) 1 °

HO (M), Qe ® Qg @ P (R () )

—pl_> HO<(MK)7— E'P1 (Qn,— ® Qn7+ ® n(klz \{T}J@Zp\{ﬂ)(n E*Q:‘\/(MK)T,E»)

v () @)

(k k ) .
N HO((MK)TE7 Qpe ® Vs @7 My \ {1 25,0\ {7} (RIE*QA/(MK)T,E))v

ol le morphisme ¢5 est défini comme dans la remarque 2.3.12. L’opérateur 17“ o est

équivariant sous l'action de OF x OF. Soient s > 0 tel que a(s) < n — 1r et

~ q—
X+; X— € Wr(s), en prenant la restriction de Y, , au sous-faisceau de €, y ® Q, ~ ®

n(th\{r}’k—QEp\{r}) (Rle*Q;l/(MK) E) homogéne de poids x;' ® xZ', on obtient donc un

opérateur continu encore noté Yu’g,

}7 p‘HO<(MK) r S(X+,X kIE \{T},kzzp\{f}))
Uy - B>

S ()5 Sy ) (g 50)
Par (3.48) et (3.49), lorsque x4 = 7%+, x_ =77 % avec k1, k_ € Z, on a

Proposition 3.4.25. Sur le E-espace vectoriel H° ((MK)TE,S

(kg k— ks \ fry5w)
A ), on a

Remarque 3.4.26. Cette proposition implique que l'opérateur Y, , ne peut pas (sans
surprise) se prolonger naturellement sur 'espace des formes modulaires surconvergentes
de poids non entiers sauf lorsque x4 x_* = 7" avec k € Z. C’est analogue au fait que
Von dispose de lopérateur diamant (p) plutot que de l'opérateur S, sur la famille p-
adique de formes modulaires elliptiques ot ?u,p (resp. Y, ) est Uanalogue de (p) (resp.

Sp). Enfin, signalons que l'opérateur Yy, , dépend du choix de w.

Considérons I'opérateur X, . Soit r € [0, £7[NQ, et reprenons les notations de

(3.14). L’isogénie universelle ¢¢ : A — A/C induit des isomorphismes de OMK )ne0z]

modules:
(¢é)f “Wye,— — WA —s
(¢é)+ W+ - WA 4+

d’ott on déduit comme précédemment des isomorphismes d’espaces analytiques rigides
sur Mk (p)r.E [0, g] équivariants sous 'action de (’)g:

r

Mic()r [0, ] =5 (T2 X5,y Mic(9)7 [0, ),

Do _ T)an -
( ) i%vp? q

’ (Mk)
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r

an ~ an r
Bey 1 (T)™ x Mg (9)7,2[0, 5} — (TY) X )= o ME(O)rE [0, 6]

De la méme fagon que dans |62, Prop.4.3], on a

Proposition 3.4.27. Soient n € Z>2, r € QN |0, qq;l [, lisomorphisme CIJC_l_ induit un

morphisme d’espaces analytiques rigides sur My () E [0, 5] équivartant sous [’action
de Of :

-1 . r r
(I)C,— : Frf,f X(MK)TSJEJH MK(gO)ﬂE [0, 5] — F1;<—1,— X(MK)fé,pz MK(@)T,E [0, *] . (3.51)
On en déduit un morphisme de O Mic() [0 r] -modules
K T, FE )E

(CIJC_L)* (ps1,— —> P, .

On a besoin de "normaliser" le morphisme ®¢ _ pour obtenir un résultat analogue.
Notons H % Cp_’l, on déduit de ¢¢ une isogénie ¢y : G — G/H. Soit ¢ : G/H — G
'unique isogénie O-linéaire telle que 1 o ¢y = [w]. En prenant les duaux de Cartier,
on obtient une isogénie ¥ : G¥ — (G/H)" d’out on déduit un isomorphisme O,-linéaire
de faisceaux cohérents sur Mg (p)r g [0, g]:

(wv)* : Q(Q/H)V ;> Wgv,
et donc un isomorphisme

(V)7 wigpy » — Wov 1

Comme on a des isomorphismes canoniques wgv . = WAy et WGy - = Waje 4> On
obtient un isomorphisme de faisceaux cohérents sur M (p)r,5 [0, £]

g
W) wajes = was
d’out on déduit un isomorphisme d’espaces analytiques rigides:
. Xyan . E ~ Xyan f
U (T+ ) X(MK)ig,pg MK(@)T,E [0, q] — (TJF ) X(MK)ETE,p1 MK(@)T,E [0, q].
Comme (¥)* o (¢3)" =[] et (¢}); = (¢%); ", on a
U = [w]ode 4. (3.52)

De la méme fagon que dans |62, Prop.4.3], on a
Proposition 3.4.28. Soient n € Z>o, r € QN 0, %[, Uisomorphisme W1 induit un
morphisme d’espaces analytiques rigides sur My (p)- g [0, g] équivariant sous l'action
de OF :
P

MK(@)T,E [0, f] — F‘>< 1,4 X

Ul pxox
n+ (MK)EEapl q n—



3.4. FAMILLES P-ADIQUES 89

On en déduit un morphisme de O ] -modules:

(\Ijil)* L p3 n—1,+ — pTQn,—H
et on obtient alors un opérateur noté X ! u,e Par la composée:
<z k ki
HO ((MK)7—7%7 Qn—l,— ® Qn—l,—l— ® ,,7(71273\{7} lEp\{T}) (RlE*Q:‘l/(MK)T E)>

LNy (MK(p)TVE [0, g] D5 (- @1 4 @ nEsp s ) (RlE*Q;t/(MK),,E)))

(@) @(T1) @}

HO (M (0)7,6[0.7].97 (- © Qs

®n(fzp\m’ Zzp\{f})(Rls*QZx/(MK) ))>

HO((MK)TEv e @ Uy ® 77( Fle\frp QEP\{T})(RIE*Q:A/(MK)T,E))'

trp1

Cet opérateur est équivariant sous l’action de (’)g X Og. Soient w > 0 tel que a(w) <

-1- qqn—_llr et x4, X— € W;(w), en prenant la restriction de )?{Lp au sous-faisceau de
Q1 @y ® 7](*217\{7'}7 LESRY S (Rls* :4/(MK)T,E) homogeéne de poids X:Ll Qx_!,

on obtient un opérateur continu encore noté X/, o
’

(X+ X— ;ﬁzp\{r}’@Ep\{T})

<r (X+,X—;3k1 ko )
0 = —Zp\{r}'—=Zp\{7}
HO((My); 1S, N,

) — H0<(MK)f’:E,S

En prenant la composition de ce dernier avec la restriction canonique (compacte)

(x+x—sk1, \{T}szp\{ﬂ,)

O Xk g7y 22p\{f})) S HEp\(rp2 )
E YT E ’

(M55, — 1°((Mx)

on obtient alors un opérateur compact encore noté X, o
;

~ (X4rx—3k ok )
Xt HO((Mi)3p, S o050

. HO((MK)TE,S(X+’X sy \{ﬂ””zp\{f}))

Signalons que 1'opérateur 5(,;7@ dépend du choiz de w. Lorsque x4 = 7%+ et y_ = 7%~
avec ki, k_ € Z, par la remarque 3.4.22 et (3.52), on a

ik ks \ 1o
Proposition 3.4.29. Sur le E-espace vectoriel H° ((MK)fTE,S( TR }w)>, on a

)?{w = T(war)Xllw

Cette proposition implique que 'opérateur X{t,p (ainsi que Uy,) ne peut pas se pro-

longer naturellement sur I’espace deb formeb modulaires de poids non entiers sauf lorsque

def _1

Y. = 7%+ avec k4 € Z. Notons Sp = X_ldoffu o et U do‘)}:{i@' Sur I'espace des

formes modulaires surconvergentes de pOldb (kgs k-, 1y, () ks, \{T}) sur (1, F), on a
~ . - “p - “p
alors S, = 7(w)* %S, et U, = 7(w)*+U,,.
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3.4.4 Surfaces de Hecke

n—1

Soient n € Zg, T E]O,qq%}[ﬂ@, et wy, w_ € Q tels que a(wy) < n—1-— qq,l r

(cf. Lem. 3.4.5), et By, Ry des E-algébres affinoides telles que (MK)TS’CE = Spm B, et
Wi (w+) = Spm Ry. Notons R o Ry ®pR_ (donc Wr(wy) x Wy(w_) = Spm R), et

. X X X
(Xuniv,s Xuniv,—) 1 O x O — R
le caractére universel.

Considérons le morphisme d’espaces analytiques rigides u_ xid : F, X’_ XWr(w_) —
(MK)TSTE X Wr(w_) (resp. uy xid : F'y x Wy (wy) — (MK)TSE X Wr(wy)), notons U_
(reps. Uy) le sous-faisceau des sections X;nliv’_—homogénes (resp. lenliv, -homogénes) de

(u_ x id)*OF7i7xWT(w,) (resp. (ug X id)*OF,ﬁ+xWT(w+))' C’est un faisceau inversible

de O -modules (resp. de O(M ) —modules).

(M) Z 5 xWr (w-) K) =X W (wy)

Solent ky 5 € Z>2, k2» € Z pour tout o € ¥, \ {7}, notons

(Xuniv, 4 Xuniv,— k15 ko ) g4
: TELEp\(ry22mp\(r}) déf (kig \ (k25 (1) (ol e
ST,E = U4 ® O_ @ n 2 \Mr}==2p\ 7} (R g*QA/(MK)-r,E)

ol les produits tensoriels sont sur (9( Mi)ST Notons
K+ E

déf (X niv,4 X niv,—§k71 = 7@ - )
Ny S HO (Mi)Zh % Wr(wy) x Welwo), S, P e men ey,

qui est un R®pB,-module de Banach (cf. [11, Prop. 3.7.3/3|), et donc un R-module
de Banach. Comme (MK)TSCE X g Wr(wy) xg Wr(w_) est un affinoide, on voit de plus

(Xuniv,-ﬂXuniv,—?ﬁE 7@2 ) 3 . ~
que S_p PMTIEPMTT oot e faisceau cohérent associé au R® g B,-module

N,

Définition 3.4.30 (cf. 18, §3|). (1) Soient B une E-algébre de Banach et M un B-
module de Banach. On dit que M est orthonormalisable s’il existe un ensemble I et
une collection d’éléments (e; € M );cy tels que tout élément o € M s’écrive uniquement
a = Ziel cie; avec ¢; € B pour tout © € I vérifiant que lim;41ooc; = 0 (7,’.@. {i €
I'| |leil|lB > €} est un ensemble fini pour tout e > 0) et tels que ||a||np = sup;e{||ci||B}-

(2) On dit que M est potentiellement orthonormalisable s’il existe une norme || - ||
sur M équivalente a || - ||ar, telle que (M, || -]|") soit orthonormalisable.

(8) On dit que M satisfait (Pr) s’il est un facteur direct d’un B-module M' poten-
tiellement orthonormalisable.
De la méme facon que dans [62, Cor.5.1], on a

Proposition 3.4.31. Le R-module de Banach N, vérifie (Pr).
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Comme au §3.4.3, on peut munir N, d’une action continue des opérateurs de Hecke

(hors de p et Y, o, )Z'{W), l'opérateur 57”7@ étant un isomorphisme et I'opérateur )Z'{Lp

(qui se factorise & travers la restriction N, — N=:) étant compact. Notons H(S(K))
q ~ ~

la Op-algébre engendrée par H*(S(K"¥)) et les opérateurs Yy, , et X, ., qui est aussi

engendrée par H*(S(K¥)) et les opérateurs ﬁp et §p.

En appliquant le formalisme de [18] (voir aussi [22, §6]), on peut construire une
surface de Hecke:

(k T 7]{:7 T ),7”
Proposition 3.4.32. [l existe un espace analytique rigide S(K)T*IE”\{ YRS} s

E, muni d’un morphisme de E-algébres

ur

" (k ok ),
U HS(K)) — O(S(K)r )
et d’un morphisme d’espaces analytiques rigides sur E

k k r
i s S(R) BN STy 0y oW (w),

tel que les conditions suivantes soient satisfaites:

1. le morphisme induit d’espaces analytiques rigides

~ k k ,r
(ir (XL ) ¢ S(K)Pzp\{*} A LN Wi (wy) x Wr(w_) x G,

est fini;
2. pour tout ouwvert affinoide U de Wr(w4) X Wr(w—_) X Gy, le morphisme induit

H(S(K)) ®z OU) — O(i'U)

est surjectif;

3. soient L une extension finie de E, x4+ € Wr(w4)(L), x— € Wr(w-)(L), et k :
H(S(K)) — L un morphisme de E-algebres tel que Qg “ m()?;p) € L™, alors il

1\ ryR2s )T .
existe un L-point z de S(K), ~»" N werifiant que i.(2) = (x4, x_) et

que le morphisme associé (via 1) H(S(K)) — L est égal o k si et seulement s’il
existe un forme modulaire surconvergente de poids (XJF’X*;ﬁEg\{T}’@EP\{T}) de

niveau K sur (7, L) propre sous l'action des opérateurs T dans H(S(K)) de valeur
propre k(T).

Lorsqu’on fait tendre r vers 0, on peut faire tendre w,,w_ vers 0. A w,,w_

fixés, les surfaces de Hecke S(K>(Tk712p\{7}vk722p\{7})»7“ — Wr(w4) x Wr-(w_) sont en fait
indépendantes du choix du rayon de surconvergence r suffisamment petit, ce qui suit
du fait que la série caractéristique de 5(,;@ est indépendante de r (voir [48, Prop 12.6]
et la discussion & la fin de [18, Part 1]). On peut donc recoller pour obtenir la surface
de Hecke totale:



92 CHAPTER 3. FORMES MODULAIRES SURCONVERGENTES

Théoréme 3.4.33 (Surface de Hecke). Il existe un espace analytique rigide

K)(Tk—lzp\{v}@zp\{r})
sur B muni d’un morphisme de E-algébres
b H(S(K)) — O(S(K)iﬁzp“”’%p\“}))
et d’un morphisme d’espaces analytiques rigides sur E

i S(K)(Tth\“}’@zp\“}) — W, x W,

tel que les conditions suivantes soient satisfaites:

1. le morphisme induit d’espaces analytiques rigides

- k &
(i,w(X{W)) :S(K)ggzp\{f} a0\ (1) W XWX G

est fini;
2. pour tout ouvert affinoide U de Wr X Wiy x Gy, le morphisme induit

H(S(K)) @7 OU) — O@i~'U)

est surjectif;

3. soient L une extension finie de E, x4 € Wr(L), x— € Wr(L), et k: H(S(K)) —
déf

L un morphisme de E-algebres tel que a, = K,(X{L’p) € L*, alors il existe un
. (kig \(rpR2s o)) .

L-point z de S(K); " v vérifiant que i(z) = (x+,x—) et que le mor-

phisme associé H(S(K)) — L est égal a k si et seulement s’il existe un forme mod-

ulaire surconvergente sur (7, L) de niveau K et de poids (x4, X—; ﬁzp\{T}, @EP\{T})

propre sous laction des opérateurs T dans H(S(K)) de valeur propre (T).

(kig \(ryR25 0\ () . .
Remarque 3.4.34. Un point fermé de S(K)r PP gy uniquement déterminé

(cf. [5, Lem.7.2.7]) par son image (X+,X—) dans Wy X W: et le systéme de valeurs pro-

pres £ : H(S(K)) — E de H(S(K)) associé. Un tel point sera noté (X4, X—, Ggps b, K)

ol ag o E(ﬁp), b; o %(gp) sont & valeurs dans E°, et e Ely(s(key)- En effet,

on peut vérifier facilement que ['opérateur Xu,pdo 09It sur N, par un isomorphisme pour

tout r et on peut alors récrire ce théoréme en remplacant )N(;p et ﬁp.

Comme W; est équidimensionnel de dimension 1 (cf. [68, §2]|, voir aussi Prop.5.1.13
ci-dessous), par [22, Prop.6.4.2|, on a

)(ﬂzp\{f}*’ﬂzp\{r})
;

Proposition 3.4.35. L’espace analytique rigide S(K est équidimen-

stonnel de dimension 2.
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Rappelons qu’un espace rigide X (sur Spec E) est dit emboité ("nested" dans la
terminologie de [25]) si X admet un recouvrement admissible {U;} des ouverts affinoides
tel que U; C U4 et que le morphisme naturel O(U;;1) — O(U;) soit compact. On
muni O(X) de la topologie la plus faible qui rende continu O(X) — O(U) pour tout
ouvert affinoide U de X. On note

O(X)" := {f € O(X) | v, (f(x)) > 0 pour tout = € X}. (3.54)
Comme Wi ; x Wi » X Gy, est emboité, par [5, Lem.7.2.11], on a

(i, oy okzg o)

Proposition 3.4.36. L’espace rigide S(K)y 27\ est emboité, et UVensemble
(k1 \ fryk2s \ir1)\ 0 (kisy \ (ryoF2s )\ (o))

(’)(S(K) EMIEEAMDN T ot i sous-ensemble compact de (’)(S(K) PR )

T,red T,red
ot "red” signifie le sous-espace réduit.

Soit L une extension finie de F, on dit qu’un point z = (X+,X,,apj§p,m) (cf. la

(k k )
remarque 3.4.34) de S(K)Tilzp\“} =AY ot classique s'il existe k., k_ € Z (tels que
_ _k . . ) .
X+ =T i), n € Z>1 et une forme modulaire classique de poids (k4, k_; ﬁzp\{r}’ @Zp\{T})

sur Mg (9™)- ., propre sous l'action de )?1/1,@(: (@)X ), Yaol= (@)%Y, )

et H*(S(K¥)), de valeurs propres respectives ay, by, et £(T") pour T € H*(S(K*)). On
peut récrire le théoréme de classicité (Thm.3.3.1) en terme de 'opérateur X{t,p:

Corollaire 3.4.37. Soit f une forme modulaire surconvergente sur (7,L) de poids
(ks ks ki () kas, \{T}) (ky,k_ € Z) de niveau K, vecteur propre sous l’action de
— —

X{w) de valeur propre a, € E*, si

Up(ay) <ky+ho+ > ko,
ceX \{7}

alors f est une forme modulaire classique sur Mg (o). E-

De la méme fagon que dans |22, Prop.6.4.6] (voir aussi Prop.6.2.7 de loc.cit.), on
déduit du corollaire 3.4.37 la proposition suivante.

Proposition 3.4.38. L’ensemble des points classiques est Zariski-dense dans [’espace

(ki ook 1)
rigide S(K)rilzp\{ PR

La proposition 3.4.38 jouera un réle important dans ’étude de familles de représenta-

: - (k1 \(ryk2s (o))
tions galoisiennes sur S(K), ~» 7T

dans le §4.4, ainsi que dans la comparaison
des surfaces de Hecke dans le §6.2.4. Terminons ce chapitre par une proposition qui dé-
coule facilement de Prop.6.2.11 et Thm.6.2.58 ci-dessous mais qui n’est pas trés évidente

avec la construction dans cette section.
Proposition 3.4.39. L’mage du morphisme naturel (cf. Thm.5./.33)
dét . (k1 () B2\ ()
07 E Bl siace  HAS(K®)) — O(S(H) M7

(Riy \ryk2s 1)) 0
est contenue dans (’)(S(K) P} ) .

T,red
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Chapter 4

Représentations galoisiennes et
Formes compagnons
surconvergentes sur les courbes de
Shimura unitaires

On étudie la cohomologie rigide des courbes de Shimura unitaires au §4.1. Au §4.2,
on rappelle ce dont on a besoin sur les représentations automorphes (classiques) de
G. Au §4.3, de la méme fagon que chez Breuil-Emerton (|17, Thm.4.3.3]), on montre
I’existence des formes compagnons surconvergentes sur les courbes de Shimura unitaires.
Enfin, au §4.4, on étudie les familles p-adiques de représentations de Gal(Q/F) sur les
variétés de Hecke construites au §3.4.4.

4.1 Cohomologie rigide des courbes de Shimura unitaires

On étudie la cohomologie rigide des courbes de Shimura unitaires, qui est naturelle-
ment liée & formes modulaires surconvergentes sur les courbes de Shimura unitaires.

Soient K un sous-groupe ouvert compact et net de G(A*>) maximal en p (cf. Ex.
2.1.3), et £ un Oy, -module localement libre de rang fini, notons encore £ son analytifié
sur M. Etant donné un complexe de O My -modules:

: 1
Vi L — LR0y, QMK/Fgo’
notons encore V son analytifié sur M3*. Posons pour tout i € Zx>g (voir §3.1.1 pour
<r
M)

Hiy (MR, V) € lig HI(M", V).
r—0+

95



96 CHAPTER 4. FORMES COMPAGNONS SURCONVERGENTES

Soient k1, € Z>2, k2, € Z pour tout o € X,. Considérons la connexion de Gauss-
(kiy, k2, )
Manin pour £ 7 7" (cf. §2.3.2) sur Mg

(b1g k2 ) (b1g 2y )
s T N e 4 1
vEE' ﬁE ®OMK QMK/SpecFB,J'

Lemme 4.1.1. Reprenons les notations ci-dessus.
(1) L’application naturelle
H (Mg, V) — H(M®, V)
est bijective.
(2) Pour tout r € QN [0, 1], l’application de restriction
HY (M, V) — HY (M, V) (4.1)

est injective.

Proof. La partie (1) est bien connue (e.g. voir |2, Th.2|).

(2) Choisissons un relevé Z de Mg ™" (cf. §3.1.1) dans M2 via I'application sp (cf.
loc. cit.), qui est donc une union finie de pointes de M3". Notons

-~ . (ﬁzpv@zp) (ﬁgpv@zp)

le complexe de Oppan-modules induit par V. On a donc une suite exacte de complexes
sur Mp?

~ (ki k2y, )
0—>V—>V—>@£E P [=1] = 0,
FASVA v
(kig ok2y )| qef (k1y k2y ) ) .
ou Ly R = T Lp *P=""r" On en déduit une suite exacte
X

0 — H' (M, V) — H' (M, V),
(kiy 2y )
car HO (M?(“,@mez E;E” =

isomorphisme canonique

[—1]) est nul. II résulte de [3, Cor.2.5] qu’il y a un

H' (M?(n7 6) — Hrlig((MK)ord7 V)

On obtient alors une injection

H (M3, V) — HL, (Mg)™, V) (4.2)

qui se factorise en fait a travers (4.1), d’ott on déduit que I'application en (4.1) est aussi
injective. O

Par I'isomorphisme de complexes V = Hrezp V- (cf. Prop.2.3.8), on a
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Lemme 4.1.2. Pour tout r € QN [0,1], on a un isomorphisme naturel de E-espaces
vectoriels

H (Mg, V) = [ B ((Mx):5, Vs). (4.3)

TEEp

Par le lemme 4.1.1, on a alors

Lemme 4.1.3. Pour tout r € [0,1] N Q, lapplication de restriction
Hl ((MK)’T,E7 VT) — Hl ((MK)T B V )
est injective.

Lemme 4.1.4. Pour toutr € QN[0,1[, il y a un isomorphisme de E-espaces vectoriels
(vozr §2.58.1.4 pour Hkl T )

~

H' (Mg)Z}, V) —

HO (Mg )fT,S( Brep 2m ) [kt (o (M )jT,S( hor Rtk ribig oy Rep ) )\
(50 ) e (vt (% )21.4)

Proof. On déduit du quasi-isomorphisme (2.26) un isomorphisme de E-espaces vecto-
riels

H ((]MK)TE7v )

) (—k2,r—k1,7+2,k2,73k1 k2 ) gfrTTl (kig kay )
~ ) ’ ’ =S \{T=E=Ep\ {7} T —Xp—=Xp
— H <(MK)TE> |:ST,E S D’

pour tout ¢ € Z>p, d’ot le lemme car I’espace analytique rigide (M K) p est un affinoide
(cf. [48, §9.2]) donc quasi-Stein pour tout » € QN [0, 1[. O

Pour tout r € [0, qj%l[, le morphisme de E-espaces vectoriels

k 7_,1 < ( kQT kl T+2 k? Tvklz \{T}7k22 \{T})
grrt . Ho ((MK)Tg,s v )

N
(0% 5 )

est en fait équivariant sous l'action de H(S(K*®)), Y o, Xuyp et de X, , (par définitions
(cf. §3.2.2) et le lemme 2.3.7). De fagon analogue & (2.39), on peut définir, a partir des
diagrammes commutatifs (3.10) et (3.12), une action naturelle de H*(S(K¥)) et de Yy, ,
sur H'((Mg)=",V,). De plus, I'isomorphisme (4.4) est équivariant sous cette action.

On considere les opérateurs X, , et @y . Soit r € QN [0, 5[, & partir du dia-
gramme commutatif (3.14), on obtient un opérateur (voir |23, §2| pour le cas des courbes
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modulaires) encore noté X, , par la composée (avec les notations de (3.14))

T

Xy, HY ((MK):E7 T) 2wt <MK(@)T,E [0, ﬂ,pEVT>
e, (MK(p)T7E [0 ﬂ,plv ) trinﬂll((MK)TE,v )

On voit que le diagramme suivant est commutatif

<r  (kiy sk2y, )
T 0 E S
H (M )Sq \v/ = Gl S
K)rE» VT ki r—1 <t (kg r—k, T+2 k2,7ik1y, \{T}’IEZP\{T})
‘97" HO (MK)T,g7S7—,E g
X/, pl X’g’“l
(k15 k25 )
~ ((MK)T E’STE i !

1 <r
H ((MK)T,E’VT) 1 (—kg 7 —k1 r+2,k2 rik1y k25 )
ghLr <H0<(MK)T T P\ 28\ {7} >>

De méme, & partir du diagramme (3.17), on obtient un opérateur encore noté ®, ,, par
la composée (avec les notations de loc. cit.)

Do B (Mi)Z8,V, ) 25 B (M) S, 377 ) 5 W (M) 35, 97), (45)

pour tout 7 € QN[0 Et le diagramme suivant est commutatif:

.

(k15 kag )
< Ay, P25
HO((M )7' CIET" T, FE i i )

kq . — (—kg r—k1 2.k k1 - ko . )
gL 1(H0((MK)§%7$TE Sp\ {7} 25\ {7} ))

@u,@l q)uypl
(1, K2y )

~ ((MK)T E’STE
H! ((MK)T 5 Vo ) P ( Rar =Rl 3k2 r Ry R )
e T e )

H' ((MK)E%T, VT) =

Rappelons que My admet un Oy,-modéle lisse et propre Mg (puisque K est maximal
en g, cf. §3.1.1). Notons € : A — My le schéma abélien universel, A et A X Spec O,
SpeclF, et Mg et Mg Xspeco,, SpecF, et € : A — M. D’aprés Faltings ([38]), on

dispose d'un F-isocristal convergent noté 17(*12? *QEP)(EE) sur Mg /W (F,) (oa W(F,)
désigne I'anneau des vecteurs de Witt sur ;) associé au faisceau localement constant

n(ﬁzp ,@zp)(Rle*E) (cf. 2.9) sur Mg Xspeco, F,, et on a un isomorphisme équivariant
sous 'action de Gal(Q,/F},) et de ¢ (le Frobenius cristallin) (cf. [38, Thm.5.6])

kie .k ~
Heyig (MK/W(]Fq)v 0 722?)(£E)) ®F, ¢ Beris = Vi @0, Beris (4.6)

(voir (2.27) pour V,,, et on renvoie a [38, §4 (e)| pour la définition de la cohomolo-
gie cristalline des isocristaux convergents). En particulier, la représentation V, de
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Gal(Qp/F,) est cristalline au sens de Fontaine. En effet, le F-isocristal convergent
sur My /W (Fg) associé au faisceau R'e,E sur Mg Xgpeco,, Fp est donné par &g dét
Rls*,cris(OK/FM ®q, E) (cf. [38, Thm.6.3]) ot OK/F@,O désigne le F-isocristal conver-

gent trivial sur A/W (F,). Donc le F-isocristal convergent n( 12?’*2%)(5,5) peut étre
construit a partir de £g en utilisant les idempotents dans Op ®z, £ de fagon analogue

n "k (Ric B (cf. (2.9), voir [38, Lem.5.5]).

Comme 'évaluation de g sur My (le complété de Mg le long de sa fibre spéciale)
est le Om?{g—module Rls*(Q;\ Jaen ®Q, E) (on a bien M = M;E) avec la connexion

de Gauss-Manin (cf. [61, Lem.3.3]), on voit que I’évaluation de n(ﬁzp’ﬁzp)(é’};) sur
ki koo )
M n’est autre que le Omng—module L E*l = avec la connexion de Gauss-Manin
K [
V, qui est appelé un isocristal convergent sur Mg /F, dans [8, Déf.2.3.2]. On a un
isomorphisme naturel de F,-espaces vectoriels (e.g. voir |79, Thm.5.2.1])

1y (M /W (B 185225 (6)) @, ,

~ [ (MK/FW, L?EP’@%)) ( =~ | (Mg, v)). (4.7)

Soient a € Zx>q, 0 : F = F,, un relevé de of : Fj,0 = F@O oll oq est le relevé

koo )
. . ~ —E LD .
canonique du Frobenius F, — F,, x + 2P. Lisocristal L, ™ ™" est en fait un

F-isocristal convergent sur Mg /(Fy,, o) (cf. [61, Thm.5.7]), et 'isomorphisme en (4.7)
est équivariant sous l'action de F,, ou l'action de F, sur le premier terme de (4.7) est

1 (kg 2y )
donnée par ¢* ®ga o, et 'action de F, sur H (I\\/JIK/FKJ,EE P )

rig est donnée par
la composée (cf. [8, (2.3.7)])

(k 7k ) a (k vk )
g (Ve By £ ) — B (M [Py

Fro (k1y, K2y, ) (kig 2y )
B8 bl (M Fy, Fy L ™) 2 1k, (Vi F, £ 755) - (48)
(otl on renvoie a loc. cit. pour la définition du morphisme F} d’isocristaux sur Mg / F@)
via le diagramme commutatif

JE— a a JE—
MK FI“ WKUO MK
\ l y l
SpecF,———% 5 SpecF,

ou la composition des applications en haut est le morphisme Mg — Mg, © — xP°,

et ou Mg M0 % My X SpecFq,08 SpecF,. En particulier, lorsque a = dy et o = id, on

(k1y, K2y )
dispose d’une action E-linéaire de godo = F sur Hrllg (MK JFo, Ly S ) telle que
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I'isomorphisme (4.7) soit équivariant sous I'action de ¢® (noter que I’action de % sur
le premier terme de (4.7) est donnée par % ® id).

Notons X, o o {0 : Fp0 <= Qp}. De lisomorphisme

FKJ,O ®@p E ; H E7 a®br— (U(a)b)aézp,m
O'EE%()

on déduit que le F, o ®g, B-module Deis(Vy,) = Hlyg (W/W(Fq),n(ﬁzp’ﬁzp)(EE)>
admet une décomposition

l)csris(‘/p);> H Dcris(vp>a

O'EE@,()

avec Deis(V)o stable sous 'action de % . De I'isomorphisme

F,®q, E — H E, a®bw (o(a)b)ses,,
o€,

on déduit une décomposition

Deris(Vp) @5, Fo =[] (Dexis(Ve) ©5, Fp)o

S (ki k2 )\~ — (k1g o2y, )
(resp. HYy (Mic/For L ) 5 Ty, Hiy (VM) For £ >U7 cf. (7).
L’isomorphisme (4.7) induit donc un isomorphisme équivariant sous l’action de % pour
tout 7 € X

- (g k)
(Dess(Vi) @1 Fio)r > iy (Wi /By £ ) (2 B (Mic)1.95)).

T

Posons (cf. [8, §2.1|)

5 (252 ) iy (g (),

r—0+

ol j, désigne le plongement M[%r — M, c’est en fait un F-isocristal surconvergent

le long de Mg™* = Mg — MKord sur MKord/(F@,a) pour un relevé quelconque o de
o et pour tout a € Z>g. En effet, d’aprés |7, Thm.5|, on voit que R1€*’rig(xord/m[{)
(cf. [7, Rem.2.5 (c)]) est un F-isocristal surconvergent le long de Mg — MKord sur

——ord . —word ,, . , L. . ——ord .
Mg /(Fp,0) ot A” " désigne le schéma abélien universel sur Mg . On a un isomor-
phisme naturel (de jTO Mze-modules & connexions)

—ord

. . A6F 1. o\ . -
J]L(ng*QA/MK) = hﬂ(ﬂr)*]r(ng*QA/MK> = ng*,rig(A /M),
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d’ott on déduit que jT(R'e. 0% Jayc) est aussi surconvergent le long de My — M ™. La

. (ﬁg 25 )
surconvergence de jT<£E P ) en découle.

On a un morphisme (de restriction) canonique équivariant sous l'action de F, (cf.
(4.8), avec o un relevé quelconque de of pour a € Z>q et en particulier, équivariant
sous P'action de %) (voir [52, (4.4.0.1)])

(4.9)

ord (klgpvkap))
rig rig

by, k2, )
Hl (MK/Fp,ﬁTj;EP =% ) . HL (MK JF,.j!

qui est en fait injectif d’aprés [79, Cor.4.1.2]. Or, on a un isomorphisme canonique de
E-espaces vectoriels (e.g. voir [3, (2.2)])

Jie (MKord/Fp,] £(k12p’£2p))

rig g@HI(M§r7V)'

Le plongement (4.9) est en fait égal a (4.2).

Notons WKor & Spec Ry (e.g. voir [48, §9.1]|), M <T = Spm R, et Rt Y hgl R,.
Notons encore @, ,, : R — R' le morphisme induit par py : R, — Ry (cf. (3.16))

pour tout r € QN [0, +1[ Par la théorie du sous-groupe canonique (cf. Prop.

3.1.10), le morphisme po est un relevé de ad : Ry —> Ry, x — z9. D’apreés |[8,
(k )
(2.5.6)], l'action de @ sur Hrllg(MKord/Fp,] L 12" = ) est égale a l'opérateur
By : lim H' (MG, V) = lim H'(ME", V) (1ndu1t par (4.5)).
De tout ce qui précede, on a comme dans [17, Lem.4.3.1]

Proposition 4.1.5. Soit r € QN[0 [, le diagramme

’ q_|_1

Hl((MK)T,Ea VT) — Hl((MK)Eg’ VT)

@dol (bu,pl

H' (Mk)rp, Vr) —— H' ((Mk)Zp, Vo)

est commutatif pour tout T € X, o les applications horizontales sont les morphismes
(injectifs) de restriction.

4.2 Représentations automorphes et représentations galoisi-
ennes

On rappelle ce dont on a besoin sur les représentations automorphes classiques de
G (cf. |21] et [46]).
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4.2.1 Représentations lisses de G(Qy)

Soient ¢ € Sg, A|¢ une place de £ au-dessus de ¢, qui correspond a un plongement
&€ — Qy, on en déduit un isomorphisme (cf. (2.9))

ir: G(Q) = Q) x [ CLa(FY).
1e

De méme, on déduit du plongement A€ : £ < @, un isomorphisme

ixe : G(Qo) = Q) x ] GLa(F).
1e

Noter que I'application

ixe 0yt Q) x [ GL2(F) = Q} x [ [ GL2(F) (4.10)
e e

est donnée par (a,g) — (a, (¢g~1)*a) avec l'involution (F-linéaire) * donnée par la com-
posée (voir (1.4))

[T GL2(F) = (D ®@gxe Qo) —= (D @e Q)" — [ [ GLa(F).
e e

Soit 7y une représentation lisse et irréductible de G(Qy) sur F, par I'isomorphisme
i) (resp. ixc), m¢ admet donc une décomposition

o —> Py ® ® Al (resp. o —> Pre ® ® 7T)\c’[)

[e 1e

ol ¥y et ¥y sont des caractéres de QEX, e, et my sont des représentations lisses
et irréductibles de GLo(F}) sur E. Notons )y = Qemar et Txe ot ®q¢Trc - On
vérifie par (4.10) que mye = 7} ot 7 ((g) o 7 1(97") pour tout g € GLo(Fy), et
que YPyre = w)\(qpmh@zx) ol Py, : (F ®e e Qp)* — E* désigne le caractére central
de la représentation 7y (de (D ®g e Q¢)*), et ot on voit Q; comme sous-groupe de
(F ®¢gae Q¢)* via le plongement a — 1 ® a pour tout a € Q.

Soit K, un sous-groupe ouvert compact de G(Qy), on considére les deux cas suivants:

(1) Supposons que Ky = Z; x HW GL2(Op,) via I'isomorphisme iy et que Wf‘ #0,
ce dernier est donc de dimension 1 sur E (comme 7y est irréductible) et est muni d’une
action de I'algébre de Hecke H(G(Qy)//Ky) des doubles classes de G(Q,) modulo K,
qui est engendrée par les opérateurs {xx ¢, T, Sx iy (cf. les exemples 2.1.9, 2.1.10

et 2.1.11) (et aussi par les opérateurs {xx¢, Xa 1, Yo }ye, Puisque Xy = Xi[fTM et
Yy = Xilfsﬂv ou diy = [Fp : Qg]) Soit 0 # v € w&¢, alors il existe des are €
EX, ayy, byy € E tels que xxe(v) = axev, Ta(v) = ayw et Sy(v) = byw. On a
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. s déf
¥y = unrg(ay ) le caractére non ramifié de Q; envoyant £ sur ay . Notons Ly (X) =

X2 —ay X + Ed"ObA,[ € E[X], et soient ay(, &y les deux racines de Ly ((X) dans E
(quitte & augmenter E s'il faut), lorsque 04)\7[&;% #£ (*do on a

Ed/\ ) (= unr[(oo\ [))OO

ot "oo" signifie I'induite parabolique lisse, unr((z) désigne le caractére non ramifié de
F[X envoyant une uniformisante zo sur z; lorsque o ;| = fduoaM (resp. ay= (o axi),
on a my = unri(ay ) o det (resp. T = unrg(oy ) o det).

L (IndB(F() ) unry (%) ®unr[(a/\7[)>oo =} (I d (2()F[) unr[(

(2) Supposons K, Iwahorique en [, i.e. K| et KyNGLy(Fy) = I via I'isomorphisme
i) pour un certain n € Zq et 71{\‘7[ = 0, qui est donc muni d’une action des opérateurs
de Hecke Uy ( et Sy (cf. les exemples 2.1.10 et 2.1.11). Supposons de plus que 'action
de Uy sur 7rf\[n[ n’est pas nulle. On en déduit alors (e.g. voir [35, Prop.4.3.2]) que le
module de Jacquet (classique) Jp(g)(mr1) # 0 (ou B(F;) désigne le sous-groupe de Borel
triangulaire supérieur), en particulier, la représentation 7y n’est pas supercuspidale.

. n .
Soit 0 # v € 7' un vecteur propre pour Uy et Sy de valeurs propres respectives ay i,
by, par la loi d’adjonction pour le module de Jacquet classique (cf. [35, (0.2)]), on
obtient une application non nulle

GLa2(F}) bt
In d unr
( B(F) [ (ax,[

o0
) ® unrr(a/\,[)) — T

d’ott on déduit alors que (71',\7[ étant irréductible)
e ) est isomorphe a

GLa(F) b
(I dg B(R) unr((aM

d
< GLy(F)) ay 090Dy )OO
)®Unfr(ax,l)> = <IndB(FI) unry (Ed ) @unry (7%[ )
si ad | # by, £2%0by ;
e ) (est 'unique représentation quotient (de dimension infinie sur £) de la représen-

. , . GL2(Fy) . 2 _ .
tation réductible ( Ind, B(R) unri(ay) @ unri(ay) ) ,sias = by

o ) = unr (a At/ 0o, 0)odet est 'unique représentation quotient de la représentation

réductible (Ind B(R () )unr[ (aA [/€2d‘0) ®@ unry(ay, [)>Oo si ai[ = EQdLOb,\,[.

Soit ¢ € Sp, & une représentation lisse irréductible 7, de G(Qy), par les isomor-
phismes (cf. 1.4)
G(gg) —N—> SZX X (D ®g’c 5g)>< —N—> 5; X 5;0 X (D XKe EA)X X (D Reg 5,\c)x,

on associe une représentation BC(my) de G(&) sur E en posant (cf. [46, P.199])

BC(me) € ($ac 0.¢) @ (103 0 €) @ mae @ .

En fait, on peut associer une représentation BC(my) de G(&) a une représentation lisse
irréductible 7y de G(Qy) pour toute place finie ¢ de Q sauf un nombre fini, et on renvoie
a [46, P.199] pour les détails. Noter que 'on a G(&) = £, x GLa(F ®g Q¢) pour toute
place finie £ de Q vérifiant que ¢ S(D) (I'’ensemble des places de F ot D est ramifiée)
pour toute place z|¢ de F.
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4.2.2 Représentations automorphes

On donne des rappels sur des représentations automorphes de G.

Soit 7w une représentation automorphe irréductible de G sur C (donc sur Q, via
I’isomorphisme < : @p = C), 7 admet une décomposition ™ = 7T ® ®2 mp ou £ parcourt
toutes les places finies de Q. Notons 1, le caractére central de m. Noter que 'image du
plongement naturel A} < G(A) (induit par £ ®g A — D ®g A) est contenue dans le
centre de G(A).

Soient ¢ € Sg, A|¢ une place de &£, comme dans la section précédente, 7, admet
une décomposition mp = 1)\ ® m)\ avec 1) un caractére de QEX et ) une représentation
irréductible de (D ®g e Q¢)*. Considérons le caractére ¥r|ox de £ = £ x £, =

4

Q) xQ/, on a (cf. §1.1)
rlgx (a,0) = Px(ab)ym, () (4.11)

pour tout a € &y, b € Eye, oll Yy, désigne le caractére central de my. En particulier, on
a ¥y = gl gy comme caractéres de Q.

Soit £ une représentation algébrique de G de dimension finie sur C, on dit que 7wy
est cohomologique pour £ s'il existe i € Z>q tel que (cf. [46, §VI.2])

H'(Lie(G(R)) ®r C,U, Moo ® ) # 0

ou Lie(G(R)) est l'algebre de Lie de G(R), et ot U, défini comme dans [46, p.92| (noté
U, 1a), est un sous-groupe connexe et compact maximal de G(R). On définit une
représentation algébrique = de

ResG(G xg &) x C= (G x C) x (G x C)
en posant = « E®E&. Notons &¢ la restriction de = a Res@(G xq&)(R). Rappelons que

Res§(G xq E)(R) = G(Ex0) = EX % (D Re e Exc)™ — C* x GLa(Fuo)
(ou Ex e e ®g R, Fxo ©f ®g R), et on prend l'abus de notation & pour désigner
aussi sa restriction & GLg(F) via le dernier isomorphisme. Soit I, une représentation
admissible irréductible de GLa(Fo), on dit que Il est cohomologique pour &g s’il existe
i € Z>g tel que

H' (M(Foo) ®r C,U(0,2)%, T ® &) # 0.

En particulier, Il a le méme caractére infinitésimal que &¢ (cf. [9, Thm.4.1]). Pour
une représentation automorphe II de (D ®gA)*, notons vy le caractére central de II, et
IT* la représentation de (D ®g A)* avec IT*(g) wf II((g~1)*) pour tout g € (D ®qg A)*.
D’aprés [46, Thm VI.2.1], on a

Théoréme 4.2.1 (Changement de base de Clozel). Soient & une représentation al-
gébrique de G de dimension finie sur C, m = moo @ ©° une représentation automorphe
irréductible de G(A) avec moo cohomologique pour €. 1l existe une unique représentation
automorphe irréductible BC(m) = (¢,11) de AZ x (D ®q A)* vérifiant que
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1A= s

2. BC(m)y = BC(m) pour toutes les places finies de Q sauf un nombre fini (noter
que la représentation BC(my) est bien définie pour toutes les places finies de Q
sauf un nombre fini, voir la fin du §/.2.1);

Il est cohomologique pour Eg;

Yo = g[;xl (via £X — G(R) induit par le plongement naturel EQgR — DRgR);
d}H|A§ = ¢C/¢y'

I = 11.

SRR S

Pour toute représentation automorphe irréductible IT de (D®gA)*, on note JL(II) la
représentation automorphe de GLgo(Ax) associée a II via la correspondance de Jacquet-
Langlands (voir [46, Thm.VIL1.1]). On sait que JL(II)%(P) = I5(P) comme représen-
tations de GLy (A5™)). On a JL(IT*) = JL(T)Y o ¢ (cf. [46, p.199]). D’aprés [46,
Cor.VI.1.2], on a

Proposition 4.2.2. Soit II une représentation automorphe irréductible de (D ®g A)*,
les conditions suivantes sont équivalentes

1. JL(II) est cuspidale;

2. il existe une place x ¢ S(D) de F telle que 11, soit générique (i.e. de dimension
infinie dans notre cas);

3. pout toute place x ¢ S(D) de F, I, est générique.

On dit qu’'une représentation automorphe irréductible = de G(A) est cuspidale si
JL(II) est cuspidale ou (¢,II) = BC(w). De la méme fagon que dans la preuve de [22,
Cor.7.3.4], on a

Lemme 4.2.3. Soient k1, € Z>2, ka o € Z pour tout o € X,,. Pour une représentation

~

automorphe irréductible m = o ® ° de G(A) sur C avec moo cohomologique pour
§(W(th’k*22p)) (cf. (2.8)), s’il existe o € ¥ tel que k1, > 2, alors w est cuspidale.

Proof. Soit (1,1I) = BC(~), par [46, Thm.VI.1.1], la représentation automorphe JL(IT)
de GL2(Ar) apparait dans le spectre discret. D’aprés [58], si JL(II) n’est pas cuspidale,
alors il existe un caractére automorphe de A% tel que JL(IT) = y o det. Mais ceci n’est
pas possible s’il existe o € X, tel que k1, > 2, puisque JL(II) a le méme caractére

infinitésimal que g(W(th ’@Ep))g (voir la discussion au-dessus du Thm.4.2.1). O
4.2.3 Représentations galoisiennes

On donne des rappels sur les représentations galoisiennes qui apparaissent dans la
cohomologie étale des courbes de Shimura unitaires (autrement dit, qui sont associée
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aux formes modulaires classiques sur les courbes de Shimura unitaires, voir Prop.4.2.7
ci-dessous).

Soient k1, € Z>2, k2. € Z pour tout o € X, considérons le E-espace vectoriel

H(}t (V(ﬁzp ’]LQEP)) def ]i_n}Hélt (MK@7 VULIEW’LQZP)) ®p E
K

<01‘1 V(flzl’ kag,) est le systéme local associé a la représentation algébrique W(*lzp *22?),

voir §2.2.1) avec K parcourant tous les sous-groupes ouverts compacts de G(A). 1l

est muni d’une action continue de Gal(Q/F) et d’une représentation lisse admissible de
G(A™), on a donc une décomposition de Gal(Q/F) x G(A>)-représentations:

(VB ) 2 P @ R(r) (4.12)

ot ™ parcourt toutes les représentations lisses admissibles et irréductibles de G(A)
sur E, et ott R(7™°) (éventuellement nul) est une représentation continue de Gal(Q/F)
de dimension finie (qui est réalisable sur une extension finie de E). Rappelons (cf. [46,
Prop.I11.2.1]) que R(7>°) # 0 si et seulement s'il existe une représentation mo, de G(R)

sur C telle que 7 o oo ® ¢(m°) soit une représentation automorphe de G sur C et
Hl(Lie(G(R)) @ C,U, Tos ® g(W(ﬁzp”“—sz))) £ 0.

Fixons 7w°° une représentation lisse admissible et irréductible de G(A>) telle que R(7°) #
0 dans la suite.

Soit K un sous-groupe ouvert compact de G(A>) tel que (7)) # 0. Les opérateurs
de doubles classes [KgK]| agissent sur ce dernier pour tout g € G(A*). 1l existe en fait
un ensemble fini Ske (avec Sge N S(K¥) = 0, voir la remarque 4.2.4 ci-dessous), qui
ne dépend que de K¥, des places finies de F contenant toutes les places au-dessus de
p tel que R(7™), e R(”Oo)‘Gal(fz/Fz) est non ramifiée pour toute place finie x ¢ Ske
de F.

Remarque 4.2.4. On sait que S(K¥) (cf. Not. 2.2.3) contient toutes les places (A, )
sauf un nombre fini qui vérifient que la place de Q au-dessous de (N, 1) est décomposée
dans €. Par la discussion au §2.2.53, R(m™), est non ramifiée pour toute place finie
x € S(K¥®). Notons S'(K¥®)qg l'ensemble des places finies ¢ de Q inertes dans & telles que
¢ vérifie les conditions dans [406, 1.12-14, p.199], et que le sous-groupe ouvert compact
K% KNG(Qy) de G(Qy) est mazimal. On voit que S'(K%)q contient toutes les places
finies de Q inertes dans € sauf un nombre fini. Notons S'(K¥®) l’ensemble des places
de F au-dessus des places dans S'(K%)qg. Soient £ € S'(K¥), my une représentation
lisse, admissible et irréductible de G(Qy) telle que Wfé % 0, on wvoit par la définition
de BC(my) (dans [46, p.199]) que BC(7y) est une représentation non ramifiée de G(&).
On déduit donc de [46, Thm.VII.1.9 et Cor.VII.1.10] que R(7w>), est non ramifiée pour
toute x € S'(K®) (a condition que ()X # 0). On peut donc choisir Sk comme le
complément de S(K¥®) U S'(K¥) dans ’ensemble des places finies de F.
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Si K est maximal en p (resp. Iwahorique en ), alors la E-algebre H(S(K)) «

dét .
BIH(S(K®)), Xuon Vg Xup] (resp. HS(E)) S B[HISIK®)), X, 0. Yior Xug)) agit
sur ()% via un morphisme de E-algébres kr : H(S(K)) — E, qui se factorise a
travers une extension finie de E.

Lemme 4.2.5. Gardons les notations précédentes, on a kixoo(Xu,p) € Ox.

Proof. Notons ag dot Kroo(Xup), et unrp(ag) le caractére de Q) envoyant p sur ag.
Par (4.11), on a unry(ag) = ¢ ' 0 ¢rlox ol ™ = 7o @ ¢(7™°) est une représentation

. . k Kk .
automorphe de G sur C telle que 74, soit cohomologique pour g(W(flzp lzp)), et ol

(th 7@21)))

1 est le caractére central de m. Comme 74, et C(W ont le méme caractére

central, on en déduit
Yrl(eaqry = ((c0 uso) @ id) ey oo

(wﬂ est dit algébrique dans ce cas, voir [46, p.20]). On obtient alors un caractére continu
¢ de AF /EXC* a valeurs dans Q,” tel que (cf. [46, p.21])

¥() =
< (Wn@)(coune) id) (o)~ Zoen Hr T (cou) @id) () Toes Hrrr e =2)

pour tout z € Ag (01l 200 € (E®QR)* et 2 € (E®gQp)*). On a Plex = ¢! 0 Yr|ex,
et donc unry(ag) = ¢'|gx. Mais via I'isomorphisme Artg : Ag /EXCX iGal(?/é')ab, le
caractére ¢'|x correspond en fait a un caractére non ramifié¢ de Gal(Q,/Q;), d’ott on
déduit ag € (’)%. O

Soit (A, 1) € S(K*®) (ou (A1) = (u, p) si K est maximal en p), notons

dét
Lo (3 (X) =

X2 — oo (X)X 4 €70 oo (X, g0 Y1) € E[X]
avec a1y, Gy, ses deux racines dans E. Pour tout (), ) € S(K¥), la représentation
non ramifiée R(w>)y ;) vérifie (cf. (2.16), voir aussi [46, Cor.VIL.1.10]) Ly (x ) ( Frob(_;’[) ) =

0 ou Frob, y € Gal(Qg/F(y ) désigne le Frobenius arithmétique.

Supposons 7 cuspidale. D’aprés [46, Cor.V1.2.7 et Cor.VIIL.2.10], on a dimy R(7>°) =
2my ot my est la multiplicité de 7 dans l'espace vectoriel L?(G(Q) \ G(A)) (qui ne
dépend pas du choix de 7o, voir [46, Cor.VI.2.7]), et il existe une (unique) représen-
tation semi-simple p(7>°) de Gal(Q/F) de dimension 2 sur E telle que R(7%°)% =
p(m)®mm ou R(7™)5s désigne la semi-simplification de R(7w*°). Notons que p(7>)
est réalisable sur une extension finie L de F. Soit K un sous-groupe ouvert compact
de G(A>) tel que ()X # 0, la représentation p(7r°°)|Gal(@/f(A’[)) est non ramifiée
déf

avec Lﬂoo(/\,[)(Frob(_Al’[)) = 0 pour tout (A, [) € S(K¥). La représentation p(7>),
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p(7r°°)|Gal(@/]_-(u7p)) de Gal(Q,/F,) est potentiellement semi-stable de poids de Hodge-

Tate (—(koo + k10 — 1), —k2,0)oex,, (cf. [46, Thm.VIL.1.9], voir aussi Prop.2.3.9) (la
convention que 'on adopte pour le poids de Hodge-Tate du caractére cyclotomique p-
adique est 1). De plus, d’aprés [4, Thm.A| (voir aussi [65]), lorsque le groupe K est
maximal en g, la représentation p(7>°),, est cristalline et action L-linéaire de ¢ sur

Dar(p(m°)e) <et Dyr(p(m*°)e)- pour tout 7 € Ep> vérifie

2
(godo) — Kgoo (Xu,p)cpd0 4 Koo (Xumdo Yu,p)pd0 =0. (4.13)

Lorsque K est Iwahorique en p (cf. 'exemple 2.1.4), la représentation p(7°), est semi-
stable (cf. [4, Thm.A]) avec les valeurs propres de % sur Dgg(p(7>),), (pour tout
7 € X)) données par kg (X, ) et fizoo (Vi p)Kroe (X, pdo )P/ Koo (Xip)-

Lemme 4.2.6. Avec les notations précédentes, on a alors

Koo (X;,p)Q # Koo (YU,@)/@T‘X’ (Xu,pdo )deo.

Proof. Selon la discussion au §4.2.1 (i.e. le cas (2)), si

Koo (X’llj,,p)z = Rgoo (Yu,p)’fﬂw (Xu,pdo )deO )

alors (m,°)y,, est de dimension 1 sur E. Mais comme 7 est cuspidale, par Thm. 4.2.1
et Prop.4.2.2, (ﬂgo)%p doit étre de dimension infinie, une contradiction. O

En particulier, si koo (X{Mp)2 # Fipoo (Ya,) Fimoo (X pio ), alors p(m°), est cristalline.
Enfin, selon la proposition 4.2.2, ’hypothése que 7w est cuspidale est équivalente aux
conditions équivalentes ci-aprés:

e il existe une place (A, )|l € S(K®) (resp. (A, [) € S(K®) U {(u,p)} si K est de

plus maximal en p) telle que a(A7[)&6\17[) £ (o,
. a(/\yl)&(}l’[) # (4.0 pour toute place (A, 1)|¢ € S(K*®) (resp. pour (A1) € S(K*)U
{(u, )} si K est de plus maximal en p).

Si 7 est non cuspidale, d’aprés [58], il existe un caractére automorphe  de A; tel
que JL(II) = ¢ o det (ou (¢,II) = BC(m)). Soient K un sous-groupe ouvert compact
de G(A®) tel que (1)K #£ 0, et kpoo : H(S(K¥)) — E le systéme de valeurs propres
associé. Pour (A, [)|¢ € S(K¥), on a alors aM&;\} = (40 ou ¢~%0. Quitte & échanger
ay et &;}, on peut supposer & | = g—dl,oa)\’[_ Dans ce cas, par les relations d’Eichler-
Shimura et le méme argument que [56, p.115], il existe un caractére y de Gal(Q/F) sur
E tel que

-1
1. X\Gal(@/f(A’[))(Frob()\’[)) = ay( pour tout (A, [) € S(K¥);
2. R(r%)* 2 x°™ & (xXeyel garig) )™
ol n1, N2 € Zg et Xcyc désigne le caractére cyclotomique. En fait, le caractére x peut

étre décrit en terme de ¢ et § via la théorie du corps de classes global, mais on ne le
précisera pas (car on ne l'utilisera pas).
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Soient 7 € X, h une forme modulaire classique de niveau K de poids (k‘lE s Koy, )

— “p T “p

sur (7, E) (cf. Déf. 2.3.3), kp-propre pour H(S(K¥)) (avec wp, : H(S(K*)) — E un

morphisme de E—algébres), alors il existe une représentation lisse admissible et irré-

ductible 7, de G(A™®) telle que 7F # 0, kr, = ky et R(m,) # 0. En effet, on a

des isomorphismes équivariants sous l'action de H(S(K*)) (cf. (2.10), (4.12), Prop.
2.3.10):

7@’

H, (MK,@a V(kflz”@%)) ®p E — Hy (MK ”(ﬂzp’@Zp)(Rls*E)) ®p B

5 Do (1) @ R(7),
(k1o k2e ) ~
Hélt (MK,@a n Axp 2y, (Rls*E)> ®Q, Bigr — ( H H! ((MK)T,E7 VT)) QF, Bar,
TEY,
d’ou l'existence de 7. On dit que h est cuspidale s’il existe une représentation 7, de
G(A™) ayant les propriétés ci-dessus et vérifiant de plus que ¢(7p,) ® 7o est cuspidale
pour une certaine représentation mo, de G(R) telle que ¢(7p) ® T soit automorphe. Si
c’est le cas, notons py, o p(71), qui est une représentation de Gal(Q/F) de dimension
2 sur E (quitte & augmenter F s’il faut) vérifiant les relations d’Eichler-Shimura (2.16),
et qui ne dépend pas du choix de 7, (par le théoréme de densité de Chebotarev).
Lorsque K est maximal en p (resp. Iwahorique en ), on suppose que kj, s’étend en
un morphisme encore noté k,: H(S(K)) — E, et que h est aussi kj-propre pour les
opérateurs Xy o, Yy o et Xup (resp. Kp-propre pour les opérateurs X{A,p’ Yo et Xu,p)-
Pour (A, N)|¢ € S(K®) (ou (A1) = (u,p), £ = p lorsque K est maximal en ), notons
Lo (X) ©x2 Kr(Xa )X + £ (Va0 rn(Xy g0 Yho ¢ E[X]. De ce qui précéde, on
obtient

Proposition 4.2.7. Soit h une forme modulaire classique cuspidale de niveau K et
de poids (kiy, ,kay, ) sur (7, E), kp-propre pour H(S(K?)) (pour H(S(K)) si K est
- “p T —“p

mazimal en p ou Iwahorique en go) de wvaleurs propres dans E, alors il existe une

représentation continue py, de Gal(Q/F) de dimension 2 sur E ayant les propriétés
suivantes
1. la représentation pp def ph\Gal(f—z/]_-z) est non ramifiée pour toute place finie x ¢
Ske de F (cf. Rem./.2.});
2. sur pp(ap), 0N a Lhy(/\?[)(Frob(}l’[)) = 0 ou Frob, ;) € Gal(Q¢/Fry) désigne le
Frobenius arithmétique pour tout (A, )|¢ € S(K®);

3. la représentation py, g o Ph,(u,p) €St potentiellement semi-stable de poids de Hodge-
Tate (—(kg,g =+ kl,o’ — 1), —/{2’0)062@.
De plus, st K est mazimal en p, alors py g, est cristalline et l'action E-linéaire de o
sur Dar(ph,p)o (pour tout o € X, ) vérifie Lh7(u7p)(g0d0) = 0. Si K est Iwahorique en
0, pp est semi-stable avec les valeurs propres de % sur Dar(pn,p)e (pour un ou tout
o € X,) données par kp(X,, ) et £p(Yup)rkn(Xy pio )pdo/ﬁh(X{L’p). Dans ce cas, p, est
encore cristalline si "fh(XT/L,p)Z # kn(Yu,p)n(Xy pio )-
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4.3 Formes compagnons surconvergentes

4.3.1 Représentations cristallines de Gal(Q,/F,) de dimension 2

On donne des rappels sur les représentations cristallines de Gal(Q,/F,,) de dimension
2 sur E et on introduit quelques notations supplémentaires.

Soient ki, € Z>2, k2, € Z pour tout o € X, et V une représentation cristalline

de GF, = Gal(Q,/F,) de dimension 2 sur E de poids de Hodge-Tate (kg + 1 —

k10, —k20)oes,. Par la théorie de Fontaine (cf. [42], [44]), on obtient un ¢-module
Dy def Dais(V) = (V ®q, Bcris)GFsﬂ qui est libre de rang 2 sur F,p ®q, £ muni d'une
action F|, o-semi-linéaire et E-linéaire de . De plus, on a un isomorphisme naturel
déf -
D= Dy ®Fg3,0 Fp = DdR(V) = (V ®@p BdR)GFKJ.
En particulier, D est muni d’une filtration de Hodge donnée par des sous-Fy, ®q, E-
modules.

Notons X o o {0 : Foo = E}, et g0, o {o : F, — E | o|p,, = oo} pour

0o € Xg 0. De I'isomorphisme

Foo0®q, E = H E, a®b— (c(a)b)oes,,
UEEP,O

(resp. F,®q, E — H E, a®bw— (U(a)b)aezﬁ)
Jezg)

on déduit que Dy (resp. D) admet une décomposition Dy — HaepoDoﬂ (resp.
D= Haezg, DU). De plus, on a un isomorphisme

Doy @rp0 Fp — [[ Do (4.14)

(SN

pour tout og € X, 9. Noter que l'opérateur ¢ sur Dy envoie Do 5, sur Dy ;o op—1 o1 Fr
Fy0 — Fy o désigne le Frobenius arithmétique. Le F, ®q, EF-module D = Dy ®p,, , F,
est donc muni d’une action E-linéaire de ¢% donnée par p% ® id.

Supposons d’abord le ¢-module Dy semi-simple, i.e. pour tout og € X0, il existe
€05 €0y € Do,oy tels que
DO,UO = Eego D Eggo
o ~ ~ e déf
et quil existe a,a € E* avec p(eq,) = ae, op—1; ¥(€sy) = @€, op—1. Notons a = q%,

~ déf . N
a@ = a% qui sont donc des valeurs propres de ¢% sur D, pour un (ou de maniére

équivalente tout) o € ¥,. Soient e,, €, € D, pour tout o € X, tels que (eg)gegpyao =
oo ® 1 et (€r)oexn,,, = €, ® 1 via I'isomorphisme (4.14) pour tout op € X0, on
a alors % (e,) = ae, et p%(e,) = ae,. Comme V est de poids de Hodge-Tate
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(—k2o+1—=kio, —k2o)oex,, il existe (aq,as) € E x E\ {(0,0)} pour tout o € 3, tels
que

1)0 j < kla
Fil D, = ¢ E(ageq + a5bs) koo <j < koo +kie—1
0 j> kgg%—kLg-—l

Si a # a, notons
Zpa) € {oes,|d, =0}
Zp(a) = {oe€X,|a, =0}

Noter que Zp(a) N Zp(a) = 0 pour tout o € 3. De plus, comme le p-module filtré D
est admissible, on a (voir aussi [15, Lem.3.4|)

Up(@) + vg(a) = Y (2kae + k1 — 1);

oe¥,

Zk2,o’+ Z (kfil,cr_1 <Up Zk20+ Z klo_ .

UEEp UEZD(Q) UEE@ O'¢ZD )

En particulier, pour J C X, on a Zp(a) N J = 0 lorsque

vp(ar) < Z koo + ;relg{klg —1}.

o€Y,
. ~ déf
Si o = @, notons Zp = X,.

Supposons maintenant le ¢-module Dy non semi-simple, alors les valeurs propres
a, & de p% sur D, sont les mémes pour un (ou de maniére équivalente tout) o € %,
Dans ce cas, on note

Zp et {o e, | Fil! D, est stable par go ,pour ko oy < j < koo+kios—1}.

4.3.2 Formes compagnons surconvergentes

On montre l'existence de formes compagnons surconvergentes par la méthode de
Breuil-Emerton (|17, Thm.4.3.3|).

Soient k1, € Z>2, ka2, € Z pour tout o € X,, K un sous-groupe ouvert compact de
G(A™) maximal en p. Soit p une représentation indécomposable de Gal(Q/F) de dimen-
. . : kig ok
sion 2 sur E qui apparait (comme sous-représentation) dans Hélt (M KO V(flﬁp izp)>,
il existe donc une représentation 7 lisse admissible et irréductible de G(A*) sur E
telle que p soit une sous-représentation de R(7>°) et (7°°)% # 0 (cf. §4.2.3). Notons
k: H(S(K)) — E le systéme de valeurs propres de H(S(K)) associé a p sur (7).
Supposons qu’il existe une représentation 7 admissible irréductible de G(R) et co-
homologique pour g(W(hUGEp’k—QEP)) telle que T ® ¢(m™°) soit cuspidale, on a donc

p = p(m™).
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Notons p, o p|Ga1(@ I F ) qui est une représentation cristalline de Gal(Q,/F},)
u, 0

(par (4.6)). Notons a et & les valeurs propres de % sur Dar(py)- pour tout 7 € X,
on a alors aqa ™! # ¢! car 7 est cuspidale et (7°°)% # 0 (voir le §4.2.1 (1) et la Prop.
4.2.2). La représentation p,, de Gal(Q,/F,) est de poids de Hodge-Tate (—(k2,, + k1,0 —
1), —k2,5)oex,. On peut attacher a p une forme modulaire classique (et cuspidale) A, de
niveau K de poids (ﬁz,ﬂﬁzp) et k-propre pour H(S(K)) sur (7, E) pour tout 7 € ¥,
par les théorémes de comparaison p-adique (cf. ci-dessous). En effet, étant donnée une
))H(S(K)):n (le

sous-espace vectoriel sur lequel H(S(K)) agit par m), on en déduit une injection de
E-espaces vectoriels filtrés équivariante sous Iaction de (%

injection de représentations galoisiennes p, < Hélt (M K0, V(flﬁp “25p

Dar(pp)r — H'(Mk)r,5,V:)

pour tout 7 € X,. En particulier, pour ko, < j < ko, + k1, — 1, on obtient une
injection de E-espaces vectoriels (cf. Prop.2.3.9):

(ﬁgp 7k722p))H(S(K)):;g
(4.15)

Fil' Dar(p(7)g); > HO((Mi)r,5,S,

pour tout 7 € X,. Il existe donc une forme modulaire h,, sk-propre pour H(S(K)), de

poids (K1, , K2y, ) de niveau K sur (7, E) telle que I'image de I'application (4.15) soit
— “p T <p

engendrée par h, pour tout 7 € X ,. Une telle forme modulaire A, est dite attachée a p.

Notons Dy o Deris(pgp) et D o Dgr(pe) pour simplifier, comme on a vu dans la
discussion au §4.2.3, les o, @ € E (quitte a augmenter E s’il faut) ne sont autres que
les deux racines de

Lup(X) = X? = 6(Xu,0) X + pPk(x, pio ) (Yap) € E[X].

Voyons h; comme forme modulaire sur Mg (p)- g via I'injection naturelle

(kig sk2y ) (kig sk2g )
HO((MK)T,EasTé'Ep Y25, ) SN HO (MK(@)T,E,ST’T;ZP Y25, )7
et posons
déf déf ~
hro = @up(hs) —ahr, heg = Oyp(hs) — ahe, (4.16)

(voir (2.44) pour l'opérateur @, ,) qui sont aussi des formes modulaires sur Mg (p)r E-

Lemme 4.3.1. Les formes h; o et h.5 sont non nulles.

Proof. Supposons que hr, soit nulle (le cas de h,5 est analogue), par (2.44), on a
o&(he(A)C, 0,0, aP)) = ah-(A,1,0,a%) pour tout L-point (A,¢,0,a) de (Mg)-k
avec C' un sous-(u, p)-groupe d’échelon 1 quelconque de A et pour toute extension finie
L de E. On en déduit Xy o(hr) = (¢ + 1)ah, (cf. (2.42)) et donc @ = qo, une
contradiction. O

Lemme 4.3.2. On a X, (hro) = ahr o et X}, (hr5) = ah, 5.
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Proof. On a

X;,p(hT,a) = quj,go o (I)U,KJ(hT) - aX;,p(hT)
= deXu,pdo o Yu,p(hT) - O‘(X%@ - q)U,W)(hT)
ach; —a(a+ a)h, + a®y o (hy)

= ahT,a

ou la deuxiéme égalité suit du lemme 2.3.16 et la troisiéme découle du fait que « et a
sont les deux racines de Ly, ,(X). De la méme fagon, on a X, (h;5) = ah, 5. O

On dit que hrq (resp. h;g) est la forme p-stabilisée associée a hy par rapport a o
(resp. ).

Supposons « # «, soient e,, e, € D, o Dgr(pe)r des vecteurs propres de o

avec p(e;) = ae, et pl(e;) = ae,. 1l existe donc (a,,a,) € E x E\ (0,0) tels que
hy = arer + are; (cf. §4.3.1). On voit par définition de h, que 7 € Zp(«) (resp.
T € Zp(a)) si et seulement si @, = 0 (resp. a; = 0). On a comme dans [17, Thm 4.3.3]:

Théoréme 4.3.3. Soit 7 € ¥, alors T € Zp(a) (resp. 7 € Zp(a)) si et seulement s’il
existe une forme modulaire surconvergente g, de niveau K et de poids (—kar — k1 +

2, ka7 ks, RVEE kay, e }) sur (1, F), vecteur propre pour les opérateurs de H(S(K¥))
et les opérateurs X, o
telle que 971 T 1(97) =hrq (T’GSP' 91:1’771(97) = hr,&')'

Yue et Xup, de mémes valeurs propres que hy o (resp. hT@),

Proof. On a 7 € Zp(a) si et seulement si % (h,) — ah; = 0 (dans I’espace vectoriel

Hl((MK)T,E,vT)). Soit r €]0
ce que le vecteur

> +1 [NQ, par la proposition 4.1.5, ceci est équivalent a

Oy p(hr) — ahy € H' (M)}, Vy) 2

( - ( ko, r—k1,++2,k2 3k . k 7—)
HO((MK)TE,S Fisy, k2, )/lef 1(H0<(MK)TE,STE2 1, 27ikig \ (ryR2s )\ )>

(4.17)

soit nul. Donc 7 € Zp(a) si et seulement si

- (—k2,r—k1,r+2,k2,73k k2 o)
oo (hr) — ahr € 057 1(HO((MK)TE,STE2 1T F AR\ (1) 2\ (1) ))

Comme D'application 951’7_1 est continue et équivariante sous 'action de H(S(K¥)) et
de X7,y Yu,p, Xup (voir la discussion au-dessous de la preuve du lemme 4.1.4), I'image
réciproque W du E-espace vectoriel engendré par ®,, ,(h;) — ah, est un sous-E-espace

vectoriel fermé du E-espace de Banach (ainsi W est aussi un E-espace de Banach)

HO<< ) S( k27 k1 T+2k27yk12 \{T}’kQZp\{T}))
]
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stable sous ’action des opérateurs de Hecke. De plus, X{h o agit sur W par un opérateur
compact. Il existe donc une forme (e.g. en appliquant la théorie de [66] & W et X{W)

—ka,r—k1,-+2,k2, -5k k )
< (—ke, 1, 2,7 Ry \ o R25
gr € H°<(MK);7}:;,877E P )

propre de mémes valeurs propres que h, ,a pour H(S(K¥)) et X, ,

que 051”_1(97) = h;o. Le cas de Zp(a) est analogue. O

Yo et Xup telle

On dit que g, est une forme compagnon surconvergente de hr o (resp. de h;g).

Supposons maintenant o = & (il y ayant alors deux cas: Dy est ¢-semi-simple ou
non go—semi—simple), de la méme facon, on a

Théoréme 4.3.4. Soit 7 € X, alors 7 € Zp (cf. §4.5.1) si et seulement s’il ea-

iste une forme modulaire surconvergente g, de niveau K et de poids (—kar — kir +

2, ka7 ks, \(r kay, \ }) sur (1, E), vecteur propre pour les opérateurs de H(S(K¥))
—Xp\ {7} =EXp\ {7

et X{w), Yuo et Xup, de mémes valeurs propres que hr o = h. 5, telle que Glﬁl’T_l(gT) =

hro.

Remarque 4.3.5. Noter que Dy est conjecturalement p-semi-simple, cf. [43, §2.4].

En termes des opérateurs Uy, et S, (cf. Ex.2.3.14 et 2.3.15): Notons ag = K(Xup) €
Op (cf. Lem.4.2.5) et unry(ag) : Q) — E* le caractére non ramifié de Q) en-
voyant p sur ag. On voit unr,(ag) comme caractére non ramifié de Gal(Q,/Q,) via
I’isomorphisme W&E = Q) de la théorie du corps de classes local (normalisé par en-

voyer un Frobenius arithmétique sur p~!). Posons P « pp @p (unry(ag) |Gal(@/Fp))

qui est une représentation de Gal(Q,/F,,) cristalline de dimension 2 sur E de mémes
poids de Hodge-Tate que p,,. Notons

/ déf / / déf /
DO - Dcris(pp)7 D = DdR(Pp)7
. p déf 4y ~p déf o~ do ’
on voit que o = a5, & = ay"a sont les valeurs propres de ¢ sur D] pour tout

T € B, et sont les deux racines du polynéme X2 — k(T,) X + p™r(S,) € E[X]. On a
Zp(d)=Zp(a), Zp(&') = Zp(a)sia# a; Zp = Zp sia = &; Uy(hra) = &'hrq et
Uy(hrg) = &h, 5. Enfin, signalons que la forme compagnon surconvergente g, (si elle
existe) de h; o (resp. h;z) dans les théorémes 4.3.3 et 4.3.4 est propre sous l'action de
U, et S, de mémes valeurs propres que hr o (resp. h;z).

4.4 Familles p-adiques de représentations galoisiennes

On étudie un peu de la famille p-adique de représentations de Gal(Q/F) sur les
surfaces de Hecke construites au §3.4.4, et on suppose alors Fy,, non ramifié sur Q, pour
tout p;|p.
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Fixons jusqu’a la fin de cette section un sous-groupe ouvert compact net K de
G(A™) maximal en p. Soit 7 € X, fixons ki » € Z>2 et kp , € Z pour tout o € 3, \{7}.

8 (k 7k )
Notons .7 % S(K) — MR\ (cf. Thm.3.4.33) pour simplifier, et S¢; 'ensemble

T,red

des points classiques (voir la discussion avant le corollaire 3.4.37) dans ./ (E) correspon-
dant de plus aux systémes de valeurs propres des formes modulaires cuspidales, qui est
donc un sous-ensemble de 'ensemble des points classiques dans .7 (E). Par Cor.3.4.37
et Lem.4.2.3, on montre que S est Zariski-dense dans . par le méme argument que
dans [22, Prop.6.4.6].

On dispose d’un morphisme d’anneaux (cf. Prop.3.4.39)
PP H(S(KY)) — O()

qui se factorise a travers O(%)°. Pour (A, I) € S(K®), on note ay uf PP (X)) €
O(#)Y. D’aprés la proposition 4.2.7, pour tout z € S, il existe une représentation
continue p, de Gal(Q/F) de dimension 2 sur E telle que p, soit non ramifiée hors de Sie
(cf. la remarque 4.2.4) et vérifie tr (pz(Frob(_)\ll) )) = (ax;): pour tout (A, I) € S(K*)
<tr (pZ(Frob(_Al[))) étant bien déﬁni) ou (axy). € E désigne I'image de ay, via le
morphisme z : O(.#) — E. On note F¢ 'extension algébrique maximale de F non
ramifiée hors de Sk, et on dispose alors d'un pseudo-caractére continu de Gal(F & / F)
de dimension 2 sur F pour tout z € Sg:

T. : Gal (F°x° |F) — E, g~ tr(p.(g)).

A partir des données {(ﬁ)zegd, (aM € O(Y)O)(A’[)ES(KW)}, par [22, Prop.7.1] (et la
Prop. 3.4.36 et le théoréme de densité de Chebotarev), on a

Proposition 4.4.1. Il existe un unique pseudo-caractére continu de dimension 2
T : Gal (F%% /F) — O(7)

dont I’évaluation en tout z € S coincide avec T,. De plus, T( Frob(_)\l[)) = ay, pour
tout (A, I) € S(K¥).

En particulier, on obtient un pseudo-caractére T, wf T, continu de Gal(Q/F) de
dimension 2 sur E pour tout z € .%(F). D’apreés [77, Th.1(2)], il existe une représenta-
tion continue semi-simple p, de Gal(Q/F) de dimension 2 sur E telle que tr(p,) = T..
On a donc

Corollaire 4.4.2. Soient L une extension finie de E, x4, x— deux caractéres localement
T-analytiques de OF a valeurs dans L*. Soit h une forme modulaire surconvergente
de poids (X+,X— Lﬁzp\{f}’@zp\{r}) de niveau K sur (7;, L), propre sous 'action des
opérateurs dans H(S(K)) (cf. Thm. 5.4.33) telle que Uy(h) # 0, alors il existe une
représentation continue semi-simple py, de Gal(Q/F) de dimension 2 sur E telle que py,
soit non ramifiée hors de Ske et tr (ph(Frob(;\l’[) )) = ax; pour tout (A1) € S(K¥®) ou
ay est la valeur propre de X .
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Notons que la représentation pp ci-dessus est réalisable sur une extension finie de
L (e.g. voir [77, Lem.6(1)]). On reprendra dans le §6.2 I’étude des représentations
galoisiennes pp, (voir le Cor. 6.2.61 pour les résultats principaux). Terminons cette
section par une conjecture dans le style "Fontaine-Mazur", dont certains cas seront
démontrés au §6.2.4 (voir Cor.6.2.64 ci-dessous):

Conjecture 4.4.3. Soient ki, € Z>2, ko, € Z pour tout o € X,. Soit h une forme
modulaire surconvergente de niveau K¥Kyo de poids (kiy, ,kay ) sur (7, E), propre
— “p ——“p

sous laction de H*(S(K¥)), Yy, et X{A’p, supposons pp, absolument irréductible, si p

est de de Rham, alors il existe une forme modulaire classique ho (sur les courbes de
Shimura unitaires) propre telle que pp, = pp.



Chapter 5

Représentations localement
Qp-analytiques

Au §5.1, on donne des rappels sur les représentations localement Q,-analytiques des
p-adiques F,-analytiques. On généralise (de fagon essentiellement triviale) une partie de
la théorie de Fourier p-adique a la Schneider-Teitelbaum (|68]). On rappelle le foncteur
de Jacquet-Emerton (pour les représentations localement Q,-analytiques, cf. [35]) au
§5.2. Dans la section 5.3, on montre certaines lois d’adjonction pour le foncteur de
Jacquet-Emerton, que I'on utilisera dans le prochain chapitre. Dans ce chapitre, G
désignera un groupe p-adique Fj,-analytique. On prendra garde & ne pas confondre ce
groupe avec le G du groupe unitaire des autres chapitres.

5.1 Représentations localement QQ,-analytiques

5.1.1 Geénéralités

On donne des rappels sur les représentations localement Q,-analytiques des groupes
p-adiques F,-analytiques et on introduit des notations

Soit G un groupe algébrique réductif connexe sur F, avec g son algebre de Lie

(sur F},), notons Gy « Res&pO G, alors G “ G(Fy,) = Go(Qp) est un groupe p-adique

F-analytique. On a une décomposition

g®@pE—N_> H 9o
o€,

ou 9o d:éf g ®F@»cr E. Pour J g EP? on note g9J d:éf HJEJ fo-

Une représentation algébrique V' de dimension finie de Gg sur E est appelée une
représentation Qp-algébrique de G. On voit que V' est munie d'une action naturelle

117
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Qy-linéaire de g (donc d'une action E-linéaire de gs, = g ®q, E). Soit J C ¥, on dit
que la représentation V' est J-algébrique si 'action de gs, sur V se factorise a travers
g7

Soit V' un espace vectoriel topologique localement convexe et de Hausdorff sur £
(cf. [67, §4]), notons C%~27(G, V) le E-espace vectoriel des applications localement Qp-
analytiques de G a valeurs dans V (cf. [69, §2]). Ce dernier est muni d’une topologie
localement convexe (cf. loc. cit.) et d’'une action continue de G donnée par

déf

(9N)g") = fld'9) (5.1)

pour tout g,¢' € G et f € C¥~2(G, V). On en déduit une action Qp-linéaire de g sur
C%—2n(G, V) par

(6 (o) & Flexp(~t0)9)li=o (52

pour tout r € g, f € C@ (G, V) et g € G. Soit J C ¥, une application f €
Co—an(G | V) est appelée localement J-analytique si ’action de g®q, I sur [ se factorise
a travers gy (cf. [74, Déf.2.1]). Notons C/~2"(G, V) le sous-E-espace vectoriel (fermé),
muni de la topologie induite, de C%~#"(G, V) engendré par les applications localement
J-analytiques. Il est en fait stable sous I'action de G.

Soit V' comme ci-dessus, et supposons V muni d’une action continue FE-linéaire de
G, on dit que V' est une représentation localement Q,-analytique si I'application orbite
pv g+ g(v) est dans C%~2%(G, V) pour tout v € V (cf. [69, §3]). De méme, soit
J C X, on dit que V' est une représentation localement J-analytique si 'application
orbite p, : g — g(v) appartient a C/~3%(G, V') pour tout v € V (cf. [74, Déf.2.4]). En
outre, si V' est une représentation localement Q,-analytique de G, V' est munie d’une
action et Qp-linéaire de g donnée par

rv % 2 exp(in) ()l
pour tout r € g, v € V. Donc V est localement J-analytique si et seulement si 'action
de g ®q, F sur V se factorise a travers g;. Enfin, pour une représentation localement
Qp-analytique V' de G sur E, on note Vj_a, le sous-E-espace vectoriel de V' engendré
par les vecteurs dont les applications orbite sont localement J-analytiques, qui est stable

sous l'action de G et est donc une sous-représentation fermée localement J-analytique
de V.

On note Repy, (G) la catégorie des représentations localement Qp-analytiques de G
sur F, Repy, .(G) la sous-catégorie plaine de Rep),(G) des représentations localement
Qp-analytiques de G sur espaces localement convexes de type compact (cf. [69, §1]),
et Repf, .(G) la sous-catégorie plaine de Repy, .(G) dont les objets sont les représenta-
tions localement Qp-analytiques V' € Repy, .(G) vérifiant de plus qu’il existe une suite
croissante {V}, },, de sous-BH-espaces (cf. |33, Def.1.1.1]) de V stables par le centre Zg
de G telle que V =lim V;, (cf. 35, §3.1]).
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5.1.2 Vecteurs S-classiques

Soient V' une représentation localement Qp-analytique de G sur £, S C X ,etv €V,
lorsque S # 0, on dit que v est quasi-S-classique s’il existe une représentation W de gg
de dimension finie sur E, n € Z> et une application (non nulle) gg-équivariante

wen v (5.3)

tels que v appartienne a I'image de (5.3). On dit que v est S-classique si la représen-
tation W de gg provient d’une représentation S-algébrique de G. En particulier, si
v € Vg \s—an, alors v est S-classique (avec W étant la représentation triviale de G).
Enfin, tous les vecteurs dans V sont dits ()-classiques (et quasi-0)-classiques). Le lemme
suivant est évident.

Lemme 5.1.1. Un vecteur v de V est quasi-S-classique si et seulement si le sous-
U(gs)-module de V' engendré par v est de dimension finie (ot on note U(h) [’algébre
enveloppante d’une algébre de Lie by).

Proposition 5.1.2. Avec les notations précédentes, alors v est quasi-S-classique si et
seulement si v est quasi-o-classique pour tout o € S.

Proof. Le sens "seulement si" est clair. Supposons maintenant v quasi-o-classique pour
tout o € S, et notons

déf
I, = {re U(go) | r-v =0}
qui est un idéal a gauche de U(g,). Le E-espace vectoriel U(g,)/I, est de dimension

finie sur F puisque l'image du plongement U(g,)/I, < V, r — ¢ - v lest par le lemme
5.1.1. Comme U(gs) — ®oesU(go), le morphisme

U(gs) — V, t—=1-v

se factorise alors a travers ®,csU(gy)/I, — V. On en déduit que le sous-U(gg)-
module de V engendré par v est de dimension finie sur F, d’oul la proposition par le
lemme 5.1.1. O

Soient maintenant S C .J, W une représentation localement S-analytique irré-
ductible de G de dimension finie sur F telle que

Endg(W) = Endg,, (W) = Endgg (W) = E, (5.4)

et supposons V localement J-analytique. La représentation duale WV est aussi locale-
ment S-analytique. Par [33, Cor.3.6.16], V ® g WV, muni de 'action diagonale de G,
est encore une représentation localement J-analytique de G.

Proposition 5.1.3. Avec les notations précédentes, alors la composée G-équivariante
(Veg WV)J\S,an®EW‘—>V®EWV QW —V (5.5)

est injective, ot (V ®@p VVV)J\S,E,Ln QW et Vo WY @ W sont munis de l'action
diagonale de G, et ot le deuriéeme morphisme est donné par

VopW'YepW — E, vouw @w— w'(w)v. (5.6)
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Noter que tous les éléments dans I'image de (5.5) sont quasi-S-classiques.

Proof. La preuve est essentiellement la méme que celle de [33, Prop.4.2.4]. On donne
une démonstration pour la commodité du lecteur. Pour une algébre h de Lie et une

représentation V’ de b, on note (V)" o {ve V'] z(v) =0 pour tout = € h}.

Le cas S = () est clair. On suppose S # (. On muni V @z WV d’une action de
gs, X gz, par (r1,r2) - (v@w') o (r1-v)®w +v® (r2-w') (avec 'action de gx,, sur
WY donnée par (r-w')(w) = —w’(;-w)). On note A : gz, — gz, X gz, = — (7, ),
et on a par définition

(V@ WY)nsan — (V ©p WY)2E009) 2 (V op V)20 (5.7)

(out le deuxiéme isomorphisme découle du fait que ’action de gz, sur V et WV se
factorise a travers g;). Comme Endg, (W) = Endg (W) = E, par le théoreme du
bicommutant, le morphisme de F-algébres

U(gs) — Endpg(W)(ZW @ WY), t (w1 w), (5.8)

est surjectif. On muni U(gg) (resp. W®@g W) d’une action de gg x gs par (r1,r2)-(x) =
rr—1r2 (resp. (r1,r2)- (w®@w') = (11 w) ®w+w® (r2-w')). Donc I'application (5.8)
est gs X gg-équivariante. En prenant les duaux, on en déduit une injection gg X gg-
équivariante

wV RE W — HomE(U(gs),E) (5.9)

(otl I'action de gg x gg sur Hompg(U(gs), F) est donnée par ((r1,r2) - f)(x) = —f(r1x) +
f (;xg)). De plus, on vérifie directement que la composition de (5.9) avec I'application
Hompg(U(gs),E) — E, f +— f(1) est égale au morphisme canonique WY @ W —
E, w' ®w i w'(w). On déduit enfin de (5.9) une injection gs, x gs X gs-équivariante

V Qg wV RQEW —V Qg HomE(U(gS),E) — HomE(U(gg), V), (5.10)

ot l'action de gx, X gg x gs sur V @p WY @ W (resp. Homp(U(gs),V)) est donnée
par (r1,r2,13) - (v @w @w) = (11 V) QUW QW+ v (r2- W) Rw+vRwW @ (r3 - w)
(resp. ((r1,82,23) - f)(x) = w1+ (f(x)) — f(xar) + f(xx3)). Noter que la composition de
(5.10) et 'application

Hompg(U(gs), V) —V, f— f(1) (5.11)
n’est autre que (5.6). On note A1z : gs < gs X gs X g5 = gs, X gs X gs, t = (1,1, 0).
Par (5.7) on a alors (V@ WY) pg-an @ W = (V@ WY ®F W)A12(8s) . On conclut
par le lemme suivant. O

Lemme 5.1.4. L’application (5.11) induit un isomorphisme de E-espaces vectoriels
Homp(U(gs), V)212s) 5 v
Proof. L’application V' — Hompg(U(gs),V), v — (r+ (r-v)) est un inverse de (5.11).

Son image est bien contenue dans Hompg(U(gs), V)212(95) | et Papplication induite V —
Homp(U(gg), V)212(85) est bijective. O
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Remarque 5.1.5. Avec les notations de la proposition 5.1.3, il y a un isomorphisme
canonique de E-espaces vectoriels topologiques i : V @ WY = Homg(W,V) et le
diagramme suivant commute:

V Qg wyY —— HOIHE(VV, V) Qe W

(:6)| | ,

4 E
ot Uapplication Homg(W,V) @ g W — E envoie f ® w sur f(w) pour tout f €
Hompg(W,V) et w € W. L’isomorphisme i est de plus G-équivariant si l’on muni
V @p WY de laction diagonale de G et Hompg(W, V') de laction de G par (g- f)(w) =
9(f(g w)) pour tout g € G, f € Homp(W, V) et w € W. Enfin, on voit facilement (en
considérant l’action naturelle de gj x gy sur Homg(W, V') et par (5. 7)) que l'application
1 induit une bijection de E-espaces vectoriels topologiques équivariante sous l’action de

G
(V@ WY) 5\ s—an — Homg, (W, V).

Corollaire 5.1.6. Soient V' € Rep,(G), J € E,, W une représentation localement
J-analytique irréductible de G de dimension finie sur E vérifiant (5.4), V' € Rep,(G)
localement X, \ J-analytique, alors lapplication naturelle

Homg (V',(V ®g W)s \j—an) — Homg(V' @ WY, V), (5.12)
induite par l'injection en (5.5), est bijective.
Proof. Comme (5.5) est injectif, (5.12) lest aussi. Pour un morphisme f : V'@gp WV —
V, on note i(f) la composée (G-équivariante)

Vs V'eg WY op W 22 vopw

avec le premier morphisme induit par £ — Homg(W,W), 1 — id. Comme V' est

localement 3, \ J-analytique, i(f) se factorise & travers i(f) : V' — (V. @p W)g_\ ;.
On vérifie que f +— i(f) est un inverse de (5.12). Ceci permet de conclure. O

5.1.3 Algébres des distributions
Soit J C 3, J # ), notons
DG, E) € (/G E)),
le dual continu du E-espace vectoriel C/~'(G, E) muni de la topologie forte, c’est
en fait une FE-algébre topologique (cf. [69, Prop.2.3]). Si G est de plus compact,

alors C7~ (@, E) est un espace de type compact au-sens de Schneider-Teitelbaum (cf.
[69, Lem.2.1]), par conséquent, D;(G, E) est une E-algébre de Fréchet nucléaire (cf.



122 CHAPTER 5. REPRESENTATIONS LOCALEMENT Qp-ANALYTIQUES

69, Thm.1.1 et 1.3]). Notons Dy, (G, E) ¥ Dy (G, E). On dispose d’une projection

canonique de F-algebres topologiques

Dg, (G, E) —» D, (G, E) (5.13)
induite par le plongement (G-équivariant) C/~**(G, E) — C% (G, E). Notons I;(G, E)
le noyau de P'application (5.13).
Exemple 5.1.7. Pour tout g € G, notons 64 € Ds(G,E) (pour tout ) # J C 3,) la
distribution de Dirac pour g définie par d4(f) et f(g) pour tout f € C'~3(G, E).

Soit ¢ € g, 'action de ¢ sur C%~2%(G, E) (cf. (5.2)) induit une application E-linéaire
Co™™NG,E) — E, fr (x-)(1).
Par conséquent, on obtient une injection g®q, £ — Dg, (G, E), qui induit une injection

de E-algébres
U(gzp) — DQp(G) E)

Soit J C X, on a U(gs) = ®,esU(gs) et la projection d’algébres de Lie: gs, — g
induit une projection de E-algébres

U(gs,) — U(g.). (5.14)
Notons I;(g, F) le noyau de (5.14). On voit facilement que la composée
U(gs,) — Dq, (G, E) — D, (G, E)
se factorise a travers U(gy), i.e. on dispose d’un diagramme commutatif de E-algébres

U(gs,) — Do, (G, E)

l l . (5.15)

U(gs) —— Dy(G,E)

Proposition 5.1.8 (|74, Prop.2.18]). Lorsque G est compact, I;(G, E) est l’idéal fermé
engendré par 15(g, E).

D’aprés Schneider-Teitelbaum, si G est compact, alors Do, (G, E) est une E-algebre
de Fréchet-Stein (cf. |71, p.152]) et D;(G, E) l'est aussi par la proposition 5.1.8 et [71,
Prop.3.7].

Soit V un E-espace vectoriel topologique localement convexe et de Hausdorff, alors
il y a une application naturelle (voir [69, Thm.2.2| et la discussion au-dessous de sa
preuve):

I:CY% (G, V) — L(Dg,(G, E),V)

(01‘1 L(V1,Vs) désigne le E-espace vectoriel des fonctions FE-linéaires continues de V;
a Vg) telle que I(f)(d,) = f(g) pour tout f € C%~2" g € G. De méme, pour tout
() # J C Xp, il y a une application naturelle

I:0773(G,V) — L(Dy(G,E),V).
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Par définition (e.g. voir la preuve de |69, Thm.2.2]), le diagramme suivant commute:
CT7 (G, V) — = L(D4(G,B), V)

l l : (5.16)

Co—(@, V) —— L(Dgy,(G, E),V)
Soit maintenant V' € Rep),(G), V est donc munie d’une action de Dg, (G, E) donnée

par fi - v o I(py) () pour tout u € Do, (G,E) et v e Voup,:G—V, g g(v) est
'application orbite (cf. [69, Prop.3.2|). Son dual fort V¥ est donc aussi muni d’une
action de Dy, (G, E) donné par (u- f)(v) © f(u-v) pour tout f € VY et u € Dy, (G, E).
Par le diagramme commutatif (5.16), si V' est de plus localement J-analytique, alors
action de Do, (G, E) sur V, ainsi que sur VY, se factorise a travers Dy (G, E).

Définition 5.1.9 (|71, Def, p.176]). Soient G' un groupe p-adique Fy,-analytique, V une
représentation localement Qp-analytique de G, on dit que V' est admissible si V est un
espace de type compact et le dual fort V' de V est un Do, (H, E)-module coadmissible
(cf. [71, p.152]) pour un (ou de maniére équivalente tout) sous-groupe ouvert compact
H de G.

Par la définition des modules coadmissibles (cf. [71, p.152]), la Prop. 5.1.8 et la
discussion au-dessus de la Déf. 5.1.9, on a

Lemme 5.1.10. Soient J C X, V une représentation localement J-analytique de
G, alors V' est admissible (comme représentation localement Qp-analytique de G) si et
seulement si son dual fort V) est un Dyj(H, E)-module coadmissible pour un (ou de
maniére équivalente tout) sous-groupe ouvert compact H de G.

5.1.4 Théorie de Fourier p-adique

Soit x : G — E* un caractére continu de GG, on dit que x est localement J-analytique
si x € C/7W(G, E).

Notons (Wp)q, I'espace analytique rigide sur £ qui paramétre les caractéres locale-
ment Qp-analytiques de O,. En fait, (Wp)g, est la boule unité ouverte de dimension d
sur I, puisque I'on a O, = Zg comme groupes p-adiques. D’aprés [68, §2|, on sait que
pour tout o € ¥, il existe un sous-espace analytique rigide de dimension 1 de (Wp)q,
sur I/, noté (Wp),, qui paramétre les caractéres localement o-analytiques de O,,. Pour
toute extension finie L de E, on a alors

(Wo)o(L) = {x € Wo)q,(L) | x est localement c-analytique}.

Par la méthode de Schneider-Teitelbaum ([68]), pour tout J C 3, on peut obtenir
un sous-espace analytique rigide sur £ de (Wp)g, de dimension |J|, noté (Wp), qui
paramétre les caractéres localement J-analytiques de O, de la maniére qui suit.
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Notons
Wo)(E) © {x € W), (E) | x est localement J-analytique}. (5.17)

Soit A € D, (O, E), on définit la transformation de Fourier Fy de A (cf. [68, p.452])
comme la fonction B B
Ex: W), (E) — E, x = Alx)-

On en déduit un isomorphisme de E-algébres de Fréchet-Stein (cf. [68, Th.2.2])

F 'DQP(OQ,E) = F((Wo)(@p, O(Wo)Qp)7 A= Fy,
ol F((WO)Q,,, O(Wo)Qp) désigne la E-algebre des fonctions analytiques sur (Wp)g,. De
la méme fagon que dans [68, §1 et §2|, on a

Lemme 5.1.11. L’ensemble (W) (E) est un sous-ensemble analytique (cf. [11, §9.5.2])
de Wo)q, (E) défini par F\ = 0 pour tout X\ € I;(Oy, E). De plus, F(1;(Oy, E)) est
idéal de T(Wo)q,, O(Wo)@p) engendré par les fonctions qui s annulent sur (Wy) j(E).

Notons Z; le faisceau cohérent d’idéaux de Oy, —associé a Wo)s(E) (cf. [11,
Cor.9.5.2/7]). 1l existe alors un sous-espace analytique rigide fermé réduit (Wy); de

(Wo)q, tel que (cf. [11, Prop.9.5.3/3])
Owe)s — O(Wo)Qp /L.
On vérifie par définition que
Wo)s(L) = {x € Wo)q,(L) | x localement J-analytique},

pour toute extension finie L de E. De plus, comme (Wp)q, est quasi-Stein, on obtient,
en prenant les sections globales, un isomorphisme

L'(Wo)s, Oowgy,) — T(Wo)a,, Oweyg, )/ F (15(Op, E)).
On a donc comme dans [68, Thm.2.3]

Proposition 5.1.12. La transformation de Fourier F induit un isomorphisme de E-
algébres de Fréchet-Stein:

Dj(Op, E) — T'(Wo)1, Opwy), )-

On dispose d’un morphisme étale (de degré infinie, voir la discussion au-dessous de
[68, Thm.2.3])
d: (Wo)g, — Ay ky

ou ky est le poids de x défini comme dans Déf. 3.4.1. Pour tout J C 3, J #0,ily a
alors un diagramme cartésien

Wo)s —— Mo,

1| 1|

AL —— Al
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ol le morphisme en haut est le plongement fermé canonique, et le morphisme en bas
(étant aussi un plongement fermé) est donné par (as)ses — (Go)oex, avec az = 0
lorsque o ¢ J. On a donc

Proposition 5.1.13. Soit 0 C J C X, alors Wy) s est lisse, strictement quasi-Stein
(cf. [33, Def.2.1.17 (iv)]), et équidimensionnel de dimension |J|.

Soient ) C J C J' C 3, x un caractére localement J'-analytique de O, a valeurs
dans E*, on dispose alors d’un isomorphisme d’espaces analytiques rigides

X Wo)yr — Wo)ar, X' = X'x.

Notons (Wp)s(x ') le pull-back de (Wp) s (étant un sous-espace rigide fermé de (Wp) 5)
via l'isomorphisme ci-dessus, i.e. (Wp)s(x~!) s’insére dans le diagramme cartésien
suivant

Wo)s(x™1) —— Wo)as

| l

Wo)yr  —— (W)
Donc (W) 7(x™!) est aussi un sous-espace rigide fermé de (W) j». De plus, la composée
Wo)s = W) == (Wo)
se factorise a travers (Wp)s(x) et induit un isomorphisme d’espaces rigides sur E

(W0)5 =5 (W) (-

En fait, le sous-espace rigide (Wy)s(x) de (Wp) s ne dépend que le poids de x: si 'on
note Al (k‘x) le sous-espace rigide fermé de A/’ de sorte que

A (ky) (L) = {QJ/ e V' ay = kyg,0€ T\ J}

pour toute extension finie L de F, alors il y a un diagramme cartésien d’espaces analy-
tiques rigides sur E

Wo)s(x) —— W)

| 1|

AU'(’ix) v Al

Comme dans [33, §6.4] (voir en particulier [33, Prop.6.4.5 et 6.4.6]), on peut généraliser
tout cela au cas ot O, est remplacé par un groupe F,-analytique abélien topologique-
ment de type fini (cf. [33, Prop.6.4.1]).

Proposition 5.1.14. Soit Z un groupe F-analytique abélien topologiquement de type

fini, alors il existe un espace analytique rigide strictement quasi-Stein Zj sur E qui
paramétre les caractéres localement J-analytiques de Z. On a un plongement naturel
d’algebres de Fréchet-Stein avec l’image dense

Dy(Z,E) — T(Z;,03). (5.18)

De plus, lorsque Z est compact, (5.18) est un isomorphisme.
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Soient () # J C J' C X, x un caractére localement J'-analytique de Z & valeurs
dans E*, on a alors un isomorphisme d’espaces analytiques rigides sur F

X:Zp—Zy, X' = XX
La composée Z; < Z; =5 Zj se factorise a travers Z; = Z;(y) ot Z;(x) est un

sous-espace rigide fermé de Z; défini de facon analogue & (Wo)s(x) ci-avant.
Enfin, par la définition des modules coadmissibles (cf. [71, p.152]), on a

Proposition 5.1.15. Le foncteur M I‘(Z], M) induit une équivalence de catégories
entre la catégorie des faisceauz cohérents sur Zj et la catégorie des modules coadmissibles

sur I‘(Z],OZ]).

Lorsque Z est de plus compact, par la Prop. 5.1.14, le foncteur M +—» F(Z\J,M),\J/
induit donc une anti-équivalence de catégories entre la catégorie des faisceaux cohérents
sur Z; et la catégorie des représentations localement J-analytiques admissibles de Z
sur E.

5.1.5 Représentations essentiellement admissibles

Définition 5.1.16 ([33, Def.6.4.9]). Soit G un groupe F,-analytique de centre Zg F,-
analytique et topologiquement de type fini. Pour une représentation localement Q,-
analytique V- de G sur E, on dit que V est essentiellement admissible si V est un
espace de type compact et le dual fort V,Y est un module coadmissible sur l’algébre de

Fréchet-Stein Dg,(H, E)®EF((/Z;)EQ’O(Z/G\) ) pour un (ou de maniére équivalente
Zp

tout) sous-groupe ouvert compact H de G.

Par la proposition 5.1.14 et la discussion au-dessus de de Déf. 5.1.9, on a

Proposition 5.1.17. Soient J C X, V une représentation localement J-analytique
de G sur E, alors V' est essentiellement admissible (comme représentation localement
Qp-analytique de G) si et seulement si V, est un module coadmissible sur lalgébre de

Fréchet-Stein D j(H, E)@EF((/ZG\)J, O(Z/E) ) pour un (ou de maniére équivalente tout)
J

sous-groupe ouvert compact H de G.

Soient Z un groupe abélien Fj,-analytique topologiquement de type fini, Zp un
sous-groupe ouvert compact de Z. Pour une représentation localement J-analytique
essentiellement admissible V' de Z sur E, I'action de D;(Zp, E)@)EF(ZJ, E’) sur V¥ se

factorise donc a travers celle de I‘(Z], E) (cf. (5.18)). Dans ce cas, on a par la proposi-
tion 5.1.15 une anti-équivalence de catégories entre la catégorie des faisceaux cohérents

~

sur Z; et la catégorie des représentations localement J-analytiques essentiellement ad-

missibles de Z sur E. Notons M (V) le faisceau cohérent sur Z; associé a V via cette

anti-équivalence de catégories. On a donc V = T'(Z;, M(V))).
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Soit x un caractére localement J-analytique de Z & valeurs dans E*, pour une
représentation localement J-analytique essentiellement admissible V' de Z sur E, on
note V(x) la torsion de V' par x.

Proposition 5.1.18. La torsion V(x) est une représentation localement J-analytique

essentiellement admissible de Z sur E, et on a de plus M(V(x)) = (x"')*M(V) ou
X1 désigne lisomorphisme d’espaces rigides sur E: Z; — Zj, X' — xX'x"'.

Proof. Notons V' = ]._‘(Z\J, (x_l)*M(V))Z, qui est, par I’anti-équivalence de catégories,
une représentation localement J-analytique essentiellement admissible de Z sur E. De
plus, l'application naturelle F(Z;,M(V)) — F(Z;, (Xfl)*./\/l(V)> induit un isomor-

phisme d’espaces de type compact i : V! = V (puisque Xt 7 7 = 7 7 est un
isomorphisme). On vérifie directement que i(g(v')) = x*(g)g(i(v")) pour tout v' € V'

et g € Z, autrement dit, V' = V(x), ceci permet de conclure. O]

Soient L une extension finie de E, x € Z;(L), notons m, l'idéal maximal de L[Z]
(la L-algebre du groupe Z) associ¢ a x, et V9 « lim Vp[my] (vesp. V' “y, [my]) le
sous-espace propre généralisé (resp. le sous-espace propre) de V ®p L par rapport a ,

ot VL[m}] désigne le sous-L[Z]-module de V, YV ®p L annulé par my. Notons

déf
VEE (@2, V9 N VL, (5.19)

et V9 & hgl I VY ou L parcourt toutes les extensions finies de E. Noter que le L-

espace vectoriel @ V79 est muni d’une action naturelle de Gal(L/E), et on a

Vi= (@ 5
XE€Z;(L
GBXEZ\J(E)(@TL V[m}]), ot m, désigne ici I'idéal maximal de E[Z] associé & x, et V[m[]

X€Z;(L)
) fo"g)Gal(L/ E) lorsque L est galoisienne sur E. On a aussi V9 =

désigne le sous-E[Z]-module de V annulé par m¥. On voit facilement que V9 est stable
sous l'action de Z.

Proposition 5.1.19. (1) Soient L une estension finie de E, x € Zj(L), notons
M(V)y « M(V) x5 SpecL, alors le morphisme naturel (M(V)X)v

, — V oinduit
un isomorphisme de L-espaces vectoriels équivariant sous l'action de Z:

(MV))y = Vi

(2) La sous-représentation V9 est dense dans V.

Proof. (1) Notons m, l'idéal maximal de F(Z\J,OZ\J) ®p L associé a x (e.g. voir

Lem.5.1.21 ci-dessous), et Vi [m,] « {veV®rL|mw=0} OnaVi[m,] =V} (eg.
voir la discussion avant [33, Cor.6.4.14]). La partie (1) découle donc de I'isomorphisme
de [33, 1.16, p.130).

(2) Notons supp(M(V)) le support de M(V) dans Z; (cf. [11, §9.5.2]). Soient L
une extension finie de E, x € supp(M(V))(L), donc M(V), # 0 (e.g. voir la preuve
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du lemme 5.A.3 ci-dessous), d’out on déduit que V;* (ainsi que V9) n’est pas nul par

(1). Notons V9 I'adhérence de V9 dans V, d’aprés [33, lem.6.4.8], V9 et W uf V/Ve
sont aussi des représentations localement J-analytiques essentiellement admissibles de
Z. Mais pour toute extension finie L de E, et pour tout x € ZJ(L), on a une suite
exacte (par le lemme 5.1.20 ci-dessous)

0— (VI)P? - VX9 - Wr9 -0 (5.20)

d’ou on déduit que W9 (ainsi que W}f) est nul. Par (1), on a alors W = 0. Ceci
permet de conclure. O

Lemme 5.1.20. La suite (5.20) est exacte.

Proof. L’exactitude de (5.20) découle du lemme d’Artin-Rees, on donne une preuve com-
pléte pour la commodité du lecteur. Soit m, l'idéal maximal fermé de I'(Z, OZJ) ®gL
associé & x, on a V9 =lim Vj[my] ot Vi [mY] Yvevepl| mYv = 0}. Comme il
y a une suite exacte

0— (V)9 = V9 - Wi,
il suffit donc de montrer que ’application

VR s W (5.21)

est surjective. Notons M’ le faisceau cohérent sur Z 7 associé au dual fort de W,
qui est donc un souS—OEJ—module de M(V). Soit U = Spm A un ouvert affinoide de
Z 7 contenant x, notons encore m, l'idéal maximal de A associ¢ & x. Posons M o
LU,M(V)) et M’ e LU, M'), qui sont des A-modules de type fini. D’apres [71,
Cor.3.1], M 2 T'(Z;, M(V)) ®F(2J,02J) Aet M'=2T(Zy, M) ®F(Z;,OZJ) A. En outre,
par le Lem. 5.1.21 ci-dessous, F(ZJ,(’)ZJ)/mQ = A/m} pour tout n € Zsg. Ceci
combiné avec I'isomorphisme de [33, 1.16, p.130] entraine que Vi [my] = (A/m;@AM)V
et Wr[my] = (A/m?@AM’)V pour tout n € Zsp. On se raméne donc a montrer que
(A/mﬁ@AM’)V est contenu dans l'image de j pour tout n € Z~( (ou méme pour n > 0).

Soit n € Z~p, d’aprés le lemme d’Artin-Rees, il existe m(n) € Zso (m(n) > n) tel
que my "™ MAM’ € m?M’. On a donc une projection M’/ (my "™ MAM’) — M’ /m" M’
Or, le diagramme suivant est commutatif

(MDY —— (/)Y S (M)

| | |

(M fm2 M) —— (M) (M A M) ——s (M w7V

ou toutes les applications horizontales sont injectives (car leurs duaux sont surjectives),
et la deuxiéme application verticale est surjective (car sa duale est injective). On en
déduit que (M'/myM’)" est contenu dans I'image de j au "niveau" m(n), ceci permet
de conclure. O
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Lemme 5.1.21. Soient X un espace rigide quasi-Stein sur E, {U; = Spm A;}iez.,
un recouvrement admissible de X par une suite croissante des ouverts affinoides tel
que le morphisme induit Ajy1 — A; soit d’image dense pour tout i € Z>g, notons
4« N'X,0x) = @iezzo A;. Soit z un point fermé de X qui correspond donc & un
idéal mazimal wm; de A; pour tout A; vérifiant x € U;(E), alors m det l'glmi est un idéal
mazimal fermé de A. De plus, pour tout n € Z>1 et i tel que x € U;(E), le morphisme
naturel A/m"™ — A;/m] est un isomorphisme.

Proof. On sait que A est une FE-algébre de Fréchet-Stein (e.g. voir la discussion au-
dessus de [33, Prop.2.1.19]). Sans perte de généralité, on suppose z € U;(E) pour tout
i € Z>g, on amiy ®4,,, A = m;, et donc m est un idéal fermé de A par |71, Lem.3.6].
De plus, par [71, Thm (ii), p.152], en prenant la limite projective, on déduit des suites
exactes pour tout ¢

0O—-m; — A4 —k,—0

(ot k, désigne le corps résiduel en z) une suite exacte de A-modules
O—-m—A—k,—0.

Donc m est un idéal maximal fermé de A, d’oil la premiére partie du lemme. On en
déduit que m™ est un idéal fermé de A pour tout n € Z>;. Notons (m”"); 4 ®4 A,
et montrons que (m”); = m? (et donc m” = @my) comme A; est plat sur A, (m");
est un idéal de A;, par le diagramme commutatif suivant

(Mg Q@AM ®a A —— Ai®a, - ®a, A —— M R4, - Qa, My

I ! L

m" ®4 A i A; — m?
et I'isomorphisme naturel (m ®4 -+ ®4m) ®4 A; — m; @4, - @4, M;, on voit que
I'injection (m™); < A; se factorise & travers m? et induit un isomorphisme (m™); = m?.
On obtient alors un isomorphisme A/m" = @Ai /m?. On conclut enfin par [11,
Prop.7.2.2/1 (ii)]. O

Remarque 5.1.22. En général, soit X un espace rigide analytique strictement quasi-

Stein sur Spec E (cf. [33, Def.2.1.17 (wv)]), A = ['(X,0x) est donc une E-algébre
de Fréchet-Stein. Soit F un faisceau cohérent sur X, M o (X, F) est donc un A-
module coadmissible (et aussi un E-espace de Fréchet nucléaire). Considérons le dual
continu M," de M muni de la topologie forte, qui est un espace de type compact sur
E muni naturellement d’une action continue de A, on peut définir (Mbv)g de facon
analogue a V9 ci-avant, i.e. (M,)9 est le sous-E-espace vectoriel de M, engendré par
les vecteurs annulés par une puissance d’un certain idéal mazimal de A. Donc (M)')9

et son adhérence (My')9 dans Mg/ (qui est aussi un E-espace vectoriel de type compact,

voir [69, Prop.1.2]) sont stables sous laction de A. L’injection (My')9 — M,’ induit
une projection (continue) de A-modules M — (Mg/)gv. De facon analogue, on montre

que c’est en fait un isomorphisme. Donc (M,')9 est dense dans M,’.
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Soit U un ouvert admissible strictement quasi-Stein de Z 7 sur Spec E, notons W o
LU, M(V))/. Ce dernier est muni d’une représentation de Z induite par Iaction
naturelle de I'(Z, (92]) sur (U, M(V)).

Proposition 5.1.23. La représentation W est une sous-représentation de V.

Proof. 11 suffit de montrer que application de restriction I'(Z;, M(V)) — T(U, M(V))
est d’image dense. Comme U est strictement quasi-Stein, il existe une suite de sous-
affinoides Uy C Uy--- C U, C --- de U telle que UU, = U, et T(U,M(V)) =
fm T'(Un, M(V)). Onse raméne a montrer que T(Z;, M(V)) est dense dans T'(Uy,, M(V))

pour tout n € Zq, ce qui découle du fait que Z J est quasi-Stein. O

5.2 Modules de Jacquet-Emerton

Reprenons les notations du §5.1.1. Soit P un sous-groupe parabolique de G, notons

P le parabolique composé, M le facteur de Levi de P et P, N et N leur radical unipotent
respectif. Notons P % P(F,), P © P(F,), M « M(F,), N © N(F,) et N uf N(F,)

avec les algebres de Lie p, p, m, n, n respectives.

Dans [35], le foncteur de Jacquet-Emerton
‘]P(_) : Repla,c(P) — Repfa,c(M)

est défini (ou on renvoie a loc. cit. pour la définition). On peut vérifier que si V' est
localement J-analytique, Jp(V') l'est aussi (eg. par le plongement (5.22) ci-dessous).
On note encore Jp(—) la composée

Repla,c(G) — Repla,c(P) — Repfa,c(M)’ Vi V|P = JP(V‘P)
D’aprés Emerton, on a

Théoréme 5.2.1 (cf. [35, Thm.0.5]). Soit V' une représentation localement J-analytique
essentiellement admissible de G sur E, alors Jp(V') est une représentation localement
J-analytique essentiellement admissible de M sur E.

Remarque 5.2.2. Soit V' € Repy, .(G), comme le foncteur de Jacquet-Emerton est
exact & gauche (cf. [35, Lem.3.4.7 (ii)]), on dispose d’un plongement naturel

JP(VJ—an) — JP(V)J—an

pour tout J C X,. Mais ce dernier n’est pas un isomorphisme en général. Par exemple,
par [16, Thm.4.3], on montre qu’il existe des représentations localement Qp-analytiques
V telles que Vi_an =0 et Jp(V)j—an # 0.

Soit V' € Repy, (G), alors Jp(V) est muni d'une action de P induite par la pro-
jection P — P/N = M. Soit Py un sous-groupe ouvert compact de P, notons
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My MmN Py, No NN Py. On a une application équivariante sous l'action de

MoNp (cf. 35, (3.4.8)]):
Jp(V) —V (5.22)

qui dépend du choix de Fy.
Lemme 5.2.3. L’application (5.22) est injective.

Proof. On utilise les notations de [35, §3.2]. Il suffit de montrer que l'application,

que 'on note f, dans [35, (3.2.2)] est injective. Considérons le sous-espace vectoriel

w F (Vaun) de Vi. On montre que W est Z-stable. En effet, comme f est Z7-

équivariant, W est ZT-stable. Soient w € W, z € Z, il existe alors 2’ € ZT tel que
2’2 € ZT. On a 2/'(zw) = (2'2z)w € W, donc 2’ f(2w) = f(2'zw) € Vi, d’ott on déduit
que f(zw) € Vi ainsi zw € W. Par [35, Lem.3.2.17|, (Vyun)gs = 0. Par [35, Prop.3.2.4
(ii)] (appliquée & W = W, V = V), la restriction ZT-équivariante f : W — Vi est
nulle. Encore par [35, Prop.3.2.4 (ii)| (appliquée & W = W, V = V), on montre que
I’application W < Vi est nulle, et donc W = 0. Ceci permet de conclure. 0

L’application (5.22) est fonctorielle en V. En particulier, pour J C X, la composée
JP(VJ—an) — JP(V) —V
se factorise & travers Vj_,,. On a de plus

Lemme 5.2.4. Soient U € Repy, (M), f:U — Jp(V) un morphisme M -équivariant,
st l’image de la composée U — Jp(V) — V est contenue dans Vj_ay, alors f se factorise
a travers Jp(Vy_an).

Proof. On prend les notations de [35]. Ona Jp(V) 2 (VNo)g et Jp(Vy_an) = ((VJ,an)NO)fS
(cf. [35, Def.3.4.5]), et I'application en (5.22) est la composée naturelle (VNo)g —
VNo 5 V. Comme 'image de U — Jp(V) — V est contenue dans Vj_,,, on obtient
une application équivariante sous I'action de M™T (cf. [35, §3.2]): U — (Vj_an)™o.
D’aprés |35, Prop.3.2.4 (ii)], cette derniére se factorise a travers ((VJ_aH)NO)fS, d’ou le
lemme.

Soit U € Repy, (M), notons C2°(N, U) I'espace des fonctions localement constantes
a support compact sur N a valeurs dans U. Cet espace est muni d’une action de N
donnée par translation & droite sur les fonctions. On muni alors C2°(N, U) d’une action
de P (qui prolonge celle de N) par
déf _

((mn) - £)(n') = m(f(m~"n'mn)) (5.23)
pour tout m € M, n,n’ € N et f € C°(N,U). On a en fait C2°(N,U) € Repy, (P) (cf.
[36, §3.5]). On dispose d'un foncteur C2°(N, —) : Repy, (M) — Repy, .(P). Le foncteur
de Jacquet-Emerton Jp(—) est "adjoint" de droite & C2°(N, —) (cf. [35, Thm.0.3]): il y
une bijection naturelle

Homp(CX(N,U),V) — Homp (U(5), Jp(V)) (5.24)
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pour tout U € Repy, (M), V € Repy, (P), ot § désigne le caractére module de M
associé au parabolique P.

Les résultats du reste de cette section ne seront utilisés que dans le prochain chapitre.
Supposons G quasi-déployé avec P étant un sous-groupe de Borel de G, M est donc un
tore, i.e. Zp; = M. Par le théoréme 5.2.1 et la discussion au-dessous de la proposition
5.1.17, pour toute représentation V' localement J-analytique essentiellement admissible
de G sur E, il existe un faisceau cohérent Jp(V)" sur My tel que I'(M;, Tp(V)Y) =
Jp(V)y.

Proposition 5.2.5. Soit V une représentation localement J-analytique essentiellement
admissible de G, et supposons qu’il existe un sous-groupe ouvert compact H de G tel que
la restriction V|y soit isomorphe a C'=*(H, E)®" pour un certain r € Z>1. Notons
My “CHAM (qui est donc un sous-groupe ouvert compact de M ), pour un ouvert
admissible U de My, T'(U, Tp(V)Y) est un Dj(Mo, E)-module sans torsion (voir (5.25)

ci-dessous pour laction de Dj(My, E) sur TU,Tp(V)Y)).

L’action de Dj(My, E) sur T'(U, Jp(V)") provient de la composée

5.18 — —
O, P(My) . O ) — T(My, 05 ) — TU.O; ) (5.25)

Dy (Mo, B) = (Mo),

—

ou la deuxiéme application est induite par le morphisme naturel: M g — (Mo);, x —
X|np-

Proof. 11 suffit de montrer que T'(U, Jp(V)V) est un D ;(Mp, E)-module sans torsion
pour tout affinoide & = Spm B de M 7. Comme l'espace analytique rigide M 7 est
strictement quasi-Stein (cf. [33, Def.2.1.17 (iv)]), il admet un recouvrement admissible
{U; = Spm B, }icz., par des affinoides tel que U; soit un ouvert admissible relativement
compact de U lorsque 7 < j. Il existe donc i € Z> tel que U soit un ouvert admissible
de U;, et on a

LU, Jp(V)") = LU, Tp(V)")@5,B = T(Us, Tp(V)") @5, B

(ou le deuxiéme isomorphisme découle du fait que I'(U;, Tp(V)Y) est un B;-module de
type fini). Comme B est plat sur B; (cf. [11, Cor.7.3.2/6]), il suffit de montrer que
L'(U;, Tp(V)Y) est un D ;(My, E)-module sans torsion. Rappelons que Jp(V), est un

module coadmissible sur B % F(]\/l\J, OAA/[J) = l'&lBi, alors on a
LU, Tp(V)Y) — Jp(V) @5 Bi.

Comme B; est plat sur B (cf. [71, Rem.3.2]), il suffit de montrer que Jp(V'), est
un D j(My, E)-module sans torsion. D’aprés Emerton (cf. [35, (4.2.43)]), il existe

un recouvrement admissible affinoide {V,, = Spm An}n6221 de (My)y avec V; C Viy1
relativement compact pour tout i, tel que (voir Not.5.2.6 ci-dessous)

Jp(V)y == lim (E{{z, 27 8 g (WaBEAn)) (5.26)
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ou W, est un espace de Banach sur E et ou z agit sur le A,-module de Banach
orthonormalisable W, @A, par un opérateur A,-linéaire et compact. Comme on a
Dj(My, E) = Hm Ay, il suffit de montrer que E{{z, 2_1}}(§>E[Z](Wn®EAn) est un A,-
module sans torsion, et on conclut par le corollaire 5.A.9 dans ’appendice ci-dessous. [

Notation 5.2.6. Soient W, V deux E-espaces de Fréchet, notons WRgV le pro-
duit tensoriel projectif (ou de maniére équivalente le produit tensoriel injectif, voir [67,
Prop.17.6]) complété. Soit R une E-algébre, supposons de plus que W et V' sont munis
d’une action continue de R, on note WRRgV le quotient de WRgV par Uadhérence du
sous-E-espace vectoriel engendré par (rw @ v — w @ rv) pour tout r € R, w € W et
veV.

5.3 Loi d’adjonction

5.3.1 Induites paraboliques

On donne des rappels sur les induites paraboliques localement Q,-analytiques suiv-
ant [36, §2].

Reprenons les notations du §5.2. Soient J C ¥, U € Repla,c(P), supposons de plus
U localement J-analytique, et posons

(Ind@ U)7 20 © {f e /(G U) | f(bg) =b(f(g)) pour tout be P, g € G}.

On munit ce dernier de la topologie induite (en tant que sous-espace fermé de C’/~2(G, U))
et d’'une action de G a droite par (gf)(g") et f(d'g) pour tous g, € G et f €
(Ind$% U)7=22, On vérifie que (Ind$ U)7~2" est une représentation localement J-analytique

de G. On a par définition

~

(IndG U)7= =5 ((Ind§ U)% =)

J—an’
D’aprés [36, Prop.2.1.2|, on a

Proposition 5.3.1. 5i U est une représentation localement J-analytique admissible
(resp. essentiellement admissible) de M, alors (Ind$ U)7=#" est une représentation
localement J-analytique admissible (resp. essentiellement admissible) de G.

Dans la suite de cette sous-section, on considére I'induite parabolique avec P (plutot
que P). Soit U € Repla’C(M ), qui est donc munie d’une action localement J-analytique
de P induite par celle de M via la projection P —» M.

Soit f € (Ind% U)7~2 notons

supp(f) et {x € P\G | il existe g € G tel que z = Pg et que f(g) # 0}
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qui est un sous-ensemble ouvert compact de P\G (cf. [36, (2.3)]). Soit  un ouvert de
P\G, posons

(dS )= (Q) € {f € (IndSU)"" | supp(f) C 0},

c’est un sous-E-espace vectoriel de (Ind% U)7—an stable sous l'action de g (cf. [36,
Lem.2.3.5 (ii)]).

Remarque 5.3.2. On voit facilement que (Ind% U)/=20(Q) est le sous-E-espace vec-

toriel de (Ind% U)&=20(Q) engendré par les vecteurs sur lesquels Uaction de g ®q, E
se factorise a travers gj.

Supposons de plus € compact, d’aprés [36, Lem.2.3.3], on a un isomorphisme
d’espaces vectoriels topologiques

c/7(Q,U) = (Ind§ U)—*(Q). (5.27)

Soient f € (Ind% U)/=an Q) un ouvert de P\G, on définit la restriction de f a
(cf. |36, §2.3|):
flalg) =

0 sinon

déf {f(g) si Pg € Q‘

Soient  C Q' deux ouverts de P\G, on dispose donc d’une application

(dS0)/ () — (IndSU)~(0) (5.28)
f = fla

Soit x € P\G, posons

(IndG U)J an def gl(lndc )J—an(Q)
e

ot  parcourt tous les voisinages de x ouverts compacts dans P\G, et ot 'application
de transition est l’application de restriction (5.28). Soit f € (Ind% U)’=a notons f,

I'image de f dans (Ind% U);J = via application naturelle (Ind% U)/-an (IndG U)J—an,

T

J—an

s est muni

L’application (5.28) est équivariante sous 'action de g, ainsi (Ind% U)
d’une action naturelle de g pour tout z € P\G. Soit g € G, alors I'action de g sur
(Ind% U)7 = induit une application

(Ind&U)7 () -4 (IndGU) ™ (Qg 1),
on en déduit donc une application

g: (ndGU);™™ — (IndGU); 2

Enfin, par la remarque 5.3.2, (IndG U)J=2n est le sous-espace vectoriel de (Ind% U)g” o

engendré par les vecteurs sur lesquels 'action de g ®q, F se factorise a travers g;.
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Soit X une sous-représentation fermée de (Ind% U)@ =0 Pour tout © ouvert de

P\G, on pose
X(2) € X N ((ndGv) @),

qui est stable par g.

Définition 5.3.3 ([36, Def.2.4.1]). On dit que X est une sous-représentation fermée
locale de (Ind% U)@=31 i pour tout f € X et tout 0 ouvert compact de P\G, flo €
X(Q) ou, de maniére équivalente, f|q est encore dans X .

Exemple 5.3.4. La représentation (Ind% U)J_an est une sous-représentation fermée
locale de (Ind% U)Q—an,

Soit X une sous-représentation fermée locale de (Ind% U)&—an pour z € P\G,

posons
X, < lim X ()
xefd
qui est une sous-représentation de g de (Ind% U )9” ~™ Notons e € P\G le "neutre"

point (correspondant & P). La représentation X est en fait déterminée par X,:

Proposition 5.3.5 (|36, Prop.2.4.7 (iii)]). Awvec les notations précédentes, on a

X = {f € (Imd%U)Qp—an | 9(fz) € X¢ pour tout x = Pg € ?\G}.

Notons C%~P°Y(N, E) I'anneau affine du groupe algébrique ResgiN Xqg, E£. On

munit CQP*pOl(N , E) de la topologie convexe la plus fine. Cet espace a donc une action
naturelle (Q,-algébrique) de N et une action Q,-linéaire de n. Notons C’"P°{(N, E) le
sous-espace vectoriel fermé de CQP_pOl(N , /) sur lequel I'action de n ®q, E se factorise
a travers ny. On voit que C/7P°Y(N, E) est stable sous l'action de N. Enfin, on munit
C%~Pl(N, E) d’une action de P (qui prolonge celle de N) par

((mn) - £)(@") E m(f(m~"n'mn))

pour tout m € M et n,n’ € N et f € C% PN, E). Noter que C/~P°/(N, E) est encore
stable sous ’action de P.

Exemple 5.3.6. Soit N =G, (donc N = F,), on a

_ -~ déf
CU PN (Fy, E) = Elo(2)]oex, = @) Elo(2)):
o€Yy
N, mg, & Mo _ d déf d
otons z >» = ngzp o(2)™ pour tout ms_ = (Mo)oes, € L% et 11 = my_ € Z

avec m, = 1 et my = 0 pour tout ¢ # 7. L’action de N = F,, sur C&P°(F,, E) est
donc donnée par

a- 2" = (z+a)™e
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pour tout a € Fy, et my, € 74,. L’action de ny, sur CU=PF, E) est donnée par

my —1 .
Mgz > 7  sinon

0 st mg =0
Xy (2™%0) = { 7
pour tout my, | € Z‘éo, ot Xy, =1€n,. On a alors

¢! PN, B) = Elo(2)]ses © Q) Elo(=
oeJ

Soit V un U(ny, )-module, notons V"™ o

module de V' annulé par (ngp)k.

lim, V™ on V™ désigne le sous- U(ng,)-

Lemme 5.3.7 ([36, Lem.2.5.3]). On a un isomorphisme de E-espaces vectoriels équiv-
ariant sous l'action de ny,

cu PN E) = HomE(U(nzp%E)noo
foe X (&-HO)

ot ny,, agit sur Homp(U(ns, ), E)* par la translation a droite sur les fonctions.

Remarque 5.3.8. La projection Ulns,,) — U(ny) induit une injection

Homp(U(ns), E)"” — Homg(U(ny, ), E)",
(0w on voit Hompg(U(ny), E) comme Ulns,)-module via la projection Ulng,,) — Uny))
dont limage est le sous-E-espace vectoriel de Homp(U(ny,), E)* engendré par les

vecteurs sur lesquels l'action de ny,, se factorise a traversny. On a donc un diagramme
commutatif équivariant sous l’action de ny,:

C/PU(N,E) —— Homg(Uny), E)"”

| |

CoP (N, E) —— Hompg(U(ns,), E)*”

Pour une représentation localement Q,-analytique U de M sur E, posons
LN, 1) ¥ U @y e PN, E)
qui est muni d’une action localement Q,-analytique de P donnée par
((mn) - £)(n') = m(f(m™'n'mn)) (5.29)

pour tout m € M, n, n’ € N et f € C% PN, U). Si U est de plus localement
J-analytique pour un certain J C X, posons

T PN, U) ¥ U o/ PUN, E).



5.3. LOI D’ADJONCTION 137

On vérifie que C77PY(N,U) = C% PN, U);_,, comme représentations de P.

Par le lemme 5.3.7, on a un isomorphisme de E-espaces vectoriels équivariant sous
laction de ny,:
CPY(N,U) =5 Hompg(U(ny,), U)™"

~Y

Comme on a U(gs,,) = U(ps,_ ) ®g U(ny, ), on obtient un isomorphisme de E-espaces
vectoriels

Homp(U(ny,),U)" " — Homyg,, 1(U(gs, ), U)"
ot U est muni d’une action de py,  induite par celle de my,, via la projection py  — my, .

Par conséquent, on peut munir CQP_pOl(N ,U) d’une action de gx,, induite par I'action
naturelle de gs, sur HomU(EZp)(U(ggp), U)™ via l'isomorphisme

CU PN, U) = Homyp,, )(Ules, ), U)" . (5.30)

Proposition 5.3.9 ([36, Lem.2.5.8]). L’action de g5, sur C P°(N,U) est continue
et compatible avec celle de P, i.e. les actions de px,, induites par gs,, (en restriction)
et par P sont les mémes.

Remarque 5.3.10. Supposons de plus U localement J-analytique, par la remarque
5.3.8, on voit que Uapplication (5.30) induit un isomorphisme

77PN, U) = Homyg, ) (Ulgs), U)™

On peut donc munir C’~P°Y(N,U) d’une action de g; (winsi que d’une action de gs,, via
la projection gs, — g). Le plongement CT PN, U) — CW PN, U) est équivariant
sous laction de gy, et de P.
Proposition 5.3.11 ([36, (2.5.20)]). On a une injection équivariante sous l’action de
g,

CY PN, U) s (IndG )&~ (5.31)

dont l’tmage est dense.

Remarque 5.3.12. SiU est de plus localement J-analytique, lapplication (5.31) induit
une injection équivariante sous l'action de gs:

C/ PN, U) — (IndS U)7~*". (5.32)

e

De la méme fagon que dans [36, §2.5], on montre que l'image de (5.32) est dense.

En voyant U comme fonctions constantes de N & valeur dans U, on obtient un
plongement équivariant sous l’action de P (ou l'action de P sur U est induite par la
projection P — M):

U — Co PN, U). (5.33)

Si U est de plus localement J-analytique, alors (5.33) se factorise a travers C/~P°Y(N, U).
On déduit de (5.33) une application équivariante sous 'action de gy, et P:

U(gs,) ®upy,) U — C& PN, U). (5.34)
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Remarque 5.3.13. Supposons de plus U localement J-analytique, comme C’ PN, U)
est un sous-espace vectoriel de C2~P°Y(N, U) stable sous l’action de P et gs,,, et contient
limage de Uapplication (5.33), limage de (5.34) est aussi contenue dans C’~P°Y(N,U).
Par conséquent, Uapplication (5.34) se factorise en une application

Ul(gy) Qupy) U — CprOI(N, U). (5.35)

Notons C? “*(N, U) le sous-espace vectoriel de C%~2%(N, U) engendré par les fonc-
tions & support compact, muni d’une action de P donnée par

((mn) - £)(n') < m(f(m~"n'mn))

pour tout m € M, n,n’ € N et f € C%~(N,U). Par le plongement ouvert N — P\G,
on déduit de (5.27) une application

CH ™ (N, U) — (IndG U)%—2(N) (5.36)

qui est un isomorphisme topologique équivariant sous 'action de P, par [36, Lem.2.3.6].
On voit par définition que C2°(N,U) (muni de l'action de P donnée par (5.23)) est une
sous-représentation de P de C(c@pfan(N, U), donc de (Ind% U)%~a1(N). Notons Ig(U)
la sous-représentation de G' donnée par I'adhérence dans (Ind% U)%~a1 de la sous-
représentation de G engendrée par C2°(N,U). Si U est de plus localement J-analytique,
le plongement C2°(N,U) — (Ind% U)%—an(N) se factorise a travers (Ind% U) = (N),
par conséquent, Ig(U) est une sous-représentation fermée de (Ind% U)’~2. En partic-

ulier, dans ce cas, Ig (U) est aussi localement J-analytique.

Définition 5.3.14 (36, Def.0.11]). Soit U une représentation localement Qp-analytique

de M sur E, notons H = Endy (U, U). On dit que U est recevable si les conditions
suivantes sont satisfaites:

1) U est un espace de type compact et laction de Do, (Zyr, E) sur UY (le dual fort
Qp b

—

de U) se prolonge & une action continue de F((ZM)Q,,7 O@@p);

(2) tout élément de Lyp (U @p W1, U@ Wa) est strict (i.e. son image est fermée)
pour toutes représentations algébriques de dimension finie Wi, Wy de M (ot laction de
H[M] sur U @ W; est donnée par (hm) - (u ® w) = (h(mu)) ® (mw) pour tout h € H,
meM,uelU etweW;).

Remarque 5.3.15. Si U est de plus localement J-analytique, alors on peut remplacer

—

Do, (Zu, E) et r((ZM)@p,OA ) par Dy(Zy, E) et r((E\M)J,OA ) dans la

(Zm)q, (Zm)
condition (1).

Exemple 5.3.16. (1) Toutes les représentations localement Qp-analytiques essentielle-
ment admissibles de M sont recevables. En effet, soit U une représentation localement
Qp-analytique essentiellement admissible de M, la condition (1) est satisfaite par défi-
nition. Soient W1, Wy deux représentations algébriques de dimension finie, on voit que
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EH[M](U ®Rp Wi, U®g W) est un sous-espace vectoriel de Homy (U @ W1, U @ Wa).

Mais on sait que les représentations U; = UxgW;, i=1,2, sont aussi essentiellement
admissibles, on en déduit que tout élément de Hom (U @ g W1, U @ Wa) est strict (cf.
/33, Prop.6.4.11]).

(2) Supposons M = Z abélien, soient F un faisceau cohérent sur Egp et U un
ouvert admissible strictement quasi-Stein de ng (cf. [33, Def.2.1.17 (iv)]), alors

la représentation U o LU, F) de Z (011 Uaction de Z provient de la composée

Z — F(EEWOZE ) — I'(U, Ou)) est recevable: On wvoit que U satisfait la condition
©

(1) car U est strictement quasi-Stein. Notons R © I'(U,Oy), on a un morphisme de
E-algébres R — End s (U) induit par Uapplication naturelle R — Endg(U)), r — (u —

ru). Soient Wi, Wy deux représentations algébriques de dimension 11, T2, on voit que
EH[M](U ®p Wi, U ®p W)) est un sous-espace vectoriel de Homy (U @ p W1, U @ W3),

et donc un sous-espace vectoriel de Homp(U®™, U®™2) = Homp (U®™2)), (U®™2))) (ou
lisomorphisme découle du fait que U est réflexif ). Mais tout élément de Homp ((U@”)Z, (U@”)X)
est strict puisque Ug/ est un R-module coadmissible, d’ou la condition (2).

Par 36, Lem.2.8.8 et Prop.2.8.10], on a

Proposition 5.3.17. Soit U une représentation localement Qp-analytique recevable de
M sur E, alors Ig(U)6 est une sous-représentation fermée locale de (Ind% U)&—an . De

plus, la fibre Ig(U)e est le sous-E-espace vectoriel fermé de (Ind% U)?p*a“ engendré

par l'image de la composée:

Ulgs,) @ups,) U — CU~PU(N,U) — (Ind% Uy,

Ceci, combiné avec les remarques 5.3.12 et 5.3.13, permet d’obtenir

Corollaire 5.3.18. Supposons de plus U localement J-analytique, alors la fibre Ig(U)e

J—an

M engendré par l’image de la composée:

est le sous-espace fermé de (Ind% U)

e

U(gs) ®up,) U — CTPUN,U) — (IndS U)77#".

Par (5.24), on peut déduire du plongement de P-représentations C°(N,U) —
(Ind% U)&—an yne application fermée M-équivariante

U(8) — Jp((IndS U)%—2m), (5.37)
Soit Py un sous-groupe ouvert compact de P avec M o PynM, par (5.22), on obtient
une application fermée My-équivariante

U(6) — (Ind§ U) %2, (5.38)

D’aprés [36, Lem.2.8.3], Ig(U) est la sous-représentation fermée de (Ind% U)&—an op.
gendrée par l'image de (5.38).
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Proposition 5.3.19 (|36, Cor.5.1.4|). Le plongement de représentations de G : Ig(U) —

(Ind% U)=2 gnduit un isomorphisme:

Jp(IS(U)) = Jp((Ind§ U) % —2n). (5.39)

5.3.2 Loi d’adjonction

On fixe un sous-groupe ouvert compact Py de P dans cette sous-section. Par con-
séquent, on fixe le plongement (5.22) pour tout objet V' de Repy, .(G).

Soient V' un objet de Repy, (G) et U un objet de Repy, .(M). Etant donné un
morphisme de représentations localement Qp-analytiques de G sur

Ig(U) —V,

en prenant les modules de Jacquet-Emerton puis la composition avec (5.37) et I'inverse
de (5.39), on obtient un morphisme M-équivariant

U(6) — Jp(V).
On a alors une injection (car la représentation Ig(U ) peut étre "engendrée" par U(9),
cf. [36, (0.4)])
Homg (IS(U), V) — Homy (U(6), Jp(V)). (5.40)
Du plongement py_-équivariant (5.22), on déduit une application U(gs,,)-équivariante

U(gs,) @U(ps,) JP(V) — V., X Qw s X - w, (5.41)

pour tout X € U(gs,) et w € Jp(V), out I'on note encore w son image dans V' via
(5.22).

On munit U d’une action de px,, par la projection py,, — my,, et on dispose donc
d’une application U(gg,,)-équivariante donnée par la composée

Ulgs,) @ups,) U(6) — Ulgs,) Qups,) Jp (I5(U)) — IS(U). (5.42)
Signalons que si U est de plus localement J-analytique, alors (5.42) se factorise a travers:
U(g.7) ®ugp,) U©B) — Ulgs) ®u,) Jp(IS(U)) — IS(U), (5.43)

car Ig(U) est aussi localement J-analytique dans ce cas (voir la discussion au-dessus
de Déf.5.3.14).

Définition 5.3.20 ([36, Def.0.8]). Soient V' un objet de Repy, .(G) et U un objet de
Repfa’c(M), un morphisme de représentations localement Qy,-analytiques de M :

L U®B) — Jp(V)
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est dit équilibré si le noyau de la composée

id®u (5.41)
(

U(ggp) ®U(Pz@) U(d) —= Ul gg@) ®U(pgp) Jp(V) —=V (5.44)

contient celui de (5.42). Désignons par Homp (U (8), Jp(V))P¥ le sous-espace vectoriel
de Homp (U (0), Jp(V')) engendré par les morphismes équilibrés.

Remarque 5.3.21. (1) On voit facilement que ’image de lapplication (5.40) est con-
tenue dans Homp (U(0), Jp(V))Pal.

(2) Les applications (5.42) et (5.44) dépendent du choix de Py, mais la condition
pour que v soit équilibré est en fait indépendante du choix de Py (voir [36, Def.0.8]).

Reprenons les notations de Déf.5.3.20, comme § est un caractére lisse de M, on a
un isomorphisme canonique de E-espaces vectoriels topologiques gy, -équivariant

U(gs,) ®U(ng,) U= U(gs,) ®U(pzp) U(6), a®@ura®u. (5.45)

Lemme 5.3.22. L’isomorphisme (5.45) induit un isomorphisme entre le noyau de
(5.34) et celui de (5.42).

Proof. L’application (5.38) est égale a la composée suivante (voir la preuve de [36,
Lem.2.8.3|)
U(6) — CZ(N,U) — (Ind§ U) % —on

ou la premiére application envoie u sur f,, € C°(N,U): fu(x) = u pour tout z € Ny(=
PyN N) et fu(x) =0six € N\ Ny et ol on renvoie a la discussion au-dessus de la
Déf.5.3.14 pour la deuxiéme application). On en déduit que le noyau de (5.42) est égal
au noyau de l'application (voir (5.36))

U(g5,) @0, U(6) — C& (N, U). (5.46)
Or, la composition de (5.46) et (5.45) est égale & la composée suivante (cf. [36, §2.5 et
§2.8])
(5:39) 0, —pol
Ugs,) Qups,) U —C (N,U)
s CU PN, U) @ CX(N, E) s C (N, U)

ol la deuxiéme application envoie f sur f®@1y, (1n, € C°(N, E) est tel que 1y, (z) = 1
pour tout « € Ny et 1n,(z) = 0 pour tout € N\ Ny), et ot on renvoie a [36, (2.5.23)
et Lem.2.5.24| pour la troisiéme application. Le lemme en découle. 0

De méme, on a

Lemme 5.3.23. Soit J C X, et supposons U localement J-analytique, alors I'isomorphisme
canonique de E-espaces vectoriels topologiques gj-équivariant

Ulgs) Qup,y U — Ulgs) Qup,) U(0), a@u—a®u,

induit un isomorphisme entre le noyau de (5.35) et celui de (5.43).
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Proposition 5.3.24. Soit J C X, reprenons les notations de la définition 5.3.%
supposons de plus U localement J-analytique, alors un morphisme ¢ : U(d) — Jp
est équilibré si et seulement si les conditions suivantes sont satisfaites:

20 et
V)
(1) L’image de v est contenue dans Jp(Vi_an);

(2) Le noyau de la composée

id Q¢
Ugs) @) UB) 25 Ulgs) @ppp,y Jp(V) — V

contient celui de la composée en (5.43).

Proof. Supposons ¢ équilibré, comme 'application (5.42) se factorise a travers U(g J)®U(p)
U(6), 'application (équivariante sous l'action de gs)

U(gz@) ®U(p2@) Im(a) —V

se factorise par U(gy) ®u(p,) Im(¢t) — Vj_an, d’ott on déduit que Im(¢) € Jp(Vj—an)
par le lemme 5.2.4. La condition (2) est satisfaite car ¢ est équilibré.

Réciproquement, supposons que ¢ satisfait les conditions (1) et (2). Par (1), on voit
que l'application (5.44) se factorise par

id ®¢
U(8) @up,) UG) =25 Ulgs) @up,) Jp(Vi—an) — Vi—an,
(puisque la composée Jp(Vj_an) — Jp(V) — V se factorise a travers Vj_,,, voir la

discussion au-dessus du lemme 5.2.4). Le fait que ¢ soit équilibré découle alors de la
condition (2). O

Définition 5.3.25 (|36, Def.0.12]). Soit V' une représentation localement Qp-analytique
admissible de G sur E, on dit que V' est trés fortement admissible s’il existe une injection

continue de représentations de G sur E: V < W avec W une représentation de Banach
admissible de G (cf. [70, §3]).

Théoréme 5.3.26 (|36, Th.0.13|). Soient U une représentation localement Qp-analytique
recevable de M sur E, V une représentation localement Qp-analytique tres fortement
admissible de G sur E, alors Uapplication (cf. (5.40))

Homg (IS(U), V) — Homy (U(8), Jp(V))™

est bijective.

5.3.3 Le cas GLy(F},)

On applique les résultats qui précédent au cas oi G = GLo(F),), P = B(F,,) (le sous-
groupe de Borel triangulaire supérieur), B(F,,) (le sous-groupe de Borel triangulaire

inférieur), M = T'(F;) et N = { <(1) ?) JAE Fp} (voir [17, §2.1] pour le cas GL2(Qy)).
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Le caractére module 6 de P est donc égal a unr(¢~!') ® unr(q) ot unr(z) désigne le
caractére non ramifi¢ de F’ envoyant w sur z. Pour tout o € X, notons h, =

0 -1 0 0
aft (0 0 _
X_o = <1 0) € n,.

Soit U un objet de Repy, .(T'(Fy,)), comme CU PN, E) = Elo(2)]es,, (cf. I'exemple
5.3.6), on a un isomorphisme

<1 0 ) € t, (otl t désigne 'algébre de Lie de T(Fp)), Xio def <O 1> € n,, et

CU PN, U) =5 Ulo(2)]ses,-

Rappelons que C%~P°Y(N, U) est muni d'une action de gx,, par (5.30), le lemme suivant
suit directement de la définition de cette action (voir I’exemple 5.3.6 pour les notations).

Lemme 5.3.27. L’action de gs,, sur Ulo(2)],ex,, est donnée comme suit.

az O

(1) Pour tout Z, = (0 d,

) €ty et tout u € U, my, EZ%O, on a
Zo - (uz™%0) = my(dy — ag)uz"e + (Zy - u)z"=e

(2) Pour tout u € U, my, € Zéo, on a

0 st mg =0

1s

X+,U : (uzmzp) = {

ms — .
MsUZ ® stnon

(8) Pour tout u € U, my,, € Z%o; on a

X_ o (uz"™0) = (hy - u)szpH” — mguz™se T,

Comme U(gy) = U(ny) ® U(ps), on a un isomorphisme
U(ty) @p U — U(gy) @ug,) U
Par le lemme précédent, on obtient

Lemme 5.3.28. La composée

_ ~ 5.95) 71— bo
U@)) @ U = Ulgy) @y, U 2 ¢=PY(N, 1)

est donnée par
me—1

(®ocs XM )u (H II (7 _j)) e

oeJ j=0

pour tout my, € Z‘él etuel.
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Proposition 5.3.29. Soit U une représentation localement J-analytique recevable de
T(F,) sur E (donc munie d’une action E-linéaire de t;), supposons de plus que U est
un U(ty)-module divisible (i.e. pour tout u € U et X € U(ty), X #0, il eziste u' € U
tel que X -u' = u), alors le plongement de représentations de GLa(F,,):

IGL2 (Fp)

GL2(Fy) J—an
By U)— (Indg i " U)

B(Fy)

est un isomorphisme.

Proof. Comme U est divisible comme U(t;)-module, par le lemme 5.3.28, I’application
(5.35) est surjective. La proposition découle alors de Cor.5.3.18, Rem.5.3.12 et Prop.5.3.5.
O

Remarque 5.3.30. Soit Ty un sous-groupe ouvert compact de T(F,), U(ty) est donc
une sous-E-algebre de Dj(Ty, E). En particulier, U est un U(ty)-module divisible si U,/
est un Dj(Ty, E)-module sans torsion.

La proposition 5.3.29, combinée avec le théoréme 5.3.26, permet d’obtenir le corol-
laire suivant.

Corollaire 5.3.31. Soient U une représentation localement J-analytique recevable de
T(F,) telle que U soit un U(ty)-module divisible, et V' une représentation localement
Qp-analytique trés fortement admissible de GLa(Fy,), alors il y a une bijection naturelle

Homgr,(r,) <(Ind9L2(F@) U)J_anvv) — Homy(r,) (U(9), Jp(V))

bal
B(Fy) '

Définition 5.3.32. Soit x = x1 ® x2 un caractére localement Qp-analytique de T(F,,)
a valeurs dans E*, on dit que x est o-dominant pour B(F,) si ky, o — kyso € Z>0 (cf.
Déf.3.4.1). Notons

C5(0) € {0 €Sy | x1® X2 est o-dominant}.

Pour un caractére localement Q,-analytique x de T'(F,) & valeurs dans £, on note
E[x] = E - ey la représentation de T'(F,) correspondante. On vérifie directement que
I'action de tg,, sur E[x] est donnée par

a, O
( 0 do‘) cex = (agkyy 0 + dokyy 0)ex

pour tout <66J ;) €ty et o0 € X,

Proposition 5.3.33. Soit x un caractére localement J-analytique de T'(F,) a valeurs
dans E* tel que J N Cx(x) =0, alors Uapplication (cf. (5.35))

U(8s) ®up,) BlX] — C7PUN, E[x])

est un 1somorphisme.
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Proof. On a hy - ey = (ky,,0 — kys,0)€x avec ky, o — kv, o & Z>0, la proposition découle
donc du lemme 5.3.28. O]

Corollaire 5.3.34. Soient x = x1 ® x2 un caractére localement J-analytique de T'(F,,)
a valeurs dans E*, et V une représentation localement Qp-analytique trés fortement
admissible de GLa(F,) sur E. Supposons de plus Cg(x) N J = 0, alors on a une
bijection de E-espaces vectoriels

G J—an ~
HomGLg(Fp) <( Indg%;g@) X1 ® XQ) s V) — HOIHT(Fp) (E[X]((S), JP(VJ_an))

Proof. Comme C5(x)NJ = 0, par la proposition 5.3.33 et le lemme 5.3.23, la composée
en (5.43) est injective (avec U = E[x]). Par la proposition 5.3.24, on a alors une bijection

ba

Homy g, ) (E[x](8), Jp(V)) ' Homyg,) (E[X](8), Jp(Vi—an))-

De plus, de la méme fagon que dans la preuve de Prop. 5.3.29 et par Prop. 5.3.33, le
plongement de représentations de GLo(F),)
GL2(F) L (Fp)

G J

—an

est un isomorphisme (Cela découle aussi du fait que la représentation localement J-
analytique (Ind%%;(l):@) X1 ®X2)J_an de GLa(F,,) est topologiquement irréductible selon
©

[74, Cor.2.10]). Ce corollaire découle donc du théoréme 5.3.26. O

Remarque 5.3.35. Signalons que ce corollaire peut aussi se déduire comme cas parti-
culier de [16, Thm.4.3].



146

CHAPTER 5. REPRESENTATIONS LOCALEMENT Qp-ANALYTIQUES




Appendice

5.A

Le but de cet appendice est de montrer le corollaire 5.A.9, qui joue un réle essentiel
dans la preuve de la proposition 5.2.5.

Soit A une algebre affinoide intégre sur F munie d’une norme || - || 4, notons

AXy, -, X) def { Z A X ™ ‘ am € A tels que |lap|la — 0, |m| — +oo}

mGZSZO

. N . . N déf i
qui est une algebre affinoide munie de la norme de Gauss, ot X = [[,.,., X, et

|m| & >i_, m;. Posons
A{XL - X E D awX™ |y € A
mGZSEO
tels que [|ap|lar™ = 0, |m| — +o0,Vr € R+}.

On a donc

A{{X1, X3 lm A" Xy, @ X

n

Alw" Xy, w"X,) = { Z Ao xm | am € A tels que [lam|a — 0, [m| — —l—oo}.

mezs,,

et ot les morphismes de transition sont les injections canoniques. On munit A{{X1, -+, Xs}}
de la topologie limite projective, donc A{{X1, -, Xs}} est un E-espace de Fréchet.

Lemme 5.A.1. On a un isomorphisme d’espaces de Fréchet sur E

E{X1, -, X }®pA =5 A{{Xy, -, X,}}

147
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Proof. On a

B{X1, -, X;}}8pA = (Im E(w" Xy, @"Xy))OpA

n

AN lim (B(@" X1, -, @"Xq)®pA) — lim A{@" Xy, w"Xy)
S A Xy, -, X)) (5.47)

ot le deuxiéme isomorphisme suit de |33, Prop.1.1.29] et ou le troisiéme isomorphisme
découle de [11, Prop.6.1.1/11]. O

déf

Notons A{{z,271}} = A{{X1, X2}}/(X1 X2 —1) et

© A" X, " Xo) /(X1 X — 1).

Alw"z, "z )
Soient M un module de Banach orthonormalisable sur A, v un opérateur A-linéaire
compact sur M (cf. [24, §A1]). On peut voir M comme un E|[z]-module (et un A[z]-
module) avec z - m = u(m) pour tout m € M.

Lemme 5.A.2. On a un isomorphisme de A{{z,27'}}-modules

E{{z,z" N OppM — A{{z, 27 1} ®ap M.

Proof. On sait que E{{z,27'}}&p(, M est le quotient de I'espace de Fréchet E{{z,27'}}&zM
par le sous-FE-espace vectoriel fermé V engendré par (zf @ m — f ® (z - m)) pour

tout f € E{{z,27'}} et m € M (noter que V est en fait un A{{z,z7'}}-module ou
I’action de A provient de celle sur M) De méme, A{{z, z_l}}@QA[Z]M est le quotient de
A{{z, 271} }®4M par le sous-A-module (sous-A{{z, 271} }-module) fermé V' engendré

par (zf @ m — f ® (z-m)) pour tout f € A{{z,271}} et m € M. Par le lemme 5.A.1,

on a

E{{z, 2_1}}<§)EM = E{{z,z_l}}@)EA@AM = A{{z,z_l}}@)AM.

Cet isomorphisme induit un isomorphisme (de A{{z,27!}}-modules) entre V et V’,
d’ott le lemme. O

Pour tout n € Z~g, considérons le module M, o A<w”z,w”z_1>®A[Z]M. Par
[35, Prop.2.2.6 (ii)], M, est un A, © A{w"z, w"z"1)-module de type fini. Notons
Balg™™,q"] wf Spm(A({w"z, w"271)), et M,, le faisceau cohérent sur Ba[g~", ¢"] asso-
cié & M,,. Comme les affinoides {B Alg™", q"]}n 2o forment un recouvrement admissi-
ble de Spm A x G,,,, on peut recoller les {M,, },cz., pour obtenir un faisceau cohérent
M sur Spm A X G,,. On a

L(Spm A x Gy, M) 2 lim (A, @ ap M) = A{{z, 27 1@ 41 M. (5.48)

n
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En effet, comme dans le lemme 5.A.2, on a An®A[z]M ~ FE(w"z, w"z_1>(§>E[Z}M. Mais
d’aprés [33, Prop.1.1.29|, Papplication

est un isomorphisme. Donc le deuxiéme isomorphisme en (5.48) en découle de la méme
fagon que dans la preuve du lemme 5.A.2.

Soit € (Spm A x G,,)(E), notons M, « lim, U, M) (ou U parcourt tous
les ouverts admissibles contenant x) la fibre de M en x. Soit n € Zsq tel que z €
By[g™™, q"], notons m, I'idéal maximal de A,, associé a x, k, le corps résiduel en z (qui
est une extension finie de F), (A, )m, le localisé de A,, en my, (My,)n, le localisé de M,
en my, et (M,)m, € (Mn)m, ®(An)m, Fz = My @4, ke Comme (A,)m, est un anneau
local noethérien (cf. [11, Prop.7.3.2/7]), par le lemme de Nakayama, on sait que

(My)m, =0< (Mp)m, =0.

T

Notons )
supp(M) € 2 € (Spm A x G )(E) | M, £ 0} (5.49)

le support de M (cf. [11, §9.5.2]).

Lemme 5.A.3. On a

supp(M) N Balg ", q"] = {x € (Spm A (E) | (My)m, # O}.

Proof. Par |11, Prop.9.4.2/6], on a pour tout x € (Ba[q™", q"])(E)

My =0<& (My)m, =0.

€T

Le lemme découle donc du lemme de Nakayama. O

Notons F(z) € A{{z}} la série caractéristique de u sur M (cf. [24, A.2]), et Z le
lieu des zéros de F(z7!) dans Spm A x G,,. La proposition qui suit a été mentionnée a
la fin de la preuve de [35, Prop.4.2.36], on en donne une preuve pour la commodité du
lecteur.

Proposition 5.A.4. On a supp(M) = Z.

Proof. Soient y un point de Spm A, m, I'idéal maximal de A associé, notons k, 44 Jmy
qui est une extension finie de E. Le point y correspond & un morphisme

iy : Specky X G, — Spm A X Gy,

Considérons le ky-espace vectoriel M, © ® Aky qui est muni naturellement d'une
action ky-linéaire de u ® 1. De plus, u ® 1 est aussi un opérateur compact. Notons
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Fy(T) € ky{{T'}} la série caractéristique de u ® 1 sur M,, par |24, Lem.A.2.5], F,(T')
est 'image de F(T') via la projection

A{T} — A/m, {{T}}.
1 déf

Donc le lieu des zéros Z,, de F,,(T~') dans k, xG,, est égal & i, (Z). Notons supp(M), =

i, ' (supp(M)). 1l suffit de montrer Z, = supp(M), pour tout y € SpmA. No-
tons M, © My x 5G,» ON VOiIt que M| By, la—mq"] ©St le faisceau cohérent associé

au ky(w"z,w"z"1)-module

Mp.y < Mn@Anky<wnza @"27 ) = My ®a4, ky(w" X, w2zt

(ou isomorphisme découle du fait que M,, est un A,-module de type fini). De plus,
on a des isomorphismes de ky(w"z, w"z~1)-modules:

Mn@)An ky(w"z, w"271> AN (M@A[z} An)@)An ky(w"z, w"z71>
AN M@A[z]ky<w”z, w”z_1> = M@A[Z]ky[z]@)ky[z]ky(w”z, w”z_1>
= My@)ky[z]ky(w”z,w"z*l).

Donc M, est en fait le faisceau cohérent associé au module k,{{z, zil}}@@ky (2] My. Soit
x € Im(iy(Bg,[¢™", ¢"])), on voit que

(Mn)mx = Mn ®An kx = Mn ®An ky<wnza wn271> ®ky<w”z,w"z*1> kx
= ny ®ky(w"27w"z*1) ke = (Mn,y)mza

d’ot on déduit que supp(M), = supp(M,) par le lemme 5.A.3 (ot supp(M,) est défini
comme dans (5.49) en remplagant M et A par M, et kzy). On se rameéne donc & montrer
que supp(M,) = Z, pour tout y € Spm A.

Comme les affinoides {Bky [¢7", ¢"] = Spm k:y<w”z,w”z*1>}nez21 forment un re-
couvrement admissible de Spm &, x G,, il suffit de montrer que pour tout n suffisam-
ment grand, supp(My) N By, [¢™",¢"] = Z, N By, [¢™",¢"]. Quitte & augmenter n s’il
faut, on peut supposer que M, est un module sur k,(w"z), alors on a

ky<w”z,w”z_1>®ky[Z]My - ky<w”z,w”z_1>®ky(wnz>My.
Par [54, Prop.4], il existe p(z) € k,[z] avec tous ses zéros contenus dans By, [¢7",q"]
et ¢(2) € ky(w@"z,@w"2t) inversible tels que Fy(2) = p(2)q(z). Notons

i

p*(2) € pl(z 1)z e,

on a donc
ZyN By, lg™",q¢" ={z € B, la™", ¢"] | " (2) = 0}.

D’aprés [66, Prop.11|, pour tout a € By, [¢7",¢"|(£), si p(a) # 0 (ou de maniére
équivalente F(a) # 0), alors 1 — au est un opérateur inversible sur M, d’ott on déduit

supp(My) N By, l¢™",q¢"] € Z, N By, lq" ", q"].
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Or, le module M, (cf. [24, Thm.A4.3]) admet une décomposition M, = N &V telle
que N et V soient invariants sous l'action de u, N est de dimension deg(p(z)) sur k, et
annulé par p*(u) (p* (z) étant le polynome caractéristique de u, voir |24, Thm.A4.6]) et
que p*(u) agit sur V par un opérateur inversible. On a alors

(ky<w 2, w"z" >/p ( ))®ky w”z)My
L> ((k <?D Zaw z >/p ( ))®k w"z)N) D ((ky<wnzawnz >/p ( ))®k w"z)v)
= ky(@"z,@" 2" )®ky(wnz>N = ky (™2, w2 O, (o zy N 5 N. (5.50)
ott (ky(w"z,@w"271)/p*(2 ))®k (@nz)V = 0 puisque p*(u) est inversible sur V, et ot
le dernier isomorphisme decoule du lemme 5.A.5 ci-dessous appliqué a R = ky(w"z),
S = ky(w"z,@"z"t) et I = (p*(z)), A = N (N est annulé par p*(z) et on a bien

ky(w"z)/p*(2) = ky(w"z,@™271)/p*(2) car les zéros de p*(z) sont contenus dans
By, lg™™,¢"]). On en déduit

Zy N By, ¢ ", q"] € supp(My) N By, [¢7",q"],
ceci permet de conclure. O

Lemme 5.A.5. Soient R un anneau commutatif, S une R-algébre, I un idéal de R
et A un R-module annulé par I. Si le morphisme naturel d’anneaux R/I — S/IS est
un isomorphisme, alors A est muni canoniquement d’une action de S via la projection
S — S/IS = R/I, de plus, le morphisme

SOrA—= A, s@m— sm, (5.51)

est un isomorphisme de S-modules.

Proof. La surjectivité de (5.51) est claire. Soit ),
de (5.51) ot J est un ensemble fini, par 'isomorphisme R/I = S/IS, il existe des r;
tels que r; — s; € 1S pour tout i € J. Comme A est annulé par I, on a

Zsi®ni:Zn®ni:1®(Zrmi) :1®(Zsmi) =0.

ieJ ieJ ieJ icJ

s; ® m; un élément dans le noyau

Ceci permet de conclure. O

Notons Z le sous-espace analytique rigide fermé de Spm A x G, défini par F(z71)
(i.e. le sous-espace analytique rigide fermé associé¢ au Ospm AxG,,-idéal cohérent

F(Z_I)OSPmAXGm

par [11, Prop.9.5.3/3]), alors les affinoides {Spm (A,/F(z™1)) }nez, forment un recou-
vrement admissible de Z. Notons ¢ : Z — Spm A x G, le plongement fermé canonique.

Proposition 5.A.6. On a un isomorphisme de faisceaux cohérents sur Spm A x G,

M =5 g0 M.
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Proof. Comme {Spm An}nezzl forme un recouvrement admissible de Spm A x G,,, il

suffit de montrer que M|spm A4, = 143" (M]spm 4,,) pour tout Ay, ot 'on note encore i
le plongement fermé Spm (.An 23 (z‘l)) — Spm A,,. On se raméne donc & montrer que

An@agM — (An/F (27 1)) @41 M. (5.52)

est un isomorphisme. Par [11, Prop.9.5.2/4] et la proposition qui précéde, on a alors
V(Anny, (M,)) = V(F(271)). Donc il existe m € Z>; tel que F(271)™ € Anny, (M,,).
On a

Ap@ M = (Ap/F(z7)™)® A M. (5.53)

Notons M’ le faisceau cohérent sur Spm A x G,,, associé au module

(A{{z, 271/ FETY™) @M.

Noter que les sections de M’ sur Ba[¢~", ¢"] ne sont autres que M,, par I'isomorphisme
(5.53). Notons Z,, le sous-espace analytique rigide fermé de Spm A x G,,, défini par
F(z~hH™. D’aprés [24, Prop.A5.8] (voir aussi [18, Thm.3.3 et §4]), il existe un recouvre-
ment affinoide admissible {4} de Z avec U; = Spm A[z]/P;(z) (ou Pi(z) € Alz] avec
P*(z) o Pi(z_l)zdeg(Pi)) tel que
— le terme constant de P;(z) € A[z] est 1;
— il existe Qi(z) € A{{z}} tel que (P;,Q;) =1 et F(z) = Pi(2)Qi(2);
— le module M admet une décomposition équivariante sous l'action de u: M =
N; ® V;, ot N; est un A-module projectif de rang deg(F;) avec P; le polynéme
caractéristique de u sur N; et ou Pj(u) agit sur V; par un opérateur inversible.
On voit facilement que les {U] © Spm (A[z]/P;(z)™)} forment un recouvrement ad-
missible de Z,,,. De plus, On a

DU, M') = (A[] /P (2)™) @ aps) (N; © Vi) = N,

ou le dernier isomorphisme se déduit de maniére analogue qu’en (5.50). En particulier,
L(U!, M') est annulé par F(z~!) pour tout 4. On en déduit que I'(Spm A x G,,, M),
ainsi que M, est annulé par F(z~1), d’ott on déduit que (5.52) est un isomorphisme.

Ceci permet de conclure. O
Corollaire 5.A.7. Le A{{z,2z7'}}-module A{{z, 2_1}}®A[Z]M est annulé par F(z71).

Corollaire 5.A.8. Soit U un ouvert admissible de Spm A x G,,, alors le module
I'(U, M) des sections de M sur U est un A-module sans torsion.

Proof. Notons Uz o iU, qui est un ouvert admissible de Z. Par la proposition 5.A.6,
U, M) =T(Uz,i*M). De plus, comme dans la démonstration de la proposition 5.A.6,
on sait qu'il existe un recouvrement admissible {U/;} de Uz tel que I'(U;, i* M) soit un
A-module sans torsion (méme projectif) pour tout U;, d’ott on déduit que I'(Uz,i* M)
I’est aussi. Ceci permet de conclure. O

Corollaire 5.A.9. Le A-module E{{z, 2_1}}®E[2}M est sans torsion.



Chapter 6

Cohomologie complétée et
compatibilité local-global

Dans ce chapitre, on montre divers résultats de compatibilité local-global pour le
H'-complété des courbes de Shimura unitaires. Au §6.1, on rappelle divers résultats
préliminaires sur la cohomologie étale complétée des courbes de Shimura unitaires. Au
§6.2.1, suivant Emerton (|34]) on donne la construction des variétés de Hecke a partir
du H'-complété des courbes de Shimura unitaires. Au §6.2.2, on utilise la théorie des
représentations (localement Qp-analytiques pour GLQ(FK))) pour donner une interpré-
tation en termes de représentations de ’existence ou non de points compagnons et pour
montrer un résultat de classicité. Ensuite, au §6.2.3, on utilise les résultats de triangu-
lation globale de [53] pour étudier les familles p-adiques de représentations galoisiennes
sur nos variétés de Hecke, en particulier, on donne une interprétation galoisienne de
Pexistence ou non de points compagnons. Au §6.2.4, on compare les variétés de Hecke
construites au §6.2.1 avec celles construites dans le chapitre 3 (& partir des faisceaux de
formes modulaires). Enfin, au §6.3, on montre les résultats principaux.

6.1 Cohomologie étale complétée

6.1.1 Généralités

Soit K% un sous-groupe ouvert compact de G(A°¥) tel que K K’Kg soit net et
maximal en p (cf. Ex. 2.1.3). Pour n € Z>, notons K, « KGK® (cf. §1.2), la courbe
Mk, (sur F) est un revétement galoisien de My de groupe Kg/Kg = GL2(Op/w") (cf.
[20, §3.3.2]). Notons S I’ensemble (ordonné par I'inclusion) des sous-groupes ouverts

compacts de GL2(0O,,), le sous-ensemble {K{ }nez., est donc cofinal dans S.

Soit W un F-espace vectoriel de dimension finie muni d’une représentation al-
gébrique de G. Comme K, est net pour tout n € Zxqp, on peut associer & W un

153



154 CHAPTER 6. COHOMOLOGIE COMPLETEE ET COMPATIBILITE LOCAL-GLOBAL

systéme local Vy sur Mg, pour tout n € Z>o (cf. §2.2.1). Soit Wy un Og-réseau de
W, notons Sy, I'ensemble, ordonné par I'inclusion, des sous-groupes ouverts compacts
de GL2(O,,) qui laissent Wy invariant. De méme, pour tout K;J € Sw,, on peut associer
a Wy (resp. & Wy/w};) un systéme local de Op-réseaux Vyy, (resp. de Op/wj,-réseaux
Vivo/ws,) sur Mg ke (cf. loc. cit.). L’ensemble ordonné Sy, est cofinal dans S et
Swy N{ K} tnezs, est cofinal dans Sy, .

Suivant [34], posons (cf. [34, (2.1.1)]):

; aéf ) :
Hét(Kp7 WO) = ]ﬂ Hét(MKéKP7@7VW0)
KéJESWO
= hgl @Hét(MKé)Kga,@7VWO/w§E)S
K;OGSWO s
Hi (K9, Wo) = lim HY (K®, Wo) /woi HE (P, Wo);
S
~, aéf . ) -
H (K9, W) = gn hﬂ Hét(MK{pr,@VWo/w?E);
S K%ESWO
HL (K9 Wo)p & E @0, Hiy (K2, Wy);
Hi(K9Wo)p € E®o, Hiy(K” Wo);
HY(K®Wo)p € E®o, Hy(K®, Wo).

Remarque 6.1.1. (1) Notons que dans la définition des groupes (Op-modules, E-
espaces vectoriels), on ne varie que les niveaux par rapport & GLa(F,,) plutot que G(Qp).

(2) Tous les groupes ci-dessus sont munis d’une topologie induite par la topologie
discréte sur Hét(MKéva@,VWO/w%), et munis d’une action continue de Gal(Q/F) x
K, x H(G(A>®)//K®) ou K, € Sw, et H(G(A>¥)//K¥®) désigne la Op-algebre des
opérateurs de doubles classes de G(A*®) modulo K%. De plus, Uaction de Gal(Q/F)
et celle de H(G(A>®)//K*)) vérifient les relations d’Eichler-Shimura (2.16). En effet,

les relations d’Eichler-Shimura sont vraies modulo w¥, pour tout s € Z>1.

(3) Le E-espace vectoriel ﬁét(KK’, Wo)E (resp. f[ét(KP,WO)E) est un E-espace de
Banach avec la norme définie par le Op-réseau HL, (K, Wy) (resp. HL(K®, Wy)).

Considérons I'ensemble {Wy} des Og-réseaux de W ordonné par 'inclusion. Suivant
[34, Def.2.2.9], posons

Hyy (K9, W) lig H (K®, Wo)p,
Wo

HL (K9, W) S i HYy (K2, Wo) s,
Wo

Hiy (K2, W) ling Hiy(K¥, Wo).

ou toutes les applications de transition sont en fait des isomorphismes d’espaces vec-
toriels topologiques (cf. [34, Lem.2.2.8|). Un point important est que les E-espaces
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vectoriels topologiques HE (K, W), ﬁ[ét (K, W), ﬁgt(K, W) ci-dessus sont munis de plus
d’une action continue de GLa(F,) (cf. [34, Lem.2.2.10]).

Par [34, Thm.2.2.11, Thm.2.2.17, Cor.2.2.25 et Cor.2.2.27], on a:

Théoréme 6.1.2. (1) Les E-espaces de Banach ﬁét(K@,W) et ﬁét(K@,W) munis
de leur action de GLo(Fy,) sont des représentations continues admissibles au sens de
Schneider-Teitelbaum (cf. [70, §3]) pour tout i € Z>o. De plus, si Uaction de GLa(F,)
sur W est triviale, alors les représentations de Banach Hi(K® W) et HL(K®, W) de
GLo(Fy) sont unitaires pour tout i € Zxq.

(2) Si W est une représentation Qp-algébrique de GLa(Fy,) de dimension finie sur
E (que Uon peut voir comme représentation de G(Qp) via la projection G(Qp) —»
GLa(F,)), il existe alors un isomorphisme de E-espaces vectoriels topologiques équiv-
ariant sous laction de Gal(Q/F) x GLa(F,) x H(G(A®®)//K¥®):

Hiy(KY, W) = Hy(KY, E) g W.
Plus généralement, supposons que la représentation algébrique W de

G(Qy) = Q) x GLy(Fy) x [[ GLa(F,,)
@nglép@

admet une décomposition

avec Wy, une représentation Q,-algébrique de GLa(F,) de dimension finie sur E et W¥

une représentation Qp-algébrique de Q X [ .1p GL2(Fy,) de dimension finie sur E,
piFp

alors il existe un isomorphisme de E-espaces vectoriels topologiques équivariant sous

Uaction de Gal(Q/F) x GL2(F,) X H(G(A®®)//K*®):

HY(K®, W) =5 Hy(KS, W) @p W,

6.1.2 Vecteurs localement algébriques

On étudie les vecteurs localement algébriques de la cohomologie étale complétée des
courbes de Shimura unitaires.

Notation 6.1.3. Soit V' une représentation de Banach admissible de GLy(F,) sur E,
on note Vay son sous-E-espace vectoriel engendré par les vecteurs sur lesquels action
de GLa(F,,) est localement Qp-analytique (cf. §5.1.1). On sait que Van est en fait une
représentation localement Qp-analytique admissible de GLo(Fy,) sur E et dense dans V
(cf. [71, Th.7.1]). Pour tout J C 3, on note Vj_an wf (Van)J—an (cf §5.1.1).

Soit W une représentation Q,-algébrique de G(Q,) de dimension finie sur E. Sup-
posons jusqu’a la fin de cette sous-section que W admet une décomposition (c’est le cas
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lorsque W est irréductible)
W = W,epW*®
( Wp,a) OF Wﬁv

o€,

-

ot W, est une représentation Qp-algébrique de GLa(F),) de dimension finie sur £, W¥
est une représentation Qp-algébrique de Q) x [ | GL2(F,) de dimension finie sur

Fy,
oilpito ResQil GL, sur E) et W, » est
une représentation o-algébrique de GLo(F|,) de dimension finie sur E (cf. §5.1.1). Pour
7 un plongement de F, dans E, on note W, o ®U€Ep\{7} Weoo et WT o W, @ W*.

déf déf déf
Enfin, pour J C X, on note W, ; = ®aeJ We.o, ng)] = ®aezp\JW o et w’ =

W g Wg. Par 34, Cor.2.2.18|, on a

pilp,pi#p
E (i.e. une représentation algébrique de G,, x [|

Théoréme 6.1.4. [ existe une application naturelle continue équivariante sous l’action

de Gal(Q/F) x GLa(F,) x H(G(A>®®)//K*®) :
HE (K, W) — Homgy (W, HA(K®, W) ), (6.1)

qui est en fait Uapplication de bord de la suite spectrale équivariante sous [’action de
Gal(Q/F) x GLa(Fy) x H(G(A>¥®)//K®):

E;] = EXtéEp (WK\J/’ HZ’t(KP7 W@)aﬂ) = H;’;’—] (va W)

ot Wg désigne la représentation duale de Wy, g désigne l'algébre de Lie de GLa(F,,) et

déf
gs, = g®q, E (cf §5.1.1).

L’application en (6.1) pour n = 1 s’insére donc dans la suite exacte suivante
(équivariante sous 'action de Gal(Q/F) x GLa(F,,) x H(G(A>¥)//K*))

0— EXt;Eéo (Wga ﬁgt(va Wp)an) — Hélt(Kp7 W)

— Homg,, (Wg,ffélt(K@,W@)an> — Extg, (WY, HY(K®, W¥)ay). (6.2)

En procédant comme dans [34, Prop.4.3.1 et Cor.4.3.2], on montre ci-dessus la
Proposition 6.1.5. Les E-espaces vectoriels (cf. (6.2)) Ex‘céEp (Wg,ﬁgt(Kp,W@)an)
et Ethgp (Wg,ﬁgt(Kp,W")an) sont nuls. Par conséquent, Uapplication (6.1) est un
isomorphisme lorsque n = 1.

On a comme dans |34, §4.2]

Lemme 6.1.6. Avec les notations précédentes, il existe r € Z>y tel qu’il y a un iso-
morphisme équivariant sous l’action de (’)g :

ﬁgt([(@’w@) ;> C(O;’E)EBT’ (63>
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ot C(OS,E) désigne le E-espace vectoriel des fonctions continues de OF a valeurs
dans E, ou Uaction de Op sur f[gt(Kp,Wp) est induite par celle de GLa(F,) via le

plongement de groupes O — GLa(Fy,), a — (8 (1)> et ot l'action de O sur C(OF, E)

est donnée par la translation & droite sur les fonctions.

Proof. Notons wo(M, @) 'ensemble fini des composantes connexes de M 5. L'action
de GL2(Oy,) sur M, induit une action de GL2(Oy) sur wo(Mp, 5), qui se factorise a
travers application déterminant (cf. |20, §3.2])

det : GL2(Oy) — O .
Comme M, est un revétement galoisien de M, de groupe GL2(O,,/w"O,,), I'ensemble

wo(Mp, 5) est un revétement galoisien de wo(My, 5) de groupe (Op/w"Oy)*
projection canonique:

via la

wo(M,,

n

@) — @M, g)
Soit Sp € wo(My ) qui reléve wo(M ) dans wo(My, 7), on a une bijection équiv-
ariante sous l'action de OJ:

So % (Op /" Op)* — wo(My, 5), (s,a) —~a-s

ot I'action de OF sur Sy x (Op/w™)* est donnée par A - (s, a) o (s, Aa) pour tout
(s,a) € So x (Op/@w™)* et A € OF. Soit Wo un Op-réseau de W¥, on a donc une
bijection (Oy,/@w™O,,)*-équivariante (puisque I'action de GLa(F},) sur Wy est triviale):

Hgt (MKR,@’ VWO/w‘fEWQ) ; C((O@/wnop)X’ OE/wsEOE)EBTov‘SOl’
ol 7 est le rang de Wy sur Op et C((Op,/@w"Oy)*, Op/ws;,0F) désigne 'ensemble des

fonctions (continues) de (O, /@"O)* & valeurs dans Og/wOFp. En prenant la limite
inductive sur n puis projective sur s, on en déduit un isomorphisme OJ-équivariant:

HY (K, W) =5 (0, B)®rolsl, (6.4)
g
Soit Z le centre de GLg, notons sly(Fy,) et 3(F},) les algébres de Lie respectives

de SLy(F,) et Z(F,). Notons ss, & sly(F,) ®g, B, 5o € sby(F,) @1, E, 35, &

3(Fy) ®q, E et 35 dct 3(Fy) ®o,F, E. On dispose d’'un morphisme de groupes Z(F,) x
SLa(Fy,) = GLa(Fy,) qui induit un isomorphisme d’algébres de Lie:

sla(Fy) x 3(F) - olo(Fy)-

De la méme fagon que dans |34, Prop 4.3.1] et par le lemme 6.1.6, on a:
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Proposition 6.1.7. Supposons que Z(F,) agit sur W, via un caractére continu X,
alors pour tout i € Z>, il existe un isomorphisme équivariant sous l'action de Z(F,) x

Homy, (E(x™"), H (K9, W®)an) ®p H' (s5,, W,,) — Exty, (W), HO (KO, W®)ap).

Démonstration de la proposition 0.1.5. Comme 'algébre de Lie sy, (resp. 5, pour tout
o € B, est semi-simple, on a H'(sg_,Wy) = 0 (resp. H'(s,,W,,) = 0 pour tout
o € %) (voir [80, Cor.7.8.10]. Comme W, = ®@,ecx, Wy, 5, par la formule de Kiinneth,
on obtient un isomorphisme

B (®oen, H (50, Wy0)) — H (s, W,). (6.5)
ZUGE@ ag=2
L’algébre de Lie s, est de dimension 3, la dualité de Poincaré implique H?(s,, Weoo)=0
pour tout o € ¥. Par l'isomorphisme (6.5), on en déduit H?(sx,, W,,) = 0. Par la
proposition 6.1.7, on a donc
Ext;% (W), HY (K9, W*®)an) = 0,
Extg% (W HE (K® W) an) = 0.
Ceci permet de conclure. O

Corollaire 6.1.8. Soit J C X, il y a un isomorphisme naturel équivariant sous l’action
de Gal(Q/F) x GLo(Fy) x H(G(A>#®)//K®):

HY(K®, W) =5 Homg, (W, Y (K", W), ).

Proof. On a

HOInQZp (Wg’ ﬁélt(Kpa Wp)an) ; (ﬁélt(va Wp)an RF WKJ) 5%
= By (K9 WIS = (HA(KO W) gman)” 5 (HAEE W) soan @8 W)

< Homg, (W, HE (K2, W), ),

ot les deuxiéme et quatriéme isomorphismes découlent de [33, Prop.3.6.15| et le Thm.6.1.2
(2), le troisieme isomorphisme découle de la décomposition gs,, = gs,\J X 87. Le corol-
laire découle donc de la proposition 6.1.5. O

6.1.3 Localisé du H'-complété en un idéal non-Eisenstein

Fixons un sous-groupe ouvert compact K% de G(A°>#). Rappelons (cf. Not.2.2.3)
que H(S(K¥)) désigne la sous-Og-algébre (commutative) de H(G(A*>®)//K¥®) engen-
drée par les opérateurs Xy, Ya1x, a0 pour tout (N De € S(K®), et H*(S(K®))
désigne la sous-Og-algebre de H(G(A¥)//K¥) engendrée par H(S(K?)) et 'opérateur
Xu,p-
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Définition 6.1.9. Soit p une représentation continue de Gal(Q/F) de dimension 2
sur E, on dit que p est K¥-modulaire s’il existe une représentation Qp-algébrique (ir-
réductible) W de GLa(F,,) de dimension finie sur E telle que

Hotmg, ) (o Hi(K#, W) ) #0.

Soit p une représentation K¥-modulaire de Gal(Q/F) de dimension 2 sur E avec pg
un Opg-réseau Gal(Q/F)-invariant de p, notons p* la semi-simplification de la réduction
modulo wg de py (wp étant une uniformisante de Og). Noter que p** ne dépend pas
du choix de py. Comme p est K®-modulaire, la restriction p[Gal(@ /Foun) (ainsi que
. . R déf
pss|Gal(@/}‘(A,0)) est non ramifiée pour tout (\,[) € S(K¥). Soient axy, by € Fp =

Op/wrOF tels que le polynome caractéristique de Frob(}%[) € Gal(@/}b’[)) sur p%
soit donné par o
T? — @l + by

Notons m(p*) 'idéal maximal de H(S(K*)) tel que le morphisme
H(S(K?)) — H(S(KY))/m(p*) — F,
envoie Xy et Yy 1x, ja, Sur ayy et by pour tout (A, [) € S(K¥).

Notation 6.1.10. Si N est un H(S(K?))-module, on note Ngss le localisé de N en
m(p*).

Si N est de plus un H*(S(K¥))-module, Nz est encore muni d'une action de Xy p
car xy,p commute aux opérateurs de H(S(K¥)).

Soient W une représentation Q-algébrique de G' de dimension finie sur £, Wy un
Opg-réseau de W. Pour s € Z>1 et i € Z>(, on note

i déf . ;
Hét(Kp>W0/wSE) = hgl Hézt(MKéJKp7@7 VWO/wa)
K;ESWO

On a alors H (K®, W), = lim Hi (K9, Wo/w3,), ot € {0, 7%},

Remarque 6.1.11. Comme dans [37, §5.2], on peut montrer que l'action de H(S(K¥))
sur Helt(K@,W) se factorise a travers une Og-algébre complétée wr-adiquement ré-

duite et semi-locale. Par conséquent, le localisé j:lét(Kp, I/V)ﬁsS est un facteur direct de

HL(K?,W).

On suppose jusqu’a la fin de cette section p absolument irréductible modulo wg
~ ﬂs) .

(donc p=p
Lemme 6.1.12. Pour tout s € Z>1, l’application naturelle

HY(KY, Wo)p/ (@i HAK®, Wo)p) — Hy (K9, Wo /@)

est bijective.
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Proof. Soit s' € Z, s’ > s, pour tout K, € Sw,, on dispose d’une suite exacte de
faisceaux localement constants sur Mg ke:

T
0— VWO/W%/,S — VWo/w;;;’ — VWo/wa — 0,

qui induite une suite exacte longue (de Og-modules)

) =5 HY, (M, o3V

0
0 — Heg (MKpKw,@vV wo/wg)

Wo/w%’
0 1 DE ool

— Hg (MK@K@@’ VWo/wa) — Hg (MK@K@,@’ Vwo/wij—s) ’ Hét(MK@K@,@’ Vwo/wg’)
1 2

= Hee (Mg, o g Vivo/ms,) = Hee (Mo ico0 g0 Vi ! —+)-

En prenant la limite inductive sur K, € Sy, puis le localisé¢ en p, on obtient une suite
exacte de Op-modules

0 — HY (K9, W /wiy ) T8 H (K®, Wo/wi) — HE (K2, Wo/wh) =0

puisque H}, (K*, WD/W‘?EN)ﬁ = 0 pour tout s” € Z>1 et ¢ =0,2. On a donc

Hiy (K9, Wo w5) ) (@ HE (K2, Wo @) ) = Hiy (K?, Wo/w5) (6.6)

P P

pour tout s’ > s. Le lemme en découle. O

De la méme fagon que dans |37, Prop.5.3.15], on a

Proposition 6.1.13. Avec les notations précédentes, alors ﬁel,t(K?’, Wo/wf;)ﬁ est un

objet injectif dans la catégorie des représentations lisses (admissibles) de H sur O /w},
pour tout s € Z>1 et H un sous-groupe ouvert compact quelconque dans Sy, .

On a comme dans |37, Cor.5.3.19]

Corollaire 6.1.14. Avec les notations précédentes, et on suppose f[;t(Kp, W)z # 0.
Soit H un pro-p sous-groupe ouvert compact de GL2(Oy,), alors il existe r € Zsq et un
isomorphisme de représentations de Banach admissibles de H sur E:

HYy(K®, W), > C(H,E)®,

ou laction de H sur C(H, E) (I’espace des fonctions continues de H a valeurs dans E)
est donnée par la translation & droite sur les fonctions.

Proof. Soit Wy un Opg-réseau de W stable sous 'action de H, il suffit alors de montrer
qu’il existe r € Z~¢ et un isomorphisme H-équivariant

H} (K9, W), = C(H,Op)®".
Soit s € Z>1, comme le groupe H est prop-p, la Op/wj-algébre (Op/wy,)[[H]] est

locale. On montre comme dans la preuve de [37, Cor.5.3.19] qu’il existe rs € Zso
tel que HZ (KW,WO/wsE)ﬁ = C(H,Op/w};)® . Mais par le Lem. 6.1.12 (voir aussi

(6.6)), s est indépendant du choix de s, et on pose alors r ot rs. En prenant la limite
projective sur s, on a H} (Kp, Wg)ﬁ = C(H,Og)®". Ceci permet de conclure. O
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6.2 Variétés de Hecke

6.2.1 Variétés de Hecke

Suivant Emerton (cf. [34, §2.3]), on construit des variétés de Hecke.

6.2.1.1 Généralités
Soient R une E-algébre affinoide, H une E-algébre commutative, et M un R-module
fini muni d’une action (R-linéaire) de H, i.e. il y a un morphisme de E-algébres
Y :H — Endg(M).

Notons & (R, M, H) la sous-R-algébre de Endr(M) engendrée par I'image de H via
¥, qui est une R-algébre finie et ainsi également une FE-algébre affinoide (cf. [11,
Prop. 6.1.1/6]). De plus, (R, M, H) est en fait une R/ Anng(M)-algebre finie (on

Anng(M) wf {z € R | «M = 0}), et M, muni de l'action canonique de </ (R, M, H),
est évidemment un o7 (R, M, H)-module fini fidéle.

Lemme 6.2.1. Soit L une extension finie de E, un L-point de Spm <7 (R, M, H) corre-
spond donc a un idéal mazimal L-rationnel m de </ (R, M,H) ® g L. Notons m;y (resp.
my ) l'image réciproque de m dans RQp L (resp. H®g L), alors le morphisme canonique
de L-espaces vectoriels

(M ®g L)/mi(M ®5 L)) @nepr (H®p L)/mg) — (M ®p L)/m(M @ L)

est un isomorphisme. Si l’on note my l'image réciproque de m dans </ (R, M, H) alors
le morphisme naturel

est un 1somorphisme de L-espaces vectoriels.

Proof. On a une projection canonique (de R ® g L-algébres)
Y (H®p L) ®, (Rp L) — o (R,M,H) Qg L,

donc m = ¢ (X ®p L) ®m; + my ® (R ®p L)). La premier partie en découle. La
deuxiéme partie découle de I'isomorphisme de L-espaces vectoriels

(M/moM) ®p L) ®Lg,1 L — (M @p L)/m(M ®p L)
ou la projection L ® g L — L est induite par
(o (R, M,H)/mg) @p L — (Z (R, M,H) @ L)/m.

Ceci permet de conclure. O
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Lemme 6.2.2. Soit m un idéal maximal de R, alors le noyau I du morphisme naturel
A (R, M,H)/me/ (R, M,H) — Endg/m(M/mM),

est nilpotent.

Proof. Comme o7 (R, M,H)/mo/ (R, M,H) est une R/m-algeébre finie (et donc artini-

enne), il suffit de montrer que 'idéal I est contenu dans tous les idéaux maximaux m’

de l'anneau &/ (R, M, H)/me/ (R, M,H). On se raméne alors & montrer que le noyau
(encore noté I) du morphisme canonique

o (R, M, H) — End g m(M/mM)

est contenu dans tous les idéaux maximaux m’ O m de o/ (R, M,H). Soient z € I
(alors zM C mM) et m’ un idéal maximal de o (R, M, H) contenant m, si z ¢ m’, donc
() +m' = (R, M,H). On en déduit

M=o (R MH)-M=aM+m'MCmM+m'M=m'M,

une contradiction, car M est un o/ (R, M, H)-module fini fidele. O]

Le lemme suivant est évident.

Lemme 6.2.3. Avec les notations ci-dessus, soit N un sous-R-module de M stable sous
Uaction de H, alors on a une projection canonique de R-algébres affinoides

o/ (R, M,H) —» o/ (R, M/N,H). (6.7)

Lemme 6.2.4. Soient R, R’ deux E-algébres affinoides avec R' plate sur R, H une
E-algébre commutative, M un R-module fini muni d’une action R-linéaire de H, alors
il y a un isomorphisme canonique de R'-algébres

A (R,M,H) ®p R — o/(R',M @ R',H),
ot H agit sur M@r R par h-(m®r') = (h-m) 71" pour touth € H, me M, € R'.

Proof. La composée H — Endr(M) — Endr(M) ®g R’ — Endp/ (M @z R') induit un
morphisme de R'-algébres:

o (R,M,H)®r R — (R, M &g R, H). (6.8)

Il est clair que le morphisme (6.8) est surjectif. Comme R’ est plate sur R, I'injection de
R-modules &7 (R, M,H) < Endg(M) induit une injection de R’-modules </ (R, M, H)®r
R — Endgr(M) ®g R'. En outre, comme R’ est plate sur R et M est de type fini sur
R, le morphisme naturel Endgr(M)®r R’ — Endr (M ®r R’) est un isomorphisme. Le
lemme en découle. O
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Soient maintenant X un espace rigide sur E, H une F-algébre commutative, et M
un Ox-module cohérent muni d’une action Ox-linéaire de H. Soit {U; = Spm R;} un
recouvrement admissible de X. Pour tout ouvert R;, on obtient par ’argument ci-avant
une R;-algebre affinoide &7 (R;, M;, H) ou M; déf I'(U;, M). Par le lemme 6.2.4, les U;
se formant un recouvrement admissible de X, les Spm < (R;, M;, H) peuvent se recoller
en un espace rigide V(X, M, H) fini sur X. De plus, les R;-modules fidéles M; peuvent
se recoller en un faisceau cohérent, encore noté M, sur V(X, M, H). Noter que par
le Lem. 6.2.4, V(X, M,H) ne dépend pas du choix de {U;}. On dispose de plus d'un
morphisme naturel de E-algébres: H — O(V(X, M, H)).

Pour un sous-espace rigide fermé Y de X sur F, si 'action de Ox sur M se factorise
a travers Oy, on peut construire V(Y, M, H) en remplagant X et Y. On voit facilement
que V(Y, M, H) =2 V(X, M, H), et le morphisme V(X, M, H) — X se factorise a travers
Y. On note Z le sous-espace fermé de X défini par le Ox-idéal cohérent Annp, (M)
(cf. [11, Prop.9.5.3/3]) ot Annp, (M) est tel que

Annp, (M)(Spm R) = Annp (M(Spm R))

pour tout ouvert affinoide Spm R de X. On voit alors que M est un Oz, ,-module fidéle
et Ox agit sur M via la projection Ox — Oz,,. Le morphisme V(X, M, H) — X se
factorise a travers Z 4, et induit une surjection V(X, M, H) (E) — Z\m (E) (par le Lem.
6.2.2).

Pour un point fermé z de V(X, M, H), on note z, son image dans X et k, la
composée H — O(V(X, M,H)) = E, on a comme dans [5, Lem.7.2.7]

Lemme 6.2.5. St X posséde un recouvrement admissible par une suite croissante
d’ouverts affinoides, alors pour tous z,2' € V(X, M,H)(E), z = 2’ si et seulement
Sty =y et k, = Ky. Dans ce cas, le point fermé z sera noté (x,, k).

Par le lemme 6.2.3, on a

Lemme 6.2.6. Avec les notations ci-dessus, soit N un sous-Ox-module de M stable
sous laction de H, alors V(X, M /N, H) est naturellement un sous-espace rigide fermé

de V(X, M, H) sur E.

Enfin, le lemme 6.2.4 entraine le lemme suivant.

Lemme 6.2.7. Soient X, X' deux espaces analytiques rigides sur E, et f : X' — X un
morphisme plat; soient H une E-algébre commutative, et M un Ox-module cohérent

muni d’une action Ox-linéaire de H, alors on a un isomorphisme d’espaces rigides sur
E

~

VX, M, H) xx X' == V(X' f*M, H). (6.9)

6.2.1.2 Variétés de Hecke

On construit des variétés de Hecke a partir du H'-complété des courbes de Shimura
unitaires.
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Notation 6.2.8. Soient J un sous-ensemble non vide de Xp, k1 ; € Zlgjz‘ et ky; € zHl,

on pose
kL ke ) def ® (Symklv"_2 E’® (/\EQ)I”"’) ,
oeJ

qui est muni d’une action E-linéaire de GLo(F') de sorte que 'action de GLa(F) sur le
facteur

W(Iﬂ,cr,ka,o) d:éf (Symlﬂ,a—? E2 ® (/\EQ)k2,o)o

est induite par l'action standard de GLo(E) via le plongement o : F — E. Pour une
extension finie L de E, on prend l'abus de notation Wk, k2 ;) pour désigner encore
Wkike) @ L.

k k . .
Remarque 6.2.9. Les {W(JE@’JE@)} parcourent en fait toutes les représentations Q-

/
~y s, K )

v
algébriques irréductibles de GLo(Fy,). On a de plus (W(kfl%’ki%)) — W

(()V désignant la représentation contmgrédiente) avec kb . =2 — ki 5 — ka5 pour tout
o€ X,

Soient J un sous-ensemble non vide de X, k15 € Z>2 et ko, € Z pour tout o €
¥p \ J, considérons la représentation localement J-analytique admissible de GLa(F},):

ﬁélt (K‘Q, W(kflzp\J’@Ep\J))

J—an

-~ (ﬁélt ( Kp’W(@gp\zp@Zp\zp)) . W(@Zp\‘,@zp\(,))

J—an

ot I'isomorphisme découle du Thm.6.1.2 (2). Par le Thm.5.2.1, le module de Jacquet-
Emerton (pour le parabolique B(F)) Jg (ﬁelt (K",W(ﬁzp\”@%\"))J ) est une
—an
représentation localement J-analytique essentiellement admissible de T'(Fy,) (cf. §5.1.5)
et est muni d’une action continue de Gal(Q/F) x H(G(A>¥)//K¥®) (et donc de la
Op-algébre commutative H*(S(K¥))) qui commute & celle de T(F},). Notons T,
I’espace analytique rigide sur F qui parameétre les caractéres localement J-analytiques
de T'(F,,). Par définition (voir la discussion au-dessous de la Prop. 5.1.17), le dual fort

~ k NG L, 1 . . .
de Jp (Hét (K ® W(*IEP\J ~22p\J )) ) peut se réaliser en un faisceau cohérent, noté

J—an
M(J ; ﬁzp\ 70 @219\ J), sur Ty. En appliquant le formalisme dans la section précédente
a

{T1 MTskry  okay | ) H(S(K) @0, B,
on obtient un espace analytique, noté V<J;ﬁ2p\J’@Ep\J)’ fini sur f], ainsi qu’un

faisceau cohérent, encore noté M(J; K1y, \J,kgz \J), sur V(J; K1y \J,k:gE \J).
- “p - “p - <P - “p

Comme f] est strictement quasi-Stein (cf. Prop. 5.1.14), par le Lem. 6.2.5, pour
toute extension finie L de £, un L-point de V(J; k1, \J kas, \J) sera noté (x, k) ou x est
—2 —“p

un caractére localement J-analytique de T'(F|,) & valeurs dans L™, et x : H*(S(K¥®)) —
L est un morphisme de Op-algébres (autrement dit, un systéeme de valeurs propres de
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’H*(S(KP))) De/p\)lus, par la Prop. 5.1.19, la fibre spéciale de M(J;EEP\J’@EP\J) en
un L-point x de T'; est naturellement duale & I’espace propre

(75 (L (505, W ks ) )T(Fp)=x'

) ®p L
J—an
Par le Lem. 6.2.1, la fibre spéciale de M (.J; ﬁzp\ﬂﬁzp\ﬂ en un L-point (x, k) de
V(J,; ﬁzp\ 70 @Ep\ J) est alors naturellement duale & I’espace propre

(JB (ﬁlelt (Kp, W(ﬁzp\J’k—zﬁp\J))

)

T(Fp)=x,H*(S(K®))=r
)e)
J—an
sur lequel T'(F,,) agit par le caractére x et H*(S(K¥)) par le morphisme . On voit
(e.g. par le Lem. 6.2.2) qu'il existe un L-point (x, ) dans V(J;ﬁEP\J’@E,,\J) si et
seulement si

£0.

>®EL

J—an

En résumé, on a

Théoréme 6.2.10. (1) Il existe un espace analytique rigide V(J; K1y \J,kgz \J) sur
Y Y
E muni d’un morphisme de E-algébres

b HH(S(K®)) @0, E — o(v(J;@Ep\J,@Ep\J)) (6.10)
et d’un morphisme fini d’espaces analytiques rigides
i: V(‘]5ﬁ2p\J’@2p\J) — Ty

tel que les conditions suivantes soient satisfaites:

(a) pour tout ouvert affinoide U de f], le morphisme induit
H*(S(K®)) @0, OU) — OG1(U))

est surjectif;

(b) pour une extension finie L de E, un L-point (x, k) (voir la discussion ci-avant)
appartient a V(J;ﬁzp\J’@Ep\J) (L) si et seulement si

#0.
(2) 1l existe un faisceau cohérent M(J;EEP\J’@EP\J) sur V(J;ﬁEp\J’@Ep\J) de

(JB (ﬁ[é (Kp, W(ﬁzp\J’k—sz\ﬂ> )T(Fga):x,H* (S(K¥®))=k

)®EL

J—an

sorte que l’tmage directe i*./\/l(J; k1, \J Koy \J) est le faisceau cohérent sur T asso-
Y — Y
ci€ au dual fort de la représentation localement J-analytique essentiellement admissible

JB (flét (K@, W(ﬁEp\J’@Ep\J)) J_an) de T(F,). La fibre spéciale M(J; ﬁEP\J’ @EP\J) ‘Z

en un point fermé z = (x, k) est canoniquement duale au sous-espace propre correspon-
dant

)

(JB (ﬁit (KW, W(ﬁEp\J’k—?zp\J)) )T(l”p)=x,H*(S(Kfrf)):,i

)®Ekz

J—an

ot k, désigne le corps résiduel en z.
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Proposition 6.2.11. (1) L’espace rigide V(J; k1, \J,k'gz \J) est emboité, et
—— ——

0
O(V(J;ﬁgp\p @gp\J)red)

(cf. (3.54)) est alors un sous-ensemble compact de O(V(J5ﬁzp\J’@Ep\J)red)'

(2) L’image de H*(S(K®)) dans O(V(J;ﬁzp\J,@Ep\J)red) via (6.10) est contenue
0
dans O(V(J9ﬁ2p\J’@zp\J)red) ‘

Proof. (1) Comme T} est emboité, la partie (1) découle de [5, Lem.7.2.11].

(2) 1 suffit de montrer que pour tout point fermé z = (x, k) € VU;ﬁzp\J’@zp\J)’
le morphisme k : H*(S(K®)) — FE se factorise a travers Op. Mais c’est clair car
H} (Kp, W(hZP\J’@EI’\J)) admet un Opg-réseau stable sous 'action de H*(S(K¥)) (cf.
§6.1.1). 0

Reprenons les notations du Thm. 6.2.10. Soient S C J C X, et k15 € Z>g,
koo € Z pour tout o € J\ S, considérons la composée équivariante sous 'action de

GLy(F,) x Gal(Q/F) x H*(S(K¥)):

ﬁélt (K@, W(k—lEp\S’@Ep\S)> SN ﬁélt (Kp, W(ﬁzp\s’klzp\s))

S—an J—an

adN f{&t (K@’ W(ﬁzp\J’QZp\J)> RF [/{/(ﬁJ\s’@J\s)7
J—an
ou le deuxi¢éme isomorphisme découle de [33, Prop.3.6.15] et Thm.6.1.2 (2). On en
déduit une injection équivariante sous 'action de GLa(F,) x Gal(Q/F) x H*(S(K¥))
via la composée

Y (o, wBsnstzens)) gy (W@J\s&f\s))v

S—an

— (ﬁét (K °,W (ﬁzw’%w)) ®p W"“—l(f\S”“—QJ\S))

J—an

R (W@J\S@J\s>)v

S—an

f—>f1é1t(K",W(k—12p\J’k—22p\J)> . (6.11)

J—an

ou la deuxiéme injection découle de la Prop. 5.1.3. L’action de T'(F,,) sur le E-espace

N, .
vectoriel (W(hJ\S’@J\S)> ’ (oﬁ No « { <(1) 3;) € GLQ(Op)}> est donnée par le

X(ﬁ]\g?@]\s) < ( l_J[\S Ukl’”+k2"’72> ® ( H O'kQ"’).
oc

oceJ\S

caractere

On pose

X\/ (ﬁJ\S’@J\S) Cﬁf < H O'ik2’°'> X ( H O—*(kl,oJrkz,afZ))'
oeJ\S oeJ\S
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Comme le foncteur de Jacquet-Emerton est exact a gauche (cf. [35, Thm.4.2.32]), on
peut déduire de (6.11) un plongement de représentations localement J-analytiques es-
sentiellement admissibles de T'(F},) équivariant sous action de Gal(Q/F) x H*(S(K*))

op (W@J\S@J\s>)v>

~ ~ k k
= Jg (Hélt (K@, W(ilzp\s lzp\s)>S7an) 25 X" (ﬁj\s’@J\S)

JB (ﬁét (va W(EEP\S&EP\S»

S—an

s Jp(Hh (Ko, wB=rtz=n)) - ()

ou le fait que le deuxiéme terme est essentiellement admissible découle de la Prop.
5.1.18, et ou le premier isomorphisme découle du lemme suivant.

Lemme 6.2.12. Soient J C %, V' € Repy, (GL2(Fy,)) localement J-analytique (cf.
§5.1.1), et W une représentation X, \ J-algébrique irréductible de GLo(Fy,) sur E, alors
on a un isomorphisme naturel T'(F,)-équivariant

Jp(V)@p WMo =5 Jp(Vegp W),
ou V @r W est muni de l'action diagonale de GLa(F,,).
Proof. Notons n l'algébre de Lie de Ny, on sait que WMo =2 TW"e = W'\ of le

dernier isomorphisme découle du fait que W est 3, \ J-algébrique (cf. §5.1.1). Ceci,
combiné avec le fait que l'action de nyg_\ 7 sur V' est triviale, entraine

(VopW)No C(Verp W)™\l 2V g W™\ 2V @ W,

et donc (V @ W)No =2 VNo @ WMo, Le lemme en découle par [35, Prop.3.2.9]. O

Reprenons les notations introduites avant le lemme 6.2.12, supposons S # () et
notons

M (S§ﬁgp\gv @zp\s) X’ (ﬁJ\y@J\s)]

le faisceau cohérent sur T’y associé au dual fort de

I <ﬁelt (va W@E”\S@E”\S)> ) ®p X" (ﬁJ\s’ @J\s)v

S—an

qui est donc un faisceau quotient de M(J; ki, \J ko \J) par (6.12) et Panti-équivalence
- “p - “p
de catégories (cf. §5.1.5). En appliquant le formalisme dans la section 6.2.1.1 &

(T M(Sik1y g0 k2 6) X (k1o Rz 0 6) ] HA(SK)) @0, B
on obtient un sous-espace analytique rigide fermé (par le Lem. 6.2.6), noté

V(S? ﬁzp\y @2,]\5) [XV (ﬁJ\S’ @J\S)] )
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de V(‘];ﬁzp\J’ﬁzp\J) sur E. En outre, le caractére XV( ) induit un iso-

Fipg k2 g
morphisme d’espaces rigides sur E (cf. §5.1.3)

X’ (ﬁJ\S’@J\S) Ty = Ty, x = xx (ﬁJ\S’@J\s)'
Par la Prop. 5.1.18, on a alors un isomorphisme de faisceaux cohérents sur T 'y
(0 (k1 0Kz ) (M(Si i g bags o) [X (R g b 5)] )
- M(S3ﬁzp\s7@2p\s)

(otl I’action de Of; sur M(S5ﬁ2p\s’@zp\5) se factorise & travers (’)rfs). Par le Lem.
6.2.7, on obtient un diagramme cartésien

V(S; ﬁzp\s’ﬁzp\s) — V(S; ﬁzp\svﬁzp\s) (X" (ﬁJ\S’@J\S)]

| ,
f] XY (ﬁJ\s’]i?J\s), f]

ot le morphisme (isomorphisme) en haut envoie (x, k) sur (XXV (ﬁJ\S’@J\S)"{)' De
tout ce qui précéde, on obtient le théoréme suivant.

Théoréme 6.2.13. Soient ) # S C J C X, kis € Z>y et kyy € Z pour tout
o€ X, \ S, alors on a un plongement fermé d’espaces analytiques rigides sur E:

V(S;ﬁzp\svﬁzp\s) — V(J;ﬁEp\J’@Ep\J) (613)
(X; k) (XXV(@]\S,@J\S),K)-

Définition 6.2.14. (1) Soient ) # J C X, S un sous-ensemble de J, L une extension
finie de E, et (x = x1 ® x2,k) un L-point de V(J; K1y \J,kgz \J), un vecteur v dans
Y - “p

)T(F@):xﬂ*(s(K“)):H

CAGEGERE J_an) ®p L (6.14)

est dit S-classique ('resp. quasz'—S—classique) st son image dans
ﬁ1t<Kp W(ﬁzp\“”ﬁzp\‘lg ®p L
¢ ’ J—an ’

via la composée naturelle

(JB (ﬁ[;t (K@ W(ﬁzp\wkizp\(])) Jian) o5 L> T(Fp)=x,H* (S(K®))=r

+_— * —x
% (ﬁel’t<Kp,W(k—12p\J7k;22p\J)) ®E L)NO’T(F@) X H (S(Kp))

J—an

SN ﬁel’t<Kp, W(’lep\wkapw)) ©p L, (6.15)

J—an
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est S-classique (resp. quasi—S—classique) pour Uaction de GLo(Fy,) (cf. §5.1.2), ou
T(F,)t désigne le monoide { <8 2) € T(Fy) ’ vp(a) > vp(b)} et ou le premier
isomorphisme découle de [35, Prop.3.4.9] (voir la Rem. 6.2.15 ci-dessous pour l'action
de T(F,)* sur VN° pour une représentation localement Q,-analytique V- de GLa(F,)).
On dit que v est classique (resp. quasi-classique) s’il est J-classique (resp. quasi-J -
classique). On note

(JB (ﬁgt (K@, W(ﬁgp\pﬁzpu)) J?an) - L) T(Fy)=x,H* (S(K*))=r

ES

avec ¥ = quasi —S — cl (resp. * = S — cl) le sous-espace vectoriel engendré par les
vecteurs quasi-S-classiques (resp. S-classiques).

(2) Avec les notations ci-dessus, on dit que (x, k) est S-classique (resp. quasi-S-
classique) si le L-espace vectoriel en (6.1}) posséde des vecteurs S-classiques (resp.
quasz’—S—classiques) non nuls. On dit que (x, k) est classique (resp. quasi-classique) s’il
est J-classique (resp. quasz'—J—classique),

Remarque 6.2.15. Soit V € Repy, .(GLa(Fy)) (cf. §5.1.1), on définit une action de
T(F,)* sur VNo en posant (cf. [35, Def.5.4.1])
m(v) € #No/tNot ™)t N ntw (6.16)

TLGNo/tNot_l

pour t € T(F,)" et v € VNo. Par [35, Prop.3.4.9], pour tout caractére localement
Qp-analytique x de T(Fy,), on a une bijection

Jp(V)THFe)=x 2y (yNoyT(Fe)T=x_

Proposition 6.2.16. Avec les notations de la définition 6.2.14, et on note
v« f{rét(Kﬁ” W(th\J’@Ep\J)> ®g L

J—an

pour simplifier. Soient S C J, et
0+£ve VNovT(F@)+:X7H*(S(Kp)):’f( ~ JB(V)T(Fw:xﬂ*(smm):n)_

(1) Le vecteur v est quasi-S-classique si et seulement si S C Cx(x) et v appartient
a limage de linjection naturelle GLo(F,) x H*(S(K¥))-équivariante (cf. Prop. 5.1.3)

(V @ Wkiss) XS © det) X7 (W(QS’QS))V ®r Xgl odet — V,  (6.17)

J\S—an
ot k14 e kyvi o = kyoo +2 pour o € S (cf. Déf.53.4.1) et ot xs est un caractére
localement S-analytique de F' a valeurs dans L™ vérifiant kys o = —ky, o (xs est

alors unique a torsion par un caractére lisse de Fg pres, et le premier terme de (6.17)
ne dépend pas du choix de xg).

(2) Le vecteur v est S-classique si et seulement siv est quasi-S-classique et ky, , € Z
pour tout o € S.
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Proof. (1) Le sens "si" est clair. On suppose maintenant v quasi-J-classique. L’action
de bg (ou b est I'algebre de Lie de B(F,,), et bg = [[,cqb ®p,.0 L, voir §5.1.2) sur v
est alors induite par le caractére (voir 'argument au-dessus de la Prop. 5.3.33)

az O
Xi? itg — L, Z <0 d > — Z(agkxl,a + dokxz,g)
g€eS 7 og€eS

via la projection bg — tg. Donc 'application
U(gs) — V, r—1-v,

induit un morphisme de U(gg)-modules Ver(x’s) — V dont 'image, notée W, est de
dimension finie (sur L) car v est quasi-S-classique, ot Ver(x’) = U(ng) ®r, x'g désigne
le module de Verma de x'y (ﬁ désignant ’algébre de Lie du radical nilpotent de E(Fp)).
Par la théorie des modules de Verma (e.g. voir [47, §1.3 et §1.6]), on a ky, o —Fky,.0 € Z>0
pour tout o € S (i.e. S C Cx(x)), et on a un isomorphisme de U(gs)-modules

(Wks0)Y @ x5! o det — W, (6.18)
On obtient alors une injection gg-équivariante
(Whs25)) @ xg'odet = V

dont v appartient & I'image. On en déduit que v se trouve dans 'image de la composée
naturelle GLy(F,) x H*(S(K¥))-équivariante (voir la Prop. 5.1.3 et la Rem. 5.1.5,
noter que la derniére application est donnée par f ® w +—> f (w))

(V QL W (k15:05) ®L XS © det) Qr (W(ﬁs’gs))v Q7 Xgl o det

J\S—an
= Homyg, <(T/V(hS’QS))v L Xgl o det, V> QL ((W(ﬁS’QS))v Qr X§1 o det) —V

d’ott la premiére partie de la proposition.

(2) Supposons v quasi-S-classique. Par définition (cf. §5.1.2), le vecteur v est S-
classique si et seulement si W, provient d’une représentation S-algébrique de GLqy(F},)
sur L. Par 'isomorphisme (6.18), ceci est équivalent a ky¢ » € Z pour tout 0 € S. O

Le corollaire suivant se déduit facilement de la Prop. 6.2.16.

Corollaire 6.2.17. Awec les notations de la Prop. 6.2.16, soit S C Cxz(x), alors
l'tnjection naturelle obtenue en appliquant le foncteur de Jacquet-Emerton a I’application
(6.17) (voir aussi (6.12))

T(Fy)=xx" (k14:05) "  (xs®xs),H* (S(K®))=r
JB<(V ®L W(hsvgs) ®L XS © det)J\S_an) p)=XX"(F14.Yg XSR®Xs

@1 X" (k1g,05)(xs ® x5) "+ > Jp(V)TF) = HISED)=x
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induit une bijection

T(Fo)=xx" (k14:05) " (xs@xs),H* (S(K?))=r
JB((V @ Wkisls) @, XSOdet)J\s_an> o)=xx" (k15,05) ™" (Xs®xs

T(Fo)=x,H*(S(K?))=k
quasi —S—cl '

— Jg(V)
En particulier, si l’on a de plus ky, o € Z pour tout o € S <d0nc

T(F)=x.H*(S(K¥))=r ~ T(Fy)=x.H* (S(K¥))=r
JB(V)S(—CKIJ) RS — JB(V)qLEasgiJ)—S%(—cl( ()

par la Prop. 6.2.160 (2)), il y a alors une bijection

)T(Fso)=xxv(kls»k25)1771*(5(1(“))=F~

(v o W)

~ T(Fp)=x,H*(S(K#®))=
AN JB(V)S(—CKIJ) X (S(K*®)) "‘””7
ol koo = —ky, o pour tout o € S. Par conséquent, le L-point (x = x1 ® x2,K) est

S-classique si et seulement si k1 4 et kyio = kyoo +2 € ZL>2, koo s ~kyi0 €Z et

)T(Fp)ZXXv(kls,bs)_l,ﬂ*(S(KP)):m L0,

(7 e w89

Lorsque S # J, c’est alors équivalent a

(XXV(ﬁy@s)_l’ k) €V(J\ SS@(EP\J)usv kQ(zp\J)us) (L).

Remarque 6.2.18 (Question). Soient o, ¢’ € J, 0 # o', (x,Kk) un point fermé de
V(J; K1y \J,kJQE \J), si (x, k) est a la fois o-classique et o’ -classique, alors est-ce qu’il
- <P - “p

est {o,0'}-classique?

Définition 6.2.19. (1) Soit x = x1 ® x2 un caractére continu de T(F,) a valeurs dans
@X, on dit que x est non ramifié algébrique si ky, o, ky,,0 € Z pour tout o € X, et il
existe a1, as € @px tel que x1 ® x2 = unr(ay) ngzp ofx1e @ unr(az) Haezp okxa.o

(2) Avec les notations de la Déf. 6.2.1/, on dit que (x, k) est semi-stable classique
st (x, k) est classique et x est de plus non ramifié algébrique.

Notons C (J s k1 SRVE ﬁzp\ J) I’ensemble des points semi-stables classiques de ’espace
rigide V(J;ﬁzp\ﬁﬁzp\,])’ et H(‘];ﬁzp\J’@zp\J) I’adhérence de Zariski (qui est donc
réduit, voir [25, §1.2]) de C(J;EEP\J’@EP\J) dans V(J;ﬁzp\J’@Ep\J)‘

6.2.2 Points compagnons et classicités

On utilise la théorie des représentations localement Q,-analytiques de GLa(F},) pour
donner une interprétation en termes de représentations (Prop.6.2.23) de l'existence ou
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non de points compagnons (cf. Déf.6.2.21) et pour montrer un résultat de classicité
(Prop.6.2.27).

On fixe jusqu’a la fin de cette section un sous-ensemble non vide J de ¥, et k1, €
Z>2, ko s € Z pour tout o € X, \ J.

Lemme 6.2.20. Soient L une extension finie de B, x = x1® X2 un caractére localement
J-analytique de T(F) a valeurs dans L™, C « Cz(x)NJ (cf. Déf.5.3.32), et k un
morphisme de Og-algébres H*(S(K¥®)) — L, alors on a une bijection de L-espaces
vectoriels

~ =x,H*(S =
Tx (Hét<K@7W(@EP\J@Ep\J)> . L)T(Fp) X H* (S(K®))=k
J—an quasi —C'—cl
~ GL2(Fp) ki o—2 1 J\C—an
— Homgr,(r,) (IndB(Fp) X2 H o xcunr(q ) ® x1xC unr(q))

oceC

Q1 (W(]Llcvgc))v R Xg‘l odet ®y, (W(k*lzp\fﬁzp\‘f))v,

~ H*(S(K®))=k
(Hét (K@’ W(th\zp’ﬁﬂp\zp)) XE L) (S > (619)

Qp—an

0l k1,5 = kyi,0 — kyo,0 +2 € Z>o pour tout o € C, xc est un caractére localement

C-analytique de FJ a valeurs dans L™ tel que ky, o = —ky, o pour tout o € C (et
déf

q=7p%). Si kyi,o € Z pour tout o € C, notant ko = —ky, o pour tout o € C, on a

alors une bijection de L-espaces vectoriels:

JB (E[l (KW W(ﬁzp\wlﬁzpw)> RF L)T(Fp):X’H*(S(KW)):H
ét } J—an C—dl
i — _ J\C—an
— HomGLQ(FK,) ((Indg%}%g;@) X2 H 0'761,cr+k2,o 2 unr(q 1)®X1 H O.k2,o unr(q)>
oeC oeC

~ H*(S(K¥))=k
®r (W(hCU(E@\J)’k—ZCU(Ep\”))v, (H;t(Kp,W(EEP\EP’@EP\EWU ®F L) (D) >

Qp—an

Proof. Notons V/ et I;Telt (KP, W(QEP\J’@%\JdJ ®p L pour simplifier. Par le Cor.
—an
6.2.17, on a une bijection de L-espaces vectoriels

T(Fo)=xx" (k15.0c) "' (xc®xo) H* (S(K®))=r
JB<(V®LW(ﬁcan) ®LXCOdet)J\c_an> 0)=xx" (k15,,.00) " (xe®xc

T(Fp)=x,H*(S(K¥))=x
quasi —C'—cl '

— Jp(V)

Notons x’ et xx" (k1. 0c) " (xe ® xco) pour simplifier. Comme Cz(x") N (J\ C) =10,
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par le Cor. 5.3.34, on obtient une bijection de L-espaces vectoriels

T(Fp)=x' H* (S(K®))=r
JB<(V Qr W k1e:0c) ®r XCOdet)J\Cfan) X

~ GLa(F, _ B J\C—an
— Homgr, (k) <(Ind3(;§,)@) x2 [] o™ xcunr(e™h) ® xaxe unr(@)) ;
oceC
*(S =K
(V or Whiee) @ yo o det )?]{\év_(:ip)) > (6.20)

Par le Cor.5.1.6, il y a une bijection entre le dernier terme de (6.20) et le dernier terme
de (6.19), d’ou la premiére partie du lemme. La deuxiéme partie découle de fagon
analogue. O

Soit x = x1®x2 un caractére localement Qp-analytique de T'(F,) & valeurs dans E”.
POuI‘ S g CE(X)’ on note X({ S déf X1 HO—GS O-kxz,a_kXLU_l’ X% S déf X2 Ho-es O-kxpo—kxg,a-‘rl
et x§ = X{ s ® X5 5- On a par définition Cx(x§) = Cx(x) \ S.

Définition 6.2.21. Soient z = (x,k) un point fermé de l’espace analytique rigide
V(J; K1y, \J ko ) et S un sous-ensemble de C5(x) N J, on dit que z admet un point
—=2ip —£Ep\J B

S-compagnon dans V(J; ﬁzp\J’@Ep\J> St

Zg' d:éf (X%'? H',) < V(J;th\‘p@sz\tj) (E)

Le point S-compagnon z§ est dit efficace si 2§ est quasi-Cx(xg) N J-classique.

Remarque 6.2.22. Avec les notations de la définition 6.2.21, si z admet un point
C5(x) N J-compagnon zgg(x)ﬂJ dans V(J;ﬁzp\J’@Zp\J)’ alors zé‘g(x)ﬂJ est efficace

puisque CE(XCCE(X)QJ) NnJ =0.

Proposition 6.2.23. Soient L une extension finie de E, z = (x,k) un L-point de
V(J;ﬁEp\J’@Ep\J): S un sous-ensemble de Cz(x) N J, alors z admet un point S-
compagnon efficace si et seulement s’il existe un plongement de représentations locale-
ment Qp-analytiques de GLa(F,,):

GL2(F, ky: o—kyo o —
(Indg(fﬂé)”) Xs.s [[ oo 2o xounr(g™) ® x§ sxounr(q)

oeC
QL (W(QC,QC))V R (W(hzgo\]’lﬂzp\]))v Q1 Xél o det

)J\C—an

H H*(S(K#®))=
> (Hét<Kp’W(th\zga’ﬁzp\zp)> ®E L> ( ( )) K7

J—an
o déf . déf
ou C = Cg(xg)NJ =(Cgx)NI)\S, k1o = k1,0 — kyoo +2 = kxs g0 = kxg g0 +2
pour tout o € C, et ot xo est un caractére localement C-analytique de Fg a valeurs
dans L™ tel que ky. o = —ky, o pour tout o € C.

X&S?
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Proof. La proposition découle du Lem. 6.2.20 appliqué a x = x§. O

Comme la représentation de Banach erlt (K ) W(ﬁzﬁ\zp’@’zp\zw)> de GLa(F,,) est
unitaire (cf. Thm.6.1.2 (1)), par la Prop. 6.2.23 et [15, Prop.5.1], on a

Corollaire 6.2.24. Avec les notations de la proposition 6.2.23, si z admet un point
S-compagnon efficace, alors on a

ve(gxa(@)) > Z k2o + Z(kxwf — koo + 1)

o€XL\J ocS

Lemme 6.2.25. Soient L une extension finie de E, z = (x = x1 ® x2,k) un L point
de V(«kﬁgp\yﬁxpv), T € Cx(x) N J, s’il existe un vecteur (non nul) non quasi-T-
classique

)

~ T(Fp)=x,H*(S(K*®))=

= JB (Hel’t<Kp,W(k712p\Jvk;22p\J)) Q5 L) (Fo)=x (S( )=k
J—an

alors z admet un point T-compagnon. De plus, si c’est le cas, alors il existe un sous-

ensemble S de Cz(x)NJ contenant T tel que z admette un point S-compagnon efficace.

. déf k k .
Proof. On note encore v son image dans V = HL (K W(*IEP\J k2 sp\s) ®g L via
g ét Y
J—an

la composée (6.15). D’aprés |35, Prop.4.4.4], on a

of W xRt oy No T () Pox M (SR =k g (1) T (o) =xs 1 (S(K )=,

—,T

En outre, I'application U(g;)-équivariante f : U(g,;) — V, ¢ = r-v induit un morphisme
de U(g,)-modules Ver(y,;) — V ou x, désigne le caractére de b;:

ar by

Xr:br— L, <O d > = arky,  +drky, -

Si v' = 0, 'image de f est donc de dimension finie sur L, ce qui contredit le fait que
v n'est pas quasi-T-classique. Donc v’ # 0, d’ou la premiére partie du lemme. S’il
existe 7 € Cx(x$) NJ = (Cg(x) NJ)\ {7} tel que v’ ne soit pas quasi-r'-classique, on
peut reprendre l’argument précédent en remplagant v, 7 par v/, 7’... Cela nous permet
d’obtenir enfin un ensemble S C Cz(x) N J contenant 7 et un point S-compagnon
efficace de z. O

Remarque 6.2.26. Ce lemme peut aussi se déduire facilement de [16, Th.4.3].
Proposition 6.2.27. Soient z = (x1 ® X2, k) un point fermé de V(J;ﬁzp\J,@Ep\J),
S un sous-ensemble de C5(x) N J. Sil'on a
vp(gx1(@)) < Z k2o + ;Ielfs{km,a — ka0 + 1},
ceX \J

alors le point z est quasi-S-classique.
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Proof. On suppose que z ne soit pas quasi-S-classique. Il existe alors 7 € S tel que z
ne soit pas quasi-t-classique (cf. Prop. 5.1.2). Par le Lem. 6.2.25, il existe S’ C S
contenant 7 tel que z admette un point S’-compagnon efficace. Selon le corollaire 6.2.24,

on a
(QX1 Z k2o + Z 1o~ koo + 1),

JGZW\J oes’

une contradiction. O

Corollaire 6.2.28 (Classicité). Avec les notations de la Prop. 0.2.27, supposons de
plus que k1, e Fyio = kyso +2 € Z>o et kog ot k..o € Z pour tout o € J (ainsi
Cg(x)NJ = J), et notons 1 « X1 [1,ey 0™, qui est un caractére lisse de ES a

valeurs dans E . Pour S C J, sil’on a

(Q¢1 Z k2a’ + lnf{kl o }7

o€eX,
alors le point z est S-classique.

Remarque 6.2.29. Avec les notations du Cor. 6.2.28.

(1) Dans le cas ou J =X, et S =X, on voit que si

(ql/fl Z k?a + lnf {kla - }7

o€Y,

alors le point z est classique. En particulier, si l’on suppose qu’il existe k, (tous > 2)
pour o € Xy, et w des entiers de méme parité tels que k15 = ko, ko g = w;k"

o € Xy, (ce qui est Uhypothése de parité sur les poids des formes modulaires de Hilbert),
St

volava(@)) < Y TS+ inf (ke - 1),

O'EEKJ

alors le point z est classique. On invite le lecteur a comparer cela avec les conjectures
de Breuil dans [13] et les résultats de Tian-Xiao dans [78].

(2) Dans le cas on S = J = {1} avec T € X, si

olq1(wm Z koo + (k1 — 1),

o€X,

alors z est classique. On retrouve alors la pente critique pour les formes modulaires
surconvergentes de poids (kiy. ,kay, ) sur les courbes de Shimura unitaires sur (7, E)
— “p T “p

(cf. Rem.53.3.2 (2)).

Soit maintenant p une représentation K*-modulaire de Gal(Q/F) de dimension 2
sur F, et supposons que le localisé
L (K, W)

—=ss

P
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est non nul, qui est aussi une représentation de Banach admissible de GLo(F,,) sur
E, munie d’une action continue de H*(S(K?)) x Gal(Q/F) qui commute & celle de
GL2(F,). On note

Y, (K“’ W(k—lzpw@zpw)) def (I?ét (Kp W(ﬁzp\"’@zp\")> )
ﬁss

J—an,p%® J—an

= (R (1w ) )
J—an/ p°®

<of1 I'isomorphisme découle du fait que les actions de GLa(F),) et H*(S(K¥)) commutent) ,

et M(J; ﬁzp\y @Zp\ J)lfss le f:lsceau cohérent sur T’y associé au dual fort de la représen-
tation JB (H(%t (K@7 W(ilzp\wizp\‘]))
J—an,p®®

§5.1.5). En appliquant le formalisme dans la section 6.2.1.1 &

) (via anti-équivalence de catégories, voir

{M(J5ﬁzp\Jv@2p\J)5557 va H*(S(KP)) Qog E},

on obtient un espace rigide analytique, noté V(J; K1y \J? ko \J)pss7 fini sur f] et un
- “p Y

faisceau cohérent encore noté M(J;ﬁEp\J’@Ep\J)ﬁSS sur V(‘];.Iilzp\yﬁzpv)pw'. P.’ar

la Rem. 6.1.11 et le Lem. 6.2.6, V(J;ﬁEP\J’@Ep\J)ﬁSS est en fait un sous-espace rigide

fermeé de V(J;QEP\J,@EP\J). Pour S C J, un L-point (x, k) de V(J;ﬁEp\J’@Zp\J)ﬁSS

est dit quasi-S-classique (resp. S-classique, semi-stable classique) s’ll est quasi-S-
classique (resp. S-classique, semi-stable classique) comme point de V(J iK1y W ko, \ J).
- “p - “p

De plus, pour un point fermé z de V(J;ﬁzp\J’ﬁzp\J)pss’ on voit facilement que z ad-
met un point S-compagnon (dans V(J ; ﬁzp\ 7 @Zp\ J)> si et seulement si 2§ se trouve
dans V(J; ﬁzp\J’ﬁzp\J)ﬁSS' Si c’est le cas, on dit que z admet un point S-compagnon
2 dans V(J; ﬁzp\J’ @EP\J)pSS‘ Le point S-compagnon 2§ est dit efficace s’il est quasi-

C5(x¢) N J-classique. Tous les résultats précédents restent vrais aprés "localisation en
—ssn

D

On suppose jusqu’a la fin de cette section p absolument irréductible modulo wg
—SS v *).

(ainsi p* = p

Proposition 6.2.30. L’espace analytique rigide V(J; K1y, \J? ko \J)ﬁ est équidimen-
P P
sionnel de dimension 2|.J|, et les points semi-stables classiques sont Zariski-denses dans

V(i kis g bs, )5

0 d
alors une decomposition de groupes

~ (140, 0\ _(1 0 2
TO_%( 0 1>X<0 1+w0@)XH0

Proof. Notons Ty © { <a O) e T(F,) ‘ a€ wlx (1+w0,),del —|—w(’)@}, on a
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otu Il e <70ﬂ 1>, qui induit un isomorphism d’espaces rigides sur F:

—

(To) ; = Wi1 x W1 x Gy, (6.21)
ol (T/E) J (resp. w !]’1) désigne l'espace rigide sur F qui paramétre les caractéres locale-
ment J-analytiques de T (resp. del —i—w(’)p). L’injection naturelle Ty < T'(F,) induit
un morphisme d’espaces rigides

p—

p: Ty — (To) 55 X = X|no-
Par le Cor. 6.1.14 et [35, (4.2.43)], on voit que le I'(T}, Oz, )-module coadmissible

Ta (L (Ko Wty )

—_—

est encore coadmissible comme F((Tg) 5,0 -module. On note alors M le O — -

(Tv) .z) (To)
module cohérent associé. On note H la E-algébre engendrée par H*(S(K¥)) et les opéra-

w 0 déf (A1 0 ,
teurs S, = (0 w)’ aihg = (O )\2) pour tous Ai, Ao € ,uq_l(FKf) (1 ensemble
des racines de l'unité dans FWX) (noter que T'(F,) est engendré comme groupe par
To, S et les Zy, ,\2). Le faisceau cohérent M est alors muni d’une action naturelle

O@J-linéaire de H. On peut donc reconstruire l'espace rigide V(J ; ﬁzp\ 70 @Ep\ J)

en appliquant le formalisme dans la section 6.2.1.1 & {./\/l, @ I ”H}

7

Soit {U; = Spm A; }icr un recouvrement admissible de Wy x Wy 1, les {U; x G, }Ficr
forment un recouvrement admissible de (T/O\) ; (via I'isomorphisme (6.21)). Par le Cor.
6.1.14, [35, (4.2.43)], et la Prop. 5.A.6 (et sa preuve) appliquée & A = A;, M =
M|v, xG,, et z = I, il existe un sous-espace rigide fermé¢ Z de U; x Gy, défini par
une série de Fredholm G;(z) € A;{{z,271}} (Z est alors appelé une hypersurface de
Fredholm) tel que

1. il existe un faisceau cohérent N sur Z tel que i,/ N = M ot i désigne le plongement
fermé Z — U; X Gyp;
2. il existe un recouvrement affinoide admissible {V; = Spm 4;[z]/P;(z)} de Z tel
que
(a) il existe Q;(z) € A;i{{z}} tel que (P}, Q;) =1 et Gi(2) = P;j(2)Q;(2),
(b) I'(V}j,N) soit un A;-module projectif de rang fini avec P; le polynéme carac-
téristique de Iy sur T'(Vj, N).
On peut donc reconstruire V(J ; ﬁzp\ 7 @Ep\ J)ﬁ en appliquant le formalisme dans la
section 6.2.1.1 a {Z,N,H} (voir argument au-dessus du Lem. 6.2.5). Cette con-
struction coincide avec celle dans [18, §5| (voir aussi [22, §6]). La premiére partie du
théoréeme découle alors de [22, Prop.6.4.2| et la Prop. 5.1.13. La densité des points
semi-stables classiques découle de la Prop. 6.2.27 (voir aussi le Cor. 6.2.28) par le
méme argument que celui de la preuve de [22, Prop. 6.4.6]. O



178 CHAPTER 6. COHOMOLOGIE COMPLETEE ET COMPATIBILITE LOCAL-GLOBAL

Notons C' (J k1 , ko ), I’ensemble des points semi-stables classiques de 'espace
—Ip\J? =5\ /p
rigide V(J; K1y \J? ko \J)ﬁ' La proposition suivante découle de la Prop. 6.2.27 par le
- “p - “p

méme argument que dans la preuve de [22, Prop.6.2.7].

Proposition 6.2.31. Soit z = (x,k) un point fermé de V(J;ﬁzp\J’ﬁzp\J)p avec
X non ramifié algébrique, alors C(J; K1y \J,k:gE \J)ﬁ s’accumule en z, i.e. pour tout
— )
ouvert admissible U contenant z, il existe un ouvert admissible V- de U contenant z tel

que l’ensemble C(‘];ﬁzp\J’ﬁzp\J)ﬁ NV(E) soit Zariski-dense dans V.

6.2.3 Familles de représentations galoisiennes

Dans cette section, on étudie les familles p-adiques de représentations galoisiennes
sur les variétés de Hecke construites au §6.2.1.

6.2.3.1 Familles de représentations galoisiennes

Fixons dans cette section un sous-ensemble J de X, des entiers kq 5 € Z>2, ko, € Z
pour tout ¢ € ¥, \ J et p une représentation K¥-modulaire de Gal(Q,/F) sur E,
absolument irréductible modulo wg telle que V(J i k1 , ko ), £ .

—=Ep\J? ==E,\J/p

Soit z = (x = x1 ® X2, k) un point semi-stable classique de V(J;EEP\J’QZP\J)?
par définition, on a ky, o, ky, o € Z pour tout o € J, Cz(x) = Xy, et

—\ T(Fp)=t1®p2,H*(S(K®))=k
(JB(H(}t<Kp7W(ﬁEp’k—22p)>7) ®E E) ’ ' ’ 750
D
ol Y1 ® o u X(IT,ey 017 @ [[,c 0 Fx27) est un caractére lisse non ramifié de
déf déf

T(F,). On note k1o = Ky, 0 — kyoo +2, koo = —Fkyy 0

Proposition 6.2.32. Awvec les notations précédentes, il existe alors une représentation
p= continue irréductible de Gal(Q/F) de dimension 2 sur une extension finie de E non
ramifiée hors de Ske (cf. Rem. 4.2.]) telle que la restriction ;)Z\Gal(@/jr(A 0 vérifie

-2
Frob(M)

pour tout (A,[) € S(K¥), ou Froby ) € Gal(@/f()\7[)) désigne le Frobenius arithmé-

—r(X0) Frob(_)\f[) +h (Yo )00 = 0

tique. De plus, la représentation p, « pZ’Gal(@/f( ) de Gal(Q,/F,) est semi-stable
U,

de poids de Hodge-Tate (— (koo +k1,0—1), —k25)oes,, avec les valeurs propres de ol sur
Dar(pz,p)o données par qr(X,, pio )1(@) et k(X pao )¥02(w). De plus, p, est cristalline
si ¢*1 (w) # a(w).

N\ T(Fo)=t1 @2, H*(S(K®))=k
Proof. Comme (JB<Hét(K@,W(ﬁ2p’@2p)) > ®RF E) P

£ 0, il
P

existe une représentation automorphe irréductible 7 = ¢(7°) ® 7 sur C (01‘1 e
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est une représentation admissible lisse et irréductible de G(A>) sur E) vérifiant (voir
(4.12))
e 7o est cohomologique pour ¢! (W(hﬁp’
o (m)K” £ 0 avec le systéme de valeurs propres de H*(S(K*®)) associé égale & k;
s JB((WOO)u,@)m@wQ # 0.
Comme p est absolument irréductible modulo wg, 7 est cuspidale (voir §4.2.3) et donc
(%), est de dimension infinie (cf. Prop.4.2.2). On pose p, “ p(m>°) (cf. §4.2.3). Par
la loi d’adjonction pour le module de Jacquet classique, on dispose d’une application
surjective GLq(F|,)-équivariante (e.g. voir [35, (0.2)])

k‘izgp)).

Y

(Indg%lig‘“) Pounr(g~h) @ 1 unr(q)) ™ — (Too)u,p- (6.22)

On voit alors que (ﬂoo){f@ # 0 et les valeurs propres des opérateurs Uy, S, sur (Woo){ffp
sont données par qi1(w) et a(w)ih1 (w) respectivement. La proposition découle donc
de la discussion au §4.2.3 (e.g. voir la discussion au-dessus du Lem. 4.2.6). O

Remarque 6.2.33. Reprenons les notations de la proposition 6.2.32 et de sa preuve.
(1) On a p; = p par les relations d’Eichler-Shimura.

(2) Comme (7°°)y,, est de dimension infinie, on a par (6.22) ¥y # 11 (et donc
Wo(w) # P1(w) puisque les caracteres ;, i = 1,2 sont non ramifiés).

Comme dans le §4.4, par [22, Prop.7.1] (et les propositions 6.2.30, 6.2.32 et 6.2.11),
on a

Proposition 6.2.34. [l existe un unique pseudo-caractére continu de dimension 2 (voir

le §/.4 pour FSk®)
. S .
T : Gal (FS<° /F) — (’)(V(L Fag ko ) e d)
dont l’évaluation en tout point semi-stable classique z coincide avec T, e tr(p,). De
: . = -1\ _
plus, soit z = (x,k) € V(J’ﬁEP\J’@EP\J)ﬁ(E)’ alors 7;(Frob()\’[)) = k(X)) pour
tout (A, ) € S(K¥) ou T, désigne l’évaluation de T en z.

Corollaire 6.2.35. Soit z = (x,k) € V(J; ks, \J,kzz \J)ﬁ(F), il existe alors une
4 e 4

unique représentation continue irréductible p, de Gal(Fx¢ /F) de dimension 2 sur E
telle que tr(p,) =T, et p; = p.

Proof. L’existence de p, (unique a simplification prés) découle de [77, Th.1(2)]. Comme
tr(pz)(Frob()\ll)) = k(X)) pour tout (A, [) € S(K¥), on en déduit pz* = p. En
particulier, p, est absolument irréductible. Ceci permet de conclure. O

Remarque 6.2.36. La représentation p, ci-dessus est réalisable sur une extension finie
de k, le corps résiduel en z (e.g. voir [77, Lem.6(1)]). Quitte a augmenter E s’il faut,
on peut alors supposer que p, est une représentation de Gal(Q/F) sur k.
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Par |5, Lem.7.8.11], on a

Proposition 6.2.37. Soit U un ouvert affinoide de V(J; K1y, \J,kzgz \J)ﬁred, il ex-
- “p - “p ’

iste alors un espace rigide U au-dessus de U et un Og-module M localement libre de

rang 2 muni d’une action continue Op-linéaire de Gal(Q/F) (qui se factorise a travers
Gal(F5x¢ | F)) vérifiant que

(1) le morphisme g : U — U se factorise a travers un espace rigide U’ fini et
dominant sur U, et U est un éclatement de U’ le long de U’ \ U" avec U" un certain
owvert de Zariski, Zariski-dense, de U’;

(2) pour tout z € U(E) la représentation M|, de Gal(Q/F) (de dimension 2 sur
E) est isomorphe  py(,).

Remarque 6.2.38. Reprenons les notations dans la Prop.6.2.37, soit Z un sous-
ensemble de U(E), Zariski-dense dans U, alors g~ (Z) est Zariski-dense dans U. En
effet, si 'on note g’ : U' — U le morphisme comme dans (1), par [22, Lem.6.2.8],
(¢)"H(Z) est Zariski-dense dans U'. Donc (¢')~'(2) N U"(E) est Zariski-dense dans
U", d’ot on déduit que g~ (Z) est Zariski-dense dans U.

Considérons la restriction p, , := pz|Gal(@ JFtu0)) (qui est une représentation con-
tinue de Gal(Q,/F,) de dimension 2 sur une extension finie de E) pour tout z €
V(Jikig,\ o kag, )5
Définition 6.2.39. Soient L une extension finie de E, V une représentation con-
tinue de Gal(Q,/F,) de dimension v sur L, J C X, et {ki; € Z}i=1,.., une suite
décroissante pour tout o € J, on dit que V' est de J-de Rham de poids de Hodge-Tuate

(=kroy-,—ki0)ocs st dimp Daqr(V)s = 7 et les sauts de la filtration de Hodge de
Dar(V)o sont donnés par ki g, -, kyo pour tout o € J.

Proposition 6.2.40. Soit z € V(J; K1y \J,k‘zz \J),(E), alors la représentation p, o
—2p —=2p p ’
est de ¥, \ J-de Rham de poids de Hodge-Tate (—(ko,o + k1,0 — 1), —k2,0)0ex,\J-
Proof. Comme V(J;ﬁEP\J’@EP\J)ﬁ est emboité et C(J;EEP\J’@EP\J)ﬁ est Zariski-
dense dans V(J k1 , ko ),, on peut choisir un ouvert affinoide irréductible U de
—Ip\J? =25\ T/ p o
V(J;ﬁzp\{],@zpw)med contenant z tel que S := C(J;ﬁgp\J’@Ep\J)ﬁm U(FE) soit
Zariski-dense dans U (e.g. voir [5, Lem.7.2.9]). Soient g : U — U et M comme dans
Prop. 6.2.37, g~ 1(9) est alors Zariski-dense dans U (cf. Rem. 6.2.38). Comme p, , est

de X, \ J-de Rham de poids de Hodge-Tate (—k2 s + 1 — k10, —k’zyo-)a.ezp\(] pour tout
2" € S (cf. Prop. 6.2.32), la proposition découle alors de [75, Thm.2.19]. O]

Terminons cette section par une conjecture dans le style "Fontaine-Mazur".
Conjecture 6.2.41. Soient z = (x1 ® X2, k) un point fermé de V(‘];ﬁzp\J’@Ep\J)ﬁ’
S CCgx)N{o e J| ky o €Z}, silareprésentation p, , est de S-de Rham, alors z
est S-classique.
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6.2.3.2 Représentations triangulines de Gal(Q,/F,,) de dimension 2

On donne des rappels sur des représentations triangulines de Gal(Q,/F, ) de dimen-
sion 2 sur E selon [59] (voir aussi [26] et [53]).

Notons F|, « U Fo(ppn) avec ppe une racine primitive d’ordre p™ de l'unité,

r 4 Gal(Fy,00/Fp), et HF, et Gal(Qp/Fp,00). Nous disposons d'un anneau B;rig (cf.
- . — déf .
[6, §3.4]) muni d’'une action de ¢ et Gal(Q,/Qy), tel que Bjigfp = (Bjig)HF@ soit

isomorphe a l’anneau de Robba Ry sur F/
Fp,O pa()’

maximale de Fj, o dans F, .. Pour une représentation continue p de Gal(Q,/F,) de
dimension 2 sur E, Dyig(p) wf (B]jig ®qQ, p)HFe (cf. [6, Prop.3.4]) est un (¢, T')-module
étale de rang 2 sur Bjig,F@ ®q, E (i.e. un (¢,T')-module étale sur BrTig’F@T
d’une action de E' commutant a celle de ¢ et I' qui est de rang 2 sur Brig, F, ®Q, E)

Notons Rg « Bjig r, @0, E-

ol Féo est 'extension non ramifiée
b

muni de plus

Soit § : FY — E un caractére continu de FJ' & valeurs dans £*. Comme dans
[59, §1.4] (voir aussi [53, Const.6.2.4]), on peut associer & x un (¢, I')-module libre de
rang 1 sur R, noté Rg(d). Au fait, d’apres [59, Thm.1.45], pour un (¢, I')-module D
libre de rang 1 sur R, il existe un unique caractére § de I a valeurs dans E* tel que

D =2 Rg(0).

Définition 6.2.42 (cf. [26, Déf.4.1] et [59, Def.1.15]). Soit p une représentation con-
tinue de Gal(Q,/F,) de dimension 2 sur E, on dit que p est trianguline s’il existe deux
caractéres 41, 6o de pr a valeurs dans E* tels que Drig(p) s’insére dans une suite exacte
de (¢,I")-modules sur Rg comme suit:

0 = RE(01) = Drig(p) = RE(d2) = 0.

Une telle suite exacte est appelée une triangulation de Diyig(p) (ou de p) et notée
(p,01,62).

Définition 6.2.43 (cf. |55, Def.4.3.1]). Soit p une représentation trianguline de dimen-
sion 2 de Gal(Q,/F,,) sur E avec une triangulation donnée par (p, 01, 02), pour o € X,
on dit que (p,01,02) est non o-critique si ks, o — ks, o € Z>1. En général, pour S C X,
on dit que (p,d1,02) est non S-critique si (p,01,0d2) est non o-critique pour tout o € S;
(p,61,62) est dit non-critique si (p,d1,02) est non X,-critique.

S&hent k1o € Z>2, ko ; € Z pour tout o € X, p une représentation semi-stable de
Gal(Q,/F},) de dimension 2 sur E de poids de Hodge-Tate (—(k2o+Fk1,0—1), —k2.5)oex,

telle que les valeurs propres de %, a et &, sur D, (ot D e Dgar(p)) soient différentes
pour un (ou de maniére équivalente tout) o € X,. D’apreés [59, §4], si p est cristalline,
Drig(p) admet alors deux triangulations:

0— 'RE((Sl) — Drig(p) — RE((SQ) —0 (6.23)
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avec

— _k o - k g k J_l
{51 = (@) [Toes vz () 02 Tloezpy oy 0~ 2o et (6.24)

b2 = unr(&) [[oes \ 25 () o~ (k2,0+k1,0—1) Moezy@ o "2
ou
{(51 = unr(&) HUEEP\ZD(&) U*kz,a HUGZD(&) O—*(k2,a+k1,a*1)

b2 = unr(a) [[oex \ 2, @) o~ (k2.0tk1,0—1) oezp @) o—k20

(ot on renvoie au §4.3.1 pour la définition de Zp(a) et Zp(a)), donc (p, 81, d2) est non
Yo \ Zp(a)-critique ou X, \ Zp(a)-critique respectivement; si p est semi-stable non
cristalline, on peut supposer a = qov, Dyig(p) admet alors une unique triangulation:

0— RE(51) — Drig(P) — RE((sg) —0

j— 7]6 o - k g k T
{(51 =unr(a) [Les \zp(0) 0 2 Hoezp) @ (o=, (6.25)

b = unr(qa) HUGZ@\ZD(a) 0—7(]{2,0+k1,071) HUEZD(a) o k2.0

avec Zp(«) défini de fagon analogue au cas cristallin (cf. §4.3.1), donc (p,d1,d2) est
non X, \ Zp(«a)-critique.

6.2.3.3 Triangulations globales

Reprenons les notations du §6.2.3.1. Soit z = (., k-) un point semi-stable classique
de V(J;ﬁEP\J’QZP\J)ﬁ’ il existe alors k1, € Z>2, ko, € Z pour tout o € J et 9 ;,
o, deux caractéres lisses non ramifiés de F & valeurs dans k¢ (k. désignant le corps
résiduel en z, qui est une extension finie sur E) tels que

Xz = X1 ® X2 =1 [[ o777 @ g [[ o B2 thre=2), (6.26)
oed oed

Notons p, la représentation de Gal(F°x¢ /F) de dimension 2 sur k, associée (cf. Prop.

6.2.32), aop . « Kz(Xugq) € Of, (cf. Lem.4.2.5), et a, o q1,2(@)kx(Xugq), Oz «

V2,2 ()K= (Xu,q), qui sont en fait les valeurs propres de ¢® sur D, (avec D o Dar(pzp))
pour un (ou de maniére équivalente tout) o € 3, (cf. Prop. 6.2.32). On suppose de
plus a, # &,. Par la Prop. 6.2.32 et la discussion du §6.2.3.2, on a

Proposition 6.2.44. La représentation p, , est trianguline avec une triangulation don-
née par
0 = Ri.(01,2) = Drig(pz,p) = Ri.(02,2) = 0
ol
_ —k2 o —(k2,0+k1,0—1
{51,z = Unr(az)Haezp\zD(az)J % HO’EZD((XZ)O (k.o th1,0=1)

_ ~ —(k2,0tk1,0—1 —k2,5
d2,. = unr(a;) HUEEW\ZD(QZ) o (k2,0+k1,6—1) HanD(az) o k2,
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Remarque 6.2.45. Avec les notations de la Prop. 6.2.44, par l’admissibilité de D (cf.
§4.3.1), on a Zp(ay) =10 (autrement dit, (pz,p,01,2,02.2) est non-cm’tz’que) st

V(o) < Z koo + 1Enzf:’ {k1,—1}.
o€,

o€X,

Supposons maintenant J = X, et notons S¢ l'ensemble des points semi-stables
classiques z = (x> = X1, ® X2,2, Kz) de V(Z@ﬁzp\zp’ﬁzp\zp)ﬁ qui vérifient g , #
q1,z et vo(qn 2 (@) < Dopex, k2o +infoes, {k1,0 —1} (ol on reprend les notations en
(6.26)). Donc S est Zariski-dense dans V(Z,;
6.2.44 et la remarque 6.2.45, on a

ﬁzp\zp’ﬁzp\zp)ﬁ' Par la proposition

Corollaire 6.2.46. Soit z € S, alors la représentation p, dot pZ|Gal(@/f( ) admet
U, o

une triangulation

0— sz(unr(ao’z) unr(q)xLz) — Drig(pz,p) — sz(llnl“(a(),z)xg,,Z H 0'_1) — 0.
o€X,
Théoréme 6.2.47. S'ozt z = (XLZ@X'Q’Z, Kz) un point fermé de V(Eﬁ;ﬁzp\zp’ﬁzp\zp)ﬁ’
alors p, , est trianguline avec une triangulation donnée par

0— sz (5172) — Drig(pz7@) — sz ((5272) — O, (627)
ou
01, = unr(ag.)unr(q)xi,z H ol
oEY,
62,,2 = unr(aﬂ,z)XQ,z H U_l H O'kz’g_l
o€, oEX,

avec apz = Kz(Xuq), k2.0 = Ky .0 — Kyo.0 T2 et X un sous-ensemble (éventuellement

vide) de C5(xz)-

Proof. Soit U un ouvert affinoide irréductible de V contenant

(Ep;ﬁzp\zp7@2p\zp)ﬁ,red
z tel que S e SaNU(E) soit Zariski-dense dans U (voir la preuve de la Prop. 6.2.40).
Soient g : U — U, M comme dans la Prop. 6.2.37, donc g~!(S) est Zariski-dense dans
U. Le théoréme découle alors de [53, Thm.6.3.13] (voir [53, Ex.6.3.14], voir aussi [55,
Thm.4.4.2]). 0

Remarque 6.2.48. Si z est semi-stable classique avec oy # &, (cf. début de cette
section), on a alors ¥, = Zp(ay).

Proposition 6.2.49. Soit U un ouvert affinoide de V(Z@;
SaNU(E) soit Zariski-dense dans U, et supposons que

ELEP\Z@’EQEP\Z@)ﬁ tel que

unr(q)x1,: # X2, H o~ ! pour tout z € U(E), (6.28)
o€,
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alors Uensemble Zy o o {2 € UE) | 0 € .} est Zariski-fermé dans U pour tout
o €X,. Deplus, ZysNSa=0.

Proof. 11 suffit de montrer que Zy, est Zariski-fermé dans Uyeq, ce qui découle en fait
de la construction de "Z" dans la preuve de [53, Thm.6.3.9]. Notons que l’ensemble
Z{, dans la preuve de [53, Thm.6.3.9] est vide dans notre cas par la condition en (6.28)
(puisque sous cette condition, le terme H&FK(N()%) dans [53, (6.3.9.1)] doit étre de
dimension 1, et donc le dernier terme dans [53, (6.3.9.1)] s’annule). ! O

Soit maintenant J C X, J # (), pour un point fermé z = (x> = x1,- ® X2.2, Kz)
de V(J;ﬁEP\J’@Ep\J)ﬁ’ on note z son image dans V(Z@;ﬁzp\zp’ﬁzp\zp)ﬁ via le
plongement (6.13) (avec J = X, et S = J). Donc p, = pz (puisque £, = kz). En
appliquant le Thm. 6.2.47 au point z, on a

Corollaire 6.2.50. Soit z = (X = X1,> ® X2,2,kz) un point fermé de Uespace rigide
V(J; ﬁzp\J’@ZI,\J)ﬁ’ alors la représentation p, ,, est trianguline avec une triangulation
donnée par

0 — Ry (01,2) — Drig(p2,p) — R, (92,.) — 0,

ol

01, = unr(ag ) unr(g)xrz [ o J] o',

O'GEp\J O'EZZ
527z = unr(“O,z)X?,z H Uﬁ(kl"’+k2“’72) H ot H ghzo—1
UGEW\J GGEp O'GEZ

avec agz = Kz(Xuq)s K20 = Kyy .0 = Kyono 2 pouro € J, k. o = ki o pouro € X\ J,
et s, Yz (qui est un sous-ensemble de Cg(x-) = Cx(xz)).

Remarque 6.2.51. L’auteur ignore si l’on peut appliquer directement la théorie de [53]
a lespace rigide V(J; ﬁzp\J’@Ep\J)ﬁ’ puisque I’ensemble SclﬂV(J;ﬁEp\J, @EP\J)ﬁ(E)
n’est pas Zariski-dense dans ce dernier en général.

Corollaire 6.2.52. Reprenons les notations du Cor. 6.2.50, et supposons de plus que

unr(q_l)xiixgz # H o"? pour toul ny, € A (6.29)
o€,

Soit T € J, si z admet un point T-compagnon, alors T € X,

Proof. Supposons que z = (X1,: ® X2,z, k) admet un point 7-compagnon z¢ = (x1,.c ®
X220, Kz) = (XLZTl_kT’Z ® X27ZT]CT’Z_1, Kz),on a z< € V(J;ﬁEP\J,@ZP\J)ﬁ(E) et pre =
p. par les relations d’Eichler-Shimura. En appliquant le corollaire 6.2.50 au point
28, Dhig(pze,p) (2 Drig(p2,0)) admet alors une triangulation (pz79,51735,(52’zg). Mais
par [59, Thm.3.7] (et (6.29)), on a (pz7@,51,z,527z) = (pz,p,élyzg,égyzg), d’ou on déduit
TEN,. O

1. Je remercie L.Xiao pour répondre a mes questions sur la preuve de [53, Thm.6.3.9].



6.2. VARIETES DE HECKE 185

De fagon analogue, on montre

Corollaire 6.2.53. Awvec les notations du Cor. 0.2.50, supposons que z satisfait la
condition en (6.29). Soit S C J N Cg(xz), si z admet un point S-compagnon, alors
SC3,.

Ceci combiné avec le Lem. 6.2.25 permet d’obtenir

Corollaire 6.2.54. Awvec les notations du Cor. 6.2.50, supposons que z satisfait la
condition en (6.29). Soit S C JNCx(x2), si SN, =0, alors le point z est quasi-S-
classique.

Remarque 6.2.55. Reprenons les notations, et supposons ky, .o — ky, .o +2 € Z>2
pour tout o € X,. Par définition, (pz,e,01,z,02,.) est non X, \ X, -critique. Le Cor.
6.2.54, combiné avec la Prop. 6.2.40, montre que p., est de ¥, \ ¥,-de Rham. Cela
devrait étre un fait local (qui est montré dans le cas F, non ramifié dans [31]): pour
une représentation trianguline p de Gal(@p/Fp) sur £, S C X, sip est non S-critique
(pour une certaine triangulation), alors p est de S-de Rham, ce qui généralise le fait
que si p est non critique, alors p est de de Rham (cf. [5, Prop.2.53.4]). Par ailleurs, le
Cor. 6.2.5/ permet d’obtenir certains cas de la Conj. 6.2.41: si p,, est de S-de Rham
et non S-critique, alors z est S-classique.

Corollaire 6.2.56. Awvec les notations du Cor. 6.2.50, supposons que x . est non ramifié

algébrique et satisfait la condition en (6.29). Soit S C J, si SNX, = 0, alors il

existe un ouwvert admissible U de V(J; k1 , ko ), contenant z tel que pour tout
—Ep\J?==E\J /P

2= (X,K') € U(E), 2/ nadmette pas de point S'-compagnon pour tout S’ C SNCH(X'),
S £ 0.

Proof. Considérons 'image z = (x3, k) de z dans V(Ep;ﬁzp\zp,@zp\zm)ﬁ via (6.13),
alors yz est aussi non ramifié algébrique et satisfait la condition en (6.29). Par le
méme argument que dans la preuve de [22, Prop.6.2.7], on peut montrer que S
s’accumule en Z (voir aussi Prop. 6.2.31). Il existe alors un ouvert admissible U’
de V(Ep;ﬁzp\zp,ﬂzp\zp)ﬁ contenant z tel que

— SaNU'(Z) soit Zariski-dense dans U’, B

— 2/ satisfasse la condition en (6.29) pour tout 2’ € U'(E),

~ Zyr o = 0 pour tout o € S (cf. Prop. 6.2.49).

. g - , ) : )
Soit U I'image réciproque de U’ dans V(J ; ﬁzp\ 7 @EP\ J)ﬁ’ le corollaire découle alors
du Cor. 6.2.53. 0

6.2.4 Surfaces de Hecke

Dans cette section, on compare les variétés de Hecke construites a partir du H'-
complété (des courbes de Shimura unitaires) au §6.2.1.2 avec celles construites & partir
des faisceaux de formes modulaires (sur les courbes de Shimura unitaires) au §3.4.4. On
suppose F,, non ramifié sur Q, pour tout p;|p dans cette section (voir §3.3.2.1). On
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fixe un plongement 7 € ¥, et des entiers k1, € Z>2, ka s € Z pout tout o € X, \ {7}.
Soit K¥ un sous-groupe ouvert compact de G(A*¥) tel que K © KoK g soit net et

maximal en p. On note C “ C({T};ﬁEp\{r}’ﬁzp\{r}) (voir la fin fu §6.2.1) pour
simplifier.

Soient ky,k_ € Z, ky + k_ > 2, on note
d_éf (kl ‘r:kQ T)
T(ky, ko) = WFLmE2) (6.30)

avec k1r = ky +k_, ko - = 1—k. Notons que pour toute représentation irréductible 7-
algébrique W, de GLa(F,,), il existe k4, k— € Z, tels que W, = 7(ky,k_). Les notations
(6.30) sont choisies pour coincider avec les notations dans le cadre des espaces de formes

modulaires.
ki, k—;k k é k k .

On note W F=Fsp\iry R\ (ry) 44 T(kt, k) ®F W(JZP\{T}’*ZEP\{T}), qui est alors
une représentation Q,-algébrique de GLa(Fy,).

Proposition 6.2.57. Soient ki, k_ € Z, ky +k_ > 2, L une extension finie de E, a,
b, € L™, et k : H*(S(K¥)) = L un morphisme de Og-algébres, les assertions suivantes
sont équivalentes

1. le point z e (umr(%)T’”_1 ® unr(%bp)Tl_k*,m) se trouve dans C;

2. il existe n € Z>1 et une forme modulaire classique h, sur Mg (p"). 1 de poids
(k:Jr,k:,;ﬁzp\{T},@Ep\{T}) tels que Uy(h) = aph, Sy(h) = boh, et T(h) = w(T)h
pour tout T € H*(S(K¥));

3. le point 2’ o (ki k—,T(w)**ag,, T7(w)k+~* b, k) se trouve dans ’ensemble C’

(it \ oy k2 o)
des points classiques de S(K)Tilz”\{ PR (cf. Rem. 3.4.3]).

Proof. Le fait que (2) est équivalent & (3) est immeédiat.

Montrons que (1) est équivalent a (2). On note P “ { <8 Z) | a,d € 0g,b €

Op}. Par le Cor. 6.2.17 appliqué a

v i (ke whser )y e,

T—an

et la Rem. 6.2.15 et I'isomorphisme GL2(F,) x H*(S(K¥)) x Gal(Q/F)-équivariant (cf.
Cor. 6.1.8)

by ks ,k
HY (K@, k= iks oy izp\{r}))

;> (ﬁ—élt (K@7 W(ﬁEp\{‘r}’k—QZp\{T})) XRE 7'(]{+, k,) KRR L)

T—an P—an
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)

R . ki, k—sk K L, . ,
(ou on prend l'abus de notation W( PRS2\ pour désigner la représenta-
(k+9k—;

. k k . . .
tion W ooty s\ i) R L), le point z se trouve dans C si et seulement si

#0,

a * —
H} (K@ W(k+’k—;k—lzp\{f}@zp\m))Po’ﬂnt):?pmﬂoﬂl:%v” (S(K®))=r
ét ’

ou Il = <Yg ?), I = <(1) ;) On vérifie par définition que

ki k_sk & Po . kg k_sk & Py
Hélt (KP, W( + ilZp\{T} 722?\{7})) ~ hg Hé}t (MKn7@7 V( + sz\{f} 722:0\{7}))
n

Il

ling Hg (MK(WTL)@ Pk ;ﬁzp\{f}’k—z%\“}v :
n

ki k—sk k - N A . . e
ol V( Ty R2s ) désigne le systéme local associé a la représentation algébrique
k4, k—;k k . . é
WA Ep iy B2 ge G(Qp) (cf. §2.2.1). En fait, si 'on note k; , « ky +k_,
S ki, k—;k k k k
ko - i k4, alors PF A EL e R0 pest autre que Yis, k2s,) (cf. §2.2.1).
D’apreés les théorémes de comparaison p-adique, on dispose d’un isomorphisme équiv-

ariant sous 'action de H*(S(K¥)) et les opérateurs Uy, S, (cf. §2.3.3)

Hg (MK(@n)@pvv(ﬁEP&E”U ®q, Bar — ( H Hl(MK(@n)U,L7VU)> ®F, Bar-

o€X,

En outre, on a par définition U, = gmy, et Sy, = o, (cf. (6.16)). On en déduit alors
que le point z se trouve dans C si et seulement s’il existe n € Z>1 tel que le L-espace
vectoriel ap . )

H! (MK(@n)a,L, VU)WHOZT“HOHF%’H (S(K®))=r
soit non nul pour un (ou de maniére équivalente tout) o € X, et en particulier pour
o = 7. Ceci entraine que z se trouve dans C' si et seulement si le L-espace vectoriel

(kg k—3k1 k2 N 71 =" 111, =be, H* (S(K¥))=r
0 —Zp\{7}’—=Ip\{7} 0 ¢ 041
H (MK(p”)T,L,SﬂL v v )

est non nul (e.g. en considérant la représentation galoisienne 2-dimensionnelle associée
au systéme de valeurs propres k de H(S(K¥)), cf. §4.2.3 et Prop. 2.3.9). La proposition
en découle. O

Par conséquent, on obtient une bijection entre C' et C’. L’isomorphisme de groupes
(qui dépend du choix de w)

k1
N o1 0
Of x Of x L x L — T(Fy), (ar,az, ki, k) — < 0 azwk2>

induit un isomorphisme d’espaces analytiques rigides sur £

T\T — Wi X Wi X G X Gy X1 @ X2 (Xl‘@;aX2’(9;<7Xl(w)7x2(w))- (631)
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Considérons la composée

MUk kg by ) — T
ﬁWTXWTxGmem%WTXWTxGmem, (6.32)

ot le dernier isomorphisme envoie (X}, X4, a, b) sur (xi7, (x5) " *7 71, %a, %ab). Via

(6.32), un point fermé (x1 ® x2,k) de ?-l({T};kzlE \{T},k‘gz \{T}) peut alors s’écrire
- “p - “p

comme ((XlT)|O;)<’ (X2771)‘05 , %Xl(w), %(Xlxg)(w), H). En particulier, un point

semi-stable classique z comme dans la Prop. 6.2.57 peut s’écrire comme
(Tk+ ,TF-, T(w)’“fap, T(w)’“*k‘b@, ﬁ).

Par le méme argument que celui de la preuve de [5, Prop.7.2.8|, le théoréme suiv-
ant découle alors de la proposition 6.2.57, la Zariski-densité (par définition) de C

(k ok )
dans H({T};ﬁzp\{r}’ﬁzp\{f})’ et la Zariski-densité de C” dans S(K)Tilzp\{f} ST

(Prop. 3.4.38).

Théoréme 6.2.58. [l existe un isomorphisme d’espaces analytiques rigides sur E

krs\(ryR2op\(r)) ~

S(K)T,redp ! - H({T};ﬁzp\{7}7@2p\{7-}) (633)
qui envoie (X4, X—, @, b, K) sur (unr(%)XjL,wT*l®unr(%b)x:}w7, k) ou le caractére X+ o
de Fj est tel que Xivw\og = X+ et X+,w(w) = 1. En particulier, pour une exten-
sion finie L de E, un L-point (unr(g)X+,w7'_1 ® unr(%b)x:}wﬂ /1) se trouve dans
H({T};ﬁzp\{f}’ﬁzp\{r}) si et seulement s’il efm‘iste une forme modulaire s?rcom)er-
gente h d~e poids (X+,§_,ﬁ2p\{7},@2p\{ﬂ) de niweau K sur (1,L) (cf. Déf. 3.1.6)
telle que Uy (h) = ah, Sy(h) = bh, et que T'(h) = k(T)h pour T € H*(S(K¥)).

Par la Prop. 3.4.35, on a

Corollaire 6.2.59. L’espace rigide H({T}; k1 \(r}’ kas, \{T}) est équidimensionnel de
— <p — “p
dimension 2.

Corollaire 6.2.60. Soient ky,k_ € Z, h une forme modulaire surconvergente de
poids (ky, k_; ki \{7}7@2 \{T}) et de niveau K sur (1,L) telle que Ugy(h) = ayh,
Sp(h) = boh et que T'(h) = x(T)h pour T € H*(S(K¥)) avec a, # 0, by, k(T) € L,

alors on a

¢ b
zp, « (unr(%)Tk*_1 ® unr(q £
q

ap

)T m) € H({T} by oy B2 ) (B)-
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Proof. Par le théoréme 6.2.58, la forme h correspond au point

a - — _
<unr (i’w’”)ef—%T 1@ unr (iw Rt b, oo+ kf)gﬁfwﬂ .
aq ’ G g

= <unr (a—p>7k+_1 & unr (M)Tl_k,/ﬁ)) ,
q Qe

ol £, désigne le caractére de F¥ vérifiant e, o|px =T et e 5 (@) = 1. O
©

Le corollaire suivant découle de Thm. 6.2.58, Prop. 6.2.40 et Cor. 6.2.50.

Corollaire 6.2.61. Soient L une extension finie de E, x4, xX— deux caractéres lo-
calement T-analytiques de (’)S a valeurs dans L*. Soit h une forme modulaire sur-
convergente de poids (X+’X—;ﬁ2p\{f}’@2p\{r}2 deaneau K sur (7,L), propre sous
Vaction des opérateurs dans H*(S(K¥)) et de Uy, S, de valeurs propres dans L avec
Up(h) = aph # 0, Sy(h) = boh, Xup(h) = agh. Supposons la représentation associée py,
(cf. §4.4) absolument irréductible modulo wry,, alors la restriction py g, := ph\Gal(@/F@)
est de X, \ {T}-de Rham de poids de Hodge-Tate (—k2o + 1 — k10, —ko,0)oes,\(r} €t
trianguline avec une triangulation donnée par (pn.e,01,h,02.h) OU

0y = unr(ao)unr(ap)X+7w7-*1 H o k2.0 H o2 ko

ceS I\ {7} =N
boy _ ey o— _
52,h = unr(ao) unr ((‘Zip)x—,l‘w H O'l k1,0—k2,o H O.kl,u 2’
‘J €S, \{7} e

et ou ¥y, un sous-ensemble (éventuellement vide) de X, (et méme de S, \ {7} si ky, +
ky_ & Z>3).

Remarque 6.2.62. Noter que les caractéres 6y p, 0o, ci-dessus sont indépendants du
choizx de w.

Corollaire 6.2.63. Avec les notations du corollaire 6.2.60, et supposons ky + k_ > 2.
S’il existe une forme modulaire surconvergente h. de niveau K de poids (1 —k_,1 —

: 5 * © Sra-
k+,ﬁ2p\{7_},@2p\{_r}), vecteur propre pour les opérateurs de H (S(K )) et les opéra
teurs Uy, Sy, de mémes valeurs propres que h, alors z, admet un point T-compagnon
(efficace) dans H({r}; ﬁzp\{T}, @Ep\{r})‘

Proof. Comme h, est de mémes valeurs propres que h pour H*(S(K¥)) et Uy, Sy, on
voit par le corollaire 6.2.60 que la forme h, correspond au point
g a b
Zh, s (unr(%p)T_lL ® unr(q—p)T]”, m)
q ap
qui n’est autre que le point 7-compagnon (z)$ de zp. De plus, 2, est efficace par la
Rem. 6.2.22 (appliquée avec J = {7}). O
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On a le résultat suivant en direction de la conjecture de Fontaine-Mazur (cf. Conj.4.4.3).

Corollaire 6.2.64. Avec les notations du Cor. 6.2.60, et supposons de plus ki +k_ >
2, aé # qby, et p, absolument irréductible, si la représentation py , est cristalline et

T & Zp(apk(Xug)) (ot D © Dar(pn,p)), alors il existe une forme modulaire classique
/ . . . A

B de niveau K de poids (k4, k—’ﬁzp\{r}’ﬁzp\{f})’ propre de mémes valeurs propres

que h pour Uy, Sy, et les opérateurs dans H*(S(K¥)) (ainsi pp = pp,).

Proof. Par le Cor. 6.2.54 appliqué a z = z;, et J = {7}, on voit que le point z, est
classique. Le corollaire en découle par la proposition 6.2.57. O

Remarque 6.2.65. Avec ’hypothése du Cor. 6.2.64, l'auteur ignore si [’on peut mon-
trer que la forme h est elle-méme classique.

6.3 Compatibilité local-global

6.3.1 Une conjecture de compatibilité local-global

On rappelle une conjecture de compatibilité local-global (due a Breuil) pour les
représentations localement Q,-analytiques de GLa(F,) dans le cas cristallin.

6.3.1.1 Constructions de II(D)

Reprenons les notations du §4.3.1 et supposons de plus aa~! # 1,¢*!. Dans [15,
§4], au p-module filtré D, Breuil a associé une représentation localement Q,-analytique
II(D), dont on rappelle la construction maintenant:

Soit J; C Jo C X, posons:

Ip(J1, J2) def (IndgLQ(F“)unr(g) H ol k20 H g2 Fko—k20
q

(Fp)
ocJy oeJo\J1
~ Ja—an
® unr(a) H ot kLo —k20 H Uﬁkz"’) )
ocJy oeJ2\J1

qui est une représentation localement Jy-analytique de GLo(F|;). Notons

wp(J1, J2) e < Qres\Js (Sym};"’_2 E? o deth2 )v> ®@g Ip(J1, J2). (6.34)

On définit TD(Jl,Jg) et 7p(J1,J2) en remplagant « et & dans les définitions de
Ip(Ji,J2) et mp(Ji, J2). Notons mp et mp(0,0) = 7p(0,0), qui est une représentation
localement Q,-algébrique irréductible de GLa(F,,) (puisque I'on suppose aa~! # ¢+,
et on renvoie & loc. cit. pour le cas aa~! € {q,q7'}).
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On pose (voir [15, §4 (9)]):

(D) € (75(0,5\ Zb(a)) &) 70(0, 5\ Zp(@)) )
P (@ocsc @ w0 (1 TS\ Zp(0)) ) D (@ocic 20 7o (4 TS\ Zb(@)) ).
D’aprés [15, Th.4.1] (voir aussi [74, §2.3]), on a

s0CGLy(7,) (D) — 70 & €D (Socsczp (@) 701, 1) €D (Socsczp@ 7ol 7)),

Ol SOCGL, (F,) V' désigne le socle de V' pour une représentation localement Q,-analytique

V' de GLQ( ). Notons

iy TD) ¥ (@rezp (@ U} D) D (®rezp@ To({7). {7}),

qui est donc une sous-GLg(F,)-représentation de socqr,(r,) II(D).

SOC

6.3.1.2 Compatibilité local-global

Soient k1, € Z>2, ko, € Z pour tout o € 3,. Soit 7 une représentation lisse
admissible et irréductible de G(A*) sur E telle qu’il existe une représentation admis-

sible 7o, de G(R) cohomologique pour g(W(ﬁEP’@%)) telle que ¢(7™°) ® 7o soit une
représentation automorphe et cuspidale de G(A) (cf. §4.2.3). Supposons de plus qu’il
existe un sous-groupe ouvert compact K = K, K% de G(A*>) maximal en p tel que

75 #£ 0. Notons p s p(m), et py ot p|Ga1(QTp/}‘(u7p))' Comme on a vu au §4.2.3, p,, est
cristalline de poids de Hodge-Tate (— (k2,0 + k15 — 1), —k2.5)oes,, -

Notons D & Dyr(pp). Soient o, a les valeurs propres de o% sur D, pour un
(ou de maniére équivalente tout) o € S, on a aqa~ ! # ¢! puisque ¢(7°) ® 7o
est cuspidale et 7 # 0 (voir la discussion au-dessous du lemme 4.2.6). Notons &

le systéme de valeurs propres de H*(S(K¥)) associé a m, ag « k(Xuq) € Op (cf.
Lem.4.2.5), pi, © Po F unrp(ao)_1|Ga1(@/Fp) (ou unrp(ag) désigne le caractére non

ramifié¢ de Gal(Q,/Q,) envoyant le Frobenius arithmétique sur ag 1) D DdR(p{p)

_ ~y déf
et of ag doa, & X ay dOa qui sont les valeurs propres de % sur D! pour un (ou de

maniére équivalente tout) o € ¥, (voir la discussion au-dessous du Thm. 4.3.4). On a
Zp(a) = Zp () et Zp(a) = ZD/(O/) sia#a; Zp =Zp sia=a (cf. §4.3.1).
Posons

déf

N H*(S(K®))=k
T(p) “ Homeyqy) (o Bl (K7, Wm0 f21m)) ).

qui est une représentation de Banach admissible de GLa(F,) (car tel est le cas de

I:Tgt (Kf’, W(hzz’\%&zp\%)>, cf. le Thm. 6.1.2 (1)) La conjecture suivante est essen-

tiellement due a Breuil (cf. |15, Conj.8.1]|) et adaptée au cas unitaire:
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Conjecture 6.3.1. Si o # a, il existe un entier r > 1 tel qu’il y a une injection de
représentations localement Qp-analytiques de GLa(F),)

I(D")*" — II(p)g,—an
qut induit un isomorphisme entre les socles.

Remarque 6.3.2. Par la compatibilité local-global de la correspondance de Langlands
locale classique pour GLo(Fy,) (e.g. woir [{]), on sait qu’il existe une injection de
représentations de GLa(F,,):

D <~ H(p)@p_an.

En effet, on a une injection de représentations lisses de GLa(Fy,) sur E:
Ip/(8,0) = 0y, > Homg,y g, (p, i (Kp W(ﬁzp’@zﬁ))_ (6.35)

En outre, il y a une injection continue de représentations de GLa(Fy,) équivariante sous
Paction de Gal(Q/F):
a5, W)Y o i (o, Wt e
Ha ffel,t< K, W(@Ep\z@@zp\%)) o W ks k2,)
(0w la premiére injection découle de la Prop. 6.1.5, et le deuxiéme isomorphisme dé-

coule du Thm. 6.1.2 (2)). on peut alors déduire de (0.55) une injection continue de
représentations de GLa(Fy): mpr — II(p).

6.3.2 Les résultats principaux

On montre divers résultats (cf. Thm.6.3.3 et 6.3.7 ci-dessous) en direction de la
conjecture 6.3.1.

Théoréme 6.3.3. Supposons F,, non ramifié sur Q, pour tout p;|p et a # a, alors il
existe une injection continue GLa(F,,)-équivariante:

80081)42(1%) H(D’) — ﬁ(p)(@p,an.

(1)
GLy

pour tout 7 € Zpi(a/) (resp. T € Zpi(a')), il existe une injection de représentations
localement Qp-analytiques de GLy(F},)

o ({r}{7}) = T(p)g,—an

(xesp. For ({7} {7}) = T(p)g,-an ).

Soient 7 € X, et h, une forme modulaire classique de poids (klz s Kay, ) de niveau K
— “p T “p
sur E, k-propre pour H*(S(K¥)) attachée a p (cf. §4.3.2). Notons h; o (resp. h,z) la

Comme les constituants de soc (F.) II(D’) sont distincts, il suffit de montrer que
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forme p-stabilisée associée par rapport & a (resp. &) (voir (4.16)). Par la Prop.6.2.57,
on associe & hr o (resp. h.z) un point fermé de H({T}; k1, \(r)? kas, \{T}) donné par
- <P - “p

/
déf a _ ~ _ _
2= (unr (—)7‘ F2r @ unr (&) r ks k2*,/{)
q

~/

: a
(resp. ;Y (unr (7)7_71@% @ unr(a)r2 R ke Ii))
q

On a par définition (cf. Déf.6.2.21)

/
a — — ~ 11—
I
q

~/

a'N g o _

(resp. zs = (unr (—)Tl Fr=h2r @ unr(a)r! kQ'T,H>).
q

Par le Thm. 4.3.3, le Cor.6.2.63 et la Prop.6.2.23, on a

Lemme 6.3.4. Pour 7 € Zp/(d!) (resp. 7 € Zp(&')), on a

H*(S(K#))=k

HomGLQ(Fp) (TI'D/({T}, {T}), ﬁét (KW, W(th\zp’kﬁzp\zp)> > 7§ 0

Qp—an

N H*(S(K®))=r
(resp. HOHlGLQ(FP) (%D/({T},{T})aHét(K@,W(ﬁzp\zp’@zp\zp)) ) #* 0>.

Qp—an

Démonstration du théoréme 6.5.5. Soit 7 € Zp/(a') (le cas 7 € Zp/(a&') étant ana-
logue), considérons le E-espace vectoriel:

déf

e H*(S(K®))=k
V& Homar, () (mo ({7}, (7)), Bl (K9, W me2ensy)) (S(&#) ).

Qp—an

qui est muni d’une action naturelle continue de Gal(Q/F) x H*(S(K¥)) vérifiant les

relations d’Eichler-Shimura. Notons pour simplifier xpr , < e (%’)Tl’klﬁ’k% ®

1 ~ déf ~
uIlI'(O/)Tl k2r et XD',r = XD/?"'XV(@E@\{T}’@Z@\{T})‘ On a CE(XD’,T) = Ep \ {T}
Par le Lem. 6.2.20 (voir aussi le Cor. 6.2.17), on a des bijections de FE-espaces vectoriels

= 7L (oo wis, iy k2 ) T(Fp)=Xp! - H" (S(K®))=r
V — Jp (Het (K W =5 » >Qp—an) o)

) T(Fo)=xp’ - H" (S(K?))=r

= T (L (100, W o B ) . (6.36)

T—an

d’ott on déduit que V est de dimension finie (voir le Thm. 6.2.10 (2)). Par le Thm.

4.3.3, le Cor.6.2.63 et la Prop.6.2.23, on a V # 0. Par le méme argument que [56,
p.115], on obtient une injection de représentations de Gal(Q/F):

_ H* (S(K®))=k

j+ p s Homaryr,) (o ({7}, {r}), Hi (K9, WS tmps, ) )

Qp—an
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d’ott on déduit une injection continue de représentations de GLo(F),):

mp ({7}, {7}) — Ti(p)

envoyant v sur 8 — j(8)(v) pour tout v € mp/({7},{7}) et pour tout 3 € p (noter

que, si B # 0, alors j(B) # 0, et donc j(B) est injectif puisque mp/ ({7}, {7}) est
topologiquement irréductible). Le lemme en découle. O

Considérons le cas o = & (et donc o = &), de la méme fagon et par le théoréme
sur l'existence de formes compagnons dans ce cas (Thm. 4.3.4), on a

Théoréme 6.3.5. Supposons F,, non ramifié sur Q, pour tout p;|p et o = &, alors il
existe une injection continue GLa(F|,)-équivariante:

7I-D’({T}v {T}) — ﬁ(p)(@pfan
pour tout T € Zpr (cf. §4.3.1).

La raison pour laquelle on suppose F|,, non ramifié (pour tout g;|p) dans les théorémes
précédents est que notre théorie des formes modulaires p-adiques (i.e. théoréme de clas-
sicité, surfaces de Hecke etc.) dans le chapitre 3 sont seulement développée sous cette
hypothese. On enléve I'hypothése F,, non ramifié sur Q, dans la suite de l'article,
puisque les formes modulaires n’apparaissent pas dans les arguments suivants. On sup-
pose également jusqu’a la fin de cet article a # & (et donc o/ # &').

Proposition 6.3.6. Supposons p absolument irréductible modulo wg et soit J C X,
s’il existe un plongement de représentations localement Qp,-analytiques de GLa(F,)

70 (J, ) = T(p)g,—an (resp. Fpr(J,J) = T(p)g,—an),
alors J C Zpi(d!) (resp. J C Zpi(d')).

Proof. Supposons que 7mp/(J,J) est une sous-représentation de ﬁ(p)@p_an (le cas de

mpr(J, J) est analogue), et notons encore z son image dans V(Ep; K1y \= N \= ) (et
E— © TP ©

donc z € V(EP;QZP\E@’@EP\E@%(E)) via le plongement fermé (cf. Thm. 6.2.13)

V(Zoikis iy kas ) 0 VB0 kis i o kam s, )-

Par la Prop. 6.2.23, z admet un point J-compagnon dans V(Ep; K1y \= s ks, \= ) La
- <P L — <P ©

proposition découle alors du corollaire 6.2.53 (voir aussi Rem. 6.2.48). O
La reste de cet article est consacré & la démonstration du théoréme suivant.

Théoréme 6.3.7. Supposons p absolument irréductible modulo wg, alors Uapplication
de restriction

HOHIGLQ(F@) (H(D’)’ ﬁ(P)@p—an) — HomGLg(Fp) (SOCGLQ(FQ) H(D’)7 ﬁ(P)Qp—an)

est bijective.
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Il suffit alors de montrer

Proposition 6.3.8. Pour tout J C Zp/(a') (resp. J C Zp/(&')), Uapplication de
restriction
’H*(S(KP)):H)

Qp—an
H*(S(K®))=k

HOIHGL2(FP) (ﬂ'D/ (J, J U (Ep \ ZD/(Q/))) , ‘E[el’t (K, W(ﬁEp\E@’klEp\Ep))

— HomGLQ(Fp) (71'D,(J7 J)’ ﬁel't <K, W(ﬁEp\Ep’k‘lEp\Zp)) ) (637)

Qp—an

~ H*(S(K?®))=k
<resp. Homgr,(r,) <'7FD,(J, JU(Ep\ZD’(a/))),Hét(K, W(ﬁzp\zp’@zp\zp)> (S(K*)) )

Qp—an

~ H* (S(K®))=k
—_— HOHIGLQ(F@) <%D/ (J, J), Helzt (K’ W(hﬁp\zp’ﬁzp\zp)> >)

Qp—an

est bijective.

On suppose dans la suite J C Zp/(a') (le cas J C Zp/(a') étant analogue). On
suppose de plus X, \ Zp/(a') # 0 puisque le cas X, \ Zp/(a/) = 0 est trivial.

Lemme 6.3.9. L’application (6.37) est injective.

Proof. Soit f un élément dans le noyau de (6.37), si f # 0, par [15, Thm.4.1] (appliqué
aux constituants irréductibles de mwp/(Sy, S2) pour S; C Sy C Zp), il existe J' 2 J,
J CJTJU(E,\ Zp () tel que f induise une injection de représentations de GLy(F,):
~ H*(S(K®))=
ap(J',J) — H} <K, W(ﬁzp\%,kgzp\zp))(@ K, d’ou on déduit par la Prop. 6.3.6
p—an
que J' C Zp/(a'), une contradiction. O

11 suffit alors de construire un inverse de (6.37). Supposons

_ H*(S(K®))=k
HomGLz(Fg,) <7I‘D/(J’ J)’ Hé}t (K’ W(hEp\Zp’QZp\Ep)) ) ?é 0’

Qp—an

et notons

!
X = unr(g) H ol ko—hao o unr(&/) H UlikQ’d,
oeJ oeJ

déf déf
X' =00 by 2, (@) B28 0\ 20 () I = (B \ Zpr (@) U T et

déf /.
X = V(J ’ﬁzp\J”@Ep\J/)ﬁ'

Noter que Cz(x’) = 3y, \ J. Comme Cgz(x") N J =0, par le Lem. 6.2.20, on a

H F l7 S KP =K
J < ot (Kp7 IIr(ﬁ p\J/ 7k72p\‘]l)) 7 )Jl(\;) 1X H ( ( ))
2(FK3) ( Dr (J7 J)? Hét <l<7 VV(EEP\EW7*22P\2 )) ) 7 U (638)

Qp—an
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déf (

d’ott on déduit que le point z = (}/, k) se trouve dans X (noter que l'on a

~ H*(S(K®))=
Hélt (K@’W(klzp\J/vk?ZP\J/))J/(arfp )=k

~ H*(S(K¥®))=
_N_>Hé1t<Kg97W(lL12p\JHIL22p\J/)> (S(E®)=r (6.39)

J/'—an

puisque 'idéal premier de H(S(K¥)) défini par le morphisme « est bien contenu dans

I'idéal maximal m(p), cf. §6.1.3>.

Lemme 6.3.10. Le point z n’admet pas de point S-compagnon dans X pour tout () #
S - CE(X/) NnJ = Ep \ ZD/(O/).

Proof. On a Cg(x') = X, \ Zp/(d), en particulier, Cz(x’) N Zp/ (/) = 0. Si z admet
un point S-compagnon pour § # S C Cx(x’), par le Cor 6.2.53, on a S C Zp/(o/)
(donc S C Zpi(a') N Cx(x')), une contradiction. O

Lemme 6.3.11. L’injection naturelle

~1, % (ﬁz \J“]L?E \J') T(Fo)=x"H*(S(K®))=r
JB (Het(K W= » )J’—an> o
— Jp (ﬁel‘t (KP, W(ﬁzp\ﬂ vQZp\J/)) )T(FP):X H(S(KP))=r

J/'—an
est biyjective. Par conséquent, on a un isomorphisme de E-espaces vectoriels

H*(S(K“)):H>

Qp—an

HOIHGLQ(F@) <7TD/ (J, J)) ﬁét (K’ W(hﬁp\zg) ’@Ep\zgo)>

_ T(Fp)=x'H*(S(K®))=
AN JB<Hét<K@’W(ﬁzp\wvﬁzp\ﬂ)) ) (F)=x" ;1 (S(K¥))=r (6.40)
J/'—an
Proof. Par les lemmes 6.3.10 et 6.2.25, tous les vecteurs dans
JB (E[’l (Kp W(k*lzp\‘]/ ’k—QEp\J/)) )T(F@):X/,H*(S(KW)):R
et ’ J'—an
sont X, \ Zp/(a') = J'\ J-classiques, d’ou le lemme. O

Comme on a vu dans la Rem. 6.2.48, 3, = Zp/(d), et donc ¥, NCx(x') = 0. Parle
Cor. 6.2.56, il existe alors un ouvert strictement quasi-Stein U de X (cf. [33, Def.2.1.17
(iv)]) contenant z tel que pour tout point fermé 2’ = (x”, k') de U, 2z’ n’admette pas de
point S-compagnon dans X pour tout ) # S C Cz(x”)NJ’. En effet, par le Cor. 6.2.56,
il existe un affinoide Spm R de X contenant z tel que tout point fermé 2’ = (x”, k')
de Spm R n’admette pas de point S-compagnon pour tout § # S C Cx(x") N J'.
L’existence de U découle alors du lemme suivant.
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Lemme 6.3.12. Soient R une algebre affinoide sur E, v € (Spm R)(E), alors il existe
un ouvert strictement quasi-Stein U de Spm R(E) contenant x.

Proof. On suppose sans perte de généralités que = € (Spm R)(F). Par définition,
il existe n € Zsg et une projection continue et ouverte de F-algébres de Banach
E(Ty,---,T,) - R. On a alors un plongement fermé i : Spm R — Spm E(T1,--- ,T,).
On peut supposer i(z) = (0,---,0). Soit U’ la boule unité ouverte (qui est strictement
quasi-Stein) de Spm E(Ty,--- ,T,,), on voit par définition (cf. [33, Def.2.1.17 (iv)]) que
Pouvert admissible ¢ % i~ de Spm R est strictement quasi-Stein. Ceci permet de
conclure. O
a6t (k1w \ okas ) L déf v
Notons M = M ==p\"==2p\"" pour simplifier (cf. Thm. 6.2.10 (2)), W = M(U);
le dual fort de M(U), qui est une représentation localement J'-analytique recevable (cf.
Déf. 5.3.14) de T(F,,) (par le méme argument que dans I'exemple 5.3.16 (2)).

Notons A % (’)(W X W J/) (01‘1 W désigne 'espace analytique rigide sur £ qui
paramétre les caractéres localement J'-analytiques de Og). On voit que M(U) est muni
d’une action naturelle de A induite par ’action naturelle de O(’f J/) via le morphisme

Ty — Wy x Wy, x1®xz2 = Xllog ®X2|o;-

Lemme 6.3.13. Le module M(U) est un A-module sans torsion.

Proof. 11 suffit de montrer que M(U’) est un A-module sans torsion pour tout U’ ouvert
admissible affinoide suffisamment petit contenu dans U. Comme il existe un affinoide V
de Ty tel que U’ C i~ (V) (I(U’, Ox) est donc plat sur I'(i 1 (V), Ox)) (ou i désigne
le morphisme naturel de X sur fjl, cf. Thm. 6.2.10), il suffit alors de montrer que
M(i~H(V)) est un A-module sans torsion <puisque MU) = M@ (V)) Or-1(v),0x)

', (’)X)), ce qui découle de Prop. 5.2.5 et Cor. 6.1.14. O]

En prenant les duaux, on déduit de la restriction M(X) — M(U) (d’image dense)
une injection (voir la Prop. 5.1.23) continue de représentations localement J’-analytiques
de T'(F,,) équivariante sous l’action de H*(S(K¥)):

MY — Tp (K, W ”“—%\J')) o ﬁ) : (6.41)
qui induit alors une bijection de E-espaces vectoriels
(M(U);)/)T(Fp)=x”,7{*(5(Kp))=ﬂ’
_ T(F)=x"H*(S(K®))=r'
=5 Jp (Hélt (KP B ’@zp\w)> ) FRISEEEEI= 6 4)
J'—an,p

pour tout E-point 2’ = (x”, k) de U (car ils sont tous isomorphes au dual de la fibre
spéciale de M en z’). On a comme dans [34, Lem.4.5.12 (1)]:
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Lemme 6.3.14. Le morphisme (6./1) est équilibré (cf. Déf.5.3.20).

Proof. Par les lemmes 5.3.23 et 5.3.28 et la proposition 5.3.24, il suffit de montrer que
pour tout v € M(U)Y, s'il existe o € J' et j € Z>g tels que (hy — j)v = 0, alors

X7 +O. -v =0, ot on prend 'abuse de notation v pour désigner aussi son image dans
b

ﬁ['lt <Kp, W(/lep\ﬂ JLQEP\J/)> No

¢ J'—an,p
via la composition de (6.41) et (5.22). Notons Z “p o et considérons le morphisme de
FE-espaces rigides

ij : Tingoy X Zo — Ty, (X1 ® X2 Xo) — X1Xe0” @ X2Xo-
dont I'image Y est le sous-espace rigide fermé de f]/ défini par le (’)@/—idéal cohérent

(ho — j)of,/ (01‘1 on voit h, comme élément de O(TJ/) via la composée U(g,) —

(5.18)

U(gy) = Dy (T(F,), E) — (’)(f]/), voir §5.1.3 et §5.1.4>. Posons

) déf
X'E X xg Y

(qui est un sous-espace analytique rigide fermé de X), M’ ot M|x et U’ L X
X’. On a un diagramme commutatif de représentations (localement J'-analytiques) de
T(F,):

M) —— M)

| |
MU)) —— MX)y
ou toutes les applications sont injectives (puisque leur duaux sont d’image dense). Par
définition, M'(U") (resp. M’(X"))) est la sous-représentation fermée de M(U), (resp.
M(X )1\7/) engendrée par les vecteurs annulés par h, — j. Il suffit alors de montrer que
X]_J’rcr1 -v = 0 pour tout v € M'(U").

Comme dans le Lem. 5.1.19 (voir aussi la Rem. 5.1.22), on peut montrer que la
sous-représentation de M'(U’)Y engendrée par les vecteurs propres généralisés pour
T(F,) et H*(S(K*)) est dense dans M’'(U’)Y. On se rameéne alors au cas o v est un
vecteur (Xy, ky)-propre généralisé. Dans ce cas, par le lemme ci-dessous, on voit que

. - N
X7 v e Bl (Ko, Wm0y
J'—an,p
et Xjfgl v est un vecteur ((xv)S, fy)-propre généralisé pour laction de T'(F,)" et
H*(S(K?®)). Comme (X, ky) n’admet pas de point o-compagnon dans X, on a
No, T(Fp)*=(xv)5 H* (S(K®))=ky

i 1 ) .y
J'—an,p

Il en résulte que X 7 t,l -v = 0. Ceci permet de conclure. O
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Lemme 6.3.15. Soient V' € Repy, .(GL2(F),)), x un caractere localement Qp-analytique
de T(F,), v E VNo un vecteur propre généralisé pour laction de T(F,)T. Si (hy—j)-v =

0, alors v’ = X]Jrl v se trouve dans VN, et est un vecteur XS-propre généralisé (pour
laction de T(F, ) ).

Proof. Le lemme découle de la preuve de [35, Prop.4.4.4]. Notons V' le sous-espace
vectoriel de VNO engendré par m,(v) pour tout a € T(F,)*. On Vériﬁe facilement que

(he — 7) - " = 0 pour tout v € V'. Soit v" € V', 'action de 512,, = 512( ) ®F,0 E
a, O
0 —as
modules Ver(x,) — V (01‘1 Ver(x,) ici désigne le module de Verma de x, pour 512’0).
On montre alors, comme dans la preuve de [35, Prop.4.4.4], que v" € V™o, Par la
formule dans la preuve de loc. cit. (voir [35, p.837]), on a

sur v <Via le caractére x. : < ) — jag> induit un morphisme de U(sly o)-

T (X2 ") = (077 @ 07T () X7 ma(v”)
et donc
(7 — X5 (@) (X777 ") = (077 T @ /™) (@) X7T) - ((ma — x(a)) ("))

pour tout a € T(F,)* et v € V/, d’ott on déduit que

(Ta = X5(a)™(X7H ) v) = (0L @ 07 (a)" X7 (70 — x()"(v))

pour tout n € Z>q et a € T(F,)". Le lemme en découle. O

Démonstration de la proposition 6.5.8. Par le Cor.5.3.31 et les Lem.6.3.13 et 6.3.14, on
déduit de (6.41) une application non nulle continue de représentations de GLa(F},)
équivariante sous 'action de H*(S(K¥)):

(Ind3=") mu)Vs)) 7

[ (Kp W(ﬁzp\J"’“—sz\J’)) . (6.43)
B(F,) ¢

J/'—an,p

Notons V; : (I dGI(Jz() )M(U)V[é_l])‘]/_an et Vs d_ef Hé}t(Kpjw(lngp\Ju@Ep\Jl))

pour simplifier. En appliquant le foncteur (IndGI{;(?)( [5_1]))‘],_“, on obtient une
©

J'—an,p

application naturelle de E-espaces vectoriels

T(Fo)=x"H"(S(K®))=k

(M@))

J'—an * —x
— Homgpyr, (a2 y571) " v CED=) (.a1)

2(Fp) X' [5*1])‘] ™ Nest autre que la représen-

Noter que l'induite parabolique (Indf( Fo)

tation Iy (J,J"). Notons

I (1, 0) E I (1,) @5 (®JGJ/\J2 (Symy 7% E? o det2e )v)
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pour simplifier. Au fait, on a I}, (J, J) = socqr,(r,) Ip/(J, J') (par [15, Thm.4.1 (1)]).
Considérons la composée

T(Fp)=x"H*(S(K*®))=k
(M(U)l\,/) (Fp)=x (S( )

(6.44) HomGLz(Fp) (ID’ (J, J/)7 VlH*(S(K@))=n)

—s Homgy, (r,) (Ib, (J,.0), vt B p”:“) (6.45)

(ot la derniére fleche est I’application de restriction). Comme dans le Lem. 6.3.9, on
montre que la derniére application en (6.45) est injective. Le diagramme suivant est
commutatif:

3 A5

(M()y) T HEEN= OO, Homey i,y (T (5,.), VI EED=)

(6.02) |~ |

JB(%)T(FW)ZX/’H*(S(KKJ)):R —" HOmGLz(Fp) (I/D’ (Jv J) J ‘GH*(S(KP)):K)

ou la bijection en dessous se déduit de (6.40) et Cor. 5.1.6, et ou Papplication a droite
est induite par (6.43). La composée
_ H*(S(K?))=k
HomGLQ(F@) (WD/(J, J), Hélt (K’ W(QZP\EQ ’@Ep\zp)> )
Qp—an

(6:10) (JB(%))T(Fp):x’ﬂ*(s(l(“)):ﬁ (652) (M(U)l\)/)T(Fp):x’ﬂ*(S(K‘J)):H (6-49)

H*(S(K®))= H*(S(K®))=
HomGLQ(ng) (ID/(J, J,)7 Vl ( ( )) ’i) N HomGLQ(Fp) (ID/ (J’ J/), ‘/2 ( ( )) H)
_ H* (S(K®))=
— HomGLQ(FK,) (7TD/(J, J’), Hélt (K, W(ﬁzp\zp’ﬁzp\xp)> H)

Qp—an

est alors un inverse de 'application (6.37) (ou la quatriéme application est induite par
(6.43), et la derniére application se déduit du Thm. 6.1.2 (2) et (6.39)). Ceci permet
de conclure. O

Remarque 6.3.16. L’application (6.43) sera utile pour trouver plus de compatibilité
local-global.  L’argument ci-avant est une application de (6.43) au niveau des points.
Soit z un point fermé de U, on peut aussi considérer ’espace tangent de U en z, e.g.
un morphisme t : Spec E[e]/e? — U. Ainsi (t*M)V est une représentation de T(F,,)
sur Ele]/e* (méme une somme directe finie de copies d’un caractére de T(F,) a valeurs
dans (Ele]/e*)*). Un tel caractére est alors une extension entre caractéres de T(F,)
a valeurs dans E*. Dans le cas ol p, , est semi-stable non cristalline, cette extension
devrait contenir linformation sur les invariants L (de Fontaine-Mazur) de p, . En
effet, dans [32], en appliquant (6.43) & Uespace tangent (de U en z), on montre certaine
compatibilité local-global dans le cas semi-stable non cristallin (concernant les invariants
L) pour les courbes de Shimura quaternioniques.
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