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Résumé

Cette thèse s’inscrit dans le cadre du programme de Langlands local p-adique. Soient L
une extension finie de Qp, ρL une représentation p-adique de dimension 2 du groupe de
Galois Gal(Qp/L) de L, lorsque ρL provient d’une représentation ρ globale et modulaire
(i.e. ρ apparaît dans la cohomologie étale des courbes de Shimura), on sait associer à ρ
une représentation de Banach admissible de GL2(L), notée Π̂(ρ), en utilisant la théorie
de la cohomologie étale complétée d’Emerton. Localement, lorsque ρL est cristalline (et
assez générique), d’après Breuil, on sait associer à ρL une représentation localement
analytique de GL2(L), notée Π(ρL). Dans cette thèse, on montre divers résultats sur
la compatibilité entre les représentations Π̂(ρ) et Π(ρL), qui s’appelle la compatibilité
local-global, dans la cas des courbes de Shimura unitaires. Par la théorie des représen-
tations localement analytiques de GL2(L), le problème de compatibilité local-global
se ramène à l’étude des variétés de Hecke X construites à partir du H1-complété des
courbes de Shimura unitaires. On montre des résultats sur la compatibilité local-global
dans le cas non-critique en utilisant la théorie de la triangulation globale. On étudie les
formes modulaires p-adiques sur les courbes de Shimura unitaires, à partir desquelles
on construit des sous-espaces rigides de X à la manière de Coleman-Mazur. On montre
l’existence des formes compagnons surconvergentes sur les courbes de Shimura unitaires
en utilisant les théorèmes de comparaison p-adique, d’où on déduit des résultats sur la
compatibilité local-global dans le cas critique.

Mots clefs. programme de Langlands p-adique, compatibilité local-global, cohomolo-
gie étale complétée, GL2(L), représentation cristalline, courbe de Shimura unitaire,
représentation localement analytique, variété de Hecke, famille p-adique de représenta-
tions galoisiennes, forme modulaire p-adique, forme compagnon surconvergente.



Abstract

The subject of this thesis is in the p-adic Langlands programme. Let L be a finite ex-
tension of Qp, ρL a 2-dimensional p-adic representation of the Galois group Gal(Qp/L)
of L, if ρL is the restriction of a global modular Galois representation ρ (i.e. ρ appears
in the étale cohomology of Shimura curves), one can associate to ρ an admissible Ba-
nach representation Π̂(ρ) of GL2(L) by using Emerton’s completed cohomology theory.
Locally, if ρL is crystalline (and sufficiently generic), following Breuil, one can associate
to ρL a locally analytic representation Π(ρL) of GL2(L). In this thesis, we prove re-
sults on the compatibility of Π̂(ρ) and Π(ρL), called local-global compatibility, in the
unitary Shimura curves case. By locally analytic representations theory (for GL2(L)),
the problem of local-global compatibility can be reduced to the study of eigenvarieties
X constructed from the completed H1 of unitary Shimura curves. We prove results
on local-global compatibility in non-critical case by using global triangulation theory.
We also study the p-adic modular forms over unitary Shimura curves, from which we
construct some closed rigid subspaces of X by Coleman-Mazur’s method. We prove
the existence of overconvergent companion forms (over unitary Shimura curves) by us-
ing p-adic comparison theorems, from which we deduce some results on local-global
compatibility in critical case.

Keywords. p-adic Langlands programme, local-global compatibility, completed étale
cohomology, GL2(L), crystalline representation, unitary Shimura curve, locally analytic
representation, eigenvariety, p-adic family of Galois representations, p-adic modular
form, overconvergent companion form.



Remerciements

J’aimerais tout d’abord remercier mon directeur de thèse, Christophe Breuil. Je le
remercie de m’avoir fait confiance et m’avoir amené à un domaine mathématique très
intéressant et enrichissant. Je le remercie pour des discussions, des remarques et des
conseils très utiles. Cela a changé ma façon de faire des mathématiques. Je lui suis aussi
très reconnaissant d’avoir pris le temps pour lire et relire cette thèse, et pour corriger
de nombreuse erreurs en mathématiques et en français.

Je remercie sincèrement Joël Bellaïche et Payman Kassaei d’avoir accepté de rap-
porter cette thèse. Je les remercie pour le temps qu’ils ont accordé à la lecture de cette
thèse et à l’élaboration de leur rapport. Je remercie également Laurent Berger, Gaëtan
Chenevier, Vincent Pilloni et Jacques Tilouine qui me font l’honneur d’être membres
du jury.

Je remercie China Scholarship Council pour avoir financé cette thèse. Durant la
préparation de cette thèse, le département de mathématiques de l’Université Paris-Sud
m’a fourni de merveilleuses conditions de travail. Merci à Valérie Blandin-Lavigne et à
Marie-Christine Myoupo, qui m’ont donné beaucoup d’aide durant toutes ces années.

Je remercie Yi Ouyang qui a eu une grande influence sur mon orientation mathéma-
tique. Il m’a fait découvrir les représentations galoisiennes p-adiques, et m’a conseillé
de poursuivre mes études en France.

Je remercie Riccardo Brasca, Marco De Ieso, Payman Kassaei, Santosh Nadimpalli,
Vincent Pilloni, Jyoti Praskash Saha, Xu Shen, Haoran Wang, surtout Yichao Tian et
Liang Xiao pour des discussions ou répondre à mes questions au cours de ce travail.

Mes remerciements vont aussi à mes parents qui ont toujours cru en moi et m’ont
soutenu dans mes choix.

Pour terminer, j’aimerais remercier Shu, mon épouse, pour m’avoir accompagné et
soutenu, et pour tout le bonheur qu’elle m’a apporté durant toutes ces années.



iv



Contents

Introduction i

1 Préliminaire et Notations 1

1.1 Groupes de similitudes unitaires et courbes de Shimura unitaires . . . . 1

1.2 Groupes de similitudes unitaires sur les corps locaux . . . . . . . . . . . 3

1.3 Notations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

2 Formes modulaires classiques 7

2.1 Description modulaire des courbes de Shimura unitaires . . . . . . . . . 7

2.1.1 Problème de modules . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

2.1.2 Actions de G(A∞) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

2.1.3 Correspondances de Hecke . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2.2 Systèmes locaux sur les courbes de Shimura unitaires . . . . . . . . . . . 15

2.2.1 Systèmes locaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2.2.2 Description modulaire de systèmes locaux . . . . . . . . . . . . . 16

2.2.3 Cohomologie étale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.3 Formes modulaires classiques sur les courbes de Shimura unitaires . . . . 20

2.3.1 Généralités . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2.3.2 Théorèmes de comparaison p-adique . . . . . . . . . . . . . . . . 27

2.3.3 Opérateurs de Hecke . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

3 Formes modulaires surconvergentes 35

v



vi CONTENTS

3.1 Formes modulaires surconvergentes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

3.1.1 Affinoïdes des courbes de Shimura unitaires . . . . . . . . . . . . 35

3.1.2 Sous-groupes canoniques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

3.1.3 Opérateurs de Hecke . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

3.2 Schémas en groupes munis d’une action de O℘ . . . . . . . . . . . . . . . 53

3.2.1 Applications de Hodge-Tate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

3.2.2 Schémas en groupes de type (p, · · · , p) . . . . . . . . . . . . . . . 55

3.2.3 Sous-groupes canoniques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

3.3 Classicité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

3.3.1 "Gluing lemma" revisité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

3.3.2 Structures entières des espaces de formes modulaires . . . . . . . 62

3.3.3 Classicité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

3.4 Familles p-adiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

3.4.1 Caractères localement analytiques de O×℘ . . . . . . . . . . . . . 71

3.4.2 Faisceaux de formes modulaires de poids non entiers . . . . . . . 75

3.4.3 Opérateurs de Hecke . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

3.4.4 Surfaces de Hecke . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

4 Formes compagnons surconvergentes 95

4.1 Cohomologie rigide des courbes de Shimura unitaires . . . . . . . . . . . 95

4.2 Représentations automorphes et représentations galoisiennes . . . . . . . 101

4.2.1 Représentations lisses de G(Q`) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

4.2.2 Représentations automorphes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

4.2.3 Représentations galoisiennes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105

4.3 Formes compagnons surconvergentes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110

4.3.1 Représentations cristallines de Gal(Qp/F℘) de dimension 2 . . . . 110

4.3.2 Formes compagnons surconvergentes . . . . . . . . . . . . . . . . 111

4.4 Familles p-adiques de représentations galoisiennes . . . . . . . . . . . . . 114



CONTENTS vii

5 Représentations localement Qp-analytiques 117

5.1 Représentations localement Qp-analytiques . . . . . . . . . . . . . . . . . 117

5.1.1 Généralités . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117

5.1.2 Vecteurs S-classiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119

5.1.3 Algèbres des distributions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121

5.1.4 Théorie de Fourier p-adique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123

5.1.5 Représentations essentiellement admissibles . . . . . . . . . . . . 126

5.2 Modules de Jacquet-Emerton . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130

5.3 Loi d’adjonction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133

5.3.1 Induites paraboliques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133

5.3.2 Loi d’adjonction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140

5.3.3 Le cas GL2(F℘) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142

Appendice 147

5.A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147

6 Cohomologie complétée et compatibilité local-global 153

6.1 Cohomologie étale complétée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 153

6.1.1 Généralités . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 153

6.1.2 Vecteurs localement algébriques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155

6.1.3 Localisé du H1-complété en un idéal non-Eisenstein . . . . . . . 158

6.2 Variétés de Hecke . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 161

6.2.1 Variétés de Hecke . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 161

6.2.2 Points compagnons et classicités . . . . . . . . . . . . . . . . . . 171

6.2.3 Familles de représentations galoisiennes . . . . . . . . . . . . . . 178

6.2.4 Surfaces de Hecke . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 185

6.3 Compatibilité local-global . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 190

6.3.1 Une conjecture de compatibilité local-global . . . . . . . . . . . . 190

6.3.2 Les résultats principaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 192



viii CONTENTS

Bibliographie 201

Index 207



Introduction

Soient L une extension finie de Qp, E une extension finie de Qp assez grande pour
contenir tous les plongements de L dans Qp, le programme de Langlands p-adique pour
le groupe GL2(L) consiste à chercher une correspondance entre certaines représentations
p-adiques ρL de Gal(Qp/L) de dimension 2 sur E et certaines représentations p-adiques
de GL2(L) sur E. Dans le cas L = Qp, une telle correspondance est bien construite (cf.
[14], [27], [37]). Le programme de Langlands local p-adique pour GL2(L) avec L 6= Qp

est encore mystérieux et s’est déjà révélé nettement plus compliqué (e.g. voir [14, §3]).

Cependant, lorsque la représentation ρL de Gal(Qp/L) provient d’une représentation
galoisienne globale ρ qui apparaît par exemple dans la cohomologie étale de certaines
courbes de Shimura, en utilisant la cohomologie étale complétée à la Emerton, on peut
associer à ρ une représentation de Banach admissible Π̂(ρ) de GL2(L) (e.g. voir (3)
ci-dessous), qui est supposée être la "bonne" représentation correspondant à ρL. Un
aspect essentiel dans le programme de Langlands p-adique est alors de comprendre cette
représentation, e.g. peut-on décrire Π̂(ρ) en terme de ρL? Dans cette thèse, on étudie
les vecteurs localement Qp-analytiques de Π̂(ρ) et on montre divers résultats sur cette
représentation localement Qp-analytique (en direction d’un analogue de la conjecture
8.1 de [15] dans le cas de courbes de Shimura unitaires).

0.1 Courbes de Shimura unitaires

Soient F un corps de nombres totalement réel de degré fini dF > 1, E une extension
quadratique imaginaire de Q telle que la place p soit décomposée dans E , u une place
de E au-dessus de p, et F déf

= E · F . Supposons pour simplifier dans cette introduction
qu’il n’existe qu’une place ℘ de F au-dessus de p, et notons F℘ le complété de F en
℘ avec O℘ son anneau des entiers, $ une uniformisante de O℘, (u, ℘) la place de F
au-dessus de ℘ et u, et F(u,℘) le complété de F en (u, ℘) qui est donc isomorphe à F℘.

Notons encore F℘,0 la sous-extension non ramifiée maximale de F℘, Σp l’ensemble des
plongements F ↪→ Qp, Σ℘ l’ensemble des plongements F℘ ↪→ Qp

(
qui est alors supposé

être égal à Σp dans cette introduction
)
, Σ℘,0 l’ensemble des plongements F℘,0 ↪→ Qp,

d
déf
= [F℘ : Qp], d0

déf
= [F℘,0 : Qp] et q

déf
= pd0 . Soit E une extension finie de Qp assez

grande pour contenir tous les plongements de F℘ dans Qp avec OE son anneau des

i
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entiers. Fixons un plongement u∞ : F ↪→ C et notons encore u∞ sa restriction à E ou
à F . Fixons de plus un isomorphisme ς : Qp

∼−→ C tel que u = ς−1 ◦ u∞ : E ↪→ Qp.

Dans cette thèse, on considère les courbes de Shimura unitaires (de type PEL)
comme dans [20, §2]: on dispose d’un groupe de similitudes unitaires G sur Q (noté G′

dans loc. cit., voir aussi §1.1) vérifiant

G(Qp)
∼−−→ Q×p ×GL2(F℘), (1)

(où l’isomorphisme dépend du choix de u) et d’une classe X (notée X ′ dans [20, §2])
de G(R)-conjugaison de morphismes ResCRGm → GR qui peut s’identifier au demi-
plan de Poincaré. Au couple (G,X), la théorie de Shimura associe (cf. loc. cit.)
un système projectif, indexé par les sous-groupes ouverts compacts K de G(A∞)

(
A

désignant l’anneau des adèles de Q, et AS désignant l’anneau des adèles hors de S pour
un ensemble fini S des places de Q

)
, de courbes algébriques propres MK sur F de sorte

que
MK(C)

∼−−→ G(Q) \ (X ×G(A∞)/K).

On note G(A∞,℘)
déf
= G(A∞,p)Q×p ( G(A∞) (par (1)). Pour un sous-groupe ouvert

compact H de G(Qp), on note H℘ déf
= H ∩Q×p (via l’isomorphisme (1)).

0.2 Cohomologie étale complétée

Soient Kp un sous-groupe ouvert compact de G(A∞,p), K℘
p
∼= Z×p ⊂ G(Qp), notons

K℘ déf
= KpK℘

p . Suivant Emerton ([34, §2]), posons

Ĥ1(K℘, E)
déf
=
(

lim←−
n

lim−→
K℘

H1
ét
(
MK℘K℘ ×F Q,OE/pn

))
⊗OE E (2)

où K℘ parcourt tous les sous-groupes ouverts compacts de GL2(F℘). D’après Emerton,
Ĥ1(K℘, E) est muni d’une représentation de Banach admissible et unitaire de GL2(F℘)
et d’une action continue de Gal(Q/F) × H(G(A∞,℘)//K℘) qui commute à celle de
GL2(F℘)

(
où H(G(A∞,℘)//K℘) désigne la OE-algèbre des opérateurs de doubles classes

de G(A∞,℘) modulo K℘
)
. Notons χp ∈ H(G(A∞,℘)//K℘) l’opérateur [K℘

p pK
℘
p ]

(
où

on voit p comme élément de G(Qp) via l’injection Q×p ↪→ Q×p × GL2(F℘)
(∼= G(Qp)

)
,

a 7→ a ×
(

1 0
0 1

)
, cf. (1)

)
. Dans cette thèse, on ne considère qu’une sous-OE-algèbre

de H(G(A∞,℘)//K℘) contenant χp, notée H∗(S(K℘)) (cf. Not. 2.2.3).

Soit ρ une représentation continue de Gal(Q/F) de dimension 2 sur E qui apparaît
dans la cohomologie étale (classique) des courbes de Shimura unitaires, alors on peut
associer à ρ un système de valeurs propres κρ de H∗(S(K℘)) à valeurs dans E (quitte
à augmenter E s’il faut)

(
en effet, par les relations d’Eichler-Shimura et le théorème de
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densité de Chebotarev, la représentation ρ est déterminée par κρ
)
. On pose

Π̂(ρ)
déf
= HomGal(Q/F)

(
ρ, Ĥ1(K℘, E)H

∗(S(K℘))=κρ
)

(3)(
où Ĥ1(Kp, E)H

∗(S(K℘))=κρ désigne le sous-E-espace vectoriel de Ĥ1(K℘, E) sur lequel

H∗(S(K℘)) agit par κρ
)
, qui est une représentation de Banach admissible et unitaire de

GL2(F℘) sur E. La structure de cette représentation est encore mystérieuse, par exemple
à ce jour on ne sait pas si Π̂(ρ) ne dépend que de la représentation ρ℘

déf
= ρ|Gal(Qp/F(u,℘))

de Gal(Qp/F℘) et κρ(χp).

Pourtant, il est connu que la sous-représentation localement algébrique, notée Π0(ρ℘),
de Π̂(ρ) peut être en effet décrite en terme de la représentation de Weil-Deligne WD(ρ℘)
associée à ρ℘ ([43]) via la correspondance de Langlands locale classique (e.g. voir (7) ci-
dessous). Mais en général, on perd beaucoup d’information en passant de ρ℘ à WD(ρ℘).
Une question essentielle dans le programme de Langlands p-adique est alors: (comment)
peut-on retrouver l’information perdue (en passant de ρ℘ à WD(ρ℘)) dans Π̂(ρ)? Dans
cette thèse, on montra qu’une représentation localement Qp-analytique, notée Π1(ρ℘),
de GL2(F℘) (construite par Breuil [15], voir aussi §0.4 ci-dessous), qui contient Π0(ρ℘)

et révèle plus d’information sur ρ℘ que WD(ρ℘), est une sous-représentation de Π̂(ρ)
dans le cas où ρ℘ est cristalline au sens de Fontaine (et on renvoie au §0.5 pour des
énoncés plus précis).

0.3 Représentations cristallines de dimension 2

Soit V une représentation cristalline de Gal(Qp/F℘) de dimension 2 sur E, par
la théorie de Fontaine (e.g. voir [42]), on associe à V un ϕ-module filtré admissible
(D0, D) où D0

∼= Dcris(V ) ∼= (Bcris ⊗Qp V )Gal(Qp/F℘) est libre de rang 2 sur F℘,0 ⊗Qp E
et est muni d’une action F℘,0-semi-linéaire et E-linéaire de ϕ, et D ∼= DdR(V ) ∼=
(BdR ⊗Qp V )Gal(Qp/F℘) ∼= D0 ⊗F℘,0 F℘ est muni d’une filtration de Hodge donnée par
des sous-F℘ ⊗Qp E-modules.

De l’isomorphisme F℘,0 ⊗Qp E
∼−→
∏
σ∈Σ℘,0

E, a ⊗ b 7→ (σ0(a)b)σ0 , on déduit une
décomposition D0

∼−→ ⊕σ0∈Σ℘,0D0,σ0 , où D0,σ0 est un E-espace vectoriel de dimension
2 muni d’une action E-linéaire de ϕd0 . De même, en utilisant l’isomorphisme

F℘ ⊗Qp E
∼−−→

∏
σ∈Σ℘

E, a⊗ b 7→ (σ(a)b)σ, (4)

on obtient une décomposition D ∼−→ ⊕σ∈Σ℘Dσ où Dσ est un E-espace vectoriel filtré de

dimension 2. Pour σ0 ∈ Σ℘,0, on note Σ℘,σ0

déf
= {σ ∈ Σ℘, σ|F℘,0 = σ0}. L’isomorphisme

D0 ⊗F℘,0 F℘
∼−→ D induit donc un isomorphisme D0,σ0 ⊗F℘,0 F℘

∼−→
∏
σ∈Σ℘,σ0

Dσ pour
tout σ0 ∈ Σ℘,0. En particulier, Dσ est muni d’une action E-linéaire de ϕd0 induite par
l’action E-linéaire de ϕd0 ⊗ id sur D0,σ0 ⊗F℘,0 F℘.



iv CONTENTS

Soient k1,σ ∈ Z≥2, k2,σ ∈ Z pour tout σ ∈ Σ℘ et supposons V de poids de Hodge-
Tate (−k2,σ + 1 − k1,σ,−k2,σ)σ∈Σ℘ (la convention que l’on adopte pour le poids de
Hodge-Tate du caractère cyclotomique p-adique est 1), i.e.

dimE FiliDσ =


2 if i ≤ k2,σ

1 k2,σ < i ≤ k2,σ + k1,σ − 1

0 i > k2,σ + k1,σ − 1

,

pour tout σ ∈ Σ℘. Supposons de plus D0 ϕ-semi-simple avec α, α̃ les valeurs propres
de ϕd0 sur Dσ différentes pour un (ou de manière équivalente tout) σ ∈ Σ℘, et notons

ZD(α)
déf
= {σ ∈ Σ℘ | ϕd(v) = αv, 0 6= v ∈ FiliDσ pour k2,σ < i ≤ k2,σ + k1,σ − 1},

ZD(α̃)
déf
= {σ ∈ Σ℘ | ϕd(v) = α̃v, 0 6= v ∈ FiliDσ pour k2,σ < i ≤ k2,σ + k1,σ − 1}.

Noter que ZD(α) ∩ ZD(α̃) = ∅. Pour σ ∈ Σ℘, on dit que V est σ-critique si σ ∈
ZD(α)∪ZD(α̃). Enfin, noter que l’on perd l’information sur ZD(α) et ZD(α̃) en passant
de V à la représentation de Weil-Deligne WD(V ).

0.4 Représentations localement Qp-analytiques de GL2(F℘)

À la représentation cristalline V
(
ou de manière équivalente au ϕ-module filtré

(D0, D)
)
, Breuil a associé une représentation localement Qp-analytique de GL2(F℘) sur

E, dont on rappelle la construction maintenant.

Reprenons les notations du §0.3. Pour J1 ⊆ J2 ⊆ Σ℘, on note

χD,J1,J2

déf
=(

unr(
α

q
)
∏
σ∈J1

σ1−k1,σ−k2,σ
∏

σ∈J2\J1

σ−k2,σ

)
⊗
(

unr(α̃)
∏
σ∈J1

σ1−k2,σ
∏

σ∈J2\J1

σ2−k1,σ−k2,σ

)
,

qui est un caractère localement J2-analytique (cf. §5.1) de T (F℘)
(
le sous-groupe de

GL2(F℘) des matrices diagonales
)
sur E

(
et donc un caractère localement J-analytique

du sous-groupe de Borel triangulaire inférieur B(F℘) de GL2(F℘) via la projection
B(F℘)� T (F℘)

)
, où unr(z) désigne le caractère non ramifié de F×℘ envoyant $ sur z.

On note χD,J
déf
= χD,J,J pour simplifier. Posons

ID(J1, J2)
déf
=
(

Ind
GL2(F℘)

B(F℘)
χD,J1,J2 [δ−1]

)J2−an

l’induite parabolique localement J2-analytique (cf. §5.3.1) de χD,J1,J2 [δ−1], où le carac-
tère χD,J1,J2 [δ−1] désigne la torsion de χD,J1,J2 par l’inverse du caractère module δ de
T (F℘) associé au parabolique B(F℘) (triangulaire supérieur), et

W
(k1Σ℘\J2

,k2Σ℘\J2
) déf

= ⊗σ∈Σ℘\J2

(
Sym

k1,σ−2
E E2 ◦ detk2,σ

)
σ
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qui est une représentation Σ℘ \J2-algébrique de GL2(F℘) sur E, où l’action de GL2(F℘)

sur
(

Sym
k1,σ−2
E E2◦detk2,σ

)
σ
est induite par l’action standard de GL2(E) via le plonge-

ment σ. Enfin, posons

πD(J1, J2)
déf
=
(
W

(k1Σ℘\J2
,k2Σ℘\J2

)
)∨
⊗E ID(J1, J2).

On définit χ̃D,J1,J2 , χ̃D,J , ĨD(J1, J2), π̃D(J1, J2) en remplaçant α et α̃. Notons que
πD

déf
= πD(∅, ∅) ∼= π̃D(∅, ∅) est une représentation localement Qp-algébrique (cf. §5.1.1)

(topologiquement) irréductible de GL2(F℘) sur E
(
en supposant αα̃−1 6= q±1

)
, qui est

en fait associée à la représentation de Weil-Deligne WD(V ) via la correspondance de
Langlands locale classique.

Suivant Breuil, posons (voir [15, §4 (9)]):

Π(D)
déf
=
(
πD
(
∅, S \ ZD(α)

)
⊕π(D) π̃D

(
∅, S \ ZD(α̃)

))
⊕(

⊕∅(J⊆ZD(α)πD
(
J, Jq (S \ZD(α))

))⊕(
⊕∅(J⊆ZD(α̃) π̃D

(
J, Jq (S \ZD(α̃))

))
.

Les représentations πD(J, J) et π̃D(J, J) sont (topologiquement) irréductibles pour tout
J ⊆ Σ℘, et on a

socGL2(F℘) Π(D)
∼−−→ πD ⊕

⊕
∅(J⊆ZD(α)

πD(J, J)⊕
⊕

∅(J⊆ZD(α̃)

π̃D(J, J), (5)

où socGL2(F℘) Π(D) désigne le socle de Π(D). Notons

soc1
GL2(F℘) Π(D)

déf
=

⊕
τ∈ZD(α)

πD({τ}, {τ})⊕
⊕

τ∈ZD(α̃)

π̃D({τ}, {τ}) ⊆ socGL2(F℘) Π(D).

On renvoie à [15] pour des propriétés agréables de Π(D). Noter que l’on peut retrouver
l’information sur ZD(α) et ZD(α̃) dans Π(D), ainsi que dans ses sous-représentations
socGL2(F℘) Π(D) et soc1

GL2(F℘) Π(D).

0.5 Compatibilité local-global

Reprenons les notations du §0.2. Fixons k1,σ ∈ Z≥2, k2,σ ∈ Z et supposons ρ℘
cristalline de poids de Hodge-Tate (−k2,σ + 1 − k1,σ,−k2,σ)σ∈Σ℘ . On peut montrer

que a0
déf
= κρ(χp) est dans O×E . Posons ρ′℘

déf
= ρ℘ ⊗ unr(ad0

0 )−1
(
ici on voit unr(ad0

0 )

comme caractère non ramifié de Gal(Qp/F℘) via l’isomorphisme de la théorie du corps
de classes local normalisé pour envoyer un Frobenius arithmétique sur l’inverse d’une
uniformisante de F℘

)
. La représentation ρ′℘ est aussi cristalline de mêmes poids de

Hodge-Tate que ρ℘. Supposons que ρ′℘ est comme au §0.3 (i.e. vérifiant toutes les

conditions au §0.3), et notons D déf
= DdR(ρ′℘). La conjecture suivante est essentiellement

due à Breuil (cf. [15, Conj.8.1]) et adaptée au cas unitaire.
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Conjecture 0.5.1. Il existe un entier r ≥ 1 tel que l’on ait un plongement de représen-
tations localement Qp-analytiques de GL2(F℘)

Π(D)⊕r ↪−→ Π̂(ρ)Qp−an, (6)

qui induit un isomorphisme entre les socles.

Un énoncé comme dans la conjecture est appelé "énoncé de compatibilité local-
global" puisque la représentation Π̂(ρ)Qp−an est d’origine globale alors que la con-
struction de Π(D) est néanmoins purement locale. Signalons que, de la compatibilité
local-global de la correspondance de Langlands locale classique pour GL2(F℘), on peut
déduire un plongement continu GL2(F℘)-équivariant (cf. Rem. 6.3.2)

π⊕rD ↪−→ Π̂(ρ)Qp−an, (7)

pour un r ∈ Z≥1. De plus, cette conjecture implique que l’on peut retrouver l’information
sur ZD(α) et ZD(α̃) dans Π̂(ρ).

0.6 Les résultats principaux

Théorème 0.6.1 (cf. Thm. 6.3.7). Supposons ρ absolument irréductible modulo $E

($E étant une uniformisante de OE), alors l’application de restriction

HomGL2(F℘)

(
Π(D), Π̂(ρ)Qp−an

)
−→ HomGL2(F℘)

(
socGL2(F℘) Π(D), Π̂(ρ)Qp−an

)
est bijective.

Par ce théorème, pour démontrer la conjecture 0.5.1 (dans le cas ρ absolument
irréductible modulo $E), il suffit de montrer l’existence d’un plongement comme en (6)
avec Π(D) remplacé par socGL2(F℘) Π(D). En particulier, le théorème combiné avec (7)
entraîne le corollaire suivant.

Corollaire 0.6.2. Supposons ρ absolument irréductible modulo $E et ZD(α) = ZD(α′) =
∅, alors il existe un plongement continue de représentations localement Qp-analytiques
de GL2(F℘)

Π(D)⊕r ↪−→ Π̂(ρ)Qp−an,

pour un r ∈ Z≥1.

Théorème 0.6.3 (cf. Prop. 6.3.6). Supposons ρ absolument irréductible modulo $E,
pour J ⊆ Σ℘, J 6= ∅, si πD(J, J) (resp. π̃D(J, J)) est une sous-représentation de Π̂(ρ),
alors J ⊆ ZD(α) (resp. J ⊆ ZD(α̃)).

Théorème 0.6.4 (cf. Thm. 6.3.3). Supposons F℘ non ramifié sur Qp, alors il y a une
injection continue de représentations localement Qp-analytiques de GL2(F℘)

soc1
GL2(F℘) Π(D) ↪−→ Π(ρ)Qp−an, (8)
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où

soc1
GL2(F℘) Π(D)

déf
=

⊕
τ∈ZD(α)

πD({τ}, {τ})⊕
⊕

τ∈ZD(α̃)

π̃D({τ}, {τ}) ⊆ socGL2(F℘) Π(D).

Ce théorème, combiné avec le théorème 0.6.1 et le plongement (6), nous permet
d’obtenir le corollaire suivant.

Corollaire 0.6.5. Supposons F℘ non ramifié sur Qp, ρ absolument irréductible modulo
$E, |ZD(α)| ≤ 1 et |ZD(α′)| ≤ 1, alors on a une injection continue de représentations
localement Qp-analytiques de GL2(F℘)

Π(D) ↪−→ Π̂(ρ)Qp−an.

Les théorèmes 0.6.3 et 0.6.4 entraînent le corollaire suivant.

Corollaire 0.6.6. Supposons F℘ non ramifié sur Qp et ρ absolument irréductible modulo
$E, pour τ ∈ Σ℘, alors τ ∈ ZD(α)

(
resp. τ ∈ ZD(α̃)

)
si et seulement si πD({τ}, {τ})

(resp. π̃D({τ}, {τ})) est une sous-représentation de Π̂(ρ).

En particulier, ceci montre que l’information sur ZD(α) et ZD(α̃) peut être retrouvée
dans Π̂(ρ) (dans le cas F℘ non ramifié et ρ absolument irréductible).

Mentionnons dans la suite quelques grandes lignes de la preuve des théorèmes 0.6.1,
0.6.3 et 0.6.4 ainsi que des résultats intermédiaires.

0.7 Modules de Jacquet-Emerton et loi d’adjonction

Un outil puissant dans l’étude des représentations localement Qp-analytiques est le
foncteur de Jacquet-Emerton, introduit par Emerton [35] [36], qui est une généralisa-
tion du foncteur de Jacquet classique (pour les représentations lisses): soit J ⊆ Σ℘,
le foncteur de Jacquet-Emerton JB(−), par rapport au sous-groupe de Borel triangu-
laire supérieur B(F℘), envoie une représentation localement J-analytique admissible W
de GL2(F℘) sur une représentation localement J-analytique essentiellement admissible
JB(W ) de T (F℘) (cf. §5.1.5).

Pour un caractère continu χ de O×℘ (resp. de F×℘ ) à valeurs dans E×, on note kχ
déf
=

(kχ,σ)σ∈Σ℘ ∈ Ed le poids de χ (cf. Déf.3.4.1). Pour un caractère continu χ = χ1 ⊗ χ2

de T (F℘) à valeurs dans E×, on note

CB(χ)
déf
= {σ ∈ Σ℘ | kχ1,σ − kχ2,σ ∈ Z≥0}.

Proposition 0.7.1 (Loi d’adjonction, Cor. 5.3.34). Soient V une représentation de
Banach admissible de GL2(F℘) sur E, J ⊆ Σ℘ et χ un caractère localement J-analytique
de T (F℘) sur E vérifiant CB(χ)∩J = ∅, alors il y a une bijection de E-espaces vectoriels

JB(VJ−an)T (F℘)=χ ∼−−→ HomGL2(F℘)

((
Ind

GL2(F℘)

B(F℘)
χ[δ−1]

)J−an
, VJ−an

)
,
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où VJ−an désigne la sous-représentation localement J-analytique maximale de V .

Avec les notations et l’hypothèse de la proposition, par [74, Cor.2.10], l’induite
parabolique

(
Ind

GL2(F℘)

B(F℘)
χ[δ−1]

)J−an est topologiquement irréductible. Donc par la

proposition, afin de montrer que
(

Ind
GL2(F℘)

B(F℘)
χ[δ−1]

)J−an est une sous-représentation

de V , il suffit alors de trouver des vecteurs χ-propres
(
pour l’action de T (F℘)

)
non-nuls

dans JB(VJ−an).

Reprenons les notations du §0.5. La proposition peut permettre d’obtenir des bijec-
tions de E-espaces vectoriels (voir le Lem. 6.2.20)

JB

((
Ĥ1(K℘, E)⊗E W

(k1Σ℘\J
,k2Σ℘\J

)
)
J−an

)T (F℘)=χD,J ,H∗(S(K℘))=κρ

∼−−→ HomGL2(F℘)

(
πD(J, J), Π̂(ρ)Qp−an

)
,

JB

((
Ĥ1(K℘, E)⊗E W

(k1Σ℘\J
,k2Σ℘\J

)
)
J−an

)T (F℘)=χ̃D,J ,H∗(S(K℘))=κρ

∼−−→ HomGL2(F℘)

(
π̃D(J, J), Π̂(ρ)Qp−an

)
pour tout J ⊆ ΣL. Par conséquent, l’existence d’un plongement continu GL2(F℘)-
équivariant (cf. (5))

socGL2(F℘) Π(D) ↪−→ Π̂(ρ) (9)

est alors équivalente à l’existence de vecteurs non nuls dans

JB

((
Ĥ1(K℘, E)⊗E W

(k1Σ℘\J
,k2Σ℘\J

)
)
J−an

)T (F℘)=χD,J ,H∗(S(K℘))=κρ

pour tout J ⊆ ZD(α) et dans

JB

((
Ĥ1(K℘, E)⊗E W

(k1Σ℘\J
,k2Σ℘\J

)
)
J−an

)T (F℘)=χ̃D,J ,H∗(S(K℘))=κρ

pour tout J ⊆ ZD(α̃). Notons que le cas J = ∅ est déjà connu par (7).

0.8 Variétés de Hecke

Soit J ⊆ Σ℘, J 6= ∅, pour une représentation localement J-analytique admissible V
de GL2(F℘), le module de Jacquet-Emerton JB(V ) est une représentation localement J-
analytique essentiellement admissible de T (F℘). Par définition (cf. §5.1.5), on peut alors
associer à JB(V ) un faisceau cohérent sur l’espace rigide T̂J (sur E) paramétrant les
caractères localement J-analytiques de T (F℘) (cf. §5.1.4). C’est le point de départ dans
la construction de variétés de Hecke (à partir de la cohomologie complétée) d’Emerton.
En fait, suivant Emerton ([34, §2.3]), on peut obtenir
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Théorème 0.8.1 (cf. Thm.6.2.10). (1) Soient ∅ 6= J ⊆ Σ℘, k1,σ ∈ Z≥2, k2,σ ∈ Z pour
tout σ ∈ Σp \ J , il existe un espace analytique rigide V

(
J ; k1Σp\J , k2Σp\J

)
sur E muni

d’un morphisme de E-algèbres

ψ : H∗(S(K℘))⊗OE E −→ O
(
V
(
J ; k1Σp\J , k2Σp\J

))
et d’un morphisme fini d’espaces analytiques rigides

i : V
(
J ; k1Σp\J , k2Σp\J

)
−→ T̂J

tel que les conditions suivantes soient satisfaites:
(a) pour tout ouvert affinoïde U de T̂J , le morphisme induit

H∗(S(K℘))⊗OE O(U) −→ O(i−1(U))

est surjectif;
(b) pour une extension finie L de E, un L-point (χ, κ)

(
avec χ un caractère de T (F℘)

à valeurs dans L× et κ : H∗(S(K℘)) → L un morphisme de OE-algèbres, voir le
Lem. 6.2.5

)
appartient à V

(
J ; k1Σp\J , k2Σp\J

)
(L) si et seulement si

(
JB

(
H̃1

ét

(
K℘,W

(k1Σp\J
;k2Σp\J

)
)
J−an

)
⊗E L

)T (F℘)=χ,H∗(S(K℘))=κ
6= 0.

(2) Soient ∅ 6= J1 ⊆ J2 ⊆ Σ℘, k1,σ ∈ Z≥2 et k2,σ ∈ Z pour tout σ ∈ Σ℘ \ J1, alors
on a un plongement fermé naturel d’espaces rigides sur E:

V
(
J1; k1Σp\J1

, k2Σp\J1

)
↪−→ V

(
J1; k1Σp\J2

, k2Σp\J2

)
.

Reprenons les notations du §0.5. Par le Thm. 0.8.1 et la discussion au-dessous de la
Prop. 0.7.1, afin de montrer l’existence d’un plongement comme en (9), on se ramène
alors à montrer que le point zD,J

déf
= (χD,J , κρ)

(
resp. z̃D,J

déf
= (χ̃D,J , κρ)

)
(cf. §0.4), qui

s’appelle point compagnon, se trouve dans V
(
J ; k1Σp\J , k2Σp\J

)
pour tout J ⊆ ZD(α)(

resp. J ⊆ ZD(α′)
)
, J 6= ∅.

Supposons ρ absolument irréductible modulo $E , et notons ρ la réduction modulo
$E d’un OE-réseau Gal(Q/F)-équivariant ρ0 de ρ (qui ne dépend pas du choix de ρ0).
On a un sous-espace rigide fermé, noté V

(
J ; k1Σp\J , k1Σp\J

)
ρ
, de V

(
J ; k1Σp\J , k1Σp\J

)
équidimensionnel de dimension 2|J | (cf. Prop. 6.2.30), vérifiant les assertions dans le
Thm. 0.8.1 avec le terme

H̃1
ét

(
K℘,W

(k1Σp\J
,k2Σp\J

)
)

remplacé par le localisé en ρ (cf. §6.1.3)

H̃1
ét

(
K℘,W

(k1Σp\J
,k2Σp\J

)
)
ρ
.

À tout point fermé z de V
(
J ; k1Σp\J , k1Σp\J

)
ρ
, on peut associer naturellement une

représentation continue ρz de Gal(Q/F) de dimension 2 sur E (cf. §6.2.3). On a
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Théorème 0.8.2 (cf. loc. cit.). La restriction ρz,℘
déf
= ρz|Gal(Qp/F(u,℘))

(
étant une

représentation continue de Gal(Qp/F℘)
)
est trianguline (cf. [26] et [59]) et de Σ℘ \ J-

de Rham de poids de Hodge-Tate (−(k2,σ + k1,σ − 1),−k2,σ)σ∈Σ℘\J (cf. Déf. 6.2.39).

De plus, la théorie de la triangulation globale ([53]) permet d’obtenir le

Théorème 0.8.3 (cf. Cor. 6.2.53). Supposons ρ absolument irréductible modulo $E.
Pour ∅ 6= J ⊆ Σ℘, si le point zD,J

(
resp. z̃D,J

)
se trouve dans V

(
J ; k1Σp\J , k2Σp\J

)
,

alors J ⊆ ZD(α) (resp. J ⊆ ZD(α̃)).

Le Thm. 0.6.3 découle donc de Thm. 0.8.3, 0.8.1 et Prop. 0.7.1 (voir la discussion
au-dessous de Prop. 0.7.1). En utilisant une version "en famille" de la proposition 0.7.1
(cf. Cor. 5.3.31), le théorème 0.6.1 peut se déduire du Thm. 0.6.3 (voir §6.3.2).

Maintenant, passons au Thm. 0.6.4. Comme on a vu ci-dessus (par le Thm. 0.8.1 et
la discussion au-dessous de la Prop. 0.7.1), l’existence d’un plongement comme en (8) est
équivalente à l’existence du point zD,{τ}

(
resp. z̃D,{τ}

)
dans V

(
{τ}; k1Σp\{τ}, k2Σp\{τ}

)
pour tout τ ∈ ZD(α) (resp. τ ∈ ZD(α′)). On va "reconstruire" la variété de Hecke
V
(
{τ}; k1Σp\{τ}, k2Σp\{τ}

)
à partir de faisceaux de formes modulaires sur les courbes de

Shimura unitaires, à la Coleman-Mazur. Les points fermés de V
(
{τ}; k1Σp\{τ}, k2Σp\{τ}

)
peuvent s’interpréter comme systèmes de valeurs propres de formes modulaires surcon-
vergentes (sur les courbes de Shimura unitaires). L’existence du point zD,{τ} (et z̃D,{τ})
est alors équivalente à l’existence de certaines formes surconvergentes spéciales, appelées
formes surconvergentes compagnons. Le théorème 0.6.4 se ramène donc à trouver des
formes surconvergentes compagnons.

0.9 Formes modulaires p-adiques sur les courbes de Shimura
unitaires

Passons aux formes modulaires. Notons encoreMK le changement de base de SpecF
à SpecF(u,℘)

∼= SpecF℘. Soient k1,σ ∈ Z≥2, k2,σ ∈ Z pour tout σ ∈ Σp(= Σ℘), on peut

associer à la représentation algébrique W (k1Σp
,k2Σp

) de G sur E un système local de
E-espaces vectoriels V(k1Σp

,k2Σp
) sur MK pour tout sous-groupe ouvert compact et net

K de G(A∞) (cf. §2.2.1). De plus, le système local V(k1Σp
,k2Σp

) est de de Rham (cf.
[73, §7]), et on note

(
DR

(
V(k1Σp

,k2Σp
))
,∇
)
le OMK

-module filtré à connexion intégrable

associé (cf. §2.3.2). De l’isomorphisme (4), on peut déduire que
(

DR
(
V(k1Σp

,k2Σp
))
,∇
)

admet une décomposition (cf. Prop.2.3.8)(
DR

(
V(k1Σp

,k2Σp
))
,∇
)
∼−−→

∏
τ∈Σ℘

(
DRτ

(
V(k1Σp

,k2Σp
))
,∇τ

)
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où
(

DRτ

(
V(k1Σp

,k2Σp
))
,∇τ

)
est un O(MK)τ,E -module filtré à connexion intégrable pour

tout τ ∈ Σ℘

(
(MK)τ,E

déf
= MK ×SpecF℘,τ SpecE

)
que l’on voit comme OMK

-module
filtré à connexion intégrable par l’image directe via le morphisme canonique (MK)τ,E →
MK . La filtration de Hodge de DRτ

(
V(k1Σp

,k2Σp
)) vérifie

• Fili DRτ

(
V(k1Σp

,k2Σp
))

= 0, si i > k2,τ + k1,τ − 2;

• Fili DRτ

(
V(k1Σp

,k2Σp
))

= DRτ

(
V(k1Σp

,k2Σp
)), si i ≤ k2,τ ;

• gri DRτ

(
V(k1Σp

,k2Σp
)) est un O(MK)τ,E -module localement libre de rang∑

σ∈Σp\{τ}

(k1,σ − 1)

pour tout k2,τ ≤ i ≤ k2,τ + k1,τ − 2 où gri(·) déf
= Fili(·)/Fili+1(·).

En outre, à l’aide de la description modulaire deMK (cf. §2.1.1.2), pour tous k+, k− ∈ Z
et τ ∈ Σ℘, on dispose d’un O(MK)τ,E -module localement libre de rang

∑
σ∈Σp\{τ}(k1,σ−

1) sur (MK)τ,E noté S
(k+,k−;k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ,E (voir Déf.2.3.3 pour la définition explicite),
qui est appelé le faisceau de formes modulaires de poids (k+, k−; k1Σp\{τ}, k2Σp\{τ}) sur
(τ, E), de sorte que

gri DRτ

(
V(k1Σp

,k2Σp
)) ∼= S(i−(2k2,τ+k1,τ−2),i;k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ,E

pour k2,τ ≤ i ≤ k2,τ + k1,τ − 2. Une section de S
(k+,k−;k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ,E sur (MK)τ,E est
appelée une forme modulaire classique de poids (k+, k−; k1Σp\{τ}, k2Σp\{τ}) de niveau K
sur (τ, E). De plus, on dispose d’un opérateur (cf. §2.3.1.4)

θ
k1,τ−1
τ : S

(−k2,τ−k1,τ+2,k2,τ ;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ,E −→ S
(−k2,τ+1,k2,τ+k1,τ−1;k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ,E

(10)
tel que le complexe en (10) soit quasi-isomorphe au complexe défini par la connexion
∇τ (et encore noté ∇τ ).

Théorème 0.9.1 (cf. §2.3.2). Il existe un isomorphisme Gal(Qp/F℘)-équivariant et
compatible aux filtrations de Hodge

H1
ét
(
MK,Qp ,V

(k1Σp
,k2Σp

))⊗Qp BdR
∼−−→
( ∏
τ∈Σ℘

H1
(
(MK)τ,E ,∇τ

))
⊗F℘ BdR,

et la filtration de Hodge sur H1
(
(MK)τ,E ,∇τ

)
vérifie

FiliH1
(
(MK)τ,E ,∇τ

)
∼=


H1
(
(MK)τ,E ,∇τ

)
i ≤ k2,τ ,

H0
(

(MK)τ,E ,S
(−k2,τ+1,k2,τ+k1,τ−1;k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ,E

)
k2,τ + 1 ≤ i ≤ k2,τ + k1,τ − 1,

0 i ≥ k1,τ + k2,τ .
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De l’action naturelle des opérateurs de Hecke (de doubles classes de G(A∞) modulo
K) sur H1

ét

(
MK,Qp ,V

(k1Σp
,k2Σp

)
)
, on peut déduire, par la fonctorialité des théorèmes

de comparaison p-adique, une action des opérateurs de Hecke sur

H0
(

(MK)τ,E ,S
(−k2,τ+1,k2,τ+k1,τ−1;k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ,E

)
pour tout τ ∈ Σ℘ (cf. §2.3.3).

Supposons maintenant K maximal en p, i.e. Kp
∼= Z×p ×GL2(O℘) via (1). On définit

le E-espace vectoriel S
(k+,k−;k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
),†

τ,E des formes modulaires surconvergentes de
niveau K et de poids (k+, k−; k1Σp\{τ}, k2Σp\{τ}) sur (τ, E) comme la limite inductive

des sections de S
(k+,k−;k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ,E sur les voisinages stricts du lieu ordinaire de
(MK)τ,E (cf. [48, §9.2]). Cet espace est muni naturellement d’une action continue de

H∗(S(K℘)) et de l’opérateur S℘
(
i.e. l’opérateur de double classe

[
K

(
$ 0
0 $

)
K

])
.

Par la théorie du sous-groupe canonique de Kassaei (cf. [48, §10]), on dispose de plus

d’un opérateur compact U℘ agissant sur S
(k+,k−;k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
),†

τ,E . Pour des raisons
techniques (concernant la structure entière de l’espace de formes modulaires surconver-
gentes), nous supposons F℘ non ramifié sur Qp dans les théorèmes 0.9.2, 0.9.3 et 0.9.6
ci-dessous (ainsi dans les théorèmes 0.9.4 et 0.6.4).

Par la méthode du prolongement analytique de Kassaei (cf. [49] et [50]), on peut
montrer

Théorème 0.9.2 (Classicité, cf. Thm.3.3.1). Supposons F℘ non ramifié sur Qp et soit
f une forme modulaire surconvergente de poids (k+, k−; k1Σp\{τ}, k2Σp\{τ}) sur (MK)τ,E,
vecteur propre sous l’action de U℘ de valeur propre a℘ ∈ E×. Si

υ℘(a℘) < k− +
∑

σ∈Σ℘\{τ}

k2,σ

(où υ℘ est la valuation additive de F℘ qui se prolonge à Qp normalisée de sorte que
υ℘($) = 1), alors f est classique.

Remarquons que certains cas du théorème C (e.g. le cas où k2,σ = 0 pour tout
σ ∈ Σp \ {τ} et k+ = 0) sont déjà démontrés par Kassaei dans [50] (sans l’hypothèse
F℘ non ramifié). Le théorème 0.9.2 fait partie des théorèmes de classicité sur les formes
de Hilbert surconvergentes (cf. [50], [63] et [78], voir aussi [13]).

Supposons F℘ non ramifié sur Qp et soient L une extension finie de E, χ+ et χ−
deux caractères localement τ -analytiques de O×℘ à valeurs dans L×. Par la méthode
de Pilloni [62] (voir aussi [1] et [12]), on peut obtenir un faisceau localement libre

S
(χ+,χ−;k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ,L sur un voisinage strict suffisamment petit du lieu ordinaire
de (MK)τ,L (cela utilise en particulier le résultat de Brasca dans [12]). On définit le
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L-espace vectoriel S
(χ+,χ−;k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
),†

τ,L des formes modulaires surconvergentes de
poids (χ+, χ−; k1Σp\{τ}, k2Σp\{τ}) de niveau K comme la limite inductive des sections

de S
(χ+,χ−;k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ,L sur les voisinages stricts suffisamment petits du lieu ordi-
naire. Cet espace est muni naturellement d’une action continue de H∗(S(K℘)) et des
opérateurs S̃℘, Ũ℘ (qui dépendent du choix de $) vérifiant en particulier

S̃℘ = τ($)k+−k−S℘, Ũ℘ = τ($)k+U℘.

lorsque χ+ = τk+ et χ− = τk− avec k+, k− ∈ Z. L’opérateur Ũ℘ est de plus compact.
Notons Wτ l’espace rigide analytique (sur E) qui paramètre les caractères localement
τ -analytiques de O×℘ , H̃(S(K)) la E-algèbre engendrée par H∗(S(K℘)) et les opérateurs
S̃℘, Ũ℘. On a

Théorème 0.9.3 (Surface de Hecke). Supposons F℘ non ramifié sur Qp et soient τ ∈
Σ℘, k1,σ ∈ Z et k2,σ ∈ Z pour tout σ ∈ Σp \ {τ}. Il existe un espace analytique rigide

S(K)
(k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ

sur E muni d’un morphisme de E-algèbres

ψ : H̃(S(K)) −→ O
(
S(K)

(k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ

)
et d’un morphisme d’espaces analytiques rigides sur E

i : S(K)
(k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ −→Wτ ×Wτ

tel que les conditions suivantes soient satisfaites:

1. le morphisme induit d’espaces analytiques rigides

(
i, ψ(Ũ℘)

)
: S(K)

(k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ −→Wτ ×Wτ ×Gm

est fini;

2. pour tout ouvert affinoïde U de Wτ ×Wτ ×Gm le morphisme induit

H̃(S(K))⊗Z O(U) −→ O(i−1U)

est surjectif;

3. soient L une extension finie de E, χ+ ∈ Wτ (L), χ− ∈ Wτ (L), κ : H̃(S(K))→ L

un morphisme de E-algèbres tel que ã℘
déf
= κ(X̃ ′u,℘) ∈ L×, alors il existe un L-point

z de S(K)
(k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ vérifiant que i(z) = (χ+, χ−) et que le morphisme as-
socié H̃(S(K)) → L est égal à κ si et seulement s’il existe un forme modulaire
surconvergente sur (τ, L) de niveau K et de poids (χ+, χ−; k1Σp\{τ}, k2Σp\{τ}) pro-

pre sous l’action des opérateurs T dans H̃(S(K)) de valeur propre κ(T ).
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Par le théorème 0.9.2 de classicité, on en déduit que les points classiques sont Zariski-

denses dans S(K)
(k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ (cf. Prop. 3.4.38). Ceci, combiné avec les théorèmes
de comparaison p-adique, peut nous permettre d’obtenir

Théorème 0.9.4 (cf. Thm. 6.2.58). Supposons F℘ non ramifié sur Qp. Pour tout
τ ∈ Σ℘, k1Σp\{τ} ∈ Zd−1

≥2 et k2Σp\{τ} ∈ Zd−1, il existe un plongement fermé canonique
d’espaces rigides analytiques sur E:

S(K)
(k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ,red ↪−→ V
(
{τ}; k1Σp\{τ}, k2Σp\{τ}

)
red
, (11)

où "red" signifie le sous-espace réduit.

Reprenons les notations du §0.5, et supposons que ρ est une sous-représentation de
Gal(Q/F) dans H1

ét
(
MK,Q,V

(k1Σp
,k2Σp

)) pour un sous-groupe ouvert compact net K de
G(A∞) maximal en p. Le théorème 0.9.1 associe à ρ des formes modulaires hτ de poids
(−k2,τ + 1, k2,τ + k1,τ − 1; k1Σp\{τ}, k2Σp\{τ}) de niveau K sur (τ, E) pour tout τ ∈ Σ℘,
vecteurs propres pour les opérateurs de Hecke dans H∗(S(K℘)) et les opérateurs T℘,
S℘ tels que T (hτ ) = κρ(T )hτ pour T ∈ H∗(S(K℘)). Par la compatibilité local-global
de la correspondance de Langlands locale classique dans le cas ` = p, on a de plus
T℘(hτ ) = (α+ α̃)hτ et S℘(hτ ) = αα̃

q hτ .

À partir de la forme hτ , on peut obtenir deux formes hτ,α et hτ,α̃ (cf. Lem.4.3.2) sur
la courbe de Shimura unitaire de niveau Iwahorique en ℘, vecteurs propres de mêmes
valeurs propres que hτ pour les opérateurs de Hecke dans H∗(S(K℘)) et l’opérateur S℘,
de sorte que

U℘(hτ,α) = αhτ,α et U℘(hτ,α̃) = α̃hτ,α̃. (12)

On a comme dans [17, Th.4.3.3]:

Théorème 0.9.5 (cf. Thm. 4.3.3). Avec les notations ci-dessus, alors τ ∈ ZD(α̃)
(resp. τ ∈ ZD(α)) si et seulement s’il existe une forme modulaire surconvergente gτ de
niveau K et de poids (−k2,τ −k1,τ +2, k2,τ ; k1Σp\{τ}, k2Σp\{τ}) sur (τ, E), vecteur propre
pour les opérateurs de H∗(S(K℘)) et les opérateurs U℘, S℘, de mêmes valeurs propres
que hτ,α

(
resp. hτ,α̃

)
, telle que θk1,τ−1

τ (gτ ) = hτ,α
(
resp. θk1,τ−1

τ (gτ ) = hτ,α̃
)
.

La forme gτ dans le théorème 0.9.5 est appelée une forme compagnon surconvergente
de hτ,α (resp. hτ,α̃). Dans le cas F℘ non ramifié, on peut montrer (cf. Cor. 6.2.60)

que le plongement (11) envoie le point fermé de S(K)
(k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ associé à gτ sur
le point zD,{τ} (resp. z̃D,{τ}) lorsque τ ∈ ZD(α) (resp. τ ∈ ZD(α̃)), d’où on déduit le
théorème 0.6.4 (voir la discussion à la fin du §0.8).

Terminons cette introduction par un théorème dans le style "Fontaine-Mazur". Sup-
posons encore F℘ non ramifié sur Qp. À une forme modulaire surconvergente h de niveau
K de poids (k+, k−; k1Σp\{τ}, k2Σp\{τ}) sur (τ, E) (k+, k− ∈ Z), vecteur propre pour les
opérateurs de H∗(S(K℘)) et les opérateurs U℘, S℘ de valeurs propres dans E, on peut
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associer une représentation continue ρh de Gal(Q/F) de dimension 2 sur E (cf. §4.4).
On montre de plus que ρh,℘

déf
= ρh|Gal(Qp/Fu,℘) est trianguline et de Σ℘ \ {τ}-de Rham

de poids de Hodge-Tate (−(k2,σ + k1,σ − 1),−k2,σ)σ∈Σ℘\{τ}.

Théorème 0.9.6 (cf. Cor. 6.2.64). Avec les notations ci-dessus, et supposons k++k− ∈
Z≥2, ρh absolument irréductible modulo $E. Si la restriction ρh,℘ est cristalline et non
τ -critique (cf. §0.3), alors il existe une forme modulaire classique h0 de niveau K
de poids (k+, k−; k1Σp\{τ}, k2Σp\{τ}) sur (τ, E), vecteur propre pour les opérateurs de
H∗(S(K℘)) et les opérateurs U℘, S℘, de même valeurs propres que h, et on a ρh ∼= ρh0 .
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Chapter 1

Préliminaire et Notations

1.1 Groupes de similitudes unitaires et courbes de Shimura
unitaires

Soit F un corps de nombres totalement réel de degré fini dF > 1, notons Σ∞
l’ensemble des plongements réels de F . Soit B une algèbre de quaternions de centre F
avec S(B) l’ensemble des places de F où B est ramifiée (donc S(B) est fini de cardinal
pair), supposons |S(B) ∩ Σ∞| = dF − 1, et notons τ∞ l’ unique plongement réel de F
qui n’appartient pas à S(B).

Soit E une extension imaginaire quadratique de Q, notons F déf
= F · E . Fixons un

plongement u∞ : E ↪→ C, et désignons par z 7→ c(z) la conjugaison de F par rapport
à F (qui se restreint en une conjugaison de E par rapport à Q). Notons uC : F ↪→ C
le plongement tel que uC|F = τ∞ et uC|E = u∞. Soit D déf

= B ⊗F F , et désignons par
l 7→ l̄ le produit tensoriel de l’involution canonique de B et de la conjugaison de F . Soit
δ ∈ D un élément symétrique (i.e. δ̄ = δ) inversible, nous définissons une involution sur
D de seconde espèce, notée l 7→ l∗, en posant l∗ déf

= δ−1 l̄δ.

Notons V le Q-espace vectoriel sous-jacent à D qui est donc muni d’une action de
D ⊗F Dop donnée par d1 ⊗ d2 · v = d1vd2 pour tous d1, d2 ∈ D et v ∈ V . Choisissons
un élément α ∈ F non nul imaginaire (i.e. ᾱ = −α), et définissons, pour v et w dans
V ,

ψ(v, w)
déf
= trF/Q(α trD/F (vδw∗)),

où trD/F désigne la trace réduite de D sur F . On voit que ψ est une forme alternée
non dégénérée sur V vérifiant que pour tout l ∈ D:

ψ(lv, w) = ψ(v, l∗w).

Soit G le groupe algébrique des similitudes symplectiques D-linéaires de (V, ψ) (sur
Q), i.e. G(R) est le groupe des similitudes symplectiquesD-linéaires de (V ⊗QR,ψ⊗QR)
pour toute Q-algèbre R.

1
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Considérons l’action de Dop sur V , et identifions Dop ⊗Q R à l’ensemble des R-
endomorphismesD-linéaires de V⊗QR. Soit g ∈ Dop⊗QR, vu commeR-endomorphisme
de V ⊗Q R: v 7→ vg, alors g ∈ G(R) si et seulement s’il existe r ∈ R× tel que

ψ(vg, wg) = rψ(v, w)

pour tous v, w ∈ V ⊗Q R. Par la définition de ψ, cela est équivalent à gg∗ = r. On
dispose donc d’un isomorphisme naturel

i′R : G(R)
∼−−→ {(r, g) ∈ R× × (Dop ⊗Q R)× | gg∗ = r}

pour toute Q-algèbre R. Mais dans la suite, on utilisera plutôt l’isomorphisme

iR : G(R)
∼−−→ {(r, g) ∈ R× × (D ⊗Q R)× | gg∗ = r} (1.1)

qui est la composition de i′R avec l’isomorphisme

R× × (Dop ⊗Q R)×
∼−−→ R× × (D ⊗Q R)×

(r, g) 7→ (r−1, g−1).

Noter que via iR, l’action de (r, g) ∈ R×× (D⊗QR)× sur V ⊗QR est alors donnée par
(r, g)(a) = ag−1 pour tout a ∈ V ⊗Q R. Notons

νR
déf
= pr1 ◦iR : G(R) −→ R×. (1.2)

Soit R une E-algèbre avec j : E → R le morphisme structural, on a alors des
isomorphismes

D ⊗Q R ∼= B ⊗Q E ⊗Q R ∼= B ⊗Q (R⊕R) ∼= (D ⊗E,j R)⊕ (D ⊗E,j◦c R). (1.3)

On note (D⊗QR)+ déf
= D⊗E,jR et (D⊗QR)−

déf
= D⊗E,j◦cR. L’involution ∗ sur D⊗QR

échange les facteurs (D ⊗Q R)+ et (D ⊗Q R)−. De plus, pour

g = (g+, g−) ∈ (D ⊗Q R)× ∼= (D ⊗E,j R)× × (D ⊗E,j◦c R)×,

on voit que gg∗ = r ∈ R× si et seulement si g+ = r(g∗−)−1. On déduit alors de
l’application iR (1.1) un isomorphisme:

G(R)
∼−−→ R× × (D ⊗E,j◦c R)× (1.4)

(r, (g+, g−)) 7→ (r, g−).

Via cet isomorphisme, l’action de (a, g) ∈ R× × (D ⊗E,j◦c R)× sur V ⊗Q R ∼= (V ⊗E,j
R)⊕ (V ⊗E,j◦c R) est alors donnée par les relations suivantes:

(a, g) · v− = v−g
−1,

ψ
(
(a, g) · v+, (a, g) · v−

)
= a−1ψ(v+, v−),

pour tout (v+, v−) ∈ V ⊗Q R ∼= (V ⊗Q R)+ ⊕ (V ⊗Q R)−.
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Soit S = ResC/R(Gm). Dans [20, 2.2.4], un morphisme h : S→ GR est défini tel que
X, la classe de G(R)-conjugaison de h, s’identifie à H+, le demi-plan de Poincaré. Et
la composition S h−→ GR → GL(VR) définit une structure de Hodge sur VR, qui est de
type {(−1, 0), (0,−1)}. On choisit δ de sorte que la forme ψ soit une polarisation de la
structure de Hodge (e.g. voir l’argument dans [46, Page 52]).

Considérons le système projectif de courbes de Shimura sur C associé au couple
(G,X), indexé par les sous-groupes ouverts compacts K de G(A∞),

MK(C) = G(Q) \ (X × (G(A∞)/K)).

La courbe MK(C) admet un modèle canonique, lisse et propre, noté MK , sur F (voir
[20, §2]) via le plongement uC : F ↪→ C.

Enfin, soit OD un ordre de D stable par l’involution l 7→ l∗, avec VZ le réseau de V
(sur Z) qu’il définit, tel que ψ soit à valeurs entières sur VZ.

1.2 Groupes de similitudes unitaires sur les corps locaux

Soit ` une place finie de Q telle que ` soit décomposée dans E et l /∈ S(B) pour
toute place l de F au-dessus de `. Notons Fl le complété de F en l avec OFl

son anneau
des entiers, et $l une uniformisante de OFl

. Notons Fl,0 la sous-extension non ramifiée
maximale de Fl. Enfin notons dl

déf
= [Fl : Q`] et dl,0

déf
= [Fl,0 : Q`].

Fixons un plongement λ : E ↪→ Q` (qui correspond donc à une place de E au-dessus
de `). On voit que D ⊗Q Q` admet des décompositions (cf. (1.3))

D ⊗Q Q`
∼= (D ⊗E,λ Q`)⊕ (D ⊗E,λ◦c Q`) ∼=

(∏
l|`

M2(Fl)
)
⊕
(∏

l|`

M2(Fl)
)

=:
(∏

l|`

D+
l

)
⊕
(∏

l|`

D−l

)
. (1.5)

En fait, D+
l (resp. D−l ) est la sous-D-algèbre (maximale) de D ⊗Q Q` sur laquelle

l’action de E via les plongements E ↪→ F ↪→ D se factorise à travers λ : E ↪→ Q` (resp.
λ ◦ c : E ↪→ Q`) et l’action de F via les plongements F ↪→ F ↪→ D se factorise à travers
F ↪→ Fl. Noter que l’involution induite l 7→ l∗ sur D ⊗Q Q` échange les facteurs D+

l et
D−l .

De même, l’anneau OD ⊗Z Z` admet une décomposition:

OD ⊗Z Z` ∼=
∏
l|l

(OD+
l
⊕OD−l ).

On fait les hypothèses suivantes (sur ` et λ)

Hypothèse 1.2.1. (1) La forme ψ induit une dualité parfaite ψ` sur VZ`
déf
= VZ ⊗Z Z`.
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(2) L’anneau OD+
l

(resp. OD−l ) est un ordre maximal dans D+
l (resp. D−l ) et

l’anneau OD−l s’identifie à M2(OFl
) via la composée OD−l ↪→ D−l

∼= M2(Fl) pour tout
l|`.

Supposons que ` et λ vérifient l’hypothèse 1.2.1. Soit e−,1l ∈ OD−l (resp. e−,2l ∈

OD−l ) l’élément qui s’identifie à
(

1 0
0 0

) (
resp.

(
0 0
0 1

))
via l’isomorphisme OD−l

∼−→

M2(OFl
), et notons e+,k

l
déf
= (e−,kl )∗ pour k = 1, 2. Tout OD ⊗Z Z`-module Λ admet

alors des décompositions:

Λ ∼=
∏
l|l

(Λ+
l ⊕ Λ−l ) ∼=

∏
l|l

(Λ+,1
l ⊕ Λ+,2

l ⊕ Λ−,1l ⊕ Λ−,2l ) (1.6)

où Λ±,kl
déf
= e±,kl Λ est un OFl

-module. Noter que l’élément g =

(
0 1
1 0

)
∈ OD−l

(
resp.

g∗ ∈ OD+
l

)
induit un isomorphisme entre Λ−,1l et Λ−,2l

(
resp. entre Λ+,1

l et Λ+,2
l

)
.

Par (1.4) et (1.5), on en déduit un isomorphisme

G(Q`)
∼−−→ Q×` ×

∏
l|`

GL2(Fl). (1.7)

Via cet isomorphisme, l’action de GL2(Fl) sur V −l (le Fl-espace vectoriel sous-jacent à
D−l ) est donnée par

g(v) = v · g−1(
où "·" désigne la multiplication dans D−l

)
pour tout g ∈ GL2(Fl) et v ∈ V −l . Le

Fl-espace vectoriel V −,1l se réalise alors comme le contragrédient de la représentation
standard de GL2(Fl).

Notons K0
l

déf
= GL2(OFl

) et

Inl
déf
=

{
g ∈ GL2(OFl

) | g ≡
(
∗ ∗
0 ∗

)
(mod $n

l )

}
,

Kn
l

déf
=

{
g ∈ GL2(OFl

) | g ≡
(

1 0
0 1

)
(mod $n

l )

}
,

pour tout n ∈ Z≥1.

Notons SQ l’ensemble des places finies ` de Q décomposées dans E telles que ` et λ
vérifient l’hypothèse 1.2.1 pour toutes les places λ de E au-dessus de `. Toutes les places
finies ` de Q décomposées dans E appartiennent alors à SQ sauf un nombre fini. Notons
SF l’ensemble des places finies de F au-dessus des places dans SQ. Une place finie dans
SF sera alors désignée par (λ, l) où l est une place de F au-dessus de ` ∈ SQ, et où λ
est un plongement de E dans Q`. Voici un facile corollaire du théorème de densité de
Chebotarev:
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Lemme 1.2.2. Soit L une extension galoisienne de F non ramifiée hors d’un ensemble
fini des places S de F , alors l’image des éléments de Frobenius (arithmétique) des places
(λ, l) ∈ SF \ (S ∩ SF ) est dense dans Gal(L/F).

Proof. Il suffit de montrer que pour toute sous-extension J finie et galoisienne sur F
dans L, et pour tout g ∈ Gal(J/F), il existe une place (λ, l) ∈ SF \ (S ∩ SF ) telle
que Frob(λ,l) = g où Frob(λ,l) ∈ Gal(J/F) (noter que (λ, l) /∈ S) désigne le Frobenius
arithmétique de (λ, l). Considérons la tour d’extensions galoisiennes:

Q ⊂ F ⊂ J,

en appliquant le théorème de densité de Chebotarev au groupe Gal(J/Q) (e.g. voir [60,
Thm.13.4]), on voit que pour tout g ∈ Gal(J/F) ⊆ Gal(J/Q) il existe une infinité de
places ` de Q telles que Frob` = g. De plus, une telle place ` doit être décomposée dans
F . Le lemme en découle.

Soient K un sous-groupe ouvert compact de G(A∞) et (λ, l)|` ∈ SF , notons K`
déf
=

K ∩ G(Q`) et K` déf
= K ∩ G(A∞,`). Via l’isomorphisme (1.7), notons G(Ql

`)
déf
= Q×` ×∏

l′|`
l′ 6=l

GL2(Fl′), G(A∞,l) déf
= G(A∞,`)G(Ql

`), Kl
déf
= K` ∩ GL2(Fl), K l

`
déf
= K` ∩ G(Ql

`) et

K l déf
= K`K l

`
∼= K ∩G(Ql

`). Donc un élément g ∈ G(A∞) peut s’écrire comme

g = g`g
` = glg

l
`g
` = glg

l

avec g` ∈ G(Q`), g` ∈ G(A∞,`), gl ∈ GL2(Fl), gl` ∈ Q×` ×
∏

l′|`
l′ 6=l

GL2(Fl′) et gl ∈

G(A∞,`)×
(
Q×` ×

∏
l′|`
l′ 6=l

GL2(Fl′)
)
.

1.3 Notations

Fixons une place finie p de Q dans SQ, et notons ℘1, · · · , ℘s les places de F au-
dessus de p et ℘ déf

= ℘1. Notons encore F℘ le complété de F en ℘ avec O℘ son anneau
des entiers, $ une uniformisante de O℘, F℘,0 la sous-extension non ramifiée maximale
de F℘, d

déf
= [F℘ : Qp], d0

déf
= [F℘,0 : Qp], q

déf
= pd0 . Désignons par υ℘ la valuation

additive de F℘ qui se prolonge à Qp telle que υ℘($) = 1. Fixons une place finie u de E
au-dessus de p, ou de manière équivalente un plongement u : E ↪→ Qp, d’où on déduit
un isomorphisme (cf. (1.7)):

G(Qp)
∼−−→ Q∗p ×

∏
℘i|p

GL2(F℘i). (1.8)

Notons Σp
déf
= {σ : F ↪→ Qp}, et Σ℘i

déf
= {σ : F℘i ↪→ Qp} pour tout ℘i|p (donc

Σp = q℘i|pΣ℘i). Soit E une extension finie de Qp, avec OE son anneau des entiers et
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$E une uniformisante de OE , assez grande pour contenir tous les plongements de F
dans Qp, donc D ⊗Q E admet des décompositions (cf. (1.5))

D ⊗Q E ∼= (
∏
℘i|p

D+
℘i ⊕D

−
℘i)⊗Qp E

∼=
∏
℘i|p
σ∈Σ℘i

(D+
℘i,σ ⊕D

−
℘i,σ)

où D±℘i,σ
∼= D±℘i ⊗F℘i ,σ E est isomorphe à M2(E) et l’involution l 7→ l∗ échange les

facteurs D+
℘i,σ et D−℘i,σ. Tout D ⊗Q E-module Λ se décompose alors comme:

Λ ∼=
∏
℘i|p
σ∈Σ℘i

Λ+
℘i,σ ⊕ Λ−℘i,σ. (1.9)

En utilisant les idempotents e−,1℘i,σ =

(
1 0
0 0

)
∈ D−℘i,σ, e

−,2
℘i,σ =

(
0 0
0 1

)
∈ D−℘i,σ, Λ−℘i,σ

admet une décomposition: Λ−℘i,σ
∼= Λ−,1℘i,σ ⊕ Λ−,2℘i,σ où Λ−,k℘i,σ

déf
= e−,k℘i,σΛ. De même, on

a Λ+
℘i,σ

∼= Λ+,1
℘i,σ ⊕ Λ+,2

℘i,σ en utilisant les idempotents e+,k
℘i,σ

déf
=
(
e−,k℘i,σ

)∗ où Λ+,k
℘i,σ

déf
=

e+,k
℘i,σΛ. Remarquons que l’élément g =

(
0 1
1 0

)
∈ D−℘i,σ (resp. g∗ ∈ D+

℘i,σ) induit un

isomorphisme (de E-espaces vectoriels) entre Λ−,1℘i,σ et Λ−,2℘i,σ

(
resp. entre Λ+,1

℘i,σ et Λ+,2
℘i,σ

)
.

On fixe enfin un isomorphisme ς : Qp
∼−−→ C tel que τ0

déf
= ς−1 ◦ τ∞ se factorise à

travers F℘, et que ς−1 ◦ u∞ = u.



Chapter 2

Formes modulaires classiques sur
les courbes de Shimura unitaires

On rappelle au §2.1 la description modulaire des courbes de Shimura unitaires. Au
§2.2, on étudie la cohomologie étale des courbes de Shimura unitaires à coefficients dans
certains systèmes locaux. Enfin, dans la section 2.3, on étudie les formes modulaires
sur les courbes de Shimura unitaires et les opérateurs de Hecke.

2.1 Description modulaire des courbes de Shimura uni-
taires

2.1.1 Problème de modules

Soit K un groupe ouvert compact de G(A∞), la courbe MK(C) = G(Q) \ (X ×
(G(A∞)/K)) admet un modèle canonique MK sur F via uC : F ↪→ C. De plus, lorsque
K est assez petit, MK admet une interprétation modulaire. Le plongement u : E ↪→ Qp

induit un plongement u : F ↪→ F℘. Dans cette section, suivant [20], on donne des
rappels sur la description modulaire de la courbe MK ×SpecF ,u SpecF℘, encore notée
MK .

On présente deux problèmes de modules sur F℘ qui sont représentés parMK lorsque
K est assez petit.

2.1.1.1 La première version

Rappelons que (cf. [29, Th.4.19] et [20, §2.3]) lorsque K est assez petit, la courbe
MK (sur F℘) représente le foncteur

M1
K :

{
Schémas sur SpecF℘

}
→
{
Ensembles

}
,

7
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défini comme suit:

Soit S un schéma sur SpecF℘ avec τ : S → SpecF℘ le morphisme structural,M1
K(S)

est l’ensemble des classes d’isomorphismes d’objets (A, ι, θ, α) où
1. A est un schéma abélien à isogénie près de dimension relative 4dF sur S, muni

d’une action de OD via ι : OD ↪→ EndS(A) (ainsi Lie(A) est un OD⊗ZQp-module)
vérifiant que:
(a) Lie(A)−,1℘ est un OS-module localement libre de rang 1 sur lequel F℘ agit

via le morphisme structural τ ;
(b) Pour ℘i 6= ℘, Lie(A)−℘i est nul;

2. θ est une polarisation homogène de A (cf. [29, 4.3]) telle que l’involution de Rosati
associée envoie ι(γ) sur ι(γ∗);

3. α est une classe modulo K de similitudes symplectiques OD-linéaires localement
pour la topologie étale sur S:

α : V ⊗Q A∞ −→ V̂ (A),

où V̂ (A)
déf
= T̂ (A) ⊗Z Q, avec T̂ (A)

déf
= lim←−nA[n], est bien défini pour un schéma

abélien à isogénie près, et où la forme symplectique OD-linéaire sur T̂ (A) (qui se
prolonge sur V̂ (A) de manière unique) est définie par

T̂ (A)× T̂ (A)
(1,θ)−−−→ T̂ (A)× T̂ (A∨) −→ Ẑ(1),

en choisissant une polarisation effective θ : A → A∨ dans la classe θ. Noter que
la forme symplectique sur V̂ (A) induite ne dépend pas du choix de θ.

Remarque 2.1.1. (1) On dit que (A, ι, θ, α) et (A′, ι′, θ′, α′) sont isomorphes si et
seulement s’il existe une isogénie OD-linéaire φ : A → A′ telle que θ = φ∨ ◦ θ′ ◦ φ et
α = φ̂−1 ◦ α′ où φ∨ désigne l’isogénie duale de φ et où φ̂ désigne l’application (induite
par φ): V̂ (A)→ V̂ (A′).

(2) L’action de G(A∞) sur le système des courbes {MK} est donnée par

rg : MK → Mg−1Kg

(A, ι, θ, α) 7→ (A, ι, θ, α ◦ g)

pour g ∈ G(A∞).

2.1.1.2 La deuxième version

Notons V ′Z le réseau dual de VZ par rapport à ψ, i.e.

V ′Z
déf
= {v ∈ V | ψ(v, w) ∈ Z pour tout w ∈ VZ}.

Notons VẐ
déf
= VZ ⊗Z Ẑ, et V ′

Ẑ
déf
= V ′Z ⊗Z Ẑ (où Ẑ déf

=
∏
` Z`).
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Soit K un sous-groupe ouvert compact de G(A∞) assez petit pour laisser invariant
VẐ. D’après [20, §2.6], le foncteur M1

K est isomorphe au foncteur MK défini comme
suit:

Soit S un schéma sur SpecF℘ avec τ : S → SpecF℘ le morphisme structural,MK(S)
est l’ensemble des classes d’isomorphismes d’objets (A, ι, θ, α) où

1. A est un schéma abélien de dimension relative 4dF sur S, muni d’une action de
OD via ι : OD ↪→ EndS(A) (ainsi Lie(A) est un OD ⊗Z Qp-module) vérifiant que:

(a) Lie(A)−,1℘ est un OS-module localement libre de rang 1, et F℘ y opère via le
morphisme structural τ ;

(b) Pour tout ℘i 6= ℘, Lie(A)−℘i est nul;

2. θ : A → A∨ est une polarisation de A telle que l’involution de Rosati associée
envoie ι(γ) sur ι(γ∗);

3. α est une classe modulo K d’isomorphismes symplectiques OD-linéaires locale-
ment pour la topologie étale sur S:

α : VẐ
∼−−→ T̂ (A).

En effet, suivant [20, §2.6.2], étant donné un point (A, ι, θ, α) du problème de module
M1
K , comme K laisse invariant VẐ, on voit que le réseau adélique α(VẐ) ne dépend pas

du choix de α. Il existe un unique schéma abélien A0 dans la classe d’isogénie de A,
tel que T̂ (A0) soit égal à α(VẐ). Comme VẐ est stable sous l’action de OD, ce dernier
anneau opère sur A0. De plus, il est possible, et ce de façon unique, de choisir une
polarisation effective θ ∈ θ de A0, telle que α(V ′

Ẑ
) soit le réseau adélique dual de α(VẐ)

pour la forme symplectique associée à θ. L’isomorphisme de foncteursM1
K
∼−→MK donc

envoie (A, ι, θ, α) sur (A0, ι, θ, α|VẐ). Enfin, noter que deg(θ) = |V ′
Ẑ
/VẐ|.

Remarque 2.1.2. (1) Le sous-groupe ouvert compact K est dit net si MK admet la
description modulaire ci-dessus.

(2) Soit ` ∈ SQ, comme ψ induit une dualité parfaite sur VZ`, la condition 3 implique
que le degré de θ est premier à `.

On spécifie une place finie ` de Q. Soit K = K`K
`, alors la condition 3 peut être

séparée comme suit:

(i) α` : T`[A] ∼= VZ`
( déf

= VZ ⊗Z Z`
)
est une classe modulo K` d’isomorphismes

symplectiques OD-linéaires pour la topologie étale sur S;

(ii) α` : T `[A] ∼= VẐ`
( déf

= VZ ⊗Z Ẑ`
)
est une classe modulo K` d’isomorphismes

symplectiques OD-linéaires pour la topologie étale sur S.

Soit ` ∈ SQ, on fixe jusqu’à la fin de cette section une place finie (λ, l) ∈ SF au-
dessus de `, on en déduit un isomorphisme G(Q`)

∼−−→ Q×` ×
∏

l′|` GL2(Fl′) (cf. (1.7))
pour ce choix de λ.
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Le module de Tate T`(A) (dans le problème de module) admet alors des décompo-
sitions:

T`(A)
∼−−→
⊕
l′|`

Tl′(A)
∼−−→
⊕
l′|`

T+
l′ (A)⊕

⊕
l′|`

T−l′ (A)

où Tl(A)
déf
= lim←−nA[$n

l ] avec A[$n
l ]

déf
= ∩γ∈lnOF Ker(A

γ−→ A). Notons T−,l` (A)
déf
=

⊕ l′|`
l′ 6=l

T−l′ (A), (VZ`)
−,l déf

= ⊕ l′|`
l′ 6=l

(VZ`)
−
l′ (puisque VZ` est un OD ⊗Z Zl-module).

Soit C un sous-groupe fini et plat OD-linéaire de A annulé par une puissance de `
(e.g. C = A[$n

l ]), alors C admet des décompositions en utilisant les idempotents e±,kl′

de OD ⊗Z Z` (voir (1.6)):

C
∼−−→ C+ × C− ∼−−→

∏
l′|`

(
C+
l′ × C

−
l′
) ∼−−→

∏
l′|`

(
C+,1
l′ × C

+,2
l′ × C

−,1
l′ × C

−,2
l′
)
. (2.1)

S’il existe de plus l′|` et n ∈ Z≥1 tels que C soit un sous-groupe de A[$n
l′ ], on voit

facilement que C±,kl′′ = 0 pour tout l′′|`, l′′ 6= l′ et k = 1, 2. Dans ce cas, on note alors

C±,k
déf
= C±,kl′ pour k = 1, 2.

Considérons les exemples suivants:

Exemple 2.1.3. Supposons K`
∼= Z×` ×K

n
l ×K l

` avec K
l
` un sous-groupe ouvert compact

de
∏

l′|`
l′ 6=l

GL2(Fl′) alors la condition (i) est équivalente à

(a) αl : (OFl
/$n

l OFl
)2 ∼−→ A[$n

l ]−,1 est un isomorphisme OFl
-linéaire localement

pour la topologie étale sur S;
(b) αl

` : T−,l` (A)
∼−→ (VZ`)

−,l est une classe modulo K l
` d’isomorphismes OD-linéaires

localement pour la topologie étale sur S.
Lorsque n = 0, on dit que le groupe K est maximal en l. Dans ce cas, un S-point deMK

sera désigné par (A, ι, θ, αl) avec αl déf
= α` × αl

`. De plus, si c’est le cas, pour m ∈ Z≥1,
on note Km,l le sous-groupe de K avec K`

m,l = K` et (Km,l)` ∼= Z×` ×K
m
l ×K l

`, alors
MKm,l est un revêtement galoisien de MK de groupe GL2(OFl

/$m
l ) via la projection

canonique MKm,l →MK (cf. [20, §3.3.2]). Lorsque l = ℘, on notera Km
déf
= Km,℘.

Exemple 2.1.4. Soit n ∈ Z≥1, supposons K`
∼= Z×` × I

n
l ×K l

`, alors la condition (i)
est équivalente à

(a) il existe un sous-groupe OFl
-linéaire fini et plat H de A[$n

l ]−,1 d’ordre `ndl,0 tel
que H ∼= OFl

/$n
l localement pour la topologie étale sur S;

(b) αl
` : T−,l` (A)

∼−→ (VZ`)
−,l est une classe modulo K l

` d’isomorphismes OD-linéaires
localement pour la topologie étale sur S.

Dans ce cas, on dit que K est Iwahorique en l. Un S-point de MK sera désigné par
(A, ι, θ, αl, H) avec αl déf

= α` × αl
`. Pour un sous-groupe net K de G(A∞) maximal

en l, on note MK(ln)
déf
= MK′ où K ′ est un sous-groupe de K tel que (K ′)` = K` et

K ′`
∼= Z×` × I

n
l ×K l

`. On dispose donc d’une projection naturelle

p1 : MK(ln) −→MK , (A, ι, θ, αl, H) 7→ (A, ι, θ, αl).
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Soient ` ∈ SQ, (λ, l) ∈ SF au-dessus de `, posons (cf. [48, §4.4] et [46, p.109-110])

Définition 2.1.5. Soit (A, ι, θ, α) un S-point de MK , un sous-groupe (fermé) fini et
plat OD-linéaire C de A est appelé un sous-(λ, l)-groupe d’échelon n ∈ Z>0 s’il satisfait
les conditions ci-après:

– C est annulé par `dl,0n, et d’ordre (`dl,0)4dFn;
– C−,1l est un sous-groupe de A[$n

l ]−,1 d’ordre `dl,0n tel que C−,1l
∼= OFl

/$n
l locale-

ment pour la topologie étale sur S;
– C−,1l′ = 0, pour toute place l′ 6= l de F au-dessus de `;
– θ : A[`dl0n]

∼−→ A∨[`dl0n] envoie C sur (A[`dl0n]/C)∨.
Remarque 2.1.6. (1) L’accouplement de Weil induit une dualité parfaite entre A[`dl0n]+

et A[`dl0n]−, alors la dernière condition ci-dessus est équivalente à C ∼= C− ⊕ (C−)⊥.

(2) On voit facilement qu’un sous-(λ, l)-groupe C d’échelon n est déterminé unique-
ment par le sous-groupe C−,1l . Un S-point (A, ι, θ, αl, H) de MK comme dans l’exemple
2.1.4 sera désigné parfois par (A, ι, θ, αl, C) où C est le sous-(λ, l)-groupe d’échelon n
de A vérifiant C−,1l

∼= H.

On utilisera cette version du problème de modules dans la suite.

2.1.2 Actions de G(A∞)

Nous décrivons l’action de G(A∞) sur le système des courbes de Shimura {MK} en
terme du problème de modules (voir aussi [20, §3.4] et [65, §5]).

Par (1.2), on dispose d’une application νA∞ : G(A∞) −→ (A∞)×. Notons ν la
composée:

ν : G(A∞)
νA∞−−−→ (A∞)× −→ (A∞)×/Ẑ× ∼= Q×+.

SoientK un sous-groupe ouvert compact net de G(A∞) et g ∈ G(A∞), alors g induit
un morphisme rg : MK → Mg−1Kg. Supposons g−1Kg net, on décrit ce morphisme en
terme du problème de modules. Soient S un schéma sur SpecF℘ et (A, ι, θ, α) un
S-point de MK , on déduit de α : VẐ

∼−−→ T̂ (A) un isomorphisme:

αQ : V ⊗Q A∞ ∼= VẐ ⊗Z Q ∼−−→ V̂ (A).

On obtient donc un isomorphisme OD-linéaire

V ⊗Q A∞ g−−→
∼

V ⊗Q A∞
αQ−−→
∼

V̂ (A).

Supposons de plus VẐ ⊂ g
(
VẐ
)
, alors (αQ ◦ g)(VẐ) est un réseau adélique contenant

T̂ (A) dans V̂ (A). Il existe donc un unique schéma abélien A′ dans la classe d’isogénie
de A tel que T̂ (A′) soit égal à (αQ ◦ g)(VẐ). On obtient une isogénie φ : A → A′, de
façon unique, telle que l’application sur les modules de Tate induite φ̂ : T̂ (A)→ T̂ (A′)
soit égale à l’injection T̂ (A) ↪→ (αQ◦g)(VẐ). Comme le réseau (αQ◦g)(VẐ) est invariant



12 CHAPTER 2. FORMES MODULAIRES CLASSIQUES

sous l’action de OD, le schéma abélien A′ est muni d’une action naturelle de OD, notée
ι′ : OD → EndS(A′). L’isogénie φ est OD-linéaire car αQ ◦ g l’est.

De plus, il est possible, et ce de façon unique, de choisir une polarisation effective
θ′ : A′ → A′∨ telle que (αQ ◦ g)(V ′

Ẑ
) soit le réseau adélique dual de (αQ ◦ g)(VẐ) pour la

forme symplectique associée à θ′. Explicitement, notons φ∨ : A′∨ → A∨ l’isogénie duale
de φ, on choisit θ′, de manière unique, telle que le diagramme suivant soit commutatif
(cf. [65, §5] et [46, p.110]):

A
ν(g)θ−−−−→ A∨

φ

y φ∨
x

A′
θ′−−−−→ A′∨

. (2.2)

Enfin, on obtient une classe modulo g−1Kg d’isomorphismes symplectiquesOD-linéaires:

α′ : VẐ
g−−→
∼

g(VẐ)
αQ−−→
∼

T̂ (A′).

On vérifie que (A, ι, θ, α) est envoyé sur (A′, ι′, θ′, α′) via le morphisme rg.

Exemple 2.1.7. Soient (λ, l)|` ∈ SF et K = K`K
` un sous-groupe net de G(A∞) avec

K`
∼= Z×` × K

n
l × K l

`, alors l’action de g ∈ GL2(OFl
)
(
↪→ G(Q`), via (1.7)

)
sur MK

(noter que Kn
l est un sous-groupe normal de GL2(OFl

)) est donnée par (voir l’exemple
2.1.3)

rg(A, ι, θ, αl, αl) =
(
A, ι, θ, αl, αl ◦ (g−1)t

)
,

où "t" signifie la transposition et où αl ◦ (g−1)t signifie la composée

(OFl
/$n

l OFl
)2 (g−1)t−−−−→

∼
(OFl

/$n
l OFl

)2 αl−−→
∼

A[$n
l ]−,1.

2.1.3 Correspondances de Hecke

Soient K un sous-groupe ouvert compact de G(A∞), g ∈ G(A∞), on dispose donc
d’une correspondance de Hecke associée à la double classe KgK:

MK∩gKg−1 MK∩g−1Kg

MK MK

........................................................................................................................... ............
rg

...................................................................................
.....
.......
.....

...................................................................................
.....
.......
.....

............. ............. ............. ............. ............. ............. ............. ......................... ............

[KgK]
.

Supposons de plus K net, nous pouvons décrire cette correspondance en terme du
problème de modules de la même façon qu’au §2.1.2. Précisons plusieurs exemples que
nous utiliserons.

Commençons par un lemme (voir [48, Lem.4.4]):
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Lemme 2.1.8. Soient S un schéma, A un schéma abélien sur S, θ : A → A∨ une
polarisation et C un sous-groupe fini et plat de A sur S, notons φ : A→ A/C l’isogénie
naturelle. Supposons C annulé par n ∈ Z>0 avec (n, deg θ) = 1, soit ψ : A/C → A
l’isogénie telle que ψ ◦φ = [n] (le noyau de ψ est donc A[n]/C). Supposons de plus que
l’isomorphisme θ : A[n]

∼−→ A∨[n] envoie C sur (A[n]/C)∨, alors il existe une unique
polarisation θ′ de A/C telle que le diagramme suivant soit commutatif:

A/C
ψ−−−−→ A

θ′
y θ

y
(A/C)∨

φ∨−−−−→ A∨

. (2.3)

Proof. La preuve est la même que celle de [48, Lem.4.4].

On fixe jusqu’à la fin de cette section une place finie ` ∈ SQ et une place finie
(λ, l) ∈ SF au-dessus de `

(
donc on fixe un isomorphisme G(Q`)

∼−−→ Q×` ×
∏

l′|` GL2(Fl′)

cf. (1.7)
)
.

Exemple 2.1.9. Soit g = `n ×
∏

l′|`

(
1 0
0 1

)
∈ G(Q`), considérons la correspondance

de Hecke χλ,`n associée à la double classe [KgK] (comme gK = Kg, χλ,`n n’est autre
que le morphisme rg). Soient S un schéma sur SpecF℘, (A, ι, θ, α) un S-point de
MK , notons A′

déf
= A/A[`n]+ et φ : A → A′ l’isogénie canonique. Comme A[`n]+ est

invariant sous l’action de OD, il existe donc une action naturelle de OD sur A′ (notée
ι′ : OD → End(A′)). De plus, il est clair (par la condition 3 dans le problème de
modules, voir aussi la remarque 2.1.6) que l’isomorphisme θ : A[`n]

∼−→ A∨[`n] envoie
A[`n]+ sur (A[`n]/A[`n]+)∨, par le lemme 2.1.8, on dispose d’une isogénie θ′ : A′ →
(A′)∨. Enfin notons α′ = α ◦ g : VẐ

g−→ g(VẐ)
α−→ T̂ (A/A[`n]+)

(
on a bien g(VZ`) =

( 1
`nV

+
Z`)⊕ V

−
Z` ⊃ VZ`

)
. Selon la discussion au §2.1.2, on vérifie que le morphisme χλ,`n

envoie (A, ι, θ, α) sur (A′, ι′, θ′, α′). On voit facilement que χλ,`n est un isomorphisme,
et on a χλ,`n = χnλ,`.

Exemple 2.1.10. Soit

g = `dl,0 ×
(
$l 0
0 $l

)
×
∏
l′|`
l′ 6=l

(
1 0
0 1

)
∈ Q×` ×GL2(Fl)×

∏
l′|`
l′ 6=l

GL2(Fl′),

considérons la correspondance de Hecke Yλ,l de la double classe KgK
(
qui n’est autre

encore que le morphisme rg
)
. Soient S un schéma sur SpecF℘, (A, ι, θ, α) un S-point

de MK . Notons C
déf
= A[ `

dl,0

$l
]+⊕A[$l]

−, A′ déf
= A/C et φ : A→ A′ l’isogénie canonique.

Comme C est invariant sous l’action de OD, il existe une action naturelle de OD sur A′

(notée ι : OD → End(A′)). Il est clair que l’isomorphisme θ : A[`dl,0 ]
∼−→ A∨[`dl,0 ] envoie

C sur
(
A[`dl,0 ]/C

)∨. Par le lemme 2.1.8, on obtient une polarisation θ′ : A′ → (A′)∨.
On vérifie que le morphisme Yλ,l est donné par:

Yλ,l : MK −→MK , (A, ι, θ, α) 7→ (A/C, ι′, θ′, α′),
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où α′ est défini comme dans l’exemple 2.1.9. Notons Sλ,l
déf
= χ−1

λ,`
dl,0
Yλ,l qui est donc

égal au morphisme rg′ : MK →MK avec

g′ = 1×
(
$l 0
0 $l

)
×
∏
l′|`
l′ 6=l

(
1 0
0 1

)
∈ Q×` ×GL2(Fl)×

∏
l′|`
l′ 6=l

GL2(Fl′),

et S℘
déf
= Su,℘ pour simplifier.

Exemple 2.1.11. Soit

g = `dl,0 ×
(
$l 0
0 1

)
×
∏
l′|`
l′ 6=l

(
1 0
0 1

)
∈ Q×` ×GL2(Fl)×

∏
l′|l
l′ 6=l

GL2(Fl′),

considérons la correspondance [KgK] : MK 99K MK . On se penche sur les deux cas
suivants:

(1) Supposons le groupe K maximal en l, et soient S un schéma sur SpecF℘,
(A, ι, θ, αl) un S-point de MK , C un sous-(λ, l)-groupe de A d’échelon 1. Comme le
groupe C est OD-linéaire, il existe une action naturelle de OD sur A/C, que nous no-
tons ι′ : OD → End(A/C). Par le lemme 2.1.8 (et la définition 2.1.5), nous disposons
d’une polarisation θ′ : A/C → (A/C)∨. Nous avons deux morphismes:

p1 : MK(l) −→MK , (A, ι, θ, αl, C) 7→ (A, ι, θ, αl),

p2 : MK(l) −→MK , (A, ι, θ, αl, C) 7→ (A/C, ι′, θ′, αl).

La correspondance de Hecke Xλ,l
déf
= [KgK] sur MK est alors donnée par:

Xλ,l : MK 99KMK , (A, ι, θ, αl) 7→
∑
C

(A/C, ι′, θ′, αl),

où C parcourt tous les sous-(λ, l)-groupes d’échelon 1 de A.

(2) Soit K ′ le sous-groupe de K avec (K ′)` = K` et K ′` ∼= Z×` × I
n
l ×K l pour un

n ∈ Z≥1. De façon analogue, on vérifie que la correspondance X ′λ,l
déf
= [K ′gK ′] sur

MK(ln)(= MK′) est donnée par (cf. la remarque 2.1.6 (2)):

X ′λ,l : MK(ln) 99KMK(ln),
(
A, ι, θ, αl, C

)
7→
∑
C′

(
A/C ′, ι′, θ′, αl, C−,1l

)
où C ′ parcourt tous les sous-(λ, l)-groupes d’échelon 1 de A différents de C1 qui est
l’unique sous-(λ, l)-groupe d’échelon 1 de A contenu dans C (autrement dit, (C ′)−,1l ∩
C−,1l = 0), où C−,1l désigne l’image de C−,1l via l’isogénie A→ A/C ′ et où les ι′, θ′ sont
définis comme précédemment. Noter que l’on a utilisé deux notations pour désigner
un point de MK(ln) (cf. l’exemple 2.1.4 et la remarque 2.1.6 (2)). Enfin, dans ce
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cas, lorsque n = 1, on a aussi une correspondance (un morphisme) [K ′g′K ′] = rg′ où

g′
déf
= `dl,0 ×

(
1 0
0 $l

)
×
∏

l′|`
l′ 6=l

(
1 0
0 1

)
:

Φλ,l : MK(l) −→MK(l),
(
A, ι, θ, αl, C

)
7→
(
A/C, ι′, θ′, αl, A[$l]

−,1/C−,1l

)
.

Notons Tλ,l
déf
= χ−1

λ,l
dl,0
Xλ,l

(
resp. Uλ,l

déf
= χ−1

λ,l
dl,0
X ′λ,l

)
, qui est donc égal à la correspon-

dance [Kg′′K] lorsque K est maximal en l (resp. lorsque K est Iwahorique en l) sur

MK où g′′ = 1×
(
$l 0
0 1

)
×
∏

l′|`
l′ 6=l

(
1 0
0 1

)
∈ Q×` ×GL2(Fl)×

∏
l′|l
l′ 6=l

GL2(Fl′), T℘
déf
= Tu,℘

et U℘
déf
= Uu,℘.

2.2 Systèmes locaux sur les courbes de Shimura unitaires

2.2.1 Systèmes locaux

Soient K un sous-groupe ouvert compact de G(A∞) et W un C-espace vectoriel
de dimension finie muni d’une représentation de G(C). On définit un système local
V ′W,K(C) de C-espaces vectoriels sur MK(C) en posant

V ′W,K(C)
déf
= G(Q) \

(
W × (X ×G(A∞)/K)

)
.

où G(Q) agit sur W via le plongement G(Q) ↪→ G(C).

On voit W comme représentation de G sur Qp via ς−1 : C ∼= Qp, qui est donc munie
d’une action de G(Qp) via le plongement G(Qp) ↪→ G(Qp). On obtient alors un système
local de Qp-espaces vectoriels sur MK(C):

VW,K(C)
déf
=
((
G(Q) \X ×G(A∞)

)
×W

)
/K, (2.4)

où K agit sur W par x · k = k−1
p x pour tout x ∈ W et tout k = kpk

p ∈ K avec
kp ∈ G(Qp) et kp ∈ G(A∞,p).

On vérifie que le morphisme de systèmes locaux de Qp-espaces vectoriels surMK(C):

ς−1
(
V ′W,K(C)

)
−→ VW,K(C), (w, g) 7→ (g−1

p w, g)

où w ∈W , g ∈ X×G(A∞), gp ∈ G(Qp), est un isomorphisme (e.g. voir [34, Lem.2.2.4]).
On utilisera la deuxième définition (2.4) dans la suite.

Soit W une représentation algébrique de dimension finie de G sur Qp, alors W se
trouve être une représentation de G sur une extension finie E de Qp. Soit W0 un
OE-réseau de W invariant sous l’action de Kp, on associe à W0 un système local de
OE-réseaux sur MK(C):

VW0,K(C)
déf
=
((
G(Q) \X ×G(A∞)

)
×W0

)
/K, (2.5)
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où Kn agit sur W0 par x · k = k−1
p x pour tout x ∈ W0 et tout k = kpk

p ∈ K avec
kp ∈ G(Qp) et kp ∈ G(A∞,p). De même, pour tout s ∈ Z≥0, on dispose d’un système
local de OE/$s

EOE-réseaux sur MK(C):

VW0/$sE ,K
(C)

déf
=
((
G(Q) \X ×G(A∞)

)
×W0/$

s
E

)
/K. (2.6)

Les systèmes locaux VW,K(C), VW0,K(C) et VW0/$sEW0,K(C) sur MK(C) proviennent de
systèmes locaux sur MK (sur F) lorsque K est net. En effet, pour s ∈ Z>0, soit K ′

un sous-groupe normal ouvert compact de K assez petit pour que l’action de (K ′)p sur
W0/$

s
EW0 soit triviale, i.e.

VW0/$sEW0,K′(C) ∼= MK′(C)×W0/$
s
EW0.

Comme MK′ constitue un revêtement galoisien de MK de groupe K/K ′, on obtient un
système local de OE/$s

EOE-réseaux sur MK :

VW0/$sE ,K
déf
=
(
MK′ ×W0/$

s
EW0

)
/(K/K ′) (2.7)

(où K agit sur W0/$
s
EW0 par x · k = k−1

p x pour tout x ∈ W0/$
s
E et pour tout

k = kpk
p ∈ K) dont les C-points coïncident avec VW0/$sE ,K

(C) (2.6). On pose VW0,K
déf
=

lim←−s VW0/$sEW0,K et VW,K
déf
= VW0,K ⊗OE E.

Remarque 2.2.1. Considérons le système projectif des courbes de Shimura unitaires
{MK}K , on voit que les systèmes locaux {VW,K} sont compatibles avec les morphismes
de transition (dans ce système projectif), i.e. pour K ′ ⊂ K, le pull-back du système
local VW,K sur MK′ est isomorphe naturellement au système local VW,K′ . On omet alors
parfois le niveau "K" dans la notation d’un système local sur MK .

Soient k1,σ ∈ Z≥2, k2,σ ∈ Z pour tout σ ∈ Σp, posons

W
(k1Σp

,k2Σp
) déf

=
⊗
σ∈Σp

(
Symk1,σ−2E2 ⊗ (

2∧
E2)k2,σ

)σ
, (2.8)

où tous les produits tensoriels sont sur E. C’est une représentation de GL2(F ⊗Q E)

(donc une représentation deG(Qp) via (1.8)) où l’action de GL2(F ) sur
(

Symk1,σ−2E2⊗

(
∧2E2)k2,σ

)σ
est induite par l’action standard de GL2(E) via le plongement σ : F ↪→ E.

On note V(k1Σp
,k2Σp

) le système local associé sur MK (sur F).

2.2.2 Description modulaire de systèmes locaux

Soit K un sous-groupe ouvert compact net de G(A∞), et notons ε : A → MK

le schéma abélien universel sur MK (sur F℘) . Considérons le système local R1ε∗E ∼=
(R1ε∗Qp)⊗QpE de E-espaces vectoriels (de dimension 8dF ) surMK . CommeA est muni
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d’une action de OD, R1ε∗E est muni d’une action de OD⊗ZE. Notons (R1ε∗E)±,k℘i,σ
déf
=

e±,k℘i,σ

(
R1ε∗E

)
pour tout ℘i|p, σ ∈ Σ℘i et k = 1, 2. Posons

η
(k1Σp

,k2Σp
)
(R1ε∗E)

déf
=

⊗
℘i|p
σ∈Σ℘i

(
Symk1,σ−2(R1ε∗E)−,1℘i,σ ⊗E

( 2∧
E

(R1ε∗E)−,1℘i,σ

)k2,σ
)
. (2.9)

Le but de cette sous-section est de montrer

Proposition 2.2.2. On a un isomorphisme naturel de systèmes locaux sur MK (sur
F℘):

V(k1Σp
,k2Σp

) ∼−−→ η
(k1Σp

,k2Σp
)
(R1ε∗E). (2.10)

Pour toute place ℘i|p de F , notons Vi
déf
= F 2

℘i la représentation standard de GL2(F℘i)
de dimension 2 sur F℘i , on peut voir Vi comme représentation de G(Qp) via la projection
G(Qp) � GL2(F℘i) (cf. (1.8)). Notons Vi le système local associé sur MK , on a alors
(cf. (2.4))

Vi(C)
∼−−→
((
G(Q) \X ×G(A∞)

)
× Vi

)
/K.

Supposons K℘i ⊂ GL2(O℘i), et notons V 0
i

déf
= O2

℘i

(
qui est un O℘i-réseau GL2(O℘i)-

stable de F 2
℘i

)
. On peut associer à V 0

i un système local de O℘i-réseaux V0
i sur MK tel

que (cf. (2.5))
V0
i (C)

∼−−→
((
G(Q) \X ×G(A∞)

)
× V 0

i

)
/K.

Pour n ∈ Z≥1, on a de plus un système local de O℘i/$n
i -réseaux V0

i,n
déf
= V0

i /$
n
i (où

$i
déf
= $℘i) vérifiant

V0
i,n(C)

∼−−→
((
G(Q) \X ×G(A∞)

)
× V 0

i /$
n
i

)
/K.

Pour tout plongement σ : F℘i ↪→ E, notons Vi,σ
déf
= Vi ⊗F℘i ,σ E la représentation de

GL2(F℘i) de dimension 2 sur E. À Vi,σ, vu comme représentation de G(Qp) sur E via
(1.8), on associe un système local Vi,σ de E-espaces vectoriels sur MK . Par définition,
on a

V(k1Σp
,k2Σp

) ∼−−→
⊗
℘i|p
σ∈Σ℘i

Sym
k1,σ−2
E Vi,σ ⊗E (

2∧
Vi,σ)k2,σ .

On donne des comparaisons entre les systèmes locaux V0
i,n et A[$n

i ]−,1 (d’où on
peut déduire la proposition).

Supposons K maximal en ℘i, on a un isomorphisme de faisceaux sur MKn,℘i
(cf.

l’exemple 2.1.3)

αi
déf
= α℘i : MKn,℘i

× (O℘i/$n
i )2 ∼−−→ A[$n

i ]−,1.
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Soit g ∈ GL2(O℘i) ↪→ G(Qp), selon la description modulaire du morphisme rg :
MKn,℘i

→MKn,℘i
(voir l’exemple 2.1.7), on dispose d’un diagramme commutatif:

MKn,℘i
× (O℘i/$n

i )2 MKn,℘i
× (O℘i/$n

i )2 MKn,℘i
× (O℘i/$n

i )2

A[$n
i ]−,1 A[$n

i ]−,1 A[$n
i ]−,1

MKn,℘i
MKn,℘i

....................................................................................................... ............
(id, gt)

....................................................................................................... ............
(rg, id)

.....................................................................................................................................
.....
.......
.....

αi

.....................................................................................................................................
.....
.......
.....

αi ◦
(

id, (g−1)t
) .....................................................................................................................................

.....
.......
.....

αi

................................................................................................................................................................................................................................................... ............
id

................................................................................................................................................................................................................................................... ............

.......................................................................................................................................................................................... ........
....

ε

......................................................................................................................................................................................
....
............

......................................................................................................................................................................................
....
............

ε

............................................................................................................................................................................................................................................................................ ............
rg

où les carrés à droite sont cartésiens. On en déduit qu’il existe un isomorphisme canon-
ique de systèmes locaux sur MK :

αi :
(
MKn,℘i

× (O℘i/$n
i )2
)
/(K/Kn,℘i)

∼−−→ A[$n
i ]−,1, (2.11)

où l’action de K sur MKn,℘i
× (O℘i/$n

i )2 est donnée par

MKn,℘i
× (O℘i/$n

i )2 (rg ,(g
−1
℘i

)t)
−−−−−−−→MKn,℘i

× (O℘i/$n
i )2, (2.12)

pour tout g = g℘ig
℘i ∈ K avec g℘i ∈ GL2(O℘i). On voit alors que le terme à gauche en

(2.11) est isomorphe au système local (V0
i,n)∨ (cf. (2.7)). On obtient donc un isomor-

phisme de systèmes locaux sur MK

α∨i : V0
i,n

∼−−→
(
A[$n

i ]−,1
)∨
.

Rappelons que l’on a une dualité canonique entre A[pn] et R1ε∗(Zp/pnZp) qui induit une
dualité entre A[$ein

i ]−,1 et
(
R1ε∗(Zp/pnZp)

)−,1
℘i

(
où ei désigne le degré de ramification

de F℘i sur Qp

)
. On dispose donc d’un isomorphisme naturel de systèmes locaux sur

MK :

α∨i : V0
i,ein

∼−−→
(
R1ε∗(Zp/pnZp)

)−,1
℘i
. (2.13)

En prenant la limite projective puis le produit tensoriel avec Qp, on obtient un iso-
morphisme naturel de systèmes locaux de F℘i-espaces vectoriels (de dimension 2) sur
MK :

α∨i : Vi
∼−−→ (R1ε∗Qp)

−,1
℘i , (2.14)

d’où on déduit l’isomorphisme (2.10).
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2.2.3 Cohomologie étale

Soit K un sous-groupe ouvert compact net de G(A∞); Soient k1,σ ∈ Z≥2, k2,σ ∈ Z
pour tout σ ∈ Σp, on a des isomorphismes de E-espaces vectoriels de dimension finie

H1
ét

(
MK,Q,V

(k1Σp
,k2Σp

)
)
∼−−→ H1

ét

(
MK,Qp ,V

(k1Σp
,k2Σp

)
)

∼−−→ H1
ét

(
MK,Qp , η

(k1Σp
,k2Σp

)
(R1ε∗E)

)
où MK,Q

déf
= MK ×SpecF SpecQ, et MK,Qp

déf
= MK ×SpecF SpecQp

∼= (MK ×SpecF ,u

SpecF℘) ×SpecF℘ SpecQp. Le premier est muni d’une action de Gal(Q/F) et les
autres sont munis d’une action de Gal(Qp/F℘), et les isomorphismes sont de plus
Gal(Qp/F℘)-équivariants. Les cohomologies sont munies d’une action de Hecke de
[KgK] (l’opérateur de double classe) pour tout g ∈ G(A∞). On explique cette ac-
tion sur

H1
ét

(
MK,Qp , η

(k1Σp
,k2Σp

)
(R1ε∗E)

)
en terme du problème de modules du §2.1.1.2:

Notons K ′ déf
= gKg−1 ∩K et supposons K ′ net. Considérons la correspondance de

Hecke:
MK

pr←−−MK′
rg−−→MK .

Supposons de plus VẐ ⊆ g(VẐ), d’après le §2.1.2, on dispose d’un diagramme commutatif
(avec les notations du §2.1.2):

A A′

A MK′ A

MK MK

..................................................................................................................................................................................................................... ............
φ

....................................................................................................................................
....
............

..................................................................................................................................... ........
....

ε

.................................................................................................................................
....
............

ε′

........................................................................................................................................ ........
....

..................................................................................................................................... ........
....

ε

.............................................................................................................................
....
............

pr

................................................................................................................................. ........
....

rg

.................................................................................................................................
....
............

ε

(2.15)

où les deux carrés sont cartésiens. On vérifie que l’opérateur [KgK] est donné par la
composée

[KgK] : H1
ét

(
MK,Qp , η

(k1Σp
,k2Σp

)
(R1ε∗E)

) r∗g−−→ H1
ét

(
MK′,Qp , η

(k1Σp
,k2Σp

)
(R1ε′∗E)

)
φ∗−−→ H1

ét

(
MK′,Qp , η

(k1Σp
,k2Σp

)
(R1ε∗E)

)
trpr−−→ H1

ét

(
MK,Qp , η

(k1Σp
,k2Σp

)
(R1ε∗E)

)
,

où l’application trace trpr est bien définie car le morphisme pr est fini étale. En parti-
culier, par les exemples 2.1.9, 2.1.10, et 2.1.11, on dispose des opérateurs χλ,`n , Yλ,l et
Xλ,l (resp. X ′λ,l et Φλ,l) sur H1

ét

(
MK,Qp , η

(k1Σp
,k2Σp

)
(R1ε∗E)

)
lorsque K est maximal

en l
(
resp. K est de niveau Iwahorique en l

)
.
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Fixons une place ` ∈ SQ différente de p, et (λ, l) ∈ SF au-dessus de `. Supposons le
groupe K maximal en l, la courbeMK×SpecF ,λFl admet alors un OFl

-modèle MK,l lisse
et propre (cf. [20, §5]). De plus, on peut voir

(
en utilisant la description modulaire de

MK,l de loc. cit. et la description modulaire de V(k1Σp
,k2Σp

) au §2.2.2
)
que le système

local V(k1Σp
,k2Σp

) provient d’un système local de E-espaces vectoriels de dimension finie
sur MK,l. En particulier, on en déduit (cf. [28, Thm.v.3.1]) que la représentation de
Gal(Q`/F(λ,l))

H1
ét

(
MK,Q,V

(k1Σp
,k2Σp

)
)∣∣∣

Gal(Q`/F(λ,l))

∼−−→ H1
ét

(
MK ×SpecF ,(λ,l) Fl ×Fl

Q`,V
(k1Σp

,k2Σp
)
)

est non ramifiée. De plus, d’après [20, §4 et §10.3] (voir aussi [21, §5]), on a la relation
d’Eichler-Shimura sur cette dernière:

Frob−2
(λ,l)−Xλ,l Frob−1

(λ,l) +χ
λ,`

dl,0Yλ,l`
dl,0 = 0, (2.16)

où Frob(λ,l) ∈ Gal(Q`/F(λ,l)) désigne le Frobenius arithmétique.

Notation 2.2.3. Soit K = K℘K
℘ un sous-groupe ouvert compact de G(A∞), notons

H+(G(A∞)//K) la OE-algèbre engendrée par les opérateurs de doubles classes [KgK]
avec g ∈ G(A∞) et g(VẐ) ⊆ V

Ẑ
. Notons

S(K℘)
déf
= {(λ, l) ∈ SF | (λ, l) - p et K est maximal en l},

H(S(K℘)) la sous-OE-algèbre de H+(G(A∞)//K)) engendrée par Xλ,l, Yλ,lχλ,`dl,0 pour
tout (λ, l) ∈ S(K℘) avec ` la place de Q en dessous de (λ, l) ∈ S(K℘), et H∗(S(K℘))
la sous-OE-algèbre de H+(G(A∞)//K) engendrée par H(S(K℘)) et l’opérateur χu,p.

2.3 Formes modulaires classiques sur les courbes de Shimura
unitaires

2.3.1 Généralités

2.3.1.1 Schémas abéliens munis d’une action de OD

SoitK un sous-groupe ouvert compact net de G(A∞). Soit S un schéma sur SpecF℘
avec τ : F℘ → OS le morphisme structural, supposons de plus que l’on peut identifier
les ensembles HomQ(F,OS) et Σp, alors F ⊗Q OS se décompose comme

F ⊗Q OS ∼= F ⊗Q Qp ⊗Qp OS
∼−−→

∏
σ:F→OS

OS .
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Soit (A, ι, θ, α) un S-point de MK (avec a : A→ S le morphisme structural), le OD ⊗Z
OS-module Lie(A) admet alors des décompositions de OS-modules (voir (1.9)

Lie(A)
∼−−→

⊕
℘i|p

(
Lie(A)+,1

℘i ⊕ Lie(A)+,2
℘i

)
⊕
⊕
℘i|p

(
Lie(A)−,1℘i ⊕ Lie(A)−,2℘i

)
∼−−→

⊕
℘i|p
σ∈Σ℘i

(
Lie(A)+,1

℘i,σ ⊕ Lie(A)+,2
℘i,σ

)
⊕
⊕
℘i|p
σ∈Σ℘i

(
Lie(A)−,1℘i,σ ⊕ Lie(A)−,2℘iσ

)
.

Par la condition 1 (a) (dans le problème de modules du §2.1.1.2), Lie(A)−,1℘,τ est un
OS-module localement libre de rang 1 et Lie(A)−,1℘i,σ est nul pour tout σ 6= τ . En outre,
il résulte de la condition 3 que Lie(A) est localement libre (de rang 4) sur F ⊗Q OS
(cf. [46, Lem.III.1.1]), d’où on déduit que Lie(A)℘i,σ est un OS-module localement libre
de rang 4 pour tout ℘i|p et σ ∈ Σ℘i . Comme il y a un isomorphisme de OS-modules
entre Lie(A)±,1℘i,σ et Lie(A)±,2℘i,σ (cf. §1.3), il en résulte que Lie(A)+,1

℘,τ est un OS-module
localement libre de rang 1 et Lie(A)+,1

℘i,σ est un OS-module localement libre de rang 2.

Soit λ ∈ OD, par la condition 2 (dans le problème de modules du §2.1.1.2), on a un
diagramme commutatif:

A
θ−−−−→ A∨

λ∗
y λ

y
A

θ−−−−→ A∨

d’où on déduit un diagramme commutatif:

Lie(A)
θ−−−−→ Lie(A∨)

λ∗
y λ

y
Lie(A)

θ−−−−→ Lie(A∨)

.

Noter que θ : Lie(A) → Lie(A∨) est un isomorphisme de OS-modules, car deg(θ) est
inversible dans S. En outre, on a un diagramme commutatif:

R1a∗OA
λ−−−−→ R1a∗OA

∼=
y ∼=

y
Lie(A∨)

λ−−−−→ Lie(A∨)

d’où on déduit des isomorphismes naturels de OS-modules

(R1a∗OA)−,1℘i,σ
∼−−→ Lie(A∨)−,1℘i,σ

∼−−→
(

(a∨∗Ω1
A∨/S)−,1℘i,σ

)∨
(2.17)

pour tout ℘i|p et σ ∈ Σ℘i , où a∨ désigne le morphisme structural de A∨ sur S.

Remarque 2.3.1. On déduit des applications θ : Lie(A) → Lie(A∨) et R1a∗OA
∼−→

Lie(A∨) et de a∗Ω
1
A/S

∼= Lie(A)∨ un accouplement OD-∗-linéaire entre a∗Ω
1
A/S et

R1a∗OA, i.e. une application OS-bilinéaire:

〈·, ·〉 : a∗Ω
1
A/S ×R

1a∗OA −→ OS
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vérifiant 〈λx, y〉 = 〈x, λ∗y〉 pour tout λ ∈ OD. On obtient donc un isomorphisme de
OS-modules (qui dépend de θ):

(R1a∗OA)−,1℘i,σ
∼−−→ Lie(A)+,1

℘i,σ

pour tout ℘i|p, σ ∈ Σ℘i. En particulier, (R1a∗OA)−,1℘,τ est un OS-module localement libre
de rang 1 et (R1a∗OA)−,1℘i,σ est un OS-module localement libre de rang 2.

Considérons le faisceau cohérent R1a∗Ω
•
A/S , qui est situé dans une suite exacte de

OD ⊗Z OS-modules:

0→ a∗Ω
1
A/S → R

1a∗Ω
•
A/S → R1a∗OA → 0. (2.18)

De ce qui précède, on a

Proposition 2.3.2. (1) Le OS-module (R1a∗Ω
•
A/S)−,1℘i,σ est localement libre de rang 2

et isomorphe naturellement au OS-module (R1a∗OA)−,1℘i,σ pour tout ℘i|p et σ 6= τ ,.

(2) Le OS-module (R1a∗Ω
•
A/S)−,1℘,τ est localement libre de rang 2 et est situé dans la

suite exacte (de OS-modules) suivante:

0→ (a∗Ω
1
A/S)−,1℘,τ → (R1a∗Ω

•
A/S)−,1℘,τ → (R1a∗OA)−,1℘,τ → 0.

Soient k1,σ ∈ Z≥2, k2,σ ∈ Z pour tout σ ∈ Σp, notons

η
(k1Σp

,k2Σp
)(R1a∗Ω

•
A/S

)
déf
=

⊗
℘i|p
σ∈Σ℘i

(
Symk1,σ−2(R1a∗Ω

•
A/S)−,1℘i,σ ⊗

( 2∧
(R1a∗Ω

•
A/S)−,1℘i,σ

)k2,σ
)

∼−−→
⊗
℘i|p

σ∈Σ℘i , σ 6=τ

(
Symk1,σ−2(R1a∗OA)−,1℘i,σ ⊗

( 2∧
(R1a∗OA)−,1℘i,σ

)k2,σ
)

⊗ Symk1,τ−2(R1a∗Ω
•
A/S)−,1℘,τ ⊗

( 2∧
(R1a∗Ω

•
A/S)−,1℘,τ

)k2,τ

où tous les produits tensoriels, symétriques et extérieurs sont sur OS . Notons pour
simplifier

η
(k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)(R1a∗Ω

•
A/S

)
déf
=

⊗
℘i|p

σ∈Σ℘i , σ 6=τ

(
Symk1,σ−2(R1a∗OA)−,1℘i,σ ⊗

( 2∧
(R1a∗OA)−,1℘i,σ

)k2,σ
)
. (2.19)



2.3. FORMES MODULAIRES CLASSIQUES SUR LES COURBES DE SHIMURA UNITAIRES 23

Notons ωA/S,−
déf
= (a∗Ω

1
A/S)−,1℘,τ et ωA/S,+

déf
=
(
(R1a∗OA)−,1℘,τ

)∨ ∼= (a′∗Ω
1
A∨/S)−,1℘,τ . On a

alors
∧2(R1a∗Ω

•
A/S)−,1℘,τ

∼= ω−1
A/S,+ ⊗OS ωA/S,−. Le OS-module η(k1Σp

,k2Σp
)(R1a∗Ω

•
A/S

)
est muni naturellement d’une filtration de Hodge telle que (par la proposition 2.3.2)

Filj η
(k1Σp

,k2Σp
)(R1a∗Ω

•
A/S

)
= η

(k1Σp
,k2Σp

)(R1a∗Ω
•
A/S

)
j ≤ k2,τ ;

grj η
(k1Σp

,k2Σp
)(R1a∗Ω

•
A/S

) ∼= ω
j−(2k2,τ+k1,τ−2)

A/S,+ ⊗

ωjA/S,− ⊗ η
(k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)(R1a∗Ω

•
A/S

)
k2,τ ≤ j ≤ k2,τ + k1,τ − 2;

Filj η
(k1Σp

,k2Σp
)(R1a∗Ω

•
A/S

)
= 0 j ≥ k2,τ + k1,τ − 1.

où grj(·) déf
= Filj /Filj+1. En particulier, grj η

(k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)(R1a∗Ω
•
A/S

)
est un OS-

module localement libre de rang
∑

σ∈Σp\{τ}(k1,σ − 1) lorsque k2,τ ≤ j ≤ k2,τ + k1,τ − 2.

Étant donnée une isogénie OD-linéaire φ : A → A′ sur S, on en déduit canonique-
ment un morphisme de OS-modules

φ∗ : η
(k1Σp

,k2Σp
)(R1a′∗Ω

•
A′/S

)
−→ η

(k1Σp
,k2Σp

)(R1a∗Ω
•
A/S

)
qui respecte la filtration de Hodge

(
où a′ désigne le morphisme structural a′ : A′ → S

)
.

2.3.1.2 Formes modulaires sur les courbes de Shimura unitaires

Soit K un sous-groupe ouvert compact net de G(A∞), on fixe dans cette sous-
section un plongement τ : F℘ ↪→ E. Notons (MK)τ,E

déf
= MK ×τ,SpecF℘ SpecE, et

ε : A → (MK)τ,E le schéma abélien universel. On voit (MK)τ,E comme schéma sur
SpecF℘ via la composée (MK)τ,E → SpecE

τ−→ SpecF℘. Soit a : A → (MK)τ,E un
schéma abélien comme au §2.3.1.1, notons pour simplifier ωA,+

déf
= ωA/(MK)τ,E ,+

et

ωA,−
déf
= ωA/(MK)τ,E ,−. On notera ω+

déf
= ωA,+ et ω−

déf
= ωA,−.

Définition 2.3.3. Soient k1,σ ∈ Z≥2, k2,σ ∈ Z pour tout σ ∈ Σp \ {τ}, k+, k− ∈ Z, et
E une extension finie de Qp assez grande pour contenir tous les plongements de F dans
Qp, une forme modulaire classique de niveau K de poids (k+, k−; k1Σp\{τ}, k2Σp\{τ})

sur (τ, E) est une section sur (MK)τ,E du faisceau cohérent localement libre de rang∑
σ∈Σp\{τ}(k1,σ − 1):

S
(k+,k−;k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ,E
déf
=
(
ω
k+
+ ⊗ ω

k−
−
)
⊗ η(k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)(R1ε∗Ω

•
A/(MK)τ,E

)
(2.20)

où tous les produits tensoriels sont sur O(MK)τ,E . Soient k1,τ ∈ Z≥2, k2,τ ∈ Z, notons
(voir (2.25) ci-dessous)

S
(k1Σp

,k2Σp
)

τ,E
déf
= S

(−k2,τ+1,k2,τ+k1,τ−1;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ,E ,

une section de ce dernier sue (MK)τ,E est appelée une forme modulaire classique de
niveau K de poids (k1Σp

, k2Σp
) sur (τ, E).
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2.3.1.3 Isomorphisme de Kodaira-Spencer

Reprenons les notations du §2.3.1.2, on a une suite exacte de OA-modules:

0→ a∗Ω1
(MK)τ,E/E

→ Ω1
A/E → Ω1

A/(MK)τ,E
→ 0.

En appliquant R•a∗, on obtient un morphisme naturel de O(MK)τ,E -modules:

a∗Ω
1
A/(MK)τ,E

−→ R1a∗a
∗Ω1

(MK)τ,E/E
∼= R1a∗(OA ⊗ Ω1

(MK)τ,E/E
)

∼= R1a∗OA ⊗ Ω1
(MK)τ,E/E

,

(où le dernier isomorphisme provient de la formule de projection) qui est fonctoriel en A,
doncOD⊗ZO(MK)τ,E -linéaire. On en déduit une application ωA,− → ω−1

A,+⊗Ω1
(MK)τ,E/E

,

et donc une application de O(MK)τ,E -modules

KSa : ωA,+ ⊗ ωA,− −→ Ω1
(MK)τ,E/E

. (2.21)

On a comme dans [30, Lem.7]:

Lemme 2.3.4 (Kodaira-Spencer). Le morphisme de O(MK)τ,E -modules

KS
déf
= KSε : ω+ ⊗ ω− −→ Ω1

(MK)τ,E/E

est un isomorphisme. De plus, si l’on a une isogénie OD-linéaire φ : A′ → A sur
(MK)τ,E

(
avec ε′ le morphisme structural de A′ sur (MK)τ,E

)
, alors KSε′ est aussi un

isomorphisme et le diagramme suivant est commutatif:

ω+ ⊗ ω−
KS−−−−→ Ω1

(MK)τ,E/E

φ∗
y id

y
ωA′,+ ⊗ ωA′,−

KSε′−−−−→ Ω1
(MK)τ,E/E

,

où φ∗ est induit canoniquement de l’isogénie φ (voir la Rem. 2.3.5 ci-dessous).

Remarque 2.3.5. Précisons l’application φ∗. L’isogénie φ : A′ → A induit des mor-
phismes (isomorphismes) de O(MK)τ,E -modules:

φ∗ : ε∗Ω
1
A/(MK)τ,E

∼−−→ ε′∗Ω
1
A′/(MK)τ,E

,

φ∗ : R1ε∗OA
∼−−→ R1ε′∗OA′ .

Comme φ est OD-linéaire, on en déduit des isomorphismes de O(MK)τ,E -modules

φ∗−
déf
= (φ∗)−,1℘,τ : ωA,−

∼−−→ ωA′,−,

(φ∗)−,1℘,τ : (ωA,+)∨
∼−−→ (ωA′,+)∨.

Notons φ∗+
déf
=
((

(φ∗)−,1℘,τ

)∨)−1
: ωA,+ → ωA′,+, le morphisme φ∗ dans le lemme est

donc donné par φ∗+ ⊗ φ∗−.
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2.3.1.4 Connexions de Gauss-Manin

Soient k1,σ ∈ Z≥2, k2,σ ∈ Z pour tout σ ∈ Σp. On a une connexion de Gauss-Manin
(cf. [51, §2]) sur (MK)τ,E :

R1ε∗Ω
•
A/(MK)τ,E

−→ R1ε∗Ω
•
A/(MK)τ,E

⊗O(MK )τ,E
Ω1

(MK)τ,E/E
,

qui est fonctorielle en A et donc OD ⊗Z O(MK)τ,E -linéaire. En particulier, cela induit
une connexion:

∇τ : η
(k1Σp

,k2Σp
)(R1ε∗Ω

•
A/(MK)τ,E

)
−→ η

(k1Σp
,k2Σp

)(R1ε∗Ω
•
A/(MK)τ,E

)
⊗ Ω1

(MK)τ,E/E
.

(2.22)
qui vérifie la transversalité de Griffiths, i.e. définit des sous-complexes pour i ∈ Z:

Fili∇τ : Fili η
(k1Σp

,k2Σp
)(R1ε∗Ω

•
A/(MK)τ,E

)
−→ Fili−1 η

(k1Σp
,k2Σp

)(R1ε∗Ω
•
A/(MK)τ,E

)
⊗ Ω1

(MK)τ,E/E
. (2.23)

De plus, elle induit des isomorphismes sur les gradués pour k2,τ +1 ≤ i ≤ k2,τ +k1,τ −2

gri∇τ
déf
= Fili∇τ/Fili+1∇τ : gri η

(k1Σp
,k2Σp

)(R1ε∗Ω
•
A/(MK)τ,E

)
∼−−→ gri−1 η

(k1Σp
,k2Σp

)(R1ε∗Ω
•
A/(MK)τ,E

)
⊗ Ω1

(MK)τ,E/E
.

On en déduit que la composée

ψ : Filk2,τ+1 η
(k1Σp

,k2Σp
)(R1ε∗Ω

•
A/(MK)τ,E

)
Filk2,τ+1∇τ−−−−−−−−→ Filk2,τ η

(k1Σp
,k2Σp

)(R1ε∗Ω
•
A/(MK)τ,E

)
⊗ Ω1

(MK)τ,E/E

−→
η

(k1Σp
,k2Σp

)(R1ε∗Ω
•
A/(MK)τ,E

)
⊗ Ω1

(MK)τ,E/E

Filk2,τ+k1,τ−2 η
(k1Σp

,k2Σp
)(R1ε∗Ω•A/(MK)τ,E

)
⊗ Ω1

(MK)τ,E/E

(2.24)

est en fait un isomorphisme de O(MK)τ,E -modules. Signalons que l’on a

Filk2,τ+k1,τ−2 η
(k1Σp

,k2Σp
)(R1ε∗Ω

•
A/(MK)τ,E

)
⊗ Ω1

(MK)τ,E/E
KS−1

−−−→
∼
S

(k1Σp
,k2Σp

)

τ,E . (2.25)

On peut alors déduire de ∇τ une application comme dans [23, §4]:

θ
k1,τ−1
τ : S

(−k2,τ−k1,τ+2,k2,τ ;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ,E −→ S
(k1Σp

,k2Σp
)

τ,E(
= S

(−k2,τ+1,k2,τ+k1,τ−1;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ,E

)
.

Noter que −k2,τ−k1,τ +2 = (−k2,τ +1)−(k1,τ−1) et k2,τ = (k2,τ +k1,τ−1)−(k1,τ−1).
En effet, on a

S
(−k2,τ−k1,τ+2,k2,τ ;k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ,E
∼=

η
(k1Σp

,k2Σp
)(R1ε∗Ω

•
A/(MK)τ,E

)
Filk2,τ+1 η

(k1Σp
,k2Σp

)(R1ε∗Ω•A/(MK)τ,E

) ,
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pour s ∈ S
(−k2,τ−k1,τ+2,k2,τ ;k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ,E , soit s̃ un relevé quelconque de s dans

η
(k1Σp

,k2Σp
)(R1ε∗Ω

•
A/(MK)τ,E

)
,

alors l’application θk1,τ−1
τ envoie s sur (cf. [17, §4.2])

∇τ
(
s̃− (ψ)−1

(
∇τ (s̃)

))
∈ Filk2,τ+k1,τ−2 η

(k1Σp
,k2Σp

)(R1ε∗Ω
•
A/(MK)τ,E

)
⊗ Ω1

(MK)τ,E/E

KS−1

−−−→
∼
S

(k1Σp
,k2Σp

)

τ,E .

De la même façon que dans [17, Lem.4.2.1], on a

Lemme 2.3.6. Il existe un quasi-isomorphisme de complexes de O(MK)τ,E -modules:

[
S

(−k2,τ−k1,τ+2,k2,τ ;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ,E
θ
k1,τ−1
τ−−−−−→ S

(k1Σp
,k2Σp

)

τ,E

]
∼−−→
[
η

(k1Σp
,k2Σp

)(R1ε∗Ω
•
A/(MK)τ,E

) ∇τ−−→ η
(k1Σp

,k2Σp
)(R1ε∗Ω

•
A/(MK)τ,E

)
⊗Ω1

(MK)τ,E/E

]
.

(2.26)

Soient φ : A′ → A une isogénie OD-linéaire sur (MK)τ,E avec ε′ le morphisme struc-
tural de A′ sur (MK)τ,E , k+, k− ∈ Z (resp. k1,τ ∈ Z≥2 et k2,τ ∈ Z), k1,σ ∈ Z≥2, k2,σ ∈ Z

pour tout σ ∈ Σp \ {τ}, notons
(
S

(k+,k−;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ,E

)′ (
resp.

(
S

(k1Σp
,k2Σp

)

τ,E

)′)
le

faisceau cohérent sur (MK)τ,E obtenu de manière analogue à S
(k+,k−;k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ,E(
resp. à S

(k1Σp
,k2Σp

)

τ,E

)
en échangeant ε et ε′. De façon analogue, on a un morphisme

(θ
k1,τ−1
τ )′ :

(
S

(−k2,τ−k1,τ+2,k2,τ ;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ,E

)′
−→

(
S

(k1Σp
,k2Σp

)

τ,E

)′
.

L’isogénie φ induit un morphisme naturel de O(MK)τ,E -modules (cf. la remarque 2.3.12
ci-dessous)

φ∗ :
(
S

(k+,k−;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ,E

)′
−→ S

(k+,k−;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ,E .

Par fonctorialités des constructions précédentes et le lemme 2.3.4, on a

Lemme 2.3.7. Avec les notations ci-dessus, le diagramme suivant est commutatif

(
S

(−k2,τ−k1,τ+2,k2,τ ;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ,E

)′ (θ
k1,τ−1
τ )′−−−−−−→

(
S

(k1Σp
,k2Σp

)

τ,E

)′
φ∗
y φ∗

y
S

(−k2,τ−k1,τ+2,k2,τ ;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ,E
θ
k1,τ−1
τ−−−−−→ S

(k1Σp
,k2Σp

)

τ,E

.
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2.3.2 Théorèmes de comparaison p-adique

Soient k1,σ ∈ Z≥2, k2,σ ∈ Z pour tout σ ∈ Σp. Pour un sous-groupe ouvert compact
net K de G(A∞), considérons la représentation de Gal(Qp/F℘) sur E:

V℘
déf
= H1

ét

(
MK,Qp , η

(k1Σp
,k2Σp

)
(R1ε∗E)

)
. (2.27)

D’après [73, Thm. 1.10], le système local R1ε∗E est de de Rham (cf. [73, Def.8.3]) et le
OMK

-module filtré à connexion intégrable associé est donné par R1ε∗(Ω
•
A/MK

⊗Qp E)
avec la filtration canonique de Hodge et la connexion de Gauss-Manin. Cette association
est fonctorielle (e.g. voir [73, Thm.8.8 (i)]) et doncOD⊗ZE-linéaire. On en déduit que le

système local η(k1Σp
,k2Σp

)
(R1ε∗E) est aussi de de Rham. Notons

(
L

(k1Σp
,k2Σp

)

E ,∇,Fil•
)

le OMK
-module filtré à connexion intégrable associé, on a

Proposition 2.3.8. On a un isomorphisme de OMK
-modules filtrés à connexion inté-

grable(
L

(k1Σp
,k2Σp

)

E ,∇,Fil•
)
∼−−→
( ∏
τ∈Σ℘

η
(k1Σp

,k2Σp
)(R1ε∗Ω

•
A/(MK)τ,E

)
,
∏
τ∈Σ℘

∇τ ,
∏
τ∈Σ℘

Fil•
)

(2.28)
où la filtration sur η(k1Σp

,k2Σp
)(R1ε∗Ω

•
A/(MK)τ,E

)
est donnée par la filtration canonique

de Hodge (voir §2.3.1.1) pour tout τ ∈ Σ℘ (voir (2.22) pour ∇τ ).

Proof. On a un isomorphisme de OMK
-modules filtrés à connexion intégrable

R1ε∗(Ω
•
A/MK

⊗Qp E)
∼−−→

∏
τ∈Σ℘

R1ε∗Ω
•
A/(MK)τ,E

. (2.29)

avec la filtration de Hodge canonique et la connexion de Gauss-Manin. Cet isomor-
phisme est de plus OD ⊗Z E-linéaire. Par la définition de η(k1Σp

,k2Σp
)
(R1ε∗E), on a un

isomorphisme de OMK
-modules filtrés à connexion (cf. [38, Lem.5.5])

L
(k1Σp

,k2Σp
)

E
∼−−→

⊗
℘i|p
σ∈Σ℘i

(
Symk1,σ−2

(
R1ε∗(Ω

•
A/MK

⊗Qp E)
)−,1
℘i,σ

⊗
( 2∧(

R1ε∗(Ω
•
A/MK

⊗Qp E)
)−,1
℘i,σ

)k2,σ
)

où les produits tensoriels, produits symétriques et produits extérieurs sans indice sont
sur OMK

⊗Qp E
∼=
∏
τ∈Σ℘

O(MK)τ,E , et où la filtration sur le terme de droite est donnée
par la filtration (produit tensoriel) de Hodge et la connexion sur le terme de droite
est induite par la connexion de Gauss-Manin. En outre, on a des isomorphismes de
OMK

-modules filtrés (pour les filtrations de Hodge) compatibles aux connexions (de
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Gauss-Manin)

(
R1ε∗(Ω

•
A/MK

⊗Qp E)
)−,1
℘i,σ

∼−−→
( ∏
τ∈Σ℘

R1ε∗Ω
•
A/(MK)τ,E

)−,1
℘i,σ

∼−−→
∏
τ∈Σ℘

(
R1ε∗Ω

•
A/(MK)τ,E

)−,1
℘i,σ

,

où le deuxième isomorphisme résulte du fait que la décomposition (2.29) est OD ⊗Z E-
linéaire. Par la proposition 2.3.2, on a(

R1ε∗(Ω
•
A/MK

⊗Qp E)
)−,1
℘i,σ

∼−−→
∏
τ∈Σ℘

(R1ε∗OA)−,1℘i,σ,

si ℘i 6= ℘; et(
R1ε∗(Ω

•
A/MK

⊗Qp E)
)−,1
℘i,σ

∼−−→ (R1ε∗Ω
•
A/(MK)σ,E

)−,1℘,σ ×
∏
τ∈Σ℘
τ 6=σ

(R1ε∗OA)−,1℘,σ .

si ℘i = ℘. On déduit de tout cela un isomorphisme de OMK
-modules filtrés

L
(k1Σp

,k2Σp
)

E
∼−−→

∏
τ∈Σ℘

η
(k1Σp

,k2Σp
)(R1ε∗Ω

•
A/(MK)τ,E

)
, (2.30)

et un isomorphisme compatible aux connexions:

[
L

(k1Σp
,k2Σp

)

E
∇−→ L

(k1Σp
,k2Σp

)

E ⊗OMK Ω1
MK/F℘

] ∼−−→∏
τ∈Σ℘

[
η

(k1Σp
,k2Σp

)(R1ε∗Ω
•
A/(MK)τ,E

) ∇τ−−→ η
(k1Σp

,k2Σp
)(R1ε∗Ω

•
A/(MK)τ,E

)
⊗Ω1

(MK)τ,E/E

]
.

Ceci permet de conclure.

D’après [73, Thm.1.6], la représentation V℘ de Gal(Qp/F℘) est de de Rham au sens
de Fontaine, et on a des isomorphismes de E-espaces vectoriels filtrés

DdR(V℘)
( déf

= (BdR ⊗Qp V℘)Gal(Qp/F℘)
) ∼−−→ H1(MK ,∇)

∼−−→
∏
τ∈Σ℘

H1
(
(MK)τ,E ,∇τ

)
.

(2.31)
où la filtration sur H1(MK ,∇)

(
resp. sur H1

(
(MK)τ,E ,∇τ

))
est donnée par

FiliH1(MK ,∇)
déf
= Im

[
H1
(
MK ,Fili∇

)
−→ H1(MK ,∇)

]
(
resp. FiliH1

(
(MK)τ,E ,∇τ

) déf
= Im

[
H1
(
(MK)τ,E ,Fili∇τ

)
−→ H1

(
(MK)τ,E ,∇τ

)])
où Fili∇ signifie le complexe Fili L

(k1Σp
,k2Σp

)

E
Fili∇−−−→ Fili−1 L

(k1Σp
,k2Σp

)

E ⊗ Ω1
MK/F℘

sur
MK . En fait, DdR(V℘) est un F℘ ⊗Qp E-module filtré libre de rang fini et admet
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donc une décomposition de E-espaces vectoriels filtrés DdR(V℘)
∼−→
∏
τ∈Σ℘

DdR(V℘)τ ,
de la décomposition F℘ ⊗Qp E

∼−→
∏
σ∈Σ℘

E, a ⊗ b 7→ (σ(a)b)σ∈Σ℘ . On a en fait un
isomorphisme de E-espaces vectoriels filtrés

DdR(V℘)τ
∼−−→ H1

(
(MK)τ,E ,∇τ

)
(2.32)

pour tout τ ∈ Σ℘.

Proposition 2.3.9. On a

FiliH1
(
(MK)τ,E ,∇τ

) ∼=

H1
(
(MK)τ,E ,∇τ

)
i ≤ k2,τ ,

H0
(

(MK)τ,E ,S
(k1Σp

,k2Σp
)

τ,E

)
k2,τ + 1 ≤ i ≤ k2,τ + k1,τ − 1,

0 i ≥ k1,τ + k2,τ .

Proof. Il suffit de montrer que

FiliH1
(
(MK)τ,E ,∇τ

) ∼= H0
(

(MK)τ,E ,S
(k1Σp

,k2Σp
)

τ,E

)
pour tout k2,τ + 1 ≤ i ≤ k2,τ + k1,τ − 1. On a par définition et le lemme 2.3.4

H1
(
(MK)τ,E ,Filk2,τ+k1,τ−1∇τ

)
∼−−→ H1

(
(MK)τ,E ,

[
0→ Filk2,τ+k1,τ−2 η

(k1Σp
,k2Σp

)(R1ε∗Ω
•
A/(MK)τ,E

)
⊗ Ω1

(MK)τ,E/E

])
∼−−→ H0

(
(MK)τ,E ,Filk2,τ+k1,τ−2 η

(k1Σp
,k2Σp

)(R1ε∗Ω
•
A/(MK)τ,E

)
⊗ Ω1

(MK)τ,E/E

)
KS−1

−−−→
∼

H0
(

(MK)τ,E ,S
(k1Σp

,k2Σp
)

τ,E

)
, (2.33)

et H0
(
(MK)τ,E ,Filk2,τ+k1,τ−1∇τ

)
= 0. En outre, il y a une suite exacte de complexes

de O(MK)τ,E -modules:

0 −→ Fili+1∇τ → Fili∇τ → gri∇τ → 0,

avec gri∇τ un isomorphisme lorsque k2,τ + 1 ≤ i ≤ k2,τ + k1,τ − 2. On en déduit que
l’application canonique

Hj
(
(MK)τ,E ,Fili+1∇τ

)
−→ Hj

(
(MK)τ,E ,Fili∇τ

)
(2.34)

est un isomorphisme, pour tout k2,τ + 1 ≤ i ≤ k2,τ + k1,τ − 2 et j ≥ 0. En particulier,
on a

H0
(

(MK)τ,E ,S
(k1Σp

,k2Σp
)

τ,E

)
∼−−→ H1

(
(MK)τ,E ,Filk2,τ+1∇τ

)
. (2.35)

et H0
(
(MK)τ,E ,Filk2,τ+1∇τ

)
= 0. Donc il suffit de montrer que l’application canonique

H1
(
(MK)τ,E ,Filk2,τ+1∇τ

)
−→ H1

(
(MK)τ,E ,∇τ

)
(2.36)

est injective. Considérons la suite exacte de complexes de O(MK)τ,E -modules

0→ Filk2,τ+1∇τ → Filk2,τ ∇τ (= ∇τ )→ grk2,τ ∇τ → 0, (2.37)
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d’où on déduit une suite exacte de E-espaces vectoriels

0 −→ H0
(
(MK)τ,E ,Filk2,τ+1∇τ

)
(= 0) −→ H0

(
(MK)τ,E ,∇τ

)
−→ H0

(
(MK)τ,E , grk2,τ ∇τ

)
−→ H1

(
(MK)τ,E ,Filk2,τ+1∇τ

)
−→ H1

(
(MK)τ,E ,∇τ

)
. (2.38)

Mais d’après la dégénérescence de la suite spectrale de Hodge vers de Rham (cf. [73,
Thm.8.4]), la troisième flèche de (2.38) est un isomorphisme, d’où l’injectivité de (2.36).

2.3.3 Opérateurs de Hecke

Soient K un sous-groupe ouvert compact et net de G(A∞), k1,σ ∈ Z≥2, k2,σ ∈ Z
pour tout σ ∈ Σp, et soit τ ∈ Σ℘.

Soit g ∈ G(A∞) tel que le sous-groupe gKg−1 ∩K soit net et que VẐ ⊆ g(VẐ), et
reprenons les notations du §2.2.3. Notons ∇τ,K (resp. ∇τ,K′) la connexion ∇τ (2.22)
sur (MK)τ,E

(
resp. sur (MK′)τ,E

)
pour l’instant, on a alors pr∗∇τ,K ∼= ∇τ,K′ . On en

déduit une application trace :

trpr : pr∗∇τ,K′
∼−−→ pr∗ pr∗∇τ,K

∼−−→ ∇τ,K ⊗O(MK )τ,E
pr∗O(MK′ )τ,E

tr−−→ ∇τ,K ,

où le deuxième isomorphisme provient de la formule de projection et la dernière appli-
cation trace est bien définie car le morphisme pr est fini étale. On voit de plus que trpr

respecte la filtration de Hodge. On en déduit une application encore notée trpr via la
composée

trpr : H1
(
(MK′)τ,E ,∇τ,K′

) ∼−−→ H1
(
(MK)τ,E ,pr∗∇τ,K′

) trpr−−→ H1
(
(MK)τ,E ,∇τ,K

)
qui respecte la filtration de Hodge (cf. (2.23)), où le premier isomorphisme découle
du fait que Ri pr∗∇τ,K′

∼−→ ∇τ,K ⊗ Ri pr∗O(MK′ )τ,E
= 0 pour i > 1. Notons ∇′τ,K′ la

connexion suivante sur (MK′)τ,E :

∇′τ,K′ : η
(k1Σp

,k2Σp
)(R1ε′∗Ω

•
A′/(MK′ )τ,E

)
−→ η

(k1Σp
,k2Σp

)(R1ε′∗Ω
•
A′/(MK′ )τ,E

)
⊗Ω1

(MK′ )τ,E/E

induite par la connexion de Gauss-Manin R1ε′∗Ω
•
A′/(MK′ )τ,E

→ R1ε′∗Ω
•
A′/(MK′ )τ,E

⊗
Ω1

(MK′ )τ,E/E
(voir §2.2.3 pour A′). On a alors r∗g∇τ,K

∼−→ ∇′τ,K′ . De plus, l’isogénie OD-
linéaire φ : A → A′ induit un morphisme canonique φ∗ : ∇′τ,K′ → ∇τ,K′ de complexes
sur (MK′)τ,E . De ce qui précède, on définit une action de [KgK] sur H1

(
(MK)τ,E ,∇τ

)
par la composée:

[KgK] : H1
(
(MK)τ,E ,∇τ,K

) r∗g−−→ H1
(
(MK′)τ,E ,∇′τ,K′

)
φ∗−→ H1

(
(MK′)τ,E ,∇τ,K′

) trpr−−→ H1
(
(MK)τ,E ,∇τ,K

)
. (2.39)

Par la fonctorialité des théorèmes de comparaison p-adique, on a (cf. §2.3.2)
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Proposition 2.3.10. L’isomorphisme naturel (cf. (2.31))

H1
ét
(
MK,Qp , η

(k1Σp
,k2Σp

)
(R1ε∗E)

)
⊗Qp BdR

∼−−→
( ∏
τ∈Σ℘

H1
(
(MK)τ,E ,∇τ

))
⊗F℘ BdR

est équivariant sous l’action de [KgK].

Par la formule (2.39) (et la discussion qui précède), on voit que l’action de [KgK]
respecte la filtration de Hodge de H1

(
(MK)τ,E ,∇τ

)
. En particulier, on en déduit une

action de [KgK] sur le E-espace vectoriel des formes modulaires de poids (k1Σp
, k2Σp

)

sur (τ, E) donnée par la composée (cf. (2.33))

H0
(

(MK)τ,E ,S
(k1Σp

,k2Σp
)

τ,E

)
KS−−→
∼

H1
(
(MK)τ,E ,Filk2,τ+k1,τ−1∇τ,K

)
r∗g−−→ H1

(
(MK′)τ,E ,Filk2,τ+k1,τ−1∇′τ,K′

) φ∗−−→ H1
(
(MK′)τ,E ,Filk2,τ+k1,τ−1∇τ,K′

)
trpr−−→ H1

(
(MK)τ,E ,Filk2,τ+k1,τ−1∇τ,K

) KS−1

−−−→
∼

H0
(

(MK)τ,E ,S
(k1Σp

,k2Σp
)

τ,E

)
D’après la deuxième partie du lemme 2.3.4, on voit que l’opérateur [KgK] est en fait
égal à la composée (où l’application φ∗ est naturellement induite par l’isogénie φ, voir
la remarque 2.3.12 ci-dessous)

H0
(

(MK)τ,E ,S
(k1Σp

,k2Σp
)

τ,E

) r∗g−−→ H0
(

(MK′)τ,E ,
(
S

(k1Σp
,k2Σp

)

τ,E

)′)
φ∗−−→ H0

(
(MK′)τ,E ,S

(k1Σp
,k2Σp

)

τ,E

)
trpr−−→ H0

(
(MK)τ,E ,S

(k1Σp
,k2Σp

)

τ,E

)
, (2.40)

où le faisceau
(
S

(k1Σp
,k2Σp

)

τ,E

)′
est défini de manière analogue à S

(k1Σp
,k2Σp

)

τ,E en échangeant
ε et ε′.

On prend la formule (2.40) pour définir encore une action de [KgK] sur

H0
(

(MK)τ,E ,S
(k+,k−;k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ,E

)
avec k+, k− ∈ Z quelconques.

Notation 2.3.11. Soit S un schéma sur SpecE. Pour un S-point x = (A, ι, θ, α) : S →

(MK)τ,E de (MK)τ,E, on note S
(k+,k−;k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ,E (A)
déf
= x∗S

(k+,k−;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ,E

qui est un OS-module localement libre de rang
∑

σ∈Σp\{τ}(k1,σ − 1). On a en fait

S
(k+,k−;k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ,E (A)
∼−−→ ω

k+

A/S,+ ⊗ ω
k−
A/S,− ⊗ η

(k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)(R1a∗Ω
•
A/S

)
.

Soit f une forme modulaire sur (τ, E) de niveau K de poids (k+, k−; k1Σp\{τ}, k2Σp\{τ}),

on note alors f(A, ι, θ, α) ∈ S
(k+,k−;k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ,E (A) l’image de f via l’application
canonique

H0
(

(MK)τ,E ,S
(k+,k−;k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ,E

)
−→ S

(k+,k−;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ,E (A).
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Étant donnée une isogénie OD-linéaire φ : A→ A′, on note

φ∗ : S
(k+,k−;k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ,E (A′) −→ S
(k+,k−;k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ,E (A) (2.41)

le morphisme induit (voir la Rem. 2.3.12 ci-dessous). Enfin, étant donné un sous-
groupe fini et plat OD-linéaire C de A, on note φC : A→ A/C l’isogénie canonique.

Remarque 2.3.12. Précisons le morphisme φ∗. L’isogénie φ : A → A′ induit des
isomorphismes de OS-modules (cf. la remarque 2.3.5)

φ∗− : ωA′,−
∼−−→ ωA,−

φ∗+ : ωA′,+
∼−−→ ωA,+

(φ∗)−,1℘i,σ : (R1a∗OA′)−,1℘i,σ
∼−−→ (R1a∗OA)−,1℘i,σ

pour tout ℘i|p et σ ∈ Σ℘i, σ 6= τ . On en déduit des isomorphismes

Symk1,σ−2(φ∗)−,1℘i,σ : Symk1,σ−2(R1a∗OA′)−,1℘i,σ
∼−−→ Symk1,σ−2(R1a∗OA)−,1℘i,σ

2∧
(φ∗)−,1℘i,σ :

2∧
(R1a∗OA′)−,1℘i,σ

∼−−→
2∧

(R1a∗OA)−,1℘i,σ.

Les morphismes (φ∗−)k, (φ∗+)k et
(∧2(φ∗)−,1℘i,σ

)k sont alors bien définis pour tout k ∈ Z(
e.g. lorsque k < 0, posons (φ∗−)k

déf
=
((

(φ∗−)∨
)−1
)−k)

. Le morphisme (2.41) est donné
par

(φ∗+)k+ ⊗ (φ∗−)k− ⊗
⊗
℘i|p

σ∈Σ℘i ,σ 6=τ

(
Symk1,σ−2(φ∗)−,1℘i,σ ⊗

( 2∧
(φ∗)−,1℘i,σ

)k2,σ
)
.

Précisons plusieurs exemples que nous utiliserons. Fixons jusqu’à la fin de cette
section une place ` ∈ SQ, et une place finie (λ, l) ∈ SF au-dessus de `.

Exemple 2.3.13. Reprenons les notations de l’exemple 2.1.9. La correspondance χλ,`n

induit un opérateur encore noté χλ,`n sur H0
(

(MK)τ,E ,S
(k+,k−;k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ,E

)
donné

par
χλ,`n(f)(A, ι, θ, α) = φ∗

(
f(A/A[`n]+, ι′, θ′, α′)

)
.

On voit facilement que χλ,`n est en fait un isomorphisme (de E-espaces vectoriels), et
on a χλ,`n = χnλ,`.

Exemple 2.3.14. Supposons K maximal en l, et reprenons les notations de l’exemple
2.1.11. La correspondance Xλ,l induit un opérateur encore noté Xλ,l sur

H0
(

(MK)τ,E ,S
(k+,k−;k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ,E

)
donné par

Xλ,l(f)
(
A, ι, θ, αl

)
=
∑
C

φ∗C

(
f
(
A/C, ι′, θ′, αl

))
, (2.42)
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où C parcourt tous les sous-(λ, l)-groupes de A d’échelon 1.

La correspondance X ′λ,l (sur MK(ln)) induit un opérateur encore noté X ′λ,l sur

H0
(
MK(ln)τ,E ,S

(k+,k−;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ,E

)
donné par

X ′λ,l(f)
(
A, ι, θ, αl, C

)
=
∑
C′

φ∗C′
(
f
(
A/C ′, ι′, θ′, αl, (C)−,1l

))
, (2.43)

où C ′ parcourt tous les sous-(λ, l)-groupes de A d’échelon 1 vérifiant (C ′)−,1l ∩C
−,1
l = 0.

Enfin, la correspondance Φλ,l induit un opérateur encore noté Φλ,l sur

H0
(
MK(l)τ,E ,S

(k+,k−;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ,E

)
donné par

Φλ,l(f)
(
A, ι, θ, αl, C

)
= φ∗C

(
f
(
A/C, ι′, θ′, αl, A[$l]

−,1/C−,1l

))
. (2.44)

On note encore Tλ,l
déf
= χ−1

λ,`
dl,0
Xλ,l, Uλ,l

déf
= χ−1

λ,`
dl,0
X ′λ,l, T℘

déf
= Tu,℘ et U℘

déf
= Uu,℘.

Exemple 2.3.15. Reprenons les notations de l’exemple 2.1.10. La correspondance Yλ,l

induit un opérateur encore noté Yλ,l sur H0
(

(MK)τ,E ,S
(k+,k−;k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ,E

)
donné

par

Yλ,l(f)(A, ι, θ, α) = φ∗
(
f
(
A/
(
A[
`dl,0

$l
]+ ⊕A[$l]

−), ι′, θ′, α′)).
On voit facilement que l’opérateur Yλ,l est en fait bijectif. On note Sλ,l

déf
= χ−1

λ,`
dl,0
Yλ,l et

S℘
déf
= Su,℘.

Supposons K maximal en l, on dispose alors d’une application de restriction na-
turelle (cf. Ex. 2.1.4)

i1 : H0
(

(MK)τ,E ,S
(k+,k−;k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ,E

)
−→ H0

(
MK(l)τ,E ,S

(k+,k−;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ,E

)
avec i1(f)

(
A, ι, θ, αl, C

)
= f

(
A, ι, θ, αl

)
. On voit facilement que l’application i1 est

équivariante sous l’action des opérateurs de Hecke hors de l et de Yλ,l, χλ,`.

Lemme 2.3.16. On a:

(1) Xλ,l = X ′λ,l ◦ i1 + Φλ,l ◦ i1;

(2) X ′λ,l ◦ Φλ,l ◦ i1 = `dl,0χ
λ,`

dl,0 ◦ Yλ,l ◦ i1.
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Proof. On les vérifie au niveau des points. Soient

f ∈ H0
(

(MK)τ,E ,S
(k+,k−;k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ,E

)
,

S un schéma sur SpecE, et x = (A, ι, θ, αl, H) un S-point de MK(l)τ,E (avec H un
sous-groupe de A[$l]

−,1). La partie (1) découle facilement de (2.42), (2.43) et (2.44).
On a (cf. (2.43) et (2.44))(

X ′λ,l ◦ Φλ,l ◦ i1(f)
)(
A, ι, θ, αl, H

)
=

∑
C−,1l 6=H

φ∗C

((
Φλ,l ◦ i1(f)

)(
A/C, ι′, θ′, αl, H

))
=

∑
C−,1l 6=H

φ∗Cφ
∗
C′

(
i1(f)

(
(A/C)/C ′, (ι′)′, (θ′)′, αl, (A/C)[$l]

−,1/H
))

=
∑

C−,1l 6=H

φ∗Cφ
∗
C′

(
f
(
(A/C)/C ′, (ι′)′, (θ′)′, αl

))

où H désigne l’image de H dans A/C, et C ′ désigne le sous-(λ, l)-groupe de A/C
d’échelon 1 vérifiant (C ′)−,1l = H. Notons A′′ déf

= A/
(
A[ `

dl,0

$l
]+ ⊕A[$l]

−). On vérifie

(A/C)/C ′ ∼= A′′/A′′[`dl,0 ]+,

d’où on déduit que

φ∗Cφ
∗
C′

(
f
(
(A/C)/C ′, (ι′)′, (θ′)′, αl

))
=
(
χ
λ,`

dl,0 ◦ Yλ,l(f)
)(
A, ι, θ, αl

)
.

Comme on a A[$l]
−,1 ∼= OFl

/$l ⊕ OFl
/$l localement pour la topologie étale sur S, il

existe `dl,0 sous-(λ, l)-groupes C d’échelon 1 de A vérifiant C−,1l 6= H, la partie (2) en
découle.



Chapter 3

Formes modulaires surconvergentes
sur les courbes de Shimura unitaires

On développe des théories p-adiques pour nos formes modulaires dans ce chapitre.
Au §3.1, suivant Kassaei, on étudie les formes modulaires surconvergentes sur les courbes
de Shimura unitaires. Au §3.2, on donne des rappels sur la théorie de schémas en groupes
finis et plats. Ensuite, on montre le théorème de classicité pour nos formes modulaires
au §3.3 par la méthode de Kassaei (cf. [49]). Enfin, au §3.4, on applique la théorie de
Pilloni (cf. [62]) pour construire des surfaces de Hecke.

3.1 Formes modulaires surconvergentes

3.1.1 Affinoïdes des courbes de Shimura unitaires

Soit K un sous-groupe ouvert compact net de G(A∞) maximal en ℘ (cf. Ex. 2.1.3),
d’après [20, §5], MK (sur SpecF℘) admet un modèle MK propre et lisse sur SpecO℘,
qui représente le foncteur:

MK :
{
Schémas sur SpecO℘

}
−→

{
Ensembles

}
défini comme ci-après:

Soit S un schéma sur SpecO℘ avec τ : S → SpecO℘ le morphisme structural,
MK(S) est l’ensemble des classes d’isomorphismes d’objets (A, ι, θ, α℘) qui vérifient

1. A est un schéma abélien de dimension relative 4dF sur S, muni d’une action de
OD via ι : OD ↪→ EndS(A) (ainsi Lie(A) est un OD ⊗Z Zp-module) vérifiant que:

(a) le OS-module projectif Lie(A)−,1℘ est de rang 1, et O℘ y opère via le mor-
phisme structural τ : O℘ → OS ;

(b) pour tout ℘i|p et ℘i 6= ℘ , Lie(A)−℘i est nul;

35
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2. θ est une polarisation de A, d’ordre premier à p, telle que l’involution de Rosati
associée envoie ι(γ) sur ι(γ∗);

3. α℘ est une classe modulo K℘ d’isomorphismes:

α℘ = αp ⊕ α℘p : T p(A)⊕ T−,℘p
∼−−→ VẐp ⊕ (VZp)

−,℘

avec αp symplectique et α℘p linéaire.

Considérons le groupe p-divisible associé à A: A[p∞]
déf
= lim−→n

A[pn], qui est donc muni
d’une action de OD⊗ZZp. On a un isomorphisme naturel de OS-modules Lie(A[p∞])

∼−→
Lie(A). En utilisant les idempotents e±,k℘i ∈ OD ⊗Z Zp, A[p∞] se décompose comme

A[p∞]
∼−−→
∏
℘i|p

(
A[p∞]+,1℘i ×A[p∞]+,2℘i ×A[p∞]−,1℘i ×A[p∞]−,2℘i

)
(3.1)

avecA[p∞]±,k℘i
∼= A[$∞i ]±,k

(
oùA[$∞i ]

déf
= lim−→n

A[$n
i ], voir §2.1.1.2

)
et Lie(A[$∞i ]±,k)

∼−→
Lie(A)±,k℘i .

Notons ε : A→MK le schéma abélien universel sur MK avec e : MK → A la section
identité,

ωA,−
déf
= (ε∗Ω

1
A/MK

)−,1℘
∼= e∗Ω1

A[$∞]−,1/MK
,

qui est donc un OMK
-module localement libre de rang 1 par la condition 1 (a), et

MK
déf
= MK⊗O℘ Fq. Soit x = (A, ι, θ, α℘) un Fp-point de MK , on déduit de la condition

1 (a) que le groupe p-divisible A[$∞]−,1, appelé un groupe $-divisible comme dans [20],
est de dimension 1 sur SpecFp. Suivant [20, Appendice], posons

Définition 3.1.1. Soit H un groupe $-divisible sur Fp, la ℘-hauteur de H est l’entier
ht℘(H) ∈ Z≥0 tel que rangH[$n] = qnht℘(H).

On a ht℘
(
A[$∞]−,1

)
= 2, puisque le module de Tate Tp

(
A[$∞]−,1

)
est isomorphe

à O2
℘. Notons (A[$∞]−,1)0 la composante neutre de A[$∞]−,1, on a alors

h0(A)
déf
= ht℘

(
(A[$∞]−,1)0

)
∈ {1, 2}.

Lorsque h0(A) = 1, on dit que A (ou le point x) est ordinaire; lorsque h0(A) = 2, on
dit que A (ou le point x) est supersingulier.

D’après Kassaei (cf. [48, §6]), il existe une section H ∈ H0
(
MK , ω

q−1
A,−
)
de sorte que

pour tout Fp-point x = (A, ι, θ, α℘) de MK , la restriction de H à x via

H0
(
MK , ω

q−1
A,−
)
−→ H0

(
SpecFp, x∗ωq−1

A,−
)
,

est nulle si et seulement si A est supersingulier. On en déduit

Lemme 3.1.2. Les points ordinaires de MK(Fp) sont Zariski-denses dans MK .
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Notons MK
ss le sous-schéma fermé de MK défini par H, et MK

ord son complément
dans MK , qui est donc un ouvert Zariski-dense de MK . Signalons que MK

ss est un
schéma réduit d’après [48, Prop.6.3].

Proposition 3.1.3 ([48, Prop.7.2]). Supposons q > 3, alors il existe une section H̃ ∈
H0
(
MK , ω

q−1
A,−
)
telle que l’application canonique

H0
(
MK , ω

q−1
A,−
)
−→ H0

(
MK , ω

q−1
A,−
)

envoie H̃ sur H.

Remarque 3.1.4. En général, le relevé H̃ n’est pas unique, mais nous fixerons un choix
dans la suite.

Notons MK le complété de MK le long de sa fibre spéciale MK , Mrig
K l’espace

analytique rigide associé au sens de Raynaud (cf. [8, §0.2]) et Man
K l’espace analytique

rigide associé à MK . Comme MK est propre, on a un isomorphisme canonique Mrig
K
∼=

Man
K d’espaces analytiques rigides (cf. [8, (0.3.5)]). Notons

sp : Mrig
K −→MK

l’application de spécialisation (cf. [8, (0.2.2.1)]), et Mord
K

déf
= sp−1

(
MK

ord
) (

noter que

l’application MK → MK est un homémorphisme
)
, qui est alors un ouvert admissible

dans Mrig
K .

Soit x = (A, ι, θ, α℘) un point fermé de MK , notons Lx le corps résiduel de x, qui
est une extension finie de F℘, et Rx l’anneau des entiers de Lx. La valuation υ℘ de
F℘ s’étend naturellement à Lx. Comme MK est propre, il existe un unique morphisme
x : SpecRx →MK tel que le diagramme suivant soit commutatif

SpecLx −−−−→ MKy y
SpecRx

x−−−−→ MK

.

Choisissons un générateur s de x∗ωq−1
A,−, il existe alors a ∈ Rx tel que x∗H̃ = as. Posons

Ha(x)
déf
= υ℘(a) ∈ Q≥0

(que l’on note Ha(A) ou Ha(x) parfois) qui ne dépend pas du choix de s et est appelé
l’invariant de Hasse de A. Pour toute extension finie L de F℘, on a alors

Mord
K (L) =

{
x ∈Mrig

K (L) | Ha(x) = 0
}

=
{
x ∈Man

K (L) | Ha(x) = 0
}
.

On dispose des affinoïdes M≤rK (cf. [48, §8.2], voir aussi [23, §1]) dans Man
K pour

tout r ∈ Q ∩ [0, 1[ définis par

M≤rK (L) =
{
x ∈Man

K (L) | Ha(x) ≤ r
}
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pour toute extension finie L de F℘. D’après Kassaei (cf. [48, Prop.8.7]), M≤rK admet un
O℘-modèle canonique M≤rK

(
i.e. un schéma formel sur O℘ de fibre générique (M≤rK )rig

isomorphe à M≤rK
)
tel que M≤rK (OL) =

{
x ∈ Mrig

K (OL) | Ha(x) ≤ r
}

pour toute
extension finie L de F℘ avec OL son anneau des entiers. En fait, les {M≤rK }r∈Q∩]0,1[

forment une famille de voisinages stricts (cf. [8, (1.2.1)]) de Mord
K dans Man

K .

Remarque 3.1.5. Soit r ∈ Q ∩ [0, q
q+1 [, d’après [48, Cor.13.2], l’affinoïde M≤rK ne

dépend pas du choix de H̃.

Soit τ ∈ Σ℘, notons (MK)τ,OE
déf
= MK×τ,SpecO℘SpecOE , (MK)τ,OE

déf
= MK×τ,SpecO℘

SpecOE qui est le complété de (MK)τ,OE le long de sa fibre spéciale, (MK)rig
τ,OE

déf
=

Mrig
K ×τ,SpecF℘ SpecE qui est l’espace analytique rigide associé à (MK)τ,OE et iso-

morphe à (MK)an
τ,E , l’espace analytique rigide associé à (MK)τ,E . Notons (MK)ord

τ,E
déf
=

Mord
K ×τ,SpecF℘SpecE, (MK)≤rτ,E

déf
= M≤rK ×τ,SpecF℘SpecE et (MK)≤rτ,OE

déf
= M≤rK ×τ SpecO℘

SpecOE pour tout r ∈ Q ∩ [0, 1[. Pour un faisceau cohérent F sur (MK)τ,E , notons
encore F le faisceau cohérent associé sur (MK)an

τ,E .

Définition 3.1.6. Soient τ ∈ Σ℘, k1,σ ∈ Z≥2, k2,σ ∈ Z pour tout σ ∈ Σp \ {τ} et k+,
k− ∈ Z (resp. k1,τ ∈ Z≥2, k2,τ ∈ Z), l’espace des formes modulaires surconvergentes de
niveau K de poids (k+, k−; k1Σp\{τ}, k2Σp\{τ})

(
resp. de poids (k1Σp

, k2Σp
)
)
sur (τ, E)

est le E-espace vectoriel (cf. la définition 2.3.3)

S
(k+,k−;k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
),†

τ,E
déf
= lim−→

r→0+

H0
(

(MK)≤rτ,E ,S
(k+,k−;k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ,E

)
(3.2)

(
resp. S

(k1Σp
,k2Σp

),†
τ,E

déf
= lim−→

r→0+

H0
(

(MK)≤rτ,E ,S
(k1Σp

,k2Σp
)

τ,E

))
.

Lemme 3.1.7. L’application de restriction

H0
(

(MK)an
τ,E ,S

(k+,k−;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ,E

)
−→ H0

(
(MK)≤rτ,E ,S

(k+,k−;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ,E

)
est injective. Plus généralement, pour tous r1 ≤ r2 ∈ Q, l’application de restriction

H0
(

(MK)≤r2τ,E ,S
(k+,k−;k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ,E

)
−→ H0

(
(MK)≤r1τ,E ,S

(k+,k−;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ,E

)
est injective.

Proof. La preuve est la même que [8, (0.1.13)], puisque (MK)ord
τ,E est Zariski-dense dans

(MK)an
τ,E .

Le E-espace vectoriel H0
(

(MK)≤rτ,E ,S
(k+,k−;k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ,E

)
est muni d’une norme

naturelle de Banach (voir (3.35) et le lemme 3.3.3 ci-dessous), et les morphismes de
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transition dans (3.2) sont compacts. Par conséquent, S
(k+,k−;k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
),†

τ,E est un
E-espace vectoriel de type compact au sens de Schneider-Teitelbaum ([69, §1]).

Considérons la courbe MK(℘n) (n ∈ Z>0, cf. l’exemple 2.1.4), d’après [20, §7.3],
MK(℘n) admet un modèle propre MK(℘n) sur SpecO℘ avec

MK(℘n)(S) = {(A, ι, θ, α℘, Cn) | (A, ι, θ, α℘) ∈MK(S),

et Cn est un sous-(u, ℘)-groupe de A d’échelon n}

pour tout schéma S sur SpecO℘. En effet, le problème de module MK(℘n) défini ci-
dessus est relativement représentable sur MK , donc représentable puisque MK l’est. Le
schéma représentant ce foncteur est fini sur MK et donc propre sur SpecO℘.

Soit ε : A → MK(℘n) le schéma abélien universel avec Cn → MK(℘n) le sous-
(u, ℘)-groupe universel de A d’échelon n, notons Hn

déf
= (Cn)−,1℘ avec e : Hn →MK(℘n)

la section identité, on dispose donc d’un faisceau cohérent ωHn
déf
= e∗Ω1

Hn/MK(℘n) sur
MK(℘n).

Notons MK(℘n) le complété de MK(℘n) le long de sa fibre spéciale, MK(℘n)rig

l’espace analytique rigide associé. Comme MK(℘n) est propre, on a MK(℘n)rig ∼−→
MK(℘n)an

(
l’espace analytique rigide associé àMK(℘n)

)
par [8, (0.3.5)]. En particulier,

MK(℘n)rig est lisse sur F℘ comme MK(℘n) l’est.

Soient L une extension finie de F℘ avec OL son anneau des entiers et G un schéma
en groupes fini et plat sur SpecOL avec e : SpecOL → G la section identité, on voit
que ωG

déf
= e∗Ω1

G/SpecOL est un OL-module fini. Il existe alors des xi ∈ OL en nombre

fini tels que ωG ∼= ⊕iOL/xi. Suivant Fargues, posons deg(G)
déf
=
∑

i υ℘(xi). On a (cf.
[41, Lem.4])

Proposition 3.1.8. (1) Soit 0 → G′ → G → G′′ → 0 une suite exacte de schémas en
groupes finis et plats sur SpecOL, alors on a deg(G) = deg(G′) + deg(G′′).

(2) Soit G un schéma en groupes fini et plat sur SpecOL, on a

deg(G) + deg(G∨) = e ht(G),

où G∨ désigne le dual de Cartier de G, ht(G) est la hauteur de G et e est l’indice de
ramification de F℘ sur Qp (ainsi e = d

d0
).

Soit maintenant x = (A, ι, θ, α℘, Cn) un L-point deMK(℘n)an avec x = (A, ι, θ, α℘,Cn)
le OL-point de MK(℘n) associé. La suite exacte

0→ A[$n]−,1 → A[$∞]−,1
$n−−→ A[$∞]−,1 → 0

induit une suite exacte de OL-modules

0→ e∗Ω1
A[$∞]−,1/ SpecOL

$n−−→ e∗Ω1
A[$∞]−,1/SpecOL → ωA[$n]−,1 → 0
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d’où on déduit deg
(
A[$n]−,1

)
= n

(
car e∗Ω1

A[$∞]−,1/ SpecOL est un OL-module libre de
rang 1

)
. Posons

deg(x)
déf
= deg

(
(Cn)−,1℘

)
∈ Q ∩ [0, n].

Lemme 3.1.9. Pour tous a, b ∈ [0, n] ∩Q, a ≤ b, il existe un unique ouvert admissible
MK(℘n)[a, b] de MK(℘n)an tel que

MK(℘n)[a, b](L) = {x ∈MK(℘n)an(L) | a ≤ deg(x) ≤ b}

pour toute extension finie L de F℘

Proof. On construit MK(℘n)[a, b] localement. Soit U ∼−→ Spf R un sous-schéma formel
affine ouvert de MK(℘n) assez petit pour que ωA/Cn,−

∣∣
U
et ωA,−

∣∣
U
soient libres. On

dispose d’une suite exacte de OU-modules:

0→ ωA/Cn,−
∣∣
U

φ∗−→ ωA,−
∣∣
U
→ ωCn,−

∣∣
U
→ 0

induite par l’isogénie OD-linéaire φ : A → A/Cn. Soient e1 (resp. e2) un généra-
teur de ωA,−

∣∣
U

(resp. de ωA/Cn,−
∣∣
U
) et s ∈ R tel que φ∗(e2) = se1. Supposons

a = a1
a2
, b = b1

b2
avec ai, bi ∈ Z≥1, i = 1, 2, et posons Ua

déf
= SpmR〈T 〉/(sa1 − $a2T )

et Ub
déf
= SpmR〈T 〉/($b2 − sb1T ). L’ouvert Ua ∩ Ub de Urig est alors par définition

MK(℘n)[a, b]
∣∣
Urig .

Soit τ ∈ Σ℘, par le changement de base de O℘ à OE ou de F℘ à E via τ , on définit
MK(℘n)τ,OE , MK(℘n)τ,OE , MK(℘n)rig

τ,OE
∼−→MK(℘n)an

τ,E , MK(℘n)τ,E [a, b] .

Soit K ′ le sous-groupe ouvert compact de K tel que (K ′)℘ = K℘ et K ′℘ ∼=
{
g ∈

GL2(O℘) | g ≡
(
∗ 0
0 ∗

)
(mod $)

}
, et notons MK(℘;℘)

déf
= MK′ . On a alors

MK(℘;℘)(S) =
{

(A, ι, θ, α℘, C1, C
′
1) | (A, ι, θ, α℘, C1) ∈MK(℘)(S),

et C ′1 est un sous-(u, ℘)-groupe de A d’échelon 1
différent de C1

}
pour tout schéma S sur SpecF℘. De plus, MK(℘;℘) admet un O℘-modèle propre
MK(℘;℘) sur SpecO℘ tel que

MK(℘;℘)(S) =
{

(A, ι, θ, α℘,C1,C
′
1) | (A, ι, θ, α℘,C1) ∈MK(℘)(S),

et C′1 est un sous-(u, ℘)-groupe de A d’échelon 1
différent de C1

}
pour tout schéma S sur SpecO℘. Notons MK(℘;℘)τ,OE le complété le long de la
fibre spéciale de MK(℘;℘)τ,OE

déf
= MK(℘;℘)×τ,SpecO℘ SpecOE , MK(℘;℘)rig

τ,OE l’espace
analytique rigide associé, et MK(℘;℘)an l’espace rigide associé à MK(℘;℘). On a un
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isomorphisme d’espaces analytiques rigides sur SpecE: MK(℘;℘)rig
τ,OE

∼= MK(℘;℘)an
τ,E(

où MK(℘;℘)an
τ,E

déf
= MK(℘;℘)an ×SpecF℘ SpecE

)
. On dispose de deux morphismes

naturels (finis étales) d’espaces analytiques rigides:

MK(℘;℘)an p1−→ MK(℘)an

(A, ι, θ, α℘, C1, C
′
1) 7→ (A, ι, θ, α℘, C1),

MK(℘;℘)an p′1−→ MK(℘)an

(A, ι, θ, α℘, C1, C
′
1) 7→ (A, ι, θ, α℘, C ′1).

Soient a, b ∈ Q ∩ [0, 1[, a ≤ b, notons

MK(℘;℘)τ,E [a, b]
déf
= p−1

1

(
MK(℘)τ,E [a, b]

)
,

MK(℘;℘)τ,E{[a, b]; [c, d]} déf
= p−1

1

(
MK(℘)τ,E [a, b]

)
∩ (p′1)−1

(
MK(℘)τ,E [c, d]

)
,

qui sont des ouverts admissibles de MK(℘;℘)an
τ,E .

3.1.2 Sous-groupes canoniques

Dans cette section, on rappelle la théorie du sous-groupe canonique pour les courbes
de Shimura unitaires selon Kassaei ([48, §10]). Soit K un sous-groupe net de G(A∞)
maximal en ℘, d’après Kassaei, on a (cf. [48, Th.10.1])

Proposition 3.1.10. Soient r ∈ Q ∩ [0, q
q+1 [, R une O℘-algèbre $-adiquement com-

plétée et (A, ι, θ, α℘) un R-point de M≤rK . Le schéma abélien A admet un unique sous-
(u, ℘)-groupe C d’échelon 1 vérifiant:

– le formation de C est stable par le changement de base;
– lorsque $ = 0 ∈ R, le schéma en groupes C s’identifie au noyau du morphisme
de Frobenius: A −→ A(q).

Avec les notations de la proposition, on dit que C
(
resp. C−,1℘ , resp. C ×SpecO℘

SpecF℘, resp. C−,1℘ ×SpecO℘ SpecF℘
)
est le sous-groupe canonique d’échelon 1 de A(

resp. A[$∞]−,1, resp. A×SpecO℘ SpecF℘, resp. A[$∞]−,1 ×SpecO℘ SpecF℘
)
.

Pour tout r ∈ Q ∩ [0, q
q+1 [, on dispose alors d’un morphisme canonique d’espaces

analytiques rigides:

M≤rK −→MK(℘)an, (A, ι, θ, α℘) 7→ (A, ι, θ, α℘, C) (3.3)

où C est le sous-groupe canonique d’échelon 1 de A. Comme la composition de (3.3) et
le morphisme fini étale

p1 : MK(℘)an −→Man
K , (A, ι, θ, α℘, C) 7→ (A, ι, θ, α℘) (3.4)

est une immersion ouverte
(
M≤rK ↪→Man

K

)
, on en déduit que (3.3) est étale.

Par la construction du sous-groupe canonique dans la démonstration de [48, Th.10.1]
(voir aussi [12, p.10]), on a
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Proposition 3.1.11. Soient r ∈ Q ∩ [0, q
q+1 [, L une extension finie de F℘ avec OL

son anneau des entiers et x = (A, ι, θ, α℘) un OL-point de M≤rK . Soit C le sous-groupe
canonique d’échelon 1 de A, on a

deg
(
C−,1℘

)
= 1−Ha(x).

On en déduit que le morphisme (3.3) se factorise par

M≤rK −→MK(℘)[1− r, 1]. (3.5)

Soit x = (A, ι, θ, α℘, C) un L-point deMK(℘)an, on a par la construction du sous-groupe
canonique dans [48, §10]:

Proposition 3.1.12. (1) Lorsque deg(x) > 1
q+1 , on a Ha

(
p1(x)

)
= 1−deg(x) (< q

q+1)
(cf. (3.4)) et C est le sous-groupe canonique d’échelon 1 de A. De plus, pour tout L-
point x′ de MK(℘)an avec p1(x′) = p1(x) et x′ 6= x, on a deg(x′) = 1−deg(x)

q (< 1
q+1).

(2) Lorsque deg(x) < 1
q+1 , Ha(x) = q deg(x) (< q

q+1).

(3) Lorsque deg(x) = 1
q+1 , pour tout L-point y de MK(℘)an vérifiant p1(y) = p1(x),

on a deg(y) = deg(x) = 1
q+1 .

Par la Prop. 3.1.12 (1), le morphisme p1 induit un morphisme d’espaces analytiques
rigides:

p1 : MK(℘)[1− r, 1] −→M≤rK

pour tout r ∈ Q ∩ [0, q
q+1 [. On a alors

Corollaire 3.1.13. Le morphisme (3.5) est un isomorphisme d’espaces analytiques
rigides.

Corollaire 3.1.14. Soient r ∈ Q ∩ [0, q
q+1 [, x = (A, ι, θ, α℘) ∈ M≤rK (L) avec L une

extension finie de F℘. Pour x′ = (A′, ι′, θ′, (α℘)′) ∈MK(L), si A′[$∞]−,1 ∼= A[$∞]−,1,
alors on a Ha(A) = Ha(A′).

Proof. Soient (A, ι, θ, α℘),
(
A′, ι′, θ′, (α℘)′

)
les OL-points de MK associés à x et x′ re-

spectivement, on a alors A′[$∞]−,1 ∼= A[$∞]−,1 (cf. [76, Thm.4]). Soit C le sous-groupe
canonique d’échelon 1 de A, on a deg

(
C−,1℘

)
= 1−Ha(A) > 1

q+1 . En voyant C−,1℘ comme
sous-groupe de A′ via l’isomorphisme A′[$∞]−,1 ∼= A[$∞]−,1, on a par la proposition
3.1.12 (1) Ha(A′) = 1− deg

(
C−,1℘

)
= Ha(A).

Proposition 3.1.15. Soient r ∈ Q ∩ [0, 1
q+1 [, R une O℘-algèbre $-adiquement com-

plétée, x = (A, ι, θ, α℘) un R-point de M≤rK et C le sous-groupe canonique d’échelon 1

de A, alors y déf
= (A/C, ι′, θ′, α℘) est un R-point de M≤qrK . De plus, si R = OL (l’anneau

des entiers d’une extension L finie de F℘), alors on a Ha(y) = qHa(x).
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Proof. La première partie découle de [48, Th.10.1 (2)]. Soient x = (A, ι, θ, α℘) un
OL-point de M≤rK , C le sous-groupe canonique de A d’échelon 1, selon la proposition
3.1.11, on a deg

(
C−,1℘

)
= 1− Ha(x) > q

q+1 . On dispose d’une suite exacte O℘-linéaire
de schémas en groupes sur SpecOL:

0→ C−,1℘ → A[$]−,1 → A[$]−,1/C−,1℘ → 0

d’où on déduit par la Prop. 3.1.8 (1)

deg
(
A[$]−,1/C−,1℘

)
= 1− deg

(
C−,1℘

)
= Ha(x) <

1

q + 1
.

Par la proposition 3.1.12 (2), pour le OL-point y = (A/C, ι′, θ′, α℘) de MK , on a

Ha(y) = q deg
(
A[$]−,1/C−,1℘

)
= qHa(x).

Ceci permet de conclure.

Corollaire 3.1.16. Soient r ∈ Q ∩ [0, 1
q+1 [, R une O℘-algèbre $-adiquement com-

plétée, x = (A, ι, θ, α℘) un R-point de M≤rK et C1 le sous-groupe canonique d’échelon
1 de A, alors A admet un sous-(u, ℘)-groupe C2 d’échelon 2 tel que C1 ⊂ C2 et que
(C2)−,1℘ /(C1)−,1℘ soit isomorphe au sous-groupe canonique d’échelon 1 de (A/C)[$∞]−,1.
Si l’on suppose de plus R = OL (l’anneau des entiers d’une extension finie L de F℘),
alors on a

deg
(
(C2)−,1℘

)
= 2− 1− q2

1− q
Ha(x).

Proof. Soit A le schéma abélien universel sur M≤rK , on construit un sous-(u, ℘)-groupe
d’échelon 2 de A. Soient C1 le sous-groupe canonique d’échelon 1 de A, C′1 le sous-
groupe canonique d’échelon 1 de A/C, notons H2 le sous-groupe de A (de A[$∞]−,1)
tel que (C1)−,1℘ ⊂ H2 et que H2/(C1)−,1℘

∼= (C′1)−,1℘ . On montre que H2 6= A[$]−,1.
Soient L une extension finie de F℘ avec OL son anneau des entiers, x = (A, ι, θ, α℘)

un OL-point de M≤rK , notons C1 = x∗C1 et H2 = x∗H2. Par la proposition 3.1.11,

on a deg((C1)−,1℘ ) = 1 − Ha(x). Notons y déf
= (A/C, ι′, θ′, α℘), on a deg

(
(C ′1)−,1℘

)
=

1−Ha(y) = 1− qHa(x)
(
où C ′1

déf
= y∗(C′1) est le sous-groupe canonique d’échelon 1 de

A/C
)
, d’où on déduit

deg(H2) = 2− (q + 1) Ha(x) > 1, (3.6)

où H2
déf
= y∗H2. Par conséquent, on a H2 6= A[$]−,1

(
et donc H2 6= A[$]−,1

)
. On

associe alors à H2 un sous-(u, ℘)-groupe C2 d’échelon 2
(
i.e. C2 étant le sous-(u, ℘)-

groupe de A tel que (C2)−,1℘ = H2

)
. La deuxième partie de la proposition découle de

(3.6).

Par récurrence sur n, on a
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Corollaire 3.1.17. Soient n ≥ 2, r ∈ Q∩[0, 1
qn−2(q+1)

[, R une O℘-algèbre $-adiquement

complétée, et x = (A, ι, θ, α℘) un R-point de M≤rK , alors A admet des sous-(u, ℘)-groupes
Ck d’échelon k pour tout k ≤ n tels que (Ck)

−,1
℘ /(Ck−1)−,1℘ soit le sous-groupe canonique

d’échelon 1 de (A/Ck−1)[$∞]−,1. Si l’on suppose de plus R = OL, alors on a

deg
(
(Ck)

−,1
℘

)
= k − 1− qk

1− q
Ha(x)

pour tout 1 ≤ k ≤ n.

On dit que Ck
(
resp. (Ck)

−,1
℘ ) (dans le corollaire 3.1.17) est le sous-groupe canonique

d’échelon k de A
(
resp. A[$∞]−,1

)
.

Comme dans le corollaire 3.1.13, pour tout r ∈ Q ∩ [0, 1
qn−2(q+1)

[, on a un isomor-
phisme d’espaces analytiques rigides:

M≤rK
∼−−→ MK(℘n)

[
n− 1− qn

1− q
r, n
]

(3.7)

(A, ι, θ, α℘) 7→ (A, ι, θ, α℘, Cn),

où Cn est le sous-groupe canonique d’échelon n de A.

Proposition 3.1.18. Avec les notations de la définition 3.1.6, il existe une injection
naturelle de E-espaces vectoriels

H0
(
MK(℘n)τ,E ,S

(k+,k−;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ,E

)
↪−→ S

(k+,k−;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

),†
τ,E (K). (3.8)

Proof. Soit r ∈ Q ∩ [0, 1
qn−2(q+1)

[, considérons la composée

H0
(
MK(℘n)τ,E ,S

(k+,k−;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ,E

)
−→ H0

(
MK(℘n)τ,E

[
n− 1− qn

1− q
r, n
]
,S

(k+,k−;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ,E

)
∼−−→ H0

(
(MK)≤rτ,E ,S

(k+,k−;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ,E

)
, (3.9)

où la première application est l’application de restriction, et l’isomorphisme découle de
(3.7). Montrons que la première application en (3.9) est injective (d’où la proposition
par le lemme 3.1.7). Comme on a vu dans la preuve du lemme 3.1.7, il suffit de montrer
que MK(℘n)τ,E [n − 1−qn

1−q r, n] est Zariski-dense dans MK(℘n)an
τ,E . Par [20, §3.2], la

projection naturelle

MK(℘n)→MK , (A, ι, θ, α℘, Cn) 7→ (A, ι, θ, α℘)

induit une bijection entre l’ensemble des composantes connexes de MK(℘n) et celui de
MK , et induit une projection de chacune des composantes connexes de MK(℘n) à la
composante connexe de MK correspondante. Comme (MK)≤rτ,E est Zariski-dense dans

(MK)an
τ,E , par l’isomorphisme (3.7), on voit que MK(℘n)τ,E

[
n − 1−qn

1−q r, n
]
est Zariski-

dense dans MK(℘n)an
τ,E . La proposition en découle.
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3.1.3 Opérateurs de Hecke

Considérons l’action des opérateurs de Hecke sur l’espace des formes modulaires
surconvergentes. Soient K un sous-groupe net de G(A∞) maximal en ℘, τ ∈ Σ℘,
k1,σ ∈ Z≥2, k2,σ ∈ Z pour tout σ ∈ Σp \ {τ}, et k+, k− ∈ Z.

3.1.3.1 Opérateurs de Hecke hors de ℘

Soit g = g℘g
℘ ∈ G(A∞), on dit que g est premier à ℘, si g℘ = 1.

Comme au §2.2.3, supposons que VẐ ⊂ g(VẐ) et le groupe K ′ déf
= gKg−1∩K est net.

Si l’on suppose de plus g premier à ℘, alors l’action de [KgK] sur

H0
(

(MK)τ,E ,S
(k+,k−;k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ,E

)
peut se prolonger canoniquement sur

H0
(

(MK)≤rτ,E ,S
(k+,k−;k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ,E

)

pour tout r ∈ Q∩ [0, q
q+1 [

(
donc sur le E-espace vectoriel S

(k+,k−;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

),†
τ,E (K)

)
de manière suivante: Le morphisme rg : MK′ → MK , x = (A, ι, θ, α) 7→ x′ =

(A′, ι′, θ′, α′) induit un morphisme d’espaces analytiques rigides rg : M≤rK′ →M≤rK pour
tout r ∈ Q∩ [0, q

q+1 [, puisque g est premier à ℘ (donc Ha(A) = Ha(A′) par le corollaire
3.1.14). On dispose alors d’un diagramme commutatif (induit par le diagramme (2.15))

A A′

A M≤rK′ A

M≤rK M≤rK

..................................................................................................................................................................................................................... ............
φ

....................................................................................................................................
....
............

................................................................................................................................. ........
....

ε

.............................................................................................................................
....
............

ε′

........................................................................................................................................ ........
....

................................................................................................................................. ........
....

ε
...................................................................................................................

....
............

pr

....................................................................................................................... ........
....

rg

.............................................................................................................................
....
............

ε

(3.10)

d’où on déduit un opérateur continu encore noté [KgK] sur

H0
(

(MK)≤rτ,E ,S
(k+,k−;k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ,E

)
(
qui prolonge l’opérateur [KgK] surH0

(
(MK)τ,E ,S

(k+,k−;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ,E

)
, cf. (2.40)

)
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par la composée

H0
(

(MK)≤rτ,E ,S
(k+,k−;k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ,E

)
r∗g−−→ H0

(
(MK′)

≤r
τ,E ,

(
S

(k+,k−;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ,E

)′)
φ∗−−→ H0

(
(MK′)

≤r
τ,E ,S

(k+,k−;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ,E

)
trpr−−→ H0

(
(MK)≤rτ,E ,S

(k+,k−;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ,E

)
. (3.11)

où
(
S

(k+,k−;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ,E

)′
est défini de manière analogue à S

(k+,k−;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ,E

en échangeant ε et ε′, et on renvoie à la remarque 2.3.12 pour la définition de φ∗.

3.1.3.2 Opérateurs de Hecke en ℘

Commençons par l’opérateur Yu,℘. Soient r ∈ Q ∩ [0, q
q+1 [, L une extension finie de

F℘, (A, ι, θ, α℘) un L-point de MK . Par le corollaire 3.1.14, on a

Ha(A) = Ha
(
A/
(
A[

q

$
]+ ⊕A[$]−

))
.

Par conséquent, le morphisme Yu,℘ : MK → MK (cf. l’exemple 2.1.10) induit un
morphisme encore noté Yu,℘ : M≤rK →M≤rK pour tout r ∈ Q∩ [0, q

q+1 [. On dispose donc
d’un diagramme commutatif

A A/
(
A[ q$ ]+ ⊕A[$]−

)
A

M≤rK M≤rK

......................................................................................................... ............
φ

................................................................................................................................................................................................................................. .........
...

ε

......................................................................................................... ..................................................................................................................... ............

...................................................................................
.....
.......
.....

ε′

...................................................................................
.....
.......
.....

ε

................................................................................................................................................................................................. ............
Yu,℘

, (3.12)

d’où on déduit un opérateur continu encore noté Yu,℘ sur

H0
(

(MK)≤rτ,E ,S
(k+,k−;k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ,E

)
par la composée

Yu,℘ : H0
(

(MK)≤rτ,E ,S
(k+,k−;k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ,E

)
Y ∗u,℘−−−→ H0

(
(MK)≤rτ,E ,

(
S

(k+,k−;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ,E

)′)
φ∗−−→ H0

(
(MK)≤rτ,E ,S

(k+,k−;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ,E

)
.

Considérons le morphisme d’espaces analytiques rigides

p2 : MK(℘)an −→Man
K , (A, ι, θ, α℘, C1) 7→ (A/C1, ι

′, θ′, α℘). (3.13)
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Lemme 3.1.19. Soit r ∈ Q∩ [0, q
q+1 [, le morphisme p2 induit un morphisme d’espaces

analytiques rigides:
p2 : MK(℘)

[
0,
r

q

]
−→M

≤ r
q

K .

Proof. On le vérifie au niveau des points. Soient L une extension finie de F℘, (A, ι, θ, α℘, C)
un L-point de MK(℘)

[
0, rq
]
avec (A, ι, θ, α℘,C) le OL-point de MK(℘) associé, on a par

définition s déf
= deg

(
C−,1℘

)
≤ r

q <
1
q+1 . Selon la suite exacte de schémas en groupes sur

SpecOL
0→ C−,1℘ → A[$]−,1 → A[$]−,1/C−,1℘ → 0,

on a, par la proposition 3.1.8 (1), deg
(
A[$]−,1/C−,1℘

)
= 1 − s > q

q+1 . D’après la
proposition 3.1.12 (1), A[$]−,1/C−,1℘ est le sous-groupe canonique de A/C[$∞]−,1 et
Ha(A/C) = s. Le lemme en découle.

En outre, par la proposition 3.1.8 (2), le morphisme (3.4) induit, en restriction à
MK(℘)

[
0, rq
]
, un morphisme encore noté p1 d’espaces analytiques rigides:

p1 : MK(℘)
[
0,
r

q

]
−→M≤rK

pour tout r ∈
[
0, q

q+1 [. On dispose donc d’un diagramme commutatif

A A/C

A MK(℘)
[
0, rq
]

A

M≤rK M
≤ r
q

K

............................................................................................................................................................................................................. ............
φC

....................................................................................................................................
....
............

.......................................................................................................................... ........
....

ε
...............................................................................................................

....
............

ε′

................................................................................................................................. ........
....

................................................................................................................................. ........
....

ε
...............................................................................................................

....
............

p1

................................................................................................................... ........
....

p2

.............................................................................................................................
....
............

ε

, (3.14)

d’où on déduit un opérateur continu X ′u,℘ par la composée

X ′u,℘ : H0
(

(MK)
≤ r
q

τ,E ,S
(k+,k−;k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ,E

)
p∗2−−→ H0

(
MK(℘)τ,E

[
0,
r

q

]
,
(
S

(k+,k−;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ,E

)′)
φ∗C−−→ H0

(
MK(℘)τ,E

[
0,
r

q

]
,S

(k+,k−;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ,E

)
trp1−−→ H0

(
(MK)≤rτ,E ,S

(k+,k−;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ,E

)
, (3.15)

où
(
S

(k+,k−;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ,E

)′
est défini de manière analogue à S

(k+,k−;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ,E

en échangeant ε et ε′, et on renvoie à la remarque 2.3.12 pour la définition de φ∗C . Notons
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encore X ′u,℘ la composée:

H0
(

(MK)≤rτ,E ,S
(k+,k−;k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ,E

)
i−−→ H0

(
(MK)

≤ r
q

τ,E ,S
(k+,k−;k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ,E

)
X′u,℘−−−→ H0

(
(MK)≤rτ,E ,S

(k+,k−;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ,E

)
,

qui est donc un opérateur compact sur H0
(

(MK)≤rτ,E ,S
(k+,k−;k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ,E

)
pour

r ∈ Q ∩ [0, q
q+1 [ car l’application de restriction i l’est. Explicitement, pour

f ∈ H0
(

(MK)≤rτ,E ,S
(k+,k−;k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ,E

)
,

on a
X ′u,℘(f)(A, ι, θ, α℘) =

∑
C

φ∗C
(
f(A/C, ι′, θ′, α℘)

)
,

où C parcourt tous les sous-(u, ℘)-groupes de A d’échelon 1 différents du sous-groupe
canonique d’échelon 1 de A. En prenant la limite inductive, on obtient un opérateur

compact X ′u,℘ sur S
(k+,k−;k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
),†

τ,E . Signalons que l’opérateur

U℘
déf
= χ−1

u,pd0
X ′u,℘

est aussi un opérateur compact sur S
(k+,k−;k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
),†

τ,E car l’opérateur χ−1
u,pd0

(voir
l’exemple 2.1.9) est un isomorphisme.

Par la proposition 3.1.15, on a

Lemme 3.1.20. Soit r ∈ Q ∈ [0, 1
q+1 [, le morphisme (3.13) induit un morphisme

d’espaces analytiques rigides:

p2 : MK(℘)[1− r, 1] −→M≤qrK .

En prenant la composition de p2 avec l’isomorphisme (3.5), on obtient un morphisme

p2 : M≤rK −→ M≤qrK (3.16)
(A, ι, θ, α℘) 7→ (A/C, ι′, θ′, α℘)

où C est le sous-groupe canonique d’échelon 1 de A pour tout r ∈ Q ∩ [0, 1
q+1 [. On

dispose donc d’un diagramme commutatif:

A A/C A

M≤rK M≤qrK

............................................................................................................................................................................................................. ............
φC

................................................................................................................................................................................................................................. .........
...

ε

............................................................................................................................................................................................................. ......................................................................................................................................................................................................................... ............

...................................................................................
.....
.......
.....

ε′

...................................................................................
.....
.......
.....

ε

............................................................................................................................................................................................ ............
p2

(3.17)
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d’où on déduit un opérateur continu Φu,℘ par la composée:

Φu,℘ : H0
(

(MK)≤qrτ,E ,S
(k+,k−;k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ,E

)
p∗2−−→ H0

(
(MK)≤rτ,E ,

(
S

(k+,k−;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ,E

)′)
φ∗C−−→ H0

(
(MK)≤rτ,E ,S

(k+,k−;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ,E

)
.

Explicitement, pour tout f ∈ H0
(

(MK)≤qrτ,E ,S
(k+,k−;k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ,E

)
, on a

Φu,℘(f)(A, ι, θ, α℘) = φ∗C
(
f(A/C, ι′, θ′, α℘)

)
,

où C est le sous-groupe canonique d’échelon 1 de A.

Remarque 3.1.21. On vérifie sans peine que le plongement (3.8) est invariant sous
l’action des opérateurs de Hecke hors de ℘ et de Yu,℘, X ′u,℘ (et de Φu,℘ lorsque n = 1)
(voir les exemples 2.3.14 et 2.3.15).

3.1.3.3 Dynamique de l’opérateur X ′u,℘

On continue l’étude de l’opérateur X ′u,℘. Considérons le morphisme

p2 : MK(℘;℘)τ,E −→ MK(℘)τ,E

(A, ι, θ, α℘, C1, C
′
1) 7→

(
A/C ′1, ι

′, θ′, α℘, (C1)−,1℘

)
où (C1)−,1℘ est l’image de (C1)−,1℘ dans A/C ′1. On a

Lemme 3.1.22. (1) Soit r ∈ [0, q
q+1 ] ∩ Q, la restriction de p2 à MK(℘;℘)τ,E [1 − r, 1]

induit un morphisme d’espaces analytiques rigides:

p2 : MK(℘;℘)τ,E [1− r, 1] −→MK(℘)τ,E

[
1− r

q
, 1
]
.

(2) Soit r ∈ [0, 1
q+1 [∩Q, la restriction de p2 à MK(℘;℘)τ,E [r, 1] induit un morphisme

d’espaces analytiques rigides:

p2 : MK(℘;℘)τ,E [r, 1] −→MK(℘)τ,E [qr, 1].

(3) Soit r ∈ [0, 1
q+1 [∩Q, la restriction de p2 à MK(℘;℘)τ,E{[0, r]; [0, r]} induit un mor-

phisme d’espaces analytiques rigides:

p2 : MK(℘;℘)τ,E{[0, r]; [0, r]} −→MK(℘)τ,E [1− r, 1].

Proof. Montrons ce lemme au niveau des points. Soit L une extension finie de E avec
OL son anneau des entiers.
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(1): Soient r ∈ [0, q
q+1 ]∩Q, et x = (A, ι, θ, α℘, C1, C

′
1) un L-point deMK(℘;℘)τ,E [1−

r, 1] avec (A, ι, θ, α℘,C1,C
′
1) le OL-point de MK(℘;℘)τ,OE associé. Comme

s
déf
= deg(p1(x)) ≥ 1− r ≥ 1

q + 1
,

par la proposition 3.1.12 (1) et (3), lorsque s > 1
q+1 , C1 est le sous-groupe canonique

d’échelon 1 de A et deg(C−,1℘ ) = 1−s
q pour tous les sous-(u, ℘)-groupes C d’échelon 1 de

A différents de C1; lorsque s = 1
q+1 , deg(C−,1℘ ) = 1

q+1 pour tous les sous-(u, ℘)-groupes
C d’échelon 1 de A. En résumé, on a bien deg((C′1)−,1℘ ) = 1−s

q . Par la suite exacte de
schémas en groupes

(
qui découle du fait que (C′1)−,1℘ ∩ (C1)−,1℘ = 0

)
0→ (C′1)−,1℘ → A[$]−,1 → (C1)−,1℘ → 0,

on a deg
(

(C1)−,1℘

)
= 1 − 1−s

q ≥ 1 − r
q . Donc le L-point

(
A/C, ι, θ, α℘, (C1)−,1℘

)
de

MK(℘)τ,E se trouve bien dans MK(℘)τ,E [1− r
q , 1].

(2) et (3): Soit r ∈ [0, 1
q+1 [∩Q, par (1), le morphisme p2 envoie MK(℘;℘)τ,E [ 1

q+1 , 1]

sur MK(℘;℘)τ,E [ q
q+1 , 1]. Considérons la restriction de p2 à

MK(℘;℘)τ,E [r,
1

q + 1
[.

Soit x = (A, ι, θ, α℘, C1, C
′
1) un L-point de MK(℘;℘)τ,E [r, 1

q+1 [ avec (A, ι, θ, α℘,C1,C
′
1)

le OL-point de MK(℘;℘)τ,OE associé. Notons s déf
= deg(p1(x)) < 1

q+1 , d’après la propo-
sition 3.1.12 (2), il existe un sous-(u, ℘)-groupe C d’échelon 1 de A (qui est le sous-groupe
canonique de A) tel que deg(C−,1℘ ) = 1− qs. De plus, pour tous les sous-(u, ℘)-groupes
C′ d’échelon 1 de A différents de C1 et de C, on a deg

(
(C′)−,1℘

)
= s. On en déduit

deg
(

(C1)−,1℘

)
= 1 − (1 − qs) = qs ≥ qr si deg

(
(C′1)−,1℘

)
= 1 − qs (c’est le cas où

C′1 = C), et deg
(

(C1)−,1℘

)
= 1 − s si deg((C′)−,1℘ ) = s (d’où la partie (3) découle).

Comme 1 − s > qs, le L-point
(
A/C, ι, θ, α℘, (C1)−,1℘

)
de MK(℘)an

τ,E est bien dans
MK(℘)τ,E [qr, 1]. La partie (2) en découle.

Par conséquent, on a

Proposition 3.1.23. (1) Soit r ∈ Q ∩ [0, q
q+1 ], l’opérateur (cf. (2.43))

X ′u,℘ : H0
(
MK(℘)τ,E ,S

(k+,k−;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ,E

)
−→ H0

(
MK(℘)τ,E ,S

(k+,k−;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ,E

)
(3.18)

se prolonge en un opérateur encore noté X ′u,℘

X ′u,℘ : H0
(
MK(℘)τ,E

[
1− r

q
, 1
]
,S

(k+,k−;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ,E

)
−→ H0

(
MK(℘)τ,E [1− r, 1],S

(k+,k−;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ,E

)
. (3.19)
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(2) Soit r ∈ Q∩ [0, 1
q+1 [, l’opérateur X ′u,℘ (3.18) se prolonge en un opérateur encore

noté X ′u,℘

X ′u,℘ : H0
(
MK(℘)τ,E [qr, 1],S

(k+,k−;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ,E

)
−→ H0

(
MK(℘)τ,E [r, 1],S

(k+,k−;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ,E

)
. (3.20)

(3) Soit r ∈ Q ∩ [0, 1
q+1 [, il existe un opérateur:

(X ′u,℘)nsp : H0
(
MK(℘)τ,E [1− r, 1],S

(k+,k−;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ,E

)
−→ H0

(
MK(℘)τ,E [0, r],S

(k+,k−;k1Σ℘\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ,E

)
tel que pour tout f ∈ H0

(
MK(℘)τ,E [1− r, 1],S

(k+,k−;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ,E

)
,

(X ′u,℘)nsp(f)(A, ι, θ, α℘, C1) =
∑
C

φ∗C

(
f
(
A/C, ι′, θ′, α℘, (C1)−,1℘

))
,

où C parcourt tous les sous-(u, ℘)-groupes d’échelon 1 de A différents de C1 et du sous-
groupe canonique d’échelon 1 de A.

(4) Soient r1, r2 ∈ Q ∩ [0, 1
q+1 [ (r1 ≤ r2), il existe un opérateur:

(X ′u,℘)sp : H0
(
MK(℘)τ,E [qr1, qr2],S

(k+,k−;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ,E

)
−→ H0

(
MK(℘)τ,E [r1, r2],S

(k+,k−;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ,E

)
tel que pour tout f ∈ H0

(
MK(℘)τ,E [qr1, qr2],S

(k+,k−;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ,E

)
,

(X ′u,℘)sp(f)(A, ι, θ, α℘, C1) = φ∗C

(
f
(
A/C, ι′, θ′, α℘, (C1)−,1℘

))
,

où C est le sous-groupe canonique d’échelon 1 de A.

Proof. (1) Soit r ∈ Q ∩ [0, q
q+1 ], par le lemme 3.1.22 (1), on dispose d’un diagramme

commutatif:

A A/C′1

A MK(℘;℘)[1− r, 1] A

MK(℘)[1− r, 1] MK(℘)[1− r
q , 1]

........................................................................................................................................................................................................ ............
φC′1

....................................................................................................................................
....
............

................................................................................................................................. ........
....

......................................................................................................................
....
............

................................................................................................................................. ........
....

................................................................................................................................. ........
....

ε
......................................................................................................................

....
............

p1

................................................................................................................... ........
....

p2

......................................................................................................................
....
............

ε

.
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d’où on déduit un opérateur par la composée (comme dans (3.15))

X ′u,℘
déf
= trp1 ◦φ∗C′1 ◦ p

∗
2 : H0

(
MK(℘)τ,E

[
1− r

q
, 1
]
,S

(k+,k−;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ,E

)
−→ H0

(
MK(℘)τ,E [1− r, 1],S

(k+,k−;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ,E

)
.

(2) De même, soit r ∈ Q ∩ [0, 1
q+1 [, par le lemme 3.1.22 (2) on a un diagramme

commutatif:

A A/C′1

A MK(℘;℘)[r, 1] A

MK(℘)[r, 1] MK(℘)[qr, 1]

........................................................................................................................................................................................................ ............
φC′1

....................................................................................................................................
....
............

................................................................................................................................. ........
....

......................................................................................................................
....
............

................................................................................................................................. ........
....

................................................................................................................................. ........
....

ε
......................................................................................................................

....
............

p1

.......................................................................................................................... ........
....

p2

.............................................................................................................................
....
............

ε

.

d’où déduit un opérateur par la composée

X ′u,℘
déf
= trp1 ◦φ∗C′1 ◦ p

∗
2 : H0

(
MK(℘)τ,E [qr, 1],S

(k+,k−;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ,E

)
−→ H0

(
MK(℘)τ,E [r, 1],S

(k+,k−;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ,E

)
.

(3) Par le lemme 3.1.22 (3) on a un diagramme commutatif:

A A/C′1

A MK(℘;℘){[0, r]; [0, r]} A

MK(℘)[0, r] MK(℘)[1− r, 1]

........................................................................................................................................................................................................ ............
φC′1

....................................................................................................................................
....
............

................................................................................................................................. ........
....

......................................................................................................................
....
............

................................................................................................................................. ........
....

................................................................................................................................. ........
....

ε
......................................................................................................................

....
............

p1

.......................................................................................................................... ........
....

p2

.............................................................................................................................
....
............

ε

.

d’où on déduit un opérateur (X ′u,℘)nsp par la composée:

(X ′u,℘)nsp déf
= trp1 ◦φ∗C′ ◦ p∗2 : H0

(
MK(℘)τ,E [1− r, 1],S

(k+,k−;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ,E

)
−→ H0

(
MK(℘)τ,E [0, r],S

(k+,k−;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ,E

)
.

Soit f une section de S
(k+,k−;k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ,E sur MK(℘)τ,E [1 − r, 1], on voit par défi-
nition que

(X ′u,℘)nsp(f)(A, ι, θ, α℘, C1)

=
∑
C

φ∗C
(
f(A/C, ι′, θ′, α℘, C1)

)
∈ S

(k+,k−;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ,E (A, ι, θ, α℘),
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où C parcourt tous les sous-(u, ℘)-groupes de A d’échelon 1 différents de C1 et du
sous-groupe canonique d’échelon 1 de A.

(4) Soient r1, r2 ∈ Q∩ [0, 1
q+1 [ (r1 ≤ r2), d’après la proposition 3.1.12 (1), on dispose

d’un morphisme d’espaces analytiques rigides (cf. la démonstration du lemme 3.1.22):

p′2 : MK(℘)τ,E [r1, r2] → MK(℘)τ,E [qr1, qr2]

(A, ι, θ, α℘, C1) 7→
(
A/C, ι′, θ′, α℘, (C1)−,1℘

)
où C est le sous-groupe canonique d’échelon 1 de A (on a bien C 6= C1 selon la propo-
sition 3.1.12 (1)). On obtient donc un diagramme commutatif

A φC−→ A/C → A
↘ ↓ ↓

MK(℘)τ,E [r1, r2]
p′2−→ MK(℘)τ,E [qr1, qr2]

(où C est le sous-groupe canonique d’échelon 1 de A) d’où on déduit un opérateur par
la composée

(X ′u,℘)sp déf
= φ∗C ◦ (p′2)∗ : H0

(
MK(℘)τ,E [qr1, qr2],S

(k+,k−;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ,E

)
−→ H0

(
MK(℘)τ,E [r1, r2],S

(k+,k−;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ,E

)
.

Explicitement, soit f une section de S
(k+,k−;k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ,E sur MK(℘)τ,E [qr1, qr2], on
a

(X ′u,℘)sp(f)(A, ι, θ, α℘, C1) = φ∗C

(
f
(
A/C, ι′, θ′, α℘, (C1)−,1℘

))
.

où C est le sous-groupe canonique d’échelon 1 de A.

3.2 Schémas en groupes munis d’une action de O℘

Supposons jusqu’à la fin de ce chapitre F℘ non ramifié sur Qp, on dispose alors d’une
décomposition

O℘ ⊗Zp OE
∼−−→

∏
σ∈Σ℘

OE , a⊗ b 7→ (σ(a)b)σ∈Σ℘ . (3.21)

3.2.1 Applications de Hodge-Tate

Soient S un schéma sur SpecZp, G un schéma en groupes fini et plat sur S, notons
e : S → G la section identité, ωG

déf
= e∗Ω1

G/S et G∨ le dual de Cartier de G.

Rappelons que l’on dispose d’une application de Hodge-Tate de faisceaux sur le site
fppf de S:

HT : G∨ −→ ωG
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définie comme ci-après: soient S′ un schéma fidèlement plat et de présentation finie sur
S, x ∈ G∨(S′), qui correspond donc à un morphisme de schémas en groupes sur S′:

x : G×S S′ −→ (Gm)S′ ;

l’application HT(S′) : G∨(S′) −→ ωG(S′) envoie alors x sur x∗ dTT ∈ ωG(S′) pour
tout x ∈ G∨(S′). L’application de Hodge-Tate est fonctorielle en G, i.e. si l’on a un
morphisme f : G → G′ de schémas en groupes sur S, alors le diagramme suivant est
commutatif:

(G′)∨
f∨−−−−→ G∨

HT

y HT

y
ωG′

f∗−−−−→ ωG

. (3.22)

Soient S un schéma sur SpecOE , et G un schéma en groupes fini et plat sur S muni
d’une action de O℘, ωG est donc un O℘ ⊗Zp OS-module. De la décomposition (3.21),
on déduit que le O℘ ⊗Zp OS-module ωG se décompose comme

ωG
∼−−→ ⊕σ∈Σ℘ωG,σ. (3.23)

Soit σ ∈ Σ℘, notons HTσ la composée:

HTσ : G∨
HT−−→ ωG −� ωG,σ. (3.24)

Soient G, G′ deux schémas en groupes munis d’une action de O℘, et f : G → G′ un
morphisme O℘-linéaire, on déduit du diagramme (3.22) un diagramme commutatif (car
f est O℘-linéaire):

(G′)∨
f∨−−−−→ G∨

HTσ

y HTσ

y
ωG′,σ

f∗σ−−−−→ ωG,σ

, (3.25)

où f∗σ
déf
= f∗|ωG′,σ .

Soit τ un plongement de O℘ dans OE , suivant Faltings (cf. [39]), on dit que l’action
de O℘ sur G est τ -stricte si ωG,σ est nul pour tout σ 6= τ . Soit LT un groupe formel
de Lubin-Tate associé à O℘ sur SpecO℘ avec ωLT un générateur de ωLT sur O℘, on
prend l’abus de notation LT pour désigner LT ×SpecO℘,τS. Noter que ωLT est aussi
un générateur de ωLT sur OS . Les schémas en groupes LT [$n] sont alors munis d’une
action τ -stricte de O℘ pour tout n ∈ Z>0. Soit G un schéma en groupes fini et plat
muni d’une action τ -stricte de O℘ sur S, d’après Faltings (cf. loc. cit.), il existe un
schéma en groupes GD sur S, appelé le dual strict de G, qui représente le foncteur:

{Schémas sur S} −→ {Ensembles}
S′ 7→ HomO℘(GS′ ,LT S′),

où HomO℘(GS′ ,LT S′) désigne l’ensemble des morphismes O℘-linéaires de schémas en
groupes: GS′ → LT S′ . Le schéma en groupes GD est muni naturellement d’une action
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τ -stricte de O℘. De plus, pour un morphisme O℘-linéaire f : G → G′ de schémas
en groupes munis d’une action τ -stricte de O℘, il existe un morphisme O℘-linéaire
canonique de schémas en groupes:

fD : (G′)D → GD.

On dispose d’une application de Hodge-Tate relative à LT entre faisceaux sur le site
fppf de S:

HTLT : GD −→ ωG

définie comme ci-après: soient S′ un schéma fidèlement plat et de présentation finie sur
S, x ∈ GD(S′), qui correspond donc à un morphisme de schémas en groupes O℘-linéaire
sur S′: x : G ×S S′ −→ LT ×SS′; l’application HTLT (S′) : GD(S′) −→ ωG(S′) envoie
x sur x∗ωLT ∈ ωG(S′) pour tout x ∈ GD(S′). L’application HTLT est fonctorielle en
G, i.e. pour un morphisme O℘-linéaire f : G→ G′ de schémas en groupes sur S munis
d’une action τ -stricte de O℘, alors le diagramme suivant est commutatif

(G′)D
fD−−−−→ GD

HTLT

y HTLT

y
ωG′

f∗−−−−→ ωG

. (3.26)

3.2.2 Schémas en groupes de type (p, · · · , p)

Soit G un schéma en groupes fini et plat sur SpecOE muni d’une action de O℘,
pour tout σ ∈ Σ℘, il existe alors des xi ∈ OE en nombre fini tels que ωG,σ ∼= ⊕iOE/xi.
Posons degσ(G)

déf
=
∑

i υ℘(xi). Par la décomposition (3.23), on a

deg(G) =
∑
σ∈Σ℘

degσ(G).

Soit G un schéma en Fq-vectoriels fini et plat sur SpecOE au sens de Raynaud (cf.
[64, §1.2]) avec G(OCp)

∼= Fq, notons χ le caractère

χ : F×q
Teichmüller−−−−−−−→ O×℘

τ−−→ O×E .

D’après Raynaud (cf. [64, Th.1.4.1]), il existe δi ∈ OE pour i ∈ Z/dZ, tels que G ∼=
SpecA avec

A ∼= OE [Ti]i∈Z/dZ/(T
p
i − δiTi+1)

(où d = [F℘ : Qp] = [Fq : Fp]) et que l’action de Fq sur A est donnée par λ(Ti) = χp
i
(λ)Ti

pour tout λ ∈ F×q et i ∈ Z/dZ .

Notons A∗ déf
= HomOE (A,OE), la structure d’algèbre (resp. de coalgèbre) de A

induit une structure de coalgèbre (resp. d’algèbre) de A∗, et on a bien G∨ ∼= SpecA∗.
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Le schéma en groupes G∨ (donc l’algèbre A∗) est muni canoniquement d’une action
de Fq. En fait, soient Xi ∈ A∗ pour tout i ∈ Z/dZ tels que Xi(Ti) = 1 et que
Xi(
∏
j∈Z/dZ T

nj
j ) = 0 pour tout

∏
j∈Z/dZ T

nj
j 6= Ti avec 0 ≤ nj ≤ p − 1, l’action de Fq

sur A∗ est alors donnée par λ(Xi) = χp
i
(λ)Xi pour tout λ ∈ F×q et i ∈ Z/dZ.

D’après Raynaud (cf. [64, 1.5.3]), il existe γi ∈ OE pour tout i ∈ Z/dZ tel que
υ(γi) + υ(δi) = 1 et

A∗ ∼= OE [Xi]i∈Z/dZ/(X
p
i − γiXi+1).

On a donc

ωG
∼= ⊕i∈Z/dZOE/δi−1OE dTi,

ωG∨
∼= ⊕i∈Z/dZOE/γi−1OE dXi.

Le schéma en Fq-vectoriels G (resp. G∨) est muni d’une action de O℘ induite par celle
de Fq via la projection O℘ � Fq. Soit σ = τ ◦ Frobp

i
: O℘ → OE (i ∈ Z/dZ), on a des

isomorphismes de OE-modules (avec les notations du §3.1.1)

ωG,σ
∼= OE/δi−1OE ,

ωG∨,σ
∼= OE/γi−1OE .

En particulier, degσ(G) + degσ(G∨) = 1 pour tout σ ∈ Σ℘. Si l’on suppose de plus
l’action de O℘ sur G τ -stricte, par [40, 1.1.2], on a en fait deg(G) + deg(GD) = 1. Par
récurrence sur n, on obtient le lemme suivant

Lemme 3.2.1. Soit G un schéma en groupes fini et plat sur SpecOE muni d’une action
de O℘, et supposons G(OCp)

∼= O℘/$nO℘ pour n ≥ 1, alors on a

degσ(G) + degσ(G∨) = n,

pour tout σ ∈ Σ℘. Si l’on suppose de plus que l’action de O℘ sur G est τ -stricte pour
τ ∈ Σ℘, alors on a

deg(G) + deg(GD) = n.

Considérons l’application de Hodge-Tate (cf. (3.24))

HTσ(OCp) : G∨(OCp) −→ ωG,σ(OCp)
∼= OCp/δi−1.

Soit x = (λ0, · · · , λd−1) ∈ G∨(OCp) (i.e. le morphisme A∗ → OCp envoyant Xi sur λi
pour tout i ∈ Z/dZ), on a alors λpi = γiλi+1. On en déduit

υ(λi) =
1

q − 1

( d−1∑
j=i

pd−1−j+iυ(γj) +
i−1∑
j=0

pi−j−1υ(γj)
)
. (3.27)

si λi 6= 0 (pour tout i ∈ Z/dZ), En outre, le point x correspond à un morphisme (par
la définition de G∨)

x : OCp [T, T
−1] −→ A⊗OE OCp

∼= OCp [Ti]i∈Z/dZ/(T
p
i − δiTi+1).
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Notons y l’image de T , on déduit de la définition de Xi que

y = 1 +
∑

i∈Z/dZ

λiTi +
∑

i∈Z/dZ
0≤ni≤p−1,

∑
i ni>1

a(n0,..,nd−1)

∏
Tnii ,

avec a(n0,...,nd−1) ∈ OCp . On a alors

x∗(
dT

T
) =

(
λ0, λ1 · · · , λd−1

)
∈ OCp/δd−1 ⊕OCp/δ0 ⊕ · · · ⊕ OCp/δd−2.

Lemme 3.2.2. Soit G un schéma en groupes fini et plat et de type (p, ..., p) muni d’une
action de O℘ sur SpecOE tel que G(OCp)

∼= O℘/$ et que l’action induite de O℘ sur
G∨ soit τ -stricte, et supposons degτ (G) = s (donc s ∈ [0, 1] par le Lem. 3.2.1), alors
le sous-OCp-module de ωG,τ (OCp) engendré par l’image de HTτ (OCp) est isomorphe à
aOCp/bOCp, où υ℘(a) = 1−s

q−1 , υ℘(b) = s.

Proof. Comme l’action de O℘ sur G∨ est τ -stricte, on a γi ∈ O×E pour tout i 6= d − 1

(mod d). Soit 0 6= (λ0, · · · , λd−1) ∈ G∨(OCp), par (3.27), υ(λi) = pi

q−1υ(γd−1) =
pi

q−1(1− υ(δd−1)). Le lemme en découle.

Pour l’application de Hodge-Tate relative à LT , d’après [40, 1.1.2], on a

Lemme 3.2.3. Soit G un schéma en groupes de type (p, ..., p) muni d’une action
τ -stricte de O℘ sur SpecOE avec G(OCp)

∼= O℘/$O℘, et supposons deg(G) = s,
alors le sous-OCp-module de ωG engendré par l’image de HTLT (OCp) est isomorphe à
aOCp/bOCp où υ℘(a) = 1−s

q−1 , υ℘(b) = s.

Remarque 3.2.4 (Dual de Cartier et dual de Faltings). Soient S un schéma sur
SpecOE, et G un schéma en groupes fini et plat muni d’une action τ -stricte de O℘,
considérons les deux faisceaux cohérents ωG∨,τ et ωGD sur S. On peut se demander:
est-ce qu’ils sont isomorphes?

En effet, comme vu précédemment, on dispose de deux applications de Hodge-Tate:
HTτ : G → ωG∨,τ et HTLT : G → ωGD . En outre, par la propriété universelle de ωG∨
(cf. [57, Prop.IV.1.3 et Rem.IV.1.4]), il existe un morphisme de faisceaux cohérents
sur S: iτ : ωG∨ → ωGD tel que HTLT = iτ ◦ HT. D’après [57, Rem.IV.1.6], iτ est
de plus O℘-linéaire, et donc se factorise à travers ωG∨,τ . En résumé, on dispose d’un
diagramme commutatif

G ωG∨,τ

ωGD

...................................................................................................................................................................................................... ............
HTτ

.................................................................................................................................................................................................................................... .........
...

HTLT
...................................................................................
.....
.......
.....

iτ

. (3.28)

Mais l’auteur ignore si le morphisme iτ est un isomorphisme.
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3.2.3 Sous-groupes canoniques

Soient n ∈ Z≥1, r ∈ Q ∩ [0, 1
qn−2(q+1)

[, S un schéma sur SpecOE et (A, ι, θ, α℘)

un S-point de (MK)≤rτ,OE avec Cn le sous-groupe canonique d’échelon n de A (cf. le

corollaire 3.1.17). Notons G déf
= A[$∞]−,1, Hn

déf
= (Cn)−,1℘ le sous-groupe canonique

d’échelon n de G, φn : G → G/Hn l’isogénie naturelle, et G∨ le dual de Cartier de G.
Considérons la suite exacte:

0→ G[$n]/Hn → G/Hn
ψn−−→ G→ 0,

où l’isogénie ψn : G/Hn → G est l’unique isogénie telle que ψn ◦φn = [$n]. En prenant
les duaux de Cartier, on obtient une suite exacte

0→ (G[$n]/Hn)∨
ιn−→ G∨

ψ∨n−−→ (G/Hn)∨ → 0.

Notons H̃n
déf
= (G[$n]/Hn)∨.

Lemme 3.2.5. Soit n ∈ Z>0, l’application ιn ci-dessus se factorise alors par ιn+1 :
H̃n+1 → G∨ et le schéma en groupes H̃n s’identifie à un sous-schéma en groupes de
H̃n+1 sur S.

Proof. Pour n ∈ Z>0, considérons le diagramme commutatif:

0 −−−−→ G[$n]/Hn
jn−−−−→ G/Hn

ψn−−−−→ G −−−−→ 0

i′
y i

y [$]

y
0 −−−−→ G[$n+1]/Hn+1

jn+1−−−−→ G/Hn+1
ψn+1−−−−→ G −−−−→ 0

j′
y j

y id

y
0 −−−−→ G[$n]/Hn

jn−−−−→ G/Hn
ψn−−−−→ G −−−−→ 0

où i désigne l’isogénie naturelle (induit par le plongement Hn ↪→ Hn+1), j désigne
l’isogénie telle que j ◦ i = [$] et où l’existence du morphisme j′ provient du fait que
ψn◦j◦jn+1 = 0. En prenant les duaux de Cartier, on obtient un diagramme commutatif:

0 −−−−→ H̃n
ιn−−−−→ G∨

ψ∨n−−−−→ (G/Hn)∨ −−−−→ 0

(j′)∨
y id

y j∨
y

0 −−−−→ H̃n+1
ιn+1−−−−→ G∨

ψ∨n+1−−−−→ (G/Hn+1)∨ −−−−→ 0

.

Le lemme en découle.

On dit que H̃n est le sous-groupe canonique d’échelon n de G∨. Notons que H̃∨n est
muni d’une action τ -stricte de O℘.
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Notons

HT−
déf
= HTLT : HDn −→ ωHn ,

HT+
déf
= HTτ : H̃∨n −→ ω

H̃∨n ,τ
.

Par (3.25) et (3.26), on a

Lemme 3.2.6. Les applications de Hodge-Tate HT− et HT+ sont τ -linéaires sous
l’action de O℘ (qui se factorise à travers O℘/$nO℘), i.e. pour tout λ ∈ O℘, les
diagrammes suivants commutent:

HDn
ωHn H̃∨n

ω
H̃n,τ

HDn
ωHn H̃∨n

ω
H̃n,τ

.................................................................................................................................................................................... ............
HT−

............................................................................................................
.....
.......
.....

[λ]

............................................................................................................
.....
.......
.....

τ(λ)

.................................................................................................................................................................................... ............
HT−

.......................................................................................................................................................................... ............
HT+

............................................................................................................
.....
.......
.....

[λ]

............................................................................................................
.....
.......
.....

τ(λ)

.......................................................................................................................................................................... ............
HT+ .

Enfin, on a comme dans [62, Prop.3.1]:

Proposition 3.2.7. Soient L une extension finie de E avec OL son anneau des entiers,
x = (A, ι, θ, α℘) un OL-point de (MK)τ,OE avec Ha(x) = r < 1

qn−2(q+1)
, on a pour tout

k ∈ Z≥1, k ≤ n:

(1) degτ (H̃k) = deg(Hk) = k − 1−qk
1−q r;

(2) Hk(OCp)
∼= H̃k(OCp)

∼= O℘/$kO℘;

(3) le sous-OCp-module de ωHk⊗OLOCp (resp. ωH̃k,τ⊗OLOCp) engendré par l’image

de l’application de Hodge-Tate HDk → ωHk ⊗OL OCp (resp. H̃∨k → ω
H̃k,τ
⊗OL OCp) est

isomorphe à cOCp/akOCp avec c, ak ∈ OCp tels que

υ℘(c) =
r

q − 1
,

υ℘(ak) = k − 1− qk

1− q
r.

Proof. (1) et (2): La partie pour Hk a déjà été obtenue dans le corollaire 3.1.17. On a
H̃k(OCp)

∼= O℘/$kO℘. Par le lemme 3.2.1, on a

degτ (H̃k) = k − degτ (G[$k]/Hk)

Comme l’action de O℘ sur G[$k]/Hk est τ -stricte, on voit que

degτ (G[$k]/Hk) = deg(G[$k]/Hk) = k − deg(Hk),

la partie (1) en découle.
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(3): Par les lemmes 3.2.2 et 3.2.3 appliqués à H̃1 et H1, on obtient les résultats pour
le cas k = 1. Pour le cas k > 1, considérons les inclusions i : H1 ↪→ Hk et ĩ : H̃1 ↪→ H̃k.
Par (3.25) et (3.26), on dispose alors des diagrammes commutatifs

HDk
ωHk H̃∨k

ω
H̃k,τ

HD1
ωH1 H̃∨1

ω
H̃1,τ

.................................................................................................................................................................................... ............
HT−

............................................................................................................
.....
.......
.....

iD

............................................................................................................
.....
.......
.....

............................................................................................................

........
..
.......
........
..

.................................................................................................................................................................................... ............
HT−

.......................................................................................................................................................................... ............
HT+

............................................................................................................
.....
.......
.....

ĩ∨

............................................................................................................
.....
.......
.....

............................................................................................................

........
..
.......
........
..

............................................................................................................................................................................. ............
HT+ .

Donc la partie (3) suit des résultats pour le cas k = 1 et de la partie (1).

3.3 Classicité

Soient K un sous-groupe net de G(A∞) maximal en ℘, τ ∈ Σ℘, k1,σ ∈ Z≥2, k2,σ ∈ Z
pour tout σ ∈ Σp \ {τ}, et k+, k− ∈ Z. Cette section a pour but de montrer

Théorème 3.3.1. Supposons F℘i non ramifié sur Qp pour tout ℘i|p. Pour une forme
modulaire surconvergente f sur (τ, E) de poids (k+, k−; k1Σp\{τ}, k2Σp\{τ}) de niveau K,
vecteur propre sous l’action de X ′u,℘ de valeur propre a℘ ∈ E×, si

υ℘(a℘) <
∑

σ∈Σ℘\{τ}

k2,σ + k−,

alors f est une forme modulaire classique sur MK(℘)τ,E.

Remarque 3.3.2. (1) Le résultat pour le cas où k1,σ = 2, k2,σ = 0 pour tout σ ∈ Σp\{τ}
et k+ = 0 (sans l’hypothèse F℘i non ramifié sur Qp) a déjà été obtenu par Kassaei ([50,
Thm.5.1]).

(2) Lorsqu’il existe (kσ)σ∈Σp et w des entiers de même parité tels que kσ ≥ 2 pour
tout σ ∈ Σp, k1,σ = kσ, k2,σ = w−kσ

2 pour tout σ ∈ Σp \ {τ}, et que k+ = kτ−w−2
2 , k− =

w+kτ−2
2

(
soient k1,τ = kτ , k2,τ = w−kτ

2 , on a donc k+ = −k2,τ + 1, k− = k2,τ +k1,τ − 1,
voir Déf.2.3.3

)
(ceci est en fait l’hypothèse de parité sur les poids de formes modulaires

de Hilbert), on voit que si

υ℘(a℘) <
∑
σ∈Σ℘

w − kσ
2

+ (kτ − 1),

alors f est classique.

3.3.1 "Gluing lemma" revisité

Soit X un schéma réduit, plat et de type fini sur SpecOE . Notons XE sa fibre
générique, X le complété le long de sa fibre spéciale, et Xrig l’espace analytique rigide
associé à X au sens de Raynaud.
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Soit N un faisceau cohérent localement libre de rang r sur X, et notons NE , N,
Nrig les faisceaux associés sur XE , X, Xrig respectivement. Soit f ∈ H0(Xrig,Nrig)
une section de Nrig sur Xrig, pour un L-point x : SpecL → Xrig de Xrig, on note f(x)
l’image de f dans H0(SpecL, x∗Nrig) (étant un L-espace vectoriel de dimension r) via
l’application de restriction naturelle:

H0(Xrig,Nrig)→ H0(SpecL, x∗Nrig).

En outre, le morphisme x : SpecL→ Xrig se factorise de manière unique

SpecL
x−−−−→ Xrigy y

SpecOL
x−−−−→ X

ce qui donne un OL-réseau H0(SpecOL, x∗N) dans H0(SpecL, x∗Nrig), i.e.

H0(SpecOL, x∗N)⊗OL L ∼= H0(SpecL, x∗Nrig).

On définit

υx(f)
déf
= inf{r ∈ Q | f(x) ∈ $rH0(OL, x∗N)} ∈ R ∪ {−∞}.

Pour un ouvert admissible Y de Xrig, on définit

υY(f)
déf
= inf{υx(f) | x : SpecL→ Y} ∈ R ∪ {−∞}. (3.29)

Notons υ(f) = υXrig(f) pour simplifier. Le lemme suivant est bien connu (e.g. voir [49,
Lem.2.2]):

Lemme 3.3.3. Soit Y un ouvert affinoïde admissible de Xrig, alors H0(Y,Nrig) muni
de la topologie définie par la valuation υY est un E-espace de Banach.

Soit {Ui → X}i∈I un recouvrement fini de X tel que N|Ui soit libre, i.e N|Ui ∼= O
⊕r
Ui

.
Notons Urig

i l’espace analytique rigide associé à Ui. On obtient alors un recouvrement
admissible {Urig

i → Xrig}i∈I de Xrig tel que Nrig|
Urig
i

∼= (O
Urig
i

)⊕r. Il est clair que
υ(f) = infi∈I υUrig

i
(f). D’après Kassaei, on a le "gluing Lemma" (cf. [49, Lem.2.3]):

Proposition 3.3.4. Soit Y un ouvert admissible et lisse dans Xrig. Supposons que Y
est une union de deux ouverts admissibles disjoints Y = V∪W, où W est un affinoïde.
Supposons de plus qu’il existe une famille d’ouverts affinoïdes {Wi}i∈Z>0 tels que

W ⊂W1 ⊂W2 ⊂ · · ·

et que {V,Wn} soit un recouvrement admissible de Y pour tout n. Soient f ∈ H0(V,Nrig)
et g ∈ H0(W,Nrig), s’il existe des gn ∈ H0(Wn,N

rig) pour tout n ∈ Z>0 tels que

vV∩Wn(gn − f)→ +∞,
vW(gn − g)→ +∞,

lorsque n→ +∞, alors f et g se recollent en une section de Nrig sur Y.
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Proof. Il suffit de montrer la proposition dans le cas où Y est affinoïde et Nrig|Y ∼= OrY.
On fixe une base {ei}i=1,...,r de H0(Y,Nrig) sur H0(Y,OY). Soit U un ouvert admissible
de Y, on obtient une application bijective, E-linéaire et continue

r⊕
i=1

H0(U,OU) −→ H0(U,Nrig), (hi)i=1,..r 7→
r∑
i=1

hiei. (3.30)

En fait, cette dernière est un isomorphisme d’espaces topologiques. Lorsque U est
affinoïde, cela suit du théorème de Banach-Steinhaus (cf. [11, Prop.3.7.3/3]); pour
U général, cela découle du fait que U admet un recouvrement fini par des ouverts
admissibles affinoïdes {Ui}. Notons

f =
r∑
i=1

fiei, fi ∈ H0(V,OU),

g =

r∑
i=1

giei, gi ∈ H0(W,OU),

gn =
r∑
i=1

gn,iei, gn,i ∈ H0(Wn,OU).

Comme (3.30) est un isomorphisme, on voit que

vV∩Wn(gn,i − fi)→ +∞,
vW(gn,i − gi)→ +∞,

lorsque n→ +∞. La proposition découle alors de [49, Lem 2.3].

3.3.2 Structures entières des espaces de formes modulaires

3.3.2.1 Décompositions de OD ⊗Z OE-modules

Rappelons que OD ⊗Z Zp se décompose comme

OD ⊗Z Zp
∼−−→
∏
℘i|p

(OD+
℘i
⊕OD−℘i ) (3.31)

où OD−℘i
∼= M2(O℘i) pour tout ℘i|p, et que tout OD ⊗Z Zp-module Λ se décompose

comme
Λ
∼−−→
∏
℘i|p

(Λ+,1
℘i ⊕ Λ+,2

℘i ⊕ Λ−,1℘i ⊕ Λ−,2℘i ), (3.32)

où Λ±,k℘i est un O℘i-module (voir (1.6)).

Supposons jusqu’à la fin de ce chapitre F℘i non ramifié sur Qp pour tout ℘i|p. De
la décomposition

O℘i ⊗Zp OE
∼−−→

∏
σ∈Σ℘i

OE , a⊗ b 7→ (σ(a)b)σ∈Σ℘i
, (3.33)
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on déduit que le O℘i ⊗Zp OE-module Λ±,k℘i peut se décomposer comme

Λ±,k℘i

∼−−→
∏

σ∈Σ℘i

Λ±,k℘i,σ (3.34)

où Λ±,k℘i,σ
∼= Λ±,k℘i ⊗O℘i ,σ OE est un OE-module.

3.3.2.2 Structures entières des espaces de formes modulaires

Soit ε : A → (MK)τ,OE le schéma abélien universel sur (MK)τ,OE , considérons les
OD ⊗ZO(MK)τ,OE

-modules R1ε∗OA et ε∗Ω1
A/(MK)τ,OE

(
qui sont des O(MK)τ,OE

-modules

localement libres de rang 4dF
)
. On a donc des isomorphismes de O(MK)τ,OE

-modules

R1ε∗OA
∼−−→

∏
℘i|p
σ∈Σ℘i

(
(R1ε∗OA)+,1

℘i,σ ⊕ (R1ε∗OA)+,2
℘i,σ ⊕ (R1ε∗OA)−,1℘i,σ ⊕ (R1ε∗OA)−,2℘i,σ

)
,

ε∗Ω
1
A/(MK)τ,OE

∼−−→
∏
℘i|p
σ∈Σ℘i

(
(ε∗Ω

1
A/(MK)τ,OE

)+,1
℘i,σ ⊕ (ε∗Ω

1
A/(MK)τ,OE

)+,2
℘i,σ

⊕ (ε∗Ω
1
A/(MK)τ,OE

)−,1℘i,σ ⊕ (ε∗Ω
1
A/(MK)τ,OE

)−,2℘i,σ

)
.

Comme au §2.3.1.1, on a

Lemme 3.3.5. Le O(MK)τ,OE
-module (R1ε∗OA)−,1℘i,σ est localement libre de rang 2 pour

tout ℘i|p et σ 6= τ . Les O(MK)τ,OE
-modules (R1ε∗OA)−,1℘,τ et (ε∗Ω

1
A/(MK)τ,OE

)−,1℘,τ sont
localement libres de rang 1.

Notons ωA,−
déf
= (ε∗Ω

1
A/(MK)τ,OE

)−,1℘,τ et ωA,+
déf
=
(

(R1ε∗OA)−,1℘,τ

)∨
, et posons

S
(k+,k−;k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ,OE
déf
= ω

k+

A,+ ⊗ ω
k−
A,−

⊗
⊗
℘i|p

σ∈Σ℘i ,σ 6=τ

(
Symk1,σ−2(R1ε∗OA)−,1℘i,σ ⊗

( 2∧
(R1ε∗OA)−,1℘i,σ

)k2,σ
)
,

où tous les produits tensoriels, symétriques et extérieurs sont sur O(MK)τ,OE
. Notons

S
(k+,k−;k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ,OE le faisceau cohérent associé sur (MK)τ,OE . On a alors un iso-
morphisme de faisceaux cohérents sur (MK)rig

τ,OE
∼= (MK)an

τ,E(
S

(k+,k−;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ,OE

)rig ∼−−→ S
(k+,k−;k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ,E .
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Soient L une extension finie de E avec OL son anneau des entiers, x = (A, ι, θ, α℘) un
L-point de (MK)rig

τ,OE avec x = (A, ι, θ, α℘) le OL-point de (MK)τ,OE associé, notons

S
(k+,k−;k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ,OE (A)
déf
= H0

(
SpecOL, x∗S

(k+,k−;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ,OE

)
qui est en fait un OL-réseau

(
libre de rang

∑
σ∈Σp\{τ}(k1,σ−1)

)
dans le L-espace vecto-

riel S
(k+,k−;k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ,E (A). Soient U un ouvert admissible de (MK)rig
τ,E contenant

x, f une section de S
(k+,k−;k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ,E sur U , posons (voir §3.3.1)

υx(f)
déf
= inf

{
r ∈ Q | f(x) ∈ $rS

(k+,k−;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ,OE (A)
}

et
υU (f)

déf
= inf

x∈U
υx(f). (3.35)

On a par définition

S
(k+,k−;k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ (A)
∼−−→ ω

k+

A,+ ⊗ ω
k−
A,−

⊗
⊗
℘i|p

σ∈Σ℘i ,σ 6=τ

(
Symk1,σ−2H1(A,OA)−,1℘i,σ ⊗

( 2∧
H1(A,OA)−,1℘i,σ

)⊗k2,σ
)

où ωA,+
déf
=
(
H1(A,OA)−,1℘,τ

)∨ et ωA,−
déf
= (e∗Ω1

A/ SpecOL)−,1℘,τ avec e : SpecOL → A la
section identité (ce sont des OL-modules libres de rang 1). Soient C un sous-groupe fini
et plat OD-linéaire de A sur SpecOL, C

déf
= C×SpecOL SpecL, l’isogénie φC : A→ A/C

induit des morphismes de OD ⊗Z OL-modules:

φ∗C : e∗Ω(A/C)/ SpecOL −→ e∗ΩA/ SpecOL ,

φ∗C : H1(A/C,OA/C) −→ H1(A,OA),

et donc des morphismes de OL-modules (comparer avec la remarque 2.3.12):

(φ∗C)− : ωA/C,− −→ ωA,−,

(φ∗C)−,1℘i,σ : H1(A/C,OA/C)−,1℘i,σ −→ H1(A,OA)−,1℘i,σ

pour tout ℘i|p et σ ∈ Σ℘i . Notons C
déf
= C×SpecOL SpecL, on voit par définition (cf. la

remarque 2.3.12) que φ∗C⊗OL L = φ∗C , (φ∗C)−⊗OL L = (φ∗C)−, (φ∗C)−,1℘i,σ⊗OL L = (φ∗C)−,1℘i,σ

et (φ∗C)−,1℘,τ ⊗OL L =
(
(φ∗C)∨+

)−1. En outre, on dispose d’une isogénie OD-linéaire φ∨C :
(A/C)∨ → A∨ qui induit des morphismes((

φ∨C
)∗)−,1

℘i,σ
:
(
e∗Ω1

A∨/SpecOL
)−,1
℘i,σ
−→

(
e∗Ω1

(A/C)∨/SpecOL
)−,1
℘i,σ

.

On a
((
φ∨C
)∗)−,1

℘i,σ
=
(
(φ∗C)−,1℘i,σ

)∨ (via les isomorphismes naturels de OL-modules(
e∗Ω1

A∨/ SpecOL
)−,1
℘i,σ

∼=
(
H1(A,OA)−,1℘i,σ

)∨
,(

e∗Ω1
(A/C)∨/ SpecOL

)−,1
℘i,σ

∼=
(
H1(A/C,OA/C)−,1℘i,σ

)∨)
.
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Lemme 3.3.6. Soient n ∈ Z, x = (A, ι, θ, α) un L-point de (MK)an
τ,E avec x = (A, ι, θ, α)

le OL-point de (MK)τ,OE associé, et Cn un sous-(u, ℘)-groupe de A d’échelon n sur
SpecOL tel que deg

(
(Cn)−,1℘

)
= r = υ℘(a) ∈ [0, n] ∩ Q (avec a ∈ OL). Soit Cn

déf
=

Cn ×SpecOL SpecL, on a alors

φ∗Cn

(
S

(k+,k−;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ,OE (A/Cn)
)

⊆ ak++k−$
n(

∑
σ∈Σ℘\{τ} k2,σ−k+)

S
(k+,k−;k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ,OE (A).

Proof. Pour tout ℘i|p, ℘i 6= ℘, comme le schéma en groupes (Cn)−,1℘i est trivial, on voit
que les morphismes (φ∗Cn)−,1℘i,σ sont des isomorphismes de OL-modules pour tout σ ∈ Σ℘i .

Notons Hn
déf
= (Cn)−,1℘ , l’isogénie φCn : A → A/Cn induit une suite exacte de OL-

modules
0→ ωA/Cn,−

(φ∗Cn )−
−−−−→ ωA,− → ωHn → 0. (3.36)

Par la discussion au-dessus de ce lemme, l’isogénie φ∨Cn : (A/Cn)∨ → A∨ induit une
suite exacte de OL-modules

0→
(
H1(A,OA)−,1℘,σ

)∨ ((φ∗Cn )−,1℘,σ

)∨
−−−−−−−−→

(
H1(A/Cn,OA/Cn)−,1℘,σ

)∨ → ωH∨n ,σ
→ 0, (3.37)(

on a bien H∨n
∼= (C∨n)−,1℘

)
et donc une suite exacte de OL-modules

0→ H1(A/Cn,OA/Cn)−,1℘,σ

(φ∗Cn )−,1℘,σ

−−−−−→ H1(A,OA)−,1℘,σ → ω∨H∨n ,σ → 0, (3.38)

pour tout σ ∈ Σ℘, où ω∨H∨n ,σ
déf
= HomOL

(
ωH∨n ,σ

, L/OL
)
désigne le dual de Pontryagin de

ωH∨n ,σ
. On a ωHn

∼= ωHn,τ
∼= OL/aOL. Par le lemme 3.2.1, on a ωH∨n ,τ

∼= OL/($n/a)OL,
et ωH∨n ,σ

∼= OL/$nOL pour tout σ ∈ Σ℘, σ 6= τ . On en déduit que (φ∗Cn)−(ωA/Cn,−) ∼=
aωA,−, (φ∗Cn)−,1℘,τ (ω∨A/Cn,+) ∼= ($n/a)ω∨A,+ et que(

Symk1,σ−2(φ∗Cn)−,1℘,σ

)(
Symk1,σ−2H1(A/Cn,OA/Cn)−,1℘,σ

)
⊆ Symk1,σ−2H1(A,OA)−,1℘,σ( 2∧

(φ∗Cn)−,1℘,σ

)( 2∧
H1(A/Cn,OA/Cn)−,1℘,σ

)
= $n

2∧
H1(A,OA)−,1℘,σ

pour tout σ ∈ Σ℘ \ {τ}. Donc par la discussion au-dessus de ce lemme et la définition
de φ∗Cn (cf. Rem. 2.3.12), on voit que

φ∗Cn

(
S

(k+,k−;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ,OE (A/Cn)
)

⊆ ak−($n/a)−k+
∏

σ∈Σ℘\{τ}

$nk2,σS
(k+,k−;k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ,OE (A)

= ak++k−$
n
(
−k++

∑
σ∈Σ℘\{τ} k2,σ

)
S

(k+,k−;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ,OE (A).

Ceci permet de conclure.
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3.3.3 Classicité

Soient K un groupe ouvert compact net de G(A∞) maximal en ℘, f une forme
modulaire surconvergente de poids (k+, k−; k1Σp\{τ}, k2Σp\{τ}) de niveau K sur (τ, E).
Soit r ∈ Q ∩ [0, q

q+1 [ tel que

f ∈ H0
(

(MK)≤rτ,E ,S
(k+,k−;k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ,E

)
.

Via l’isomorphisme (3.5) d’espaces analytiques rigides (cf. le corollaire 3.1.13), on voit f

comme section de S
(k+,k−;k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ,E surMK(℘)τ,E [1−r, 1]. Supposons X ′u,℘(f) =

a℘f avec a℘ ∈ E×.

Par la théorie de Buzzard (cf. [19]), on a

Proposition 3.3.7. La forme f se prolonge en une section de S
(k+,k−;k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ,E

sur MK(℘)τ,E ]0, 1].

Proof. Par la proposition 3.1.23 (1), pour tout n ∈ Z≥1, on dispose d’une application

(X ′u,℘)n : H0
(
MK(℘)τ,E

[
1− 1

qn−1(q + 1)
, 1
]
,S

(k+,k−;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ,E

)
−→ H0

(
MK(℘)τ,E

[
1− q

q + 1
, 1
]
,S

(k+,k−;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ,E

)
. (3.39)

Soit n ∈ Z tel que 1
qn−1(q+1)

< r, f est alors une section surMK(℘)τ,E

[
1− 1

qn−1(q+1)
, 1
]
.

Par (3.39), (X ′u,℘)n(f) est une section surMK(℘)τ,E [1− q
q+1 , 1]. La forme f se prolonge

donc en une section sur MK(℘)τ,E [ 1
q+1 , 1] via (X ′u,℘)n(f)/an℘

(
i.e. (X ′u,℘)n(f)/an℘ est

une section de S
(k+,k−;k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ,E sur MK(℘)τ,E [ 1
q+1 , 1] telle que

(X ′u,℘)n(f)/an℘
∣∣
MK(℘)τ,E [1−r,1]

= f
)

qui est encore un vecteur propre sous l’action de X ′u,℘ de valeur propre a℘. Soit
{
sn ∈

Q∩]0, 1
q+1 [

}
n∈Z

une suite décroissante telle que limn→∞ sn = 0. En appliquant la

proposition 3.1.23 (2), on voit que f se prolonge en une section f1 sur MK(℘)τ,E [s1, 1].
Par récurrence sur n, f se prolonge en une section fn sur MK(℘)τ,E [sn, 1] avec

fn|MK(℘)τ,E [sn−1,1] = fn−1.

Comme
{
MK(℘)τ,E [sn, 1]

}
n∈Z forme un recouvrement admissible de MK(℘)τ,E ]0, 1], f

se prolonge enfin en une section sur MK(℘)τ,E ]0, 1].

On a comme dans [49, Thm 1.3]:
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Proposition 3.3.8. Soit f une forme modulaire classique sur MK(℘)τ,E de poids
(k+, k−; k1Σp\{τ}, k2Σp\{τ}), vecteur propre de X ′u,℘ de valeur propre a℘ ∈ E×, et sup-
posons υ℘(a℘) <

∑
σ∈Σ℘\{τ} k2,σ + k−. Soient L une extension finie de E et x =

(A, ι, θ, α℘, C) ∈MK(℘)τ,E [0, 0](L), et notons Cn le sous-groupe canonique d’échelon n
de A pour tout n ∈ Z≥1 (noter que C est différent de C1 d’après les propositions 3.1.11
et 3.1.12(1)) et H déf

= C−,1℘ . On a alors

f(A, ι, θ, C) =

∞∑
n=1

( 1

a℘

)n∑
C′n

φ∗C′n

(
f
(
A/C ′n, ι

′, θ′, α℘, H
))

∈ S
(k+,k−;k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ,E (A, ι, θ, α℘, C)

où C ′n parcourt tous les sous-(u, ℘)-groupes de A d’échelon n qui contiennent Cn−1 et
vérifient que le sous-groupe (C ′n)−,1℘ /(Cn−1)−,1℘ de A/Cn−1 est différent de H (l’image
de H dans A/Cn−1) et de

(
C

(n−1)
1

)−,1
℘

où C
(n−1)
1 désigne le sous-groupe canonique

d’échelon 1 de A/Cn−1.

Proof. Par la définition de X ′u,℘, on a

f(A, ι, θ, α℘, C)

=
1

a℘
X ′u,℘(f)(A, ι, θ, α℘, C)

=
1

a℘

∑
C′1

φ∗C′1

(
f(A/C ′1, ι

′, θ′, α℘, H)
)

+
1

a℘
φ∗C1

(
f(A/C1, ι

′, θ′, α℘, H)
)

=
1

a℘

∑
C′1

φ∗C′1

(
f(A/C ′1, ι

′, θ′, α℘, H)
)

+
1

a2
℘

φ∗C1

(
X ′u,℘(f)(A/C1, ι

′, θ′, α℘, H)
)

=
1

a℘

∑
C′1

φ∗C′1

(
f(A/C ′1, ι

′, θ′, α℘, H)
)

+
1

a2
℘

φ∗C1

(∑
C
′
1

φ∗
C
′
1

(
f((A/C1)/C

′
1, ι
′′, θ′′, α℘, H)

))
+

1

a2
℘

φ∗C2

(
f(A/C2, ι

′, θ′, α℘, H)
)

=

2∑
n=1

( 1

a℘

)n∑
C′n

φ∗C′n

(
f(A/C ′n, ι

′, θ′, α℘, H)
)

+
1

a2
℘

φ∗C2

(
f(A/C2, ι

′, θ′, α℘, H)
)

· · ·
· · ·

=

N∑
n=1

( 1

a℘

)n∑
C′n

φ∗C′n

(
f(A/C ′n, ι

′, θ′, α℘, H)
)

+
( 1

a℘

)N
φ∗CN

(
f(A/CN , ι

′, θ′, α℘, H)
)

où les C ′n sont comme dans la proposition, et où C ′1 parcourt tous les sous-(u, ℘)-groupes
d’échelon 1 de A/C1 tels que

(
C
′
1

)−,1
℘

soit différent de H et du sous-groupe canonique
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d’échelon 1 de (A/C1)[$∞]−,1
(
on a donc (A/C1)/C

′
1
∼= A/C ′2 pour un C ′2 comme dans

la proposition
)
. Il suffit alors de montrer que( 1

a℘

)N
φ∗CN

(
f(A/CN , ι

′, θ′, α℘, H)
)
−→ 0 (3.40)

lorsque N → +∞. Quitte à multiplier f par un scalaire non nul, on peut supposer (cf.
(3.29))

υMK(℘)τ,E [0,0](f) ≥ 0.

Notons (A, ι, θ,C0) le OL-point de MK(℘) associé à x, CN le sous-groupe canonique
d’échelon N de A (donc CN ∼= CN ×SpecOL SpecL). Comme

deg
(
(CN )−,1℘

)
= N

(d’après la proposition 3.1.12 (2), on a bien Ha(A) = 0, ceci découle donc du corollaire
3.1.17), par le lemme 3.3.6, on a

υx

(
φ∗CN

(
f(A/CN , ι

′, θ′, α℘, H)
))
≥ N(k+ + k−) +

(
− k+ +

∑
σ∈Σ℘\{τ}

k2,σ

)
N

=
(
k− +

∑
σ∈Σ℘\{τ}

k2,σ

)
N.

Choisissons ε > 0 tel que

υ℘(a℘) ≤
∑

σ∈Σ℘\{τ}

k2,σ + k− − ε,

on a alors
υx

(
(

1

a℘
)Nφ∗CN

(
f(A/CN , ι

′, θ′, α℘, H)
))
≥ εN.

La proposition en découle puisque εN → +∞ quand N → +∞.

Soit maintenant f une section de S
(k+,k−;k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ,E surMK(℘)τ,E ]0, 1] , vecteur
propre de valeur propre a℘ ∈ E× de l’opérateur X ′u,℘ avec υ(a℘) <

∑
σ∈Σ℘\{τ} k2,σ+k−.

Soit r ∈ Q∩]0, 1
q+1 [, on voit f comme une section sur MK(℘)τ,E [1− r, 1]. Quitte à

multiplier f par un scalaire non nul, on peut supposer υMK(℘)τ,E [1−r,1](f) ≥ 0.

Par la proposition 3.1.23 (3), on a

(X ′u,℘)nsp(f) ∈ H0
(
MK(℘)τ,E [0, r],S

(k+,k−;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ,E

)
.

De plus, par la proposition 3.1.23 (4), pour tout n ∈ Z>0, on a

((X ′u,℘)sp)n−1 ◦ (X ′u,℘)nsp(f) ∈ H0
(
MK(℘)τ,E

[
0,

r

qn−1

]
,S

(k+,k−;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ,E

)
.



3.3. CLASSICITÉ 69

Posons

gN
déf
=

N∑
n=1

( 1

a℘

)n(
(X ′u,℘)sp

)n−1(
(X ′u,℘)nsp(f)

)
∈ H0

(
MK(℘)τ,E

[
0,

r

qN−1

]
,S

(k+,k−;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ,E

)
pour tout N ∈ Z>0. Explicitement, pour toute extension L finie de E et pour tout
L-point (A, ι, θ, α℘, C) de MK(℘)τ,E [0, r

qN
], on a (avec les notations de la proposition

3.3.8)

gN (A, ι, θ, α℘, C) =

N∑
n=1

( 1

a℘

)n∑
C′n

φ∗C′n

(
f(A/C ′n, ι

′, θ′, H)
)
. (3.41)

Considérons la restriction de gN à MK(℘)τ,E [0, 0], on a

Lemme 3.3.9. Les sections
{
gN |MK(℘)τ,E [0,0]

}
N∈Z>0

forment une suite de Cauchy dans

l’espace de Banach H0
(
MK(℘)τ,E [0, 0],S

(k+,k−;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ,E

)
.

Proof. Soit x = (A, ι, θ, α℘, C) un L point de MK(℘)τ,E [0, 0], par (3.41), on a

(gN − gN−1)(A, ι, θ, α℘, C) =
1

aN℘

∑
C′N

φ∗C′N

(
f(A/C ′N , ι

′, θ′, H)
)
.

De la suite exacte de schémas en groupes sur SpecOL:

0→ CN−1 → C′N → C′1 → 0

on déduit par la Prop. 3.1.8 (1)
(
puisque deg

(
(CN−1)−,1℘

)
= N−1 et deg

(
(C′1)−,1℘

)
= 0
)

deg
(
(C′N )−,1℘

)
= deg

(
(CN−1)−,1℘

)
+ deg

(
(C′1)−,1℘

)
= N − 1.

Par le lemme 3.3.6, on voit que

υx

(∑
C′N

φ∗C′N

(
f(A/C ′N , ι

′, θ′, H)
))
≥
(
k− +

∑
σ∈Σ℘\{τ}

k2,σ

)
N − k− − k+

Choisissons ε > 0 tel que

υ℘(a℘) ≤
∑

σ∈Σ℘\{τ}

k2,σ + k− − ε,

on a donc
υx(gN − gN−1) ≥ εN − k− − k+,

d’où le lemme.
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Posons

g
déf
= lim

N→∞
gN ∈ H0

(
MK(℘)τ,E [0, 0],S

(k+,k−;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ,E

)
.

Pour toute extension L finie de E, et pour tout L-point (A, ι, θ, α℘, C) deMK(℘)τ,E [0, 0],
on a alors (avec les notations de la proposition 3.3.8),

g(A, ι, θ, α℘, C) =

∞∑
n=1

( 1

a℘

)n∑
C′n

φ∗C′n

(
f(A/Cn, ι

′, θ′, H)
)
.

Notons

V
déf
= MK(℘)τ,E ]0, 1]

W
déf
= MK(℘)τ,E [0, 0]

WN
déf
= MK(℘)τ,E

[
0,

1

qN−1(q + 1)

[
.

Lemme 3.3.10. Supposons υ(a℘) ≤
∑

σ∈Σ℘\{τ} k2,σ + k− − ε, alors on a

υWN∩V(f − gN ) ≥ Nε− q2

q2 − 1
(|k−|+ |k+|)

où | · | désigne la valeur absolue sur R.

Proof. Soit x = (A, ι, θ, α℘, C) un L-point deWN∩V, notons (A, ι, θ, α℘,C) le OL-point
de MK(℘)τ,OE associé. Notons r déf

= Ha(x) ≤ 1
qN−1(q+1)

, on a alors (cf. Cor. 3.1.17)

deg
(
(CN )−,1℘

)
= N − 1− qN

1− q
r

où CN est le sous-groupe canonique de A d’échelon n. Comme dans la démonstration
de la proposition 3.3.8, on a

(f − gN )(A, ι, θ, α℘, C) =
( 1

a℘

)N
φ∗CN f(A/CN , ι

′, θ′, α℘, H).

Par le lemme 3.3.6, on a

υx
(
φ∗CN f(A/CN , ι

′, θ′, α℘, H)
)

≥
(
N − 1− qN

1− q
r
)
k− −

1− qN

1− q
rk+ +

( ∑
σ∈Σ℘\{τ}

k2,σ

)
N

=
(
k− +

∑
σ∈Σ℘\{τ}

k2,σ

)
N − (k− + k+)

1− qN

1− q
r.

Comme r ≤ 1
qN−1(q+1)

, on voit facilement que

1− qN

1− q
r ≤ q2

q2 − 1
.
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On en déduit

υx(f − gN ) ≥ Nε− q2

q2 − 1
(|k−|+ |k+|),

d’où le lemme.

Démonstration du théorème 3.3.1. En appliquant la proposition 3.3.4 au triplet(
(f,V); (gN ,WN )N∈Z>0 ; (g,W)

)
,

on obtient le théorème 3.3.1.

3.4 Familles p-adiques de formes modulaires sur les courbes
de Shimura unitaires

On applique la théorie de Pilloni ([62]) aux formes modulaires sur les courbes de
Shimura unitaires pour construire des surfaces de Hecke (voir le théorème 3.4.33) pour
G (le groupe de similitudes unitaire). Beaucoup de résultats se généralisent directement
au cas que l’on considère ici.

3.4.1 Caractères localement analytiques de O×℘

On donne des rappels sur les caractères localement analytiques de O×℘ .

3.4.1.1 Caractères localement Qp-analytiques

Notons CQp−an(O×℘ , E) leE-espace vectoriel des fonctions localementQp-analytiques
f : O×℘ → E. L’algèbre de Lie, F℘, de O×℘ agit donc sur CQp−an(O×℘ , E) par

(a · f)(g)
déf
=

d

dt
f(g exp(at))|t=0 (3.42)

pour tout a ∈ F℘, f ∈ CQp−an(O×℘ , E). Cette action estQp-linéaire, ainsi CQp−an(O×℘ , E)
est un F℘ ⊗Qp E

∼=
∏
σ∈Σ℘

E-module.

Soit J un sous-ensemble de Σ℘, on dit qu’une fonction localement Qp-analytique f
est localement J-analytique si l’action de F℘ ⊗Qp E sur f se factorise à travers

∏
σ∈J E

(cf. [74, Déf.2.1]). On désigne par CJ−an(O×℘ , E) le sous-E-espace vectoriel des fonc-
tions localement J-analytiques.

Soit χ : O×℘ → E un caractère continu (donc localement Qp-analytique, cf. [72,
Ex.16.2]), i.e. χ ∈ CQp−an(O×℘ , E). On dit que χ est localement J-analytique, si χ ∈
CJ−an(O×℘ , E). Le caractère χ induit une application E-linéaire (cf. (3.42))

dχ : F℘ ⊗Qp E −→ E, a 7→ (a · χ)(1).
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Définition 3.4.1. Soient kσ ∈ E pour tout σ ∈ Σ℘, on dit que χ est de poids kΣ℘

si l’application dχ est donnée par dχ
(
(aσ)σ∈Σ℘

)
=
∑

σ∈Σ℘
aσkσ pour tout (aσ)σ∈Σ℘ ∈

F℘ ⊗Qp E
∼=
∏
σ∈Σ℘

E. On note kχ
Σ℘

le poids de χ (avec kχ,σ ∈ E pour tout σ ∈ Σ℘),
et on dit que kχ,σ est le σ-poids de χ pour σ ∈ Σ℘.

Remarque 3.4.2. Soit χ un caractère localement Qp-analytique de poids kΣ℘, il est
clair que χ est localement J-analytique si et seulement si kσ=0 pour tout σ /∈ J .

Lemme 3.4.3. Soit χ un caractère localement Qp-analytique de poids kΣ℘, il existe
alors m ∈ N tel que pour tout z ∈ 1 +$mO℘

χ(z) =
∏
σ∈Σ℘

σ(z)kσ

où σ(z)kσ
déf
=
∑∞

n=0

(
kσ
n

)
(σ(z)− 1)n.

Proof. Il suffit de montrer que si kσ = 0 pour tout σ ∈ Σ℘, χ est localement constant,
ce qui est clair.

3.4.1.2 Caractères localement τ-analytiques

Soit τ ∈ Σ℘, considérons les caractères localement τ -analytiques de O×℘ dans C×p .
Désignons par Wτ l’espace analytique rigide sur E qui paramètre les caractères locale-
ment τ -analytiques de O×℘ . En particulier, pour toute extension finie L de E,Wτ (L) est
l’ensemble des caractères localement τ -analytiques de O×℘ dans L. En effet, l’existence
de Wτ est montrée dans [68, §2], et on sait que Wτ est équidimensionnel de dimension
1 (e.g. voir Prop.5.1.13 ci-dessous). Notons Wτ,1 l’espace analytique rigide sur E qui
paramètre les caractères localement τ -analytiques de 1 +$O℘.

Soit k ∈ L, on dit qu’un caractère χ localement τ -analytique de O×℘ dans L est de
poids k si kχ,τ = k

(
noter que kχ,σ = 0 pour tout σ ∈ Σ℘ \ {τ}, cf. Rem. 3.4.2

)
. On a

(e.g. par le lemme 3.4.3)

k =
log(χ(z))

log(τ(z))
∈ L

pour tout z ∈ 1 +$O℘ où log(a)
déf
= 1

pm
∑+∞

n=1
(−1)n+1

n (ap
m − 1)n pour tout a ∈ 1 +mCp

et m ∈ Z≥0 tel que apm ∈ 1 + pCp.

Soit r > 0, désignons par Wτ,1(r) le sous-espace analytique rigide de Wτ,1 vérifiant

Wτ,1(r)(L) = {χ ∈ Wτ,1(L) | χ(z) ∈ 1 +$rOCp pour tout z ∈ 1 +$O℘}

pour toute extension finie L de E. On voit queWτ,1(r) est un ouvert affinoïde admissible
de Wτ,1, et que Wτ,1 = ∪r>0Wτ,1(r). Notons Wτ (r) le sous-espace analytique rigide de
Wτ vérifiant

Wτ (r)(L) = {χ ∈ Wτ (L) | χ(z) ∈ 1 +$rOCp pour tout z ∈ 1 +$O℘},
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pour toute extension finie L de E. On a alors Wτ = ∪r>0Wτ (r).

Posons (cf. [12, Déf 6.1])

Définition 3.4.4. Soient L une extension finie de F℘, k ∈ L et a ∈ Z>0, on dit qu’un
caractère χ localement τ -analytique de poids k de O×℘ est a-analytique, si υ℘(k) >

−a+ 1
p−1 et

χ(z) = τ(z)k
déf
=

∞∑
n=0

(
k

n

)
(τ(z)− 1)n

pour tout z ∈ 1 +$aO℘.

En effet, pour z ∈ 1 +$aO℘, on a

υ℘

((
k

n

)
(τ(z)− 1)n

)
≥ nυ℘(k)− n 1

p− 1
+ na = n(υ℘(k) + a− 1

p− 1
),

lorsque υ℘(k) < 0; et

υ℘

((
k

n

)
(τ(z)− 1)n

)
≥ −n 1

p− 1
+ na = n(a− 1

p− 1
),

lorsque υ℘(k) ≥ 0. Donc la série
∑∞

n=0

(
k
n

)
(τ(z) − 1)n converge bien pour tout z ∈

1 +$aO℘ si υ℘(k) > −a+ 1
p−1 .

Lemme 3.4.5. Soit r > 0, il existe a(r) ∈ Z>0 tel que pour toute extension finie L de
E, tous les caractères χ ∈ Wτ (r)(L) soient a(r)-analytiques.

Proof. Soit z ∈ 1 + $O℘ vérifiant υ℘(z − 1) = 1 (pour le cas où p = 2, supposons de
plus υ℘( z−1

2 − 1) = 0), on a donc υ℘(log(τ(z))) = 1. Comme k = log(χ(z))
log(τ(z)) , on vérifie

que
υ℘(k) ≥ α(r)

déf
= min{nr − [logp(n)] | n ∈ Z≥1} − 1

où [logp(n)] ∈ Z est tel que logp(n) ≤ [logp(n)] < logp(n) + 1.

Soit b(r) ∈ Z vérifiant b(r) ≥ |α(r)|+ 1
p−1 , on obtient un caractère de 1 +$b(r)O℘

à valeurs dans L:

χ′(z) = τ(z)k =

∞∑
n=0

(
k

n

)
(τ(z)− 1)n

pour tout z ∈ 1+$b(r)O℘ (la convergence suit de la discussion au-dessus de ce lemme).

Soit c(r) ∈ Z tel que c(r) ≥ b(r) + r, on a alors χ′(z) ∈ 1 + $rOL pour tout
z ∈ 1 +$c(r)O℘.

Considérons le caractère χ(χ′)−1 de 1 +$c(r)O℘ à valeurs dans L, il est localement
constant (par le lemme 3.4.3, car χ est de poids k) et sa source est contenue dans
1 +$rOCp . Donc il existe d(r) ∈ Z>0, tel que(

χ(χ′)−1
)
(1 +$c(r)O℘)

⊆ {ζ ∈ C×p | ζq
d(r)

= 1} = (1 +$rOCp) ∩ {ζ ∈ C×p | ∃n ∈ Z≥0, ζ
pn = 1}.
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Soit a(r) ∈ Z≥1 tel que pour tout z ∈ 1 + $a(r)O℘, il existe x ∈ 1 + $c(r) vérifiant
xq

d(r)
= z, on a donc

(
χ(χ′)−1

)
(1 + $a(r)O℘) = 1, autrement dit, le caractère χ est

a(r)-analytique.

En voyant O×℘ comme sous-groupe de O×Cp via τ , il est clair que si un caractère χ
localement τ -analytique de poids k de O×℘ à valeurs dans O×Cp est a-analytique, il se
prolonge en un caractère localement analytique

χ] : O×℘ (1 +$aOCp) −→ O×Cp , α · z 7→ χ(α)τ(z)k. (3.43)

On a comme dans [62, Lem 2.1]

Proposition 3.4.6. Soient r > 0, χ ∈ Wτ (r) et a ∈ Z, a ≥ a(r). Toute fonction
analytique g sur O×℘ (1 +$aOCp) = ∪x∈O×℘ /(1+$aO℘)x(1 +$aOCp)(

i.e. g ∈
∏

x∈O×℘ /(1+$aO℘)

Γ
(
x(1 +$aOCp),Ox(1+$aOCp )

))

homogène de poids χ pour l’action du groupe O×℘ agissant par translation (i.e. g(az) =

χ(a)g(z) pour tout a ∈ O×℘ et tout z ∈ O×℘ (1 + $aOCp) ) est de la forme Cχ] avec
C ∈ Cp.

Proof. Soit C = g(1), considérons la fonction analytique h = g − C · χ] sur O×℘ (1 +
$aOCp). Comme g est homogène de poids χ, on a h(a) = 0 pour tout a ∈ O×℘ . Soit
x ∈ O×℘ /(1 + $aO℘), par le théorème de préparation de Weierstrass, on a g′(z) = 0
pour tout z ∈ x(1 +$aOCp). La proposition en découle.

Corollaire 3.4.7. Soient r > 0, χ1, χ2 ∈ Wτ (r) et a ∈ Z, a ≥ a(r). Toute fonction an-
alytique F sur O×℘ (1+$aOCp)×O×℘ (1+$aOCp) qui est homogène de poids χ1×χ2 pour
l’action de O×℘ ×O×℘ agissant par translation est de la forme (z1, z2) 7→ Cχ]1(z1)χ]2(z2)
pour C ∈ Cp.

Proof. Fixons z2 ∈ O×℘ (1 + $aOCp), considérons la fonction analytique F (·, z2) sur
O×℘ (1 + $aOCp), qui est donc homogène de poids χ1 pour l’action de O×℘ . Par la
proposition 3.4.6, il existe C(z2) ∈ Cp tel que F (z1, z2) = C(z2)χ]1(z1) pour tout z1 ∈
O×℘ (1 +$aOCp).

Maintenant, fixons z1 ∈ O×℘ (1 + $aOCp), la fonction C(·)χ](z1) = F (z1, ·) est une
fonction analytique sur O×℘ (1 +$aOCp). Donc C(·) = χ](z1)−1F (z1, ·) est une fonction
analytique sur O×℘ (1 +$aOCp) homogène de poids χ2. Par la proposition 3.4.6 encore,
il existe C ∈ Cp tel que C(z2) = C ·χ]2(z2) pour tout z2 ∈ O×℘ (1+$aOCp). Le corollaire
en découle.
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3.4.2 Faisceaux de formes modulaires de poids non entiers

Nous appliquons la théorie de Pilloni ([62]) pour définir les formes modulaires sur-
convergentes de poids non entiers. Cette section est organisée comme [62, §3 et §4]. Les
résultats pour ω− ont été obtenus par Brasca (cf. [12]), mais on les récrit sous la forme
qui nous convient le mieux.

Soient K un sous-groupe ouvert compact net de G(A∞) maximal en ℘, τ ∈ Σ℘,
ε : A → (MK)τ,OE le schéma abélien universel sur (MK)τ,OE , notons T− (resp. T+) le
schéma sur (MK)τ,OE qui représente le faisceau ωA,− (resp. ωA,+), i.e.

T− ∼= SpecO(MK )τ,OE

(
⊕n∈Z≥0

ω−nA,−

)
,

T+
∼= SpecO(MK )τ,OE

(
⊕n∈Z≥0

ω−nA,+

)
,

et T×− (resp. T×+) l’ouvert

SpecO(MK )τ,OE

(
⊕n∈Z ωnA,−

)
(
resp. SpecO(MK )τ,OE

(
⊕n∈Z ωnA,+

))
de T− (resp. T+).

L’anneau O℘ agit sur le faisceau ωA,− (resp. ωA,+) par λ · f = τ(λ)f pour tout
λ ∈ O℘, et pour tout ouvert U de (MK)τ,OE , f ∈ ωA,−(U) (resp. ωA,+(U)). On en
déduit une action de l’anneau O℘ (resp. de O℘ \ {0}) sur T− et T+ (resp. T×− et T×+).

Remarque 3.4.8. Notons i− : T×− → (MK)τ,OE (resp. i+ : T×+ → (MK)τ,OE) le
morphisme canonique, on vérifie (voir aussi la remarque 3.4.9) que le sous-faisceau de
(i−)∗OT×−

(
resp. (i+)∗OT×+

)
homogène de poids τ−n

(
le caractère O×℘ → O×℘ : λ 7→

τ(λ)−n
)
est isomorphe au faisceau ω⊗nA,− (resp. ω⊗nA,+).

Notons T−
(
resp. T×−, T+, T×+

)
le complété de T−

(
resp. T×−, T+, T×+

)
le long de sa

fibre spéciale, Trig
−
(
resp. (T×−)rig, Trig

+ , (T×+)rig
)
sa fibre générique au sens de Raynaud,

T−
(
resp. T ×− , T+, T ×+

)
la fibre générique de T−

(
resp. T×−, T+, T×+

)
sur E, et T an

−(
reps. (T ×− )an, T an

+ , (T ×+ )an
)
l’analytifié de T−

(
resp. T ×− , T+, T ×+

)
.

Remarque 3.4.9. Soit U = SpecR un ouvert affine de (MK)τ,OE tel que le faisceau de
OU -modules ωA,−

∣∣
U

(
resp. ωA,+

∣∣
U

)
soit libre de rang 1, notons U ∼= Spf R le complété

de U le long de sa fibre spéciale, et Urig ∼= SpmRE la fibre générique de U au sens de
Raynaud. On fixe un générateur w des sections de ωA,− (reps. ωA,+) sur U , on a alors
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(resp. aussi pour ωA,+)

T−|U ∼= SpecR[X]

T×−|U ∼= SpecR[X,Y ]/(XY − 1)

T−|U ∼= Spf R〈X〉
T×−|U ∼= Spf R〈X,Y 〉/(XY − 1)

Trig
− |Urig

∼= SpmRE〈X〉 ∼= {x ∈ A1
E | ||x|| ≤ 1} ×SpecE Urig

(T×−)rig|Urig
∼= SpmRE〈X,Y 〉/(XY − 1) ∼= {x ∈ A1

E | ||x|| = 1} ×SpecE Urig

T an
− |Urig

∼= A1
E ×SpecE Urig

(T ×− )an|Urig
∼= A1

E \ {0} ×SpecE Urig

où A1
E est l’espace analytique rigide associé à Spec(E[X]) et les morphismes (pour toutes

les algèbres ci-avant) envoyant X sur 1 correspondent à la section w. L’action de O℘
sur T−|U est donnée par

[λ] : R[X] −→ R[X]

X 7→ τ(λ)X

pour tout λ ∈ O℘. L’action de O℘ ou de O℘ \ {0} sur les autres est analogue.

Soient n ∈ Z>0, r ∈ Q ∩ [0, 1
qn−2(q+1)

[, et ε : A → (MK)≤rτ,E le schéma abélien

universel. Notons Cn → (MK)≤rτ,E le sous-groupe canonique d’échelon n universel de A.

Notons G déf
= A[$∞]−,1, Hn = (Cn)−,1℘ le sous-groupe canonique d’échelon n de G, GD

le dual strict de G sur (MK)≤rτ,E et enfin H̃n ∼= (G[$n]/Hn)∨ le sous-groupe canonique
d’échelon n de G∨ (voir 3.2.3).

L’isogénie A→ A/Cn sur (MK)≤rτ,OE induit une suite exacte de schémas en groupes

0→ Hn → G
φ−→ G/Hn → 0

d’où on déduit une application surjective

ωA,−
∼= ωG −� ωHn .

En outre, soit ψ l’unique isogénie telle que ψ ◦ φ = [$n], on dispose d’une suite exacte
de schémas en groupes:

0→ G[$n]/Hn → G/Hn
ψ−→ G→ 0

d’où on déduit une suite exacte de schémas en groupes:

0→ H̃n → G∨
ψ∨−−→ (G/Hn)∨ → 0

qui induit donc une suite exacte de O
(MK)≤rτ,OE

-modules

0→ ωA/Cn,+ → ωA,+ → ω
H̃n,τ
→ 0
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(
noter que l’on a des isomorphismes canoniques ωA,+

∼= ωG∨,τ et ωA/Cn,+
∼= ω(G/Hn)∨,τ

)
.

Notons Hn
(
resp. H̃n

)
la fibre générique de Hn

(
resp. H̃n

)
sur (MK)≤rτ,E . On a

comme dans [62, Thm 3.1]:

Théorème 3.4.10. Soient n ∈ Z>0, r ∈ Q, r < 1
qn−2(q+1)

, il existe un unique ouvert
rigide

Fn,− ↪−→ Trig
− ×(MK)≤rτ,E

HDn
(
resp. Fn,+ ↪−→ Trig

+ ×(MK)≤rτ,E
H̃∨n
)

vérifiant la condition suivante. Pour toute extension finie L de E avec OL l’anneau
des entiers, soit x : SpecL → (MK)≤rτ,E un L-point de (MK)≤rτ,E avec (A, ι, θ, α℘) le
OL-point de (MK)≤rτ,OE associé (que l’on note encore x) alors l’espace analytique rigide
Fn,− (resp. Fn,+) vérifie

Fn,−|x(Cp) =
{

(ω, y) ∈ ωAOCp
,− ×

(
HDn |x(OCp)

) ∣∣ HT−(y) = ω|ωHn
}

(
resp. Fn,+|x(Cp) =

{
(ω, y) ∈ ωAOCp

,+ ×
(
H̃∨n |x(OCp)

) ∣∣ HT+(y) = ω|ω
H̃n,τ

})
où

Fn,−|x
déf
= SpecL ×

x,(MK)≤rτ,E
Fn,−

(
resp. Fn,+|x

déf
= SpecL ×

x,(MK)≤rτ,E
Fn,+

)
, où Hn

déf
=

Hn|x
(
resp. H̃n

déf
= H̃n|x

)
est alors le sous-groupe canonique de A[$∞]−,1

(
resp. de(

A[$∞]−,1
)∨) et où ω|ωHn

(
resp. ω|ω

H̃n,τ

)
désigne l’image de ω dans ωHn (resp. dans

ω
H̃n,τ

) via la projection ωA,− � ωHn
(
resp. ωA,+ � ω

H̃n,τ

)
.

Proof. La preuve est la même que celle de [62, Thm 3.1]. Nous donnons une démon-
stration pour la commodité du lecteur. On voit que si Fn,− (resp. Fn,+) existe, il est
uniquement caractérisé par la propriété du théorème. Donc il suffit de construire Fn,−
(resp. Fn,+) localement sur (MK)≤rτ,E . Soit U ∼= Spf(B) un sous-schéma formel ouvert
affine de (MK)≤rτ,E sur lequel les OU -modules ωA,− et ωA/Hn,− (resp. ωA,+ et ωA/Hn,+)
sont triviaux. Soit ω un générateur de ωA,− (resp. ωA,+) sur OU , par la suite exacte

0→ ωA/Hn → ωA,− → ωHn → 0

(resp. 0→ ωA/Hn,+ → ωA,+ → ω
H̃n,τ
→ 0),

on voit qu’il existe a ∈ B (resp. ã ∈ B) tel que ωHn |U ∼= B/aB · ω (resp. ω
H̃n,τ
|U ∼=

B/ãB · ω). Considérons le schéma en groupes HDn → (MK)≤rτ,E
(
resp. H̃∨n → (MK)≤rτ,E

)
,

et supposons HDn |U ∼= Spf(R)
(
resp. H̃∨n

∼= Spf(R̃)
)
où R

(
resp. R̃

)
est une B-algèbre.

Comme dans la remarque 3.4.9, on a un isomorphisme

T−|U ×U HDn |U ∼= Spf R〈T1〉(
resp. T+|U ×U H∨n |U ∼= Spf R̃〈T1〉

)
où le morphisme T1 7→ 1 correspond à la section ω. Le morphisme id : HDn → HDn ∈
HDn (HDn )

(
resp. id : H̃∨n → H̃∨n ∈ H̃∨n(H̃∨n)

)
induit (cf. §3.1.1) un morphisme de schémas

en groupes sur HDn (resp. H̃∨n):

i : Hn ×U
(
HDn |U

)
−→ LT ×U

(
HDn |U

)
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(
resp. i : H̃n ×U

(
H̃∨n |U

)
−→ Gm ×U

(
H̃∨n |U

))
.

Comme ωHn |U ∼= B/aB · ω
(
resp. ω

H̃n,τ
|U ∼= B/ãB · ω

)
, on a ωHn×U (HDn |U )

∼= R/aR · ω(
resp. ω

H̃n×U (H̃∨n |U ),τ
∼= R̃/ãR̃ · ω

)
. Soit X ∈ R (resp. X̃ ∈ R̃) tel que i∗(ωLT ) = Xω ∈

ωHn×U (HDn |U ) (voir §3.2.1 pour la définition de ωLT )
(
resp. i∗τ

(
dt
t

)
= X̃ω ∈ ω

H̃n×U (H̃∨n |U ),τ

où i∗τ désigne la composition de i∗ avec la projection ω
H̃n×U (H̃∨n |U )

� ω
H̃n×U (H̃∨n |U ),τ

)
, et

considérons le schéma formel Spf R〈T1, T2〉/(T1 −X − aT2)
(
resp. Spf R̃〈T1, T2〉/(T1 −

X̃− ãT2)
)
sur U . On vérifie que l’espace analytique rigide associé (au sens de Raynaud)

est par définition Fn,−|Urig

(
resp. Fn,+|Urig

)
, et on a bien un morphisme d’espaces

analytiques rigides:
Fn,−|Urig ↪−→

(
Trig
− ×(MK)≤rτ,E

HDn
)∣∣∣
Urig(

resp. Fn,+|Urig ↪−→
(
Trig

+ ×(MK)≤rτ,E
H̃∨n
)∣∣∣
Urig

)
.

Ceci permet de conclure.

Notons (HDn )×
(
resp. (H̃∨n)×

)
le sous-schéma ouvert HDn \ HDn−1

(
resp. H̃∨n \ H̃∨n−1

)
de HDn (resp. H̃∨n) sur (MK)≤rτ,E

(
qui est donc un (O℘/$nO℘)×-torseur sur (MK)≤rτ,E

)
,

et définissons (HDn )× et (H̃∨n)× de façon analogue. Posons F×n,−
déf
= Fn,− ×HDn (HDn )× et

(Fn,+)×
déf
= Fn,+ ×H̃∨n (H̃∨n)×. Le morphisme

Fn,− ↪−→ Trig
− ×HDn

p1−−→ Trig
− (3.44)

(resp. Fn,+ ↪−→ Trig
+ × H̃∨n

p1−−→ Trig
+ )

induit un morphisme d’espaces analytiques rigides au-dessus de (MK)≤rτ,E

j− : F×n,− −→ T an
− (resp. j+ : F×n,+ −→ T an

+ ). (3.45)

Comme HDn et H̃∨n sont étales sur (MK)≤rτ,E (car on est ici sur la fibre générique), on en
déduit que les morphismes j− et j+ sont aussi étales.

Remarque 3.4.11. Les espaces analytiques rigides F×n,+ et F×n,− sont appelés des fi-
brations en boules dans [62]. En effet, on peut décrire F×n,− et Fn,− localement pour
la topologie étale sur (MK)≤rτ,E comme suit (le cas de F×n,+ et Fn,+ est analogue). Soit
U ∼= Spf R un ouvert de (MK)≤rτ,OE sur lequel les faisceaux ωA,− et ωA/Cn,− sont trivi-
aux. Il existe donc a ∈ R et ω ∈ ωHn

∣∣
U
tels que ωHn

∣∣
U
∼= R/aR ·ω. Soit V ∼= Spf R′ un

schéma formel sur U tel que V rig soit étale sur U rig (cf. [45, chap.8]) et qu’il existe une
section i : V → (HDn )×|V

(
un tel schéma formel V existe, par exemple on peut prendre

V = (HDn )×|U , et l’application diagonale: ∆ : (HDn )×|U → (HDn
)×|U × (HDn )×|U donne

une telle section
)
. La section i correspond à un morphisme de schémas en groupes sur

V :
i : Hn|V −→ LT |V .
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Il existe donc c ∈ R′ tel que i∗ωLT = cω ∈ ωHn|V
∼= R′/aR′. De plus, pour toute section

iλ
déf
= [λ] ◦ i : V → HDn |V avec λ ∈ O℘/$nO℘, on en déduit un morphisme de schémas

en groupes sur V :
iλ : Hn|V −→ LT |V .

On a i∗λωLT = τ(λ)cω. Fixons un relevé quelconque λ̃ de λ dans O℘. On vérifie (voir
la démonstration du théorème 3.4.10) que

Fn,−|V rig
∼=

∐
λ∈O℘/$nO℘

Spm
((
R′〈T1, T2〉/(T1 − τ(λ̃)c− aT2)

)
⊗̂OEE

)
,

F×n,−|V rig
∼=

∐
λ∈(O℘/$nO℘)×

Spm
((
R′〈T1, T2〉/(T1 − τ(λ̃)c− aT2)

)
⊗̂OEE

)
.

Le morphisme (3.44) au-dessus de V rig est alors donné par (voir aussi la remarque
3.4.9)

R′〈T 〉⊗̂OEE −→
∏

λ∈O℘/$nO℘

(
R′〈T1, T2〉/(T1−τ(λ̃)c−aT2)

)
⊗̂OEE, T 7→ (T1)λ∈O℘/$nO℘ .

Enfin, soient L une extension finie de E et x : R′⊗̂OEE → L un L-point de V rig (donc
un L-point de (MK)≤rτ,E encore noté x), on a par la proposition 3.2.7 (3)

υ℘(x(a)) = n− qn − 1

q − 1
Ha(x), υ℘(x(c)) =

Ha(x)

q − 1
. (3.46)

De la même façon que dans [62, Prop.3.2], on a

Proposition 3.4.12. Soit r ∈ Q ∩ [0, q−1
qn [, le morphisme d’espaces analytiques rigides

sur (MK)≤rτ,E: j− : F×n,− → T an
− (resp. j+ : F×n,+ → T an

+ ) se factorise à travers (T ×− )an

(resp. (T ×+ )an ) et est une immersion ouverte. On peut donc identifier F×n,− (resp.
F×n,+) à un ouvert de (T ×− )an (resp. (T ×+ )an).

Considérons l’action de O×℘ sur F×n,− et F×n,+. On a des diagrammes commutatifs
d’espaces analytiques rigides

F×n,− T an
− × (HDn )× F×n,+ T an

+ × (H̃∨n)×

(HDn )× T an
− (H̃∨n)× T an

+

(MK)≤rτ,E (MK)≤rτ,E

............................................................................................... ............
α−

..........................................................
.....
.......
.....
p0

...................................................................................................
...
............ p2

..........................................................
.....
.......
.....
p1

..........................................................
.....
.......
.....

................................................................................................................................................
...
............

............................................................................................... ............
α+

..........................................................
.....
.......
.....
p′0

.....................................................................................................
...
............ p′2

..........................................................
.....
.......
.....
p′1

..........................................................
.....
.......
.....

................................................................................................................................................
...
............

.

Le groupe O℘/$nO℘ agit sur HDn (resp. H̃∨n ). Le groupe O×℘ agit sur T an
− (resp. T an

+ ).
Le groupe O×℘ × (O℘/$nO℘)× agit donc sur T an

− × HDn (resp. T an
+ × H̃∨n) et le mor-

phisme p1 (resp. p′1) est équivariant sous la première projection O×℘ × (O℘/$nO℘)× →
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O×℘ , le morphisme p2 (resp. p′2) est équivariant sous la seconde projection O×℘ ×
(O℘/$nO℘)× → (O℘/$nO℘)×. Le groupe O×℘ vu comme sous-groupe de O×℘ ×
(O℘/$nO℘)× via l’application diagonale laisse stable F×n,− ↪→ T an

− × (HDn )×
(
resp.

F×n,+ ↪→ T an
+ × (H̃∨n)×

)
. La projection p0 (resp. p′0) est équivariante sous la projection

O×℘ → (O℘/$nO℘)×. Enfin, le morphisme j− = p1 ◦ α− (resp. j+ = p′1 ◦ α+) est
O×℘ -équivariant.

Remarque 3.4.13. Reprenons les notations de la remarque 3.4.11, l’action de O×℘ sur

F×n,−|V rig
∼=

∐
λ∈(O℘/$nO℘)×

Spm
((
R′〈T1, T2〉/(T1 − τ(λ̃)c− aT2)

)
⊗̂OEE

)
est alors donnée par

[µ] : R′〈T1, T2〉/(T1 − τ(λ̃)c− aT2)
∼−−→ R′〈T1, T2〉/(T1 − τ(λ̃µ)c− aT2),

T1 7→ τ(µ)T1, T2 7→ T2 +
τ(µ)− τ(µ̃)

a
τ(λ)c

pour tout µ ∈ O×℘ (avec µ son image dans (O℘/$n)×) et λ ∈ (O℘/$n)× (noter que
$n ∈ aR′ et µ− µ̃ ∈ $nO℘).

Soit χ un caractère localement τ -analytique de O×℘ à valeurs dans E×. Supposons
χ ∈ Wτ (w) avec w > 0, et soient n ∈ Z>0 et r ∈ Q∩]0, q−1

qn [ tels que n − qn

q−1r > a(w)

(cf. le lemme 3.4.5). Notons u− : F×n,− → (MK)≤rτ,E , u+ : F×n,+ → (MK)≤rτ,E , Ωn,−
déf
=

(u−)∗OF×n,− et Ωn,+
déf
= (u+)∗OF×n,+ . Suivant Pilloni ([62, §3.5]), posons

Définition 3.4.14. Le faisceau ωχ− (resp. ωχ+) sur (MK)≤rτ,E est le sous-faisceau de
Ωn,− (resp. Ωn,+) des sections homogènes de poids χ−1 (voir la remarque 3.4.8) sous
l’action du groupe O×℘ .

Proposition 3.4.15. Gardons les notations, les O
(MK)≤rτ,E

-modules ωχ− et ωχ+ sont lo-
calement libres de rang 1.

Proof. Construisons ωχ− (la construction de ωχ+ est analogue) localement pour la topolo-
gie étale sur (MK)≤rτ,E (cf. [45, Chap.8]). Soit {V rig

i
∼= SpmRi}i∈I un recouvrement fini

de (MK)≤rτ,E (pour la topologie étale) tel que pour tout i ∈ I, on ait un isomorphisme
d’espaces analytiques rigides sur V rig

i (avec les notations de la remarque 3.4.11):

F×n,−
∣∣
V rig
i

∼=
∐

λ∈(O℘/$nO℘)×

SpmRi〈T1, T2〉/(T1 − τ(λ̃)ci − aiT2)

où ci, ai sont notés c, a dans la remarque 3.4.11. Notons (ωχ−)i le sous-faisceau de(
(u−)∗OF×n,−

)∣∣
V rig
i

homogène de poids χ−1 sous l’action de O×℘ . Notons kχ ∈ E le
τ -poids de χ, et posons( T1

τ(λ̃)ci

)−kχ déf
=

+∞∑
l=0

(
−kχ
l

)( T1

τ(λ̃)ci
− 1
)l
∈ Ri〈T1, T2〉/(T1 − τ(λ̃)ci − aiT2)
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pour tout λ ∈ (O℘/$nO℘)×. La convergence de
(

T1

τ(λ̃)ci

)−kχ
peut être vérifiée au niveau

des points (de SpmRi): soient L une extension finie de E, x : Ri → L un L-point de V rig
i

et donc un L-point de (MK)≤rτ,E , comme T1

τ(λ̃)ci
− 1 = aiT2

τ(λ̃)ci
∈ Ri〈T1, T2〉/(T1 − τ(λ̃)ci −

aiT2), il suffit de montrer que υ℘
((−kχ

l

)x(ai)
x(ci)

)
→ +∞ quand l→ +∞. Ceci découle de

la discussion au-dessus du lemme 3.4.5 puisque l’on a υ℘
(x(ai)
x(ci)

)
= n− qn

q−1 Ha(x) > a(w)

par (3.46).

De plus, comme χ est n-analytique, on voit que (cf. Rem. 3.4.13)

[µ]
(( T1

τ(λ̃)ci

)−kχ)
= χ(µ)−1

( T1

τ(λ̃)ci

)−kχ
pour tout µ ∈ 1 +$nO℘. Posons (comparer avec (3.43))

fi,χ
déf
=
(
χ−1(λ̃)

( T1

τ(λ̃)ci

)−kχ)
(λ∈O℘/$nO℘)×

∈
∏

λ∈(O℘/$nO℘)×

Ri〈T1, T2〉/(T1 − τ(λ̃)ci − aiT2).

On a donc [µ](fi,χ) = χ−1(µ)fi,χ pour tout µ ∈ O×℘ . Par la proposition 3.4.6 et le lemme
de Nakayama, on montre (ωχ−)i ∼= OV rig

i
·fi,χ de manière suivante: soit g ∈ (ωχ−)i, notons

M1
déf
= O

V rig
i
· fi,χ, et M2 le sous-O

V rig
i

-module de
(
(u−)∗OF×n,−

)∣∣
V rig
i

engendré par fi,χ
et g. Par la Prop.3.4.6, l’inclusion naturelle de O

V rig
i

-modules M1 ↪→ M2 induit un

isomorphisme x∗M1
∼−→ x∗M2 pour tout L-point x : SpecL → V rig

i et toute extension
finie L de E, d’où on déduit M1

∼−→M2 par le lemme 3.4.16 ci-dessous.

Enfin, par la théorie de la descente sur le site étale (cf. [10, Th.3.1]), on obtient
un faisceau cohérent localement libre de rang 1 sur (MK)≤rτ,E , dont les sections sont
homogènes de poids χ−1 (qui n’est autre que ωχ−).

Le lemme suivant découle facilement du lemme de Nakayama.

Lemme 3.4.16. Soient R une E-algèbre affinoïde (cf. [11, Def.6.1.1/1]), i : M1 ↪→M2

une injection de R-modules de type fini, si i ⊗ id : M1 ⊗R R/m → M2 ⊗R R/m est un
isomorphisme pour tout idéal maximal m de R, alors i est un isomorphisme.

Notation 3.4.17. Soit χ un caractère localement τ -analytique de O×℘ dans E, on note

a(χ) ∈ Z le plus petit nombre tel que χ soit a(χ)-analytique et on pose r(χ)
déf
= q−1

qa(χ)+1 .

Si l’on suppose de plus a(χ) < n− 1− qn−1

q−1 r, on peut donc construire les faisceaux
ωχ− (resp. ωχ+) en appliquant la construction de la proposition 3.4.15 avec n ou n − 1.
Notons ωχ−,i (resp. ω

χ
+,i) le faisceau ωχ− (resp. ωχ+) construit via F

×
i,− (resp. F×i,+) avec
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i ∈ {n− 1, n} pour l’instant. Considérons les diagrammes commutatifs:

F×n,− F×n−1,− (T×−)rig F×n,+ F×n−1,+ (T×+)rig

(HDn )× (HDn−1)× (H̃∨n)× (H̃∨n−1)×

(MK)≤rτ,E (MK)≤rτ,E

................................................................................... ............

.................................
.....
.......
.....

.................................
.....
.......
.....

............................................................ ............

.................................
.....
.......
.....

..............................................................
...
............

.................................................................... ............ ................................................................................... ............

.................................
.....
.......
.....

............................................................... ............

.................................
.....
.......
.....

.................................
.....
.......
.....

..............................................................
...
............

.................................................................... ............

.

Via le morphisme canonique O×℘ -équivariant F×n,− → F×n−1,− (resp. F×n,+ → F×n−1,+), on
obtient une application O×℘ -équivariante de faisceaux sur (MK)≤rτ,E :

(u−)∗OF×n−1,−
−→ (u−)∗OF×n,−

(
resp. (u+)∗OF×n−1,+

−→ (u+)∗OF×n,+
)
.

En prenant les sections homogènes de poids χ−1, on obtient un morphisme de O
(MK)≤rτ,E

-
modules

ωχ−,n−1 −→ ωχ−,n
(
resp. ωχ+,n−1 −→ ωχ+,n

)
.

Proposition 3.4.18. Les morphismes ci-dessus sont des isomorphismes.

Proof. Il suffit de montrer qu’ils sont des isomorphismes pour la topologie étale sur
(MK)≤rτ,E . Par le lemme de Nakayama (voir la démonstration de la proposition 3.4.15
et le lemme 3.4.16), on se ramène à montrer que toute fonction analytique homogène
de poids χ−1 de O×℘ (1 +$nOCp) se prolonge en une fonction analytique homogène de
poids χ−1 de O×℘ (1 + $n−1OCp) lorsque a(χ) ≤ n − 1 − qn−1

q−1 r, ce qui découle de la
proposition 3.4.6.

Par ailleurs, on peut déduire de j− (resp. de j+) (cf. (3.45)) un morphisme O×℘ -
équivariant de O

(MK)≤rτ,E
-modules:

(i−)∗O(T ×− )an → (u−)∗OF×n,−
(
resp. (i+)∗O(T ×+ )an → (u+)∗OF×n,+

)
,

où i± désigne le morphisme canonique de (T ×± )an sur (MK)≤rτ,E . Pour tout k ∈ Z, en
prenant les sections homogènes de poids τ−k, on obtient un morphisme de O

(MK)≤rτ,E
-

modules (voir la remarque 3.4.8)

ωk− −→ ωτ
k

− (resp. ωk+ −→ ωτ
k

+ ). (3.47)

De la même façon que dans [62, Prop.3.3], on a

Proposition 3.4.19. Les morphismes en (3.47) sont des isomorphismes.

Soient k1,σ ∈ Z≥2, k2,σ ∈ Z pour tout σ ∈ Σp \ {τ} et χ+, χ− deux caractères
localement τ -analytiques de O×℘ à valeurs dans E×. De manière similaire à (2.20),
posons

S
(χ+,χ−;k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ,E
déf
= ω

χ+
+ ⊗ ωχ−− ⊗ η

(k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)(R1ε∗Ω
•
A/(MK)τ,E

)
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qui est un faisceau cohérent localement libre de rang
∑

σ∈Σp\{τ}(k1,σ − 1) sur (MK)≤rτ,E
pour tout r ≤ min{r(χ+), r(χ−)} (cf. Not. 3.4.17).

Définition 3.4.20. Le E-espace vectoriel de formes modulaires surconvergentes de
poids (χ+, χ−; k1Σp\{τ}, k2Σp\{τ}) sur (τ, E) de niveau K est

S
(χ+,χ−;k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
),†

τ,E
déf
= lim−→

r→0+

H0
(

(MK)≤rτ,E ,S
(χ+,χ−;k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ,E

)
.

En fait, le E-espace vectorielH0
(

(MK)≤rτ,E ,S
(χ+,χ−;k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ,E

)
est muni d’une

topologie de E-espace de Banach (cf. [11, Thm.9.4.3/3 et Prop.3.7.3/3]). Et les mor-
phismes de transition dans la limite inductive ci-dessus sont compacts.

Remarque 3.4.21. Reprenons les notations ci-dessus. Soient n ∈ Z>0 et r ∈ Q∩]0, q−1
qn [

tels que n− qn

q−1r > max{a(χ+), a(χ−)}, considérons le faisceau sur (MK)≤rτ,E:

Ωn,+ ⊗ Ωn,− ⊗ η
(k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)(R1ε∗Ω

•
A/(MK)τ,E

)

qui est muni d’une action de O×℘ × O×℘ (avec le premier terme agissant sur Ωn,+ et
le deuxième sur Ωn,−). On voit par le corollaire 3.4.7 (et le lemme de Nakayama,

voir aussi la démonstration de la Prop.3.4.15) que S
(χ+,χ−;k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ,E est le sous-

faisceau de Ωn,+ ⊗ Ωn,− ⊗ η
(k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)(R1ε∗Ω

•
A/(MK)τ,E

) des sections homogènes
de poids χ−1

+ ⊗ χ−1
− sous l’action de O×℘ ×O×℘ .

3.4.3 Opérateurs de Hecke

3.4.3.1 Opérateurs de Hecke hors de ℘

Commençons par les opérateurs de Hecke hors de ℘. Soit g ∈ G(A∞) premier
à ℘ (cf. §3.1.3.1), et supposons comme au §2.2.3 que VẐ ⊂ g(VẐ) et que le groupe

K ′
déf
= gKg−1 ∩ K est net. Reprenons les notations du §3.1.3.1, l’isogénie universelle

φ : A → A′ induit des isomorphismes (voir la remarque 2.3.12) de faisceaux sur (MK)≤rτ,E(
avec r ∈ Q ∩

[
0, q

q+1

[)
:

φ∗− : ωA′,−
∼−−→ ωA,−,

φ∗+ : ωA′,+
∼−−→ ωA,+.

Or, on voit (selon le diagramme commutatif (3.10)) que le O
(MK′ )

≤r
τ,E

-module ωA′,±
(resp. ωA,±) est représenté par l’espace analytique rigide (T ×± )an ×

(MK)≤rτ,E ,rg
(MK′)

≤r
τ,E(

resp. (T ×± )an ×
(MK)≤rτ,E ,pr

(MK′)
≤r
τ,E

)
sur (MK′)

≤r
τ,E . Donc les morphismes φ∗− et φ∗+
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induisent respectivement des isomorphismes d’espaces analytiques rigides sur (MK′)
≤r
τ,E

(équivariants sous l’action de O×℘ ):

Φ− : (T ×− )an ×
(MK)≤rτ,E ,rg

(MK′)
≤r
τ,E

∼−−→ (T ×− )an ×
(MK)≤rτ,E ,pr

(MK′)
≤r
τ,E ,

Φ+ : (T ×+ )an ×
(MK)≤rτ,E ,rg

(MK′)
≤r
τ,E

∼−−→ (T ×+ )an ×
(MK)≤rτ,E ,pr

(MK′)
≤r
τ,E .

Remarque 3.4.22. On déduit de Φ−1
−
(
resp. Φ−1

+

)
un isomorphisme de faisceaux sur

(MK′)
≤r
τ,E équivariant sous l’action de O×℘ :

r∗g
(
(i−)∗O(T ×− )an

) ∼−−→ pr∗
(
(i−)∗O(T ×− )an

)(
resp. r∗g

(
(i+)∗O(T ×+ )an

) ∼−−→ pr∗
(
(i+)∗O(T ×+ )an

))
(
où i± désigne le morphisme naturel de (T ×± )an sur (MK)≤rτ,E

)
pour tout r ∈ Q∩ [0, q

q+1 [.
Ce dernier induit, en restriction aux sous-faisceaux homogènes de poids τ−k, un isomor-
phisme de O

(MK′ )
≤r
τ,E

-modules: ωkA′,−
∼−→ ωkA,− (resp. ωkA′,+

∼−→ ωkA,+), qui n’est autre

que (φ∗−)k (resp. (φ∗+)k) pour tout k ∈ Z.

De la même façon que dans [62, Prop.4.2], on a:

Proposition 3.4.23. Soient n ∈ Z>0, r ∈ Q ∩ [0, q−1
qn [, le morphisme Φ− (resp. Φ+)

induit un isomorphisme d’espaces analytiques rigides sur (MK′)
≤r
τ,E équivariant sous

l’action de O×℘ :

Φ− : F×n,− ×(MK)≤rτ,E ,rg
(MK′)

≤r
τ,E

∼−−→ F×n,− ×(MK)≤rτ,E ,pr
(MK′)

≤r
τ,E(

resp. Φ+ : F×n,+ ×(MK)≤rτ,E ,rg
(MK′)

≤r
τ,E

∼−−→ F×n,+ ×(MK)≤rτ,E ,pr
(MK′)

≤r
τ,E

)
.

On en déduit des isomorphismes de O
(MK′ )

≤r
τ,E

-modules équivariants sous l’action de

O×℘ :
Φ∗− : pr∗Ωn,−

∼−−→ r∗gΩn,−, Φ∗+ : pr∗Ωn,+
∼−−→ r∗gΩn,+.

Soient k1,σ ∈ Z≥2, k2,σ ∈ Z pour tout σ ∈ Σp \ {τ}, on obtient un opérateur encore
noté [KgK] par la composée:

H0
(

(MK)≤rτ,E ,Ωn,− ⊗ Ωn,+ ⊗ η
(k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)(R1ε∗Ω

•
A/(MK)τ,E

))
r∗g−−→ H0

(
(MK′)

≤r
τ,E , r

∗
g

(
Ωn,− ⊗ Ωn,+ ⊗ η

(k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)(R1ε∗Ω
•
A/(MK)τ,E

)))
(Φ∗−)−1⊗(Φ∗+)−1⊗φ∗
−−−−−−−−−−−−−→ H0

(
(MK′)

≤r
τ,E , pr∗

(
Ωn,−⊗Ωn,+⊗η

(k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)(R1ε∗Ω
•
A/(MK)τ,E

)))
trpr−−→ H0

(
(MK)≤rτ,E ,Ωn,− ⊗ Ωn,+ ⊗ η

(k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)(R1ε∗Ω
•
A/(MK)τ,E

))
.
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où le morphisme φ∗ est défini de la même façon que dans la remarque 2.3.12. Cet
opérateur est de plus équivariant sous l’action de O×℘ × O×℘ . Soient s > 0 tel que
a(s) < n− qn

q−1r, et χ+, χ− ∈ Wτ (s), en prenant la restriction de [KgK] au sous-faisceau

de Ωn,+ ⊗ Ωn,− ⊗ η
(k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)(R1ε∗Ω

•
A/(MK)τ,E

)
homogène de poids χ−1

+ ⊗ χ−1
−(

qui n’est autre que le faisceau S
(χ+,χ−;k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ,E par la remarque 3.4.21
)
, on

obtient finalement un opérateur continu encore noté [KgK]

[KgK] : H0
(

(MK)≤rτ,E ,S
(χ+,χ−;k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ,E

)
−→ H0

(
(MK)≤rτ,E ,S

(χ+,χ−;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ,E

)
.

Notons que lorsque χ− = τ−k− , χ+ = τ−k+ avec k± ∈ Z, on retrouve l’opérateur (2.40)
(cf. la remarque 3.4.22).

3.4.3.2 Opérateurs de Hecke en ℘

Commençons par l’opérateur Yu,℘. Soit r ∈ Q ∩ [0, q
q+1 [, et reprenons les notations

de (3.12). Notons pour simplifier p1
déf
= Yu,p : (MK)≤rτ,E → (MK)≤rτ,E , et C

déf
= (A[ q$ ]+ ⊕

A[$]−
)
. L’isogénie φC : A → A/C induit des isomorphismes de faisceaux cohérents sur

(MK)≤rτ,E (cf. Rem.2.3.12):

(φ∗C)− : ωA/C,−
∼−−→ ωA,−,

(φ∗C)+ : ωA/C,+
∼−−→ ωA,+,

d’où on déduit comme précédemment des isomorphismes d’espaces analytiques rigides
sur (MK)≤rτ,E équivariants sous l’action de O×℘ :

ΦC,− : (T ×− )an ×
(MK)≤rτ,E ,p1

(MK)≤rτ,E
∼−−→ (T ×− )an,

ΦC,+ : (T ×+ )an ×
(MK)≤rτ,E ,p1

(MK)≤rτ,E
∼−−→ (T ×+ )an.

Notons G déf
= A[$∞]−,1 et H déf

= A[$]−,1. On a alors des isomorphismes canoniques de
faisceaux cohérents sur (MK)≤rτ,E

ωA,−
∼= ωG , ωA/C,−

∼= ωG/H.

L’isogénie OD-linéaire A → A/C induit une isogénie O℘-linéaire φH : G → G/H, et
on peut identifier les morphismes (φ∗C)− et φ∗H. Soit ψ : G/H → G l’unique isogénie
O℘-linéaire telle que

ψ ◦ φH = [$],

elle induit alors un isomorphisme de faisceaux cohérents sur (MK)≤rτ,E :

ψ∗ : ωA,−
∼−−→ ωA/C,−.
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On voit par la définition de ψ que

ψ∗ ◦ (φ∗C)− = [$]∗(= τ($)).

On déduit du morphisme ψ∗ un isomorphisme d’espaces analytiques rigides sur (MK)≤rτ,E
équivariant sous l’action de O×℘ :

Ψ− : (T ×− )an ∼−−→ (T ×− )an ×
(MK)≤rτ,E ,p1

(MK)≤rτ,E

qui vérifie
Ψ− ◦ ΦC,− = [$] (3.48)(

rappelons que (T ×− )an est muni d’une action naturelle du groupe O℘ \ {0}, cf. §3.4.2
)
.

De même, l’isogénie φ∨C : (A/C)∨ → A∨ induit une isogénie O℘-linéaire φ∨H : (G/H)∨ →
G∨, et on peut identifier les morphismes

(
(φ∨C )∗

)−,1
℘,τ

: (e∗Ω1
A∨)−,1℘,τ → (e∗Ω1

(A/C)∨)−,1℘,τ

et (φ∨H)∗τ : ωG∨,τ → ω(G/H)∨,τ . On a donc (voir la discussion avant le lemme 3.3.6)
(φ∨H)∗τ =

(
(φ∗C)

∨
+

)−1. L’isogénie ψ∨ : (G/H)∨ → G∨ vérifie

ψ∨ ◦ φ∨H = [$]

et induit un isomorphisme de faisceaux cohérents sur (MK)≤rτ,E :

(ψ∨)∗τ : ω(G/H)∨,τ
∼−−→ ωG∨,τ(

donc un isomorphisme ψ∗+
déf
= (ψ∨)∗τ : ωA/C,+

∼−→ ωA,+
)
. On voit facilement que

(ψ∨)∗τ ◦ (φ∨H)∗ = [$]∗(= τ($)).

Comme ci-dessus, l’isomorphisme ψ∗+ induit un isomorphisme d’espaces analytiques
rigides sur (MK)≤rτ,E équivariant sous l’action de O×℘ :

Ψ+ : (T ×+ )an ×
(MK)≤rτ,E ,p1

(MK)≤rτ,E
∼−−→ (T ×+ )an,

qui vérifie
Ψ+ ◦ Φ−1

C,+ = [$]. (3.49)

Par le même argument que celui dans la démonstration de [62, Prop.4.2], on a

Proposition 3.4.24. Soient n ∈ Z>0, r ∈ Q ∩ [0, q−1
qn [, l’isomorphisme Ψ− (resp.

Ψ+) induit un isomorphisme d’espaces analytiques rigides sur (MK)≤rτ,E équivariant sous
l’action de O×℘ :

Ψ− : F×n,−
∼−−→ F×n,− ×(MK)≤rτ,E ,p1

(MK)≤rτ,E(
resp. Ψ+ : F×n,+ ×(MK)≤rτ,E ,p1

(MK)≤rτ,E
∼−−→ F×n,+

)
.
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On en déduit des isomorphismes de O
(MK)≤rτ,E

-modules équivariants sous l’action de

O×℘
Ψ∗− : p∗1Ωn,−

∼−−→ Ωn,−, Ψ∗+ : Ωn,+
∼−−→ p∗1Ωn,+.

On obtient donc un opérateur noté Ỹu,℘ par la composée:

H0
(

(MK)≤rτ,E ,Ωn,− ⊗ Ωn,+ ⊗ η
(k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)(R1ε∗Ω

•
A/(MK)τ,E

))
p∗1−−→ H0

(
(MK)≤rτ,E , p

∗
1

(
Ωn,− ⊗ Ωn,+ ⊗ η

(k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)(R1ε∗Ω
•
A/(MK)τ,E

)))
Ψ∗−⊗(Ψ∗+)−1⊗φ∗C−−−−−−−−−−−→ H0

(
(MK)≤rτ,E ,Ωn,− ⊗ Ωn,+ ⊗ η

(k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)(R1ε∗Ω
•
A/(MK)τ,E

))
,

où le morphisme φ∗C est défini comme dans la remarque 2.3.12. L’opérateur Ỹu,℘ est
équivariant sous l’action de O×℘ × O×℘ . Soient s > 0 tel que a(s) < n − qn

q−1r, et
χ+, χ− ∈ Wτ (s), en prenant la restriction de Ỹu,℘ au sous-faisceau de Ωn,+ ⊗ Ωn,− ⊗
η

(k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)(R1ε∗Ω
•
A/(MK)τ,E

)
homogène de poids χ−1

+ ⊗χ−1
− , on obtient donc un

opérateur continu encore noté Ỹu,℘

Ỹu,℘ : H0
(

(MK)≤rτ,E ,S
(χ+,χ−;k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ,E

)
∼−−→ H0

(
(MK)≤rτ,E ,S

(χ+,χ−;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ,E

)
. (3.50)

Par (3.48) et (3.49), lorsque χ+ = τ−k+ , χ− = τ−k− avec k+, k− ∈ Z, on a

Proposition 3.4.25. Sur le E-espace vectoriel H0
(

(MK)≤rτ,E ,S
(k+,k−,kΣp\{τ};w)

τ,E

)
, on a

Ỹu,℘ = τ($)k+−k−Yu,℘.

Remarque 3.4.26. Cette proposition implique que l’opérateur Yu,℘ ne peut pas (sans
surprise) se prolonger naturellement sur l’espace des formes modulaires surconvergentes
de poids non entiers sauf lorsque χ+χ

−1
− = τk avec k ∈ Z. C’est analogue au fait que

l’on dispose de l’opérateur diamant 〈p〉 plutôt que de l’opérateur Sp sur la famille p-
adique de formes modulaires elliptiques où Ỹu,℘ (resp. Yu,p) est l’analogue de 〈p〉 (resp.
Sp). Enfin, signalons que l’opérateur Ỹu,℘ dépend du choix de $.

Considérons l’opérateur X ′u,℘. Soit r ∈ [0, q
q+1 [∩Q, et reprenons les notations de

(3.14). L’isogénie universelle φC : A → A/C induit des isomorphismes deO
MK(℘)τ,E

[
0, r
q

]-
modules:

(φ∗C)− : ωA/C,−
∼−−→ ωA,−,

(φ∗C)+ : ωA/C,+
∼−−→ ωA,+,

d’où on déduit comme précédemment des isomorphismes d’espaces analytiques rigides
sur MK(℘)τ,E

[
0, rq
]
équivariants sous l’action de O×℘ :

ΦC,− : (T ×− )an ×
(MK)

≤ rq
τ,E ,p2

MK(℘)τ,E
[
0,
r

q

] ∼−−→ (T ×− )an ×
(MK)≤rτ,E ,p1

MK(℘)τ,E
[
0,
r

q

]
,
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ΦC,+ : (T ×+ )an ×
(MK)

≤ rq
τ,E ,p2

MK(℘)τ,E
[
0,
r

q

] ∼−−→ (T ×+ )an ×
(MK)≤rτ,E ,p1

MK(℘)τ,E
[
0,
r

q

]
.

De la même façon que dans [62, Prop.4.3], on a

Proposition 3.4.27. Soient n ∈ Z≥2, r ∈ Q ∩ [0, q−1
qn [, l’isomorphisme Φ−1

C,− induit un
morphisme d’espaces analytiques rigides sur MK(℘)τ,E

[
0, rq
]
équivariant sous l’action

de O×℘ :

Φ−1
C,− : F×n,−×(MK)≤rτ,E ,p1

MK(℘)τ,E
[
0,
r

q

]
−→ F×n−1,−×

(MK)
≤ rq
τ,E ,p2

MK(℘)τ,E
[
0,
r

q

]
. (3.51)

On en déduit un morphisme de O
MK(℘)τ,E

[
0, r
q

]-modules

(Φ−1
C,−)∗ : p∗2Ωn−1,− −→ p∗1Ωn,−.

On a besoin de "normaliser" le morphisme ΦC,+ pour obtenir un résultat analogue.
Notons H déf

= C−,1℘ , on déduit de φC une isogénie φH : G → G/H. Soit ψ : G/H → G
l’unique isogénie O℘-linéaire telle que ψ ◦ φH = [$]. En prenant les duaux de Cartier,
on obtient une isogénie ψ∨ : G∨ → (G/H)∨ d’où on déduit un isomorphisme O℘-linéaire
de faisceaux cohérents sur MK(℘)τ,E

[
0, rq
]
:

(ψ∨)∗ : ω(G/H)∨
∼−−→ ωG∨ ,

et donc un isomorphisme

(ψ∨)∗τ : ω(G/H)∨,τ
∼−−→ ωG∨,τ .

Comme on a des isomorphismes canoniques ωG∨,τ
∼−→ ωA,+ et ω(G/H)∨,τ

∼−→ ωA/C,+, on
obtient un isomorphisme de faisceaux cohérents sur MK(℘)τ,E

[
0, rq
]

(ψ∨)∗τ : ωA/C,+
∼−−→ ωA,+

d’où on déduit un isomorphisme d’espaces analytiques rigides:

Ψ : (T ×+ )an ×
(MK)

≤ rq
τ,E ,p2

MK(℘)τ,E
[
0,
r

q

] ∼−−→ (T ×+ )an ×
(MK)≤rτ,E ,p1

MK(℘)τ,E
[
0,
r

q

]
.

Comme (ψ∨)∗ ◦ (φ∨H)∗ = [$]∗ et (φ∨H)∗τ = (φ∗C)
−1
+ , on a

Ψ = [$] ◦ ΦC,+. (3.52)

De la même façon que dans [62, Prop.4.3], on a

Proposition 3.4.28. Soient n ∈ Z≥2, r ∈ Q ∩ [0, q−1
qn [, l’isomorphisme Ψ−1 induit un

morphisme d’espaces analytiques rigides sur MK(℘)τ,E
[
0, rq
]
équivariant sous l’action

de O×℘ :

Ψ−1 : F×n,+×(MK)≤rτ,E ,p1
MK(℘)τ,E

[
0,
r

q

]
−→ F×n−1,+×

(MK)
≤ rq
τ,E ,p2

MK(℘)τ,E
[
0,
r

q

]
. (3.53)
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On en déduit un morphisme de O
MK(℘)τ,E

[
0, r
q

]-modules:

(Ψ−1)∗ : p∗2Ωn−1,+ −→ p∗1Ωn,+,

et on obtient alors un opérateur noté X̃ ′u,℘ par la composée:

H0
(

(MK)
≤ r
q

τ,E ,Ωn−1,− ⊗ Ωn−1,+ ⊗ η
(k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)(R1ε∗Ω

•
A/(MK)τ,E

))
p∗2−−→ H0

(
MK(℘)τ,E

[
0,
r

q

]
, p∗2
(
Ωn−1,−⊗Ωn−1,+⊗η

(k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)(R1ε∗Ω
•
A/(MK)τ,E

)))
(Φ−1
C,−)∗⊗(Ψ−1)∗⊗φ∗C−−−−−−−−−−−−−→ H0

(
MK(℘)τ,E

[
0,
r

q

]
, p∗1

(
Ωn,− ⊗ Ωn,+

⊗ η(k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)(R1ε∗Ω
•
A/(MK)τ,E

)))
trp1−−→ H0

(
(MK)≤rτ,E ,Ωn,− ⊗ Ωn,+ ⊗ η

(k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)(R1ε∗Ω
•
A/(MK)τ,E

))
.

Cet opérateur est équivariant sous l’action de O×℘ ×O×℘ . Soient w > 0 tel que a(w) <

n−1− qn−1

q−1 r, et χ+, χ− ∈ Wτ (w), en prenant la restriction de X̃ ′u,℘ au sous-faisceau de

Ωn−1,+⊗Ωn−1,−⊗ η
(k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)(R1ε∗Ω

•
A/(MK)τ,E

)
homogène de poids χ−1

+ ⊗χ−1
− ,

on obtient un opérateur continu encore noté X̃ ′u,℘:

H0
(

(MK)
≤ r
q

τ,E ,S
(χ+,χ−;k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ,E

)
−→ H0

(
(MK)≤rτ,E ,S

(χ+,χ−;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ,E

)
.

En prenant la composition de ce dernier avec la restriction canonique (compacte)

H0
(

(MK)≤rτ,E ,S
(χ+,χ−;k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ,E

)
↪−→ H0

(
(MK)

≤ r
q

τ,E ,S
(χ+,χ−;k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ,E

)
,

on obtient alors un opérateur compact encore noté X̃ ′u,℘

X̃ ′u,℘ : H0
(

(MK)≤rτ,E ,S
(χ+,χ−;k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ,E

)
−→ H0

(
(MK)≤rτ,E ,S

(χ+,χ−;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ,E

)
.

Signalons que l’opérateur X̃ ′u,℘ dépend du choix de $. Lorsque χ+ = τk+ et χ− = τk−

avec k+, k− ∈ Z, par la remarque 3.4.22 et (3.52), on a

Proposition 3.4.29. Sur le E-espace vectoriel H0
(

(MK)≤rτ,E ,S
(k+,k−,kΣp\{τ};w)

τ,E

)
, on a

X̃ ′u,℘ = τ($k+)X ′u,℘.

Cette proposition implique que l’opérateur X ′u,℘ (ainsi que U℘) ne peut pas se pro-
longer naturellement sur l’espace des formes modulaires de poids non entiers sauf lorsque
χ+ = τk+ avec k+ ∈ Z. Notons S̃℘

déf
= χ−1

u,pd0
Ỹu,℘ et Ũ℘

déf
= χ−1

u,pd0
X̃ ′u,℘. Sur l’espace des

formes modulaires surconvergentes de poids (k+, k−, k1Σp\{τ}, k2Σp\{τ}) sur (τ, E), on a

alors S̃℘ = τ($)k+−k−S℘ et Ũ℘ = τ($)k+U℘.
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3.4.4 Surfaces de Hecke

Soient n ∈ Z>0, r ∈]0, q−1
qn [∩Q, et w+, w− ∈ Q tels que a(w±) < n − 1 − qn−1

q−1 r

(cf. Lem. 3.4.5), et Br, R± des E-algèbres affinoïdes telles que (MK)≤rτ,E
∼= SpmBr et

Wτ (w±) ∼= SpmR±. Notons R
déf
= R+⊗̂ER−

(
donc Wτ (w+)×Wτ (w−) ∼= SpmR

)
, et

(χuniv,+, χuniv,−) : O×℘ ×O×℘ −→ R×

le caractère universel.

Considérons le morphisme d’espaces analytiques rigides u−× id : F×n,−×Wτ (w−)→
(MK)≤rτ,E×Wτ (w−)

(
resp. u+× id : F×n,+×Wτ (w+)→ (MK)≤rτ,E×Wτ (w+)

)
, notons f−

(reps. f+) le sous-faisceau des sections χ−1
univ,−-homogènes (resp. χ−1

univ,+-homogènes) de

(u− × id)∗OF×n,−×Wτ (w−)

(
resp. (u+ × id)∗OF×n,+×Wτ (w+)

)
. C’est un faisceau inversible

de O
(MK)≤rτ,E×Wτ (w−)

-modules
(
resp. de O

(MK)≤rτ,E×Wτ (w+)
-modules

)
.

Soient k1,σ ∈ Z≥2, k2,σ ∈ Z pour tout σ ∈ Σp \ {τ}, notons

S
(χuniv,+,χuniv,−;k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ,E
déf
= f+ ⊗ f− ⊗ η

(k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)(R1ε∗Ω
•
A/(MK)τ,E

)
où les produits tensoriels sont sur O

(MK)≤rτ,E
. Notons

Nr
déf
= H0

(
(MK)≤rτ,E ×E Wτ (w+)×E Wτ (w−),S

(χuniv,+,χuniv,−;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ,E

)
,

qui est un R⊗̂EBr-module de Banach (cf. [11, Prop. 3.7.3/3]), et donc un R-module
de Banach. Comme (MK)≤rτ,E ×EWτ (w+)×EWτ (w−) est un affinoïde, on voit de plus

que S
(χuniv,+,χuniv,−;k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ,E est le faisceau cohérent associé au R⊗̂EBr-module
Nr.

Définition 3.4.30 (cf. [18, §3]). (1) Soient B une E-algèbre de Banach et M un B-
module de Banach. On dit que M est orthonormalisable s’il existe un ensemble I et
une collection d’éléments (ei ∈M)i∈I tels que tout élément α ∈M s’écrive uniquement
α =

∑
i∈I ciei avec ci ∈ B pour tout i ∈ I vérifiant que limi→+∞ ci = 0

(
i.e. {i ∈

I | ||ci||B ≥ ε} est un ensemble fini pour tout ε > 0
)
et tels que ||α||M = supi∈I{||ci||B}.

(2) On dit que M est potentiellement orthonormalisable s’il existe une norme || · ||′
sur M équivalente à || · ||M , telle que (M, || · ||′) soit orthonormalisable.

(3) On dit que M satisfait (Pr) s’il est un facteur direct d’un B-module M ′ poten-
tiellement orthonormalisable.

De la même façon que dans [62, Cor.5.1], on a

Proposition 3.4.31. Le R-module de Banach Nr vérifie (Pr).
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Comme au §3.4.3, on peut munir Nr d’une action continue des opérateurs de Hecke(
hors de ℘ et Ỹu,℘, X̃ ′u,℘

)
, l’opérateur Ỹu,℘ étant un isomorphisme et l’opérateur X̃ ′u,℘(

qui se factorise à travers la restriction Nr → N r
q

)
étant compact. Notons H̃(S(K))

la OE-algèbre engendrée par H∗(S(K℘)) et les opérateurs Ỹu,℘ et X̃ ′u,℘, qui est aussi
engendrée par H∗(S(K℘)) et les opérateurs Ũ℘ et S̃℘.

En appliquant le formalisme de [18] (voir aussi [22, §6]), on peut construire une
surface de Hecke:

Proposition 3.4.32. Il existe un espace analytique rigide S(K)
(k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
),r

τ sur
E, muni d’un morphisme de E-algèbres

ψ : H̃(S(K)) −→ O
(
S(K)

(k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

),r

τ

)
et d’un morphisme d’espaces analytiques rigides sur E

ir : S(K)
(k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
),r

τ −→Wτ (w+)×Wτ (w−),

tel que les conditions suivantes soient satisfaites:

1. le morphisme induit d’espaces analytiques rigides

(
ir, ψ(X̃ ′u,℘)

)
: S(K)

(k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

),r

τ −→Wτ (w+)×Wτ (w−)×Gm

est fini;

2. pour tout ouvert affinoïde U de Wτ (w+)×Wτ (w−)×Gm le morphisme induit

H̃(S(K))⊗Z O(U) −→ O(i−1
r U)

est surjectif;

3. soient L une extension finie de E, χ+ ∈ Wτ (w+)(L), χ− ∈ Wτ (w−)(L), et κ :

H̃(S(K)) → L un morphisme de E-algèbres tel que ã℘
déf
= κ(X̃ ′u,℘) ∈ L×, alors il

existe un L-point z de S(K)
(k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
),r

τ vérifiant que ir(z) = (χ+, χ−) et
que le morphisme associé (via ψ) H̃(S(K)) → L est égal à κ si et seulement s’il
existe un forme modulaire surconvergente de poids (χ+, χ−; k1Σp\{τ}, k2Σp\{τ}) de

niveau K sur (τ, L) propre sous l’action des opérateurs T dans H̃(S(K)) de valeur
propre κ(T ).

Lorsqu’on fait tendre r vers 0, on peut faire tendre w+, w− vers 0. À w+, w−

fixés, les surfaces de Hecke S(K)
(k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
),r

τ → Wτ (w+) ×Wτ (w−) sont en fait
indépendantes du choix du rayon de surconvergence r suffisamment petit, ce qui suit
du fait que la série caractéristique de X̃ ′u,℘ est indépendante de r (voir [48, Prop 12.6]
et la discussion à la fin de [18, Part 1]). On peut donc recoller pour obtenir la surface
de Hecke totale:
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Théorème 3.4.33 (Surface de Hecke). Il existe un espace analytique rigide

S(K)
(k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ

sur E muni d’un morphisme de E-algèbres

ψ : H̃(S(K)) −→ O
(
S(K)

(k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ

)
et d’un morphisme d’espaces analytiques rigides sur E

i : S(K)
(k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ −→Wτ ×Wτ

tel que les conditions suivantes soient satisfaites:

1. le morphisme induit d’espaces analytiques rigides

(
i, ψ(X̃ ′u,℘)

)
: S(K)

(k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ −→Wτ ×Wτ ×Gm

est fini;

2. pour tout ouvert affinoïde U de Wτ ×Wτ ×Gm le morphisme induit

H̃(S(K))⊗Z O(U) −→ O(i−1U)

est surjectif;

3. soient L une extension finie de E, χ+ ∈ Wτ (L), χ− ∈ Wτ (L), et κ : H̃(S(K))→
L un morphisme de E-algèbres tel que ã℘

déf
= κ(X̃ ′u,℘) ∈ L×, alors il existe un

L-point z de S(K)
(k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ vérifiant que i(z) = (χ+, χ−) et que le mor-
phisme associé H̃(S(K))→ L est égal à κ si et seulement s’il existe un forme mod-
ulaire surconvergente sur (τ, L) de niveauK et de poids (χ+, χ−; k1Σp\{τ}, k2Σp\{τ})

propre sous l’action des opérateurs T dans H̃(S(K)) de valeur propre κ(T ).

Remarque 3.4.34. Un point fermé de S(K)
(k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ est uniquement déterminé
(cf. [5, Lem.7.2.7]) par son image (χ+, χ−) dans Wτ ×Wτ et le système de valeurs pro-
pres κ̃ : H̃(S(K)) → E de H̃(S(K)) associé. Un tel point sera noté (χ+, χ−, ã℘, b̃℘, κ)

où ã℘
déf
= κ̃(Ũ℘), b̃℘

déf
= κ̃(S̃℘) sont à valeurs dans E×, et κ déf

= κ̃|H∗(S(K℘)). En effet,
on peut vérifier facilement que l’opérateur χu,pd0 agit sur Nr par un isomorphisme pour
tout r et on peut alors récrire ce théorème en remplaçant X̃ ′u,℘ et Ũ℘.

CommeWτ est équidimensionnel de dimension 1 (cf. [68, §2], voir aussi Prop.5.1.13
ci-dessous), par [22, Prop.6.4.2], on a

Proposition 3.4.35. L’espace analytique rigide S(K)
(k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ est équidimen-
sionnel de dimension 2.
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Rappelons qu’un espace rigide X (sur SpecE) est dit emboîté ("nested" dans la
terminologie de [25]) siX admet un recouvrement admissible {Ui} des ouverts affinoïdes
tel que Ui ⊆ Ui+1 et que le morphisme naturel O(Ui+1) → O(Ui) soit compact. On
muni O(X) de la topologie la plus faible qui rende continu O(X) → O(U) pour tout
ouvert affinoïde U de X. On note

O(X)0 := {f ∈ O(X) | υ℘(f(x)) ≥ 0 pour tout x ∈ X}. (3.54)

Comme W1,τ ×W1,τ ×Gm est emboîté, par [5, Lem.7.2.11], on a

Proposition 3.4.36. L’espace rigide S(K)
(k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ est emboîté, et l’ensemble

O
(
S(K)

(k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ,red

)0
est un sous-ensemble compact de O

(
S(K)

(k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ,red

)
où "red" signifie le sous-espace réduit.

Soit L une extension finie de E, on dit qu’un point z = (χ+, χ−, ã℘, b̃℘, κ) (cf. la

remarque 3.4.34) de S(K)
(k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ est classique s’il existe k+, k− ∈ Z
(
tels que

χ± = τk±
)
, n ∈ Z≥1 et une forme modulaire classique de poids (k+, k−; k1Σp\{τ}, k2Σp\{τ})

sur MK(℘n)τ,L, propre sous l’action de X̃ ′u,℘(= τ($)k+X ′u,℘), Ỹu,℘(= τ($)k+−k−Yu,℘)

et H∗(S(K℘)), de valeurs propres respectives ã℘, b̃℘ et κ(T ) pour T ∈ H∗(S(K℘)). On
peut récrire le théorème de classicité (Thm.3.3.1) en terme de l’opérateur X̃ ′u,℘:

Corollaire 3.4.37. Soit f une forme modulaire surconvergente sur (τ, L) de poids
(k+, k−; k1Σp\{τ}, k2Σp\{τ}) (k+, k− ∈ Z) de niveau K, vecteur propre sous l’action de

X̃ ′u,℘ de valeur propre ã℘ ∈ E×, si

υ℘(ã℘) < k+ + k− +
∑

σ∈Σ℘\{τ}

k2,σ,

alors f est une forme modulaire classique sur MK(℘)τ,E.

De la même façon que dans [22, Prop.6.4.6] (voir aussi Prop.6.2.7 de loc.cit.), on
déduit du corollaire 3.4.37 la proposition suivante.

Proposition 3.4.38. L’ensemble des points classiques est Zariski-dense dans l’espace

rigide S(K)
(k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ .

La proposition 3.4.38 jouera un rôle important dans l’étude de familles de représenta-

tions galoisiennes sur S(K)
(k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ dans le §4.4, ainsi que dans la comparaison
des surfaces de Hecke dans le §6.2.4. Terminons ce chapitre par une proposition qui dé-
coule facilement de Prop.6.2.11 et Thm.6.2.58 ci-dessous mais qui n’est pas très évidente
avec la construction dans cette section.

Proposition 3.4.39. L’image du morphisme naturel (cf. Thm.3.4.33)

ψ℘
déf
= ψ|H∗(S(K℘)) : H∗(S(K℘)) −→ O

(
S(K)

(k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ,red

)
est contenue dans O

(
S(K)

(k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ,red

)0
.
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Chapter 4

Représentations galoisiennes et
Formes compagnons
surconvergentes sur les courbes de
Shimura unitaires

On étudie la cohomologie rigide des courbes de Shimura unitaires au §4.1. Au §4.2,
on rappelle ce dont on a besoin sur les représentations automorphes (classiques) de
G. Au §4.3, de la même façon que chez Breuil-Emerton ([17, Thm.4.3.3]), on montre
l’existence des formes compagnons surconvergentes sur les courbes de Shimura unitaires.
Enfin, au §4.4, on étudie les familles p-adiques de représentations de Gal(Q/F) sur les
variétés de Hecke construites au §3.4.4.

4.1 Cohomologie rigide des courbes de Shimura unitaires

On étudie la cohomologie rigide des courbes de Shimura unitaires, qui est naturelle-
ment liée à formes modulaires surconvergentes sur les courbes de Shimura unitaires.

Soient K un sous-groupe ouvert compact et net de G(A∞) maximal en ℘ (cf. Ex.
2.1.3), et L un OMK

-module localement libre de rang fini, notons encore L son analytifié
sur Man

K . Étant donné un complexe de OMK
-modules:

∇L : L −→ L⊗OMK Ω1
MK/F℘

,

notons encore ∇L son analytifié sur Man
K . Posons pour tout i ∈ Z≥0

(
voir §3.1.1 pour

M≤rK
)

H i
rig

(
Mord
K ,∇L

) déf
= lim−→

r→0+

Hi
(
M≤rK ,∇L

)
.

95
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Soient k1,σ ∈ Z≥2, k2,σ ∈ Z pour tout σ ∈ Σp. Considérons la connexion de Gauss-

Manin pour L
(k1Σp

,k2Σp
)

E (cf. §2.3.2) sur MK

∇ : L
(k1Σp

,k2Σp
)

E −→ L
(k1Σp

,k2Σp
)

E ⊗OMK Ω1
MK/ SpecF℘

.

Lemme 4.1.1. Reprenons les notations ci-dessus.

(1) L’application naturelle

Hi(MK ,∇) −→ Hi(Man
K ,∇)

est bijective.

(2) Pour tout r ∈ Q ∩ [0, 1[, l’application de restriction

H1(Man
K ,∇) −→ H1(M≤rK ,∇) (4.1)

est injective.

Proof. La partie (1) est bien connue (e.g. voir [2, Th.2]).

(2) Choisissons un relevé Z de MK
ss (cf. §3.1.1) dans Man

K via l’application sp (cf.
loc. cit.), qui est donc une union finie de pointes de Man

K . Notons

∇̃ : L
(k1Σp

,k2Σp
)

E −→ L
(k1Σp

,k2Σp
)

E ⊗ Ω1
Man
K /F℘

(
log(Z)

)
le complexe de OMan

K
-modules induit par ∇. On a donc une suite exacte de complexes

sur Man
K

0 −→ ∇ −→ ∇̃ −→
⊕
x∈Z
L

(k1Σp
,k2Σp

)

E

∣∣∣
x
[−1]→ 0,

où L
(k1Σp

,k2Σp
)

E

∣∣∣
x

déf
= x∗x

∗L
(k1Σp

,k2Σp
)

E . On en déduit une suite exacte

0 −→ H1(Man
K ,∇) −→ H1(Man

K , ∇̃),

car H0
(
Man
K ,
⊕

x∈Z L
(k1Σp

,k2Σp
)

E

∣∣∣
x
[−1]

)
est nul. Il résulte de [3, Cor.2.5] qu’il y a un

isomorphisme canonique

H1(Man
K , ∇̃)

∼−−→ H1
rig((MK)ord,∇).

On obtient alors une injection

H1(Man
K ,∇) ↪−→ H1

rig((MK)ord,∇) (4.2)

qui se factorise en fait à travers (4.1), d’où on déduit que l’application en (4.1) est aussi
injective.

Par l’isomorphisme de complexes ∇ ∼=
∏
τ∈Σp

∇τ (cf. Prop.2.3.8), on a
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Lemme 4.1.2. Pour tout r ∈ Q ∩ [0, 1[, on a un isomorphisme naturel de E-espaces
vectoriels

Hi
(
M≤rK ,∇

) ∼−−→
∏
τ∈Σ℘

Hi
(
(MK)≤rτ,E ,∇τ

)
. (4.3)

Par le lemme 4.1.1, on a alors

Lemme 4.1.3. Pour tout r ∈ [0, 1] ∩Q, l’application de restriction

H1
(
(MK)τ,E ,∇τ

)
−→ H1

(
(MK)≤rτ,E ,∇τ

)
est injective.

Lemme 4.1.4. Pour tout r ∈ Q∩ [0, 1[, il y a un isomorphisme de E-espaces vectoriels(
voir §2.3.1.4 pour θk1,τ−1

τ

)
H1
(
(MK)≤rτ,E ,∇τ

) ∼−−→

H0
(

(MK)≤rτ,E ,S
(k1Σp

,k2Σp
)

τ,E

)/
θ
k1,τ−1
τ

(
H0
(

(MK)≤rτ,E ,S
(−k2,τ−k1,τ+2,k2,τ ;k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ,E

))
.

(4.4)

Proof. On déduit du quasi-isomorphisme (2.26) un isomorphisme de E-espaces vecto-
riels

Hi
(
(MK)≤rτ,E ,∇τ

)
∼−−→ Hi

(
(MK)≤rτ,E ,

[
S

(−k2,τ−k1,τ+2,k2,τ ;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ,E
θ
k1,τ−1
τ−−−−−→ S

(k1Σp
,k2Σp

)

τ,E

])
,

pour tout i ∈ Z≥0, d’où le lemme car l’espace analytique rigide (MK)≤rτ,E est un affinoïde
(cf. [48, §9.2]) donc quasi-Stein pour tout r ∈ Q ∩ [0, 1[.

Pour tout r ∈ [0, q
q+1 [, le morphisme de E-espaces vectoriels

θ
k1,τ−1
τ : H0

(
(MK)≤rτ,E ,S

(−k2,τ−k1,τ+2,k2,τ ;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ,E

)
−→ H0

(
(MK)≤rτ,E ,S

(k1Σp
,k2Σp

)

τ,E

)
est en fait équivariant sous l’action de H(S(K℘)), Yu,℘, χu,p et de X ′u,℘ (par définitions
(cf. §3.2.2) et le lemme 2.3.7). De façon analogue à (2.39), on peut définir, à partir des
diagrammes commutatifs (3.10) et (3.12), une action naturelle de H∗(S(K℘)) et de Yu,℘
sur H1((MK)≤r,∇τ ). De plus, l’isomorphisme (4.4) est équivariant sous cette action.

On considère les opérateurs X ′u,℘ et Φu,℘. Soit r ∈ Q ∩ [0, q
q+1 [, à partir du dia-

gramme commutatif (3.14), on obtient un opérateur (voir [23, §2] pour le cas des courbes
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modulaires) encore noté X ′u,℘ par la composée (avec les notations de (3.14))

X ′u,℘ : H1
(

(MK)
≤ r
q

τ,E ,∇τ
)

p∗2−−→ H1
(
MK(℘)τ,E

[
0,
r

q

]
, p∗2∇τ

)
φ∗C−−→ H1

(
MK(℘)τ,E

[
0,
r

q

]
, p∗1∇τ

)
trp1−−→ H1

(
(MK)≤rτ,E ,∇τ

)
.

On voit que le diagramme suivant est commutatif

H1
(

(MK)
≤ r
q

τ,E ,∇τ
)

∼−−−−→ H0
(

(MK)
≤ rq
τ,E ,S

(k1Σp
,k2Σp

)

τ,E

)
θ
k1,τ−1
τ

(
H0

(
(MK)

≤ rq
τ,E ,S

(−k2,τ−k1,τ+2,k2,τ ;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ,E

))
X′u,℘

y X′u,℘

y
H1
(

(MK)≤rτ,E ,∇τ
)

∼−−−−→ H0
(

(MK)≤rτ,E ,S
(k1Σp

,k2Σp
)

τ,E

)
θ
k1,τ−1
τ

(
H0

(
(MK)≤rτ,E ,S

(−k2,τ−k1,τ+2,k2,τ ;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ,E

))
.

De même, à partir du diagramme (3.17), on obtient un opérateur encore noté Φu,℘ par
la composée (avec les notations de loc.cit.)

Φu,℘ : H1
(

(MK)≤qrτ,E ,∇τ
)

p∗2−−→ H1
(

(MK)≤rτ,E , p
∗
2∇τ

)
φ∗C−−→ H1

(
(MK)≤rτ,E ,∇τ

)
, (4.5)

pour tout r ∈ Q ∩ [0, 1
q+1 [. Et le diagramme suivant est commutatif:

H1
(

(MK)≤qrτ,E ,∇τ
)

∼−−−−→ H0
(

(MK)≤qrτ,E ,S
(k1Σp

,k2Σp
)

τ,E

)
θ
k1,τ−1
τ

(
H0

(
(MK)≤qrτ,E ,S

(−k2,τ−k1,τ+2,k2,τ ;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ,E

))
Φu,℘

y Φu,℘

y
H1
(

(MK)≤rτ,E ,∇τ
)

∼−−−−→ H0
(

(MK)≤rτ,E ,S
(k1Σp

,k2Σp
)

τ,E

)
θ
k1,τ−1
τ

(
H0

(
(MK)≤rτ,E ,S

(−k2,τ−k1,τ+2,k2,τ ;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ,E

))
.

Rappelons queMK admet unO℘-modèle lisse et propreMK (puisqueK est maximal
en ℘, cf. §3.1.1). Notons ε : A → MK le schéma abélien universel, A déf

= A ×SpecO℘

SpecFq et MK
déf
= MK ×SpecO℘ SpecFq et ε : A → MK . D’après Faltings ([38]), on

dispose d’un F -isocristal convergent noté η(k1Σp
,k2Σp

)
(EE) sur MK/W (Fq) (où W (Fq)

désigne l’anneau des vecteurs de Witt sur Fq) associé au faisceau localement constant
η

(k1Σp
,k2Σp

)
(R1ε∗E) (cf. 2.9) sur MK ×SpecO℘ F℘ et on a un isomorphisme équivariant

sous l’action de Gal(Qp/F℘) et de ϕ (le Frobenius cristallin) (cf. [38, Thm.5.6])

H1
cris

(
MK/W (Fq), η

(k1Σp
,k2Σp

)
(EE)

)
⊗F℘,0 Bcris

∼= V℘ ⊗Qp Bcris (4.6)(
voir (2.27) pour V℘, et on renvoie à [38, §4 (e)] pour la définition de la cohomolo-
gie cristalline des isocristaux convergents

)
. En particulier, la représentation V℘ de
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Gal(Qp/F℘) est cristalline au sens de Fontaine. En effet, le F -isocristal convergent
sur MK/W (Fq) associé au faisceau R1ε∗E sur MK ×SpecO℘ F℘ est donné par EE

déf
=

R1ε∗,cris(OA/F℘,0 ⊗Qp E) (cf. [38, Thm.6.3]) où OA/F℘,0 désigne le F -isocristal conver-

gent trivial sur A/W (Fq). Donc le F -isocristal convergent η(k1Σp
,k2Σp

)
(EE) peut être

construit à partir de EE en utilisant les idempotents dans OD ⊗Zp E de façon analogue

à η(k1Σp
,k2Σp

)
(R1ε∗E) (cf. (2.9), voir [38, Lem.5.5]).

Comme l’évaluation de EE sur MK (le complété de MK le long de sa fibre spéciale)
est le O

Mrig
K
-module R1ε∗(Ω

•
A/Man

K
⊗Qp E)

(
on a bien Man

K
∼−→Mrig

K

)
avec la connexion

de Gauss-Manin (cf. [61, Lem.3.3]), on voit que l’évaluation de η(k1Σp
,k2Σp

)
(EE) sur

MK n’est autre que le O
Mrig
K
-module L

(k1Σp
,k2Σp

)

E avec la connexion de Gauss-Manin

∇, qui est appelé un isocristal convergent sur MK/F℘ dans [8, Déf.2.3.2]. On a un
isomorphisme naturel de F℘-espaces vectoriels (e.g. voir [79, Thm.5.2.1])

H1
cris

(
MK/W (Fq), η

(k1Σp
,k2Σp

)
(EE)

)
⊗F℘,0 F℘

∼= H1
rig

(
MK/F℘,L

(k1Σp
,k2Σp

)

E

)(
∼= H1

(
MK ,∇

))
. (4.7)

Soient a ∈ Z≥0, σ : F℘
∼−→ F℘ un relevé de σa0 : F℘,0

∼−→ F℘,0 où σ0 est le relevé

canonique du Frobenius Fq
∼−→ Fq, x 7→ xp. L’isocristal L

(k1Σp
,k2Σp

)

E est en fait un
F -isocristal convergent sur MK/(F℘, σ) (cf. [61, Thm.5.7]), et l’isomorphisme en (4.7)
est équivariant sous l’action de Fσ où l’action de Fσ sur le premier terme de (4.7) est

donnée par ϕa ⊗σa0 σ, et l’action de Fσ sur H1
rig

(
MK/F℘,L

(k1Σp
,k2Σp

)

E

)
est donnée par

la composée (cf. [8, (2.3.7)])

H1
rig

(
MK/F℘,L

(k1Σp
,k2Σp

)

E

)
−→ H1

rig

(
MK

σa0 /F℘, σ
∗L

(k1Σp
,k2Σp

)

E

)
(Fra)∗−−−−→ H1

rig

(
MK/F℘, F

∗
σL

(k1Σp
,k2Σp

)

E

)
∼= H1

rig

(
MK/F℘,L

(k1Σp
,k2Σp

)

E

)
(4.8)(

où on renvoie à loc. cit. pour la définition du morphisme F ∗σ d’isocristaux sur MK/F℘
)

via le diagramme commutatif

MK MK
σa0 MK

SpecFq SpecFq

.............................................................................................................................................................................................. ............Fra
................................................................................................................................................................................................................ .........

...

.............................................................................................................................................................................................. .......................................................................................................................................................................................................... ............

...................................................................................
.....
.......
.....

...................................................................................
.....
.......
.....

................................................................................................................................................................... ............
σa0

où la composition des applications en haut est le morphisme MK → MK , x 7→ xp
a ,

et où MK
σa0 déf

= MK ×SpecFq ,σa0 SpecFq. En particulier, lorsque a = d0 et σ = id, on

dispose d’une action E-linéaire de ϕd0
déf
= Fσ sur H1

rig

(
MK/F℘,L

(k1Σp
,k2Σp

)

E

)
telle que
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l’isomorphisme (4.7) soit équivariant sous l’action de ϕd0 (noter que l’action de ϕd0 sur
le premier terme de (4.7) est donnée par ϕd0 ⊗ id).

Notons Σ℘,0
déf
= {σ : F℘,0 ↪→ Qp}. De l’isomorphisme

F℘,0 ⊗Qp E
∼−−→

∏
σ∈Σ℘,0

E, a⊗ b 7→ (σ(a)b)σ∈Σ℘,0 ,

on déduit que le F℘,0 ⊗Qp E-module Dcris(V℘) ∼= H1
cris

(
MK/W (Fq), η

(k1Σp
,k2Σp

)
(EE)

)
admet une décomposition

Dcris(V℘)
∼−−→

∏
σ∈Σ℘,0

Dcris(V℘)σ

avec Dcris(V℘)σ stable sous l’action de ϕd0 . De l’isomorphisme

F℘ ⊗Qp E
∼−−→

∏
σ∈Σ℘

E, a⊗ b 7→ (σ(a)b)σ∈Σ℘ ,

on déduit une décomposition

Dcris(V℘)⊗F℘,0 F℘
∼−−→

∏
σ∈F℘

(Dcris(V℘)⊗F℘,0 F℘)σ

(
resp. H1

rig

(
MK/F℘,L

(k1Σp
,k2Σp

)

E

)
∼−−→
∏
σ∈Σ℘

H1
rig

(
MK/F℘,L

(k1Σp
,k2Σp

)

E

)
σ
, cf. (4.7)

)
.

L’isomorphisme (4.7) induit donc un isomorphisme équivariant sous l’action de ϕd0 pour
tout τ ∈ Σ℘:

(Dcris(V℘)⊗F℘,0 F℘)τ
∼−−→ H1

rig

(
MK/F℘,L

(k1Σp
,k2Σp

)

E

)
τ

(
∼= H1

(
(MK)τ,E ,∇τ

))
.

Posons (cf. [8, §2.1])

j†
(
L

(k1Σp
,k2Σp

)

E

)
déf
= lim−→

r→0+

(jr)∗j
∗
r

(
L

(k1Σp
,k2Σp

)

E

)
,

où jr désigne le plongement M≤rK ↪→ Man
K , c’est en fait un F -isocristal surconvergent

le long de MK
ss

= MK −MK
ord sur MK

ord
/(F℘, σ) pour un relevé quelconque σ de

σa0 et pour tout a ∈ Z≥0. En effet, d’après [7, Thm.5], on voit que R1ε∗,rig(Aord
/MK)

(cf. [7, Rem.2.5 (c)]) est un F -isocristal surconvergent le long de MK − MK
ord sur

MK
ord
/(F℘, σ) où Aord désigne le schéma abélien universel sur MK

ord. On a un isomor-
phisme naturel (de j†OMan

K
-modules à connexions)

j†(R1ε∗Ω
•
A/MK

)
déf
= lim−→

r

(jr)∗j
∗
r (R1ε∗Ω

•
A/MK

) ∼= R1ε∗,rig(Aord
/MK),
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d’où on déduit que j†(R1ε∗Ω
•
A/MK

) est aussi surconvergent le long de MK −MK
ord. La

surconvergence de j†
(
L

(k1Σp
,k2Σp

)

E

)
en découle.

On a un morphisme (de restriction) canonique équivariant sous l’action de Fσ
(
cf.

(4.8), avec σ un relevé quelconque de σa0 pour a ∈ Z≥0 et en particulier, équivariant
sous l’action de ϕd0

)
(voir [52, (4.4.0.1)])

H1
rig

(
MK/F℘,L

(k1Σp
,k2Σp

)

τ,E

)
−→ H1

rig

(
MK

ord
/F℘, j

†L
(k1Σp

,k2Σp
)

τ,E

)
(4.9)

qui est en fait injectif d’après [79, Cor.4.1.2]. Or, on a un isomorphisme canonique de
E-espaces vectoriels (e.g. voir [3, (2.2)])

H1
rig

(
MK

ord
/F℘, j

†L
(k1Σp

,k2Σp
)

E

)
∼= lim−→

r

H1
(
M≤rK ,∇

)
.

Le plongement (4.9) est en fait égal à (4.2).

Notons MK
ord ∼= SpecR0 (e.g. voir [48, §9.1]), M≤rK ∼= SpmRr et R† déf

= lim−→r
Rr.

Notons encore Φu,℘ : R† → R† le morphisme induit par p2 : Rr → Rqr (cf. (3.16))
pour tout r ∈ Q ∩ [0, 1

q+1 [. Par la théorie du sous-groupe canonique (cf. Prop.
3.1.10), le morphisme p2 est un relevé de σd0

0 : R0 → R0, x 7→ xq. D’après [8,

(2.5.6)], l’action de ϕd0 sur H1
rig

(
MK

ord
/F℘, j

†L
(k1Σp

,k2Σp
)

τ,E

)
est égale à l’opérateur

Φu,℘ : lim−→r
H1
(
M≤rK ,∇

)
→ lim−→r

H1
(
M≤rK ,∇

)
(induit par (4.5)).

De tout ce qui précède, on a comme dans [17, Lem.4.3.1]

Proposition 4.1.5. Soit r ∈ Q ∩ [0, 1
q+1 [, le diagramme

H1
(
(MK)τ,E ,∇τ

)
−−−−→ H1

(
(MK)≤qrτ,E ,∇τ

)
ϕd0

y Φu,℘

y
H1
(
(MK)τ,E ,∇τ

)
−−−−→ H1

(
(MK)≤rτ,E ,∇τ

)
est commutatif pour tout τ ∈ Σ℘ où les applications horizontales sont les morphismes
(injectifs) de restriction.

4.2 Représentations automorphes et représentations galoisi-
ennes

On rappelle ce dont on a besoin sur les représentations automorphes classiques de
G (cf. [21] et [46]).
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4.2.1 Représentations lisses de G(Q`)

Soient ` ∈ SQ, λ|` une place de E au-dessus de `, qui correspond à un plongement
E ↪→ Q`, on en déduit un isomorphisme (cf. (2.9))

iλ : G(Q`)
∼−−→ Q×` ×

∏
l|`

GL2(Fl).

De même, on déduit du plongement λc : E ↪→ Q` un isomorphisme

iλc : G(Q`)
∼−−→ Q×` ×

∏
l|`

GL2(Fl).

Noter que l’application

iλc ◦ i−1
λ : Q×` ×

∏
l|`

GL2(Fl)
∼−−→ Q×` ×

∏
l|`

GL2(Fl) (4.10)

est donnée par (a, g) 7→ (a, (g−1)∗a) avec l’involution (F -linéaire) ∗ donnée par la com-
posée (voir (1.4))∏

l|`

GL2(Fl)
∼−−→ (D ⊗E,λc Q`)

× ∗−−→ (D ⊗E,λ Q`)
× ∼−−→

∏
l|`

GL2(Fl).

Soit π` une représentation lisse et irréductible de G(Q`) sur E, par l’isomorphisme
iλ (resp. iλc), π` admet donc une décomposition

π`
∼−−→ ψλ ⊗

⊗
l|`

πλ,l

(
resp. π`

∼−−→ ψλc ⊗
⊗
l|`

πλc,l

)
où ψλ et ψλc sont des caractères de Q×` , πλc,l et πλ,l sont des représentations lisses

et irréductibles de GL2(Fl) sur E. Notons πλ
déf
= ⊗l|`πλ,l et πλc

déf
= ⊗l|`πλc,l. On

vérifie par (4.10) que πλc,l ∼= π∗λ,l où π∗λ,l(g)
déf
= πλ,l(g

−∗) pour tout g ∈ GL2(Fl), et
que ψλc ∼= ψλ(ψπλ |Q×` ) où ψπλ : (F ⊗E,λc Q`)

× → E× désigne le caractère central
de la représentation πλ (de (D ⊗E,λc Q`)

×), et où on voit Q×` comme sous-groupe de
(F ⊗E,λc Q`)

× via le plongement a 7→ 1⊗ a pour tout a ∈ Q×` .

SoitK` un sous-groupe ouvert compact de G(Q`), on considère les deux cas suivants:

(1) Supposons que K`
∼= Z×` ×

∏
l|` GL2(OFl

) via l’isomorphisme iλ et que πK`` 6= 0,
ce dernier est donc de dimension 1 sur E (comme π` est irréductible) et est muni d’une
action de l’algèbre de Hecke H(G(Q`)//K`) des doubles classes de G(Q`) modulo K`

qui est engendrée par les opérateurs {χλ,`, Tλ,l, Sλ,l}l|` (cf. les exemples 2.1.9, 2.1.10

et 2.1.11)
(
et aussi par les opérateurs {χλ,`, Xλ,l, Yλ,l}l|`, puisque Xλ,l = χ

dl,0
λ,` Tλ,l et

Yλ,l = χ
dl,0
λ,` Sλ,l, où dl,0 = [Fl,0 : Q`]

)
. Soit 0 6= v ∈ πK` , alors il existe des aλ,` ∈

E×, aλ,l, bλ,l ∈ E tels que χλ,`(v) = aλ,`v, Tλ,l(v) = aλ,lv et Sλ,l(v) = bλ,lv. On a



4.2. REPRÉSENTATIONS AUTOMORPHES ET REPRÉSENTATIONS GALOISIENNES 103

ψλ ∼= unr`(aλ,`) le caractère non ramifié de Q×` envoyant ` sur aλ,`. Notons Lλ,l(X)
déf
=

X2 − aλ,lX + `dl,0bλ,l ∈ E[X], et soient αλ,l, α̃λ,l les deux racines de Lλ,l(X) dans E
(quitte à augmenter E s’il faut), lorsque αλ,lα̃−1

λ,l 6= `±dl,0 , on a

πλ,l ∼=
(

Ind
GL2(Fl)
B(Fl)

unrl
(αλ,l
`dl,0

)
⊗ unrl(α̃λ,l)

)∞ ∼= ( Ind
GL2(Fl)
B(Fl)

unrl
( α̃λ,l
`dl,0

)
⊗ unrl(αλ,l)

)∞
où "∞" signifie l’induite parabolique lisse, unrl(z) désigne le caractère non ramifié de
F×l envoyant une uniformisante $l sur z; lorsque αλ,l = `dl,0α̃λ,l (resp. αλ,l = `−dl,0α̃λ,l),
on a πλ,l ∼= unrl(α̃λ,l) ◦ det

(
resp. πλ,l ∼= unrl(αλ,l) ◦ det

)
.

(2) Supposons K` Iwahorique en l, i.e. Kl
déf
= K` ∩GL2(Fl) ∼= Inl via l’isomorphisme

iλ pour un certain n ∈ Z>0 et πI
n
l
λ,l 6= 0, qui est donc muni d’une action des opérateurs

de Hecke Uλ,l et Sλ,l (cf. les exemples 2.1.10 et 2.1.11). Supposons de plus que l’action
de Uλ,l sur π

Inl
λ,l n’est pas nulle. On en déduit alors (e.g. voir [35, Prop.4.3.2]) que le

module de Jacquet (classique) JB(Fl)(πλ,l) 6= 0
(
où B(Fl) désigne le sous-groupe de Borel

triangulaire supérieur
)
, en particulier, la représentation πλ,l n’est pas supercuspidale.

Soit 0 6= v ∈ πI
n
l
λ,l un vecteur propre pour Uλ,l et Sλ,l de valeurs propres respectives aλ,l,

bλ,l, par la loi d’adjonction pour le module de Jacquet classique (cf. [35, (0.2)]), on
obtient une application non nulle(

Ind
GL2(Fl)
B(Fl)

unrl
( bλ,l
aλ,l

)
⊗ unrl(aλ,l)

)∞
−→ πλ,l,

d’où on déduit alors que
(
πλ,l étant irréductible

)
• πλ,l est isomorphe à(

Ind
GL2(Fl)
B(Fl)

unrl
( bλ,l
aλ,l

)
⊗unrl(aλ,l)

)∞ ∼= ( Ind
GL2(Fl)
B(Fl)

unrl
( aλ,l
`dl,0

)
⊗unrl

(`dl,0bλ,l
aλ,l

))∞
si a2

λ,l 6= bλ,l, `
2dl,0bλ,l;

• πλ,l est l’unique représentation quotient (de dimension infinie surE) de la représen-
tation réductible

(
Ind

GL2(Fl)
B(Fl)

unrl(aλ,l)⊗ unrl(aλ,l)
)∞

, si a2
λ,l = bλ,l;

• πλ,l ∼= unrl
(
aλ,l/`

dl,0
)
◦det est l’unique représentation quotient de la représentation

réductible
(

Ind
GL2(Fl)
B(Fl)

unrl
(
aλ,l/`

2dl,0
)
⊗ unrl(aλ,l)

)∞
si a2

λ,l = `2dl,0bλ,l.
Soit ` ∈ SQ, à une représentation lisse irréductible π` de G(Q`), par les isomor-

phismes (cf. 1.4)

G(E`)
∼−−→ E×` × (D ⊗E,c E`)×

∼−−→ E×λ × E
×
λc × (D ⊗E Eλ)× × (D ⊗E Eλc)×,

on associe une représentation BC(π`) de G(E`) sur E en posant (cf. [46, P.199])

BC(π`)
déf
= (ψλc ◦ c)⊗ (ψλ ◦ c)⊗ πλc ⊗ πλ.

En fait, on peut associer une représentation BC(π`) de G(E`) à une représentation lisse
irréductible π` de G(Q`) pour toute place finie ` de Q sauf un nombre fini, et on renvoie
à [46, P.199] pour les détails. Noter que l’on a G(E`) ∼= E×` ×GL2(F ⊗Q Q`) pour toute
place finie ` de Q vérifiant que x /∈ S(D) (l’ensemble des places de F où D est ramifiée)
pour toute place x|` de F .
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4.2.2 Représentations automorphes

On donne des rappels sur des représentations automorphes de G.

Soit π une représentation automorphe irréductible de G sur C
(
donc sur Qp via

l’isomorphisme ς : Qp
∼= C

)
, π admet une décomposition π ∼= π∞⊗

⊗′
` π` où ` parcourt

toutes les places finies de Q. Notons ψπ le caractère central de π. Noter que l’image du
plongement naturel A×E ↪→ G(A)

(
induit par E ⊗Q A → D ⊗Q A

)
est contenue dans le

centre de G(A).

Soient ` ∈ SQ, λ|` une place de E , comme dans la section précédente, π` admet
une décomposition π` ∼= ψλ ⊗ πλ avec ψλ un caractère de Q×` et πλ une représentation
irréductible de (D ⊗E,λc Q`)

×. Considérons le caractère ψπ|E×` de E×` ∼= E
×
λ × E

×
λc
∼=

Q×` ×Q×` , on a (cf. §1.1)
ψπ|E×` (a, b) = ψλ(ab)ψπλ(b) (4.11)

pour tout a ∈ Eλ, b ∈ Eλc , où ψπλ désigne le caractère central de πλ. En particulier, on
a ψλ ∼= ψπ|E×λ comme caractères de Q×` .

Soit ξ une représentation algébrique de G de dimension finie sur C, on dit que π∞
est cohomologique pour ξ s’il existe i ∈ Z≥0 tel que (cf. [46, §VI.2])

H i
(

Lie(G(R))⊗R C, U, π∞ ⊗ ξ
)
6= 0

où Lie(G(R)) est l’algèbre de Lie de G(R), et où U , défini comme dans [46, p.92] (noté
Uτ là), est un sous-groupe connexe et compact maximal de G(R). On définit une
représentation algébrique Ξ de

ResEQ(G×Q E)× C ∼= (G× C)× (G× C)

en posant Ξ
déf
= ξ⊗ ξ. Notons ξE la restriction de Ξ à ResEQ(G×Q E)(R). Rappelons que

ResEQ(G×Q E)(R)
∼−−→ G(E∞)

∼−−→ E×∞ × (D ⊗E,c E∞)×
∼−−→ C× ×GL2(F∞)

(où E∞
déf
= E ⊗Q R, F∞

déf
= F ⊗Q R), et on prend l’abus de notation ξE pour désigner

aussi sa restriction à GL2(F∞) via le dernier isomorphisme. Soit Π∞ une représentation
admissible irréductible de GL2(F∞), on dit que Π∞ est cohomologique pour ξE s’il existe
i ∈ Z≥0 tel que

H i
(
M2(F∞)⊗R C, U(0, 2)d,Π∞ ⊗ ξE

)
6= 0.

En particulier, Π∞ a le même caractère infinitésimal que ξE (cf. [9, Thm.4.1]). Pour
une représentation automorphe Π de (D⊗QA)×, notons ψΠ le caractère central de Π, et
Π∗ la représentation de (D⊗Q A)× avec Π∗(g)

déf
= Π((g−1)∗) pour tout g ∈ (D⊗Q A)×.

D’après [46, Thm VI.2.1], on a

Théorème 4.2.1 (Changement de base de Clozel). Soient ξ une représentation al-
gébrique de G de dimension finie sur C, π ∼= π∞ ⊗ π∞ une représentation automorphe
irréductible de G(A) avec π∞ cohomologique pour ξ. Il existe une unique représentation
automorphe irréductible BC(π) = (ψ,Π) de A×E × (D ⊗Q A)× vérifiant que
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1. ψ = ψπ|cA×E
;

2. BC(π)` ∼= BC(π`) pour toutes les places finies de Q sauf un nombre fini (noter
que la représentation BC(π`) est bien définie pour toutes les places finies de Q
sauf un nombre fini, voir la fin du §4.2.1);

3. Π∞ est cohomologique pour ξE ;

4. ψ|cE×∞ = ξ|−1

E×∞

(
via E×∞ ↪→ G(R) induit par le plongement naturel E⊗QR ↪→ D⊗QR

)
;

5. ψΠ|A×E = ψc/ψ;

6. Π∗ ∼= Π.

Pour toute représentation automorphe irréductible Π de (D⊗QA)×, on note JL(Π) la
représentation automorphe de GL2(AF ) associée à Π via la correspondance de Jacquet-
Langlands (voir [46, Thm.VI.1.1]). On sait que JL(Π)S(D) ∼= ΠS(D) comme représen-
tations de GL2

(
AS(D)
F

)
. On a JL(Π∗) ∼= JL(Π)∨ ◦ c (cf. [46, p.199]). D’après [46,

Cor.VI.1.2], on a

Proposition 4.2.2. Soit Π une représentation automorphe irréductible de (D⊗Q A)×,
les conditions suivantes sont équivalentes

1. JL(Π) est cuspidale;

2. il existe une place x /∈ S(D) de F telle que Πx soit générique (i.e. de dimension
infinie dans notre cas);

3. pout toute place x /∈ S(D) de F , Πx est générique.

On dit qu’une représentation automorphe irréductible π de G(A) est cuspidale si
JL(Π) est cuspidale où (ψ,Π) = BC(π). De la même façon que dans la preuve de [22,
Cor.7.3.4], on a

Lemme 4.2.3. Soient k1,σ ∈ Z≥2, k2,σ ∈ Z pour tout σ ∈ Σp. Pour une représentation
automorphe irréductible π ∼= π∞ ⊗ π∞ de G(A) sur C avec π∞ cohomologique pour
ς
(
W

(k1Σp
,k2Σp

)
)
(cf. (2.8)), s’il existe σ ∈ Σp tel que k1,σ > 2, alors π est cuspidale.

Proof. Soit (ψ,Π) = BC(π), par [46, Thm.VI.1.1], la représentation automorphe JL(Π)
de GL2(AF ) apparaît dans le spectre discret. D’après [58], si JL(Π) n’est pas cuspidale,
alors il existe un caractère automorphe de A×F tel que JL(Π) ∼= χ ◦ det. Mais ceci n’est
pas possible s’il existe σ ∈ Σp tel que k1,σ > 2, puisque JL(Π) a le même caractère
infinitésimal que ς

(
W

(k1Σp
,k2Σp

)
)
E
(voir la discussion au-dessus du Thm.4.2.1).

4.2.3 Représentations galoisiennes

On donne des rappels sur les représentations galoisiennes qui apparaissent dans la
cohomologie étale des courbes de Shimura unitaires (autrement dit, qui sont associée
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aux formes modulaires classiques sur les courbes de Shimura unitaires, voir Prop.4.2.7
ci-dessous).

Soient k1,σ ∈ Z≥2, k2,σ ∈ Z pour tout σ ∈ Σp, considérons le E-espace vectoriel

H1
ét

(
V(k1Σp

,k2Σp
)
)

déf
= lim−→

K

H1
ét

(
MK,Q,V

(k1Σp
,k2Σp

)
)
⊗E E

(
où V(k1Σp

,k2Σp
) est le système local associé à la représentation algébrique W (k1Σp

,k2Σp
),

voir §2.2.1
)
avec K parcourant tous les sous-groupes ouverts compacts de G(A∞). Il

est muni d’une action continue de Gal(Q/F) et d’une représentation lisse admissible de
G(A∞), on a donc une décomposition de Gal(Q/F)×G(A∞)-représentations:

H1
ét

(
V(k1Σp

,k2Σp
)
)
∼−−→
⊕
π∞

π∞ ⊗R(π∞) (4.12)

où π∞ parcourt toutes les représentations lisses admissibles et irréductibles de G(A∞)
sur E, et où R(π∞) (éventuellement nul) est une représentation continue de Gal(Q/F)
de dimension finie (qui est réalisable sur une extension finie de E). Rappelons (cf. [46,
Prop.III.2.1]) que R(π∞) 6= 0 si et seulement s’il existe une représentation π∞ de G(R)

sur C telle que π déf
= π∞ ⊗ ς(π∞) soit une représentation automorphe de G sur C et

H1
(

Lie(G(R))⊗R C, U, π∞ ⊗ ς
(
W

(k1Σp
,k2Σp

))) 6= 0.

Fixons π∞ une représentation lisse admissible et irréductible deG(A∞) telle queR(π∞) 6=
0 dans la suite.

SoitK un sous-groupe ouvert compact deG(A∞) tel que (π∞)K 6= 0. Les opérateurs
de doubles classes [KgK] agissent sur ce dernier pour tout g ∈ G(A∞). Il existe en fait
un ensemble fini SK℘

(
avec SK℘ ∩ S(K℘) = ∅, voir la remarque 4.2.4 ci-dessous

)
, qui

ne dépend que de K℘, des places finies de F contenant toutes les places au-dessus de
p tel que R(π∞)x

déf
= R(π∞)|Gal(Fx/Fx) est non ramifiée pour toute place finie x /∈ SK℘

de F .

Remarque 4.2.4. On sait que S(K℘) (cf. Not. 2.2.3) contient toutes les places (λ, l)
sauf un nombre fini qui vérifient que la place de Q au-dessous de (λ, l) est décomposée
dans E. Par la discussion au §2.2.3, R(π∞)x est non ramifiée pour toute place finie
x ∈ S(K℘). Notons S′(K℘)Q l’ensemble des places finies ` de Q inertes dans E telles que
` vérifie les conditions dans [46, l.12-14, p.199], et que le sous-groupe ouvert compact
K`

déf
= K∩G(Q`) de G(Q`) est maximal. On voit que S′(K℘)Q contient toutes les places

finies de Q inertes dans E sauf un nombre fini. Notons S′(K℘) l’ensemble des places
de F au-dessus des places dans S′(K℘)Q. Soient ` ∈ S′(K℘), π` une représentation
lisse, admissible et irréductible de G(Q`) telle que πK`` 6= 0, on voit par la définition
de BC(π`) (dans [46, p.199]) que BC(π`) est une représentation non ramifiée de G(E`).
On déduit donc de [46, Thm.VII.1.9 et Cor.VII.1.10] que R(π∞)x est non ramifiée pour
toute x ∈ S′(K℘) (à condition que (π∞)K 6= 0). On peut donc choisir SK℘ comme le
complément de S(K℘) ∪ S′(K℘) dans l’ensemble des places finies de F .
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Si K est maximal en ℘ (resp. Iwahorique en ℘), alors la E-algèbre H(S(K))
déf
=

E
[
H(S(K℘)), Xu,℘, Yu,℘, χu,p

] (
resp. H(S(K))

déf
= E

[
H(S(K℘)), X ′u,℘, Yu,℘, χu,p

])
agit

sur (π∞)K via un morphisme de E-algèbres κπ∞ : H(S(K)) → E, qui se factorise à
travers une extension finie de E.

Lemme 4.2.5. Gardons les notations précédentes, on a κπ∞(χu,p) ∈ O×E .

Proof. Notons a0
déf
= κπ∞(χu,p), et unrp(a0) le caractère de Q×p envoyant p sur a0.

Par (4.11), on a unrp(a0) = ς−1 ◦ ψπ|E×u où π ∼= π∞ ⊗ ς(π∞) est une représentation

automorphe de G sur C telle que π∞ soit cohomologique pour ς
(
W

(k1Σp
,k2Σp

)), et où

ψπ est le caractère central de π. Comme π∞ et ς
(
W

(k1Σp
,k2Σp

)) ont le même caractère
central, on en déduit

ψπ|(E⊗QR)× = ((c ◦ u∞)⊗ id)
∑
σ∈Σp

(2k2,σ+k1,σ−2)

(
ψπ est dit algébrique dans ce cas, voir [46, p.20]

)
. On obtient alors un caractère continu

ψ′ de A×E /E×C× à valeurs dans Qp
× tel que (cf. [46, p.21])

ψ′(x) =

ς−1
(
ψπ(x)((c◦u∞)⊗id)(x∞)

−
∑
σ∈Σp

(2k2,σ+k1,σ−2)
)

((c◦u)⊗id)(xp)
∑
σ∈Σp

(2k2,σ+k1,σ−2)

pour tout x ∈ AE
(
où x∞ ∈ (E ⊗QR)× et xp ∈ (E ⊗QQp)

×). On a ψ′|E×u = ς−1 ◦ψπ|E×u ,
et donc unrp(a0) = ψ′|E×u . Mais via l’isomorphisme ArtE : A×E /E×C× ∼= Gal(E/E)ab, le
caractère ψ′|E×u correspond en fait à un caractère non ramifié de Gal(Qp/Qp), d’où on
déduit a0 ∈ O×E .

Soit (λ, l) ∈ S(K℘)
(
ou (λ, l) = (u, ℘) si K est maximal en ℘

)
, notons

Lπ∞,(λ,l)(X)
déf
= X2 − κπ∞(Xλ,l)X + `dl,0κπ∞(χ

λ,`
dl,0Yλ,l) ∈ E[X]

avec α(λ,l), α̃(λ,l) ses deux racines dans E. Pour tout (λ, l) ∈ S(K℘), la représentation
non ramifiéeR(π∞)(λ,l) vérifie

(
cf. (2.16), voir aussi [46, Cor.VII.1.10]

)
Lπ∞,(λ,l)

(
Frob−1

(λ,l)

)
=

0 où Frob(λ,l) ∈ Gal(Q`/F(λ,l)) désigne le Frobenius arithmétique.

Supposons π cuspidale. D’après [46, Cor.VI.2.7 et Cor.VII.2.10], on a dimE R(π∞) =
2mπ où mπ est la multiplicité de π dans l’espace vectoriel L2

(
G(Q) \ G(A)

)
(qui ne

dépend pas du choix de π∞, voir [46, Cor.VI.2.7]), et il existe une (unique) représen-
tation semi-simple ρ(π∞) de Gal(Q/F) de dimension 2 sur E telle que R(π∞)ss

∼−→
ρ(π∞)⊕mπ où R(π∞)ss désigne la semi-simplification de R(π∞). Notons que ρ(π∞)
est réalisable sur une extension finie L de E. Soit K un sous-groupe ouvert compact
de G(A∞) tel que (π∞)K 6= 0, la représentation ρ(π∞)|Gal(Q`/F(λ,l))

est non ramifiée

avec Lπ∞,(λ,l)
(

Frob−1
(λ,l)

)
= 0 pour tout (λ, l) ∈ S(K℘). La représentation ρ(π∞)℘

déf
=
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ρ(π∞)|Gal(Qp/F(u,℘))
de Gal(Qp/F℘) est potentiellement semi-stable de poids de Hodge-

Tate (−(k2,σ + k1,σ − 1),−k2,σ)σ∈Σ℘ (cf. [46, Thm.VII.1.9], voir aussi Prop.2.3.9) (la
convention que l’on adopte pour le poids de Hodge-Tate du caractère cyclotomique p-
adique est 1). De plus, d’après [4, Thm.A] (voir aussi [65]), lorsque le groupe K est
maximal en ℘, la représentation ρ(π∞)℘ est cristalline et l’action L-linéaire de ϕd0 sur
DdR(ρ(π∞)℘)

(
et DdR(ρ(π∞)℘)τ pour tout τ ∈ Σ℘

)
vérifie

(
ϕd0
)2 − κπ∞(Xu,℘)ϕd0 + κπ∞(χu,pd0Yu,℘)pd0 = 0. (4.13)

Lorsque K est Iwahorique en ℘ (cf. l’exemple 2.1.4), la représentation ρ(π∞)℘ est semi-
stable (cf. [4, Thm.A]) avec les valeurs propres de ϕd0 sur DdR(ρ(π∞)℘)τ (pour tout
τ ∈ Σ℘) données par κπ∞(X ′u,℘) et κπ∞(Yu,℘)κπ∞(χu,pd0 )pd0/κπ∞(X ′u,℘).

Lemme 4.2.6. Avec les notations précédentes, on a alors

κπ∞(X ′u,℘)2 6= κπ∞(Yu,℘)κπ∞(χu,pd0 )p2d0 .

Proof. Selon la discussion au §4.2.1 (i.e. le cas (2)), si

κπ∞(X ′u,℘)2 = κπ∞(Yu,℘)κπ∞(χu,pd0 )p2d0 ,

alors (π∞p )u,℘ est de dimension 1 sur E. Mais comme π est cuspidale, par Thm. 4.2.1
et Prop.4.2.2, (π∞p )u,℘ doit être de dimension infinie, une contradiction.

En particulier, si κπ∞(X ′u,℘)2 6= κπ∞(Yu,℘)κπ∞(χu,pd0 ), alors ρ(π∞)℘ est cristalline.
Enfin, selon la proposition 4.2.2, l’hypothèse que π est cuspidale est équivalente aux
conditions équivalentes ci-après:
• il existe une place (λ, l)|` ∈ S(K℘)

(
resp. (λ, l) ∈ S(K℘) ∪ {(u, ℘)} si K est de

plus maximal en ℘
)
telle que α(λ,l)α̃

−1
(λ,l) 6= `±dl,0 ;

• α(λ,l)α̃
−1
(λ,l) 6= `±dl,0 pour toute place (λ, l)|` ∈ S(K℘)

(
resp. pour (λ, l) ∈ S(K℘)∪

{(u, ℘)} si K est de plus maximal en ℘
)
.

Si π est non cuspidale, d’après [58], il existe un caractère automorphe δ de A×F tel
que JL(Π) ∼= δ ◦ det (où (ψ,Π) = BC(π)). Soient K un sous-groupe ouvert compact
de G(A∞) tel que (π∞)K 6= 0, et κπ∞ : H(S(K℘)) → E le système de valeurs propres
associé. Pour (λ, l)|` ∈ S(K℘), on a alors αλ,lα̃−1

λ,l = `dl,0 ou `−dl,0 . Quitte à échanger
αλ,l et α̃−1

λ,l , on peut supposer α̃λ,l = `−dl,0αλ,l. Dans ce cas, par les relations d’Eichler-
Shimura et le même argument que [56, p.115], il existe un caractère χ de Gal(Q/F) sur
E tel que

1. χ|Gal(Q`/F(λ,l))
(Frob−1

(λ,l)) = αλ,l pour tout (λ, l) ∈ S(K℘);

2. R(π∞)ss ∼= χ⊕n1 ⊕ (χχcyc|Gal(Q/F))
⊕n2

où n1, n2 ∈ Z>0 et χcyc désigne le caractère cyclotomique. En fait, le caractère χ peut
être décrit en terme de ψ et δ via la théorie du corps de classes global, mais on ne le
précisera pas (car on ne l’utilisera pas).
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Soient τ ∈ Σ℘, h une forme modulaire classique de niveau K de poids (k1Σp
, k2Σp

)

sur (τ, E) (cf. Déf. 2.3.3), κh-propre pour H(S(K℘))
(
avec κh : H(S(K℘)) → E un

morphisme de E-algèbres
)
, alors il existe une représentation lisse admissible et irré-

ductible πh de G(A∞) telle que πKh 6= 0, κπh = κh et R(πh) 6= 0. En effet, on a
des isomorphismes équivariants sous l’action de H(S(K℘))

(
cf. (2.10), (4.12), Prop.

2.3.10
)
:

H1
ét

(
MK,Q,V

(k1Σp
,k2Σp

)
)
⊗E E

∼−−→ H1
ét

(
MK,Qp , η

(k1Σp
,k2Σp

)
(R1ε∗E)

)
⊗E E

∼−−→ ⊕π∞(π∞)K ⊗R(π∞),

H1
ét

(
MK,Qp , η

(k1Σp
,k2Σp

)
(R1ε∗E)

)
⊗Qp BdR

∼−−→
( ∏
τ∈Σ℘

H1
(
(MK)τ,E ,∇τ

))
⊗F℘ BdR,

d’où l’existence de πh. On dit que h est cuspidale s’il existe une représentation πh de
G(A∞) ayant les propriétés ci-dessus et vérifiant de plus que ς(πh)⊗ π∞ est cuspidale
pour une certaine représentation π∞ de G(R) telle que ς(πh)⊗ π∞ soit automorphe. Si
c’est le cas, notons ρh

déf
= ρ(πh), qui est une représentation de Gal(Q/F) de dimension

2 sur E (quitte à augmenter E s’il faut) vérifiant les relations d’Eichler-Shimura (2.16),
et qui ne dépend pas du choix de πh (par le théorème de densité de Chebotarev).
Lorsque K est maximal en ℘ (resp. Iwahorique en ℘), on suppose que κh s’étend en
un morphisme encore noté κh: H(S(K)) → E, et que h est aussi κh-propre pour les
opérateurs Xu,℘, Yu,℘ et χu,p

(
resp. κh-propre pour les opérateurs X ′u,℘, Yu,℘ et χu,p

)
.

Pour (λ, l)|` ∈ S(K℘) (ou (λ, l) = (u, ℘), ` = p lorsque K est maximal en ℘), notons
Lh,(λ,l)(X)

déf
= X2 − κh(Xλ,l)X + κh(Yλ,l)κh(χ

λ,`
dl,0 )`dl,0 ∈ E[X]. De ce qui précède, on

obtient

Proposition 4.2.7. Soit h une forme modulaire classique cuspidale de niveau K et
de poids (k1Σp

, k2Σp
) sur (τ, E), κh-propre pour H(S(K℘))

(
pour H(S(K)) si K est

maximal en ℘ ou Iwahorique en ℘
)

de valeurs propres dans E, alors il existe une

représentation continue ρh de Gal(Q/F) de dimension 2 sur E ayant les propriétés
suivantes

1. la représentation ρh,x
déf
= ρh|Gal(Fx/Fx) est non ramifiée pour toute place finie x /∈

SK℘ de F (cf. Rem.4.2.4);

2. sur ρh,(λ,l), on a Lh,(λ,l)(Frob−1
(λ,l)) = 0 où Frob(λ,l) ∈ Gal(Q`/F(λ,l)) désigne le

Frobenius arithmétique pour tout (λ, l)|` ∈ S(K℘);

3. la représentation ρh,℘
déf
= ρh,(u,℘) est potentiellement semi-stable de poids de Hodge-

Tate (−(k2,σ + k1,σ − 1),−k2,σ)σ∈Σ℘.

De plus, si K est maximal en ℘, alors ρh,℘ est cristalline et l’action E-linéaire de ϕd0

sur DdR(ρh,℘)σ (pour tout σ ∈ Σ℘) vérifie Lh,(u,℘)(ϕ
d0) = 0. Si K est Iwahorique en

℘, ρ℘ est semi-stable avec les valeurs propres de ϕd0 sur DdR(ρh,℘)σ (pour un ou tout
σ ∈ Σ℘) données par κh(X ′u,℘) et κh(Yu,℘)κh(χu,pd0 )pd0/κh(X ′u,℘). Dans ce cas, ρ℘ est
encore cristalline si κh(X ′u,℘)2 6= κh(Yu,℘)κh(χu,pd0 ).
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4.3 Formes compagnons surconvergentes

4.3.1 Représentations cristallines de Gal(Qp/F℘) de dimension 2

On donne des rappels sur les représentations cristallines de Gal(Qp/F℘) de dimension
2 sur E et on introduit quelques notations supplémentaires.

Soient k1,σ ∈ Z≥2, k2,σ ∈ Z pour tout σ ∈ Σ℘ et V une représentation cristalline
de GF℘

déf
= Gal(Qp/F℘) de dimension 2 sur E de poids de Hodge-Tate (−k2,σ + 1 −

k1,σ,−k2,σ)σ∈Σ℘ . Par la théorie de Fontaine (cf. [42], [44]), on obtient un ϕ-module

D0
déf
= Dcris(V ) = (V ⊗Qp Bcris)

GF℘ qui est libre de rang 2 sur F℘,0 ⊗Qp E muni d’une
action F℘,0-semi-linéaire et E-linéaire de ϕ. De plus, on a un isomorphisme naturel

D
déf
= D0 ⊗F℘,0 F℘ ∼= DdR(V ) = (V ⊗Qp BdR)GF℘ .

En particulier, D est muni d’une filtration de Hodge donnée par des sous-F℘ ⊗Qp E-
modules.

Notons Σ℘,0
déf
= {σ : F℘,0 → E}, et Σ℘,σ0

déf
= {σ : F℘ → E | σ|F℘,0 = σ0} pour

σ0 ∈ Σ℘,0. De l’isomorphisme

F℘,0 ⊗Qp E
∼−−→

∏
σ∈Σ℘,0

E, a⊗ b 7→ (σ(a)b)σ∈Σ℘,0

(
resp. F℘ ⊗Qp E

∼−−→
∏
σ∈Σ℘

E, a⊗ b 7→ (σ(a)b)σ∈Σ℘

)
,

on déduit que D0 (resp. D) admet une décomposition D0
∼−→
∏
σ∈Σ℘,0

D0,σ

(
resp.

D
∼−→
∏
σ∈Σ℘

Dσ

)
. De plus, on a un isomorphisme

D0,σ0 ⊗F℘,0 F℘
∼−−→

∏
σ∈Σ℘,σ0

Dσ (4.14)

pour tout σ0 ∈ Σ℘,0. Noter que l’opérateur ϕ sur D0 envoie D0,σ0 sur D0,σ0◦Fr−1 où Fr :
F℘,0 → F℘,0 désigne le Frobenius arithmétique. Le F℘ ⊗Qp E-module D ∼= D0 ⊗F℘,0 F℘
est donc muni d’une action E-linéaire de ϕd0 donnée par ϕd0 ⊗ id.

Supposons d’abord le ϕ-module D0 semi-simple, i.e. pour tout σ0 ∈ Σ℘,0, il existe
eσ0 , ẽσ0 ∈ D0,σ0 tels que

D0,σ0 = Eeσ0 ⊕ Eẽσ0

et qu’il existe a, ã ∈ E× avec ϕ(eσ0) = aeσ0◦Fr−1 , ϕ(ẽσ0) = ãẽσ0◦Fr−1 . Notons α déf
= ad0 ,

α̃
déf
= ãd0 qui sont donc des valeurs propres de ϕd0 sur Dσ pour un (ou de manière

équivalente tout) σ ∈ Σ℘. Soient eσ, ẽσ ∈ Dσ pour tout σ ∈ Σ℘ tels que (eσ)σ∈Σ℘,σ0
=

eσ0 ⊗ 1 et (ẽσ)σ∈Σ℘,σ0
= ẽσ0 ⊗ 1 via l’isomorphisme (4.14) pour tout σ0 ∈ Σ℘,0, on

a alors ϕd0(eσ) = αeσ et ϕd0(ẽσ) = α̃ẽσ. Comme V est de poids de Hodge-Tate
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(−k2,σ + 1− k1,σ,−k2,σ)σ∈Σ℘ , il existe (aσ, ãσ) ∈ E×E \ {(0, 0)} pour tout σ ∈ Σ℘ tels
que

Filj Dσ =


Dσ j ≤ k2,σ

E
(
aσeσ + ãσ ẽσ

)
k2,σ < j ≤ k2,σ + k1,σ − 1

0 j > k2,σ + k1,σ − 1

.

Si α 6= α̃, notons

ZD(α)
déf
= {σ ∈ Σ℘ | ãσ = 0};

ZD(α̃)
déf
= {σ ∈ Σ℘ | aσ = 0}.

Noter que ZD(α)∩ZD(α̃) = ∅ pour tout σ ∈ Σ℘. De plus, comme le ϕ-module filtré D
est admissible, on a (voir aussi [15, Lem.3.4])

υ℘(α̃) + υ℘(α) =
∑
σ∈Σ℘

(2k2,σ + k1,σ − 1);

∑
σ∈Σ℘

k2,σ +
∑

σ∈ZD(α)

(k1,σ − 1) ≤ υ℘(α) ≤
∑
σ∈Σ℘

k2,σ +
∑

σ/∈ZD(α̃)

(k1,σ − 1).

En particulier, pour J ⊆ Σ℘, on a ZD(α) ∩ J = ∅ lorsque

υ℘(α) <
∑
σ∈Σ℘

k2,σ + inf
σ∈J
{k1,σ − 1}.

Si α = α̃, notons ZD
déf
= Σ℘.

Supposons maintenant le ϕ-module D0 non semi-simple, alors les valeurs propres
α, α̃ de ϕd0 sur Dσ sont les mêmes pour un (ou de manière équivalente tout) σ ∈ Σ℘.
Dans ce cas, on note

ZD
déf
= {σ ∈ Σ℘ | Filj Dσ est stable par ϕd0 , pour k2,σ < j ≤ k2,σ + k1,σ − 1}.

4.3.2 Formes compagnons surconvergentes

On montre l’existence de formes compagnons surconvergentes par la méthode de
Breuil-Emerton ([17, Thm.4.3.3]).

Soient k1,σ ∈ Z≥2, k2,σ ∈ Z pour tout σ ∈ Σp, K un sous-groupe ouvert compact de
G(A∞) maximal en ℘. Soit ρ une représentation indécomposable de Gal(Q/F) de dimen-
sion 2 sur E qui apparaît (comme sous-représentation) dans H1

ét

(
MK,Q,V

(k1Σp
,k2Σp

)
)
,

il existe donc une représentation π∞ lisse admissible et irréductible de G(A∞) sur E
telle que ρ soit une sous-représentation de R(π∞) et (π∞)K 6= 0 (cf. §4.2.3). Notons
κ : H(S(K)) → E le système de valeurs propres de H(S(K)) associé à ρ sur (π∞)K .
Supposons qu’il existe une représentation π∞ admissible irréductible de G(R) et co-
homologique pour ς

(
W

(k1σ∈Σp
,k2Σp

)) telle que π∞ ⊗ ς(π∞) soit cuspidale, on a donc
ρ ∼= ρ(π∞).
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Notons ρ℘
déf
= ρ|Gal(Qp/F(u,℘))

qui est une représentation cristalline de Gal(Qp/F℘)

(par (4.6)). Notons α et α̃ les valeurs propres de ϕd0 sur DdR(ρ℘)τ pour tout τ ∈ Σ℘,
on a alors αα̃−1 6= q±1 car π est cuspidale et (π∞)K 6= 0 (voir le §4.2.1 (1) et la Prop.
4.2.2). La représentation ρ℘ de Gal(Qp/F℘) est de poids de Hodge-Tate (−(k2,σ+k1,σ−
1),−k2,σ)σ∈Σ℘ . On peut attacher à ρ une forme modulaire classique (et cuspidale) hτ de
niveau K de poids (k1Σp

, k2Σp
) et κ-propre pour H(S(K)) sur (τ, E) pour tout τ ∈ Σ℘

par les théorèmes de comparaison p-adique (cf. ci-dessous). En effet, étant donnée une

injection de représentations galoisiennes ρ℘ ↪→ H1
ét

(
MK,Qp ,V

(k1Σp
,k2Σp

)
)H(S(K))=κ (

le

sous-espace vectoriel sur lequel H(S(K)) agit par κ
)
, on en déduit une injection de

E-espaces vectoriels filtrés équivariante sous l’action de ϕd0

DdR(ρ℘)τ ↪−→ H1
(
(MK)τ,E ,∇τ

)
pour tout τ ∈ Σ℘. En particulier, pour k2,τ < j ≤ k2,τ + k1,τ − 1, on obtient une
injection de E-espaces vectoriels (cf. Prop.2.3.9):

Filj DdR(ρ(π∞)℘)τ ↪−→ H0
(

(MK)τ,E ,S
(k1Σp

,k2Σp
)

τ,E

)H(S(K))=κ
(4.15)

pour tout τ ∈ Σ℘. Il existe donc une forme modulaire hτ , κ-propre pour H(S(K)), de
poids (k1Σp

, k2Σp
) de niveau K sur (τ, E) telle que l’image de l’application (4.15) soit

engendrée par hτ pour tout τ ∈ Σ℘. Une telle forme modulaire hτ est dite attachée à ρ.

Notons D0
déf
= Dcris(ρ℘) et D déf

= DdR(ρ℘) pour simplifier, comme on a vu dans la
discussion au §4.2.3, les α, α̃ ∈ E (quitte à augmenter E s’il faut) ne sont autres que
les deux racines de

Lu,℘(X) = X2 − κ(Xu,℘)X + pd0κ(χu,pd0 )κ(Yu,℘) ∈ E[X].

Voyons hτ comme forme modulaire sur MK(℘)τ,E via l’injection naturelle

H0
(

(MK)τ,E ,S
(k1Σp

,k2Σp
)

τ,E

)
↪−→ H0

(
MK(℘)τ,E ,S

(k1Σp
,k2Σp

)

τ,E

)
,

et posons
hτ,α

déf
= Φu,℘(hτ )− αhτ , hτ,α̃

déf
= Φu,℘(hτ )− α̃hτ , (4.16)

(voir (2.44) pour l’opérateur Φu,℘) qui sont aussi des formes modulaires sur MK(℘)τ,E .

Lemme 4.3.1. Les formes hτ,α et hτ,α̃ sont non nulles.

Proof. Supposons que hτ,α soit nulle (le cas de hτ,α̃ est analogue), par (2.44), on a
φ∗C
(
hτ (A/C, ι′, θ′, α℘)

)
= αhτ (A, ι, θ, α℘) pour tout L-point (A, ι, θ, α℘) de (MK)τ,E

avec C un sous-(u, ℘)-groupe d’échelon 1 quelconque de A et pour toute extension finie
L de E. On en déduit Xu,℘(hτ ) = (q + 1)αhτ (cf. (2.42)) et donc α̃ = qα, une
contradiction.

Lemme 4.3.2. On a X ′u,℘(hτ,α) = αhτ,α et X ′u,℘(hτ,α̃) = α̃hτ,α̃.
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Proof. On a

X ′u,℘(hτ,α) = X ′u,℘ ◦ Φu,℘(hτ )− αX ′u,℘(hτ )

= pd0χu,pd0 ◦ Yu,℘(hτ )− α(Xu,℘ − Φu,℘)(hτ )

= αα̃hτ − α(α+ α̃)hτ + αΦu,℘(hτ )

= αhτ,α

où la deuxième égalité suit du lemme 2.3.16 et la troisième découle du fait que α et α̃
sont les deux racines de Lu,℘(X). De la même façon, on a X ′u,℘(hτ,α̃) = α̃hτ,α̃.

On dit que hτ,α (resp. hτ,α̃) est la forme p-stabilisée associée à hτ par rapport à α
(resp. α̃).

Supposons α 6= α̃, soient eτ , ẽτ ∈ Dτ
déf
= DdR(ρ℘)τ des vecteurs propres de ϕd0

avec ϕd0(eτ ) = αeτ et ϕd(ẽτ ) = α̃ẽτ . Il existe donc (aτ , ãτ ) ∈ E × E \ (0, 0) tels que
hτ = aτeτ + ãτ ẽτ (cf. §4.3.1). On voit par définition de hτ que τ ∈ ZD(α)

(
resp.

τ ∈ ZD(α̃)
)
si et seulement si ãτ = 0 (resp. aτ = 0). On a comme dans [17, Thm 4.3.3]:

Théorème 4.3.3. Soit τ ∈ Σ℘, alors τ ∈ ZD(α) (resp. τ ∈ ZD(α̃)) si et seulement s’il
existe une forme modulaire surconvergente gτ de niveau K et de poids (−k2,τ − k1,τ +
2, k2,τ ; k1Σp\{τ}, k2Σp\{τ}) sur (τ, E), vecteur propre pour les opérateurs de H(S(K℘))

et les opérateurs X ′u,℘, Yu,℘ et χu,p, de mêmes valeurs propres que hτ,α
(
resp. hτ,α̃

)
,

telle que θk1,τ−1
τ (gτ ) = hτ,α

(
resp. θk1,τ−1

τ (gτ ) = hτ,α̃
)
.

Proof. On a τ ∈ ZD(α) si et seulement si ϕd0(hτ ) − αhτ = 0
(
dans l’espace vectoriel

H1
(
(MK)τ,E ,∇τ

))
. Soit r ∈]0, 1

q+1 [∩Q, par la proposition 4.1.5, ceci est équivalent à
ce que le vecteur

Φu,℘(hτ )− αhτ ∈ H1
(
(MK)≤rτ,E ,∇τ

) ∼=
H0
(

(MK)≤rτ,E ,S
(k1Σp

,k2Σp
)

τ,E

)
/θ
k1,τ−1
τ

(
H0
(

(MK)≤rτ,E ,S
(−k2,τ−k1,τ+2,k2,τ ;k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ,E

))
(4.17)

soit nul. Donc τ ∈ ZD(α) si et seulement si

Φu,℘(hτ )− αhτ ∈ θ
k1,τ−1
τ

(
H0
(

(MK)≤rτ,E ,S
(−k2,τ−k1,τ+2,k2,τ ;k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ,E

))
.

Comme l’application θk1,τ−1
τ est continue et équivariante sous l’action de H(S(K℘)) et

de X ′u,p, Yu,℘, χu,p (voir la discussion au-dessous de la preuve du lemme 4.1.4), l’image
réciproque W du E-espace vectoriel engendré par Φu,℘(hτ )−αhτ est un sous-E-espace
vectoriel fermé du E-espace de Banach (ainsi W est aussi un E-espace de Banach)

H0
(

(MK)≤rτ,E ,S
(−k2,τ−k1,τ+2,k2,τ ;k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ,E

)



114 CHAPTER 4. FORMES COMPAGNONS SURCONVERGENTES

stable sous l’action des opérateurs de Hecke. De plus, X ′u,℘ agit surW par un opérateur
compact. Il existe donc une forme (e.g. en appliquant la théorie de [66] à W et X ′u,℘)

gτ ∈ H0
(

(MK)≤rτ,E ,S
(−k2,τ−k1,τ+2,k2,τ ;k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ,E

)
propre de mêmes valeurs propres que hτ,αd pour H(S(K℘)) et X ′u,℘, Yu,℘ et χu,p telle
que θk1,τ−1

τ (gτ ) = hτ,α. Le cas de ZD(α̃) est analogue.

On dit que gτ est une forme compagnon surconvergente de hτ,α (resp. de hτ,α̃).

Supposons maintenant α = α̃
(
il y ayant alors deux cas: D0 est ϕ-semi-simple ou

non ϕ-semi-simple
)
, de la même façon, on a

Théorème 4.3.4. Soit τ ∈ Σ℘, alors τ ∈ ZD (cf. §4.3.1) si et seulement s’il ex-
iste une forme modulaire surconvergente gτ de niveau K et de poids (−k2,τ − k1,τ +
2, k2,τ ; k1Σp\{τ}, k2Σp\{τ}) sur (τ, E), vecteur propre pour les opérateurs de H(S(K℘))

et X ′u,℘, Yu,℘ et χu,p, de mêmes valeurs propres que hτ,α = hτ,α̃, telle que θk1,τ−1
τ (gτ ) =

hτ,α.

Remarque 4.3.5. Noter que D0 est conjecturalement ϕ-semi-simple, cf. [43, §2.4].

En termes des opérateurs U℘ et S℘ (cf. Ex.2.3.14 et 2.3.15): Notons a0
déf
= κ(χu,p) ∈

O×E (cf. Lem.4.2.5) et unrp(a0) : Q×p → E× le caractère non ramifié de Q×p en-
voyant p sur a0. On voit unrp(a0) comme caractère non ramifié de Gal(Qp/Qp) via
l’isomorphisme W ab

Qp
∼−→ Q×p de la théorie du corps de classes local (normalisé par en-

voyer un Frobenius arithmétique sur p−1). Posons ρ′℘
déf
= ρ℘⊗E

(
unrp(a0)−1|Gal(Qp/F℘)

)
qui est une représentation de Gal(Qp/F℘) cristalline de dimension 2 sur E de mêmes
poids de Hodge-Tate que ρ℘. Notons

D′0
déf
= Dcris(ρ

′
℘), D′

déf
= DdR(ρ′℘),

on voit que α′ déf
= a−d0

0 α, α̃′ déf
= a−d0

0 α̃ sont les valeurs propres de ϕd0 sur D′τ pour tout
τ ∈ Σ℘, et sont les deux racines du polynôme X2 − κ(T℘)X + pd0κ(S℘) ∈ E[X]. On a
ZD′(α

′) = ZD(α̃), ZD′(α̃′) = ZD(α) si α 6= α̃; ZD = ZD′ si α = α̃; U℘(hτ,α) = α′hτ,α et
U℘(hτ,α̃) = α̃′hτ,α̃. Enfin, signalons que la forme compagnon surconvergente gτ (si elle
existe) de hτ,α (resp. hτ,α̃) dans les théorèmes 4.3.3 et 4.3.4 est propre sous l’action de
U℘ et S℘ de mêmes valeurs propres que hτ,α (resp. hτ,α̃).

4.4 Familles p-adiques de représentations galoisiennes

On étudie un peu de la famille p-adique de représentations de Gal(Q/F) sur les
surfaces de Hecke construites au §3.4.4, et on suppose alors F℘i non ramifié sur Qp pour
tout ℘i|p.
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Fixons jusqu’à la fin de cette section un sous-groupe ouvert compact net K de
G(A∞) maximal en ℘. Soit τ ∈ Σ℘, fixons k1,σ ∈ Z≥2 et k2,σ ∈ Z pour tout σ ∈ Σp\{τ}.

Notons S
déf
= S(K)

(k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ,red (cf. Thm.3.4.33) pour simplifier, et Scl l’ensemble
des points classiques (voir la discussion avant le corollaire 3.4.37) dans S (E) correspon-
dant de plus aux systèmes de valeurs propres des formes modulaires cuspidales, qui est
donc un sous-ensemble de l’ensemble des points classiques dans S (E). Par Cor.3.4.37
et Lem.4.2.3, on montre que Scl est Zariski-dense dans S par le même argument que
dans [22, Prop.6.4.6].

On dispose d’un morphisme d’anneaux (cf. Prop.3.4.39)

ψ℘ : H∗(S(K℘)) −→ O(S )

qui se factorise à travers O(S )0. Pour (λ, l) ∈ S(K℘), on note aλ,l
déf
= ψ℘(Xλ,l) ∈

O(S )0. D’après la proposition 4.2.7, pour tout z ∈ Scl, il existe une représentation
continue ρz de Gal(Q/F) de dimension 2 sur E telle que ρz soit non ramifiée hors de SK℘

(cf. la remarque 4.2.4) et vérifie tr
(
ρz
(

Frob−1
(λ,l)

))
= (aλ,l)z pour tout (λ, l) ∈ S(K℘)(

tr
(
ρz
(

Frob−1
(λ,l)

))
étant bien défini

)
où (aλ,l)z ∈ E désigne l’image de aλ,l via le

morphisme z : O(S ) → E. On note FSK℘ l’extension algébrique maximale de F non
ramifiée hors de SK℘ , et on dispose alors d’un pseudo-caractère continu de Gal(FSK℘/F)
de dimension 2 sur E pour tout z ∈ Scl:

Tz : Gal
(
FSK℘/F

)
−→ E, g 7→ tr(ρz(g)).

À partir des données
{

(Tz)z∈Scl
,
(
aλ,l ∈ O(S )0

)
(λ,l)∈S(K℘)

}
, par [22, Prop.7.1] (et la

Prop. 3.4.36 et le théorème de densité de Chebotarev), on a

Proposition 4.4.1. Il existe un unique pseudo-caractère continu de dimension 2

T : Gal
(
FSK℘/F

)
−→ O(S )

dont l’évaluation en tout z ∈ Scl coïncide avec Tz. De plus, T
(

Frob−1
(λ,l)

)
= aλ,l pour

tout (λ, l) ∈ S(K℘).

En particulier, on obtient un pseudo-caractère Tz
déf
= T |z continu de Gal(Q/F) de

dimension 2 sur E pour tout z ∈ S (E). D’après [77, Th.1(2)], il existe une représenta-
tion continue semi-simple ρz de Gal(Q/F) de dimension 2 sur E telle que tr(ρz) = Tz.
On a donc

Corollaire 4.4.2. Soient L une extension finie de E, χ+, χ− deux caractères localement
τ -analytiques de O×℘ à valeurs dans L×. Soit h une forme modulaire surconvergente
de poids (χ+, χ−; k1Σp\{τ}, k2Σp\{τ}) de niveau K sur (τ, L), propre sous l’action des

opérateurs dans H̃(S(K)) (cf. Thm. 3.4.33) telle que Ũ℘(h) 6= 0, alors il existe une
représentation continue semi-simple ρh de Gal(Q/F) de dimension 2 sur E telle que ρh
soit non ramifiée hors de SK℘ et tr

(
ρh
(

Frob−1
(λ,l)

))
= aλ,l pour tout (λ, l) ∈ S(K℘) où

aλ,l est la valeur propre de Xλ,l.



116 CHAPTER 4. FORMES COMPAGNONS SURCONVERGENTES

Notons que la représentation ρh ci-dessus est réalisable sur une extension finie de
L (e.g. voir [77, Lem.6(1)]). On reprendra dans le §6.2 l’étude des représentations
galoisiennes ρh (voir le Cor. 6.2.61 pour les résultats principaux). Terminons cette
section par une conjecture dans le style "Fontaine-Mazur", dont certains cas seront
démontrés au §6.2.4 (voir Cor.6.2.64 ci-dessous):

Conjecture 4.4.3. Soient k1,σ ∈ Z≥2, k2,σ ∈ Z pour tout σ ∈ Σ℘. Soit h une forme
modulaire surconvergente de niveau K℘K℘,0 de poids (k1Σp

, k2Σp
) sur (τ, E), propre

sous l’action de H∗(S(K℘)), Yu,℘ et X ′u,℘, supposons ρh absolument irréductible, si ρh,℘
est de de Rham, alors il existe une forme modulaire classique h0 (sur les courbes de
Shimura unitaires) propre telle que ρh0

∼= ρh.



Chapter 5

Représentations localement
Qp-analytiques

Au §5.1, on donne des rappels sur les représentations localement Qp-analytiques des
p-adiques F℘-analytiques. On généralise (de façon essentiellement triviale) une partie de
la théorie de Fourier p-adique à la Schneider-Teitelbaum ([68]). On rappelle le foncteur
de Jacquet-Emerton (pour les représentations localement Qp-analytiques, cf. [35]) au
§5.2. Dans la section 5.3, on montre certaines lois d’adjonction pour le foncteur de
Jacquet-Emerton, que l’on utilisera dans le prochain chapitre. Dans ce chapitre, G
désignera un groupe p-adique F℘-analytique. On prendra garde à ne pas confondre ce
groupe avec le G du groupe unitaire des autres chapitres.

5.1 Représentations localement Qp-analytiques

5.1.1 Généralités

On donne des rappels sur les représentations localement Qp-analytiques des groupes
p-adiques F℘-analytiques et on introduit des notations

Soit G un groupe algébrique réductif connexe sur F℘ avec g son algèbre de Lie
(sur F℘), notons G0

déf
= Res

F℘
Qp G, alors G déf

= G(F℘) ∼= G0(Qp) est un groupe p-adique
F℘-analytique. On a une décomposition

g⊗Qp E
∼−−→

∏
σ∈Σ℘

gσ

où gσ
déf
= g⊗F℘,σ E. Pour J ⊆ Σ℘, on note gJ

déf
=
∏
σ∈J gσ.

Une représentation algébrique V de dimension finie de G0 sur E est appelée une
représentation Qp-algébrique de G. On voit que V est munie d’une action naturelle

117
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Qp-linéaire de g (donc d’une action E-linéaire de gΣ℘
∼= g⊗Qp E). Soit J ⊆ Σ℘, on dit

que la représentation V est J-algébrique si l’action de gΣ℘ sur V se factorise à travers
gJ .

Soit V un espace vectoriel topologique localement convexe et de Hausdorff sur E
(cf. [67, §4]), notons CQp−an(G,V ) le E-espace vectoriel des applications localement Qp-
analytiques de G à valeurs dans V (cf. [69, §2]). Ce dernier est muni d’une topologie
localement convexe (cf. loc. cit.) et d’une action continue de G donnée par

(gf)(g′)
déf
= f(g′g) (5.1)

pour tout g, g′ ∈ G et f ∈ CQp−an(G,V ). On en déduit une action Qp-linéaire de g sur
CQp−an(G,V ) par

(x · f)(g)
déf
=

d

dt
f(exp(−tx)g)|t=0 (5.2)

pour tout x ∈ g, f ∈ CQp−an(G,V ) et g ∈ G. Soit J ⊆ Σ℘, une application f ∈
CQp−an(G,V ) est appelée localement J-analytique si l’action de g⊗QpE sur f se factorise
à travers gJ (cf. [74, Déf.2.1]). Notons CJ−an(G,V ) le sous-E-espace vectoriel (fermé),
muni de la topologie induite, de CQp−an(G,V ) engendré par les applications localement
J-analytiques. Il est en fait stable sous l’action de G.

Soit V comme ci-dessus, et supposons V muni d’une action continue E-linéaire de
G, on dit que V est une représentation localement Qp-analytique si l’application orbite
ρv : g 7→ g(v) est dans CQp−an(G,V ) pour tout v ∈ V (cf. [69, §3]). De même, soit
J ⊆ Σ℘, on dit que V est une représentation localement J-analytique si l’application
orbite ρv : g 7→ g(v) appartient à CJ−an(G,V ) pour tout v ∈ V (cf. [74, Déf.2.4]). En
outre, si V est une représentation localement Qp-analytique de G, V est munie d’une
action et Qp-linéaire de g donnée par

x · v déf
=

d

dt
exp(tx)(v)|t=0

pour tout x ∈ g, v ∈ V . Donc V est localement J-analytique si et seulement si l’action
de g ⊗Qp E sur V se factorise à travers gJ . Enfin, pour une représentation localement
Qp-analytique V de G sur E, on note VJ−an le sous-E-espace vectoriel de V engendré
par les vecteurs dont les applications orbite sont localement J-analytiques, qui est stable
sous l’action de G et est donc une sous-représentation fermée localement J-analytique
de V .

On note Repla(G) la catégorie des représentations localement Qp-analytiques de G
sur E, Repla,c(G) la sous-catégorie plaine de Repla(G) des représentations localement
Qp-analytiques de G sur espaces localement convexes de type compact (cf. [69, §1]),
et Repzla,c(G) la sous-catégorie plaine de Repla,c(G) dont les objets sont les représenta-
tions localement Qp-analytiques V ∈ Repla,c(G) vérifiant de plus qu’il existe une suite
croissante {Vn}n de sous-BH-espaces (cf. [33, Def.1.1.1]) de V stables par le centre ZG
de G telle que V = lim−→n

Vn (cf. [35, §3.1]).



5.1. REPRÉSENTATIONS LOCALEMENT QP -ANALYTIQUES 119

5.1.2 Vecteurs S-classiques

Soient V une représentation localement Qp-analytique de G sur E, S ⊆ Σ℘ et v ∈ V ,
lorsque S 6= ∅, on dit que v est quasi-S-classique s’il existe une représentation W de gS
de dimension finie sur E, n ∈ Z≥1 et une application (non nulle) gS-équivariante

W⊕n −→ V (5.3)

tels que v appartienne à l’image de (5.3). On dit que v est S-classique si la représen-
tation W de gS provient d’une représentation S-algébrique de G. En particulier, si
v ∈ VΣ℘\S−an, alors v est S-classique (avec W étant la représentation triviale de G).
Enfin, tous les vecteurs dans V sont dits ∅-classiques (et quasi-∅-classiques). Le lemme
suivant est évident.

Lemme 5.1.1. Un vecteur v de V est quasi-S-classique si et seulement si le sous-
U(gS)-module de V engendré par v est de dimension finie (où on note U(h) l’algèbre
enveloppante d’une algèbre de Lie h).

Proposition 5.1.2. Avec les notations précédentes, alors v est quasi-S-classique si et
seulement si v est quasi-σ-classique pour tout σ ∈ S.

Proof. Le sens "seulement si" est clair. Supposons maintenant v quasi-σ-classique pour
tout σ ∈ S, et notons

Iσ
déf
= {x ∈ U(gσ) | x · v = 0}

qui est un idéal à gauche de U(gσ). Le E-espace vectoriel U(gσ)/Iσ est de dimension
finie sur E puisque l’image du plongement U(gσ)/Iσ ↪→ V , x 7→ x · v l’est par le lemme
5.1.1. Comme U(gS)

∼−→ ⊗σ∈SU(gσ), le morphisme

U(gS) −→ V, x 7→ x · v

se factorise alors à travers ⊗σ∈SU(gσ)/Iσ → V . On en déduit que le sous-U(gS)-
module de V engendré par v est de dimension finie sur E, d’où la proposition par le
lemme 5.1.1.

Soient maintenant S ⊆ J , W une représentation localement S-analytique irré-
ductible de G de dimension finie sur E telle que

EndG(W ) ∼= EndgΣ℘
(W ) ∼= EndgS (W ) ∼= E, (5.4)

et supposons V localement J-analytique. La représentation duale W∨ est aussi locale-
ment S-analytique. Par [33, Cor.3.6.16], V ⊗E W∨, muni de l’action diagonale de G,
est encore une représentation localement J-analytique de G.

Proposition 5.1.3. Avec les notations précédentes, alors la composée G-équivariante

(V ⊗E W∨)J\S−an ⊗E W ↪−→ V ⊗E W∨ ⊗E W −→ V (5.5)

est injective, où (V ⊗E W∨)J\S−an ⊗E W et V ⊗E W∨ ⊗E W sont munis de l’action
diagonale de G, et où le deuxième morphisme est donné par

V ⊗E W∨ ⊗E W −→ E, v ⊗ w′ ⊗ w 7→ w′(w)v. (5.6)
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Noter que tous les éléments dans l’image de (5.5) sont quasi-S-classiques.

Proof. La preuve est essentiellement la même que celle de [33, Prop.4.2.4]. On donne
une démonstration pour la commodité du lecteur. Pour une algèbre h de Lie et une
représentation V ′ de h, on note (V ′)h

déf
= {v ∈ V ′ | x(v) = 0 pour tout x ∈ h}.

Le cas S = ∅ est clair. On suppose S 6= ∅. On muni V ⊗E W∨ d’une action de
gΣ℘ × gΣ℘ par (x1, x2) · (v ⊗ w′) déf

= (x1 · v)⊗ w′ + v ⊗ (x2 · w′)
(
avec l’action de gΣ℘ sur

W∨ donnée par (x · w′)(w) = −w′(x · w)
)
. On note ∆ : gΣ℘ ↪→ gΣ℘ × gΣ℘ , x 7→ (x, x),

et on a par définition

(V ⊗E W∨)J\S−an
∼−−→ (V ⊗E W∨)∆(gΣ℘\(J\S)) ∼−−→ (V ⊗E W∨)∆(gS) (5.7)

(où le deuxième isomorphisme découle du fait que l’action de gΣ℘ sur V et W∨ se
factorise à travers gJ). Comme EndgΣ℘

(W )
∼−→ EndgS (W )

∼−→ E, par le théorème du
bicommutant, le morphisme de E-algèbres

U(gS) −→ EndE(W )(∼= W ⊗E W∨), x 7→ (w 7→ x · w), (5.8)

est surjectif. On muni U(gS) (resp. W⊗EW∨) d’une action de gS×gS par (x1, x2)·(x) =
x1x− xx2

(
resp. (x1, x2) · (w⊗w′) = (x1 ·w)⊗w+w⊗ (x2 ·w′)

)
. Donc l’application (5.8)

est gS × gS-équivariante. En prenant les duaux, on en déduit une injection gS × gS-
équivariante

W∨ ⊗E W ↪−→ HomE(U(gS), E) (5.9)(
où l’action de gS × gS sur HomE(U(gS), E) est donnée par ((x1, x2) · f)(x) = −f(x1x) +
f(xx2)

)
. De plus, on vérifie directement que la composition de (5.9) avec l’application

HomE(U(gS), E) → E, f 7→ f(1) est égale au morphisme canonique W∨ ⊗E W →
E, w′ ⊗w 7→ w′(w). On déduit enfin de (5.9) une injection gΣ℘ × gS × gS-équivariante

V ⊗E W∨ ⊗E W ↪−→ V ⊗E HomE(U(gS), E) ↪−→ HomE(U(gS), V ), (5.10)

où l’action de gΣ℘ × gS × gS sur V ⊗E W∨ ⊗E W (resp. HomE(U(gS), V )) est donnée
par (x1, x2, x3) · (v ⊗ w′ ⊗ w) = (x1 · v) ⊗ w′ ⊗ w + v ⊗ (x2 · w′) ⊗ w + v ⊗ w′ ⊗ (x3 · w)(
resp. ((x1, x2, x3) · f)(x) = x1 · (f(x)) − f(x2x) + f(xx3)

)
. Noter que la composition de

(5.10) et l’application
HomE(U(gS), V ) 7→ V, f 7→ f(1) (5.11)

n’est autre que (5.6). On note ∆12 : gS ↪→ gS × gS × gS ↪→ gΣ℘ × gS × gS , x 7→ (x, x, 0).
Par (5.7) on a alors (V ⊗E W∨)J\S−an ⊗E W ∼= (V ⊗E W∨ ⊗E W )∆12(gS). On conclut
par le lemme suivant.

Lemme 5.1.4. L’application (5.11) induit un isomorphisme de E-espaces vectoriels

HomE(U(gS), V )∆12(gS) ∼−−→ V.

Proof. L’application V → HomE(U(gS), V ), v 7→ (x 7→ (x · v)) est un inverse de (5.11).
Son image est bien contenue dans HomE(U(gS), V )∆12(gS), et l’application induite V →
HomE(U(gS), V )∆12(gS) est bijective.
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Remarque 5.1.5. Avec les notations de la proposition 5.1.3, il y a un isomorphisme
canonique de E-espaces vectoriels topologiques i : V ⊗E W∨

∼−→ HomE(W,V ) et le
diagramme suivant commute:

V ⊗E W∨
∼−−−−→ HomE(W,V )⊗E W

(5.6)
y y
E

id−−−−→ E

,

où l’application HomE(W,V ) ⊗E W → E envoie f ⊗ w sur f(w) pour tout f ∈
HomE(W,V ) et w ∈ W . L’isomorphisme i est de plus G-équivariant si l’on muni
V ⊗EW∨ de l’action diagonale de G et HomE(W,V ) de l’action de G par (g · f)(w) =
g(f(g−1w)) pour tout g ∈ G, f ∈ HomE(W,V ) et w ∈W . Enfin, on voit facilement

(
en

considérant l’action naturelle de gJ×gJ sur HomE(W,V ) et par (5.7)
)
que l’application

i induit une bijection de E-espaces vectoriels topologiques équivariante sous l’action de
G

(V ⊗E W∨)J\S−an
∼−−→ HomgS (W,V ).

Corollaire 5.1.6. Soient V ∈ Repla(G), J ⊆ Σ℘, W une représentation localement
J-analytique irréductible de G de dimension finie sur E vérifiant (5.4), V ′ ∈ Repla(G)
localement Σ℘ \ J-analytique, alors l’application naturelle

HomG

(
V ′, (V ⊗E W )Σ℘\J−an

)
−→ HomG(V ′ ⊗E W∨, V ), (5.12)

induite par l’injection en (5.5), est bijective.

Proof. Comme (5.5) est injectif, (5.12) l’est aussi. Pour un morphisme f : V ′⊗EW∨ →
V , on note i(f) la composée (G-équivariante)

V ′ −→ V ′ ⊗E W∨ ⊗E W
f⊗id−−−→ V ⊗E W

avec le premier morphisme induit par E → HomE(W,W ), 1 7→ id. Comme V ′ est
localement Σ℘ \ J-analytique, i(f) se factorise à travers i(f) : V ′ → (V ⊗E W )Σ℘\J .
On vérifie que f 7→ i(f) est un inverse de (5.12). Ceci permet de conclure.

5.1.3 Algèbres des distributions

Soit J ⊆ Σ℘, J 6= ∅, notons

DJ(G,E)
déf
=
(
CJ−an(G,E)

)∨
b

le dual continu du E-espace vectoriel CJ−an(G,E) muni de la topologie forte, c’est
en fait une E-algèbre topologique (cf. [69, Prop.2.3]). Si G est de plus compact,
alors CJ−an(G,E) est un espace de type compact au-sens de Schneider-Teitelbaum (cf.
[69, Lem.2.1]), par conséquent, DJ(G,E) est une E-algèbre de Fréchet nucléaire (cf.
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[69, Thm.1.1 et 1.3]). Notons DQp(G,E)
déf
= DΣ℘(G,E). On dispose d’une projection

canonique de E-algèbres topologiques

DQp(G,E) −� DJ(G,E) (5.13)

induite par le plongement (G-équivariant) CJ−an(G,E) ↪→ CQp−an(G,E). Notons IJ(G,E)
le noyau de l’application (5.13).

Exemple 5.1.7. Pour tout g ∈ G, notons δg ∈ DJ(G,E) (pour tout ∅ 6= J ⊆ Σ℘) la
distribution de Dirac pour g définie par δg(f)

déf
= f(g) pour tout f ∈ CJ−an(G,E).

Soit x ∈ g, l’action de x sur CQp−an(G,E) (cf. (5.2)) induit une application E-linéaire

CQp−an(G,E) −→ E, f 7→ (x · f)(1).

Par conséquent, on obtient une injection g⊗QpE → DQp(G,E), qui induit une injection
de E-algèbres

U(gΣ℘) ↪−→ DQp(G,E).

Soit J ⊆ Σ℘, on a U(gJ) ∼= ⊗σ∈JU(gσ) et la projection d’algèbres de Lie: gΣ℘ → gJ
induit une projection de E-algèbres

U(gΣ℘) −� U(gJ). (5.14)

Notons IJ(g, E) le noyau de (5.14). On voit facilement que la composée

U(gΣ℘) −→ DQp(G,E) −→ DJ(G,E)

se factorise à travers U(gJ), i.e. on dispose d’un diagramme commutatif de E-algèbres

U(gΣ℘) −−−−→ DQp(G,E)y y
U(gJ) −−−−→ DJ(G,E)

. (5.15)

Proposition 5.1.8 ([74, Prop.2.18]). Lorsque G est compact, IJ(G,E) est l’idéal fermé
engendré par IJ(g, E).

D’après Schneider-Teitelbaum, si G est compact, alors DQp(G,E) est une E-algèbre
de Fréchet-Stein (cf. [71, p.152]) et DJ(G,E) l’est aussi par la proposition 5.1.8 et [71,
Prop.3.7].

Soit V un E-espace vectoriel topologique localement convexe et de Hausdorff, alors
il y a une application naturelle (voir [69, Thm.2.2] et la discussion au-dessous de sa
preuve):

I : CQp−an(G,V ) −→ L(DQp(G,E), V )(
où L(V1, V2) désigne le E-espace vectoriel des fonctions E-linéaires continues de V1

à V2

)
telle que I(f)(δg) = f(g) pour tout f ∈ CQp−an, g ∈ G. De même, pour tout

∅ 6= J ⊆ ΣP , il y a une application naturelle

I : CJ−an(G,V ) −→ L(DJ(G,E), V ).
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Par définition (e.g. voir la preuve de [69, Thm.2.2]), le diagramme suivant commute:

CJ−an(G,V )
I−−−−→ L(DJ(G,E), V )y y

CQp−an(G,V )
I−−−−→ L(DQp(G,E), V )

. (5.16)

Soit maintenant V ∈ Repla(G), V est donc munie d’une action de DQp(G,E) donnée

par µ · v déf
= I(ρv)(µ) pour tout µ ∈ DQp(G,E) et v ∈ V où ρv : G → V, g 7→ g(v) est

l’application orbite (cf. [69, Prop.3.2]). Son dual fort V ∨b est donc aussi muni d’une
action de DQp(G,E) donné par (µ·f)(v)

déf
= f(µ·v) pour tout f ∈ V ∨b et µ ∈ DQp(G,E).

Par le diagramme commutatif (5.16), si V est de plus localement J-analytique, alors
l’action de DQp(G,E) sur V , ainsi que sur V ∨b , se factorise à travers DJ(G,E).

Définition 5.1.9 ([71, Def, p.176]). Soient G un groupe p-adique F℘-analytique, V une
représentation localement Qp-analytique de G, on dit que V est admissible si V est un
espace de type compact et le dual fort V ∨b de V est un DQp(H,E)-module coadmissible
(cf. [71, p.152]) pour un (ou de manière équivalente tout) sous-groupe ouvert compact
H de G.

Par la définition des modules coadmissibles (cf. [71, p.152]), la Prop. 5.1.8 et la
discussion au-dessus de la Déf. 5.1.9, on a

Lemme 5.1.10. Soient J ⊆ Σ℘, V une représentation localement J-analytique de
G, alors V est admissible (comme représentation localement Qp-analytique de G) si et
seulement si son dual fort V ∨b est un DJ(H,E)-module coadmissible pour un (ou de
manière équivalente tout) sous-groupe ouvert compact H de G.

5.1.4 Théorie de Fourier p-adique

Soit χ : G→ E× un caractère continu de G, on dit que χ est localement J-analytique
si χ ∈ CJ−an(G,E).

Notons (W0)Qp l’espace analytique rigide sur E qui paramètre les caractères locale-
ment Qp-analytiques de O℘. En fait, (W0)Qp est la boule unité ouverte de dimension d
sur E, puisque l’on a O℘ ∼= Zdp comme groupes p-adiques. D’après [68, §2], on sait que
pour tout σ ∈ Σ℘, il existe un sous-espace analytique rigide de dimension 1 de (W0)Qp
sur E, noté (W0)σ, qui paramètre les caractères localement σ-analytiques de O℘. Pour
toute extension finie L de E, on a alors

(W0)σ(L) = {χ ∈ (W0)Qp(L) | χ est localement σ-analytique}.

Par la méthode de Schneider-Teitelbaum ([68]), pour tout J ⊆ Σ℘, on peut obtenir
un sous-espace analytique rigide sur E de (W0)Qp de dimension |J |, noté (W0)J , qui
paramètre les caractères localement J-analytiques de O℘ de la manière qui suit.
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Notons

(W0)J(E)
déf
= {χ ∈ (W0)Qp(E) | χ est localement J-analytique}. (5.17)

Soit λ ∈ DQp(O℘, E), on définit la transformation de Fourier Fλ de λ (cf. [68, p.452])
comme la fonction

Fλ : (W0)Qp(E) −→ E, χ 7→ λ(χ).

On en déduit un isomorphisme de E-algèbres de Fréchet-Stein (cf. [68, Th.2.2])

F : DQp(O℘, E)
∼−−→ Γ

(
(W0)Qp ,O(W0)Qp

)
, λ 7→ Fλ,

où Γ
(
(W0)Qp ,O(W0)Qp

)
désigne la E-algèbre des fonctions analytiques sur (W0)Qp . De

la même façon que dans [68, §1 et §2], on a

Lemme 5.1.11. L’ensemble (W0)J(E) est un sous-ensemble analytique (cf. [11, §9.5.2])
de (W0)Qp(E) défini par Fλ = 0 pour tout λ ∈ IJ(O℘, E). De plus, F(IJ(O℘, E)) est
l’idéal de Γ

(
(W0)Qp ,O(W0)Qp

)
engendré par les fonctions qui s’annulent sur (W0)J(E).

Notons IJ le faisceau cohérent d’idéaux de O(W0)Qp
associé à (W0)J(E) (cf. [11,

Cor.9.5.2/7]). Il existe alors un sous-espace analytique rigide fermé réduit (W0)J de
(W0)Qp tel que (cf. [11, Prop.9.5.3/3])

O(W0)J
∼−−→ O(W0)Qp

/IJ .

On vérifie par définition que

(W0)J(L) = {χ ∈ (W0)Qp(L) | χ localement J-analytique},

pour toute extension finie L de E. De plus, comme (W0)Qp est quasi-Stein, on obtient,
en prenant les sections globales, un isomorphisme

Γ
(
(W0)J ,O(W0)J

) ∼−−→ Γ
(
(W0)Qp ,O(W0)Qp

)
/F(IJ(O℘, E)).

On a donc comme dans [68, Thm.2.3]

Proposition 5.1.12. La transformation de Fourier F induit un isomorphisme de E-
algèbres de Fréchet-Stein:

DJ(O℘, E)
∼−−→ Γ

(
(W0)J ,O(W0)J

)
.

On dispose d’un morphisme étale (de degré infinie, voir la discussion au-dessous de
[68, Thm.2.3])

d : (W0)Qp −→ Ad, χ 7→ kχ

où kχ est le poids de χ défini comme dans Déf. 3.4.1. Pour tout J ⊆ Σ℘, J 6= ∅, il y a
alors un diagramme cartésien

(W0)J −−−−→ (W0)Qp

d

y d

y
A|J | −−−−→ Ad
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où le morphisme en haut est le plongement fermé canonique, et le morphisme en bas
(étant aussi un plongement fermé) est donné par (aσ)σ∈J 7→ (aσ)σ∈Σ℘ avec aσ = 0
lorsque σ /∈ J . On a donc

Proposition 5.1.13. Soit ∅ ( J ⊆ Σ℘, alors (W0)J est lisse, strictement quasi-Stein
(cf. [33, Def.2.1.17 (iv)]), et équidimensionnel de dimension |J |.

Soient ∅ ( J ⊆ J ′ ⊆ Σ℘, χ un caractère localement J ′-analytique de O℘ à valeurs
dans E×, on dispose alors d’un isomorphisme d’espaces analytiques rigides

χ : (W0)J ′
∼−−→ (W0)J ′ , χ

′ 7→ χ′χ.

Notons (W0)J(χ−1) le pull-back de (W0)J (étant un sous-espace rigide fermé de (W0)J ′)
via l’isomorphisme ci-dessus, i.e. (W0)J(χ−1) s’insère dans le diagramme cartésien
suivant

(W0)J(χ−1) −−−−→ (W0)Jy y
(W0)J ′

χ−−−−→ (W0)J ′

.

Donc (W0)J(χ−1) est aussi un sous-espace rigide fermé de (W0)J ′ . De plus, la composée

(W0)J ↪−→ (W0)J ′
χ−−→ (W0)J ′

se factorise à travers (W0)J(χ) et induit un isomorphisme d’espaces rigides sur E

(W0)J
χ−−→
∼

(W0)J(χ).

En fait, le sous-espace rigide (W0)J(χ) de (W0)J ′ ne dépend que le poids de χ: si l’on
note A|J |

(
kχ
)
le sous-espace rigide fermé de A|J ′| de sorte que

A|J |
(
kχ
)
(L) =

{
aJ ′ ∈ L|J

′| ∣∣ aσ = kχ,σ, σ ∈ J ′ \ J
}

pour toute extension finie L de E, alors il y a un diagramme cartésien d’espaces analy-
tiques rigides sur E

(W0)J(χ) −−−−→ (W0)J ′

d

y d

y
A|J |

(
kχ
)
−−−−→ A|J ′|

.

Comme dans [33, §6.4] (voir en particulier [33, Prop.6.4.5 et 6.4.6]), on peut généraliser
tout cela au cas où O℘ est remplacé par un groupe F℘-analytique abélien topologique-
ment de type fini (cf. [33, Prop.6.4.1]).

Proposition 5.1.14. Soit Z un groupe F℘-analytique abélien topologiquement de type
fini, alors il existe un espace analytique rigide strictement quasi-Stein ẐJ sur E qui
paramètre les caractères localement J-analytiques de Z. On a un plongement naturel
d’algèbres de Fréchet-Stein avec l’image dense

DJ(Z,E) ↪−→ Γ
(
ẐJ ,OẐJ

)
. (5.18)

De plus, lorsque Z est compact, (5.18) est un isomorphisme.
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Soient ∅ 6= J ⊆ J ′ ⊆ Σ℘, χ un caractère localement J ′-analytique de Z à valeurs
dans E×, on a alors un isomorphisme d’espaces analytiques rigides sur E

χ : ẐJ ′
∼−−→ ẐJ ′ , χ

′ 7→ χ′χ.

La composée ẐJ ↪→ ẐJ ′
χ−→
∼

ẐJ ′ se factorise à travers ẐJ
χ−→
∼

ẐJ(χ) où ẐJ(χ) est un

sous-espace rigide fermé de ẐJ ′ défini de façon analogue à (W0)J(χ) ci-avant.

Enfin, par la définition des modules coadmissibles (cf. [71, p.152]), on a

Proposition 5.1.15. Le foncteurM 7→ Γ(ẐJ ,M) induit une équivalence de catégories
entre la catégorie des faisceaux cohérents sur ẐJ et la catégorie des modules coadmissibles
sur Γ

(
ẐJ ,OẐJ

)
.

Lorsque Z est de plus compact, par la Prop. 5.1.14, le foncteur M 7→ Γ(ẐJ ,M)∨b
induit donc une anti-équivalence de catégories entre la catégorie des faisceaux cohérents
sur ẐJ et la catégorie des représentations localement J-analytiques admissibles de Z
sur E.

5.1.5 Représentations essentiellement admissibles

Définition 5.1.16 ([33, Def.6.4.9]). Soit G un groupe F℘-analytique de centre ZG F℘-
analytique et topologiquement de type fini. Pour une représentation localement Qp-
analytique V de G sur E, on dit que V est essentiellement admissible si V est un
espace de type compact et le dual fort V ∨b est un module coadmissible sur l’algèbre de
Fréchet-Stein DQp(H,E)⊗̂EΓ

(
(̂ZG)Σ℘

,O
(̂ZG)Σ℘

)
pour un (ou de manière équivalente

tout) sous-groupe ouvert compact H de G.

Par la proposition 5.1.14 et la discussion au-dessus de de Déf. 5.1.9, on a

Proposition 5.1.17. Soient J ⊆ Σ℘, V une représentation localement J-analytique
de G sur E, alors V est essentiellement admissible (comme représentation localement
Qp-analytique de G) si et seulement si V ∨b est un module coadmissible sur l’algèbre de
Fréchet-Stein DJ(H,E)⊗̂EΓ

(
(̂ZG)J ,O(̂ZG)J

)
pour un (ou de manière équivalente tout)

sous-groupe ouvert compact H de G.

Soient Z un groupe abélien F℘-analytique topologiquement de type fini, Z0 un
sous-groupe ouvert compact de Z. Pour une représentation localement J-analytique
essentiellement admissible V de Z sur E, l’action de DJ(Z0, E)⊗̂EΓ

(
ẐJ , E

)
sur V ∨b se

factorise donc à travers celle de Γ
(
ẐJ , E

)
(cf. (5.18)). Dans ce cas, on a par la proposi-

tion 5.1.15 une anti-équivalence de catégories entre la catégorie des faisceaux cohérents
sur ẐJ et la catégorie des représentations localement J-analytiques essentiellement ad-
missibles de Z sur E. NotonsM(V ) le faisceau cohérent sur ẐJ associé à V via cette
anti-équivalence de catégories. On a donc V ∼= Γ(ẐJ ,M(V ))∨b .
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Soit χ un caractère localement J-analytique de Z à valeurs dans E×, pour une
représentation localement J-analytique essentiellement admissible V de Z sur E, on
note V (χ) la torsion de V par χ.

Proposition 5.1.18. La torsion V (χ) est une représentation localement J-analytique
essentiellement admissible de Z sur E, et on a de plus M(V (χ))

∼−→ (χ−1)∗M(V ) où
χ−1 désigne l’isomorphisme d’espaces rigides sur E: ẐJ → ẐJ , χ

′ 7→ χ′χ−1.

Proof. Notons V ′ déf
= Γ

(
ẐJ , (χ

−1)∗M(V )
)∨
b
, qui est, par l’anti-équivalence de catégories,

une représentation localement J-analytique essentiellement admissible de Z sur E. De
plus, l’application naturelle Γ

(
ẐJ ,M(V )

)
→ Γ

(
ẐJ , (χ

−1)∗M(V )
)
induit un isomor-

phisme d’espaces de type compact i : V ′
∼−→ V

(
puisque χ−1 : ẐJ → ẐJ est un

isomorphisme
)
. On vérifie directement que i(g(v′)) = χ−1(g)g(i(v′)) pour tout v′ ∈ V ′

et g ∈ Z, autrement dit, V ′ ∼= V (χ), ceci permet de conclure.

Soient L une extension finie de E, χ ∈ ẐJ(L), notons mχ l’idéal maximal de L[Z]

(la L-algèbre du groupe Z) associé à χ, et V χ,g
L

déf
= lim−→n

VL[mn
χ] (resp. V χ

L
déf
= VL[mχ]) le

sous-espace propre généralisé (resp. le sous-espace propre) de V ⊗E L par rapport à χ,
où VL[mn

χ] désigne le sous-L[Z]-module de VL
déf
= V ⊗E L annulé par mn

χ. Notons

V g
L

déf
=
(
⊕
χ∈ẐJ (L)

V χ,g
L

)
∩ VL, (5.19)

et V g déf
= lim−→L

V g
L où L parcourt toutes les extensions finies de E. Noter que le L-

espace vectoriel ⊕
χ∈ẐJ (L)

V χ,g
L est muni d’une action naturelle de Gal(L/E), et on a

V g ∼=
(
⊕
χ∈ẐJ (L)

V χ,g
L

)Gal(L/E) lorsque L est galoisienne sur E. On a aussi V g =⊕
χ∈ẐJ (E)

(lim−→n
V [mn

χ]), où mχ désigne ici l’idéal maximal de E[Z] associé à χ, et V [mn
χ]

désigne le sous-E[Z]-module de V annulé par mn
χ. On voit facilement que V g est stable

sous l’action de Z.

Proposition 5.1.19. (1) Soient L une extension finie de E, χ ∈ ẐJ(L), notons
M(V )χ

déf
= M(V ) ×

ẐJ ,χ
SpecL, alors le morphisme naturel

(
M(V )χ

)∨
b
→ V induit

un isomorphisme de L-espaces vectoriels équivariant sous l’action de Z:(
M(V )χ

)∨
b

∼−−→ V χ
L .

(2) La sous-représentation V g est dense dans V .

Proof. (1) Notons mχ l’idéal maximal de Γ(ẐJ ,OẐJ ) ⊗E L associé à χ (e.g. voir

Lem.5.1.21 ci-dessous), et VL[mχ]
déf
= {v ∈ V ⊗E L | mχv = 0}. On a VL[mχ] = V χ

L (e.g.
voir la discussion avant [33, Cor.6.4.14]). La partie (1) découle donc de l’isomorphisme
de [33, l.16, p.130].

(2) Notons supp(M(V )) le support de M(V ) dans ẐJ (cf. [11, §9.5.2]). Soient L
une extension finie de E, χ ∈ supp(M(V ))(L), donc M(V )χ 6= 0 (e.g. voir la preuve
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du lemme 5.A.3 ci-dessous), d’où on déduit que V χ
L (ainsi que V g) n’est pas nul par

(1). Notons V g l’adhérence de V g dans V , d’après [33, lem.6.4.8], V g et W déf
= V/V g

sont aussi des représentations localement J-analytiques essentiellement admissibles de
Z. Mais pour toute extension finie L de E, et pour tout χ ∈ ẐJ(L), on a une suite
exacte (par le lemme 5.1.20 ci-dessous)

0→ (V g)χ,gL → V χ,g
L →Wχ,g

L → 0 (5.20)

d’où on déduit que Wχ,g
L

(
ainsi que Wχ

L

)
est nul. Par (1), on a alors W = 0. Ceci

permet de conclure.

Lemme 5.1.20. La suite (5.20) est exacte.

Proof. L’exactitude de (5.20) découle du lemme d’Artin-Rees, on donne une preuve com-
plète pour la commodité du lecteur. Soit mχ l’idéal maximal fermé de Γ(ẐJ ,OẐJ )⊗E L

associé à χ, on a V χ,g
L = lim−→n

VL[mn
χ] où VL[mn

χ]
déf
= {v ∈ V ⊗E L | mn

χv = 0}. Comme il
y a une suite exacte

0→ (V g)χ,gL → V χ,g
L →Wχ,g

L ,

il suffit donc de montrer que l’application

j : V χ,g
L −→Wχ,g

L (5.21)

est surjective. Notons M′ le faisceau cohérent sur ẐJ associé au dual fort de W ,
qui est donc un sous-O

ẐJ
-module de M(V ). Soit U ∼= SpmA un ouvert affinoïde de

ẐJ contenant χ, notons encore mχ l’idéal maximal de A associé à χ. Posons M déf
=

Γ(U ,M(V )) et M ′ déf
= Γ(U ,M′), qui sont des A-modules de type fini. D’après [71,

Cor.3.1], M ∼= Γ(ẐJ ,M(V ))⊗
Γ(ẐJ ,OẐJ )

A et M ′ ∼= Γ(ẐJ ,M′)⊗Γ(ẐJ ,OẐJ )
A. En outre,

par le Lem. 5.1.21 ci-dessous, Γ(ẐJ ,OẐJ )/mn
χ
∼= A/mn

χ pour tout n ∈ Z>0. Ceci
combiné avec l’isomorphisme de [33, l.16, p.130] entraîne que VL[mn

χ] ∼=
(
A/mn

χ⊗̂AM
)∨

et WL[mn
χ] ∼=

(
A/mn

χ⊗̂AM ′
)∨ pour tout n ∈ Z>0. On se ramène donc à montrer que(

A/mn
χ⊗̂AM ′

)∨ est contenu dans l’image de j pour tout n ∈ Z>0 (ou même pour n� 0).

Soit n ∈ Z>0, d’après le lemme d’Artin-Rees, il existe m(n) ∈ Z>0 (m(n) ≥ n) tel
quemm(n)

χ M∩M ′ ⊂ mn
χM

′. On a donc une projectionM ′/(mm(n)
χ M∩M ′)→M ′/mn

χM
′.

Or, le diagramme suivant est commutatif

(M/mn
χM)∨ −−−−→ (M/m

m(n)
χ M)∨

id−−−−→ (M/m
m(n)
χ M)∨y y y

(M ′/mn
χM

′)∨ −−−−→
(
M ′/(m

m(n)
χ M ∩M ′)

)∨ −−−−→ (M ′/m
m(n)
χ M ′)∨

où toutes les applications horizontales sont injectives (car leurs duaux sont surjectives),
et la deuxième application verticale est surjective (car sa duale est injective). On en
déduit que (M ′/mn

χM
′)∨ est contenu dans l’image de j au "niveau" m(n), ceci permet

de conclure.
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Lemme 5.1.21. Soient X un espace rigide quasi-Stein sur E, {Ui ∼= SpmAi}i∈Z≥0

un recouvrement admissible de X par une suite croissante des ouverts affinoïdes tel
que le morphisme induit Ai+1 → Ai soit d’image dense pour tout i ∈ Z≥0, notons
A

déf
= Γ(X,OX) ∼= lim←−i∈Z≥0

Ai. Soit z un point fermé de X qui correspond donc à un

idéal maximal mi de Ai pour tout Ai vérifiant x ∈ Ui(E), alors m déf
= lim←−mi est un idéal

maximal fermé de A. De plus, pour tout n ∈ Z≥1 et i tel que x ∈ Ui(E), le morphisme
naturel A/mn −→ Ai/m

n
i est un isomorphisme.

Proof. On sait que A est une E-algèbre de Fréchet-Stein (e.g. voir la discussion au-
dessus de [33, Prop.2.1.19]). Sans perte de généralité, on suppose z ∈ Ui(E) pour tout
i ∈ Z≥0, on a mi+1⊗Ai+1 Ai

∼= mi, et donc m est un idéal fermé de A par [71, Lem.3.6].
De plus, par [71, Thm (ii), p.152], en prenant la limite projective, on déduit des suites
exactes pour tout i

0→ mi → Ai → kz → 0

(où kz désigne le corps résiduel en z) une suite exacte de A-modules

0→ m→ A→ kz → 0.

Donc m est un idéal maximal fermé de A, d’où la première partie du lemme. On en
déduit que mn est un idéal fermé de A pour tout n ∈ Z≥1. Notons (mn)i

déf
= mn ⊗A Ai,

et montrons que (mn)i ∼= mn
i (et donc mn ∼= lim←−mn

i ): comme Ai est plat sur A, (mn)i
est un idéal de Ai, par le diagramme commutatif suivant

(m⊗A · · · ⊗A m)⊗A Ai −−−−→ Ai ⊗Ai · · · ⊗Ai Ai ←−−−− mi ⊗Ai · · · ⊗Ai miy y y
mn ⊗A Ai −−−−→ Ai ←−−−− mn

i

,

et l’isomorphisme naturel (m ⊗A · · · ⊗A m) ⊗A Ai
∼−→ mi ⊗Ai · · · ⊗Ai mi, on voit que

l’injection (mn)i ↪→ Ai se factorise à travers mn
i et induit un isomorphisme (mn)i

∼−→ mn
i .

On obtient alors un isomorphisme A/mn ∼−→ lim←−Ai/m
n
i . On conclut enfin par [11,

Prop.7.2.2/1 (ii)].

Remarque 5.1.22. En général, soit X un espace rigide analytique strictement quasi-
Stein sur SpecE (cf. [33, Def.2.1.17 (iv)]), A déf

= Γ(X,OX) est donc une E-algèbre
de Fréchet-Stein. Soit F un faisceau cohérent sur X, M déf

= Γ(X,F) est donc un A-
module coadmissible (et aussi un E-espace de Fréchet nucléaire). Considérons le dual
continu M∨b de M muni de la topologie forte, qui est un espace de type compact sur
E muni naturellement d’une action continue de A, on peut définir (M∨b )g de façon
analogue à V g ci-avant, i.e. (M∨b )g est le sous-E-espace vectoriel de M∨b engendré par
les vecteurs annulés par une puissance d’un certain idéal maximal de A. Donc (M∨b )g

et son adhérence (M∨b )g dans M∨b (qui est aussi un E-espace vectoriel de type compact,
voir [69, Prop.1.2]) sont stables sous l’action de A. L’injection (M∨b )g ↪→ M∨b induit
une projection (continue) de A-modules M � (M∨b )g

∨
. De façon analogue, on montre

que c’est en fait un isomorphisme. Donc (M∨b )g est dense dans M∨b .
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Soit U un ouvert admissible strictement quasi-Stein de ẐJ sur SpecE, notons W déf
=

Γ(U ,M(V ))∨b . Ce dernier est muni d’une représentation de Z induite par l’action
naturelle de Γ

(
ẐJ ,OẐJ

)
sur Γ(U ,M(V )).

Proposition 5.1.23. La représentation W est une sous-représentation de V .

Proof. Il suffit de montrer que l’application de restriction Γ(ẐJ ,M(V ))→ Γ(U ,M(V ))
est d’image dense. Comme U est strictement quasi-Stein, il existe une suite de sous-
affinoïdes U1 ⊆ U2 · · · ⊆ Un ⊆ · · · de U telle que ∪nUn = U , et Γ(U ,M(V )) ∼=
lim←−n Γ(Un,M(V )). On se ramène à montrer que Γ(ẐJ ,M(V )) est dense dans Γ(Un,M(V ))

pour tout n ∈ Z>0, ce qui découle du fait que ẐJ est quasi-Stein.

5.2 Modules de Jacquet-Emerton

Reprenons les notations du §5.1.1. Soit P un sous-groupe parabolique de G, notons
P le parabolique composé, M le facteur de Levi de P et P, N et N leur radical unipotent
respectif. Notons P déf

= P(F℘), P déf
= P(F℘), M déf

= M(F℘), N déf
= N(F℘) et N déf

= N(F℘)
avec les algèbres de Lie p, p, m, n, n respectives.

Dans [35], le foncteur de Jacquet-Emerton

JP (−) : Repla,c(P ) −→ Repzla,c(M)

est défini (où on renvoie à loc. cit. pour la définition). On peut vérifier que si V est
localement J-analytique, JP (V ) l’est aussi (eg. par le plongement (5.22) ci-dessous).
On note encore JP (−) la composée

Repla,c(G) −→ Repla,c(P ) −→ Repzla,c(M), V 7→ V |P 7→ JP (V |P ).

D’après Emerton, on a

Théorème 5.2.1 (cf. [35, Thm.0.5]). Soit V une représentation localement J-analytique
essentiellement admissible de G sur E, alors JP (V ) est une représentation localement
J-analytique essentiellement admissible de M sur E.

Remarque 5.2.2. Soit V ∈ Repla,c(G), comme le foncteur de Jacquet-Emerton est
exact à gauche (cf. [35, Lem.3.4.7 (ii)]), on dispose d’un plongement naturel

JP (VJ−an) ↪−→ JP (V )J−an

pour tout J ⊆ Σp. Mais ce dernier n’est pas un isomorphisme en général. Par exemple,
par [16, Thm.4.3], on montre qu’il existe des représentations localement Qp-analytiques
V telles que VJ−an = 0 et JP (V )J−an 6= 0.

Soit V ∈ Repla,c(G), alors JP (V ) est muni d’une action de P induite par la pro-
jection P → P/N ∼= M . Soit P0 un sous-groupe ouvert compact de P , notons
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M0
déf
= M ∩ P0, N0

déf
= N ∩ P0. On a une application équivariante sous l’action de

M0N0 (cf. [35, (3.4.8)]):
JP (V ) −→ V (5.22)

qui dépend du choix de P0.

Lemme 5.2.3. L’application (5.22) est injective.

Proof. On utilise les notations de [35, §3.2]. Il suffit de montrer que l’application,
que l’on note f , dans [35, (3.2.2)] est injective. Considérons le sous-espace vectoriel
W

déf
= f−1(Vnull) de Vfs. On montre que W est Z-stable. En effet, comme f est Z+-

équivariant, W est Z+-stable. Soient w ∈ W , z ∈ Z, il existe alors z′ ∈ Z+ tel que
z′z ∈ Z+. On a z′(zw) = (z′z)w ∈ W , donc z′f(zw) = f(z′zw) ∈ Vnull, d’où on déduit
que f(zw) ∈ Vnull ainsi zw ∈W . Par [35, Lem.3.2.17], (Vnull)fs = 0. Par [35, Prop.3.2.4
(ii)] (appliquée à W = W , V = Vnull), la restriction Z+-équivariante f : W → Vnull est
nulle. Encore par [35, Prop.3.2.4 (ii)] (appliquée à W = W , V = V ), on montre que
l’application W ↪→ Vfs est nulle, et donc W = 0. Ceci permet de conclure.

L’application (5.22) est fonctorielle en V . En particulier, pour J ⊆ Σ℘, la composée

JP (VJ−an) −→ JP (V ) −→ V

se factorise à travers VJ−an. On a de plus

Lemme 5.2.4. Soient U ∈ Repzla,c(M), f : U → JP (V ) un morphisme M -équivariant,
si l’image de la composée U → JP (V )→ V est contenue dans VJ−an, alors f se factorise
à travers JP (VJ−an).

Proof. On prend les notations de [35]. On a JP (V ) ∼= (V N0)fs et JP (VJ−an) ∼=
(
(VJ−an)N0

)
fs

(cf. [35, Def.3.4.5]), et l’application en (5.22) est la composée naturelle (V N0)fs →
V N0 → V . Comme l’image de U → JP (V ) → V est contenue dans VJ−an, on obtient
une application équivariante sous l’action de M+ (cf. [35, §3.2]): U → (VJ−an)N0 .
D’après [35, Prop.3.2.4 (ii)], cette dernière se factorise à travers

(
(VJ−an)N0

)
fs
, d’où le

lemme.

Soit U ∈ Repzla,c(M), notons C∞c (N,U) l’espace des fonctions localement constantes
à support compact sur N à valeurs dans U . Cet espace est muni d’une action de N
donnée par translation à droite sur les fonctions. On muni alors C∞c (N,U) d’une action
de P (qui prolonge celle de N) par

((mn) · f)(n′)
déf
= m(f(m−1n′mn)) (5.23)

pour tout m ∈M , n, n′ ∈ N et f ∈ C∞c (N,U). On a en fait C∞c (N,U) ∈ Repla,c(P ) (cf.
[36, §3.5]). On dispose d’un foncteur C∞c (N,−) : Repzla,c(M)→ Repla,c(P ). Le foncteur
de Jacquet-Emerton JP (−) est "adjoint" de droite à C∞c (N,−) (cf. [35, Thm.0.3]): il y
une bijection naturelle

HomP (C∞c (N,U), V )
∼−−→ HomM (U(δ), JP (V )) (5.24)
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pour tout U ∈ Repzla,c(M), V ∈ Repla,c(P ), où δ désigne le caractère module de M
associé au parabolique P .

Les résultats du reste de cette section ne seront utilisés que dans le prochain chapitre.
Supposons G quasi-déployé avec P étant un sous-groupe de Borel de G, M est donc un
tore, i.e. ZM = M . Par le théorème 5.2.1 et la discussion au-dessous de la proposition
5.1.17, pour toute représentation V localement J-analytique essentiellement admissible
de G sur E, il existe un faisceau cohérent JP (V )∨ sur M̂J tel que Γ

(
M̂J ,JP (V )∨

) ∼=
JP (V )∨b .

Proposition 5.2.5. Soit V une représentation localement J-analytique essentiellement
admissible de G, et supposons qu’il existe un sous-groupe ouvert compact H de G tel que
la restriction V |H soit isomorphe à CJ−an(H,E)⊕r pour un certain r ∈ Z≥1. Notons
M0

déf
= H ∩M (qui est donc un sous-groupe ouvert compact de M), pour un ouvert

admissible U de M̂J , Γ(U ,JP (V )∨) est un DJ(M0, E)-module sans torsion (voir (5.25)
ci-dessous pour l’action de DJ(M0, E) sur Γ(U ,JP (V )∨)).

L’action de DJ(M0, E) sur Γ(U ,JP (V )∨) provient de la composée

DJ(M0, E)
(5.18)−−−−→
∼

Γ((̂M0)J ,O(̂M0)J
) −→ Γ(M̂J ,OM̂J

) −→ Γ(U ,O
M̂J

) (5.25)

où la deuxième application est induite par le morphisme naturel: M̂J → (̂M0)J , χ 7→
χ|M0 .

Proof. Il suffit de montrer que Γ(U ,JP (V )∨) est un DJ(M0, E)-module sans torsion
pour tout affinoïde U ∼= SpmB de M̂J . Comme l’espace analytique rigide M̂J est
strictement quasi-Stein (cf. [33, Def.2.1.17 (iv)]), il admet un recouvrement admissible
{Ui ∼= SpmBi}i∈Z≥0

par des affinoïdes tel que Ui soit un ouvert admissible relativement
compact de Uj lorsque i < j. Il existe donc i ∈ Z≥0 tel que U soit un ouvert admissible
de Ui, et on a

Γ(U ,JP (V )∨)
∼−−→ Γ(Ui,JP (V )∨)⊗̂BiB

∼−−→ Γ(Ui,JP (V )∨)⊗Bi B

(où le deuxième isomorphisme découle du fait que Γ(Ui,JP (V )∨) est un Bi-module de
type fini). Comme B est plat sur Bi (cf. [11, Cor.7.3.2/6]), il suffit de montrer que
Γ(Ui,JP (V )∨) est un DJ(M0, E)-module sans torsion. Rappelons que JP (V )∨b est un
module coadmissible sur B déf

= Γ
(
M̂J ,OM̂J

) ∼= lim←−Bi, alors on a

Γ(Ui,JP (V )∨)
∼−−→ JP (V )∨b ⊗B Bi.

Comme Bi est plat sur B (cf. [71, Rem.3.2]), il suffit de montrer que JP (V )∨b est
un DJ(M0, E)-module sans torsion. D’après Emerton (cf. [35, (4.2.43)]), il existe
un recouvrement admissible affinoïde {Vn ∼= SpmAn}n∈Z≥1

de (M̂0)J avec Vi ⊆ Vi+1

relativement compact pour tout i, tel que (voir Not.5.2.6 ci-dessous)

JP (V )∨b
∼−−→ lim←−

n

(
E{{z, z−1}}⊗̂E[z](Wn⊗̂EAn)

)
(5.26)
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où Wn est un espace de Banach sur E et où z agit sur le An-module de Banach
orthonormalisable Wn⊗̂EAn par un opérateur An-linéaire et compact. Comme on a
DJ(M0, E) ∼= lim←−nAn, il suffit de montrer que E{{z, z−1}}⊗̂E[z](Wn⊗̂EAn) est un An-
module sans torsion, et on conclut par le corollaire 5.A.9 dans l’appendice ci-dessous.

Notation 5.2.6. Soient W , V deux E-espaces de Fréchet, notons W ⊗̂EV le pro-
duit tensoriel projectif (ou de manière équivalente le produit tensoriel injectif, voir [67,
Prop.17.6]) complété. Soit R une E-algèbre, supposons de plus que W et V sont munis
d’une action continue de R, on note W ⊗̂RV le quotient de W ⊗̂EV par l’adhérence du
sous-E-espace vectoriel engendré par 〈rw ⊗ v − w ⊗ rv〉 pour tout r ∈ R, w ∈ W et
v ∈ V .

5.3 Loi d’adjonction

5.3.1 Induites paraboliques

On donne des rappels sur les induites paraboliques localement Qp-analytiques suiv-
ant [36, §2].

Reprenons les notations du §5.2. Soient J ⊆ Σ℘, U ∈ Repla,c(P ), supposons de plus
U localement J-analytique, et posons

(IndGP U)J−an déf
=
{
f ∈ CJ−an(G,U) | f(bg) = b(f(g)) pour tout b ∈ P , g ∈ G

}
.

Onmunit ce dernier de la topologie induite (en tant que sous-espace fermé de CJ−an(G,U))
et d’une action de G à droite par (gf)(g′)

déf
= f(g′g) pour tous g, g′ ∈ G et f ∈

(IndGP U)J−an. On vérifie que (IndGP U)J−an est une représentation localement J-analytique
de G. On a par définition

(IndGP U)J−an ∼−−→
(
(IndGP U)Qp−an

)
J−an

.

D’après [36, Prop.2.1.2], on a

Proposition 5.3.1. Si U est une représentation localement J-analytique admissible
(resp. essentiellement admissible) de M , alors (IndGP U)J−an est une représentation
localement J-analytique admissible (resp. essentiellement admissible) de G.

Dans la suite de cette sous-section, on considère l’induite parabolique avec P (plutôt
que P ). Soit U ∈ Repla,c(M), qui est donc munie d’une action localement J-analytique
de P induite par celle de M via la projection P �M .

Soit f ∈ (IndG
P
U)J−an, notons

supp(f)
déf
= {x ∈ P\G | il existe g ∈ G tel que x = Pg et que f(g) 6= 0}
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qui est un sous-ensemble ouvert compact de P\G (cf. [36, (2.3)]). Soit Ω un ouvert de
P\G, posons

(IndG
P
U)J−an(Ω)

déf
= {f ∈ (IndG

P
U)J−an | supp(f) ⊆ Ω},

c’est un sous-E-espace vectoriel de (IndG
P
U)J−an stable sous l’action de g (cf. [36,

Lem.2.3.5 (ii)]).

Remarque 5.3.2. On voit facilement que (IndG
P
U)J−an(Ω) est le sous-E-espace vec-

toriel de (IndG
P
U)Qp−an(Ω) engendré par les vecteurs sur lesquels l’action de g ⊗Qp E

se factorise à travers gJ .

Supposons de plus Ω compact, d’après [36, Lem.2.3.3], on a un isomorphisme
d’espaces vectoriels topologiques

CJ−an(Ω, U)
∼−−→ (IndG

P
U)J−an(Ω). (5.27)

Soient f ∈ (IndG
P
U)J−an, Ω un ouvert de P\G, on définit la restriction de f à Ω

(cf. [36, §2.3]):

f |Ω(g)
déf
=

{
f(g) si Pg ∈ Ω

0 sinon
.

Soient Ω ⊆ Ω′ deux ouverts de P\G, on dispose donc d’une application

(IndG
P
U)J−an(Ω′) −→ (IndG

P
U)J−an(Ω) (5.28)

f 7→ f |Ω.

Soit x ∈ P\G, posons

(IndG
P
U)J−an

x
déf
= lim−→

x∈Ω

(IndG
P
U)J−an(Ω)

où Ω parcourt tous les voisinages de x ouverts compacts dans P\G, et où l’application
de transition est l’application de restriction (5.28). Soit f ∈ (IndG

P
U)J−an, notons fx

l’image de f dans (IndG
P
U)J−an

x via l’application naturelle (IndG
P
U)J−an → (IndG

P
U)J−an

x .
L’application (5.28) est équivariante sous l’action de g, ainsi (IndG

P
U)J−an

x est muni
d’une action naturelle de g pour tout x ∈ P\G. Soit g ∈ G, alors l’action de g sur
(IndG

P
U)J−an induit une application

(IndG
P
U)J−an(Ω)

g−−→ (IndG
P
U)J−an(Ωg−1),

on en déduit donc une application

g : (IndG
P
U)J−an

x −→ (IndG
P
U)J−an

xg−1 .

Enfin, par la remarque 5.3.2, (IndG
P
U)J−an

x est le sous-espace vectoriel de (IndG
P
U)

Qp−an
x

engendré par les vecteurs sur lesquels l’action de g⊗Qp E se factorise à travers gJ .
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Soit X une sous-représentation fermée de (IndG
P
U)Qp−an. Pour tout Ω ouvert de

P\G, on pose
X(Ω)

déf
= X ∩

(
(IndG

P
U)Qp−an(Ω)

)
,

qui est stable par g.

Définition 5.3.3 ([36, Def.2.4.1]). On dit que X est une sous-représentation fermée
locale de (IndG

P
U)Qp−an si pour tout f ∈ X et tout Ω ouvert compact de P\G, f |Ω ∈

X(Ω) ou, de manière équivalente, f |Ω est encore dans X.

Exemple 5.3.4. La représentation (IndG
P
U)J−an est une sous-représentation fermée

locale de (IndG
P
U)Qp−an.

Soit X une sous-représentation fermée locale de (IndG
P
U)Qp−an, pour x ∈ P\G,

posons
Xx

déf
= lim−→

x∈Ω

X(Ω)

qui est une sous-représentation de g de (IndG
P
U)

Qp−an
x . Notons e ∈ P\G le "neutre"

point (correspondant à P ). La représentation X est en fait déterminée par Xe:

Proposition 5.3.5 ([36, Prop.2.4.7 (iii)]). Avec les notations précédentes, on a

X =
{
f ∈ (IndG

P
U)Qp−an | g(fx) ∈ Xe pour tout x = Pg ∈ P\G

}
.

Notons CQp−pol(N,E) l’anneau affine du groupe algébrique Res
F℘
Qp N ×Qp E. On

munit CQp−pol(N,E) de la topologie convexe la plus fine. Cet espace a donc une action
naturelle (Qp-algébrique) de N et une action Qp-linéaire de n. Notons CJ−pol(N,E) le
sous-espace vectoriel fermé de CQp−pol(N,E) sur lequel l’action de n⊗Qp E se factorise
à travers nJ . On voit que CJ−pol(N,E) est stable sous l’action de N . Enfin, on munit
CQp−pol(N,E) d’une action de P (qui prolonge celle de N) par

((mn) · f)(n′)
déf
= m(f(m−1n′mn))

pour tout m ∈M et n, n′ ∈ N et f ∈ CQp−pol(N,E). Noter que CJ−pol(N,E) est encore
stable sous l’action de P .

Exemple 5.3.6. Soit N = Ga (donc N = F℘), on a

CQp−pol(F℘, E) ∼= E[σ(z)]σ∈Σp

déf
=
⊗
σ∈Σp

E[σ(z)].

Notons zmΣp
déf
=
∏
σ∈Σ℘

σ(z)mσ pour tout mΣ℘ = (mσ)σ∈Σ℘ ∈ Zd et 1τ
déf
= mΣ℘ ∈ Zd

avec mτ = 1 et mσ = 0 pour tout σ 6= τ . L’action de N = F℘ sur CQp−pol(F℘, E) est
donc donnée par

a · zmΣ℘ = (z + a)
mΣ℘
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pour tout a ∈ F℘ et mΣ℘ ∈ Zd≥0. L’action de nΣ℘ sur CQp−pol(F℘, E) est donnée par

Xσ · (zmΣ℘ ) =

{
0 si mσ = 0

mσz
mΣ℘

−1σ sinon

pour tout mΣ℘ ∈ Zd≥0, où Xσ = 1 ∈ nσ. On a alors

CJ−pol(F℘, E) ∼= E[σ(z)]σ∈J
déf
=
⊗
σ∈J

E[σ(z)].

Soit V un U(nΣ℘)-module, notons V n∞ déf
= lim−→k

V nk où V nk désigne le sous-U(nΣ℘)-
module de V annulé par (nΣ℘)k.

Lemme 5.3.7 ([36, Lem.2.5.3]). On a un isomorphisme de E-espaces vectoriels équiv-
ariant sous l’action de nΣp

CQp−pol(N,E)
∼−−→ HomE(U(nΣ℘), E)n

∞

f 7→
(
X 7→ (X · f)(1)

)
où nΣ℘ agit sur HomE(U(nΣ℘), E)n

∞ par la translation à droite sur les fonctions.

Remarque 5.3.8. La projection U(nΣ℘)� U(nJ) induit une injection

HomE(U(nJ), E)n
∞
↪−→ HomE(U(nΣ℘), E)n

∞
,(

où on voit HomE(U(nJ), E) comme U(nΣ℘)-module via la projection U(nΣ℘)� U(nJ)
)

dont l’image est le sous-E-espace vectoriel de HomE(U(nΣ℘), E)n
∞ engendré par les

vecteurs sur lesquels l’action de nΣ℘ se factorise à travers nJ . On a donc un diagramme
commutatif équivariant sous l’action de nΣ℘ :

CJ−pol(N,E)
∼−−−−→ HomE(U(nJ), E)n

∞y y
CQp−pol(N,E)

∼−−−−→ HomE(U(nΣ℘), E)n
∞

.

Pour une représentation localement Qp-analytique U de M sur E, posons

CQp−pol(N,U)
déf
= U ⊗E CQp−pol(N,E)

qui est muni d’une action localement Qp-analytique de P donnée par

((mn) · f)(n′) = m(f(m−1n′mn)) (5.29)

pour tout m ∈ M , n, n′ ∈ N et f ∈ CQp−pol(N,U). Si U est de plus localement
J-analytique pour un certain J ⊆ Σ℘, posons

CJ−pol(N,U)
déf
= U ⊗E CJ−pol(N,E).
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On vérifie que CJ−pol(N,U) = CQp−pol(N,U)J−an comme représentations de P .

Par le lemme 5.3.7, on a un isomorphisme de E-espaces vectoriels équivariant sous
l’action de nΣ℘ :

CQp−pol(N,U)
∼−−→ HomE(U(nΣ℘), U)n

∞
.

Comme on a U(gΣ℘) ∼= U(pΣ℘) ⊗E U(nΣ℘), on obtient un isomorphisme de E-espaces
vectoriels

HomE(U(nΣ℘), U)n
∞ ∼−−→ HomU(pΣ℘

)(U(gΣ℘), U)n
∞

où U est muni d’une action de pΣ℘ induite par celle de mΣ℘ via la projection pΣ℘ � mΣ℘ .
Par conséquent, on peut munir CQp−pol(N,U) d’une action de gΣ℘ induite par l’action
naturelle de gΣ℘ sur HomU(pΣ℘

)(U(gΣ℘), U)n
∞ via l’isomorphisme

CQp−pol(N,U)
∼−−→ HomU(pΣ℘

)(U(gΣ℘), U)n
∞
. (5.30)

Proposition 5.3.9 ([36, Lem.2.5.8]). L’action de gΣ℘ sur CQp−pol(N,U) est continue
et compatible avec celle de P , i.e. les actions de pΣ℘ induites par gΣ℘ (en restriction)
et par P sont les mêmes.

Remarque 5.3.10. Supposons de plus U localement J-analytique, par la remarque
5.3.8, on voit que l’application (5.30) induit un isomorphisme

CJ−pol(N,U)
∼−−→ HomU(pJ )(U(gJ), U)n

∞
.

On peut donc munir CJ−pol(N,U) d’une action de gJ (ainsi que d’une action de gΣ℘ via
la projection gΣ℘ � gJ). Le plongement CJ−pol(N,U) ↪→ CQp−pol(N,U) est équivariant
sous l’action de gΣ℘ et de P .

Proposition 5.3.11 ([36, (2.5.20)]). On a une injection équivariante sous l’action de
gΣ℘

CQp−pol(N,U) ↪−→ (IndG
P
U)

Qp−an
e (5.31)

dont l’image est dense.

Remarque 5.3.12. Si U est de plus localement J-analytique, l’application (5.31) induit
une injection équivariante sous l’action de gΣ℘ :

CJ−pol(N,U) ↪−→ (IndG
P
U)J−an

e . (5.32)

De la même façon que dans [36, §2.5], on montre que l’image de (5.32) est dense.

En voyant U comme fonctions constantes de N à valeur dans U , on obtient un
plongement équivariant sous l’action de P (où l’action de P sur U est induite par la
projection P �M):

U ↪−→ CQp−pol(N,U). (5.33)

Si U est de plus localement J-analytique, alors (5.33) se factorise à travers CJ−pol(N,U).
On déduit de (5.33) une application équivariante sous l’action de gΣ℘ et P :

U(gΣ℘)⊗U(pΣ℘ ) U −→ CQp−pol(N,U). (5.34)
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Remarque 5.3.13. Supposons de plus U localement J-analytique, comme CJ−pol(N,U)
est un sous-espace vectoriel de CQp−pol(N,U) stable sous l’action de P et gΣ℘ , et contient
l’image de l’application (5.33), l’image de (5.34) est aussi contenue dans CJ−pol(N,U).
Par conséquent, l’application (5.34) se factorise en une application

U(gJ)⊗U(pJ ) U −→ CJ−pol(N,U). (5.35)

Notons CQp−an
c (N,U) le sous-espace vectoriel de CQp−an(N,U) engendré par les fonc-

tions à support compact, muni d’une action de P donnée par

((mn) · f)(n′)
déf
= m(f(m−1n′mn))

pour toutm ∈M , n, n′ ∈ N et f ∈ CQp−an(N,U). Par le plongement ouvertN ↪→ P\G,
on déduit de (5.27) une application

CQp−an
c (N,U) −→ (IndG

P
U)Qp−an(N) (5.36)

qui est un isomorphisme topologique équivariant sous l’action de P , par [36, Lem.2.3.6].
On voit par définition que C∞c (N,U) (muni de l’action de P donnée par (5.23)) est une
sous-représentation de P de CQp−an

c (N,U), donc de (IndG
P
U)Qp−an(N). Notons IG

P
(U)

la sous-représentation de G donnée par l’adhérence dans (IndG
P
U)Qp−an de la sous-

représentation de G engendrée par C∞c (N,U). Si U est de plus localement J-analytique,
le plongement C∞c (N,U) ↪→ (IndG

P
U)Qp−an(N) se factorise à travers (IndG

P
U)J−an(N),

par conséquent, IG
P

(U) est une sous-représentation fermée de (IndG
P
U)J−an. En partic-

ulier, dans ce cas, IG
P

(U) est aussi localement J-analytique.

Définition 5.3.14 ([36, Def.0.11]). Soit U une représentation localement Qp-analytique
de M sur E, notons H déf

= EndM (U,U). On dit que U est recevable si les conditions
suivantes sont satisfaites:

(1) U est un espace de type compact et l’action de DQp(ZM , E) sur U∨b (le dual fort

de U) se prolonge à une action continue de Γ
(

(̂ZM )Qp ,O(̂ZM )Qp

)
;

(2) tout élément de LH[M ](U⊗EW1, U⊗EW2) est strict (i.e. son image est fermée)
pour toutes représentations algébriques de dimension finie W1, W2 de M (où l’action de
H[M ] sur U ⊗E Wi est donnée par (hm) · (u⊗w) = (h(mu))⊗ (mw) pour tout h ∈ H,
m ∈M , u ∈ U et w ∈Wi).

Remarque 5.3.15. Si U est de plus localement J-analytique, alors on peut remplacer
DQp(ZM , E) et Γ

(
(̂ZM )Qp ,O(̂ZM )Qp

)
par DJ(ZM , E) et Γ

(
(̂ZM )J ,O(̂ZM )J

)
dans la

condition (1).

Exemple 5.3.16. (1) Toutes les représentations localement Qp-analytiques essentielle-
ment admissibles de M sont recevables. En effet, soit U une représentation localement
Qp-analytique essentiellement admissible de M , la condition (1) est satisfaite par défi-
nition. Soient W1, W2 deux représentations algébriques de dimension finie, on voit que
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LH[M ](U ⊗EW1, U ⊗EW2) est un sous-espace vectoriel de HomM (U ⊗EW1, U ⊗EW2).

Mais on sait que les représentations Ui
déf
= U ⊗EWi, i = 1, 2, sont aussi essentiellement

admissibles, on en déduit que tout élément de HomM (U ⊗EW1, U ⊗EW2) est strict (cf.
[33, Prop.6.4.11]).

(2) Supposons M = Z abélien, soient F un faisceau cohérent sur ẐΣ℘ et U un
ouvert admissible strictement quasi-Stein de ẐΣ℘ (cf. [33, Def.2.1.17 (iv)]), alors

la représentation U
déf
= Γ(U ,F)∨b de Z

(
où l’action de Z provient de la composée

Z → Γ
(
ẐΣ℘ ,OẐΣ℘

)
→ Γ(U ,OU )

)
est recevable: On voit que U satisfait la condition

(1) car U est strictement quasi-Stein. Notons R déf
= Γ(U ,OU ), on a un morphisme de

E-algèbres R→ EndM (U) induit par l’application naturelle R→ EndR(U∨b ), r 7→ (u 7→
ru). Soient W1, W2 deux représentations algébriques de dimension r1, r2, on voit que
LH[M ](U ⊗EW1, U ⊗EW2) est un sous-espace vectoriel de HomH(U ⊗EW1, U ⊗EW2),
et donc un sous-espace vectoriel de HomR(U⊕r1 , U⊕r2) ∼= HomR

(
(U⊕r2)∨b , (U

⊕r2)∨b
)
(où

l’isomorphisme découle du fait que U est réflexif). Mais tout élément de HomR

(
(U⊕r2)∨b , (U

⊕r2)∨b
)

est strict puisque U∨b est un R-module coadmissible, d’où la condition (2).

Par [36, Lem.2.8.8 et Prop.2.8.10], on a

Proposition 5.3.17. Soit U une représentation localement Qp-analytique recevable de
M sur E, alors IG

P
(U)e est une sous-représentation fermée locale de (IndG

P
U)Qp−an. De

plus, la fibre IG
P

(U)e est le sous-E-espace vectoriel fermé de (IndG
P
U)

Qp−an
e engendré

par l’image de la composée:

U(gΣ℘)⊗U(pΣ℘ ) U −→ CQp−pol(N,U) −→ (IndG
P
U)

Qp−an
e .

Ceci, combiné avec les remarques 5.3.12 et 5.3.13, permet d’obtenir

Corollaire 5.3.18. Supposons de plus U localement J-analytique, alors la fibre IG
P

(U)e

est le sous-espace fermé de (IndG
P
U)J−an

e engendré par l’image de la composée:

U(gJ)⊗U(pJ ) U −→ CJ−pol(N,U) −→ (IndG
P
U)J−an

e .

Par (5.24), on peut déduire du plongement de P -représentations C∞c (N,U) →
(IndG

P
U)Qp−an une application fermée M -équivariante

U(δ) −→ JP
(
(IndG

P
U)Qp−an

)
. (5.37)

Soit P0 un sous-groupe ouvert compact de P avec M0
déf
= P0∩M , par (5.22), on obtient

une application fermée M0-équivariante

U(δ) −→ (IndG
P
U)Qp−an. (5.38)

D’après [36, Lem.2.8.3], IG
P

(U) est la sous-représentation fermée de (IndG
P
U)Qp−an en-

gendrée par l’image de (5.38).
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Proposition 5.3.19 ([36, Cor.5.1.4]). Le plongement de représentations de G: IG
P

(U) ↪→
(IndG

P
U)Qp−an induit un isomorphisme:

JP
(
IG
P

(U)
) ∼−−→ JP

(
(IndG

P
U)Qp−an

)
. (5.39)

5.3.2 Loi d’adjonction

On fixe un sous-groupe ouvert compact P0 de P dans cette sous-section. Par con-
séquent, on fixe le plongement (5.22) pour tout objet V de Repla,c(G).

Soient V un objet de Repla,c(G) et U un objet de Repzla,c(M). Étant donné un
morphisme de représentations localement Qp-analytiques de G sur E

IG
P

(U) −→ V,

en prenant les modules de Jacquet-Emerton puis la composition avec (5.37) et l’inverse
de (5.39), on obtient un morphisme M -équivariant

U(δ) −→ JP (V ).

On a alors une injection
(
car la représentation IG

P
(U) peut être "engendrée" par U(δ),

cf. [36, (0.4)]
)

HomG

(
IG
P

(U), V
)
↪−→ HomM

(
U(δ), JP (V )

)
. (5.40)

Du plongement pΣ℘-équivariant (5.22), on déduit une application U(gΣ℘)-équivariante

U(gΣ℘)⊗U(pΣ℘ ) JP (V ) −→ V, X ⊗ w 7→ X · w, (5.41)

pour tout X ∈ U(gΣ℘) et w ∈ JP (V ), où l’on note encore w son image dans V via
(5.22).

On munit U d’une action de pΣ℘ par la projection pΣ℘ � mΣ℘ , et on dispose donc
d’une application U(gΣ℘)-équivariante donnée par la composée

U(gΣ℘)⊗U(pΣ℘ ) U(δ) −→ U(gΣ℘)⊗U(pΣ℘ ) JP
(
IG
P

(U)
)
−→ IG

P
(U). (5.42)

Signalons que si U est de plus localement J-analytique, alors (5.42) se factorise à travers:

U(gJ)⊗U(pJ ) U(δ) −→ U(gJ)⊗U(pJ ) JP
(
IG
P

(U)
)
−→ IG

P
(U), (5.43)

car IG
P

(U) est aussi localement J-analytique dans ce cas (voir la discussion au-dessus
de Déf.5.3.14).

Définition 5.3.20 ([36, Def.0.8]). Soient V un objet de Repla,c(G) et U un objet de
Repzla,c(M), un morphisme de représentations localement Qp-analytiques de M :

ι : U(δ) −→ JP (V )
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est dit équilibré si le noyau de la composée

U(gΣ℘)⊗U(pΣ℘ ) U(δ)
id⊗ι−−−→ U(gΣ℘)⊗U(pΣ℘ ) JP (V )

(5.41)−−−−→ V (5.44)

contient celui de (5.42). Désignons par HomM (U(δ), JP (V ))bal le sous-espace vectoriel
de HomM (U(δ), JP (V )) engendré par les morphismes équilibrés.

Remarque 5.3.21. (1) On voit facilement que l’image de l’application (5.40) est con-
tenue dans HomM (U(δ), JP (V ))bal.

(2) Les applications (5.42) et (5.44) dépendent du choix de P0, mais la condition
pour que ι soit équilibré est en fait indépendante du choix de P0 (voir [36, Def.0.8]).

Reprenons les notations de Déf.5.3.20, comme δ est un caractère lisse de M , on a
un isomorphisme canonique de E-espaces vectoriels topologiques gΣ℘-équivariant

U(gΣ℘)⊗U(pΣ℘ ) U
∼−−→ U(gΣ℘)⊗U(pΣ℘ ) U(δ), a⊗ u 7→ a⊗ u. (5.45)

Lemme 5.3.22. L’isomorphisme (5.45) induit un isomorphisme entre le noyau de
(5.34) et celui de (5.42).

Proof. L’application (5.38) est égale à la composée suivante (voir la preuve de [36,
Lem.2.8.3])

U(δ) −→ C∞c (N,U) ↪−→ (IndG
P
U)Qp−an

où la première application envoie u sur fu ∈ C∞c (N,U): fu(x) = u pour tout x ∈ N0(=
P0 ∩ N) et fu(x) = 0 si x ∈ N \ N0 et où on renvoie à la discussion au-dessus de la
Déf.5.3.14 pour la deuxième application). On en déduit que le noyau de (5.42) est égal
au noyau de l’application (voir (5.36))

U(gΣ℘)⊗U(pΣ℘ ) U(δ) −→ CQp−an
c (N,U). (5.46)

Or, la composition de (5.46) et (5.45) est égale à la composée suivante (cf. [36, §2.5 et
§2.8])

U(gΣ℘)⊗U(pΣ℘ ) U
(5.34)−−−−→ CQp−pol(N,U)

↪−→ CQp−pol(N,U)⊗E C∞c (N,E) ↪−→ CQp−an
c (N,U)

où la deuxième application envoie f sur f⊗1N0

(
1N0 ∈ C∞c (N,E) est tel que 1N0(x) = 1

pour tout x ∈ N0 et 1N0(x) = 0 pour tout x ∈ N \N0

)
, et où on renvoie à [36, (2.5.23)

et Lem.2.5.24] pour la troisième application. Le lemme en découle.

De même, on a

Lemme 5.3.23. Soit J ⊆ Σ℘ et supposons U localement J-analytique, alors l’isomorphisme
canonique de E-espaces vectoriels topologiques gJ -équivariant

U(gJ)⊗U(pJ ) U
∼−−→ U(gJ)⊗U(pJ ) U(δ), a⊗ u 7→ a⊗ u,

induit un isomorphisme entre le noyau de (5.35) et celui de (5.43).
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Proposition 5.3.24. Soit J ⊆ Σ℘, reprenons les notations de la définition 5.3.20 et
supposons de plus U localement J-analytique, alors un morphisme ι : U(δ) → JP (V )
est équilibré si et seulement si les conditions suivantes sont satisfaites:

(1) L’image de ι est contenue dans JP (VJ−an);

(2) Le noyau de la composée

U(gJ)⊗U(pJ ) U(δ)
id⊗ι−−−→ U(gJ)⊗U(pJ ) JP (V ) −→ V

contient celui de la composée en (5.43).

Proof. Supposons ι équilibré, comme l’application (5.42) se factorise à travers U(gJ)⊗U(pJ )

U(δ), l’application (équivariante sous l’action de gΣ℘)

U(gΣ℘)⊗U(pΣ℘ ) Im(ι) −→ V

se factorise par U(gJ) ⊗U(pJ ) Im(ι) → VJ−an, d’où on déduit que Im(ι) ⊆ JP (VJ−an)
par le lemme 5.2.4. La condition (2) est satisfaite car ι est équilibré.

Réciproquement, supposons que ι satisfait les conditions (1) et (2). Par (1), on voit
que l’application (5.44) se factorise par

U(gJ)⊗U(pJ ) U(δ)
id⊗ι−−−→ U(gJ)⊗U(pJ ) JP (VJ−an) −→ VJ−an,

(puisque la composée JP (VJ−an) → JP (V ) → V se factorise à travers VJ−an, voir la
discussion au-dessus du lemme 5.2.4). Le fait que ι soit équilibré découle alors de la
condition (2).

Définition 5.3.25 ([36, Def.0.12]). Soit V une représentation localement Qp-analytique
admissible de G sur E, on dit que V est très fortement admissible s’il existe une injection
continue de représentations de G sur E: V ↪→W avec W une représentation de Banach
admissible de G (cf. [70, §3]).

Théorème 5.3.26 ([36, Th.0.13]). Soient U une représentation localement Qp-analytique
recevable de M sur E, V une représentation localement Qp-analytique très fortement
admissible de G sur E, alors l’application (cf. (5.40))

HomG

(
IG
P

(U), V
)
−→ HomM

(
U(δ), JP (V )

)bal

est bijective.

5.3.3 Le cas GL2(F℘)

On applique les résultats qui précèdent au cas où G = GL2(F℘), P = B(F℘) (le sous-
groupe de Borel triangulaire supérieur), B(F℘) (le sous-groupe de Borel triangulaire

inférieur),M = T (F℘) etN =

{(
1 λ
0 1

)
, λ ∈ F℘

}
(voir [17, §2.1] pour le cas GL2(Qp)).
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Le caractère module δ de P est donc égal à unr(q−1) ⊗ unr(q) où unr(z) désigne le
caractère non ramifié de F×℘ envoyant $ sur z. Pour tout σ ∈ Σ℘, notons hσ

déf
=(

1 0
0 −1

)
∈ tσ

(
où t désigne l’algèbre de Lie de T (F℘)

)
, X+,σ

déf
=

(
0 1
0 0

)
∈ nσ, et

X−,σ
déf
=

(
0 0
1 0

)
∈ nσ.

Soit U un objet de Repzla,c(T (F℘)), comme CQp−pol(N,E) ∼= E[σ(z)]σ∈Σ℘ (cf. l’exemple
5.3.6), on a un isomorphisme

CQp−pol(N,U)
∼−−→ U [σ(z)]σ∈Σ℘ .

Rappelons que CQp−pol(N,U) est muni d’une action de gΣ℘ par (5.30), le lemme suivant
suit directement de la définition de cette action (voir l’exemple 5.3.6 pour les notations).

Lemme 5.3.27. L’action de gΣ℘ sur U [σ(z)]σ∈Σ℘ est donnée comme suit.

(1) Pour tout Zσ =

(
aσ 0
0 dσ

)
∈ tσ et tout u ∈ U , mΣ℘ ∈ Zd≥0, on a

Zσ · (uzmΣ℘ ) = mσ(dσ − aσ)uz
mΣ℘ + (Zσ · u)z

mΣ℘ .

(2) Pour tout u ∈ U , mΣ℘ ∈ Zd≥0, on a

X+,σ · (uzmΣ℘ ) =

{
0 si mσ = 0

mσuz
mΣ℘

−1σ sinon
.

(3) Pour tout u ∈ U , mΣ℘ ∈ Zd≥0, on a

X−,σ · (uzmΣ℘ ) = (hσ · u)z
mΣ℘

+1σ −mσuz
mΣ℘

+1σ .

Comme U(gJ) ∼= U(nJ)⊗E U(pJ), on a un isomorphisme

U(nJ)⊗E U
∼−−→ U(gJ)⊗U(pJ ) U.

Par le lemme précédent, on obtient

Lemme 5.3.28. La composée

U(nJ)⊗E U
∼−−→ U(gJ)⊗U(pJ ) U

(5.35)−−−−→ CJ−pol(N,U)

est donnée par (
⊗σ∈J Xmσ

−,σ
)
u 7→

(∏
σ∈J

mσ−1∏
j=0

(hσ − j)
)
· uzmΣ℘

pour tout mΣ℘ ∈ Zd≥1 et u ∈ U .
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Proposition 5.3.29. Soit U une représentation localement J-analytique recevable de
T (F℘) sur E (donc munie d’une action E-linéaire de tJ), supposons de plus que U est
un U(tJ)-module divisible

(
i.e. pour tout u ∈ U et X ∈ U(tJ), X 6= 0, il existe u′ ∈ U

tel que X · u′ = u
)
, alors le plongement de représentations de GL2(F℘):

I
GL2(F℘)

B(F℘)
(U) ↪−→

(
Ind

GL2(F℘)

B(F℘)
U
)J−an

est un isomorphisme.

Proof. Comme U est divisible comme U(tJ)-module, par le lemme 5.3.28, l’application
(5.35) est surjective. La proposition découle alors de Cor.5.3.18, Rem.5.3.12 et Prop.5.3.5.

Remarque 5.3.30. Soit T0 un sous-groupe ouvert compact de T (F℘), U(tJ) est donc
une sous-E-algèbre de DJ(T0, E). En particulier, U est un U(tJ)-module divisible si U∨b
est un DJ(T0, E)-module sans torsion.

La proposition 5.3.29, combinée avec le théorème 5.3.26, permet d’obtenir le corol-
laire suivant.

Corollaire 5.3.31. Soient U une représentation localement J-analytique recevable de
T (F℘) telle que U soit un U(tJ)-module divisible, et V une représentation localement
Qp-analytique très fortement admissible de GL2(F℘), alors il y a une bijection naturelle

HomGL2(F℘)

((
Ind

GL2(F℘)

B(F℘)
U
)J−an

, V
)
∼−−→ HomT (F℘)

(
U(δ), JB(V )

)bal
.

Définition 5.3.32. Soit χ = χ1 ⊗ χ2 un caractère localement Qp-analytique de T (F℘)
à valeurs dans E×, on dit que χ est σ-dominant pour B(F℘) si kχ1,σ − kχ2,σ ∈ Z≥0 (cf.
Déf.3.4.1). Notons

CB(χ)
déf
=
{
σ ∈ Σ℘ | χ1 ⊗ χ2 est σ-dominant

}
.

Pour un caractère localement Qp-analytique χ de T (F℘) à valeurs dans E×, on note
E[χ] = E · eχ la représentation de T (F℘) correspondante. On vérifie directement que
l’action de tΣ℘ sur E[χ] est donnée par(

aσ 0
0 dσ

)
· eχ = (aσkχ1,σ + dσkχ2,σ)eχ

pour tout
(
aσ 0
0 dσ

)
∈ tσ et σ ∈ Σ℘.

Proposition 5.3.33. Soit χ un caractère localement J-analytique de T (F℘) à valeurs
dans E× tel que J ∩ CB(χ) = ∅, alors l’application (cf. (5.35))

U(gJ)⊗U(pJ ) E[χ] −→ CJ−pol(N,E[χ])

est un isomorphisme.
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Proof. On a hσ · eχ = (kχ1,σ − kχ2,σ)eχ avec kχ1,σ − kχ2,σ /∈ Z≥0, la proposition découle
donc du lemme 5.3.28.

Corollaire 5.3.34. Soient χ = χ1⊗χ2 un caractère localement J-analytique de T (F℘)
à valeurs dans E×, et V une représentation localement Qp-analytique très fortement
admissible de GL2(F℘) sur E. Supposons de plus CB(χ) ∩ J = ∅, alors on a une
bijection de E-espaces vectoriels

HomGL2(F℘)

((
Ind

GL2(F℘)

B(F℘)
χ1 ⊗ χ2

)J−an
, V
)
∼−−→ HomT (F℘)

(
E[χ](δ), JP (VJ−an)

)
Proof. Comme CB(χ)∩J = ∅, par la proposition 5.3.33 et le lemme 5.3.23, la composée
en (5.43) est injective (avec U = E[χ]). Par la proposition 5.3.24, on a alors une bijection

HomT (F℘)

(
E[χ](δ), JP (V )

)bal ∼−−→ HomT (F℘)

(
E[χ](δ), JP (VJ−an)

)
.

De plus, de la même façon que dans la preuve de Prop. 5.3.29 et par Prop. 5.3.33, le
plongement de représentations de GL2(F℘)

I
GL2(F℘)

B(F℘)
E[χ] ↪−→

(
Ind

GL2(F℘)

B(F℘)
χ1 ⊗ χ2

)J−an

est un isomorphisme
(
cela découle aussi du fait que la représentation localement J-

analytique
(

Ind
GL2(F℘)

B(F℘)
χ1⊗χ2

)J−an de GL2(F℘) est topologiquement irréductible selon

[74, Cor.2.10]
)
. Ce corollaire découle donc du théorème 5.3.26.

Remarque 5.3.35. Signalons que ce corollaire peut aussi se déduire comme cas parti-
culier de [16, Thm.4.3].
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Appendice

5.A

Le but de cet appendice est de montrer le corollaire 5.A.9, qui joue un rôle essentiel
dans la preuve de la proposition 5.2.5.

Soit A une algèbre affinoïde intègre sur E munie d’une norme ‖ · ‖A, notons

A〈X1, · · · , Xs〉
déf
=

{ ∑
m∈Zs≥0

amX
m
∣∣ am ∈ A tels que ‖am‖A → 0, |m| → +∞

}

qui est une algèbre affinoïde munie de la norme de Gauss, où Xm déf
=
∏

1≤i≤sX
mi
i et

|m| déf
=
∑s

i=1mi. Posons

A{{X1, · · · , Xs}}
déf
=

{ ∑
m∈Zs≥0

amX
m
∣∣ am ∈ A

tels que ‖am‖Ar|m| → 0, |m| → +∞,∀r ∈ R+

}
.

On a donc
A{{X1, · · · , Xs}}

∼−−→ lim←−
n

A〈$nX1, · · · , $nXs〉

où

A〈$nX1, · · · , $nXs〉 =

{ ∑
m∈Zs≥0

am$
n|m|Xm

∣∣ am ∈ A tels que ‖am‖A → 0, |m| → +∞
}
.

et où les morphismes de transition sont les injections canoniques. On munitA{{X1, · · · , Xs}}
de la topologie limite projective, donc A{{X1, · · · , Xs}} est un E-espace de Fréchet.

Lemme 5.A.1. On a un isomorphisme d’espaces de Fréchet sur E

E{{X1, · · · , Xs}}⊗̂EA
∼−−→ A{{X1, · · · , Xs}}

147
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Proof. On a

E{{X1, · · · , Xs}}⊗̂EA
∼−−→
(

lim←−
n

E〈$nX1, · · · , $nXd〉
)
⊗̂EA

∼−−→ lim←−
n

(
E〈$nX1, · · · , $nXd〉⊗̂EA

) ∼−−→ lim←−
n

A〈$nX1, · · · , $nXd〉

∼−−→ A{{X1, · · · , Xs}} (5.47)

où le deuxième isomorphisme suit de [33, Prop.1.1.29] et où le troisième isomorphisme
découle de [11, Prop.6.1.1/11].

Notons A{{z, z−1}} déf
= A{{X1, X2}}/(X1X2 − 1) et

A〈$nz,$nz−1〉 déf
= A〈$nX1, $

nX2〉/(X1X2 − 1).

Soient M un module de Banach orthonormalisable sur A, u un opérateur A-linéaire
compact sur M (cf. [24, §A1]). On peut voir M comme un E[z]-module (et un A[z]-
module) avec z ·m = u(m) pour tout m ∈M .

Lemme 5.A.2. On a un isomorphisme de A{{z, z−1}}-modules

E{{z, z−1}}⊗̂E[z]M
∼−−→ A{{z, z−1}}⊗̂A[z]M.

Proof. On sait queE{{z, z−1}}⊗̂E[z]M est le quotient de l’espace de FréchetE{{z, z−1}}⊗̂EM
par le sous-E-espace vectoriel fermé V engendré par 〈zf ⊗ m − f ⊗ (z · m)〉 pour
tout f ∈ E{{z, z−1}} et m ∈ M

(
noter que V est en fait un A{{z, z−1}}-module où

l’action de A provient de celle surM
)
. De même, A{{z, z−1}}⊗̂A[z]M est le quotient de

A{{z, z−1}}⊗̂AM par le sous-A-module (sous-A{{z, z−1}}-module) fermé V ′ engendré
par 〈zf ⊗m− f ⊗ (z ·m)〉 pour tout f ∈ A{{z, z−1}} et m ∈M . Par le lemme 5.A.1,
on a

E{{z, z−1}}⊗̂EM
∼−−→ E{{z, z−1}}⊗̂EA⊗̂AM

∼−−→ A{{z, z−1}}⊗̂AM.

Cet isomorphisme induit un isomorphisme (de A{{z, z−1}}-modules) entre V et V ′,
d’où le lemme.

Pour tout n ∈ Z>0, considérons le module Mn
déf
= A〈$nz,$nz−1〉⊗̂A[z]M . Par

[35, Prop.2.2.6 (ii)], Mn est un An
déf
= A〈$nz,$nz−1〉-module de type fini. Notons

BA[q−n, qn]
déf
= Spm(A〈$nz,$nz−1〉), etMn le faisceau cohérent sur BA[q−n, qn] asso-

cié à Mn. Comme les affinoïdes
{
BA[q−n, qn]

}
n∈Z>0

forment un recouvrement admissi-
ble de SpmA×Gm, on peut recoller les {Mn}n∈Z>0 pour obtenir un faisceau cohérent
M sur SpmA×Gm. On a

Γ(SpmA×Gm,M) ∼= lim←−
n

(
An⊗̂A[z]M

) ∼= A{{z, z−1}}⊗̂A[z]M. (5.48)
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En effet, comme dans le lemme 5.A.2, on a An⊗̂A[z]M ∼= E〈$nz,$nz−1〉⊗̂E[z]M . Mais
d’après [33, Prop.1.1.29], l’application

E{{z, z−1}}⊗̂EM −→ lim←−
n

(
E〈$nz,$nz−1〉⊗̂EM

)
est un isomorphisme. Donc le deuxième isomorphisme en (5.48) en découle de la même
façon que dans la preuve du lemme 5.A.2.

Soit x ∈ (SpmA × Gm)(E), notons Mx
déf
= lim−→U Γ(U ,M) (où U parcourt tous

les ouverts admissibles contenant x) la fibre de M en x. Soit n ∈ Z>0 tel que x ∈
BA[q−n, qn], notons mx l’idéal maximal de An associé à x, kx le corps résiduel en x (qui
est une extension finie de E), (An)mx le localisé de An en mx, (Mn)mx le localisé de Mn

en mx, et (Mn)mx
déf
= (Mn)mx ⊗(An)mx

kx ∼= Mn ⊗An kx. Comme (An)mx est un anneau
local noethérien (cf. [11, Prop.7.3.2/7]), par le lemme de Nakayama, on sait que

(Mn)mx = 0⇔ (Mn)mx = 0.

Notons
supp(M)

déf
= {x ∈ (SpmA×Gm)(E) | Mx 6= 0} (5.49)

le support deM (cf. [11, §9.5.2]).

Lemme 5.A.3. On a

supp(M) ∩BA[q−n, qn] =
{
x ∈ (SpmAn)(E) | (Mn)mx 6= 0

}
.

Proof. Par [11, Prop.9.4.2/6], on a pour tout x ∈ (BA[q−n, qn])(E)

Mx = 0⇔ (Mn)mx = 0.

Le lemme découle donc du lemme de Nakayama.

Notons F (z) ∈ A{{z}} la série caractéristique de u sur M (cf. [24, A.2]), et Z le
lieu des zéros de F (z−1) dans SpmA×Gm. La proposition qui suit a été mentionnée à
la fin de la preuve de [35, Prop.4.2.36], on en donne une preuve pour la commodité du
lecteur.

Proposition 5.A.4. On a supp(M) = Z.

Proof. Soient y un point de SpmA, my l’idéal maximal de A associé, notons ky
déf
= A/my

qui est une extension finie de E. Le point y correspond à un morphisme

iy : Spec ky ×Gm −→ SpmA×Gm.

Considérons le ky-espace vectoriel My
déf
= M⊗̂Aky qui est muni naturellement d’une

action ky-linéaire de u ⊗ 1. De plus, u ⊗ 1 est aussi un opérateur compact. Notons
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Fy(T ) ∈ ky{{T}} la série caractéristique de u ⊗ 1 sur My, par [24, Lem.A.2.5], Fy(T )
est l’image de F (T ) via la projection

A{{T}} −→ A/my{{T}}.

Donc le lieu des zéros Zy de Fy(T−1) dans ky×Gm est égal à i−1
y (Z). Notons supp(M)y

déf
=

i−1
y (supp(M)). Il suffit de montrer Zy = supp(M)y pour tout y ∈ SpmA. No-

tons My
déf
= M|ky×EGm , on voit que My|Bky [q−n,qn] est le faisceau cohérent associé

au ky〈$nz,$nz−1〉-module

Mn,y
déf
= Mn⊗̂Anky〈$nz,$nz−1〉 ∼= Mn ⊗An ky〈$nX,$nz−1〉

(où l’isomorphisme découle du fait que Mn est un An-module de type fini). De plus,
on a des isomorphismes de ky〈$nz,$nz−1〉-modules:

Mn⊗̂Anky〈$nz,$nz−1〉 ∼−−→ (M⊗̂A[z]An)⊗̂Anky〈$nz,$nz−1〉
∼−−→M⊗̂A[z]ky〈$nz,$nz−1〉 ∼−−→M⊗̂A[z]ky[z]⊗̂ky [z]ky〈$nz,$nz−1〉

∼−−→My⊗̂ky [z]ky〈$nz,$nz−1〉.

DoncMy est en fait le faisceau cohérent associé au module ky{{z, z−1}}⊗̂ky [z]My. Soit
x ∈ Im(iy(Bky [q

−n, qn])), on voit que

(Mn)mx
∼= Mn ⊗An kx ∼= Mn ⊗An ky〈$nz,$nz−1〉 ⊗ky〈$nz,$nz−1〉 kx

∼= Mn,y ⊗ky〈$nz,$nz−1〉 kx ∼= (Mn,y)mx ,

d’où on déduit que supp(M)y = supp(My) par le lemme 5.A.3
(
où supp(My) est défini

comme dans (5.49) en remplaçantM et A parMy et ky
)
. On se ramène donc à montrer

que supp(My) = Zy pour tout y ∈ SpmA.

Comme les affinoïdes
{
Bky [q

−n, qn] ∼= Spm ky〈$nz,$nz−1〉
}
n∈Z≥1

forment un re-
couvrement admissible de Spm ky ×Gm, il suffit de montrer que pour tout n suffisam-
ment grand, supp(My) ∩ Bky [q−n, qn] = Zy ∩ Bky [q−n, qn]. Quitte à augmenter n s’il
faut, on peut supposer que My est un module sur ky〈$nz〉, alors on a

ky〈$nz,$nz−1〉⊗̂ky [z]My
∼−−→ ky〈$nz,$nz−1〉⊗̂ky〈$nz〉My.

Par [54, Prop.4], il existe p(z) ∈ ky[z] avec tous ses zéros contenus dans Bky [q−n, qn],
et q(z) ∈ ky〈$nz,$nz−1〉 inversible tels que Fy(z) = p(z)q(z). Notons

p∗(z)
déf
= p(z−1)zdeg(p(z)),

on a donc
Zy ∩Bky [q−n, qn] = {z ∈ Bky [q−n, qn] | p∗(z) = 0}.

D’après [66, Prop.11], pour tout a ∈ Bky [q
−n, qn](E), si p(a) 6= 0 (ou de manière

équivalente Fy(a) 6= 0), alors 1− au est un opérateur inversible sur My, d’où on déduit

supp(My) ∩Bky [q−n, qn] ⊆ Zy ∩Bky [q−n, qn].



5.A. 151

Or, le module My (cf. [24, Thm.A4.3]) admet une décomposition My
∼−→ N ⊕ V telle

que N et V soient invariants sous l’action de u, N est de dimension deg(p(z)) sur ky et
annulé par p∗(u)

(
p∗(z) étant le polynôme caractéristique de u, voir [24, Thm.A4.6]

)
et

que p∗(u) agit sur V par un opérateur inversible. On a alors(
ky〈$nz,$nz−1〉/p∗(z)

)
⊗̂ky〈$nz〉My

∼−−→
(
(ky〈$nz,$nz−1〉/p∗(z))⊗̂ky〈$nz〉N

)
⊕
(
(ky〈$nz,$nz−1〉/p∗(z))⊗̂ky〈$nz〉V

)
∼−−→ ky〈$nz,$nz−1〉⊗̂ky〈$nz〉N

∼−−→ ky〈$nz,$nz−1〉 ⊗ky〈$nz〉 N
∼−−→ N. (5.50)

où (ky〈$nz,$nz−1〉/p∗(z))⊗̂ky〈$nz〉V = 0 puisque p∗(u) est inversible sur V , et où
le dernier isomorphisme découle du lemme 5.A.5 ci-dessous appliqué à R ∼= ky〈$nz〉,
S ∼= ky〈$nz,$nz−1〉 et I ∼= (p∗(z)), Λ ∼= N

(
N est annulé par p∗(z) et on a bien

ky〈$nz〉/p∗(z) ∼−→ ky〈$nz,$nz−1〉/p∗(z) car les zéros de p∗(z) sont contenus dans
Bky [q

−n, qn]
)
. On en déduit

Zy ∩Bky [q−n, qn] ⊆ supp(My) ∩Bky [q−n, qn],

ceci permet de conclure.

Lemme 5.A.5. Soient R un anneau commutatif, S une R-algèbre, I un idéal de R
et Λ un R-module annulé par I. Si le morphisme naturel d’anneaux R/I → S/IS est
un isomorphisme, alors Λ est muni canoniquement d’une action de S via la projection
S � S/IS ∼= R/I, de plus, le morphisme

S ⊗R Λ→ Λ, s⊗m 7→ sm, (5.51)

est un isomorphisme de S-modules.

Proof. La surjectivité de (5.51) est claire. Soit
∑

i∈J si ⊗mi un élément dans le noyau
de (5.51) où J est un ensemble fini, par l’isomorphisme R/I ∼−→ S/IS, il existe des ri
tels que ri − si ∈ IS pour tout i ∈ J . Comme Λ est annulé par I, on a∑

i∈J
si ⊗ ni =

∑
i∈J

ri ⊗ ni = 1⊗
(∑
i∈J

rini
)

= 1⊗
(∑
i∈J

sini
)

= 0.

Ceci permet de conclure.

Notons Z le sous-espace analytique rigide fermé de SpmA×Gm défini par F (z−1)(
i.e. le sous-espace analytique rigide fermé associé au OSpmA×Gm-idéal cohérent

F (z−1)OSpmA×Gm

par [11, Prop.9.5.3/3]
)
, alors les affinoïdes {Spm

(
An/F (z−1)

)
}n∈Z≥1

forment un recou-
vrement admissible de Z. Notons i : Z → SpmA×Gm le plongement fermé canonique.

Proposition 5.A.6. On a un isomorphisme de faisceaux cohérents sur SpmA×Gm:

M ∼−−→ i∗i
∗M.
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Proof. Comme {SpmAn}n∈Z≥1
forme un recouvrement admissible de SpmA × Gm, il

suffit de montrer queM|SpmAn
∼−−→ i∗i

∗(M|SpmAn) pour tout An, où l’on note encore i
le plongement fermé Spm

(
An/F (z−1)

)
→ SpmAn. On se ramène donc à montrer que

An⊗̂A[z]M −→
(
An/F (z−1)

)
⊗̂A[z]M. (5.52)

est un isomorphisme. Par [11, Prop.9.5.2/4] et la proposition qui précède, on a alors
V (AnnAn(Mn)) = V (F (z−1)). Donc il existe m ∈ Z≥1 tel que F (z−1)m ∈ AnnAn(Mn).
On a

An⊗̂A[z]M
∼−−→
(
An/F (z−1)m

)
⊗̂A[z]M. (5.53)

NotonsM′ le faisceau cohérent sur SpmA×Gm associé au module(
A{{z, z−1}}/F (z−1)m

)
⊗̂A[z]M.

Noter que les sections deM′ sur BA[q−n, qn] ne sont autres queMn par l’isomorphisme
(5.53). Notons Zm le sous-espace analytique rigide fermé de SpmA × Gm défini par
F (z−1)m. D’après [24, Prop.A5.8] (voir aussi [18, Thm.3.3 et §4]), il existe un recouvre-
ment affinoïde admissible {Ui} de Z avec Ui ∼= SpmA[z]/P ∗i (z)

(
où Pi(z) ∈ A[z] avec

P ∗i (z)
déf
= Pi(z

−1)zdeg(Pi)
)
tel que

– le terme constant de Pi(z) ∈ A[z] est 1;
– il existe Qi(z) ∈ A{{z}} tel que (Pi, Qi) = 1 et F (z) = Pi(z)Qi(z);
– le module M admet une décomposition équivariante sous l’action de u: M ∼=
Ni ⊕ Vi, où Ni est un A-module projectif de rang deg(Pi) avec Pi le polynôme
caractéristique de u sur Ni et où Pi(u) agit sur Vi par un opérateur inversible.

On voit facilement que les
{
U ′i

déf
= Spm

(
A[z]/P ∗i (z)m

)}
forment un recouvrement ad-

missible de Zm. De plus, On a

Γ(U ′i ,M′) ∼=
(
A[z]/P ∗i (z)m

)
⊗̂A[z](Ni ⊕ Vi) ∼= Ni,

où le dernier isomorphisme se déduit de manière analogue qu’en (5.50). En particulier,
Γ(U ′i ,M′) est annulé par F (z−1) pour tout i. On en déduit que Γ(SpmA × Gm,M′),
ainsi que Mn, est annulé par F (z−1), d’où on déduit que (5.52) est un isomorphisme.
Ceci permet de conclure.

Corollaire 5.A.7. Le A{{z, z−1}}-module A{{z, z−1}}⊗̂A[z]M est annulé par F (z−1).

Corollaire 5.A.8. Soit U un ouvert admissible de SpmA × Gm, alors le module
Γ(U,M) des sections deM sur U est un A-module sans torsion.

Proof. Notons UZ
déf
= i−1U , qui est un ouvert admissible de Z. Par la proposition 5.A.6,

Γ(U,M) = Γ(UZ , i
∗M). De plus, comme dans la démonstration de la proposition 5.A.6,

on sait qu’il existe un recouvrement admissible {Ui} de UZ tel que Γ(Ui, i∗M) soit un
A-module sans torsion (même projectif) pour tout Ui, d’où on déduit que Γ(UZ , i

∗M)
l’est aussi. Ceci permet de conclure.

Corollaire 5.A.9. Le A-module E{{z, z−1}}⊗̂E[z]M est sans torsion.



Chapter 6

Cohomologie complétée et
compatibilité local-global

Dans ce chapitre, on montre divers résultats de compatibilité local-global pour le
H1-complété des courbes de Shimura unitaires. Au §6.1, on rappelle divers résultats
préliminaires sur la cohomologie étale complétée des courbes de Shimura unitaires. Au
§6.2.1, suivant Emerton ([34]) on donne la construction des variétés de Hecke à partir
du H1-complété des courbes de Shimura unitaires. Au §6.2.2, on utilise la théorie des
représentations

(
localement Qp-analytiques pour GL2(F℘)

)
pour donner une interpré-

tation en termes de représentations de l’existence ou non de points compagnons et pour
montrer un résultat de classicité. Ensuite, au §6.2.3, on utilise les résultats de triangu-
lation globale de [53] pour étudier les familles p-adiques de représentations galoisiennes
sur nos variétés de Hecke, en particulier, on donne une interprétation galoisienne de
l’existence ou non de points compagnons. Au §6.2.4, on compare les variétés de Hecke
construites au §6.2.1 avec celles construites dans le chapitre 3 (à partir des faisceaux de
formes modulaires). Enfin, au §6.3, on montre les résultats principaux.

6.1 Cohomologie étale complétée

6.1.1 Généralités

Soit K℘ un sous-groupe ouvert compact de G(A∞,℘) tel que K℘K0
℘ soit net et

maximal en ℘ (cf. Ex. 2.1.3). Pour n ∈ Z≥0, notons Kn
déf
= Kn

℘K
℘ (cf. §1.2), la courbe

MKn (sur F) est un revêtement galoisien deMK de groupe K0
℘/K

n
℘
∼= GL2(O℘/$n) (cf.

[20, §3.3.2]). Notons S l’ensemble (ordonné par l’inclusion) des sous-groupes ouverts
compacts de GL2(O℘), le sous-ensemble {Kn

℘}n∈Z≥0
est donc cofinal dans S.

Soit W un E-espace vectoriel de dimension finie muni d’une représentation al-
gébrique de G. Comme Kn est net pour tout n ∈ Z≥0, on peut associer à W un

153
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système local VW sur MKn pour tout n ∈ Z≥0 (cf. §2.2.1). Soit W0 un OE-réseau de
W , notons SW0 l’ensemble, ordonné par l’inclusion, des sous-groupes ouverts compacts
de GL2(O℘) qui laissentW0 invariant. De même, pour tout K ′℘ ∈ SW0 , on peut associer
à W0 (resp. à W0/$

s
E) un système local de OE-réseaux VW0 (resp. de OE/$s

E-réseaux
VW0/$sE

) sur MK′℘K
℘ (cf. loc. cit.). L’ensemble ordonné SW0 est cofinal dans S et

SW0 ∩ {Kn
p }n∈Z≥0

est cofinal dans SW0 .

Suivant [34], posons (cf. [34, (2.1.1)]):

H i
ét(K

℘,W0)
déf
= lim−→

K′℘∈SW0

H i
ét(MK′℘K

℘,Q,VW0)

∼= lim−→
K′℘∈SW0

lim←−
s

H i
ét(MK′℘K

℘,Q,VW0/$sE
);

Ĥ i
ét(K

℘,W0)
déf
= lim←−

s

H i
ét(K

℘,W0)/$s
EH

i
ét(K

℘,W0);

H̃ i
ét(K

℘,W0)
déf
= lim←−

s

lim−→
K′℘∈SW0

H i
ét(MK′℘K

℘,Q,VW0/$sE
);

H i
ét(K

℘,W0)E
déf
= E ⊗OE H

i
ét(K

℘,W0);

Ĥ i
ét(K

℘,W0)E
déf
= E ⊗OE Ĥ

i
ét(K

℘,W0);

H̃ i
ét(K

℘,W0)E
déf
= E ⊗OE H̃

i
ét(K

℘,W0).

Remarque 6.1.1. (1) Notons que dans la définition des groupes (OE-modules, E-
espaces vectoriels), on ne varie que les niveaux par rapport à GL2(F℘) plutôt que G(Qp).

(2) Tous les groupes ci-dessus sont munis d’une topologie induite par la topologie
discrète sur H i

ét(MK′℘K
℘,Q,VW0/$sE

), et munis d’une action continue de Gal(Q/F) ×
K ′℘ ×H(G(A∞,℘)//K℘) où K ′℘ ∈ SW0 et H(G(A∞,℘)//K℘) désigne la OE-algèbre des
opérateurs de doubles classes de G(A∞,℘) modulo K℘. De plus, l’action de Gal(Q/F)
et celle de H(G(A∞,℘)//K℘)) vérifient les relations d’Eichler-Shimura (2.16). En effet,
les relations d’Eichler-Shimura sont vraies modulo $s

E pour tout s ∈ Z≥1.

(3) Le E-espace vectoriel Ĥ i
ét(K

℘,W0)E (resp. H̃ i
ét(K

℘,W0)E) est un E-espace de
Banach avec la norme définie par le OE-réseau Ĥ i

ét(K
℘,W0) (resp. H̃ i

ét(K
℘,W0)).

Considérons l’ensemble {W0} des OE-réseaux deW ordonné par l’inclusion. Suivant
[34, Def.2.2.9], posons

H i
ét(K

℘,W )
déf
= lim−→

W0

H i
ét(K

℘,W0)E ,

Ĥ i
ét(K

℘,W )
déf
= lim−→

W0

Ĥ i
ét(K

℘,W0)E ,

H̃ i
ét(K

℘,W )
déf
= lim−→

W0

H̃ i
ét(K

℘,W0)E .

où toutes les applications de transition sont en fait des isomorphismes d’espaces vec-
toriels topologiques (cf. [34, Lem.2.2.8]). Un point important est que les E-espaces
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vectoriels topologiques H i
ét(K,W ), Ĥ i

ét(K,W ), H̃ i
ét(K,W ) ci-dessus sont munis de plus

d’une action continue de GL2(F℘) (cf. [34, Lem.2.2.10]).

Par [34, Thm.2.2.11, Thm.2.2.17, Cor.2.2.25 et Cor.2.2.27], on a:

Théorème 6.1.2. (1) Les E-espaces de Banach Ĥ i
ét(K

℘,W ) et H̃ i
ét(K

℘,W ) munis
de leur action de GL2(F℘) sont des représentations continues admissibles au sens de
Schneider-Teitelbaum (cf. [70, §3]) pour tout i ∈ Z≥0. De plus, si l’action de GL2(F℘)

sur W est triviale, alors les représentations de Banach Ĥ i
ét(K

℘,W ) et H̃ i
ét(K

℘,W ) de
GL2(F℘) sont unitaires pour tout i ∈ Z≥0.

(2) Si W est une représentation Qp-algébrique de GL2(F℘) de dimension finie sur
E (que l’on peut voir comme représentation de G(Qp) via la projection G(Qp) �
GL2(F℘)), il existe alors un isomorphisme de E-espaces vectoriels topologiques équiv-
ariant sous l’action de Gal(Q/F)×GL2(F℘)×H(G(A∞,℘)//K℘):

H̃ i
ét(K

℘,W )
∼−−→ H̃ i

ét(K
℘, E)⊗E W.

Plus généralement, supposons que la représentation algébrique W de

G(Qp) ∼= Q×p ×GL2(F℘)×
∏
℘i|p
℘i 6=℘

GL2(F℘i)

admet une décomposition
W ∼= W℘ ⊗E W℘,

avec W℘ une représentation Qp-algébrique de GL2(F℘) de dimension finie sur E et W℘

une représentation Qp-algébrique de Q×p ×
∏

℘i|p
℘i 6=℘

GL2(F℘i) de dimension finie sur E,

alors il existe un isomorphisme de E-espaces vectoriels topologiques équivariant sous
l’action de Gal(Q/F)×GL2(F℘)×H(G(A∞,℘)//K℘):

H̃ i
ét(K

℘,W )
∼−−→ H̃ i

ét(K
℘,W℘)⊗E W℘.

6.1.2 Vecteurs localement algébriques

On étudie les vecteurs localement algébriques de la cohomologie étale complétée des
courbes de Shimura unitaires.

Notation 6.1.3. Soit V une représentation de Banach admissible de GL2(F℘) sur E,
on note Van son sous-E-espace vectoriel engendré par les vecteurs sur lesquels l’action
de GL2(F℘) est localement Qp-analytique (cf. §5.1.1). On sait que Van est en fait une
représentation localement Qp-analytique admissible de GL2(F℘) sur E et dense dans V
(cf. [71, Th.7.1]). Pour tout J ⊆ Σ℘, on note VJ−an

déf
= (Van)J−an (cf. §5.1.1).

Soit W une représentation Qp-algébrique de G(Qp) de dimension finie sur E. Sup-
posons jusqu’à la fin de cette sous-section que W admet une décomposition (c’est le cas
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lorsque W est irréductible)

W
∼−−→ W℘ ⊗E W℘

∼−−→
( ⊗
σ∈Σ℘

W℘,σ

)
⊗E W℘,

où W℘ est une représentation Qp-algébrique de GL2(F℘) de dimension finie sur E, W℘

est une représentation Qp-algébrique de Q×p ×
∏
℘i|p,℘i 6=℘ GL2(F℘i) de dimension finie sur

E
(
i.e. une représentation algébrique de Gm×

∏
℘i|p,℘i 6=℘ Res

F℘i
Qp GL2 sur E

)
etW℘,σ est

une représentation σ-algébrique de GL2(F℘) de dimension finie sur E (cf. §5.1.1). Pour
τ un plongement de F℘ dans E, on note W τ

℘
déf
=
⊗

σ∈Σ℘\{τ}W℘,σ et W τ déf
= W τ

℘ ⊗EW℘.

Enfin, pour J ⊆ Σ℘, on note W℘,J
déf
=
⊗

σ∈JW℘,σ, W J
℘

déf
=
⊗

σ∈Σ℘\JW℘,σ, et W J déf
=

W℘ ⊗E W J
℘ . Par [34, Cor.2.2.18], on a

Théorème 6.1.4. Il existe une application naturelle continue équivariante sous l’action
de Gal(Q/F)×GL2(F℘)×H(G(A∞,℘)//K℘) :

Hn
ét(K,W ) −→ HomgΣ℘

(
W∨℘ , H̃

n
ét(K

℘,W℘)an

)
, (6.1)

qui est en fait l’application de bord de la suite spectrale équivariante sous l’action de
Gal(Q/F)×GL2(F℘)×H(G(A∞,℘)//K℘):

Ei,j2 = ExtigΣ℘

(
W∨℘ , H̃

j
ét(K

℘,W℘)an

)
=⇒ H i+j

ét (K℘,W )

où W∨℘ désigne la représentation duale de W℘, g désigne l’algèbre de Lie de GL2(F℘) et

gΣ℘
déf
= g⊗Qp E (cf. §5.1.1).

L’application en (6.1) pour n = 1 s’insère donc dans la suite exacte suivante(
équivariante sous l’action de Gal(Q/F)×GL2(F℘)×H(G(A∞,℘)//K℘)

)
0 −→ Ext1

gΣ℘

(
W∨℘ , H̃

0
ét(K

℘,W℘)an

)
−→ H1

ét(K
℘,W )

−→ HomgΣ℘

(
W∨℘ , H̃

1
ét(K

℘,W℘)an

)
−→ Ext2

gΣ℘

(
W∨℘ , H̃

0
ét(K

℘,W℘)an

)
. (6.2)

En procédant comme dans [34, Prop.4.3.1 et Cor.4.3.2], on montre ci-dessus la

Proposition 6.1.5. Les E-espaces vectoriels (cf. (6.2)) Ext1
gΣ℘

(
W∨℘ , H̃

0
ét(K

℘,W℘)an

)
et Ext2

gΣ℘

(
W∨℘ , H̃

0
ét(K

℘,W℘)an

)
sont nuls. Par conséquent, l’application (6.1) est un

isomorphisme lorsque n = 1.

On a comme dans [34, §4.2]

Lemme 6.1.6. Avec les notations précédentes, il existe r ∈ Z≥1 tel qu’il y a un iso-
morphisme équivariant sous l’action de O×℘ :

H̃0
ét(K

℘,W℘)
∼−−→ C(O×℘ , E)⊕r, (6.3)
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où C(O×℘ , E) désigne le E-espace vectoriel des fonctions continues de O×℘ à valeurs
dans E, où l’action de O×℘ sur H̃0

ét(K
℘,W℘) est induite par celle de GL2(F℘) via le

plongement de groupes O×℘ ↪→ GL2(F℘), a 7→
(
a 0
0 1

)
et où l’action de O×℘ sur C(O×℘ , E)

est donnée par la translation à droite sur les fonctions.

Proof. Notons$0(MKn,Q) l’ensemble fini des composantes connexes deMKn,Q. L’action
de GL2(O℘) sur MKn induit une action de GL2(O℘) sur $0(MKn,Q), qui se factorise à
travers l’application déterminant (cf. [20, §3.2])

det : GL2(O℘) −→ O×℘ .

CommeMKn est un revêtement galoisien deMK0 de groupe GL2(O℘/$nO℘), l’ensemble
$0(MKn,Q) est un revêtement galoisien de $0(MK0,Q) de groupe (O℘/$nO℘)× via la
projection canonique:

$0(MKn,Q) −� $0(MK0,Q).

Soit S0 ⊆ $0(MKn,Q) qui relève $0(MK0,Q) dans $0(MKn,Q), on a une bijection équiv-
ariante sous l’action de O×℘ :

S0 × (O℘/$nO℘)×
∼−−→ $0(MKn,Q), (s, a) 7→ a · s

où l’action de O×℘ sur S0 × (O℘/$n)× est donnée par λ · (s, a)
déf
= (s, λa) pour tout

(s, a) ∈ S0 × (O℘/$n)× et λ ∈ O×℘ . Soit W0 un OE-réseau de W℘, on a donc une
bijection (O℘/$nO℘)×-équivariante (puisque l’action de GL2(F℘) sur W0 est triviale):

H0
ét
(
MKn,Q,VW0/$sEW0

) ∼−−→ C
(
(O℘/$nO℘)×,OE/$s

EOE
)⊕r0·|S0|,

où r0 est le rang de W0 sur OE et C
(
(O℘/$nO℘)×,OE/$s

EOE
)
désigne l’ensemble des

fonctions (continues) de (O℘/$nO℘)× à valeurs dans OE/$s
EOE . En prenant la limite

inductive sur n puis projective sur s, on en déduit un isomorphisme O×℘ -équivariant:

H̃0
ét(K,W

℘)
∼−−→ C(O×℘ , E)⊕r0·|S0|. (6.4)

Soit Z le centre de GL2, notons sl2(F℘) et z(F℘) les algèbres de Lie respectives
de SL2(F℘) et Z(F℘). Notons sΣ℘

déf
= sl2(F℘) ⊗Qp E, sσ

déf
= sl2(F℘) ⊗σ,F℘ E, zΣ℘

déf
=

z(F℘)⊗Qp E et zσ
déf
= z(F℘)⊗σ,F℘ E. On dispose d’un morphisme de groupes Z(F℘)×

SL2(F℘)→ GL2(F℘) qui induit un isomorphisme d’algèbres de Lie:

sl2(F℘)× z(F℘)
∼−−→ gl2(F℘).

De la même façon que dans [34, Prop 4.3.1] et par le lemme 6.1.6, on a:
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Proposition 6.1.7. Supposons que Z(F℘) agit sur W℘ via un caractère continu χ,
alors pour tout i ∈ Z≥0, il existe un isomorphisme équivariant sous l’action de Z(F℘)×
SL2(F℘):

HomzΣ℘

(
E(χ−1), H̃0(K℘,W℘)an

)
⊗E H i(sΣ℘ ,W℘)

∼−−→ ExtigΣ℘

(
W∨℘ , H̃

0(K℘,W℘)an

)
.

Démonstration de la proposition 6.1.5. Comme l’algèbre de Lie sΣ℘ (resp. sσ pour tout
σ ∈ Σ℘) est semi-simple, on a H1(sΣ℘ ,W℘) = 0 (resp. H1(sσ,W℘,σ) = 0 pour tout
σ ∈ Σ℘) (voir [80, Cor.7.8.10]. Comme W℘

∼= ⊗σ∈Σ℘W℘,σ, par la formule de Künneth,
on obtient un isomorphisme⊕

∑
σ∈Σ℘

aσ=2

(
⊗σ∈Σ℘ H

aσ(sσ,W℘,σ)
) ∼−−→ H2(sΣ℘ ,W℘). (6.5)

L’algèbre de Lie sσ est de dimension 3, la dualité de Poincaré impliqueH2(sσ,W℘,σ) = 0
pour tout σ ∈ Σ℘. Par l’isomorphisme (6.5), on en déduit H2(sΣ℘ ,W℘) = 0. Par la
proposition 6.1.7, on a donc

Ext1
gΣ℘

(W∨℘ , H̃
0
ét(K

℘,W℘)an) = 0,

Ext2
gΣ℘

(W∨℘ , H̃
0
ét(K

℘,W℘)an) = 0.

Ceci permet de conclure.

Corollaire 6.1.8. Soit J ⊆ Σ℘, il y a un isomorphisme naturel équivariant sous l’action
de Gal(Q/F)×GL2(F℘)×H(G(A∞,℘)//K℘):

H1
ét(K

℘,W )
∼−−→ HomgJ

(
W∨℘,J , H̃

1
ét
(
K℘,W J

)
J−an

)
.

Proof. On a

HomgΣ℘

(
W∨℘ , H̃

1
ét(K

℘,W℘)an

)
∼−−→
(
H̃1

ét(K
℘,W℘)an ⊗E W℘

)gΣ℘

∼−−→ H̃1
ét(K

℘,W )
gΣ℘
an

∼−−→
(
H̃1

ét(K
℘,W )J−an

)gJ ∼−−→
(
H̃1

ét(K
℘,W J)J−an ⊗E W℘,J

)gJ
∼−−→ HomgJ

(
W∨℘,J , H̃

1
ét
(
K℘,W J

)
J−an

)
,

où les deuxième et quatrième isomorphismes découlent de [33, Prop.3.6.15] et le Thm.6.1.2
(2), le troisième isomorphisme découle de la décomposition gΣ℘

∼−→ gΣ℘\J×gJ . Le corol-
laire découle donc de la proposition 6.1.5.

6.1.3 Localisé du H1-complété en un idéal non-Eisenstein

Fixons un sous-groupe ouvert compact K℘ de G(A∞,℘). Rappelons (cf. Not.2.2.3)
que H(S(K℘)) désigne la sous-OE-algèbre (commutative) de H(G(A∞,℘)//K℘) engen-
drée par les opérateurs Xλ,l, Yλ,lχλ,`dl,0 pour tout (λ, l)|` ∈ S(K℘), et H∗(S(K℘))

désigne la sous-OE-algèbre deH(G(A∞,℘)//K℘) engendrée parH(S(K℘)) et l’opérateur
χu,p.
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Définition 6.1.9. Soit ρ une représentation continue de Gal(Q/F) de dimension 2
sur E, on dit que ρ est K℘-modulaire s’il existe une représentation Qp-algébrique (ir-
réductible) W de GL2(F℘) de dimension finie sur E telle que

HomGal(Q/F)

(
ρ,H1

ét
(
K℘,W

))
6= 0.

Soit ρ une représentation K℘-modulaire de Gal(Q/F) de dimension 2 sur E avec ρ0

un OE-réseau Gal(Q/F)-invariant de ρ, notons ρss la semi-simplification de la réduction
modulo $E de ρ0 ($E étant une uniformisante de OE). Noter que ρss ne dépend pas
du choix de ρ0. Comme ρ est K℘-modulaire, la restriction ρ|Gal(Q`/F(λ,l))

(ainsi que

ρss|Gal(Q`/F(λ,l))
) est non ramifiée pour tout (λ, l) ∈ S(K℘). Soient aλ,l, bλ,l ∈ FE

déf
=

OE/$EOE tels que le polynôme caractéristique de Frob−1
(λ,l) ∈ Gal(Q`/F(λ,l)) sur ρss

soit donné par
T 2 − aλ,lT + bλ,l.

Notons m(ρss) l’idéal maximal de H(S(K℘)) tel que le morphisme

H(S(K℘)) −→ H(S(K℘))/m(ρss) −→ Fp

envoie Xλ,l et Yλ,lχλ,`dl,0 sur aλ,l et bλ,l pour tout (λ, l) ∈ S(K℘).

Notation 6.1.10. Si N est un H(S(K℘))-module, on note Nρss le localisé de N en
m(ρss).

Si N est de plus un H∗(S(K℘))-module, Nρss est encore muni d’une action de χu,p
car χu,p commute aux opérateurs de H(S(K℘)).

Soient W une représentation Qp-algébrique de G de dimension finie sur E, W0 un
OE-réseau de W . Pour s ∈ Z≥1 et i ∈ Z≥0, on note

H i
ét
(
K℘,W0/$

s
E

) déf
= lim−→

K′℘∈SW0

H i
ét
(
MK′℘K

℘,Q,VW0/$sE

)
.

On a alors H̃ i
ét(K

℘,W0)∗ ∼= lim←−sH
i
ét
(
K℘,W0/$

s
E

)
∗ où ∗ ∈ {∅, ρ

ss}.

Remarque 6.1.11. Comme dans [37, §5.2], on peut montrer que l’action de H(S(K℘))
sur H̃1

ét
(
K℘,W

)
se factorise à travers une OE-algèbre complétée $E-adiquement ré-

duite et semi-locale. Par conséquent, le localisé H̃1
ét
(
K℘,W

)
ρss est un facteur direct de

H̃1
ét
(
K℘,W

)
.

On suppose jusqu’à la fin de cette section ρ absolument irréductible modulo $E

(donc ρ ∼= ρss).

Lemme 6.1.12. Pour tout s ∈ Z≥1, l’application naturelle

H̃1
ét(K

℘,W0)ρ/
(
$s
EH̃

1
ét(K

℘,W0)ρ
)
−→ H1

ét
(
K℘,W0/$

s
E

)
ρ

est bijective.
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Proof. Soit s′ ∈ Z, s′ > s, pour tout K℘ ∈ SW0 , on dispose d’une suite exacte de
faisceaux localement constants sur MK℘K℘ :

0→ V
W0/$

s′−s
E

$sE−−→ V
W0/$s

′
E
→ VW0/$sE

→ 0,

qui induite une suite exacte longue (de OE-modules)

0→ H0
ét
(
MK℘K℘,Q,VW0/$

s′−s
E

) $sE−−→ H0
ét
(
MK℘K℘,Q,VW0/$s

′
E

)
→ H0

ét
(
MK℘K℘,Q,VW0/$sE

)
→ H1

ét
(
MK℘K℘,Q,VW0/$

s′−s
E

) $sE−−→ H1
ét
(
MK℘K℘,Q,VW0/$s

′
E

)
→ H1

ét
(
MK℘K℘,Q,VW0/$sE

)
→ H2

ét
(
MK℘K℘,Q,VW0/$

s′−s
E

)
.

En prenant la limite inductive sur K℘ ∈ SW0 puis le localisé en ρ, on obtient une suite
exacte de OE-modules

0→ H1
ét
(
K℘,W0/$

s′−s
E

)
ρ

$sE−−→ H1
ét
(
K℘,W0/$

s′
E

)
ρ
→ H1

ét
(
K℘,W0/$

s
E

)
ρ
→ 0

puisque H i
ét
(
K℘,W0/$

s′′
E

)
ρ

= 0 pour tout s′′ ∈ Z≥1 et i = 0, 2. On a donc

H1
ét
(
K℘,W0/$

s′
E

)
ρ

/(
$s
EH

1
ét
(
K℘,W0/$

s′
E

)
ρ

)
∼−−→ H1

ét
(
K℘,W0/$

s
E

)
ρ

(6.6)

pour tout s′ ≥ s. Le lemme en découle.

De la même façon que dans [37, Prop.5.3.15], on a

Proposition 6.1.13. Avec les notations précédentes, alors H̃1
ét
(
K℘,W0/$

s
E

)
ρ
est un

objet injectif dans la catégorie des représentations lisses (admissibles) de H sur OE/$s
E

pour tout s ∈ Z≥1 et H un sous-groupe ouvert compact quelconque dans SW0.

On a comme dans [37, Cor.5.3.19]

Corollaire 6.1.14. Avec les notations précédentes, et on suppose H̃1
ét(K

℘,W )ρ 6= 0.
Soit H un pro-p sous-groupe ouvert compact de GL2(O℘), alors il existe r ∈ Z>0 et un
isomorphisme de représentations de Banach admissibles de H sur E:

H̃1
ét
(
K℘,W

)
ρ

∼−−→ C(H,E)⊕r,

où l’action de H sur C(H,E) (l’espace des fonctions continues de H à valeurs dans E)
est donnée par la translation à droite sur les fonctions.

Proof. Soit W0 un OE-réseau de W stable sous l’action de H, il suffit alors de montrer
qu’il existe r ∈ Z>0 et un isomorphisme H-équivariant

H̃1
ét
(
K℘,W0

)
ρ

∼−−→ C(H,OE)⊕r.

Soit s ∈ Z≥1, comme le groupe H est prop-p, la OE/$s
E-algèbre (OE/$s

E)[[H]] est
locale. On montre comme dans la preuve de [37, Cor.5.3.19] qu’il existe rs ∈ Z>0

tel que H1
ét
(
K℘,W0/$

s
E

)
ρ

∼−→ C(H,OE/$s
E)⊕rs . Mais par le Lem. 6.1.12 (voir aussi

(6.6)), rs est indépendant du choix de s, et on pose alors r déf
= rs. En prenant la limite

projective sur s, on a H̃1
ét
(
K℘,W0

)
ρ

∼−→ C(H,OE)⊕r. Ceci permet de conclure.
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6.2 Variétés de Hecke

6.2.1 Variétés de Hecke

Suivant Emerton (cf. [34, §2.3]), on construit des variétés de Hecke.

6.2.1.1 Généralités

Soient R une E-algèbre affinoïde, H une E-algèbre commutative, etM un R-module
fini muni d’une action (R-linéaire) de H, i.e. il y a un morphisme de E-algèbres

ψ : H −→ EndR(M).

Notons A (R,M,H) la sous-R-algèbre de EndR(M) engendrée par l’image de H via
ψ, qui est une R-algèbre finie et ainsi également une E-algèbre affinoïde (cf. [11,
Prop. 6.1.1/6]). De plus, A (R,M,H) est en fait une R/AnnR(M)-algèbre finie

(
où

AnnR(M)
déf
= {x ∈ R | xM = 0}

)
, et M , muni de l’action canonique de A (R,M,H),

est évidemment un A (R,M,H)-module fini fidèle.

Lemme 6.2.1. Soit L une extension finie de E, un L-point de Spm A (R,M,H) corre-
spond donc à un idéal maximal L-rationnel m de A (R,M,H)⊗E L. Notons m1 (resp.
m2) l’image réciproque de m dans R⊗EL (resp. H⊗EL), alors le morphisme canonique
de L-espaces vectoriels(

(M ⊗E L)/m1(M ⊗E L)
)
⊗H⊗EL

(
(H⊗E L)/m2

)
−→ (M ⊗E L)/m(M ⊗E L)

est un isomorphisme. Si l’on note m0 l’image réciproque de m dans A (R,M,H) alors
le morphisme naturel

M/m0M −→ (M ⊗E L)/m(M ⊗E L), m 7→ m⊗ 1,

est un isomorphisme de L-espaces vectoriels.

Proof. On a une projection canonique (de R⊗E L-algèbres)

ψL : (H⊗E L)⊗L (R⊗E L) −� A (R,M,H)⊗E L,

donc m = ψL
(
(H ⊗E L) ⊗ m1 + m2 ⊗ (R ⊗E L)

)
. La premier partie en découle. La

deuxième partie découle de l’isomorphisme de L-espaces vectoriels(
(M/m0M)⊗E L

)
⊗L⊗EL L

∼−−→ (M ⊗E L)/m(M ⊗E L)

où la projection L⊗E L� L est induite par

(A (R,M,H)/m0)⊗E L −� (A (R,M,H)⊗E L)/m.

Ceci permet de conclure.
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Lemme 6.2.2. Soit m un idéal maximal de R, alors le noyau I du morphisme naturel

A (R,M,H)/mA (R,M,H) −→ EndR/m(M/mM),

est nilpotent.

Proof. Comme A (R,M,H)/mA (R,M,H) est une R/m-algèbre finie (et donc artini-
enne), il suffit de montrer que l’idéal I est contenu dans tous les idéaux maximaux m′

de l’anneau A (R,M,H)/mA (R,M,H). On se ramène alors à montrer que le noyau
(encore noté I) du morphisme canonique

A (R,M,H) −→ EndR/m(M/mM)

est contenu dans tous les idéaux maximaux m′ ⊇ m de A (R,M,H). Soient x ∈ I
(alors xM ⊆ mM) et m′ un idéal maximal de A (R,M,H) contenant m, si x /∈ m′, donc
(x) + m′ = A (R,M,H). On en déduit

M = A (R,M,H) ·M = xM + m′M ⊆ mM + m′M = m′M,

une contradiction, car M est un A (R,M,H)-module fini fidèle.

Le lemme suivant est évident.

Lemme 6.2.3. Avec les notations ci-dessus, soit N un sous-R-module deM stable sous
l’action de H, alors on a une projection canonique de R-algèbres affinoïdes

A (R,M,H) −� A (R,M/N,H). (6.7)

Lemme 6.2.4. Soient R, R′ deux E-algèbres affinoïdes avec R′ plate sur R, H une
E-algèbre commutative, M un R-module fini muni d’une action R-linéaire de H, alors
il y a un isomorphisme canonique de R′-algèbres

A (R,M,H)⊗R R′
∼−−→ A (R′,M ⊗R R′,H),

où H agit sur M ⊗RR′ par h · (m⊗ r′) = (h ·m)⊗ r′ pour tout h ∈ H, m ∈M , r′ ∈ R′.

Proof. La composée H → EndR(M)→ EndR(M)⊗R R′ → EndR′(M ⊗R R′) induit un
morphisme de R′-algèbres:

A (R,M,H)⊗R R′ −→ A (R′,M ⊗R R′,H). (6.8)

Il est clair que le morphisme (6.8) est surjectif. Comme R′ est plate sur R, l’injection de
R-modules A (R,M,H) ↪→ EndR(M) induit une injection deR′-modules A (R,M,H)⊗R
R′ ↪→ EndR(M)⊗R R′. En outre, comme R′ est plate sur R et M est de type fini sur
R, le morphisme naturel EndR(M)⊗RR′ → EndR′(M ⊗RR′) est un isomorphisme. Le
lemme en découle.
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Soient maintenant X un espace rigide sur E, H une E-algèbre commutative, etM
un OX -module cohérent muni d’une action OX -linéaire de H. Soit {Ui ∼= SpmRi} un
recouvrement admissible de X. Pour tout ouvert Ri, on obtient par l’argument ci-avant
une Ri-algèbre affinoïde A (Ri,Mi,H) où Mi

déf
= Γ(Ui,M). Par le lemme 6.2.4, les Ui

se formant un recouvrement admissible de X, les Spm A (Ri,Mi,H) peuvent se recoller
en un espace rigide V(X,M,H) fini sur X. De plus, les Ri-modules fidèles Mi peuvent
se recoller en un faisceau cohérent, encore noté M, sur V(X,M,H). Noter que par
le Lem. 6.2.4, V(X,M,H) ne dépend pas du choix de {Ui}. On dispose de plus d’un
morphisme naturel de E-algèbres: H → O(V(X,M,H)).

Pour un sous-espace rigide fermé Y de X sur E, si l’action de OX surM se factorise
à travers OY , on peut construire V(Y,M,H) en remplaçant X et Y . On voit facilement
que V(Y,M,H) ∼= V(X,M,H), et le morphisme V(X,M,H)→ X se factorise à travers
Y . On note ZM le sous-espace fermé de X défini par le OX -idéal cohérent AnnOX (M)
(cf. [11, Prop.9.5.3/3]) où AnnOX (M) est tel que

AnnOX (M)(SpmR) ∼= AnnR
(
M(SpmR)

)
pour tout ouvert affinoïde SpmR de X. On voit alors queM est un OZM-module fidèle
et OX agit surM via la projection OX → OZM . Le morphisme V(X,M,H) → X se
factorise à travers ZM, et induit une surjection V(X,M,H)

(
E
)
→ ZM

(
E
)
(par le Lem.

6.2.2).

Pour un point fermé z de V(X,M,H), on note xz son image dans X et κz la
composée H → O(V(X,M,H))

z−→ E, on a comme dans [5, Lem.7.2.7]

Lemme 6.2.5. Si X possède un recouvrement admissible par une suite croissante
d’ouverts affinoïdes, alors pour tous z, z′ ∈ V(X,M,H)(E), z = z′ si et seulement
si xz = xz′ et κz = κz′. Dans ce cas, le point fermé z sera noté (xz, κz).

Par le lemme 6.2.3, on a

Lemme 6.2.6. Avec les notations ci-dessus, soit N un sous-OX-module de M stable
sous l’action de H, alors V(X,M/N ,H) est naturellement un sous-espace rigide fermé
de V(X,M,H) sur E.

Enfin, le lemme 6.2.4 entraîne le lemme suivant.

Lemme 6.2.7. Soient X, X ′ deux espaces analytiques rigides sur E, et f : X ′ → X un
morphisme plat; soient H une E-algèbre commutative, et M un OX-module cohérent
muni d’une action OX-linéaire de H, alors on a un isomorphisme d’espaces rigides sur
E

V(X,M,H)×X X ′
∼−−→ V(X ′, f∗M,H). (6.9)

6.2.1.2 Variétés de Hecke

On construit des variétés de Hecke à partir du H1-complété des courbes de Shimura
unitaires.
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Notation 6.2.8. Soient J un sous-ensemble non vide de Σp, k1J
∈ Z|J |≥2 et k2J

∈ Z|J |,
on pose

W (k1J
,k2J

) déf
=
⊗
σ∈J

(
Symk1,σ−2E2 ⊗ (∧E2)k2,σ

)σ
,

qui est muni d’une action E-linéaire de GL2(F ) de sorte que l’action de GL2(F ) sur le
facteur

W (k1,σ ,k2,σ) déf
=
(

Symk1,σ−2E2 ⊗ (∧E2)k2,σ

)σ
est induite par l’action standard de GL2(E) via le plongement σ : F ↪→ E. Pour une
extension finie L de E, on prend l’abus de notation W (k1J

,k2J
) pour désigner encore

W (k1J
,k2J

) ⊗E L.

Remarque 6.2.9. Les
{
W

(k1Σ℘
,k2Σ℘

)
}
parcourent en fait toutes les représentations Qp-

algébriques irréductibles de GL2(F℘). On a de plus
(
W

(k1Σ℘
,k2Σ℘

)
)∨ ∼−→ W

(k1Σ℘
,k′2Σ℘

)(
(·)∨ désignant la représentation contragrédiente

)
avec k′2,σ = 2− k1,σ − k2,σ pour tout

σ ∈ Σ℘.

Soient J un sous-ensemble non vide de Σ℘, k1,σ ∈ Z≥2 et k2,σ ∈ Z pour tout σ ∈
Σp \ J , considérons la représentation localement J-analytique admissible de GL2(F℘):

H̃1
ét

(
K℘,W

(k1Σp\J
,k2Σp\J

)
)
J−an

∼−−→
(
H̃1

ét

(
K℘,W

(k1Σp\Σ℘
,k2Σp\Σ℘

)
)
⊗E W

(k1Σ℘\J
,k2Σ℘\J

)
)
J−an

où l’isomorphisme découle du Thm.6.1.2 (2). Par le Thm.5.2.1, le module de Jacquet-
Emerton

(
pour le parabolique B(F℘)

)
JB

(
H̃1

ét

(
K℘,W

(k1Σp\J
,k2Σp\J

)
)
J−an

)
est une

représentation localement J-analytique essentiellement admissible de T (F℘) (cf. §5.1.5)
et est muni d’une action continue de Gal(Q/F) × H(G(A∞,℘)//K℘)

(
et donc de la

OE-algèbre commutative H∗(S(K℘))
)
qui commute à celle de T (F℘). Notons T̂J

l’espace analytique rigide sur E qui paramètre les caractères localement J-analytiques
de T (F℘). Par définition (voir la discussion au-dessous de la Prop. 5.1.17), le dual fort
de JB

(
H̃1

ét

(
K℘,W

(k1Σp\J
,k2Σp\J

)
)
J−an

)
peut se réaliser en un faisceau cohérent, noté

M
(
J ; k1Σp\J , k2Σp\J

)
, sur T̂J . En appliquant le formalisme dans la section précédente

à {
T̂J ,M

(
J ; k1Σp\J , k2Σp\J

)
,H∗(S(K℘))⊗OE E

}
,

on obtient un espace analytique, noté V
(
J ; k1Σp\J , k2Σp\J

)
, fini sur T̂J , ainsi qu’un

faisceau cohérent, encore notéM
(
J ; k1Σp\J , k2Σp\J

)
, sur V

(
J ; k1Σp\J , k2Σp\J

)
.

Comme T̂J est strictement quasi-Stein (cf. Prop. 5.1.14), par le Lem. 6.2.5, pour
toute extension finie L de E, un L-point de V(J ; k1Σp\J , k2Σp\J) sera noté (χ, κ) où χ est
un caractère localement J-analytique de T (F℘) à valeurs dans L×, et κ : H∗(S(K℘))→
L est un morphisme de OE-algèbres

(
autrement dit, un système de valeurs propres de
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H∗(S(K℘))
)
. De plus, par la Prop. 5.1.19, la fibre spéciale deM

(
J ; k1Σp\J , k2Σp\J

)
en

un L-point χ de T̂J est naturellement duale à l’espace propre(
JB

(
H̃1

ét

(
K℘,W

(k1Σp\J
,k2Σp\J

)
)
J−an

)
⊗E L

)T (F℘)=χ
.

Par le Lem. 6.2.1, la fibre spéciale de M(J ; k1Σp\J , k2Σp\J) en un L-point (χ, κ) de
V(J ; k1Σp\J , k2Σp\J) est alors naturellement duale à l’espace propre(

JB

(
H̃1

ét

(
K℘,W

(k1Σp\J
,k2Σp\J

)
)
J−an

)
⊗E L

)T (F℘)=χ,H∗(S(K℘))=κ
,

sur lequel T (F℘) agit par le caractère χ et H∗(S(K℘)) par le morphisme κ. On voit
(e.g. par le Lem. 6.2.2) qu’il existe un L-point (χ, κ) dans V(J ; k1Σp\J , k2Σp\J) si et
seulement si(

JB

(
H̃1

ét

(
K℘,W

(k1Σp\J
,k2Σp\J

)
)
J−an

)
⊗E L

)T (F℘)=χ,H∗(S(K℘))=κ
6= 0.

En résumé, on a

Théorème 6.2.10. (1) Il existe un espace analytique rigide V
(
J ; k1Σp\J , k2Σp\J

)
sur

E muni d’un morphisme de E-algèbres

ψ : H∗(S(K℘))⊗OE E −→ O
(
V
(
J ; k1Σp\J , k2Σp\J

))
(6.10)

et d’un morphisme fini d’espaces analytiques rigides

i : V
(
J ; k1Σp\J , k2Σp\J

)
−→ T̂J

tel que les conditions suivantes soient satisfaites:
(a) pour tout ouvert affinoïde U de T̂J , le morphisme induit

H∗(S(K℘))⊗OE O(U) −→ O(i−1(U))

est surjectif;
(b) pour une extension finie L de E, un L-point (χ, κ) (voir la discussion ci-avant)

appartient à V
(
J ; k1Σp\J , k2Σp\J

)
(L) si et seulement si(

JB

(
H̃1

ét

(
K℘,W

(k1Σp\J
,k2Σp\J

)
)
J−an

)
⊗E L

)T (F℘)=χ,H∗(S(K℘))=κ
6= 0.

(2) Il existe un faisceau cohérentM
(
J ; k1Σp\J , k2Σp\J

)
sur V

(
J ; k1Σp\J , k2Σp\J

)
de

sorte que l’image directe i∗M
(
J ; k1Σp\J , k2Σp\J

)
est le faisceau cohérent sur T̂J asso-

cié au dual fort de la représentation localement J-analytique essentiellement admissible
JB

(
H̃1

ét

(
K℘,W

(k1Σp\J
,k2Σp\J

)
)
J−an

)
de T (F℘). La fibre spécialeM(J ; k1Σp\J , k2Σp\J)

∣∣
z

en un point fermé z = (χ, κ) est canoniquement duale au sous-espace propre correspon-
dant (

JB

(
H̃1

ét

(
K℘,W

(k1Σp\J
,k2Σp\J

)
)
J−an

)
⊗E kz

)T (F℘)=χ,H∗(S(K℘))=κ
,

où kz désigne le corps résiduel en z.
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Proposition 6.2.11. (1) L’espace rigide V(J ; k1Σp\J , k2Σp\J) est emboîté, et

O
(
V(J ; k1Σp\J , k2Σp\J)red

)0
(cf. (3.54)) est alors un sous-ensemble compact de O

(
V(J ; k1Σp\J , k2Σp\J)red

)
.

(2) L’image de H∗(S(K℘)) dans O
(
V(J ; k1Σp\J , k2Σp\J)red

)
via (6.10) est contenue

dans O
(
V(J ; k1Σp\J , k2Σp\J)red

)0.
Proof. (1) Comme T̂J est emboîté, la partie (1) découle de [5, Lem.7.2.11].

(2) Il suffit de montrer que pour tout point fermé z = (χ, κ) ∈ V(J ; k1Σp\J , k2Σp\J),
le morphisme κ : H∗(S(K℘)) → E se factorise à travers OE . Mais c’est clair car
H̃1

ét

(
K℘,W

(k1Σp\J
,k2Σp\J

)
)
admet un OE-réseau stable sous l’action de H∗(S(K℘)) (cf.

§6.1.1).

Reprenons les notations du Thm. 6.2.10. Soient S ⊆ J ⊆ Σ℘ et k1,σ ∈ Z≥2,
k2,σ ∈ Z pour tout σ ∈ J \ S, considérons la composée équivariante sous l’action de
GL2(F℘)×Gal(Q/F)×H∗(S(K℘)):

H̃1
ét

(
K℘,W

(k1Σp\S
,k2Σp\S

)
)
S−an

↪−→ H̃1
ét

(
K℘,W

(k1Σp\S
,k2Σp\S

)
)
J−an

∼−−→ H̃1
ét

(
K℘,W

(k1Σp\J
,k2Σp\J

)
)
J−an

⊗E W
(k1J\S ,k2J\S)

,

où le deuxième isomorphisme découle de [33, Prop.3.6.15] et Thm.6.1.2 (2). On en
déduit une injection équivariante sous l’action de GL2(F℘) × Gal(Q/F) ×H∗(S(K℘))
via la composée

H̃1
ét

(
K℘,W

(k1Σp\S
,k2Σp\S

)
)
S−an

⊗E
(
W

(k1J\S ,k2J\S)
)∨

↪−→
(
H̃1

ét

(
K℘,W

(k1Σp\J
,k2Σp\J

)
)
J−an

⊗E W
(k1J\S ,k2J\S)

)
S−an

⊗E
(
W

(k1J\S ,k2J\S)
)∨

↪−→ H̃1
ét

(
K℘,W

(k1Σp\J
,k2Σp\J

)
)
J−an

, (6.11)

où la deuxième injection découle de la Prop. 5.1.3. L’action de T (F℘) sur le E-espace

vectoriel
(
W

(k1J\S ,k2J\S)
)N0

(
où N0

déf
=

{(
1 x
0 1

)
∈ GL2(O℘)

})
est donnée par le

caractère
χ
(
k1J\S , k2J\S

) déf
=
( ∏
σ∈J\S

σk1,σ+k2,σ−2
)
⊗
( ∏
σ∈J\S

σk2,σ

)
.

On pose

χ∨
(
k1J\S , k2J\S

) déf
=
( ∏
σ∈J\S

σ−k2,σ

)
⊗
( ∏
σ∈J\S

σ−(k1,σ+k2,σ−2)
)
.
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Comme le foncteur de Jacquet-Emerton est exact à gauche (cf. [35, Thm.4.2.32]), on
peut déduire de (6.11) un plongement de représentations localement J-analytiques es-
sentiellement admissibles de T (F℘) équivariant sous l’action de Gal(Q/F)×H∗(S(K℘))

JB

(
H̃1

ét

(
K℘,W

(k1Σp\S
,k2Σp\S

)
)
S−an

⊗E
(
W

(k1J\S ,k2J\S)
)∨)

∼−−→ JB

(
H̃1

ét

(
K℘,W

(k1Σp\S
,k2Σp\S

)
)
S−an

)
⊗E χ∨

(
k1J\S , k2J\S

)
↪−→ JB

(
H̃1

ét

(
K℘,W

(k1Σp\J
,k2Σp\J

)
)
J−an

)
(6.12)

où le fait que le deuxième terme est essentiellement admissible découle de la Prop.
5.1.18, et où le premier isomorphisme découle du lemme suivant.

Lemme 6.2.12. Soient J ⊆ Σ℘, V ∈ Repla,c(GL2(F℘)) localement J-analytique (cf.
§5.1.1), et W une représentation Σ℘ \J-algébrique irréductible de GL2(F℘) sur E, alors
on a un isomorphisme naturel T (F℘)-équivariant

JB(V )⊗E WN0 ∼−−→ JB(V ⊗E W ),

où V ⊗E W est muni de l’action diagonale de GL2(F℘).

Proof. Notons n l’algèbre de Lie de N0, on sait que WN0 ∼= W nΣ℘ ∼= W nΣ℘\J où le
dernier isomorphisme découle du fait que W est Σ℘ \ J-algébrique (cf. §5.1.1). Ceci,
combiné avec le fait que l’action de nΣ℘\J sur V est triviale, entraîne

(V ⊗E W )N0 ⊆ (V ⊗E W )nΣ℘\J ∼= V ⊗E W nΣ℘\J ∼= V ⊗E WN0 ,

et donc (V ⊗E W )N0 ∼= V N0 ⊗E WN0 . Le lemme en découle par [35, Prop.3.2.9].

Reprenons les notations introduites avant le lemme 6.2.12, supposons S 6= ∅ et
notons

M
(
S; k1Σp\S , k2Σp\S

)[
χ∨
(
k1J\S , k2J\S

)]
le faisceau cohérent sur T̂J associé au dual fort de

JB

(
H̃1

ét

(
K℘,W

(k1Σp\S
,k2Σp\S

)
)
S−an

)
⊗E χ∨

(
k1J\S , k2J\S

)
,

qui est donc un faisceau quotient deM(J ; k1Σp\J , k2Σp\J) par (6.12) et l’anti-équivalence
de catégories (cf. §5.1.5). En appliquant le formalisme dans la section 6.2.1.1 à{

T̂J ,M
(
S; k1Σp\S , k2Σp\S

)[
χ∨
(
k1J\S , k2J\S

)]
,H∗(S(K℘))⊗OE E

}
,

on obtient un sous-espace analytique rigide fermé (par le Lem. 6.2.6), noté

V
(
S; k1Σp\S , k2Σp\S

)[
χ∨
(
k1J\S , k2J\S

)]
,
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de V
(
J ; k1Σp\J , k2Σp\J

)
sur E. En outre, le caractère χ∨

(
k1J\S , k2J\S

)
induit un iso-

morphisme d’espaces rigides sur E (cf. §5.1.3)

χ∨
(
k1J\S , k2J\S

)
: T̂J

∼−−→ T̂J , χ 7→ χχ∨
(
k1J\S , k2J\S

)
.

Par la Prop. 5.1.18, on a alors un isomorphisme de faisceaux cohérents sur T̂J(
χ∨
(
k1J\S , k2J\S

))∗(M(S; k1Σp\S , k2Σp\S
)[
χ∨
(
k1J\S , k2J\S

)])
∼−−→M

(
S; k1Σp\S , k2Σp\S

)
(
où l’action de O

T̂J
surM

(
S; k1Σp\S , k2Σp\S

)
se factorise à travers O

T̂S

)
. Par le Lem.

6.2.7, on obtient un diagramme cartésien

V
(
S; k1Σp\S , k2Σp\S

)
−−−−→ V

(
S; k1Σp\S , k2Σp\S

)[
χ∨
(
k1J\S , k2J\S

)]y y
T̂J

χ∨
(
k1J\S ,k2J\S

)
−−−−−−−−−−−→ T̂J

,

où le morphisme (isomorphisme) en haut envoie (χ, κ) sur
(
χχ∨

(
k1J\S , k2J\S

)
, κ
)
. De

tout ce qui précède, on obtient le théorème suivant.

Théorème 6.2.13. Soient ∅ 6= S ⊆ J ⊆ Σ℘, k1,σ ∈ Z≥2 et k2,σ ∈ Z pour tout
σ ∈ Σp \ S, alors on a un plongement fermé d’espaces analytiques rigides sur E:

V
(
S; k1Σp\S , k2Σp\S

)
↪−→ V

(
J ; k1Σp\J , k2Σp\J

)
(6.13)

(χ, κ) 7→
(
χχ∨

(
k1J\S , k2J\S

)
, κ
)
.

Définition 6.2.14. (1) Soient ∅ 6= J ⊆ Σ℘, S un sous-ensemble de J , L une extension
finie de E, et (χ = χ1 ⊗ χ2, κ) un L-point de V

(
J ; k1Σp\J , k2Σp\J

)
, un vecteur v dans

(
JB

(
H̃1

ét

(
K℘,W

(k1Σp\J
,k2Σp\J

)
)
J−an

)
⊗E L

)T (F℘)=χ,H∗(S(K℘))=κ
(6.14)

est dit S-classique
(
resp. quasi-S-classique

)
si son image dans

H̃1
ét

(
K℘,W

(k1Σp\J
,k2Σp\J

)
)
J−an

⊗E L,

via la composée naturelle(
JB

(
H̃1

ét

(
K℘,W

(k1Σp\J
,k2Σp\J

)
)
J−an

)
⊗E L

)T (F℘)=χ,H∗(S(K℘))=κ

∼−−→
(
H̃1

ét

(
K℘,W

(k1Σp\J
,k2Σp\J

)
)
J−an

⊗E L
)N0,T (F℘)+=χ,H∗(S(K℘))=κ

↪−→ H̃1
ét

(
K℘,W

(k1Σp\J
,k2Σp\J

)
)
J−an

⊗E L, (6.15)
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est S-classique
(
resp. quasi-S-classique

)
pour l’action de GL2(F℘) (cf. §5.1.2), où

T (F℘)+ désigne le monoïde
{(

a 0
0 b

)
∈ T (F℘)

∣∣ υ℘(a) ≥ υ℘(b)

}
et où le premier

isomorphisme découle de [35, Prop.3.4.9]
(
voir la Rem. 6.2.15 ci-dessous pour l’action

de T (F℘)+ sur V N0 pour une représentation localement Qp-analytique V de GL2(F℘)
)
.

On dit que v est classique (resp. quasi-classique) s’il est J-classique
(
resp. quasi-J-

classique
)
. On note(
JB

(
H̃1

ét

(
K℘,W

(k1Σp\J
,k2Σp\J

)
)
J−an

)
⊗E L

)T (F℘)=χ,H∗(S(K℘))=κ

∗

avec ∗ = quasi−S − cl (resp. ∗ = S − cl) le sous-espace vectoriel engendré par les
vecteurs quasi-S-classiques (resp. S-classiques).

(2) Avec les notations ci-dessus, on dit que (χ, κ) est S-classique
(
resp. quasi-S-

classique
)
si le L-espace vectoriel en (6.14) possède des vecteurs S-classiques

(
resp.

quasi-S-classiques
)
non nuls. On dit que (χ, κ) est classique (resp. quasi-classique) s’il

est J-classique
(
resp. quasi-J-classique

)
.

Remarque 6.2.15. Soit V ∈ Repla,c(GL2(F℘)) (cf. §5.1.1), on définit une action de
T (F℘)+ sur V N0 en posant (cf. [35, Def.3.4.1])

πt(v)
déf
= #(N0/tN0t

−1)−1
∑

n∈N0/tN0t−1

nt · v (6.16)

pour t ∈ T (F℘)+ et v ∈ V N0. Par [35, Prop.3.4.9], pour tout caractère localement
Qp-analytique χ de T (F℘), on a une bijection

JB(V )T (F℘)=χ ∼−−→ (V N0)T (F℘)+=χ.

Proposition 6.2.16. Avec les notations de la définition 6.2.14, et on note

V
déf
= H̃1

ét

(
K℘,W

(k1Σp\J
,k2Σp\J

)
)
J−an

⊗E L

pour simplifier. Soient S ⊆ J , et

0 6= v ∈ V N0,T (F℘)+=χ,H∗(S(K℘))=κ
(
∼= JB(V )T (F℘)=χ,H∗(S(K℘))=κ

)
.

(1) Le vecteur v est quasi-S-classique si et seulement si S ⊆ CB(χ) et v appartient
à l’image de l’injection naturelle GL2(F℘)×H∗(S(K℘))-équivariante (cf. Prop. 5.1.3)(

V ⊗LW (k1S
,0S) ⊗L χS ◦ det

)
J\S−an

⊗L (W (k1S
,0S))∨ ⊗L χ−1

S ◦ det ↪−→ V, (6.17)

où k1,σ
déf
= kχ1,σ − kχ2,σ + 2 pour σ ∈ S (cf. Déf.3.4.1) et où χS est un caractère

localement S-analytique de F×℘ à valeurs dans L× vérifiant kχS ,σ = −kχ1,σ (χS est
alors unique à torsion par un caractère lisse de F×℘ près, et le premier terme de (6.17)
ne dépend pas du choix de χS).

(2) Le vecteur v est S-classique si et seulement si v est quasi-S-classique et kχ1,σ ∈ Z
pour tout σ ∈ S.
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Proof. (1) Le sens "si" est clair. On suppose maintenant v quasi-J-classique. L’action
de bS

(
où b est l’algèbre de Lie de B(F℘), et bS

∼−→
∏
σ∈S b⊗F℘,σ L, voir §5.1.2

)
sur v

est alors induite par le caractère (voir l’argument au-dessus de la Prop. 5.3.33)

χ′S : tS → L,
∑
σ∈S

(
aσ 0
0 dσ

)
7→
∑
σ∈S

(aσkχ1,σ + dσkχ2,σ)

via la projection bS � tS . Donc l’application

U(gS) −→ V, x 7→ x · v,

induit un morphisme de U(gS)-modules Ver(χ′S) → V dont l’image, notée Wv, est de
dimension finie (sur L) car v est quasi-S-classique, où Ver(χ′S) ∼= U(nS)⊗L χ′S désigne
le module de Verma de χ′S

(
n désignant l’algèbre de Lie du radical nilpotent de B(F℘)

)
.

Par la théorie des modules de Verma (e.g. voir [47, §1.3 et §1.6]), on a kχ1,σ−kχ2,σ ∈ Z≥0

pour tout σ ∈ S (i.e. S ⊆ CB(χ)), et on a un isomorphisme de U(gS)-modules(
W (k1S

,0S)
)∨ ⊗L χ−1

S ◦ det
∼−−→Wv. (6.18)

On obtient alors une injection gS-équivariante(
W (k1S

,0S)
)∨ ⊗L χ−1

S ◦ det ↪−→ V

dont v appartient à l’image. On en déduit que v se trouve dans l’image de la composée
naturelle GL2(F℘) × H∗(S(K℘))-équivariante

(
voir la Prop. 5.1.3 et la Rem. 5.1.5,

noter que la dernière application est donnée par f ⊗ w 7→ f(w)
)

(
V ⊗LW (k1S

,0S) ⊗L χS ◦ det
)
J\S−an

⊗L
(
W (k1S

,0S)
)∨ ⊗L χ−1

S ◦ det

∼−−→ HomgS

((
W (k1S

,0S)
)∨ ⊗L χ−1

S ◦ det, V
)
⊗L
((
W (k1S

,0S)
)∨ ⊗L χ−1

S ◦ det
)
↪−→ V

d’où la première partie de la proposition.

(2) Supposons v quasi-S-classique. Par définition (cf. §5.1.2), le vecteur v est S-
classique si et seulement si Wv provient d’une représentation S-algébrique de GL2(F℘)
sur L. Par l’isomorphisme (6.18), ceci est équivalent à kχS ,σ ∈ Z pour tout σ ∈ S.

Le corollaire suivant se déduit facilement de la Prop. 6.2.16.

Corollaire 6.2.17. Avec les notations de la Prop. 6.2.16, soit S ⊆ CB(χ), alors
l’injection naturelle obtenue en appliquant le foncteur de Jacquet-Emerton à l’application
(6.17) (voir aussi (6.12))

JB

((
V ⊗LW (k1S

,0S) ⊗L χS ◦ det
)
J\S−an

)T (F℘)=χχ∨(k1S
,0S)−1(χS⊗χS),H∗(S(K℘))=κ

⊗L χ∨(k1S
, 0S)(χS ⊗ χS)−1 ↪−→ JB(V )T (F℘)=χ,H∗(S(K℘))=κ
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induit une bijection

JB

((
V ⊗LW (k1S

,0S) ⊗L χS ◦ det
)
J\S−an

)T (F℘)=χχ∨(k1S
,0S)−1(χS⊗χS),H∗(S(K℘))=κ

∼−−→ JB(V )
T (F℘)=χ,H∗(S(K℘))=κ
quasi−S−cl .

En particulier, si l’on a de plus kχ1,σ ∈ Z pour tout σ ∈ S
(
donc

JB(V )
T (F℘)=χ,H∗(S(K℘))=κ
S−cl

∼−−→ JB(V )
T (F℘)=χ,H∗(S(K℘))=κ
quasi−S−cl

par la Prop. 6.2.16 (2)
)
, il y a alors une bijection

JB

((
V ⊗LW (k1S

,k2S
)
)
J\S−an

)T (F℘)=χχ∨(k1S
,k2S

)−1,H∗(S(K℘))=κ

∼−−→ JB(V )
T (F℘)=χ,H∗(S(K℘))=κ
S−cl ,

où k2,σ = −kχ1,σ pour tout σ ∈ S. Par conséquent, le L-point (χ = χ1 ⊗ χ2, κ) est
S-classique si et seulement si k1,σ

déf
= kχ1,σ − kχ2,σ + 2 ∈ Z≥2, k2,σ

déf
= −kχ1,σ ∈ Z et

JB

((
V ⊗LW (k1S

,k2S
)
)
J\S−an

)T (F℘)=χχ∨(k1S
,k2S

)−1,H∗(S(K℘))=κ
6= 0.

Lorsque S 6= J , c’est alors équivalent à(
χχ∨(k1S

, k2S
)−1, κ

)
∈ V

(
J \ S; k1(Σp\J)∪S , k2(Σp\J)∪S

)(
L
)
.

Remarque 6.2.18 (Question). Soient σ, σ′ ∈ J , σ 6= σ′, (χ, κ) un point fermé de
V
(
J ; k1Σp\J , k2Σp\J

)
, si (χ, κ) est à la fois σ-classique et σ′-classique, alors est-ce qu’il

est {σ, σ′}-classique?

Définition 6.2.19. (1) Soit χ = χ1⊗χ2 un caractère continu de T (F℘) à valeurs dans
Qp
×, on dit que χ est non ramifié algébrique si kχ1,σ, kχ2,σ ∈ Z pour tout σ ∈ Σ℘ et il

existe a1, a2 ∈ Qp
× tel que χ1 ⊗ χ2 = unr(a1)

∏
σ∈Σ℘

σkχ1,σ ⊗ unr(a2)
∏
σ∈Σ℘

σkχ2,σ .

(2) Avec les notations de la Déf. 6.2.14, on dit que (χ, κ) est semi-stable classique
si (χ, κ) est classique et χ est de plus non ramifié algébrique.

Notons C
(
J ; k1Σp\J , k2Σp\J

)
l’ensemble des points semi-stables classiques de l’espace

rigide V
(
J ; k1Σp\J , k2Σp\J

)
, et H

(
J ; k1Σp\J , k2Σp\J

)
l’adhérence de Zariski (qui est donc

réduit, voir [25, §1.2]) de C
(
J ; k1Σp\J , k2Σp\J

)
dans V

(
J ; k1Σp\J , k2Σp\J

)
.

6.2.2 Points compagnons et classicités

On utilise la théorie des représentations localement Qp-analytiques de GL2(F℘) pour
donner une interprétation en termes de représentations (Prop.6.2.23) de l’existence ou
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non de points compagnons (cf. Déf.6.2.21) et pour montrer un résultat de classicité
(Prop.6.2.27).

On fixe jusqu’à la fin de cette section un sous-ensemble non vide J de Σ℘, et k1,σ ∈
Z≥2, k2,σ ∈ Z pour tout σ ∈ Σp \ J .

Lemme 6.2.20. Soient L une extension finie de E, χ = χ1⊗χ2 un caractère localement
J-analytique de T (F℘) à valeurs dans L×, C déf

= CB(χ) ∩ J (cf. Déf.5.3.32), et κ un
morphisme de OE-algèbres H∗(S(K℘)) → L, alors on a une bijection de L-espaces
vectoriels

JB

(
H̃1

ét

(
K℘,W

(k1Σp\J
,k2Σp\J

)
)
J−an

⊗E L
)T (F℘)=χ,H∗(S(K℘))=κ

quasi−C−cl

∼−−→ HomGL2(F℘)

((
Ind

GL2(F℘)
B(F℘) χ2

∏
σ∈C

σk1,σ−2χC unr(q−1)⊗ χ1χC unr(q)
)J\C−an

⊗L
(
W (k1C

,0C)
)∨ ⊗L χ−1

C ◦ det⊗L
(
W

(k1Σ℘\J
,k2Σ℘\J

))∨
,(

H̃1
ét

(
K℘,W

(k1Σp\Σ℘
,k2Σp\Σ℘

)
)
⊗E L

)H∗(S(K℘))=κ

Qp−an

)
. (6.19)

où k1,σ = kχ1,σ − kχ2,σ + 2 ∈ Z≥2 pour tout σ ∈ C, χC est un caractère localement
C-analytique de F×℘ à valeurs dans L× tel que kχC ,σ = −kχ1,σ pour tout σ ∈ C (et

q = pd0). Si kχ1,σ ∈ Z pour tout σ ∈ C, notant k2,σ
déf
= −kχ1,σ pour tout σ ∈ C, on a

alors une bijection de L-espaces vectoriels:

JB

(
H̃1

ét

(
K℘,W

(k1Σp\J
,k2Σp\J

)
)
J−an

⊗E L
)T (F℘)=χ,H∗(S(K℘))=κ

C−cl

∼−−→ HomGL2(F℘)

((
Ind

GL2(F℘)
B(F℘) χ2

∏
σ∈C

σk1,σ+k2,σ−2 unr(q−1)⊗χ1

∏
σ∈C

σk2,σ unr(q)
)J\C−an

⊗L
(
W

(k1C∪(Σ℘\J)
,k2C∪(Σ℘\J)

)
)∨
,
(
H̃1

ét

(
K℘,W

(k1Σp\Σ℘
,k2Σp\Σ℘

)
)
⊗E L

)H∗(S(K℘))=κ

Qp−an

)
.

Proof. Notons V déf
= H̃1

ét

(
K℘,W

(k1Σp\J
,k2Σp\J

)
)
J−an

⊗E L pour simplifier. Par le Cor.
6.2.17, on a une bijection de L-espaces vectoriels

JB

((
V ⊗LW (k1C

,0C) ⊗L χC ◦ det
)
J\C−an

)T (F℘)=χχ∨(k1C
,0C)−1(χC⊗χC),H∗(S(K℘))=κ

∼−−→ JB(V )
T (F℘)=χ,H∗(S(K℘))=κ
quasi−C−cl .

Notons χ′ déf
= χχ∨(k1C

, 0C)−1(χC ⊗ χC) pour simplifier. Comme CB(χ′) ∩ (J \C) = ∅,
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par le Cor. 5.3.34, on obtient une bijection de L-espaces vectoriels

JB

((
V ⊗LW (k1C

,0C) ⊗L χC ◦ det
)
J\C−an

)T (F℘)=χ′,H∗(S(K℘))=κ

∼−−→ HomGL2(F℘)

((
Ind

GL2(F℘)
B(F℘) χ2

∏
σ∈C

σk1,σ−2χC unr(q−1)⊗ χ1χC unr(q)
)J\C−an

,

(
V ⊗LW (k1C

,0C) ⊗L χC ◦ det
)H∗(S(K℘))=κ

J\C−an

)
. (6.20)

Par le Cor.5.1.6, il y a une bijection entre le dernier terme de (6.20) et le dernier terme
de (6.19), d’où la première partie du lemme. La deuxième partie découle de façon
analogue.

Soit χ = χ1⊗χ2 un caractère localement Qp-analytique de T (F℘) à valeurs dans E×.
Pour S ⊆ CB(χ), on note χc1,S

déf
= χ1

∏
σ∈S σ

kχ2,σ−kχ1,σ−1, χc2,S
déf
= χ2

∏
σ∈S σ

kχ1,σ−kχ2,σ+1

et χcS
déf
= χc1,S ⊗ χc2,S . On a par définition CB(χcS) = CB(χ) \ S.

Définition 6.2.21. Soient z = (χ, κ) un point fermé de l’espace analytique rigide
V
(
J ; k1Σp\J , k2Σp\J

)
et S un sous-ensemble de CB(χ)∩ J , on dit que z admet un point

S-compagnon dans V
(
J ; k1Σp\J , k2Σp\J

)
si

zcS
déf
= (χcS , κ) ∈ V

(
J ; k1Σp\J , k2Σp\J

)(
E
)
.

Le point S-compagnon zcS est dit efficace si zcS est quasi-CB(χcS) ∩ J-classique.

Remarque 6.2.22. Avec les notations de la définition 6.2.21, si z admet un point
CB(χ) ∩ J-compagnon zcCB(χ)∩J dans V

(
J ; k1Σp\J , k2Σp\J

)
, alors zcCB(χ)∩J est efficace

puisque CB
(
χcCB(χ)∩J

)
∩ J = ∅.

Proposition 6.2.23. Soient L une extension finie de E, z = (χ, κ) un L-point de
V
(
J ; k1Σp\J , k2Σp\J

)
, S un sous-ensemble de CB(χ) ∩ J , alors z admet un point S-

compagnon efficace si et seulement s’il existe un plongement de représentations locale-
ment Qp-analytiques de GL2(F℘):

(
Ind

GL2(F℘)
B(F℘) χc2,S

∏
σ∈C

σkχ1,σ−kχ2,σχC unr(q−1)⊗ χc1,SχC unr(q)
)J\C−an

⊗L
(
W (k1C

,0C)
)∨ ⊗L (W (k1Σ℘\J

,k2Σ℘\J
))∨ ⊗L χ−1

C ◦ det

↪−→
(
H̃1

ét

(
K℘,W

(k1Σp\Σ℘
,k2Σp\Σ℘

)
)
⊗E L

)H∗(S(K℘))=κ

J−an
,

où C déf
= CB(χcS)∩ J = (CB(χ)∩ J) \ S, k1,σ

déf
= kχ1,σ − kχ2,σ + 2 = kχc1,S ,σ − kχc2,S ,σ + 2

pour tout σ ∈ C, et où χC est un caractère localement C-analytique de F×℘ à valeurs
dans L× tel que kχC ,σ = −kχ1,σ pour tout σ ∈ C.
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Proof. La proposition découle du Lem. 6.2.20 appliqué à χ = χcS .

Comme la représentation de Banach H̃1
ét

(
K℘,W

(k1Σp\Σ℘
,k2Σp\Σ℘

)
)
de GL2(F℘) est

unitaire (cf. Thm.6.1.2 (1)), par la Prop. 6.2.23 et [15, Prop.5.1], on a

Corollaire 6.2.24. Avec les notations de la proposition 6.2.23, si z admet un point
S-compagnon efficace, alors on a

υ℘(qχ1($)) ≥
∑

σ∈Σ℘\J

k2,σ +
∑
σ∈S

(kχ1,σ − kχ2,σ + 1).

Lemme 6.2.25. Soient L une extension finie de E, z = (χ = χ1 ⊗ χ2, κ) un L point
de V

(
J ; k1Σp\J , k2Σp\J

)
, τ ∈ CB(χ) ∩ J , s’il existe un vecteur (non nul) non quasi-τ -

classique

v ∈ JB
(
H̃1

ét

(
K℘,W

(k1Σp\J
,k2Σp\J

)
)
J−an

⊗E L
)T (F℘)=χ,H∗(S(K℘))=κ

,

alors z admet un point τ -compagnon. De plus, si c’est le cas, alors il existe un sous-
ensemble S de CB(χ)∩J contenant τ tel que z admette un point S-compagnon efficace.

Proof. On note encore v son image dans V déf
= H̃1

ét

(
K℘,W

(k1Σp\J
,k2Σp\J

)
)
J−an

⊗E L via

la composée (6.15). D’après [35, Prop.4.4.4], on a

v′
déf
= X

kχ1,τ−kχ2,τ+1
−,τ v ∈ V N0,T (F℘)+=χcτ ,H∗(S(K℘))=κ ∼−−→ JB(V )T (F℘)=χcτ ,H∗(S(K℘))=κ.

En outre, l’application U(gτ )-équivariante f : U(gτ )→ V , x 7→ x·v induit un morphisme
de U(gτ )-modules Ver(χτ )→ V où χτ désigne le caractère de bτ :

χτ : bτ → L,

(
aτ bτ
0 dσ

)
7→ aτkχ1,τ + dτkχ2,τ .

Si v′ = 0, l’image de f est donc de dimension finie sur L, ce qui contredit le fait que
v n’est pas quasi-τ -classique. Donc v′ 6= 0, d’où la première partie du lemme. S’il
existe τ ′ ∈ CB(χcτ )∩ J = (CB(χ)∩ J) \ {τ} tel que v′ ne soit pas quasi-τ ′-classique, on
peut reprendre l’argument précédent en remplaçant v, τ par v′, τ ′... Cela nous permet
d’obtenir enfin un ensemble S ⊆ CB(χ) ∩ J contenant τ et un point S-compagnon
efficace de z.

Remarque 6.2.26. Ce lemme peut aussi se déduire facilement de [16, Th.4.3].

Proposition 6.2.27. Soient z = (χ1 ⊗ χ2, κ) un point fermé de V
(
J ; k1Σp\J , k2Σp\J

)
,

S un sous-ensemble de CB(χ) ∩ J . Si l’on a

υ℘(qχ1($)) <
∑

σ∈Σ℘\J

k2,σ + inf
σ∈S
{kχ1,σ − kχ2,σ + 1},

alors le point z est quasi-S-classique.
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Proof. On suppose que z ne soit pas quasi-S-classique. Il existe alors τ ∈ S tel que z
ne soit pas quasi-τ -classique (cf. Prop. 5.1.2). Par le Lem. 6.2.25, il existe S′ ⊆ S
contenant τ tel que z admette un point S′-compagnon efficace. Selon le corollaire 6.2.24,
on a

υ℘(qχ1($)) ≥
∑

σ∈Σ℘\J

k2,σ +
∑
σ∈S′

(kχ1,σ − kχ2,σ + 1),

une contradiction.

Corollaire 6.2.28 (Classicité). Avec les notations de la Prop. 6.2.27, supposons de
plus que k1,σ

déf
= kχ1,σ − kχ2,σ + 2 ∈ Z≥2 et k2,σ

déf
= kχ1,σ ∈ Z pour tout σ ∈ J (ainsi

CB(χ) ∩ J = J), et notons ψ1
déf
= χ1

∏
σ∈J σ

k2,σ , qui est un caractère lisse de F×℘ à
valeurs dans E×. Pour S ⊆ J , si l’on a

υ℘(qψ1($)) <
∑
σ∈Σ℘

k2,σ + inf
σ∈S
{k1,σ − 1},

alors le point z est S-classique.

Remarque 6.2.29. Avec les notations du Cor. 6.2.28.

(1) Dans le cas où J = Σ℘ et S = Σ℘, on voit que si

υ℘(qψ1($)) <
∑
σ∈Σ℘

k2,σ + inf
σ∈Σ℘

{k1,σ − 1},

alors le point z est classique. En particulier, si l’on suppose qu’il existe kσ (tous ≥ 2)
pour σ ∈ Σp et w des entiers de même parité tels que k1,σ = kσ, k2,σ = w−kσ

2 pour tout
σ ∈ Σp (ce qui est l’hypothèse de parité sur les poids des formes modulaires de Hilbert),
si

υ℘(qψ1($)) <
∑
σ∈Σ℘

w − kσ
2

+ inf
σ∈Σ℘

{kσ − 1},

alors le point z est classique. On invite le lecteur à comparer cela avec les conjectures
de Breuil dans [13] et les résultats de Tian-Xiao dans [78].

(2) Dans le cas où S = J = {τ} avec τ ∈ Σ℘, si

υ℘(qψ1($)) <
∑
σ∈Σ℘

k2,σ + (k1,τ − 1),

alors z est classique. On retrouve alors la pente critique pour les formes modulaires
surconvergentes de poids (k1Σp

, k2Σp
) sur les courbes de Shimura unitaires sur (τ, E)

(cf. Rem.3.3.2 (2)).

Soit maintenant ρ une représentation K℘-modulaire de Gal(Q/F) de dimension 2
sur E, et supposons que le localisé

H̃1
ét

(
K℘,W

(k1Σp\J
,k2Σp\J

)
)
ρss
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est non nul, qui est aussi une représentation de Banach admissible de GL2(F℘) sur
E, munie d’une action continue de H∗(S(K℘)) × Gal(Q/F) qui commute à celle de
GL2(F℘). On note

H̃1
ét

(
K℘,W

(k1Σp\J
,k2Σp\J

)
)
J−an,ρss

déf
=
(
H̃1

ét

(
K℘,W

(k1Σp\J
,k2Σp\J

)
)
ρss

)
J−an

∼−−→
(
H̃1

ét

(
K℘,W

(k1Σp\J
,k2Σp\J

)
)
J−an

)
ρss
,

(
où l’isomorphisme découle du fait que les actions de GL2(F℘) etH∗(S(K℘)) commutent

)
,

etM
(
J ; k1Σp\J , k2Σp\J

)
ρss le faisceau cohérent sur T̂J associé au dual fort de la représen-

tation JB
(
H̃1

ét

(
K℘,W

(k1Σp\J
,k2Σp\J

)
)
J−an,ρss

)
(via l’anti-équivalence de catégories, voir

§5.1.5). En appliquant le formalisme dans la section 6.2.1.1 à{
M
(
J ; k1Σp\J , k2Σp\J

)
ρss , T̂J , H∗(S(K℘))⊗OE E

}
,

on obtient un espace rigide analytique, noté V
(
J ; k1Σp\J , k2Σp\J

)
ρss , fini sur T̂J et un

faisceau cohérent encore notéM
(
J ; k1Σp\J , k2Σp\J

)
ρss sur V

(
J ; k1Σp\J , k2Σp\J

)
ρss . Par

la Rem. 6.1.11 et le Lem. 6.2.6, V
(
J ; k1Σp\J , k2Σp\J

)
ρss est en fait un sous-espace rigide

fermé de V
(
J ; k1Σp\J , k2Σp\J

)
. Pour S ⊆ J , un L-point (χ, κ) de V

(
J ; k1Σp\J , k2Σp\J

)
ρss

est dit quasi-S-classique
(
resp. S-classique, semi-stable classique

)
s’il est quasi-S-

classique
(
resp. S-classique, semi-stable classique

)
comme point de V

(
J ; k1Σp\J , k2Σp\J

)
.

De plus, pour un point fermé z de V
(
J ; k1Σp\J , k2Σp\J

)
ρss , on voit facilement que z ad-

met un point S-compagnon
(
dans V

(
J ; k1Σp\J , k2Σp\J

))
si et seulement si zcS se trouve

dans V
(
J ; k1Σp\J , k2Σp\J

)
ρss . Si c’est le cas, on dit que z admet un point S-compagnon

zcS dans V
(
J ; k1Σp\J , k2Σp\J

)
ρss . Le point S-compagnon zcS est dit efficace s’il est quasi-

CB(χcS)∩ J-classique. Tous les résultats précédents restent vrais après "localisation en
ρss".

On suppose jusqu’à la fin de cette section ρ absolument irréductible modulo $E

(ainsi ρss ∼= ρ).

Proposition 6.2.30. L’espace analytique rigide V
(
J ; k1Σp\J , k2Σp\J

)
ρ
est équidimen-

sionnel de dimension 2|J |, et les points semi-stables classiques sont Zariski-denses dans
V
(
J ; k1Σp\J , k2Σp\J

)
ρ
.

Proof. Notons T0
déf
=

{(
a 0
0 d

)
∈ T (F℘)

∣∣∣ a ∈ $Z × (1 + $O℘), d ∈ 1 + $O℘
}
, on a

alors une decomposition de groupes

T0
∼−−→
(

1 +$O℘ 0
0 1

)
×
(

1 0
0 1 +$O℘

)
×ΠZ

0
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où Π0
déf
=

(
$ 0
0 1

)
, qui induit un isomorphism d’espaces rigides sur E:

(̂T0)J
∼−−→WJ,1 ×WJ,1 ×Gm, (6.21)

où (̂T0)J
(
resp. WJ,1

)
désigne l’espace rigide sur E qui paramètre les caractères locale-

ment J-analytiques de T0

(
resp. de 1+$O℘

)
. L’injection naturelle T0 ↪→ T (F℘) induit

un morphisme d’espaces rigides

p1 : T̂J −� (̂T0)J , χ 7→ χ|T0 .

Par le Cor. 6.1.14 et [35, (4.2.43)], on voit que le Γ(T̂J ,OT̂J )-module coadmissible

JB

(
H̃1

ét

(
K℘,W

(k1Σp\J
,k2Σp\J

)
)
J−an,ρ

)∨
b

est encore coadmissible comme Γ
(

(̂T0)J ,O(̂T0)J

)
-module. On note alors M le O

(̂T0)J
-

module cohérent associé. On noteH la E-algèbre engendrée parH∗(S(K℘)) et les opéra-

teurs S$ =

(
$ 0
0 $

)
, Zλ1,λ2

déf
=

(
λ1 0
0 λ2

)
pour tous λ1, λ2 ∈ µq−1(F×℘ )

(
l’ensemble

des racines de l’unité dans F×℘
) (

noter que T (F℘) est engendré comme groupe par
T0, S$ et les Zλ1,λ2

)
. Le faisceau cohérent M est alors muni d’une action naturelle

O
(̂T0)J

-linéaire de H. On peut donc reconstruire l’espace rigide V
(
J ; k1Σp\J , k2Σp\J

)
ρ

en appliquant le formalisme dans la section 6.2.1.1 à
{
M, (̂T0)J ,H

}
.

Soit {Ui ∼= SpmAi}i∈I un recouvrement admissible deWJ,1×WJ,1, les {Ui×Gm}i∈I
forment un recouvrement admissible de (̂T0)J (via l’isomorphisme (6.21)). Par le Cor.
6.1.14, [35, (4.2.43)], et la Prop. 5.A.6 (et sa preuve) appliquée à A = Ai, M =
M|Ui×Gm et z = Π0, il existe un sous-espace rigide fermé Z de Ui × Gm défini par
une série de Fredholm Gi(z) ∈ Ai{{z, z−1}} (Z est alors appelé une hypersurface de
Fredholm) tel que

1. il existe un faisceau cohérentN sur Z tel que i∗N ∼=M où i désigne le plongement
fermé Z ↪→ Ui ×Gm;

2. il existe un recouvrement affinoïde admissible
{
Vj ∼= SpmAi[z]/Pj(z)

}
de Z tel

que
(a) il existe Qj(z) ∈ Ai{{z}} tel que (Pj , Qj) = 1 et Gi(z) = Pj(z)Qj(z),
(b) Γ(Vj ,N ) soit un Ai-module projectif de rang fini avec Pj le polynôme carac-
téristique de Π0 sur Γ(Vj ,N ).

On peut donc reconstruire V
(
J ; k1Σp\J , k2Σp\J

)
ρ
en appliquant le formalisme dans la

section 6.2.1.1 à
{
Z,N ,H

}
(voir l’argument au-dessus du Lem. 6.2.5). Cette con-

struction coïncide avec celle dans [18, §5] (voir aussi [22, §6]). La première partie du
théorème découle alors de [22, Prop.6.4.2] et la Prop. 5.1.13. La densité des points
semi-stables classiques découle de la Prop. 6.2.27 (voir aussi le Cor. 6.2.28) par le
même argument que celui de la preuve de [22, Prop. 6.4.6].
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Notons C
(
J ; k1Σp\J , k2Σp\J

)
ρ
l’ensemble des points semi-stables classiques de l’espace

rigide V
(
J ; k1Σp\J , k2Σp\J

)
ρ
. La proposition suivante découle de la Prop. 6.2.27 par le

même argument que dans la preuve de [22, Prop.6.2.7].

Proposition 6.2.31. Soit z = (χ, κ) un point fermé de V
(
J ; k1Σp\J , k2Σp\J

)
ρ
avec

χ non ramifié algébrique, alors C
(
J ; k1Σp\J , k2Σp\J

)
ρ
s’accumule en z, i.e. pour tout

ouvert admissible U contenant z, il existe un ouvert admissible V de U contenant z tel
que l’ensemble C

(
J ; k1Σp\J , k2Σp\J

)
ρ
∩ V (E) soit Zariski-dense dans V .

6.2.3 Familles de représentations galoisiennes

Dans cette section, on étudie les familles p-adiques de représentations galoisiennes
sur les variétés de Hecke construites au §6.2.1.

6.2.3.1 Familles de représentations galoisiennes

Fixons dans cette section un sous-ensemble J de Σ℘, des entiers k1,σ ∈ Z≥2, k2,σ ∈ Z
pour tout σ ∈ Σp \ J et ρ une représentation K℘-modulaire de Gal(Qp/F) sur E,
absolument irréductible modulo $E telle que V

(
J ; k1Σp\J , k2Σp\J

)
ρ
6= ∅.

Soit z = (χ = χ1 ⊗ χ2, κ) un point semi-stable classique de V
(
J ; k1Σp\J , k2Σp\J

)
ρ
,

par définition, on a kχ1,σ, kχ2,σ ∈ Z pour tout σ ∈ J , CB(χ) = Σ℘, et(
JB

(
H1

ét

(
K℘,W

(k1Σp
,k2Σp

)
)
ρ

)
⊗E E

)T (F℘)=ψ1⊗ψ2,H∗(S(K℘))=κ
6= 0

où ψ1 ⊗ ψ2
déf
= χ

(∏
σ∈J σ

−kχ1,σ ⊗
∏
σ∈J σ

−kχ2,σ
)
est un caractère lisse non ramifié de

T (F℘). On note k1,σ
déf
= kχ1,σ − kχ2,σ + 2, k2,σ

déf
= −kχ1,σ.

Proposition 6.2.32. Avec les notations précédentes, il existe alors une représentation
ρz continue irréductible de Gal(Q/F) de dimension 2 sur une extension finie de E non
ramifiée hors de SK℘ (cf. Rem. 4.2.4) telle que la restriction ρz|Gal(Q`/F(λ,l))

vérifie

Frob−2
(λ,l)−κ(Xλ,l) Frob−1

(λ,l) +κ(Yλ,lχλ,`dl )`
dl,0 = 0

pour tout (λ, l) ∈ S(K℘), où Frob(λ,l) ∈ Gal(Q`/F(λ,l)) désigne le Frobenius arithmé-

tique. De plus, la représentation ρz,℘
déf
= ρz|Gal(Qp/F(u,℘))

de Gal(Qp/F℘) est semi-stable

de poids de Hodge-Tate (−(k2,σ+k1,σ−1),−k2,σ)σ∈Σ℘ avec les valeurs propres de ϕd0 sur
DdR(ρz,℘)σ données par qκ(χu,pd0 )ψ1($) et κ(χu,pd0 )ψ2($). De plus, ρz,℘ est cristalline
si q2ψ1($) 6= ψ2($).

Proof. Comme
(
JB

(
H1

ét

(
K℘,W

(k1Σp
,k2Σp

)
)
ρ

)
⊗E E

)T (F℘)=ψ1⊗ψ2,H∗(S(K℘))=κ
6= 0, il

existe une représentation automorphe irréductible π ∼= ς(π∞) ⊗ π∞ sur C
(
où π∞
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est une représentation admissible lisse et irréductible de G(A∞) sur E
)
vérifiant (voir

(4.12))
• π∞ est cohomologique pour ς−1

(
W

(k1Σp
,k2Σp

));
• (π∞)K

℘ 6= 0 avec le système de valeurs propres de H∗(S(K℘)) associé égale à κ;
• JB((π∞)u,℘)ψ1⊗ψ2 6= 0.

Comme ρ est absolument irréductible modulo $E , π est cuspidale (voir §4.2.3) et donc
(π∞)u,℘ est de dimension infinie (cf. Prop.4.2.2). On pose ρz

déf
= ρ(π∞) (cf. §4.2.3). Par

la loi d’adjonction pour le module de Jacquet classique, on dispose d’une application
surjective GL2(F℘)-équivariante (e.g. voir [35, (0.2)])(

Ind
GL2(F℘)
B(F℘) ψ2 unr(q−1)⊗ ψ1 unr(q)

)∞ −� (π∞)u,℘. (6.22)

On voit alors que (π∞)
I℘
u,℘ 6= 0 et les valeurs propres des opérateurs U℘, S℘ sur (π∞)

I℘
u,℘

sont données par qψ1($) et ψ2($)ψ1($) respectivement. La proposition découle donc
de la discussion au §4.2.3 (e.g. voir la discussion au-dessus du Lem. 4.2.6).

Remarque 6.2.33. Reprenons les notations de la proposition 6.2.32 et de sa preuve.

(1) On a ρz ∼= ρ par les relations d’Eichler-Shimura.

(2) Comme (π∞)u,℘ est de dimension infinie, on a par (6.22) ψ2 6= ψ1 (et donc
ψ2($) 6= ψ1($) puisque les caractères ψi, i = 1, 2 sont non ramifiés).

Comme dans le §4.4, par [22, Prop.7.1] (et les propositions 6.2.30, 6.2.32 et 6.2.11),
on a

Proposition 6.2.34. Il existe un unique pseudo-caractère continu de dimension 2 (voir
le §4.4 pour FSK℘ )

T : Gal
(
FSK℘/F

)
−→ O

(
V
(
J ; k1Σp\J , k2Σp\J

)
ρ,red

)
dont l’évaluation en tout point semi-stable classique z coïncide avec Tz

déf
= tr(ρz). De

plus, soit z = (χ, κ) ∈ V
(
J ; k1Σp\J , k2Σp\J

)
ρ

(
E
)
, alors Tz

(
Frob−1

(λ,l)

)
= κ(Xλ,l) pour

tout (λ, l) ∈ S(K℘) où Tz désigne l’évaluation de T en z.

Corollaire 6.2.35. Soit z = (χ, κ) ∈ V
(
J ; k1Σp\J , k2Σp\J

)
ρ

(
E
)
, il existe alors une

unique représentation continue irréductible ρz de Gal(FSK℘/F) de dimension 2 sur E
telle que tr(ρz) = Tz et ρz ∼= ρ.

Proof. L’existence de ρz (unique à simplification près) découle de [77, Th.1(2)]. Comme
tr(ρz)

(
Frob−1

(λ,l)

)
= κ(Xλ,l) pour tout (λ, l) ∈ S(K℘), on en déduit ρzss ∼= ρ. En

particulier, ρz est absolument irréductible. Ceci permet de conclure.

Remarque 6.2.36. La représentation ρz ci-dessus est réalisable sur une extension finie
de kz, le corps résiduel en z (e.g. voir [77, Lem.6(1)]). Quitte à augmenter E s’il faut,
on peut alors supposer que ρz est une représentation de Gal(Q/F) sur kz.
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Par [5, Lem.7.8.11], on a

Proposition 6.2.37. Soit U un ouvert affinoïde de V
(
J ; k1Σp\J , k2Σp\J

)
ρ,red

, il ex-

iste alors un espace rigide Ũ au-dessus de U et un O
Ũ
-module M localement libre de

rang 2 muni d’une action continue O
Ũ
-linéaire de Gal(Q/F)

(
qui se factorise à travers

Gal(FSK℘/F)
)
vérifiant que

(1) le morphisme g : Ũ → U se factorise à travers un espace rigide U ′ fini et
dominant sur U , et Ũ est un éclatement de U ′ le long de U ′ \ U ′′ avec U ′′ un certain
ouvert de Zariski, Zariski-dense, de U ′;

(2) pour tout z ∈ Ũ(E) la représentation M|z de Gal(Q/F) (de dimension 2 sur
E) est isomorphe à ρg(z).

Remarque 6.2.38. Reprenons les notations dans la Prop.6.2.37, soit Z un sous-
ensemble de U(E), Zariski-dense dans U , alors g−1(Z) est Zariski-dense dans Ũ . En
effet, si l’on note g′ : U ′ → U le morphisme comme dans (1), par [22, Lem.6.2.8],
(g′)−1(Z) est Zariski-dense dans U ′. Donc (g′)−1(z) ∩ U ′′(E) est Zariski-dense dans
U ′′, d’où on déduit que g−1(Z) est Zariski-dense dans Ũ .

Considérons la restriction ρz,℘ := ρz|Gal(Qp/F(u,℘))

(
qui est une représentation con-

tinue de Gal(Qp/F℘) de dimension 2 sur une extension finie de E
)
pour tout z ∈

V
(
J ; k1Σp\J , k2Σp\J

)
ρ
.

Définition 6.2.39. Soient L une extension finie de E, V une représentation con-
tinue de Gal(Qp/F℘) de dimension r sur L, J ⊆ Σ℘ et {ki,σ ∈ Z}i=1,··· ,r une suite
décroissante pour tout σ ∈ J , on dit que V est de J-de Rham de poids de Hodge-Tate
(−kr,σ, · · · ,−k1,σ)σ∈J si dimLDdR(V )σ = r et les sauts de la filtration de Hodge de
DdR(V )σ sont donnés par k1,σ, · · · , kr,σ pour tout σ ∈ J .

Proposition 6.2.40. Soit z ∈ V
(
J ; k1Σp\J , k2Σp\J

)
ρ
(E), alors la représentation ρz,℘

est de Σ℘ \ J-de Rham de poids de Hodge-Tate (−(k2,σ + k1,σ − 1),−k2,σ)σ∈Σ℘\J .

Proof. Comme V
(
J ; k1Σp\J , k2Σp\J

)
ρ
est emboîté et C

(
J ; k1Σp\J , k2Σp\J

)
ρ
est Zariski-

dense dans V
(
J ; k1Σp\J , k2Σp\J

)
ρ
, on peut choisir un ouvert affinoïde irréductible U de

V
(
J ; k1Σp\J , k2Σp\J

)
ρ,red

contenant z tel que S := C
(
J ; k1Σp\J , k2Σp\J

)
ρ
∩ U(E) soit

Zariski-dense dans U (e.g. voir [5, Lem.7.2.9]). Soient g : Ũ → U et M comme dans
Prop. 6.2.37, g−1(S) est alors Zariski-dense dans Ũ (cf. Rem. 6.2.38). Comme ρz′,℘ est
de Σ℘ \ J-de Rham de poids de Hodge-Tate (−k2,σ + 1− k1,σ,−k2,σ)σ∈Σ℘\J pour tout
z′ ∈ S (cf. Prop. 6.2.32), la proposition découle alors de [75, Thm.2.19].

Terminons cette section par une conjecture dans le style "Fontaine-Mazur".

Conjecture 6.2.41. Soient z = (χ1 ⊗ χ2, κ) un point fermé de V
(
J ; k1Σp\J , k2Σp\J

)
ρ
,

S ⊆ CB(χ) ∩ {σ ∈ J | kχ1,σ ∈ Z}, si la représentation ρz,℘ est de S-de Rham, alors z
est S-classique.
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6.2.3.2 Représentations triangulines de Gal(Qp/F℘) de dimension 2

On donne des rappels sur des représentations triangulines de Gal(Qp/F℘) de dimen-
sion 2 sur E selon [59] (voir aussi [26] et [53]).

Notons F℘,∞
déf
=
⋃
F℘(µpn) avec µpn une racine primitive d’ordre pn de l’unité,

Γ
déf
= Gal(F℘,∞/F℘), et HF℘

déf
= Gal(Qp/F℘,∞). Nous disposons d’un anneau B†rig (cf.

[6, §3.4]) muni d’une action de ϕ et Gal(Qp/Qp), tel que B†rig,F℘
déf
= (B†rig)HF℘ soit

isomorphe à l’anneau de Robba RF ′℘,0 sur F ′℘,0, où F ′℘,0 est l’extension non ramifiée
maximale de F℘,0 dans F℘,∞. Pour une représentation continue ρ de Gal(Qp/F℘) de
dimension 2 sur E, Drig(ρ)

déf
= (B†rig ⊗Qp ρ)HF℘ (cf. [6, Prop.3.4]) est un (ϕ,Γ)-module

étale de rang 2 sur B†rig,F℘ ⊗Q℘ E
(
i.e. un (ϕ,Γ)-module étale sur B†rig,F℘ muni de plus

d’une action de E commutant à celle de ϕ et Γ qui est de rang 2 sur B†rig,F℘ ⊗Qp E
)
.

Notons RE
déf
= B†rig,F℘ ⊗Q℘ E.

Soit δ : F×℘ → E× un caractère continu de F×℘ à valeurs dans E×. Comme dans
[59, §1.4] (voir aussi [53, Const.6.2.4]), on peut associer à χ un (ϕ,Γ)-module libre de
rang 1 sur RE , noté RE(δ). Au fait, d’après [59, Thm.1.45], pour un (ϕ,Γ)-module D
libre de rang 1 sur RE , il existe un unique caractère δ de F×℘ à valeurs dans E× tel que
D ∼= RE(δ).

Définition 6.2.42 (cf. [26, Déf.4.1] et [59, Def.1.15]). Soit ρ une représentation con-
tinue de Gal(Qp/F℘) de dimension 2 sur E, on dit que ρ est trianguline s’il existe deux
caractères δ1, δ2 de F×℘ à valeurs dans E× tels que Drig(ρ) s’insère dans une suite exacte
de (ϕ,Γ)-modules sur RE comme suit:

0→ RE(δ1)→ Drig(ρ)→ RE(δ2)→ 0.

Une telle suite exacte est appelée une triangulation de Drig(ρ) (ou de ρ) et notée
(ρ, δ1, δ2).

Définition 6.2.43 (cf. [55, Def.4.3.1]). Soit ρ une représentation trianguline de dimen-
sion 2 de Gal(Qp/F℘) sur E avec une triangulation donnée par (ρ, δ1, δ2), pour σ ∈ Σ℘,
on dit que (ρ, δ1, δ2) est non σ-critique si kδ1,σ−kδ2,σ ∈ Z≥1. En général, pour S ⊆ Σ℘,
on dit que (ρ, δ1, δ2) est non S-critique si (ρ, δ1, δ2) est non σ-critique pour tout σ ∈ S;
(ρ, δ1, δ2) est dit non-critique si (ρ, δ1, δ2) est non Σ℘-critique.

Soient k1,σ ∈ Z≥2, k2,σ ∈ Z pour tout σ ∈ Σ℘, ρ une représentation semi-stable de
Gal(Qp/F℘) de dimension 2 sur E de poids de Hodge-Tate (−(k2,σ+k1,σ−1),−k2,σ)σ∈Σ℘

telle que les valeurs propres de ϕd0 , α et α̃, sur Dσ (où D déf
= DdR(ρ)) soient différentes

pour un (ou de manière équivalente tout) σ ∈ Σ℘. D’après [59, §4], si ρ est cristalline,
Drig(ρ) admet alors deux triangulations:

0→ RE(δ1)→ Drig(ρ)→ RE(δ2)→ 0 (6.23)
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avec {
δ1 = unr(α)

∏
σ∈Σ℘\ZD(α) σ

−k2,σ
∏
σ∈ZD(α) σ

−(k2,σ+k1,σ−1)

δ2 = unr(α̃)
∏
σ∈Σ℘\ZD(α) σ

−(k2,σ+k1,σ−1)
∏
σ∈ZD(α) σ

−k2,σ
(6.24)

ou {
δ1 = unr(α̃)

∏
σ∈Σ℘\ZD(α̃) σ

−k2,σ
∏
σ∈ZD(α̃) σ

−(k2,σ+k1,σ−1)

δ2 = unr(α)
∏
σ∈Σ℘\ZD(α̃) σ

−(k2,σ+k1,σ−1)
∏
σ∈ZD(α̃) σ

−k2,σ(
où on renvoie au §4.3.1 pour la définition de ZD(α) et ZD(α̃)

)
, donc (ρ, δ1, δ2) est non

Σ℘ \ ZD(α)-critique ou Σ℘ \ ZD(α̃)-critique respectivement; si ρ est semi-stable non
cristalline, on peut supposer α̃ = qα, Drig(ρ) admet alors une unique triangulation:

0→ RE(δ1)→ Drig(ρ)→ RE(δ2)→ 0

où {
δ1 = unr(α)

∏
σ∈Σ℘\ZD(α) σ

−k2,σ
∏
σ∈ZD(α) σ

−(k2,σ+k1,σ−1),

δ2 = unr(qα)
∏
σ∈Σ℘\ZD(α) σ

−(k2,σ+k1,σ−1)
∏
σ∈ZD(α) σ

−k2,σ
(6.25)

avec ZD(α) défini de façon analogue au cas cristallin (cf. §4.3.1), donc (ρ, δ1, δ2) est
non Σ℘ \ ZD(α)-critique.

6.2.3.3 Triangulations globales

Reprenons les notations du §6.2.3.1. Soit z = (χz, κz) un point semi-stable classique
de V

(
J ; k1Σp\J , k2Σp\J

)
ρ
, il existe alors k1,σ ∈ Z≥2, k2,σ ∈ Z pour tout σ ∈ J et ψ1,z,

ψ2,z deux caractères lisses non ramifiés de F×℘ à valeurs dans k×z (kz désignant le corps
résiduel en z, qui est une extension finie sur E) tels que

χz = χ1,z ⊗ χ2,z = ψ1,z

∏
σ∈J

σ−k2,σ ⊗ ψ2,z

∏
σ∈J

σ−(k2,σ+k1,σ−2). (6.26)

Notons ρz la représentation de Gal(FSK℘/F) de dimension 2 sur kz associée (cf. Prop.
6.2.32), a0,z

déf
= κz(χu,q) ∈ O×kz (cf. Lem.4.2.5), et αz

déf
= qψ1,z($)κz(χu,q), α̃z

déf
=

ψ2,z($)κz(χu,q), qui sont en fait les valeurs propres de ϕd0 surDσ

(
avecD déf

= DdR(ρz,℘)
)

pour un (ou de manière équivalente tout) σ ∈ Σ℘ (cf. Prop. 6.2.32). On suppose de
plus αz 6= α̃z. Par la Prop. 6.2.32 et la discussion du §6.2.3.2, on a

Proposition 6.2.44. La représentation ρz,℘ est trianguline avec une triangulation don-
née par

0→ Rkz(δ1,z)→ Drig(ρz,℘)→ Rkz(δ2,z)→ 0

où {
δ1,z = unr(αz)

∏
σ∈Σ℘\ZD(αz) σ

−k2,σ
∏
σ∈ZD(αz) σ

−(k2,σ+k1,σ−1)

δ2,z = unr(α̃z)
∏
σ∈Σ℘\ZD(αz) σ

−(k2,σ+k1,σ−1)
∏
σ∈ZD(αz) σ

−k2,σ
.
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Remarque 6.2.45. Avec les notations de la Prop. 6.2.44, par l’admissibilité de D (cf.
§4.3.1), on a ZD(αz) = ∅

(
autrement dit, (ρz,℘, δ1,z, δ2,z) est non-critique

)
si

υ℘(αz) <
∑
σ∈Σ℘

k2,σ + inf
σ∈Σ℘

{k1,σ − 1}.

Supposons maintenant J = Σ℘, et notons Scl l’ensemble des points semi-stables
classiques z = (χz = χ1,z ⊗ χ2,z, κz) de V

(
Σ℘; k1Σp\Σ℘ , k2Σp\Σ℘

)
ρ
qui vérifient ψ2,z 6=

qψ1,z et υ℘(qψ1,z($)) <
∑

σ∈Σ℘
k2,σ+infσ∈Σ℘{k1,σ−1} (où on reprend les notations en

(6.26)). Donc Scl est Zariski-dense dans V
(
Σ℘; k1Σp\Σ℘ , k2Σp\Σ℘

)
ρ
. Par la proposition

6.2.44 et la remarque 6.2.45, on a

Corollaire 6.2.46. Soit z ∈ Scl, alors la représentation ρz,℘
déf
= ρz|Gal(Qp/F(u,℘))

admet
une triangulation

0→ Rkz
(

unr(a0,z) unr(q)χ1,z

)
→ Drig(ρz,℘)→ Rkz

(
unr(a0,z)χ2,z

∏
σ∈Σ℘

σ−1
)
→ 0.

Théorème 6.2.47. Soit z = (χ1,z⊗χ2,z, κz) un point fermé de V
(
Σ℘; k1Σp\Σ℘ , k2Σp\Σ℘

)
ρ
,

alors ρz,℘ est trianguline avec une triangulation donnée par

0 −→ Rkz(δ1,z) −→ Drig(ρz,℘) −→ Rkz(δ2,z) −→ 0, (6.27)

où

δ1,z = unr(a0,z) unr(q)χ1,z

∏
σ∈Σz

σ1−kz,σ ,

δ2,z = unr(a0,z)χ2,z

∏
σ∈Σ℘

σ−1
∏
σ∈Σz

σkz,σ−1

avec a0,z = κz(χu,q), kz,σ = kχ1,z ,σ−kχ2,z ,σ + 2 et Σz un sous-ensemble (éventuellement
vide) de CB(χz).

Proof. Soit U un ouvert affinoïde irréductible de V
(
Σ℘; k1Σp\Σ℘ , k2Σp\Σ℘

)
ρ,red

contenant

z tel que S déf
= Scl ∩U(E) soit Zariski-dense dans U (voir la preuve de la Prop. 6.2.40).

Soient g : Ũ → U ,M comme dans la Prop. 6.2.37, donc g−1(S) est Zariski-dense dans
Ũ . Le théorème découle alors de [53, Thm.6.3.13] (voir [53, Ex.6.3.14], voir aussi [55,
Thm.4.4.2]).

Remarque 6.2.48. Si z est semi-stable classique avec αz 6= α̃z (cf. début de cette
section), on a alors Σz = ZD(αz).

Proposition 6.2.49. Soit U un ouvert affinoïde de V
(
Σ℘; k1Σp\Σ℘ , k2Σp\Σ℘

)
ρ
tel que

Scl ∩ U(E) soit Zariski-dense dans U , et supposons que

unr(q)χ1,z 6= χ2,z

∏
σ∈Σ℘

σ−1 pour tout z ∈ U(E), (6.28)
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alors l’ensemble ZU,σ
déf
= {z ∈ U(E) | σ ∈ Σz} est Zariski-fermé dans U pour tout

σ ∈ Σ℘. De plus, ZU,σ ∩ Scl = ∅.

Proof. Il suffit de montrer que ZU,σ est Zariski-fermé dans Ured, ce qui découle en fait
de la construction de "Z" dans la preuve de [53, Thm.6.3.9]. Notons que l’ensemble
Z ′0 dans la preuve de [53, Thm.6.3.9] est vide dans notre cas par la condition en (6.28)(
puisque sous cette condition, le terme H0

ϕ,ΓK
(N0,z) dans [53, (6.3.9.1)] doit être de

dimension 1, et donc le dernier terme dans [53, (6.3.9.1)] s’annule
)
. 1

Soit maintenant J ⊆ Σ℘, J 6= ∅, pour un point fermé z = (χz = χ1,z ⊗ χ2,z, κz)
de V

(
J ; k1Σp\J , k2Σp\J

)
ρ
, on note z̃ son image dans V

(
Σ℘; k1Σp\Σ℘ , k2Σp\Σ℘

)
ρ
via le

plongement (6.13) (avec J = Σ℘ et S = J). Donc ρz ∼= ρz̃ (puisque κz = κz̃). En
appliquant le Thm. 6.2.47 au point z̃, on a

Corollaire 6.2.50. Soit z = (χz = χ1,z ⊗ χ2,z, κz) un point fermé de l’espace rigide
V
(
J ; k1Σp\J , k2Σp\J

)
ρ
, alors la représentation ρz,℘ est trianguline avec une triangulation

donnée par
0 −→ Rkz(δ1,z) −→ Drig(ρz,℘) −→ Rkz(δ2,z) −→ 0,

où

δ1,z = unr(a0,z) unr(q)χ1,z

∏
σ∈Σ℘\J

σ−k2,σ
∏
σ∈Σz

σ1−kz,σ ,

δ2,z = unr(a0,z)χ2,z

∏
σ∈Σ℘\J

σ−(k1,σ+k2,σ−2)
∏
σ∈Σ℘

σ−1
∏
σ∈Σz

σkz,σ−1

avec a0,z = κz(χu,q), kz,σ = kχ1,z ,σ−kχ2,z ,σ +2 pour σ ∈ J , kz,σ = k1,σ pour σ ∈ Σ℘ \J ,
et Σz

déf
= Σz̃

(
qui est un sous-ensemble de CB(χz) = CB(χz̃)

)
.

Remarque 6.2.51. L’auteur ignore si l’on peut appliquer directement la théorie de [53]
à l’espace rigide V

(
J ; k1Σp\J , k2Σp\J

)
ρ
, puisque l’ensemble Scl∩V

(
J ; k1Σp\J , k2Σp\J

)
ρ
(E)

n’est pas Zariski-dense dans ce dernier en général.

Corollaire 6.2.52. Reprenons les notations du Cor. 6.2.50, et supposons de plus que

unr(q−1)χ−1
1,zχ2,z 6=

∏
σ∈Σ℘

σnσ pour tout nΣ℘ ∈ Zd. (6.29)

Soit τ ∈ J , si z admet un point τ -compagnon, alors τ ∈ Σz.

Proof. Supposons que z = (χ1,z ⊗ χ2,z, κz) admet un point τ -compagnon zcτ = (χ1,zcτ ⊗
χ2,zcτ , κz) = (χ1,zτ

1−kτ,z ⊗ χ2,zτ
kτ,z−1, κz), on a zcτ ∈ V

(
J ; k1Σp\J , k2Σp\J

)
ρ
(E) et ρzcτ ∼=

ρz par les relations d’Eichler-Shimura. En appliquant le corollaire 6.2.50 au point
zcτ , Drig(ρzcτ ,℘) (∼= Drig(ρz,℘)) admet alors une triangulation

(
ρz,℘, δ1,zcτ , δ2,zcτ

)
. Mais

par [59, Thm.3.7] (et (6.29)), on a
(
ρz,℘, δ1,z, δ2,z

)
=
(
ρz,℘, δ1,zcτ , δ2,zcτ

)
, d’où on déduit

τ ∈ Σz.

1. Je remercie L.Xiao pour répondre à mes questions sur la preuve de [53, Thm.6.3.9].
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De façon analogue, on montre

Corollaire 6.2.53. Avec les notations du Cor. 6.2.50, supposons que z satisfait la
condition en (6.29). Soit S ⊆ J ∩ CB(χz), si z admet un point S-compagnon, alors
S ⊆ Σz.

Ceci combiné avec le Lem. 6.2.25 permet d’obtenir

Corollaire 6.2.54. Avec les notations du Cor. 6.2.50, supposons que z satisfait la
condition en (6.29). Soit S ⊆ J ∩ CB(χz), si S ∩ Σz = ∅, alors le point z est quasi-S-
classique.

Remarque 6.2.55. Reprenons les notations, et supposons kχ1,z ,σ − kχ2,z ,σ + 2 ∈ Z≥2

pour tout σ ∈ Σ℘. Par définition, (ρz,℘, δ1,z, δ2,z) est non Σ℘ \ Σz-critique. Le Cor.
6.2.54, combiné avec la Prop. 6.2.40, montre que ρz,℘ est de Σ℘ \ Σz-de Rham. Cela
devrait être un fait local (qui est montré dans le cas F℘ non ramifié dans [31]): pour
une représentation trianguline ρ de Gal(Qp/F℘) sur E, S ⊆ Σ℘, si ρ est non S-critique
(pour une certaine triangulation), alors ρ est de S-de Rham, ce qui généralise le fait
que si ρ est non critique, alors ρ est de de Rham (cf. [5, Prop.2.3.4]). Par ailleurs, le
Cor. 6.2.54 permet d’obtenir certains cas de la Conj. 6.2.41: si ρz,℘ est de S-de Rham
et non S-critique, alors z est S-classique.

Corollaire 6.2.56. Avec les notations du Cor. 6.2.50, supposons que χz est non ramifié
algébrique et satisfait la condition en (6.29). Soit S ⊆ J , si S ∩ Σz = ∅, alors il
existe un ouvert admissible U de V

(
J ; k1Σp\J , k2Σp\J

)
ρ
contenant z tel que pour tout

z′ = (χ′, κ′) ∈ U(E), z′ n’admette pas de point S′-compagnon pour tout S′ ⊆ S∩CB(χ′),
S′ 6= ∅.

Proof. Considérons l’image z̃ = (χz̃, κz) de z dans V
(
Σ℘; k1Σp\Σ℘ , k2Σp\Σ℘

)
ρ
via (6.13),

alors χz̃ est aussi non ramifié algébrique et satisfait la condition en (6.29). Par le
même argument que dans la preuve de [22, Prop.6.2.7], on peut montrer que Scl

s’accumule en z̃ (voir aussi Prop. 6.2.31). Il existe alors un ouvert admissible U ′

de V
(
Σ℘; k1Σp\Σ℘ , k2Σp\Σ℘

)
ρ
contenant z̃ tel que

– Scl ∩ U ′(Z) soit Zariski-dense dans U ′,
– z′ satisfasse la condition en (6.29) pour tout z′ ∈ U ′(E),
– ZU ′,σ = ∅ pour tout σ ∈ S (cf. Prop. 6.2.49).

Soit U l’image réciproque de U ′ dans V
(
J ; k1Σp\J , k2Σp\J

)
ρ
, le corollaire découle alors

du Cor. 6.2.53.

6.2.4 Surfaces de Hecke

Dans cette section, on compare les variétés de Hecke construites à partir du H1-
complété (des courbes de Shimura unitaires) au §6.2.1.2 avec celles construites à partir
des faisceaux de formes modulaires (sur les courbes de Shimura unitaires) au §3.4.4. On
suppose F℘i non ramifié sur Qp pour tout ℘i|p dans cette section (voir §3.3.2.1). On
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fixe un plongement τ ∈ Σ℘, et des entiers k1,σ ∈ Z≥2, k2,σ ∈ Z pout tout σ ∈ Σp \ {τ}.
Soit K℘ un sous-groupe ouvert compact de G(A∞,℘) tel que K déf

= K℘K0
℘ soit net et

maximal en ℘. On note C déf
= C

(
{τ}; k1Σp\{τ}, k2Σp\{τ}

)
(voir la fin fu §6.2.1) pour

simplifier.

Soient k+, k− ∈ Z, k+ + k− ≥ 2, on note

τ(k+, k−)
déf
= W (k1,τ ,k2,τ ), (6.30)

avec k1,τ = k+ +k−, k2,τ = 1−k+. Notons que pour toute représentation irréductible τ -
algébriqueWτ de GL2(F℘), il existe k+, k− ∈ Z, tels queWτ

∼= τ(k+, k−). Les notations
(6.30) sont choisies pour coïncider avec les notations dans le cadre des espaces de formes
modulaires.

On note W (k+,k−;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

) déf
= τ(k+, k−)⊗EW

(k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

), qui est alors
une représentation Qp-algébrique de GL2(F℘).

Proposition 6.2.57. Soient k+, k− ∈ Z, k+ + k− ≥ 2, L une extension finie de E, a℘,
b℘ ∈ L×, et κ : H∗(S(K℘))→ L un morphisme de OE-algèbres, les assertions suivantes
sont équivalentes

1. le point z déf
=
(

unr(
a℘
q )τk+−1 ⊗ unr( q

a℘
b℘)τ1−k− , κ) se trouve dans C;

2. il existe n ∈ Z≥1 et une forme modulaire classique hz sur MK(℘n)τ,L de poids
(k+, k−; k1Σp\{τ}, k2Σp\{τ}) tels que U℘(h) = a℘h, S℘(h) = b℘h, et T (h) = κ(T )h

pour tout T ∈ H∗(S(K℘));

3. le point z′ déf
= (k+, k−, τ($)k+a℘, τ($)k+−k−b℘, κ) se trouve dans l’ensemble C ′

des points classiques de S(K)
(k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ (cf. Rem. 3.4.34).

Proof. Le fait que (2) est équivalent à (3) est immédiat.

Montrons que (1) est équivalent à (2). On note P0
déf
=
{(a b

0 d

) ∣∣ a, d ∈ O×℘ , b ∈
O℘
}
. Par le Cor. 6.2.17 appliqué à

V
déf
= H̃1

ét

(
K℘,W

(k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)
)
τ−an

⊗E L,

et la Rem. 6.2.15 et l’isomorphisme GL2(F℘)×H∗(S(K℘))×Gal(Q/F)-équivariant (cf.
Cor. 6.1.8)

H1
ét

(
K℘,W

(k+,k−;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)
)

∼−−→
(
H̃1

ét

(
K℘,W

(k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)
)
τ−an

⊗E τ(k+, k−)⊗E L
)
∅−an
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(
où on prend l’abus de notation W (k+,k−;k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
) pour désigner la représenta-

tion W (k+,k−;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

) ⊗E L
)
, le point z se trouve dans C si et seulement si

H1
ét

(
K℘,W

(k+,k−;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)
)P0,πΠ0

=
a℘
q
,πΠ0Π1

=b℘,H∗(S(K℘))=κ
6= 0,

où Π0 =

(
$ 0
0 1

)
, Π1 =

(
1 0
0 $

)
. On vérifie par définition que

H1
ét

(
K℘,W

(k+,k−;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)
)P0 ∼= lim−→

n

H1
ét

(
MKn,Q,V

(k+,k−;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)
)P0

∼= lim−→
n

H1
ét

(
MK(℘n)Q,V

(k+,k−;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)
)
,

où V(k+,k−;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

) désigne le système local associé à la représentation algébrique
W

(k+,k−;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

) de G(Qp) (cf. §2.2.1). En fait, si l’on note k1,τ
déf
= k+ + k−,

k2,τ
déf
= 1 − k+, alors V

(k+,k−;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

) n’est autre que V(k1Σp
,k2Σp

) (cf. §2.2.1).
D’après les théorèmes de comparaison p-adique, on dispose d’un isomorphisme équiv-
ariant sous l’action de H∗(S(K℘)) et les opérateurs U℘, S℘ (cf. §2.3.3)

H1
ét

(
MK(℘n)Qp ,V

(k1Σp
,k2Σp

)
)
⊗Qp BdR

∼−−→
( ∏
σ∈Σ℘

H1
(
MK(℘n)σ,L,∇σ

))
⊗F℘ BdR.

En outre, on a par définition U℘ = qπΠ0 et S℘ = πΠ0Π1 (cf. (6.16)). On en déduit alors
que le point z se trouve dans C si et seulement s’il existe n ∈ Z≥1 tel que le L-espace
vectoriel

H1
(
MK(℘n)σ,L,∇σ

)πΠ0
=
a℘
q
,πΠ0Π1

=b℘,H∗(S(K℘))=κ

soit non nul pour un (ou de manière équivalente tout) σ ∈ Σ℘, et en particulier pour
σ = τ . Ceci entraîne que z se trouve dans C si et seulement si le L-espace vectoriel

H0
(
MK(℘n)τ,L,S

(k+,k−;k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ,L

)πΠ0
=
a℘
q
,πΠ0Π1

=b℘,H∗(S(K℘))=κ

est non nul
(
e.g. en considérant la représentation galoisienne 2-dimensionnelle associée

au système de valeurs propres κ deH(S(K℘)), cf. §4.2.3 et Prop. 2.3.9
)
. La proposition

en découle.

Par conséquent, on obtient une bijection entre C et C ′. L’isomorphisme de groupes
(qui dépend du choix de $)

O×℘ ×O×℘ × Z× Z ∼−−→ T (F℘), (α1, α2, k1, k2) 7→
(
α1$

k1 0
0 α2$

k2

)
induit un isomorphisme d’espaces analytiques rigides sur E

T̂τ
∼−−→Wτ ×Wτ ×Gm ×Gm, χ1 ⊗ χ2 7→

(
χ1|O×℘ , χ2|O×℘ , χ1($), χ2($)

)
. (6.31)
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Considérons la composée

H
(
{τ}; k1Σp\{τ}, k2Σp\{τ}

)
−→ T̂τ

∼−−−−→
(6.31)

Wτ ×Wτ ×Gm ×Gm
∼−−→Wτ ×Wτ ×Gm ×Gm, (6.32)

où le dernier isomorphisme envoie (χ′1, χ
′
2, a, b) sur

(
χ′1τ, (χ

′
2)−1τ−1, q

τ($)a,
q

τ($)ab
)
. Via

(6.32), un point fermé (χ1 ⊗ χ2, κ) de H
(
{τ}; k1Σp\{τ}, k2Σp\{τ}

)
peut alors s’écrire

comme
(

(χ1τ)|O×℘ , (χ2τ
−1)|O×℘ ,

q
τ($)χ1($), q

τ($)(χ1χ2)($), κ
)
. En particulier, un point

semi-stable classique z comme dans la Prop. 6.2.57 peut s’écrire comme(
τk+ , τk− , τ($)k+a℘, τ($)k+−k−b℘, κ

)
.

Par le même argument que celui de la preuve de [5, Prop.7.2.8], le théorème suiv-
ant découle alors de la proposition 6.2.57, la Zariski-densité (par définition) de C

dans H
(
{τ}; k1Σp\{τ}, k2Σp\{τ}

)
, et la Zariski-densité de C ′ dans S(K)

(k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)

τ

(Prop. 3.4.38).

Théorème 6.2.58. Il existe un isomorphisme d’espaces analytiques rigides sur E

S(K)
(k1Σp\{τ}

,k2Σp\{τ}
)

τ,red
∼−−→ H

(
{τ}; k1Σp\{τ}, k2Σp\{τ}

)
(6.33)

qui envoie (χ+, χ−, a, b, κ) sur
(

unr(aq )χ+,$τ
−1⊗unr( qab)χ

−1
−,$τ, κ

)
où le caractère χ±,$

de F×℘ est tel que χ±,$|O×℘ = χ± et χ±,$($) = 1. En particulier, pour une exten-
sion finie L de E, un L-point

(
unr(aq )χ+,$τ

−1 ⊗ unr( qab
)
χ−1
−,$τ, κ

)
se trouve dans

H
(
{τ}; k1Σp\{τ}, k2Σp\{τ}

)
si et seulement s’il existe une forme modulaire surconver-

gente h de poids (χ+, χ−; k1Σp\{τ}, k2Σp\{τ}) de niveau K sur (τ, L) (cf. Déf. 3.1.6)

telle que Ũ℘(h) = ah, S̃℘(h) = bh, et que T (h) = κ(T )h pour T ∈ H∗(S(K℘)).

Par la Prop. 3.4.35, on a

Corollaire 6.2.59. L’espace rigide H
(
{τ}; k1Σp\{τ}, k2Σp\{τ}

)
est équidimensionnel de

dimension 2.

Corollaire 6.2.60. Soient k+, k− ∈ Z, h une forme modulaire surconvergente de
poids (k+, k−; k1Σp\{τ}, k2Σp\{τ}) et de niveau K sur (τ, L) telle que U℘(h) = a℘h,
S℘(h) = b℘h et que T (h) = κ(T )h pour T ∈ H∗(S(K℘)) avec a℘ 6= 0, b℘, κ(T ) ∈ L,
alors on a

zh
déf
=
(

unr(
a℘
q

)τk+−1 ⊗ unr(
qb℘
a℘

)τ1−k− , κ
)
∈ H

(
{τ}; k1Σp\{τ}, k2Σp\{τ}

)(
L
)
.
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Proof. Par le théorème 6.2.58, la forme h correspond au point(
unr

(a℘
q
$k+

)
εk+
τ,$τ

−1 ⊗ unr
( q
a℘
$−k+b℘$

k+−k−
)
εk−τ,$τ, κ

)

=

(
unr

(a℘
q

)
τk+−1 ⊗ unr

(qb℘
a℘

)
τ1−k− , κ

)
,

où ετ,$ désigne le caractère de F×℘ vérifiant ετ,$|O×℘ = τ et ετ,$($) = 1.

Le corollaire suivant découle de Thm. 6.2.58, Prop. 6.2.40 et Cor. 6.2.50.

Corollaire 6.2.61. Soient L une extension finie de E, χ+, χ− deux caractères lo-
calement τ -analytiques de O×℘ à valeurs dans L×. Soit h une forme modulaire sur-
convergente de poids (χ+, χ−; k1Σp\{τ}, k2Σp\{τ}) de niveau K sur (τ, L), propre sous

l’action des opérateurs dans H∗(S(K℘)) et de Ũ℘, S̃℘ de valeurs propres dans L avec
Ũ℘(h) = a℘h 6= 0, S̃℘(h) = b℘h, χu,p(h) = a0h. Supposons la représentation associée ρh
(cf. §4.4) absolument irréductible modulo $L, alors la restriction ρh,℘ := ρh|Gal(Qp/F℘)

est de Σ℘ \ {τ}-de Rham de poids de Hodge-Tate (−k2,σ + 1 − k1,σ,−k2,σ)σ∈Σ℘\{τ} et
trianguline avec une triangulation donnée par (ρh,℘, δ1,h, δ2,h) où

δ1,h = unr(a0) unr(a℘)χ+,$τ
−1

∏
σ∈Σ℘\{τ}

σ−k2,σ
∏
σ∈Σh

σ2−k1,σ ,

δ2,h = unr(a0) unr
(qb℘
a℘

)
χ−1
−,$

∏
σ∈Σ℘\{τ}

σ1−k1,σ−k2,σ
∏
σ∈Σh

σk1,σ−2,

et où Σh un sous-ensemble (éventuellement vide) de Σ℘

(
et même de Σ℘ \ {τ} si kχ+ +

kχ− /∈ Z≥2

)
.

Remarque 6.2.62. Noter que les caractères δ1,h, δ2,h ci-dessus sont indépendants du
choix de $.

Corollaire 6.2.63. Avec les notations du corollaire 6.2.60, et supposons k+ + k− ≥ 2.
S’il existe une forme modulaire surconvergente hc de niveau K de poids (1 − k−, 1 −
k+; k1Σp\{τ}, k2Σp\{τ}), vecteur propre pour les opérateurs de H∗(S(K℘)) et les opéra-
teurs U℘, S℘, de mêmes valeurs propres que h, alors zh admet un point τ -compagnon
(efficace) dans H

(
{τ}; k1Σp\{τ}, k2Σp\{τ}

)
.

Proof. Comme hc est de mêmes valeurs propres que h pour H∗(S(K℘)) et U℘, S℘, on
voit par le corollaire 6.2.60 que la forme hc correspond au point

zhc
déf
=
(

unr(
a℘
q

)τ−k− ⊗ unr(
qb℘
a℘

)τk+ , κ
)

qui n’est autre que le point τ -compagnon (zh)cτ de zh. De plus, zhc est efficace par la
Rem. 6.2.22 (appliquée avec J = {τ}).
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On a le résultat suivant en direction de la conjecture de Fontaine-Mazur (cf. Conj.4.4.3).

Corollaire 6.2.64. Avec les notations du Cor. 6.2.60, et supposons de plus k+ + k− ≥
2, a2

℘ 6= qb℘ et ρh absolument irréductible, si la représentation ρh,℘ est cristalline et

τ /∈ ZD(α℘κ(χu,q)) (où D déf
= DdR(ρh,℘)), alors il existe une forme modulaire classique

h′ de niveau K de poids (k+, k−; k1Σp\{τ}, k2Σp\{τ}), propre de mêmes valeurs propres
que h pour U℘, S℘, et les opérateurs dans H∗(S(K℘)) (ainsi ρh′ ∼= ρh).

Proof. Par le Cor. 6.2.54 appliqué à z = zh et J = {τ}, on voit que le point zh est
classique. Le corollaire en découle par la proposition 6.2.57.

Remarque 6.2.65. Avec l’hypothèse du Cor. 6.2.64, l’auteur ignore si l’on peut mon-
trer que la forme h est elle-même classique.

6.3 Compatibilité local-global

6.3.1 Une conjecture de compatibilité local-global

On rappelle une conjecture de compatibilité local-global (due à Breuil) pour les
représentations localement Qp-analytiques de GL2(F℘) dans le cas cristallin.

6.3.1.1 Constructions de Π(D)

Reprenons les notations du §4.3.1 et supposons de plus αα̃−1 6= 1, q±1. Dans [15,
§4], au ϕ-module filtré D, Breuil a associé une représentation localement Qp-analytique
Π(D), dont on rappelle la construction maintenant:

Soit J1 ⊆ J2 ⊆ Σ℘, posons:

ID(J1, J2)
déf
=
(

Ind
GL2(F℘)
B(F℘) unr(

α

q
)
∏
σ∈J1

σ1−k2,σ
∏

σ∈J2\J1

σ2−k1,σ−k2,σ

⊗ unr(α̃)
∏
σ∈J1

σ1−k1,σ−k2,σ
∏

σ∈J2\J1

σ−k2,σ

)J2−an
,

qui est une représentation localement J2-analytique de GL2(F℘). Notons

πD(J1, J2)
déf
=
(
⊗σ∈Σ℘\J2

(
Sym

k1,σ−2
E E2 ◦ detk2,σ

)∨)⊗E ID(J1, J2). (6.34)

On définit ĨD(J1, J2) et π̃D(J1, J2) en remplaçant α et α̃ dans les définitions de
ID(J1, J2) et πD(J1, J2). Notons πD

déf
= πD(∅, ∅) ∼= π̃D(∅, ∅), qui est une représentation

localement Qp-algébrique irréductible de GL2(F℘) (puisque l’on suppose αα̃−1 6= q±1,
et on renvoie à loc. cit. pour le cas αα̃−1 ∈ {q, q−1}).
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On pose (voir [15, §4 (9)]):

Π(D)
déf
=
(
πD
(
∅, S \ ZD(α)

)
⊕π(D) π̃D

(
∅, S \ ZD(α̃)

))
⊕(

⊕∅(J⊆ZD(α)πD
(
J, Jq (S \ZD(α))

))⊕(
⊕∅(J⊆ZD(α̃) π̃D

(
J, Jq (S \ZD(α̃))

))
.

D’après [15, Th.4.1] (voir aussi [74, §2.3]), on a

socGL2(F℘) Π(D)
∼−−→ πD ⊕

⊕(
⊕∅(J⊆ZD(α) πD(J, J)

)⊕(
⊕∅(J⊆ZD(α̃) π̃D(J, J)

)
,

où socGL2(F℘) V
′ désigne le socle de V ′ pour une représentation localementQp-analytique

V ′ de GL2(F℘). Notons

soc
(1)
GL2(F℘) Π(D)

déf
=
(
⊕τ∈ZD(α) πD({τ}, {τ})

)⊕(
⊕τ∈ZD(α̃) π̃D({τ}, {τ})

)
,

qui est donc une sous-GL2(F℘)-représentation de socGL2(F℘) Π(D).

6.3.1.2 Compatibilité local-global

Soient k1,σ ∈ Z≥2, k2,σ ∈ Z pour tout σ ∈ Σp. Soit π∞ une représentation lisse
admissible et irréductible de G(A∞) sur E telle qu’il existe une représentation admis-
sible π∞ de G(R) cohomologique pour ς

(
W

(k1Σp
,k2Σp

)) telle que ς(π∞) ⊗ π∞ soit une
représentation automorphe et cuspidale de G(A) (cf. §4.2.3). Supposons de plus qu’il
existe un sous-groupe ouvert compact K = K℘K

℘ de G(A∞) maximal en ℘ tel que
πK 6= 0. Notons ρ déf

= ρ(π), et ρ℘
déf
= ρ|Gal(Qp/F(u,℘))

. Comme on a vu au §4.2.3, ρ℘ est
cristalline de poids de Hodge-Tate (−(k2,σ + k1,σ − 1),−k2,σ)σ∈Σ℘ .

Notons D déf
= DdR(ρ℘). Soient α, α̃ les valeurs propres de ϕd0 sur Dσ pour un

(ou de manière équivalente tout) σ ∈ Σ℘, on a αα̃−1 6= q±1 puisque ς(π∞) ⊗ π∞
est cuspidale et πK 6= 0 (voir la discussion au-dessous du lemme 4.2.6). Notons κ
le système de valeurs propres de H∗(S(K℘)) associé à π, a0

déf
= κ(χu,q) ∈ O×E (cf.

Lem.4.2.5), ρ′℘
déf
= ρ℘ ⊗E unrp(a0)−1|Gal(Qp/F℘)

(
où unrp(a0) désigne le caractère non

ramifié de Gal(Qp/Qp) envoyant le Frobenius arithmétique sur a−1
0

)
, D′ déf

= DdR(ρ′℘),

et α′ déf
= a−d0

0 α, α̃′ déf
= a−d0

0 α̃, qui sont les valeurs propres de ϕd0 sur D′σ pour un (ou de
manière équivalente tout) σ ∈ Σ℘ (voir la discussion au-dessous du Thm. 4.3.4). On a
ZD(α) = ZD′(α

′) et ZD(α) = ZD′(α̃′) si α 6= α̃; ZD = ZD′ si α = α̃ (cf. §4.3.1).

Posons

Π̂(ρ)
déf
= HomGal(Q/F)

(
ρ, H̃1

ét

(
K℘,W

(k1Σp\Σ℘
,k2Σp\Σ℘

)
)H∗(S(K℘))=κ)

.

qui est une représentation de Banach admissible de GL2(F℘)
(
car tel est le cas de

H̃1
ét

(
K℘,W

(k1Σp\Σ℘
,k2Σp\Σ℘

)
)
, cf. le Thm. 6.1.2 (1)

)
. La conjecture suivante est essen-

tiellement due à Breuil (cf. [15, Conj.8.1]) et adaptée au cas unitaire:
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Conjecture 6.3.1. Si α 6= α̃, il existe un entier r ≥ 1 tel qu’il y a une injection de
représentations localement Qp-analytiques de GL2(F℘)

Π(D′)⊕r ↪−→ Π̂(ρ)Qp−an,

qui induit un isomorphisme entre les socles.

Remarque 6.3.2. Par la compatibilité local-global de la correspondance de Langlands
locale classique pour GL2(F℘) (e.g. voir [4]), on sait qu’il existe une injection de
représentations de GL2(F℘):

πD′ ↪−→ Π̂(ρ)Qp−an.

En effet, on a une injection de représentations lisses de GL2(F℘) sur E:

ID′(∅, ∅) ∼= πu,℘ ↪−→ HomGal(Q/F)

(
ρ,H1

ét

(
K℘,W

(k1Σp
,k2Σp

)
))
. (6.35)

En outre, il y a une injection continue de représentations de GL2(F℘) équivariante sous
l’action de Gal(Q/F):

H1
ét

(
K℘,W

(k1Σp
,k2Σp

)
)
↪−→ H̃1

ét

(
K℘,W

(k1Σp
,k2Σp

)
)

∼−−→ H̃1
ét

(
K℘,W

(k1Σp\Σ℘
,k2Σp\Σ℘

)
)
⊗E W

(k1Σ℘
,k2Σ℘

)
,

(où la première injection découle de la Prop. 6.1.5, et le deuxième isomorphisme dé-
coule du Thm. 6.1.2 (2)). on peut alors déduire de (6.35) une injection continue de
représentations de GL2(F℘): πD′ ↪→ Π̂(ρ).

6.3.2 Les résultats principaux

On montre divers résultats (cf. Thm.6.3.3 et 6.3.7 ci-dessous) en direction de la
conjecture 6.3.1.

Théorème 6.3.3. Supposons F℘i non ramifié sur Qp pour tout ℘i|p et α 6= α̃, alors il
existe une injection continue GL2(F℘)-équivariante:

soc
(1)
GL2(F℘) Π(D′) ↪−→ Π̂(ρ)Qp−an.

Comme les constituants de soc
(1)
GL2(F℘) Π(D′) sont distincts, il suffit de montrer que

pour tout τ ∈ ZD′(α′) (resp. τ ∈ ZD′(α̃′)), il existe une injection de représentations
localement Qp-analytiques de GL2(F℘)

πD′
(
{τ}, {τ}

)
↪−→ Π̂(ρ)Qp−an(

resp. π̃D′
(
{τ}, {τ}

)
↪−→ Π̂(ρ)Qp−an

)
.

Soient τ ∈ Σ℘ et hτ une forme modulaire classique de poids (k1Σp
, k2Σp

) de niveau K
sur E, κ-propre pour H∗(S(K℘)) attachée à ρ (cf. §4.3.2). Notons hτ,α (resp. hτ,α̃) la
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forme p-stabilisée associée par rapport à α (resp. α̃) (voir (4.16)). Par la Prop.6.2.57,
on associe à hτ,α (resp. hτ,α̃) un point fermé de H

(
{τ}; k1Σp\{τ}, k2Σp\{τ}

)
donné par

z
déf
=
(

unr
(α′
q

)
τ−k2,τ ⊗ unr(α̃′)τ2−k1,τ−k2,τ , κ

)
(
resp. z déf

=
(

unr
( α̃′
q

)
τ−k2,τ ⊗ unr(α)τ2−k1,τ−k2,τ , κ

))
.

On a par définition (cf. Déf.6.2.21)

zcτ =
(

unr
(α′
q

)
τ1−k1,τ−k2,τ ⊗ unr(α̃)τ1−k2,τ , κ

)
(
resp. zcτ =

(
unr

( α̃′
q

)
τ1−k1,τ−k2,τ ⊗ unr(α)τ1−k2,τ , κ

))
.

Par le Thm. 4.3.3, le Cor.6.2.63 et la Prop.6.2.23, on a

Lemme 6.3.4. Pour τ ∈ ZD′(α′) (resp. τ ∈ ZD′(α̃′)), on a

HomGL2(F℘)

(
πD′({τ}, {τ}), H̃1

ét

(
K℘,W

(k1Σp\Σ℘
,k2Σp\Σ℘

)
)H∗(S(K℘))=κ

Qp−an

)
6= 0

(
resp. HomGL2(F℘)

(
π̃D′({τ}, {τ}), H̃1

ét

(
K℘,W

(k1Σp\Σ℘
,k2Σp\Σ℘

)
)H∗(S(K℘))=κ

Qp−an

)
6= 0
)
.

Démonstration du théorème 6.3.3. Soit τ ∈ ZD′(α
′) (le cas τ ∈ ZD′(α̃

′) étant ana-
logue), considérons le E-espace vectoriel:

V
déf
= HomGL2(F℘)

(
πD′({τ}, {τ}), H̃1

ét

(
K℘,W

(k1Σp\Σ℘
,k2Σp\Σ℘

)
)H∗(S(K℘))=κ

Qp−an

)
,

qui est muni d’une action naturelle continue de Gal(Q/F) × H∗(S(K℘)) vérifiant les
relations d’Eichler-Shimura. Notons pour simplifier χD′,τ

déf
= unr

(
α′

q

)
τ1−k1,τ−k2,τ ⊗

unr(α̃′)τ1−k2,τ et χ̃D′,τ
déf
= χD′,τχ

∨(k1Σ℘\{τ}, k2Σ℘\{τ}). On a CB(χ̃D′,τ ) = Σ℘ \ {τ}.
Par le Lem. 6.2.20 (voir aussi le Cor. 6.2.17), on a des bijections de E-espaces vectoriels

V
∼−−→ JB

(
H̃1

ét

(
K℘,W

(k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)
)
Qp−an

)T (F℘)=χ̃D′,τ ,H∗(S(K℘))=κ

Σ℘\{τ}−cl

∼−−→ JB

(
H̃1

ét

(
K℘,W

(k1Σp\{τ}
,k2Σp\{τ}

)
)
τ−an

)T (F℘)=χD′,τ ,H∗(S(K℘))=κ
, (6.36)

d’où on déduit que V est de dimension finie (voir le Thm. 6.2.10 (2)). Par le Thm.
4.3.3, le Cor.6.2.63 et la Prop.6.2.23, on a V 6= 0. Par le même argument que [56,
p.115], on obtient une injection de représentations de Gal(Q/F):

j : ρ ↪−→ HomGL2(F℘)

(
πD′({τ}, {τ}), H̃1

ét

(
K℘,W

(k1Σp\Σ℘
,k2Σp\Σ℘

)
)H∗(S(K℘))=κ

Qp−an

)
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d’où on déduit une injection continue de représentations de GL2(F℘):

πD′({τ}, {τ}) ↪−→ Π̂(ρ)

envoyant v sur β 7→ j(β)(v) pour tout v ∈ πD′({τ}, {τ}) et pour tout β ∈ ρ
(
noter

que, si β 6= 0, alors j(β) 6= 0, et donc j(β) est injectif puisque πD′({τ}, {τ}) est
topologiquement irréductible

)
. Le lemme en découle.

Considérons le cas α = α̃ (et donc α′ = α̃′), de la même façon et par le théorème
sur l’existence de formes compagnons dans ce cas (Thm. 4.3.4), on a

Théorème 6.3.5. Supposons F℘i non ramifié sur Qp pour tout ℘i|p et α = α̃, alors il
existe une injection continue GL2(F℘)-équivariante:

πD′({τ}, {τ}) ↪−→ Π̂(ρ)Qp−an

pour tout τ ∈ ZD′ (cf. §4.3.1).

La raison pour laquelle on suppose F℘i non ramifié (pour tout ℘i|p) dans les théorèmes
précédents est que notre théorie des formes modulaires p-adiques (i.e. théorème de clas-
sicité, surfaces de Hecke etc.) dans le chapitre 3 sont seulement développée sous cette
hypothèse. On enlève l’hypothèse F℘i non ramifié sur Qp dans la suite de l’article,
puisque les formes modulaires n’apparaissent pas dans les arguments suivants. On sup-
pose également jusqu’à la fin de cet article α 6= α̃ (et donc α′ 6= α̃′).

Proposition 6.3.6. Supposons ρ absolument irréductible modulo $E et soit J ⊆ Σ℘,
s’il existe un plongement de représentations localement Qp-analytiques de GL2(F℘)

πD′(J, J) ↪−→ Π̂(ρ)Qp−an

(
resp. π̃D′(J, J) ↪−→ Π̂(ρ)Qp−an

)
,

alors J ⊆ ZD′(α′) (resp. J ⊆ ZD′(α̃′)).

Proof. Supposons que πD′(J, J) est une sous-représentation de Π̂(ρ)Qp−an (le cas de

π̃D′(J, J) est analogue), et notons encore z son image dans V
(
Σ℘; k1Σp\Σ℘ , k2Σp\Σ℘

) (
et

donc z ∈ V
(
Σ℘; k1Σp\Σ℘ , k2Σp\Σ℘

)
ρ

(
E
))

via le plongement fermé (cf. Thm. 6.2.13)

V
(
Σ℘; k1Σp\{τ}, k2Σp\{τ}

)
↪−→ V

(
Σ℘; k1Σp\Σ℘ , k2Σp\Σ℘

)
.

Par la Prop. 6.2.23, z admet un point J-compagnon dans V
(
Σ℘; k1Σp\Σ℘ , k2Σp\Σ℘

)
. La

proposition découle alors du corollaire 6.2.53 (voir aussi Rem. 6.2.48).

La reste de cet article est consacré à la démonstration du théorème suivant.

Théorème 6.3.7. Supposons ρ absolument irréductible modulo $E, alors l’application
de restriction

HomGL2(F℘)

(
Π(D′), Π̂(ρ)Qp−an

)
−→ HomGL2(F℘)

(
socGL2(F℘) Π(D′), Π̂(ρ)Qp−an

)
est bijective.
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Il suffit alors de montrer

Proposition 6.3.8. Pour tout J ⊆ ZD′(α
′) (resp. J ⊆ ZD′(α̃

′)), l’application de
restriction

HomGL2(F℘)

(
πD′
(
J, J ∪ (Σ℘ \ ZD′(α′))

)
, H̃1

ét

(
K,W

(k1Σp\Σ℘
,k2Σp\Σ℘

)
)H∗(S(K℘))=κ

Qp−an

)
−→ HomGL2(F℘)

(
πD′(J, J), H̃1

ét

(
K,W

(k1Σp\Σ℘
,k2Σp\Σ℘

)
)H∗(S(K℘))=κ

Qp−an

)
(6.37)

(
resp. HomGL2(F℘)

(
π̃D′
(
J, J∪(Σ℘\ZD′(α̃′))

)
, H̃1

ét

(
K,W

(k1Σp\Σ℘
,k2Σp\Σ℘

)
)H∗(S(K℘))=κ

Qp−an

)
−→ HomGL2(F℘)

(
π̃D′(J, J), H̃1

ét

(
K,W

(k1Σp\Σ℘
,k2Σp\Σ℘

)
)H∗(S(K℘))=κ

Qp−an

))
est bijective.

On suppose dans la suite J ⊆ ZD′(α
′) (le cas J ⊆ ZD′(α̃

′) étant analogue). On
suppose de plus Σ℘ \ ZD′(α′) 6= ∅ puisque le cas Σ℘ \ ZD′(α′) = ∅ est trivial.

Lemme 6.3.9. L’application (6.37) est injective.

Proof. Soit f un élément dans le noyau de (6.37), si f 6= 0, par [15, Thm.4.1]
(
appliqué

aux constituants irréductibles de πD′(S1, S2) pour S1 ⊆ S2 ⊆ Σ℘

)
, il existe J ′ ) J ,

J ′ ⊆ J ∪ (Σ℘ \ ZD′(α′)) tel que f induise une injection de représentations de GL2(F℘):

πD(J ′, J ′) ↪→ H̃1
ét

(
K,W

(k1Σp\Σ℘
,k2Σp\Σ℘

)
)H∗(S(K℘))=κ

Qp−an
, d’où on déduit par la Prop. 6.3.6

que J ′ ⊆ ZD′(α′), une contradiction.

Il suffit alors de construire un inverse de (6.37). Supposons

HomGL2(F℘)

(
πD′(J, J), H̃1

ét

(
K,W

(k1Σp\Σ℘
,k2Σp\Σ℘

)
)H∗(S(K℘))=κ

Qp−an

)
6= 0,

et notons
χ = unr(

α′

q
)
∏
σ∈J

σ1−k1,σ−k2,σ ⊗ unr(α̃′)
∏
σ∈J

σ1−k2,σ ,

χ′
déf
= χχ∨(k1Σ℘\ZD′ (α′)

, k2Σ℘\ZD′ (α′)
), J ′ déf

= (Σ℘ \ ZD′(α′)) ∪ J et

X
déf
= V

(
J ′; k1Σp\J ′ , k2Σp\J ′

)
ρ
.

Noter que CB(χ′) = Σ℘ \ J . Comme CB(χ′) ∩ J = ∅, par le Lem. 6.2.20, on a

JB

(
H̃1

ét

(
K℘,W

(k1Σp\J′
,k2Σp\J′

)
)
J ′−an

)T (F℘)=χ′,H∗(S(K℘))=κ

J ′\J−cl

∼−−→ HomGL2(F℘)

(
πD′(J, J), H̃1

ét

(
K,W

(k1Σp\Σ℘
,k2Σp\Σ℘

)
)H∗(S(K℘))=κ

Qp−an

)
6= 0 (6.38)
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d’où on déduit que le point z déf
= (χ′, κ) se trouve dans X

(
noter que l’on a

H̃1
ét

(
K℘,W

(k1Σp\J′
,k2Σp\J′

)
)H∗(S(K℘))=κ

J ′−an,ρ

∼−−→ H̃1
ét

(
K℘,W

(k1Σp\J′
,k2Σp\J′

)
)H∗(S(K℘))=κ

J ′−an
(6.39)

puisque l’idéal premier de H(S(K℘)) défini par le morphisme κ est bien contenu dans

l’idéal maximal m(ρ), cf. §6.1.3
)
.

Lemme 6.3.10. Le point z n’admet pas de point S-compagnon dans X pour tout ∅ 6=
S ⊆ CB(χ′) ∩ J ′ = Σ℘ \ ZD′(α′).

Proof. On a CB(χ′) = Σ℘ \ ZD′(α′), en particulier, CB(χ′) ∩ ZD′(α′) = ∅. Si z admet
un point S-compagnon pour ∅ 6= S ⊂ CB(χ′), par le Cor 6.2.53, on a S ⊆ ZD′(α

′)(
donc S ⊆ ZD′(α′) ∩ CB(χ′)

)
, une contradiction.

Lemme 6.3.11. L’injection naturelle

JB

(
H̃1

ét

(
K℘,W

(k1Σp\J′
,k2Σp\J′

)
)
J ′−an

)T (F℘)=χ′,H∗(S(K℘))=κ

J ′\J−cl

↪−→ JB

(
H̃1

ét

(
K℘,W

(k1Σp\J′
,k2Σp\J′

)
)
J ′−an

)T (F℘)=χ′,H∗(S(K℘))=κ

est bijective. Par conséquent, on a un isomorphisme de E-espaces vectoriels

HomGL2(F℘)

(
πD′(J, J), H̃1

ét

(
K,W

(k1Σp\Σ℘
,k2Σp\Σ℘

)
)H∗(S(K℘))=κ

Qp−an

)
∼−−→ JB

(
H̃1

ét

(
K℘,W

(k1Σp\J′
,k2Σp\J′

)
)
J ′−an

)T (F℘)=χ′,H∗(S(K℘))=κ
. (6.40)

Proof. Par les lemmes 6.3.10 et 6.2.25, tous les vecteurs dans

JB

(
H̃1

ét

(
K℘,W

(k1Σp\J′
,k2Σp\J′

)
)
J ′−an

)T (F℘)=χ′,H∗(S(K℘))=κ

sont Σ℘ \ ZD′(α′) = J ′ \ J-classiques, d’où le lemme.

Comme on a vu dans la Rem. 6.2.48, Σz = ZD′(α
′), et donc Σz∩CB(χ′) = ∅. Par le

Cor. 6.2.56, il existe alors un ouvert strictement quasi-Stein U de X (cf. [33, Def.2.1.17
(iv)]) contenant z tel que pour tout point fermé z′ = (χ′′, κ′) de U , z′ n’admette pas de
point S-compagnon dans X pour tout ∅ 6= S ⊆ CB(χ′′)∩J ′. En effet, par le Cor. 6.2.56,
il existe un affinoïde SpmR de X contenant z tel que tout point fermé z′ = (χ′′, κ′)
de SpmR n’admette pas de point S-compagnon pour tout ∅ 6= S ⊆ CB(χ′′) ∩ J ′.
L’existence de U découle alors du lemme suivant.
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Lemme 6.3.12. Soient R une algèbre affinoïde sur E, x ∈ (SpmR)(E), alors il existe
un ouvert strictement quasi-Stein U de SpmR(E) contenant x.

Proof. On suppose sans perte de généralités que x ∈ (SpmR)(E). Par définition,
il existe n ∈ Z>0 et une projection continue et ouverte de E-algèbres de Banach
E〈T1, · · · , Tn〉� R. On a alors un plongement fermé i : SpmR→ SpmE〈T1, · · · , Tn〉.
On peut supposer i(x) = (0, · · · , 0). Soit U ′ la boule unité ouverte (qui est strictement
quasi-Stein) de SpmE〈T1, · · · , Tn〉, on voit par définition (cf. [33, Def.2.1.17 (iv)]) que
l’ouvert admissible U déf

= i−1U ′ de SpmR est strictement quasi-Stein. Ceci permet de
conclure.

NotonsM déf
= M(k1Σp\J′

,k2Σp\J′
) pour simplifier (cf. Thm. 6.2.10 (2)),W déf

= M(U)∨b
le dual fort deM(U), qui est une représentation localement J ′-analytique recevable (cf.
Déf. 5.3.14) de T (F℘) (par le même argument que dans l’exemple 5.3.16 (2)).

Notons A déf
= O

(
WJ ′ ×WJ ′

) (
où WJ ′ désigne l’espace analytique rigide sur E qui

paramètre les caractères localement J ′-analytiques de O×℘
)
. On voit queM(U) est muni

d’une action naturelle de A induite par l’action naturelle de O
(
T̂J ′
)
via le morphisme

T̂J ′ −→WJ ′ ×WJ ′ , χ1 ⊗ χ2 7→ χ1|O×℘ ⊗ χ2|O×℘ .

Lemme 6.3.13. Le moduleM(U) est un A-module sans torsion.

Proof. Il suffit de montrer queM(U ′) est un A-module sans torsion pour tout U ′ ouvert
admissible affinoïde suffisamment petit contenu dans U . Comme il existe un affinoïde V
de T̂J ′ tel que U ′ ⊆ i−1(V )

(
Γ(U ′,OX) est donc plat sur Γ(i−1(V ),OX)

) (
où i désigne

le morphisme naturel de X sur T̂J ′ , cf. Thm. 6.2.10
)
, il suffit alors de montrer que

M(i−1(V )) est un A-module sans torsion
(
puisqueM(U) ∼=M(i−1(V ))⊗Γ(i−1(V ),OX)

Γ(U ′,OX)
)
, ce qui découle de Prop. 5.2.5 et Cor. 6.1.14.

En prenant les duaux, on déduit de la restrictionM(X)→M(U) (d’image dense)
une injection (voir la Prop. 5.1.23) continue de représentations localement J ′-analytiques
de T (F℘) équivariante sous l’action de H∗(S(K℘)):

M(U)∨b ↪−→ JB

(
H̃1

ét

(
K℘,W

(k1Σp\J′
,k2Σp\J′

)
)
J ′−an,ρ

)
, (6.41)

qui induit alors une bijection de E-espaces vectoriels

(
M(U)∨b

)T (F℘)=χ′′,H∗(S(K℘))=κ′

∼−−→ JB

(
H̃1

ét

(
K℘,W

(k1Σp\J′
,k2Σp\J′

)
)
J ′−an,ρ

)T (F℘)=χ′′,H∗(S(K℘))=κ′

(6.42)

pour tout E-point z′ = (χ′′, κ′) de U (car ils sont tous isomorphes au dual de la fibre
spéciale deM en z′). On a comme dans [34, Lem.4.5.12 (1)]:
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Lemme 6.3.14. Le morphisme (6.41) est équilibré (cf. Déf.5.3.20).

Proof. Par les lemmes 5.3.23 et 5.3.28 et la proposition 5.3.24, il suffit de montrer que
pour tout v ∈ M(U)∨b , s’il existe σ ∈ J ′ et j ∈ Z≥0 tels que (hσ − j)v = 0, alors
Xj+1
−,σ · v = 0, où on prend l’abuse de notation v pour désigner aussi son image dans

H̃1
ét

(
K℘,W

(k1Σp\J′
,k2Σp\J′

)
)N0

J ′−an,ρ

via la composition de (6.41) et (5.22). Notons Z déf
= F×℘ et considérons le morphisme de

E-espaces rigides

ij : T̂J ′\{σ} × Ẑσ −→ T̂J ′ , (χ1 ⊗ χ2, χσ) 7→ χ1χσσ
j ⊗ χ2χσ.

dont l’image Y est le sous-espace rigide fermé de T̂J ′ défini par le O
T̂J′

-idéal cohérent

(hσ − j)O
T̂J′

(
où on voit hσ comme élément de O

(
T̂J ′
)
via la composée U(gσ) ↪→

U(gJ ′) ↪→ DJ ′(T (F℘), E)
(5.18)−−−→ O

(
T̂J ′
)
, voir §5.1.3 et §5.1.4

)
. Posons

X ′
déf
= X ×

T̂J′
Y

(qui est un sous-espace analytique rigide fermé de X), M′ déf
= M|X′ et U ′

déf
= U ×X

X ′. On a un diagramme commutatif de représentations (localement J ′-analytiques) de
T (F℘):

M′(U ′)∨b −−−−→ M′(X ′)∨by y
M(U)∨b −−−−→ M(X)∨b

,

où toutes les applications sont injectives (puisque leur duaux sont d’image dense). Par
définition,M′(U ′)∨b

(
resp. M′(X ′)∨b

)
est la sous-représentation fermée deM(U)∨b

(
resp.

M(X)∨b
)
engendrée par les vecteurs annulés par hσ − j. Il suffit alors de montrer que

Xj+1
−,σ · v = 0 pour tout v ∈M′(U ′)∨b .

Comme dans le Lem. 5.1.19 (voir aussi la Rem. 5.1.22), on peut montrer que la
sous-représentation de M′(U ′)∨b engendrée par les vecteurs propres généralisés pour
T (F℘) et H∗(S(K℘)) est dense dansM′(U ′)∨b . On se ramène alors au cas où v est un
vecteur (χv, κv)-propre généralisé. Dans ce cas, par le lemme ci-dessous, on voit que

Xj+1
−,σ · v ∈ H̃1

ét

(
K℘,W

(k1Σp\J′
,k2Σp\J′

)
)N0

J ′−an,ρ

et Xj+1
−,σ · v est un vecteur ((χv)

c
σ, κv)-propre généralisé pour l’action de T (F℘)+ et

H∗(S(K℘)). Comme (χv, κv) n’admet pas de point σ-compagnon dans X, on a

H̃1
ét

(
K℘,W

(k1Σp\J′
,k2Σp\J′

)
)N0,T (F℘)+=(χv)cσ ,H∗(S(K℘))=κv

J ′−an,ρ
= 0.

Il en résulte que Xj+1
−,σ · v = 0. Ceci permet de conclure.
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Lemme 6.3.15. Soient V ∈ Repla,c(GL2(F℘)), χ un caractère localement Qp-analytique
de T (F℘), v ∈ V N0 un vecteur propre généralisé pour l’action de T (F℘)+. Si (hσ−j)·v =

0, alors v′ déf
= Xj+1

−,σ · v se trouve dans V N0, et est un vecteur χcσ-propre généralisé (pour
l’action de T (F℘)+).

Proof. Le lemme découle de la preuve de [35, Prop.4.4.4]. Notons V ′ le sous-espace
vectoriel de V N0 engendré par πa(v) pour tout a ∈ T (F℘)+. On vérifie facilement que
(hσ − j) · v′′ = 0 pour tout v′′ ∈ V ′. Soit v′′ ∈ V ′, l’action de sl2,σ

déf
= sl2(F℘) ⊗F℘,σ E

sur v′′
(
via le caractère χσ :

(
aσ 0
0 −aσ

)
7→ jaσ

)
induit un morphisme de U(sl2,σ)-

modules Ver(χσ) → V
(
où Ver(χσ) ici désigne le module de Verma de χσ pour sl2,σ

)
.

On montre alors, comme dans la preuve de [35, Prop.4.4.4], que v′′ ∈ V N0 . Par la
formule dans la preuve de loc. cit. (voir [35, p.837]), on a

πa
(
Xj+1
−,σ · v′′

)
= (σ−j−1 ⊗ σj+1)(a)Xj+1

−,σ · πa(v′′)

et donc

(πa − χcσ(a))
(
Xj+1
−,σ · v′′

)
= (σ−j−1 ⊗ σj+1)(a)Xj+1

−,σ ·
(
(πa − χ(a))(v′′)

)
pour tout a ∈ T (F℘)+ et v′′ ∈ V ′, d’où on déduit que

(πa − χcσ(a))n(Xj+1
−,σ · v) = (σ−j−1 ⊗ σj+1)(a)nXj+1

−,σ ·
(
(πa − χ(a))n(v)

)
pour tout n ∈ Z≥1 et a ∈ T (F℘)+. Le lemme en découle.

Démonstration de la proposition 6.3.8. Par le Cor.5.3.31 et les Lem.6.3.13 et 6.3.14, on
déduit de (6.41) une application non nulle continue de représentations de GL2(F℘)
équivariante sous l’action de H∗(S(K℘)):(

Ind
GL2(F℘)

B(F℘)
M(U)∨[δ−1]

)J ′−an −→ H̃1
ét

(
K℘,W

(k1Σp\J′
,k2Σp\J′

)
)
J ′−an,ρ

. (6.43)

Notons V1
déf
=
(

Ind
GL2(F℘)

B(F℘)
M(U)∨[δ−1]

)J ′−an et V2
déf
= H̃1

ét

(
K℘,W

(k1Σp\J′
,k2Σp\J′

)
)
J ′−an,ρ

pour simplifier. En appliquant le foncteur
(

Ind
GL2(F℘)

B(F℘)
(−[δ−1])

)J ′−an, on obtient une
application naturelle de E-espaces vectoriels(
M(U)∨b

)T (F℘)=χ′,H∗(S(K℘))=κ

−→ HomGL2(F℘)

((
Ind

GL2(F℘)

B(F℘)
χ′[δ−1]

)J ′−an
, V
H∗(S(K℘))=κ

1

)
(6.44)

Noter que l’induite parabolique
(

Ind
GL2(F℘)

B(F℘)
χ′[δ−1]

)J ′−an n’est autre que la représen-

tation ID′
(
J, J ′

)
. Notons

I ′D′(J, J)
déf
= ID′(J, J)⊗E

(
⊗σ∈J ′\J2

(
Sym

k1,σ−2
E E2 ◦ detk2,σ

)∨)
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pour simplifier. Au fait, on a I ′D′(J, J) ∼= socGL2(F℘) ID′(J, J
′) (par [15, Thm.4.1 (1)]).

Considérons la composée

(
M(U)∨b

)T (F℘)=χ′,H∗(S(K℘))=κ

(6.44)−−−−→ HomGL2(F℘)

(
ID′
(
J, J ′

)
, V
H∗(S(K℘))=κ

1

)
−→ HomGL2(F℘)

(
I ′D′
(
J, J

)
, V
H∗(S(K℘))=κ

1

)
(6.45)

(où la dernière flèche est l’application de restriction). Comme dans le Lem. 6.3.9, on
montre que la dernière application en (6.45) est injective. Le diagramme suivant est
commutatif:(

M(U)∨b
)T (F℘)=χ′,H∗(S(K℘))=κ (6.45)−−−−→ HomGL2(F℘)

(
I ′D′
(
J, J

)
, V
H∗(S(K℘))=κ

1

)
(6.42)

y∼ y
JB(V2)T (F℘)=χ′,H∗(S(K℘))=κ ∼−−−−→ HomGL2(F℘)

(
I ′D′
(
J, J

)
, V
H∗(S(K℘))=κ

2

)
où la bijection en dessous se déduit de (6.40) et Cor. 5.1.6, et où l’application à droite
est induite par (6.43). La composée

HomGL2(F℘)

(
πD′(J, J), H̃1

ét

(
K,W

(k1Σp\Σ℘
,k2Σp\Σ℘

)
)H∗(S(K℘))=κ

Qp−an

)
(6.40)−−−−→
∼

(
JB(V2)

)T (F℘)=χ′,H∗(S(K℘))=κ (6.42)−−−−→
∼

(
M(U)∨b

)T (F℘)=χ′,H∗(S(K℘))=κ (6.44)−−−−→

HomGL2(F℘)

(
ID′
(
J, J ′

)
, V
H∗(S(K℘))=κ

1

)
−→ HomGL2(F℘)

(
ID′
(
J, J ′

)
, V
H∗(S(K℘))=κ

2

)
−→ HomGL2(F℘)

(
πD′(J, J

′), H̃1
ét

(
K,W

(k1Σp\Σ℘
,k2Σp\Σ℘

)
)H∗(S(K℘))=κ

Qp−an

)
est alors un inverse de l’application (6.37) (où la quatrième application est induite par
(6.43), et la dernière application se déduit du Thm. 6.1.2 (2) et (6.39)). Ceci permet
de conclure.

Remarque 6.3.16. L’application (6.43) sera utile pour trouver plus de compatibilité
local-global. L’argument ci-avant est une application de (6.43) au niveau des points.
Soit z un point fermé de U , on peut aussi considérer l’espace tangent de U en z, e.g.
un morphisme t : SpecE[ε]/ε2 ↪→ U . Ainsi (t∗M)∨ est une représentation de T (F℘)
sur E[ε]/ε2 (même une somme directe finie de copies d’un caractère de T (F℘) à valeurs
dans (E[ε]/ε2)×

)
. Un tel caractère est alors une extension entre caractères de T (F℘)

à valeurs dans E×. Dans le cas où ρz,℘ est semi-stable non cristalline, cette extension
devrait contenir l’information sur les invariants L (de Fontaine-Mazur) de ρz,℘. En
effet, dans [32], en appliquant (6.43) à l’espace tangent (de U en z), on montre certaine
compatibilité local-global dans le cas semi-stable non cristallin (concernant les invariants
L) pour les courbes de Shimura quaternioniques.
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