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Résumé

L’étude de stabilité des systemes différentiels issus des équations de Navier-Stokes consiste
a analyser la réponse du systeme linéarisé a une perturbation en onde plane. Elle ne peut
pas rendre compte de tous les mécanismes possibles d’instabilité non linéaire. De telles ana-
lyses de stabilité non linéaire ont été abordées pour des discrétisations en différences finies de
I’équation scalaire non visqueuse de Burgers. Elles sont basées sur I’analyse en ondes résonantes,
en considérant un ensemble d’ondes qui forment un groupe fermé pour I’équation discrétisée.
Une conclusion importante de ces travaux est que quelques mécanismes non linéaires instables
existent qui échappent a l'analyse linéaire, comme le mécanisme de focalisation étudié et ex-
pliqué a I’aide des modes de side band, introduits pour amorcer les instabilités.
Cette approche d’ondes résonantes est étendue a ’analyse non linéaire de stabilité pour les
méthodes LBM (Lattice Boltzmann Method). Nous présentons pour la premiere fois une équation
vectorielle a la place de I’ équation scalaire de Burgers, car la méthode LBM considere une fonc-
tion de distribution par vitesses discretes. L’application du principe des ondes résonantes aux
équations de Boltzmann sur réseau pour un écoulement monodimensionnel, compressible et iso-
therme dans un schéma D1Q3 donne des cartes d’instabilité, dans le cas de 1 ou plusieurs modes
résonants, tres dépendantes des conditions initiales. Le phénomene de focalisation n’a pas été
obtenu dans la formulation LBM. Des croissances transitoires dues a la la non-normalité des
opérateurs peuvent exister. Elles sont calculées par une méthode d’optimisation Lagrangienne
utilisant les équations adjointes de LBM. L’application du principe des ondes résonantes est
étendue a un modele 2D. On montre que les instabilités deviennent prépondérantes.
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Abstract

The stability study of differential systems derived from the Navier- Stokes equations consists
in analysing the response of the planar linearized system from a disturbance on a flat wave.
It cannot account for all possible mechanisms of nonlinear instability. Such non-linear stability
analyses were discussed for finite difference of the scalar non-viscous Burger equation. They
are based on the analysis in resonant waves, considering a set of waves that form a closed
group for the discretized equation. An important conclusion of this work is that some unstable
nonlinear mechanisms exist that are beyond the linear analysis, as the focusing mechanism
studied and explained using the methods of side band, introduced to initiate instabilities.
This approach of resonant waves is extended to non-linear stability analysis for LBM (Lattice
Boltzmann Method) methods. We report for the first time a vector equation instead of the
scalar Burgers equation, because the LBM method considers a distribution function by discrete
speeds. The principle of resonant waves to lattice Boltzmann equations for one-dimensional
flow in a compressible and isothermal D1Q3 scheme gives instability maps, in the case of one
or more resonant modes , highly dependent upon the initial conditions. The phenomenon of
focus has not been obtained in the LBM formulation. Transient growth due to non-normality
of operators may exist. They are calculated by a Lagrangian optimization method combined
with LBM equations. The principle of resonant waves is extended to a 2D model. We show that
the instabilities become dominant.
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Notations

— Les parametres en lettres grasses sont des vecteurs.

— Nous utiliserons les anglicismes suivants : leapfrog pour saut de mouton, sideband pour
bande latérales, aliasing pour repliement de spectre.

— Les symboles suivants sont utilisés : a pour a stationnaire, a* pour le conjugué de a, a pour
I’adjoint de a, Z, R pour la partie imaginaire et la partie réelle d’'un nombre complexe.

— L’abbréviation : c.c. pour complexe conjugué.
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Introduction

Problématique industrielle ferroviaire

Dans le secteur ferroviaire, les sujets, et souvent problemes, liés aux écoulements d’air (plus
savamment hydrodynamiques ) couvrent une tres large variété de phénomenes physiques :

La résistance & I'avancement d'un train est de la forme A + BV + C,V? avec V vitesse du
train. Elle dimensionne la motorisation des trains, et plus particulierement, avec le terme en
C,V?2, celle des trains & grande vitesse. La réduction de la trainée aérodynamique C, concerne
a la fois I'optimisation des formes avant, (et donc arriere pour un train réversible comme le
TGV), des écoulements autour des bogies, sous caisses et entre véhicules. La figure (1) montre
une coupe de la simulation de la couche limite d'un TGV au niveau de la liaison entre 2 re-
morques.

F1GURE 1 — Simulation par la méthode de Boltzmann sur réseau de la couche limite autour
d’'un TGV a 300 km/h au niveau inter remorques - source Alstom -

L’effet de souffle provoqué par le passage du train, le long des voies ou sur les quais de
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gares de passage doit étre réduit sans augmenter inconsidérément la largeur des plateformes
ferroviaires. De méme que I'entr’ axe des voies doit étre ajusté pour éviter des dommages sur
les véhicules (vitres, portes) lors du croisement de 2 trains.

Avec la réduction du bruit de roulement, suite a la suppression des semelles de frein - cause,
lors des freinages, d'une rugosité sur la roue et donc d’un bruit de ”contact”- et leur remplace-
ment par des freins a disque, le bruit d’origine aérodynamique devient prédominant a grande
vitesse en environnement comme le montre la figure (2). Ce bruit aéroacoustique se décline
également dans la composante confort des voyageurs et du mécanicien avec les bruits de sillage
sur les parois, ceux provoqués par les écoulements turbulents entre caisses. La figure (3) montre
la simulation par la méthode de Boltzmann sur réseau de I’écoulement autour de la baie frontale
de la motrice de téte pour réduire le bruit en cabine de conduite.

110
100 S S .
? “| Bruit de roulement
B 00— gD n T s
‘E —
D_L K0 __ ................. D IR TIONTION: I PRSPPI SRR
< 4 -
= -
) _
T() e e
. -+ Bruiti total aérodynami(éque :
60 | | |
100 200 300 400 200

Uy [km/h]

F1GURE 2 — Comparaison entre le bruit de roulement et le bruit aérodynamique en fonction de
la vitesse.
(LeqA en dBA en fonction de la vitesse Uy en km/h) - source SNCF -

Les efforts latéraux sur les faces des véhicules d’'un TGV, dus a la composition vectorielle du
vent aérodynamique ” autour du train et d’ un ” vent traversier météorologique ” (comme le
mistral ou la tramontane sur la ligne TGV méditerranée), dont 'amplitude des rafales atteint
fréquemment des vitesses supérieures a 100 km/h, en particulier sur certaines configurations
d’ouvrages (viaducs, ponts, remblais) peuvent étre importants. Afin d’ éviter tout risque de
renversement du train, la SNCF a organisé la protection de la ligne par des murs anti-vent sur
les sites les plus exposés, figure (4) et des stations anémométriques d’alerte mesurant la vitesse
du vent, calculant le vent prévisionnel dans les 5 minutes qui suivent et le comparant a des
courbes de risque pour éventuellement réduire la vitesse du train, figure (5).

7

Les différents ventilateurs de refroidissement des organes électriques, (comme le transfor-
mateur), peuvent provoquer des nuisances sonores sur les quais de gare naturellement ”peu
absorbants”.

La protection de I’environnement et le passage des TGV en zones urbanisées ont accru la
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F1GURE 3 — Simulation par la méthode de Boltzmann sur réseau du bruit aéroacoustique autour
de la cabine de conduite.
(Densité spectrale de puissance de la pression dans la bande [50-500hz]) - source Alstom -

FIGURE 4 — Protection vis a vis des vents traversiers sur le viaduc des Angles au franchissement
du Rhone - source SNCF -

longueur des tunnels et donc, a leur franchissement, I’'émergence d’ondes de compression et de
détente dont I'amplitude est proportionnelle au rapport : section de train sur section du tunnel,
procurant un inconfort tympanique voire des douleurs, figure (6) et figure (7). L’optimisation
du couple train (forme avant et arriere des motrices, étanchéité du train aux ondes de pression),
tunnel (section et forme d’entrée du tunnel) est nécessaire pour réduire cet inconfort sans aug-
menter abusivement et économiquement la section des tunnels.
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FIGURE 5 — Station anémométrique sur la ligne TGV Méditerranée mesurant la vitesse et la
direction du vent - source SNCF -

FIGURE 7 — Onde de détente a 'entrée de la queue du train dans un tunnel - source SNCF -

Le confort thermique dans les espaces voyageurs des trains a un ou deux niveaux doit étre
tres étudié en amont de la fabrication : homogénéisation de la température dans les espaces
voyageurs et réduction des vitesses d’air pergues par les clients.

La figure (8) montre pour un TGV Duplex, la simulation par la méthode de Boltzmann sur
réseau des vitesses d’air en situation de chauffage par température normée de -20 degrés C.

Les records du monde successifs ont montré la difficulté de capter correctement 1'électricité
de la caténaire avec le pantographe pour le dernier record a 575 km/h, ou méme en unité mul-
tiple pour les vitesses commerciales de 300-320 km/h, par fort vent latéral. Il faut assurer un
compromis, pour un bon captage, entre l'effort de portance aérodynamique, fonction de la vi-
tesse, l'effort mécanique du pantographe méme asservi et 'effort sur le fil de caténaire suffisant
pour capter correctement, la figure (9) montre une partie de la problématique aérodynamique
avec la création d'une couche limite turbulente dans la zone et autour du pantographe.
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FIGURE 8 — Simulation par la méthode de Boltzmann sur réseau des vitesses d’air dans les 2
salles de 2¢ classe du TGV Duplex (” le plus beau train du monde! ”) en situation de chauffage
- source Alstom -

FIGURE 9 — Simulation par la méthode de Boltzmann sur réseau de la section de couche limite
au niveau du pantographe - source Alstom -

Cette liste de situations hydrodynamiques, les plus connues car visibles par les clients, n’est
pas exhaustive. On doit aussi organiser et assurer "dans les 2 sens de marche ” le refroidisse-
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ment :
— des organes sous caisse, comme les moteurs de traction, les réducteurs,..
— de l'appareillage électrique (transformateurs, selfs,..) par les prises d’air neuf extérieures,
— des boites d’essieu, en particulier quand les bogies possedent des carénages aérodynamiques.
On peut ajouter également pour les automoteurs thermiques la nécessité d’évacuer correc-
tement les fumées de combustion des moteurs diésels.

Pour clore cette liste, on signalera I'obligation de résoudre préalablement la problématique
liée a I’envol de ballast, provoqué par les turbulences sous caisse, plus aigiie avec I’augmentation
potentielle des vitesses commerciales des TGV au dela de 320 km/h.

Une approche unique n’est pas possible pour traiter tous ces problemes ou fonctions, méme
si leur source reste toujours la méme : les écoulements d’air autour du train (et dans le train pour
la climatisation). Par ailleurs les parametres de ces écoulements d’air peuvent étre différents,
considérés comme compressibles ou non, visqueux ou non, isothermes ou non, suivant les si-
tuations évoquées, et donc nécessitent des moyens d’essai ou ( et ) des outils de simulation
différents. Dans tous les cas, 1’ objectif final est celui de modéliser, simuler, tester, optimiser
le plus en amont de la fabrication et des essais de réception, le fonctionnement du train, pour
bien répondre au cahier des charges du client.

Cet objectif doit étre atteint dans une période ou des efforts importants sont exigés pour
réduire les délais et les cotits, tout en améliorant la fiabilité.

Dans ce contexte, en complément de l'expérience, des essais en ligne et en soufflerie, I’
approche numérique prédictive s’est révélée absolument indispensable.

A Theure actuelle, aucun code de simulation numérique ne permet de résoudre, sans sim-
plification, les équations de Navier Stokes 3D, visqueuses, compressibles et thermiques ( cha-
pitre 1) ou celles d’Euler qui doivent décrire I’ensemble de tous ces phénomenes. Actuellement,
théoriquement, on ne sait pas si des solutions uniques existent ( en particulier avec la sensibilité
de la turbulence aux conditions initiales : voir 1’ anecdote sur le battement d’aile d’un papillon
en Amérique qui déclencherait une dépression sur nos cotes francaises! ).

Les codes numériques existant, usent de différentes simplifications :

-méthodes DNS ( Simulation Numérique Directe ) limitées a des écoulements & bas Reynolds.
-méthodes LES (Large Eddy Simulation ) dans lesquelles la simulation ne doit résoudre que les
plus grandes échelles de turbulence.

-méthodes RANS (Reynolds Averaged Navier-Stokes ) moyennées et complétées par des modeles
de turbulence ( k, € par exemple).

-méthodes mixtant les méthodes précédentes.

La méthode de Boltzmann sur réseau

Pourtant, depuis une dizaine d’années, des logiciels nouveaux offrent une alternative aux
codes basés uniquement sur la discrétisation des équations de Navier stokes [1] ; ceux-ci utilisent
la(es) méthode(s) de Boltzmann sur réseau (LBM en anglais : Lattice Boltzmann Methods).
Les figures suivantes montrent un maillage d’espace (réseau) autour d'un TGV, figure (10) et
quelques simulations d’ écoulements sur la téte et le dessous de la caisse de la motrice TGV,
figure (11) et figure (12) par la LBM.

Ces méthodes sont maintenant des outils tres populaires dans le transport : aviation, au-
tomobile et ferroviaire, mais aussi dans la recherche médicale et la météorologie, pour des simula-
tions en dynamique des fluides, avec de nombreux champs d’application, comme 'aérodynamique,



FIGURE 10 — Maillage (réseau) autour d’un TGV pour un calcul de Boltzmann sur réseau -
source Alstom -

F1GURE 11 — Simulation par la LBM de I’écoulement en téte d’'une motrice avant TGV - source
Alstom -

I’aéroacoustique, les transferts de chaleur, la circulation du sang,...

Comme toutes les méthodes numériques, les propriétés de stabilité et de précision peuvent
étre analysées d'une fagon théorique, exactement comme cela peut étre fait pour celles basées
sur la résolution plus ou moins directe des équations d’Euler et de Navier-Stokes. Mais, comme
toute simulation qui exige des discrétisations en espace et en temps, elles peuvent induire des
erreurs, en particulier en générant des instabilités numériques difficiles a détecter, a comprendre
et a supprimer.
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FIGURE 12 — Simulation de ’écoulement sous la motrice avant d’'un TGV.
(Calcul de la densité spectrale de puissance par la LBM de la pression dans la bande [50-500hz])
- source Alstom -

Instabilités des schémas de Boltzmann sur réseau

Presque toutes les analyses de stabilité existantes des méthodes de Boltzmann sur réseau
peuvent étre interprétées comme une extension de la méthode de Von Neumann, qui consiste a
analyser la réponse du systeme linéarisé a une perturbation en onde plane. L’analyse de stabilité
de schémas LBM a été faite par de nombreux auteurs, a la fois pour les méthodes LBM-BGK
(pour Bhatnagar - Gross - Krook qui ont proposé une approximation de 'opérateur de collision
de 'équation de Boltzmann (Annexe C) [5]) et LBM-MRT (pour Temps de Relaxation Mul-
tiples [6]). L’analyse de stabilité linéarisée est un outil utile, mais il ne peut pas rendre compte
de tous les mécanismes possibles d’instabilité non linéaire. De telles analyses de stabilité non
linéaire ont été abordées dans quelques publications, pour des discrétisations en différences
finies de ’équation scalaire non visqueuse de Burgers (chapitre 2) [7, 8, 9, 10, 11, 12]. Elles
sont basées sur 'analyse en ondes résonantes, technique qui a été développée pour 'analyse
des ondes non linéaires a haute énergie. Elles consistent a considérer un ensemble d’ondes qui
forment un groupe fermé pour I’équation discrétisée. Une conclusion importante de ces travaux,
est que quelques mécanismes non linéaires instables existent, qui échappent a ’analyse linéaire.
Un exemple frappant est celui du mécanisme de focalisation qui est un phénomene non linéaire
purement numérique, associé a certains schémas de discrétisation en temps. A notre connais-
sance, aucune analyse non linéaire de stabilité pour les méthodes LBM a travers une approche
d’ondes résonantes n’a été faite jusqu’a maintenant.

L’objectif principal de cette these est d’étendre cette approche aux méthodes LBM.

Eu égard a sa relative simplicité analytique, elle sera restreinte a un probleme 1D, comme
celui réalisé par les auteurs précités pour I’équation de Burgers, mais par contre en visqueux et
compressible. Il est important de noter que du point de vue théorique, la these présente pour
la premiere fois, une équation vectorielle a la place d’une équation scalaire. La raison de ceci



est que 'on doit considérer, dans la méthode LBM, pour chaque vitesse discrete, une fonction
de distribution, alors qu’'une seule vitesse scalaire est prise en compte dans les travaux basés
sur I’équation de Burgers.

Organisation de la these

La these est organisée comme suit :

Dans un premier chapitre, nous rappellerons les équations et les outils utiles pour la these :
les équations de Navier Stokes et leur formulation minimale : I’équation de Burgers. Nous
montrerons que les solutions d’un écoulement compressible, isotherme avec écoulement de base
uniforme (en espace et en temps) sont toujours asymptotiquement stables et donc que les in-
stabilités rencontrées seront numériques. Nous donnerons quelques résultats sur le schéma de
discrétisation leapfrog de 1’équation de Burgers et le parasitage numérique des solutions qui en
résultent.

Dans un second chapitre, nous rappellerons le principe de I’analyse en ondes résonantes
de I'équation de Burgers et tenterons de développer le mécanisme pressenti par les auteurs
[7, 8,9, 10, 11, 12] & partir des modes de "side band” introduits pour amorcer des instabilités.

Le troisieme chapitre sera consacré a la méthode de Boltzmann[!3]. Nous détaillerons son
écriture monodimensionnelle en décrivant les différentes phases de la méthode rarement ex-
pliquées en 1D. Auparavant nous expliquerons le plus simplement possible I’équation originelle
de Boltzmann (Annexe C) :

— d'une part car elle est a l'origine de ce ” merveilleux ” passage entre le transport et
les chocs de particules microscopiques et celle des variables macroscopiques (vitesses,
pression, température, densité), entre la réversibilité microscopique et l'irréversibilité ma-
croscopique.

— d’autre part car elle participe a la démonstration du célebre théoreme de Boltzmann sur
I'entropie [14, 15, 10].

Le quatrieme chapitre montrera I'application du principe des ondes résonantes aux équations
de Boltzmann sur réseau pour un écoulement monodimensionnel, compressible et isotherme
dans un schéma D1Q3 (D1 comme 1 dimension, Q3 comme 3 vitesses). Nous réaliserons des
cartes d’instabilité dans le cas de un ou plusieurs modes résonants. Nous montrerons que si le
phénomene de focalisation n’existe pas dans la formulation LBM, des croissances transitoires
pourraient exister.

2

Nous aborderons dans le cinquieme chapitre quelques notions et outils récents comme la
non-normalité, I'utilisation des équations adjointes de LBM pour réaliser et tenter d’expliquer
ce phénomene transitoire.[17, 18, 19, 20]

Le dernier chapitre abordera I'application du principe des ondes résonantes a un modele 2D.

Puis nous conclurons.
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CHAPITRE 1 .

Quelques définitions et résultats généraux

Ce chapitre est consacré a la définition de différents outils nécessaires a ce travail.

Nous présenterons d’abord les équations de Navier Stokes qui décrivent les écoulements, dans
leur formulation la plus générale en compressible, visqueux et 3D. Ces équations sont issues de
la conservation de la masse, de la quantité de mouvement et de ’énergie. Tous les travaux sur les
mécanismes non linéaires instables ont été réalisés sur des discrétisations de 1’équation modele
de Burgers, que nous rappellerons, formulation incompressible et non visqueuse de 1’équation
de Navier Stokes 1D. Nous en dériverons également la formulation , compressible et visqueuse
en 1D, puisque l'application a la méthode de Boltzmann développée dans la these sera faite
(sauf le dernier chapitre en 2D ) dans ces hypotheses. C’est 'objet du premier paragraphe.

Nous aborderons ensuite quelques notions de stabilité, trop vaste sujet pour étre exhaustif.
Nous nous limiterons a quelques définitions simples de la stabilité comme celle de 1’énergie
bornée d’un systeme perturbé pour tout temps ¢ > 0. Nous montrerons, en particulier dans le
second paragraphe, que pour un écoulement avec une base uniforme en espace et stationnaire
en temps, les solutions ”théoriques” sont toujours stables, donc que toutes les instabilités pro-
viennent du traitement numérique.

Un exemple de discrétisation entrainant des instabilités numériques, le schéma leapfrog est
détaillé en Annexe A, car il est utilisé par les auteurs pour la discrétisation de 1’équation de
Burgers. Le phénomene d’aliasing bien connu dans le traitement du signal, est rapidement
rappelé.

1.1 Equations de Navier-Stokes et de Burgers

1.1.1 Equations de Navier-Stokes 3D et 1D compressibles

Les équations de Navier-Stokes décrivent le mouvement des fluides newtoniens (avec coef-
ficients de viscosité constants, comme les liquides et gaz visqueux ordinaires) dans ’approxi-
mation des milieux continus. Ce sont des équations aux dérivées partielles non linéaires dont
I'existence de solutions et la résolution constituent, dans le cas le plus général, I'un des problemes
complexes du prix du millénaire.

Elles permettent la modélisation approchée des courants océaniques, de I'atmosphere pour
les météorologistes, des écoulements autour des avions, des trains a grande vitesse mais aussi
de I'écoulement du sang dans les réseaux veineux et artériels.

Nous présenterons la forme la plus générale 3D, puis la formulation incompressible, iso-
therme de laquelle est dérivée I'équation de Burgers qui fera ’objet du chapitre 2.

11
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1.1.2 Equations de Navier-Stokes en 3D

Les équations de la conservation de la masse, de la quantité de mouvement et de 1’énergie
s’écrivent :

— Equation de conservation de la masse :

3
@+Zap“f=0 (1.1)

(Avec p : densité, z; : composantes dans la direction i de la position x, u; : composantes
dans la direction i de la vitesse u ).
— Equations de conservation de la quantité de mouvement :

3 3
Opu; N Z opu;u, _ _dp N 2 0T;j (12)

ot (%Z (9373‘ 1 (71’2

(Avec p : pression, pu; : composantes dans la direction ¢ de la quantité de mouvement pu,
7;; - composantes ¢j du tenseur des contraintes 7, ci apres :)

ou; (3u ou
Tij = M(ax ] 52 ) (1.3)
j

(Avec pu, & : coefficients de viscosité ).

— Equation de conservation de I’énergie :

0 d(pe + & A 0q;
apte Z PG p :ZZ T]U] Zaiz (1'4)

=1
(Avec e : énergie interne, ¢; : composantes dans la direction ¢ du flux de chaleur q ).
Pour les fluides newtoniens, on prendra en compte '’hypothese de Stokes 3 + 2u = 0, avec

i viscosité dynamique du fluide, & : viscosité de volume, le tenseur des contraintes visqueuses
est proportionnel a la partie symétrique du tenseur des taux de déformation.[21]

ou;  Ou; 2 ouy,

Le flux de chaleur est proportionnel au gradient de température :

g = —A (1.6)

a.’l?i

(A : conductivité thermique, T : température )
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1.1.3 Equation de Navier-Stokes en 1D

Les équations de la conservation de la masse, de la quantité de mouvement, de I’énergie
s’écrivent en 1D :

— Equation de conservation de la masse :
dp  Opu
— 4+ —=—=0 1.7
ot - ox (L.7)

— Equation de conservation de la quantité de mouvement :

dpu  dpu? dp 0T

= — — 1.8
ot " or oz om (1.8)
Avec le tenseur 7 limité a :
ou 20du 4 Ou

_ sl R Pt 1.

™=l ox 35x) 3" ox (1.9)
— Equation de conservation de I’énergie :
0 0 0 0

ot ox ox ox

1.1.4 Equations de Navier-Stokes incompressibles, isothermes

Nous nous limiterons, pour ce qui concerne notre these aux seuls écoulements isothermes,
la prise en compte de la température n’apporterait qu'une complexité supplémentaire sans
modifier les conclusions.

L’expression des équations pour des écoulements incompressibles et isothermes est considérablement
simplifiée. L’équation de ’énergie est découplée des équations de continuité et de quantité de
mouvement. On obtient alors dans ce cas :

— Equation de continuité (ou d’incompressibilité) :

> opu,;
= 1.11
Z o =0 (1.11)

— Equations de conservation de la quantité de mouvement :

an 5 anUj ﬁp 0 8uz an 2 2 ﬁuk
ot =5 — 2,50y 1.1
Aot 2} o) " T el T "5k
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On a avec (1.11), comme conséquence de 'incompressibilité I’équation suivante :

3 3

Opuu; > opu; opu; opu;
> N > W ; G = ;u o (1.13)

i=1 i=1

Pour un gaz parfait :

p== (1.14)

(Avec R : constante des gaz parfaits, M : masse molaire du fluide )
en conséquence p est constante pour un gaz incompressible et isotherme donc :

»

—0
al'j

L’expression (1.12) devient :

) Uiy = na—xi[(axj + 8@-) “32 5_xk6ij] (1.15)

8Uj i an 0 8uz an 2 5 (')uk

(Avec n = u/p : viscosité cinématique du fluide).

1.1.5 Equations de Navier-Stokes a-dimensionnées

L’a-dimensionnement des équations de Navier-Stokes fait apparaitre un parametre caractéristique
des écoulements : le nombre de Reynolds R, dont la valeur (R, : nombre de Reynolds critique)
définit des seuils d’instabilité physique, comme ’écoulement derriere un cylindre, laminaire
(stable) pour R, < R et progressivement turbulent (instable) au dessus (fig 1.1).

—
——=—
—_— —— T —
— "
J— —
_ —i-—_\___\_ e — —-
—_— -
—
———
—_— ——
— g (G:']
| E]
iy
- — e

FIGURE 1.1 — Influence de Re

Soit U, une vitesse caractéristique de ’écoulement étudié et L une longueur caractéristique.
On considere le temps caractéristique T = L/U et on posera les variables a-dimensionnées
suivantes :

A p
P = W (1.16)

f— g =

X Uy
K] L7 T? 7 U

8,
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Réécrivons I'équation (1.2) en utilisant (1.13). On écrira le membre de gauche :

op ou & opu; > ou; ou; &
J . d J — 5 .
J?ﬁ"%MJ; oo T at“’;l‘l

=1

L’équation (1.2) devient :

dup <~ duy o dp 0 0w duy 2
<é‘t +;u16xi)_ 5:13] M@ml[(é’x]—i_&mi) 3

En a-dimensionnant suivant (1.16) :

U ﬁuj ﬁuj U? op U o ou; 0y
LZ DT TP A, T as, T

3 A ~ a
. . 0p 1 0 . 0u; 0Ouy
5o " e TRl Y a)

2 &y Oy,
3 & o,

Sij]

15

(1.17)

(1.18)

(1.19)

(1.20)

On verra pour I'équation de Boltzmann un équivalent au nombre de Reynolds qu’on appel-
lera w défini différemment. Apres ce rappel sur les différentes formes des équations de Navier-
Stokes, on utilisera les équations (1.7) a (1.10) suivantes pour le chapitre 3 sur les équations

de Boltzmann en monodimensionnel.

dp  Opu

ot T o =

dpu  opu*  dp 4 Pu

of "oz oz 3l
ope Odpe+plu 4 0, Ou
ot T a3t lE)

1.1.6 Equations de Burger 1D, visqueuse et non visqueuse

Dans le cas incompressible et visqueux, on obtient en monodimensionnel pour I’équation de

quantité de mouvement :

ou 6_u2 4 0%y

ot T ow T3

Cette équation a-dimensionnée devient :

ot or R, 0x2

(1.25)

(1.26)
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Dans le cas incompressible et non visqueux on obtient en monodimensionnel pour cette
meéeme équation :

ou ou

o tum =0 (1.27)

Cette derniere équation de Burgers (1.27), modele de base tres simplifié (monodimensionnel,
incompressible, non visqueux et isotherme), sera discrétisée en temps et en espace par une
équation aux différences finies dans un schéma type leapfrog (Annexe A) . Elle a fait 'objet
des études sur les mécanismes d’instabilité numérique sur lesquelles on s’appuiera pour tenter
de les appliquer aux équations de Boltzmann. On utilisera dorénavant la notation d’Einstein :
quand l'indice d’une variable apparait deux fois dans un terme, on sous-entend la sommation
sur toutes les valeurs que peut prendre cet indice :

2 ou;  Ou
Lo 1.28
~ ox; Ox; ( )

1.2 Stabilité

1.2.1 Quelques définitions de stabilité

Nous reprendrons quelques définitions de stabilité dans I'ouvrage de Schmid et Henninson
(un livre de chevet remarquable) [22]. On doit toutefois aborder auparavant, pour la premiere
fois (mais non la dernieére), la décomposition d'un état perturbé en une composante station-
naire et uniforme de 1’ état principal et une composante fluctuante de I état perturbé [23] qui
nécessite de définir le concept d’écoulement principal et de petites perturbations.

D’apres Chu [24] :

”...Pour un cadre physique donné, les conditions aux limites déterminent usuellement une et
une seule solution indépendante du temps. Cette solution sera considérée comme 1’écoulement
principal. Toute petite déviation de l’écoulement principal est une petite perturbation. En
fonction du temps, cette petite perturbation peut croitre ou décroitre. Cette définition écarte
tout écoulement principal dépendant du temps ...”

On définira 1’énergie cinétique de la perturbation contenue dans un volume V' par :

1

E(t) = 5 L wi()ui(H)dV (1.29)

Le choix du volume V' dépend des conditions aux limites (nulles & I'infini, périodiques...).

Stabilité Une solution u; des équations de Navier-stokes est stable a une perturbation si
I’énergie de la perturbation satisfait :

. Ey(1)
5 0)

-0 (1.30)
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Stabilité conditionnelle Cette définition provient du fait que la stabilité ou l'instabilité
peut dépendre de I’énergie initiale de la perturbation.

S’ il existe un seuil d’énergie k > 0 tel que u; est stable quand E,(0) < &, alors la solution
u; est dite conditionnellement stable.

Stabilité monotone Si:

0E,
TR 0 pour tout ¢ > 0 (1.31)

alors la solution est dite monotoniquement stable.

1.2.2 Stabilité hydrodynamique sous écoulement uniforme

Pour un fluide, newtonien, compressible et isotherme, les équations de Navier-stokes s’écrivent :

3

= 1.32
izl 8:62 6:1;1 ( )
— Equation de conservation de la masse :
dop  Opu;
— + =0 1.33
— Equation de conservation de la quantité de mouvement :
opuj  Opu;u; op 0Ty
+ S 1.34
ou;  Ou; 2 Ouy,
= + — Sty 1.35
avec TJ N(ax] (91'1) 3/’La$k J ( )

Considérons un état uniforme et stationnaire principal p, u;, p et un état perturbé p', ul, p'.

Ecrivons les équations (1.33) et (1.34) pour I état principal et I’état perturbé.
L’équation de conservation de la masse pour I’écoulement stationnaire est :

opii;
_ 1.
o 0 (1.36)

L’équation de conservation de la masse pour I’écoulement perturbé est :
op'  0p+ p')(uy + uj)

— = 1.
=+ o 0 (1.37)

Les équations de conservation de la quantité de mouvement pour 1’écoulement stationnaire
sont :

opupw;  0p | 0Ty

aZL'j B &xz (3xj

(1.38)
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n o2 ou,
ox; Ox; 3 Y oy,

avecT;; = fi] (1.39)
Les équations de conservation de la quantité de mouvement pour l’écoulement perturbé
deviennent apres décomposition :

A+ )+ ) | A+ ) ) ) k)
ot (9.Tj 6.271 833]' ’

o ou'y ou'y 20Uy
- = 1.41
avee T “[axj + ox; 3 0xy ] ( )

On soustrait les équations de I’écoulement stationnaire des équations de ’écoulement perturbé
et on négligera les termes quadratiques des petites quantités du second ordre comme (uu’;).

Uity
On obtient alors pour I'équation de conservation de la masse :
op o(puy + pluy)
— F+ ——— =0 1.42
et pour les équations de conservation de la quantité de mouvement :
o(pul + p'w;)  O(pu; + pujul + plu;; op 0T
pui +p'w) 0P + pusti + pistly) oy 0T (1.43)
ot 5:6]- 8331 6:6]-
avec :
ou; ou; 2 ouy
/ - ? J
= + — =0 —=— 1.44
Tz] :u[axj axl 3 J al'k] ( )

On écrira ces 2 dernieres équations sous la forme suivante proposée par Chu dans [24] :

o duj o,
R 1.4
%P, T i, T (1.45)
o, op 0T
p—t = — +F 1.46
Pt = " on | og, (1.46)
_op  _ _op ou ou
avec F = —Uisy uiuja — pu; oz, — pu;—= 8:16] (1.47)
Calculons plus précisément ce terme F :
6u @p/ ﬁp’ ou’ ou'.
F = —u; T ) — Ul —— — Pl —r — Pl —=—> 1.4
! ( (3% Y al']) Hitly 8xj Pl 8xj pu 8xj ( 8)
ou,

F = —pu;— (1.49)
jan
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Ces équations accompagnées de 1’équation des gaz parfaits, isothermes mise sous la forme :

~
~

g
hs

_ (1.50)

ST
i

gouvernent les changements des variables p', u}, p’ et en conséquence I’évolution de la per-
turbation et de son énergie.

L’énergie d'une telle perturbation doit tenir compte de I’énergie cinétique, de I'énergie acous-
tique et pour un écoulement non isotherme de 1’énergie thermique. Les différentes normes sur
la définition de 1'énergie de la perturbation présentées dans la littérature [24, 25| ne sont pas
toutes identiques. Elles different toutefois seulement sur la prise en compte de 'énergie ther-
mique et sont donc semblables pour les écoulements isothermes. Comme nous nous bornerons
dans notre étude a des écoulements de ce type (équations de Burgers et Boltzmann) le choix
de la ”"bonne” norme ne se posera donc pas.

On peut construire cette norme d’énergie en multipliant I’équation (1.45) par :

C—LZ / 5
—— avec a“ =
TP

(1.51)

eyl |‘2I

(avec a : vitesse du son dans I’écoulement principal, v = ¢,/cy, ¢, : chaleur spécifique a
pression constante et ¢, : chaleur spécifique a volume constant).

et en multipliant 1" équation (1.46) par u;.

On additionnera ensuite les 2 équations obtenues.
On obtient alors :

L_ZQp/ a_pl ,ﬁU‘ d2pl ;o 6_12,0/ au; , (f)p/ ﬁTz'lj

H—t = e RN R R 1.52
vp Ot iP5t vp " v 0z, ul@xi Y ox; il (152)
On peut écrire le membre de gauche :

L+ 2 ) (153

—(=p(u; —— :

ot 2"\ T oL\
La quantité :
1, ,0 1la* ,,

¢a = (5p(ui)” + 5%(0) ) (1.54)

a la dimension d’une énergie par unité de volume comportant 2 contributions : I'une d’origine
cinétique et l'autre d’origine potentielle. En intégrant sur le volume V' I’ équation (1.52) on
retrouve la variation d’énergie de la perturbation :

! oT]

L 4 uF))d
3z, + u F})dV
(1.55)

0B [ 0, 1_ ,. lap®
T V&(?J(Ui) T3 5 )dV =

ap @ ouy  ,0p
v P vy Ox;  'ox;

/
+ u;

Examinons les 5 intégrales du second membre en utilisant la définition de la vitesse du son
dans I’écoulement principal :
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= /

> =217 (1.56)
PP
r =2 ./ / /
h= ar ’dvzfp'f”dv (1.57)
v P v P
[ a?p ou; ,ou;
L=| —(——-2= —Lqv 1.58
? JV Y ax] JV &xj ( )
r ap
I3 = av 1.59
=), (1.59)
[, 07 o(usr!) , ol
Iy = SV = — LUy — f ZdV 1.60
! J ’6x] JV ox; v Tij ox; ( )
I5 = f u, F))dV (1.61)
1%
On peut additionner I et I3 :
o(ulp’
Iy = I + Iy = —J (ir) oy (1.62)
v 0T

On utilise le théoréme de la divergence qu’on rappelle :

| ] aiweav || wnis (1.63)

avec 0V frontiere de V' et dn vecteur normal a la surface S, soit en 'appliquant a I3 et I :

o(ulp) f (ouir) f o
L+ I = — | Q4P Ui 1.64
23 + Iy L oz, dV + 5 833] —dV — Tij 8.1'] dV ( 6 )
o
. Z 1.
L (W'p)ndS + L ()7 )ndS — J . axjdv (1.65)

Les 2 premieres intégrales du second membre sont prises nulles, soit, compte tenu des valeurs
aux frontieres, soit, et ce sera notre cas, pour des conditions aux limites périodiques donc égales
aux 2 bornes. Il reste :

E / / /
L =f rm dV+J W FldV — f o Mgy (1.66)
at v P v J&L’j

Examinons les 2 premieres intégrales en reprenant les valeurs de m’ et F :

p'm/ P p_op __ ,ou
u F7)dV = — — ;= + pu,u; A% 1.67
J‘,( P ) J;z(ﬁujﬁxj pu]ul@xi) ( )

On peut les réécrire :

5 | 2y + paav (1.65)
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En réutilisant le théoreme de la divergence et la périodicité des solutions, ces 2 intégrales
sont également nulles.
On a donc :

oF o,
R " | 1.
e fv T oz, 1%4 (1.69)

On va étudier le signe de I'intégrant en posant :

, oul 1, ou.  ou

g R Y J 1.70
Tz] 5xj QTZJ ( 5xj (%Z ) ( )
Si on appelle :
au/. é’u;
Y G AR 1.71
= (5t ) (1.71)

On peut développer I'équation (1.70) [24] :

1 2 o 2 2 2 2 2 2
5#(623' - §5ije;ck)€§j = g((eln — €hy)” + (e — €53)" + (e —€1y)” + 6(ely” + e +ey7)) =0
(1.72)
On a donc :

°r_ —J s Mgy <o (173)
(% v ]ax]'

Ce terme, représentant la dissipation d’énergie due a l'effet visqueux, est donc toujours
négatif.

Pour un écoulement incompressible avec écoulement de base uniforme, les solutions du
systeme continu sont toujours stables.

Cette analyse montre que les instabilités que nous rencontrerons, dues a la discrétisation du
temps et de I'espace seront NUMERIQUES. En annexe C, on trouvera la définition des points
fixes d’un systeme différentiel, qui permet dans certaines conditions de définir le contour des
zones stables et instables.

On remarquera toutefois que :

Dans le chapitre 5 sur la stabilité non modale, on montre que pour des temps courts,
la non-normalité des opérateurs peut montrer des amplifications transitoires non numériques,
remettant en cause I’équation :

oF ou
— = — " < 1.74
e fv Ti; 3z, dV <0 (1.74)

George et Sujith [25], développent chacun des parametres p'(z,y,t), v (z,y,t),v'(z,y, t) soit
®'(x,y,t) sur une base d’ondes planes de la forme :
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' (z,y,t) = O(t)eh=rrikwy (1.75)

(Avec ky, k, les nombres d’onde dans les directions z,y).

Puis, en adimensionnant le systeme d’équations (1.42) et (1.43), avec :

. plt) . u(t) (t)
plt) = —Z,a(t) = —=,0(t) = —= (1.76)
p\ﬁ a a
(avec a : vitesse du son dans ’écoulement principal, v = ¢,/c,.)
obtiennent le systéeme aux valeurs propres suivant :

(o4t

oY AN Ay
e BY avec Y = [p(t),u(t),v(t)] (1.77)
ou B s’écrit :
—Zk i —ikzco —tkyco
r v v
B=|=ko _ika 0 (1.78)
Zhyeo 0 ikLa
v

On peut écrire 1’énergie de perturbation sur la base des vecteurs propres :

~ym?

B(t) = g |V | (1.79)

Quand la matrice B est non-normale, on retrouve, temporairement lors de la croissance
transitoire, une augmentation de F(t), la norme de I’énergie de perturbation de Chu doit
donc étre prise au sens asymptotique. Elle permet aussi de capturer la croissance non-modale
algébrique (chapitre 5).

1.2.3 Erreur d’aliasing

Représentation d’une fonction sur une grille

Considérons la fonction u(x) d'une seule variable représentée sur une grille par :
u; = uj(jAz),j=1,..J+1

La fonction peut étre décomposée en série de Fourier telle que :

u(z) = % + ;O(an cos(27m%) + by, Sin(27m%)) (1.80)
Les J+1 valeurs de u; ne permettent pas de calculer tous les coefficients a,,, b, mais seulement
ag et a,, b, pour n < %
La longueur d’onde la plus courte sera donc :

L 2L 2L

n J L/Ax

On voit donc qu’avec les valeurs u; aux points discrétisés x = jAx, il n’est pas possible de
représenter des ondes avec des longueurs d’onde inférieures a 2Ax.

— 2Ax (1.81)
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Application sur ’équation de Burgers

C’est ce phénomene qui nous conduit aux erreurs d’aliasing dans les termes non linéaires.
Considérons les nombres d’onde :

2n
h="_"" 1.82
. (182)
avec, kmas = —— (1.83)
y 'vmax Al‘ .
Considérons le terme non linéaire de I’équation de Burgers :

ou  du ou  10(u?)
- — —0ou — + — =0 1.84
AR AN (1.84)

Supposons dans le cas le plus général que la fonction u(z) consiste en composantes harmo-
niques :

u(@) = > un(x) = > sin(k,) (1.85)

n

Les termes non linéaires donneront des produits tels que :
sin(kyz) sin(kqx) (1.86)
Or :
sin(kyx) sin(kqz) = %(cos((k‘l — ko)x) — cos((ky + ka)x)) (1.87)
pour k < knae

On peut avoir ky + ko > k.. €t dans ce cas une sous représentation des ondes se produira.
On peut en effet écrire :

cos kx = cos(2kmar — (2kmaz — k)T pOUr Koy = Al (1.88)
x
en développant cette expression on obtient :
cos kx = co8(2kmaz )T c0S(2kmar — k) + $In(2k00 ) SIN(2k1mae — k) (1.89)
Aux points de grille z = jAz :
. 2T 2
sm(A—x]Ax) =0et COS(A—x]AIE) =1 (1.90)
On trouve donc :
cos(kjAx) = cos((2kmar — k)jAx) (1.91)

Nous ne pouvons distinguer les termes k des termes (2k,q: — k).
Donc si k& > ka2, le nombre d’onde k est sous représenté par le nombre d’onde k£ =
(2kmaz — k).
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CHAPITRE 2 .

Analyse linéaire et non linéaire de I'équation de
Burgers

Ce chapitre reprend les analyses de stabilité de I’équation de Burgers linéaire et non linéaire,
le phénomene de focalisation et son mécanisme.

Les analyses de stabilité linéaire ne rendent pas compte de ’ensemble des mécanismes pos-
sibles d’instabilités dues aux non linéarités. Des analyses de stabilité non linéaires ont été
abordées par la méthode des ondes résonantes sur différentes équations simples monodimen-
sionnelles, comme les équations de Burgers [10], de Korteweg-de Vries(KdV),[9], discrétisées en
différences finies. Nous souhaitons valider 1'utilisation de cette méthode d’analyse non linéaire
sur la méthode de Boltzmann sur réseau. Nous présentons donc cette méthode pour 1'équation
de Burgers, en analysant plus profondément le phénomene d’instabilité suivant : les solu-
tions exactes des équations d’amplitude qui sont dans la région stable sont INSTABLES, un
mécanisme de focalisation se met en place et induit des instabilités.

Plusieurs méthodes sont examinées pour approfondir les causes de ce mécanisme.
Les annexes A, B, D approfondissent cette analyse.

2.1 Description du phénomene

On décrira les différentes phases aboutissant au phénomene de focalisation.

Phase 1

Equation de base de Burgers :

ou(t, x) ou(t, x)
o + u(t, z) P

=0 (2.1)
avec les conditions périodiques aux frontieres u(t,0) = wu(t,1) et les conditions initiales

u(0,x) = ug(x)

Phase 2

Décomposition de u(t, ) en une composante constante u et une composante perturbée
u'(t, x) telle que :

25
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u(t,z) = a+ u'(t, ) (2.2)
L’équation (2.1) devient alors :
ou(t,x) ou'(t,r)
o + (a +u'(t, x)) . =0 (2.3)

On utilise I’égalité suivante :

ou'(t,x) 18u’(t,:c)2
or 2 oz

u'(t,r) (2.4)

pour écrire le terme non linéaire de 'équation (2.1) sous la forme suivante :

ou'(t, )
ox

ou(t,x) 1 _ou(t,x)
ox * i@ ox

u'(t, ) = (1-0)u(t ) (2.5)

Avec 0 <O < 1.

Phase 3

Discrétisation de u/(t,z) en temps ¢ et en espace z :
On discrétise I'espace en © = nAx avec Ax = h = % et le temps en t = mAt avec At = k.
On écrira /(t, ) = u/(mk,nh) qu'on simplifiera en u(m,n).

Phase 4

Discrétisation de I"équation (2.5) en différences finies du second ordre leapfrog (Annexe A
)

L’équation aux différences finies s’écrit :

u(m+1,n) —u(m—1,n) + %[u%m,n +1) —u?(m,n —1)]

+ [(1 = ©)yu(m,n) + S][u(m,n +1) —u(m,n—1)] =0 (2.6)

(Avec v =k/h,f =ku/het 0 <n<N—1,m>1).

La condition périodique aux limites se traduit par : u(m,0) = u(m, 1).
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Phase 5

Analyse linéaire de 1'équation (2.6)
Le probleme linéaire associé s’écrit :

u(m+ 1,n) —u(m—1,n) + flu(m,n +1) —u(m,n—1)] =0 (2.7)
0<n<N-1

On retrouve les 2 modes étudiés dans 'annexe A : I'un physique ¢, le second numérique

2.

(2.9)

b1 = arctan { B sin (2pm/N) }

++/1 — 2sin® (2pm/N)

Phase 6

Analyse non linéaire de I’équation (2.6) en ondes résonantes :

La perturbation u’ consiste en un petit nombre N; < N de modes linéaires de petites lon-
gueurs d’onde \; qui sont des multiples du pas de la grille \; = [h. Comme ’équation est
non linéaire, les N; équations d’amplitude ne sont pas fermées. Nous chercherons des solutions
exactes par superposition de ces modes linéaires. On choisira cette série de modes de telle fagon
qu’elle comporte les harmoniques qui apparaitront a travers le terme quadratique et donc seront
résonants, a savoir :

Pour 3 modes, on choisirait comme mode primaire 7/3 + c.c. de longueur d’onde A = 6h et
ses harmoniques 27/3 + c.c.,37/3 = 7.

Pour 4 modes, on choisirait comme mode primaire 7/4 + c.c. de longueur d’onde A = 8h et ses
harmoniques 27/4 = 7/2 + c.c.,3nw/4 + c.c., 47 /4 = 7.

On voit, pour ces superpositions de modes, que tout produit quadratique redonne le mode
primaire ou un autre harmonique.

Les auteurs [7] ont étudié ces combinaisons pour lesquelles les calculs deviennent fastidieux
et l'interprétation des résultats presque impossible. Leur application aux équations ”vecto-
rielles” de Boltzmann, complexifiant encore les équations, ne sera en conséquence pas faite.
Nous nous limiterons donc aux solutions a 1 mode et 2 modes qui ont été les plus étudiées.
Pour 1 mode, on choisit comme mode primaire 27/3 + c.c. de longueur d’onde A = 3h et dont
I harmonique 47/3 = —27/3 est le conjugué du mode primaire.

Pour 2 modes, on choisit comme mode primaire 7/2 + c.c. de longueur d’onde A = 4h et son
harmonique 27/2 = 7.

On calcule avec les 2 combinaisons d’ ondes résonantes précédemment décrites la stabilité
de I’équation de Burgers (2.6), les solutions ”exactes” (exactes au sens de la prise en compte
de la non linéarité, non exactes (ou approchées), avec la discrétisation en temps et en espace
). Nous pouvons ainsi déterminer des courbes d’instabilité de 1’énergie de la perturbation en
fonction de I'amplitude de I'énergie initiale £y = >, (0, n)? et de lamplitude de la composante
stationnaire u. Nous ferons varier u la composante stationnaire, et 'amplitude des conditions
initiales ¢ pendant un temps maximum de 2000 At. En fonction de la valeur de I'énergie
E(t) = E(m) =Y u(m,n)’ obtenue aprés ces 2000 At, on détermine la stabilité de la solution
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par rapport a une valeur maximum de Iénergie E,,,, = 10% On définit ainsi une zone stable
(blanche) et une zone instable (noire), figure (2.1) comme le montre la figure (2.1) obtenue
pour 1 mode.

STABILITE EQUATION DE BURGERS 1 MODE sideband sans itnax=2000,J=120

Figrna [resoluton 0.00125)

1
0.25 0.5 0.75
ubar [resalution : 0.005]

F1GURE 2.1 — Carte de stabilité pour 1 mode,
u = [0,1],0 = [0,0.25], Nombre de pas de temps=2000, Nombre de pas d’espace=120.

Phase 7

Focalisation :

On peut obtenir, dans certaines conditions, que les solutions des équations d’amplitude qui
sont dans la région stable deviennent INSTABLES. Un mécanisme de focalisation se met en
place et induit des instabilités. Une premiere explication de ce phénomene a été décrite dans
le travail de Phillips [26] : ”L’instabilité provient du fait que la grille ne peut pas résoudre
des longueurs d’onde plus courtes que 2Az. Quand de telles longueurs d’onde sont formées
par les interactions non linéaires de longueurs d’onde plus grandes, la grille les interprete non
correctement (aliasing du chapitre 1).

Les auteurs [7, 8, 9, 10, 11, 12] ont proposé un mécanisme autre ou complémentaire pour
expliquer la déstabilisation de I'algorithme numérique de 1’ équation de Burgers aux différences
finies. Ils rendent responsables de I'instabilité, I'interaction entre le mode physique et le mode
parasite, produits par le schéma leapfrog (Annexe A).

Nous venons donc de rappeler les différentes phases du processus, afin de pouvoir montrer son
application a la LBM du chapitre suivant, ainsi que les différences associées. Nous reprendrons
dans ce but les éléments principaux des publications [7, 8, 9, 10, 11, 12] en les complétant par
ailleurs.
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2.2 Analyse non linéaire en ondes résonantes

2.2.1 Analyse non linéaire : ondes résonantes sur 1 mode

Nous étudierons cette solution a un mode analytiquement simple, non explicitement montrée

=

dans les travaux de [7], dans le but de connaitre la zone de stabilité que nous prendrons en
compte, pour réaliser et tenter de comprendre le phénomene de focalisation.

Soit une solution de la forme :

u(m,n) = A(m)e™*? 4 A*(m)e /3 (2.10)
La substitution de cette solution dans (2.6) donne I’ équation d’amplitude suivante en

6i2n7r/3 .

V3 2

A(m +1) = A(m — 1) —iBV3A(m) + i=5-7(2 = 30) A*(m) (2.11)

Nous prendrons 0 = 0 et 1’équation deviendra :

A(m + 1) = A(m — 1) —iBV3A(m) + iV3yA*(m)®  (2.12)

Nous calculerons la carte d’instabilité non linéaire avec les conditions initiales suivantes :

u(0,n) = u(1,n) = o((1+ )’/ 4 (1 —4)e /3 (2.13)

Avec une amplitude Ej :

Ey = max |u(m,n)|=20et0<n< N,m=0,1. (2.14)

La carte de la figure (2.1) montre les régions du plan u, o qui correspondent aux solutions
stables et instables de I’énergie au temps t = 2000A¢ :

By =), (u(m,n))’ (2.15)

n=1

2.2.2 Analyse non linéaire : ondes résonantes sur 2 modes

Nous examinerons attentivement la solution a 2 modes, dont le comportement est supposé
le plus instable, et qui a fait I'objet d’une analyse complete chez les auteurs [7, 8, 9, 10, 11, 12].

Soit une solution de la forme :
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u(m,n) = A(m)e™™? + A*(m)e” ™2 4 B(m)e™™ avec B € R (2.16)

La substitution de cette solution dans (2.6) donne les équations d’amplitude suivantes, en
prenant comme [7] © = 2/3:

A(m+1) = A(m — 1) = — 2iBA(m) — ?A*(m)B(m) (2.17)

Bm+1)—B(m—1) = — @(A?(m) — 472 (m)) (2.18)

On peut noter a travers le terme A*(m)B(m) de I'équation d’amplitude du mode 7/2 (2.17),
I'interaction entre le mode conjugué (—m/2) et le mode 7. On peut examiner également le role
joué par le mode de calcul de la maniere suivante :

Initialement on peut considérer les amplitudes de A(m) et de B(m), petites tel que leur

développement soit déterminé par les équations linéarisées de (2.17).
Nous aurons alors avec I'indice p pour le mode physique et I'indice ¢ pour le mode numérique :

A(m) =A™ 4 Ao (2.19)
B(m) =B,(—1)" + B. (2.20)
Avec ¢; mode physique et ¢ mode numérique, les 2 modes étant reliés par ¢ = ™ — ;.

Soit en remplagant :

Bm+1)— B(m—1) =
= 22— Ay — T A g S (<)M T(A,A) (221)

On peut intégrer I’équation (2.21) :

B(m) = (solutions homogenes) + ae*™? + be 2% — gfyI(ApAc)(—l)mm (2.22)

Le terme non linéaire de I’équation pour A(m) répercutera cette croissance de B(m) :

A*(m)B(m) = e ‘z’(—g”yI(ApAC)Acm +bA) + ALB, + AXB.(—1)™)
—l—ezm‘z’(—ng(ApAc)Apm +aA; + AJB. + AJB,(—1)™)
+ (harmoniques plus hauts) (2.23)

Nous observons que ce terme comprend une croissance linéaire en m, facteur du mode
numérique. Cette double interaction déclenche I'instabilité.
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Nous calculerons la carte d’instabilité non linéaire avec les conditions initiales suivantes :

u(0,n) = u(l,n) = o((1 4 )™ 4 (1 — ) 1™/ 4 gimm) (2.24)

Avec une amplitude Ej :

Ey = max |u(m,n)|=3cet0<n<N,m=0,1 (2.25)

La carte de la figure (2.2) montre les régions du plan @, o qui correspondent aux solutions
stables et instables de I’énergie au temps t = 2000A¢.

0.875

0.625

0.375

gigma [reeoluton @ 0.0025)
=
o

0125

1] 1 I I I I I
0 0125 025 0.375 0.5 0625 075 0575 1
ubar[resalution : 0.0025]

F1GURE 2.2 — Carte de stabilité pour 2 modes,
u = [0,1],0 = [0, 1], Nombre de pas de temps=2000, Nombre de pas d’espace=120.

By =Y. (u(m,n))’ (2.26)

Il semble que le critere d’instabilité pour F,, ne soit pas produit dans les différentes publi-
cations [7, 8, 9, 10, 11, 12]. Toutefois la carte reproduite sur la figure (2.2), réalisée avec le
critere de stabilité de FE,, < 10°, nous parait étre identique & celle de la figure (1.b) de [7]. Ce
critere sera celui utilisé dans la suite de la these.

2.2.3 Remarques pour I’ application des modes résonants a I’équation
de Boltzmann

Les produits des modes résonants par leurs conjugués s’annulent dans I’équation
de Burgers.

Développons I'équation (2.6) avec © = %
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u(m+1,n) —ulm—1,n) + %[UZ(m,n +1) —u*(m,n —1)]

N [’w(m, n)

3 + Bllu(m,n +1) —u(m,n—1)] =0 (2.27)

Reportons dans cette équation u(m,n) tel que :

u(m,n) = A(m)e™™? + A*(m)e™ ™% 4 B(m)e™™ (2.28)

L’équation (2.27) s’écrit comme la somme de trois termes :
— Premier terme :

(A(m +1) = A(m — 1))e"™? + (A*(m + 1) — A*(m — 1))e” "™
+ (B(m+1) = B(m —1))e™™ (2.29)

— Second terme :

[(A(m)ei(n+1)7r/2 +A*(m)e—i(n+1)7r/2 + B(m)ei(n+1)7r)2

o (A(m)ei(n—l)w/2 + A*(m)e—i(n—l)wﬂ + B(m)ei(n—l)w>2] (230)

w2

— Troisieme terme :

[%(A(m)eim/2 + A*(m)e” ™2 4 B(m)e™™) + B][A(m) (' _ giln=hm/2)
+ A*<m>(€—i(n+1)7r/2 o 6—i(n—1)w/2> + B(m)(ei(n+1)7r - ei(n—l)w)] (2‘31)

Nous pouvons déja voir dans le second et le troisieme terme, les produits croisés, comme :
Ae™ 2 Axem ™2 — AA* qui ici vont s’annuler entr’eux, mais poseront des difficultés, car non
nuls, dans I’équation de Boltzmann. La résolution de cette difficulté sera un petit apport de
cette these.

Développons a titre d’exemple le second terme (nous simplifierons A(m) en A) :

%[(A2€i(n+1)7r + (A*)Qe—i(n+1)7r + BQ +2AA* + 2ABe—i(n+1)7r/2 + 2A*Bei(n+1)7r/2)
o (A2€i(n—l)ﬂ' . (A*)Qe—i(n—l)ﬂ' o B2 —2AA* — 2ABe—i(n—l)7r/2 + 2A*B€i(n—l)ﬂ'/2)] (232)

Regroupons les termes, apres avoir vu que les produits 2AA4* et B? s’annulaient :

%[(A2ein7r(ei7r o efiw) + (A*)Qefinw(efiﬂ o eirr) + 2ABefin7r/2(67i7r/2 . ei7r/2)
+ 2A*B€in7r/2)<ei7r/2 _ 6—z‘7r/2] (233)

Ce terme se limite, apres la simplification des termes en facteur des exponentielles, a :



2.3. MECANISME DE FOCALISATION ET D’INSTABILITE 33

4 ; '
[ ABe " 4 A" B (2:34)

De la méme fagon on trouverait en final pour le troisieme terme :

2 ) ) ) ) )
%[(1‘9 . (A*)Q)ezmr + ABe—zmr/Q o A*Bezmr/2] + 21'5(146”17#2 . A*e—zmr/Q) (235)
Aprés avoir regroupé tous les termes produits de e”™/? et de €™ on retrouve bien (2.17) :
21 .
[A(m + 1,n) — A(m — 1,n) + 2iBA(m,n) + %A(m, n)*B(m,n)]e™™? = 0 (2.36)
21 :
[B(m +1,n) — B(m —1,n) + ?W — (A"))]eim = 0 (2.37)

Initialisation des équations

Nous avons initialisé directement la variable u(m,n), la seule contrainte restant l'initiali-
sation des 2 premiers pas de temps, compte tenu du schéma leapfrog en temps choisi. Dans
I’application des modes résonants a 1’équation de Boltzmann, nous serons confrontés a deux
problemes :

— d’une part devoir initialiser les variables non directement accessibles physiquement que
sont les fonctions de distribution discretes (chapitre 3 : équation de boltzmann a vitesses
discretes)

— d’autre part devoir initialiser les 3 composantes de ces fonctions ( dans le cas des 3 vitesses
discretes d'un réseau D1QY3), mais de 9 composantes pour un réseau D2Q9 (chapitre 6).

Nous montrerons alors que seulement quelques types caractéristiques et limités d’initialisation
peuvent se présenter, avec des résultats finaux pouvant étre fort différents.

2.3 Mécanisme de focalisation et d’instabilité

Plusieurs parametres explicatifs peuvent étre considérés comme acteurs dans le mécanisme
de focalisation : les erreurs d’arrondi dans les calculs, la discrétisation elle-méme spatiale et
temporelle, le mode parasite inérant au schéma leapfrog, les erreurs d’aliasing dues aux inter-
actions non-linéaires.

Les auteurs et en particulier [8] proposent les phases suivantes dans ce mécanisme :

1. Des modes de sideband , qui ne sont pas représentées par les 1 ou 2 modes primaires, sont
créées par les erreurs d’arrondi dans la discrétisation.

2. Ces modes sont alors amplifiées par les interactions non linéaires avec les modes primaires,
si ceux-ci possedent suffisamment d’énergie.

3. L’instabilité apparait comme une déformation de I’enveloppe des modes primaires.
4. Cette distorsion se développe localement.

5. La solution numérique devient non-bornée.
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Ces différents parametres présenteront des formes différentes pour notre application a I’équation
de Boltzmann. On conservera bien évidemment les erreurs d’arrondi, le caractere non linéaire
des équations et les erreurs d’aliasing. Les discrétisations avec la méthode des caractéristiques
et celle des trapezes présenteront des caractéristiques différentes de la méthode leapfrog. Le
mécanisme, s’il perdure dans ce cas, pourrait en étre modifié.

On verra que la prise en compte des modes de sideband sera déja difficile dans le cas mono-
dimensionnel de Burgers, méme en se limitant a la solution a 1 mode, et que les auteurs [7, &
se sont souvent appuyés sur 'expérience numérique. On peut déja supposer que le cas vectoriel
de I’équation de Boltzmann pourra poser quelques difficultés supplémentaires de modélisation,
d’intégration des équations différentielles et donc d’interprétation.

Nous avons cependant repris 1’étude des interactions des modes de sideband avec le mode
primaire pour I’équation continue originelle de Burgers. Le but de cette analyse est de montrer
que l'accroissement des modes de sideband dans le cas général n’aboutit pas a des instabilités,
sauf lors du passage a une discrétisation leapfrog du temps.

Ce résultat permettrait d’'une part de confirmer que c’est ce schéma de discrétisation de
I’équation de Burgers qui provoque la focalisation, et d’autre part de préparer la compréhension
du comportement de I’équation de Boltzmann avec un schéma de discrétisation différent ne
comportant pas les modes parasites, vis a vis du phénomene de focalisation.

On s’appuiera sur les modélisations théoriques de Sloan et Mitchell [8] destinées a obtenir
les conditions de la croissance des solutions par des simplifications du systeme d’équations et
I'utilisation de la méthode des échelles multiples a temps rapide et lent.

Reprenons I'équation de Burgers (2.3) :

ou o ou
§+(u+u)%—0 (2.38)

Nous allons définir des solutions avec des modes de sideband sous la forme continue ou
discrétisée en espace :

u'(x) = (Ag(t)e™™® + Ay(t)e! B HEIT 4 e (2.39)
( Avec K, K; nombre d’onde du mode primaire et nombre d’onde du mode de sideband ).
Cette forme est obtenue de la maniére suivante :

On rappelle que la perturbation ' consiste en un petit nombre J de modes de grands
nombres d’onde qui sont des multiples du pas de la grille :

Az =h== (2.40)

La longueur d’onde de I'onde primaire (pour la solution résonante & 1 mode) est : A\ = 3h,
le nombre d’onde est :

27 2 21
K=2"_22_2"7 2.41
A 3h 3J ( )

Donc le mode principal u/(x) = Age’™ ™ s’exprime au pas d’espace j par :
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= Ag(t)e' s = Ag(t)e! ST = Ag(t)e™ (2.42)

Le nombre d’onde du mode de sideband sera K, = pJ avec puJ = 2w et ¢ entier positif
souvent pris égal a 3.

La longueur d’onde sera donc de Ay = 2w/uJ = 1/6 grand par rapport a A = 3h.

Dans les modes de sideband on a donc (K + Ky)r = Kz + 2n6jh = Kx + pJjh = Kz +
puJj/J = %”j + w7 et sont, en appellant k£ = %”, de la forme :

ul; = As(t)e’ I 4+ ce. (2.43)

Avec Ag(t) >> As(t), la solution perturbée sera donc bien de la forme onde primaire plus
ondes de sideband :

uy = Ag(t)e™ + Ag(t)e'* i 4 ¢ e, (2.44)

2.4 Quelques résultats sur la focalisation

Pour bien comprendre le processus, nous avons provoqué comme les auteurs, le mécanisme
de focalisation sur les solutions résonantes a 1 et 2 modes, en introduisant les modes de side-
band a des amplitudes extréemement faibles.

Dans ces 2 configurations, nous avons provoqué les focalisations dans les mémes conditions
que[7] avec une amplitude de sideband (Ay = 0.000005, ¢ étant égal a 3), a plusieurs points
(u,0) situés dans la zone stable (blanche) et en laissant évoluer le temps pour détailler le
mécanisme.

2.4.1 Exemples de focalisation sur les solutions a 1 mode

Nous avons estimé, que pour appuyer les études théoriques du paragraphe suivant qui tentent
d’expliquer le mécanisme de focalisation sur les solutions résonantes a 1 mode ( moins com-
plexes a modéliser, quoique), il fallait également provoquer la focalisation, ce que n’ont pas
présenté les auteurs dans les publications.

Dans cette configuration, nous avons provoqué les focalisations avec les conditions précédentes :
amplitude du mode de sideband supérieur de A, = 0.000005, § est égal a 3, et le nombre de
pas d’espace, égal a 120.

Sur la carte de stabilité figure (2.1) nous avons focalisé au point u = 0.75,0 = 0.1. La figure
(2.3) montre la solution initiale u; = u(z),j = 1,120, pour différentes valeurs croissantes du
temps, le processus de focalisation avec dépassement de seuil.

La figure suivante (2.4), transformée de Fourier, de ces mémes courbes, montre quant a elle
la naissance de modes supplémentaires de sideband.

La carte suivante figure (2.5) a été obtenue de la méme fagon que la figure initiale (2.1)
mais en intégrant dans les équations les modes de sideband et en résolvant le systeme pour
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EGUATIONDE BURGERS 1 MODE ubar=0.75 sigma=0.1 SideBand,it=200,J=120,
0.2

I]15[
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(a)
EQUATION DE BURGERS 1 MODE ubar=0.75 sigma=0_1 SideBand it=2000,J=120,
1
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06+ 4
4
n2H
0 m
-02_ le{i \kj} ﬁﬂft]}_
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(b)

EQUATIONDE BURGERS 1 MODE ubar=0.75 sigma=0.1 SideBand,it=3140,J=120,
2

.QWW WMWMM

FIGURE 2.3 — Solution du mode 1,
u=0.75,0 =0.1,J = 120,06 = 3, u = 0.000005, ¢t = 200, 2000, 3140

Ap, Ay, Ay, b (détails de calcul en annexe B).

On remarque immédiatement le développement d'une zone complémentaire d’instabilité,
zone dans laquelle se situe 'ensemble des points de focalisation et en particulier le point
(0.75,0.1).
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EQUATION DE BURGERS 1MODE FFT ubar=0 75 sigma=[j| 1 SideBand it=200,J=120,

%107

T T T T
EQUATION DE BURGERS 1MODE FFT ubar=0.75 sigma=1).1 SideBand,it=2000,)=120,

T T T T T
EQUATIONDE BURGERS 1 MODE FFT ubar=0.73 sigma=0.1 SideBand,it=3140,J=120,

FIGURE 2.4 — Transformée de Fourier de u,
u=0.75,0 =0.1,J = 120,60 = 3, u = 0.000005, ¢t = 200, 2000, 3140

2.4.2 Exemples de focalisation sur les solutions a 2 modes

Dans cette configuration, nous avons provoqué les focalisations dans les mémes conditions
que précédemment avec une amplitude du mode de sideband de A, = 0.000005 et un nombre
de pas d’espace passant a 300. Sur la carte de stabilité figure (2.2), nous avons focalisé au
point © = 0.625, 0 = 0.23, et au point plus énergétique u = 0.9, 0 = 0.11.
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STABILITE EQLATION DE BURGERS 1MODE sideband A2=0.000003 jtmax=2000,0=120
0.25

0.225

zigma [rezolu tion (0.00125)

1
0.25 0.5 0.75
ubar [resalution : 0.005]

FIGURE 2.5 — Carte de stabilité avec sideband pour 1 mode,
u=[0,1],0 =[0,0.25], J = 120, = 3, u = 0.000005, t = 2000.

Les figures (2.6) et (2.8) montrent les solutions obtenues u; = wu(x),j = 1,300, pour
les 2 points, pour différentes valeurs croissantes du temps, le processus de focalisation avec
dépassement de seuil.

Les figures (2.7) et (2.9) représentent les transformées de Fourier correspondantes, elles
montrent la croissance des modes de sideband.

Pour clore ces exemples, nous avons pour le point : (0.9,0.11) et 7 = 122, figuré le développement
de u(t,122) figure (2.10).

La carte suivante, figure (2.11) a été obtenue de la méme fagon que la figure initiale (2.2)
mais en intégrant dans les équations les modes de sideband, et en résolvant le systeme pour

AOa Ala A27 b.

On remarque immédiatement le développement d’une grande zone complémentaire d’insta-
bilité, zone dans laquelle se situe ’ensemble des points de focalisation, et en particulier les
points : (0.625,0.23) et (0.9,0.11). L’importance de cette zone potentiellement instable, peut
expliquer I'instabilité de la solution a 2 modes.

Nous reprendrons les analyses [8] qui ont été faites en les complétant, pour tenter d’expliquer
cette instabilité, d’une part par une méthode d’échelles multiples pour les équations continues,
et d’autre part pour les équations discrétisées en temps par la méthode leapfrog. Cette réanalyse
a pour but de mieux comprendre les méthodes afin de pouvoir éventuellement les appliquer aux
équations issues de la méthode de Boltzmann.
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FIGURE 2.6 — Solution du mode 2,

0.625,0 = 0.23, J = 300,0 = 3, = 0.000005, ¢ = 100, 1800, 2223

u =
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07

FOCALISATION FFT BURGERS 2 MODES pideband: A2 ubar=0.625 sigma=0.23t=100

06
05k
04t

03k

i |

(a)

T T
FOCALISATION FFT BURGERS 2 MODES pideband: A2 ubar=0.625,3igma=0.253t=1800

FOCALISATION FFT BURGERS 2MODES sideband A2 ubar=0 625 sighma=0 23t=2223

F1GURE 2.7 — Transformée de Fourier de u,
u = 0.625,0 = 0.23, J = 300, = 3, x = 0.000005, t = 100, 1800, 2223
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FIGURE 2.8 — Solution du mode 2,
u=20.90=0.11,J = 300,0 = 3, = 0.000005, ¢ = 100, 1500, 2043
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FOCALISATION FFT BURGERS 2 MODES sideban d:A2 ubar=0 9 sigha=0.11t=100
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06

04t

)

(a)

012

T T
FOCALISATION FFT BURGERS 2 WMODES sideband A2 ubar=0.9 sigma=0.11t=2000
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F1GURE 2.9 — Transformée de Fourier de u,
u=20.90=0.11,J = 300,0 = 3, = 0.000005, ¢ = 100, 1500, 2043
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FOCALISATION BURGERS 2MODES sideband A2 ubar=0.9,siama=0.11nx=175
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FIGURE 2.10 — Solution du mode 2, u(t),
u=0090=0.11,J =122, = 3, u = 0.000005
i
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1
I 0.25% 0.5 0.75 1
ubar[resalution : 0.005)

F1GURE 2.11 — Carte de stabilité avec sideband pour 2 modes,
u=[0,1],0 = [0, 1], x = 0.000005, J = 300,06 = 3, & = 0.000005, ¢ = 2000
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2.5 Analyse de la focalisation

On reprendra en les complétant, les principaux résultats de [8], pour tenter de comprendre
le mécanisme de focalisation par différentes méthodes :

On considere la solution de I’équation de Burgers discrétisée en espace (2.45) avec le nombre
d’onde fondamental K = 27/3h pour la solution résonante a 1 mode, ( on représentera les
dérivées temporelles par un () ) :

: 1 _
Uy + %(U] + U)(Uj+1 — Ujfl) (245)

On suppose que la solution est perturbée comme précédemment par la présence de compo-
santes de sideband (2.44) de la forme :
Ag(t)e!F T 4 A% (1) ikt (2.46)

L’analyse de toutes les interactions possibles, tableau 2.1, entre le terme fondamental et les
composantes de sideband précédentes, montre que ’ensemble des solutions est de la forme :

uj = Ag(t)e® + Ay (8)e 1T 4 Ay(t)e'FFWI 4 (1) e + c.c. (2.47)
A etki AS e~ tkj Ay et(k+u)j A;‘ e~ i(k+p)j
AO €ikj A(]AO e_ikj AoAg AOA2 e_i(k_“)j AoA; e_i“j
At ek Ap A Ap A et AsAyed A% As el (2.48)
Ay eilk+p)j Ay Ay e~ (k—p)j Ay A et Ay A, e2i(k+p)j Ay A3
A’; e~ i(k+n)j A;‘ A eI A; Ag eilk—p)j A, A;‘ A;‘ A’; e 2i(k+p)j

TABLE 2.1 — Tableau des différents produits croisés introduits par les non linéarités quadratiques

2-2

, 2r _2m  2m
v 3e '3 '3 et

On prend en compte le fait que le produit ¢i5 els vaut e” 2'7”, le produit e~

que les carrés de A, et A% sont considérés comme négligeables.

On nommera A; 'amplitude du sideband inférieur e!*=#7 et b amplitude de e,

En reportant la valeur de u; de I’équation (2.47) dans '’équation semi-discrétisée (2.45) et

en égalant les différents termes en :
etk k=i giktm)i i 4 ¢ ¢ (2.49)

on obtient le systeme différentiel suivant, en A (t), As(t), b(t) :

Ay +iF(p) Ay + i(P () Agh* — M (p) A A%) = 0 (2.50)
Ay +iF(—p) Ay + i(P(—p) Agh — M(—p)AZAT) = 0 (2.51)
b+ iL(1)b+ i(N () AgA¥ — N(—p) A Ay) = 0 (2.52)
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ou :

F(n) =57 (V8cos i+ sin ) (253)
M (1) =%(\/§ + /3 cos pu — sin ) (2.54)
Plp) =5 (v3 — 2sin ) (2.55)
N() =5 (V3 — V3cos u — sin) (2.56)
L(g) =7 (sin p) (2.57)

Nous tenterons d’exprimer la croissance des modes de sideband, en simplifiant les expressions
de (2.50).

2.5.1 Meéthode simplifiée

On pose les 2 simplifications suivantes :
1. On ne considere que la partie linéaire de Ag(t) dans I'équation (2.17). Soit :

Ap(t) = ape™", avec w = \/5% (2.58)

2. On pose b(t) = 0.
L’équation (2.50) se simplifie et peut se résoudre simplement :

Ay +iF(p) Ay — iM(p)ag Aset = 0 (2.59)
Ay + iF(—p) Ay — iM(—p)ag At = (2.60)

On élimine un des 2 parametres A; ou A, entre les 2 équations pour aboutir & des solutions
de la forme :

Alvg(t> = al,gei)‘t (261)

La solution est croissante, donc instable, si le discriminant suivant de 1’équation quadra-
tique, a laquelle on a abouti est négatif soit :

| Ao |

u

1
(3 — 4a®)cos’u + (3 — 6a2) cos 1 + 1(3 —8a%) <0, avec o = (2.62)
I a été montré par [3] que o < 1/2 dans la zone stable et que u = 275/J < 7/2 pour § = 3
et J > 12 entraine cos u > 0. Tous les termes de I’équation quadratique sont positifs.

Dans la description précédente, avec les simplifications présentées, en particulier b(t) = 0,
le systeme semi-discret ne permet pas la croissance des modes de sideband.

On voit dans le tableau 2.1 que les facteurs de e# sont du méme ordre que ceux de eF~#)J
ou e* 1 & savoir AgA; 5. La simplification b(t) = 0 est elle justifiée ?

La méthode suivante, utilisant les échelles multiples, tente d’y répondre.
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2.5.2 Analyse de I’équation continue vis a vis des modes de sideband
par la méthode des échelles multiples

Pour justifier I'intérét de cette méthode nous allons tout d’abord examiner de plus pres la
nature de la solution (2.47) recherchée, en ignorant le coefficient b(t).

Pour une valeur de ¢ donnée la solution s’exprime par :

U (t) = 2R(6Zk](A0(t) + A1 (t)eii”j + Ag(t)ei”j)) (263)

En posant :Ag = X + ¢Y, on peut réécrire I’équation précédente sous la forme :

ui(t) = 2(X + F(i)) cos(0) (¥ + G(7)) sin( ) (2.64)

Les termes F(j) et G(j) sont des combinaisons de cos pj, de sinpj et donc des fonctions
périodiques de période 1/6. On voit que I'introduction des modes de sideband améne une mo-
dulation de I’enveloppe qui nous justifie I'introduction d’un temps court et d’'un temps long.

Nous détaillerons un peu plus cette méthode moins brutale en simplifications que la précédente.
Pour ce faire nous allons dans le systeme d’équation (2.53) faire tendre h vers 0.
On peut alors écrire :

pour p = 2wdh (2.65)
cosp =1 —O(u?) (2.66)
sinp = p— O(p?) = 2mw6h — O(u?) (2.67)

Les expressions de I’équation (2.53) s’expriment alors ainsi pour h — 0 :

Flu) — %(\/ﬁ 4 2m5h) — \/ﬁ% (2.68)
M(p) — %(\/5 + /3 —216h) — \f% (2.69)
P(p) — %(\/ﬁ — 4A76h) — \/5% (2.70)
N(p) — %(\fs — /3 = 2m6h) — —76 (2.71)
L(p) — %(2775}1) — 2rab (2.72)

On reprend 'hypothese précédente :

Ao(t) = CLQ@th (273)
U

=V3— 2.74

avec w \th (2.74)

On pose o = ap/u et Q = mud. On obtient le nouveau systeme :
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Ay +iwA; + iw(agh*e ™ — 20 ASe™!) = 0 (2.75)
Ay + iwAy + iw(aghe ™ — 20 A¥e!) = 0 (2.76)
b+ 2iQb — iQ(af Aye™ + apAfe ™) = 0 (2.77)

Puisque w » 1, on peut introduire un temps rapide T" = wt et un temps lent 7 = Q.
On peut, avec cette décomposition temporelle, écrire la dérivée par rapport au temps sous la
forme :

0 0 0
On pose :
Q
_ 2t 2.
€= (2.79)
(2.80)
On décompose les amplitudes :
Ay = AT, ) + O(e) (2.81)
Ay = AT, 7) + O(e) (2.82)
b="0o(T,7)+ O(e) (2.83)

En portant les expressions précédentes dans les équations (2.75) et en égalant les termes en
€%, le systeme (2.75) au premier ordre devient :

ﬁiTAO +iAY +i(agbie™™ — 205 AS* ) = 0 (2.84)
0 , :
8_TAO +iAY +i(agboe ™™ — 205 AV ™) = 0 (2.85)
0
S5 =0 (2.86)

On peut résoudre le systeme différentiel précédent par rapport au temps 7. On obtient le
résultat suivant (Annexe B) :

* %7 %
3aoby i agby g

ANT, 1) =0y (1)e™T 4 Cy(1)e2T + —026 + ——e (2.87)
| Q) | 2@0
1+ )\1) ; (1 + )\2) 3a0b0 i O./*bo :
AO T,T :( C* P €Z>\2T C* T + e T 0 2iT
(T, 7) =5 () S T P

bo(T', 7) =by(7)

avec

1/2

Mo = gl (9 - 16] ap )] (2.88)
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On considere les mémes conditions initiales sur Ay et sur les amplitudes des modes de
sideband A; et Ay soit :

Ap(0) = ap = o(1 +1) (2.89)
donc ag = M
u
A%0,0) =0
A5(0,0) = ¢(1 +14) avec ¢ = 0.000005
bo(o) =0

En portant ces conditions initiales (2.89) dans le systeme (2.87), on obtient les conditions
initiales sur C1(0) et C5(0) soit :

C1(0) + C(0) = 0 (2.90)
(14 A)CH0) + (1 + 29)C3 (0) = zw _ 4 %’ (2.91)
On résoud ce systeme :
C(0) = —C1(0) (2.92)
CH(0) = T~ 4o (2.99)

1/2

A= A2) a9 - 16] ag 1)

Le systeme (2.75) au deuxieme ordre s’écrit (Annexe B) :

; AT, 1) =0 donc AT, 7)) = AY(T) (2.94)
; ANT,7) =0 donc AY(T, 7)) = A(T) (2.95)
a—ibo( ) + 2ib%(1) =i(ai AYT)e™ + ag AV (T)e ) (2.96)

Comme 0° ne dépend pas de T', et AY(T) et AY(T) ne dépendent que de T, on rend le terme
séculaire du second membre égal a une constante :

i(af AS(T)e™ + apAY*(T)e ™) = constante (2.97)

Cette constante qui ne dépend donc ni de T ni de 7 peut donc étre définie par les valeurs
initiales de T = 0. Soit :

constante = iajC(1 +1i) =1

.U(lu— Z)C(l +i) = 22‘% (2.98)

La derniere équation différentielle en b° s’écrit alors :

ibo( ) + 2ib%(1) = zz'a—_g (2.99)

oT U
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Sa résolution simple donne :

V(1) = %(1 —e ) (2.100)

On voit que la variation lente de b est une variation périodique de la variable 7 de période
/Q = 1/pa.

Poursuivons le calcul des 2 premieres équations de (2.94) :

0

: 0 , 3 . oF oo O
O ’L)\lT C Z/\QT 0 —iT 0 2iT b* — O 2101
SO & SOt o [ ) g (2.101)
1+ )\1 5 iXoT 1+ )\2 5 ixi T 3050 —iT Oég 2T a
* i * 4 ot e ), = 2.102
200 87'01 (7)e * 20 5TC2 (7)e + [4| ap |2 200 ]87' o(r) =0 (2.102)

On remplace les dérivées de bo(7), b§(7) par rapport a 7 dans les équations de (2.101) :

0 _ 5:0C o

Ebo(’r) = QZEG (2103)
J ., _ 0C 9ir
Ebo (1) = —2i =€ (2.104)

On élimine entre les 2 équations le terme commun :

3CKO —iT [Kg 2iT
(& ¢ + —e ¢ 2.105
[l| 0 |2 2 B ] ( )

On obtient alors :

. 0 i 0 iAo —2ir
—z[aTCl(T)e MT ECQ(T)@ A T](e 2 ) =

Z,[((1 + A1), 0 CH ()T 4 ((1 + A2)

0
20./0 )E >_C

e F(r)e™T](e*T) (2.106)

20[0
On regroupe ensemble, pour les éliminer les termes séculaires en \; et \,.

et POT) i (L4 0) OC5()

2Ty _
oT 201 or © I=0 (2.107)
, 0Cy (1) o (14 X)), 0CF(T) o
iXoT 2 2T 1 24T _
e [—(37 e =T+ ( 200 P ]=0 (2.108)

On résoud et on retrouve les résultats du systeme (2.92) :

Ci(1) = constante = C1(0)

(2.109)
Cy(7) = constante = Cy(0)

(2.110)

On peut, connaissant I'ensemble des fonctions A°(T), AYT, 1), A*(T,7),b(7), tracer la va-
riation de A9(t) et de by(t), en fonction de o, u, 4 :
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0 inT ixoT B30 _ip | 0g 510G 2ir
ANT,7) = C1(0)e"™" 4 Cy(0)e" ™ + [———e + —e™" | =(1 —¢e”) (2.111a)
4] ap | 2ay U
L+ A , 1+ A ,
A,y = LM e 02 g et (2.111)
30 ip Q% 996 —2i
7 9 7 _ > 1 . 1T
R TR U
bo(r) = Z5(1 — 27 (2.111c)
u

~=~
—
==

—— =1

81,082 st b0

I I I 1 I I 1 I
0.5 1 1.5 2 2.5 3 3in %+ 4.3

FIGURE 2.12 — Partie réelle de AY(t)(bleu), AS(t)(vert) et de b(t)(noir) en fonction de t,
i=04,0=01,J=1206 =3, 1 = 0.000005

La premitre figure (2.13) montre la variation de la partie réelle de A5(t) et de by(t) pour
u=09,0=0.2.

La seconde figure (2.14) montre la variation de la partie réelle de AJ(t) et de by(t) pour
i=09,0 = 0.4775.

Ces figures, complétant les analyse précédentes, confirment que :

— les solutions sont stables avec ou sans modes de sideband tant que l'initialisation reste a
I'intérieur du triangle de stabilité figure (2.13) et annexe D.

— les solutions deviennent "normalement” instables avec ou sans modes de sideband quand
I'initialisation franchit la frontiere de cette zone de stabilité (2.14) et annexe D.

Le phénomene de focalisation provient donc de la discrétisation en temps de 1’équation
différentielle. Nous le vérifierons dans le paragraphe suivant.
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x10*

A2 ethl
=

FIGURE 2.13 — Partie réelle de A3(¢) et de by(t) en fonction du temps,
u=0.90=0.2J=120,0 = 3, u = 0.000005
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FIGURE 2.14 — Partie réelle de AJ(t) et de b0(t),
=09, 0= 04775, J = 120,56 = 3. 1 = 0.000005

2.5.3 Analyse des équations discrétisées en temps par le schéma
leapfrog

On repartira [3] des équations suivantes dont on va discrétiser les dérivées temporelles :

Ay +iF () Ay + i(P (1) Agb* — M(p)AEA%) = 0 (2.112)
Ay + iF(—p) Ay + i(P(—p) Agh — M (—p) AEA¥) = 0 (2.113)
b+ iL(p)b+ i(N(n)AgA¥ — N(—pu) AL Ay) = 0 (2.114)

Avec :
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Fu) = ;;m cos ju + sin 1) (2.115)
M(p) = %(\@ + /3 cos pn — sin 1) (2.116)
P(p) = %(\/3 — 2sin 1) (2.117)
N() = 5 (V3 — V3cos u —sin ) (2.118)
L(p) = 3 (sin ) (2.119)

On simplifiera comme précédemment en prenant b(¢) = 0. On écrira les dérivées temporelles
discrétisées :

Aim+1)—A;(m—1)
2k
opérateur qu’on notera : AA;(m) (2.121)

Aj(m) = (2.120)

Comme précédemment, on prendra pour Ag(m), seulement la partie linéaire Ag(m) =
ape”®™ mais avec, pour la discrétisation leapfrog, ¢ = ¢15 de I'équation (2.9).
Soit avec p = N /3 :

$1,2 = arctan Bsin (2m/3) (2.122)
+4/1 — 2sin? (21/3)
Avec ces simplifications le systeme devient :
AAy(m) + iF (1) Ay (m) — iM()age?™ A3(m) = 0 (2.123)
AAy(m) + iF(—p)Ay(m) — iM (—p)age?™ A¥(m) = 0 (2.124)

Nous allons écrire une identité sur A[e®™A%(m)], qui permettra de résoudre le systéme
(2.123).

2kA (9™ A% (m)) =e? MY A% (m + 1) — e?MTYAZ (m — 1) (2.125)
=e?"(e? AS(m + 1) — e A5 (m — 1)) (2.126)
=e?"[cos p(A5(m + 1) — A5 (m — 1)) +sin p(A5(m + 1) + A5(m — 1))]
(2.127)
On simplifiera la somme Aj(m + 1) + A5(m — 1) en prenant la moyenne :
Af(m+ 1) + A5(m — 1) = 2A5(m) (2.128)

[’identité s’écrira alors :

A[e#™ A% (m)] = e#™[cos SAAL(m) + %sin A% (m)] (2.129)
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Appliquons l'opérateur A sur la premiere équation de (2.123) :

A2A (m) +iF(p)AA (m) — iM (p)ag Ale?™ A% (m))] = 0 (2.130)

On utilise I'identité pour A[e?™A%(m))].

A2A (m) +iF(p)AA; (m)
— iM (p)ag cos pe?™ A A5 (m) + %M(p)age‘bm singpA5(m) =0 (2.131)

On conjugue la seconde équation de (2.123) et on la multiplie par ™ :

ePMAAL(m) = iF(—p)e®™ A% (m) — iM(—p)agAi(m) (2.132)

On remplace e?™AA%(m) dans I'équation (2.131) :

A2A (m) + iF(p)AA(m) — iM (p)ak cos ¢[i F(—p)e?™ A% (m) (2.133)
— M=y (m)] + LM (e sin o A5 (m) =0
A2A (m) +iF(p)AA (m) (2.134)

4 [M () F(~)a cos + 2 M(p)sin 603 e A5 (m)
— M(—p)M(w)] ao [ cos Ay (m) = 0

On remplace le terme e?™A%(m) tiré de la premicre équation de (2.123) :

—iAA (M) + F(p) Ay (m) = M(u)aie®™ A% (m) (2.135)

Il vient en final :

A A\ (m) + DA (m)[F () — F(—p) cos 6 — 1 sin 6] — Ay (m)[cos oM (1) M (~)| ao |

— S GF () — cosgF () F(~1)] = 0 (2.136)

On appelle :
(F (1) — F—p) cos 6 — %sin o] - B (2.137)
[cos QM (M (—0)] ao | — 1 sin 6F () —cosgF(F(—p)] =6 (2138)
A2A (m) +iBAA(m) — C A (m) =0 (2.139)

Résolvons cette équation en revenant a la définition de AA;(m).
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1

AAs(m) = (A(m +1) = Ay(m 1) (2.140)
AAA; (m) =4—11€2(AA1(m £ 1) — Adi(m— 1)) (2.141)
:4—;(A1(m+2) —2A44(n)) + Ay (m - 2)) (2.142)

On pose A;(m) = r™ et on remplace dans (2.139) ces différentes expressions :

1
4k?

ﬁ@(rm“ ) L (2.143)

(rmF2 2™ 42 4

L’équation finale dont on peut étudier les racines, apres avoir posé R = r — 1/r sera :

R? + 2ikBR — 4k*C = 0 (2.144)

Dans cette équation finale, "apparamment ” simple, on doit maintenant, dans % et €
remplacer F'(u), F'(—p), M(p), M(—p) par leurs valeurs respectives qu’on rappelle :

Flu) = %(\/gcosu + sin ) (2.145)
M) = 5 (V3 +VBeosy — sinp) (2.146)
F(—p) = %(\/5 c0s 1 — sin 1) (2.147)
M(—p) = %(\/ﬁ + /3 cos p + sin ) (2.148)

On utilisera les formules trigonométriques suivantes :

cos(arctan ¢) = ﬁ (2.149)
. _ ¢
sin(arctan ¢) = T (2.150)
On prendra :
k ku
y=5=LB=7 =1 (2.151)
On a
B [ fsin (27/3)
¢1,2 = arctan _i\/l = o (2%/3)] (2.152)
= arctan Vs ] (2.153)
| +2,/1 - 3/457




2.6. STABILITE D'UN SCHEMA NUMERIQUE POUR L’EQUATION DISSIPATIVE LINEAIRE DE BT

On posera :
3
q=\/1—é—lﬁ2eta=|?| (2.154)
On obtient :
cos(¢y) = q,cos(p2) = —q (2.155)
uv'3
sin(dr) = sin(¢s) = U\Tf (2.156)
En assemblant tous les morceaux on trouve pour ¢ = ¢ :
2kB =u[(1 — q)vV/3cosp + (1 + ¢)sinp — /3] (2.157)
4k*€ = — w*[3cos i+ V/3sin p + q(4cos p® — 1 — (2 + 6. cos p + 4cos p?))] (2.158)

Pour ¢ = ¢5 on changera g en —q dans les expressions précédentes.

Sloan et Mitchell montrent [8] que I’équation (2.144) présente, dans le triangle de stabilité
(annexe D), pour ¢ = ¢ des racines telles que | r [> 1, soit compte tenu de A;(m) = r™, une
croissance des modes de sideband.

La discrétisation du temps suivant un schéma de leapfrog qui présente un mode parasite,
entraine la focalisation.

2.6 Stabilité d’un schéma numérique pour I’équation dis-
sipative linéaire de Burgers

On peut également appliquer la méthode des ondes résonantes a l’équation de Burgers
visqueuse adimensionnée linéaire :

ou N ou 0%u
- U— =
ot T Yor T Mo

(2.159)

Nous débuterons, pour cette équation dissipative, par I’'étude de l'influence d’un schéma
de discrétisation sur la stabilité[27]. On doit effectivement s’assurer que l'erreur due a la
discrétisation n’est pas amplifiée par le schéma numérique. On utilisera les schémas de discrétisation
suivants, en notant m le pas de temps, n le pas d’espace et u(m,n) la vitesse discrétisée de
u(t, ), :

ou  u(m+1,n)—u(m,n)

= 2.1
ot At (2.160)
ou  u(m,n+1)—u(m,n—1)
— = 2.161
ox 2Ax (2.161)
Pu u(m,n+1) +u(m,n—1) = 2u(m,n)

= 2.162
Ox? Ax® (2.162)

La discrétisation de I’équation (2.159) s’écrit :



56 CHAPITRE 2. ANALYSE LINEAIRE ET NON LINEAIRE DE L' EQUATION DE BURGERS

ut
(u(m + 1,n) —u(m,n)) + &E(u(m,n +1) —u(m,n —1))
nAt
— az(mn+ 1) +u(mn—1) = 2u(m,n)) (2.163)
On définit :
At
o= % (2.164)
ut
p= Z— (2.165)
x
5 Azu o .
R=—= est équivalent a un nombre de reynolds de cellule. (2.166)
o n

Le schéma numérique s’écrit :

u(m+1,n) =u(m,n—1)(a+ §> +u(m,n)(1 —2a) + u(m,n + 1)(a — g) (2.167)
On obtient ainsi, le systeme linéaire, en appelant a = (1 — 2«a),b = (a + g), c=(a— g), C,
la matrice de transfert telle que :

u(m + 1,n) = Cy, pu(m,n) (2.168)

a c O 0 0

b a c 0 0

0O ba -~ 00
C=1|. . - (2.169)

000 -+ ac

000 -+ b a

Pour que le schéma numérique soit stable, il faut et il suffit que le rayon spectral p(C) de
la matrice C' soit inférieur a 1. Les valeurs propres des matrices tridiagonales sont données
dans[28] :

s R2 km
A(C)=a+2\/%COSN+1—1—2a+2aq/1—zcosN+1 (2.170)

Pour R < 2, les valeurs propres sont réelles, le rayon spectral est :

| R? 1
p(C) = =1+2a+2a4]/1 —— < 1pour @ < ———— (2.171)
4 1 _ R

1+ £
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Pour R > 2, les valeurs propres sont complexes, le rayon spectral est :

2 2
p(C) = \/1 —2a% + 402(1 — RT) < 1 pour O‘RT <1 (2.172)

Calculons les 2 fonctions R(0) =0 : Pour R < 2 :

3 1

o0=—==—— (2.173)
Ry 1 L
. . 83
Soit la fonction : R = m (2.174)
Pour R > 2
R? 15} R?
4
o1t la fonction : = — .
Soit la f i R 3 2.176

Ces 2 fonctions sont égales a 2 pour g = 2 :
La figure (2.15) montre la zone de stabilité pour R fonction de o.

T
INSTABLE

INSTABLE

STABLE

FIGURE 2.15 — Zone de stabilité fonction de R et

Nous avons, pour 1 mode et 2 modes résonants établi les cartes d’instabilité de I’équation de
Burgers dissipative (2.16), respectivement (2.17) (que I’on ne trouve pas dans les publications
précédemment évoquées [7, 8, 9, 10, 11, 12]).

Les commentaires suivants peuvent étre faits :

— Pour 1 mode résonant jusqu’a u = 0.5 , la figure reste identique avec une pente constante
jusqu’ a la méme valeur de 'amplitude d’initialisation o = 0.125, apres cette valeur la
prise en compte d'une viscosité introduit des instabilités importantes.

— Pour 2 modes résonants, et pour la méme viscosité que pour 1 mode, la figure est globale-
ment réduite d'un facteur 2. Une sorte de peigne de dents stables et instables se mettant
en place dans la zone jusqu’a u = 0.5.
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STABILITE EQUATIONDE BURGERS 1 MODE aves itmax=500 tx=12 tau=0.001
0.25

021875
01875
015625
0125

0.09375

zigrma [reaclution : 0.000525)

0.0625

0.03125

1 1 1 1 1 1
0125 0.25 0.375 0.5 0625  0.75 0.575
ubar[resolution ; 0.0025]

FIGURE 2.16 — Influence de la viscosité pour 1 mode,
u=[0,1],0 =[0,0.25],7 = 0.001, J = 12,¢ = 500

STABILITE EQLIATION DE BURGERS 2 MODES lineaire avec itmax=300 =12 teta= 2! 3 tau=0.001
1

n4
IR
0.7
IR

0.a

Figrna [reaoluton :0.005)

1
0.5
ubar[resalution : 0.005)

FiGURE 2.17 — Influence de la viscosité pour 2 modes,
u=1[0,1],0 =[0,1],7 = 0.001, J = 12, ¢ = 500



CHAPITRE 3 .

Méthode de Boltzmann sur réseau

L’objet principal de ce chapitre est d’écrire les équations de Boltzmann a 1 dimension et de
montrer leur équivalence a I'ordre retenu, aux équations de Navier Stokes. Nous aboutirons en
fin de chapitre aux équations non linéaires a vitesses discretes qui 7 subiront ” le traitement
des ondes résonantes au chapitre suivant
Nous rappelons, d’abord 'origine de I’équation de Boltzmann. L’annexe C en tente une modeste
démonstration.

3.1 Equation de Boltzmann

L. Boltzmann a proposé en 1872 [29] une équation cinétique décrivant ’évolution des gaz
dilués. Nous décrirons progressivement cette équation car :
— Elle reste la base toujours actuelle de la méthode de Boltzmann sur réseau.

— La connaissance des différentes hypotheses, sur lesquelles elle s’appuie, nous parait im-
portante.

— Elle relie pour un gaz, son état statistique, invisible car microscopique, a son état macro-
scopique, mesurable, sensible.

— Elle est utile a la démonstration du théoreme de ’entropie de Boltzmann, relatif en ther-
modynamique, a I’évolution de I'entropie avec le désordre.

— Elle fait partie, de ce fait, des équations fondamentales les plus importantes de la physique.

Nous avons tenté en Annexe C, une synthese de sa démonstration, a partir de différents cours
et ouvrages de physique statistique [14, 15, 16], en évitant 'appel a des objets mathématiques
utiles mais complexes dans ce cadre, comme la fonction de Dirac, ou a des développements
statistiques trop amont (Hamilton, Liouville, hiérarchie BBGKY..) que 'on retrouve dans les
ouvrages précédemment, cités.

Nous avons obtenu dans 'annexe C, I’équation de Boltzmann avec collision (C.54) :

of(x,v,t) +V0f(x,v,t) _

ot ox
+ Jdvzdea(Q) | vi —va | [f(x, V], 1) f(x, vy, t) — f(x,v1,t)f(x,va, t)] (3.1)

29
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Les grandeurs locales : densité, vitesse, température sont alors des moyennes calculées a
l'aide de f(x,v,t) [L6].

p(x,1) = J £, v, t)dv (3.2)
1
u(x,t) = mfvf(x,v,t)vdv (3.3)
ET(x,t) = p()i D J f(x,v,t)(m/D)| v —u(x,t) "dv (3.4)

(Avec m : masse moléculaire du gaz, kg : constante de Boltzmann et D : nombre de degrés
de liberté de la particule).

L’ équation de Boltzmann est irréversible : en effet le renversement du temps n’opere pas

de changement de signe dans I'intégrale de collision, alors que le membre sans collision change
de signe. On a production d’entropie. Pour le montrer Boltzmann introduit la fonctionnelle :

H(t) = J J [f(x,v,t)[In f(x,v,t)]dx,dv (3.5)

On y associe 'entropie de Boltzmann Sp(t) = —kpH (t) + constante. On étudie la variation
au cours du temps de ces fonctions : Sp(t) et H(t).

0S5 (t)
ot

OH (%)
ot

— —ky (3.6)

L’équation de Boltzmann (3.1), associée a I’équation (3.5) permet de montrer [14, 15, 16],
que :

CH() _, 2Ss(t)
ot ot

> 0. (3.7)

L’entropie de Boltzmann ne peut pas décroitre au cours du temps. Elle ne peut que croitre
ou rester stationnaire.

En notant que I’équation (3.5) est bien bornée, car ’énergie doit rester bornée quand
dv — 0.

f f(x,v,t)| v |2dv (3.8)

On voit que H (t) décroit, jusqu’a atteindre une valeur d’équilibre H¢? définie par :

0H(t)
ot
Ceci est obtenu dans le terme de collision de I’équation de Boltzmann (3.1) en annulant le
terme entre [ | soit :

—0 (3.9)
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[feq(xa Vllv t)feq(xv V/27 t) = feq(xv Vi, t)feq(x7 Va2, t)] (310)
On peut prendre le logarithme népérien de cette expression :
In f9(x, v}, t) + In fx, v, t) = In f(x, vy, t) + In f¢(x, Vg, 1)) (3.11)

Cette relation montre que In f¢/(x, v, t) est une fonction invariante lors d’une collision. On a
vu précédemment (annexe C) que les seuls invariants d'une collision sont : la masse, la quantité
de mouvement et 1’énergie. On en déduit donc, que In f¢¢(x,v,t) a la forme suivante :

In f(v) = —Am|v—u | +InB (3.12)
(Avec A et B des coefficients a déterminer ).

En utilisant les équations (3.2) valables a ’équilibre, on obtient 'expression connue de la
distribution a I’équilibre, appelée distribution de Maxwell-Boltzmann :

(3.13)

m \""* —m|v—ul’
eq _ I
S =p <2kaT) PN T kT

La propriété de conservation des invariants, qu’on notera 1, peut se traduire formellement
par l'expression :

f wk(g_{>collisiondv =0 (314)

avec Y1 = 1, o34 = vy, Y5 = v;v;

On peut définir un opérateur de collision simplifié, appelé BGK |
relaxation de f(x,v,t) vers la fonction de distribution d’équilibre f¢
de relaxation caractéristique A.

On écrit alors :

5], en considérant que la
(v) se fait dans le temps

o(f(x,v,t) o(f(x,v,t) 1 y
o VT = ((fxv) = fHv) (3.15)

Par rapport aux parametres d'un gaz indiqués en annexe C, on peut interpréter A comme
le temps 7 ~ [,,,/v entre 2 collisions.

3.2 Lattice Boltzmann Equation

On se rapprochera des publications non exhaustives suivantes qui développent en plus ou
moins de détail, la méthode de Boltzmann sur réseau
- [13, 30, 31], les theses de [1, 2], les articles correspondants & ces theses [32, 33, 34]
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3.3 Lattice Boltzmann Equation : écoulement 1D vis-
queux, isotherme

On développera ici, le cas des équations de Boltzmann sur réseau (LBE) mono-dimensionnelles,
isothermes, peu fréquent dans la littérature.

Le fluide est donc décrit par une fonction de distribution f(z,¢,t) ( on écrira en 1D :
r = X,¢c = v,u = u). On définira comme précédemment les variables macroscopiques en
intégrant sur toutes les vitesses ¢ possibles soit :

1 1
p= flz, e, t)de, pu= f(z,c,t)ede, pe+ =pu® = —f f(z,c t)cPde (3.16)
R! Rl 2 2 Jp1

(Avec I'énergie interne du gaz e = 17T et r = kg/m).

On utilisera par la suite la notion de température généralisée 8 = rT". Dans le cas isotherme
T est constante et par conséquent 6 l'est également. L’équation de Boltzmann qui décrit le
déplacement et la collision entre elles des particules du fluide s’écrit en mono-dimensionnelle :

6f($,c,t) 5f($,c,t) o 6f(x,c,t) o
ot +c e = ( ot )collzswn (317)

et, simplifiée par la formulation BGK :

(9f(x,c,t)+ Of (x,c,t) 1

ot e — =~ (flz,c;t) = f*(c)) (3.18)

L’expression de la distribution d’équilibre de Maxwell-Boltzmann s’écrit en 1D :

fe) = ﬁexp [%] (3.19)

On développera la fonction de distributionf(x, ¢, t) en terme de nombre de Knudsen ¢, apres
avoir a-dimensionné (3.18) :

TO\/QT)
L

nombre de Knudsen : ¢ = (3.20)

(Avec I, : libre parcours moyen, 7, : temps moyen de relaxation et /6, : vitesse ca-
ractéristique de l'agitation thermique.)

A N T T - 0 . c 2 f(:L',C,t)
t=t-—,0=—,7=—,0=—,c=——, f(z,c,t) = ——— 3.21
lm lm 7o 90 V 60 f< ) Po ( )
L’expression (3.18) devient :
of  of 1o o
A - (f—f° 3.22
s et 1Y (3:22)
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On supprimera les () dans l’écriture en n’oubliant pas que l'on analyse un systeéme a-
dimensionné.

of of 1 ”
o e, == (3.23)

Dans la méthode de Chapman et Enskog [35], on recherche les solutions normales sous
la forme d’un développement de la fonction de distribution f(z,¢,t) en terme de nombre de
Knudsen ¢ :

F=fOpef®y2p@ 4 (3.24)

On introduit ce développement dans (3.23) et on égale les différents ordres d’ e

ordre(0) fO = fea (3.25)
of© of© 1
ordre(1) o T _Xf (3.26)

On a, en posant 7 = €\, en se limitant a 'ordre 1 :

ofled ofled

f=F=fO4erf® = fea 7 =t ) (3.27)

On a les invariants suivants 1, traduisant la conservation de la masse, du moment et de I’
énergie :

of(z,c,t)

t )collisiondc =0 (328)

%(
(AVGC ¢1 = 1, ¢2 = C, ¢3 = 02).

En appliquant le premier invariant 1, on obtient avec (3.16) :

op  dpu
T 3.29
ot "o Y (3.29)
Pour le second invariant i, = ¢ :
L
3.30
| 5+ @S- (3.30)

On introduit le développement (3.27) dans (3.30) pour obtenir I’équation de conservation
du moment, suivante :

I . D L L
JRlc(a(f (L e v T de =0 (331)

On peut réarranger cette intégrale :

eq eq eq a eq a eq eq
f (c (J;t + (;; )dC—T—J (c gt + 2 gx )dC_T(?_:Uf (c? (J;t +c g Yde =0
(3.32)
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La premicre intégrale de (3.32) (ordre 0), contenant les invariants ¢y = ¢, 13 = ¢* de la
fonction f¢, vaut :

0 0
2. (cfeq)dc + ) ( 2fUde = 0 (3.33)

opu  Opu®  0pb

= .34
ot " or o (3.34)
Et en isotherme :
opu  Opu? op
opu L .
ot ox oz (3.35)

que I’ on peut écrire en utilisant (3.29) :

ou ou ap
- — = 3.36
Pat o oxr oz (3:36)
La seconde intégrale de (3.32) vaut 0 pour la méme raison :
Le premier terme de la troisieme intégrale de (3.32) (ordre 1) est égal (conservation de

I'énergie (3.16) ) a

eq
—TJ cQaf dc=—72 feqczdc
Rl

ct ct (3.37)
= —Tﬁ( u® + pb)
gty TP
On transforme le dernier terme de la troisieme intégrale de (3.32) :
J eq .3 J e 3 3 e eq .2 2 e
T fc dc=—7—( fUc—u)’de+u’ | fc+ 3u | f¥c*de — 3u” | cf*dc)
= erq u)?de + uPp + 3u(pu® + ph) — 3u*pu) (3.38)
= —Ta—(pu + 3upb)
Car l'intégrale impaire :
erq(c —u)*de =0 (3.39)
Le terme d’ordre 1 de la conservation du moment devient donc en isotherme :
0.0 dp 0 opu
—T—|[= +0—+ — 30 3.40
Tl )+ 0 + gl + 307 (3.40)
Développons et réordonnons le terme entre [ | de I'équation (3.40), en utilisant (3.35),

(3.36) et (3.29) :
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du ﬁpu op 50U opu? opu
[ | = pu o +u o + o + pu o +u P + 30— . (3.41)
ou ou opu opu

= 2u(p— —) —0— 60— )

u(p o + puax) . +3 . (3.42)
ou

= 20p— .

Pa (3.43)
Le terme d’ordre 1 de la conservation du moment est donc :
0 ou

_Ta_x(wp@x) (3.44)

On développe le dernier invariant ¢3 = ¢?, en introduisant le développement (3.27) dans
(3.45) et on obtient I’équation de conservation de 1'énergie (3.46) :

JRI(C2% + csg)dc =0 (3.45)

que 'on développe :

0\ peq _,OF ofed 0 e OF ofed B
le c2(§(f 7( A +c . ))+08$(f 7( pn +c o )))de =0 (3.46)

On peut réarranger cette intégrale sous la forme :

ofe ofe 2Of g 0f o 4of
JRI(CQW+ oz ) _T_JRI(C G T o) ”%J (G + ety )de=0
(3.47)

La premiere et la seconde intégrale de (3.47) , invariant 3 = ¢ de la fonction f¢9, valent :

0 %
eq _ 3 req _
6tf (f)de + 6mf (€’ f“)de =0 (3.48)
Soit :
a(u+ 0) + a(u3+3u9)—0 (3.49)
ot Pu TP G \P o= ‘
Et en isotherme :
o, 0 % %
E(PU ) + O~ p+ a—(PU )+ Qa—m(?)uﬂ) =0 (3.50)

Cette équation avec les équations (3.29) et (3.35) constituent les équations d’Euler :
Le premier terme de la troisieme intégrale de (3.47) (ordre 1) est égal, d’apres 1’équation
(3.38), & :
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2 (2 () + 02 (3up) (3.51)

On transforme le dernier terme de la derniére intégrale de (3.47) :

v v eqA .
T@x ox Jf ¢ de =
a(ij a(i <J feq( )4dC . u4ffeqdc . 6’LL2 JCZfequ + 4uffechdc + 4u3 fcfeqCZC)
— T%ﬁ_x ffeq (¢ —u)'de + u'p — 6u®(pu® + pf) + du(pu® + 3upf) + 4u’pu)

J 0
" ax(f f e —u)tde + u'p + 6u*pl) (3.52)

Calculons le terme § f“(c — u)*dc :

erfI(C —u)tde = \/7 J Yexp [%] dc (3.53)

Avec le changement de variable :

= 3.54
NG, (3.54)
il vient :
(e — u)lde = —2—(26)? \/@J te v’ 3.55
| rrrte = wytae = L0 [yt ay (3:55)
L’intégrale de Gauss vaut :
P 3
ye ¥ dy = Zﬁ (3.56)
ffeq(c — u)dc = 3pb? (3.57)

Le terme d’ ordre 1 de (3.46) vaut donc en isotherme :

d,0 0 5 0 0 0
_Ta_m[é(p“ )+ 88 (Bup) + 360 Pt a—(u p) + 606—(u p)] (3.58)

Nous développons le [ ] de (3.58) et le réordonnons pour faire disparaitre certains termes :

[ ]- u(%( 2 | 9(27 ; (%( o 39%(@)) (3.59%)
+29u% + 39u%(pu) (3.59b)

+u (pé;; + puZ—Z} (3.59¢)

+39(p(;—1t‘ + pug—z) (3.59d)

+3pu92—z + 3922—2 (3.59)
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Examinons chacune des lignes :

(3.59a) =0 : équation de I’énergie a 'ordre 0. (3.60)
(3.59b) = —ZQuai(pu) + 30u%(pu) : équation de masse. (3.61)
(3.59¢) = —Ou? g—g : équation du moment a l'ordre 0. (3.62)
(3.50d) = —6? Z”  équation du moment & I'ordre 0. (3.63)
On obtient finalement :
—T%[ | = —7%4,01492—2; (3.64)

Les équations finales de Navier-Stokes d’un écoulement isotherme, compressible et visqueux
s’écrivent :

% + 8(;% =0 (3.65)
ag: + agf + eg—i - Ta£<2 92—;‘) —0 (3.66)
gt( (1u i 9)) + %(pu(%lf + %9) uph — T(queg—x)) 0 (3.67)
D’apres I'équation précédente, en identifiant terme a terme, la pression est égale a :
P = pbh— r(2p92—“) (3.68)
Dans les équations de Navier-Stokes 1D, on a :
Psz—TaVGCT—g Z—Z (3.69)

Le coefficient de viscosité dynamique p est donc tel que : 4/3u = 27p6.
On vérifie bien que 1'on retrouve les équations de N-S avec la méthode de Boltzmann.

Nous allons poursuivre celle-ci en discrétisant les vitesses ainsi que 'espace et le temps
[36, 37].

Equation de Boltzmann a vitesses discretes

0 0 1
hvoll Ly a0

(Avec fi = f(z,¢,t) avec I = 1,3 et ¢; = 0,c5 = 1,¢3 = —1 pour un réseau D1Q3 (3.1).

Le réseau mono-dimensionnel avec 3 vitesses D1(3 donne une quadrature d’un ordre suffi-
sant pour retrouver les équations de Navier-Stokes mono-dimensionnelles, isothermes au niveau
macroscopique. Les fonctions d’équilibre s’écrivent :

cu 1 1

o) = wip(1+ 5+ ()

2
71
oz o u) (3.71)
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1
3——eo—2

c3=—-1 c1=0 co=1

FIGURE 3.1 — Schéma de vitesse D1Q3

Avec w; et ¢, = - : poids du réseau et vitesse du son pour le réseau.
R
On a respectivement :

, W3 = —. (372)

On décomposera les parametres (et en particulier la fonction de distribution), en compo-
santes stationnaires f; et fluctuantes f/ [23].

fi=fi+ f avec i—{ —0 (3.73)

La décomposition des variables macroscopiques s’écrit :

3 3
p=>fretp =) f] (3.74)

=1 =1
3 3 3.
Pl = Z afiet plu = Z cf/pe + pu* = Z a’fi (3.75)
=1 =1 =1
+ ' = chzfl (3.76)

La vitesse @ est définie comme :

/
= (p;f) (3.77)
L’équation de boltzmann en régime stationnaire s’écrit :
af L - eq
B (375)
(Avec ff9 = ff%p,u) : fonctions de distribution & 1’équilibre pour les composantes station-
naires).
On peut récrire I’équation (3.70) avec les équations (3.78) et (3.73) :
afl/ afl/ 1 / eq eq
2 I — 3.79
at +Cl ax )\(fl (fl fl )) ( )

Apres 'a-dimensionnement de 1’équation (3.79), on aboutit a I’équation suivante ( en sup-
primant les () ) :
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0 off =
e Ui i) (3.50)

(Avec T = €\).

On écrira pour la suite, la fonction d’équilibre dans le réseau D1Q3, sous la forme :

fi" = awp + Bypu + qpu’ (3.81)

Avec :

2 1
a1:§7a2:_a3:67ﬁl:07ﬁ - 7ﬁ3 __7")/1:_1772: y V3 = = (382)

On peut récrire (3.81) avec (3.74) :

w

TR (Cjm i + X o f))?
= q Z Z + Bi( Z cjfi + Z cifi) +m (2321 7 2321 ) (3.83)

On a pour la part stationnaire :
: g (S cify)’
€ r r =1-7J7J

@;ijj + N (Zi:ﬁ?y)

En reportant (3.83)et(3.84) dans (3.80) il vient :

(3.84)

w

off off _ \ (X iff + pu)
2t + ¢ o Z + B Z .

N I s

SN—
\
he)
I
I_[\l)
SN—
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CHAPITRE 4 .

Stabilité linéaire et non linéaire des équations de
Boltzmann

Apres avoir rappelé les mécanismes d’instabilité et de focalisation numérique dus a la
discrétisation du temps et de l'espace dans un schéma donné, apres avoir, avec la méthode
des ondes résonantes, tracé des cartes d’instabilité de ’équation de Burgers, nous appliquons
ces méthodes a I’équation de Boltzmann sur réseau obtenu au chapitre précédent.

Nous étudierons sucessivement la stabilité linéaire puis la stabilité non linéaire, en examinant
la présence ou non du phénomene de focalisation

4.1 Discrétisation en espace et en temps

Nous partirons du systéme des 3 équations non linéaires du chapitre précédent (3.80) pour
les études de stabilité (équivalentes a celle de I’équation de Burgers (2.3)), apres avoir discrétisé
et intégré les 2 membres de ces équations. Nous utiliserons des schémas numériques différents
du schéma leapfrog de discrétisation de I’ équation de Burgers.

of] of] 1 =
- U (A0 (4.1)

Nous utiliserons, compte tenu, que le premier terme est une différentielle totale en x et ¢, la
méthode des caractéristiques :

df/ =
At ) (4.2)

On peut intégrer cette équation le long de la caractéristique ¢; pour un temps At et évaluer
le terme de collision par la méthode des trapezes :

At d / 1 At _
L %ds = —;L (ff = (f77 = f7D)ds (4.3)

Apres intégration, il vient :

fl(z + At t + At) — fl(x,t) = —%[f[(x + At t + At) + fl(x,1)
— ((ff "z + aAt, t + At) + f (2, 1) — ( l_eq(a: + At t + At) + f,_eq(x, )] (4.4)

On posera :

71
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e, 1) = i t) + S Lt t) = (e t) — fi7(a, )]

At

= (4 SO~ S ) — () (4.5

Et donc :

At
hi(z + a At t + At) = (1 + 2—)f,’(a: + At t + At)
T

At =
— 2—(fleq(x + At t + At) — %z + At t + At)) (4.6)
-
En posant 7, = 7 + %, on aboutit a ’équation finale :
At At =
hl(‘r + CZAtJt + At) = (1 B T_)fl/(xat> + 7__< eq(‘r7 t) - leq(‘ra t)) (47)
g g

On discrétisera = et t suivant * = nAx,t = mAt. On posera également Az = At et
At = 1.
L’équation (4.7) s’écrira sous la forme :

At
hiim+1,n+¢)=(1-—
Tg

) fim.n) + f—f( “(m,n) — [(m, n)) (48)

Avec :

(4.9)

ot o
(X fj+7)
On a simplifié la notation en supprimant les indices (m,n) et les bornes des sommes Y,

prises systématiquement de 1 a 3. On gardera seulement la parenthese (,) pour (m + 1,) ou
(,n+1)ou (,n+ ¢). On démontre[23] aussi que :

Q1) =0 h) OLeif) = eihy) (4.10)

et — 1) = a3 ) + B e ) + (

On pose :

1 1
—=w=—1aveCV=H (4.11)
Tg 31/4‘5

L’équation finale qui sera analysée deviendra donc :

hi(m+1,n+¢) = (1 —w)h(m,n) +w [azZ’w B ety + (@(gf]: j;[;)m - M2)]

(4.12)
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4.2 Stabilité linéaire des équations de Boltzmann

Linéarisation

Soit hy(NL) la partie non linéaire de (4.12), a linéariser :

(X cihy +p0)* 5\ _ (Seifi+pu)?
(2 hi +p) _pu>_w%< S f+p) _P“> (4.13)

La linéarisation est obtenue en effectuant :

h(NL) = wy, (

oh(NL) _ o (0, ZGF A 0)  (eif; + pu)”
( of; )f,:fj - (2 T +D) (X fj +p)? )f,_f (4.14)
— (2cj<2§f‘> - (ff p‘? ) (4.15)
= wy (2¢;u — @°) (4.16)

L’analyse linéaire de Von Neumann [38] consiste a chercher des solutions sous forme d’onde
plane d’une équation linéarisée. On pose [39] :

hl = glei(ka:—Qt) (417)
(Avec k nombre d’onde et ) pulsation).

En portant (4.17) dans I’équation (4.12), linéarisée par le terme final de (4.14), on obtient :

el Ba+An—Q0+AD) _

(1 —w)ge'te=2 4 w[Z(al —y@? + c;(B + 2vi))g;let M (4.18)

J

Pour simplifier ’écriture, on posera :

ay; = (g — @ + ¢;(fy + 2mu)) (4.19)

kx—Qt)

En écrivant Az = ¢; et At = 1, et en simplifiant par e , on obtiendra les équations

aux valeurs et vecteurs propres suivantes :

gie™™ = e (1 — w)g + wzaljgj) (4.20)
J

Ou en posant A\ = e~ :

(A1 + e * (1 — w)éy; + way;))gj = 0 (4.21)
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(A + e’ikcl((l — W) + way;))g; =0 (4.22)

Pour calculer le déterminant et calculer les valeurs propres, on revient aux valeurs de
ay, B, v, ¢ On obtient I'équation complexe et ”complexe” du troisieme degré suivante :

(1= X)(=d + Mdcosk + 2iuwsink)) + (b+d — A\)(\> — 2 cosk + 1) =0 (4.23)
2
Avec d = w(g +u?)etb=(1-w) (4.24)

On obtiendra 2 a partir de A de la fagon suivante :

A=A Fid, = e 1 Fie) e il (4.25)
Soit :
A\, = e cosQ, (4.26)
A = —eesinQ, (4.27)
Et :
Ac
tan§), = —— (4.28)
X
0, = log(y/(\ + 32)) (4.20)

La valeur critique de Q. = 0 se produit pour (A2 + A\?) = 1.

Soit I'équation du troisieme degré dont on peut calculer les racines par les formules de
Cardan :

N+ X2 ((b+d+2cosk—dcosk)—i(2uwsin k) + A((d—1—(2b+d) cos k) +i(2uwsin k)) +b = 0
(4.30)
On a représenté sur les figures (4.1a), (4.1b), (4.1c), en 3D (4/(A2 + A2)) en fonction de
u et du nombre d’onde k, ou k est compris entre 0 et 27 et ou u est compris entre 0 et 1.
Les différentes figures (4.1) présentées montrent des valeurs critiques (4/ (A2 + A\2)) > 1
autour de 0.42 et autour de 0.57. On peut retrouver ces solutions en intuitant raisonnablement
sur 'équation (4.23).

(1= N)(—d + Mdcosk + 2itwsink)) + (b+d — A\)(\> —2\cosk +1) =0 (4.31)

On peut en effet écrire les égalités suivantes :
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2 2
w(® — 2u + 5) = w(§ + (0)?) — 2uw = d — 2w (4.32)
(A —2Xcosk + 1) = (A — (cosk +isink))(\ — (cosk — isink)) (4.33)
On a donc :
_ _9 _ 2
20w =d — w(u® —2u+ =) (4.34)

3

On remplace ces égalités dans I’équation aux valeurs propres (4.23). Le premier terme s’écrit :

(1 —=A\)(—d + Mdcosk + Nisink(d — w(u* — 2u + ;))) = (4.35)

d(1 — A)(—=1+ Mcosk + isink)) — iwA(1 — ) sin k(a* — 2u + %)) (4.36)

Soit :

(A —(cosk —isink))[(cosk +isink)d(1 =)+ (b+d— N)(A— (cosk +isink))]  (4.37)
+(1 — M) w(® — 21 + ;)z’sink =0  (4.38)

On voit que, si le dernier terme s’annule, A = (cosk — isink) est une racine de module
(A2 + \%) = 1, donc égale & la valeur critique de A. Les valeurs de % qui annulent le polynome
(62—2a+§)208011t1[1:1—%et62=1+%§.

Donc A = (cosk —isin k) est une racine pour u; = 1 — \/Lg et ug =1+ \/Lg

Nous retrouvons sur la figure ¢ de (4.1) , pour u < 1, la premiere solution u; = 1 — \/ig =
0.42275 dans I'analyse non linéaire comme limite supérieure d’instabilité sur ’axe des abcisses .
Nous verrons cette solution également apparaitre dans I’étude non linéaire en ondes résonantes.
Sur la méme figure c la troisieme solution uz = \/Lg apparait également.
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45

25 Jod

05 i i i i i i i i i i
o 0.1 0.z 0.3 0.4 0.5 0.6 07 0.8 0.4 1
uhar

(b) Vue de profil montrant les valeurs pour ul et u2

0=k =20

0 0.1 0.z 0.3 0.4 0.5 0.6 07 0.8 0.4 1
uhar

(c) Vue de dessus montrant les valeurs pour ul et u2

FIGURE 4.1 — Calcul des valeurs propres du polynéme du troisieme ordre (4.30) en fonction
de u et de k,
O<u<letO<hk<22m
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4.3 Analyse non linéaire en ondes résonantes

Nous repartons de I’équation complete non linéaire et cherchons des solutions exactes consis-
tant en une superposition de modes. Ceux ci sont choisis de telle facon a inclure les harmoniques
qui ferment le systeme. Nous examinerons la solution a 1 mode 27/3 et & 2 modes 7/2 et 7.
Nous débuterons cette analyse par la problématique de l'initialisation.

4.3.1 Initialisation

Les cartes d’instabilité sont le reflet des instabilités numériques portant sur 1’énergie de la
perturbation, laquelle énergie est une fonction du carré de la vitesse de la perturbation. L” axe
des abcisses u représente ’écoulement uniforme constant et celui des ordonnées, un parametre
caractéristique de l'initialisation o.

Avec I’équation de Boltzmann, les parametres d’entrée et de sortie du systeme d’ équations,
sont les hy(0,n) et hy(m,n) et plusieurs possibilités s’offrent & nous. Sans faire une analyse
exhaustive, nous avons examiné celles physiquement acceptables qui correspondent a des cartes
d’instabilité différentes. Plusieurs solutions sont possibles :

— soit initialiser directement les h;(0,7n), qui sont des parametres physiques difficilement
appréciables (fonctions de distribution discrétisées en vitesse),
— soit initialiser en vitesse u/(0,n) et en déduire 'initialisation en h;(0,n),
— soit initialiser & partir des fonctions d’équilibre f,°/ avec la méme remarque sur l'estima-
tion physique de ce parametre.
On a noté également et on le retrouvera dans les cartes, que I'analyse linéaire est faite sur
les hy(m,n). Nous avons calculé toutes les cartes d’instabilité avec ces différentes initialisations,
en faisant varier u, o et w.

On a considéré, que si >, (u/(t,n))?* < 10% en 2000 itérations temporelles, le point représentatif
est considéré comme stable. Il est représenté en blanc sur la carte, dans le cas contraire il est
en noir.

L’instabilité se produit tres rapidement, en général quelques centaines de pas temporels sont
suffisants pour déclencher I'instabilité.

4.3.2 Analyse non linéaire sur le mode résonant 27/3

On pose :

27

hi(m,n) = Aj(m)e™s + Af(m)e ™3 (4.39)
Les parametres étoilés AF(m) sont les conjugués de ce parametre A;(m). On cherche A;(m +
L,n+ ¢) tel que :

27

hi(m+1,n+¢) = Aj(m + 1)6"(7“””)277r + Af(m 4 1)e it (4.40)

On remplace ces 2 équations dans(4.12). On assure la fermeture du systeme , par les égalités
suivantes :
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27 - 2T 27

eI x My = ey (4.41)
2T  _ip2m in 2T
eI xe™s =¢e"3 (4.42)

(4.43)

Nous avons du trouver un artifice pour assurer la fermeture du systéme sur le mode primaire
pour les produits croisés égaux a 1, comme :

emE x ey =1 (4.44)

1= p(n) (™5 + e %) (4.45)

avec p(1,2) = —1 et p(3) = 3.

Ainsi le systeme est completement fermé sur les modes T et —
Cette méthode a été reconduite pour les solutions résonantes a 2 modes.

Soit I’équation (4.12) réduite au méme dénominateur commun :

(Z h;(m,n) + p) = (A;(m, n)e™ s + A¥(m,n)e ™5 + p) (4.46)

Nous développons cette équation avec la simplification d’écriture suivante : >, Aj(m,n) =

XA

(Ay(m + 1)e &S 4 A% (m 4 1)e~(MHediFy & ZA-em‘Q +ZA* "E 4 )
— (1 - w)(Ae"S + Afe ™) ZA i +2A* M 4 )

Fud(on s fres)(4ie"S ¢ e E) ) x (A + e S 1
J
+ wy Zc] (Aje" ni% +A* i 5) + pu)?  (4.47)

J
. o
Nous extrairons le terme en ™3 et le terme conjugué en e~ .

On définira ay; par (o + fBicj). Nous obtiendrons 2 équations en A;(m + 1) = X;(m + 1) +
iYi(m+1) et Af(m+1) = X;(m+1)—1:Y;(m+1) que nous additionnons puis retranchons, pour
obtenir les deux équations suivantes en X;(m + 1) et Y;(m + 1) (4.48) et (4.49), pour chaque
valeur de 1 et de n a travers le terme p(n).
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— Premiere équation :

Xi(m + 1)[608(?)@ + (; X;)(1+2p(n)) — Sm(zgcl)(ZY)(l —2p(n)]
—Y}(m+1)[sin(?)(p+(ZXj)(l+2p( +cos ZY (1-2p(n
= [(p+ X, X,)( 1j+ 2p(n))](Xi(1 — w) +w2azj
1]—2p ZY (1 -w Y+w20q”
+w'an] (2p + (14 2p(n Zc]

— (1 —=2p(n ZCJ i) = ZXj)]

(4.48)
— Seconde équation :
X(m + Dlsin( 750 (p — (3 X)) — cos(TZ) (3 ¥))
+¥i0m + Dl(eos( ) o~ (115) + sin( ) (S]]
2X +w X apYs) = RV - @)X+ w oY)
28 )= X esX; + pn) — o (3 )]
' ' " (4a9)

On a ainsi 6 systemes d’ équations a résoudre pour obtenir h;(m + 1,n + ¢;) pour 1=1,3 et
n=1,2 et n=3. On obtiendra h;(m + 1,n) par transport en ¢; sur la période de 27 donc, avec
h(m,4) = h(m,1 + 2), tableau 4.1.

n=1 n=2 n=23

hl(m—l—l,l) hl(m+1,2) hl(m+1,3) 4'\

m+ 1 hg(m+1,1) hg(m+1,2) hg(m+1,3)

ha(m +1,1) 4\ hs(m +1,3)

hi(m, 1) hq(m, 2) hqi(m, 3)

ha(m, 2) ho(m, 3)

h3(m, 1) hg(m, 2)

TABLE 4.1 — Transport entre les composantes h;(m,n) et hy(m + 1,n + ¢;) pour n = 1,3
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Initialisation sur h;(0,n)

On doit donc initialiser les amplitudes A;(0) = X;(0) + iY;(0).

hi(0,n) = A)(0)e*™3 4+ AF(0)e2nm/3 (4.50)

On reprendra le modele d’ initialisation utilisé pour I’équation de Burgers :

hi(0,n) = oy ((1 + 0)e*™™/3 4 (1 — 4)e2n/3) (4.51)

Suivant les valeurs de o; pour [ = 1,2, 3, on favorise différentes initialisations physiques :
— ay.0; = 0¥l correspond a (pu) = > ch(0,n) =0 et (p) = > h(0,n) # 0.
]

I
— ag.01 = 0,09 = —03 = 0 correspond a (pu) = >, ¢h(0,n) #0et (p) => h(0,n) =0.
] I
— a3.01 = 09 = —03 = o correspond a (pu) = > c;h(0,n) # 0 et (p) =D h(0,n) # 0.
I I

Examinons chacun de ces 3 cas :

ap Ona:

D Thi(0,m) = 3[(1+ i)e*™™/ + (1 —i)e~>"] (4.52)

Le crochet| | vaut :

[ ]=2(cos2nm/3 — sin 2nn/3) (4.53)
soit pour n = 1,[ ] = —(1 4+ /3) (4.54)

n=21[ ]=(-1++3) (4.55)

n=3[ |]=2 (4.56)

On regardera I'influence de ces initialisations de h;(0,n) sur «/(0,n). On peut calculer les
valeurs de h;(0,n) en passant de I'initialisation de u & celles de h; de la maniere suivante :

pu = (p+p)(u+u) = (pu+ (pu)) (4.57)

pla+u)+ pu’ = (pu) (4.58)

Soit :

U'(Z hj +p) = (Z cih; — ﬂZhj) (4.59)

Soit pour 'initialisation :

Z clhl(O, n) — EZ hl(O, n)
W' (0,n) = - l (4.60)

p+ Zl:hl(o,n)
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Cette initialisation dépend de @, ot on a pris p = 1.

—ﬂ; hi(0,n)

w(0m) = ST (0, 1)

(4.61)

On peut également examiner le parametre £, défini par E,, =| «/(0,n) |mee pour n = 1,.J
ici n = 1,3. Dans ce cas :

3u(1 ++/3)
— (1++/3)

On obtient, pour cette initialisation avec p’ = 0, la figure suivante (4.2) :

En =| 4/(0,0) |maz= = (3 +/3) (4.62)

(On simpliﬁcra les notations des figures en écrivant AAA pour A;(0) = A5(0) = A3(0) =
A = o(l +1), 0A — A pour A;(0) = 0,A43(0) = —A3(0) = A = o(1 +1i), AA — A pour
A1(0) = A3(0) = —A3(0) = A =o(1 +1)).

STABILITE EQUATION DE BOLTZbANN 1 RODE initialisation b0 A45 amega 1.55,
0.1

aigma [reaolu tion :0.0005)
=
=
o

1 1
0.125 0.25
ubar[resolution ; 0.0025]

FIGURE 4.2 — Carte de stabilité pour 1 mode avec initialisation (al=AAA) sur h;(0,n),
@ =1[0,0.5],0 = [0,0.1],w = 1.85,.J = 3, ¢ = 2000A¢

as On a:

u'(0,n) = chhl(O,n) (4.63)

l

Dans ce cas, u/(0,n) ne dépend pas de u et E,, =| v/(0,n) |mae= 20(1 +/3).
On obtient, pour cette initialisation avec pu’ = 0, la figure suivante (4.3).
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zigma [resoluton :0.0075)

1 1
0.2 0.3
ubar [resalution : 0.005]

FIGURE 4.3 — Carte de stabilité pour 1 mode avec initialisation (a2=0A-A) sur h;(0,n),
i =[0,0.5],0 = [0,0.15],w = 1.85, ] = 3,¢ = 2000A¢

az On a pour ce dernier cas :

Z clhl(O, n) — U Z hl(O, n)
w'(0,n) = - l ,u'(0,n) dépend de u (4.64)

p+ ;hl(O,TO

o(i —2)(1 ++/3)
1—o(1++/3)

On obtient pour cette initialisation ol interviennent p’ et pu/, la figure suivante (4.4).
L’examen de ces 3 figures (4.2), (4.3) et (4.4). amene les commentaires suivants :

E, =4 (0,n) |me= (4.65)

L’instabilité débute pour la premiere racine linéaire @ = 1 — 1/4/3.
— La valeur de 'amplitude initiale ¢ au dessus de laquelle les solutions sont instables est
faible : [0.07 — 0.097].

Initialisation sur «'(0,n)

On a dit précédemment que les calculs en temps sont effectués sur la variable h;(m,n) mais
que linstabilité est vérifiée sur Pénergie Y (u/(m,n))?.

n
Dans l'analyse du mode résonant 27/3 pour I'équation de Burgers, comme on I'a vu au

chapitre 2, 'initialisation (et pour cause ) est faite sur «’(0,n).
On peut calculer les valeurs de h;(0,n) en passant de U'initialisation de u" & celles de h; :

u'(0,n) = o((1+ )€™ 4 (1 —4)e”2m/3) (4.66)
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STABILITE EQUATION DE BOLTZMANN 1 MODE initialisation h A&-4 omega 1.63,
012

0108
0.096 b
0084
norz b
0.06 b

0.044 b

zigma [resolu ton @ 0000G)

0.036 |

024 b

notzt

1 1 1
0 01125 0.225 0.3375
Whar[resolution : 0.00225)

FIGURE 4.4 — Carte de stabilité pour 1 mode avec initialisation (a3=AA-A) sur h;(0,n),
i = [0,0.45],0 = [0,0.12],w = 1.85, J = 3, = 2000At

; clhl(O, n) — ﬂ; hl((), n)
1+ Z hl<0, n)

o((1+1)e*™™3 1 (1 —d)e 2m/3) = (4.67)

Le calcul des h;(0,n) consiste en celui des 6 inconnues X et Y; avec h(0,n) = X;+14Y;. Nous
verrons, en reprenant des hypotheses plausibles, comparatives avec le paragraphe précédent que
ce calcul reste possible malgré le nombre d’équations inférieur au nombre d’inconnues.

On pose donc :

hi(0,n) = (X 4 1Y;)e®™™3 4 (X, — iY))e 2nm/3) (4.68)
On développe I'équation (4.67) :
o((L+ )™ 4 (1= i)e > B) (1 + Y Aj(0,n)e”™ + 3 A*(0,n)e >/ =

J J

ch 0 77, 22n7r/3 ZCJA* 0 n) —2inm/3 (Z Aj(O,TL)(;’Qinﬂ/s +ZA;<(O’H)6—22'WT/3) (469)
7 -

- 2T , .
On assure la fermeture du systéme. Les contributions a e™ 5 et e~™% donnent I’équation
suivante et sa conjuguée :

o((1+14)+ (1 - z‘)ZA;‘(O,n) +pm)((L+4) > Aj(0,n) + (1= i) Y A;(0,n))) =

J J

(O ¢;4,(0.m) — a(Y) 4,(0,m))) (4.70)

J J
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Nous devons faire plusieurs hypotheses simplificatrices :
Hypothese 1 : l'initialisation sur les A4;(0,n) est indépendante de n, soit A;(0,n) = A,(0).
On obtient les équations suivantes :
(1+14) > A;(0) + (1 —4) Y] A;(0) = 0 soit > X;+ > V; =0 (4.71)
J J J J
o(1L+1) + (1= 1) 3 450) = (3 e545(0) — 0(Y 4,(0))) (1.72)
j j j
Hypothese 2 : Suivant a3 on prend A; = Ay = —A3 (on ne fait pas d’hypothese sur p' et
pu').

La premiere équation de I'hypothese 1 devient : X; + Y; = 0.
La seconde équation, en séparant les parties réelles et imaginaires donne :

o1+ X, —Y;) = (2X5 — uXy) (4.73)
o(l =X — Y1) = (2Y2 —uYy) (4.74)

Hypothese 3 : on posera X; = 1.
On déduit le résultat suivant :

X, =1,Y =1 (4.75)
Xy =05(a+o(p+2),Ys =0.5(—u+ op) (4.76)
On écrira alors I'initialisation sur h;(0,n) :
h(0,n) = ((1 —0)e*™™3 + (1 + 4)e”2™/3) (4.77)
ha(0,n) = —hs(0,n) = 0.5((@ + 30) + i(—u + 0p))e*™™ + c.c. (4.78)

On obtient pour cette initialisation sur «/(0,n) la figure suivante (4.5) :

Pour cette initialisation particuliere :

— L’instabilité débute pour @ & une valeur [0.14] tres inférieure a la premiere racine linéaire
u=1-1/ V/3, obtenue pour les premieres initialisations précédentes.

— La valeur de 'amplitude initiale o au dessus de laquelle les solutions sont instables est
aussi faible : [0.07].

Em =] t/(0,n) |max= o (14 V/3) (4.79)
eq req

Initialisation sur h;(0,n) =fonction(f, f/?)

On peut également prendre 'hypothese d’initialisation proposée dans [23]. Sa justification
théorique n’est pas évidente mais on peut considérer, a l'initialisation :

hi(1,n) = h(0,n) qui donne avec :

hu(1,n) = (L= w)hi(0,n) + w(ff*(p + ¢ a+u') = f{(p, ) (4.80)
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STABILITE EQUATION DE BOLTZMANM 1 FMODE initialisation sur uf0,n] avec itmax=2000,n=1210,
0.1

zigrma [reaolution :0.007)

1 1
0.05 n.12
ubar [resalution : 0.002]

FIGURE 4.5 — Carte de stabilité pour 1 mode avec initialisation sur «/(0,n) de h;(0,n),
i =[0,0.2],0 = [0,0.1],w = 1.85,J = 120, ¢ = 2000A¢

h(0,m) = (5 + ¢+ o) — 5%(p, 0) (4.81)
On rappelle que :

f{ = cup + Bipu + mpu? (4.82)
Et donc :

m(0,n) = au(p+ p') + Bilp+ p) @+ ') +3(p + o)+ )" —up+ Bipu+ypu®  (4.83)

En développant on obtient :

hi(0,n) = o' (o + B + v@?) + u'(Bip) + 2vipt + u’2(71,5) + P (B + 2vu) + p’u’Q(’yl) (4.84)

On pose maintenant les hypotheses suivantes sur ' et p' :

w'(0,n) =o((1 4 1)e*™™3 4 (1 — i)e~2m™/3) (4.85)
p =0 (4.86)

On reporte ces valeurs dans I'équation (4.84) :

hi(0,n) = A3 4 A¥e=2m73 — o/ (Byp + 2vipu) + 1 (1) (4.87)

On développe v/ :
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u/Q _ O_2<_2Z~€2in7r/3 + 2i672n7r/3 + 4p(n)(€2in7r/3 + 672imr/3>> (488)

On sépare les contributions en e?™™3 et ¢=2"7/3 ¢t on obtient les expressions de 4; = X;+Y].

Xi(0,n) = o(pfy + 2qpu) + p(n)(4o°yp) (4.89)
Yi(0,n) = o (pf + 2vpt) — (20%p) (4.90)

Soit pour p =1 :
hi(0,n) = [o(B; + 2v@) + 4p(n)o?y,] + i[o (B + 2y1u) — 207 (4.91)

On obtient la figure suivante avec initialisation a partir des fonctions d’équilibre (4.6) :

STABILITE EQUATION DE BOLTZMMANMN 1 MODE initiaisation fonction feq avee J=120,

aigrma [reaolu tion :0.00Z)

1 1
n.z2 0.3
ubar[resalution : 0.005)

FI1GURE 4.6 — Carte de stabilité pour 1 mode avec initialisation a partir des fonctions d’équilibre
de hy(0,n),
u=[0,0.5],0 =[0,0.2],w = 1.85,J = 120,¢ = 2000At¢

Pour cette initialisation avec les fonctions d’équilibre :
— L’instabilité débute pour % & la premiere racine linéaire @ = 1 — 1/4/3, comme pour les
premieres initialisations précédentes.

— La valeur de 'amplitude initiale ¢ au dessus de laquelle les solutions sont instables est
plus élevée : [0.18].

B =| 4 (0,7) |mae= (1 +/3) (4.92)
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Initialisation sur «/(0,n) et variation de la viscosité a travers w

On a donc examiné avec cette initialisation 'influence de la réduction de viscosité w = 1.9
et w = 1.99. On rappelle que :

1 1 L

- avec v = - (4.93)
Ty 3v + 5 1%

La carte d’instabilité (4.7) montre une réduction progressive de la zone blanche de stabilité
avec la réduction de la viscosité :

=
=
=

aigrna [reeolution :0.001)

005

002+

NIRRT

L |
0.08 0.12
ubar[resolution : 0.002]

(a)

STABILITE EQUATION DE BOLTZMANN 1 WMODE initialisation ul avec 56 et omega 1.99,
0.1

=
=
=

aigrna [reeolution :0.001)

005

002+

NIRRT

L
0.08 0.12
ubar[resolution : 0.002]

(b)

FIGURE 4.7 — Carte de stabilité pour 1 mode avec initialisation sur «'(0,n) de h;(0,n),
i =1[0,0.2],0 =[0,0.1],w = 1.9 et 1.99, J = 120, ¢ = 2000A¢

L’influence de la viscosité se traduit par :

— Une réduction tres faible de la zone de stabilité pour w = 1.9.
— Une réduction sensible de la zone de stabilité pour w = 1.99.
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4.3.3 Ondes résonantes sur 2 modes

Nous étudierons plus particulierement cette configuration considérée comme la plus instable
avec les initialisations du méme type que celles utilisées précédemment.

On connailt :

hi(m,n) = Aj(m)e™2 + Af(m)e™™2 + By(m)e™ avecB;(m)réel.  (4.94)

On cherche A;(m + 1,n + ¢) et Bi(m + 1,n + ¢), tel que :

hi(m +1,n+¢) =A(m + D)™ 4+ A¥(m + 1)e T3 4 By(m + 1)e!T™  (4.95)

On substitue cette solution a 2 modes dans I’équation(4.12).

On égale les contributions en €2 en e ™2 et en ¢, ce qui permet d’obtenir 3 équations
pour déterminer A;(m + 1), Af(m + 1) et B)(m + 1).

On assure la fermeture du systeme sur ces modes en considérant que pour les produits
croisés dont le résultat est 1, on prendra 1 =  (—1)"e™", on fermera ainsi complétement le
systeme sur les modes 7/2,-7/2 et 7 :

Soit I"équation (4.12) réduite au méme dénominateur :

(O hj(m.n) + p) = ZA )ens + > A% (m) ‘m*+zB )e™ ™ + p) (4.96)
j

Nous développerons, en simplifiant les écritures de Y] A;(m) = > A; et > B;(m) = >, B,
et en reportant, comme précédemment, hy(m + 1,n + ¢;) de (4.95) et hy(m,n) de (4.94) dans
(4.12).

[Ay(m + 1)l FDE 1 A% (m + 1) —inte)s 4 By(m + 1)el e (4.97)
<[> (Aje™mE + Ate™™5 + Bie™™) + p = (4.98)
J

(1 —w)[Ae™2 + Afe ™% + Bje™™) (4.99)
X [Z:(Ajemg + A;‘-‘e’mg + B;e"™™) + p] (4.100)

J
—i—w[Z(al + Bicj)(Aje™s + A;'-‘e*i”% + B;e"™) — 3 pii’] (4.101)

J

Z Aje"s + Ate™™2 + Bie™™) + p (4.102)
+wy; Z c;(Ae™s + A;Yfmg + B;e"™) + pul? (4.103)

J

Nous ne développerons pas ici les différents calculs et équations, nous présenterons a titre

N s . N , . . T
d’exemple seulement, les systemes d’équations a résoudre. D’abord, nous simplifierons e*2,

—iqZ 2, ’LClﬂ'

e en écrivant :
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e = (1) eTiE = ()7 T = (—1)% (4.104)
- La premiere équation ( facteur de e™z) s’écrit :
() pA(m + 1) + (=) AF (m + 1) ), By + (—1)*By(m + 1) ), A =
+ (1= w)[B ) AT+ AF Y B + pA)]
J J
w[(Z a;Bj) 2 Af + (Z a; AY) Z B; + ,52 oy Ay — ypu? Z Ajl
J ] ] + 2wfyl Z ;A7) Z ¢;B;) + puz cjA;] (4.105)

- La seconde équation( facteur de e~™% ) est la conjuguée de la premiere équation.
- La troisi¢me équation (facteur de ™) est composée de 2 sous-équations en fonction du
signe de (—1)" égal a 1 ou -1 suivant la parité de n.

[(i)fAl(m—l—l)(ZAj ZA* (1) A (m + 1)( ZA ZA*
j + (—1)lBl(m +1 ZB
(1 — w)( AlZA +( ZA* AlZA +( ZA* *+ Bi(p+ (— 1)"ZBj))
w([Zal] ZA + ( ZA* Z% ZA + ( ZA*
] wzalj (P ZB — i) ), B;
+wfy,][(chAj + chA".‘ +2pu2cjjB-+

Zc] +2Zc] chA;‘))] (4.106)

On remarque dans cette équation le facteur (3, Aj + (=" X A;‘) qui va prendre des va-
leurs particulieres suivant la parité de n.

Pour n pair, on obtient (3}; A;+3,; AY) = 23, X; et les sommes [f ]+[f ]* deviendront
43X,
7“7

Pour n impair, on obtient (3;; A;j — >}, A¥) = 2i 3. Y; et les sommes [f |+ [f ]* devien-
dront nulles.

On a ainsi, en résolvant les 6 systemes d’ équations, calculé hy(m + 1,n + ¢;) pour 1=1, 3 et
n=1, 3 impair et n=2, 4 pair.

On obtiendra h;(m + 1,n) par transport en ¢; sur la période de 2.

Le tableau suivant ( 4.2) présente le transport entre les composantes apres collision.
On reprendra donc les mémes types d’initialisation que pour les ondes résonantes a 1 mode.
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n=1 n=2 n=3 n=4

hl(m+1,1) hl(m+1,2) hl(m+1,3) hl(m+1,4)

m+ 1 hg(m+1,1) 2(m+1,2) hg(m+1,3) hg(m+1,4)

hg(m + 1, 1) hg(m + 1, 2) hg(m + 1,3) <\hg(Tn + 1,4)

hi(m, 1) hqi(m, 3)
m ho(m, 1) ha(m, 3)
hs(m, 1) hs(m, 3)

TABLE 4.2 — Tableau des transports entre les composantes de hy(m, n) et hy(m+1,n+ ¢;) pour
n=1,4

Initialisation sur h;(0,n)

Dans le cas des 2 modes résonants 7/2 et 7, le probleme se complexifie, les combinaisons
sont plus nombreuses car on doit initialiser 2 composantes : A4;(0) et B;(0) dans 1’équation
d’initialisation de h;(0,n).

hi(0,m) = Aj(0)e"™2 + A¥(0)e ™2 + By(0)e"™ (4.107)

On donnera seulement les résultats, sans développer les différentes étapes de calcul. On doit
initialiser :

hi(0,n) = oy (1 +i)e™? + (1 —i)e "™?) 4+ g//e"™ (4.108)

On simplifiera en prenant o; = ¢;’. On aura les mémes combinaisons qu’au chapitre précédent,
en les reprenant aussi sur ;.

On simplifiera les écritures de A = Ay = A3 = A=0(1+1i),By =By =B3=B=o0en
AAABBB.

by = AAABBB L’initialisation s’écrit :

hi(0,n) = hy(0,n) = hs(0,n) = o[(1 +0)e™2 + (1 —i)e ™3 + 1€™7] (4.109)
pu =0,p #0
D hi(0,m) = 30 ((1 + i)™ 4 (1 — i)e "% 4 &) (4.110)
l
9ou

E =] (0,n) |mez=] | pour n =1,4 (4.111)

(1—90)

On obtient pour cette initialisation la figure suivante (4.8) :
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STABILITE EQUATION DE BOLTZbANN 2 MODE S init ho AAABBE aved itmax=2000,J=300,
0.2

zigrma [reaolution :0.002)
=

1 1
0.2 0.3
ubar [resalution : 0.005]
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FIGURE 4.8 — Carte de stabilité pour 2 modes avec initialisation (by=AAABBB) sur h;(0,n),

@ =[0,0.5],0 = [0,0.2],w = 1.85, . = 300, ¢ = 2000A¢

by = 0A — AOB — B L’initialisation s’écrit :

hi(0,n) = 0,hy(0,1) = —h3(0,n) = o[(1 +4)e™2 + (1 —i)e ™% + 1™

pu #0,p =0.
D am(0,n) = 20((1 +i)e™™? + (1 — i)e "™ 4 ™T)
l
E =| v (0,n) |jnax= 60 pour n = 1,4
On obtient pour cette initialisation la figure (4.9).
bs = AA— ABB — B L’initialisation s’écrit :

hi(0,n) = hy(0,n) = —hg(0,n) = o[(1 +i)e™ + (1 —i)e ™3 4 1]

pu £ 0,0 #0

D h(0,n) = o((1+)e™™? + (1= i)e"™/? 4 ™)
l

chhl((], n) = 20((1+14)e™™? 4+ (1 —i)e ™2 4 ™)
I

(4.112)

(4.113)

(4.114)

(4.115)

(4.116)

(4.117)
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STABILITE ECUATION DE BOLTZMANN 2 MODES init ho 04-A0B-B avec itmax=2000,J=300,
0.2

zigrma [reaolution :0.002)

1 1
0.2 0.3
ubar [resalution : 0.005]

FIGURE 4.9 — Carte de stabilité pour 2 modes avec initialisation (bo=0A-A0B-B) sur h;(0,n),
i =[0,0.5],0 = [0,0.2],w = 1.85,J = 300, ¢ = 2000A¢

STABILITE EQUATION DE BOLTZbANN 2 AODES init ho-sans sideband  aves ibmax=2000 =120,

gigra [reaclution :0.001)

1 1 1
0.125 0.25 0.375
ubar[resolution ; 0.0025]

FIGURE 4.10 — Carte de stabilité pour 2 modes avec initialisation (b3=AA-ABB-B) sur /;(0,n),
@ =1[0,0.5],0 = [0,0.2],w = 1.85, J = 120, ¢ = 2000A¢

30(2 —u)

FE :’ u/<07n) ’max:‘ m

| pourn =1,4 (4.118)

On obtient pour cette initialisation la figure (4.10).
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L’examen de ces 3 figures (4.8), (4.9) et (4.10). amene des commentaires peu différents
de ceux pour 1 mode résonant :

— L’instabilité débute pour la méme premiere racine linéaire v = 1 — 1/ V3.
— La valeur de 'amplitude initiale o au dessus de laquelle les solutions sont instables est
faible : [0.1 — 0.11] mais toutefois un peu plus élevée que pour 1 mode.
— Le tracé de la zone stable est beaucoup plus accidenté (ou chaotique?) que les tracés
réguliers obtenus pour 1 mode
Il est bien évident que de nombreuses autres combinaisons différentes sur o; et ;" peuvent
étre obtenues, en particulier pour 'initialisation (b3), les initialisations (b1) et (b2) correspon-
dant a des situations physiquement plus simplistes.

Initialisation sur «/(0,n) pour les modes résonants 7/2 et 7

On doit initialiser ~;(0,n) tel que :

hi(0,n) = Aj(0)e™ + AF(0)e ™% + By(0)e™™ (4.119)

Et :

Jus

u'(0,n) = oy[(1 +4)e™2 4 (1 —i)e ™% + 1e™] (4.120)

On passera de l'initialisation de h;(0,n) a celle de «’(0,n) comme précédemment a 1 mode,
avec des hypotheses supplémentaires a faire. On posera :

hi(0,n) = (X; +4Y))e™? + (X; —iY))e ™2 + Bje™™ (4.121)

En remplacant (4.121) dans (4.59) et en égalant les coefficients de e™2, ™™ et ¢, on
obtient les 3 équations suivantes :

a,[(1+¢>+(1_¢)23j+ZA;] ((Ag—Ag)—aZAj)
a,[(1_¢>+(1+¢)i3j+iAj] ((A;-Ag“)—aiAj)

o1+ (1 +¢)ZAJ- 1 (1 —z’)JZA;'-‘ +(=1)"((1 —z')Z:]Aj +(1 +¢)ZA;< —I—ZBJ-] o
((By — Bs) — ;; B;) ] ] j ]

4.122)

Ces 3 équations sont insuffisantes pour déterminer les 12 coefficients A; = X; + 1Y} , B; et
oj. On posera donc quelques hypotheses supplémentaires ”plausibles” :
1. 0; = o pour tout j.

2. le facteur de (—1)" ne dépend pas de n pour que l'initialisation de A;, B; ne dépende pas
de n.

3. Ay = —As.

4. B; = o pour tout j.
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On réduit ainsi le nombre d’” inconnues a déterminer a 4 avec les 3 équations initiales et
I’hypothese 2.

On obtient les coefficients suivants :

A = i[—(?)(a +o0)+1)+i(3(u—0o)+1)]

1 1, _
Ay = —Az = 5[0(1 +30) — i(u +0)3(a+o0)+1)] (4.123)
ilo(1 - 30) - i(-a o) B(a—0) + 1]

Blszngz(f

La carte d’instabilité avec des conditions initiales sur «’(0,n), produite en figure (4.11),
amene des commentaires tres différents de tous ceux faits précédemment

— L’instabilité débute a une valeur de @ tres faible [0.11].
La valeur de 'amplitude initiale o au dessus de laquelle les solutions sont instables est
par contre plus élevée : [0.18].

— Le tracé de la zone stable est tres régulier (”élégant”), sans accident apparent.

— Un zoom (4.12) sur la pointe autour de u ~ 0.15 — 0.16, 0 ~ 0.05 — 0.06, montre que la
régularité n’est qu’apparente, sans perdre toutefois son” élégant graphisme chaotique”.
La forme de ce tracé en forme de D est tres particuliere.

STABILITE EQUATION DE BOLTZbANN 2 BAODES init Lo sans sideband avec itmax=2000,0=1210,
0.2

gigrma [reaclution :0.001)

1 -
0.1
ubar [resalution : 0.001]

FIGURE 4.11 — Carte de stabilité pour 2 modes avec initialisation sur «’(0,n) de hi(0,n),
i =[0,0.2],0 = [0,0.2],w = 1.85,J = 120, ¢ = 2000A¢

Avec :

E =[4/(0,n) |nae= 3opourn = 1,4 (4.124)
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FIGURE 4.12 — Détail de la carte de stabilité pour 2 modes avec initialisation sur «’(0,n) de
(0, ),
u~0.15—-0.16,0 ~ 0.05 — 0.06,w = 1.85, J = 120,¢ = 2000At

Initialisation sur 4;(0,n) =fonction(f;?, f/?) pour les modes résonants 7/2 et 7

On reprend la méme problématique que précédemment pour 1 mode. On trouve le résultat
suivant avec les mémes hypotheses équivalentes sur v’ et p’ :

u'(0,n) = ((1 +4)e"™? + (1 —i)e ™2 + 1e™) (4.125)
J =0 (4.126)

On obtient en final pour A; = X; + Y, et B; :

Ai(0,n) = o(1+4) (B + 2ya) + o*(1 —i)y) (4.127)
Bi(0,n) = (B + 2yau) + o*(—=1)"y) (4.128)

La carte d’instabilité pour cette initialisation particuliere est présentée en figure (4.13).

On peut reprendre le méme commentaire que pour 1 mode :

— L’instabilité débute pour % & la premiere racine linéaire @ = 1 — 1/4/3, comme pour les
premieres initialisations précédentes.

— La valeur de 'amplitude initiale 0 au dessus de laquelle les solutions sont instables est
plus élevée : [0.25].

— Par contre le tracé est plus accidenté.

Conclusion de cette analyse en modes résonants :

On retiendra de cette partie 'influence des conditions initiales (sans qu'une analyse exhaus-
tive impossible, n’ait été effectuée), influence respective de A; et de By, 'influence attendue de
la viscosité.
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STAEILITE EQUATION DE BOLTZMANM 2 MODES init fequilibre awvec itrmax=2000,J=300,

zigrma [reaolution :0.002)

1 1
0.2 0.3
ubar [resalution : 0.005]

F1GURE 4.13 — Carte de stabilité pour 2 modes avec initialisation sur la fonction d’équilibre de
hi(0,n),u = [0,0.5],0 = [0,0.2],w = 1.85, J = 300, ¢ = 2000At

On notera surtout la forme particuliere de la carte d’instabilité pour l'initialisation sur
u'(0,n) avec les figures chaotiques & une échelle fine (de l'ordre de 4.107° pour @ et o). La
bornes de @ ou l'instabilité débute, est pou toutes les configurations d’initialisation la méme.
Seule l'initialisation sur «'(0,n) se démarque avec une borne beaucoup plus faible.

4.4 Analyse non linéaire en ondes résonantes. A-t on
focalisation ?

Nous avons examiné pour tous les cas d’initialisation présentés, la présence d’éventuelles
focalisations, en initiant la focalisation par des modes de sideband.

4.4.1 Présentation du probleme, exemple d’équations obtenues

Avec un mode résonant

On pose pour hj(m,n), avec la simplification d’écriture suivante : 27/3 = k, 1 = mode de
sideband défini dans le chapitre 2 :

hi(m,n) = (AY(m)e*™ + AF(m)e! =P 4 AZ(m)eFHIm 4 by (m)ethn
+ (A?* (m)e—ikn + Al1*<m)€—i(k—u)n + AIQ* (m>€—i(k+u)n + bzk (m)e—iun (4.129)
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On porte cette équation dans (4.12) et on égale les contributions en e, gik=wn eilktmn gipn o=ikn ik
soit 8 équations.

On écrira comme précédemment e = e~ ot 1 = p(n)(e®*" + e~*" avec p(n) = —1 pour
n = 1,2 et p(n) = 0.5 pour n = 3. On ne prendra pas en compte dans les produits croisés, les
prodults du deuxieme ordre de la forme e?U*£29" pour j = 0,1, 2.
On rappelle également la simplification d’écriture suivante :

(1 —w)hy(m,n) +w ath m,n) + BZZ hj(m,n)) = Zaljhj (4.130)

J J

On écrira a titre d’exemple la premiere équation, contribution & e*" :

A?(m + 1)eikcl(p + p(n ZAO* + Al(m +1)e i(k=p)e Zb + p(n ZAI*
+A2(m+ 1)eiE+men Zb* +p(n ZAQ* + bi(m + 1)ete( EAl +p(n Zb*
AP (m 4 e (Y] A 4 p(n) Y AY) + AP (m + De B3 A2 4 p(n) Y| AT)
+AY (m + 1) —ilkmen( ZA“‘ +p(n ZAQ +bE(m 4 1)e ZAZ +p(n Zb
= > aAY(p +p(n) Y AT) + > a A by + p(n) Y AjF)
+ZaleJ2~ Zb* + p(n ZA2* —i—Zal] ZAI + p(n Zb*
+ > ag AP AY +p(n) Y AY) + D aAF (DAY 4+ p(n) Y Aj)
+Zale?*(ZA1*+p ZA +Zalﬂ ZA2+p Zb — ypu’
+o[() A + 203, AN eibs) + 203, AT (Y eb)
+203 G A ¢ AT) + 2pu(y [ ¢;AY)
+2p(n) (Y AN Q& AT) + QAN A
(DAY A7) + (Nleb)(Sleb)] (4.131)
On a résolu le systeme des 8 équations avec les trois types d’initialisation de hy(0,n) avec
AAA0A — A AA — A, u(0,n), hy(0,n) = fonctions d’équilibre.

Le résultat tres étonnant est que la totalité des zones stables est instable rapidement
comme le montre un exemple parmi d’autres :

Soit pour l'initialisation (a3) de h;(0,n)AA — A, une étude en fonction du temps de u(t, n)
au point : & = 0.1,0 = 0.03 ( donc tres loin de la ”frontiere” entre les zones stables et instables
du chapitre précédent ), dans les mémes conditions de sideband p = 3, A? = 0.000005 que pour
I’équation de Burgers.

La figure (4.14) montre, apres seulement 50 pas de temps une oscillation du signal, & 100
pas de temps la déformation du signal s’amplifie (4.15), a 105 pas de temps le signal dépasse
la limite sur plusieurs pas d’espace (4.16) et avec un pas de temps supplémentaire le signal
explose (4.17) sur des pas d’espace bien précis (j = 75,7 = 105).

La transformée de Fourier du signal pour t= 106 montre un spectre assez dense (4.18).
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EQLIATION DE Baoltzmann 1MODE ubar=0.1sigma=0.03 SideBand,it=50,J=120,

0.015 H =)

20 40 G0 il 100 120

FIGURE 4.14 — Variations de u’(t, n) , fonction de n,
i =[0,0.1],0 = [0,0.03],w = 1.85,J = [1,120],# = 50A¢,8 = 3, u = 0.000005

ECILIATION DE Baoltzmann 1 MODE ubar=0.1sigma=0.03 SideBand,it=100,J=120,

0.3 T T i T

i i
-|:|. 1 1 T 1 1 .
03l ) N ) ) N “-
W i 30 i 70 700 120

FIGURE 4.15 — Variations de u’(t, n) , fonction de n,
u=1[0,0.1],0 = [0,0.03],w = 1.85, J = [1,120],t = 100At,6 = 3, u = 0.000005

Avec 2 modes résonants

On pose pour h;(m,n) avec la simplification d’écriture suivante 7/2 = k, 7 = 2k, u = mode
de sideband défini dans le chapitre 2.
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1 T T T T T
EQUATION DE Boltzmann 1 MODE ubar=0.1 sigma=0.03 SideBand,it=105,J=120,
0.8k + 5 + o

0.6+ g t i .

i

06 - 1 i -+ | + A b2 o -

-G 1 1 L 1 |
0

FIGURE 4.16 — Variations de u’(t, n) , fonction de n,
i =[0,0.1],0 = [0,0.03],w = 1.85, ] = [1,120],# = 105A¢,8 = 3, u = 0.000005

12 T T T T T

10 EQUATION DE Boltzrmann 1MODE ubar=0.1sigma=0.03 SideBand,t=106J=120, o

FIGURE 4.17 — Variations de u’(t, n) , fonction de n,
@ =[0,0.1],0 = [0,0.03],w = 1.85,.J = [1,120],# = 106At, 5 = 3, u = 0.000005

hi(m,n) = A?(m)eik" + All(m)ei(k_”)” + A?(m)ei(kﬂ‘)” + B} (m)ei(%_“)” + dy(m)e*™
+A?*(m)e_ik” + All*(m)e—i(k—,u)n + A%*(m>€—i(k+u)n + Bll*(m)e—i(Qk’—u)n + dl*(m)e—i,un
+ B (m)e™F™ (4.132)
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0.7 T T T T T
EQUATION DE Baoltzrnann 1ODE FFT ubar=0.1sigma=0.03 SideBand,it=106,J=120,

0.6 F 4

(IR E

04t E

0.3 E

0.2 2

0.1

FIGURE 418 - FFT de u'(t, n) ,
= [0,0.1],0 = [0,0.03],w = 1.85,.J = [1,120],¢ = 106At, 5 = 3, u = 0.000005

On porte cette équation dans (4.12) et on égale les contributions a e
soit 11 équations (Bp(m) est réel).
On écrira comme précédemment e3F" = ein ot 1 = (—1)"ei2kn,
On ne prendra pas en compte, comme précédemment les produits croisés de la forme el
pour 57 =0,1,2.

JkE2u)n

A (m + 1)e*(p) + Al (m + 1B (Y dy) + A (m + D)eiETme (Y dx)
+Bp(m + 1)e* (3" A%) + Bl (m + 1)1 (3" A) + dy(m + 1)e (Y. A})
+AP (m + 1)e™ (> BY) + Al*(m + e "W (3 Bl + A2*<m + 1)e ke (Y pi)
+B}*(m + 1)e” Ch=mey ZAz* +df(m + 1)e e ZA2
= Qe ANP) + (e BY) AT + (Qaids) ZAgl' Qs B AP,
+(Qaud) QA7) + (2 ay B QAT + (QayAT) (Y, BY) + (2 ayAl) (), B))
+(Qay A7) B + O Lay AN dy) + (O A dy)
+2wn[pu(Y ¢;AY) + (O G AT ¢ BY) + (O AN (D ed;)
+ QAT QB + QAN Qo) + (AT (Y ¢ 8]

(4.133)
Nous avons introduit les modes de sideband avec la seule initialisation sur u/(0,n).

La figure (4.19) montre le peu de sensibilité, vis a vis de cette introduction, seule la pointe
est arrondie.

1kn7 ez(kfu)n, ez(k+,u)n’ eszn7 ez(Qlcfu)n7

e’
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STABILITE EQUATION DE BOLTZMANM 2 ODES init Lo sideband: A28 1 aves itmax=2000,0=1210,

gigrma [reaolution :0.007)

1
0.1
ubar [resalution : 0.001]

FIGURE 4.19 - Carte de stabilité pour 2 modes avec initialisation sur «'(0,n) de
hi(0,n), etsidebandsur A2et B1

4 =1[0,0.2],0 = [0,0.2],w = 1.85,J = 120, ¢ = 2000At, § = 3, s = 0.000005

4.4.2 Conclusion partielle

Nous avons montré l'influence explosive sur l'instabilité des modes de sideband dans la
solution a 1 mode et son absence d’influence sur un type d’initialisation pour la solution a 2
modes. Nous n’avons pas d’ explication immédiate de ces comportements tres différents vis a
vis des modes de sideband dans les solutions résonantes a 1 mode et a 2 modes .
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CHAPITRE 5 .

Stabilité linéaire et non linéaire non modale

La théorie de la stabilité hydrodynamique [10] a eu récemment de grands développements.
Une perspective nouvelle a vu le jour en s’intéressant au comportement sur des temps courts,
a une perturbation superposée a une base uniforme, plutot que de se limiter uniquement au
comportement a I'infini.

Cette perpective nouvelle était attendue pour tenter d’expliquer ’écart existant dans de
nombreuses situations, entre le nombre de Reynolds critique calculé et celui mesuré.

Cette stabilité non modale est caractéristique des opérateurs non-normaux [17]. Elle présente
sur des temps courts des croissances transitoires qui peuvent entrainer des instabilités [19, 20].
Une tentative d’optimisation de la croissance clot ce chapitre.

5.1 Stabilité linéaire non modale

La stabilité a été redéfinie dans un sens plus large incluant toutes conditions initiales sans
horizon de temps. Le choix d’'une mesure pour connaitre 1’évolution d’une perturbation s’est
avérée nécessaire. L'intérét s’est porté sur 'amplification maximum G(t) de I’énergie au temps
t, E(t) par rapport a I’énergie initiale £(0). On définit donc G(t) comme :

LE®) |

G(t) = maxm

pour F(0) donnée (5.1)

La norme || E(t) || est définie par le module de E(t) .

Il a été montré [22] que le comportement temporel de G(t) différait entre un opérateur
normal et un opérateur non-normal. Si on appelle L I'opérateur, il est non-normal si LL! # L'L.
Beaucoup d’ opérateurs en hydrodynamique, dont ceux que nous avons utilisés précédemment,
sont non-normaux.

Avant de vérifier et d’appliquer sur les équations de Boltzmann linéarisées, les conséquences
d’une éventuelle non-normalité de I’opérateur, nous montrerons a travers un exemple simple, les
conséquences de cette non-normalité : la non-orthogonalité des vecteurs propres, la croissance
transitoire potentiellement engendrée et 'apport des opérateurs adjoints dans ce processus.

L’équation modele, ou un équivalent, que nous présentons, se retrouve dans de nombreux
ouvrages et en particulier dans 'annexe D de [22]. Ce systéme modele est fréquemment montré,
car il se rapproche dans sa stucture, de celle des équations de Orr-Sommerfeld et Squire, en
particulier par le fait qu'une des coordonnées est liée a 'autre coordonnée par un terme non
diagonal.

103
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5.1.1 Equation modele

Soit I’équation d’évolution linéaire de la forme :

d T —e 0 T
pr = X avec 0 < e« 1 (5.2)

) 1 —26 )

Le terme € est proportionnel a 1/R, et R, nombre de Reynolds.

Calculons les vecteurs propres e; = (e11,€12) et ea = (ea1,€90), liés aux valeurs propres
respectivement : \; = —e et Ay = —2¢. Les vecteurs propres seront normalisés a 1.
Pour la valeur propre \; = —¢, on a les équations des vecteurs propres :

€11 — €.€19 = 0
(611)2 + (612)2 =1

Soit :
1
e = \/1-1-762(67 1) (5.5)
Pour la valeur propre Ay = —2¢ on a les équations des vecteurs propres :

€.621 + 0.622 =0
(611)2 + (612)2 =1

Soit : ey = (0,1)

On peut écrire la solution sous la forme :

x 1 €
fl=a e + Be 2 (5.8)
T 1+e€ 1 1
Les coefficients A et B sont obtenus a partir des conditions initiales :
Soit pour t = 0,z (t = 0) = 29, 25(t = 0) = 3. On a les équations suivantes :
20 = A= (5.9)
! V1+ €
1
Ty =A +B 5.10
? 1+€ (5.10)

A= x0—< /14 (5.11)

B=a)-1 (5.12)
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La solution finale s’écrit donc :

r; = 2le (5.13)
) )
Ty = ?le_ﬁt + (25 — ?1)6_2€t (5.14)

Examinons pour les temps courts, le comportement de 5.

Pour et petit, on développera I'exponentielle sous la forme e = 1 + et + €t? + O(et?) :
Avec ce développement x5 devient :

0

0

To zﬂ(l — et +et? + O(et?)) + (2§ — ﬁ)(1 — 2et + 2¢t® + O(et?) (5.15)
€ €

Ty =297 + 20t — 3eat® + O(et?) (5.16)

Ceci montre que, pour des temps petits ¢ < O(1/¢), la composante x5, avec le terme 2%,
peut croitre en temps.

Ce phénomene est di a la non-orthogonalité des vecteurs propres :

€1€q9 = 1 =| €1 || €9 | COS (el,ez) (517)

€ 1
0+
Vi+e A1+ e2

Soit :

1
V14 €2

L’exemple géométrique simple, illustré ci- dessousfigure 5.1 montre comment un systeme
gouverné par un opérateur non-normal peut montrer une amplification transitoire de 1’énergie
initiale.

cos (e1,e3) = (5.18)

Soit au temps t = 0 les conditions initiales sur la base des vecteurs non-orthogonaux e; et
es. L’angle entre e; et e est défini par ’équation précédente.

Avec le temps, les longueurs des vecteurs décroissent, en conservant évidemment le méme
angle indépendant du temps, alors que la résultante f croit en longueur. Celle ci s’annulera
seulement pour des temps longs.

On voit que ce pnénomene est impossible avec des vecteurs orthogonaux.

Cette non-orthogonalité des vecteurs propres est, elle méme die, a la non-normalité de la
matrice L du systeme linéaire précédent :

L= (5.19)

La non-normalité d’un opérateur s’ exprime par LL! # L'L, vérifions :
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A

D, D,

oy
4

f D,
D,
\ :
f

TABLE 5.1 — Amplification du vecteur f, résultante des vecteurs propres ®; et ®, non ortho-
gonaux.

. —e 0 — 1
LL' = X (5.20)
1 —2e 0 —2¢
€2 —€
= (5.21)
— (1+6?)
—e 1 —€ 0
L'L = x (5.22)
0 —2 1 —2e
| e +1) —2¢
= ( ) (5.23)
—2e 4>
On a bien la condition de non-normalité LL! # L'L.
La solution formelle du systeme différentiel précédent :
d
d_)tc = Lx avec X = (x1, 73) (5.24)
peut étre représentée par :
x(t) = e"'x(0) (5.25)
On peut donc écrire 'amplification maximum G(t) par :
[ x(t) | ,
G(t) = mar—-—— pour x(0) donné (5.26)
I x(0) |

La norme || x(t) || est définie par le module de x(t) : x(t) = 4/2% + x3.
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Donc G(t) devient :
G(t) = maz || e || pour x(0) donné (5.27)
Avec :
et = (5.28)

Calculons || e || :

1
|| eLt ||: \/6—2@5 4 6_2(6—2515 _ e—et)2 + g—det (529)

La figure suivante (5.1) montre le tracé de cette fonction pour plusieurs valeurs de € res-
pectivement 0.1,0.04, 0.02, avec les conditions initiales x1(0) = x5(0) et (21(0))*+ (22(0))? = 1.

g T T T T T "+d+'|1l— | y _|_\-;_\-H_\-H T
KV"M epsilon=0.02 o

epsilon=0.04

epsilon=0.1

I 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

FIGURE 5.1 — Evolution de G(t) pour € = 0.1,0.04, 0.02

Nous avons également étudié les conditions optimales pour cette évolution de la fagon sui-
vante.

Nous calculons || et ||?
Taylor :
Nous obtenons alors :

en développant pour des temps courts les exponentielles en série de

4

Gt =[21(0)) + (22(0))] + et]~2(z: (0)* = 4(w2(0) + ~(wm (0)2(0)] (530
AEU) — ol 02 + 2(0a(0))? - 2 (21012 (0))] (531)
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G(t)? sera optimal en annulant le dernier terme. On posera z1(0) = —ax2(0) et toujours
(21(0))* + (22(0))* = L.
On obtient 1’équation du second degré suivante :

2
a>+=a+2=0 (5.32)
€

L’ optimisation sera faite avec la racine négative dont le module est le plus grand :

1 1
a” =——a—A\|——2 (5.33)

€ €2

La figure suivante (5.2) montre le tracé de cette fonction optimisée pour cette configuration
de a™, pour les mémes valeurs de ¢, avec les conditions initiales : z;(0) = x(0) et (z1(0))* +
(22(0))? = 1.
L’optimisation n’a pas été bouclée a la fois sur les conditions initiales et sur le temps.
C’est ce que nous ferons dans I'application de ces techniques aux équations de Boltzmann en
utilisant le controle optimal et les équations adjointes.

14 T T T T T T T T T
G optitnal pour epsilon=0.02

G pour epsilon=0.0

=]

G optirnal pour epsilon=0.04

G pour epsilon=0.04

A
2F 31 pour epailan=0. 1 =
i

‘--
G paurepsilgn=0.1 , sk s T

J 5 10 s 70 7€ 30 35 . 40 5 50
t

FIGURE 5.2 — Evolution de G(t) optimal pour € = 0.1,0.04, 0.02

5.1.2 Stabilité non modale de opérateur linéarisé des équations de
Boltzmann

Non-normalité de 'opérateur linéarisé des équations de Boltzmann

Nous repartons de 1’équation finale suivante :

(Seshy + pu)?
(S + )

— pu’)]
(5.34)

hi(m +1,n +¢) = (1 —w)hi(m,n) +w[0‘lzhj +Blchhj =l
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que nous avons d'une part, linéarisée au chapitre 4 :

hilm+1,n+¢)=(1—w)h(m,n) + w[alz h; + Blchhj + wy(2¢;a — ()% (5.35)

et que d’autre part nous simplifierons sous la forme :

hi(m + Ln + ¢) = [(1 = w)dy; + wlag —(@)*)] D hy + [w(By + 2vm)] Y ejhy (5.36)

Calculons chacun des termes de 'opérateur linéarisé H tel que :

him + 1,k) = Hyp1mh(m, k) (5.37)

On écrira les 3 équations pour [ =1,2,3 :

hl(m + 1, ]{7) =a1h1 (m, k) + thg(m, ]{7) + aghg(m, k) (538)
hg(m +1, k + 1) =b h; (m, k‘) + bghg(m, l{) + bghg(m, k’) (539)
hg(m + 17 k — 1) IClhl(m, k?) + Cghg(m, ]{?) + 03h3(m, ]{?) (540)

On modifiera les 2 derniéres équations pour avoir uniquement & gauche des termes en h;(m+
1, k), soit :

hl(m + 1, k’) =a1h1 (m, k?) + aghg(m, k’) + a,ghg(m, k‘) (541)
hg(m + 1, k) Iblhl(m, k— 1) + bghg(m, k— 1) + bghg(m, k— 1) (542)
hs(m + 1,k) =cihi(m, k + 1) + coha(m, k + 1) + cshg(m, k + 1) (5.43)
En tenant compte des conditions périodiques (qu’ on a ici réduites : £ = 1 a 3, pour

écrire completement la matrice ), on peut maintenant définir 'opérateur a partir des équations
précédentes :

Cm+ 1) | a a a5 000 0 0 0 o | mm1) |
ho(m +1,1) 00 0 0 0 0 b by b ha(m, 1)
hs(m + 1,1) 0 0 0 ¢ ¢ 3 0 0 O hs(m, 1)
hi(m +1,2) 0 0 0 a ay a3 0 0 O hi(m,2)
ha(m+1,2) | = |00 by 5 0 0 0 0 0 0| ho(m,?2) (5.44)
hs(m + 1,2) 0 0 0 0 0 0 ¢ ¢ c3 hs(m,2)
hi(m +1,3) 0 0 0 0 0 0 a; ay as hi(m,3)
ha(m + 1,3) 0 0 0 b by by 0 0 0 ha(m, 3)
| ham+13) | | e 000 0 0 0 0| | hy(m3) |
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Dans cette configuration on définit H comme :

a; ay asz O 0 0 0O 0 O

0 0 0 ay as das 0 0 0

H=1|b, by b 0 0 0 0 0 0 (5.45)
0 0 0 0 0 0 Ci Co C3
0 0 0 0 0 0 a as ay

0O 0 0 b by b3 0 0 O
cgc ¢ c3 0 0 0 O 0 O

Pour écrire, d'une fagon plus générale ( k = 1 & N ), cet opérateur H, on va définir les 3
matrices A, B, C', de dimensions 3 x 3, suivantes :

ay ay as 0 0 0 0 0 0
A=10 0 0|, B=1b by b3|.C=[0 0 0 (5.46)
0 0 0 0 0 O c1 Co C3

La matrice H s’ écrit alors d'une fagon plus générale sous la forme :

(4 C 0 0 B
B A C - 0 0
0O B A - 00
H=1| - (5:47)
0 0 0 - A C
Cc 0 0 B A
et, dans le cas ou N = 3 :
A C B
H=|B A C (5.48)

C B A
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Nous devons déterminer les matrices A, B, C, et pour ce faire calculer les termes : ay, as, as, by, b, b3, ¢1, ¢
On rappelle les valeurs suivantes :

2 1 1
ay = g,% = 6,% = 6 (5.49)
1 1
— 0.8y = = B = —— 5.50
ﬁl 7ﬁ2 27ﬁ3 27 ( )
R (5.51)
N = 772_2773_27 .
c1 = O,CQ = 1703 =—1 (552)
On obtient alors :
ar =(1 —w) + wlay —n@?) + (B + 2uy)er = (1 — % + wii®) (5.53)
2
ag =w(ay — 1% + (B + 2uy)ey = w((§ + @) — 24) (5.54)
2
ag =w(ar — @) + (b1 + 2um)cz = W((g +@?) + 2a) (5.55)
= - 1 @
by =w(ag — ) + (Po + 2uy2)cy = w(g - 5) (5.56)
9 w u?
by =(1 —w) + w(az —120”) + (B2 + 2ur2)c2 = (1 — 3" w(u — ?)) (5.57)
1 0
by =w(ay — yt?) + (Ba + 2uys)cs = —w(g +u+ ?) (5.58)
L - 1 w?
&1 ZW(Oég — Y3U ) + (ﬁg + 2U’)/3)Cl = W(g — ?) (559)
9 _ I T
Co ZW(Oég — Y3U ) + (Bg + 2U”)/3)02 = —W(g —u+ ?) (560)
_92 _ w _ 17,2
3 =(1—w)+w(ag —y3u”) + (B3 + 2uys)cg = (1 — 3 w(a + 5)) (5.61)
Si on pose :
ho(m, k) =hy(k)e ™ (5.62)
ho(m + 1, k) =hy(k)e ™02 = fy (k)= me =i (5.63)
Et A = e,
On obtient le systeme aux valeurs propres suivant :
(H — MX)hy(k) = 0 (5.64)

Pour obtenir les valeurs propres, on doit résoudre le déterminant du systeme plus général
avec k=1, N :
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(AN C 0 0 B |
B AN C 0 0
0 B OA-X - 0 0
e = .
qry = | 0T B (5.6
0 0 0 A-N C
% 0 0 B A-\

On peut additionner I’ensemble des colonnes sur la premiere colonne :

(A_\+B+C C 0 - 0 B |
A-XN+B+C A—-)\ C 0 0
A- N +B+C B A—MN - 0 0
det(H) = | | | | | (5.66)
A- N +B+C 0 0 e A= C
A—- XN +B+C 0 0 B A—- )N
Soit :
1 0 0 B |
I A—- )\ C 0 0
I B A—MN - 0 0
det(H)=[A- XN +B+C]| _ . . (5.67)
I 0 0 A=) C
I 0 0 B A—- )N
Avec :
CLl—)\ (05} as
[A=X+B+Cl=| b by—\ by (5.68)
C1 Co 03—)\

Les valeurs propres de cette matrice sont obtenues en posant £ = 0 dans I’équation du 3ieme
degré du chapitre précédent (5.69).
On obtient alors :

(1=MN(—d+Mx+b+d—NN2—22+1) =—d1-N2+(b+d—N1-N?  (5.69)
—[(1 = N2](b— N\ (5.70)
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Les valeurs propres sont : 1,1,b = 1 — w. Ces valeurs propres sont constantes quelle que
soit n, car ce sont les bornes du domaine 0, 27 pour lesquelles cosk = 1 et 1 — w constant. Les
autres valeurs propres dépendent de n.

L’ensemble des valeurs propres peut étre calculé analytiquement car la matrice H est une
matrice particuliere , circulantes par blocs[28].

Revenons a la matrice (5.48) de degré N = 3 le plus simple, mode résonant en 27/3, et
examinons sa normalité :
Calculons les produits H x H' et H' x H ou H' est la transposée de H.

A C B At Bt Ct
HH'=|B A C|x|Ct A" B
C B A Bt Ct Al
[ AA' 4+ BB' + CC! AB!'+CA' + BC' AC! + CB! + BA!
= | BAt+ ACt+ CBt AA'+ BB'+ CC' CA'+ BC'+ AB'| (5.71)
CA' + BCt*+ AB' BA! + AC* + CB! AA' + BB! + C(C"

At Bt Ct A C B
H'H=|ct At B'|x|B A C
Bt Ct A C B A
[ A'A 4 B'B+C'C AB'+ CA'+ BC' C'A+ B'C + A'B
= |A'B+C'A+ B'C A'A+ B'B+C'C A'C+C'B+ B'A| (5.72)
A'C' + C'B + B'A BA' + AC' + CB' A'A + B'B + C'C

Il reste a calculer les différents produits matriciels, on appellera X* les matrices A, B, C' et
xy, xh, x4 les éléments aq, as, as, by, by, bs, c1, ca, c3 pour ¢ = respectivement 1,2, 3.

Les produits Xin'?, pour ¢ = j sont égaux a des matrices contenant seulement un élément

sur la diagonale du type : (%)% + (23)? + (2%)%

Les produits XX, pour i = j sont égaux a des matrices pleines du type :

(z3)  (23)*  (x3)(x}) (5.73)
(

Les produits X} X;, pour i # j sont tous nuls.
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Les produits X; X ;, pour i # j sont égaux a des matrices contenant seulement un élément

hors de la diagonale du type : (z)(x]) + (2b)(x3) + (28)(23).

Les 2 produits H x H' et H' x H auront donc la forme respective suivante, par exemple

pour @ =1—1/4/3 :

(055 014 193 0 0 0 0 0 0 |
014 1. —15 0 0 o 0 0 0
193 156 1255 0 0 0o 0 0 0
0 0 0 055 014 193 0 0 0
HH'=| 0 0 0 014 1. —156 0 0 0 (5.74)
0 0 0 1.93 —1.56 1255 0 0 0
0 0 0 0 0 0 055 014 193
0 0 0 0 0 0 014 1. —1.56
0 0 0 0 0 0 193 —156 1255
(1020 0 0 0  —479 0 0 0  —1.66
0 347 0 0 0 09 —479 0 0
0 0 034 —166 0 0 0 09 0
0 0  —1.66 1029 0 0 0 —479 0
H'H=|-479 0 0 0 347 0 0 0 0.9 (5.75)
0 09 0 0 0 034 —166 0 0
0 —479 0 0 0  —1.66 1029 0 0
0 0 09 —479 0 0 0 347 0
| -1.66 0 0 0 090 0 0 0 034
Soit en résumé :
HI 0 0
HH'=| 0 H1 0 (5.76)
0 0 Hl
D1 H2 H2
H'H=|m2 DI H2 (5.77)

H2 H2' D1
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L’opérateur H est non normal , donc susceptible de présenter des croissances transitoires.

Croissance transitoire de 'opérateur linéarisé, non-normal des équations de Boltz-
mann

Nous allons reprendre I'équation linéarisée (5.37).

Nous posons pour simplifier I'écriture : x(m, k) = hy(m, k) avec pour le vecteur z(m, k), les
composantes suivantes : x1(m, k) = hi(m, k), xo(m, k) = ho(m, k), z3(m, k) = hzg(m, k), x4(m, k+

].) = hl(m,k‘ + ].), ...,ng(m,k) = hg(m, N)

L’équation linéarisée (5.37) s’écrira donc :

x(m+ 1,k) = Hz(m, k) (5.78)

Comme précédemment, on posera :

z(m, k) = u(k)e™ (5.79)
z(m+ 1,k) = u(k)e'mt1e (5.80)

On obtiendra I’équation aux valeurs propres :

Hu(k) = e**u(k), et en posant \ = €™ (5.81)

Nous devons, pour aborder le systeme adjoint, définir le produit scalaire suivant :

(z,y) = 7'y + c.c. (5.83)

(ou Z' est le vecteur conjugué et transposé de x) Le systeme adjoint est alors défini par :

(Hz,y) = (z, H'y) (5.84)

ou H* est la matrice adjointe de H Cette matrice adjointe aura ses propres valeurs propres (
conjuguées de celles de H ) et ses propres vecteurs propres que 1'on écrira :

H' (k) = pjv(k) (5.85)
Nous simplifierons 1'écriture en supprimant le (k).

Nous allons prendre la conjuguée et transposée de cette équation (5.85) et multiplier a

droite par u;, soit :

o' (Huwi) = 105" u; = 05 A\ (5.86)
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Sauf pour i = j pour lequel \; = f;, on a (v;'u;) = 0.

Dans le cas ou les vecteurs propres de H et H* ont été normalisés ( ce sera notre cas ), on
aura donc :

(wi,v;) = 0ij (5.88)
ou vectoriellement avec (5.83) :
Uv =1 (5.89)
Soit :
U=v'toH't=vvt=u" (5.90)
On pourra alors écrire :
viHu; = v;' Hu; = Noj'u; = \;dij (5.91)
ou vectoriellement :
VIHU = U 'HU = A (5.92)

Développons z sur la base des vecteurs propres x = Uq.

z(m+1) = Uq(m + 1) = Hx(m) = HUq(m) (5.93)
qim +1) = U 'HUq(m) = Ag(m) (5.94)
gqim + 1) =U" z(m + 1) = AU '2(m) (5.95)
z(m + 1) = UAU *z(m) (5.96)

On doit transporter comme précédemment les fonctions : z(m, k) = hj(m, k) dont les com-
posantes sont : x1(m, k) = hi(m, k), x2(m, k) = hao(m, k), x3(m, k) = hg(m, k), x4s(m, k + 1) =
hl(m, k + ].), ceey ng(m, k’) = h3<m, N)

Soit T'r(7, j) la matrice de transport entre les différentes composantes de h;(m, k) composée
de 0 et de 1.

On obtient la matrice de propagation P, apres collision et transport entre z(m+ 1) et z(0) :

r(m+1) = [TrUX™TH U™ 2(0)] = P(m + 1)z(0) (5.97)

Nous définissons 1'énergie au temps 7' = (m + 1)At par :

Elx(m + 1),z(m + 1)] = [P(m + 1)z(0), P(m + 1)z(0)] (5.98)

Et la fonction amplification G(T") par :
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G(T) =max% pour E(0)donnée (5.99)
zmaxm (5.100)

((0), 2(0))

On ajoute la contrainte suivante sur 1'énergie initiale suivante : (2(0),z(0)) = 1.
Nous allons utiliser les multiplicateurs de Lagrange pour définir cette amplification maxi-

male.
On écrit le lagrangien sans contrainte sous la forme :

L = [Px(0), Pz(0)] — g[((0),2(0)) — 1] (5.101)
(Avec g multiplicateur de Lagrange).

On va calculer la différentielle d£ par rapport aux variables z(0), g.

oL oL
¢ Bt
— 5 {[5(0), P'P(0)] — gl(4(0),2(0)) ~ 1)d(0)

-

+ 5, (—ol((0),2(0)) — 1)dg

= [(1, P'Px(0)) + (2(0), P'P)]dz(0) — g[(1, 2(0)) + ((0), 1)]dx(0)
— [(z(0),2(0)) — 1]dg (5.102)

En annulant chacune des différentielles, on obtient les équations suivantes :

P'Px(0)) = gx(0) (5.103)
on retrouve notre contrainte réalisée : (5.104)
(2(0),2(0)) =1 (5.105)

Donc g est une valeur propre de la matrice P'P. Et la fonction amplification G(7T') devient :

G(T) =max% (5.106)
=maz(g) = A, (5.107)

L’énergie maximum sera donc, au temps 7', le produit de la matrice de propagation par le
vecteur propre de la plus grande valeur propre A, :

Elx(T),z(T] = [P(T)A\;, P(T) ] (5.108)

Les figures suivantes, (5.3) et (5.4) montrent I’évolution de la fonction E(t) en fonction de
u et t, présente plusieurs transitoires :

On peut distinguer sur la coupe de la figure (5.4) des amplifications importantes pour les
énergies porteuses plus fortes ( cette amplification est de l'ordre de 15 pour u = 0.4. On note
que 'amplification se répete a un niveau plus faible a d’autres temps courts .
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ubar o termnps

FIGURE 5.3 — Evolution de E(t) en fonction de t et «,
i = [0,0.4],¢ = [0, 100]

Qt

I i i
0 10 20 30 40 50 0 70 80 a0 100
ternps

FIGURE 5.4 — Evolution de E(t) en fonction de t et «,
i = [0,0.4], ¢ = [0, 100]
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5.2 Optimisation non linéaire des équations de Boltz-
mann en temps courts

De nombreuses publications ont été produites sur 'optimisation transitoire des équations
de Navier-Stokes (dans sa formulation linéarisée Orr-Sommerfeld) [22], sur le controle optimal
de la croissance transitoire dans ’équation de Burgers continue [11] ou le controle optimal de
la croissance transitoire dans la couche limite [19].

Il semble que I’étude que nous présentons sur ’application de ces méthodes de controle optimal
a des écoulements simulés par la méthode de Boltzmann soit originale.

Elle s’appuie sur I'établissement de I’équation adjointe de Boltzmann pour des problemes d’op-
timisation [42].

5.2.1 Principe de l'optimisation non linéaire des croissances dans
I’équation de Burgers continue

On rappelle le schéma utilisé [11] pour 'optimisation de la croissance dans I’équation de
Burgers continue. Soit ’équation d’état de Burgers adimensionnée :

fu, v 1
ot u@m Re 0z

Avec la condition a la frontiere suivante : u(0,t) = 0 et la condition initiale u(0, z) = ug(x).

-0 (5.109)
L’objectif du controle est de maximiser la fonction d’amplification Z(u(x,T),uo(x)) de
I’énergie au temps T par rapport a I’énergie initiale :

(172§ u(x,T)de]
[1/2§) u(x,O)de]

Z(u(x,T),up(x)) = (5.110)

Afin de transformer le probleme d’optimisation, sous les contraintes énoncées précédemment,
en un probleme d’optimisation sans contrainte, on introduit les multiplicateurs de Lagrange :
u(x,t),up(z) dans la fonctionnelle Lagrangienne Llu(x,t), uo(z), u(x,t), up(z)] :

Llu(x,t), up(x), u(x,t),dp(x)] =
(e, T), uo()) — (F(u(z, 1), iz, 1)) — (Glu(x,0), ug(x)), dofx))e (5-111)

Avec les produits scalaires suivant ainsi définis :

(0, Byp = LT f:o ab d dt (5.112)
(a,b), — LTab dt (5.113)

(a,b), — JOLab iz (5.114)

La fonctionnelle Lagrangienne L[u(x,t), ug(x), a(x,t), ug(x)] admet un extremum lorsque £
est rendue stationnaire par rapport a chacun de ses arguments.
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Le calcul des variations impose alors 6L = 0.
Soit :

oL oL oL oL
0L = —du + —=d0u + —dug + ==, 5.115
ou on 8u0 0 é‘uo 0 ( )
Les arguments de la fonctionnelle £ étant supposés indépendants les uns des autres, la
dérivée doit etre identiquement nulle dans toutes les directions quelles que soient les variations
considérées.
Par conséquent, on a :

%(M = %5& = S—uﬁo(SUO = 5—50(5120 =0 (5.116)
On obtient un schéma d’optimisation [11], permettant de calculer la croissance maximum.
On releve déja une premiere problématique que 1’ on illustrera plus abondamment avec
I’équation de Boltzmann : choix entre 'approche - discrétisation puis différentiation - ou ’ap-
proche - différentiation puis discrétisation - .
Soit :
— équation continue — équation discrétisée — équation adjointe discrétisée — optimisation
sur variables discrétisées.
— équation continue — équation adjointe — équation discrete adjointe — optimisation sur
variables discrétisées.
On retrouve ces différentes possibilités, pour I’équation de Boltzmann mono-dimensionnelle
présentée dans les chapitres précédents avec 5 formes plus ou moins discrétisées.

— L’équation continue :

of(x,t) Of (x,t) 1 cq
ot +v or - _X(f(xat)_f ) (5.117)

— Les équations discrétisées en vitesse dans le réseau D1Q3 :

Ofi(x,t) ofi(x,t)
ot ta ox

1 eq
= Uil t) = £ (5.118)

— Les équations obtenues apres la décomposition des fonctions de distribution f; en com-
posantes stationnaires f; et fluctuantes f] :

afl,(xat) afl,(x7t) _1
ot ta or A

— Ces dernieres équations (5.119) discrétisées en espace et en temps :

(fi(z,t) = (ff" = ™)) (5.119)

(X cjhy + pu)? _ 532
(Shi +p) ”)]
(5.120)

hiim+1,n+¢)=(1—w)h(m,n)+w lath]‘ + 51203'%' +% (
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— Avec h; définies précédemment en fonction des f/ (chapitre 3).
— Linéarisées, elles ont fait 'objet d'une analyse de stabilité linéaire, puis d'une étude non
linéaire en calculant des solutions exactes par superposition de modes résonants,

. a 1 mode :
hi(m,n) = Aj(m)e™F + A*(m)e ™5 (5.121)

. a 2 modes :
hi(m,n) = Aj(m)e™ + Af(m)e™ ™3 + By(m)e™™ (5.122)

On a obtenu des cartes de stabilité tres dépendantes des conditions initiales. C’est a partir
de cette derniere forme en modes résonants, que 'optimisation de la croissance doit se faire, en
particulier sur A;(0), B;(0).

On est loin de l'optimisation modele précédente, d’autant plus que 'optimisation porte sur le
7 vecteur 7 h; et non sur la seule donnée monodimensionnelle wu.

5.2.2 Optimisation non linéaire des équations de Boltzmann en temps
courts

Dans le principe, nous nous appuierons sur la pré-publication [42] pour calculer I'opérateur
adjoint de l’équation de Boltzmann. Il y est en particulier montré, que I’équation adjointe
continue de Boltzmann a la méme structure que I’équation d’état (5.117) en "remontant le
temps” de T" a 0, soit :

of(x,t) of(x,t) 1,z Zog
- (U (5123)

Avec la fonction f¢ fonction d’équilibre adjointe définie par :

Seq afeq -
= o7 f (5.124)

On peut [12], en conséquence, appliquer la méme dérivation que pour 1'équation d’état
( projection sur une base tronquée de polynomes d’Hermite et d'une quadrature de Gauss-
Hermite dans l'espace des vitesses ), afin de transformer la forme adjointe continue en forme
adjointe a vitesses discretes :

_&fl(x,t) _ afl(l',t)

ot “ =~ (i) = i) (5.125)

1
ox A
Nous utiliserons donc cette forme en vitesses discretes.

Le calcul sera toutefois repris pour plusieurs raisons :
— réduction a une dimension pour son application au réseau D1Q3, utilisé depuis le début.
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— décomposition des fonctions f; en composantes stationnaires fi et fluctuantes f/ [23] ce
qui aménera & calculer la forme adjointe de : (f{7 — £;*) plutot que (f7) ce qui n’est pas
fait dans [12].

— prise en compte des conditions aux limites périodiques (modes résonants ) différentes des
conditions a l'infini prises dans le paragraphe précédent.

— choix d’ une bonne fonction Z a optimiser.
— intégration de ces différentes parametres dans I’écriture de la fonctionnelle de Lagrange
L, dont on calculera les variations.
Posons les différentes contraintes de cette fonctionnelle :
Equation d’état :

Fi(fi(x,t)) = af’/éf’t) +a &flla(i’t) + %(f{(m,t) —(fFr =) =0 (5.126)

Conditions périodiques a la frontiere du domaine [0, L] :

fl/(07t> o flI(L>t) =0 (5.127)

Conditions initiales :

Gi(f], 1;°) = f(x,0) — f°(x) =0 (5.128)

L’objectif fonctionnel idéal serait d’utiliser, pour fonction Z a optimiser, le rapport de
I’énergie de la perturbation au temps 7T sur ’énergie initiale soit :

/ E(/(T)) [1/2 Sé u'(x, T)zda:]
Z(u') = = )
( ) E(u’(O) [1/2 Sé u/($7 O)le‘] (5 129)

On rappelle que :

, ~ Xlafi(@,T)) —u fi(z,T)
W T) = p+ 2 fi(x,T) (5.10)

, = 2lafi(x,0)) —u fi(x,0)
u'(z,0) = RS ACT) (5.131)

et [12] que :

D) = () (5.132)

l l
et (5.133)

2 af/(xz,t) = Z crhy(z,t) (5.134)

l
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On utilisera la fonction f pour la suite du développement :

Il est évident que les dérivées de cette fonction Z(u') par rapport aux fj’ vont étre complexes.
Dans une premiere étape, on prendra comme fonction a optimiser :

By (S A 1) e
I(f) =T = E(f'(0)) [Zl - i, 0>2dx} (5.135)

(On a pu vérifier que les cartes d’instabilité de cette fonction sont peu différentes de celles
issues de u/(z,T) et u/(x,0) chapitre 4).

On écrira donc la fonctionnelle de Lagrange £, [41], avec les multiplicateurs f/(x,t), fl'0~(a:)
et la méme définition des produits scalaires.
Le domaine D étant [0, 7] x [0, L] :

T L
la,byp = J J ab dxdt (5.136)
0 Jo

(a,b), = L " b dt (5.137)

LIFL L0 FL R = TR0 = CEUD, Fop = (G R0, 50 (5.138)
On calcule les variations de £ par rapport aux variations de fi(z,1), fi(x,0), fA(x, t), fi(z,0).

Les variations de £ par rapport aux variations de fj’(x, t), f;(x,0) redonnent les contraintes
portant sur :

— D'équation d’état Fi(f]/(x,t)) =0

— les conditions initiales G(f/(x,0), f,°(z)) = 0.

Les variations de £ par rapport aux variations de fi(z,?), fi(x,0) pour j = 1,3 vont
nous donner les fonctions recherchées : équations adjointes, conditions initiales et conditions
périodiques a la frontiere pour le probleme adjoint.

Les variations par rapport a fj(z,t) sont :

oL 0L

Sfi(x,t) = =——=0fi(x,t

THCG e )
oF( fl > <8Gl(fz/($70):fz/0) o )
— x,t - Sfi(x,t), f° 5.139

STy e n ) =S (CEES s i) 69)
Nous allons calculer chacun des termes :
— premier terme :

0L

T 51, t) (5.140)
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0z , B ; L ) N { N }
af]{(x’t)éfj(m’t) - E(f/(O))J;) fl( 7T)5fg( 7T>d (5.141)

— second terme :
Z<w5ﬂ(w, t), fi(,0))p (5.142)

T of (1)

Soit, sans détailler les intégrations par parties de [42] mais en reprenant dans celles ci les
calculs pour les bornesent =0et en z = L :

STy <>MM»::

ofi(x O M@
J.[laf’ l(% + }f/ lax ]dfj(m,t)fl(a:,t)dxdt

+ZJ f laflajf,t ((le;;]{ﬁeq)]df]’-(x,t)ﬁ(:c,t)dxdt (5.143)

Nous avons intégré par parties les 2 premieres intégrales, en transportant les dérivées sur

fl/(%7 t)a

On obtient alors pour la premiere intégrale :

=2quwwme%>ZLL6uM““ku b)drdt

B (AT L A,
—L[éfj(x,t)fj(x,t)]odx LL Db gyt et (5144)

On obtient pour la seconde intégrale :

JJ afl(x fldxdt

_ZJ c0(7,1 5f ajtfl$t ZJJ | afl )5f;($,t)dxdt

:LT[cjéf(a:tf'xt JJ af 51! (e, t)dudt (5.145)

On obtient pour la troisieme intégrale :
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ZJ J iaflaf/ Ofj(@. ) fi(w. t)dadt = ) f f 5(1, )01z, ) fl(w, t)dedt  (5.146)

_ L L (5651, )y, ) (5.147)
On peut également remarquer que le terme stationnaire f;" ne dépend pas de [} et donc que:

La quatrieme et derniere intégrale :

J f af/fl )5f;(a€,t))];[(x,t)dxdt (5148)

se limite & :

+ZJJ i?}ﬁf £) i (x, t)dadt (5.149)

On aura finalement pour le terme :

Z<6Fz(f[(x, t))

i h@D: flx.t)p (5.150)
l VAN

STty a0 e ) =

af ty  ofi(zt) 1.
J J it —¢j fj;i ) +5 10 f;(x, t)dxdt

JJ iaﬁj}f/ 8fj(x, 1)) fi(w, t)]dudt

L (67, t) P, ) + L le81 (s t) Fi(ee, )]t (5.150)

Développons les 2 derniers termes :

f [0, ) fj(x, )] de —J [6f1(x, T) fi(x,T) — 6 fi(x,0) fi(x,0)]dx (5.152)

0

f (55, 6) ! (e, )] dt = L [671(Lo ) FA(L. 1) — 6£(0, ) J1(0, )]t (5.153)

0

Avec la condition limite : (5.127), on a :
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df/(L,t) = 0f](0,t) (5.154)

T ~

f & 161. (o ) F 1))t = f UL 1) — PO D110, £)dt (5.155)

0 0

Le troisieme terme de I'équation (5.139) est développé :

aGl(fl/(xv 0)7 fllo) / IO~SE
O a/CUNAC)] (5.156)
Soit :
aGl(fl,(x7 0)7 fl/o) / ’ONZE _
(a0 -
L 0 , -
§(1, 1) =—[f/(x,0) — f,°(x Sfi(x,t) f°(x)dz (5157
2, 9005 g Ui 0) — @I w0 G157)
Soit :
Zl] (ml(g}faoz) 1) 51,1, }O)I —L 8.1, 0) £ (x)da (5.158)

Les variations totales de £ par rapport & fj(x,t) s’écrivent en final :

N L C ) ,
L 0 T .
+L [fi(@,0) = f; ]f5f]’-(:rr,0))dl’+J0 ¢i[f3 (L, t) = f3(0,0)]0 £3(0, t)dt
T (L @f]’(x,t) ﬁﬂ(x,t) 1, off /
+LL [ g —X(fj—Z a}; N 6fi(z, tydwdt  (5.159)

Le gradient de £ doit étre nul quelque soit ¢ f(x,t) :
En annulant le facteur de §f(z,t), on obtient les équations adjointes :

) ) 1. i
];i )”j Ja(i )ZXUJ"—EZZ a}; fi(z,1)) (5.160)

En annulant le facteur de ¢f7(z,7T), on obtient les conditions initiales des équations ad-
jointes :

z B 1 , .
fi(w,T) = —E(f,(o))fj( T) (5.161)

En annulant le facteur de ¢ f;(x, 0), on obtient les conditions finales des équations adjointes :
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fila,0) = () (5.162)

En annulant le facteur de 4 f; (0,t), on obtient les conditions périodiques des équations
adjointes :

FiL.t) = £1(0.1) (5.163)

On calculera, maintenant les variations de £ par rapport a f;o(a:) :

a—'C '0 ) = 0z ‘0 ) — aG(fl/(:L’,O),fll[)(ZL’)) 0 T 70 .
2@ ) = g ) 2( AU >)t (5.164)

Calculons chacun des termes :

oL

oy EE@) [F o
7o ) = || fr@sriaa (5.165)
oG fi(2.0). [°(x) o
;( afj’O(x) 5f (z) ) J f 5f (5.166)

Les variations totales par rapport a fJ/-O(.Z‘> sont :

0L oy _ [T EE@) oL Foes e
TIRREA = ol @)+ @R @ (5.167)

Le gradient de £ doit étre nul quelque soit d fj(z,t) :
En annulant le facteur de ¢ fj’(x, 0), on obtient les conditions finales des équations adjointes :

_E(f(T)
[E(f°)

£2(z) = fi(z,0) (5.168)

On obtient enfin le schéma d’optimisation de la croissance pour les équations de Boltzmann
non linéaires (5.5) :
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H(x,0 , Ya, T
Ji (I ) Equations de Ji <I )
Boltzmann
w0y = EU 50 o) FaT) = L )
s E(f(T)) ! E(fr) ™
Equations de
—_ <+———  Boltzmann — <+ ——
fi(z,0) adjointes fi(z,T)

FIGURE 5.5 — Schéma d’optimisation de la croissance pour les équations de Boltzmann non
linéaires

Il reste a calculer le terme :

_ oFed
= I )

N (5.169)

Nous reprendrons pour ce faire, en appliquant au réseau D1Q3, la méthode de [12].

La fonction d’ équilibre f;? s’écrit (3.71) :

eq B au 1 2 1
1 (psu) = wip(l + o2 + @(Clu) T ez

u?) (5.170)

On calcule les dérivées préalables suivantes de p, pu,u par rapport a f;

ap aZfl .
op =y~ 00 (5-171)
opu 0y afi N
o7 = o =cd(l,j) =¢ (5.172)
On a aussi :
opu op ou ou
of ~ap TPy Pop =9 (5:173)
Soit :
ou 1
L (5.174)
o p !

On a donc :
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of? op ¢ Opu o 1 Opu?
— L - 5.175
af]{ (p7u) wl(afj/ + CSQ af]/ (2654 2052) af]{ ) ( )
Il reste a calculer :
o _ 2pu—u +u? = 2uc; — u? (5.176)
of; of; ! '
ofse aci ¢ — ¢’ )
o (p,u) = w1+ 032] + ( 2 )(2uc; — u®)] (5.177)
On peut maintenant écrire le terme :
% o 5
£ =2 A il t) (5.178)
l afj
% of 5
£ =) = it (5.179)

T~ 0f;
Cj

_ Zl]w, Pl [ — %84(@2 _ e + Z w i )t + CSiQ(cﬁ —elu] (5180)

S

On posera les définitions suivantes [42] :

. = 1
p=> wifl(xt)1— S (¢? — ¢)u?] (5.181)
1 S
_ = 1
pu = Zwlfl’(a:, e + ;(612 — ¢;H)u] (5.182)
1 S
On pourra ainsi écrire simplement :
fi"=p+pus (5.183)

S

A partir des équations (5.181) et (5.183), nous calculons 'expression en D1Q3 des 3
fonctions : fi9, f5?, f3¢ & partir des parametres suivants : wy, ¢, ¢s dont nous rappelons les
valeurs :

2 1
w1 = g,wg = g,wg = (5184)
1,¢,2

C1 = O,CQ = 1,63 = — (5185)

Wl — | —
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p et pu s’écrivent en fonction des fonctions f;eq, ;eq, ;q :
- 2 N 1 u? 1 u? g,
= (= -0 - L 1
P <3+u)f1+(6 2)f2+(6 2)f3 (5.186)
N 2 - I u I u o
- = Zy- 4o 1
pu=—zufi+(c+ )t (-5 +3)fs (5.187)

En reportant ces valeurs de p et pu dans I’équation (5.183), on obtient :

Y RN ) SHE By (5.185)
=G (D - B G B e D) (5159
(2 )i+ G+ um ) (g bu— )y (5.190)
fi =(§ +u?)fi + <é - “;) fi+ (% - “;) fi - 3(—§u fi + (é + )5+ (—é +2)f5) (5.191)
—C 2t )i+ (5 —u— )i+ G —um )y (5.192)

L’équation de Boltzmann adjointe, discrétisée en vitesses , en espace et en temps a la méme
structure que 'équation (4.12) en temps inversé.
Elle s’écrit :

filw = cjt—1) = (1= w)fi(a,t) + wfi"(fi(x.1) (5.193)
qu’on peut donc écrire :
filw —cj.t = 1) = a; fi(x,) + b folw,t) + ¢; fi(x. 1) (5.194)

On donnera les coefficients a;, b;, ¢; :

o —[1— w(é — )], by = w[é R w[é Shs INCAtS
0 — M% w4+ )] by = [1— w(% —u+ )= [w(—% vu-) (5.196)
05 — [w(g - 2u + u?)], by — [w(—% —u= e = w(—% —u=t (o)

On remarque que ces termes sont identiques a ceux calculés dans (5.53) mais avec les
matrices A, B, C égales a :

a100 0b10 0061

as 0 0 7B: 0 b 0O )C: 0 0 ¢ (5198)
as 0 0 0 b3 0 0 0 C3

N
Il
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On a maintenant toutes les ” pierres ” pour construire I’algorithme d’optimisation en modes
résonants (2 modes ) dont nous allons décrire les différentes phases :

— Phase 1 Initialisation (”initiale”, au sens premier pas du schéma d’optimisation) de h;(0, n)
avec Al<0) = 01(1 + Z), BZ(O) = 0’;.

f1(0,n) = Aj(0)e™2 + AF(0)e ™3 + B,(0)e™™ (5.199)

On définit 'énergie initiale £(0) = >, >,[f/(0,n]>.

On normalisera F(0) a 1.

On calcule au temps T, A)(T, n+¢;) et B;(T, n+¢), ( Equations de collision et de transport
du chapitre 4), tel qu’on obtienne au temps 71" les fonctions f/(T,n + ¢;) et puis 1'énergie

au temps T E(T) =Y, >, [f/(T,n]*

f(T,n +c) = A(T)emre)s 4 AX(T)e )% 4 By(T)elrer (5.200)

— Phase 2 Calcul de la condition initiale en T" pour I’équation adjointe, compte tenu de la
normalisation a 1 de E(0) :

fi@,T) = fi(=,T) (5.201)
On en déduit la condition initiale pour les équations adjointes :
fUT,n) = A(T)e™s + A¥(T)e™™2 + By(T)e™ (5.202)

— Phase 3 A partir des équations adjointes linéaires :

f‘(m —1,n—q)= ajf{(m, n) + bjfé(m, n) + ijé(m, n) (5.203)

J

On reprend "équation (5.194). .
En écrivant les fonctions adjointes fj’-(m, n) sur les modes résonants :

fi(m,n) = Aj(m)e™% + A*(m)e ™2 + Bj(m)e™™ (5.204)

(
On cherche A;(m — 1,n — ¢) et B;(m — 1,n — ¢), tels que :

f]/(m —1,n— Cj) = AJ(TTL _ 1)ei(n70j)% + ~;<(m _ 1)671'(11703')% + éj(m _ 1)€i(n7cj)7r
(5.205)

On obtient, en reportant f;(m—l, n—c;) et fNJ’(m, n) dans 'équation (5.194) et en égalant

I
les termes en €z, e "2, "7

A (m) + bjAs(m) + ¢;A3(m)] ( )
Uf(m — 1) = e 2 [a; AT (m) + b;A5(m) + ¢; A5 (m)] (5.207)
3 ( )

( )

i(m — 1) = €™ [a; By(m) + bjBa(m) + ¢;B3(m)]
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On doit réaliser le transport de ces termes. Car, pour fermer le systeme résonant, on a in-
troduit la parité de n dans I’équation des conditions initiales du systeme adjoint (5.201).
La parité se propage dans les équations (5.206) et oblige comme pour le systeme direct a
réaliser le transport qui fait passer des termes pairs a des termes impairs ou inversement
pour les vitesses ¢, = 2,3

On remonte, donc le temps de T' & 0 pour obtenir : 4;(0), A*(0), B;(0), et donc f]’-(O, n).
— Phase 4 On calcule les nouvelles conditions initiales du systeme direct :

1 -
fj’-(O,n) = Wf]’-(O,n) (5.210)
On calculera la nouvelle énergie initiale que I'on normalisera a 1.

— Phase 5 On arrétera 'optimisation apres stabilisation de 1'énergie.

Les variables a définir sont :

— Les conditions initiales a la premiere boucle oy, 0]

— Le choix de u

— Le choix des bornes de T

Les figures (5.6) et Les figures (5.7) montrent un résultat obtenu sur G(T') = % =
E(f'(T)) avec les parametres suivants : 506u avec éu = 0.005, la condition initiale n’intervient
pas compte tenu de la normalisation de I’énergie initiale a 1, le nombre de pas d’espace a été
pris a 128, le temps a couru entre 0 et 25.

En=rgis E[T]

pas d optimisation o ubar

FIGURE 5.6 — Evolution de G(T") = E(T') en fonction du nombre de pas (npas) d’optimisation
et de u,
u = [0,0.25], npas = [0, 50]

Nous avons également calculé sur [0, 7] le maximum de Gmax(0,7T) = % = E(f'(t))
pour chaque pas d’optimisation. Les figures (5.8) et Les figures (5.9) montrent un résultat

obtenu sur Gmax(0,T) = g((}c,/((é)))) = FE(f'(t)) avec les parametres suivants : 500u avec du =
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35 ........... SESTTESEE .......... .......... SR PREITSEA IEPIESEILT ........... eI TS ATLAT :

En=rgis E[T)

i i i i i i i
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
pas d oplimisation

FIGURE 5.7 — Evolution de G(T') = E(T'), profil, en fonction du nombre de pas (npas) d’opti-
misation,

u = [0,0.25], npas = [0, 50]

0.005, la condition initiale n’intervient pas compte tenu de la normalisation de I’énergie initiale
a 1, le nombre de pas d’espace a été pris a 128, le temps a couru entre 0 et 25.

Energis raxirmur sur [0-T]

pas d optimisation oo ubar

FIGURE 5.8 — Evolution de Gmax(0,7") = E(T) en fonction du nombre de pas (npas) d’opti-
misation et de u,

u = [0,0.25], npas = [0, 50]
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En=rgis mazirum aur [0-T)

i i i i i i i
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
pas d oplimisation

FIGURE 5.9 — Evolution de Gmaxz(0,7) = E(T), profil, en fonction du nombre de pas (npas)
d’optimisation,

u = [0,0.25], npas = [0, 50]

Conclusion :
Les calculs sur I’ opérateur non normal des équations linéarisées de Boltzmann ont montré 1’exis-
tence en temps courts d’amplifications transitoires dans des zones stables. Un développement
en controle optimal des équations non linéaires en modes résonants de Boltzmann a montré la
possibilité d’optimiser les conditions initiales, pour accroitre les amplifications.



CHAPITRE 6 .

Boltzmann 2D

On a vu que la méthode des ondes résonantes fonctionnait pour le réseau D1Q3. Ce réseau
est peu représentatif de phénomenes physiques. Nous testerons cette méthode sur le réseau
D2Q9 plus représentatif pour des phénomenes physiques. Il semble évident, par avance, que les
équations vont s’allonger, mais cette premiere étude est une simple étude de faisabilité.

6.1 Définition du modele D2Q9

Repartons de 1’équation de base de Boltzmann continue : f(x,c,t)

of of 1 eq
54—018% = _;(f—f ) (6.1)

La procédure pour discrétiser I’équation de Boltzmann BGK, a été, pour le réseau D2Q9,
de nombreuses fois explicitée [1, 2].

Le systeme d’équations pour les valeurs discrétisées de la fonction f(x,c,t) s’écrit :

of | oh 1, o,
E-Fczla—xi— ;(fl 1) (6:2)

(Avec ¢;,l = 1,9;0 = x,y : coordonnées des 9 vitesses du schéma D2Q9 figure (6.1) et
fi = filx, e, t)).

On décomposera les fonctions de distribution en composantes stationnaires f; et compo-
santes fluctuantes f; :

fi=fi+ f] avec % =0 (6.3)

fi est aussi solution de 1’équation de Boltzmann en régime stationnaire :

of, 1. -
=2~ 17 (6.4)

(Avec fi" = f*(p,u) ).

On peut réécrire alors (6.2) :

afl/ afl/ - 1 / 1 eq eq
at Cllaxi - _Tfl + 7_( T Jl )) (65)

135
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La différentielle totale de f/ en 2D s’écrit :

df] = afld + aafl aJ;’ dt (6.6)

En divisant par dt on obtient la dérivée totale :

af, af] 5’fz af]
dt ox T oy T o (6.7)

On peut donc intégrer les 2 membres de I’équation (6.5) entre 0 et At :

fl(x + At t + At) — f/(x,c1,t) =
1 (A _
- ) f[(x+as t+s)— ffli(x+as,t+s)+ [ (x+ast+s)]ds (6.8)

On integre l'intégrale du deuxieme membre par la méthode des trapezes soit :

jﬁsﬁ@mS—Aﬂﬁ@s+Aﬁ+ﬁ<ﬂ (6.9)

On obtient alors :

fl(x+ At t + At) — f/(x,c1,t) =

At
——[fl (x+CIAL, L+ AL) — f{ X+ AL AL+ f(x e At t-AL)+ f (%, 1) — (%, 1)+ f(x, 1)]
(6.10)
On pose :
/ At / eq eq
hl(X, t) = fl (Xv t) + 7[(fl (Xv t) —Ji (X7t) + fl (X7 t)] (611)
En posant 7, = 7 + &t on aboutit & ’équation :
At At =
hi(x + alt,t + At) = (1 — T—)hl(x,t) + T—( Cx,t) — fi (1)) (6.12)
9 9
On discrétisera x,y et t suivant x = nAz,y = pAy,t = mAt.
On posera également Az = ¢ At, Ay = ¢, At et At =1
L’équation (6.13) s’écrira sous la forme :
At At . g, —
Mm +1n 4 e+ ) = (1= “hu(m,n,p) + (% m) ~ (o) (6.13)

Ty g
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On pose :
1 1
—zwz—laveCVZH (6.14)
Ty 3v + 5 1%
B+ 1,m+ o, + ) = (1= w)hu(m, m, p) + w(£%(p,w) — ££(5,0))) (6.15)

Dans le réseau D2Q9 les fonctions d’équilibre a un ordre suffisant pour retrouver les équations
de Navier-Stokes sont [1] :

. cu 1 9 1
T(pu) = wp[l + 2 + E(Cl u)” — 2.2 (uu)] (6.16)
avec :
QU =ucy+vey (6.17)
(a1 u)2 =u? ey’ +0? cyl2 + 2¢y cyuv (6.18)
uu =’ +v° (6.19)

On développe 1’ expression de (6.16) :

leq(pa U) =

L2409 (620

1 1
wip[l + —5(uca +vey) + —4(u2 cu® + v ey + 20, cuuv) — 5
Cs 2¢, 2¢,

que I’ on simplifiera au niveau des notations en 1’écrivant sous la forme :

“U(p,u) = aip + bpu+ ¢ pv + dipu® + epv® + kpuv (6.21)
avec :
o . Cql o Cyl
a; *wl,bl = wl?,cl = wlcs—2 (622)
2 2
Cxl 1 Cyl 1 . Czl Cyl
dl :’U)l(2084 — 2052),61 = wl(2084 — 2682),]€l = U)l( 084 ) (623)

On écrit la décomposition de p et u en part stationnaire et part fluctuante :

p=p+p,pu=7pu+(pu),pv=7p0+(pv) (6.24)
,  (pu+(pw))? _ (o + (pv))°
e P o) (6.25)
~ (pu+ (pu))(pv + (pv)’)
puUv = 5t ) , (6.26)

(pu + (pu))” 5]

Fpa) = f71(p,0) = arp) + bi(pu) +a(pv) + dl[w — pu
(v + (pv))* (pu + (pu))(pv + (pv)') -
B B ) S
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On a les expressions suivantes de p', (pu)’, (pv)" en fonction des fonctions f/(x,t)

o= D fixD) (6.25)
l
(pu) = > ca](x,t) (6.29)
l
(pv) = eufi(x,t) (6.30)

l

En simplifiant momentanément 1’écriture de f/(x,t) en f/ avec de plus [12].

Zfl/ = Zhl chlfl/ = Zcxlhl chlfl/ - chlhl (6.31)
1 I ! !

On aura :

eq eq/ - — U th 2 __9
F o w) = [P ) = @ () + b (2 carh) + (chzhz>+dz[(p<p1((22ll hi))l) ]

@0+ (S cuhn) oy P (S cah) 7+ (Syehs)
(p+ (X)) 1+ kil TETT) puv] (6.32)

+61[

L’équation finale a analyser avec les ondes résonantes sera :

hi(m 4+ 1,n 4+ ¢y, p+ cy) = (1 —w)hy(m, n, p)

(P + (3, caihy)®
wlay Zh )+ b ( ZCW + ¢ ch )+ di| (ﬁ-i-(zjhj)) — pu”|

(o + (Zj cyihi)”

SRR
(pu + (Z cejhy) (PU + (Zg cyihy))
+ k| CEIORD) — puv]] (6.33)

Nous allons pour le schéma sur réseau D2Q9 (6.1) calculer I'ensemble des parametres
ar, bl, Ccr, dl, €r, kl

On rappelle les parametres de ce schéma : wy = 4/9,w; = 1/9,1 = [2,4,6,8],w; = 1/36,1 =
[1,3,5,7], les coordonnées des vitesses ¢; sont : ¢ = (0,0),¢1 = (—=1,1),c2 = (=1,0),c3 =
(_1’ _1)a Cq = (07 _1)7 Cs = (17 _1)7 Ce = (17 O)a Cr = (17 1)7 Cg = (07 1)'

=1/ V3 est la vitesse du son du réseau.

On trouvera dans le tableau les résultats obtenus :
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FIGURE 6.1 — Schéma D2Q9

Ll w | en | ey | @ b g d el ky
0ol 4/9 | 0|0 49| o0 0 |—-2/3|-2/3| 0
101/36|—1| 1 |1/36|—1/12 | 1/12 | 1/12 | 1/12 | —1/4
19 |10 |1/9 | -1/3| 0 1/3 | -1/6| 1/4
1/36 | —1| —1|1/36 | —=1/12 | —=1/12 | 1/12 | 1/12 | 1/4
190 |-1]1/9] 0 | -1/3|-1/6]1/3| 0
1/36 | 1 | —-1[1/36| 1/12 | —1/12 | 1/12 | 1/12 | —1/4
19 10|19 1/3 0 1/3 | —=1/6| 0
/36 1 | 1 [1/36] 1/12 | 1/12 | 1/12 | 1/12 | 1/4
199101 ]1/9] 0 1/3 | =1/6| 1/3 | 0

o || | O = | W |

TABLE 6.1 — Tableau des principaux parametres

6.2 Etude de I’équation de Boltzmann linéarisée

Nous allons linéariser I’équation (6.33) par un développement de Taylor autour de la position
d’équilibre.
Les termes non linéaires (nl) contenus dans la fonction d’équilibre (6.32) sont :

him+1,n+ cy,p+ cyl)”l =
(pu + (X Cajihj)”
(p+ (2 7))

e N (v + (2 Cylhl)2 _ 2
e G ey

(P + (X5 carl) (PO + (X5, chu))

(P + (X))

di|

+ k|

On écrit la linéarisation :
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hi(m 4+ 1,n + ¢y, p + ¢y

(p+2, 1)

+€li (pv + Zj Cyjfal')2 _ o d ) (pu+ (3 caln) (v + (2, cyilu)) e
(p+ 25 f7) o (p+ 2 f7) P

Ui 0 U i Cxj : ?
)nl lin dl {(p Z] Jf]) /377/2}
5=t

of]
(6.35)

On obtient pour I'équation linéarisée :

lin

hi(m+1,n+ cu,p+cy)’ =
(1 —w)hy(m,n,p) + wla Zhj + by Zcxjhj + ¢ chjhj

J J J
+dy (20) ) cajhy — ) + €0 (20 ) eyihy) — D7) + ki (D) cajhy + W) ¢y5h; — uv)]  (6.36)
j j j j

6.3 Ondes résonantes sur 2 modes

6.3.1 Développement des équations de collision

Nous examinerons cette configuration moins sensible que celle, résonante a 1 mode et pose-
rons :

h(m,n,p) = [Af(m)e™™? + A7*(m)e™""™/* + Bf (m)e™"]
X [A%’(m)eip”/2 + A%’*(m)e_“’”/2 + Bly(m)eip”] (6.37)

hi(m,n,p) = [Af(m)e™™? + AP*(m)e™""™* + B (m)e™]
X [Af(m)eim/2 + A?*(771)(3_”””/2 + Bly(m)eim] (6.38)

En examinant les différents produits des 2 expressions mono-dimensionnelles entre crochets,
on obtiendrait pour h;(m,n,p) la quantité bi-dimensionnelle de la forme suivante :

hl(manap) =
Al(m)ei(n+p)w/2 + Bl(m)ei(nfp)fr/Z + Cl(m)ei(n+2p)7r/2 + Dl(m)ei(2n+p)7r/2 + El(m)ei(ner)ﬂ
+A7(m)€—i(n+p)7r/2 + Bl*(m)e—i(n—p)wﬂ +Cl*(m)€—i(n+2p7r/2 +D;<(m)e—i(2n+pw/2 (639)
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On se rend compte que cette expression n’est pas symétrique en n et p, du fait du facteur
By(m)e"Pm/2 - B (m) e~ n=p)m/2,
En effet en posant B; = By +iB}, on obtient : 2(B cos (n — p) — B} sin (n — p)) non symétrique
en n et p avec le changement de signe du sin (n — p) entre (n — p) et (p — n).

On a alors cherché une forme symétrique.
On remarque que :

el (P2 _ilntp=20)7/2 _ (1P ilntp)m/2 (6.40)
= CnmnmpIm/2  (_q)nemilnp)n/2 (6.41)
GIP=m/2 _gilntp=2n)n/2 _ (_1yngilntp)n/2 (6.42)
i (il (6.43)

On retient la forme parfaitement symétrique suivante, qui de plus diminue le degré des
équations linéaires a résoudre, en supprimant les inconnues B; :

pi(n—p)m/2 25((—1)’76’(”“’)”/2 + (—1) e innIm/2) (6.44)
) 1 ) )
ez(pfn)Tr/Q 25((_1>n€z(n+p)n/2 + (_1>Pe*1(n+P)”/2) (645)

On a donc seulement pour hy;(m, n, p) et respectivement hy(m+1, n+cyy, p+c,) les expressions
suivantes :

hl (m’ n,p) _ Al(m)ei(n-i-p)ﬂ'/Q + Cl (m)ei(n+2p)7r/2 + Dl (m)ei(2n+p)7r/2
+ Azk(m)e—i(n+p)7r/2 + Cl*<m)€—i(n+2p)7r/2 + Dl*(m)e—i(Qn+p)7r/2 + El<m)€i(n+p)7r (646)

hi(m+1,n+ cu,p+cy) =
Al(m + 1)€i(n+czl+p+cyl)7r/2 + C’l(m + 1)ei(n+czl+2p+2cyl)7r/2 + Dl(m + 1)6i(2n+2czl+p+cyl)7r/2
+ Azk(m + 1)e—i(n+czl+P+0y1)W/2 + C’l*(m + l)e—i((n+cmz+2p+20yz)7r/2
+ Dl*(m + 1)6—i(2n+2czl+p+cyl)7r/2
+ Ej(m + 1)eftmteatrreant (6 47)
On simplifie 'écriture pour ne pas trop allonger I’équation. On écrira c.c. pour I’ensemble
des expressions conjuguées, et A; pour A;(m), on conservera A;(m + 1) qui sont les inconnues

du systeme.

Soit les équations :

hl(m,n,p) _ Alei(n+p)7r/2 + Clei(n+2p)7r/2 + Dlei(2n+p)7r/2 + e + Elei(n-i-p)w
(6.48)
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hi(m 4+ 1,n + ¢y, p+ cy) =
Al(m + 1)ez‘(n+cxl+p+cyl)7r/2 + Cl(m + 1)€i(n+0xl+2]3+20y1)7r/2 + Dl(m + l)ei(2n+2cxl+p+cyl)7r/2 +ec

+ Ej(m + 1)elmteatptat (6 49)

On remplace les termes hy(m,n,p) de (6.48) et hy(m + 1,n + ¢y, p + ¢y) de (6.49) dans
I'équation (6.33), avec les simplifications d’écriture précédentes :

Al(m + 1)ei(n+c;cz+p+cyl)7r/2 + Cl(m + 1)6i(n+cxl+2p+2cyl)7r/2
+ D[(m + 1)61(2n+2cml+p+cyl)ﬂ'/2 + e+ El(m + 1)ei(n+czl+p+cyl)7r
_ (1 o w)(Alei(n+p)7r/2 + Clei(n+2p)7r/2 + Dlei(2n+p)7r/2 +c.c + Elei(n+p)7r)
+ W[(ll (Z(Ajei(n-i-p)ﬂ/Z + Cjei(n+2p)7r/2 + Djei(2n+p)7r/2 +coc + Ejei(n+p)7r)
J

+ bl(Z ij<Aj6i(n+p)7r/2 + Cjei(n+2p)7r/2 + Djei(2n+p)7r/2 + e + Ejei(n-i-p)w))
J

+ Cl(z Cyj (Ajei(n+p)7r/2 + Cjei(n+2p)7r/2 + Djei(2n+p)7r/2 +ce. + Ejei(n+p)7r))

J
(P + 3 Caj (Ag @02 4 Oyl 2072 4 Dt CranTl2 4 e e 4 Byel(ntoIT) )2

(p+ Zj(Aj@i("ﬂ’)”/Q + Cjetn+20)m/2 4 D, etn+p)m/2 4 .. + Ejetn+p)T))
(m_i_ Zj Cyj(Ajei(n+p)7r/2 + Cjei(n+2p)7r/2 + Djei(2n+p)7r/2 +coe + Ejei(n+p)7r)>2
0 + (A.eitn+p)m/2 o (O piln+2p)7/2 1 D) pi(2n+p)7/2 | ¢ 0 1+ F.eilntp)m

P j\ A5 J J J
+ k[ ( (P + 3, coj(Aje! DT 4 Cyel 2R 4 Dl G2 e Eyel(PIT)
l (5 + Zj (Ajei(n+p)7r/2 + Cjei(n+2p)7r/2 + Djei(2n+p)7r/2 + c.c. + Ejei(ner)ﬂ)
% (p_l) + chj (Ajei(n+p)7r/2 + Cjez‘(n+2p)w/2 + Djei(2n+p)7r/2 +ce + Ejei(n+p)w))]
J

+ d,

+61

— w(dipu® + e,pv* + k;puv) (6.50)

On ramene 'équation (6.50) au méme dénominateur :

(p+ Z(Ajei("“')”/2 + Gyl tIT2 Dt G2 o e e g BetnteT) (6.51)
J

On aura dans cette équation, seulement des expressions de produit, de la forme ci dessous :

(Alei(n+p)7r/2 + Olei(n+2p)7r/2 + Dlei(2n+p)7r/2 +ecc + Elei(n-i-p)w)
X (Azei(n+p)7r/2 + C2€i(n+2p)7r/2 + D26i(2n+p)7r/2 + e + E2€z‘(n+p)7r) (652)

Le tableau suivant montre les résonances entre modes obtenus.
La notation X, X, signifie simplement 2 quantités 1 et 2 différentes, facteurs du mode X cor-

respondant, elle est sans relation avec le 1 (I = 1,9) des X; de I'équation (6.50)).
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On utilisera les formules suivantes pour fermer les équations sur les modes (n+ p)r/2, —(n+
p)m/2, (n + 2p)/2, —(n + 2p)7/2, (2n + p)7/2, —(2n + p)7/2, (n + p).
On rappelle que :

T T (6.53
P — P (6.54)

1 , ;
i (n—p)r/2 5((_1)Jﬂez(n+p)7r/2 + (_1)"6—2("+P)”/2) (6.55)
el(p*’ﬂ,)ﬂ'/? 25((_1>n€z(n+p)7r/2 + (_DPG*Z(”ﬂD)W/Q) (656)

On transforme les expressions suivantes :

e'mr/Z :(_1)1061?71'6”71'/2 — (_1)pe(n+2p)ﬂ'/2 (657)
e =(—1)PePTen™ = (—1)PentPIm (6.58)
oP/2 :(_1)nemr€p7r/2 - (_1)”€(P+2")7T/2 (6.59)
eP™ =(—1)"e"meP™ = (1) e PIm (6.60)
On opere la méme transformation pour les quantités conjuguées.
De plus on a :
1 :(_1)nen7r(_1)pep7r _ (_1)(n+p)€(n+p)7r (661)
On a donc le systeme linéaire suivant entre le pas m + 1 et le pas m :

avec les inconnues X;(m+1) = Aj(m+1), Af(m+1), Ci(m+1),Cf(m+1), D/(m+1), D (m+
1), El(m + 1)

Pour poursuivre simplement cette étude en 2D, nous allons développer le processus permet-
tant d” obtenir la premiere équation, facteur du premier mode (n+p)7/2, en portant en couleur
grise les cellules ou I'on retrouve ce mode, puis on identifiera les différentes quantités A; et A
intervenant dans les produits A; x A, facteur de e™*P)7/2 (tableau 6.2).

Mais on ne développera pas 1’équation plus complexe (au moins plus longue) du dernier mode
(n + p) issue des cellules ot on a porté la couleur verte.

On montre que la somme des termes grisés est égale, compte tenu des expressions de (6.57)

et (6.61) ou I'on retrouve des termes facteur de e(+P)7/2

PTR[(AT)(Ea) + (CF)(D3) + (DY)(C3) + (E1)(A3) (6.63)
+%((—1)"(Cl)(D§) + (=1"(CT)(D2) + (=1)P(D1)(C3) + (=1)"(DT)(C))] (6.64)
L’équation (6.50) se compose de 7 termes, le premier terme comporte les inconnues :A;(m +

1),Af(m+1),C(m+1),Ci(m+1),Dy(m+1),Df(m+ 1), E;(m + 1) au pas m + 1, la somme
des 6 autres termes constitue le second membre du systeme linéaire au pas m :
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Ay Az Ch Cy D, Dy Ey
e(n+p)m/2 e~ (ntp)m/2 | o(nt2p)w/2 | o—(n+2p)7/2 | o(2n4p)T/2 | o—(2ntp)w/2 | o(ntp)T
Ay | entp)m/2 e(n+p)m 1 e—(2ntp)m/2 | o—p7/2 e~ (n+2p)m/2 | o—nm/2 e~ (ntp)m/2
A e—(nt+p)m/2 | q e(n+p)T eP™/2 e@ntp)m/2 | onm/2 e(n+2p)m/2 | o(ntp)m/2
O,y | e t20)m/2 | o=@ntp)m/2 | cpm/2 enm 1 e—(ntp)m/2 | o(=ntp)m/2 | o—nm/2
Cs e—(n+2p)7/2 | —p7/2 e@n+p)m/2 | q e e(n—p)m/2 e(n+p)m/2 enm/2
Dy | e@nip)m/2 | o= (nt2p)7/2 | on/2 e—(n+p)m/2 | o(n—p)m/2 ebm 1 e Pm/2
D3 e—(@n+p)T/2 | p—nw/2 e(n+2p)m/2 | o(=ntp)m/2 | (nt+p)m/2 1 eb ep/2
Ey | entp)m e—(ntp)w/2 | o(ntp)w/2 | —nm/2 /2 e PT/2 eb™/2 1

TABLE 6.2 — Produit des facteurs X; x X;

_ Al(m + 1)ei(n+czl+p+cyl)7r/2 + C’l(m + 1)ei(n+czl+2p+2cyl)7r/2
+ Dl(m + 1)6z‘(2n+2c:zz+p+cyz)7r/2 T e+ El(m + 1>€z‘(n+czl+p+cyl)7r
% (ﬁ+ (Z(Ajei(n+p)7r/2 + Cjei(n+2p)7r/2 + Djei(2n+p)7r/2 +ce + Ejei(n+p)7r)) _

J
+ (1 o w) (Alei(n+p)7r/2 + Clez‘(n+2p)7r/2 + Dlei(2n+p)7r/2 +ecc + Elei(n+p)7r)
% (ﬁ“‘ (Z(Ajei(n-i-p)ﬂ-/Q + Cjei(n+2p)ﬂ-/2 + Djei(2n+p)7r/2 +ce + Ejei(n+p)7r))
J

+ w[al(Z<Aj6i(n+p)ﬂ-/2 + Cjei(n+2p)ﬂ/2 + Djei(2n+p)7r/2 +ece + Ejei(n-i-p)ﬂ-)
J

+ bl (Z ij(Ajei(n+p)ﬂ/2 + Cjei(n+2p)ﬂ/2 + Djei(2n+p)7r/2 +ece + Ejei(n-i-p)ﬂ-))
J

+ CI(Z Cyj(Ajei(n+p)7r/2 + Cjei(n+2p)7r/2 + Djei(2n+p)7r/2 +ece + Ejei(n-i-p)ﬂ-))]
J

% (ﬁ“‘ (Z(Ajei(ner)fr/Z + Cjei(n+2p)ﬂ-/2 + Djei(2n+p)7r/2 +ce + Ejei(nﬂ?)w))

J

+ w[dl(p_u + Z Caj (Ajei(n+p)7r/2 + Cjei(n+2p)7r/2 + Djei(2n+p)ﬂ-/2 +ece + Ejei(ner)fr)Z]
J

+ wl+e(pv + Z Cyi (AT CLetnt2m/2  p oiCntIT/2 oo e g Blet P
J

(6] + w[+k([(pu + Z Coj (A" PN o CLe T2/ | D elCnERIT/2 4 ¢ 4 et ntIT
J
% (p_U + chj (Ajei(n+p)7r/2 + Cjei(n+2p)7r/2 + Djei(2n+p)7r/2 +ee + Ejei(n+p)7r]
J

— w(dipi® + e,pv? + ki puv)
x (p+ (Z(Ajei(”+p)”/2 + Ol D2 4 e ey B TPTY)(6.65)

J

Développons le terme facteur de e™*?™2 du [1]| de (6.65), en utilisant (6.63) dont les
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termes (A1)7(AT)v(Ol)’(Cf)a(D1)>(DT)7(E1>7(AQ)a(A;)>(02)7(05)7(D2)7(D;)a(E2) sont res-

pectivement :

i(cprtey)m/2 (A*) Azk (m + 1)e*i(czz+cyl)ﬂ/2

(A1) =A;(m + 1)e

(Ch) =Ci(m + 1)l t2a0m2 (CF) = Cf (m + 1)e” et/
(D) =Dy(m + 1)e'Geatten)™/2 (D¥) = D (m + 1) (2ot teu)m/2
(E1) =Ei(m + 1)eicrten)

Ag) :Z<Aj>’ (A3) = Z(A}‘)

(C2) :Z@')’ (C5) = Z(C;‘)

(D) =) (D;), (D3) = Z(D}‘)

Le premier terme Hy;X;(m + 1) s’écrit :

HyX;(m+1) = pe’(c e ™2 A (m + 1)

(Al (m +1 Z(c 1+cyi 7T/2) Z Cl m + 1) z(cml+20yl)7r/2)(Z(D;<))
+ (Df (m + 1)eCerten ”/2)(2( 1) + (Ei(m + 1)elcrten )(Z(A*))
+ %((—1)"(@(7% 1)/t t2anm2) (3 (DF)) + (=1 (CF (m + 1)e 20 ™2) (3 (D))

J J
*

+ (~)P(Di(m + 1) Certeam2) (3 (CF) + (=1)"(Dff (m + L~ et an™) (3 (Cy))) - (6.75)

J J

Regroupons les différentes inconnues A;, Af, Cy, C; Dy, D}, E -

B +1) = L+ D] [+ D] ) )
+[Gilm + 1)][%((—1>”e“c“*2%”“/2)(;(D}‘))]
[+ D]l oy (30 + %(—wp)(;wm)]
+[Di(m + 1)][%<—1>pe"<2%l+%>“/2>@(0;“))]

+ [Df (m + D)][(e7 Eeranm2) (3 (CF) + %(—1)"(2(@)))]

J

+ [Ex(m + 1] [’ (3 (AF)] - (6.76)

J
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On reconnait la symétrie complete entre x | y.

Nous ne développerons pas le terme z1(m) qui est donc la somme de 6 produits de ce type
soit quelques 20 lignes pour une seule équation. On remarquera cependant les particularités
suivantes :

Dans [4|et |5|on a un carré de type :

[(p—u + Z Caj (Ajei(n+p)7r/2 + C«jei(n+2p)7r/2 + Djei(2n+p)7r/2 +ece + Ejei(n+p)7r)2] (677)
J

Avec |4 |les 3 termes suivants :

Le premier terme pu? s’annule avec un terme du développement de .
Le second terme est un carré, donc on peut utiliser le calcul précédent avec des indices 1 et 2
identiques.
Le troisieme terme est le produit :

QpU(Z Coj (A P2 o CLetT2IT/2 | D eiCnERIT/2 4 o e 4 FletnteIT) (6.78)
J
Pour [5] on remplace (X, ¢z;), pu par (3 ¢y;), pv.
Dans @ on a un dévelopement du méme type, le deuxieme terme carré étant remplacé par
un produit en (35 ¢zj) x (25 ¢y)-
Dans | 7| on a un produit simple :

(dipu® + e;pv* + ki puv)
x (p+ Z(Ajei(”+p)”/2 + Oyl D2 4 e ey B TPTY)(6.79)
J

6.3.2 Equations de transport

Comme dans les équations précédentes, non développées mais montrées a travers les cellules
vertes et grises, on a des termes en (—1)"(cellule AyCY), (—1)P(cellule Ay DY), (—1)"*P(cellulesl),
donc des résultats différents suivant la parité de n,p,n + p comme le montre le petit tableau
limité a 4 x 4 cellules.

Si on note dans une méme formulation la parité ( I=impair et P=pair) pour n, p,n + p, on
obtient 4 types de schémas IIP, PII,IPI, PPP et le transport de m en m + 1 va modifier,
suivant les directions des vitesses, le type.

La figure (6.3) montre le transport entre m et m + 1 des différentes fonctions h;(n, p).

Il nous reste a examiner les conditions aux frontieres et les conditions initiales :

6.3.3 Conditions aux frontieres

Nous reprendrons des conditions périodiques aux frontieres x et y semblables au 1D.

6.3.4 Conditions initiales

Ce probleme déja complexe en 1 D, se pose avec encore plus d” acuité en 2D. L’idéal (ce
qui n’était pas possible en 1D) serait de se rapprocher de conditions initiales connues, mais la
décomposition sur les modes 7/2 et 7 ajoute une difficulté supplémentaire.
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1\1/P |PII |IIP |PII

AT s~ T I B B

2
3| IIP | PII |IIP |PII
4

=
Dout] 4aut 30ut

1in 8i'rL 7in

2 6out 2in

in |2
Oin,out in [“out

7out 8out 1 out

>

1 2 3 4 n

FIGURE 6.3 — Transport entre m et m + 1 des différentes fonctions hy(n, p)

Initialisation sur h;(0,n)

On doit donc initialiser les amplitudes de A4,(0), C;(0), Dy, E;(0).

hi(0,n,p) = A;(0) P2 1 Cy(0)e!F2m/2 L Dy(0)e! P2 4 e e 4+ By (0)e™ P (6.80)

On reprendra le modele d’ initialisation utilisé pour I’équation de Burgers :

Xl(O,TL) = O'l<1 + Z) (681)

Suivant les valeurs de o; pour [ = 1,9, on favorise différentes initialisations physiques. On
choisira l'initialisation suivante o; = o, V[ correspond a :
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hi(0,m,p) = o (1 + ) [eHP2 4 (int2P)m/2 y piCntnm/2 4 o]y getntpT (6.82)
Z hi(0,m,p) = 9o[((1 + 4) (" HPIT/2 4 gilnt2p)m/2 | piC@napim/2) 4 oy 4 ointp)m] (6.83)
I

(p) =D h(0,n) #0 (6.84)
]
(pu)' = eahi(0,m,p) =0 (6.85)
(pv)’ 220ylhl(0, n,p) =0 (6.86)
—ﬂzl] hi(0,n, p)
u'(0,n,p) gFan Zl] H(0 ) (6.87)
—ﬁzl] h,n,p)
v'(0,n,p) :ﬁ - Zl] h(0 ) (6.88)

| ul(07n7p) | maz=
—9012[((1 + i)(ei(n+p)7r/2 + ei(n+2p)7r/2 + 6i(2n+p)7r/2) + C.C.) + 6i(n+p)ﬂ']
(L= 90[((1 + i)(emDIn2 ¢ it 2pn/2 | GCtpIn/2) | c.c.) 1 cinpin]

(6.89)
pourn=1,4etp=14:

630U
—1+ 630

[0.0,0) = | (6.90)
obtenu pourn =1, p=4oun=4,p=1.

La figure (6.4) montre la carte de stabilité avec la condition d’initialisation choisie et avec
u#0,v=0.

On notera que cette configuration a été obtenue pour ( 500At), donc bien inférieur aux 2000A¢
en 1D. Cette carte étant stable depuis 200At¢, nous n’avons pas été au dela

On a également vérifié que la condition symétrique en y soit © = 0,9 # 0 donne exactement
la méme carte : figure (6.5) En modifiant 1égérement la conditions initiale sur hy = —h;, on
obtient la figure (6.6) proche des précédentes.

Il est bien évident que de tres nombreuses autres combinaisons différentes sur o; et o)/
peuvent étre obtenues, correspondant ou non a des situations physiques, en particulier en jouant
sur les 2 directions.

On aurait pu imaginer de passer de l'initialisation de h;(0,n,p) a celle de u/(0,n,p) et
(ou) v'(0,n,p) comme pour I’étude précédente monodimensionnelle. Le nombre d’inconnues
s’éleverait a 63 avec des hypotheses plausibles a poser comme :

1. 0; = o pour tout j.

2. les facteurs de (—1)" ne dépendent pas de n, les facteurs de (—1)? ne dépendent pas de p,
les facteurs de (—1)"*? ne dépendent pas de n+ p c.a.d les initialisations des A;, Cy, Dy, E
ne dépendent pas de n,p,n + p, mais I'annulation de tous ces facteurs aboutit a des
incompatibilités ou a mettre nul certains de ces facteurs.
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STABILITE EQUATION DE BOLTZMARMN 20vaves itrace= 500 o= 16 myv= 16, initialisation Hl id

a0

T

1]

zigrrea 0-1 par 0.025
e o
f=] L=

[
=

20

1 1 1
2 4 B i 11 12 14 16 18 20
ubar 0-0.125 par 0.00623

FIGURE 6.4 — Carte de stabilité avec les hl initiaux tous égaux,
u=1[0,0.125],0 = 0,0 = [0,1], Jx = 16, Jy = 16,w = 1.85,t = 500At

il

T

i1

50

410

zigrna -1 par0.025

20

| 1
2 % B g 11 12 14 16 18 20
whar 0-0.125 par 0.00625

F1GURE 6.5 — Carte de stabilité avec les hl initiaux tous égaux,
u=0,0=10,0.125],0 = [0,1], Jx = 16, Jy = 16,w = 1.85,t = 500A¢

3. E; = o pour tout j.

On a estimé que compte tenu :
— du choix un peu aléatoire des hypotheses supplémentaires.
— des instabilités importantes obtenues, pour des temps plus courts, de la premiere initia-

lisation.
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— de la difficulté de gérer les h; avec composantes de vitesses en x et en y, méme dans la

situation v = 0.
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STABILITE EQUATIONDE BOLTZMARN 20 aves itrmax=500 = 16,ny= 16,vbar=10_ initialisation H-HI id
1]

T

1]

zigrrea 0-1 par 0.025
e o
f=] L=

[
=

20

1
2 4 B i 11 12 14 16 18 20
ubar 0-0.125 par 0.00623

FIGURE 6.6 — Carte de stabilité avec les hl initiaux tous égaux sauf h3=-hl,
u=0,0=10,0.125],0 = [0,1], Jx = 16, Jy = 16,w = 1.85,t = 500At

il était prudent, sans tomber sur du pur aléatoire, de ne pas poursuivre ce type d’initialisation.



Conclusion

Nous avons montré 'intérét de la méthode de Boltzmann sur réseau pour les applications
industrielles ferroviaires. L’objet principal de cette these était d’inventorier analytiquement la
stabilité ou l'instabilité numérique des solutions obtenues par cette méthode. Pour ce faire sim-
plement, nous avons voulu travailler en une dimension, d'une part pour recouvrer en partie les
diverses études d’ instabilité de 1" équation de Burgers, et en particulier de pouvoir observer
d’éventuelles focalisations dans des zones dites stables et d’autre part pour initier analytique-
ment une application de la méthode des ondes résonantes au systeme ”vectoriel” obtenu dans
la méthode de Boltzmann sur réseau.

Nous avons développé, en détail, la méthode de Boltzmann sur un réseau D1Q3, en iso-
therme. Nous avons retrouvé les équations de Navier Stokes isothermes correspondantes.

Nous avons décomposé les parametres de cet écoulement en une part stationnaire mono-
tone porteuse et une part fluctuante perturbée. Nous avons étudié, dans une premiere partie,
la stabilité linéaire modale de cette fluctuation des équations de Boltzmann sur réseau, par
la méthode de Von Neumann en ondes planes, de nombre d’onde k. Nous avons fourni une
carte "3D” des modes en fonction du nombre d’onde k et de la vitesse de 1’écoulement porteur
u. Nous avons obtenu les parametres critiques au dela desquels les solutions sont amplifiés et
deviennent instables, comme @ = (1 — 1/4/3) = 0.422 dont nous retrouvons la présence sur les
cartes d’'instabilité non linéaire établies en ondes résonantes 1 mode 27/3 et 2 modes 7/2, 7.

Dans une seconde partie, nous avons appliqué la méthode des ondes résonantes pour obtenir
des solutions exactes du systeme non linéaire des équations de Boltzmann. Elle a été effectuée
avec 1 mode résonant et 2 modes résonants. Le principal probleme rencontré a été la définition
des conditions initiales. Nous avons montré plusieurs types d’initialisation utilisant :

— soit les fonctions de distribution f(z,1),

— soit la vitesse de la perturbation u/(z,t),

— soit les fonctions d’équilibre f{4(x,1),.

Les différentes cartes obtenues avec ces différents types d’initialisation sont de nature voisine a
une exception pres.

En effet, I’ observation principale reste la différence de forme de la carte de stabilité, en particu-
lier a 2 modes résonants, correspondant a l'initialisation plus naturelle par la vitesse perturbée
de Iécoulement u'(x,t).

Nous avons ensuite, avec ’adjonction de modes de sideband, d’amplitude initiale extrémement
faible, tenté de déclencher des focalisations ( méme s’il semble fort que, dans 1'équation de Bur-
gers, le schéma de discrétisation leapfrog en soit la cause, plutot que les modes de sideband ).
Nous avons développé les systemes linéaires avec 1’adjonction de ces modes pour analyser une
éventuelle focalisation. Celle ci n’a été obtenue dans aucune situation.

Avec 1 mode résonant, les modes de sideband ont développé, quelque soit 'initialisation, une
instabilité inconditionnelle.

Alors que, avec 2 modes résonants, la carte d’ instabilité calculée avec l'initialisation sur la
vitesse de la perturbation n’a presque pas été affectée.
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Nous nous sommes penchés dans une troisieme partie sur la non normalité des opérateurs
différentiels linéarisés. Nous avons rappelé sur un exemple modele 'effet de cette non normalité
sur 'existence de croissances transitoires pour certaines conditions initiales.

Nous avons donc établi le caractere non normal des systemes linéarisés issus des équations
de Boltzmann sur réseau. Nous avons montré un paysage de croissances transitoires dont I’am-
plitude de I'amplification fonction de @ et de t peut atteindre 15 pour des temps courts.

Nous avons développé une méthode pour optimiser les amplifications, en non linéaire, a
partir des équations de Boltzmann sur réseau en ondes résonantes a 2 modes. Cette méthode
d’optimisation d’une fonction, basée sur la différentiation d’ une fonctionnelle de Lagrange,
permet de définir les équations de Boltzmann adjointes. A partir des travaux de Vergnaut [12]
et Tékitek[13], nous avons calculé les parametres définissant les équations adjointes en 1D. La
fonction a optimiser correspondait a l'amplification de 1’énergie des fonctions de distribution.
Des cartes 7 3D 7 de cette amplification fonction du nombre de pas d’optimisation et du champ
de vitesse porteur ont été obtenues. Elle montre les amplifications au temps 1" et les amplifica-
tions maximales obtenues sur I'espace de temps [0, 7], moins importantes qu’en linéaire.

En derniere partie, compte tenu de la réussite de la méthode des ondes résonantes en 1D,
nous l'avons appliquée a un réseau a 2 dimensions : le réseau bien connu D2Q9. Les systemes
d’équations ( de quelque demi-page chacune) ont été calculés analytiquement. Des cartes d’in-
stabilité ont été obtenues, malgré I'accroissement potentiel, avec les 2 directions, du nombre et
de la longueur des équations aisi que du nombre de conditions initiales. Celles ci ont néammoins
validées par des calculs symétriques en u et v produisant des cartes d’instabilité identiques.

Nous avons pu a travers ce travail entrer dans plusieurs nouveaux mondes : le monde mer-
veilleux de Boltzmann, celui plus terre a terre des instabilités numériques ; le monde mystérieux
de 'entropie et celui du désordre. Nous avons franchi le monde filaire, dépassé celui des cartes
en noir et blanc, pour évoluer dans le monde 3D coloré de monts et de collines. Nous avons
fréquenté le monde non-normal ou des paysages de croissances transitoires se sont présentés a
nous.

Puis nous sommes entrés dans le monde des équations de Boltzmann en 2D, celui du 3D nous
paraissant hors de portée vis a vis de la longueur des équations et de la probabilité non nulle
d’erreurs.

Par rapport a ce que nous avons présenté en introduction sur la simulation d’écoulements
autour d’ un TGV, le lecteur se posera la question suivante. Quelle est la liaison entre ces
beaux calculs et les travaux présentés ici. A quoi peuvent servir ces études qui en paraissent
fort éloignées ?

Nous répondrons simplement que nous pensons a notre modeste place avoir montré :

— que la méthode de Boltzmann sur réseau est devenue un outil puissant, déja adulte.

— que la discrétisation de I’ espace et du temps n’est pas innocente en terme de stabilité
numérique.

— que la méthode des ondes résonantes, permettant d’obtenir des solutions exactes non
linéaires, et utilisée pour les hautes énergies peut s’appliquer a la méthode de Boltzmann
sur réseatl.

— que les opérateurs de phénomenes hydrodynamiques présentés en introduction sont pour
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la plupart non normaux.
— que, en conséquence de cette non normalité, des croissances transitoires en temps courts
peuvent se produire.
— que des méthodes d’optimisation utilisant les modes adjoints peuvent étre développées.
C’est déja beaucoup, au moins pour le rédacteur de ces travaux!

Perspectives

Si on estime que ces travaux puissent étre utiles, on peut entrevoir plusieurs perspectives
de développement :
— Examiner I'usage des modes résonants pour mieux définir les conditions de stabilité,
— Tenter en 2D de définir des conditions initiales plus représentatives de phénomenes phy-
siques, comme celles d'un champ porteur moyen cisaillé, une couche limite par exemple,
— Développer la méthode de controle présentée ( ou le principe de méthode) qui utilise les
équations adjointes, pour augmenter ou réduire les amplifications.
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ANNEXE A I

Différences finies avec schéma leapirog

Considérons I’équation non linéaire, non visqueuse de Burgers :

ou ou

— 4+ u— =20 Al
ot ox (A1)
dont la solution générale exacte est :
u= f(x —ut) (A.2)
[ étant une fonction arbitraire. (A.3)

Décomposons comme précédemment u en v’ + @ avec @ écoulement uniforme constant.
L’équation (A.1) devient :

ou’ ou’
— "+ = A4
P + (v’ + u) o 0 (A.4)

Discrétisons les dérivées par rapport au temps et a 1’espace par le schéma leapfrog. On peut
rappeler que ce schéma dérive des 2 développements de Taylor suivants :

ou  (Ax)?d*u

u(r + Az, t) = u(zr) + AQZ% o e (A.5)
ou  (Az)? d*u
u(z — Ax,t) = u(x) — Ax% +— pre (A.6)
Soit, en soustrayant ces 2 équations :
ou 5
u(r + Az, t) —u(zx — Ax,t) = 2Axa— + O(Ax) (A7)
x
La dérivée par rapport a t est obtenue de la méme facon :
u(z,t + At) —u(z,t — At) = 2Até:—? + O(At)? (A.8)
0

Nous étudierons le comportement linéaire de 1’équation (A.1). On supprimera pour simplifier
les (7):

ou _oOu
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Nous allons analyser la stabilité du schéma leapfrog [14] par rapport a I’équation d’oscillation
suivante :

v
i iwV (A.10)

On ramene 1'équation (A.9) a cette équation d’oscillation en posant :

u = et (A.11)
L’équation (A.9) devient :

ow o
Fn +ikUu =0 (A.12)

En posant w = —ku, on retrouve ’équation d’oscillation dont nous allons examiner le
comportement par rapport au schéma leapfrog. ( Nous garderons la variable V' pour cette
analyse).

La solution générale de (A.10) est :

V(t) = V(0)e™" (A.13)

Pour les valeurs discrétisées du temps ¢ = nAt :

V(nAt) = V" = V(0)e™! (A.14)

On a donc successivement :

4RI VAL VAR S VAl (A.15)
On retrouve alors le schéma en posant :
Vot vl = 2i0AtV = 2ipV ™ et p = wAt, (A.16)

En mettant en facteur V"1, on peut résoudre 1'équation suivante :

N —2iph—1=0 (A.17)
dont les 2 racines sont :

(A.18)
M= VTP 4 ip (A.19)
Ao =+/1—p2—ip (A.20)
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Si une solution de la forme V"1 = A\V™ doit représenter une approximation de la solution
vraie, alors nous devrons avoir A — 1 quand At — 0.

Pour les 2 solutions quand p = wAt — 0, la premiere solution est bien physique A\; — 1, alors
que la seconde solution est une solution numérique parasite sans sens physique, car Ay — —1.

Puisqu’on a une solution linéaire, la solution sera en fait une combinaison linéaire des 2
solutions :

V= a\ "V + A"V (A.21)

On trouve les valeurs de a et b avec les conditions initiales décomposées sur ces 2 modes :

VO =aV + b1y (A.22)
VE=a\ VP + bV (A.23)
On trouve en définitive :
1
V= SV A"V = 2V0) = X (V= A\ V0)) (A.24)
1 — A\2

Les amplitudes des modes physiques et de calcul sont donc proportionnelles respectivement

|V = XV V= VO (A.25)

On voit ainsi 'importance du choix des conditions initiales, car on comprend bien I'influence
néfaste du mode parasite, en particulier son role dans le processus de focalisation.(chapitre 2)
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ANNEXE B I

Méthode des échelles multiples

On va résoudre le systeme suivant par la méthode des échelles multiples :

Ay + iwA; + iw(agh* et — 20k ALe™!) = 0 (B.1)
Ay + iwAy + iw(agbe ™t — 20k A¥e™!) = 0
b+ 2iQb — iQ(af Ase™ + apgAte ™) =0
Puisque w » 1, on peut introduire un temps rapide 1" = wt et un temps lent 7 = Qt.
On pose :
Q
- = B.2
= - (B.2)
(B.3)

Le temps lent devient : 7 = wet.

On peut avec cette décomposition temporelle écrire la dérivée par rapport au temps sous la
forme :

2 _,0 qf
ot Yor T or
0 0

w(a—T + 68_7') (B.4)

On décompose les amplitudes suivant les 2 temps : T et 7.

Ay = AYT,7) + eAN(T, 7) (B.5)
Ay = AYT,7) + eAY(T, 7)
b = bg (T, 7') + €b1 (T, T)

En portant la décomposition précédente et celle de la dérivée (B.4) dans les équations (B.1),
et en égalant les termes a l'ordre €°, le systeme (B.1) devient :

aiTA(l)(T, 7) + i ANT, 7) +i(aobi (T, 7)e™ ™ — 2 AY (T, 7)e™) = 0 (B.6)
%AQ(T, T) + iAg(T, T) + i(apbo(T, T)G_ZT — 2045‘A?*(T, T)eiT) =0

0

a_TbO (T, T) = O
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On va résoudre le systeme différentiel des 2 premieres équations précédentes par rapport au
temps 1" puisque la derniere équation se résoud facilement sous la forme by(T', 7) = by(7).
On prend la conjuguée de la premiere équation de (B.6) :

0

aTAO*(T 7) — i AV(T, 7) —i(akby(T)e™ — 200 AN (T, 7)e™™) =0 (B.7)

que on multiplie par iage :

2| ag PAYNT, 7) = i —=A (T, 7)e'T + af AV (T, 7)e'T + ai’by(7)e* T (B.8)

puis que 'on différencie par rapport au temps 71" :

2| ay | iAO(T T) = AO* (T, 7)e'T + i A% (T, 1)eT + 2iai’by(1)e* T (B.9)

2040 oT2

On multiplie la seconde équation de (B.6) par 2| ag |

0 .
2| \ AO(T ) + 20| g PAYT, 7) + 20| o [Paobo (T, 7)e™F — 4i| a |2t AV (T, 7)€ = 0
(B.10)

On remplace dans cette équation (B.10) les 2 premiers termes en AY(T,7) par leurs va-
leurs en termes de AY(T,7) a I'aide des équations (B.8) et (B.9), puis on conjugue I’équation
résultante.

Il vient alors I’équation différentielle du second ordre avec second membre suivante :

0? 0 .
ﬁA‘f* (T,7) — z’a—TA?*(T, )+ A%(T,7)(2 — 4] ag |?) = —(Bape™ T + 2022e¥)bE (1) (B.11)

On résoud d’abord cette équation sans second membre, en posant : AT, 7) = a;e*T que
I'on porte dans I’équation (B.11), dont les solutions sont celles de 1’équation du second degré :

XA+ 2-4 ) =0 (B.12)

Soit les racines :

1 1/2
Mz =51 £ (916 a0 [)"] (B.13)
La solution sans second membre s’écrit done :
AT, 7) = Oy(7)e™T + Cy(1)eT (B.14)

On cherche ensuite des solutions particulieres de I’équation avec second membre sous la
forme : AY(T,7) = Ble=?" et AY(T,7) = B2e*.
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En remplacant dans 1’équation (B.11) et en égalant les termes respectivement en e~*7 et
e? T on obtient :
3
Bl =—"2_p (B.15)
4| (&%) |
B2 — 0 4 (B.16)
205(] 0 '

On obtient pour le premier ordre les équations suivantes, apres avoir utilisé I’équation (B.8)
pour obtenir AY(T, 1) :

AT, 7) =Co()eNT 4 Cyfr)eeT 4 S0 i | OG0 air (B.17)
4] ap | 20
1+ A ) ; (1 + )\2) 3@0()0 4 Oé*b() ;
AO T, _( 1 C* z)\gT C* T + T 0 21T B.18
AT 7) =S5 O BTG ) T ST (B1s)
bo(T', 7) =bo(T) (B.19)
On examine le systeme (B.1) & 'ordre €' :
a 1 a 0 <11 . E3 1

(?TA (T, 1) + P —ANT,7) +iAL (T, 7) +i(aobi(T)e™ — 205 A3*(T, 7)) = 0 (B.20)
%AI(T T) + ;AO(T 7) + i AT, 7) + i(aobo(T)e™ — 205 AT*(T, 7)e™) = 0 (B.21)
a%bo(T 7) + 2ibo(7) — i(af AYT, 7)e™ + ag AV (T, 7)e ™) = 0 (B.22)

On restera a un ordre raisonnable et on posera pour poursuivre (chapitre 2) :

Ay = ANT,7) + O(e) (B.23)
Ay = AYT,7) + O(e) (B.24)
b= bo() (B.25)
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ANNEXE C I

Equation de Boltzmann

Nous donnerons d’abord "une” définition d'un gaz dilué en nous appuyant sur quelques
données "vertigineuses 7 en terme de puissances de 10.

C.1 Gaz dilué, ordres de grandeur des parametres

En reprenant la définition de [14], on considere un gaz ordinaire, suffisamment dilué pour
étre "presque parfait 7, constitué de molécules monoatomiques (appelées dorénavant parti-
cules). Les distances moyennes entre particules sont suffisamment grandes, pour que les forces
qu’elles exercent I'une sur 'autre soient négligées. Ces particules sont donc vues comme libres
et indépendantes.

Cependant les collisions qui redistribuent 1’énergie entre elles jouent un role essentiel dans
I’évolution du gaz vers I’équilibre. Les collisions considérées comme parfaitement élastiques
sont décrites par la mécanique classique.

On donnera quelques ordres de grandeur des parametres d’un tel gaz (hélium) dont le calcul
peut se faire simplement :

Le nombre de molécules N dans une mole de gaz occupant un volume V' de 22,4 litres est
de Navogadm ~ 6.1023.
La distance moyenne entre molécules voisines : d ~ 30A°.
La portée des forces intermoléculaires : pg ~ 3A°.
La vitesse d’agitation thermique des particules en mouvement permanent : v ~ 1000m/s.
Le libre parcours entre 2 collisions successives : 1,,, ~ 1500A°.
L’intervalle de temps entre 2 collisions successives : 7 ~ 107 10s.

Donc une molécule passe un temps de 7 ~ [,,/v entre 2 collisions, chacune des collisions
dure 75 ~ po/v.
La probabilité pour qu'une molécule soit en cours de collision est donc dans le rapport de ces
2 temps soit 2.1073.
Plusieurs simplifications sont tirées de ces données :

— On ne retiendra que des collisions binaires (cela expliquera la présence des seuls produits
quadratiques dans I’équation de Boltzmann).

— On considérera les collisions comme instantanées ( compte tenu des ordres de grandeur
respectifs des 2 échelles de temps, temps de collision 7 et temps entre collision 7 ) et
comme locales ( compte tenu des ordres de grandeur respectifs de [,,, et py ). Les 2
molécules entrant en collision se trouveront donc au méme point x et au méme instant ¢
(cela expliquera l'identité des parametres x et ¢ pour les 2 particules en collision).

— La derniere hypothese dite du chaos moléculaire est moins évidente. On considere,
compte tenu de ces différentes échelles d’espace et de temps, que les particules n’ont pas
la mémoire des collisions passées.
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On négligera ainsi les corrélations éventuelles entre leurs vitesses avant le choc :
La probabilité que 2 particules soient au méme point x, au méme instant ¢ avec des vitesses
respectives de vy et vo est égale a la probabilité que la particule 1 soit au point x, a " instant
t avec une vitesse vy x la probabilité que la particule 2 soit au point x, a 1’ instant ¢ avec une
vitesse vy ( ce qui explique les produits de probabilité décorrellés dans 1’équation de Boltzmann).

C.2 Fonction de répartition f(x,v,?)
Il est évident que 'on ne peut écrire autant d’équations qu’il y a de molécules.
On considérera le parametre statistique de base f(x,v,t) comme une fonction de répartition

définie ainsi :

f(x,v,t)dxdv est le nombre moyen de particules qui a I'instant ¢ se trouve dans le volume
dx autour du point x et possede la vitesse v dans le volume dv.

Cette fonction vérifie :

J J f(x,v,t)dxdv = N nombre total de particules (C.1)
Dans la littérature on utilise souvent f(x,p,t)dxdp ou p = mv est U'impulsion. et m la

masse de la particule. En égalant le nombre de particules N dans les 2 formulations on trouve
en 3D.

F00 B 1) = == f v, 1) (€2)

C.3 Equation de Boltzmann sans collision

Considérons au temps t, ’élément de volume dxdv centré en x et v. Il contient donc en
moyenne f(x,v,t)dxdv particules.
Au temps ¢t + At ces particules se seront déplacées, 1’élément de volume dxdv sera devenu
dx'dv’ centré en x" et v’ tel que :

x =x+ vdt (C.3)

Fex
Vi = v 4ydt = v+ —tat (C.4)
m

En I'absence de forces extérieures v/ = v, on a donc :

. (7XJ/- (7XJ’-
dx} = P dx; + . dv; = d;;dx; + dtd;;dv; (C.5)
ov' ov'

dvj = o i+ 55, dvi = dydvi 0
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Le produit dx’'dv’ est égal a | J | dxdv avec | J | jacobien de la transformation = 1 en
I’absence de forces extérieures.

La conservation du nombre de particules en ’absence de collisions entre le temps ¢ et t + dt
s’écrit, :

f(x, v t)dx'dv’ = f(x,v,t)dxdv
Soit compte tenu de 'approximation précédente :
f(x+dx,v+dv,t+dt) — f(x,v,t) =0

On développe au premier ordre cette expression autour du point : x, v.

) Lo of . of(xvit)
f(x+dx,v+dv,t+ dt) f(x,v,t)—gdt—l—&dx—i—a—v

On divise par dt et on obtient I'expression de I’'équation de Boltzmann sans collision :

dv =0 (C.7)

ot 0x

—0 (C.8)

Car, en Iabsence de forces extérieures, le dernier terme de I'équation (C.7) divisé par dt
est nul.

C.4 Collision de deux particules

Considérons dans un systeme isolé (F.,; = 0), 2 particules de masse m; et my, situées en
x1 et x5 et dont les vitesses sont respectivement de vy, ve avant la collision, et de v}, v, apres
la collision.

Les seules forces intérieures dans le systeme sont les forces d’interaction entre les particules
qui entrent en collision. Elles ne dépendent que du vecteur relatif r = (x; — x3). Ces forces
intermoléculaires s’écriront :

i — —f(r)— (C.9)

r |
F2—>1 = _F1—>2 (Clo)

Les coordonnées du centre de masse G sont définies par :

(m1 + ma)xg = (M1X1 + MaXa) (C.11)

En I'absence de forces extérieures, le centre de masse est animé d’un mouvement rectiligne
uniforme de vitesse Vg.
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(my +me)Vg = (myvy + mava) = constante (C.12)

On pourra donc utiliser le repere galiléen R* centré en GG pour écrire les différentes équations
de conservation :

La conservation de la quantité de mouvement et de I’énergie avant le choc (considéré comme
élastique ) et apres le choc dans le repere initial R s’écrit :

(mavy + mava) =(myvy + mavy) (C.13)
1 2 2 12 1 ’2
§m1V1 + §m2V2 = §m1V1 + §m2V2 (C14)

Ecrivons ces équations dans le repere R* ou on définira les vitesses par :

vi=vi— Vg (C.15)
vy =v2— Vg (C.16)
v =vi — Vg (C.17)
vy =vh— Vg (C.18)
On appellera p la masse réduite égale a :

1 = L + L (C.19)

2 myp Mgy
mivy =my(vi — Vg) = my(vy — (muvy & mavs) _ e (vi—va) = pu (C.20)

my + Mo my + Mo

mavy =my(ve — Vg) = —pu (C.21)
mivy =my (vl — Vg) = (C.22)
mavy =mavy — V) = —pu’ (C.23)
(C.24)

Opérons le changement de variables suivant entre les variables, vy, vy, v], v, et les variables
Vg et u,u’ a partir de 'équation (C.12) et des relations u = (v — va) et v’ = (V] —vj) :

m
vy = Vg + WZWU (C.25)
vy = Vg — mu (C.26)
v, =Vg+ mlmszzu’ (C.27)
vy = Vg — ﬁu’ (C.28)

(C.29)
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Remplagons vy, vy, v}, v, dans I'équation (C.14).

1 meo 2 1 mq 2
2m1( G+m1+m2u> +2m2( G m1+m2u)
1 meo 2 1 my 2
—-my(V —’ —my(Vg — ——u’ C.30
2m1( G+m1+m2u> —|—2m2( @ m1+m2u) ( )
Apres développement et simplifications il vient :
1 1
§uu2 = 5/“1/2 (C.31)
Soit :
[u|=[u| (C.32)
Les relations (C.20) deviennent :
ma | Vi = ma | v |=mi | v = ma | vy = p | u (C.33)
C.34)
La variable relative r = x; — x5 obéit a I’équation :
621' 62X1 62X2
e C.35
otz ot? ot? ( )
1 1
—F, . S C.36
1-2(r)( o mQ) pf(r) (C.36)

Cette équation est semblable a I’équation qui régit le mouvement d’une particule de masse
p soumise a la force Fq_,o(r).

>

| |dt

FIGURE C.1 — Diffusion dans le centre de masse

On peut donc représenter le phénomene de collision dans le centre de masse par la diffusion
d’une particule fictive de masse u, de vitesse relative u. Dans la collision les modules sont
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conservés | u | = | u’ |, seule change la direction figure (C.1).

Cette équivalence entre collision et diffusion n’est pas gratuite, elle permet d’une part de
montrer que le parametre principal de collision est le module de la vitesse relative des 2 parti-
cules et d’autre part d’introduire un parametre nouveau moins intuitif que 'on retrouve dans
1" équation de Boltzmann : la section équivalente o(2) et 'angle solide (6, ¢).

On doit maintenant remplacer le modele de collision (et son équivalent potentiel ) de 2 parti-

cules bien définies par celui de la collision de f(x,vy,t)dxdv; particules avec f(x,va,t)dxdvs
particules.

Section efficace o((?)

Soit un flux de particules ® (nombre de particules par unité de surface et unité de temps)
arrivant perpendiculairement sur /N particules par unité de surface au repos.
Soit nc le nombre de particules par unité de surface et unité de temps ayant ” collisionné ” :

La section efficace qui a la dimension d’une surface est définie par la relation :

nec=oN® (C.37)
on a bien

L72T7 ' = [o] x [L2][L7*T Y, [0] = [L*] (C.38)

Calculons maintenant le flux de particules ® ayant la vitesse relative u. On appelle n(u)
le nombre de particules par unité de volume et par unité de temps ayant la vitesse relative u.
Dans le volume représenté dans la figure (C.1) on a 1'égalité :

[udtAln(u) = ®Adt (C.39)
soit : & = n(u)u (C.40)

Le nombre de particules collisionnées, pour un élément d’angle solide dQ2 = d€2(0, ¢) est d’
apres I’équation (C.37) :

ne = n(u)uo(2)dQ (C.A41)

C.5 Application aux densités de probabilité f(x,v,1)

On fait le bilan entre les termes de collision sortant et les termes de collision entrant.
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C.5.1 Termes de collision sortant

On considere un faisceau incident de vitesse vo centré en x sur une particule de vitesse vy
centrée aussi en x ( cf remarques sur la localité des collisions ). Le flux incident a pour valeur
f(x,va,t)dva| vi — vy |.

Le nombre de particules collisionnées entre ¢ et ¢t + dt est :

ne = f(x, vy, t)dve| vi — va [0(Q)dQdt (C.42)
Soit les termes de collision sortant :

(g—{)collision_ (C.43)

On prend en compte l'ensemble des particules cibles soit : f(x, vy, t)dxdvy et on integre
sur ’ensemble des particules incidentes, soit :

0
(%)collisiondxdvldt =f(x,vy,t)dxdvs Jdvz JdQU(Q)dt‘ vi—va |f(x,va,t) (C.44)

(%)Collision_ =f(x,v1,t) Jdvz fdQO‘(Q) Vo — Vo | f(X, Va,t) (C.45)

C.5.2 Termes de collision entrant

On considere un faisceau incident de vitesse vj centré en x sur une particule de vitesse v}
centrée aussi en x. Le flux incident a pour valeur f(x,v5,t)dv,| v — v |

Le nombre de particules collisionnées entre ¢ et t + dt est :

nd = f(x, vy, t)dvy| vi — vy |0’ (Q)dQdt (C.46)
Soit les termes de collision entrant :

af
(E );)llision (C47)

On prend en compte 'ensemble des particules cibles soit :f(x, v}, t)dxdv] et on integre sur
I’ensemble des particules incidentes soit :

(%);msiondxdvldt = Jdv’2 Jdﬂa/<9)dt| vy — Vo | f(x, v, t)xdv] f(x, vy, ) (C.48)
soit : (C.49)

(aa_{):ollisiondt = Jdv’2 Jng’<Q)dt| v — vy |f(x, vy, t)dxdv] f(x, v, t) (C.50)
(C.51)

Les sections efficaces o(2) et o/(£2) se rapportant a des collisions inverses sont égales, de
méme que | vy — va | = | V4 — v} | ainsi que| vy || va |=| v [| v} |
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On obtient alors pour le terme entrant :
of . / /
(E)collision = dv2 an<Q)| Vi — V3 ’f(X7 Vi, t)f(X, Vas t) (C52)
L’intégrale de collision devient, apres le bilan entre les termes entrants et les termes sortants :
af / /
(g)collision = dV2 dQU(Q) ’ Vi — V2 | [f(X7 Vi, t)f(X, Vo, t) - f(XJ Vi, t)f(X, Va2, t)] (C53)

Soit I’équation de Boltzmann avec collision :

ofGxvit) | 2fxvt)

ot ox
dez JdQU(Q) | v — v | [f(x, V], 8) f (%, Ve, t) — f(x,v1,t) f(x,va,t)] (C.54)

Les grandeurs locales : densité, vitesse, température sont alors des moyennes calculées a
laide de f(x,v,t) [16].

p(x,t) = f f(x,v,t)dv (C.55)
1
u(x,t) = ) L f(x,v,t)vdv (C.56)
KT x,1) - (i ; J F6,v, £)(m/D)| v — u(x. 1) Pdv (C.57)
(C.58)

(Avec m la masse moléculaire du gaz et D le nombre de degrés de liberté de la particule.)
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Stabilité et points fixes

Nous examinerons les instabilités des équations de Burgers avec et sans viscosité dans I’es-
pace des parametres A(m), A*(m) des ondes résonantes a 1 mode et des parametres A(m), A*(m), B(m)
des ondes résonantes a 2 modes. Nous chercherons les points fixes (ou singuliers) qui délimitent
I'espace de stabilité.

Cette étude [8] limitée a I’étude de I’ équation de Burgers sans viscosité dans ’espace

des parametres A(m), A*(m) des ondes résonantes a 1 seul mode, est prolongée d’une part
aux équations de Burgers avec viscosité, dans 'espace des parametres A(m), A*(m) des ondes
résonantes a 1 mode, et d’autre part, avec et sans viscosité, dans l'espace des parametres
A(m), A*(m), B(m) des ondes résonantes a 2 modes.
Un projet de document soumis en 2008 et non édité ( 7 On nonlinear instabilities in dispersion-
relation-preserving finite difference schemes for computational acoustics ”) a été repris (Des
formules issues de calculs formels MAPLE non simplifiées étant inutilisables ont été rectifiées
).

Ce prolongement d’étude a été fait avec viscosité (car proche, a la compressibilité pres, des
équations de Boltzmann en non linéaire mais identique a celles linéarisées non compressibles)
pour etre utilisée dans la compréhension des équations de Boltzmann avec ondes résonantes a
1 mode ou a 2 modes.

On récrit ’équation de Boltzmann avec viscosité :

ou’ ou/ o*u/
— 4+ (a+u)=— = D.1
8t+(u+u)(9x VﬁxZ (D-1)
On pose pour le mode résonant 27/3 :
u'(m,n) = A(m)e™*™3 4 A*(m)e /3 (D.2)
En appliquant le schéma leap-frog en espace avec h le pas d’espace, on obtient :
: \/gﬂ v \/7 )
A(t) + (¢ o + W)A(t) — ﬁA t)=0 (D.3)
On pose A(t) = X (t) +iY (t) :
A¥(t) = X2(t) — Y3(t) — 21X ()Y (t) (D.4)
On obtient les 2 équations :
‘ V3u V3
X(t) = —4—h2X( ) + o Y(t) + Q%X(t)Y(t) (D.5)
. V31 v V3, 9
V() =~ (1) — 2Ry (6) + ()~ V(D) (D.6)
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On appellera :

:\/gﬂ’M_\/g 3v

L= M=o N = 4 (D7)
L’équation (D.5) deviendra :
X(t) == NX(t) + LY (1)) + 2MX(t)Y (t) = F(X,Y) (D.8)
Y(t) = —LX(t) = NY(t) + M(X%(t) = Y?(t) = G(X,Y) (D.9)
On cherche les points fixes qui vérifient :
F(X,)Y)=—-NX(t)+ LY (t)) +2MX ()Y (t) =0 D.10)
G(X,Y)=—LX(t) - NY(t) + M(X*t) - Y?(t)) =0 D.11)
Le point X =0,Y = 0 est un point fixe.
De la premiere équation de (D.10) on tire :
LY (t)
X(t) = D.12
®) N —2MY(t) ( )

que 'on porte dans la seconde :

LY (1)

—L§= 2MY (t)

)= NY(1) + M(( LY(t) (t)) _ V) =0 (D.13)

N —-2MY

En posant x = N — 2MY (t), on obtient I’équation du troisieme degré :

1® —3Nz? —3L%z + NL* =0 (D.14)

puis en posant z = x — N , on obtient les trois racines zi, 29, z3 suivant les formules de
Cardan :

A= \?’/LQ + NQ[\?’/N +1L + \3/N *Z'L] (D15)
2 = VL2 + N2[jUN +iL + *YN —il] (D.16)
23 = VL2 + N?[j*VN +iL + jVN —iL] (D.17)
(Avec j3 = 1,5 = e%m/3 j2 — ¢~ 27/3)

On vérifie bien que chacune de ces racines est réelle, puisque somme d’un nombre complexe
et de son conjugué.
On pose :

N +iL = pe', N —iL = pe~? (D.18)
avecp = vV L? + N2, 0 = arctan(L/N) (D.19)
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On peut écrire chacune des racines :

21 =2pcos (0/3) (D.20)
29 =2pcos ((0 + 2m)/3) (D.21)
23 =2pcos ((0 — 27)/3) (D.22)
On obtient ainsi Y :
MY, = —pcos (0/3) (D.23)
MY; = — pcos ((0 + 2m)/3) (D.24)
MY3; = — pcos ((0 — 2m)/3) (D.25)

Vérifions cette solution pour I'équation sans viscosité avec N = 0.

Onaalors: p=L,0=7/2:

MKz—L%E (D.26)
Aﬂg:L%? (D.27)
MY; =0 (D.28)

Ce résultat est conforme aux résultats de [8], page 376.

On tire X, Xy, X3 de (D.12) soit :

Lpcos(0/3)
M(N + 2pcos (0/3)

B Lpcos ((6 +2m)/3)
A&____AHA7+2pam(W—%2ﬂﬂ3) (D-30)

B Lpcos ((0 — 2m)/3)
X5 = 7 30N + 2pcos (0 — 21)/3) (D-31)

X =— (D.29)

Et pour p=L,0 =7/2:

X, = — — D.32
! oM (D-32)
L
Xo=— 5 (D.33)
L
Xy =— D.34
3= (D.34)

Soit les quatre points fixes pour I'équation avec viscosité :
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Xo=0,Y =0 (D.35)
Lpcos (0/3) pcos (0/3)
MMt 03) T M
Lpcos ((0 + 2m)/3) _pcos ((0 +2m)/3)

(D.36)

Xy =— Y, = D.
? M(N + 2pcos ((0 +2m)/3)" 2 M (D-37)
L -2 -2
oo Loeos(®=2m)/3) . peos((9~2m)/3) D3s)
M(N + 2pcos ((0 —27)/3) M
Et les quatre points fixes pour I'équation sans viscosité :
Xo=0,Yy=0 (D.39)
L V3
X =- m,Yl = —Lm (D.40)
L V3
Xo=——Y,=L— D.41
2 2M7 2 2M ( )
L
X3 :M’Y?’ =0 (D.42)

On examine la stabilité a ces points singuliers (X;,Y;) ¢ = 0,1,2,3, avec le changement
change de repere suivant :

X=X, +X (D.43)
Y=Y, +Y (D.44)

On linéarise le systeme (D.8) au voisinage du point singulier en développant au premier
ordre :

o(X;+X) 0X oF _ OF .
T = (9_§ = F(X.,Y) + <_aX)X:XiX + (_&Y>Y:Y"Y (D.45)
oYi+V) v oG, .G

On cherche des solutions de la forme :

(D.47)
(D.48)

! :><z
I
=
a
X

Il
=
]
™
>
=

On a alors a résoudre un probleme aux valeurs propres et, suivant la nature réelle ou
complexe, ainsi que leur signes respectifs, on en déduit la nature du point singulier, I’équation
aux valeurs propres est :

N =4M*(Y? + X?) — L? (D.49)
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On trouve pour Xy = 0, Yy = 0, les 2 valeurs propres complexes : A = +iL, A = —iL.

Pour X; = —ﬁ,Yl = —L% et Xy = —ﬁ,Yg = L%, les 2 valeurs propres réelles de

signes opposés A = +v/3LM, A\ = —/3LM.

ﬁ, Y; = 0, les 2 valeurs propres réelles de signes opposés A = ++4/3L, A = —/3L.

Les trois points P, ), R sont trois points appelés col ou selle , le point 0 est un foyer.
L’allure des trajectoires est indiquée sur la figure (D.1)

Y
A

i

Ficurg D.1 — Stabilité du mode résonant

On pose pour les 2 modes résonants 7/2, 7.

u'(m,n) = A(m)e™™? + A*(m)e™ ™% 4 B(m)e™™ (D.50)

En appliquant le schéma leap-frog en espace avec h le pas d’espace, on obtient :

mw+@%+£@mw+éﬂﬁwmw:o (D.51)
Mﬂ+%B@+§#¥@—Aﬂmzo (D.52)

On pose dans les équations précédentes : A(t) = X (t) +1iY (¢).

On obtient les 3 équations :

X@—-éﬁmﬁ+%ww—%y@3@ (D.53)
prha%xw—%(ﬂ_ixwmo (D.54)
Mﬂ——%&ﬂ+%X®W® (D.55)

On appellera :
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U
L=—M=—-—N=— D.
h’ 3h’ 2h? (D-56)
L’équation (D.53) deviendra :
X(t)=—NX(t)+ LY (t)) + MY (t)B(t) (D.57)
Y(t) =— LX(t) = NY () + MX(t)B(t) (D.58)
B(t) = —4X(t)Y ()M — 2N B(t) (D.59)
On cherche les points fixes qui vérifient :
—NX(t)+ LY (t)) + MY (t)B(t) =0 (D.60)
—LX(t)— NY(t)+ MX(t)B(t) =0 (D.61)
—AX()Y(t)M —2NB(t) =0 (D.62)
Le point X =0,Y =0,B = 0 est un point fixe.
De la derniere équation on tire :
XY ()M
B(t) = -2 HY () (D.63)
N
que 'on porte dans les deux premieres :
XYt
—NX(t)+ LY (t)) — 2M2Y(t)% =0 (D.64)
XYt
—LX(t) - NY(t) — 2M2X(t)% =0 (D.65)

Comme précédemment, dans ce dernier systeme on tire X d’une équation et on reporte dans
I’autre pour aboutir a I’équation :

- L NGRPE i (R 6 (S (D.66)
N +2Y2(t) M= N \ N +2v2(t) M '

En posant x = N + 2Y2(t)MT2, on obtient I’équation du second degré suivante :

Na? +2L% — L*N =0 (D.67)

dont les racines sont :
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12 4+ LA+ N2
p=_=" - i (D.68)
— L2 —\/I*+ N2
N
On obtient, alors pour Y :
2YPM? = —(L* + N*) + vV L*+ N2 <0 (D.70)
2Y;M? = —(L* + N?) —v/L*+ N2 <0 (D.71)

On n’ a pas de points fixes autre que X = 0,Y = 0, B = 0 compte tenu que les solutions
précédentes Y7, Y5 ne sont pas réelles :
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