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Titre : Différentes approches de la théorie ¢-adique du
corps des classes

Résumeé :

o

Neukirch a développé la théorie abstraite du corps des classes dans son livre " Class Fiel

Theory". Nous montrons qu'il est possible de déduire la théorie $\ell$-adique de Jaulent du
travail de Neukirch. La preuve nécessite, dans les deux cas (le cas local et le cas global) de
définir les applications degré, les $G$-modules, valuations convenables et de prouver
I'axiome du corps des classes. } Puis nous montrons qu'en considérant le méme objet local,
mais cette fois-ci muni de la valuation logarithmique, et en remplacant I'extension maximale
non ramifiée du corps local considéré par la $\mathbb{Z} {\ell}$-extension cyclotomique, la
théorie de Neukirch s'applique également, permettant ainsi de définir un symbole local
logarithmique et un symbole global.

Nous sommes alors en mesure de définir le Frobenius logarithmique associé a une place

$\mathfrak{p}$ logarithmiquement non ramifiée, ce qui conduit naturellement a une

application d'Artin logarithmique, dont nous étudions le noyau et les propriétés. Cela

nécessite au préalable de définir le conducteur logarithmique associé a une $\ell$-extension
abélienne finie. Nous introduisons alors les sous-modules de congruences logarithmiques,
pour lesquels nous définissons le conducteur logarithmique associé a une classe
d'équivalence sur ces modules. Nous prouvons I'égalité entre
le conducteur logarithmique global d'une $\ell$-extension et le conducteur de la classe de

congruences qui lui est associé.

Mots clés : théorie du corps des classes, théorie $\ell$-adique du corps des
classes, corps des classes de rayon logarithmique




Title : Different approaches of ¢-afic class field theory

Abstract :

Neukirch developed abstract class field theory in his famous book **Class Field

Theory". We show that it is possible to derive Jaulent's $\ell$-adic class field from

Neukirch's framework. The proof requires in both cases (local case and global case)

to define suitable degree maps, $G$-modules, valuations and to prove the class

field axiom. Then we study the local object

endowed with the logarithmic valuation introduced by Jaulent and we replace here

the maximal, abelian unramified pro-$\ell$-extension of our local field by the $

{\mathbb{Z}_{\ell}}$-cyclotomic one, and the usual valuation by the logarithmic one.

We show that Neukich's abstract theory applies in this context, and allows to define a

logarithmic local symbol and a global one. This allows to define the logarithmic

Frobenius, in the context of the logarithmic ramification, and the logarithmic Artin

map. We study its properties and its kernel.

This requires before to define the logarithmic conductor. Then we introduce

logarithmic congruences sub-modules, and the conductor attached to the coset of

such a module. We prove that both conductors coincide.

Keywords . class field theory, $\ell$-adic class field theory , logarithmic ray class
field
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1 Introduction

f-adique du corps des classes. L’exposé fondateur de sa théorie est le premier chapitre de
sa thése sur Parithmétique des ¢-extensions [Ja0, Chap.1]. Cela a ensuite fait 'objet d’une
publication [Jal].

Les objets que nous étudions sont les Zy-modules fondamentaux construits par Jaulent.
-Dans le cas local, pour chaque place p d’un corps de nombres, le ¢-adifié du groupe mul-
tiplicatif du complété d’un corps de nombres noté pr est défini comme limite projective :
. k
Ri, = lim K, /K
k

-dans le cas global, le {-groupe des idéles principaux est défini comme tensorisé :
Rk = (Zy @7 K*)

le ¢-groupe des idéles d’un corps de nombres est alors le produit :
res

Ik =[] Rk,

pePIlK

et le f-groupe des classes d’idéles est :

Cx = Ik /Rk.

La cohomologie que nous utilisons est la cohomologie classique comme rappelé dans le
préliminaire.

Le but de la premiére partie de cette thése est de montrer que la théorie f-adique du corps
des classes peut étre déduite de la théorie abstraite du corps des classes, développée par
Neukirch dans [Nel].

Le contexte de Neukirch est celui d'une théorie de Galois abstraite avec pour point de
départ un groupe G abstrait, profini. Cette théorie abstraite, rappelée dans la deuxiéme
partie, repose sur 'existence de deux morphismes fondamentaux : le degré et la valuation
et sur I’axiome du corps des classes : condition cohomologique sur le G-module A que 'on
étudie.

Il s’agit donc, dans le contexte de la théorie ¢-adique, de construire ces morphismes fonda-
mentaux, d’en vérifier les propriétés, dans le cas local tout comme dans le cas global, puis
d’établir dans chaque cas ’axiome du corps des classes : résultat principal du cas local, et
du cas global :

Théoréme. Pour toute {-extension cyclique Ly d’un corps local Ky nous avons :

A | Ly Kp] pouri=0
| H'(G(Lyp/Kp), Rey)| = { 1 pour i =1

Théoréme. Soit L/K une (-extension cyclique d’un corps de nombres, alors nous avons :



[L: K] pouri=0
1 pour 1 =1

H(G(L/K),CL)| = {

Ainsi nous obtenons une nouvelle preuve des théorémes fondamentaux de la théorie ¢-
adique :

Théoréme. La correspondance 1-1 dans le cas local

L’application

ng —)NL = ]\7]:33/1(‘37?,&43

établit une correspondance bijective entre les {-extensions abéliennes finies Ly de K, et les
sous-modules fermés d’indice fini N de Ry,. Si Ly est associé au sous-module N1, de

Rk, alors Ly est appelé le corps des classes de N, et nous avons :

Gal(Lgp/Kp) ~ RKP/NL‘n/KPRLﬁ'

De plus, limplication Ly C Ly = Ny, C N, donne Ni,1, = N, NN, et
NLlﬂLQ = NLlNLQ'

Théoréme. La correspondance 1-1 dans le cas global
L’application

L —>NL = NL/KCL

établit une correspondance bijective entre les (-extensions abéliennes finies L/ K et les sous-
groupes ouverts N de Cx. Si L est associé au sous-groupe ouvert Nj, de Cx alors L est
appelé le corps des classes de Ny, et nous avons :

De plus, l'implication Ly C Ly = Ny, C N, donne Ni,1, = N, NN, et
NLlﬂLg = NLlNLQ'

La deuxiéme partie de cette thése repose sur une l'observation suivante : soit L/K une
extension de corps de nombres, p une place de K logarithmiquement non ramifiée dans L
i.e, selon la définition posée par Jaulent dans [Ja2], vérifiant :

Ly C K§

oi K, p désigne la Z-extension cyclotomique de K. Alors son sous-groupe de décomposition
est cyclique.

D’ott la question naturelle : pouvons nous dans ce contexte, mettre en évidence un gé-
nérateur particulier de ce sous-groupe de décomposition, qui jouerait le réle dans le cas
logarithmique, du Frobenius classique ?

Pour cela, dans cette deuxiéme partie, nous considérons le méme objet local que précé-
demment, & savoir, le ¢-adifié du groupe multiplicatif d’un corps local. Cette fois-ci, nous
le munissons de la valuation logarithmique introduite par Jaulent, dont nous rappelons la
construction. Le choix du dénominateur dans I'expression de cette valuation logarithmique
impose 'uniformisante logarithmique sur QQ;. Et nous modifions également ’application
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degré. De facon générale, pour un corps local K}, nous remplagons aussi sa Zg-extension
non ramifiée par sa Zs-extension cyclotomique, et la valuation usuelle de R, par la va-
luation logarithmique : les différences par rapport au contexte local précédent vont donc
apparaitre seulement pour les places au dessus de £.

Le but est de de montrer que le contexte logarithmique peut aussi étre compris grace a la
théorie abstraite de Neukirch. Ainsi nous sommes en mesure de définir pour une £-extension
locale un symbole local logarithmique qui ne difféere du symbole local /-adique que pour
les places p au dessus de £. L’intérét réside dans le fait que nous pouvons alors définir un
Frobenius logarithmique dans le contexte de la non-ramification logarithmique : ce dernier
coincide avec le Frobenius classique sauf pour les places au dessus de ¢ : cela permet donc
d’étendre la théorie & des places p au dessus de ¢, ramifiées au sens classique, mais non
ramifiées au sens logarithmique. Nous obtenons ’expression suivante pour ce dernier sur

Qp:

Proposition : Soit ¢ une racine de l'unité d’ordre une puissance de £, et a € Rq,, alors

(a, (Qp(€)/Qp)e)(C) = (™ avec

(Y

pvr(@) pour p # L et p # o0
ny = (g)_@’(a) pour p =1~

sgn(a) POUT P = OO

ot (Q(¢)/Q)¢ dénote la projection sur le £- sous-groupe de Sylow de Gal(Q(()/Q), ot
¢ désigne luniformisante logarithmique tmposée par le choix de la normalisation de la
valuation logarithmique.

D’autre part la définition du Frobenius logarithmique associé & une place p, d’un corps de
nombres K, logarithmiquement non ramifiée dans une extension abélienne donnée L/K,
conduit & définir une application d’Artin logarithmique sur ’ensemble des diviseurs loga-
rithmiques.

Définition Soit L/K une {-extension abélienne finie. Soit p une place de K logarithmi-
quement non ramifiée dans L. Soit DUy le groupe des diviseurs logarithmiques de K. Soit

?L/K le conducteur logarithmique global de de L/ K , et DE%/K les diviseurs logarithmiques
premiers & 0. Nous définissons [’application suivante pour une place p :

(LEY . pdye 5 Gal(L/K)

P (2

ot le Frobenius logarithmique est
Ik
p

avec Ty uniformisante logarithmique, définie préalablement et [7,] l'image de 7, dans
Jk . Nous étendons alors cette application, par multiplicativité au Zg-module des diviseurs
logarithmiques de K premiers au conducteur logarithmique global de ’extension, que nous

avons préalablement défini DE%/K. Cette application est alors appelée application d’Artin

logarithmique.

(=) = ([m], L/K)

11



Nous en étudions les premiéres propriétés et explicitons son noyau appelé sous-module
d’Artin logarithmique, noté Aly, /.

Dans la troisiéme partie, nous développons une approche type corps des classes de rayon de
la théorie logarithmique. Nous définissons les sous-modules de congruences, analogues loga-
rithmiques des sous-groupes de congruences. Cela conduit au théoréme de correspondance
suivant :

Théoréme. L’application, qui a une £-extension abélienne L de K associe le groupe de
congruences (}L/K,AEL/K), est une application de l’ensemble des L-extensions abéliennes
de degré fini de K dans celui des classes de congruences de K, qui a les propriétés suivantes
(L,L’ désignant des {-extensions abéliennes de K )

i) elle est bijective

il) L C L' équivaut a Cpy C Cy,

iii) Criy =CrNCypy

iV) Cinry =CrCyry

v) pour toute extension K' de K, on a Cxrr/k = NI_{}/KCK/ ; en particulier si K C

K'C L, alors Cp o = NI_(,lCL.
Nous introduisons par la suite le symbole de Hasse logarithmique, grace auquel nous établis-

sons 1’égalité entre le conducteur logarithmique global d’une f-extension et le conducteur
de la classe de congruences qui lui est associé.

Théoréme Soit L une (-extension abélienne finie de K corps de classes pour la classe C
du groupe de congruences, alors le conducteur de la classe de congruences fc est égal au
conducteur logarithmique de Uextension fr,/x .

12



2 Approche formelle a la Neukirch de la théorie /-adique du
corps des classes

2.1 Préliminaires

>/ ES OBJETS, que nous allons étudier, sont naturellement munis d’une structure de

—"\)}@ Zg-module. Ils sont, comme nous le rappellerons, obtenus par ¢-adification. C’est

;P pourquoi nous introduisons la cohomologie suivante pour les Z,-modules : elle
correspond & la cohomologie classique. Dans la deuxiéme partie, nous rappelons les points
clefs de la théorie abstraite de Neukirch.

2.1.1 La Z,-cohomologie

Définition 1. Soit F,, — -+ — Fy — Zy — 0 une résolution projective de Z|G]-
modules, o G est un £-groupe. Soit A un G-module, en appliquant le foncteur Homg(., Z¢®
A) nous obtenons :

0— Homg(Zg,Zg & A) — Homg(Fo,Zg & A) — Homg(Fl,Zg (%9 A) —_—

!

S5, 5,
co+ — Homg(Fu-1,Z4 @ A) = Homg(Fp, Zy ® A) = Homg(Fpi1,Z¢ @ A) -+

Nous notons
H} G, Zy @ A) := Kers,, /Imd,,_,

Théoréme 2.1.1. Si G est un £-groupe, et A un G-module alors :
Hy(G, 2y ® A) = Z @ H(G, A)

Démonstration. Le point de départ est une résolution projective de Z[G]-modules libres,
Fi .

F,—F 41— — F— Fp—7Z—0.
i)En appliquant le foncteur Homg(., A) nous obtenons :
0 — Homg(Z,A) — --- — Homg(F,—1, A) oy Homg(F,, A) n, Homg(Fpy1, A) — - -

et
H"(G, A) := Kerd,, /Imd,_1.

ii)Puisque Zy est un module plat, nous obtenons :

ZyQF, —ZyQF,_ 1 — - — ZyQ Fy — Zy — 0.
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En appliquant maintenant le foncteur Homg (., Zy ® A) nous avons :

5 5
0— Homg<Zg, Zg@A) —_— s — Homg(Zg®Fn_1, Zg@A) —; Homg(Zg(@Fn, Zg@A) L

et
H} (G, Zy® A) = Kerd,, /Tmé,,_,.
iii) Montrons alors que Homg(Z; ® F;,Zy ® A) = Zy @ Homg (G, A).
Les F; sont des Z|G]-modules libres, en utilisant 'additivité de foncteur Homg (., A) il suffit
donc de vérifier la propriété sur Z|G]. Mais

Homg(Z[G],A) ~ A et Homg(Zy[G],Zi @ A) ~Zy @ A.

iv) Montrons alors les deux propriétés suivantes :
Ker(S;1 = Zy ® Kerd,, et Imé;_l = Zp ® Imd,,_1.

Etant donné une application Z-linéaire u : M — N et son application correspondante
v Zy® M — 7y ® N ; nous avons, toujours par la platitude de Zy, la suite exacte :

0 — Zi@Ker(u) — Zy @ M — Zy @ Im(u) — 0.
Comme Im(u) C N nous en déduisons que Zy ® Im(u) C Zy, ® N, toujours & cause de la

platitude de Z,. Il suit Im(v') = Zy ® Im(u) et Ker(u') = Z; ® Ker(u). Finalement,

/

Keré,, /Imé,,_; ~ Z; @ (Kerd, /Imé,_1).

n—1 —

Corollaire 1. La cohomologie préalablement définie correspond a la cohomologie classique.

Démonstration. D’aprés [Sel, corollaire 1 p. 138, ¢ étant 'ordre du f-groupe G, les
H(G, A) sont annulés par £". Ainsi nous avons :
H{(G, A) Zy

A A . 7, .
HE(G,A) = Z€®H1(G7A) = Zﬁ Xz enHz(G A) = gnzg ®HZ(Ga A) = M ®H2(G7 A)

HE(GvA) - ®z H (GvA) =7 ®z E”HZ(G,A) = E”H’(G,A)

enZ = H (G7 A)

14



2.1.2 La théorie abstraite de Neukirch

Nous rappelons dans cette section les points clefs de la théorie abstraite de Neukirch. Nous
renvoyons & [Ne3, p. 2] pour les définitions de base, et & [Nel, p. 18 p. 32| pour les preuves
détaillées.

Nous considérons le contexte général suivant : G est un groupe abstrait profini, dont les
sous-groupes fermés sont notés par G, ces indices K sont appelés des "corps”. G est
équipé d’un homomorphisme continu et surjectif : le degré deg : G — Z.

AN

&

Le noyau du degré est un sous-groupe fermé noté Gy, associé au corps k.

Nous notons par k le corps tel que G = G.

Nous notons par k le corps tel que G = {1}.

Si G C Gk, nous écrivons K C L.

L/K est finie si G, est ouvert ( fermé d’indice fini) dans Gy ; le degré [L : K| est
alors défini par [L: K| = (Gk : GL).

Nous écrivons K = [[ K; pour Gg = N;Gk,.

7. Nous écrivons K = NK; si Gi est topologiquement généré par les G,.

8. Si G, est un sous-groupe normal de Gx nous disons que L/K est extension Galoi-

10.
11.

sienne et nous écrivons Gal(L/K) := Gk /GL.

. Le noyau de I'application deg est un sous-groupe fermé de G noté Gj. Comme 'ap-

plication degré est par hypothése surjective, nous avons G /Gy, ~ 7.
Si K est une extension finie de k nous définissons K = K - k.

Nous pouvons alors restreindre 'application deg & G et ainsi définir pour toute
extension finie K :

fk=[Knk:kl ex=[K:Knk.
appelés respectivement degré d’inertie et indice de ramification abstraits. Cela donne
lieu au schéma de la ramification suivante :
k
)
N

k

K K

fx

k

Si L/K est une extension finie, nous posons :
fux=[LNK:L ey r=[L:LNK]

appelés respectivement degré d’inertie et indice de ramification relatifs abstraits. Ils
satisfont les relations suivantes :

fryx = fulfx [L:K]=er/k fr/K-

15



Finalement, I’ homomorphisme deg est utile :

1-pour définir le degré d’inertie abstrait, ainsi 'application deg induit un homomorphisme
surjectif

degy : Gg — Z
defini par degy = fLK - deg , et dont le noyau est G (K = K.k)

2-pour définir le Frobenius générique de K : 'élément i € Gal(K/K) qui vérifie
degy (k) =1 est le Frobenius de K .

Neukirch introduit alors la notion de relévement du Frobenius : étant donné L/K une
extension Galoisienne finie, nous considérons les diagrammes de corps suivants :

K—L=1LK
K

—L

degr : Gk — Z induit un homomorphisme surjectif degy : Gal(L/K) — Z et nous
définissons 'ensemble ®(L/K) = {6 € Gal(L/K) degg (&) € N} qui est appelé ’ensemble
des Frobenius de K . Le fait important est le suivant : I’application

®(L/K) — Gal(L/K)
o — 0'7L.
est surjective |Nel, proposition 1.2 p. 20|. Si 0 = o7, & est alors qualifié¢ de relévement
de Frobenius de ¢ . L’idée principale de cette notion de relévement du Frobenius est que
cela permet de voir tout élément o € Gal(L/K) comme un Frobenius : c’est le sens de la

proposition [Nel, proposition 1.3 p. 20] : soit & € ®(L/K) et soit X le corps des points
fixes de &, alors

Y : K] <o
ii)fZ/K = degg(7)
)% = L
iv)e = ¢x
La théorie abstraite de Neukirch nécessite un G-module et une valuation hensélienne

par rapport au degré [Ne2, p. 288]. Un G-module multiplicatif A est un groupe
abélien multiplicatif muni d’une action continue & droite :

c : A — A
a — a°
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Le tel que A = Up.pjcoo Ak, 00 Ag :={a € A | a” =a,Vo € Gg} = ACK et ou K
parcourt toutes les extensions finies de k.

Cela permet de définir une nouvelle application, la norme, du G-module A dans Ay, :

NK/k(a) = Ho‘ a’

ol o parcourt le systéme représentatif de Gx /Gr.

Une valuation de A, = A®* hensélienne par rapport au degré deg : G — Z est un
homomorphisme satisfaisant les propriétés suivantes : [Ne2, p. 288|

(1) v(Ag) =Z telque Z C Z et Z/n - Z ~7/n - Z pour tout n > 0
(i1) v(Ng/AK) = fr-Z pour toutes les extensions K de k.

Le couple (deg,v) est appelé couple de corps des classes.

En fait pour tout corps K la valuation hensélienne v induit un homomorphisme, noté
VR = fiKv o Nk /i, d” image Z. Cette valuation permet de définir les éléments premiers :
c’est un élément i € A tel que vg(mx) = 1. Nous posons Ux = {u € Ax vk (u) = 0}.
Nous avons alors ce diagramme commutatif pour toute extension finie L/K :

A —2ts5

lNL/K ifL/K

A Es7

Notons que si fr/x = [L: K] alors vp|a, = vk, de sorte quun élément premier de A est
aussi un élément premier de Ay. A 'opposé, si fr, sk = 1 et simp est un élément premier
de Ay, alors mx = Np /g (7r) est un élément premier de Ag.

Neukirch impose des conditions sur le G-module A pour toutes les extensions cycliques :
c’est le sens de l’axiome du corps des classes :

Axiome : Pour toute extension cyclique L/K, nous avons :

[L:K] pouri=0
1 pour i = —1

|H (G(L/K), Ap)| = {

Un corollaire intéressant est le suivant, valable pour les extensions finies non ramifiées :

Corollaire 2. [Nel, p. 22[proposition 2.2

Soit A un G-module satisfaisant l'aziome du corps des classes, (deg,v) un couple de corps
de classes, L/K une extension finie non ramifiée , ce qui signifie ep i =1, alors :

H'(G(L/K),UL) =1

pour i =0,—1 ou Uy, est le noyau de vy, rattachée a L .

17



Dans ce contexte, Neukirch a prouvé le théoréme fondamental suivant : [Nel, p. 28] il
s’agit du théoréme principal de la théorie du corps des classes, appelé la loi générale de
TECIPTOCItE.

Théoréme 2.1.2. Soit L/K une extension abélienne finie, A un G-module satisfaisant
Uaziome du corps des classes, soit (deg,v) un couple de corps des classes, 0 € G(L/K),
& € Gal(L/K), (qui est un relevement de Frobenius de o) et ¥ étant le corps des points
fizes de &, alors I’homomorphisme

TL/K: G(L/K) — AK/NL/K(AL>

g +— NZ/K(T‘-E) mod NL/KAL

est un isomorphisme, ot Ty, est un élément premier de Axy. Cette application est appelée
application de réciprocité.

L’un des principes fondamentaux de la théorie du corps des classes est le suivant : 'appli-
cation de réciprocité fait correspondre les éléments de Frobenius et les éléments premiers.
Ce principe s’exprime comme suit :

Théoréme 2.1.3. [Nel, p. 25[théoréme 2.6, principe fondamental de Neukirch :
Si L/K est une sous-extension finie de K/K alors l'application de réciprocité

TL/K * Gal(L/K) — AK/NL/K(AL)

est donnée par
TL/K((bL/K) =TK mod NL/KAL

et c’est un isomorphisme.

L’application de réciprocité vérifie les propriétés fonctorielles suivantes :

Proposition 2.1.1. [Nel, p. 25/proposition 2.7

Soient L/K and L'/K' deuz extensions Galoisiennes telles que K C K' et L C L'. Alors

le diagramme
L KR!

GGZ(L,/K/)H /](/NL//K/(A,L)

\Lres iNK//K

Gal(L/K) —2% A /Ny (Ar)

est commutatif , la fleche de gauche étant donnée par la restriction res: o' — o'|f,

L’application réciproque de 7,/ est un homomorphisme surjectif
(,L/K): Ag — Gal(L/K)®

de noyau Ny i (AyL). Cette application est appelée le symbole de la norme résiduelle de
L/K et nous avons :
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Proposition 2.1.2. [Nel, p. 29/proposition 3.3

Soient L' /K' et L/K deuz extensions Galoisiennes finies telles que K C K' et L C L,
o € G. Le diagramme suivant est commutatif :

LK
A LG ey

lNK//K lres

A — i n royeb

Cas particulier des sous-extensions de K /K :

Proposition 2.1.3. [Nel, p. 30/proposition3.}

degKo(7K/K) = VK

, en particulier

(a, K/K) = ¢

ol ¢ désigne le Frobenius générique de f(/K, a € Agk.

Cette définition nous sera utile pour définir le Frobenius logarithmique dans le cas loga-
rithmique.
Neukirch introduit alors, pour tout corps K, une topologie sur Ag, appelée topologie de

la norme :

a €Ak , (a.Np/kAL) LK

constitue un systéme de voisinages ouverts de a , ot L/K parcourt les extensions Galoi-
siennes finies de K.

Proposition 2.1.4. [Nel, p. 31]Proposition 4.1

i)Les sous-groupes ouverts de Ag correspondent aux sous-groupes fermés d’indice fini.
i )v est continue ;
iii)Si L/ K est une extension finie alors N K est continue.

iw)Ag est de Hausdorff si et seulement si le sous-groupe des normes universelles est
trivial.

A% = Ne/xAL
L
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Les extensions abéliennes finies L de K sont classifiées par le théoréme suivant :

Théoréme 2.1.4. La correspondance 1-1, [Nel, p. 31[theorem 4.2 :
L’application

L — NL = NL/KAL
établit une correspondance bijective entre les extensions abéliennes finies L de K et les
sous-groupes ouverts N de Ag. Si L est associée au sous-groupe ouvert Ny, de Ax alors L
est appelé le corps des classes de N et nous avons :

Gal(L/K) ~ Ag /N,

De plus, L1 C Ly = N1, C N1, Npyn, =Ny, "N, Nijar, = N, Ni,.
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2.2 Théorie /-adique locale du corps des classes

plété d’un corps de nombres K en la place p. Nous rappelons sa construction,
donnée par Jaulent [Jal]. Puis nous détaillons le G-module, 'application degré
et la valuation dans ce contexte local £-adique. Dans le §4 nous prouvons ’axiome local du
corps des classes : résultat principal de cette section.

2.2.1 La /-adification du groupe multiplicatif d’un corps local

Définition 2. Le (-adifié du groupe multiplicatif d’une extension finie Ky de Qp est donné
par expression suivante :
. k
RKp = @KPX/KPXE
k

et le L-adifié du groupe des unités est, quant & lui, défini par :

U, = lim U, /UL
k

Rappelons que [Ca, chapitre 3]

Proposition 2.2.1. Si A est un anneau noethérien, alors les A-modules noethériens coin-
cident avec les A-modules de type finis.

Proposition 2.2.2. Un Z,-module noethérien est compact pour sa topologie naturelle.

Proposition 2.2.3. Un Z;-module noethérien est isomorphe a la limite projective de ses
quotients finis.

Démonstration. On va considérer I'application suivante ¢ du Z, module noethérien noté
M dans la limite projective mz M /M;,ott M; désigne les sous modules M* qui sont des
sous modules de type fini.

r = (T4 Mi)ier

Notons 9N = l'mi M /M,;. Cette application est injective : I'intersection des M; est réduite
a zéro. Elle est d’image dense : considérons une famille cohérente (z;);cr, un ouvert fon-
damental O = [[;c; Oi(Hi¢J M/M; NON). Soit My = NicyM;, et relevons x; dans M en
x, on a alors (¢(x)); = z; pour tout i € J c’est a dire ¢(x) — (x;)ics € O. Ainsi cette
application est injective, continue, d’image dense. Or M est compact, en tant que module
noethérien, il s’agit donc d’un isomorphisme. O
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Proposition 2.2.4. [Jal, proposition 1.2/
Soit p une place non archimédienne .

Sip|l, le sous-groupe U, est isomorphe au groupe des unités principales de Ky, alors
R, =~ Up1 -WIJZ“
Sip [, alors
Z
RKP ~ /,Lp N 7Tp£

ot pp désigne le £ sous-groupe de Sylow du groupe des racines de l'unité de K.

Démonstration. Par le lemme de Hensel :

X o 0. 771 Z
Ky =pp Uy -my

k
Premier cas : si p|/, ug est (-divisible ainsi U, ~ lim, Up1 / Up1 £ comme Up1 est un Z,-module

noethérien et d’apres la proposition 3.1.3 , nous avons U, ~ Upl. Finalement R, ~ Up1 -ﬂ'pZ ‘.

Deuxiéme cas : si p /¢, Up1 est un Zp-module donc (-divisible, et Mg / Mg,@’“ ~ i, ainsi
R, = pyp - 7sz ‘.
O

Remarque : [Jal, proposition 1.2]

Si p est une place archimédienne, alors
Rk, ~ 0 pour p complexe
R, =~ Zy/2.Z4 pour p réel.

Corollaire 3. Rk, est un Zy-module noethérien, qui est compact pour sa topologie natu-
relle.

Démonstration. D’aprés la proposition précédente, Ry, est un Zg-module de type fini et
nous appliquons les propositions 3.1.1 et 3.1.2. O

2.2.2 Cadre de travail

Le théoréme fondamental de la théorie f-adique est le suivant :

Théoréme 2.2.1. [Jal, theorem 2.1] Etant donné un corps local K,, Uapplication de
réciprocité induit un isomorphisme de Zg-modules topologiques de Ry, = yLnk KpX/ng
sur le groupe de Galois Dy = Gal(Kgb/Kp) de la pro-l-extension abélienne mazimale du
corps K.

Et dans cet isomorphisme l'image du sous groupe d’inertie I, est l'image du sous groupe
des unités Ur, de Rp,.
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L’application de réciprocité locale établit alors une correspondance bijective entre les sous-
modules fermés de Ry et les £-extensions abéliennes de K, : dans cette correspondance
les (-extensions abéliennes finies de Ky sont associées aux sous-modules fermés d’indice
fini de RKP ; c’est a dire aux sous-modules ouverts de RKp'

Notre but est de prouver ce théoréme de correspondance 1-1 en utilisant la théorie abstraite
du corps des classes de Neukirch. Nous considérons :

K, est un corps local.

. K" est la pro-f-extension abélienne maximale non ramifiée de Ky : le compositum des
l-extensions non ramifiées.

. Kgb est la pro-f-extension abélienne maximale de K, : le compositum des /-extensions
abéliennes de K.

Rappel :

Nous avons un isomorphisme canonique entre le groupe de Galois Gal(K}"/Ky) et Zy,
comme il suit [Nel, p. 41-42].

Soit Kp la cloture séparable du corps local K, et G son groupe de Galois absolu. Soit K o/ Kp
I'extension maximale non ramifiée de Ky, i.e le compositum de toutes les extensions finies
non ramifiées. Kp est généré par les racines de I'unité d’ordre premier a p = char(Ok, /p, )-
Le groupe de Galois Gal([gp /K,) est topologiquement généré par I’automorphisme de Fro-
benius déterminé par :

a® = a? mod P, pour tout a € Olfp

ou ¢ désigne le cardinal du corps résiduel.

Lorsque Ly / K, est une sous-extension finie de K,/ K, alors le groupe de Galois Gal(Lgy /Ky)
est cyclique et généré par la restriction du Frobenius ¢,. Lorsque n = [L : k] nous avons un
isomorphisme canonique entre Gal(Ly/Ky) et Z/nZ qui envoie ¢, sur 1 mod nZ. En pas-
sant a la limite projective, Neukirch obtient un isomorphisme topologique : Gal(I%p /Kyp) ~
Z, en prenant les pro-f-parties nous obtenons

Gal(K[" | Ky) =~ Zy.

ab
Kp

Qp
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Nous écrivons
G = Gal(Kgb/Kp).
Nous considérons le Zy-module suivant :

A=lmRy,
Ly

ou Ly parcourt les extensions Ky, et Ry, = @k L;} / L;}Zk. Cela s’identifie canoniquement

a:
A= |J Riy

[L;n!Kp]<OO

Si Ly est une extension finie de K,

Ar, =R

B

est un Gal(Lg/K,) module. Le groupe G agit sur A composante par composante.

2.2.3 deg:G+— Zy

Définition 3. Soit ¢ € G, sa restriction a KJ" définit un élément de Zy, grice a
isomorphisme Gal(Ky"/Ky) >~ Zy. Nous définissons :

deg: G — Zy

¢ r— ¢\K€T

deg est ainsi un homomorphisme surjectif de noyau Gy tel que G/Ggpr ~ Gal(K" [/ Ky) ~
Zs.

Définition 4. Etant donnée une (-extension finie Ly de Ky, nous définissons :

fry = (Zg : deg(Gy))  ery = (Gkpr : I1y)

IL‘JS = GL%T ﬁGLm = GLm-K;” = Ggnr

Définition 5. Soit L/K une (-extension finie, nous définissons :

fryr = (deg(Gk) : deg(GL)) erx = (Ik : 1I1)

Proposition 2.2.5. Nous disposons des relations fondamentales suivantes :

fL/K = fo/fK €L/K * fL/K =[L: K]

Démonstration. [Ne2, p. 286] O]
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2.2.4 La valuation

Dans le contexte de la théorie f-adique du corps des classes le degré est un homomorphisme
de G dans Zy et la valuation v est un homomorphisme de Ay dans Zy. Dans cette partie
on notera Ky le corps local considéré. Pour une extension finie Ly du corps local K, nous
définissons

k

qui est le Gal(Lq/Kp)-module considéré. Etant donné Pexpression explicite de R Ly, don-
née par Jaulent [Jal, proposition 1.2] :

Ry o Ugy - mo si Pt

RL‘B = g - W;)Zf Sim /w

cela permet de définir la valuation v, comme la puissance en Z, de 'image de I'uniformi-
sante.

Proposition 2.2.6. Cette valuation est hensélienne par rapport au degré selon la définition
rapportée plus haut.

Démonstration. La valuation associée a R, , vp, est un homomorphisme surjectif, en effet
vp(Ri,) = Zy := 7Z; en fait Z/n.Z ~ Z/n.Z pour tout n > 0.

Montrons alors que vp(Npy/x,RK,) = fLy/K, - Z. La valuation vy : Rp, — Z; peut
étre vue comme le prolongement de la valuation usuelle normalisée de Lsgz, notée par wy.
Nous avons alors les diagrammes commutatifs suivants :

L;} E— RL‘ﬁ pr E— RKF
o e
7 —— 7y L —— Iy

La valuation wy s’étend de fagon unique a Ly de part I'expression : m(wp oN, Lok, ), et

ainsi vy s’ étend donc a Lyp. Comme -wsp est le prolongement de wy, nous obtenons :

€Ly /Kp

1 1 1

on(Rey) = Ty U Wi Ris) =

Up (VL /i, R)

€Ly /Ky € Loy /Ky Ly /K,

Par suite, nous en déduisons :

fry/r, - vp(Riy) = k(Npy ik Re)
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Or nous disposons de la relation fr,,/x, = f Ly/fK,, et de part la définition de fx, nous
avons fx, = (Zy : d(Gk,)) = 1 de part la surjectivité de I'application degré. Finalement,
nous avons :

frg/r, 8 (Riy) = fLy/K, - Ze = vp(NLy/k, RK,)

pour toutes les extensions finies Ly de K, le deuxiéme point (i7) est donc vérifié. O

2.2.5 L’axiome du corps des classes

Nous devons montrer :

Théoréme 2.2.2. Pour toute {-extension cyclique Ly d’un corps local K, nous avons :

. [ [Lp:Kp] pouri=0
|HZ(G(L‘J3/KP)7RL‘B)| - { 1 pour i =1

Démonstration. Soit G := G(Lg/Kp)

Nous considérons la suite exacte suivante :
X div X X X div
1 — L™ — Ly — Lgy/ L™ — 1
ol L;Edi” désigne la partie ¢-divisible du groupe multiplicatif L%. Nous rappelons qu’un

groupe abélien multiplicatif est dit ¢-divisible si chaque élément est une puissance £™*-iéme
pour tout entier n. Puisque G est cyclique, nous obtenons I'’hexagone de Herbrand suivant :

HY(G, L3"") —— H°(G, Lg)

_— T

H (G, L/ Ly™) HO(G, L/ LE™)

\ /

HY(G, L) <— H (G, Lg™)
i) D’aprés le théoréme 90 de Hilbert, nous savons que H1(G, L%) =1.

ii)Montrons que H°(G, L%di”) = 1et H (G, L%di”) = 1. Le lemme de Hensel nous
donne : L% ~ ,u% . Uql3 . 77% et ,u% > g - sp.div OU psp est le f-sous-groupe de Sylow du
groupe des racines de 1'unité, et pup 4, sa partie (-divisible.

e case 1 : Si*P 1 £ alors Uql3 est un Zyp-module, comme ‘B est inversible dans Zy, il suit que
UglB est £ -divisible ainsi que pug giv - U%;. Nous avons alors h(G, pisp div - Uglﬁ) = h(G, psp div) -
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h(G, Uql3); but h(G, psp giv) = 1 (comme g g, is a finite group ) et h(G, Uql3) =1 [Nel,
p. 40] ainsi : h(G, psp,div - Uql3) = h(G, L%dw) = 1. De plus, si A est un G-module par
définition H(G, A) = Ker(d)/Im(v) ou

0: A— B w:A— B
a— (0 —1)a ar— Trr, Kk, (a)

Si a € Ker(d) N L%di” alors a € (psp,div - U‘%)G = (pp.div - U}

p) puisque cette extension

p -7rpZ. Par conséquent a € Kdew et ainsi nous
pouvons choisir b € K, tel que a = ptF N(b). T s’ensuit que H(G, L;}di”) =1.Or
h(G, L%dw) = 1, finalement nous en déduisons H™ (G, qugdi”) =1.

est Galoisienne, ou pr ~ fp - fpdiv - U, ,

e cas 2 : Si P | ¢ le groupe M% est ¢-divisible, et comme le groupe des unités principales

est un Z,-module noethérien, il est isomorphe & la limite projective de ses quotients finis :

L% ~ M% -U% . m%. Puisque M% est fini, nous avons h(G, u%) = 1; en utilisant les mémes

div part
arguments que dans le cas 1, nous obtenons finalement que HO(G, qu:‘dw) est trivial et il en
est de méme pour H™(G, L%di”).

iii)En utilisant I’hexagone de Herbrand, nous avons H™ (G, L% / L%di”) =1.

iv) De part I’hexagone de Herbrand, nous obtenons : H(G, L;E) ~ H(@, L%/Lfg”). Or
de part I’axiome du corps des classes, nous avons : [H(G, L§)| = [Lg : K. Finalement,
nous obtenons |H°(G, L%/L%”)] = [Lyp : K.

v) Montrons alors que h(G, Rry) = [Lep : Kp).
Nous considérons la suite exacte suivante, ou Z, est un G-module trivial :
Up
1 —>Z/{LqG —>7€Lq3 — Zy — 1.
Rappelons que
o ~ 771 Zg ~ 771
(st P L RL‘B—U‘B’% et Ury, ~Usg

isinon Ry, = psp - 77%2 and Uy, >~ psp
Ainsi,

WG, Riy) = MG, Ury) - h(G, Zy).

Puisque Zy est un G-module trivial, nous avons :

HYG,Z) ~Z4/(|G| - Ze) H NG, Ze)=1 et h(G,Z)=[Ly: K]
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Par conséquent il suffit de montrer que h(G,UL,) = 1.

Si P { £ : comme psp g est le f-sous-groupe de Sylow du groupe des unités de L, il s’agit
d’un groupe fini donc d’un G-module de type fini, par conséquent par propriété du quotient
de Herbrand, nous en déduisons h(G,UL,) = 1.

Si B | £ : nous utilisons le fait que h(G,UL,) =1 [Nel, p. 40] et la suite exacte :
1— U, — Uy — Ury /UL, — 1

D’apreés le lemme de Hensel, Ur,, / Uim ~ k* ou k désigne le corps résiduel. Il suit h(G,U Lm) =
h(G, Uim) - h(G, ULm/Uim)' Dans ce cas nous obtenons alors , (G, Lim) =1.

Ainsi, dans les deux cas, nous avons h(G, UL, ) = 1. Finalement, h(G,RLy) = [Ly : Kpl.
vi) Il découle des étapes précédentes que :
HO(G, LG /L) = Ly Kyl JHTY G LE/LEN =1 h(G Riy) = Ly : K.

Comme R, = lim, L;;?/L(gf’“ = Z@®L;§/L;§di”, nous avons H%(G, L%/L%di”) = H"(G,RL,)
et nous obtenons

(G, L3/ L) | = [HY(G. Rig)| = [y - )
Mais h(G,Rr,) = [Ly : Kpl, par conséquent nous en déduisons :
H™'(G,Rry) = 1.
Comme G est un groupe cyclique, nous obtenons :

HY (G, Ry,) = 1.

O

Corollaire 4. Soit (deg,v) un couple de corps des classes, et soit Ax = Rk, satisfaisant
laxiome du corps des classes. Alors pour toute {-extension abélienne finie Ly de Ky , une
extension finie de Qy nous avons lisomorphisme :

Gal(ng/Kp) =~ RK}J/Nqu/KpRLm‘
Théoréme 2.2.3. La correspondance 1-1
L’application
Lq_} —>./\/’L = NLYB/K;JRL%
établit une correspondance bijective entre les £-extensions abéliennes finies Ly de K, et les
sous-modules fermés d’indice fini N de Rk, Si Ly est associé au sous-module Ny, de Rk,
alors Ly est appelé le corps des classes de N, et nous avons :

Gal(pr/Kp) =~ RKP/NL‘B/KPRLQB‘
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De plus, L1 C Ly = N, C N, NLyL, = N, "N, Nrinr, = N, Ni,.

Démonstration. D’aprés [Nel, theorem 114.2], nous devons seulement montrer que les sous-
modules N de Rk, quisont ouverts pour la topologie de la norme, sont précisément les
sous-modules d’indice fini R, .

Si N est un sous-module ouvert pour la topologie de la norme, alors il est fermé d’indice
fini. En effet il contient par définition un sous-module du type Nr, /k,(Rry) ot Ly est
une /-extension abélienne finie de K. Par suite, en appliquant le théoréme précédent, nous
en déduisons qu’il est d’indice fini.

Réciproquement, supposons que A soit un sous-module fermé d’indice fini de Rk, alors il
est ouvert pour la topologie de la norme. En effet, la topologie de la norme est compatible
avec la structure de Zs,-module topologique de Rp,, or le f-adifi¢ du groupe multiplicatif
d’un corps local est un module noethérien, il existe donc une unique topologie compatible
avec sa structure : ainsi les deux coincident .

O
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2.3 Théorie /-adique globale du corps des classes

OUS COMMENGONS cette section par un rappel des objets principaux de la théorie

& l-adique globale du corps des classes de Jaulent [Ja3|. Puis nous déterminons le

quotient de Herbrand du #-groupe des classes d’idéles, en vue de prouver 'axiome

du corps des classes dans le contexte global : résultat principal §3. Nous explicitons ensuite
le G-module, 'application degré et la valuation dans ce contexte global.

2.3.1 Les Zy~-modules fondamentaux globaux

Définition 6. [Jal, definition 1.3/

Soit K un corps des nombres, le £-groupe des idéles est défini par

res

Tk = H (Rk,)

pePlK

il s’agit donc du produit restreint des £-adifiés des groupes multiplicatifs des complétés, i.e
ces €léments (xy)p € Pli sont des unités a l'exception d’un nombre fini d’entre eux . Et le
groupe s’écrit comme une Téunion :

Ie =JIg on Ti=1[Re,) [[Ux,)
S pesS pgsS

quand S parcourt les ensembles finis de places de K.

Proposition 2.3.1. [Jal, definition 1.3/

Chaque jfg est compact pour sa topologie naturelle de Zg-module (toplologie produit). Et
Jk est un Zp-module pour la topologie de la limite inductive : les sous-modules ouverts de
Jk sont ceuzx qui intersectent chaque jjg sutvant un sous-module ouvert relatif.

Définition 7. [Jal, definition 1.4/

Le L-groupe des idéles principauz est défini par :
Rk = Zg ®7, K=

1l s’identifie canoniquement & un sous-groupe fermé de Jk .

Proposition 2.3.2. [Jal, théoréme 1.4]

L’application naturelle de Ri dans Jk, induite par l'injection diagonale de K dans [ K,
est continue. Le £-groupe des classes d’idéles est défini par :

Cx = Ik /Rik

C’est un groupe topologique compact.
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Remarque :

Dans la théorie classique du corps des classes, le groupe des classes d’idéles C'x est un
groupe topologique localement compact et nous avons : Cig ~ C’% * R4 , cette expression
est obtenue via ’application suivante : ol I désigne le groupe des idéles

¢ I — R+
ap = [Tlaplp
Cette application peut étre prolongée au groupe des classes tout entier, car par la formule
du produit un idéle principal s’envoie sur 1. Notons C?( le noyau de cette application
prolongée. Des arguments de géométrie des nombres permettent de prouver que C’?{ est
compact.

Le théoréme fondamental de la théorie f-adique globale est le suivant :

Théoréme 2.3.1. [Jal, théoréme 2.3] Etant donné un corps de nombres K, Uapplication
de réciprocité induit un isomorphisme continu du £-groupe des idéles Jx de K sur le groupe
de Galois G4 = Gal(K®/K) de la pro-l-extension abélienne mazimale de K.

Le noyau de ce morphisme est Ry le groupe des idéles principauz.

Dans cette correspondance,le sous-groupe de décomposition Dy d’une place p de K est
['mage dans G%? du sous-groupe R, de Jk ; et le sous-groupe d’inertie I, est ['image du
sous-groupe des unités Uy, de Rp,.

L’application de réciprocité établit une correspondance bijective entre les sous-modules fer-
més de Ji contenant Ry et les £-extensions abéliennes de K. Chaque sous-extension de
K% est le corps des points fizes d’un unique sous-module fermé de Jx contenant Ri.

Dans cette correspondance, les £-extensions abéliennes finies de K sont associées aux sous-
modules fermés d’indice fini de Jx contenant Ry, i.e aux sous-modules ouverts de Ji
contenant R . Ainsi pour L une (-extension abélienne finie de K, nous avons :

Gal(L/K) ~ Tk /Np/k(JL) - Rk
Dy(L/K) ~ RK,,/RKp N NL/K(jL) Ri
Ip(L/K) EUKP/UKP N NL/K(JL) Rk

Notre but est de prouver le théoréme de correspondance bijective en utilisant la théorie
abstraite de Neukirch. Nous définissons pour cela tous les éléments nécessaires en vue
d’obtenir une nouvelle démonstration du théoréme fondamental de la théorie ¢-adique du
corps des classes : Théoréme 2.
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2.3.2 Le quotient de Herbrand

Le but de cette section est de déterminer le quotient de Herbrand du ¢-groupe des classes

d’idéles.

Lemme 2.3.1. Soit L/K une extension finie de corps de nombres, alors I’ injection de Jx
dans J1, induit une injection entre leurs £-groupes des classes d’idéles : a- R — a-Ryp.

Démonstration. L’ injection de Jx dans Jr envoie Rx dans Ry, ainsi I'application est
bien définie. Elle induit un homomorphisme entre Cx et Cr. Pour montrer que cet ho-
momorphisme est injectif il suffit de prouver queJx N Ry = Rg. Soit M/K la cléture
Galoisienne de L/K, de groupe de Galois G. Nous avons

Ik €I CIm and Rrg CRLCRm
ainsi
Ik NRL C Ik N Ry € (T NRm)® € Tk NRY; = Ik N R = R

O

Lemme 2.3.2. Soit L/K une {-extension Galoisienne finie, G son groupe de Galois, alors
le £-groupe des classes d’idéles Cp, de L est canoniquement un G-module et Cg =Cg.

Démonstration. Jr, est un G-module, et Ry, en est un sous-G-module. L’action (o, -
Rpr) — o(a) - Rr équipe Cr, d’une structure de G-module. Comme nous avons la suite
exacte :

1—R, —J, —Cr—1
nous obtenons :
1 —RY — JF — ¥ — H}(G,RL).

Mais RY = (Zg®LX)G =7 ® (LX)G = Rk et J&¢ = Jk. Le théoréme sur la Z,-
cohomologie et le théoréme 90 de Hilbert impliquent alors HI(G, Rp) =1, d’ou le résultat.
O

Théoréme 2.3.2. Le quotient de Herbrand du -groupe des classes d’idéles

Soit L/K une (-extension Galoisienne cyclique de degré fini 0", G son groupe de Galois,
alors nous avons

_ ‘H()(G?CL’ _
|H'(G,Cr)|

n

hf(Gy CL)

En particulier (Crc : NpgCr) > £".

Démonstration. La preuve se découpe en quatre étapes.
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Etape 1 :

Nous montrons dans cette partie que pour un ensemble S suffisamment grand de places,
nous avons :

Tk =JTi-Rg ou Jx =|JJIR et jjg:H(RKp)H(qu)
s pes pES

ou S parcourt les ensembles finis de places de K.

Soit Dk = @MOO pZe @PI oo pZe/2Ze Nous considérons la somme directe topologique Jx =
Dg @& Uk et Vapplication :

(b: jK—>DK

o= (Oép) — Hp”l’(ap)
pfoo

Cet homomorphisme est surjective, de noyau 7, ig"o, ot Soo = {p | c0}. Ainsi nous obtenons
I’isomorphisme : JK/jI‘g‘X’ ~ Dk. Notons Px I'image de Ri dans Dk, alors nous avons :
Ri - jf?‘”/jf?’o ~ Pg C’est pourquoi :

jK/RK . jlgoo ~ DK/PK ~ CﬂK

ou Clk est le groupe des classes de diviseurs, [Jal, p. 364|. En particulier Dy /Pk est fini.

Soient ai, as,..., ap des représentants des classes de Dk /Pxk ; et p1,...,p; les premiers
qui divisent ay, ag, ..., ap, posons alors S := Soo U {p1,...,p;}. Soit o = (ap) € Jk, nous
écrivons (o) = a; -d ot d € Ry. Alors a-d~! € Jg.

Etape 2 : la cohomologie de 7;, et de jLS

Nous définissons d’abord, pour L/K extension Galoisienne finie, (de groupe de Galois G) :

Ip=11Rey. U =]ty
Blp Blp

pour chaque place p de K. Comme un élément de G permute les premiers au dessus de p,
T Lp et L{E sont des G-modules et nous avons :

I =11, Jr, U= HPUE
Soit B une place fixée de L au dessus de p, G = Gal(Ly/K,) C G le sous-groupe de

décomposition associé, si o parcourt les classes d’équivalence de G/ Gy alors o (*B) parcourt
les différents premiers de L au dessus de p. Alors

P _ _ p_
Jp = H Ry = H 0(Riy), Uy = H UL, )
O'EG/qu UEG/Ggp O'GG/G:B
Nous en déduisons ainsi que J Lp et Z/{E sont des G-modules induits :

JP =IndG, (Rry), Uf =ndg, Ury).
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Nous écrivons pour S un ensemble de premiers de K : J E = JLg, ott S est 'ensemble des
premiers de L de S. Nous avons alors la décomposition de G-modules :

TP =TTAI Re) TT A %) =TT 7F - T2

pes Plp pZS Plp pes pgsS

Proposition 2.3.3. Soit S l’ensemble contenant les places a linfini et les places de K
qui se ramifient , B un premier del au dessus de p , Gy le sous-groupe de décomposition
associé ; alors pour i = 0,1 nous obtenons :

‘Hz(GJ \7]:9) = @HZ(G‘B,RL‘B) and H1(G7 jL) = @HZ(G‘Ba,]sz)
peSs p

Démonstration. Nous avons jLS = @pes j£ ®V avec V = HpQS L{i. C’est pourquoi
nous obtenons I'isomorphisme pour ¢ = 0,1 :

HY(G,J.) = HI(G, J}) @ H)(G,V) et ] injection H'(G,V) — [[H(G,Up).
pes pgS

De plus, d’apres la proposition précédente J, Lp et Z/{E sont des G-modules induits, ainsi
H(G, J}) =~ H (G, MG* Rey) ~ H'(Ga, Riyy)
HI(G,UP) ~ H (G, MG*Upy) ~ H (G, Usy,).

De part le choix de S, si p ¢ S alors Lyp/K, est une (-extension non ramifice, d’out

Hi(Gm,Z/{Lm) = 1 par la proposition suivante. O

Proposition 2.3.4. Soit Ly /K, une {-extension non ramifiée, alors nous avons :

H'(Gal(Lyp/Ky),UrLy)) = 1 pour i =0,1.
Démonstration. Notons G = Gal(Lsy/K,). Nous considérons alors la suite exacte :
1—>Lle —>RL§,3 — Zy — 1
avec Zy G-module trivial. Nous obtenons ’hexagone de Herbrand suivant :

HO(G7 uLgp) - HO(G7 Rng)

7 I

H_l(G7ZZ) HO(G7Z€)

N ~

H™Y(G, Ry) < H (G, Usy)

Ainsi, nous obtenons la suite exacte suivante en utilisant I’axiome ¢-adique local du corps
des classes :

1 — H(G,U,) — HY(G,Ry,) — H(G,Z)) — H (G, UL,) — 1.
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L’application Rk, — Zy est la restriction de la valuation vy de Rp,. comme Ly /K,
est une extension non ramifiée (e Ly/Ky = 1) cette restriction est surjective : en effet un
élément premier T, de R, est aussi un élément premier de R, puisque

1
vgp(mp) = Up(Nng/Kpr) = eLm/Kp”p(Wp) =1

- fL‘B/Kp

Ainsi 'application HO(G,RL,B) — H%(G,Zy) est surjective et par conséquent bijective
puisque \HO(G,RLm)\ = |H(G, Zy)| = [Ly : K] par 'axiome local f-adique du corps des
classes et puisque Zy est un G-modue trivial.

Ainsi il vient :
Hl(Gal(L‘ﬁ/Kp)vuLm)) =L
D’aprés la preuve donnée page 9, nous avons

h(Gal(Ly/K,),Us,)) =1 ainsi H°(Gal(Ly/Ky),UL,)) = 1.

Par conséquent, nous obtenons

Hz(Gv \75) = @ Hi(va RLm)
pesS

H(G, Jp) = im HY(G, JF) = lim @D H'(Gyp, Riy) = D H (G, Riyy).
S S p p

Etape 3 :

Le /-groupe des S-unités est défini par £ = Ri N j;g. Soit S I'ensemble contenant les
places a l'infini et les premiers qui se ramifient, nous montrons que :

1
h(Gv 65) = ﬁ HpeS Ny,

ol ny désigne l'indice du sous-groupe de décomposition. Or le quotient de Herbrand, ratta-
ché & un module Galoisien dans une extension cyclique, ne dépend que du caractére de la
représentation qui lui est associée : cela donne en effet la structure de G-module & un fini
prés. Nous utilisons alors la propriété qui nous dit que si M est un sous-module d’indice
fini alors son quotient de Herbrand est trivial. Ce caractére est donc donné par le caractére
de représentation de Herbrand.
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Etape 4 : Conclusion

Soit S 'ensemble de places décrit précédemment, alors nous avons :
1—& —JP —JP Ry/Rp=Cr, — 1.
Comme L/K est une f-extension cyclique, nous obtenons :
WG, JP) = hG,ER) - MG, CL).

Mais ' '
HZ(G’ j[?) = H Hl(Gq& RLm)
pesS
pour ¢ =0, 1.

De part I’axiome du corps des classes local, nous en déduisons
[H (G, Riy)| = mp et [H' (G, Riy)| =1

Ainsi, (G, JP) = [Ipesmp- Daprés I'étape 3 : h(G,E7) = %Hpes ny, d’ott h(G,Cr) =
o, O

2.3.3 L’axiome du corps des classes

Cette section est consacrée a la preuve du théoréme suivant :

Théoréme 2.3.3. L’axiome du corps des classes Soit L/K une (-extension cyclique
de corps de nombres, alors :

[L:K] pouri=0
1 pour i =1

H(Gw/K).C)l = {
Démonstration. Puisque h(G(L/K),Cr) = [L : K| = ¢", il suffit de montrer que
HY(G(L/K),Cr) = H(G(L/K),CL) = 1.

La suite exacte 1 — Ry — Jr, — Cr, donne ’hexagone de Herbrand suivant :

H(G,Rr) —— H(G, J1)

" T

Hil(GaCL) HO(G,CL)

\ /

H (G, J) <=—H (G, Ry)
D’apreés la proposition 2.3.3, nous avons :

pes
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Par I'axiome du corps des classes local (théoréme 2.5.1), nous en déduisons :

H NG, J) = 1.

Ainsi, il suffit de prouver que 'application de H°(G,Ry) dans HY(G, J;) est injective :
c’est une conséquence du théoréme (-adique de la norme de Hasse (théoréme 2.3.4).

Il suit donc
HY(G(L/K),Cr) = 1.

Théoréme 2.3.4. (Le théoréme (-adique de la norme de Hasse) Si L/K est une (-
extension cyclique de degré £, un élément du £-groupe des idéles principaur est une norme
globale dans L/Ksi et seulement si c’est une norme locale partout, i.e une norme pour
chaque complétion Ly /K, ot B | p.

Démonstration. Soit z un idéle principal tel que x = Ny g (y) ot y € Ry. Puisque Ry
s'injecte dans Jr,, qui se surjecte dans R, nous en déduisons que x est une norme locale

partout.

Réciproquement supposons que z € R et écrivons le sous la forme z = z.y*", ol & désigne
I'image de = dans K* /K <t Rk /Ré? Comme L/K est une extension cyclique de ¢",
y"" est une norme. De plus, par hypothése x est une norme locale partout ; ce qui signifie
que chaque composante Zp, pour p donné, est une norme. En utilisant le théoréme usuel

de la norme de Hasse, nous concluons que z est une norme. O

2.3.4 G et le G-module

Soit G le groupe de Galois de la pro-f-extension abélienne maximale de Q. Le G-module est
I'union des £-groupes des classes Cx ot K parcourt les extensions finies de K : U[ K:Q]<oo Ck
et Cr, est le Gal(L/K)-module.

2.3.5 deg:G+—Zy

Nous fixons un isomorphisme tel que : Gal(@ /Q) ~ Zjy. Cela permet de définir :

deg : G =Gal(Q¥®/Q) — Z
¢ =9

Q

Soit K /Q une extension finie, nous définissons : fx = [K NQ : Q] et obtenons par analogie
avec le cas local, un homomorphisme surjectif degy = fLK -deg tel que degy : Gg — Zy.
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2.3.6 La valuation

La définition de la valuation dans le contexte globale est beaucoup moins spontanée que
dans le cas local.

Définition 8. Soit L/K une (-extension abélienne finie, nous définissons alors 'applica-
tion :

[+, L/K] =TI (o, Lp/ Ky) pour o € Tk

ou Ly désigne la complétion de K, par rapport a B | p et (oy, Ly/Ky) le symbole local.

Proposition 2.3.5. Soit L/K et L'/K' des (-extensions abéliennes finies de corps de
nombres tels queK C K' et L C L', alors le diagramme suivant est commutatif :

j [ L/ /] G I(LI/K/)

s |

T S Gar/k)

Démonstration. Considérons a = (asp) € Jg. Nous avons pour B | p : (aup, L‘/ﬁ/K‘/ﬁ)le =

(NK’ ie (O“B)vLP/Kp) et

[NK’/K(a)vL/K]:H(NK’/K( p’Lp/Kp HH K. /Ko 0“13 Lp/Kp)
p P Blp

[Nir/i (), L/ K] = H(am7L:p/Ksl13)/L = [o, L' /K|,
B

Proposition 2.3.6. Pour toute racine de l'unité ¢ et pour tout a € R nous avons

[a, (K(Q)/K)] =
ot (K(C)/K)¢ désigne la projection sur le £-sous-groupe de Sylow de Gal(K(¢)/K).

Démonstration. Nous suivons [Nel, prop 6.3, p. 92]. D’aprés la proposition précédente :
[Ni/o(a), (Q(C)/Q)e] = [a, (K(¢)/K)d|q(c)- Par conséquent il suffit de montrer la propriété
pour K = Q. Mais

la, (Q(C)/Q)¢ = [ [ (@, (@p(€)/Qp))e-

p
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Soit ¢ un nombre premier et ¢ une racine ¢"-iéme de l'unité, avec ¢ # 2. Nous prenons
a € Rg et écrivons a = uy, - p?(@ on vp désigne la valuation usuelle normalisée de Q.
Pour p # ¢ et p # oo 'extension Q,(¢)/Q, est une extension non ramifiée. Le principe
fondamental [Nel, théoréme 2.6, p. 25| établit que le symbole local associe I'uniformisante
au Frobenius, nous obtenons donc que (p, (Q,(¢)/Qp))¢ correspond a 'automorphisme de
Frobenius ¢, : ( — ¢?. De plus le diagramme suivant est commutatif :

L L) NRT

! !

Ry LGalEn/Ko)e Gal(Ly/Kp)e

p

ol le symbole du haut est le symbole local usuel, et le symbole du bas le symbole local
l-adique. Par conséquent, nous en déduisons

(@, (Qp(€)/Qp)e)C = ¢

avec

p’* @ pour p # qet p# oo

np = u,? pour p = q

sgn(a) pour p =00 .

Ainsi
[a, (Q($)/Qel¢ = [ (. (@(€)/Qp)e) = ¢~
p

Et par la formule du produit, a =[], ny, = sgn(a) - ], .o pUr(@ gl = 1. O

Définition 9. Nous définissons la valuation vk : Cx — Zy comme suit :

[7K/K]

Cx G(K/K) 295, 7,

Lemme 2.3.3. vg est bien définie.

Démonstration. Nous montrons que Va € Ry, [a, K/K] = 1. Comme K/K est contenue
dans 'extension de K obtenue en ajoutant toutes les racines de I'unité, il suffit de montrer
que pour a € R et ¢ une racine de l'unité, [a,(K(¢)/K)¢] = 1, c’est le sens de la
proposition 2.3.6. Par suite, nous en déduisons que Ry C Ker([ - ,f(/K]) . O]

Lemme 2.3.4. vg est surjective et [Cx, Gal(K /K)] est fermé dans Gal(K /K).
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Démonstration. Comme [Ry, Gal(K/K)] = 1, nous savons que
[Jx,Gal(K/K)] = [Ck, Gal(K /K)].

Soit Gal(K /L) un voisinage de 'élément neutre Gal(K /K), ot L est une extension Galoi-
sienne finie de K de degré £"*. Comme Jx = U X EBWpZ ¢ ou Uk est le sous-groupe des idéles

1z . 12 ' kp '
unités, un voisinage de I’élément neutre est du type : U x @Wﬁ 2t avec U i un sous-module

k
ouvert de Ug et ky un entier. Nous pouvons choisir £, > n. Ainsi I'image de Trff PLe ost tri-

viale par le symbole local. De plus si p | £ alors 'extension locale est non ramifiée et ainsi I’
image d’un élément de Z/{;{ est triviale. Sip 1 ¢ la filtration du groupe des unités permet d’ob-
tenir une image triviale. Par conséquent, application [ - , Gal(K/K)] : Jx — Gal(K/K)
est continue, or C est compact, nous en déduisons donc que [Cx, Gal(K/K)] est fermé
dans Gal(K/K). O

Lemme 2.3.5. [Cx, Gal(K/K)] est dense dans Gal(K /K).

Démonstration. Nous suivons [Nel, proposition 6.4, p. 93| . Le symbole local est surjec-
tif, [Tk, Gal(L/K)] contient tous les sous-groupes de décomposition Gal(Ly/K,). Donc
toutes les places p se décomposent complétement dans le sous-corps des points fixes M de
[Tk, Gal(L/K)]. Cela implique que M = K et donc que [Jk,Gal(L/K)] = Gal(L/K) :
[Tk, Gal(K /K)] est ainsi dense dans Gal(K /K ). Nous obtenons donc que [Jx, Gal(K /K)] =
[Cx, Gal(K /K)] est dense dans Gal(K/K). O

Lemme 2.3.6. vx est hensélienne par rapport au degré deg.

Démonstration. Nous avons :
vk (NpykCr) = v (Np i J1) = degr o [N Jr, K /K]

(puisque [Ry, Gal(K/K)] = 1). De plus degy = fix ~deg et fr/x = fr/fK, c’est pourquoi
degrk = fr K - degr. D’apres la proposition 3.6.1, le diagramme suivant est commutatif :

T L Galisn)
wl
T L Gal (kK

-l suit que [Ny g JL, K/K] = [Jp, L/L]. Par la surjectivité de vy, nous en déduisons que

v (NpyxCr) = frx - degr o [Jp, L)L) = fr i - vL(CL) = fr i - Ze
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Corollaire 5. vi est bien définie, surjective et hensélienne par rapport au degré deg.

Corollaire 6. (deg,v) est un couple de corps des classes, et Ax := Cx satisfait l’axiome
du corps des classes. Ainsi pour toute £-extension abélienne finie d’un corps de nombre K,
Tr/K induit un isomorphisme :

Gal(L/K) ~ CK/NL/KCL-

Définition 10. L’application réciproque de ry, /i conduit a un homomorphisme surjectif
(,L/K):Cx — Gal(L/K)

, de noyau N /kCy. le symbole L-adique global de la norme résiduelle. Nous considérons
(,L/K) aussi comme homomorphisme de Jx — Gal(L/K) du (-groupe des idéles.

Proposition 2.3.7. Si L/K est une {-extension abélienne et p une place de K, alors le
diagramme suivant

Ric, —25 Gal(L,/ K,)
[ @ J
Ce MO0 Gan/K)

est commutatif, o pour toute place p de K, [ ] désigne linjection canonique de Ry, dans
Cr, qui associe a chaque ap € Ry, la classe de l'idéle [ap] = (..., 1,1,1,ap,1,1,1,...).

Démonstration. Nous suivons ici la preuve du cas classique, se référer a [Nel, proposition
IV 6.6]. Nous remarquons d’abord que les deux applications ( ,K/K), [ ,K/K]de Jk
dans Gal(K/K) coincident, puisque d’aprés [Nel, proposition I113.4]

degp o ( ,f(/K):vK:degKo[ ,IN(/K]

Par suite, si L/K est une sous-extension de K/K et a = (ap) € Ik alors

(o, L/K) = [a, L/ K] = H(avap/Kp)‘
p

En particulier, si a, € Rp,, alors ([ay], L/K) = (ap, L/K) prouvant la proposition pour
les sous-extensions de K /K. Pour le cas général, soit o € Gal(Ly/Ky). Nous pouvons
choisir un antécédent & de o dans Ep = Lp.i, de telle sorte que la restriction 5’\I~( soit
une puissance de ¢y, i.e que &|L soit un relévement de Frobenius pour o € Gal(L/K).
Soit ¥ le corps des points fixes de &]f/ et ¥y = K;.X sa complétion. Alors, o est I'image
de & par Gal(Ly /%) — Gal(Ly/K,). En posant M = ¥.L nous avons que M/Y est une
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sous-extension de % /% puisque > = f/, et nous obtenons comme dans [Nel, proposition
IV 6.6] le diagramme :

Gal(M, /%) Ry, /Nty /s, R,
Gal(Lp/Kp) J/ RKp/NLp/KpRLp
Gal(M/%) l JIs/NysImRs

Gal(L/K) Ik /N k ILRK

dans lequel les applications horizontales sont les applications de réciprocité. Dans ce dia-
gramme, le haut et le bas sont commutatifs. Les diagrammes sur le c6té sont commutatifs
ainsi que le diagramme a Darriére d’aprés ce que nous venons de voir, M /¥ étant une
sous-extension de 3./3. Rappelant que o est I'image de Gal(M,/%,) — Gal(L,/K}) nous
en concluons que le diagramme de devant est commutatif, ce qui prouve la proposition.

O

Corollaire 7. Soit L/K une (-extension abélienne, o = (oy) € Ji alors

(o, L/K) = [ [ (e, Lo/ ).

P

En particulier, si a € Ry, nous avons la formule du produit

[ L,/K,) =1.

P

Démonstration. Puisque Jx est topologiquement généré par des éléments de la forme
a = [ap], qui est la notation pour la classe de (...,1,1,1,ap,1,1,1,...) ot ap € Rk,, il suffit
de démontrer la formule pour des éléments de ce type. Mais c’est exactement la proposition
précédente :

(lap), L/ K) = (ap, Ly/ Ky) = H([ap]7Lq/Kq)~
q

La formule du produit s’en déduit puisque («, L/K) ne dépend que de la classe de a. [

En identifiant R, avec son image dans Cg sous I'application a, — [ap] et en écrivant
N = Nk et Ny = Np, /i, nous obtenons

Corollaire 8. Pour toute {-extension abélienne finie L/ K, nous avons :

NCr N RKP = Np'RLp.
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Démonstration. Soit x, € NyRr,, d’aprés la proposition précédente, nous avons ([z], L/K) =
(zp, Ly/Ky) = 1, de telle sorte que la classe de [zp] est contenue dans NCr, d’out NyRp, C
NCp. Réciproquement, considérons & € NCp NRp,. Alors & est représenté par la norme
d'un idéle : @« = N avec f € Jp, mais aussi par un élément [z,], z, € Rk,, tel que
[zp]-a = N3 avec a € R,. En prenant les composantes, nous voyons que a est une norme
de Lq/Kq pour tout q # p. De part la formule du produit, il suit que a doit étre une norme
de Ly/ Ky, de telle sorte que [x,] € NyRp, : prouvant I'inclusion NC, "Rk, € NyRr,. O

Théoréme 2.3.5. La correspondance 1-1 :

L’application
L — NL = NL/KCL

établit une correspondance bijective entre les (-extensions abéliennes finies L/ K et les sous-
groupes ouverts N de Cx. Si L est associé au sous-groupe ouvert Ny, de Cx alors L est
appelé le corps des classes de N et nous avons :

GQZ(L/K) ~ CK/NL/KCL

De plus, L1 C Ly = N1, C N1, Npyn, =N, "N, Nijar, = N, Ni,.

Démonstration. D’aprés |[Nel, theorem 114.2], nous devons montrer que les sous-modules
N de Cx qui sont ouverts pour la topologie de la norme sont précisément les sous-modules
fermés d’indice fini de C. Si NV est ouvert pour la topologie de la norme, il contient donc
par définition un groupe des normes du type Ny, k(Cr) et est donc d’indice fini puisque
(Ck : Npk(Cr) = [L : K] d’aprés le corollaire 4. N est aussi fermé pour sa topologie
naturelle, car Ny, Cy, l'est. (Cr, est compact pour sa topologie naturelle). Réciproquement,
soit A un sous-groupe fermé d’indice fini n dans Cx muni de sa topologie naturelle. Nous
devons alors montrer que A est ouvert pour la topologie de la norme, a savoir qu’il contient
un sous-groupe des normes Ny, Cr,. Considérons I'application identité de Cx muni de sa
topologie usuelle, dans Cx muni de la topologie de la norme. Nous venons juste de prouver
que la topologie usuelle est plus fine que la topologie de la norme. Il suit alors que l'identité
est une bijection continue. De plus Cx est compact pour sa topologie naturelle, et vérifie
la propriété : Np/xNp/xCr, =1 car Npy, N, Loy /K, Ry = 1, conséquence de la trivialité du
groupe des normes universelles. De part la [Nel, proposition 114.1 iv)|, nous en déduisons
que Cx est de Hausdorff pour la topologie de la norme. Finalement, 'identité est un
homéomorphisme, et A/ est ouvert pour la topologie de la norme.

O
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3 Le Frobenius logarithmique

3.1 Le cas logarithmique local

=CPRES avoir rappelé la notion de ramification au sens logarithmique introduite par
Jaulent, nous détaillons le G-module, 'application degré et la valuation logarith-
- mique dans le contexte local.

3.1.1 La construction de la Z-extension cyclotomique et de la Z,-extension
cyclotomique de Q et de Q,

Sur le corps Q, il existe précisément une Z-extension décrite dans la proposition suivante :

Proposition 3.1.1. [Nel, proposition IV 6.2/

Soit Q/Q le corps généré par toutes les racines de l'unité et soit T le sous-groupe de torsion
de Gal(©2/Q), (le sous-groupe des éléments d’ordre fini). Alors le sous-corps de Q, Q°/Q
fixé par T correspond a la Z-extension de Q.

Neukirch donne une description alternative de la Z-extension obtenue comme suit : pour
chaque premier p soit €,/Q le corps obtenu par addition des racines de I'unité d’ordre une
puissance de p. Alors

Gal(9,/Q) ~ LGal (Cpm /Q):@(Z/p"Z)X:Z;

n

et Zy ~ 7Ly, x Z/(p—1)Z pour p # 2 et 75 ~ 7o x Z/2Z. En prenant le corps de points
fixes du sous-groupe de torsion de Gal(£2,/Q) qui est isomorphe & Z/(p — 1)Z (ou Z/2Z
pour p = 2) nous obtenons alors une extension Q® de groupe de Galois :

Gal(QP/Q) ~Z

il s’agit de la Z,-extension cyclotomique de Q. Alors, @C est le compositum de toutes les
Zy-extensions cyclotomiques de Q pour tous les premiers p.

Remarque :

Ainsi la Z-extension cyclotomique de @, est obtenue comme le compositum de Q, et de
la Z¢-extension cyclotomique de Q. Soit ¢ un autre nombre premier, la Zg-extension non
ramifiée de Q, et la cyclotomique coincident pour g # p, se reporter & [Ja3, théoréme 1.4

i1)].
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3.1.2 Ramification logarithmique

Soit K un corps de nombres, p un nombre premier, p un premier de K au dessus de p. Nous
notons QC la Z-extension cyclotomique de Qy, i.e le compositum de toutes les Z4-extensions
Cyclotomlque de Q, pour tous les nombres premiers q.

Définition 11. Indices absolus :

i) Uindice logarithmique de ramification absolu de p est défini par :
& = [Kp: Q5N K],

ii) le degré d’inertie logarithmique de p est :

fo=1Q N Ky : Qyl.

i1 ) K /Q est dite logarithmiquement non ramifiée en p si €, = 1, ce qui signifie K, C @.

iv) p est dite totalement log-décomposée si €, =1 et K = Q) i.e le sous-groupe de décom-
position de p est trivial.

v) p est dite logarithmiquement log-inerte si €, =1 et [K, : Qp] = [K : QJ.

Remarque fondamentale : [Ja3, p.4|
Supposons que K/Q soit une (-extension finie, ainsi il existe n tel que [K : Q] = ¢™.
Alors 'extension Qf / Q} contient uniquement des sous-extensions de degré premier a £. En
particulier le degré [Qg NKy:QynN K] est premier a £ et comme il divise £, nous en
déduisons que [@;C, N Ky : Q)N Kp] = 1. L’égalité des corps @g N K, = Q, N Ky implique
les caractérisations suivantes :
et ~

=1 QNK,=0Q,.
Comme Qg/(@p est une extension Galoisienne, la condition précédente implique que les
extensions Ky et (O sont linéairement disjointes sur Q.
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Comme nous travaillons uniquement avec des ¢-extensions, les définitions que nous donnons
dans la sous-section contexte logarithmique sont celles obtenues en remplagant Q5 par Qj.

Ainsi nous avons le schéma suivant : [Bri, 1.1.3|

II 202~ —
Q — QS K§
f P -
Q—" QN K, =—Q; N K, ~— K,
Q K

Définition 12. Indices relatifs :

Soit L/K wune extension finie de corps de nombres, P un premier de L au dessus de p.
Notons K le compositum de K, et de Q5 ,

i )lindice relatif de ramification logarithmique de p est :
Ery i, = (L : KN L.
i) le degré d’inertie relatif logarithmique de p est :
Fro/i, = K5 N Ly : K.
i11)L/ K est dite logarithmiquement non ramifiée en p lorsque €Ly /K, = 1, ce qui implique

Ly C K¢.

Nous avons le schéma suivant : [Bri, 1.1.3]

Ly
Iy Lgs /5y
LpnQ —— K& Ly
Q, K, N Q¢ ° e

et les relations :
éqg = éL:p/K,yép et fm = qug/Kp'fP'

47



Proposition 3.1.2. [Ja3, theorem 1.4] Avec les notations précédentes, les indices clas-
siques et logarithmiques sont liés par la formule :

3.1.3 Le contexte logarithmique local :

Nous considérons le contexte suivant :
K, est une extension finie de Qy,
Q}, est la Zs-extension cyclotomique de Q)

ng est la pro-f-extension abélienne maximale de Q .

ab
Q

Par rapport & la partie précédente, ici nous remplagons la Zs-extension non ramifiée de
Qp par sa Zg-extension cyclotomique, et la valuation usuelle de Rq, par la valuation
logarithmique, introduite par Jaulent dans [Ja3]. Or si p est un nombre premier différent
de ¢, la Zy-extension non ramifiée et la Zy-extension cyclotomique coincident, et il en est
de méme pour la valuation classique et logarithmique. La seule différence pour Q, va donc
se produire dans le cas ol p = /.

De fagon générale, pour un corps local Kj, nous remplagons aussi sa Zg-extension non
ramifiée par sa Zg-extension cyclotomique, et la valuation usuelle de R, par la valuation
logarithmique : les différences par rapport au contexte local précédent vont donc apparaitre
pour les places au dessus de ¢.

Le but est de de montrer que le contexte logarithmique peut aussi étre compris grace a la
théorie abstraite de Neukirch. Ainsi nous sommes en mesure de définir pour une f-extension
locale un symbole local logarithmique qui ne différe du symbole local £-adique que pour les
places p au dessus de £. L’intérét réside dans le fait que nous sommes alors en mesure de
définir un Frobenius logarithmique associé au contexte de la ramification logarithmique : ce
dernier coincide avec le Frobenius classique sauf pour les places au dessus de £ : cela permet
donc d’étendre la théorie a des places p, au dessus de ¢ ramifiées au sens classique, mais
non ramifiées au sens logarithmique. D’autre part la définition du Frobenius logarithmique
associé a une place p d’un corps de nombres K, logarithmiquement non ramifiée, conduit a
définir une application d’Artin logarithmique sur I’ensemble des diviseurs logarithmiques.
Nous en étudions les propriétés et explicitons son noyau.
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3.1.4 L’application degré

Nous posons ¢ = p (respectivement ¢ = 4) si p # 2 (respectivement p = 2) et nous
considérons le caractére de Teichmuller w défini comme l'unique caractére de Dirichlet
modulo ¢ tel que ﬁ = 1 mod ¢ pour tout z premier & p. L’application x — w(z) est
un morphisme de groupes de Z; dans le groupe des racines de I'unité contenue dans Q.
Le caractére de Teichmuller est bien défini pour les pro-f-extensions comme la restriction
a la pro-f-partie du caractére tout entier.

Nous définissons alors 'application degré par le caractére de Teichmuller :
deg : G=Gal(K’/K,) — Zy
¢ = w(e)
ol Kgb désigne la pro-f-extension abélienne maximale de K.

Nous suivons alors la construction abstraite de Neukirch et considérons le schéma de la
ramification qui lui est associé, avec Ky joue ici le role du k de la partie abstraite, et K,
celui de k par rapport au schéma abstrait (item 11 p.11).

Ky

Pour Lg une /-extension finie de K, I'indice de ramification logarithmique et le degré
d’inertie logarithmique apparaissent donc naturellement, respectivement définis par :

froj, = [Lp MK 1 Ky Eyyk, = [Ly - Lp N K.
Ces définitions coincident bien avec celles données par J aulent [Ja3| puisque nous travaillons

avec des (-extensions ainsi nous avons pu remplacer Ky par Ky en vertu de la remarque
fondamentale p.38.

3.1.5 Le G-module

Le G-module est le méme que précédemment & savoir :

A=1lmRy,
Ly

ol Ly parcourt les extensions finies de Ky, with Ry, = lim, L;E J/ qufk .

Il s’identifie canoniquement & :
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A= |J Ru,.
[ng:Kp]<OO

Si Ly est une extension finie de K,
A Ly = RLm

est le Gal(Lyg/Kp)-module que nous allons étudier.

3.1.6 Valuation logarithmique

Nous introduisons dans cette section la valuation logarithmique définie par Jaulent.

Définition 13. Le logarithme d’lwasawa [Ja3, §1]

Le logarithme d’lwasawa Logr, est défini sur le groupe des unités principales 1 4+ £Zy de
Zy par son développement en série entiére :

Log(1+z) =Y (-1)F'a"/k.
k>1

Il se prolonge classiquement a Z;, au moyen de léquation fonctionnelle
Log(zy) = Log(x)Log(y)

qui impose la condition Log(C) = 0 pour toute racine de l'unité ¢ dans Z, et finalement
au groupe Q) tout entier avec la condition Log({) = 0.

Définition 14. La valuation logarithmique [Ja3, proposition 1.2/

Soit K une extension finie de Q, p un nombre premier. Notons @ la Z-extension cycloto-
mique de Q,. Soit p une place de K au dessus de p,

i) le degré (-adique de p est donné par la formule :

| Logru(p) sip#L
dege(p) = { Logrw(1+¢) sip=1"¢

Ce choix impose, comme c’est détaillé ci-apres, Vuniformisante logarithmique sur Q.

it)le degré (-adique de p est défini par la formule :
deg(p) = fp - dege(p).
iii) la valuation logarithmique associée a p est :

Op(2) = Logru(Ni, /g, (%)) /deg(p)

définie sur Rk, et a valeurs dans Zy.
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Remarque : La définition de la valuation logarithmique difféere de celle donnée par
Jaulent : en fait 'expression du degré f-adique deg,(¢) est ¢ dans la définition initiale[Ja3,
proposition 1.2| et Logr, (1 + ¢) dans notre cas. Le choix fait impose I'uniformisante loga-
rithmique.

Définition 15. Valeur absolue ¢-adique principale [Ja3, proposition 1.2/
Soit K une extension finie de Q, p un nombre premier.

Si vy désigne la valuation usuelle normalisée de Ky, la valeur absolue -adique principale
est définie sur pr par la formule :

sip Jl alors |zy| =< Np~ @) >
si p|l alors |zy| =< NKp/Qe(x)Np—vp(w) >

ou N désigne la norme absolue de p et ot u —>< u > désigne la surjection canonique de
Zy* sur le groupe des unités principales.

Proposition 3.1.3. Image de la valuation logarithmique [Ja3, proposition 1.2/

Soit p un nombre premier, K, une extension finie de degré dy sur Qy, et |.|, la valeur
absolue £-adique principale sur pr :

i) pour tout v € K,° 1" expression hy(x) = —Log(|x|y/dy.degi(p) ne dépend pas du choix
de lextension de Q, contenant

i) la restriction hy de hy, au groupe multiplicatif K, induit un Zg-morphisme de Ry sur
Qy, dont le noyau est Uk, , et dont l'image est le Zg-réseau 1/ep - Zyg

iii) la valuation logarithmique satisfait : Uy = €y - hy.

Proposition 3.1.4. Valuations logarithmique et usuelle [Ja3, proposition 1.2/
Dans le méme contexte, si p est une place qui n’est pas au dessus de ¢, les valuations
classiques et logarithmiques sont proportionnelles sur R, :
€
o fo

Up

Proposition 3.1.5. La valuation logarithmique Uy, satisfait les deux propriétés :
(i) Up(Ri,) = Z tel que Z C Z et Z/n.Z ~ Z/n.Z pour tout n
(11)0 (N Ly /i, Riy) = J?ng/Kp-Z pour toute extension finie Ly de K, .

Ainsi la valuation logarithmique est hensélienne par rapport o deg selon la définition de
Neukirch.

Démonstration. Pour le premier critére (i) nous utilisons la définition de la valuation lo-
garithmique :
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ainsi Z = Zy et Z/n.Z ~ Z/n.Z pour tout n.

Pour le deuxiéme critére (ii) nous utilisons le diagramme commutatif suivant [Ja3, propo-
sition 1.1]

x extension x  Norme X
K; L K,

B
| [
[Lys:Kp]

Qe Q 2 Q

il suit
hp(Niy /i) = [Lop « Kp] - hyp
comme,
Op (N /i, Rigs) = € hp(Npy /i, Riy )

nous
ainsi

Up(NLy /K, Rig) = [Lp 0 Kyl - €p/eq - Zy

dia a [Ja3, proposition 1.2],
h‘ﬁ(RLm) = 1/653 - Dy

D’aprés [proposition 5.1.1] :

[Lm : Kp] = fL‘I&/Kp 'éch/Kp'

d’ou
. P
[L‘ﬁ : KP] ep/em T feeplyp
ainsi
Op(Npg /i, Rigy) = % Ly
finalement

6P(NLm/KpRLm) = fLm/Kp "z
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3.1.7 Uniformisantes logarithmiques sur Q,

Proposition 3.1.6. [Ja3, i), p. 4/

Pour une place non archimédienne p de Q, nous avons

R i D" pour p # {
! (14 £Zy) - %t pour p = {.

Uniformisantes logarithmiques sur R, :

Si p # ¢ : U'uniformisante classique p est aussi uniformisante pour la valuation logarith-
mique.

Si p = £ : partant de I'expression de Rg,, nous avons
Ro, = Ug,Uy,

avec L?Qé ~ (L0 et Uy, ~ 1+ 1Zy.

Nous considérons alors une uniformisante logarithmique ? telle que

0e(0) =1 et £ € Uy,

Ainsi nous obtenons la décomposition suivante :

R, = (Pe(Pe,

Sur Q; c’est le choix du dénominateur dans l'expression de la valuation logarithmique,
i.e. du degré f-adique de ¢, qui impose {. La condition Log(f) = deg,(¢), qui est la

traduction de vy (¢) = 1, définit £ & une unité logarithmique prés. Or nous avons Uy, NUy, =
1, ainsi £ est bien déterminée par le choix du dénominateur.

Par exemple si nous prenons pour expression du degré f-adique de ¢ la valeur Log(1 + ¢),
alors £ =14 £.

3.1.8 Uniformisantes logarithmiques sur R,

Sip f¢,T'uniformisante classique 7, est aussi uniformisante pour la valuation logarithmique,
les deux valuations étant dans ce cas proportionnelles : m, = 7.

Si p|¢, alors nous avons dans ce cas Ry, ~ UplTrpZ ¢. Par défintion une uniformisante loga-
rithmique est un élément 7, de R, vérifiant :

Logru(Nk, /g, (7)) = fp deg(€) = Logr, (7).

Ceci détermine 7, a une unité logarithmique pres.
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3.1.9 Le symbole local logarithmique

Nous définissons le symbole logarithmique local et en donnons une expression explicite sur

Q-

Théoréme 3.1.1. (deg, ) est un couple de corps des classes et Ry, satisfait I'aziome du
corps des classes. Ainsi pour toute {-extension abélienne finie Ly de Ky extension finie de
Qp, nous avons l'isomorphisme :

GaKL‘B/KP) = RKp/NL‘B/KPRL‘l?

Définition 16. Cela permet de définir I’homomorphisme surjectif suivant appelé le symbole
local logarithmique :

( ,Lm/Kp) :RKP — Gal(Lm/Kp)

Proposition 3.1.7. Nous avons une expression explicite pour le symbole local logarith-
mique dans le contexte suivant : soit ( une racine de l'unité d’ordre une puissance de £, et
a € Rq,, alors

(@, (Qp(¢)/Qp))e = ¢
avec
pvr(@) pour p # L et p # oo

—0g(a)

=900 " pourp=t¢

sgn(a) POUT P = OO

ot (Q(€)/Q), dénote la projection sur le £- sous-groupe de Sylow de Gal(Q(¢)/Q).

Remarque : Si p est réelle et £ = 2 alors R, ~ %, il est trivial dans tous les autres cas,

[Jal, proposition 1.2] : sgn(a) vaut + — 1 dans le premier cas et 1 dans tous les autres.

Démonstration. Soit ¢ une racine £™-ieme de I'unité, avec £™ # 2. Nous prenons a € R,
et écrivons a = wuy, - (@ pour p # ¢, ou vp est la valuation usuelle normalisée de Q,
qui coincide dans ce cas particulier avec la logarithmique. Pour p = £, nous écrivons
a = E”"'(“).(KN)W(G). Pour p # ¢ et p # oo lextension Q,(¢)/Q, est une extension non
ramifiée. Le principe fondamental [Nel, theorem 2.6, p. 25| établit que le symbole local
associe les uniformisantes aux Frobenius, nous avons que (p, (Q,(¢)/Qp))¢ correspond a
I'automorphisme de Frobenius ¢, : ¢ — ¢?. De plus le diagramme suivant est commutatif :

Ky LGOI o)Ly k)

! |

Ry Gt/ K Gal(Ly/Kp)e

p

ot le symbole du haut désigne le symbole local classique et le symbole du bas le symbole
local /-adique. Par suite, nous en déduisons

(av (Qp(C)/Qp)E)C = Cnp
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avec
p( @ for p#£Let p+# oo
n, =
sgn(a) for p= o0

Mais nous voulons avoir [a, (Q(¢)/Q)¢] = 1 pour a € Rg afin de définir la valuation
dans le cas logarithmique global, o

[a, (Q(C)/Q)¢ = [ [ (@, (@p(€)/Qp)e)C = ¢

p

Ainsi nous obtenons

a= an = sgn(a) - H p(@ .y
P

pF#oo p#L

De part la formule du produit, nous avons :

a = sgn(a) . H pvp(a) . pvela) — goe(a) | pue(a)
pFoo pF#L

Par suite, nous en déduisons : o = a - £79¢() . n.

La condition o = 1 impose
ng = £~0(@)

pour avoir
a=aq- vl 7o) — g g7l =1,
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3.2 Le cas logarithmique global

OUS DEFINISSONS le G-module, I'application degré et la valuation dans le contexte
logarithmique global.

G

3.2.1 @ et le G-module dans le cas logarithmique global

Soit G le groupe de Galois de la pro-f-extension abélienne maximale de Q. Comme précé-
demment, le G-module est la réunion des ¢-groupes des classes d’idéles Cx ot K parcourt
les extensions finies de K : {Jx.gj<oo Ci- €t Cr un Gal(L/K)-module.

3.2.2 deg: G+ Zy pour le cas logarithmique global

Nous fixons un isomorphisme tel que : Gal(@ /Q) ~ Zy. Cela permet de définir :

deg : G =Gal(Q¥®/Q) — Z
¢ =9

Q

ot Q% est la pro-f-extension abélienne maximale de Q. Soit K/Q une extension finie,
nous définissons : fx = [K N Q : Q] et nous obtenons par analogie avec le cas local
un homomorphisme surjectif degy = J%K - deg tel que degy : Gg —> Zy détermine la

Z-extension cyclotomique K de K.

3.2.3 La valuation dans le cas logarithmique global :

C’est le méme type de construction que précédemment. Et par le choix que nous avons fait
pour le symbole local, nous avons déja Va € R, [a, K/K] = 1. ce qui permet de donner
la définition suivante :

Définition 17. Nous définissons la valuation vy : Cxk — Zy comme suit :

[7K/K]

Cx G(K/K) 295, 7,.

Lemme 3.2.1. vg est hensélienne par rapport au degré deg.

Démonstration. Les arguments sont les mémes que dans les lemmes 4.6.2 et 4.6.3 en rem-
plagant Uk, par Uk, . O
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Théoréme 3.2.1. (deg, vi) est un couple de corps des classes et Cx satisfait l’aziome du
corps des classes. Ainsi pour toutes les £-extensions abéliennes finies L de K, nous avons
I’ isomorphisme :

Gal(ch/Kp) ~ jK/NL/KJL . RK

Définition 18. Cela permet de définir ’homomorphisme surjectif suivant, appelé symbole
logarithmique global :

(,L/K): Jx — Gal(L/K).
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3.3 Frobenius logarithmique

f ‘({ ETTE SECTION a pour but de définir le Frobenius logarithmique, analogue du Fro-
A_, )),), benius classique, dans le cadre de la non-ramification logarithmique. La construc-
N\ ™) tion explicite du Frobenius conduit & définir une application d’Artin logarith-
mique, dont nous étudions les propriétés, et en particulier le noyau, qui correspond & un
sous-module de Takagi logarithmique.

3.3.1 Le conducteur logarithmique

Dans la théorie classique du corps des classes local, nous disposons d’une filtration décrois-
sante du groupe des unités Uy, de pr définie par :

U =14y

ol p est I'idéal maximal de 'anneau des entiers.

Les (U I(g; ))n constituent un systéme de voisinages de 1 dans K,*. Cette filtration permet
ainsi de définir le conducteur local puis global associé & une extension.

Définition et premiéres propriétés

Considérons une filtration décroissante du groupe des unités logarithmiques (Zj}}p)neN avec

Z/l?(p = Uk, . Nous sommes en mesure de définir alors un conducteur logarithmique local et
un conducteur global, comme suit :

Définition 19. i) Si Ly/K, est une (-extension abélienne finie ,et si n est le plus petit
entier tel que Uy C Npy x,(RLy) alors Uidéal :

fo =p"
est appelé conducteur logarithmique local associé a l’extension.

it) Si L/ K est une {-extension abélienne finie, le conducteur logarithmique global est défini

par : ) i
fL/xk = H fo
P

Proposition 3.3.1. Le p-conducteur jEp est trivial si et seulement si l'extension L/K est
logarithmiquement non ramifiée en p. fL/K contient donc tous les premiers de K qui sont
logarithmiquement ramifiés dans L et seuls cela. En outre, st M est intermédiaire entre K
et L alors fM/K divise fL/K
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Démonstration. Si p est une place de K logarithmiquement non ramifiée dans L, nous
avons € Lyy/Ky = 1, et par application du corollaire 2 p.14 :

HO(Gal(Lay / Ky), Ury) = 1

il suit : N B
Uk, = Niy/K, (Ury),
ce qui signifie N
Uk, € Nry/r,(Riy)-

Réciproquement, supposant que f, soit trivial, nous en déduisons Z/N{Kp € Npy/k, (NRLSB)‘
Soit n = [Rrk, * Nry/k,(Riy)ls de 7y € Npg/x,(Riy) nous~obtenons (T UK, C
NLm/Kp (Rry). Ilsuit Loy € M, ott M est le corps des classes de (7 ) Uk, i.e. Nug/r,(Ry) =
(7y)- Uk, Mais alors u Ky © Nk, (Rar) c’est a dire que le p-conducteur est trivial. Par ap-
phcatlon de la premiére partie on en déduit que M /K p est logarlthmlquement non ramifiée.

Par la théorie (-adique du corps des classes, nous avons : Gal(M/K,) ~ (ﬂ'p)qu / (fr;})llep.
Par conséquent, M est la f-extension logarithmiquement non ramifiée de degré n; et de
Ly € M, nous en déduisons que p est une place logarithmiquement non ramifi¢e dans
L. O

Exemples

1) Sur Qg, nous avons Z/IQ ~ (% ~ 7, de sorte que nous obtenons une filtration
naturelle de U@e en relevant dans L{Qé la filtration canonique de Zy par les £"Zy, pour

n € N.

2) Etant donné un corps local K,, nous obtenons une filtration des unités logarith-
miques QKD comme suit :

- si p|¢ en relevant par la norme locale Ny, ./Q, la filtration des unités sur Qp :
qu = {z € Rk, | Nk, q,(7) € (£ )¢"2¢}. Ainsi, nous avons (), Z/lK ={z € Rk, |
Nk, q,(7) = 1}. Or par la théorie du corps des classes, le noyau de 1a norme fixe
le compositum Kp(@eb. Il en découle que la suite décroissante (L{K )n M'est pas
exhaustive.

- sip ¢, comme Z/NIKp ~ yip la filtration naturelle est 0 C py.

Remarque :

D’aprés [Ja3, Théoréme 4.1 iii)|, la ¢-valuation logarithmique est, pour les places p ¢,
Log(<Np~"p>)

proportionnelle a la valuation ordinaire v, de Rk, . En effet, de v, = — dea(s) pour
p /|¢, nous obtenons v, = Lgegg(f\;’;)vp Dans ce cas le groupe des unités logarithmiques

correspond au groupe Uk, , a savoir au f-sous-groupe de Sylow du groupe des racines de
I'unité p,. Par suite, le plus petit entier n recherché est soit 0 soit 1. Notons que dans le
cas p ¢, le groupe des unités principales Up1 de K, est (-divisible, ainsi le conducteur local
classique vaut 1 ou p.
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3.3.2 Diviseurs logarithmiques

Définition 20. [Ja3, definition 2.1/

Soit K un corps de nombres, le £-groupe des diviseurs logarithmiques de K est le quotient

Dl = Ji JUx ~ @Zzp-
p

Par la valuation logarithmique vy il s’identifie au Z¢-module libre construit sur les places
finies de K.

Définition 21. [Ja3, definition 2.1]
Le degré d’un diviseur logarithmique § = Zp npp est défini par :

deg(8) = Z np degrp
p

induisant une application Zg-linéaire sur le groupe des diviseurs logarithmiques et @ valeurs
dans Zy. Les diviseurs logarithmiques de degré nul forment un sous-groupe de Dl noté
Dl .

Proposition 3.3.2. [Ja3, definition 2.2/
L application Zg-linéaire divg : © — Zpepl% Tp(p)p envoie R sur un sous-groupe de

Dlk, noté ]/DKVK et appelé le sous-groupe des diviseurs logarithmiques principaux.

Proposition 3.3.3. [Ja3, definition 2.4/
i) Soit p une place finie de K, lapplication d’extension logarithmique est définie par :
ik(p) = E:éLm/Kp (B).
Plp
ii) Pour un premier P au dessus de p la norme logarithmique est définie par :
Niyjx(B) = fro/r, (B).

Ces applications sont compatibles avec les applications extension et norme définies entre
Rr et Ri. En d’autres termes, les diagrammes suivants sont commutatifs :

divy,  ~ degr,
Rp——= Dl —=Zy
lNL/K NL/K
div ~ deg
Rk —> Dl —> Ly
et
divy ~ degy,
Rr D/ Ly
;L/KT i~L/KT T[LZK}
divg ~ degy
Rk ——= Dl —Zy
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3.3.3 Le Frobenius logarithmique et ’application d’Artin logarithmique

Définition 22. Le Frobenius logarithmique

Soit L/K une (-extension abélienne finie. Soit p une place de K logarithmiquement non
ramifice dans L. Le Frobenius logarithmique en p est défini via le symbole logarithmique

local : .
L/K

(—5=) = (7, Lyp/ Ky)

avec Ty l'uniformisante logarithmique, définie dans la proposition 3.7.5.
1l s’exprime aussi via le symbole global, de part le lien local-global :
LK. .
(FL5) = (@l £/8)

avec [7y] Uimage de 77y dans Jk.

Définition 23. L’application d’Artin logarithmique

Soit L/K une {-extension abélienne finie. Soit p une place de K logarithmiquement non
ramifiée dans L. Soit DUy le groupe des diviseurs logarithmiques de K. Soit 1,/ le conduc-
teur logarithmique global de de L/K | et Dﬁ%m les diviseurs logarithmiques premiers a
fL/K-

Nous définissons lapplication suivante pour une place p :

(LEYy . pdye 5 Gal(L/K)

poo o (HE

ot le Frobenius logarithmique est
L/K

-

) = ([m], L/ K).

Nous étendons cette application, par multiplicativité a Dﬁf;/ K Cette application est alors
appelée application d’Artin logarithmique.
Quelques remarques :

1)Cette définition est motivée par la proposition suivante, vraie en théorie abstraite du
corps des classes :

Proposition 3.3.4. [Nel, proposition3.4 | Dans le contexte abstrait, soita € Ag, (,L/K)
le symbole de la norme résiduelle L/ K, alors

(a, K/K) = ¢yx@

ot ¢ est le Frobenius générique de K’/K
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2)Le Frobenius logarithmique est un générateur du sous-groupe de décomposition. C’est
une conséquence du théoréme fondamental de la théorie f-adique 3.1.1 : en effet dans cette
correspondance ¢-adique du corps des classes le sous-groupe de décomposition associé a
une place p de K correspond a I'image dans G‘}(b du sous-groupe Rk, de Jk.

3)Lorsque p /¢, les valuations classique et logarithmique sont proportionnelles : en effet
7p = mp la Zy-extension non ramifiée et la Z,-cyclotomique coincident alors. Ainsi symbole
d’Artin classique et symbole d’Artin logarithmique correspondent sur les idéaux.

4)L’application précédente s’étend par multiplicativité a Dﬁf[?/ K. en effet par hypothése
L/K est une f-extension.
Proposition 3.3.5. Propriétés de ’application d’Artin logarithmique

L’application d’Artin logarithmique satisfait les propriétés suivantes pour L/K une (-
extension abélienne finie, {1 i le conducteur global de ’extension L/K :

P

i) Si M est intermédiaire entre L et K, alors la restriction de (L/K) a M est (M/K), pour

B a a
tout a € DE%/K.

ii) Si L et L' sont des £-extensions abéliennes, et si nous considérons Gal(LL'/K) comme
sous-groupe de Gal(L/K) x Gal(L'/K), via Uapplication o € Gal(LL'/K) — (0|, 0|1) €

—_—~— —~ ~

Gal(L/K) x Gal(L'/K), alors (LL,/K) est ((L/K), (L//K)) pour tout a € DEfLLLL,//K.

a a a

iii) Si K' est une sous-extension quelconque de K et si nous considérons Gal(LK’/K’)
comme isomorphe par restriction a L, a un sous-groupe du Gal(L/K), alors la restriction

—_—

LK'/K'\ . K / fr/xr
de (=) a K est (W) pour tout a’ € DE; ™ .
iv) En particulier si M est un sous-corps entre L et K, alors (L/TM) = (%ﬁl), pour tout

e DO/

Démonstration. 1) Il suffit de vérifier la propriété pour chaque premier p. Cela résulte dans
ce cas de la propriété de fonctorialité de 'application de réciprocité : resys o ¢p /i (7p) =

Gnr/k (Tp).-

ii) est une conséquence de i).

iii) Cette propriété correspond a 1’égalité entre les deux termes suivants : (LK;,/ K/)| =
re(a) et () = Ng:(a')) pour tout o € DEfL,/ K" Par fonctorialité de
LK'/K Nyra L/K K

I’application de réciprocité, nous en déduisons le diagramme commutatif :

Gal(L’/K’) i;/?K//NL//K/jL/ . RK’

| .

Gal(L/K) WJK/NL/KJL “Ri
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ou rp i est I'application de réciprocité de la théorie f-adique du corps des classes. Par
conséquent pour le symbole logarithmique global, nous avons le diagramme commutatif :

T ALK K

lNK//K lres

Tic — 7 Gal(L/K)

et la propriété se déduit alors de reso (, LK'/K') = (,L/K) o Ng1 k-
iv) est un cas particulier de iii) en prenant K’ = L.

O

Définition 24. Le noyau de 'application précédente (L/—K) est noté Aly i et appelé le
sous-module d’Artin logarithmique. Pour tout module m divisible par le conducteur logarith-

mique global de l’extension L/K nous posons Alp k= Arjx N DUR.

Théoréme 3.3.1. Théoréme d’approximation (-adique [Grl, 11.2]

Le morphisme de semi-localisation

Rk — H RK'J
pes

est surjectif pour tout ensemble fini de places S. En effet, l'image de Ry est un sous-Zy-
module compact et dense.

Théoréme 3.3.2. Soit L/K une {-extension abélienne finie, m un module de K divisible
par le conducteur logarithmique global de ’extension L/K alors la restriction de (L/—K) a

DU, est surjective et induit un isomorphisme entre DU /AL i et Gal(L/K).

Démonstration. Soit o € Gal(L/K), nous savons que le symbole global logarithmique
est surjectif. Ainsi il existe o = (ap) € Jk tel que : (o, L/K) = o. Par le théoréme
d’approximation, Jx = Jg'Rk. Il s’ensuit @ = .y avec § € Jg' et v € Rig. Comme
nous connaissons le noyau du symbole global (Ny,/x(JL)Rk) : (o, L/K) = (8,L/K) = 0.
Considérons alors le diviseur logarithmique associé a 3 : [ p™ (B) € D, et son image est
o.

O
Proposition 3.3.6. Soit L/K une (-extension abélienne finie, p un premier de K loga-
rithmiquement non ramifiée dans L. Supposons que p* soit la plus petite puissance de p

contenue dans le noyau de Uapplication d’Artin logarithmique. Alors p se décompose dans
L en [L: K]/« premiers distincts.
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Nous définissons donc maintenant les modules de Takagi logarithmiques. Nous prouvons
que le Zg-module de Takagi logarithmique correspond au noyau de l'application d’Artin
logarithmique.

Définition 25. Soit L/K une {-extension abélienne, un cycle m de K est dit admissible
pour l'extension si c¢’est un multiple du conducteur fr,/x, ot

fL/K = H %p

est le produit des conducteurs locaux fy.

Définition 26. Soit K un corps de nombres, un cycle (ou module) de K est un produit
de places de K.

Définition 27. Soit L/K une (-extension abélienne, m un cycle admissible, nous définis-

sons : (m) o)
jK = HRKP Hul(pp
pln

plm

RYY =R n T4,

Définition 28. Etant donné un corps de nombres K, et m un cycle de K, nous posons

7(m) _ 7 70p(m)
ug” =g, [[Ue
plin plm
ot vy(m) est la p-participation de p dansm et ﬁ}’g’p(m) le terme correspondant de la filtration
du groupe des unités logarithmiques.

Définition 29. Soit L/ K une (-extension abélienne, le Zg-module de Takagi logarithmique
est défini par :

Tty = PO Ny e (DOF)

ot Pﬁg(L/K) est le sous-module des diviseurs logarithmiques principauxr associés aux €lé-

ments de RQL/K).
Remarque : 11 faut noter ’analogie entre la définition du module de Takagi logarithmique
avec celle du groupe de Takagi classique.

Définition 30. Soit L/K une (-extension abélienne et m un cycle admissible, le module
de Takagi logarithmique associé a m est défini par :

TOP = PO - Ny (D)

avec DUR le sous-groupe des diviseurs logarithmiques premiers a m, N, g (DLT') le sous-
groupe de DI} constitué par les éléments de la forme NL/K(.A), ot A est un diviseur
logarithmique de L premier a m (i.e. par définition premier a tout idéal B de L au dessus

d’un idéal plm) et Pﬁ%n) le sous-groupe des diviseurs logarithmiques principaux correspon-

dant a l'tmage R%n).
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Théoréme 3.3.3. L/K étant une £-extension abélienne finie, nous avons l’égalité :
En particulier pour tout module admissible m, nous avons :

Démonstration. Pour simplifier les notations, nous notons le conducteur logarithmique
global rattaché a l’extension par f. Par le théoréme 6.3.1, nous avons :

Gal(L/K) >~ jK/NL/KjLRK‘

D’apreés le théoréeme d’approximation, nous avons
Jx = Tk Rk

Ainsi nous obtenons : . L
Gal(L/K) =~ J} /Ny /x T, R

Or les éléments de U\ = HPI/?ZJKP Hpﬁ Z/N{}J("p(f) sont par construction des normes :

sip /ﬁ, alors p est logarithmiquement non ramifiée et les unités sont normes, de plus si p\f,
c’est la définition du conducteur qui implique que ces éléments sont normes. D’aprés cette
remarque, nous obtenons :

Gal(L/K) ~ J /Ny T} UPR),.

Or le théoréme d’approximation simultanée donne : ﬂl(prK = L?KR(I? Ainsi en utilisant
cette égalité et en quotientant par Uy, nous obtenons :

Gal(L/K) ~ Dl /P - Ny (D).

Lemme 3.3.1. Avec les mémes notations que précédement, nous avons :

VR, =tk RY.

Démonstration. Considérons o € ZJQ)R’;( et écrivons a = ur avec u € Z]I(p et r € ’RfK .
Cette derniére condition implique que pour les places p divisant le conducteur, la compo-
sante locale rp est une unité logarithmique. Or le théoréme d’approximation nous donne
un élément 3 un idéle principal, dont les composantes locales pour les places qui divisent

()

le conducteur valent 7,. De sorte que af~t cUxR k- D’ott la premiere inclusion.
Réciproquement, considérons o € Z/IKRg() et écrivons a = ur avec cette fois ci u € Ug

et r € Rg? Comme u € ZJK, la, composante locale u, est une unité logarithmique et en
particulier pour les p|f. Or le théoréme d’approximation nous donne un idéle principal

dont les composantes locales pour les premiers p|]E valent wuy. Ainsi aB™1 e u I(;)RfK D’ou
I’égalité. O
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3.3.4 Exemple : le cas quadratique

On considére 'extension quadratique suivante : Q(\/Zi) /Q. 1l s’agit d’une f-extension pour
¢ = 2. Or dans le cas d'une f-extension, la ramification au sens classique et la ramification
au sens logarithmique ne différent que pour les places au dessus de £, voir [Ja3].

1) Considérons d’abord une place p qui ne divise pas 2 :

- soit la place p est ramifiée au sens classique, et donc dans ce contexte, au sens loga-
rithmique : alors le Frobenius classique et le Frobenius logarithmique ne sont pas définis

-soit la place p est non ramifiée au sens classique et logarithmique : deux sous cas sont
alors & envisager

soit p est inerte et log-inerte : alors le sous-groupe de décomposition est isomorphe au
groupe de Galois de 'extension quadratique. Il est alors de cardinal 2 et contient I'identité,
et le Frobenius qui coincide ici avec le Frobenius logarithmique.

soit p est totalement décomposée et totalement log-décomposée : le sous-groupe de
décomposition est alors trivial, et il en est de méme pour le Frobenius classique et le
Frobenius logarithmique.

2) Etudions le cas de 2 :

Dire que 2 est une place logarithmiquement non ramifiée équivaut par définition a :
[Qa(vVd) N Q5 : Qo] =1

ol @ désigne la Z-extension cyclotomique de Q3. Or @‘23 est le compositum de toutes le

Zg-extensions cyclotomiques pour tous les ¢ premiers. Celles-ci sont linéairement disjointes

de groupe de Galois Z,, et seule Zy posséde un quotient isomorphe a Z/27Z de sorte que la
non-ramification au sens logarithmique de 2 se traduit par :

Q2(Vd) € Q5

ou Q5 désigne la Zy-extension cyclotomique de Q; et comme cette extension est cyclique,
on peut se cantonner au premier étage, a savoir :

Q2(Vd) € Q2(v?2).
Soit un corps K, a, b deux éléments de K>, alors on a :
K(va) = K(Vb) < afbe K*°.
D’oit les deux cas envisageables :
Qa(Vd) = Qg
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ou

a savoir

d e Q}’

ou

/2 € Q5>

D’aprés [Se2, théoréme 3 et corollaire|, les carrés de Q9 sont de la forme 2™.u ot u est une
unité 2-adique congrue & 1 mod 8 et n est un entier rationnel pair . Ce qui nous ameéne
aux deux congruences suivantes :

d=1 mod 8

ou
d/2=1 mod 8

Sid=1 mod 8, Qz(vd) = Qq, 'extension locale est triviale, il en est de méme du sous-
groupe de décomposition. 2 est & la fois décomposée et logarithmiquement décomposée.

Sid=2 mod 16, 2 est une place ramifiée au sens classique mais logarithmiquement inerte.
Son sous-groupe de décomposition est de cardinal 2, il contient I’élément neutre et un autre
qui correspond au Frobenius logarithmique Comme Qg(\/&) /Q2 est la sous-extension réelle
maximale de Q2((s)/Q2, & savoir fixée par <—1>, avec Gal(Q2((g)/Q2) ~ (Z/8Z)*. Nous
pouvons alors expliciter le Frobenius logarithmique de 2. Le choix du dénominateur de la
valuation logarithmique impose I'uniformisante logarithmique en 2 : 2 = 1+ 2 = 3. Ainsi
nous avons :

K/Q

(T)(Cs) =G

3.3.5 Un cas cubique

On considére I'extension Q(cos(27/9))/Q, extension cubique de polynéme minimal z3 —
3/4x + 1/8. Dans cette extension 3 est une place ramifiée au sens classique, étudions la
ramification au sens logarithmique. Dire que p est logarithmiquement non ramifiée dans
K = Q(cos(27/9)), signifie par définition que €, = 1 & savoir :

K, C Qs

ol @, désigne la Z-extension cyclotomique de Q3. Or @ est le compositum de toutes
les Zq-extensions cyclotomiques pour tous les premiers g. Ces extensions sont linéairement
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disjointes, et seule la Zg-extension cyclotomique contient un sous-groupe isomorphe a Z /37
de sorte que la non-ramification logarithmique se traduit par :

K, C Q5

ou Qf désigne la Zs-extension cyclotomique de Q3, comme c’est cyclique on peut se limiter
au premier étage, ce qui donne :

K, € Q3(cos(27/9))

par suite 3 est logarithmiquement non ramifiée dans K. Le sous-groupe de décomposition
est alors isomorphe au groupe de Galois de l'extension locale i.e Gal(Qs(cos(27/9))/Qs),
il contient trois éléments parmi lesquels se trouve le Frobenius logarithmique de 3. Par
définition le Frobenius logarithmique en 3 correspond a l'image de I'uniformisante 73 =
1+ 3 = 22 via le symbole local logarithmique, par suite le Frobenius logarithmique en 3
correspond & la restriction pour I’extension considérée de ( — (72 .

3.3.6 Autre exemple

On considére I'extension biquadratique suivante : Q(v/2, \/I?) /Q, qui contient les sous-
extensions quadratiques suivantes : Q(v/2)/Q, Q(v/34)/Q, Q(v/17)/Q.

Q(v2,V17)

Bilan de la ramification classique :

-2 est ramifiée dans Q(+/2)/Q
-2 est ramifiée dans Q(\/§4)/ Q
-2 est décomposée dans Q(v/17)/Q.

Bilan de la ramification logarithmique :

Par application des résultats obtenus dans 'exemple 1 :
-2 est log-inerte dans Q(v/2)/Q : en effet Qa(v/2) C Qa(V/2)
-2 est log-inerte dans Q(+/34)/Q
-2 est log-décomposée dans Q(v/17)/Q.
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Au final dans l'extension Q(v/2,v/17)/Q, la place 2 est ramifiée au sens classique, mais log
non ramifiée car nous avons le compositum d’une extension log-inerte et d’une extension
log-décomposée. Par suite le Frobenius classique n’est pas défini, alors que le Frobenius
logarithmique ’est : cela montre que I’on ne peut pas toujours les comparer.

3.3.7 Généralisation : du cas quadratique a celui d’une /-extension

Théoréme 3.3.4. Cas général d’une £-extension
Considérons K/Q une £-extension abélienne finie et p une place de K.

-S1p nest pas au dessus de £, ramification classique et logarithmique coincident. St p est
une place non ramifiée dans un sens ou dans l'autre, Frobenius classique et logarithmique
coincident également.

-Si p est au dessus de £, les seuls cas possibles sont les suivants :

-soit p est totalement décomposée au sens logarithmique et au sens classique. Le sous-
groupe de décomposition est trivial, et Frobenius classique et logarithmique sont tous deux
égauz et triviauz.

-soit p est logarithmiquement non ramifiée mais ramifiée au sens classique. Alors seul
le Frobenius logarithmique existe.

Démonstration. Dans le premier cas, les uniformisantes classique et logarithmique sont
égales, les symboles locaux correspondent : d’ou 1’égalité des Frobenius classique et loga-
rithmique.

Dans le deuxiéme cas, considérons p au dessus de /¢, telle que p soit logarithmiquement
non ramifiée. Comme nous travaillons avec une f-extension, cette condition se traduit de
la fagon suivante :
C
Ky € Qy

, ot Qf désigne la Zg-extension cyclotomique de Q. Comme K/Q est une extension finie,
nous pouvons nous limiter aux premiers étages de la Zy-extension cyclotomique, a savoir
il existe un entier n tel que

Kp - Bn+1

, ol By désigne la sous-extension réelle maximale de Qy((sm+1) avec (yni+1une racine
¢"Fliéme primitive de I'unité et [By, 11 : Q] = ¢"*. Ceci nous améne & :

Ky =Qpou Ky = Bpy1.

Dans le premier sous-cas, I’extension locale est triviale : la place est complétement décom-
posée au sens classique et au sens logarithmique. Dans le deuxiéme, p est ramifiée au sens
classique mais logarithmiquement non ramifiée au sens logarithmique. O
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4 Approche type corps des classes de rayon de la théorie
logarithmique

4.1 Corps des classes de rayon logarithmique

Proposition 4.1.1. Soit K un corps de nombres et m un cycle de K. Le sous-module
7™

'« *Ri est un sous-module fermé de Jk , d’apres la théorie (-adique du corps des classes,
il correspond & une £-extension abélienne de K, notée K(m) et telle que :

i) K™ est logarithmiquement non ramifiée en dehors de m
ii) Nicom i (Tieom) - Ric = U - Ry
i) Gal(K | K) ~ Ty JUS™ - Ry = Com

Interprétation idélique

T = [ Rx, [[Ux,
plin plm
Ry =Rrg NITg.
Par le théoréme d’approximation nous avons Jx = Jg R ainsi nous obtenons :
cop = g R,

Or Ji' = (HWn Rr,) R, d’aprés le théoréme d’approximation ainsi en utilisant le théo-
réme du double quotient il vient :

cep = (] R, /it "R 0 ([ Rxs)-
pln pln

11 suit
e = ([T Ree)/ [Tthe, ([T Riey) nRE [T 2™ ).
plin plin plin

plm

)

Les éléments du dénominateur correspondent aux idéles principaux dans R(M , finalement

cen ~ Dew/Pem.
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4.2 Sous-modules de congruences logarithmiques

Dans cette partie, nous introduisons les sous-modules de congruences au sens logarith-
mique, analogues du cas classique. Nous définissons une relation d’équivalence pour ces
sous-modules et sommes amenés & considérer le module, dit de congruence primitif d’une
classe d’équivalence, associé au conducteur de la classe de congruences. Nous renvoyons a
[Gr2, 1.10], [Jan, chapitre 5, §6] pour le cas classique.

Définition 31. Nous appelons sous-module de congruence logarithmique de K tout couple
de la forme (m,C) avec m un module de K et C un sous-Zg-module fermé d’indice fini de
DUy vérifiant les inclusions suivantes :

pi™ c ¢ c D

Nous dirons alors que m est un module de définition du sous-module de congruence C.

Définition 32. Soient (m,C) et (m/,C") deuzr sous-modules de congruences logarith-
miques. Nous dirons qu’ils sont équivalents (m,C) ~ (m/,C") si nous avons :

CNDOY =C' nDeE.

Proposition 4.2.1. Cette relation, définie sur les sous-modules de congruences, est une
relation d’équivalence.

Démonstration. Cette relation est clairement réflexive et symétrique. Montrons alors qu’elle
est transitive : soient (m, C), (m/,C") et (m”, C") des sous-modules de congruences vérifiant
(m,C) ~ (m',C") et (m',C") ~ (m”,C"), ce qui nous donne :

CNDOE =C'nDeE ot C'NDIE =C"nDOY.
Ainsi, nous obtenons
(CNDEEYN DI =C' NDIENDEE = (C' N DO YN DR = C" N DO N DO

Finalement (C'N D) N DY = (C" N DL N DA . Or si nous considérons un diviseur

logarithmique d € C' N D", modulo Pél}’(ng(m/’m”), il devient premier & m’ d’ou 'égalité.
O

Proposition 4.2.2. Si(m,C) est un sous-modules de congruences, alors pour tout multiple
m' de m nous avons (m,C) =~ (m',C N D).

Démonstration. Clair. O

Lemme 4.2.1. Soit m un module donné de K, et aPl} un élément de DU}/ PO, Alors
pour tout idéal m' de K, il existe un diviseur logarithmique o' € aPl}: premier a m/.
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Démonstration. Nous savons que DW}%/PK%”) ~ \7}(”/73%”). Et Rk — [lyjm, Rk, est une
application surjective d’aprés le théoréme d’approximation. Par suite il existe un diviseur

logarithmique o’ € aPE%n), premier & m/. O

Proposition 4.2.3. Si (m,C) ~ (m/,C") alors les quotients DIW/C et DI /C" sont
isomorphes.

Démonstration. Nous procédons comme dans le cas classique, |Gr2|proposition 1.3, en
construisant une application de D/¢}}/C dans DZ%/ /C'. Soit a € DI}, alors par appli-
cation du lemme précédent, nous savons qu’il existe un diviseur logarithmique a’ tel que
a € Dﬂ’,’g et a € aPﬁ%n). Or par hypothése, Pﬁ(;{n) C C, il suit donc que a’ € aC. Nous
considérons alors I'application qui & aC fait correspondre a’C’. 1l s’agit en effet d’une ap-
plication : si a” € aC' et est premier avec m’, alors a” /a € C N DY = C'N D c C'. Le
noyau de cette application est trivial : en effet, si o’ € €, alors @’ € C'N DI = CNDEY
il en résulte que o’ € C, ainsi a € C car a/a’ € C. L’isomorphisme provient du fait que
nous pouvons échanger les roles de DI} /C' et DW]}'/ C’, qui sont finis. O

Notons C une classe de sous-modules de congruences de K, pour tout (m,C) € C, nous
disons que m est un module de définition de la classe C. Nous notons Mg ’ensemble des
modules de définition d’une classe C.

Remarque :

Si (m,C) ~ (m/,C") avec un méme module de définition m, alors C = C’. Donc & module
fixé, chaque classe C contient un élément (m,C') au plus.

Lemme 4.2.2. Soit (m,C) un module de congruences, n un diviseur de m. Alors une

condition nécessaire et suffisante pour que (m,C) ~ (n, CPK(I?)) est que nous ayons :

pi™ npep c c.

Démonstration. Supposons Pé?) N DU C Cy le but est de montrer (m,C) ~ (n, C’Pﬁg))
a savoir DI N CPE%) = DU}, NC = C, compte tenu du fait que nous avons n|m. Soit
cp(a) € DOEN C’Pﬁg?) avec ¢ € C et YP(a) € Pﬁg?). Comme ¢ € C, nous avons ¢ € DI}
ainsi ¢(a) € DIE N Pﬁ%). Finalement en utilisant I’hypothése nous obtenons () € C.
Réciproquement supposons que (m,C) ~ (n, CPé(I?)), montrons qu’alors P{% N DR C C.
Soit ¥ () € Pégg) et (o) premier a m; alors ¢(a) € DI N CPE%) = C par hypotheése.
0

Théoréme 4.2.1. Soit (m,C) dans une classe donnée de K. Alors une condition nécessaire
et suffisante pour qu’un diviseur n de m soit un élément de Mc est Pﬁg) NDeE c C.

Lorsque cette condition est réalisée, alors nous avons (n, C'Pﬁg?)) eC.
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Démonstration. Si la condition est vérifiée, le lemme précédent nous dit (n, C’Pﬁg?)) e,
donc n € Mc. Réciproquement, s'il existe C” tel que (n, C’) ~ (m, C'), nous prenons ¢ (a) €
PlgNDLF, et comme P€,(€n) C (', il enrésulte que ¥ (a) € C'NDLY ; or C'NDIY = CNDLY
par hypothése, d’ou ¥(a) € C.

O

Théoréme 4.2.2. Soit C une classe de congruences de K, sin et n/ appartiennent a Mc,
alors n = pged(n,n’) € Me. Il existe donc dans M¢ un unique élément fe minimum pour la
relation de divisibilité restreinte a Mc. Cet élément est appelé le conducteur logarithmique
de la classe M.

Démonstration. Soient (n/,C") et (n”,C") appartenant & C. Posons m = nn’ et considé-
rons (m,C) avec C = C'" N DR ; alors (m,C) € C car (m,C) ~ (n’,C"). Traduisons les
équivalences (m,C)) ~ (n’,C") et (m,C) ~ (n”,C") en utilisant la condition équivalente
du théoréme précédent, nous avons :

pPe) n Dy

P ' npeg.

Soit n = pged(n’,n”), le but est alors de prouver que P¢% N DR Soit o € R tel
que Y(a) € P} N DEE. Alors par le théoréme de représentation, nous pouvons trouver
un x € Rg tel que : z/a € Rg?/) et x/a € R?{”. Par hypothése, a est premier a m,
et x est premier & n et a n’ donc & m. IL suit donc que z/a € Pﬁ}(/ NDIE C C et

x/a € POY N DI C C, dot le résultat. O

Définition 33. Etant donné C, l’élément j’Nc s’appelle le conducteur de la classe C. Il existe
donc un unique sous-module de congruences logarithmiques de C de module fc et qui est
appelé le sous-module de congruences primitif de C.

Définition 34. Soient C et C' deux classes de congruences de K, et m un module commun
de définition de C et C', alors (m,C) € C et (m,C") € C' :

i) on dit que C € C' si C C C', cette relation est une relation d’ordre

ii)on appelle intersection de C et C', la classe notée C N C' du sous-module (m,C N C")
iii) on appelle composée de C et C', la classe notée CC' du sous-module de congruences
(m,CC").

Démonstration. Pour le cas classique nous renvoyons a [Gr2]1.16.

I faut montrer que ces définitions ont un sens. Or pour un module fixé (commun a C et
a C’), on sait que C et C’ sont uniques. Il suffit alors de vérifier que les définitions sont
indépendantes du choix de ce module commun m.

Soit m; un autre module commun et soient Cy et C1 tels que (mq,C1) € Cy et (m},Cy) € C';
nous avons alors : D' NC' = DIFENC et DI NC' = DN C; par hypothése.
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i) Soit a1 € C1 ; on peut choisir ay € Pfg?”) C Cy tel que ajoq € DURNCy ;5 a10q € DEZN
C et alors comme par hypothéseC' C C”, nous avons aja; € C' | soit aja1 € C' N DI =
D?7 N Cf 5 nous obtenons donc ajop € C] d’ott a1 € Cf puisque o € ngm) € Cf, et
Cl S Ci

Nous pouvons aussi vérifier que ceci définit une relation d’ordre : on a C C C car (m,C) ~
(m, C) d’ou en particulier C' C C :sinous avons C C C' et C' C (', alors C € C" et C' C C
soit C = C" et C = C’. Si nous avons C C C' et C' C C”, alors nous pouvons superposer m
commun aux trois classes et nous aurons C' C C’ et C' ¢ C" soit C' C C” soit C C C”.

ii) 11 faut comparer (m,C1NCY) et (m, CNC") soit encore DL NC'NC" et DIENCINCY
dont nous voyons directement qu’ils sont égaux étant donné que (mj,Ci) ~ (m,C) et
(m17 Ci) ~ (’I’)’L, C)

iii) Comparons ici D3 N CC" et DR N C1CY. Soit a € DI N CC’, alors nous écrivons
a=cc,avec c € C et d € C; dans la classe de ¢ (respectivement ¢’) modulo Pf%n) soit ¢1
(respectivement ¢} ) premier a m;. Nous avons donc ¢ = acy et ¢ = o'} avec a et o € Py
et c; € DI NC = DIRENCY et de méme ¢; € DRNCY. Nous obtenons donc a = aa’¢1c}
avec c1¢) € DURENC,CY; comme a € DU et que ¢i¢) € C1C] C DU, il en résulte que or
aa’ € DIM™ . or ad € Pﬁ%n) C CNC' donc aa’ est dans DI NCNC' =DigNCiNCY,
d’out le résultat (I'autre inclusion s’établissant de fagon analogue).

O

Définition 35. Soit K’ une extension quelconque de K et soit C une classe de congruences
de K, on appelle relevement normique de C dans K' | la classe C' de K' ainsi définie : soit
(m,C) € C, alors C' est la classe de (m',C") avec m' Uétendu a K' de m et C' = {d’ €
DU, Nir(a') € C'}. On pose (m/,C") = Nt (m, C) et C' = Ny (C).

Démonstration. Pour le cas classique, nous renvoyons a [Gr2|1.17.
Si (m1,Ch) € C est un autre représentant de C, montrons que dans K’ (mf, Cy) ~ (m/,C’)
(en désignant de méme Ny} (my, Cy) par (m}, CY)).

Siad € C'n Dﬁgé, alors Ngra' € C mais o' est premier & m) donc Ngra' € DU et par
suite Ngra' € C' N Dt = Cy N DU et Ngra' € C1; comme o est premier & m/, nous
trouvons bien que o’ € Cf; comme nous avons a’ € C’, nous avons aussi a’ € C| N Dﬁ%,
d’ou le résultat (par symétrie). O
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4.3 La correspondance du corps des classes

Nous considérons la correspondance suivante : & toute f-extension abélienne L de K, nous

associons la classe Cr,/x du sous-module de congruences (f LK PE?;L/ K.Np / K(DﬁfLL/ ) cest-
a~dire la classe du sous-module de congruences (fL 1K Al k). Le but de cette partie est
de montrer que cette application constitue une bijection entre les f-extensions abéliennes
finies de K et les classes de congruences.

Définition 36. Soit (m,C) un groupe de congruences quelconque de K, alors on dit qu’une
{-extension abélienne finie L de K est corps de classes sur K pour (m,C) si (m,C) € Cp /i

i.e (m,C) ~ (%L/KaTEL/K)'

Lemme 4.3.1. Soit L une {-extension de K, corps des classes pour le sous-module de
congruences (m,C') ; si C' est un sous-module de DU}} tel que l'on ait C C C" C DI},
alors il existe un sous-corps L' de L contenant K corps de classes pour le sous-module de
congruences (m,C")

Démonstration. On a par hypothése que (m,C) ~ (]EL/K,AﬁL/K) donc par définition de
la relation d’équivalence Dﬁf;/ no = Al sk N DE}. Notons H I'image par I'application

d’Artin logarithmique du sous groupe C’ ODE%/ K de DU, H est un sous-groupe du groupe
de Galois Gal(L/K) de I'extension, et on note L’ son corps des points fixes.

Notons fL/ /K le conducteur global de I'extension L'/K, alors on a fL/ / K]fL /K- Le but est
de prouver que L’ est corps des classes pour (m,C”), ce qui signifie :

(m7 Cl) ~ (%L//K,AKL//K) ~ (fL/K)AEL’/K,]EL/K)

a savoir que C' N DE;?/K =Dl N AEL,/K FLx:

—_—~—

Soit @' € C'N DETII(’/K, alors (Lé,K) € H et (L,/K) =1, donc d’ € AEL,/K}L/K. De plus

a/

par hypothése, on sait que a’ € C’, avec C' C D/}, ainsi on en déduit que o’ € DIt N
AEL’/K}L/K )

—_— —~—

- o / i L'/K\ _ K
Réciproquement, considérons a’ € DI N AL, JK L alors (=) = l et (75~) € H.

a

Or H est I'image du sous-groupe g’\g Dﬁflﬁ/ X par suite il existe donc b’ € C' N Dﬁf;/ K

La// ) = (Lé/K), a savoir ((%TKl) = 1. On en déduit alors que a’b’*lAG/AEL/K et

tel que(
a'V'~t € DI, Finalement a'b'~! € Alp g NDER, or Alp e N DER =CN DE’;?/K, puisque
par hypothése que (m,C) ~ (fL/K,AEL/K). Il suit que a’'b'~' € C'N Dﬁf[?/K. De part

I'inclusion C' € C’, on obtient que a’'b'~! € C'N Dﬁffg/K et finalement o’ € C' N Dﬁffg”{. O
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Corollaire 9. Si L est corps de classes pour C, et si C' est une classe de congruences telle
que C C C', alors il existe un corps L', avec K C L' C L, corps des classes pour C'.

Lemme 4.3.2. Soient L et L' deuz (-extensions abéliennes de K, soit m un module quel-
conque de K | alors on a les propriétés suivantes :

i) Alrr itm = AlL g m O ALL K
i) L C L' équivaut & ALy jk m C Alp /K m

iii) Si K' est une extension de K, alors on a Al ={d € DE;ZTL/K (K'), Ngr/k(a') €

AKL/KJn}'

LK'/K'miL, x

Démonstration. i) On considére Gal(LL’/K) comme isomorphe & un sous-groupe de Gal(L/K) x

P

Gal(L'/K), via 'application (LL_//K) — (L(K) X (Ll./K). De plus si a € Alps /K m, alors

—_—~— M~ o~

a € Alpp i i.e a est premier a frr/ /i, donc & fr /i et fr/ k. Réciproquement si a est
premier avec fr,/x et frs/, alors par la propagation de la non-ramification logarithmique,
a est premier avec fZ_L\///K Ainsi a € Alpp/k m équivaut a a € Aly jx , N Alps ¢ -

ii) Si L C L’ alors Aly, JK;m C Alp i m d’apres le i) de la proposition précédente.

Réciproquement supposons que Alr/k m C Al o, alors d'aprés i) Alprs g m = Alr /g mN
Al /g m, il s'ensuit alors que Alpr g m = Alp K .- Considérons alors le module m' =

mfrr /i ; on a alors les égalités :

AgLL’/K,m’ = AELL’/K,m et AgL’/K,m/ = AEL’/K,m'

En effet, AeLL’/K,m’ = AKLL’/K N DE%/ = AKLL’/K N Dﬁﬁ N Dé%L//K de part la déﬁnlthn

de m’. D’Ol\l AELL’/K,m’ = AgLL’/K,m N DK%L,/K. OI‘ AZLL’/K,m C DE%L,/K N DBT;(L D’Ol\l 18,
premiére égalité.

—

De méme AEK’/K,m’ = AEK’/K,m N DE%L//K. OI‘ AKL’/K,m C AEL/KJ?L N DE%I/K N DE? C

DIYS 0 DEYS A Dep = DEEFS A DY A DO ceci par Thypothése Aly g C
Alp g m- Dol la deuxiéme égalité.

Alors d’aprés le théoréme précédent appliqué & m’, on a :
(DO - Alpp ) = [LL : K] et (DO 2 Algr ) = [L : K]

soit LL' = L', c’est-a-dire L C L.

o L ., miL )i LK/ /K’
iii)a’ € AKLK,/K,’me/K si et seulement si a’ € Dl et (=

d’aprés le iii) de la proposition précédente.

) = 1 d’ou le résultat

O
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Théoréme 4.3.1. Le théoréme de correspondance

L’application qui a une {-extension abélienne finie L de K associe la classe Cr, du sous-
module de congruences (fr/x, Tl /Kk) est une application de l’ensemble des (-extensions
abéliennes de degré fini de K dans celui des classes de congruences de K, qui a les propriétés
sutvantes (L,L’° désignant des £-abéliennes de K ) :

i) elle est bijective

ii) L C L' équivaut a Crr C Cy,

iii) Cppy = Cr, NCry

w) Crar = CrCr

v) pour toute extension K' de K, on a Cxr//k = NI;}/KCK’ ; en particulier si K ¢ K' C L,
alors Cp pr = N[;'}CL-

Démonstration. Montrons d’abord l'injectivité.

Soient L et L' corps de classes pour la méme classe C, alors nous avons
(/i Alpyi) ~ Groyw, Al i)
Soit m un multiple de f L1//K ; nous obtenons donc

(M, Alyyicm) ~ (Fryms Alryic) et (my Alp i) ~ (oo, Alpi).

Il s’ensuit alors que (m, Alp k) ~ (M, Alp g m) & savoir Alp g, = Alp g m, ce qui
équivaut & L = L' d’aprés le lemme 7.3.1.

Montrons ensuite la surjectivité.

Etant donné (m, C') un module de congruences, alors par définition : Pé%”) C C C DI,

avec PE(Km) ~~ R%n) /Z]K et DO ~ Ji /ZjK Ainsi la pré-image de C dans le groupe des
(m)

ideles, par v, est un sous-module fermé de J3* contenant UxR K -

Montrons que

T2 JURS ~ Tie )R,
L’égalité du lemme 7.3.1 L?KR(Km) = L?l((m) % nous donne l'isomorphisme suivant :

TR KR = T U R
De plus, comme par le lemme d’approximation Jx = Jg' Rk, nous avons :

T )ReUS ~ TERi JUT R = TEUT R JUT R i
ainsi en utilisant le théoréme d’isomorphisme des groupes
T /RURY = T2 | T VUK R ~ Tie [U R
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Il suit alors que la préimage de C' dans le groupe des idéles est un sous-module fermé de

Jx contenant RKU[((m). Or nous savons qu’il existe une bijection entre les sous-modules

fermés d’indice fini de Jx contenant R et les f-extensions abéliennes finies de K : ainsi
il existe L une f-extension abélienne finie telle que :

Gal(L/K) ~ Jx /Np/jxk ILRk =~ JK' /Nr)k I[ RE

c’est-a-dire telle que ¢~ (C) = Np /g I" R

Par conséquent le groupe des normes locales est :
Ri, N~ (C) = Rk, "Ny TI'RE = Niyy /i, Rig-

Il contient donc Ry, N Z/NIKR%L) puisque ¥~ 1(C) le contient.

Ainsi pour p|m, nous avons N})(”p(m) C Npy/k,RLy- De part la définition du conducteur

logarithmique local, nous en déduisons donc que si p|m alors ]Ep]m.

D’autre part, pour p fm, alors nous avons u K, © N Los/ Ky R Loy puisque U K, © Rk, nU KR,
ce qui implique que I'extension locale est alors logarithmiquement non ramifiée.

En conclusion, nous en déduisons donc que fr,/x|m.

Notre but est de montrer que (m,C) ~ (fL;Ka Al k).

Mais compte-tenu de la relation de divisibilité, il suffit de prouver que : C' = DN ALy /i,
avec O = Ny g DEPPUL et Aly s = PO Ny o (DOMF). Comme Jrxc|m, DO C
DZ%/K et DI N PZiL/K) = PU}, nous en déduisons bien : C' = DI N Alp k.

Finalement, L est une f-extension abélienne finie telle que (m,C) ~ (fL; i Alp )« sa
classe de congruences est donc celle de (m, C) d’ou la surjectivité de 'application.

Pour les assertions suivantes, nous choisissons m un module commun aux classes Cyr,, Cy,
Crr, CL NCrr (par exemple nous prenons m un multiple de f1z//x). Nous avons donc :

(m, Alr km) € CL,

(m, Al /g m) € Cr,

(m, Alrr /km) € CLLrs

(m, Alpar km) € Crar-

Pour ii), le lemme précédent ii) montre que L C L' équivaut a Al JKm C ALp i m, SOt
Crs C Cy, par définition de l'inclusion des classes.

Pour iii), le lemme précédent i) conduit & Alp s/ x VDR = Al N ALL g, SOIt Crp =
CrNCp.

Pour iv) On utilise la remarque de Gras transposée dans le cas logarithmique, & savoir :
CiCr = ﬂCLCc, cuce C, le théoréme d’existence relative 7.10.1 montre que pour chaque C
il existe Me C LN L’ corps de classes pour C, et on a donc d’aprés le iii) NeC = Cpy on
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M est le composé des M¢. On a donc M C LN L', ce qui conduit a Crnr C Cpr = Cr.Cry.
Comme LNL' C Let LNL C L, on en déduit que C;, C Cr,Crs et Cry C CrCrs d’ou
I’égalité énoncée.

Pour v), la classe de Cx g /x contient un groupe de la forme (m’, Alg g+ pr) 0t M’ est par
exemple I’étendue & K’ d’un module m de K , multiple du conducteur, le lemme précédent
conduit alors a (m/, Al g/ ms) = N;(,l (m, Alg ) d’out le résultat. O]

Théoréme 4.3.2. Le théoreme de décomposition

Soit L/K une {-extension abélienne finie, corps de classes pour le groupe de congruences
(m,C), p étant une place finie de K ne divisant pas m, alors :

p est totalement décomposée dans L si et seulement si p € C.

Démonstration. Sip est totalement décomposée dans L alors p est une norme, donc dans le
noyau de ’application d’Artin logarithmique. Comme par hypothése p ne divise pas m, nous
avons : p € Aly i N DE. De plus L étant corps de classes pour le groupe de congruences

(m, C), nous savons que : (m,C) ~ ()EL/K,AEL/K), a savoir Al N D = CN DZ%/K.
Par suite p € C.

Réciproquement, supposons que p € C. Comme (m,C) ~ GL/K,AKL/K), il existe un
module de restriction commun a C' et & Al /i (par exemple m’ = pgcd(m,h /K) ), ainsi

p € Al g = Pé(;{L/K)NL/K(DETLL/K). Nous écrivons alors p = ()N g (U) avec L €

DﬁfLL/ Ketac Rg(” K). (L’application v a été définie dans la démonstration du théoréme
sur la calcul de l'indice du groupe de Takagi logarithmique). Alors « est une norme locale

- Vi, o)
partout : en effet si p’|fz, /K> de part la définition du conducteur, o € U Kp:fL/ % est une

norme locale. De plus si p’ /\fL /K alors l'extension locale est logarithmiquement non
ramifiée, donc les unités logarithmiques sont normes par application du théoréme 1.0.2,
ainsi que l'uniformisante. Comme @ o Nz, /i, = fp.Zg, il s’ensuit que ¥ («) est une norme.
Finalement, p est norme, donc son sous-groupe de décomposition est trivial, et p est une
place totalement décomposée. O

Corollaire 10. Si L , une {-extension abélienne de K, est corps de classes sur K pour
la classe de congruences C, alors toute place de K logarithmiquement ramifiée dans L (i.e
divisant f, /) divise aussi fc.

Démonstration. Notons (fc,C) le sous-module de congruences primitif de C, qui corres-
pond & L. Soit p divisant fL /K », mais ne divisant pas fc. Désignons par M le corps d’iner-
tie logarithmique pour p dans L/K. Alors L est corps de classes sur M pour le groupe
de congruences (f¢,C"), avec C' = N;}(C). Soit p’lp dans M/K, étant une place loga-

rithmiquement ramifié dans L/M, p" = N () avec P € DEfLC. Alors dans la classe

de 8 mod Pfi-f, le lemme de représentation permet de trouver un élément Ll premier a
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%L/K' Ainsi B! € Pﬁf et PjNL/Mﬂfl € Pﬁi\‘i[. Finalement, p’ € PEE\CJNL/MDE]CLL/K, et
par suite Nyp' € PEE@NLDEfLL/K, Or par hypothese (f¢,C) ~ (JEL/K,AEL/K), A savoir
Déff( NAlp gk =CnN DE%/K. Compte tenu de la relation de divisibilité i.e fCﬁL/K, on a

Al gk =CnN Df%/K . On a donc Ny (p') € C : en effet Pfff‘é C C, une norme est dans
Alr i donc dans C. Finalement p’ € C’, d’apreés le théoréme de décomposition, on en dé-
duirait que p serait logarithmiquement décomposée dans L/M, ce qui est absurde puisque
par hypothése cette place est totalement log-ramifiée. O

4.4 Le symbole de Hasse logarithmique

Nous introduisons, dans cette partie, le symbole de Hasse logarithmique analogue du sym-
bole de Hasse classique dans le contexte logarithmique. Nous nous intéressons a 'image et
au noyau de cet homomorphisme. Le but étant d’aboutir & ’égalité entre le conducteur lo-
garithmique global d’une ¢-extension abélienne finie L/K et le conducteur primitif associé
a la classe de congruences GL /K> Alp ), ce qui constitue le théoréme principal de cette
section.

Définition 37. Soient L une £-extension abélienne finie de K, o € Ry et p une place de K.
Notons fp le conducteur logarithmique local associé a p et fL/K le conducteur logarithmique
global de l’extension L/K. Considérons € Ry vérifiant

B )
—eRY ctBeR,”

L’existence d’un tel B est assurée par le théoréme d’approrimation. Nous dirons que 3 est
un p-associé logarithmique de «. Nous écrivons alors V() = p®a avec a premier a p et

aGfoI?/K.

—_
o,L/K

Nous définissons le symbole ( ) de la fagon suivante :

P

a,L/K.
NGy

(

Ce symbole est appelé le symbole de Hasse logarithmique pour p dans L/K et il est défini

sur Ri. Dans le cas particulier ot fp = 1, nous remplagons la condition B € R( ) par g

est premaier a p.

Remarque :

Vérifions que le résultat ne dépend pas du choix du p-associé de «a. Si B, est un autre
fL/K fL/K)

p-associé de «, alors nous avons é € R(f") et B € Ry B et B € R ) et g e Ry ,
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A savoir % € R(f") et ﬂ— € Ry e . Finalement, nous avons donc e Rfé/ X Ecrivons

B .
1/)(6/) — p¥d’, nous en dedumons alors que a = a’. Finalement, @D(%) € PE&EL/K). Il suit
que (L/?K) = (L/K) car Pﬁ(fL/K) € Al

Proposition 4.4.1. Le symbole logarithmique de Hasse pour p a les propriétés suivantes :

i) c’est un homomorphisme de Ry dans Gal(L/K)

i) st p )(fL/K, alors (== /K) = (L/TK)_G ot P(a) = pa avec a premier G P
i11) la restriction de (%/K) a M C L est (4]%/1()

Démonstration. 1) 5 et B’ étant des p-associés de v et o, alors 88" est un p-associé de aa'.
De lécriture ¢(3) = p®a et w(ﬂl) = p%a/, nous en déduisons que (83 = p®p® aa’. 11 suit

' LIK L/K L/K~\,L/K LK~ o L/K
alors que (2B = (LR — (BE)(LLK) — (L) (e kiR
logarithmique est un homomorphisme.

) car l'application d’Artin

ii) Comme par hypothése p /ffL /K> 1OUS avons que fp = 1. Par définition S un p-associé

de « vérifie : g est premier a p et § €€ RfL/K Ainsi ¥(8) = pa € PﬁfL/K Alors

(i) _ (I _ (i) _ (5 EIE) _ (%
p N a Np(Bp) \p(B) /N pe p°
du morphisme d’Artin logarithmique.

) car l'autre terme est dans le noyau

iii) Soit B un p-associ¢ de o dans L/K, alors 3 est encore un p-associé¢ de o dans M/K

pour M C L. En effet %M/K]fL/K, de méme %F,M/Kﬁp’L/K, et M|M Nous avons

fo.ar/K Tp,L/K

alors, si 1(8) = pta, (“HLK) = (ML), Or (MLK) est la restriction de (£45) = (“25) a
M. O

Théoréme 4.4.1. L’image de R par le symbole de Hasse logarithmique pour p dans LK
est égale au sous-groupe de décomposition pour p dans L/K.

Démonstration. Nous rappelons ici que pour une place p de K, étre complétement dé-
composée au sens classique ou au sens logarithmique c’est la méme chose. Désignons alors
par M le corps de décomposition de p, alors p est logarithmiquement non ramifiée dans

M/K : par la proposition précédente ii) et iii), nous en déduisons (%) restreint & M

o, M/K MK\ _ (MK _ (MJKy_q MJK \—q
eSt( P )et( P )_(p—a)_(p) Or(/p\l
en M : de part la définition de M, nous avons donc (%)*‘1 =1let (%) € Gal(L/M) :
donc 'image du symbole de Hasse logarithmique est contenue dans le sous groupe de
décomposition.

est le Frobenius logarithmique
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Réciproquement, il nous faut montrer que le symbole de Hasse logarithmique est surjectif
sur le sous-groupe de décomposition de p. Désignons alors par I le corps d’inertie loga-
rithmique de p, & savoir qui correspond & l'extension maximale logarithmiquement non
ramifiée :

K

Considérons ¢ € Gal(L/M) C Gal(L/K), alors par la surjectivité de 'application d’Artin

ELL/K L/K

logarithmique, nous pouvons trouver b € D tel que (=4—) = o. Le but est alors

L/K

de montrer que (Z5~) se met sous la forme (%) Or o restreint & M c’est I'identité,

%) =1, et ainsi (I/TK) € Gal(I/M). Or nous savons que (I/TK) est le Frobenius

logarithmique en p dans I/K, donc il est d’ordre fp et engendre le groupe de Galois
Gal(I/M). Par suite il existe donc une puissance p® de p telle que p®b € Al ;
I

donc (

L/K\’
—— ™ e )
fr/x
L’égalité du lemme suivant Alx P/l = Al (;L/K) permet alors d’écrire : p%b = ¢(«a)c
I,(
N o
avec o € Ry " et ¢ € Alg. Nous considérons alors (LLp/ K) ¢ o est un p-associé de lui
méme, et nous avons ¥(a) = p® = be~!. Ainsi (a’Lp/K) = (50/5) - (L{)K). 0

Lemme 4.4.1. Si I est le corps d’inertie logarithmique dans L/ K, pour la place p de K,
alors nous avons l’égalité suivante :

?L_/K
Alp Pl ™ =A0 ;
IR IS
?1:/1{
Démonstration. Nous avons d’abord l'inclusion Al P/, Al (;L/K s en effet, I C
1,(RE

L donc fr/klfr/k et fp1/Klfp,0/k- Or p est une place logarithmiquement non ramifiée

%LL/K)

%L/K

fo .
fr/x

Pﬁg(]/K) C Alp/ de part 'égalité des groupes d’Artin et de Takagi. D’autre part 0 \fL/K,

dans I, donc fp7 1/x = 1. Il suit que ]E[ /K| nous en déduisons donc que P/ LN
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. fL/x
nous avons donc Df;?/ ¥ c Dr Kf" et par définition du noyau d’Artin, nous obtenons
s s
Alp ik C Dﬁf[?/K C DEKfp . Et comme I C L, nous avons Aly g C Alj/k, d'ou la
premiére inclusion.

fL/K

Considérons alors les sous-modules de congruences (fL;/ K Al Pl T )et ( T/ , Al
b

h’./K

Ainsi nous déduisons de 'inclusion Ay Pl T C AL -
I

R et de la correspondance du

) ?p

fI:/K

corps des classes que : Af est associé a I, et Alg Pl " est associé a la sous-
1

]EL/K
) fp

(fL/K

extension I’ intermédiaire entre I et K. Or p ne divise pas ), et le conducteur de

la classe de congruences a les mémes diviseurs premiers que le conducteur logarithmique
global : par suite nous en déduisons que p est une place logarithmiquement non ramifiée
dans I'. Et de ce fait I’ = I, nous obtenons alors 1’équivalence des deux sous-modules de
congruences ci dessus, et finalement 1’égalité. O

Proposition 4.4.2. Caractérisation du noyau du symbole de Hasse logarithmique

—
o,L/K

. ) =1, ot a € Rg est que a soit

Une condition nécessaire et suffisante pour que (
norme locale en p.

Démonstration. Supposons que « soit norme locale en p alors oy € Ny /i, Rig- 1l existe
donc zp € R, tel que ap = NLWKP(qu). Ecrivons alors o = Np/k(z)u avec x € Ry,
dont toutes les coordonnées valent 1, sauf zy pour ‘Blp que nous prenons égal a zp; et

u € R%) (en fait u = « en dehors de la p-iéme composante que 'on prend égale a 1).
Alors grace au théoréme d’approximation f-adique, nous pouvons trouver y € Ry, tel que
: fr/x B
4 e R(Lf") ety € Ry " " les modules étant les étendus & L. Ainsi Npk(%) € R%”) et
f]i/K
Np/k(y) € Ry " Par suite, Np/k(y) est un p-associé de a. Ecrivons 9(y) = OU avec O
qui contient les idéaux premiers au dessus de p et U étant premier apield € PﬁgL/ K). Ainsi

—_—

SNk () = Niyic () = Nijic(O)NLycU). 1 suit alors (SEK) = (E) — 1
) A

puisque NL/KPE(L]CL/K

a.L/K
p

Réciproquement supposons ( = 1, et désignons par X, l'ensemble des éléments

L/K . .
M) = 1. Alors nous avons la suite exacte suivante :

a € Ri tels que (

l1— Xy — Rg — Dy —1
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ot Dy désigne le sous-groupe de décomposition de p. D’aprés la partie directe, nous savons

Rik . .
C . P 8y . .
que R N Nng/KpRL«n C X,. Or Nip/mo Rig est isomorphe au groupe de Galois local, et
.. ~ 7 Ri R . L.
~ ’ — P ~ K S o ~
est d.lndlce epfp = €pfp. Or Nip/ioRig > RaWNiy iy Rin” par suite nous en déduisons
légalité Xp = Rg N Npy/x,Riy- ]

Théoréme 4.4.2. Théoréeme des conducteurs

Soit L une L-extension abélienne finie de K corps de classes pour la classe de congruences
C, alors le conducteur de la classe de congruences fe est égal au conducteur logarithmique
de lextension fr .

Démonstration. Nous savons déja que fc et fL /K ont les mémes diviseurs premiers. Sup-
posons quils ne soient pas égaux : alors il existerait p[fz, x tel que fep diviserait encore

}L/K
4 2
sous-module de congruences C'. Par suite, nous avons (n,C') ~ (f/x, Alr k) et comme n

serait un multiple de fc. De ce fait (n,C) € C pour un certain

fr K & savoir n =

et fr, /K sont divisibles par les mémes places, il vient : Al = C et PE%L) C Alp . Consi-
, alors a est un p-associé de lui-méme : en

)
a’L/K) = (%) = 1 puisque Y(a) € Al . Cela

dérons alors un élément o quelconque de R

effet par construction fﬁzﬂm Par suite, ( .
p

implique donc d’aprés la proposition précédente que « serait norme locale en p, on aurait

i /K
fp

~Up
alors : U K, C Npy/k, (RLm) contradiction par rapport & la définition du conducteur
fo

p et non fo - O

local qui serait

Remarque : Le symbole de Hasse logarithmique permet également, comme dans le cas
classique, une description du sous-groupe d’inertie logarithmique associé & une place p et
une (-extension abélienne finie L/ K, celui étant défini comme le sous-groupe du groupe de
Galois de 'extension, qui fixe ’extension maximale de K logarithmiquement non ramifiée.

Théoréme 4.4.3. L/K étant une (-extension abélienne finie, la restriction du symbole
de Hasse logarithmique auz idéles principauxr dont le diviseur logarithmique principal est
premier & p a pour image le sous-groupe d’inertie logarithmique pour p dans L/K.

Démonstration. Notons Rk p 'ensemble des idéles principaux dont le diviseur logarith-
mique principal est premier & p. Si o € Rpp, un p-associé de «, B a pour image un

diviseur logarithmique principal () premier & p puisque g € Rgfg’), et (a’Lp/ K ) = (%)

Désignons par M le corps d’inertie logarithmique et par I, le sous-groupe d’inertie logarith-
/i

mique. Par définition du p-associé, nous savons que 3 € R " Or fM/K\fL/K = fpf%ﬂ,
_ P
comme %M /K est premier avec ip, nous obtenons que f%/ K est un multiple de fM/ K © ainsi
P
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(LK
$(B)

tin logarithmique il existe b € D

—~—

(M/E) — 1. Finalement, b € A

) = 1. Réciproquement, supposons que o € I, par la surjectivité du symbole d’Ar-

gfé/x tel que (L{)K,) = 0. Comme o € I, nous avons

- Par le lemme précédent, nous

L/KfL/K AKL/K LK
N o )
fL/K fL/K

: il existe donc o € Ry P et ce Al i tels

savons que Af; Pl " = :
q L/ KLt I/K,(%)

que b = cp(a) et « est premier avec p car b et ¢ le sont. Ainsi, comme « est son propre
L/K L/K L/K L/K
225 = (G = ) = (555)

: o(@) = (et

p-associé, nous obtenons : (
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5 Glossaire des notations

Dans tout ce qui suit £ désigne un nombre premier fixé. Introduisons les notations suivantes

Pour un corps local K, d’idéal mazimal p et d’uniformisante m,, nous notons

R, = lim, Ky, / prgk : le f-adifié¢ du groupe multiplicatif du corps local

Ur,, = lim, Uy /UL" : le -adifié du groupe des nités U, de K,

-2

: le groupe des unités principales de K,

[e=]

pp © le sous-groupe de Uy, d’ordre fini et premier a p

Hp : le £-sous-groupe de Sylow de ,ug
Pour un corps de nombre K, nous définissons

R = Zy @z K* : le l-groupe des idéles principaux
Ik = lyepi, Rk, : le f-groupe des ideles

Uk = HpePlK Uk, : le sous-groupe des unités

Cx = Jx/Rk : le L-groupe des classes d’idéles
Dans le contexte logarithmique, nous posons

(@g . la Z-extension cyclotomique de Q,
Q¢ : la Zg-extension cyclotomique de @,

Uy : la valuation logarithmique associée a p sur R,

aKp = Ker(4p) : le sous groupe des unités logarithmiques locales

Ug = Hpe Ply aKp : le sous-groupe des unités logarithmiques

é = K, : @,‘j N K] : 'indice absolu de ramification logarithmique de p

fp = [Qg N K, : Qp) : le degré absolu d’inertie logarithmique de p

€Ly /K, = (L : K{f N Lgp| : I'indice relatif de ramification logarithmique de p

JZng/K,, = [I/(\{j N Ly : K] @ le degré relatif d’inertie logarithmique de p
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= L R, Ippm uvp(m)
Ik = HanRKv Hn\maKv
Han Ky Hp|m

Rg;n> =R NI

w:j}?—>D€m
a=(ap) — Y(a vaap

DR = (JF) « diviseurs logarithmiques premiers & m

Pf(m) 1/1(7?,&?1)) : diviseurs logarithmiques principaux attachés a m

?L /K le conducteur logarithmique global de L/K

Aﬁ; : le conducteur logarithmique local en p

(Z£=) : le Frobenius logarithmique en p

Al i le groupe d’Artin logarithmique de L/K

Tl = Pf(Km)  Np i (DL7)) : le sous-module de Takagi logarithmique associé¢ a m

(2LE)

. : le symbole de Hasse logarithmique
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