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Modélisation du comportement mécanique lors du pro-
cédé de mise en forme et pyrolyse des interlocks CMC

La simulation des procédés de production des composites à renforts tissés est un enjeu
majeur pour les industries de pointe, où leur utilisation s’intensifie. La maitrise des pro-
cédés d’obtention des composites à matrice et fibres en céramique, notamment les étapes
de mise en forme et de pyrolyse, s’avère primordiale. La connaissance et la simulation du
comportement mécanique aux différentes étapes est nécessaire pour optimiser les perfor-
mances des pièces finales.

Deux approches de modélisation macroscopique des renforts tissés épais de composite
sont détaillées : une approche continue classique et une approche semi-discrète. Pour cela,
une loi de comportement hyperélastique initialement orthotrope est développée. Cette loi
est basée sur l’observation phénoménologique des modes de déformation privilégiés, à
partir desquels sont proposés des invariants physiques de la transformation. L’identifica-
tion des paramètres matériaux nécessaires est décrite. Une version modifiée de cette loi,
sans contribution en tension, est implémentée dans un élément semi-discret, où le travail
en tension est alors pris en compte par des barres discrétisant le tissage réel.

Les importantes différences de rigidités entre sollicitations en tension et en cisaille-
ments font des renforts tissés épais des matériaux fortement anisotropes. Leur modélisa-
tion numérique met en évidence des phénomènes parasites ou des limitations liés à cette
spécificité. Le phénomène de verrouillage en tension est tout d’abord mis en évidence.
Une solution basée sur une formulation éléments finis enhanced assumed strain est propo-
sée pour des éléments continus classiques ou semi-discrets. Puis des problèmes liés aux
simulations numériques dominées par la flexion sont soulevés : l’hourglassing transverse et
l’absence de résistance locale à la courbure. Dans le cas de l’hourglassing transverse, deux
méthodes de rigidification de ces modes de déplacement sont proposées : par moyennage
des dilatations dans l’élément ou par ajout d’une rigidité matérielle tangente supplémen-
taire. Pour l’introduction d’une résistance à la courbure, une méthode basée sur l’utilisation
purement numérique de plaques rotation free est proposée. Celles-ci permettent le calcul
de la courbure induisant, par l’intermédiaire d’un moment de flexion, des efforts internes
supplémentaires.

Finalement, la modélisation du retour élastique après pyrolyse de la matrice organique
à précurseurs céramique est réalisée. Le comportement de la matrice pyrolysée est identifié
expérimentalement à l’aide d’une loi hyperélastique isotrope transverse. L’addition de cette
loi, qui prend comme référence la préforme déformée, à la loi de comportement initiale
du renfort tissé permet de visualiser les déformations obtenues en fin de pyrolyse. Cette
modélisation est comparée à des résultats expérimentaux.

MOTS CLÉS : renforts tissés, composites, céramique, modélisation macroscopique,
mise en forme, hyperélasticité, éléments finis, verrouillage, stabilisation, rigidité de flexion,
pyrolyse

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0115/these.pdf 
© [S. Mathieu], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés



Mechanical behavior modeling of CMC interlocks through
the forming and pyrolysis processes

Manufacture processes modeling of woven fabrics composites is a major stake for
state-of-the-art industrial parts, where their usage is intensifying. Control of all the ma-
nufacturing stages of ceramic matrix composites, particularly the forming and pyrolysis
steps, is essential. Understanding and simulation of the mechanical behavior at each stage
is required to optimize the final product performances.

Two macroscopic modeling approaches of thick woven fabric reinforcements are de-
tailed : a continuous classical one and a semi-discrete one. An initially orthotropic hy-
perelastic constitutive law is thus established. This law is based on a phenomenological
observation of the main fabric deformation modes, from where physical invariants of the
deformation are suggested. The required material parameters identification is explained.
A modified version of this law, without any tensile energetic contribution, is implemen-
ted in a semi-discrete element where the tensile work is taken into account by bars that
discretize the real weaving.

Thick woven reinforcements are highly anisotropic materials due to the large ratio
between the tensile rigidity and the others. Their numerical modeling highlights spurious
phenomena and limitations related to this specificity. The tension locking is firstly tackled.
A remedy based on an enhanced assumed strain finite element formulation is suggested for
classical continuum and semi-discrete elements. Problems linked to bending-dominated
numerical simulations are brought to attention : transverse hourglassing and lack of local
bending stiffness. For the transverse hourglassing situation, two stiffening technics are
proposed : averaging the dilatation through the whole element or adding a supplementary
tangent material rigidity in a specific direction. The local bending stiffness problem is
solved by calculating the curvature inside the element by using rotation free plates. The
induced bending moment leads to supplementary internal loads.

Finally, the elastic springback following the pyrolysis of the polymer matrix with ce-
ramic precursors is modeled. The constitutive behavior is experimentally identified with a
transverse isotropic hyperelastic law. Added to the initial reinforcements’ hyperelastic law,
with the preformed fabric as reference configuration, the pyrolysis induced deformations
can be visualized. This final model is compared with experimental results.

KEYWORDS: woven fabrics, composite material, ceramic, macroscopic modeling,
forming, hyperelasticity, finite elements, locking, physical stabilization, bending stiffness,
pyrolysis
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Introduction

Les problématiques économiques actuelles conduisent le domaine des transports, et
en particulier les industries aéronautiques et aérospatiales, à rechercher l’allègement des
structures. Avec l’augmentation du prix des carburants, le besoin en matériaux en rup-
ture technologique a subi une très forte hausse. Parmi la grande variété des solutions, les
excellentes caractéristiques mécaniques des matériaux composites à fibres longues, à la
fois légers et résistants, leur valent une exposition considérable. Les deux acteurs majeurs
de l’industrie aéronautique, Airbus et Boeing, ont fait de ce constat une réalité en in-
troduisant ces matériaux en proportions de plus en plus importantes dans leurs nouvelles
architectures aéronautiques. D’abord cantonnés aux pièces secondaires d’habillage, ils sont
maintenant utilisés pour la réalisation de pièces structurelles, vitales pour la tenue méca-
nique de l’avion. Le caisson central de voilure des A380 et A350XWB en est un exemple
frappant.

En dehors de leur légèreté, la possibilité d’adapter localement les caractéristiques mé-
caniques de la pièce aux sollicitations subies est la spécificité majeure de l’application des
composites aux pièces structurelles. Pour les matériaux composites à renforts tissés, l’em-
placement et l’orientation des mèches ont un impact direct sur les propriétés finales de la
pièce. La maitrise de l’élaboration est donc fondamentale, ce qui a conduit à un intense
effort de recherche dans l’amélioration de leurs procédés de fabrication. Le processus clas-
sique d’obtention des pièces composites à fibres continues comporte une phase de mise en
forme du renfort suivie d’une phase de solidification où une matrice apporte de la cohé-
rence à la pièce. La phase de mise en forme est primordiale car elle détermine la position
des fibres. Aujourd’hui les technologies de fabrication des composites à fibres continues
font principalement appel à des méthodes manuelles de dépose. Ce type de méthode, au
coût de fabrication élevé, n’est pas adapté à la fabrication d’un grand nombre de pièces.
Pour pallier le problème, des méthodes de fabrication basées sur l’utilisation d’un moule
sont développées, tel que le procédé RTM ou resin transfer molding. Dans cette optique,
afin d’éviter des processus essai/erreur couteux, la simulation de la phase de mise en forme
est essentielle. La prévision de la formabilité et des caractéristiques mécaniques finales
permet d’optimiser numériquement la conception de l’outillage nécessaire. Le premier
axe de cette thèse s’inscrit dans cet objectif.

Le succès de l’utilisation des matériaux composites pour certaines pièces structurelles
a ouvert la voie à leur utilisation dans des milieux plus difficiles, soumis à des contraintes
thermiques. Les composites à matrice céramique ont été développés dans ce sens. En
insérant des fibres continues dans une matrice céramique, les résistances à la fissuration,
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Introduction

à l’élongation et aux chocs thermiques de ces dernières ont été augmentées de manière
drastique. Mais là aussi le processus de fabrication nécessite une optimisation : les phases
de pyrolyse et de densification, qui ont pour objectif de créer la matrice céramique liant
les fibres, ne sont pas mécaniquement maitrisées. La simulation de la première phase de
ce processus, la pyrolyse, constitue le deuxième axe de cette thèse.

Ce manuscrit est composé de six chapitres au cours desquels la mise en en forme des
renforts tissés épais de composite puis l’étape de pyrolyse initiant les matrices céramiques
seront présentées puis simulées. Le premier chapitre introduit les matériaux composites
à renforts tissés ; leurs constituants, leurs procédés de fabrication et leurs caractéristiques
mécaniques.

Le deuxième chapitre est consacré à la modélisation des renforts tissés épais de com-
posite. Après un état de l’art de la simulation des renforts tissés, deux approches macrosco-
piques par éléments finis seront détaillées. Suite à une introduction des concepts de base
de la mécanique des milieux continus en grandes transformations, une loi hyperélastique
de comportement est formulée. Son introduction telle quelle dans un élément volumique
classique, ou après adaptations dans un élément fini spécifique semi-discret, est possible.

Dans le troisième chapitre, la problématique numérique du verrouillage en tension,
spécifique aux renforts tissés, sera analysée. Ce phénomène, lié à la présence de condi-
tion de quasi-inextensibilité des mèches, induit une surévaluation numérique des efforts.
Après avoir analysé l’origine de ce verrouillage, deux éléments, semi-discret ou non, basés
sur une méthode enhanced assumed strain seront proposés pour réduire le phénomène de
verrouillage.

Dans les quatrième et cinquième chapitres, la question de la modélisation en flexion
des renforts tissés est abordée. Dans le premier de ces deux chapitres, la présence de modes
parasites transverses dans des simulations dominées par la flexion est mise en évidence.
Le raidissement des modes hourglass parasites est d’abord envisagé par une méthode de
moyennage des dilatations dans l’élément, puis par l’ajout d’une rigidité tangente maté-
rielle orientée dans une direction spécifique. Dans le second de ces chapitres, les limita-
tions de la modélisation du comportement en flexion des renforts par une méthode du
premier gradient sont soulignées. Une méthode innovante introduisant une rigidité à la
courbure par l’intermédiaire de plaques rotation free est proposée. Un moment de flexion
est alors calculé grâce à la position des éléments finis voisins. Les simulations réalisées
grâce aux propositions faites dans ces deux chapitres sont comparés à des résultats expéri-
mentaux de flexion trois points et d’emboutissage hémisphérique.

Le dernier chapitre concerne la simulation du retour élastique après pyrolyse des ma-
trices polymères à précurseurs céramiques. Une loi de comportement hyperélastique pour
la matrice pyrolysée est proposée. Une chaine de calcul modélisant la mise en forme, l’in-
troduction de la matrice pyrolysée, puis le retrait des forces de mise en forme est détaillée.
Son application au cas de l’ouverture angulaire d’une cornière est analysée.
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Chapitre 1

Fabrication et comportement des
composites à renforts tissés

Ce premier chapitre est une introduction à l’étude des pièces composites à ren-
forts tissés. Dans ce manuscrit, nous aborderont deux aspects de la modéli-
sation des étapes de fabrication des composites à renfort tissés épais : la mise
en forme des renforts puis le procédé de pyrolyse dans la réalisation des ma-
trices céramiques. Les différents constituants des pièces finales sont présentés
individuellement afin de souligner la structure multiéchelle du matériau. Le
comportement mécanique à chacune des échelles est détaillé, en parallèle de la
présentation des méthodes de caractérisation adéquates.

Sommaire
1.1 Qu’est-ce qu’un matériau composite ? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.2 De la fibre à la pièce finale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.2.1 Les mèches . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
1.2.2 Le renfort . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
1.2.3 La solidification : consolidation des matrices organiques . . . . . . 12
1.2.4 La solidification : consolidation des matrices céramiques . . . . . . 15

1.3 Comportement mécanique des renforts tissés . . . . . . . . . . . . . . 19
1.3.1 Échelle microscopique : la fibre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
1.3.2 Échelle mésoscopique : la mèche . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
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Qu’est-ce qu’un matériau composite ?

1.1 Qu’est-ce qu’un matériau composite ?
Définition générale

Un matériau composite est un assemblage d’au moins deux constituants non miscibles
dont les propriétés répondent à des besoins spécifiques non satisfaits individuellement par
les composants de base. Cette définition inclut un large éventail de matériaux, certains na-
turels et utilisés depuis longtemps tels que le bois, les os ou le torchis ; d’autres conçus plus
récemment tels que les pneumatiques ou le béton armé. Tous ces matériaux ont en com-
mun le fait d’être constitués de deux phases principales : le renfort qui confère au produit
final les caractéristiques mécaniques dominantes et la matrice qui apporte la cohésion de
l’ensemble. La volonté d’utiliser des matériaux spécifiques à chaque application dans l’op-
tique d’optimiser coûts et performances mécanique fait des composites, par la multiplicité
des matériaux imaginables, de sérieux candidats. Parmi les diverses industries intéressées
par les composites, les domaines de l’aéronautique et de l’aérospatial sont demandeurs de
matériaux légers et résistants, caractéristiques de prédilection des matériaux composites.

La matrice

Les matrices des matériaux composites développés actuellement sont généralement
classées en deux catégories :

— Les matrices organiques (polymères thermoplastiques, thermodurcissables et élasto-
mères). Elles représentent la très grande majorité des matrices utilisées industriel-
lement grâce à leur faible coût et à la facilité de mise en œuvre du processus de
fabrication ;

— Les matrices minérales (céramiques et métalliques). Les matrices céramiques
(oxydes et carbures) et métalliques (aluminium, magnésium, fer, cobalt, cuivre)
sont destinées à des applications de pointe, lorsque des conditions environne-
mentales hostiles ne permettent pas l’utilisation d’une matrice organique (hautes
températures, hygrométrie défavorable). Leurs procédés de fabrication complexes
rendent ces matériaux coûteux et difficiles à produire, restreignant leur utilisation
actuelle aux secteurs militaire et spatial.

Les renforts que nous étudieront dans ce document sont destinés à des composites
à matrices céramique ou organique. Pour ces dernières, les matrices thermodurcissables
sont les plus couramment utilisées, leur faible viscosité avant réticulation facilitant la phase
d’injection de résine dans le renfort sec. Ce type de matrice organique sera d’ailleurs celui
considéré dans ce manuscrit. Pour le processus associé aux matrices céramiques également
car les étapes initiales de production sont identiques à la mise en œuvre des matrices
organiques, comme expliqué dans la section 1.2.4.

Les renforts

Les renforts aussi peuvent être classifiés, cette fois en fonction de leur géométrie :
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1. Fabrication et comportement des composites à renforts tissés

— Les renforts particulaires : la matrice est renforcée par une phase dispersée de parti-
cules avec ou sans orientation privilégiée. Il s’agit généralement d’inclusions gra-
nulaires (craie), lamellaire (talc, mica) ou aciculaires (wallastonite, fibres courtes).
Les composites à renfort particulaire sont peu utilisés à des fins structurelles, mais
plutôt pour des applications spécifiques ou des produits de grande consommation ;

— Les renforts à fibres discontinues : la matrice est renforcée par une phase dispersée
de fibres courtes (de longueurs inférieures à 100 fois leurs diamètres) avec ou sans
orientation privilégiée. Les fibres courtes sont assemblées en nappes appelées mâts
et représentent un apport volumique en fibre de l’ordre de 30%. Le composite
obtenu est alors un polymère renforcé ;

— Les renforts à fibres continues : la matrice est renforcée par une phase dispersée de
fibres continues dont la longueur est voisine de celle de la pièce finale. Les di-
rections privilégiées des fibres confèrent à la pièce finale ses caractéristiques mé-
caniques principales. Dans ce type de renfort, la matrice n’est présente que pour
assurer la cohésion de l’ensemble et apporter une résistance aux efforts appliqués
dans des directions différentes de celles des fibres.

Dans cette étude, nous nous intéresserons exclusivement aux renforts à fibres conti-
nues. Les fibres utilisées pour réaliser ces renforts peuvent être de différentes natures :
verre, carbone, métaux, céramiques ou encore matériaux d’origines végétale (cellulose, li-
gnine, lin) ou animale (collagène). Seules les fibres en carbone et carbure de silicium (SiC)
seront étudiées. Ces fibres sont principalement destinées à des solutions technologiques
de haute performance en aéronautique et aérospatiale. Les fibres peuvent être assemblées
selon différentes méthodes. On distingue alors les nappes unidirectionnelles (UD), assem-
blages superposés de plis comptant des fibres orientées dans une direction privilégiée. Si
plusieurs nappes sont cousues ensemble, on obtient alors un Non-Crimp Fabric (NCF).
Les fibres peuvent également être assemblées en mèches, qui sont ensuite tricotées, tres-
sées ou tissées. Ce travail sera limité aux assemblages tissés de mèches.

1.2 De la fibre à la pièce finale
La structure multiéchelle et multimatériau d’une pièce composite conditionne son

comportement final. Dans cette partie, les différentes étapes du processus de fabrication
sont présentées. Les fibres doivent être produites, puis assemblées en mèches qui seront
liées par tissage ; le renfort est ainsi obtenu. Pour produire la pièce finale, le renfort doit
être mis en forme, imprégné de résine puis cuit. Dans le cas des matrices céramiques, des
étapes supplémentaires (pyrolyse, densification) sont nécessaires.

1.2.1 Les mèches
Fibres de carbone

Les fibres de carbone peuvent être obtenues principalement de deux manières : à partir
de fibres de polyacronitrile (dit PAN-based), la voie la plus courante, ou à partir de fibres
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De la fibre à la pièce finale

de brai produites par filage de résidus de houille ou de pétrole (dit pitch-based).
Dans le premier cas, les fibres de carbone sont créées par la conversion d’un précur-

seur en polyacrylonitrile. Les filaments sont d’abord filés à partir du précurseur élevé à
sa température d’oxydation, puis maintenus en tension, et enfin carbonisés dans une at-
mosphère d’azote à environ 1 200◦C. Les éléments non carbonés se volatilisent, laissant
principalement le carbone. Les fibres obtenues après cette étape sont dites de haute résis-
tance (HR). Une étape supplémentaire de graphitisation à 2 500◦C permet de parfaire la
structure et d’obtenir des fibres dites haut module (HM). Des variations pendant l’étape
de graphitisation mènent à différentes gammes de fibres.

Pour le cas des fibres de brai, les filaments sont cuits après filage à 600◦C puis carbo-
nisés dans une atmosphère d’azote à 2 500◦C afin de les enrichir en carbone. Les fibres
obtenues affichent un très bon taux de carbone. Cependant, la difficulté d’élimination des
impuretés dans le brai d’origine leur confère une rigidité de traction plus faible.

La dernière étape avant l’obtention de fibres utilisables est l’ensimage. Cette opéra-
tion consiste à traiter la surface des fibres et joue un rôle prépondérant dans leur durée de
vie. Sa fonction principale est d’obtenir une meilleure compatibilité et une meilleure co-
hésion entre fibres et matrice afin d’optimiser les caractéristiques mécaniques de la pièce
finale. Sa composition peut varier fortement d’un producteur à l’autre et selon le couple
fibre/matrice en jeu [BER 08]. La figure 1.1 rappelle les différentes étapes du procédé de
fabrication des mèches de carbone ex-PAN.

Figure 1.1 – Principe du procédé de fabrication des fibres de carbone ex-PAN [DUP 08]

Fibres de carbure de silicium

Différents fibres en céramiques ont été développées afin de résister à des contraintes
thermiques et mécaniques simultanées auxquelles les fibres classiques ne peuvent pas ré-
pondre. On trouve :
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1. Fabrication et comportement des composites à renforts tissés

— Les fils de silice, caractérisés par de très bonnes propriétés diélectriques et pouvant
supporter des températures d’exposition en continu supérieures à 1 000◦C ;

— Les fils à haute teneur en alumine (> 99 % en masse), caractérisés en particu-
lier par une très bonne stabilité thermique en milieu oxydant et mécanique sous
contraintes thermique (1 600◦C) ;

— Les fils silice/alumine, caractérisés par une bonne résistance thermique et méca-
nique (meilleure résistance thermomécanique que les fibres d’alumine) ;

— Les fils de carbure de silicium (SiC) qui constituent la famille de fibres possédant
les meilleures performances mécaniques à haute température (≥ 1 400◦C), même
en atmosphère oxydante.

Ce sont ces dernières qui vont être étudiées ici. Comme pour les fibres en carbone,
les filaments sont produits à partir de précurseurs, ici des organo-silicones. Le carbure
de silicium désiré se forme pendant une cuisson (réticulation) suivie d’un chauffage en
atmosphère d’azote à environ 1 200◦C. D’un point de vue structurel, les fibres de SiC
obtenues possèdent une structure isotrope à la différence des fibres de carbone, proches de
la composition du graphite, constituées d’un empilement de feuillets nommés graphènes.

Obtention des mèches

Les fibres obtenues peuvent subir des traitements ou des transformations afin de leur
conférer de nouvelles propriétés. Dans notre cas, elles sont assemblées pour former des
mèches, avec des traitements supplémentaires possibles :

— Le moulinage ou le retordage permet d’apporter une torsion aux fils continus pour,
dans certains cas, améliorer leurs caractéristiques mécaniques et diminuer leur sec-
tion et/ou assembler par torsion plusieurs fibres ;

— La texturation confère aux fils continus des propriétés de gonflant et d’élasticité
modifiant ainsi l’aspect et le confort des étoffes ;

— Le guipage consiste à recouvrir un fil d’âme par enroulement hélicoïdal avec un
ou plusieurs fils simples appelés fils de couverture. Si cette technique est utilisée
principalement avec les fils élastiques dans le cas des applications traditionnelles
(par exemple, bas et collant), elle permet également de protéger certains fils fragiles
comme le carbone ou les fibres céramiques lors des opérations de transformation
des fils en surfaces textiles (tissage, tressage...).

Une fois assemblées, les mèches de fibres de carbone contiennent généralement entre
3 000 et 48 000 fibres. Pour les mèches en céramique, le nombre de fibres est générale-
ment plus faible avec environ 500 fibres par mèche, les applications ne nécessitant pas des
mèches de taille importante. Les grandeurs caractéristiques généralement utilisées pour
décrire une mèche sont les suivantes : matériau, type d’assemblage, nombre de fibres, dia-
mètre des fibres, masse linéique (en tex, 1 tex = 1 g.km−1), rigidité et résistance en tension.
Des propriétés de mèches céramiques SiC (Nicalon 207) et de fibres de carbone (HexTow
IM6) sont données tableau 1.1.
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De la fibre à la pièce finale

Nicalon 207 HexTow IM6
Type SiC Carbone
Densité (T.m−3) 2.5-2.65 1.76
Diamètre (µm) 14 5.2
Nombre de fibres par mèche 500 12 000
Module d’Young (GPa) > 186 279
Coefficient de Poisson 0.12-0.25 -
Contrainte à rupture (GPa) 2.58 5.723
Déformation à rupture (%) 1.4 1.9

Tableau 1.1 – Propriétés de mèches SiC et carbone

1.2.2 Le renfort
Les renforts étudiés dans ce manuscrit sont les assemblages de mèches de carbone

ou de carbure de silicium obtenus par tissage. Les tissages peuvent être 2D (surfaciques),
2.5D (interlocks) ou 3D (tridimensionnels). Les premiers sont un entrecroisement de
mèches selon deux directions perpendiculaires privilégiées, chaine et trame. Le type
d’agencement utilisé est appelé armure du renfort. Pour le cas 2D, les armures tradition-
nelles de l’industrie textile sont utilisées. Pour les tissages 3D, une troisième direction de
mèche est ajoutée dans l’épaisseur du renfort. Finalement, les tissages nommés 2.5D se
situent à la frontière entre tissés 2D et 3D. Des mèches de chaines vont alors chercher
dans les couches supérieures et inférieures une, ou plusieurs mèches de trame afin de lier
ensemble les couches. Ces tissus sont souvent dérivés d’armure classiques 2D. Ce procédé
permet d’obtenir des tissés très épais (de l’ordre d’une dizaine de centimètres) et résistants
au délaminage. La figure 1.2 montre des schémas possibles pour le tissage des renforts
épais.

tramechaîne

Figure 1.2 – Armures de renforts fibreux épais [GU 02]

Une armure tissée est obtenue à partir d’un métier à tisser, de la même manière que
les textiles d’habillement. Le procédé de tissage nécessite une certain nombre d’étapes
réalisées par des parties spécifiques du métier, illustrées figure 1.3 : l’ouverture de foule
qui permet de séparer les mèches de chaine en deux parties grâce aux lisses créant l’es-
pace nécessaire à l’insertion d’une trame, l’insertion proprement dite de la trame, le coup
de peigne permettant de tasser les trames puis la répétition de ces trois étapes jusqu’à
complétion du renfort.

9

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0115/these.pdf 
© [S. Mathieu], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés



1. Fabrication et comportement des composites à renforts tissés

Fil de chaîne Fil de trame

Tissu

Lisses

Peigne

Lance

Lisses Lance Peigne

Figure 1.3 – Schéma d’un métier à tisser et principaux outils du procédé [FLO 13]
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De la fibre à la pièce finale

Seules les armures 2.5D seront étudiées dans ce manuscrit, mais il est intéressant de
détailler les armures 2D qui sont à la base de ces armures plus complexes et peuvent aussi
être utilisées pour obtenir des pièces épaisses de composite.

Armures 2D

En ce qui concerne les tissus 2D, il existe trois armures principales (figure 1.4) :
— La toile ou taffetas, l’armure la plus simple : chaque fil de chaine passe alternative-

ment au-dessus et en dessous de chaque fil de trame (1.4a) ;
— Le sergé NxM : le fil de trame passe au-dessus de N puis en dessous de M fils de

chaine en décalant d’un fil à chaque passage (1.4b) ;
— Le satin : les points de liage de la chaine et de la trame sont disséminés de façon à

atténuer l’effet de diagonale présent sur le sergé. Le fil de trame passe au dessus de
N fils de chaine puis en dessous de 1. (1.4c).

(a) (b) (c)

Figure 1.4 – Les différents motifs de tissage 2D. Taffetas (a) Sergé 2x2 (b) Satin de 8 (c)

La combinaison de ces trois familles d’armures avec la multiplicité de géométries et de
matériaux disponibles pour la mèche, permet d’obtenir une grande diversité de renforts
tissés. Si le renfort est identique dans la direction chaine et dans la direction trame, on
parle de tissu équilibré. De façon générale, un tissu peut être caractérisé par son armure, la
disposition relative des chaines et des trames, et son embuvage qui est la différence relative
entre la longueur du tissu dans une direction et la longueur d’une mèche dans cette même
direction. L’embuvage est donné par :

embuvage = lmèche− ltissu
lmèche

(1.1)

Des pièces épaisses peuvent être réalisées grâce à ces armures 2D en les superposant.
La structure ainsi obtenue permet d’optimiser la raideur du matériau fini en jouant sur
l’orientation des plis, mais elle est définitivement laminaire au sens où les différents plis
ne possèdent pas de liens autres que la résine. Ces matériaux sont alors très sensibles au
délaminage qui, quand il apparaît, se propage sans obstacle et peut conduire à une ruine
de la structure. De plus, l’empilement des différentes couches (de quelques millimètres
d’épaisseur chacune), souvent réalisé à la main, conduit, pour des pièces de forte épaisseur,
à des temps de fabrication prohibitifs.
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1. Fabrication et comportement des composites à renforts tissés

Armures 2.5D

Pour pallier les problèmes inhérents aux armures 2D, des renforts tissés épais ont été
conçus [BIG 05]. Ces renforts peuvent être vus comme la superposition de différentes
couches assemblées structurellement lors du tissage. Au lieu de s’entrecroiser continuel-
lement dans le même plan, les mèches de trame croisent plusieurs plans de mèches de
chaine dans l’épaisseur du matériau (voir figure 1.5). Le tissé obtenu peut alors atteindre
des épaisseurs de l’ordre de la dizaine de centimètres, permettant la fabrication de pièces
aux qualités mécaniques comparables tout en évitant le phénomène de délaminage. Le
métier à tisser nécessaire pour ces préformes utilise la mécanique Jacquard modifiée pour
le cas des structures 3D de façon à contenir plusieurs couches de chaines. Certains mé-
tiers à tisser aptes à créer de tels assemblages permettent également de faire varier le motif
de tissage au sein de la même préforme de manière à optimiser les caractéristiques de la
pièce en fonction des sollicitations subies. Ce type de matériau, onéreux, est pour l’instant
réservé aux applications de pointe de l’aéronautique et de l’aérospatiale.

L’utilisation de tissés 2.5D permet aussi de minimiser les variations de propriétés mé-
caniques entre deux pièces composites achevées sensées être identiques, chose courante
pour les stratifiés 2D où la méthode de travail de l’opérateur est prépondérante.

(a) µ-Tomographie (b) Coupe d’une µ-tomographie

Figure 1.5 – Structure des tissés interlock

1.2.3 La solidification : consolidation des matrices organiques
Les renforts tissés sur lesquels porte notre étude étant destinés à être mis en forme par

moulage, nous nous intéresserons uniquement aux procédés de ce type. Les procédés de
type LCM (Liquid Composite Moulding) permettent de mettre en forme les composites
à renforts tissés et à matrice polymère. Parmi ces procédés, l’infusion sous vide et le RTM
(Resin Transfer Moulding, [POT 99]) sont les plus utilisés. Le principe de ces procédés
est de mouler le renfort sec, puis d’injecter la résine pour solidifier la pièce. Le fait de
mouler le renfort sec permet d’obtenir une pièce composite finale très proche de la pièce
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De la fibre à la pièce finale

désirée, et ainsi de minimiser les étapes d’usinage et donc les coûts. Ces procédés, dits
procédés moule fermé, permettent un contrôle strict des composés organiques volatiles émis
lors de la fabrication, la résine n’étant alors pas en contact direct avec l’atmosphère.

De nombreux autres procédés de formage par moulage existent [BER 99, GAY 05].
Ils varient en fonction de la nature des matériaux constituant le renfort et la matrice, de
l’importance des séries à effectuer, de la cadence et du coût de production recherchés

L’infusion sous vide

En infusion sous vide, le renfort tissé sec à consolider est placé entre un moule et une
membrane étanche, comme décrit figure 1.6. En mettant sous vide cette zone, la pompe
va plaquer le renfort contre le moule grâce à la membrane et amorcer l’écoulement de la
résine. Un filet de drainage, réalisé dans un matériau poreux, est placé à proximité du ren-
fort de manière à faciliter la distribution de la résine. Ce procédé est plus facile à mettre
en œuvre que le RTM, présenté dans le paragraphe suivant, et autorise la production de
pièces en grande série avec une bonne répétabilité et des formes complexes. Cependant,
le contrôle de l’épaisseur est difficile et l’état de surface du côté de la membrane est géné-
ralement moins bon que le côté moulé.

moulerésine renfort membranedrain joint

Figure 1.6 – Illustration du processus d’infusion sous vide

Resin transfer moulding

Le Resin Transfer Moulding (RTM) est, lui aussi, utilisé pour la réalisation de pièces
en composite à renforts tissés [RUD 97, POT 99, PAR 00]. Le processus de fabrication
peut être décomposé en trois étapes, comme illustré figure 1.7.

La première étape est l’étape de préformage. Elle consiste, à partir d’un renfort tissé,
à le mettre en forme (ou l’emboutir) dans un moule par l’intermédiaire d’un poinçon.
L’avantage de ce procédé est de disposer de deux parties rigides qui vont permettre de
mieux contrôler la compression du renfort pendant la mise en forme et donc son épaisseur
finale. L’état de surface est alors bon des deux côtés, contrairement à l’infusion sous vide.
Afin d’éviter la formation de plis pendant l’emboutissage, des serre-flancs peuvent être
utilisés pour ajouter une légère tension dans les mèches.

Une fois le renfort moulé dans la forme désirée, la résine est injectée. L’ensemble est
ensuite chauffé pour polymériser la résine. Pour rappel, on considère dans cette étude
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1. Fabrication et comportement des composites à renforts tissés

l’utilisation d’une matrice thermodurcissable. Finalement, lorsque la résine est consolidée,
le moule est ouvert et la pièce démoulée.

préformage
du renfort sec

injection de résine 
puis polymérisation démoulage

résine

renfort matrice poinçon

serre-flanc

Figure 1.7 – Illustration du processus RTM [BOI 04]

Ce procédé connaît un fort développement dans l’objectif d’être utilisé pour des pièces
en grande série car il permet une maîtrise du taux volumique de fibre, un bon état de
surface, la création de géométries complexes et des cadences de fabrication soutenues
et automatisées. Cependant, malgré son utilisation dans l’industrie, ce procédé n’est pas
totalement contrôlé pour des formes complexes (non développables par exemple) ou de
grandes tailles. Ces éléments conduisent aujourd’hui les industriels des secteurs aérospa-
tiaux et automobiles à porter un grand intérêt au développement et à la recherche associés
au procédé.

Des problèmes majeurs et de natures différentes sont liés aux deux principales étapes
du processus : des problèmes mécaniques pendant la phase de mise en forme et des pro-
blèmes de fluide pendant la phase d’infiltration. Ces travaux s’intéressent uniquement aux
problèmes d’origine mécanique mais de nombreuses études liées à la perméabilité des ren-
forts et à la résistance à l’avancement du fluide injecté sont menées [VAR 95, BRÉ 03].
La mise en forme du renfort est une étape clé du procédé. La capacité du renfort à se
déformer pour prendre la forme du moule a une influence majeure à la fois sur l’étape
d’injection (qualité de l’imprégnation, temps de remplissage du moule) et sur les caracté-
ristiques mécaniques de la pièce. Pendant la mise en forme, les évènements préjudiciables
pouvant être rencontrés sont :

— Des ruptures de fibres, lorsque la tension dans les mèches devient trop importante ;
— La formation de flambements locaux lorsque les mèches sont sollicitées en com-

pression ;
— L’apparition de plis qui peuvent être générés par un cisaillement ou une compres-

sion trop importante [PRO 97, BOI 11] ;
— La création de zones sèches ou de zones sans mèches engendrées par un taux

volumique de fibres trop important ou trop faible localement, générant une perte
de cohésion ou une baisse des propriétés mécaniques.

Avec l’étude de la perméabilité, celle du préformage est indispensable pour vérifier la
faisabilité d’un processus de fabrication d’une pièce par RTM. Les qualités mécaniques fi-
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De la fibre à la pièce finale

nales sont intimement liées à cette étape. C’est dans ce cadre que se situe l’étude présentée
dans ce manuscrit.

1.2.4 La solidification : consolidation des matrices céramiques
Les composites à matrices céramiques renforcées par des fibres longues sont commu-

nément fabriqués par des méthodes d’infiltration. Cela signifie que la matrice céramique
est formée par l’infiltration d’un fluide (qu’il soit liquide, comme pour les procédés à ma-
trices organiques section 1.2.3, ou gazeux) dans la structure fibreuse, ici un renfort tissé.
Avant cette phase d’infiltration, la surface de la partie fibreuse est recouverte d’une inter-
phase fournissant une faible cohésion entre les fibres et la future matrice. Cette interface
permet aux mèches de glisser dans la matrice afin d’éviter la rupture fragile de la pièce
entière à laquelle sont prédisposés les matériaux céramiques par leur faible ductilité.

La matrice céramique injectée peut être de différentes natures : en carbure de silicium,
en oxyde d’aluminium (oxyde d’aluminium-dioxyde de silicium) ou en carbone. Le maté-
riau à matrice céramique étudié est un composite SiC/SiC (renfort et matrice en carbure
de silicium) tissé 2.5D (Cerasep R© A40C [BOU 04]), élaboré par Herakles (groupe SA-
FRAN). Nous nous intéresserons donc uniquement aux méthodes de fabrication associée
aux matrices céramiques SiC : la Chemical Vapor Infiltration (CVI) et les méthodes de
type Liquid Phase Infiltration (LPI). Ce matériau utilise une gamme de fabrication par-
ticulière associant une phase de Polymer Infiltration and Pyrolysis (PIP), qui est un type
de LPI, suivi d’une phase de CVI. En résumé, ces renforts sont donc imprégnés par un
polymère à précurseur céramique, pyrolysés puis densifiés par un dépôt par voie gazeuse.
Ces techniques sont décrites plus en détails dans les paragraphes suivants.

Polymer Infiltration and Pyrolysis

La Polymer Infiltration and Pyrolysis (PIP) est une méthode de fabrication des com-
posites à matrice céramique consistant en l’infiltration d’un polymère faiblement visqueux
dans la structure fibreuse suivie d’une pyrolyse (le chauffage du polymère en l’absence
d’oxygène afin qu’il se décompose et soit converti en céramique). Les polymères utilisés
pour ce type de processus, dits précurseurs céramiques, sont spécialement conçus afin de
se dégrader en céramique pendant leur pyrolyse. Le procédé PIP est principalement uti-
lisé pour la fabrication de composites avec des matrices en carbure de silicium à partir
de polycarbosilanes (précurseur céramique obtenu à partir de silicium). Le rendement en
SiC de ces précurseurs est environ 65%. L’utilisation de polymères précéramiques afin de
produire du carbure de silicium est connue depuis un certain temps [BOU 91], la pyrolyse
du polycarbosilane étant notamment bien documentée [HAS 83].

La réalisation du procédé PIP se décompose en plusieurs phases. La pièce composite
infiltrée par un polymère précurseur de céramique est tout d’abord réalisée classiquement
tel que décrit à la section 1.2.3. Le renfort fibreux est mis en forme, injecté avec le po-
lymère, puis chauffé de manière à provoquer sa réticulation. Un procédé RTM identique
aux matrices organiques classiques peut être utilisé. Jusqu’à cette étape, la pièce ressemble
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1. Fabrication et comportement des composites à renforts tissés

en tout point à ce qui serait obtenu avec un polymère classique. Puis vient l’utilisation de la
pyrolyse. La décomposition pyrolytique du polymère est réalisée sous atmosphère neutre
d’argon à une température dans la gamme de 800-1 300◦C. Les produits volatiles tels que
le monoxyde carbone, le dihydrogène, le dioxyde carbone, le méthylène et l’eau sont li-
bérés, laissant un résultat de pyrolyse fortement poreux. Ce reste forme alors une matrice
céramique. Le rendement associé à la réaction provoquée par la pyrolyse est déterminé
par la perte de masse (quantité de composés libérés). Le cycle infiltration-pyrolyse peut
ensuite être renouvelé autant de fois que nécessaire (de 4 à 10 fois) jusqu’à obtenir une
porosité matricielle satisfaisante. Cependant, une porosité résiduelle minimale ne pourra
être dépassée, quelque soit le nombre de cycles réalisés.

La fabrication par voie de pyrolyse dispose d’avantages importants par rapport à
d’autres techniques conventionnelles : elle demande des températures plus basses, les
précurseurs existent sous différents états avant d’être pyrolysés (solides, films, fibres) et
peuvent être réalisés spécifiquement de manière à remplir les besoins de l’application à
laquelle est destinée le composite final [RIC 83]. Elle présente cependant des inconvé-
nients : les temps de production sont longs dus aux multiples cycles nécessaires et les
coûts de production sont relativement élevés, destinant ces matériaux à des applications
hautement technologiques et actuellement quasi-uniquement militaires et spatiales. Pour
pallier les problèmes de temps de production et de contrôle de la porosité, la fabrication
du matériau Cerasep R© A40C associe une densification par CVI à une première phase de
PIP.

Chemical Vapor Infiltration

L’infiltration par voie gazeuse (CVI) est un procédé au cours duquel des gaz réactifs
sont diffusés dans une préforme poreuse, ici un tissé fait de fibres longues continues, afin
que le résultat de leurs décompositions se déposent sur celle-ci. Le matériau déposé est le
résultat de la réaction chimique se produisant à la surface des fibres. La CVI implique le
passage de plusieurs flux de précurseurs gazeux adéquats à travers une pièce poreuse, tout
en gardant cette pièce à une température adaptée à la décomposition du gaz. L’infiltration
du gaz précurseur dans le renfort est dirigée par diffusion ou grâce à l’imposition d’une
température ou d’une pression. La déposition du gaz vient remplir les espaces entre les
fibres, formant la matrice du composite final. Sous des conditions favorables, le gaz se
décompose sous la forme désirée dans les pores de la microstructure, augmentant sa den-
sité. Une fois l’objectif de densité atteint, le composite dispose des propriétés mécaniques
voulues. Lors d’une CVI, la densité d’un corps poreux peut être multipliée par un facteur
de 2 à 10. Le matériau déposé par cette voie représente alors une part significative de la
masse totale du produit final. Le temps nécessaire à la réussite de la CVI est ainsi forte-
ment dépendant de la quantité de matière à ajouter. Afin de déposer un revêtement sur la
surface d’un pore situé au cœur de la préforme, une phase de diffusion interne au maté-
riau poreux doit intervenir pour diriger le matériel réactif vers l’intérieur de la préforme.
Cette diffusion peut être provoquée par un gradient de concentration, de pression ou de
température.
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De la fibre à la pièce finale

De nombreuses méthodes de CVI existent, chacune ayant atteint un stade différent
de maturité technologique et industrielle [DEL 02]. Pour cette raison, de nombreuses
données ne sont ni publiées ni disponibles, car soit non protégées par brevet et hautement
sensibles, soit non optimales. Parmi les méthodes les plus courantes, on peut citer de
manière non exhaustive :

— L’Isothermal/Isobaric CVI (I-CVI) qui est la méthode la plus commune, où la tem-
pérature et la pression sont gardées uniformes ;

— La Temperature Gradient CVI (TG-CVI) où un gradient de température est im-
posé à la préforme afin de favoriser la décomposition du gaz dans la partie à cœur,
chaude, plutôt que dans les parties externes, plus froides ;

— L’Isothermal-Forced Flow CVI (IF-CVI) où un gradient de pression est imposé afin
de forcer le gaz à pénétrer à l’intérieur de la préforme. Un schéma de fonctionne-
ment est présenté figure 1.8a ;

— La Thermal Gradient-Forced Flow CVI (F-CVI) qui combine les avantages des gra-
dients de température et de pression. Un schéma de fonctionnement est présenté
figure 1.8b ;

— La Pulsed Flow CVI (P-CVI), identique à la F-CVI mais avec la pression du gaz
réactif environnant qui change rapidement, suivant des cycles de remplissage et
vidage du réacteur.

(a) Schéma d’un procédé IF-CVI à pres-
sion imposée [LEW 97]

(b) Schéma d’un procédé F-CVI. Chauf-
fage dans la zone haute et différence de

pression entre entrée et sortie

Figure 1.8 – Schémas de procédés CVI

Parmi ces différentes techniques de CVI, les principaux facteurs influents sont
[GOL 97] :

— La méthode de chauffage, par induction ou radiation ;
— L’utilisation ou non d’un gradient de température ;
— La gamme de pression utilisée, atmosphérique ou pression faible, et l’utilisation

ou non d’un gradient de pression, possiblement pulsé ;
— Le type de réacteur utilisé, à mur chaud ou froid ;
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1. Fabrication et comportement des composites à renforts tissés

— La méthode d’extraction de la chaleur de la préforme (radiation, convection ou
conduction) ;

— L’utilisation de plasma ;
— L’immersion dans un liquide.
La CVI a plusieurs avantages, comparativement à d’autres méthodes de densification,

comme la PIP. Elle autorise le dépôt de molécules dans les plus petits pores de la préforme,
ne requiert pas de traitement postdensification et produit des revêtements uniformes sur
l’ensemble des surfaces accessibles. Le procédé CVI donne des produits proches du ré-
sultat final au niveau forme, minimise les dommages faits aux fibres grâce à l’utilisation
de température et de pression plus faibles que les techniques conventionnelles, produit
une matrice plus pure et permet un contrôle de la composition des réactifs introduits plus
précis. De plus les rétrécissements et microfissures inhérents à la pyrolyse de la phase PIP
sont absents en CVI. Les méthodes CVI, comme les autres méthodes de densification,
laissent une certaine quantité de porosité, inhérente aux composites à matrice céramique.

Le Cerasep A40C

La fabrication du Cerasep R© A40C suit une méthode mixte constituée d’une phase de
pyrolyse après polymérisation suivie d’une densification par CVI. Grâce à l’élaboration
par voie mixte (gazeuse et liquide), les porosités créées par le retrait de la matrice infil-
trée par voie liquide lors de la pyrolyse sont remplies en grande partie par le dépôt de
matrice par voie gazeuse. La matrice SiC déposée par infiltration chimique en phase va-
peur (CVI), est également appelée matrice multi-séquencée [CHR 05]. Elle correspond à
une alternance de couches de déviateur (pyrocarbone) et de couches de phases céramiques
(SiC et [Si-B-C]). La matrice infiltrée par voie liquide (CVL) est présente au sein du
matériau sous forme de blocs. Ces deux types de matrice (figure 1.9) jouent un rôle dans
la déviation des fissures et la protection du matériau contre l’oxydation [LAM 97]. Cette
matrice est dite Matrice Auto-Cicatrisante (MAC) : en température, lors de l’apparition
d’une fissure, la formation d’un verre ralentit l’accès de l’oxygène aux fibres. Après élabo-
ration, le matériau présente une porosité résiduelle globale de 10 % à 15 %. Cette porosité,
inhérente au mode d’élaboration, se traduit alors à l’échelle du matériau par la présence de
macropores représentant environ 9% de porosité et à l’échelle de la mèche, par la présence
de micropores représentant environ 6% de porosité.
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Comportement mécanique des renforts tissés

Figure 1.9 – Matrice inter-fils en bord de porosité : en blanc la matrice infiltrée par phase
vapeur (CVI), en gris foncé la matrice infiltrée par voie liquide (CVL) [GRI 13]

1.3 Comportement mécanique des renforts tissés
Comme détaillée dans la section 1.2, les renforts tissés de matériaux composites sont

constitués d’une succession de sous-assemblage faisant du résultat final un matériau fon-
damentalement multiéchelle. Le comportement mécanique global du tissé est hérité du
comportement de ses constituants et de leurs interactions à des échelles inférieures. Trois
échelles d’observation sont alors distinguées :

— L’échelle microscopique = l’échelle de la fibre ;
— L’échelle mésoscopique = l’échelle de la mèche ;
— L’échelle macroscopique = l’échelle du renfort tissé.

Figure 1.10 – Les différentes échelles d’un renfort tissé

Chaque échelle comporte des problématiques de comportement mécanique, d’inter-
action et des défauts spécifiques. Le but de ce travail étant de modéliser le comportement
des renforts secs de composite, il est important de connaitre le comportement associé
à chaque échelle de modélisation possible. Cette section a donc pour but de décrire les
mécanismes connus qui régissent le comportement à chaque échelle afin de pouvoir ap-
préhender le matériau dans son ensemble et comprendre les hypothèses nécessaires à la
modélisation. Les moyens de caractérisation expérimentaux associés à chaque mécanisme
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1. Fabrication et comportement des composites à renforts tissés

relevé aux différentes échelles seront présentés.

1.3.1 Échelle microscopique : la fibre
A l’échelle microscopique, le comportement d’une fibre est étudié. Les fibres sont les

plus petits constituants des renforts tissés. Le comportement de la fibre est donc simple-
ment le comportement du matériau qui la constitue (carbone ou SiC dans notre cas). La
difficulté dans la caractérisation mécanique des fibres destinées à réaliser des mèches de
renforts tissés provient de leur faible taille, de l’ordre du micromètre.

Pour l’obtention des propriétés mécaniques des fibres, un test réalisé sur une unique
fibre est généralement pratiqué [HUG 86]. Cependant, une mesure précise de la défor-
mation et du diamètre initial est un véritable challenge, tout comme maintenir une fibre
unique dans les moyens de préhension du dispositif expérimental. Généralement, les spé-
cimens sont collés à un papier ou un plastique avant d’être introduit dans le moyen d’essai
afin de réduire les concentrations de contraintes en bout de fibre, tels que dans les stan-
dards ASTM [AST 14] (voir figure 1.11) et ISO [ISO 96]. Ces dispositifs sont utilisables
pour différents types de fibres, qu’elles soient en carbone ou en céramique.

Figure 1.11 – Dispositif de test en tension d’une fibre [AST 14]

Pour les fibres en carbone, un comportement non linéaire est observé où la rigidité
tangente de la fibre augmente légèrement au fur et à mesure de l’augmentation de la force
appliquée jusqu’à rupture [CUR 68, BEE 83, HUG 86, SHI 96]. Une courbe de trac-
tion est donnée figure 1.12 pour illustration. Cette non-linéarité est assez faible, menant
souvent à l’utilisation de modèles linéaire en simulation. Elle provient d’une réorienta-
tion réversible des plans carbonés (proches du graphène) constituant la fibre. Ces plans
s’alignent avec la ligne moyenne de la fibre avec l’augmentation de l’effort appliqué dans
le domaine élastique.

Les fibres en céramique ont une structure 3D du point de vue atomique, contrairement
aux fibres de carbone qui sont plutôt un empilement de structures 2D faiblement liées. Le
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Comportement mécanique des renforts tissés

Figure 1.12 – Courbe effort-déplacement pour un essai de traction sur une fibre en car-
bone T700 [KAN 13]

comportement des fibres céramiques est généralement admis comme linéaire, les études
portant sur ces matériaux étant plutôt axées sur des problématiques de fluage, d’influence
de la température et des traitements chimiques subis.

1.3.2 Échelle mésoscopique : la mèche
A l’échelle mésoscopique, on s’intéresse uniquement au comportement de la mèche.

Ce sont alors le comportement mécanique des fibres et les interactions qu’elles su-
bissent qui vont définir le comportement global de la mèche. Le seul moyen effi-
cace à l’heure actuelle pour observer ces phénomènes microscopiques est la microto-
mographie X. Cette technique est prometteuse pour la compréhension fine des mou-
vements à cœur de mèches et constitue une problématique répandue de recherche
[DES 05, BAD 08a, LAT 11, NAO 14]. Cette méthode possède l’avantage supplémen-
taire d’être non intrusive ni destructive et peut être utilisée parallèlement à des expéri-
mentations mécaniques. Les phénomènes associés à la sollicitation des mèches sont iden-
tifiables à l’aide de considérations physiques et d’expérimentations simples.

1.3.2.1 Comportement longitudinal des mèches

Comme vu section 1.2.1, les mèches sont constituées d’un grand nombre de fibres.
Lorsqu’une mèche est mise sous tension, toutes ces fibres ne se tendent pas simultané-
ment, mais l’une après l’autre. La tension progressive des fibres provoque une non-linéarité
du comportement de la mèche en début de sollicitation. Ce phénomène est fortement
dépendant de la constitution de la mèche et de son mode de fabrication. Une mèche for-
tement tournée se comportera, par exemple, de manière faiblement non linéaire. On peut

21

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0115/these.pdf 
© [S. Mathieu], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés



1. Fabrication et comportement des composites à renforts tissés

constater que la partie non linéaire est plus prononcée pour le cas du verre, comme illustré
figure 1.13.

(a) Mèche en carbone (b) Mèche en verre

Figure 1.13 – Comportement en tension de mèches [DUM 03]

Pour la quantification de la rigidité, l’utilisation de la notion de contrainte n’est pas
adaptée aux mèches. Si l’on considère deux sections différentes de mèches possédant le
même nombre de fibres, l’une avec peu d’espace entre les mèches et l’autre avec un es-
pace plus large entre les mèches, alors pour une déformation identique, l’effort à fournir
est identique. Le comportement étant basé, en simplifiant, sur le nombre de fibres et la
rigidité de ces fibres, considérer une surface n’est pas cohérent. Il est plus logique de ca-
ractériser le comportement en tension par une rigidité en N, rapport de l’effort sur la
déformation, plutôt que par un module.

Pour le comportement en compression, si l’on suppose la mèche seule et non pas
incluse dans un système plus large tel qu’un tissé, il est difficile de considérer une rigidité
en compression longitudinale. La rigidité en compression des fibres, de l’ordre de celle en
traction, en conjonction avec leur faible rigidité en flexion va provoquer un flambement
immédiat de la mèche.

1.3.2.2 Compression transverse des mèches

Le comportement en compression transverse des mèches est associé à un changement
d’aire dans le plan transverse, c’est-à-dire dans le plan perpendiculaire à la direction des
fibres. Lorsque la mèche est comprimée, les fibres se rapprochent les unes des autres et
comblent le vide. La figure 1.14 montre cette variation de section lors de la sollicitation
d’un tissé 2D en tension équibiaxiale.
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Comportement mécanique des renforts tissés

(a) Au repos

(b) Sous tension équibiaxiale

Figure 1.14 – Vue en coupe (par microtomographie) d’une mèche en compression
[BAD 08b]

Le mécanisme de compression d’une mèche peut être découpé en deux grandes étapes.
Dans un premier temps, les fibres se réorganisent de manière à combler les espaces
vides. On voit généralement pendant cette phase l’apparition de flexions de fibres qui
vont apporter un caractère élastique à la sollicitation. Cette réorganisation va se stop-
per progressivement quand aucun espace libre ne peut plus être rempli par des fibres.
Une situation de blocage se présente alors où la rigidité de compression de la mèche
va tendre vers la rigidité de compression du matériau constituant les fibres. Ce com-
portement est difficile à identifier expérimentalement. Dans les études réalisées sur le
comportement mésoscopique des tissés, le comportement en compression transverse
est généralement identifié par une méthode inverse à partir d’un essai macroscopique
[GAS 00, HAG 04, BAD 08a, POT 08, CHA 11b].

Directement liée à la compression des mèches, la densité de fibres au sein de la mèche
à une influence considérable sur la perméabilité locale, et donc sur la qualité de l’injection
de résine réalisée subséquemment à la mise en forme du renfort tissé. La qualité de la
modélisation de ce comportement impacte directement les études de perméabilité qui
pourraient ensuivre.

1.3.2.3 Cisaillement des mèches

Deux modes de déformation en cisaillement peuvent être identifiés pour une mèche.
Un mode de distorsion qui correspond à un cisaillement dans le plan transverse de la
mèche et un mode en cisaillement transverse qui a lieu dans la direction principale des
fibres. L’identification directe de ces modes, de même que pour la compression transverse,
apparaît difficile.

Distorsion des mèches

La distorsion désigne le changement de forme de la mèche dans le plan perpendicu-
laire à la direction principale des fibres, sans intervention de la compression transverse.
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1. Fabrication et comportement des composites à renforts tissés

Cette sollicitation est illustrée figure 1.15. Lors de celle-ci, les fibres viennent glisser les
unes contre les autres afin de s’arranger dans une forme adaptée à la déformation subie. Il
est évident que la déformation en distorsion est facilitée si aucune compression n’est pré-
sente. Au contraire, si la mèche est comprimée, les fibres vont disposer de moins d’espace
et vont subir plus de frottement lors de leur réarrangement. Il existe alors un couplage
entre distorsion et compression transverse, là aussi difficile à identifier directement. Une
légère flexion des fibres, comme pour la compression transverse, peut aussi intervenir pen-
dant la sollicitation.

Figure 1.15 – Distorsion d’une mèche

Cisaillement transverse des mèches

Le cisaillement transverse désigne le glissement longitudinal des mèches les unes
contre les autres. La figure 1.16 illustre cette transformation. Ce glissement n’est
contraint, idéalement, que par le frottement existant entre les mèches. En réalité, l’en-
simage et le tournage des mèches rigidifient ce mode de déformation. C’est donc la co-
hésion des fibres dans la mèche que l’on va ainsi quantifier. Comme précédemment, on
peut supposer que le cisaillement transverse est rigidifié par la présence de compression
transverse.

Figure 1.16 – Cisaillement transverse d’une mèche

1.3.2.4 Comportement en flexion des mèches

Bien que le comportement en flexion des mèches soit encore peu connu, il est impor-
tant de le caractériser, notamment lorsque l’on désire modéliser la réponse en flexion d’un
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Comportement mécanique des renforts tissés

renfort entier ou celle d’une mèche lors de simulation du procédé de tissage. Ce compor-
tement est d’ailleurs très intéressant du point de vue des milieux continus car directement
lié à la courbure du matériau, variable non influente dans les théories classiques (liées à la
première dérivée du déplacement). Quelques phénomènes liés aux sollicitations en flexion
sont détaillés ici. En observant un cas simple de chargement en flexion tel que la flexion
trois points, trois phénomènes sont susceptibles d’intervenir (figure 1.17) :

— Un cisaillement transverse de la mèche, lié à l’inextensibilité des fibres (forte rigi-
dité longitudinale) comparativement à sa faible résistance au cisaillement ;

— La flexion des fibres de la mèche, directement liée à la sollicitation impliquant une
variation de leurs courbures ;

— Un flambement latéral des fibres au niveau de l’appui central. Ce phénomène est
directement impacté par les traitements de cohésion subis par la mèche tels que
l’ensimage, le tournage ou le guipage. Si la cohésion est trop importante, ce mode
ne sera que très faiblement visible.

cisaillement longitudinal de la mèche flexion des fibres

flexion de la mèche avant 
flambement latéral

(vues de dessus et de côté)

flexion de la mèche après 
flambement latéral

(vues de dessus et de côté)

Figure 1.17 – Mécanismes intervenant dans la flexion d’une mèche [CHA 11b]

Le comportement des mèches en flexion est donc piloté à la fois par le mode de ci-
saillement transverse et le comportement en flexion des fibres, c’est-à-dire leur résistance
à un changement local de courbure. Cette influence de la courbure locale des fibres sur le
comportement global des mèches permet d’affirmer que celle-ci ne répond pas aux hypo-
thèses de milieu continu associé au premier gradient de la transformation : la dépendance
aux rotations locales en fait un milieu micropolaire [COS 09, MIN 65]. Des dispositifs de
caractérisation de la rigidité de flexion existent mais ont été développés initialement pour
la caractérisation du comportement en flexion des tissés. Ils seront donc détaillés section
1.3.3.8.
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1. Fabrication et comportement des composites à renforts tissés

1.3.3 Échelle macroscopique : le renfort

A cette échelle, le renfort est considéré dans son ensemble. Étant un assemblage de
mèches entremêlées, les renforts tissés héritent de l’ensemble des propriétés associées aux
mèches, une échelle en dessous, mais pas uniquement. Des caractéristiques spécifiques à
leur structure, et notamment à leur armure, apparaissent : le non-glissement entre mèches
de chaine et de trame, les variations d’embuvage, le blocage en cisaillement plan et la rigi-
dification en cisaillement transverse. Des essais spécifiques à l’interprétation et la compré-
hension de ces modes sont nécessaires. Ils seront développés en détail ici et utilisés section
2.2 pour les identifications de la loi de comportement proposée.

1.3.3.1 Non-glissement entre chaine et trame

Avant d’analyser les résultats d’essai sur des renforts tissés, il est nécessaire de parler de
l’hypothèse de non-glissement relatif entre réseaux de chaine et de trame. Cette hypothèse
est classiquement utilisée pour l’étude et la simulation macroscopique des milieux fibreux
tissés. Selon cette hypothèse, des interactions fortes existent entre les réseaux constituants
le tissé de manière à ce que tout mouvement d’un réseau entraine le mouvement de l’autre
sans glissement relatif. Elle permet de considérer le matériau analysé comme un milieu
continu. Si des mouvements relatifs apparaissent, une modélisation par la théorie des
milieux continus n’est plus possible.

Afin de valider cette hypothèse, une étude a été mise en place, basée sur l’emboutis-
sage avec un poinçon hémisphérique. Cet essai consiste à venir emboutir à vitesse réduite
une plaque de renfort tissé afin de lui donner une forme de type hémisphérique. Avant
l’emboutissage, des traits sont tracés dans les directions chaines et trames à intervalles
réguliers. Une fois l’expérience réalisée, un croisement des lignes aux mêmes points que
dans l’état initial indique qu’il n’y a pas eu glissement relatif entre les mèches [BOI 95].
La figure 1.18 montre ce résultat.

Figure 1.18 – Validation de l’hypothèse de non-glissement relatif des mèches
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Comportement mécanique des renforts tissés

L’hypothèse de non-glissement relatif, qui sera considérée dans le reste de ce manus-
crit, est donc vérifiée dans la plupart des cas de mise en forme mais peut être mise à
l’épreuve pour des chargements complexes et pour certains tissus, tels que les NCF. Les
renforts tissés utilisés dans cette étude sont a priori compatibles.

1.3.3.2 Comportement en tension uniaxiale

La sollicitation d’un tissé en traction uniaxiale voit l’apparition successive de deux
phénomènes induits par l’armure étudiée, comme représenté figure 1.19 :

— La disparition progressive de l’embuvage dans la direction de sollicitation par la
forte augmentation de la tension de la mèche. L’embuvage augmente alors forte-
ment dans la direction orthogonale à celle de traction au fur et à mesure que les
mèches dans la direction sollicitée deviennent droites ;

— L’élongation des mèches en tension une fois l’embuvage totalement supprimé.
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Figure 1.19 – Courbe expérimentale de traction uniaxiale sur taffetas de verre [BUE 98]

De ces deux mécanismes résulte une forte non-linéarité du comportement en tension
pour les premiers pourcentages de déformation : la rigidité est faible au début de l’essai
car l’effort doit simplement réaligner les mèches puis la rigidité devient très importante,
valant la somme des rigidités des mèches en tension.

La disparition quasi totale de l’embuvage dans la direction sollicitée entraine une forte
augmentation de ce même embuvage dans la direction orthogonale. On assiste alors à un
phénomène d’avalement où la longueur réelle du tissé, et non des mèches, diminue dans
cette direction orthogonale. Ce phénomène contredit l’hypothèse de non glissement des
mèches les unes par rapport aux autres. Cependant, les renforts tissés utilisés ici montrent
un embuvage faible de l’ordre de 1%, nous permettant de négliger le phénomène d’avale-
ment.

1.3.3.3 Compression dans le sens des mèches

Le comportement en compression dans la direction des mèches des renforts tissés
est difficile à caractériser. Prise individuellement, une mèche aura tendance à flamber en
compression. Cependant, par le procédé de tissage, celles-ci sont liées dans les renforts.
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1. Fabrication et comportement des composites à renforts tissés

Leurs mouvements sont contraints par les positions de leurs voisines. La présence du tis-
sage, à travers la densité de fibre et la cohésion, influence directement le comportement
des mèches en compression, et donc le comportement macroscopique du matériau. Aucun
essai significatif n’est communément admis, ni même utilisé, pour la caractérisation des
tissés en compression dans le sens des mèches. Cependant, lors du travail de thèse de I.
Azehaf, des essais de compression transverse sur des tissés épais ont été réalisés. Ces essais
n’ont pu être menés que grâce à l’épaisseur importante (une quinzaine de millimètres) du
matériau étudié. Une éprouvette assez grande pour contenir au moins une cellule élémen-
taire représentative du tissé a été découpée et placée transversalement de manière à être
soumise à un effort de compression. La figure 1.20 illustre le dispositif. Les plateaux de
compression utilisés sont ceux servant habituellement pour la compression transverse, voir
section 1.3.3.5.

(a) État initial (b) Déformé

Figure 1.20 – Compression dans le sens des mèches d’un interlock épais

Un flambement apparait assez rapidement (à environ 2% de déformation), ce qui per-
met une caractérisation pour de petites déformations en compression. Cependant, à la
vue des différentes rigidités mises en œuvre lors de la mise en forme des renforts tissés, la
connaissance du comportement pour de petites déformations de ce mode de sollicitation
est suffisante.

1.3.3.4 Comportement en tension biaxiale

Comme vu pour le cas de la tension uniaxiale, la tension dans une direction a une in-
fluence directe sur l’embuvage dans cette même direction et dans la direction orthogonale.
La mise sous tension simultanée de deux directions orthogonales est donc intéressante à
étudier. La traction biaxiale consiste à soumettre chacun des réseaux à une sollicitation de
traction non nécessairement identique. En mesurant la déformation dans la direction étu-
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diée εobs et celle dans la direction orthogonale εorth, on obtient le coefficient de traction
biaxiale k défini par :

k =
εorth

εobs
(1.2)

Une sollicitation identique des deux réseaux sera signifiée par k = 1 alors qu’une sol-
licitation deux fois plus forte du réseau observé sera indiquée par k = 0.5. Les essais de
traction biaxiale sont réalisés avec des dispositifs spécifiques permettant de contrôler en ef-
fort les deux directions étudiées, voir figure 1.21. Plusieurs dispositifs de traction biaxiale
ont été conçus, permettant de régler plus facilement le coefficient de traction biaxiale
[KAW 73a, BUE 01, WIL 08]. Le comportement non linéaire de la traction biaxiale est
illustré figure 1.22 par l’intermédiaire d’un réseau de courbes correspondant à divers coef-
ficients k.

(a) Dispositif expérimental (b) Variation de l’embuvage

Figure 1.21 – La traction biaxiale des tissés [BUE 98, BUE 01]

La mise en œuvre de ce type d’essai est difficile pour des tissés 2D, et d’autant plus
pour des tissés épais, car l’utilisateur doit s’assurer que toutes les mèches d’un même ré-
seau et que les deux réseaux se tendent au même instant. Cette partie étant extrêmement
délicate, l’application de la traction biaxiale aux renforts tissés épais n’a, à ce jour, pas été
réalisée et parait difficilement envisageable.

1.3.3.5 Comportement en compression transverse

La compression transverse d’un tissé épais peut être caractérisée expérimentalement
par un essai du même nom. Cette sollicitation est importante à modéliser car influant
directement sur les paramètres et la qualité de l’injection au cours du procédé RTM.
La densité volumique de fibres, principalement liée au comportement en compression,
doit être maitrisée afin d’optimiser les performances mécaniques tout en surveillant sa
perméabilité et l’écoulement de la résine à l’intérieur du renfort [BIC 97, GRU 04].
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1. Fabrication et comportement des composites à renforts tissés

Figure 1.22 – Jeu de courbes expérimentales pour un taffetas de verre sens chaine
[BUE 98]

Cet essai est simplement réalisé en écrasant progressivement une éprouvette du tissé
étudié. Du point de vue du dispositif, des mors circulaires de diamètres 100 mm sont uti-
lisés de façon à pouvoir écraser les éprouvettes entre elles, comme le montre la figure 1.23.
La principale difficulté technique dans la réalisation d’essais de compression corrects est
de conserver les surfaces d’appui haute et basse du dispositif parfaitement parallèles. C’est
pourquoi un plateau rotulé est utilisé pour l’appui bas pour pallier les éventuels défauts de
positionnement des plateaux supérieurs et inférieurs. Les plateaux ont subi un traitement
au nitrure de titane afin de réduire le coefficient de frottement entre les surfaces d’appui
et le matériau, autorisant ainsi le réarrangement des mèches sans effort. Les efforts im-
portants nécessitant des machines de traction de forte capacité, le capteur de déplacement
standard de la machine n’est généralement pas adapté aux faibles déplacements mis en
œuvre. Pour cette raison, il est important d’utiliser un capteur de déplacement addition-
nel.

Les courbes expérimentales montrent là aussi une non-linéarité du comportement en
compression, figure 1.24. La rigidité augmente progressivement au fur et à mesure de
l’essai jusqu’à atteindre une zone de blocage où l’effort augmente très rapidement. Du
point de vue structurel, on observe un réarrangement des mèches lors de la compression
jusqu’à ce que les espaces initialement vides disparaissent. Une fois ce stade atteint, la
rigidité observée expérimentalement est proche de celle des mèches.

Pour permettre une comparaison des résultats obtenus expérimentalement avec
d’autres éprouvettes, réalisées à partir du même tissé ou non, les résultats en déplacement
et en effort sont généralement adimensionnés en pression (pour l’effort) et taux volumique
de fibre Vf (pour le déplacement).

Des essais successifs sur la même éprouvette détaillés figure 1.24 mettent en évidence
l’anélasticité du renfort. Lors de la réalisation d’un essai de compression, des phénomènes
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Figure 1.23 – Mors du dispositif expérimental utilisé

de dissipation irréversibles apparaissent et le renfort ne récupère pas ses caractéristiques
initiales. Cet essai est aussi sensible à la vitesse. Un phénomène de relaxation est visible
en fin d’essai, d’importance variable suivant le renfort testé et la vitesse sélectionnée. Ces
phénomènes découlent directement des réarrangements des mèches et des fibres ayant lieu
dans la préforme.
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Figure 1.24 – Courbes d’écrasements successifs d’un taffetas de verre [CHA 11b]

1.3.3.6 Comportement en cisaillement dans le plan des mèches

Lors des essais de formage, on constate que la souplesse du tissu en cisaillement en
fait le mode de déformation privilégié des renforts tissés lorsque la forme à atteindre est
à double courbure. C’est grâce à la faible raideur associée à ce mode de déformation qu’il
est possible de donner au renfort une géométrie non développable. La caractérisation du
comportement en cisaillement est essentielle :

— Pour l’étude de la déformabilité du renfort, c’est-à-dire sa capacité à prendre des
formes complexes sans que des défauts apparaissent ;

31

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0115/these.pdf 
© [S. Mathieu], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés
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— Pour l’étude de la perméabilité du renfort : lorsque l’angle de blocage en cisaille-
ment est atteint, la perméabilité locale du renfort est réduite de façon considérable,
ce qui rend l’injection de résine plus difficile.

Le comportement du renfort en cisaillement est fortement non linaire car différents
mécanismes de déformation interviennent. Du point de vue cinématique, ceux-ci peuvent
être décrits en trois étapes :

— Pour de faibles angles de cisaillement, les mèches pivotent les unes sur les autres
sans beaucoup d’efforts, les mèches sont alors quasiment en rotation de corps ri-
gide et ne sont que très peu déformées (figure 1.25a). La raideur est ici générée
principalement par le frottement des mèches les unes sur les autres ;

— Progressivement les interstices se comblent, et une compression transverse des
mèches vient s’ajouter à ce frottement (figure 1.25b) ;

— Graduellement, la compression transverse augmente jusqu’à n’être plus que le seul
mode de déformation (figure 1.25c).

(a) Rotation (b) Rotation et compression (c) Compression

Figure 1.25 – Mécanisme de cisaillement d’un Interlock de carbone (Hexcel G1151)
[LUY 09b]

Tous les interstices ne se comblent pas simultanément, ce qui se traduit par un raidisse-
ment progressif. Une fois les interstices comblés, le phénomène de blocage en cisaillement
apparait. Le tissage du matériau joue un rôle fondamental dans l’apparition de ce blocage.
C’est l’éloignement moyen entre les mèches qui va conditionner la liberté de mouvement
de celles-ci. Plus le taux volumique de fibre induit par l’armure sera important, plus l’es-
pace libre sera faible, plus le verrouillage apparaitra rapidement.

En dehors des contraintes cinématiques, le cisaillement présente également plusieurs
sources de dissipation :

— Une dissipation anélastique provoquée par les réarrangements de fibres au sein des
mèches. Cet adoucissement, analogue à ce que l’on peut observer en compression
transverse, est provoqué par la compression des mèches. La cinématique particu-
lière de la sollicitation en cisaillement va provoquer des contacts entre mèches, tels
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que décrits précédemment. Ces contacts, en induisant la compression des mèches,
vont provoquer le réarrangement des fibres. Ce phénomène est bien dissipatif car
une partie de l’énergie développée contribue au réarrangement des fibres ;

— Une dissipation due aux frottements intermèches. En fin d’essai, l’éprouvette ne
retrouve pas sa position initiale. Une déformation résiduelle générée par les frotte-
ments intermèches persiste ;

— Une dissipation provenant de l’ensimage des mèches. L’ensimage (et le guipage) a
pour objectif de maintenir les fibres en place lors de la manipulation des mèches
et, surtout, de favoriser l’adhérence de la matrice aux fibres. Quand il est sollicité,
cet ensimage agit comme une matrice, très faible, qui résiste au départ avant de
céder. Une rigidité supplémentaire est donc observée en début d’essai sur des tissés
fortement embuvés.

Deux essais classiques permettent d’étudier le comportement des tissés en cisaille-
ment : l’essai de cadre (ou picture frame test) et l’essai de traction de biais (ou bias extension
test).

L’essai de picture frame

Le Picture Frame Test (ou essai de cadre) est un essai permettant d’imposer une
cinématique de cisaillement pur à un tissé grâce à un parallélogramme déformable qui
va solliciter l’échantillon. L’éprouvette est une croix, dont le côté a la même dimen-
sion que le cadre. Elle est maintenue par l’intermédiaire de talons réalisés par collage
de plaques sur chacun des bords (figure 1.26). Ce dispositif a été largement étudié
[PEN 04, HAR 04, CAO 08]. Un calcul de l’angle de cisaillement théorique γ imposé
par le cadre en fonction du déplacement d de la machine et de la longueur Lc du côté du
cadre est possible [MCG 97] :

γ(d) =
π

2
−2cos−1

(√
2

2
+

d
2Lc

)
(1.3)

Si ce test permet d’imposer une cinématique de cisaillement pur, et est donc facile à
analyser, sa difficulté, même pour des tissus minces, provient de l’alignement initial du
tissu qui doit être rigoureusement identique à celui du cadre. Lors de ce test, on veut
solliciter le tissu en cisaillement pur, or il persiste forcément un défaut angulaire initial ;
la cinématique engendre donc de la tension dans les mèches. Le problème devient plus
complexe dans le cas des renforts tridimensionnels à cause du nombre plus important de
mèches, mais surtout de l’épaisseur du tissé qui complique le positionnement initial. La
mise en œuvre de cet essai étant difficile, un essai de bias extension test lui est préféré.

Le bias extension test

Cet essai est une alternative au traditionnel essai de cadre et permet d’identifier le mo-
dule de cisaillement de l’éprouvette dans le plan des mèches [JOH 95, MCG 97, PRO 97,
WAN 98, POT 02]. Il présente l’avantage de ne pas être aussi sensible au positionnement
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Figure 1.26 – Picture Frame et Eprouvette de G1151 pour Picture Frame avec talons

de l’éprouvette que l’essai de cadre. Son principe repose sur l’élongation d’une éprouvette
dont les mèches sont orientées à 45◦ par rapport à la direction de traction (figure 1.27).
Ceci induit une cinématique particulière du renfort qui implique une déformation de type
cadre au centre de l’éprouvette si celle-ci possède un rapport longueur/largeur satisfaisant
(L > 2 l) et si la rigidité des mèches est grande devant celle de cisaillement. Cette ciné-
matique est garantie si l’hypothèse de non-glissement des mèches est vérifiée. Dans le cas
du bias extension test, elle s’avère valide jusqu’à des angles de cisaillement de 40◦ pour
des interlocks (figure 1.28). Néanmoins il conviendra de vérifier son domaine de validité
pour les grands angles de cisaillement, quand le blocage cinématique intervient et que les
mèches commencent à glisser.

Il existe trois zones de cisaillement différentes à distinguer lors de la réalisation de
l’essai (figure 1.27) :

— Les zones d’accroche de l’éprouvette (en gris), qui restent non cisaillées ;
— La zone centrale (en bleu foncé), qui est totalement cisaillée ;
— Les zones latérales (en bleu clair), qui sont demi-cisaillées.
Si l’on raisonne en termes de réseaux fibreux, les zones d’accroche sont constituées de

deux réseaux (chaine et trame), qui possèdent chacun un côté encastré. Les zones demi-
cisaillées sont constituées d’un réseau libre à ses deux bords et d’un réseau encastré d’un
côté. Finalement, la zone cisaillée est formée par deux réseaux dont les bords sont libres.
Ainsi, aucune tension parasite n’apparait dans les mèches. On voit ici le principal avantage
du bias extension test par rapport à l’essai de cadre : les conditions limites nécessaires à la
bonne réalisation d’un cisaillement pur sont facilement respectées. Comme toute simpli-
fication possède ses inconvénients, l’analyse des résultats est plus ardue. Nous allons donc
maintenant développer les hypothèses et calculs nécessaires à l’analyse des résultats.
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Figure 1.27 – Cinématique d’une éprouvette de bias extension test

Figure 1.28 – Domaine de validité de l’hypothèse de non-glissement des mèches pour un
tissé de type interlock [LUY 09b]
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Si l’on se place dans le cas des hypothèses précédemment décrites, l’analyse de la
géométrie nous donne la relation entre l’angle de cisaillement γ (avec γ = π/2−θ ) et le
déplacement d [LUY 09b] :

γ(d) =
π

2
−2cos−1

[√
2

2

(
1+

d
(L− l)

)]
(1.4)

où d est le déplacement des mors de la machine de traction, L la longueur initiale de
l’éprouvette et l sa largeur initiale. Il est important de rappeler que l’angle de cisaillement
γ utilisé dans la suite du paragraphe est l’angle de cisaillement théorique et non l’angle de
cisaillement réel. Celui-ci peut être différent dans le cas où les hypothèses précédemment
énoncées ne sont pas respectées. L’équation 1.4 nous permet de relier la force exercée
sur l’éprouvette avec l’angle de cisaillement. Cependant, il est nécessaire d’adimensionner
le résultat obtenu afin de pouvoir comparer des éprouvettes de tailles différentes ou des
matériaux différents. Nous allons pour cela utiliser une méthode énergétique proposée par
[HAR 04] pour l’essai de cadre et adaptée par [LUY 09b] pour l’essai de traction de biais.
Cette approche se base sur un bilan de puissance réalisé sur l’éprouvette. On considère que
la seule puissance développée en réponse au déplacement imposé par la machine provient
du cisaillement du tissé, produit d’un moment résistant développé à chaque intersection
de mèches avec le taux de cisaillement. Le couple unitaire de cisaillement Cs, fonction de
l’angle de cisaillement, représente l’interaction entre le réseau chaine et le réseau trame
[BOI 05]. Ainsi le bilan des puissances nous donne :

F ḋ =
∫

S1

Cs(γ) γ̇dS+
∫

S2

Cs

(
γ

2

)
γ̇

2
dS (1.5)

où S1 correspond à l’aire de la zone cisaillée, S2 à l’aire de la zone demi-cisaillée, F est
la norme de la force exercée par la machine de traction sur l’éprouvette et ḋ la vitesse de
sollicitation. La zone non cisaillée ne développe aucune puissance. En faisant l’hypothèse
d’homogénéité d’angle et de couple de cisaillement pour une zone donnée, on obtient
[LUY 09b] :

Cs (γ(t)) =

√
2

2S1
FD

√
1−
(

D+d
D
√

2

)2

− S2

2S1
Cs

(
γ(t)

2

)
(1.6)

avec D la longueur initiale de la diagonale du cadre de cisaillement pur induit par l’ex-
périence (figure 1.27). La résolution de cette équation n’est pas directe puisqu’elle fait
intervenir le couple surfacique dans les parties cisaillées et dans les parties demi-cisaillées.
Afin de la résoudre, on adopte une méthode séquentielle. Nous disposons d’un nombre
finis de valeurs discrètes du déplacement de la machine de traction et de la force exercée
sur l’éprouvette. Le couple Cs(γ) est calculé pas à pas en supposant connu le couple pour
un demi-angle de cisaillement Cs

(
γ

2

)
. L’initiation de cet algorithme de résolution est alors

nécessaire. Pour cela, on suppose la linéarité du couple surfacique pour des petits angles
de cisaillement. La première valeur est prise comme suit :
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Cs

(
γ

2

)
=

1
2

Cs(γ) (1.7)

La relation 1.6 fait le lien entre les mesures expérimentales, l’effort appliqué sur
l’éprouvette et le déplacement du mors mobile, et le couple de cisaillement. L’obtention
de cette variable permet de comparer plusieurs essais réalisés dans des conditions compa-
rables mais où la géométrie et la nature du renfort varient. Ainsi, sur une batterie de bias
extension tests, les variations de résultats dus aux variations de taille de la zone utile entre
éprouvette seront prises en compte et corrigées.

1.3.3.7 Comportement en cisaillement transverse

Contrairement à la majorité des tissés étudiés dans la littérature, les interlocks dis-
posent d’une épaisseur non négligeable. Avec le cisaillement dans le plan, le cisaillement
transverse devient alors un mode de déformation prédominant dans la mise en forme de
ces tissés. Il est alors intéressant d’étudier leur comportement en cisaillement transverse,
qui pourrait s’apparenter à du cisaillement entre plis. Ce mode de déformation a été très
peu étudié jusqu’à présent du fait de la faible utilisation actuelle des tissés épais. On re-
trouve un protocole d’essai associé à une modélisation hyperélastique dans Charmetant
[CHA 11a]. Dans les travaux de [ZHA 13] un nouveau dispositif d’essai est proposé,
prenant en compte les spécificités du comportement en cisaillement transverse des tissés
épais. A l’heure actuelle, du fait du faible nombre d’études de ce comportement réalisées,
aucun dispositif ni protocole expérimental n’est communément admis.

Un premier dispositif expérimental a été proposé par Charmetant [CHA 11a]. Il est
constitué de deux plaques fixées de chaque côté du renfort et transmettant l’effort imposé
par la machine aux pans supérieurs et inférieurs de l’éprouvette (figure 1.29). Le degré de
liberté des mors dans le sens de l’épaisseur est bloqué, ce qui implique que l’éprouvette
ne peut pas gonfler ni se compresser librement. L’éprouvette est fixée sur les surfaces de
contact à l’aide d’un scotch double face, qui comporte l’avantage d’être moins intrusif que
la colle qui migre dans le renfort par capillarité et modifie le comportement.

Afin de vérifier la qualité de la sollicitation imposée, une corrélation d’image a été réa-
lisée. Celle-ci montre la qualité de la déformation en cisaillement imposé jusqu’à un angle
de 22◦, angle à partir duquel la corrélation n’a pas pu être réalisée à cause de la technique
choisie. Cependant l’épaisseur de l’éprouvette augmente sous l’effet du cisaillement trans-
verse. En effet, quand le tissé est soumis à cette sollicitation, les mèches se réarrangent et
provoquent un gonflement dans l’épaisseur. Ce phénomène, que nous nommerons foison-
nement, doit être donc pris en compte dans la conception du dispositif d’essai. L’objectif
est de libérer un degré de liberté dans le sens de l’épaisseur du tissé. Dans cette optique,
un nouveau module a été conçu par Orliac [ORL 12] (voir figure 1.30).

Ce nouveau module possède des emplacements pour deux échantillons afin d’avoir
un axe de traction toujours au centre de l’essai réalisé. De plus, des lames souples ont été
réalisées dans le but d’induire une cinématique de parallélogramme. Ainsi, le déplacement
de chaque surface de contact externe doit se faire parallèlement à la surface fixe interne.
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Figure 1.29 – Essai de cisaillement transverse sur Interlock [ORL 12]

Figure 1.30 – Nouveau dispositif de cisaillement transverse
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La figure 1.31 illustre le fonctionnement du dispositif. C’est ce dispositif qui sera utilisé
pour les identifications réalisées dans ce manuscrit.

Figure 1.31 – Cisaillement transverse sur tissé interlock

Le dispositif expérimental proposé par [ZHA 13] diffère des précédents et dispose
d’un degré de liberté dans le sens de l’épaisseur. Il a été conçu en accord avec la norme
ASTM : C273 standard. Un schéma du dispositif monté sur une machine de traction
uniaxiale est montré figure 1.32. Chaque côté de l’éprouvette a été collé sur des plaques en
aluminium, elles-mêmes fixées à l’aide de vis sur le dispositif. Chaque partie du dispositif
est montée sur les mors de la machine grâce à deux arbres leur permettant de coulisser
selon une liaison linéaire.

Figure 1.32 – Dispositif de cisaillement transverse [ZHA 13]
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1.3.3.8 Comportement en flexion

Comme vu à l’échelle mésoscopique section 1.3.2.4, il existe une rigidité locale de
flexion pour chaque mèche constituant le renfort tissé. Cette rigidité locale est encore
accentuée à l’échelle macroscopique par l’existence d’une armure. Cette présence de ré-
sistance locale à la courbure a notamment été mise en évidence par le développement de
plis lors d’essais de mise en forme [HAM 07, BOI 11]. Plusieurs dispositifs expérimen-
taux, détaillés dans les paragraphes suivants, permettent de caractériser cette rigidité de
courbure.

La flexion simple

Le comportement en flexion des tissés (ou mèches) est caractérisé à l’aide du dispositif
de Peirce [PEI 30], qui est un test de type cantilever. Le dispositif utilisé est une machine
de Taber Industries (figure 1.33a). Une éprouvette est positionnée sur un plateau horizon-
tal. Pour déterminer la rigidité de flexion, l’éprouvette est glissée et placée en porte-à-faux
jusqu’à ce que, soumise à son propre poids, son extrémité atteigne le plan incliné à 41.5◦.
Le module de flexion Gm est alors défini par [BIL 08, SZA 03] :

Gm =
l3 cos(θ/2)

8 tan(θ)
q où q =

mg
l

(1.8)

où q est le poids par unité de surface, l la longueur de surplomb, m la masse de la mèche
en surplomb, g l’accélération de la pesanteur et θ l’angle de test. L’angle θ = 41.5◦ est
utilisé de telle manière que le calcul de Gm soit simplifié (figure 1.33). Le rapport suivant
est alors approximé :

cos(θ/2)
tan(θ)

= 1.05≈ 1 (1.9)

Cet essai est devenu un standard ASTM D1388-96. Sa mise en œuvre repose
sur l’hypothèse de linéarité entre moment de flexion et courbure. Or, il a été mon-
tré que le comportement en flexion des renforts tissés peut être fortement non linéaire
[LIV 64, KAW 80, BIL 10]. Les rigidités mesurées ainsi ne donnent alors qu’une esti-
mation globale de la rigidité du matériau.

D’autres méthodes de mesure ont été mises au point tel que le dispositif de flexion
KES (Kawabata Evaluation System for fabrics). Il permet de réaliser une flexion pure sur
une fine éprouvette de tissu. Ce dispositif a été initialement développé pour des tests sur
des textiles d’habillement dont la rigidité en flexion est bien moindre que celle des ren-
forts tissés de composites. De plus les résultats obtenus sur la taille réduite de l’éprouvette
nécessaire, proche de celle d’un volume élémentaire représentatif, sont difficilement géné-
ralisables au comportement global car impactés par des phénomènes locaux (flambements
par exemple).

De Bilbao a développé un dispositif spécialement adapté aux renforts tissé de com-
poste [BIL 10]. Il ressemble au dispositif ASTM excepté le fait qu’aucun angle de flexion
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(a) Taber Fabric Stiffness Tester (b) Détermination de Gm

Figure 1.33 – Identification de la rigidité des mèches

n’est à atteindre. Le tissu repose sur des lames qui sont retirées progressivement, illustré
figure 1.34, entrainant la flexion de l’éprouvette sous son propre poids. A l’aide d’une me-
sure optique et d’un traitement d’images, le profil est obtenu pour une série discrète de
longueurs d’échantillon. Après dépouillement, le moment de flexion est tracé en fonction
de la courbure puis une loi non linéaire peut être identifiée.

Figure 1.34 – Dispositif de flexion de de Bilbao [BIL 10]

Malgré cela, la transposition aux tissés épais est difficile. L’épaisseur du tissage inter-
lock induit une rigidité de flexion supérieure et donc l’utilisation d’éprouvettes de flexion
très longues (jusqu’à 50 cm). L’essai est alors moins simple à interpréter. Pour certains
tissés haute performance étudiés durant ce travail de thèse, il est même impossible de dis-
poser d’éprouvettes aux dimensions adaptées. L’utilisation de la flexion trois points lui a
été préférée dans certains cas.

La flexion trois points

Les travaux de Orliac [ORL 12] ont mis en évidence certains aspects du comporte-
ment en flexion trois points des matériaux tissés épais. Le protocole expérimental utilisé
consiste à poser une plaque de tissé épais sur deux appuis puis à faire descendre un troi-
sième poinçon pour imposer la flèche désirée. Le principe expérimental est visible figure
1.35.
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(a) État initial (b) Flèche de 40mm

Figure 1.35 – Essai de flexion trois points sur tissé épais

La ligne moyenne et les variations des sections initialement perpendiculaires à celle-ci
sont utilisées pour caractériser le comportement en flexion. Au cours de l’essai de flexion,
en se basant sur l’observation de sections initialement droites, l’éprouvette est principa-
lement soumise à du cisaillement transverse. Des sections, marquées de trais verticaux,
restent quasi verticales aux cours de la flexion, indiquant que des plans de mèches glissent
les uns par rapport aux autres. Les matériaux fibreux épais se rapprochent alors, si on les
assimile à des plaques, de la théorie de Mindlin-Reissner plutôt que de celle de Kirchhoff-
Love, où les sections restent normales à la fibre moyenne. Cette déformation particulière
est bien entendu liée aux larges rigidités en traction des mèches, qui contraignent chaque
couche à garder une longueur constante.

1.4 Bilan du chapitre 1
Ce premier chapitre a été l’occasion de balayer une grande partie des composites exis-

tants et, de manière plus détaillée, de nous recentrer sur le sujet de l’étude : les renforts
tissés épais de composites en fibres de carbone ou de céramique, ainsi que leur mise
en forme et la pyrolyse après cuisson. Les spécificités liées à la structure multiéchelle
fibre/mèche/renfort ont été évoquées à travers les étapes de fabrication des matériaux à
matrices organique et céramique. Cette étude de la gamme de fabrication nous a conduit
aux deux étapes ayant des enjeux industriels importants : l’obtention de pièces par procédé
RTM et la consolidation des composites à matrice céramique.

Les essais mécaniques associés aux divers modes de déformation des renforts ont
été évoqués et seront utilisés dans la suite du manuscrit pour les étapes de caractérisa-
tion/identification des comportements matériaux : les tractions uniaxiale et biaxiale, le
bias extension test et le picture frame, le cisaillement transverse, la compression transverse
et la flexion trois points.

Maintenant que les caractéristiques principales des renforts épais ont été analysées
et que des hypothèses ont été avancées (non-glissement des réseaux l’un par rapport à
l’autre, milieu continu), une approche de modélisation doit être sélectionnée, développée
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et identifiée pour retranscrire le plus justement possible le comportement des renforts
tissés durant leur formage.
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Chapitre 2

Simulation macroscopique des renforts
tissés épais

Dans ce deuxième chapitre, la simulation numérique des renforts tissés épais
de composite est abordée. Dans un premier temps, les différentes approches
de simulation existantes sont détaillées, de manière à introduire celle choi-
sie dans ce manuscrit : la simulation macroscopique. Le développement de
deux variantes de simulation macroscopique a été mené de front dans ce tra-
vail de thèse : une simulation à l’aide d’un élément continu associé à une
loi hyperélastique et un élément semi-discret à second ordre hyperélastique.
Les concepts de bases de la mécanique des milieux continus en grandes trans-
formations sont brièvement rappelés. Pour le premier élément, le formalisme
d’une loi de comportement hyperélastique basée sur des invariants physiques
de la transformation est détaillé. Pour le second élément, la formulation élé-
ment fini semi-discrète est développée. Finalement, le code de calcul Plast4,
employé pour la résolution des problèmes numériques abordés dans ce manus-
crit, est présenté.
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Simulation de la mise en forme des renforts tissés

2.1 Simulation de la mise en forme des renforts tissés
La simulation du procédé de préformage correspond à un réel besoin industriel. Une

meilleure compréhension du procédé de fabrication permettrait d’améliorer le compor-
tement mécanique de la pièce finale, d’étendre le procédé à des séries plus importantes
et, in fine, de pouvoir l’utiliser pour des applications en dehors des industries de pointe.
L’obtention de simulations de bonne qualité évite, avant tout, de passer par une phase es-
sai/erreur très couteuse en temps et en argent. Un effort de compréhension important est
nécessaire afin de pouvoir profiter des avantages apportés par cette technologie, voir sec-
tion 1.2.3, sans subir les inconvénients inhérents à la mise en forme des tissés. L’objectif
des simulations numériques est donc de pouvoir prédire les caractéristiques mécaniques et
géométriques suivantes :

— L’orientation des mèches en fin de mise en forme ;
— Les caractéristiques finales du renfort après mise en forme, voire après cuisson ;
— La perméabilité en tout point du renfort déformé ;
— L’apparition éventuelle de plis, détissages et ruptures de fibres.
Les objectifs précédents doivent être complétés le plus précisément possible. L’incon-

vénient principal provient de la nature multiéchelle des renforts tissés : tous les défauts ne
se détectent pas à la même échelle. Les ruptures de fibres, par exemple, sont un phéno-
mène microscopique alors que l’apparition de plis ne peut être étudiée que macroscopi-
quement. C’est pourquoi plusieurs méthodes de simulations propres à chaque échelle ont
été développées, et donc plus performantes sur certains points que d’autres.

2.1.1 Simulation microscopique
Dans une approche numérique microscopique, le constituant élémentaire de la simu-

lation est la fibre. L’objectif est donc de modéliser le comportement matériel d’une fibre
ainsi que leurs interactions. Les grandeurs mécaniques des fibres étant relativement bien
connues, la principale difficulté de l’approche est la gestion du contact entre les nombreux
corps du modèle. De nombreuses études portent sur la simulation de cordes ou de câbles
dont la structure est proche des mèches mais avec un nombre limité de fibres, le tout forte-
ment torsadé [JIA 99, NAW 00, SRE 06, GHO 07]. Par contre, l’application aux mèches
des renforts est plus rare, principalement à cause du nombre élevé de fibres par mèche. On
notera cependant la modélisation du tissage développée par Zhou [ZHO 04], figure 2.1,
qui permet de prévoir dans certaines limites la géométrie des mailles tissées élémentaires.

Les travaux de Durville [DUR 10] donnent des résultats prometteurs pour la simu-
lation à l’échelle microscopique de renforts. Des modèles de mailles élémentaires ont été
développés afin de visualiser le positionnement des mèches et leur réarrangement pen-
dant une sollicitation, figure 2.2. Le positionnement des fibres dans l’armure non dé-
formée n’est pas imposé mais simulé par suppression incrémentale des interpénétrations
initiales. La limitation principale de ce type de simulation est le temps de calcul inhérent
au nombre de fibres à modéliser. Pour cette raison, des groupes de fibres sont modélisés
dans les mèches, réduisant le nombre de fibres virtuelles à quelques dizaines au lieu des
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2. Simulation macroscopique des renforts tissés épais

Figure 2.1 – Renfort tissé 2D généré par le modèle de Zhou [ZHO 04]

milliers de fibres réelles. Le résultat est directement dépendant de la discrétisation : plus
celle-ci est grossière, plus les groupes de fibres ont un comportement proche de celui des
mèches, qui est bien plus complexe.

(a) État initial (b) État tissé

Figure 2.2 – Modélisation du VER d’un renfort après tissage [DUR 10]

2.1.2 Simulation mésoscopique
Les modèles numériques mésoscopiques considèrent que le constituant élémentaire de

la simulation n’est plus la fibre, mais la mèche vue comme un milieu continu. Il s’agit alors
de s’appuyer sur le comportement mécanique des mèches et leurs interactions à l’inté-
rieur d’une armure pour en déduire le comportement global du renfort. Le comportement
mécanique macroscopique du renfort peut être calculé à partir de modélisations méso-
scopiques : soit en modélisant l’ensemble de la pièce à caractériser, soit en injectant des
résultats issus de modélisations mésoscopiques dans des calculs macroscopiques. La si-
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mulation à cette échelle permet aussi d’observer directement l’influence de l’armure sur
le comportement global d’un tissé et de déterminer le tissage adapté au besoin. La déter-
mination de la perméabilité locale est aisément réalisée avec des résultats mésoscopiques,
alimentant directement des calculs d’écoulement en phase d’injection.

Des approches analytiques ont été développées afin d’accéder à ces grandeurs méca-
niques et géométriques. Ces approches sont généralement fondées sur une simplification
de la géométrie des mèches dans la maille élémentaire et sur des hypothèses de compor-
tement mécanique. Une modélisation s’appuyant sur la discrétisation de la ligne moyenne
par des segments, une rigidité étant associée à chaque segment et à chaque point de croise-
ment entre réseau chaine et trame, a été proposée par Kawabata [KAW 73a, KAW 73b],
voir figure 2.3. Le comportement de la modélisation est satisfaisant pour des sollicitations
en tension du renfort mais reste trop pauvre pour être suffisant en compression transverse
et cisaillements.

(a) Structure à modéliser (b) Modélisation avec notations pour
les rigidités, forces et déplacements

Figure 2.3 – Modélisation analytique de Kawabata [KAW 73a]

Une autre approche analytique, à l’origine du logiciel WiseTex développé à l’université
de Louvain, a été proposée par Lomov [LOM 00, LOM 06], figure 2.4. La géométrie
du renfort est ici obtenue par minimisation de l’énergie de déformation de chaque mèche
jusqu’à obtenir un équilibre statique en prenant en compte différentes contributions méca-
niques (tension, flexion, torsion, compression des mèches et interactions). Cette approche
nécessite l’identification expérimentale de données difficiles à obtenir.

Les approches analytiques fournissent des résultats cohérents dans la détermination
du comportement mécanique des mèches en tension mais sont plus limitées dans des ap-
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2. Simulation macroscopique des renforts tissés épais

Figure 2.4 – Génération d’une structure 3D d’un renfort en carbone [LOM 00]

plications plus complexes où interviennent, par exemple, le cisaillement. Les hypothèses
simplificatrices de la géométrie, notamment au niveau des contacts latéraux, sont problé-
matiques. Face à ces limitations, le recours aux éléments finis semble une bonne alter-
native. Leur utilisation à cette échelle nécessite alors deux prérequis : la géométrie et les
conditions limites du renfort.

Avant de discrétiser en éléments finis les mèches à modéliser, il est nécessaire de dis-
poser d’une géométrie appropriée des mèches. Cette géométrie doit pouvoir être obtenue
théoriquement à partir des caractéristiques de la mèche et de l’armure, ou expérimentale-
ment.

Du point de vue théorique, de nombreux modèles ont été développés séparément afin
d’obtenir la géométrie finale. On notera le modèle associé à WiseTex évoqué précédem-
ment, ou son alternative Texgen, développé à l’université de Nottingham [SHE 07]. Ce
modèle n’utilise pas, contrairement à WiseTex de considération mécanique. Il permet tou-
tefois de réaliser facilement des mailles élémentaires de tissés 2D et 3D dans lesquelles
les mèches peuvent avoir des sections non symétriques variables le long de leur ligne
moyenne. Pour ces deux approches, le problème de l’interpénétration, bien qu’il ait été
sérieusement réduit sous WiseTex [VER 05], reste majeur.

Les travaux de Hivet [HIV 05] sur ce point sont très intéressants. Ces modèles se
destinent aux tissés 2D et 3D [WEN 13] en proposant l’absence d’interpénétrations. Les
sections sont définies le long des mèches en un certain nombre de points de contrôle,
variable selon l’armure étudiée. Ces points de contrôle permettent une prise en compte
fine des différentes zones de contact entre mèches. Chaque section de point de contrôle
est alors divisée en quatre parties, chacune étant définie par une conique. La mèche finale
est ensuite obtenue par balayage. Les points de contrôle d’un sergé 3x2 sont illustrés figure
2.5.

La microtomographie X est la méthode la plus prometteuse afin d’accéder expérimen-
talement à la géométrie d’une maille élémentaire [BAR 00, DES 05, HSI 09, HER 80,
KHA 14]. Cette technique consiste à scanner un échantillon représentatif d’un renfort
afin d’en obtenir une cartographie 3D puis de traiter les images obtenues en découpant
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Simulation de la mise en forme des renforts tissés

Figure 2.5 – Plans définissant les points de contrôle pour un sergé 3x2 [HIV 05]

les éléments constitutifs (les mèches), en les séparant les uns des autres et en les maillant.
La microtomographie a le grand avantage de pouvoir conduire à des modélisations libres
d’interpénétrations si les traitements numériques appropriés sont réalisés [NAO 14]. Un
exemple d’automatisation du traitement de tissés microtomographiés est montré figure
2.6. Les algorithmes de traitement sont aujourd’hui applicables pour des tissages 2D et
sont en cours d’extension aux renforts 3D.

(a) Sergé de carbone Hexcel
G0986

(b) VER final maillé

Figure 2.6 – Modélisation du VER d’un sergé de carbone par traitement d’une microto-
mographie [NAO 14]

La modélisation mésoscopique de l’ensemble d’un renfort tissé composite pendant une
mise en forme étant difficile, la modélisation de Cellules Élémentaires Représentatives
(CER) est utilisée. Une CER représente le motif élémentaire le plus petit pouvant être
répété afin d’obtenir l’ensemble de l’armure. L’objectif est alors d’étudier le comportement
du tissage à une échelle moindre avant de l’étendre à l’ensemble de la pièce. Plusieurs
CER différentes peuvent être utilisées pour chaque tissage, menant alors à des conditions
limites différentes [BAD 07]. Par exemple, l’utilisation de la CER figure 2.7a est plus
difficile à mettre en œuvre que la CER figure 2.7b car une partie des conditions limites
ne correspond pas à des points matériels. Le choix de la CER est primordial, de même
que sa caractérisation géométrique qui impactera directement les résultats numériques
[TAR 01].
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2. Simulation macroscopique des renforts tissés épais

(a) (b)

Figure 2.7 – Deux Cellules Élémentaires Représentatives possibles pour une même ar-
mure de taffetas [BAD 07]

2.1.3 Simulation macroscopique

La simulation à l’échelle macroscopique a pour objectif de simuler la mise en forme
de renforts tissés à l’échelle de la pièce entière. C’est le but final de la recherche sur la mo-
délisation du préformage des renforts pour composite. L’étude de la formabilité consiste à
prévoir l’apparition des divers défauts observables sur les tissés. La possibilité de détecter
peu ou beaucoup de défauts observables provient à la fois du type d’approche de modé-
lisation choisie et de la richesse des caractéristiques mécaniques qui leurs sont conférées.
Ces caractéristiques peuvent provenir d’essais réalisés à l’échelle du tissé ou d’observa-
tions/simulations à des échelles moindres, microscopique et mésoscopique. La réutilisa-
tion de résultats obtenus à des échelles inférieures constitue d’ailleurs la principale raison
d’être des modèles correspondants. Parmi les approches macroscopiques connues, on re-
cense des approches géométriques (basées sur la méthode du filet) ou mécaniques.

Approches géométriques

Les approches géométriques se basent sur l’algorithme dit du filet (Fishnet algorithm).
Cette approche dite géométrique ou cinématique est principalement utilisée pour la si-
mulation du drapage. Sa simplicité d’utilisation et sa rapidité d’exécution en font une
bonne méthode de première approche [MAR 56, WEE 91, BOR 02]. Elle est basée sur
des hypothèses fortes :

— L’inextensibilité des mèches ;
— Le non-glissement entre chaine et trame ;
— La rotation libre aux points de croisement entre réseaux ;
— L’absence de considérations complexes de contact (frottement) avec les outils de

mise en forme.
Dans cette approche, le renfort est semblable à des barres articulées aux points de

croisement entre réseaux. L’algorithme calcule alors la position des points connexes sur
des géodésiques tracées sur la surface à draper à partir du point courant. Figure 2.8, la
position du point C est calculée grâce à A et B. La position du point initial est ainsi
rendue primordiale et influe sur le résultat final [WAN 99].
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Simulation de la mise en forme des renforts tissés

Figure 2.8 – Méthode du filet : détermination de la position du point C connaissant celles
de A et B [BOI 04]

Avec la suppression de toutes considérations mécaniques et de tissage, les résultats
sont identiques quelques soient les rigidités des mèches et l’armure choisie. Les blocages
cinématiques en cisaillement et la variation d’épaisseur en compression sont aussi ab-
sents de la modélisation de base. L’utilisation de cette méthode pour des tissages épais
est, bien évidemment, proscrite. L’absence de prise en compte d’un contact développé
empêche l’utilisation d’outils externes tels que des serre-flancs, pourtant nécessaires à cer-
taines mises en forme. Pour les renforts tissés, l’algorithme du filet est intéressant comme
approche préliminaire afin de déterminer le degré de complexité du formage d’une pièce.
Un exemple d’application sur une pièce complexe est donné figure 2.9.

(a) Pièce (b) Drapage à 0◦

Figure 2.9 – Drapage d’une pièce complexe avec l’algorithme du filet [BOR 03]

Approches mécaniques

Parmi les modélisations mécaniques, trois types d’approches peuvent être distinguées :
discrète, semi-discrète ou continue.
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2. Simulation macroscopique des renforts tissés épais

Les approches discrètes consistent à considérer le textile comme un assemblage discon-
tinu d’éléments déformables [CHE 01, SHA 04, SZE 05, BOU 07]. Ce sont générale-
ment des extensions de la théorie du filet, c’est à dire l’introduction de caractéristiques
mécaniques dans la résolution du problème de mise en forme. Le renfort est modélisé par
des nœuds reliés entre eux par des barres et ressorts ayant pour but de modéliser la réponse
en élongation, cisaillements, torsion et flexion. Les travaux de Sze and Liu [SZE 05] sont
notamment intéressants sur la variété des sollicitions modélisées pour des renforts 2D,
comme illustré figure 2.10. Ces approches, généralement rencontrées pour les tissus d’ha-
billement, sont délaissées aux profits de méthodes semi-discrètes ou continues dans le cas
des tissus techniques. L’extension aux tissés épais, cas étudié ici, parait d’ailleurs difficile.

Figure 2.10 – Modélisation d’une particule O connectée à ses quatre voisins (a) avec mo-
délisation de l’élongation (b), du cisaillement (c) et (d), et de la flexion (e) [SZE 05]

Les approches continues font l’hypothèse d’un matériau continu à l’échelle macrosco-
pique. Cette hypothèse découle directement de la considération de non-glissement entre
mèches durant la phase de mise en forme, présentée section 1.3.3.1. La considération du
textile comme un milieu continu anisotrope dont le comportement est homogénéisé à
partir d’échelles inférieures est alors possible. La modélisation est focalisée sur une pro-
position adaptée de lois de comportement. Différentes approches, qu’elles soient hypo-
élastiques [PEN 05, BAD 08c, KHA 10] ou hyperélastiques [SPE 72, THI 07, DRI 10,
CHA 12], ont donné des résultats probants. Ces lois sont associées à des éléments coques
ou plaques pour les tissés fins, figure 2.11, et à des briques pour les tissés épais, figure 2.12.
Ces méthodes présentent l’avantage de pouvoir être utilisées facilement dans des codes
éléments finis commerciaux. Son inconvénient principal provient justement de l’homogé-
néisation qui est réalisée. Le même matériau est appliqué en tout point du renfort fibreux
à modéliser et ne prend pas en compte les variations des caractéristiques mécaniques in-
hérentes à l’armure étudiée.

Les approches semi-discrètes sont une combinaison des deux approches évoquées ci-
dessus. Une partie du comportement est modélisée grâce à un solide continu tandis qu’une
autre est modélisée grâce à des apports discrets. On peut alors distinguer deux philoso-
phies dans l’interaction entre parties discrètes et continues.

Dans un premier cas, les parties discrètes et continues sont associées dans un même
élément lagrangien. Les efforts générés par une déformation quelconque sont subdivisés
entre une contribution de tension associée aux parties discrètes et les autres contributions
(cisaillements, compression) associées à la partie continue. Les parties discrètes et conti-
nues sont fixes l’une par rapport à l’autre dans la configuration isoparamétrique. Dans ce
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Simulation de la mise en forme des renforts tissés

Figure 2.11 – Résultats expérimentaux et numériques d’un emboutissage de type double
dôme avec mèches orientées à 45◦ sur un tissé 2D [KHA 10]

(a) (b)

(c)

Figure 2.12 – Forme expérimentale (a), numérique (b) et angles de cisaillement plan
(c) du renfort après formage pour un emboutissage hémisphérique de renfort interlock

[LUY 09a, CHA 12]
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2. Simulation macroscopique des renforts tissés épais

cas-ci, la partie discrète n’est que la représentation élémentaire d’une contribution énergé-
tique de tension. Deux modèles de ce type ont été développés, le premier dédié aux tissus
2D utilisant des éléments plaque [HAM 08], et le second dédié aux interlocks utilisant
des éléments brique (hexagonaux) [LUY 09a], figure 2.13. L’intérêt d’un tel élément est
de pouvoir représenter plus fidèlement et simplement les directions locales des mèches
dans la préforme et de rendre compte de l’anisotropie complexe de ces matériaux.

(a) Brique semi-discrète à 8
nœuds

(b) Torsion d’une plaque

Figure 2.13 – Élément brique semi-discret à 8 nœuds et application [LUY 09b]

Une autre philosophie de modélisation considère les parties discrètes et continues
comme totalement indépendantes. C’est le cas, par exemple, de travaux sur les NCF
[CRE 06]. Ces tissés spécifiques sont constitués de nappes cousues. Dans cette modé-
lisation, les nappes de mèches sont représentées par des couches d’éléments solides tandis
que des éléments barres sont ajoutés pour représenter les coutures, figure 2.14. Ici, les par-
ties continues sont totalement découplées des parties discrètes, impliquant la gestion du
contact entre les nappes et les coutures.

Figure 2.14 – Représentation de deux nappes et des coutures les liant dans un modèle
semi-discret [CRE 06]

Dans la suite du manuscrit, la simulation à l’échelle macroscopique sera sélectionnée.
Durant ce travail de thèse, deux types d’approches macroscopiques ont été menées en pa-
rallèle : une approche continue basée sur une loi hyperélastique pour renforts interlocks
[CHA 12] et une approche semi-discrète [LUY 09b, ORL 12]. L’avancée du travail sur
la modélisation de la mise en forme a fait que la modélisation continue a été finalement
préférée et avantagée mais certains développements sont communs. Pour cela, les deux
approches seront présentées aux sections 2.2 et 2.3. Dans les deux cas, le développement
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Approche continue hyperélastique du comportement des renforts épais

de la loi de comportement est réalisé dans l’objectif d’être appliqué à des éléments volu-
miques hexaédriques à interpolation linéaire.

2.2 Approche continue hyperélastique du comportement
des renforts épais

2.2.1 Cinématique des grandes transformations
Le développement de lois de comportement formulées en grande transformation né-

cessite une description étendue des mouvements particulaires au sein du milieu. Les hy-
pothèses simplificatrices de la théorie des petites perturbations ne peuvent plus être ap-
pliquées. Cette partie évoque les principales grandeurs utilisées en mécanique des grandes
transformations pour les milieux respectant les hypothèses de Cauchy.

2.2.1.1 Description du mouvement

Le mouvement d’un solide est décrit par la fonction bijective Φ :

x= Φ(X, t) (2.1)
X = Φ

−1 (x, t)

qui donne le vecteur position x à l’instant t de la particule qui occupait précédemment
la position X . Pour un instant t fixé, cette fonction définit la déformation en tout point
d’un solide entre une configuration de référence C0 et une configuration actuelle C (t),
figure 2.15. En mécanique des solides, la configuration de référence C0 est généralement
associée à l’état initial du solide non déformé, ce qui permet d’associer les deux confi-
gurations dans le même système d’axe. Les coordonnées dans la configuration C0 sont
alors nommées coordonnées lagrangiennes ou matérielles, tandis que celles associées à la
configuration courante C (t) sont appelées coordonnées eulériennes ou spatiales. Les dif-
férentes quantités présentées dans la suite seront écrites par rapport à l’un ou l’autre de
ces référentiels. Par abus de langage la dépendance au temps t sera omise dans la suite en
supposant t > 0.

Pour décrire la cinématique au voisinage d’un point X donné, l’équation 2.1 est diffé-
rentiée, ce qui permet d’introduire F :

dx=
∂Φ

∂X
·dX = F ·dX (2.2)

Le tenseur gradient de la transformation F , également appelé application linéaire
tangente, est une application qui transforme un vecteur matériel élémentaire donné dX
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2. Simulation macroscopique des renforts tissés épais

C0 Ct

X1

X2

X3

E3

E2
E1

dX

x3

x2

x1

e2
e1

e3
dx

Figure 2.15 – Configuration initiale C0 et configuration actuelle déformée C (t)

en sa contrepartie eulérienne dx. F donne une description locale, au premier ordre, de la
transformation solide.

On définit aussi la transformation d’un élément de volume élémentaire. Soit un élé-
ment de volume dans la configuration de référence, dΩ0 ∈C0. Sa contrepartie déformée
dans la configuration courante, dΩ ∈C, est donnée par le déterminant de la matrice jaco-
bienne du tenseur gradient de la transformation, appelé jacobien :

dΩ = jdΩ0 tel que j = det(F ) (2.3)

L’application Φ étant bijective, le jacobien j est toujours strictement positif. Physi-
quement, il serait incohérent de trouver un volume élémentaire nul ou négatif. On définit
aussi la transformation d’un élément de surface dA de normale N en configuration ini-
tiale en un élément de surface da de normale n à l’aide de la formule de Nanson :

da= jF−T ·dA (2.4)

2.2.1.2 Mesures des déformations

Afin de compléter la description du mouvement local, il est nécessaire de caractériser
les changements de forme, c’est-à-dire les variations de longueurs et d’angles. Ce sont en
fait les variations des produits scalaires de vecteurs matériels dX et δX , devenant dx et δx
après transformation. On exprime le produit scalaire des vecteurs matériels déformés :

dx ·δx= dxiδxi = Fi jFikdX jδXk = dX ·C ·δX (2.5)

où C est le tenseur de Cauchy-Green droit, ou tenseur des dilatations, pouvant s’exprimer
sous la forme :

C = F T ·F (2.6)
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Approche continue hyperélastique du comportement des renforts épais

Pour obtenir les déformations, on observe la variation de ces produits scalaires :

dx ·δx−dX ·δX = dX ·C ·δX−dX ·δX
= dX · (C−I2) ·δX
= dX ·2E ·δX

(2.7)

où I2 est le tenseur identité d’ordre 2 et E est le tenseur des déformations de Green-
Lagrange donné par :

E =
1
2
(C−I2) (2.8)

En petites déformations, ce tenseur se confond avec le tenseur des déformations linéa-
risées ε. Les tenseursC etE sont définis par rapport à la configuration initiale et à des va-
riations de vecteurs matériels élémentaires. À ce titre, ils sont qualifiés de lagrangiens. En
reprenant le même processus, en exprimant dX ·δX puis la variation des produits scalaires
dans la base spatiale, on obtient leurs équivalents eulériens en configuration courante :

B = F ·F T (2.9)

e=
1
2
(
C−B−1) (2.10)

avec B tenseur de Cauchy-Green gauche et e le tenseur des déformations d’Euler-
Almansi.

L’écriture du principe des puissances virtuelles, ainsi que certaines loi de comporte-
ment (hypoélastiques, viscoélastiques), nécessitent de définir la notion de vitesse de dé-
formation. En différentiant l’équation 2.2 par rapport au temps, on obtient :

dẋ= Ḟ ·dX = Ḟ ·F−1 ·dx=L ·dx (2.11)

où L= Ḟ ·F−1 est appelé tenseur gradient de vitesse. Sa décomposition en deux parties
symétrique et antisymétrique permet de définir les tenseurs taux de déformationD et taux
de rotation ω :

L=D+ω

D =
1
2

(
L+LT

)
(2.12)

ω =
1
2

(
L−LT

)
(2.13)
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2. Simulation macroscopique des renforts tissés épais

Le taux de déformation décrit la vitesse de déformation du solide considéré. Cette
mesure est associée à la configuration actuelle. Pour que cette vitesse de déformation soit
mesurée dans la configuration initiale, D est transporté :

Ė = F T ·D ·F (2.14)

où Ė est la vitesse de déformation lagrangienne.

2.2.1.3 Mesures des contraintes

On considère un solide virtuellement coupé en deux sous-domaines, avant et après dé-
formation, figure 2.16. L’équilibre de ces deux sous-domaines, dans chaque configuration,
impose l’existence de forces internes appliquées aux zones frontières. Soit un élément de
surface ds dans la configuration eulérienne soumis à un effort df . Le vecteur contrainte t
est défini dans la configuration actuelle :

t=
df
ds

(2.15)

F

dS
N

dF

ds

n

df

Figure 2.16 – Définition du vecteur contrainte

Selon le postulat effectué par Cauchy, le vecteur contrainte reste inchangé pour toute
surface passant par le même point matériel et ayant la même normale. Pour une surface
élémentaire, seule la normale n est donc influente, et non sa courbure. Il existe alors un
tenseur d’ordre deux, nommé tenseur des contraintes de Cauchy σ, tel que :

t= σ ·n (2.16)

soit :

df = σ ·nds (2.17)

Le raisonnement classique de la mécanique des milieux continus est donc eulérien et
définit un tenseur eulérien des contraintes, σ, symétrique. De même que pour les dif-
férentes mesures de déformations, il est possible de transporter ce tenseur pour définir
d’autres mesures des contraintes. En notant dF , dS et N l’effort, la surface élémentaire
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Approche continue hyperélastique du comportement des renforts épais

et la normale à cette surface dans la configuration initiale, les trois tenseurs suivants sont
définis :

df = P ·N dS
dF = τ ·nds
dF = S ·N dS

(2.18)

Ces tenseurs sont nommés tenseur de Piola-Kirchhoff P , tenseur de Kirchhoff τ et
second tenseur de Piola-Kirchhoff S. Ils lient surfaces et efforts élémentaires entre les
configurations initiales et actuelles. On obtient facilement des formules permettant de les
lier grâce aux transformations matérielles définies :

τ = jσ = P ·F T = F ·S ·F T (2.19)
En reprenant les définitions précédentes des adjectifs lagrangien et eulérien en fonc-

tion des configurations auxquelles sont associés les tenseurs, le tenseur de Cauchy σ sera
dit eulérien tandis que le second tenseur de Piola-Kirchhoff S sera dit lagrangien. Les
tenseurs de Piola-Kirchhoff P et de Kirchhoff τ , ni eulériens ni lagrangiens, seront dits
bipoints. Du point de vue physique, seuls les tenseurs σ et P ont une signification directe
car ils caractérisent les efforts appliqués.

2.2.1.4 Dualité contrainte-déformation

La dualité entre les mesures de déformation et de contraintes introduites précédem-
ment joue un rôle très important dans la formulation des énergies internes des corps dé-
formables. Toutes les mesures de contrainte définies section 2.2.1.3 peuvent être utilisées
afin d’exprimer l’énergie interne d’un corps. Cependant, si une certaine mesure de défor-
mation est choisie, le tenseur contrainte associé ne peut être sélectionné arbitrairement.
Toute mesure de contrainte est reliée à travers le taux d’énergie interne, donc la puissance
interne, à une mesure de déformation bien définie. Les mesures de déformation et de
contrainte possédant ces propriétés sont dits énergétiquement conjuguées. En définissant
le taux d’énergie interne par unité de volume ρψ̇, les densités massiques initiale et cou-
rante ρ0 et ρ, et le taux de densité massique d’énergie interne ψ̇, on obtient les conjugués
suivants :

ρ0ψ̇ = P : Ḟ = S : Ė En description matérielle
ρψ̇ = σ :D =

1
j
τ :D En description spatiale (2.20)

2.2.1.5 Loi de comportement, anisotropie et objectivité

La loi de comportement relie les contraintes aux déformations subies par le matériau.
C’est elle qui traduit son comportement physique. En correspondance avec la diversité
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2. Simulation macroscopique des renforts tissés épais

des comportements observables, il existe tout autant de modèles disponibles. On peut
distinguer trois types de lois de comportement [SID 82] :

— Les lois hypoélastiques où une vitesse de déformation est liée à un taux de
contrainte. Ces lois sont fréquemment utilisées pour des matériaux à la réponse
peu anisotrope. Elles sont faciles à mettre en place et adaptées aux résolutions
réactualisées. Les contraintes et énergies de déformation peuvent ne pas être indé-
pendantes de l’historique de déformation ;

— Les lois élastiques (ou Cauchy élastique) où une mesure de la déformation est liée
à une mesure de la contrainte. Les contraintes sont indépendantes de l’historique
de déformation tandis que l’énergie de déformation peut ne pas l’être. Ces formu-
lations sont très faiblement utilisées dans le cadre des grandes transformations ;

— Les lois hyperélastiques où une densité d’énergie de déformation est définie
comme étant un potentiel des contraintes. Les contraintes et énergies de défor-
mation sont indépendantes de l’historique de déformation.

En cinématique des grandes transformations, le mouvement peut être décomposé en
une rotation de corps rigide et une déformation. La rotation du milieu continu, négli-
geable en petites perturbations, ne l’est plus. Cependant, seule la déformation du milieu
est intéressante dans l’établissement de la loi de comportement. Une loi de comportement
doit alors vérifier le principe d’indifférence matérielle, c’est-à-dire qu’elle doit être indé-
pendante du repère dans lequel elle est appliquée. Elle devra donc s’exprimer comme une
relation entre des quantités objectives, indépendantes de l’observateur. Cette objectivité
n’est pas aisée à obtenir pour toutes ces lois, notamment les lois hypoélastiques. Ce sont
les plus touchées par cette problématique car la dérivée par rapport au temps d’un tenseur
objectif n’est pas forcément objective. Pour résoudre ces problèmes, des dérivées objectives
ont été construites afin d’éliminer les rotations parasites en décrivant le tenseur à dériver
dans un repère plus ou moins lié à la matière.

La plupart des modélisations décrites section 2.1 utilisent des lois de comportement
hypoélastiques pour décrire le comportement des mèches ou des renforts. Cependant, les
travaux de Hagège [HAG 04] ont permis de montrer que l’utilisation de dérivées objec-
tives classiques, telles que celles de Green-Naghdi et Jaumann, ne garantit pas le suivi des
directions d’anisotropie et donc l’objectivité de la loi de comportement. Les repères asso-
ciés à ces dérivées tournent selon des rotations moyennes de la matière et ne suivent pas
précisément la transformation des directions d’anisotropie. Ces travaux introduisent une
nouvelle dérivée objective, propre aux mèches, appliquée aux renforts tricotés [HAG 04]
puis étendue aux tissés [BAD 08c]. Cependant, bien qu’utilisable lors du suivi d’une seule
direction comme dans le cas des mèches, l’extension au suivi simultané de plusieurs di-
rections d’anisotropie reste très complexe. Ce formalisme, évoqué dans [HAG 04], uti-
lise des concepts mathématiques lourds, telles que les dérivées de Lie, compliquant leur
développement. Ces modèles hypoélastiques posent un autre problème : les calculs des
contraintes et de l’énergie de déformation ne sont pas forcément indépendants de l’his-
torique de déformation. Il est alors possible de dissiper de l’énergie lors d’un chargement
cyclique. L’utilisation d’une loi hyperélastique adaptée aux renforts épais de composite lui
sera préférée [CHA 12, ORL 12].

62

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0115/these.pdf 
© [S. Mathieu], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés



Approche continue hyperélastique du comportement des renforts épais

2.2.2 Hyperélasticité des renforts interlock
La définition de lois de comportement hyperélastiques est basée sur le premier et le

second principe de la thermodynamique. L’inégalité de Clausius-Duhem constitue leur
point de départ. Ce type de loi diffère donc des lois hypoélastiques, dans le sens où ces
dernières sont dépourvues de fondements thermodynamiques. Nous utiliserons dans ce
manuscrit une version améliorée de la loi hyperélastique à invariants physiques proposée
par Charmetant [CHA 12].

2.2.2.1 La formulation hyperélastique

Dans la configuration initiale et dans la configuration actuelle déformée, l’inégalité de
Clausius-Duhem s’exprime, respectivement :

Φ0 =−ρ0(ψ̇− θ̇η)− 1
θ
Q · ∂θ

∂x
+S : Ė ≥ 0 (2.21)

Φ =−ρ(ψ̇− θ̇η)− 1
θ
q · ∂θ

∂X
+σ :D ≥ 0 (2.22)

où Φ0 et Φ sont les dissipations par unité de volume initial et final, ψ est l’énergie libre
spécifique (i.e. par unité de masse), θ est la température, Q et q sont les vecteurs flux de
chaleur en configuration initiale et en configuration actuelle. Les effets thermiques n’étant
pas pris en compte dans ce manuscrit, la température est homogène et la transformation
isotherme. Les dissipations s’expriment alors :

Φ0 =−ρ0ψ̇+S : Ė (2.23)
Φ =−ρψ̇+σ :D (2.24)

Un matériau hyperélastique est un matériau dont l’énergie de déformation par unité
de volume initial w = ρ0ψ ne dépend que de l’état actuel de déformation et qui est non
dissipatif, c’est-à-dire que les dissipations (équations 2.23 et 2.24) sont nulles. On peut
déduire de ces deux conditions les équations suivantes, relations de base des lois de com-
portement hyperélastiques :

w(F ) = ρ0ψ (2.25)
ẇ(F ) = S : Ė (2.26)

Il a été montré [CIA 88] que pour respecter le principe d’indifférence matérielle, il
faut et il suffit que l’énergie de déformation soit une fonction du tenseur de Cauchy-
Green droit :
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2. Simulation macroscopique des renforts tissés épais

w(C) = ρ0ψ (2.27)
ẇ(C) = S : Ė (2.28)

Ainsi, les problématiques liées aux dérivées objectives n’ont pas lieu d’être dans ce type
de formulation. En différentiant 2.28 par rapport à C, on obtient :

∂ẇ(C)

∂C
=

∂

∂C

(
S : Ė

)
0 =

∂

∂t

(
∂w(C)

∂C
− 1

2
S

)
⇒ S = 2

∂w(C)

∂C
(2.29)

L’équation 2.29 constitue l’expression générale des lois de comportement hyperélas-
tiques. Ces dernières nécessitent alors uniquement la définition de l’énergie de défor-
mation w correspondant au comportement mécanique du matériau. Ce potentiel n’est
admissible que s’il vérifie les conditions suivantes :

— w s’annule lorsque le matériau n’est soumis à aucune sollicitation :

w(I2) = 0 (2.30)

— w respecte le principe d’indifférence matérielle :

w(F ) = w(QF ) ,∀Q ∈ SO3 (2.31)

— w respecte les symétries du matériau :

w(F ) = w(FQ) ,∀Q ∈ G ⊂ SO3 (2.32)

où G est le groupe de symétries du matériau. La condition 2.30 dépend de la forme choisie
pour l’énergie de déformation et devra être vérifiée lors de son établissement concret. La
condition 2.31 est satisfaite par l’utilisation du tenseur de Cauchy-Green droit comme
argument de w. La condition 2.32 est satisfaite par l’introduction d’invariants du tenseur
de Cauchy-Green droit.

La définition des rigidités matérielles courantes, dites rigidités tangentes, sera utile
dans la suite du développement de la loi. La dérivée temporelle de 2.29 donne :

Ṡ = 4
∂2w(C)

∂C∂C
: Ė

= C SE : Ė
(2.33)
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Approche continue hyperélastique du comportement des renforts épais

où C SE est le tenseur matériel tangent, aussi appelé second tenseur d’élasticité. La ri-
gidité matérielle tangente d’une loi de comportement doit respecter certaines propriétés
mathématiques provenant de la définition même de la densité de déformation élastique.
Ces conditions complexes à respecter seront détaillées section 2.2.3 et évoquées section
2.2.2.4.

2.2.2.2 Hyperélasticité orthotrope des interlocks

Les renforts interlocks sont constitués d’un réseau de chaînes et d’un réseau de trames,
orthogonaux dans la configuration initiale. Le matériau homogénéisé correspondant peut
donc être considéré comme orthotrope en configuration initiale, avec pour directions pri-
vilégiées :

— La direction des mèches de chaîne M1 ;
— La direction des mèches de trame M2 ;
— La direction transverse M3, orthogonale aux deux précédentes.
Les modes de déformation des renforts interlocks sont similaires à ceux des renforts

tissés 2D (élongation des mèches et cisaillement plan), auxquels s’ajoutent les modes de
déformation liés à l’épaisseur du renfort. Les modes de déformation suivants sont consi-
dérés [CHA 11b] :

— L’élongation du renfort dans la direction chaine ;
— L’élongation du renfort dans la direction trame ;
— La compression transverse du renfort ;
— Le cisaillement du renfort dans le plan ;
— Le cisaillement transverse sens chaîne ;
— Le cisaillement transverse sens trame.
Ces modes de déformation, illustrés figure 2.17, sont supposés découplés. La plupart

des modes de déformation des renforts interlocks peuvent être caractérisés expérimenta-
lement de façon directe.

Plusieurs types d’anélasticité ont été mis en évidence lors de la caractérisation expé-
rimentale du comportement mécanique associé à ces différents modes de déformation.
A l’échelle de la mésostructure et de la microstructure, il existe des dissipations induites
par les frottements entre les mèches et entre les fibres. Par ailleurs, les possibles réar-
rangements des fibres induisent des phénomènes de relaxation dans le comportement de
la plupart de ces modes de déformation, et ont notamment une influence pour les cas
de chargement cycliques. Seuls des cas de chargement simples, quasi statiques, ont été
étudiés ; c’est pourquoi le comportement plastique ou visqueux associé à ces phénomènes
n’est pas inclus dans la loi de comportement. Les comportements mécaniques associés aux
différents modes de déformation seront supposés élastiques non linéaires.

Il est commun de développer des lois hyperélastiques basées soit sur des déformations,
soit sur des invariants de la transformation. La seconde solution a été choisie. Le théorème
de représentation permet alors l’écriture de la fonction densité d’énergie de déformation en
fonction d’invariants de la transformation pour un comportement orthotrope [QUA 94,
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2. Simulation macroscopique des renforts tissés épais

(a) Élongation sens chaine (b) Élongation sens trame (c) Compression transverse

(d) Cisaillement dans le plan (e) Cisaillement transverse
sens chaine

(f ) Cisaillement transverse
sens trame

Figure 2.17 – Modes de déformation des renforts interlocks

EHR 07] :

worth = worth (I1, I2, I3, I41, I42, I43, I412, I413, I423, I51, I52, I53) (2.34)

où l’on retrouve I1, I2 et I3 qui sont les invariants classiques de Cauchy-Green droit :

I1 = Tr(C)

I2 =
1
2

(
Tr(C)2−Tr

(
C2))

I3 = Det(C)

(2.35)

et les invariants propres à l’orthotropie, liés aux trois directions principales et aux tenseurs
de structure Mi j =Mi⊗M j. Ces invariants sont dits mixtes :

I4i =C :Mii =Mi ·C ·Mi

I4i j =C :Mi j =Mi ·C ·M j

I5i =C
2 :Mii =Mi ·C2 ·Mi

(2.36)

2.2.2.3 Invariants physiques de la transformation

Les invariants du tenseur de Cauchy-Green droitC présentés précédemment pour un
matériau orthotrope ne sont pas directement porteurs de sens physique. Les six modes de
déformation principaux du renfort ont alors été traduits sous forme de combinaisons d’in-
variants [CHA 11b]. Les invariants suivants sont définis pour décrire la transformation :
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Approche continue hyperélastique du comportement des renforts épais

Ielong1 = ln
(√

I41
)

(2.37)
Ielong2 = ln

(√
I42
)

(2.38)

Icomp =
1
2

ln

(
I3

I41I42
(
1− I2

cp
)) (2.39)

Icp =
I412√
I41I42

= sin(γ) (2.40)

Ict1 =
I413√
I41I43

= sin(α13) (2.41)

Ict2 =
I423√
I42I43

= sin(α23) (2.42)

où :
— Ielong1 est l’invariant associé à l’élongation dans la directionM1. Il peut être inter-

prété comme la déformation de Green-Lagrange dans cette direction.
— Ielong2 est l’invariant associé à l’élongation dans la directionM2. Il peut être inter-

prété comme la déformation de Green-Lagrange dans cette direction.
— Icomp est l’invariant associé à la compression dans la direction M3. Sa forme est

modifiée par rapport à [CHA 12] et la raison de cette expression est détaillée
annexe A.

— Icp est l’invariant associé au cisaillement dans le plan (M1,M2) où γ est l’angle de
cisaillement dans le plan chaine/trame.

— Ict1 est l’invariant de cisaillement transverse associé au cisaillement dans le plan
(M1,M3), c’est-à-dire dans la direction des mèches de chaine, où α13 est l’angle
de cisaillement.

— Ict2 est l’invariant de cisaillement transverse associé au cisaillement dans le plan
(M2,M3), c’est-à-dire dans la direction des mèches de trame, où α23 est l’angle
de cisaillement.

L’énergie volumique de déformation peut alors être exprimée en fonction de ces inva-
riants physiques grâce à l’hypothèse de découplage :

w =welong1
(
Ielong1

)
+welong2

(
Ielong2

)
+wcomp (Icomp)

+wcp (Icp)+wct1 (Ict1)+wct2 (Ict2) (2.43)

A partir de cette énergie volumique, on obtient le second tenseur de Piola-Kirchhoff
S (équation 2.29) :

S = 2
∂w
∂C

= 2
∂w
∂Ik

∂Ik

∂C
= 2

∂wk

∂Ik

∂Ik

∂C
(2.44)

avec Ik un invariant porteur de sens physique et wk l’énergie élastique correspondante. Il
est possible de simplifier chaque dérivée partielle de l’énergie par rapport aux invariants
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2. Simulation macroscopique des renforts tissés épais

physiques de manière à n’obtenir que la dérivée de chaque contribution énergétique par
l’invariant associé. Cette simplification n’est possible que par ce que tous les invariants
sont indépendants les uns des autres :

∂Ii

∂I j
= δi j (2.45)

L’obtention du second tenseur de Piola-Kirchhoff nécessite le calcul de deux déri-
vées différentes par mode de déformation : la dérivée de l’énergie volumique associée par
rapport à l’invariant ∂wk/∂Ik ainsi que la dérivée de l’invariant par rapport au tenseur de
Cauchy-Green droit ∂Ik/∂C. Les dérivées des invariants peuvent être calculées a priori :

∂Ielong1

∂C
=

1
2I41

M11 (2.46)

∂Ielong2

∂C
=

1
2I42

M22 (2.47)

∂Icomp

∂C
=

1
2

[
C−1− 1

I41
(
1− I2

cp
)M11−

1
I42
(
1− I2

cp
)M22

+
Icp√

I41I42
(
1− I2

cp
) (M1⊗M2 +M2⊗M1)

]
(2.48)

∂Icp

∂C
=

1
2
√

I41I42
(M1⊗M2 +M2⊗M1)−

Icp

2I41
M11−

Icp

2I42
M22 (2.49)

∂Ict1

∂C
=

1
2
√

I41I43
(M1⊗M3 +M3⊗M1)−

Ict1

2I41
M11−

Ict1

2I43
M33 (2.50)

∂Ict2

∂C
=

1
2
√

I42I43
(M2⊗M3 +M3⊗M2)−

Ict2

2I42
M22−

Ict2

2I43
M33 (2.51)

2.2.2.4 Détermination du format des densités d’énergie de déformation

Les densités d’énergie de déformation, ou potentiels, doivent respecter les règles de
construction principales suivantes :

— Quand le matériau est au repos l’énergie doit retranscrire cet état libre de
contrainte. Quand aucune sollicitation n’est présente l’énergie volumique déve-
loppée, ainsi que la contrainte induite, doivent être nulles :

w|C=I2
= 0 (2.52)

S|C=I2
= 2

∂w
∂C

∣∣∣∣
C=I2

= 0 (2.53)

— La stabilité de l’élément fini doit être assurée par une condition sur la matrice des
rigidités tangentes. Celle-ci doit être définie positive ;
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Approche continue hyperélastique du comportement des renforts épais

— La fonction énergie doit être de classe C 2. L’énergie volumique w, sa première
dérivée et sa seconde dérivée doivent être continues pour l’ensemble des valeurs
prisent par leurs variables ;

— Les fonctions définissant l’énergie doivent être construites de telle manière qu’elles
puissent retranscrire l’énergie de déformation du matériau pour l’ensemble des
valeurs que peuvent prendre les 6 invariants physiques.

L’obtention d’une identification correcte du comportement n’est pas chose aisée
lorsque le comportement est, comme ici, fortement non linéaire. Les fonctions précédem-
ment développées par [CHA 11b] afin de modéliser le comportement des interlocks ont
été réalisées de manière à ce que les coefficients utilisés soit physiquement identifiables.
Ainsi l’identification s’en révélait facilité. Cependant des difficultés apparaissent :

— Des sauts de rigidités ont été rencontrés dans la modélisation du comportement
en tension ;

— Chaque mode de déformation possède un potentiel dont le format lui est propre,
non polyvalent.

Pour résoudre ces problèmes, nous décidons de nous affranchir de la corrélation entre
paramètres d’identification et physique du problème. La base la plus simple à utiliser pour
une identification est la base polynomiale :

f (x) =
n

∑
i=0

kixi (2.54)

où les ki sont les paramètres à trouver, x le paramètre et f (x) la fonction à reproduire. Pour
un n suffisamment grand, toutes les fonctions peuvent être identifiées. Cependant, des
oscillations peuvent être observées quand le degré du polynôme interpolant est augmenté
pour améliorer la précision. La raison pour laquelle l’interpolation se trouve parfois en
défaut peut s’expliquer par le phénomène de Runge. Ce phénomène montre que pour
des grandes valeurs de n, le polynôme d’interpolation peut osciller entre les points entrés
en données. Ce résultat est important parce qu’il montre qu’augmenter l’ordre des degrés
n’augmente pas forcément la précision si la répartition des données à identifier n’est pas
de bonne qualité. Ce phénomène est similaire au phénomène de Gibbs pour les séries de
Fourier.

Les règles définies précédemment imposent des conditions sur la forme de l’identifi-
cation polynomiale. Pour commencer, la densité d’énergie de déformation w associée à un
invariant physique I est définie :

w(I) =
n

∑
i=0

kiIi (2.55)

Chaque invariant physique I est défini de manière à ce que sa valeur soit nulle quand le
matériau est libre de toute contrainte. La condition 2.52 apporte une première contrainte
à la définition de l’énergie 2.55. Celle-ci devant être nulle au repos, le coefficient k0 est
obligatoirement nul.
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2. Simulation macroscopique des renforts tissés épais

La condition 2.53 fournit une seconde indication. La contrainte, liée à la dérivée du
potentiel par rapport à Cauchy-Green droit, doit être nulle pour un matériau non déformé
et n’ayant pas stocké de déformation. Le calcul de cette contrainte S est réalisé grâce à
deux types de dérivées partielles (équation 2.44) : les ∂wk/∂Ik qui sont des scalaires et les
∂Ik/∂C qui sont les composantes tensorielles de la contrainte. La nullité ou non de S
est directement liée aux scalaires ∂wk/∂Ik. Par conséquent, afin de vérifier cette seconde
condition, k1 doit être pris nul dans 2.55.

La troisième condition vient de la constitution de la matrice des rigidités tangentes
de l’élément fini considéré. Elle provient de la stationnarité du potentiel total d’énergie
[LAN 62]. La seconde variation du potentiel total Π donne :

δ
2
Π = δuTKTu (2.56)

où δu est la variation du vecteur déplacement des nœuds de l’élément et KT la matrice
des rigidités tangentes. Le critère de stabilité est donné par la positivité de cette seconde
variation et, inversement, une instabilité par une valeur négative. En d’autres mots, si
KT est définie positive, alors l’élément est stable. Ce critère est d’une grande utilité dans
l’investigation de la stabilité en grandes perturbations [VEU 68]. Il est aussi possible de
déterminer le signe du déterminant de KT. Ce critère peut être écrit :

δuTKmatu+δuTKgeou > 0 (2.57)

où Kmat est la matrice des rigidités matérielles et Kgeo celle des rigidités géométriques,
propre aux grandes transformations. En utilisant le second tenseur de Piola-Kirchhoff S
et le second tenseur d’élasticité C SE , ces quantités sont exprimées :

Kmat =
∫

Ω0

BT
0 CSEB0 dΩ (2.58)

Kgeo
IJ = I3

∫
Ω0

BT
0 ISB0J dΩ (2.59)

où B0 est la matrice permettant d’interpoler le taux de déformation lagrangien Ė à partir
des déplacements nodaux et B0 la matrice des dérivées des fonctions de forme d’indice I
dans la base lagrangienne, permettant d’interpoler la vitesse de déformation Ḟ [BEL 00],
I3 la matrice identité de dimension 3, et Kgeo

IJ la composante I,J de dimension 3 de Kgeo.
La condition de stationnarité de l’énergie potentielle devra être vérifiée pour chaque

identification réalisée dans les paragraphes suivants et implique que la représentation ma-
tricielle du second tenseur d’élasticité CSE soit définie positive. De même que précédem-
ment pour les contraintes, ce sont les scalaires ∂2wk/(∂Ik∂Ik) qui influent sur cette positi-
vité. Par conséquent, afin de vérifier cette dernière condition, k2 doit être pris strictement
supérieur à zéro dans 2.55. On se retrouve avec une forme compatible pour la densité
d’énergie telle que :
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Approche continue hyperélastique du comportement des renforts épais

w(I) =
n

∑
i=2

kiI2 avec k2 > 0 (2.60)

Par soucis de ne pas introduire un nombre trop important de paramètres tout en per-
mettant une identification réaliste et précise du comportement, on limite le nombre de
paramètres ki à 6. De plus on découple le comportement entre valeurs négatives et posi-
tives des invariants :

w =

{
k1I2 + k2I3 + k3I4 + k4I5 + k5I6 + k6I7 Si I ≤ 0
k1I2 + k7I3 + k8I4 + k9I5 + k10I6 + k11I7 Si I > 0

(2.61)

avec un premier coefficient identique k1 dans les deux cas pour assurer la continuité de la
seconde dérivée par rapport à l’invariant, et donc l’appartenance à la classe C 2 du potentiel.

Les identifications sont généralement réalisées sur une certaine gamme de variation
de l’invariant. Cependant, il peut arriver lors du calcul numérique que l’invariant sorte de
cet intervalle d’identification. Afin d’assurer la vérification des conditions précédemment
détaillées en dehors du domaine d’identification, on considère des limites. Un développe-
ment en série de Taylor du second ordre permet alors que le calcul de l’énergie en delà des
limites assure la continuité de la rigidité ∀I :

w =



w
(
I−0
)
+

∂w
∂I

∣∣∣∣
I=I−0

(
I− I−0

)
+

1
2

∂2w
∂I∂I

∣∣∣∣
I=I−0

(
I− I−0

)2 Si I < I−0

k1I2 + k2I3 + k3I4 + k4I5 + k5I6 + k6I7 Si I ≤ 0
k1I2 + k7I3 + k8I4 + k9I5 + k10I6 + k11I7 Si I > 0

w
(
I+0
)
+

∂w
∂I

∣∣∣∣
I=I+0

(
I− I+0

)
+

1
2

∂2w
∂I∂I

∣∣∣∣
I=I+0

(
I− I+0

)2 Si I > I+0

(2.62)

Puis pour la première dérivée par rapport à l’invariant :

∂w
∂I

=



∂w
∂I

∣∣∣∣
I=I−0

+
∂2w
∂I∂I

∣∣∣∣
I=I−0

(
I− I−0

)
Si I < I−0

2k1I +3k2I2 +4k3I3 +5k4I4 +6k5I5 +7k6I6 Si I ≤ 0
2k1I +3k7I2 +4k8I3 +5k9I4 +6k10I5 +7k11I6 Si I > 0
∂w
∂I

∣∣∣∣
I=I+0

+
∂2w
∂I∂I

∣∣∣∣
I=I+0

(
I− I+0

)
Si I > I+0

(2.63)

Et la seconde dérivée par rapport à l’invariant :
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2. Simulation macroscopique des renforts tissés épais

∂2w
∂I∂I

=



∂2w
∂I∂I

∣∣∣∣
I=I−0

Si I < I−0

2k1 +6k2I +12k3I2 +20k4I3 +30k5I4 +42k6I5 Si I ≤ 0
2k1 +6k7I +12k8I2 +20k9I3 +30k10I4 +42k11I5 Si I > 0
∂2w
∂I∂I

∣∣∣∣
I=I+0

Si I > I+0

(2.64)

On obtient ainsi 13 paramètres dans le cas le plus général. Pour finir, dans le cas où le
comportement de l’invariant I est symétrisé entre valeurs négatives et positives (modes de
cisaillement par exemple), 7 paramètres seulement sont nécessaires et :

ws =


k1 |I|2 + k2 |I|3 + k3 |I|4 + k4 |I|5 + k5 |I|6 + k6 |I|7 Si |I| ≤ I0

ws (I0)+
∂ws

∂I

∣∣∣∣
I=I0

(|I|− I0)Signe(I)+ 1
2

∂2ws

∂I∂I

∣∣∣∣
I=I0

(|I|− I0)
2 Sinon

(2.65)

∂ws

∂I
=


2k1 |I|+3k2 |I|2 +4k3 |I|3 +5k4 |I|4 +6k5 |I|5 +7k6 |I|6 Si |I| ≤ I0

∂ws

∂I

∣∣∣∣
I=I0

Signe(I)+ ∂2ws

∂I∂I

∣∣∣∣
I=I0

(|I|− I0) Sinon (2.66)

∂2ws

∂I∂I
=


2k1 +6k2 |I|+12k3 |I|2 +20k4 |I|3 +30k5 |I|4 +42k6 |I|5 Si |I| ≤ I0

∂2ws

∂I∂I

∣∣∣∣
I=I0

Sinon (2.67)

Dans les identifications suivantes, si la limite I0 est indiquée comme nulle, alors aucune
limite n’est imposée au domaine de définition.

2.2.2.5 Renforts étudiés

Trois renforts interlocks ont été utilisés lors de cette étude : deux interlocks fournis par
Herakles du groupe Safran et un interlock, dit générique, fourni par Snecma du groupe
Safran. Les interlocks fournis par Herakles sont de type ply-to-ply interlock et angle in-
terlock et le générique est de type ply-to-ply interlock. Seules les données relatives à l’in-
terlock générique seront données ici, des problèmes de confidentialité empêchant de mon-
trer en détails les tissages et réponses expérimentales des matériaux Herakles. La maille
élémentaire du renfort Snecma étudié est montrée figure 2.18. Ce renfort possède un ra-
tio de 51/49, c’est-à-dire que dans une maille élémentaire de renfort 51% de la masse est
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Approche continue hyperélastique du comportement des renforts épais

constituée par les mèches de chaine et 49% pour les mèches de trame. Ce renfort est donc,
massiquement, quasiment équilibré. Les essais utilisés pour réaliser les identifications des
paragraphes suivants ont été réalisés dans des thèses précédentes [CHA 11b, ORL 12].
Les courbes d’identification présentées ont été moyennées sur trois spécimens. L’absence
de barres d’erreur est due à la non connaissance détaillées de ces essais. Les mêmes essais
ont été mis en œuvre pour les matériaux Herakles.

Figure 2.18 – Interlock générique étudié

2.2.2.6 Identification en tensions dans les directions chaine et trame

Les comportement en tension dans les directions chaine et trame sont différents selon
la répartition des mèches dans ces deux directions. C’est l’équilibrage. La modélisation
proposée permet de dissocier les deux comportements afin d’être adaptable à l’ensemble
des renforts tissés épais. Pour le renfort étudié, équilibré, le comportement est pris iden-
tique dans les deux directions.

Pour le tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff 2, dans les directions chaine (i = 1)
et trame (i = 2) :

Selongi = 2
∂welongi

∂C
= 2

∂welongi

∂Ielongi

∂Ielongi

∂C

=
1
I4i
Mii

∂welongi

∂Ielongi
(2.68)

La densité d’énergie de déformation en tension welongi est choisie non symétrique,
la réponse du matériau dans la direction des mèches étant plus raide en tension qu’en
compression. Les paramètres en tension sont donnés tableau 2.1. Les courbes numérique
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2. Simulation macroscopique des renforts tissés épais

k1 k7 k8 k9 k10 k11 I+0
welong1 1,322e1 3,516e3 -8,591e5 7,546e7 -2,246e9 2,287e10 3,381e-2
welong2 1,322e1 3,516e3 -8,591e5 7,546e7 -2,246e9 2,287e10 3,381e-2

Tableau 2.1 – Paramètres des potentiels en traction sens mèche (en MPa)

k1 k2 k3 k4 k5 k6 I−0
welong1 1,322e1 0 0 0 0 0 0
welong2 1,322e1 0 0 0 0 0 0

Tableau 2.2 – Paramètres des potentiels en compression sens mèche (en MPa), cas d’ex-
tension sans essai

et expérimentale sont données figure 2.19. La caractérisation expérimentale a été réalisée
sur une éprouvette de 37 mm x 275 mm.
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Figure 2.19 – Identification numérique en tension du comportement

Pour le comportement en compression dans le sens des mèches, la caractérisation est
difficile. Pour le cas des renforts épais dont l’épaisseur est suffisante, des essais de compres-
sion dans le sens des mèches peuvent être envisagés. L’éprouvette de renfort tissé placée
sur sa tranche (voir section 1.3.3.3) va pouvoir être sollicitée en compression. Dans les cas
où le renfort est 2.5D mais non suffisamment épais, on va simplement utiliser la rigidité
initiale en tension dans le sens des mèches en tant que rigidité de compression sens mèche,
voir tableau 2.2.

Tandis que si un essai de compression sens mèche est utilisé, les paramètres en com-
pression sont donnés tableau 2.3 pour une identification globale. Les courbes numérique
et expérimentale sont données figure 2.20. La caractérisation expérimentale en compres-
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Approche continue hyperélastique du comportement des renforts épais

k1 k2 k3 k4 k5 k6 I−0
welong1 8.692e0 -5.056e2 1.073e5 -2.687e6 0 0 -1.950e-2
welong2 8.692e0 -5.056e2 1.073e5 -2.687e6 0 0 -1.950e-2

k1 k7 k8 k9 k10 k11 I+0
welong1 8.692e0 4.816e3 -1.002e6 8.275e7 -2.419e9 2.442e10 3,381e-2
welong2 8.692e0 4.816e3 -1.002e6 8.275e7 -2.419e9 2.442e10 3,381e-2

Tableau 2.3 – Paramètres des potentiels du comportement sens mèche (en MPa) identifiés
simultanément sur des essais de compression et traction

sion a été réalisée sur une éprouvette de 50 mm x 50 mm.

−2 −1 0 1 2 3 4
−500

0

500

1000

1500

2000

2500

3000

3500

4000

4500

Déformation de Hencky (en %)

E
ffo

rt
 (

en
 N

)

 

 

Expérimental
Numérique

Figure 2.20 – Identification numérique du comportement global sens mèche : tension et
compression

Pour comparaison, le figure 2.21 illustre la différence entre une courbe numérique
obtenue par extension à la compression de la raideur initiale en tension (tableau 2.2) et
une courbe directement identifiée sur un essai de compression macroscopique sens mèche
(tableau 2.3).
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2. Simulation macroscopique des renforts tissés épais
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Figure 2.21 – Identification en compression sens mèches du comportement : numérique
et expérimental

2.2.2.7 Identification en compression dans le sens transverse

Pour les sollicitations dans le sens transverse, seule la compression transverse est ca-
ractérisable. Aucun essai n’a été imaginé pour la traction dans cette direction. Sa mise
en place est difficile et l’enrichissement de la modélisation serait faible étant donné le
peu d’influence qu’a cette rigidité sur le résultat final. Pour cette raison on utilise un po-
tentiel symétrisé. Pour le tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff 2 dans la direction
transverse :

Scomp =2
∂wcomp

∂C
= 2

∂wcomp

∂Icomp

∂Icomp

∂C

=

[
C−1− 1

I41
(
1− I2

cp
)M11−

1
I42
(
1− I2

cp
)M22

+
Icp√

I41I42
(
1− I2

cp
) (M1⊗M2 +M2⊗M1)

]
∂wcomp

∂Icomp
(2.69)

Les paramètres en compression sont donnés tableau 2.4. Les courbes numérique et
expérimentale sont données figure 2.22. La caractérisation expérimentale a été réalisée
sur une éprouvette de 50 mm x 50 mm.
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Approche continue hyperélastique du comportement des renforts épais

k1 k2 k3 k4 k5 k6 I0
wcomp 6,023e-2 1,397e-3 7,458e-1 -1,825e0 2,554e0 -6,245e-1 6,673e-1

Tableau 2.4 – Paramètres du potentiel en compression transverse (en MPa)

−70 −60 −50 −40 −30 −20 −10 0
−4000

−3500

−3000

−2500

−2000

−1500

−1000

−500

0

Déformation de Hencky (en %)

E
ffo

rt
 (

en
 N

)

 

 

Expérimental
Numérique

Figure 2.22 – Identification numérique en compression transverse du comportement

2.2.2.8 Identification en cisaillement dans le plan

Pour les sollicitations en cisaillement dans le plan, le comportement est le même si
l’invariant de cisaillement est négatif ou positif. Pour cette raison on utilise un potentiel
symétrisé. Pour le tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff 2 issu du cisaillement plan :

Scp =2
∂wcp

∂C
= 2

∂wcp

∂Icp

∂Icp

∂C

=

[
1√

I41I42
(M1⊗M2 +M2⊗M1)−

Icp

I41
M11−

Icp

I42
M22

]
∂wcp

∂Icp
(2.70)

Les paramètres en cisaillement plan sont donnés tableau 2.5. Les courbes numérique
et expérimentale sont données figure 2.23. La caractérisation expérimentale a été réalisée
grâce à un bias extension test sur une éprouvette de 100 mm x 300 mm.

L’identification du comportement en cisaillement à partir d’un essai de traction de
biais n’est pas immédiate. Il faut dans un premier temps dépouiller les résultats de ma-

k1 k2 k3 k4 k5 k6 I0
wcp 1,099e-1 -4,389e-1 1,342e-1 6,329e0 -1,763e1 1,529e1 7,165e-1

Tableau 2.5 – Paramètres du potentiel en cisaillement plan (en MPa)
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2. Simulation macroscopique des renforts tissés épais
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Figure 2.23 – Identification numérique en cisaillement plan du comportement

nière à les exprimer en fonction de variables homogénéisées et comparables, comme ex-
pliqué section 1.3.3.6. Une expression du couple surfacique Cs en fonction de l’angle de
cisaillement est obtenue. On pourrait alors identifier la densité d’énergie de déformation
en cisaillement plan directement en supposant qu’elle était la source unique de l’énergie
de déformation totale. L’égalité suivante peut être écrite :∫

Ω0

wcp dΩ =
∫

S0

CsγdS (2.71)

avec Ω0 le volume initial de la zone cisaillée, S0 son aire initiale et γ l’angle de cisaillement.
Soit la relation suivante :

wcp =
Csγ

h0
(2.72)

où h0 est la hauteur initiale de la zone cisaillée. Ainsi wcp est directement identifiable.
Mais, en réalité, la simulation d’un bias extension test ne fait pas intervenir uniquement
des composantes en cisaillement et l’utilisation d’une énergie identifiée grâce à l’équation
2.72 donne des efforts numériques plus importants que ceux relevés expérimentalement.
La cinétique propre à cet essai n’est obtenue que grâce à la mise en compétition des rai-
deurs en cisaillement plan et en tension. C’est la très forte raideur des mèches qui va
imposer l’apparition des zones caractéristiques. Par conséquent, une partie de l’énergie de
déformation finale provient de la tension dans les mèches. Bien que la déformation des
mèches induite soit très faible, leur forte rigidité génère une énergie qui représente une
part non négligeable de l’énergie totale de déformation. Une identification inverse entre
simulation et expérience doit être réalisée. Pour cela, l’algorithme de levenberg-Marquardt
est utilisé [SCH 92] pour faire coïncider résultats numériques et expérimentaux. L’énergie
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Approche continue hyperélastique du comportement des renforts épais

k1 k2 k3 k4 k5 k6 I0
wct1 2,437e-2 -2,417e-1 1,507e0 -5,055e0 8,611e0 -5,821e0 3,7e-1
wct2 1,614e-2 -8,932e-2 3,415e-1 -6,771e-1 6,752e-1 -2,622e-1 6,860e-1

Tableau 2.6 – Paramètres des potentiels en cisaillement transverse (en MPa)

obtenue grâce à 2.72 est prise comme point de départ de l’optimisation.

2.2.2.9 Identification en cisaillement transverse

Pour les sollicitations en cisaillement transverse, le comportement est le même si l’in-
variant de cisaillement est négatif ou positif. Pour cette raison on utilise un potentiel
symétrisé. Pour le tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff 2 issu du cisaillement trans-
verse dans le sens chaine (i = 1) et trame (i = 2) :

Scti =2
∂wcti

∂C
= 2

∂wcti

∂Icti

∂Icti

∂C

=

[
1√

I4iI43
(Mi⊗M3 +M3⊗Mi)−

Icti

I4i
Mii−

Icti

I43
M33

]
∂wcti

∂Icti
(2.73)

Les paramètres en cisaillement transverse sont donnés tableau 2.6. Les courbes numé-
rique et expérimentale sont données figures 2.24. La caractérisation expérimentale a été
réalisée sur des éprouvettes de 50 mm x 50 mm.

Comme évoqué précédemment section 1.3.3.7, on observe l’apparition d’un foisonne-
ment en cisaillement transverse : le renfort s’épaissit au fur et à mesure que le cisaillement
transverse augmente. Une approche d’un nouvel invariant de compression qui serait dé-
pendant de l’invariant de cisaillement transverse a été initiée annexe B.
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Figure 2.24 – Identification numérique en cisaillement transverse du comportement
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Approche continue hyperélastique du comportement des renforts épais

2.2.2.10 Détermination du tenseur des rigidités tangentes

Dans l’optique de mettre en place une technique d’optimisation du pas de temps dans
le code de calcul ou pour utiliser certaines formulations éléments finis (voir chapitre 3),
le calcul de la matrice tangente est nécessaire. Dans le cas de l’optimisation du pas de
temps, connaitre la rigidité instantanée d’un élément fini permet d’accéder directement
au pas de temps critique qui influencera la rapidité de résolution d’un schéma explicite.
Dans le cas d’une résolution implicite, le calcul de la matrice tangente est nécessaire pour
la convergence de l’algorithme de résolution, du type Newton-Raphson par exemple. La
matrice matérielle tangente de notre loi hyperélastique se calcule de la manière suivante :

C SE = ∑
i

C SE
i (2.74)

où les C SE
i sont les composantes de la matrice de rigidité associées à chaque mode de

déformation, et donc à chaque invariant physique.

C SE
i =

∂2wi (Ii)

∂E∂E
=

∂

∂E

(
∂wi (Ii)

∂E

)
= 2

∂

∂C

(
2

∂wi (Ii)

∂C

)
= 4

∂2wi (Ii)

∂C∂C
(2.75)

où chaque énergie élastique de déformation wi est associée à l’invariant physique Ii. La
première dérivée de l’énergie par rapport au tenseur de Cauchy-Green droit prend la
forme :

∂wi (Ii)

∂C
=

∂wi (Ii)

∂Ii

∂Ii

∂C
(2.76)

Et pour la seconde dérivée de l’énergie par rapport à Cauchy-Green droit :

∂

∂C

(
∂wi (Ii)

∂C

)
=

∂2wi (Ii)

∂I2
i

(
∂Ii

∂C
⊗ ∂Ii

∂C

)
+

∂wi (Ii)

∂Ii

∂

∂C

(
∂Ii

∂C

)
(2.77)

En utilisant l’équation 2.77 dans 2.75, on obtient la forme générale de la contribution
de chaque sollicitation à la matrice tangente :

C SE
i = 4

[
∂2wi (Ii)

∂I2
i

(
∂Ii

∂C
⊗ ∂Ii

∂C

)
+

∂wi (Ii)

∂Ii

∂

∂C

(
∂Ii

∂C

)]
(2.78)

Afin de simplifier l’écriture des résultats, on identifiera les composantes de la matrice
tangente associées à chaque contribution énergétique sous la forme suivante :

C SE
i = 4 [aiAi +biBi] (2.79)

où ai et bi sont des scalaires liés à la seconde et première dérivée du potentiel en question
par rapport à l’invariant associé, etAi etBi les composantes tensorielles qui leur sont liées.
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2. Simulation macroscopique des renforts tissés épais

Les composantes tensorielles des matrices matérielles tangentes sont détaillées annexe C.
Les scalaires sont liés à la forme du potentiel est sont détaillés section 2.2.2.4.

2.2.3 Hyperélasticité et cadre mathématique rigoureux
Trouver une solution à un problème à conditions limites en élasticité non linéaire dé-

pend de la question suivante : existe-t-il un état de déformation qui minimise localement
ou globalement l’énergie élastique totale d’un corps ? Cette question peut être répondue
positivement si l’énergie de déformation du corps respecte certaines conditions :

— L’énergie de déformation du corps est quasi convexe ;
— L’énergie satisfait des conditions de continuité et d’expansion. Cette dernière étant

appelée condition de coercivité, elle signifie que la fonction tend vers l’infini aux
bords de l’intervalle sur lequel elle est définie.

En ce qui concerne la quasi-convexité, la condition est écrite sous la forme d’une in-
égalité entre intégrales, rendant la condition assez difficile à démontrer. Ainsi, une condi-
tion plus forte appelée polyconvexité a été introduite par Ball [BAL 77]. Cette notion est
plus simple à manipuler et a permis de montrer la polyconvexité de plusieurs modèles hy-
perélastiques classiques : Ogden, Mooney-Rivlin et néo-hookéen. La vérification de cette
polyconvexité pour des énergies de déformation anisotropiques est bien plus complexe.
A la place, des fonctions a priori polyconvexes sont utilisées pour construire de nouvelles
formes d’énergie de déformation. Ceci a été utilisé pour créer des énergies de déformation
isotropes transverse et orthotropes [SCH 03]. Cependant les potentiels ne respectaient
pas une condition importante afin de faire le lien avec la physique : un état au repos
libre de contrainte. Ainsi une combinaison des fonctions était nécessaire pour coller à la
physique. A partir de ces résultats, une famille d’énergies de déformation orthotropes et
isotropes transverses polyconvexes a été proposée [ITS 04]. Les énergies résultantes sont
libres de contraintes au repos et, condition qui n’a pas été évoquée jusqu’à présent, sont
coercives.

Ces conditions d’existence n’ont pas été vérifiées pour la loi que nous utiliserons, ren-
dant sa justification mathématique incertaine. Il serait nécessaire :

— De vérifier la polyconvexité de la forme globale de l’énergie de déformation. Celle-
ci est définie comme la somme de l’énergie produite par chaque type de déforma-
tion :

w = welong1 +welong2 +wcomp +wcp +wct1 +wct2 (2.80)
Si chaque composante wi de l’énergie totale de déformation w est convexe, alors
w est polyconvexe. Il est donc suffisant d’assurer la convexité de chaque fonc-
tion wi (Ii) par rapport au gradient de transformation. La convexité de la densité
d’énergie wi par rapport à l’invariant physique associé est réalisée par construc-
tion. Il est alors nécessaire de vérifier la convexité de chaque invariant physique
du tenseur de Cauchy-Green droit C. Il apparait, de manière fortuite, que les in-
variants de Cauchy-Green droit qui ont été choisis pour construire nos invariants
physiques (I3, I4i et I4i j) sont des fonctions convexes de F (voir [SCH 03] pour
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Approche continue hyperélastique du comportement des renforts épais

les détails). De ce point de vue là, la condition est respectée. Cependant, les in-
variants physiques sont des compositions des invariants de Cauchy-Green droit et
leur convexité par rapport à F doit être prouvée. L’invariant physique d’élonga-
tion, par exemple, n’est pas nécessairement une fonction convexe du gradient de la
transformation. La condition de polyconvexité n’est donc pas assurée, tout comme
la convergence. Une étude devrait être menée pour chaque invariant physique afin
de se rendre compte de leur validité ou non. Les calculs sont cependant complexes
et l’interprétation directe des résultats aussi. L’utilisation d’invariants physiques au
lieu des invariants réels de Cauchy-Green droit possède ses inconvénients et ses
avantages. D’un côté, la visualisation des sollicitations associées à chaque invariant
physique est plus aisée et l’identification de l’énergie facilitée par le découplage.
Par contre, la justification mathématique de la polyconvexité peut échouer et la
minimisation de l’énergie de déformation n’est pas assurée ;

— De vérifier la coercivité de l’énergie de déformation totale. C’est une condition sur
l’expansion de la fonction aux bords de l’intervalle qui permet, de concert avec la
polyconvexité, de justifier de l’existence d’un minimiseur global de l’énergie élas-
tique de déformation. Cette condition, suivant les premiers développements de
[BAL 77], a été reformulée par [MÜL 94] : il existe c0 > 0, p≥ 1, q≥ 3

4 et c1 tels
que :

w(C)≥ c0
(
Ip
1 + Iq

2
)
− c1,∀C ∈ Sym+ (2.81)

où Sym+ est l’ensemble des tenseurs du second ordre avec un déterminant positif.
Cette définition n’est donnée ici qu’à titre d’indication car la justification mathé-
matique de la coercivité demande des calculs complexes en dehors de notre champ
de compétences ;

— De vérifier que l’énergie est libre de contraintes dans un état de repos. Les invariants
physiques et l’énergie de déformation qui en découle ont été créés dans ce sens,
cette condition est donc remplie a priori.

Finalement, la modélisation développée, bien que simple dans sa construction, ne sa-
tisfaisait pas forcément toutes les conditions nécessaires à sa justification mathématique.
Ainsi, l’existence d’une déformation permettant de minimiser l’énergie élastique de dé-
formation n’est pas assurée, rendant la convergence incertaine. Cependant, les efforts
concernant l’identification d’une énergie de déformation convexe par rapport aux inva-
riants physiques ont permis l’obtention d’une bonne robustesse de la loi de comportement.
Peu, voire pas, de situations de non convergence imputables à une mauvaise définition ri-
goureuse de la loi hyperélastique ont été rencontrées. En l’absence de cette justification,
il est toutefois possible que certaines combinaisons de modes de déformation provoquent
des instabilités matérielles.
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2. Simulation macroscopique des renforts tissés épais

2.3 Approche semi-discrète hyperélastique du comporte-
ment des renforts épais

Comme évoqué section 2.1.3, il est possible de simuler macroscopiquement le com-
portement de renforts tissés épais de composite par des méthodes dites semi-discrètes.
L’approche est lagrangienne, signifiant qu’il n’y a pas de transfert de matière, et scinde en
deux parties les différentes contributions à l’énergie de déformation interne de l’élément.
Une partie discrète assure la simulation du comportement des mèches en élongation tan-
dis que la partie continue assure la modélisation des autres contributions (cisaillements,
compression transverse, frottements et réorganisation de mèches). La contribution dis-
crète est dite de premier ordre, car représentant les fortes rigidités en traction des mèches,
tandis que la partie continue est dite de second ordre.

Le travail présenté par ce manuscrit a été principalement réalisé avec une approche
continue, mais certains développements ont été effectués pour un élément semi-discret.
Nous allons donc détailler rapidement la formulation de l’élément proposé par de Luycker
[LUY 09a] puis enrichi par Orliac [ORL 12] en se basant sur les travaux d’hyperélasticité
de Charmetant [CHA 12].

Ces éléments sont des briques à huit nœuds à interpolation trilinéaire. Les mèches
traversent les éléments et une même mèche ne peut apparaitre que dans un seul élément,
comme figure 2.25. L’interpolation est lagrangienne, ce qui signifie que chaque mèche est
fixée cinématiquement et matériellement à l’élément qui la contient. Cela implique une
absence de glissements entre les mèches. Cette hypothèse forte est observée expérimenta-
lement et est à la base de la construction de l’élément. Si des grands mouvements relatifs
entre les mèches étaient mis en lumière, des méthodes eulérienne ou ALE devraient être
mise en place. Les mèches ne doivent pas être considérées comme l’insertion d’éléments
discrets dans un maillage d’éléments finis volumiques. Telles qu’elles apparaissent figure
2.25, elles ne sont que la visualisation de l’orientation de la contribution en tension et
permettent d’observer plus facilement les directions fortes d’anisotropie.

Figure 2.25 – Élément semi-discret avec ses mèches

Dans le cadre du principe des travaux virtuels, le travail des forces internes de tension
dû à la partie discrète et le travail dû aux autres contributions sont dissociés :
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Approche semi-discrète hyperélastique du comportement des renforts épais

δWint = δW SD
int +δWCont

int (2.82)

avec W SD
int le travail des forces internes de tension et WCont

int le travail des autres contri-
butions. Le travail des autres contributions est calculé avec la loi hyperélastique macro-
scopique détaillée section 2.2. La seule différence est que les contributions énergiques en
tension des mèches ne sont plus nécessaires, étant maintenant remplacées par la partie
discrète. WCont

int est donc calculé de la manière suivante :

WCont
int =

∫
Ω0

wdΩ (2.83)

où w est la densité d’énergie de déformation calculée en se basant sur l’équation 2.43 :

w = wcomp (Icomp)+wcp (Icp)+wct1 (Ict1)+wct2 (Ict2) (2.84)

Il reste à calculer la contribution de la partie discrète. Pour ce faire, il existe plusieurs
manières d’exprimer le travail virtuel, que l’on se place dans la configuration matérielle ou
eulérienne. Le travail virtuel interne peut être écrit comme suit [BAS 00] :

δWint =
∫

Ω

σ : εdΩ (2.85)

La tension et la déformation dans les mèches doivent maintenant être exprimées. Soit
une mèche m, notons hm le vecteur normé tangent à cette mèche dans le repère eulérien
etHm le vecteur normé tangent dans le repère matériel. La déformation de la mèche peut
alors être calculée dans ces deux configurations :

Em =Hm ·E ·Hm (2.86)
εm = hm ·ε ·hm (2.87)

avec Em les déformations exprimées dans le repère matériel et εm les déformations dans le
repère eulérien. Pour en revenir au travail virtuel, étant donnée l’unique direction privilé-
giée, il s’exprime pour chaque mèche présente dans l’élément, en s’appuyant sur 2.85 :

δW m
int =

∫
lm

Tmεm dl (2.88)

avec lm la longueur courante de la mèche et Tm la tension dans une mèche. Soit pour un
élément à N mèches :

δW SD
int =

N

∑
m=1

δW m
int =

N

∑
m=1

∫
lm

Tmem dl (2.89)
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2. Simulation macroscopique des renforts tissés épais

Afin de simplifier la notation pour l’expression des déformations de la mèche en no-
tation de Voigt, l’équation 2.87 est reformulée :

εm = hm ·ε ·hm

= hi
m ·εi j ·h j

m

= hmε (2.90)

où ε est écrit grâce aux notations de Voigt usuelles, et :

hm =



h1
mh

1
m

h2
mh

2
m

h3
mh

3
m

h1
mh

2
m

h2
mh

3
m

h3
mh

1
m


(2.91)

On peut alors obtenir les forces internes de tension dues aux mèches dans un élément
semi-discret :

FSD
int =

N

∑
m=1

∫
lm

hT
mTm dl (2.92)

La relation entre la tension Tm dans la mèche et les déformations dans le repère maté-
riel Em est exprimée par choix :

Tm = R Em (2.93)

avec R la rigidité bipoint de la mèche mesurée expérimentalement. R relie les efforts sur
la géométrie courante aux déformations exprimées dans la configuration initiale. Cette
rigidité peut être prise constante où variable, en fonction du comportement voulu pour
la mèche. Cela permet notamment de considérer le comportement des mèches de deux
façons suivant l’embuvage. Si le comportement des mèches en traction est généralement
considéré comme linéaire, celui des tissés, lui, est non linéaire à la fois par son embuvage
et par le comportement transverse rigidifiant des mèches [BUE 98, BOI 01, BAD 08a].
Pour prendre en compte ceci dans notre modèle, deux approches sont envisagées, figure
2.26 :

— Une première méthode est d’utiliser un maillage de mèches ondulées. Dans ce cas,
le comportement des mèches est pris linéaire en fonction de la déformation de
Hencky, figure 2.26b, et R est constant ;

— Une autre solution utilisable dans des structures trop complexes pour être maillées
finement, est d’introduire dans notre maillage des mèches droites, mais possédant
un comportement non linéaire (plus souple au départ), figure 2.26c, et R est non
linéaire.
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Approche semi-discrète hyperélastique du comportement des renforts épais

(a) Discrétisation d’une mèche embuvée structu-
rellement (bleue) ou numériquement (rouge)

(b) Embuvage structurel (c) Embuvage numérique

Figure 2.26 – Approche semi-discrète de la modélisation des mèches
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2. Simulation macroscopique des renforts tissés épais

2.4 Outil numérique de simulation : Plast4
Le code éléments finis Plast4, initié par M. Brunet, H. Walter et L. Baillet, est déve-

loppé au LaMCoS depuis une quinzaine d’années sous des formes diverses. Ce code utilise
un schéma temporel en dynamique explicite et est, à l’origine, destiné à la simulation des
matériaux fragiles avec fissuration et à la simulation d’impacts. Il a ensuite été étendu à la
simulation de la mise en forme des renforts composites 2D par N. Hamila, sous le nom de
PLASFIB, puis sous le nom Plast4 par E. de Luycker pour la simulation de renforts 3D.
Plast4 est une version tridimensionnelle contenant des éléments déformables volumiques
et rigides surfaciques pour la modélisation de la mise en forme des renforts tissés épais.

Le schéma utilisé dans le code est en dynamique explicite. Ce type de schéma permet
une résolution conditionnelle pas à pas d’un problème de dynamique. L’équation de la
dynamique, valable à tout instant, s’écrit sous la forme :

Mdynü+Cdynu̇+Fint = Fext (2.94)

avec

Mdyn la matrice de masse
Cdyn la matrice d’amortissement
Fint le vecteur des forces internes
Fext le vecteur des forces extérieures
u le vecteur des déplacements nodaux

Afin de résoudre cette équation à l’aide d’un schéma d’intégration temporelle, le temps
est d’abord discrétisé en incréments, ou pas de temps. L’équation de la dynamique 2.94
devient :

Mdynüi +Cdynu̇i +Fi
int = Fi

ext (2.95)

Le schéma d’intégration temporelle va définir la façon dont sont approximés les dé-
placements, vitesses et accélérations d’un incrément à l’autre. La famille de schéma de
résolution la plus répandue est celle de Newmark généralisée [NEW 59]. Celui utilisé ici
est dit Newmark β2 et correspond à un développement en série de Taylor à l’ordre 2 des
déplacements, tronqués au jerk, avec coefficients de pondération β et γ :

ui+1 = ui +∆tu̇i +
1
2

∆t2üi +β
1
2

∆t2 (üi+1− üi)
u̇i+1 = u̇i +∆tüi + γ∆t

(
üi+1− üi) (2.96)

On peut alors écrire deux jeux de termes, dits de prédiction :
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ŭi+1 = ui +∆tu̇i +
1
2

∆t2 (1−β) üi

˙̆ui+1 = u̇i +∆t (1− γ) üi
(2.97)

et de correction :

ui+1 = ŭi+1 +β
1
2

∆t2üi+1

u̇i+1 = ˙̆ui+1 + γ∆tüi+1
(2.98)

L’objectif est maintenant de trouver l’accélération au nouveau pas de temps en insérant
2.98 dans 2.95 :

üi+1 =−A−1
(

Fi+1
ext +Cdyn ˙̆ui+1 +Kdynŭi+1

)
(2.99)

où :

A = Mdyn + γ∆tCdyn +
1
2

β∆t2Kdyn (2.100)

et Kdyn la rigidité tangente. Après des manipulations utilisant les équations 2.97 et 2.98,
les déplacements au pas de temps suivant sont obtenus. Les paramètres γ et β de l’algo-
rithme permettent d’obtenir différents schémas d’intégration, adaptés au problème donné.
La stabilité du schéma en est directement influencée. Deux types de résolution sont alors
possibles. La résolution explicite permet de connaitre le déplacement à l’incrément suivant
uniquement à l’aide du déplacement, de la vitesse et de l’accélération au pas précédent. A
l’inverse, lorsque ce n’est pas possible, la résolution est dite implicite. Ces derniers sont
généralement stables pour de grand pas de temps et assurent par construction la conver-
gence de l’équation de la dynamique. Les schémas explicites sont eux conditionnelle-
ment stables. Leur stabilisation implique l’utilisation de petits pas de temps dépendant
du maillage et du matériau utilisés. Par contre, l’absence de vérification de la convergence
permet de résoudre plus facilement les problèmes non linéaires (géométriques, matériels
ou de contact). Le schéma utilisé dans Plast4 est explicite et le couple γ = 1/2 et β = 0
est utilisé. On remarque alors que la matrice des rigidités, équation 2.100, n’a plus be-
soin d’être inversée car effacée par la valeur de β. En dynamique explicite, les matrices
des masses et d’amortissement sont prises diagonales. L’inversion de ces matrices est alors
extrêmement simplifiée. Une méthode de condensation de matrice de masse est utilisée
(mass lumping, [ZIE 05]). La condensation de la matrice est faite en sommant sur la
diagonale les termes d’une même ligne :

M̃ii = ∑
j

Mi j (2.101)

Cette méthode utilisant une approximation diagonale M̃dyn à la place de la matrice de
masse Mdyn permet d’accélérer le calcul, tout en étant raisonnable puisque globalement
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2. Simulation macroscopique des renforts tissés épais

Mi j 6= 0 est en faible nombre pour chaque ligne i et est associé à des degrés de libertés
proches géométriquement [BON 08]. La perte de précision est largement compensée par
le gain en temps de calcul. En sus, la matrice d’amortissement est calculée en fonction
de la matrice de masse en utilisant un cas spécial de l’amortissement de Rayleigh, tel que
Cdyn = αMdyn.

En mécanique de la mise en forme, nous devons traiter avec de fortes non-linéarités.
Des non-linéarités géométriques tout d’abord, qui proviennent des grandes transforma-
tions et des flambements (tels que des plis) qui peuvent apparaître lors de mises en formes.
Des non-linéarités matérielles ensuite, que ce soit en termes de plasticité, de frottements
ou simplement de comportement mécanique. Des non-linéarités de contact enfin, car des
moules rigides viennent mettre en place le renfort lors de la mise en forme. Ces non-
linéarités, conduisant à des matrices de comportement qui évoluent au cours du temps
et qui peuvent éventuellement être singulières (dans le cas du flambement par exemple),
rendent les schémas explicites de résolution en temps particulièrement adaptés aux pro-
blèmes de mise en forme [HUG 83, CRI 97, BOI 07]. Ce type de schéma étant, par
contre, conditionnellement stable, il conviendra de vérifier que la condition de Courant-
Friedrichs-Lewy est bien vérifiée : c’est-à-dire que le pas de temps utilisé pour la simula-
tion reste bien inférieur à un pas de temps critique qui sera évalué à partir du temps mis
par une onde élastique pour traverser le plus petit élément du maillage [BEL 00].

Les simulations réalisées en mise en forme des renforts fibreux supposent l’absence
d’effets inertiels. Par conséquent la résolution des problèmes numériques en dynamique
implique l’utilisation d’une vitesse réduite. Les calculs seront tous réalisés en quasi-
statique.

L’ensemble des formulations décrites dans la suite de cette thèse ont été implémentées
dans Plast4. Les résultats de simulation détaillés ont été obtenus avec ce code, puis post-
traités avec le logiciel Paraview.

2.5 Bilan du chapitre 2
Un état de l’art de la simulation de la mise en forme des renforts tissés a été présenté

à travers les trois échelles classiques des matériaux composites : microscopique, mésosco-
pique et macroscopique. A l’échelle macroscopique, celle choisie, la plupart des modéli-
sations existantes sont associées à des lois matériau hypoélastiques. Ces lois comportent
plusieurs inconvénients : le suivi objectif de plusieurs directions d’anisotropie est difficile,
l’identification est compliquée par la non-connaissance fine des énergies mise en jeu, et le
comportement final n’est pas indépendant de l’historique des déformations.

Pour ces raisons une loi de comportement hyperélastique basée sur des invariants phy-
siques de la transformation a été choisie. Ces invariants représentent les modes de dé-
formations principaux des renforts tissés épais : l’élongation dans les directions chaine
et trame, la compression transverse, le cisaillement plan et les cisaillements transverses
dans les directions chaine et trame. Un découplage de ces modes est supposé, facilitant
l’identification expérimentale du comportement global. Une forme d’énergie polyvalente,
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respectant au mieux le cadre mathématique propre aux lois hyperélastiques, a été utilisée
afin d’identifier les paramètres numériques nécessaires à la simulation. Tous les paramètres
nécessaires à la réalisation d’une modélisation macroscopique continue du comportement
des tissés épais ont été fournis.

En plus de l’approche continue, le formalisme de la formulation élément fini d’un
élément semi-discret a été détaillé. Dans cet élément, les rigidités de tension sont prise
en compte par une modélisation discrète tandis que les autres rigidités, dites secondaires
car plus faibles, sont modélisées par l’intermédiaire d’un élément fini continu classique.
Parties discrète et continue sont assemblées dans un élément fini lagrangien. Cette mo-
délisation permet une représentation locale du tissage tout en utilisant une approche ma-
croscopique de modélisation.

Finalement, le code élément fini Plast4 dans lequel sont implantées les formulations
développées est présenté. Ce code en dynamique explicite, utilisé en quasi-statique, per-
met de contrôler tous les aspects de la résolution numérique. L’utilisateur a accès à toutes
les composantes du solveur, autorisant l’implémentation d’un large éventail de méthodes
numériques.

Maintenant que tous les éléments nécessaires à la simulation de la mise en forme des
renforts tissés épais sont disponibles, la qualité des résultats obtenus peut être analysée.
Des problèmes numériques liés à la forte anisotropie et au comportement spécifique des
renforts tissés épais sont alors mis en évidence : le verrouillage numérique, l’instabilité en
flexion et l’absence de rigidité locale en flexion. Les chapitres suivants ont pour objectif
de les mettre en évidence et de proposer des solutions visant à les supprimer.
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Chapitre 3

Analyse et correction du verrouillage en
tension

La simulation numérique du comportement macroscopique des renforts tis-
sés a montré l’existence d’un verrouillage dû aux contraintes de quasi-
inextensibilité directionnelles, celles des mèches. Ce phénomène est lié aux
orientations des mèches dans les éléments et aux ratios entre les différentes ri-
gidités des renforts tissés épais. La mise en évidence du problème est détaillée
ainsi que les solutions existantes. Une nouvelle solution basée sur une formu-
lation enhanced assumed strain, indépendante des directions d’anisotropie,
est détaillée et appliquée à des éléments volumiques hexaédriques classique et
semi-discret. Des simulations mettant en avant ce verrouillage sont réalisées
afin de quantifier la qualité de la formulation proposée.
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Intra-ply shear locking ou Tension locking

3.1 Intra-ply shear locking ou Tension locking

3.1.1 Mise en évidence du tension locking
Les renforts secs des matériaux composites sont faits du tissage ou tressage de conglo-

mérats de fibres continues de très grande rigidité. Aucune liaison autre que les entre-
lacements dus au procédé de tissage ne vient maintenir les mèches en place dans la
structure. Ils n’apparaissent alors pas comme des matériaux mésoscopiquement conti-
nus mais sont traités comme tels macroscopiquement par hypothèse. Le tissage leur
confère une grande liberté de déformation en cisaillement plan ou transverse qui auto-
rise le drapage sur des formes complexes, allant jusqu’à la double courbure. La dualité
entre une résistance très forte en l’élongation et une grande malléabilité en cisaillement
les rend fortement anisotropiques. Lors de simulations utilisant des lois matériaux adap-
tées à leur comportement, l’influence du maillage du renfort a pu être mise en évidence
[YU 06, THI 08, HAM 13b], bien que le lien entre inextensibilité des mèches et ver-
rouillage ait été relevé auparavant [SIM 93a]. Il a alors été montré que des simulations
éléments finis avec des éléments briques (ou quadrangles) classiques à intégration com-
plète et interpolation linéaire dont les directions fortes d’anisotropie ne sont pas orientées
selon les côtés des éléments donnent des solutions trop rigides. Un phénomène numé-
rique de verrouillage est mis en évidence : on parle de Tension Locking ou Intra-ply shear
locking. Ce comportement a notamment été analysé par des simulations de traction de
biais. Si l’échantillon étudié est maillé avec des éléments rectangulaires dont les côtés sont
orientés selon la largeur et la longueur de la préforme (figure 3.1a), ce qui est le maillage
le plus naturel, l’effort nécessaire à la déformation numérique est beaucoup plus élevé que
l’effort machine relevé. Au contraire, un maillage orienté à±45◦ par rapport à la direction
de traction (figure 3.1b) donnera l’effort recherché. La figure 3.2 illustre qualitativement
et quantitativement la problématique pour la traction de biais numérique. Bien que le
problème puisse être contourné dans ce cas précis, ce n’est pas toujours le cas : lors de
l’utilisation de renforts à la forme complexe et lors de l’orientation aléatoire de mèches
à l’intérieur des éléments [LUY 09a]. Bien que des solutions aient été proposées (voir
3.1.3), il n’existe pour l’instant pas d’élément fini adapté aux grandes transformations ca-
pable de retranscrire le champ de déformation correct de l’élément pour une orientation
aléatoire des directions fortes d’anisotropie des renforts composites.

3.1.2 Le verrouillage en tension
Les phénomènes de verrouillage sont de première importance dans les analyses élé-

ments finis. Dans des cas particuliers, bien que le calcul converge et donne une solution,
celle-ci n’est pas conforme au résultat attendu suite au calcul analytique. C’est alors à l’uti-
lisateur de vérifier et sélectionner la formulation élément fini adaptée au cas qu’il désire
traiter. Plusieurs types de verrouillages, plus courants que celui abordé ici, ont été ample-
ment étudiés.

Le verrouillage volumétrique est dû à l’incapacité des éléments à intégration complète
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3. Analyse et correction du verrouillage en tension

(a) (b)

Figure 3.1 – Maillage d’une éprouvette de traction de biais à 0/90◦ (a) et à ±45◦ (b)

Figure 3.2 – Forces de traction pour des simulations élément fini dont le maillage est
aligné ou non avec les fibres [YU 06]
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Intra-ply shear locking ou Tension locking

à reproduire un champ de déformation isochore en tous points pour un champ de dé-
placement qui conserve le volume. Dans le cas de lois de comportement incompressible
ou quasi incompressible, la dilatation non-nulle en tout point des modes hourglass, qui
sont un mode de déformation isochore, provoquera un raidissement du comportement
[NAG 74, HUG 80, BEL 86].

Le verrouillage en cisaillement plan apparait lors de sollicitations en flexion pure. Au-
cun cisaillement ne doit exister en tous points de l’élément. Cependant, le principal mode
de déformation est un mode hourglass. Le cisaillement donné par l’interpolation n’est
donc pas nul en tous points, faisant intervenir une résistance en cisaillement. On parle
alors de rigidité supplémentaire en cisaillement [BEL 86, BEL 90a].

Il existe aussi le transverse shear locking [HUG 81] pour les plaques et coques minces
sollicitées en flexion pure et le membrane locking [STO 82] dans le cas des coques courbées
sollicitées par des déformations en flexion [BEL 00]. Ceux-ci étant uniquement réservés
aux éléments de type plaque ou coque, ils ne seront pas abordés ici.

Pour en revenir au cas du tension locking, il est intéressant d’étudier un cas précis met-
tant en lumière ce phénomène de verrouillage. Prenons le cas du bias extension test, qui a
été amplement étudié. Comme cela a été montré par [YU 06], afin de réussir une simu-
lation, chaque élément doit être capable de se déformer suivant certains modes. La figure
3.3 montre les quatre modes composants la simulation. L’élément A, localisé dans la zone
III, doit reproduire une déformation de treillis uniforme. Dans l’élément B, à cheval sur
les zones I et II, et l’élément D, à cheval sur les zones II et III, les fibres selon une direc-
tion peuvent être courbées. L’élément C s’étend sur l’ensemble des zones de telle manière
que les fibres selon les deux directions subissent de la flexion.

A

B

C

D

A

B

C

D

A B

C D
I

III

II

Figure 3.3 – Modes de déformation pour certaines zones d’un essai de traction de biais
[YU 06]

Les modes de déformations B, C et D sont ceux qui vont poser problème. Modéliser le
bias extension test nécessite une continuité C 0 aux frontières entre domaines. Les éléments
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3. Analyse et correction du verrouillage en tension

finis à intégration complète sont au minimum C 1 dans leur domaine. Une rotation des
fibres à l’intérieur de l’élément, c’est à dire une discontinuité, n’est pas représentable. Le
seul moyen de faire apparaitre ces discontinuités est d’aligner les fibres avec les côtés des
éléments, le champ de déplacement étant C 0 entre eux. Ainsi, les flexions de mèches sont
possibles.

Dans les paragraphes suivant, une explication du verrouillage en tension à partir d’hy-
pothèses simplificatrices est donnée. On montrera la présence de déformations parasites
non constantes dans la direction des mèches, provoquant des élongations fibreuses numé-
riques non désirées.

Approximation du comportement élément fini par γ-projection

Quantitativement, la non-cohérence de ces modes de déformation peut aussi être re-
liée à une trop grande rigidité des modes de déformation hourglass due aux très larges
rigidités de tension par comparaison aux autres. Cette trop grande rigidité des modes
hourglass, générant un champ de déformation non constant dans l’élément, peut elle-
même être expliquée par l’existence de déformations parasites dans les directions des
mèches. L’évaluation des forces générées par ces déformations parasites conduira au ver-
rouillage. Afin de montrer les problèmes numériques soulevés par ces matériaux, la dé-
formation dans les directions des mèches (supposées quasi inextensibles) est développée
explicitement grâce à l’approximation des Q4 (quadrangle à quatre nœuds) proposée par
[BEL 86], repris par [KOH 87] puis [SIM 93b] entre autres. Pour cela, plusieurs hypo-
thèses simplificatrices seront faites ici :

— Des éléments surfaciques sont considérés. Cette hypothèse permet d’alléger les cal-
culs théoriques. Ceux-ci peuvent aussi être réalisés en volumique mais trois modes
hourglass supplémentaires apparaissent dans chaque direction, alourdissant les no-
tations. Pour le développement associé aux cas tridimensionnels, on s’appuiera par
exemple sur [BEL 93] ;

— Les perturbations sont supposées petites. Cette simplification est aussi faite dans
un souci de compréhension. L’extension des résultats aux cas non linéaires pourrait
être réalisée simplement en considérant une loi en taux et en travaillant avec les vi-
tesses en lieu des déplacements (voir [BEL 84]). Cependant, gardons en tête que
les lois en taux sont difficilement applicables à nos matériaux, à causes de néces-
saires différenciations des champs de tenseur appelées dérivées de Lie. Ces dérivées
complexes permettent de garantir le cumul objectif des contraintes. L’extension au
cas géométriquement non linéaire sera réalisée d’une manière différente, adaptée
aux lois en déplacement total, dans les sections 3.3, 3.4 et l’annexe E.

Afin de mettre en évidence le verrouillage en tension pour un élément, l’introduc-
tion de notions liées aux γ-projections est nécessaire. Les problématiques soulevées par
l’utilisation de lois élément fini classiques peuvent alors être abordées : les déformations
parasites dans la direction des mèches et l’énergie de déformation erronée qui en découle.

Les coordonnées x = x(X , t) dont les composantes matérielles sont x = (x1,x2,x3)
T

transforment les particules étiquetées X des coordonnées de la configuration C0 dans la
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Intra-ply shear locking ou Tension locking

configuration courante au temps t. Les déplacements totaux à partir de la configuration
de référence seront notés u. Dans le cas des éléments finis isoparamétriques les fonctions
de forme lagrangiennes sont les plus couramment utilisées :

xi =
4

∑
A=1

NA (ξ)xA
i avec NA =

1
4

(
1+ξ1ξ

A
1

)(
1+ξ2ξ

A
2

)
(3.1)

où ξξξ = (ξ1,ξ2)
T = (ξ,η)T sont les coordonnées isoparamétriques, les ξξξA =

(
ξA

1 ,ξ
A
2
)T

sont les vecteurs contenant les coordonnées des sommets du carré bi-unitaire 2 et xA
i est

la ième coordonnée du nœud A. En développant l’équation 3.1, on obtient une description
vectorielle des fonctions de forme composée d’une famille orthogonale de vecteurs :

N(ξ) =
1
4
(s+ξξξξ1 +ηξξξ2 +h(ξ)h) (3.2)

de telle manière que :

xi = N(ξ)xi avec xT
i =

(
x1

i ,x
2
i ,x

3
i ,x

4
i
)T (3.3)

où s est le vecteur de translation, les ξξξi sont les vecteurs sommets du carré biunitaire et h
est le vecteur hourglass :

s = (+1,+1,+1,+1)T

ξξξ1 = (−1,+1,+1,−1)T

ξξξ2 = (−1,−1,+1,+1)T

h = (+1,−1,+1,−1)T

(3.4)

Et h(ξ) la fonction Hourglass :

h = ξη (3.5)

Les quatre vecteurs donnés équation 3.4 forment une base sur laquelle peuvent être
projetés les champs de déplacement suivant chaque direction. L’ensemble des modes de
déformations d’un quadrangle peut alors être décomposé selon huit modes, dont la moitié
sont donnés figure 3.4. Les quatre autres modes peuvent être trouvés en transposant les
quatre premiers dans la direction verticale. De ces modes de déplacement, le dernier est
intéressant : c’est le seul où la déformation est non constante en tout point de l’élément.
Ce mode est appelé mode hourglass.

Afin de facilement découpler les composantes dues aux modes hourglass, le champ de
déplacement suivant pour l’élément isoparamétrique à quatre nœuds est utilisé :

ui =
(
∆T + xbT

x + ybT
y +hγγγ

T
)

ui (3.6)
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3. Analyse et correction du verrouillage en tension

a b c d

Figure 3.4 – Modes de déplacement de corps rigide (a), de dilatation (b), de cisaillement
(c) et hourglass (d) pour le quadrangle suivant la direction horizontale

où :

∆ =
1
4

[
t−
(

tTx
)

bx−
(

tTy
)

by

]
(3.7)

γγγ =
1
4

[
h−

(
hTx
)

bx−
(

hTy
)

by

]
(3.8)

tT = [+1,+1,+1,+1] (3.9)
hT = [+1,−1,+1,−1] (3.10)

bx =
1

2A
[y24,y31,y42,y13] (3.11)

by =
1

2A
[x42,x13,x24,x31] (3.12)

yi j = yi− y j , xi j = xi− x j (3.13)
h = ξη (3.14)

avec x et y les vecteurs des coordonnées nodales, ux et uy les vecteurs des déplacements
nodaux, uT =

[
uT

x ,uT
x

]
et (ξ,η) les coordonnées dans le repère isoparamétrique (carré

bi-unitaire tel que ξ ∈ [−1,+1] et η ∈ [−1,+1], figure 3.5). γγγ est appelé le vecteur anti-
hourglass : son produit scalaire avec le vecteur hourglass h est unitaire, ces deux vecteurs
sont donc orthogonaux. Le gradient symétrisé du champ de déplacement est obtenu en
prenant les dérivées de 3.6.

∇s =

 uxx
uyy

ux,y +uy,x

=

bx +h,xγγγT 0
0 by +h,yγγγT

by +h,yγγγT bx +h,xγγγT

[ux
uy

]
= Bu (3.15)

Les différents vecteurs qui apparaissent dans 3.6 satisfont par définition les conditions
d’orthogonalité suivantes :
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Intra-ply shear locking ou Tension locking

Figure 3.5 – Domaines parent (isoparamétrique) et physique pour le quadrilatère à quatre
nœuds Q4

bT
i x j = δi j (3.16)

hT
γγγ = 1 (3.17)

bT
i h = bT

i s = 0 (3.18)
hT

i s = 0 (3.19)

Il est aussi important de noter que l’intégrale des dérivées de la fonction hourglass sur le
volume de l’élément s’annule, retranscrivant la non-homogénéité de ces modes de défor-
mations :

∫
Ωe

h,x dΩ =
∫

Ωe

h,y dΩ = 0 (3.20)

Application au verrouillage en tension

Définissons une matrice de comportement simplifiée pour l’élément, qui sera utilisée
dans ce chapitre. Deux réseaux de fibres orthogonaux sont considérés. Les fibres sont
orientées d’un angle θ par rapport au repère local à l’élément, le cœfficient de Poisson
est pris nul dans une hypothèse de découplage classique des modes de déformation des
milieux fibreux, ce qui amène à la matrice de rigidité Cθ en notations de Voigt :

Cθ =

C11
θ C12

θ C13
θ

C12
θ C22

θ C23
θ

C13
θ C23

θ C33
θ

 (3.21)

où :
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3. Analyse et correction du verrouillage en tension

C11
θ = E1 cos(θ)4 +E2 sin(θ)4 +4Gcos(θ)2 sin(θ)2

C12
θ = E1 cos(θ)2 sin(θ)2 +E2 sin(θ)2 cos(θ)2−4Gcos(θ)2 sin(θ)2

C13
θ = E1 cos(θ)3 sin(θ)−E2 sin(θ)3 cos(θ)−2Gcos(θ)sin(θ)(cos(θ)2− sin(θ)2)

C22
θ = E1 sin(θ)4 +E2 cos(θ)4 +4Gcos(θ)2 sin(θ)2

C23
θ = E1 sin(θ)3 cos(θ)−E2 cos(θ)3 sin(θ)+2Gcos(θ)sin(θ)(cos(θ)2− sin(θ)2)

C33
θ = E1 cos(θ)2 sin(θ)2 +E2 sin(θ)2 cos(θ)2 +G12(cos(θ)2− sin(θ)2)2

où E1 et E2 sont les rigidités de tension des mèches selon la première et la seconde direc-
tion, G12 étant le module de cisaillement plan. Soit pour θ = 0◦ :

C0 =

E1 0 0
0 E2 0
0 0 G12

 (3.22)

Et pour θ = 45◦ :

C45 =
1
4

(E1 +E2)+G12 (E1 +E2)−G12 (E1−E2)
(E1 +E2)−G12 (E1 +E2)+G12 (E1−E2)

(E1−E2) (E1−E2) (E1 +E2)

 (3.23)

Comme vu précédemment, les modes de déformation posant des problèmes sont ceux
faisant intervenir des modes de déformations hourglass où les directions de mèches ne
sont pas alignées avec les côtés des éléments. Ces modes de déformation hourglass n’ap-
paraissent, dans le cas problématique du bias extension test, que lorsque le maillage est
orienté selon la largeur et longueur de l’échantillon. Si celui-ci est orienté à ±45◦, seuls
les modes de déformations en dilatation et cisaillement simple apparaissent, ou du moins
dominent le champ de déformation.

Une propriété fondamentale des renforts tissés est la très grande rigidité le long des
directions de fibre. Une condition de quasi-inextensibilité peut alors être formulée, signi-
fiant que la déformation dans la direction des mèches doit être très faible, voire nulle (si la
rigidité en tension est infinie). Il apparait, comme souligné précédemment, que les modes
de déformation hourglass vont provoquer une déformation non nulle de la mèche lors de
l’essai de traction de biais. Intuitivement, il apparait dans le cas simple où les éléments
sont carrés et les mèches orientées selon les diagonales de l’élément (figure 3.6), que la
déformation dans la direction des mèches doit être nulle pour une sollicitation hourglass
pure. En écrivant le champ de déplacement en fonction de la décomposition effectuée pré-
cédemment avec les vecteurs de translations, nodaux et hourglass, on obtient en utilisant
l’équation 3.6 :

ux = α0xs+α1xx+α2xy+α3xh (3.24)
uy = α0ys+α1yx+α2yy+α3yh (3.25)
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Intra-ply shear locking ou Tension locking

Hourglass

Figure 3.6 – Pas de déformation des mèches reliant les angles opposés lors de modes
hourglass

Où les αix et αiy sont des constantes dépendantes de l’amplitude de la déformation pour
chaque composante de la base précédemment décrite. En utilisant 3.15 et les conditions
d’orthogonalités induites par la décomposition :

∇us =

 ux,x
uy,y

ux,y +uy,x

=

 α1x +α3xh,x
α2y +α3yh,y

α2x +α3xh,y +α1y +α3yh,x

 (3.26)

La déformation dans une direction θ par rapport au repère local choisi est alors donnée
par :

ε
f
θ
= cos(θ)2 ux,x +2cos(θ)sin(θ)(ux,y +uy,x)+ sin(θ)2 uy,y (3.27)

Si on se place dans le cas du maillage orienté à ±45◦, les modes de déformation
observés sont le cisaillement simple et l’élongation (α3x et α3y sont nuls). Les mèches sont
orientées selon les côtés des éléments. Les déformations sont exprimées dans un repère
local orienté selon ces mêmes côtés (figure 3.7). Les déformations dans les directions des
mèches dans ce repère (soit 0/90◦ ici) sont :

ε
f
0 = α1x (3.28)

ε
f
90 = α2y (3.29)

Cela signifie que seule la sollicitation dans la direction des vecteurs des coordonnées
nodales x et y, c’est à dire une élongation dans les directions locales orientées selon les
mèches, provoque une déformation homogène de l’élément dans le sens de la mèche, ce
qui est cohérent.
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3. Analyse et correction du verrouillage en tension

Figure 3.7 – Repère local pour des éléments orientés à 45◦

Dans le cas du maillage à 0/90◦ maintenant, tous les modes de déformations sont
sollicités, et plus particulièrement les modes de déformation hourglass. En considérant
seulement ces modes de déformations (α1x et α2y sont nuls) et une orientation à±45◦ des
mèches (repère local figure 3.8) :

ε
f
45 =

1
2
(α3xh,x +2(α3xh,y +α3yh,x)+α3yh,y) (3.30)

ε
f
−45 =

1
2
(α3xh,x−2(α3xh,y +α3yh,x)+α3yh,y) (3.31)

x

y

Figure 3.8 – Repère local pour des éléments orientés à 0/90◦

En remarquant que h,x et h,y sont nuls uniquement à l’origine du domaine isopara-
métrique, les déformations ε

f
45 et ε

f
−45 ne sont nulles qu’en ce point précis. Cela signifie

que toute déformation hourglass provoque une déformation dans la direction des mèches
en tout point de celle-ci excepté à l’origine même si la longueur globale de la mèche est
conservée. Par conséquent, des efforts parasites additionnels rendus important par le mo-
dule de rigidité en tension vont apparaitre. Il est alors évident que le verrouillage provient
de l’incapacité de l’élément fini à représenter une déformation nulle dans la direction de
la mèche en tout point de cette mèche lors de la présence de modes de déplacement hour-
glass. Le principe majeur suivant peut alors en être tiré :

Le champ de déformation dans la direction des mèches doit être nul pour
tout champ de déplacement qui préserve la longueur des mèches. En particu-
lier pour le cas du quadrilatère, il doit disparaitre pour les modes hourglass.

L’énergie de déformation peut aussi être calculée pour des combinaisons de modes
de déformations hourglass afin de confirmer le phénomène. Les déplacements nodaux
suivants sont considérés :
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Intra-ply shear locking ou Tension locking

ux = α3xh (3.32)
uy = α3yh (3.33)

donnant ainsi

Uθ =
1
2

∫
Ω

εεε
TCθεεεdΩ (3.34)

Pour simplification, on écrit seulement pour θ = 45◦ :

U45 =
E1

4
(α3x +α3y)

2 (Hxx +2Hxy +Hyy)

+
E2

4
(α3x−α3y)

2 (Hxx−2Hxy +Hyy)

+G12
(
α

2
3xHxx−2α3xα3yHxy +α

2
3yHyy

) (3.35)

où

Hi j =
∫

Ω

h,ih, j dΩ (3.36)

L’énergie de déformation associée à toutes les combinaisons des modes hourglass
contient toujours les modules de rigidité longitudinaux des mèches E1 et E2. A cause
de la présence des termes (α3x +α3y) et (α3x−α3y), aucune combinaison de ces modes
ne peux être trouvée annulant la contribution des modules de rigidité des mèches à l’éner-
gie de déformation. Si l’on revient à la condition d’inextensibilité des mèches postulée
précédemment, ces modules tendent vers l’infini, et donc l’énergie aussi. L’énergie de
déformation développée par des déformations hourglass, qui sont nécessaires à la bonne
représentativité de la simulation de bias extension test, tend vers l’infini. Les efforts relevés
numériquement ne peuvent donc être que trop importants.

3.1.3 Techniques de résolution du verrouillage en tension
Des remèdes ont été proposés au verrouillage en tension. Les auteurs ont entre autres

étudié la possibilité d’utiliser des éléments à intégration sélective, à intégration réduite
avec stabilisation physique ou par perturbation, ainsi que des éléments à champs mixtes.
Bien que des résultats intéressants aient été obtenus, aucune solution définitive ne semble
se dégager. Aucun élément polyvalent ne semble apparaitre non plus. De plus, uniquement
des éléments en deux dimensions ont été étudiés, la plupart des tissus composites utilisés
étant effectivement de faible épaisseur. Néanmoins, l’utilisation de plus en plus courante
de tissés épais tels que le nôtre mérite de s’intéresser aux éléments volumiques.
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3. Analyse et correction du verrouillage en tension

3.1.3.1 Alignement mèches-côtés des éléments

Le remède le plus simple et le plus efficace au verrouillage des mèches en tension
semble être d’aligner les mèches avec les côtés des éléments. Cependant, cette solution
n’est pas universelle et est parfois inapplicable :

— Dans le cas où la préforme n’est pas de forme rectangulaire. Dès que les bords
libres sont courbés il devient difficile de respecter cette règle tout en gardant des
éléments parallélépipèdes rectangles, quelle que soit l’orientation des mèches ;

— Lorsque les mèches ne sont pas orientées dans la direction de la préforme pré-
levée. C’est notamment le cas du bias extension test où les directions de mèches
sont orientées à ±45◦ par rapport à la longueur et la largeur de l’échantillon. Le
maillage forme alors des escaliers sur les bords (figure 3.1b) ;

— Lorsque les directions des mèches ne sont pas orthogonales entre elles. Il est pos-
sible d’utiliser des parallélépipèdes non rectangles ou des parallélogrammes dans
ces cas-ci, mais leur comportement général perd en qualité.

En plus de ces limitations, la possibilité d’utiliser des méthodes de résolution de type
ALE (arbitrary lagrangian eulerian) est limitée et tout remaillage devient impossible.

3.1.3.2 Intégration réduite

L’intégration réduite, qu’elle soit sélective ou non, est une méthode couramment utili-
sée pour éliminer le verrouillage, même pour le verrouillage en tension des tissés [YU 06].
Comme vu précédemment, section 3.1.2, le verrouillage en tension apparait à cause de
l’impossibilité pour les éléments à intégration complète de représenter une discontinuité
du champ de déplacement. L’apparition d’une déformation parasite en au moins un point
d’intégration de l’élément en est alors le résultat, créant des conditions favorables au ver-
rouillage. L’utilisation de l’intégration réduite permet de lever ces contraintes. L’utilisation
d’un seul point d’intégration situé à l’origine du repère parent permet de ne tenir compte
que des rigidités associées aux modes de déformations constants. Les mèches peuvent alors
s’étendre ou se comprimer en tout autre point de l’élément, évitant le verrouillage. Par dé-
finition, aucune rigidité n’est alors associée à chaque mode de déformation hourglass. On
parle de modes à énergie nulle. Le problème de l’intégration réduite est le développement
non désiré sous forme de motifs de ces modes hourglass, c’est l’hourglassing (voir figure
3.9). Ceux-ci doivent alors être contrôlés. Plusieurs techniques de contrôles existent.

La méthode dite par perturbations est la plus simple. Une rigidité globale est associée
par l’utilisateur aux modes hourglass. Cette solution fonctionne mais comporte plusieurs
inconvénients :

— Comment choisir la rigidité des modes hourglass ? Une valeur doit être associée
à la rigidité des modes hourglass arbitrairement. Cette valeur aura une influence
plus ou moins grande sur les efforts et la déformée finale, en fonction des ratios
entre les autres rigidités.

— Une même rigidité est associée à tous les modes hourglass. C’est à dire que douze
modes de déformations (2 en deux dimensions) vont se voir assigner la même
rigidité. Pour notre matériau, les ordres de grandeur des rigidités sont tous assez
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Intra-ply shear locking ou Tension locking

Figure 3.9 – Représentation d’un maillage subissant un champ de déplacement hourglass

éloignés les uns des autres, même entre les différentes directions de cisaillement.
L’intégration sélective semble alors être un bon compromis. [HAM 13b] et [THI 08]

proposent d’effectuer une intégration réduite sur la tension uniquement. C’est à dire que
le calcul de la composante en tension des tissés est uniquement réalisée au centre de l’élé-
ment, supprimant dès lors toute possibilité de verrouillage dû à la rigidité des modes
hourglass. La contribution de ces modes n’est associée qu’aux autres rigidités matérielles
(cisaillements et compression transverse). Cette méthode à l’avantage de supprimer le ver-
rouillage tout en ne laissant pas les modes hourglass se propager librement et détruire la
simulation. Il a cependant été montré dans [HAM 13b] que cette méthode n’est pas satis-
faisante. Le verrouillage est bien supprimé mais la stabilisation des modes hourglass n’est
réalisée que jusqu’à un certain point. Dès que les déformations deviennent trop impor-
tantes, la procédure de stabilisation devient inefficace.

L’utilisation de la stabilisation physique est aussi une solution. Dans ces procédures,
la stabilisation est basée sur les propriétés mécaniques et géométriques de l’élément. La
stabilisation est alors efficace mais ne permet cependant pas de supprimer le verrouillage.
Les rigidités de stabilisation sont développées analytiquement de manière à se rapprocher
au plus près du comportement des éléments à intégration complète. Le principal intérêt
est alors le gain de temps apporté par l’intégration réduite. Il est néanmoins possible de
modifier ces éléments de manière à obtenir une suppression de certains verrouillages en
s’appuyant sur les méthodes dites assumed strain où le champ de déformation associé aux
modes hourglass est modifié [BEL 90a, BEL 93].

Afin d’éliminer le verrouillage en tension, le champ de déformation doit être projeté
de manière à ce que la rigidité en tension n’apparaisse plus dans le calcul de l’énergie
de déformation associée au mode hourglass. Pour cette raison, on considère un champ de
déformation supposée (méthodes assumed strain) dont la matrice d’interpolation générale
B̄ est la suivante :

ε̄εε =

bx + e1h,xγγγT e2h,yγγγT

e2h,xγγγT by + e1h,yγγγT

by + e3h,yγγγT bx + e3h,xγγγT

[ux
uy

]
= B̄u (3.37)
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3. Analyse et correction du verrouillage en tension

L’intégration complète correspond à e1 = 1, e2 = 0 et e3 = 1. On définit alors la
matrice de changement de repère en notation de Voigt pour les tenseurs d’ordre 2 :

Tθ =

 cos(θ)2 sin(θ)2 cos(θ)sin(θ)
sin(θ)2 cos(θ)2 −cos(θ)sin(θ)

−2cos(θ)sin(θ) 2cos(θ)sin(θ) cos(θ)2− sin(θ)2

 (3.38)

Les déformations dans le repère tourné de l’angle θ sont alors :

ε̄εε
θ =


ε̄θ

xx
ε̄θ

yy
ε̄θ

xy

= Tθε̄εε (3.39)

En utilisant les notations 3.32 et 3.33 :

ε̄θ
xx =cos(θ)2 (e1α3xhx + e2α3yhy)+ sin(θ)2 (e2α3xhx + e1α3yhy)

+ cos(θ)sin(θ)(e3α3xhy + e2α3yhx)

ε̄θ
yy =sin(θ)2 (e1α3xhx + e2α3yhy)+ cos(θ)2 (e2α3xhx + e1α3yhy)

− cos(θ)sin(θ)(e3α3xhy + e2α3yhx)

ε̄θ
xy =−2cos(θ)sin(θ)(e1α3xhx + e2α3yhy)

+2cos(θ)sin(θ)(e2α3xhx + e1α3yhy)

+
(
cos(θ)2− sin(θ)2)(e3α3xhy + e2α3yhx)

Comme évoqué précédemment, pour les milieux fibreux l’objectif est d’avoir des dé-
formations nulles dans la direction θ (qui doit être la direction dans laquelle est orientée
une mèche) pour n’importe quelle combinaison de modes hourglass. Pour cela, il faut dé-
finir e1, e2 et e3 de manière à ce que ε̄θ

xx soit nul. On remarque en premier lieu que les
termes α3xhy et α3yhx ne peuvent être annulés que si e3 = 0. Il reste alors un terme en
α3xhx et un terme en α3yhy. Afin de les faire disparaitre, trois jeux de paramètres sont
possibles :

e1 e2 θ

1 0 0 θ

2 e1 −e1
π

4
3 e1 −e1 −π

4

Seule la première combinaison est utilisable pour tout θ. Cependant cette combinaison
implique que e1, e2 et e3 soient nuls. Ceci revient à avoir une matrice d’interpolation des
déformations avec uniquement des valeurs constantes dans l’élément. On se retrouve alors
avec un simple élément à intégration réduite sans stabilisation des modes hourglass. Il
n’existe pas de valeurs constantes de e1 et e2, c’est dire qui ne soient pas fonction de α3x,
α3y, hx et hy, qui annulent la déformation dans une direction θ pour n’importe quelle
combinaison de modes hourglass. Cependant, dans le cas précis où l’angle est choisi à
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Intra-ply shear locking ou Tension locking

±45◦, il est possible d’annuler la déformation dans cette direction là. Cet élément est
l’élément ASOI (Assumed strain optimal bending) [BEL 86]. Il permet d’obtenir une
déformation hourglass nulle à 45◦. L’énergie de déformation suivante est alors obtenue :

U45 = 4G12 (α3xHxx−α3yHyy)
2 (3.40)

Les modules de rigidité en tension ont disparu du calcul de l’énergie totale de dé-
formation en cas de présence de modes hourglass pour des mèches orientées à ±45◦. Ce
résultat est ici spécifique aux petites déformations. Il est intéressant de noter que cet élé-
ment n’est pas été conçu pour résoudre des problèmes spécifiques au composite. Il tire son
nom du fait que la suppression des parties non constantes du cisaillement empêche l’ap-
parition de cisaillement parasite en flexion pure et que la dilatation est constante en tout
point pour permettre les déformations isochores des matériaux incompressibles. Il sera
étendu aux grandes déformations dans l’annexe E, en se basant sur des développements
de la section 3.3.

3.1.3.3 Éléments à champs mixtes

Un élément à un champ mixte a aussi été proposé [THI 08]. Ces éléments contiennent
des degrés de liberté supplémentaires de différents type afin d’enrichir la formulation élé-
ment fini. Un historique plus complet et leurs différentes utilisations sont abordés plus en
détail dans la section 3.2. Cet élément a été développé avec une variable supplémentaire :
la déformation axiale de la mèche. L’objectif est de rajouter un champ supplémentaire
dont l’interpolation sera différente de celle réalisée pour le reste de l’élément. Le champ
résultant de cette interpolation spécifique doit permettre de supprimer le blocage. A la
différence des formulations classiques, les formulations en champs mixtes ajoutent des
équations dites de contrainte. Cet élément est donc régit par :

σ ·~∇+f = 0
(
σi j, j + fi = 0

)
dans Ω (3.41)

σ ·n= t
(
σi jn j = ti

)
sur Γ (3.42)

a ·u~∇ ·a− ε f = 0
(
aiui, ja j− ε f = 0

)
dans Ω (3.43)

avec Ω le volume du corps étudié et Γ la frontière. Le vecteur f représente les forces
volumiques, t les forces surfaciques et n la normale à la frontière. Les contraintes totales
sont alors obtenues par la somme entre les contraintes de l’élément classique auxquelles
sont ajoutées celles générées par l’élongation de la mèche :

σ = σel +σ faa
(

σi j = σ
el
i j +σ f aia j

)
(3.44)

Finalement, suivant la méthode de discrétisation de Galerkin, après avoir écrit le prin-
cipe des travaux virtuels, on obtient un jeu d’équations du type :[

K G
H L

]{
uk

εεεk
f

}
=

{
F
0

}
(3.45)
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3. Analyse et correction du verrouillage en tension

avec uk et εεεk
f les degrés de libertés et k le compteur nodal. On observe la présence d’une

équation de contraintes qui va permettre d’évaluer les degrés de libertés correspondant
à l’interpolation supplémentaire. Ces degrés supplémentaires viendront alors corriger les
forces internes calculées usuellement afin de faire disparaitre le verrouillage en tension.
Il reste alors à sélectionner l’interpolation additionnelle de manière à ne pas obtenir de
verrouillage. Pour cela la déformation de la mèche est choisie constante dans l’ensemble
de l’élément. Cet élément donne de bons résultats. Par contre, comme souligné dans
[THI 08], il ne semble être qu’une écriture plus élégante de l’intégration réduite sélective
en tension proposée. Les deux mènent à considérer la déformation constante. Cependant,
il semble que la vitesse de convergence soit plus importante avec l’élément à champ mixte.
Cette caractéristique n’intervient pas dans le choix de l’élément dans notre cas, notre al-
gorithme de résolution étant explicite. Il est noté que l’équivalence entre de nombreuses
méthodes à intégration réduite sélective et les éléments à champs mixtes a été démontrée
[MAL 78].

3.2 Intégration réduite et éléments à champs mixtes dans
la résolution des problèmes numériques

Les effets numériques du verrouillage vont de la convergence lente des calculs jusqu’à
l’impossibilité de réaliser la simulation. De nombreuses idées pour supprimer ces pro-
blèmes ont été formulées. Parmi celles-ci, deux s’avèrent particulièrement efficaces dans
le régime des grandes déformations : l’intégration réduite avec stabilisation des modes
hourglass et les méthodes enhanced assumed strain et/ou stress.

En se basant sur les premiers papiers de [HUG 77a] et [MAL 78], le concept initial
d’intégration réduite a été amélioré par l’introduction d’un contrôle des méthodes hour-
glass inévitables [FLA 81, BEL 84, BEL 86]. Ces papiers mettent en place le processus
général de stabilisation en introduisant les paramètres de rigidité et d’amortissement ar-
tificiels. Les vecteurs antihourglass γγγ y jouent un rôle important dans la construction et
l’évaluation de la rigidité de stabilisation. Différentes approches ont ensuite été utilisées.
Une première par Liu [LIU 85b, LIU 85a] où les méthodes de γ-projection et B̄ sont
utilisées pour projeter le champ de déformation grâce à un développement en séries de
Taylor afin de supprimer le verrouillage volumétrique. Le champ de déformation a été
projeté en utilisant un cisaillement constant et un moyennage de la dilatation afin d’éli-
miner le verrouillage [KOH 87]. Cette technique à par la suite été étendu au régime non
linéaire [ZHU 96]. Cependant cet élément possède des modes à énergie nulle et n’était
pas insensible au changement de repère. L’utilisation d’un repère corotationnel a ensuite
été proposée afin de fournir un repère local à l’élément dans lequel le verrouillage serait
supprimé par une modification du champ de déformation [BEL 90b]. Cet élément s’avère
être efficace pour les matériaux isotropes mais est difficilement applicable à des lois plus
générales où la détermination du repère local corotationnel devient difficile. De manière
plus générale, les méthodes précédemment décrites sont développés pour des formulations
incrémentales et des quadrangles.
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Élément à intégration réduite stabilisé physiquement avec Enhanced Assumed Strain

En ce qui concerne les méthodes assumed strain (stress), l’objectif est de modi-
fier le champ de déformation (de contrainte) afin de supprimer les verrouillages, soit
en le construisant entièrement (méthode assumed), soit en l’améliorant par l’intermé-
diaire de variables supplémentaires (méthodes des modes incompatibles ou enhanced as-
sumed). Ces méthodes ont pour bases mathématiques les principes variationnels mixtes,
principalement le principe de Hu-Washizu [WAS 82], où les champs de déformations
et de contraintes sont des variables supplémentaires indépendantes. Du côté assumed
stress, les principaux travaux sont à mettre au crédit de Pian et Sumihara [PIA 84]
et Weissman et Taylor [WEI 91]. Cependant, à cause d’une construction plus diffi-
cile du champ assumed stress, de la plus grande facilité d’introduction dans les logi-
ciels éléments finis des assumed strain et de leur coût calculatoire plus grand, cette
méthode reste peu utilisée. Du point de vu assumed strain, en se basant sur les pre-
miers travaux de Simo [SIM 90, SIM 92, SIM 93b], de nombreuses formulations en
grandes transformations ont été développées pour les coques, les solid-shell à quatre
ou huit nœuds et plus généralement, dans le cas qui nous intéresse, pour des briques
[ARE 03, CAO 02, KAS 00, ROE 96, WRI 96]. L’intérêt d’une telle formulation 3D
est de pouvoir développer un élément ne disposant d’aucune direction privilégiée d’amé-
lioration et sans restriction concernant la loi de comportement utilisable contrairement
à la technique B̄ et aux éléments mixtes u− p (déplacement - pression). Les contraintes
principales étant la possibilité d’apparition d’instabilités pour des larges compression en
grandes transformation [SOU 95] et le cout de calcul élevé pour les lois de comportement
non linéaire dû au besoin de résoudre un système non linéaire au niveau élémentaire.

L’aspect efficacité numérique étant de première importance dans les problématiques
de mise en forme, les formulations enhanced assumed strain et à intégration réduite re-
vêtent un intérêt particulier en associant la puissance des formulations mixtes à l’effi-
cacité de l’intégration réduite. Plusieurs de ces éléments ont été développés avec succès
[KOR 95, PUS 00, REE 05]. L’objectif de ces méthodes est de modifier les champs de
déformations approximés par la méthode de stabilisation physique grâce à une méthode
de type enhanced assumed strain. Les travaux présentés sont basés sur l’élément de Puso en
déplacement total, proche de la technique utilisé par Reese, seuls les tenseurs de déforma-
tion et contrainte choisis diffèrent.

3.3 Élément à intégration réduite stabilisé physiquement
avec Enhanced Assumed Strain

L’élément décrit ici est basé sur celui développé par Puso [PUS 00]. Cet élément com-
bine la méthode des modes incompatibles avec une méthode de stabilisation physique. Il
a été développé pour associer une formulation élément fini très efficace à l’élément hexa-
èdre à huit nœuds. L’utilisation d’un élément à intégration réduite permet d’obtenir un
gain non négligeable en temps de calcul. Ce gain est encore plus grand dans le cas des for-
mulations de type enhanced strain, comme ici. Ces dernières supposent l’introduction de
variables supplémentaires au niveau élémentaire qui, par un choix judicieux des fonctions
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3. Analyse et correction du verrouillage en tension

d’interpolation associées, vont permettre de résoudre divers problèmes de verrouillage.
Cependant, l’introduction de ces variables dans des briques classiques à intégration com-
plète contenant des lois matériaux non linéaires provoque une augmentation considérable
du temps de calcul. Afin de déterminer ces variables de ces cas-ci, une résolution d’un sys-
tème d’équations non linéaires doit être effectuée grâce à un algorithme de type Newton-
Raphston pour chaque élément. Autant dire que cette solution n’est pas adaptée à la ré-
solution explicite désirée. L’intérêt de l’élément fini à intégration réduite est de n’avoir
qu’un système linéaire d’équations à résoudre. Dans notre cas, par un choix judicieux des
interpolations pour les variables enhanced, on se retrouve même avec une formulation qui
contient un inversion analytique de matrice. La résolution est donc simplifiée.

3.3.1 Vecteurs et forces de stabilisation

Avant de développer la formulation élément fini enhanced assumed strain, cette sec-
tion détaille la méthode de stabilisation physique des éléments à intégration réduite. Les
coordonnées x = x(X, t) dont les composantes sont x = (x1,x2,x3)

T transforment les par-
ticules étiquetées X des coordonnées de la configuration C0 dans la configuration courante
au temps t. Les déplacements totaux à partir de la configuration de référence seront notés
u. Dans le cas des éléments finis isoparamétriques les fonctions de forme lagrangiennes
sont les plus couramment utilisées :

xi =
8

∑
A=1

NA (ξξξ)xA
i with NA =

1
8

(
1+ξ1ξ

A
1

)(
1+ξ2ξ

A
2

)(
1+ξ3ξ

A
3

)
(3.46)

où ξξξ = (ξ1,ξ2,ξ3)
T = (ξ,η,ζ)T sont les coordonnées isoparamétriques, les ξξξA =(

ξA
1 ,ξ

A
2 ,ξ

A
3
)T sont les vecteurs contenant les coordonnées des sommets du cube biunitaire

2 et xA
i est la ième coordonnée du nœud A. En développant l’équation 3.46, on obtient

une description vectorielle des fonctions de forme composée d’une famille orthogonale de
vecteurs :

N(ξ) =
1
8

(
s+

3

∑
i=1

ξξξiξi +
4

∑
j=1

h j (ξ)h j

)
(3.47)

de telle manière que :

xi = N(ξ) · xi où xT
i =

(
x1

i ,x
2
i , . . . ,x

8
i
)T (3.48)

où s est le vecteur de translation, les ξξξi sont les vecteurs sommets du cube biunitaire et les
h j sont les vecteurs Hourglass :
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Élément à intégration réduite stabilisé physiquement avec Enhanced Assumed Strain

s = (1,1,1,1,1,1,1,1)T

ξξξ1 = (−1,1,1,−1,−1,1,1,−1)T

ξξξ2 = (−1,−1,1,1,−1,−1,1,1)T

ξξξ3 = (−1,−1,−1,−1,1,1,1,1)T

h1 = (1,−1,1,−1,1,−1,1,−1)T

h2 = (1,1,−1,−1,−1,−1,1,1)T

h3 = (1,−1,−1,1,−1,1,1,−1)T

h4 = (−1,1,−1,1,1,−1,1,−1)T

(3.49)

Les 8 vecteurs donnés équation 3.49 forment une base sur laquelle peuvent être projetés les
champs de déplacement suivant chaque direction. L’ensemble des modes de déformations
d’une brique peut alors être décomposé selon 8 modes dans 3 directions. Pour illustration,
les modes selon une direction sont donnés figure 3.10. Les autres modes peuvent être
trouvés en transposant ces huit-ci dans les deux autres directions. De ces modes de défor-
mation les quatre derniers sont intéressants : ce sont les seuls où la déformation est non
constante en tout point de l’élément. Ce sont les modes hourglass. Et h j (ξ) les fonctions
hourglass :

h1 = ξη, h2 = ηζ, h3 = ξζ, h4 = ξηζ (3.50)

On définit le jacobien, qui est le tenseur métrique liant le domaine isoparamétrique au
domaine physique, de la manière suivante :

J (ξ) =
∂x(ξ)

∂ξ
(3.51)

A partir des équations 3.48 et 3.51, on peut exprimer le jacobien au centre du domaine
isoparamétrique J0 = J(0) :

(J0)i j =
∂xi (0)

∂ξ j
=

∂N(0)
∂ξ j

· xi =
1
8

xi ·ξξξ j

Il est alors intéressant de réécrire 3.47 en fonction des coordonnées globales x. En
utilisant équations 3.47, 3.48 et 3.49, les coordonnées isoparamétriques peuvent être ex-
primées par :

ξi =
(

J−1
0

)
i j
=

(
x j−

1
8

s · x j−
1
8

4

∑
i=1

(
hk · x j

)
hk (ξ)

)
(3.52)
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3. Analyse et correction du verrouillage en tension

(a) Mode s (b) Mode ξξξ1 (c) Mode ξξξ2

(d) Mode ξξξ3 (e) Mode h1 (f ) Mode h2

(g) Mode h3 (h) Mode h4

Figure 3.10 – Modes de déplacement pour une brique selon une direction associés aux
vecteurs 3.49
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Élément à intégration réduite stabilisé physiquement avec Enhanced Assumed Strain

En intégrant 3.52 dans 3.47 et après réarrangement, on peut alors exprimer les fonctions
de forme en fonction des vecteurs gradients bi et des vecteurs de stabilisation Hourglass
γγγi :

N(ξξξ) = b0 +
3

∑
i=1

bixi +
4

∑
j=1

h j (ξ)γγγ j (3.53)

où :

bi =
1
8

(
J−1

0

)
ji

ξξξ j (3.54)

et :

b0 =
1
8

[
s−

3

∑
i=1

(s · xi)bi

]
(3.55)

γγγi =
1
8

[
hi−

3

∑
j=1

(
hi · x j

)
b j

]
(3.56)

A partir de l’équation 3.53, on peut calculer la matrice d’interpolation des déplace-
ments :

∂N(ξ)

∂xi
= bi +

4

∑
j=1

h j,i (ξ)γγγ j (3.57)

On retrouve ainsi dans l’équation 3.57 une partie constante, les bi, et une partie non
constante, les h j,i (ξ). La matrice d’interpolation des déplacements prend alors la forme
suivante :

B = B0 +Bstab (ξξξ) (3.58)

où B0, la partie constante, et Bstab, la partie non constante, sont des matrices 6× 24
définies comme suit :

B0 =


b1 0 0
0 b2 0
0 0 b3
b2 b1 0
0 b3 b2
b3 0 b1

 , Bstab =
4

∑
i=1


hi,1 (ξ)γγγi 0 0

0 hi,2 (ξ)γγγi 0
0 0 hi,3 (ξ)γγγi

hi,2 (ξ)γγγi hi,1 (ξ)γγγi 0
0 hi,3 (ξ)γγγi hi,2 (ξ)γγγi

hi,3 (ξ)γγγi 0 hi,1 (ξ)γγγi

 (3.59)

avec
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3. Analyse et correction du verrouillage en tension

hi, j =
3

∑
j=1

(
J−1)

k j
∂hi (ξ)

∂ξk
(3.60)

Ces matrices d’interpolation des déplacements sont alors utilisées pour calculer les
déformations dans le cas des petites déformations puis de remonter aux efforts internes :

Fint =
∫

V
BT

σσσdΩ (3.61)

Le principe de la stabilisation physique est d’utiliser des approximations permettant
de calculer analytiquement les forces internes équation 3.61 empêchant l’apparition des
modes hourglass. L’approximation suivante, classique en intégration réduite, est utilisée
[LIU 85b, KOH 87, ZHU 96] :

∂ξ

∂x
≈ J−1

0 (3.62)

afin de remplacer J−1 par J−1
0 dans 3.60 et 3.61. Ainsi le calcul analytique est réalisable

en utilisant un seul point d’intégration. En utilisant 3.59 dans 3.62, les vecteurs des forces
internes peuvent être exprimés analytiquement :

Fint = F0 +Fstab (3.63)

où F0 est la contribution du point d’intégration central et Fstab la partie stabilisatrice.
Il a été par la suite montré qu’utiliser l’approximation 3.62 provoque l’échec du patch
test par l’élément [BEL 93]. Ainsi, on utilise un moyennage volumique de la matrice
d’interpolation des déplacements :

B =
1
Ve

∫
2

B(ξ) j (ξ) d2 (3.64)

où Ve est le volume de l’élément, j (ξ) = Det [J (ξ)] et j0 = j (0). L’utilisation de cette
expression à la place de B0, puis le calcul des vecteurs de stabilisation à partir de celle-ci,
permet d’obtenir un élément mathématiquement acceptable.

3.3.2 Formulation enhanced en déplacement total
Maintenant, que le principe de base de la stabilisation physique des éléments à inté-

gration réduite a été détaillé, cette section va développer la version en déplacement total
de la stabilisation physique puis l’introduction de variables internes supplémentaires dites
enhanced.
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Élément à intégration réduite stabilisé physiquement avec Enhanced Assumed Strain

Expression des dilatations de Cauchy-green droit

Développons maintenant la version en déplacement total de l’élément de Puso. Cet
élément est basé sur une approximation du tenseur de Cauchy-Green droit. L’équation
3.53 est alors réécrite en fonction des coordonnées initiales Xi :

N(ξ) = b0 +
3

∑
i=1

biXi +
4

∑
j=1

h j (ξ)γγγ j (3.65)

où :

bi =
1
8

(
J
−1
0

)
ji
ξ j avec J−1

0 ≈
∂ξ

∂X
(3.66)

et :

b0 =
1
8

[
s−

3

∑
i=1

(s ·Xi)bi

]
(3.67)

γγγi =
1
8

[
hi−

3

∑
j=1

(
hi ·X j

)
b j

]
(3.68)

On observant l’équation 3.65, on remarque que le déplacement peut être écrit sous la
forme d’une partie constante et d’une partie variable :

ui = u0
i +∆ustab

i (3.69)
où :

u0
i =

3

∑
i=1

biXi ·ui et ∆ustab
i =

4

∑
j=1

h j (ξ)γγγ j ·ui (3.70)

De même, le gradient de la transformation peut être écrit de la forme suivante :

F(ξ) = F0 +∆Fstab (ξ) (3.71)
où :

F0 = I+ ∂u0

∂X et ∆Fstab (ξ) =
∂∆ustab

∂X (3.72)

et u0 =
(
u0

1,u
0
2,u

0
3
)T et ∆ustab =

(
∆ustab

1 ,∆ustab
2 ,∆ustab

3
)T. Le tenseur de Cauchy-Green

droit C = FTF est approximé en utilisant 3.71 :

C≈C0 +FT
0 ∆Fstab +∆FT

stabF0 (3.73)
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3. Analyse et correction du verrouillage en tension

où on suppose que les termes du second ordre du type O
(
|∆Fstab|2

)
sont petits et peuvent

être négligés. Les termes du premier ordre sont suffisants pour stabiliser l’élément. En
utilisant le pendant de 3.62 dans la configuration de référence :

∆Fstab ≈
∂∆ustab

∂ξξξ
J−1
0 (3.74)

et on l’insérant dans 3.73 :

C≈C0 +FT
0

∂∆ustab

∂ξξξ
J−1
0 + J−T

0
∂∆uT

stab
∂ξξξ

F0 (3.75)

L’objectif est alors de formuler et modifier le champ de stabilisation dans le domaine
isoparamétrique puis de le transporter dans le domaine physique afin que la formulation
soit invariante quant au repère courant. On exprime les déplacements dans le domaine
isoparamétrique en utilisant l’approximation 3.62 :

ũA
i = (J0) ji uA

j (3.76)

où les quantités surmontées de tilde sont exprimées dans le domaine isoparamétrique.
De plus, comme les lignes de J−1

0 sont les vecteurs de la base contravariante, les ũA
i

sont les composantes contravariantes du déplacement. Le vecteur ũ = (ũ1, ũ2, ũ3)
T, où

ũi =
(
ũ1

i , ũ
2
i , . . . , ũ

8
i
)
, est formé est calculant les composantes contravariantes de chaque

déplacement nodal grâce à :

∆ũstab ≈ JT
0 ∆ustab (3.77)

on obtient :

C≈C0 + J−T
0

[
∂∆ũstab

∂ξξξ
+

∂∆ũT
stab

∂ξξξ

]
J−1
0 (3.78)

On reconnait alors le tenseur ε̃εε des petites déformations dans le domaine isoparamé-
trique :

C≈C0 +
[

J−1
0

]
ε̃εε (3.79)

Par soucis de clarté, ∆ũstab sera remplacé par ũ. L’outil mathématique
[

J−1
0

]
est intro-

duit afin de faciliter les calculs numériques. Cette matrice permet de transporter le vecteur
des déformations en notation de Voigt du domaine isoparamétrique vers le domaine phy-
sique. Son expression littérale est la suivante :
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Élément à intégration réduite stabilisé physiquement avec Enhanced Assumed Strain

[
J−1
0

]
=


j2
11 j2

21 j2
31 j11 j21 j21 j31 j11 j31

j2
12 j2

22 j2
32 j12 j22 j22 j32 j12 j32

j2
13 j2

23 j2
33 j13 j23 j23 j33 j13 j33

2 j11 j12 2 j21 j22 2 j31 j32 j11 j22 + j21 j12 j21 j32 + j31 j22 j11 j32 + j31 j12
2 j12 j13 2 j22 j23 2 j32 j33 j12 j23 + j22 j13 j22 j33 + j32 j23 j12 j33 + j32 j13
2 j13 j11 2 j23 j21 2 j33 j31 j13 j21 + j23 j11 j23 j31 + j33 j21 j13 j31 + j33 j11


où :

ji j =
(
J
−1
0

)
i j
=

∂ξi

∂X j
(3.80)

Le second terme du membre de droite de l’équation 3.78 représente la partie stabili-
satrice du tenseur de Cauchy-Green droit. On peut alors écrire en utilisant les notations
courantes :

C = C0 +εεεstab = C0 +2
[

J−1
0

]
B̃stabũ (3.81)

Choix des interpolations

La matrice d’interpolation des déplacements de stabilisation B̃stab est calculée grâce à
la dérivée de l’expression des fonctions de forme 3.65 par rapport aux coordonnées dans
la configuration de référence.

B̃stab (ξξξ) =



ηγγγ1 +ζγγγ3 +ηζγγγ4 000 000
000 ξγγγ1 +ζγγγ2 +ξζγγγ4 000
000 000 ηγγγ2 +ξγγγ3 +ξηγγγ4

ξγγγ1 +ζγγγ2 +ξζγγγ4 ηγγγ1 +ζγγγ3 +ηζγγγ4 000
000 ηγγγ2 +ξγγγ3 +ξηγγγ4 ξγγγ1 +ζγγγ2 +ξζγγγ4

ηγγγ2 +ξγγγ3 +ξηγγγ4 000 ηγγγ1 +ζγγγ3 +ηζγγγ4

 (3.82)

Dans le développement de Puso, les termes soulignés sont supprimés. On omettant
ces termes, le verrouillage en cisaillement peut être évité pour les éléments parallélépipé-
diques. En modifiant la matrice d’interpolation des déplacements de cette manière, on
utilise une formulation dite assumed car celle-ci n’est pas retranscrite comme elle le serait
réellement avec une interpolation trilinéaire complète classique.

Comme évoqué précédemment, l’utilisation des moyennes matérielles en lieu et place
de l’évaluation de propriétés au centre d’élément permet à l’élément de passer le patch test
et d’être juste mathématiquement. Pour cette raison un tenseur de Cauchy-Green droit
moyen C est calculé
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3. Analyse et correction du verrouillage en tension

C = FTF où Fi j =
∂Nk

∂X j
xk

i et ∂Nk

∂X j
=

1
V0

∫
V0

∂Nk

∂X j
dV0 (3.83)

Il s’agit maintenant de corriger le champ de déplacement calculé grâce à une for-
mulation enhanced strain. L’objectif de cette formulation est d’empêcher les verrouillages
numériques pouvant apparaître lors de l’utilisation de lois matériau spécifiques ou forte-
ment anisotropiques. Cette modification du champ de déplacement est réalisée au niveau
élémentaire. Afin de s’affranchir de tout changement de repère, cette modification est
introduite dans le domaine isoparamétrique de la façon suivante :

C = C+2
[

J−1
0

](
B̃stabũ+ G̃ααα

)
(3.84)

où G̃ est la matrice représentative du champ de déformation isoparamétrique enhanced à
partir des variables interne ααα. Celle-ci est choisie de la manière suivante par Puso :

G̃(ξ) =


ξ 0 0 ξη ηζ ζξ

0 η 0 ξη ηζ ζξ

0 0 ζ ξη ηζ ζξ

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 (3.85)

Ce champ est formé de telle façon qu’il puisse empêcher les divers verrouillages qui
peuvent apparaître à cause de la loi de comportement. Les trois premières colonnes de
3.85 fournissent les variables isoparamétriques permettant de compléter les polynômes
du premier ordre vus dans la matrice 3.82. Ces termes suppriment le verrouillage volu-
métrique en 2D et le verrouillage en flexion de type Poisson. En utilisant 3.82, on peut
écrire la contribution du déplacement isoparamétrique aux déformations volumétriques.
Les trois premières lignes de la matrice 3.82 interviendront, soit des termes du type :

A0 +A1ξ+A2η+A3ζ+A4ξη+A5ηζ+A6ζξ (3.86)
Les trois dernières colonnes de 3.85 fournissent alors les termes bilinéaires nécessaires à
la suppression des éventuelles déformations parasites et ainsi éviter le verrouillage en 3D.
Il est à noter que les champs G̃ et B̃stab sont choisis (par définition pour B̃stab) de telle
manière que leurs intégrales sur le domaine isoparamétrique 2 soient nulles.

∫
2

B̃stab (ξ) d2= 0 (3.87)∫
2

G̃(ξ) d2= 0 (3.88)

Cela signifie que les déformations hourglass et les variables internes supplémentaires
ont des composantes qui s’annulent sur le volume de l’élément.
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Élément à intégration réduite stabilisé physiquement avec Enhanced Assumed Strain

Les choix précédemment réalisés sont ceux faits par Puso : la suppression des termes
supprimant le verrouillage en cisaillement dans la matrice d’interpolation 3.82 et la défi-
nition de la matrice d’interpolation des variables internes 3.85. Ces choix ont été réalisés
dans l’objectif principal de n’avoir à inverser qu’une matrice diagonale, voir équation 3.111.
Cependant ces simplifications ne sont pas adaptées à toutes les configurations matérielles
et aux géométries d’éléments non parallélépipédiques. Des instabilités ont été remarquées
dans le cas d’éléments aux cotés non parallèles quatre à quatre, dues à la forte anisotropie
du matériau. Afin d’éviter ce genre de problèmes, la matrice d’interpolation B̃stab est prise
en compte sans modifications :

B̃stab (ξ) =


ηγ1 +ζγ3 +ηζγ4 0 0

0 ξγ1 +ζγ2 +ξζγ4 0
0 0 ηγ2 +ξγ3 +ξηγ4

ξγ1 +ζγ2 +ξζγ4 ηγ1 +ζγ3 +ηζγ4 0
0 ηγ2 +ξγ3 +ξηγ4 ξγ1 +ζγ2 +ξζγ4

ηγ2 +ξγ3 +ξηγ4 0 ηγ1 +ζγ3 +ηζγ4

 (3.89)

La matrice d’interpolation des variables internes G̃ doit alors être modifiée pour
prendre en compte ces changements. Le verrouillage en cisaillement étant maintenant
possible, les trois dernières lignes doivent être remplies. Le choix de cette interpolation
reste toujours la question majeure des formulations enhanced. Celle-ci doit être en adé-
quation avec les performances désirées afin d’obtenir un élément possédant les meilleures
performances attendues possibles. Une interpolation générale a été proposée pour les cas
en trois dimensions [AND 93]. Les neuf premiers modes sont nécessaires pour complé-
ter les polynômes incomplets du déplacement isoparamétrique et permettent de formuler
l’élément Q1/E9 :

G̃(ξ) =


ξ 0 0 0 0 0 0 0 0
0 η 0 0 0 0 0 0 0
0 0 ζ 0 0 0 0 0 0
0 0 0 ξ η 0 0 0 0
0 0 0 0 0 η ζ 0 0
0 0 0 0 0 0 0 ζ ξ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. . . (3.90)

Les six modes suivants permettent d’améliorer le comportement des éléments distordus
en flexion et forment l’élément Q1/E15 :

G̃(ξ) = . . .

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
ξζ ηζ 0 0 0 0
0 0 ξη ξζ 0 0
0 0 0 0 ξη ηζ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. . . (3.91)
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3. Analyse et correction du verrouillage en tension

Les six modes suivants permettent d’améliorer le comportement des éléments distordus
pour des matériaux incompressible, et possiblement pour le verrouillage en tension, et
forment l’élément Q1/E21 :

G̃(ξ) = . . .

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ξη ξζ 0 0 0 0
0 0 ξη ηζ 0 0
0 0 0 0 ξζ ηζ

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 (3.92)

L’efficacité de ces éléments est directement liée au nombre de modes supplémentaires ;
plus le nombre est grand, plus l’efficacité de l’élément diminuera. Par conséquent, afin
d’optimiser le temps de calcul, l’élément Q1/E9 sera utilisé pour les éléments non distor-
dus et l’élément Q1/E21 pour les éléments distordus initialement. Cependant, en modi-
fiant les matrices B̃stab et G̃ proposées par Puso, la matrice à inverser n’est plus diagonale,
diminuant l’efficacité numérique. Par contre, l’inversion peut tout de même être effectuée
analytiquement : celle-ci est réalisée grâce à un logiciel de calcul formel (MapleTMpar
exemple) et ainsi implantée. L’utilisation de ces matrices d’interpolations, bien que plus
couteux, permet de supprimer une grande partie du verrouillage en tension.

Expression des contraintes de Piola-Kirchhoff 2

Afin de calculer les contraintes de Piola-Kirchhoff 2, on effectue un développement
limité en série de Taylor autour du tenseur des déformations de Cauchy-Green droit
moyen :

S(C)≈ S
(

C
)
+

∂S
∂C

∣∣∣∣
C=C

(
C−C

)
= S

(
C
)
+CSE

[
J−1
0

](
B̃stabũ+ G̃α

)
(3.93)

où CSE est la matrice des rigidités matérielles tangentes.

Calcul des forces de stabilisation

La relation entre les déplacements dans le domaine isoparamétrique et ceux dans le
domaine physique peut s’écrire :

ũ = Ξu (3.94)
où Ξ est une matrice 24×24 qui réalise l’opération ∆ũA

i = (J0) ji ∆uA
j . La variation de 3.94

est alors donnée par :

δũ≈Ξδu (3.95)
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Élément à intégration réduite stabilisé physiquement avec Enhanced Assumed Strain

car le terme δΞu mène à des termes en O
(
|∆Fstab|2

)
dans l’équation du travail virtuel.

La variation de 3.84 peut alors être calculée :

δC = δC+2
[

J−1
0

](
B̃stabδũ+ G̃δααα

)
(3.96)

En utilisant les quantités conjuguées S et E, on exprime la variation du travail virtuel :

δWint =
∫

Ω0
e

δE : S dΩ
0
e (3.97)

Que l’on peut modifier en utilisant 3.96 et 3.93 :

δWint =
∫

Ω0
e

δETSdΩ
0
e

=
1
2

∫
Ω0

e

[
δC+2

[
J−1
0

](
B̃stabδũ+ G̃δααα

)]T

[
S
(

C
)
+CSE

[
J−1
0

](
B̃stabũ+ G̃ααα

)]
dΩ

0
e (3.98)

En exploitant les conditions d’orthogonalités 3.87 et 3.88 énoncées précédemment,
on observe un découplage des parties constantes et non constantes de la transformation :

δWint =
1
2

∫
Ω0

e

[
δC
]T
S
(

C
)

dΩ
0
e

+
∫

Ω0
e

[[
J−1
0

](
B̃stabδũ+ G̃δααα

)]T
CSE

[
J−1
0

](
B̃stabũ+ G̃ααα

)
dΩ

0
e (3.99)

Si l’on considère uniquement le premier terme de 3.99, on se retrouve avec le tra-
vail virtuel généré par une intégration réduite, plus spécifiquement par une intégration
moyennée ici. On calcule alors de manière usuelle :

δuTF0 =
1
2

∫
Ω0

e

[
δC
]T S

(
C
)

dΩ
0
e

=δuTBT
GP
(

F
)

Ω
0
e (3.100)

où F0 est la force générée par une intégration en un seul point et BT
G est la matrice gra-

dient moyenne (voir [BON 95]). Le second terme de 3.99 est le travail virtuel dû aux
forces de stabilisation. On observe deux forces de stabilisation distinctes. La force Fstab
associée à la variation des déplacements δu qui sont les forces de stabilisation qui vont à
la fois empêcher le développement de modes Hourglass et le verrouillage. Cette force de
stabilisation est fonction des déplacements isoparamétriques ũ et des variables internes ααα.
La seconde force de stabilisation nommée Fα

stab est associée à la variation des variables
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3. Analyse et correction du verrouillage en tension

internes δααα. Afin que ces variables internes de la formulation enhanced n’aient aucune
influence à l’échelle globale du calcul élément fini, il est évident que Fα

stab doit s’annuler.
L’équation qui va alors naitre de ce calcul est une équation dite de contrainte. Étant donné
que cette dernière est fonction des déplacements isoparamétriques ũ et des variables in-
ternes ααα, la valeur analytique de ces variables internes va pouvoir être calculée afin d’être
introduite dans les forces des stabilisations Fstab :

δααα
TFα

stab = δααα
T
∫

Ω0
e

G̃T [J−T
0

]
CSE

[
J−1
0

](
B̃stabũ+ G̃ααα

)
dΩ

0
e (3.101)

Soit :

Fα

stab =
∫

Ω0
e

G̃TC̃SE (B̃stabũ+ G̃ααα
)

dΩ
0
e (3.102)

= 0 (3.103)

avec C̃SE la matrice des rigidités du domaine isoparamétrique :

C̃SE
=
[

J−T
0

]
CSE

[
J−1
0

]
(3.104)

En procédant de la même manière pour les forces de stabilisation globales on obtient :

δuTFstab = δũT
∫

Ω0
e

B̃T
stabC̃SE (B̃stabũ+ G̃ααα

)
dΩ

0
e (3.105)

Il reste alors à simplifier les expressions 3.105 et 3.103 afin que les forces de stabilisa-
tion Fstab soient calculées de manière efficace. Pour ceci, différentes notations et matrices
vont être introduites. Pour commencer la matrice de stabilisation 3.89 va être réécrite en
factorisant par les vecteurs de stabilisation γγγi :

B̃stab =
4

∑
i=1

B̃iΓ
T
i avec Γi =

γγγi 0 0
0 γγγi 0
0 0 γγγi

 (3.106)

où B̃i est une matrice 6× 3 et Γi une matrice 24× 3. Il aussi utile de pouvoir exploiter
l’identité suivante :

ΓT
i ũ = ΓT

i Ξu
= JT

0 ΓT
i u (3.107)

où J0 est la matrice jacobienne de 3× 3. Utiliser cette expression permet une économie
substantielle lors des calculs finaux. On peut alors réécrire 3.103 :
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Élément à intégration réduite stabilisé physiquement avec Enhanced Assumed Strain

Fα

stab =
∫

Ω0
e

G̃TC̃SEB̃stabũdΩ
0
e +

∫
Ω0

e

G̃TC̃SEG̃αααdΩ
0
e

=
4

∑
i=1

Ki
αuJT

0 ΓT
i u+Kααααα (3.108)

où :

Ki
αu =

∫
2

G̃TC̃SEB̃i j0 d2 (3.109)

Kαα =
∫
2

G̃TC̃SEG̃ j0 d2 (3.110)

avec j0 = Det
[
J0
]

le déterminant de la matrice jacobienne qui correspond à la variation
de volume entre le domaine isoparamétrique et le domaine physique. On peut alors utiliser
le fait que les forces de stabilisation associées aux variables internes doivent être nulles
(équation 3.103) et ainsi exprimer analytiquement les variables internes ααα :

ααα =−K−1
αα

4

∑
i=1

Ki
αuJT

0 ΓT
i u (3.111)

Nous verrons que l’inversion de la matrice Kαα se fait analytiquement, annexe D. Afin
d’obtenir les forces de stabilisation, on part maintenant de 3.105 :

δuTFstab = δũT
∫

Ω0
e

B̃T
stabC̃SE (B̃stabũ+ G̃ααα

)
dΩ

0
e

= δuT
4

∑
i=1

ΓiJ0

∫
Ω0

e

B̃T
i C̃SE (B̃stabũ+ G̃ααα

)
dΩ

0
e (3.112)

Soit :

Fstab =
4

∑
i=1

ΓiJ0Kiu (3.113)

où :

Ki =
4

∑
j=1

[
Ki j

uu−KiT
αuK−1

ααK j
αu

]
JT
0 ΓT

j (3.114)

Ki j
uu =

∫
2

B̃T
i C̃SEB̃ j j0 d2 (3.115)
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3. Analyse et correction du verrouillage en tension

Les expressions analytiques des matrices 3.110, 3.109 et 3.115 seront détaillées annexe
D. L’expression trouvée pour cet élément à intégration réduite et enhanced assumed strain
peut être rapproché de la méthode de stabilisation hourglass par perturbation. En rempla-
çant Ki par κΓT

i où κ est un paramètre à définir, on se place dans le cas de la stabilisation
par perturbation. L’intérêt de la formulation ici proposée est de s’affranchir de paramètres
externes non contrôlés en s’appuyant sur un calcul analytique de ce paramètre basé sur des
approximations. Cette ressemblance favorise l’implémentation de la formulation décrite.

L’utilisation et la performance de cet élément sera décrite section 3.6.1 pour une loi
de comportement linéaire et 3.6.2 pour une loi de comportement non linéaire. Dans les
deux cas, des non-linéarités géométriques sont considérées.

3.4 Élément semi-discret à intégration réduite stabilisé
physiquement avec Enhanced Assumed Strain

La formulation élément fini décrite dans la section 3.3 partait d’une approche conti-
nue. Cette formulation doit donc être utilisée en conjonction avec une loi de comporte-
ment homogénéisée. Cette formulation va maintenant être adaptée pour une utilisation
avec l’élément semi-discret décrit section 2.3. Le principe reste identique : le travail virtuel
de chaque contribution (continu et semi-discrète) va être décomposé en deux parties : une
partie constante et une partie non constante dans l’élément. En utilisant une approxima-
tion, chaque partie non constante est intégrée analytiquement.

Maintenant que toutes les variables nécessaires ont été définies, il reste à dérouler la
procédure identiquement à la section 3.3. Les déformations de Green-Lagrange (comme
3.84) sont exprimées :

E = E+
[

J−1
0

](
B̃stabũ+ G̃ααα

)
(3.116)

et les variations des déformations d’Almansi (comme 3.96) :

δe = δe+
[

J−1
0

](
B̃stabδũ+ G̃δααα

)
(3.117)

Pour rappel, les tenseurs des déformations de Green-Lagrange et d’Almansi sont liés entre
eux par l’opération de Pull-Back suivante :

E = FTeF (3.118)

d’où la transformation de l’opérateur
[

J−1
0

]
exprimé dans la base initiale en

[
J−1
0

]
dans la

base courante. Afin de simplifier la notation pour l’expression des déformations de Green-
Lagrange de la mèche en notation de Voigt, l’équation 2.86 est reformulée :

126

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0115/these.pdf 
© [S. Mathieu], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés



Élément semi-discret à intégration réduite stabilisé physiquement avec Enhanced Assumed Strain

Em =Hm ·E ·Hm

=H i
m ·Ei j ·H j

m

= HmE (3.119)

où E est écrit grâce aux notations de Voigt usuelles et :

Hm =



H1
mH

1
m

H2
mH

2
m

H3
mH

3
m

H1
mH

2
m

H2
mH

3
m

H3
mH

1
m


(3.120)

Soit :

Em = HmE

= Em +Hm

[
J−1
0

](
B̃stabũ+ G̃ααα

)
(3.121)

avec :

Em = HmE (3.122)
De même :

em = hme

= em +hm

[
J−1
0

](
B̃stabũ+ G̃ααα

)
(3.123)

avec :

em = hme (3.124)
où l’outil numérique hm est défini équation 2.91. Afin de calculer la tension Tm, on effectue
un développement limité en série de Taylor autour de la déformation de Green-Lagrange
moyenne Em (comme équation 3.93) :

Tm (Em)≈ Tm
(
Em
)
+

∂Tm

∂Em

∣∣∣∣
Em=Em

(
Em−Em

)
≈ Tm

(
Em
)
+R Hm

[
J−1
0

](
B̃stabũ+ G̃ααα

)
(3.125)
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3. Analyse et correction du verrouillage en tension

où R est la rigidité bipoint de la mèche définie équation 2.93. On peut écrire la variation
du travail virtuel et exploiter les conditions d’orthogonalité (équations 3.98 et 3.99) :

δWm
int =

∫
lm

δemTm dl

=
∫

lm
δemTm

(
Em
)

dl

+
∫

lm

[
hm

[
J−1
0

](
B̃stabδũ+ G̃δααα

)]T
R Hm

[
J−1
0

](
B̃stabũ+ G̃ααα

)
dl (3.126)

Il reste maintenant à trouver les forces nodales associées à la formulation développée.
En procédant toujours de la même façon, on obtient (comme équation 3.100) pour la
partie constante :

δuTFm
0 =

∫
lm

δemTm
(
Em
)

dl

=
∫

lm
δeThT

mTm dl

=δuTBT
0 hT

mTmlm (3.127)

où Fm
0 est la force générée par une intégration en un seul point et BT

0 est la matrice d’in-
terpolation classique eulérienne au centre de la mèche. Pour Fαm

stab associée à la variation
des variables internes δααα (comme 3.103) :

Fαm
stab =

∫
lm

G̃TR̃
(

B̃stabũ+ G̃(ξ)ααα
)

dl (3.128)

= 0 (3.129)

avec R̃ la rigidité de la mèche dans le domaine isoparamétrique (identique à équation
3.104) :

R̃ =
[

J−1
0

]T
hT

mR Hm

[
J−1
0

]
(3.130)

En procédant de la même manière (équation 3.105) pour les forces de stabilisation
globales Fm

stabon obtient :

δuTFm
stab = δũT

∫
lm

B̃T
stabR̃

(
B̃stabũ+ G̃ααα

)
dl (3.131)
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Élément semi-discret à intégration réduite stabilisé physiquement avec Enhanced Assumed Strain

Le reste du calcul pour une mèche, jusqu’à obtention de la rigidité équivalente des
modes de déformation hourglass (équation 3.113), est strictement identique à la section
3.3. Les seules différences proviennent du remplacement de la matrice des rigidités tan-
gentes isoparamétriques C̃SE par la rigidité tangente de la mèche R̃ dans ce même do-
maine et du changement du domaine d’intégration. Les intégrales ne sont plus réalisées
sur le volume initial de l’élément Ω0

e mais sur la longueur courante lm de la mèche. D’après
les équations 3.109, 3.110 et 3.115 :

KimSD
αu =

∫
2

G̃TR̃ B̃i jm d2 (3.132)

KmSD
αα =

∫
2

G̃TR̃ G̃ jm d2 (3.133)

Ki j mSD
uu =

∫
2

B̃T
i R̃ B̃ j jm d2 (3.134)

où jm est le jacobien permettant le passage du repère parent unidimensionnel de la mèche
où χ ∈ [−1,1] vers le repère local eulérien unidirectionnel orienté par la mèche de coor-
donnée s. De la même façon que la formulation continue, ce jacobien est approximé au
centre de la mèche afin de pouvoir réaliser l’intégration analytiquement :

jm =
∂s
∂χ
≈ ∂s

∂χ

∣∣∣∣
χ=0

(3.135)

Dans le cas de la présence de plusieurs mèches et d’une partie continu, ce qui est
l’objectif principal, le calcul des forces nodales doit être réalisé avec précaution en tenant
compte de toutes les contributions. En revenant à l’expression du travail virtuel (équations
2.82 et 2.89) :

δWint = δW SD
int +δWCont

int

=
N

∑
m=1

δW m
int +δWCont

int

=
N

∑
m=1

∫
lm

Tmδem dl +
∫

Ω0
e

δETSdΩ
0
e

= δuT
(

N

∑
m=1

(Fm
0 +Fm

stab)+FCont
0

)
+δααα

T
(

N

∑
m=1

Fαm
stab +FαCont

stab

)
(3.136)

Le terme associé à la variation des variables internes δααα doit alors être annulé :

N

∑
m=1

Fαm
stab +FαCont

stab = 0 (3.137)
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3. Analyse et correction du verrouillage en tension

On peut alors utiliser le fait que les forces de stabilisation associées aux variables in-
ternes doivent être nulles et ainsi exprimer analytiquement ααα :

ααα =−
(

KTot
αα

)−1 4

∑
i=1

KiTot
αu JT

0 ΓT
i u (3.138)

avec :

KTot
αα = KCont

αα +
N

∑
m=1

KmSD
αα (3.139)

KiTot
αu = KiCont

αu +
N

∑
m=1

KimSD
αu (3.140)

Soit pour la rigidité globale dans la base matérielle des modes hourglass Ki (équation
3.114) :

Ki =
4

∑
j=1

[
Ki j Tot

uu −
(

KiTot
αu
)T (KTot

αα

)−1 KiTot
αu

]
JT
0 ΓT

j (3.141)

avec :

Ki j Tot
uu = Ki jCont

uu +
N

∑
m=1

Ki j mSD
uu (3.142)

Il est à noter qu’à la différence de l’élément développé par Puso, l’élément semi-discret
à intégration réduite et stabilisation enhanced des modes hourglass n’est pas forcément
constitué d’un seul point d’intégration. Un seul point d’intégration au centre de l’élément
parent est nécessaire pour la partie continue et un au centre de chaque mèche présente
pour la partie discrète. Cependant, si le centre de la mèche ne se situe pas au milieu du
domaine isoparamétrique, un point d’intégration supplémentaire est nécessaire pour cette
mèche.

3.5 Élément enhanced assumed strain et déformation des
mèches

Les formulations enhanced permettent la suppression des déformations hourglass dans
les directions de forte anisotropie, celle des mèches dans notre cas. Afin d’étudier l’in-
fluence de la formulation enhanced assumed strain introduite, le calcul de la déformation
dans la direction des mèches est effectuée dans des cas simples. Tout d’abord avec un
élément fini classique à interpolation linéaire. Ensuite avec un élément possédant une for-
mulation enrichie par des variables internes. L’objectif est de comparer les valeurs des
déformations dans les directions de mèches dans ces deux cas et d’étudier l’influence
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Élément enhanced assumed strain et déformation des mèches

de différentes variables. On se place encore en deux dimensions pour simplifier les cal-
culs. L’élément fini utilisé pour effectuer ces comparaisons est pris arbitrairement de taille
10×10. Les différentes variables étudiées sont les suivantes :

— L’amplitude du champ de déplacement hourglass imposé, qu’il soit uniquement
horizontal, vertical ou une combinaison des deux ;

— L’emplacement dans le domaine isoparamétrique du point où l’on va calculer la
déformation ;

— L’angle d’orientation de la mèche étudié par rapport aux côtés de l’élément et donc
par rapport au repère global (figure 3.11) ;

— Les valeurs du module de cisaillement plan et de rigidité en tension des mèches,
plus particulièrement le rapport entre les deux.

Afin de mieux comprendre l’influence de l’ensemble de ces variables, le calcul de la dé-
formation dans la direction souhaitée est effectué à la fois avec un logiciel de calcul formel
(MapleTM) et de calcul numérique (MATLAB R©). La valeur test permettant de détermi-
ner la qualité de la formulation élément fini utilisée sera le ratio des déformations dans
la direction d’une mèche pour la formulation classique sur sa valeur dans la formulation
enhanced.

ratio =
ε

classique
m

εenhanced
m

(3.143)

où ε
classique
m est la déformation dans la direction de la mèche pour une formulation à inter-

polation linéaire et εenhanced
m cette même déformation quand la formulation est enrichie de

variables internes enhanced. Ainsi, tout en mettant en exergue le fait que la déformation
est surévaluée pour une formulation classique, on confirmera que la formulation enhanced
réduit ces déformations parasites. Après analyse de ces calculs, les conclusions suivantes
peuvent être tirées sur la déformation dans la direction des mèches :

— L’amplitude du champ de déplacement hourglass imposé n’a pas d’influence sur le
ratio trouvé. Si un champ de la forme suivant est utilisé :

ux = ah (3.144)
uy = bh (3.145)

alors toutes les valeurs possibles de a et b donneront un ratio identique
— L’emplacement du point du domaine isoparamétrique où l’on va calculer le ra-

tio n’a aussi pas d’influence. Cela signifie que la déformation dans la direction
des mèches en tout point de l’élément est identique. La déformation est rendue
homogène dans l’ensemble de l’élément pour n’importe qu’elle combinaison de
modes de déplacement hourglass : la non-constance problématique de ces modes
est corrigée.

— L’angle d’orientation de la mèche par rapport aux côtés de l’élément est évidem-
ment important dans le calcul du ratio. Celui-ci est défini comme indiqué figure
3.11. La mèche est supposée passer au centre de l’élément mais, comme vu au point
précédent, l’emplacement du point du domaine isoparamétrique pour calculer le
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3. Analyse et correction du verrouillage en tension

ratio des déformations n’a pas d’influence. Elle pourrait donc se situer à n’importe
quel emplacement dans l’élément fini. Seule son orientation est importante. Pre-
nons le cas de la figure 3.12 (dénommé cas 1). Cette figure montre l’évolution du
ratio en fonction de l’orientation de la mèche par rapport aux côtés de l’élément.
Pour ce cas le module de cisaillement plan est choisi tel que G = 1GPa et la ri-
gidité des mèches telle que E1 = E2 = 100GPa. La courbe présente deux minima
en 0◦ et 90◦ et un maximum à 45◦. Les minima ont une valeur de ratio de 1 et
correspondent aux cas où les mèches sont alignées avec les côtés de l’élément. La
formulation enhanced introduite ne modifie pas la valeur de la déformation dans
le sens des mèches dans ce cas. Aucun verrouillage n’apparaissant dans le cas où
mèches et côtés des éléments sont alignés, il est cohérent de trouver un ratio de 1.
Le maximum de la courbe correspond à l’orientation pour laquelle la mèche est la
plus éloignées des côtés de l’élément. C’est bien pour cette orientation que la dé-
formation dans la direction de la mèche est le plus surévaluée. La courbe est aussi
strictement supérieure à 1 sur l’ensemble du domaine, confirmant la surévaluation
de la déformation dans la formulation classique.

Figure 3.11 – Orientation d’une mèche dans l’élément fini à tester

— En ce qui concerne l’influence du ratio entre module de cisaillement et rigidité de
tension, deux autres cas ont été testés. Dans le cas 2, la valeur de G est identique
au cas 1 mais la rigidité de tension est de 10GPa. Pour le cas 3, la rigidité de ten-
sion est de 1000GPa. Le tableau 3.1 rappelle les différents cas. Ces trois courbes
(figures 3.12, 3.13 et3.14) ont en commun leur forme, qui est identique pour les
trois cas. Seule l’amplitude de la courbe varie. L’amplitude du ratio de déformation
dans les sens des mèches est donc directement dépendante du ratio entre module
de cisaillement et rigidité de tension. La déformation dans le sens des mèches pour
un élément fini classique étant la même peu importe ce ratio, cela signifie que plus
le ratio Ei/G augmente, plus les déformations parasites dans le sens des mèches
sont supprimées par la formulation enhanced.
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Élément enhanced assumed strain et déformation des mèches

Cas G(GPa) E1(GPa) E2(GPa)
1 1 100 100
2 1 10 10
3 1 1000 1000

Tableau 3.1 – Tableau récapitulant les différentes rigidités pour les 3 cas testés
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Figure 3.12 – Ratio déformation dans le sens de la mèche standard/déformation avec
élément enhanced en fonction de l’angle d’orientation de la mèche dans l’élément pour le

cas 1
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3. Analyse et correction du verrouillage en tension
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Cas 2

Figure 3.13 – Ratio déformation dans le sens de la mèche standard/déformation avec
élément enhanced en fonction de l’angle d’orientation de la mèche dans l’élément pour le

cas 2
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Figure 3.14 – Ratio déformation dans le sens de la mèche standard/déformation avec
élément enhanced en fonction de l’angle d’orientation de la mèche dans l’élément pour le

cas 3
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Performances des éléments pour le verrouillage en tension

3.6 Performances des éléments pour le verrouillage en
tension

3.6.1 Élément continu et lois matériaux linéaires
Dans un premier temps, l’élément enhanced assumed strain continu est testé avec une

loi de comportement élastique linéaire. Deux types de simulations sont réalisés afin de
vérifier leur performance :

— La simulation du bias extension test, simulation la plus utilisée pour la mise en
évidence du verrouillage en tension. Trois maillages différents seront utilisés : un
maillage à 45◦ (figure 3.15), un à 90◦ avec des mailles de même taille que celles
du maillage à 45◦ (figure 3.16), un à 90◦ plus grossier (figure 3.17) et un dernier
à 90◦ plus grossier et distordu (figure 3.18). Le nombre d’éléments est de 442
pour le premier maillage, 451 pour le second et 189 pour les suivants. Une éprou-
vette de taille 270mm × 70mm est utilisée. Le déplacement est imposé aux deux
extrémités de l’échantillon à vitesse réduite de manière à supprimer tout effet iner-
tiel. L’éprouvette est déformée jusqu’à obtenir une valeur théorique de cisaillement
dans la partie centrale égale à 50◦.

Figure 3.15 – Maillage à 45◦ de l’éprouvette de traction de biais

Figure 3.16 – Maillage à 90◦ de l’éprouvette de traction de biais

— La simulation de la dépose sur cercle pour la mise en évidence du verrouillage en
tension a été proposée en tant qu’alternative au bias extension test [HAM 13a].
Ce test est représenté schématiquement figure 3.19. Il consiste en une plaque de
40 mm × 60 mm dont la largeur inférieure est encastrée. Les mèches sont placées
verticalement et horizontalement (les deux réseaux étant toujours orthogonaux)
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3. Analyse et correction du verrouillage en tension

Figure 3.17 – Maillage à 90◦ plus grossier de l’éprouvette de traction de biais

Figure 3.18 – Maillage à 90◦ plus grossier et distordu de l’éprouvette de traction de biais

dans la plaque initiale. Le déplacement est imposé dans la direction horizontale
(selon l’axe x) sur le bord droit de l’éprouvette. Ce déplacement est calculé de
manière à ce que dans l’état final, le bord droit soit déposé sur un arc de cercle
dont le rayon de courbure est choisi. En étant ainsi déposée, le plaque va entrainer
une déformation de cisaillement graduelle de la largeur encastrée jusqu’au bord
libre. L’emplacement du cisaillement maximal se situant évidement en haut de
la plaque. Cet angle de cisaillement maximal est uniquement fonction du rayon
choisi, si l’on suppose la géométrie de l’éprouvette fixée. Le rayon est choisi à 76
mm afin d’obtenir un cisaillement maximal de 45◦. L’objectif de cette simulation
est d’étudier les différences d’efforts obtenues en fin de simulation pour divers
types de maillages de la plaque.

En ce qui concerne la loi matériau utilisée dans cette première partie, c’est une simple
loi élastique anisotrope en grande déformation et déplacement total qui lie déformation
de Green-Lagrange et contraintes de Piolat-Kirchhoff 2 :

S = C :E (3.146)

Le comportement matériel est supposé orthotropique avec découplage de tous les
modes, c’est à dire un coefficient de Poisson nul. La matrice des rigidités C est alors
donnée par :
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Performances des éléments pour le verrouillage en tension

C =


E1 0 0 0 0 0
0 E2 0 0 0 0
0 0 E3 0 0 0
0 0 0 G12 0 0
0 0 0 0 G23 0
0 0 0 0 0 G31

 (3.147)

où E1 est la rigidité selon la première direction de mèche, E2 est la rigidité selon la seconde
direction de mèche (orthogonale à la première), E3 la rigidité de compression transverse
(de direction orthogonale au plan formé par les mèches), G12 la rigidité de cisaillement
plan, G23 la rigidité de cisaillement transverse dans la première direction de mèche et G31
la rigidité de cisaillement transverse dans la seconde direction de mèche. Cette matrice de
comportement sera utilisée telle qu’elle, pour la dépose sur cercle, ou tournée de 45◦, pour
le bias extension test.

Figure 3.19 – Représentation schématique de la dépose sur cercle

Simulation de la traction de biais.

Pour la simulation du bias extension test, les valeurs des rigidités matérielles utilisées
sont notées dans le tableau 3.2.

La forme finale des différents maillages pour les deux formulations testées est donnée
figures 3.20, 3.21, 3.22 et 3.23. Cette simple analyse de la forme globale et de l’apparition
des zones de cisaillement donne des informations intéressantes quant à l’amélioration
apportée par la formulation enrichie. En ce qui concerne le maillage orienté à 45◦, où
aucun verrouillage n’est supposé intervenir, les résultats sont identiques. L’absence de ver-
rouillage est validée ainsi que le bon comportement du nouvel élément dans des cas où
aucune amélioration n’est attendue. Pour les trois autres cas, les résultats de la formula-
tion classique sont erronés, ne faisant pas apparaitre les trois zones caractéristiques du bias
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3. Analyse et correction du verrouillage en tension

Constante Valeur (en MPa)
E1 1000
E2 1000
E3 10
G12 1
G23 1
G31 1

Tableau 3.2 – Tableau récapitulant les valeurs des rigidités pour la simulation du bias
extension test

extension test. Au contraire, la formulation enrichie permet à ces zones de se développer
normalement, même pour le maillage à 90◦ distordu. Ces premiers résultats apportent
une amélioration notable visuellement sur le comportement en traction de biais.

(a) Formulation classique

(b) Formulation enhanced

Figure 3.20 – Etat final du bias extension test avec maillage à 45◦

Il est intéressant de commenter les efforts repris par la machine de traction lors de ces
simulations. Quand le verrouillage en tension apparait, les efforts calculés sont supérieurs
à ceux attendus. La figure 3.24 trace les efforts repris par la machine de traction pour
les différents maillages décrits précédemment. La surévaluation de l’effort attendu peut
être observée pour les maillages orientés à 90◦. Les simulations utilisant la formulation
classique mettent correctement en évidence l’apparition du verrouillage en tension. Il peut
aussi être observé que le raffinement du maillage provoque une diminution de l’écart,
tendance caractéristique des verrouillages numériques.

La figure 3.25 permet de visualiser les courbes d’effort repris par la machine pour
une formulation élément fini enhanced. A la différence des résultats avec une formulation
élément fini classique, on observe très peu de différences entre les divers maillages. Que
le maillage soit orienté à 90◦ ou 45◦, qu’il soit fin ou plus grossier, distordu ou non,
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Performances des éléments pour le verrouillage en tension

(a) Formulation classique

(b) Formulation enhanced

Figure 3.21 – Etat final du bias extension test avec maillage à 90◦

(a) Formulation classique

(b) Formulation enhanced

Figure 3.22 – Etat final du bias extension test avec maillage à 90◦ plus grossier
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3. Analyse et correction du verrouillage en tension

(a) Formulation classique

(b) Formulation enhanced

Figure 3.23 – Etat final du bias extension test avec maillage à 90◦ plus grossier et distordu
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Figure 3.24 – Effort repris par la machine en fonction de l’angle de cisaillement dans la
zone centrale pour une formulation classique
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Performances des éléments pour le verrouillage en tension

les efforts trouvés sont proches jusqu’à 50◦ de cisaillement maximum, angle théorique
maximal atteint lors de simulations de mise en forme. L’amélioration est quantifiable en
calculant l’écart, en pourcentage, à l’effort calculé pour un maillage orienté à 45◦. Ces
écarts sont fournis dans le tableau 3.3. L’écart maximal enregistré est inférieur à 5% pour
un cisaillement de 50◦ (cas du maillage distordu). Ce résultat est acceptable quant à la
précision attendue.
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Figure 3.25 – Effort repris par la machine en fonction de l’angle de cisaillement dans la
zone centrale pour une formulation enhanced

Maillage Écart (en %)

Formulation classique
90◦ +39.11
90◦ grossier +99.25
90◦ distordu +94.35

Formulation enhanced
90◦ +3.07
90◦ grossier +2.83
90◦ distordu +4.72

Tableau 3.3 – Écart à la solution de référence pour un cisaillement de 50◦

Simulation de la dépose sur cercle.

L’objectif de la dépose sur cercle est de vérifier que, si la rigidité de cisaillement est
supposée négligeable, l’éprouvette va se déformer sans effort, c’est à dire sans allongement
des mèches. En effet, celles-ci étant supposées inextensibles, la dépose sur cercle doit se
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3. Analyse et correction du verrouillage en tension

faire sans déformation. Contrairement à [HAM 13a] où la rigidité de cisaillement est
prise nulle, elle est ici seulement prise extrêmement faible. Le fonctionnement de la for-
mulation enhanced introduite suppose l’utilisation d’un tenseur tangent à valeurs propres
non nulles. Le tableau 3.4 donne les valeurs de ces rigidités matériau. Du point de vue
maillage, deux possibilités sont considérées :

— Un maillage réglé sur l’ensemble de la plaque qui va nous servir de référence pour
vérifier l’absence d’efforts lors de la dépose, représenté figure 3.26.

— Un maillage distordu permettant de tester l’apparition ou non de verrouillage en
tension lors de la simulation, représenté figure 3.27.

L’absence de rigidité de cisaillement permet d’obtenir un résultat ou la valeur de l’angle
de cisaillement varie graduellement dans le sens de la hauteur de la plaque déposée. A la
base, aucun cisaillement n’est ressenti, tandis que celui-ci est maximal sur le bord haut. La
variation de cet angle de cisaillement a été représentée figure 3.28 pour vérification.

Constante Valeur (en MPa)
E1 1000
E2 1000
E3 10
G12 1×10−10

G23 1
G31 1

Tableau 3.4 – Valeurs des rigidités pour la simulation de dépose sur cercle

(a) Initial (b) Déformé

Figure 3.26 – Déformation du maillage réglé

Afin de comparer les performances de la formulation classique et de la formulation
enhanced, l’énergie de déformation de la plaque est calculée en tout moment de la dé-
pose sur cercle et tracée figure 3.29. L’analyse de l’énergie associée au maillage réglé et
à la formulation classique permet de vérifier que, lors de la dépose, aucune déformation
parasite n’apparait. L’énergie de déformation maximale rencontrée est de 0.227mJ. Au
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Performances des éléments pour le verrouillage en tension

(a) Initial (b) Déformé

Figure 3.27 – Déformation du maillage distordu

contraire, lors de l’utilisation d’un maillage distordu avec cette même formulation, une
déformation parasite apparait, créant une surévaluation des efforts nécessaires. L’énergie
maximale mesurée est alors de 31.8 mJ. Cela confirme la capacité de cette simulation à
détecter la présence de verrouillage en tension. Finalement, l’énergie mesurée lors de cette
dépose avec une formulation enhanced s’avère être faible, avec un maximum de 0.155mJ.
Par conséquent, la formulation élément finie enhanced permet de supprimer les défor-
mations parasites générées par l’utilisation d’un maillage distordu lors de la simulation de
dépose sur cercle.

Figure 3.28 – Variation du cisaillement dans la hauteur d’une éprouvette déposée sur
cercle
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3. Analyse et correction du verrouillage en tension
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Figure 3.29 – Énergie de déformation dans la plaque déposée suivant le maillage et la
formulation choisie en fonction de la progression de la dépose sur cercle

3.6.2 Élément continu et lois matériaux non linéaires

La formulation enhanced assumed strain développée est maintenant testée sur la loi
de comportement hyperélastique définie section 2.2. Seule la simulation de bias test est
réalisée, la dépose sur cercle demandant une loi sans rigidités de cisaillement pour être
analysée. Les caractéristiques de la simulation du bias test sont les mêmes que pour la
partie 3.6.1. Les maillages utilisés sont identiques (figures 3.15, 3.16, 3.17 et 3.18).

Les efforts repris par la machine de traction pour les différents maillages et la formu-
lation classique sont tracés 3.30. La surévaluation de l’effort attendue est observée pour
les maillages orientés à 90◦. Les simulations utilisant la formulation classique mettent
en évidence l’apparition du verrouillage en tension. L’amélioration des résultats avec le
raffinement du maillage est encore observée.

La figure 3.31 permet de visualiser les courbes d’effort repris par la machine pour une
formulation élément fini enhanced. A la différence des résultats obtenus pour la loi maté-
riau linéaire (figure 3.25), on observe une variation de l’effort calculé entre les différents
maillages. Une amélioration certaine des résultats est tout de même visible, quantifiable
en calculant l’écart, en pourcentage, à l’effort calculé pour un maillage orienté à 45◦. Ces
écarts sont fournis dans le tableau 3.5. L’écart maximal enregistré est de 34% pour un ci-
saillement de 50◦ du maillage à 90◦. Ce résultat est, bien sûr, meilleur que l’écart de 94 %
obtenu pour une formulation classique mais n’est pas pleinement satisfaisant. La qualité
de l’amélioration obtenue peut être mieux appréciée en traçant l’écart à la courbe d’ef-
fort de référence pour les simulations avec maillage à 90◦ des deux formulations (figure
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Figure 3.30 – Effort repris par la machine en fonction de l’angle de cisaillement dans la
zone centrale pour une formulation classique

3.32). L’écart à la référence reste tout de même assez faible sur l’ensemble de l’amplitude
angulaire, notamment dans la zone utile pour la simulation de la mise en forme.
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Figure 3.31 – Effort repris par la machine en fonction de l’angle de cisaillement dans la
zone centrale pour une formulation enhanced
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3. Analyse et correction du verrouillage en tension

Maillage Écart (en %)

Formulation classique
90◦ +93.55
90◦ grossier +201.20
90◦ distordu +177.07

Formulation enhanced
90◦ +33.54
90◦ grossier +69.26
90◦ distordu +52.97

Tableau 3.5 – Écart à la solution de référence pour un cisaillement de 50◦ avec une loi
matériau non linéaire
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Figure 3.32 – Écart à la solution de référence en fonction de l’angle de cisaillement avec
une loi matériau non linéaire pour le maillage à 90◦

Afin d’améliorer ces résultats pour les lois non linéaires, deux pistes ont été explorées :
— L’utilisation d’un élément fini à intégration réduite et formulation enhanced assu-

med strain basé, non plus sur le tenseur des dilatations de Cauchy-Green droit,
mais sur le gradient du déplacement de Reese [REE 05]. L’intérêt de cette formu-
lation est d’enrichir directement le gradient du déplacement plutôt que d’enrichir
une version approximée de Cauchy-Green droit (équation 3.84). Ce choix est,
d’après Wriggers [WRI 96], mieux adapté aux grandes transformations.

— L’utilisation d’un élément fini à intégration complète et formulation enhanced as-
sumed strain basé sur le gradient du déplacement de Simo [SIM 93b]. L’objectif ici
est de déterminer si l’approximation du tenseur de comportement tangent, le fait
de le considérer constant dans l’élément (équation 3.93), devient invalide lorsque
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Performances des éléments pour le verrouillage en tension

la loi de comportement est trop fortement non linéaire. La mise en place de ce type
d’élément à intégration complète est plus lourde, le calcul des variables internes à
chaque élément étant réalisé grâce à la résolution d’un système d’équations non li-
néaires. Un algorithme de Newton doit être utilisé pour faire converger la solution
dans chaque élément.

Ces deux solutions, bien que prometteuses, ont fourni les même résultats que ceux
obtenus grâce à l’élément développé partie 3.3. Le fait que le verrouillage ne soit pas
supprimé avec une loi de comportement non linéaire reste pour l’instant inexpliqué.

3.6.3 Utilisation de l’élément semi-discret
La version semi-discrète de la formulation enhanced asssumed strain (section 3.4) est

testée ici pour le bias extension test. Le comportement de cet élément fini peut être divisé
en deux parties : le comportement associé aux mèches (où aux contributions énergétiques
en tension) et le comportement associé aux rigidités secondaires (cisaillements et compres-
sion transverse). Pour la réponse des mèches à une sollicitation, la rigidité est prise linéaire
par morceaux (figure 3.33). La première rigidité E1 est égale à 3 227 N et la seconde, E2,
égale à 14 390 N. Le comportement de la mèche est non linéaire, fonction de son élon-
gation. En ce qui concerne les rigidités secondaires, la partie continue de l’élément, la loi
hyperélastique est utilisée sans les contributions énergétiques en tension. Deux maillages
sont utilisés. Le premier est discrétisé selon 0−90◦ (figure 3.34), les mèches étant orien-
tées à 45◦ dans les éléments. Le second est orienté à 45◦, les mèches suivent les côtés des
éléments (figure 3.35). Sur cette représentation les mèches ne sont visibles car collées aux
côtés des éléments. Les deux maillages ont été réalisés de manière à contenir le même
nombre de mèches dans chaque direction.

E1

E2

T
en
si
on

Elongation

Figure 3.33 – Tension dans une mèche en fonction de son élongation

Les résultats en efforts sont présentés figure 3.36. Comme précédemment pour l’élé-
ment fini continu, les résultats montrent des différences nettes. Les efforts calculés avec
une formulation semi-discrète classique pour le maillage à 90◦ sont largement supérieurs à
ceux trouvés pour le maillage à 45◦ (+258% en fin de courbe). La présence du verrouillage
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3. Analyse et correction du verrouillage en tension

Figure 3.34 – Maillage à 90◦ de l’éprouvette de traction de biais avec l’élément semi-
discret

Figure 3.35 – Maillage à 45◦ de l’éprouvette de traction de biais avec l’élément semi-
discret

numérique en tension est confirmée. Dans le cas de la formulation enhanced associée au
maillage à 90◦, le résultat est en cohérence avec les courbes de référence. L’écart en fin de
courbe est alors de +12%. Cet exemple met encore en avant le gain quantitatif associé à
l’utilisation d’une formulation enhanced asssumed strain. Il est noté qu’à la différence des
résultats précédant, l’angle maximal de cisaillement retenu pour la courbe 3.36 est de 41◦.
Cela vient du fait que la simulation avec l’élément classique et le maillage à 90◦ est in-
stable compte tenu du verrouillage numérique et de la plus grande instabilité des éléments
semi-discrets. Cette simulation n’atteint alors que cette valeur maximale en cisaillement.

Il est intéressant de noter que les résultats obtenus ici sont bien meilleurs que les
résultats obtenus pour l’élément fini continu avec une loi non-linéaire. Pourtant la loi de
comportement associée à l’élément semi-discret testé est entièrement non linéaire, que
ce soit pour les contributions en tension où pour les rigidités secondaires (identiques à
l’élément continu). Il semble alors que la formulation enhanced soit plus efficace sur cet
élément semi-discret. Afin d’expliquer cela, on peut avancer le fait que la définition des
directions des contributions en tension est réalisée dans le domaine isoparamétrique. Par
conséquent, l’enrichissement étant réalisé dans ce domaine isoparamétrique, il doit être
plus efficace.
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Bilan du chapitre 3
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Figure 3.36 – Effort repris par la machine en fonction de l’angle de cisaillement dans la
zone centrale suivant le maillage et la formulation choisie

3.7 Bilan du chapitre 3
Ce chapitre a permis de détailler de nombreux aspects du verrouillage en tension des

renforts tissés. L’étude de l’essai de bias extension test a permis de visualiser les modes de
déplacement posant problème lors de la simulation numérique : les modes hourglass. La
confirmation de la responsabilité de ces modes a ensuite été développée théoriquement.
La partie non-constante des déformations hourglass entraine des déformations globales
nulles dans la direction des mèches mais non nulles localement, au niveau des points d’in-
tégration. Des efforts indésirables sont alors générés. La problématique est d’utiliser des
formulations éléments finis supprimant, ou corrigeant, ces déformations locales parasites.

Un état de l’art des techniques de résolution disponibles actuellement a alors été pré-
senté avec principalement : l’alignement entre directions de mèches et cotés des éléments,
l’intégration réduite (sélective, avec stabilisation physique...) et les éléments à champ
mixte. Parmi ces solutions, aucune n’est polyvalente ni communément admise pour la
résolution du verrouillage en tension.

Un élément fini basé sur une formulation enhanced assumed strain à intégration ré-
duite est proposé pour résoudre le problème du verrouillage en tension. Il est basé sur
une approximation du tenseur des dilatations de Cauchy-Green droit autour d’un seul
point d’intégration central. Des variables internes supplémentaires sont ajoutées. Leurs
fonctions d’interpolations sont choisies de manières à compléter les polynômes isopara-
métriques d’interpolation des déplacements classiques. Deux éléments sont proposés : un
possédant 9 variables internes pour les éléments non distordus initialement, et un autre
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3. Analyse et correction du verrouillage en tension

possédant 21 variables internes pour gérer les éléments distordus initialement.
En plus de l’élément fini continu, la même procédure est appliquée à l’élément fini

semi-discret. Les contributions discrètes en tension subissent le même traitement que
l’élément fini continu. Un élément fini à intégration réduite semi-discret avec formulation
enhanced assumed strain est obtenu.

La qualité des améliorations apportées par les nouvelles formulations est quantifiée
sur des simulations de traction de biais (et de dépose sur cercle pour le cas matériellement
linéaire) avec des maillages différents. L’élément fini continu donne de très bons résultats
avec une loi de comportement linéaire tandis que les résultats avec la loi de comportement
hyperélastique adaptée aux renforts interlock sont décevants. L’explication de cette diffé-
rence est pour l’instant inconnue. Pour le nouvel élément fini semi-discret, les résultats
obtenus sont très satisfaisants. Le verrouillage est presque entièrement supprimé.
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Chapitre 4

Phénomène d’hourglassing transverse
des renforts tissés épais

Les renforts tissés épais de composite, par leur structure singulière, se voient
attribué un comportement fortement anisotropique. Les différences impor-
tantes d’amplitude entre les rigidités est source de problèmes numériques. Ici,
un comportement parasite en flexion des renforts lors de leur simulation nu-
mérique est mis en évidence. Le développement indésirable de modes hour-
glass transverses est détaillé puis corrigé par l’intermédiaire de deux solutions :
une rigidification globale des modes hourglass par la méthode de la dilatation
moyenne, puis une stabilisation matérielle à l’aide d’un paramètre utilisateur
supplémentaire. Les deux solutions sont qualitativement comparées à l’aide
de simulations de flexion trois points.
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Développement non désiré de modes hourglass dans l’épaisseur des renforts épais

4.1 Développement non désiré de modes hourglass dans
l’épaisseur des renforts épais

La forte anisotropie des tissés épais secs, due à l’entremêlement de mèches très raides
constituant une préforme malléable, introduit des phénomènes numériques non désirés.
Outre le verrouillage en tension décrit chapitre 3, leurs caractéristiques spécifiques auto-
risent le développement parasite de modes de déplacement hourglass dans leur épaisseur
lors de sollicitations dominées par la flexion. L’analyse des phénomènes numériques et
leur résolution sont plus facilement obtenues en ayant connaissance des rigidités en jeu.
Ici, deux types de rigidités peuvent être distingués : les rigidités principales de tension
sollicitées par l’extension des mèches et les rigidités secondaires dues aux frottements et
blocages entre mèches (compression transverse et cisaillements). Contrairement au cas
du verrouillage en tension, on va s’intéresser non pas au ratio entre rigidités secondaires
et principales, mais aux différentes rigidités secondaires, plus particulièrement celles en
cisaillement transverse et compression transverse. On verra que le comportement numé-
rique du tissé diffère largement de celui observé expérimentalement pour des sollicitations
faisant intervenir les deux rigidités susmentionnées. L’apparition des modes hourglass
transverses parasites sera mise en évidence section 4.1.1 et étudiée analytiquement section
4.1.2. Finalement deux solutions seront proposées : la première basée sur la technique
F-bar (section 4.2) initialement utilisée pour remédier à l’incompressibilité, la seconde
fondée sur la rigidification des modes hourglass grâce aux γ-projections (section 4.3).

4.1.1 Mise en évidence de modes parasites transverses
4.1.1.1 Flexion 3 points

L’essai de flexion trois points permet d’étudier la réponse du matériau à des sollici-
tations n’étant pas décrites explicitement dans la loi de comportement numérique. A la
différence des coques et poutres, les éléments volumiques classiques étudiés ici ne font
pas apparaitre explicitement la rigidité en flexion, elle est induite par d’autres rigidités
numériques.

L’expérience est réalisée dans les conditions décrites section 1.3.3.8 avec un échan-
tillon mesurant 200mm× 30mm× 15mm (longueur× largeur× épaisseur). Le principe
expérimental est visible figure 1.35. Au cours de l’essai de flexion, en se basant sur l’ob-
servation de sections initialement droites, l’éprouvette est principalement soumise à du
cisaillement transverse. Ses sections, marquées de trais verticaux, restent quasi verticales
aux cours de la flexion, indiquant que des plans de mèches glissent les uns par rapport aux
autres. Les matériaux fibreux épais se rapprochent alors, si on les assimile à des plaques,
plus de la théorie de Mindlin-Reissner que de celle de Kirchhoff-Love où les sections
restent droites et normales à la fibre moyenne. Cette déformation particulière est bien en-
tendue liée aux larges rigidités en traction des mèches, qui forcent chaque couche à rester
de la même longueur.

La simulation est accomplie dans les mêmes conditions que l’expérience. Une plaque
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4. Phénomène d’hourglassing transverse des renforts tissés épais

est déposée sur deux cylindres fixes, la gravité est appliquée à l’ensemble de la structure
puis le cylindre central descend de 60 mm pour solliciter le tissé en flexion. Le calcul est
réalisé avec des éléments volumiques sans conditions de symétrie avec la loi de compor-
tement hyperélastique décrite section 2.2 où tous les paramètres ont été identifiés sur des
essais différents de celui-ci. Les résultats obtenus par simulation sont montrés figures 4.1,
4.2, 4.3 et 4.4 pour des flèches respectivement de 0mm, 20mm, 40mm et 60mm. Seul le
maillage est donné car seul celui-ci nous intéresse ici. Le maillage initial est un maillage
réglé où les mailles sont des cubes de 3mm de côté. Cinq éléments ont été placés dans
l’épaisseur afin de pouvoir négliger le verrouillage en cisaillement inhérent à l’utilisation
d’éléments finis classiques à interpolation linéaire et intégration complète [COO 75]. La
simulation est quasi statique afin de ne faire apparaitre aucun effort inertiel.

(a) Expérience (b) Numérique

Figure 4.1 – Essai de flexion trois points sur tissé épais - flèche de 0mm

(a) Expérience (b) Numérique

Figure 4.2 – Essai de flexion trois points sur tissé épais - flèche de 20mm

(a) Expérience (b) Numérique

Figure 4.3 – Essai de flexion trois points sur tissé épais - flèche de 40mm

A la vue des résultats numériques, la modélisation utilisée ne reflète pas la réalité.
On observe l’apparition graduelle de bourrelets. Ceux-ci sont présents dès le début de la
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Développement non désiré de modes hourglass dans l’épaisseur des renforts épais

(a) Expérience (b) Numérique

Figure 4.4 – Essai de flexion trois points sur tissé épais - flèche de 60mm

simulation et leur nombre augmente au fur et à mesure. Ces bourrelets ne sont bien sûr
pas attendus, comme le confirment les résultats expérimentaux. On voit ici un exemple
des conséquences numériques de la forte anisotropie des tissés épais.

4.1.1.2 Cisaillement simple de deux éléments

De manière à mettre en évidence plus simplement les phénomènes en jeu, un test
élémentaire est mis au point. La représentation en est faite figure 4.5. Il est constitué de
deux éléments cubiques superposés selon la direction z, alignée avec la direction transverse
M3. C’est à dire que la direction z désigne l’épaisseur d’un tissé épais. Un cisaillement
simple est appliqué à partir du côté supérieur du patch d’élément dans la direction x. Le
déplacement total imposé sur ce coté est égal à la longueur de ce même coté. Le résultat
est donné figure 4.5. Les traits horizontaux plus clairs représentent les mèches et leur
orientation correspond aux hypothèses de base de formulation de la loi hyperélastique.

Figure 4.5 – Cisaillement simple de deux éléments dans le plan (x,z)

Afin d’analyser les résultats, on observe les déplacements des nœuds, principalement
les 3 et 4, pour un patch d’éléments cubiques de coté 6 mm. Les déplacements des nœuds
sont indiqués dans le tableau 4.1.
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4. Phénomène d’hourglassing transverse des renforts tissés épais

Nœud Déplacement x (mm) Déplacement z (mm)
1 0.0 0.0
2 0.0 0.0
3 3.015 -0.408
4 2.973 0.408
5 6.0 0.0
6 6.0 0.0

Tableau 4.1 – Déplacement des nœuds du cisaillement simple figure 4.5

Le résultat indique une variation de l’orientation du coté 3-4 par rapport à la direc-
tion x. Ce résultat est normal pour des matériaux classiques (isotrope par exemple) mais
pas pour notre tissé épais. La loi de comportement utilisée est définie de telle manière
que, lors d’un cisaillement simple, les lignes initialement horizontales restent horizontales
(comme dans l’essai de cisaillement transverse, section 1.3.3.7). Le résultat obtenu n’est
pas le comportement qui a été identifié. On remarque aussi que le mode de déplacement
qui se développe est principalement un mode hourglass transverse au lieu d’un mode de
cisaillement simple. Pour en revenir à notre essai de flexion trois points, les modes de dé-
placements à surveiller sont les modes de cisaillement transverse et hourglass transverse,
représentés figure 4.6.

(a) Cisaillement transverse (b) Mode hourglass transversal

Figure 4.6 – Modes de déplacement principaux lors de la simulation de la flexion trois
points

4.1.2 Justification par le calcul théorique des raideurs hourglass
Nous avons vu lors de la simple sollicitation en cisaillement de deux éléments, section

4.1.1.2, que les modes hourglass transversaux avaient tendance à se développer plus faci-
lement que le cisaillement transverse. Afin d’analyser cette supposition il est intéressant
de comparer les rigidités associées à chacun des modes hourglass et de les comparer aux
rigidités des modes homogènes (cisaillement et dilatation). Pour ce faire, l’utilisation de
notions liées aux γ-projections est nécessaire, détaillée section 3.3.1.
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Développement non désiré de modes hourglass dans l’épaisseur des renforts épais

Afin de calculer les rigidités associées aux modes de déformation qui nous intéressent,
on prend comme base l’élément décrit figure 4.7 de longueur L (direction 1), largeur D
(direction 2), et épaisseur t (direction 3). L’élément n’est pas distordu initialement et ne
subit pas de déformation afin de simplifier les explications. Le calcul de la rigidité de
l’élément Ke pour un élément à intégration complète (2 points de Gauss dans chaque
direction) est réalisé analytiquement grâce à MapleTM. Le calcul de la matrice de rigidité
est réalisé en considérant la seconde variation du potentiel d’énergie élastique et peut être
exprimé :

1

3

2
t

L

D

Figure 4.7 – Élément brique étudié

KT = Kmat +Kgeo (4.1)
où Kmat et Kgeo sont les rigidités matérielles et géométriques définies équations 2.58 et
2.59. On se place à l’état non déformé, annulant ainsi les rigidités géométriques. Par
conséquent, le calcul de la rigidité de l’élément peut être réalisé dans le domaine matériel
(équation 2.58) :

KT =
∫

Ω0

BT
0 CSEB0 dΩ (4.2)

Pour calculer la rigidité des modes hourglass, définissons les vecteurs γ̃γγ
j
i qui sont

construits avec la version normée γγγn
i des vecteurs antihourglass γγγi (équation 3.68) et appli-

qués à la direction j tel que :

γγγ
n
i =γγγi/‖γγγi‖ (4.3)

γ̃γγ
x
i =({γγγn

i }1,0,0,{γγγn
i }2,0,0,{γγγn

i }3,0,0,{γγγn
i }4,0,0,

{γγγn
i }5,0,0,{γγγn

i }6,0,0,{γγγn
i }7,0,0,{γγγn

i }8,0,0) (4.4)
γ̃γγ

y
i =(0,{γγγn

i }1,0,0,{γγγn
i }2,0,0,{γγγn

i }3,0,0,{γγγn
i }4,0,

0,{γγγn
i }5,0,0,{γγγn

i }6,0,0,{γγγn
i }7,0,0,{γγγn

i }8,0) (4.5)
γ̃γγ

z
i =(0,0,{γγγn

i }1,0,0,{γγγn
i }2,0,0,{γγγn

i }3,0,0,{γγγn
i }4,

0,0,{γγγn
i }5,0,0,{γγγn

i }6,0,0,{γγγn
i }7,0,0,{γγγn

i }8) (4.6)

Les rigidités associées à chaque mode de déplacement hourglass peuvent être calculées
par la relation suivante :
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4. Phénomène d’hourglassing transverse des renforts tissés épais

ω
j
i = γ̃γγ

j T
i Keγ̃

j
i (4.7)

En ce qui concerne la loi matériau, la matrice des rigidités tangentes qui lie taux de
déformation de Green-Lagrange et taux de contraintes de Piolat-Kirchhoff 2 est utilisée
(équation 2.33). Le comportement matériel initial est orthotrope avec découplage de tous
les modes, c’est à dire un coefficient de Poisson nul. La matrice des rigidités CSE est alors
donnée par :

CSE =


E1 0 0 0 0 0
0 E2 0 0 0 0
0 0 E3 0 0 0
0 0 0 G12 0 0
0 0 0 0 G23 0
0 0 0 0 0 G31

 (4.8)

où E1 est la rigidité selon la première direction de mèche, E2 est la rigidité selon la seconde
direction de mèche (orthogonale à la première), E3 la rigidité de compression transverse
(de direction orthogonale au plan formé par les mèches), G12 la rigidité de cisaillement
plan, G23 la rigidité de cisaillement transverse dans la première direction de mèche et
G31 la rigidité de cisaillement transverse dans la seconde direction de mèche. Chacun de
ces coefficients est dépendant de la déformation. Pour rappel, celle-ci est considérée nulle
pour simplification.

Après calcul, les rigidités des modes hourglass (correspondant aux modes de déplace-
ments h1, h2, h3 et h4 dans les directions x, y et z figure 3.10) sont données par :

ω
x
1 = t

E1D2 +G12L2

6LD
(4.9)

ω
y
1 = t

E2L2 +G12D2

6LD
(4.10)

ω
z
1 = t

G13D2 +G23L2

6LD
(4.11)

ω
x
2 = L

G12t2 +G13D2

6Dt
(4.12)

ω
y
2 = L

E2t2 +G23D2

6Dt
(4.13)

ω
z
2 = L

E3D2 +G23t2

6Dt
(4.14)

ω
x
3 = D

E1t2 +G13L2

6Lt
(4.15)
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Développement non désiré de modes hourglass dans l’épaisseur des renforts épais

ω
y
3 = D

G12t2 +G23L2

6Lt
(4.16)

ω
z
3 = D

E3L2 +G13t2

6Lt
(4.17)

ω
x
4 =

(G12t2 +G13D2)L2 +E1t2D2

18LDt
(4.18)

ω
y
4 =

(E2t2 +G23D2)L2 +G12D2t2

18LDt
(4.19)

ω
z
4 =

(E3D2 +G23t2)L2 +G13D2t2

18LDt
(4.20)

Les modes principaux impliqués dans la simulation de la flexion trois points sont,
comme indiqué figure 4.6, le cisaillement transverse et le mode hourglass transversal. La
rigidité du mode hourglass transverse sens 1 (direction chaine) est donnée par la valeur ω

z
3,

équation 4.17 (pour le sens 2, direction trame, valeur ω
z
2 équation 4.14 ). En procédant de

la même manière, les raideurs des modes de cisaillement transverse sens 1 (figure 4.6a) et
sens 2 sont données par :

ωct1 =
DtG13

2L
(4.21)

ωct2 =
LtG23

2D
(4.22)

Afin d’éviter que le mode hourglass transverse ne se développe plus facilement que le
mode de cisaillement transverse attendu dans la simulation trois points, la rigidité asso-
ciée au cisaillement transverse doit être plus faible que celle associée au mode hourglass
transverse. La condition suivante apparait :

ωct1 < ω
z
3 et ωct2 < ω

z
2 (4.23)

Soit après utilisation des équations 4.17 et 4.21, puis 4.14 et 4.22 :

E3 > 2G13
t2

L2 (4.24)

E3 > 2G23
t2

D2 (4.25)

Par conséquent pour un maillage cubique non distordu ni déformé (L = d = t), la
rigidité tangente de compression transverse doit être supérieure à deux fois la rigidité
tangente de cisaillement transverse afin que le développement des modes hourglass ne
soit pas facilité. Cependant, dans notre cas, la rigidité tangente initiale en compression est
de 0.0662 MPa et celle de cisaillement 0.0888 MPa (pour les deux directions). Le ratio
ω

z
3 sur ωct1 (ou ω

z
2 sur ωct2) est :
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4. Phénomène d’hourglassing transverse des renforts tissés épais

ω
z
3

ωct1
=

ω
z
2

ωct2
= 0.5818 (4.26)

Ce ratio est bien inférieur à 1, confirmant la possibilité pour les modes de déplacement
hourglass à se développer. Afin d’obtenir un comportement cohérent de la simulation
numérique en flexion trois points, la rigidité associée aux modes hourglass parasites doit
être augmentée. Deux solutions sont proposée ici : la méthode dite F-bar (section 4.2) et
une méthode de raidissement des modes hourglass basée sur les γ-projection (section 4.3).

Il est à noter que la rigidité ω
z
4 (équation 4.20), associé à la distorsion transversale,

est aussi problématique pour la simulation des tissés épais. La stabilisation de ce mode
n’est pas prise en compte ici car ces caractéristiques de déplacement particulières ne dé-
clenchent pas facilement son apparition, spécialement en flexion.

4.2 Raidissement des modes hourglass par la dilatation
moyenne - méthode F-bar

4.2.1 Présentation et utilisation classique
Dans le cas de lois de comportement incompressible ou quasi incompressible, la di-

latation non nulle en tout point des modes hourglass, qui sont un mode de déformation
isochore, provoque un raidissement du comportement. Ce phénomène a été extensive-
ment étudié et plusieurs techniques de résolution sont disponibles.

L’approche la plus intéressante est d’utiliser une formulation en déplacement pur.
Cette idée a commencé son chemin avec les méthodes à intégration réduite, sélective
et les méthodes B [HUG 77b], pour laquelle un théorème d’équivalence a été obtenu
[HUG 77a, MAL 78]. La formulation en dilatation moyenne introduite par [NAG 74]
peut aussi être associée au modèle B. Cette formulation est largement utilisée dans des
codes commerciaux de premier plan (LS-DYNA, NIKE3D ou Abaqus). Les principaux
développements sur les méthodes F, qui est la généralisation aux déformations finies des
méthodes B ont été réalisés par [HUG 75, SIM 85, SOU 96, SOU 05].

Nous nous intéresserons ici à la méthode F qui permet d’éviter les problèmes d’in-
compressibilité en déformations finies. Comme nous allons le voir, son utilité première
n’a aucun rapport avec notre objectif de stabilisation des modes hourglass : F permet de
faire diminuer la rigidité des modes hourglass (qui sont à volume constant) des matériaux
incompressibles alors que l’on désire augmenter la rigidité de certains de nos modes hour-
glass problématiques. Cette méthode a pour intérêt d’être implémentée, de manière plus
ou moins ressemblante, dans de nombreux codes éléments finis commerciaux.

4.2.2 Implémentation et valeurs propres
L’objectif de la technique F est d’obtenir une dilatation qui sera la même en tout

point de l’élément. Ainsi le verrouillage numérique lié à l’incompressibilité des matériaux
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Raidissement des modes hourglass par la dilatation moyenne - méthode F-bar

pourra être levé. La version géométriquement non linéaire de l’implémentation de cette
technique est décrite ici. L’idée principale est de scinder le gradient de la transformation
en deux parties : une partie déviatorique (qui conserve le volume) et une partie sphérique.
Le gradient de la transformation est utilisé car c’est la quantité pertinente dans les cas
géométriquement non linéaire. La décomposition est réalisée de manière multiplicative.
Ce type de décomposition a été exploité par [FLO 69, HUG 75, SIM 91, SIM 85], grâce
au principe à trois champs de Hu-Washizu, et plus récemment sous une approche F al-
ternative [SOU 96, SOU 05]. Ces travaux ont aussi été repris par [ELG 08]. Définissons
le gradient de la transformation et son déterminant, indiquant la variation de volume :

F =
∂x

∂X
, Det(F (ξ)) = j (ξ) (4.27)

Il faut tout d’abord définir la dilatation que l’on souhaite voir appliquée à l’ensemble
de l’élément. Pour cela on va utiliser le déterminant du gradient de la transformation j qui
va mesurer le changement de volume en un point précis. Là, deux solutions sont possibles.
Soit on utilise le déterminant calculé au centre du domaine isoparamétrique :

j = Det(F (ξ))ξ=0 (4.28)

où ξ désigne les coordonnées du domaine isoparamétrique dans le cube biunitaire. Cette
solution, bien que simple, s’avère ne pas satisfaire le patch test pour des solutions distor-
dues initialement. Par conséquent, il lui est préféré la moyenne matérielle de la dilatation
dans l’élément :

j =
1

V0

∫
V0

Det(F (ξ)) dV0 (4.29)

où j est indépendant de ξ. Le nouveau gradient de la transformation est alors défini
comme suit :

F (ξ) = F (ξ)

(
j

j (ξ)

) 1
3

(4.30)

rendant la dilatation constante en tout point ξ. Pour montrer cela, prenons le déterminant
de F (ξ) :

Det
(
F (ξ)

)
= Det

F (ξ)

(
j

j (ξ)

) 1
3

 (4.31)

dans laquelle on veut faire sortir le scalaire :

(
j

j (ξ)

) 1
3

(4.32)
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4. Phénomène d’hourglassing transverse des renforts tissés épais

du membre de droite. Comme nous travaillons en trois dimensions, le scalaire sortant du
déterminant est mis à la puissance trois :

Det
(
F (ξ)

)
= Det(F (ξ))

( j
j (ξ)

) 1
3

3

(4.33)

Det
(
F (ξ)

)
= j (ξ)

j
j (ξ)

(4.34)

Det
(
F (ξ)

)
= j (4.35)

où j est indépendant du point d’intégration ξ. Le déterminant, et par conséquent la di-
latation, est constante en tout point d’intégration de l’élément. Le calcul habituellement
réalisé pour calculer les contraintes avec F est maintenant fait avec F , défini équation
4.30. Etant donné que l’interpolation des déplacements afin de calculer le gradient de
la transformation est modifiée, l’interpolation des forces internes calculées à partir des
contraintes doit être modifiée aussi. En lieu et place de l’équation classique :

Fint =
∫

V
BT

σσσdΩ (4.36)

une matrice B différente est utilisée telle que :

Fint =
∫

V
BT

σσσdΩ (4.37)

Cette matrice est construite en considérant la décomposition additive entre la partie sphé-
rique et la partie déviatorique :

B = BSph +Bdev (4.38)

donnée par :

B =


b1 0 0
0 b2 0
0 0 b3
b2 b1 0
0 b3 b2
b3 0 b1

 BSph =
1
3


b1 b2 b3
b1 b2 b3
b1 b2 b3
0 0 0
0 0 0
0 0 0

 (4.39)

avec :

bi =
∂N

∂xi
(4.40)
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Raidissement des modes hourglass par la dilatation moyenne - méthode F-bar

oùN est le vecteur des fonctions de forme. La matrice B est alors définie telle que la dila-
tation soit nulle en tout point de l’élément, c’est à dire en lui retirant sa partie sphérique :

B = B−BSph (4.41)

donnant :

B =



2
3 b1 −1

3 b2 −1
3 b3

−1
3 b1

2
3 b2 −1

3 b3
−1

3 b1 −1
3 b2

2
3 b3

b2 b1 0
0 b3 b2
b3 0 b1

 (4.42)

On peut vérifier que la somme des trois premières lignes de la matrice B est toujours
nulle, imposant la nullité de la dilatation en tout point de l’élément. Après avoir défini la
méthode F-bar utilisée, il est maintenant intéressant de calculer les nouvelles rigidités des
modes de déplacement hourglass transverse et cisaillement transverse afin de le comparer.
Dans les mêmes conditions que pour la section 4.1.2, celles-ci sont maintenant données
par :

ω
z
2 = L

(E1 +E2 +4E3)D2 +9G23t2

54Dt
(4.43)

ω
z
3 = D

(E1 +E2 +4E3)L2 +9G13t2

54Lt
(4.44)

et :

ωct1 =
DtG13

2L
(4.45)

ωct2 =
LtG23

2D
(4.46)

Les rigidités associées aux deux modes de déplacement hourglass ont vu l’expression
analytique de leur rigidité changer. Les modules E1 et E2 qui correspondent aux rigidités
des mèches sont apparus. Par contre, comme attendu, la rigidité des modes de cisaillement
n’a pas changée, confirmant que la méthode F-Bar n’agit que sur les modes hourglass.
Comme les rigidités des mèches sont bien supérieures aux autres rigidités (de l’ordre de
50MPa à l’état initial ici), on peut supposer que la rigidité des modes hourglass a été
considérablement augmentée. Pour vérifier cela, le calcul du ratio des rigidités est effectué
(équation 4.26) :

ω
z
3

ωct1
=

ω
z
2

ωct2
= 42.1522 (4.47)
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4. Phénomène d’hourglassing transverse des renforts tissés épais

Le ratio 4.47 est bien supérieur à la valeur de 1 impliquant une rigidité des modes
hourglass transverse supérieure à celle du cisaillement transverse à l’état non déformé.
Cette méthode permet donc de stabiliser les modes parasites qui apparaissent lors de la
simulation de la flexion trois points grâce aux valeurs importantes des rigidités des mèches
E1 et E2. Cette méthode à deux inconvénients principaux :

— La nouvelle rigidité des modes hourglass transverse ω
z
2 et ω

z
3 est directement liée

aux rigidités E1 et E2. Si celles-ci ne sont pas fortement supérieures aux autres ri-
gidités (cisaillement et compression transverse), il se peut que les modes hourglass
ne soient pas suffisamment stabilisés ;

— La plupart des rigidités des modes hourglass sont modifiées, et pas seulement ω
z
2

et ω
z
3 :

ω
x
1 = 2t

(4E1+E2+E3)D2 +9G12L2

108LD
(4.48)

ω
y
1 = t

(E1+4E2+E3)L2 +9G12D2

54LD
(4.49)

ω
z
1 = t

G13D2 +G23L2

6LD
(4.50)

ω
x
2 = L

G12t2 +G13D2

6Dt
(4.51)

ω
y
2 = L

(E1+4E2+E3) t2 +9G23D2

54Dt
(4.52)

ω
x
3 = 2D

(4E1+E2+E3) t2 +9G13L2

108Lt
(4.53)

ω
y
3 = D

G12t2 +G23L2

6Lt
(4.54)

ω
x
4 =

(
(4E1+E2+E3) t2 +9G13L2)D2 +9G12L2t2

162LDt
(4.55)

ω
y
4 =

(
(E1+4E2+E3) t2 +9G23D2)L2 +9G12t2D2

162LDt
(4.56)

ω
z
4 =

(
(E1+E2+4E3)D2 +9G23t2)L2 +9D2t2G13

162LDt
(4.57)

Le comportement global peut être légèrement modifié par la méthode F-Bar, sui-
vant le type de simulation réalisée.

4.2.3 Résultats numériques
4.2.3.1 Cisaillement simple sur deux éléments

La simulation de deux éléments en cisaillement simple réalisée section 4.1.1.2 est re-
produite avec la méthode F-bar. Le résultat est donné figure 4.8.

164

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0115/these.pdf 
© [S. Mathieu], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés



Raidissement des modes hourglass par la dilatation moyenne - méthode F-bar

Figure 4.8 – Cisaillement simple de deux éléments dans le plan (x,z) avec la méthode
F-bar

Afin d’analyser les résultats, on observe les déplacements des nœuds, principalement
les 3 et 4, pour un patch d’éléments cubiques de côté 6 mm. Les déplacements des nœuds
sont indiqués dans le tableau 4.2.

Nœud Déplacement x (mm) Déplacement z (mm)
1 0.0 0.0
2 0.0 0.0
3 3.007 -0.006
4 3.007 0.005
5 6.0 0.0
6 6.0 0.0

Tableau 4.2 – Déplacement des nœuds du cisaillement simple figure 4.8

Le résultat indique que le côté 3-4 ne change pas d’orientation contrairement au ré-
sultat avec une formulation classique figure 4.5. La variation de hauteur des nœuds 3 et 4
est négligeable. Ce résultat est en accord avec la loi de comportement utilisée et l’essai de
cisaillement transverse réalisé.

4.2.3.2 Flexion 3 points

Des calculs de flexion trois points sont réalisés dans les mêmes conditions que ceux
décrits section 4.1.1.1. La seule différence est l’utilisation de la méthode F-bar. Les résul-
tats de ces simulations sont donnés figures 4.9 et 4.10 pour un déplacement de 40mm et
60mm. Contrairement aux figures 4.3 et 4.4, aucun bourrelet n’apparait lors de la simula-
tion. Les rigidités des modes hourglass sont maitrisées et la forme globale de la simulation
est cohérente avec l’expérience.

165

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0115/these.pdf 
© [S. Mathieu], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés



4. Phénomène d’hourglassing transverse des renforts tissés épais

(a) Expérience (b) Numérique

Figure 4.9 – Essai de flexion trois points sur tissé épais avec méthode F-Bar - flèche de
40mm

(a) Expérience (b) Numérique

Figure 4.10 – Essai de flexion trois points sur tissé épais avec méthode F-Bar - flèche de
60mm
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Raidissement des modes hourglass par la dilatation moyenne - méthode F-bar

Afin de confirmer l’augmentation de la rigidité des modes hourglass, la force nécessaire
à l’appui central pour atteindre un déplacement de 60mm est tracé figure 4.11. L’effort
nécessaire pour atteindre le même déplacement est bien supérieur avec la méthode F-bar.
Ceci s’explique par le fait que le mode principal de déplacement des éléments n’est plus
le mode hourglass transverse mais le cisaillement transverse, à cause de l’augmentation
de la rigidité des modes hourglass due à la méthode F-bar. La rigidité du cisaillement
transverse étant supérieure, la force nécessaire pour déformer les éléments est supérieure.
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Figure 4.11 – Effort repris par le cylindre central en fonction de la flèche imposée avec la
méthode F-bar par rapport à un élément classique sens chaine

La méthode F-bar est donc efficace pour supprimer l’apparition de bourrelets parasites
lors de simulations dominées par la flexion. Son implémentation est simple et rapide. Pour
en revenir aux inconvénients listés section 4.2.2, des simulations ont été réalisées avec des
rigidités de mèches sens trame E2 différentes (pour des flexions sens chaine). Ces rigidités
ont soit été multipliées par 2, 5 ou 10 ; ou divisée par 2, 5 ou 10. Les courbes de l’effort
repris par le cylindre central sont tracées figure 4.12.

Ces résultats montrent, comme supposé, que la stabilisation apportée par la méthode
F-bar dépend grandement des autres rigidités, même celles non sollicitées comme la ri-
gidité en tension sens trame pour des flexions trois points sens chaine. Le comportement
final est fortement influencé par celles-ci. De plus, pour le cas où les rigidités ont été di-
visées par 10, des bourrelets sont apparus. Cela indique que la quantité de stabilisation
apportée n’est pas maitrisée.
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Figure 4.12 – Effort repris par le cylindre central en fonction de la flèche imposée avec la
méthode F-bar sens chaine

4.3 Raidissement des modes hourglass par une rigidité
matérielle additionnelle

4.3.1 Paramètre de stabilisation hourglass matériel
L’objectif avec cette seconde méthode est de mieux contrôler la rigidité associée aux

modes de déplacement parasites que l’on désire faire disparaitre. Dans cette optique nous
partons de la théorie des γ-projections initiée section 3.3.1 afin de développer une mé-
thode de stabilisation hourglass en déplacement total adaptée à notre formulation hyper-
élastique. Pour cela, on reprendre le concept de stabilisation à intégration réduite, déve-
loppé section 3.3.1, sans la partie enhanced strain. Les approximations suivantes du tenseur
des dilatations de Cauchy-green droit et du tenseur des contraintes de Piolat-Kirchhoff 2
sont utilisées (à partir des équations 3.84 et 3.93 ) :

C = C+2
[

J−1
0

]
B̃stabũ (4.58)

S(C) = S
(

C
)
+CSE

[
J−1
0

]
B̃stabũ (4.59)

donnant les forces de stabilisation (équation 3.113) :

Fstab =
4

∑
i=1

ΓiJ0Kiu (4.60)

où :
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Raidissement des modes hourglass par une rigidité matérielle additionnelle

Ki =
4

∑
j=1

Ki j
uuJT

0 ΓT
j (4.61)

Ki j
uu =

∫
2

B̃T
i C̃SE

StabB̃ j j0 d2 (4.62)

et C̃ SE
Stab le second tenseur d’élasticité des rigidités stabilisatrices :

C̃SE
Stab =

[
J−T
0

]
CSE

Stab

[
J−1
0

]
(4.63)

L’objectif est maintenant de définir le tenseur des rigidités tangentes C SE
Stab qui permet-

tra de stabiliser nos modes parasites grâce aux forces de stabilisation qu’il génère. Comme
identifié section 4.1.2, les deux modes qui posent problème sont les modes ω

z
2 et ω

z
3

(équations 4.14 et 4.17). L’objectif étant d’ajouter une rigidité matérielle supplémentaire
hourglass, il faut décider de la direction à laquelle on va associer cette rigidité. On re-
marque que le paramètre E3 lié à la compression transverse n’est associé qu’aux modes
hourglass problématiques : ω

z
2 et ω

z
3 (et ω

z
4, mais non pris en compte). Le choix d’utili-

ser une rigidité hourglass matérielle transverse supplémentaire est donc tout indiqué. Un
paramètre kStab est introduit de manière à définir un tenseur de rigidité stabilisateur CStab :

C SE
Stab = kStabM3⊗M3⊗M3⊗M3 (4.64)

où M3 désigne la direction transverse. Un paramètre est donc défini par l’utilisateur afin
d’obtenir le comportement désiré. Dans notre cas la valeur choisie pour kStab est la plus
petite valeur ne faisant pas apparaitre de bourrelets lors de la simulation totale de la flexion
3 points, jusqu’à un déplacement 60mm. Ce paramètre est très difficile à définir analyti-
quement dans notre cas à cause de la complexité du calcul de la rigidité tangente à partir
de la loi hyperélastique, des non-linéarités matérielles et des non-linéarités géométriques.
Définir kStab analytiquement pour tout état de déformation possiblement existant n’est
pas possible, il est donc identifié empiriquement.

4.3.2 Résultats numériques
4.3.2.1 Cisaillement simple sur deux éléments

La simulation de deux éléments en cisaillement simple réalisée section 4.1.1.2 est re-
produite avec la méthode de stabilisation hourglass. Le paramètre kStab a été identifié à
1.5MPa. Le résultat est donné figure 4.13.

Afin d’analyser les résultats, on observe les déplacements des nœuds, principalement
les 3 et 4, pour un patch d’éléments cubiques de coté 6 mm. Les déplacements des nœuds
sont indiqués dans le tableau 4.3.
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4. Phénomène d’hourglassing transverse des renforts tissés épais

Figure 4.13 – Cisaillement simple de deux éléments dans le plan (x,z) avec la méthode
de stabilisation hourglass

Nœud Déplacement x (mm) Déplacement z (mm)
1 0.0 0.0
2 0.0 0.0
3 2.995 -0.045
4 2.995 0.045
5 6.0 0.0
6 6.0 0.0

Tableau 4.3 – Déplacement des nœuds du cisaillement simple figure 4.13
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Raidissement des modes hourglass par une rigidité matérielle additionnelle

Le résultat indique que le coté 3-4 ne change pas d’orientation par rapport à la direc-
tion x contrairement au résultat avec une formulation classique figure 4.5. La variation de
hauteur des nœuds 3 et 4 est encore négligeable mais légèrement supérieure à celle de la
méthode F-bar, tableau 4.2. Ce résultat est en accord avec la loi de comportement utilisée
et l’essai de cisaillement transverse réalisé.

4.3.2.2 Flexion 3 points

Des calculs de flexion trois points sont réalisés dans les mêmes conditions que ceux dé-
crits section 4.1.1.1. La seule différence est l’utilisation de la méthode de stabilisation. Le
paramètre kStab a été identifié à 1.5MPa. Le résultat de cette simulation est donnée figures
4.14 et 4.15 pour un déplacement de 40mm et 60mm. Contrairement aux figures 4.3 et
4.4, aucun bourrelet n’apparait lors de la simulation. Les rigidités des modes hourglass
sont maitrisées et la forme globale de la simulation est cohérente avec l’expérience. On
observe même l’apparition dans la partie centrale d’une zone de compression transverse
observée expérimentalement qui n’était pas présente figure 4.10 avec la méthode F-Bar.

(a) Expérience (b) Numérique

Figure 4.14 – Essai de flexion trois points sur tissé épais avec méthode kStab - flèche de
40mm

(a) Expérience (b) Numérique

Figure 4.15 – Essai de flexion trois points sur tissé épais avec méthode kStab - flèche de
60mm

Afin de confirmer l’augmentation de la rigidité des modes hourglass, la force néces-
saire à l’appui central pour atteindre un déplacement de 60mm est tracé figure 4.16 pour
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4. Phénomène d’hourglassing transverse des renforts tissés épais

les deux méthodes étudiées. L’effort nécessaire pour atteindre le même déplacement est
supérieur avec la méthode F-bar, la méthode avec rigidité supplémentaire se situant entre
la courbe d’effort avec un élément classique et celle de la méthode F-bar.
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Figure 4.16 – Effort repris par le cylindre central en fonction de la flèche imposée pour
les deux méthodes décrites

La méthode de stabilisation hourglass est donc efficace pour supprimer l’apparition de
bourrelets parasites lors de simulations dominées par de la flexion. Son implémentation
est plus complexe que la méthode F-bar mais l’utilisation de l’intégration réduite pour la
rigidité stabilisatrice supplémentaire permet de limiter l’augmentation du temps de calcul.

L’inconvénient principal de la stabilisation est le choix du paramètre kStab. Pour mon-
trer son influence, des simulations sont été réalisées avec des rigidités de stabilisation
hourglass différentes. Le coefficient kStab a soit été multiplié par 2, 5 ou 10 ; ou divisé par
2, 5 ou 10. Les courbes d’effort repris par le cylindre central sont tracées figure 4.17.

Ces résultats montrent que la stabilisation apportée par la méthode de stabilisation
hourglass dépend de kStab, le comportement final étant altéré par celui-ci. Le paramètre
kStab étant été identifié dans ce but, toutes les simulations réalisées avec un paramètre
divisé ont laissé apparaitre des modes parasites à différents instants de la simulation. Dans
le cas où le paramètre a été multiplié l’écart à la référence varie plus ou moins fortement
aussi. On retiendra qu’avec un paramètre doublé, l’écart maximal pendant la simulation
est de 5.9%.

4.4 Bilan du chapitre 4
Dans ce chapitre, des problèmes numériques propres aux tissés secs épais ont été mis

en évidence. Lors de simulations dominées par des sollicitations en flexion, des bourre-
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Bilan du chapitre 4
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Figure 4.17 – Effort repris par le cylindre central en fonction de la flèche imposée avec la
méthode de stabilisation hourglass

lets sans aucune réalité physique ont été observés. Une simulation plus simple basée sur
le cisaillement simple de deux éléments a montré des déplacements parasites non pré-
vus dans la modélisation de la loi de comportement. Les deux modes de déplacements
en compétition pour ces simulations sont les modes de cisaillement transverse et hour-
glass transverse. Une étude des différentes raideurs en jeu a montré que celle des modes
hourglass était plus faible, favorisant leur développement. Afin de résoudre ce problème
numérique lié à la forte anisotropie de nos matériaux, deux solutions sont proposées :

— La première solution est la méthode F-bar. Cette solution est simple à implémen-
ter et permet de rigidifier les modes hourglass problématiques. Elle a l’avantage
d’être implémentée dans la plupart des codes éléments finis commerciaux. Son
inconvénient principal est d’être trop fortement dépendante à l’ensemble des rigi-
dités matérielles.

— La seconde solution est basée sur le raidissement matériel des modes de déplace-
ment hourglass. Une rigidité additionnelle ne s’appliquant qu’aux modes de dé-
placement problématiques est incorporée, orientée suivant l’épaisseur du maté-
riau. Cette méthode permet d’obtenir des résultats plus proches des observations
expérimentales. Elle possède comme inconvénient l’introduction d’un paramètre
supplémentaire qui doit être identifié sur un nouvel essai et dont l’influence est
importante sur le résultat final. Le paramètre présenté ici est identifié sur un essai
de flexion trois points. Un autre avantage de cette seconde solution est de pouvoir
être utilisée directement avec la solution proposée pour le verrouillage en tension
chapitre 3, car issue de la même philosophie de modélisation.

Finalement, bien que les des solutions suscitées permettent de supprimer les modes de
déplacement parasites, des problèmes subsistent en flexion. On peut notamment observer
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4. Phénomène d’hourglassing transverse des renforts tissés épais

que la cinématique de la flexion trois points n’est pas parfaitement simulée (figures 4.14 et
4.15 par exemple) : la courbure au niveau de l’appui central et le relèvement des extrémités
de la préforme ne correspondent pas entre expérience et simulation. Cette problématique
est traitée chapitre 5.
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Chapitre 5

Prise en compte de la rigidité locale de
flexion des renforts tissés épais

Dans ce cinquième chapitre, la modélisation du comportement en flexion des
renforts tissés de composite est abordée. Les hypothèses initiales de la loi hy-
perélastique, basées sur un comportement associé à la dérivée première du dé-
placement, montrent des limitations en flexion, notamment lors de la simu-
lation de la flexion trois points. Pour améliorer la modélisation, des rigidités
de courbure dans la direction transverse et dans le plan des mèches sont in-
troduites. Le calcul de la courbure, réalisé avec des éléments plaques rotation
free, conduit à l’ajout de contributions aux efforts internes liées à la flexion
et à une correction de la problématique soulevée.
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Une rigidité locale en flexion

5.1 Une rigidité locale en flexion
En plus du développement de modes de déplacement parasites dans l’épaisseur pour

des simulations dominées par la flexion (chapitre 4), des problèmes d’absence de rigidité
locale de flexion apparaissent. Les mèches constituant le tissé disposent d’une rigidité de
flexion propre, par l’intermédiaire des fibres les constituant. Celle-ci sera sollicitée lorsque
le tissé lui-même subira une déformation en flexion. Cette rigidité de flexion est locale
et n’est donc pas restituée par les modes de déformation usuels associé à la flexion : la
traction-compression dans le sens des mèches, le cisaillement transverse et la rigidité de
compression transverse (lié au mode hourglass transverse en compétition avec le mode
de cisaillement transverse lors de la flexion, chapitre 4). La faible rigidité de cisaillement
transverse associée à la faible rigidité de compression transverse empêche la transmission
d’efforts de cisaillement suffisants aux éléments voisin, ne reproduisant pas la cinéma-
tique de flexion. L’introduction d’une rigidité de flexion n’est pas simple : elle est liée à la
courbure (et donc au second gradient du déplacement) alors qu’un élément fini volumique
classique à degrés de liberté en déplacement est associé au premier gradient du dépla-
cement seulement. Le manque de rigidité locale de flexion sera mis en évidence section
5.1.1. Une solution sera proposée, basée sur l’introduction d’un moment linéaire de flexion
dans l’épaisseur du tissé, section 5.2.1. Ce moment sera calculé grâce à l’introduction de
plaques de Kirchhoff virtuelles triangulaires S3 (section 5.2.3). L’élément développé sera
appliqué aux cas de la flexion trois points (section 5.2.4), de l’emboutissage hémisphérique
(section 5.2.6) et du bias extension test (section 5.3.3).

5.1.1 Mise en évidence d’une rigidité locale de flexion
5.1.1.1 La flexion trois points

Des calculs de flexion trois points sont réalisés dans les mêmes conditions que ceux
décrits section 4.1.1.1. La seule différence est l’utilisation de la méthode de stabilisa-
tion. Le paramètre kStab (section 4.3.1) a été identifié à 1.5MPa. Les résultats obtenus
par simulation section 4.3.2.2 sont rappelés figures 5.1, 5.2, 5.3 et 5.4 pour des flèches
respectivement de 0 mm, 20 mm, 40 mm et 60 mm.

(a) Expérience (b) Numérique

Figure 5.1 – Essai de flexion trois points sur tissé épais - flèche de 0mm

Ces résultats montrent une bonne cohérence globale entre simulation et expérience.
Les sections droites restent quasi-verticales et le tissé se rapproche de la théorie des
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5. Prise en compte de la rigidité locale de flexion des renforts tissés épais

(a) Expérience (b) Numérique

Figure 5.2 – Essai de flexion trois points sur tissé épais - flèche de 20mm

(a) Expérience (b) Numérique

Figure 5.3 – Essai de flexion trois points sur tissé épais - flèche de 40mm

(a) Expérience (b) Numérique

Figure 5.4 – Essai de flexion trois points sur tissé épais - flèche de 60mm
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Une rigidité locale en flexion

plaques de Mindlin-Reissner. Cependant deux points restent à améliorer :
— Le premier point concerne la partie les parties non chargées de l’éprouvette, c’est

à dire les bouts en dehors des appuis cylindriques. Dans le cas expérimental ces
parties se relèvent, ce qui n’est pas le cas de la simulation où elles restent quasi ho-
rizontales. Ceci est dû aux faibles rigidités secondaires (cisaillement et compression
transverses) qui ne transmettent pas l’effort vers ces parties de l’éprouvette.

— Le second point concerne le rayon de courbure de la partie centrale qui est en
contact avec l’appui imposant la flèche. Ce rayon de courbure est plus élevé expé-
rimentalement que dans la simulation.

Pour une meilleure visualisation, il est intéressant de comparer les lignes moyennes des
éprouvettes pour les simulations et les essais. Pour le cas expérimental, la ligne moyenne
est retrouvée par traitement d’image : soit par filtrage de la ligne rouge centrale posée en
début d’essai ou par une méthode de squelettisation. La figure 5.5 donne les coordonnées
des lignes moyennes expérimentales pour des flèches de 20 mm, 40 mm et 60 mm.
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Figure 5.5 – Coordonnées de la ligne moyenne expérimentale pour différentes flèches

La figure 5.6 donne les coordonnées les lignes moyennes simulées pour des flèches de
20 mm, 40 mm et 60 mm.

Finalement, les lignes moyennes expérimentales et simulées pour des déplacements
de 20 mm et 60 mm sont tracées figure 5.7 pour comparaison. On retrouve les carac-
téristiques relevées à partir de la forme globale : mauvais rayon de courbure central et
non-concordance des parties non chargées.

5.1.1.2 L’emboutissage hémisphérique

Dans cette partie, un emboutissage du renfort par un poinçon hémisphérique est étu-
dié. Cet essai est couramment rencontré pour l’étude de la mise en forme des textiles
[BOI 95, CHE 01, HAM 08] car il induit une déformation à double courbure à partir
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5. Prise en compte de la rigidité locale de flexion des renforts tissés épais
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Figure 5.6 – Coordonnées de la ligne moyenne simulée pour différentes flèches
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Figure 5.7 – Coordonnées de la ligne moyenne simulée pour différentes flèches
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Une rigidité locale en flexion

d’un outillage simple. A cause de la spécificité de cet essai, le matériau doit progressive-
ment s’accommoder afin d’obtenir la surface non déformable finale. Suivant sa capacité
d’accommodation, des plissements peuvent apparaître en différents points et à diverses
avancées du poinçon. Les faibles rigidités en cisaillement des tissés épais devraient per-
mettre au tissu d’épouser la forme finale en limitant le nombre de plis. L’essai d’embou-
tissage a été réalisé dans le cadre de la thèse de de Luycker [LUY 09b]. La comparaison
sera essentiellement qualitative.

L’emboutissage est réalisé grâce au module décrit figure 5.8. La mise en forme a été
réalisée sans serre-flanc. L’éprouvette est placée sur le poinçon fixe, puis la matrice descend
et vient emboutir la préforme sèche. L’essai s’arrête une fois que le tissé est en compression
entre les plans formés par la partie fixe et la partie mobile. Avant démoulage, de la laque
est pulvérisée sur la préforme afin de la maintenir en position. La figure 5.9 montre la
préforme dans son état final.

(a) Schéma (b) Dispositif

Figure 5.8 – Caractéristiques du montage d’emboutissage hémisphérique

Figure 5.9 – Préforme en fin d’emboutissage hémisphérique

Une simulation d’emboutissage hémisphérique est réalisée avec les mêmes caractéris-
tiques géométriques que l’essai. La loi de comportement utilisée est celle décrite section
2.2. La forme finale de la préforme simulée, figure 5.10, est cinématiquement admissible
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5. Prise en compte de la rigidité locale de flexion des renforts tissés épais

avec celle obtenue expérimentalement. De plus, la répartition de l’angle de cisaillement
est globalement bonne, même dans l’épaisseur du tissé.

(a) Expérimental (b) Numérique

Figure 5.10 – Vues de dessus de l’éprouvette emboutie par le poinçon hémisphérique

Par contre certains points révèlent une problématique numérique plus complexe. Lors
de la simulation d’emboutissage, des plis non visibles expérimentalement apparaissent,
avant d’être atténués, voire supprimés, par la phase de compression finale. Ces plis peuvent
être classés en deux catégories :

1. Des plis localisés, liés au maillage. Ces plis (représentés figure 5.11a) sont carac-
térisés par l’apparition d’accordéons. C’est à dire que des colonnes d’éléments for-
tement cisaillés transversalement dans un sens alternent avec des colonnes d’élé-
ments fortement cisaillés dans le sens opposé. Ceci peut être expliqué par la faible
raideur en cisaillement transverse comparativement à la raideur en compression
dans la direction des mèches. Lorsque celles-ci se retrouvent comprimées, le ma-
tériau flambe facilement et, comme la rigidité de cisaillement transverse est faible,
forme ces motifs. La compression longitudinale est ici induite par la difficulté du
matériau à épouser la forme non développable. Ces plis sont une indication d’un
manque flagrant de rigidité locale de flexion. Si on observe deux éléments voisins
avec des cisaillements transverses opposés, l’angle formé par leurs lignes moyennes
respectives est très faible. Un matériau réel ne peut atteindre de telles variations
d’angle de cisaillement car les mèches disposent d’une rigidité de flexion qui n’au-
toriserait pas une telle situation. Ces plis sont dits locaux car fortement liés au
maillage. Ces plis apparaissent même pour des maillages plus fins.

2. Des plis globaux. Ces plis (représentés figure 5.11b) sont caractérisés par l’appari-
tion d’ondulations sur l’ensemble du tissé. Celles-ci sont tout simplement dues à
l’absence d’une rigidité de courbure locale dans la loi de comportement. Comme
pour les plis locaux, le matériau flambe, provoquant l’apparition de plis. Ces plis
sont nombreux, de courbure importante et non observés lors de la mise en forme
réelle. Ils proviennent de l’incapacité des rigidités présentes (compression et ci-
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Une rigidité locale en flexion

saillement transverses faibles) à représenter correctement la flexion locale du tissé
épais.

(a) Plis locaux

(b) Plis globaux

Figure 5.11 – Plis locaux (a) ou globaux (b) non observés expérimentalement - Tissé
embouti à 80%

Les plis observés ici, qu’ils soient locaux ou globaux, proviennent d’une absence de
rigidité de courbure du matériau. Les limitations des lois basées sur le premier gradient
du déplacement sont atteintes et d’autres pistes doivent être envisagées.

5.1.1.3 Le bias extension test

Une hypothèse supplémentaire du bias extension test est souvent omise : la rigidité des
mèches est considérée faible. La cinématique sur laquelle se base le dépouillement suppose
la définition de zones nettes de cisaillement, demi-cisaillement et non-cisaillement (voir
figure 1.27). Cependant, si les mèches du tissé sont trop rigides, les zones de changement
d’angle de cisaillement entre partie non-cisaillée et partie demi-cisaillée ou entre partie
demi-cisaillée et partie cisaillée ne sont plus nettes. La rigidité de flexion des mèches
empêche le changement rapide d’angle de cisaillement et fait apparaitre une zone de tran-
sition, figure 5.12. Cette zone de transition est directement liée à la rigidité en flexion des
mèches. Plus la rigidité en flexion des mèches sera importante, plus la zone de transition
sera large. Ce problème a par exemple été traité à l’aide d’une approche du second gradient
[FER 14].
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5. Prise en compte de la rigidité locale de flexion des renforts tissés épais

(a) (b)

Figure 5.12 – Frontière entre deux zones de cisaillement constant (a) et courbure des
mèches (b) [FER 14]

5.2 Introduction d’une rigidité de courbure en flexion
transverse

5.2.1 Définition d’un moment linéaire transversal
Les tissés épais sont constitués, similairement aux renforts 2D, de l’entremêlement de

fils de chaine et de trame. Celles-ci croisent plusieurs plans de mèches de chaine dans
l’épaisseur du matériau. A la différence des matériaux multicouches qui ne sont que la
superposition de tissés 2D, les tissés épais ont les couches voisines liées. Ces structures
peuvent être vues comme l’entrelacement de plusieurs couches (voir figure 5.13)

(a) Rendu 3D (b) Coupe transversale

Figure 5.13 – Exemple de structure de renfort interlock 2.5D

Du point de vue de la flexion, les tissés 2D sont généralement modélisés grâce à des
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Introduction d’une rigidité de courbure en flexion transverse

coques ou plaques où la rigidité associée est explicitement introduite. De cette manière
aucun problème identique à celui relevé section 5.1.1 ne peut être observé. Les éléments
volumiques ne demandent pas la définition explicite d’une rigidité de courbure. L’intro-
duction de celle-ci est plus complexe. Pour les renforts épais, on peut imaginer que, de
manière identique aux 2D, chaque couche constituant le matériau doit disposer d’une ri-
gidité de flexion propre. Ces structures peuvent être vues de manière simpliste, du point
de vue flexion, comme un empilement de plaques glissant les unes contre les autres. C’est
en partant de cette vision que vont être introduites des rigidités associées aux sollicitations
de flexion. L’objectif est donc d’intégrer une résistance à la courbure de chaque couche.
Chaque couche est initialement orthogonale à la direction transverse, d’où le nom de
flexion transverse. Supposons que la courbure dans un élément soit connue, le potentiel
d’énergie élastique associé à la flexion peut être écrit :

Πint =
1
2

∫
Ae

χTM(χ) dA (5.1)

où χ est la courbure de la plaque et M le moment de flexion, fonction de la courbure et de
l’épaisseur te de l’élément subissant une flexion. L’intégrale est réalisée sur l’aire du plan en
flexion de l’élément Ae, orthogonal à la direction portée par l’épaisseur (direction trans-
verse). Si l’on venait à utiliser un potentiel de ce type dans notre cas, des problèmes de
discrétisation dans l’épaisseur seraient rencontrés. Étant donné que le moment de flexion
est directement lié à l’épaisseur d’un élément structurel et que l’on désire calculer la cour-
bure de chaque couche du renfort, un élément par couche devra être utilisé. L’utilisation
d’un élément par couche rendrait la modélisation couteuse en temps de calcul et trop
contraignante pour l’utilisateur. L’objectif est de pouvoir modéliser le comportement en
flexion de notre tissé quel que soit le nombre d’éléments finis ou de couches de chaines et
trames dans l’épaisseur. De plus, les paramètres liés à la rigidité de flexion ne doivent pas
nécessiter de modification en fonction de la discrétisation transverse choisie. On pourrait
alors utiliser des densités, telle que la densité de couche dans l’épaisseur, comme ce qui
sera réalisé pour la flexion des mèches section 5.3. Mais, cela implique une intégration ré-
duite dans l’épaisseur qui cause problème à cause des faibles rigidités transverses des tissés
épais. Afin de résoudre ce problème un moment linéaire de flexion est introduit :

M =
∫

t
Ml ds (5.2)

tel que le moment de flexion transverse total du renfort M soit l’intégrale du moment de
flexion linéaire Ml sur l’épaisseur t. L’utilisation de cette quantité peut se justifier en ob-
servant une colonne d’éléments. Le potentiel élastique associé à la flexion pour l’utilisation
de n éléments superposés dans l’épaisseur est :

Π
n
int =

1
2

n

∑
i=1

∫
Ae

χT
i Mi(χi) dA (5.3)
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5. Prise en compte de la rigidité locale de flexion des renforts tissés épais

où l’indice i signifie que la quantité appartient à la couche i. Dans ce cas, la courbure
et le moment varient par blocs car ils sont constants à l’intérieur de chaque élément. Le
matériau étant épais, on désire que la courbure soit variable continument dans l’épaisseur
afin de représenter au mieux le comportement du matériau. Cela revient alors à faire
tendre le nombre de couches vers l’infini.

lim
n→∞

Π
n
int = lim

n→∞

1
2

n

∑
i=1

∫
Ae

χT
i Mi(χi) dA (5.4)

Si on introduit le moment par unité de longueur Mli du bloc i :

Mli (χi) =
Mi (χi)

ti
=

tMi (χi)

n
(5.5)

où ti est l’épaisseur d’une couche à courbure constante. On obtient alors :

lim
n→∞

Π
n
int = lim

n→∞

t
2n

n

∑
i=1

∫
Ae

χT
i Mli(χi) dA (5.6)

où l’on reconnait une intégrale de Riemann. En supposant que le moment de flexion
par unité de longueur soit continu dans l’épaisseur, on peut passer à une intégrale sur
l’épaisseur du tissé :

lim
n→∞

Π
n
int =

1
2

∫
t

∫
Ae(s)

χ(s)T Ml(χ,s) dAds (5.7)

avec s la coordonnée de l’épaisseur du tissé, orientée par la direction M3 dans la loi utilisée
(section 2.2). Ce potentiel élastique est associé à l’épaisseur totale et permet de définir un
nouveau potentiel d’énergie élastique qui utilise un moment de flexion linéaire :

Πint =
1
2

∫
s

∫
Ae(s)

χ(s)T Ml(χ,s) dAds (5.8)

L’intérêt du nouveau potentiel 5.8 est que, grâce à l’utilisation d’un moment par unité
de longueur Ml plutôt qu’un moment classique M, il n’est plus dépendant de l’épaisseur
de l’élément dans lequel il intervient. La discrétisation dans l’épaisseur du renfort peut
alors être laissée à la discrétion de l’utilisateur et n’est plus bornée à un nombre précis de
couches d’éléments. De plus, le moment linéaire permet d’observer une variation continue
de la courbure.

Afin d’obtenir un élément simple on suppose que la courbure est constante dans le
plan de flexion de l’élément, ce qui revient à considérer un point d’intégration au centre
de la surface en flexion :

Πint =
1
2

∫
s
χ(s)T Ml(χ,s)Ae(s) ds (5.9)

Il reste alors à effectuer l’intégrale sur l’épaisseur qui est réalisée par intégration nu-
mérique :
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Introduction d’une rigidité de courbure en flexion transverse

Πint =
1
2

n

∑
i=1

ωi χ(ψi)
T Ml(χ,ψi)Ae(ψi)Js (5.10)

pour n points d’intégration, ωi le poids associé au point d’intégration et Js le jacobien de
la transformation des coordonnées associées à la direction M3 vers un élément parent de
coordonnée ψi dans l’intervalle [−1,1] :

Js =

∥∥∥∥ ∂s
∂ψ

∥∥∥∥ (5.11)

Il est alors nécessaire d’évaluer la courbure pour des zones discrètes de l’élément en
fonction du nombre de points d’intégration. Ces zones sont liées au repère lagrangien et
donc immobiles matériellement pendant la transformation. Par exemple, pour une inté-
gration avec deux points de Gauss, suffisante dans le cas d’un matériau élastique, les zones
de courbure constante à calculer sont représentées figure 5.14. Dans le premier le cas, l’élé-
ment est non distordu initialement avec une direction d’intégration M3 orientée suivant
z, tandis que le second cas montre un élément distordu avec une direction d’intégration
aléatoire.

Figure 5.14 – Zones de calcul de la courbure pour une intégration avec deux points de
Gauss. Cas d’un élément non distordu et d’un élément distordu initialement

Il est important de noter que, dans le cas des éléments distordus initialement, la re-
présentation des plans associés aux points d’intégrations de la configuration physique vers
la configuration parente, et inversement, donne des surfaces courbes. L’utilisation de l’in-
tégration réduite pour chaque plan permet de réaliser une meilleure approximation en
utilisant le parallélogramme équivalent lors de l’intégration [ARU 95] et en projetant la
surface sur un plan.
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5. Prise en compte de la rigidité locale de flexion des renforts tissés épais

5.2.2 Plaques à degrés de liberté en déplacement
Afin de calculer la courbure, supposée constante pour chaque surface grisée de la fi-

gure 5.14, des plaques de kirchhoff à degrés de liberté en déplacement seulement, dites
rotation free, sont utilisées. Ces plaques permettent de calculer des courbures grâce aux
autres éléments plaque les entourant. Des nœuds virtuels dits esclaves sont introduits aux
points où les surfaces grisées coupent l’élément volumique, par opposition aux nœuds ap-
pelés maitres définissant la brique. La figure 5.15 reprend un exemple de numérotation
des nœuds esclaves dans le cas d’une intégration avec deux points de Gauss.

Figure 5.15 – Nœuds virtuels esclave et nœuds maitres pour une intégration avec deux
points de Gauss

Les nœuds maitres suivent une numérotation classique tandis qu’une ? en exposant
indique un nœud esclave, le numéro entre parenthèses indiquant le numéro du point
d’intégration associé. Par définition, les nœuds maitres permettent de calculer la posi-
tion des nœuds esclaves grâce aux fonctions d’interpolation lagrangiennes classiques. Les
coordonnées x = (x1,x2,x3)

T d’un point de l’élément peuvent être exprimées grâce aux
coordonnées xA =

(
xA

1 ,x
A
2 ,x

A
3
)T des nœuds de la brique :

xi =
8

∑
A=1

NA (ξ)xA
i avec NA =

1
8

(
1+ξ1ξ

A
1

)(
1+ξ2ξ

A
2

)(
1+ξ3ξ

A
3

)
(5.12)

où ξ = (ξ1,ξ2,ξ3)
T = (ξ,η,ζ)T sont les coordonnées isoparamétriques du point consi-

déré, les ξA =
(
ξA

1 ,ξ
A
2 ,ξ

A
3
)T sont les vecteurs contenant les coordonnées des sommets du

cube biunitaire. Les coordonnées isoparamétrique des nœuds esclave peuvent être trou-
vées initialement par considérations géométriques dans le repère parent. Par conséquent
les coordonnées, ou déplacement des nœuds esclaves d’un point d’intégration i peuvent
être exprimées grâce aux nœuds maitres :
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Introduction d’une rigidité de courbure en flexion transverse

u?(i) = Gu (5.13)

avec u?(i) les déplacements des nœuds esclaves de la couche ψi :

u?(i) =


u?(i)

1

u?(i)
2

u?(i)
3

u?(i)
4

 (5.14)

où le vecteur u?(i)
j désigne les déplacements associé à un nœud esclave j pour un point

d’intégration ψi. Le vecteur des déplacements maitre u est formé de manière similaire. La
matrice G est remplie avec les fonctions d’interpolation calculées au point désiré tel que :

u?(i)
j =

8

∑
A=1

NA
(
ξ
?(i)
j

)
uA (5.15)

avec ξ?(i)j les coordonnées isoparamétriques du nœud esclave j du point d’intégration ψi

et uA le vecteur déplacement du nœud A.
Des plaques sont donc introduites, basées sur ces nœuds esclaves virtuels afin de calcu-

ler la courbure, le moment puis les efforts internes associés. Deux solutions sont évoquées
dans la suite :

— La première utilise un découpage du quadrilatère formé par les nœuds d’un point
d’intégration ψi en deux triangles, puis l’utilisation d’éléments S3. La figure 5.16
représente la situation. Deux solutions existent pour la découpe en deux triangles,
suivant chaque diagonale. L’équivalence des deux solutions a été vérifiée avec di-
verses simulations ;

— La seconde solution utilise directement un quadrangle S4 afin de calculer les ef-
forts internes. Cette solution, qui semble normalement plus appropriée, est évo-
quée ici afin de montrer que des modes de déplacement à énergie nulle sont pré-
sents et non compatibles avec les problèmes de plissement soulevés. Cet inconvé-
nient est détaillé annexe G.

Il est important de bien visualiser l’emplacement des plaques rotation free voisines qui
vont permettre le calcul de la courbure dans un élément volumique. Dans le cas d’un
maillage régulier, ce qui est très fréquemment le cas pour la simulation des renforts tissés
qui sont initialement sous forme de plaques, on voit l’apparition de nappes d’éléments
plaques. Les plaques voisines de calcul de courbure se superposent aux plaques internes de
l’élément voisin (figure 5.17). Par contre, lorsque le maillage n’est pas régulier, les plaques
voisines d’un élément et internes de l’élément voisin ne coïncident plus (figure 5.18).
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5. Prise en compte de la rigidité locale de flexion des renforts tissés épais

Figure 5.16 – Découpage des surfaces d’intégration ψi dans le cas de l’utilisation d’élé-
ments S3

Figure 5.17 – Emplacements des éléments S3 internes et voisins pour le cas d’un maillage
régulier initialement

Figure 5.18 – Emplacements des éléments S3 internes et voisins pour le cas d’un maillage
non régulier initialement
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Introduction d’une rigidité de courbure en flexion transverse

5.2.3 Introduction virtuelle de plaques S3
5.2.3.1 État de l’art

L’objectif principal du développement d’éléments à rigidité en flexion et degrés de li-
bertés en déplacement, dits rotation free, est de réduire le cout numérique des simulations.
Le temps de simulation est la principale contrainte des codes à résolution explicite. La
volonté d’introduire à moindre coût la flexion dans les logiciels éléments finis à conduit
au développement quasi simultanée de triangle rotation free pour la simulation de l’em-
boutissage de métaux et du retour élastique par [ONA 93, BRU 93, RIO 93]. On y re-
trouve l’introduction d’un patch d’élément (l’élément étudié associé à ses voisins directs)
qui va permettre de calculer une courbure constante à l’intérieur de chacun de ceux-ci.
Ces éléments ont été inclus dans des codes commerciaux (RADIOSS R©, Stampack R© )
et montrent d’excellents résultats [BRU 95, ROJ 98]. Un papier récapitulant les princi-
paux développements sur les plaques triangulaires à degrés de liberté en déplacement a été
proposé par [ONA 00].

5.2.3.2 Des déplacements nodaux à la courbure dans les directions d’anisotropie

Les détails de la formulation des éléments plaques S3 utilisés sont précisés annexe
F. L’objectif de cette formulation est de calculer la courbure courante dans les directions
principales des mèches de chaine M1 et de trame M2, pour cela :

— Prise en considération d’un patch d’éléments triangulaires S3, c’est-à-dire le tri-
angle dans lequel on désire calculer la courbure ainsi que les éventuels triangles
voisins, figure 5.19. Les déplacements de chaque nœud du patch sont calculés et
forment le vecteur up.

Figure 5.19 – Élément S3 étudié (e) entouré de trois voisins
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5. Prise en compte de la rigidité locale de flexion des renforts tissés épais

— Calcul des rotations de corps rigide ααα autour de chaque côté de l’élément étudié
en utilisant les fonctions d’interpolation classiques (équation F.14). La matrice C,
détaillée équation F.25, donne la relation :

ααα = Cup (5.16)
— Calcul des angles de flexion θθθb grâce aux rotations de corps rigide. La matrice H,

détaillée équation F.37, donne la relation :

θθθ
b = Hααα (5.17)

— Calcul des courbures dans les directions des mèches χχχ f avec les angles de flexion
puis obtention du moment de flexion linéaire. La matrice R, détaillée équation
F.39, donne la relation :

χχχ f = Rθθθ
b (5.18)

Les courbures dans les directions d’anisotropie sont donc obtenues en fonctions des
déplacements aux nœuds du patch d’éléments S3.

5.2.3.3 Forces internes aux nœuds maitres

Une fois les courbures calculées, les forces internes globales peuvent être obtenues.
Dans un premier temps les forces internes esclaves du point d’intégration ψi sont calculées
puis interpolées aux nœuds maitres. En revenant au potentiel élastique global de l’élément
équation 5.9, on peut écrire pour un élément S3 intégré dans un élément volumique :

Π
?
i =

1
2
χT

f M f lAe (5.19)

où M f l est le moment de flexion par unité de longueur associé aux courbures dans les di-
rections de mèche. On calcule alors sa variation, afin de faire apparaitre les efforts internes
esclaves F?( j)

i associés à l’élément S3 numéro ( j) de la couche du point d’intégration ψi :

δΠ
?( j)
i = δχT

f M f lAe (5.20)

= [δup]T F?( j)
i (5.21)

La rigidité de flexion D, liant la courbure au moment de flexion linéaire, est définie de
la façon suivante :

M f l = D
(
χ f
)
χ f (5.22)
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Introduction d’une rigidité de courbure en flexion transverse

où cette rigidité peut être choisie non linéaire en fonction de la courbure totale. Finale-
ment les forces internes générées au niveau des nœuds virtuels esclaves par un élément j
de la couche ψi s’exprime :

F?( j)
i = AeCTHTRTDRHC up( j) (5.23)

avec up( j) les déplacements nodaux du patch associé à l’élément j. Ces efforts doivent être
interpolés aux nœuds maitres afin de résoudre le problème élément fini global. Sachant
que deux éléments S3 minimum sont nécessaires par couche, les forces internes totales de
flexion dans l’élément brique sont :

FFlex
int =

n

∑
i=1

ωi

(
G(1)T

i F?(1)
i +G(2)T

i F?(2)
i

)
Js (5.24)

où les G( j)
i sont les matrices d’interpolation des déplacements nodaux maitres vers les

déplacements nodaux esclave de l’élément j associé au point d’intégration i considéré,
telles que définies équation 5.13.

5.2.4 Identification sur la flexion 3 points
Afin d’identifier la rigidité de flexion D, définie équation 5.22, un processus doit être

mis en place. Les sollicitations liées à la flexion et les composantes liées à sa bonne re-
présentativité sont nombreuses ce qui rend l’identification de D complexe. L’identification
ne peut être réalisée directement, mais par optimisation inverse. L’identification du com-
portement en flexion est réalisée sur les essais de flexion trois points car plus adaptés aux
renforts épais (voir section 1.3.3.8).

Pour réaliser l’optimisation inverse, l’algorithme de Levenberg-Marquardt est choisi
pour rapprocher la ligne moyenne obtenue par simulation de celle obtenue expérimenta-
lement. Cet algorithme possède l’avantage de combiner l’algorithme de Gauss-Newton
et l’algorithme du gradient, ce qui lui permet de converger même si le point de départ est
pris loin du minimum. La régression est réalisée grâce à la méthode des moindres car-
rés, somme de la différence au carré des points expérimentaux et numériques. La ligne
moyenne expérimentale est obtenue après traitement d’image.

La loi de comportement, équation 5.22, est dans un premier temps prise linéaire, puis
la rigidité de flexion D optimale est trouvée individuellement pour des flèches de 20 mm,
40 mm et 60 mm. Ces valeurs optimales sont listées dans le tableau 5.1 pour les directions
chaine M1 et trame M2.

Les lignes moyennes des simulations réalisées sens trame avec les paramètres listés
tableau 5.1 sont tracées figure 5.20 pour comparaison avec les données expérimentales.
Contrairement aux résultats observés figure 5.7, la courbure centrale est mieux suivie par la
simulation et, surtout, les bords non chargés de l’éprouvette remontent grâce à l’introduc-
tion d’une rigidité locale de flexion. Ceci permet de confirmer l’utilité de la formulation
avec rigidité de flexion introduite.
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5. Prise en compte de la rigidité locale de flexion des renforts tissés épais

Flèche DChaine (en N.mm) DTrame (en N.mm)
20 mm 21.29 11.60
40 mm 8.18 7.95
60 mm 4.04 4.22

Tableau 5.1 – Identification d’une rigidité de flexion pour une flèche donnée
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Figure 5.20 – Comparaison des lignes moyennes expérimentales et simulées sens trame
avec une loi de comportement linéaire et optimisations discrètes
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Introduction d’une rigidité de courbure en flexion transverse

Les valeurs obtenues tableau 5.1 sont spécifiques à une flèche de flexion trois points.
Elles permettent de confirmer la non-linéarité de la loi de comportement entre courbure
et moment linéaire de flexion. Deux types d’identification simultanés sur les trois flèches
(20mm, 40mm et 60mm) sont conduits : la première avec une loi linéaire, la seconde avec
une loi non linéaire. L’identification avec la loi linéaire donne des rigidités de flexion par
unité de longueur de 5.40 N.m dans le sens chaine et de 5.80 N.m dans le sens trame. Les
lignes moyennes associées sont tracées figure 5.21. Cette identification permet de voir
que la ligne moyenne au niveau des bords libres est moins bien représentée que lors des
identifications individuelles, surtout pour les flèches de 20mm et 40mm.
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Figure 5.21 – Comparaison des lignes moyennes expérimentales et simulées sens trame
avec une loi de comportement linéaire et optimisation globale

Pour le cas de l’identification avec une loi non linéaire la loi de comportement suivante
est retenue :

M f l =

{(
D0−D1

∣∣χ f
∣∣)χ f Si D0−D1χ f > DLimite

DLimiteχ f Sinon
(5.25)

L’introduction d’une rigidité minimale limite DLimite permet d’éviter que la rigidité
tangente de flexion ne devienne négative pour des valeurs extérieures à l’intervalle d’iden-
tification. La valeur DLimite est choisie sur un cas extrême, le cas de la flèche de 60mm
pour nous où la courbure centrale est maximale. Les deux autres paramètres sont identi-
fiés comme précédemment par optimisation inverse. Les paramètres obtenus pour la loi
non linéaire sont données tableau 5.2.

Les lignes moyennes correspondantes sont alors tracées figure 5.22 pour comparaison
avec l’expérience. Bien que les lignes moyennes ne soient pas parfaitement superposées
pour toutes les configurations, la loi de comportement non linéaire postulée permet d’ob-
tenir des résultats très proches, que ce soit pour la courbure de la zone centrale ou pour le
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5. Prise en compte de la rigidité locale de flexion des renforts tissés épais

D0 (en N.mm) D1 (en N.mm2) DLimite (en N.mm)
Chaine 14.4582 135.404 4.04237
Trame 12.0956 123.616 4.2242

Tableau 5.2 – Identification d’une rigidité de flexion non linéaire

relèvement des bords libres d’efforts. Finalement, les simulations finales sont tracées avec
les images expérimentales figures 5.23, 5.24 et 5.25.
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Figure 5.22 – Comparaison des lignes moyennes expérimentales et simulées sens trame
avec une loi de comportement non-linéaire et optimisation globale

(a) Expérience (b) Numérique

Figure 5.23 – Essai de flexion trois points sur tissé épais avec formulation en flexion -
flèche de 20mm
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Introduction d’une rigidité de courbure en flexion transverse

(a) Expérience (b) Numérique

Figure 5.24 – Essai de flexion trois points sur tissé épais avec formulation en flexion -
flèche de 40mm

(a) Expérience (b) Numérique

Figure 5.25 – Essai de flexion trois points sur tissé épais avec formulation en flexion -
flèche de 60mm

5.2.5 Suppression de la stabilisation des modes transverses
Il est à noter que l’introduction d’une rigidité de flexion permet de supprimer les

modes hourglass transverses qui se développent dans des simulations dominées par la
flexion (chapitre 4). Il a été montré que la forte anisotropie des tissés, et notamment la
faible rigidité en compression transverse comparativement à la rigidité de cisaillement
transverse, facilite le développement de modes de déplacement hourglass dans l’épais-
seur du tissé. Des solutions ont été proposées, et notamment l’utilisation d’une rigidité
additionnelle hourglass, décrite section 4.3. L’introduction de la flexion permet d’éviter
cette stabilisation supplémentaire. Cependant la rigidité de flexion doit être introduite
proprement. Si seulement un point d’intégration est choisi pour l’intégration du moment
linéaire de flexion, les modes parasites pourront toujours se développer, comme montré
figure 5.26.

Cependant, si deux points d’intégration sont utilisés (c’est-à-dire qu’on autorise une
variation du moment linéaire), les éléments plaques virtuels vont subir une déformation
et développer une résistance, comme montré figure 5.27. Par conséquent, l’implémenta-
tion d’une rigidité de flexion fondée sur une variation du moment linéaire permet de se
passer d’une technique de stabilisation des modes hourglass transverses, si la rigidité de
courbure introduite est suffisante. La rigidité des modes hourglass transverses étant faible,
on supposera que la rigidité de flexion introduite est suffisante pour les empêcher d’ap-
paraitre. Aucuns de ces modes parasites n’a par la suite été identifié dans des simulations
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5. Prise en compte de la rigidité locale de flexion des renforts tissés épais

(a) État initial (b) État déformé

Figure 5.26 – Motif hourglass transverse sur 3 éléments avec rigidité de flexion à intégra-
tion réduite

avec rigidité en flexion.

(a) État initial (b) État déformé

Figure 5.27 – Motif hourglass transverse sur 3 éléments avec rigidité de flexion à intégra-
tion complète

5.2.6 Simulation de l’emboutissage hémisphérique
La simulation d’emboutissage hémisphérique décrite section 5.1.1.2 est reproduite en

ajoutant la formulation prenant en compte la courbure développée section 5.2. Les résul-
tats en fin de simulation, après écrasement entre les serre-flancs, sont identiques à ceux
trouvés sans ajout de rigidité de flexion figure 5.10. La problématique soulevée mettait en
évidence l’apparition de plis locaux ou globaux, non présents expérimentalement, en cours
de simulation. Ces plis ont été décrits figure 5.11. Des résultats comparatifs aux empla-
cements de ces mêmes plis sont présentés figure 5.28. Les résultats obtenus sont clairs et
montrent la suppression totale des plis parasites, au niveau local ou global. La simulation
du comportement global du matériau s’en trouve fortement améliorée.

Cependant, bien que les plis locaux aient disparu totalement, le même phénomène de
compression dans la direction des mèches provoque non plus un flambement transversal
mais un flambement dans le plan des mèches dans la même zone. La figure 5.29 montre
l’emplacement de ces flambements, présentant encore un motif d’accordéon.

L’apparition de cette zone peut être expliquée de manière identique à l’apparition du
flambement transversal. L’absence de rigidité en flexion des mèches permet aux éléments
de faire apparaitre ce motif de cisaillement plan alterné. Pour les mêmes raisons, l’inté-
gration de la rigidité de flexion associée aux mèches pourrait permettre de supprimer ce

198

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0115/these.pdf 
© [S. Mathieu], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés



Introduction d’une rigidité de courbure en flexion transverse

(a) Plis locaux

(b) Plis globaux

Figure 5.28 – Suppression des plis grâce aux rigidités de flexion. Gauche/droite : sans/avec
formulation en flexion - Tissé embouti à 80%

Figure 5.29 – Flambement dans le plan avec la formulation en flexion - Tissé embouti à
80%
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5. Prise en compte de la rigidité locale de flexion des renforts tissés épais

phénomène numérique. L’importance de la rigidité en flexion des mèches pour certaines
simulations a été montré avec l’exemple du bias extension test section 5.1.1.3 et une solu-
tion sera abordée section 5.3.

5.3 Introduction d’une composante liée à la flexion des
mèches dans le plan

5.3.1 Flexion plan et densité de mèches
Comme vu section 5.1.1.3, la rigidité des mèches peut avoir des effets importants sur

les mises en formes de renforts de composites. Il serait intéressant, en se basant sur les
développements effectués section 5.2, d’ajouter une composante homogénéisée en flexion
plane des mèches. Cependant, si un moment linéaire de flexion était introduit de la même
manière, l’identification serait complexe, aucun essai simple ne la permettant. L’objectif
est donc de pouvoir insérer directement la rigidité d’une mèche dans la simulation. Pour
cela on part du potentiel d’énergie élastique, équation 5.1 :

Πint =
1
2

∫
Ae

χTM(χ) dA (5.26)

Contrairement à ce qui été réalisé pour la flexion transverse ce potentiel est conservé tel
quel et intégré sur l’aire Ae avec un seul point d’intégration :

Πint =
1
2
χTM(χ)Ae (5.27)

Il est alors nécessaire d’intégrer une méthode qui soit, elle aussi, indépendant de la discré-
tisation réalisée. En supposant que l’on connaisse la rigidité d’une seule mèche Gm telle
que :

Mm = Gmχ (5.28)

où Mm est le moment de flexion associé à une mèche. Le moment de flexion dans le plan
global peut être exprimé pour n mèches :

M =
n

∑
m=1

Mm =
n

∑
m=1

Gmχ (5.29)

Et en supposant que les rigidités de chaque mèche soient identiques, on introduit la den-
sité surfacique de mèche dm :

M = Ae0dmGmχ (5.30)

avec Ae0 l’aire de la surface initiale à fléchir. La formulation étant lagrangienne, le nombre
de mèche n = Ae0dm qui passera à travers la surface Ae sera toujours le même. Le nombre
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Introduction d’une composante liée à la flexion des mèches dans le plan

de mèches n peut être calculé initialement. Le potentiel élastique final associé à la flexion
de mèche peut s’écrit :

Πint =
1
2
χTAe0dmGmχAe (5.31)

Soit pour les forces internes aux nœuds esclaves d’un élément S3 (telle que l’équation
5.23) :

F?( j) = AeCTHTRTAe0dmGmRHC up( j) (5.32)
Puis pour les forces internes maitres avec l’utilisation de deux éléments S3 (telle que
l’équation 5.24) :

FFlex
int = 2

(
G(1)TF?(1)+G(2)TF?(2)

)
Js (5.33)

Les calculs réalisés pour le cas de la flexion des mèches et des chaines peuvent être rap-
prochés du calcul développé section 5.2 en liant rigidité de flexion linéaire avec somme
des rigidités de flexion de mèche en un seul point d’intégration. Une illustration pour
l’intégration de la flexion des mèches de chaine est intégrée figure 5.30. Le plan grisée
est orthogonal à la direction trame M2 et contient la direction chaine M1 L’utilisation
d’un seul point d’intégration n’est pas problématique ici car les instabilités hourglass sont
uniquement présentes dans le plan transverse.

Figure 5.30 – Emplacement de la zone de calcul de la courbure pour la représentation de
la flexion des mèches de chaine

Il est évident que le mécanisme lié à la flexion dans le plan est plus complexe que
l’utilisation de rigidités de mèche identifiées en dehors de tout tissage. Cependant, il est
supposé que la somme des rigidités associées à chaque mèche est inférieure à la rigidité
de flexion dans le plan homogénéisée réelle. Une solution possible pour intégrer un mo-
ment de flexion linéaire dans le plan serait, tout d’abord, d’identifier le comportement en
cisaillement grâce à un essai de picture frame. L’avantage de cet essai est de ne comporter
qu’une seule zone de cisaillement constant et, donc, de ne pas faire intervenir de rigidité
en flexion dans le plan. Puis, l’identification de la rigidité serait réalisée par identification
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5. Prise en compte de la rigidité locale de flexion des renforts tissés épais

inverse sur un essai de bias extension test. Le problème de cette solution est que la mise
œuvre de l’essai de picture frame est difficile, notamment afin d’obtenir les conditions li-
mites voulues. De plus, à notre connaissance, aucun essai de picture frame sur des tissés
épais n’est décrit dans la littérature.

5.3.2 Identification de la flexion des mèches
Deux paramètres sont à identifier pour faire intervenir une rigidité de flexion dans le

plan : la rigidité de flexion d’une mèche et la densité surfacique de mèches.
Pour la densité surfacique de mèche, la méthode la plus simple est, à partir d’un plan de

tissage et de mesures réelles, d’approximer la densité surfacique de mèches. Afin d’obtenir
un résultat plus précis, une tomographie a été utilisée. Celle-ci doit contenir au moins
un volume élémentaire représentatif afin que les résultats soient significatifs. Après traite-
ment, on sélectionne une coupe orthogonale à chaque direction de mèche. La résolution
de la tomographie nous donne la mesure de la surface réelle. La densité surfacique de
mèches dans les directions chaine M1 et trame M2 est obtenue en comptant le nombre
de mèche dans la surface mesurée :

dChaine
m = 0.19 mèches par mm2 (5.34)

dTrame
m = 0.19 mèches par mm2 (5.35)

Le comportement en flexion des mèches est caractérisé à l’aide du dispositif de Peirce,
section 1.3.3.8. Cette méthode de détermination de la rigidité de flexion suppose que
le comportement de la mèche est linéaire. La rigidité de flexion étant un complément
à la loi de comportement globale de notre matériau, l’utilisation d’une loi linéaire est
ici suffisante. La rigidité des mèches du tissé étudié est de 0.446 N.mm2 dans les deux
directions principales.

5.3.3 Simulation du Bias extension test
L’influence de la rigidité de flexion des mèches peut être montrée par simulation d’un

bias extension test. Trois simulations de traction de biais sont réalisées avec la loi de com-
portement hyperélastique, dans les conditions listées section 5.1.1.3. Dans la première
simulation aucune rigidité de flexion n’est ajoutée. Des rigidités de flexion moyenne (ri-
gidité de mèche de 5 N.mm2) puis importante (rigidité de mèche de 25 N.mm2) sont
ajoutées dans les deux dernières. La densité de mèche est de 0.19 mèches par mm2. Les
résultats de ces simulations sont comparées figure 5.31 pour un angle de cisaillement théo-
rique maximal de 35◦ dans la zone centrale.

La simulation sans rigidité de flexion, figure 5.31a, montre un découpage net des
différentes zones caractéristiques de la traction de biais. Pour les simulations avec des
rigidités de flexion des mèches (figures 5.31b et 5.31c), on observe l’apparition des zones
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Introduction d’une composante liée à la flexion des mèches dans le plan

(a) Sans rigidité de flexion

(b) Rigidité de flexion moyenne

(c) Rigidité de flexion large

Figure 5.31 – Zones de cisaillement en fonction de la rigidité de flexion
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5. Prise en compte de la rigidité locale de flexion des renforts tissés épais

de transition décrites section 5.1.1.3. L’introduction de la rigidité grâce à des plaques à
degrés de libertés en cisaillement permet donc de décrire la rigidité de flexion des mèches.

5.3.4 Retour sur l’emboutissage hémisphérique
La simulation d’emboutissage hémisphérique réalisée section 5.2.6 est relancée en pre-

nant en compte la résistance à la courbure transverse développée section 5.2 et la rigidité
en flexion des mèches décrite section 5.3.1. L’ensemble des zones où la courbure est cal-
culée est représenté figure 5.32 et un zoom sur les éléments S3 virtuels utilisés dans le
maillage éléments finis est représenté figure 5.33.

Figure 5.32 – Emplacement des zones de calcul des courbures pour la représentation de
l’ensemble des contributions en flexion

Figure 5.33 – Visualisation des éléments S3 virtuels utilisés

Maintenant que la rigidité des mèches a été introduite, le phénomène de compression
dans la direction des mèches ne provoque plus un flambement transversal. La figure 5.34
montre le résultat final de la simulation. Un emboutissage hémisphérique réel n’a pas
pu être réalisé par manque de renfort. Une comparaison directe n’est donc pas possible.
On peut cependant qualitativement comparer les angles de cisaillement trouvés avec ceux
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obtenus par de Luycker [LUY 09b]. Une bonne concordance au niveau de la forme finale
et de la répartition des angles de cisaillement est alors trouvée.

Figure 5.34 – Simulation d’un emboutissage hémisphérique avec des résistances à la cour-
bure

5.4 Bilan du chapitre 5
Dans ce chapitre, un problème numérique propre aux renforts tissés épais de compo-

sites a été mis en évidence. Tout d’abord, lors de simulations dominées par des sollicita-
tions en flexion, une mauvaise représentation de la courbure, une absence de transmission
des efforts aux parties non chargées et des plis sans aucune réalité physique ont été obser-
vés. De plus, l’influence de la rigidité en flexion de mèches a été mise en évidence sur des
bias extension test. Afin de résoudre ces problèmes liés à la rigidité de flexion des tissés,
une solution est proposée.

L’introduction d’un moment linéaire de flexion transverse est proposée pour simuler
la flexion transverse tandis qu’une densité surfacique de mèches est mesurée pour implé-
menter la rigidité en flexion dans le plan des mèches. En associant ces quantités avec la
courbure évaluée grâce à des plaques triangulaires rotation free, des efforts internes addi-
tionnels liés à la flexion sont calculés.

Des simulations de flexion trois points, d’emboutissage numérique et de traction de
biais comparées à des résultats expérimentaux ont permis de valider l’amélioration du
comportement des tissés secs épais en flexion.
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Chapitre 6

Initiation de la matrice céramique par
pyrolyse et retour élastique

La mise en forme des renforts tissés épais de pièces composites ayant été traitée
dans les chapitres précédents, la phase suivante dans le processus de fabrication
des composites à matrice céramique est abordée : la pyrolyse. Cette étape du
processus de fabrication induit une perte de rigidité de la matrice de cohésion
qui provoque un relâchement des efforts de mise en forme par l’intermédiaire
de déformations parasites. Le processus global menant à ces déformations ainsi
que les paramètres influents seront détaillés. Après caractérisation du maté-
riau au stade pyrolysé, une modélisation hyperélastique isotrope transverse est
proposée puis appliquée à la simulation du retour élastique après pyrolyse de
cornières à géométrie simple.
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Composites à matrice céramique et maitrise géométrique

6.1 Composites à matrice céramique et maitrise géomé-
trique

L’obtention des matériaux composites à renforts et fibres céramiques suit une gamme
de fabrication plus complexe que les classiques pièces composites à matrice organique.
Comme exposé section 1.2.4, les principales méthodes de dépôt de matrice céramique
sur le renfort sont : les cycles d’injection polymère/pyrolyse et/ou la densification par voie
gazeuse. Ces méthodes disposent d’avantages et d’inconvénients qui les rendent plus ou
moins adaptées à la fabrication de pièces en fonction de la forme et de la fonction de ces
dernières. Le matériau étudié, le Cerasep A40C (section 1.2.4), a la particularité d’être
obtenu par une méthode mixte constituée d’une pyrolyse après réticulation suivie d’une
densification par CVI. Cette technique bénéficie de la rapidité de la consolidation par
pyrolyse et du meilleur contrôle qualitatif et quantitatif de la densification par CVI.

Ce matériau, qui offre des gains de masse importants tout en ayant des propriétés
stables à haute température, a pour objectif d’être utilisé dans des applications aéronau-
tique et spatiale de pointe. Dans ces domaines, la sécurité est primordiale et exige la
parfaite connaissance du procédé de fabrication. La maitrise de la stabilité géométrique
des pièces pendant l’élaboration est essentielle. Or, des déformations parasites ont été
constatées au cours de l’élaboration de certaines pièces, notamment les pièces courbées.
L’établissement d’une chaine de modélisation afin de permettre la simulation de ces dé-
formations permettrait une optimisation des méthodes et outils de fabrication.

Figure 6.1 – Visualisation des cornières

Afin de reproduire et d’étudier cette problématique, des éprouvettes simples techno-
logiquement ont été réalisées. Des tests ont été pratiqués par Herakles sur des cornières :
ces pièces sont de simples plaques (100 mm x 36 mm) de renfort tissé coudées selon
un angle déterminé (ici 117,75◦). La réalisation de ces pièces, figure 6.1, a été conduite
pour divers traitements des fibres et différentes quantités de résine injectées. Les mesures
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6. Initiation de la matrice céramique par pyrolyse et retour élastique

après complétion de la gamme de fabrication ont montré une ouverture de l’angle des cor-
nières et un gonflement. L’objectif de ce chapitre est de reproduire ces déformations. Tout
d’abord, les divers paramètres du processus de fabrication seront évoqués section 6.2 puis
les paramètres influents seront sélectionnés. Le matériau sera caractérisé, section 6.3, puis
modélisé au stade pyrolysé, section 6.4. Finalement, les résultats obtenus par la modéli-
sation proposée seront comparés aux déformations mesurées expérimentalement, section
6.5.

6.2 Processus d’obtention des pièces CMC et paramètres
influents

L’obtention d’une pièce composite à matrice et renforts en céramique découle d’un
long processus de fabrication à travers la réalisation du tissé puis la consolidation matri-
cielle. Les étapes de fabrication peuvent être résumées de la façon suivante :

1. Fabrication des fibres en céramique ;
2. Assemblage en mèches des fibres ;
3. Tissage du renfort de composite avec les mèches ;
4. Réalisation éventuelle de divers traitements sur le renfort ;
5. Mise en forme du renfort tissé ;
6. Imprégnation et cuisson de la matrice polymère avec précurseurs céramiques ;
7. Pyrolyse de la matrice polymère ;
8. Densification par CVI de la matrice céramique.
Les diverses étapes de fabrication ont été détaillées section 1.2. L’objectif de cette

partie est d’analyser les paramètres qui pourraient influer sur les déformations finales et
d’identifier ceux qui sont de première importance. Parmi ces étapes, le renfort interlock
utilisé est considéré fixé. De plus, la modélisation du renfort et les hypothèses qui en dé-
coulent ont été développées chapitre 2. Seules restent à étudier les étapes de traitements
sur texture, d’imprégnation/cuisson de la matrice organique, de pyrolyse, et de densifica-
tion par CVI.

6.2.1 Opérations sur texture
Parmi les opérations sur texture on retrouve le dépôt de l’interphase et divers trai-

tements chimiques, propres à chaque industriel. Les diverses opérations réalisées sur le
renfort sec ont évidemment une influence directe sur sa réponse mécanique, le dépôt de
pyrocarbone notamment. Celui-ci tient un rôle de déviateur des fissures et de protection
des fibres. Cependant, si l’épaisseur déposée est significative, les propriétés mécaniques
du renfort tissé s’en trouvent modifiées. Le matériau étant plus rigide, les efforts néces-
saires à sa déformation seront donc plus importants et pourront, possiblement, augmenter
l’amplitude du retour élastique.
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Processus d’obtention des pièces CMC et paramètres influents

L’impact mécanique de cette interphase ne sera cependant pas pris en compte expli-
citement dans la modélisation. La loi hyperélastique pour renforts tissés épais développée
chapitre 2 est identifiée sur un renfort ayant déjà subi ces traitements. L’influence de l’in-
terphase, et d’éventuels autres traitements, est donc indirectement prise en compte dans
la modélisation macroscopique.

L’impact structurel du pyrocarbone peut cependant être plus important. La quantité
de pyrocarbone déposée a une influence directe sur la morphologie et la répartition des
blocs céramiques obtenus après pyrolyse. La modélisation de la matrice obtenue au stade
pyrolysé est donc dépendante du dépôt de pyrocarbone. La caractérisation d’une matrice
pyrolysée sera donc associée à un renfort, et surtout aux traitements qu’il a subis.

6.2.2 Polymérisation de la matrice
La polymérisation de la matrice injectée par RTM est réalisée par cuisson. Lors de

cette étape deux facteurs peuvent induire de nouvelles contraintes dans la pièce composite :
la différence de coefficients de dilatation thermique entre renfort et matrice, et le retrait
chimique matriciel.

Pendant la cuisson, la pièce composite est sujette à un différentiel d’expansions ther-
miques tandis que la matrice polymère subie des réactions chimiques. Ce ratio de dilata-
tions thermiques provient de la différence des coefficients de dilatation thermique entre
les fibres du renfort et la matrice. Ce différentiel génère alors des contraintes internes
résiduelles de cuisson dépendant de la forme de la pièce réalisée, de la quantité et com-
position de la matrice, et du positionnement des fibres [OLI 98, OLI 06]. L’amplitude
de ces contraintes est généralement suffisante pour être prise en compte dans le travail de
modélisation et de conception de pièces composite.

De plus, la réaction de réticulation macromoléculaire induit des variations de volume,
un phénomène nommé retrait chimique. Le retrait de polymérisation des résines est inhé-
rent à la réaction de polymérisation elle-même et dépend de leur composition chimique,
de la fraction volumique des charges et du degré de conversion (mesure du degré de poly-
mérisation). La réaction de réticulation produit un durcissement de la résine et La réaction
chimique induit un passage de l’état liquide à l’état solide. Comme à tout changement de
phase, il se produit une variation volumique qui se traduit dans le cas des matrices ther-
modurcissables par une contraction volumique [BAR 92]. Ce retrait chimique occasionne
l’apparition de contraintes internes de cuisson. Quand il est comparé aux contraintes ré-
siduelles de cuisson, ce retrait n’est pas totalement négligeable mais faiblement influent.
Le niveau de contrainte ainsi induit atteint au maximum 5% des contraintes totales de
cuisson. Bien qu’elles soient nécessaires à une optimisation totale de la pièce finale, ces
contraintes ne sont généralement pas prises en compte.

La cuisson se résume donc à une considération globale des interactions entre les phé-
nomènes chimiques, mécaniques, et bien entendu thermiques. Lorsque la matrice est
complètement réticulée, la pièce obtenue ne bouge pour ainsi dire plus. C’est pourquoi,
nous supposerons ci-après que les déformations associées à la phase de cuisson sont nulles.
Cependant, il y a bien une addition de contraintes résiduelles de cuisson. Dans le cadre de
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6. Initiation de la matrice céramique par pyrolyse et retour élastique

cette étude, qui a pour but de réaliser une première approche des déformations finales des
pièces CMC, ces contraintes additionnelles seront supposées faibles par rapport à celles
provoquées par la phase de mise en forme. Il est évident que cette hypothèse n’est pas vrai
pour tous les cas de mise en forme et en tout point de la préforme considérée.

6.2.3 Initiation de la matrice céramique par pyrolyse
Avant cette étape, la pièce composite consolidée par cuisson de la matrice polymère

est démoulée. Elle est ensuite placée dans un four, où elle est faiblement fixée. La pyro-
lyse décrite section 1.2.4 va alors être réalisée. Lors de cette étape, la matrice polymère
est convertie en céramique et subie une contraction volumique importante, avec un ratio
volumique pré/post-pyrolyse de l’ordre de 2,5. Des fissures dont la disposition est guidée
par la forte rigidité des fibres apparaissent parallèlement à grande porosité et conduisent à
de faibles propriétés mécaniques.

Dans le processus de fabrication global, la disposition des fissures durant la pyrolyse
joue un rôle majeur. Ces fissures doivent avoir une certaine forme et largeur afin de favori-
ser au mieux les procédés d’infiltration subséquents, le dépôt par CVI dans le cas présent.

Les principaux types de fissuration issus de la pyrolyse sont montrés figure 6.2 : les
fissures transversales (a), les délaminations partielles (b) et les microfissurations dues au
décollement fibres-matrice (c) [SCH 07]. Les fissures transversales divisent les mèches
en plusieurs segments. La matrice, se contractant durant la pyrolyse, est contrainte par
la grande rigidité des fibres. Les fissures ne peuvent alors apparaitre que dans les direc-
tions situées dans le plan orthogonal à la direction principale de la mèche. De plus, à
cause de la pression transverse inhérente aux procédés de fabrication, le développement
des fissures est facilité dans la direction transverse. Les délimitations partielles, qui ne gé-
nèrent pas de délaminations macroscopiques, apparaissent aux interfaces entre chaines et
trames. Les microfissures dues au décollement entre la matrice et les fibres à l’intérieur
des mèches sont présentes dans cette interface sans orientation particulière. Ces différents
phénomènes peuvent être, par leur taille, divisés en deux familles : des fissures transver-
sales et des délaminations partielles à l’échelle mésoscopique, des microfissures à l’échelle
microscopique.

Figure 6.2 – Microscopie MEB d’un composite C/C pyrolysé à 880 ◦C [SCH 07]

En dehors de ces fissurations, la matrice résultante peut aussi être caractérisée par
une grande porosité. Cette porosité est à la fois le résultat de la contraction matricielle et
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Caractérisation du matériau au stade pyrolysé

de l’emprisonnement dans des cavités de gaz dégagé pendant la pyrolyse. Ces gaz, en se
diffusant dans de petites cavités, vont favoriser leur développement et leur croissance.

Du point de vue mécanique la perte de rigidité, par rapport à la matrice polymère,
est évidente. Si les caractéristiques en tension des fibres, et indirectement du tissé, ne
sont pas affectées, la fissuration et le délaminage, associés à une contraction volumique
importante, vont impacter directement les rigidités dites secondaires. Ces rigidités en ci-
saillements et compression transverse sont les principaux modes de déformation du renfort
sec. Les faibles propriétés de la matrice au stade pyrolysé vont alors directement les affec-
ter. Si les déformations en fin d’étape de cuisson sont négligeables, les décohésions de la
phase de pyrolyse semblent les favoriser. Cette étape sera privilégiée dans la simulation de
l’ouverture des cornières précédemment décrites.

6.2.4 Paramètres influents retenus
Les hypothèses de la modélisation retenues peuvent être résumées de la manière sui-

vante :
— Les contraintes stockées lors de la mise en forme, qui ont un rôle majeur dans

la déformation ultime de la pièce, sont supposées uniquement dépendantes des
caractéristiques mécaniques de la préforme, de la fabrication des fibres jusqu’aux
traitements de surfaces éventuels ;

— Le dépôt de pyrocarbone éventuel influe directement sur la morphologie de la
matrice résultant de la pyrolyse. Son épaisseur est supposée fixée ;

— Les déformations finales sont indépendantes de la phase de cuisson. Des
contraintes internes résiduelles dues aux coefficients de dilatation thermique et
au retrait chimique de la matrice en réticulation existent mais sont supposées né-
gligeables devant celles générées par la mise en forme ;

— La phase de pyrolyse génère la majeure partie des déformations finales. Pendant le
processus, les contraintes internes de mise en forme sont relâchées, entrainant des
déformations parasites ;

— Les fibres en céramiques sont considérées thermiquement stables. Leurs propriétés
mécaniques restent identiques après la phase de pyrolyse ;

— La phase de densification, qui n’a pas été évoquée ici, est supposée ne pas affecter
l’état de déformation ou de contrainte de la pièce. Les déformations après densifi-
cation par voie CVI sont assimilées à celles après pyrolyse.

6.3 Caractérisation du matériau au stade pyrolysé
Dans l’objectif de modéliser le matériau au stade pyrolysé, la caractérisation de la ma-

trice céramique fragmentée présente est nécessaire. Pour cela, les essais décrits section
1.3 et utilisés pour l’identification de la loi hyperélastique section 2.2 afin de caractéri-
ser les rigidités secondaires des renforts tissés épais sont considérés. Ces essais sont : le
bias extension test, la compression transverse et les essais de cisaillements transverses. Ce-
pendant, à cause de la rigidification apportée par la phase PIP, la réalisation de l’essai de
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6. Initiation de la matrice céramique par pyrolyse et retour élastique

cisaillement transverse est impossible. Le matériau est usuellement fixé grâce à des adhé-
sifs dont la résistance est suffisante pour des tissés secs mais pas pour le matériau au stade
pyrolysé. Pour cette raison, des essais de bias extension test et de compression transverse
uniquement ont été conduits à fin de caractérisation. Les éprouvettes ont été fournies par
Herakles, le renfort initial étant un interlock ply-to-ply multisatin. Pour des raisons de
confidentialité, les courbes présentées sont normalisées.

6.3.1 Essai de compression transverse
La courbe expérimentale est donnée figure 6.3. La caractérisation expérimentale a été

réalisée sur une éprouvette de 50 mm x 50 mm x 4mm.
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Figure 6.3 – Comportement normalisé en compression transverse de l’interlock au stade
pyrolysé

Le comportement global obtenu est classique avec une augmentation constante de
la rigidité tangente. La rigidification du comportement par rapport au renfort sec peut
être mise en évidence en traçant simultanément le comportement en compression pour le
renfort sec et pyrolysé, figure 6.4. Les résultats expérimentaux sont en accord avec ce qui
est attendu de la consolidation par pyrolyse.
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Figure 6.4 – Comportement normalisé en compression transverse de l’interlock au stade
pyrolysé/renfort sec

6.3.2 Essai de traction de biais
La courbe expérimentale est donnée figure 6.5. La caractérisation expérimentale a été

réalisée grâce à un bias extension test sur une éprouvette de 118 mm x 37,5 mm x 4 mm.
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Figure 6.5 – Comportement normalisé en traction de biais de l’interlock au stade pyro-
lysé/renfort sec

Le comportement en traction de biais du matériau pyrolysé montre, au contraire de la
compression transverse, une réponse différente du renfort sec. Ici, on n’observe plus une
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6. Initiation de la matrice céramique par pyrolyse et retour élastique

courbe continuellement croissante due à une rigidification continue du comportement. Le
comportement au stade pyrolysé pour cet essai peut être décrit en trois phases, représentées
figure 6.6 :

1. Une phase réversible de croissance rapide de l’effort. Cette phase correspond, en
partie, à la réponse de la matrice pyrolysée associée à une augmentation progressive
de la tension dans les mèches. Les déformations sont pour l’instant faibles (figure
6.6a). ;

2. Une phase d’endommagement de la matrice. La limite de résistance de la matrice
a été atteinte, la cohésion des blocs de matrice avec les mèches diminue. Un en-
dommagement progressif de la matrice se met en place, tout comme un début de
cinématique de bias test (figure 6.6b). L’effort mesuré chute ;

3. La fin de l’endommagement et le début du blocage en cisaillement. L’endomma-
gement progressif de la matrice a facilité l’apparition des zones caractéristiques du
bias extension test (figure 6.6c). Le mécanisme classique s’est mis en place jusqu’à
l’apparition d’un blocage cinématique en cisaillement plan. Le blocage classique,
dû à la compression latérale des mèches, est ici accentué par la présence d’un corps
supplémentaire : les blocs de matrice.

(a) Déformation
≈2%

(b) Déformation
≈8%

(c) Déformation
≈17%

Figure 6.6 – Évolution du matériau pyrolysé en bias extension test

Le comportement en traction de biais a été testé jusqu’à des valeurs de déformations
non atteintes en retour élastique, ce qui permet de mieux comprendre le mécanisme du
comportement de la matrice pyrolysée. La loi de comportement associée devra reproduire
les prémices de ce mécanisme.
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6.4 Loi de comportement matricielle au stade pyrolysé
6.4.1 Loi hyperélastique isotrope transverse

Le matériau pyrolysé peut être considéré comme un renfort tissé dans lequel les rigi-
dités secondaires du comportement sont plus importantes. Pour cette raison, les mêmes
modes de déformation que pour la loi hyperélastique pour renforts interlocks sont choisis,
section 2.2.2.2 (figure 2.17) :

— La tension du renfort dans la direction chaine
— La tension du renfort dans la direction trame
— La compression transverse du renfort
— Le cisaillement du renfort dans le plan
— Le cisaillement transverse sens chaîne
— Le cisaillement transverse sens trame
L’objectif est d’utiliser ces mêmes modes de déformations associés aux mêmes inva-

riants physiques afin de définir une loi hyperélastique pour la matrice pyrolysée. Cette loi
sera ensuite additionnée aux efforts générés par la loi de comportement du renfort sec. La
caractérisation des modes de déformation en cisaillement plan et compression transverse a
pu être réalisée classiquement en utilisant les essais réalisés, section 6.3. La réponse au bias
extension test a montré un comportement spécifique avec une apparition tardive des zones
caractéristiques. L’analyse cinématique permettant de calculer analytiquement l’angle de
cisaillement plan n’est plus réalisable. La matrice, bien que morcelée, est directement mise
en jeu lors de cette sollicitation. La modélisation de la réponse du matériau doit alors
être différente. Les matériaux céramiques ayant un comportement proche de l’isotropie,
une loi de comportement hyperélastique isotrope transverse orientée dans l’épaisseur du
tissé est considérée. La matrice possède alors un comportement isotrope dans le plan des
mèches.

Comme première hypothèse, on suppose toujours un découplage des modes de défor-
mation en utilisant un coefficient de poisson nul. Les rigidités en cisaillement transverse
ne pouvant être identifiées, elles sont supposées identiques aux rigidités de cisaillement
plan. La matrice des rigidités tangentes initiales de notre matrice pyrolysée s’écrit :

CSE
mat =



Ê 0 0 0 0 0
0 Ê 0 0 0 0
0 0 Ê3 0 0 0
0 0 0 Ĝ 0 0
0 0 0 0 Ĝ 0
0 0 0 0 0 Ĝ

 (6.1)

avec Ê = 2Ĝ. Un chapeau utilisé sur une variable dans la suite du chapitre indiquera que
celle-ci est relative au comportement matriciel pyrolysé. Précisons que cette matrice des
rigidités caractérise uniquement le comportement de la matrice pyrolysée, c’est-à-dire les
rigidités secondaires. L’objectif est que cette loi de comportement soit additionnée aux
contributions énergétiques de la loi hyperélastique pour renforts épais. Pour faciliter la
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compréhension de la suite du développement, la matrice des rigidités tangentes initiales
de la loi pour renfort secs est rappelée :

CSE
ren f =


E1 0 0 0 0 0
0 E2 0 0 0 0
0 0 E3 0 0 0
0 0 0 G12 0 0
0 0 0 0 G23 0
0 0 0 0 0 G31

 (6.2)

Pour la définition des rigidités en cisaillement Ĝ et en compression transverse Ê3
(équation 6.1), on se base sur 6.2 pour définir :

Ĝ =
∂2ŵcp

∂Icp∂Icp
(6.3)

Ê3 =
∂2ŵcomp

∂Icomp∂Icomp
(6.4)

où ŵcp et ŵcomp sont les densités d’énergie de déformation associées au comportement en
cisaillement dans le plan et dans la direction transverse de la loi isotrope transverse. En
utilisant 6.3 et 6.4 dans 6.1 :

C SE
mat =



2
∂2ŵcp

∂Icp∂Icp
0 0 0 0 0

0 2
∂2ŵcp

∂Icp∂Icp
0 0 0 0

0 0
∂2ŵcomp

∂Icomp∂Icomp
0 0 0

0 0 0
∂2ŵcp

∂Icp∂Icp
0 0

0 0 0 0
∂2ŵcp

∂Icp∂Icp
0

0 0 0 0 0
∂2ŵcp

∂Icp∂Icp



(6.5)

A partir de l’équation 6.5, en utilisant une définition des invariants physiques iden-
tiques, les densités d’énergie de déformation suivantes sont choisies pour la tension et le
cisaillement transverse :
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ŵelongi =
∂2ŵcp

∂Icp∂Icp
I2
elongi (6.6)

ŵcti =
1
2

∂2ŵcp

∂Icp∂Icp
I2
cti (6.7)

La densité totale d’énergie peut finalement être exprimée comme équation 2.43 :

ŵ =ŵelong1
(
Ielong1, Icp

)
+ ŵelong2

(
Ielong2, Icp

)
+ ŵcomp (Icomp)

+ ŵcp (Icp)+ ŵct1 (Ict1, Icp)+ ŵct2 (Ict2, Icp) (6.8)

Second tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff

Le calcul du tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff 2 est réalisé par différentiation
de cette énergie de déformation, équation 2.29. Cependant, les contributions énergétiques
associées à la tension et au cisaillement transverse ne sont plus uniquement dépendantes
des invariants physiques associés du même nom, mais aussi de l’invariant de cisaillement
plan. Les contraintes issues de chaque contribution sont, pour la tension dans le plan des
mèches :

Ŝelongi =2
∂ŵelongi

∂C

=2
∂ŵelongi

∂Ielongi

∂Ielongi

∂C
+2

∂ŵelongi

∂Icp

∂Icp

∂C

=
2
I4i
Mii

∂2ŵcp

∂Icp∂Icp
Ielongi (6.9)

+

[
1√

I41I42
(M1⊗M2 +M2⊗M1)−

Icp

I41
M11−

Icp

I42
M22

]
∂3ŵcp

∂I3
cp

I2
elongi

Pour les sollicitations transverses :

Ŝcomp =2
∂ŵcomp

∂C
= 2

∂ŵcomp

∂Icomp

∂Icomp

∂C

=

[
C−1− 1

I41
(
1− I2

cp
)M11−

1
I42
(
1− I2

cp
)M22

+
Icp√

I41I42
(
1− I2

cp
) (M1⊗M2 +M2⊗M1)

]
∂ŵcomp

∂Icomp
(6.10)

Pour le cisaillement plan :
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Ŝcp =2
∂ŵcp

∂C
= 2

∂ŵcp

∂Icp

∂Icp

∂C

=

[
1√

I41I42
(M1⊗M2 +M2⊗M1)−

Icp

I41
M11−

Icp

I42
M22

]
∂ŵcp

∂Icp
(6.11)

Pour le cisaillement transverse :

Ŝcti =2
∂ŵcti

∂C

=2
∂ŵcti

∂Icti

∂Icti

∂C
+2

∂ŵcti

∂Icp

∂Icp

∂C

=

[
1√

I4iI43
(Mi⊗M3 +M3⊗Mi)−

Icti

I4i
Mii−

Icti

I43
M33

]
∂2ŵcp

∂Icp∂Icp
Icti (6.12)

+

[
1√

I41I42
(M1⊗M2 +M2⊗M1)−

Icp

I41
M11−

Icp

I42
M22

]
1
2

∂3ŵcp

∂I3
cp

I2
cti

Les rigidités tangentes associées sont données annexe H. Maintenant que la loi a été
formulée, les paramètres matériaux associés à la forme des énergies de déformation ŵcp et
ŵcomp doivent être identifiés. La forme des potentiels est prise identique à celle postulée
pour la loi hyperélastique orthotrope, section 2.2.2.4. L’identification numérique est réali-
sée en ajoutant aux contributions de la loi isotrope transverse (équation 6.8) représentant
la matrice, les contributions en tension du renfort global (équation 2.43). Pour des raisons
de confidentialité, les paramètres de l’identification numérique ne sont pas précisés. Les
courbes normalisées d’identification uniquement sont présentées.

6.4.2 Identification en compression transverse
Pour les sollicitations dans le sens transverse, seule la compression transverse est ca-

ractérisable. On utilise un potentiel symétrisé (section 2.2.2.4). Les courbe numériques et
expérimentale sont données figure 6.7.
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Figure 6.7 – Identification numérique normalisée en compression transverse du compor-
tement

6.4.3 Identification en cisaillement plan
Pour les sollicitations en cisaillement dans le plan, le comportement est le même si

l’invariant de cisaillement est négatif ou positif. Pour cette raison on utilise un poten-
tiel symétrisé (section 2.2.2.4). Les courbes numérique et expérimentale sont données
figure 6.8. L’identification du comportement en cisaillement est réalisée par optimisation
inverse.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

Déplacement

E
ffo

rt

 

 

Expérimental
Numérique

Figure 6.8 – Identification numérique normalisée en cisaillement plan du comportement
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6.5 Approche pour la modélisation du retour élastique
6.5.1 Chaine de calcul

La chaine de calcul proposée pour la simulation du retour élastique après pyrolyse de
la cornière est la suivante :

1. Mise en forme du renfort ;
2. Apparition d’une matrice additionnelle ;
3. Libération des efforts externes de mise en forme.
La mise en forme du renfort est réalisée par application d’une pression. Ce choix

permet d’obtenir une répartition homogène de l’effort sur l’ensemble du matériau. Une
pression de 2 atm est choisie. La loi de comportement orthotrope hyperélastique (section
2.2.2.2) donnant les efforts internes dus à la déformation possède comme configuration de
référence le renfort dans son état non déformé. Les contributions à la flexion développées
chapitre 5 sont aussi introduites.

Le maintien des efforts (externes et internes) et l’apparition d’une matrice de cohésion
forment l’étape suivante. Deux options ont été testées : la loi isotrope transverse décrite
section 6.4 pour simuler une matrice pyrolysée ou une loi isotrope classique représen-
tant une matrice polymère réticulée. Pour cette dernière un module d’Young de 5GPa et
un coefficient de Poisson de 0.4 sont sélectionnés. Pour les deux options, la configura-
tion de référence utilisée pour la loi de comportement supplémentaire est la configuration
en fin de mise en forme du renfort. Les efforts internes calculés dans l’élément fini ont
maintenant deux sources : la loi de comportement orthotrope du renfort sec avec comme
référence la configuration initiale et la loi de comportement isotrope transverse (ou iso-
trope) de la matrice pyrolysée (ou polymérisée) avec comme référence la configuration en
fin de mise en forme.

Finalement, les efforts externes (la pression dans notre cas) sont réduits de manière
progressive de façon à ne pas générer d’instabilités dans la résolution explicite.

6.5.2 Simulations d’ouverture de cornière
La chaine de calcul proposée au paragraphe précédent est simulée. Un renfort tissé

épais est placé en appui initialement sur l’angle de la cornière, figure 6.9. Après application
d’une pression, cuisson (ou pyrolyse) et suppression des efforts externes, le résultat obtenu
est présenté figure 6.10 (ou figure 6.11). Les déplacements obtenus après relâchement des
efforts de maintien externes sont visualisés.

La simulation de la phase de cuisson, figure 6.10, permet de comparer les déplace-
ments calculés dans ce cas aux déplacements post-pyrolyses figure 6.11. Les résultats ob-
tenus montrent des déplacements faibles par rapport au cas pyrolysé mais tout de même
non négligeables. Pour les hypothèses choisies, les déplacements de pyrolyse sont indé-
pendants de ces déplacements de cuisson qui n’ont été calculés que pour valider le niveau
des contraintes de mise en forme emmagasinées. Un faible déplacement indique une esti-
mation cohérente.
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Approche pour la modélisation du retour élastique

Pour le cas des déplacements après pyrolyse, l’ouverture de la cornière est simulée.
L’angle d’ouverture numérique, mesuré sur les faces extérieures de la cornière à l’aide d’un
outil de traitement d’image, indique 124,63◦. Les résultats expérimentaux, pour un jeu de
paramètres équivalent, ont donné un angle de 128,96◦ pour la cornière. Cependant, lors
de la batterie d’essais réalisée, cette mesure a été considérée comme déviante par rapport
aux autres résultats. Par conséquent, on prendra la valeur de 124,41◦ qui a été obtenu
pour les paramètres expérimentaux les plus proches de ceux de la simulation. Les résultats
obtenus par la simulation sont satisfaisants malgré les hypothèses simplificatrices réali-
sées. La comparaison finale ne peut être que qualitative devant la variation des résultats
expérimentaux et les approximations dans les mesures.

(a) Vue latérale (b) Vue globale

Figure 6.9 – Simulation de cornière
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6. Initiation de la matrice céramique par pyrolyse et retour élastique

(a) Vue latérale

(b) Vue globale

Figure 6.10 – Simulation d’une polymérisation de cornière

(a) Vue latérale

(b) Vue globale

Figure 6.11 – Simulation d’une cornière au stade pyrolysé
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Bilan du chapitre 6

6.6 Bilan du chapitre 6
Dans ce chapitre, une chaine de calcul permettant la simulation du retour élastique ob-

servé expérimentalement après pyrolyse est proposée. Les paramètres influents sur l’am-
plitude des déformations finales sont étudiés. Afin de simplifier la modélisation de la
matrice pyrolysée, plusieurs hypothèses ont été choisies : le renfort utilisé pour la mise en
forme est identifié avec un traitement surfacique fixé, les contraintes résiduelles de cuisson
sont négligeables par rapport à celles issues de la mise en forme et la phase de densification
CVI n’a pas d’influence. Ces hypothèses mènent à une modélisation purement mécanique
du phénomène.

Le comportement du matériau pyrolysé est ensuite étudié, plus particulièrement le
comportement de la matrice. Ses rigidités secondaires sont identifiées par bias extension
test et essai de compression transverse. En cohérence avec ces essais, une loi de comporte-
ment isotrope transverse hyperélastique est proposée. Son objectif est d’être additionnée à
la loi de comportement hyperélastique pour renforts tissés secs proposée section 2.2.2.2.
Pour cela, les mêmes modes de déformation et invariants physique sont utilisés afin de la
définir puis d’identifier les paramètres matériaux.

Finalement, une simulation de l’ouverture angulaire de cornières après pyrolyse est
proposée. Le renfort est mis en forme, la matrice pyrolysée est introduite avec la loi de
comportement isotrope transverse puis les efforts de mise en forme sont relâchés. La
valeur numérique de l’angle d’ouverture trouvé est en bonne cohérence avec les valeurs
expérimentales.

Malgré les résultats satisfaisants obtenus pour la modélisation du retour élastique après
pyrolyse, un approfondissement de ce travail est nécessaire. Les contraintes internes de
cuisson, jugées négligeables ici, seraient intéressantes à caractériser afin de connaitre exac-
tement leur influence. De plus, la simulation sur cornière proposée est assez simple. Des
comparaisons numériques/expérimentales s’avèrent nécessaires pour des pièces plus com-
plexes, à double courbure par exemple.
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Conclusions et perspectives

La maitrise de la conception des pièces composites à renforts tissés épais passe par la
connaissance précise de leur comportement mécanique à tout instant du procédé de fabri-
cation. L’acquisition de simulations significatives enrichies par des modèles numériques
de plus en plus pointus est un moyen indispensable pour optimiser ces procédés. Dans
cette optique, des contributions à la modélisation de la mise en forme des renforts tissés
épais de composite et du procédé de pyrolyse des CMC ont été proposées.

Pour l’aspect mise en forme, des améliorations ont été apportées à la modélisation du
comportement des renforts tissés épais. Tout d’abord, une loi hyperélastique macrosco-
pique pour la simulation du comportement a été proposée. Cette loi, basée sur des in-
variants physiques de la déformation, permet des identifications simplifiées. Une forme
polyvalente pour les fonctions densité d’énergie a été détaillée. Des dispositifs d’essai
simples sont décrits pour l’identification numérique des paramètres matériaux. La mo-
délisation obtenue grâce à cette loi est satisfaisante. Cependant, la forte anisotropie du
comportement des tissés épais soulève l’existence de phénomènes numériques majeurs.
Le premier problème est le verrouillage en tension. À cause de la quasi-inextensibilité des
mèches et de l’incapacité des éléments finis classiques à représenter un champ de déforma-
tion constant pour certains modes de déformations, des efforts numériques largement plus
importants que ceux obtenus expérimentalement sont relevés. En corrigeant le champ de
déplacement avec l’introduction de variables internes, les éléments enhanced assumed strain
permettent de réduire, et parfois de supprimer, le phénomène de verrouillage en question.
Le deuxième problème numérique identifié est l’hourglassing en flexion. La faible rigidité
en compression transverse des tissés épais favorise le développement de modes hourglass
transverses qui viennent perturber le comportement en flexion. Par l’introduction d’un
paramètre matériau additionnel, la rigidité hourglass en compression transverse est ar-
tificiellement augmentée pour supprimer les modes parasites. Finalement, la limitation
en flexion de la théorie du premier gradient pour les renforts tissés épais est le dernier
problème numérique étudié. Une rigidité supplémentaire, s’appuyant sur une résistance à
la courbure de la formulation éléments finis est introduite par l’intermédiaire de plaques
rotation free. Le moment de flexion qui en découle permet de corriger des probléma-
tiques soulignées lors de corrélations essai/simulation de flexion trois points. L’ensemble
des phénomènes numériques liés à la simulation de la mise en forme des renforts tissés de
composites étudiés a ainsi été amélioré.

Pour l’aspect simulation de la pyrolyse, une chaine de calcul pour reproduire les dé-
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Conclusions et perspectives

formations en fin du processus de fabrication a été proposée. Elle consiste à simuler la
mise en forme du renfort utilisé à l’aide des outils préalablement définis, à introduire un
corps supplémentaire (la matrice pyrolysée) puis à observer les déplacements résultants
d’un relâchement des efforts de maintien. Une loi de comportement hyperélastique iso-
trope transverse pour la matrice pyrolysée est introduite puis identifiée sur des essais de
traction de bais et de compression transverse. Le résultat final, malgré les hypothèses sim-
plificatrices utilisées, donne des déformations ultimes proches de la réalité pour une simple
cornière.
Des perspectives s’ouvrent à l’issu de ce travail dans la plupart des domaines abordés :

— La loi de comportement hyperélastique orthotrope utilisée lors de la mise en forme
arrive à maturité après avoir été manipulée par plusieurs doctorants. Cependant, la
nécessité d’apporter une réponse définitive aux problématiques de quasi-convexité
se fait sentir ;

— Bien que la résolution du verrouillage en tension pour les renforts tissés 2D a
été étudiée ces dernières années, son application aux renforts épais n’est pas im-
médiate. Malgré des résultats satisfaisants ressortant de l’étude proposée ici, le
verrouillage n’est pas entièrement supprimé pour la loi hyperélastique orthotrope.
L’exploitation de nouvelles voies est nécessaire ;

— La problématique de la flexion a donné lieu, dans ce manuscrit, a des résultats
amplement satisfaisants. Des améliorations supplémentaires pourraient être ap-
portées par l’utilisation d’une vraie formulation du second gradient associée à des
éléments à degrés de liberté en rotation. L’emploi d’une telle formulation serait
par contre probablement contraire aux objectifs d’efficiences et de simplicité de la
simulation ainsi que du choix de la résolution explicite ;

— En ce qui concerne la simulation de la phase de pyrolyse, de nombreuses amé-
liorations peuvent encore être apportées dont notamment : l’introduction des
contraintes résiduelles de cuisson et l’implémentation d’une résolution implicite
pour le retrait progressif des efforts externes, la stabilité et la rapidité de la simula-
tion seraient alors fortement améliorées.
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Annexe A

Correction de l’invariant de compression
transverse

A.1 Définition du nouvel invariant
L’invariant de compression transverse est initialement défini comme suit par Charme-

tant [CHA 12] :

Icomp =
1
2

ln
(

I3

I41I42

)
(A.1)

Cet invariant n’est pas totalement bien défini pour la philosophie de modélisation
adoptée. Les sollicitations ont été choisies découplées. Hors, ici, une sollicitation en ci-
saillement plan de notre élément peut modifier l’invariant de compression sans pour autant
que l’épaisseur de l’élément ne change. Si on sollicite l’élément en cisaillement plan pur,
on obtient : 

I41 = 1
I42 = 1
I3 6= 1

(A.2)

Les vecteurs matériels dans le plan changent d’orientation mais pas de norme, ce qui
a pour effet de modifier le volume de l’élément. L’invariant de compression n’est plus
nul alors que l’épaisseur n’a pas changée. Les contraintes de compression qui en sont
déduites apporteront une contribution non désirée. Afin de résoudre ce problème, une
redéfinition de l’invariant est nécessaire. Soit M1, M2 et M3 (Respectivement m1, m2
et m3) les vecteurs covariants initiaux (respectivement déformés). On décide de baser le
nouvel invariant sur la compression du renfort tissé. C’est donc la variation de l’épaisseur
de l’élément qui nous intéresse. Cet écrasement n’est pas, comme on pourrait le penser à
première vue, uniquement basé sur la variation de longueur du vecteur covariant associé à
la direction verticale (vecteur matérielm3 ). Il est en effet possible que celui-ci change de
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A. Correction de l’invariant de compression transverse

direction au cours de la transformation sans changer de norme. Le renfort subit pourtant
une compression transverse (voir figure A.1) !

Figure A.1 – Compression d’un tissu en cisaillement transverse pur

L’invariant de compression précédemment cité prenait en considération cette particu-
larité en étant défini par le changement de volume total (J =

√
I3) divisé par les déforma-

tions en élongation dans les directions chaine et trame. Pour notre nouvel invariant, on
cherche à déterminer analytiquement à partir des invariants à notre disposition la varia-
tion de la hauteur de projection du vecteur matériel m3 sur un plan orthogonal au plan
formé par les deux autres vecteurs matériels, m1 et m2. (voir figure A.2)

Figure A.2 – Projection du vecteur matériel m3 sur un plan orthogonal à (m1,m2)

Pour cela, on cherche le ratio d’extension λ dans le sens 3 de notre élément :

λ =
h
H

(A.3)

Soit :

λ =
h

‖M3‖
(A.4)
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Définition du nouvel invariant

Par convention, on suppose que la base covariante initiale est orthonormée. En utili-
sant le théorème de Pythagore on obtient :

λ
2 = ‖m3‖2−‖a‖2 (A.5)

Afin d’obtenir la norme du vecteur a, on projette le vecteur covariant m3 sur le plan
formé par les vecteurs m1 et m2 . Cependant, la projection n’est pas aisée dans le cas
général où (m1,m2) n’est pas une base orthonormée du plan que ces vecteurs décrivent.
Afin de permettre la projection, on va construire une base orthonormée à partir de ces
deux vecteurs matériels. On utilise pour cela le procédé de Gram-Schmidt. On définit
l’opérateur de projection suivant :

proju (v) =
u.v

u.u
u (A.6)

On construit tout d’abord un premier vecteur u1 que l’on va en suite normer pour
former le premier vecteur e1 de notre base :

u1 =m1 (A.7)

e1 =
m1

‖m1‖
(A.8)

Le second vecteur u2, orthogonal à u2, est construit de la façon suivante :

u2 =m2−proju1
(m2)

=m2−
u1.m2

u1.u1
u1

=m2−
I412

I41
m1 (A.9)

Pour rappel, les invariants caractéristiques de milieux orthotropes sont définis section
2.2.2.2. La norme au carré du second vecteur u2 est :

‖u2‖2 = u2.u2

=

(
m2−

I412

I41
m1

)
.

(
m2−

I412

I41
m1

)
=m2.m2 +

(
I412

I41

)2

m1.m1−2
(

I412

I41

)2

m1.m2

= I42−
I2
412
I41

(A.10)

Finalement le second vecteur de notre base est obtenu :
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A. Correction de l’invariant de compression transverse

e2 =
u2

‖u2‖
=

1√
I42−

I2
412
I41

(
m2−

I412

I41
m1

)
(A.11)

La projection sur le plan formé par les vecteurs m1 et m2 est maintenant possible
puisque l’on connaît une base (e1,e2) de cet espace :

a= (m3.e1)e1 +(m3.e2)e2 (A.12)

Soit :

a=

(
m3.

m1

‖m1‖

)
m1

‖m1‖
+

1

I42−
I2
412
I41

(
m3.m2−

I412

I41
m1

)(
m2−

I412

I41
m1

)

=
I413

I41
m1 +

1

I42−
I2
412
I41

(
I423−

I412

I41
I413

)(
m2−

I412

I41
m1

)
(A.13)

Et après développements :

a=

(
I413I42− I412I423

I42I41− I2
412

)
m1 +

(
I423I41− I412I413

I42I41− I2
412

)
m2 (A.14)

On peut dès lors calculer la norme au carré de a que l’on cherchait :

‖a‖2 =a.a

=

(
I413I42− I412I423

I42I41− I2
412

)2

m1.m1 +

(
I423I41− I412I413

I42I41− I2
412

)2

m2.m2

+2
(

I413I42− I412I423

I42I41− I2
412

)(
I423I41− I412I413

I42I41− I2
412

)
m1.m2 (A.15)

Et après développements :

‖a‖2 =
I2
413I42−2I413I412I423 + I2

423I41

I41I42− I2
412

(A.16)

Finalement, on peut exprimer le ratio d’extension selon l’épaisseur de l’élément, au
carré en introduisant équation A.16 dans l’équation A.5 :

λ
2 =

I41I42I43− I2
423I41− I2

413I42− I2
412I43 +2I413I412I423

I41I42− I2
412

(A.17)

Il est possible de réduire cette expression car on peut y reconnaître 2 termes différents :
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Définition du nouvel invariant

— L’invariant physique de cisaillement plan :

Icp =
I412√
I41I42

(A.18)

— Le troisième invariant du tenseur de Cauchy-Green droit I3, désignant la variation
de volume au carré.

Afin de faire apparaître ce dernier terme dans l’expression du ratio d’extension, on va
exprimer la variation de volume dans un parallélépipède en fonction de la variation de
longueur de ses cotés et d’angles entre ses faces :

J =
abc
ABC

√
1+2cos(α)cos(β)cos(γ)− cos(α)2− cos(β)2− cos(γ)2 (A.19)

où A, B et C sont les longueurs initiales des cotés ; a, b et c les longueurs courantes des
cotés ; α, β et γ les angles formés entre, respectivement, m1 et m2, m1 et m3,et m2
et m3. Ces différents paramètres peuvent être exprimés en fonction des invariants de la
transformation. Pour les variations de longueurs :

a
A
=
‖m1‖
‖M1‖

= ‖m1‖=
√

I41 (A.20)

Pour les cosinus :

cos(α) =
m1.m2

‖m1‖‖m2‖
=

I2
421√

I41I42
(A.21)

On peut alors exprimer le troisième invariant de la transformation par :

I3 = J2 = I41I42I43− I2
423I41− I2

413I42− I2
412I43 +2I413I412I423 (A.22)

On reconnaît cette expression comme étant le dividende de l’expression du ratio d’ex-
tension précédemment trouvé équation A.17. On l’utilisant en association avec l’invariant
physique de cisaillement plan (équation A.18), on obtient :

λ
2 =

I3

I41I42
(
1− I2

cp
) (A.23)

Et de la même manière que Charmetant, on construit un invariant physique de com-
pression égal à la déformation de Hencky dans l’épaisseur de l’élément :

Icomp =
1
2

ln

(
I3

I41I42
(
1− I2

cp
)) (A.24)

On remarque alors que le nouvel invariant physique diffère peu de l’original. On dis-
tingue simplement un terme de correction fonction de l’invariant physique de cisaillement
plan, qui permet d’éviter toute dilatation ou contraction lors de cette sollicitation.
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A. Correction de l’invariant de compression transverse

A.2 Calcul de la dérivée première
Le calcul de la dérivée de l’invariant par rapport au tenseur de Cauchy-Green droit est

nécessaire pour calculer les contraintes de Piola-Kirchhoff créées par la sollicitation.

Soit : u =
I3

I41I42
(
1− I2

cp
) (A.25)

∂Icomp

∂C
=

1
2u

∂u
∂C

(A.26)

∂u
∂C

=
1[

I41I42
(
1− I2

cp
)]2 [ ∂I3

∂C
I41I42

(
1− I2

cp
)

−I3

(
∂I41

∂C
I42
(
1− I2

cp
)
+ I41

∂I42

∂C

(
1− I2

cp
)
−2I41I42Icp

∂Icp

∂C

)]
(A.27)

Les dérivées de chaque invariant sont données par :

∂I41

∂C
=M11 avec M11 =M1⊗M1 (A.28)

∂I42

∂C
=M22 avec M22 =M2⊗M2 (A.29)

∂I3

∂C
= det(C)

[
C−1]T = I3C

−1 (A.30)

∂Icp

∂C
=

1
2
√

I41I42
(M1⊗M2 +M2⊗M1)−

Icp

2I41
M11−

Icp

2I42
M22 (A.31)

Soit après factorisations :

∂Icomp

∂C
=

1
2

[
C−1− 1

I41
(
1− I2

cp
)M11−

1
I42
(
1− I2

cp
)M22

+
Icp√

I41I42
(
1− I2

cp
) (M1⊗M2 +M2⊗M1)

]
(A.32)

On fixant Icp = 0, on retrouve bien les résultats obtenus par Charmetant pour la déri-
vée première.

A.2.1 Calcul de la dérivée seconde
Le calcul de la dérivée seconde est nécessaire pour le calcul du pas de temps en explicite

et pour le calcul de la matrice matérielle tangente C SE en implicite. Pour ce faire, on

236

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0115/these.pdf 
© [S. Mathieu], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés



Calcul de la dérivée première

calcule la dérivée seconde de l’énergie volumique de compression transverse par le tenseur
de Cauchy-Green droit. Les notations suivantes sont adoptées :

C SE = 4
∂2w

∂C∂C

= 4

[
∂2w

∂I2
comp

(
∂Icomp

∂C
⊗

∂Icomp

∂C

)
+

∂w
∂Icomp

∂

∂C

(
∂Icomp

∂C

)]
= 4 [aA+bB] (A.33)

On recherche ici uniquement les composantes tensorielles du résultat A et B, les
composantes scalaires étant liées à l’expression du potentiel en fonction de l’invariant. A
partir de l’équation A.32, on effectue une seconde dérivée par rapport à C pour trouver
B. On obtient alors les dérivées suivantes pour chaque terme :(

∂C−1

∂C

)
i jkl

=−1
2

(
C−1

ik C−1
jl +C−1

il C−1
jk

)
(A.34)

∂

∂C

(
1

I41
(
1− I2

cp
)M11

)
=

1

I41
(
1− I2

cp
)2

[
Icp√
I41I42

(M1211 +M2111)

− 1
I41
M1111−

I2
cp

I42
M2211

]
(A.35)

∂

∂C

(
1

I42
(
1− I2

cp
)M22

)
=

1

I42
(
1− I2

cp
)2

[
Icp√
I41I42

(M1222 +M2122)

− 1
I42
M2222−

I2
cp

I41
M1122

]
(A.36)

Soit : d =
Icp√

I41I42
(
1− I2

cp
) (M12 +M21)

∂d
∂C

=
1

I41I42
(
1− I2

cp
)2

{
1+ I2

cp

2
(M1212 +M2112 +M1221 +M2121)

−Icp

[√
I42

I41
(M1112 +M1121)+

√
I41

I42
(M2212 +M2221)

]}
(A.37)

Soit finalement :
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A. Correction de l’invariant de compression transverse

B=
1
2


∂C−1

∂C
+

1

I41I42
(
1− I2

cp
)2


1+I2

cp
2 (M1212 +M2112 +M1221 +M2121)

−Icp

√
I42
I41

(M1112 +M1121 +M1211 +M2111)

−Icp

√
I41
I42

(M2212 +M2221 +M1222 +M2122)

+I2
cp (M1122 +M2211)+

I42
I41
M1111 +

I41
I42
M2222




et :

A=
1
4



C−1⊗C−1 +
Icp√

I41I42(1−I2
cp)
×


Icp
(
M12⊗C−1 +M21⊗C−1)

+Icp
(
C−1⊗M12 +C

−1⊗M21
)

−
√

I42
I41

(
M11⊗C−1 +C−1⊗M11

)
−
√

I41
I42

(
M22⊗C−1 +C−1⊗M22

)


+ 1
I41I42(1−I2

cp)
2 ×


I2
cp (M1212 +M2121 +M1221 +M2112)

+ I42
I41
M1111 +

I41
I42
M2222 +M1122 +M2211

−Icp

√
I42
I41

(M1112 +M1121 +M1211 +M2111)

−Icp

√
I41
I42

(M2212 +M2221 +M1222 +M2122)
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Annexe B

Postulat d’un nouvel invariant de
compression transverse prenant en

compte le foisonnement

B.1 Définition du nouvel invariant
Comme cela est évoqué section 1.3.3.7, la sollicitation en cisaillement transverse pro-

voque, par réarrangement des fibres et mèches, un phénomène de foisonnement dans
l’épaisseur du matériau. Afin de quantifier ce phénomène et de le prendre en compte dans
la modélisation, un module d’essai a été conçu (figure 1.31). Ce dispositif a permis de
confirmer l’existence du phénomène qui doit maintenant être pris en compte par les in-
variants physiques. Pour ce faire, une nouvelle modification de l’invariant de compression
est proposée. L’invariant original postulé par [CHA 11b] est le suivant :

ICharm
comp =

1
2

ln
(

I3

I41I42

)
(B.1)

Puis un nouvel invariant a été proposé pour corriger un défaut de définition en ci-
saillement plan (équation A.24) :

Inew
comp =

1
2

ln

(
I3

I41I42
(
1− I2

cp
)) (B.2)

Ce dernier partait du calcul du ratio d’extension λ, qui exprime l’élongation dans la
direction matérielle transverse de notre élément (équation A.3). Nous considérons main-
tenant que la hauteur de référence pour le calcul de ce ratio d’extension n’est plus la hauteur
H initiale de notre matériau, mais que cette hauteur de référence va varier en fonction du
cisaillement transverse appliqué à notre tissé. On remplace alors H par H (γ13,γ23), une
fonction des angles de cisaillement respectivement dans les plan (M1,M3) et (M2,M3).
L’équation A.23 devient alors :
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B. Postulat d’un nouvel invariant de compression transverse prenant en compte le
foisonnement

λ
2H 2 =

I3

I41I42
(
1− I2

cp
) (B.3)

Et l’invariant de compression modifié s’exprime :

Icomp =
1
2

ln

(
I3

H 2I41I42
(
1− I2

cp
)) (B.4)

Soit :

Icomp = Inew
comp− ln(H ) (B.5)

L’expression B.5 peut facilement être interprétée physiquement. La fonction H prend
une valeur unitaire en l’absence de cisaillement transverse. Dès qu’un cisaillement trans-
verse apparait, sa valeur augmente. La valeur de Icomp diminue alors, induisant un état
virtuel de compression qui va générer des efforts dans la direction transverse et épaissir le
renfort. Il reste à exprimer la fonction H (γ13,γ23) en fonction d’invariants physique de la
transformation. Les invariants physiques de cisaillement transverse Ict1 et Ict2 sont choisis
car ils représentent le sinus des angles γ13 et γ23. Rappelons aussi que la fonction H doit
être égale à 1 au repos car la norme du vecteur matériel M3 qu’elle représente est choisie
unitaire. On peut alors postuler une forme de cette fonction. En supposant une identifica-
tion grâce à des polynômes du second degré et en découplant l’influence des cisaillements,
on obtient :

H = 1+ k0 |Ict1|+ k1 |Ict1|2 + k2 |Ict2|+ k3 |Ict2|2 (B.6)

B.2 Calcul de la dérivée première
Il reste maintenant à identifier le comportement de foisonnement en cisaillement

transverse et à vérifier le bon comportement en simulation. On commence par calculer
le tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff 2 :

Scomp = 2
∂wcomp

∂C
= 2

∂wcomp

∂Icomp

∂Icomp

∂C
+2

∂wcomp

∂Ict1

∂Ict1

∂C
+2

∂wcomp

∂Ict2

∂Ict2

∂C
(B.7)

On remarque maintenant l’apparition de dérivées de l’énergie de compression par rap-
port aux invariants de cisaillement transverse. Ceci provient de l’introduction de ces in-
variants dans l’invariant de compression transverse. En effet, contrairement à précédem-
ment, les invariants de cisaillement transverse peuvent faire varier l’énergie de compression
transverse. On simplifie B.7 :
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Calcul de la dérivée première

Scomp = 2
∂wcomp

∂Icomp

∂Icomp

∂C
+2

∂wcomp

∂Icomp

∂Icomp

∂Ict1

∂Ict1

∂C
+2

∂wcomp

∂Icomp

∂Icomp

∂Ict2

∂Ict2

∂C

= 2
∂wcomp

∂Icomp

[
∂Icomp

∂C
+

∂Icomp

∂Ict1

∂Ict1

∂C
+

∂Icomp

∂Ict2

∂Ict2

∂C

]
(B.8)

Trois dérivées non connues restent à calculer : la dérivée de l’invariant de compression
par rapport à Cauchy-Green droit et les dérivées de cet invariant de compression par
rapport aux invariants de cisaillement transverse. Ces dernières peuvent être calculées, en
partant de B.5, de la manière suivante :

∂Icomp

∂Icti
=

∂Inew
comp

∂Icti
− 1

H
∂H
∂Icti

i = 1,2

=− 1
H

∂H
∂Icti

i = 1,2 (B.9)

En utilisant la forme donnée équation B.6 pour H :

∂Icomp

∂Ict1
=− 1

H
(k0 Signe(Ict1)+2k1Ict1) (B.10)

∂Icomp

∂Ict2
=− 1

H
(k2 Signe(Ict2)+2k3Ict2) (B.11)

Et pour la dérivée de l’invariant de compression par rapport à Cauchy-Green droit :

∂Icomp

∂C
=

∂Inew
comp

∂C
− 1

H
∂H
∂C

=
∂Inew

comp

∂C
− 1

H
∂H
∂Ict1

∂Ict1

∂C
− 1

H
∂H
∂Ict2

∂Ict2

∂C
(B.12)

Soit pour les contraintes de Piolat-Kirchhoff 2, en insérant les résultats B.9 et B.12
dans B.8 :

Scomp = 2
∂wcomp

∂Icomp

(
∂Inew

comp

∂C
− 2

H
∂H
∂Ict1

∂Ict1

∂C
− 2

H
∂H
∂Ict2

∂Ict2

∂C

)
(B.13)

La dérivée de l’invariant de compression amélioré est donnée annexe A, équation
A.32, tandis que les dérivées des invariants de cisaillement transverses peuvent être trou-
vées section 2.2.2.3 :
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B. Postulat d’un nouvel invariant de compression transverse prenant en compte le
foisonnement

Scomp =
∂wcomp

∂Icomp

[
C−1− 1

I41

(
1(

1− I2
cp
) − 2

H
∂H
∂Ict1

Ict1

)
M11

− 1
I42

(
1(

1− I2
cp
) − 2

H
∂H
∂Ict2

Ict2

)
M22

+
2

I43H

(
∂H
∂Ict1

Ict1 +
∂H
∂Ict2

Ict2

)
M33

+
Icp√

I41I42
(
1− I2

cp
) (M1⊗M2 +M2⊗M1)

− 2√
I41I43H

∂H
∂Ict1

(M1⊗M3 +M3⊗M1)

− 2√
I42I43H

∂H
∂Ict2

(M2⊗M3 +M3⊗M2)

]
(B.14)

En fixant Icp = 0 et la nullité des dérivées partielles de l’élongation H , on retrouve
bien les résultats obtenus par Charmetant pour la dérivée première de son invariant de
compression transverse.

B.2.1 Calcul de la dérivée seconde

La dernière étape est le calcul des rigidités tangentes afin d’obtenir des informations
supplémentaires sur les quantités à identifier. La composante due à la contribution éner-
gétique en compression transverse est donnée par :

C SE
comp = 4

∂2wcomp

∂C∂C
= 2

∂Scomp

∂C
(B.15)

Soit, en différentiant B.7 :
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Calcul de la dérivée première

∂Scomp

∂C
=2
(

∂2wcomp

∂Icomp∂Icomp

∂Icomp

∂C
+

∂2wcomp

∂Icomp∂Ict1

∂Ict1

∂C
+

∂2wcomp

∂Icomp∂Ict2

∂Ict2

∂C

)
⊗

∂Icomp

∂C

+2
(

∂2wcomp

∂Ict1∂Icomp

∂Icomp

∂C
+

∂2wcomp

∂Ict1∂Ict1

∂Ict1

∂C
+

∂2wcomp

∂Ict1∂Ict2

∂Ict2

∂C

)
⊗ ∂Ict1

∂C

+2
(

∂2wcomp

∂Ict2∂Icomp

∂Icomp

∂C
+

∂2wcomp

∂Ict2∂Ict1

∂Ict1

∂C
+

∂2wcomp

∂Ict2∂Ict2

∂Ict2

∂C

)
⊗ ∂Ict2

∂C

+2
∂wcomp

∂Icomp

∂2Icomp

∂C∂C

+2
∂wcomp

∂Ict1

∂2Ict1

∂C∂C

+2
∂wcomp

∂Ict2

∂2Ict2

∂C∂C

Les secondes dérivées partielles par rapport aux invariants peuvent s’exprimer par :

∂2wcomp

∂Icomp∂Icti
=

∂2wcomp

∂Icomp∂Icomp

∂Icomp

∂Icti
(B.16)

∂2wcomp

∂Icti∂Ict j
=

∂2wcomp

∂Icomp∂Icti

∂Icomp

∂Ict j
+

∂wcomp

∂Icomp

∂2Icomp

∂Icti∂Ict j

=
∂2wcomp

∂Icomp∂Icomp

∂Icomp

∂Icti

∂Icomp

∂Ict j
+

∂wcomp

∂Icomp

∂2Icomp

∂Icti∂Ict j
(B.17)

∂2wcomp

∂Icti∂Icti
=

∂2wcomp

∂Icomp∂Icomp

(
∂Icomp

∂Icti

)2

+
∂wcomp

∂Icomp

∂2Icomp

∂Icti∂Icti
(B.18)

donnant la dérivée des contraintes selon C :
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B. Postulat d’un nouvel invariant de compression transverse prenant en compte le
foisonnement

∂Scomp

∂C
=2

∂w2
comp

∂Icomp∂Icomp

[
∂Icomp

∂C
+

∂Icomp

∂Ict1

∂Ict1

∂C
+

∂Icomp

∂Ict2

∂Ict2

∂C

]
⊗

∂Icomp

∂C

+2
∂w2

comp

∂Icomp∂Icomp

[
∂Icomp

∂Ict1

∂Icomp

∂C
+

(
∂Icomp

∂Ict1

)2
∂Ict1

∂C
+

∂Icomp

∂Ict1

∂Icomp

∂Ict2

∂Ict2

∂C

]
⊗ ∂Ict1

∂C

+2
∂w2

comp

∂Icomp∂Icomp

[
∂Icomp

∂Ict2

∂Icomp

∂C
+

∂Icomp

∂Ict1

∂Icomp

∂Ict2

∂Ict1

∂C

(
∂Icomp

∂Ict2

)2
∂Ict2

∂C

]
⊗ ∂Ict2

∂C

+2
∂wcomp

∂Icomp

[
∂I2

comp

∂C∂C
+

∂Icomp

∂Ict1

∂I2
ct1

∂C∂C
+

∂Icomp

∂Ict2

∂I2
ct2

∂C∂C

]

+2
∂wcomp

∂Icomp

[
∂I2

comp

∂Ict1∂Ict1

∂Ict1

∂C
⊗ ∂Ict1

∂C
+

∂I2
comp

∂Ict1∂Ict2

∂Ict2

∂C
⊗ ∂Ict1

∂C

]

+2
∂wcomp

∂Icomp

[
∂I2

comp

∂Ict1∂Ict2

∂Ict1

∂C
⊗ ∂Ict2

∂C
+

∂I2
comp

∂Ict2∂Ict2

∂Ict2

∂C
⊗ ∂Ict2

∂C

]

Soit finalement :

C SE
comp =4

∂w2
comp

∂Icomp∂Icomp

[
∂Icomp

∂C
⊗

∂Icomp

∂C

+

(
∂Icomp

∂Ict1

)2
∂Ict1

∂C
⊗ ∂Ict1

∂C
+

(
∂Icomp

∂Ict2

)2
∂Ict2

∂C
⊗ ∂Ict2

∂C

+
∂Icomp

∂Ict1

(
∂Ict1

∂C
⊗

∂Icomp

∂C
+

∂Icomp

∂C
⊗ ∂Ict1

∂C

)
+

∂Icomp

∂Ict2

(
∂Ict2

∂C
⊗

∂Icomp

∂C
+

∂Icomp

∂C
⊗ ∂Ict2

∂C

)
+

∂Icomp

∂Ict1

∂Icomp

∂Ict2

(
∂Ict1

∂C
⊗ ∂Ict2

∂C
+

∂Ict2

∂C
⊗ ∂Ict1

∂C

)]
+4

∂wcomp

∂Icomp

[
∂I2

comp

∂C∂C
+

∂Icomp

∂Ict1

∂I2
ct1

∂C∂C
+

∂Icomp

∂Ict2

∂I2
ct2

∂C∂C

+
∂I2

comp

∂Ict1∂Ict1

∂Ict1

∂C
⊗ ∂Ict1

∂C
+

∂I2
comp

∂Ict1∂Ict2

∂Ict2

∂C
⊗ ∂Ict1

∂C

+
∂I2

comp

∂Ict1∂Ict2

∂Ict1

∂C
⊗ ∂Ict2

∂C
+

∂I2
comp

∂Ict2∂Ict2

∂Ict2

∂C
⊗ ∂Ict2

∂C

]

Trois dérivées non connues restent à calculer : la seconde dérivée de l’invariant de
compression par rapport à Cauchy-Green droit et les secondes dérivées partielles de cette
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Calcul de la dérivée première

invariant de compression par rapport aux invariants de cisaillement. Ces dernières peuvent
être calculées, en partant de B.9, de la manière suivante :

∂Icomp

∂Icti∂Ict j
=

1
H 2

∂H
∂Icti

∂H
∂Ict j
− 1

H
∂H

∂Icti∂Ict j
i = 1,2 (B.19)

Ce qui en utilisant la forme donnée équation B.6 pour H :

∂Icomp

∂Ict1∂Ict1
=

1
H 2 (k0 Signe(Ict1)+2k1Ict1)

2− 2k1

H
(B.20)

∂Icomp

∂Ict2∂Ict2
=

1
H 2 (k2 Signe(Ict2)+2k3Ict2)

2− 2k3

H
(B.21)

∂Icomp

∂Ict1∂Ict2
=

1
H 2 (k2 Signe(Ict2)+2k3Ict2)(k2 Signe(Ict2)+2k3Ict2) (B.22)

Ces dérivées partielles sont non nulles au repos, validant la forme de l’interpolation
de l’élongation transverse en foisonnement. Et pour la seconde dérivée de l’invariant de
compression par rapport à Cauchy-Green droit, en partant de B.12 :

∂2Icomp

∂C∂C
=

∂2Inew
comp

∂C∂C
+

2
H 2

∂H
∂C
⊗ ∂H

∂C
− 1

H
∂H

∂C∂C

=
∂2Inew

comp

∂C∂C
+

2
H 2

∂H
∂Ict1

∂H
∂Ict2

(
∂Ict1

∂C
⊗ ∂Ict2

∂C
+

∂Ict2

∂C
⊗ ∂Ict1

∂C

)
+

2
H 2

(
∂H
∂Ict1

)2
∂Ict1

∂C
⊗ ∂Ict1

∂C
+

2
H 2

(
∂H
∂Ict2

)2
∂Ict2

∂C
⊗ ∂Ict2

∂C

− 1
H

∂2H
∂Ict1∂Ict1

∂Ict1

∂C
⊗ ∂Ict1

∂C
− 1

H
∂2H

∂Ict2∂Ict2

∂Ict2

∂C
⊗ ∂Ict2

∂C

− 1
H

∂H
∂Ict1

∂2Ict1

∂C∂C
− 1

H
∂H
∂Ict2

∂2Ict2

∂C∂C
(B.23)

Soit finalement :

∂2Icomp

∂C∂C
=

∂2Inew
comp

∂C∂C
+

2
H 2

∂H
∂Ict1

∂H
∂Ict2

(
∂Ict1

∂C
⊗ ∂Ict2

∂C
+

∂Ict2

∂C
⊗ ∂Ict1

∂C

)
+

(
2

H 2

(
∂H
∂Ict1

)2

− 1
H

∂2H
∂Ict1∂Ict1

)
∂Ict1

∂C
⊗ ∂Ict1

∂C

+

(
2

H 2

(
∂H
∂Ict2

)2

− 1
H

∂2H
∂Ict2∂Ict2

)
∂Ict2

∂C
⊗ ∂Ict2

∂C

− 1
H

∂H
∂Ict1

∂2Ict1

∂C∂C
− 1

H
∂H
∂Ict2

∂2Ict2

∂C∂C
(B.24)
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B. Postulat d’un nouvel invariant de compression transverse prenant en compte le
foisonnement

Toutes les données analytiques pour mener à bien l’assemblage du tenseur matériel
tangent ont été données. Pour éviter des notations encore plus lourdes, l’expression totale
n’est pas détaillée ici.

B.3 Identification de l’épaississement
Afin d’utiliser les développements détaillés dans les paragraphes précédents, l’identifi-

cation de la variation d’épaisseur en fonction du cisaillement transverse doit être réalisée.
Pour cela le dispositif présenté section 1.3.3.7 peut être utilisé. En appliquant un mouche-
tis sur les plaques de traction supérieures et inférieures, la variation de l’épaisseur peut être
suivie par corrélation d’image. Le logiciel de corrélation d’image VIC-2DTM est utilisé,
figure B.1. Après analyse de l’ensemble des images de l’essai, la variation de hauteur en
fonction de l’angle de cisaillement transverse du tissé peut être tracée, figure B.2. L’implé-
mentation de ce nouvel invariant n’a pas pu être réalisée, ni donc testée.

Figure B.1 – Suivi par corrélation du cisaillement transverse sur tissé interlock
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Figure B.2 – Exemple de déformations transversales en fonction de l’angle de cisaillement
transverse sens chaine pour un interlock
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Annexe C

Composantes tensorielles des rigidités
matérielles tangentes de la loi

hyperélastique orthotrope

C.1 Variables tensorielles calculées
Cette annexe détaille les composantes tensorielles des rigidités matérielles tangentes

de la loi hyperélastique orthotrope telle que définie section 2.2. La forme générale de la
contribution de chaque sollicitation à la matrice tangente est donnée par :

C SE
i = 4

[
∂2wi (Ii)

∂I2
i

(
∂Ii

∂C
⊗ ∂Ii

∂C

)
+

∂wi (Ii)

∂Ii

∂

∂C

(
∂Ii

∂C

)]
(C.1)

Pour simplification :

C SE
i = 4 [aiAi +biBi] (C.2)

Les composantes Ai et Bi seront données dans les paragraphes suivants.

C.2 Composante en élongation de la matrice tangente
Rappel de l’invariant d’élongation :

Ielongi = ln
(√

I4i
)

i ∈ 1,2 (C.3)

Première dérivée de l’invariant d’élongation par rapport à Cauchy-Green droit C :

∂Ielongi

∂C
=

1
2I41

Mii (C.4)

D’où :
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C. Composantes tensorielles des rigidités matérielles tangentes de la loi hyperélastique
orthotrope

Aelongi =
∂Ielongi

∂C
⊗

∂Ielongi

∂C

=
1

4I2
4i
Miiii

(C.5)

Belongi =
∂

∂C

(
∂Ielongi

∂C

)
=− 1

2I2
4i
Miiii

(C.6)

C.3 Composante en compression de la matrice tangente
Rappel de l’invariant de compression :

Icomp =
1
2

ln

(
I3

I41I42
(
1− I2

cp
)) (C.7)

Première dérivée de l’invariant de compression par rapport à Cauchy-Green droit C :

∂Icomp

∂C
=

1
2

[
C−1− 1

I41
(
1− I2

cp
)M11−

1
I42
(
1− I2

cp
)M22

+
Icp√

I41I42
(
1− I2

cp
) (M1⊗M2 +M2⊗M1)

]

D’où :

Acomp =
∂Icomp

∂C
⊗

∂Icomp

∂C
(C.8)

Acomp =
1
4



C−1⊗C−1 +
Icp√

I41I42(1−I2
cp)
×


Icp
(
M12⊗C−1 +M21⊗C−1)

+Icp
(
C−1⊗M12 +C

−1⊗M21
)

−
√

I42
I41

(
M11⊗C−1 +C−1⊗M11

)
−
√

I41
I42

(
M22⊗C−1 +C−1⊗M22

)


+ 1
I41I42(1−I2

cp)
2 ×


I2
cp (M1212 +M2121 +M1221 +M2112)

+ I42
I41
M1111 +

I41
I42
M2222 +M1122 +M2211

−Icp

√
I42
I41

(M1112 +M1121 +M1211 +M2111)

−Icp

√
I41
I42

(M2212 +M2221 +M1222 +M2122)
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Composante en cisaillement de la matrice tangente

et :

Bcomp =
∂

∂C

(
∂Icomp

∂C

)
(C.9)

Bcomp =
1
2


∂C−1

∂C
+

1

I41I42
(
1− I2

cp
)2


1+I2

cp
2 (M1212 +M2112 +M1221 +M2121)

−Icp

√
I42
I41

(M1112 +M1121 +M1211 +M2111)

−Icp

√
I41
I42

(M2212 +M2221 +M1222 +M2122)

+I2
cp (M1122 +M2211)+

I42
I41
M1111 +

I41
I42
M2222




avec : (

∂C−1

∂C

)
i jkl

=−1
2

[
C−1

ik C−1
jl +C−1

il C−1
jk

]
(C.10)

C.4 Composante en cisaillement de la matrice tangente
Rappel des invariants en cisaillement :

Ici j =
I4i j√
I4iI4 j

(C.11)

Première dérivée de l’invariant de cisaillement par rapport à Cauchy-Green droit C :

∂Ici j

∂C
=

1
2

[
1√
I4iI4 j

(
Mi j +M ji

)
−

Ici j

I4i
Mii−

Ici j

I4 j
M j j

]
(C.12)

D’où :

Aci j =
∂Ici j

∂C
⊗

∂Ici j

∂C

=
1

4I4iI4 j



Mi ji j +Mi j ji +M jii j +M ji ji

−Ici j

√
I4i
I4 j

(
Mi jii +Miii j +M jiii +Mii ji

)
−Ici j

√
I4 j
I4i

(
Mi j j j +M j ji j +M ji j j +M j j ji

)
+I2

ci j

[
Mii j j +M j jii +

I4 j
I4i
Miiii +

I4i
I4 j
M j j j j

]


(C.13)

et :

Bci j =
∂

∂C

(
∂Ici j

∂C

)
=

∂

∂C

(
1
2

[
1√
I4iI4 j

(
Mi j +M ji

)
−

Ici j

I4i
Mii−

Ici j

I4 j
M j j

]) (C.14)
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C. Composantes tensorielles des rigidités matérielles tangentes de la loi hyperélastique
orthotrope

Bci j =
∂

∂C

(
∂Ici j

∂C

)

=
1

4I4iI4 j


Ici j

[
Mii j j +M j jii ++

(
I4 j
I4i
Miiii +

I4i
I4 j
M j j j j

)]
−
√

I4 j
I4i

(
Mi jii +Miii j +M jiii +Mii ji

)
−
√

I4i
I4 j

(
Mi j j j +M j ji j +M ji j j +M j j ji

)


(C.15)
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Annexe D

Calcul des matrices associées à la
stabilisation dans la formulation

enhanced assumed strain

Cette annexe a pour objectif de déterminer analytiquement et explicitement les ma-
trices de stabilisations physiques de la formulation enhanced assumed strain décrite section
3.4. Ces matrices sont : Ki j

uu (équation 3.115), Ki
αu (équation 3.109) et Kαα (équation

3.110). Pour différencier les matrices Ki
αu et Kαα en fonction du nombre de variables

internes choisies, un exposant sera utilisé : E9 pour 9 variables internes (matrice d’inter-
polation 3.90) et E21 pour 21 variables internes (matrice d’interpolation 3.92).

D.1 Calcul de Ki j
uu et Ki

αu

La matrice de stabilisation, équation 3.89, est réécrite de la forme :

B̃stab (ξ) =
4

∑
i=1

B̃i (ξ)Γ
T
i (D.1)

Les matrices associées à chaque vecteur de stabilisation B̃i (ξ) sont données par :

B̃1 = ρ1B11 +ρ2B12

B̃2 = ρ2B22 +ρ3B23

B̃3 = ρ1B31 +ρ3B33

B̃4 = ρ4B44 +ρ5B55 +ρ6B66

(D.2)

où les ρ j (ξ) sont les dérivées selon ξ des fonctions hourglass hi (ξ) :

ρ1 = ξ, ρ2 = η, ρ3 = ζ, ρ4 = ξη, ρ5 = ηζ et ρ6 = ζξ (D.3)
Les matrice individuelles Bi j de 6×3 peuvent être exprimées simplement :
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D. Calcul des matrices associées à la stabilisation dans la formulation enhanced assumed
strain

B11 = [e4 e2 e5] B12 = [e1 e4 e6] B31 = [e6 e5 e3]
B22 = [e6 e5 e3] B23 = [e4 e2 e5] B33 = [e1 e4 e6]
B44 = [e6 e5 e3] B55 = [e1 e4 e6] B66 = [e4 e2 e5]

(D.4)

où les ei sont les vecteurs classiques de la base de ℜ6. En utilisant les conditions d’ortho-
gonalité des dérivées des fonctions de forme ρi (ξ). On utilisera alors le résultat D.5 pour
obtenir les expressions analytiques des intégrales de Ki j

uu.

∫
2

ρiρ j d2=


0, i 6= j
8
3 , i = j 1≤ i≤ 3
8
9 , i = j = 4,5,6

(D.5)

En exploitant les décompositions en B̃i (équation D.2) ainsi que les résultats des inté-
grales (équation D.5), on obtient pour les Ki j

uu (équation 3.115) non nuls :

K11
uu =

8
3

BT
11C̃SEB11 +

8
3

BT
12C̃SEB12, K12

uu =
8
3

BT
12C̃SEB22, K13

uu =
8
3

BT
11C̃SEB31

K22
uu =

8
3

BT
22C̃SEB22 +

8
3

BT
23C̃SEB23, K21

uu =
8
3

BT
22C̃SEB12, K23

uu =
8
3

BT
23C̃SEB33

K33
uu =

8
3

BT
31C̃SEB31 +

8
3

BT
33C̃SEB33, K31

uu =
8
3

BT
31C̃SEB11, K32

uu =
8
3

BT
33C̃SEB23

K44
uu =

8
9

BT
44C̃SEB44 +

8
9

BT
55C̃SEB55 +

8
9

BT
66C̃SEB66

(D.6)

où C̃SE est la matrice matérielle tangente exprimée dans le domaine isoparamétrique
(équation 3.104). Dans la suite l’exposant SE de la matrice matérielle tangente sera omis
pour alléger les notations. Afin de réduire drastiquement le temps de calcul et éviter des
calculs de multiplication de matrices, on peut alors trouver directement les expressions
analytiques des Ki j

uu, qui sont des matrices 3×3 :

K11
uu =

8
3

j0

C̃44 + C̃11 C̃42 + C̃14 C̃45 + C̃16
C̃24 + C̃41 C̃22 + C̃44 C̃25 + C̃46
C̃54 + C̃61 C̃52 + C̃64 C̃55 + C̃66


K22

uu =
8
3

j0

C̃66 + C̃44 C̃65 + C̃42 C̃63 + C̃45
C̃56 + C̃24 C̃55 + C̃22 C̃53 + C̃25
C̃36 + C̃54 C̃35 + C̃52 C̃33 + C̃55


K33

uu =
8
3

j0

C̃66 + C̃11 C̃65 + C̃14 C̃63 + C̃16
C̃56 + C̃41 C̃55 + C̃44 C̃53 + C̃46
C̃36 + C̃61 C̃35 + C̃64 C̃33 + C̃66


K44

uu =
8
9

j0

C̃44 + C̃11 C̃44 + C̃11 C̃44 + C̃11
C̃44 + C̃11 C̃44 + C̃11 C̃44 + C̃11
C̃44 + C̃11 C̃44 + C̃11 C̃44 + C̃11
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Calcul de Ki j
uu et Ki

αu

K13
uu =

8
3

j0

C̃46 C̃45 C̃43
C̃26 C̃25 C̃23
C̃56 C̃55 C̃53

 K31
uu =

8
3

j0

C̃64 C̃62 C̃65
C̃54 C̃52 C̃55
C̃34 C̃32 C̃35



K12
uu =

8
3

j0

C̃16 C̃15 C̃13
C̃46 C̃45 C̃43
C̃66 C̃65 C̃63

 K21
uu =

8
3

j0

C̃61 C̃64 C̃66
C̃51 C̃54 C̃56
C̃31 C̃34 C̃36



K32
uu =

8
3

j0

C̃14 C̃12 C̃15
C̃44 C̃42 C̃45
C̃64 C̃62 C̃65

 K23
uu =

8
3

j0

C̃41 C̃44 C̃46
C̃21 C̃24 C̃26
C̃51 C̃54 C̃56


avec j0 le jacobien de la transformation dans le repère matériel au centre du domaine
isoparamétrique. De même, en exploitant les décompositions en B̃i (équation D.2) ainsi
que les résultats des intégrales (équation D.5), on obtient pour les Ki

αu (équation 3.109),
qui sont des matrices 9×3, associées à l’élément à 9 variables internes :

K1E9
αu =

8
3

j0



C̃14 C̃12 C̃15
C̃21 C̃24 C̃26
0 0 0

C̃44 C̃42 C̃45
C̃41 C̃44 C̃46
C̃51 C̃54 C̃56
0 0 0

C̃64 C̃62 C̃65
0 0 0


K2E9

αu =
8
3

j0



0 0 0
C̃26 C̃25 C̃23
C̃34 C̃32 C̃35
0 0 0

C̃46 C̃45 C̃43
C̃56 C̃55 C̃53
C̃54 C̃52 C̃553
0 0 0

C̃64 C̃62 C̃65



K3E9
αu =

8
3

j0



C̃16 C̃15 C̃13
0 0 0

C̃31 C̃34 C̃36
C̃46 C̃45 C̃43
0 0 0
0 0 0

C̃51 C̃54 C̃56
C̃66 C̃65 C̃63
C̃61 C̃64 C̃66


K4E9

αu =
8
9

j0



0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0


Pour l’élément à 21 variables internes, les matrices KiE21

αu , qui sont des matrices 21×
3, comportent les 9 premières lignes de leurs équivalentes pour l’élément à 9 variables
internes :

KiE21
αu =

[
KiE9

αu
KiE21∗

αu

]
(D.7)

où :
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D. Calcul des matrices associées à la stabilisation dans la formulation enhanced assumed
strain

K1E21∗
αu =

8
3

j0



0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0



K2E21∗
αu =

8
3

j0



0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0



K3E21∗
αu =

8
3

j0



0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0



K4E21∗
αu =

8
9

j0



C̃44 C̃42 C̃45
C̃41 C̃44 C̃46
C̃56 C̃55 C̃53
C̃54 C̃52 C̃55
C̃66 C̃65 C̃63
C̃61 C̃64 C̃66
C̃16 C̃15 C̃13
C̃14 C̃12 C̃15
C̃26 C̃25 C̃23
C̃21 C̃24 C̃26
C̃34 C̃32 C̃35
C̃31 C̃34 C̃36



D.2 Calcul de Kαα

Comme cela a été évoqué, un des principaux intérêts de la formulation présentée sec-
tion 3.3 est la possibilité de résoudre de façon simple et directe l’équation de contrainte
associée à chaque élément. C’est-à-dire que la détermination des variables internes ααα se
fait simplement, par résolution d’un système linéaire d’équations. La matrice Kαα obte-
nue sera inversée analytiquement à l’aide d’un logiciel de calcul formel. Son expression est
donnée par :

Kαα =
∫
2

G̃TC̃ G̃ j0 d2 (D.8)

Après calculs et grâce aux équations 3.85 et 3.104, on peut montrer que Kαα pour
l’élément à 9 variables internes (dimensions 9×9) prend la forme :
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Calcul de Kαα

KE9
αα =

8
3

j0



C̃11 0 0 C̃14 0 0 0 C̃16 0
0 C̃22 0 0 C̃24 C̃25 0 0 0
0 0 C̃33 0 0 0 C̃35 0 C̃36

C̃41 0 0 C̃44 0 0 0 C̃46 0
0 C̃42 0 0 C̃44 C̃45 0 0 0
0 C̃52 0 0 C̃54 C̃55 0 0 0
0 0 C̃53 0 0 0 C̃55 0 C̃56

C̃61 0 0 C̃64 0 0 0 C̃66 0
0 0 C̃63 0 0 0 C̃65 0 C̃66


(D.9)

La matrice effectivement utilisée sera son inverse K−1
αα. Pour l’élément à 21 variables

internes, la matrice de dimensions 21×21 peut être écrite sous la forme suivante :

KE21
αα =

[
KE9

αα 0
0 KE21∗

αα

]
(D.10)

avec KE21
αα :

KE21∗
αα =

8
9

j0



C̃44 0 0 C̃45 0 0 0 C̃41 0 0 C̃43 0
0 C̃44 0 0 0 C̃46 0 0 0 C̃42 0 C̃43
0 0 C̃55 0 C̃56 0 C̃51 0 C̃52 0 0 0

C̃54 0 0 C̃55 0 0 0 C̃51 0 0 C̃53 0
0 0 C̃65 0 C̃66 0 C̃61 0 C̃62 0 0 0
0 C̃64 0 0 0 C̃66 0 0 0 C̃62 0 C̃63
0 0 C̃15 0 C̃16 0 C̃11 0 C̃12 0 0 0

C̃14 0 0 C̃15 0 0 0 C̃11 0 0 C̃13 0
0 0 C̃25 0 C̃26 0 C̃21 0 C̃22 0 0 0
0 C̃24 0 0 0 C̃26 0 0 0 C̃22 0 C̃23

C̃34 0 0 C̃35 0 0 0 C̃31 0 0 C̃33 0
0 C̃34 0 0 0 C̃36 0 0 0 C̃32 0 C̃33


(D.11)
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Annexe E

Élément Optimal Incompressible (OI) en
grande transformation et déplacement

total

Comme évoqué dans la section 3.1.3.2, il est possible de modifier le champ de déplace-
ment d’un élément surfacique afin de, sous certaines conditions d’orientation des mèches
et de forme de l’élément, supprimer tout verrouillage en tension. Et ceci sans rentrer dans
les formulations enhanced strain mais en restant sur une formulation assumed strain, bien
plus simple à mettre en œuvre. L’inconvénient de la formulation présentée dans la section
sus-citée est qu’elle n’est utilisable qu’en petites déformations, ou pour des lois en taux
(hypoélastiques). Pour l’étendre aux grandes transformations, on se base sur le dévelop-
pement effectué avec la formulation tirée de Puso sans la partie enhanced du champ de
déformation (section 3.3). On part du même développement jusqu’à obtenir le tenseur de
Cauchy-Green droit, d’après l’équation 3.84 :

C = C+2
[

J−1
0

](
B̃stab (ξ) ũ

)
(E.1)

En deux dimensions, la matrice d’interpolation des petites déformations isoparamé-
triques 3.82 devient :

B̃2D
stab (ξ) =

ηγγγ 0
0 ξγγγ

ξγγγ ηγγγ

 (E.2)

On utilise alors le résultat trouvé précédemment section 3.1.3.2 de manière à défi-
nir un champ de déplacement qui supprimerait le verrouillage en tension. La matrice de
stabilisation de l’élément devient alors :

B̃OI
stab (ξ) =

 ηγ −ξγ
−ηγ ξγ

0 0

 (E.3)
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E. Élément Optimal Incompressible (OI) en grande transformation et déplacement total

La formulation obtenue permet de supprimer le verrouillage en tension. Les défor-
mations selon ±45◦ de l’élément étaient nulles pour des combinaisons de déformation
hourglass, dans la section 3.1.3.2. Ici, par contre, ce sont les déformations à ±45◦ dans le
repère isoparamétrique qui deviennent nulles et étendent le champ d’action de l’élément.
C’est-à-dire que les déformations selon les directions qui, après passage du domaine phy-
sique au domaine isoparamétrique, sont orientées à±45◦ sont nulles. Cet élément permet
de supprimer le verrouillage en tension pour tous les éléments dont les mèches relient les
angles opposés du quadrilatère physique.

On va démontrer que les déformations associées aux modes hourglass dans la direction
des mèches sont nulles lorsque les mèches sont orientées à ±45◦ dans le domaine isopa-
ramétrique et que e1 =−e2 (voir équation 3.37). Cela revient à démontrer que ce sont les
déformations de stabilisations qui sont nulle pour ces conditions, c’est à dire le deuxième
terme de l’équation E.1. Soit :

εεε
stab =

[
J−1
0

](
B̃stab (ξ) ũ

)
(E.4)

En réutilisant l’équation 3.33 :

ux = α3xh (E.5)
uy = α3yh (E.6)

Les déformations dans le domaine isoparamétrique s’écrivent alors, en supposant e3 =
0 :

ε̃εεstab =


e1ηα3x + e2ξα3y
e2ηα3y + e1ξα3x

0

 (E.7)

tel que :

εεε
stab =

[
J−1
0

]
ε̃εεstab (E.8)

La matrice de changement de repère utilisée avec les notations 3.80 en 3D est refor-
mulée en 2D :

[
J−1
0

]
=

 j2
11 j2

21 j11 j21
j2
12 j2

22 j12 j22
2 j11 j12 2 j21 j22 j11 j22 + j21 j12

 (E.9)

Créée grâce à la matrice de la base contravariante initiale :

J−1
0 =

[
j11 j12
j21 j22

]
(E.10)

Et associée à la matrice de la base covariante initiale :
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J0 =
1

j11 j22− j12 j21

[
j22 − j12
− j21 j11

]
(E.11)

Comme on cherche à utiliser des directions de mèches à ±45◦ dans le domaine isopa-
ramétrique, la direction du vecteur covariant à la mèche dans cette base est :

h̃m =

{
1
1

}
pour le cas +45◦ (E.12)

h̃m =

{
1
−1

}
pour le cas −45◦ (E.13)

Soit dans le repère matériel pour +45◦ :

hm = J0 · h̃m =
1

j11 j22− j12 j21

{
j22− j12
− j21 + j11

}
(E.14)

Afin de se placer dans repère associé à la direction de la mèche θ dans le repère phy-
sique initial, nous avons besoin de cos(θ) et de sin(θ). Pour ceci, des produits vectoriels
peuvent être réalisés avec des vecteurs choisis de manière adéquate. Pour simplifier cette
phase, on suppose que θ∈

[
0, π

2

]
. Soit (~x,~y) la base orthonormée du repère physique, alors

pour les valeurs de θ désirées :

cos(θ) =
hm ·~x
‖hm‖‖~x‖

(E.15)

=
j22− j12√

j2
11−2 j11 j21 + j2

12−2 j12 j22 + j2
21 + j2

22

(E.16)

sin(θ) =
hm ·~y
‖hm‖‖~y‖

(E.17)

=
j11− j21√

j2
11−2 j11 j21 + j2

12−2 j12 j22 + j2
21 + j2

22

(E.18)

On peut alors exprimer la déformation de stabilisation dans le repère matériel dans la
direction de la mèche, quand la direction orientée à +45◦ dans le repère isoparamétrique
est choisie :

εεε
stab
m = (e1 + e2)

( j11 j22− j12 j21)
2 (α3xη+α3yξ)

j2
11−2 j11 j21 + j2

12−2 j12 j22 + j2
21 + j2

22
(E.19)

Comme cela avait été supposé précédemment, l’utilisation du champ de déformation
assumed avec e1 =−e2 et e3 = 0 permet de supprimer les déformations dans la direction de
la mèche dans le repère matériel pour les modes hourglass. En utilisant la même méthode
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E. Élément Optimal Incompressible (OI) en grande transformation et déplacement total

avec des mèches à −45◦ dans le repère isoparamétrique, le résultat précédent est aussi
obtenu. Cette méthode est alors efficace pour supprimer le verrouillage en tension dans les
cas simples surfacique, où les mèches sont orientées suivant les diagonales du quadrilatère
utilisé, et notamment dans le cas du bias extension test.

262

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0115/these.pdf 
© [S. Mathieu], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés



Annexe F

Formulation des plaques rotation free
triangulaires S3

F.1 Expressions de la courbure des mèches
L’élément fini triangulaire S3 décrit ici est principalement basé sur Sabourin et Brunet

[SAB 06]. Il est composé de trois nœuds (1, 2 et 3 figure F.1) disposant d’un degré de
liberté en déplacement normal au plan du triangle wi. Une rotation est associée à chaque
côté, définie par ∂w/∂n1, ∂w/∂n2 et ∂w/∂n3. Les longueurs des côtés sont désignées par
L1, L2 et L3 tandis que les mesures des hauteurs sont nommées h1, h2 et h3.

Le développement commence par la décomposition du déplacement normal w en deux
partie : une partie linéaire associée à la rotation de corps rigide wr et une partie quadratique
associée au changement de courbure wb.

Figure F.1 – Caractéristiques du S3

La courbure s’écrit dans un repère local au plan formé par le triangle :
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F. Formulation des plaques rotation free triangulaires S3

χχχ =


χx
χy

2χxy

=−
[

∂2wb

∂x2 ,
∂2wb

∂y2 ,2
∂2wb

∂x∂y

]T
(F.1)

où χx et χy sont les courbures associées aux directions locales x et y du repère local de
calcul, situé ici sur les plans grisés de la figure 5.14, et χxy la courbure de torsion. Une
des hypothèses fondamentales est que la courbure est constante dans l’élément. Elle peut
alors être réécrite :

χχχ =
1
Ae

∫
Ae

[
−∂2wb

∂x2 ,−∂2wb

∂y2 ,−2
∂2wb

∂x∂y

]T
dA (F.2)

où Ae est l’aire de l’élément. En intégrant par partie F.2 et en exploitant les formules de
Green-Ostrogradski ([ONA 05]), le champ de courbure constant suivant apparait :

χχχ =
1
Ae

∮
Γe

−nx 0
0 −ny
−ny −nx




∂wb

∂x
∂wb

∂y

 dΓ (F.3)

où Γe désigne la frontière de l’élément et n = (nx,ny) la normale sortante au côté exprimée
dans le repère local. Cette équation permet d’exprimer le champ de courbure constant de
l’élément en fonction simplement du gradient du déplacement normal le long des côtés
du triangle. Elle peut être reformulée en fonction de la numérotation des côtés :

χχχ =
1
Ae

3

∑
i=1

Li

−nix 0
0 −niy
−niy −nix




∂wb

∂x
∂wb

∂y

 (F.4)

où les nix et niy désignent les composantes dans la base locale des normales sortantes ni.
En utilisant les hauteurs hi :

χχχ =
3

∑
i=1

2
hi

−nix 0
0 −niy
−niy −nix




∂wb

∂x
∂wb

∂y

 (F.5)

On relie maintenant le gradient du déplacement transverse dans le repère local au
gradient du déplacement transverse dans la direction de chaque normale sortante ∂w/∂ni,
car directement lié à l’angle de flexion θb. Pour cela on effectue une rotation vers les
repères (ni, ti) :
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Expressions de la courbure des mèches


∂wb

∂x
∂wb

∂y

=

[
−nix niy
−niy −nix

]
∂wb

∂ni

∂wb

∂ti

 (F.6)

Les éléments à courbure constantes sont issus de l’élément fini de Morley [MOR 71]
à degrés de liberté en rotation au milieu des côtés faisant l’hypothèse que le gradient du
déplacement transverse est nul dans la direction tangente au côté. Par conséquent :

χχχ =−
3

∑
i=1

2
hi


n2

ix
n2

iy
2nixniy

 ∂wb

∂ni
(F.7)

Étant dans un milieu fibreux, on utilisera seulement des courbures portées par la di-
rection principales des mèchesM1 etM2. On utilisera le moment M f l1 (et M f l2) associé
à la courbure χ1 (et χ2) calculée dans la direction M1 (et M2). χχχ est remplacé par :

χχχ f =

{
χ1
χ2

}
(F.8)

où les courbures sont données par :

χ1 =
(
M̄1 · ex

)2
χxx +

(
M̄1 · ey

)2
χyy +2

(
M̄1 · ex

)(
M̄1 · ey

)
χxy (F.9)

χ2 =
(
M̄2 · ex

)2
χxx +

(
M̄2 · ey

)2
χyy +2

(
M̄2 · ex

)(
M̄2 · ey

)
χxy (F.10)

où M̄ j est la projection de la direction M j sur le plan du triangle. Si la loi de compor-
tement est bien définie M̄ j est identique à M j. De là, en considérant les directions de
mèche M1 et M2, la courbure dans une de ses deux directions se réécrit :

χ j =−
3

∑
i=1

2
hi

(
M̄ j ·ni

)2 ∂wb

∂ni
(F.11)

En considérant que le gradient des déplacements transverses est lié à l’angle de flexion
associé à un côté du triangle :

θ
b
i =−

∂wb

∂ni
(F.12)

on peut écrire :

χ j =
3

∑
i=1

2
hi

(
M̄ j ·ni

)2
θ

b
i (F.13)

Comme évoqué précédemment, le triangle de Morley d’où est issu ce début de déve-
loppement utilise des degrés de liberté en rotation. L’objectif ici est de se passer de ces
degrés de liberté.
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F. Formulation des plaques rotation free triangulaires S3

F.2 Calcul des rotations de corps rigide

L’idée principale est de tirer l’équivalent des degrés de liberté en rotation par des consi-
dérations géométriques. Pour ce faire, un groupe d’éléments est considéré ; c’est-à-dire un
élément entouré de trois autres éléments, chacun ayant un côté en commun avec l’élément
central (figure F.2).

Figure F.2 – Élément S3 étudié (e) entouré de trois voisins

Dans un premier temps, on veut accéder aux rotations de corps rigide αi de chaque
côté du triangle. Deux méthodes sont possibles. La première consiste à utiliser directe-
ment les fonctions de forme classiques N j. Les rotations de corps rigides αi peuvent alors
être calculées, si l’on considère l’élément (e) uniquement, telles que :

αi =−
∂wr

∂ni
=−

3

∑
j=1

∂N j

∂ni
w j (F.14)

soit pout l’élément (e) entier :


α1
α2
α3

=−



∂N1

∂n1
we

1 +
∂N2

∂n1
we

2 +
∂N3

∂n1
we

3

∂N1

∂n2
we

1 +
∂N2

∂n2
we

2 +
∂N3

∂n2
we

3

∂N1

∂n3
we

1 +
∂N2

∂n3
we

2 +
∂N3

∂n3
we

3


(F.15)

et en utilisant la même technique pour les éléments voisins, si existants :
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Calcul des rotations de corps rigide


α4
α5
α6

=



∂N1

∂n4
wa

2 +
∂N2

∂n4
wa

1 +
∂N3

∂n4
wa

4

∂N1

∂n5
wb

3 +
∂N2

∂n5
wb

2 +
∂N3

∂n5
wb

5

∂N1

∂n6
wc

1 +
∂N2

∂n6
wc

3 +
∂N3

∂n3
wc

6


(F.16)

où w j
i est le déplacement normal au plan formé par le triangle ( j) du nœud i. Une

deuxième méthode plus efficace numériquement a été proposée par Sabourin [SAB 06] et
repris par Hamila [HAM 09]. Cette relation purement cinématique peut être trouvée en
réalisant un équilibre des moments le long d’un côté où en considérant la rotation de corps
rigide totale puis en la projetant selon la tangente de chaque côté. La relation suivante est
alors satisfaite dans chaque triangle :

αi =
wi

hi
−

w j

h j
cosβk−

wk

hk
cosβ j (F.17)

Soit pour l’élément (e) :


α1
α2
α3

=



1
h1

−cosβ3

h2
−cosβ2

h3

−cosβ3

h1

1
h2

−cosβ1

h3

−cosβ2

h1
−cosβ1

h2

1
h3




we

1
we

2
we

3

 (F.18)

Pour le côté 3 collé à l’élément (a) :

α4 =−
cosγ2

q1
wa

1−
cosγ1

q2
wa

2 +
1
h4

wa
4 (F.19)

Pour le côté 1 collé à l’élément (b) :

α5 =−
cosψ3

r2
wb

2−
cosψ2

r3
wa

3 +
1
h5

wa
5 (F.20)

Pour le côté 2 collé à l’élément (c) :

α6 =−
cosφ3

p1
wc

1−
cosφ1

p3
wc

3 +
1
h6

wc
6 (F.21)

Il est alors possible de réécrire sous forme matricielle le lien entre les déplacements de
tous les nœuds du patch up et le vecteur des 6 rotations de corps rigide ααα :

ααα = Cup (F.22)

où le vecteur des déplacements nodaux du patch up est donné par :

267

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0115/these.pdf 
© [S. Mathieu], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés



F. Formulation des plaques rotation free triangulaires S3

up =
[

up
1 up

2 up
3 up

4 up
5 up

6
]T (F.23)

et up
i désigne les déplacements nodaux exprimés dans la base globale du calcul :

up
i =

[
ui

x ui
y ui

z
]

(F.24)

La matrice C peut alors être écrite :

C =



1
h1

nT
e −cosβ3

h2
nT

e −cosβ2

h3
nT

e 0 0 0

−cosβ3

h1
nT

e
1
h2

nT
e −cosβ1

h3
nT

e 0 0 0

−cosβ2

h1
nT

e −cosβ1

h2
nT

e
1
h3

nT
e 0 0 0

−cosγ2

q1
nT

a −cosγ1

q2
nT

a 0
1
h4

nT
a 0 0

0 −cosψ3

r2
nT

b −cosψ2

r3
nT

b 0
1
h5

nT
b 0

−cosφ3

p1
nT

c 0 −cosφ1

p3
nT

c 0 0
1
h6

nT
c



(F.25)

où les n j sont les normales au triangle noté j. La matrice C a été définie dans le cas
où l’élément central du groupe comporte un autre élément S3 sur chacun de ses côtés.
Dans le cas où aucun élément n’est présent ou pour des conditions limites de symétrie, les
éléments de la matrice ne peuvent être calculés de la même manière et des modifications
doivent être apportées.

Par exemple, si l’élément (b) n’existe pas et que le côté (1) est libre, la rotation totale
du côté doit être nulle : la somme des rotations de corps rigide α1 et α5 doit s’annuler. En
supposant l’existence d’un nœud 5 virtuel, les déplacements transverses dans le plan de
l’élément (e) des nœuds 1 et 5 doivent être opposés : we

1 =−we
5 et le rang 5 de C devient :

C(5, :) =
[
− 1

h1
ne

cosβ3

h2
ne

cosβ2

h3
ne 0 0 0

]
(F.26)

De la même manière pour le côté (1), une condition d’encastrement est imposée par le
fait que le déplacement virtuel du nœud 5 dans le plan de l’élément (e) doit être identique
au déplacement du nœud 1 : we

1 = we
5 tel que α1 = α5 et le rang 5 de C devient :

C(5, :) =
[

1
h1

ne −
cosβ3

h2
ne −

cosβ2

h3
ne 0 0 0

]
(F.27)
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Calcul des angles de flexion

F.3 Calcul des angles de flexion
L’objectif suivant est d’obtenir les angles de flexion θb

1, θb
2 et θb

3 à partir des 6 rotations
de corps rigide ααα précédemment calculées . Afin de tenir compte des différences de taille,
d’épaisseur et de matériau entre les éléments voisins, il est possible d’écrire l’équilibre à
leur interface. Par exemple, pour un élément présent sur le côté (1) (voir figure F.3) et
sachant que :

θ
b
1 = θ1−α1 (F.28)

θ
b
2 = θ2−α2 (F.29)

θ
b
3 = θ3−α3 (F.30)

L’équilibre impose :

−K1θ
b
1 =−K5θ

b
5 (F.31)

soit :

θ
b
1 =−(α1 +α5)

K5

K1 +K5
(F.32)

Figure F.3 – Liens entre rotations de corps rigide et angle de flexion

Cette dernière équation suppose qu’il faut déterminer le ratio entre les deux rigidi-
tés K1 et K5. Ces rigidités sont dépendantes de la géométrie de l’élément et de la loi de
comportement utilisée (voir [SAB 06]). Il est raisonnable de simplifier cette relation en
supposant que les épaisseurs et la rigidité matérielle tangente varient peu entre deux élé-
ments accolés. Cela devient de plus en plus vrai à mesure que la finesse de la discrétisation
réalisée augmente. Dans ces hypothèses, les angles de flexion s’expriment :
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F. Formulation des plaques rotation free triangulaires S3

θ
b
1 =−

h1

h1 +h5
(α1 +α5) (F.33)

θ
b
2 =−

h2

h2 +h6
(α2 +α6) (F.34)

θ
b
3 =−

h3

h3 +h4
(α3 +α4) (F.35)

Il est alors possible d’écrire sous forme matricielle le lien entre rotations de corps rigide
et angles de flexion :

θθθ
b = Hααα (F.36)

où H est donné par :

H =


− h1

h1 +h5
0 0 0 − h1

h1 +h5
0

0 − h2

h2 +h6
0 0 0 − h2

h2 +h6

0 0 − h3

h3 +h4
− h3

h3 +h4
0 0

 (F.37)

Il reste maintenant à relier les angles de flexion à la courbure dans la direction des
mèches en utilisant l’équation F.11 :

χχχ f = Rθθθ
b (F.38)

où R est donné par :

R =


2
h1

(
M̄1 ·n1

)2 2
h2

(
M̄1 ·n2

)2 2
h3

(
M̄1 ·n3

)2

2
h1

(
M̄2 ·n1

)2 2
h2

(
M̄2 ·n2

)2 2
h3

(
M̄2 ·n3

)2

 (F.39)

Les courbures recherchées χχχ f dans les directions principales de mèches M1 et M2
peuvent dès lors être exprimées en fonction des déplacements des nœuds up du patch de
triangles figure F.2 et des matrices F.25, F.37 et F.39 définies précédemment :

χχχ f = RHC up (F.40)
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Annexe G

Modes à énergie nulle des plaques
rotation free quadrangulaires S4

L’implémentation d’éléments S4 parait, a priori, plus adéquate au problème de cal-
cul de courbure à résoudre décrit section 5.2.1. Des éléments quadrilatéraux à degrés de
liberté en déplacement et courbure constante ont été proposés par Brunet et Sabourin
[BRU 06] puis étendus aux formulations en déplacement total [FLO 07]. A quelques
différences près, ses formulations sont basées sur la même technique que celle développée
pour l’élément S3 annexe F :

— Prise en considération d’un patch d’éléments quadrangulaires, c’est-à-dire le qua-
drangle dans lequel on désire calculer la courbure ainsi que les éventuels qua-
drangles voisins ;

— Calcul des rotations de corps rigide autour de chaque côté en utilisant les fonctions
d’interpolation classiques (équation F.14) ;

— Comme le quadrilatère peut subir des modes de déformation en gauchissement,
des rigidités de flexion supplémentaires doivent être prise en compte pour éviter
d’obtenir une matrice des raideurs singulières. Pour cela, des rotations de corps
rigide autour des deux diagonales de l’élément sont aussi considérées et calculées
en utilisant l’équation F.17 ;

— Calcul des angles de flexion grâce aux rotations de corps rigide ;
— Calcul des courbures avec les angles de flexion puis obtention du moment de

flexion linéaire ;
— Interpolation des forces internes aux nœuds esclaves puis aux nœuds maitres.
Bien que directement implantables sur chaque couche d’intégration de l’élément volu-

mique, ses éléments sont problématiques car l’intégration réduite utilisée grâce à la suppo-
sition que la courbure est constante dans l’élément fait apparaitre des modes de déplace-
ment à énergie nulle [FLO 07]. Il existe une configuration géométrique avec une variation
alternée de la courbure telle que la courbure dans chaque élément soit nulle, illustrée figure
G.1. Cette configuration ressemble à un motif sinusoïdal avec une période de deux fois la
taille d’un élément (voir figure G.1a).
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G. Modes à énergie nulle des plaques rotation free quadrangulaires S4

(a) Vue latérale du patch de S4. Courbure réelle en gris.

(b) Vue de dessus du patch de S4.

Figure G.1 – Patch d’éléments S4 subissant une cinématique de flexion avec un motif
sinusoïdal
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Le fait que la rotation de corps rigide soit identique aux quatre angles indiqués im-
plique que les rotations de flexion associées aux côtés (1) et (2) possèdent une norme
identique et un signe opposé, tel que :

θ
b
1 =−θ

b
2 (G.1)

Par conséquent la courbure projetée dans la direction x est nulle dans notre cas car
θb

1 +θb
2 = 0. L’absence de courbure peut aussi être remarquée par des considérations géo-

métriques. Figure G.1a, la courbure moyenne de l’élément central semble être nulle car
négative sur une première moitié puis positive sur l’autre. L’absence de courbure calcu-
lée ne fait pas intervenir la rigidité de flexion dans le calcul des forces internes globales.
Ce comportement problématique du S4 peut être corrigé par l’utilisation d’un paramètre
de stabilisation (voir [FLO 07]). Cependant notre loi de comportement facilite déjà l’ap-
parition de pics identiques, comme vu dans l’emboutissage hémisphérique figure 5.11a.
Par conséquent ce type d’élément, même stabilisé, semble inapproprié à l’utilisation re-
cherchée. La simplicité d’utilisation et les performances du S3 lui seront préférées. Pour
illustration, la figure G.2 montre l’apparition de vagues liées aux modes de déplacement à
énergie nulle pour une simulation de flexion trois points d’une flèche de 40mm.

Figure G.2 – Simulation de flexion trois points avec éléments S4 virtuels et flèche de
40mm
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274

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0115/these.pdf 
© [S. Mathieu], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés



Annexe H

Composantes tensorielles des rigidités
matérielles tangentes de la loi

hyperélastique isotrope transverse

Cette annexe détaille les composantes tensorielles des rigidités matérielles tangentes
de la loi hyperélastique isotrope telle que définie section 6.4. Pour rappel, les densités
d’énergie de déformation en élongation en en cisaillement transverse sont dépendantes de
l’invariant de cisaillement plan :

ŵelongi =
∂2ŵcp

∂Icp∂Icp
I2
elongi (H.1)

ŵcti =
1
2

∂2ŵcp

∂Icp∂Icp
I2
cti (H.2)

Seules ces deux contributions contiennent une dépendance supplémentaire et diffèrent
de ce qui est décrit annexe C. Les composantes de ces deux contributions dans le tenseur
des rigidités tangentes sont décrites dans les paragraphes suivants.

H.1 Composantes dues à la contribution en élongation de
la matrice tangente

Les composantes du tenseur des contraintes dues à la contribution en élongation sont :
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H. Composantes tensorielles des rigidités matérielles tangentes de la loi hyperélastique
isotrope transverse

Ŝelongi =2
∂ŵelongi

∂Ielongi

∂Ielongi

∂C
+2

∂ŵelongi

∂Icp

∂Icp

∂C

=
2
I4i
Mii

∂2ŵcp

∂Icp∂Icp
Ielongi (H.3)

+

[
1√

I41I42
(M1⊗M2 +M2⊗M1)−

Icp

I41
M11−

Icp

I42
M22

]
∂3ŵcp

∂I3
cp

I2
elongi

Le calcul de la rigidité tangente matérielle associée donne :

Ĉ SE
elongi =4

∂Ŝelongi

∂C

=4

[
∂2ŵelongi

∂I2
elongi

∂Ielongi

∂C
+

∂2ŵelongi

∂Ielongi∂Icp

∂Icp

∂C

]
⊗

∂Ielongi

∂C
+4

∂ŵelongi

∂Ielongi

∂2Ielongi

∂C2

+4

[
∂2ŵelongi

∂I2
cp

∂Icp

∂C
+

∂2ŵelongi

∂Ielongi∂Icp

∂Ielongi

∂C

]
⊗

∂Icp

∂C
+4

∂ŵelongi

∂Icp

∂2Icp

∂C2

Soit :

Ĉ SE
elongi =8

∂2ŵcp

∂Icp∂Icp

∂Ielongi

∂C
⊗

∂Ielongi

∂C

+8
∂3ŵcp

∂I3
cp

Ielongi

[
∂Ielongi

∂C
⊗

∂Icp

∂C
+

∂Icp

∂C
⊗

∂Ielongi

∂C

]
+4

∂4ŵcp

∂I4
cp

I2
elongi

∂Icp

∂C
⊗

∂Icp

∂C

+8
∂2ŵcp

∂Icp∂Icp
Ielongi

∂2Ielongi

∂C2

+4
∂3ŵcp

∂3Icp
I2
elongi

∂2Icp

∂C2

(H.4)

Les principales composantes de l’équation H.4 sont données dans le calcul des tenseurs
tangents de la loi hyperélastique orthotrope pour renfort annexe C, exceptées :

∂Ielongi

∂C
⊗

∂Icp

∂C
=

1
4I4i
√

I41I42
(Mii12 +Mii21)−

Icp

4I4iI41
Mii11−

Icp

4I4iI42
Mii22 (H.5)

et :

∂Icp

∂C
⊗

∂Ielongi

∂C
=

1
4I4i
√

I41I42
(M12ii +M21ii)−

Icp

4I4iI41
M11ii−

Icp

4I4iI42
M22ii (H.6)
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Composantes dues à la contribution en cisaillement transverse de la matrice tangente

H.2 Composantes dues à la contribution en cisaillement
transverse de la matrice tangente

Les composantes du tenseur des contraintes dues à la contribution en cisaillement trans-
verse sont :

Ŝcti =2
∂ŵcti

∂Icti

∂Icti

∂C
+2

∂ŵcti

∂Icp

∂Icp

∂C

=

[
1√

I4iI43
(Mi⊗M3 +M3⊗Mi)−

Icti

I4i
Mii−

Icti

I43
M33

]
∂2ŵcp

∂Icp∂Icp
Icti (H.7)

+

[
1√

I41I42
(M1⊗M2 +M2⊗M1)−

Icp

I41
M11−

Icp

I42
M22

]
1
2

∂3ŵcp

∂I3
cp

I2
cti

Le calcul de la rigidité tangente matérielle associée donne :
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∂Ŝcti

∂C

=4
[

∂2ŵcti
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(H.8)

Les principales composantes de l’équation H.8 sont données dans le calcul des tenseurs
tangents de la loi hyperélastique orthotrope pour renfort annexe C, exceptée :

∂Ici j

∂C
⊗ ∂Ickl

∂C
(H.9)
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H. Composantes tensorielles des rigidités matérielles tangentes de la loi hyperélastique
isotrope transverse

qui donne :

1
4
√

I4iI4 jI4kI4l


Mi jkl +Mi ji j +Mklkl +Mkli j

−Ici j

√
I4 j
I4i
(Miikl +Miilk)− Ici j

√
I4i
I4 j

(
M j jkl +M j jlk

)
−Ickl

√
I4k
I4l

(
Mlli j +Mll ji

)
− Ickl

√
I4l
I4k

(
Mkki j +Mkk ji

)
+Ici jIckl

[
I4 jI4lMiikk + I4 jI4kMiill + I4iI4lM j jkk + I4iI4kM j jll

]
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