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Introduction

Les phénomènes résonants pour des objets élastiques de forme simple ont été largement
étudiés au cours des dernières décennies, que ce soit dans le cadre de problèmes de

diffusion acoustique ou d’élastodynamique.
La plupart des travaux réalisés en diffusion pour des objets cylindriques est consacrée

au cas particulier des cylindres ayant une section circulaire [Veksler 1993]. En comparai-
son, peu d’attention a été portée au cas plus général de la géométrie elliptique (cylindres
elliptiques) [Bowman et al. 1970], notamment du point de vue expérimental. Des résultats
expérimentaux pour des diffuseurs de section elliptique sont présentés dans les références
[Chinnery et Humphrey 1998, Pereira et al. 2002]. Plus récemment, Léon et al. ont appliqué
le formalisme modal pour traiter le problème de la diffusion acoustique par des cylindres
élastiques de section quelconque, immergés dans un fluide [Léon et al. 2004]. Ils ont ensuite
comparé leurs résultats théoriques et expérimentaux.
Plusieurs méthodes peuvent être appliquées pour traiter les problèmes de diffusion dans le
cas d’une géométrie non circulaire. Les développements en fonctions de Mathieu sont bien
adaptés aux études portant sur les cylindres elliptiques non élastiques. La méthode de la ma-
trice S est efficace pour traiter les diffuseurs élastiques quelle que soit la géométrie non cir-
culaire [Varadan 1978; 1980, Pillai et al. 1982, Simon et Raddlinski 1982, Raddlinski et Simon
1993]. Le formalisme modal appliqué dans la référence [Léon et al. 2004] est similaire à cette
approche, la matrice T pouvant être extraite à partir de ce formalisme. On peut également
citer les méthodes intégrales utilisant les fonctions de Green, conduisant aux équations inté-
grales de Fredholm [Goel et Jain 1981, Veksler et al. 1999] et la méthode « Fourier Matching
Method » utilisant les transformations conformes [DiPerna et Stanton 1994].

Le problème de diffusion peut être étudié en relation avec d’autres problèmes tels
que, par exemple, la détermination des modes résonants en élastodynamique. En ef-
fet, bon nombre de techniques utilisées dans le contexte de la diffusion (Matrice S
[Varatharajulu et Pao 1976], formalisme modal [Léon et al. 2004]) peuvent y être transpo-
sées.

Concernant les modes résonants d’objets élastiques, les géométries les plus courantes
sont présentées dans la référence [Love 1906].
En 1882, Lamb a été le premier à résoudre de façon exacte le problème des oscillations
libres d’une sphère élastique isotrope et homogène [Lamb 1882]. Les modes résonants
d’objets élastiques pour diverses géométries ont été calculés à partir d’une méthode va-
riationnelle (principe de Hamilton) introduite dans la référence [Visscher et al. 1991]. Plus
récemment, une classification des modes sphéroïdaux d’une sphère élastique a été réalisée
[Saviot et Murray 2005]. En géométrie sphéroïdale, Jaerish a donné pour la première fois
les équations permettant d’obtenir les modes toroïdaux d’un sphéroïde élastique de forme
prolate [Jaerish 1880] qui ont été résolues près d’un siècle plus tard [Rand 1968]. Dans le
cas de la forme oblate, ces modes ont été déterminés pour une application en physique de
la matière condensée [Hernández-Rosas et al. 2003]. En géométrie circulaire, les fréquences
propres d’un disque élastique ont été étudiées, ainsi que leur lien avec les trajectoires pério-
diques à l’intérieur du domaine circulaire [Tanner et Søndergaard 2002].
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Ce lien entre le spectre des résonances et le spectre des longueurs des orbites périodiques a
été étudié en géométrie elliptique [Sieber 1997, Magner et al. 1999], en géométrie sphéroidale
[Nishioka et al. 1991; 1992, Arita et al. 1997; 1998; 2002, Magner et al. 2002] et en géométrie
ellipsoïdale [Casas et Ramírez-Ros 2012] en considérant des cavités avec des conditions aux
limites de Dirichlet. Les travaux de ces auteurs ne s’inscrivent donc pas dans le contexte de
l’élastodynamique qui constitue le cadre de ce travail.

Dans cette thèse, nous étudions les résonances d’objets élastiques pour le problème
intérieur et le problème de diffusion acoustique, en géométries elliptique et sphéroïdale.
Le problème intérieur consiste en l’étude des modes résonants d’un solide élastique avec
des conditions de bords libres. Les deux géométries traitées dans ce travail constituent
des exemples de configuration en deux et trois dimensions permettant d’observer la levée
de dégénérescence des résonances liée à une brisure de symétrie. Ce phénomène apparaît
lors de la transition du cylindre circulaire vers le cylindre elliptique d’une part, et de la
sphère vers le sphéroïde d’autre part. Nous mettons en évidence et interprétons la levée de
dégénérescence en tenant compte des symétries dans la formulation des problèmes. Une
modélisation numérique et une partie expérimentale viennent compléter notre approche
théorique. Dans le cadre du problème intérieur, nous utilisons également le lien connu
entre le spectre des résonances et le spectre des longueurs pour fournir une interprétation
physique en termes d’orbites périodiques.

Dans le système de coordonnées elliptiques, l’équation d’Helmholtz peut être résolue,
dans le cas scalaire, par la méthode de séparation des variables et la solution générale
fait intervenir les fonctions de Mathieu [Abramowitz et Stegun 1964, Mechel 1997]. Or, ces
fonctions dépendent de la vitesse de l’onde. C’est pourquoi en présence d’un milieu élas-
tique, la coexistence des ondes longitudinales et transversales entraine la non-séparabilité
de l’équation d’Helmholtz [Varatharajulu et Pao 1976, Varadan 1978]. Nous traitons alors
les problèmes en coordonnées cylindriques (ρ, θ, z) à partir d’un formalisme modal et nous
utilisons la décomposition en série de Fourier pour séparer les variables radiale et angulaire
[Varadan 1980, Léon et al. 2004]. Le même problème de non-séparabilité se pose lorsqu’on
souhaite résoudre, dans le système de coordonnées sphéroïdales, l’équation d’Helmholtz
dans le cas vectoriel. Une des solutions consiste à travailler en coordonnées sphériques
[Varadan et Varadan Apr. 1979]. Notons toutefois qu’au début des années 80, Hackman a
utilisé l’identité de Betti pour obtenir une description en terme de matrice T de la diffusion
par des objets élastiques en utilisant les fonctions sphéroïdales [Hackman 1984].

Dans cette thèse, nous mettons en évidence le rôle important que jouent les symétries
en physique. Ces dernières ont été largement exploitées en physique quantique [Wigner
1959, Heine 1960, Hamermesh 1989, Cornwell 1997] ; par exemple, pour des applications en
cristallographie, en physique atomique et moléculaire [Landau et Lifshitz 1975] mais aussi
en chaos quantique [Gaspard et Rice 1989, Cvitanović et Eckhardt 1993, Leyvraz et al. 1996,
Joyner et al. 2012]. En électromagnétisme, les symétries de particules diffusantes ont été
prises en compte pour calculer la matrice T [Schulz et al. 1999]. Dans le contexte de l’élas-
todynamique, Wirzba a utilisé les représentations des groupes dans l’étude de la diffusion
par des cavités élastiques [Wirzba et al. 2005], mais il ne détaille pas la méthode utilisée.
Récemment, en éléctromagnétisme, la théorie des groupes a été utilisée pour améliorer le
traitement numérique de problèmes mal conditionnés et accélérer la vitesse des calculs
[Kahnert et al. 2001, Kahnert 2005, Kahnert et Rother 2011, Kahnert 2013].
Les premières utilisations de la théorie des groupes en acoustique pour simplifier et amé-
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liorer les traitements théorique et numérique des problèmes de diffusion apparaissent dans
les références [Decanini et al. 1999, Gabrielli et Mercier-Finidori 2001]. En adoptant la même
démarche, les résonances d’une cavité elliptique ont pu être déterminées [Ancey 2000,
Ancey et al. 2001]. L’idée maîtresse de la méthode développée dans ces travaux est née des
considérations qui suivent.
Lorsque l’on considère les problèmes intérieur et de diffusion pour des objets de forme
simple comme un cylindre (respectivement une sphère), l’invariance de l’équation d’Helm-
holtz sous toutes les rotations autour de l’axe du cylindre (resp. par rapport au centre de
la sphère) conduit à rechercher des solutions modales par séparation des variables de la
forme f (ρ)einθ (resp. f (r)Yℓm(θ, φ)). Ceci est directement lié aux résultats mathématiques
suivants : les fonctions einθ , avec n fixé, forment une base d’une représentation irréductible
bidimensionnelle du groupe O(2), le groupe de symétrie du cylindre, (resp. les harmoniques
sphériques Yℓm(θ, φ), avec ℓ fixé et m = −ℓ, . . . ,+ℓ forment une base d’une représentation
irréductible de dimension 2ℓ+ 1 du groupe O(3), le groupe de symétrie de la sphère). Les
résonances du cylindre circulaire sont alors 2 fois dégénérées et celles de la sphère 2ℓ + 1
fois.
Dans le cas du cylindre elliptique, l’invariance par rotation associée au groupe de symétrie
O(2) est brisée, mais le système demeure invariant sous les transformations du groupe fini
C2v. Dans le cas du sphéroïde, l’invariance par rotation associée au groupe de symétrie O(3)
est brisée, mais le système demeure invariant sous les transformations du groupe infini D∞h.
Les quantités physiques peuvent alors être écrites dans les représentations irréductibles des
groupes de symétrie considérés.
Nous précisons que dans les travaux développés jusqu’ici à l’Université de Corse, ces
quantités sont scalaires. Dans cette thèse, une des principales difficultés rencontrées a été
d’étendre la méthode à l’écriture de quantités vectorielles sur les représentations.

La brisure de symétrie entraine, comme conséquence directe, une levée de dégénéres-
cence des résonances. Dans les problèmes abordés, chaque résonance du disque circulaire
donne naissance à 2 résonances distinctes et chaque résonance de la sphère à 2ℓ + 1 réso-
nances distinctes. Ce phénomène physique a été observé numériquement pour la première
fois par Moser et Überall [Moser et Überall 1983]. Plus récemment, Chinnery et Humphrey
ont discuté de « mode splittings » et de « level crossings » dans une étude des résonances
d’une coque cylindrique remplie d’un fluide et immergée [Chinnery et Humphrey 1998].
Cependant, ces différents auteurs ne fournissent ni description analytique, ni explication
des phénomènes observés. Dans un contexte scalaire en géométrie elliptique, la levée de
dégénérescence a été mise en évidence et expliquée en utilisant la théorie des groupes
[Ancey 2000, Ancey et al. 2001]. Dans le domaine des statistiques spectrales, la brisure de
symétrie a été prise en compte dans des études expérimentales des propriétés spectrales de
blocs en quartz [Ellegaard et al. 1996] et en aluminium [Ellegaard et al. 1995]. Cette dernière
référence, en élastodynamique, suit l’approche expérimentale mise en place par Weaver
[Weaver 1989], dont les résultats ont été commentés par la suite [Bohigas et al. 1991]. En
physique de la matière condensée, la levée de dégénérescence liée à la brisure de la symétrie
sphérique a été abordée dans la référence [Tamura et al. 1982]. En sismologie, Dahlen a
étudié la levée de dégénérescence, partielle ou totale, des modes propres de vibration de la
Terre, liée à sa rotation et à son ellipticité [Dahlen 1998].
Dans notre étude, nous mettons en évidence et interprétons, pour la première fois à notre
connaissance, la levée de dégénérescence des résonances d’objets en géométries elliptique et
sphéroïdale dans le cadre complexe d’ondes se propageant dans des solides élastiques.

Ce mémoire s’articule de la façon suivante : Le chapitre 1 présente les outils mathéma-
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tiques nécessaires pour résoudre le problème intérieur et le problème de diffusion en tenant
compte des symétries de l’objet. Le problème intérieur est étudié en géométries elliptique
et sphéroïdale respectivement dans les chapitres 2 et 4. Le problème de diffusion est traité
dans le chapitre 3 en géométrie elliptique.

Le chapitre 1 est consacré à la théorie des groupes, qui constitue le cadre mathématique
rigoureux pour traiter les symétries en physique. Nous nous intéressons en particulier
aux groupes de symétrie C2v et D∞h, associés respectivement aux géométries elliptique et
sphéroïdale abordées dans ce travail. Plus précisément, nous détaillons, pour le groupe
C2v, les bases mathématiques de notre méthode qui consiste à décomposer les quantités
physiques (contrainte, champ, déplacement) sur les représentations irréductibles du groupe
dans le but de simplifier les problèmes étudiés. Le cas des fonctions scalaires [Fournier
1999] est repris en détails et est étendu au cas des fonctions vectorielles, dans le contexte de
l’élastodynamique.
Nous présentons également le groupe D∞h en vue d’une interprétation des résultats du
chapitre 4. En effet, la levée de dégénérescence qui se produit au cours de la transition de la
sphère vers le sphéroïde s’interprète en termes de brisure de symétrie O(3) → D∞h.

Dans le chapitre 2, nous étudions théoriquement les modes résonants d’un cylindre
elliptique élastique infini. Les résonances sont obtenues à partir du formalisme modal, en
tenant compte des simplifications apportées par la théorie des groupes (Chapitre 1). Nous
mettons ensuite en évidence la levée de dégénérescence, liée à la brisure de symétrie, en
effectuant un suivi des résonances et en traçant le déplacement élastique associé aux modes
résonants, à mesure que la section circulaire est déformée vers une section elliptique. Dans
ce chapitre, nous présentons notre méthode, appliquée dans le contexte - vectoriel - de
l’élastodynamique. En effet, la nature vectorielle des ondes transversales qui se propagent à
l’intérieur du solide élastique est à prendre en compte.
Enfin, nous donnons une interprétation en termes de rayons à travers le lien connu entre le
spectre des résonances et le spectre des longueurs des orbites périodiques. Nous calculons
géométriquement la longueur de ces orbites périodiques, y compris lorsque le phénomène
de conversion de mode se produit. Dans ce dernier cas, nous mettons en évidence un phé-
nomène, nouveau à notre connaissance : l’existence de deux trajets extrémaux, l’un minimal
et l’autre maximal, pour un type d’orbite donné. Cette observation est en accord avec le
principe de Fermat.

Le chapitre 3 présente l’étude théorique et expérimentale de la diffusion acoustique par
des cylindres elliptiques élastiques infinis. Nous traitons le problème à partir du formalisme
modal combiné à la théorie des groupes, en suivant la même démarche qu’au chapitre 2.
Nous complétons l’étude théorique par une étude expérimentale en spectroscopie ultra-
sonore. Nous menons une série d’expériences en cuve pour des cylindres elliptiques en
aluminium immergés dans l’eau. Nous choisissons des cylindres de différentes excentricités
afin de mettre en évidence la levée de dégénérescence liée à la brisure de symétrie. L’analyse
spectrale des ondes ultrasonores par analyse de Fourier nous permet d’obtenir des spectres
que l’on compare, après normalisation, aux résultats numériques obtenus à partir de notre
modélisation théorique. Nous traçons également des diagrammes angulaires, correspondant
à la répartition spatiale en champ lointain de l’amplitude des ondes ultrasonores diffusées
par le cylindre. Nous observons alors expérimentalement la levée de dégénérescence.

Dans le chapitre 4, nous traitons le problème intérieur pour des sphéroïdes élastiques
de formes oblate et prolate par une approche expérimentale de génération et de détection
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optique d’ondes élastiques. Nous nous intéressons aux résonances de ces objets ainsi qu’à
l’onde de Rayleigh qui se propage sur leur surface. Nous présentons le dispositif expé-
rimental utilisé pour réaliser nos études dans les domaines temporel et fréquentiel. Des
sphéroïdes en aluminium de différentes excentricités sont mis en vibration par impact laser
et les mesures de vitesse et de fréquence sont effectuées par vibrométrie laser.
Dans le domaine temporel, nous nous intéressons à l’onde de Rayleigh en géométrie sphéroï-
dale. Les techniques expérimentales mises en oeuvre dans la présente étude ont été utilisées
par d’autres auteurs pour analyser la propagation de l’onde de Rayleigh sur des sphères
et des cylindres [Royer et al. 1988, Clorennec et Royer 2003; 2004, Royer et Clorennec 2008],
avec des applications en contrôle non destructif [Clorennec et al. 2002, Clorennec 2002].
Dans notre cas, nous présentons différentes configurations expérimentales permettant de
mettre en évidence l’existence de deux trajets parcourus par l’onde de Rayleigh : un trajet
elliptique dans le plan méridien (contenant l’axe de symétrie du sphéroïde) et un trajet
circulaire dans le plan équatorial (perpendiculaire à l’axe de symétrie du sphéroïde).
Dans le domaine fréquentiel, nous étudions les modes résonants à mesure que l’excentricité
du sphéroïde augmente. Nous mettons alors en évidence la levée de dégénérescence liée à
la brisure de la symétrie sphérique.
Enfin, nous nous intéressons aux spectres des longueurs des orbites périodiques. Nous
identifions sans ambiguïté sur ces spectres les deux pics associés aux deux trajets parcou-
rus par l’onde de Rayleigh. De plus, nous observons des pics associés à certaines orbites
périodiques, avec et sans conversion de mode, qui coexistent dans les plans méridien et
équatorial en géométrie sphéroïdale.

Dans une conclusion générale, nous récapitulons les différents résultats obtenus dans
cette thèse et nous proposons également les perspectives qui peuvent être envisagées pour
poursuivre cette étude.
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Ce chapitre est consacré aux résultats mathématiques, en lien avec la notion de symétrie,
qui seront utilisés dans les chapitres suivants.

En section 1.1 , on rappelle quelques éléments de la théorie des groupes qui constitue le
cadre mathématique rigoureux pour prendre en compte le rôle des symétries. En particulier,
on donne la définition d’un groupe et plus particulièrement d’un groupe de symétrie. On
précise également la notion de représentations irréductibles et de table des caractères de ce
groupe. Les démonstrations des propriétés des structures mathématiques citées peuvent être
trouvées dans la référence [Hamermesh 1989].

Dans la section 1.2, on s’intéresse aux propriétés de symétrie des objets que l’on va
considérer dans les chapitres suivants. On étudie en sous-section 1.2.1 le groupe C2v qui
est le groupe de symétrie du disque elliptique (Chapitre 2) et du cylindre elliptique infini
(Chapitre 3). La sous-section 1.2.2 est consacrée au groupe D∞h, le groupe de symétrie du
sphéroïde. On étudie expérimentalement les modes résonants et les ondes de surface en
géométrie sphéroïdale dans le chapitre 4. Bien que l’étude théorique ne soit pas abordée dans
ce dernier chapitre, il est important de connaître ce groupe de symétrie car l’interprétation
de la levée de dégénérescence des résonances y fait implicitement référence.
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1.1 Rappels sur la théorie des groupes

Cette première section, d’ordre mathématique, expose brièvement les principales no-
tions de la théorie des groupes de symétrie et de leurs représentations [Serre 1978,
Naïmark et Stern 1982]. Elle n’est pas représentative du contenu ultérieur de la thèse, mais
constitue néanmoins un préalable essentiel.

1.1.1 Groupes de symétrie

Un groupe est défini comme un couple (G, ∗) où G est un ensemble et ∗ une opération
possédant les propriétés suivantes :

– ∀ α, β ∈ G, γ = α ∗ β ∈ G (loi de composition interne),
– ∀ α, β, γ ∈ G, (α ∗ β) ∗ γ = α ∗ (β ∗ γ) (associativité),
– ∃ e, élément neutre, tel que ∀β ∈ G, β ∗ e = e ∗ β = β,
– ∀ β ∈ G, β admet un symétrique γ ∈ G tel que β ∗ γ = γ ∗ β = e.

La symétrie d’un corps est décrite en donnant l’ensemble de toutes les transformations qui
le laissent invariant, c’est à dire qui préservent les distances entre toutes les paires de points
du corps. De telles transformations s’appellent transformations de symétrie (ou isométries).
L’ensemble des opérations qui laissent un objet invariant présente une structure de groupe :
le groupe de symétrie (ou groupe isométrique) du corps. Les transformations qui préservent
les distances peuvent toutes être construites à partir de deux types fondamentaux :

– la rotation d’un angle donné par rapport à un certain axe, et
– la réflexion miroir dans un plan.

1.1.2 Représentations irréductibles et table des caractères d’un groupe

S’il existe un homomorphisme d’un groupe de symétrie G dans un groupe d’opérateurs
D(G) agissant sur l’espace vectoriel V, on dit que le groupe d’opérateurs linéaires D(G) est
une représentation du groupe G. L’opérateur correspondant à l’élément R de G sera noté
D(R). Si R et S sont des éléments du groupe G, et E la transformation identité 1 alors,

D(RS) = D(R)D(S), (1.1)

D(R−1) = [D(R)]−1, (1.2)

D(E) = 1. (1.3)

Si V est de dimension n, on dit que la représentation est n-dimensionnelle 2. Si on choisit
une base de l’espace vectoriel V de dimension n, les opérateurs linéaires de la représentation
peuvent être décrits par leurs matrices. On obtient alors une correspondance homomorphe
du groupe G sur un groupe de matrice n × n, c’est à dire une représentation matricielle de
G. La somme des éléments diagonaux (la trace) d’une matrice D(R) est appelée le caractère
de R dans la représentation D et est notée

χ(R) = ∑
ℓ

Dℓℓ(R). (1.4)

À une représentation donnée d’un groupe de symétrie est associée un ensemble de carac-
tères. Les représentations équivalentes ont le même ensemble de caractères. En notant les
classes de G par K1, K2...Kk, la représentation sera décrite par un ensemble de caractères

1. La transformation identité consiste à amener l’objet en coïncidence avec lui-même.
2. Dans le cas des groupes de symétrie continus, la dimension est infinie.
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χ1, χ2, ....χk, où k est le nombre de classes de G. Il y a donc autant de classes que de carac-
tères différents. Pour différencier les représentations non équivalentes, on utilise un expo-
sant. Par exemple, χ

(µ)
k est le caractère de la classe Kk dans une représentation D(µ). Une

représentation quelconque D peut s’exprimer en fonction de représentations plus simples

D = D(1) + D(2) + ....., (1.5)

où D(1), D(2)... sont des représentations dites irréductibles.
Pour un groupe donné G, on rassemble toutes ses caractéristiques (représentations,

classes et caractères), dans un tableau de la forme

G K1 K2 ...

D(1) χ
(1)
1 χ

(1)
2 ...

D(2) χ
(2)
1 χ

(2)
2 ...

... ... ... ...

appelé table des caractères du groupe.

1.2 Considérations de symétrie

1.2.1 La géométrie elliptique et le groupe de symétrie C2v

On considère un cylindre elliptique infini d’axe Oz. Cet objet est invariant selon quatre
transformations de symétrie (Fig 1.1) :

(i) E, l’identité (θ → θ),
(ii) C2, la rotation d’angle π autour de l’axe Oz (θ → π + θ),
(iii) σx, la réflexion dans le plan Oxz (θ → −θ),
(iv) σy, la réflexion dans le plan Oyz (θ → π − θ).

x

y

P

O

σx(P)

σy(P)

C2(P)

Figure 1.1 – Transformations de symétrie.

Ces quatre transformations de symétrie forment un groupe fini, appelé C2v, qui est le groupe
de symétrie de l’ellipse [Hamermesh 1989].

Quatre représentations irréductibles unidimensionnelles A1, A2, B1, B2 sont associées au
groupe de symétrie C2v. Dans une représentation donnée (A1, A2, B1 ou B2) les éléments du
groupe E, C2, σx et σy sont représentés par des matrices 1 × 1 données à la ligne correspon-
dante de la table des caractères du groupe de symétrie C2v (Tab. 1.1). On donne également
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Table 1.1 – Table des caractères du groupe C2v.

C2v E C2 σx σy

A1 1 1 1 1
A2 1 1 −1 −1
B1 1 −1 1 −1
B2 1 −1 −1 1

Table 1.2 – Table de multiplication pour une fonction appartenant à une représentation irréductible donnée.

× A1 A2 B1 B2

A1 A1 A2 B1 B2

A2 A2 A1 B2 B1
B1 B1 B2 A1 A2

B2 B2 B1 A2 A1

la table de multiplication pour une fonction appartenant à une représentation irréductible
donnée (Tab. 1.2).

La transition du cylindre circulaire vers le cylindre elliptique correspond à la brisure de
symétrie du groupe O(2) (invariance sous toutes les rotations) vers le groupe C2v.
Dans notre étude, le cylindre elliptique infini se réduit à un disque elliptique décrit dans le
système de coordonnées polaires (ρ, θ) (Fig. 1.2).

eρeθ

a

b

θ

r(θ)
n(θ)

x

y Domaine 
fondamental

Figure 1.2 – Disque elliptique décrit dans le système de coordonnées polaires.

La frontière elliptique est délimitée par une courbe fermée décrite par r(θ) de normale
n(θ) orientée vers l’extérieur et définie par

n(θ) = nρeρ + nθeθ (1.6)

avec

nρ =
1 − e2 cos2 θ

√

1 + e2(e2 − 2) cos2 θ
, nθ =

e2

2
sin 2θ

√

1 + e2(e2 − 2) cos2 θ
, (1.7)

et

r(θ) =
b√

1 − e2 cos2 θ
(1.8)

où e2 = 1 − b2

a2 définit l’excentricité e. D’autres éléments de géométrie elliptique sont donnés
en annexe A.1.

On s’intéresse maintenant aux décompositions d’une fonction scalaire f (ρ, θ) et d’une
fonction vectorielle f(ρ, θ) = fρeρ + fθeθ sur les représentations irréductibles du groupe C2v.
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1.2.1.1 Décomposition d’une fonction scalaire sur les représentations irréductibles du groupe C2v

L’action des transformations de symétrie sur une fonction scalaire f (ρ, θ) est donnée par

E f (ρ, θ) = f (ρ, θ), C2 f (ρ, θ) = f (ρ, π + θ), σx f (ρ, θ) = f (ρ,−θ), σy f (ρ, θ) = f (ρ, π − θ).
(1.9)

La table des caractères (Tab. 1.1) permet de décomposer cette fonction sur les 4 représenta-
tions irréductibles du groupe C2v

f (ρ, θ) = f A1(ρ, θ) + f A2(ρ, θ) + f B1(ρ, θ) + f B2(ρ, θ), (1.10)

où f A1 , f A2 , f B1 et f B2 satisfont à

E f A1 = f A1 ; C2 f A1 = f A1 ; σx f A1 = f A1 ; σy f A1 = f A1 , (1.11a)

E f A2 = f A2 ; C2 f A2 = f A2 ; σx f A2 = − f A2 ; σy f A2 = − f A2 , (1.11b)

E f B1 = f B1 ; C2 f B1 = − f B1 ; σx f B1 = f B1 ; σy f B1 = − f B1 , (1.11c)

E f B2 = f B2 ; C2 f B2 = − f B2 ; σx f B2 = − f B2 ; σy f B2 = f B2 . (1.11d)

On montre explicitement que

f A1 =
1
4
(E + C2 + σx + σy) f , (1.12a)

f A2 =
1
4
(E + C2 − σx − σy) f , (1.12b)

f B1 =
1
4
(E − C2 + σx − σy) f , (1.12c)

f B2 =
1
4
(E − C2 − σx + σy) f . (1.12d)

Dans le cas particulier où f (ρ, θ) est de la forme

f (ρ, θ) =
+∞

∑
n=−∞

fn(ρ)einθ , (1.13)

on peut écrire

f A1 (ρ, θ) =
1
4

+∞

∑
n=−∞

(
1 + (−1)n) ( fn (ρ) + f−n (ρ)) einθ , (1.14a)

f A2 (ρ, θ) =
1
4

+∞

∑
n=−∞

(
1 + (−1)n) ( fn (ρ)− f−n (ρ)) einθ , (1.14b)

f B1 (ρ, θ) =
1
4

+∞

∑
n=−∞

(
1 − (−1)n) ( fn (ρ) + f−n (ρ)) einθ , (1.14c)

f B2 (ρ, θ) =
1
4

+∞

∑
n=−∞

(
1 − (−1)n) ( fn (ρ)− f−n (ρ)) einθ . (1.14d)

Applications aux solutions de l’équation d’Helmholtz en coordonnées polaires Les ex-
pressions (Eqs. 1.14) peuvent être simplifiées davantage dans le cas où fn(ρ) est de la forme
An Jn(ρ) ou AnH(1)

n (ρ) en utilisant les propriétés de symétrie et de parité des fonctions de
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Bessel. Les fonctions sont alors de la forme (le détail des calculs est donné dans l’annexe
A.2) :

f A1(ρ, θ) ∝
+∞

∑
n=0

γn A2n J2n(ρ) cos(2nθ), (1.15a)

f A2(ρ, θ) ∝
+∞

∑
n=0

γn A2n J2n(ρ) sin(2nθ), (1.15b)

f B1(ρ, θ) ∝
+∞

∑
n=0

A2n+1J2n+1(ρ) cos((2n + 1)θ), (1.15c)

f B2(ρ, θ) ∝
+∞

∑
n=0

A2n+1J2n+1(ρ) sin((2n + 1)θ), (1.15d)

où γn est le facteur de Neumann défini par γ0 = 1 et γn = 2 pour n > 0. Les coefficients
inconnus sont bien évidemment différents dans chaque représentation. Par exemple, on note
sans distinction A2n à la fois pour A1 et pour A2, bien que ces coefficients soient différents
dans chacune des représentations. Dans la suite, des facteurs i, 2i ou in seront introduits
pour faciliter l’écriture des conditions aux limites.

Pour simplifier les notations utilisées dans la suite, on introduit

∑
n pair

fn =
+∞

∑
r=0

f2r , et ∑
n impair

fn =
+∞

∑
r=0

f2r+1. (1.16)

1.2.1.2 Décomposition d’une fonction vectorielle sur les représentations irréductibles du groupe
C2v

Soit une fonction vectorielle f(ρ, θ) exprimée dans le système de coordonnées polaires

f(ρ, θ) = fρeρ + fθeθ. (1.17)

L’action des transformations de symétrie sur les vecteurs de base eρ et eθ (Fig. 1.3) est donnée
par

E(eρ) = eρ; C2(eρ) = eρ; σx(eρ) = eρ; σy(eρ) = eρ, (1.18a)

E(eθ) = eθ ; C2(eθ) = eθ ; σx(eθ) = −eθ; σy(eθ) = −eθ. (1.18b)

On en déduit que eρ et eθ appartiennent respectivement aux représentations A1 et A2.

eρeθ

x

y

O

σy(eρ,eθ)

C2(eρ,eθ)
σx(eρ,eθ)

θ

eρ -eθ

-eθeθeρ eρ

Figure 1.3 – Action des transformations de symétrie sur les vecteurs de base eρ et eθ.
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D’après la décomposition scalaire (Eq. 1.10), cette fonction vectorielle peut s’écrire

f(ρ, θ) =
(

f A1
ρ + f A2

ρ + f B1
ρ + f B2

ρ

)

eρ +
(

f A1
θ + f A2

θ + f B1
θ + f B2

θ

)

eθ . (1.19)

À ce stade, la décomposition sur les représentations concerne uniquement les composantes.
On développe l’équation (1.19), en tenant compte du fait que eρ ∈ A1 et eθ ∈ A2, et en
utilisant la table de multiplication (1.2). On a alors :

f(ρ, θ) = f A1
ρ eρ
︸ ︷︷ ︸

A1×A1=A1

+ f A2
ρ eρ
︸ ︷︷ ︸

A2×A1=A2

+ f B1
ρ eρ
︸ ︷︷ ︸

B1×A1=B1

+ f B2
ρ eρ
︸ ︷︷ ︸

B2×A1=B2

+ f A1
θ eθ
︸ ︷︷ ︸

A1×A2=A2

+ f A2
θ eθ
︸ ︷︷ ︸

A2×A2=A1

+ f B1
θ eθ
︸ ︷︷ ︸

B1×A2=B2

+ f B2
θ eθ
︸ ︷︷ ︸

B2×A2=B1

.

(1.20)
On peut écrire f(ρ, θ) comme une somme de fonctions vectorielles, chacune appartenant à
une représentation irréductible de C2v, sous la forme

f(ρ, θ) = fA1(ρ, θ) + fA2(ρ, θ) + fB1(ρ, θ) + fB2(ρ, θ), (1.21)

avec

fA1 = f A1
ρ eρ + f A2

θ eθ , (1.22a)

fA2 = f A2
ρ eρ + f A1

θ eθ , (1.22b)

fB1 = f B1
ρ eρ + f B2

θ eθ , (1.22c)

fB2 = f B2
ρ eρ + f B1

θ eθ . (1.22d)

On notera que les composantes scalaires d’une fonction vectorielle dans une représentation
donnée n’appartiennent pas nécessairement à cette même représentation (Eqs. 1.22).

Les relations (1.22) peuvent être utilisées de deux façons :
– soit pour déterminer à quelles représentations appartiennent les composantes d’un

vecteur, connaissant la représentation à laquelle ce vecteur appartient,
– soit pour déterminer à quelle représentation appartient un vecteur, connaissant les

représentations auxquelles appartiennent ses composantes.

Exemple : la normale n(θ) On rappelle que la normale n(θ) est donnée par l’équation (1.6)

n(θ) = nρeρ + nθeθ ,

avec nρ et nθ définis par l’équation (1.7). En faisant agir les transformations de symétrie sur
ces deux composantes, on constate que

E(nρ) = nρ; C2(nρ) = nρ; σx(nρ) = nρ; σy(nρ) = nρ, (1.23)

E(nθ) = nθ; C2(nθ) = nθ; σx(nθ) = −nθ; σy(nθ) = −nθ. (1.24)

Ainsi nρ est dans la représentation A1 et nθ est dans la représentation A2. Compte tenu de la
décomposition vectorielle (Eq. 1.22a), on en déduit que n(θ) est dans la représentation A1.
D’autre part, pour des raisons évidentes de symétrie 3, on déduit que n(θ) est dans la re-
présentation A1, et par suite, d’après l’équation (1.22a), nρ ∈ A1 et nθ ∈ A2. On retrouve ce
résultat lorsqu’on applique les transformations de symétrie sur ces deux quantités scalaires.

3. Le vecteur n(θ) est inchangé sous l’action des transformations du groupe de symétrie C2v.
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1.2.1.3 Dérivée d’une fonction par rapport à la variable θ

L’écriture des conditions aux limites fait intervenir la dérivée des champs scalaires so-
lutions de l’équation d’Helmholtz en coordonnées polaires. Il est alors intéressant de com-
prendre comment agit la dérivée sur une fonction écrite dans une représentation irréductible
donnée. Les champs sont proportionnels à cos nθ ou sin nθ avec n pair ou impair.
On traite le cas de la fonction cos nθ avec n pair. L’action des transformations sur cette fonc-
tion est donnée par

E(cos nθ) = cos nθ, C2(cos nθ) = cos nθ, σx(cos nθ) = cos nθ, σy(cos nθ) = − cos nθ.
(1.25)

D’après l’équation (1.11a), cos nθ appartient à A1. La dérivée par rapport à θ est

∂ cos nθ

∂θ
= −n sin nθ. (1.26)

Appliquons maintenant les transformations de symétrie à −n sin nθ :

E(−n sin nθ) = −n sin nθ, C2(−n sin nθ) = −n sin nθ,

σx(−n sin nθ) = n sin nθ, σy(−n sin nθ) = n sin nθ. (1.27)

D’après l’équation (1.11b) , −n sin nθ appartient à A2. On a donc
∂ f A1

∂θ
= gA2 . Or, d’après la

table de multiplication (Tab. 1.2), A2 × A1 = A2. En procédant de la même façon pour les
fonctions cos nθ avec n impair et sin nθ avec n pair ou impair, on en conclut que la dérivée
par rapport à θ agit donc comme une multiplication par une fonction appartenant à A2.

1.2.1.4 Restriction au domaine fondamental

L’utilisation de la théorie des groupes permet de restreindre l’étude au domaine dit fon-
damental qui se réduit au quart du disque elliptique θ ∈ [0, π/2] (Fig. 1.2). Ceci constitue
une simplification très importante, à la fois sur le plan théorique et sur le plan numérique.
Bien évidemment, les grandeurs physiques calculées sur le domaine fondamental et appar-
tenant à une représentation irréductible donnée peuvent facilement être déterminées sur le
domaine complet par de simples considérations de symétrie.

1.2.2 La géométrie sphéroïdale et le groupe de symétrie D∞h

On considère un sphéroïde d’axe Oz. Cet objet est invariant selon les transformations de
symétrie suivantes :

(i) E, classe contenant l’identité,
(ii) C(ϕ), classe contenant les rotations d’angle ϕ quelconque par rapport à l’axe Oz,
(iii) σv, classe contenant les réflexions miroir par rapport aux plans Oxz et Oyz,
(iv) I, classe contenant l’inversion (symétrie par rapport à O),
(v) IC(ϕ), classe contenant les réflexions miroir par rapport à tout plan contenant l’axe

Oz,
(vi) Iσv, classe contenant les rotations d’angle π par rapport aux axes Ox et Oy.

Ces transformations forment un groupe continu, appelé D∞h, qui est le groupe de symétrie
du sphéroïde. Ce groupe est constitué de 4 représentations irréductibles monodimension-
nelles (notées A) et d’un nombre infini de représentations irréductibles bidimensionnelles
(notées E). L’ensemble des caractéristiques de D∞h sont regroupées dans la table des carac-
tères du groupe (Tab. 1.3) dans laquelle
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Table 1.3 – Table des caractères du groupe D∞h avec Λ = |m| = 0, 1, 2...+ ∞.

D∞h E C(ϕ) σv I IC(ϕ) Iσv

A1g(Λ = 0) 1 1 1 1 1 1
A1u(Λ = 0) 1 1 1 −1 −1 −1
A2g(Λ = 0) 1 1 −1 1 1 −1
A2u(Λ = 0) 1 1 −1 −1 −1 1
E1g(Λ = 1) 2 2 cos ϕ 0 2 2 cos ϕ 0
E1u(Λ = 1) 2 2 cos ϕ 0 −2 −2 cos ϕ 0
E2g(Λ = 2) 2 2 cos(2ϕ) 0 2 2 cos(2ϕ) 0
E2u(Λ = 2) 2 2 cos(2ϕ) 0 −2 −2 cos(2ϕ) 0

...
...

...
...

...
...

...
Epg(Λ = p) 2 2 cos(pϕ) 0 2 2 cos(pϕ) 0
Epu(Λ = p) 2 2 cos(pϕ) 0 −2 −2 cos(pϕ) 0

...
...

...
...

...
...

...

Table 1.4 – Caractères des classes E, C(ϕ), I et IC(ϕ) dans les représentations bidimensionnelles EΛg et EΛu,
avec Λ = |m| = 0, 1, 2...+ ∞.

E C(ϕ) I IC(ϕ)

EΛg

(
1 0
0 1

) (
eiΛϕ 0

0 e−iΛϕ

) (
1 0
0 1

) (
eiΛϕ 0

0 e−iΛϕ

)

EΛu

(
1 0
0 1

) (
eiΛϕ 0

0 e−iΛϕ

) ( −1 0
0 −1

) ( −eiΛϕ 0
0 −e−iΛϕ

)

– les lettres A et E désignent respectivement les représentations monodimensionnelles
et bidimensionnelles,

– l’indice 1 désigne, pour les représentations monodimensionnelles A, l’invariance par
la rotation C(ϕ) et la parité par rapport à la réflexion σv,

– l’indice 2 désigne, pour les représentations monodimensionnelles A, l’invariance par
la rotation C(ϕ) et la non parité par rapport à la réflexion σv,

– les indices g et u 4 désignent respectivement la parité et la non parité par rapport à
l’inversion I.

Les caractères des classes E, C(ϕ), I et IC(ϕ) dans les représentations bidimensionnelles
EΛg et EΛu, avec Λ = |m| = 0, 1, 2... + ∞, se décomposent en matrice 2 × 2 (Tab. 1.4). Les
caractères de σv et Iσv sont nuls dans ces représentations.

Soit une fonction arbitraire f (r, θ, φ), où (r, θ, φ) sont les coordonnées sphériques
usuelles, telle que

f (r, θ, φ) =
+∞

∑
ℓ=0

+ℓ

∑
m=−ℓ

aℓm fℓ(r)Yℓm(θ, φ), (1.28)

4. Notation allemande : gerade (pair), ungerade (impair).
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où les Yℓm(θ, φ) sont les harmoniques sphériques. Les éléments des classes
E, C(ϕ), σv, I, IC(ϕ) et Iσv du groupe D∞h agissent sur f (r, θ, φ) de la manière suivante :

E f (r, θ, φ) = f (r, θ, φ), (1.29a)

C(ϕ) f (r, θ, φ) = f (r, θ, φ + ϕ), (1.29b)

σv f (r, θ, φ) =

{
f (r, θ, π − φ) (réflexion / Oyz)
f (r, θ,−φ) (réflexion / Oxz),

(1.29c)

I f (r, θ, φ) = f (r, π − θ, π + φ), (1.29d)

IC(ϕ) f (r, θ, φ) = f (r, π − θ, π + φ + ϕ), (1.29e)

Iσv f (r, θ, φ) =

{
f (r, π − θ,−φ) (rotation de π / Ox)
f (r, θ, π − φ) (rotation de π / Oy).

(1.29f)

Conclusion du chapitre

Nous avons présenté dans ce chapitre la théorie des groupes à travers la physique :
qu’apporte-t-elle dans ce domaine ? En quoi les groupes interviennent-ils ? Les symétries
jouent un rôle important en physique et le cadre mathématiques rigoureux pour les trai-
ter est la théorie des groupes. Les géométries elliptique et sphéroïdale vont être étudiées
dans la suite, c’est pourquoi nous nous sommes intéressés aux groupes de symétrie C2v

(disque elliptique, cylindre elliptique infini) et D∞h (sphéroïde). L’utilisation des symétries
permet un découplage du problème étudié sur les représentations irréductibles du groupe
en décomposant les quantités physiques (scalaires ou vectorielles) sur ces représentations. Le
contexte vectoriel de l’élastodynamique constitue la principale difficulté et ceci a nécessité de
comprendre la décomposition de fonctions vectorielles sur les représentations. La méthode
développée dans ce cadre entraine une classification des résonances et une simplification du
traitement numérique du problème. Dans les chapitres suivants, les différents résultats de
ce chapitre seront utilisés.
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Dans ce chapitre, on présente l’étude théorique et numérique des modes résonants d’un
disque elliptique élastique.

On rappelle en section 2.1 quelques généralités sur les modes résonants, en précisant le
cas d’objets élastiques.

La section 2.2 est consacrée à l’étude théorique du problème à partir du formalisme mo-
dal. En prenant en compte le rôle des symétries, on utilise les considérations algébriques
présentées dans le chapitre 1 pour écrire les quantités physiques telles que le déplacement
élastique et la traction. La condition aux limites est alors exprimée dans chaque représenta-
tion irréductible du groupe de symétrie du disque elliptique C2v, et l’on obtient un système
d’équations infini pour chaque représentation. Le problème est alors découplé, ces systèmes
sont tronqués puis résolus numériquement pour obtenir les résonances.

En section 2.3, on présente les résultats numériques. Les valeurs des résonances sont sui-
vies à mesure que la déformation du disque circulaire vers le disque elliptique augmente et
leur levée de dégénérescence est mise en évidence. Ce phénomène est également observé en
traçant les déformées modales. Enfin, en section 2.4, on donne une interprétation en termes
d’orbites périodiques à travers la dualité entre le spectre des résonances et le spectre des lon-
gueurs des orbites périodiques. L’identification des orbites, par le calcul de leur longueur,

19



20 Chapitre 2. Modes résonants en géométrie elliptique

est obtenue à partir d’une méthode géométrique, y compris dans le contexte plus général de
la conversion de mode. Dans ce cas, deux trajets, l’un minimal et l’autre maximal, sont mis
en évidence pour une orbite de même type 1 en accord avec le principe de Fermat (ou de la
phase stationnaire).

1. Un type d’orbite est défini par le nombre et une même succession de segments sur une période. Chaque
segment peut être de polarisation longitudinale ou transversale.
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2.1 Modes résonants : généralités

On considère un cylindre de longueur infinie d’axe Oz et de surface ∂Ω, décrit dans le
système des coordonnées cylindriques (ρ, θ, z). Le milieu intérieur Ωi est homogène, isotrope
et élastique. Du point de vue de l’acoustique, ce milieu élastique est caractérisé par une
vitesse de propagation longitudinale cL et une vitesse de propagation transversale cT. Dans
le cas d’un régime harmonique, avec la convention d’une dépendance temporelle en e−iωt

où ω est la fréquence angulaire, on peut omettre cette dépendance temporelle et se ramener
à un problème qui ne dépend plus que de la variable d’espace x. On introduit les nombres
d’onde du milieu : kL = ω

cL
et kT = ω

cT
. Les modes résonants sont les solutions du problème

propre décrit par
– l’équation d’Helmholtz homogène dans Ωi,
– la condition aux limites sur ∂Ω.

La condition sur le bord ∂Ω est dictée par la nature physique de l’objet considéré et du milieu
de propagation. Dans le cas d’objets élastiques, caractérisés par les célérités des ondes longi-
tudinales et transversales cL et cT, on doit faire appel à la mécanique des milieux continus :
la condition aux limites dans ce cas est l’annulation de la traction sur le bord ∂Ω.

Le problème est indépendant de la variable z et se réduit donc à un problème bidimen-
sionnel décrit par les coordonnées polaires (ρ, θ).

2.2 Modes résonants d’un disque elliptique élastique

2.2.1 Position du problème

On considère le disque elliptique élastique décrit en figure (2.1) et caractérisé par les vi-
tesses cL et cT des ondes longitudinales et transversales respectivement. Les caractéristiques
géométriques sont définies en sous-section 1.2.1 par les équations (1.6-1.8).

eρeθ

a

b

θ

r(θ)
n(θ)

x

y Domaine 
fondamental

Milieu 
lastique 
cL, cT

Figure 2.1 – Géométrie du problème.

Le déplacement élastique u s’exprime à partir de la décomposition d’Helmholtz

u = −∇φ +∇∧ ψ (2.1)

où φ et ψ = ψez sont les potentiels, scalaire et vectoriel, associés respectivement aux ondes
longitudinales et transversales. Les potentiels scalaires φ et ψ satisfont les équations d’Helm-
holtz ∇2φ + k2

Lφ = 0 et ∇2ψ + k2
Tψ = 0. Étant donné que les champs longitudinaux et trans-

versaux dans le disque elliptique élastique ne possèdent pas de singularité au voisinage de
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l’origine, ils s’expriment à l’aide des fonctions de Bessel Jn(x)

φ =
+∞

∑
n=−∞

AL
n Jn(kLρ)einθ , ψ =

+∞

∑
n=−∞

AT
n Jn(kTρ)einθ (2.2)

où Aj
n avec j ∈ {L, T} sont les coefficients inconnus. À partir de la décomposition d’Helm-

holtz (Eq. 2.1), on obtient l’expression du déplacement élastique

u = uρeρ + uθeθ =

(

−∂φ

∂ρ
+

1
ρ

∂ψ

∂θ

)

eρ +

(

−1
ρ

∂φ

∂θ
− ∂ψ

∂ρ

)

eθ . (2.3)

Considérations de symétrie et théorie des groupes D’après les résultats du chapitre 1,
dans le cas de la géométrie elliptique (Sous-section 1.2.1), les quantités physiques, traction
et déplacement, sont à décomposer sur les représentations irréductibles du groupe C2v. Plus
particulièrement, en écrivant la condition aux limites dans chaque représentation, le pro-
blème est découplé : les résonances sont classées suivant les représentations. On rappelle
également que l’étude est restreinte au domaine fondamental correspondant à un quart de
l’ellipse (θ varie de 0 à π/2).

2.2.2 Détermination des modes résonants : résolution du problème propre

Les résonances sont déterminées en appliquant la condition aux limites

t = σ · n(θ) = 0 en ρ = r(θ), (2.4)

i.e.
tρeρ + tθeθ = 0 (2.5)

avec, d’après l’expression de la normale n(θ) = nρeρ + nθeθ donnée par l’équation (1.6),

tρ = σρρnρ + σρθnθ, (2.6a)

tθ = σρθnρ + σθθnθ. (2.6b)

Les composantes du tenseur des contraintes σ dans le système de coordonnées polaires
[Landau et Lifchitz 1990] sont obtenues avec la loi de Hooke 2, et en utilisant l’équation
d’Helmholtz pour le potentiel φ

σρρ = λk2
Lφ − 2µ

(
∂2φ

∂ρ2 +
1
ρ2

∂ψ

∂θ
− 1

ρ

∂2ψ

∂ρ∂θ

)

, (2.7a)

σρθ = σθρ = µ

(

−2
ρ

∂2φ

∂θ∂ρ
+

1
ρ2

∂2ψ

∂θ2 +
1
ρ

∂ψ

∂ρ
− ∂2ψ

∂ρ2 +
2
ρ2

∂φ

∂θ

)

, (2.7b)

σθθ = λk2
Lφ + 2µ

(

− 1
ρ2

∂2φ

∂θ2 − 1
ρ

∂2ψ

∂θ∂ρ
− 1

ρ

∂φ

∂ρ
+

1
ρ2

∂ψ

∂θ

)

. (2.7c)

La condition aux limites (Eq. 2.5) peut maintenant être exprimée séparément dans chaque
représentation irréductible.

2. La loi de Hooke est donnée par σij = λ divu δij + 2µǫij où λ et µ sont les coefficients de Lamé, u le vecteur
déplacement et ǫij les composantes du tenseur des déformations linéarisé.
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2.2.2.1 Représentation A1

Pour exprimer la condition aux limites t = 0 dans la représentation irréductible A1,
on utilise la décomposition vectorielle (Eq. 1.22a) qui impose que les composantes tρ et tθ

appartiennent respectivement à A1 et A2, et que l’on note plus simplement tA1
ρ et tA2

θ . Alors,

tA1
ρ = σρρnρ

︸ ︷︷ ︸

A1

+ σρθnθ
︸ ︷︷ ︸

A1

et tA2
θ = σρθnρ

︸ ︷︷ ︸

A2

+ σθθnθ
︸ ︷︷ ︸

A2

. (2.8)

Or, comme démontré dans le chapitre 1 page 11, nρ et nθ appartiennent respectivement
aux représentations irréductibles A1 et A2. D’après la table de multiplication (Tab. 1.2), les
composantes σρρ et σθθ appartiennent à A1 et σρθ appartient à A2. On a alors

σA1
ρρ = λk2

Lφ
︸ ︷︷ ︸

A1

−2µ

(
∂2φ

∂ρ2
︸︷︷︸

A1

+
1
ρ2

∂ψ

∂θ
︸ ︷︷ ︸

A1

− 1
ρ

∂2ψ

∂ρ∂θ
︸ ︷︷ ︸

A1

)

, (2.9a)

σA2
ρθ = σA2

θρ = µ

(

−2
ρ

∂2φ

∂θ∂ρ
︸ ︷︷ ︸

A2

+
1
ρ2

∂2ψ

∂θ2
︸ ︷︷ ︸

A2

+
1
ρ

∂ψ

∂ρ
︸ ︷︷ ︸

A2

− ∂2ψ

∂ρ2
︸︷︷︸

A2

+
2
ρ2

∂φ

∂θ
︸ ︷︷ ︸

A2

)

, (2.9b)

σA1
θθ = λk2

Lφ
︸ ︷︷ ︸

A1

+2µ

(

− 1
ρ2

∂2φ

∂θ2
︸ ︷︷ ︸

A1

− 1
ρ

∂2ψ

∂θ∂ρ
︸ ︷︷ ︸

A1

− 1
ρ

∂φ

∂ρ
︸︷︷︸

A1

+
1
ρ2

∂ψ

∂θ
︸ ︷︷ ︸

A1

)

. (2.9c)

On rappelle (Chapitre 1 page 15) que la dérivée par rapport à θ agit comme une multipli-
cation par une fonction appartenant à A2. D’après la table de multiplication (Tab. 1.2), et en
considérant les différents termes dans les équations (2.9), on en déduit que φ doit appartenir
à A1 et ψ doit appartenir à A2. Ces quantités sont de la forme (Eqs. 1.15a et 1.15b)

φA1(ρ, θ) = ∑
n pair

γn AL
n Jn(kLρ) cos nθ, ψA2(ρ, θ) = ∑

n pair
γn AT

n Jn(kTρ) sin nθ, (2.10)

où γn est le facteur de Neumann défini par γ0 = 1 et γn = 2 pour n > 0. En insérant les
champs scalaires (Eqs. 2.10) dans la condition aux limites

σA1
ρρ nρ + σA2

ρθ nθ = 0 (2.11a)

σA2
ρθ nρ + σA1

θθ nθ = 0, (2.11b)

on obtient

∑
n pair

γn

[

AL
n

(

cL
nnρ cos nθ + dL

nnθ sin nθ
)

+ AT
n

(

cT
n nρ cos nθ + dT

n nθ sin nθ
)]

= 0 (2.12a)

∑
n pair

γn

[

AL
n

(

dL
nnρ sin nθ − f L

n nθ cos nθ
)

+ AT
n

(

dT
n nρ sin nθ − f T

n nθ cos nθ
)]

= 0 (2.12b)

où les fonctions de structure cj
n, dj

n, f j
n, j ∈ {L, T} sont données dans l’annexe A.3. Ces

fonctions dépendent de la variable θ et s’expriment à partir des fonctions de Bessel et de leurs
dérivées. Pour s’affranchir de la dépendance angulaire, les fonctions Fn(θ) entre parenthèses
dans les équations (2.12) sont développées en séries de Fourier de la façon suivante :

Fn(θ) =
+∞

∑
p=−∞

fn,p eipθ , avec fn,p =
1

2π

∫ π

−π
Fn(θ) e−ipθdθ. (2.13)
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Le système d’équations (2.12) s’écrit alors

∑
n pair

+∞

∑
p=−∞

γn

(

AL
nβL

n,p + AT
n βT

n,p

)

eipθ = 0 (2.14a)

∑
n pair

+∞

∑
p=−∞

γn

(

AL
nξL

n,p + AT
n ξT

n,p

)

eipθ = 0 (2.14b)

où l’on a posé
(

cL
nnρ cos nθ + dL

nnθ sin nθ
)

=
+∞

∑
p=−∞

βL
n,p eipθ,

avec βL
n,p =

1
2π

∫ π

−π

(

cL
nnρ cos nθ + dL

nnθ sin nθ
)

e−ipθdθ, (2.15a)

(

cT
n nρ cos nθ + dT

n nθ sin nθ
)

=
+∞

∑
p=−∞

βT
n,p eipθ ,

avec βT
n,p =

1
2π

∫ π

−π

(

cT
n nρ cos nθ + dT

n nθ sin nθ
)

e−ipθdθ, (2.15b)

(

dL
nnρ sin nθ − f L

n nθ cos nθ
)

=
+∞

∑
p=−∞

ξL
n,p eipθ ,

avec ξL
n,p =

1
2π

∫ π

−π

(

dL
nnρ sin nθ − f L

n nθ cos nθ
)

e−ipθdθ, (2.15c)

(

dT
n nρ sin nθ − f T

n nθ cos nθ
)

=
+∞

∑
p=−∞

ξT
n,p eipθ,

avec ξT
n,p =

1
2π

∫ π

−π

(

dT
n nρ sin nθ − f T

n nθ cos nθ
)

e−ipθdθ. (2.15d)

L’utilisation de la théorie des groupes confère des propriétés de parité aux fonctions entre
parenthèses dans les équations (2.12) ou (2.15). En suivant la démarche décrite dans l’annexe
A.4 qui utilise les propriétés de parité et d’invariance de ces fonctions, on peut réduire

– la somme sur p de ]− ∞,+∞[ à [0,+∞[,
– le domaine d’intégration [−π, π] à [0, π/2], i.e. l’étude est restreinte au domaine fon-

damental (Fig. 2.1).
Les équations (2.15) correspondent à l’équation (A.16) avec :

Fn(θ)
(2.15a)
=

(

cL
nnρ cos nθ + dL

nnθ sin nθ
)

paire et invariante par changement θ → π − θ,

(2.16a)

Fn(θ)
(2.15b)
=

(

cT
n nρ cos nθ + dT

n nθ sin nθ
)

paire et invariante par changement θ → π − θ,

(2.16b)

Fn(θ)
(2.15c)
=

(

dL
nnρ sin nθ − f L

n nθ cos nθ
)

impaire et non invariante par changement θ → π − θ,

(2.16c)

Fn(θ)
(2.15d)
=

(

dT
n nρ sin nθ − f T

n nθ cos nθ
)

impaire et non invariante par changement θ → π − θ.

(2.16d)
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On applique le résultat (Eq. A.22) dans les cas (Eqs. 2.16a et 2.16b) et le résultat (Eq. A.28)
dans les cas (Eqs. 2.16c et 2.16d). On obtient alors les équations finales

∑
n pair

∑
p pair

γnγp

(

AL
n βL

n,p + AT
n βT

n,p

)

cos pθ = 0 (2.17a)

∑
n pair

∑
p pair

γn

(

AL
n ξL

n,p + AT
n ξT

n,p

)

sin pθ = 0 (2.17b)

où les coefficients de Fourier β
j
n,p, ξ

j
n,p, j ∈ {L, T} sont donnés dans l’annexe A.5. On note

que l’utilisation de la théorie des groupes permet de réduire les sommes aux entiers pairs
positifs.

On procède d’une manière similaire pour obtenir, mutatis mutandis, les équations finales
pour les représentations irréductibles A2, B1 et B2.

2.2.2.2 Représentation A2

Pour exprimer la condition aux limites t = 0 dans la représentation irréductible A2, on
utilise la décomposition vectorielle (Eq. 1.22b) qui impose tA2

ρ et tA1
θ . On en déduit que la

condition aux limites dans A2 s’écrit

σA2
ρρ nρ + σA1

ρθ nθ = 0 (2.18a)

σA1
ρθ nρ + σA2

θθ nθ = 0, (2.18b)

avec φ qui doit appartenir à A2 et ψ à A1, de la forme (Eqs. 1.15b et 1.15a)

φA2(ρ, θ) = ∑
n pair

γn AL
n Jn(kLρ) sin nθ, ψA1(ρ, θ) = ∑

n pair
γn AT

n Jn(kTρ) cos nθ. (2.19)

On obtient alors

∑
n pair

γn

[

AL
n

(

cL
nnρ sin nθ − dL

nnθ cos nθ
)

+ AT
n

(

−cT
n nρ sin nθ + dT

n nθ cos nθ
)]

= 0 (2.20a)

∑
n pair

γn

[

AL
n

(

−dL
nnρ cos nθ − f L

n nθ sin nθ
)

+ AT
n

(

dT
n nρ cos nθ + f T

n nθ sin nθ
)]

= 0 (2.20b)

où les fonctions de structure cj
n, dj

n, f j
n, j ∈ {L, T} sont données dans l’annexe A.3. La dé-

composition en série de Fourier, la réduction de la somme sur p et la restriction au domaine
fondamental (Annexe A.4, résultats (Eqs. A.28 et A.22)) dans le système d’équations (2.20)
conduisent aux équations finales

∑
n pair

∑
p pair

γn

(

AL
n αL

n,p + AT
n αT

n,p

)

sin pθ = 0 (2.21a)

∑
n pair

∑
p pair

γnγp

(

AL
n ηL

n,p + AT
n ηT

n,p

)

cos pθ = 0 (2.21b)

où les coefficients de Fourier α
j
n,p, η

j
n,p, j ∈ {L, T} sont donnés dans l’annexe A.5.
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2.2.2.3 Représentation B1

Pour exprimer la condition aux limites t = 0 dans la représentation irréductible B1, on
utilise la décomposition vectorielle (Eq. 1.22c) qui impose tB1

ρ et tB2
θ . On en déduit que la

condition aux limites dans B1 s’écrit

σB1
ρρ nρ + σB2

ρθ nθ = 0 (2.22a)

σB2
ρθ nρ + σB1

θθ nθ = 0, (2.22b)

avec φ qui doit appartenir à B1 et ψ à B2, de la forme (Eqs. 1.15c et 1.15d)

φB1(ρ, θ) = ∑
n impair

AL
n Jn(kLρ) cos nθ, ψB2(ρ, θ) = ∑

n impair
AT

n Jn(kTρ) sin nθ. (2.23)

On obtient alors

∑
n impair

[

AL
n

(

cL
nnρ cos nθ + dL

nnθ sin nθ
)

+ AT
n

(

cT
n nρ cos nθ + dT

n nθ sin nθ
)]

= 0 (2.24a)

∑
n impair

[

AL
n

(

dL
nnρ sin nθ − f L

n nθ cos nθ
)

+ AT
n

(

dT
n nρ sin nθ − f T

n nθ cos nθ
)]

= 0 (2.24b)

où les fonctions de structure cj
n, dj

n, f j
n, j ∈ {L, T} sont données dans l’annexe A.3. La dé-

composition en série de Fourier, la réduction de la somme sur p et la restriction au domaine
fondamental (Annexe A.4, résultats (Eqs. A.24 et A.27)) dans le système d’équations (2.24)
conduisent aux équations finales

∑
n impair

∑
p impair

(

AL
n βL

n,p + AT
n βT

n,p

)

cos pθ = 0 (2.25a)

∑
n impair

∑
p impair

(

AL
n ξL

n,p + AT
n ξT

n,p

)

sin pθ = 0 (2.25b)

où les coefficients de Fourier β
j
n,p, ξ

j
n,p, j ∈ {L, T} sont donnés dans l’annexe A.5.

2.2.2.4 Représentation B2

Pour exprimer la condition aux limites t = 0 dans la représentation irréductible B2, on
utilise la décomposition vectorielle (Eq. 1.22d) qui impose tB2

ρ et tB1
θ . On en déduit que la

condition aux limites dans B2 s’écrit

σB2
ρρ nρ + σB1

ρθ nθ = 0 (2.26a)

σB1
ρθ nρ + σB2

θθ nθ = 0, (2.26b)

avec φ qui doit appartenir à B2 et ψ à B1, de la forme (Eqs. 1.15d et 1.15c)

φB2(ρ, θ) = ∑
n impair

AL
n Jn(kLρ) sin nθ, ψB1(ρ, θ) = ∑

n impair
AT

n Jn(kTρ) cos nθ. (2.27)

On obtient alors

∑
n impair

[

AL
n

(

cL
nnρ sin nθ − dL

nnθ cos nθ
)

+ AT
n

(

−cT
n nρ sin nθ + dT

n nθ cos nθ
)]

= 0 (2.28a)

∑
n impair

[

AL
n

(

−dL
nnρ cos nθ − f L

n nθ sin nθ
)

+ AT
n

(

dT
n nρ cos nθ + f T

n nθ sin nθ
)]

= 0 (2.28b)
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où les fonctions de structure cj
n, dj

n, f j
n, j ∈ {L, T} sont données dans l’annexe A.3. La dé-

composition en série de Fourier, la réduction de la somme sur p et la restriction au domaine
fondamental (Annexe A.4, résultats (Eqs. A.27 et A.24)) dans le système d’équations (2.28)
conduisent aux équations finales

∑
n impair

∑
p impair

(

AL
n αL

n,p + AT
n αT

n,p

)

sin pθ = 0 (2.29a)

∑
n impair

∑
p impair

(

AL
n ηL

n,p + AT
n ηT

n,p

)

cos pθ = 0 (2.29b)

où les coefficients de Fourier α
j
n,p, η

j
n,p, j ∈ {L, T} sont donnés dans l’annexe A.5.

2.2.2.5 Ecriture matricielle

Les systèmes d’équations (2.17), (2.21), (2.25) et (2.29) peuvent s’exprimer sous forme
matricielle pour chaque représentation Ri = {A1, A2, B1, B2} en définissant une matrice par
blocs

MRi =





PRiL PRiT

QRi L QRiT



 , (2.30)

où (P, Q) ∈ {(β
j
n,p, ξ

j
n,p), (α

j
q,r, η

j
n,p)} sont les coefficients de Fourier définis dans l’annexe

A.5. Les résonances sont alors calculées en résolvant l’équation caractéristique

det MRi = 0. (2.31)

Le découplage du problème sur les 4 représentations irréductibles de C2v conduit à une
classification des résonances.

2.2.3 Le déplacement élastique

Le déplacement élastique (Eq. 2.3) peut être exprimé dans chaque représentation Ri en
utilisant les décompositions vectorielles (Eqs. 1.22) et les potentiels (Eqs. 2.10, 2.19, 2.23 et
2.27). Les déformées modales sont obtenues en calculant |uRi | (Paragraphe 2.3.2.2).

2.2.3.1 Représentation A1

On exprime le déplacement élastique dans A1 en utilisant la décomposition vectorielle
(Eq. 1.22a)

uA1 = uA1
ρ eρ + uA2

θ eθ =

(

−∂φ

∂ρ
︸ ︷︷ ︸

A1

+
1
ρ

∂ψ

∂θ

)

︸ ︷︷ ︸

A1

eρ +

(

−1
ρ

∂φ

∂θ
︸ ︷︷ ︸

A2

− ∂ψ

∂ρ
︸︷︷︸

A2

)

eθ . (2.32)

La dérivée par rapport à θ agissant comme une multiplication par rapport à A2, d’après la
table de multiplication (Tab. 1.2), φ doit appartenir à A1 et ψ à A2. On insère les expressions
des potentiels (Eqs. 2.10) dans l’équation (2.32) et on obtient

uA1
ρ = ∑

n pair
γn

(

−kL AL
n J′n(kLρ) +

n
ρ

AT
n Jn(kTρ)

)

cos(nθ), (2.33a)

uA2
θ = ∑

n pair
γn

(

−kT AT
n J′n(kTρ) +

n
ρ

AL
n Jn(kLρ)

)

sin(nθ). (2.33b)
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2.2.3.2 Représentation A2

De la même façon, on exprime le déplacement élastique dans A2 en utilisant la décom-
position vectorielle (Eq. 1.22b) avec les expressions des potentiels φA2 et ψA1 données par les
équations (2.19)

uA2 = uA2
ρ eρ + uA1

θ eθ , (2.34)

avec

uA2
ρ = ∑

n pair
γn

(

−kL AL
n J′n(kLρ)− n

ρ
AT

n Jn(kTρ)

)

sin nθ, (2.35a)

uA1
θ = ∑

n pair
γn

(

−kT AT
n J′n(kTρ)− n

ρ
AL

n Jn(kLρ)

)

cos nθ. (2.35b)

2.2.3.3 Représentation B1

On exprime le déplacement élastique dans B1 en utilisant la décomposition vectorielle
(Eq. 1.22c) avec les expressions des potentiels φB1 et ψB2 données par les équations (2.23)

uB1 = uB1
ρ eρ + uB2

θ eθ , (2.36)

avec

uB1
ρ = ∑

n impair

(

−kL AL
n J′n(kLρ) +

n
ρ

AT
n Jn(kTρ)

)

cos nθ, (2.37a)

uB2
θ = ∑

n impair

(

−kT AT
n J′n(kTρ) +

n
ρ

AL
n Jn(kLρ)

)

sin nθ. (2.37b)

2.2.3.4 Représentation B2

On exprime le déplacement élastique dans B2 en utilisant la décomposition vectorielle
(Eq. 1.22d) avec les expressions des potentiels φB2 et ψB1 données par les équations (2.27)

uB2 = uB2
ρ eρ + uB1

θ eθ , (2.38)

avec

uB2
ρ = ∑

n impair

(

−kL AL
n J′n(kLρ)− n

ρ
AT

n Jn(kTρ)

)

sin nθ, (2.39a)

uB1
θ = ∑

n impair

(

−kT AT
n J′n(kTρ)− n

ρ
AL

n Jn(kLρ)

)

cos nθ. (2.39b)

2.3 Résultats numériques

2.3.1 Considérations numériques

L’utilisation de la théorie des groupes a l’avantage de conduire à des équations décou-
plées qui peuvent être résolues séparément pour chaque représentation irréductible. Les
résonances sont déterminées en résolvant l’équation caractéristique det MRi = 0 avec MRi

donnée par l’expression matricielle (Eq. 2.30) , Ri ∈ {A1, A2, B1, B2}. On peut rechercher les
racines de cette équation à partir de deux méthodes :
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– l’annulation du déterminant,
– le principe de l’argument [Whittaker et Watson 1927] qui consiste à rechercher les ré-

sonances par intégration dans le plan complexe de la variable kr.
Dans le cas du problème propre, les résonances obtenues sont réelles et on choisit plutôt la
première méthode. Dans le cas du problème de diffusion (Chapitre 3), les résonances sont
complexes et il est nécessaire d’utiliser la seconde méthode (détaillée dans le chapitre 3)
dans ce cas.

Les résonances obtenues sont des nombres d’onde réduits calculés pour une ellipse ayant
un rayon moyen égal à 1 (Annexe A.1). Ces nombres d’ondes sont également normalisés
en définissant les indices de réfraction nL = ceau/cL et nT = ceau/cT , avec ceau = 1480
m.s−1 la célérité du son dans l’eau. Bien que pour le problème intérieur en élastodynamique
l’introduction de la célérité des ondes dans l’eau n’ait pas de sens physique, on choisit cette
normalisation pour faciliter la comparaison avec les valeurs des résonances dans le problème
de diffusion où la même normalisation est choisie. Il s’agit d’avoir les mêmes ordres de
grandeur entre les deux problèmes.

Les matrices par blocs apparaissant dans l’équation (2.30) étant de dimension infinie,
elles doivent être tronquées si on veut obtenir une solution numérique. L’ordre de troncature
N a été choisi à partir des discussions de Young et Bertrand [Young et Bertrand 1975] et de
Nussenzveig [Nussenzveig 1992]. Il dépend du produit k × a (où k est le nombre d’onde
réduit normalisé et a le demi-grand axe du disque elliptique). Cet ordre de troncature N est
obtenu numériquement à partir de la procédure suivante.

Les résonances sont déterminées pour les valeurs croissantes de k. Pour les faibles valeurs
de k, l’ordre N est choisi de façon à assurer la convergence de la solution, la valeur retenue
est Nmin = 8. Ensuite, à mesure que k augmente, le remplissage des blocs matriciels s’effectue
jusqu’à l’obtention d’une valeur stable de la résonance en fixant la précision souhaitée sur le
nombre de décimales (par exemple ǫ = 10−4). Pour cela, on considère les valeurs normées
des éléments de matrice Mij avec la condition

|Mij|
‖M‖2

> ǫ, (2.40)

où ‖M‖2 =
√

∑
N
i,j=1 |Mij|2 est la norme matricielle choisie. On obtient ainsi des valeurs nu-

mériques N(ka) qui évoluent de façon quasi linéaire dans le domaine d’étude (k variant de 0
à 300). On réalise donc une interpolation linéaire 3 à partir d’un polynôme du premier degré
sur l’ensemble du domaine fréquentiel k pour obtenir une expression analytique générale
pour l’ordre de troncature

N = Sup
(

8,
ka
4

+ 4
)

. (2.41)

L’implémentation numérique de notre méthode, qui utilise la théorie des groupes, offre
de nombreux avantages. Elle améliore en particulier le conditionnement des matrices et ac-
célère la vitesse de calcul (taille des matrices réduites et intégration numérique restreinte
au seul domaine fondamental). Les matrices considérées sont de dimensions (N × N) au
lieu de (2N × 2N) pour le problème traité sans la théorie des groupes. La recherche des
résonances est beaucoup plus efficace étant donné que, pour un domaine fréquentiel donné,
leur nombre est réduit d’un facteur 4. L’isolation et l’identification des résonances sont gran-
dement facilitées, notamment en haute fréquence où les valeurs de résonance deviennent
extrêmement proches du fait de leur prolifération. Les calculs peuvent ainsi être menés pour

3. On note que, bien que l’évolution ne soit pas rigoureusement linéaire, l’interpolation par un polynôme du
second degré n’apporte aucune précision supplémentaire, le terme correctif étant négligeable.
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des valeurs de nombre d’onde jusqu’à k = 300. Ce domaine de fréquence serait très certai-
nement inaccessible à partir d’un formalisme plus classique ne faisant pas appel à la théorie
des groupes. De plus, la résolution numérique du problème pour de fortes excentricités,
lorsque le rayon de courbure varie rapidement, est possible grâce à notre méthode.

2.3.2 Modes résonants et interprétation physique : mise en évidence de la levée de
dégénérescence

2.3.2.1 Tracé et suivi des résonances

Sur la figure (2.2), on trace les résonances (k-résonants) associés aux 15 premiers modes
du disque circulaire, repérés par (n, ℓ) dans le formalisme modal, lorsque celui-ci est dé-
formé vers le disque elliptique en conservant le rayon moyen constant. Le matériau choisi
est l’aluminium (cL = 6344, 8 m.s−1, cT = 3196 m.s−1). Le cercle (b/a = 1) et les ellipses
(b/a = 0, 9051 − 0, 7616 − 0, 5370) représentés dans la figure (2.2) permettent de visuali-
ser la déformation. Les résonances étant classées selon les 4 représentations irréductibles
A1, A2, B1 et B2 du groupe C2v, elles sont étiquetées par le nom de la représentation. Elles sont
suivies 4 à mesure que l’excentricité augmente ou, de façon équivalente, que le rapport b/a
diminue. Les valeurs des résonances étant extrêmement rapprochées, le suivi ne serait pas
possible sans la classification apportée par notre méthode.

On observe la levée de dégénérescence qui est interprétée en termes de brisure de sy-
métrie O(2) → C2v. Ce phénomène s’opère pour des valeurs plus ou moins élevées de
l’excentricité, selon les modes. Pour certains d’entre eux (par exemple les modes (1, ℓ)), la
séparation intervient dès que la symétrie est à peine brisée. Lorsque l’indice angulaire n
est pair, les résonances se séparent dans les représentations irréductibles A1 et A2 (Fig. 2.3),
lorsque n est impair, elles se séparent en B1 et B2 (Fig. 2.4). Les modes résonants pour les-
quels n = 0 sont un cas particulier, ils ne se séparent pas et sont associés aux représentations
irréductibles A1 ou A2.

D’autre part, une interaction entre les modes résonants est observée sur la figure (2.2).
Plus précisément, pour des modes résonants appartenant à une même représentation, deux
phénomènes distincts sont observés pour le domaine fréquentiel et les valeurs d’excentricité
considérés :

– deux modes non dégénérés à une excentricité donnée se repoussent comme on peut
l’observer sur la figure (2.5) pour les modes (0, 2) et (6, 1) en A2, et sur la figure (2.4)
pour les modes (1, 2) et (7, 1) en B1 et B2 ;

– deux modes dont un est dégénéré à une excentricité donnée se croisent. Par exemple,
les modes (0, 3) et (8, 1) se croisent dans les représentations A1 et A2 (Fig. 2.3), et les
modes (1, 3) et (7, 1) se croisent dans les représentations B1 et B2 (Fig. 2.4).

Enfin, les modes résonants appartenant à des représentations différentes se croisent.

4. Numériquement, le suivi est effectué en incrémentant la variable u (coordonnée elliptique radiale, annexe
A.1) de 0, 05.
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Figure 2.2 – Suivi des k-résonants en fonction de l’excentricité e : (◦, A1) ; (·, A2) ; (×, B1) ; (+, B2).
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Figure 2.3 – Levée de dégénérescence (◦, A1) ; (·, A2) , indice angulaire n pair.
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Figure 2.4 – Levée de dégénérescence (×, B1) ; (+, B2), indice angulaire n impair.
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Figure 2.5 – Interaction entre les modes résonants.

2.3.2.2 Déformées modales

On rappelle que le déplacement élastique associé à chaque représentation Ri est donné
par les équations (2.32), (2.34), (2.36) et (2.38). Le calcul de l’amplitude du déplacement
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élastique
∣
∣uRi

∣
∣ (déformée modale) nécessite la détermination des coefficients inconnus à

partir des systèmes d’équations (2.33), (2.35), (2.37) et (2.39).
En figure (2.6), on présente les déformées modales pour les modes (2, 2) et (5, 1). On

choisit deux indices angulaires différents, un indice pair et un indice impair pour visualiser
4 modes bien distincts associés aux 4 représentations irréductibles A1, A2, B1 et B2 du groupe
de symétrie C2v. Dans le cas du disque circulaire, le passage d’une représentation à une
autre s’effectue par une simple rotation d’angle π/2n (Fig. 2.6 pour b/a = 1). Il s’agit de
modes dégénérés. En revanche, dans le cas du disque elliptique, la comparaison entre les
modes A1 et A2 d’une part, et B1 et B2 d’autre part, met clairement en évidence le fait que la
distinction entre les modes a une réelle signification physique. En faisant varier l’excentricité,
pour chaque indice n, on visualise la levée de dégénérescence, liée à la brisure de symétrie
O(2) → C2v. Dès que la symétrie est à peine brisée, le comportement du mode (2, 2) en A1
est très différent de son comportement en A2 ; il en est de même pour le mode (5, 1) en B1 et
B2. Comme expliqué en paragraphe 2.3.2.1, le suivi d’un mode dans une représentation est
possible grâce à la théorie des groupes. On peut alors relier les modes séparés avec le mode
dégénéré initialement sur le disque circulaire. D’autre part, on retrouve par l’observation du
nombre de lobes d’un mode résonant la parité associée à chaque représentation.

b 
a =1

b 
a =0,905

b 
a =0,762

b 
a =0,604

 A1Mode (2,2)   A2Mode (2,2) B2Mode (5,1)B1Mode (5,1)

Figure 2.6 – Déformées modales.
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2.4 Les orbites périodiques

2.4.1 Généralités

Les orbites périodiques sont des trajectoires particulières qui, par définition, reviennent
à leur point de départ après un nombre donné de rebonds sur le contour à l’intérieur de
l’objet étudié. Il est possible d’établir une connexion explicite entre le spectre des résonances
et les orbites périodiques à l’intérieur du disque elliptique élastique en considérant la densité
spectrale totale définie par

ρ(k) = ∑
n

δ(k − kn) (2.42)

où les valeurs kn sont les résonances du disque.
Dans la limite semi-classique, la densité spectrale (Eq. 2.42) se décompose de la façon

suivante [Brack et Bhaduri 1997] :

ρ(k) = ρ0(k)
︸ ︷︷ ︸

partie lisse

+
∞

∑
p=1

∑
Γ

ρp,Γ cos[p(kLΓ − ΦΓ)]

︸ ︷︷ ︸

partie oscillante

(2.43)

avec
– (p, Γ) : couple définissant les orbites périodiques,
– ρp,Γ : pré-facteurs,
– LΓ : longueur de l’orbite périodique primitive 5,
– ΦΓ : phase.

Toutes les informations concernant les orbites périodiques sont contenues dans la partie
oscillante. La partie lisse donne la densité moyenne des résonances obtenue à partir de

ρ0(k) =
dN0(k)

dk
. (2.44)

Dans l’équation (2.44), N0(k) est la partie lisse de la fonction de comptage N (k) qui donne
le nombre de résonances inférieures à k. Des résultats généraux concernant la partie lisse
de la fonction de comptage spectrale d’un milieu élastique isotrope pour des conditions
aux limites de frontière libre sont données par [Dupuis et al. 1960, Safarov et Vassilev 1997].
Dans ce contexte, la partie lisse est définie par

N0(ω) =
c−2

L + c−2
T

4π
Aω2 +

β

4πcT
Lω + o(ω) (2.45)

avec ω = kceau dans notre cas 6, A l’aire du domaine, L son périmètre et β donné par

β =
4
γ
− 3 +

1
κ
+

4
π

∫ 1

1
κ

Arctan
1
4

(2 − x−2)2
√

(1 − (κx)−2)(x−2 − 1)
dx avec κ = cL/cT . (2.46)

Dans le cas du disque elliptique, A = πab et L = 4aE(e) où E(k) est l’intégrale elliptique
complète de seconde espèce (Annexe A.1). Le terme qui contient γ (γ ∈]0, 1[) provient de la
contribution de l’onde de Rayleigh et satisfait l’équation de Rayleigh :

γ6 − 8γ4 + 8(3 − 2κ−2)γ2 − 16(1 − κ−2) = 0 (2.47)

5. L’orbite dont la période est la plus courte pour un ensemble de conditions initiales données.
6. Cette normalisation a déjà été introduite en sous-section 2.3.1.
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et γ =
cR

cT
, où cR est la vitesse de l’onde de Rayleigh [Landau et Lifchitz 1990].

On définit également la partie oscillante de la fonction de comptage spectrale par

Noscill = N (k)−N0(k). (2.48)

La transformée de Fourier de la densité ρ(k) (Eq. 2.43) permet d’obtenir les trajectoires pé-
riodiques à l’intérieur du disque elliptique, y compris celles qui changent de polarisation au
cours de leur trajet lors de la réflexion sur la frontière (phénomène de conversion de mode).
La partie lisse génère une fonction δ de Dirac en zéro et ne donne donc pas d’information
sur les orbites périodiques. La transformée de Fourier de la partie oscillante est donnée par

ρ(L) =
∞

∑
p=1

∑
Γ

ρp,Γ δ(L − pLΓ) (2.49)

et génère une série de fonctions δ de Dirac pour les longueurs L = pLΓ des différentes orbites
périodiques. Ces longueurs sont normalisées (Sous-section 2.3.1), adimensionnées pour une
ellipse de rayon moyen unité, et pondérées par les indices de réfractions nL et nT pour
tenir compte des deux vitesses cL et cT des ondes longitudinales et transversales. De façon
équivalente, on peut également parler de temps de parcours, mais on choisit dans la suite
de ne raisonner qu’en termes de longueurs.
Le spectre des longueurs des orbites périodiques est obtenu en évaluant numériquement

TF[ρ(k)](L) =
∫ +∞

−∞

√
k e−αk2

ρ(k) e−ikL dk, (2.50)

avec ρ(k) donnée par l’équation (2.42). Dans l’expression (Eq. 2.50), on introduit
– la pondération gaussienne e−αk2

qui permet de diminuer les oscillations résiduelles
provenant de la troncature de la somme [Brack et Bhaduri 1997]. Le coefficient α est
choisi tel que e−αk2

max soit suffisamment petit [Bogomolny et Hugues 1998]. En pratique,
la comparaison des spectres (résolution des pics) avec ou sans pondération permet
d’ajuster la valeur de ce coefficient ;

– le terme
√

k qui pondère l’amplitude des pics. Ce terme provient de la densité oscil-
lante analytique. Dans le cas général, l’intégrande dans l’équation (2.50) est de la forme
[Bogomolny et Hugues 1998]

e−αk2

kr ρ(k) e−ikL (2.51)

où r est la puissance de k dans les pré-facteurs de la formule semi-classique (Eq. 2.43).
Pour des plaques élastiques, r = 0 [Bogomolny et Hugues 1998] et pour le disque
circulaire élastique, r = −1/2 [Tanner et Søndergaard 2002]. On retient, de façon em-
pirique, cette dernière valeur pour le disque elliptique élastique.

2.4.2 Le calcul des longueurs des orbites périodiques

Les longueurs des orbites périodiques sont calculées pour le disque elliptique élastique
à partir d’une méthode géométrique qui utilise la description de l’ellipse en coordonnées
polaires (Annexe A.1) et la loi de Snell pour la conversion de mode. Dans le cas des orbites
périodiques de pression pure et de cisaillement pur, associées respectivement aux ondes lon-
gitudinales et transversales (pas de conversion de mode), les résultats obtenus sont en accord
avec ceux de Sieber [Sieber 1997]. Cet auteur calcule les longueurs des orbites périodiques
dans un billard elliptique (disque elliptique avec des conditions aux limites de Dirichlet) à
partir d’un formalisme hamiltonien (Annexe A.7). De plus, le type d’orbites caractérisé par
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un couple (n, m) 7 et leur condition d’existence sont déterminés. À un couple (n, m) donné
peuvent être associées différentes orbites dites dégénérées [Brack et Bhaduri 1997] dont la
longueur reste inchangée (Fig. 2.7). Notre méthode ne fournit pas explicitement l’existence
de deux types de mouvement pour les orbites périodiques, ni leur condition d’existence,
mais elle permet de calculer toutes les orbites périodiques, avec ou sans conversion de mode.
On retrouve la conservation de la longueur d’une orbite dans le cas des orbites de pression
pure et de cisaillement pur. Cependant, ce n’est plus le cas pour les orbites mixtes, i.e. avec
conversion de mode. Dans ce dernier cas, seules les orbites dont les trajets sont extrémaux
(temps de parcours minimal et maximal) apparaissent sur le spectre des longueurs des or-
bites périodiques (Sous-section 2.4.3). On interprète ce résultat comme une conséquence du
principe de Fermat (ou de la phase stationnaire) [Feynman 1963] qui s’applique en élas-
todynamique. On associe une phase à chaque rayon décrivant l’orbite ; lorsque cette phase
varie peu, les interférences sont constructives. Alors, le trajet de l’orbite est stationnaire et
correspond au temps de parcours extrémal, c’est à dire minimal ou maximal, l’un et l’autre
pouvant coexister.

a) b) 

Figure 2.7 – a) Orbite avec mouvement de rotation n = 3, m = 1, b) Orbite avec mouvement de libration
n = 4, m = 1.

Dans la suite, on précise le type de mouvement (rotation r ou libration ℓ) et la polarisation
(pression pure L, cisaillement pur T, ou mixte LTL . . . ) en notant les orbites (n, m)mouvement

polarisation,
à l’exception des orbites périodiques selon le petit axe pour lesquelles on ne spécifie pas le
mouvement. De même, le mouvement n’est pas précisé pour les orbites du disque circulaire.
Par exemple,

– une orbite (n, m) avec mouvement de libration et de pression pure est notée (n, m)ℓL,
– une orbite (n, m) avec mouvement de rotation et de polarisation mixte est notée
(n, m)r

LT... où l’indice de polarisation contient n caractères L et T, chacun associé à
un segment de l’orbite. La polarisation est écrite en suivant la séquence des segments
et en respectant la symétrie de l’orbite.

2.4.2.1 Orbites avec mouvement de rotation

On considère la trajectoire représentée en figure (2.8).

7. Les orbites dans le billard elliptique sont de deux types : (i) mouvement de rotation autour d’une caustique
(ellipse confocale) caractérisé par le nombre de réflexions n et le nombre de rotations m, (ii) mouvement de
libration entre une caustique (hyperbole) caractérisé par le nombre de réflexions n et le nombre de libration m
(nombre de points de tangence avec la caustique divisé par deux).
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Figure 2.8 – Géométrie d’une trajectoire périodique arbitraire.

La longueur de la corde Li, i = 1, 2, ..., n (segment reliant deux réflexions consécutives)
est obtenue en écrivant le théorème de Pythagore généralisé dans le triangle

(
r(θi) r(θi+1) Li

)

et est donnée par

Li =
√

r2(θi) + r2(θi+1)− 2r(θi)r(θi+1) cos(θi+1 − θi) (2.52)

avec r(θi) = b (1 − e2 cos2 θi)
−1/2 (b est le demi-grand axe, e est l’excentricité). En appliquant

ce même théorème dans le triangle
(
r(θi) r(θi−1) Li−1

)
, on obtient l’angle entre r(θi) et Li−1

noté βi et donné par

βi = Arccos
r(θi)− r(θi−1) cos(θi − θi−1)

Li−1
. (2.53)

L’angle γi entre Li−1 et la normale n(θ) est obtenu à partir de nθ(θi) = sin(βi − γi) et est
donné par

γi = βi + Arcsin(−nθ(θi)) (2.54)

avec nθ(θi) =
e2

2
sin 2θi(1 + e2(e2 − 2) cos2 θi)

−1/2. Enfin, on note δi l’angle entre Li et la

normale n(θ). Au point de réflexion i,
– si la réflexion est spéculaire, alors δi = γi,

– s’il y a conversion de mode, on utilise la loi de Snell
sin αL

cL
=

sin αT

cT
(Fig. 2.9) :

⋄ lorsqu’une onde L se réfléchit en onde T, alors δi = Arcsin
(

cT

cL
sin γi

)

,

⋄ lorsqu’une onde T se réfléchit en onde L, alors δi = Arcsin
(

cL

cT
sin γi

)

.
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Figure 2.9 – Conversion de mode et loi de Snell.

On impose la condition initiale (point de départ de l’orbite) θ1 entre 0 et π/2 et la polarisation
de l’orbite. Les conditions de périodicité s’écrivent

L0 = Ln et Ln+1 = L1, (2.55a)

θ0 = θn et θn+1 = θ1. (2.55b)

Connaissant l’angle θ1, on détermine les angles θ2, ..., θn en résolvant l’équation non-linéaire

π + βi + θi − βi+1 − θi+1 = γi + δi. (2.56)

La connaissance des angles θi permet alors de calculer les longueurs Li et ainsi obtenir la
longueur totale de l’orbite périodique. Nous avons écrit un code de calcul à l’aide du logiciel
Mathematica R© [Wolfram] qui nous permet de déterminer les orbites en imposant le nombre
de segments et leur polarisation. Dans ce code de calcul, les longueurs Li sont pondérées par
les indices de réfractions nL et nT (Sous-section 2.3.1) pour tenir compte de la polarisation
de l’orbite (pression pure, cisaillement pur, mixte). Dans le cas des orbites périodiques de
pression pure ou de cisaillement pur, la longueur calculée est inchangée quelle que soit la
condition initiale imposée en θ1 entre 0 et π/2 (exemple de l’orbite n = 3, m = 1 en figure
(2.10a)). Ce n’est plus le cas lorsqu’il y a conversion de mode où un trajet minimal et un
trajet maximal coexistent pour une même orbite (Figs. 2.10b et 2.10c).
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=0,5227
b
a

LL=1,31487 (3,1)r
L

LT=2,61032 (3,1)r
T

Lmax=1,91464

Lmin=1,52319

a) Orbite (3,1) avec mouvement de rotation de pression pure (L) ou de cisaillement pur (T)

b) Orbite (3,1) avec mouvement de rotation avec conversion de mode LTL Trajet maximal

c) Orbite (3,1) avec mouvement de rotation avec conversion de mode LTL Trajet minimal

(3,1)r
LTL,max

(3,1)r
LTL,min

Figure 2.10 – Orbites périodiques n = 3, m = 1 avec mouvement de rotation pour un disque elliptique
b/a = 0, 5227 a) pression pure ou cisaillement pur, b) avec conversion de mode LTL, trajet maximal, c) avec

conversion de mode LTL, trajet minimal.

2.4.2.2 Orbites avec mouvement de libration

Il est possible de calculer les orbites avec mouvement de libration en utilisant les fonc-
tions Li (Eq. 2.52), βi (Eq. 2.53) et γi (Eq. 2.54) définies dans le paragraphe 2.4.2.1. Les ex-
pressions de Li et βi sont inchangées, tandis que l’équation (2.54) est donnée, dans le cas des
orbites pour lesquelles un segment passe par le centre de l’ellipse, par

γi = βi + Arcsin (∓nθ(θi)) . (2.57)
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Le signe de l’argument de la fonction Arcsin change à chaque fois qu’un segment passe par
le centre de l’ellipse. Enfin, l’équation à résoudre s’écrit alors

π + βi − βi+1 − |θi+1 − θi| = γi + δi. (2.58)

La condition initiale consiste à fixer la polarisation et la géométrie de l’orbite en imposant
une relation entre les angles θi. On présente en figure (2.11) les longueurs calculées pour
l’orbite n = 4, m = 1 dans les cas sans conversion de mode, i.e. pression pure ou cisaillement
pur (Fig. 2.11a), et avec conversion de mode (Figs. 2.11b et 2.11c). Bien que ces deux orbites
soient de type (4, 1)ℓ (même géométrie), les longueurs calculées ne sont pas identiques car
elles correspondent à deux conversions de mode différentes, et non à l’existence de 2 trajets
extrémaux, comme dans l’exemple présenté en figures (2.10b) et (2.10c).
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=0,5227
b
a

L=2,54636

b) Orbite (4,1) avec mouvement de libration avec conversion de mode TLTL

L=1,9305

LL=1,43753 (4,1)l
L

LT=2,85382(4,1)l
T

a) Orbite (4,1) avec mouvement de libration de pression pure (L) ou de cisaillement pur (T)

c) Orbite (4,1) avec mouvement de libration avec conversion de mode LTLT

(4,1)l
TLTL

(4,1)l
LTLT

Figure 2.11 – Orbites périodiques n = 4, m = 1 avec mouvement de libration pour un disque elliptique
b/a = 0, 5227 a) de pression pure ou cisaillement pur, b) avec conversion de mode TLTL, c) avec conversion

de mode LTLT.

2.4.3 Spectres des longueurs des orbites périodiques

La transformée de Fourier de la densité spectrale (Eq. 2.42) permet d’obtenir le spectre
des longueurs des orbites périodiques. Numériquement, on trace la densité spectrale d’éner-
gie |TF[ρ(k)](L)|2 dans la gamme de fréquence 0 < k ≤ 250, avec TF[ρ(k)](L) donnée par
l’équation (2.50) en choisissant le paramètre de la pondération gaussienne α = 2, 5.

Les spectres de Fourier obtenus pour des disques elliptiques en aluminium (cL =
6344, 8 m.s−1, cT = 3196 m.s−1) avec b/a = 1; 0, 9414; 0, 9051; 0, 8337 et 0, 7398 sont pré-
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sentés respectivement en figures (2.12-2.16). Ces spectres présentent de nombreux pics aux
longueurs qui correspondent à

– des orbites associées à des ondes longitudinales (de pression pure),
– des orbites associées à des ondes transversales (de cisaillement pur),
– des orbites de polarisation mixte L et T (conversion de mode),
– l’orbite associée à l’onde de Rayleigh, qui se propage sur la frontière du disque. Elle

est identifiée sans ambiguïté sur tous les spectres présentés, y compris pour d’autres
valeurs d’excentricités (spectres non présentés dans la thèse).

Les lignes en pointillés correspondent à une accumulation vers une orbite limite, avec mou-
vement de rotation sur un tour, lorsque les segments de pression pure et de cisaillement pur
deviennent tangents à la frontière.
À mesure que la déformation augmente, i.e. que b/a diminue, deux phénomènes importants
sont observés :

– un dédoublement de pics associé au phénomène de conversion de mode : deux pics
associés à certaines orbites de même type (n, m)mouvement

polarisation apparaissent sur les spectres
(Figs. 2.13-2.16 ). Ces deux longueurs correspondent aux trajets maximal et minimal
parcourus par cette orbite. Le principe de Fermat donne une interprétation physique
à cette observation.

– la bifurcation de l’orbite aller-retour(s) selon le petit-axe [Sieber 1997, Brack et Bhaduri
1997, Magner et al. 1999] se produit et les orbites avec mouvement de libration
émergent sur les spectres.

D’autre part, on note également que la résolution des pics diminue. Cet effet, purement nu-
mérique, est liée à la perte de résonances quand leur recherche s’effectue à haute fréquence
et pour des valeurs d’excentricités élevées. On peut estimer le nombre de résonances perdues
en traçant Noscill = N (k)−N0(k) 8. La remontée du spectre en L = 0 est due à la partie lisse
de la densité spectrale mais elle ne gêne en rien l’identification des orbites (Sous-section
2.4.1).

On présente en figure (2.12) le spectre des longueurs des orbites périodiques pour le
disque circulaire (b/a = 1). Différents types d’orbites et leur polarisation sont identifiés,
notamment l’orbite associée à l’onde de Rayleigh, qui apparaît à une longueur L ≈ 3, 1. Le
disque circulaire est ensuite déformé vers le disque elliptique b/a = 0, 9414 (Fig. 2.13) et
le phénomène de dédoublement de pics se produit pour les orbites (3, 1)r

LTL, (3, 1)r
TLT et

(4, 1)r
T2LT (1, 5 ≤ L ≤ 2, 5). Ces orbites présentent un unique pic sur le spectre des longueurs

du disque circulaire (Fig. 2.12) tandis que deux pics apparaissent sur la figure (2.13). Ils
sont associés aux trajets maximal et minimal parcourus par ces orbites périodiques. Cette
observation obéit au principe de Fermat.
En augmentant la déformation à b/a = 0, 9051 (Fig. 2.14), le phénomène de séparation
s’accentue. D’autre part, le phénomène de bifurcation se produit et la première orbite avec
mouvement de libration émerge, avec conversion de mode : l’orbite (6, 2)ℓT2LT2L est identifiée
aux environs de L ≈ 3, 6. Plus précisément, cette orbite est issue de la bifurcation, à b/a =
0, 9121, de l’orbite effectuant 3 aller-retours selon le petit axe avec 4L et 2T.
À mesure que le rapport b/a diminue, les pics associés aux trajets extrémaux se séparent
davantage et de nouvelles orbites de libration émergent sur le spectre du disque elliptique
b/a = 0, 8337 (Fig. 2.15), avec et sans conversion de mode. L’orbite mixte (6, 2)ℓT4LT apparaît
à L ≈ 3, 4, elle possède le même nombre de segments en L et T que l’orbite (6, 2)ℓT2LT2L mais
sa longueur est différente, les segments polarisés n’apparaissant pas dans le même ordre.
Les premières orbites avec mouvement de libration sans conversion de mode (pression pure

8. On perd moins de 1% des résonances de b/a = 1 jusqu’à b/a = 0, 8337 et 6% pour b/a = 0, 7398 dans la
gamme de fréquence 0 < k ≤ 250.
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et cisaillement pur) apparaissent à L ≈ 2, 6 et L ≈ 5, 1. Elles sont générées, respectivement,
par la bifurcation, à b/a = 0, 8643, des orbites 3 × (2, 1)L et 3 × (2, 1)T selon le petit axe.
Enfin, pour une déformation plus importante (b/a = 0, 7398, Fig. (2.16)), on observe une fois
encore une accentuation de la séparation des pics et l’émergence des orbites de librations
(6, 2)ℓL2TL2T et (4, 1)ℓTLTL.
On note que les orbites avec mouvement de libration présentent des pics d’amplitude bien
marquée tandis que les orbites qui bifurquent et les génèrent, après bifurcation, ne sont pas
observables sur les figures (2.13-2.16).

En ce qui concerne l’orbite de Rayleigh, le pic associé est identifié sans ambiguïté pour
tous les rapports de déformation b/a (Figs 2.13-2.16).

Enfin, la figure (2.17) met en évidence le phénomène de séparation des pics associés aux
longueurs des deux orbites (3, 1)r

LTL et (3, 1)r
TLT, à mesure que la déformation augmente à

partir du disque circulaire. On rappelle que, pour chaque orbite, les deux longueurs sont
associées aux trajets minimal et maximal qu’elle parcourt.
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Figure 2.12 – Spectre des orbites périodiques pour un disque circulaire en aluminium.
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Figure 2.14 – Spectre des orbites périodiques pour un disque elliptique en aluminium b/a = 0, 9051.
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Figure 2.15 – Spectre des orbites périodiques pour un disque elliptique en aluminium b/a = 0, 8337.
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Figure 2.16 – Spectre des orbites périodiques pour un disque elliptique en aluminium b/a = 0, 7398.
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Conclusion du chapitre

À partir des considérations de symétrie, nous avons obtenu une classification des réso-
nances du disque elliptique élastique : elles se classent en quatre familles distinctes associées
aux quatre représentations irréductibles A1, A2, B1, B2 du groupe de symétrie C2v du disque
elliptique. Chaque mode résonant est identifié par les deux nombres (n, ℓ) du formalisme
modal associé au disque circulaire mais également par le nom de la représentation irréduc-
tible associée. Nous avons mis en évidence la levée de dégénérescence des résonances et des
considérations algébriques (théorie des groupes) ont permis de comprendre et d’interpré-
ter ce phénomène en termes de brisure de symétrie. L’utilisation de la théorie des groupes
simplifie de façon significative le traitement numérique du problème. De plus, les calculs
peuvent être effectués pour de grandes excentricités mais également pour des fortes valeurs
du nombre d’onde réduit kr. En comparant avec les résultats obtenus à partir d’un code
d’éléments finis, l’implémentation numérique de notre méthode présente l’avantage d’être
rapide et de fournir des valeurs précises des résonances, y compris à haute fréquence.

Le lien connu entre le spectre des résonances et le spectre des longueurs (ou des temps de
parcours) des orbites périodiques a été exploité. Les orbites de pression pure, de cisaillement
pur ainsi que celles incluant la conversion de mode sont mises en évidence. Dans ce dernier
cas, le spectre des longueurs fait apparaître les trajets minimal et maximal pour une orbite
donnée. Le principe de Fermat nous a permis d’interpréter ce phénomène. Enfin, l’orbite de
Rayleigh apparaît également de façon claire pour diverses excentricités.

Dans le chapitre 3, consacré au problème de la diffusion acoustique par des cylindres
elliptiques élastiques, la levée de dégénérescence des résonances liée à la même brisure
de symétrie O(2) → C2v est étudiée théoriquement et expérimentalement. Les conclusions
relatives à l’apport de notre méthode (1er paragraphe ci-dessus) peuvent être intégralement
reprises dans ce même chapitre.

Enfin, dans le chapitre 4, les modes résonants sont étudiés expérimentalement dans le
cas tridimensionnel. On s’intéresse, dans ce cas, à la levée de dégénérescence qui s’opère au
cours de la déformation d’une sphère vers un sphéroïde (brisure de symétrie O(3) → D∞h).
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Dans ce chapitre, on présente l’étude théorique et expérimentale de la diffusion acoustique
par des cylindres elliptiques élastiques.

On rappelle tout d’abord quelques généralités sur la diffusion acoustique par un objet
de forme simple en section 3.1.

En section 3.2, on présente l’étude théorique et numérique du problème. On résout alors
le problème de diffusion à partir du formalisme modal en prenant en compte le rôle des
symétries. Ce dernier est alors découplé selon les 4 représentations irréductibles du groupe
de symétrie du diffuseur. L’analyse ainsi que le traitement numérique sont alors considéra-
blement simplifiés.

On présente ensuite en section 3.3 les résultats expérimentaux concernant plusieurs cy-
lindres elliptiques de différentes excentricités. Ces résultats sont obtenus par spectroscopie
ultrasonore des ondes diffusées par les cylindres. Cette méthode classique, très utilisée en
diffusion acoustique, consiste en l’analyse spectrale des ondes ultrasonores par calcul de la
transformée de Fourier de la portion de signal que l’on désire analyser à l’aide d’un algo-
rithme de transformée de Fourier rapide (FFT). On obtient ainsi des spectres (d’amplitude,
d’énergie ou de puissance) qui, une fois normalisés, peuvent directement être comparés aux
résultats numériques obtenus d’après nos modèles théoriques. Enfin, grâce au dispositif ex-
périmental utilisé, nous avons également pu obtenir des diagrammes angulaires, qui, pour
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une fréquence donnée, décrivent la répartition spatiale en champ lointain de l’amplitude
des ondes ultrasonores diffusées par les cylindres. La levée de dégénérescence prévue par la
théorie est observée numériquement et expérimentalement.
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3.1 Généralités sur la diffusion acoustique par un objet de forme

simple

On considère un objet diffuseur soumis à un champ incident émanant d’une distribution
de sources quelconque. Le milieu extérieur Ωe est homogène et caractérisé par une vitesse
de propagation c. Dans le cadre d’un régime harmonique (dépendance temporelle en e−iωt

implicite dans la suite, ω étant la fréquence angulaire), on se ramène à un problème dépen-
dant de la variable d’espace x uniquement. Le champ acoustique total, somme du champ
incident et du champ diffusé par l’objet étudié, est alors solution de l’équation d’Helmholtz

(∆ + k2)Φ(x) = −S(x) (3.1)

dans Ωe, où k = ω/c est le nombre d’onde, et où S(x) est une densité volumique repré-
sentant la distribution de sources. De plus, le champ total doit satisfaire à deux types de
conditions aux limites :

– sur la surface du diffuseur, aux conditions aux limites dictées par la nature physique
de l’objet considéré d’une part et du milieu de propagation d’autre part ;

– à l’infini spatial, à la condition de rayonnement de Sommerfeld, imposant au champ
diffusé une structure d’onde sortante.

Dans notre étude, on considère un objet élastique de masse volumique ρs, on note cL

la vitesse de propagation des ondes longitudinales, cT celle des ondes transversales, et on
introduit les nombres d’ondes kL = ω/cL et kT = ω/cT. Les conditions aux limites à imposer
sur la surface de l’objet sont alors : la continuité du déplacement normal et la continuité de
la traction.

3.2 Étude théorique et numérique de la diffusion acoustique par un

cylindre élastique elliptique infini

3.2.1 Position du problème

On considère un cylindre elliptique infini immergé dans un fluide homogène de masse
volumique ρ f et dans lequel la vitesse du son est notée c. L’axe Oz est l’axe du cylindre et (ρ,
θ) sont les coordonnées polaires dans le plan perpendiculaire à Oz. La géométrie ainsi que
les notations employées sont présentées en figure (3.1) et les définitions de n(θ) et r(θ) sont
données en sous-section 1.2.1.

Domaine 
fondamental

eρeθ

a

b

θ

n(θ)

x

y

r(θ)

Milieu lastique

α

k

ρs cL cT

Fluide homog ne

ρf c

Figure 3.1 – Géométrie du problème.

Le vecteur de propagation k de l’onde plane incidente est perpendiculaire à l’axe z et
forme un angle α avec l’axe Ox. D’autre part, le fait que le cylindre soit infini nous permet
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de supprimer la dépendance en la variable z. Le problème se réduit alors à un problème
bidimensionnel. L’onde incidente est exprimée en termes de pression acoustique :

pinc =
+∞

∑
n=−∞

in Jn(kρ)ein(θ−α). (3.2)

La pression diffusée doit satisfaire à la condition de rayonnement de Sommerfeld à l’infini
et elle est donnée par

ps =
+∞

∑
n=−∞

in AS
nH(1)

n (kρ)einθ (3.3)

et An sont des coefficients inconnus à déterminer.
On rappelle le déplacement élastique (Eq. 2.3) obtenu à partir de la décomposition d’Helmh-
lotz

u = uρeρ + uθeθ =

(

−∂φ

∂ρ
+

1
ρ

∂ψ

∂θ

)

eρ +

(

−1
ρ

∂φ

∂θ
− ∂ψ

∂ρ

)

eθ , (3.4)

où φ et ψ = ψez, les potentiels scalaire et vectoriel associés respectivement aux ondes longi-
tudinales et transversales, sont de la forme (Eqs. 1.15) du chapitre 1)

φ =
1

ρsω2

+∞

∑
n=−∞

AL
n Jn(kLρ)einθ , ψ =

1
ρsω2

+∞

∑
n=−∞

AT
n Jn(kTρ)einθ , (3.5)

où Aj
n, j ∈ {L, T} sont des coefficients inconnus.

Considérations de symétrie et théorie des groupes D’après les résultats du chapitre 1,
dans le cas de la géométrie elliptique (Sous-section 1.2.1), les quantités physiques (champs,
traction et déplacement) sont à décomposer sur les représentations irréductibles du groupe
C2v. Comme cela a été expliqué dans le chapitre 2, en écrivant la condition aux limites dans
chaque représentation, le problème est découplé : les résonances sont classées suivant les
représentations. On rappelle également que l’étude est restreinte au domaine fondamental
correspondant à un quart de l’ellipse, θ variant de 0 à π/2, (Fig. 3.1).

3.2.2 Écriture des conditions aux limites

Pour déterminer les résonances et les coefficients inconnus, les conditions aux limites
(i) continuité du déplacement normal u · n(θ) = 1

ρ f ω2∇(pinc + ps) · n(θ),

(ii) continuité de la traction t = σ · n(θ) = − (pinc + ps)n(θ),
sont appliquées en ρ = r(θ) à la surface du diffuseur. En utilisant les expressions de la
normale n(θ) = nρeρ + nθeθ (Eq. 1.6) et du déplacement u = uρeρ + uθeθ (Eq. 2.3), on obtient

(i)
(

−∂φ

∂ρ
+

1
ρ

∂ψ

∂θ

)

nρ +

(

−1
ρ

∂φ

∂θ
− ∂ψ

∂ρ

)

nθ =
1

ρ f ω2

(
∂ (pinc + ps)

∂ρ
nρ +

1
ρ

∂ (pinc + ps)

∂θ
nθ

)

(3.6)
avec pinc et ps donnés respectivement par les équations (3.2) et (3.3),

(ii)

tρeρ + tθeθ =
(
σρρnρ + σρθnθ

)
eρ +

(
σρθnρ + σθθnθ

)
eθ = − (pinc + ps) (nρeρ + nθeθ)

(3.7)
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respectivement i.e.

σρρnρ + σρθnθ = − (pinc + ps) nρ (3.8a)

σρθnρ + σθθnθ = − (pinc + ps) nθ. (3.8b)

Les composantes du tenseur des contraintes σ sont données dans le chapitre 2 (Eqs.
2.7).

Les conditions aux limites (i) et (ii) peuvent maintenant être exprimées séparément dans
chaque représentation irréductible.

3.2.2.1 Représentation A1

Pour exprimer les conditions aux limites (i) et (ii) données respectivement par les équa-
tions (3.6) et (3.8), on doit avoir

(i)

(

−∂φ

∂ρ
+

1
ρ

∂ψ

∂θ

)

nρ

︸ ︷︷ ︸

A1

+

(

−1
ρ

∂φ

∂θ
− ∂ψ

∂ρ

)

nθ

︸ ︷︷ ︸

A1

=
1

ρ f ω2








∂ (pinc + ps)

∂ρ
nρ

︸ ︷︷ ︸

A1

+
1
ρ

∂ (pinc + ps)

∂θ
nθ

︸ ︷︷ ︸

A1








(3.9)
(ii)

σρρnρ
︸ ︷︷ ︸

A1

+ σρθnθ
︸ ︷︷ ︸

A1

= − (pinc + ps) nρ
︸ ︷︷ ︸

A1

(3.10a)

σρθnρ
︸ ︷︷ ︸

A2

+ σθθnθ
︸ ︷︷ ︸

A2

= − (pinc + ps) nθ
︸ ︷︷ ︸

A2

. (3.10b)

Or, comme cela a été démontré dans le chapitre 1 page 11, nρ et nθ appartiennent respecti-
vement aux représentations irréductibles A1 et A2. D’après la table de multiplication (Tab.
1.2),

– pour la condition aux limites (i)
⋄ les termes − ∂φ

∂ρ + 1
ρ

∂ψ
∂θ et ∂(pinc+ps)

∂ρ appartiennent à A1,

⋄ les termes − 1
ρ

∂φ
∂θ − ∂ψ

∂ρ et 1
ρ

∂(pinc+ps)
∂θ appartiennent à A2,

– pour la condition aux limites (ii)
⋄ les composantes σρρ et σθθ appartiennent à A1 et σρθ appartient à A2, i.e.

σA1
ρρ = λk2

Lφ
︸ ︷︷ ︸

A1

−2µ

(
∂2φ

∂ρ2
︸︷︷︸

A1

+
1
ρ2

∂ψ

∂θ
︸ ︷︷ ︸

A1

− 1
ρ

∂2ψ

∂ρ∂θ
︸ ︷︷ ︸

A1

)

, (3.11a)

σA2
ρθ = σA2

θρ = µ

(

−2
ρ

∂2φ

∂θ∂ρ
︸ ︷︷ ︸

A2

+
1
ρ2

∂2ψ

∂θ2
︸ ︷︷ ︸

A2

+
1
ρ

∂ψ

∂ρ
︸ ︷︷ ︸

A2

− ∂2ψ

∂ρ2
︸︷︷︸

A2

+
2
ρ2

∂φ

∂θ
︸ ︷︷ ︸

A2

)

, (3.11b)

σA1
θθ = λk2

Lφ
︸ ︷︷ ︸

A1

+2µ

(

− 1
ρ2

∂2φ

∂θ2
︸ ︷︷ ︸

A1

− 1
ρ

∂2ψ

∂θ∂ρ
︸ ︷︷ ︸

A1

− 1
ρ

∂φ

∂ρ
︸︷︷︸

A1

+
1
ρ2

∂ψ

∂θ
︸ ︷︷ ︸

A1

)

; (3.11c)

⋄ les pressions incidentes et diffusées appartiennent à A1.
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On rappelle (Chapitre 1 page 15) que la dérivée par rapport à θ agit comme une multi-
plication par une fonction appartenant A2. D’après la table de multiplication (Tab. 1.2), on
en déduit que φ, ps et pinc doivent appartenir à A1 tandis que ψ doit appartenir à A2. Ces
quantités sont de la forme (Eqs. 1.15a et 1.15b)

φA1 =
1

ρsω2 ∑
n pair

γn AL
n Jn (kLρ) cos(nθ), ψA2 =

i
ρsω2 ∑

n pair
γn AT

n Jn (kTρ) sin(nθ) (3.12)

pA1
s = ∑

n pair
inγn AS

nH(1)
n (kρ) cos(nθ), pA1

inc = ∑
n pair

inγn Jn (kρ) cos(nα) cos(nθ) (3.13)

où γn est le facteur de Neumann défini par γ0 = 1 et γn = 2 pour n > 0. En insérant les
expressions (Eqs. 3.12 et 3.13) dans les conditions aux limites,

(

−∂φ

∂ρ
+

1
ρ

∂ψ

∂θ

)A1

nρ +

(

−1
ρ

∂φ

∂θ
− ∂ψ

∂ρ

)A2

nθ

=
1

ρ f ω2

((
∂ (pinc + ps)

∂ρ

)A1

nρ +

(
1
ρ

∂ (pinc + ps)

∂θ

)A2

nθ

)

(3.14)

σA1
ρρ nρ + σA2

ρθ nθ = − (pinc + ps)
A1 nρ (3.15a)

σA2
ρθ nρ + σA1

θθ nθ = − (pinc + ps)
A1 nθ, (3.15b)

on obtient

∑
n pair

γn
[
AL

n(−aL
n cos (nθ) nρ + bL

n sin (nθ) nθ) + iAT
n (−aT

n cos (nθ) nρ + bT
n sin (nθ) nθ)

+ in AS
n(−aS

n cos (nθ) nρ + bS
n sin (nθ) nθ)

]
= ∑

n pair
inγn cos(nα)(−ainc

n cos (nθ) nρ + binc
n sin (nθ) nθ)

(3.16a)

∑
n pair

γn
[
AL

n(c
L
n cos (nθ) nρ + dL

n sin (nθ) nθ) + iAT
n (c

T
n cos (nθ) nρ + dT

n sin (nθ) nθ)

+ in AS
n(c

S
n cos (nθ) nρ)

]
= ∑

n pair
inγn cos (nα) (cinc

n cos (nθ) nρ) (3.16b)

∑
n pair

γn
[
AL

n(e
L
n sin (nθ) nρ − f L

n cos (nθ) nθ) + iAT
n (e

T
n sin (nθ) nρ − f T

n cos (nθ) nθ)

+ in AS
n(e

S
n cos (nθ) nθ)

]
= ∑

n pair
inγn cos (nα) (einc

n cos (nθ) nθ) (3.16c)

où les fonctions de structure aj
n, bj

n, cj
n, dj

n, ej
n, f j

n j ∈ {L, T, S, inc} sont données dans l’annexe
A.3. Ces fonctions dépendent de la variable θ et s’expriment à partir des fonctions de Bessel
et de leurs dérivées. Afin de s’affranchir de la dépendance angulaire en θ, les fonctions Fn(θ)
entre parenthèses dans les équations (3.16) sont développées en séries de Fourier de la façon
suivante

Fn(θ) =
+∞

∑
p=−∞

fn,p eipθ, avec fn,p =
1

2π

∫ π

−π
Fn(θ) e−ipθdθ. (3.17)
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Le système d’équations (3.16) s’écrit alors

∑
n pair

+∞

∑
p=−∞

γn

(

AL
nαL

n,p + iAT
n αT

n,p + in AS
nαS

n,p

)

eipθ = ∑
n pair

+∞

∑
p=−∞

γn

(

in cos(nα)αinc
n,p

)

eipθ

(3.18a)

∑
n pair

+∞

∑
p=−∞

γn

(

AL
nβL

n,p + iAT
n βT

n,p + in AS
nβS

n,p

)

eipθ = ∑
n pair

+∞

∑
p=−∞

γn

(

in cos (nα) βinc
n,p

)

eipθ

(3.18b)

∑
n pair

+∞

∑
p=−∞

γn

(

AL
nξL

n,p + iAT
n ξT

n,p + in AS
nξS

n,p

)

eipθ = ∑
n pair

+∞

∑
p=−∞

γn

(

in cos (nα) ξ inc
n,p

)

eipθ

(3.18c)

où l’on a posé

(−aL
n cos (nθ) nρ + bL

n sin (nθ) nθ) =
+∞

∑
p=−∞

αL
n,p eipθ

avec αL
n,p =

1
2π

∫ π

−π
(−aL

n cos (nθ) nρ + bL
n sin (nθ) nθ) e−ipθdθ, (3.19a)

(−aT
n cos (nθ) nρ + bT

n sin (nθ) nθ) =
+∞

∑
p=−∞

αT
n,p eipθ

avec αT
n,p =

1
2π

∫ π

−π
(−aT

n cos (nθ) nρ + bT
n sin (nθ) nθ) e−ipθdθ, (3.19b)

(−aS
n cos (nθ) nρ + bS

n sin (nθ) nθ) =
+∞

∑
p=−∞

αS
n,p eipθ

avec αS
n,p =

1
2π

∫ π

−π
(−aS

n cos (nθ) nρ + bS
n sin (nθ) nθ) e−ipθdθ, (3.19c)

(−ainc
n cos (nθ) nρ + binc

n sin (nθ) nθ) =
+∞

∑
p=−∞

αinc
n,p eipθ

avec αinc
n,p =

1
2π

∫ π

−π
(−ainc

n cos (nθ) nρ + binc
n sin (nθ) nθ) e−ipθdθ, (3.19d)

(cL
n cos (nθ) nρ + dL

n sin (nθ) nθ) =
+∞

∑
p=−∞

βL
n,p eipθ

avec βL
n,p =

1
2π

∫ π

−π
(cL

n cos (nθ) nρ + dL
n sin (nθ) nθ) e−ipθdθ, (3.20a)

(cT
n cos (nθ) nρ + dT

n sin (nθ) nθ) =
+∞

∑
p=−∞

βT
n,p eipθ

avec βT
n,p =

1
2π

∫ π

−π
(cT

n cos (nθ) nρ + dT
n sin (nθ) nθ) e−ipθdθ, (3.20b)

(cS
n cos (nθ) nρ) =

+∞

∑
p=−∞

βS
n,p eipθ avec βS

n,p =
1

2π

∫ π

−π
(cS

n cos (nθ) nρ) e−ipθdθ, (3.20c)

(cinc
n cos (nθ) nρ) =

+∞

∑
p=−∞

βinc
n,p eipθ avec βinc

n,p =
1

2π

∫ π

−π
(cinc

n cos (nθ) nρ) e−ipθdθ, (3.20d)
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(eL
n sin (nθ) nρ − f L

n cos (nθ) nθ) =
+∞

∑
p=−∞

ξL
n,p eipθ

avec ξL
n,p =

1
2π

∫ π

−π
(eL

n sin (nθ) nρ − f L
n cos (nθ) nθ) e−ipθdθ, (3.21a)

(eT
n sin (nθ) nρ − f T

n cos (nθ) nθ) =
+∞

∑
p=−∞

ξT
n,p eipθ

avec ξT
n,p =

1
2π

∫ π

−π
(eT

n sin (nθ) nρ − f T
n cos (nθ) nθ) e−ipθdθ, (3.21b)

(eS
n cos (nθ) nθ) =

+∞

∑
p=−∞

ξS
n,p eipθ avec ξS

n,p =
1

2π

∫ π

−π
(eS

n cos (nθ) nθ) e−ipθdθ, (3.21c)

(einc
n cos (nθ) nθ) =

+∞

∑
p=−∞

ξ inc
n,p eipθ avec ξ inc

n,p =
1

2π

∫ π

−π
(einc

n cos (nθ) nθ) e−ipθdθ. (3.21d)

L’utilisation de la théorie des groupes confère des propriétés de parité aux fonctions entre
parenthèses dans (3.16) ou (3.19), (3.20) et (3.21). En suivant la démarche décrite dans l’an-
nexe A.4 qui utilise les propriétés de parité et d’invariance de ces fonctions, on peut réduire

– la somme sur p de ]− ∞,+∞[ à [0,+∞[,
– le domaine d’intégration [−π, π] à [0, π/2], i.e. l’étude est restreinte au domaine fon-

damental (Fig. 3.1).
Les équations (3.19), (3.20) et (3.21) correspondent à l’équation (A.16). Les fonctions Fn(θ)
dans les équations (3.19) et (3.20) sont paires et invariantes par changement θ → π − θ et on
applique dans ce cas le résultat (Eq. A.22). Les fonctions Fn(θ) dans les équations (3.21) sont
impaires et non invariantes par changement θ → π − θ et on applique dans ce cas le résultat
(Eq. A.28). On obtient alors les équations finales

∑
n,p pairs

γnγp

(

AL
nαL

n,p + iAT
n αT

n,p + in AS
nαS

n,p

)

cos(pθ) = ∑
n,p pairs

γnγp

(

in cos(nα)αinc
n,p

)

cos(pθ)

(3.22a)

∑
n,p pairs

γnγp

(

AL
n βL

n,p + iAT
n βT

n,p + in AS
nβS

n,p

)

cos (pθ) = ∑
n,p pairs

γnγp

(

in cos (nα) βinc
n,p

)

cos (pθ)

(3.22b)

∑
n,p pairs

γnγp

(

AL
nξL

n,p + iAT
n ξT

n,p + in AS
nξS

n,p

)

sin (pθ) = ∑
n,p pairs

γnγp

(

in cos (nα) ξ inc
n,p

)

sin (pθ)

(3.22c)

où les coefficients de Fourier α
(j)
n,p, β

(j)
n,p, ξ

(j)
n,p, j ∈ {L, T, S, inc} sont donnés dans l’annexe A.6.

On note que la théorie des groupes permet de réduire les sommes à des entiers pairs positifs.

Forme matricielle Le système d’équations (3.22) peut s’exprimer sous forme matricielle





γnγpαL
n,p iγnγpαT

n,p inγnγpαS
n,p

γnγpβL
n,p iγnγpβT

n,p inγnγpβS
n,p

γnγpξL
n,p iγnγpξT

n,p inγnγpξS
n,p









AL
n

AT
n

AS
n



 =






inγnγpαinc
n,p cos(nα)

inγnγpβinc
n,p cos(nα)

inγnγpξ inc
n,p cos(nα)




 . (3.23)

On procède d’une manière similaire pour obtenir, mutatis mutandis, les équations finales
pour les représentations A2, B1 et B2.
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3.2.2.2 Représentation A2

On exprime les conditions aux limites dans la représentation irréductible A2 en utilisant

φA2 =
i

ρsω2 ∑
n pair

γn AL
n Jn (kLρ) sin(nθ), ψA1 =

1
ρsω2 ∑

n pair
γn AT

n Jn (kTρ) cos(nθ) (3.24)

pA2
s = i ∑

n pair
γnin AS

nH(1)
n (kρ) sin(nθ), pA2

inc = ∑
n pair

γnin Jn (kρ) sin(nα) sin(nθ) (3.25)

de la forme (Eqs. 1.15a et 1.15b). On obtient

∑
n pair

γn
[
AL

n(a
L
n sin (nθ) nρ + bL

n cos (nθ) nθ) + iAT
n (a

T
n sin (nθ) nρ + bT

n cos (nθ) nθ)

+ in AS
n(a

S
n sin (nθ) nρ + bS

n cos (nθ) nθ)
]
= −i ∑

n pair
γn × in sin (nα) (ainc

n sin (nθ) nρ + binc
n cos (nθ) nθ)

(3.26a)

∑
n pair

γn
[
AL

n(c
L
n sin (nθ) nρ − dL

n cos (nθ) nθ) + iAT
n (c

T
n sin (nθ) nρ − dT

n cos (nθ) nθ)

+ in AS
n(c

S
n sin (nθ) nρ)

]
= −i ∑

n pair
γn × in sin (nα) (cinc

n sin (nθ) nρ) (3.26b)

∑
n pair

γn
[
AL

n(e
L
n cos (nθ) nρ + f L

n sin (nθ) nθ) + iAT
n (e

T
n cos (nθ) nρ + f T

n sin (nθ) nθ)

− in AS
n(e

S
n sin (nθ) nθ)

]
= i ∑

n pair
γn × in sin (nα) (einc

n sin (nθ) nθ) (3.26c)

où les fonctions de structure aj
n, bj

n, cj
n, dj

n, ej
n, f j

n j ∈ {L, T, S, inc} sont données dans l’annexe
A.3. La décomposition en série de Fourier, la réduction de la somme sur p et la restriction au
domaine fondamental (Annexe A.4, résultats (Eqs. A.28 et A.22)) dans le système d’équations
(3.26) conduisent aux équations finales

∑
n,p pairs

γnγp

(

AL
nκL

n,p + iAT
n κT

n,p + in AS
nκS

n,p

)

sin (pθ) = −i ∑
n,p pairs

γnγp

(

in sin (nα) κinc
n,p

)

sin (pθ)

(3.27a)

∑
n,p pairs

γnγp

(

AL
nηL

n,p + iAT
n ηT

n,p + in AS
nηS

n,p

)

sin (pθ) = −i ∑
n,p pairs

γnγp

(

in sin (nα) ηinc
n,p

)

sin (pθ)

(3.27b)

∑
n,p pairs

γnγp

(

AL
nζL

n,p + iAT
n ζT

n,p − in AS
nζS

n,p

)

cos (pθ) = i ∑
n,p pairs

γnγp

(

in sin (nα) ζ inc
n,p

)

cos (pθ)

(3.27c)

où les coefficients de Fourier κ
(j)
n,p, η

(j)
n,p, ζ

(j)
n,p, j ∈ {L, T, S, inc} sont donnés dans l’annexe A.6.

Forme matricielle Le système d’équations (3.27) peut s’exprimer sous forme matricielle





γnγpκL
n,p iγnγpκT

n,p inγnγpκS
n,p

γnγpηL
n,p iγnγpηT

n,p inγnγpηS
n,p

γnγpζL
n,p iγnγpζT

n,p −inγnγpζS
n,p









AL
n

AT
n

AS
n



 = −i






inγnγpκinc
n,p sin(nα)

inγnγpηinc
n,p sin(nα)

−inγnγpζ inc
n,p sin(nα)




 . (3.28)
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3.2.2.3 Représentation B1

On exprime les conditions aux limites dans la représentation irréductible B1 en utilisant

φB1 =
2

ρsω2 ∑
n impair

AL
n Jn (kLρ) cos(nθ), ψB2 =

2i
ρsω2 ∑

n impair
AT

n Jn (kTρ) sin(nθ) (3.29)

pB1
s = 2 ∑

n impair
in AS

nH(1)
n (kρ) cos(nθ), pB1

inc = 2 ∑
n impair

in Jn (kρ) cos(nα) cos nθ) (3.30)

de la forme (Eqs. 1.15c et 1.15d). On obtient

∑
n impair

[
AL

n(−aL
n cos (nθ) nρ + bL

n sin (nθ) nθ) + iAT
n (−aT

n cos (nθ) nρ + bT
n sin (nθ) nθ)

+ in AS
n(−aS

n cos (nθ) nρ + bS
n sin (nθ) nθ)

]
= ∑

n impair
in cos(nα)(−ainc

n cos (nθ) nρ + binc
n sin (nθ) nθ)

(3.31a)

∑
n impair

[
AL

n(c
L
n cos (nθ) nρ + dL

n sin (nθ) nθ) + iAT
n (c

T
n cos (nθ) nρ + dT

n sin (nθ) nθ)

+ in AS
n(c

S
n cos (nθ) nρ)

]
= ∑

n impair
in cos (nα) (cinc

n cos (nθ) nρ) (3.31b)

∑
n impair

[
AL

n(e
L
n sin (nθ) nρ − f L

n cos (nθ) nθ) + iAT
n (e

T
n sin (nθ) nρ − f T

n cos (nθ) nθ)

+ in AS
n(e

S
n cos (nθ) nθ)

]
= ∑

n impair
in cos (nα) (einc

n cos (nθ) nθ) (3.31c)

où les fonctions de structure aj
n, bj

n, cj
n, dj

n, ej
n, f j

n j ∈ {L, T, S, inc} sont données dans l’annexe
A.3. La décomposition en série de Fourier, la réduction de la somme sur p et la restriction au
domaine fondamental (Annexe A.4, résultats (Eqs. A.24 et A.27)) dans le système d’équations
(3.31) conduisent aux équations finales

∑
n,p impairs

(

AL
nαL

n,p + iAT
n αT

n,p + in AS
nαS

n,p

)

cos(pθ) = ∑
n,p impairs

(

in cos(nα)αinc
n,p

)

cos(pθ) (3.32a)

∑
n,p impairs

(

AL
nβL

n,p + iAT
n βT

n,p + in AS
nβS

n,p

)

cos (pθ) = ∑
n,p impairs

(

in cos (nα) βinc
n,p

)

cos (pθ)

(3.32b)

∑
n,p impairs

(

AL
nξL

n,p + iAT
n ξT

n,p + in AS
nξS

n,p

)

sin (pθ) = ∑
n,p impairs

(

in cos (nα) ξ inc
n,p

)

sin (pθ)

(3.32c)

où les coefficients de Fourier α
(j)
n,p, β

(j)
n,p, ξ

(j)
n,p, j ∈ {L, T, S, inc} sont donnés dans l’annexe A.6.

Forme matricielle Le système d’équations (3.32) peut s’exprimer sous forme matricielle





αL
n,p iαT

n,p inαS
n,p

βL
n,p iβT

n,p inβS
n,p

ξL
n,p iξT

n,p inξS
n,p









AL
n

AT
n

AS
n



 =






inαinc
n,p cos(nα)

inβinc
n,p cos(nα)

inξ inc
n,p cos(nα)




 . (3.33)
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3.2.2.4 Représentation B2

On exprime les conditions aux limites dans la représentation irréductible B2 en utilisant

φB2 =
2i

ρsω2 ∑
n impair

AL
n Jn (kLρ) sin(nθ), ψB1 =

2
ρsω2 ∑

n impair
AT

n Jn (kTρ) cos(nθ) (3.34)

pB2
s = 2i ∑

n impair
in AS

nH(1)
n (kρ) sin(nθ), pB2

inc = 2 ∑
n impair

in Jn (kρ) sin(nα) sin(nθ) (3.35)

de la forme (Eqs. 1.15c) et (1.15d). On obtient

∑
n impair

[
AL

n(a
L
n sin (nθ) nρ + bL

n cos (nθ) nθ) + iAT
n (a

T
n sin (nθ) nρ + bT

n cos (nθ) nθ)

+ in AS
n(a

S
n sin (nθ) nρ + bS

n cos (nθ) nθ)
]
= −i ∑

n impair
in sin (nα) (ainc

n sin (nθ) nρ + binc
n cos (nθ) nθ)

(3.36a)

∑
n impair

[
AL

n(c
L
n sin (nθ) nρ − dL

n cos (nθ) nθ) + iAT
n (c

T
n sin (nθ) nρ − dT

n cos (nθ) nθ)

+ in AS
n(c

S
n sin (nθ) nρ)

]
= −i ∑

n impair
in sin (nα) (cinc

n sin (nθ) nρ) (3.36b)

∑
n impair

[
AL

n(e
L
n cos (nθ) nρ + f L

n sin (nθ) nθ) + iAT
n (e

T
n cos (nθ) nρ + f T

n sin (nθ) nθ)

− in AS
n(e

S
n sin (nθ) nθ)

]
= i ∑

n impair
in sin (nα) (einc

n sin (nθ) nθ) (3.36c)

où les fonctions de structure aj
n, bj

n, cj
n, dj

n, ej
n, f j

n j ∈ {L, T, S, inc} sont données dans l’annexe
A.3. La décomposition en série de Fourier, la réduction de la somme sur p et la restriction au
domaine fondamental (Annexe A.4, résultats (Eqs. A.27 et A.24)) dans le système d’équations
(3.36) conduisent aux équations finales

∑
n,p impairs

(

AL
nκL

n,p + iAT
n κT

n,p + in AS
nκS

n,p

)

sin (pθ) = −i ∑
n,p impairs

(

in sin (nα) κinc
n,p

)

sin (pθ)

(3.37a)

∑
n,p impairs

(

AL
nηL

n,p + iAT
n ηT

n,p + in AS
nηS

n,p

)

sin (pθ) = −i ∑
n,p impairs

(

in sin (nα) ηinc
n,p

)

sin (pθ)

(3.37b)

∑
n,p impairs

(

AL
nζL

n,p + iAT
n ζT

n,p − in AS
nζS

n,p

)

cos (pθ) = i ∑
n,p impairs

(

in sin (nα) ζ inc
n,p

)

cos (pθ)

(3.37c)

où les coefficients de Fourier κ
(j)
n,p, η

(j)
n,p, ζ

(j)
n,p, j ∈ {L, T, S, inc} sont donnés dans l’annexe A.6.

Forme matricielle Le système d’équations (3.37) peut s’exprimer sous forme matricielle





κL
n,p iκT

n,p inκS
n,p

ηL
n,p iηT

n,p inηS
n,p

ζL
n,p iζT

n,p −inζS
n,p









AL
n

AT
n

AS
n



 = −i






inκinc
n,p sin(nα)

inηinc
n,p sin(nα)

−inζ inc
n,p sin(nα)




 . (3.38)
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3.2.3 Détermination des quantités physiques

La diffusion acoustique d’une onde plane par un cylindre elliptique infini se ramène
à la résolution des équations (3.22), (3.27), (3.32) et (3.37), qui constituent un ensemble de
systèmes infinis d’équations algébriques linéaires et complexes. Chaque système est associé
à une représentation irréductible donnée du groupe de symétrie C2v. Les coefficients de
diffusion inconnus sont découplés grâce aux considérations de symétrie, ce qui simplifie
considérablement le problème. Le système d’équations peut être résolu numériquement en
le tronquant et utilisé pour obtenir : i) les résonances, ii) le déplacement élastique, iii) la
pression diffusée, et iv) la fonction de forme en champ lointain.

La détermination de ces quantités physiques, à l’exception des résonances, nécessite
l’évaluation des coefficients inconnus AL

n, AT
n , AS

n pour chaque représentation irréductible.
Ces coefficients sont obtenus en résolvant les systèmes linéaires complexes tronqués (Eqs.
3.22, 3.27, 3.32, 3.37). Les résonances sont obtenues en résolvant le problème propre.

Les considérations numériques pour déterminer les quantités physiques sont dévelop-
pées plus loin dans le paragraphe 3.2.4.1.

3.2.3.1 Les résonances

Les résonances sont déterminées en résolvant l’équation caractéristique dans chaque re-
présentation irréductible Ri = {A1, A2, B1, B2}

det MRi = 0, (3.39)

où MRi est la matrice qui apparaît dans le membre de gauche des équations (3.23), (3.28),
(3.33) et (3.38). Les résonances sont alors naturellement classées selon les 4 représentations.

3.2.3.2 Le déplacement élastique

Le déplacement élastique (Eq. 3.4) peut être exprimé dans chaque représentation irré-
ductible Ri en utilisant les décompositions vectorielles (Eqs. 1.22) et les potentiels (Eqs. 3.12,
3.24, 3.29 et 3.34). En suivant la démarche décrite pour le déplacement élastique du chapitre
2 (Sous-section 2.2.3), on obtient alors

uA1 =
1

ρsω2 ∑
n pair

γn

[(

−kL AL
n J′2n(kLρ) + i

n
ρ

AT
n Jn(kTρ)

)

cos(nθ)eρ

+

(

−ikT AT
n J′n(kTρ) +

n
ρ

AL
n Jn(kLρ)

)

sin(nθ)eθ

]

, (3.40)

uA2 =
1

ρsω2 ∑
n pair

γn

[(

−ikL AL
n J′n(kLρ)− n

ρ
AT

n Jn(kTρ)

)

sin(nθ)eρ

+

(

−kT AT
n J′n(kTρ)− i

n
ρ

AL
n Jn(kLρ)

)

cos(nθ)eθ

]

, (3.41)

uB1 =
2

ρsω2 ∑
n impair

[(

−kL AL
n J′n(kLρ) + i

n
ρ

AT
n Jn(kTρ)

)

cos(nθ)eρ

+

(

−ikT AT
n J′n(kTρ) +

n
ρ

AL
n Jn(kLρ)

)

sin(nθ)eθ

]

, (3.42)
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uB2 =
2

ρsω2 ∑
n impair

[(

−ikL AL
n J′n(kLρ)− n

ρ
AT

n Jn(kTρ)

)

sin(nθ)eρ

+

(

−kT AT
n J′n(kTρ)− i

n
ρ

AL
n Jn(kLρ)

)

cos(nθ)eθ

]

. (3.43)

L’amplitude du déplacement des modes résonants est obtenue en calculant |uRi |.

3.2.3.3 La pression diffusée et la fonction de forme en champ lointain

La pression diffusée (Eq. 3.3) peut être exprimée dans chaque représentation irréductible
Ri en utilisant l’expression de pRi

s donnée par les équations (3.13), (3.25), (3.30) et (3.35).
La fonction de forme FF∞ est définie de la façon suivante [Léon et al. 2004] :

FF∞ = lim
ρ→∞

√
aeff

a

√

2ρ

a

∣
∣
∣
∣

ps

pinc

∣
∣
∣
∣
, (3.44)

avec aeff =
√

a2+b2

2 et ps = pA1
s + pA2

s + pB1
s + pB2

s obtenu à partir de la décomposition scalaire
(Eq. 1.10). De façon équivalente, en prenant la limite de chaque composante de la pression
diffusée, on obtient

FF∞ =
∣
∣FFA1

∞ + FFA2
∞ + FFB1

∞ + FFB2
∞

∣
∣, (3.45)

avec

FFA1
∞ =

2
a

√
aeff

πk
e−iπ/4 ∑

n pair
γn AS

n cos(nθ), (3.46a)

FFA2
∞ =

2i
a

√
aeff

πk
e−iπ/4 ∑

n pair
γn AS

n sin(nθ), (3.46b)

FFB1
∞ =

4i
a

√
aeff

πk
e−3iπ/4 ∑

n impair
AS

n cos(nθ), (3.46c)

FFB2
∞ = −4

a

√
aeff

πk
e−3iπ/4 ∑

n impair
AS

n sin(nθ). (3.46d)

Les coefficients inconnus AS
n sont bien évidemment distincts pour chaque représentation.

3.2.4 Résultats numériques

3.2.4.1 Considérations numériques

On rappelle que l’utilisation de la théorie des groupes conduit au découplage du pro-
blème de diffusion, c’est à dire que les équations obtenues peuvent être résolues séparé-
ment pour chaque représentation irréductible. Les résonances sont déterminées en résolvant
l’équation caractéristique det MRi = 0 (Eq. 3.39), où MRi est la matrice qui apparaît dans le
membre de gauche des équations (3.23), (3.28), (3.33) et (3.38). Comme cela a été expliqué
dans la sous-section 2.3.1 du chapitre 2, les résonances du problème de diffusion sont com-
plexes et il est nécessaire de rechercher les zéros de l’équation caractéristique en utilisant le
principe de l’argument [Whittaker et Watson 1927]. Cette méthode permet de déterminer les
positions des résonances de diffusion dans le plan complexe de la variable kr, où k est le
nombre d’onde et r le rayon moyen calculé pour un périmètre d’ellipse constant égal à 2π.
L’intégrale

1
2πi

∮

C

d
dkr

ln
(
det MRi

)
dkr (3.47)
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le long du contour fermé C 1 fournit la différence entre le nombre de zéros de det MRi (comp-
tés avec leur multiplicité) et le nombre de ses pôles (comptés également avec leur multipli-
cité), ces pôles et zéros étant situés à l’intérieur de C. On effectue une exploration du plan
complexe de la variable kr afin d’isoler tous les zéros. On remarque qu’un tel procédé est
d’autant plus performant que notre étude algébrique permet de diviser par 4 le nombre de
résonances dans le domaine du plan complexe exploré, 4 étant le nombre de représentations
irréductibles du groupe C2v. Ensuite, l’intégrale

1
2πi

∮

C
kr

d
dkr

ln
(
det MRi

)
dkr (3.48)

nous permet de calculer les coordonnées des zéros isolés dans la région intérieure à C. Les
positions des résonances de diffusion sont déterminées dans le domaine 0 ≤ Re(kr) ≤ 50
et −0, 5 ≤ Im(kr) ≤ 0 2. Pour des fréquences réduites plus élevées, la détermination des
résonances engendre des instabilités numériques.

Les matrices par blocs qui interviennent dans les calculs sont de dimension infinie. Pour
obtenir une solution numérique, elle doivent être tronquées. La démarche pour déterminer
numériquement l’ordre de troncature N est la même que celle suivie en sous-section 2.3.1.
Il dépend du produit k × a (où k est le nombre d’onde réduit et a est le demi-grand axe du
disque elliptique) et est donné par

N = Sup
(

8,
ka
4

+ 4
)

, (3.49)

qui est identique à celui du problème intérieur (Eq. 2.41). Cependant, on doit y ajouter une
correction dépendant de l’excentricité pour b/a < 0, 9 :

N = Sup
(

8,
ka
4

+ 4 +
2
u

)

(3.50)

avec u la coordonnée elliptique radiale définie en annexe A.1.
Les coefficients inconnus sont déterminés numériquement en résolvant, dans chaque

représentation irréductible, les systèmes d’équations (3.22), (3.27), (3.32) et (3.37) tronqués
afin de calculer le déplacement élastique, la pression diffusée et la fonction de forme en
champ lointain.

L’implémentation numérique de notre méthode, qui prend en compte les symétries grâce
à la théorie des groupes, présente de nombreux avantages, déjà mentionnés en sous-section
2.3.1. On rappelle que les matrices sont de dimension (N × N), plutôt que (2N × 2N) pour
le problème couplé (i.e. sans utilisation de la théorie des groupes). Elles sont mieux condi-
tionnées et leur taille réduite accélère la vitesse des calculs. D’autre part, les calculs peuvent
être menés en haute fréquence (Re(kr) = 50) et pour de fortes excentricités.

3.2.4.2 Mise en évidence de la levée de dégénérescence

On s’intéresse à la levée de dégénérescence des résonances qui peut être interprétée en
termes de brisure de symétrie. La symétrie du cylindre circulaire est brisée en considérant
différents cylindres elliptiques de rapports b/a décroissants. Les résonances du cylindre
circulaire sont associées aux modes résonants (n, ℓ) dans le formalisme modal usuel. Elles
sont suivies à mesure qu’on le déforme vers un cylindre elliptique de plus en plus excentré,
tout en conservant un périmètre constant égal à 2π, dans le but de conserver la même

1. On choisit un contour d’intégration circulaire.
2. Sur les figures, on présente un domaine limité à Re(kr) = 50 et Im(kr) = −0, 2. Pour des parties imagi-

naires inférieures, les résonances sont très atténuées et leur contribution est réduite.
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longueur de parcours pour toute onde circonférentielle, quel que soit le rapport b/a. Sur les
figures (3.2) et (3.3), on suit l’évolution de deux modes résonants du cylindre circulaire à
mesure que l’excentricité augmente. Les modes (1, 2) et (3, 2) sont respectivement suivis sur
des fonctions de forme (Fig. 3.2a), obtenues numériquement, et dans le plan complexe de la
variable kr (Fig. 3.3a). La levée de dégénérescence s’opère (ici en B1 et B2) dès que la symétrie
est à peine brisée (b/a = 0, 9640), et on constate logiquement que la séparation augmente
avec l’excentricité. On suit l’évolution des modes (1, 2)B1 − (1, 2)B2 et (3, 2)B1 − (3, 2)B2 en
traçant, dans les représentations B1 et B2, le déplacement élastique et la pression diffusée
normalisée par la pression incidente. On note en particulier que les deux modes séparés
se comportent très différemment à mesure que la déformation augmente en observant les
lobes de ré-émission de la pression diffusée. Le suivi dans le plan complexe montre que
les résonances se séparent à la fois en partie réelle et en partie imaginaire. La position des
minima sur la fonction de forme correspond à la partie réelle, l’allure du minima (plus ou
moins large) correspond à la partie imaginaire qui est liée à l’atténuation. C’est pourquoi
les résonances dont la partie imaginaire augmente (en valeur absolue) sont de plus en plus
atténuées et non observables sur des fonctions de forme.
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Figure 3.2 – Levée de dégénérescence du mode (1,2).
(a) Fonctions de forme.

(b) Pression diffusée et déplacement élastique.
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Table 3.1 – Caractéristiques des transducteurs.

Fréquence centrale Bande passante à −12 dB Diamètre surface active

V389
f ≈ 475 kHz 250 kHz . f . 700 kHz

4 cm
kr ≈ 15 8 . kr . 22

V392
f ≈ 870 kHz 400 kHz . f . 13700 kHz

4 cm
kr ≈ 28 13 . kr . 41

3.3 Étude expérimentale de la diffusion acoustique par des cy-
lindres élastiques elliptiques, comparaison théorie/expérience

3.3.1 Description du dispositif d’excitation et de mesure

3.3.1.1 Méthode impulsionnelle

Le méthode impulsionnelle représente la technique classique utilisée en analyse spec-
trale. Elle consiste à utiliser une impulsion de durée très brève pour l’excitation et à calculer
la transformée de Fourier de la réponse à cette excitation. On obtient ainsi des informations
concernant les variations d’intensité du signal mesuré en fonction de la fréquence. C’est
la méthode retenue pour obtenir les fonctions de forme expérimentales. L’ensemble de la
chaîne d’excitation et de mesure s’articule selon le schéma suivant (Fig. 3.4) :

– Un synthétiseur multifonctions fournit une impulsion rectangulaire d’excitation dont
la largeur peut être ajustée de manière à couvrir efficacement l’ensemble de la bande
passante des transducteurs. Ce signal, après passage par un amplificateur de puis-
sance, atteint un niveau de sortie d’une centaine de volts avant d’attaquer le transduc-
teur d’émission.

– Un dispositif électronique de commutation permet d’effectuer des mesures soit en
configuration monostatique, un seul transducteur étant utilisé à la fois pour l’émission
et la réception (cas de la rétrodiffusion), soit en configuration bistatique, un transduc-
teur pour l’émission et l’autre pour la réception dans le cas d’une insonification sous
incidence variable.

– Les transducteurs sont de marque PANAMETRICS et possèdent les caractéristiques ré-
sumées en table (3.1). On se place dans les conditions de champ lointain afin que l’onde
émise ait une structure d’onde plane, c’est à dire pour une distance transducteur-
cylindre bien supérieure à la distance de Fresnel soit environ 60 cm à 1 MHz.

– Les ondes ultrasonores diffusées par le système sont mesurées par le transducteur
de réception. Après amplification, le signal correspondant est transmis à un oscil-
loscope numérique qui réalise les opérations d’échantillonnage du signal ainsi que
les moyennes sur plusieurs acquisitions dans le but d’améliorer le rapport signal sur
bruit 3.

3. La précision des mesures peut également être augmentée en saturant l’écho direct (spéculaire), dans le cas
où l’on ne s’intéresse qu’à la partie résonante du signal (régime de ré-émission libre).
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Figure 3.4 – Dispositif ultrasonore expérimental utilisé pour la méthode impulsionnelle.

3.3.1.2 Traitement numérique du signal

Le signal amplifié, numérisé et moyenné est stocké sur disque et transféré sur micro ordi-
nateur afin d’être traité par des méthodes classiques de traitement du signal. On sélectionne
la portion de signal temporel que l’on désire analyser à l’aide d’une fenêtre temporelle de
pondération de type Hamming. Cette dernière représente le meilleur compromis entre la
séparation fréquentielle de deux résonances voisines et la déformation minimale de la forme
générale de la densité spectrale. On calcule ensuite la transformée de Fourier de la portion
du signal sélectionné par un algorithme de transformée de Fourier discrète (FFT). Le spectre
d’intensité (densité spectrale de puissance) ainsi calculé est alors normalisé par un spectre
de référence obtenu par réflexion sur une surface parfaitement réfléchissante (la surface de
l’eau de la cuve dans notre cas). On élimine par cette méthode l’influence de la réponse
fréquentielle du transducteur ainsi que tous les bruits d’origine électronique créés par l’en-
semble de la chaîne d’excitation et de mesure. On peut alors comparer les spectres calculés
théoriquement aux spectres expérimentaux ainsi normalisés.

3.3.1.3 Méthode quasi-harmonique

Cette méthode permet d’obtenir les diagrammes angulaires pour les diffuseurs étudiés.
Le signal électrique envoyé au transducteur d’émission est constitué de trains d’ondes si-
nusoïdaux de fréquence fixe, composés d’un grand nombre de périodes. Un synthétiseur
multifonctions fournit une excitation sinusoïdale de fréquence fixée (Fig. 3.5). La durée des
trains d’ondes doit être suffisamment grande pour l’établissement d’un régime permanent
dans l’objet étudié et inférieure au temps de parcours séparant le transducteur de l’objet
pour éviter toute interférence entre le signal d’émission et le signal diffusé par l’objet. La
fréquence de répétition (durée séparant deux trains d’ondes consécutifs) doit être choisie de
manière à ce que les échos parasites se réfléchissant sur les parois et le fond de la cuve ainsi
qu’à l’interface eau-air soient fortement atténués. Le principe de la méthode expérimen-
tale utilisée est basé sur la mesure d’amplitude au niveau de la portion du signal temporel



70 Chapitre 3. Diffusion acoustique en géométrie elliptique

correspondant, dans notre cas, au régime de ré-émission libre. Pour cela, une fenêtre de me-
sure, dont la largeur et le retard sont réglables, permet de sélectionner la portion du signal
amplifié désirée, puis un détecteur crête à crête fournit une tension proportionnelle à la va-
leur maximale de l’amplitude atteinte à l’intérieur de la fenêtre de mesure, le résultat de la
mesure est ensuite stocké sur disque et transféré sur micro ordinateur. La procédure expéri-
mentale est synchronisée avec les déplacements angulaires des transducteurs afin d’obtenir
les diagrammes angulaires de façon automatique. Les déplacements angulaires sont motori-
sés et gérés par un dispositif piloté via une interface RS 232. On contrôle ainsi avec précision
(jusqu’au centième de degré) les déplacements des transducteurs. Un déplacement vertical
du diffuseur et des transducteurs est également prévu afin de régler la profondeur d’immer-
sion et d’ajuster l’axe du faisceau ultrasonore incident avec le centre du diffuseur.
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Figure 3.5 – Dispositif ultrasonore expérimental utilisé pour la méthode quasi-harmonique.

3.3.2 Description du dispositif expérimental

3.3.2.1 La cuve

Les mesures sont réalisées dans une cuve parallélépipédique, non anéchoïde, remplie
d’eau (ρeau = 1000 kg.m−3, ceau = 1482, 7 m.s−1 calculée en tenant compte de la température
de l’eau [Giangreco 1997]), de dimensions intérieures (cm) 190 × 130 × 90 dans laquelle sont
immergés les différents cylindres elliptiques les uns après les autres et le(s) transducteur(s).
Le réglage de la distance séparant l’ensemble diffuseur du transducteur s’effectue manuel-
lement le long d’un bras horizontal sur lequel la position du transducteur est repérée avec
une précision de l’ordre du millimètre.

3.3.2.2 Les cylindres elliptiques

Les cylindres elliptiques sont en aluminium 5086 (ancienne dénomination Ag4mc ;
ρs = 2670 kg.m−3 - cL = 6277 m.s−1 - cT = 3162 m.s−1), ils mesurent 40 cm et possèdent
des rapports b/a différents (0, 9640 - 0, 9051 - 0, 7616 - 0, 6351 - 0, 5370). Il est important de
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Table 3.2 – Table des caractères du groupe C2v.

C2v E C2 σx σy

A1 1 1 1 1
A2 1 1 −1 −1
B1 1 −1 1 −1
B2 1 −1 −1 1

Table 3.3 – Influence de la valeur de l’angle d’incidence.

Angle d’incidence α A1 A2 B1 B2

45◦ (incidence oblique)
√ √ √ √

0◦ (incidence selon le grand axe)
√ × √ ×

90◦ (incidence selon le petit axe)
√ × × √

spécifier que ces cylindres ont été usinés à périmètre constant dans le but de conserver la
même longueur de parcours pour toute onde circonférentielle, quel que soit le rapport b/a.
Ce périmètre est choisi égal à 2π × 7, 5 mm.

3.3.3 Insonification par une onde plane et considérations de symétrie

Les cylindres sont insonifiés par une onde acoustique plane, sous plusieurs angles d’in-
cidence α. Selon la valeur de α, la pression totale p = pinc + ps n’est pas invariante selon
toutes les transformations de symétrie données en section 1.2 et résumées dans la table des
caractères (Tab. 3.2) :

– α = 45◦ (incidence oblique) : p est invariante uniquement sous la transformation iden-
tité E. On obtient alors les résonances et la pression diffusée dans toutes les représen-
tations 4.

– α = 90◦ (petit axe) : p est invariante uniquement sous les transformations identité E et
la réflexion miroir σy. On obtient alors les résonances et la pression diffusée dans les
représentations A1 et B2

5.
– α = 0◦ (grand axe) : p est invariante uniquement sous les transformations identité E et

la réflexion miroir σx. On obtient alors les résonances et la pression diffusée dans les
représentations A1 et B1

6.
Le tableau 3.3 résume les considérations présentées ci-dessus. On notera que pour toute

valeur de α différente de 0◦ ou 90◦, les résonances de toutes les représentations sont obser-
vées.

3.3.4 Comparaison des résultats théoriques et expérimentaux

Les fonctions de forme expérimentales sont comparées aux fonctions de forme théoriques
calculées à partir de l’équation (3.45) sur les figures (3.6) et (3.8 - 3.13). On observe un très
bon accord entre la théorie et l’expérience dans la gamme de fonctionnement des transduc-
teurs (Tab. 3.1) et même au-delà : on constate en effet que la comparaison reste très bonne en
dehors de la bande passante à −12 dB. Les nombreuses variations rapides de forme caracté-
ristique, prévues théoriquement, sont observées expérimentalement. Elles sont associées aux
résonances élastiques localisées dans le plan complexe de la variable kr.

On s’intéresse maintenant à la mise en évidence expérimentale de la levée de dégénéres-
cence des résonances. Ce phénomène, prévu par la théorie, s’interprète en terme de brisure

4. On considère la première colonne de la table des caractères.
5. On considère la première et la dernière colonnes de la table des caractères.
6. On considère la première et l’avant dernière colonnes de la table des caractères.
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de symétrie et est observé numériquement dans le paragraphe 3.2.4.2. Sur le plan expérimen-
tal, la symétrie du cylindre circulaire est brisée en sélectionnant 5 cylindres elliptiques de
rapports b/a décroissants (paragraphe 3.3.2.2). Pour observer la levée de dégénérescence, les
résonances du cylindre circulaire (associées aux modes résonants (n, ℓ) dans le formalisme
modal) sont suivies à mesure que la déformation vers le cylindre elliptique augmente, tout
en conservant le périmètre constant, afin que la longueur de parcours pour toute onde cir-
conférentielle reste identique, quel que soit le rapport b/a. Ce suivi permet alors d’identifier
les modes non dégénérés du cylindre elliptique en leur associant le mode initial dégénéré
du cylindre circulaire.
La figure (3.6) présente l’identification des modes résonants pour un cylindre elliptique très
peu déformé (b/a = 0, 9640). Les fonctions de formes théorique et expérimentale en inci-
dence oblique pour ce cylindre sont présentées en figure (3.6a). Dans cette configuration, on
rappelle que les résonances de toutes les représentations sont visibles (Sous-section 3.3.3).
On relie les minima qui apparaissent sur ces fonctions de forme aux résonances localisées
dans le plan complexe de la variable kr et on identifie tous les modes dans le domaine
considéré (Fig. 3.6b). La levée de dégénérescence est observée théoriquement et expérimen-
talement, sur les fonctions de forme, dès que la symétrie est à peine brisée. Le tableau (3.4)
présente les valeurs numériques des résonances dans le plan complexe de la variable kr à
la fois pour le cylindre circulaire et le cylindre elliptique. La séparation des résonances est
plus ou moins marquée selon le mode et s’opère à la fois en partie réelle et en partie imagi-
naire. Par exemple, pour le mode (3, 2), la séparation n’est observable qu’à partir des valeurs
données dans le tableau (3.4) tandis que, pour le mode (1, 3), cette séparation est clairement
visible sur la figure (3.6). On remarque, une fois encore, que les résonances se séparent en
A1 et A2 (resp. en B1 et B2) pour tout indice angulaire n pair (resp. impair).

L’identification des modes est également possible à partir du calcul et de l’observation
des amplitudes du déplacement élastique et de la pression diffusée. Ainsi, pour les hautes
fréquences, où l’on a une prolifération des résonances, seule cette dernière méthode permet
d’identifier sans ambiguïté le type de mode. C’est par exemple le cas des modes (1, 6) et
(3, 4) tous deux séparés en B1 et B2 pour lesquels les valeurs de résonance sont très proches
(Tab. 3.4). Ces deux modes sont identifiés à partir de l’observation combinée des ventres et
noeuds d’amplitude du déplacement élastique, et des lobes de ré-émission de la pression
dans le fluide (Fig. 3.7).
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Figure 3.6 – Cylindre elliptique de rapport b/a = 0, 9640 et identification des modes résonants. (a) Compa-
raison entre les fonctions de forme théorique et expérimentale en incidence oblique α = 45◦. (b) Position des
résonances de diffusion calculées numériquement dans le plan complexe de la variable kr et modes résonants.
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Table 3.4 – Valeurs des résonances dans le plan complexe de la variable kr pour le cylindre circulaire et un
cylindre elliptique faiblement déformé. Mise en évidence de la levée de dégénérescence.

Mode (n, ℓ) Cylindre circulaire b/a = 1 Cylindre elliptique b/a = 0, 9640
A1 B1
A2 B2

(0, 2) 10, 952208 − 0, 000000i
10, 982882 − 0, 000036i

(0, 3) 17, 950581 − 0, 000001i
18, 018652 − 0, 003704i

(0, 4) 24, 780427 − 0, 000001i
25, 022599 − 0, 002577i

(1, 2) 6, 082623 − 0, 018496i
6, 237696 − 0, 020170i
5, 929548 − 0, 018644i

(1, 3) 13, 965108 − 0, 083636i
14, 085314 − 0, 108891i
13, 871516 − 0, 066768i

(1, 5) 21, 266038 − 0, 000054i
21, 508857 − 0, 000563i
21, 105430 − 0, 001131i

(1, 6) 28, 009562 − 0, 021293i
28, 357833 − 0, 074684i
27, 711504 − 0, 042388i

(2, 2) 9, 491920 − 0, 000480i
9, 498585 − 0, 012757i
9, 464633 − 0, 005295i

(2, 3) 16, 982927 − 0, 041161i
17, 017695 − 0, 043031i
16, 958345 − 0, 039791i

(2, 4) 24, 525824 − 0, 012236i
24, 571041 − 0, 013833i
24, 338816 − 0, 010279i

(3, 2) 12, 985747 − 0, 029743i
12, 984237 − 0, 034454i
12, 979623 − 0, 034555i

(3, 3) 19, 901834 − 0, 022905i
19, 959125 − 0, 058752i
19, 951108 − 0, 060353i

(3, 4) 28, 103153 − 0, 126844i
28, 017212 − 0, 105878i
28, 195769 − 0, 099174i

(4, 2) 16, 441068 − 0, 089688i
16, 424902 − 0, 089368i
16, 422851 − 0, 088966i

(4, 3) 22, 800998 − 0, 008554i
22, 739792 − 0, 048230i
22, 739375 − 0, 047944i

(4, 4) 29, 398849 − 0, 147601i
29, 423114 − 0, 140676i
29, 421467 − 0, 140132i

(5, 2) 19, 781948 − 0, 159298i
19, 719215 − 0, 123565i
19, 717555 − 0, 121580i

(5, 3) 25, 716610 − 0, 000424i
25, 642248 − 0, 051785i
25, 641825 − 0, 052024i

(6, 2) 28, 667012 − 0, 004045i
28, 587152 − 0, 046066i
28, 587110 − 0, 046063i
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Mode (1,6) Mode (3,4)

B1

B2

Figure 3.7 – Modes (1, 6) et (3, 4) en B1 et B2, cylindre elliptique b/a = 0, 9640.

On poursuit la comparaison théorie/expérience en suivant l’évolution des modes réso-
nants pour deux cylindres elliptiques lorsque le rapport b/a varie de 0, 9640 (Fig. 3.8) à
0, 9051 (Fig. 3.9), en incluant une mesure expérimentale supplémentaire (diagrammes angu-
laires).
Les fonctions de forme théorique et expérimentale en incidence oblique sont comparées dans
les figures (3.8a) et (3.9a). On établit un parallèle entre les fonctions de forme et les localisa-
tions des résonances dans le plan complexe de la variable kr. Plus précisément, les parties
réelles des résonances sont reliées aux résonances séparées sur ces fonctions de forme et on
identifie les modes associés (Figs. 3.8b et 3.9b). On se limite à une partie imaginaire dont la
valeur absolue n’excède pas 0, 2. En effet, au delà de cette valeur, les résonances sont trop
atténuées pour être observées sur les fonctions de forme. Lorsque la déformation s’accentue
(Fig. 3.8 −→ Fig. 3.9), on note que la séparation augmente à la fois en partie réelle et en
partie imaginaire, ce qui permet à certains modes d’être identifiables sur les fonctions de
forme. Par exemple, les modes (2, 2) et (2, 3) ne sont pas suffisamment séparés en partie réelle
en b/a = 0, 9640 (Fig. 3.8b) ; ils le sont en b/a = 0, 9051 (Fig. 3.9b).
Parmi les modes séparés pour les deux valeurs du rapport b/a, on s’intéresse au mode (1, 3)
séparé en B1 et B2, et au mode (2, 4) séparé en A1 et A2, pour couvrir l’ensemble des repré-
sentations irréductibles. Pour ces deux modes, des diagrammes angulaires expérimentaux
ont été mesurés dans le régime de ré-émission libre (Figs. 3.8c et 3.9c). Les fréquences de
l’onde plane incidente sont égales aux fréquences de résonance calculées des 4 modes sépa-
rés que l’on étudie. L’angle d’incidence est fixé en fonction des considérations de symétrie
décrites en sous-section 3.3.3 pour la pression totale. La position du transducteur émetteur
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est matérialisée par un petit carré rouge sur ces diagrammes angulaires. Pour chaque mode
résonant (1, 3)B1 , (1, 3)B2 , (2, 4)A1 et (2, 4)A2 , les mesures effectuées correspondent à la pres-
sion diffusée et sont en bon accord avec l’amplitude de la pression diffusée obtenue numé-
riquement (Figs. 3.8d et 3.9d). Sur ces dernières figures, on présente également l’amplitude
du déplacement élastique. En observant les mesures expérimentales (Figs. 3.8c et 3.9c) d’une
part, en les comparant avec les résultats numériques (Figs. 3.8d et 3.9d) d’autre part, on peut
identifier sans ambiguïté les 4 modes résonants. Plus précisément, le déplacement élastique
permet de retrouver les indices angulaire n et radial l, tandis que la pression diffusée ne
donne accès qu’à l’indice n.
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Figure 3.8 – Cylindre elliptique de rapport b/a = 0, 9640. (a) Comparaison entre les fonctions de forme
théorique et expérimentale en incidence oblique α = 45◦. (b) Position des résonances de diffusion calculées
numériquement dans le plan complexe de la variable kr. (c) Diagrammes angulaires expérimentaux. (d) Ampli-

tudes du déplacement élastique et de la pression diffusée calculées numériquement.
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Figure 3.9 – Cylindre elliptique de rapport b/a = 0, 9051. (a) Comparaison entre les fonctions de forme
théorique et expérimentale en incidence oblique α = 45◦. (b) Position des résonances de diffusion calculées
numériquement dans le plan complexe de la variable kr. (c) Diagrammes angulaires expérimentaux. (d) Ampli-

tudes du déplacement élastique et de la pression diffusée calculées numériquement.

Les figures (3.10) et (3.11) présentent un très bon accord entre les résultats théoriques
et expérimentaux, et mettent en évidence l’influence de l’insonification du cylindre (Sous-
section 3.3.3). Ainsi,

- sur la figure (3.10), seules les résonances qui appartiennent à A1 et B2 apparaissent à la
fois sur les fonctions de forme théorique et expérimentale pour un angle d’incidence
égal à 90◦,



3.3. Étude expérimentale et comparaison théorie/expérience 79

- sur la figure (3.11), seules les résonances qui appartiennent à A1 et B1 apparaissent à la
fois sur les fonctions de forme théorique et expérimentale pour un angle d’incidence
égal à 0◦.
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Figure 3.10 – Cylindre elliptique de rapport b/a = 0, 9051, angle d’incidence 90◦ (petit axe). (a) Comparai-
son entre les fonctions de forme théorique et expérimentale. (b) Position des résonances de diffusion calculées

numériquement dans le plan complexe en kr.
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Figure 3.11 – Cylindre elliptique de rapport b/a = 0, 9051, angle d’incidence 0◦ (grand axe). (a) Comparai-
son entre les fonctions de forme théorique et expérimentale. (b) Position des résonances de diffusion calculées

numériquement dans le plan complexe de la variable kr.

Les figures (3.12) et (3.13) présentent un très bon accord théorie/expérience pour de
faibles valeurs du rapport b/a (fortes excentricités). Bien que l’on puisse déterminer nu-
mériquement les résonances pour des excentricités importantes, il devient de plus en plus
difficile d’identifier des modes séparés dans chaque représentation sur les fonctions de forme
car de nombreuses résonances sont trop atténuées pour être observées sur celles-ci. Néan-
moins, la levée de dégénérescence peut toujours être observée pour les valeurs complexes
des résonances.
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Figure 3.12 – Comparaison entre les fonctions de forme théorique et expérimentale pour un cylindre elliptique
de rapport b/a = 0, 6351 en incidence oblique (α = 45◦).
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Figure 3.13 – Comparaison entre les fonctions de forme théorique et expérimentale pour un cylindre elliptique
de rapport b/a = 0, 5370 en incidence oblique (α = 45◦).



82 Chapitre 3. Diffusion acoustique en géométrie elliptique

Enfin, un très bon accord est observé en haute fréquence (jusqu’à kr = 50) entre les
fonctions de forme théorique et expérimentale sur la figure (3.14). On note, une fois encore,
que l’utilisation de la théorie des groupes permet d’obtenir des résultats précis dans ce
domaine de fréquences.

D’autres configurations expérimentales, pour lesquelles on note à nouveau un très bon
accord théorie/expérience, ont été étudiées mais ne sont pas présentées dans cette thèse. Les
résultats présentés dans ce chapitre suffisent à mettre en évidence les phénomènes physiques
prévus par la théorie et tous les apports de notre méthode.
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Figure 3.14 – Comparaison entre les fonctions de forme théorique et expérimentale pour un cylindre elliptique
de rapport b/a = 0, 7616 en incidence oblique (α = 45◦) en haute fréquence.

Conclusion du chapitre

La diffusion d’une onde acoustique plane par un cylindre elliptique élastique infini a
été étudiée à partir du formalisme modal combinée à notre méthode basée sur la théorie
des groupes. Le découplage du problème sur les 4 représentations irréductibles entraîne une
classification complète des résonances et une simplification du traitement numérique.

Une série d’expériences en cuve par spectroscopie ultrasonore a été menée dans le cas
de cylindres elliptiques en aluminium immergés dans l’eau. Les résultats expérimentaux
sont en très bon accord avec la théorie. En effet, la levée de dégénérescence est clairement
observée à la fois théoriquement (numériquement) et expérimentalement. De plus, les modes
résonants ont pu être identifiés à partir d’un suivi en excentricité des modes du cylindre
circulaire.
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On envisage l’étude de la diffusion par un sphéroïde. Il serait intéressant d’observer la
levée de dégénérescence des résonances liée à la brisure de symétrie O(3) → D∞h. Cette
transition est étudiée expérimentalement en chapitre 4 dans le cadre du problème intérieur.
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Ce chapitre est consacré à l’étude expérimentale des modes résonants de sphéroïdes élas-
tiques de formes oblate et prolate. On s’intéresse en particulier à l’onde de Rayleigh

qui se propage sur la surface de ces objets. Les généralités sur les modes résonants sont
rappelées dans le chapitre 2.

Notre approche est basée sur les techniques de génération et détection optiques d’ondes
élastiques présentées en section 4.1. Les systèmes optiques permettent notamment de réali-
ser, dans une large bande de fréquences, une excitation et une mesure sans contact afin de ne
pas perturber l’objet à étudier. Plus précisément, l’excitation sans contact par impacts laser
permet d’obtenir une bonne reproductibilité des mesures, et la détection sans contact évite
de fixer un capteur sur la surface qui introduirait un effet de masse ajoutée et une diffraction
des ondes de surface.

En section 4.2, on décrit le dispositif expérimental mis en oeuvre ainsi que les outils uti-
lisés pour réaliser notre étude. Plus précisément, des sphéroïdes de différentes excentricités
en aluminium sont mis en vibration par impact laser et la mesure de vitesse et de fréquence
s’effectue par vibrométrie laser. Les données temporelles peuvent ensuite être visualisées et
traitées par transformée de Fourier rapide pour obtenir des spectres fréquentiels.
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Les résultats expérimentaux obtenus pour ces sphéroïdes sont présentés en sections 4.3 et
4.4. Les mesures sont menées à la fois dans les domaines temporel (Section 4.3) et fréquentiel
(Section 4.4). Dans le premier cas, on étudie l’onde de Rayleigh dans deux configurations
expérimentales, afin de mettre en évidence les trajets parcourus par cette onde en géomé-
trie sphéroïdale. Dans le second cas, on étudie la levée de dégénérescence des résonances,
interprétée en termes de brisure de symétrie O(3) → D∞h (transition de la sphère vers le
sphéroïde), et on donne également une interprétation en termes de rayons à travers la « dua-
lité » entre le spectre des résonances et le spectre des longueurs des orbites périodiques.
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4.1 Génération et détection optiques d’ondes élastiques

L’apparition du laser dans les années 60 [Maiman 1960] a fait progresser les méthodes
de génération et de détection sans contact. La génération d’ondes élastiques dans un solide
a été démontrée pour la première fois en 1963 par White [White 1963]. Par rapport aux
méthodes traditionnelles (transducteur piézoélectrique de contact), les systèmes optiques
offrent de nombreux avantages : l’absence de contact mécanique, une mesure large bande
sans perturbation du champ acoustique, la possibilité de modifier la position et la forme
de l’objet en test qui peut être porté à très haute température [Monchalin 2004a]. L’associa-
tion de la génération et de la détection optiques offrent des applications dans le domaine
du contrôle non-destructif, ou encore pour caractériser des matériaux [Davies et al. 1993,
Monchalin 2004b].

4.1.1 Génération d’ondes élastiques par impact laser

La génération d’ondes élastiques par un faisceau laser résulte de l’interaction du fais-
ceau avec la surface du matériau. Elle dépend de l’impulsion laser (énergie incidente, durée,
diamètre du faisceau, longueur d’onde) et des propriétés du matériau (propriétés optiques,
élastiques, électroniques, thermiques). Ce dernier absorbe par effet Joule une partie de l’éner-
gie incidente. Cette fraction d’énergie est convertie en chaleur puis en énergie mécanique et
agit comme une force qui engendre des ondes élastiques dans le solide.

Les sources les plus utilisées sont le laser Nd-YaG constitué d’un cristal Y3Al5O12 (Gre-
nat d’Aluminium et d’Yttrium) dopé au néodyne et le laser CO2 dans le régime nanose-
conde [Royer 1996]. En régimes picoseconde ou femtoseconde, adaptés aux systèmes nano-
métriques ou submicrométriques, on utilise le laser Titane-Saphir.

En fonction de la densité de puissance, l’impact d’une impulsion lumineuse sur la sur-
face libre d’un solide opaque engendre des ondes élastiques selon deux catégories de méca-
nismes : le régime thermoélastique et le régime d’ablation, qui apparaît au delà d’un seuil de
densité de puissance lumineuse absorbée. Les ondes de volume sont générées différemment
selon le type de régime. Quant aux ondes de surface, leur génération est liée à la forme de
la source.

4.1.1.1 Régime thermoélastique

Pour des faibles puissances lumineuses (inférieures au seuil d’ablation, voir ci-après),
l’augmentation de la température de la surface du matériau, due à l’absorption d’une frac-
tion de l’énergie incidente par effet Joule, engendre une déformation mécanique (dilatation
ou plus rarement contraction) localisée près de la surface, sans la détériorer (Fig. 4.1). Plus
précisément, l’énergie absorbée reste localisée près de la surface (épaisseur de peau) en rai-
son de l’effet d’écran des électrons de conduction et agit comme une source acoustique. Si
elle se situe à l’intérieur du solide, elle génère des ondes longitudinales et le phénomène
de conversion de mode lié à la présence de la surface engendre des ondes transversales. La
combinaison de ces deux types d’onde donne naissance à l’onde de Rayleigh. On note que
ce régime ne modifie pas l’état de la surface du matériau, il n’est donc pas destructif.
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Figure 4.1 – Régime thermoélastique

4.1.1.2 Régime d’ablation

Lorsque la densité de puissance lumineuse I(W.m−2) dépasse le seuil d’ablation Iseuil
[Ready 1971]

Iseuil(W.m−2) =

√

πKρCm

4τ
(Tv − Ti) (4.1)

(avec K(W.m−1.K−1) la conductivité thermique du matériau, Cm(J.kg−1.K−1) sa capacité
thermique massique, Ti(K) sa température initiale, Tv(K) sa température de vaporisation,
ρ(kg.m−3) sa masse volumique , τ(s) la durée de l’impulsion laser), l’augmentation de la
température engendre une vaporisation d’une fraction de matière en surface. Cette éjec-
tion de matière engendre une force normale à la surface 1 dans la zone irradiée [Ready
1971] comme cela est représenté sur la figure (4.2). Les forces tangentielles provenant du
régime thermoélastique existent encore mais sont plus faibles que les forces normales. Les
ondes élastiques générées dans ce régime sont différentes de celles générées dans le régime
thermoélastique (forme du signal temporel, amplitude). On note que ce régime n’est pas
totalement non destructif.

Impact laser

Source acoustique 

Forces normales li es au transfert de 

quantit  de mouvement

Surface du solide
Ejection de mati re

Figure 4.2 – Régime d’ablation

Dans le cas de l’aluminium 2017A (ancienne dénomination AU4G), on estime le seuil
d’ablation à

Iseuil(W.m−2) =

√

π × 134 × 2790 × 873
4 × 6 × 10−9 (2600 − 293) ≈ 4, 77 × 1011W.m−2 (4.2)

soit environ 48 MW.cm−2. Nous travaillerons dans ce régime et donnerons les détails en
sous-section 4.2.2.

1. Plus précisément, elle engendre un transfert de quantité de mouvement qui génère cette force.
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4.1.1.3 Diagrammes de directivité

Les diagrammes de directivité mettent en évidence le rayonnement des ondes lon-
gitudinales et transversales dans le matériau. En champ lointain (distance d’observation
grande devant les longueurs d’onde acoustiques), ils ont été modélisés [Miller et Pursey
1954, Hutchins et al. 1981, Zhang et al. 1997] et vérifiés expérimentalement [Aindow et al.

1981, Corbel et al. 1993]. Les fonctions de directivité dépendent du rapport
cL

cT
. Nous pré-

sentons ici les diagrammes (cas d’une source ponctuelle) pour l’aluminium où
cL

cT
≈ 2, ce

qui correspond à notre cas.

Régime thermoélastique Sur la figure (4.3a), on observe que le rayonnement des ondes
longitudinales est nul selon la normale à la surface et maximal à environ 65◦. Dans le cas
des ondes transversales (Fig 4.3b), le rayonnement est toujours nul selon la normale à la
surface mais l’est également pour un angle de 45◦. Il est maximal aux environs de 30◦.

Figure 4.3 – Diagrammes de directivités en régime thermoélastique (Aluminium) [Royer 1996]. Les points
expérimentaux sont ceux de la référence [Pouet 1991].

Régime d’ablation Sur la figure (4.4a), on observe que le rayonnement des ondes longitu-
dinales est omnidirectionnel, le maximum d’amplitude se situe selon la normale à la surface.
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Dans le cas des ondes transversales (Fig. 4.4b), le déplacement est nul selon la normale à la
surface et est maximum aux environs de 35◦.

Figure 4.4 – Diagrammes de directivités en régime d’ablation (Aluminium) [Royer 1996]. Les points expéri-
mentaux sont ceux de la référence [Pouet 1991].

4.1.1.4 Propagation des ondes ultrasonores

En régime thermoélastique, les ondes transversales sont engendrées plus efficacement
que les ondes longitudinales (proportion : 70% ondes transversales / 30% ondes longitudinales).
En régime d’ablation, le déplacement des ondes longitudinales augmente. Plus générale-
ment, l’émission laser provoque un échauffement localisé sous la surface et la génération
d’ondes de surface est favorisée. Les ondes de Rayleigh sont générées après conversion de
mode des ondes longitudinales et transversales, quel que soit le régime de fonctionnement
du laser. Cependant, leur amplitude est augmentée en régime d’ablation [Royer et al. 1988,
Jia et al. 1992, Clorennec et Royer 2004].

4.1.1.5 Forme de la source

Il existe différentes formes de sources d’ondes ultrasonores. La directivité du rayonne-
ment engendré diffère en fonction de la forme de la source [Hutchins et al. 1981, Aussel
1986]. Le choix d’une source linéique va favoriser une direction de propagation pour les
ondes de surfaces (dans un plan perpendiculaire à la ligne). Dans nos applications, la géo-
métrie sphéroïdale « impose » le choix d’une source ponctuelle pour ne pas briser la symétrie
de l’objet. La taille de la source ponctuelle est de l’ordre du diamètre de la tâche focale au
point d’impact.
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4.1.2 Détection sans contact

Les dispositifs optiques, en comparaison des détecteurs piézoélectriques, présentent
l’avantage d’une mesure sans contact mécanique, avec une bande passante très large. Ils
peuvent être de deux types : non interférométriques et interférométriques. Les sondes non
interférométriques exploitent la déflexion ou la diffraction du faisceau lumineux et sont bien
adaptées à un balayage rapide de la surface. Nous utiliserons les sondes interférométriques
qui exploitent la modulation de la phase ou de la fréquence du faisceau lumineux qui se
réfléchit sur la surface en vibration [Royer 1996]. Le principe consiste à mesurer la différence
de trajet entre un faisceau lumineux de référence et un faisceau lumineux rétrodiffusé par
une surface en vibration. Il existe deux types d’interférométrie : hétérodyne et homodyne.
Dans le premier cas, un des faisceaux est transposé dans le domaine des radio-fréquences.
Dans le second cas, il n’existe pas de décalage en fréquence. Le rapport signal sur bruit dans
un montage homodyne est plus faible que dans un montage hétérodyne en raison de sa
sensibilité au bruit basse fréquence.

La sonde optique que l’on utilise dans la suite est un vibromètre laser. Cette sonde com-
porte un laser et un interféromètre de Mach-Zehnder, de type hétérodyne. Avec ce type
d’interféromètre, un signal haute fréquence est généré sur le photo-détecteur à l’aide d’une
cellule de Bragg. Pour effectuer la mesure de vibration le faisceau laser pointe sur l’objet en
vibration et ce dernier le rétrodiffuse. L’amplitude de la vitesse (resp. du déplacement) d’un
objet en vibration génère une modulation de la fréquence (resp. de la phase) du faisceau
laser (effet Doppler). Cette modulation est transmise vers l’unité de traitement du signal à
l’aide de démodulateurs (ou décodeurs) adaptés. L’information sur la vitesse est récupérée
à partir de la modulation en fréquence du signal Doppler, tandis que le déplacement peut
être reconstruit à partir de la modulation de la phase. La figure (4.5) présente les différents
signaux traités par le dispositif de vibrométrie laser.

T te de mesure 
(partie optique)

Laser + 

Interf rom tre 

Objet 
en vibration

x(t), v(t)=dx(t)/dt

Signal Doppler Df, Df

D codeur 
de vitesse

D codeur 
de d placement

DfDf

UU

x(t) v(t)

Figure 4.5 – Schéma de principe du dispositif de vibrométrie laser.

La sonde optique utilisée sera détaillée plus loin en sous-section 4.2.3. Nous choisissons
un dispositif muni d’un décodeur de vitesse plutôt que d’un décodeur de déplacement. Il
permet la mesure de la composante de la vitesse de la surface de l’objet étudié selon l’axe
du faisceau laser et de la fréquence de la vibration correspondante. La résolution pour la
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mesure de déplacement est limitée par le bruit de fond mais également par le système de
comptage des franges d’interférences. La résolution pour la mesure de vitesse est unique-
ment limitée par le bruit de fond, qui est en général plus de 100 dB en dessous de la pleine
échelle. La gamme dynamique est 10 fois supérieure à celle disponible via la mesure de dé-
placement. Contrairement à la mesure d’amplitude de déplacement, la mesure d’amplitude
de vitesse est mieux adaptée aux mesures hautes fréquences (meilleure résolution). Lorsque
la fréquence augmente, une vibration va générer de plus grandes vitesses pour de faibles
déplacements. Enfin, le rapport signal sur bruit est augmenté dans le cas de la mesure de
vitesse (source : documentation technique Polytec).

Description de la tête de mesure (Fig. (4.6)) Le vibromètre laser (modèle monopoint OFV-
505, société Polytec) comporte un interféromètre de Mach-Zehnder. Le faisceau laser in-
cident, polarisé horizontalement, est scindé par un cube séparateur A en un faisceau de
référence R et un faisceau sonde (ou objet) S. Le faisceau sonde passe à travers le sépara-
teur de faisceau polarisant B ainsi qu’à travers la lame quart d’onde, puis est focalisé par
la lentille sur l’objet qui le réfléchit. Le séparateur B associé à la lame forment un coupleur
optique directionnel qui dévie le faisceau sonde sur le séparateur C. La différence de che-
min optique entre les faisceaux référence et sonde crée un signal d’interférence. Le faisceau
référence est dirigé par un prisme vers la cellule de Bragg (Modulateur Acousto-Optique)
puis la photodiode (détecteur sur la figure (4.6)). Le MAO décale la fréquence du laser de
fB, la fréquence de Bragg (70 MHz), afin de déterminer la direction de la vitesse. Le signal
d’interférence résultant est converti en signal électrique pour être par la suite décodé par le
contrôleur (décodeur de vitesse).

Lentille Lame quart 
d onde

Objet en 
vibration

Laser

Faisceau de 
r f rence R

Faisceau sonde S

Cube 
s parateur A

Cube 
s parateur B

Cube 
s parateur C

Cellule de Bragg

Prisme

D tecteur

Polariseur

Figure 4.6 – Configuration optique de l’interféromètre dans la tête de mesure (source : documentation technique
Polytec).

4.2 Dispositif expérimental

4.2.1 Présentation

On présente en figure (4.7) un schéma simplifié du montage expérimental. L’objet est
positionné sur un support formé de trois fines tiges en Téflon R© reposant sur un bloc de
béton isolé du sol par un matériau anti-vibration (Sorbothane R©, polymère synthétique vis-
coélastique d’uréthane). Les appareils d’excitation et de mesure reposent également sur des



4.2. Dispositif expérimental 93

plaques de ce même matériau afin d’être isolés des perturbations extérieures transmises par
le sol et les murs.

Laser d excitation Objet
T te de mesure  

(laser sonde + interf rom tre)

Oscilloscope num rique 
 12 bits haute r solution

Micro-ordinateur

D codeur de vitesse

Signal Doppler

Vibrom tre laser

Signal de d clenchement 
(Trigger)

Figure 4.7 – Montage expérimental.

4.2.1.1 Les objets étudiés

Les objets sont en aluminium 2017A (AU4G) ( ρs = 2790 kg.m−3 - cL = 6200, 68 m.s−1

- cT = 3123, 39 m.s−1) et usinés à volume constant, avec une tolérance fixée au dixième de
mm. L’aluminium 2017A possède de bonnes propriétés mécaniques (réponse élastique) et de
très bonnes aptitudes à l’usinage. Les sphéroïdes sont obtenus à partir de la rotation d’une
ellipse soit autour de son grand axe A (forme prolate « oeuf »), soit autour de son petit axe
B (forme oblate « gallet ») (Fig. 4.8). Les objets étudiés sont les suivants :

– 1 sphère de diamètre 80 mm,
– 5 sphéroïdes de forme prolate dont les dimensions sont données dans le tableau (4.1),
– 5 sphéroïdes de forme oblate (Tab. 4.1).

Les sphéroïdes P4, P5, O4 et O5 sont utilisés pour les expérimentations à la fois dans les
domaines fréquentiel et temporel.

Dans la suite, pour faciliter l’interprétation physique des ondes se propageant à la surface
des sphéroïdes, on note que

– tout plan passant par l’axe de rotation des sphéroïdes et contenant l’ellipse (disque
elliptique) est appelé plan méridien,

– le plan contenant le cercle de plus grand diamètre (disque circulaire) est appelé plan
équatorial.
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Table 4.1 – Dimensions des sphéroïdes.

Sphéroïdes prolates Sphéroïdes oblates
P1 P2 P3 P4 P5 O1 O2 O3 O4 O5

A (mm) 81, 58 83, 29 85, 50 104, 50 142, 24 80, 79 81, 63 82, 70 92, 38 101, 20
B (mm) 79, 22 78, 41 77, 39 70, 00 60, 00 78, 45 76, 84 74, 86 60, 00 50, 00

B/A 0, 97 0, 94 0, 91 0, 67 0, 42 0, 97 0, 94 0, 91 0, 65 0, 49

A

FORME PROLATE

B

FORME OBLATE

Figure 4.8 – Sphéroïdes de forme prolate et de forme oblate.

4.2.1.2 Le support

En posant l’objet à étudier sur un support ou en le suspendant, on provoque un ou
plusieurs points de contact entre cet objet et son support. Ces contacts introduisent une
brisure de symétrie et par suite une levée de dégénérescence des résonances. Le type de
support doit être choisi de façon à minimiser cet effet. Cette levée de dégénérescence, que
l’on qualifiera par la suite d’« accidentelle », doit être dans tous les cas très inférieure à celle
liée au changement de géométrie que l’on souhaite mettre en évidence lors du passage de
la sphère au sphéroïde. De plus, le type de support doit être choisi afin que les points de
contact minimisent l’absorption et la transmission des ondes de l’objet vers le support. Nous
avons donc testé différents supports, principalement de deux types : la suspension par un
fil de nylon et le repos sur trois points de contact. Pour les trois points de contact, nous
avons testé : 3 aiguilles métalliques et 3 vis en Téflon que l’on a taillées afin de réduire la
zone de contact. Afin d’évaluer l’influence des différents supports, nous mesurons expéri-
mentalement le spectre des résonances de la sphère pour chacun d’eux. On compare ensuite
la position des différents pics expérimentaux avec les fréquences de résonance obtenues en
résolvant le problème propre pour une sphère élastique. La levée de dégénérescence des
résonances liée au support est minimisée en optant pour le support composé de 3 vis en
Téflon.

4.2.2 Excitation sans contact par laser impulsionnel

Les ondes élastiques sont générées par un laser Nd-YAG impulsionnel Q-déclenché (mo-
dèle Minilite II, société Continuum). La longueur d’onde d’émission est de 1084 nm. Les
caractéristiques du faisceau laser pour cette longueur d’onde sont :

– durée de l’impulsion : 5 à 7 ns 2,
– diamètre faisceau laser : < 3 mm,

2. On choisit la valeur moyenne 6 ns pour l’ensemble des calculs.
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– énergie par impulsion : 50 mJ,
– taux de répétition des impulsions : 1 - 15 Hz.

La cadence d’excitation est choisie de telle sorte que l’amplitude de la vitesse vibratoire de
l’objet soit suffisamment atténuée dans le régime de ré-émission libre avant de soumettre
l’objet à un nouvel impact laser.

La durée de l’impulsion laser ∆t correspond à largeur à mi-hauteur de son profil d’in-
tensité [Diels et al. 2006]. L’ impulsion peut être modélisée par une gaussienne

f (t) = A e
−
( t

τ

)2

avec τ =
∆t√
2ln2

, (4.3)

ou par une sécante hyperbolique

f (t) = A sech
(

t
τ

)

avec τ =
∆t

1, 76
. (4.4)

Les spectres de ces deux impulsions montrent une bande passante à −6 dB de
– 51, 8 MHz pour le profil gaussien (Fig. 4.9),
– 39 MHz pour le profil en sécante hyperbolique (Fig. 4.10).

Il est important de noter que la bande passante à laquelle on a accès grâce à l’excitation par
des impacts laser est très supérieure à celles proposées par l’appareil de mesure pour tous
les calibres utilisés (Sous-section 4.2.3).
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Figure 4.9 – Spectre de l’impulsion laser dans le cas d’un profil gaussien.
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Figure 4.10 – Spectre de l’impulsion laser dans le cas d’un profil en sécante hyperbolique.

On estime que la densité de puissance lumineuse maximale Imax =
E

∆tS
(E(J) l’énergie

incidente, ∆t(s) la durée de l’impulsion laser, S(m2) la surface de l’impact laser) de notre
laser est :

Imax =
50 × 10−3

6 × 10−9 × π × (1.5 × 10−3)2 ≈ 118 MW.cm−2. (4.5)

Nous sommes donc largement au dessus du seuil d’ablation estimé pour l’aluminium 2017A
(Paragraphe 4.1.1.2). Mais il faut préciser qu’il est très difficile de connaître précisément ce
seuil [Xeridat 2011] car cette formule ne prend pas en considération certains paramètres,
comme par exemple la longueur d’onde incidente [Vladoiu et al. 2008].

Dans la suite, on étudie les modes résonants de sphéroïdes élastiques de forme oblate
et prolate ainsi que l’onde de Rayleigh qui se propage sur leur surface. La génération de
cette onde est favorisée en régime d’ablation (Paragraphe 4.1.1.4). On souhaite estimer l’al-
tération de la surface des objets que l’on va utiliser. Pour cela, un sphéroïde « test » en
aluminium 2017A est soumis aux mêmes conditions expérimentales que les mesures. L’objet
est bombardé par 1000 impacts laser et l’état de la surface est ensuite observé au Microscope
Électronique à Balayage (Figs. 4.11 et 4.12). Plus précisément, la zone bombardée et la zone
de transition partie saine - partie bombardée sont visualisées respectivement sur les figures
(4.11a) et (4.11b) avec deux facteurs de zoom différents, ×30 et ×80 respectivement.

a) b)

Figure 4.11 – Surface de l’objet observée au Microscope Électronique à Balayage. a) Zone bombardée zoom
×30. b) Zone de transition partie saine-partie bombardée zoom ×80 .



4.2. Dispositif expérimental 97

La figure (4.12) présente un zoom ×700 de la partie saine (Fig. 4.12a) et de la partie
bombardée (Fig. 4.12b). À partir de cette figure, on estime la taille des rugosités à environ
100 µm, soit une génération de défauts de l’ordre du 1/10 mm, équivalente à la tolérance
d’usinage des objets (Paragraphe 4.2.1.1). On note que ces défauts de surface ramenés à la
taille des objets représentent une variation d’environ 0, 01% du diamètre moyen.

a) b)

Figure 4.12 – Surface de l’objet observée au Microscope Électronique à Balayage zoom ×700. a) Zone saine ,
b) Zone bombardée.

On observe que la surface de l’objet est légèrement altérée en régime d’ablation. On
souhaite quantifier l’influence de cette altération sur les mesures efféctuées dans le domaine
fréquentiel. Pour cela, on compare les spectres des résonances obtenus en régime d’ablation
et en régime thermoélastique (3% de l’énergie maximale du laser d’impact). On constate que
les valeurs de résonance mesurées dans différentes gammes de fréquences sont identiques
dans les deux régimes. Toutefois, en régime d’ablation, l’amplitude des pics de résonances
est plus importante et le rapport signal/bruit est bien meilleur.

On en conclut que le régime d’ablation peut être utilisé pour réaliser notre étude, les
défauts de surface générés dans ce régime n’engendrant pas de variations mesurables des
valeurs de fréquences de résonance.

4.2.3 Mesure sans contact par vibrométrie laser

Le principe de la mesure sans contact a été présenté dans la sous-section 4.1.2. Nous
utilisons la sonde optique OFV-505 développée par Polytec qui est composée d’un laser
hélium-néon de longueur d’onde 633 nm et de puissance < 1 mW dont la résolution est
0, 2 µm

s /
√

Hz. La sonde est équipée d’un autofocus afin d’optimiser la focalisation et la dis-
tance minimum de visibilité maximale sonde-échantillon est de 530 mm. Des réglages sont
à effectuer avant chaque série de mesures afin de s’assurer de l’horizontalité de l’échantillon
vis à vis de la sonde, de son bon positionnement, d’une bonne focalisation du signal et
d’une maximisation du rapport signal sur bruit de la sonde. Afin d’améliorer ce rapport, il
est possible d’augmenter la quantité de signal lumineux réfléchie par la surface de l’échan-
tillon en collant sur cette surface deux types d’adhésif rétro-réfléchissant 3. Compte tenu de
la courbure et de l’état de surface de nos échantillons, l’utilisation de ces adhésifs s’avère
nécessaire. On moyenne également les signaux sur plusieurs acquisitions (on diminue la
valeur du bruit selon la racine carrée du nombre d’acquisitions). La sonde propose diffé-
rentes plages de mesures de vitesse, allant de 0, 5 à 2 m.s−1, associées à différentes bandes
passantes [0 − 100 kHz] ; [0 − 250 kHz] ; [0 − 1 MHz] ; [0 − 1, 5 MHz] ; [0 − 2, 5 MHz]. Ces

3. Un des adhésifs contient des micro-billes à l’intérieur, emprisonnées dans une colle transparente, qui
agissent comme des catadioptres. Il optimise le signal quelle que soit l’incidence.
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bandes passantes sont largement couvertes par la bande passante générée par le signal d’ex-
citation (Sous-section 4.2.2). On désigne par calibre la vitesse maximale mesurée associée à
une bande passante donnée. Pour une bande passante donnée, on choisit le calibre ayant
la plus petite vitesse afin d’augmenter le rapport signal sur bruit. Un filtre passe-haut de
fréquence de coupure égale à 100 Hz est activé pour tous les calibres afin de s’affranchir des
perturbations à 50 Hz générées par le réseau électrique. Selon les calibres, un filtre passe-bas
de fréquence de coupure égale à 1, 5 MHz peut être également activé.

Le déclenchement de la mesure (t = 0 s) est synchronisé avec l’impact laser. On note
néanmoins que l’acquisition du signal est décalée d’un temps ∆t, qui correspond à un retard
généré par le décodeur de vitesse. Ce retard diffère selon les calibres utilisés.

Afin d’étudier l’influence du dispositif interférométrique sur les mesures effectuées, on
réalise des mesures « à vide » (sans excitation de l’objet) pour les différents calibres. On note
la présence de pics fréquentiels parasites (spurious peaks), dont le premier apparaît à 25 kHz,
qui sont dus au système interférométrique de la tête optique (Fig. 4.13). La fréquence de ces
pics fluctue légèrement dans le temps et leur amplitude peut donc être facilement atténuée
en réalisant des moyennes temporelles. On vérifie ainsi que les mesures ne sont pas biaisées.
De plus, ces mesures « à vide » nous permettent d’estimer l’évolution du niveau de bruit
dans la bande de fréquence utilisée (Fig. 4.13).
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Figure 4.13 – Spectre de Fourier d’une mesure « à vide » sans moyennage temporel pour le calibre 50 mm
s /V

pouvant mesurer des amplitudes de vitesse jusqu’à 0, 5 m.s−1 dans une gamme de fréquences allant jusqu’à 1, 5
MHz.

4.2.4 Acquisition et traitement des données

L’acquisition et l’échantillonnage des signaux temporels sont réalisés à l’aide d’un oscillo-
scope numérique 12 bits (modèle HDO 6054, société Lecroy). La fréquence d’échantillonnage
est fixée en fonction du calibre utilisé sur le vibromètre. Cet appareil nous permet de réaliser
des moyennes sur plusieurs acquisitions et d’observer la FFT du signal en temps réel avec
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différentes fenêtres de pondération. Les données temporelles sont enregistrées au format
MATLAB pour être

– visualisées sur ordinateur ;
– traitées par transformée de Fourier rapide pour obtenir des spectres fréquentiels.

Chaque pic du spectre correspond à une fréquence propre de vibration de l’objet étudié. La
valeur de chaque pic (résonance) et leur nombre sont enregistrés en vue de tracer le spectre
des longueurs des orbites périodiques.

Détection expérimentale des résonances

Pour obtenir les orbites périodiques, nous devons détecter les résonances sur les spectres
expérimentaux s’étendant jusqu’à 1 MHz. Les valeurs des résonances correspondent à la
position des pics qui apparaissent sur ces spectres. Les pics sont des maxima locaux que
nous détectons numériquement avec MATLAB et qui doivent satisfaire les critères suivants
pour être qualifiés de résonances :

1. l’amplitude absolue de tous les maxima doit être supérieure à un seuil que l’on fixe en
fonction du niveau de bruit,

2. la largeur fréquentielle entre deux maxima consécutifs doit être supérieure à un écar-
tement moyen diminuant avec la fréquence,

3. l’amplitude relative des maxima (écart entre un minimum et un maximum consécutifs)
doit respecter un écart minimum en amplitude.

Afin d’optimiser la détection, nous effectuons celle-ci par bande de fréquence pour tenir
compte de l’évolution du niveau de bruit ainsi que de la prolifération des résonances en
haute fréquence. La difficulté réside alors dans la multiplication du nombre de paramètres
que nous devons caler afin de réaliser, de façon optimale, la détection des résonances. Sur
la figure 4.14, on présente un exemple de détection expérimentale des résonances dans une
fenêtre fréquentielle centrée autour de 580 kHz.
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Figure 4.14 – Détection expérimentale des résonances.
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4.3 Étude dans le domaine temporel

On se propose d’étudier les ondes qui se propagent à l’interface solide/air. En particulier,
on s’intéresse à l’onde de Rayleigh. Ce type d’interface offre l’avantage de pouvoir étudier
le signal sur un grand nombre de tours de propagation de cette onde, celle-ci étant très peu
atténuée.

D’après le principe de Fermat et les observations faites dans le chapitre 2, on souhaite
mettre en évidence deux trajets extrémaux parcourus par l’onde de Rayleigh en géométrie
sphéroïdale :

– un trajet circulaire dans le plan équatorial sur la surface du sphéroïde (Onde de Ray-
leigh Rc de période Tc)
⋄ trajet minimal pour un sphéroïde prolate,
⋄ trajet maximal pour un sphéroïde oblate ;

– un trajet elliptique dans le plan méridien sur la surface du sphéroïde (Onde de Ray-
leigh Re de période Te)
⋄ trajet maximal pour un sphéroïde prolate,
⋄ trajet minimal pour un sphéroïde oblate.

La figure (4.15) présente ces différents trajets.

Sph ro de prolate

Rc,Tc 

Re,Te 

Rc,Tc 

Re,Te 

Sph ro de oblate

Trajet circulaire dans le plan quatorial

Trajet elliptique dans le plan m ridien

Intersection plans quatorial et m ridien

Figure 4.15 – Trajets parcourus par l’onde de Rayleigh en géométrie sphéroïdale.

L’observation de l’onde de Rayleigh se fait généralement dans deux configurations :
émission-détection à 90◦ ou à 180◦, détaillées respectivement dans les sous-sections 4.3.1 et
4.3.2. Dans les deux cas, les échos observés correspondent à la propagation des ondes sur la
surface du sphéroïde, qui divergent depuis le point d’impact pour converger vers le point
opposé, et ainsi de suite. Dans le cas de la géométrie sphéroïdale, il existe en fait plusieurs
configurations conduisant à l’observation des trajets parcourus par l’onde de Rayleigh, selon
le positionnement des sphéroïdes dans le plan horizontal formé par les lasers d’excitation et
de mesure. Ces configurations sont résumées dans le tableau (4.2). Dans ce tableau, on note
en vert celles qui permettent l’observation des deux trajets, c’est à dire lorsque l’émission et
la détection se font à 180◦ selon l’intersection des plans équatorial et méridien, i.e. le petit
axe pour un sphéroïde prolate, le grand axe pour un sphéroïde oblate (Fig. 4.15). Les croix
rouges correspondent à des configurations non réalisables physiquement.

Les expérimentations sont effectuées sur les sphéroïdes P4, P5, O4 et O5 (Tab. 4.1). Le sup-
port utilisé nous permet de positionner les sphéroïdes oblates tels que leur plan équatorial
soit dans le plan des lasers d’excitation et de mesure et les sphéroïdes prolates tels que
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Table 4.2 – Configurations possibles pour observer les ondes de Rayleigh.

Émission-détection 90◦ Émission-détection 180◦

Émission Émission
grand axe petit axe grand axe petit axe

Sphéroïde Plan équatorial
Oblate // plan lasers Détection × Détection ×

grand axe grand axe (A)
Oblate ⊥ plan lasers Détection Détection Détection Détection

petit axe grand axe grand axe (B) petit axe
Prolate // plan lasers × Détection × Détection

petit axe petit axe (C)
Prolate ⊥ plan lasers Détection Détection Détection Détection

petit axe grand axe grand axe petit axe (D)

Table 4.3 – Configurations retenues et trajets mesurés pour les ondes de Rayleigh.

Sphéroïde Émission-détection 90◦ Trajets Émission-détection 180◦ Trajets
Oblate grand axe-grand axe circulaire grand axe-grand axe circulaire et elliptique
Prolate petit axe-grand axe elliptique petit axe-petit axe circulaire et elliptique

leur plan équatorial soit perpendiculaire au plan des lasers. Ceci nous conduit à choisir la
configuration (A) pour les sphéroïdes oblates et la configuration (D) pour les sphéroïdes
prolates afin d’observer les deux trajets parcourus par l’onde de Rayleigh. Pour observer
un seul trajet, nous optons pour la configuration émission-détection à 90◦ car c’est la seule
configuration possible compte tenu du positionnement des sphéroïdes oblates. Cette même
configuration sera retenue pour observer un seul trajet de l’onde de Rayleigh sur les sphé-
roïdes prolate. Le tableau (4.3) récapitule les configurations expérimentales retenues ainsi
que les différents trajets parcourus par les ondes de Rayleigh que l’on mesure dans chaque
cas.

Le tableau (4.4) présente les temps de parcours (périodes temporelles théoriques) de
l’onde de Rayleigh selon les trajets circulaire dans le plan équatorial et elliptique dans le
plan méridien calculés avec cR = 2911, 07 m.s−1 (Eq. 2.47). Ces sphéroïdes ont été sélection-
nés car ils sont suffisamment déformés et les périodes temporelles des ondes de Rayleigh
parcourant les trajets circulaire et elliptique sont suffisamment séparées pour être mesu-
rées sans ambiguïté. On ne présente dans la suite que les résultats expérimentaux pour le
sphéroïde prolate P4 et le sphéroïde oblate O5.

Du point de vue de l’acquisition expérimentale, les mesures sont effectuées pour diffé-
rents calibres et on retient finalement le calibre 50 mm

s /V pouvant mesurer des amplitudes
de vitesse jusqu’à 0, 5 m.s−1 dans une gamme de fréquences allant jusqu’à 1, 5 MHz. Les
signaux sont moyennés sur 100 acquisitions (impacts laser) puis échantillonnés à 5 MHz.
Pour le calibre choisi, le début effectif de la mesure est retardé de ∆t = 8, 16 µs (Sous-section
4.2.3). Ce retard est à prendre en compte pour déterminer les périodes temporelles de l’onde
de Rayleigh.

Table 4.4 – Périodes temporelles théoriques de l’onde de Rayleigh selon le trajet circulaire (Tc) et selon le trajet
elliptique (Te) pour les sphéroïdes P4, P5, O4 et O5.

Périodes temporelles en µs P4 P5 O4 O5

Tc 75, 54 64, 75 99, 70 109, 21
Te 95, 08 113, 69 83, 11 83, 94
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4.3.1 Configuration émission-détection à 90◦ pour les sphéroïdes P4 et O5

On considère dans un premier temps le signal temporel acquis lorsque le laser sonde
se trouve à 90◦ par rapport au laser d’excitation. On se propose de mettre en évidence les
trajets de l’onde de Rayleigh pour les sphéroïdes P4 et O5 dans cette configuration. La figure
4.16 présente les configurations expérimentales pour ces sphéroïdes et montre également les
temps d’arrivée des ondes de Rayleigh détectées sur le premier tour de propagation.

Laser d excitation
Emission 
petit axe 

D tection 
grand axe

Prolate P4
3Te/4

Te/4

Laser sonde

Laser d excitation
Emission 
grand axe 

D tection 
grand axe

Laser sonde

Oblate O5
3Tc/4

Tc/4

Figure 4.16 – Montage en configuration émission-détection à 90◦ pour les sphéroïdes P4 et O5.

On présente en figures (4.17) et (4.18) les signaux temporels correspondant à N tours de
l’onde de Rayleigh pour les sphéroïdes P4 et O5 respectivement. On détecte, comme prévu,
le trajet elliptique parcouru par l’onde de Rayleigh pour P4 et le trajet circulaire pour O5.
On constate également que l’amplitude du signal est encore importante après un temps de
propagation de 3 ms. Expérimentalement, on mesure, en moyennant sur plusieurs périodes
observables, Te(P4) = 94, 74 µs et Tc(O5) = 108, 69 µs. Ces résultats sont en très bon accord
avec les données du tableau (4.4) (0,5 % d’erreur relative).
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Figure 4.17 – Signal temporel P4 sur N tours de propagation, émission petit axe - détection grand axe 90◦.
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Figure 4.18 – Signal temporel O5 sur N tours de propagation, émission grand axe - détection grand axe 90◦.
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On analyse maintenant le signal sur le premier tour de propagation sur les figures (4.19)
et (4.20). On met clairement en évidence que l’onde de Rayleigh Ri (Re pour P4 et Rc pour
O5) est d’abord détectée au temps Ti/4, où Ti est la période temporelle de révolution (Te

pour P4 et Tc pour O5), décalée de ∆t = 8, 16 µs (temps de retard engendré par le dispositif
de mesure). L’onde de Rayleigh est ensuite détectée à 3Ti/4. Plus précisément, l’appareil
détecte dans un premier temps un quart du trajet parcouru par l’onde de Rayleigh dans un
sens puis les trois quarts du trajet parcouru par la même onde, mais dans le sens opposé
(Fig. 4.16). Ce zoom sur le premier tour de propagation met aussi en évidence le bon rapport
signal/bruit et on détecte l’onde de tête aux environs de 9, 6 µs pour P4 et 12 µs pour O5

[Graff 1975, Achenbach 1975] et des ondes de galeries à échos. On observe ensuite des ondes
régulièrement espacées de T/2 qui se succèdent (Figs. 4.21 et 4.22) et de nouveau des ondes
de galerie à échos entre chaque période de l’onde de Rayleigh.
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Figure 4.19 – Signal temporel P4 sur le premier tour de propagation, émission petit axe - détection grand axe
90◦.
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Figure 4.20 – Signal temporel O5 sur le premier tour de propagation, émission grand axe - détection grand
axe 90◦.

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

x 10
-4

-0.1

-0.05

0

0.05

0.1

Temps (s)

A
m

p
lit

u
d

e
 (

V
)

Te 

2

Figure 4.21 – Signal temporel P4 sur les premiers tours de propagation, émission petit axe - détection grand
axe 90◦.
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Figure 4.22 – Signal temporel O5 sur les premiers tours de propagation, émission grand axe - détection grand
axe 90◦.

4.3.2 Configuration émission-détection à 180◦ pour les sphéroïdes P4 et O5

On place maintenant le laser sonde à 180◦ par rapport au laser d’excitation. Dans cette
configuration, les ondes se propagent et interfèrent constructivement au point de mesure.
Les ondes suivent des trajets opposés mais symétriques, contrairement au montage précé-
dent (Sous-section 4.3.1). On se propose de mettre en évidence les deux trajets circulaire et
elliptique de l’onde de Rayleigh pour les sphéroïdes P4 et O5. La figure (4.23) présente les
configurations expérimentales utilisées pour ces sphéroïdes et montrent également les temps
d’arrivée des ondes de Rayleigh détectées sur le premier tour de propagation.
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Figure 4.23 – Montage en configuration émission-détection à 180◦ pour les sphéroïdes P4 et O5.

On présente en figures (4.24) et (4.25) les signaux temporels correspondant à N tours de
propagation des ondes de Rayleigh pour les sphéroïdes P4 et O5 respectivement. On dis-
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tingue, en observant le début du signal, la propagation de ces deux ondes. On constate, une
fois encore, que l’amplitude du signal est encore importante après un temps de propagation
de 3 ms.
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Figure 4.24 – Signal temporel P4 sur N tours de propagation, émission petit axe - détection petit axe 180◦.
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Figure 4.25 – Signal temporel O5 sur N tours de propagation, émission grand axe - détection grand axe 180◦.
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En observant le signal sur le premier tour de propagation sur les figures (4.26) et (4.27),
on constate l’arrivée de deux ondes de Rayleigh qui arrivent aux temps

– Tc/2 puis Te/2 pour P4,
– Te/2 puis Tc/2 pour O5,

décalées une fois encore de ≈ 8 µs. On détecte le second tour effectué par ces ondes de
Rayleigh aux temps

– 3Tc/2 puis 3Te/2 pour P4,
– 3Te/2 puis 3Tc/2 pour O5.
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Figure 4.26 – Signal temporel P4 sur le premier tour de propagation, émission petit axe - détection petit axe
180◦.
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Figure 4.27 – Signal temporel O5 sur le premier tour de propagation, émission grand axe - détection grand
axe 180◦.

Ce zoom sur le premier tour de propagation met aussi en évidence le bon rapport si-
gnal/bruit et on détecte l’onde de tête aux environs de 12 µs pour P4 et 16, 7 µs pour O5

[Graff 1975, Achenbach 1975]. En analysant le signal sur les premiers tours de propagation
(Figs. 4.28 et 4.29), on observe ensuite des ondes régulièrement espacées de Te et Tc qui se
succèdent pour chacun des sphéroïdes. On mesure alors expérimentalement, en moyennant
sur les périodes observables

– Tc = 75, 14 µs et Te = 94, 62 µs pour P4,
– Te = 83, 33 µs et Tc = 108, 69 µs pour O5,

en très bon accord avec les résultats théoriques du tableau (4.4) (0,5 % d’erreur relative). On
observe également des ondes de galerie à échos entre chaque période des ondes de Rayleigh.
On remarque enfin que l’amplitude de l’onde de Rayleigh qui se propage sur le trajet ellip-
tique du sphéroïde oblate est fortement atténuée. Ce trajet est caractérisé par une diminution
importante du rayon de courbure lorsqu’il coupe perpendiculairement le cercle équatorial,
et l’atténuation de l’onde de Rayleigh sur une surface courbe est d’autant plus importante
que le rayon de courbure est faible [Graff 1975]. Cette atténuation est également visible sur
les signaux temporels associés au sphéroïde prolate P4, mais moins importante que pour le
sphéroïde oblate O5. En effet, la courbure sur le trajet elliptique est plus forte pour O5.
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Figure 4.28 – Signal temporel P4 sur les premiers tours de propagation, émission petit axe - détection petit axe
180◦.
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Figure 4.29 – Signal temporel O5 sur les premiers tours de propagation, émission grand axe - détection grand
axe 180◦.
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4.4 Étude dans le domaine fréquentiel

Cette section est consacrée à l’étude expérimentale des résonances. Plus précisément, on
s’intéresse à la levée de dégénérescence qui se produit au cours de la transition de la sphère
vers le sphéroïde et aux spectres des longueurs des orbites périodiques.

Pour l’étude dans le domaine fréquentiel, nous retenons le calibre 20 mm
s /V pouvant

mesurer des amplitudes de vitesse jusqu’à 0, 2 m.s−1 dans une gamme fréquentielle allant
jusqu’à 1 MHz. Les signaux temporels sont moyennés sur 100 acquisitions (impacts laser)
puis échantillonnés à 5 MHz. Les spectres des résonances sont obtenus en calculant la FFT
des signaux temporels pondérés par une fenêtre de Hanning centrée en t = 0.

4.4.1 Spectre des résonances et levée de dégénérescence

On se propose de mettre en évidence la levée de dégénérescence des résonances liée à la
brisure de la symétrie sphérique. En termes de théorie des groupes, la transition de la sphère
vers le sphéroïde correspond à la brisure de symétrie O(3) → D∞h (Sous-section 1.2.2). Sur
le plan expérimental, la symétrie sphérique est brisée en sélectionnant trois sphéroïdes de
chaque type, oblate et prolate, d’excentricités croissantes, décrits dans le paragraphe 4.2.1.1.
Pour observer la levée de dégénérescence, les modes résonants de la sphère sont suivis à me-
sure que la déformation vers le sphéroïde augmente, tout en conservant un volume constant.
Ces modes peuvent être déterminés de façon analytique et une résolution détaillée du pro-
blème des oscillations libres d’une sphère élastique est présentée, par exemple, dans la réfé-
rence [Eringen et Suhubi 1975]. Ils sont classés en deux catégories :

– les modes toroïdaux, que nous notons nT±m
ℓ

, qui correspondent à des mouvements
de torsion de (et dans) la sphère sans mouvement de respiration, c’est à dire sans
changement de volume de la sphère ;

– les modes sphéroïdaux, que nous notons nS±m
ℓ

, qui combinent des mouvements de
torsion et de respiration.

Les modes de vibration de la sphère dépendent de trois indices entiers n, ℓ, m : l’indice n
est un indice radial, les indices ℓ et m sont des indices angulaires (harmoniques sphériques
Yℓm(θ, φ)). La fréquence des modes de vibration pour une valeur de ℓ donnée ne dépend pas
de m. C’est pourquoi cet indice est généralement omis dans la notation du mode. Chaque
mode de vibration est 2 ℓ + 1 fois dégénéré (l’indice m varie de −ℓ à +ℓ). L’indice n est
incrémenté de 1 à mesure que la fréquence augmente (ordre d’apparition des fréquences
de résonances pour un ℓ donné). L’indice ℓ correspond aux nombres de lignes nodales à
la surface, avec un déplacement nul. L’indice m donne le nombre de cercles passant par le
pôle (méridiens) avec un déplacement nul. Il y a donc ℓ− |m| lignes nodales selon la lati-
tude (parallèles). L’indice radial n correspond, dans le cas des modes toroïdaux, au nombre
de sphères nodales. Dans le cas des modes sphéroïdaux, cette correspondance est valable
uniquement lorsque ℓ = 0 ; pour ℓ > 0, on ne peut plus parler de sphères nodales car le
déplacement pour ces modes possède une composante radiale et une composante tangen-
tielle. En figures (4.30) et (4.31), on visualise les différents indices ainsi que certains modes
de vibration 4. Le mode 0T0 n’est pas défini.

4. Pour une visualisation plus complète des modes propres de vibration d’une sphère élastique, voir le site de
Lucien Saviot http ://icb.u-bourgogne.fr/Nano/manapi/saviot/deform/ ou http ://lucien.saviot.free.fr/terre/
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Figure 4.30 – Modes propres de vibration d’une sphère élastique [Lay et Wallace 1995].

l=6 m=0 l=6 m=3 l=6 m=6

Figure 4.31 – Visualisation de l’indice m pour le mode 0S6 [Nghiem et García].

La figure (4.32) présente le spectre expérimental des résonances pour une sphère en
Aluminium 2017A dans une gamme fréquentielle s’étendant jusqu’à 105 kHz. Les valeurs
des résonances calculées théoriquement sont repérées par les marqueurs de couleurs. Nous
identifions ainsi les premiers modes résonants de la sphère élastique. Globalement, nous
constatons un bon accord entre la théorie et l’expérience. Pour un mode résonant donné,
nous observons l’apparition de plusieurs pics fréquentiels au lieu d’un seul prévu par la
théorie. Ce phénomène non souhaité correspond à une levée de dégénérescence « acciden-
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telle » liée à la brisure de symétrie induite par le support sur lequel repose l’objet. Les modes
sphéroïdaux sont très bien identifiés, tandis que les modes toroïdaux ne sont pas ou peu dé-
tectés. Or, ces modes n’engendrent aucune déformation de la surface et ne peuvent donc pas
être mesurés dans la configuration expérimentale choisie (excitation et mesure en incidence
normale). D’autres configurations expérimentales ont été testées, en particulier l’excitation
et la mesure en incidence oblique, mais sans améliorer de façon significative la détection des
modes toroïdaux. En effet, ces autres configurations ne correspondent pas aux conditions
optimales de fonctionnement de l’appareil et engendrent une diminution du rapport signal
sur bruit.
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Figure 4.32 – Spectre des résonances pour la sphère en Aluminium 2017A .

Sur la figure (4.33), on présente les spectres expérimentaux des résonances pour une
sphère (B/A = 1) et les sphéroïdes prolates P1, P2 et P3 d’excentricités croissantes (B/A =
0, 97; 0, 94; 0, 91) en Aluminium 2017A. Les modes résonants pour la sphère et les sphéroïdes
sont repérés par les marqueurs de couleur sur les spectres des résonances. Ils sont obtenus
numériquement grâce à un code d’éléments finis et identifiés à partir de leurs déformées
modales. Globalement, on note clairement une séparation croissante des pics qui correspond
à une levée de dégénérescence des résonances intervenant au cours des transitions Sphère →
P1 → P2 → P3, i.e. B/A = 1 → 0, 91. Ce phénomène, interprété en termes de brisure de
la symétrie sphérique, est observé théoriquement et expérimentalement, malgré la levée de
dégénérescence « accidentelle » introduite par le support.
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Figure 4.33 – Mise en évidence de la levée de dégénérescence.

On rappelle que les résonances de la sphère sont 2 ℓ+ 1 fois dégénérées (l’indice m varie
de −ℓ à +ℓ). Lors de la transition de la géométrie sphérique vers la géométrie sphéroïdale,
on pourrait s’attendre alors à observer 2 ℓ+ 1 résonances non dégénérées (levée de dégéné-
rescence totale). Or, le système demeure invariant dans le changement φ en −φ et la levée de
dégénérescence en m est partielle, i.e. il n’est pas possible de distinguer le signe de m pour
un mode de vibration donné. On observe alors ℓ+ 1 résonances distinctes dont ℓ résonances
deux fois dégénérées. L’identification de |m| est possible en visualisant les déformées mo-
dales à partir d’un code d’éléments finis ; la valeur absolue de m correspond au nombre de
cercles passant par les pôles avec un déplacement nul (Fig. 4.31). En sismologie, les modes
propres de vibration de la Terre ont été étudiés par Dahlen [Dahlen 1968] en tenant compte
de la rotation et de son ellipticité. Dans ses travaux, la levée de dégénérescence, partielle ou
totale (lorsqu’il y a rotation de l’objet), est expliquée à partir d’une approche perturbative.

Parmi les modes résonants identifiés sur la figure (4.33), on s’intéresse à deux modes
suffisamment isolés dans les spectres pour observer la levée de dégénérescence : 0S1 (Fig.
4.34) et 1S3 (Fig. 4.35). Sur la figure (4.34), le pic fréquentiel 5 associé au mode 0S1 se sépare
en deux pics, l’un associé au mode non dégénéré 0S0

1 et l’autre au mode partiellement non
dégénéré 0S±1

1 . On constate que la séparation augmente à mesure que l’excentricité croît.
On note la présence d’un pic fréquentiel parasite aux environs de 45, 4 kHz dans tous les
spectres, lié au système interférométrique, et identifié à partir des mesures à vide (Sous-
section 4.2.3).

5. Une faible séparation due à la levée de dégénérescence « accidentelle » est néanmoins observable.
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Figure 4.34 – Mise en évidence de la levée de dégénérescence du mode 0S1.

La figure (4.35) présente la levée de dégénérescence du mode 1S3. Nous constatons que
la levée de dégénérescence « accidentelle » sur le spectre associé à la sphère est beaucoup
plus visible que pour le mode 0S1. Le décalage fréquentiel engendré entraine une difficulté
supplémentaire dans l’identification des modes résonants des sphéroïdes. Malgré cela, une
analyse des valeurs de résonances calculées par un code d’éléments finis combinée à la
visualisation des déformées modales nous permet de déterminer ces modes. La levée de
dégénérescence est partiellement levée et on observe quatre pics associés aux modes 1S0

3 non
dégénéré, et 1S±1

3 , 1S±2
3 , 1S±3

3 partiellement non dégénérés. Une fois encore, la séparation des
résonances s’accentue à mesure que la déformation augmente.
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Figure 4.35 – Mise en évidence de la levée de dégénérescence du mode 1S3.

4.4.2 Spectre des résonances et spectre des longueurs des orbites périodiques

Dans cette sous-section, nous présentons les spectres des longueurs des orbites pério-
diques calculés à partir des spectres expérimentaux des résonances pour la sphère et les
sphéroïdes prolate P4 et oblate O5 (Paragraphe 4.2.1.1). Ces résultats sont obtenus en utili-
sant le lien théorique connu entre ces deux types de spectres. Nous rappelons également
quelques généralités sur les orbites périodiques en géométries sphérique et sphéroïdale.

4.4.2.1 Généralités sur les orbites périodiques en 3D

Dans une sphère, il existe des orbites périodiques linéaires selon les diamètres et planes
dans un plan contenant le diamètre [Balian et Bloch 1972, Brack et Bhaduri 1997]. Ces orbites
sont identiques à celles du disque circulaire. Lors de la transition vers un sphéroïde, les
orbites selon les diamètres bifurquent vers des orbites selon le grand axe et le petit axe tandis
que les orbites planes bifurquent vers de nouvelles orbites planes dans le plan méridien et
dans le plan équatorial. Dans le plan méridien, ces orbites ont pour caustique une ellipse
(ces orbites sont dites elliptiques) et sont celles du disque elliptique (Section 2.4). Dans le
plan équatorial, ce sont les orbites du disque circulaire (Section 2.4). Dans la suite, nous
conservons les notations des orbites adoptées dans le chapitre 2. Lorsque la déformation
augmente, des orbites tridimensionnelles et de nouvelles orbites planes émergent, suite à
des bifurcations qui sont de deux types :

– les multiples aller-retours selon le petit axe bifurquent et génèrent des orbites planes
dans le plan méridien dont la caustique est une hyperbole ; ces orbites sont dites
hyperboliques. Ce type de bifurcation est identique à celui observé dans le cas du
disque elliptique. Ces orbites sont prédominantes dans le cas des déformations oblates
[Arita et al. 1998].
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– les orbites planes du plan équatorial qui font au moins deux tours bifurquent pour
engendrer des orbites tridimensionnelles parcourant le volume. Ces orbites sont pré-
dominantes dans le cas des déformations prolates [Arita et al. 1998].

Pour une étude détaillée des orbites périodiques dans un sphéroïde, on renvoie le lecteur aux
travaux de Magner [Magner et al. 2002]. Dans toutes les références citées dans ce paragraphe,
la déformation s’effectue, comme dans notre cas, à volume constant.

4.4.2.2 Présentation des résultats

Les spectres des longueurs des orbites périodiques pour la sphère et les sphéroïdes pro-
late P4 et oblate O5 sont obtenus en détectant les résonances sur les spectres des résonances
expérimentaux grâce à la technique expliquée dans le paragraphe 4.2.4. Les valeurs des fré-
quences sont ainsi récupérées pour construire la densité spectrale des résonances ρ(k). Les
spectres des longueurs des orbites périodiques sont obtenus numériquement en traçant la
densité spectrale d’énergie |TF[ρ(k)]|2 dans une gamme fréquentielle allant jusqu’à 1 MHz,
avec TF[ρ(k)] donnée par

TF[ρ(k)](L) =
∫ +∞

−∞
e−αk2

ρ(k) e−ikL dk (4.6)

où L est la longueur de l’orbite périodique et α le paramètre de la pondération gaussienne.
Les considérations mathématiques sur les orbites périodiques décrites dans le chapitre 2 sont
reprises ici. Notons qu’en 3D la partie lisse de la fonction de comptage s’écrit, dans le cas
isotrope pour des conditions aux limites de frontière libre [Safarov et Vassilev 1997]

N (ω) =

(
1
c3

L
+

2
c3

T

) V
6π2 ω3 +

bA
16π

ω2 + o(ω2) (4.7)

avec cL et cT les vitesses des ondes longitudinales et transversales, b =
3c4

L − 3c2
Lc2

T + 2c4
T

c2
Lc2

T(c
2
L − c2

T)
, V

le volume du domaine et A son aire.
Nous présentons dans un premier temps les spectres des orbites périodiques, théoriques

et expérimentaux, pour la sphère. Les modes résonants d’une sphère élastique étant connus
de façon analytique, l’étude préliminaire de cet objet permet de valider la procédure expé-
rimentale en vue d’étudier les sphéroïdes. On s’intéresse en particulier à l’orbite associée à
l’onde de Rayleigh et à son évolution au cours de la déformation vers les sphéroïdes. D’autre
part, compte tenu de la quasi-impossibilité à détecter les modes toroïdaux, cette étude préa-
lable permet d’estimer l’influence de la « perte » des résonances associées à ces modes. On
pourrait également quantifier cette perte en comparant les fonctions de comptage théorique
et expérimentale.

La figure (4.36) présente une comparaison entre les spectres théoriques des orbites pério-
diques obtenus à partir

– du spectre des résonances de la sphère,
– du spectre des résonances associées uniquement aux modes sphéroïdaux de la sphère.
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Figure 4.36 – Comparaison entre le spectre des résonances et le spectre des résonances associées uniquement
aux modes sphéroïdaux pour la sphère.

On constate que, dans le domaine des longueurs considéré, on peut détecter la très grande
majorité des orbites périodiques même en l’absence des modes toroïdaux. Cette « perte » af-
fecte essentiellement l’amplitude des pics et non leur position. À partir de cette observation,
on conclut que la non détection expérimentale des résonances associées aux modes toroï-
daux n’influe pas sur la position des pics associée à la longueur des orbites périodiques et
ne nuit donc pas à l’obtention des orbites périodiques. On émet l’hypothèse que ce constat
concernant la contribution des modes toroïdaux dans le spectre des orbites périodiques de
la sphère reste valable dans le cas des sphéroïdes.

La figure (4.37) présente une comparaison entre les spectres des orbites périodiques théo-
rique et expérimental pour une sphère en aluminium 2017A. Dans le domaine considéré,
on retrouve expérimentalement la position des orbites périodiques qui apparaissent sur le
spectre théorique. On constate, comme noté précédemment, que la non détection expéri-
mentale des modes toroïdaux n’affecte que l’amplitude des pics. L’orbite associée à l’onde
de Rayleigh est identifiée sans ambiguïté pour une longueur de L ≈ 3, 2 sur le spectre expé-
rimental en très bon accord avec la valeur théorique. D’autres orbites, avec et sans conversion
de mode, sont également identifiées par le calcul de leur longueur à partir de la méthode
géométrique appliquée au disque circulaire (Sous-section 2.4.2). Cette comparaison théo-
rie/expérience fournit une validation de la procédure expérimentale mise en oeuvre.
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Figure 4.37 – Comparaison théorie/expérience des spectres des longueurs des orbites périodiques d’une sphère
en aluminium 2017A .

Pour les sphéroïdes, l’étude théorique n’a pas encore été réalisée et nous ne pouvons
effectuer la comparaison théorie/expérience comme dans le cas de la sphère. Toutefois, on
réalise une comparaison entre un spectre expérimental des orbites périodiques pour un
sphéroïde et un spectre obtenu à partir de ses résonances calculées par un code d’éléments
finis 6 en figure (4.38). L’allure générale de la courbe expérimentale est en bon accord avec
celle obtenue numériquement. De plus, on constate une bonne concordance dans la position
des pics, en particulier celui associé à l’onde de Rayleigh à une longueur L ≈ 3. Cette com-
paraison complète et confirme les conclusions tirées de la comparaison théorie/expérience
pour la sphère quant à la validation de la procédure expérimentale.

6. Pour des raisons numériques, le domaine fréquentiel est limité à 250 kHz.
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Figure 4.38 – Comparaison calcul numérique par éléments finis / expérience des spectres des longueurs des
orbites périodiques du sphéroïde oblate O3 en aluminium 2017A .

Les spectres expérimentaux des orbites périodiques pour les sphéroïdes prolate P4 et
oblate O5 sont présentés respectivement en figures (4.39) et (4.40). Numériquement, on trace
la densité spectrale d’énergie |TF[ρ(k)]|2 (Eq. 4.6) en choisissant le paramètre de la pon-
dération gaussienne α = 1, 5. Nous choisissons les sphéroïdes P4 et O5 afin de mettre en
évidence les deux orbites associées aux deux trajets parcourus par l’onde de Rayleigh qui
ont été identifiés sur les réponses temporelles. Les configurations expérimentales choisies
sont celles réalisées dans la configuration émission-détection à 180◦, pour laquelle ces deux
trajets sont clairement visibles sur les réponses temporelles.

La figure (4.39) présente le spectre expérimental des orbites périodiques pour le sphé-
roïde prolate P4. Nous identifions sans ambiguïté les deux orbites associées aux deux trajets
extrémaux de l’onde de Rayleigh aux longueurs de L ≈ 2, 8 et L ≈ 3, 5 correspondant res-
pectivement aux temps de parcours t ≈ 74, 9µs et t ≈ 94, 1µs, en très bon accord avec les
résultats obtenus dans le domaine temporel (Sous-section 4.3.2). Notons que les mesures
effectuées dans les domaines temporel et fréquentiel sont en très bon accord (erreur relative
≤ 1%) avec les périodes temporelles théoriques données dans le tableau (4.4). La première
orbite qui émerge à L ≈ 2, 8 est associée au trajet circulaire de l’onde de Rayleigh dans le
plan équatorial, la seconde à L ≈ 3, 5 est associée à son trajet elliptique dans le plan méri-
dien. D’autre part, on identifie certaines orbites du disque circulaire dans le plan équatorial
ainsi que certaines orbites du disque elliptique dans le plan méridien, avec et sans conversion
de mode dans les deux plans. De plus, dans le plan méridien, l’orbite (3, 1)r

TLT émerge pour
deux longueurs correspondant aux deux trajets minimal et maximal qu’elle parcourt pour
des longueurs de L ≈ 2, 2 et L ≈ 2, 6 en accord avec le théorème de Fermat. Enfin, certaines
orbites hyperboliques (de libration) avec conversion de mode apparaissent également sur le
spectre. Notons que certaines orbites du plan équatorial sont susceptibles d’avoir bifurqué
vers des orbites tridimensionnelles. En effet, le sphéroïde prolate P4 présente un rapport



4.4. Étude dans le domaine fréquentiel 121

B/A = 0, 67, proche de la valeur de bifurcation rencontrée dans la littérature, dans le cas
scalaire, pour des orbites sans conversion de mode [Arita et al. 1997]. On précise que ces
orbites ne sont pas identifiées sur le spectre.
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Figure 4.39 – Spectre expérimental des longueurs des orbites périodiques pour le sphéroïde prolate P4 en
aluminium 2017 A .

La figure (4.40) présente le spectre expérimental des orbites périodiques pour le sphé-
roïde oblate O5. De nouveau, nous identifions sans ambiguïté les deux orbites associées aux
deux trajets extrémaux de l’onde de Rayleigh pour des longueurs de L ≈ 3, 1 et L ≈ 4 cor-
respondant respectivement aux temps de parcours t ≈ 83, 5 µs et t ≈ 108, 8 µs. La première
orbite est associée au trajet elliptique dans le plan méridien, la seconde au trajet circulaire
dans le plan équatorial. Ces résultats sont en très bon accord avec les mesures effectuées
dans le domaine temporel (Sous-section 4.3.2). Une fois encore, on note un très bon accord
entre la théorie et l’expérience (Tab. 4.4). Des orbites circulaires dans le plan équatorial et
elliptiques dans le plan méridien sont également mises en évidence, avec et sans conver-
sion de mode. Nous identifions également les deux orbites associées aux trajets extrémaux
parcourus pour l’orbite (3, 1)r

TLT dans le plan méridien. Enfin, toujours dans ce même plan,
plusieurs orbites hyperboliques (de libration) notamment celles du type (6, 1)ℓ émergent
sur le spectre, en accord avec les résultats de la littérature dans le cas scalaire. En effet, le
rapport B/A pour le sphéroïde oblate O5 est proche de 0, 5, qui correspond à la valeur carac-
térisant les fortes déformations à partir de laquelle les orbites de ce type sont prédominantes
[Arita et al. 1998].
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Table 4.5 – Récapitulatif des périodes temporelles théoriques et expérimentales de l’onde de Rayleigh selon les
trajets circulaire (Tc) et elliptique (Te) pour les sphéroïdes P4 et O5.

Périodes temporelles de l’onde de Rayleigh en µs
Calcul théorique Mesure - domaine temporel Mesure - domaine fréquentiel

Te (P4) 95, 08 94, 62 94, 05
Tc (P4) 75, 54 75, 14 74, 86
Te (O5) 83, 94 83, 33 83, 46
Tc (O5) 109, 21 108, 69 108, 76
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Figure 4.40 – Spectre expérimental des longueurs des orbites périodiques pour le sphéroïde oblate O5 en
aluminium 2017 A .

Précisons que nous n’avons pas cherché ici à identifier toutes les orbites apparaissant sur
les spectres. Nous nous sommes intéressés particulièrement à la mise en évidence des orbites
associées à l’onde de Rayleigh ainsi qu’à celles engendrées par le phénomène de conversion
de mode.

On récapitule dans le tableau (4.5) les périodes temporelles de l’onde de Rayleigh mesu-
rées dans les domaines temporel et fréquentiel.

Conclusion du chapitre

Les modes résonants de sphéroïdes élastiques de formes oblate et prolate ont été étudiés
expérimentalement par une approche utilisant la génération et la détection optiques d’ondes
élastiques. Nous avons prêté une attention particulière à l’onde de Rayleigh qui se propage
sur la surface de ces objets ainsi qu’à la levée de dégénérescence qui se produit au cours de
la transition de la sphère vers le sphéroïde.
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L’étude dans le domaine temporel a été consacrée à l’onde de Rayleigh. Nous avons
mis en évidence deux trajets parcourus par cette onde en géométrie sphéroïdale : un trajet
elliptique dans le plan méridien et un trajet circulaire dans le plan équatorial. Les résultats
expérimentaux sont en très bon accord avec les temps de parcours théoriques des deux
trajets de l’onde de Rayleigh. Le théorème de Fermat nous a permis d’interpréter l’existence
de ces deux trajets extrémaux.

Dans le domaine fréquentiel, nous avons étudié expérimentalement les résonances d’une
sphère et de sphéroïdes en Aluminium 2017A. Plus précisément, la levée de dégénérescence
partielle a été observée lorsque la sphère est déformée vers les sphéroïdes. Cette séparation
des résonances, interprétée en termes de brisure de la symétrie sphérique, est d’autant plus
marquée que la déformation est importante.
Enfin, à partir des spectres expérimentaux des résonances, nous avons obtenu les spectres
des orbites périodiques. Nous avons mis clairement en évidence les orbites correspondant
aux deux trajets parcourus par l’onde de Rayleigh en géométrie sphéroïdale. D’autre part,
nous avons identifié certaines orbites circulaires dans le plan équatorial ainsi que des orbites
elliptiques et hyperboliques dans le plan méridien, avec et sans conversion de mode.





Conclusion

L’objectif principal de notre travail de thèse était l’étude du problème intérieur en élas-
todynamique (géométries elliptique et sphéroïdale) et celle du problème de diffusion en
acoustique (géométrie elliptique). Nous nous sommes plus particulièrement intéressés aux
résonances et nos travaux ont été réalisés en tenant compte du rôle important joué par
les symétries. Dans ce but, nous avons commencé par étendre au contexte vectoriel une
méthode basée sur la théorie des groupes, utilisée auparavant dans un contexte scalaire. En
présence d’un milieu élastique, certaines quantités physiques à considérer dans les diffé-
rents problèmes sont scalaires, d’autres vectorielles. Il a donc été nécessaire de comprendre
la décomposition de fonctions vectorielles sur les représentations des groupes de symétrie
concernés.

Nous avons ensuite développé une méthode combinant le formalisme modal et la théorie
des groupes pour étudier le problème intérieur et le problème de diffusion en géométrie
elliptique (2D).
À partir des considérations de symétrie, les résonances se classent en quatre familles
distinctes associées aux quatre représentations irréductibles A1, A2, B1, B2 du groupe de
symétrie de l’ellipse C2v. Chaque mode résonant est repéré par les deux indices (n, ℓ) du
formalisme modal ainsi que par le nom de la représentation à laquelle il appartient. Pour un
indice n donné, l’existence de deux types de modes distincts est établie. Plus précisément, on
distingue les résonances A1 et A2 pour n pair, et B1 et B2 pour n impair. Nous avons mis ainsi
en évidence la levée de dégénérescence des résonances et des considérations algébriques
(théorie des groupes) nous ont permis de comprendre et d’interpréter ce phénomène en
termes de brisure de symétrie.
L’utilisation de la théorie des groupes simplifie de façon significative le traitement numé-
rique du problème. De plus, les calculs peuvent être effectués pour de grandes excentricités
mais également pour des fortes valeurs du nombre d’onde réduit kr. En comparant avec les
résultats obtenus à partir d’un code d’éléments finis, l’implémentation numérique de notre
méthode présente l’avantage d’être rapide, de fournir des valeurs précises des résonances, y
compris à haute fréquence.
Le problème de diffusion a été également étudié sur le plan expérimental. Une série d’expé-
riences en cuve par spectroscopie ultrasonore a été menée dans le cas de cylindres elliptiques
en aluminium immergés dans l’eau. Afin de mettre en évidence la levée de dégénérescence
liée à la brisure de symétrie, nous avons sélectionné des cylindres d’excentricités différentes.
Les résultats expérimentaux sont en très bon accord avec la théorie. En effet, le phénomène
est clairement observé à la fois théoriquement (numériquement) et expérimentalement. De
plus, les modes résonants ont pu être identifiés et suivis en excentricité à partir des modes
du cylindre circulaire, comme nous l’avons fait pour le problème intérieur.

Enfin, nous avons étudié le problème intérieur en géométrie sphéroïdale (3D) par une
approche expérimentale de génération et de détection optiques d’ondes élastiques. Une
série d’expérimentations a été menée dans le cas de sphéroïdes de formes oblate et prolate
en aluminium. La réponse vibratoire des objets a été analysée dans les domaines temporel
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et fréquentiel. On s’est intéressé en particulier à la propagation de l’onde de Rayleigh ainsi
qu’à la levée de dégénérescence des résonances qui intervient lors du passage de la géo-
métrie sphérique vers la géométrie sphéroïdale. Nous avons mis en évidence deux trajets
parcourus par cette onde en géométrie sphéroïdale : un trajet elliptique dans le plan méri-
dien, maximal pour la forme prolate et minimal pour la forme oblate, et un trajet circulaire
dans le plan équatorial, maximal pour la forme oblate et minimal pour la forme prolate.
Les résultats expérimentaux sont en très bon accord avec les temps de parcours théoriques
des deux trajets de l’onde de Rayleigh. Le théorème de Fermat nous a permis d’interpréter
l’existence de ces deux trajets extrémaux. Enfin, nous avons observé expérimentalement la
levée de dégénérescence partielle liée à la brisure de symétrie en comparant les spectres
des résonances pour des sphéroïdes d’excentricités croissantes. Les modes résonants ont
été identifiés et suivis à partir des modes de la sphère en s’aidant d’un code d’éléments finis.

Dans le cadre du problème intérieur en géométries elliptique et sphéroïdale, on donne
une interprétation en terme de rayons à travers le lien connu entre spectre des résonances
et spectre des longueurs (ou des temps de parcours) des orbites périodiques. Les orbites
de pression pure, de cisaillement pur, ainsi que celles incluant la conversion de mode sont
mises en évidence. Enfin, l’orbite de Rayleigh apparaît également de façon claire pour di-
verses excentricités, à la fois en géométries elliptique et sphéroïdale. Dans le second cas, nous
observons sur le spectre deux pics associés au deux trajets extrémaux parcourus par l’onde
de Rayleigh en géométrie sphéroïdale. Nous avons obtenu géométriquement les longueurs
des orbites périodiques pour le disque elliptique élastique, y compris lorsque le phénomène
de conversion de mode se produit. Ces calculs sont encore valables dans le cas des sphé-
roïdes, où il existe des orbites dans le plan du disque circulaire (plan équatorial) et d’autres
dans le plan du disque elliptique (plan méridien). Nous observons un phénomène, nou-
veau à notre connaissance, lors de la conversion de mode et que nous interprétons à partir
du principe de Fermat. Deux trajets, l’un minimal et l’autre maximal, apparaissent sur le
spectre des longueurs pour une orbite donnée.

En géométrie elliptique, il serait intéressant de compléter l’étude théorique du problème
intérieur par une partie expérimentale à partir des techniques de génération et détection op-
tiques d’ondes élastiques, utilisées en géométrie sphéroïdale. Plus précisément, l’association
d’un laser pulsé avec une lentille cylindrique permettrait de générer une source acoustique
linéïque selon l’axe des cylindres elliptiques infinis. Le choix de cylindres de différentes ex-
centricités permettrait de mettre en évidence la levée de dégénérescence liée à la brisure de
symétrie. La mesure serait réalisée par vibrométrie laser. On pourrait ensuite comparer les
résultats expérimentaux avec les résultats numériques obtenus dans cette thèse, comme cela
a été fait dans le cadre du problème de diffusion. Plus particulièrement, la comparaison des
spectres des longueurs des orbites périodiques expérimentaux avec les spectres théoriques
est plus aisée en 2D. En effet, pour le problème intérieur en 3D, il existe, en plus des or-
bites dans les plans méridiens et équatoriaux, des orbites tridimensionnelles provenant de
la bifurcation des orbites dans le plan équatorial.

En géométrie sphéroïdale, l’étude théorique du problème intérieur pourrait être réalisée
en coordonnées sphériques, à partir de notre méthode combinant le formalisme modal et
la théorie des groupes. Il faudrait alors écrire la décomposition d’une fonction vectorielle
sur les représentations irréductibles du groupe de symétrie continu D∞h. La difficulté vient
ici du fait que ce groupe est infini, contrairement au groupe C2v qui, lui, est discret donc
fini. Les résultats numériques pourraient ensuite être comparés aux résultats expérimentaux
obtenus dans cette thèse afin d’observer, numériquement et expérimentalement, la levée de
dégénérescence.
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On envisage également de traiter théoriquement et expérimentalement le problème de la
diffusion acoustique par des sphéroïdes élastiques à partir de la même méthode. L’étude
pourrait être complétée par une série d’expériences en cuve par spectroscopie ultrasonore.
En choisissant des sphéroïdes d’excentricités différentes, on pourrait observer expérimenta-
lement la levée de dégénérescence prévue par la théorie.

Plus généralement, concernant l’étude du problème intérieur en élastodynamique, la
construction d’une théorie asymptotique permettrait de reconstituer l’ensemble des orbites
périodiques à partir d’une formulation analytique, comme dans le cas des billards. Ceci
constituerait très certainement un travail lourd et fastidieux mais fournirait une interpréta-
tion physique complète des phénomènes observés (onde de Rayleigh, levée de dégénéres-
cence en termes d’orbites périodiques, conversion de mode, bifurcation).

Enfin, la méthode développée dans le cadre de notre travail ne se limite pas au seul
domaine de l’acoustique. Elle pourrait très facilement être étendue à d’autres domaines
de la physique des ondes comme l’électromagnétisme ou l’optique en tenant compte des
conditions aux limites appropriées.

Les travaux réalisés dans cette thèse ont donné lieu à deux publications [Ancey et al.
2013; 2014]
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A.1 Éléments de géométrie elliptique

A.1.1 Coordonnées elliptiques

En coordonnée cartésiennes, l’ellipse est décrite par la courbe d’équation

x2

a2 +
y2

b2 = 1 (A.1)

avec a le demi-grand axe et b le demi-petit axe. Les deux foyers de l’ellipse sont repérés
par les coordonnées (±c, 0) avec c =

√
a2 − b2 (demi-distance interfocale) et l’excentricité de

l’ellipse est définie par e =
c
a
=

√

1 − b2

a2 (Fig. A.1). La surface de l’ellipse est A = πab et

son périmètre est L = 4aE(e) = 4
c
e

E(e) où E(e) est l’intégrale elliptique de seconde espèce

(Sous-section A.1.2).

a

b

x

y

+c-c

Figure A.1 – Ellipse.

En coordonnées elliptiques,

x = c cosh u cos v

y = c sinh u sin v

où u est la coordonnée radiale telle que 0 ≤ u ≤ arctanh
b
a

et v est une coordonnée angulaire

périodique de période de 2π (Fig. A.2).
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Figure A.2 – Système de coordonnées elliptiques.

Les demi-grand axe et demi-petit axe sont définis de la façon suivante

a = c cosh u

b = c sinh u.

et l’excentricité s’écrit
e =

1
cosh u

. (A.2)

On définit le rayon moyen par

r =
c
2

eu =
a + b

2
. (A.3)

A.1.2 Intégrales elliptiques

L’intégrale elliptique de première espèce est définie par

F(φ, k) =
∫ φ

0

dθ
√

1 − k2 sin2 θ
. (A.4)

Pour φ =
π

2
, on définit l’intégrale elliptique complète K(k).
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L’intégrale elliptique de seconde espèce est définie par

E(φ, k) =
∫ φ

0

√

1 − k2 sin2 θdθ. (A.5)

Pour φ =
π

2
, on définit l’intégrale elliptique complète E(k).

A.2 Décomposition des champs scalaires solutions de l’équation

d’Helmholtz selon les représentations irréductibles du groupe

C2v

Les champs scalaires solutions de l’équation d’Helmholtz en coordonnées polaires sont
de la forme

f (ρ, θ) =
+∞

∑
n=−∞

An Jn(ρ)einθ ou f (ρ, θ) =
+∞

∑
n=−∞

AnH(1)
n (ρ)einθ . (A.6)

En appliquant les transformations de symétrie à ces fonctions, on déduit des propriétés de
parité pour les coefficients inconnus An selon chaque représentation. Ces propriétés asso-
ciées aux propriétés de symétrie et de parité des fonctions de Bessel Jn(ρ) (ou des fonctions
de Hankel H(1)

n (ρ)) permettent ensuite de restreindre les sommes dans (A.6) à des entiers
positifs ou nuls.

A.2.1 Propriétés de parité des coefficients inconnus

On détermine ici les propriétés de parité des coefficients inconnus en utilisant l’action des
transformations sur une fonction scalaire (Eq. 1.9) et les relations dans les représentations
irréductibles (Eqs. 1.11).

A.2.1.1 Représentation A1

Dans la représentation A1,

E f (ρ, θ)
(1.11a)
= f (ρ, θ) ⇒ An = An. (A.7a)

C2 f (ρ, θ) = f (ρ, θ + π)
(1.11a)
= f (ρ, θ) ⇐⇒

+∞

∑
n=−∞

(−1)n An Jn(ρ)einθ =
+∞

∑
n=−∞

An Jn(ρ)einθ

⇒ (−1)n An = An, on a donc A2n+1 = 0, ∀n ∈ Z. (A.7b)

σx f (ρ, θ) = f (ρ,−θ)
(1.11a)
= f (ρ, θ) ⇐⇒

+∞

∑
n=−∞

(−1)n A−n Jn(ρ)einθ =
+∞

∑
n=−∞

An Jn(ρ)einθ

⇒ (−1)n A−n = An, où seuls les n pairs sont considérés, d’où A2n = A−2n, ∀n ∈ Z.
(A.7c)

σy f (ρ, θ) = f (ρ, π − θ)
(1.11a)
= f (ρ, θ) ⇐⇒

+∞

∑
n=−∞

(−1)2n A−n Jn(ρ)einθ =
+∞

∑
n=−∞

An Jn(ρ)einθ

⇒ A−n = An, ce qui n’apporte rien de plus. (A.7d)
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Alors les coefficients inconnus An ont les propriétés de parité suivantes :

A2n = A−2n et A2n+1 = 0 ∀n ∈ Z. (A.8)

On procède de façon similaire pour les représentations irréductibles A2, B1 et B2.

A.2.1.2 Représentation A2

On utilise les relations (Eqs. 1.11b) et on en déduit

A2n = −A−2n et A2n+1 = 0 ∀n ∈ Z. (A.9)

A.2.1.3 Représentation B1

On utilise les relations (Eqs. 1.11c) et on en déduit

A2n+1 = −A−(2n+1) ⇐⇒ A2n−1 = −A−(2n−1) et A2n = 0 ∀n ∈ Z. (A.10)

A.2.1.4 Représentation B2

On utilise les relations (Eqs. 1.11d) et on en déduit

A2n+1 = A−(2n+1) ⇐⇒ A2n−1 = A−(2n−1) et A2n = 0 ∀n ∈ Z. (A.11)

A.2.2 Expressions des champs scalaires dans les représentations irréductibles

Connaissant les propriétés de parité (Eqs. A.8 - A.11) des coefficients inconnus An (Eqs.
A.6), on peut maintenant symétriser les expressions (Eqs. A.6) et réduire la somme de −∞ à
+∞ à une somme de 0 à +∞.

A.2.2.1 Représentation A1

Dans la représentation A1, les indices n des coefficients inconnus sont pairs. On écrit

f A1(ρ, θ) =
+∞

∑
n=−∞

A2n J2n(ρ)e2inθ

=
−∞

∑
n=−1

A2n J2n(ρ)e2inθ +
+∞

∑
n=1

A2n J2n(ρ)e2inθ + A0 J0(ρ)

=
+∞

∑
n=1

A−2n J−2n(ρ)e−2inθ +
+∞

∑
n=1

A2n J2n(ρ)e2inθ + A0 J0(ρ)

=
+∞

∑
n=1

A2n J2n(ρ)e−2inθ +
+∞

∑
n=1

A2n J2n(ρ)e2inθ + A0 J0(ρ) car A2n = A−2n et J−2n(ρ) = (−1)2n J2n(ρ)

=
+∞

∑
n=1

2A2n J2n(ρ) cos(2nθ) + A0 J0(ρ).

Finalement, on a

f A1(ρ, θ) =
+∞

∑
n=0

γn A2n J2n(ρ) cos(2nθ), (A.12)

où γn est le facteur de Neumann défini par γ0 = 1 et γn = 2 pour n > 0.
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A.2.2.2 Représentation A2

Dans la représentation A2, les indices n sont pairs et on écrit

f A2(ρ, θ) =
+∞

∑
n=−∞

A2n J2n(ρ)e2inθ

=
−∞

∑
n=−1

A2n J2n(ρ)e2inθ +
+∞

∑
n=1

A2n J2n(ρ)e2inθ + A0 J0(ρ)

=
+∞

∑
n=1

A−2n J−2n(ρ)e−2inθ +
+∞

∑
n=1

A2n J2n(ρ)e2inθ(ρ) car A0 = 0

= −
+∞

∑
n=1

A2n J2n(ρ)e−2inθ +
+∞

∑
n=1

A2n J2n(ρ)e2inθ(ρ) car A2n = −A−2n et J−2n(ρ) = (−1)2n J2n(ρ)

=
+∞

∑
n=1

2iA2n J2n(ρ) sin(2nθ).

Finalement, on a

f A2(ρ, θ) =
+∞

∑
n=0

iγn A2n J2n(ρ) sin(2nθ). (A.13)

A.2.2.3 Représentation B1

Dans la représentation B1, les indices n sont impairs et on écrit

f B1(ρ, θ) =
+∞

∑
n=−∞

A2n+1J2n+1(ρ)ei(2n+1)θ

=
−∞

∑
n=−1

A2n+1J2n+1(ρ)ei(2n+1)θ +
+∞

∑
n=1

A2n+1J2n+1(ρ)ei(2n+1)θ + A1 J1(ρ)eiθ

=
+∞

∑
n=1

A−2n+1J−2n+1(ρ)ei(−2n+1)θ +
+∞

∑
n=1

A2n+1J2n+1(ρ)ei(2n+1)θ + A1 J1(ρ)eiθ

=
+∞

∑
n=1

A−(2n−1) J−(2n−1)(ρ)e
−i(2n−1)θ +

+∞

∑
n=1

A2n+1J2n+1(ρ)ei(2n+1)θ + A1 J1(ρ)eiθ

=
+∞

∑
n=1

A(2n−1) J(2n−1)(ρ)e
−i(2n−1)θ +

+∞

∑
n=0

A2n+1J2n+1(ρ)ei(2n+1)θ

car A−(2n−1) = −A2n−1 et J−(2n−1)(ρ) = (−1)2n−1 J2n−1(ρ) = −J2n−1.

Dans le premier terme, on change n en n + 1. Ce terme s’écrit alors

+∞

∑
n=0

A2n+1J2n+1(ρ)e−i(2n+1)θ.

Finalement, on a

f B1(ρ, θ) = 2
+∞

∑
n=0

A2n+1J2n+1(ρ) cos((2n + 1)θ). (A.14)
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A.2.2.4 Représentation B2

Dans la représentation B2, les indices n sont impairs et on écrit

f B2(ρ, θ) =
+∞

∑
n=−∞

A2n+1J2n+1(ρ)ei(2n+1)θ

=
−∞

∑
n=−1

A2n+1J2n+1(ρ)ei(2n+1)θ +
+∞

∑
n=1

A2n+1J2n+1(ρ)ei(2n+1)θ + A1 J1(ρ)eiθ

=
+∞

∑
n=1

A−2n+1J−2n+1(ρ)ei(−2n+1)θ +
+∞

∑
n=1

A2n+1J2n+1(ρ)ei(2n+1)θ + A1 J1(ρ)eiθ

=
+∞

∑
n=1

A−(2n−1) J−(2n−1)(ρ)e
−i(2n−1)θ +

+∞

∑
n=1

A2n+1J2n+1(ρ)ei(2n+1)θ + A1 J1(ρ)eiθ

= −
+∞

∑
n=1

A(2n−1) J(2n−1)(ρ)e
−i(2n−1)θ +

+∞

∑
n=0

A2n+1J2n+1(ρ)ei(2n+1)θ

car A−(2n−1) = A2n−1 et J−(2n−1)(ρ) = (−1)2n−1 J2n−1(ρ) = −J2n−1.

Dans le premier terme, on change n en n + 1. Ce terme s’écrit alors

−
+∞

∑
n=0

A2n+1J2n+1(ρ)e−i(2n+1)θ.

Finalement, on a

f B2(ρ, θ) = 2i
+∞

∑
n=0

A2n+1J2n+1(ρ) sin((2n + 1)θ). (A.15)

A.3 Les fonctions de structure

Les fonctions de structure dépendent de l’angle θ et sont données par

aS
n =

ρs

ρ f
xH(1)

n
′
(x); aL

n = xL J′n(xL); aT
n = −nJn(xT); ainc

n = − ρs

ρ f
xJn

′(x);

bS
n =

ρs

ρ f
nH(1)

n (x); bL
n = nJn(xL); bT

n = −xT J′n(xT); binc
n = − ρs

ρ f
nJn(x);

cS
n = x2

T H(1)
n (x); cinc

n = −x2
T Jn(x); cL

n = (x2
T − 2n2)Jn(xL) + 2xL J′n(xL); cT

n = 2n(xT J′n(xT)− Jn(xT));

dL
n = 2n(xL J′n(xL)− Jn(xL)); dT

n = (x2
T − 2n2)Jn(xT) + 2xT J′n(xT);

eS
n = cS

n; einc
n = cinc

n ; eL
n = dL

n ; eT
n = dT

n ;

f L
n = (2x2

L − x2
T − 2n2)Jn(xL) + 2xL J′n(xL); f T

n = cT
n ; f T

n = cT
n ;

où x = kr(θ), xj = kjr(θ), j ∈ {L, T}, n ∈ N (n pair ou n impair).
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A.4 Réduction de la somme sur p et restriction au domaine fonda-
mental

Soit Fn(θ), une fonction périodique de période 2π. On peut alors décomposer en série de
Fourier Fn(θ) de la façon suivante :

Fn(θ) =
+∞

∑
p=−∞

fn,p eipθ , avec fn,p =
1

2π

∫ π

−π
Fn(θ) e−ipθdθ. (A.16)

En décomposant le problème sur les 4 représentations irréductibles du groupe C2v, les fonc-
tions Fn(θ) qui apparaissent dans les calculs possèdent certaines propriétés (parité, inva-
riance) qui nous permettent de restreindre les calculs au domaine fondamental. On ne se
préoccupe pas ici de la parité de l’indice n mais il est évident qu’il faut en tenir compte
lorsque l’on étudie la parité et l’invariance des fonctions.
Décomposons dans un premier temps la somme sur p :

Fn(θ) =
+∞

∑
p=−∞

fn,p eipθ =
−∞

∑
p=−1

fn,p eipθ +
+∞

∑
p=+1

fn,p eipθ + fn,0

=
+∞

∑
p=1

fn,−p e−ipθ +
+∞

∑
p=+1

fn,p eipθ + fn,0. (A.17)

1. Si Fn(θ) est paire en θ, on a fn,−p = fn,p et fn,0 6= 0. Alors Fn(θ) donnée par l’équation
(A.17) s’écrit

Fn(θ) =
+∞

∑
p=−∞

fn,p eipθ =
+∞

∑
p=0

γp fn,p cos(pθ), (A.18)

avec
fn,p =

1
π

∫ π

0
Fn(θ) cos(pθ)dθ. (A.19)

On obtient l’expression (Eq. A.19) en écrivant e−ipθ = cos(pθ) − i sin(pθ). On sépare
l’intégrale et on utilise la parité des fonctions Fn(θ) cos(pθ) et Fn(θ) sin(pθ). La seconde
ne contribue pas car on intègre une fonction impaire sur un intervalle centré en 0. On
peut également décomposer fn,p donné par l’équation (A.19) de la façon suivante

fn,p =
1
π

∫ π
2

0
Fn(θ) cos(pθ)dθ +

1
π

∫ π

π/2
Fn(θ) cos(pθ)dθ. (A.20)

Dans le second terme, on change θ en π − θ et deux cas se présentent alors :
a. Si Fn(θ) = Fn(π − θ), on a

fn,p =
1
π

∫ π
2

0
(1 + (−1)p)Fn(θ) cos(pθ)dθ (A.21)

qui est non nulle si p est pair. On obtient finalement

Fn(θ) = ∑
p pair

γp fn,p cos(pθ) avec fn,p =
2
π

∫ π
2

0
Fn(θ) cos(pθ)dθ. (A.22)

On vérifie explicitement que le domaine d’intégration est réduit au domaine fonda-
mental.
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b. Si Fn(θ) = −Fn(π − θ), on a

fn,p =
1
π

∫ π
2

0
(1 − (−1)p)Fn(θ) cos(pθ)dθ (A.23)

qui est non nulle si p est impair. On obtient finalement

Fn(θ) = ∑
p impair

2 fn,p cos(pθ) avec fn,p =
2
π

∫ π
2

0
Fn(θ) cos(pθ)dθ. (A.24)

2. Si Fn(θ) est impaire en θ, on a fn,−p = − fn,p et fn,0 = 0. Alors Fn(θ) donnée par
l’équation (A.17) s’écrit

Fn(θ) =
+∞

∑
p=−∞

fn,peipθ =
+∞

∑
p=0

2i fn,p sin(pθ) (A.25)

avec

fn,p = − i
π

∫ π

0
Fn(θ) sin(pθ)dθ. (A.26)

L’expression (A.26) est obtenue en procédant de la même façon que pour obtenir l’ex-
pression (Eq. A.19). En décomposant l’intégrale dans l’expression (Eq. A.26), et en
faisant le changement θ en π − θ, on a alors
a. si Fn(θ) = Fn(π − θ), p doit être impair. On obtient alors :

Fn(θ) = ∑
p impair

2i fn,p sin(pθ) avec fn,p = −2i
π

∫ π
2

0
Fn(θ) sin(pθ)dθ; (A.27)

b. si Fn(θ) = −Fn(π − θ), p doit être pair. On obtient alors

Fn(θ) = ∑
p pair

2i fn,p sin(pθ) avec fn,p = −2i
π

∫ π
2

0
Fn(θ) sin(pθ)dθ. (A.28)

Remarque : γ2p = γp et γ2p+1 = 2.

A.5 Coefficients de Fourier pour le problème intérieur

Les coefficients de Fourier sont évalués numériquement sur le domaine fondamental à
partir des expressions

β
j
n,p =

2
π

∫ π
2

0

(

cj
n cos(nθ) nρ + dj

n sin(nθ) nθ

)

cos(pθ)dθ (A.29)

ξ
j
n,p = −2i

π

∫ π
2

0

(

dj
n sin(nθ) nρ − f j

n cos(nθ) nθ

)

sin(pθ)dθ (A.30)

αL
n,p = −2i

π

∫ π
2

0

(

cL
n sin(nθ) nρ − dL

n cos(nθ) nθ

)

sin(pθ)dθ (A.31)

αT
n,p = −2i

π

∫ π
2

0

(

−cT
n sin(nθ) nρ + dT

n cos(nθ) nθ

)

sin(pθ)dθ (A.32)

ηL
n,p =

2
π

∫ π
2

0

(

−dL
n cos(nθ) nρ − f L

n sin(nθ) nθ

)

cos(pθ)dθ (A.33)

ηT
n,p =

2
π

∫ π
2

0

(

dT
n cos(nθ) nρ + f T

n sin(nθ) nθ

)

cos(pθ)dθ (A.34)

j ∈ {L, T}, (n, p) ∈ N
2 ((n, p) pairs ou (n, p) impairs).
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A.6 Coefficients de Fourier pour la diffusion

Les coefficients de Fourier sont évalués numériquement sur le domaine fondamental à
partir des expressions

α
(j)
n,p =

2
π

∫ π
2

0

(

−a(j)
n cos (nθ) nρ + b(j)

n sin (nθ) nθ

)

cos (pθ) dθ j ∈ {L, T, S, inc}(A.35)

β
(j)
n,p =

2
π

∫ π
2

0

(

c(j)
n cos (nθ) nρ + d(j)

n sin (nθ) nθ

)

cos (pθ) dθ j ∈ {L, T} (A.36)

β
(j)
n,p =

2
π

∫ π
2

0

(

c(j)
n cos (nθ) nρ

)

cos (pθ) dθ j ∈ {S, inc} (A.37)

ξ
(j)
n,p =

−2i
π

∫ π
2

0

(

e(j)
n sin (nθ) nρ − f (j)

n cos (nθ) nθ

)

sin (pθ) dθ j ∈ {L, T} (A.38)

ξ
(j)
n,p =

−2i
π

∫ π
2

0

(

e(j)
n cos (nθ) nθ

)

sin (pθ) dθ j ∈ {S, inc} (A.39)

κ
(j)
n,p =

−2i
π

∫ π
2

0

(

a(j)
n sin (nθ) nρ + b(j)

n cos (nθ) nθ

)

sin (pθ) dθ j ∈ {L, T, S, inc}(A.40)

η
(j)
n,p =

−2i
π

∫ π
2

0

(

c(j)
n sin (nθ) nρ − d(j)

n cos (nθ) nθ

)

sin (pθ) dθ j ∈ {L, T} (A.41)

η
(j)
n,p =

−2i
π

∫ π
2

0

(

c(j)
n sin (nθ) nρ

)

sin (pθ) dθ j ∈ {S, inc} (A.42)

ζ
(j)
n,p =

2
π

∫ π
2

0

(

e(j)
n cos (nθ) nρ + f (j)

n sin (nθ) nθ

)

cos (pθ) dθ j ∈ {L, T} (A.43)

ζ
(j)
n,p =

2
π

∫ π
2

0

(

e(j)
n sin (nθ) nθ

)

cos (pθ) dθ j ∈ {S, inc} (A.44)

(n, p) ∈ N
2 ((n, p) pairs ou (n, p) impairs).

A.7 Calculs des longueurs des orbites périodiques selon Sieber

Les longueurs des orbites périodiques de pression pure et de cisaillement pur peuvent
être calculées en utilisant les expressions données par Sieber [Sieber 1997]. On considère
un billard elliptique dont la frontière est une ellipse de demi petit-axe a et demi grand-axe
b. On note c =

√
a2 − b2 la demi distance interfocale (Fig. A.1). Le système possède deux

quantités conservées : l’énergie et le produit L1L2 des deux moments angulaires par rapport
aux deux foyers. Il est cependant plus avantageux de travailler avec une autre quantité qui est
indépendante de l’énergie et qui est déterminée uniquement par les propriétés géométriques

de la trajectoire α =
L1L2

E
où E est l’énergie totale du système. Les trajectoires dans le billard

possèdent deux caustiques qui dépendent du signe de α.

Mouvement de rotation 0 < α ≤ b2

La caustique du mouvement est une ellipse confocale de demi petit axe b′ =
√

α et
de demi grand axe a′ =

√
c2 + α. Le mouvement s’opère autour des deux foyers et il est

composé d’une libration pour la coordonnées elliptique u et d’une rotation pour la coordon-
née elliptique v (Annexe A.1). On détermine α en satisfaisant la condition pour obtenir des
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orbites périodiques
√

b2 − α

b2 = sn
(

2m
n

K(κ), κ

)

(A.45)

où sn(u) est la fonction elliptique jacobienne, n = 3, 4, ... et 1 ≤ m <
n
2

, et les entiers n et

m sont respectivement le nombre de réflexions d’une orbite et son nombre de rotations. Les
longueurs des orbites périodiques sont alors données par

ℓ
r
n,m =

2na
b

√

b2 − α − 2nc
κ

E
(

arcsin

√

b2 − α

b2 , κ

)

+ 4
mc
κ

E
(

π

2
, κ

)

(A.46)

Mouvement de libration −c2 < α ≤ 0

La caustique du mouvement est une hyperbole confocale de demi petit axe conjugué
b′ =

√−α et de demi axe transverse a′ =
√

c2 + α. Le mouvement se fait autour des deux
foyers et il est composé d’une libration pour la coordonnées elliptique u et d’une libration
pour la coordonnées elliptique v, et la trajectoire croise toujours l’axe x entre les deux foyers.
On détermine α en satisfaisant la condition pour obtenir des orbites périodiques

√

b2

b2 − α
= sn

(
2m
n

K
(

1
κ

)

,
1
κ

)

(A.47)

où sn(u) est la fonction elliptique jacobienne, n = 4, 6, ... et 1 ≤ m <
n
2

, où les entiers n et m

sont respectivement le nombre de réflexions d’une orbite et son nombre de libration (la moitié
du nombre de fois où la trajectoire est tangente à la caustique). Les longueurs des orbites
périodiques sont alors données par

ℓ
ℓ
n,m =

2nab√
b2 − α

− 2ncE
(

arcsin

√

b2

b2 − α
,

1
κ

)

+ 4mcE
(

π

2
,

1
κ

)

. (A.48)

Dans les équations (A.45), (A.46), (A.47), et (A.48), la variable κ est donnée par κ =
c√

c2 + α
et les deux types de mouvements sont séparés par une séparatrice associée à des orbites avec

α = 0 et passant par les foyers. Le cas m =
n
2

est discuté dans la référence [Sieber 1997].

Les longueurs des orbites périodiques de pression pure ou de cisaillement pur sont don-
nées par

ℓ
L
n,m =

ceau

cL
ℓ

i
n,m, (A.49a)

ℓ
T
n,m =

ceau

cT
ℓ

i
n,m, (A.49b)

où i = {r, ℓ}.
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Titre Résonances d’objets élastiques en géométries elliptique et sphéroïdale : symétrie et
levée de dégénérescence

Résumé Le thème central de cette thèse est l’étude des résonances pour le problème intérieur en
élastodynamique (géométries elliptique et sphéroïdale), et pour le problème de diffusion en acous-
tique (géométrie elliptique). On s’intéresse en particulier à la levée de dégénérescence des résonances
liée à la brisure de symétrie de l’objet lors de la transition du disque circulaire vers le disque ellip-
tique (2D), et de la sphère vers le sphéroïde (3D). Ce phénomène est étudié et interprété d’un point
de vue théorique en prenant en compte les symétries de l’objet à l’aide de la théorie des groupes.
Cette approche est complétée par une modélisation numérique et une partie expérimentale.

En 2D, nous étudions le problème intérieur pour un disque elliptique élastique (étude des modes
résonants) et le problème de la diffusion acoustique par des cylindres elliptiques infinis élastiques. Ils
sont traités à partir du formalisme modal combiné à la théorie des groupes dans le contexte vectoriel
de l’élastodynamique. La levée de dégénérescence des résonances, liée à la brisure de la symétrie
circulaire, est observée théoriquement mais aussi expérimentalement pour le problème de diffusion.
La méthode simplifie considérablement le traitement numérique des problèmes étudiés, fournit une
classification des résonances selon les 4 représentations irréductibles du groupe de symétrie C2v (as-
socié à la géométrie elliptique) et donne une interprétation physique de la levée de dégénérescence
en termes de brisure de symétrie du groupe O(2) (invariance par rotation).

Une partie expérimentale en spectroscopie ultrasonore vient compléter l’étude théorique du pro-
blème de diffusion. Une série d’expériences en cuve est menée dans le cas de cylindres elliptiques de
différentes excentricités en aluminium immergés dans l’eau, dans la bande de fréquence 0 ≤ kr ≤ 50,
où kr est le nombre d’onde réduit dans le fluide. Les résultats expérimentaux présentent un très bon
accord avec les résultats théoriques, la levée de dégénérescence est observée expérimentalement sur
des fonctions de forme et mise en évidence sur des diagrammes angulaires.

Le problème intérieur en 3D est traité par une approche expérimentale basée sur la génération
et la détection optiques d’ondes élastiques. Une série d’expérimentations sur des objets tridimen-
sionnels en aluminium est réalisée. Ces objets (sphère, sphéroïdes de formes oblate et prolate de
différentes excentricités) sont mis en vibration par impacts laser et les mesures de vitesse et de fré-
quence s’effectuent par vibrométrie laser. On réalise ainsi une comparaison qualitative entre la théorie
2D et l’expérience 3D. Les mesures sont menées à la fois dans les domaines temporel et fréquentiel
pour mettre en évidence la levée de dégénérescence des résonances d’une part, et l’onde de Rayleigh
qui se propage sur la surface des objets d’autre part. Nous identifions deux trajets pour cette onde
en géométrie sphéroïdale, l’un circulaire et l’autre elliptique.

Enfin, dans le cadre des problèmes intérieurs 2D et 3D, on donne une interprétation en termes de
rayons à travers la « dualité » entre le spectre des résonances et le spectre des longueurs des orbites
périodiques, avec la mise en évidence du phénomène de conversion de mode et l’identification de
l’onde de Rayleigh. Un phénomène, nouveau à notre connaissance, vient s’ajouter au phénomène de
bifurcation de certaines orbites périodiques. Les orbites avec conversion de mode du disque circulaire
élastique se séparent en deux orbites lorsqu’on le déforme vers le disque elliptique. Les longueurs de
ces deux orbites sont associées aux trajets minimal et maximal qu’elles parcourent. Cette observation
s’interprète comme une conséquence du théorème de Fermat. Dans le cas du sphéroïde, on retrouve
les orbites du disque circulaire dans le plan équatorial et celles du disque elliptique dans le plan mé-
ridien. Nous mettons également en évidence les pics associés aux deux trajets parcourus par l’onde
de Rayleigh en géométrie sphéroïdale sur le spectre des orbites périodiques.

Mots-clés Elastodynamique, résonances, diffusion acoustique, spectroscopie ultrasonore,
levée de dégénérescence, orbites périodiques, onde de Rayleigh, génération et détection op-
tiques d’ondes élastiques



Title Resonances of elastical objects in elliptical and spheroidal geometries : symmetry and
splitting up of resonances

Abstract Resonances for the interior problem in elastodynamics and the acoustic scattering pro-
blem are considered in elliptical and spheroidal geometries. Interest is focused on the splitting up
of resonances which occurs when the symmetry is broken in the transition from the circular disc
to the elliptical one (2D), and from the sphere to the spheroid (3D). From the theoretical point of
view, this physical phenomenon is studied and interpreted taking into account the symmetries of the
object with the help of group theory. This approach is completed by a numerical modeling and an
experimental part.

As far as the two dimensional problems are concerned, the interior problem for an elliptical
elastic disc (study of resonant modes) and the acoustic scattering problem for infinite elliptical elas-
tic cylinders are studied combining modal formalism and group theory in the vectorial context of
elastodynamics. The splitting up of resonances due to the circular symmetry breaking is not only
theoretically observed but also experimentally for the scattering problem. The method significantly
simplifies the numerical treatment of the problems studied, provides a full classification of resonances
over the 4 irreducible representations of the symmetry group C2v (associated with the elliptical geo-
metry) and gives a physical interpretation of the splitting up in terms of symmetry breaking of the
symmetry group O(2) (invariance under rotation).

An experimental part based on ultrasonic spectroscopy complements the theoretical study of the
scattering problem. A series of tank experiments is carried out in the case of aluminum elliptical cy-
linders immersed in water, in the frequency range 0 ≤ kr ≤ 50, where kr is the reduced wave number
in the fluid. The experimental results provide a very good agreement with the theoretical ones, the
splitting up is observed on experimental form functions and the split resonant modes are identified
on angular diagrams.

The interior problem in 3D is studied by means of an experimental approach based on the optical
generation and detection of elastic waves. A series of experiments is performed on three-dimensional
objects in aluminium. These objects (sphere, prolate and oblate spheroids of various eccentricity) are
excited by laser impacts, and the velocity and frequency measurements are carried out by laser vi-
brometry. Theory and experiments are qualitatively compared. The measurements are performed in
both the frequency and time domains to highlight the splitting up of resonances on one hand, and
the Rayleigh wave propagating on the surface of the objects on the other hand. We emphasize two
paths for this surface wave in spheroidal geometry : a circular one in the equatorial plane and an
elliptical one in the meridian plane.

Finally, in the context of the interior problems in 2D and 3D, a physical interpretation of reso-
nances in terms of geometrical paths is provided. Mode conversion is highlighted and the Rayleigh
wave is identified on the periodic orbits lengths spectrum. In addition to the bifurcations of some
periodic orbits, a phenomenon, new to our knowledge, appears. The orbits with mode conversion
of the circular disc split in two orbits when the transition to the elliptic disc occurs. The lengths of
these orbits are associated with the minimal and maximal travel paths. This observation is interpre-
ted from Fermat’s theorem. For the spheroid, orbits of the circular disc and those of the elliptical
disc are recovered in the equatorial and meridian planes respectively. We also emphasize the peaks
associated with the travel paths of Rayleigh wave in spheroidal geometry appearing on the periodic
orbits spectrum.

Keywords Elastodynamics, resonances, acoustic scattering, ultrasonic spectroscopy, split-
ting up of resonances, periodic orbits, Rayleigh wave, optical generation and detection of
elastic waves
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