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Titre : Polynomialité des coefficients de structure des
algebres de doubles-classes

Résumé: On étudie dans cette these les coefficients de
structure et particulierement leurs dépendances en n dans le
cadre d’une suite des algebres de doubles-classes. Le premier
chapitre est dédié a I1’étude des coefficients de structure
dans le cas général des centres d’algebres de groupes finis et
des algébres de doubles-classes. On rappelle dans ce chapitre
la théorie des représentations des groupes finis et son lien
avec les coefficients de structure. On montre que I’étude des
coefficients de structure des algébres de doubles-classes est
reliée a la théorie des paires de Gelfand et aux fonctions
sphériques zonales en donnant un théoreme similaire a celui de
Frobenius. Ce théoréme exprime les coefficients de structure
d’une algébre de doubles-classes associée a une paire de
Gelfand en fonction des fonctions sphériques zonales. Dans le
deuxieme chapitre, on rappelle 1le théoreme de Farahat et
Higmann autour de la propriété de polynomialité des
coefficients de structure du centre de 1”algébre du groupe
symétrique ainsi que la preuve d’lvanov et Kerov. On donne une
preuve combinatoire pour Hla propriéeté de polynomialité des
coefficients de structure de I1’algebre de Hecke de la paire
(S2n.B,) dans le troisiéeme chapitre. On utilise dans notre
preuve une algebre universelle qui se projette sur I’algéebre
de Hecke de la paire (S;,,B,) pour tout n. On montre aussi que
cette algébre universelle est isomorphe a [1”algébre des
fonctions symétriques décalées d’ordre 2. Dans le dernier
chapitre on présente un cadre général pour la fTorme des
coefficients de structure dans le cas d’une suite des algébres
de doubles-classes. Ce cadre regroupe les propriétés de
polynomialité des coefficients de structure du centre de
I1’algébre du groupe symétrique et de I’algebre de Hecke de la
paire (S;,.B,)- De plus, on donne des propriétés de
polynomialité pour les coefficients de structure du centre de
I1’algebre du groupe hypéroctaédral et de 1’algébre de doubles-

classes de diag(S,_,) dans S, xSP.

Résumé (long) : page 12

Mots clés : Coefficients de structure, centres des algebres de groupe, algébres
de doubles-classes.




Title : Polynomiality of the structure coefficients of double-
class algebras

Abstract: In this thesis we studied the structure coefficients
and especially their dependence on n in the case of a sequence
of double-class algebras. The first chapter is dedicated to
the study of the structure coefficients In the general cases
of centers of group algebras and double-class algebras. We
recall in i1t the representation theory of finite groups and
its link with structure coefficients. We show also that the
study of the structure coefficients of double-class algebras
iIs related to the theory of Gelfand pairs and zonal spherical
functions by giving, iIn the case of Gelfand pairs, a theorem
similar to that of Frobenius which writes the structure
coefficients of the double-class algebra associated to a
Gelfand pair in terms of zonal spherical functions. In the
second chapter, we recall the Farahat and Higman®s theorem
about the polynomiality of the structure coefficients of the
center of the symmetric group algebra as well as the Ilvanov
and Kerov"s approach to prove this theorem. We give a
combinatorial proof to the polynomiality property of the
structure coefficients of the Hecke algebra of the pair
(S;n.B,) 1In the third chapter. Our proof uses a universal
algebra which projects on the Hecke algebra of (S,,,B,) Tor
each n. We show that this universal algebra is isomorphic to
the algebra of 2-shifted symmetric functions. In the fourth and
last chapter we build a general framework which gives us the
form of the structure coefficients iIn the case of a sequence
of double-class algebras. This  framework implies the
polynomiality property of the structure coefficients of both
the center of the symmetric group algebra and the Hecke
algebra of (5,,,B,)- In addition, we give a polynomiality
property for the structure coefficients of both the center of
the hyperoctahedral group algebra and the double-class algebra
of diag(S,_,) in S, xS PP

(long) Abstract : page 14

Keywords . Structure coefficients, centers of group algebras, double-class
algebras.
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Etat de I’art

Etant donnée une algebre de dimension finie avec une base fixée, le produit de deux éléments
de base peut s’écrire comme combinaison linéaire des éléments de la base. Les coefficients qui
apparaissent dans un tel développement sont appelés coefficients de structure. Le calcul de ces
coefficients est essentiel, car, par linéarité, ils permettent de calculer tous les produits dans
I’algebre considérée. Mais il est difficile, méme dans des cas particuliers d’algebres, de donner
des formules explicites pour ces coefficients. Dans cette these, on s’intéresse aux coefficients
de structure et plus particulierement a leur dépendance en n dans le cadre de suites d’algebres
particulieres.

Les coefficients de structure des centres des algebres de groupe et des algebres de doubles-
classes ont été les plus étudiés dans la littérature. En effet, I’étude des coefficients de structure
des centres des algebres de groupe est reliée a la théorie des représentations des groupes finis
par le théoreme de Frobenius, voir [JV90b, Lemme 3.3] et I’appendice de Zagier dans [LZ04]].
On présente ce théoréme a la fin de la Section [[.4] Ce théoreme donne, dans le cas général d’un
centre d’une algebre de groupe, une formule exprimant les coefficients de structure en fonction
des caracteres irréductibles.

Une paire (G, K), ol G est un groupe fini et ' un sous-groupe de G, est appelée paire de
Gelfand si I’algébre de doubles-classes C[K \ G/K] est commutative, voir [Mac95| chapitre
VIL.1]. Si (G, K) est une paire de Gelfand, 1’algebre des fonctions constantes sur les doubles-
classes de K dans GG possede une base particuliere dont les éléments sont appelés les fonctions
sphériques zonales de la paire (G, K). On rappelle la théorie des paires de Gelfand et des
fonctions sphériques zonales dans la Section[I.5] Les algebres de doubles-classes associées aux
paires de Gelfand généralisent les centres des algebres de groupe et les fonctions sphériques
zonales généralisent les caracteres irréductibles.

Un théoreme similaire a celui de Frobenius reliant les coefficients de structure des algebres
de doubles-classes a la théorie des fonctions sphériques zonales des paires de Gelfand a été
établi et utilisé dans des cas particuliers, voir [JS12al] et [GJ96]]. L’ auteur de cette these n’a pas
réussi a trouver le théoréme traitant le cas général dans la littérature. On propose donc a la fin
de la Section[I.5.3]un tel théoréme pour une paire de Gelfand générale.

Le cas du centre de I’algébre du groupe symétrique Z(C|S,]) est particulierement inté-
ressant et plusieurs auteurs I’ont étudié. Le calcul des coefficients de structure de Z(C[S,])
nécessite 1’étude du type cyclique d’un produit de permutations, ce qui est difficile en général,
voir par exemple les papiers [BWS80], [Boc80], [Sta81], [Wal79], [GS98] et [JVO0b] qui traitent
de cas particuliers de ces coefficients. Plusieurs auteurs, voir [Sta81]], [JVO0b], [Jac87]], [GS98],
ont utilisé les caracteres irréductibles pour calculer ces coefficients. Malgré tout ces efforts, il
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n’y a pas de formule générale pour calculer les coefficients de structure du centre de 1’algebre
du groupe symétrique et il semble que c’est un objectif hors de portée. On illustre la difficulté
du calcul des coefficients de structure de Z(C[S,]) par un exemple dans la Section[2.2.1]

[’ algebre de doubles-classes de la paire (S, B,,), out B,, est le sous-groupe hyperoctaédral
de S,,,, introduit par James en 1961 dans [Jam61]], posséde beaucoup de propriétés similaires
a celles du centre de 1’algebre du groupe symétrique, voir [AC12]. La plus connue parmi elles
est que ces deux algebres possedent une base indexée par les partitions de n, voir les Sections
2.1.2) et 3.1.1] De plus, les coefficients de structure de ces algebres sont liées aux fonctions
symétriques et aux graphes plongés dans des surfaces comme nous 1’expliquons dans les para-
graphes suivants.

D’apres la formule de Frobenius, voir par exemple [SagO1]], les caracteres irréductibles du
groupe symétrique apparaissent dans le développement des fonctions de Schur dans la base des
fonctions puissance. Cela relie 1’étude des coefficients de structure du centre de 1’algebre du
groupe symétrique a celle de la théorie des fonctions symétriques. On présente cette formule a
la fin de la Section

La paire (Sa,,, BB,,) est une paire de Gelfand, voir [Mac95|, Section VIL.2]. L’étude des coef-
ficients de structure de 1’algébre de doubles-classes de la paire (Sa,,, B,,) est reliée elle aussi a
celle des fonctions symétriques. En effet, les fonctions sphériques zonales de la paire (Sa,,, B,,)
apparaissent dans le développement des polyndmes zonaux dans la base des fonctions puis-
sance. Les polyndmes zonaux sont des spécialisations des polyndmes de Jack, définis par Jack
dans les articles [Jac70]] et [Jac72]], qui forment une base de I’algebre des fonctions symétriques.

En 1975, Cori a montré dans sa these, voir [Cor73], que les coefficients de structure du
centre de 1’algebre du groupe symétrique comptent le nombre de graphes plongés dans des
surfaces orientées (couramment appelés cartes) quand on impose certaines conditions de degré
aux graphes. Ce résultat est aussi expliqué dans le livre [LZ04] de Lando et Zvonkin et I’article
[TV90a] de Jackson et Visentin. Dans la Section[2.2.2] on présente ce résultat.

Il existe un résultat similaire pour 1’algebre de doubles-classes de la paire (Sa,,, 3,,). D apres
un résultat de Goulden et Jackson dans [GJ96] que I’on présente dans la Section|3.1.2} ces coeffi-
cients de structure comptent le nombre de cartes plongées dans des surfaces non nécessairement
orientables (avec les mémes conditions de degré).

Un tel lien entre coefficients de structure et graphes existe aussi dans d’autres cas que le
centre de I’algebre du groupe symétrique et I’algebre de doubles-classes de la paire (Sa,,, B,).
Par exemple, les coefficients de structure de 1’algebre de doubles-classes de la paire (S,, X
S diag(S,_1)) sont reliés a des graphes particuliers appelés dipoles, voir Jackson et Sloss
[JS12b]]. Pour plus de détails sur cette algebre, le lecteur peut regarder les articles [Bre76],
[StrO7]] et [JS12a]]. Dans [StrO7]], Strahov montre que les fonctions sphériques zonales associées
a cette algebre possedent des propriétés analogues a celles des caracteres irréductibles du groupe
symétrique.

On a expliqué jusqu’ici pourquoi 1’étude des coefficients de structure est intéressant. Dans
la suite, on discute les résultats obtenus dans cette direction.

Comme nous I’avons mentionné ci-dessus, le calcul, d’une facon directe ou bien en utilisant
les caracteres irréductibles, des coefficients de structure du centre de 1’algebre du groupe symé-
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trique est un probleme difficile. Il en est de méme pour le calcul des coefficients de structure
de I’algebre de doubles-classes de la paire (S, B,,), voir [BC11], [MV11] et [Vas12] pour des
résultats partiels sur le sujet. Dans cette these, on s’intéresse a un probleme plus facile que le
calcul des coefficients de structure, celui de la dépendance en n de ces coefficients. On donne,
sous certaines conditions, la forme des coefficients de structure dans le cas général des centres
d’algebres de groupe et d’algebres de doubles-classes. On cite les résultats les plus connus sur
ce sujet dans les paragraphes suivants.

En 1954, Farahat et Higman ont montré dans [FHS9|] une propriété de polynomialité en n
pour les coefficients de structure du centre de I’algebre du groupe symétrique. En 1999, Ivanov
et Kerov ont donné dans [IK99|] une preuve combinatoire de ce résultat en introduisant les
permutations partielles. Ces résultats sont présentés dans les Sections [2.4.1]et[2.4.2]

Dans [AC12], Aker et Can donnent une propriété de polynomialité pour les coefficients
de structure de 1’algebre de doubles-classes de la paire (S, ,,) similaire a celle de Farahat
et Higman. Malheureusement leur preuve de polynomialité contenait une erreur, [Canl3]]. Ré-
cemment, dans [CO14], Can et Ozden ont proposé une correction de cette preuve. Ce résultat
de polynomialité a été retrouvé par Dolega et Féray dans [DF14], d’une maniere indirecte en
utilisant les polyndmes de Jack.

Récemment, Méliot a trouvé, voir [MéEl13]], une propriété de polynomialité, similaire a celle
de Farahat et Higman, dans le cas du centre de 1’algebre du groupe des matrices inversibles
a coefficients dans un corps fini. Il faut mentionner que Méliot a déja prouvé dans [M¢él10]
une propriété de polynomialité pour les coefficients de structure du centre de I’algebre de Iwa-
hori—-Hecke du groupe symétrique. Ce dernier résultat avait été conjecturé par Francis et Wang
dans [FWQ09].

La propriété de polynomialité des coefficients de structure est importante pour 1’étude asymp-
totique de certains objets aléatoires. Dans le cas du centre de I’algebre du groupe symétrique,
elle intervient dans I’étude des moments des caracteres irréductibles normalisés. Ces derniers
sont vus comme des variables aléatoires définies sur I’ensemble des représentations irréduc-
tibles du groupe symétrique muni de la mesure de Plancherel, voir [HAOQ7] et [IO02]. Cette
étude permet a Ivanov et Olshanski de retrouver dans [IO02] un résultat de convergence de la
forme du bord d’un diagramme de Young obtenu en 1977 par Logan et Shepp dans [LS77] et
indépendamment par Vershik et Kerov dans [VK77]. On rappelle ces résultats et on explique le
lien avec la polynomialité des coefficients de structure dans la Section [2.5]

Dans [DF14], Dotega et Féray ont illustré I’importance de la propriété de polynomialité
dans le cas de I’algebre de doubles-classes de la paire (Sa,, B,) en étudiant le comportement
asymptotique des diagrammes de Young avec une déformation de la mesure de Plancherel.

Des résultats probabilistes similaires dans le cas du centre de 1’algebre du groupe des ma-
trices inversibles ont été établis, voir les articles [[FulO8]] et [DudOg]].

Dans cet état de I’art, nous avons expliqué I’importance de I’étude des coefficients de struc-
ture et la difficulté du calcul de ces coefficients. Par ailleurs, on a vu pourquoi une propriété de
polynomialité pour ces coefficients peut €tre particulierement intéressante. On s’intéresse dans
cette these a la dépendance en n des coefficients de structure dans le cas général des algebres
de doubles-classes. Les résultats obtenus sont présentés dans la partie «Résumé».
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State of the art

Given an algebra of finite dimension with a fixed basis, the product of two basis elements
can be written as a linear combination of basis elements. The coefficients that appear in this
expansion are called structure coefficients. Computing these coefficients is essential because,
by linearity, they allow us to compute all products in the considered algebra. However, it is
difficult, even in particular cases of algebras, to give explicit formulas for these coefficients. In
this thesis we studied the structure coefficients and especially their dependence on n in the case
of a sequence of special algebras.

The structure coefficients of centers of group algebras and of double-class algebras had
been the most studied in the literature. In fact, the study of the structure coefficients of centers
of group algebras is related to the representation theory of finite groups by Frobenius theorem,
see [JVO0b][Lemma 3.3] and the appendix of Zagier in [LZ04]. We give this theorem at the
end of Section This theorem expresses, in the general case of centers of group algebras, the
structure coefficients in terms of irreducible characters.

A pair (G, K), where G is a finite group and K a sub-group of (, is said to be a Gelfand pair
if its associated double-class algebra C[K \ G/ K] is commutative, see [Mac95| chapter VII.1].
If (G, K) is a Gelfand pair, the algebra of constant functions over the /-double-classes in G has
a particular basis, whose elements are called zonal spherical functions of the pair (G, K). We
recall the theory of Gelfand pairs and zonal spherical functions in Section[I.5] The double-class
algebras associated to Gelfand pairs generalize the centers of group algebras and in this case
the zonal spherical functions generalize the irreducible characters.

A similar theorem which links the structure coefficients of double-class algebras with the
theory of zonal spherical functions of Gelfand pairs has been established in particular cases, see
[JS12a]] and [GJ96]]. The author cannot find in the literature a similar to Frobenius theorem’s
in the general case of double-class algebras of Gelfand pairs. We present in the end of Section
[1.5.3]such a theorem for a general Gelfand pair.

The case of the center of the symmetric group algebra Z(C[S,,]) is particularly interesting
and many authors have studied it in details. To compute the structure coefficients of Z(C[S,])
one should study the cycle-type of the product of two permutations which can be quite difficult,
see for example the papers [BWS80], [Boc80], [Sta81], [Wal79], [GS98]] and [JV90b]] which deal
with particular cases of these coefficients. Despite all these efforts, there is no general formula
for the structure coefficients of the center of the symmetric group algebra and it seems that it
is an elusive goal. We show the difficulty of computing the structure coefficients of Z(C[S,])
with an example in Section[2.2.1]

The double-class algebra of the pair (S, B,,), where B, is the Hyperoctahedral sub-group
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of Sy, was introduced by James in 1961 in [Jam61]]. It has a long list of properties similar to
that of the center of the symmetric group algebra, see [AC12]. The most known among them is
that they both have a basis indexed by the set of partitions of n, see Sections [2.1.2] and [3.1.1]
In addition, the structure coefficients of these algebras are related to symmetric functions and
graphs embedded into surfaces. This is explained in the next paragraphs.

By Frobenius formula, see [Sag01], the irreducible characters of the symmetric group appear
in the expansion of Schur functions in the basis of power-sums. This relates the study of the
structure coefficients of the center of the symmetric group algebra to the theory of symmetric
functions. We present this formula at the end of Section[2.3.2]

The pair (S, B,,) is a Gelfand pair, see [Mac95|, Section VII.2]. The study of the struc-
ture coefficients of the double-class algebra of the pair (Ss,,, ,,), is also related to the theory
of symmetric functions since the zonal spherical functions of the pair (Ss,, B,) appear in the
development of zonal polynomials in terms of power-sums. The zonal polynomials are specia-
lization of Jack polynomials, defined by Jack in [Jac70] and [Jac72], which form a basis for the
algebra of symmetric functions.

In 1975, Cori proved in his thesis, see [Cor75], that the structure coefficients of the center
of the symmetric group algebra count the number of graphs embedded into oriented surfaces
(called maps) with some degree conditions. This result can also be found in the book [LZ04] of
Lando and Zvonkin and the paper [JV90a] of Jackson and Visentin. In Section we recall
this result by a simple presentation.

The double-class algebra of the pair (Ss,, B,,) has a similar combinatorial interpretation. Its
structure coefficients count the number of graphs embedded into non-oriented surfaces, with
similar degree conditions, according to a result of Goulden and Jackson given in [GJ96]]. We
present this result in Section[3.1.2]

The relation between structure coefficients and graphs is not limited to the cases of the center
of the symmetric group algebra and the double-class algebra of the pair (Ss,,, B,,). For example,
the structure coefficients of the double-class algebra of the pair (S,, x S, diag(S,,—1)) are
related to particular graphs called dipoles according to Jackson and Sloss in [JS12b]. For more
details about this algebra, the reader is invited to see the papers [Bre76], [StrO7]] and [JS12al]. In
[StrO7]], Strahov shows that the zonal spherical functions of this pair have analogous properties
to irreducible characters of the symmetric group.

We have shown up to now the importance of the study of structure coefficents. In what
follows, we discuss the most known results in this direction.

As already stated, the computation, by a direct way or by using irreducible characters, of
the structure coefficients of the center of the symmetric group algebra is difficult. This difficulty
of computing structure coefficients also occurs in the case of the double-class algebra of the
pair (Sap, B,,), see [BC11], [MV11] and [Vas12]. In this thesis, we are interested in a simpler
problem than the computation of structure coefficients, which is their dependence on n. We
give, under some conditions, the form of structure coefficients in the general case of centers of
group algebras and double-class algebras. We mention the most known results in this subject in
the next paragraphs.

In 1954, Farahat and Higman published the paper [FH59] in which they prove a theorem that
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shows a polynomiality property in n for the structure coefficients of the center of the symmetric
group algebra. In 1999, Ivanov and Kerov gave in [IK99] a combinatorial proof to Farahat and
Higman’s theorem. They introduce and use in this paper combinatorial objects that they call
partial permutations. We give details about these results in Sections [2.4.T|and [2.4.2]

In [AC12], Aker and Can give a polynomiality property for the structure coefficients of the
double-class algebra of the pair (Sa,,, B,,) similar to that obtained by Farahat and Higman in the
case of the center of the symmetric group algebra. Unfortunately, their proof of polynomiality
contains an error [Canl3]. Recently, in [CO14], Can and Ozden have suggested a correction to
this proof. This result of polynomiality was found also by Dolg¢ga and Féray, in [DF14], by an
indirect approach using Jack polynomials.

Recently, Méliot has found, see [M¢l13]], a polynomiality property, similar to that of Fara-
hat and Higman, for the structure coefficients of the center of the group algebra of invertible
matrices with coefficients in a finite field. It is worth mentioning that Méliot has already proved
in [Mél10] a polynomiality property for the structure coefficients of the Iwahori—-Hecke algebra
of the symmetric group. This latter result was conjectured by Francis and Wang in [EWQ9].

The polynomiality property for the structure coefficients is important for the study of the
asymptotic behaviour of combinatorial objects. In the case of the center of the symmetric group
algebra, this property is used in the study of moments of normalised irreducible characters
viewed as random variables defined over the set of irreducible representations of the symmetric
group with the Plancherel measure, see [HAOQ7] and [IO02]. This allows Ivanov and Olshanski
to give a new proof in [IO02] of a result of convergence of the shape of the border of a Young
diagram obtained in 1977 by Logan and Shepp, see [LS77], and independently by Vershik and
Kerov in [VK77]]. We recall these results and explain the link with the polynomiality property
of the structure coefficients in Section 2.5

In [DF14], Dotega and Féray illustrate the importance of the polynomiality property in the
case of the double-class algebra of the pair (Sa,, 3,) while studying the asymptotic behaviour
of Young diagrams with a deformation of the Plancherel measure.

There exists similar probabilistic results in the case of the center of the group algebra of
invertible matrices with coefficients in a finite field, see the papers [Ful08] and [Dud08]].

In this state of art section, we have presented the importance to study the structure coef-
ficients and the difficulty of computing these coefficients. In addition, we have seen why a
polynomiality property for these coefficients is of a special interest. We are interested, in this
thesis, in the dependence on n of the structure coefficients in the general case of double-class
algebras. The results obtained are presented in the «Abstract» section.
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Résumé

Cette these est consacrée a 1’étude des coefficients de structure d’algebres de doubles-classes
—rappelons que cela contient le cas des centres d’algebres de groupe. On s’intéresse particulie-
rement a la dépendance en n de ces coefficients dans le cas d’une suite d’algebres de doubles-
classes.

Le premier chapitre est un chapitre de généralités consacré a 1’étude des coefficients de
structure dans le cas général des centres d’algebres de groupes finis et des algebres de doubles-
classes. On fixe dans ce chapitre les définitions et les notations utilisées tout au long de cette
these. On présente aussi la théorie des représentations des groupes finis et son lien avec les
coefficients de structure.

On montre a la fin de ce chapitre que I’étude des coefficients de structure des algebres de
doubles-classes est reliée a la théorie des paires de Gelfand et aux fonctions sphériques zonales
en donnant un théoréme similaire a celui de Frobenius. Ce théoréme exprime les coefficients de
structure de I’algébre de doubles-classes C[K \ G/ K], associée a une paire de Gelfand (G, K),
en fonction des fonctions sphériques zonales de la paire (G, K'). Il apparait ici pour la premiére
fois — selon les connaissances de I’auteur — dans un cadre général. Des cas particuliers de ce
théoreme se trouvent dans les articles [JS12al] et [GJ96].

Dans le deuxieme chapitre on s’intéresse aux coefficients de structure du centre de 1’al-
gebre du groupe symétrique. On donne le lien entre ces coefficients et les cartes dessinées sur
des surfaces orientées et on présente le résultat de polynomialité de Farahat et Higman, voir
[FH59]. On détaille la méthode combinatoire d’Ivanov et Kerov donnée dans [IK99] pour prou-
ver ce résultat. On définit I’algebre des fonctions symétriques dans ce chapitre et on rappelle
que la méthode d’Ivanov et Kerov fait apparaitre une algebre isomorphe a celle des fonctions
symétriques décalées d’ordre 1 définie dans I’article [OO97b] d’Okounkov et Olshanski.

Le but du troisieme chapitre de cette these est de montrer d’une maniere combinatoire une
propriété de polynomialité, similaire a celle obtenue par Farahat et Higman, pour les coefficients
de structure de I’algebre de doubles-classes de la paire (Ss,, B,). Ce résultat a été publié dans
[Toul3] et [Toul2l] en est une version plus détaillée.

On a suivi I’approche d’Ivanov et Kerov dans [IK99] pour arriver a notre résultat. On utilise
des objets combinatoires qu’on appelle bijections partielles, qui jouent un role analogue a ce-
lui des permutations partielles de [IK99]. Contrairement au cas des permutations partielles, la
preuve de I’associativité du produit défini entre les bijections partielles est loin d’étre évidente
car ce produit est défini comme "moyenne" de bijections partielles.
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Pour arriver a notre résultat, on construit une algebre universelle qui se projette sur 1’algebre
de doubles-classes de la paire (Sa,,, B,,) pour tout n et une relation avec I’algebre des fonctions
symétriques décalées d’ordre 2 est établie. Comme dans [IK99]] pour le centre de 1’algebre du
groupe symétrique, on obtient des majorations des degrés des coefficients de structure (comme
polyndme en n) en définissant des filtrations sur cette algebre.

Une généralisation concernant les algebres de doubles-classes est donnée dans le quatrieme
chapitre. On présente dans ce chapitre un cadre général regroupant la propriété de polynomialité
des coefficients de structure du centre de 1’algebre du groupe symétrique et 1’algebre de doubles-
classes de la paire (Say,, B,,).

Nous appliquons aussi notre généralisation a des algebres de doubles-classes apparaissant
dans la littérature. Par exemple, on montre que notre généralisation s’applique dans le cas de
I’algebre de doubles-classes de diag(S,,_1) dans S,, xS, , et on donne une propriété de polyno-
mialité pour les coefficients de structure dans ce cas. Ces derniers possedent une interprétation
combinatoire, voir [JS12b]. Le lecteur peut voir encore [StrO7, Section 1.3] dans lequel Strahov
donne une liste de paires de Gelfand auxquelles notre généralisation pourrait s’ appliquer.

Une autre application de notre généralisation est le centre de I’algebre du groupe hyperoc-
taédral. Le lecteur peut se référer aux articles [[GK78] et [Ste92] pour plus de détail sur cette
algebre. Encore une fois, notre généralisation implique une propriété de polynomialité pour les
coefficients de structure dans ce cas.

Malheureusement notre cadre général n’inclut pas le cas du centre de 1’algebre du groupe
des matrices inversibles a coefficients dans un corps fini, ce qui nous permettrait de retrouver le
résultat de Méliot [Méll3]].

Un autre cas important est celui des super-classes des groupes uni-triangulaires. Ces objets
sont le sujet de beaucoup de travail de recherche, voir [And13], [And08], [DIOS]] et [YanO1], et
une propriété de polynomialité dans ce cas serait intéressante. En fait, les coefficients de struc-
ture des super-classes des matrices uni-triangulaires peuvent étre vus comme les coefficients de
structure d’une algebre particuliere de doubles-classes, voir la Section 4.6.3] ol on explique ce
fait. Malheureusement notre cadre général ne contient pas non plus ce cas. Un objectif impor-
tant, dans notre futur travail de recherche, est d’essayer de modifier ce cadre afin qu’il puisse
s’appliquer a ces deux algebres.
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Abstract

In this thesis we study the structure coefficients of double-class algebras —recall that this
includes the case of centers of group algebras. Particularly, we are interested in the dependence
on n of these coefficients in the case of a sequence of double-class algebras.

The first chapter is a chapter of generalities dedicated to the study of the structure coeffi-
cients in the general cases of centers of group algebras and double-class algebras. We give in
this chapter all the definitions and notations which we use throughout this thesis. We recall also
the representation theory of finite groups and its link with structure coefficients.

We show at the end of this chapter that the study of the structure coefficients of double-class
algebras is related to the theory of Gelfand pairs and zonal spherical functions by giving, in the
case of Gelfand pairs, a theorem similar to that of Frobenius. This theorem writes the structure
coefficients of the double-class algebra C[K \ G/K], associated to a Gelfand pair (G, K), in
terms of zonal spherical functions of the pair (G, K'). According to the author’s knowledge,
this theorem for the general case of Gelfand pairs appears for the first time in this manuscript.
Particular cases had been treated in [JS12al] by Jackson and Sloss and in [GJ96] by Goulden
and Jackson.

In the second chapter, we consider the case of the structure coefficients of the center of
the symmetric group algebra. We show how these coefficients are related to graphs embedded
into orientable surfaces. We also recall Farahat and Higman’s theorem in [FHS59] about the
polynomiality property of the structure coefficients of the center of the symmetric group algebra.
We study in details the combinatorial proof of this theorem given by Ivanov and Kerov in
[IK99]. This method uses a universal algebra which projects to the center of the symmetric
group algebra for each n. It turns out that this algebra is isomorphic to the algebra of 1-shifted
symmetric functions defined by Okounkov and Olshanski in [OO97b].

The goal of the third chapter of this thesis is to prove by a combinatorial way a polynomia-
lity property, similar to that given by Farahat and Higman, for the structure coefficients of the
double-class algebra of the pair (Ss,,, B,,). This result has already been published, see [Toul3],
and a complete proof of it can be found in [Toul2].

We follow Ivanov and Kerov’s approach in [IK99] to achieve our result. We define new
combinatorial objects that we call partial bijections. These objects are analogues in the case of
the double-class algebra of the pair (Ss,, BB,,) of the partial permutations defined by Ivanov and
Kerov in the case of the center of the symmetric group algebra. In contrast to partial permu-
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CHAPITRE 0. ABSTRACT

tations, the proof of associativity of the product defined between partial bijections is far from
being obvious since the product is defined as an "average" of partial bijections.

To prove our result, we build a universal algebra which projects on the double-class algebra
of the pair (S, B,,) for each n. We prove that a distinguished sub-algebra of this universal
algebra is isomorphic to the algebra of 2-shifted symmetric functions. In addition, using some
filtrations on this universal algebra, we are able to give upper bounds to the degree of the struc-
ture coefficients (seen as polynomials in n) in this case.

The fourth and final chapter is dedicated to build a general framework for the polynomia-
lity property of the structure coefficients in the case of double-class algebras. This framework
contains both polynomiality properties of the center of the symmetric group algebra and of the
double-class algebra of the pair (Sa,,, B,,).

Our generalization is particularly interesting for some double-class algebras which appear
in the literature. For example, we show that our general framework contains the double-class
algebra of diag(S,_1) in S,, x S*;, and we give a polynomiality property for the structure
coefficients in this case. These latter have a combinatorial interpretation using special graphs,
see [JS12b]. The reader can also have a look to [StrO7, Section 1.3] in which Strahov gives a
list of Gelfand pairs that our generalisation may be applied to.

Another application of our generalisation is the case of the center of the Hyperoctahedral
group algebra. The reader is invited to see the papers [GK78] and [Ste92] for details about
this algebra. Once again, our generalisation implies a polynomiality property for the structure
coefficients in this case.

Unfortunately, our general framework does not contain the case of the center of the group
of invertible matrices with coefficients in a finite field algebra, which could allow us to reobtain
Méliot’s result [Mél13]].

Another important case is that of the super-classes of uni-triangular matrices groups. Re-
cently, these objects had been the subject of a lot of research work, see [Andl13], [And08],
[DIO8)] and [YanOl], and a polynomiality property for the structure coefficients in this case
would be interesting. In fact, the structure coefficients of super-classes of uni-triangular ma-
trices groups can be viewed as structure coefficients of a particular double-class algebra, see
Section 4.6.3] Unfortunately our general framework does not contain this case either. An im-
portant goal, in a future work about our generalisation, is to see whether or not our general
framework can be modified in order to contain these two cases (Méliot’s one and the super-
classes of uni-triangular groups).
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Chapitre 1

Les coefficients de structure : Généralités
et liens avec la théorie des représentations

On donne au début de ce chapitre la définition formelle des coefficients de structure d’une
algebre de dimension finie.

Dans le cas général, il n’existe pas de formule explicite pour les coefficients de structure.
Meéme pour une algebre fixée, dans les cas qu’on étudie — le centre de 1’algebre du groupe
symétrique au chapitre et I’algebre de Hecke de la paire (Ss,,, BB,,) au chapitre —, iln’y a pas
de formules explicites. Il apparait que ce probleme est difficile vu que méme pour une algebre
donnée, disons le centre de I’algebre du groupe symétrique, les formules connues pour des cas
particuliers de coefficients de structure sont compliquées, voir [GS98]] pour plus de détails.

Il existe pourtant, dans le cas des centres des algebres des groupes finis une formule pour les
coefficients de structure en fonction des caracteres irréductibles, mais elle aussi non explicite.
On va présenter ce lien dans ce chapitre, en rappelant ce qui est nécessaire de la théorie des
représentations des groupes finis.

On va s’intéresser aussi aux coefficients de structure des algebres de doubles-classes. Celles-
ci sont définies a partir des doubles-classes d’un sous-groupe dans un groupe fini. On va montrer
que les centres des algebres des groupes finis peuvent étre vus comme des cas particuliers des
algebres de doubles-classes.

Une partie de ce chapitre est consacrée aux paires de Gelfand et aux fonctions sphériques
zonales. Ces derniéres peuvent étre considérées comme 1’analogue des caracteres irréductibles
dans le cas des algebres des doubles-classes. Lorsqu’on a une paire de Gelfand, il est possible,
comme on va le voir a la fin de ce chapitre, d’exprimer les coefficients de structure de 1’algebre
de doubles-classes en fonction des fonctions sphériques zonales.

1.1 Généralités

Soit /I un corps commutatif. Une K-algebre est un ensemble 3 muni de deux lois internes
notées +, x et d’une loi externe notée - tel que :

1- (B,+, ) est un K-espace vectoriel ;



CHAPITRE 1. LES COEFFICIENTS DE STRUCTURE : GENERALITES ET LIENS AVEC
LA THEORIE DES REPRESENTATIONS

2- X (y+2) =x X y—+x X z pour tout x, y et z dans B

3- (a-x) x (b-y) = (ab) - (x x y) pour tout a, b dans /C et pour tout x, y dans B ol ab est la
multiplication de a et b dans K.

Dans ce qui suit on va alléger les notations pour les lois de multiplication : ainsi on va noter
1. ax aulieude a - z pour tout a € K et tout = € B
2. xy au lieu de x X y pour tout x et y dans B
3. ab la multiplication de deux éléments a et b de .

11 faut noter que toutes les algebres que 1’on va étudier dans cette these sont des C-algebres. On
va donc écrire "algebre" au lieu de "C-algebre" sauf si une confusion est possible.

Définition 1.1. Soit I un ensemble fini. Supposons que B est une algebre de dimension finie et
que la famille (by,)er forme une base pour BB. Prenons deux éléments de base b; et b; de B (ici
t,J € 1), alors le produit b;b; est un élément de B, donc il peut s’écrire comme combinaison
linéaire des éléments (bg)xer :
bibj = chib (1.1)
kel

ou les coefficients cfj sont des éléments de IC pour tout k € 1. Les coefficients ij sont appelés

coefficients de structure de B dans la base (by)yer. S’il n’y a pas de confusion, on parlera
simplement des coefficients de structure sans spécifier la base.

Dans certains cas (incluant les algebres étudiées dans cette these), on peut donner une des-
cription combinatoire pour les coefficients de structure comme on va le voir dans le paragraphe
suivant.

Définition 1.2. Une base d’une algébre est dite multiplicative si le produit de deux éléments de
base est bien un élément de base.

Supposons qu’on a une algebre A de dimension finie avec une base multiplicative (by)rer,
que I’on fixe dans cette section, et une fonction "type" : K — [ ou [ est un ensemble fini. Pour
un élément ¢ € I, définissons B; comme 1’ensemble de tous les éléments de base b, de A de
type i (les éléments by, tels que type(k) = 7). Quitte a restreindre I’ensemble 7, on peut supposer
que tous les B; sont non-vides.

Notation. Pour un ensemble fini X, on va noter par X la somme de ses éléments,

X:ZJU.

zeX

On observe facilement que les (B;);c; sont linéairement indépendants et supposons que
I’espace vectoriel 5 engendré par les (B;);c; forme une sous-algebre de .A. Dans ce cas, il existe
une description des coefficients de structure de 1’algebre B donnée par la proposition suivante.
Cette description va nous aider a calculer les coefficients de structure dans les chapitres qui
suivent.

2 1.1. GENERALITES
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Proposition 1.3. Soit C’fj les coefficients de structure de 1’algeébre B, définis par I’équation
suivante :

BB, =) CiBy. (1.2)

kel

Alors C’fj est la taille de ’ensemble suivant :

k 2 2 o B
Ci; = {(x,y) € A” tel que x et y sont deux éléments de la base de A de type i et j et xy—(f}3|)
o z € A est un élément de la base de A fixé de type k.

Démonstration. Immédiat. ]

Méme si on travaille avec des algebres sur le corps des nombres complexes, il est a remar-
quer que dans les conditions de cette proposition, on a le corollaire suivant.

Corollaire 1.4. Les coefficients de structure de I’algebre B sont des entiers naturels (positifs
ou nuls).

1.2 Les centres des algebres de groupe

1.2.1 Définition

Dans cette partie, G désigne un groupe fini. On note multiplicativement la loi sur GG, ce qui
veut dire que la multiplication de deux éléments g et ¢’ de GG est notée gg’. On va s’intéresser
aussi a la loi de conjugaison sur GG, notée par e. Pour deux élément g et ¢’ de G, on a :

geg=ggg "

On va écrire (G, @) chaque fois que la loi de conjugaison est utilisée pour éviter les confusions
de notation.

L’algebre du groupe G notée C[G] est une algebre sur C ayant pour base les éléments de G.
Autrement dit, un élément x de C[G] peut s’écrire de maniére unique comme une combinaison
linéaire formelle des éléments de GG avec des coefficients dans C :

T = ngg,

geG

ouz, € Cpourtoutg € G.

Comme les éléments de G forment une base pour C[G], on peut étendre la multiplication
dans G pour définir la multiplication dans C[G]. Siz = 3 _qxggeta’ = > ;g sont
deux éléments dans C[G], le produit xz’ est défini par :

xr = ngg Z rg = Z Loy (99)-

geG g eG geG,g'eG
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L’action de G sur lui-méme par conjugaison peut étre prolongée par linéarité en une action
de G sur I’algébre C[G]. Une sous-algebre particuliere de C[G| est celle des éléments invariants
par conjugaison, notée C[G](@*) :

C[G](G") ={reC|G] | Jex=2 Vg €eG}={xeC[G] | jr=xg Vg € G}.

Le centre de I’algébre du groupe G, noté Z(C|[G)), est 1’algebre des invariants C[G](@*). C’est
la sous-algebre de C[G] formée des éléments qui commutent avec tous les éléments de G. Dans
le cas général, si A est une algebre, le centre de A noté Z(.A) est I’ensemble suivant :

Z(A) := {a € Atel que ab = ba pour tout b € A}.

1.2.2 Action de groupe sur un ensemble

7

Supposons que le groupe G agit par 7 - 7 sur un ensemble S. Pour un élément s de S, on
distingue deux ensembles particuliers, le stabilisateur de s par G noté Stab< et I’orbite de s
dans G noté OY. Le stabilisateur de s par (i est le sous-ensemble suivant de G

Stab? :=={g9€G | g-s=s}CG
et ’orbite de s dans G est le sous-ensemble G - s de S défini comme
0% ={g-s| geGyCS.

Il est facile de vérifier que Stab% est un sous-groupe de G pour tout s € S et que I’ensemble
quotient i/Stab® est en bijection avec 1’orbite de s dans G. Explicitement, la bijection est
’application G/Stab¥ — O% qui a g - Stab® associe g - s. Ainsi, on obtient I'importante
proposition suivante.

Proposition 1.5. Soit S un ensemble et G un groupe qui agit sur S. Pour tout élément s de S
ona:

|G|
|StabS|

s

0] =

1.2.3 Les classes de conjugaison

Il est naturel de regarder les ensembles du paragraphe précédent dans le cas ou S est le
groupe GG lui-méme. Encore une fois, on va s’intéresser a 1’action de conjugaison de G sur G.
Si g € G, le stabilisateur de g par G

Stab*) ={g' e G | deg=g}={d €G | g9 =gy}

est ’ensemble de tous les éléments de G qui commutent avec g, appelé centralisateur de g. La
classe de conjugaison d’un élément g de G, notée Cy, est I’orbite de g dans G :

Cyp:=0l% ={geg | gdeCG={dgg " | ¢ €G}.

4 1.2. LES CENTRES DES ALGEBRES DE GROUPE
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Corollaire 1.6. Soit G un groupe. Pour tout g € G ona :
(oA g
T |Stab)

On va noter C(G) I’ensemble des classes de conjugaison de G. C’est un ensemble fini car G
est fini. On va indexer les classes de conjugaison par un ensemble fini Z dont les éléments sont
notés par des lettres grecques (habituellement A, J, p). Ainsi, on a :

C(GQ) = {Cy | A e T).

Une des propriétés importantes du centre de 1’algebre du groupe G, est qu’il possede une
base indexée par les classes de conjugaison de G comme le montre la proposition suivante.

Proposition 1.7. La famille (C)) ¢z, out

forme une base de Z (C[G]).

Démonstration. Supposons que X = Y
pour tout ¢ € G on a par définition

ge(> )= cd9g™ =D cug.

geG geG geG

geG Cq9 est un €lément du centre de I'algebre G, alors

Ca veut dire que pour tout élément g de GG et pour tout élément ¢’ de G, les coefficients de g et
de ¢'gg’ ! dans X sont égaux. Donc pour que X soit dans le centre de G, il faut que pour tout
élément g de G, le coefficient de g dans X soit égal au coefficient de tout élément conjugué a
g. Donc les sommes des classes de conjugaison engendrent Z(C[G]) et il n’est pas difficile de
voir qu’elles sont linéairement indépendantes. [

Soient A et 0 deux éléments de Z. Les coefficients de structures c§; du centre de 1’algébre
du groupe G sont définis par I’équation suivante :

C\Cs =) &;C,. (1.4)

pEeL

1.3 Les algebres de doubles-classes

Les algebres de doubles-classes, ou algebres de Hecke, ont pour base la somme des éléments
des doubles-classes d’un sous-groupe K dans un groupe G. A la fin de cette section on va
montrer que les centres des algebres des groupes finis peuvent étre considérés comme des cas
particuliers d’algebres de doubles-classes.

Il faut noter que le terme "algebre de Hecke" est souvent utilisé dans la littérature pour
désigner 1’algebre de Iwahori-Hecke, voir Section 4.6.5] Dans cette thése, nous 1’utiliserons
dans son sens d’origine, celui d’algebre de double-classes.
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1.3.1 Définition

Dans cette partie, on désigne par GG un groupe et par H, K et L trois sous-groupes de G. Une
classe a droite (resp. a gauche) de H dans G est un ensemble H g (resp. g H) pour un élément g
du groupe GG ol

Hg:={hg; he H} (resp. gH = {gh; h € H}).

L’ensemble H\G := {Hg; g € G} (resp. G/H := {gH ; g € G}) est’ensemble des classes a
droite (resp. gauche) de H dans G. Une double-classe de H et K dans G est un ensemble H g
pour un élément g de G ou :

HgK :={hgk; hec Hetk € K}.

L’ensemble H\G/K := {HgK ; g € G} est I’ensemble des doubles-classes de H et K dans
G. D’apres sa définition, une double-classe est une union disjointe de classes a droite (ou a
gauche).

Dans la proposition suivante on donne une formule pour la taille d’une double-classe.

Proposition 1.8. Soient H et K deux sous-groupes d’un groupe fini G. Alors pour tout g € G
ona:

[H||K]
HgK| = ———7——.
HoK] |HNgKg™|
Démonstration. Comme |hgK| = |K| pour tout h € H on aura :
|HgK| = |{hgK tel que h € H}||K|.

Donc d’apres la Proposition si on considere 1’action du sous-groupe H sur I’ensemble des
classes a gauche de K dans GG, on obtient :

|H|
HgK| = K.
H 9K | = e T el que gk = g~
Mais hgK = gK < h € gKg~!, donc on a le résultat. O

Proposition 1.9. Soit G un groupe fini et K un sous-groupe de G. Les sommes des doubles-
classes KgK de K dans G engendrent linéairement une sous-algebre de C|G]|.

Démonstration. On traite un cas plus général dans cette démonstration. Si H et L sont deux
sous-groupes de (G, en utilisant la décomposition des doubles-classes en union disjointe des
classes a droites, on peut écrire :

HzK =) Hu;,

ou les x; sont dans I’ensemble x /K. Pour une autre double-classe KyL de K et L dans GG, on
peut encore écrire :

KyL =3 yL,
J
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ou les y; sont dans I’ensemble Ky. En utilisant ces deux décompositions, la multiplication des
deux doubles-classes HzK et KyL peut étre écrite ainsi :

HrKKyL = > Huz; » yL
( J

J

i
On obtient notre résultat dans le cas particulierou H = L = K. [

L’algeébre des doubles-classes de K dans G, notée C[K \ G/ K], est I’algebre ayant comme
base les sommes des double-classes de K dans (. Pour simplifier les notations, soit [/ un
ensemble fini indexant I’ensemble K \ G/ K des doubles-classes de K dans G. Ainsi on obtient :

K\ G/K ={DCy | e J},

ou DC), est la double-classe associée a \.
Soient A et § deux éléments de . Les coefficients de structure kX ; de I’algebre C[K \ G/ K]
sont définis par I’équation suivante :

DC,DC; = > k{,DC,. (1.5)

peET

1.3.2 Le centre de I’algebre d’un groupe en tant qu’algebre de doubles-
classes

Dans cette partie on va montrer qu’une forte relation existe entre les coefficients de structure
de Z(C[@]) et les coefficients de structure de C[diag(G) \ G x G/ diag(G)] pour un groupe
G.

Expliquons les notations ci-dessus, GP? est le groupe opposé de (G. La multiplication de
x par y dans G°PP est yx au lieu de xy. Le produit cartésien G x G°PP forme un groupe et sa
diagonale diag(G) := {(z,27')|z € G} est un de ses sous-groupes. Pour un élément (a,b) €
G x G°PP et deux éléments (z, 77 ') et (y,y ') de diag(G), on a:

(2,37 ") (a,b)(y,y~") = (way,y bz ). (1.6)

Cette égalité nous permet de relier les doubles-classes de diag(G) dans G x G°PP aux classes
de conjugaison de G. En effet, ’égalité (1.6) implique que deux éléments (a,b) et (¢, d) sont
dans la méme double-classe de diag(G) dans G x GPP si et seulement si ab et cd sont conjugués
dans G.

On reprend I’ensemble Z qui indexe les classes de conjugaison de G. Alors Z indexe aussi
les doubles-classes de diag(G) dans G x G°PP. Soit A dans Z, la double-classe de diag(G) dans
G x G°PP associée a A est notée par C. Explicitement, on a :

C} = {(a,b) € G x G | ab € Cy}.
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Proposition 1.10. Si \ un élement de T alors on a
|CAl = GIICA.

Démonstration. 1’ application qui envoie un élément (x,y) de G x Cy sur (z, 27 'y) € G x GPP
est une bijection entre G x C) et C dont I’inverse est I’application qui envoie 1’élément (a, b)
de C} a (a, ab). O

Soient A et § deux éléments de Z, les coefficients de structure c7; de 1’algebre des doubles-
classes de diag(G) dans G x GP?, Cldiag(G) \ G x G°P? / diag(G)], sont définis par I’équation
suivante :

C\Cs5=> i, (1.7)

pEL

Proposition 1.11. Soir G un groupe fini et soit T un ensemble qui indexe les classes de conju-

gaison de G. Si \, ) et p sont trois éléments de T alors les coefficients de structure ¢ et c//\p(; du
Z(C[G)) et C[diag(G) \ G x G°PP/ diag(G)] sont reliés par la relation suivante :

le& = ’G|C§5-

Démonstration. Tenons compte de la Proposition[1.3] le coefficient de structure ¢§; dans Z(C[G])
donné par I’équation (1.4) n’est autre que le cardinal de I’ensemble A% ; défini par :

Als ={(z,y) € C\ x Cs tel que zy = z},

N 214 z A /, / N
ol z est un élément fixé de C,. De méme, on a cy; = |AY;| ou

AIApa = ((371;552)7 (yhyz)) € O x Cy tel que (2191, y222) = (2,1)}.
L application,

A% — Al x G
((3317372), (yl,xg’l)) — (($1$2,$51y1),$2)

est bien définie — 1'image d’un élément de A} est bien dans A% x G — et elle forme une bijection
dont I’inverse est donné par 1’application

((z,y).t) = ((xt7', 1), (ty, t71)). O

Le fait que le centre d’une algebre de groupe GG peut étre vu comme 1’algebre des doubles-
classes de diag(G) dans G x G°PP est expliqué, d’une maniere différente a celle donnée dans
cette section, dans 1’introduction de 1’article [StrO7]] de Strahov.
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1.4 Théorie des représentations des groupes finis

La théorie des représentations est un des outils pour décrire les coefficients de structure des
centres des algebres de groupe. Il est connu, comme on va le voir plus tard dans cette partie,
que le nombre de GG-modules irréductibles d’un groupe fini GG est égal au nombre de classes de
conjugaison de G. De plus, les coefficients de structure du centre d’une algebre de groupe fini G
peuvent étre écrits en fonction des caracteres irréductibles de G, ce qui relie directement 1’étude
des coefficients de structure a la théorie des représentations. Cette relation va €tre détaillée a la
fin de cette partie.

On va commencer par reprendre les définitions nécessaires pour présenter cette relation.
On va parfois omettre certaines démonstrations de résultats classiques. Pour plus de détails, le
lecteur est invité a regarder le chapitre 1 du livre [SagO1]] de Bruce E. Sagan.

1.4.1 Les GG-modules

On va définir dans cette section les G-modules et les G-modules irréductibles. On présente
aussi le théoreme de Maschke qui permet de décomposer tout G-module, et en particulier 1’al-
gebre du groupe (¢, en somme directe de G-modules irréductibles.

Définition 1.12. On dit qu’un espace vectoriel V' est un G-module s’il existe un morphisme de
groupes
p:G— GL(V)

ou GL(V) est le groupe des applications linéaires bijectives de V dans V.
Notation. Quand on considere plusieurs GG-modules, pour éviter la confusion on va utiliser la
notation py au lieu de p.

Pour simplifier les notations, on va écrire gv au lieu de p(g)(v) pourtout g € G ettoutv € V.
Lorsque V' est de dimension 7, on va parfois identifier GL(V') avec le groupe des matrices
inversibles de taille n x n a coefficients dans C, on parle dans ce cas d’une représentation
matricielle de G.

Exemple 1.13. L’algébre de groupe C|G| est un G-module, muni de I’opération suivante :

Jr=9Y cg=> ¢4y,

geG geG

pourtout g’ € Gettoutz =Yy, _~c,g € C[G].

geG
Définition 1.14. Soit V' un G-module et soit W un sous espace vectoriel de V. On dit que W
est un sous G-module de V' si :

gw € W pour tout g € G et pour tout w € W.
Définition 1.15. Un G-module non nul V est dit réductible s’il posséde un sous module non
trivial — différent de {0} et de V' lui méme —. Dans le cas contraire il est dit irréductible.
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Soient V' un espace vectoriel et U et W deux sous-espaces vectoriels de V. On dit que V" est
la somme directe de U et W et on écrit V' = U @ W si et seulement si tout €lément de V' peut
s’écrire d’une facon unique comme somme de deux éléments, I’un dans U et I’autre dans V.
Dans une telle situation, si V est de dimension finie, on a :

dimV =dimU + dim W.

De plus si U et W sont deux G-modules alors V' = U @& W est encore un G-module pour
I’action définie par :
g9(u+w) == gu + gw,

pourtout g € G,u € Uetw € W.
Le Théoréeme de Maschke énoncé ci-dessous dit que pour chaque groupe fini G et pour tout

G-module V' non-nul, V' peut étre décomposé en somme directe de sous-modules irréductibles
de V.

Théoreme 1.16 (Maschke). Soit G un groupe fini et V un G-module non nul. Alors
V=wWew®g. ow®
ot les WD sont des sous modules irréductibles de V.

Démonstration. Admise. Le lecteur est invité a regarder la preuve du Théoréme 1.5.3 du livre
[SagO1]. O

Soient V' et W deux G-modules. Un G-morphisme ¢ : V' — W est un morphisme d’es-
paces vectoriels qui vérifie :

0(gv) = gb(v) pour tout g € G et toutv € V.

Un G-isomorphisme est un G-morphisme et un isomorphisme d’espaces vectoriels en méme
temps.

Notons qu’il est possible de retrouver deux modules irréductibles et isomorphes dans la
décomposition d’un G-module donnée par le théoreme de Maschke. On note par G I’ensemble
des GG-modules irréductibles de G a isomorphisme pres,

G := {X tel que X est un G-module irréductible}.

Autrement dit G ne contient pas de G-modules isomorphes. Par ailleurs, si Y est un G-module
irréductible qui n’appartient pas a I’ensemble G, alors il existe un G-module irréductible X € G
tel que X est G-isomorphe a Y. Dans ce cas 1a, on va regarder Y comme étant X a un G-
isomorphisme pres. En tenant compte de tout ¢a, 1’égalité donnée par le théoreme de Maschke
devient une égalité a des G-isomorphismes pres dans le corollaire suivant. On va continuer a
utiliser le signe ” = ” bien que c’est une égalité a des G-isomorphismes pres.
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Corollaire 1.17. Soit G un groupe fini et V un G-module non nul. Alors il existe des entiers

positifs mx tels que :
V= @ mxX,

oumxX ::X@X@~-@X;p0urt0utXE@.

mx fois

Corollaire 1.18. Soit G un groupe fini. L’algébre de groupe C[G| peut s’écrire ainsi :

C[G] = EB mxX.

Par conséquent, on a :
dimC[G] = |G| = ) my dim X.

Xe@

Lemme 1.19 (Schur). Si V' et W sont deux G-modules irréductibles et si 0 : V. — W est un
G-morphisme, alors :

0 est un G-isomorphisme ou 0 est I’application nulle.

Puisqu’on travaille avec des espaces vectoriels sur C, qui est algébriquement clos, alors si 0
est un G-isomorphisme entre deux G-modules irréductibles V et W, il existe un ¢ € C tel que :

0(v) = cid(v), (1.8)
ou id est I’application identique. Ce résultat se trouve détaillé en page 23 de [Sag0l1|].
Démonstration. Voir Théoreme 1.6.5 du livre [SagO1]]. []

Pour tout G-module V, on associe I’algebre End V' des GG-endomorphismes de V,
EndV :={0:V — V tel que 6 est un G-morphisme }.

Si V' se décompose de la facon suivante en somme des G-modules irréductibles,
V= @ m XX 5
XeG
alors d’apres le Théoreme 1.7.9 du livre [SagO1] on a:
EndV ~ € Mat,,,, (1.9)
Xe@

ou Mat,, , est I’ensemble des matrices de taille myx X mx a coefficients dans C.
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Lemme 1.20. Pour toutn > 0,0na:
dim Z(Mat,,) = 1.

Démonstration. Si M € Z(Mat,,) alors par définition (voir page 4) M M' = M'M pour tout
M’ € Mat,, et en particulier on a :

ME;; = E; ; M,

pour tout 1 < i < n, ol F;; est la matrice dont les entrées sont 0 sauf I’entrée (7,7) qui vaut 1.
Ceci se traduit par le fait que :

m;, = 0 etm,; = 0 pour tout r, k # 1.
Ce qui veut dire que M est une matrice diagonale. De méme, si ¢ # j,on a :
M(E;; + Ej;) = (B + E;;) M.

Apres développement, on arrive au fait que M € Z(Mat,) si et seulement si M = cI,, ol
ceC. O

Donc, d’apres I’équation (I.9), on a :
dim Z(End V) = {X € G tel que mx > 0} < |G| (1.10)

Proposition 1.21. Soit G un groupe fini. Alors on a :

N

IC(G)] = |G-

Démonstration. Pour une preuve compléte de cette proposition, le lecteur est invité a voir la
démonstration de la Proposition 1.10.1 de [SagO1]. Ici on donne I’'idée principale de la preuve.
On peut prouver que I’application

¢ : C[G] — EndC[G]
r = 0,

)

ou 0, : C[G] — C|[G] est le G-endomorphisme défini par : 0, (y) = yx, est un isomorphisme.
En passant a la dimension on aura :

IC(G)| = dim Z(C[G]) = dim Z(End C[G]) = |G.

La derniere égalité est une conséquence de 1’équation (I.10) et du Théoreme [1.30|présenté plus
loin. 0
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1.4.2 Les caracteres

D’apres la Proposition [I.21] la dimension du centre de 1’algebre d’un groupe est égale au
nombre de représentations irréductibles. Il existe une relation encore plus forte qui exprime les
coefficients de structures en fonction des caracteres.

Définition 1.22. Soit X un G-module. Le caractere de X noté X est la fonction X : G — C
définie par :
X(g) = tr(px(9)),

pour tout g € G, ou tr est la fonction trace.

Deux représentations isomorphes ont le méme caractere car la fonction trace est invariante
sous conjugaison. La formule qui relie les coefficients de structure avec les caracteres est don-
née a la fin de cette partie. On va voir de plus que deux représentations sont isomorphes si et
seulement si elles posseédent le méme caractere.

Définition 1.23. Soit f : G — C une fonction. On dit que f est centrale sur G si f est constante
sur les classes de conjugaison de G.

Le caractere d’une représentation est une fonction centrale car la fonction trace est constante
sur les classes de conjugaison.

On va noter par R(G) I’ensemble des fonctions centrales sur G. Il n’est pas difficile de
vérifier que R(G) est un sous-espace vectoriel de I’ensemble des fonctions de G dans C. Pour
une classe L € C(G), on associe la fonction (souvent appelée caractéristique) centrale dx

définie ainsi :
! si gek
Orc(9) = { 0 sinon.

Si f € R(G) alors par définition, pour tout K € C(G), il existe un nombre ¢ € C tel que
f(g) = cx pour tout g € K. Donc f peut s’écrire de la maniére suivante :

f= > cxbx

Kec(G)

De plus il est clair que les fonctions (0x)xec(q) sont linéairement indépendantes donc elles
forment une base pour R(G) eton a:

dimR(G) = [C(G)]. (1.11)

Exemple 1.24. L’algébre C|G| a pour base comme espace vectoriel les éléments du groupe G.
On note par X" le caractére de C[G]. Soit g un élément de G, comme

g=1g & g9’ = ¢ pour tout élément ' de G,

alorson a :

re G si =1
) = 1Gloonlo ={ )1 5 470
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Pour une classe de conjugaison IC € C(() et pour un caractére X', on note par Xy la valeur
de X sur n’importe quel élément de K,

Xy := X(g) pour tout g € K.
On munit R(G) du produit scalaire défini par :
1 —

geG

pour tout f, h € R(G) ol h(g) désigne le conjugué de h(g).
Proposition 1.25. Si X’ est un caractere, alors on a :

X(g™) = X(g),
pour tout g € G.

Démonstration. Voir [Sag01, page 34] pour une démonstration complete. En résumé, il est
possible de choisir une base orthonormale pour X de sorte que :

X(g™") =X(g),

pour tout g € GG. Donc,
X(g)=trX(g9) =tr X(g7") =tr X(97") = X(g7). O
Soient X" et ) deux caracteres, en tenant compte du fait que X et )) sont constants sur les

classes de conjugaison de (&, on obtient :

1
|G

1 _
DXV =5 D KXk, (1.12)

<X,y >=
e G| Kec(@)

ot Vi = V(g7 ) pour tout g € K.
Ce produit scalaire possede une propriété particuliere donnée par le théoréme suivant.

Théoreme 1.26. Soient X et ) deux caractéres de G-modules irréductibles, alors on a :

- J1 si X=Y
<X,y>—5/y7y—{0 s X%y
Démonstration. Voir la preuve du Théoreme 1.9.3 de [SagO1]. [

Corollaire 1.27. Soient K et L deux classes de conjugaison de G, alors on a :

— |G
> XX = :’C—ldm.

Démonstration. Voir la démonstration du Théoreme 1.10.3 page 42 dans [SagO1]. 0
Proposition 1.28. La famille (X) . forme une base orthonormale de R(G).

Démonstration. Cette proposition est une conséquence de la Proposition [[.21] de I’équation

(I.T1) et du Théoreme[1.26] O
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1.4.3 Décomposition de I’algebre du groupe

Dans cette partie on va se concentrer sur le G-module particulier C[G]. On a vu au Corollaire
que I’algebre de groupe C[G] peut se décomposer de la maniére suivante :

C[G] = P mx X, (1.13)

ol ( est I’ensemble des G-modules irréductibles.
A T’aide du produit scalaire sur les caracteres on peut avoir plus de détails sur les coefficients
myx de cette équation.

Lemme 1.29. Si X!, --- X" et X sont des G-modules tel que X = X' @ --- @ X" alors on
a:

X(g) = X'(g)+ -+ X"(9),

pour tout g € G.

Démonstration. X(g) = tr(px(g)) = tr((px1 & ®pxr)(9)) = tr(px1(9) & - S px-(9)) =
tr(px1(g)) + -+ tr(px-(g9)) = X' (g) + - + X7(g). O

Théoreme 1.30. Soit G un groupe fini et soit

ClG) = @ mx X

la décomposition en somme de représentations irréductibles de I’algebre de groupe C|GY, alors
ona:my = dim X pourtout X € G. Par conséquent, y_ y_(dim X)* = |G]|.

Démonstration. Soit X un élément de G. D’apres le Théoréme , ona:

< X" X >= Zmy <V, X >=my.
Ye@

Par ailleurs,
1

< XTI X >= e > IKIE Xy
Kec(@)

1 .
= @|G‘X(1g> = dim X,

d’ou le premier résultat. Pour obtenir la deuxieme égalité il suffit de voir que < X" X9 >
est d’une part |G| et d’autre part >, m% ou bien de passer a la dimension a partir de la
décomposition de C[G]. O
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1.4.4 Les coefficients de structure du centre de I’algebre de groupe en
fonction des caracteres

Dans cette partie, on va donner une formule qui exprime les coefficients de structure du
centre de 1’algeébre d’un groupe fini G, donnés par 1’équation (1.4)), en fonction des caracteres
irréductibles du groupe G.

Pour cela on va construire des idempotents indexés par les caracteres irréductibles et qui
forment une base du centre de I’algebre du groupe G. On va commencer par rappeler quelques
résultats concernant les caracteres irréductibles.

Lemme 1.31. Soient v, 2" € C[G], si pour tout G-module irréductible V on a xv = z'v pour
toutv €V alors v = .

Démonstration. Comme tout G-module de dimension finie se décompose en modules irréduc-
tibles, alors I’hypothese est vérifiée pour tout G-module de dimension finie et en particulier
I’algebre de groupe C[G]. Pour v = 15, on a

r=zlg=21c=2" O

Proposition 1.32. Soit V un G-module irréductible et x un élément de Z(C[G]), le centre de
I’algébre du groupe G, alors on a :

V(x‘)/v pour toutv € V,

TV =
dim

ou YV est le caractere de V.

Démonstration. Puisque x € Z(C[G]),ona:

z(gv) = (zg)v = (gx)v = g(zv),

pour tout ¢ € G et pour tout v € V. En d’autres termes, I’action de = sur V' définit un G-
morphisme. D’apres le Lemme [.19] ce G-morphisme est soit un G-isomorphisme soit identi-
quement nulle. Il existe donc, voir I’équation (I.8)), un ¢ € C tel que :

TV = v,
pour tout v € V. Par conséquent, V(z) = cdim V, d’ou le résultat. O

Corollaire 1.33. Soient v € Z(C[G]), g € G et V un G-module irréductible de caractére V,

alors : Vi)
x
V = V(g).
(2g9) = 5 V)
Démonstration. D’apres la proposition précédente on a xgv = % gv pour tout v € V. Donc
V(x V(x
V(zg) = tr(garg) = 3o V(9)- O
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Proposition 1.34. Soit V un G-module irréductible, I’application = définie par
di:lv . Z(ClG)) —» C
X = d]ijr(ric \)/

est un morphisme d’algebres.

Démonstration. Soient x et y deux €léments de Z(C[G]). En €écrivanty = > y,4g, on ob-
tient :

% %
dim V (zy) = dim V ( Z ygxg)

geG
V
- Z Yo 5im v (z9)
geG

= QEZG Yo —d];(nx‘)/ % (d"aprés le Corollaire [[33)

V(z) V(y)

dimV dim V"
Yo (zy) = d‘fr(nx‘)/ d‘;fg")/ pour tout x,y € Z(C[G]) ce qui termine la preuve de la
proposmon 0

Cette proposition peut étre écrite d’une autre maniere.
Proposition 1.35. Soit G un groupe fini, I’application
Z(C|G])) — F(G,C)
x = (V= dlm‘),)

est un isomorphisme d’algébres ou F (G , C) est I’ensemble des applications de G a valeur dans

C.

Démonstration. La Proposition implique que cette application est un morphisme d’al-
gebres. Il reste a remarquer que, d’apres la Proposition|1.21}

dim Z(C[G]) = |C(G)| = |G| = dim F(G, C). O

Soit X € G une représentation irréductible de G. On associe a X I’élément ey suivant :

ox = |G| ZX = (1.14)

geG

ou X est le caractere associé a X. Il est clair que ex € Z(C[G]) vu que les caractéres sont
constants sur les classes de conjugaison. Ainsi ex peut s’écrire :

1G > XK,

Kec(@)

ou comme précédemment K est la somme des éléments de K.

1.4. THEORIE DES REPRESENTATIONS DES GROUPES FINIS 17
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Lemme 1.36. Soient X et Y deux éléments de G et soit y €Y, alorsona:

ey —d Y si X =Y,
XY=V o0 sinon.

Démonstration. Comme ex € Z(C|G]), d’apres la Proposition|1.32, on a :

exy = :();lirej;)y pour touty € Y.
Mais,
Viex) = ( |G| 9_1)9>
geG
_ g
geG
X(1 ( )
= G| < X, )Y >.
G
Donc 2lex) — dmX — y ) > et on a directement le résultat grice au Théorémem ]
dimY dimY ) .

Corollaire 1.37. Pour X etY deux éléments de G on a : e§( =exetexey =0si X #Y.
Démonstration. Ce corollaire s’obtient en utilisant le Lemme [T.31]. ]

Il est a remarquer que I’image de ex par I’isomorphisme d’algebres donné dans la Proposi-
tion[1.35] est la fonction fx suivante :

fx + G = C
Voo { 1 si X =Y,
0 sinon.
Ceci est vrai puisque d’apres le Théoreme[I.26/on a :
V(ex) = X(1a) 1 si X =Y,
= X(g =< ), X = ) ’
dimY ]G| d1m Y Z Vo> dimY 0 sinon,

pour tout Y € G. Le Corollaire peut étre retrouvé ainsi puisque la famille (fx ) . est une
famille d’idempotents orthogonaux de F (G‘ ,C).

Lemme 1.38. Soir K € C(G) une classe de conjugaison de G alors K peut s’écrire en fonction
des éléments ex de la facon suivante :

X
=K1Y 5 ’C (1.15)

Xe@
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Démonstration. On va développer explicitement la somme du membre de droite,

X;C XIC /
K12 % = "C'ng |G| Z KoK

XeG Xe@ Krec(G

= |kl > Z Xer

Krec(@) XeG
= Z S K (dapres le Corollaire [T.27))
K'ec(G
= K.

]

Théoreme 1.39. Soit G un groupe fini et soit I I’ensemble des éléments qui indexent les classes
de conjugaison de G. Soient \, 0 et p trois éléments de L, le coefficient de structure c5; dans
la base des classes de conjugaison du centre de ’algebre du groupe symétrique s’exprime en
fonction des caracteres irréductibles de G de la facon suivante :

|CA|Cs| XA%
Cﬁ& = ‘G’ Z

(1.16)

Démonstration. D’apres le Lemme [1.38] on peut développer le produit C,Cs de la maniere
suivante :

X Y
C\Cs = |G Z —ex | | ICs| > W(SG)W
Yed

XeG

XA .
“apres 1 1 .
|CA||Cs] E . *() X<1G>€X ( d’apres le Corollaire[1.37))

X
= |Cy| 5'2 A |G|ZXC (en développant ey )

ce qui termine la preuve. [

La formule donnée dans le Théoreme [I.39] est un cas particulier d’une formule générale
décrivant le produit de plusieurs éléments et non pas seulement deux, appelée formule de Fro-
benius, voir I’appendice de Don Zagier dans [LZ04]. Cette formule est donnée aussi dans le
Lemme 3.3 de I'article [JV90b]. Méme si ce n’est pas une formule explicite, c’est tres uti-
lisé dans le cas du groupe symétrique, comme on va voir dans le chapitre [2] pour calculer les
coefficients de structure.
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1.5 Les paires de Gelfand et les fonctions sphériques zonales

Pour plus de détails concernant certains résultats donnés dans cette section, le lecteur est
invité a regarder la premiere section du chapitre VII du livre [Mac95] de Ian. G. Macdonald.

Il faut noter que notre présentation ici differe un peu de celle de Macdonald dans [Mac93].
De plus, on donne de nouveaux résultats dans le cas général des paires de Gelfand qui selon les
connaissances de 1’auteur ne sont pas présentés ailleurs. Parmi eux et peut-Etre le plus important
est une formule, similaire a celle de Frobenius, qui exprime les coefficients de structure de
I’algebre de doubles-classes C[K \ G/ K], associée a une paire de Gelfand (G, K'), en fonction
des fonctions sphériques zonales de la paire (G, K).

1.5.1 Définitions

On donne dans cette section plusieurs définitions équivalentes pour les paires de Gelfand.
On montre de plus qu’a chaque paire de Gelfand on peut associer une famille des fonctions
particulieres, appelées fonctions sphériques zonales. On va voir dans la Section [1.5.3| que ces
fonctions généralisent de nombreuses propriétés des caracteres normalisés.

Soit (G, K) une paire ot G est un groupe fini et K un sous-groupe de GG. On va construire
une algebre similaire 2 R(G), I’ensemble des fonctions constantes sur les classes de conjugai-
son. Pour cela, on considére ’ensemble K \ G/K des doubles-classes de K dans GG. On note

par C(G, K) I’ensemble des fonctions f : G — C constantes sur les doubles-classes de K dans
G

C(G,K) :={f:G — Ctel que f(kxk') = f(x) pour tout x € G ettout k, k' € K}.

L’ensemble C'(G, K') est une algébre pour la multiplication définie par le produit de convolution
des fonctions :

(f9)(x) =Y f(y)g(y'x) pour tout f, g € C(G, K).

yeG
L algebre C'(G, K) est a un isomorphisme pres I’algébre de doubles-classes C[K \ G/ K].
Proposition 1.40. L’application i) définie par :

¢ :  C[K\G/K] — C(G, K)
T = Z)\ej ’T/\DCA — ¢$ = Z)\ej x>\5DC)\’

est un isomorphisme d’algébres.

Démonstration. Soient v = ), 1 \DCy ety = > 5, ysDCs deux éléments de C[K \
G/K].Pourtoutg € G,ona:

sinon,

zy(9) = athy(9) = { %AGJ Lseg A5 st g€ DG,

ol k{5 est le coefficient de DC,, dans le produit DC,DCs. l
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Définition 1.41. On dit qu’une paire (G, K) oit G est un groupe fini et K un sous groupe de G
est une paire de Gelfand si I’algebre C(G, K) est une algébre commutative.

Il existe plusieurs définitions pour les paires de Gelfand équivalentes a celle donnée ci-
dessus. Pour aller plus loin dans les détails on va revenir un petit peu a la théorie des représen-
tations.

Il n’est pas difficile de remarquer que la restriction a K de I’action de GG sur un G-module
V' définit un K-module. Ce K-module est noté Res[G( V. La réciproque n’est pas évidente. Si V'
est un K-module, il est plus difficile d’obtenir un G-module a partir de V' mais c’est possible.
Ce G-module est noté Ind$ V' et son morphisme est défini matriciellement par :

Praag v(9) = (pv (ki " gk;))i
ou les k; sont les représentants de I'ensemble G/ K = {k| K, ko K, - -+ , k K}.

Théoreme 1.42 (Frobenius). Soient G un groupe et K un sous-groupe de G. Si X est un G-
module et Y est un K-module alors on a :

<Ind§ Y, X >=< Y,Res§ X >

oit Res X est le caractére du K-module ResS X et Ind$ Y est le caractere du G-module
Ind% Y.

Démonstration. Voir Théoréme 1.12.6 du livre [SagO1]. ]

Dans le cas ou V' = 1 est muni de la représentation triviale définie par g - 1 = 1, on note
Ind% V par 1. En fait, dans ce cas-la 1§ peut étre identifié avec le G-module C[G'/ K] défini
par:

g(k;K) = (gk;) K pour tout g € G et tout représentant k; de G/ K.

Proposition 1.43. Le G-module C|G /K] peut se décomposer en G-modules irréductibles de
facon que chaque G-module irréductible apparaisse au plus une fois dans la décomposition si
et seulement si la paire (G, K) est une paire de Gelfand.

Démonstration. Voir le résultat (1.1) page 389 de [Mac93]. []

Supposons que (G, K) est une paire de Gelfand et qu'on a :
ClG/K) =P X,
=1

ou les X; sont des GG-modules irréductibles. On définit les fonctions w; : G — C en utilisant les
caracteres irréductibles &; de la fagon suivante :

wi(x) = LZQQ(:U*%), (1.17)
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pour tout € G. Les fonctions (w;)1<;<s sont appelées fonctions sphériques zonales de la paire
(G, K). Les fonctions sphériques zonales possédent plusieurs propriétés remarquables, voir
page 389 du livre [Mac93]. Elles forment une base orthogonale de C'(G, K) pour le produit

scalaire défini par :
1

@ Zf(x)@7

zeG

< f,g>=

pour tout f,g € C(G, K) et elles vérifient I’égalité suivante :
1
wi(z)wi(y) = K| > wilzky), (1.18)

pour tout 1 < i < setpourtoutz,y € G.

1.5.2 Un exemple : la paire de Gelfand (G x G?? diag(G))

On a démontré dans la Section[1.3.2|que la paire (G x G°, diag(G)) nous permet de voir le
centre de I’algebre du groupe G comme une algebre de doubles-classes. Le but de cette section
est de montrer que, en plus, cette paire nous permet encore de voir les caracteres normalisés de
G comme des fonctions sphériques zonales de la paire (G x G°PP, diag(G)). Ce fait est expliqué
dans I’introduction de I’article [StrO7]] de Strahov ainsi que dans I’Exemple 9 de la section VII.1
de [Mac93|].

Supposons qu’on a deux groupes G et H et que X est un G-module et Y un /-module. On
peut construire un G X H-module noté X ® Y. Le G x H-module X ® Y est muni de I’action
définie matriciellement par le produit tensoriel des matrices. Si A et B sont deux matricces,

A ® B est la matrice obtenue en multipliant toutes les entrées a;; de la matrice A par la matrice
B

Y

(lllB algB
AR B = an B axpB

On note par X ® Y le caractere du G x H-module X ® Y. Par définition du produit tensoriel
des matrices, on a :
tr(A® B) =Y _a; tr(B) = tr(A) tr(B),

pour n’importe quelles matrices A et B. Donc on a pour tout (g, h) € G x H,

X @ Y(g,h) = tr(pxey (g, h)) = tr(px(9) © py (h)) = tr(px(9)) tr(py (h)) = X(9)V(h).

11 apparait que si on a tous les G-modules irréductibles et tous les H-modules irréductibles
de deux groupes G et H, on peut donner tous les GG x H-modules irréductibles a partir du produit
tensoriel des modules. Le Théoreme 1.11.3 du livre [Sag01]], nous donne 1’égalité suivante :

GxH=C®H,
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GoH={X®YouXeGetY e H}.

Si X est un G-module, X est encore un G°’P-module pour I’action - définie par :

g v =g 'z,

pour tout g € G et tout z € X. Le caractere de X' vu comme G°?P-module est donc la fonction
X. Supposons que R

G={X;telquel <i<|C(Q)|},
alorsona:

Gx Gorr = {X;® X, tel que 1 < 4,5 < |C(G)|}.

Proposition 1.44. Si G est un groupe fini alors la paire (G x G°PP diag(QG)) est une paire de
Gelfand.

Démonstration. Les G x GPP-modules irréductibles sont de la forme X; ® X;joul <ij<
|C(G)]. 11 suffit de montrer que chaque X; ® X; apparait au plus une fois dans la décomposition
du G x G°PP-module Indg:gﬁgp 1. Le nombre d’apparition du G' x G°PP-module irréductible

X, ® X dans la décomposition du G x G°PP-module InddGI:G () Lestégalea:

< Ind§ G 1,6 0 X; >,

ou X; @ X;(x,y) = X;(x)X;(y) pour tout z, y € G. Par le Théoréme de Frobenius on a :

<Indi LY ©X; > = < LResGi{o) i@ X, >

1 _

= o Y. Xi®X;(g,g") (définition du <, >)

\dlag@)r( R

9,9~ 1)ediag(G)

-0

|G =
= <X,X; >
- 5‘)(‘“?]

Doncona:
IC(G)]
G xGoPp
Ind§ o 1 = ZX ® X;.

O]

On déduit de ce résultat le corollaire suivant dont une preuve directe a été donnée dans la

Section[1.3.2]

Corollaire 1.45. Soit G un groupe fini alors on a :
IC(G)] = | diag(G) \ G x G/ diag(G)].
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Les fonctions sphériques zonales (w;)1<i<|c(c) de la paire (G x GP, diag(G)) sont définies
ainsi :

1 _ _
geG
1
= 2 M9y
Gl =
1

la derniere égalité vient de la définition du produit et de la Proposition [I.34] En utilisant la
propriété (1.18)) des fonctions sphériques zonales dans ce cas 13, on obtient :

1 _
wi(‘x? 1)w%(y7 ]') - @ Zwi((x7 1)(97 g 1)(y7 1))7
geG
pour tout z, y € GG. En développant, on aura :

1 1 1 1
X, Xy) = =3 X lagy),
dim X, ) G x, B ) ngdimxi (97 2gy)

pour tout z, y € G. Il faut remarquer qu’une fois cette relation étendue pour 1’algebre de groupe
C|[G], si z et y sont dans Z(C[G]), on obtient :

1 1 1

X. X:(y) =
dim X, l<$)dimXi i) dim X

Xi(zy).

Donc on retrouve le résultat de la Proposition[I.34] Ceci permet de voir les fonctions sphériques
zonales comme des généralisations des caracteres normalisés. En particulier la formule (I.18)
généralise la Proposition [1.34]

1.5.3 Généralisation des propriétés des caracteres normalisés aux fonc-
tions sphériques zonales

Notre but ici est de donner plusieurs résultats concernant les fonctions sphériques zonales
qui généralisent des résultats sur les caracteres irréductibles de groupe donnés dans la Section
[I.4] Plus particulierement, on montre dans la Proposition [I.46| que les fonctions sphériques zo-
nales sont des morphismes ce qui est similaire au résultat de la Proposition [I.34 On montre
encore, dans le Théoreme[1.50] que dans le cas d’une paire de Gelfand, les coefficients de struc-
ture s’expriment en fonction des fonctions sphériques zonales, ce qui est un résultat similaire
au Théoreme dans le cas du centre d’une algebre de groupe.

Il est a noter — selon les connaissances de 1’auteur — que les résultats donnés dans cette partie
peuvent étre retrouvés dans des papiers qui traitent des cas particuliers mais pas sous leur forme
générale présentée ici.
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Proposition 1.46. Les fonctions sphériques zonales d’une paire de Gelfand (G, K) définissent
des morphimes entre C[K \ G/ K] et C*.

Démonstration. Etant définies sur le groupe G, les fonctions sphériques zonales peuvent étre
étendues linéairement pour étre définies sur 1’algebre du groupe C[G]. On aura dans ce cas-1a
encore la propriété (I.18)). Si x et y sont deux éléments de C[K \ G/ K], alorson a :

% Z wi(zky) = % Z wi(zy) = wi(wy),

keK keK
D’ou Iégalité w; (zy) = w;(z)w;(y) pour tout x,y € C[K \ G/K]. O

On reprend I’ensemble fini 7 dont les éléments A\ indexent les doubles-classes de K dans
G,
K\G/K ={DC\ | Xe J}.

Pour tout A € 7 on associe la fonction f) : G — C définie ainsi :

o 1 si ge DC,,
fg) = { 0 sinon.

Il n’est pas difficile de vérifier que la famille ( f))\es forme une base pour C (G, K'), donc :
dim C(G, K) = |K \ G/K]|. (1.19)

Proposition 1.47. Soit G un groupe et K un sous-groupe de G. Si (G, K) est une paire de
Gelfand alors le nombre des fonctions sphériques zonales de la paire (G, K) est égal au nombre
de doubles-classes de K dans G.

Démonstration. D’aprés (I.19), la dimension de C'(G, K') est égale au nombre des doubles-
classes de K dans G. De plus, si (G, K) est une paire de Gelfand alors les fonctions sphériques
zonales forment une base pour C'(G, K), d’ou le résultat. [

On utilise I’ensemble 7 pour indexer les doubles-classes de K dans G. D’apres la Proposi-
tion si (G, K) est une paire de Gelfand alors on a | 7| fonctions sphériques zonales pour
(G, K). On va utiliser un ensemble qu’on note 7 (|.7'| = |.J|) pour indexer les fonctions sphé-
riques zonales de (G, K) car celles-ci ne sont pas naturellement indexées par les doubles-classes
de K dans G. Si (G, K) est une paire de Gelfand on peut écrire :

ClG/K] = P X’
9eJ’

ot les X sont des G-modules irréductibles. Soit # € 7', comme les fonctions sphériques
zonales sont constantes sur les doubles-classes de K dans GG, si A\ € 7, on va noter par wf\ la
valeur de la fonction sphérique w? sur n’importe quel élément de la double-classe DC)y,
0 0
Wy = w (g)u
pour un élément g € DC'\. Parmi les propriétés remarquables des fonctions sphériques zonales
données au chapitre VII de [Mac93l], rappelons les suivantes :
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G
1- Ww? = 59w—;9(|1)w9

2- < we,oﬂp >= 59‘/’X+(1)

ou X?(1) = dim X°.

Dans le cas ou (G, K) est une paire de Gelfand, on va noter par (G, K') I’ensemble des
fonctions sphériques zonales de (G, K).

Proposition 1.48. Soit G un groupe fini et soit K un sous-groupe de G tel que (G, K) est une
paire de Gelfand, I’application

CIK\G/K] — :
x = (W = w?(2))

—

est un isomorphisme d’algébres o F ((ﬁ), C) est I’ensemble des applications de (G, K),
I’ensemble des fonctions sphériques zonales de la paire (G, K), a valeur dans C.

Démonstration. La preuve s’obtient directement des Propositions [I.46] et O

La Proposition [1.48|est 1’analogue de la Proposition [I.35dans le cadre des fonctions sphé-
riques zonales.

Pour un élément 0 € J /, on définit I’élément Fy ainsi :

X1 —_ X9(1 —
Eg := |C§| ) Zw9(9)9 = |C§| ) ngDCp.
geG peT

Proposition 1.49. La famille (Ey),. ;+ est une base de C[K \ G /K] constituée d’idempotents.
De plus, on a :
DC, =|DCy| > wiEy.
peJ’

Démonstration. Le fait que (Ejp)y  est une famille d’idempotents découle de la propriété 2
ci-dessus des fonctions sphériques zonales. En faite I’image de Fjy par I'isomorphisme donné
dans la Proposition |1.48|est la fonction

G, K) — C
1 si ¢g=40
¢
w ~ { 0 sinon

car
w(Ey) = X°(1) < w?,w’ >,
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pour tout ¢ € J . Pour montrer que DC,, = |DC,| > e’ wf\/’Ew, on commence par dévelop-
per la somme a droite :

Dy Y WiB, = Z M Z\wa DC;

e’ 0eJ

= Z ZX#} |DC)\ w_:s/)Dcé
peJ' 0€T

DC —
-~ ZW 1G] * wlw'DC,

DC -
‘ ’G‘A’w;ﬁwﬁ’ =< w? w¥ >=

= DC)\ (Car Z, Xd’—(l) )
vedJ
11 est clair que les (), forment une base de C[K \ G/K] car |J'| est égal au nombre des
doubles-classes de K dans G. ]

Cette proposition nous permet de donner une formule pour les coefficients de structure de
I’algebre de doubles-classes en fonction des fonctions sphériques zonales dans le cas ou la paire
(G, K) est une paire de Gelfand.

Théoreme 1.50. Soit (G, K) une paire de Gelfand et soit J I’ensemble qui indexe les double-
classes de K dans G. Soient \,0 et p trois éléments de J, le coefficient de structure kf; de
I’algébre de doubles-classes C|K \ G /K] s’exprime en fonction des fonctions sphériques zo-
nales de la facon suivante :

|DCL||DCs| —
ké\)(S = ‘T azjl Xg(l)wf\wgwg.
(S

Démonstration. D’apres la Proposition [I.49] on peut écrire :

DC,DC; = |DCy| ) wiEs|DCs| > wiE,

oeg’ peT’
= [DC\||IDCs| > wiwiEy
veJ’
0 X(1) —~—
= [DC\|IDCs| > wAw5—|G| > wiDC,,
9T’ peT
d’ol on obtient le résultat voulu. O]

Le Théoréme [1.50| est un analogue du Théoreme [[.39] L’auteur n’a pas pu trouver dans la
littérature un énoncé similaire a celui de ce théoreme qui traite le cas général des paires de
Gelfand. Des cas particuliers ont été donnés dans les articles [JS12a] et [GJ96].
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Chapitre 2

Le centre de I’algebre du groupe
symétrique

Ce chapitre est consacré a 1I’étude d’un cas particulier de centre d’algebre de groupe fini,
celui du centre de 1’algebre du groupe symétrique. Le groupe symétrique S,,, ol n est un entier
strictement positif, est le groupe des fonctions bijectives de ’ensemble [n] := {1,--- ,n}, a
valeurs dans [n]. Les éléments de S,, sont appelés permutations de n. L’algebre de ce groupe
présente de nombreuses propriétés combinatoires.

Apres avoir rappelé les définitions principales concernant les partitions, on va montrer dans
la premiere section que ces objets indexent les classes de conjugaison du groupe symétrique S,
et donc, aussi une base de Z(C[S,]). Les coefficients de structure de Z(C|S,,]) associés a cette
base ont un sens combinatoire, car ils comptent le nombre de graphes dessinés sur des surfaces
orientées, voir [Cor75]], [LZ04]. Nous allons présenter ce résultat en Section[2.2.2]

L ensemble S, des S,-modules irréductibles peut étre indexé par les partitions de n. Dans
la Section on va rappeler comment construire le S,,-module irréductible S* associé a une
partition A de n. Dans cette méme section, on donne une relation entre la théorie des repré-
sentations du groupe symétrique et les fonctions symétriques : les caracteres irréductibles du
groupe symétrique apparaissent dans le développement des fonctions de Schur dans la base des
fonctions puissance.

Puisqu’il n’existe pas une formule générale pour calculer les coefficients de structure du
centre de 1’algebre du groupe symétrique, plusieurs auteurs, voir [Sta81l], [JVOO0b], [Jac87],
[GS98]], ont utilisé la formule exprimant les coefficients de structure en fonction des caracteres
irréductibles pour calculer ces coefficients dans des cas particuliers. Ainsi, Goupil et Schaeffer
ont pu donner une formule pour les coefficients de structure lorqu’une des partitions est de la
forme (n), voir [GS98].

On donnera aussi une formule a la fin de la Section [2.1 quand une des partitions est de
la forme (2, 1”_2). Cette formule, obtenue d’une maniere directe, est loin d’étre évidente bien
que le cas considéré soit probablement le plus simple. Pour I’obtenir on observe comment la
multiplication par une transposition transforme le type cyclique d’une permutation.

Dans une autre direction, Farahat et Higman ont montré en 1959 une propriété de polyno-
mialité pour les coefficients de structure du Z(C[S,]) dans I’article [FHS9]]. En 1999, Ivanov
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et Kerov ont proposé, dans [IK99]], une preuve combinatoire de ce résultat en introduisant les
permutations partielles. Leur preuve utilise une algébre universelle qui se projette sur Z(CI[S,,])
pour tout n. En donnant des filtrations sur cette algebre ils ont pu majorer le degré des poly-
nomes.

Cette algebre universelle est en bijection avec 1’algebre des fonctions symétriques décalées
d’ordre 1. Les fonctions symétriques décalées sont des déformations des fonctions symétriques.
La notion d’algebre des fonctions symétriques décalées apparait pour la premicre fois dans
I’article [OO97b] d’Okounkov et Olshanski. Les détails de ces résultats se trouvent dans les

Sections et2.4.4

2.1 Préliminaires

On rappelle dans cette section les principales définitions concernant les partitions. On montre
ensuite que les classes de conjugaison du groupe symétrique sont indexées par les partitions de
n. Cela nous permet, d’apres les résultats du premier chapitre, de donner une base indexée aussi
par les partitions de n pour le centre de 1’algebre du groupe symétrique S,,.

2.1.1 Les partitions

Une partition A = (A1, g, - -+ , A est une suite décroissante d’entiers strictement positifs.
Les \; sont les parts de la partition X et la faille de A est la somme des \;, notée |\| . La longueur
de X\ notée /() est le nombre r de ses parts. On dit que A est une partition de n et on écrit A - n
si |A| = n. Sion note par m;(A) le nombre des parts de A égales a i, alors A peut étre écrite ainsi
(notation exponentielle) :

A\ = (17%1(/\)7 2m2()\)’ . )

On va noter par P I’ensemble de toutes les partitions et par P,, I’ensemble des partitions de 7.
Pour une partition A, on définit le nombre z) ainsi :

2y = H i M ()1

i>1

L’union des deux partitions A = (1™ 2m2(N) ...y et § = (1™1(9) 2m200) ... est la parti-
tion obtenue par réunion des parts de A et §, autrement dit :

ANUS = (117110\)-5-7%1(5)7 gm2(N)+ma(9) . ).

Une partition propre est une partition qui ne possede aucune part égale a 1. L’ensemble de
toutes les partitions propres est noté par PP, et PP,, est I’ensemble de toutes les partitions
propres de taille n. L’ensemble P,, des partitions de n est en bijection avec I’ensemble PP,
défini par :

PP<n:= | | PP..
0<r<n
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La bijection est donnée explicitement par :

Po — PP
A A= (19,20 L)

et son inverse est :

PP<, — P,
A ), = (1P ome() Ly

Informellement, la bijection consiste a enlever les parts égales a 1 d’une partition de n pour
obtenir une partition propre de taille inférieure ou égale a n et a rajouter des parts égales a 1 a
une partition propre de taille inférieure ou égale a n jusqu’a obtenir une partition de n.

2.1.2 Classes de conjugaisons du groupe symétrique

Parmi les multiples fagons d’écrire une permutation de n, on va considérer ici 1’écriture
en produit de cycles disjoints. L’image d’un entier 7 avec cette écriture est I’élément qui suit ¢
dans son cycle. Par exemple, la permutation w = (1 56 7)(2 10)(3 9 4)(8) est bijectivement
présentée en deux lignes ainsi :

2

1 10
5 10

" 3456789

936 7184 2

Cette écriture est unique a une permutation des cycles pres. Un cycle de taille r,
(Cl 02 “ e cr>

représente la bijection qui envoie c¢; a ¢, ¢ a c3, ainsi de suite et ¢, a ¢;. Il y a r facon différente
de I’écrire selon le choix du premier élément. Par exemple : (12 3)=(231) = (31 2).

Le type-cyclique d’une permutation o de n est la partition de n formée a partir des tailles
des cycles de o en ordre décroissant. Par exemple, la permutation w ci-dessus a la partition
(4, 3,2,1) comme type-cyclique.

Dans tout ce qui suit, si f et g sont deux permutations, f¢g désigne la composition g o f.

Proposition 2.1. Deux permutations de S,, sont conjuguées si et seulement si elles possedent le
méme type-cyclique.

Démonstration. Soit o une permutation de n écrite comme produit des cycles disjoints,
O':<21 Z2 Zl) (Zm im+1 Zn)
Alors pour toute € S, ona:

coet = (7 (i) e M) o & @) o (M) e M) . & (),
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ce qui signifie que le type cyclique de o est égale au type cyclique de eoe~!. Réciproquement
si deux permutations o et 7 possedent le méme type cyclique, supposons que

0':(21 ZQ Zl) (Zm im—f—l Zn)

et
TI(]I ]2 jl) (]m jm+1 jn);

alors on a o = 7! ol € est la permutation de n définie par :
eiy) =Jjr, 1 <7 <n.
Cela termine la preuve. [

Comme conséquence de cette proposition, la classe de conjugaison d’une permutation w
de n est I’ensemble des permutations qui possedent le méme type-cyclique que w. Cela nous
permet d’indexer les classes de conjugaisons du groupe symétrique S,, par I’ensemble des par-
titions de n.

Corollaire 2.2. Soit w une permutation de n et \ une partition de n tel que type-cyclique(w) =
A, alors la classe de conjugaison de w est :

C,={0¢€S, | type-cyclique(o) = A}.

Pour une permutation w de n, il existe une formule pour le cardinal de StabS" donnée
explicitement par la proposition suivante.

Proposition 2.3. Soit w une permutation de n de type cyclique A\ = (1™ ,2™2 ... n"). On
a:

|Stabf" =zy = 1"m12™my! - - - n™m,, . (2.1)

Démonstration. On va calculer la taille du centralisateur (voir page 4 pour la définition générale
) d’une permutation. D’abord faisons la remarque suivante. Pour une permutation 7 de n on a:

Donc si (i1 .. . 1i) est un cycle de longueur k, on a :
Stab‘(si’llmik) ={reS,telque (i1...7) = (7(i1) ... 7(ix))}

Pour qu’une permutation 7 € S, soit dans Smbfﬁ...m il faut que 7 (1) soit dans {iy,..., i}
ce qui fait k£ choix pour 7(i1). La condition (i ...4;) = (7(i1)...7(ix)) implique les valeurs
de 7(is) ... 7(ix). Comme il n’y a aucune condition pour le choix des images des éléments de
[n] \ {é1,...,4x} par 7, on obtient :

|Stably 1=k~ (n— k).
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De méme, on peut montrer que :

i

(@) oo 7(i) o (TG o TGR)) = (i i) o G i),

et donc (méme démarche que dans le cas d’un cycle) :

Stabsr . . .
| gll...lk)...(jl...jkl
e

| = mg!k™ - (n — kmy)!.

Dans le cas général, si w est une permutation de n et si C; - - - C, est la décomposition de w en
produit de cycles disjoints, pour une permutation 7 de n, on a :

Tw=wr<C---C.=71(C)---7(C,),

out(C;) = (r(ay)---7(a)) siC; = (ay - - - a;). On observe que la taille du stabilisateur de w ne

dépend que de son type-cyclique. Si w est de type-cyclique A = (1™1,2™2 ... n™") on obtient

la formule (2.1). O
Corollaire 2.4. Soit w une permutation de n, on a :
n!

|Cw| =

Ztype-cyclique(w)

Démonstration. Cette formule est le cas particulier, dans le cas du groupe symétrique, de la
formule donnée dans le Corollaire O

Comme I’ensemble des classes de conjugaison du groupe symétrique est indexé par les par-
titions de n, d’apres la Proposition le centre de I’algeébre du groupe symétrique, Z(C[S,]),
possede une base indexée par les partitions de 7 :

Corollaire 2.5. La famille (Cy)xep, , 0l

C>\ = Z W,

wESH
type-cyclique(w)=X\

forme une base pour Z(C|S,))).

2.2 Coefficients de structure et interprétation combinatoire

Soient A et § deux partitions de n. Les coefficients de structure du centre de 1’algebre du
groupe symétrique c ; sont définis par I’équation suivante :

C\Cs = > &,C,. 2.2)

pPEPn
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Comme I’ensemble P,, des partitions de n est en bijection avec I’ensemble PP, on peut
indexer les éléments de base du centre de I’algebre du groupe symétrique, Z(C[S,]), par les
partitions propres de taille plus petite ou égale a n. Dans ce cas, les coefficients de structure
apparaissent naturellement comme des fonctions de n.

Soient A et § deux partitions propres. Pour tout entier naturel n tel que n > |A|,|d| on a
I’équation suivante dans le centre de 1’algebre du groupe symétrique S, :

Cy,Cs, = Y  s(n)C, . (2.3)

—n
pEPPSn

Il n’existe pas une formule explicite pour les coefficients de structure du centre de I’algebre
du groupe symétrique donnés par I’équation (2.2)). Néanmoins, il existe une description combi-
natoire de ces coefficients : la Proposition [I.3]implique le résultat suivant.

Corollaire 2.6. Soient )\, et p trois partitions de n, alors on a :
A5 = [{(0,a) € 82 tel que type-cyclique(c) = A, type-cyclique(a) = 6 et oo = }|,

ou @ est une permutation fixée de n de type-cyclique p.

2.2.1 Autour du calcul des coefficients de structure

Le but de cette section est de calculer les coefficients de structure lorsqu’une des partitions
est (2,1"2) pour illustrer la difficulté 2 manier cette reformulation combinatoire.

Dans le cas trivial ot A = (1), on a C(1n) = id,,, avec id,, I’application identité de [n] dans
[n]. Tl est facile donc de remarquer que si i et p sont deux partitions de n on a :

CP — ]' Si :u - pa
(1™)n 0 sinon.

Comme on va le voir dans la Proposition[2.8] le calcul devient beaucoup plus difficile dans le
cas ol A\ = (2,1"%), qui est apparemment le plus facile des cas non triviaux. Pour comprendre
ce qui se passe quand on fait le produit C(,;»-2)C,, on va expliquer dans le lemme suivant
comment la multiplication par une transposition transforme une permutation.

Lemme 2.7. Soient o une permutation de n et 7;; la transposition dans S,, qui permute @ et j,

ona:
l(O' e} Tz]) = l(O') + ]_,

ou l(o) est le nombre des cycles qui apparaissent dans I'écriture de o en produit de cycles
disjoints.
Démonstration. On note comme d’habitude O; I’orbite de i par 0. On a deux cas a distinguer :

1. j € O;, ¢’est-a-dire j = o (i) pour un certain k : dans ce cas, o o 7;; posséde les mémes
cycles que o, sauf le cycle (i (i) ... j ... 0"(i)) qui sera coupé en deux cycles :

(i " (5) oFP2(0) ... 0" (4) 07 (4))
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et
(G o(i) o?(i) ... a"71(0)).

Donc, dans ce cason a [(o o 7;;) = l(0) + 1.

2. j ¢ O, :dans ce cas, ooT;; posséde les mémes cycles que o, sauf les cycles (i o(z) ... o7 (i))
et (jo(j) ... aP(y)), qui sont réunis pour former le cycle :
(i 0(5) a*(5) ... a"(5) j o(i) o*(i) ... o"(i)).
Donc, dans ce cason a [(o o 7;;) = l(0) — 1. H

Cette description de I’action d’une transposition sur une permutation nous permet d’obtenir
la proposition suivante.

Proposition 2.8. Soir pn = (1™1,2™2 ... n™") une partition de n. On a :
ConnCom Y Y g 3 S ake
1=2,m; #0 k<|i/2] 1=1,m;#0 k>i,my#0
ol
g oma2me o fme (= k)Rt et ) si i—k#k
HEZ0 am,ame, o met2 g ) si i—k=k
[ ame gl mel (g el ) si ki
T (U ame, iR (20)metL L ) si k=i
) E(mg 4+ 1)@ — k)(mi— + 1) sioi—k#k
¢ = K2 1) +2) Si i—k=k
ok — (0 + k) (mik + 1) st k#1
L —27’(7”;1'“) si k=1.

Démonstration. On ne donne pas les détails du calcul pour obtenir les formules. Les formes z
et 11" sont une conséquence du Lemme Pour calculer ¢F et ¢.*, on fixe une permutation o
de type cyclique /¥ et une permutation & de type cyclique .;*, d’apres le Corollaire [2.6{on a :

¢¥ = |{7 tel que : Te = & ol € est une permutation de type cyclique j}|

) ¢F = |{r tel que : 7€ = ol € est une permutation de type cyclique s }. O
Exemple 2.9.

Clinzy) = @cm) + 3C(1n-33) + 2C (101 22).
Exemple 2.10.

C(1n72,2)C(1n—373) = 2(77/ — 2)C(1n7272) + 4C(1n—474) =+ C(1n75’273).
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Le résultat de la Proposition 2.8 est classique. Il apparait pour la premiere fois en 1986 dans
le papier [KP86]] de Katriel et Paldus.

La Proposition [2.§] montre combien il est difficile de donner des formules pour les coeffi-
cients de structure de Z(C|S,,]) en utilisant I’approche combinatoire. L’action d’une transposi-
tion sur une permutation est la plus facile a décrire dans le groupe symétrique et pourtant les
formules données dans la proposition sont complexes. Avec cette approche, les coefficients vont
étre de plus en plus durs a calculer et le cas général parait hors de portée.

Dans [GS98], Goupil et Schaeffer donnent une expression explicite, mais relativement com-
pliquée, pour le coefficient c(;g), pour n’importe quelles partitions \,d € P,. lls utilisent la
formule du Théoreme [I.39] qui exprime les coefficients de structure en fonction des caracteres
irréductibles. Il semble difficile de généraliser leur méthode car dans le cas ol une des partitions
est (n), presque tous les termes s’annulent dans la formule du Théoreme ce qui n’est pas
le cas en général.

2.2.2 Interprétation combinatoire

Dans [[Cor735)], Cori a montré que les coefficients de structure du centre de 1’algebre du
groupe symétrique comptent des graphes dessinés sur des surfaces orientées. On rappelle dans
cette section cette relation entre graphes et coefficients de structure.

Un graphe est dit bicolorié si ses sommets sont coloriés avec deux couleurs — disons noir
et blanc — de sorte que chaque aréte relie deux sommets de couleurs différentes. Si un graphe
bicolorié possede a arétes, on peut étiqueter ces arétes avec les entiers de I’ensemble [a].

Précisons qu’on s’intéresse juste aux graphes connexes dans cette section. On prend comme
exemple tout au long de cette partie le graphe bicolorié avec un étiquetage donné par la Figure
[2.1] Bien que c’est un graphe plongé dans le plan (ou sur la sphere), il faut noter que 1’on
considerera aussi des graphes plongés dans des surfaces de genre supérieur.

FIGURE 2.1 — Un étiquetage pour un graphe bicolorié.

Un graphe plongé dans une surface est appelé une carte si ses faces sont homéomorphes
a des disques ouverts. Les face d’une carte sont les zones — régions disjointes de la surface
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séparées par les arétes du graphe — obtenues sur la surface une fois le graphe dessiné, la zone
extérieure y compris. Par exemple la carte de la Figure [2.1| possede trois faces.

Le degré d’'un sommet est le nombre des arétes incidentes a ce sommet et la partition des
sommets est la partition dont les parts sont les degrés des sommets du graphe. Comme on tra-
vaille avec des cartes bicoloriés, on va distinguer la partition des sommets blancs et la partition
des sommets noirs. Pour les faces, on s’intéresse au nombre d’arétes qui entourent — appelées
arétes incidentes — la face. Certaines arétes sont doublement incidentes a une face, par exemple
I’aréte étiquetée par 2 de la Figure [2.T|est doublement incidentes a la face extérieure. Ces arétes
seront comptées deux fois. Dans le cas des cartes bicoloriées, on a toujours un nombre pair
d’arétes incidentes a une face et donc on définit le degré d’une face comme la moitié de ce
nombre d’arétes. Dans la carte bicoloriée de la Figure la face extérieure est de degré 4, la
face a I'intérieur du cercle est de degré 1 et la face a I’intérieur du demi-cercle est de degré 3.
La partition des faces est la partition dont les parts sont les degrés des faces de la carte. La
partition des sommets blancs de la carte de la Figure est (3,3,2), celle des sommets noirs
est (4,2,1?) tandis que la partition des faces est (4,3,1). Les partitions des sommets blancs,
des sommets noirs et des faces sont des partitions de a, ol a est le nombre d’arétes de la carte
bicolorié.

Etant donnée un étiquetage d’une carte bicoloriée G de a arétes, on va associer trois per-
mutations a G. La permutation des sommets noirs, appelée o, est une permutation de [a] avec
un cycle associé a chaque sommet noir. Le cycle de o associé a un sommet noir est formé des
étiquettes de ses arétes incidentes placées dans le sens opposé aux aiguilles d’une montre — on
prend comme orientation le sens trigonométrique (contraire aux aiguilles d’une montre) sur le
plan dans notre exemple. Dans le cas général, le parcours est fait dans le sens de 1’orientation
de la surface sous-jacente —. De la méme fagon on définit la permutation o des sommets blancs.

Pour la permutation ¢ des faces, on ne lit qu’une aréte sur deux. Chaque aréte ayant deux
cOtés, on procede de la maniere suivante pour déterminer, étant donné une étiquette 7, a partir de
quel coté il faut suivre la face pour trouver I’image de 7. On met I’étiquette a gauche de 1’aréte
lorsqu’on la parcourt de son extrémité noire vers son extrémité blanche. Pour 1’exemple de la
Figure [2.1] I’image de 2 par ¢ est 4 et non 8.

On donne ci-dessous les permutations o, « et ¢ du graphe de la Figure 2.1]

o=(16 3 5)4 8)(2)(7),
a=(73 42 5 8)(1 6),
e=(2 46 58 7 3)1).

Remarquons que le type-cyclique de o est la partition des sommets noirs, le type-cyclique
de « est la partition des sommets blancs et le type-cyclique de ¢ est la partition des faces.

Proposition 2.11. La permutation ¢ associée aux faces vérifie I’égalité suivante :

1 1

p=o o .

Démonstration. Voir Proposition 1.3.16. de [LZ04]] pour le cas particulier ol «v est une involu-
tion et la généralisation pour o € S, dans la Section 1.5 du méme livre. [
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Une carte bicoloriée non-nécessairement connexe est une union disjointe de cartes bicolo-
riées connexes. En particulier, cela veut dire que chaque composante connexe du graphe est
plongée dans une composante connexe différente de la surface et que les faces ainsi obtenues
sont homéomorphes a des disques ouverts.

On a vu pour I'instant comment associer a une carte bicoloriée étiquetée "connexe" un
triplet de permutation (o, «, ). En réalité, cette association peut étre établie aussi pour les
cartes bicoloriées étiquetées non-nécessairement connexes et forme dans ce cas une bijection
avec I’ensemble des triplet de permutations dont la réciproque — comment construire une carte
bicolorié étiquetée non-nécessairement connexe a partir d’un triplet (o, o, ¢) de permutation —
est détaillé dans le livre [LZ04, Construction 1.3.20] de Lando et Zvonkin.

Soient A, J et p trois partitions de n, le nombre gf; de cartes bicoloriées étiquetées non-
nécessairement connexes avec n arétes, [(\) sommets blancs, [(§) sommets noirs, [(p) faces et
dont la partition des sommets noirs est A, celle des sommets blancs est § et celle des faces est p
est donné par :

955 = [{(0,a) € S2 tel que type-cyclique(a) = A, type-cyclique(a) = §,

et type-cyclique(ato™t) = p}|.
Corollaire 2.12. Soient \, 0 et p trois partitions de n, alors on a :

|
n!
p " p
Ixé = 7 O
Zp
Démonstration. Le résultat s’obtient directement en tenant compte de la formule des coeffi-
cients de structure donnée dans le Corollaire O

2.3 Représentations du groupe symétrique et fonctions symé-
triques

Dans cette partie on rappelle bricvement les définitions de quelques fonctions symétriques et
on donne une description des S,,-modules irréductibles. Les caracteres irréductibles du groupe
symétrique S,, apparaissent dans le changement de base entre fonctions de Schur et fonctions
puissance dans 1’algebre des fonctions symétriques (voir 1I’équation (2.6))), ce qui relie les deux
théories.

2.3.1 Algebre des fonctions symétriques

On présente ici les principales fonctions symétriques qui vont nous servir dans cette these
ainsi que 1’algebre de ces fonctions. Le lecteur peut se référer aux deux livres [Mac93] et
[SagO1]] pour plus des détails sur ces fonctions.

Soit Z[z1,- - ,x,] ’anneau des polyndmes en n variables z1,--- ,z,. Le groupe S, agit
sur Z[zy, -+ , x| par:

of (@i, xn) = f(To@), s o)),
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pour tout 0 € S, et pour tout f € Z[xq,- - ,x,]. Un polyndbme f € Z[xy,--- ,x,] est dit sy-
métrique s’il est invariant par ’action de n’importe quelle permutation ¢ € &,,. L’ensemble
des polynomes symétriques forme un sous-anneau de Z[zy,--- ,z,| noté A,. Par exemple,
f(z1, 9, x3) = T12023 € A3.

Le degré d’un mondme " - - - a:fll est la somme des d;,

!
deg z{" - 'Z‘ldl = E d;.
i=1

Un polyndme symétrique est dit homogene de degré d si tous ses mondmes possedent le méme
degré d. Informellement, lorsqu’on travaille avec un nombre infini de variables, on parle de
fonctions symétriques.

Définition 2.13. Une fonction f avec un nombre infini de variables est une fonction symétrique
homogéne de degré d si f(x1,xq, -+ ,2;0,0,--) est un polynéme symétrique homogéne de
degré d en 1 variables pour tout i. Une fonction symétrique est une combinaison linéaire (finie)
de fonctions symétriques homogenes.

Si A= (A,---,N\) € P, on définit la fonction symétrique monomiale, notée m,, comme
. e, R < A
étant la somme sans multiplicité de tous les mondmes de degré |\| de la forme x?llx?j ey
(21,19, - - -, 1; distincts). Par exemple, on a :
2 2 2 2 2
Mo,y (@1, T2, -+ ) = X722 + 2521 + 2703 + 2501 + Tox5 + - - .

Par définition la fonction m, est homogene de degré |\|. On définit A™ comme étant I’espace
vectoriel engendré par les m) ou A € P,,. L’anneau des fonctions symétriques A est I’anneau

gradué
A=EPa.

n>0

Les deux définitions d’une fonction symétrique, celle de la définition [2.13|et celle comme étant
un élément de A, sont équivalentes. I’anneau A est engendré linéairement par tous les m,. 1l
existe plusieurs familles de fonctions symétriques homogenes indexées par les partitions qui
forment des bases de A. Parmi elles, la famille (p))\ep ol py est la fonction puissance définie
par :

pa(zy, 220 +) 1:p>\1(3317$2'“)p/\2($1>$2"')"‘PAl(l"l’l’Q“')a

n
piT, - wy) = sz
j=1

Par exemple, on a :

p(gyl)(l'l,l’g"') = (:E%+x§ —+ )(Z’l +$2 + ) = m(Q’l)(l'l,.TQ"')+m(3)($1,1}2"').

2.3. REPRESENTATIONS DE Sy ET FONCTIONS SYMETRIQUES 39



CHAPITRE 2. LE CENTRE DE L’ ALGEBRE DU GROUPE SYMETRIQUE

Soit A = (Aq, - - - \(»)) une partition. Pour tout n. > A, on définit la fonction s) (1, 22, - -, xy,)
en n variables ainsi :
x/\1+n71 x/\2+n72 . x/\n
1 1 1
A1+n—1 Ao+n—2 An
IQ :U2 ... x2
x/\1+n71 x/\2+n72 . x}\n
n n n
sx (1,2, 0+ 1) = — -
R 1
n—1 n—2
T4 T 1
B R |

Le dénominateur est le déterminant de Vandermonde qui est égale a :

1<, j<U(N)

Comme z; — x; divise le numérateur pour tout 1 < 7,5 < [(\), alors le déterminant de Van-
dermonde divise le numérateur, ce qui fait de s, un polyndme. C’est un polyndme symétrique
de degré |\| parce qu’il est le quotient de deux polyndmes anti-symétriques — un polyndéme
f € Zlxy, - ,x,] est anti-symétrique si pour tout w € Sy, f(Tw@), Tw2), " Tum) =
sign(w) f(zq, X2, , Tp) —

La fonction de Schur s associée a une partition \ est définie comme étant I’unique élément
de A obtenu a partir de la suite (sy(z1, 29, - ,Z,))n. Les fonctions de Schur peuvent étre
définies de plusieurs manieres différentes. On a choisi de présenter la définition utilisant les
déterminants puisqu’elle est la plus connue et la plus facile a définir. On va donner une autre
définition utilisant les tableaux dans la section suivante.

Les fonctions (s)),ep forment aussi une base pour A, voir [SagO1]] et [Mac95] pour une
démonstration complete de ce fait et pour plus de détails sur les fonctions de Schur.

[’algebre des fonctions symétriques a coefficients dans I’anneau de polynémes en 1 variable
Cla] est notée par A(«). On rappelle quelques résultats d’ici la fin de ce chapitre concernant
cette algebre mais on ne 1’étudie pas en détails. Elle est utilisée a la fin de ce chapitre pour
donner un isomorphisme intéressant. La famille des polyndmes de Jack J,(c), indexée par
les partitions, est une base de A(a). Ces polyndmes apparaissaient en 1971 pour la premiere
fois dans les articles [Jac70] et [Jac72]] de Jack. La Section 10 du Chapitre VI du livre de
Macdonald [Mac935] est consacrée a 1’étude de ces polyndomes. Pour oo = 1 ces polyndmes sont
les fonctions de Schur a un multiple pres. Pour d’autres parametres, ces polyndmes coincident a
un multiple pres avec d’autres fonctions symétriques intéressantes, voir [DFE14]. Pour finir, nous
introduisons les nombres 6% (), qui sont définis comme les coefficients dans le développement
de J,(a) dans la base des fonctions puissance pj :

To(@) = Y 65(a)pa. (2.4)

[Al=lel

Les coefficients 65 (c) nous seront utiles  la sous-section 2.3.3]
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2.3.2 Tableaux de Young et S, -modules irréductibles

Cette section est consacrée a 1’étude des modules irréductibles du groupe symétrique S,,.
D’apres les résultats du Chapitre [, le nombre de modules irréductibles du groupe S,, est égal
au nombre de partitions de taille n — car il s’agit du nombre de classes de conjugaison de S,, —.
Pour une partition A de n, on va expliquer comment construire un S,,-module irréductible S*
associé a \.

Signalons que la construction des S,,-modules irréductibles ne va pas nous étre utile pour la
suite et que nous la rappelons seulement pour montrer que dans le cas du groupe symétrique les
modules irréductibles sont explicitement connus.

Soit A une partition de n. Un tableau de Young de forme \ = (A, -+, \;) ou \-tableau est
un diagramme de [ lignes avec comme entrées les entiers de 1’ensemble [n] tel que la ligne @
possede \; entrées pour tout 1 < ¢ < [. Dans un A-tableau, il n’y a pas de répétition d’entiers ce
qui fait que chaque entier de I’ensemble [n] apparait une et une seule fois. La Figure[2.2{montre
un (3,2, 1)-tableau.

=~ = Ot

FIGURE 2.2 — Un (3, 2, 1)-tableau.

Deux A-tableaux t; et t5 sont équivalents si et seulement si ¢o peut étre obtenu a partir de
t, par une suite des permutations des éléments dans la méme ligne. La classe d’équivalence
d’un tableau t est notée {t} et parfois représentée par des lignes horizontales entre les lignes du
tableau. La classe d’équivalence du tableau de la Figure 2.2 contient 12 tableaux, parmi eux les
trois suivants :

356 6 3 5 5 3 6
21 1 2 2 1
4 4 4
Dans le cas général la classe d’'un A-tableau contient A! := \;!---\;! tableaux. Pour une

colonne C' d’un tableau ¢, on définit k- de la mani¢re suivante :

ke =) sign(p)p,
p

ol la somme est sur I’ensemble des permutations des éléments de la colonne C' et sign(p) est la
signature de la permutation p. On définit k£, comme le produit des k¢ :

k’t = H k’c.

C colonne de ¢

Pour le tableau ¢ de la Figure[2.2]on a :

ke = (id —(15) — (14) — (4 5) + (1 4)(1 5) + (1 4)(4 5))(id —(2 3)).
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L’action d’une permutation p sur un A-tableau ¢ est définie naturellement, p-¢ est le A-tableau
dont les entrées sont les images des entrées de ¢ par p. Par exemple,

3 6 5 2
(135)(26)(4) -1 2 6

B = o

1
=3

4
On associe a chaque tableau ¢ 1’élément e, défini par :

e = ki{t}.

On dit qu’un tableau est standard si les entrées de chaque ligne et de chaque colonne sont
strictement croissantes. Par exemple, le tableau de la Figure 2.2} ainsi que tous les tableaux dans
sa classe d’équivalence, ne sont pas standard, mais le tableau suivant ’est :

3 5
6

=N

D’apres la Proposition [I.21] le nombre de S,,-modules irréductibles est égal au nombre de
classes de conjugaisons de S,,. Donc, le nombre de S,-modules irréductibles est égal a |P,,|.
On peut associer a A un S,,-module S*, défini comme étant le module engendré par la famille

(et ) t A-tableau -

Proposition 2.14. Soit A une partition de n. La famille (€;); x-tapleau standara fOrme une base pour
SA. De plus, on a : -
S, = {S)‘; A€ P}

Démonstration. Voir Théoreme 2.4.6 et Théoreme 2.5.2 de [SagO1]]. O
On note par f* le nombre de \-tableaux standards. D’apres la proposition précédente on a :
dim S* = fA.

En appliquant le Corollaire dans le cas du groupe symétrique, on obtient le corollaire
suivant.

Corollaire 2.15. L’algebre du groupe symétrique se décompose ainsi :

cls. = s
AEP,
ce qui implique I’égalité suivante :
nl=> () (2.5)
AEP,
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L’équation (2.5) possede une preuve bijective a partir de la correspondance de Robinson-
Schensted qui associe a chaque permutation de n une paire de tableaux standard de méme
forme.

Notation. Le caractere d’un G-module X est noté par X dans le premier chapitre. On va utiliser
la notation standard pour les caracteres des S,,-modules irréductibles. Ainsi, pour une partition
A de n, on note X* le caractere du module irréductible S*.

D’apres le Théoreme [[.39] les coefficients de structure du centre de 1’algebre du groupe
symétrique, donnés par 1’équation (2.2), s’expriment en fonction des caracteres X ainsi :

Théoreme 2.16. Soient \, 0 et p trois partitions de n. On a :

n! XXX

202 dim S~
A%4 YEP,

n

P
Chs =

Une formule explicite pour les caractéres X'* n’existe pas. Il existe cependant une des-
cription combinatoire de ces coefficients en utilisant la regle de Murnaghan-Nakayama, voir
[SagO1, Section 4.10]. Le centre de I’algebre du groupe symétrique est lié a 1’algebre des fonc-
tions symétriques par la correspondance de Frobenius. Les caracteres du groupe symétrique ap-
paraissent dans le développement des fonctions de Schur dans la base des fonctions puissance.
On rappelle que la famille (s))\ep est une base pour A. L’écriture de s, comme combinaison
linéaire des p,, fait apparaitre les caracteres X A. Explicitement, on a le théoréme suivant, dii 2
Frobenius.

Théoreme 2.17 (Frobenius). Soit A\ une partition, s, s’écrit dans la base des fonctions puis-

sance ainsi : )

A
sy = Z z—uXﬂp#. (2.6)
=17
Démonstration. Voir Théoreme 4.6.6 de [SagO1]]. O

On présente maintenant la définition d’une fonction de Schur en utilisant les tableaux. Un
tableau est semistandard si les entrées de chaque ligne sont croissantes (au sens large) et de
chaque colonne sont strictement croissantes. On autorise la répétition des entiers dans un tableau
semistandard. Un tableau semistandard est a valeurs dans [m] si ses entrées sont dans I’ensemble
[m]. Si A = (Ay,- -+, Ain)) est une partition et si

T = (Tz]) 1<i<i)

1<5<A
t un \-tabl t )T O ivant :
est un aoleau, on va noter par T1,T9, € monome suivant :

LN

Ai
(1’1,172, ce )T = HH[L’Tij.

i=1 j=1
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Par exemple, si T est le (3, 3, 2)-tableau semistandard suivant :
11 2
2 2 3
3 4

T 3

alors (1, g, -+ )T = x?x3x3z,. 1l faut remarquer que si T est a valeurs dans [m], le mondme
(71,22, -+ )T ne contient aucun z; avec i > m.
Pour A € P, une définition équivalente de la fonction de Schur s, est donnée ainsi :

sx(@1, @2, ) = Z (331,96’27"')T-

T A-tableau semistandard

Par exemple, comme les (2, 1)-tableau semistandard a valeurs dans [3] sont :

11 1 1 1 2 1 3 1 2 1 3 2 2 2 3
2 3 3 2 2 3 3 3
On a donc :
S(2,1) (@1, T2, T3) = Tiwy + 2223 + 2212025 + -+ = m,1) (@1, T2, T3) + 2ms)(T1, T2, 3).

2.3.3 Fonctions symétriques décalées

Les fonctions symétriques décalées sont des déformations des fonctions symétriques. Par
exemple, la définition déterminantale des fonction de Schur décalées, voir [OO97b], est simi-
laire a celle des fonctions de Schur donnée dans la Section [2.3.1] La différence est que la sy-
métrie n’est pas en x; mais en x; — 7. De méme il est possible de définir des fonctions décalées
similaires aux fonctions spécifiques utilisées dans la Section comme les fonctions puis-
sance décalées. Ces fonctions décalées particulieres engendrent une algebre appelée 1’algebre
des fonctions symétriques décalées.

Dans cette section on donne leur définition ainsi que plusieurs propriétés et résultats concer-
nant cette algebre, nécessaires pour la suite de cette these. En particulier, des algebres univer-
selles isomorphes a 1’algebre des fonctions décalées vont apparaitre dans la preuve de poly-
nomialité des coefficients de structure des deux algebres étudiées dans ce chapitre et dans le
chapitre 3]

Définition 2.18. Une a-fonction symétrique décalée f de degré au plus d avec un nombre infini
des variables (1, x, - - - ) est une famille (f;);>1 de polynomes de degré au plus d avec les deux
propriétés suivantes :

1 2 i
iy — S — ).

1. f; est un polynéme symétrique en (r — :
2. fip(w, w9, 20, 0) = filwy, w9, 0, 75).

L’algébre des fonctions symétriques décalées a coefficients dans Cla/] est notée par A*(«).
Il existe un isomorphisme d’algebres entre A*(«) et I’algebre des fonctions symétriques a coef-
ficients dans Cla], A(«). Cet isomorphisme a été donné par Lassalle (voir [LasO8]]) qui le note
(#). On le note ici sh,, pour que la dépendance en « soit explicite.
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Soit f un élément de A*(«v). Pour toute partition A = (Ay, Aa, -+, A;), on note par f(\) la
valeur f;(Ag, Ao, -, ;). La fonction symétrique décalée f est déterminée par ses valeurs sur
les partitions, voir [OQ97a, Section 2].

Soient A et p deux partitions telles que |p| > |A|. La fonction symétrique décalée sh,(py)
est reliée a Hiu (1n-| AI)(04) par I’équation suivante donnée par Lassalle, voir [Las08, Proposition
2]:

a'Al_l(’\)sha(pA)(p) _ (]p! - EL(&;W(M) ZAQKLJ(I"")“)(Q)’ (2.7)

ou on rappelle que z, = H ™M m; ()] D’apres la définition de sh,,(f) pour toute fonction
i>1
symétrique f, donnée dans [Las08| Eq. (3.1)], on a sh,(py)(p) = 0si [p| < |A].
Pour o = 1, si p et A sont deux partitions de la méme taille, on a d’apres [Las08| page 662] :

iy _ oIt A
O3(1) = 2y dim SP’

La définition de z, implique que si p et A sont deux partitions tel que |p| > |\|, on a:

B _ Ul = [A+ma (M)
AU(LlPI=IA) = 2x mi(\)!

Par conséquent, I’équation (2.7)) nous donne 1’équation suivante pour o = 1 :

Xfu(m—uu

dim S» (>-8)

sha(e)(p) = ol -+~ (lpl = [\l + 1)
Cette équation nous sera utile dans la Section [2.4.4]

Le fait qu’on présente la définition des fonctions symétriques décalées pour un « arbitraire
tandis qu’on ne s’intéresse dans ce chapitre qu’au cas @ = 1 peut paraitre surprenant. Ce-
pendant, le cas o = 2 est particulierement intéressant puisqu’il fait apparaitre les fonctions
sphériques zonales d’une paire de Gelfand particuliere, la paire (S, B,,). Le chapitre [3| est
consacré a I’étude de cette paire et le cas o = 2 sera traité plus en détail dans ce chapitre.

2.4 Polynomialité des coefficients de structures

La polynomialité des coefficients de structure du centre de I’algebre du groupe symétrique
donnés par 1’équation a été établie par Farahat et Higman en 1959 dans ’article [FHS9].
En 1999, Ivanov et Kerov ont donné une preuve combinatoire de ce fait en introduisant les
permutations partielles, voir [IK99]. On va présenter ici ces deux approches.

2.4.1 Théoreme de Farahat et Higman

On rappelle dans cette partie le résultat principal de [FHS59] avec sa démonstration. Si d
est un ensemble, on désigne par S, I’ensemble des permutations de d —ensemble des bijections
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de d dans d—. Avec cette notation Sp,) n’est autre que le groupe symétrique S,,. On utilise les
notations standards des ensembles d’entiers, N est I’ensemble des entiers naturels et N* est
I’ensemble des entiers strictement positifs. On note par S, I’ensemble des permutations de N*
a support fini.

Pour un ensemble P C S, on définit N*(P) ainsi :

N (P)={jeN, JoeP [/ o(j)#j}

et on note par n(P) le cardinal de N*(P). Le groupe symétrique S,, s’identifie avec 1’ensemble
suivant :

S,={0eS8S /N(o) C [n]}.

Soient (v, ..., ) et (B, ..., [,) deux éléments de S”. On dit qu’ils sont conjugués dans
S sl existe un o € S tel que a; = oB;0~t, i = 1,2,...,r. Cette relation de conjugaison
définit bien une relation d’équivalence.

Si (ag,...,q;) et (B1,...,5,) sont deux éléments de S” conjugués dans S, alors 1I’appli-
cation 0|y« (q,....a,) €St une bijection entre N*(ay, ..., a,) et N*(By, ..., f,), ce qui signifie que
n(oy,...,a.) = n(B,...,0,). Donc si L est la classe de conjugaison de (o, ...,a,) € S,
on peut noter par n(L) U'entier n(aq, ..., a,).

Lemme 2.19. Si L est la classe de conjugaison de (o, . .., a,) € S", alors :

I- sin<n(L), LNS" = 0.

2- sin>n(L), LNS] estla classe de conjugaison d’un élément de S;,. De plus,

‘LQSZ‘:n(n_l)“};(z)_n(lj)—'_l)a

ou k(L) ne dépend pas de n.

Démonstration.

1- Supposons n < n(L). S’il existe (1, ...,5,) € LNS], on a d’une part

|N*(617 s 7Br)‘ <n

puisque les §3; € S, et d’autre part |[N*(f1, ..., 5,)| = n(L) > n, ce qui est impossible.

2- Supposons maintenant n > n(L). L’ensemble N*(ay, ..., «,) possede au plus n élé-
ments, ce qui veut dire qu’il existe 7 € S tel que 7(N*(aq,...,a,)) C [n]. On a
Toa;o7 ' €S,,pourtouti =1,...,r. En effet, soit j € [n] :

-sij & T(N*(ay,...,qa,))alors (Toa; o771)(j) = j € [n],
-sij € 7(N*(ay,...,0qp)) alors j = 7(h), h € N*(aq,...,,)etdoncona

TN [ 7(h)=j € [n] si a;(h)=nh
(roaior X”_“%m»—{meﬁeTmm%”w%»gm] si ay(h) #£h
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car si a;(h) # h alors h et o;(h) appartiennent a N*(ay, . .., a,.). De plus, si j > n, alors
(1oa; 07 1(j)) = j. Donc,

To(a,...,ap)or '€ LNS, = LNS. #0.

Il nous reste 2 montrer que si oy, . ..,y B, ..., By € Sp, avec 3; = coa;00 ! pour tout
1<i<reto € Salorsilexiste T € S, telque 3; = Toa; o7 ! pourtout 1 < i < r.
En effet il suffit de prendre

TIN*(a1,eeyar) = O|N*(aq,.eyr) - N*(ala <. 7ar‘) — N*(ﬂla s 757”)7
et de compléter 7 par n’importe quelle bijection entre [n] \ N*(aq,...,q,) et
n] \ N*(B1,...,05,). Lapplication 7 est bien une permutation de S, car
N*(Oél, KR aT’)a N*(ﬁlv S aﬁ?“) g [TL] PUiSque Ay ..oy Qo ﬁla s 767" € Sn
Supposons maintenant que L N S’ est la classe de conjugaison de (vq,...,7,) € S/, alors
(V1)
Snioynyy = 10 E€Sptelqueco(yr,.... %) =(M,-.., %) o0}
= {0€Svm,.mtelqueco(y,....%) =, %) 00} X SE AN (1,..0)
Doncona:
|Sn('yl ,,,,, ’y’,-)| - k(L) X |SEH\N*('717---7’Y7') - k(‘L)(n - n(L))'7
ou
k(L) = {o € Sneinpan /o0 (1, 570) = (-, ) 0 0}
est une constante indépendante de n. D’ou le résultat. [

Les classes de conjugaisons des éléments de S correspondent aux partitions propres. En
effet, le type-cyclique d’une permutation p de S est de la forme A U (1°°) ol A est la partition
propre associée a p. . . Deux permutations p et p’ de S de type cyclique A U (1°°) et A" U
(1°°) respectivement sont conjuguées si et seulement si A = \. On note par C) la classe de
conjugaison correspondant a la partition propre A. On a :

- sin < [\, Ch NS, =0,

2- sin > |, Gy NS, = C), qui est la classe de conjugaison dans S,, qui correspond a la

partition A, = AU (17~ ).
La somme des éléments de Cy n’est autre que I'élément C, € Z(C[S,]). Sin < |A|, on a
C, =0.

Théoreme 2.20. Soient \, J et p trois partitions propres. Il existe un unique polynome f{s(x) tel
que c55(n) = f{s(n) pour tout entier n > |\|,|d] et |p|. Le degré de f{s(x) est la plus grande
valeur de n(L) — |p| pour toutes les classes L de paires («, 3) tel que o € Cy, [ € Cjs et
ap e C,.
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Démonstration. Si (a, B) € §? tel que
acCy,pBeCsetapeC,, (2.9)

alors pour tout (v, 81) conjugué a (cv, 3), le couple (a1, ;) satisfait (2.9). Donc I’ensemble des
solutions de est une union disjointe de classes des conjugaisons. Mais si («, ) satisfait
2.9), on an(a, 3) < |A| + 4|, donc d’apres le Lemme 2.19] la classe de conjugaison de (v, 3)
est représentée par une paire dans SI2M +15- En particulier, le nombre de classes de conjugaison
parmi les solutions de (2.9)) est fini. Notons L1, Lo, . .., L, ces classes, alors & nouveau d’apres
le Lemme [2.19] le nombre des solutions de (2.9) avec o, 8 € S,, est :

“nn—1)...(n —n(L;) +1)
2 k(Li) '

i=1

Mais ce nombre est le cardinal de :
{(a,8)€8* /| a€Cy ,BECs ,ab € Cp }
Or 45(n) est le cardinal de I’ensemble suivant :
&s(n) ={(a,8) €S* | a €Cy B ECs 0B =0},

ol o est une permutation fixée de type cyclique P, D’ou

u  n(n—1)..(n—n(L;)+1)
p . EiZI k(Ll)
C)\é(n> - ’C |
2,

Or|C, | = n(n=l).-(lpl+D) g apres la Lemme [2.19] D’autre part,

k(p)
o = n(aB) < n(a, f) = n(Ly)

pour («, 8) € L;, ce qui nous donne :

o) = K(p) Z D=l 76(11)/0 (n—n(Li) +1)

i=1
qui est un polynéme de degré max(n(L;) — |p|). D’ou le résultat. O

Corollaire 2.21. Soient \ et § deux partitions propres. Alors, pour tout entier n > |\, || on
a:

PEPP <y
[p|<IAI+[8]

ou les coefficients c§s(n) sont des polynomes en n.

Vu que les coefficients de structure s’expriment a 1’aide des caracteres, une question natu-
relle se pose.

Question 2.22. Peut-on retrouver la propriété de polynomialité des coefficients de structure

du centre de ’algebre du groupe symétrique d’une facon directe en utilisant la formule du
Théoréeme ?
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2.4.2 Approche d’Ivanov et Kerov

En 1999, Ivanov et Kerov ont proposé une nouvelle preuve pour le Théoréme [2.20|de Fara-
hat et Higman dans leur article [IK99]. Ils ont introduit les permutations partielles pour arriver
a ce résultat. Leur approche a plusieurs avantages. Elle leur a permis d’obtenir une borne ex-
plicite sur le degré des polyndmes. De plus, leur preuve fait apparaitre une algebre universelle
qui se projette sur Z(C[S,,]) pour tout n. Ils montrent aussi que cette algebre est isomorphe a
I’algebre des fonctions symétriques décalées d’ordre 1. Cet isomorphisme va étre détaillé en
Section [2.4.4] Ici, on va rappeler les idées importantes de leur démonstration de la propriété de
polynomialité.

2.4.2.1 Le semi-groupe des permutations partielles

Définition 2.23. Une permutation partielle de [n| est un couple (d,w) on d C [n] et w € S,.

On note par B,, ’ensemble des permutations partielles de [n]. Comme pour tout 1 < k£ <n
onal|Sy| =klet|{d C [n] / |d| =k} = (}),onobtient:

n

|q3n]:Z(Z)k!:Z(n—k+1)(n—k+2)~--(n—1)n.

k=0 k=0
Si (d,w) € B, on note par w la permutation de [n] définie par :

v | w(a) si aed,
w(a)—{a si a€n]\d

Etant données deux permutations partielles (dy,w1) et (dg,ws) de B, on définit leur produit
ainsi :
(di,w1) - (do,w2) = (dy Uda, w1, . ©Wa, )

Ce produit donne a 3,, une structure de semi-groupe d’élément neutre (), ey) ot eq est la per-
mutation (triviale) de I’ensemble vide.

On note par B,, = C[}3,,] I’algébre du semi-groupe B,,. Soit z C [n] tel que |z| = k, on
définit I’application ¢, : B, — C[S,] par :

Wig si dcCuw,
@r(daw): { |

0 sinon.
On obtient aisément la proposition suivante.

Proposition 2.24. ¢, est un homomorphisme d’algebre.

2.4.2.2 Classes de conjugaison dans ‘],

Proposition 2.25. Le groupe S,, agit sur le semi-groupe *B3,, par I’action définie ci-dessous :
o (d,w)=(o(d),cowoc™)

pour tout 0 € S,, et tout (d,w) € B,,.

2.4. POLYNOMIALITE DES COEFFICIENTS DE STRUCTURES 49



CHAPITRE 2. LE CENTRE DE L’ ALGEBRE DU GROUPE SYMETRIQUE

Les orbites de cette action sont appelées classes de conjugaisons de *J3,,. Deux permutations
partielles (dy,w;) et (d2, w2) sont dans la méme orbite si et seulement s’il existe o € S, tel que
(dy,ws) = (0(dy), 00wy 0071, c’est-a-dire que dy = 0(d;) etwy = ocow;o0 1. Dong, (dy, w;)
et (dy,wy) sont dans la méme orbite si et seulement si |di| = |ds| et type-cyclique(w;) =
type-cyclique(ws).

Par conséquent, les classes de conjugaisons de 33, sont indexées par les éléments de I’en-
semble P, les partitions de taille plus petite ou égale a n. Pour une partition p € P<,, la
classe de conjugaison de J3,, associée a p est notée par A,(n) et est définie par :

A,(n) :=={(d,w) € B, tel que |d| = |p| et type-cyclique(w) = p}.
En particulier Ag(n) = {(0,e0)}.
Proposition 2.26. Soit p € P<,,, alorsona :
n—lpl + ml(p)>
A = -1C, .
4yl = ("I e,

Démonstration. Considérons 1’application

© : An) = C,
(dyw) +— .

Pour tout v, v’ € C, avec v # v, ona© ' (v) MO~ (v') = (), donc

[A,(n)| = ) 107 ().

’UECEH

Soitv € C,, , on note par supp(v) le support de v :

supp(v) = {z € [n] | v(x) # x}.
Comme v est de type cyclique p U (1"71?), on a | supp(v)| = |p| — m1(p). Rappelons que
07 (v) = {(d,w) € A,(n) tel que @ = v}.

Pour construire un (d,w) € ©~!(v), il faut que w coincide avec v sur supp(v) (nécessairement

supp(v) C d) et on choisit m(p) = |d|—|supp(v)| points fixes pour w parmi les n—|p|+m;(p)

n— lol + ma(p) -
mi(p)

Prolongeons I’action de §,, sur 3,, par linéarité en une action sur B,, et notons

points fixes de v, donc |7 (v)| =

A, =B5 :={bc B, tel que pour tout ¢ € S,,, o - b = b}
la sous-algebre des éléments invariants de 3,,. L’homomorphisme surjectif

v o B, = S,

(dyw) — w
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peut étre prolongé linéairement en un homomorphisme surjectif d’algebres ¢ : 5, — C[S,].
Pour tout o € §,, et pour toutb € B,,, ona:

Y(o-b) =0 (D)

e~

(ceci découle du fait que o~'wo = o~ @o). Donc

Y(An) = (V(Bn))™ = Z(C[S,))-

Soit p € P<y,, on note

A= 3 (dw).

(dw)eAp(n)

Les €léments de la famille (A ,(n)),ep.,, forment une base de I’algebre A,,. Une des propriétés
importantes du morphisme 1) est que pour toute partition p € P<,,ona:

—n

n— +m
V(A (n)) =( 'p' l(p)) C,.. (2.10)
(p)
Cette propriété s’obtient directement de la Proposition quand on développe 1)(A,(n)).

2.4.2.3 Les algebres A et B

Considérons la famille (B,,, v,,) ou ¢, : B,11 — B, est le morphisme défini par :

On note par B, la limite projective des algebres B,, munie des morphismes ;.

Définition 2.27. Une permutation partielle de N est un couple (d,w) o d C N est un sous
ensemble fini de N et w € S.

On note par P I’ensemble de toute les permutations partielles de N. L’écriture générique

d’un élément b € B est :
b= Y > biu(dw),

k=0 |d|=k wES,

ou les by, sont des nombres complexes. On note par S, I’ensemble des permutations de N.
Comme précédemment S, agit sur B, et on note A, = (l’)’oo)‘Soo la sous-algebre des éléments
invariants de B, par I’action de S... Un élément b € B, est dans A, si et seulement si :

bd,w = ba(d),UOwOU*H Vo € S.
Pour une partition p € P, on définit A, ainsi :

A, = {(d,w) € P tel que |d| = |p| et type-cyclique(w) = p}.
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I1 est facile de voir que tout élément de A, s’écrit de maniére unique comme combinaison
linéaire infinie des éléments (A ), cp, Ol

A, = Z (d,w).

(dw)eA,

Soient A et ¢ deux partitions de P, les coefficients de structure k%, de ’algébre A, sont définis
par I’équation suivante :

AA; =D KA, 2.11)

pEP

On note par 6,, I’homomorphisme naturel entre B, et 3,,,

@n : Boo — Bn
Z dCN bd,w(d> CU) = ngn] bd7w(d’ Ld) .

WES, wESy
Remarquons que :
O0n(Ap) = Ay(n).
Comme conséquence de 1’équation (2.11)), les k{5 sont aussi les coefficients de structure de
I’algebre A, :
Ax(m)As(n) = D KA, (n),

Pepgn

ou A et § sont deux partitions de taille inférieure ou égale a n. Autrement dit, bien que les
coefficients de structure k%, de I’algébre A, ne dépendent pas de n, se sont les coefficients de
structure de .A,, pour tout n.

Soit p une partition de taille inférieure ou égale a n. Considérons la permutation partielle
(d,w)denoud=|p|] et

w={12...p)p1+1...pp+p2)pr+p2+1l...o0+pa+ps)...(r—p+1...7).

D’aprés la Proposition |1.2] le coefficient k% . n’est autre que le cardinal de I’ensemble EX;(n)
défini ci-dessous :

Efs(n) = {((d1,w1), (d2,w2)) € Ax(n) x As(n)
= {((d1,w1), (dz,w2)) € Ax(n) x As(n)

Corollaire 2.28. Si k{5 # 0, alors |p| < |A| + 4]

(dy,w1) - (do, w2) = (d,w)}
dy Uds = [|p]], w1 0wy = w}.

Démonstration. Si k55 # 0 ona E{s(n) # 0 = 3dy,dy C [n] tel que |dy| = |A], |d2| = |d] et
pl = |di Uda| < |di] + [da| = [A| +9]. u

Dans le corollaire suivant, on présente une sous-algebre particuliere de A.,. Comme on va le
montrer dans la Section [2.4.4} cette sous-algebre est isomorphe a 1’algébre A*(1) des fonctions
symétriques décalées d’ordre 1.

Corollaire 2.29. L’ensemble des combinaisons linéaire finies des (A ), noté par :4\;, est une
sous-algebre de A.,. La famille (A ) cp forme une base pour A...
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2.4.2.4 Autre preuve du théoreme de Farahat et Higman
Ici on présente la preuve d’Ivanov et Kerov du Théoreme [2.20]de Farahat et Higman.

Théoreme 2.30. Soient \,0 et p trois partitions propres et soit n un entier naturel tel que
n > |\, |91, |p|, les coefficients de structure ¢ s(n) donnée par I’équation (2.3)) peuvent s’écrire

ainsi : .
p
C>\6 Z kpU(lk) (n B |p|) ;

k
) sont des nombres indépendants de n.

N . pU
ot les coefficients k'

Démonstration. Soient \ et § deux partitions propres, d’apres 1’équation (2.10), on a :
P(Ax(n)) = C, et(As(n)) = Cs . Onreprend I’équation suivante dans A,

Anm)As(n) = Y k5AL(n)
T€7><n
ImI<IAT+9]
Si on applique ¢, on obtient :

CAnCén _ Z /{7;5 (n - ’T‘ + ml(T)) CIn'

ma\7
TE'PSn 1( )
[TI<IAI+16]

Il faut remarquer que si p est une partition propre de taille inférieure ou égale a n, alors on a :
C, =C, ur) pourtouslesO0 <k <n—|p|.

Alors la somme a droite s’écrit :

n—|p|
oty (= lpU (1) +mai(p U (1%))
2 Zk (o) e
lol<IAIF15]

Apres simplification, on obtient :

n—|p|
3 kau (1%) (n —klp|) c,.

pG’P'PSn k=0
[P <A+

d’ou le résultat. O]

Corollaire 2.31. Soient \ et § deux partitions propres, pour toute partition propre p de taille
inférieure ou égale a |\| + |0| et pour tout n > ||, |0], |p| on a :

deg(cs(n)) = max deg((n_k|p|>>: max k.

0<k<n-—|p| 0<k<n-—|p|

k \ k
K50 Y K50
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2.4.3 Filtrations sur A, et le degré des coefficients de structure

Cette section a pour but de donner plusieurs filtrations sur A, et de montrer comment les
utiliser pour obtenir des majorations pour le degré des polyndmes ¢ ;(n). On commence par les
filtrations données par Ivanov et Kerov dans [IK99].

D’apres le Corollaire [2.28] il est clair que la fonction

degl(Ap) = |P|a
définit une filtration sur A..
Proposition 2.32. La fonction deg, définie sur B, par :
degy (d, w) = [d| + [ma(w)],
ot m1(w) est I’ensemble des points fixes de w est une filtration.
Démonstration. Montrons que pour tout (dy, wy), (da, ws)
degy((dy, wr) - (d2, w2)) < degy(dr,wr) + degy(da, wa).

Décomposons d’abord I’ensemble d; U d> en union d’ensembles disjoints de la fagon suivante :

di\dy, = d?Uud?
d\dy = & U2,
diNdy = dyp U dpo Udny U dy

ou le premier indice est f si les points de I’ensemble correspondant sont fixés par w; et m s’ils
ne sont pas fixés par w;. Le deuxieéme indice est f si les points de I’ensemble correspondant
sont fixés par wo et m s’ils ne sont pas fixés par wy. Or par définition, on a :

degy(di, wi) = |di| + |ma(wr)],
ol m1(wq) est ’ensemble des points fixes de w;. Donc, on obtient :

degy(di,wi) = |dy \ do| + |di Vo] + |df} U dpn Udyyl
= |dpgl + |dumm| + [dmg] + 2ldss] + 2ldf7] + 2]d g

De méme on a :
degQ(d27W2) = ‘dﬁn‘ + ‘dmm| + |dfm| + 2|dff| + 2|d%’| + 2|dmf|
et

degQ((dl,wl).(dg,wg)) = degQ(dl Udg,wl OCL)Q)
= ]d1Ud2\+|m1(w1 OWQ)‘.
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Or les points fixes par w; o wy sont les points fixés par w; et par wy (c’est-a-dire les éléments
des ensembles d}5, d3}, dyf) et certains points déplacés par w, puis par w; (c’est-a-dire un
sous-ensemble de d,,,,,,). Par suite on a :

[ma(wi 0 ws)| < |d5] 4 |dF;| + 1dss| + [dimml,
d’ou
degy(dy Uda,wyows) < |dy2s| + |dimgl + |dgm| + |d7,,] +
2|dy | + 2|d}§c| + 2|dym| + 2|d§;|
|d2 ] + 3l dimg| + 3ldpm| + |dF,| +

Aldys| + 2|d 7| + 2| dmm| + 2]d75]
= degz(dl, wl) + degQ(dQ, CL)Q).

IN

Cela termine la preuve. [

On peut restreindre la filtration de la Proposition a A Cette filtration a été introduite
par Kerov dans [Ker93]. Dans [IK99]], Ivanov et Kerov montre qu’en fait, la fonction

deg;(A,) == lp| + > mulp)

keJ

définit une filtration sur A, pour tout J C N. On a décidé de présenter le cas particulier deg,
seulement car cela nous suffit pour présenter une bonne majoration pour le degré des coefficients
de structure.

On présente maintenant des résultats sur la décomposition des permutations en produit de
transpositions afin de donner une autre filtration sur 4.

Lemme 2.33. Le nombre minimal de transpositions qui peut apparaitre dans la décomposition
d’une permutation o de n en produit de transpositions est :

m(o) :==n—1(0),
ou l(c) est le nombre de cycles disjoints de o.

Démonstration. Remarquons d’abord que tout cycle (iy io ... i1 i) peut s’écrire comme
(11 i2) o (2 43) ... (ix—2 ix_1) o (ix_1 ix), autrement dit tout cycle de longueur k peut s’écrire
comme produit de k£ — 1 transpositions. On peut donc écrire toute permutation o de S,, comme
produit des m(o) = n — [(o) transpositions. Maintenant démontrons par récurrence que si
0 = T1...7; ou les 7, sont des transpositions, alors on a forcément & > m(c). Considérons
0 =T, ...Tk_1, par hypothése de récurrence onak — 1 > m(o' ) =n — (o ),orc = 0 o}
ce qui implique, d’apres le Lemme que [(0) = I(c") £ 1. Donc,

k—1>n—((0)£1)>n—10)—1=m(0)—1,

dol k > m(o). 0
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Proposition 2.34. Soient « et 5 deux éléments de S, alors on a :
m(a o fB) < m(a)+m(fB).

Démonstration. Ecrivons « et § comme des produits de transpositions de longueur minimale :

a = TlTQ...Tm(a)
B = Tm(@)+1Tm(0)+2 - - - Tm(a)+m(B)-
Alors 00T = T1Ty . . . Tyn(a) Tm(o)+1Tm(e)+2 - - - Tm(a)+m(3), €t on déduit le résultat. [

Corollaire 2.35. La fonction degs définie sur A, par :

degz(Ap) = [p| = U(p)
est une filtration.

On montre maintenant comment les filtrations sur A., nous aident a obtenir des bornes
supérieures pour les coefficients de structure du centre de 1’algebre du groupe symétrique. Si
deg est une filtration sur A, alors 1’égalité

AsA; =) KA,
P

implique (en appliquant deg sur cette équation) :

deg(ArAy) == Il?a;( deg(A,) < deg(Ay) + deg(As). (2.12)
PR3 570

Proposition 2.36. Soient \, ) et p trois partitions propres, alors on a :

A+ 4] —
den(chy(m)) < AL

Démonstration. D’apres le Corollaire|2.31} on a :

deg(fs(n)) = max k.

0<k<n—|p|
u(1k)
KSSY#0

Dans le cas ou la filtration est deg,, I’équation (2.12) ci-dessus nous donne :

deg2(Apu(1k)) < rr%axo degZ(Ap) < degy(Ay) + degy(As),

P >\57é

pU(1k) . . pU(1F)
pour tout £ > 0 tel que k\;" * # 0. Ceci veut dire que pour tout k& > 0 tel que ky; * # 0, on
a:
ol + 2k < [A| + 1],

d’ou le résultat. O]
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Il est a remarquer que le méme raisonnement avec la filtration deg, implique que le degré
des f5(n) est majoré par |\| +|J| — |p| tandis que le méme raisonnement avec la filtration deg
n’implique aucune majoration pour le degré des coefficients de structure du centre de 1’algebre
du groupe symétrique.

Dans [Fé12], Féray donne une nouvelle filtration sur A, . Cette filtration n’apparait pas dans
I’article [IK99] d’Ivanov et Kerov donc on a décidé de la présenter a part. On la présente dans
la proposition suivante et on donne une nouvelle démonstration différente de celle donnée par
Féray, voir [Fé12, Lemme 2.10]. L’ objectif de cette nouvelle filtration est de modifier deg; pour
en déduire une borne sur le degré des coefficients de structure.

Proposition 2.37. La fonction deg, définie sur B, par
deg,(d,w) = |d] — I(w) + ma (w),
est une filtration.

Démonstration. Dans un premier temps, nous allons montrer que pour tout
(dy,w1), ({a,b}, Tap) € P,ona:

deg4(d1 U {a7 b}7 w1 © Ta,b) < deg4<d17 wl) + Eieg4({a7 b}7 Ta,b) .
1

En effet on peut distinguer les 3 cas suivants :
1- a,b € d; : dans ce cas on distingue 2 cas :

a- l(wy 07ap) = l(wy) + 1 : dans ce cas, a et b sont dans le méme cycle de la permuta-
tion wy d’aprés le Lemme[2.7} Si ce cycle est (a b), alors my (wy07qp) = my (w1)+2,
sinon, mq (wy © T,p) < mq(wr) + 2. Dans tous les cas, on a :

my(wy 0 Tap) < my(wr) + 2.
D’ou

deg,(dy U{a,b},wy o 7ap) |di| — l(wy) = 1+ mq(wy) +2

<
< deg4(d1, wl) + deg4<{aa b}7 Taﬁ)'

b- l(w1 0 Tup) = l(wy) — 1 : dans ce cas, a et b ne sont pas dans le méme cycle de la
permutation w; d’apres le Lemme Si a et b sont des points fixes, alors on a
my(wy © Tap) = mi(wy) — 2. Si a est un point fixe, mais pas b, on a my (wy 0 7,5) =
my(w1) — 1. Si a et b ne sont pas fixes, on a m4(wy © 7,) = my(w;). Donc, dans
tous les cas, on a :

my(wy 0 Tap) < my(wr).
D’ou
deg4(d1 U {CL, b},wl (¢] Ta,b) |d1| — l(wl) + 1 + ml(wl)
deg4(d17 wl) + deg4<{a7 b}> Ta,b)'
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2- a € dy, b ¢ di(ou, symétriquement, a ¢ di,b € d;) : dans ce cas, d’apres le Lemme
ona

l(wl e} Ta,b) = l(wl)

et selon le cas si a est un point fixe de w; ou non, on a :
ml(wl o Ta,b) = ml(wl) — 1 ou bien ml(wl (@) Ta,b) = ml(wl).

Dans tous les cas, on a :
my(wy 0 Tap) < my(wr).

D’ou

deg,(dy U {a,b},wr 0 7ap) |di| + 1 — l(wq) + mq(wr)

<
< deg,(di,wr) + deg,({a, b}, Tup).
3- a,b ¢ d, : dans ce cas et toujours d’apres le Lemme , on a

l(w1 ¢] Ta,b) = l(wl) + 1et m1<w1 o Ta,b) = ml(wl).

deg,(dy U{a,b},wi07ep) = |di] +2 —l(w1) — 1+ my(w)
< deg,(dy,wr) + deg,({a, b}, Tup).

Remarquons maintenant que pour toute permutation partielle (d;,w;) et pour tout n € N*,
onadeg,({n},idpy) =1let:
. ’d1| - l(wl) + ml(wl) si né€ dl

degy(dy U {n},w oidgy) { |di] +1—1(wy) = 1+my(w)+1 si né¢d

< deg,(di,wi) + deg,({n},idny)

Pour £ > 2, une permutation partielle en forme de cycle de longueur £ peut étre décomposée
ainsi :

({a1,...ar}, (a1 ... a;)) = ({a1, as}, Tal,az)lo oo ({ag-1, ak}77—ak—17ak)

(. [\
~" -~

es es

et avec cette décomposition on a :

geg4({a17 e 'ak}> (al s ak)z = Slegz;({alv a2}7 Tahaz) +.o..+ iiegzl({ak’—l’ ak}7 Tak—lvak)/'

~
k—1 1 1

Donc, toute permutation partielle (ds, ws) peut se décomposer en produit des "transpositions
partielles" :

(da,ws) = (dy, 7q1) - (d5,78) - -+ - (ds, 7a1),
58 2.4. POLYNOMIALITE DES COEFFICIENTS DE STRUCTURES



CHAPITRE 2. LE CENTRE DE L’ALGEBRE DU GROUPE SYMETRIQUE

de sorte que
deg4(d27 w2) = deg4<d%7 Td%) + deg4(d%7 Td%) +.o.+ deg4(d§, ng)'
Avec cette décomposition, on obtient :

degy((di,wn) - (dz,w2)) = degy((di,wn) - (dy, 7gs) - (d3, 7) -+ - (dp, Tp))

< degy((di, wn) - (ds, Tdé) """ (d5 Td;—l)) + deg, (d5, Td§>
< degy(dy,wn) + deg,(ds, Td;) + -+ degy(dy, ng) :
deg4?drz,w2)
D’ou le résultat. U]

Comme dans le cas de la filtration deg,, on peut restreindre la filtration deg, a .4, et obtenir
le corollaire suivant.

Corollaire 2.38. Soient \, 0 et p trois partitions propres alors on a :
deg(chs(n)) < A +10] = |pl + 1(p) — 1(A) = 1(6).

D’apres ce corollaire, le coefficient cg’zg (22) (n) est un polyndme constant car son degré est
nul ce qui est plus précis que ce qu’on peut obtenir en appliquant la Proposition[2.36] Cette der-
niere implique que deg(cgz) 52(n)) < 1. 11 faut noter que la borne sur le degré des polyndmes
obtenue dans le Corollaire @ n’est pas toujours meilleure que celle donnée par la Proposition
2.36| Par exemple, on sait, d’apres I’Exemple [2.10, que le degré de cg%(?))(n) est exactement 1.
La Proposition [2.36 montre qu’il est inférieur ou égale a 1 ce qui est plus précis que la majora-
tion 2 donnée par le Corollaire [2.38| Donc, les résultats du Corollaire [2.38| et de la Proposition
[2.36] sont incomparables.

2.4.4 Isomorphisme entre A et I’algebre des fonctions symétriques dé-
calées d’ordre 1

On va donner dans cette section un isomorphisme entre 1’algebre A*(1) des 1-fonctions

symétriques décalées et 1’algebre A, la sous-algeébre de I’algebre universelle A, définie dans

le Corollaire @} Cet isomorphisme a €té établi par Ivanov et Kerov, voir [IK99, Section 9].
On considere le diagramme suivant :
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Pour tout entier n, la fonction ¢ o 0, : Ao — Z (C[S,]) est un morphisme d’algebre car c’est
une composition de morphismes d’algebre. En appliquant ¢ o 0,, sur les éléments de base de
A, on a d’apres 1’équation (2.10) :

vot(ay) = viasm) = (" Em )¢,

pour toute partition A de taille inférieure ou égale a n. Si p € P, comme
1o 0,(A)) € Z(C[S,)]), on peut appliquer le caractere X* et on obtient :

n— Al +mqi(N)

b B , ne(n—|A+1)
XP (4 Hn(AA))—( mi(\) >|C/\R|X)\n_

ZX

X0 @13)

D’apres la Proposition , la fonction % o 1 o 6, est un morphisme. De plus, tenant
compte de la relation (2.8)), on obtient :
0¥ 0 0(Ax) = —shu(pa) (o) Q.14
owod, = —35 . .
dim S° A PN 1(Px)\P

Il est a remarquer que si |A| > |p| dans I’équation (2.14)), le membre a gauche de 1’égalité est
nul car 0),(Ay) = Ax(|p|) = 0 et le membre a droite est également nul par définition de sh,,
voir (2.7). Donc I’égalité (2.14)) est toujours vraie.

Proposition 2.39. L’application linéaire

F @ Ae — A1)
Ay shi(px)
ESN

est un isomorphisme d’algébres.

2 . 9 N o . P .
Démonstration. D’apres (2.14), F coincide avec —X°— o9 o ), et est donc un morphisme car

P g dim S»
T g5 ¥ et 0], sont des morphismes.

Le fait que F' est un isomorphisme vient du fait que les A, sont une base de ;l; et les
shy(p») une base pour A*(1). O

2.5 Applications pour les diagrammes de Young aléatoires

Le but de cette section est de montrer I’importance et I'utilité de la propriété de polynomia-
lité des coefficients de structure du centre de 1’algebre du groupe symétrique. Je me suis servi
pour présenter cette section des notes d’un cours de Féray donné a Edinburgh, voir [Fé14].

D’apres le Théoreme [I.30] du premier chapitre, on peut définir une mesure de probabilité
sur ’ensemble GG des G-modules irréductibles d’un groupe fini G' de la maniere suivante.
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Proposition 2.40. Soit G' un groupe fini. La fonction P : G—R définie par :

(dim X)?
|Gl

Pa(X) =
est une mesure de probabilité sur G.
Démonstration. Le fait que

ZPG(X):Z%:l

XeG XeG

est une conséquence du Théoreme [I.30|du chapitre [T}

O

La mesure de probabilité P est appelée mesure de Plancherel. On fixe un élément g de G,

et on considere la variable aléatoire §, définie ainsi :

5, 0 G - R
X(g)
X = dimgX

Notre objectif dans ce qui suit est d’étudier la variable aléatoire ;.

2.5.1 Espérance et moment d’ordre 2
L’espérance Ep_, (§,) de la variable §, est définie ainsi :
Ep, (Sy) == Z P (X)T,(X).
Xe@

Proposition 2.41. Soit G un groupe fini et soit g un élément fixé de G, alors on a :

]EPG (gg) = 5{1c}(9)'

Démonstration. Apres simplification, on a :

dim X

EPG('SQ):Z G| X (9)-
Xed
Xre9(g)

Le membre a droite de cette égalité est égal a Tl
Le résultat est donc une conséquence de I’Exemple [I.24] du premier chapitre.

d’apres le Théoreme (1.30{du chapitre

Soient maintenant g et ¢’ deux éléments de GG et on considere 1’ensemble Z qui indexe les
classes de conjugaison de GG. On suppose que g € C) et g’ € Cs ou A et § sont deux éléments de
7. Puisque les fonctions caracteres sont constantes sur les classes de conjugaison, la définition

de § peut étre étendue sur les classes de conjugaison par :

Sc/\(X> = ’C)\‘Sg(X)> (2~15)
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pour tout X € G. De plus pour tout X € Gona:

S9(‘)()8’gl<)() = ‘C’SCA( )|C’SC5( )

1 X(Cy) X(Cs)
|CA\]|Cs| dim X dim X
1 X(C\Cy)

= CAlICs] dim X (d’apres la Proposition[T.34]du chapitre T])
A ) 1m

vy 1 X(C,)
— [C)[|Cs| dim X

C
— Z A5 C T, (X) (d’apres 1’équation (2.13))
= GG

ol g, est un élément arbitraire de C), pour tout p € 7.

Proposition 2.42. Soit G un groupe fini et soient g € Cy et g € Cs ou \ et § sont deux éléments
de I’ensemble T indexant les classes de conjugaison de G. On a :

0

IEPG ('SQSQ ) |CC|>\‘(SC«6|

on 09\5 est le coefficient de structure (trivial) de C,, dans le produit C,Cs.

Démonstration. On a :

|Cl
SgSg = Zcﬁa ’ S0
[Nl
ol g, est un élément arbitraire de C, pour tout p € Z. En passant a I’espérance, on obtient :

)
Ep, Sg%“g Z M‘Cl H(|;f‘ PG<SQP)'

D’apres la Proposition[2.41} on a Ep,, (§y,) = 01,3 (g,), d’ott le résultat. O

On retrouve dans I’exemple suivant un résultat particulier dans le cas du groupe symétrique,
voir [HAOOQ7]].

Exemple 2.43. D’aprés I’Exemple on obtient :

R )
EPSn(S(l 2) = (n)2 -1

2
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D’apres I'Exemple 2.43| I'espérance Ep, ((/nF(1 2))?) tend vers 0 quand n tend vers I'in-
fini. Cela montre que la variable aléatoire \/n§( 2) converge en probabilité vers la variable
aléatoire constante 0. Autrement dit, on a :

pourtoute > 0ona: lim Pgs, (v/n|[§q 9| >¢)=0.
n—oo
Il est possible de généraliser ce résultat pour toutes les permutations de n. De plus, si A est une
partition propre et si n est un entier tel que |\| < n, alors, d’apres le Corollaire [2.4{:

n!

Oy | = ———
s, zx(n — [A)!
est un polynéme de degré |\|.

Corollaire 2.44. Soient \ et § deux partitions propres et soit n un entier tel que n > ||, |d].
Soient g et g’ deux permutations de n tel que type-cyclique(g) = A, et type-cyclique(g’) = 4,,,
alors :

0 2\ : _
2325Cys(1) — A si A=0,
E N D N e P Ve
ps, (8gSq) -+ -n-(n—]6| +1)--n {0 sinon,

est une fraction rationnelle.

Corollaire 2.45. Soit )\ une partition propre et soit n un entier plus grand que la taille de .
Pour toute permutation w de n de type-cyclique )\, la variable aléatoire (/n)N=1F,, converge
en probabilité vers la variable aléatoire constante ().

Démonstration. Ce résultat s’ obtient de la valeur de Ep, (§7) obtenue par le Corollaire

D’aprés le Corollaire 2.44} on obtient une formule pour Ep (§7) pour tout g € S,,. Dans la
sous-section suivante on passe aux calculs des moments d’ordre supérieurs et on illustre 1’intérét
de la polynomialité des coefficients de structure dans le calcul.

2.5.2 Moments d’ordre supérieurs

Dans [[002], Ivanov et Olshanski s’intéressent au calcul de Ep (3F7*) pour tout m € N*.
Le but de cette sous-section est de montrer comment les coefficients de structure interviennent
dans ce calcul et le rdle important que joue la propriété de polynomialité ici.

On a déja montré, avant d’énoncer la Proposition que pour tout X € Gona:

C,
SQ(X)Sg/(X) = chélcl)\Hc‘f "Srgp( )7
pEL

ol g, est un élément arbitraire de C), pour tout p € Z. Cela implique que pour tout g € C) et
pour tout X € G,ona:

c,
2(X) = ZCM‘C'AHé |3gp( ), (2.16)

pET
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ol g, est un élément arbitraire de C, pour tout p € Z. Si on multiplie I’équation (2.16) par
§4(X), on obtient :

Col Gy
g E X 2.17
)\/\‘C« HC)\| p)\’C HC "Sgp/( )7 ( )

peL p'el

ol g, est un élément arbitraire de Cy pour tout p’ € Z. D’apres la Proposition[2.41} on obtient :

Ep,(3%) ZC Col o L e 1 _
o MGG GG~ PRGE 6P
pour tout g € C'. De méme, on peut montrer que :

C C
4 Ao
Ep.(S,) E

37
= |G

pour tout g € C. Cela met en évidence que les moments d’ordre m > 3 de la variable aléatoire
S s’expriment en fonction des coefficients de structure du centre de I’algebre du groupe G.
Comme ces coefficients de structure sont des polyndmes dans le cas du groupe symétrique
d’apres le Théoreme [2.20] de Farahat et Higman, on obtient le résultat suivant.

Proposition 2.46. Soit \ une partition propre et soit n un entier plus grand que la taille de ).
Pour toute permutation g de n de type-cyclique X U (1"~ ) et pour tout m > 3, I’espérance
Ep, (8y') est une fonction rationnelle.

Par ailleurs, les filtrations présentées dans la section précédentes aident a décrire le terme
dominant de cette fraction rationnelle (voir [IO02, Section 4]) et donc un équivalent asympto-
tique des moments. Cela permet d’obtenir des lois limites pour les {§, avec une renormalisation
appropriée [[002, Théoremes 6.1 et 6.5].

Le lecteur aurait di remarquer les coefficients de structure particuliers qui apparaissent dans
le calcul des moments dans cette section. Ces coefficients sont :

Cg)\)\v 09\5, ci)\v CiA et 06)\6'
Il est donc intéressant de savoir s’il existe des formules explicites pour ces coefficients dans le
cas ou G est le groupe symétrique S,, (dans ce cas Z est I’ensemble P,,). On a commencé a parler
de ce probleme dans la Section [2.2.Tet on a donné des formules explicites pour les coefficients
de structure c‘f\w et 0?271%2) - Comme toute permutation de S, est conjuguée d’elle-méme, il
n’est donc pas difficile de voir que :

{ |C| si A=9,
CA(S

0 sinon.

On ne connait pas de formule explicite pour les autres coefficients particuliers. Les coefficients
de structures ¢4 ; du centre de 1’algebre du groupe symétrique sont (a multiplication par la taille
de la classe de conjugaison appropriée) symétrique en les trois partitions \, ¢ et p. Ce fait est
une conséquence immédiate de 1’interprétation combinatoire de ces coefficients et de la formule
de Frobenius (voir Théoreme . Donc, une formule explicite pour ¢, implique une formule
explicite pour 3; et vice-versa. Il serait donc intéressant de répondre 2 la question suivante :
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Question 2.47. Soient \ et § deux partitions de n, est-il possible de donner des formules expli-
cites pour les coefficients de structure suivants :

A 1

Il semble que des formules existent pour 3, dans le cas ot \ est de la forme A\ = (2%, 1)
(Gould].

2.5.3 Convergence des diagrammes de Young

Soit A = (Aq, -+, \.) une partition. Le diagramme de Young associé a A est formé de r
lignes de cellule tel que la premiere ligne possede \; cellules, deuxieme ligne possede A\, cel-
lules et ainsi de suite. Par exemple le diagramme de Young associé a (4, 2, 1) avec la convention
francaise est donné par la Figure [2.3]

FIGURE 2.3 — Le diagramme de Young associé a (4,2, 1).

On associe a un diagramme de Young d’une partition A une fonction lipschitzienne qu’on
note A de la fagon suivante. On tourne le diagramme de Young d’une angle de 7 /2 a gauche, puis
on applique une homothétie de rapport v/2, la fonction \ est alors la frontiere du diagramme
dans les nouvelles coordonnées étendue par la fonction |x|. Par exemple, la fonction associée
au diagramme de la partition (4, 2, 1) est présentée dans la figure suivante.

FIGURE 2.4 — La fonction associée au diagramme de Young de la partition (4,2, 1).

Dans [IO02], Ivanov et Olshanski montrent que la fonction normalisée,

1

TAV)
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converge en norme || - ||, en probabilité vers la fonction €2 définie ci-dessous,
2 in(% ) ; <
Q) = =(varcsin(§) + V4 — 1?) si lz| < 2,
|| si |z > 2.

Cela veut dire que B B
A" = llec = sup A (z) — Q)]

tend vers 0 en probabilité quand 7 tend vers I’infini. La convergence en probabilité de la variable
aléatoire §, donnée dans le Corollaire est une étape intermédiaire qu’Ivanov et Olshanski
ont utilisée pour arriver a leur résultat. En fait, ce résultat a été trouvé pour la premiere fois, en
1977, par Logan et Shepp, voir [LS77]. Dans la méme année, Vershik et Kerov ont donné une
preuve indépendante de celle de Logan et Shepp, voir [VK77]. La preuve d’Ivanov et Olshanski
passant par les §§, a I’avantage de permettre de décrire aussi les fluctuations de X" autour de la

forme limite €2, voir [IO02, Section 7].
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Chapitre 3

L’algebre de Hecke de la paire (Sy,,, B),)

Dans le deuxieme chapitre on a étudié le centre de 1’algébre d’un groupe particulier, celui du
groupe symétrique. Dans ce chapitre on va étudier une algebre particuliere de doubles-classes,
celle des doubles-classes de B,, dans Ss,, ou B, est le groupe hyperoctaédral. Cette algebre
est appelée algebre de Hecke de la paire (S, B3,,) et a été introduite pour la premiére fois par
James en 1961, voir [Jam61]].

Le choix d’étudier cette algebre est motivé par une longue liste de propriétés similaires a
celles du centre de 1’algebre du groupe symétrique. D’abord on va montrer que les doubles-
classes de B,, dans Ss,,, peuvent étre indexées, comme les classes de conjugaison de S,,, par les
partitions de n ce qui veut dire que 1’algebre de Hecke de la paire (Sa,, BB,,) posséde une base
indexée par les éléments de PP<,,.

D’autre part, les coefficients de structure associés a cette base comptent les graphes dessi-
nés sur des surfaces non orientées avec certaines contraintes, comme on va le montrer dans la
Section[3.1.2] alors que les coefficients de structure de Z(C[S,,]) comptent les graphes dessinés
sur des surfaces orientées avec des contraintes similaires. Ce fait a été prouvé par Goulden et
Jackson, voir [GJ96] pour plus de détails.

Un des résultats principaux de cette these est une propriété de polynomialité pour les co-
efficients de structure de I’algébre de Hecke de la paire (Sa,,, BB,,) similaire a celle donnée par
Farahat et Higman (Théoréme [2.20)) dans le cas du centre de 1’algebre du groupe symétrique. On
va démontrer cette propriété d’une facon combinatoire dans la Section Notre démonstra-
tion est inspirée de celle d’Ivanov et Kerov [IK99]] dans le cas du centre de 1’algebre du groupe
symétrique.

Comme dans le cas de Z(C[S,]), on indexe les coefficients de structure de 1’algebre de
Hecke de la paire (Ss,, 3,,) par les partitions propres pour faire apparaitre naturellement la
dépendance en n. Cela nous aide a présenter d’une maniere claire notre résultat.

Cette propriété de polynomialité a été présentée par Aker et Can dans [AC12]]. Les auteurs
de cet article ont suivi I’approche de Farahat et Higman dans leur preuve. Leur théoreme de
polynomialité tel qu’il apparait dans [AC12]] contient des erreurs. Récemment, apres la publi-
cation du contenu de ce chapitre Can et Ozden ont proposé dans [CO14] une correction de la
preuve. Le résultat de polynomialité a aussi été trouvé, d’une maniere indirecte en utilisant les
polyndmes de Jack, par Dotgga et Féray, voir [DF14, Proposition 5.3]. Le résultat présenté ici
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est plus fort que celui de Dotega et Féray car nous montrons aussi que les polyndmes obtenus
ont des coefficients positifs dans une certaine base.

On définit des nouveaux objets combinatoires pour prouver notre résultat. On les appelle
les bijections partielles. Elles sont des analogues des permutations partielles, introduites dans
[IK99], dans le cas de I’algebre de Hecke de la paire (Say,, 3,,). Dans la Section on montre
I’existence d’une algebre universelle qui se projette sur 1’algebre de Hecke de la paire (Sa,,, B,,)
pour tout n. Cette algebre est isomorphe a 1’algebre des fonctions symétriques décalées d’ordre
2. Un isomorphisme est explicitement construit a la Section [3.7]

On donne dans la Section [3.6] plusieurs filtrations sur cette algebre universelle. Cela va nous
permettre de majorer le degré des polyndmes décrivant les coefficients de structure de 1’algebre
de Hecke de la paire (Say,, B,).

Le résultat principal de ce chapitre a été publié par 1’auteur dans [Toul3]]. Une version plus
détaillée, voir [Toul?2], a été soumise a un journal.

3.1 Une algebre de doubles-classes

Soit n un entier strictement positif. Pour tout entier & > 1, on note par p(k) la paire
{2k — 1,2k}. Le groupe hyperoctaédral 13, est le sous-groupe de Sy, formé des permutations
qui envoient chaque paire de la forme p(k) sur une autre paire de la méme forme :

B, ={w € Sy, tel que pour tout 1 < k <nonaw(pk)) =pk')oul <k <n}

Par exemple, la permutation 43126 587 de 8 appartient a 3.

Lalgébre de Hecke de la paire (Ss,, BB,,) est I’algebre des doubles-classes de 5,, dans S,,,.
D’apres les notations du premier chapitre, cette algébre s’écrit C[B,, \ S,/ B,,]. Le Chapitre VII
du livre de [Mac95] contient une section dont le but est de montrer que la paire (Sa,, 3,,) est
une paire de Gelfand et d’étudier cette paire.

3.1.1 Coset-type d’une permutation

A chaque permutation w de [2n] on peut associer un graphe que I’on note I'(w). Le graphe
['(w) possede 2n sommets positionnés sur un cercle. Chaque sommet posséde deux étiquettes
(extérieure et intérieure). Les étiquettes extérieures sont les nombres entre 1 et 2n. Pour chaque
sommet avec ¢ comme étiquette extérieure, I’'image de ¢ par w est I’étiquette intérieure. On joint
les sommets qui possedent 2: — 1 et 2: comme étiquettes extérieures (resp. intérieures) par une
aréte. Ainsi, le graphe I'(w) est formé d’une union disjointe de cycles de longueurs paires —
dans un cycle, le nombre d’arétes extérieures est égale au nombre d’arétes intérieures —.

Définition 3.1. Soit w une permutation de 2n et soit I'(w) le graphe associé a w. Supposons
que I'(w) posséde r cycles de tailles 2\1 > 2Xy > 2)\3 > -+ - > 2\, alors le coset-type de w est
la partition ct(w) := (A1, -+, \.) de n.

Exemple 3.2. Le graphe I'(w) associé a la permutationw = 24931105867 € Sy est dessiné
sur la Figure Ce graphe posséde deux cycles de longueurs 6 et 4, donc ct(w) = (3,2).
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FIGURE 3.1 — Le graphe I'(w) de I'Exemple[3.2]

Le coset-type d’une permutation nous permet de décrire les doubles-classes de B,, dans S, .
Comme le montre la proposition suivante, la double-classe de B,, dans S,,, d’une permutation
x est I’ensemble de toutes les permutations de 2n qui possedent le méme coset-type que .

Proposition 3.3. Soit x une permutation de 2n de coset-type A\, on a :
BnxB, = {y € Sa, tel que ct(y) = \}.

Démonstration. Voir le point (2.1) page 401 de [Mac93].

Cette proposition nous permet d’indexer les doubles-classes de B,, dans Ss, et ainsi une
base de C[B,, \ Sa,,/B.,], par les partitions de n. Si A est un élément de P,,, on note par K,
I’ensemble de toutes les permutations de 2n de coset-type \.

Corollaire 3.4. Les éléments de la famille (K,)xcp, out

K, = Z w,

wESay
ct(w)=A

forment une base de I’algébre de Hecke C[B,, \ Sa,,/B.,].

3.1.2 Coefficients de structures et cartes dessinées sur des surfaces non-
orientées

Les coefficients de structures of; de I’algebre de Hecke de la paire (Say,, B,,) sont donnés
par I’équation suivante :

KKs = Y ofK,

pGPn

ol A et ¢ sont deux partitions de n. En utilisant la proposition[I.2)du Chapitre[Tjon a le corollaire
suivant.
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Corollaire 3.5. Soient \, ¢ et p trois partitions de n. Le coefficient of; est égal a :
s = |{(a,0) € Sy, tel que ct(a) = ), ct(0) = § et o = p}|,
oul p € Sy, est une permutation fixée telle que ct(p) = p.

Pour interpréter combinatoirement les coefficients de structure de 1’algeébre de Hecke de la
paire (Sa,, B,,), on s’intéresse aux graphes bicoloriés dessinés sur des surfaces non-orientées.
Pour la définition des graphes bicoloriés, nous renvoyons a la Section[2.2.2]

Dans le cas des graphes sur des surfaces non-orientées, pour définir un étiquetage, on éti-
quette les deux cotés d’une aréte. Un graphe bicolorié étiqueté de a arétes dessiné sur une
surface non-orientée — appelé carte comme dans la Sous-section du deuxieme chapitre —
peut étre identifié avec un triplet de permutations de [2a).

On reprend le graphe de la Figure du Chapitre [2| On regarde ce graphe comme dessiné
sur une surface sans orientation donnée.

FIGURE 3.2 — Un étiquetage pour un graphe bicolorié dessiné sur une surface non-orientée.

On associe a une carte bicolori€e dessinée sur une surface non-orientée un triplet d’apparie-
ments de [2a]. Un appariement de [2a] est un ensemble de paires d’éléments de [2a] disjointes
et dont I’union est [2a]. L’appariement B (resp. 91) est associé aux sommets blancs (resp. noirs)
et I’appariement 2l est associé aux arétes. La paire associée a une aréte est formée des étiquettes
des deux cotés de I’aréte. Pour un sommet ayant r arétes incidentes, on associe r paires ou
chaque paire est formée des étiquettes intérieures au coin formé par deux arétes. Par exemple,
les appariements ‘B, 1 et 2 de la carte de la Figure sont :

B = {{2,5},{11,15},{6,8}, {1, 16}, {13,9}, {3, 14}, {7, 10}, {12,4}},

M = {{2,6},{13,5},{1,16},{9,3}, {10, 11}, {12, 7}, {8, 14}, {15, 4}},
et
A = {{2,6},{11,5}, {15,8},{1,13},{16,9}, {10, 3}, {7, 12}, {14, 4} }.
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A une paire (X, %)) d’appariements de [2a], on associe un graphe I'(X,9)) de 2a sommets de
la maniere suivante. On met 2a sommets étiquetés avec deux étiquettes (extérieure et intérieure)
avec les entiers de 1’ensemble [2a] sur un cercle. Si la paire {z,y}, est un élément de X, et si
y est I’étiquette extérieure d’un sommet s, alors I’étiquette intérieure de s est I’entier 2 tel que
{z, z}, est un élément de Q). Pour chaque paire d’entier {z, y} de X, (resp. )) on relie les deux
sommets ayant les étiquettes extérieures (resp. intérieures) x et y par une aréte extérieure (resp.
intérieure — dessinée en rouge —). Par exemple le graphe I'(*8, ) est donnée par la Figure

FIGURE 3.3 — Le graphe I'(*8, 91).

Remarque. Le graphe associé a une paire d’appariements qu’on note I" est [égerement différent,
mais équivalent a ce que Goulden et Jackson notent A dans [GJ96]. On a fait ce choix pour
qu’on puisse définir, un peut plus loin dans cette section, le "coset-type" d’un graphe I de la
méme fagon que pour une permutation.

Comme dans le cas orienté, on définit une carte bicoloriée non-nécessairement connexe
comme une union disjointe de cartes bicoloriées connexes. Cela veut dire que chaque compo-
sante connexe du graphe est plongé dans une composante connexe différente de la surface et
que les faces ainsi obtenues sont homéomorphes a des disques ouverts.

Proposition 3.6. L’ensemble des cartes bicoloriées étiquetées, avec a arétes, non-nécessairement
connexes dessinées sur des surfaces non-orientées est en bijection avec l’ensemble des triplets
d’appariement de [2a].

Démonstration. On a vu, avant I’énoncé de cette proposition, comment on obtient un triplet
d’appariement [2a] & partir d’une carte bicoloriée non-nécessairement connexe de a arétes des-
sinée sur une surface non-orientée. Réciproquement, pour un triplet (28,9, 2l) d’appariement
[2a], la carte y associée s’obtient en réunissant d’une maniere précise, voir la section 3.2 de
I"article [DES13], les trois graphes I'(B, M), I'(B, A) et ['(N, A). O

Pour plus de détails sur la correspondance entre cartes bicoloriées sur des surfaces non-
orientées et triplets d’appariement, le lecteur est invité a regarder 1’article [GJ96] de Goulden et
Jackson, I’article [DFS13] de Dotega, Féray et Sniady et I’article [FS11] de Féray et Sniady.
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Comme dans le cas des permutations de 2n, on définit le coset-type du graphe I'(X,9))
comme étant la partition formée des moitiés des longueurs des cycles de I'(X,2)). Par exemple
le coset-type de I'(8, D) est la partition (4,3, 1) de 8. En fait, si on note par & 1’appariement
suivant de [2n] :

S = {{1,2},{3,4},--- ,{2n— 1,2n}},

alors pour toute permutation w de [2n] on a :
coset-type(w) = coset-type (I'(&, w(S))),
ol w(&) est I’appariement suivant de [2n] :

w(6) == {{w(1),w(2)}, {w),w(d)}, -, {w(Zn = 1),w(2n)}}.

Ceci explique la dénomination "coset-type".

On associe a une carte bicoloriée a 2a arétes dessinée sur une surface non-orientée trois
partitions de a correspondant aux degrés des sommets blancs, des sommets noirs et des faces
d’une manicre similaire a celles obtenues dans le cas des cartes bicoloriées dessinées sur des
surfaces orientées traité dans la Section [2.2.2] Par exemple les partitions des sommets noirs, des
sommets blancs et des faces de la Figure[3.2]sont (4, 2,1, 1), (3,3, 2) et (4, 3, 1) respectivement.

Soient \, § et p trois partitions de n, le nombre ¢’} s des cartes bicoloriés non-nécessairement
connexes, dessinés sur une surface non-orientée, avec n arétes, /() sommets blancs, [(d) som-
mets noirs, [(p) faces et dont la partition des sommets noirs est A, celle des sommets blancs est
0 et celle des faces est p, est donné par :

g% = [{(B, M, 2A) triplet d’appariements de [2n] tel que coset — type(T(B,2A)) = A,

coset — type(T'(M,A)) = 6, et coset — type(I'(B,MN)) = p}|.

Avec cette égalité, le nombre ¢’} ; n’apparait pas immédiatement comme un coefficient de struc-
ture mais avec un peu de travail on peut le relier a ceux de 1’algebre de Hecke de la paire

(S2n; Bn)
Proposition 3.7 (Goulden et Jackson). Soient A, § et p trois partitions de n. Alors on a :

!
" (Qn).zA )

9xs = m%a-

Démonstration. Voir la preuve du Corollaire 2.3 de I’article [GJ96] de Goulden et Jackson. []

3.2 Résultat de polynomialité et idée de la preuve

Comme dans le cas du centre de 1’algebre du groupe symétrique, on utilise les partitions
propres pour présenter la propriété de polynomialité des coefficients de structure de 1’algebre
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de Hecke de la paire (S, B,,). Soient A et 6 deux partitions propres et soit n un entier positif
tel que |\|,[0] < n, alorsona:

n

Ky, K; = Y o,(nK,. (3.1)

T partition propre
[T|<n

La propriété de polynomialité des coefficients de structure off;(n) de I’algébre de Hecke de la

paire (S, B,,) est donnée par le théoréme suivant. Soit n un entier positif, pour 0 < k£ < n, on
note (n)g ::(nf—!k)!:n(n—l)---(n—k:—i—l).

Théoreme 3.8. Soient \, § et p trois partitions propres. Le coefficient de structure ofs(n) s’écrit

2"nl fLs(n) st n>|p|,
als(n) =
0 sion<]|pl,
IA+[6] =1l
on fRs(n) = Z a;j(n — |p|); est un polynome en n et les a; sont des nombres rationnels
=0

positifs.

L’idée de notre preuve est de construire une algebre universelle A’ sur C avec les proprié-
tés suivantes :

1. Pour tout n € N*, il existe un morphisme d’algebres 6, : A, — C[B,, \ S2,./B,].
2. Chaque élément x de A’ s’écrit d’une fagon unique comme une combinaison linéaire

infinie d’éléments 7}, indexés par les partitions. Cela implique que, pour deux partitions
A et ¢, il existe des nombres rationnels positifs b, tel que :

ThxTy= Y W1, (3.2)

p partition

3. Le morphisme 6, envoie T sur un multiple de K .

Pour construire A’,,, on utilise des objets combinatoires appelées "bijections partielles". Pour
tout n € N*, on construit une algeébre A’,, en utilisant I’ensemble des bijections partielles de
[2n]. L’ algebre A’ est définie comme étant la limite projective de la suite (A',,).

La projection p,, : A’ — A’,, implique des coefficients qui sont des polyndémes en n. En
définissant I’extension d’une bijection partielle de [2n] en une permutation de [2n], on construit
un morphisme de A’,, a valeur dans C[B,, \ Ss,,/B,]. Ce morphisme fait intervenir des coef-
ficients ou apparait le nombre 2"n!. Il s’avere que le morphisme 6,, est une composition de
morphismes, voir Figure[3.4] L’étape finale consiste a appliquer la chaine des morphismes de la

Figure [3.4)a I’équation (3.2).
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A

A’

On

&\
/
C[Bn \ S2n/B,)]

FIGURE 3.4 — Diagramme des algebres et morphismes impliqués dans notre preuve.

3.3 L’algebre des bijections partielles

3.3.1 Qu’est ce qu’une bijection partielle ?

On va donner I’analogue d’une permutation partielle dans le cas de ’algebre de Hecke de
la paire (Ss,, B,). C’est une bijection dont ’ensemble de départ et I’ensemble d’arrivée ne
sont pas nécessairement égaux. Pour garder la possibilité de définir le coset-type d’une telle
bijection, il faut que I’ensemble de départ et I’ensemble d’arrivée soient des unions de paires de
la forme p(k).

Comme d’habitude on note par N* I’ensemble des entiers naturels strictement positifs. Pour
n € N*, on définit P,, ainsi :

P,:={plk))U---Up(k)|1<i<n, 1<k <- <k <n}.

Définition 3.9. Une bijection partielle de [2n] est un triplet (o,d,d ) oi d,d € P, et
o : d — d est une bijection. L’ensemble d est appelé I’ensemble de départ de (0,d, d/) et
d est son ensemble d’arrivée. On note par Q,, I’ensemble des bijections partielles de [2n)].

Remarque. Dans la théorie des semi-groupes, le terme "bijection partielle" fait référence a une
injection arbitraire d’un sous-ensemble A de [n] dans [n]. De ce point de vue, une bijection par-
tielle de [2n] est une bijection partielle particuliere de la théorie des semi-groupes. Cependant,
on a choisi cette appellation pour étre similaire, dans le cas de 1’algebre de Hecke de la paire
(San, By), alanotion de "permutation partielle” utilisée par Ivanov et Kerov dans [IK99]. Cette
appellation ne va pas causer d’ambiguité car la notion de bijection partielle de la théorie des
semi-groupes n’est pas du tout utilisée dans cette these.

Remarque. Pour tout entier positif n, soit R,, I’ensemble des bijections f : d(f) — c(f) ou
c(f),d(f) C [n]. Lensemble R, muni de la composition (définie sur le plus grand ensemble
sur lequel la composition peut étre faite) est un monoide — cela veut dire que la composition est
associative et R,, posséde un élément neutre — appelé le semi-groupe symétrique inverse. Avec
cette composition, I’ensemble des bijections partielles (),, forme un sous-monoide de Ry, . Il
est connu, voir [Sol90], que Rs,, est en bijection avec le rook monoid Rs,,. 1l est important de
noter qu’on n’utilise pas cette structure sur (),, dans ce chapitre. Le produit utilisé ici est défini
un peu plus loin dans ce chapitre.
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La taille de @,, est donnée par :

@l=3(}) @0

k=0

Il faut remarquer que Sy, est inclus dans @), : en effet une permutation de [2n| peut étre vue
comme la bijection partielle (o, [2n], [2n]) de [2n].

Notation. On va utiliser la lettre o pour représenter une bijection partielle. Pour o une bijection
partielle donnée, on va noter o (resp. d, d ) le premier (resp. deuxieme, troisieme) élément du
triplet définissant . Les mémes conventions vont étre utilisées pour a, o, & ...

Observation 3.3.2. La définition d’une bijection partielle laisse la possibilité de définir le coset-
type. A toute bijection partielle & on associe un graphe I'(a) avec |d| sommets placés sur un
cercle. Les étiquettes extérieures (resp. intérieures) sont les éléments de I’ensemble d (resp. d).
L’ étiquette intérieure d’un sommet est 1’image par o de son étiquette extérieure. Puisque d et d
sont dans P,,, on peut joindre les étiquettes extérieures (resp. intérieures) 2: et 2¢ — 1. Donc la
définition du coset-type pour les permutations de 2n peut €tre étendue naturellement pour les
bijections partielles de n. On note par ct(«) ou bien ct(o) le coset-type de la bijection partielle
a.

Exemple 3.10. Soit o = (0, d, d') une bijection partielle de [16] oi
d=1{3,4,5,6,9,10,11,12,13,14}, d' ={1,2,3,4,7,8,9,10, 15,16}
et o est donnée par l’écriture en deux lignes suivante :

3 4 5 6 9 10 11 12 13 14
91611510 2 4 8 3 T

ce qui signifie que 0(3) = 9, 0(4) = 16 et ainsi de suite. Le graphe I'(«) est donné par la
Figure[3.3] Il posséde deux cycles de longueurs 6 et 4, donc ct(a) = (3,2).

FIGURE 3.5 — Le graphe I'(«).
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3.3.2 Probleme d’extension

Nous commengons par rappeler le cas des permutations partielles du chapitre 2] Dans la
Section [2.4.2, on a besoin de considérer des prolongements de permutations partielles. Pour
cela, si (d,w) est une permutation partielle de n, et si d C d, I’extension de (d,w) a d est la
permutation particlle (d, &) de n ol

- w(a) si aed
a si aed)\d.

Le type-cyclique de (&lv, @) est I’'union du type-cyclique de (d,w) avec la partition (1/9\4). Donc
I’extension naturelle d’une permutation partielle se traduit en ajoutant des parts égales a 1 au
type-cyclique.

Dans le cas d’une bijection partielle, ajouter une part égale a 1 au coset-type peut-étre fait
de plusieurs facons. Supposons que « est une bijection partielle de [2n] et considérons les en-
sembles d = d L p(k) et d’ = d’ U p(k') pour deux entiers naturels k et k’. L’extension de a 2
d qui ajoute une part égale a 1 au coset-type peut-Etre faite de deux manieres. On peut envoyer
2k sur 2k’ et 2k — 1 sur 2k’ — 1 ou bien 2k sur 2k’ — 1 et 2k — 1 sur 2k’ et dans les deux cas on
obtient une bijection partielle de coset-type égale a ct(«) U (1). On va prendre en considération
toutes les extensions possibles d’une permutation partielle.

Définition 3.11. Soient (0, d,d ) et (7, d, c?) deux bijections partielles de n. On dit que (5, d, c?)
est une extension triviale de (o, d, d ) si :

dCd, 5, =0etclF) = ct(o) U (1w>

On note par P, (n) I’ensemble de toutes les extensions triviales de « dans Q.

Exemple 3.12. Soit « la bijection partielle de [16] donnée dans I’Exemple Soit
d=dU{l1,2,15,16}, d = d U {5,6, 11,12} et considérons la bijection suivante :

~ 1 2 3 4 5 6 9 10 11 12 13 14 15 16
712 11 9 16 1 15 10 2 4 8 3 7 5 6

Alors, & = (5,d,d') est une extension triviale de «.. De la méme maniére & = (&,d,d), ol
d=d =[16] et

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
13 14 9 16 1 15 12 11 10 2 4 8 3 7 6 5’

Q»

est encore une extension triviale de .

Lemme 3.13. Soit o une bijection partielle de [2n] et X un élément de P, tel que d C X. Le

nombre des extensions triviales o de o tel que d = X est égale a :

<2n—|dy)-(2n—rd|—2)---(2n—ld\—|X\d!+2)=2X2\‘”("—@>w-

On a la méme formule pour le nombre des extensions triviales a tel que d' = X
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3.3.3 Produit des bijections partielles

On note par D,, := C[Q,] 'espace vectoriel de base les éléments de (),,. On va munir
D,, d’une structure d’algebre. Soient a; et i, deux bijections partielles. Si d; = d), on peut
composer «; et ay et définir ay * g = @3 0 ag = (07 0 09,ds, d}). Mais en général d; est
différent de d,. Dans une telle situation on va étendre a; et o pour obtenir des bijections
partielles a; et s tel que d1 = d’ Puisqu’il y a plusieurs facons de le faire, un choix naturel
est de prendre la moyenne de la composition de toutes les extensions triviales possibles. Soit
E32(n) I’ensemble suivant :

Ex2(n) = {(ai,az) € Py, (n) x P,,(n) tel que d; —d =d; Udy}.

Les éléments de £552(n) sont représentés schématiquement sur la Figure

FIGURE 3.6 — Représentation schématique des éléments de E52(n).

Notation. On va utiliser la convention suivante pour les figures représentant schématiquement
un méme ensemble.

- Les données qui définissent 1’ensemble (fixées en passant d’un élément de I’ensemble a
un autre) sont dessinées avec une forme en traits pleins.

- Les éléments de 1’ensemble sont dessinés avec une forme en traits pointillés.
Exemple 3.14. Considérons les deux bijections partielles o et cs de 3 :

1 256 345 6

M=g 9 1 4 25543 g

Alors, E$?(3) est I’ensemble des quatre éléments suivants.

123456 12345%6 123456 1234256
325614712563 4)’\3 2651471256 3 4)’
(123456 123456)€t<123456 123456)

32561472156 3 4 326 51472156 34

Définition 3.15. Soient oy et ay deux bijections partielles de n. On définit le produit o * o
ainsi : ]
Q1 * O '= 7007 N /071/ o /O—é\-g/ (33)
| Eat (n)] 2

(@1,2)€ B2 (n)
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D’aprés le Lemme ona:

[dh\dy| | |d1\db| d d
B ()] = 2+ (1D (- 12l LG4
2 (\dé;du) 2 (\dlgdg\)

Proposition 3.16. Le produit x est associatif ce qui implique que D,, est une algébre (sans
élément neutre).

Démonstration. La section [3.3.4]est dédiée a la démonstration de cette proposition. O
On va illuster I’associativité dans I’exemple suivant.

Exemple 3.17. Soient o, et vy les deux bijections partielles de 6 données dans I’Exemple [3.14)}
En utilisant I’ensemble E2(3), on a :

(e}

. _1123456+123456+123456+12345
MF*2=713 9145673214605 2314567231465
Considérons la bijection partielle oz de [6] définie par :
123 4
BT5 16 2
De la méme maniére on peut vérifier que :
) _1123456+123456+123456+123456
WFB=713 1492956 314265 324156 324165
et que :
a*<a*a)_(a*a)m_1123456+123456+123456
PRERPEs) — A" 8 =915 36 21 4536 2417635214
+1123456+123456+123456
816 35241 ""5263 145262341
+1123456+123456
$16 253147625341

3.3.4 Associativité du produit des bijections partielles

Le but de cette section est de montrer la Proposition Soient a1, as et g trois bijections
partielles de n. Par définition du produit on a :

1 —_—— =

1 = ~ ~ 7 ’
(051*052>*043:W Z m Z (0'100.200'37d37d1>7

— 02 ajoaz —— __ -
(a17a2)€Ea1 (n) (a1 00‘270‘3)6E<§fo@ (n)
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1 —_—~— = ~

1 ~ = ~ 7 7
Oél*(Oéz*Oé3):a— I (01002003,d3,d).
| Eas (n)] 2 | Ea* (n)] 2 1

(02,03)€Eaj (n) (@1,az003) € ES2°%3 (n)

On considere les ensembles suivants qui indexent les sommes des équations au dessus :

X, = {((@r, @), (@1 0 @, @3)) tel que (a1, a5) € ES2(n) et (a1 o a3, ) € B2 (n)},

et

—~——

Xz = {((az, @), (a1, az 0 a3)) tel que (a3, a3) € Bl (n) et (a1, a5 0 a3) € BL2°™ (n)}.

Avec la notation X1, le produit (a; * o) * crg peut s’ écrire ainsi :

1 —_~— =

(ag % ag) % (g = S T BE )|(oflo@o@,£z;,d’l). (3.5)

o ajoaz
((061702),(04100427063)) €X1

Les éléments de I’ensemble X; sont représentés sur la Figure

o S T T T T R /
ds) , . [,

N -
, d

FIGURE 3.7 — Représentations des éléments de I’ensemble X;.

De la méme maniére, avec la notation X5, le produit o * (e * a3) peut étre écrit ainsi :

1 . = = =
a1 (g x ai3) = Z \Egg(n)\-\Eg?f"aé(n)y(gl002003’d3’d1)' (3.6)

—

((a2.83).(a1,a2083) ) €

Les éléments dans X5 sont représentés sur la Figure

Pour démontrer 1’associativité du produit, on va construire un ensemble X et deux fonctions
surjectives ¢ : X — X et o : X — X, pour écrire les deux sommes des equations (3.5)) et
(3.6) comme sommes sur les éléments du méme ensemble X. Soit X I’ensemble des éléments

(61 — (Tla 607 51)7 €o = (T27 617 52)7 €3 = (T37 627 63)) S Pocl(n) X Pag(”) X Pag(n)7
qui vérifient les propriétés suivantes :

3.3. L’ALGEBRE DES BIJECTIONS PARTIELLES 79



CHAPITRE 3. L’ALGEBRE DE HECKE DE LA PAIRE (Soy, By)

[
'r

—~ 1
(];),4 ““““ %
- 1

\

(I;J,4 ¢ mrm T !

~
~
QL
[y

FIGURE 3.8 — Représentation des éléments de I’ensemble X5.

i) dyUdy C 6.
ii) dyUd; C 6.
iii) Gy = dy Uy ' (dy Udy).
Les éléments de cet ensemble sont représentés par la Figure [3.9] Il faut noter que est une

condition de minimalité. On va voir dans la preuve du Lemme |3.18|ci-dessous pourquoi elle est
utile.

FIGURE 3.9 — Représentations des éléments de I’ensemble X .

On définit les applications ¢ : X — X et ¢ : X — X, ainsi :

alenene) = (o, o,
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), (€20€3,€1)).

Pa(€1, €2, €3) = ((

62‘ . 63| 1
daUdy T3 (daudh)

On peut dire que I’application ¢, (resp. ¢5) "oublie" la forme pointillée en haut (resp. bas) de la
troisiéme (resp. deuxiéme) colonne de la Figure [3.9] On note par

2a = |ds| = |dj],2b = |ds| = |d}|, 2¢ = |dy| = |d}|, 2d = |dy N dy| and 2e = |dy N dy].
On va démontrer le lemme suivant :

Lemme 3.18. L’application ¢, est bien définie et surjective. Pour un élément

((a1,02), (a1 o az,a3)) € Xy, ona:

|¢1‘1<((671, ), (571055,@3))>| =2 (n—b—c+e)ay,

ot 2f = |(dy \ da) N ).
1l faut noter que f, contrairement a a, b, c, d, e, dépend de I’élément de X qu’on considere.

Démonstration. Pour tout élément (eq, €2, €3) € X, on va vérifier que ¢; (€1, €2, €3)) est dans
Xj. Soit
aq,an) = (€ € :
( 1, 2) ( lldlud’z ) 2‘751(d1udé)

Premierement, (a7, as) est dans P, (n) x P,,(n) car (€1, €2) estdans P,, (n) X P,,(n). Par
ailleurs, I’ensemble d’arrivée de a3 et I’ensemble de départ de a7 sont dy U d,,. Donc, (a7, az)
est dans £5%(n).

Deuxiémement, il n’est pas difficile de vérifier que (€1 0 €3, €3) est dans Payoa; (1) X Pag(n).
Pour étre dans EZ° - (n), il faut que (€ 0 €2, €3) vérifie la condition que 5 = d3 Uy Ydyud),

Q1002

ce qui est donnée par[iii)|

Donc, ¢; est bien définie.

Maintenant, fixons ((62{, ag), (a0 672,&5)) € X;. On va compter le nombre de ses pré-
images par ¢;. Pour construire un élément de qﬁl_l (((6717672), (aq o &5,&3))), il faut juste
définir €1, €5 et 9; puisque les autres éléments €3, 0g, do et d3 sont déterminés par oy, as, a3
et ay o ap. D’abord, pour construire ¢y, il faut étendre d; U d; tout en ajoutant des paires
de la forme p(k) pour obtenir un ensemble qui a la méme taille que 6, = dy U d5 qui est
2a+2b+2c—2e—2d—2f. Ona |d,Ud,| = 2b+2c—2e, donc le nombre des fagons possibles pour

étendre d; Ud, est le nombre de choix de 2a-+2b+2c—2e—2d—2f —(2b+2c—2¢) = 2a—2d—2f
éléments parmi 2n — (2b + 2¢ — 2¢). Comme notre choix doit respecter la condition que §; est

dans P,,, ce nombre est :
n—(b+c—e)
a—d—f '

Une fois ’ensemble §; déterminé, on doit étendre o7 a 7; (on a I’ensemble de départ J, et
I’ensemble d’arrivée ;) tout en envoyant les paires de la forme p(k) sur des paires de la méme
forme. Le nombre de facons de faire est :

2074=F (g —d — f)\.
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—_——

Apres I’extension de o; a 7y, on aura directement 7, parce que 7, © T, = 01 © g3 est donné.

Donc, le cardinal de I’ensemble ¢ (((671, an), (a7 o ag, &E))) est égal a:

(n—a(_b;—f; 6)) .ga—d=f (a —d— f)| — ga—d—f (TL —b— C‘l’e)(afdfff

De la méme maniere on peut démontrer le lemme suivant.

Lemme 3.19. L’application ¢y est bien définie et surjective. Pour un élément

(a2, a3), (01,02 0 a3)) € X, 0na:

’%4(((&5’ a3), (@1, a3 0 &5)))\ =279 (n—a—b+d)(c—eg),

o 29 = |(dy \ d3) N dy.
On peut encore vérifier que :
|E32(n)] = 2"+ (n = ¢)(p—e) - (N — B) (c—e);

|Eaz(n)| = 207072 (n — b)(a-a) - (n = @) (b-a);

et
B2 o (n)] = 2040420220y — b — et ) (aay) - (N = @) pre—d—ep),

|Eg‘1§oa§<n)| _ 2a+b+c—d—26—29 . (n —a—5> + d)(cfefg) . (n _ C)(a+bfdfefg)~

Les produits (a; * aip) * az et g * (g * rg) donnés par les équations (3.3)) et comme des
sommes sur les éléments de X; et X5 peuvent €tre écrits comme des sommes sur les éléments
de I’ensemble X ainsi :

1
(1 % ag) x ag = Z 92a+2b+2c—3d—3e—3f (n—b—c+ 6)(a*dff))Q
(e1,€2,e3)€X

(N = @) pre—de—f) (M —=0C)p-e)* (M= D)(c—e)
€1 O €3 O €3,

et

1
oy * (g * az) = Z 92a+2b+2c—3d—3e—3g (n—a=btd)—erq) G
(e1,€2,e3)€X

(1 = €)(atb—d—e—g) " (N — @) p—a) - (N — b)(a-a)
€1 © €2 O €3.
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Pour tout entier naturel strictement positif n, on a les identités suivantes :

(n —b—c+ e)(a_d_f).(n - C)(b—e) = (n — C) (a+b—d—e—f)
(n—a)p-ay-(n—a—=b+d)e—eeyy = (N —a)(btc—d—e—p)
(n—b)(c,e).(n—b—c+e)(a,d,f) = (n—b)(a,d).(n—a—b+d)(c,e,f).

Dong, le produit (a; * o) * g peut étre écrit ainsi :

1
(% az) * g = Z 92a+2b+2c—3d—3e-3f (n—a=b+d)e—ep)? (38
(e1,€2,e3)€X

(n — C)(aerfdfeff) - (n — a)(bfd) (n — b)(a,d)

€1 O €9 O €3.

Pour tout élément de X, I’égalité |55 = |01] implique 2¢ + 2b — 2e + 2a — 2d — 2f = 2a +
2b — 2d + 2¢ — 2e — 2g, donc on a f = g. En comparant (3.7) et (3.8)), on voit que les produits
(1 * ap) * iz et ag x (g * ag) sont égaux, donc on a 1’associativité.

3.4 L’algebre des invariants A’

3.4.1 Action de B, x B, sur I’algebre des bijections partielles

Dans cette partie, on montre que le groupe 3, x B, agit sur I’ensemble des bijections
partielles ), et on consideére A/, 1’algebre des invariants par 1’action de B,, x B,, étendue linéai-
rement a D,,.

Proposition 3.20. Le groupe B, x B, agit sur QQ,, par :
(a,b) ® (0,d,d") = (acb™",b(d), a(d')),
pour tout (a,b) € B, x B, et (0,d,d') € Q.
Démonstration. Soit (0,d,d") € Q,.Ona: 1p «p5, ®(0,d,d) = (0,d,d). Il reste & démontrer
que pour tout (a,b), (¢,d) € B,, x B, et pour tout (¢,d,d') € Q,,ona:
((a,b) - (¢c,d)) e (0,d,d") = (a,b) e ((¢,d) e (c,d,d)),
ce qui est facile a vérifier. [

Observation 3.4.2. Deux bijections partielles de n sont dans la méme orbite par cette action si
et seulement elles posseédent le méme coset-type.

On peut étendre cette action linéairement pour obtenir une action de B,, X B,, sur D,,.

Lemme 3.21. Soient a, b et c trois permutations de B, et soient oy et oy deux bijections par-
(b»C)°042( )

tielles de n. Alors I’ensemble E32(n) est en bijection avec E(a byeas
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Démonstration. 11 n’est pas difficile de vérifier que les deux applications :

as b,c)ea
O Ex(n) — Efppen, ™)
(a1,0) +— ((a,b) ®aq,(b,c)eas)
et (b)
U B e (n) — Egz(n)

(ﬁla 52) = ((a_17 b_l) . ﬁla (6_17 C_1> . BZ) ,

sont bien définies. On va démontrer qu’elles sont inverses 1’une de 1’autre.
v(o(@n@)) = w(((ab)ear (b,c)ed))
- ((a’l, b1 e (a,b)ear, (b1, c e (bc)e a;)

- (aia &VQ):
et de méme,
o(¥(s.5)) = (Bufh).
Donc © définit bien une bijection entre E32(n) et E((ZZ;:Z? (n) dont I’inverse est . O

Ce lemme implique que 1’action e est compatible avec le produit de (),,. Précisément, on
peut démontrer le corollaire suivant.

Corollaire 3.22. Pour tout (a,b,c) € B3 et pour n’importe quelles bijections partielles o, et
asden,ona:
(a,c) e (ag xag) = ((a,b) ®ay) * ((b,c) ® ag). (3.9)

Démonstration. Si (a1, az) € E3%(n),ona:

((a.b) e @) o ((bc)eaz) = (agib™",b(dr),a(dy)) o (bazc ", c(dz), b(dp))

= (aa@cfl,c(cfi;)ya(gli))
= (a,c) e (ajoay).

Donc, on peut écrire :

1 —_

(a,c) e (ar xag) = W (a’&égg%(n)(av c) e (agoap)
1 __ N
= B2 Z ((a,b) @ar) o ((b,c) e as)

(a1,02)€Eq? (n)

1 —~—
= m Z (a,b) @y o (b,c) e ay
(@:D)ear T (@ b)ean,(be)saz) e B 102 (n)

(a,b)eay
= ((a,b) ®ay) * ((b,c) ® z)).
]
84 3.4. I’ALGEBRE DES INVARIANTS A’y



CHAPITRE 3. L’ALGEBRE DE HECKE DE LA PAIRE (Syy, By)

On considere 1’algebre A/, des éléments invariants par 1’action de B,, x B,, sur D,
Al =DE>Bn — L3 €D, | (a,b) ez = pour tout (a,b) € B, x B,}.

Pour toute partition A telle que |A\| < n, on définit I’ensemble A, ,, comme étant I’ensemble des
bijections partielles v de n tel que ct(«) = A. La somme des éléments de A, ,, est notée par
A, ,,, suivant les notations du premier chapitre.

Proposition 3.23. L’ensemble A!, est une algébre et les éléments de la famille (A ) <n
forment une base pour A.,.

Démonstration. Pour tout (a,b) € B, x B, et pour tout z,y € A/ on a par linéarité :

(a,b) @ (2 % y) = ((a,id) o 2) = ((id, ) o y) =z +y.
Donc A, est une algebre.

Tout élément x € D,, s’écrit © = Z Z Z o) (03, d'). Si de plus x est dans A/,

k=1 gqdecpP, o:dsd
\d\:\d/|:2k bijection

alors pour tout (a,b) € B,, x B,ona:

Z > Zc aa)(aoh™ b(d Z YD oaay(od.d).

=1 gq4d €Pp ord—d k=1 gqdecpP, o:dsd
ld|= |d‘ 2 bijection |d\:\d/|:2k bijection

Donc, pour tout (a, b) € B, X By, 0na Cigpp-1 p(ay a(d')) = C(o,a,4)- Cela veut dire que siz € A,
toutes les bijections partielles appartenant a la méme orbite possedent le méme coefficient. On
conclut que les éléments (A, ,,)|x<» forment une base pour A;,. O

Corollaire 3.24. Si \ et 6 sont deux partitions telles que |\|, || < n alors il existe une unique
famille de nombres complexes c\5(n) € C telle que :

A/\,n * Aé,n = Z C§\§(n)AP7n'

p partition
max (|A];[6])<|p|<min (|A[+]|5],n)

Démonstration. 1l nous suffit de démontrer 1’inégalité pour la taille de p. Soient oy et s deux
bijections partielles de n de coset-type A et ¢ respectivement. Par définition (voir Figure [3.6),
chaque bijection partielle de [2n] qui apparait dans la somme du produit vy * a5 posséde un

coset-type p avec |p| = %. Mais

dy| |df dy U d. dyi| + |d-
s (1] 1y — e, o) < 1) = 100 I )
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3.4.2 Relations avec les algebres de doubles-classes de 55,, dans S,

Proposition 3.25. La fonction suivante

Yo+ ClQu] — ClSan)

! - —— o
1d| Id|

n—-5t o ldly)
2 (=2 4 SanPa ()

définit un morphisme d’algébre entre C[Q,,] et C[Sy,].

Démonstration. Soient o et ap deux éléments de base de C[(),,]. On reprend la Figure et
on note

20 = |do| = |dy|,2¢ = |dq| = |d}| et 2e = |dy N dy].

On démontre d’abord que :

> Y aem
a1€82,NPay (n)  a2€82,NPay(n)
=2 (bte—e) Y 3 G106s. (3.10)

(&‘I,&;)GE;X% (n) &To&ieSznﬁP&io@ (TL)

On fixe (a7, az) € E52(n) etw € Sy N Pajoas (1), Le. :

w- = 0100z etct(w) = ct(a1 002) U (1(n=(bte=e)y,
2
On va compter les permutations ; et 63 dans Sy, P, (n) et So,N P, (n) telles que 71005 = w.

Dans I’équation précédente, g5 détermine 7. Mais la condition Wi = 0, o 0y donne la valeur
2

de G sur dy (car G3(z) = 0a(2) siz € dy et 53(x) = o7 (w(x)) six € dy\ do). Donc, le nombre
de fagons de choisir 3 est le nombre de facons d’étendre trivialement 3 en une permutation
de 2n, ce qui est 2"~ (n — (b + ¢ — €))! d’apres le Lemme m Cela prouve I’équation
(.10).

Maintenant on a :

1 ~ o~
Ul )ihn(az) = 220-b—c(1 — )\(n — b)! Z Z 01002

a1€82nNPa; (n) G2€S27NPay(n)

(n—b—c+e)! —
- 2n=¢(n — c)!(n — b)! Z Z 010 03. 3.11)

(&\Lb‘\i)EES% (n) a\IO&EESznﬁP&EOEE (n)

D’autre parton a :

1 ~ a7
Ynlon * 00) = 20+e=26(n — ) p_ey (n — D) () NZ ¥n((10 52 don ).

(a1 ,az)eEg% (n)
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Mais
-~ 1 —
- o~ N —=
Unl(G1 0 0oy, ) = on=(bte=e)(n — (b+c—e))! __ 2. 71002
&\{O&\QGSQTLQPCTIO@(TL)
Donc
—b- | —
Unlaq * ag) = (n ctc)) Z Z 01 0 09. (3.12)

2n=¢(n — ¢)l(n — b)!

(&Vl,ai)GEg%( ) mESQHOPgﬁO&E(n)

En comparant les équations (3.11)) et ( , on peut voir que pour deux bijections partielles o
et ap de m, on a v, (ag * ap) = ¢n(a1)¢n(a2) Autrement dit, v,, est un morphisme d’algebres.
[

Lemme 3.26. Soit \ une partition tel que |\| =r <n,ona:

1 n— |l
¥nlBan) = 5o = T (mm) o

Démonstration. On démontre d’abord I’équation :

>, 2. 0= (Z{&l) K),. (3.13)

€A n GES2,NPy(n)

Fixons une permutation w € K, , ce qui veut dire que w € Sy, et ct(w) = AU 1", On va
compter les bijections partielles v € A, ,, telles que w est une extension triviale de . Il y a
un ensemble unique S tel que ct(w),) = A. On appelle cet ensemble le support de w et on le
note supp(w). La condition suivante est nécessaire et suffisante pour que w soit une extension
triviale de o : supp(w) C d et o est égale a w),. Donc les bijections partielles o qu’on cherche
sont les restrictions de w sur des ensembles de la forme supp(w) Uz, avec | supp(w)Uz| = 2|A|.
Puisque | supp(w)| = 2| |, on doit avoir nécessairement || = 2(|A| — |A|). Donc le nombre de
a cherchées est (| A _lf\)!‘) = <7ZJ7;<|)\)S|> On a terminé la démonstration de (3.13).

En appliquant ¢, a A ,,, on aura :

Un(Arn) =vu( Y a)

OéEA)\ n

OCEAA n OCESanP ( )

B 1 n— ||
~ T = (mlm) . -

Ce lemme implique que ¢,,(A},) C C[B,,/S2, \ B,]. Le morphisme A}, — C[B,,/Sa, \ B,
mentionné dans la Section[3.2]est la restriction w”IA/
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3.4.3 Morphisme entre les algebres A',,, | et A,
Dans ce paragraphe on va donner un morphisme d’algebres entre A, | et A/,.
Proposition 3.27. L’application ¢,, définie ainsi :

oo o Anp o A
—ntl A si [N <n+1
Ayoiy > 4 GFEApAn !
At {0 si [Al=n+1,

est un morphisme d’algebres.

Soient A 11 et Agspni1 0l [A| <n+1let|d| <n+1deux éléments de base de A, ;. Si A
(resp. §) est une partition de n + 1, alors ¢, (A 1) (resp. v, (As,+1)) est égale a zéro, et par
le Corollaire3.24lon a :

p partition

|pl=n+1
Il faut noter que la taille des partitions p qui indexe la somme dans cette équation est n + 1. En
appliquant ¢,,, on aura :

En(Axni1 * Agnir) = Z As(n+ 1)en(Apni1) = 0.

p partition
[pl=n+1
Donc dans ce cas on a: ¢, (A i1 % Asnt1) = ©n(Axnt1) * On(Asnir)-
Dans Iautre cas (J]A| < n et |d| < n) on a, par le Corollaire [3.24]:

Ay ¥ Aspgr = Z Cﬁ(;(n + 1A, i1

r<n+1
pEr

Cela nous donne I’équation suivante en appliquant ¢,, :

Spn(A/\,n+1 * Aé,nJrl) = ©¥n Z C/))\(;(n + 1)Ap,n+1

r<n+1
pEr

n+1
= A n+l)—m——A .
ZM( )(n+1—|p|) Ps

r<n
pEr

De I’ autre c6té, on a :

n-+1 A n-+1
(n+ 1) (n+1—18))
n-+1 n-+1 0
_ A
mtl—\)(n+1—13) >_ s A

r<n
pEr
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Donc, ¢,, est un morphisme si on a 1’égalité suivante pour toute partition p de taille au plus n :

n+1 n+1
As(n+1) _ Gri-p) (ri—pp
4 n+1
(1) (n+1—|p])

Soit p une partition de taille au plus n et o un élément de A, ,,. On définit H{s(n) ainsi :
Hfs(n) == {(ou, 2) € Ay, x A5, tel qu'il existe (a7, az) € ES2(n) avec a = @ 0 4z}

Cet ensemble dépend de « par définition, bien que, a n’apparaisse pas dans notre notation. Cela
ne devrait pas causer de problemes, puisque « est fixé dans la démonstration.
Le coefficient c£;(n) s’écrit :

1
Ahs(n) = Z W
(a1,00)€H  5(n) !

De méme, on a :

Ahs(n+1) = Z !

E&? IR
(al,az)EHf\’é(n—i—l) | ! (TL T >|
D’apres ’équation (3.4)), si (a1, o) € HYs(n),ona:
|Ea2(n)] = 227710 — X)) (7 = 18] - 15)-
De méme, si (o, a2) € HYs(n+1),0na:
B2 (n 4+ 1)] = 227 APl 1 — X)) - ap (0 4+ 1= 16]) 1190
Donc, on obtient :
| H55(n)]
= |ADqpl-an (= 8] pl-1a)

C/))\é(n) = 22\p|7\)\|7|6|< (314)

et p

_ [Hs(n+ 1)) _
22PN 41 = A o papy (7 + 1 = [81) 1o

Apres simplification, cela nous donne :

As(n+1)

As(n+1) [Hi(n+1)] n+1—|p| n+1—]p|

As(n)  [HGM)]  n+1—[A n+1-1]
Maintenant, on va évaluer le quotient %—7:)1')‘ Soit w = (u1, u}, ug, uy) un élément de P tel
que : »
uy C d, (3.15)
W, C d, (3.16)
Jua| = |ur] = 2/, (3.17)
|ua| = [uy] = 2[6], (3.18)
[y Uaa| = 2]p). (3.19)
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On introduit

Ny = {(hl = (flaul,ull)7h2 = (f27u27u/2>) € Axn X Aspn
tel qu’il existe (A, ko) € E,}ff(n) avec a = hy o hy}.

Ces éléments sont représentés dans la Figure L’ensemble H{s(n) est I’'union disjointe des
N,, ou w satisfait les conditions (3.15) a (3.19).

FIGURE 3.10 — Représentation des éléments de N,

Lemme 3.28. Soit v = (vy, v}, vy, V) un élément de P2 satisfaisant les conditions (3.13) a
(B-19). Si vy = ) et vy = s, alors il existe une bijection entre N,, et N,,.

Démonstration. On prend une permutation b € B, tel que b(u;) = vy et b(ujy) = v). Une telle
permutation existe car |ui| = |vy|, [ub| = |vh] et |uh U uy| = |v) U vy]. On associe a une paire
(hi, hy) de N, la paire ((id, b) e hy, (b,id) @ hs). On vérifie que ’image est bien dans N,, :

((ld, b) o hl; (b, Zd) [ ] hg) = ((flb_l, b(ul), u/1>, (bfg, Uz, b(ug)))
= ((flb_lavlaull)7 (bf2,u2,vé)) € Axn X Ay

On peut vérifier que ((id, b) @ hy, (b,id) e ];/VQ) € E((fdzz)):sf(n), etona:
(id.b) e hy o (byid) e hy = (ib™', (@), u}) o (bfa, @2, (1))
(f1b™"b 2, 3, uh)

= hl O hg

= Q.
Donc cette correspondance définit bien une bijection entre V,, et /V,,. Les détails sont les mémes
que pour le Lemme [3.21] O
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Donc le cardinal de V,, dépend uniquement de u et us. On le note par f(u), us). Si on note
par U ’ensemble des vecteurs u € P2 satisfaisants les conditions (3.13)) a (3.19), ’ensemble
Hfs(n) peut s’écrire :

Hfs(n) = | | Nu.

uclU
En utilisant le Lemme [3.28] on obtient :

[Hs()| = INal =)0 D fluh,u).

ucU ul uz ug,ul

La premiere (resp. deuxieéme) somme est indexée par les vecteurs u) et uy (resp. u; et uj)

satisfaisant les conditions (3.13)) jusqu’a (3.18) (resp. (3.17) jusqu’a (3.19)). Comme N, ne

dépend que du v et uy, on obtient :

|HSs5(n)| = Z fluy, uz)k,

/
Up,u2

ou k,, est le nombre des choix possibles des vecteurs u; et u}, satisfaisant les conditions (3.17)

a@B.I9.1lya (|7;\L|) ensembles u; € P,, qui vérifient 1’équation (3.17)). Une fois w; choisi, il

ol =
Le premier binomial est le nombre de choix possibles de u; N ), et le second est le nombre de

choix possibles de u}, \ u;. Donc, on a :

o = (&) - (|Z|__’|AA||) ' (|>\| +||§|| - |p|) |

Alors, le cardinal de H{s(n) est :

NEAWEEN " ,
s = (1) () (= 1) 2 Sl (G20

Les vecteurs qui indexent la somme ne dépendent pas de n car u) et u, doivent vérifier les
conditions (3.15)) et (3.16). De méme, on obtient :

P _ (nt1) ”+1—|)\|),< RY ) /
|H)\6(n+1)‘ ( A ) ( ol — |\ I\l + 15| = |p] U/Zuzf(ulal@)a

ce qui nous donne :

(n—i—l) (n+1— |5|)
| HYs(n +1)| 9] ol = 19] n+1

I
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Donc, on a:
As(n+1) _ n+l n+l—|p| n+1—|p| (321)
As(n) n+1l—1p] n+1—|A n+1-—]d|
n+1 n+1
_ HI-D) (o1 [oD
n+1 ’
(n+1-Ipl)

ce qui termine la preuve de la Proposition [3.27]

3.5 Polynomialité des coefficients de structures

3.5.1 L’algebre A’ des invariants a I’infini

On considere la limite projective A’_ de la suite (\A!). On démontre dans la Proposition
que chaque élément de A/ s’écrit d’'une maniere unique comme une combinaison linéaire
infinie d’éléments indexés par des partitions.

A partir de 1’équation (3.21)), on peut obtenir le corollaire suivant :

Corollaire 3.29. Soient \, J et p trois partitions telles que

max (|A[, [0]) < |pl < [A[ +1d].

v () ()
)G )

Démonstration. Récurrence immédiate en utilisant I’équation (3.21)). [l

Pour toutn > |p|, ona:

Soit A/ la limite projective des (A’,, ¢,), ¢’est-a-dire :
A ={(ay)n>1 | pourtoutn > 1,a, € A, et o (an,1) = an}.

Lemme 3.30. Un élément a = (ay)n>1 est dans A’ si et seulement s’il existe une famille
(%) partition d €léments de C telle que pour tout n > 1,

a

_ )
Al

X partition
X <n
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Démonstration. Soit a = (ay,),>1 une suite dans A._, a,, € A/, pour tout n > 1. D’apres la
Proposition [3.23] les éléments (A, ,,)x-r<, forment une base de A/, donc pour tout n > 1 et
pour toute partition A tel que || < n, il existe a)(n) € C tel que

a, = Z ax(n)Ay,.

A partition
[Al<n

La condition ¢, (a,+1) = a, peut étre écrite ainsi :

©n Z ax(n+ 1Ay ni1 | = Z ax(n)Aj .

A partition A partition
IAl<nt1 IAl<n

Par définition de ¢,,, on peut simplifier cette égalité pour obtenir :

+1
Z CL/\(n—i-l)nn—A,\,nI Z CL)\(n)A)\m.

A partition A partition
[Al<n A|<n

En identifiant les coefficients de A ,, on voit que pour toute partition \ vérifiant |\| < n,ona:

ax(n+1) n+1—|)

ax(n) n+1
Par récurrence, on obtient :
A
&,\(TL) _ CL)\(’ |) '
n
(i)
Prendre x§ = a,(|A|) prouve le sens directe. L’ autre sens est évident. O

Pour tout \, on définit la suite 7} de terme général :

0 sion <A

(Th)n = LA, sin> |\

()

D’apres le Lemme [3.30] on obtient directement la proposition suivante :

Proposition 3.31. Tout élément a € Al s’écrit d’'une maniére unique comme combinaison
linéaire infinie des éléments T).

Cette proposition montre que 1’algebre A/ vérifie la deuxieme propriété demandée dans la
Section En particulier, T * Tj s’écrit comme combinaison linéaire des éléments 7),. Plus
précisément on a le corollaire suivant.
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Corollaire 3.32. Soient \ et § deux partitions, Il existe une unique famille VY telle que :

Ty # Ty = S W5T,.
partition
max (|A],[8])<[p|<|A[+]5]

De plus, bY; = | c’“ (e i | En particulier, c’est un nombre rationnel positif.
(IM) (!5 \)
Démonstration. D’apres la Proposition [3.31] 7} * T s’écrit comme combinaison linéaire des
T
D

Th«Ty= Y BT,

p partition

Il reste a démontrer comment obtenir la condition sur la taille des partitions p indexant la somme
et la formule pour 0%,
Sin < max (|A|,|0]),ona:

(T\ % T5), = 0.

Soit n > max ( ), on utilise le Corollaire et le Corollaire m pour avoir :

1 1
(ThxT5), = —<Axnx A,

AR
Al 9]
_ 5 Solleh)
2. BHE™
max (|A],|8])<|p|<min (|X|+]6],n) |)\| |5| |p|

&yllo)
> kb
p partition ‘p‘ ‘p‘
max (ALoD<lel<AHa1 \ |A| )\ |6

Comparer les deux expressions de 7’ * T termine la preuve. [l

Exemple 3.33. On calcule dans cet exemple le produit T(y) * T(3). D’apres le Corollaire 3.32]

on peut écrire 1(3) Z b 2) , ce qui nous donne :
SLiI<
_ L) (1%) (1%)
Ty Ty = beyTun +beeTes +bee oy
) (2.) (2,12) (22)
e Te) + W Ten + e T + e Te

3) (3,1)
o)) L) + by L6
+b(2)(2 Tty
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La formule pour b\ donnée dans le Corollaire montre qu’on peut utiliser le produit
A 2) 1\+16] * A(2), 17 +|6| dans ‘AJIAHI(SI’ pour obtenir les coefficients.

On a implémenté ’algébre A, dans Sage [Sag|] et on a obtenu I’équation suivante pour le
produit Ay 4 * A9y 4 dans A :

A(2)74 * A(2),4 = 96A(12)’4 + 48A(2)74 + 36A(3),4 —|— 12A(22),4.

En utilisant les formules pour c5(|p|) et by s données par les Corollaires et on ob-
tient :

1
T(g) * T(Q) = 16T(12) + 8T(2) + 4T(3) + gT(gz).

Remarque. En général, d’apres le Corollaire [3.32] on peut calculer le produit 7' * T en faisant
le calcul du produit A x45| * As x+|s dans I’algebre ATAH\&I'

Corollaire 3.34. L’ensemble des combinaisons linéaire finies des (T ), noté par A’_, est une

oo’

sous-algebre de Al . La famille (1)) pariition forme une base pour A’ _.

Démonstration. Cela vient du fait que les partitions p indexant la somme du produit 7’ * Tj
vérifient :
ol < [A[ +d]. [

L algebre ;l\; va nous étre utile dans la Section

3.5.2 Preuve de la polynomialité

Dans la section précédente, on a donné toutes les algebres et morphismes nécessaires pour
prouver le Théoreme (3.8
Soient A et § deux partitions propres, d’apres le Corollaire [3.32} on a :

Ty % Ty = > ve, T,
p partition

max (|A],|8])<[p|<[A[+]5]

On rappelle que c’est une €galité de suites. En prenant le n-ieéme terme, on aura :

1 1 1
TA,\,n * TAé,n = Z bf\éTAp,n.
(|>\|> (|5|) e (13131 E1p|Smin (174151, <|p|)

En appliquant v, on obtient (voir Lemme [3.26)) :

1 1

K .
2D — L 201 — [o])

K, =

N 1)1 ¢) B

2 meg)?/anﬂ(mam)K%-

p p
max (|A],]8])<|p|<min (|A]|+]6],n)
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Apres simplification, on aura :

) _ » UpD)s ol =N=1810 1 (1 — 15
KAn Kén - p;on b)\é |/\|'|5|'2 (n |p|)m1(P)KBn
max ([A1,18]) <ol <min (|A|+]3],n)
Observation 3.5.3. Une partition p tel que |p| < min (|A| + ||, n) peut s’écrire d’une maniere

unique p = 7 U (17), ol 7 est une partition propre et 5 < min (|\| + |6],n) — |7].
En utilisant ce fait, le produit peut s’écrire ainsi :

KAn ) Kén = Z 0&6 (n>K7’n7

T partition propre
7| <min (|]A|+]5],n)

ou
1 min (ARl w
T U n—|7
ajs(n) = W Z bys )n'(n— 171); (17| + 5)712 Hrl+ ==l (3.22)
Ho|! =
2mn| [Al+16]—|7| @)
' TU -
= piop 2 U= Il )2
R =0

Le changement d’indice dans la derniere égalité vient du fait que sin < |A| + |0|,ona:
(n —|7]); = 0 pour tout j avec n — |7| < j < |A| +|d] — |7],
ce qui termine la preuve du Théoreme [3.§]

On obtient aussi que la partie polynomiale de certains coefficients de structure est constante,
en particulier on a le corollaire suivant.

Corollaire 3.35. Si )\, § et p sont trois partitions propres tel que |p| = , alors :
L Al e e AR

Exemple 3.36. On rappelle que le produit ;) *I|2) est donné dans I’ Exemple ce qui nous
donne le produit K5y - K9y pour tout n > 4. En utilisant la formule (3.22)), on obtient :

Ko Kg = 2"nln(n — 1)Ky + 2'nlK ) +2"n13K) +2"nl12K ez

3.5.3 Objets aléatoires

La propriété de polynomialité des coefficients de structure de 1’algebre de Hecke de la
paire (Sa,, B,) est intéressante pour 1’étude du comportement asymptotique des diagrammes
de Young comme dans le cas du centre de I’algebre du groupe symétrique. On n’entre pas
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dans les détails ici. Le lecteur est invité a regarder le papier [DEF14]] de Dotgga et Féray dans
lequel les auteurs traitent un cas général dont le centre de 1’algebre du groupe symétrique et
’algebre de Hecke de la paire (Ss,,, 3,) sont des cas particuliers. Ils présentent, pour le cas de
C[B,, \ S2n/B,] une étude de comportement asymptotique des diagrammes de Young, avec une
généralisation de la mesure de Plancherel, similaire a celle détaillée dans la Section @] dans le
cas du centre de 1’algebre du groupe symétrique.

Au début de la Section on a donné une mesure de probabilité sur G et on a étudié une
variable aléatoire définie avec les caracteres irréductibles normalisés griace aux résultats de la
Section[I.4] Dans le cas général des paires de Gelfand et grace aux résultats qu’on a donné dans
la Section[I.5] il est naturel de poser la question suivante :

Question 3.37. Si (G, K) est une paire de Gelfand, peut-on donner des analogues aux trois
premiéres propositions de la Section[2.5]?

3.6 Filtrations sur A’ et degré des coefficients de structure

Dans le Théoreme [3.8] on a donné une propriété de polynomialité pour les coefficients de
structure de 1’algébre de Hecke de la paire (Sy,, B,). Pour obtenir plus d’informations sur le
degré des polyndmes qui apparaissent, on va étudier plusieurs filtrations sur 1’algebre A’ dans
cette section. Les filtrations qu’on donne ici sont des analogues des filtrations sur I’algebre A,
données dans la Section [2.4.3] Elles nous donnent des majorations du degré des polyndmes des
coefficients de structure de 1’algebre de Hecke de la paire (S, 3,,).

D’apres la formule du produit des éléments de base de .A/_, donnée dans le Corollaire
on peut voir que la fonction

deg) (T3) = ||

définit une filtration sur A’ _.

Pour obtenir d’autres filtrations sur .A”_, on donne une décomposition d’une bijection par-
tielle quelconque en bijections partielles de coset-type (1) ou (2). On appelle cycle de taille
r + 1 une bijection partielle de coset-type (r + 1), ol r est un entier positif. Un cycle C de taille
r 4+ 1 est écrit ainsi (voir [AC12, page 2480]) :

C = (Cl, Co 1 C3,Cq t 1 Chpy1,Chpa2 * Chpa3, C4T+4). (323)
Ca signifie que :
{sz‘+1, 02¢+2} = p(kl) pour une k; 1=0,---,2r+1
C(Cl) = C4r44
C(C4l+1)=C4z l=1,---,r
C(C4l+2) = C4]+3 | = 0,---,r

Exemple 3.38. Avec cette notation, le cycle le plus long de la Figure que l’on redessine
dans la Figure[3.11) s’écrit ainsi :

(1,2:4,3:4,3:9,10:6,5:1,2)
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FIGURE 3.11 — Le plus long cycle de la Figure [3.1]

Notation. Pour une bijection partielle o et x € D,,, on écrit o € x pour dire que le coefficient
de o dans x est non-nul.

Observation 3.6.1. Soient «, 3 et y trois bijections partielles tel que v € a x 3. Si a € x et
B € y ou z et y sont deux éléments de D,, avec des coefficients positifs, alors v € x * y.

Lemme 3.39. Pour un cycle C de taille v + 1, il existe r bijections partielles Ty,--- , T, de
coset-type (2), tel que C € 11 % -+ % T,..

Démonstration. Soit C un cycle de taille r + 1 écrit comme dans (3.23)). On peut vérifier que C
s’écrit :
C=KoJ,

N

ou

K = (03, Cq  Cy, 03) T (C4r—5; Cor—q - Cop—4, C4r—5)(c4r—17 Cqr © Chor+4, Car43 * C4r+43, Car+44 - C4r, C4r—1)

et
J = (61, Co 1 C3,Cq 1+ 1 Chp—3,Car—2  C4p—1, C47“)(C4r+1a Car+2 * C4r43, C4r+4)-

Ainsi, si on note par 7; le cycle de taille 2 de KC et par C; le cycle de taille  de 7, on aura :
C e xCy,ct(m) =(2)etct(Cr) = (r).
De la méme maniere, on peut écrire :
C1 € Ty x Cqy avec ct(me) = (2) et ct(Cy) = (r — 1).
En utilisant 1’Observation [3.6.1] on obtient :
C €11 %19 *Cs.
Donc, par itération on a bien :
Cem*xmy*--- %1, avec ct(r;) = (2) pourtouti = 1,--- ,r.

Ce qui termine la preuve du lemme. [
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Lemme 3.40. Pour toute bijection partielle T de coset-type p = (p1,--+ ,p), il existe r bi-
jections partielles Ty, - - - , 7. de coset-type (2) et m,(p) bijections partielles B, - , B, (,) de
coset-type (1) tel que :

TET * kT % Bk x By ),

our = [p| —ma(p).

Démonstration. Chaque cycle dans le graphe I'(7) associé a T peut étre vu comme une bijection
partielle. Soient 3y, -- -, B, () les mi(p) bijections partielles correspondants aux cycles de
taille 1 de 7. Les autres m(p) = [(p) — my(p) bijections partielles correspondant aux cycles de
7 de taille plus grande que 1 sont nommeées par oy, - - - , (). La taille de «; est p;. D’apres le
Lemme [3.39] pour tout a; on peut écrire :

o eTx-xT avecct(r)) = (2),j=1,---,p; — L.

Puisque

T €y ko k Q) * Br % % By ()

ona:

(p) m(p)

1
Kok T, * Bk * Br(p)

TET KTy ke kT
Le nombre de 7 qui apparaissent dans cette décomposition est (p; — 1) + -+ + (pm(p) — 1)

lp| — mi(p) — U(p) + mi(p) = |p| — l(p), ce qui termine la preuve.

o

Pour une bijection partielle 7 de coset-type p, on définit les applications suivantes :

degy (1) = |p| = 1(p)
degs(1) = |p| —1(p) +ma(p).

En considérant la décomposition de 7 donnée dans le Lemme [3.40] on obtient :

deg) (1) = 1,
deg)(53;) = 0,
degs (1) = 1,
degé(ﬁi) =1

Donc
degy (1) = |p| — l(p) = degh(1) + - - - + degh(7,) + degh(B1) + - - - + degh (B ()
et

degy() = |pl = U(p) +ma(p) = degy(m1) + - - + degy(7:) + degi(Br) + - - + degy(Bmy ()
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Proposition 3.41. Les fonctions
degy (7)) = || — Up),
degs(T,) = |pl = U(p) + ma(p),
définissent des filtrations sur A._.

Démonstration. Soient o et 7 deux bijections partielles de coset-type A et p. On doit montrer
que :

degj(o x 7) < deg;(0) + deg;(7), pour i = 2,3,
oudegl(oc*T1) = max deg! ().
D’apres le Lemme [3.40] 7 peut se décomposer en cycles de taille 2 et 1. Autrement dit, il existe

r = |p| — m1(p) bijections partielles 74, - - - , 7,. de coset-type (2) et m;(p) bijections partielles
Bi, -+ 5 Bmi(p) de coset-type (1) tel que :

TET * kT ok Bk x By ).

Pour une bijection partielle avtel que o € o * 7, 0naa € o * 7 * -+ Tk By -+ % By ()
d’apres I’Observation puisque 7 € Ty * -+ - x T, % By x - - % B3, (). Donc,

degi(o +7) < degi(o * Ty % -k T % Br ¥ - ¥ By () pouri = 2, 3.
Si pour tout cycle C de taille 2 ou 1 et pour toute bijection partielle 6 on a,
deg’ (0 % C) < deg’(0) + deg}(C), pour i = 2, 3, (3.24)
alors on peut écrire :

degi(o*7) < degi(o * Ty %+ * T % B1 % -+ % B ()
< degi(o Ty %k Tk B K- x B (p)—1) + degg(ﬁml(p))

< degj(0) + degj(11) + - - - + degi(7) + degi(B1) + - - - + degi(Bm, ()
< deg}(0) + degj(7).

Par suite, il suffit de démontrer la formule (3.24)). Soit § une bijection partielle de coset-type 9.
Si

C=(c1,09:¢3,¢4)
est un cycle de taille 1, on a deux cas :

1. Si {c3,c4} est dans ’ensemble de départ de € : dans ce cas la bijection partielle qui
apparait dans le développement du produit ¢ * C posséde le méme coset-type que 6 et on
a

deg; (8 * C) < deg;(6) + deg;(C), pouri = 2, 3.
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2. Sinon, toutes les bijections partielles qui apparaissent dans le développement du produit
6 * C possedent le coset-type § U (1). Donc, on peut vérifier que deg’ (0 * C) < deg}(0) +
deg’(C), pour i = 2, 3.
Maintenant, supposons que C = (¢q, s : €3,¢4 : C5,Cg : C7,Cg) est un cycle de taille 2, la figure
de C est représentée par la Figure

Cy C3

%"w C

Cg C1

FIGURE 3.12 — Le cycle C.

On a quatre cas a voir. On donne pour chacun d’entre eux le résultat général sans les détails de
la preuve. Les preuves consistent a compter les compositions des permutations.
1. {cs,c4} et {c7, cs} n’apparaissent pas dans I’ensemble de départ de 6 :
Dans ce cas, les bijections partielles qui apparaissent dans le développement de 6 * C
possedent 6 U (2) comme coset-type.
2. Un des ensembles {c3, ¢4} et {c7, cs} (par exemple {cs, ¢4 }) apparait dans 1’ensemble de
départ d’un cycle w de 6 et I’autre n’apparait pas.
Supposons que w est représentée comme dans la Figure 3.13

FIGURE 3.13 — Le cycle w de 6.

Alors, le cycle dont la forme est comme dans la Figure [3.14] apparait dans le développe-
ment du produit 6 * C.

Il faut noter que certaines étiquettes extérieures n’apparaissent pas sur la figure. Pour ex-
pliquer ce fait, on rappelle que le produit a4 * s des deux bijections partielles o et g est
définie comme la moyenne de certaines bijections partielles a.. Lorsque 1’extrémité d’une
aréte ne possede pas une étiquette extérieure, ¢ca veut dire que les éléments de n’importe
quelle paire p(k) différent du {c;, co} et {cs5, cg} peuvent étre utiliser comme étiquettes et
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C1
Ce C2

FIGURE 3.14 — La forme du cycle.

qu’on doit prendre la moyenne de toutes les possibilités. On va utiliser la méme conven-
tion dans les deux derniers cas.

Donc, dans ce cas, le coset-type de chaque bijection partielle qui apparait dans le déve-
loppement du produit # * C possede le méme nombre des parts que 0 et sa taille est égale
alol+ 1.

. Les deux ensembles {c3,c4} et {c7,cs} apparaissent dans I’ensemble de départ d’un
méme cycle w de 6.

Considérons les étiquettes extérieures de w. Parmi elles se trouvent cs, ¢4, c7 €t cg €t on
sait que c3 et ¢4 (resp. c7 et cg) apparaissent consécutivement. Donc il y a deux cas a
considérer. Les étiquettes apparaissent soit dans I’ordre cyclique cs,cy, - - - , c7, cs, Soit
c3, 4, -+, Cs, 7. Ces deux cas sont représentés par les Figures [3.15]et[3.16]

W = C4 W5 = C3

FIGURE 3.15 — La premiere forme possible de w.

I1 faut noter que dans la Figure [3.16], les étiquettes c; et cg sont échangées.
La forme des cycles qui apparaissent dans le développement du produit 6 * C dans les

deux cas est donnée par les Figures et[3.1§
Donc, dans le premier cas le cycle est coupé en deux, donc le coset-type de chaque bijec-
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W14 W17 = C8

FIGURE 3.16 — La deuxieme forme possible de w.

C1 Co

FIGURE 3.17 — Un cycle d’une bijection partielle de 6 * C correspondant a la 1ere forme de w.

FIGURE 3.18 — Un cycle d’une bijection partielle de € * C correspondant a la 2¢me forme de w.

3.6. FILTRATIONS SUR A’ ET DEGRE DES COEFFICIENTS DE STRUCTURE 103



CHAPITRE 3. L’ALGEBRE DE HECKE DE LA PAIRE (Soy, By)

tion partielle qui apparait dans le développement du produit ¢ * C posséde la méme taille
que d et [(0) + 1 parts. Au contraire, dans le second, la taille des cycles ne change pas et
le coset-type de chaque bijection partielle qui apparait dans le développement du produit
6 x C possede la mé&me taille que J et le méme nombre des parts.

4. Les deux ensembles {cs3, ¢4} et {c7, cs} apparaissent dans I’ensemble de départ des deux
cycles différents de 6.
Par exemple on prend les deux cycles représentés dans la Figure |3.19
Un cycle dont la forme est représenté par la Figure [3.20] apparait dans le développement

We = C4Ws = C3

Wy W9

t2 = Cg t5

FIGURE 3.19 — Les deux cycles.

du produit 6 * C.
Dans ce cas, les deux cycles sont reliés pour former un cycle, donc le coset-type de

FIGURE 3.20 — Les deux cycles sont reliés dans toute bijection partielle de 6 * C.

chaque bijection partielle qui apparait dans le développement du produit 6 * C possede la
méme taille que ¢ et [(§) — 1 parts.

Dans ces quatre cas, on peut vérifier qu'on a deg; (0 x C) < deg;(6) + deg;(C), pour i = 2,3 ce
qui acheve la preuve de la Proposition [3.41] O
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Ces filtrations nous permettent de majorer le degré des polyndmes f{s(n) qui apparaissent
dans le Théoreme 3.8

Proposition 3.42. Soient \, § et p trois partitions propres, le degré de fs(n) vérifie :

deg(f35(n)) < [A[ +16] — |l
deg(f35(n)) < Al +16] = lpl = 1(A) = 1(0) + 1(p).

Démonstration. D’apres la preuve du Théoreme [3.8] le degré de f{5(n) vérifie :

deg(f{;(n)) = max j. (3.25)

B0
De Iautre coté, puisque deg); est une filtration pour ¢ = 1, 2, 3, on obtient I’inégalité suivante :

deg)(Ty + Ty) = max_ deg)(Tro)) < deg)(Ty) + deg)(Ty). (3.26)

T pmper_,jzo
TU(17)
bys 70

Donc on obtient les trois inégalités qui correspondent aux trois filtrations deg], deg et degj :

max_|7] + j < [A[ + 0], (3.27)

T propre,j >0

TU(17)
bys 70

max ||+ j —I(1) = j < |A| = 1(A) +[6] = 1(9), (3.28)

Tpmpre',jz()
e
_max 7|+ 5 —I(7) = j +j < A = U(A) +[0] = 1(9). (3.29)

3200

La deuxieme inégalité ne donne aucune information sur le degré de f{;(n). En utilisant le fait
suivant avec la premiere et la troisieme égalité,

o B . .

deg(fys(n)) = max j< max j
pr(1])7£O TPTOPF?JZO
AS b‘l):L(SJ(l )7&0

on obtient notre résultat. O]

3.7 Relation entre A’ et I’algebre des fonctions symétriques
décalées d’ordre 2

La paire (Ss,, BB,,) est une paire de Gelfand (voir [Mac95, Chapitre VII, 2]) et ses fonctions
sphériques zonales sont indexées par les partitions de n. Elles sont notées w” et définies par :

W) = Bi, S (),
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pour z € S,,, ot % est le caractere du S,,-module irréductible correspondant a 2p :=
(2p1,2p2, - -+ ). Deux permutations = et y dans la méme B,,-double-classe K, possédent la
méme image par w” notée par wf.

Quand o = 2, les polyndmes de Jack sont liés aux fonctions sphériques zonales de la paire
de Gelfand (S,,,, B,,) par I’équation suivante (cf. [Mac95, page 408]) :

2) = |Bu| D 25 wipa, (3.30)

[Al=n

pour toute partition p de n. La définition des polyndmes de Jack est donnée dans la Section[2.3.1
La formule de I’équation (3.30) peut étre vue comme un analogue dans le cas ou o = 2 de la
formule de Frobenius. Rappelons que les nombres 6% («) sont par définition, les coefficients
qui apparaissent dans le développement du polyndmes de Jack J,(«) en fonction des fonctions
puissances p). Les équations (2.4)) et (3.30) nous donnent I’égalité suivante dans le cas ol v =
2:

05(2) = |Byy 2571,

La définition de 1’algebre des fonctions symétriques décalées A*(«) ainsi que celle de la
fonction sh,, ont été données dans la Section Dans le cas ot @ = 2, on a le théoréme
suivant.

Théoréme 3.43. L’application linéaire F : ;l\’; — A*(2) définie par :

Shz(PA)
5\

F(Ty) = 2270 1222222 (3.31)

est un isomorphisme d’algéebres.

Démonstration. Soit \ une partition et 73 1’élément correspondant dans A’_. Soit n un entier
vérifiant n > |\|. Par définition, T} est une suite et son n-eme terme (7)), = ——— A, est
n

dans A/ . On projette dans C[B,, \ Ss,,/B,,] en utilisant ¢,,. D’apres le Lemme 3.26| on obtient :

VallTin) = (7}) an(i—m)! (an(lﬁ)') o

2NN (= |
K, .
2nn! <m1()\)> An

Pour une partition p de taille n, en appliquant w” a 1,,((73),), on a:

2NN [ — X
@) = et (o ) 1 et
2NN ' — |\ 1
=t () 0 o
' ! | ’ZQ(AU 11l

106 3.7. RELATION ENTRE A’ ET L'ALGEBRE DES FONCTIONS SYMETRIQUES
DECALEES D’ORDRE 2



CHAPITRE 3. L’ALGEBRE DE HECKE DE LA PAIRE (Syy, By)

La taille de K est égale a % (voir [Mac935, page 402]). Donc, apres simplification,
20xun—IAl
on obtient :
A
) =2 W (1) 820,21

qui avec (2.7) nous donne I’équation suivante :

WP (1n((T3))) = 20 2122 (0)

22\

Cette formule est vraie pour n’importe quelle partition p vérifiant |p| > |A|. On peut encore
montrer que ¢a reste vrai pour toute partition p de taille plus petite que |A|, car dans ce cas
(1)) et sha(pa)(p) sont égaux a zéro.

Finalement, pour toute partition p, son image par F'(T)) définie dans le Théoréme peut
encore s’écrire ainsi :

F(T))(p) = wP (11 ((T2)o)))-

Soit ¢ une partition, pour toute partition p, on a :

F(T\ + T5)(p) = w0’ (¥, (T * T5))1)) (3.32)
= W (Y1) (a1l * (T5)ol)) (3.33)

= W’ (V1 (T) 1) * V1 (T5) 1) (Proposition [3.23) (3.34)

= W (Y1 (T2) 1)) - W (U1 (T5)),)- (3.35)

La derniere égalité vient du fait que w” définit un morphisme de C[B,, \ Ss,,/B,,| vers C* (Pro-

position[I.46). Donc,
F(Ty+T5)(p) = (F(1n) - F(T5))(p),

pour toutes partitions A, 0 et p. Cela veut dire que F' est un morphisme d’algebres de Z’; dans

A*(2). Comme (7)) partition €t (Sh2(Px))A pariition SONt des bases de .»/4\@; et A*(2), F' est bien un
isomorphisme d’algebres. ]

Remarque. On aurait pu définir F'(T)) par F'(T))(p) = w”(1,/((T2)|p))), ce qui montre direc-
tement que F'(7)) est un morphisme comme étant la composition des morphismes. Cependant,
on préfere utiliser la définition donnée par I’équation (3.31) car elle nous donne d’une facon
explicite ’action de F’ sur les éléments de base de :4\’; .

Considérons a nouveau I’isomorphisme sh,,, du premier chapitre, entre A(«) et A*(«). La
famille (shq (Pr))a partition fOrme une base linéaire de A*(«v). Ceci nous permet d’écrire I’équation
suivante :

h PA Sh p5 ngs )

Dans [DF12], les auteurs montrent que les coefficients g4 ;(«) sont des polyndmes en a—;l Ces
coefficients de structure sont reliés a la conjecture de Goulden et Jackson, voir [DF12, Section
4.5].
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On s’intéresse au cas a = 2. On a montré dans le Corollaire que les coefficients bf
qui apparaissent dans le produit 7 * 75 sont des nombres rationnels positifs. En appliquant
I’isomorphisme F' donné dans le Théoreme [3.43| au produit T * T, on obtient directement la
proposition suivante.

Proposition 3.44. Les coefficients g% 5(2) sont des nombres rationnels positifs.

108 3.7. RELATION ENTRE A’ ET L'ALGEBRE DES FONCTIONS SYMETRIQUES
DECALEES D’ORDRE 2



Chapitre 4

Généralisation : Un cadre pour la
polynomialité des coefficients de structure
des algebres de doubles-classes

Dans les chapitres[2]et[3] on a présenté deux propriétés de polynomialité pour les coefficients
de structure de Z(C|S,,]) et C[B,, \ S2,/B,]. La démarche qu’on a suivie pour obtenir le résultat
du troisieme chapitre était similaire a celle d’Ivanov et Kerov dans [[K99], présentée dans le
deuxieme chapitre. Dans [M¢EIl13], Méliot a utilisé la méme idée pour donner une propriété de
polynomialité des coefficients de structure de Z(C[G L, (F,)]), le centre de ’algébre du groupe
des matrices inversibles de taille n x n a coefficients dans un corps fini d’ordre q.

La définition d’une bijection partielle dans le troisieme chapitre était semblable, dans le
cas de C[B, \ S2,/B,], a celle des permutations partielles donnée par Ivanov et Kerov dans
[IK99]. De méme, dans [M¢El13]], I’auteur définit ce qu’il appelle "isomorphisme partiel" pour
arriver a son résultat. La ressemblance des démarches suivies par Ivanov et Kerov, moi-méme
et Méliot dans [IK99], [Toul2] (détails dans le troisieme chapitre) et [MéEl13] m’a poussé a
chercher un cadre général pour la polynomialité des coefficients de structure des algebres de
doubles-classes.

Le choix de faire une généralisation pour les coefficients de structure des algebres de doubles-
classes est motivé par le fait que les centres des algebres de groupe fini sont des cas particuliers
des algebres de doubles-classes, voir Section De plus, bien que Méliot considere le centre
de I’algebre GL,(FF,), ot I, est un corps fini de ¢ éléments, dans [M¢EI13], les isomorphismes
partiels qu’il utilise sont définis naturellement comme des éléments partiels de ’algebre de
Hecke de la paire (GL,(F,) x GL,(F,)??, diag(GL,(F,))) et non pas Z(C[GL,(F,)]) —qui
est isomorphe a (G L, (F,) x GL,(F,)"?, diag(GL,(F,))). En effet, ils sont définis comme des
couples d’isomorphismes entre sous-espaces vectoriels de GL,,(FF,). C’est pour cela que c’est
naturel de considérer directement les algebres de doubles-classes au lieu de commencer par les
centres d’algebres de groupe.

On s’intéresse a la propriété de polynomialité des coefficients de structure dans ce chapitre.
Pour une suite de paires (G, K,,),, ou GG, est un groupe et K, un sous-groupe de G, pour
tout n, on propose une liste de conditions qui nous permet de comprendre la dépendance en
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n des coefficients de structure des algebres de doubles-classes C[K, \ G, /K] quand n est
suffisamment grand. Une de ces conditions que 1’on note H.O (voir le début de la Section4.1.1)
porte sur les K,,-doubles-classes dans (5, et elle est tout a fait naturelle. Les autres ne dépendent
que de la suite des sous-groupes (K, ),.. Nous montrons que les conditions requises sur les sous-
groupes K, sont vérifiées par les groupes symétriques et par les groupes hyperoctaédraux.

Le cadre général présenté dans ce chapitre contient les résultats de polynomialité des coeffi-
cients de structure de Z(C[S,]) et C[B,, \ S2,/B,]. En plus de retrouver ces résultats, on montre
grace a notre cadre général que les coefficients de structure de 1’algebre de doubles-classes de
(S, x S, diag(S,—1)), et du centre de 1’algebre de groupe hyperoctaédral posseédent une pro-
priété de polynomialité (voir Sections [4.4.4] et 4.5.2)). Selon les connaissances de I’auteur, ces
résultats ne sont pas présentés ailleurs. Le lecteur peut se référer aux articles [StrO7], [JS12b]] et
[JS124] pour I’étude de 1’algebre de doubles-classes de (S,, x S, diag(S,-1)), et a [GK78]
et [Ste92] pour Z(C|[B,]).

Le chapitre s’achéve par une série de questions ouvertes. A la fin de ce chapitre, on considére
le centre de I’algebre du groupe G L, (F,), les super-classes dans un cadre général et particu-
lierement celles du groupe unitriangulaire, ainsi que 1’algebre de Iwahori-Hecke et une géné-
ralisation de 1’algebre de Hecke de la paire (Sa,,, B,,). Les coefficients de structure du centre
de I’algebre du groupe GL,(F,) et ceux du centre de 1’algebre de Iwahori-Hecke possedent
une propriété de polynomialité, similaire a celle de Farahat et Higman, donnée par Méliot dans
[Mél13]] et [Mel10] respectivement tandis que pour les autres algebres (les algebres engendrées
par les super-classes et la généralisation de 1’algeébre de Hecke de la paire (S, ,,)), il n’y a
pas —selon les connaissances de 1’auteur— de résultat de ce type. Ces algebres —hormis celle pré-
sentée comme une généralisation de I’algebre de Hecke de (S.,,, 3, )— n’entrent pas dans notre
cadre général dans son état actuel. Il sera intéressant de voir s’il peut étre modifié afin de les
contenir.

4.1 Cadre général : Définitions et Théoreme principal

Dans cette section, on présente notre cadre général pour la propriété de polynomialité des
coefficients de structure et on donne toutes les définitions nécessaires pour la présentation de
notre théoreme principal. Notre cadre concerne les algebres de doubles-classes.

4.1.1 Hypotheses et définitions

Soit (G, K,,) une suite de paires ou G,, est un groupe et K, est un sous-groupe de G,
pour tout n. On suppose que G, C G, 41 et que K,, C K, pour tout n. On considere pour
tout n I’ensemble K, \ G, /K, des doubles-classes de K, dans (,,. On demande que si = €
G, alors I'intersection de la K, ;-double-classe de = avec G, est la K,-double-classe de z :
formellement,

HO K, 12K, NG, = K,z K, pour tout x € G,.

Pour un élément = de GG,,, on note " la K,,-double-classe K,z K,,. Rappelons que y € ="
si et seulement s’il existe deux éléments k, k' € K, tel que x = kyk'.
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Pour tout triplet (1, 22, x3) de G, on définit ¢} ,(n) comme étant le coefficient de X3" dans
le produit X7 - X3".

Dans notre cadre, on suppose que pour tout k¥ < n, il existe un sous-groupe K* de K,
vérifiant les hypotheses suivantes :

H.1 KP estisomorphe en tant que groupe a K, .
H2 Siz € Krety € KF,alorsona:z-y=yvy- .
H.3 K,’jH NK,=K'sik <n.

Dans ces hypotheses, il n’y a pas de conditions sur les doubles-classes. Pour donner les
hypotheses sur les doubles-classes, on définit la fonction k ainsi :

k(X) := min

XNKp#0

pour n’importe quel sous-ensemble X de U,,>; K,,. Cette définition va nous étre cruciale pour
la démonstration ainsi que la présentation de notre résultat principal.

Définition 4.1. Soit y € K, on dit que y est (ky, ko)-minimal siy € K, ou m = k(KFyKk?),

C’est aussi une définition tres importante pour la suite. On présente ici les conditions néces-
saires sur les doubles-classes dans notre cadre général. La liste des conditions est ainsi :

H.4 Pour tout élément z € K,,ona K 2K NK, = KhzKk,
H.5 my, k(7)) := k(KR aKk) <k + ky pour tout z € K,,.

H.6 yKry ' n Kk = K" " (y), si y est (ky, k2)-minimal.

Remarque. Les hypotheses présentées dans ce cadre général sont inspirées des cas particuliers
déja traités pour la polynomialité des coefficients de structure. Il est a remarquer que la suite des
groupes (5, n’intervient pas dans les hypotheses H.1 a H.6 et que ces hypotheses concernent
la suite des sous-groupes K,,. Cela va étre pratique pour les applications qu’on donne dans
les sections qui suivent dans ce chapitre. L’hypothese 5 est peut-€tre la plus importante parmi
ces hypotheses (le lecteur peut voir les applications qu’on donne a la fin de ce chapitre pour
mieux comprendre cette hypotheése). La seule hypothese qui dépend de la suite (G,,, K,,),, et pas
seulement de (K, ), est H.0. Cette hypothese nous garantit I’indépendance en n de I’intersection
de G,,, avec les K, -doubles-classes de ses éléments pour ng fixé et n suffisamment grand. Elle
est aisément vérifiée dans les cas particuliers de suites (G,,, K,,), qu’on considére dans les
sections d’applications [4.4]et[4.5]

Remarque. Dans les hypotheses H.0 a H.6, on donne toutes les conditions qui, a notre avis,
sont nécessaires pour avoir la propriété de polynomialité. On les a trouvé en s’inspirant des
résultats de polynomialité déja connus, notamment ceux de Z(C[S,]) et de C[B,, \ Sa,/B.,].
Il est important de savoir si la liste des conditions qu’on donne est "minimale" (dans le sens
qu’aucune hypothese n’est pas impliqué par un ensemble d’autres hypotheses) ou pas. La liste
H.0 a H.6 n’est pas minimale car H.3 implique H.4 et vice-versa (c’est-a-dire les hypotheses
H.3 et H.4 sont équivalentes). On donne la preuve de cette équivalence dans 1I’Observation
suivante. On pense que ce sont les seules implications directes entre les hypotheses H.0 a H.6.
Dans la suite, on s’intéresse a H.4 plus qu’a H.3 parce qu’elle est plus appropriée a notre étude.
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Observation 4.1.2. L’hypotheése H.3 s’obtient a partir de H.4 dans le cas particulier ou k; =
ko = k et z est I’élément neutre. Dans 1’autre sens, si H.3 est vérifiée, pour tout z € K,, ona:
K ELZ NK, = K2z pour tout k; < n. Si on multiplie cette égalité a gauche par le sous-groupe
Kﬁil pour un certain k; < n on obtient KﬁilzKﬁil NnK, = Kjflszfﬁrl qui est I’hypothese
H.4.

Observation 4.1.3. D’apres H.4, 1a minimalité ne dépend pas de n. En effet, fixons trois entiers
ng, k1 et ko, et un élément z € K,,, et supposons que k(K[1zK*2) est un entier &, , ..
D’apres H.5, kg ky 5y < k1 + ko. Pour toutn > ng +1,0na

KMzKk N K, = K} 2K2 N Ky,

ng,k1,k2 ng.k1,k2

d’apres H.4. Donc, pour tout n > ng, on a k(KzKF) = k(KF zKF2). Cela montre que
My, k, () ne dépend pas de n. On va utiliser cette observation dans la preuve du Théoréme

4.1.2 Résultat principal

Notre résultat principal dans ce chapitre est le Théoreme [4.2] présenté ci-dessous. La pro-
priété de polynomialité dans certaines algebres peut étre obtenue directement de ce théoréme.
De plus, ce théoréeme nous permet dans des cas particuliers d’obtenir non seulement la propriété
de polynomialité des coefficients de structure mais les valeurs exactes de ces coefficients.

Théoreme 4.2. Soit (G, K,,),, une suite de paires ou G, est un groupe et K, est un sous-
groupe de G,, pour tout n vérifiant les hypotheses H.0 a H.6. Pour un entier ng fixé et trois
éléments xq, xo et x3 de G,,, on note par ky (resp. ko, k3) Uentier k(2,"°) (resp. k(z2™),
k(z3"™)). Le coefficient de structure ¢; ,(ng) de X3 dans le produit X,"°X,"™ est donné par la
formule suivante :

|f1n0Hf2n0HKno—k1HKno—/%’

3
¢t 2(no) =
1,2{70 —
| K || 257
3 : @.0)
k1 _—1 —1 1-ko -
max(ky,kg,k3) <k<min(k; +ko,n0),€G, |K"0—k||K”0x1 xxy Kng N Kmkl,;@(z;lmgl)
I;lzzgl € Ky, etest (ky, ko)-minimal

in0:z’3n0

Démonstration. Voir la Sectiond.3|dédiée a la preuve de ce théoreme. O

Des exemples d’application du Théoreme {.2] sont donnés dans les Sections f.4.3|et[d.4.4]
Ce théoreme donne une formule exacte pour les coefficients de structure mais la taille de
Kb leay T KR 0 Kmh’k2 (a7 'aay 1y €St en générale difficile a calculer (contrairement a celle
de K,,_). De plus, I’ensemble de sommation dans I’équation est tres compliqué. On peut
rendre ce théoreme moins compliqué et plus facile a utiliser dans le cas ol on a besoin juste
de montrer une propriété de polynomialité pour les coefficients de structure. C’est 1’objet de la

présentation ci-dessous.
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Théoreme 4.3. Soit ny un entier fixé et soient xy, xo et x3 trois éléments de G, . On note par
ki (resp. ko et k3) Uentier k(z1™) (resp. k(z2™) et k(x3™)). Pour tout n suffisamment grand, il
existe des nombres rationnels positifs aiQ(k) pour k3 < k < ki + ks indépendants de n tels que
le coefficient de structure c; 5(n) s’écrit :

- 3
3 1" [[%2" || Ky || Ko | ay (k)
i o(n) = - Z 4.2)
’ |57 [ Kok
max(kl,kz,k3)§k§k1+k2
Démonstration. On va commencer cette preuve par appliquer le Théoreme #.2]a x4, x5, 23 pour
tout entier ng > my. On peut faire cela car I’inclusion G,, C G, 1 permet de voir x1, o, T3
comme des éléments de G,,,. D’apres H. 0, les entiers k1, ks et k3 ne dépendent pas de ng si ng

est suffisamment grand, pas plus que la taille de Kﬁ;xflxxg lKﬁg NK,, . (@7 way ) (d’apres
1:-~2

H.4 et I’Observation implique que my, 1, (77 225 ") ne dépend pas de ny). 1l reste a re-
marquer que I’hypotheése H.O sur les doubles-classes de K, dans G, et 1’Observation {4.1.3]
nous garantit que I’ensemble de sommation du Théoreme {.2] ne dépend pas de n quand n est
suffisamment grand. Le Théoreme |4.3| est ainsi une conséquence du Théoreme 4.2 0

Remarque. Le lecteur a pu remarquer en lisant la preuve du Théoreme 4.3|que celui-ci peut étre
vu comme un corollaire du Théoreme [4.2] Néanmoins, nous préférons le nommer théoréme car
il est I’objectif initial et principal de ce chapitre.

Le Théoreme permet de trouver une formule exacte pour la fonction ciQ(n) pour des
exemples de (z1, z9, x3) tandis que le Théoreme est adapté pour montrer une propriété de
polynomialité de ces coefficients pour (x1, zo, x3) général.

4.2 D’algebre des éléments partiels

On commence cette section par la définition des éléments partiels.

Définition 4.4. Un élément partiel de G,, est un triplet (C, (x; k), C"), ot k est un entier entre
1etn, C (resp. C') une classe a gauche (resp. droite) de Kﬁj dans K,, et x € G,

Par exemple, (B2, ((1 4 3)(2);2), B2) est un élément partiel de Sg (associé a la suite des
paires (Ss,, B,)) ot B2 (voir Section pour une définition explicite) est un groupe iso-
morphe a B;.

Les éléments partiels sont les objets essentiels pour montrer notre résultat. Il est a noter
que bien que la notation laisse entendre une généralisation des définitions des permutations
partielles de [IK99], bijections partielles de [Toul2] et isomorphismes partiels de [M¢el13]], ce
n’est pas le cas. En effet, il suffit de remarquer qu’en général le nombre des éléments partiels

de G,, est: ,
— [ |K,]
2 (|K “ 1) 16l

k=1

ce qui ne coincide pas avec le nombre des bijections partielles de [2n] dans le cas de la suite des
paires (Say,, B,).
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Définition 4.5. Soient pe; = (C4, (v1; k1), CY) et pes = (Co, (x2; ko), CY) deux éléments par-
tiels de G,,. On définit le produit pe; - pes ainsi :

k1

ko
1 m  Nm )
— 2 : 2 : i i 1
pey - pex 1= k1 ko c'C K (017 (mlhx% m)C 2)7
nmnml 12 N k(CiCQ)l hECiCz i=1 j=1
h (k1, kg)-minimal
N / ke _ K22l ok |Knl i 1
ou m = max(ky, ka2, k(C1Cy)), n2 = & m = T et les classes Cy (resp. C'3) sont
n n

définies par les équations suivantes :

O, = |_| Cl (resp. Cly = |_| ). (4.3)
i=1 j=1

Remarque. Comme le nombre m défini dans la Définition est plus grand que k; et ky alors
K™ est un sous-groupe de K*' et de K*2. ’équation (4.3) est I’écriture formelle du fait que
les classes a gauche (resp. droite) de K Sl (resp. K. ,’?) sont des unions disjointes des classes a
gauche (resp. droite) de K.

Apres avoir défini le produit des éléments partiels, il est naturel de vérifier si ce produit
est associatif ou pas. Le produit des bijections partielles est associatif et cela nous a permis
de construire une algebre universelle qui se projette sur I’algebre C[B,, \ Ss,/B,] pour tout
n. De méme, les produits des permutations partielles et des isomorphismes partiels définis par
Ivanov/Kerov et Méliot dans [IK99]] et [M¢&l13]] sont associatifs. Des algebres universelles sont
aussi présentées dans les deux papiers.

Les preuves de 1’associativité du chapitre [3| et de [M¢€I13]] sont difficiles. On a choisi de ne
pas prouver I’associativité car on n’a en fait pas besoin de cette propriété pour montrer notre
résultat de polynomialité. De plus, la preuve paraissait difficile.

On note par PFE,, I’ensemble des éléments partiels de GG,,. Lensemble K, x K, agit sur
PE, par I’action suivante :

(a,b) - (C,(z;k),C") = (aC, (z; k),C'b7 ).
Ceci définit bien une action de groupe car :

(a1, b)) - (az,b2) - (C, (z;k),C") = (a1, b)) - (aC, (z; k), C'by ")
= (a1a2C, (2; k), C'by b )
= (alag,blbg) . (C, (ZL’, k:),C”)

Proposition 4.6. L’action de K,, X K,, sur PFE,, est compatible avec le produit dans PFE,,, dans
le sens oui :

(a,b) - (pe1 - pe2) = ((a,c) - per) - ((¢, D) - pea),
pour a,b et c dans K,,.
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Démonstration. Le produit (a,b) - (pe; - pes) égale :

k1

1 Tm, nm '
aCA, xlth’ ),Cy%b_1%
h(k1, k’g)-minimal
qui est aussi la valeur de ((a, c) - pe1) - ((¢,b) - pes). -

On considére maintenant I’ensemble C[PE,,| des combinaisons linéaires des éléments par-
tiels de GG, a coefficients dans C. On étend I’action de K, x K, sur PE, par linéarité sur
C[PE,] et on note par .A,, I’ensemble des invariants par cette action.

Lemme 4.7. A, est stable par multiplication. En d’autres termes, si a; et g sont deux éléments
de A,, alors o - g est aussi dans A,,.

Démonstration. Ce résultat est une conséquence de la Proposition {.6] [

Notation. Pour un élément z € (,,, on va parfois noter la double-classe K"z K*2 par Cly, 1, ().
De méme, on définit Cly, .(z) (resp. Cl, x,(x)) comme étant la classe a gauche (resp. droite)
K7 iy (resp. K. k’2). Finalement, considérons les trois ensembles suivants :

L. OLk1 kQ( ) _{Clkl kQ( ),l’EGn}.
2. CLpyu(Gh) = {Cly, o (2), 7 € Gy}
3. CLup,(Gh) = {Clp,(2), 2 € Gy ).

Proposition 4.8. A, est engendré par la famille (a(g,;)(n)) 1<k ou :
zeGy,

app(n) = Y > (C(xik), C).

CECL, 1 (Kn) C'€CLy, . (Kn)

Démonstration. Soit « € A, i.e. pour toute paire (a, b) de K, x K,,ona (a,b)-a = o. Comme
a € C[PE,], on peut écrire :

a= Z Z Z Chac0(C (x5 k), C),

1<k<n CECL, x(Kn) C'€CLy o (Kn)
zeCy, ' '

ou les coefficients ¢y, ¢ v sont dans C. La condition (a, b)-a = « pour tout (a, b) dans K, x K,
nous donne la relation suivante pour les coefficients ¢ ;. c.cv :

Chz.aC,C'b-1 = Ckgc,cr pour tout (a,b) € K,, x K.

Cela veut dire que tous les éléments de la forme (x, (x; k), *) possédent le méme coefficient
dans le développement de « ce qui termine la preuve de la proposition. [
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Proposition 4.9. Soient x, et xo deux éléments Gy, et Gy, ou ky et ko sont deux entiers infé-
rieurs ou égaux a n, alors on a :

_ } : (z;k)
a(wl;kl)(n) : a($2;k2)(n) - C(xl;k1)7(x2;k2)(n)a(:p;k)(n)a 4.4)
max(kq,ko)<k<min(kq+kg,n)
zeGy,
o (xk) P N
O, Cly 1) (aikay () €ST €Al QL
Kn||Kn_ : 1 .
| Lll n ’“,JQ si X = a7 wry! € K, et est (ki, ky)-minimal,
Ko Ko IR XKRAK 0]
0 sinon,

Démonstration. On fixe un élément x € G pour un k < ki + ks et deux classes C et C’. Posons
X = a7 vay . Soit C(flkkl) (12:k») (1) I'ensemble des paires (peq, pe2) tel que pe; apparait dans
le développement de a(,,,;,)(n) pouri = 1,2 et (C, (x; k), C’) apparait dans le développement
du produit pe; - pes. Alors, on peut écrire :

(z3k) 1
c (n) = >
ik ik
(z13k1),(w2;k2) e nk nk2|0/02 N KC’Cg’
(pel’p62)66(11;k1),(12;k2)

Comme C' et C” sont fixés, ils déterminent C et CY pour n’importe quelle paire (peq, pes)

dans C((aflk,zl) (12:k») (71)- On nOte par A (z1; kl) (12:k») (1) I'€nsemble suivant :

x;k
Agm;;l) eaiiny () = {(C1. o) € OLy, ((K,) X CLy iy (K,,) tel que X € C1Cy N Kyeyon }-

x;k) . 5. . . ,
Cet ensemble est en bijection avec C(gc1 ), (w2ska) (n). Notons aussi qu’il est vide si X n’est pas

dans K, ou n’est pas (ki, k2)-minimal. Regardons donc le cas ou X est dans K, et (ky, ko)-
minimal. Dans ce cas 1a, @k

(z:k) (z1:k1),(22;k2)
de A(x1 ey (acho) (72) QIDSI -

(n) peut s’écrire comme une sommation sur les éléments

(ff k) — !
Clarik), (932»k2)< n) , (g): nklnllz2|Kk1XKk2 n Kmk kg (X)|
(01702)614(11 ik1),(z23k2) ")
(a3k)
| (z1;k1),(z2; k2)(n)’

nfnl? | KX KR N K,

Ky ko (X )|

Nous allons montrer que I’action de K, sur A (z2: kl) (22; k2)<”) définie ainsi est transitive :
h- (Civ 02) = (Clh7 hilCZ)'

Soient (A;, As) et (B1, By) deux éléments de A (o kl) (2:ks) (n). Etant des classes, soient ay, as, by
et by quatre éléments de K, représentant A;, Ay, By, et By. Pour montrer que I’action est tran-
sitive, on doit trouver un élément h € K, tel que :
Cllh = ZL‘bl
h71a2 = b2y7
116 4.2. I’ ALGEBRE DES ELEMENTS PARTIELS



CHAPITRE 4. GENERALISATION : UN CADRE POUR LA POLYNOMIALITE DES
COEFFICIENTS DE STRUCTURE DES ALGEBRES DE DOUBLES-CLASSES

otz € KM ety € K. Cela veut dire que I’ensemble a; ' K*1b; N ag K*2b;" doit étre non

vide ce qui est équivalent au fait que K*' Nayas K*2(byby) ! est non vide. Ceci est vrai puisque
. s A (x5k)

comme (A, Ay) et (By, By) appartiennent a A(m;kl)7(w2;k2)(n) —donc X € A; Ay et X € B By—

alors aja, peut s’écrire hy X hy et byby peut s’écrire b}, X hi, ot hy, by € K et hy, b}y € K" et

KN X Kk2 X~ est non vide par H. 6.

Donc il n’y a qu’une seule orbite et on a,

(k) — k k = |Kn|
]A(xl;k1)7($2;k2)(n)| = |Kn . (Kan, Kn2)‘ - |X_1Kq]q€,1X N K£2|7

car le stabilisateur de (K* X, K*2) est I’ensemble des éléments h € K, telque h € X 1KM X

eth e KﬁQ. Par H. 6, le dénominateur est égal a | K, x|, donc :
K| K ) ..
_ [ | K| si X est (kq, ko)-minimal,
(x’k) (n) = ‘Kn—kl||K’n—k2HK7L1XKTL2mK7nk k (X)'
(z1;k1),(w2;k2) - 152 .
0 sinon.

Soit ¢, : PE,, — C[K,, \ G,/ K] la fonction définie ainsi :
1
77bn((c’7 (J/’, k), O/)) = W Z CI‘C/.
ceC,c'eC”

Proposition 4.10. 1, est compatible avec le produit défini sur PE,,, ¢’est-a-dire 1, (pe; -pes) =

¢n(p61) ' ¢n(p62)'

Démonstration. Soient pe; et pes deux éléments de PE,,, d’apres la définition du produit (voir
Définition4.5) on a :

1 1 , .
77Z)n(p€1 : p€2) = — c xlhIQCU.
TG 1 R o 2= 2 T 2,

k1
cieCy ,c/2] GCQJ

On a enlevé les ensembles de sommation de 1’équation ci-dessus pour la rendre plus facile a lire.
L’équation complete est celle obtenue de la définition 4.5] Apres simplification, on obtient :

1
Unper - pez) = c1x1haach,.
( : 2) ’Kn—hHKn—kQHC{CQ ka(C{Cg)’ Z Z 141 209

h clecl,C/QGCé
D’autre part,on a:

1
= |Kn_k1|2|Kn_k2|2 Z CIJIlC/lCQIQC/Z.

/ /
C1,C1,C2,Co
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donc v, est compatible avec le produit défini sur PE,, si on a I’égalité suivante :

K, || K, —
Z C171¢)Comacly = | Al k| Z Z c1r1haody. 4.5)

C'Co N Ky
| 12 k(clcQ)’ h  c1€Cy,cheCy

’ /
C1,C1,C2,Co

Soit & un €lément fixe de I'ensemble C1Cy N Kj(crcy)(I’ensemble de sommation de A dans
I’équation (@.3)). Fixons ¢| € C] et ¢; € Cy, il existe deux éléments h; € K et hy € K*2
tel que cjco = hihhs. Par H.2, comme z; € Gy, (resp. x2 € Gy,), on a donc x1cjcaxs =
[L’lhlhhgl'Q = hll‘lhlﬁghg. DOHC, ona:

E C1T1C)CaTaCy = E crhir hzahocy = E c1x1haadl.

01,6/2 Clecl,C/QGCé 61€C1,C/2€Cé

La derni¢re égalité vient du fait que C1h; = C} et hoC’'y = C’5. Comme le membre a droite ne
dépend pas de ¢ et co, on obtient :

Z C1701C1CaT0Cy = | Ky gy || Kn— ko | Z c1x1haad).

/ / / !
c1,¢],c2,¢h c1€C1,chLeC)

Rappelons que A est ici un élément fixé de C1Cy N Ky (cc,)- Si on prend la somme des deux
cotés sur les €léments h de C1Cy N Kjcrcy) €t comme le membre a gauche de I’équation ci-
dessus ne dépend pas de h, on obtient 1’équation (4.5). O

4.3 Preuve du théoréme principal

On fixe un entier ng et soient z; et xo deux éléments de G,,,. Soient k; = k(x;™°) et
ko = k(z5™). Le produit a(z,,k,)(70) * (zy:k,)(120) est donné par 1I’équation (#.4). On applique
1, au produit et on obtient, grice a la Proposition ;

z;k
Ui (@a1580) (10)) * Yo (A (0)) = > ) k) (10) o (3t (0)
max(kq,ko)<k<min(ky+ko,nqg)
z€Gy
On a,

1 : 1 [ |
no (8(a; = =— hah' = T X"
g (O (n0) = ) Tellted ;Cmc Ky i|? 2, e Kt Ko || Ko 12

c,c’ he€Kny,h €Kn
Donc,on a:
|K’I’L0|2 X—lno |K’I’L0|2 X—21’LO _

|KNOJ71Kn0HKn0—k1|2 |Knom2Kno||Kno—k2|2

SR N
k1), (xo;k )
max(kq,kg)<k<min(kq+ko,ng) (ml 1) (IQ 2) ‘KnOxKnOHK’rLO*kP

z€Gy
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ce qui nous donne :

E : (k) |Kn0I1Kno||Kno—k1|2|Knox2Kn0||Kn0—k2’2—ng
C, . . ( 0) X .
(@13k1),(w2:k2) ’Kn0|2|KnoxKn0HKno—k|2

X—lno .X—2n0 —

max(ky,k2)<k<min(k1+kg,nq)
z€Gy

(3k)

(131, (0 kQ)(no) donnée par la Proposition

En utilisant 1la formule des coefficients de structure c

[4.9] on obtient :
X" X" =
Z ‘Kno‘lenoHKHO*klHKnox2KnoHKﬂ0*k2| 30

|Kn0 | |Kn0$Kn0 | |Kn0—kHClk17k2 (xflxxgl> NnK

-1 -1 ’
max(kq,ko)<k<min(kq+ko,ng) mklakQ(‘Il TTo )

©€Gy,, z] tzay t estdans Ky, et (k1 , ko)-minimal

Pour obtenir I’expression des coefficients de structure donnée par le Théoreme {.2] il suffit

de remarquer qu’en fixant £3™°, pour obtenir son coefficient on doit sommer sur tous les x tel
que " = x3" ce qui implique que k(z™) = k(z3™). Donc les x qui apparaissent dans la
somme doivent étre dans Gy, ot k > k(x3™°), sinon ™ est différent de 73"°.
Remarque. Pour prouver le Théoreme [3.8] de polynomialité des coefficients de structure de
I’algeébre de Hecke de la paire (Sa,,3,), on a construit une algébre universelle A, qui se
projette sur ’algébre de Hecke de la paire (Sa,, 53,) pour tout n. Cette algebre, comme on a
vu dans la Section était isomorphe a 1’algebre des fonctions symétriques décalées d’ordre
2. On a vu dans la Section [2.4.2] que Ivanov et Kerov ont construit dans [IK99] une algebre
universelle similaire pour prouver la propriété de polynomialité des coefficients de structure
du centre de 1’algebre du groupe symétrique. Une algebre universelle aussi a été construite
par Méliot, voir [M¢ll3], pour montrer une propriété de polynomialité pour les coefficients de
structure du centre de 1’algebre du groupe des matrices inversibles.

Il est possible dans notre cadre général aussi, grace a la Proposition de construire une
"algebre non associative" universelle. Ce qui est remarquable dans notre preuve est qu'on n’a
pas eu besoin de construire une telle algebre pour donner la forme des coefficients de structure.
En fait, on aurait pu faire la méme chose (obtenir la propriété de polynomialité en évitant la
construction d’une algebre universelle) dans le troisieme chapitre. En effet, a partir de I’équation
(3.20) et de la formule (3.14) reliant cf\ s(n) au cardinal de H{;(n), on obtient directement un
résultat sur la dépendance en n des c’;, s(n). En appliquant le morphisme de la Proposition ,
on obtiendrait notre résultat de polynomialité pour les coefficients de structure de 1’algebre de
Hecke de la paire (Sa,, 3,) sans avoir besoin de construire 1’algebre a I’infini. On utilise une
idée similaire dans ce chapitre pour donner la propriété de polynomialité des coefficients de
structure sans la construction d’une algebre universelle.

4.4 Applications et résultats de polynomialité

4.4.1 Les hypotheses du cadre général dans le cas du groupe symétrique

On montre dans cette sous-section que le groupe symétrique S,, vérifie toutes les hypotheses
demandées sur le sous-groupe [, (c’est-a-dire H.1 a H.6; on ne regarde pas H.0 qui dépend
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aussi du groupe G,). Soit 1 < k < n, on définit S* comme étant le groupe symétrique qui agit
sur les n — k derniers éléments de ’ensemble [n]. Explicitement,

St ={zecS,telquex(1) =1, 2(2) =2,--- ,z(k) = k}.

Il est clair que Sfj est isomorphe a S,,_j pour tout 1 < k£ < n et donc H.1 est vérifiée. Pour tout
x € Sy et pour tout y € S,,_x, la composition de x et y est commutative car x et y agissent sur
des ensembles disjoints. Cela veut dire que H.2 est aussi vérifiée. Si1l < k < n, alors S¥, NS,
est 'ensemble des permutations de n + 1 qui fixe 1,2, -+ ,ketn+1,donc S¥ ; NS, = SFet
H.3 est vérifiée. Les trois autres hypotheses sont prouvées dans les lemmes ci-dessous.

Lemme 4.11. (H.4 pour S,,) Soit z € S, alorson a :
S 282 NS, =8hSk.

Démonstration. Le sens D est évident. Pour I’inclusion inverse, prenons h = azb € §,, ot a et
b sont dans S/, | et S | respectivement. Notons a(n + 1) =i eta~'(n + 1) = j, on obtient :

b(z(i)) = h(a™'(i)) = h(n +1) =n+ Leth(j) = b(z(a(j))) = b(z(n + 1)) = b(n + 1).
Alors les décompositions en cycle de a et b sont :
a= 1) (k)(-jn+1lin-) -

et
b= (1) (ko)(--2() n+1 Rh(j)--)-.
Donc h peut s’écrire comme a’zb’ ou :

d= (1) (k)(-ji) o (nt1l)=(n+1 jaesh

et
b= (1) (ko) (- 2(0) h(g)---)--(n+1) =b(h(j) n+1) €S8

Cela termine la preuve de ce lemme. 0

Lemme 4.12. (H.5 pour S,,) Soit z € S,,, alorson a :
k(SLClZSSQ) S |{17 e >k27 2(1)7 e 7Z(k1)}‘ S kl + k2-

Démonstration. 11 nous convient d’utiliser 1’écriture en deux lignes pour les permutations dans
cette preuve. La premiere ligne est constituée des nombres ordonnés de 1 a n et la deuxieme
donne I’image de ces entiers. L’ensemble S*'z contient des éléments de la forme suivante :

1 2 ok k41l - kit k oo-on

Les étoiles sont utilisées pour dire que les images ne sont pas fixées. Explicitement, on a :

Shy={rec S, telque z(i) = z(i) pouri = 1,--- ki }
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et
28" = {x € S, tel que 2(271(i)) = z(i) pouri = 1,---  ky}.

Alors on peut explicitement écrire :

Sk Sk = U {y € S, tel que y(z~*(i)) = (i) pouri = 1,---  ky}.
xGSﬁlz

Notons r la taille de I’ensemble {1, - - - , ko }N{z(1),-- , z(k1)} et supposons que {hy, - - , hg,—r} =
{1, ka} \ {2(1),- -, 2(k1)}. On peut trouver une permutation de la forme

2(1) 2(2) -+ z(k1) hi o0 Ry koo %

dans 8" 2. Comme la multiplication par un élément de S** a droite permet de permuter les
éléments plus grands que k, dans la deuxieme ligne définissant cette permutation, I’ensemble
SM 28k contient donc une permutation de la forme

1 2 -k ki+1 - ki+ke—7r ki+k—r+1 -+ n
X okxk e 3k h1 th_r ]{71+]€2—T—|—1 R

Cette permutation est aussi dans Sk, x,—,. J’ai mis *x pour dire qu’il y a r éléments fixes
(les éléments parmi z(1), z(2),-- - , z(k1) qui ne bougent pas aprés multiplication & droite par
S*2) dans les k; premieres images mais qu’on ne s’intéresse pas a ces positions. 11 suffit de
remarquer maintenant que ki + ko —r = [{1,- -+ , ko, 2(1),- - - , z(k1)}| ce qui termine la preuve
du lemme. ]

Lemme 4.13. Soit z un élément de S,,, alors on a :
Sk NSt ~ S
ol

r(z) = {271 (1),2712), - 27 k), Lo ko
Fy 4+ ke — {271 (1), 27 4(2), L 2 k) O L ko).

Si z est (ky, ky)-minimale, alors r(z) = k(S 28%2) ce qui donne H.6 pour S,,.

Démonstration. Soit a = zbz~! un élément de S,, qui fixe les k, premiers éléments tandis que
b fixe les k; premiers éléments. Alors a fixe encore les éléments 27 (1), -+, 27 (k;) ce qui
prouve I’inclusion C . Dans le sens contraire si x est une permutation de n qui fixe les éléments
de ’ensemble {>7*(1),271(2),--- , 27 (ky),1,--- , ko} alors x est dans S*2 et de plus 2z 'z2
est dans S* ce qui implique que = 2z 'z22 ! estdans 2S* 27! ce qui prouve ce lemme. [
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4.4.2 Les hypotheses du cadre général dans le cas du groupe hyperoctaé-
dral

Ici on montre que le groupe hyperoctaédral B,, vérifie les hypotheses demandées sur le sous-
groupe K, (c’est-a-dire H.1 a H.6; on ne regarde pas H.0 qui dépend encore du groupe G,).
Soit 1 < k < n, I’ensemble B* désigne le sous-groupe hyperoctaédral de S,,, qui agit sur les
2n — 2k derniers éléments de ’ensemble [2n]. Explicitement,

Bt ={z €Sy telquez(1) =1, 2(2) = 2,--- , 2(2k) = 2k}.

Il est clair que B” est isomorphe a B,,_, pour tout 1 < k < n et donc H.1 est vérifiée. Pour
tout z € By et pour tout y € B, i, la composition de x et y est commutative puisque les
deux permutations z et y agissent sur des ensembles disjoints, cela veut dire que H.2 est vé-
rifiée. Si 1 < k£ < n, alors Bﬁ 41 N By, est I'ensemble des permutations de 2n + 2 qui fixent
1,2,---,2k,2n + 1 et 2n + 2, donc BE_, N B, = B et H.3 est vérifiée. Les trois autres
hypotheses demandées sont prouvées dans les lemmes ci-dessous.

Lemme 4.14. (H.4 pour B,,) Soit z € B, ona :
B 2B N B, = B 2Bk,

Démonstration. Le sens D est évident. Pour 1’autre inclusion, si A = azb € B,, ol a et b sont
dans B | et B, alors si on suppose que : a(2n + 2) =i et a(j) = 2n + 2, on obtient :

b(2(i)) = h(a (i) = h(2n +2) = 2n + 2 et h(j) = b(z(a(j))) = b(2(2n + 2)) = b(2n + 2).

Si on désigne par p(i) I’entier ¢ + 1 si ¢ est impair et ¢ — 1 si ¢ est pair alors la décomposition en
produit de cycles de a et b est ainsi :

a= (1) (2k)(-+j 2n+2d-p(f) 2n+1 p(i)--) -,

a=(1)(2k)(--j 2042 i) (- p() 2041 p(i)---)--
et
b= (1) (2ka)(---2(2) 2n+2 h(j)---p(2()) 2n+1 p(z(h(j)))---)--,

b= (1) (2k2)(---2(d) 2n+2 h(j) ) (- p(2(i)) 2n+1 p(z(h(j))) )
Donc, h s’écrit comme a’zb’ ou :
a = (1) (2k)(---G i p(§) p(i)---) - (2n+1)(2n+2) = (2n+1 p(4))(2n42 j)a € By,

ou
a = 1) (2k) (-G i) (- p() p(i)---) - (2n41)(2n 4 2)
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=(2n+1 p(7))(2n+2 jla e By,

et
b= (1) (2k2) (-~ 2(d) h(j)---p(2(i)) p(z(h(§)))---) - (2n+1)(2n +2)
=0(h(j) 2n+2)(p(z((5))) 2n+1) € B2,
O = (1) (2k)(- - 2(0) h(j)---) - (- p(2(0) p(2(h(4)))---)---(2n+1)(2n +2)
=0(h(j) 2n+2)(p(z(h(5))) 2n+1) € B2,
Cela termine la preuve de ce lemme. [

Lemme 4.15. (H.5 pour B,,) Soit z € B,,, alorson a :
) 72k27 Z(].), T 72(2k1)}|

k(BB < b

5 < ky + ks.
Démonstration. La preuve de ce lemme est identique a celle du Lemme [4.12] [
Lemme 4.16. (H.6 pour B,,) Soit z un élément de B,,, on a :
Bt B ~ Brie),
ou
r(z) = {z7'1),z2712), -,z (2k), 1, -, 2Ky}

= 2ki 4+ 2ks — [{z7"(1),2712), -, 2 2k N {L, -, 2k}
Si z est (ky, ko) — minimal, alors r(z) = k(BF12B*2), d’oi H.6 pour B,,.

Démonstration. La preuve de ce lemme est identique a celle du Lemme [4.13] O

4.4.3 Algebre de Hecke de la paire (S,,, 5,)

Comme on vient de le voir, le groupe hypéroctaédral vérifie les hypotheses H.1 a H.6 re-
quises a la Section 4.1.1] Pour pouvoir appliquer notre résultat, il nous reste a vérifier I’hypo-
these H.0 dans le cas de la suite (S, B,,),. En d’autre termes, on doit montrer que pour toute
permutation x de Sy, ona:

Bni1xB,1 N Soyp = BrzB,.

Cela est vrai et une démonstration directe de ce fait semblable a la démonstration de I’hypothese
4 (voir Lemme [{.T4) pour le groupe hyperoctaédral est facile a établir. Une autre maniere de
prouver I’hypothése H.0 pour la suite (S, B,,),, est d’utiliser la description combinatoire des
B,,-doubles-classes. En effet si z € Sy, alors la double-classe B,,z13,, n’est autre que I’ensemble
des permutations de 2n de coset-type égal a ct(x). De méme, la double-classe B, 128,11 (x est
maintenant vue comme une permutation de 2n + 2) est I’ensemble des permutations de 2n + 2
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de coset-type égal a ct(x) U (1) ce qui correspond a 3,218,, quand on prend I’intersection avec
Sop.

Soit A un élément de PP, la double-classe de B3,, dans Ss,, associée a A est, d’apres le
troisieme chapitre, ainsi :

Ky, = {w € Sy, tel que ct(w) = AU (1n—IA|)}_
La taille de K est donnée ainsi :

(2mnl)?
29227 (n — A

Ky, | = (4.6)

On fixe trois partitions propres A, ¢ et p. Soit n un entier suffisamment grand. D’apres le
Théoreme @ le coefficient K, dans le produit Ky K; estde la forme :

(27n!)2 (27n!)?2 n—|\ n—|8
=T 2257 P TG JB > i i e Z Gl _ 4.7)
n (2nn!)2 n—k(pn — k) '
2 ”!zszn—\p\(nqu! lp| <k<|A+|9] 2 (n k)

ce qui est égal a : |
a2 3T agé(k;)zk—lf)'m%w. (4.8)

ZoN%25 (n—k)!

lp|<k<|A|+0]

Cela nous donne le corollaire suivant.

Corollaire 4.17. Soient \ et 6 deux partitions propres. Soit n un entier suffisamment grand et
considérons ’équation suivante :

Ky, Ks = Y 5K, .

T
p partition propre

c”;\é (n)

2nn!

Les coefficients sont des polynémes en n avec coefficients rationnels.

Ce corollaire est le résultat de polynomialité des coefficients de structure de I’algebre
C[B,, \ Sa,/B,] présenté dans le troisieéme chapitre.

Par ailleurs, le Théoreme.2]peut étre utilisé pour trouver les valeurs exactes des coefficients
de structure de 1’algebre de Hecke de la paire (S,,,, B,) mais c’est assez complexe, comme le
montre 1I’exemple suivant.

Exemple 4.18. Soient k1 = ko = 2,21 = (1 2 4 3) et xo = (1 4 2)(3). Soit n un entier

suffisamment grand, alors
> ou=) w=Ke.

Yyi~x1 Yya2~ar2

Comme l'indice k dans la somme du Théoréme doit étre inférieur a ki + ko et plus grand
que ky et ks, k est donc 2, 3 ou bien 4.
Pour k = 2, toutes les permutations de By sont (2, 2)-minimales.
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Pour k = 3, les permutations (2, 2)-minimales sont celles qui appartiennent a Bs et qui envoient
I’ensemble {5,6} sur {1,2} ou bien {3,4}.

Pour k = 4, les permutations (2, 2)-minimales sont celles qui appartiennent a By et qui envoient
Iensemble {1,2,3,4} sur {5,6,7,8}.

Donc, pour k = 2, les permutations v € S, tel que x7'xxy" est (2,2)-minimale sont les

permutations de I’ensemble x1Byxo, qui sont, , (12 )( ), (1)(2 3 4), ,
(1 3 2)(4), , , (14 3)(2).

De la méme fagon, pour k = 3, les permutations © € Sy tel que v vx5" est (2,2)-minimale

26 3541 26 3514 1 6 45 23 1 6 45 3 2

36 25 41 36 25 14 1 546 23 1 546 3 2

253641 253614 4 6 15 2 3 4 6 15 3 2

ont - 3526 41 352614 4516 23 4516 3 2

1526 3 41 526 31 4 516 4 2 3 516 4 3 2

6 2 5 3 41 6 2 5314 546 1 2 3 5461 3 2

536 2 41 536 214 6 1 54 2 3 6 1 5 4 3 2

6 3 52 41 6 3 5214 6 4 51 2 3 6 4 51 3 2

Dans chaque matrice ci-dessus, chaque ligne définie une permutation.

Pour k = 4, les permutations v € S tel que xy 'xxy " est (2,2)-minimale sont celles de coset-
type (2,2) tel que I'image de {1,2,3,4} est {5,6,7,8}.

Les permutations écrites en vert possédent (1?) comme coset-type. Ces permutations donnent
le coefficient de Ky . Pour chacune d’elles |Cliy oy (27 2y ) N K = 1. Donc,

MEq,ko (xflxxgl) |
le coefficient de Ky est, d’apres le Théoreme .2

(2"n!n(n —1))2(2"2(n — 2)!1)2
2nn12nnl2n—2(n — 2)!

= 2"nln(n —1).

Les permutations écrites en bleu possédent (2) comme coset-type. Ces permutations donnent le
coefficient de K (2 . Pour chacune d’elles |Cly, 1, (v7 w25 ") N K, = 1. Donc, le

s mkl’kQ(:rl_lx:rgl)‘
coefficient de Ko est, d’apres le Théoreme[d.2| :

(2"n!n(n —1))2(2"2(n — 2)!)?

o
2nnl2rnln(n — 1)272(n — 2)! "

Toutes les permutations écrites dans les "matrices" ci-dessus possédent (3) comme coset-type.
Les permutations donnent le coefficient de K3 ) - Pour chacune d’elles ]Clkl ks (xl_lxxz_ Hn

\ = 4. Donc, le coefficient de K(g est, d’apres le Théoreme

My ko (931 TT,

(2"n!n(n —1))%(2"2(n — 2)!)?

8.4 =3-2"nl.
2rnl32mnln(n — 1)(n — 2)273(n — 3)!4 "

Les permutations x € Sy de coset-type (2, 2) tel que I'image de {1,2,3,4} est {5,6,7,8} nous
donnent le coefficient K 2y . Pour chacune d’elles, on a |Cly, 1, (xflscx;l)ﬂKmkl k2(x1—1$x2—1)‘ =
64. Donc, le coefficient de K 9y est, d’apres le Théoréme :

(2"n!n(n —1))%(2"2(n — 2)!)?
2rnl2n=Inln(n — 1)(n — 2)(n — 3)274(n — 4)!64
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On en déduit la formule compléte du produit Koy - Koy pour tout n > 4,

K(g) . K(Q) = 2”n'n(n — 1)K@n + 2nn!K(2)n + 2nn'3K@n + QnH!QK@

—n —n _— n

On retrouve les valeurs des coefficients de structure du produit K(3) - K(3) données dans

I’Exemple[3.36

4.4.4 Algebre de doubles-classes de diag(S,, ;) dans S, x S

n

Dans cette section, on considére S,,_; comme étant le sous-groupe S! de S,,. Cela veut dire
que S,,—1 est I’ensemble des permutations de n qui fixent 1. Il faut noter que lorsqu’on a montré
les hypotheses H.1 a H.6 pour le groupe symétrique dans la Section .4.1] on a vu le groupe
S,,_1 comme étant le sous-groupe de S,, des permutations qui fixent n. En voyant S,,_; comme
étant le sous-groupe S! de S,,, les hypotheses H.1 2 H.6 restent valables et leurs preuves sont
les mémes ’a des isomorphismes pres’ que dans la Section4.4.1

L’hypothese H.0 est encore assurée pour la suite (S, x S, diag(S,,—1)). Pour la montrer
il suffit de vérifier que si (z,y) € S, x S etsia,b € S, tel que (axb,b~lya™t) € S, x S
alors il existe a/, b/ € S, tel que (axb,b~'ya~') = (a/zb/,b' 'ya’™"). Cela se prouve d’une
maniere similaire a la preuve du Lemme [4.1T1]

L’algébre de doubles-classes de diag(S,,_1) dans S,, x S, a été étudiée par Brender en
1976, voir [Bre76]. En 2007, Strahov a montré, voir [StrO7, Proposition 2.2.1], que la paire
(S, x S, diag(S,,—1)) est une paire de Gelfand — I’algebre de doubles-classes de diag(S,_1)
dans S,, x S;” est commutative — et il a étudié les fonctions sphériques zonales associées.
Ici on s’intéresse aux coefficients de structure de cette algebre et on établit a la fin de cette
sous-section une propriété de polynomialité.

Deux permutations x et i de S,, sont conjuguées par rapport a S,,_; si x = zyz ' pour un
certain élément z € S, ;. Soit x une permutation de S,, et soit k¥ une permutation de S,_1,
on sait que z et kxk~! possédent le méme type-cyclique, mais de plus si c = (1,ag, - -, aie))
est le cycle de x contenant 1 alors le cycle (1,27 (az) - -+ , 27 (ayc))) de zzz~" contient 1 et il
possede la méme longueur que c. D’un autre c6té si deux permutations de n possedent le méme
type-cyclique et si les cycles contenant 1 dans leur décomposition possedent la méme longueur,
alors il est facile de voir que les deux permutations sont conjugués par rapporta S, 1.

Les classes de conjugaison par rapport a S,,_; sont donc indexées par les paires (i, \) ol ¢
est un entier entre 1 et n et \ est une partition de n — 7. La classe de conjugaison par rapport a
S,,—1 associée a la paire (i, ) est donnée par :

Cpn = {x € S, tel que 1 est dans un cycle c de longueur i et type — cyclique(x \ ¢) = A}.

La taille d’une telle classe de conjugaison est d’apres [StrQ7, page 118] :

(n—1)!
Z\ )

1Cun| =

L’étude des classes de conjugaison par rapport a S,,_; est détaillée dans I’article [JS12a] de
Jackson et Sloss ou les auteurs utilisent les paires (A, 7) ol A est une partition de n contenant
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forcément une part ¢ (ces partitions sont en bijection avec I’ensemble des partitions de n — 7)
pour indexer les classes de conjugaison.
Soit (a,b) un élément de S,, x S.*, et soient x et y deux éléments de S,,_1, alors on a :

(z,27") - (a,b) - (y,y7") = (vay,y~ b ™).

Donc deux éléments (a, b) et (¢, d) de S,, x S, sont dans la méme diag(S,,_)-double-classe
si et seulement si ab et cd sont conjugués par rapporta S,,_1.

L’ensemble de diag(S,,_1)-double-classes est donc aussi indexé par les paires (i, \) ol 7 est
un entier entre 1 et n et A est une partition de n — 7. La double-classe associée a la paire (i, \)
est donnée par :

DCn ={(a,b) € S, x S tel que ab € C; )}

Pour tout a € C{; ) et pour tout z € S,_1, les éléments (az, z~") sont tous différents dans
DC; 5. Alors,on a :

(n—1)12
|IDCi )| = 159n-1]|Chuxn| = o

Soient 7 et j deux entiers entre 1 et n et soient A et § deux partitions de n — 7 et n — j.
Les coefficients de structure c( o ;( &) de I'algebre des doubles-classes Cldiag(S,-1)) \ Sn X
S/ diag(S,,—1))] sont définis par I’équation suivante :

_ (r,0)
DCunDClasy = > eiN)isyPCrrp)-
1<k<n
pFEn—r

On dit qu’une paire (i, \) ol 7 est un entier et \ est une partition est propre si la partition
est propre. Si (i, A) est propre, pour tout entier n > i + [A| la paire (i, A) ~est définie ainsi :

etona

(n—1)1?
DCuy | = D=2
| @nl zy(n —1)!
Si (i, A) et (4, 0) sont deux paires propres, alors d’aprés I’équation précédente, pour tout entier
n > i+ |\, j + |J| on peut écrire :

_ (r:p)
DCipy DCs = D AT (n)DCp) -
e S

donné par le Théoreme 4.3] il existe des entiers rationnels ag’f\’g(j 5)(14:) tous indépendants de
n tel que :
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(n—1)12 (n—1)!2 1 i ] 1 |
(r,p) (n) zk(nfi)!z(;(nfj)!(n 1—i—[ADHn —1 =7 —[d])!

€@ G.9) (n— 1)1 =02

“zp(n—r)!

(m,p)
3 a5 .0 (F)
(n—1—Fk)!

r+|p|<k<min(i+|\|+j+|d],n)
z,(n —1)! 1
oz (m—i— M) (n—i) - (n—7—[d])(n—7)
> Al Gy (R) = k) (n = 7).

r+|p|<k<min(i+|\|+j+]|d],n)

Corollaire 4.19. Soient )\, ) et p trois partitions propres, i, j et r trois entiers et soit n un entier
plus grand que i + |\|, j + |0| et r + |p|, alors le quotient

(r.p)
C; . (n)
(=i = X)) (=g = [3) - (0 =) - S
est un polynome en n de degré inférieur ou égale a i+ |\ + j + [0] —r + 1.

Les coefficients de structure cgf\’; 6 (n) possédent une interprétation combinatoire via des

graphes spéciaux appelés dipdles, voir I’article [JS12b] de Jackson et Sloss pour plus de détails.
Il faut noter que ces deux auteurs donnent, voir [JS12al], un théoréme analogue a celui de Frobe-
nius exprimant ces coefficients de structure en fonction des caracteres (généralisés) du groupe
symétrique.

4.5 Un cadre pour les centres des algebres de groupe

Dans la sous-section|1.3.2] on a montré que le centre d’une algebre d’un groupe fini G peut
étre vu comme étant 1’algebre de doubles-classes de diag(G) dans G x G°PP. Cela nous permet
de donner la version des centres d’algebres de groupe des Théoremes §.2]et|4.3]

On considere une suite (G,,), ou GG, est un groupe pour tout n. D apres 1’ étude faite dans la
Section il faut que la suite (G,, x G, diag(G,,)), vérifie les hypothéses H.0 a H.6 de la
Sectiond.1.T| pour pouvoir appliquer les Théoremes 4.2]et|.3] Comme on a déja mentionné, les
hypotheses H.1 a H.6 ne dépendent que de la suite (diag(G,,)), —c’est-a-dire de la suite (G,,),,—.
Il reste a voir ce que veut dire que H.0 est vérifiée pour (G,, x G, diag(G,,)), pour la suite
(Gy)n. On montre le lemme suivant :

Lemme 4.20. [’hypothése H.O est vérifiée pour (G, x GPP diag(G,,)), si et seulement si la
suite (G.,),, vérifie I’hypothése H .0 suivante :

H.0 Cy(n+1)NG, = Cy(n) pourtout g € G, ot Cy(n) " est la classe de conjugaison de g
dans G,,.

1. On a utilisé jusqu’ici C,; pour désigner la classe de conjugaison de g. On préfere la notation Cyy(n) dans ce
chapitre pour éviter la confusion puisqu’on travaille avec une suite de groupe.
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Démonstration. En effet, si (G,, x G, diag(G,,)),, vérifie H.O et si y = xgz~! est un élément
de Cy(n+1) NG, avec g € G, etz € G4 alors

(Ly) = (@ 2)(Lg)(x,27") € diag(Gry1)(1, g) diag(Gryr) N G x GIIP.

Mais diag(G,+1)(1, g) diag(G,41) NG, x GPP n’est autre que diag(G,,)(1, g) diag(G,,) d’apres
H.0. Cela veut dire qu’il existe 2/ € G,, tel que y = z'gz’~ ' et donc y € Cy(n). Donc si H.0
est vérifiée pour (G,, x G diag(G,,)), alors H'.0 est vérifiée pour (G)n- Réciproquement, si
(Gn)p vérifie H .0 etsi (z,7) € diag(Gni1)(g, f) diag(Gni) avec (z, ), (g, f) dans G, x GoPP
alors il existe t € G,;1 etr € G4 tel que :

(z,y) = (t,t ") (g, [)(r,r™ ") = (tgr,r ' f71).

Donc zy = tgft™' € Cyp(n + 1) NG, ce qui est Cyz(n) d’aprés H.0 (car gf € G,,) donc
(x,y) € diag(G,)(g, f) diag(G,,) ce qui termine la preuve de ce lemme. O

Théoréme 4.21. Soit (G,,),, une suite de groupes finis vérifiant I’hypothése H .0 et les hypo-
theses H.1 a H.6 de la Section Soient f, h et g trois éléments de G, pour un entier n
fixé et soient k1 = k(Cr(ng)), ka2 = k(Ch(no)) et ks = k(Cy(ng)). Le coefficient de structure
¢t n(no) de Cy(no) dans le produit Cy(ng)Cp(no) est donné par la formule suivante :

|Cr () [|Ch(10) |G || Grg—1s|
|Gnol|Cg(n0)]

C?‘,h (10)

1
2 (e Y e YA

max(kq,kg,k3)<k<min(ky+ko,ng),z€Gy,
Flah™! € Gy, erest (ky, ka)-minimal
zhz=1feCqy(ng)

Démonstration. La formule de c% ,(ng) s’obtient a partir du résultat du Théorém dans le
cas particulier de la suite (G,, x G%? diag(G,)), en utilisant les Propositions et
Comme on suppose que les hypothéses H .0 et H.1 2 H.6 sont vérifiées pour la suite (Gp)n alors
la suite (G, x G, diag(Gy,)), Vvérifie les hypotheses H.0 a H.6. Pour retrouver le résultat de

ce théoréme, on applique le Théoreme (4.2|a cette suite pour les éléments (f, 1), (h,1) et (g, 1).
On obtient :

(o1 (no) = IDC (¢ 1) (no)[IDC 4 1) (n0)|| diag(G)ng — 1y |1 diag(G)ng —ky |
(£:1),(h,1) | diag(G)ng ||DC 4,1 (n0)]

1

max(kq ko, kg) <k<min (kg +ka,nq),(x,y)EGL X G, , \diag(G)nokadiag(G)ﬁ%)(f’lwh’lyy)diag(G)ﬁ% N diag(@),, <f71zh71’y)IA
(f~lzn=1, y) € diag(Gy,) etest (ky, ko) — minimal br2
Dc(a:,y)<n0):Dc(g,1)(n0)
La condition (f~'xh™!,y) € diag(G},) équivaut 2 y = ha ! f et nous permet donc de ramener
cette somme sur les éléments de G;,. De plus, la condition DC(, ) (ng) = DCy1y(no) sera

équivaut a zha ! f € Cy(ng). D apres la Proposition|1.11} on a :

(9,1)
¢ (10)

Cg — (f»l)v(hvl)

fih (no) |Gn0|
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En utilisant la Proposition et apres simplification, on obtient :

(o) = |C'1(120) ]| (120)|| G —r || Gyt |
| |Ginol1C(no)]

1
Z |Gn0—kHGfLé —lxh—lGﬁ% N Gmklka(fflxh—l)‘ .

max(kq,kg,k3)<k<min(k1+kg,nqg),z€G,
fflnchf1 € Gy, etest (k1, ko)-minimal
th_lfecg(no)

Cela termine la preuve de ce théoréeme. [

Théoreme 4.22. Soit (G,,), une suite de groupes finis vérifiant I’hypotheése H .0 et les hypo-
théses H.1 a H.6 de la Sectionfd. 1.1} Soient f, h et g trois éléments de G, pour un entier ny fixé
et soient k1 = k(Cr(ny)), k2 = k(Ch(ng)) et ks = k(Cy(no)). Pour tout n > ny, le coefficient
de structure c} ,(n) de C,(n) dans le produit C(n)Cy(n) du centre de I'algebre de groupe G,
s’écrit sous la forme suivante :

C C Gty ||Gr- a¥, (k
C?ch(n>: | f(n)H h(n)H k1|| k’2| Z fvh( >’ (4.9)
, G.lCym) o Gt
3 <k<max(ki1+ka,n)
ou les nombres a?’ ,(k) sont des rationnels positifs indépendants de n.
Démonstration. C’est une conséquence du Théoreme [4.21] O

4.5.1 Le centre de I’algebre du groupe symétrique

On commence par rappeler que les hypotheses H.1 a H.6 sont vérifiées pour les groupes
symétriques. Pour appliquer notre résultat il faut vérifier aussi I’hypothese H'.0 pour la suite
(Z(C[S,]))n- Soit w une permutation de n, la classe de conjugaison C,,(n) de w dans S,, cor-
respond a I’ensemble des permutations de n ayant le méme type-cyclique que w. De méme, en
regardant w comme permutation de n + 1, la classe la classe de conjugaison C,,(n + 1) de w
est I’ensemble des permutations de n + 1 ayant le type-cyclique type-cyclique(w) U (1) ce qui
correspond a C,,(n) quand on prend I’intersection avec S,,. Donc la suite (Z(C[S,,))),, vérifie
bien H .0 et le Théoreme peut étre appliqué dans ce cas.

On rappelle que la famille (Cy )iepp.,, Ol

Cy, = {w € 8, tel que type — cyclique(w) = AU (171,

est une base du centre de I’algebre du groupe symétrique.
D’apres le Corollaire[2.4} la taille de C) est ainsi :

n!
Cy|=—F——+.
Ca] zy - (n— [A!

Soient A et § deux partitions propres. Soit n un entier suffisamment grand, on va appliquer le
Théoreme[d.22]dans le cas du groupe symétrique. Pour une partition propre p fixée, le coefficient
de C, dans le produit C, Cj est, dapres le Théoréme 4.22, donné ainsi :
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n! n! - | . 5’)'
A (=) zé(n—|5\)1(n [AD(n — |6])! p 1

ol Z am(k>ma (4.10)

zp(n=lpl)! |p| <A +]9]
ce qui est égal a :
7 o (= loD) o
2AZ5 Z @55 (k) (n—k)~ *.1D)
[pl<E<|AI+19]
(n—|p|)!

Pour tout |p| < k, le quotient est un polynéme en n avec un degré égal a k — |p|.

(n—k)!

Corollaire 4.23. Soient \ et 0 deux partitions propres. Soit n un entier suffisamment grand et
considérons ’équation :

CAn Cén = Z C§6 (n) an .

p partition propre

Les coefficients de structure c\s(n) sont des polyndmes en n avec des coefficients rationnels
positifs.

Le résultat de polynomialité de Farahat et Higman, présenté dans le Théoreme|2.20)}, est donc
une conséquence directe du Théoreme [4.22]

On montre dans I’exemple suivant qu’il est possible, pour certaines partitions, d’obtenir les
valeurs exactes des coefficients de structure du centre de I’algebre du groupe symétrique en
appliquant le Théoreme [4.21]

Exemple 4.24. Supposons que f et h sont la permutation (1 2) de 2 alors dans ce cas ky =
ko = 2. Pour n suffisamment grand, la classe de conjugaison dans S, associée a f et h est
Cl2,1n-2). Supposons qu’on cherche le coefficient de C'(y2 1n-4y dans le produit C(3 1n—2)-C(g 1n-2).
Dans le Théoréme la valeur de ’indice de sommation k peut étre 2, 3 ou bien 4. Pour
trouver le coefficient de Cy2 1n-ay dans le produit C(p 1n—2y-C(9 102y, il faut chercher d’abord les
permutations de Sy qui sont (2, 2)-minimal. Elles sont celles qui envoient {3,4} a {1,2}.llya
4 telles permutations : (1 3)(2 4), (142 3), (1 324)er(14)(23). L’ ensemble de sommation
du Théoréme dans ce cas est formé des permutations suivantes : (1 4)(2 3), (14 2 3),
(1324) et (13)(24). Pour chaque permutation x d’entre elles, thx ™' f est la permutation
(1 2)(3 4) qui est de type-cyclique (2*) et |S3 f~'ah™'S;NS4| = 4. D’apres le Théoreme4.21]
le coefficient qu’on cherche est égal a :

2(%2)!2(71@2)!(”—2)!(71—2)! ) 1 ,
n gt e

En suivant le méme raisonnement de 1I’Exemple |4.24] on peut retrouver 1’équation suivante
de I’Exemple 2.9

n(n —1)
2
Cette équation peut étre obtenue directement de I’équation du produit A - A(2) donnée

dans [IK99]] en appliquant le morphisme ¢ du Théoreme 7.1 du méme papier.
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4.5.2 Le centre de I’algebre du groupe hyperoctaédral

Les classes de conjugaisons du groupe hyperoctaédral 3, sont indexées par des paires de
partitions (A, 0) tels que |A| + |d| = n, voir [GK78] ou bien [Ste92]. On commence cette sous-
section par détailler ce fait et décrire les classes de conjugaison du groupe hyperoctaédral afin
de définir les coefficients de structure de 1’algebre de ce groupe.

Il nous est utile dans cette sous-section d’utiliser la notation suivante :

z(p(i)) = {x(2i — 1), 2(20)},
pour tout z € Sy, et tout 1 < ¢ < n. En utilisant cette notation, on a :
B, = {x € Sy, tel que pour tout 1 < i < n,ilexiste 1 <j <n:z(p(i)) =p(j)}

Sia € p(i), on désigne par @ 1’élément de I’ensemble p(i) \ {a}. Donc on a, @ = a pour tout
a=1,---2n.

La décomposition d’une permutation de ,, en cycles disjoints possede une forme remar-
quable. Elle contient deux sortes de cycle. Supposons que w est une permutation de 3,, et pre-
nons un cycle C de cette décomposition, C peut s’écrire ainsi :

C= (ala U 7al(C))a

ou [(C) est la longueur du cycle C. On peut distinguer deux cas :

1. premier cas : a; apparait dans le cycle C, par exemple a; = a;. Comme w € B, et
w(a1) = ag, onaw(a;) = az = w(a;). De méme comme w(a;_1) = a7, on aw(a;_;) =
a; ce qui veut dire que a;¢cy = a;_;. Donc,

C = (a17"'aj—17a_17"' 7aj—1)

et [(C) = 2(j — 1) est paire. On va noter un tel cycle par (O, O).

2. deuxiéme cas : a; n’apparait pas dans le cycle C. Alors prenons le cycle C' qui contient
a;. Comme w(a;) = ag etw € B, on aw(a;) = ay et ainsi de suite. Cela veut dire que
le cycle C’ est de la forme suivante,

C/ = (a_la&_% e 7al(C))

et que C et C' apparaissent dans la décomposition de w. On va maintenant noter C au lieu
de C'.

Supposons maintenant que la décomposition d’une permutation w de B, est ainsi,
w = C1CCCs - - CrCr(OF, OV (0%, D2) - - - (O, OV).

Soit A la partition dont les parts sont les longueurs des cycles C;, ¢ = 1,--- , k et J la partition
dont les parts sont les longueurs des O7, j = 1,--- ,1. On a, |\| + |6| = n. Le type de w est
défini comme étant la paire des partitions (A, J).
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Proposition 4.25. Deux permutations de B,, sont dans la méme classe de conjugaison si et
seulement si elles possedent le méme type.

Démonstration. Voir la section 2 dans [Ste92]]. O

Remarque. Deux permutations de 53,, peuvent avoir le méme type-cyclique — c’est a dire étre
dans la méme classe de conjugaison dans S,,, — sans étre dans la méme classe de conjugaison
dans B,,. Par exemple, les permutations w = (12)(34)(56) et ) = (13)(24)(56) de B possedent
le méme type-cyclique (2%) mais elles ne sont pas dans la méme classe de conjugaison dans B3
car w est de type (0, (1*)) tandis que le type de ¢ est ((2), 1).

Corollaire 4.26. Soitw € B,, et supposons que type(w) = (A, 9), |A| + |0| = n. Alors,
C. = {0 € B, tel que type(0) = (\,9)}.

Cela montre que les classes de conjugaison du groupe hyperoctaédral sont indexées par des
paires de partition (A, 0) tel que |A\|+|d| = n et que pour une telle paire, sa classe de conjugaison
associée est :

Hins) = {0 € B, tel que type(0) = (A, 6)}.

Soit w une permutation de B,, de type (), 0), la taille de H» 5 est :

_ |Bul

Hosl = ERE

ou S, = {0 € B, tel que bwb~! = w}. la taille de S, est :

S0l = TT@O)™ N ma(M [ (20)™ O m;(6)! = 2"V 23219z,

i>1 i1
Proposition 4.27. Soit (), 0) une paire de partition tel que |\| + |6| = n, alors :

2"n!
|H(>\,5)| = PNHE@) 2, 25
On dit qu’une paire de partitions (), ) est propre si et seulement si la partition A est propre.
Pour une paire propre de partitions (), ) et pour tout entier n > |\| + ||, on définit (X, )"
comme la paire de partitions suivante dont la somme des tailles est n :

(A0 = (AU (1R g).

Cela définit une bijection entre I’ensemble des paires propres de partition de taille inférieure ou
égale a n et I’ensemble des paires de partition de taille n.
Il n’est pas difficile de vérifier que :

| = 2"n! M| n!
R N e e e F YRR
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Soient (A, d) et (3, ) deux paires propres de partition. Pour tout entier n > |\|+|4|, | 3]+|v],

il existe des constantes CE%; (8.(1) telles que :

_ (psv)
Hooy Higyym = Z C(i,a)(,ﬁ,y)(”)}[(p,u)?”'

(p,v)proper

lpl+lv|<n
On a déja montré que les groupes hyperoctaédraux vérifient les hypotheses H.1 a H.6. Pour
appliquer le Théoreme [4.22] dans le cas du centre de 1’algebre du groupe hyperoctaédral, il
nous reste a vérifier I’hypothese H .0 pour la suite (Z(C[B,])),. Cela se fait d’une fagon si-
milaire a la preuve de cette hypotheése dans le cas de la suite (Z(C[S,])),. Considérons une
permutation w de B,,. La classe de conjugaison de w dans B, est ’ensemble des permutations
de B,, ayant le méme type, disons (A\(w),d(w)), que w. De méme, la classe de conjugaison de
w, vue comme une permutation de 5,1, dans B,,;; est I’ensemble des permutations de B,
ayant (A(w) U (1),0(w)) comme type, ce qui est la classe de conjugaison de w dans B,, quand
on I'intersecte avec 3,,+1. Donc, d’apres le Théoreme [@.22] il existe des nombres rationnels

(335 (k) indépendants de n tel que :

nllH(A,é)u”_l)‘l_“ﬂ n!‘?‘[([g’ )‘2n—|,8|—\—y\ | |
(o) () = (=PI b (2~ 1AL = 10D = |6] = [7])!
: _

Crn0) (B, n -
)(8:7) 20! [ H (o 0) | e oD T
(o) 1
Z a(k,&)(ﬁq)(k)m’

|pl+|v|<k<min(|A|+[6]+[5]+v].n)

pour des paires propres (\, d), (5,7), (p, v) et pour tout entier n > |A| + [4], | 5] + |7, |p| + |v].
Apres simplification, cela peut s’écrire ainsi,

0D () = Hoo (o] + V)
(0E) H o [+ 10DBI + 1])!
Z a(ﬂ,u) (k)(n—k—l—l)---(n—\p\—M)
(A)(8.7) QBB+ '

lpl+ | <k <min(|A|+|6]+|8]+|];n)

Corollaire 4.28. Soient ()\,0), (5,7) et (p, v) trois paires propres de partitions, alors pour tout

n > |+ 10|, |B] + ||, |pl + |v|, le coefficient de structure CE/;\:,;;(B,W) (n) du centre de I’algébre

du groupe hyperoctaédral est un polynéome en n avec des coefficients positifs et on a :

deg(ci5) 5., () < A+ 18] + 18] + |7 — [o] = Iv].

4.6 Directions de recherche future

On présente dans cette section plusieurs algebres intéressantes. Pour certaines d’entre elles
un résultat de polynomialité pour les coefficients de structure existe, pour d’autres non. Le
probléme principal est que notre cadre général, dans son état actuel, ne peut pas étre appliqué
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pour la plupart d’entre elles. Une direction de recherche intéressante consiste a essayer d’alléger
les hypotheses demandées dans notre cadre afin d’inclure le plus grand nombre d’elles, tout en
gardant possible d’avoir un théoreme pour la propriété de polynomialité. Le lecteur peut voir
aussi Iarticle [StrO7]] de Strahov ol I’auteur donne aussi une liste d’algebre de doubles-classes
intéressante déja étudiée ol une propriété de polynomialité pour les coefficients de structure
serait un résultat intéressant.

4.6.1 Le centre de I’algebre du groupe des matrices inversibles a éléments
dans un corps fini

On présente dans cette sous-section le travail de Méliot dans [M¢El13]] autour des coefficients
de structure du centre de I’algebre du groupe GL,,(F,), ou GL,(F,) est le groupe des matrices
inversibles de taille n x n a coefficients dans le corps fini I, a ¢ éléments. On utilise les mémes
notations que Méliot.

Le centre de GL,(IF,) est engendré par I’ensemble des classes C};, indexées par les poly-
partitions de taille n sur le corps fini IF,. Une polypartition i = {u(Py), -, pu(Py)} de taille
n sur le corps fini I, est une famille de partitions indexées par les polyndmes unitaires (a une
variable) irréductibles sur IF, sauf X, telle que :

il =Y deg(P) | u(P) |

La taille de GL,(F,) est (¢" — 1)(¢" — q) - -+ (¢" — ¢"'). Comme présenté dans [MEI13,
section 1.2], pour une polypartition fixée [ de taille n sur le corps fini [F, la taille de sa classe
correspondante C’[L est:

("= 1)(@"—q)--- (" —q"")

Cil = s —d B ,
8 gl 2o() Hz‘:1 sz1(q degP‘)mk(u(Pi))

4.12)

T r o Wu(P))
b(i) = (deg P)b(u(P)) = > (deg P)(j — ) (u(P));,
i=1 =1 j=1
() = (x;2),, est le symbole de Pochhammer (1 — z)(1 — z2)--- (1 — 2™) et my(p) est le
nombre de parts k& d’une partition p.

Définition 4.29. Une polypartition [i est dite propre si la partition (X — 1) est propre.

L’ensemble des polypartitions de n est en bijection avec I’ensemble des polypartitions
propres de taille inférieure ou égale a n. On indexe la base de GL,(F,) par les polyparti-
tions propres pour mieux présenter la propriété de polynomialité des coefficients de structure
de Z(C[GL,(F,)]).

Pour une polypartition propre /i de taille £ inférieure a n, on associe a ji une polypartition
de n notée ji™. La partition (X — 1) = u(X — 1) U (1"*) tandis que les autres partitions
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de '™ associées aux autres polyndmes irréductibles sont les mémes que dans /i. I1 n’est pas
difficile de vérifier que :

A" = deg(P)|p |—Zdeg P)|+ (n—k)=n,
=1

et
r Z/J'Tn(Pz
(') = 2 Y (deg P)(j — )(p™(P);
i=1  j=1

(X —1))+n—|f
= () +2 Y G-l
G=l(X—1)+1
= 2b(j1) + (n — |il) (n — || + 20(u(X = 1)) = 1).

Dong, si [i est une polypartition de taille inférieure a n, on obtient :

(" =D =@ ("= q¢")

|Ctn]
2 (i) (ol 20 ) e [is1 (a4 ), (upi) (4
. GLA(F,)
|G Ly (Fq”q(n—\ﬂ\) (n—|ﬂ|+2l(u(X—1))) (¢ Vs
_ o L)

L (Bl ) B0 jar, )
La derniere égalité vient du fait que :

Sy [GLa(E)|
(¢ )= T

Le théoreme suivant est le Théoreme 3.7 dans [M¢él13] autour de la polynomialité des coef-
ficients de structure de Z(GL,,(F,)). Notre présentation est un peu différente de celle de Méliot
puisqu’on utilise les polypartitions propres pour étre cohérent avec les autres résultats de poly-
nomialité des coefficients de structure déja présentés.

Théoreme 4.30 (M¢éliot). Soit q fixé et soient A b deux polypartitions propres. Soit n un entier
suffisamment grand et considérons I’équation suivante :

CstnCitn = > &in)Can. (4.13)

p polypartition propre
Alors les coefficients cf{ S(H) sont des polynémes en q" avec des coefficients rationnels.
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Exemple 4.31. Soit a un élément de ), et considérons son inverse a~t. Soit 5\a (resp. Safl )
la polypartition dont la partition associée au polynome X — a (resp. X — a™!) est (1) et la
partition vide est associée a tous les autres polynomes irréductibles. Il est clair que 5\,1 et 51171
sont des polypartitions propres si a est différent de 1. Soit n un entier suffisamment grand et
notons par 0 la polypartition propre qui associe a tous les polynéomes irréductibles la partition
vide. On s’intéresse au coefficient de C@M dans le produit C sin C stn - La matrice identité de taille
n, 1, est le seul élément de C@nm tandis que les éléments de C 5\?; (resp. C st ) sont les matrices

conjuguées a I, , 1 (resp. I,—1,,_1) ot :

a 0 0 -+ 0 at 0 0 0
01 0 0 0 1 0 0
Iopnot = 0 (resp.l,-1, 1 = 0 - )
0 0 0 o 0 - 0
00 1 0 0 - 1

Soit A une matrice conjuguée a 1, ,_1, disons A = MI,W_lj\/[‘1 pour une matrice M €
GL,(F,), alors B= MI,-1, M~ est conjuguée a I,-1,,_, et AB = I,,. Cela montre que le
coefficient qu’on cherche est égale a la taille de la classe de conjugaison de I, ,,_ qui est :

ne1q" =1 1
¢—1  qlg—1)
Malheureusement, notre cadre général n’est pas applicable dans le cas du centre de I’algebre

de GL,(F,). En fait, GL,(F,) ne vérifie pas ’hypothése 5 de la Section pour appliquer
nos théoremes. Voila, un contre-exemple explicite :

((¢")? —q").

Contre-exemple 4.32. [a H.5 dans le cas de GL,,(F,)] Pour ky = 2 et ky = 1, la matrice 5 x 5
suivante :

11100
10000
01001
00100
00010

ne peut pas étre transformée en une matrice de la forme

* *x x 0 0
* x % 0 0
* x x 0 0
00 0T10O0
00 001

en faisant des opérations élémentaires sur les 3 derniéres colonnes et les lignes de 2 jus-
qu’a 5. Ces opérations élémentaires correspondent a regarder la classe a gauche (droite) pour
GLs(F,)* (GL5(F,)*) oit GL,,(F,)* est le sous-groupe de GL,,(F,) des matrices de la forme :
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I, 0
x ok *
L

Remarque. Puisqu’on présente ici le premier cas d’algebre intéressante pour laquelle notre
cadre général ne peut pas s’appliquer, il serait bien de clarifier le point suivant. Le lecteur
aurait du remarquer dans le Contre-exemple a ’hypothese H.5 dans le cas de GL,(F,)
qu’on teste "un seul" sous-groupe qu’on note G L, (FF,)* pour lequel I’hypothése H.5 n’est pas
vérifiée. Par ailleurs, ce qu’on demande pour appliquer notre cadre général est "I’existence",
pour tout &, d’un sous-groupe K* qui vérifie les hypothéses H.0 2 H.6 demandées. Comme on
n’a pas testé tous les sous-groupes possibles de G'L,, (I, ), on ne peut pas dire "directement” que
notre cadre général ne s’applique pas dans ce cas. Ce qui nous rend presque-siir que notre cadre
ne s’applique pas dans le cas de G L, (FF,) est le fait que les sous-groupes G'L,,(F,)* qu’on teste
sont naturels dans ce cas et ils ressemblent aux sous-groupes S* et B (qui étaient des bons
choix) dans le cas des groupes symétriques et hyperoctaédraux.

On va utiliser la méme logique dans les prochaines cas d’algebres ol notre cadre général ne
s’applique pas. Quand on donnera un contre-exemple, cela veut dire que les sous-groupes qu’on
a choisi a tester dans ce cas sont les plus naturels a regarder.

I1 faut noter que I’hypothese H.5 de la Section4.1.T|est d’une importance cruciale dans notre
raisonnement. Elle nous permet d’avoir un représentant de la classe K* 2z K" dans K}, 4, et
elle permet que I’indice k£ dans la somme des théoréemes qu’on donne soit borné par un entier
qui ne dépend pas de n, ce qui est crucial pour obtenir des polyndmes.

Puisqu’on ne peut pas appliquer les Théoremes et|4.3]dans le cas du centre de 1’algebre
GL,(F,), il est donc naturel de poser la question suivante :

Question 4.33. Est-il possible de modifier les hypotheses de notre cadre général, tout en gar-
dant la possibilité de donner des théorémes similaires aux Théoreme [{.2] et Théoreme afin
d’inclure le cas du centre de I’algébre de GL,,(F,) dans nos applications ?

4.6.2 Super-classes et doubles-classes

La théorie des super-caracteres et des super-classes des algebres de groupe (voir la défi-
nition ci-dessous) est détaillée dans 1’article [[DIO8|] de Diaconis et Isaacs. Par définition, les
super-classes sont des unions de classes de conjugaisons. Dans cette section, on montre que,
les super-classes d’un groupe fini G (de la forme 1 + J, ou J est une algebre nilpotente) sont
en bijection avec les doubles-classes d’une paire de groupes particuliers. On discutera dans la
section suivante le cas ou G est le groupe des matrices uni-triangulaires.

Soit J une algebre nilpotente ? associative et de dimension finie sur un corps fini. On consi-
dere I’ensemble G = 1 + J (somme formelle) des éléments qui s’écrivent de la forme 1 + =

2. Une algebre A est nilpotente s’il existe un entier n tel que 2™ = 0 pour tout x € A
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avec x € J. L’ensemble G est un groupe pour le produit défini ainsi :
1I+2)(1+y)=14+2+y+ay,

pour tout z,y € J. Le groupe produit H = G x G agit sur J par :

(u,v) - & = uzv™ ",
oux € Jet(u,v) € G x G. Une super-classe de G est une orbite pour cette action, ¢’est-a-dire
un ensemble de la forme 1 + (G, G) - x, pour un certain x € J, ou :

1+ (G,G) -z = {1 +urv'; u,v € G}.

On considere le produit semi-direct de groupes (G' x G) et J noté par (G x G) x J. Comme
ensemble, (G x G) x J est '’ensemble des éléments de la forme ((u,v),x), ot u,v € G et
x € J. Le produit dans (G x G) x J est défini ainsi :

(u,v),z) - (v, 0'),2") = ((ud,00"), 2 + uz’v™1),

pour tous éléments ((u,v), x), ((v,v"),2") € (G x G) x J. Lensemble des éléments de la forme
((u,v),0) est un sous-groupe de (G x G) x J isomorphe a G X GG. Pour deux éléments (g1, g2)
et (g1, g5) de G x G, et pour n’importe quel élément ((u,v),z) de (G x G) x J,ona:

(g1, 92) - ((w,v),2)- (g1, g5) == ((91,92),0)- ((u,v),2)- (91, 95), 0) = ((91ug1, g2v95), 1295 ).

I y a une bijection entre les super-classes de GG et les double-classes de G x G dans (G X G) x J.
Pour un élément = € J, tous les éléments de la forme ((u,v),z) € (G x G) x J sont dans la
méme G x G double-classe dans (G x GG) x J qui est I'image de la super-classe de z par cette
bijection. Explicitement, la fonction ¢ définie ainsi :

(DR SC(Q) — GxG\(GxG)x J/IGxG
1+ (G, G) -z (G x G) x G2G ’

ou SC(G) estI’ensemble des super-classes de G est une bijection. Dans la suite, pour un élément
x € J, on note par SC(x) (resp. DC(x)) la super-classe (resp. double-classe) de G (resp. G X G
dans (G' x G) x J) associée a x. Par linéarité, 1) peut étre étendue sur 1’algebre des super-
classes de G. Pour avoir un morphisme d’algebres, il faut considérer & Autrement dit, on a

la proposition suivante.

Proposition 4.34. La fonction ﬁd} : C[SC(G)] — C[G x G\ (G x G) x J/G x G| définie
sur les éléments de base par :

1 1

1
(S8C(x)) = GE

)(SC(x)) = GE

est un morphisme d’algebres.
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Démonstration. On va montrer que #1? est compatible avec les produits. On va montrer que

1 1 1
W@/}(SC(x)SC(y)) = W@ZJ(SC@))W@/J(SC(@;)), pour tout z,y € J. (4.14)
Soient x,y et z trois éléments fixés de J, on note par s, (resp. dz,) le coefficient de SC(z)
(resp. DC(z)) dans I’expansion du produit SC(z)SC(y) (resp. DC(x)DC(y)). Montrer 1’équa-
tion (#.14) revient a montrer que dZ, = |G/|*s;,. En utilisant la Proposition on peut écrire :

sz, = H{(a,b,c,d) € G* tel que azb + cyd + axbeyd = 2} =: |A; |,

et,
< 6

= |G*{(a,b,c,d") € G* tel que axb + c'yd = z}|.

Si on définit B, comme étant I’ensemble suivant :
z . roq 4 T
B;, = {(a,b,c,d) € G" tel que axb + c'yd" = z},

alors I’application définie sur A7 a valeur dans B, qui pour un élément (a, b, c,d) renvoie
(a,b,c(1 + axb),d) est une bijection dont I’inverse est I’application

(a,b,c,d) — (a,b,c(1 + axb)™, d).
Cela veut dire que d;, = |G 25;y et que ﬁw est bien un morphisme. [

Dans I’annexe B du papier [DIOS], Diaconis et Isaacs présentent le lien entre les super-
caracteres de G et les fonctions sphériques zonales de la paire (G x G) x J,G x G). Dans
cette section, on a présenté explicitement le lien entre les super-classes de G et les doubles-
classes de la paire (G x G) x J,G x G). 1l est probablement possible de passer de 1'un a
I’autre de ces résultats en utilisant la Proposition de cette these et un résultat équivalent
pour les super-caracteres (si un tel résultat existe). Mais j’ai préféré présenté ici une preuve
directe et auto-contenue de 1’équivalence entre algebre des super-classes de GG et algebre des
double-classes de la paire (G x G) X J,G x G).

4.6.3 Les super-classes des matrices uni-triangulaires

La théorie des super-caracteres et des super-classes de 1’algebre du groupe des matrices
uni-triangulaires est en relation avec la théorie des fonctions symétriques sur des variables non-
commutatives, voir [And13]. On commence cette section par la définition des super-classes du
groupe uni-triangulaire et on expliquera cette relation a la fin de cette section apres avoir donné
tout ce qu’il nous faut pour la présenter.

Soit K un corps fini d’ordre ¢q. Pour tout n € N, on note par U,, le groupe des matrices
uni-triangulaires supérieures a coefficients dans K. Si on note par u,, la K-algebre des matrices
triangulaires strictement supérieures a coefficients dans K, alors on a, U,, = I,, + u,, ou [,, est
la matrice identité de taille n.
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Soit n un entier positif, on définit [[n]] := {(i,j) : 1 < ¢ < j < n}. Une partition
d’ensemble 7 de n, écrite 1 = By/By/ - -+ /By, est une famille d’ensembles non-vides B; tel
que By UByU-- - B; = [n]. Les B; sont appelés blocs de 7 et /() est le nombre [ de ces blocs.
Il faut noter qu’on ne s’intéresse pas a I’ordre des blocs définissant une partition d’ensemble.
Par exemple :

oc=125/3/489 10/6 7,

est une partition d’ensemble de 10 et I[(0) = 4. On note par SP,, ’ensemble des partitions
d’ensemble de n.

Par convention, on met toujours les éléments d’un bloc B en ordre croissant, et pour un bloc
B = byby - - - by, on associe un ensemble d’arcs, noté D(B),

D(B> = {(bh b2)7 (b27 b3)7 T (bk—h bk)}

L’ensemble des arcs d’une partition d’ensemble 7, noté D(7) est I'union disjointe des en-
sembles des arcs des blocs de 7. Par exemple :

D(U) = {(1 2)7(2 5)7(4 8)7<8 9)?(9 1())’(6 7)}

Il est clair que pour une partition d’ensemble 7 de n, D(7) C [[n]]. L’inverse n’est pas vrai.
Cela veut dire qu’il existe des sous-ensembles de [[n]] qui ne correspondent & aucune partition
d’ensemble de n. Par exemple, D = {(1,2), (1,3)} C [[3]] ne peut pas &tre I’ensemble des arcs
d’aucune partition d’ensemble de 3.

Pour une partition d’ensemble 7 de n, on peut associer une n X m-matrice, noté M (),
triangulaire supérieure dont les entrées sont les entiers 0 et 1. La matrice M () est codée par
les éléments de D(). L'entrée m;; est 1 sil’arc (i, j) est un élément de D(m) et O sinon.

Soit K* = K\ {0}, une partition d’ensemble de n K*-colorée est une paire (7, ¢), ol
7 est une partition de n et ¢ : D(w) — K* est une application. On va écrire (7, ¢) =
(a1, 1), (ag, ), -+, (a,, ), ot D(m) = {aj,as, - ,a.} et a; = ¢(a;), 1 <1 < r. Pour
une partition d’ensemble de n K*-colorée on peut associer une n X n-matrice triangulaire su-
périeure, noté M (m, ¢), avec des entrées dans K*. La matrice M (7, ¢) posseéde la méme forme
que M () avec 'entrée a(i, j) (au lieu de 1) si I’arc (7, j) est dans I’ensemble D(7).

Soit 7 une partition d’ensemble de k et soit n un entier plus grand que k. On peut obtenir
d’une fagon naturelle une partition d’ensemble de n a partir de 7 en ajoutant les n — k blocs
k+1/k+2/---/nam. Onnote cette partition par 7™ :

o i=r/k+1/k+2/---/n.

En terme de matrices, M (7™) est la n x n-matrice triangulaire supérieure obtenue de M (1) en
ajoutant n — k 0-colonnes et 0-lignes a M (7).

On dit qu’une partition d’ensemble 7 de n est propre si n n’est pas seul dans son bloc de 7.
Par exemple, la partition d’ensemble 156/237/4 de 7 est propre mais pas 156/7/234. On note
par PSP,, I'ensemble des partitions d’ensembles propres de n. Il y a une bijection naturelle
entre SP,, et ’ensemble PSP,

PSP« = | | PSP

1<k<n
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Les super-classes du groupe uni-triangulaire sont indexées par les partitions d’ensemble,
K*-colorées ,voir [And13] pour plus de détails sur la théorie des super-caracteres et super-
classes du groupe uni-triangulaire. Pour tout élément (7, ¢) de SP,(K), I’ensemble des parti-
tions d’ensemble K*-colorées de n, on note par O, 4 la U,,-double classe U, M (7, ¢)U,, et par
Kr.s = I, + Or 4 la super-classe de U, associée a (7, ¢).

Soient (7, ¢) et (0,1) deux partitions d’ensembles de k; et ky respectivement, K-colorées
et propres et soit n un entier plus grand que k; et ky. Alorson a :

0
KroMKopm) = > d2%) . (0)K,an). (4.15)
(p.0)EPSP <,
Question 4.35. Est-il possible de donner une propriété de polynomialité en q" pour les coeffi-
cients dgf;),(g,zp)(”) ?

Comme dans le cas de GL,,(F,), H.5 n’est pas vérifiée pour U,, et donc probablement non
plus?® pour U,, x U, (car k((U,, x U,)* (z,y) (U, x U,)*?) = max(k(UFzUk*?) k(U yU*2)).
I1 serait donc intéressant de reposer la Question .33 afin d’inclure ce nouveau cas dans notre
cadre général.

L’ étude des super-classes du groupe des matrices uni-triangulaires est en relation avec celle
des fonctions symétriques sur des variables non-commutatives. En effet, I’espace vectoriel

SC = EHSC,,

ou SC,, est I’espace vectoriel engendré par les super-caracteres du groupe uni-triangulaire U,
est isomorphe en tant qu’algebre de Hopf a I’algebre des fonctions symétriques en des variables
non-commutatives notée NCSym, voir [And13| Section 4.4]. Les fonctions symétriques sur des
variables non-commutatives ont été étudiées par Wolf dans [Wol36].

L’algebre NCSym introduite par Rosas et Sagan dans [RS06] peut étre vue comme une
extension de 1’algebre des fonctions symétriques A définie dans le deuxieme chapitre. Elle
possede plusieurs familles de base indexées par les partitions d’ensemble similaires a celles des
fonctions puissances, monomiales, élémentaires, etc. Pour illustrer, on prend par exemple les
fonctions monomiales. Si 7 € SP,,, un mondme de forme 7 en des variables non-commutatives
est un produit z;, z;, - - - x;, oU %, = iz si et seulement si 7 et s sont dans un méme bloc de 7.
Par exemple x1xox179 est un mondme de forme 1 3/2 4 en des variables non-commutatives.
Si 7 est une partition d’ensemble, la fonction symétrique monomiale sur des variables non-
commutatives m, est définie comme étant la somme de tous les monomes de forme 7 en des
variables non-commutatives. Par exemple,

My 3/24 = 1227122 + XoT1 XX + T1T3X1T3 + T3X1T3T1 + ToX3ToXs + -« - .

La famille (m,) indexée par les partitions d’ensemble forme une base pour NCSym . Pour plus
de détails sur cette algebre, le lecteur peut voir [Wol36l], [RS06], [GSO1] et [And13]].

3. On suppose, pour arriver a cette conclusion, que les sous-groupes (U,, x U,)* qu’on cherche s’écrivent
(Un)* x (U,)*, ce qui nous parait raisonnable dans ce cas. Mais rien ne prouve qu’on ne peut pas trouver de
sous-groupes de U,, x U,, qui ne soient pas des produits cartésiens de sous-groupe de U,, avec eux-méme et pour
laquelle I’hypothese H.5 marche
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4.6.4 Généralisation de I’algebre de Hecke de la paire (S,,, 5,)

Soient n et k deux entiers naturels positifs. On considere le groupe symétrique Sy,,. On note
par By, I’ensemble suivant :

Bf = {0 € S, tel que pour tout 1 < 7 < nilexiste 1 <7 < n:o(pp(r)) = pe(r)},

oupr(i) = {(i — 1)k +1,.....ik}. L'ensemble B est un sous-groupe de Sy, pour tout n et k.
Avec ces notations, la paire (Sa,, B,,) n’est autre que la paire (Sa,, B2,).

Question 4.36. Comment définir le "type’ d’une permutation o de Sy, de sorte que deux permu-
tations soient dans la méme double-classe By oBE  si et seulement si elles possédent le méme

‘type’ que o ?
Question 4.37. L’algébre de doubles-classes de By, dans Sy, est-elle commutative ?

Question 4.38. L’algebre de doubles-classes de BE, dans Sy, entre-t-elle dans notre cadre
général ? Autrement-dit, est-il possible de donner une propriété de polynomialité pour les coef-
ficients de structure de cette algébre en utilisant le Théoreme |4.5|?

Si la réponse a la Question [4.38]est positive, une question subsidiaire est la suivante :

Question 4.39. L’algebre des éléments partiels est-elle associative dans ce cas ? Si elle ne
I’est pas, est-il possible de construire une algebre similaire qui joue le méme role et qui soit
associative ? En plus, existe-il une relation entre cette algébre et les algebres des fonctions
symétriques ?

Dans le cas contraire, c’est-a-dire si la réponse a la la Question [4.3§] est négative, cela
souleve la question suivante :

Question 4.40. Peut-on adapter la démarche du troisieme chapitre pour établir un résultat de
polynomialité ?

Un sous-groupe intéressant de B est celui des permutations de nk colorées avec k cou-
leurs. Ce groupe posseéde plusieurs définitions équivalentes, voir [BGO6]. Ici on utilise une dé-
finition plus cohérente avec notre travail et nos notations et on le note par C¥ .

Pour tout 1 < 4 < n, on note par cf le cycle de longueur k suivant :

= (i —Dk+1,--- k).

On dit qu’une permutation w de nk est k-colorée si w envoie chaque cycle cF sur un autre cycle
de la méme forme. Par exemple :

(1 23 4 5 6 789 10 11 12 c o
- \6 4 5 11 12 10 8 9 7 1 2 3 12>
mais
, (123 4 5 6 78 9 10 11 12
~\6 5 4 11 12 10 8 9 7 1 2 3)°
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est dans B3, mais pas dans C}, car les images de 1, 2 et 3 ne sont pas bien (cycliquement)
ordonnées. Le groupe Cf est I’ensemble des permutations k-colorées de nk,

Cr :={we Sy telquepourtout 1 <i < nilexiste ] <7 <n:w(ch)=ch 1<i,7 <n}.

7

Il sera aussi intéressant de répondre aux questions [4.36] [4.37] [4.38] [4.39] et .40 en rempla-
cant By, par Cf, .

4.6.5 L’algebre de Iwahori-Hecke et son centre

L’algebre de Iwahori-Hecke, notée #,, , est une algebre sur C(gq) généralisant I’algebre du
groupe symétrique. Quand ¢ = 1, cette algébre est I’algébre du groupe symétrique C[S,,].
D’apres un résultat de Iwahori, voir [Iwa64], quand g est une puissance d’un nombre premier
cette algebre est isomorphe a 1’algebre des doubles-classes du groupe des matrices triangulaires
supérieures dans G'L,(F,). Ce résultat se trouve aussi dans [GP00, Section 8.4].

Les éléments de Geck-Rouquier définis dans [GR97] forment une base pour le centre Z(H,, ;)
de I’algebre d’Iwahori-Hecke. Ils sont indexés par les partitions de n et notés souvent par I'y ,.
Dans [Fra99], Francis donne une caractérisation pour ces €léments. Les éléments I'y ,, de Geck-
Rouquier deviennet des classes de conjugaison lorsque ¢ = 1.

Une propriété de polynomialité pour les coefficients de structure afs(n) du centre de 1’al-
gebre d’Iwahori-Hecke définis par 1’équation suivante :

Danlon =Y ahs(m)Tpn (4.16)

|pI<IAI+16]

a été conjecturée par Francis et Wang dans [FWQ9]. Dans [M¢El10], Méliot montre ce résultat.

L’auteur n’a pas pu trouver un résultat dans la littérature qui décrit le centre de I’algebre
de Iwahori-Hecke H,, , (et non I’algebre H,, , elle-méme) comme étant une algebre de doubles-
classes pour essayer de voir si le résultat de polynomialité donné par Méliot pour ces coefficients
de structure peut étre inclus dans le cadre général présenté dans ce chapitre.

Question 4.41. Le centre de I’algebre de Iwahori-Hecke est-elle une algébre de doubles-classes ?
Si oui, est-ce qu’elle entre dans notre cadre général ? (c’est-a-dire : peut-on retrouver le résultat
de polynomialité pour ses coefficients de structure, donné par Méliot, en appliquant le Théo-

rémed.2]?)
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