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Chapitre 1

Problemes étudiés et résultats obtenus

La Section 1.1 de ce chapitre présente les idées qui ont motivé cette theése. On y rappelle essentielle-
ment des résultats connus alors que les sections suivantes décrivent les différents problemes rencontrés
et les résultats obtenus.

1.1 Motivations

La problématique des guides d’ondes et couches quantiques est a I’origine du présent travail. L’étude
de ces objets s’est récemment développée parce qu’ils répondent a certaines questions de physique
expérimentale. Ainsi, en physique mésoscopique un semi-conducteur peut se modéliser par un opérateur
de Schrodinger pour lequel le potentiel subit de forts changements d’amplitude. Les guides d’ondes ou
les couches quantiques sont une approximation de ces systemes ou ces grandes fluctuations de potentiel
sont remplacées par des conditions de Dirichlet.

C’est le spectre de cet opérateur de Schrodinger qui mobilise notre attention, mais introduisons
d’abord quelques notations et définitions.

Notation 1.1 X désigne un espace de Hilbert réel et L un opérateur auto-adjoint sur X de domaine
Dom(L).

Définition 1.2 (Ensemble résolvant) Soit X un espace de Hilbert réel et L un opérateur auto-adjoint
sur X, son ensemble résolvant, noté p(L), est défini comme :

p(L) ={x € R: (L — x|d) est bijectif}.

Définition 1.3 (Spectre) Soit X un espace de Hilbert réel et L un opérateur auto-adjoint sur X, son
spectre, noté S(L) est défini comme le complémentaire dans R de I’ensemble résolvant p(L).

Définition 1.4 (Spectre discret, spectre essentiel) Soir X un espace de Hilbert réel et L un opérateur
auto-adjoint sur X, son spectre discret, noté Sqisc(L), est I’ensemble de ses valeurs propres isolées de
multiplicité finie. Le spectre essentiel de L, noté Sess(L), est défini comme :

Gess(L) = S(L) \ Gisc(L).
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FIG. 1.1 — Exemple de guide d’onde en dimension deux (voir [DLR12]).

Définissons ce que 1’on entend par « guide d’onde ». Dans leur article [DE95], Duclos et Exner
s’intéressent au spectre du Laplacien de Dirichlet sur des tubes en dimension deux ou trois.

En dimension deux, ces tubes sont construits a partir d’une courbe réguliere v : R — R? et du
repere de Frenet associé (T, N). Pour un nombre réel a > 0 un guide en dimension deux d’épaisseur a
est I'image dans R? de 1’application

f:(o,y) € Rx (— %,%) — v(o) + yN(o).
La Figure 1.1 illustre cette construction ou la courbe rouge est la courbe réguliere .
De la méme maniére, en dimension trois, on considére une courbe réguliere v : R — R3, de repére
de Tang associé (T, My, M3) (voir par exemple [K§12]). On se donne un ouvert connexe borné 7 de R?
dans lequel vivent les cordonnées transverses (y1, y») et une fonction réguliere de torsion 6 : R — R.
Un guide en dimension trois est I'image dans R?® de I’application

fi(o,y) € RXT — y(0)+y1(cos(0(c))Ma(o)+sin(f(o))Ms(o))+y2(—sin(8(c))Ma(o)+cos(0(c))Ms(0)).

F1G. 1.2 — Exemple de guide d’onde en dimension trois. (Illustration disponible sur le site web
http ://gemma.ujf.cas.cz/ david/ de D. Krejcifik).

La problématique associée aux guides d’ondes est expliquée dans la revue informelle [Ray12]; on
en rappelle ici les idées essentielles. Si on suppose, en dimensions deux et trois, que le guide d’onde
est droit a I’infini, c’est-a-dire que la courbure de ~y est nulle en dehors d’un compact, alors le spectre
essentiel du Laplacien de Dirichlet est [)\, +oo), ou A est la premiere valeur propre du Laplacien
de Dirichlet sur la section transverse 7. En dimension deux A n’est rien d’autre que la premiere
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valeur propre du Laplacien de Dirichlet sur un segment de longueur a donc A\ = Z—z En fait, c’est un
phénomene classique, le spectre essentiel provient de 1’allure a I’infini du guide d’onde.

Pour les guides d’ondes, la dichotomie du spectre en spectre essentiel et spectre discret est impor-
tante. En effet, les résonances associées au spectre discret peuvent étre utiles physiquement. Il est donc
naturel de se poser la question suivante :

« Existe-t-il du spectre discret sous le seuil du spectre essentiel ? »

Lorsque la réponse est positive nous voulons comprendre ce spectre discret : savoir s’il est en nombre
fini ou infini et, s’il est infini, comprendre la nature de I’infinité. Nous voulons également obtenir des
approximations de ces valeurs propres.

En dimension deux et en dimension trois (lorsque la section transverse 7 est constante), Duclos
et Exner prouvent que si la courbure de ~ est non nulle alors il existe une valeur propre sous le seuil
du spectre essentiel. L’idée de leur preuve est de trouver une fonction d’énergie plus petite que A en
perturbant une suite de Weyl associée a A et d’utiliser le principe du min-max.

En dimension quelconque Chenaud, Duclos, Freitas et Krej¢ifik généralisent, dans [CDFKO05], ce
résultat a d’autres sections transverses 7 .

Venons-en alors a la définition d’une couche. Si ¥ est une surface suffisamment réguliere de R® on
définit, pour @ > 0, une couche d’épaisseur a comme 1’ensemble de R?

{r € R? : dist(x,X) < %}

A condition que X satisfasse certaines propriétés topologiques Duclos, Exner et Krej&itik dans [DEK01]
ainsi que Carron, Exner et KrejCifik dans [CEK04] montrent que la courbure induit 1a encore des valeurs
propres sous le seuil du spectre essentiel. Ces résultats s’appliquent lorsque la courbure est suffisamment
réguliere ce qui exclut le cas des guides d’onde ou de couches a coin. Comme un coin peut étre vu
comme un point de courbure infinie, il est naturel de se demander si, lorsque la courbe 7 ou la surface
>’ ont des coins, cette propriété persiste et si on peut estimer ce spectre discret.

L’existence de spectre discret pour le Laplacien de Dirichlet dans des guides d’ondes a coins a
déja fait I’objet d’études en particulier par Exner, Seba et Stévi¢ek pour un guide d’onde en L ot ils
montrent qu’il n’y a qu’une seule valeur propre sous le seuil du spectre essentiel (voir [Evv89]). Dans
[ABGMO1], Avishai, Bessis, Giraud et Mantica prouvent que pour n’importe quel angle d’ouverture
le spectre discret est non vide. Ils donnent un développement asymptotique des plus petites valeurs
propres pour des angles proches de 7 /2. Dans [DLR12] Dauge, Lafranche et Raymond prouvent que
pour tout guide d’onde a coin il n’y a qu’un nombre fini de valeurs propres sous le seuil du spectre
essentiel. Lorsque I’angle formé par le coin est assez grand, Nazarov et Shanin prouvent dans [NS14]
qu’en fait, il n’y en a qu’une seule. Le cas du petit angle a été étudié dans [CLMM93] et dernierement
par Dauge et Raymond dans [DR12] ou ils donnent en fonction de I’angle un développement a tout
ordre des premieres valeurs propres.

Plus précisemment, lorsqu’on évoquera dans ce travail un « développement asymptotique a tout
ordre », on I’entendra dans le sens de la

Définition 1.5 Soir 6 > 0 et A(h) une fonction de h. On dit que A admet un développement a tout
ordre en puissances de h' s’il existe une suite de réels (I';) e telle que pour tout J € N, il existe
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FI1G. 1.3 — Un guide d’onde a coin en dimension deux (voir [DLR12]).

Cy > 0et hy > 0, tels que pour tout h € (0, hy)

J
[A(h) =) TR < CyfUHD.

Jj=0

On note alors
A(h) ~ > T
Jj=0
Si de plus la fonction A dépend d’un parametre noté s, on dit que le développement asymptotique est
uniforme en s si la constante C'j peut étre choisie indépendante de s.

On définit également la notion de paire propre via la

Définition 1.6 Soit X un espace de Hilbert réel et L un opérateur auto-adjoint sur X. Soit A € S gisc(L),

on dit que (\, 1)) est une paire propre de L lorsque 1) est un vecteur propre associé a la valeur propre
A

La question des coins dans une couche quantique est abordée par Exner et Tater dans [ET10] pour
une couche conique. Récemment, dans [BEL 14], Behrndt, Exner et Lotoreichik étudient des questions
étroitement liées a propos du spectre d’opérateurs de Schrodinger avec des d-intéractions supportés
sur des surfaces coniques. On obtient la couche conique d’Exner et Tater en faisant tourner dans R? la
Figure 1.3 autour de la bissectrice de 1’angle (voir également la Figure 1.4 pour une repésentation dans
R3). Contrairement 2 la dimension deux et au guide d’onde a coin étudié par Dauge et Raymond il y a
une infinité de valeurs propres sous le seuil du spectre essentiel. Un des objectifs du présent travail est
de comprendre la nature de cette infinité en comptant le nombre de valeurs propres sous un seuil (fixé),
en deca de I’infimum du spectre essentiel. C’est cette infinité que quantifie le Théoreme 1.18. Nous
établissons également, pour de petits angles d’ouverture du cone, un développement asymptotique a
deux termes des premieres valeurs propres (voir Théoreme 1.19).

En fait, dans la limite du petit angle, la géométrie de la couche conique confine les modes associés
aux plus petites valeurs propres dans la téte conique. Donc avant toute chose, pour étudier la couche
conique, nous devons nous intéresser au Laplacien de Dirichlet dans un cone de petite ouverture. Cette
question est intéressante en elle-méme car elle fait écho aux travaux de Borisov et Freitas [BF09] et a
ceux de Friedlander et Solomyak [FS09] qui étudient des domaines de R? qui s’aplatissent dans une
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F1G. 1.4 — La couche quantique d’Exner et Tater.

direction. Afin de définir ce type de domaines on introduit @ < b € R, une fonction continue f
f:(a,b) — Ry

telle que f admette un unique maximum et on prend un parametre & > 0. On regarde alors le Laplacien
de Dirichlet sur des domaines de la forme (voir Figure 1.5) :

{(z1,20) ER*:a <y <b,0 <y < hf(z))}.

X2

X

F1G. 1.5 — Exemple de domaine s’aplatissant.

Le but est d’obtenir un développement asymptotique des premieres paires propres lorsque le
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parametre h tend vers 0. Comme il est difficile d’obtenir une expression explicite des paires propres du
Laplacien de Dirichlet dans un domaine de R?, méme simple, on veut obtenir des informations dans
la limite A tend vers 0. En fait, il s’agit d’une limite ou / joue le role de parametre semi-classique.
Obtenir de tels développements asymptotiques permet de comprendre, dans cette limite, la structure
du spectre du Laplacien de Dirichlet. Borisov et Freitas obtiennent des quasimodes a tout ordre dans
le cas ou la fonction f est réguliere alors que Friedlander et Solomyak donnent un développement
a deux termes pour des fonctions f plus singulieres. Toutefois, lorsque la fonction f admet une
singularité, la combinaison aux conditions de Dirichlet fait apparaitre un phénomene de couche limite.
Les valeurs propres et les fonctions propres ont simultanément deux échelles mais, ces échelles ne
sont pas visibles aux premiers ordres dans le développement des paires propres. Dans [BF10] Borisov
et Freitas étendent en dimension supérieure leurs résultats, toujours pour des domaines réguliers. La
question de la singularité conique s’inscrit dans cette lignée.

Dans le méme esprit nous nous sommes apercus qu’il était délicat de donner un développement
asymptotique a tout ordre pour les paires propres du Laplacien de Dirichlet dans des triangles asymp-
totiquement plats. La question spécifique des triangles est abordée par Freitas dans [FreO7, Th. 1]
ou I’auteur donne une asymptotique a quatre termes pour la premiere valeur propre du Laplacien de
Dirichlet dans des triangles proches de triangles isoceles. Dans [DR12], Dauge et Raymond donnent
un développement asymptotique a tout ordre pour le triangle rectangle qui s’aplatit. Nous généralisons
ce travail pour tout type de triangle asymptotiquement plat.

1.2 Triangles asymptotiquement plats

On s’intéresse aux paires propres du Laplacien de Dirichlet sur une famille de triangles dont deux
des sommets sont fixés alors que la hauteur issue du troisieme, notée h, tend vers zéro. On étudie
la dépendance des valeurs propres par rapport a cette hauteur. Pour les premieres valeurs propres et
fonctions propres, on donne un développement asymptotique a tout ordre en puissances de la racine
cubique de cette hauteur.

1.2.1 Motivations et questions connexes

Il n’y a que peu de domaines du plan pour lesquels nous avons une expression explicite des paires
propres du Laplacien de Dirichlet. Néanmoins, pour des domaines asymptotiquement plats de R? (voir
Figure 1.5) on peut trouver, dans cette limite, des développements asymptotiques des fonctions propres
et des valeurs propres.

A ce sujet, Borisov et Freitas donnent dans [BF09] une construction de quasimodes 2 tout ordre en
fonction de la hauteur pour des domaines fins réguliers. Plus récemment dans [FS09], Friedlander et
Solomyak s’affranchissent de I’hypothese de régularité du domaine et ils démontrent une asymptotique
a deux termes a I’aide de convergences de résolvantes (voir Proposition 2.6, cette méthode est reprise
par Krejcifik et Raymond dans [KR13]).

Le résultat de Friedlander et Solomyak s’applique aux triangles, mais avant de s’intéresser a cette
asymptotique, on rappelle deux résultats généraux sur les triangles. Dans [McC03], McCartin fournit
une expression explicite de la premiere valeur propre du Laplacien de Dirichlet, notons la j;, pour
un triangle équilatéral de hauteur H : uy (H) = 47> H~2. Hillairet et Judge prouvent dans [HJ11] la
simplicité des valeurs propres pour presque tout triangle Euclidien de R?. Dans [LLR13], Lu et Rowlett
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s’intéresse a la différence entre les deux premieres valeurs propres du Laplacien de Dirichlet sur des
“petits” triangles.

Le régime h — 0 est en fait une limite semi-classique et on utilise les méthodes semi-classiques de
Helffer et Sjostrand [HS84] qui sont peu utilisées pour répondre a ce genre de questions.

Dans le Chapitre 6 on construit des quasimodes ayant simultanément deux échelles : h?/3 et h.
L échelle h?/3 est due a une singularité de type (z + |z|). Pour des domaines réguliers, dans le cas
d’un maximum non dégénéré, I’échelle h joue le mé€me role (voir le Théoreme 1 de [BF09]). En fait,
dans notre cas, il y a aussi une couche limite d’échelle & mais qui n’est pas visible aux premiers ordres
dans le développement des paires propres. C’est pourquoi cette échelle est absente des développements
de fonctions propres de [Fre07] et [FS09]. Toutefois, elle est présente dans le cas du triangle rectangle
présenté dans [DR12] ou pour des cones de petite ouverture (voir le Théoreme 1.11 et [OB14]). Une
des motivations d’origine de ce travail est de comprendre cette couche limite.

Dans un second temps, dans le Chapire 7, on prouve que les fonctions propres se localisent pres de
la hauteur offrant le plus de place. On obtient ensuite la séparation des valeurs propres associées, en
projetant les fonctions propres sur le plus petit mode transverse, grace a la méthode de Feshbach. On
utilise des estimées de localisation d’Agmon qui permettent ensuite de considérer des cas avec plusieurs
pics (voir Chapitre 9). Par exemple, pour un domaine symmétrique a deux pics, que I’on nommera
bonnet d’ane, on prouve la décroissance exponentielle des fonctions propres entre les deux pics ce
qui induit un effet tunnel : les valeurs propres se couplent par paires exponentiellement proches. Cela
rappelle, dans la limite semi-classique h — 0, le cas de potentiels électriques symmétriques étudiés par
Helffer [Hel88] et Helffer et Sjostrand [HS84, HS85]. Cette méthode peut s’appliquer a des domaines
asymptotiquement plats avec un nombre fini de pics.

Nous introduisons en sous-Section 1.2.2 les objets que nous allons étudier. Ensuite, en sous-Section
1.2.3, nous prouvons quelques propriétés avant d’énoncer, en sous-Section 1.2.4, le résultat principal
sur les triangles. Enfin, en sous-Section 1.2.5, on énonce le résultat relatif au bonnet d’ane.

1.2.2 Le Laplacien de Dirichlet

Soient (1, x7) les coordonnées cartésiennes de ’espace R? et 0 = (0, 0) I’origine. On considére
I’opérateur de Laplace donné par —97 — 0. Soient s € R et h > 0 on définit Tri(s, h), 'enveloppe
convexe des points de coordonnées A = (—1,0), B = (1,0) et C' = (s, h). On s’intéresse aux valeurs

propres du Laplacien de Dirichlet de —Aryi(s ) = —97 — 93 sur le triangle Tri(s, h) dans le régime
h — 0.
X2
h C
A A |
1 7, —1 ol 1 s T

0 s
FIG. 1.6 — Le triangle Tri(s, h) dans les configurations aigus et obtus

Les valeurs de s déterminent différentes configurations pour le triangle Tri(s, h) :
s = 0 correspond aux triangles isoceles,
|s| < 1 correspond a des triangles aigus (voir la Figure 1.8),
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|s| = 1 correspond a des triangles rectangles,
|s| > 1 correspond a des triangles obtus (voir la Figure 1.8).
Puisque Tri(s, h) est convexe, le domaine de I’opérateur —Ayi(s,n) est ’espace de fonctions
H?(Tri(s, h)) N Hy(Tri(s, h)) (voir [Kon67]). Comme Tri(s, h) est un domaine borné —Axi(s ) est a
résolvante compacte et son spectre est une suite croissante de valeurs propres notées (,un’Tr;(S’h))nZl.
Afin de transférer la dépendance en h de — Ay, ) dans les coefficients de 1’opérateur, on fait le

changement d’échelle suivant :

1
T=x1—S8, Y= —Ts.

h
Le triangle Tri(s, k) devient Tri(s) et I'opérateur —h*Ayis ) devient :

Lti(sy(h) = —h*02 — 82, (1.1)

de domaine
Dom(Lis)(h)) = H*(Tri(s)) N Hy (Tri(s)).

C’est cette expression que 1’on utilisera en Partie III. Ses valeurs propres, notées (/\n7Tr;(87h))n21
vérifient :

)\n,Tri(s) (h) = h'Q,Un,Tri(s) (h)

1.2.3 Premiéres propriétés des valeurs propres

On remarque que pour un triangle obtus (voir Figure 1.8), le régime h — 0 est équivalent a
celui ou la hauteur issue de B tend vers zéro. En fait, pour s > 1, la longueur du segment [AC] est

((1+s)% + h?) "2 On fait ensuite la dilatation

2 . 2
Ty = Ta.
(14 s)2+ h? ' (14 s)2+ h? ?

Si on note A, Band C les images de A, B et C par cette dilatation, le segment [AC| devient le segment
[AC] de longeur 2 et —A%r(s ) €St unitairement équivalent a
(s +1)*+r? 2 2
4 ( B a501 B afz)
Apres une rotation et une translation, le triangle ABC peut se voir comme ﬁ(é, /~1) (voir Figure 1.7),
avec

- S 7} 2h
S = ’ frg s
(14 s)%2+ h? (14 )2+ h?
h étant la hauteur issue de 3. On a
0<3§<1, h—0,
h—0
et on obtient ( 1)2 12
s+ + o
fin(s, h) = ~—————pn(3,h).
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(@)

—1 O
FIG. 1.7 — Le triangle Tri(s, h).

Les mémes calculs peuvent &tre faits pour s < —1, par conséquent, on peut prendre s € (—1,1).
A h fixé la question de la régularité de pn,m(_)(h) est abordée en Section 2.3.2. Néanmoins on
remarque grace a un simple encadrement par des opérateurs de Dirichlet que 1’on a, pour s dans un

voisinage de 1 :
2h

1+s

4

2h
< n,Tri(s h < n.Tri < )
)_M’T()()_(1+s)2'u’-r(l) 1+s

Comme /i,, Tvi(1)(+) est continue pour tout & > 0 on obtient la continuité a gauche de i, 1+i¢.y(h) en
s = 1. Le méme genre de raisonnement donne la continuité a droite et donc la continuit€ de i, Tvi(.) (h)
ens=1.

Mo, Tri(1) (

Avant d’aller plus loin, on remarque que 1’on a la minoration suivante pour fi, Tri(s) (h):

Proposition 1.7 Pour tout s € (—1,1) eth > 0,0na:

2 2

ﬁ + Z S Mn,Tri(s) (h)

Preuve : Le triangle Tri(s, h) est contenu dans le rectangle (—1, 1) x (0, k) (voir Figure 1.8) le principe

du min-max permet de conclure (voir Proposition 2.1). U
o)
h C
A i B
—1 (0] 5 1 Z1

FIG. 1.8 — Inclusion du triangle Tri(s, k) dans le rectangle (—1,1) x (0, h).
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1.2.4 Développement asymptotique des valeurs propres

On rappelle que fi,, Tvi(s) (h) est la n-ieme valeur propre du Laplacien de Dirichlet —Ayi(s,n) Sur le
domaine géométrique Tri(s, k). On a un développement asymptotique a tout ordre des valeurs propres
/Jm,Tri(s)(h) dans le régime h — 0. Plus précisemment, les plus petites valeurs propres de —A-yis p)
admettent des développements 2 tout ordre en puissance de /3. On prouve ce résultat en Partie III.
Dans cette preuve on donne la structure des fonctions propres associées a ces valeurs propres : au
premier ordre elles sont presque un produit tensoriel entre la premiere fonction propre du Laplacien
de Dirichlet dans la variable transverse x5 et, a certaines constantes pres, les fonctions propres d’un
opérateur modele dans la variable x;. De plus, elles sont localisées pres de la hauteur issue de C'.

Théoreéme 1.8 Pour tout s € (—1,1), les valeurs propres de —Avyis 1), notées ji, wis)(h), admettent
le développement :
/J’n,Tri(S)(h) hf:O h72 Z ﬂj:”(s)h]/3a
720

de plus ce développement est uniforme en s pour s € [—so,50] (0 < so < 1). Les fonctions
(5 — Bjn(s)) sont analytiques sur (—1,1) eton a : B, = 7% Pr1n = 0 et Bon(s) = (202) 2k, (s),
ou les k,(s) sont les valeurs propres d’un opérateur 1D défini en (2.6). De plus, les fonctions propres
contiennent simultanément les deux échelles h*/® et h comme on peut le voir dans "équation (6.9).

1.2.5 Effet tunnel sur un bonnet d’ane

L’analyse menée tout au long de la Partie III afin de prouver le Théoréme 1.8 peut étre utilisée afin
de comprendre le phénomene d’effet tunnel dans un polygone symétrique.

Soit s € (0,1) et h > 0, on considere dans R? les points A = (—1,0), B = (1,0),C; = (s, h) et
D = (0,%). Soit Q"&(h) I’enveloppe convexe ouverte des points 0, B, C et D. On définit Q2'* (%) la
réflexion de 2"&(h) par rapport a 1’axe des ordonnées. On définit alors (k) (voir la Figure 1.9) par :

Q(h) = Q&(h) U Q= (h) U (0, D).

T2
Cs Cy
”””””” A
Q'ef(h) D Q"e(h) i
A | B
-1 0 S 1 T

FIG. 1.9 — Le domaine 2(h)

Soit —Agp,) la réalisation de Dirichlet du Laplacien sur Q(h). Son domaine de forme est H (2(h))
en revanche, a cause du coin non convexe en D, le domaine de I’opérateur peut étre différent de
H2(Q(h)) N Hi (2(h)). On note (pn.a(h))n>1 la suite croissante de ses valeurs propres. Comme pour
le triangle, dans le régime h — 0, les fonctions propres sont localisées pres de la hauteur laissant
le plus d’espace. Ici, les fonctions propres sont localisées simultanément pres des hauteurs issues de
C et (5 et, grace aux estimées d’ Agmon, décroissent exponentiellement ailleurs. C’est pourquoi les
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valeurs propres de —Agq;) sont doubles a une différence exponentielle pres. En fait, pour des raisons
de symmétries, les valeurs propres de —Aq(y) sont alternativement celles du Laplacien sur Qrie(h)
avec conditions de Neumann sur le bord (0, D) et Dirichlet partout ailleurs puis celles du Laplacien
de Dirichlet sur 2"€(h). Par conséquent, on considere alors les réalisations du Laplacien de Dirichlet
sur 'f(h) et Q"8(h) notées respectivement —Aguer ;) et —Agi(y). Par symmétrie, ces opérateurs sont
isospectraux et on note (1, (h)),>1 leurs valeurs propres.

Soit I’opérateur D (h) = —Ager() © —Agqris(s), Son domaine est décrit par :

Dom(D(h)) = {(v', v"8) € (H*(Q(h) N Hy (™ (h))) x (H*(Q"(h) N Hy (2" (h))) }.

Cet opérateur dédoublé doit étre exponentiellement proche de —Aq ). Ses valeurs propres, notées
(Tna(h))n>1 vérifient, pour tout j > 1, 79,1 o(h) = 79;0(h) = p;(h). Le Chapitre 9 est consacré a la
preuve du

Théoreme 1.9 Pour tout N € N* il existe ho > 0, Cy > 0 et C > 0 tels que pour tout h € (0, hy) et
tourj e {l,...,N}:

|Tj’Q(h> - /,LJ’Q(h)’ S Coe—c/h.
Pour comprendre ce phénomene, nous le reformulons semi-classiquement. Effectuons le changement
d’échelle : ]

r=x1 Y= El’g. (1.2)

Le domaine Q(h) se transforme en = Q(1) et I’opérateur —h?Aq ) devient :
Lo(h) = —h*92 — 02, (1.3)

Nous avons réduit le probleme a un probleme de nature semi-classique. C’est cette expression de
I’opérateur qui est utilisée au Chapitre 9. On note (A\q ,,(h)),>1 ses valeurs propres et elles vérifient :

/\mQ (h) = hQ/Ln’Q(h) .

De la méme maniére, le scaling (1.2) transforme respectivement Q'*f (1) et Q€(h) en Q'*f = Q'*f(1) et
Qe = (€(1). Les opérateurs —h? Aqer () et —h?Agrie(,) deviennent

Lowr(h) = —h*02 — 82, Lai(h) = —h*02 — 02, (1.4)

et I’opérateur D (h) devient
E(h) - Eﬂlef (h) @ EQrig (h)

De plus, les valeurs propres des opérateurs Lot (h) et Laig(h), notées (A, (h)),>1, vérifient :

An(h) = W21 (R).

1.3 Cones de petite ouverture

On s’intéresse a des cones finis de hauteur fixée 1 et paramétrés par leur angle d’ouverture. On
étudie les paires propres du Laplacien de Dirichlet dans de tels domaines lorsque I’ouverture tend vers
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0. On donne un développement asymptotique multi-€chelle des paires propres associées aux plus petites
valeurs propres de chaque fibre du Laplacien de Dirichlet. Pour ce faire, on étudie leurs approximations
de type Born-Oppenheimer (voir Chapitre 4). Les valeurs propres se développent en puissance de la
racine cubique de 1’ouverture alors que les fonctions propres contiennent simultanément deux échelles.

Le but de la Partie IV est de trouver un développement asymptotique pour des cones dans le cas
limite du petit angle d’ouverture.

Comme un cOne peut étre vu comme un triangle en dimension trois, ce résultat est lié aux résultats
de Freitas [Fre07]. Etant donné qu’un secteur sphérique peut étre considéré comme 1’union d’un céne
et d’une calotte sphérique, nous serons amenés dans notre étude a considérer des constantes liées aux
fonctions de Bessel. C’est I’équivalent en dimension trois des secteurs sphériques pour lesquels on voit
apparaitre les zéros des fonctions trigonométriques.

En sous-Section 1.3.1, nous introduisons les objets que nous allons étudier puis, nous réduisons
le probleme a I’étude d’une famille d’opérateurs 2D. La sous-Section 1.3.2 reformule de maniere
semi-classique le probleme. En sous-Section 1.3.3 nous énongons le théoreme principal a propos des
cones de petite ouverture. Enfin, en sous-Section 1.3.4, on utilise une conséquence de ce théoreme pour
traiter le cas d’un cone sphérique.

1.3.1 Le Laplacien de Dirichlet sur les familles coniques

Notons (1, 72, 23) les coordonnées cartésiennes de I’espace R? et par 0 = (0,0, 0) I’origine. Le
Laplacien est donné par —9? — 95 — d3. On s’intéresse a des domaines délimités par un cone ouvert
fini. Pour 6 € (0, §), on introduit le cone Co(6) défini par

Co(0) = {(z1,22,23) ER*: =1 <3 <0 et (z]+a3)cot’d < (x5 +1)*}, (1.5)

L’angle 6 représente la demi-ouverture du cone. On veut étudier les plus petites valeurs propres du
Laplacien de Dirichlet —Acqg) dans la limite de petite ouverture.

Co(6) est un domaine convexe, on sait alors que Dom (—Aco(9)) = H? (Co(6)) N Hy (Co(6)) (voir
[Kon67]).

(0,tan 6, 0)

X2

(0,0,—1)

xs3
X1

FIG. 1.10 — Le cone Co(6)

On décrit maintenant la décomposition en fibres du Laplacien de Dirichlet sur le cone Co(6). On
utilise les outils développés dans [RS78, Section XIII.16].
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On s’intéresse a I’opérateur positif de Laplace sur le cone Co(6) qui s’écrit :
—Aco(g) = —07 — 05 — 05

On peut décrire le domaine Co(6) en utilisant les coordonnées cylindriques. Effectuons un changement
de variables et introduisons (7, ¢, z) telles que

T
r=1/x3+ 23, ¢ =arctan—, 2z=uz3. (1.6)
Z3

Si S' = R/5;7, le domaine en coordonnées cartésiennes Co(f) devient Mer(6) x S!, ou le triangle
méridien Mer(6) est défini par :

Mer(6) = {(r,2) eR*: =1 <2<0 etO0<r<(z+1)tanf}. (1.7)
(tand,0)
Mer(6) A
0 L
O
z

(07 _1)
FIG. 1.11 - Le triangle méridien Mer(0)

Apres changement de variable le Laplacien de Dirichlet s’écrit, sur le domaine géométrique
Mer(6) x S!, comme I’opérateur :

1
Hwer(o)xst = —;(9 (ro,) — = 8 — 02,

son domaine se déduisant du changement de variable (1.6).

Soit {5-¢"% : m € Z} une base orthonormale de L*(S*). Une fonction f € L*(S') est égale, dans
cet espace, a sa série de Fourier :

“+o00

27
f= Z cr(f)e™®, avec cip(f) = % fe *ode.

k=—o00 0

Le domaine Mer(6) x S! est axisymétrique par conséquent on décompose en série de Fourier selon
la variable ¢. On obtient la somme directe en fibrés constants :

L*(Mer(0) x S',rdrd¢dz) = L*(Mer(6), rdrdz)®L*(S') = @HL*(Mer(6), rdrd>).

meZ

L opérateur Hyer(g)xst s€ décompose comme
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m m 1 m2
Huter(g)xs1 = @Hl[\ﬂe]r avec HLAJr(G) = —;8,, (rd,) — 02 + =R (1.8)

mMEZL

ou les opérateurs H[m] (o) Sont les fibres de H[m] o €t leurs domaines Dom(H[ “ (0)) sont implicitement
définis par la decomposmon Les fibres Her(s) sont a résolvante compacte, par conséquent leur spectre
G} (HMer 9)) est une suite croissante de valeurs propres. On a :

& (Mueroc) = U 6 (Hiriy)) - (1.9)

meZ

[m]

mMer(@) désigne la n-ieme valeur propre de Hmr(e)’ on peut décrire le spectre de la

Par conséquent, si p
facon suivante :

O Gt = Uy e}

(n,m)eEN*XZ

Remarque 1.10 Pour ) € Dom(Hmr(e)), on a les conditions de Dirichlet aux frontiéres 1)(r,0) = 0
ety ((z+ 1) tand, z) = 0.

Si m # 0, pour des raisons d’intégrabilité on a 1)(0, z) = 0. On référe a [BDM99, Chap. 1I] pour
de plus amples informations.

1.3.2 Changement d’échelle du triangle méridien

Pour analyser I’asymptotique 8 — 0, il est pratique de changer 1’échelle du domaine d’intégration
afin de passer la dépendance en 6 dans les coefficients de 1’opérateur. Pour cette raison, on effectue le
changement linéaire de coordonnées

1

= = — 1.10
r=z y= (1.10)

qui envoie Mer(6) sur Mer (%) C’est pourquoi on note pour simplifier :
Mer = Mer (7). (1.11)

Ainsi, pour chaque m € Z, Hmr(e) est unitairement équivalent a 1’opérateur avec pour domaine
d’intégration Mer :

1 m?

Dy (0) = 82 — ——5-0, (Y9y) + - 1.12
Mer( ) T ytan2(9 y(y y) + yQtan26 ( )
avec les conditions au bord décrites dans la Remarque 1.10. Posons A = tan 6 ; aprés multiplication par

tan? 6, on obtient le nouvel opérateur :

[m] 92 1 m?
L'Mer(h) = —h"0; — gay (yﬁy) + ? (1.13)
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Cet opérateur est partiellement semi-classique en x et c’est cette expression que 1’on utilise en Partie
IV. Ses valeurs ses (A (h rifient :
: propres, notées (A, e, ())n>1 vérifient :

by [m]

n,Mer

(tan ) = (tan? 0)ull e, (6).

1.3.3 Développement asymptotique des valeurs propres

D’apres la décomposition spectrale établie en (1.9), on note ,uEZZ ,\],Ier(é’) la n-iéme valeur propre de

la m-ieme fibre de I’opérateur Hyer(s)xst- Dans le but d’obtenir des informations plus précises sur le
[m]

» Mer (@) on peut dans un premier temps 1’ étudier numériquement. Les simulations

comportement de p
sont faites a partir de 1’opérateur Emr(tan 0) défini en (1.12) et nous avons représenté ses valeurs
propres notées )\ET ,\],ler(tan 0).

La Figure 1.12 suggere que, pour m = 0, 1,2, les valeurs propres convergent vers une certaine
limite quand 1’ouverture 6 va vers 0. Qui plus est cette valeur est proche de jg%l, ou j, 1 est le premier
zéro de la m-ieme fonction de Bessel de premiere espece, représenté par les points noirs. Ce résultat
doit étre relié a celui conjecturé par Exner et Tater (voir [ET10, Figure 2] ainsi que le Théoreme 1.19 :
pour la couche conique, la valeur ;‘% joue un role similaire.

70
60
50~

40

20

10

FI1G. 1.12 — Cette figure représente la dépendance des dix premicres valeurs propres )\LT |\],|er(tan 0)

(m = 0,1, 2) en fonction de I’ouverture 6 (en degrés). Nous avons calculé chaque valeur propre pour
80 valeurs de 6.

Le résultat principal de ce chapitre n’est pas seulement la convergence des valeurs propres lorsque
6 — 0 illustrée en Figure 1.12 mais un développement asymptotique complet des plus petites valeurs
propres et des fonctions propres associées. En fait, les plus petites paires propres de chaque fibre de
Hwer(9)xst admettent un développement a tout ordre en puissance de 6'/3. On énonce dans un premier

temps le résultat pour les opérateurs Emr(h) introduits en (1.13) :
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Théoreme 1.11 On rappelle que zp(n) désigne les zéros de la fonction d’Airy inversée. Les valeurs
propres de Emr( h), notées )\[ ,\],,er(h), admettent comme développement :

m m 4 m m . 2/3
AP (B) ~ ST BIRE avee g = 32,1, B =0, I = (252,)" 2a(n),

h—0
£>0

les termes d’ordre impairs étant nuls pour j < 8. Les vecteurs propres associés ont un développement
en puissances de h'/* comportant les deux échelles x/h?*/3 et x/h comme on peut le voir en (11.12).

En terme de domaine physique Mer(#), on déduit immédiatement du précédent théoreme que les
valeurs propres de la m-i¢me fibre de —Ac,(9) ont pour développement :

m 1 m],A m],A . m], m],A 2/3
e 0 g3 2 O 0% avee BTNS = 7 1 B = 0,800 = (27,1) ™ za(n).
k>0

1.3.4 Application au cone sphérique

Le Théoreme 1.11 sur le cone Co(6) est étroitement lié au probleme de Dirichlet sur un cone
sphérique. On désigne par Sph(#) le cone sphérique de rayon 1 et d’ouverture ¢ centré en (0,0, —1)
illustré en Figure 1.13. On a

—Aspn(e) = —0; — 05 — 05,

de domaine
Dom(—Asune)) = H*(Sph(8)) N HY(Sph(©)).

On effectue le changement de variables

X .
arcos | —————or si xg >0,
1 ( /2 2>
p:\/x%—i-:cg—i-(xg—i—l)Q, azarcos(x?’: ), 8= 1T
21 — arcos ) S si x9 < 0.
\/{L‘%-I-I%

(1.14)
Le domaine Sph(f) devient

Sph(6) = Circ(0) x S,

ou Circ(#) est le domaine circulaire méridien dans les coordonnées (p, ).

Remarque 1.12 Si en lieu et place du changement de variables (1.14) nous passions en coordonnées
cylindriques comme en (1.6), le secteur circulaire méridien associé Circ(0) est celui de la Figure 1.14.

On peut passer de GE(@) a Circ(0) par le changement de variables
r=pcosa—1, z=psina,

qui relie ces deux domaines en s’affranchissant des coordonnées cartésiennes.

Le Laplacien de Dirichlet en coordonnées sphériques, noté HS h(o)> S “écrit
Hs/\ph(e) = —;6,) (p 8,,) — —,02 SiHOéaa (sinad,) — —p2 2 aaﬁ’
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sur L2 (S/p\h(Q)7 p*sin adpdad 5) . Comme en 1.3.1 on a une décomposition en fibrés constants :
L? (S/pm(é), p? sin ozd,odozdﬁ) = @L2 (Cl/rc—:(\Q), p? sin adpda) )
meEZL

et HS/p\h (0) 5€ décompose en fibres :

o [m]
7—(Sph(f)) - @HCTC(Q)’

meEZ
ou )
H(/Zi?c(G) 2 O ('0 8p) p?sin ozaa (sin.ade) + p?sin? o’
les conditions aux limites se déduisant de la décomposition. Soit (i, V) une valeur propre de H[gr\]c 0
telle que ¥ (p, o) = R(p)M (). Elle doit satisfaire le systeme d’équations différentielles suivant :
[0, (P0p) + (c(0) — Mﬂz)} R(p) = 0,
m? (1.15)

Oa (sin0y) + —5—
sin® «v

M(e) = c(0)M(a),

sin «

ou ¢(0) est une constante (dépendante de 0) a trouver.

Remarque 1.13 On ne s’intéresse pas a la résolution de ces équations. Néanmoins on peut observer
que formellement, lorsque 0 — 0 ’angle « est petit et la derniére équation de (1.15) ressemble a une
équation de Bessel. Ce pourrait étre une piste afin de trouver une expression asymptotique a tout ordre
de p quand 6 — 0.

Cependant, grace au Théoreme 1.11, on a un développement asymptotique fini des valeurs propres de
de —Agpn(g)- Soit Co(6, cos §) I'ensemble Co(f) a une dilatation de rapport cos 6 pres. Dans R?, on a

les inclusions ensemblistes
Co(8,cosf) C Sph(8) C Co(h).

Soit fi,, spn(6) la n-iéme valeur propre du Laplacien de Dirichlet sur Sph(6) et 1, co () celle sur le cone
Co(#), 1a monotonicité du Laplacien de Dirichlet livre :

(1 + tan®6) fin.co(0) > fn,sph(8) = pnco(0). (1.16)

Si MT s]ph<9) désigne la n-ieme valeur propre de la m-ieme fibre du Laplacien de Dirichlet, pour de

petites valeurs de 6 (1.16) livre :

(1+ tan? 0) jle (0) = s, (60) = er(9):

Pour traiter de plus grandes fibres on applique le méme argument au secteur circulaire Circ(f) et au
triangle méridien Mer(0) car :

Mer (6, cos ) C Circ(#) C Mer(0).
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(sin®,0,cosf — 1)

X1

(0707 -

€3

X2

FIG. 1.13 — Le cone sphérique Sph(6)

Comme pour m > 1, les conditions aux limites sont des conditions de Dirichlet homogene (voir
Remarque 1.10), on a :

(1 + tan®0) pl"e (0) > ul"d (6) > ul (6.

n,Mer n,Mer
[m]

Ces inégalités combinées au Théoreme 1.11 donnent les premiers termes de 1’asymptotique de p,, g, ().

(sinf,cosf — 1)

r

g Circ(0)
o |
(O’ _1) i o

FIG. 1.14 — Secteur circulaire méridien Circ(6)

1.4 Couche conique

On s’intéresse a des couches coniques d’épaisseur 7 construites a partir d’un cone infini dans une
direction (voir Figure 1.4). Cette couche conique est paramétrée par son angle d’ouverture. On étudie
le spectre du Laplacien de Dirichlet dans de tels domaines. Notre but est de préciser certains résultats
de [ET10]. On prouve que pour tout angle d’ouverture il y a une accumulation du nombre de valeurs
propres sous le seuil du spectre essentiel. Ce nombre de valeurs propres est de I’ordre du logarithme de
la distance au bas du spectre essentiel. Dans le régime de petite ouverture on donne un développement
asymptotique a deux termes des plus petites valeurs propres. On démontre que les fonctions propres
associées sont localisées dans la té€te conique de la couche a une échelle d’ordre de la racine cubique
de I’angle d’ouverture au carré et qu’elles pénétrent dans le reste de la couche conique a une échelle
impliquant le logarithme de I’angle d’ouverture.

Comme expliqué en Section 1.1 cette étude est motivée par des questions de type guide d’onde.
Une question naturelle est d’estimer le nombre de valeurs propres sous un seuil strictement inférieur a
I’infimum du spectre essentiel. C’est la question a laquelle on répond au Chapitre 14. On prouve ensuite
au Chapitre 15 un développement asymptotique a deux termes des premieres valeurs propres lorsque
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I’angle d’ouverture de la couche conique tends vers 0. Au Chapitre 16, on illustre numériquement
certaines propriétés de la couche conique.

En sous-Section 1.4.1 on définit la couche conique et on introduit le Laplacien de Dirichlet associé
a cet objet. En sous-Section 1.4.2 on réduit I’étude a un opérateur 2D et on énonce les résultats obtenus.

1.4.1 Le Laplacien de Dirichlet dans la couche conique

Soient (1, T, r3) les coordonnées cartésiennes de 1’espace R* et 0 = (0, 0, 0) I’origine. L’ opérateur
de Laplace est donné par —97 — 93 — J2. On s’intéresse a des couches coniques d’angle d’ouverture ¢
tel quel 6 € (0, 7). Soit Lay(¢) la couche conique définie par :

(22 4+ 23) < (cos0) (7 + x3sinf)* |3 > —m(sinfh)~ !,
(22 + 22) > (cos 0) 222 23 >0 ’
(1.17)
Sur L?(Lay(6)) on considére —A|,y ), 1’opérateur de Laplace en coordonnées cartésiennes avec
conditions de Dirichlet aux limites. Lorsque ¢ € (0, 7) il y a un coin non convexe en 0, pour cette
raison le domaine de 1’opérateur A, o) est différent de H?(Lay(#)) N H{(Lay(9)).
On décrit la couche Lay(#) en coordonnées cylindriques : on introduit (7, ¢, z) tels que

Lay(#) = {(:cl,xg,:rg) e R?: {

x
r=1/a?+22, ¢=arctan—, z=u;. (1.18)
xy

Le domaine cartésien Lay(6) devient Gui(f) x S! ot le guide méridien Gui(f) est :

Gui(f) = {(r,z) € R : —7(sin#) ' < z, max(0, ztand) < r < ztand + w(cos ) '}.  (1.19)

FIG. 1.15 — Le guide méridien Gui(0).

Sur L*(Gui(6) x S', rdrd¢dz) le Laplacien de Dirichlet —A, () devient :

1 1
Heuioyxst = —;(T&) — ﬁai — 02,

son domaine se déduisant du changement de variables (1.18).
Le domaine géométrique Gui(f) x S! est axisymétrique. Une décomposition en série de Fourier,
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selon la variable angulaire ¢, amene a la somme directe de fibrés constants :

L*(Gui(0) x S*, rdrdedz) = L*((Gui(), rdrd2)@L*(S @LZ Gui(6), rdrdz).

meZ
L’ opérateur Hgyig)xst se décompose comme :

m m 1 m2
Heuio)xst = @ H[GJ avec H[Gu]i(B) = —;ar(rar) — 9+ = (1.20)

mEZ

ol les HG i(g) SONt les fibres de Hgyi(p)xs! €t leurs domaines sont définis implicitement par la décomposition.

1.4.2 Résultats principaux sur la couche conique

Dans un premier temps, on énonce la
Proposition 1.14 Pour tout n € N*, les fonctions 0 — ji, ci(0) sont croissantes sur (0, 7).

Cette proposition est prouvée en sous-Section 14.2.1 au Chapitre 14. On rappelle maintenant quelques
résultats exposé€s dans [ET10] a propos du spectre de Hg,i(p)xst - Soit respectivement Gess(HGui(g)XSI)
et Gyisc(Haui(o)xst ) les spectres essentiel et discret de Hgui(o)xs! -

Proposition 1.15 ([ET10]) Soit0 € (0,5), ona:

6ess(ll_(Gui(G)XSl) = [17 OO)7 #<6disc(HGui(0)><Sl)) = 0.

Le Lemme de Persson 2.3 permet de justifier la premiere identité de la Proposition 1.15 : le spectre
essentiel est déterminé par la géométrie de Gui(6) x S* a I’infini. Ici, moralement, il s’agit du spectre
essentiel pour le Laplacien de Dirichlet entre deux plans a distance 7. Cette proposition justifie
également ’existence de spectre discret en dessous du spectre essentiel. C’est la structure de ce
spectre discret que nous voudrions comprendre, d’abord dans le Chapitre 14 en comptant a 6 fixé le
nombre de valeurs propres en dessous de 1. Ensuite, dans le Chapitre 15 on donne des développements
asymptotiques des premieres valeurs propres dans le régime semi-classique § — 0.

Proposition 116 (IET10]) Pour tout m # 0, on a S gsc(Huyg)) = 0.

En fait, lorsque m # 0, toute fonction dans Dom(H[g” ](9 ) doit satisfaire des conditions d’intégrabilité :

elle est nécessairement nulle sur I’axe » = 0. Par conséquent, on peut comparer I’opérateur H[ Gui(0) asa
réalisation sur une bande de R

Grace a la Proposition 1 16 on sait désormais que pour comprendre S gisc(Hguig)xst) on peut
s’intéresser uniquement a H Pour simplifier, on enleve I’indice O et on restreint 1’étude au spectre

discret de Hguio) = H[Gii(a)- On note (tn.Gui(€))n>1 les valeurs propres en dessous du spectre essentiel
de Hauio)
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Le premier théoreme que nous démontrons concerne la nature de I’infinité de 6disc(HGui(g)XSI>
abordée en Proposition 1.15. Soit £ > 0, on définit le nombre de valeurs propres de Hgui(g) €n dessous
del — Epar :

Ni_p(Heui) = #{ttn,cui(0) : pncui(f) <1 - E}.

D’une maniere générale, on pose la

Définition 1.17 Soit v € R et L, un opérateur auto-adjoint borné inférieurement, de forme quadratique
associée Q. On définit N,,(L) par :

N(L) =#{p € Sgisc(L) : u < v}

Lorsque I’on travaille avec la forme quadratique Q, on note également N,,(Q) pour N,,(L).

Le Chapitre 14 est consacré a la preuve du

Théoreme 1.18 Pour tout 6 € (0,5) ona :

cot 0
E—0 47

Nl—E(HGui(G)) |In E|.

Le Théoreme 1.18 montre une accumulation logarithmique du nombre de valeurs propres pres du seuil
du spectre essentiel.

On rappelle que jo; désigne le premier z€ro de la 0-icme fonction de Bessel de premiere espece et
par za(n) le n-iéme zéro de la fonction d’ Airy inversée. Dans le Chapitre 15, on prouve le

Théoreme 1.19 Soit Ny € N*. [l existe 0y > 0 tel que pour tout 0 € (0, 0y) on ait le développement :

Jox | (200)*®

oy — Jo1 2/3 3/2 _
fin,Gui(0) = 2 + = 2a(n)0° 4+ o(0| I 0|>%), n=1,..., Np.

Le Théoreme 1.19 décrit le comportement des premieres valeurs propres dans la limite semi-classique
6 — 0. Ce théoreme confirme la convergence de fi,, gui(6) vers jgylw_Q conjecturée dans [ET10, Figure
2]. Afin de le démontrer, il est plus facile de transférer la dépendance en 6 dans les coefficients de
I’ opérateur, c’est pourquoi on effectue le changement de variables :

= 2V2sinf, y=rv2cosb.

Le domaine Gui(6) devient
Gui = Gui(m/4) (1.21)

et 'opérateur Hg,i(p) est unitairement équivalent a

Deui(6) = —2sin” 92 — 2 cos? Qiﬁy(yay). (1.22)
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Si on divise par 2 cos? 6 et que I’on pose h = tan # on aboutit 2

1
Leui(h) = _h28£ - ;ay@ay)-

(1.23)
Cet opérateur agit sur L?(Gui, ydzdy) et ses valeurs propres en dessous du spectre essentiel, notées
(An.Gui(h))n>1, Vérifient :

An.Gui(tanf) = (2 cos? 6)’1/%,@”;(9).

On remarque que le régime semi-classique ¢ — 0 correspond a h — 0.

1.5 Récapitulatif des différents opérateurs

Nous récapitulons ici les opérateurs associés aux différents problemes étudiés au long de cette these.
Nous redonnons chaque opérateur et sa version semi-classique associée. La Table 1.1 est celle associée
a la question des triangles asymptotiquement plats alors que la Table 1.2 récapitule les opérateurs
concernant le probleme d’effet tunnel. La Table 1.3 est celle pour les cones de petite ouverture et la
Table 1.4 correspond au probleme de la couche conique.

Notation Expression Domaine Forme Valeurs propres n > 1
quadra-
tique
Opérateur | —Aqyisn) | —0f —95 | Tri(s,h) (Fig. 1.8) fin, Tri(s) (P)
Version Ltics)(h) | —h?0% — 62 Tri(s) Oriis)(h) | A Tris) (h) = W2t Tvics) (h)
semi-
classique

TAB. 1.1 — Récapitulatif des opérateurs pour le probleme des triangles asymptotiquement plats.

Notation Expression Domaine Forme Valeurs propres n > 1
quadra-
tique
Opérateur —Aqm) —07 — 05 | Q(h) (Fig. 1.9) im0 (h)
Version semi-classique | Lqo(h) | —h?0; — 0: §) Ana(h) = R un a(h)
Opérateur —Aqerpy | —0F — 03 Q' (h) tn(h)
—Agris(n) Qrie(h)
Version semi-classique | Lqe(h) | —h?07 — 02 Qlef An(h) = h?u,(h)
;CQrig (h) Ql’ig

TAB. 1.2 — Récapitulatif des opérateurs pour 1’étude de I’effet tunnel dans un bonnet d’ane.
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Notation Expression Domaine Forme Valeurs propres n > 1
quadra-
tique
Opérateur | —Acog) —0? — 03 — 03 Co(0) (1.5)
3D
cartésien
Opérateur | Huyer()xst | —30r(rdy) — 7505 — 97 | Mer(6) x S!
3D cylin- (1.7) muni
drique du poids
rdrdedz
Fibres Hm]r(e) —10,(rd,) + T—; — 02 | Mer(0) (1.7) /LET,\]AH(H)
muni du poids
rdrdz
Version Em]r(h) —h?03 — 19, (y9,) + ZL—; Mer  (1.11) Qm]r(h) )\LT,\],'er(tan ) = (tan H)Q/LET,\]AH(H)
semi- h =tan® ‘ ‘ muni du poids
classique ydxdy
TAB. 1.3 — Récapitulatif des opérateurs pour le probleme des cones de petite ouverture.
Notation Expression Domaine Forme Valeurs propres n > 1
quadra-
tique
Opérateur | —Aj,y(9) —0? — 03 — 03 Lay(6) (1.17)
3D
cartésien
Opérateur | Heuioyxst | —30r(rdy) — 7205 — 02 | Gui(d) x S!
3D cylin- (1.19)  muni
drique du poids
rdrd¢dz
Fibre Heui(o) —10,(rd,) — 02 Gui(0) (1.19) | Qcuics) Fn,Gui (6)
m =0 muni du poids
rdrdz
Version Lcui(h) —h29?2 — %8y(y8y) Gui (1.21) | Qgui(h) Ancui(tan 0) = (V2 cos 0) =21, cui(0)
semi- h =tan@ ‘ muni du poids
classique ydxdy

TAB. 1.4 — Récapitulatif des opérateurs pour le probleme de la couche conique.
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Chapitre 2

Outils standards

2.1 Quelques rappels de théorie spectrale

Dans ce qui suit X désigne un espace de Hilbert muni de la norme || - ||. On considére un opérateur
auto-adjoint £ sur X. On énonce dans un premier temps le principe du min-max qui permet de
caractériser le bas du spectre d’un opérateur (voir [RS78, Chap. XIII] et [LBO3, Propositions 6.16 et
13.1]).

Proposition 2.1 (Principe du min-max) Soit £ un opérateur auto-adjoint borné inférieurement, Q
sa forme quadratique et Dom(Q) son domaine de forme. On définit le n-iéeme quotient de Rayleigh
comme

oV . QW
pn(L) = sup ( 2) = f sup ( 2) (2.1)
Uy,...,.U,_1€Dom(Q) Yevect(P1,...,¥p_1)+ H\IJH V1., Wn€Dom(Q) Vevect(¥y,...,¥p) HIII”
weDom(Q)\{0} weDom(Q)\{0}

On a lalternative (i) ou (ii) :

(i) Siles valeurs propres sont triées dans |’ordre croissant et comptées avec multiplicité, |, est la
n-ieme valeur propre de L. De plus, I’opérateur L n’a que du spectre discret dans l'intervalle
(=00, pn(L)].

(ii) i, (L) est le bas du spectre essentiel de L. Dans ce cas, j1;(L) = p, (L) pour tout j > n.

En pratique,pour £ un opérateur auto-adjoint borné inférieurement et Q sa forme quadratique associée
de domaine de forme Dom(Q), s’il existe a € R et un espace vectoriel V. C Dom(Q) de dimension n
tel que pour tout ¥ € V on ait

Q(¥) < al|¥|P?,

alors on en déduit que
(L) < a.

On rappelle deux résultats qui caractérisent le spectre essentiel d’un opérateur. Le premier est une
caractérisation séquentielle via les suites de Weyl (voir [RS78] et [LBO3, Chapitre 10]).

Proposition 2.2 (Critere de Weyl) Un nombre réel \ appartient a Sess(L) si et seulement si il existe

27
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une suite (V,,),>o d’éléments de Dom(L) vérifiant :

=1,
(£ =Nl — o,

W, tend faiblement vers (.

Soit U est un ouvert de R? (d € N*), on considere le cas X = L?(U). En pratique, pour construire une
suite de Weyl, on est amené a construire des bosses glissantes dans une direction infinie de ¢/. Ces
bosses glissantes doivent étre proches d’une fonction propre généralisée adaptée. En un certain sens,
le spectre essentiel se comprend comme le spectre venant de 1’infini et c’est ce que dit la proposition
suivante (voir [FH10, Appendix B], [Per60] et [Ray, Th. 5.5.]).

Proposition 2.3 (Lemme de Persson) Soit U un ouvert non borné de R¢ a bord lipschitzien et V un
potentiel a valeurs réelles positives. Alors le bas du spectre essentiel de la réalisation de Dirichlet sur
Ude L =—A+V estdonné par :

inf Gess (L) = X(L),

ou

S(L) = lim Yg(L)

R—+o00
avec

Sr(L) = inf (

$eCe (UNCB(0,R))

S IVO(2) ] + v<m)|¢<x)|2dx)
fu W(@Pdf .

La caractérisation du bas du spectre de la Proposition 2.1 nous permet d’interpréter le bas du spectre
essentiel comme le bas du spectre de la réalisation de Dirichlet de £ sur des domaines de plus en plus
éloignés de I’origine.

Maintenant, on se propose d’obtenir une formule de localisation en utilisant des partitions de 1’unité.
Pour cela on s’inspire de [CFKS87]. Soit I/ est un ouvert de R? (d € N*), on se place dans le cas ou
X = L*(U). On se donne une suite de points z; (finie ou non) dans ¢/ et on introduit la partition de

I’unité suivante :
Z 2
Xj,R = 17
J

ou x; r est une fonction troncature régulicre supportée dans la boule de centre z; et de rayon R. De
plus, on peut construire une telle partition de 1’unité telle que :

Z IVx;rll? < CR™2 avecC > 0.
J

Proposition 2.4 (Formule de localisation IMS) Soit U un ouvert de R? & bord lipschitzien et V un
potentiel borné inférieurement a valeurs réelles. Alors si L désigne la réalisation de Dirichlet sur U de
—A +V et Q la forme quadratique associée, pour 1) € Dom(Q) ona :

Q) = Z Q(xj.rY) — Z IV x;,r 0]
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L’intérét principal de cette formule est de réduire I’étude de la forme quadratique Q, modulo un terme
de reste, a celles de formes quadratiques localisées sur le support des fonctions troncatures.

On énonce ensuite un théoreme qui s’avere €tre un outil puissant pour localiser le spectre d’un
opérateur :

Proposition 2.5 (Théoreme spectral) Soit L un opérateur auto-adjoint borné inférieurement et
Dom(L) C X son domaine. Pour tout A\ € R, W € Dom(L) on a

dist(A, S(L))[[ ][ < [[(£ = A)¥]]

Par conséquent, pour un nombre réel A, si on trouve une fonction normalisée ¥ € Dom(L£) qui, pour
€ > 0, vérifie
[(L—-N¥| <e (2.2)

alors
dist(\, 6(L)) < e.

Lorsque I’on souhaite utiliser la Proposition 2.5 on cherche une fonction propre approchée (aussi
nommée quasimode) de 1’opérateur L, c’est-a-dire qui vérifie une équation de type (2.2) pour un
suffisamment petit. On en déduit I’existence d’un élément de S(L£) a distance ¢ de .

On conclut cette section en énongant un résultat qui permet de contrdler la différence entre deux
résolvantes a 1’aide des formes bilinéaires associées (voir [KS12, Prop. 5.3]). La comparaison des
résolvantes se ramene a celle des formes bilinéaires associées. On peut comparer notre méthode avec
la méthode de comparaison des résolvantes. En effet, par la suite, on comparera souvent deux formes
quadratiques afin d’obtenir des encadrements des valeurs propres. Moralement, la comparaison des
formes bilinéaires s’inscrit dans le méme esprit.

Proposition 2.6 (Convergence en norme de la résolvante) Soient L et Lo deux opérateurs auto-
adjoints positifs sur ’espace de Hilbert X tels que Li* et L, soient bornés sur X. Soient B et By
leurs formes bilinéaires associées, on suppose que Dom(B;) = Dom(B,). Supposons également qu’il
existe n > 0 tel que pour tout ¢, € Dom(3;) on ait

1B1(¢, %) — Ba(6, )| < 0/ Q1(¥)\/Qa(0),

avec Q;(¢) = Bi(p, ), pour j = 1,2 et p € Dom(B;). Alors on a :

1C7" = L2 < mlleo M2l es )2

En pratique, on 'utilise pour comparer la résolvante d’un opérateur £; a celle d’un opérateur £, dont
on connait le spectre. Pour 11 € p(L) (ou p(L) est I’ensemble résolvant de £) et € > 0 on montre des
inégalités de type

1Ly =) = Lyt <=
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A I’aide du Théoréme spectral 2.5 on montre que, si Ak,j (K =1,2) estla j-iéme valeur propre de Ly,

ona:
(A =)™ =gl <e

2.2 L’approximation harmonique

Afin de mieux saisir la philosophie des idées développées par la suite, on se propose de rappeler
brievement une idée générale d’analyse semi-classique pour des opérateurs de Schrodinger avec
potentiel électrique : 1I’approximation harmonique. On se place en dimension un, on trouvera plus de
détails dans [CFKS87, Chap. 11], [DS99] ou [Sim8&3].

Soit [(h) la réalisation auto-adjointe sur R de
— h?02 + (), (2.3)
ou v est une fonction C*(R) telle que

lim v(z) = o0,
|| —+o0

et admettant un unique minimum en 0 tel que
(0) = 0,2"(0) > 0.

Faisons alors le changement d’échelle :
= h'?z.

Lorsque h — 0, on est ramené a étudier :
h( -0+ h_lv(hl/zz)).

On fait alors un développement de Taylor de v en 0, formellement 1’ opérateur s’écrit :
U”(O) +oo o
h( — 0% + Tzz> + Z?)vjz]h]ﬂ. (2.4)
J:

Quand h — 0 le terme dominant est I’oscillateur harmonique. Si I’on s’intéresse aux premieres paires
propres, on est amené a les chercher formellement sous la forme :

+00 +oo
An(h) =B B b2 gl =", b 2.5)
j=0 Jj=0

En résolvant formellement I’équation aux valeurs propres on peut choisir pour 3, o la n-iéme valeur
propre de I’ oscillateur harmonique a savoir

6n,0 = (2n + 1)

UN(O)
2
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et pour ®,, o une fonction propre associée. Par la suite, nous utiliserons ce type de construction lorsque
le potentiel v admet un minimum singulier.

2.3 Opérateurs modeles

Dans la section précédente le terme dominant dans le développement (2.4) est I’oscillateur harmo-
nique. Cet opérateur modele détermine le premier terme du développement asymptotique (2.5). Dans
les chapitres suivants, nous rencontrerons d’autres opérateurs modeles qui jouent un role similaire a
celui de I’oscillateur harmonique. C’est ces derniers que nous nous proposons de décrire dans cette
section.

2.3.1 Opérateur d’Airy
L opérateur d’ Airy, noté la;, est la réalisaton de Dirichlet sur L?(IR, ) de I’opérateur :
—02 + .
Une description de son domaine est
Dom(la) = H*(R,) N Hy(Ry) N L*(R,, z°dx).

Cet opérateur positif est a résolvante compacte et son spectre est une suite croissante de valeurs propres.
On note Ai la fonction d’ Airy de premiere espece. Elle vérifie :

—Ai" + zAi = 0.
On note za;(n) le n-ieme zéro de la fonction d’Airy Ai. Si (A, ¢) est une paire propre de [; alors :
—" 4+ (x =N = 0.
On en déduit qu’il existe une constante c telle que :
P(x) = cAi(z — ).
Par conséquent le spectre de 1’opérateur d’ Airy est
S(lai) = {—2zai(n),n > 1}.
On notera A(x) = Ai(—x) la fonction d’ Airy inversée et za(n) = —za;(n) ses zéros. Elle vérifie
—A" —2A =0,
et on définit I’opérateur d’ Airy inversé, noté [n, comme la réalisation de Dirichlet sur L2(R_) de

I’opérateur :
—~02 — 1.
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Une description de son domaine est
Dom(la) = H*(R_) N Hy(R_) N L*(R_, 2*dx).

On mentionne également la fonction d’ Airy de seconde espece Bi. Elle n’est pas dans L?(IR ) mais
intervient lorsque 1’on s’intéresse a la réalisation de Dirichlet de [a; sur des intervalles bornés (a, b). On
note B(z) = Bi(—x) la fonction d’ Airy de seconde espece inversée.

On sait de plus que la fonction d’ Airy de premiere espece Ai est a décroissance exponentielle. On
en profite pour définir les espaces de Sobolev de fonctions a décroissance exponentielle :

Définition 2.7 Soit D une droite ou demi-droite de R. Pour u € D, on pose (u) = /1 + u?. Soit B
une bande ou demi-bande de R* de la forme B = {(u,t) € D x (0,1)} et m(dt) une mesure sur (0, 1).
Pour tout k € N, on définit les espaces suivants :

i) H: (D) ={f € L*(D) : 3y > 0,¢> 0,e“™" f € H*D)},

i) HE_(B,m(dt)du) = {f € L*(B,m(dt)du) : 3y > 0,c > 0,e“"" f € H*(B, m(dt)du)}.

Xp

2.3.2 Opérateur modele avec un potentiel en I non symmétrique

Lors de I’étude des triangles asymptotiquement plats avec s € (—1, 1), on sera amené a considérer,
sur L*(R), I’opérateur :

1 1
1
T (W

l;"°d(u; Dy) = —0% + v;“"d(u), avec U;"°d(u) = ( S]IM(U)) lul, (2.6)

de domaine
Dom(I™9) = H*(R) N L*(R, u?du).

mod

Le parametre s introduit une dissymétrie du potentiel effectif v"*°.

La différence avec I’opérateur étudié par Dauge et Raymond dans [DR 12, Sec. 3] ou au Chapitre 4
réside dans le fait que cet opérateur n’est pas un opérateur d’ Airy inversé avec condition de Dirichlet
en u = 0. Le potentiel effectif v™°9 est la combinaison d’un opérateur d’ Airy inversé sur R_ et d’un
opérateur d’Airy sur R, . La dissymétrie du potentiel effectif et les conditions de transmissions en
u = 0 compliquent 1’étude : nous n’avons pas une expression explicite des valeurs propres de [™°¢ en
terme de zéros d’une fonction d’ Airy.

L allure du potentiel effectif v™°¢ permet d’affirmer (voir [RS78, Th. XIIL.67]) que le spectre de

1’opérateur (™9 est constitué d’une suite croissante de valeurs propres :

S(I7°%) = (Kn(8))nz1

Remarque 2.8 Pour s = 0, 'opérateur modele est [T°° = —0,, + |u| et ses valeurs propres sont, pour
toutn >0 :

{ ans1(0) = 2p(n+ 1),
ans2(0) = za(n + 1).

Nous allons prouver que les valeurs propres x,(s) sont simples. Avant cela, rappelons un lemme de
type Sturm-Liouville :
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Lemme 2.9 Soit [ = [ug,00) (I = (—00, ug)). Soit U une fonction de classe C* a valeurs réelles et q
une fonction positive sur 1. On suppose que V vérifie I’équation de Sturm-Liouville

() = q(u)¥(u)
onW e L*(I) etV +# 0. Alors U (u)W (u) < 0 pour tout u € I (V(u)¥'(u) > 0 pour tout u € I).
On en déduit la

Proposition 2.10 Pour tout s € (—1,1) les valeurs propres de ™9 sont simples.

Preuve : Fixons s € (—1,1) et appliquons le Lemme 2.9 en utilisant

Ip (u) + —
11s WD

g(u) = 27r2< Snﬂh(u)) lu| — kon(s)

et

[= [“”—@(1—3),00).

272

Si ¥, (u, s) désigne la fonction propre associée a k,,(s) elle vérifie

]1R7 (U) + L

—02W, (2n(
U, (u,s) + (27 T -

g, (u)> u| — mn(s)>\1’n(u, s) = 0.

L’équation est d’ordre 2 donc la multiplicité de k,,(s) est au plus 2. Si les deux fonctions propres
associées U, W sont dans L*(I) elles vérifient g (u, s)\Pw(u, s) <O0et \IJ;?](u, s)\le] (u,s) <0
sur . Ceci est impossible car on peut résoudre 1’équation différentielle avec comme condition initiale

en uy = ”2"7(25)(1 —5), U(ugp,s) = 1 et U'(ug, s) = 1. On en déduit immédiatement que I’espace propre
associé a k,(s) est de dimension 1, ce qui conclut la démonstration. U

Nous nous intéressons désormais a la régularité de ces valeurs propres. La famille (l;""d)se(_LD est
une famille analytique de type (A) (voir [Kat66]). Couplé avec la Proposition 2.10 on obtient la

Proposition 2.11 Pour tout n > 1 les fonctions (s — k,(s)) sont analytiques sur (—1,1). De plus, il

existe une fonction propre T associée a k., (s), telle que les fonctions (s +— T € Dom(I™°?)) soient

analytiques sur (—1,1).

Caractérisation des valeurs propres (x,(s)),>; Onala
Proposition 2.12 Les valeurs propres (k,,(s))n>1 vérifient I’équation implicite suivante en (s, k) :
V145 A1+ PR)N((1 = 5)*3k) + V1= s A((1 — s)*20)A((1 + 5)*k) = 0, (2.7)
Preuve : Soit (x, V) une paire propre de [™°¢. On définit :
UF = Ullg, .

Afin de résoudre I’équation
1My = W, (2.8)
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on considere cette équation pour u < 0 et u > 0. Pour u < 0 1’équation (2.8) s’écrit

1
(—83—1+ u—m)ﬁf’:O.
S

C’est une équation d’Airy inversée. Pour des raisons d’intégrabilité la fonction d’Airy de seconde
espece n’apparait pas dans I’expression de W~ eton a :

U (u) =a A((1+ $) Y3 (u+ k(1 + s))), (2.9)

avec o~ € R.
Pour v > 0 la méme démarche donne :

Ut (u) = aAI((1 - s) 3 (u— k(1 —9))), (2.10)

avec o™ € R.

La fonction propre ¥ est dans le domaine Dom (/™) de I’opérateur modele I™°¢. En particulier
U € H?(R) et satisfait les conditions de transmissions :

vm(0) = v(0),
9,97(0) = 9,97(0),

qui deviennent
a”A((1+8)k) — aA((1 - 5)*%k) = 0,

a (1= s)PA((1+8)k) +at(1+s) P AN((1-35)"%k) = 0.
Les k,(s) sont les valeurs pour lesquelles le systeme est 1ié et on obtient I’équation implicite (2.7). O

Grace aux expressions explicites (2.9) et (2.10) ainsi qu’aux propriétés de la fonction d’ Airy de
premiere espece on a la

Proposition 2.13 Pour tout n € N*, la fonction propre T appartient & H2_(R).

exp

Afin de comprendre la régularité de (s — k,(s)) prés de s = 1, on fait le changement de variable
o = (1 — 5)'/3 dans I’équation (2.7). Elle devient :

(2= o) BA((2 = 6 PR) N (%K) + oA(0’K)A ((2 — 0)?PK) = 0,

qui est réguliere pres de o = 0.
Si on souhaite étudier les triangles asymptotiquement plats pour s > 1, on est amené a considérer
I’ opérateur

- 1 1
m4(u; 0,) = =02 + 07 (u), avec 07 (u) = (s1p_(u)+ - Ir, (w))]ul,

2
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10.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3 1.4 15

FIG. 2.1 — Cette figure représente x,, et K, en fonction de s pour n = 1,2,3. Les points noirs
représentent les valeurs 272/32,(n) pour n = 1,2, 3.

de domaine 3
Dom(I™%) = H*(R) N L*(R, u?du).

Si on note (%, (s)),>1 ses valeurs propres, elles vérifient I’équation implicite en & :

4“%(@&) AI((?ETSQ)Q%) +(145)3(s— 1)1/3A<(?§5+_1;2>)2/3&> A/((sﬁ)w%) =0

qui ont le méme comportement que %, (s) quand s > 1. On remarque que

kin(1) = Rn(1) = 27%325(n)

Néanmoins, &, et &,, ont une singularité cubique en s = 1. A 1’aide des équations implicites (2 la fois
pour s € (0,1) et s > 1) on a représenté en Figure 2.1 la dépendance en s de «,, et K, pour n = 1,2, 3.
On constate la singularité cubique en s = 1.

2.4 Stratégie des preuves et organisation de la these

Dans cette section, on se propose d’expliquer les principes qui seront utilisés dans les preuves des
Théoreémes 1.8, 1.11 et 1.19.

2.4.1 Les opérateurs de Bessel

On s’attarde sur quelques propriétés des opérateurs de Bessel qui interviendront dans la construction
d’opérateurs 1D (voir [AS66] pour plus de détails). En particulier, dans les Chapitres 4 et 5, nous
aurons besoin de comprendre le spectre des opérateurs de Bessel. Soient 0 < a < 1, on considere sur
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L?((a, 1), ydy) la réalisation de Dirichlet en y = 1, notée z{;@s, de I’opérateur :
1 m?
——0,(y0y) + —-
y\YYy
y y?
Cet opérateur positif est a résolvante compacte et son spectre est une suite croissante de valeurs propres.
On note J,,, et Y,, les fonctions de Bessel d’ordre m de premiere et seconde espece. Elles vérifient :

Iyt (P —=mD I, =0, Y gV + (v —m?)Y,, =0.

[m]
Bess

v+ + Ay —mP)y =0

Si (A, ) est une paire propre de [ ___ alors :

On en déduit I’existence de deux constantes c et d telles que :
U(y) = ¢ Jn(VAz) + d Y, (VAz).

o . . [m] p . - .
Lorsque a = 0, pour que 1 soit dans le domaine de /g, on a nécessairement d = 0. On note J, ,,
le n-ieme zéro de la m-ieme fonction de Bessel de premiere espece. Si a = 0 le spectre du m-ieme

opérateur de Bessel est {77, : n > 1}.

2.4.2 Approximation de type Born-Oppenheimer

Soit U un domaine ouvert de R?, comme expliqué aux Sections 1.2, 1.3 et 1.4, aprés quelques
transformations géométriques, les opérateurs qui interviennent dans les problemes étudiés sont de la
forme :

Ly(h)(x,y; 0, 0,) = —h*02 + 120(y; 0,), (2.11)

ou [;;* est un opérateur auto-adjoint dans la variable transverse y. Soit do m(dy) une mesure sur ,
on s’intéresse a la réalisation de Dirichlet (sur tout ou partie du bord OU de I’ouvert ) de L,(h). Pour
chaque probleme, les opérateurs présentés en (1.1), (1.13) et (1.23) ont bien 1’allure de 1’opérateur
(2.11). On note (quand elle existe) A, /(%) la n-ieme valeur propre de 1’opérateur £,(h). Notre objectif
est de comprendre le comportement des plus petites paires propres de I’opérateur L;,(h), opérateur
partiellement semi-classique en la variable x, dans le régime h — 0.

Afin de mieux appréhender I’analyse semi-classique de 1I’opérateur £;,(h) on dérive un opérateur
en dimension un de I’expression (2.11). Pour cela, on considere a x fixé I’ensemble de réels :

I, ={yeR:(z,y) eU}.

Dans les cas étudiés I, est un intervalle borné. On regarde I’opérateur transverse lj;%® sur L* (I, m(dy))
avec conditions aux limites issues du probleme en dimension deux (par exemple, si (x,inf, I,) € oU
est un point ot il y a une condition de Dirichlet pour 1’opérateur £;,(h) alors cette condition de Dirichlet
se transmet en inf, [, pour I’opérateur transverse l}f;s). Supposons que I’opérateur transverse l}f;s

possede une plus petite valeur propre notée vy, (x). D’apres le principe du min-max on a, au sens des



2.4. STRATEGIE DES PREUVES ET ORGANISATION DE LA THESE 37

formes quadratiques, I’inégalité suivante :
Ly(h) > —h?0? + vy (). (2.12)

Notons J = {z € R: 3y € R, (x,y) € U}. Grace a la minoration (2.12) il semble judicieux, pour
comprendre 1’opérateur £;(h), de s’intéresser sur L?(.J) a I’opérateur en dimension un :

lu(h) = —h?0? + vy(z). (2.13)

Cet opérateur est en fait construit dans I’esprit de 1’approximation de Born-Oppenheimer (voir [BO27,
CDS81, KMSW92, Mar89, Mar(7, Jec14]). Cet opérateur 1D est un opérateur de Schrodinger semi-
classique avec potentiel électrique. En fait, les développements asymptotiques de ses valeurs propres
donnent la structure des premiers termes des valeurs propres de 1’opérateur L(h).

On se restreint au cas ou le potentiel effectif v;, admet un unique minimum global. Lorsque h — 0,
on sait que le minimum du potentiel effectif v, dicte le comportement des plus petites paires propres de
I’opérateur [;(h). Dans les cas étudiés ici, le potentiel n’est pas dérivable en son minimum : on ne peut
pas appliquer stricto sensu la méthode d’approximation harmonique décrite en Section 2.2. Toutefois,
lorsque le potentiel effectif v;, admet un développement asymptotique a gauche et a droite pres du point
de minimum, on peut considérer des opérateurs modeles associés issus des premiers termes de ces
développements.

Par exemple, lorsque le potentiel effectif v;, peut étre approché linéairement au point de minimum,
on obtient alors le développement suivant :

vu() =, v (0) + v,,(05)x + O(a?).
Si on approche [;;(h) par son opérateur tangent en 0 on a :

@%mz—M£+wmn+{ij%x<o

v, (07)x,x > 0.

(2.14)

Cet opérateur tangent est étroitement i€ a I’opérateur d’ Airy. Ces opérateurs modeles jouent un role
similaire a celui joué par I’oscillateur harmonique lorsque le potentiel effectif est de classe C? en son
minimum.

Tableaux illustratifs des approximations de type Born-Oppenheimer On compleéte ici les Tables
1.1, 1.3 et 1.4 en y explicitant leurs différentes approximations de type Born-Oppenheimer et les
modeles tangents associés. La Table 2.1 est celle liée au probleme des triangles asymptotiquement plats,
la Table 2.2 correspond aux cones de petite ouverture et la Table 2.3 au probleme de la couche conique.

2.4.3 Estimées de localisation d’Agmon

On s’intéresse encore a Iy, (h) défini en (2.13). On note Dom({,(h)) son domaine et ¢, (h) sa forme
quadratique associée. Si Dom(q(h)) désigne le domaine de forme de I’opérateur I;,(h), pour tout
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Version semi- Born-Oppenheimer Opérateur tangent Opérateur modele
classique
Notation Lvigsy (h) l1ii(s) (h) g2n(h) 1ged
Expression —h292 — E)S —h202 + ’UTri(s)(w)v —h292 + 0" (z), —02 4 vTed(x)
a+s)?* o 272 1
s,z <0, ~|z|,z < 0, szl @ <0,
UTii(s) (%) = { (’“:21“))2 vP(z) = 2 + { e vl (z) = 1‘:3
—S
mw2,0<x. fjs\:p|,z>0. —lzl,z > 0.
Domaine Tri(s) (-1—s,1—9) R R
Forme qua- QTri(s) (h) qTri(s) (h’)
dratique
Valeurs >‘n,Tri(s) (h') X’rL,Tri(s) (h‘) w2 + (27r2)2/3’i7l(8)h2/3 H"L(S)
propres
n>1

TAB. 2.1 — Récapitulatif des opérateurs pour le probleme des triangles asymptotiquement plats.

Version semi-classique Born-Oppenheimer Opérateur tangent Opérateur modele
Notation £l () i () e () In
Expression| —h20?% — %ay(yay) + Z%z —h%92 + vm]r(x), —h?07 4 j2, 1 — 2j2 -02 —x
-2
Vhta (@) = 224
Domaine | Mer muni du poids ydxdy (—-1,0) R_ R_
Forme Q ,[\7;], (h) q I[\;Ir;]r (h)
quadra-
tique
Valeurs A e (R) Al (B) | 3204252 5) % 2a(n) h2/3 2(n)
propres
n>1

TAB. 2.2 — Récapitulatif des opérateurs pour le probleme des cones de petite ouverture.

Version semi-classique Born-Oppenheimer
Notation Leui(h) leui(h)
Expression —h?9? — %&J(yay) —h20?2 + veui(z)
-2
Im 1 _
veui(z) = { (ztmv/2)2? T2 <z <0,
voir Section 5.1 pour x > 0.
Domaine | Gui muni du poids ydxzdy (=72, 4+00)
Forme Qaui(h)
quadra-
tique
Valeurs AnGui(R) j\n,Gui(h)
propres
n>1

TAB. 2.3 — Récapitulatif des opérateurs pour le probleme de la couche conique.
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1) € Dom(qy)(h)ona:
qu(h) () = /Jl”ﬂlagcw2 + vy [P d.

On énonce la formule d’IMS suivante qui permet d’obtenir une localisation des fonctions propres en
multipliant par une exponentielle (voir [Hel88]).

Proposition 2.14 Soit 1) € Dom(ly(h)) et ® une fonction lipschitzienne sur R a valeurs réelles alors :

Qu(h)(€¢/h¢) = <€2¢/hlu(h)@/},¢>mu) + \|‘D/€¢/h¢||%2(J)'

On remarque que si ¢ est une valeur propre de l;,(h) I’identité de la Proposition 2.14 devient
an(e®") = M|e® T2y + 197 9 2.

Ce type d’identité est trés utile pour localiser les premiéres fonctions propres de l;(h). La preuve de
cette proposition repose sur une intégration par partie du commutateur de ¢®/" et [,;(h). Ce résultat
est étroitement lié¢ a la Proposition 2.4 ou I’on aurait remplacé la partition de ’unité par un poids
exponentiel.

Afin d’obtenir une simplicité asymptotique pour les valeurs propres de 1’opérateur Ly, (h) nous
avons besoin de comprendre ou se localisent ses fonctions propres. Nous utiliserons des estimées de
localisation d’ Agmon (voir [Agm82, Agm85]) dans le cadre semi-classique (voir [DS99, Chapitre 6]
et [HS84]). Grace a I’équation (2.12) les estimées pour 1’approximation ;(h) se transmettent a Ly,(h).
D’apres le Proposition 2.14, si ¢ est une fonction propre de [;;(h) associée a la valeur propre \ cette
équation devient :

/ h2|8x(e¢/h¢)|2 + (vu(x) - A= <I>’(x)2)|eq>/h¢]2dx =0.
J

Ensuite, dans une zone d’énergie fixée, on choisit une bonne fonction & comme sous-solution de
I’équation eikonale
vy(r) — A — ®'(x)* = 0.

En particulier, dans L?(.J), on va pouvoir controler la norme de e®/"v) par celle de 1. On obtient selon
la fonction ®, une échelle de localisation (qui dépend du parametre semi-classique /) pour les fonctions
propres de l;;(h). Si le potentiel v;; admet un unique minimum non dégénéré les premieres fonctions
propres sont localisées dans un voisinage d’ordre h autour du point de minimum. En revanche, lorsque
le minimum n’est plus quadratique mais linéaire la taille de ce voisinage est d’ordre h?/3 autour du
point de minimum (voir Figure 2.2). Les estimées de localisation d’ Agmon justifient la décroissance
exponentielle des fonctions propres en dehors d’un voisignage du minimum.

2.4.4 Construction de quasimodes

Le but de cette étape est de construire des quasimodes suffisamment précis pour Ly (h). Plus
exactement on veut appliquer le Théoréme spectral 2.5 et pour cela on cherche des couples (), ) tels
que

1(Lu(h) = Nl < e[l
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FIG. 2.2 — Echelles de localisations des fonctions propres selon le type de minimum du potentiel vy,.

avec € > ( suffisamment petit.

On construit de tels quasimodes a 1’aide d’un procédé d’homogénéisation comportant plusieurs
échelles de localisation. En suivant I’idée de 1’approximation harmonique présentée en Section 2.2
on développe I’opérateur en séries formelles et on cherche des paires propres vérifiant une certaine
structure. Le choix des échelles est assez compliqué et est en partie guidé par I’échelle sous-jacente au
probleme de type Born-Oppenheimer associé.

A cette étape on prouve qu’il existe une paire propre de Ly(h) proche du n-ieme quasimode
construit via I’ Ansatz. On doit encore prouver que la valeur propre associée est bien la n-ieéme valeur
propre.

2.4.5 Réduction a un opérateur tensoriel

Nous utilisons ici une projection de Feshbach (voir [Fes58, Fes62]) afin d’établir la simplicité
asymptotique des valeurs propres. On en fait ici une présentation tres formelle afin d’en dégager les
idées essentielles. Le but est de comparer la forme quadratique Qy,(h) de L£y(h) a celle de I’opérateur
tangent défini en (2.14), que I’on note ¢;;"(h).

On fixe Ny € N* et on note simplement A;(h), ..., Ay, (h) les Ny premieres valeurs propres de
Ly(h) et on note 91, . .., ¢y, des fonctions propres normalisées associées telles que (1;,1;) = 0 si
t # j. On définit :

Sny(h) = vect(, ..., ¥n,)-

Par définition les fonctions v; (i = 1,..., Ny) sont orthogonales dans L?(U,dz m(dy)) mais aussi
pour la forme quadratique Qy(h). Pour ¢ € Sy, (h), grace a I’équation (2.12), ona:

/uhﬂaxw + (@) [P dz m(dy) < Qu(h)(1) < Awo(W)[IY]*.

Dans plusieurs cas étudiés v;, sera une fonction convexe, par conséquent on a :

Q" (h)(¥) = / R 1001 + v (07 )2 [ Le + vy, (07) 2|y [ Ig, dz m(dy) < (Aw, (h) — v (0))[[]*
u

(2.15)

Nous aimerions appliquer le principe du min-max 2.1 ; toutefois, comme v est a deux variables, les
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espaces variationnels ne s’y prétent pas. On introduit donc le projecteur de Feshbach I1 tel que :

Oy = (¢, t)yte (2.16)

ou t, est une fonction propre normalisée de I’opérateur transverse [;;>r*(y; 0,) associée a vy(x). A

I’aide de (2.15) on obtient :
Q" (M) () < (Ano (h) — v(0) + () | T ||

ou £(h) est controlé a I’aide des estimées d’ Agmon présentées en sous-Section 2.4.3. Si x(x) est une
fonction troncature choisie convenablement, on se ramene ensuite au probléme en dimension un en
considérant des fonctions tests de la forme x (¢, t,),, ce qui donne :

qi" () (X (¥, ta)y) < (Ang(h) — vu(0) + &(h) [T

On conclut en appliquant le principe du min-max présenté en Proposition 2.1.

2.4.6 Organisation de la these

La Partie II est consacrée a I’étude des différentes approximations de type Born-Oppenheimer issues
des opérateurs introduits en (1.1), (1.13) et (1.23). On y prouve également des estimées de localisation
d’ Agmon pour les opérateurs 1D considérés.

La Partie III est consacrée a la preuve des Théoremes 1.8 et 1.9. Le Chapitre 6 est dédié a une
construction de quasimodes alors que le Chapitre 7 utilise une méthode de Feshbach afin d’obtenir le
résultat. Au Chapitre 8, on présente des résultats numériques. On conclut cette partie par les Chapitres
9 et 10 qui sont dédiés a un phénomene d’effet tunnel dans des géométries proches de celles du triangle,
on y prouve notamment le Théoréme 1.9.

La Partie IV est essentiellement la preuve du Théoréme 1.11. Elle a la méme structure que la
précédente partie : le Chapitre 11 est une construction de quasimodes et le Chapitre 12 permet d’obtenir
une simplicité asymptotique via une projection de Feshbach. On conclut par le Chapitre 13 et des
résultats numériques associés au probleme du cone.

La Partie V traite du probléme de la couche conique. Le Théoreme 1.18 est prouvé dans le Chapitre
14, ce résultat n’étant pas de nature semi-classique les techniques employés sont différentes. En revanche
le Chapitre 15 est voué a un résultat de nature semi-classique : la preuve du Théoreme 1.19. On conclut
cette partie par le Chapitre 16 qui illustre numériquement le probleme.

La Partie VI présente de potentielles perspectives de recherche, dans la continuité des travaux
présentés, alors que la Partie VII est constituée des annexes.
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Deuxieme partie

Approximations unidimensionnelles de type
Born-Oppenheimer
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Chapitre 3

Approximation 1D des triangles
asymptotiquement plats

Dans ce chapitre, on étudie I’approximation de Born-Oppenheimer de I’opérateur Lyi¢5)(h) défini
en (1.1). On rappelle qu’il est défini sur L?(Tri(s)) et que son expression est

L) (h) = —h%9? — 2.

En appliquant la procédure décrite en sous-Section 2.4.2, on construit I’opérateur li(s) (h), défini
sur L?(—1 —s,1 —s), par:

(1+s)* 2
e, pour — 1 —s <z <0,
lTri(S)(h) = _h‘2832c + UTri(s) (37>, avece UTri(s) (;E) = { ( —(i_ll_':)); (31)
—(x_(l_s))gﬁ, pour 0 < x <1—s,

de domaine :
Dom(lni(s)(h)) = H* (=1 — 5,1 — ) N L*((—1 — 5,1 — s), v oyd).

Dans la limite &~ — 0, on sait que le minimum du potentiel effectif vy dirige le comportement
des paires propres associées aux plus petites valeurs propres de 15 (h). Ce minimum est atteint en
x = 0 donc on approche le potentiel effectif vr(s) par ses tangentes a gauche et a droite. On obtient
I’opérateur tangent

1
I2"(h) = —h*0? +v™"(x), avecv™" = 7%+ 27r2< Ig (2) + +— 3]].]R+(x)> lz|,  (3.2)

1+ s 1

de domaine
Dom(I®"(h)) = H*(R) N L*(R, x*dz).

h2/3 .
Wu etona:

Afin de se ramener a une forme canonique on fait le changement d’échelle x =
12 (h) (w;.0,) ~ 72 + (2% 2P 02100 (0 0,), (3.3)
ou I’opérateur modele [™¢, sur L?(R), est défini en (2.6).

45
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Le changement d’échelle (3.3) réduit la compréhension de 1’opérateur tangent [£2"(h) a I’étude de
opérateur modele (™9, indépendant du petit paramétre h.

Le but de ce chapitre est de donner un développement asymptotique a tout ordre, dans le régime
semi-classique i — 0, des premiéres valeurs propres de l1i(s) (7). On prouve la

Proposition 3.1 Soit sy € (0, 1). Pour tout s € [—sg, so| et tout h > 0, les valeurs propres de lri(s)(h),
notées A\, i(s)(h), se développent comme :

A }12]/3
nTns h ()j{:/?

7>0

uniformément en s. Les fonctions (s — Bjn(s)> sont analytiques sur (—1,1) et on a : fon(s) = 72 et

Brn(s) = (2#2)2/3 Kn($), ot les k,(s) sont les valeurs propres de I’opérateur modéle défini en 2.6.

3.1 Construction de quasimodes

Pour démontrer la Proposition 3.1 nous allons dans un premier temps construire des quasimodes
pour I’opérateur l1i(5)(h).

Proposition 3.2 Pour tout sy € (0,1) et tout Ny € N*, il existe hg > 0 et C' > 0 tels que pour tout
s € [—so,50] et h € (0, hy) on ait :
dist (& (Iigsy(R)) , 7° + h*3(27%)*3k,(s)) < CR*Y?, n=1,...,N,.

De plus C' et hy ne dépendent pas de s.
Preuve : On effectue le changement d’échelle u = h~2/3

sous la forme de séries

x. On cherche des quasimodes (s 1, Vs 1)

Bon~ D Bi()h™ etipp ~ Y W, (w)h¥f?

7>0 j>0

pour résoudre [ty (h)Ysh = Bsntbsn au sens des séries formelles. Un développement de Taylor en
x = 0 du potentiel effectif v(s) donne :

l-m(s)(h)(h2/3u; h=2/39,) ~ 7% + b3 (27r2)2/3 l;"°d((27r2)1/3 (2r%)~ 1/38 )+ Z UTH S) w)u? K213,
j>2
3.4)
avec " o)
g Vi (07) VTiigs) (07)
7!

Tri(s) 4! Ig, (w),

v(T]r?(s)(O ) et vT” S)(OJF) étant respectivement les j-ieme dérivées a gauche et a droite de vyi(s). On

identifie ensuite chaque terme dans le développement. Ainsi, on obtient ﬁo( ) = w2 et en collectant les
termes d’ordre h?/% on a :

(170 (2m) s (22%)7720,) = (27 2B (s)) W = 0.
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Ainsi, pour tout n € N*, on peut choisir (1 (s) = (212)%/3k,,(s) et U, o = T7((272)"/3u). Pour J > 0,
les termes d’ordre 7%’/ donnent :

(l?Od((Qﬂz)l/?’u; (27‘(2)_1/3(%) o (2W2)_2/331(S))@57J_1 _ 2/32 U%Zi () uj)\IJS,J—j-
3.5)
Grace a I’alternative de Fredholm, il existe une solution W, ;_; si et seulement si :
J
ﬁJ(S) <'U'[|'r}(3) J\I]s,()) \IIS,O> Z <(6]( ) UTr,(S)uj)\Ils,J—ka \Ijs,O>- (36)
=2

BJ(S) et W ;1 sont construits. Grace a (3.6), BJ(S) est analytique sur (—1,1). ¥, ;_; I’est aussi : on
utilise une méthode de Grushin en introduisant I’opérateur Sﬁ’ds défini sur Dom(l”‘°d) x C par

(7o ((2m2) 2u; (20%)71779,) — (2m2) 2hu(s) Wag
(-, Ws0) 0

mod __
L£7°° =

£med et analytique en s et inversible sur (—1, 1). L’équation (3.5) se réécrit comme

J
_ (27’(’2)_2/3 22 (ﬁj( ) - U‘[[qr](s)uj) \Ijs,J—j
j=

\Ils,Jfl
0

£mod
0

On inverse le systéme et on obtient une expression analytique de W ;_;. Pour conclure on considere
une fonction troncature réguliere y vérifiant :

11

() =1 e(~11) e x@)=0 pourle >
x(x) =1 pourzx v1) ¢ x@ =0 pourz[=c.

On définit ensuite

Xs() =x<1fs)- (3.7)

Pour J > 0 on construit le quasimode (6&],1, w[‘]]) avec :

J

J
5£J ZB( VR ¢£{,}L(x) — Xs(w)z\ljs,j(h—%?’x)h%/?,.
7=0

=0

La fonction troncature permet a 1/1[‘]] d’étre dans le domaine de 1’opérateur Ii(s)(h), de plus par

construction (z +— W, ;(h=2/3z)) € HZXP(R). On en déduit que pour tout 7 > 0 il existe une constante

C(n, J, so, ho) telle que pour tout h € (0, hg) et tout s € [—sg, So, on ait :

(o () = Bo1) ho) WV
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On conclut en appliquant le théoreme spectral ce qui acheve la démonstration. 0

3.2 Estimées d’Agmon

On se propose ici de démontrer des estimées de localisation d’Agmon semi-classiques pour
I’opérateur lti(5)(h). Elles permettent d’avoir une localisation a priori des fonctions propres. Soit
(As,%s) une paire propre de 1’opérateur lv(s)(h). Dans I’esprit de la Proposition 2.14, pour une
fonction lipschitzienne ® on a la formule IMS :

1—s
/ W2 [0, (€%/75)|” + vty () [/, |” — | e®0|* = As [€2/M4h,]” da = 0. (3.8)
—1-s

On sait que A, > 7> = min (vti(s) (2)), combiné a la Proposition 3.2 on déduit que pour sq € (0,1)

les Ny plus petites valeurs propres de (s (h) vérifient, pour s € [—s0, So]

|\ — 72| < Toh*3, (3.9)

ou Iy est une constante positive qui dépend de Ny et sg. On définit 15 = (—1 — 5,1 — s) N {zx € Ry}.
Nous prouvons des estimées pres de © = Oetde + = —1 — setx = 1 — s. Dans un soucis

simplificateur, on note
s.=1+s; s =s5—1 (3.10)

Les plus petites fonctions propres de lri(s)(h) vérifient les deux estimées de localisation d’Agmon
suivantes :

Proposition 3.3 Soir sy € (0,1). Soient T'y > 0 et py € (0, 7). Il existe hg > 0, Cy > 0, ng > 0 et
D, > 0 tels que pour tout s € [—5s, o), h € (0, ho) et toute paire propre (Ag, 1)) de lvi(s)(h) vérifiant
|\s — 72| < Toh?/3, on ait :

1-s

1-s
[ e 4 000 e < ColllPer [ e+ B0 P < Gl
—1-s —1-s

ond, =o71,_ + @f]lbr et Oy = O, 1, + @;]lbr avec

PH) = el er 05(0) = —poloslIn (D50 + )
+

Preuve : On prouve d’abord la premiere inégalit€. La convexit€ de vryi(,) combinée a I’équation (3.8)
donne :

1—s
/ 12|90, (%M, 2dx+2/ T +—| | — @' (x)? _’\8)\6%5\2‘15’350'

1—
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L’ équation (3.9) donne :

1—s
/ 12 (0, (e Mab)| 2dx+Z/ 5 ||x! ()2—0h2/3)|e“"swsl2dx§0.
]

1-s

On est amené a prendre

ou 7+ doit étre choisi suffisamment petit. On aboutit a :
1-s
9
/1 120, (€% /M) [2da + Z/I ((272 - Z”?)% - Ch2/3> %1 /M 2dz < 0,
—1—s j=+ 7 J

Pour 7. suffisamment petit, il existe 77, > 0 tel que :

1-s 2
/ 1218, (e /ap,)| dx—l—Z/ el h2/3) ’eq)l*/hwsj dz < 0.
—1— S+

Soit £ > 0, on définit les ensembles

T o) — CRY3 > eh?3Y, 2= {x €l : |z — O3 < eh?3).
|5 S|
On découpe I'intégrale et on a :

1-s .
/ 1[0, () Pda + b3y :/ |1/, de < O j/ %1/, *da,
=71 =71

—1—s

Ii ZZ{% € Lt:

oud; = Z <I>{]l|j. Finalement, on obtient :
j=+

1—s )
/ B0, (c¥ /1y, P + 2/ S / ¥y Pz < (
==’

—1-—s

e‘p{/hws‘gdx.

Lorsque 2 € 12, ®F est bornée. Lorsque s € [—sy, 5] cette borne peut étre choisie uniformément en s
et cela démontre la premiere inégalité.

Pour la deuxieme inégalité grace a (3.8) et (3.9) on a:
1-s -2
/ h2(8, (®/Mp, ) [2de + Z/ :1: + sj) () — 0h2/3) e/, [2d < 0.
—1-

On est amené a prendre
@3 (2) = —plss|In (D5 (x + 52)).
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avec p € (0, ) et D positif suffisamment petit pour que que
|s.|*(7? — p?) D% — 7w > 0.

Ainsi on a

1-s -2 j
/ h2|0, (e®2/M),)|Pda + Z/} s?(wZ —p?) <<x + sj> i Ch2/3> le®2/Mqp | 2d2 < 0.
s =i

1

Soit hg > 0 tel que
|52 [2(n? = p?) D% — 7% — Ch/* > 0

on définit les intervalles
I'=(-1-s,-1-s+D.), IL=(1-s—D;,1—3s),

I?=(-1-s+D_,0), I}=(0,1—s—D,).
On a alors, pour tout h € (0, hy) :

1—s )
/ 1210, (/M) Pde + Y s3(n? — p?) (D;2 — 2 — Ch§/3) / %2/ M), |2 d
_ .: [Jl

1-s j +
< ChPY [l
j== 71

Comme <I>2jE est négative sur [ i on obtient le résultat. O

3.3 Simplicité asymptotique

Soit sy € (0,1) et Ny € N*. On considere les Ny premiéres valeurs propres de l1i(s)(h) notées plus
simplement \, (s, h) = j\n,Tri(s)(h). Pourn € {1,..., Ny} on choisit une fonction normalisée 1), ,, dans
I’espace propre associé a A, (s, h) telle que (¥s 1, ¥sm) = 0 quand n # m. On introduit alors I’espace

SNO (37 h) = VeCt(ws,h te 7ws,n)-

A l'aide de I’équation aux valeurs propres Itvics) () Vs = An(S, h)sn, on sait que les 1, sont
orthogonaux pour la forme quadratique qtvi(s) () associée a Ii(s)(h) et donc, pour tout ¢» € Sy, (s, h)
ona:

arics)(R)(¥) < Ay (s, B) |9

Les estimées de localisation de la Proposition 3.3 donnent

QTri(s)(h>(Xsw) S ()‘No(sv h) + O(hoo))HXst27
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ou s est définie en (3.7). On utilise ensuite la convexité du potentiel et on a :

(2" (h) Oesh)s xs) < (Ao (55 ) + O(h*))[[xs) ||

L’espace xsSn, (s, h) est de dimension Ny, par conséquent on peut appliquer le principe du min-max
(voir 2.1) et on obtient, pour tout s € [—sg, S :

72 4+ (203K, (s) < Ay (s, h) + O(R™).

Cette minoration, combinée a la Proposition 3.2 termine la preuve de la Proposition 3.1.
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Chapitre 4

Approximation 1D des cones de petite
ouverture

Dans ce chapitre, on étudie 1’approximation de Born-Oppenheimer de 1’opérateur Emr(h) défini en
(1.13). On rappelle qu’il est défini sur L?(Mer, ydxdy) et que son expression est

m 1 m?
ﬁRAJr(h) = _h28§ - ;ay(yay) + ?

En appliquant la procédure décrite en sous-Section 2.4.2, on construit I’opérateur lmr(h), défini sur
L*(—1,0) par

-2
jm,l

l[m]
(x +1)%

i (h) = =20 + vl (x), avec v (x) =

“4.1)
de domaine
Dom(ll[\:ré]r(h» = HQ(_].’ O) N H(},O(_]w 0) N L2(<_17 0)7 (l’ + 1)_4d$>7

ot Hj(—1,0) est le sous-espace de H'(—1,0) obtenu par complétion des fonctions C> a support
dans [—1,0).
Dans la limite A — 0, on sait que le minimum du potentiel effectif vmr dirige le comportement des

paires propres associées aux plus petites valeurs propres de l,[\;r;]r(h). Ce minimum est atteint en z = 0
donc on approche le potentiel effectif par sa tangente en z = 0. On obtient sur L?(R_) I’opérateur

tangent [0 () avec condition de Dirichleten z = 0 :

l;c\?lgr(h) = _hQai + j72n,1 - 2j72n,1x7

de domaine
Dom(lj2" (h)) = H*(R_) N L*(R_, x*dz).

h2/3
———75U €t on
(QJEnJ)l/S

lan (h) (23 05) ~ j2, 1 + (252 1) h* 1A (s 0,). (4.2)

Le but de ce chapitre est de donner un développement asymptotique a tout ordre, dans le régime

Afin de se ramener a un opérateur d’ Airy inversé on fait le changement d’échelle x =
a:

53
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semi-classique h — 0, des premieres valeurs propres de lmr(h). On prouve la

Proposition 4.1 Les valeurs propres de lmr(h) notées A\

n,Mer

n Mer Z 6['?1]h2j/37

7>0

(h), se développent comme :

ouona [ ] = jm 1 et ﬁln - (2j'r2n,1)2/32A(n)'

4.1 Construction de quasimodes

Pour démontrer la Proposition 4.1 nous allons dans un premier temps construire des quasimodes
pour I’opérateur [ [J;]r (h).

Proposition 4.2 Pour tout Ny € N*, il existe hy > 0 et C > 0 tels que pour tout h € (0, ho) on ait :

dist (& (e (1)), 2,1 + B(252,)222a(n) ) < CRYE, =1, No.

Preuve : Comme illustré en (4.2), 1’échelle sous-jacente a un opérateur de type Airy est h*/3. On
effectue donc le changement d’échelle v = h~%/3z. On cherche des quasimodes (), ¢;,) sous la forme

de séries
My~ > BRI ety (x) ~ YW (w)h
Jj=0 §>0

afin de résoudre l,[\;rgr(h)z/zh = A\p¥p, au sens des séries formelles. Un développement de Taylor en x = 0
du potentiel effectif vi(s) donne :

(j)
m — . . . -1 3 ; ;
W (B) (W h220,) ~ g2, 0?3252 )2 PIa((252,0) Y Pus (242,0) +§j Cuter) ~(0) s
7j>2
(4.3)
On identifie alors chaque terme dans le développement.

Termes en h° Les termes d’ordre A° livrent 3y = 52, ;.

Termes en 12/ Les termes d’ordre h2/3 livrent :
. 1/3 . —1/3 . _ A
(1a((272,) " us (22,0) 0. — (22,075 ) Wy = 0.

Ainsi, pour tout n € N, on peut choisir 4; = (252 ;)*/3za(n) et Wy = A((2j2,1)"?u).

Termes en h*/?  Les termes d’ordre h*/? livrent :

v[m] )N(O)

(lA(@jil,l)l/S“? (2‘731,1)71/3@&) - (21'371,1)_2/331)‘1’1 = (oW — ( Mer2 u*W,
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avec U;(0) = 0. L’alternative de Fredholm donne (, = 27! (vmr) (0)(u>Wy, Wy). 3o est donc
déterminé et il existe une unique solution ¥; € L*(R_) telle que (¥, ¥y) = 0.

Termes d’ordres supérieurs On peut continuer a construire (/3;, ¥;) pour tout j en itérant le procédé

de construction. Cette construction dépend de I’entier n € N*.
Considerons alors la fonction troncature réguliere y? telle que :

1 3
x8(z) =1 pourz € (——,+oo) et x%(x)=0 pourz < T

2
On introduit pour tout J > 0 le quasimode (/3 L7 ] }[l‘]]) avec :
J J
DS A e ) = o) SO0, (g ) W (@4
=0 =0

[m]

Par construction w,[;]] est dans le domaine Dom(ly,,, (h)) de I’opérateur lmr(h). Gréce aux propriétés de
décroissance des fonctions d’ Airy, pour tout hy > 0 il existe une constante C'(n, J, hy) > 0 telle que
pour tout i € (0, hy) :

(T (h) — BN < C(n, T, ho) B2V ).

On applique ensuite le théoreme spectral qui assure I’existence de quasimodes a tout ordre donc prouve
en particulier la Proposition 4.2. U

La Proposition 4.2 se réécrit en disant que pour tout Ny € N*, il existe hg > 0 et C' > 0 tels que
pour tout i € (0, hg) il existe k(n, h) € N* tel que

|)\[m]

nh)Mer_ [m‘]]|<0h2j+1 n:]-?"'7N07

ou ﬁm"ﬂ corresponds, pour I’opérateur lmr(h), a la construction de ﬁ}[LJ] définit en (4.4) avec

B1 = (252,1)%2a(n). On peut en déduire une majoration de la n-iéme valeur propre de M (h), ce qui
est énoncé dans la

Proposition 4.3 Soit Ny € N*, il existe hg > 0 et C' > 0 tels que pour tout h € (0, hg) on ait :

0 < \m

n,Mer

(h) < ﬁr[bn;{ﬂ + ORI/

Preuve : La premicre inégalité est vraie car I’opérateur est positif. D apres la Proposition 4.2 on sait
qu’il existe by > 0 et C' > 0 tel que pour tout h € (0, hy) il existe k(n, h) satisfaisant

§lm!

k(n7h)7Mer(h) Sﬁr[Lr’r;J]_i_ChQ(J—i—l)B

On prouve en trois étapes que pour tout i € (0, hg),n > k(n, h). Fixons h € (0, hy) on montre d’abord
que
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n — k(n, h) est injective Supposons qu’il existe n; # ny tels que k(nq, h) = k(ng, h). D’apres la
Proposition 4.2 on a

~

|/6[m’J] [m J]| 2O p2(I+D)/ |)\ o, Mer(h) )\[m]

ni,h ng h k(n2,h),Mer

(h)| < 2Ch2(J+l)/3

Quitte a prendre h assez petit, il existe C > 0tel que
Claa(m) = za(ma)|h* < |875) = 57| — 20200/
On combine les inégalités et on aboutit a
Clza(ny) — za(ng)| < 2CH*73,

ce qui est absurde pour h suffisamment petit.

n — k(n, h) est croissante Soitn € N*, regardons la différence entre )\ +1 ) mer(B) et )\[m] By Mer (1) :

~

m,J| m m
57[1—1—1 h ﬁn h 2Ch2(J+1)/3 < /\[ ]+1 ,h), Mer(h) - )\L(’r}z,h),l\/ler(hJ
En particulier pour h assez petit, il existe C' > 0 tel que

0 < O(ZA(TL + 1) — A ( ))h2/3 < /\[m7]L+1 ,h), Mer(h) - AE{T’}L,}L),MEF(}L)

On en déduit que k(n + 1, h) > k(n, h). O

Récurrence On montre par récurrence que n < k(n, h). Le résultat est vrai pour n = 1 car 1 <
k(1,h). Soit n € N*, supposons que n < k(n,h). Onan > k(n,h) < k(n + 1,h) et on sait que
n <n+ldoncn+1<k(n+1,h), cequi termine la preuve.

4.2 Estimées de localisation d’Agmon

On se propose ici de démontrer des estimées de localisation d’Agmon semi-classiques pour

I’opérateur lmr(h). Elles permettent d’avoir une localisation a priori des fonctions propres. Soit

(A, 1) une paire propre de I’opérateur l,[\:r;]r(h). Dans I’esprit de la Proposition 2.14, pour une fonction

lipschitzienne @ on a la formule IMS :

0
/ h2]0, ()2 + v () [/ — |8 e®/Mp[2 — N e/ Mp|Pdz = 0. (4.5)

On sait que A > j2 | = min(vmr(:c)), combiné a la Proposition 4.2 on sait que les N, plus petites
valeurs propres de lmr(h) vérifient :

A —j2.1] < Toh?, (4.6)

ou ['y est une constante positive qui dépend de V.
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Nous prouvons des estimées pres de x = 0 et x = —1. Les plus petites fonctions propres de lmr(h)
vérifient les deux estimées de localisation d’ Agmon suivantes

Proposition 4.4 Soient I'y > 0 et py € (0, jm1). Il existe hy > 0, Cy > 0, g > 0 et D > 0 tels que
pour tout h € (0, ho) et toute paire propre (X, 1) de lmr<h) vérifiant |\ — j2,,| < Toh®3, on ait :

0 0
/ (P + W00 de < Coll | et / e ([ + |hdu2)de < Coll,

-1 -1

avec
Dy (z) = nolz[*? et @2(z) = —poIn (D7(1 + z)).

Preuve : On prouve d’abord la premiere inégalité. La convexité de vm}r combinée a I’équation (4.5)

donne :

0
| B0 (3 + 255 ol = V@~ NI e < 0.
-1

L’équation (4.6) donne :

0
[ R0 + (25 o] — @(@)? ~ Tk gz <0
1

On est amené a prendre
() = nfa]*?,

ou 7 doit étre choisi suffisamment petit. On aboutit a :

0
| 0P + (252 — el ~ Tl et o < .
-1

Pour 7 suffisamment petit, il existe 77 > 0 tel que
0
/ h2|8m(€q>/h¢)|2 + (77|:E| . F0h2/3) |€q)/h¢|2d$ < 0.
-1
Soit £ > 0, on définit les ensembles

I'={z € (=1,0) : q|lz| = Toh*? > eh?3}, I* ={z € (=1,0) : ij|z| — Toh?? < eh?3}.

On découpe I’intégrale et on a :

0
/ h2|8z(€q>/h¢)!2dx+5h2/3/ \eq’l/hw\deSFoh%/ €®1/hp2d
1 n 1

Finalement, on obtient :

0 0
/ h2|8I(e¢’/hw)\2da: + eh?/3 / |e¢1/hwl2dx < (To+ €)h2/3 |e¢1/hwl2dx.
1 —1 e

Lorsque = € 1%, ®;/h est bornée ce qui démontre la premiere inégalité.
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Pour la deuxieme inégalité grace a (4.5) et (4.6) on a
0
| RSP + (0 (L 2) = gy - (e = Do) H s <0
-1

On est amené a prendre
$y(z) = —pln (D_l(l + a:)),

avec p € (0, jm1) et D > 0 tel que
(Gma = P°) D™ = 1 > 0.
On a alors
0
[ B0 4 (2= L+ ) gy~ T e <

-1

Soit ~y > 0 tel que
Co = (ma = PP)D 72 = Gy = Toh®? > 0.

Pour tout h € (0, hg),ona:

—1+D 0

|e®2/ My Pda < F0h2/3/ e/ Pda,

—1+D

0
/ h2|0y (e®2/M)) |2 dz + Cy /
1

- -1

On note C; = Fohg/ “etona:

0 0 0
/ h2|8$(€®2/h¢)|2d$+00/ |6<I>2/h¢|2dx < (Cl +CO)/ |€¢2/h¢|2d1’.
-1 -1

—1+D

Toutefois, sur (—1 + D, 0) la fonction ®, est négative. On aboutit a :

0 0
[ et Co [ jet i < (€ Collf
-1 —1

Ce qui termine la preuve de la Proposition 4.4. U

Remarque 4.5 La Proposition 4.4 est aussi vérifiée pour toute combinaison linéaire finie 1) de fonctions
propres de lmr(h) vérifiant (4.6).

4.3 Simplicité asymptotique

Soit Ny € N*. On considere les [V, premieres valeurs propres de l,[\Te]r(h) notées plus simplement
An(h) = /A\Zn ,\],ler(h). Pourn € {1,..., Ny} on choisit une fonction normalisée v, dans I’espace propre

associé a \,,(h) telle que (¢, ¥,,) = 0 quand n # m. On introduit alors 1’espace

Sn, = vect(Yr, ..., ¥y).
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[m]

A P’aide de I’équation aux valeurs propres lyyo (h)th, = A, (h)1,, on sait que les 1, sont orthogonales

pour la forme quadratique q,[\Te]r(h) associée a lmr(h) et donc, pour tout ¢ € Sy,(h)ona:

Qe (1) () < Ay ()[4
Pour obtenir la minoration nous allons prouver la

Proposition 4.6 Soit Ny € N*, o) € Sy, (h), ona

T + (200 )PP 2a(n) < Any (R) + O(h).

Soit g > 0 suffisamment petit, on introduit la fonction troncature réguliere y telle que :

{ xX(x) =0si |z + 1] < &y, @7

x(z) = 1si|z+ 1| > 2.
Dans la preuve de la Proposition 4.6 nous aurons besoin du

Lemme 4.7 Soient Ny € N* et i) € Sy, (h), ona:

Ixel® = (1 + OR>)[lv]*

Preuve du lemme : Soit ¢ € Sy, (h), on a

[0 =10+ (1 =x)el* = Il + (1= x)91* + lv2x (@ = x)v )™

Regardons le deuxieme terme :
0 0
11— el = / (1= x(@)Plola) e = / (1= x(@))%e /ey (o) Pd.

-1

En prenant en compte le support de 1 — et la Proposition 4.4, on obtient :
1L = x)l* < Cem 0720 /b )2

et donc ||(1 — x)¥||? = ||¢||*)O(h™). Le troisiéme terme se traite de la méme maniére pour des raisons

de support. o
Prouvons alors la Proposition 4.6 :
No
Preuve : Soit ¢ = Z a;; € Sy, (h). Si bmr(h) désigne la forme bilinéaire associée a qmr(h) ona:
j=1

¢ (h) (x) < Any (B Za2||wj||2+2a2nwjn2+Zayazbkzﬂ, VX, i), (4.8)
J#i
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Soit j € {1,..., No}. On sait que || xt;]|? < ||¢;||* donc pour le premier terme on a :

No
> a2 xwyl* < ).

J=1

Pour le deuxieéme terme on regarde

0 0
sl = [ @RI = [ @R ey, o),
L’inégalité de Cauchy-Schwarz livre

X312 < e By | [le®/ M)

La Proposition 4.4 donne || x'¢;]|> = O(h™). 1l reste donc a étudier les termes

0

B () (s, xh) = / 00 (xt65) B, (x5) + vl ()X Pabrthy e,

-1

qui se développent en :

0
b (h) (g, xti) = W2 {T + IT + IIT + IV} + / ol ()P, da,

1

avec :

0 0 0 0
- / N / Y xUde, TIT = / Wbz, IV = / i,
— —1

-1 1 -1

Il ne reste plus qu’a étudier chaque terme. On a

0
I :/ X/(l’)2€_®1/(2h) ®1/(2h) ¢ ( )wz< )d[L‘ < HX/Q —®1/(2h) %H ||6¢’1/(2h ,¢ || < (e Dq(1— 250)/(2h)

-1

et donc I = O(h*). Regardons le terme 1 :
0
II = h—4/3/ h4/3e<1>1/(2h)¢§(:L‘)X(x)xl(x)e—fbl/(%)l/}j<x>dx < h—4/306—{>1(1—250)/(2h)’
-1

ainsi K211 = O(h*) le terme 11 étant le méme en permutant j en ¢ on a également K211 = O(h™).
Regardons alors le terme [V :

0 0
5 A 7A— —h? / X2¢;~/1/}idl’ — 2h? / XX Vjidr
par intégration par partie 1 1

0 0
_ / O — ol ) - 20 / W
B 0 0 h 0
- A () / i = / ol (@) da — 27 / U
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Le deuxiéme terme se compense avec celui apparaissant dans la définition de bmr(h)( X;, x¥;) alors
que le dernier se traite comme [/ et [/1. Pour le premier comme V; et W; sont orthogonales dans

L*(—1,0):
0
/ U, da :/ (x* — 1)V, ¥;da.
-1 x#1

Le support de (1 — x?) permet de dire que bmr(h)(xqu, x¥i) = O(h*). On remarque que :

Zajal—Q Z aja; < Z (af + o) < Clly|*.

e 1=j<i=Np 1=j<i=Np

Par conséquent, 1I’équation (4.8) devient

g () (x¥) < (g (B) + O(h™)) |||

et d’apres le Lemme 4.7 on a :

g () () < (g (B) + O(h™))]| x|

La convexité du potentiel effectif v,[vl " donne

(=202 = 252 1 + 52, 30, XU < (g (B) + O(h)) |2

L’espace xS, (h) est de dimension Ny, par conséquent on peut appliquer le principe du min-max 2.1
et on obtient

T + (200 )PP 2a(n) < Any (R) + O(h).
O

Cette minoration permet d’obtenir la simplicité asymptotique et permet de conclure la démonstration
de la Proposition 4.1.
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Chapitre 5

Approximation 1D pour la couche conique

Dans ce chapitre, on étudie 1’approximation de Born-Oppenheimer de 1’opérateur Lg,;(h) défini en
(1.23). On rappelle qu’il est défini sur L?(Gui, ydzdy) et que son expression est

1
Leui(h) = —h20§ - gay@ay)-

En appliquant la procédure décrite en sous-Section 2.4.2, on construit I’opérateur [g,;(h), défini sur
L2(—7V/2, +00) par
leui(h) = —h*02 + veu (),

Contrairement aux Chapitres 3 et 4 nous n’avons pas une expression explicite du potentiel effectif vgy; ()

sur tout (—7+/2, +00). Il s’obtient en remplagant 1’opérateur transverse g = —if)y(ycf)y) dans
I’expression de L¢,i(h) par sa plus petite valeur propre, a z fixé, sur le segment (max(0, z), z + 7/2).

Pour 2 € (—m1/2,0) on obtient une expression explicite similaire a celle du potentiel vm]r du Chapitre

4: -
veui(z) = _Jor
(z 4+ TV2)2

On montre en Section 5.1 que le potentiel effectif vg,; est continu sur (—7r\/§, +00) et admet un
minimum en x = 0. Dans la limite » — 0 on sait que le minimum du potentiel effectif vg,; dirige le
comportement des paires propres associées aux plus petites valeurs propres de [g,;i(h). Par conséquent
on doit comprendre le comportement du potentiel effectif vg,; en x = 0, c’est pourquoi on montre
qu’il admet une singularité logarithme en = = 07. Ces résultats sont ensuite utilisés en Section 5.2
pour comprendre le spectre de I’opérateur [g,;(h) et enfin, en Section 5.3, on prouve des estimées de
localisation d’ Agmon.

5.1 Quelques propriétés du potentiel effectif

trans

1&2ns est un opérateur sur L?((max(0, z), z + mv/2), ydy) et sa forme quadratique qcars s écrit,

Gui,x
: trans .
pour tout 1) dans son domaine Dom (g3 ) :

a:+7r\/§
420 (1) = / 9,0[2ydy.

max(0,z)

63
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lgjf‘; est a résolvante compacte, ce qui assure, pour tout x > —mv/2, I’existence de vGui(z). De plus, on
remarque que ggas, est définie positive donc vgyi > 0.
Avant de s’intéresser précisemment au comportement de vg,; prés de x = 0* on prouve deux

propositions qui illustrent le comportement du potentiel effectif vg,; sur R, .
Proposition 5.1 Le potentiel effectif vg,; est continu et croissant sur R

Preuve : On pose le changement de variable

Q ﬂ'\/—(y‘i‘ﬂ'\/__l’)

Atrans
Gui,z

trans

qui transforme la forme quadratique g¢3 e

par :

en G2 définie, pour tout ¢ dans son domaine Dom(Geas)

g () = m/2 / 0,0/(nv/2j — 72 + 2)dg

D’apres le principe du min-max 2.1, on en déduit que vg,; est continu sur R, . Pour prouver la croissance
de vg,i, on remarque que Dom (g3 ) ne dépend pas de z, donc pour z; < x5 et tout R= Dom(Gears, )s
ona: R R

Gouim (1) < dalie, (V).
Le principe du min-max livre vgi(71) < vgyi(z2). O

En particulier, pour tout x > 0 on a 0 < vg,i(0) < vgui(x).

Proposition 5.2 Ona :
x

<1_ Z‘—Fﬂ'\/i)‘

lveui(z) — =| <

N | —
N | —

En particulier, on a vgy(r) — %

Tr——+00

Preuve : Afin d’obtenir la limite en +o00 on procede par encadrement : on compare la forme quadratique
qans a celle du Laplacien de Dirichlet sur le segment (2, z + 7v/2) :

z+mv/2 rans z+mV2
e, - 0,4 dy < 0" () z+mV2 " |(9y¢|2dy
(L‘+7T\/§ fxz-i-ﬂ\/iyw‘zdy - f;—l—ﬂ\f‘wady €T f$+7rf|w’2d
Le principe du min-max permet de conclure. U

On montre maintenant que le potentiel effectif vg,; est continu en x = 0. La Proposition 5.1 nous
assure alors qu’il a un minimum atteinten z = 0. On ala

Proposition 5.3 Le potentiel effectif vg,; vérifie :

1
veu (%) = 55, (TV2)7 ~ = joaleol| Inal ™,

7 Yo(jo.1)

avecco =5 Jo(o,1)
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Preuve : Soit ((x) = (x + m/2)"". On effectue le changement de variable

g = C()y.

. oy 2 ~
L’ opérateur transverse /5" devient [ = —C(g) 05(90;3) sur L*(e(x), 1) avec

e(z) = z(z +7v/2) ! o 0. On cherche des paires propres (), ¢) de Zgj;‘; On aboutit a 1’équation
de Bessel ) . )

GOz + Ogtp + A () "*p = 0,
ce qui donne, avec A, B € R:

D(§) = AJo(N*¢(x) ') + BYo(N?¢(2) ')

Les conditions de Dirichlet s’écrivent Y(e(z)) = (1) = 0. Nécessairement A et B sont non nuls. En
effet, supposons que B = 0, 1 # 0 donc A # 0 et les conditions de Dirichlet donnent

To (A2 () e(x)) = Jo(A2¢ ()71 = 0.
Les zéros de la fonction de Bessel de premiere espece sont isolés donc il existe p, k£ € N* tels que
ANP2C(x) (@) = jop, AT @) = Jog.

On aboutit a (x) = zg—’“ ce qui fixe la valeur de () et qui est absurde. Par conséquent B # 0 et le cas
. . o P . ., . . .
A = 0 se traite identiquement. Finalement les conditions de Dirichlet donnent

JoN2¢ () Te (@) YoM 3¢ ()71 = Jo(W2¢(2) Yo (A 2CH (w)e(x)).
Par définition, le potentiel effectif vg,; vérifie

Jo(veui(2)'*¢(2) " e(2)) Yo(veu(2) /¢ () 1) = Jo(veui(x)?¢(2) ) Yo(veu(2) /3¢ (x)e(x)).

(5.1
On sait que vg,; > 0 et grace aux Propositions 5.1 et 5.2 vg,; est borné. On en déduit
vGui(x)l/ZC(x)_le(m) — 0. (5.2)
x—0
Le membre de gauche de (5.1) est borné et comme Yy () — —ooona
x—0
Jo(veui(2)Y2¢(x)™Y) — 0. (5.3)

Les seuls points d’accumulations possibles de (vgui(2)). sont les jg ,(27%)~2 (p € N*). On peut le voir
en prenant la limite dans le membre de gauche de (5.3). Néanmoins grace aux Propositions 5.1 et 5.2
veui(z) < § et pour tout p > 2, jo,(2m) "2 > L. Le potentiel effectif vg,; est donc continu en 2 = 0
car :

Jo

vailt) 75 e
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Les zéros de .J, étant simples, on sait que J'(jo 1) # 0, on en déduit :

Jo(veui(z)2¢(2) ™) ~ (veui(2)2¢(2) ™ = joa) ' (Jo.),
oot (5.4)
Yo(veu (z)V2¢ () te(z)) o~ ;ln (évcui(x)lmc(x)*lg(x)).
De plus,on a:
Tfoea(e) 20@) @) — 1, Yaloeu(@)V 50T — Vi) 59

Les équations (5.1), (5.4) et (5.5) donnent :

]. _ T Y (]0 1)
ln—vu;x1/2x18x ~ = 00, - —-
(Graule) 7€) % 3 Gal@ R @) — Go) iion)
vgui €tant borné, cela acheve la démonstration. L]

En Figure 5.1 on a représenté le potentiel effectif vg,;. Cette figure illustre les Propositions 5.1, 5.2
et5.3.

I I I I I I I j
0'—22 -1 0 1 2 3 4 5 6

FIG. 5.1 — Le potentiel vgy;

5.2 Autour du spectre de ’approximation 1D

Le but de cette partie est d’obtenir des informations sur le spectre de 1’opérateur [g,;(h). On prouve
la

Proposition 5.4 On a linclusion [%, +00) C Gess(lgui(h)).
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On choisit de le démontrer en utilisant le critere de Weyl présenté en Proposition 2.2. Nous pouvons
voir plus immédiatement ce résultat en utilisant le Lemme de Persson 2.3.

Preuve : On va exhiber une suite de Weyl associée a la valeur % pour I’opérateur [g,;(h). On considere
une fonction x € C5°(—mv/2, +00) telle que

suppx = [1, 2], [x|I* =
On définit la suite de fonctions (X, )nen+ par X, (z) = x(n~'x). Par définition on a :

suppxn = [n, 20, [|xall* =

On pose ¥,, = n~'/2y,,, on montre que cette suite converge faiblement vers 0 dans L?(—mv/2, +00).
Pour des considérations de support, pour toute fonction ¢ € CSO(—W\/E, +oo)ona:

+o00 2n
/ \Ifngodx:/ V,podr — 0.

71—\/5 n—-+4oo

Soit ¢ € L?*(—m/2, +00), pour £ > 0 il existe ¢ € C°(—mv/2, +00) telle que || — || < . On sait
que

[(Wn, @) = [(Wn, 0 = @+ D) < (U, D)+ (U, 0 = )],
or |(U,,, §)| e 0 et par Cauchy-Schwarz |(\V,,, ¢ — ¢)| < e. On en déduit la convergence faible de
v, versO: ¥, — 0.

n—-4oo

Ensuite, on prouve que
[ Guth) = 3)¥al] —_ 0

n—-+00
On sait que
1 1
| Gauth) = )l < W12l + | (v — )]
or:
1 2n

1
" -1 2 "2

1 2n
2w = [ 1o ) e =

Pour I’autre terme on a :

1 2n
(e = 5)0all* = [ leata) = 50 (o) e

D’apres la Proposition 5.2, pour € > 0 et tout = assez grand on a |vGui(93) — %| < /e. Donc pour n
assez grand || (vgu — %)\Ifn||2 < eetainsi (V,,),en~ Vérifie le critére de Weyl :

1
)\Il H — 0,

n—-+00

1Wall =1, @, = 0, | (leuilh) -

et 5 € Gess(loui) (R).



68 CHAPITRE 5. APPROXIMATION 1D POUR LA COUCHE CONIQUE

Pour conclure, on montre que pour tout r» > 0, % +1r2 e Gess(lGui) (h). Fixons r > 0 et considérons

la suite de fonctions (®,,),cn~ définie par O, (z) = e "W, (z). ,vérifie ||, || = 1 et D, = 0,
de plus
1 1
Jeat) — (& + )]l < 11202 = 218, + (s L)
Ona || (veu — 3) ¥y| v 0 et pour I’autre terme on a
1292 2 _ 2irh ireh=Y 1/ —1 h2 ireh=Y_ /. —1 )
(=120 = )@ () = = (2™ Y (070 4 g (07 ) ),

ce qui donne

472 h? h? 4rh?
292 2 2 1112 "2 / "
1(=h20% = )@l < == X% + —IN I + =5 X llcllX o0 = 0.

Finalement, (®,,),cn- Vérifie le critere de Weyl et donc pour tout > 0, % + 7% € Gess(lgui(h)). O

La proposition suivante détermine exactement le spectre essentiel de 1’opérateur Ig,;(h) :
Proposition 5.5 On a Se(lgui(h)) =[5, +00).

La preuve s’articule autour d’un argument perturbatif : on voit I’opérateur [g,;(h) comme la
perturbation compacte d’un opérateur dont on sait minorer le spectre. Le spectre essentiel étant
invariant par perturbation compacte on en déduit la Proposition 5.5. Fixons \ € ((mv/2)~2 jg’l, %) et
considérons 1’application

veui(x) si x € {veu > A},
A si x € {vgu < A}

ca(z) =

On remarque que :
laui(h) = —h20? + cx(z) + (veui(z) — ea(2)).

Onale

Lemme 5.6 L’opérateur de multiplication

{ Dom(lgui(h)) — L*(—mv/2,+00)
(8 = (veui(®) — ealz))y
est compact.

Preuve du lemme : Soit (1), ),en une suite bornée de Dom (I, (1)), elle est aussi bornée dans H'(—m/2, +00).
De plus le support supp(vgui — ¢x) = {vgui < A} et est compact.

Linjection H!({vg, < A\}) — L*({vgu < A}) est compacte, a extraction pres, il existe

P € L*({vgu < A}) telle que

VY, — 1 dans L*({vgu < A}).

n—-+oo
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Cette convergence est aussi vraie dans Dom(lg,i(h)). On a

(06t — ) (@on — V)P < llvus — calle / () — (a)|d,

{vGuiS)‘}
donc
(v = ex)(¥n =) — 0.
o
Maintenant, on prouve la Proposition 5.5.
Preuve : Le spectre essentiel est invariant par perturbation compacte donc :
6ess(_hQag% + C)\) = Gess(lGui(h))'
Le principe du min-max 2.1 donne :
A < inf &(—h?0% + ¢y) < inf Ges(—h%0% + ).
Ceci est vrai pour tout A € ((71/2)2 j¢1,3) donc on peut conclure
1
5 < inf Gess(—h?02 + ¢3) = inf Sess(lgui(h)).-
0

On termine cette section en justifiant que, dans la limite semi-classique h — 0, le spectre discret de
I’opérateur [g,;(h) est non vide. On a la

Proposition 5.7 Pour tout Ny € N*, il existe hy > 0 tel que pour tout h € (0, hg)
#Guisc(lcui(h)) > No.

De plus les Ny premiéres valeurs propres de lg,i(h), notée Xn,gu;(h), vérifient :

~

Ancai(h) < (mv2) A (B) et [Ny cui(h) — (v/2) 7252, | < Toh??,

ou Iy est une constante positive qui dépend de Nj.

Preuve : Au sens des formes quadratiques associées on a 1’inégalité suivante :

lai(h) < (1V/2) Pl (h)(7V2) ' 7V/20,). (5.6)
D’apres la Proposition 4.1, il existe hg > 0 tel que pour tout h € (0, hg)

(m 2)’25\[0} (h) < ) pourn= 1,..., No.

On applique le principe du min-max 2.1 a I’équation (5.6), on obtient I’existence de valeurs propres
An.cui(R) telles que :

Ancui(h) < (71V/2)” ZAE?]Mer(h), pourn =1,..., Nj.
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De plus tout A € Gyisc(lgui(h)) vérifie A > min(vegui(z)) = (W\/i)_2j0271. Gréce a (4.6) on obtient

‘j‘n,Gui(m - (7"\/5)72‘7'(2),1’ < F0h2/3-

5.3 Estimées de localisation d’Agmon
On se propose ici de démontrer des estimées de localisation d’Agmon semi-classiques pour

I’opérateur lg,;(h). Elles permettent d’avoir une localisation a priori des fonctions propres. D’apres la
Proposition 5.7, on sait que les plus petites valeurs propres de [g,i(h) vérifient I’équation :

|5\n,Gui(h) — j§71<7'('\/§)_2| < F0h2/3. (5.7

Remarquons d’abord que d’apres la Proposition 5.3, pour 0 < § < 1 il existe 7(d) > 0 tel que pour tout
xz € (0,r(d)) on ait :

, - L. -
vui(®) 2 j1(V2)7* + (1= 8) o eol| In x|~ (5.8)

L’allure du potentiel effectif vg,; conduit a étudier la localisation des fonctions propres sur trois
intervalles : (—7/2,0), (0,7(6)) et (r(8), +00). On a la

Proposition 5.8 Soir I'y > 0. Il existe hy > 0, Cy > 0 et 11,m2,13 > 0 tels que pour tout h € (0, hg)
et toute paire propre (X, ) de lgi(h) vérifiant |\ — j§71(7r\/§)*2| < Toh?3, on ait :

0
/ MM + [h2B0,00%)de < Colly]?,
-2

7(5)
/ PV ()2 + [R2P0, ) de < Collv|1%,
0

+oo
[+ [hos0)de < ol
r(6)

avec

z 1 (9) 1
Oy (z) = m x>, Dy(x) = / ———dt, D3(x) =n3(x—1r(d))+ \/H/ —dt.
1( ) 771| | 2( ) 2 0 \/m 3( ) 773( ( )) Up) ; \/m

Preuve : Dans I’esprit de la Proposition 2.14, on a la formule IMS suivante :

0
/ R2[0, (XM |? + (veui — A — ®)|e® |2 dz = 0.
w3
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On minore le potentiel vg,; au fond du puit par convexité sur (—7r\/§, 0), par I’estimation (5.8) sur
(0,7(6) et par vgui(r(d)) sur (r(d),4+00). Ona:

+oo
/ S h2|am<€¢/h77b)|2dl‘ + |(7m/§70) + l(O,r(é) + |(7~(5)7+Oo) <0,

™

avec 0 5
1. Jo,1
| = (272 Lo +———— x—A—@’x2>eq’/h 2dz,
(—mv/2,0) /—m/ﬁ ( ) Jo,1 (7“/5)3’ ‘ ( ) ‘ W

r(8) 1
oran = [ (@) 8+ (0 9 leallIni ™ = A = @)
0

+oo
a0 = [ (taulr(d) = X = ) e o

On utilise alors I’équation (5.7) ce qui donne :

+oo
/ ; h2’3m<€q>/hw)’2dx + |(_ﬂ\/§70) + |(07,«(5) + |(T(5)’+Oo) <0,

™

avec

0 -2
o Jo,1 2/3 10oN2Y | @/ k(2
| :/ <—|x|—F0h/ — ¥ (z) >|e o|2dz,
200 = | 5 \(rv/2)3

. r(4) 1
lor0)) = /O (1- 0)3doaleol| In x| = Toh?? — @'(2))[e® [ d,

+o0
|(r(8),400) = / (e(8) — Doh?® — @'()?)|e*/ M| da,
r(4)

avec e(0) = vgui(r(0)) — (27*) 7' 5§ . On est amené a prendre

(I)(l’) = <I>1(x)]l(_m/§70)(:c) +v1-— (5(132(1')]1(07,1(5) (.I') + <I>3(x)]1(,~(5)7+00)(x),

ol on a, pour des constantes 7y, 72, 73 positives :

x 1 7'(6) 1
Oy (z) = m x>, Dy(x) = / ——dt, Ds(z) =n3(z—r(0))+ \/1—5/ —dt.
1(z) = mz| 2(z) = M2 ; \/m 3(x) 7]3( ( )) M2 i \/m

Pour 1y, 19, n3 suffisament petits, il existe 71, 172, 73 tels que :

0
|(_7ﬁ/§70) = / f(ﬁﬂx’ _ F0h2/3)’e¢/h¢|2daj,

—mV2

~

)
lo.r0)) = /0 (1= 8)iio| [~ — Toh®?) || du,

“+o00

i(r(<5),+c>o) = /( : (773 - F0h2/3) le(b/hwzdl'-
r(d
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Soit £ > 0 et €(h) une fonction de h a déterminer, on définit les ensembles
8(1—7rx/§,0) ={z € (—77\/5, 0) : x| — Toh?? > €h2/3},

me) = {2 € (—7V?2,0) : i|x| — Toh*? < eh?/3},
Elron = {2 € (0,7(8)) : (1 = 8)iip| Inw|™ = Toh*? > €(h)},
Elorsy = {z € (0,7(8)) : (1 = 8) oz ~* — Toh?? < e(h)}.

On découpe alors les intégrales et on a :

Coh?(feo e/t o (eYIIRAL) > [ W0 )
(—=7v2,0
+8h2/3f le®1/Pap|2d
(—7v/2,0)
@2\/176/}1, 2d
f5<10 r(8)) X [*dz
+ [rigy Uiz = Toh?/3)[e®/My |2 d.

Les ensembles 8 TVZ.0) et E(ZOJ( 5) sont en fait les intervalles

52 ™2,0) (g—t—roh2/3,0>; 5(20 () = <0’67(1—6)ﬁ2/(€(h)+1~0h2/3)>.
m ;

z 2 .
Par conséquent, pour tout = € 5(_7r Vi) Ona:

P (x) < m (e + Ty )3/2.
heT g

En utilisant I’inégalité des accroissements finis, pour tout x € 5(20 r(s))>Ona:

O(z) < (1 —0)mpx sup !

€8y V0t
< BVLZ0 Je(h) + Toh2/semU-om/ ot
Vi

On choisit €(h) = h*? et on en déduit que ®/h est bornée indépendamment de A sur z € 5(0 r(6))"
Pour Cy, C; deux constantes positives, on obtient I’inégalité :
(Co+ ) PYIPP =[5 0210, ( P)[2 ek [0 sl My Pda
+eh?/3 fo |e®2V1=0/h2dg 4+ Oy f;(?)o |e®3/hap|2d.
On en déduit alors la Proposition 5.8. U

Ces estimées de localisation permettent de comprendre a quelles échelles sont localisées les
fonctions propres de Ig,i(h). Dans (—7v/2, 0) elles sont concentrées & une échelle h?/% prés du minimum
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de vgy;. Pour comprendre 1’échelle de localisation dans (0, 7(J)) on commence par remarquer que

Dy(z) = O(z|lnz|~1/?).
z—07t
On déduit que les fonctions propres seront localisées dans une zone d’ordre h+/|In h| prés du minimum
de vg,;. La derniere inégalité assure une décroissance exponentielle des fonctions propres en dehors de
la zone (r(9), +00).
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Troisieme partie

Triangles asymptotiquement plats
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Chapitre 6

Quasimodes pour les triangles
asymptotiquement plats

Pour démontrer le Théoreme 1.8 nous allons dans un premier temps contruire des quasimodes a tout
ordre en puissance de hl/3 pour I’opérateur L) (h) introduit en (1.1). Dans ce chapitre on prouve la

Proposition 6.1 Soit s, € [0,1). Pour tout entier n > 1 il existe des suites (3;,(s));>0 telles que :
pour tout Ny € N* et J € N, il existe hg > 0 et C > 0 tels que pour tout s € [—so, So| et tout
h € (0, ho)

J
dist (&( L) (1), Y Bin()h?*) < CRUFDE =1, Ny,
7=0

De plus, les fonctions (s — 3;,(s)) sont analytiques sur (—1,1) et on a : o, (s) = 72, Bin(s) =0,
et Bon(s) = (273K, (s).

Dans un premier temps, on fait un changement de variable qui transforme le triangle Tri(s) en le
rectangle Rec(s) = (=1 —s,1 —s) x (0,1) :

u=x; t:(1+s)ﬁ pour — 1 —s<ux <0,
(6.1)
u=x; t:—(l—s)ﬁ pour0 <z <1-—s.
On rappelle la notation introduite en (3.10) :
s-.=1+s, sp=s5-—1

Dans le jeu de coordonnées (u, t) défini en (6.1), on notera respectivement £ (h) et L (h) I’expression
de Lii(s)(h) pouru < Oetu >0.0Ona:

07, (6.2)

2
cf<h><u,t;au,at>:—h2(ag_ 2 2 t ; 2)_( si

0u0; + O +
utsy 0 (utse)? (udt sy U+ sy)

7
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Afin de donner une description du domaine de £ (h) on rappelle que
Dom(L,(h)) = H?(Tri(s)) N Hy (Tri(s)).

Dom(L,(h)) peut aussi étre décrit par 1’ensemble des paires (U, UT) € H*(Tri(s)™) x H?(Tri(s)™)
telles que, pour tout y € (0, 1), on ait :

U Lyis)- + U g+ € Hy(Tri(s)); U (0,y) = ¥H(0,y); 0,0 (0,y) = 0, ¥ (0,y), (6.3)

ot Tri(s)* = Tri(s) N {(x,y) € R?: z € Ry}. Le domaine de LE(h) s’obtient a I’aide du changement
de variable (6.1). En particulier, les conditions aux limites sont celles de Dirichlet sur (—1,1) x {0} et
(—1,1) x {1}. La condition de transmission devient, pour tout ¢ € (0, 1) et »* € Dom(LE(h)) :

¥(0,1) = 4 (0, 1) ﬁ(&—i@WﬂM%ﬁ%—i&WWﬂ% (6.4)

ot ¢t (u, ) = U*(u, “2E1).

La Proposition 6.1 se démontre en trois étapes. En Section 6.1 on discute de la forme de 1’ Ansatz
choisi pour la construction des quasimodes. Ensuite, la Section 6.2 est consacrée a la preuve de trois
lemmes au sujet d’opérateurs qui apparaissent en Section 6.1. On détermine finalement les profils de
I’ Ansatz en Section 6.3.

6.1 Ansatz et couche limite

On veut construire des quasimodes (7s s, ¥s,,) pour I’opérateur Lrii(s)(h) (2, y; Oy, 0y). Il sera plus
aisé de travailler dans le rectangle Rec(s) avec les opérateurs £E(h)(u,t;d,,d;). On introduit les
nouvelles échelles :

a=h"?By; B=h"tu

On cherche des quasimodes zﬂ&h(u, t) = ten(x,y). A gauche et a droite, on les cherche de la forme :

YE(u,t) ~ Y [UE (a,t) + OF(8, 1) W17,

>0

associés a la quasi valeur propre :
/3
Vs,h ™ E 5;’(8)’1]/ )
Jj=0

afin de résoudre I’équation aux valeurs propres au sens des séries formelles. Un Ansatz contenant
la seule échelle h?/3 n’est pas suffisant pour construire les quasimodes car on peut montrer que le
systeme est surdéterminé (voir 1I’analogue dans le cas de cones de petite ouverture en Section 11.4). On
développe les opérateurs en puissances de h>/3, on obtient les séries formelles :

+ _ px 2
iy =Ly =7,

+ _ 2a92 2
£S72 — iat _aa.

S

LER) (A Pa,t;h™%30,,0,) ~ Z Eigjhj/3, avec pour termes dominants {

320
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et en puissances de h :

| NE = NE =33 -

LE(R)(hB,t; h10s,0;) ~ Z #,h77%,  avec pour termes dominants { 5,0 0 Ao
720 = 2030, — 20}
On considére ces opérateurs sur les demies bandes H_ = (—00,0) x (0,1) et H, = (0,00) x (0,1). A
gauche et a droite, le terme dominant a 1’échelle h2/3 est, dans la variable transverse t, le Laplacien
de Dirichlet sur (0, 1). A I’échelle h le terme dominant est le Laplacien sur une demie bande. Pour
ces deux échelles les termes dominants des opérateurs ne dépendent pas de s. Comme 1), n’a pas de
sauten x = 0, ¢ et ¢ doivent vérifier, a I'interface 7 = {0} x (0, 1) et pour tout ¢ € (0, 1), les deux
conditions de transmissions (6.4). En terme de séries formelles, pour tout ¢ € (0, 1) et tout j > 0, ces
conditions de transmissions s’écrivent :

U (0,t) + @, ,(0,1) = \IJ:J(O, t)+ @L(O,t), (6.5)

- . 14 _ t _
t

S+

(6.6)
— 0,07, (0,8) + 93P7 (0, 1)

s,7—1

Ut (0,t>—siat<1>+ (0,4),
+

57]'73 57.7’73

ou les termes associés a un indice négatif sont nuls. Enfin, pour vérifier les conditions de Dirichlet sur
Tri(s), pour tout j € N, on impose a notre Ansatz les conditions aux limites :

Ur(,0etl)=0; ®r(-0etl)=0. (6.7)

6.2 Trois lemmes

Pour commencer la construction de notre Ansatz, nous avons besoin de trois lemmes. On introduit
la suite (s,);> des fonctions propres associés aux valeurs propres du Laplacien de Dirichlet sur le
segment (0, 1). On a 5;(t) = v/2sin(jnt) et cette fonction propre est associée a la valeur propre ;272

Dans les lemmes suivants, 1’analyticité des solutions est une conséquence directe de 1’analyticité
des données.

Lemme 6.2 Soient F; = F(3,t) et It = F}(3,t) des fonctions respectivement de L _(H_) et

exp

L% _(H,), dépendant analytiquement de s € (—1,1). Soit G, € H3?(I) N HZ(I) et H, € H*(I) des

exp
données a linterface I, dépendantes analytiquement de s € (—1,1). Alors, pour tout s € (—1,1) il

existe deux coefficients &, et 0, uniques tels que le probléme de transmission :
(NG — 72)0F = F* dansHy, ®F(-,0et1) =0,

5 (0,1) — F(0,1) = Gy(t) + Eusa (t)
03P, (0,t) — 05D (0,t) = Hy(t) + ds81(2),
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ait une unique solution (®;, ®F) dans H? (H_) x H2_(H,)etona

exp exp

0 —+00
_ - . _ + . _
- / (F (8. ), 51).0d3 / (FF(8, ), 511848 — (Gs51)0,

—00

o= [ 0 e [ e - ).

—00

De plus &, G et (P, DF) dépendent analytiquement de s € (—1,1).

Preuve du lemme : On cherche une solution (¥, ®1) que I’on décompose, dans les coordonnées
transverses, selon la base des fonctions propres du Laplacien de Dirichlet sur (0, 1) :

OE(B,) =) OE(B
j>1

Pour tout 5 > 1, les équations suivantes sont satisfaites :
2 2/ 2 + +
(— 85 +7(5° — 1))<I>SJ. = (F,5,),

et on cherche des solutions a décroissance exponentielle. Pour j = 1, on trouve :

B8 51 400 400
(8 = / / (F= (B ), s1)dBadBr, ®F,(8) = — /ﬁ / (FH(Bay ), 51):ddBy.

Griace aux données a I’interface / on trouve les expressions de &, et d;. Pour 7 > 2, on résout les
équations différentielles. On obtient I’existence de constantes A;r, B;r, Aj_, B; € R, telles que :

@;J(ﬁ) = A+ ,@ﬂ\/2_1—|—B+ 57r\/J2_—1+ 9 ]2_1/ e 1<F+( )’5j>tdﬁ1
/it =1

L1 \/]—_1/ ﬁlﬂ\/J?——1<Fj(u,')75j>tdﬁ1’
/1

“(B) = A7ePmVr —pry/7-1 N N N e (TS
3,(8) = A7 PP 4 presrys +2wF J / (F7(u,),5,).d5

J?-1 B Vir-1 N s
+2W]7_ i/ / (F; (u,). 5,00,

Comme nous cherchons des solutions dans /1, ezxp(H+) nous avons nécessairement A+ B; =0. BJr

et A sont déterminés par les données a I’interface . Cela conclut la preuve du Lemme 6. 2 <>

Le lemme suivant est une conséquence de I’alternative de Fredholm, on peut le trouver dans [DR12,
Sec. 5] ou en Section 11.2 :

Lemme 6.3 Soit F;* = F*(«, t) une fonction de L2 ,(H.), dépendant analytiquement de s € (—1,1).
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Alors, il existe des solutions VE € H2_(Hy) telles que :

exp
(L — 7)) UE = FF dansHy, Y (a,0er1) =0

si et seulement si :
(F¥(a,-),81) =0 pour tout o € RY..

Dans ce cas, elles s’écrivent :

W (o, t) = U (o t) + g7 (a)sa (1),

avec UL € Hezxp(Hi). De plus, VE UL et g* sont analytiques en le parametre s.

Lemme 6.4 Soir f; = f;(a) € LE (R.), ff = fH(a) € L2 (R,) et cs,0, € R dépendant

exp exp
analytiquement de s € (—1,1). Si T? est la fonction définie en Proposition 2.11, il existe un unique

w(s) tel que le systeme

(=02 — "= k() )7 = fr +w(ITE dansRo, g7 (0) =g (0) =c,

(=024 1o = mal9)gf = f7 + (TS dansBy, (939 (0) = (9 (0) = 6.,

ait une unique solution (g7 ,g9F) € H2_ (R_) x H2_(R,). De plus g; , g5 et w(s) dépendent analyti-

exp exp
quement du paramétre s.

Preuve du lemme : On pose g, = g, 1r_ + gF 1r, . Au sens des distributions on a :
(179 = hin(3)) g5 = (I7°% = in(5)) (95 Tr_) + (I7° = Kn(s)) (95 L, )

Apres calculs on trouve :

(104 = Kn(5)) gs = fo + w(s) Ty = 0,00 — by,
ou fo = folg_ + fF1g, etdyestla masse de Dirac en v = 0. On définit alors la fonction m :

m(a) = (Osa + c5) g, .

Au sens des distributions on a :

m'(a) = 0,1, + 00, m"(a) = 0500 + ¢50.

On introduit une fonction troncature réguliere x qui vaut 1 pres de 0. Enfin, on définit la fonction
auxiliaire g, = g; — xm et on obtient :

(170 — k(5)) s = fo+ () T2+ (020 + 204(0aX)Lr, — v (@)X + £a(s)xm).  (6.8)

Par définition, g, appartient au domaine de forme de 1’opérateur /™. Le membre de droite de 1’équation
(6.8) est dans L%(R) donc g, est aussi dans le domaine de I’opérateur /™9, Par conséquent, 1’égalité
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(6.8) est aussi vraie dans L*(R). On applique I’alternative de Fredholm pour trouver une solution g, et
w(s), ce dernier vérifiant :

w(s) = (v = ka(s))xm — (Oax)m — 20,(0ax) e, — fi, T2).
Ce qui conclut la preuve du Lemme 6.4. o

En Section 6.3, lors de la construction des quasimodes, on utilise une version renormalisée de ce lemme.

6.3 Détermination des profils

On peut maintenant commencer la construction de notre Ansatz.

Termes d’ordre 1° Ecrivons les équations dans les demies bandes :
Hio: —@E\I/f:o = ’yo(s)\llff’o Hig: —(07 + 8§)®§0 = ’70(8)(1);50.

Les conditions de transmissions sont :

(q’;o + (I)s_,o)(0> t) = (\I’zo + CI);:O)(Oa t),

(5% — 05 10)(0,t) = 0.

Grice aux conditions de Dirichlet (6.7),on a :

w(s) =% Uiyla,t) = gy(a)si(t).
On applique alors le Lemme 6.2 avec F, =0, F;" =0, G, = 0 et Hy = 0 pour obtenir :

E&s=0 et 0,=0.
On en déduit que @, = 0 et &7, = 0 et, puisque & = g5((0) — g50(0), g:6(0) = g,(0). A cette
étape gfo n’est pas encore déterminé.
Termes d’ordre h'/3 Les équations dans les demies bandes sont :
Hio: (=02 =73V =n(s)¥,, Hig: (=0} — 03— 7)., =0.

Les conditions de transmissions sont :

((I);l + ‘If;l)(O,t) = (q):,l + ‘Ij:,l>(07t)7

(0aV, o+ 05%,1)(0,1) = (0¥ + 5®,)(0, ).

On prend aussi en compte les conditions de Dirichlet (6.7). Le Lemme 6.3 donne :

7(s) =0, (1) = gi ()i (t).
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On applique alors le Lemme 6.2 avec F, =0, F;- =0,G;=0et H,=0,0na:

Comme & = g7,(0) — g5,(0) et s = (974)'(0) — (g5,)'(0) on aboutit a :

9:1(0) = 95,_,1(())» (9:0),@) = (95_,0)/(0)~

On en déduit également que ®_; = 0 et @;1 =0.

Termes d’ordre h?/3 Les équations dans les demies bandes s’écrivent :

Hiot (=07 =)0y = —L5W0 + () Hip: (=07 — 05— )0, =0

ouona: 5
Q
+ 2 2
£8,2 =—0; —0..
S+

Les conditions de transmissions sont :
(\I’s_,z + @;2)(0> t) = (\I/jQ + CDELQ)(O; t),

0oV 1(0,t) + 03P, 5(0,1) = 8a\11j,1(0, t) + 85(1);2(0, t).

On prend en compte les conditions de Dirichlet (6.7). Ensuite, on applique une version renormalisée du
Lemme 6.3. Par conséquent, il existe une solution (¥, \IJ;CQ) si et seulement si le systéme suivant est
vérifié :

, 2am? _ N B
(=02 155 () gip(@) =0 surR_, gio(0) — g7 (0) =0

2072

= (s))giol@) = 0 sur Ry, (g5)'(0) = (g70)'(0) = 0.

2
(-o2+
Ceci nous conduit a choisir :

Ya(s) = (272)2/3’%(3); gsola) = TZ(<272)1/305)?

avec g, (o) = T7((27%)"3a)1g, («). En particulier, cela détermine la fonction inconnue de I’etape
précédente (ce choix de g5 donne une expression explicite de \I!;EO). On est amené a prendre :

Uil t) = Uis(a.t) + giy(a)si (1),
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L -1 . g N
avec U7y = 0et U, 5 = 0. Finalement on doit résoudre le systéme :

’

(—0% — 8% — 72 G?Siz = 0sur Hy,
ry(-,0etl) =0,

(1)3_,2(0a t) — @;2(0, t) = (9;2(0) - 93_,2(0))51(75)

( 05%.5(0,1) = 0520,(0,1) = ((91)'(0) = (9:1)'(0))s1(t).

On applique alors le Lemme 6.2 avec F, =0, F,- =0,G, =0et
H, =0=((951)'(0) — (951)'(0))s1(t). On obtient :

& = 942(0) = 9,2(0) =0, s = (g,1)'(0) = (9,.1)'(0) = 0,

ce qui donne &7, =0, ¢, = 0.

Termes d’ordre i1 Les équations dans les demies bandes sont :

Hio: (—0? — 7r2)\If§f3 = Wg(s)llffo Hyis: (—0? — 8% — 7T2)<I>§f3 =0
Les conditions de transmissions sont :

(\1;;3 + @;3)(0, t) = (‘I’js + @:3)(07 t),

t t
aOt\Ils_2(07 t) + aﬂq)s_3<07 t) - _atqjs_o(()? t) = aa‘lj:Z(Oﬂ t) + 85(1);_3(0, t) - _atquo(oa t)‘
b b S_ b b b S+ K
On prend aussi en compte les conditions de Dirichlet (6.7). Le Lemme 6.3 donne :

73(3) =0, ‘I[si,3(a> t) = g;'f3(04)51 (t)

On doit résoudre le systeme :

)
(—0% — 8% - 7r2)<138i73 =0 surHy,

®y(-,0et1) =0
®_3(0,1) - <I>;f3(0,t) = (923(0) — 953(0))51(t)

_ _ tm tm
| (95955 — 9597)(0.1) = ((95)(0) — (92) (0)su(8) + 6o (0) (17 + 77 ) cos()
Ensuite on applique le Lemme 6.2 avec F; =0, F," =0,G, =0et
H,(t) = g5(0) <£ + %) cos(mt) et on obtient :
2/ 2

& = 953(0) = 9:5(0) = 0, Js = (9.22)'(0) = (92)(0) = =75 TE(0) (¢t cos(mt), 51):-

Cela détermine @ ; et @, qui ne sont pas nécessairement nuls.
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Récurrence Supposons que, pour tout 0 < k < n, on puisse écrire \I/ik(oz,t) = \I/:}j(oz,t) +
gfk(a)sl(t) et que (gik)ogkgn_g, (\Ili;fL)ogkgn_l soient déterminées. Supposons que g, ,(0) — g,,_,(0),
(g;nfz)’(O) — (gsfnfz)’(O), (7(8))o<k<n €t (@ik)ogkgn,z soient déja connues. Enfin, on suppose que
Jom-1(0) — g5,_1(0), ., sont connues une fois que g, ,,_, et g, _, sont déterminées et que toutes
ces fonctions sont a décroissance exponentielle avec une dépendance analytique en s € (—1, 1).

Les équations dans les demies bandes sont :

n—1

Hyio: (—0? — 72)\1;;% = T s)\I/f:O — Ein\lfio — Z(Ef:j - fyj(s))\lléfn_j
n—1 j=2
Hig: (=07 =02 —m2)0f, = =) (N —7(s)Pr,_;-

1

<
I

Les conditions de transmissions sont :

(U5, + ©,,(0,t) = (¥, + ©7,)(0,1)

(0@, — 05®7,)(0,1) = ((Q;n—ﬁ/(o) - (93_,n—1)/(0))51(t) + (aaq/:}il - 8a\11;;i1)(0,t)

t _ _ t
+1—+S(3t‘1’s,}i3 + 0, ,,-3)(0,7) + :(@\If:;i?, +0,2],_5)(0,¢)

1 _ 1
+V2r (1—_'_898771_3(0) + :g:n_3(0)> t cos(mt).

Pour appliquer le Lemme 6.3 on doit résoudre les équations :

(=2 = 2 = 30(9)) s -2le) = (o) + f (@),

2a
= 90(5) ) 97-a(0) = n()gn(@) + £ ().
On rappelle que 72 () est une renormalisation de k,(s), par conséquent, on peut appliquer le Lemme
6.4 car [, g5,_5(0) — g5, _5(0) et (g5,,_)"(0) — (g3,,_5)"(0) sont connues. Cela livre un unique ~,(s),
de plus g;%nf2 sont maintenant déterminées. Grace a I’hypothese de récurrence, on en déduit que les
fonctions @in_l sont maintenant déterminées. Le Lemme 6.3 détermine WF;* de maniére unique et on
a:

(—a§+

U5 (. t) = Ui (a,t) + g5, (a)sa (2).
Le systeme est de la forme :

(

(/\/ijo — 7T2)(I);t7n = F* sur H.,

(I)f’n(-, Oetl) =0,

0., (0,8) = 7, (0,8) = (UL = W) (0.8) + (9:,,(0) — g,(0))s1 (2).
[ 050;,(0,1) — 050, (0,8) = Hy(t) + ((9,-1)'(0) = (g5,0-1)(0))51(2),

ol H, est connu. On applique le Lemme 6.2 ce qui détermine g, (0)—g:,,(0), (95,,_1)'(0) — (9:,,_1)'(0),
o7, et @;n.
Des lors, on peut prouver la Proposition 6.1.
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Preuve : La construction précédente nous incite a introduire

J+2
Uhlut) =3 (WE (wh ™ ) + F (uh ™ 1) WP — uyF (uh T RE,, (p), pour u € R, (6.9)

=0
ou les termes correcteurs

J+2
t
RT, (1) = 0.V, (0, )7 — — Z(atqufj(o, t) + 0,25;(0,1))

S
Ryt
. . T . .. . .
sont ajoutés pour que wL }]L satisfasse les conditions de transmissions (xy* sont deux fonctions troncature

régulieres valant 1 preés de 0). Par construction wﬂ définie par

P (2, ) = x(u) ) (u, 1)

appartient au domaine de I’opérateur Lyi(5)(h). En effet, par construction @@LJ}]L € H*(R x (0,1)), de

plus la fonction troncature assure le fait que 1/}£J}]l ait son support dans Tri(s). Le changement de variable

(6.1) transmet la régularité de @J,]l a wﬂ- Les conditions de transmissions étant satisfaites on obtient

wLJ,]l € H?(Tri(s)). De plus, par construction, wLJ,]L vérifie les conditions de Dirichlet sur le bord et
appartient a I’ensemble décrit en (6.3).
Grice a la décroissance exponentielle, pour tout s € (—1,1), J € N on obtient I’existence de

ho >0, C(J, so, ho) > 0 tels que pour tout s € [—sg, o et tout h € (0, hg) :

J
| Crico () = D vl < Cso ho)h V.
§=0

On conclut en invoquant le théoreme spectral 2.5. 0



Chapitre 7
Simplicité asymptotique

La Proposition 6.1 nous donne une majoration des valeurs propres de 1’opérateur L) (h). Pour
obtenir une minoration et démontrer le Théoréme 1.8 on utilise des estimées d’ Agmon qui localisent
les fonctions propres de Lrvi(s)(h) dans Tri(s). Cette localisation permet de se ramener a 1’opérateur en
dimension un étudié au Chapitre 3.

7.1 Estimées de localisation d’Agmon

Afin de prouver le Théoreme 1.8 nous avons besoin d’estimées de localisation d’Agmon semi-
classiques pour I’opérateur Lvi(s)(h). Grace aux Propositions 1.7 et 6.1 on remarque que pour sy €
(0,1) les Ny plus petites valeurs propres A de Li(s)(h) vérifient pour tout s € [—so, 5] :

A — w2 < Toh??, (7.1)

ot T est une constante positive dépendant de Nj et so. On définit Tri*(s) = Tri(s) N {z € Ry}. Par
définition du potentiel effectif (3.1), pour toute fonction 1) € Dom(Tri(s)) ona:

/ h2|8x¢|2 + |ay¢|2dxdy > / h2|8x¢|2 + UTri(s)<$)|w|2dajdy'
Tri(s)

Tri(s)

On peut alors reprendre la preuve de la Proposition 3.3 et on obtient la

Proposition 7.1 Soit sy € [0,1). Soient T'y > 0 et py € (0, 7). Il existe hg > 0, Cy > 0, 99 > 0
et Dy > 0 tels que pour tout s € [—so, 50}, h € (0, ho) et toute paire propre (\s,1),) de Lvics)(h)
vérifiant | Ny — 2| < Toh?/3, on ait :

+ +
/T-:l:( )e<p1 @)/ (o |2+ | h2/3D,104|2)dady < Colltss| et /T.i( )eq>2 (g1 P)dady < Colln]

avec "
OF(x) = — O |2P3/2 et dF (x) = —pols|In (D;(x + si)>.

Vsl

Dans le régime i — 0, la Proposition 7.1 localise les fonctions propres de Lri(s)(h) dans un voisinage
de Tri(s) N {z = 0} et nous donne des estimées de décroissance en dehors de cet ensemble. Ces

87
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estimées justifient que les projetés de Feshbach-Grushin des vraies fonctions propres de Li(s)(h)
soient des bons quasimodes pour 1’opérateur tangent /2" (h) défini en (3.2).

7.2 Approximations des premieres fonctions propres par des pro-
duits tensoriels

Dans cette section on travaille avec 1’opérateur Lrec(s)(h) défini a gauche et a droite par LE(h) (voir
(6.2)). On considere les Ny premieres valeurs propres de Lrec(s)(h) (notées simplement A, ,,(h)). Dans

chaque espace propre correspondant on choisit une fonction normalisée 1) ,, telle que (¢ ,,, V5 ) = 0
si n # p. On introduit :

gs,No(h) = span (2@571, cee ﬂﬁs,No)'

On suit ensuite les idées de [DR 12, Sec. 4.3] et on définit la forme quadratique :

/ (‘aﬂ[}sp - 7T2|7v;s‘2> <1 + ﬂ)dudt,
Ry (s) 54

p ; 5 u
0 i (Bs) = / (S)<|atws|2—ﬂws\?)(us—)duw

ou R_(s) = Rec(s) N {u <0}etR,(s) =Rec(s) N {u > 0}. On considere la projection :
Hﬂis(ua t) = <¢s(u> ')7 51>t51<t)'
On peut maintenant énoncer un premier résultat d’approximation :

Proposition 7.2 Soit sy € (0,1), il existe ho > 0 et C > 0 tels que pour tout s € [—sq, So|, tout
h € (0, hy) et tout s € Sg ny(h) :

0< QRec(s) (%s) < Ch2/3l|d}sl|2

et

|1 = o)y || + (|0, ((1d = o), ) || < CR2 1]

De plus 11 : §st0 — I, (S\'SJVO) est un isomorphisme.

Preuve : On utilise le méme raisonnement que dans [DR12, Sec 4.3] ou en Section 12.2. J

7.3 Réduction a ’opérateur tangent

Le but de cette section est de démontrer le Théoreme 1.8 en utilisant les projections des vraies
fonctions propres (111, ,) en tant que fonctions tests pour la forme quadratique de I’opérateur modele.
Soit 1) € S, n,(h). Nous avons besoin des deux lemmes suivants afin de contréler la forme quadratique

-~

de I’opérateur modele testée sur (IIy7)). Ces lemmes découlent de la Proposition 7.1.
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Lemme 7.3 Soit sy € (0,1). Il existe hg > 0 et C > 0 tels que pour tout s € [—sy, so], tout h € (0, ho)
et toute fonction ) € S5 n, on ait :

w [ odade(1+ )bl < onO
R (s) e

Lemme 7.4 Soit 5y € (O 1). Il existe hy > 0 et C > 0 tels que pour tout s € [—sg, sq|, tout h € (0, hy)
et toute fonction ws € 83 No(h) on ait :

2 ~~ A
f—/ Ot uldudt| < R G, \—/ |¢s|2|u\2dudt] < OW*3|Jab |
+ JR4(s

Ces deux lemmes se prouvent de facon analogue a ceux Section 12.3. On prouve alors la

Proposition 7.5 Soit sy € (0,1). Il existe hg > 0 et C' > 0 tels que pour tout s € [—so, So], tout
h € (0, hy) et toute fonction 15 € S n,(h) on ait :
QEM(1)(1hs) < (s (h) = ) [ + CR2 [,

ol

772 ~ ~ 271'2
; Syuuws|2dudt+/ h2|au¢s\+1_

R+ (s)

QN (1) (i) = / W10, +

|u| |05 |2 dudt.
R_(s) S

On remarque que Q%" (h) est, au terme constant pres, la forme quadratique de 1’opérateur tangent (3.2).
De plus, pour étudier cette forme quadratique, on s’apercoit que les variables u et ¢t peuvent se séparer.

Preuve : Prenons v, € S n,(h). Comme les (45 ;) jeq1,...,N,} Sont orthogonales, on a :

-----

QTri(s) (h) (djs) < )\s,No (h) st H27

oll Qryi(s)(h) désigne la forme quadratique associée a 1’opérateur Li(5)(h). Par définition, pour tout
Y € Dom(Qyi¢s)(h)) ona:

Driits () (1) = /T_( | 1 10:91* + vriigs) () [v[*dady,

La derniere inégalité combinée a la convexité du potentiel vyi(5) donne :

2 2 2 R R 2 2 2
(97‘, + 27]‘ —|— T d d < T .
/Tri(s) " | 77Z)8| < | + s 1—s >| ||77/}5| 10y > (AstO(h) )stH
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On effectue alors le changement de variable (6.1) afin d’obtenir :

. A h? h
QP (1)) < Do)~ + = [ Pt
27’ - o -
+ 2| 1Pluldudt+ = [ 2 [udud
S~ JR_(s) 53 JRy(s)

2R / tamsatz&s(uﬁ)dudt—zh? / tamsatzﬁs(wi)dudt
R-(s) §— R+ (s)

S+

2

[ *[ul dudt

Pour avoir la Proposition 7.5 on applique les Lemmes 7.3 et 7.4 en prenant en compte (7.1). U

Preuve du Théoreme 1.8 On applique la Proposition 7.2 au résultat de la Proposition 7.5 ce qui
livre :

QU () (1) < (Ao () = 7) | Mot || + CR*| T |
Alors, I’équation (7.1) et le Lemme 7.2 donnent :
O (W)() < rapah) = 7)Mot 2 gy + A 108 2
De plus, on a

Q" (h)(ths) = Q"(h)(Howhy) + QF"(R)((1d — Tlo)dby) + 2B () (Lo, (Id — )b, ).

ou B"(h) est la forme bilinéaire associée a Q%"(h). On remarque que

N o 2 ~
B (h) (o, (1d — Tp)d) = / 2 ful) ), (1d — TTo)d) dudt +
R_(s) S

/ (H0<( A
Ry (s)

(Mo (- 10

2 A~
= ful), ), (1d = o)), dudt = 0.

Finalement on a

O (h)(Matls) < (ha (1) = 72) [ T8l [y + B o2 ey

Maintenant la conclusion est classique. On note Ty, = -),61):- On considere une fonction

s(u,
On définit y(u) = X(%), il vient :

1 -
troncature régulére x valant 1 pour |u| < 2 et 0 pour |u| > 5

q;an<h)<Xs7TO"$8) S ()\S,No(h) - ,/TZ)H’/TOq;s”Q + Ch4/3||70172s ?

Y

ou

1—s
]lRf(u) ﬂRi(U)
tan h — hQ 2 2 2 2d ]
£ (h)() / upl? + 22 (S 4 2 oy
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Enfin, on considere I’espace 5 v, (h) = vect (Woﬁﬁs,l, cee 7T01[137 No) et on applique le principe du min-

max 2.1 sur x5; v, (h) (de dimension N) :
w2+ (27T2)2/3/<;N0(3)h2/3 < As.np (R).

Couplé a la Proposition 6.1, cela conclut la preuve du Théoreme 1.8.
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Chapitre 8

Simulations numériques pour les triangles

On illustre certaines propriétés théoriques des paires propres de Lyi(s)(h) a 1’aide de simulations
numériques. Les calculs sont effectués sur le domaine géométrique Tri(s) avec la librairie d’éléments
finis Melina++ [LM12].

8.1 Choix du maillage

Le constructeur de maillage qu’on utilise prend en entrée quatre points : A, B, C' et D ainsi que le
nombre de subdivisions souhaitées. Pour les points A, B et C' on choisit les sommets du triangle Tri(s).
Le point D, quant a lui, est un élément du segment [A, B]. Nous obtenons donc deux triangles AC'D
et BC'D dans lesquels nous allons créer le méme nombre de subdivisions. Cette construction semble
pertinente au regard de la couche limite rencontrée dans la construction 6.9.

La Figure 8.1 représente, pour s = 0.8, les maillages selon les différentes subdivisions. La colonne
hauteur correspond au cas ot D est choisi tel que [C'D] soit la hauteur de Tri(s), de la méme facon la
colonne médiane correspond au cas ou D est choisi tel que [C' D] soit la médiane de Tri(s).

Les Figures 8.2 et 8.3 représentent, pour trois subdivisions, les taux de convergences (voir Définition
8.1)) des trois premieres valeurs propres vers 2/3; respectivement dans les cas ou le maillage utilise la
hauteur ou la médiane. Dans les deux cas, on remarque un décrochage pour de petites valeurs de h.
Toutefois, au moins pour la premiere valeur propre (en bleue), le maillage construit avec la hauteur
permet d’aller jusqu’a des valeurs plus petites.

Définition 8.1 Soitn > 2 et h = (hq, ..., hy,) une discrétisation du paramétre semi-classique. Pour
toutk € {1,...,n — 1} le taux de convergence de \j vers 2/3 en hy, est défini comme
(A (hyesr) — 7) — (A () — 7°)
h’l(thrl) - hl(hk) '

8.2 Allure des paires propres

On utilise un maillage triangulaire avec 4 subdivisions de type hauteur et un degré d’interpolation de
6. Avec s = 0.8, la Figure 8.4 représente les quatre premieres valeurs propres en fonction du parametre
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Nombre Hauteur Médiane

de subdivi-

sions
c c

0
A B A B

D D
C C

Z7\/\
ZZ7\/\/\
ZZZNN

2 ZZZ\NNN)
ZZZZZ NN
ZZZZZZ\NNNNN
. B /IIIIIIMVAVAVAVAVAVAVA B

D

FIG. 8.1 — Différents maillages du triangle Tri(s)
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0.9

0.8~ _

0.7 _

I~

061 _o_ Taux de convergence pouri, n
- Taux de convergence pourh,,

0.5 _,_ Taux de convergence pourka 4
—2/3

0.4 -

0.3 _

0 | | | | | | | | |

0'.2005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05 0.055

FIG. 8.2 — Taux de convergence vers 2/3 en fonction de h des trois premieres valeurs propres pour un
maillage de type hauteur avec s = 0.8 et trois subdivisions.

0.8 \ \ \ \ \ \

0.6~ B
_o Taux de convergence pour.,

0.5- _o Taux de convergence pouri,, _
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0.1 i i i i i i i i i

0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05 0.055

FIG. 8.3 — Taux de convergence vers 2/3 en fonction de h des trois premieres valeurs propres pour un
maillage de type médiane avec s = 0.8 et trois subdivisions.
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9 \ \ \ \ \ \ \ \ \
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1

F1G. 8.4 — Allure des quatre premicres valeurs propres en fonction de h.

semi-classique h. Le point noir sur I’axe des ordonées est la valeur 72

La Figure 8.5 rend compte du terme dominant dans la construction (6.9) : ¢’est presque un produit
tensoriel de la fonction propre de 1’opérateur modele et de la fonction sinus (respectivement le long des
abscisses et des ordonnées). Les fonctions propres sont localisées pres de la hauteur du triangle ce qui
concide avec les estimées d’Agmon 7.1.
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Ai(s, h) = 14.119615 Aa(s, h) = 16.461797
As(s, h) = 18.59000 Ai(s, h) = 20.63603

FIG. 8.5 — Cette figure représente les quatre premicres fonctions propres de Lvi(5)(h) et leurs valeurs
propres correspondantes pour s = 0.5 et h = 0.1.
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Chapitre 9

Effet tunnel dans un bonnet d’ane

Le but de ce chapitre est de prouver le Théoreme 1.9. Pour cela, on suit la philosophie de [HS84] a
propos de I’effet tunnel. Apres avoir prouvé des estimées de localisation d’Agmon dans 9.1 on étudie le
“splitting” des valeurs propres dans 9.2.

9.1 Estimées de localisation d’Agmon

Pour mettre en évidence I’effet tunnel nous avons besoin d’estimées de localisation d’Agmon sur {2
pour les fonctions propres des opérateurs Lq(h), Lo (h) and Lo (h) définis en (1.3) et (1.4).

Estimées d’Agmon pour Lq(h) entre les deux pics

Proposition 9.1 Soir 'y > 0. Il existe hg > 0, Cy > 0 et C' > 0 tels que pour tout h € (0, hg) et toute
paire propre (C,v) de Lq(h) vérifiant |¢ — m%| < Toyh?3, ona:

/ [0* + |h*0,9 Pdady < Coe™ /" ]|,
QN {(—s/2,5/2)xR}

Preuve : Soit ® une fonction lipschitzienne, si ((, ¢) est une paire propre de Lq(h), on a la formule
IMS (voir Proposition 2.14) :

/ W20, (™M) [* + 10, W[ — |@'e® M — ¢l P dudy = 0.
Q
Par conséquent on a :
/ 1?10x(e*")? + va(x) ™MW * — @'/ M| — ([e® P dady < 0.
Q

On définit les intervalles :
Il = (—1, —S), IQ = (—S,O), Ig = (0,5), I4 = (S, 1)
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Soit Q; = Q N {Z; x R}. Alors, par convexité de vg pres de chaque minimum et pour des raisons de
symmétrie on a :

4
/ 1210, () Pdady + 3 / (2 4 45(z) — ¢ — B'(2)?) P *dady < 0,
Q j=1 7%

ouona:

2 2 2 2 92 2
1 j S(£C+S), to(z) = %(m +5), ts3(x)= _%(x —5), tlz) = : i -

tl(l') = —

On utilise ensuite le méme raisonnement que dans la preuve de la Proposition 7.1 et, grace a la
symmétrie, on obtient 1’existence de Cjy > 0 tel que :

[ O QP + 50,0 dady < Callw ©.1)
avec, pour certains 7y, 1, > 0 :
O(z) = m|z+s>2 1(=1, —s)(@)+na|a+s>2 1(—s,0)(z)+na|z—5>? 1(0, s) () +m1 |z —s[>2 1(s, 1) ().
Onal_g2,/2® < ®. De plus, il existe une constante C > 0 telle que :
C < ®(x),Vx € (—5/2,5/2).

Combiné a (9.1), cela livre pour une constante C' > 0 :

/ B[ + [R5 0,]2dady < Coe= /[P
QN {(—s/2,5/2) xR}

Estimées de localisation d’Agmon pour Lqe(h) and Lqi(h) De la méme fagon que pour la
Proposition 9.1 et en adaptant la preuve de la Proposition 7.1 on a la

Proposition 9.2 Soit 'y > 0. Il existe hy > 0, Cy > 0 et C' > 0 tels que pour tout h € (0, hy) et toute
paire propre (\, 1)) de Loer (R) vérifiant |\ — 72| < Toh?/3, ona :

/ U7 + 1279, dady < Coe™" u]”
Qlef N {(—s/2,0)xR}
La proposition s’adapte pour Ly (h).

9.2 Structure du spectre

Afin de prouver le Théoreme 1.9 on a besoin de la
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Proposition 9.3 Pour tout N € N* il existe hg > 0, Cy > 0 et C' > 0 tels que pour tout h € (0, hg) et
tourj e {l,...,N}:

)\2j—179(h) < Coe_c/h + Aj(h% )‘2j79(h) < Ooe_c/h + )‘j(h)'

Preuve : Soient \'*f et y"® des fonctions troncatures régulieres telles que }'* () = 1 pour tout
x € (—1,—s/2) et X'*(x) = 0 pour tout z € (—s/4,0) et x"&(z) = x'*"(—x) pour tout z € (—1,1).
On prend ¢}ef et 1;® deux fonctions propres associées a \;(h), respectivement pour Leer (h) et Lore(h).

On définit ’espace de dimension deux E; = span(y'*f }ef, Xrig¢;ig) C Dom(Lq(h)). Soit ¢ € E;,

d’apres la Proposition 9.2 il existe hg > 0, Cy > 0 et C' > 0 tels que pour tout h € (0, hy) :
I(£(h) = A (A)ll < Coe™ "M [4)]].

D’apres le théoreme spectral il existe k1 (j, h) € N* tel que :
Ak G (h) = Aj(h)] < Coem /™,

Néanmoins, comme dim(£;) = 2 on peut trouver un autre k»(j, h) € N* tel que :
AesG.a(h) — Aj(R)] < Coe™ 7M.

Sans perte de généralité on suppose que k1(j, h) < k2(j, h). Maintenant, on prouve en trois étapes que
ki(j,h) = 2.

(j — k1(j,h)) et (j — ko(j, h)) sont des fonctions injectives Supposons que k1 (j1, h) = k1(ja, h).
Ona:
‘)\31 <h) - )\kl(jlvh)vg(h'” < COG_C/hJ |>\]2(h’) - Ak’l(jQ,h),Q(h)‘ < COQ_C/hv

ce qui donne
[Ajy (h) = A (h)| < 20e =",

Toutefois, deux valeurs propres disctinctes dans le spectre de £(h) vérifient |Aj, (h) — Aj, (h)] > Ch2/3,
pour un certain C' > 0. Par conséquent j; = j. La preuve est la méme pour ko (j, h).

(7 k1(j,h)) et (j — ko(j, h)) sont des fonctions croissantes Soit jo > j;,ona:
A Ga.2(B) > Ajy(R) — Coe™ ™ N (h) < Ay () + Coe™ /M,

On obtient :
)‘k1(j27h)79(h) - )‘kl(jhh)ﬂ(h) > /\jz (h> - /\jl (h> - 2Coeic/h7

ou le membre de droite est positif pour h assez petit. Nécessaiement &y (72, h) > k1(j1, h) et grace a la
premiere étape ky(j1, h) > ki1(j2, h). Le méme raisonnement fonctionne pour ks (jy, h) et ka(j2, h). De
plus on peut démontrer de la méme maniere que Ay, (j, n).0(h) < Ak, (jo,n),0(R).
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Récurrence Pour j = 1onaky(j,h) > ki(j,h) > 1. Soit j € N* tel que ko(j,h) > k1(j, h) > 2j.
A Iaide des étapes précédentes on a :

On en déduit que k1 (j+1,h) > 25 +2. Comme ko(j+1,h) > ki (j+1,h),onaks(j+1,h) > 2j+3,
ce qui acheve la récurrence et démontre la Proposition 9.3. U
On prouve désormais qu’il y a au plus deux valeurs propres de Lqo(h) a une distance d’ordre

O(e~¢/") d’une valeur propre de £(h).

Proposition 9.4 Pour tout N € N*, Cy > 0, C' > 0, il existe hg > 0 tel que pour tout h € (0, hy) et
toutrj € {1,...,N}:

#{ha(h) € 6(La(h)); |\;(h) = Xa(h)] < Coe "} < 2.

Preuve : Supposons qu’il existe \j, o(h) < Aj, a(h) < Aj; o(h) dans S(Lq(h)) tels que, pour tout
p € {1,2,3}, onait :
Aj(B) = Nj,(h)] < Coe™ /M.

On considere la famille de fonctions orthonormales (¢;, )pc(1,2,33 o, pour p € {1,2,3}, ¢, est une
fonction propre de Lo (h) associée a A; (h). On définit ¢; = (X ¢, , x"8¢; ) et 'espace &; =
span(v;, )pe(1,2,3}- On sera aussi amené a étudier ’espace propre F; de £q(h) associée a la valeur
propre \;(h) : on note ®;; et ®,, une base orthonormale de F;. Prenons ¢ # 0 € &; tel que, pour
p=1,2, (¢, ®;,) = 0. Une telle fonction existe car dim(&;) = 3 et, grace a la Proposition 9.1, on a :

1(€(R) = A (h)¥]| < Coe™ "]l
Le théoreme spectral livre n(j, h) € N*, avec n(j, h) # j, tel que
iy (h) = Aj(R)] < Coe™ ",

Finalement, on sait qu’il existe C' > 0 tel que |An(jn(h) — A;(R)| > Ch?/3. Pour h suffisamment petit
on a une contradiction. u

Proposition 9.5 Pour tout N € N* il existe hy, Cy > 0 et C > 0 tels que pout tout h € (0, hy) et tout
je{l,...,2N}:
|)\J:Q<h) - )\n(j,h) (h)’ S Coeic/h’

pourn(j, h) € N*.

Preuve : Soit p; une fonctions propres de Lq(h) associée a la valeur propre )\, o(h). Prenons x'*f et
X"€ comme dans la preuve de la Proposition 9.3. On définit ®; = (x'*'p;, x"8¢,) € Dom(£(h)) et on
a, grace a la Proposition 9.1 :

12(R) = Xj0(h) ;]| < Coe™ ™ @]

Le théoreme spectral permet de conclure. U



9.2. STRUCTURE DU SPECTRE 103

Preuve du Théoreme 1.9 On montre que dans la Proposition 9.5 on a :
n(2j —1,h) = j, n(2j,h) = j.
Comme dans la preuve de la Proposition 9.3, on procéde en trois étapes.
(j—mn(2j —1,h)) et (j — n(2j — 1,h)) sont des fonctions injectives Soient ji, jo € N* tels que

J1<Jaet

Ona:
Aajp.0(h) — Agjy a(h) < ZCoe_C/h_

I existe j € N*tel que 2j; — 1 < j < 2j, — letona:
X a(h) = Mg a(h) < Agja(h) — Agjya(h) < 2Coe™ "
Finalement, on obtient :
Anii—10(h) = X5 0(M)] = Angji—1my(h) = Azj—1.0(h) + Aaj—1.0(h) = A; o (R)] < 3Cpe "
]7 ]7

Alors, on applique la Proposition 9.4 et on a une contradiction car nous avons trouvé trois valeurs
propres exponentiellement proches de A, (2;, —1,1) (). La preuve est la méme pour (j — n(2j — 1, h)).

(j —n(2j—1,h)) et (j — n(2j — 1, h)) sont des fonctions croissantes Soient j;, jo» € N* tels que
J1 < jo,ona:

Anja—1.0) () = Angzji—1,m (h) +2Coe™ " > Ngjp—1.0(h) — Agjy—1,0(h) > 0.
Grace a I’injectivité, pour un certain C > 0, on obtient :
sgn(n(2j> — 1, h) — n(2j; — 1, h))Ch*3 > 0,

ol sgn est la fonction signe. Nécessaiement on a n(2j> — 1, h) > n(2j; — 1, h).

Induction Pour j = lonan(l,h) > letn(2,h) > 1. Soit j € N* tel que n(2j — 1,h) > jet
n(2j,h) > j. Grace a I’étape précédente on a :

n(2j +1,h) > n(2j — 1,h) >4, n(2j+2,h) >n(24,h) > j.
ce qui conclut la récurrence. Finalement on a :
)\](h) S Coe_o/h + )\2]'_17Q(h)7 )\j S Coe_c/h + )\gj,Q(h).

Combiné a la Proposition 9.3 on a le Théoreme 1.9.

La Figure 9.1 illustre le Théoreme 1.9 et met en lumiére la localisation du spectre de Lq(h).
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O(h2/3)

O(e_c/h)
FIG. 9.1 — Repartition de &(Lq(h)) autour de S(L£(h))

Remarque 9.6 Pour des raisons de symmétrie on a en fait pour tout j > 1, Ayj_1q(h) < Aj(h) et
Aoja(h) = Aj(h).



Chapitre 10

Simulations numériques pour le bonnet d’ane

Afin d’illustrer quelques propriétés des fonctions propres pour le bonnet d’ane on en a calculé
certaines. Ces simulations sont effectuées dans le domaine €2 pour 1’opérateur Lq(h). La figure 10
représente les maillages que 1’on utilise. Le constructeur de maillage prend en entrée neufs points ainsi
que le nombre de subdivisions choisis.

On se place dans le cas ou s = 0.5, on a utilisé un maillage avec 3 subdivision un degré d’interpola-
tion de 6. La Figure 10.2 illustre le phénomene d’effet tunnel discuté dans le Chapitre 9. On remarque
que la localisation des fonctions propres est en accord avec les estimées de localisation d’Agmon de la
Section 9.1. De plus une paire de valeurs propres exponentiellement proche est associée a des fonctions
propres paires ou impaires par rapport a 1’axe des abscisses.

La Figure 10.3 illustre le Théoreme 1.9 et la différence exponentiellement proche entre (5;_1(h) et
C2j(h) (for j = 1...3). L'intéraction est d’ordre e=C/h (pour un certain C' > 0). Néanmoins pour de
petits i il y a un décrochages dans les calculs : le calcul numérique ne peut se faire correctement car la
différence entre les valeurs propres est trop proche de zéro. C’est pourquoi on a tracé une approximation
linéaire pour de petits h avec le décrochage. Ces approximations vont vers —1 lorsque h va vers 0.
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Nombre de subdi- Maillage
visions
02 Ol
Fy D 12
0
A Ey £, B
Cz Cl
F2 D Fl
1
A EQ El B
02 CVl

A By B B
02 Cl

F2 D Fl
3 AVAVAVAVAVAVA Va VA A
FAVAVAVAVAVAVAVAV AVAVAVAVAVAVAVAVAN
A E, E, B

FIG. 10.1 — Maillages pour le bonnet d’ane pour s = 0.5.



ALa(h) = 12.996729

Asa(h) = 17.395903

As.a(h) = 21.411375

107

Aa(h) = 12.996730

Ma(h) = 17.396014

Ao (h) = 21.413785

F1G. 10.2 — Simulations pour s = 0.5 et h = 0.15. Valeurs numériques des six premieres valeurs
propres. Tracé des fonctions propres associées dans le domaine §2.
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0.3 0.35

FI1G. 10.3 - Différences divisées de log;,(— In(Aaja(h) — A2j—1.0(h))) G=1...3) en fonction de h.



Quatrieme partie

Cones de petite ouverture

109






Chapitre 11

Quasimodes pour les cones de petite
ouverture

Pour démontrer le Théoreme 1.11 nous allons construire des quasimodes a tout ordre en puissance
de h'/3 pour I’opérateur L’[m] .(h) défini en (1.13). Dans ce chapitre on prouve la

Proposition 11.1 Pour tout n > 1, il existe des suites (ﬁj[-fz])jzo telles que pour tout Ny € N* et J € N,
il existe hg > 0 et C' > 0 tels que pour h € (0, hg)

J

dist ((‘Sd.sc(cMQr( )),Zﬁﬁhﬂ?’) <ChHIB n =1, N, (11.1)

Jj=0

De plus, on a : ﬁ[m] qu,l, [m] =0, et ﬁ?n = (23}31,1)2/3 za(n).

Dans un premier temps, on fait le changement de variables pour transformer le triangle méridien Mer
en le carré Sq = (—1,0) x (0,1) :

Y

=z e (—1,0), t=
u=z¢€( ) z+1

€ (0,1). (11.2)

L’ opérateur EMer(h) devient :

LV () (u, 800, 0) = iz (—204(t0)) + 25) — h202 — 25507 + 2240,0, — 220, (11.3)

u+1 u+1

sur L2 (Sq, t(u + 1)*dudt) avec des conditions de Dirichlet sur les faces {(0,¢) : 0 < ¢ < 1} et
{(u,1) : =1 < u < 0}. L'équation aux valeurs propres L) (R)y!™ = A™y!™ devient

LRy = NP avee O (u,t) = ¢ (2, y).
Dans ce qui suit (-, -), désigne le produit scalaire sur L* ((0, 1), ¢dt).
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11.1 Ansatz et couche limite

On veut construire des quasimodes ( Lm], w,[lm]) pour 1’opérateur Emr(h) (Ox, 0y). 11 sera plus

pratique de raisonner dans le carré Sq avec 1’opérateur E[S";] (h)(u, t; Dy, ;). On introduit les échelles
a=h"?3y and [ =h"tu,

et on cherche des quasimodes (8™, 4[") de la forme

ST e ) ~ 3 (9t + @0 ) 0 (14

j=0 320

On veut résoudre E[S’Z] (h)zﬁgm} = ﬁ}[Lm] @Lm] au sens des séries formelles. Comme on le verra en Section

11.4, un Ansatz a la seule échelle h~2/3 ne permet pas de construire des quasimodes pour E[S?] (h). En
développant 1’opérateur en puissance de %% on a

. il 2 - m_ 1 ’
£[Sq](h)(h2/3a,t; h=230,,0,) ~ Zﬁ[zj]hzj/3 avec terme principal £ = _gat(tat) +

2 7
Jj=0 t
(11.5)
et en puissance de h :
m — m|q 4 .. m 1 m2
ﬂsq](h)(hﬁ,t; h'93,0;) ~ Z/\/}EJ W/ avec terme principal N{™ = _Zat(tat) +o - 0.
J=0

(11.6)

Dans ce qui suit, pour vérifier la condition de Dirichlet sur Mer \ (—1,0) x {0} on va imposer a notre
Ansatz, pour tout 7 € N, les conditions aux limites :

[m] il 4y
v, + o0,y =0, 0<t<1, (11.7)

m) _ [m) _
vla,1)=0, a<0 et @M@ 1)=0 <0 (11.8)

Plus précisemment, on s’intéresse a la plus basse énergie A = jﬁ%l du probleme de Dirichlet en 1 pour
E([)m] sur ’intervalle (0, 1). On doit résoudre le probleme de Dirichlet pour les opérateurs /\/’O[m} — jfml

et LI — jz, 1 sur la demie bande
Hst =R_ x (0,1), (11.9)

avec des solutions a décroissance exponentielle.

11.2 Trois lemmes

Afin de construire les quasimodes nous aurons besoin des trois lemmes suivants.

Lemme 11.2 On note b la n-ieme fonction propre normalisée de Lgm} :

b (t) = C™ T (Gimnt),  (CI™ est une constante de normalisation)
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ot J,, est la m-ieme fonction de Bessel de premiére espéce. Soit F' = F((3,t) une fonction de
L2 _(Hst, td3dt) (voir Définition 2.7) et soit G € H*?((0,1), tdt) une fonction de la variable t avec

exp

G(1) = 0. Alors il existe un unique v € R tel que le probléme
(M= j20) @ =, @(8,1) = 0,8(0,) = G(t) + 0" (¢)

ait une unique solution dans H?_(Hst,td/3dt). On a

exp

// F(B,t)obl™ (t)tdtd3 — / Yol () tdt. (11.10)

La preuve du Lemme 11.2 est similaire a celle du Lemme 6.2. On démontre aussi les deux lemmes
suivants liés a I’alternative de Fredholm.

Lemme 11.3 Soit F = F(«,t) une fonction de L?
que :

(Hst, tdsdt). Alors, il existe une solution \V telle

exp
(d)m] —je)V =F dans Hst, U(a,1)=0

si et seulement si (F(cv, ), ™), = 0 pour tout o < 0. Dans ce cas, V(a, t) = U (o, t) + g()b™(¢)

o Ut vérifie (¥(a, -)*, b[lm]>t = 0 et est aussi a décroissance exponentielle.

Preuve du lemme : Supposons qu’il existe une solution ¥ de

(E[[)m] _ j72n,1>\11 = F'dans Hst, ¥(a,1)=0.

Pour tout o < 0, on peut écrire dans L?((0, 1), tdt) :

Z U, ( b[m]

n>1

Comme W vérifie I’équation on obtient :

Y (i = i) W@ () = F(at).

n>1

En identifiant dans la base des (b,[{n })@1 on obtient :

(Fla, )by = 0
1
U, () = ——(F(a,-), b, pourn > 2.

T = Jmn
Par hypothese, pour n > 2, U,, est a décroissance exponentielle. Pour Wy, on peut choisir une fonction
a décroissance exponentielle. Réciproquement, si on considere la fonction W ainsi définie, elle est
solution du probleme.
En posant g(a) = ¥;(a) et U(a,t) = Z (J2m — Jo1) Un(a)Ba(t), on obtient le résultat

n>2
annoncé. ©
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Lemme 11.4 Soit n > 1. On rappelle que za(n) est le n-iéme zéro de la fonction d’Airy inversée, et
on note

ag”] = C’L’”]A ((ijml) 3 0 + zA(n)> (C’,[lm] € R étant une constante de normalisation> ,

une fonction propre normalisée de I’opérateur —0> — 2]%104 avec condition de Dirichlet sur R_
associée a la valeur propre (252, 1)*/%za(n). Soit f = f(a) une fonction de L (R_) et c € R. Alors
il existe un unique w € R tel que le probleme

(—83 — 2]%71(1 - (2ji71)2/3zA(n)) g=f+ waZ”} surR_, avec g(0) = ¢,

ait une unique solution dans H, eQXp(R_).

Preuve du lemme : Soit y une fonction troncature qui vaut 1 pres de 0. Si g est solution du probleme
alors v = g — cx est solution de

(—02 — Qj,znﬁla — (2‘7‘5%1)2/3 2a(n))v = f.+ wag”}, v(0) =0

<7 . . 2/3 = C e g )
ou f, = f—c (—62)( + 2]3171ax — (2]3%1) / zA(n)X>. fe est aussi a décroissance exponentielle.
D’apres I’alternative de Fredholm, on sait qu’il existe une solution v si et seulement si

W= _<f67a£:n}>‘

Le second membre est a décroissance exponentielle donc la solution 1’est aussi. o

11.3 Détermination des profils

On peut maintenant commencer la construction de 1’ Ansatz (11.4).

Termes d’ordre h° Les équations dans Hst livrent :
g = g, e = el
Avec les conditions aux limites (11.7)-(11.8) pour j = 0,0on a:
3 = W @) = g ()b (2).
La condition aux limites (11.7) livre : W["(0,¢) = —g!™(0)6!")(¢). Le Lemme 11.2 donne :
"(0) =0, & =0.

[m]

La fonction g, ' sera déterminée plus tard.

Termes d’ordre 1/ Les équations dans Hst livrent :

(47— A = Bl (v~ el =
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avec les conditions aux limites (11.7)-(11.8) pour 7 = 1. Le Lemme 11.3 donne ﬂgm] = 0 ce qui amene
a chercher la fonction sous la forme \I/[lm] (o, t) = ggm] (oz)b[lm] (t). La condition aux limites (11.7) donne :
o0, 1) = —gi™(0)6I™(¢). Le Lemme 11.2 livre

dmoy=0, o™ =0

Termes d’ordre h?/® Les équations dans Hst livrent :

(L™ = gy = g™ — £, (NG - B es =0

2

ol E[m] —02 + 2a (E&g(t@t) m_2> avec les conditions aux limites (11.7)-(11.8) pour j = 2. Le

Lemme 11.3 nous permet d’obtenir I’équation suivante en la variable o :

(B — Ly ey (@, ), 6™, =0, a<0.

[m]

On sait que Vy(a, t) = gy (« )b[lm] (t), par conséquent cette équation devient :
(=02 = 2ip,0)9" (@) = 33" 9" (@), <0

On obtient donc 4" = (242, 1)2/ ?2a(n) et g™ = o™, On en déduit que (£I™ — gywli = o
et que \If[ "l est de la forme ‘If[ ](oz t) = g[m]( )b[lm]( t). La condition aux limites (11.7) donne :
w0, 1) = —gl™(0)(s)b"(t). Le Lemme 11.2 donne

5" (0)=0, " =0,

Termes d’ordre 2 Les équations dans Hst livrent :
(57— i = Gl S — v el = o

avec les conditions aux limites (11.7)-(11.8) pour j = 3 Le produit scalaire par b[lm] (Lemme 11.3)

[m] [m]

puis le produit scalaire par 90 (Lemme 11.4) donne 63 = (Oetg; ' estcolinéaire a g, . On choisit

[m]

gi = = 0. Par conséquent \Ilg "l est de la forme \Ifé ](&, t) = ggm]( )b[lm] (). Le Lemme 11.2 donne :

droy=0, o =o

Termes d’ordre h*/3 Les équations dans Hst livrent :
(25" = o)Wy = g + g — e — £, (A = ey =0

ou
2 2
m] 3a” /1 m
£i! =200, - = (Fa0) - 5 )

avec les conditions aux limites (11.7)-(11.8) pour 5 = 4. Le produit scalaire par b[lm] (Lemme 11.3)

donne une équation pour gg " et le produit scalaire par g[m (Lemme 11.4) détermine @[fn]. Grace au
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Lemme 11.3, U™ est de 1a forme U™ = 0™+ 4 g6yl (1) avec W™ potentiellement non
nul. Le Lemme 11.2 donne ¢!™(0) = 0, de plus (¥{"*(0,-),8/™), = 0 et on a une solution & a
décroissance exponentielle.

Termes d’ordre supérieur On construit les termes suivants par récurrence selon les mémes principes.
Des lors on peut prouver la Proposition 11.1.
Preuve : La construction précédente nous incite a introduire

J
Zﬁmhm (11.11)
7=0

J
n(a )™ = (o Z( v, (h2/3’ 11) + " (h —il)>hﬂ37 (11.12)

7=0
ou Y est une fonction troncature réguliere valant 1 pres de 0. Le théoreme spectral 2.5 permet de
conclure. U

11.4 Nécessité de I’échelle i

On justifie ici pourquoi un Ansatz 2 la seule échelle 2%/® ne permet pas d’obtenir de résultat. Si
on veut construire des quasimodes (ﬁ,&m}, \I/£Lm]) pour 1’opérateur £mr(h)(x, y; 0z, 0y). La encore, il
est plus facile de travailler sur le carré Sq et I’opérateur Egg] (h)(u, t; Oy, O¢). On introduit 1’échelle
o = h™?/3y et on cherche des quasi-paires propres sous forme de séries formelles :

BT BRI et Uty ~ > U (0, 1) R, (11.13)
§>0 j=0
On veut résoudre ﬂg?(h)\lf,[fn} = 5}[:”}\1/}1 au sens des séries formelles. Lorsque 1’on développe

I’opérateur en puissances de %/ on obtient, toujours au sens des séries formelles :

m — m ] . m 1
E[Sq](h)(hz/?’oz,t, h=2/30,,0) ~ Z EL In%/3  avec terme dominant £J™ = —;&(t@t) +

J=0

42

Dans ce qui suit, afin de vérifier les conditions de Dirichlet sur les bords du carré Sq, on impose a
notre Ansatz les conditions aux limites suivantes, pour tout j € N :

v, =0, 0<t<1 (11.14)

fm] _
(e, 1) =0, s<o0. (11.15)

Commencgons la construction de 1’ Ansatz :

Termes en h° Les équations dans Hst livrent :
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clmglml _ glnl gl

avec les conditions aux limites (11.14)-(11.15) pour 7 = 0. On choisit ﬂgm] = jg%l, de plus W est
tensoriel et donc on choisit Wo(ar, t) = gi™ (a)bl™ (¢). La condition aux limites (11.14) livre g™ (0) = 0.
La fonction g[ ]( ) sera déterminée plus tard.

Termes en h*/® Les équations dans Hst livrent :
()~ et e~ e

ot £" = —92 + 20 (1@(@) j) et avec les conditions aux limites (11.14)-(11.15) pour j = 1.
Le Lemme 11.3 livre I’équation suivante en la variable « :

By — LM @, ), 0™, =0, a<o.
En utilisant le fait que U™ (av, ¢) = g™ (a)b™ () 1 équation devient :

(=02 = 252,19)90" (a) = B g™ ().
Donc on choisit : 23
g =, B = (20,)"" 2a(n)

On en déduit que (L0 — BI") W™ = 0 donc W™ est tensoriel et U™ = ¢l™ (a)b!™ (¢). La condition
aux limites (11.14) livre : ¢!™(0) = 0.

Termes en h*/®> Les équations dans Hst livrent :
(= ol O+ s — ol — el

ou
2

m] _ _ 3a? m
£ = 20,0, - - ( B,(0,) — t),

avec les conditions aux limites (11.14)-(11.15) pour 5 = 2. Le produit scalaire par b (Lemme 11.3)
livre une équation pour g[ & puis le produit scalalre par g([) (Lemme 11.4) détermine 62 et g[m]
D’apres le Lemme 11.3, U™ = o™t 4 0™ ()pl™ (1), De plus 1a condition aux limites (11.14)

donne :
v 0.0 + g (065 =0, 0<r<L

Le produit scalaire par b[1 nous permet d’affirmer que g[m] (0) = 0 et finalement :
w06y =0, 0<t<1.
Cependant, U™ vérifie la méme équation que ¥!™ a savoir :

(£l _ glmlyglmlt _ glmlglml | glmlgll _ plolglml el ool
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En prenant en compte 1’équation satisfaite par g; on aboutit a :
(L8 = b () = =20l (@) (1) (1= @i b)) pour tout s < 0.
En particulier ceci est vrai en « = 0 donc on a :
0 = (£5" = G w5 (0,8) = =2l )b (1) (1 = " b)), (11.16)

Mais a." }/(O) # 0 car les zéros de la fonction d’ Airy sont simples. De plus (b[lm]/, b[lm]>t # 1 car :

1
(o pimly, _ / ) ()bl ()t
0
1

1
= ——/ oI (1)2dt < 0
0

par intégration par partie 2

La construction s’arréte donc la car (11.16) est absurde.



Chapitre 12

Simplicité asymptotique

La Proposition 11.1 nous donne une majoration des valeurs propres des opérateurs Em,(h). Pour
obtenir une minoration et démontrer le Théoreme 1.11 on utilise des estimées d’Agmon qui localisent
les fonctions propres de Emr(h) dans Mer. Cette localisation permet de se ramener a I’opérateur en
dimension un étudié au Chapitre 4.

12.1 Estimées de localisation d’Agmon

Afin de prouver le Théoreme 1.11 nous avons besoin d’estimées de localisation d’Agmon semi-
. s [m] AN " .
classiques pour I’opérateur Ly, (h). Grace a la Proposition 11.1 les Ny plus petites valeurs propres A

de Emr(h) vérifient :

A —j21] < Toh™?, (12.1)
pour une certaine constante positive ['y dépendant de NV,. Si er(h) désigne la forme quadratique
associée a Emr(h), on a la borne inférieure suivante pour tout ¥ € Dom(er(h)) :

<2
m ]m,
QL (n)(W) = /M O I ey

On reprend alors la Proposition 4.4 et on obtient la

Proposition 12.1 Soit I'y > 0 et py € (0, jyn1). 1l existe hg > 0, Cyp > 0, g > 0 et D > 0 tels que

[m]

pour tout h € (0, hy) et toute paire propre (A, V) de Ly, (h) vérifiant |\ — j2 || < Toh?/3, on ait

/ e @M (W2 4 |h230, W2 ydady < Co|¥|%, / eP2@/M(|1W|? + |hO, U [*)ydady < Co|| T2,
Mer

Mer

avec
®y(x) = nolz|*/? et Do(x) = —pyIn (D7'(1+x)).

119
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12.2 Approximations des premieres fonctions propres par des pro-
duits tensoriels

Dans cette section, on travaillera avec 1’opérateur E[s";]( ) plutdt que ,C,[\Te]r( h). Soit les N, premiéres

valeurs propres de E[S”;] (h) (plus simplement notées A, (h)). Dans chaque espace propre associé, on

choisit une fonction propre normalisée 1[371 vérifiant @n, Qﬂm> = 0 si n # m. On introduit :
SN()(h) = Vect(iﬂl, Ce ,wN()).

On définit alors Qg’cgm] la forme quadratique suivante :

A 2 A A
Q) = / (102 + S [0 = 52 16t + 1)*dudt,
Sq

2
associée a I’opérateur L, 2l —14,® (——at(tat) —j2 1) sur L?(Sq, t(u+1)?dudt). On s’intéresse
2

alors au projecteur sur I’espace propre associé a la valeur propre 0 de ——8t(t8t) T jm 1t

T4 (u, t) = ((u, ), B7) BT (1),

On peut maintenant énoncer un premier résultat d’approximation :

Proposition 12.2 1/ existe hy > 0 et C' > 0 tels que pour tout h € (0, hy) et tout 1 € cSA’NO(h) :
0,[m], 7 R
0< Q5" < CrP |

et

ml\ 7 1 ml\ 7 ml\ 7 7
00 = 1)) + || 0d = )6 | -+ aut1d = 1)) < ont ).

De plus, H[lm] - Sy, (h) — H[lm] (Sn, (h)) est un isomorphisme.

Preuve : Si 1& = 1@”, ona :
QL (D) = Aullll”

On obtient : ) R
QU (1) < (72,1 + Ch2P) [ .

L orthogonalité des @En (dans L? et pour la forme quadratique) nous permet d’étendre I’inégalité a
770 S S No (h) .
0,lm]/ 7 n
Qs () < CRPI||.

De plus comme H w est dans le noyau de EO ™ ona

QUM(py = (L@ + (1d — 1)), )
(Ca™(1d — 1174, )
= QM((1d — 11{")).
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m2

1
Si 19 désigne la deuxieme valeur propre de I’opérateur en dimension un —gﬁt(t(?t) + ol jfm, le
principe du min-max 2.1 livre pour tout u € (—1,0) :

! mly 7 m2 mly 7 . mly 7 ! mly 7
[ 100 = 1) 4 g = O - g2 0d - TPt = s [0 - 11 Prae
0 0

On en déduit alors que :

0< Q4(d) < CRPIGI>  [|(d — Ty < Ch'/
On a donc
~ ~ ~ ~ ~112
[94(1d = T2 + |50 = TP = en2 )2 < flauid — i) + | 5 (1a =) o
~Jall(d =T
< CRP|IP.

On obtient ainsi ) m A )
0.1 = T 4 |- (1d = T > < h22 o]

[m]

Pour conclure la preuve on remarque que II;  est injectif car si H[lm]v,ﬂ = (O alors on a

1] < ChY3|l,

~

ce qui n’est possible pour tout i < hy que si ¢ = 0, ce qui conclut la preuve de la Proposition 12.2.[]

12.3 Réduction a ’opérateur d’Airy

Le but de cette sous-section est de prouver le Théoreme 1.11 en utilisant les projections des vraies
fonctions propres (H[lm] dn) comme fonctions tests pour 1’opérateur d’ Airy. Cela justifie que 1I’opérateur
lmr(h) défini en (4.1) est une bonne approximation de I’opérateur Emr(h). Soit ) € Sy, (h), nous
avons besoin de quelques lemmes pour estimer la forme quadratique de 1’opérateur d’ Airy testé sur
H[lm]zﬂ. Le premier lemme est une estimation dans le triangle méridien Mer; on pose ¥ (u, t) = ¥ (z, )

et on considere ’espace Sy, (h)

Sny(h) = vect (Y1, ..., ¥UN,) -

Onale

Lemme 12.3 Pour tout i) € Sn,(h) et tout k € N, il existe hg > 0 et C > 0 tels que pour tout
h € (0, hg), on ait :

/ (2 + 1)419,6[2ydady < Cll]12
Mer
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Preuve du lemme : Commengons avec ¢ = t; pour un certain j € {1, ..., Np}. L’équation suivante

est vérifiée : )

(—h23§ - iﬁy(yﬁy) + %) Y = Aj(h);.

On multiplie par (x + 1)~%, on fait le produit scalaire avec t; puis une intégration par partie et on
trouve :

/ (z + 1) 7|0y |*ydady < O/ (x + 1)7F (|oh> + Bz + 1) |1h;]|0a15] ) ydzdy.
Mer

Mer

On utilise I’estimée d’ Agmon de la Proposition 12.1 avec py > k + 1 et on en déduit le lemme pour
Y = ;. Pour ¢ € Sy, (h), on procede comme expliqué en Remarque 4.5. o

Des lors, on prouve :

Lemme 12.4 Soit ) € Sy, (h). Il existe hy > 0 et C > 0 tels que pour tout h € (0, hy)

1 | g O @udy 1| < O

Preuve du lemme : Grace a I’inégalité de Cauchy-Schwarz on a :

1 . . 2
B2 / e (00) (@)1 drdu| <
Sq (

712 2 72 2
ut 1) 0,0 (u+1)tdtdu / 2|0 Pt (u+1)dtdu.

Sq Sq (u+ 1)

Dans les coordonnées originales sur le triangle méridien Mer on a :

1 212 2 _ 4 2
/sq —(u Yy |0y |*t(u + 1)*dtdu = /Mer(x +1)7%0,|“ydxdy.

On applique le Lemme 12.3 et cette égalité devient

1 212 2 2112
< .
/Sq @ 1)4|8th t(u + 1)=dtdu < C1]|¥]*, (12.2)

pour un nombre réel C; > 0. On utilise la Proposition 12.1 exprimée dans les coordonnées du carré Sq,
et on trouve qu’il existe un nombre réel Cy > 0 tel que :

A

Pour un nombre réel C's > 0, 'inégalité (12.2) livre

p 1 212 2 —4/37112
_ < .
O @ 1)2&@& t(u+ 1)°dtdu < Coh™7||9||

10,012t (u + 1)2dtdu < Csh™*/3 ||,
Sq

ce qui termine la preuve du lemme. o

Pour avoir des estimées dans L? (Sq, tdtdu) au lieu de L? (Sq, t(u + 1)*dtdu) on a besoin du
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Lemme 12.5 Soit ) € Sy, (h). Il existe hg > 0 et C' > 0 tels que pour tout h € (0, ho) on ait

‘h? : 10 [2utdtdu| < CRY3|))2; (/S | [Putdtdu| < CRY3|)|2.
q q

Preuve : On exprime chaque intégrale dans le triangle méridien Mer et on utilise 1’estimée d’ Agmon
de la Proposition 12.1 afin d’obtenir le lemme. U

On peut maintenant prouver la

Proposition 12.6 Soit 1 € §N0(h). Il existe hy > 0 et C' > 0 tels que pour tout h € (0, ho) on ait

/s (B0, + i alul 0P tdtdu < (Awy (B) = i 1) 19117 + CR*2 1)1
q

Preuve : Soit 1) € Sy,(h). Comme les (¢;)ic(1,..,.n,} sont orthogonales on a :

QM () (1) < Ao (W)[|30]]I2.
L’équation (12.1) mene a

2
jm,l

2 2 2 < 2.
| 1100 + s 10 yady < v, () 101

On utilise la convexité de la fonction (2 +— (x + 1) %) et on obtient

/M (R10,0 + 72 el Pydady < (g (h) — 72411

On effectue le changement de variables (11.2) et a ’aide des Lemmes 12.4 et 12.5, dans le carré Sq on
obtient :

i (W10 + i Jul [0 )tdtdu < (Ax (B) = G D7 + CRY2 1)1,
q

ce qui termine la preuve de la proposition. U

Preuve du Théoreme 1.11 L’inégalité de la Proposition 12.6 s’écrit comme
QU (n)(9) < Cwy (h) = G I + CHP [P,

ou Q[Am} (h) est la forme quadratique d’un opérateur d’ Airy définie par

QD) = [ (0GP + 2, ull O et

Sq

La Proposition 12.2 et I’équation (12.1) donnent

W) (W) < O (B) = 32 DT 012 5 saraay + CHY T 012250 1t
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De plus on a
QW () (¢) = Q" (h)(IT™4b) + QW (h) ((1d — T1™)eb) + 2B () (T4, (1d — 17" )eb),

ou Bkn] (h) est la forme bilinéaire associée a la forme quadratique QK"] (h).
On remarque que

B (h) (10, (1d = T1")) = / (I (=h202 + 2, ). (1d = ™)) du = 0.

u

Finalement on a
O (h) (T1™4) < (A () — 32 DI 1 sqaatany + CHY T 012 (54t

On définit ng]'(; = <H[1m]zﬂ, b[lm]>t,c’est une fonction en la seule variable u et en une dimension on a :

0
D) = [ oI+ ullnd G du < (g ()= 2+ Y
1

ou les normes Hﬂm]zﬂH sont celles sur L? ((—1,0), du).On considére une fonction troncature réguliere
X telle que :

1 3
x(u) =1 pouru e <—§,O> et x(u)=0 pouru < e

La Proposition 12.1 donne
(m] (g, [m] 7 O(h>® Ml 2 < ml e tml 7 t 1™abl2 = (1 O(h>® [m] 7112
aa - (h)(xmy " ¢) + O(h=)|m " < gap(m ™), et |lm " = (1 4+ O(h)) x|
Donc il vient
an () Oem™0) < Oy () = ) I ™ 1P+ OB ™

Enfin, on considere I’espace Sy, (h) = vect(ﬂm]@@l, e ng]@@No) et on applique le principe du min-
max 2.1 a I’espace de dimension Ny xSy, (k) ce qui livre

320+ (2 52 )P ea(No)h?® < Ay (R) + CRY2,

Combiné a la Proposition 11.1 cela conclut la preuve du Théoreme 1.11. U



Chapitre 13

Simulations numériques pour les cones de
petite ouverture

13.1 Structure des fonctions propres dans la limite semiclassique

On illustre certaines propriétés théoriques des fonctions propres a 1’aide de simulations numériques.
Les calculs sont effectués dans le triangle méridien Mer pour 1’ opérateur Emr(tan 6). La Figure 13.1
rend compte du terme dominant dans la construction (11.12) : ¢’est presque un produit tensoriel entre la
fonction d’Airy de premiere espece et la 0-ieme fonction de Bessel de premiere espece (respectivement
le long des abscisses et des ordonnées). Les fonctions propres sont localisées pres du bord droit du
triangle ce qui coincide avec les estimées d’ Agmon de la Proposition 12.1.

La Figure 13.2 met en relief la localisation pour des valeurs croissantes de m. Pour m # 0ily a
une condition de Dirichlet le long de I’axe des abscisses. Elle induit une répulsion le long de cet axe
qui est plus importante lorsque m grandit. La m-ieme fonction de Bessel de premiere espece détermine
le comportement des fonctions propres le long de 1’axe des ordonnées ce qui explique cette répulsion.

13.2 Comportement pour de plus grands angles d’ouverture

La Figure 13.3 met en valeur un phénomene sur le comportement des valeurs propres. A premiére
vue, on pourrait croire a un croisement de ces valeurs propres. Néanmoins en Figure 13.4, on a effectué
un zoom de la Figure 13.3 et on peut voir qu’il n’y a pas de croisement mais des évitements.

Afin de mieux comprendre ces évitements on a représenté en Figure 13.5 des fonctions propres
apres un évitement. M&€me si nous ne sommes plus dans le régime semi-classique § — 0 la sixieme
fonction propre a I’allure attendue. La septieme a deux zones nodales principales bien qu’on puisse
observer la trace de zones nodales secondaires. La huitieme fonction propre a sept zones nodales et
possede I’allure de ce que I’on attend comme la septieme fonction propre dans le régime semi-classique.
On observe le méme phénomene pour les neuvieme et dixieme fonctions propres. Pour avoir une idée
de ce qui arrive, on peut penser aux premiers termes du Théoréme 1.11. Si 53, + (253 ,)%/*2a(7)h?/?
est proche de j3 , + (255 ,)%/*2a(1)h*? on peut imaginer que les autres zéros de Bessel jouent aussi un
role. Cela explique partiellement la Figure 13.5.

La Figure 13.6 représente I’évolution des lignes nodales le long d’un évitement dans le triangle
méridien Mer(#). On a choisi ce domaine pour mettre en exergue la structure réguliere des lignes
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M e (0) = 7.199103 A ver(0) = 8.425123 M er(0) = 9.546450
A e (0) = 10.631834 A er(0) = 11.706005 Moer(0) = 12.781028

Il Il il

M e (0) = 13.863783 Mover(0) = 14.958588 Ao er(0) = 16.068338
FIG. 13.1 — Calculs pour § = 0.0226 * 7/2 ~ 2°. Valeurs numériques des neuf premieres valeurs
propres pour m = (. Représentations des fonctions propres associées dans le triangle Mer.

nodales. Les trois zones nodales sur la gauche sont inchangées. Toutefois, les deux zones nodales en
bleues sur la gauche se rejoignent progressivement pour en former une unique. On observe ensuite le
méme phénomene pour les deux zones nodales rouges sur la droite. Enfin on obtient a gauche les trois
zones nodales initiales et deux autres, 1’une au dessus de 1’autre.
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Ao (6) = 17255710 Noer(6) = 19.400598

M ver(6) = 33.208960

AP (6) = 49.719970

A e (6) = 30.134666

AP her (6) = 45.692334

M er(60) = 21.309035

M e (6) = 35.906503

My e (6) = 53.222789

FIG. 13.2 — Calculs pour § = 0.0226 * 7w/ 2 ~ 2°. Valeurs numériques des trois premieres valeurs
propres pour m = 1, m = 2 et m = 3. Représentation des fonctions propres associées dans le triangle

Mer.
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[0]

3 b
n.Mer €11 fonction de I’ouverture

F1G. 13.3 — Cette figure représente les dix premieres valeurs propres A
6 [°].On a calculé chaque valeur propre tous les 0.05°.

39 ! ! ! ! ! ! ! ! ! J
7.2 7.4 7.6 7.8 8 8.2 8.4 8.6 8.8 9

FI1G. 13.4 — Cette figure est un zoom de la Figure 13.3. On a calculé chaque valeur propre tous les
0.005°.
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Al ! il
M e (0) = 37.228884 M er(0) = 42.715651 Mg ter(0) = 43.929985

Agher(0) = 51.027072 AL e (8) = 53.927066

F1G. 13.5 — Calculs pour § = 8.8°. Valeurs numériques des valeurs propres correspondantes.
Représentation des fonctions propres associées dans le triangle méridien Mer.

maA aRA

=83 f = 8.4°
M er(0) = 41.219167 M e (0) = 41.726527
6 =8.5° 6 = 8.6°
M e (0) = 42.182778 A er(0) = 42.445398
A ‘-.‘
=87 6 =8.8°
M e (0) = 42.591325 A er(0) = 42.715651

FIG. 13.6 — Calculs pour différentes valeurs de #. Valeurs numériques des valeurs propres correspon-
dantes. Représentation des zones nodales dans le triangle méridien initial Mer(#).
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Cinquieme partie

Couche conique
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Chapitre 14

Comptage des valeurs propres

Le but de ce chapitre est de prouver le Théoreme 1.18. En Section 14.1 on s’intéresse aux valeurs
propres d’un opérateur de Schrodinger de la forme —0? — =3, ¢ € R. En Section 14.2, on démontre que

pour £/ > 0,ona
cot 6

~Y
E—0 41

Ni—e(Heui@))

|In E|.

14.1 Un résultat de Kirsch et Simon

Soit ¢ > 0, on considere la forme quadratique, définie sur C5°(1, +00), par

+o00 c
/ 10p0]* — ﬁ|g0]2dx, pour ¢ € C5°(1, +00).
1

Cette forme quadratique est bornée inférieurement, on note fj son extension de Friedrichs. Le but de
cette section est de prouver la

Proposition 14.1 Soit E > 0 et V € C5°(1, +00). Si ¢ > 1 on a I’équivalent :

1 1
N_g(h+ V) oo\ e 71' In E,

ou N_g(h + V) est a comprendre au sens de la Définition 1.17.

En fait, comme expliqué dans [KS88], quand ¢ < 411 et que F tend vers 0 la quantité N_g(h + Vp)
est bornée. Cette distinction de cas ¢ < 1 et ¢ > I est & mettre en relation avec I’inégalité de Hardy
suivante :

Proposition 14.2 (Inégalité de Hardy) Pour toute fonction f € H}(0,+oc), ona :

“+o0 1
/ |f'(2)]? — @U(I)de > 0.
0

133



134 CHAPITRE 14. COMPTAGE DES VALEURS PROPRES

En particulier pour ¢ < % la réalisation de Dirichlet de —9? — 55 sur (0, +00) est un opérateur positif
dont le spectre est composé uniquement de spectre essentiel et vaut [0, +00).

La preuve de la Proposition 14.1 s’articule comme celle exposée par Kirsch et Simon dans [KS88].
En sous-Section 14.1.1, on effectue un changement d’échelle pour compter les valeurs propres de
b sous un seuil fixé. Ensuite, en sous-Section 14.1.2, on s’intéresse a une perturbation compacte de
I’opérateur b puis, en sous-Section 14.1.3, on montre que cette perturbation compacte ne perturbe
pas N_g(h) au premier ordre. Finalement, en sous-Section 14.1.4, on justifie que pour une fonction
Vo € Cgo(l, —|—OO) on a/\/_E(f)) = N—E(b + VE))

Avant de commencer la preuve de la Proposition 14.1, on justifie le fait que le spectre discret de b
soit a chercher sous la valeur 0. En effet, on a la

Proposition 14.3 Le spectre essentiel de by vérifie :
Gess(h) = [0, +00).

Preuve : On montre dans un premier temps que [0, +00) C Ges(h). Pour cela, pour tout r € R, on
exhibe une suite de Weyl associée r2. On consideére une fonction x € C5°(1, +00) telle que :

suppx = [2,3], [[x[* =1

On pose X, (7) = n~'/2e®y(n~'z). Cette suite de fonction converge faiblement vers 0 dans L?(1, 4+-00).

De plus,ona:
c
1 = rxall < W=82 = *)xall + |5l

or
2ir . o, e _
(=07 = 7)xn = =" X (n7'2) = —5X"(n""2),

on en déduit donc

2|r| _ 1 B
(=02 = 2l € AL )+ g ()L

Comme on a [[x'(n~")[| < nlx'lls et [[xX"(n~")I| < nl|x"]|oc on obtient :

2 2 |7’|
(=07 — 77)xall < \/—Hx oo + 3/2||>< loo —=0.

De plus,on a:

c ]
||ﬁ Tl|| — 4”2 n—0 07
donc on en déduit que [|(h — %) x,|| — 0 et que Y, est une suite de Weyl associée 7.
n—

Pour obtenir I’inclusion G (h) C [0, +00) on considere A > 0 et on regarde le potentiel

_C Gigp>
v_z(z) = 2 =

C
o
A siz < §
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On remarque que h = —02 + v_,(x) — (5 + v_x(x)). Comme (-5 + v_(x)) est une perturbation

compacte de —9? + v_y(x) on en déduit que

6ess(b) = 6655(—8§ + U—A(x))~
Or, on sait que
A< B(—02 +v_5(7)) < Gess(—02 +v_x(1)).

Comme ceci est vrai pour tout A > 0 on obtient I’inclusion réciproque.

14.1.1 Changement d’échelle pour I’opérateur sans potentiel

Soit I’opérateur de changement d’échelle U, 5 tel que
Uypp(r) = EV'o(VEx).

Sur L?(v/E, +00) on considére la réalisation de Dirichlet de

2 C
b VE = —0; — ol
On a
U hUys = Eb g
Par conséquent, on obtient :

-N:E(b> = N—l(b\/ﬁ)-

14.1.2 Comptage des valeurs propres pour une perturbation compacte

On considere, sur L?(v/E, +00), la réalisation de Dirichlet de

~

byE = —0; — Uz,

avec
C

PJ IZ\/Eu

Gp=1{
ﬁ_’_l’ \/E§$<\/E

En fait, H /F est une perturbation compacte de b,z pour laquelle on peut expliciter N_; (6\@) On

montrera, en sous-Section 14.1.3, n’affecte pas 1’équivalent de N_l(i)\@) : elle créait des termes

d’ordres plus élevés. On a la

Proposition 14.4 Le nombre de valeurs propres inférieures a —1 de [’opérateur H JE admet, lorsque

E — 0, ’équivalent suivant :

~ 1 1
N71(f)\/§) ~ C—Z“IIE|.

E—0 27
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Preuve de la Proposition 14.4 Soit I’espace de fonction
Coa(VE, +00) = {¥ € C°(VE, +00) : supp(¥) C (VE, Vo) U (Ve, +00)}.

On construit I’opérateur hD" comme I’extension de Friedrichs sur L?(v E, +o0c) de la forme

quadratique sur Cg¥, > (VE, +00) définie par

Ve c +o00 c
/ 10, 0|? — (—2+1)|\If|2dx+/ |0,V ]> — = |¥|*da.
VE x x

/e

On note A\D% la forme quadratique associée a bD" Nous voulons appliquer la Proposition A.1 avec

L= h\/E’ Ly = f)@ et un espace £ a définir.

Lemme 14.5 [/ existe un espace vectoriel £ de dimension 1 tel que :

Dom(d,/z) = Dom(q)&E. (14.1)

La décomposition 14.1, combinée a la Proposition A.1, a pour conséquence immédiate I’'inégalité :
N1 (hy5) — Noa(B0)] < 1. (14.2)

Preuve du lemme : Afin de construire £ on considére la fonction

" VoL SVE<z< VR
=Y

SE—Vo+1 sivesa<VE

Soit x une fonction troncature réguliere telle que

\/_\/_ \f\/_

x(@) = 1si o — v < Y2 (@) = 0sifr - v > YV

On définit la fonction e(x) = x(x)p(z) € Dom(q, /). Cette fonction vaut 1 en 2 = /c et posséde un

saut de dérivée égal a 1. Posons £ = vect(e), pour toute fonction ¥ € Dom(ﬁd\}) ona:

U = (U — U(Ve)e) +T(V/e)e.
—_—

GDom(ﬁd\}’E)

De plus €N Dom(AOllr ) = {0}, ce qui justifie la décomposition (14.1). o

On décompose alors hD" en somme directe en considérant ses restrictions sur (v F,+/c) et

(v/e,+00) :

r;D" = h\DP (14.3)

1.Dir
WEe) P N (V& +00)’
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cependant seul le premier opérateur de cette somme directe génere des valeurs propres inférieures a —1.
Par conséquent, on a :

N (0%5) = N (0% 5 ) (14.4)

Lemme 14.6 I existe une constante B > 0, indépendante de E, telle que l’on ait :

,/ _Z <
(\F\[ c |1nE|‘ B.

N (0

Preuve du lemme : On veut appliquer le Corollaire B.3; pour cela on cherche une fonction ¥ de la
forme V¥ (z) = 2 (o € C), solution de

—U"(x) — (x—CQ +1)¥(z) = (),
c’est-a-dire vérifiant .
— U (z) — ;‘ll(x) = 0. (14.5)

Nécessairement, « vérifie :

o> —a—c=0.

On obtient o« = 3 + 1h/C— i et une solution réelle ¥, de (14.5) s’écrit :

() = VEsin (Hlnx).

Si U, (v/E) = 0 alors, d’aprés la Proposition B.2, le nombre de zéros de ¥, dans I'intervalle (v/'E, \/¢)

estégal a N4 (ED” si U1 (v/E) # 0 d’apres le Corollaire B.3 on a :

vVE wma)’

N (6%

Il convient alors de compter le nombre de zéros de W, dans I’intervalle ouvert (v/E, /c). Or, on a

1
U, (x) = 0 si et seulement si 4/ ¢ — Zlnx = 0[n],

i) — e € (VEVE) 1 W (2) =0} < 1. (14.6)

Ce qui revient revient a :

On en déduit :

#lr e (VE,e) : Uy (x) :0}:#{kEZ:%\/c—ilnE§k§ %\/C—}Llnc}.
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Plus précisemment, on a :

E(%\/c— i(lnc—lnE)) < #{x e (VE,Ve) |¥,(z) =0} < E(%\/c— i(lnc—lnE)) +1,

(14.7)
ou [ est la fonction partie entiere. On en déduit
[#x € (VE. V) [1h(x) = 0} — o Je— 21 Bl| < oy fe— 2line] +2
’ 2m 4 - 27 4
Finalement, si on combine (14.6) et (14.7), on obtient :
S, e—1/4 ve—1/4
]N_l(h'}f )—C—/|lnE|’§C—/|lnc|—l—3.
EI(VE.Ve) 2w 2m
o

Enfin, on utilise (14.2), (14.4) et le Lemme 14.6 pour conclure la preuve de la Proposition 14.4.

O
14.1.3 Invariance par perturbation compacte
Le but de cette sous-section est de démontrer la
Proposition 14.7 On a :
NoF
tim N10vE)
E=0 N_1(bh/5)
Preuve : Soite € (0,1),ona:
_ a2
b\/E_ —8x+v\@— (1—8)]1(@7@) +(1 _E)ﬂ(ﬁ,m)'
D’aprés (i) du Lemme A.3,0on a:
(1—e)~ ! —
Noa(byp) SN2 )+ N (=02 + 71 (1 - M p i) (14.8)

ou, pour k € R tel que k > %,ona:

7)) 92

De méme, on peut écrire :
a2 1 -1 -1
hyp =—0c tovg — (1= g sian (L= Lum aa
A I’aide de (74) du Lemme A.3, pour ¢ assez petit, on obtient la minoration :

Nalhyg”) = N0 =7 i) < Moalbym) (14.9)
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Toutefois, I’opérateur —9? + ¢~ (1 — ¢)1 (WE/(=9)10) est positif donc

N_(=92+e1(1 - g)n(ﬁy\/m)) = 0. (14.10)

On a aussi le

Lemme 14.8 Soir ¢ € (0, 1), il existe une constante B(e) > 0, indépendante de E, telle que

N,l(—ag —871]1(@7@)) S B(E)

. . N ” _ 2 . —1 oy .o .
Preuve du lemme : Soit I’opérateur 6. = —0; — ¢ ]l( VEA/T=9)0)’ en utilisant la Proposition A.1 de la

méme maniere que dans la preuve du Lemme 14.5, on prouve que :
N1 (0:) = Noa (2] < 1,

ol 6P est 1’opérateur J. avec condition de Dirichlet en /(1 — ¢)c. Comme en (14.3), on a la
décomposition suivante :

Dir __ ¢Dir
55 _55

Dir
WEAT=9 O |(\/Terto0)’

on en déduit que

N_1(027) = Ny (62"

(\/E\/(l—f)C))’
(BT T Ona:

22
k*m .

T VO-ac-VEE

Si A9 (E) est la k-ieme valeur propre de 62"

N (E)

Or résoudre A\ (E) < 1 meéne a :

k< —”“7;8_1@/(1 - VE) < —V“;g_l\/u — o).

Si on combine (14.8), (14.9), (14.10) et le Lemme 14.8, on a :
Na(0=) = Ble) < Nalhyp) < Nz ).

On divise alors I’inégalité par N4 (E\/E) Gréce a la Proposition 14.4, on a :

NLEET) - te—t

lim lim ——~—— = lim =1,

e—0 E—0 Nfla)ﬁ) e—0 c— le
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N_ /6(1_5) _ B € (]_ _ 5)0 _ 1
i tim e )P to
e—0 E—0 Nfl(h\/ﬁ> e—0 c_ i
On en déduit la proposition. U

14.1.4 Obtention de I’équivalent

Cette sous-section est consacrée a la preuve de la Proposition 14.1. Cette preuve s’articule de le
méme fagon que celle de la Proposition 14.7. Soit £ > 0, V € C§°(1,+00) ete € (0,1), d’apres le
Lemme A3 ona

N (b + Vo) SN p(—82 — (1 - 5)_1;02) PN (=0 4 e V) (14.11)

et
N p(=07 — (1 - d%) — N p(=07 =M (1 = e)V) < N_p(h + Vo). (14.12)

Onale

Lemme 14.9 Pour ¢ € (0, 1), il existe deux constantes indépendantes de E, B(¢) > 0 et C(e) > 0,
telles que

(i) N_g(=0%+¢e7'Vy) < B(e),
(ii) Nop(=0; —7H(1 —e)Vp) < C(e).

Preuve du lemme : Soite € (0,1),si Vo =0ona
N,E(—aﬁ + 871‘/0) = N,E(—ag - 671(1 — 8)%) =0.

Si Vy # 0 alors il existe 1 < a < b tel que suppVy C [a, b]. Démontrons le point (), si Vj > 0 alors
I’opérateur —9?2 + e~ 'V} est positif donc N_g(—92 + e~ 'Vp) = 0. Supposons qu’il existe z; € [a, b]
tel que Vy(x1) < 0, on note xy = argminVj(x). Ona:
z€[a,b]
—89% — 5_1|‘/()($0)|]l[17b] S —83 + 5_1%.
Par conséquent, on en déduit :
N (=02 + £1Vg) < N (=02 — e |Vi(ao) L )-
En procédant comme au Lemme 14.8 on trouve une constante B(g) > 0 telle que

N_p(=07 — e ' Vi(z0)]) < Be),

ce qui conclut la preuve du (7). Démontrons le point (i7), si Vy < 0 alors I’opérateur —92 —e~!(1—¢)Vj
est un opérateur positif donc N_g(—0% — e71(1 — €)V;) = 0. Supposons qu’il existe z; € (a,b) tel

que Vp(z1) > 0, on note xy = argmaxVp(x). Ona:
z€[a,b]

—02 — e M1 —e)WVo(zo)lpy < =07 —e (1 —e)Vp(x).
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On en déduit :

N p(=07 —e7'(1 = e)Vo(x)) SN p(=07 — e (1 — &) Vo(xo) L y)-
La encore, comme au Lemme 14.8, on trouve une constante C'(¢) > 0 telle que

N_E(—ﬁg — 6_1(1 — 8)‘/0(‘%‘0)]1[1,1)]) S 0(8)

En utilisant (14.11), (14.12) et le Lemme 14.9, on a
N_p(=02 = (1= 2)=5) = C() N + Vo) < Nop(=02 = (1—2) 7 ) + B(e).

On divise alors par N_g(h). Gréce a la Proposition 14.7, on a :

N_p(=92—(1—¢)"'5)+ Ble)

lim lim a = lim
e—0 E—0 N_gr(bh) =0 c—3
et
L N2 - (1-0E) -~ (I
lim lim z = lim =1
e—0 E—0 N_E(h e—0 c—1

On en déduit la Proposition 14.1.

14.2 Autour des valeurs propres de la couche conique

Comme expliqué en sous-Section 1.4.2, pour comprendre les valeurs propres du Laplacien de
Dirichlet dans la couche conique, on se concentre sur I’opérateur Hg,ip) (voir Tableau 1.4). En
sous-Section 14.2.1, on démontre que ses valeurs propres /i, ci(-) sont croissantes sur (0, 7). Les
sous-Section 14.2.2 et 14.2.3 constituent la preuve du Théoreme 1.18 : on établit successivement une
minoration puis une majoration de N;_g (HGui(g)). En fait, pour £ > 0, on montre que N 1_E(HGU;(9))
est encadré par le nombre de valeurs propres inférieures a — F pour des opérateurs de méme type que
b + Vj dans la Proposition 14.1.

14.2.1 Reformulation du probléeme et croissance des valeurs propres

Dans toute cette section nous utiliserons une autre expression de 1’opérateur Hgig) et de sa forme
quadratique associ€e Qgyi(g). Pour cela, on considere la rotation

s=zcosf+rsinf); u= —zsinf + rcosb. (14.13)
Le domaine Gui(#) devient £2(¢) (voir Figure 14.1) :

Q) = {(s,u) € R* : s > —mcot §, max(0, —stanf) < u < 7}.
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Pour 1) € Dom(Qgui()), on définit (s, u) = (scosh —usinf, ssinf + ucosf) etona:

Qauie) (V) = / (10,0)2 + |8,1|?) (s 8in 0 4 u cos A)duds.
Q(0)

On définit alors la forme quadratique Qg de domaine Dom(QQ(g)). Ce domaine se déduit de
Dom(Qgui(s)) par la rotation (14.13) et, pour tout 1) € Dom(Qqg)), ona :

Qo) (QZ)) = / (|as12|2 + |8u@/~)|2)(3 sin @ + u cos #)duds.
Q(0)

(—mcot b, )
Y u
| Q(0)
FON o
—7mcot O 0 S

FIG. 14.1 — Le domaine 2(6).

Cette reformulation du probleme permet d’obtenir la Proposition 1.14 sur la croissance des valeurs
propres. En voici la preuve.
Preuve : On aI’identité suivante :

Qauio) (V) Qo) (1)

o2 fQ(Q) 4|2 (s sin 6 4 u cos 0)dsdu

On fait le changement de variable
$=stanf;u = u. (14.14)

Le domaine ©(0) devient 2 = (7). On note U(3,4) = P(5coth,q) etona:

Qauioy(¥) [, (tan® 0|05 [? + 034[?)(5 + @) cos 0 cot fdid
[ E— Jiy 1[2(8 + @) cos 6 cot fdsdi '

Finalement, on obtient :

Qauitoy(¥)  fo(tan?0|0s1)|? + 041 [?) (3 + ) dda

1912 [ [b|2(3 + @)dsda

Soit Q(#) la forme quadratique au numérateur dans le membre de droite. Son domaine Dom( Qg (6))
se déduit de celui de Dom(Qqp)) a I’aide du changement de variable (14.14). D’apres le principe du
min-max 2.1,on a:

,un,Gui(Q) = . inf sup A—Q,
1 bn€DOm(Q0(0)) Jevect (b)Y
$€Dom(Qq (6))\{0}
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ol la norme de 1) est celle de I’espace L2(2, (§ + @)dsdu).

143

On remarque que Dom(Qq(6)) est indépendant de 6. Soient 0 < 6, < 6, < 7, comme la fonction

0 — tan® 6 est croissante sur (0, 7), pour toute fonction Y € Dom(Qq (1)) = Dom(Qq(6-)), ona:

~ ~

Q0(61)($) _ Qo(6)($)
IR

Le principe du min-max 2.1 livre :

ﬂn,Gui (91) S ,Un,Gui (82) .

On remarque que, pour = > 0, on a

Ni—e(Qauie)) = Ni—e(Qaw)),

c’est a I’aide de la forme quadratique Qg ) que I’on démontre le Théoreme 1.18.

14.2.2 Une minoration du nombre de valeurs propres

Pour minorer le nombre de valeurs propres de Hg,i(p) inférieures a 1 — F, on majore la forme
quadratique Qg dans le but d’appliquer le principe du min-max 2.1. On définit la demi-bande

Hst = (1, +00) x (0, 7). Pour toute fonction 1) € C5°(Hst) on considére la forme quadratique

QHst(e)(sz) = /H (|3312|2 + |8u77/~1|2)(3 sin 0 + wu cos 0)dsdu.

La forme quadratique Qug:(0) est positive, on considere la forme quadratique de 1’extension de
Friedrichs qui lui est associée. On la notera encore Qpe:(6). On a Dom(Qns(#)) C Dom(Qqe)) et

pour toute fonction 1) € Dom(Qpet(6)) on a

Qnist (0) (1) = Qoo (),

ce qui livre :

Ni—p(Qust(0)) < Ni—g(Qo)).
Pour 1) € Dom(Qp«(0)), on pose 1(s, u) = /ssin 0 + u cos 0 (s, u) ona:

N . . 1 .
_ 2 2 2

Qui(6)(¥) /H 10+ 10~ o rld s
< PP 2 - ) 2dsdu.
B /Hst O+ 10w 4(ssin¢9+7rcosé‘)2|¢| o

On considere alors la forme quadratique positive, définie pour ¢ € C§°(1, +00), par :

+o0 1
dsp]? — ’ds.
/1 9] 4(ssin @ + 7 cos h)? ol ds

(14.15)
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Si on note q; () la forme quadratique associée a son extension de Friedrichs, on a :
N_g(q1(0)) < N1_g(Qns(9)).

Soit le changement de variable
_ s+mcotd

7 T T+ rcotd’
pour ¢ € Dom(q;(6)), on pose 3(0) = p((1+ mcotf)o — wcot§) etona:

—+o00 ~ ~
q1(0) () — (14 7cotf)-2L 0507 — oriy19|2do
I T €O T o
[ el ds [ |¢ldo

Donc finalement, si on note q(#) la forme quadratique au numérateur dans le membre de droite, on a :

N_(4rcot02(d(0) < Ni_p(Haw)). (14.16)

14.2.3 Une majoration du nombre de valeurs propres

Nous cherchons maintenant a obtenir une majoration du nombre de valeurs propres. Pour cela on
s’inspire de 1’analyse présentée dans [MTO05] et [DLR 12, Section 5].

Soit une partition C! de I’'unité (o, x1) telle que :
xo(s)2 +x1(s)? =1

avec xo(s) = 1 pour s < 1 et xo(s) = 0 pour s > 2.

Pour toute fonction ) € Dom(Qqs)), la formule IMS (voir Proposition 2.4) donne :

QQ(@)(@ = QQ(G)(XOI/;) + QQ(H)(XNZ) — X6 l1® = il (14.17)

Posons W (s) = |x4(s)|* + [xi(s)*, ona:
Ixo¥]1” + XG0 = / W (s)(|xo¥|* + [x19[*)(ssin 6 + u cos 6)duds. (14.18)
Q(0)

On introduit les deux sous ensembles de 2(6) :
Op = {(s,u) € Q) : s <2} et Op=(1,+00) x (0, 7).
On considere les domaines de forme :

Vo = {gb € Dom(Qq)) : ¢ = 0 sur {2} x (0,7) et supp(¢) N {(s,u) € QH) : s > 2} = (D},

V, = {gzﬁ € Dom(Qqp)) : ¢ = 0sur {1} x (0,7) et supp(¢) N {(s,u) € QH) : s <1} = @}.
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et les formes quadratiques Qp, et Qp, définies par :
Qo,(¢) = / (10561 + 8u0]” = W (s) |6]*) (sin 6 + u cos B)duds, pour ¢ € V;, j = 0,1.
Oj

Grace 2 (14.17) et (14.18), pour tout ¢) € Dom(Qgq)), ona:

Qa) (V) = Qo, (xo?) + Qo, (x17).

Onale

Lemme 14.10 Ona :
Ni—e(Qaw)) < M(Qo,) + NMi—£(Qo,). (14.19)

Preuve du lemme : On rappelle la formule du j-i€éme quotient de Rayleigh de Qg :

Qo) (V)

icui(0) = inf sup —=——=.
’ [o]I?

ECV  jep
dim(E) =5 1;7&0

oll la norme de 1) est prise sur L2 (2(6), (s sin @-+u cos §)dsdu). On considere maintenant I”application :

j . Dom(QQ(g)) — Vo X V1

(0 = (XOTAXHD-

J est injective et donc J : V — J (V) est bijective. Par conséquent, on a :

. Qo) (¥
Licui(d) = inf sup %
FCIN) egi(F)
dm(F)=j 40
Qo,(X0?) + Qo, (x1?)

= inf sup

712 12
FCIV) Jeg-1(p) X0 |[* + [Ixav|l

dim(F) =j P #£0

= inf su QOE (¢20) i QEOI (;/Jl)a
FCaN) woiner N1ollo, T l1Uillo,
dim(F) =3 (o, $1) # 0

ol pour j = 1,2, || - ||, est la norme sur L*(O;, (ssin @ + u cos #)dsdu). Par définition,



146 CHAPITRE 14. COMPTAGE DES VALEURS PROPRES

J (V) C Vg x Vq, on en déduit :

Qo (Vo) + Qo, (1)

1,6ui(0) > inf up = = = vj.
o 1oll%, + I3,
FCVox Vi (4g,41) € F

dim(F) =3 (o,91) #0

(14.20)

On remarque maintenant que les formes bilinéaires associ€es a Qp, (j = 0, 1) sont bornées inférieurement.
Si on note Ao, I’opérateur auto-adjoint de domaine Dom (Ao, ) associé a la forme quadratique Qo, sur
V;. On remarque que v; dans (14.20) est le j-ieme quotient de Rayleigh de I’opérateur A :

A [ Ao 0}

0 Ao,
de domaine Dom(Ap,) x Dom(Ap, ). On en déduit que v; est le j-ieme élement de I’ensemble ordonné
{(Aoy), k> 1} U {(Ao,), k > 1},

ot vx(Ap;) (j = 1,2), est le k-itme quotient de Rayleigh de Ap,. Ce qui achéve la démonstration. ©
On prouve ensuite le
Lemme 14.11 La quantité N1(Qo,) est finie et indépendante de F.

Preuve du lemme : Pour 1; € Vg,ona:
/ (100 + |0u0 ) (s8in.0 + w cos O)dsdu — W | ¥ [|5, < Qo (1)
Og

La forme quadratique dans le membre de gauche est celle du Laplacien de Dirichlet axisymétrique
dans un domaine borné : il est a résolvante compacte donc a une suite de valeurs propres croissante non
bornée. Le principe du min-max 2.1 donne le résultat. o

On a également le

Lemme 14.12 On a l'inégalité :
Ni-p(Qo,) < N_p(a(h)),

ou 4(0) est de la forme quadratique de I’extension de Friedrichs de la forme quadratique, définie pour
tout Y € C§°(1 + o0), par :
+o0o
J

Preuve du lemme : Pour ¢ € Dom(Qp, ), on pose (s, u) = v/ssin0 + ucos 01p(s, u) etona:

1
452 sin% 0

ol

+ W(s)) s,

1
(ssinf + ucos )

Q(’h(w) = |3s1ﬁ|2 + ’aul/}|2 - 4

01

|02 = W (s) [ [Pdsdu.
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On en déduit I’inégalité

Qou) > [ 100 + 1002 — ———s [ — W (s) [} *dsdu.

o 452 sin* 0
Par séparation des variables on a :

Ni_e(Qo,0) < N_g(q(0)).

14.2.4 Obtention de I’équivalent
Grace aux équations (14.16), (14.19) et aux Lemmes 14.11 et 14.12 on a ’encadrement :
N_(14rcot026(0(0)) < Ni—p(Haw) < Ni(Qo) + N_g(a(d)). (14.21)
Onale

Lemme 14.13 Pour tout 0 € (0, %), on a les équivalents suivants :
. N cot 0
(i) N—(1+7rcot9)2E(q<0)) Ez(] | InE

g0 Am
.. N CcO
(i) N-p(a(®) ~, )

>

Preuve du lemme : Prouvons le point (7). D’apres la Proposition 14.1, on a :

. cot # cot
N_(14rcoto2e(d(0)) ~ | In ((1+7rcot9)2E)] ~

I,
E—0 4T E—0 47

ce qui démontre le point (7). Prouvons maintenant le point (i7). Comme W € C3°(1,+00), on peut
appliquer la Proposition 14.1 eton a :

N_p(b(8)) ~ L0

E—0 47‘(’

| n(E)],

ce qui conclut la preuve du lemme. o

C

Reprenons alors (14.21), combiné au Lemme 14.13, en divisant par fo) | In E| et en faisant tendre

vers 0, on obtient :
Ni—e(Qaw) _ cot 0
|In E| 4’

lim

E—0

ce qui acheve la démonstration.
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Chapitre 15

Développement asymptotique des valeurs
propres

Le but de ce chapitre est de démontrer le Théoreme 1.19. Pour obtenir le développement asympto-
tique des /Ny premieres valeurs propres nous allons procéder comme aux Parties III et [V en majorant
puis minorant la n-ieme valeur propre de Lg;(h) défini en (1.23).

La majoration s’obtient directement en comparant 1I’opérateur Lg,;(h) sur le domaine Gui a celui
sur sa pointe triangulaire. Le principe du min-max 2.1 donne, pour tout n € N* :

1
)\n,Gui (h) S 2_7_‘_2)\n,Mer(h) .

Les sections suivantes sont consacrées a I’obtention d’une minoration de A, ci(h).

15.1 Estimées de localisation d’Agmon

On remarque que pour tout ¢ dans le domaine de la forme quadratique Qg,;i(h) associée a Lg,i(h)
ona:
/ 210, + |0, *ydady > / h?|0, 91 + veui(z) |4 [Pydzdy,
Gui Gui
ou vg,; est le potentiel effectif étudié au Chapitre 5. Cette inégalité nous permet d’affirmer que la forme
quadratique Qg,i(h) — j&l(ﬂ\@)_Q est positive. Par conséquent les plus petites valeurs propres A de
Lcui(h) vérifient, pour une certaine constante I'y > 0 :

A — g1 (mV/2) 72 < Toh??.
On peut donc utiliser 1’analyse de la Proposition 5.8 et on a la
Proposition 15.1 Soir 'y > 0, § € (0, 1). Il existe hy > 0, Cy > 0, 7(5) > 0 et n1,m2,m3 > 0 tels que
pour tout h € (0, hy) et toute paire propre (X, ) de Lgui(h) vérifiant |\ — jg,l(wﬁ)*ﬂ < Toh?3, on

ait :

/ e[+ [PP0,00%)da < Collvl?,
Guin{(z,y):x€(—7v/2,0)}

149
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/. FVI (P 4 (1220,52)dz < Collul?
Guin{(z,y):z€(0,r(8))}

I (02 + 0,0 < Co®
Guin{(z,y):z€(r(d),+00)}

avec

z 1 (9) 1
Oy (z) = x>, Dy(x) = / ———dt, D3(x) =n3(x—7r(d))+ \/H/ —dt.
1( ) 771| | 2( ) 2 o \/m 3( ) 773( ( )) 2 ; \/m

Ces estimées permettent de comprendre a quelles échelles sont localisées les fonctions propres de
Lcui(h). Elles se comportent dans la variable 2 comme celles de I’opérateur en dimension un lg,;(h) :
dans la pointe de Gui (2 gauche de I’origine) elles sont localisées 2 une échelle h?/ alors qu’elles
rentrent dans I”autre partie a une échelle h+/|In(h)|.

15.2 Simplicité asymptotique

Soit 1" une fonction propre associée a Ag,i(h). On suppose que les 1" sont orthogonales dans
L?(Gui, ydzdy). Nécessairement elles le sont aussi pour la forme bilinéaire Bg,;(h) associée a I’opérateur
Leui(h).

Soit a > 0, on introduit la fonction troncature réguliere x” a 1’échelle h|In h|3/2, définie pour z > 0
par:

X"(z) = x(xh Y Inh|™/?) avec xy=1siz<a, x=0siz>2a.

On note
Sy (h) = vect(xX"¥7, ..., X", )
Ona:
Qaui(h) (1) = Acuin ()51
On obtient

Qe (1) = /G N R(R2101 2 + 10yt 2 ydady

1

i W ) Pl ey
ul

=/

h - - — —
+2WAUix(mh 1‘111}7,‘ 3/2))(/(:13}1 1|lnh| 3/2)¢25x¢2ydxdy

=II

Soit & = <I>1]1(_m@0) + V1= 0D210,(5)) + P3l(r(5),+00) OU les fonctions ®; (j = 1,2, 3) sont définies
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en Proposition 15.1. On a, grace a la a la définition de y et la Proposition 15.1 :

IS Wl rim |, e Ry
Guin{(z,y):1/2<zh—=1!|Inh|~3/2<1}

< Ce B s IV

Orona:
®(ah|In h|*/?) o~ av/1 — dmzh|In h|.
On choisit a = #ﬁ ainsi, I = O(h?)]|"]|?. On démontre le méme résultat pour /1 en utilisant une

inégalité de Cauchy-Schwartz. Pour les mémes raisons les 4" sont “presques” orthogonales pour la
forme bilinéaire Bg;(h), pour n # m :

Beui(h)(X"¥ns X"¥n) = O(h?).

Ainsi, pour tout ¢ € Sy, (h) :

Qaui(h) () < (Awg,cui(h) + O(h*))[[I*.
Soit Mer(h) le triangle ayant pour sommets (—m+/2,0), (h|In(R)[>/2,0) et (k| In(h)[*2, h| In(R)[>? + 7/2).
On considere sur L?(Mer(h), ydxdy) 1’opérateur :

1
_hQag - gay (yay)

avec conditions de Dirichlet au bord sauf sur I’aréte reliant les sommets (—7v/2,0) et (h|In(h)[*/2,0).
On transforme Mer(h) en Mer a I’aide d’une dilatation. Cela réduit cet opérateur a

3/2
(), hn)
271’2 71'\/5

On prolonge les éléments de Sy, (h) par zéro de telle manidre a ce que Qgyi(h) (1)) = Qmer(n)(¥) (0l
OMer(n) est la forme quadratique de I’opérateur sur Mer(h)). Pour tout n < Ny, le principe du min-max

2.1 donne : 32
1 h
L (], hm)
27T2 7r\/§

Cette inégalité et le développement asymptotique de A, mer(h) (voir Théoreme 1.11) donnent le
Théoreme 1.19.

—92 , 1 i
) (=105 — ~04(30)

) Norter(h) < Ancai(B) + O(h2).
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Chapitre 16

Simulations numériques pour la couche
conique

On illustre certaines propriétés des valeurs propres et des fonctions propres a 1’aide de simulations
numériques. Les calculs sont effectués pour 1’opérateur Dg,;(#) défini en (1.22). Comme le domaine
d’intégration doit étre fini, on a tronqué le domaine Gui suffisamment loin de 1’origine. On utilise
la librairie d’éléments finis Melina++ [[LM12] avec un degré d’interpolation de 6 et une formule de
quadrature de degré 13. Les éléments sont des triangles. Les différents maillages utilisés et les degrés
de liberté sont décrits en légende des figures.

La Figure 16.1 illustre le comportement des six premieres valeurs propres en fonction de 1’angle
d’ouverture 6. On retrouve bien la croissance des fonctions /i, ci(-) énoncée en Proposition 1.14. De
plus, ces fonctions s’accumulent et semblent converger vers la valeur 1, seuil du spectre essentiel. Ce
point est déja abordé par Exner et Tater dans [ET10, Fig. 2] et conforte le résultat de la Proposition 1.18.
Pour comparaison, on a représenté en Figure 16.2 I’allure des valeurs propres du guide 2D étudié par
Dauge, Lafranche et Raymond [DILLR12] puis Dauge et Raymond [DR12]. Les valeurs propres valent
toutes 1 pour # assez grand, a I’exception de la premiere.

La Figure 16.3 montre comment se comportent, pour une petite valeur de 1’angle d’ouverture, les
premieres fonctions propres. Contrairement au guide 2D étudié par Dauge, Lafranche et Raymond
dans [DLR12] puis Dauge et Raymond dans [DR12] les fonctions propres ne restent pas localisées
exclusivement dans la t€te de la couche et pénétrent a I’intérieur. C’est en accord avec I’estimée de
localisation d’Agmon 15.1 et la simulation numérique d’Exner et Tater [ET10, Fig. 3].

La Figure 16.4 permet de suivre, pour un angle fixé, comment se comportent les fonctions propres
successives. Plus le numéro de la valeur propre augmente, plus les fonctions propres se répandent dans
la couche conique.

La Figure 16.5 permet, quant a elle, de suivre 1’évolution d’une fonction propre en fonction de 6.
Plus I’angle d’ouverture est grand, plus les fonctions propres se répandent dans la couche conique :
elles ne sont plus uniquement localisé€es pres la téte conique. Ce phénomene est d’autant plus vrai que
la valeur propre associée est proche du seuil du spectre essentiel.

En Table 16.1 on a indiqué les valeurs numériques des premieres valeurs propres pour ¢ = 8° et
6 = 5°. Pour 6 = 5° (respectivement § = 8°), seules les douze (respectivement huit) premieres valeurs
propres sont calculées correctement : pour un numéro de valeur propre trop élevé la fonction propre
associée pénétre dans la partie non bornée de la couche conique. Ce phénomene est accentué lorsque
6 est grand. Par conséquent le maillage a 6416 éléments n’est pas assez grand pour les numéros des

153



154 CHAPITRE 16. SIMULATIONS NUMERIQUES POUR LA COUCHE CONIQUE

valeurs propres suivantes. On utilise ensuite la Table 16.1 pour construire les graphiques de la Figure
16.6. Le but est de comparer la valeur numérique de N;_ g(Heui(s)) a 1’équivalent du Théoreme 1.18.
Pour obtenir N1 _ g(Heui()), on regarde les quantités £;(0) = 1 — 11;64i(f) (données en Table 16.1).
Par définition, pour tout £ € [E;.(6), E;(0)),ona:

NM_g(Heuie) = J.

Ce calcul de \V; _ E(HGui(g)) donne la courbe bleue en escalier de la Figure 16.6. Les sauts correspondent
aux valeurs £(0).

1.05~

0.95r-

0.9

0.85[~

0.8~

0.75[~

0.7~

0.651~

0.6~

0.55 | | | | | | J

FIG. 16.1 — Allure des six premieres valeurs propres f, cui(-) (n = 1,...,6) en fonction de I’angle ¢

)
(en degrés). Le point noir représente la valeur Jf;—; Calculs effectués avec un maillage de 1616 éléments.
Le nombre de degrés de liberté est 30325.
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1.2

0.7~

0.6~

0.5~

0.4~

0.3 ¢

0.2 ‘ ‘

F1G. 16.2 — Allure des six premieres valeurs propres du guide 2D en fonction de 1’angle # (en degrés).
Le point noir représente la valeur }1. Calculs effectués avec un maillage de 1616 éléments. Le nombre
de degrés de liberté est 30325.
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p11.ui(6) = 0.709909

113.64i(0) = 0.917956

_
au®

15.6ui(0) = 0.974223

F1G. 16.3 — Calculs pour § =

H2,Gui (9) = 0.837417

W

pacui(0) = 0.954728

..'

116.6ui () = 0.985379

2.5°. Valeurs numériques des six premieres valeurs propres.

Représentation des fonctions propres dans le domaine Gui(6) ou I’axe vertical est multiplié par 5.
Calculs effectués avec un maillage de 6416 éléments. Le nombre de degrés de liberté est 120325.
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S
1 Gui(0) = 0.822172
W
ta.Gui(0) = 0.979743
— —_—

s.cui(0) = 0.996753

F1G. 16.4 — Calculs pour § = 8°. Valeurs numériques des trois premieres valeurs propres. Représentation
des fonctions propres dans le domaine physique Gui(#). Calculs effectués avec un maillage de 6416
éléments. Le nombre de degrés de liberté est 120325.
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L

6 =5° p2cui(f) =0.833630

-’

0 =10° picu(0) =0.978435

—

0 =15° pscul(f) = 0.996283

FIG. 16.5 — Valeurs numériques de la deuxieme valeur propre pour différentes valeurs de 6.
Représentations des fonctions propres dans le domaine Gui(#). Calculs effectués avec un maillage de
656 éléments. Le nombre de degrés de liberté est 12325.



Valeur propre | 6 = 5° 0 =8°
pca(f) | 0.769255 | 0.822172
E(6) 0.2307450 | 0.177828
focui(®) | 0.942246 | 0.979743
E5(0) 0.057754 | 0.020257
3.6ui(0) 0.980909 | 0.996753
E4(6) 0.010091 | 0.003247
a,Gui(0) 0.993731 | 0.999453
E4(0) 0.006269 | 0.000547
scu(0) | 0.997932 | 0.999907
E5(0) 0.002068 | 0.000093
6.Gui(0) 0.999314 | 0.999921
Es(0) 0.000686 | 0.000079
pr.Gui(6) 0.999772 | 0.999984
E.(0) 0.000228 | 0.000016
ps.Gui(0) 0.999924 | 0.999997
Ex(0) 0.000076 | 0.000003
focu(f) | 0.999975
Eo(6) 0.000025
H10.6ui(6) 0.999988
Eo(0) 0.000012
piica(0) | 0.999992
E1(6) 0.000008
p12.6ui(6) 0.999997
E15(0) 0.000003
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TAB. 16.1 — Valeurs numériques des valeurs propres pour différentes valeurs de 6. Calculs effectués

avec un maillage de 6416 éléments. Le nombre de degrés de liberté est 120325.



160 CHAPITRE 16. SIMULATIONS NUMERIQUES POUR LA COUCHE CONIQUE

— Equivalent théorique
— Simulation numérique

12

—Equivalent théorique
8 — Simulation numérique

6 =8°

F1G. 16.6 — On a représenté en abscisse le logarithme en base 10 de E. La courbe bleue représente, en
ordonnée, la valeur \/;_ E(ngi(g)) obtenue apres calcul. En rouge on a tracé 1’équivalent du Théoreme
1.18. Calculs effectués avec un maillage de 6416 éléments. Le nombre de degrés de liberté est 120325.
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Nous concluons ce manuscrit en évoquant quelques questions que soulevent cette these. Ces
questions constituent de potentielles pistes de recherche.

VI.1 Pour aller plus loin a propos de la couche conique

La Figure 16.1 laisse penser que toutes les valeurs propres /i, c,i(#) convergent vers 1 lorsque
0 — 7. Pour compléter I’étude des fonctions /i, gui(-), et comprendre I’accumulation donnée par
I’équivalent du Théoreme 1.18 il conviendrait de le démontrer.

De plus, le Théoreme 1.18 ne donne qu’un équivalent de N1_ g(Hcyi(g)) lorsque £ — 0. Morale-
ment, cet équivalent s’obtient en regardant la réalisation de Dirichlet de I’opérateur dans une partie
non bornée de Gui(f). Toutefois, pour de petites valeurs de 6, on sait, grice a I’estimée d”’Agmon de
la Proposition 15.1, que les premieres fonctions propres se concentrent dans la partie bornée car elle
contient la téte conique. Par conséquent, I’équivalent du Théoreme 1.18 n’est une bonne approximation
de NVi_g(Hauie)) que lorsque E est suffisamment petit, ¢’est-a-dire lorsque I’on regarde suffisamment
de valeurs propres pour que des fonctions propres associées pénétrent dans la partie non bornée.

On pourrait donc essayer de compter, a 6 fixé, le nombre de valeurs propres générées par la partie
bornée, cela donnerait le terme suivant de I’asymptotique de N7 _ g (Hgui(g)) ce qui permettrait de mieux
quantifier le phénomene pour de petites valeurs de 6.

V1.2 La couche quantique définie a I’aide d’un octant

Soient (z1, T2, z3) les coordonées cartésiennes de R? et O 1’origine. On définit la couche X (voir
Figure VI.1) comme

Y ={(x1, 29, x3) : T1, T2, x3 > 0, min(zq, x9, x3) < 7}.

La encore on peut s’intéresser au Laplacien de Dirichlet —Ay = —07 — 92 — 92 dans la couche X et
se questionner sur la structure du spectre (essentiel et discret). On pourrait également considérer le
méme type d’objet mais avec des angles qui ne sont plus nécéssairement droits. Ces problemes ont été
suggérés par Pavel Exner.

VI.3 Le guide fin avec conditions de Robin

Dans I’article [BMT12], Bouchitté, Mascarehnhas et Trabucho s’intéressent aux paires propres du
Laplacien avec conditions de Robin dans un guide en dimension trois. Ils obtiennent, dans la limite ou
la section transverse se réduit en un point, un développement a deux termes des paires propres.

Ici aussi, le probleme admet une reformulation semi-classique. On pourrait essayer de construire
des quasimodes sous forme de séries formelles comme aux Chapitres 6 et 11. A priori, il ne devrait pas
y avoir de double échelle car on s’intéresse a des guides réguliers. Néanmoins, dans la construction de
quasimodes, il faudra développer la condition de Robin en puissances du parametre semi-classique. Les
estimées d’ Agmon et la réduction a un opérateur modele par une projection de Feschbach devraient
permettre de conclure.
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V1.4 Effet tunnel pour des potentiels non réguliers

Comme expliqué tout au long de ce manuscrit, lorsque I’on regarde un opérateur unidimensionnel

de la forme
I(h) = —h*9? + v(x), (VL1)

on sait que le minimum du potentiel effectif v donne le comportement des plus petites paires propres.
Pour un potentiel v symmétrique a deux puits on s’attend a ce qu’il y ait un phénomene d’effet tunnel :
dans la limite ~ — 0 les valeurs propres vont se regrouper par paires exponentiellement proches.

Le cas d’un potentiel v régulier est traité par Helffer et Sjostrand dans [HS84, HS85] et Helffer
dans [Hel88]. Lorsque le potentiel n’est pas dérivable aux points de minimum la question semble assez
compliquée. Dans sa thése de doctorat [Pop12], Popoff s’intéresse au cas du potentiel v(z) = 1 — ||
sur L?(—1, 1) avec conditions de Dirichlet aux bords. Comme les calculs sont explicites, il obtient
un équivalent de 1’écart entre les paires de valeurs propres proches exponentiellement. Il retrouve
I’influence de la distance d’ Agmon entre les deux fonds de puits, connue dans le cas régulier ; pourtant,
un terme vient ralentir la convergence vers 0 de I’écart entre ces paires propres. Pour comprendre d’une
maniere générale le phénomene il faudrait, dans un premier temps, réussir des constructions BKW au
fond de puits non réguliers pour essayer d’adapter la stratégie d’Helffer et Sjostrand.

En fait, cette question est liée au probleme du bonnet d’ane. Si on construit une approximation de
type Born-Oppenheimer pour 1’opérateur L (h) défini en (1.3), on retrouve un opérateur de type (VI.1)
avec un minimum atteint en deux points. Comme la compréhension du modele 1D est une premiere
étape vers celle du probleme initial, cela permettrait de mieux appréhender le résultat du Théoreme 1.9.

Une autre application possible serait de quantifier I’effet tunnel dans un guide d’onde en forme de
ciseaux. Ce type de guide est étudié par Bulgakov, Exner, Pichugin et Sadreev dans [BEPS02]. On a
représenté en Figure VI.2 un tel guide d’angle d’ouverture 6. Lorsqu’on s’intéresse au régime ¢ — 0,
le Laplacien de Dirichlet dans un tel guide admet une reformulation semi-classique. La encore, on peut
construire une approximation de type Born-Oppenheimer et retrouver un opérateur de type (VI.1) avec
un minimum atteint en deux points distincts.

On pourrait également, pour un tel guide, compter les valeurs propres lorsque 1’angle # — 0 comme
pour les ciseaux de Dirac traités par Duchéne et Raymond [DR14].
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FI1G. V1.2 — Le guide en forme de ciseaux.
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Annexe A

Quelques applications du principe du
min-max

On énonce ici quelques résultats généraux qui découlent du principe du min-max 2.1. Le premier
permet de comparer les valeurs propres de deux opérateurs dont les domaines de forme différent d’un
espace vectoriel de dimension finie.

Proposition A.1 Soit X un espace de Hilbert et £ un sous-espace vectoriel de X de dimension d € N*.
Soient L, et Lo deux opérateurs auto-adjoints sur X bornés inférieurement de formes quadratiques
associées Q1 et Q. Si le domaine de la forme quadratique Qs vérifie :

Dom(Qg) = Dom(Ql)@E,
et si de plus, pour tout V€ Dom(Q,), Q2(V) = Q1(V) alors; pour tout n € N*, on a :

fn(L2) < pn(Lr) < prnya(La),

on, pour j = 1,2, u,(L;) est le n-ieme quotient de Rayleigh de I’opérateur L; défini en (2.1).

Preuve : Soit n € N*, comme Dom(Q;) C Dom(Q,), d’apres le principe du min-max 2.1, on a :
,un(‘C?) < :un<£1)'
Pour j = 1,2 et n € N*, on définit les ensembles :
Fj' = {Fsous-espace vectoriel de Dom(Q;) : codim(F) = n}.

Par définition on a :
+d
FiC F3m,
donc on obtient

Q1 (V) < f Qy (W)

S _

rerp WeR\(0} U2 7 e pnrawer\(op [

On en déduit le lemme. O

On énonce ensuite un résultat pour compter le nombre de valeurs propres d’un opérateur sous un
certain seuil. On peut le trouver dans [KS88, Prop. 4].
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Proposition A.2 ([KS88]) Soient L, et Lo deux opérateurs auto-adjoints bornés inférieurement avec
inf Gess(L1) = inf Gegs(L2) = 0 tels que Ly, Lo et L1 + Ly aient un ceeur de forme commun Dy. Alors,
pour tout X > 0ete € (0,1), ona

NA(Ly + L) S N_1—oa (L) + N_aa (L),

ce qui se réécrit :

N_,\(El + Ez) < ./\/-_)\((1 - 8)_151) +N_)\(€_1£2).

Preuve : Soient Q et Q5 les formes quadratiques associées respectivement a £, et Lo. Soit m, k € N*,
ona:

Pk (L1 + L2) = sup inf (Ql(¢)+Q2(<P)>
Voo U pt,yepr PP
llell=1,9€Dg
> sup inf  Qi(p)+ inf  Qu(p)
Ui,y Um, 1,000k PpLV; ©Lp;
ll¢ll=1,0€Dg llell=1,0€Dg

= Hmi1(L1) + prra(La).
Par conséquent, si N_(1_(L£1) = met N_.y(Ly) = k,ona:

ki1 (L1 + Lo) = pna1 (L1) + prga(L2) > —(1 = g)A —ed = —A.

Donc N_\(L1 + L2) <m+ k. O

On en déduit le Lemme suivant

Lemme A.3 ([KS88]) Soita > 0 et V, W deux potentiels sur [a, +00), tels que pour tout jiy, j1a € R
les opérateurs L, ,, = —02 + 11V + usW aient le méme domaine de forme et vérifient
Gess(Lyiy 1y) = 0. Alors, pour tout X > 0et0) <e <1, ona:

(i) NA(O2+V +W) SN A(=2+ (1 —e) ' V) + N\ (=2 + e 'W),

(ii)) Na(=2 4+ V4+W) >N \(=02+(1—2)V) = N_ (=02 — (1 —e)e'W).



Annexe B

Autour de la théorie de Sturm-Liouville

On énonce ici quelques résultats de la théorie de Sturm-Liouville. On peut les retrouver dans
[SimO5].

Lemme B.1 Soient A € R, a < b deux réels et V une fonction bornée sur (a,b). Pour j = 1,2, on
considere uj une solution non identiquement nulle de I’équation différentielle suivante

—uj(x) + V(x)u;(r) = u;(z).

Siui(a) = uy(b) = 0 et que uy(a) # 0 alors uy a au moins un zéro dans (a, b).

Proposition B.2 Soient a < b deux réels et V une fonction bornée sur (a,b). On consideére la
réalisation de Dirichlet sur L?(a,b) de I’opérateur :

| =-02+V(z).

Soit A € R. Le nombre de valeurs propres de [ strictement en dessous de \ est exactement le nombre de
zéros dans (a, b) d’une solution u de I’équation :

—u"(z) + V(z)u(z) = Mu(x) sur (a,b) vérifiant u(a) = 0 et u'(a) = 1.

En particulier, on obtient le corollaire suivant :

Corollaire B.3 Soient a < b deux réels et V une fonction bornée sur (a,b). On considére la réalisation
de Dirichlet sur L*(a,b) de I’opérateur :

| =—-02+V(z).
Soit A\ € R et u une solution de I’équation différentielle
—u"(x) + V(z)u(x) = Mu(zx) sur (a,b).

Alors, siu(a) #0,ona:

INA(L) — #{z € (a,b) : u(z) =0} < 1.
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Preuve du corollaire : Notons u) la solution de
—ul(z) + V(x)up(x) = Auy(x) sur (a, b) vérifiant uy(a) = 0 et v} (a) = 1.
D’apres la Proposition B.2 on a:

Ny(l) = #{x € (a,b) : up(xz) = 0}.
Soient n,p € N*, on note a = xE\O] < m&l] < - < xkﬂ < b les zéros consécutifs de uy et,
a <zl < ... <zl <p ceux de u. Pour tout entier j,k telsque 0 < j < netl < k < pon
a:
:L’E\j] # zF.

Raisonnons par 1’absurde et consideérons
ko =argmin{l <k <p:30<j < n,x&j] = a:m}.

Soit j, tel que z!Fo! = xE\jO], Comme u(a) # 0 nécessairement z:[Fo] £ 2% = a donc jy > 1. De plus, si

on applique le Lemme B.1 sur ’intervalle (x&jo_”, xE\jO}) avec u; = uy et ug = u alors il existe un zéro

de u, noté ¥ tel que z*) (x&j‘)*”, a:[jb}). On applique a nouveau le Lemme B.1 mais cette fois sur
I'intervalle (%), x[kl) avec u; = u et uy = uy, par définition de 21 on a v'(2¥1) # 0 donc il existe
un zéro de uy, dans I’intervalle ouvert (z!*1!, zl*l) ce qui est absurde.

Maintenant, on montre que pour tout 0 < j < n — 1, il existe un unique entier d(j) tel que
1 <d(j) < p, vérifiant

]

J li+1]
Ty .

< 20 < gD

Soit 0 < 5 < n — 1, on applique le Lemme B.1 sur I’intervalle (xf\j], JJE\jH]) avec u; = Uy et ug = u,

comme u(xE\]]) # 0 on sait qu’il existe un entier d; (j) qui vérifie :

:cg\j] < gm0l < :cE\jH].

Supposons qu’il y’en ait un deuxieéme, noté ds(j), quitte a changer les notations on peut choisir
dy(j) < da(7). On peut applique alors le Lemme B.1 sur (z®0)] 2420} avec u; = u et ug = uy. On
sait que uy (71%]) # 0 donc uy s’annule sur I’ouvert (xl% @) 31420 ce qui est absurde. Donc il existe
un unique entier d(j) tel que 1 < d(j) < p, vérifiant

]

2 +1]

Pour conclure, on montre que :

#{z e (20 b) : u(z) =0} < 1.

n] [n]

Tout d’abord si xE\ = b cet ensemble est vide donc #{z € (z)",b) : u(x) = 0} = 0. Supposons alors
que a:&"} < b, 8’il y a deux zéros z*! < z*1] de v dans (x[A"], b) alors on peut appliquer le Lemme B.1
sur I'intervalle (z*0! 1)) avec u; = u et uy = uy, car u) (z*0!) # 0 par hypothese. Ceci est absurde

car on aurait alors un autre zéro de uy dans I'intervalle (x@, b). Finalement, on obtient
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NA() = #{z € (a,0) - u(z) = 0} < 1,

ce qui prouve le corollaire. o
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