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��%���#� = �. � //����� �8��� &����! #��/ "���� ���� � � � � � GE
$�E ����� � ��� ��� �� /�� �+��.�� # ��%���#�  � ���#. ���  �9

#��&����! #���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � GF
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$��* �!��� ) �= �/ �.� ���/�#�� ��#������#��� = �. ���#. ���
 �#��&����! �!"�� �.&� /�� 
� ��	� ��%���#�� � � � � � � � � � � GL

$��� ��#��&����! �!"�� �.& �8�#�� �� � &�� /�� 
� ��	� ���� ���� GK
$��
 ����� � ��� ��� �� /�� �+��.�� # ��%���#� ��#������#��� = �.

� //����� )�!��� �/ g� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � GH
$��' 3�#������#� ��  ����� �� � &�� /�� �+��.�� # ��%���#� ��9

#������#��� = �. � //����� )�!��� �/ g� � � � � � � � � � � � � � � GH
$��� -.�  �/!���#� �/ �.� �#��� �����.���� ��&�)�! �� �.� ���9

/�#� �/ 
� ��	� ���� ���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � HJ
$��� 3�#������#� ��  ����� �� � &�� /�� �+��.�� # ��%���#� ��9

#������#��� = �. � //����� �.� �< �" �� �� � ��� � � � � � � � � � � HI
$��� 3�#������#� ��  ����� �� � &�� /�� 
� ��	� ��%���#� ��#��9

����#��� = �. � //����� �.� �< �" �� �� � ��� � � � � � � � � � � � � H6

$��� 6 ) ���! ��� /�#� �8�&�!�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � HL
$��
 6� ) ���!!+ #� � #�! ��� /�#�  !!������ ��� � � � � � � � � � � � � � � � HL
$��' �8�&�!� �/ �� ��#��� /��& !�#�! �8���&�& �.��<� �� ���

��= ��� /�#�� ��&�)�!� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � HG
$��� 6� �8�&�!� �/ ���! #�� �� �/ ���� ��� .���!� ��&�)�!� � � � IJI
$��� ��&����� �� � &�� /�� ���. ���) ��� ��� ��= ) ���! ��� /�#�

��&�)�! &��.���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � IJF
$��� 3���!�� �/ ��� /�#�� ��&�)�! &��.���� � � � � � � � � � � � � � � � IJL
$��A ��&����� �� � &�� �� �" �.� ��= ��� /�#�� ��&�)�! &��.��� IJK

$���� 6� �8�&�!� �/ #��)�� ����#� ��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � II5
$���
 6� �8�&�!� �/ ���! #�� �� �/ �.� #��)�� &��#. �" �!"�� �.&� IIE
$���' 6 #�&��� ��� �/ � //����� #��)�  � � �! 5�� �� &��.���� � � � IIF
$���� !����� ���� ��� ��#������#� �� ����!��� � � � � � � � � � � � � � � IIK
$���� ����� � ��� ��� ��� /�� ���
�
�
��"" ��� #�	$%�����& � � � � � IIH
$���� ���
�
�
��"" ���� ��� ��#������#� �� ����!��� � � � � � � � � � � I6J
$���A #�	$%�����& ������� ��#������#� �� ����!��� � � � � � � � � � � � I6I
$���� #
�� ���� ��� ��#������#� �� ����!��� � � � � � � � � � � � � � � � � I65
$���E '� �(	��� ���� ��� ��#������#� �� ����!��� � � � � � � � � � � � � I6E


�� $�� ������&�!� �� ����� �!"�� �.&� �� ��#������#� �� ��
���/�#� G ���� � ���� ���"� �� �� ��� ��
	� B # �� 

C� :��
�� ��"!�� �!��#� ���� *����H !�� �� ��"!�� "� � ���� �
��(	��
:� ! "�� �� �� �� "��� ��� !� /���� ;�� �� !� ��" �� �+��	���	�
:�� �� ��� "� � #!� �� ���� !�� ���)���8 �� ��� '
 G  ������
�� !� #��#!� "� � #!� � ��� !� ��.;�� #�������� !�� �����;����
������ �!!�&��� &�� / ��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � IE5


�
 $�� "!���!� �� ���"� ��� �� ��� '
 #�!#�!�� G ���� � ��
(�� ��� ������� ���!!��H � �� %���� �8�&�!� �����  &�"�
����� �� ��� !� #�&��� �� ! ���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � IEE


�' ��&���� ��� �� !� � ��� ��� �� ��� ������� ���� !� ���/�#�
����� �� ��� !� &��.��� ��� 
�� �� !� �����H ���� !� (��
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:��- 21 1�4�3�� ��


�� I��!%��� )��� �� !� ���/�#� / ��!� ��#������ �� �)�# � /9
/������� ����!�� ��� �� &�"�� �� ������� 
� .��� �� ��� 	
 &�"�� #!�� �� � &��� ��� � ) ���� ��� 
H  &�"�� #!�� ��
� &��� �� �� " ��!�H ������ !��  &�"�� B#!�� �� ���C �� � 9
&��� �� �� " ��!�H !� ���/�#� �)�# �� ��8����� :�� ���&�!��
���� ��#����� �)�# ��� #��!����� � � � � � � � � � � � � � � � � IEL


�� :��8�&�!� ���� ����/�#� ) ���!� 
� "��#.� G ��� �� 	 ����/�#�
G �! & ��� B!�� ���&�!�� �� !� ���/�#� ���� ��#����� ���
�� !� #��!���CH ����/�#� �! & ��H ��8���� B��! �� ���H &�� G
��� ��C� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � IEK


�� ���/�#�� �������� G ���� � �� (�� �� ������� ��������
!������ 
� "��#.� G ��� �� 	 �)�# !�� �� ��� �� ����J�
���!�&���H �)�# !�� �� ��� �� !�� #������H �� !� )�� ��
����� � B&��;!� '
 �� ��/����#�C� � � � � � � � � � � � � � � � � � IEG
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�$�� ��&�!�8 � �� �/ �.�  �#��&����! ���/�#� ��#������#� �� � � � K6

$�� ��&&��+ �/ �.� ���� �/ ��) ����&������ � � � � � � � � � � � � KK
$�
 ��&�� #�! ����!�� �/ �.� ��) ���! �� �� �.� ��
�� �������� KH
$�' ��&�� #�! ����!�� �/ �.� ��) ���! �� �� �.� 
� ��	� �������� KH
$�� ��&�� #�! ����!�� /�� �.� ���#. ���/�#� ��#������#� �� �� �"

� //�����  ���� #!��� �/ �� ��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � G6

$��� ��&�� #�! ����!�� �/ �.� �!� ��� /�#� ��&�)�! &��.�� = �.
��� = �.��� ��� ��� )��� #��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � IJ5

$��
 ��&�� #�! ����!�� �/ � //����� ��� /�#�� ��&�)�! &��.���� � � IJE
$��' ��&�� #�! ����!�� /�� � //����� )�!��� �/ �.� *���
��� �	����
�

����� ����#� �� ��"!�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � IJF

$���� ��&�� #�! ����!�� /�� ��� �8��� &���� = �. #��)�� /�� � /9
/����� ���� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � IIL


�� 3���!��� �� #�&���� ��� ����� � //������� &��.���� �� ���9
����� �� ������/�#�� ) ���!�� $ ��� !� &��.��� ���#������H
� �� � ���� !�� ���)�!!��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � IEK
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Cn
, �MCS

Cn
} 	�� ��""����

�� �� ���
�%
;	���� 	

 ���� ������	����� 
� #	� ��
 ��4�� ��� ���0���
/���

� ���#����%

Q��
��� ��� "�'�
 #������	��� (qdx, qdy)T � 
� #	� 4�� ��� ������ n �� ��� #	���	
�� ��� ��
��+#	���	 ������ �� 
��#� �� 
	� ���� 9
� ��""��� ��	� ��� #������	���
�� ��� ��" 
��� #����� �� �	#� #	���	� ��	��� 	�� ���
�:% 1� #��"��� ���� ���
���
��
���� "�'�
 #������	��� ����� d(3d)� ���� 
� #��"��� ��� ����#���� �� ��� �	�
�� ��� #	���	 #������	�� ������ ����� ��� �-�	���� 9���%6:% ���	

�� ��� ����#����
�� ��� �	� �� ��� 
��
� #������	�� ������ �� #��"���� �� ��##������
� ��
��"
����
��� ����#���� �� ��� �	� �� ��� #	���	 #������	�� ������ �� RMCS

Cn
	�� Rw

MCS %
��� ��
/���

� ���#���� �� ���� ��R#�
� �� 
���� ��#	��� 
� ���� �� �� ����

��	� ��� 5$ "���� �� 	#��	

� �����
� �� ��� �� ��� #	���	� 	�� �� 4�� �� 
��#� ��
��� #	���	� �� ��� ��
��+#	���	 ������ �� �� �����
�� ��� ������	��
�� 
� ����� ����
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������ ���%53 (	����� 	�� ��� #	���	� #������	�� �������% MCS �� ��� #������	��
������ �� ��� ��
��+#	���	 ������ 	�� Ci �� ��� #������	�� ������ �� ��� ���+
#	���	 i%

�� �� "�	#��#� ��� 5$ "���� #
��� #��"��	����% !�������� ��� ����	�#�� ���
���
��� #	���	� 
��
��� ������� 	�� ��� #����� �� ��� ��
��+#	���	 ������ ��� ���	

��
��
� 	����� ���� #����������% )�� ��#	��� ��� ������ �� �������� �� ��#������#�

	��� �#	
� �#���� 	�� �� ��� �������� "����� 	�� ���	

� ������� ��	� 5 �% ����
��� #	���	� 
� #��
� #������� ��	� ��� 	

 n� �MCS

Cn
= �% ���� �� #	

�� ��� �������

����
�
���

� M�#������IIN 	�� �� ���	�
� ���"
�4�� ��� #��"��	����� �� ��� ��#+
���� ���%6%

����
 ��#��&����! ����#����9/��&9,�� ��

�� ���� ��#���� 
� 
�

 �����
 ��� 	
������� #	

�� ����������	
���
�

� �� ���
��	� 
� ���% ���� 	
������� �� 	 "	�� �� ��� �	��
� �� ������� #�����
� #	

��
�
�������
�� .
���
!��

� ��� ����
�� �� �.1�% ����� 	 ��-���#� �� ��	��� 	��
��� "	�	������ �� ��� #	���	 9�� ��
��+#	���	 ������: ����
 9��� ��#���� ���%I:�
��� ��� �����	��� ��� �
��� �� ��� #	���	 ��� �	#� �� ��� ��	��� 9�� ��� 	 ������ ��
����: 	�� 	 5$ #
��� �� "����� �������� ���������� ��� ��-���#�% !�������� ���
������ "�������� ���� �� 
����������� 
��#� ��	�� ��	� �� �"�	��� ��� 
��� �� �
���
	�� ��� "���� #
��� 
��� 	 ��
 ��	�� 	������ 9�����	� �� ��#��"����� ��� ��-���#�
������
�: 	�� �� �� #��
� �� "�������� 	� ��� �	�� ���� 	� ��� 	#-��������%

��� ��� #	� �� �"
�� �� ���� ������#� "	���3 ��	����� ����#����� ��	����� ��	#�����
#	���	 "���� �����	���� 	�� ��	����� ��#������#����%  	#� ���� 	 ��
 ��	�� ��
	#-������ ��� 	
������� "��#���� 	� ��

�
3

T $���#� ��� ��	����� 9�������� "����� �� ��� #	��: �� ��� ��

� 	#-����� ��	��%

T !	�#� ����� ��	����� 
��� ��� ��	����� ����#��� �� ��� "������� ��	�� 9���+
��#���� ���%6%I:%
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T 8"�	�� ��� ��� �� ��	����� ����0� 	##������
�% ) ����0 �� 	 ��� �� �##�����#��
�� 	 "	���#�
	� ��	���� �� ��� ��##������ ��	���� ��� �'	�"
� 	 ������ �� 6$
"����� �� ��##������ ��	��� #�����"������ �� ��� �	�� 5$ "���� �� �"	#�%

T $�#��� �� ��� "������� ��	�� �� 	 0�� 	��� 9��� �����#���� ���%6%6:%

T �� ��� "������� ��	�� �� 	 0�� 	���� "������ ��� ��

�
��� 	�������	
 ���"�3

: ���"��� 	� 	""��'��	�� "��� �� ��� 0�� 	��� 9��� �����#���� ���%6%5:
����� 	 ������ �����	���� ������ 90)D�)�:%

: 0�4�� ��� "���� �� ��� Npose 
	�� ��� ��	��� 	�� ��� 5$ "����� �����
�
���� ��� Nobs 
	�� ��� ��	��� �� ����� 	 ������ ��/������� 9��� �����#+
���� ���%6%K:%

T )#-���� ��� ��'� ��	�� 	�� �� �� ��� ���������%

�� ��� ��

�
��� �����#������ 
� 
�

 �����
 	

 ����� ���"� �� ���� 	�"
� ���	�
�%

����
�� �������� �� ��� ����#� �� ��� &��#. �"

��� 4��� �	�� �� "������� 
��� 	 ��
 ��	�� �� 	#-������ �� �� ����#� ��� �����+
��� "�����% 2� 	��� 
� ��	� ��� #��#	���	���� �� ��� n ��	��� 	#-����� �� ���
#	���	� �� ��� ��
��+#	���	 ������� ��� 4���� ���%I� ��� 	� �'	�"
�

��� "����� �� ��������� 	�� ����#��� �� �	#� �� ��� ��	��� �� ��� ��	�� ����� ���
2���
� �������� "����� ����#��� M;	����GGN% ���� 	�� �	��
� 
�#	��� �� ��	��
� ��'+
����� "	��� �� ��� ��	�� 	�� ��#
��� ��� "����#����� �� ��� #������ �� ��� ��������
����#��% ���� 
	��� "��"���� �� "	���#�
	�
� ����������� ��� ��� ����	#� ��#������#+
���� "���
��% ���2���
� ����#��� �� 	
�� ���	��	�� �� �

����	���� #���������% ���
	#��	
 ��"
�����	���� ���	�
� 
	� �	��� ���� MD���/�JLN%  	#� ����#��� "���� �	�
	 #��4���#� �#��� 9������#	
 �	
��: 	���#�	��� �� �� �� ��� ����#���� 
� ���" ��
�
Npoi "����� 
��� ��� ���� #��4���#� �#���%

)���� ��� ��	����� 
��� ����#���� ���� 	�� �	�#��� 
��� ��� ��	����� ���� ���
"������� ��	��% ����� �� 	

� 
� #������� ��	� 	 ��	���� ���� �� ��� �� ��� #	���	�
�� ��� ������ #	� ��
� �� �	�#��� 
��� ��� ��	���� ����#��� �� ��� �	�� #	���	%
��#���� 
� #������� ��	� ��� �������� ���
��� ��� �
� ��	��� �� ��	

� �� 
�
��	�#� ��� 	 "������	
 �	�#� �� 	 Xroi �� Yroi ���� #������� 	� ��� #������ "����
"�������% ) ���
 ���� �
����
!�� ��
����
������

� 9VD��: �� 	 w �� w ��������+
���� �� #��"���� ���
��� ��� "���� 	�� 	

 ��� "������	
 #	����	���� ���� ��� ����
#	����	�� �� ��"�% ��� ������ 	 VD�� #	� �� 
������3

ZNCCw×w(3�,3�) =
Σ
∈νw

(I(3� + 
)− Ī(3�))(I(3� + 
)− Ī(3�))√
Σ
∈νw

(I(3� + 
)− Ī(3�))2
√

Σ
∈νw
(I(3� + 
)− Ī(3�))2

9���%K:


���
Ī(3�) =

1

w2

∑

∈νw

I(3� + 
) 9���%G:


���� 3� 	�� 3� 	�� ��� �
� "����� �� �� #��"	���� I(3) �� ��� 
����	�#� �	
�� ��
��� "���� 3 	�� νw �� ��� w × w ������������%

�� ��� #����+#����
	���� �	
�� �� ��� ���� #	����	�� �� 
��� ��	� �������
�Sm� ���
�	�#� �� ����#���% �� ��� �	�#� �� ��"�� 
� #��#� �� ��� "���� 
� �	�� ��
�#��� �	�
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Iki−1 Iki

[
Ij−1 Ij

3;�−� 3;� 3<−� 3�
3′
;�−�

3′
;� 3′

<−�

������ ���%E3 ��	����� ��	#���� ���	�����% Ij �� 	� ��	�� �� ��� ��-���#� 
��� j
	� ����'% ki 	�� ��� ����'�� �� ��� ��� ��	���% 3ki �� 	� ������	���� �� ��� "����
3 �� ��� ��	�� Iki % ��� ����
	� 
���� 	�� ���� �	�#��� 	�� ��� �	���� 
���� 	��
#��������� 	 �	
�� �	�#���%

	
��	�� ���� �	�#��� 
��� 	������ "����% �� �� 
	� ��� ���� �	�#��� �� ��� #����+
#����
	���� �	
�� �� ��� "������� �	�#� �� �������� �� ��� ��
 ���� ��� ��
 �	�#�
�� ��"� 	�� ��� "������� �	�#� �� �������% ���� ��#���-�� �	�� ��� 	��	��	�� ��
	���� 	 ���	� ������ �� �	
�� �	�#���%

����
�
 �������� �� ��� ���#< �" ��� <�+ /��&� ��!�#� ��

1� �	�� ���� ��
 ��� "����� �� �������� 	�� ����#��� 	�� �	�#��� 
��� ��� "��+
����� ��	��% �� ��� "������ �����#���� 
� 
�

 �'"
	�� ��
 ��� "����� 	�� ��	#���
���������� ��� ��-���#�% !�������� 
� 	
�� �������#� ��� #��#�"� �� 0�� 	���%

��� "���
�� 
��� 	� ���	
 ����� ��-���#� �� ��	� ��� #����#����� ��	��� 	��
���� #
��� �� �	#� �����% �� 
� ��� �� #��"��� ��� #	���	 "�������� 	���#�	���
�� �	#� ��	�� �� ��� ��-���#�� ������#	
 ��	��
��� "���
��� �##��% �� 	���� ����
"���
��� 
� #����� �� "������ ����� #��"��	����� ��
� �� 	 ������ �� ��	���
����
� ����������� 	#���� ��� ��-���#� �� 	 
	� �� �� ��� ��� #
��� 	�� ��� �� �	� ��
�	#� �����% ����� ��	��� 	�� #	

�� 0�� 	����% ���� ��#���-�� 	
�� ��
"� �� ����#�
��� �	
�� �	�#��� 	� 
�

 �� �'"
	���� 
	���%

����� �� 	

� 
� ���� �� ��4�� ��� #��#�"� �� 6$ ����0% (�� n �� ��� ������
�� ��� #������ ��	��� �� Ij 
��� j ∈ {0, . . . , n} 	�� ��� #������
� "��#����� ��	���
�� ��� ����� ��-���#�% !�������� 
�� m �� ��� ������ �� #������
� ��
�#��� ���
��	���% ����� ����� ����'�� 9��� 4���� ���%E: 	�� ki 
��� i ∈ {0, . . . ,m} 	�� 0 ≤
ki ≤ n − 1% (�� 3 ∈ R3 �� 	 "���� �� 5$ �"	#�% �� �� 
	� �������� �� ��� ��	��
Ij ��� #�����"������ "�'�
 �� �	��� 3j % ) ����0 Tq 	���#�	��� �� ��� 5$ "���� 3
�� 	 ��� �� "	��� Tq = {{ki,3ki}, . . . , {km,3km}, {n− 1,3n−1}, {n,3n}}� �	#� "	��
#�����"��� �� 	� ������	���� �� 3%

1� ����� �� #���������� ��� �	�#��� ���
��� ��� #������ ��	�� In 	�� ���
"������� ��	�� In−1% �� 3n 	�� 3n−1 	�� �
� �	�#��� "����� 	�� ����� �� Tq ��#�
	� {n− 1,3n−1} ∈ Tq � ���� ��� ��
 ������	���� {n,3n} �� 	���� �� Tq � �����
���
	 ��
 ��	#� �� ������ �� {n− 1,3n−1} 	�� {n,3n}%

���� 
� ���� �� ��#��� �� ��� "������� ��	�� In−1 �� 	 0�� 	���% ������ �� ���
"������� ��	�� �� ��� 4��� ��	�� �� ��� ��-���#� ���� �� �� 	

	�� 	 0�� 	���% ��#+
���� 
� #��"��� �
� �	
���% ��� �	
��N2 �� ��� ������ �� �	�#��� ���
��� In−1

	�� In% ��� �	
�� N3 �� ��� ������ �� ��	#�� 
��� ��� 
	�� ������	���� 	� n 	��
#���	����� 	� 
	�� ����� ������	�����% D�
� �� N2 ≤ M2 �� N3 ≤ M3 ���� In−1 ��
	 0�� 	���% ��� �	
���M2 	��M3 	�� ���� ��4��� �������
��%

�� ��� "������� ��	�� 
	� �� 	 ��� ��	��� ���� 
� ��""���� 	

 ��� ������	�����
	� n− 1 ���� 	

 ��� #������
� �	���	���� ��	#��% ���� 
	�� ��� "����� 	�� #������+
���
� ��	#��� ���
��� �
� ��� ��	��� Iki−1 	�� Iki % �� ����� �� ������ ��	���
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�� �	�#���%
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�#������#�	����
��
� �� ������� ���

��������	��
� �� ��� ��	
 
��
� ��� ����#
� �� ���	� ��	��"������ ��� #	���	 �����
�� ��������� ���"% 2�#	��� �� ��� ����� �� ��� ��	���� ��� 
��� 	�� 
��� ��	�����

�

 �� ��	#��� 	�� �� ��� "	��� 
	� 
��� ������� 	 ��
 0�� 	��� 
�

 �� �	��� 	�
��� �	�� "������� 	� ��� "������� ���% �� ���� �	""��� ��� ������ "��#��� �	� �	�

��#	��� �� ��� ����	�
� #��"��	�����%

�� #��#������ ���� "���
��� 	������ 0�� 	��� ��
�#���� #�������� 
	� 	����%
(�� d(3n−1,3n) �� ��� ��#
���	� ����	�#� ���
��� ��� 6$ #������	��� �� ��� �
�
"����� 3n−1 	�� 3n% �� ��� �	
�� �� d(3n−1,3n) ≤ Ds 9	 ���� ��4��� �������
�:
��� KJS �� ��� �	�#��� ���
��� In−1 	�� In ���� In−1 ��  �� 	 0�� 	���% ����
�� �	��� �� ��� ��

�
��� ��������#3 �� ��� ����	

 ���"
	#����� �� "����� ������ ���
��	�� �� ������ ���� ��� #	���	 ���"
	#����� 
	� �����%

����
�' �� ��!�� "��&���+ ��� ���� ��� &�� ��

1��� 	 ��
 0�� 	��� �� ��
�#���� ��� 4��� �	�� �� �� ��	
�	�� ��� #	���	 �
�� #����+
�"������ �� ���� ��	��% ��� ������� 	 #	���	 �
�� �� 	 "	�� {Rw

c , �wc } ��4���� ���
��	������	���� ���
��� ��� 
��
� #������	�� ������ 	�� ��� #	���	 #������	��
������% D�
 
�� 3 ∈ R3 �� ���� 	�����	�� ���
� "���� �� 5$ �"	#� �������� ��
��� #	���	 	� ��� ����������� "�'�
 (q′x, q′y)T % )##������ �� ��� �-�	���� 9���%L:
	�� ��#	��� ��� �	���' K �� ���
�� ���� 5$ "���� "������� �
� �-�	����� 
���
��� "	�� {Rw

c , �wc } 	� �����
� "	�	������% �� �� 
� �	�� ������ ���
� 5$ "�����
�������� �� ��� #	���	 
� #	� #��"��� ��� �
��% �� ���� �����#����� 
� ��""���
��	� 	

 ��� �	�#��� ���
��� ��� ����#��� ��	����� 	�� ���� 9
� 
�

 ��� ��
 ��
�	��
� �	
�� �	�#��� 
	���:� �� ��
� ����� 5$ "����� �� ��#���	�� ����� ��� �������=�
������ M;	�	
�#�HEN% �� �� �	��� �� ��� ������������ ��
	�������"� ������ ��� ����	+
������ ������ �� ��� #	���	=� 
��
��� ������ 	�� ��� ����� �������� "�����%

��� "���
�� �� ���� #��"
�#	��� �� �� 5$ "���� "������� �� ���
�% ���� #	��
	����� 	� ��� ��������� �� ��� 	
������� 
��� ������� �
�� ��� 5$ "���� �� �����
#��"���� ���% �� ��
�� ��� 
� 
�

 ��� 	 ��� �� #�����	���� ��	� ��	�
� �� ��4�� ���
��
	���� ��	������	���� ���
��� �
� #	���	� #������	�� ������� 
��� ��� �
� 	��
��������� ��� �	�� �#���% ���� ��� �� #�����	���� �� #	

�� ��
�
��� ��
����� 	�� ��
�

����	��� �� ��� 4���� ���%F%

1� #������� �
� #	���	� 
��� ��� 
��
��� ������� 	� �����
� "����� �1 	�� �2
�� ��� 
��
� #������	�� ������% ����� �
� #	���	� 	�� ��������� 	 5$ "���� 3
	� �����
� #������	��� �� ��� ���
��
���� "�'�
� 3′

1 	�� 3′
2 ���"�#����
�% 8���� ���

�-�	����� 9���%6: 
� #	� #��"��� ��� ����#���� 
1 �� ��� �	� �13 �� ��� 4��� #	���	
#������	�� ������ 	�� ��� ����#���� 
2 �� ��� �	� �23 �� ��� ��#��� #	���	 #�����+
�	�� ������% �� �� {Rw

c1 , �wc1} �� ��� �����
� �
�� �� ��� 4��� #	���	 	�� {Rw
c2 , �wc2}

�� ��� �����
� �
�� �� ��� ��#��� #	���	� ��� ��#���� �wc1 � �wc2 � �wc1 + Rw
c1
1 	��

�wc2 +Rw
c2
2 	�� 
���� �� ��� �	�� "
	��% ;��#�I3


T
1 R

wT
c1 [�wc2 − �wc1 ]×Rw

c2
2 = � 9���%H:


��� [!]× �� 	 ���
+��������# 3× 3 �	���' �� ��� ��#��� ! ��#� 	� ! ∧ # = [!]×#%
�� 
� ��4�� 	 �	���' E 	� E = RwT

c1 [�wc2 − �wc1 ]×Rw
c2 � ��� �-�	���� 9���%H: �� 
������

I��� ��#���� �wc1 � �wc2 � �wc2+Rw
c2

2 	�� �wc1+Rw

c1

1 	�� #�"
	�	�% �� ��� ��#���� �� �wc2−�wc1 �Rw

c1

1

	�� �wc2 − �wc1 +Rw
c2

2 	�� #�"
	�	�% ��� �-�	���� �� ��� "
	�� �� 
+  T � = �% 1� �	�� 
 = � ���#�

��� ��#��� � �� ��� �� ��� #�"
	�	� "�����%  = (�wc2−�wc1 )∧(�wc2−�wc1+Rw
c2

2) = [�wc2−�wc1 ]×Rw

c2

2%

�� 
T1 RwT
c1

 = �� ���#� ��� �-�	����%
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3′
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� 3′
�
�

������ ���%F3  "�"�
	� ��������% �1 	�� �2 	�� ��� #	���	� �"��#	
 #������% I1 	��
I2 	�� ��� ��	�� "
	��� �� ��� #	���	�% �1 �� ��� "����#���� �� �1 �� I2 	�� �2 ��
��� "����#���� �� �2 �� I1% 3 �� 	� 	�����	�� 5$ "����� 3′

1 �� ��� "����#���� �� 3 �� I1
	�� 3′

2 �� I2% 
1 �� ��� ����#���� �� �13 	�� 
2 �� ��� ����#���� �� �23%

�� 	 ���"
�4�� ����3


T
1 E
2 = � 9���%IJ:

��� �	���' E �� #	

�� ��� ������
�� �	���' M�	����	�H5N%
�� 
� #	� #��"��� ��� �	���' E� 
� ���	�� Rw

c1 � Rw
c2 	�� �wc2 − �wc1 �" �� 	

�#	
�% ��	��� �� ��� �-�	���� 9���%IJ: �	#� 5$ "���� �������� �� ��� �
� #	���	�
"������� 	 #�����	��� ��E% �� 
� #������� ����	�#��� �� �� "����#�� 4�� #�����
�
�������� "����� �� ������% ) #������ ��	��� #	� ��	� MD���/�JEN ��� ���� ���	�
�%

)� ��� ��������� �� ��� ��-���#�� 
� ��4�� ��� 
��
� #������	�� ������ 	�
����� #������� 	� ��� 4��� #	���	 �
��� �� �wc1 = �% ���� ����� �� ��� �
��� {Rw

c1 , �wc1}
	�� {Rw

c2 , �wc2} �� ��� �
� #	���	�%

����
�� '
 �� �� ��� &�� ��

1��� ��� �
�� �� ��� ��

� ��
�#��� 0�� 	��� �� #��"����� 	������ "���
�� ��+
�	��� ������
���% 1� ���� 	 
	� �� #��"��� ��� �����	
 �����	���� �� ��

� ��+
������ 5$ "�����%

)� 4��� �
	�#�� ��� "���
�� 	""�	�� �� �� ���"
�% (�� 3 ∈ R3 �� 	 "���� ��+
������ �� �
� #	���	� 
��� ��� 
��
��� ������� �1 	�� �2 	�� ���
� �
���% 1� #	�
�	��
� #��"��� ��� ����#����� 9�� ��� 
��
� #������	�� ������: �� ��� 	���#�	���
�	�� 
1 	�� 
2% ���� ��� "���� 3 �� ��� �������#���� �� ��� �
� �	
�+
���� [�1;
1[
	�� [�2;
2[% 8�������	��
� ����� �	
�+
���� 	
���� ����� �������#�� �� 5$ ��� ��
����� �� ��� ������	�����%

�� ��	
��� 
� 4�� �����
��� �� 	 #	�� �

����	��� �� ��� 4���� ���%L% (�� l �� 	 
���
"��"����#�
	� �� ��� �	
�+
���� [�1;
1[ 	�� [�2;
2[ 	�� �������#���� ����� �
� �	
�+

����% (�� 3� �� ��� �������#���� ���
��� l 	�� [�1;
1[% (�� 3� �� ��� �������#����
���
��� l 	�� [�2;
2[% 1� ��4�� ��� "���� 3 	� 
���� �� ��� ����
� �� ��� �������
3132% ���� ������ �� #	

�� ��� �
���� �

�� 	
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������ ���%L3 !���
� "���� ���	���
	���� ������% �1 	�� �2 	�� ��� #	���	� �"��#	

#������% I1 	�� I2 	�� ��� ��	�� "
	��� �� ��� #	���	�% 3 �� ��� �������� 5$ "����%

1 �� ��� ����#���� �� ��� ������� ���
��� �1 	�� ��� ����#��� ��	�� �� 3 �� I1%

2 �� ��� ����#���� �� ��� ������� ���
��� �2 	�� ��� ����#��� ��	�� �� 3 �� I2%

����
�� 3�+9����� ����� /��#� ��

��� #��"��	����� �� ��� �����#����� ���%6%5 	�� ���%6%E 
��
� �� ������ �� 
�

��� ���� ��	� ��� ��	#���� "��#��� �� ��� 6$ ��	����� 
	� "����#�� �%�% 	

 ��� ��+
����	����� �� ��� �	�� ��	#� 	�� �� ��� �	�� 5$ "����% 8�������	��
�� ��� "��#���
���#����� �� �����#����� ���%6%I 	�� ���%6%6 �� ���� �� 
� ���� 	 
	� �� ����#� ��	�
���� ������	����� �� ��� ��	#� �� ���� ��� ������ ��	#� �� ���������% �� 	#�����
���� ��	
 
� ��� ��� �	�� 	���
	� ����� 	� �� M!���	����JHN%

�� �� 	�
� �� ��#������#� 	 5$ "���� 9��� �����#���� ���%6%E: �� 	 ������ �	�+
���� 	� 
	�� ����� 6$ ������	����� �� ��� "���� 	�� ������% ��� 4��� �
� 	�� ����
�� �����	�� ��� 5$ "������� �� ��� "���� 	�� 	

 ��� ������ 	�� ������ �� ������ ����
�����	����% (�� ��� ��� ����	���� �� ��� 4���� ���%K% 1� 	�� �� ��� #	���	 #�����+
�	�� ������� 3 �� ��� 5$ "������� �� ��� �������� "���� 	�� � �� ��� #	���	 
��
���
������% 1� #	

 
q ��� ����#���� �� ��� �	
�+
��� �3 9��� "����#���� �	�:% �� 3′ �� ���
6$ ������	���� �� ��� "���� 3 �� ��� #	���	 ��	�� "
	��� 
� #	

 
′

q ��� ����#����
�� ��� �	
�+
��� �3′ 9��� ������	���� �	�:% 1� #	� ��4�� ��� 	���
	� ����� 	� ���
	��
� αq ���
��� 
q 	�� 
′

q %
�� "�	#��#�� �����	� �� #��"����� ��� 	��
� αq ����#�
�� 
� "����� �� #��"��� 	

6$ ��#��� �q ��#� 	�3
||�q||2 = tan2(αq) 9���%II:

1� ��� 	 ���#���� π2 : R3 → R2 	� π2((x, y, z)
T ) = (xz ,

y
z )

T 	�� 	 ���	���� �	���'
Rq′ ��#� 	� Rq′
′

q = (0, 0, 1)T %
����3

tan2(αq) = tan2(angle(
′
q,
q))

= tan2(angle(Rq′
′
q, Rq′
q)) 9���%I6:

= tan2(angle((0, 0, 1)T , Rq′
q))

)�� ��#	��� ||π2((x, y, z)
T )||2 = x2+y2

z2 = tan2(angle((0, 0, 1)T , (x, y, z)T ))
��� ��#��� �q #	� �� 
������3

�q = π2(Rq′
q) 9���%I5:
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αq

������ ���%K3 )���
	� �����% � �� ��� #	���	 �"��#	
 #�����% 3 �� 	� 	�����	�� 5$
"����% 3′ �� ��� ����#��� ��	�� �� 3 �� ��� #	���	 ��	�� "
	��% 
q �� ��� ����#����
�� ��� ������� �3% 
′

q �� ��� ����#���� �� ��� ������� �3′% αq �� ��� 	��
� ���
���
�3 	�� �3′%

��� �	�� �-�	���� #	� 	
�� �� 
������ ����� ��� 
��
� #������	�� ������% ��
��� #	���	 �
�� �� {Rw

c , �wc } ���� ��� �-�	���� ��#���3

�q = π2(Rq′R
wT
c [I3| − �wc ]

[
3
1

]
) 9���%IE:

��� 	� ������	���� �� �� #��������� ����� ��� 	���
	� ����� 	���#�	��� �� ����
������	���� ���� �� 
��� ��	� 	 ����� �������
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 �������
� �� 	� 	���
	�
����� #�����"������ �� 	 ����� �� �
� "�'�
� �� ��� ��	�� "
	��% �� �� ��4��� �� ���
#	���	 
���
��
� "	�	������% )� ������	���� 
��� ��� ����� 
��� ��	� ��� �������
�
�� #	

�� 
��
�� 	�� 	� ������	���� 
��� ��� ����� ���	��� ��	� ��� �������
� �� #	

��

���
��% ) 5$"���� �� #��������� ������ ��� ���	����� �� ��� ��#������#���� "��#���
��
� �� ��� 	���#�	��� ����0 #���	�� 	� 
	�� ����� 
��
���%

����
�� 3����� ��� &�� ��

��� ������� �� �����	���� �� ��� #	���	 �
�� 	�� ��� "�������� �� 5$ "����� �'+
"
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��� �	�#��� ���
��� #����#����� ��	��� 	�� ����� ��������	��
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�
���� 	�� ���% !�������� ��� �	
�� �	�#��� 	�� -���� ��������% �� 
� ���� ����
���� �� 	 ��#�	���� �� �
����	�� ��� �	
�� ������	����� 9
���
���: ������ ��� ��#��+
����#���� "��#���% ��� ������ 
� ��� �� ������
� �����	�� ��� 5$ #������	��� ��
	 "���� �� #	���	 �
�� �� #	

�� 0	���� �)�"
� ��������� �� #1��1� ��� �����%
���� ��#���-�� 
	� 4���
� "�������� �� M���#�
��GIN%

1� 
�

 ����� �� ��� #��"��	���� �� ��� 5$ #������	��� �� 	 "���� 3 9��� ���+
��#���� ���%6%E:% ��""��� ��	� ��� ����0 Tq 	���#�	��� �� ��� "���� 3 #���	��� Nobs

������	�����% .�
� �
� ������	����� 	�� ������ �� �����	�� 	 "���� "�������% ��



����
� ��#��&����! ����#����9/��&9,�� �� ��

4�� ����� �
� ������	����� 
� 
�

 "��#��� ����	����
�% )� �	#� ����	����� 
� �	�+
���
� ��
�#� �
� ������	����� ��� �� Nobs 	�	�
	�
� 	�� �����	�� ��� 5$ #�����+
�	��� �� ��� "���� 3 	� �� ���%6%E% ���� 
� #��"��� ��� �	
�� �� ��� 	���
	� �����
9��� ���%6%F: ��� �	#� ������	���� �� Tq % ��� ������ �� 
��
��� �� ��� ����0 �� ��� ��+
��	���� �#���% ��� 4�	
 5$ #������	��� �� ��� "���� 	�� ��� #������	��� #��"����
������ ��� ����	���� 
��� ��� 
	����� �#���%

)����� ��	� 
� 
	�� �� 4�� 	 #����#� 4�	
 ��
����� 
��� 	 "���	��
��� �� p =
0.99 ���
��� ��	� 	""��'��	��
� ε "��#��� �� ��� ������	����� 	�� 
���
���% �� 
�
���� m ������	����� �� �����	�� ��� "��	���� ��
����� 9m = 2 �� ��� #	��:� ����
��� ������ �� #1��1� ����	����� N #	� �� �����	��� ����� ��� ��

�
��� �-�	+
���� M���#�
��GIN3

N ≥ log(1− p)

log(1− (1− ε)m)
9���%IF:

��� #	���	 �
�� 9�����#���� ���%6%5: #	� �� ������
� �����	��� ����� ��� �	��
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� ��
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� ��
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���� �� �����	�� ��� "	�� {Rw

c , �wc } 9��� ���%6%5:% ���� 
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����� ��� 	
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6% ) ����+�"	#�Z�	���� ���	�� 
	��
��� �� ����	����	 �� T �� "�������� ����� ���
�	�� �� V 9��� �����#���� ��%I%6:%

5% ��� ���	�� 
	��
��� �� ��4��� 
��� ��� 	�� �� 	#��� ����	����	 �����	
 9���
�����#���� ��%I%5:%

E% ) ������ 	
������� �� ���� �� "������ 	 ��#��� ���	�� 
	��
��� �� T % ���� ���
�� #	

�� �������Z������% ��� ������� ����	����	 	�� ����+�"	#� ����	����	� ���
��� �����	�� �� ������� �� 6+�	����
� 9��� �����#���� ��%I%F:%

F% ��� �������Z������ ���	�� 
	��
��� �� ��4��� �� 	� 	����	#�� �����	
 	
�������
9��� �����#���� ��%I%L:%

L% ��� �������Z������ ���	�� 
	��
��� �� ��4��� �� 	 "�	� �����	
 	
������� 9���
�����#���� ��%I%K:%

K% ��� 4�	
 ����	#� S �� ��� ������ �� ������� ������% �� �� �'��	#��� 	�� ���+
����� 9��� �����#���� ��%I%G:%

�� ��� ��

�
��� �����#������ 	

 ����� ���"� 
�

 �� �����
�� �� ���	�
�%

�$���� ���#� � �#��� 5�� �� B'
 
�!����+C

��� 4��� ���" �� ��� �	�#� ����	#� ��#������#���� �� �� "������ ��� ���#�����	����
�� �"	#�% 2����� 
� #	� �'"
	�� ��
 ���� #	� �� 	#������ 
� ���� �� �	����	�+
�#	

� ��4�� 
�	� ��� ���#�����	���� ��% 1� #	� ��� ��� ������ �� �
���
��� �
��
���� M!����HK� ���
��IJN%

������ 
� ��4�� 	 �
�����3

=�> ���� ?�@� A4������B
.�� P = {�0,�1, · · · ,�k} �� � ��� 
� k + 1 �

��� 
� ������� �
�
�

� 
� Rn5 ,��
�+���"
�' σP 
� ��� �
���� ��& 
� P 6 
5�5

σP = {
k∑

i=0

λi�i, λi ∈ R+,
k∑

i=0

λi = 1}

7� ���
 �
�� σP �� �0�1 · · ·�k6 ��� k 
� ��&�� ��� �
����

� 
� σP 5

��R3� 
� #	� 4�� ���� ���� �� �
���
���3 �����#�� 90+���"
�#��:� ����� 91+���"
�#��:�
�	#�� 92+���"
�#��: 	�� ����	����	 93+���"
�#��:% �� P ′ �� 	 ������ �� P 	�� #���	���
k′ �
������� ��� ���"
�' σP ′ �� 	 k′+�	#� �� σP 9
� ���� σP ′ < σP :%

����� 
� #	� ��4�� ��� �
���
��� �
�����3
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=�> ���� ?�@� A4������!� �������B
1 ���"
�#	
 #��"
�'K 
� � 8�
�� ��� 
� �
���
��� ���� ����9

: 
� σ ∈ K ��� τ < σ6 ���� τ ∈ K ;

: 
� σ, τ ∈ K ��� σ ∩ τ 
= ∅6 ���� σ ∩ τ 
� � �	#� 
� �
�� σ ��� τ 5

��� ��������� ��K �� ��� 
	����� ��������� �� ��� ���"
�#��% ) �
���
��� �
�����
K ′ �� 	 ���#��"
�' �� K �� K ′ ⊆ K% �
� k+���"
�#�� σ 	�� τ �� K 	�� ��#����� ��
σ ∩ τ 
= ∅% ���� 	�� 	��	#���� �� σ 	�� τ �	�� ��� �	�� ��������� 	�� σ ∩ τ �� 	
(k − 1)+���"
�' ��K%

��� 
� ���	�� 	 ���#�����	���� �� �"	#� �� ��� #��"��	���� �� 	 �
���
��� �
�����
�� R3 
��� ��� "����� �� P 	� ����
���% �� "�	#��#�� 
� ��� 	 5$ $�
	��	� ���	���
	+
���� 
��#� �� 	 �	��# ���
 �� ����	#� ��#������#���� ���� #
��� �� "����� M�	�	
�JE�
$��JKN% �� �� ��4��� 	� ��

�
�3

=�> ���� ?�@� A�==��!$ !� �	�! "$�!��� B
.�� P = {�0, · · · ,�n} �� � ��� 
� n ≥ 4 �
� �
������ �

��� 
� R35 1 <  �������
��
�������

� 
� P 
� � < ���"
�#	
 #��"
�' T ���� ��

: P 
� ��� ��� 
� ����
��� 
� T ;

: ��� ��

� 
� ��� ���������� 
� T 
� ��� �
���� ��& 
� P ;

: ��� �
�������
�
�� ������ 
� ����� ���������� 
� T �
���=� �
���
� ��� ������ 
�

�� 
����

�5

7� ��& T ��� ��� 
� ���������� 
� T 5

��� 	��	��	��� �� ��� 5$ $�
	��	� ���	���
	���� 	�� ��	� �� 	

	�� �'����� ��
�� ���-�� ��� 	 ����� "����� ��� P �� P �����=� #���	�� E #�"
	�	� �� F #��"����#	

"����� 	�� �� #	� �� "����� ��	� �� #���	��� 	 ���#��"
�' ��	� �� 	 O����O 	""��'�+
�	���� �� ��� ����	#� ��	� �� �	�"
�� �� P M)����	HH� 2�������	�JFN% !��������

��� 	 ��
 �����' �� �������� ���� ��� ���	���
	����� ��� ��
� ����4�� ����	����	
	�� ����� 
���� #��#���#������ �"���� #���	��� ��� �����'% ���� "��"���� 
�

 ��
���� �� ��� 
���������� 	
������� 9��� ��#���� ��%6:%

1� 	
�� ��4�� ��� ������ �� �����	�� ��� 	 ���#��"
�' �� ��� ���	���
	���� T 3

=�> ���� ?�@� A/	�! "$�!��� #�$ 
!	�B
.�� T �� � <  ������� ��
�������

� ���L ⊆ T 5 7� ��& ��� �
������ 
� L9

: 1 �
�� ∂L 
� ��
������ ���� ��� ����� 
� ���������� 
� L;

: >��� ��
����� 
� ∂L 
� 
������� 
� 
�� ��� 
��� 
�� ���������
� 
� L5
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v∞

������ ��%I3 ��4���� �����' ��
� ������ 	 $�
	��	� ���	���
	���� 96$ #	��:% ���
�
	#� ���� 	�� ��� �����#�� �� ��� $�
	��	� ���	���
	���� 	�� ��� ��	� ��� �� ���
��4���� �����'% ��� �
	#� ��
�� 
���� 	�� ��� ��	
 ����� �� ��� ���	���
	���� 	�� ���
��	� �	���� 
���� 	�� ��� �����	
 �����%

)� 	��	#��#� ��	"� ΓT #	� �� 	���#�	��� �� ��� 5$ $�
	��	� ���	���
	���� T %
�� �� ��4��� 	� ��

�
�3

=�> ���� ?�@� A)
<!�� �� "	!��B
,�� ��/������ ����� ΓT 
� ��� <  ������� ��
�������

� T 
� � ����� ���� ��9

: ,�� ����
��� 
� ��� ����� ��� ��� ���������� 
� T ;

: ,�� ����� 
� ��� ����� ��� ��� ��
������ ���"��� �"
 ���������� 
� T 5

)� #	� �	��
� �� ����� ��� ��	"� ΓT ���=� E+����
	�3 ���� �� ��� ����	����	 �� T
�	�� E ���������� ��� ���� �� ���� �	�� ��
� ����� �� ���� 
���% �� ���"
��� ���
��"
�����	���� �� ��� 	
��������� 
� ��� ��� 
�8�
�� ������ v∞ M2�������	�JJ�N%
���� �����' ����=� �'���� �� ��� ���	���
	����� ��� �����	
 ����	����	 	�� �������#��
�� ΓT ��	� #����#�� �	#� ���	��
� �� ∂T �� v∞ 9��� 4���� ��%I:% ���� 
	� ΓT ��+
#���� 	 E+����
	� ��	"�%

2����� #������#���� ��� 5$ $�
	��	� ���	���
	���� �� ��� #
��� �� "����� P
"����#�� �� ��� ���� ��� ��� P �� 4
����� �� ������ ��� "����� 
��� �	� 	##��	#�%
�������� 	 "���� � ∈ P % 1� #	

 V� = {�j�, �j� ∈ V }� ��� ��� �� �	�� 	���#�	���
�� ��� "���� �% �� 	

 ��� �	�� �� V� �� ��	�
� "	�	

�
� ��� 	##��	#� �� ��� "���� � 
�


�� "��� M;	��
��JEN% �� ����� �� 	� 
�	�� ��� 	��
� �̂i��j ��#� 	� �i� ∈ V � �j� ∈ V
	�� ε ≤ �̂i��j ≤ ε − π ���� ��� "���� �� ��"�� �����
��� �� �� �������% ��� 	��
�
ε �� 	 ���� ��4��� �������
�%
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������ ��%63 ��� "���#�"
� �� ��� 	��������Z������ ���	�� 
	��
��� 96$ #	��:% 1����
���	��
�� 	�� 	�������� ��	� ���	��
�� 	�� ������% ��� ������� ������ ��� ���	��
��
	�� ����� ������ �� �������#����� I(Δ)% ��� ��	� ���� 	�� ��� #	���	� 	�� ��� ��	�

���� 	�� ��� �	��%

�$���
 1���9���#�D,����� � ���+ !���! �"

)���� ��� �"	#� 
	� ���#������� �� "��������� 	 5$ $�
	��	� ���	���
	���� T ��
��� ��"�� ��� �� "����� P � 
� ���� �� "������ 	 ���	�� 
	��
��� �� ��� ����	����	 ��
T % 1� �	� ��	� 	 ����	������ �� 	�������� �� 
� #	� ��� �������� �%�% �� �� ��	������
�� 	� 
�	�� ��� �	� �� V % .����
���� ��� ����	������ �� ������%

1� ��4�� 	 ���#���� I : T → R ��	� ��� �	#� ����	������Δ ∈ T 	���#�	��� ���
������ �� �	�� ��	� �������#�Δ% ���� 
	�� �� I(Δ) = 0 ����Δ �� ������� �����
���
�� �� 	��������% 1� ��4�� ��� ��� �� 	�������� ����	����	 F = {Δ ∈ T , I(Δ) > 0}%
�� ��� "���
�� �� ���	�� 
	��
��� ��#���� ��� "���
�� �� #��"����� ��� �	
��� ��
I(Δ) 9��� 4���� ��%6 ��� 	� �'	�"
�:%

�� "�	#��#�� 
� ��� ��� 	
������� #	

�� ��� ����
��% �� ������ 
� ��

�
 �	#� �	�
�� V ���� ��� #	���	 �� ��� "���� 	�� ��#������ I(Δ) �� �	#� ����	������ ��+
#�������� �� ��� 
	�% ��

�
��� 	 �	� �i�j ∈ V ��	�� ��	��
��� �� ��� 	��	#��#�
��	"� ΓT % 1� ����� �� ��� ����	������ #���	����� �i� ���� 
� 
	
� �� ��� ����	+
������ 	��	#��� �� ��� �	#� �������#��� �� ��� ������� �i�j 	�� �� ��% 1� ���"

��� ��� ����	������ #���	����� �j 	� ��� �� ��� �����#�� �� ��	#���%

)� #	� �� ������ ��� �	�� 	�� ��

�
�� ���� ��� #	���	 �� ��� 5$ "����% .�
#������ ���� #	� 	
�� �� ��

�
�� ���� ��� 5$ "���� �� ��� #	���	% 1� 	
�� ��""���
��	� ��� �	� �� 	

	�� ������ ��� #����' ��

 �� ��� ���	���
	����% ���� �� ���� ��
"�	#��#� ��#	��� ��� #	���	 ��������#����	
% !��� "��#���
�� 
�� � ∈ C 	�� P� =
{�i, ��i ∈ V } �� ��� ��� �� "����� �������� �� ��� #	���	 �% 2�#	��� ��� #	���	
�� ��������#����	
 9�� �������� ��� "����� �� 	

 ����#����� 	����� ��:� ��� "���� � ��

�#	��� ����
���� �� ��� #����' ��

 �� ��� "���� #
��� P�% ����� �� �� ��#
����
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α

9	:  '	�"
� �� 	� 	#��� ������ ����	������ �� ��� ����
� �� ��� 	�������� 96$ #	��:% 1���� ���	��
��
	�� 	�������� 	�� ��	� ���	��
�� 	�� ������% ���#� �
	#� 
��� �� ��� 
������ ���� el 	�� α �� ��� 	��
�
�������� �� εacute%

9�: 0�	
 �'	�"
� �� 	#��� ����	����	 �� ��� ����
� �� ��� 	�������� ������% ��� 	����	#�� 	�� ��#��#
��
�� �
	#� ��	���%��� �

����	���� ���
� ��� ������ �� 	�������� ������ 9∂F : #��"���� �� "��#������ ���
���
��� ��-���#� 9��� #�	"��� �:% ��� #�
��� ��#��� ��� ���	��
�� ����	
�%

������ ��%53 ��� �

����	���� �� ��� ����� �� 	����	#�� �	��
�� �� ��� 	#��� ����	��+
��	 �����	
 "���+"��#������ ���"%

�� ��� #����' ��

 �� T %
���� ���� �� 	
�������� #	� �	��
� �� #�������� �� ��� "	�	

�
 "��#������� 	

#������ ��	��� #	� ����� �����
� �� ��� 	""����' ) ��� ���	�
�%

�$���' 6#��� �����.���� ��&�)�!

2����� "��������� ��� 6+�	����
� �����	���� ���"� ��� ���	�� 
	��
��� �� ���	�#��
����� ��� 	#��� ����	����	 �����	
 ��������#% ���� ���" �� 	� ���	�#����� #��+
"	��� �� M(���

���I5N%

��� #	�� �� ��� 	#��� ����	������ �� �

����	��� �� ��� 4���� ��%5% �� ��� �� ���
	��
�� ������ �� ��� ����� �� 	 ����	������ �� ���� 	#��� 	�� 	� ��� �	�� ���� ���
�� ��� ����� �� ��� ����	������ �� 
���� ��� 	��	 �� ��� #�����"������ ����	������
�	#�� �� ��	

% ���� ��	�� ��	� ��� "���	��
��� �� ��� ����	������ �� �� �������#���
�� 	 �	� �� ����������% �� ��#� 	 ����	������ �� ��	������� 	 
	��� 	�������� ������� ��
�	� 	 ���� "���	��
��� �� ���	�� ������ 	�� ������� ��� 6+�	����
� �����	����%

�� "�	#��#�� 
� "��#��� �� #��#���� �	#������� ����	������Δ ∈ T % 1� ��	�#�
��� 
������ ���� el ��Δ 	�� #��#� ��� ���� 	��
�� 	��	#��� �� el% �� ��� �� ��� ����
	��
�� �� �������� �� 	 ���� ��4��� �������
� εacute� ��� ����	������Δ �� #���������
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	#���% ��� �'	�"
�� �� ��� 4���� ��%5	� ��� ����	������ �� #��������� 	#��� �� α <
εacute% �� Δ �� 	#���� 
� #��#� ��� ��	��� �� ��� ����� ����	����	 	��	#��� �� ���

������ ����% �� ��� �� ����� ����	����	 �� 	��������� ��� I(Δ) �� ���#�� �� 1 	�� ��
Δ ��#��� 	��������%

�$���� 
9,�� /�!� ��/ � � ��

) �����
�
�� �� 	 "	���#�
	� #	�� �� 	 �
�
�
�
��� ����� M!����HKN% ��� �
�
�
�
��� �����
�� ��4��� 	� ��

�
3

=�> ���� ?�@� A/�����"��!� ��!��B
.��X �� � ��� ��� Y �� � ��� 
� ������� 
�X 5 ,�� ��
� (X,Y ) 
� � ��"�
���#	
 �"	#� 
�

: ∅ ∈ Y ���X ∈ Y ;

: >���� ��

� 
� �������� 
� Y 
� ���
 �� ������� 
� Y ;

: ����� 8�
�� 
��������

� 
� �������� 
� Y 
� ���
 �� ������� 
� Y 5

%
� ���� k ∈ N,Rk 
� � ��"�
���#	
 �"	#�5

Y �� ��� ��"�
��� ��� X 	�� ��� �
������ �� Y 	�� #	

�� 
��� ����%
1� #	

 d : Rk → R ���  �#
���	� ����	�#� �� Rk% 1� ��4�� 	� 
��� ��& 
���

��� #����� � ∈ Rk 	�� �	���� r > 0 	� 	 ��� �� "����� ��4��� ��

Bk(�, r) = {� ∈ Rk, d(�, �) < r} 9��%I:

��� �"�� �	

� �� Rk �����	�� 	 ��"�
��� �� Rk� �%�% Rk �� 	 �
�
�
�
��� �����%
(��M ⊆ X 	�� YM = {V ∩M,V ∈ Y }% (M,YM ) �� 	 ����"	#� �� (X,Y ) 	��

YM �� 	� ����#�� ��"�
��� ��M �� Y % ��X = R3 	�� Y �� ��� ��"�
��� �����	���
�� d� ��� ����"	#� (M,YM ) �� �����
�
�� �� ��� ��������� �� 6% �� �	����	��#	

�
�����
	�� ���� "��"����� 
� ���� ��� ������ �� �
��
�
���
��3

=�> ���� ?�@+ A8������	�����B
.�� (X1, Y1) ��� (X2, Y2) �� �"
 ��"�
���#	
 �"	#��5 ,�� �����

� f : X1 → X2 
�
� �
��
�
���
�� ���"��� ����� �"
 ������ 
�

: ,�� �����

� f 
� �
/���
��;

: ,�� �����

� f 
� �
��
��
��6 
5�5 ∀V ∈ Y2, f
−1(V ) ∈ Y1;

: ,�� �����

� f−1 
� �
��
��
��6 
5�5 ∀V ∈ Y1, f(V ) ∈ Y25

�� �� �'��� 	� ��������"���� ���
��� ��� �"	#�� (X1, Y1) 	�� (X2, Y2) ����
	�� #	

�� �
��
�
���
�%

����� ��� 0����
�
�� �� ��4��� 	� ��

�
3
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9	: ) �"����% ����� �� 0% 9�: ) �����% ����� �� 1% 9#: ) ���"
� �����% ����� �� 3%

������ ��%E3  '	�"
�� �� �����
�
�� ����	#�� �� R3%

=�> ���� ?�@� A;%�! �&��
B
.��M ⊆ Rn ��� k ∈ N ���� ���� 1 ≤ k ≤ n5 ,�� ��"�
���#	
 �"	#� (M,YM ) 
� �
�+�	����
� 
� Rn6 
� ����� � ∈ M 
� �
���
��� 
� �� 
��� ��� V ∈ YM ���� ���� V 
�
�
��
�
���
� �
Bk(�, 1)5

�� ������ 	 0����
�
�� �� 	 ��"�
���#	
 �"	#� ��	� 
�#	

� 
���� 
��� Rk% �� ���
#	��� 	 �����
�
�� �� 	 ��� �� "����� �� R3 ��	� �� 
�#	

� ��������"��# �� 	 ����%
���� �'	�"
�� �� 	 �����
�
�� ����	#�� �� R3 	�� ���
� �� ��� 4���� ��%E%

��� �	����
�� �� R3 	�� #
	���4�� �� ����� �����3

=�> ���� ?�@� A
! �&��
 "� $�B
.��M �� � �
����� ��� �
������� 6+�	����
� 
� R35 ,���� 
� �� ��
3�� h ∈ N ����
����M 
� �
��
�
���
� �
 � �������� "
�� h ������?�@5 h 
� ��&�� ��� ����� 
�M 5
�
�� ����
����6M 
� �
��
�
���
� �


: 1 ������S2 = {(x, y, z)T ∈ R3, x2+y2+z2 = 1} 
�h = 0 ?��� 8���� 'A5B�@;

: 1 �
��� T2 = {(x, y, z)T ∈ R3, z2 + (
√
x2 + y2 − 1)2 = 1

9} 
� h = 1 ?���
8���� 'A5B�@;

: 1 6+�	����
� ��8��� �� h �
�
 T2 /

��� �� h − 1 ����� 
� h ≥ 2 ?��� 8��
��� 'A5B�@5

�$���� 
9,�� /�!� �8���#� ��

��� ���	�� 
	��
��� ���" "�������
� ���#����� �	�� #��"���� ��� �	
��� �� I(Δ)
��� �	#� ����	������Δ �� ��� 5$$�
	��	� ���	���
	���� T % �� I(Δ) > 0� ��� ����	+
������ �� #	

�� 	��������% ��� ������� 
� ��4�� ��� ��� �� 	�������� ����	����	
F = {Δ ∈ T , I(Δ) > 0}% ��� �����	�� ∂F �� F #	� �� ���� 	� ��� 4��� 	""��'�+
�	���� �� ��� 4�	
 ����	#� S%
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9	: � �� ����
	�%

�

9�: � �� �����
	�%

�

9#: � �� �����
	�

������ ��%F3  '	�"
�� �� ����
	� 	�� �����
	� �����#��%

8�������	��
�� 
� �	�� �� ��	�	����� ��	� ∂F �� �����
�
��% .�� ��	
 �� ��
#��"��� 	������ ���	�� 
	��
��� �� T 9
���
��Z
��
��: ��#� 	� ��� �����	�� �� ����
��#��� 
	��
��� 
�

 �� ��	�	����� �� �� �����
�
��% 1� 
	�� ���� "��"���� ��+
#	��� ���� �� ��� ����	#� "��#������ 	
�������� �	�� �� 	� ����� 	""
�#	��
��� #����+
���� M2���#�IJN% ������������ ���� "��"���� 	#�� 	� 	 ����
	���	���� #�����	��� ��
��	�#� ��� ����	#�%

����!�& /��&�!�� ��

.�� "���
�� �� �� 4�� 	 ���	�� 
	��
��� �� ��� ����	����	 �� ��� 5$ $�
	��	� ���+
	���
	���� T 
��� ��� ��

�
��� #�	�	#�������#�3

T ����	����	 	�� 
	��
�� 
���
�� �� 
��
��% 1� #	

O ��� ��� �� 
���
�� ����	����	%

T O ⊆ F % ��� ������� F �� ��� ��� �� 	�������� ����	����	%

T ��� ������ ∂O �� ��� 
���
�� ������ �� �����
�
��%

1� 
	�� ��� ��� O �� �� 	� ��� 	� "�����
� 9���	

�� 
� 
	�� O = F :% �� ����
������ ��� ���	
 ����	#� ∂O �� ��� #
����� �����
�
�� 	""��'��	���� �� ��� ����	#�
∂F % 1� ����� �� �'������� ��� ���#���� O������ �� �������#�����O I(Δ) �� 	 ���
�� ����	����	3

I(O) =
∑
Δ∈O

I(Δ) 9��%6:

�� ��� ��� ���O �� �� 	� ��� 	� "�����
�� 
� 
	�� ��� �	
�� �� I(O) �� �� 	� ����
	� "�����
�% ���� 
	�� �� 
� #	�=� "�� 	

 ��� ����	����	 �� 	�������� ����O� 
� "�� ��
"������� ��� ����	����	 
��� ��� ������ ������ �� �������#�����% .�� ��	
 #	� ����
�� �����
	��� 	� ��

�
3

O = arg⎧⎨
⎩

O′ ⊆ F,
∂O′ �� 6+�	����
�.

max(I(O′)) 9��%5:

���� ���� �-�	����� 
� #	� ��� ��	� ��� "���
�� �� �����
	��� 	� 	� �"�����	+
���� "���
��%


9,�� /�!� �����

2����� ���#������ ��� �"�����	���� 	
������� 
� ���� 	 
	� �� #��#� ��	� ���
�����	�� �� O �� 6+�	����
�% 1� #	

 �
������� ��� �����#�� �� T 	� 
��#� ��� �	�+
���
� #�����	��� �� ∂O �� ���
	���% ��� ����� �����#�� 	�� #	

�� �������% ��� 4�+
��� ��%F ����� �� �'	�"
�� �� ������� 	�� �
������ �����#��%
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��� ���	�
�� ���#������ 	���� �����
�
�� ����� �� ����� �� ��� 	""����' 2%1�	�

� ���� �� ���
� ���� �� ��	� 
� �	�� �
� �	����
� �����3 ��� ���� 	�� ��� ��
"
���% ��� �	�� ���� ��

� �� �� ∂O ���	��� �����
�
�� 	���� ��� 	������� �� 	 �� "��
����	������ ��O% ��� ��
" ��� �� ���� �����	
� �� ��

� �� �� ��� 	������� �� 	 �!�;
�� ����	����	 �� "�����
� 
������ ���
	���� ��� �	����
� #�����	���� ���� 	� ��� �	��
��

� ��� �� �� �
�
��%

3�" �� "��= �"

�� #��"��� ��� 
���
�� ������ 	� ��4��� �� ��� �-�	���� ��%5 
� ��� 	 ������ �"��+
���	���� 	
������� #	

�� O������ ���
���O% ��� �	��# ���	 �� -���� ���"
�3 
� ��	��
���� O = ∅� 
� #����� ��� ����	������ Δ �� F \ O 
��� ��� ������ �	
�� �� I(Δ)
	�� 
� #��#� �� �� #	� �� 	���� �� O 
������ ���
	���� ��� �����
�
�� #�����	���
�� ∂O ����� ��� ���� �	����
� ����% �� Δ #	� �� 	���� �� O� �� �� ����% ����� 
�
"��#��� �� ������ �� 	�� 	������ ����	������ �� F 	�� �� ��%

�� "�	#��#�� ��� 	
������� #	� ��	�� ���� O = ∅ �� ���� 	�� O ⊆ F ��#� ��	�
∂O �� �����
�
��% ��� �����
���� �� ��� ��#��� ��	����� 
�

 ��#��� #
�	� �����
�%
�� 	���� ������� ���#� �� 
�#	
 �'����	� 
� ��
� ��� �� ������ ��� ����	����	 ��
F \ O ����#�
� 	��	#��� �� O 9�'#�"� ��� #	�� �� O = ∅:� ���� 
	� ��� ��� O ���
�
#���������
�% ��� 	
������� ���� 
��� �� ���� ����	����	 #	� �� 	����%

��� ���	�
� #	� �� ����� �� ��� 	
������� ��%I 	�� 	� �'	�"
� �� ��� 	""
�#	����
�� ����� �� ��� 4���� ��%L% ��� "	�	�����Q0 �� ���� �� ���� 	 ��� �� ����	����	 ����

���� ��� ���
��� ����
� ����� �� ��� #	�� 
���� O 
= ∅%

: & ��� ��� �/ �.� ��" �� "��= �"

8�������	��
�� ��� ���

� ��
"
�� 	
������� �� ��� 	

	�� 	�
� �� "������ 	 ����
��
����� �� ��� "���
�� �����
	��� �� ��� �-�	���� ��%5% (�� ��� ��� �'	�"
� ��
��� 4���� ��%K% 1��� ��� ���

� ��
"
�� 	
������� �	�� 4������ �'�#������ �����
�� �� ����
� ����	������ ��	� #	� �� 	���� �� 
���
�� 
������ ���	���� ��� �����
�
��
"��"����% 2��� 	� #
�	�
� #	� �� ����� ����� �'���� 	 "	#� �� 	�������� ����	����	 ��	�
#	� �� 	���� �� O 	�� ∂O ���	��� ���
�
�� ��������
���%

��� "���
�� �� ��� ���

� ��
"
�� �� ��	� �� #	�=� #�	��� ��� ����� �� ��� ����	#�
∂O 	�� ��#	��� ��� �����	
 ����	#� 	

	�� �	�� 	 �"����#	
 ��"�
��� 9
� ����� �� 	
����
� ����	������:� ��� 	
������� �� 
������ �� ��� ��#������#���� �� 0 ����� ���+
�	#��% 1� ���� 	 
	�� ��#� ��� ���

� ��
"
�� �� ���#�� �� #��#� �� 	 ����� #�	���
#	� �����#� ��%

-���!�"+ �8���� ��

�� �����#� ��� ���

� ��
"
�� 
� ��� 	������ 	
������� #	

�� �
�
�
�� ������

�% ���
�	�� ���	 �� �� ��� �� 	�� 	 "	#� �� 	�������� ����	����	 �� O 
��� �� �� "�����
�

������ ���	���� ��� ���
�
�� "��"���� �� ∂O% ��� 	
������� �	��� ��� 
���
�� ���
O 	� ��� ��"�� 	�� ������� ��� �"�	��� O 	�� ��� ���� Q0% ��� ���� �� ������ ��
�������	" ��� ��
 ���

� ��
"
�� "��#��� 	���� ��� �
�
�
�� ������

�%

��� ���	�
� 	�� ����� �� ��� 	
������� ��%6% ��� 	
������� "��#��� �� 	 ��	���+
�	
 �� 	

 �����#�� �� ∂O% ��� �	#� �����'� 
� #��"��� ��� 
��� LΔ �� ����	����	
��#
����� ���� �����'� ��� �� ��� 
���
�� ������ 	�� 	��������% ��� ����	����	 �� LΔ

	�� ���#�� �� 
���
��% �� ∂O ���	��� �����
�
�� 9#��#��� �� ��� ��
" ����:� 
� �	��
��##����� 	�� ��� ������ ���
��� �� 
	��#��� 
��� Q0 ��� �� 	 
��� �� ��������� ��
LΔ% .����
���� 	������ �����' �� �����%
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)�"�	���� ?�@�@ ��� ������ ���
���
I3 �	���
$	� 0\]^_`a�b_c^`]9F � O� Q0:
63 (�� Q �� 	 "������� -���� ������ �� I(Δ) 
 �����	
��	����
53 Q = ∅
E3 �& O = ∅ ��� 
F3 (�� Δ ∈ F ��#� 	� ∀Δ′ ∈ F, I(Δ′) ≤ I(Δ)
L3 defg9Q� Δ:
K3 ����
G3 &�	 �	#� Δ ∈ Q0 ∩ F 
�
H3 �& Δ /∈ O ! 
 Δ �� 	��	#��� �� 	 ����	������ �� O ��� 
IJ3 defg9Q� Δ:
II3 � 
 �&
I63 � 
 &�	
I53 � 
 �&

IE3 �����  �� \hdij9k: 
� 
 0����� ���
���
IF3 Δ ← d_d9Q:

IL3 �& Δ /∈ O ��� 
IK3 O ← O ∪ {Δ}
IG3 �& O �� �����
�
�� ��� 
IH3 &�	 �	#� Δ′ 	��	#��� �� Δ 
�
6J3 �& Δ′ ∈ F \O ��� 
6I3 defg9Q� Δ′:
663 � 
 �&
653 � 
 &�	
6E3 ����
6F3 O ← O \ {Δ}
6L3 � 
 �&
6K3 � 
 �&
6G3 � 
 �����
6H3 � 
 �	���
$	�

)�"�	���� ?�@�@ ��� ��"�
��� �'�������
I3 &$ ���� �_d_l_]ja mi\`f^_`9F � O:
63 &�	 �	#� �����' � �� ∂O 
�
53 LΔ ← ����	����	 �� F \O �	���� � 	� �����'

E3 O ← O ∪ LΔ

F3 �& ∂O �� �����
�
�� ��� 
L3 Q0 ← ����	����	 	��	#��� �� ��� ����	����	 �� LΔ

K3 	��$	 Q0

G3 ����
H3 O ← O \ LΔ

IJ3 � 
 �&
II3 � 
 &�	
I63 � 
 &$ ���� 
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9�: ����	���� n 11%
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9�: ����	���� n 13%

������ ��%L3 )� �'	�"
� �� ��� 	""
�#	���� �� ��� ������ ���
��� 	
������� 96$
#	��:% ��	� ���	��
�� 	�� ������� ��� 
���� ���� 	�� 	��������% ��� ������� ������
��� ���	��
�� 	�� ��� �	
��� �� I(Δ)% ��� ���#� 
��� �� ��� �������� �� 
���
�� ������
∂O%
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9	: ��� ���	���
	���� 	���� ��� ������ ���
���%
��� 	���
�� ���=� #
����%

9�: �� ��� �� ��� �
� ���	����� 	�������� ���	��
��
�� 	���� �� O� 	 �
������ �����' 
�

 	""�	� 9�
	#�
�	���� #��#
�:%

9#: �� ��� �
� 	�������� ���	��
�� 	�� 	���� 	� ���
�	�� ����� ��� ����	#� ���	�� �	����
�%

������ ��%K3 )� �'	�"
� �� ��� ������ ���
��� 
����	�����3 	� 	���
�� 96$ #	�� ��
	 ����:% ��	� ���	��
�� 	�� ������� ��� 
���� ���� 	�� 	��������% ��� ���#� 
��� �� ���
�������� �� 
���
�� ������ ∂O%
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�� "�	#��#� 
� 	
����	�� ��� ���

� ��
"
�� 	�� ��� �
�
�
�� ������

� ����
 ��
���� 	�������� ����	����	 #	� �� 	���� �� O% ���� 
	� ��� ��#������#��� ����	#�
#	� �	�� 	� 	�����	�� �����%

)������ ��"���	�� ���	�� �� ��	� ��� �
�
�
�� ������

� �� �
�
�� ��	� ��� ���
�

� ��
"
��% 2�� 
� 
	� 	�
� �� 	##�
��	�� ���� ���" 
��� ��� ��
" �� ��� "	�	

�

"��#������� ��� ��� 	""����' ) ��� ���	�
�%

�$���� 6�� /�#�� ��&�)�!

)� ���� "����� 
� #	� #������� ��	� ��� ���"�� ����	#� �� ��� �����	�� �� ��� 
���
��
������ O "����#�� �� ��� "������� ���"% �� �� 	 �����
�
�� 	""��'��	���� �� ���
������ �� ��� 	�������� ������ F 	�� �� �� �� 	 ���� ��
����� �� ��� "���
��% 8����+
���	��
�� �� �� 	�������	
 ���"� 	�� �	���� ���� ��
����� ��,��� ���� �
���� ���
�����%
)� �'	�"
� �� 	 �
���� ���
���� �� ���
� �� ��� 4���� ��%G% ) ���#� �� ���	��
��
	""�	� �� ��� 4�	
 ����	#�� ��� ����=� �'��� �� ��	
���%

����� 	����	#�� 	�� ��� �� ��� �	#� ��	� ��������� ��� �����
�
�� ���
��� 	
+
������� ��� ���#� �� 	 
�#	
 �'������% �� ������ ����� 	� 	�������	
 ���" #	

��
���
����� ���
��� �� "��������% ���� 	
������� #	� �� ��"	�	��� ���� ����� ������#�
"�	���3 ����#�� ���#� 	�� ��"	��% 1� 
�

 ��
 �����
 �	#� �� ����%


���#�

) �
���� ���
���� �� 	 #����#��� 9�� ���� �� 	��	#��#� ��	"�: ��� �� ����	����	A� ��#�
	� A ⊆ F \ O� �%�% A �� 	��������� ��� ��#
���� �� ��� 
��
�� ��
���% ���#���� ���
������ ���	���
	���� T ��� ��� �
���� ���
����� 
��
� �� ��� #��"��	����	

� �'"��+
����% �� �� �� "�����	�
� �� ����#� ��
� ��� �
���� ���
����� �	��
� �����
� �� ��� ���	�
���%

�� 	#����� ���� ��	
� 
� ��4�� ��� ������ �� �
���&� ��
�
��� ����% (�� e �� 	�
���� �� T 
��� ���+�����#�� �a 	�� �b% e �� 	 �
���&� ��
�
��� ���� �� ��� ��

�
���
#��������� 	�� ���3

T )

 ��� ����	����	 ��#
����� e 	�� 	��������7

T )� 
	�� ��� �� ��� ����	����	 ��#
����� e �� 
��
��7

T ����� �� 	 #	���	 
�#	���� �i ∈ C ��#� ��	� 	��
� �̂a�i�b > α� 
���� α �� 	�
���� ��4��� �������
�%

)

 ��� ����	

� #����#	
 ����� �� T 	�� ������ �� ��� 
��� Lα% ��� ���	��� ���
�������
� α� ��� ��	

�� �� ��� 
��� Lα% ��� ��'� �
� ���"� �� ��� 	
������� 	��
	""
��� �� �	#� ���� �� Lα%

1��#�

�� ���	�#� ��� "���	��
��� ��	� 
� 
��
� �� 	�
� �� �'�� ���� ��� 
�#	
 �'������
�� ��� ������ ���
��� 9��� #	��� �� ��� 	""	������ �� ��� ����	
 	����	#�:� 
� �����
�� ��������� ��� 
�#	
 #��4���	���� �� ��� ����	����	% 1� ���� �� ��4�� ��� ��+
���� �� 	 ���
��� "����3 ���� �� 	 �����' 	���� ���� ��� 5$ $�
	��	� ���	���
	���� T
��	� �	�� �� ������
��� ������	���� 	��	#��� �� ��% 1� ������ ��#� 	 "���� ���� ���
����
� �� ��� #��������� #����#	
 ���� e% ��� ����	����	 #��	��� �� ���� ���������
�������� ����� ��	��� 9	��������4������ 	�� 
���
��4
��
��: ���� ��� �����	
 ����	������



�$��� 
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������ ��%G3 )� �'	�"
� �� 	 ����	
 	����	#�% ��� 4��� ��
 ���
� ��� ����	#� 
���
	� ����	
 	����	#� 	�� ��� ��#��� ��
 ���
� ��� �	�� ����	#� 
��� ��� 	����	#� ��+
�����% ��� 
��� #�
��� ���
� ��� ����	#� 
��� #�
�� ��#���� ����	
� 	�� ���
����� #�
��� ���
� ��� �	�� ����	#� 
��� ��� 	""��"��	�� ��'����% ��� �'	�"
� ��
�	��� ���� M(���

���I5N%



�� �$� ��#��&����! ���/�#� ��#������#� �� �!"�� �.&

9	: 2����� ���������% 9�: )���� ���������%

������ ��%H3 )� �'	�"
� �� ��� ���� �"
������ �� ���
��� �����' ��������� 96$ #	��:%
$	�� ��	� ���	��
�� 	�� ������% (���� ��	� ���	��
�� 	�� 
��
�� 	��������% 1���� ���	�+
�
�� 	�� 
���
��% ��� ��� ��� �� ��� ��

� �������� ���
��� "���� 	�� ��� ���#� 
����
	�� ��� ����� #��	��� �� ��� ���������%

9��� 4���� ��%H ��� 	� �'	�"
�:% ���� ��� ����
���� ���	���
	���� T �� ��� ��	�	�+
���� �� �� $�
	��	�� ��� ��� �����	�� �� ��� 
���
�� ������ ∂O ���	��� �����
�
��%
���� �"��	���� �� #	

�� ��� ���� ���
��
��%

1� #	

 �s� ��� ���
��� �����' �������� �� ��� ���� ���
��
�� �"��	����% �� 
�
#��	�� 	 
���G �� 	�������� 	�� 
��
�� ����	����	 ��#
����� ��� �����#�� �a� �b 	�� �s%
���� 
� 	""
� ��� 	
������� ��%5% 1� ���#� ��� ����	����	 �� G �� 
���
��% ����

�

 #��	�� 	 #���	�� 	����� �� �
������ �����#�� ns% �� ��� �	�� �� �� ��� �� ������
���� �����
	������ �� ��������� 	�������	
 ����	����	 �� ��� 
���
�� ������% ���� �� ���
����
� ���"%

3��� �

�� ������ ��� �����
	������ #��	��� �� ��� �
��� ���" 
� ��� 	� 	
������� ����
	�
�� ��� ���

� ��
"
�� �� ��� �����#���� ��%I%F� ��� 
��� �
� ��� ��,����#��% �����
�� 	

� 
� #	�=� ��� ��� �	�� �����
�
�� ���� ��#	��� ��� �����	�� ∂O �� 	
��	�� ���
���
�
�� 	� ��� ��������� �� ��� 	
�������% �����	�� 
� ������ ��	� ��� ������ ns

�� �����
	� �����#�� ��#��	���% ��� ��#��� ��,����#� �� ��	� 
� #	�=� �� ���� ��	�
��� ��	
 9ns = 0: �� 	#����	�
� 	�� �� ��� ����
� "��#��� #	� �	�
% �� "�	#��#�� 
�
	
�� 
���� ��� �	'���� ������ �� ����	����� ��#	��� �� ��� #��"��	���� ����%

.����
���� ��� "��#��� �� ����
� ��� �	�� 	� ��� ���	
 ���

� ��
"
�� 9��� 	
��+
����� ��%E ��� ���	�
�:% 1� ����� ���� ��� "	#� �� �
���� ����	����	 9#	

��G:% 1�
�	�� 	 	�������� ����	������ Δ �� ��� ������������ �� G 	�� 	�� �� �� ��� 
���
��
������% ����� 
� #���� 	 ��
 ������ �� �����
	������ n% �� n > ns� Δ �� �������
���� 
���
��%  ����� 
	�� 
� "��#��� �� ��� ��'� ����	������%

��� "��#��� �� ���""�� �� ������ ns = 0 �� ��� �	'���� ������ �� ����	�����
gmax �� ��	#���%



�$��� 
��� !�� ���#� �� �� �/ ���) ��� =��<� ��

)�"�	���� ?�@�@ ��� 	����	#�� �����	

I3 �	���
$	� )bi^opqifa0\h_rpl9F � O� Lα:
63 Lvert ← ∅
53 &�	 �	#� e ∈ Lα 
�
E3 �s ←  s]\a�dl^i9e:

F3 Lvert ← Lvert ∪ {�s} ∪ { ��� �
� �����#�� �� e}
L3 � 
 &�	

K3 &�	 �	#� � ∈ Lvert 
�
G3 G ← ��� ��� �� 	�������� 
��
�� ����	����	 	��	#��� �� �

H3 O ← O ∪G 
 ���#�
IJ3 �&  �� 0\dp^b9F � O� G: ��� 
II3 O ← O \G

I63 &�	 �	#� Δ ∈ G 
�
I53 O ← O ∪ {Δ} 
 ���#� 	 ����
� ����	������
IE3 �&  �� 0\dp^b9F � O� {Δ}: ��� 
IF3 O ← O \ {Δ}
IL3 � 
 �&
IK3 � 
 &�	
IG3 � 
 �&
IH3 � 
 &�	
6J3 � 
 �	���
$	�
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)�"�	���� ?�@�@ ��� ��"	�� "��#���
I3 &$ ���� 0\dp^b9F � O� G:
63 (�� Q �� 	 "������� -���� ������ �� I(Δ) 
 �����	
��	����
53 Q ← ∅
E3 ns ← ��� ������ �� �
������ �����#�� �� ∂O

F3 &�	 �	#� Δ ∈ G 
�
L3 &�	 �	#� Δ′ 	��	#��� ��Δ 
�
K3 �& Δ′ ∈ F ! 
 Δ′ /∈ O ��� 
G3 defg9Q� Δ′:
H3 � 
 �&
IJ3 � 
 &�	
II3 � 
 &�	

I63 �����  �� \hdij9Q: 
� 
 0�"	�� "��#���
I53 Δ ← d_d9Q:
IE3 �& Δ /∈ O ��� 
IF3 (�� b0i = 1� �� ��� �+�� �����' �� Δ �� �
������� b0i = 0 �����
���
IL3 n0 ← ∑4

i=1 b
0
i

IK3 O ← O ∪ {Δ}
IG3 (�� b1i = 1� �� ��� �+�� �����' �� Δ �� �
������� b1i = 0 �����
���
IH3 n1 ← ∑4

i=1 b
1
i

6J3 �& n0 ≥ n1 ! 
 ∀i ∈ [1; 4], b0i ≥ b1i ��� 
6I3 G ← G ∪ {Δ}
663 ns ← ns + n1 − n0

653 �& ��� ���� �� G �� gmax ��� 
6E3 #	�!; 
 ��� �	�� ����	�����
6F3 � 
 �&

6L3 &�	 �	#� Δ′ 	��	#��� �� Δ 
�
6K3 �& Δ′ ∈ F ! 
 Δ′ /∈ O ��� 
6G3 defg9Q� Δ′:
6H3 � 
 �&
5J3 � 
 &�	
5I3 ����
563 O ← O \ {Δ}
553 � 
 �&
5E3 � 
 �&
5F3 � 
 �����

5L3 �& ns 
= 0 ��� 
5K3 O ← O \G
5G3 	��$	 &!���
5H3 � 
 �&
EJ3 	��$	 �	$�
EI3 � 
 &$ ���� 



�$��� 
��� !�� ���#� �� �� �/ ���) ��� =��<� �+

9	:  '	�"
� �� 	 
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� �� 	 
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9#:  '	�"
� �� 	 
��
�� "�	�% (��� ��	�� ���
� ��� ����	#� #��"���� 
��� ��� "�	� �����	
 ��	�
��% ���
#����	
 ��	�� ���
� ��� ����	#� 
������ "�	� �����	
� ��� 	����	#� �� ��#��#
�� �� 	 �
	#� ��	��% ��� �����
��	�� ���
� ��� ��'����� ����	#� ��� �������#�% ��� �

����	����� ���
� ��� 4�	
 ����	#� #��"���� ��
"��#������ ��� ���
��� ��-���#� 9��� #�	"��� �:% ��� #�
��� ��#��� ��� ���	��
�� ����	
�%

������ ��%IJ3 ��� �

����	���� �� ��� ����� �� 	����	#�� ������� �� ��� "�	�� ��+
���	
 ��������#% 1���� ���	��
�� 	�� 	�������� 	�� ��	� ���	��
�� 	�� ������%

�$���A ���< ��&�)�!

��� "�	�� �����	
 "���
�� �� �

����	��� �� ��� 4���� ��%IJ% ��� "���
�� 	�����
���� ��� �	#� ��	� ��� 5$ "����� �����	��� �� ��� ��� 	
������� 	�� ��� ��	�	�����
�� �� #����#�% �� 	 �	
�� 5$ "���� �� 
�#	��� ������ ��� �������� ����	#�� �� 
�


�����	�� 	 �"������ #��#	���� 	� �� ��� 4���� ��%IJ	% �� ��� ������� �� ��� ����
"����� �� ������� ��� ��
�� 	��
� 	� ��� 	"�' �� ��� �"������ #��#	���� �� ��	

 	��
�� ���� ����	������ #	� �	��
� �� ����#��� 	�� ���#�� �� 
��
��%

�� "�	#��#�� 
� #��#� 	

 ��� �����#�� �� ∂O% ��� 	

 �����' � �� ∂O� 
� #��"���
��� 
��� L� �� 
���
�� ����	����	 �	���� � 	� �����'% ��� �	#� ����	������ Δ ∈ L��

� #��"��� ��� ��
�� 	��
� αΔ 	� �% ���� 
� #��"��� ��� ��� �� ����� 	��
��3
α =

∑
Δ∈Lv∩O αΔ% �� α < εpeak 
���� εpeak �� 	 ���� ��4��� �������
�� ��� ��� L�

�� 	 "�	�%
1� ���#� ��� ����	����	 ��L� �� �� 
��
�� 	�� #��#� ��	� ∂O ���	��� �����
�
��%

�� �� �� ��� #	��� 
� �	�� ������� 	 "�	�% .����
����Δ �� 	���� �	#� �� 
���
�� 	��

� ��� 	������ �����' �� ∂O%

��� #	�� �� ��� 
��
�� "�	� 	� �� ��� 4���� ��%IJ� �� �	��
�� �� 	 ����
	� �	����%

�$���� ���/�#� ����9���#��� �"

��� "������� ���"� �	�� ���	�
����� ��� 
��
��Z
���
�� ���	�� 
	��
���% ��� 4�	
 ���+
�	#� �� ��� �����	�� ∂O �� ��� 
���
�� ������% ���� ����	#� �� 	 �����
�
�� 	""��'+
��	���� �� ��� �������� ����	#� 	�� �� #	� ����#�
� �� #��������� 	� ��� ���"��
����	#� �� ��� 	
�������% D�������
���� 
� #��
� "������ ���� 	�������	
 ���"� ��
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���	�#� ��� ����	
 -�	
��� 	�� �	#�
��	�� ��� ����	
��	����%
��� "���+"��#������ ���"� 	�� ��� ��

�
���3

T ��� ��������� �� ��� 4�	
 ����	#�7

T 0������� ��� ��� ���	��
�� �� �	#�
��	�� ��� ����	
��	����7

T ���"��	���� �� ��� ���	��
�� ��'�����%

��� ��������� ���" �� �����
 ��#	���� 	� 
��� 	�� ����� ��"� �� 	#-��������
�	��
	�� �� ��#������#���� �������� ��� 4�	
 ����	#� �	��� ����#�
� �� �����% 2���
��	��� �� ��� �����
�
�� "��"����� ����� �� 	 
�� �� �"����� �� "������ ��� ������+
���% �� "�	#��#�� 
� ��� ��� ������� (	"
	#�	� ?�
 �"��	��� M�	����HFN ��#	��� ��
��� ���"
�#���%

(�� � �� 	 �����' �� ∂O �� ��� ������	
 "������� �� ��� �����' 	�� �′ �� ��� ���+
����� "�������% 1� ��4��N (�) = {�1, �2, · · · , �n} ��� ��� �� ����������� �����#��
�� � �� ∂O 9�%�% ����� �� 	� ���� �� ∂O ���
��� � 	�� �i:% 1� ��4�� ��� ���"
	#�+
���� �"��	���Δ 	� ��

�
3

Δ� =
1

n

∑
�i∈N (�)

(�i − �) 9��%E:

���� ��� (	"
	#�	� ?�
 �"��	��� �� 
������ 	�3

�′ = �+ λΔ� 9��%F:

�� ������ ��� ����	#� ∂O� ��� (	"
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"������� �� ��� ���% )� #	� �� ���� ���� ��� 4���� ���%5 �� ��� #�	"��� ���� ���
��#��� 'MCS ��4��� ��� ����#���� �� ��� ���% �� 
� ����� �� �������� ��� ���	�+
�
�� �������#��� �� �	#� 'MCS �� �	#� #	���	 "��� �i ∈ C% ���� 
� ������ ���
��������� �� ��� ������� ���	��
�� 	�� �� ��� nsky �����% nsky �� 	 ���� ��4���
�������
�% ��� ���	���� ����	#� �� 	 �����
�
�� 
��� ������ 9��
�� �� ��� ���:%

���	

�� 
� #��
� 	
�� 4�� 	 ��'���� #�����"������ �� �	#� ���	��
� �� ∂O% (��
t ∈ ∂O �� 	 ���	��
�% ��� �	#� #	���	 "������� �i ∈ C� 
� "����#� t �� ��� #	���	
��	��% �� ��� 6$ ���	��
� t�i #�����"������ �� t �� ������
� #���	���� �� ��� ��	���
��� #	���	 "������� �i �� 	���� �� ��� 
��� �� #	����	�� #	���	� Lcam(t)% ����� 
�
��	�#� ��� #	���	 �t ∈ Lcam(t) 
��#� �	'������ ��� 	��	 �� t�i % ��� ��'���� ��
t�t �� ��� ��'���� �� ��� 5$ ���	��
� t%
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�� ��� "������� ��#����� 	 �"	��� ����	#� ��#������#���� 	
������� ������ ���� "��+
����� 
���� 
	� �'"
	����% �� ���� ��#����� 
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 ���	�
� ��� �	�� #����������� ��
��� 
���3 	� ��#������	
 �"	��� ����	#� ��#������#���� 	
�������% �� �� 	� ��#��+
����	
 �'������� �� M(���

���I5N 	�� 
	� "��
����� �� M(�������I5N%

��� �	��# ���	 �� ��� ��#������	
 	
������� �� �� 
�#	

� �"�	�� ��� ���"�� ���+
�	#� �	#� ���� ��� ��� 	
������� �� ��� #�	"��� ��� "��#����� 	 ��
 0�� 	���% ���

��� ��� 0�� 	��� Ik+1 
	� "��#����� �� ��� ���� ��� ����	#� ��#������#���� 	
��+
����� ��#����� 	� �� ��"�� 	 ��
 #	���	 "��� �k+1� ��� ��� �� ��
 5$ "����� Pk+1
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�
���
�	�	 ����#����� 
��� #��	��� �� ��� "������� ����	�����3

T ��� 5$ $�
	��	� ���	���
	���� Tk7

T ���	��������4������ ���	�� 
	��
��� ��Tk3 Fk �� ��� ��� ��	�������� ����	����	7

T ��� 
���
��4
��
�� ���	�� 
	��
��� �� Tk3 Ok �� ��� ��� �� 
���
�� ����	����	7 1�
�	�� Ok ⊆ Fk 	�� ��� �����	�� ∂Ok �� ��� 
���
�� ������ �� �����
�
��%

�� "�	#��#�� �� �� ��R#�
� �� ������ ��� "������� �� 	 �����' ������ 5$ $�
	�+
�	� ���	���
	���� ��#	��� �� #	� ������ 	 
�� �� ����	����	 	����� �� 9��� �'	�"
��
��� M(���IJN:% �� ��� 5$ "����� 	�� #��������� �� ��� ����	#� ��#������#���� 	
+
������� ��
� ��#� ���� 	�� ��� ����4�� �� ��� ��� 	�� ����% ��� 	#��	

�� ���
����	#� ��#������#���� "��#��� �	�� Npos ����	����� 
	� #��"	��� �� ��� #
��� ��
"����� 9��� #�	"��� ���:� �%�% 	� 0�� 	��� Ik+1 
� "��#��� ��� "����� �� Pk+1−Npos %
2��� �� ���"
��� ��� ���	������ 
� 
�

 #������� ��	� 
� "��#��� ��� "����� �� Pk+1

�� ��� ���	����� �� ���� ��#�����%
.�� ����	���� �� ��� ����	#� ��#������#���� 	
������� #	� �� ��"	�	��� ���� ���+

��	
 ���"� 	� �

����	��� �� ��� 4���� ��%II% ���� ��#���� 
�

 ����� �� �����
	����
��� "���
�� �� ��������� ��� ��
 "����� ������ 	� �'������ 5$ $�
	��	� ���	���+

	���� 9�����#���� ��%6%I:% ����� 
� ���	�
 �	#� ���" �� ��� ����	#� ��#������#����
����	����% ���	

�� 
� 
�

 4���� ���� ��#���� �� 	� �'"
	�	���� �� ��
 ��� 	
�������
�� �����	
���� 9�����#���� ��%6%H:%

�$�
�� ����!�& /��&�!�� ��

(�� #������� 	 5$ "���� 3 ∈ Pk+1..�� "���
�� �� �� �"�	�� ��� ����	#� ∂Ok �����
���� ��
 "����% �� 
� ������ 3 ���� ��� 5$ $�
	��	� ���	���
	���� Tk ����#�
�� ��
�������� ���� ����	����	 	�� #��	��� ��
 ����% (�� #	

 D3 ��� ��� �� ����	����	
��������� �� ��� ��������� �� ��� "���� 3 ���� ��� ���	���
	���� Tk%

)�� ��

� #��	��� ����	������ Δ �� �����	
���� 
��� I(Δ) = 0% �� 
� �	��
Fk+1 = Fk \ D3 	�� Ok+1 = Ok \ D3% !��� �����	

�� 
��� 	 ��� �� 5$ "�����
Pk+1 �� �������� ���� Tk� 
� #	

 D ��� 
��� �� ��������� ����	����	% �� 
� �	��
Fk+1 = Fk \D 	�� Ok+1 = Ok \D%

����� �� �� "���
�� ��� F � ��� ��� �����	�� ∂O �� ��� 
���
�� ���������� �� ��
���
�
�� 	� 	

 �����% ;�
����� 
� �	�� �� ��#� ��	�	����� ��� ��� �����	�� ∂Ok+1

��#	��� 	�����	�� ��""������� �� ���� �� ��� ����	����	 #	� 
�	� �� �����
	������ 9���
���+4���� ��%II� ��� 	� �'	�"
�:%

��� ��� "���
�� �� �� 4�� 	 
	� �� ������ ��
 "����� ������ $�
	��	� ���	���
	+
���� 
������ ���������� ��� 
���
�� ������ Ok%

�$�
�
 ��#!�� �" ������+�� �����.����

��� �	����� 
	� �� ��
�� ���� "���
�� �� �� ������ ��� 
���
�� ������ Ok �� 	 #��+
���

�� �	���� 9�������� ��	� ∂Ok ���	������
�
��: �� ��#� 	 
	� ��	�Ok∩D = ∅

������ ��������� ��� "����� �� Pk+1 ���� ��� ���	���
	����%

�� "�	#��#�� 
� "����� �� 
��� 
��� 	 ��� E ��#� 	� D ⊆ E% 1� 
	�� E �� ��
	� ��	

 	� "�����
�� ��� 	� ��� �	�� ���� 
� 
	�� ��� �����	�� �� ∂E �� �� 	�
O������O 	� "�����
� 9�%�% 
��� 	 �	

� ��� 	 ��	�:% ��� 
	��� "��"���� �� ������ ��
������ ��	� �� 
��
� �� �	�� �� ������ ��� 
���
��%
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#% ���������

�% ����+�"	#� �"�	�� �% ���
���

������ ��%II3 )� �������
 �� ��� ��#������	
 ����	#� ��#������#���� ������ 96$
#	��:% 1���� ���	��
�� 	�� 	��������� ��	� ���	��
�� 	�� ������% ���#� �
	#� 
��� ��
��� �������� �� ��� 
���
�� ������% (���� ��	� ���� 	�� ��� ��
 "����� �� ������ 	��
��� 
���� ��	� #��#
� �� ��� ��#
����� �"���� E%
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	���� 
������ ������� �����#��% 9�: ��� �	�� ���	���
	����
��� 	 ����
	� ���� �� �������
�����#��%

������ ��%I63 2������� ��� ���� �� ����	����	 ����� 	 ���� �� ������� "����� 96$
#	��:% 2
	#� ���� 	�� ��#������#��� �����#�� 	�� ��� ��	� ���� 	�� ������� �����#��%

����� �� 	

� ��#	��� 
� 
	�� E �� �� 	� ��	

 	� "�����
� 
� ���� 	 
	� �� 
����
��� �	'���� ���� �� 	 ����	������% ������ 	 ���	
 $�
	��	� ���	���
	����� ���
����	����	 #	� �� �'�����
� 
	���% �� ��#� 	 ����	������ #���� �� �� ��������� ��
	� ��������� �� 	 ��
 "����� ��� ��� E 
�

 �� ���% �� 	���� ���� ���� �� "���
����

� �������#� 	 ����
	� ���� �� ���
��� �����#��%

)� 
	� ��4��� �� ��� �����#���� ��%I%L� 	 ���
��� �����' �� 	 5$ "���� �������#��
������ 	 $�
	��	� ���	���
	���� ��	� �	� �� ������
��� ������	���� 	��	#��� �� ��%
1� �������#� 	 ����
	� ���� �� ��#� �����#�� ������ ��� $�
	��	� ���	���
	���� Tk

�� ��#� 	 
	� ��	� 	

 �� ��� "����� �� P = P0 ∪ · · · ∪ Pk 	�� 
���� ������ ���� ����%
 ���� ���� 	 ��
 ��� �� "����� �� ��������� ��� ���� �� �"�	��� 	�� ��� ��
 ���
���
�����#�� 	�� �������� 	� ������% ��� ���" g �� ��� ����
	� ���� �� 	 ���� ��4���
"	�	����� �� ��� 	
�������%

��	��� �� ��� ����� ��� ��	����� �� ��� #��#���#������ �"���� �� 	 ����	������
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������ ��

√
3g 9��� 4���� ��%I6 	�� M(���

���I5N ��� "����:% )���� ��� ��4������

�� ��� $�
	��	� ���	���
	����� 
��� 	 "���� 3 �� ��������� ��� ����	����	 ��	� #	�
�� ����4�� �� ���� ��������� 	�� ����� 
���� #��#���#������ �"���� #���	��� 3% ��
���� 	�� 
���� ������ 	 �	

 #������� 	� 3 
��� �	��� �-�	
 ��

√
3g%

)##������ �� ����� 
� #	� ��4�� ��� ����� �� ��� �	

� #������� 	� �	#� "���� ��
Pk+1 
���

√
3g �	���3 B =

⋃
3∈Pk+1

B(3,
√
3g)% ) ���	� 	��	��	�� �� 	 ��� ��4���

���� 
	� �� ��	� �� �� �	�� �� ��#
��� �� "�	#��#�% 1� ���"
� #��"��� 	 ����� ��������
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√
3g �� �� �	���%

1� #	

 Bg(Pk+1) ��� �	

 #���	���� 
����� ���� �"����% ���� 4�	

�� 
� ��4�� E
	� 	 ��� �� ����	����	 
��� 	� 
	�� ��� �����' #���	���� �� Bg(Pk+1)% �� �� �	�� ��
��� ��	� D ⊆ E%
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�' �.� �< �" �/ �.� ���� �� ��" ��
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 ��	� 
� ���
 ��� ��� �� ����	����	 "������	

� ��������� �� ��� ��������� ��
��� ��
 "������ 
� 
	�� �� ������ ���� ���� ��� 
���
�� ������% !��� "��#���
�� 
�

	�� �� #��"��� Ok+1 ��#� ��	� Ok+1 ⊆ Ok \ E% ���� 
	� 
� 
�

 4�� �����
���
�� ��� #��4���	���� �� ��� 4���� ��%II� 	�� ��� "����� �� Pk+1 #��
� �	��
� ��
�������� ���� ��� ���	���
	����%

1� ����� �� �����	
����� Ok+1 = Ok 	�� "����������
� ������ ����	����	 ����
Ok+1 �� ��#� 	 
	� ��	� ∂Ok+1 ���	��� �	����
� ����
 Ok+1 ∩ E = ∅% ��� Ok+1

��������� �� 	� ������� �� ���
��� ���� ��� ��#���� ��%I%F% (�� Q �� ��� 
��� 9"����+
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∂Ok+1%
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�� ���������% 1� ������ ���� Q ��� ����	������ Δ
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��� �������#���� #������ I(Δ)% ��Δ /∈ Ok+1 ��Δ ���� ��� �	��
	 ���	��
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� �	�� 	������Δ ��Q% ���� 
� ��� �� ������Δ ���� Ok+1

��#� ��	� ∂Ok+1 ���	��� �����
�
�� ����� ��� ���� ��������

� ���� 9�� �� ��� �������
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������� ���	�
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� 	�� �� Q ��� ����	����	 �� Ok+1 ∩E 
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	�� 	��	#��� �� Δ% 1� #������� ����
 Q = ∅% ���� ��������� �� �	�� ��	��� �� ���
���� ��������

� ����� ��� 
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= ∅ 9�%�% �� E ∩ Ok+1 = ∅ ��"
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��� #�������
��#� ����	+
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��� 	�� �� 
� #	� ��"� ��

�

 �� �R#����% D�������
���� ����� #���#�� �� ��� "������� #�������� 	�� "�����
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� ���������
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���"�%

��D3 ∩Ok+1 
= ∅ �� 
��
� �� ��R#�
� �� �"�	��Ok+1 �� ��#� 	 
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Fk+1 \Ok+1 
��#� �	�� 	 ���	��
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�%
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�� ��� �
� "������� ��#����� 
� �	�� �'"
	���� �� ���	�
� ��� ��#������	
 ����	#�
��#������#���� 	
������� "��"���� �� ���� �������	����% �� ���� ��#����� 
� "������
��� ��������#	
 ���� #��"
�'��� 	�	
���� �� ��� ��,����� ���"� �� ���� 	
�������%
��� #��"
��� ���� #��"
�'��� 	�	
���� �� ��� �	�#� �"	��� ����	#� ��#������#����
	
������� 
	� 	
��	�� "�������� �� M(���

���I5N% 1� ��� ���� �� ����� ����
�� ��
��� #��"
�'��� 	�	
���� �� ��� �
� ������%

��� #��"
�'��� 	�	
���� �� "�������� �� ��� 
���� #	��� ��� ����� 	 �
� ���� ��
	����"�����% ��� 
���� ��� �� 	 �	�� ������� �� 	����"����� 
��#� 	�� ��� ����#�
#����-���#�� �� ��� "��"������ �� ��� ����������	
���
�

� 	
�������% ��� �����
��� #���	��� ���� 	����"������ ��� ��� ����
�� #��"���� ����� ���� ��� 	�� #
����
�� ��	
���%

1� ����� ��� 	�	
���� �� ���	�
������ 	 
��� �� "��"������ 	�� 	����"����� ��	�

� ���� �� ��� �����#���� ��%5%I% ���� 
� "������ ��� #��"
�'��� 	�	
���� �� �	#�
���" �� 	� ����	���� �� ��� ����	#� ��#������#���� 	
�������% ��� ���"� 	�� ���
��#���	�� ���	��� �� ����� ��� �����	� ���� �	����� �� ��� ���� #��"
�#	���%

�$�'�� 6���&�� ���

1� ����� �� ���	�
������ 	 
��� �� 	����"����� ��	� 	�� ���� �� ���	�
��� ��� 
����
	�� ����� ���� #��"
�'����� �� ��,����� ���"� �� ��� 	
�������% ����� �� �����
	����"����� ��	� 	�� ��� �����	
 
��� "����� �� ��� ��#����� F 	�� L �� M(���

���I5N%

��� 	 
���L� 
� ��� |L| �� ���� ��� ������ �� �
������ #���	���� �� ���� 
���% ���
��� ����	���� #�����"������ �� ��� 0��	��� k+1 9��� ��#���� ��%6 ��� ���	�����:� 
�
���� |Pk+1| = nk+1 	�� d ��� �	'���� �����' ������ 9��� �	'���� ������ ��
����	����	 	��	#��� �� 	 ����
� �
� 
�8�
�� �����': �� ��� 5$ $�
	��	� ���	���
	����
Tk+1% 1� 	
�� ��� ���	���� Nk+1 =

∑k
i=0 ni ��� ��� ���	
 ������ �� 5$ "�����

	���� �� $�
	��	� ���	���
	���� ���� ��� ��������� �� ��� "��#������ �" �� ���
#������ 0�� 	���%

�� ��� 
���� #	�� �#��	���� 
� ��� ��� ��

�
��� 	����"�����3

T 6�3 (�� 3 ∈ Pk+1% 1� #	

 V3 ��� 
��� �� �	�� ������	���� 	� 3% 1� ��""���
��	� ��� 	

 3 ∈ Pk+1� |V3| = O(1)%

T 6�3 1� ��""��� ��	� |Pk+1| = O(1)%

�� ��� ����� #	�� �#��	���� ��� ��

�
��� 	����"����� 	�� 	���� �� ��� "�������
����3

T /�3 ��� ������� �� ��� #������
� ��#������#��� 5$ #
��� �� "����� P = P0 ∪
· · · ∪ Pk+1 �� �������% !��� "��#���
�� ����� 	��m > 0 	�� n > 0 ��#� ��	�
�����m+�	

 9	 �	

 
���m 	� �	����: #���	��� 	� ���� n 5$ "�����%

T /�3 (�� �k �� ��� #	���	 �
�� 	���#�	��� �� ��� 0�� 	��� k% 1� #	

 Vk ���

��� �� �	�� ������	���� 	� �k% 1� ��""��� ��	� |Vk| = O(1)%

T /�3 ��� 	

 r ∈ Vk+1� 
�� |r| �� ��� 
����� �� ��� �	� r� �%�% ��� ������ ��
����	����	 �������#��� �� r% 1� ��""��� ��	� ��� 	

 r ∈ Vk+1, |r| = O(1)%
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9	: uP "����#���� �� ��� ���	���
	����% 9�: PV "����#���� �� ��� ���	���
	����%

������ ��%IE3 �

����	���� �� 	 ����
	� ������� ���� ��#��"	����� 	 ��������	
 ��	+
��#����% ��� ������� "����� 	�� 
�#	��� 	� ��� �������#����� �� �
	#� �	���� 
����%
��� ��	� ������ �� ��� 
���
�� 	�� ��� ���#� �
	#� 
��� �� ��� ������%

!�������� 
� 	
�� ��""��� ��	� ��� ��#
���	� 
����� �� 	

 ��� r ∈ Vk+1 ��
	
�� �������%

T /�3 1� ��""��� ��	� ��� #	���	 ��	��#���� �� ��
	����
� ��������	
 	�� ��
��� ����
	� ������� ���� �	�� 	 #����	�� ������ �� �����#	
 
	���� 9��� 4�+
��� ��%IE:� �%�% ��� �	'���� ������ ��,����#� ���
��� ��� #	���	 �
��� ��
�������� �� ��� ���� ���" g%

T /�3 ��� ������� �� ����	����	 �� Tk+1 �� �������� �%�% ����� 	�� m > 0 	��
n > 0 ��#� ��	� �����m+�	

 �������#�� 	� ���� n ����	����	%

T /�3 ��� �	'���� �����' ������ ����� d = O(1)%

T /+3 )����� 	 5$ "���� 3 �� Tk+1 �	� O(1) #��"
�'��� M�	����	�HJ� P�I5N%

��� 	����"���� �I #���� ���� ��� �	#� ��� ��� 5$ #
��� �� "����� �� ��#��+
����#��� ���� 6$ 
������� �

��� 	�� ��� ��'����� �� ��� �������� �#��� 	�� ��#� ��	�
��� ������� �� ����� 
������� �

��� �� �������% ���� 
��
� �� �	
�� �� ��� ��������
��'���� 
��� ��	#�	
 
���� ��� 
� 	����� ��	� ���� �����=� �	""��� �� "�	#��#�%

��� 	����"����� �F 	�� �L 	�� ��� #����-���#�� �� ��� 	����"���� �I% ���
��	��� #	� ����� �����
� �� ��� 	""����' $ �� M(���

���I5N ��� "����%

��� 	����"���� (I #��� ���� ��� �	#� ��	� �	#� 6$ �������� "���� �� ��	#���
�� 	 
������ ������ �� ��"�� ��	���% ��� 	����"����� �6 	�� (6 	�� ��	���	�
�
��#	��� ��� ������ �� �������� "����� ����#��� �� 	 ����
� ��	�� �� #����	��% )��
4�	

�� ��� 	����"���� �5 #���� ���� ��� �	
�� "����� 4
������ �� ��� ��"�� #
���
�� "����� 9��� �����#���� ��%I%I: 	�� �F 9"���� �� ��� 	""����'  %I �� M(���

���I5N:%

�$�'�
 ��= �� ���  ����� ��

����� �� 	

� ��� ��
 "����� ���� �� �� 4
�����% ��� #��#� �� ��� ����
� 5$ "����
����� ��� 	"������ 	��
� �� O(1) ��#	��� �� ��� 	����"���� (I� �� ��� #��"
�'���
�� ��� 4
������ �� O(1) �� ��� 
���� 	�� ����� #	��� 9��	��� �� 	����"���� (6:%

������ 
� ��""��� ��	� ��� ����
	� ���� �� ������� �����#�� �����=� ���� �� ��
�"�	���% �� ��� 
���� #	��� ��� 5$$�
	��	� ���	���
	����Tk #���	���O(k) �����#��
��#	���� 	##������ �� 	����"���� (6� O(1) �����#�� 	�� 	���� �� ��� ���	���
	����
	� �	#� ����	���� �� ��� 	
�������% �� ��� ���	���
	���� #���	��� O(k2) ����	����	%
����� ��� #��"
�'��� �� 	 ����
� �����' ��������� �� O(k2) M2�������	�JHN% ��� ��
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��� 
���� #	��� ��� #��"
�'��� �� ��� ��
 "����� ��������� �� O(k2)% �� ��� �����
#	��� ���� #��"
�'��� ��#���� O(1)� ��	��� �� ��� 	����"���� �K%

�� ��� ������� ���� ����� �� �� �"�	���� 
� ���	

� ���� �� 	�� ��� �� �����	

��
� �� #�
���� �� ������� �����#��% �� �� 
� #	

 mk+1 ��� ������ �� �������
�����#�� ��	� ���� �� �� 	���� �� ��� ���	���
	���� 	� 0�� 	��� k+1� ��� #��"
�'���
�� ���� �"�	�� �� O(m2

k+1) �� ��� 
���� #	�� 	�� O(mk+1) �� ����� ���% )##������
�� ��� 	����"���� �E� 
� #	� �	��
� ��""��� ��	� mk+1 = k ��#	��� 
� ��
� 	��
��� �� �����	
 ��
� �� #�
���� 	�� ��� 	� ������ ��������	
 
	��� �� �����#��% ��
��� ������� ���� �"�	�� #��"
�'��� �� O(k2) 	�� O(k) �� ��� 
���� 	�� ����� #	���%

�$�'�' ������ �/ /���9���#�D&����� � ���+ !���! �"

-.� !���� #���

1� ����� �� �����	���� ��� #��"
�'��� �� ��� ����+�"	#�Z�	���� ���	�� 
	��
���
�"�	�� �� ��� 
���� #	��% ��� ������� �"�	���� ��� ����+�"	#�Z�	���� 
	��
��� ��
�� �"�	�� ��� ������ �� �������#����� �	
�� I(Δ) ��� �	#� ����	������ Δ �� ���
5$ $�
	��	� ���	���
	����% �� 	#���� ���� ��	
 
� ��

�
 �	#� �	� ��	� ���� �� ��
�"�	��� 	�� ��#������ ��� ������ �� �������#����� �� ��� ��#�������� ����	����	%

�� ��� 
���� #	��� 	 �	� �������#�� ��� ���	
��� �� ��� ����	����	 �� ��� ���	���+

	���� M���
#���JEN% ���� ������ #	� �	�� ���� O(n) �� O(n2) 
���� n �� ���
������ �� �����#�� M2���HEN% ��	��� �� ��� 	����"���� (6� ��� $�
	��	� ���	���+

	���� Tk+1 #���	���O((k+1)2) = O(k2) ����	����	 �� ��� #	��% �� ��� 
���� #	��
#��"
�'��� �� ��

�
��� 	 ����
� �	� �� O(k2)%

2�#	��� 
� 	�� �� ��� 
���� #	��� ��� ���	
��� �� ��� �	�� 	�� ������ �� �� �"+
�	���%  	#� 5$ "���� �	� O(1) 	���#�	��� �	�� ��	��� �� ��� 	����"���� (I% ��

� ���� �� ��

�
O(k) �	��% ��� �� ��� 
���� #	�� �#��	���� ��� #��"
�'��� �� ����+
�"	#�Z�	���� ���	�� 
	��
��� �� O(k3)%

-.� � ".� #���

��� ����� #	�� �� ���� �����������% ��	��� �� ��� 	����"���� �5� 	 �	� �������#��
O(1) ����	����	� �� ��� #��"
�'��� �� ��

�
��� 	 ����
� �	� �� O(1) �� ��� �����
#	��% 1� 	

	�� ���� �� ��

�
 ��� �	�� 	���#�	��� �� ��� #������
� 	���� 5$ "�����%
��	��� �� ��� 	����"���� (6� |Pk+1| = O(1)� �� ��� #��"
�'��� �� ��

�
��� ���
��

� 	���� �	�� �� O(1)%

D�
 
� ����� ��� #��"
�'��� �� ��

�
��� ��� �
� �	��% ��� ������� �	#� #	�+
��	 �
�� �	� 	� 	���#�	��� �������� ��'Bi% ���� �� 	 �������� ��' �� ��� 5$ "�����
�������� �� ���� #	���	% �� #���	��� 	

 ��� �	�� ��"	����� ���� ���� "	���#�
	� #	�+
��	% 1� ��
� ��

�
 ����� �	�� �� ��� #	���	 �������� ��' �������#�� ��� ��������
��' �� ��� ��

� #��	��� ����	����	 9��� �����#���� ��%6%F:%

1� 
	�� �� "���� ��	� ��� ������� �� ��� #	���	 �������� ��'�� �� ��������
�%�% ��� ��

�
��� 
���	3

6���! ?�@� ,���� ���m > 0 ��� n > 06 ���� ���� �����m���& 
��������� �� �
�� n
�
���
�� �
���Bi5

)�

�5 ��	��� �� ��� 	����"�����5� 	

 ��� #	���	� �������� ��'��Bi �	�� �������
����% (�� m > 0 	�� � ∈ R3% ��� ��� L �� �������� ��'�� Bi �������#���� ��� m
�	��� �	

 #������� 	� � �� ��#
���� �� 	 ������� �"���� S% ��	��� �� ��� 	����"+
���� �I� ��� ������ �� 5$ "����� #���	���� �� ��� �"���� S �� �������% .�� ����
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������ �� "����� �� 
	���� ��	� ��� ������ �� �������� ��'�� #���	���� �� L� ��
m �� �������% �

)##������ �� ��� 	����"���� �5 	�� ��� ������� ���� �� ����	����	 9��	���
�� ��� ������� ����:� ��� �������� ��' �� ��� ��

� #��	��� ����	����	 �� �������%
�������� 
��� ��� 
���	 ��%I� 
� ��� ��	� ��� ��

� #��	��� ����	����	 ��������
��' �������#� O(1) #	���	� �������� ��'��%

)##������ �� ��� 	����"���� �6� ��� ������ �� �	�� ������ 	 ����
� #	���	
�������� ��' ��O(1)% �� 
� ���� �� ��

�
O(1) �
� �	�� �� �"�	�� ��� ������� ��
�������#�����% ��� ��� #��"
�'��� �� ��� ����+�"	#�Z�	���� ���	�� 
	��
��� �"�	��
�� ��� ����� #	�� �� O(1)%

�$�'�� -.� =��< �" 5��� � 5�

2����� 
� �����	�� ��� #��"
�'����� �� ��� ���	����� ���"� �� ��� ��#������	
 	
+
������� ����	����� 
� ���� �� �����	�� ��� ���� �� ��� "
�0
�� !
�� 9��� �����#+
���� ��%6%L: �� ��� 
���� 	�� ����� #	���% ��� ������� ��� "
�0
�� !
�� �� 	 ��� ��
����	����	 �������#���� ��� ����� �������� �"���� �� ��� ��

� �������� "����� 
���
�	���� 	�������� �� 	 #����	��% ��� #����	�� �� -������� �� ��� ������� ���� ���"%

�� ��� 
���� #	�� �#��	��� 
� �	�� �� #���#� ��� �� ��""��� ��	� ��� ��������
�"���� �� ��� ��

� �������� "����� #���	��� ��� ���	
��� �� ��� $�
	��	� ���	���+

	���� Tk+1% �� ��� "
�0
�� !
�� �	� O(k2) ����	����	%

�� ��� ����� #	�� ��� �������� �"���� �� ��� "����� �� Pk+1 �	� O(1) �	����
��	��� �� ��� 	����"���� �5% )�� ��	��� �� ��� 	����"���� �I� ��� ������� ��
��� #������
� ��#������#��� 5$ "����� �� �������% �� ��� ������ �� �����#�� ��
���� �"���� �� �������% !�������� 	���� ��� 	����"���� �L� ��� �	'���� �����'
������ �� 	
�� �������% �� ��� ������ �� ����	����	 �� ��� "
�0
�� !
�� �� O(1)%

�$�'�� 6#��� �����.���� ��&�)�!

1������ �� �����	���� ��� #��"
�'��� �� ��� 	#��� ����	����	 �����	
 �� ��� 
����
#	�� �#��	���% ���� ���" #��#�� �	#� ����	����� �� ��� 
������ ����% ��� 
���+
��� ���� #���	��� O(k2) ����	����	 �� ��� 
���� #	��% ������� ��� 
������ ���� ��
	 ����	������ 	�� #��#���� ��� ���� 	��
�� �	� O(1) #��"
�'���% !�������� �	#�
����	������ �	�� �'	#�
� ���� ���������� �� ��� #��"
�'��� �� #��#���� ��� �����+
���� �� 	 ����	������ ��O(1)% �� ��� 
���� #	�� #��"
�'��� �� ��� 	#��� ����	����	
�����	
 �� O(k2)%

�� ��� ����� #	��� ��� 
������ ���� #���	��O(1) ����	����	% ��� ��� #��"
�'���
�� ��� 	#��� ����	����	 �����	
 �� O(1)%

�$�'�� 3�" �� "��= �"

��� ������ ���
��� 	
������� �� ��� 	
������� ��%I% )##������ �� ��� ��#���� F%5
�� M(���

���I5N �� �	� ��� ��

�
��� #��"
�'���3

O(X + g(log(g) + d)) 9��%L:


���� g �� ��� ������ �� ���
� ����	����	� �%�% ��� ��,����#� ���
��� |Ok+1|
������ 	�� 	���� ��� 	
�������% X �� ��� ���� |Q0| �� ��� ��� �� ����	����	 
���� ���
�����	
 ����	������ �� ��
�#���% ���	

�� d �� ��� �	'���� �����' ������%

1� ����� �� #��"����� ��� #��"
�'��� �� ���� 	
������� �� ��� 
���� #	��% ���
������ ���
��� #	� ��
� 	�� ��� ����	����	 �� ��� "
�0
�� !
��� �� g = O(k2)% ���
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���Q0 �� ��� 
��� �� ����	����	 �� ���"
�0
�� !
�� 	�� ����� ������	�� ���������% ��
��#	��� 	 ����	������ �	�� �'	#�
� ���� ���������� X = O(k2)% ���	

�� d = O(k)
	##������ �� ��� 	""����' �% ��� �� ��� 
���� #	��� ��� #��"
�'��� �� ��� ������
���
��� ��

O(k + k2(log(k2) + k)) 9��%K:
= O(k3)

�� ��� ����� #	��� ��� ���� �� ��� "
�0
�� !
�� �� O(1)% �� g = O(1) 	�� ��#	���
�	#� ����	������ �	�� �'	#�
� ���� ��������� X = O(1)% !�������� ��	��� ��
��� 	����"���� �L� d = O(1)% ��� �� ��� ����� #	��� ��� #��"
�'��� �� ��� ������
���
��� �� O(1)%

�$�'�A -���!�"+ �8���� ��

-.� !���� #���

��� ������� ��� �
�
�
�� ������

� #������� �� ������ ��� �	#� �����' �� ∂Ok+1 �� ���
"
�0
�� !
�� �� 	�� ��� ����������� ����	����	 ��Ok+1% �� 
� ��##���� 
� "������
	 ������ ���
��� ���� ����� ����	����	� �����
��� 
� ������ �� ��� "������� ��	��
	�� ��� 	������ �����'%

��� ������ ∂Ok+1 #���	��� O(k) �����#�� �� ��� "
�0
�� !
��% )����� 	 "	#�
�� ����	����	 ��Ok+1 �� �� "������ 	 ������ �� ��
"�	����
� �����% ��� #��"
�'���
�� ����� ����� �� O(nd) �� ��� 
���� #	�� 9��� 	""����' 2:% 1� 	�� ��� ����	����	
	��	#��� �� 	 �����'� �� 
� 	�� d = O(k) ����	����	% �� ��� #��"
�'��� �� 	 ����
�
��"�
��� �'������� �� ��� 
���� #	�� �� O(k2)%

�� 
� #������ ��� ������ ���
��� 	�� ��� ��"�
��� �'�������� 
� "������ 	
������ ���
��� �	#� ���� 	 ��##�����
 ��"�
��� �'������� �� "��������% ��� �� ���

���� #	�� �#��	���� 
� "������ 	 ������ ���
��� ��� �	#� �����' �� ∂Ok+1 �� ���
"
�0
�� !
��% ��� ��� i+�� �����'� ��� #��"
�'��� �� ��� ������ ���
��� �� O((gi +
qi)(log(gi + qi) + d)) 9��� 	""����'  %6 �� M(���

���I5N:%

∑
i gi = O(k2) ��#	���

��� 
������ ���� #���	��� O(k2) ����	����	% !��������
∑

i O(qi) =
∑

i O(d) =
O(kd) = O(k2)%

��� �� 
� #������ ��� #��"��	����� 	� 	

 �����#��3∑
i

(gi + qi)(log(gi + qi) + d) ≤ (
∑
i

(gi + qi))(log(
∑
i

gi +
∑
i

qi) + d)

= (O(k2) +O(k2))(log(O(k2) +O(k2)) +O(k))

= O(k2)(log(O(k2)) +O(k))) 9��%G:
= O(k3) +O(k3)

= O(k3)

�� #��#
���� ��� #��"
�'��� �� ��� ���	
 ���
��� ���" �� 	� ����	���� �� ���
��#������	
 	
������� �� O(k3) �� ��� 
���� #	��%

-.� � ".� #���

�� ��� ����� #	��� ��� ������ �� �����#�� ����� �� ��� ��"�
��� �'������� �� O(1)
��#	��� ��� "
�0
�� !
�� �� �������% !�������� ��� �	'���� �����' ������ d =
O(1) ��	��� �� ��� 	����"�����L% �� ��� #��"
�'��� �� 	 ����
� ��"�
��� �'�������
�� O(1) �� ��� ����� #	��%
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��� ������ ���
��� �	� O(1) #��"
�'��� �� ��� ����� #	�� 	�� �� �� "��������
���O(1) �����#��� �� ��� ���	
 #��"
�'��� �� ��� ���
��� ���" �� 	� ����	���� �� ���
����� #	�� �� O(1)%

�$�'�� 6�� /�#�� ��&�)�!

)##������ �� ��� �����#���� L%6%6%L �� MP�I5N� ��� #��"
�'��� �� ��� 	����	#�� ��+
���	
 �� ��� 
���� #	�� �� O(n4) 
���� n �� ��� ���	
 ������ �� �����#��% 2�#	���

� 	""
� ���� 	
������� �� ��� "
�0
�� !
��� ��� #��"
�'��� �� O(k4) �� ��� 
����
#	��%

�� #��"��� ���� #��"
�'��� �� ��� ����� #	��� 
� 
�

 ���� ��� ��

�
��� 
���	3

6���! ?�@� ,�� ������ 
� ������ "���� ���� ��� 
������ � ��
�
��� ���� 
� ���
������
���� 
�O(1)5

)�

�5 ��� ��	����� �� 	 ����
� ����	������ �� ������� ��	��� �� ��� ����
	� ����%
���� ��"
��� ��	� ��� 
����� �� 	 #����#	
 ���� !# �� �������%

1� ��4�� 	 ���� Z = {� ∈ R3, !̂�# > ε 
���� ε > 0}% 2�#	��� ��� 
�����
�� !# �� �������� ��� ���� �� Z �� �������% ����� ���� Z �� #������ �� 	 4����
������ �� m+�	

�% )##������ �� 
���	 ��%I� Z �� �������#��� �� 	 4���� ������
�� �������� ��'�� Bi% ��� Z #���	��� 	 4���� ������ �� #	���	� �
��� �i% �� ���
#����#	
 ����� �� ��� "
�0
�� !
�� 	�� �������� �� 	 4���� ������ �� #	���	�%�

�� ��� ����� #	��� ��� #��"
�'��� �� ��� 	����	#�� �����	
 �� O(nm) 9�����#+
���� L%5%6%F: 
����m �� ��� ������ �� #	���	 "����% �� ��� #	��� n = O(1)% !���+
�����m �� 	
��O(1) ���#� 
� ��
� #������� ��� #	���	� ��	� #	� ������� ��� �����
�� ��� 
������ ���� 	�� ���� ������ �� 
������ ��	��� �� ��� 
���	 ��%6% �� ���
#��"
�'��� �� ��� ����� #	�� �� O(1)%

�$�'�E 3�&� � �" �����

�� #��"��� ��� ����	����	 ��	� ���� �� �� ������� ���� 
���
�� ������ ������
��������� ��� ��
 "������ 
� ��� 	� 	
������� ��	� �� 	
���� ��� �	�� 	� ��� 	#��	

���������% �� ��� ��#
����� ���� #��"
�'����� 	�� ��� �	�� 	� ��� ��� ��������� ���"�
�%�% O(k2) 	�� O(1) �� ��� 
���� 	�� ����� #	���%

��� ��������� 	
������� �� ��� ������� �� ��� ���
��� 	
������� 	�� �� ���
��������� ���" �	� ��� �	�� #��"
�'����� 	� ���
���% �� ��� ��������� ���" �	�
O(k3) 	�� O(1) #��"
�'����� �� ��� 
���� 	�� ����� #	���%

��� "�	�� �����	
 �	� ��� #��"
�'�����O(n3) 	��O(n) �� ��� 
���� 	�� �����
#	��� 	##������ �� MP�I5N% ���#� 
� 	""
� ��� "�	�� �����	
 �� ��� ����	����	 ��
��� "
�0
�� !
��� ��� #��"
�'����� 	�� O(k3) 	�� O(1) �� ��� 
���� 	�� ����� #	���%

�$�'��* ���#!�� ��

�� #��#
��� ���� ��#����� ��� #��"
�'����� �� 	

 ��� ���"� �� 	� ����	���� �� ���
��#������	
 ����	#� ��#������#���� 	
������� �� ���� ��� 
���� 	�� ����� #	��� 	��
#�

�#��� �� ��� �	�
� ��%I% )� #	� �� ����� �� ��� ����� #	��� 	� ����	���� �� ���
	
������� �	� ��� #��"
�'��� �� O(1) ��� 	

 ��� ���"� �'#�"� ��� �"�	�� �� ���
����
	� ���� �� ������� �����#��%

������	��
�� 	� 
�

 �� ���� �� ��� ��'� #�	"���� ��� #��"��	���� ���� �� ���
���� �"�	�� ���" �� ��	

 #��"	��� �� ��� ����� ���"� �� ��� 	
�������% !��������
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)
������� ���" (���� #	�� ����� #	��
 �#
����� O(k2) O(1)
��������� O(k3) O(1)
D�
 "����� ��������� O(k3) O(1)
������� ���� �"�	�� O(k2) O(k)
%���������Z������ �"�	�� O(k3) O(1)
)#��� ����	����	 �����	
 O(k2) O(1)
���
��� O(k3) O(1)
)����	#�� �����	
 O(k4) O(1)
&�#�� �����	
 O(k3) O(1)

�	�
� ��%I3 .������
 �� ��� 
���� 	�� ����� #	��� #��"
�'����� �� ��� ��,�����
���"� �� ��� ����	���� �� ��� ��#������	
 ����	#� ��#������#���� 	
�������% k �� ���
������ �� #������
� "��#����� ��� ��	���%

�� "�	#��#� ��� ������ �� ������� �����#�� �� ���� ��	

 #��"	��� �� ��� ������
�� ��� "�����% ����� ��� #��"
�'��� �� ���� ���" #	� �� #��������� 	� ������� ��
"�	#��#�%

�$�� ���#!�� ��

�� ���� #�	"���� 
� �	�� ����� �� �����
��� �� ��"�� ��� ������ ����� ����	#� ��+
#������#���� 	
������� ���� M(���

���I5N% ���� 	
������� �� 	� ���"��	���� ��� ���
�
� 
��� 	�� �� 	

�
�� �� �� ���� #
�	�
� �'"
	�� ��� �	��# #��#�"�� ��	� 
�
����% ����� 
� �	�� �'"
	���� ��� �
� ������ 
���������� ����	#� ��#������#����
	
������� "����#��� 	 �����
�
�� ����	#�% )���� ��	�� 
� �	�� ���	�
����� ��� #��+
"
�'��� ����� 
���� 	�� ����� 	����"�����%

��� �'�#����� ���� �� 	� ����	���� �� ��� 	
������� �� ����"������ �� ��� ��+
������ �� ��� #	���	 ��	��#����% ���� �� 	 ���� 	��	��	�� ���� ��� �	�� #��#��+
���� 
��� MP�I6N 
��#� ��#��"���� ��� ����	#� �� ��� ������ 
��" �� ��� ��	��#����
#������ ����
�%

�� ��� ��'� #�	"���� 
� 
�

 ��	
�	�� ��� -�	
��� 	�� ��� ��	
 �'�#����� ���� ��
��� 	
�������%
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��� "������� #�	"��� ���	�
� ��� ��#������	
 ����	#� ��#������#���� 	
������� 	��
��� #��"
�'��� 	�	
����% �� ���� #�	"��� 
� �����
 ��� ����
�� �� ��,����� �'"���+
����	���� "�������� ����� 	 ��������# 	�� 	 ��	
 
��
� ��-���#��%

)

 ��� �'"�������� �� ���� ��#����� 	�� "�������� �� 	 �	#���� 
��� 	� ����

���� �K "��#����� 	� 3.33 �;� 
��� L #���� 	�� 24 �2 �� 0)!%

1� ����� �� ���#������ ��� ����� ��-���#�� ��	� 	�� ���� ������ ���� #�	"���
�� ��#���� �%I% ��#���� �%6 �����
� ��� ����
�� �� ��� ����������	
���
�

� �� ���
#�	"��� ���% ���� 
� ����� ��� ��?���#� �� ��� ������� �� ��� ��"�� #
��� �� "�����
�� ��#���� �%5� ��� ��?���#� �� ��� 
������ ���� ���� �� ��#���� �%F 	�� ��� ���
���
�� ��� 	#��� ����	����	 �����	
 �� ��� ��#���� �%L% ���	

�� 
� �'"������� ��,�����
����	����	 �������� ������ ��� ��������� "�	�� �� ��#���� �%K%

$�� 
��#� �� �� �/ �8��� &����! ���� ����

1� ����� �� ���#������ ��� �	�	 ���� �� �'"�������	
 ����� ��-���#�� ��	� 	�� ����
�� ��� �'"��������% .� #������ 
� �'"������� 
��� 	 ��	
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� ����� ��-���#�
�	��� �� 	 #
	���#	
 ���	� ������������ ��� ��������	��
� ��� 
	#� �� ��� ������
����� ������#�� �� �� 	 -�	
��	���� 	�	
����% �� 
� 	
�� �'"������� 
��� 	 ��������#
����� ��-���#�� 	 ��-���#� ��	� 
	� �����	��� ���� 	� �'������ 5$ ����
% ����

	�� 	 -�	����	���� 	�	
���� #	� 	
�� �� "��������%

$���� �+��.�� # ���� ���	 ��
��

�� �����	�� ��� ��������# ����� ��-���#� ���� �� ��� �'"�������� 
� ��� 	 5$
����
 "������� �� ��� �0���)(I "����#�% ���� �� 	 ��'����� 5$����
 �� 	� ���	�
�����������% �� ��"������� 	 "	�� �� ��� #��� #����� �� ��� #��� �� �
������+����	��%
��� �����	
 ���
����� �	�� ��� �	�� ���������� 	� ��� ��	
 ���� 	�� ��� ��'����� ��
��� ���
����� 	�� �����	��� ����� ��� ��	
 
��
� "�#�����%

I)� �����	���� "����#� 	���� ��� ������ "��
�# ��	��"��� #����#��� �� (.;0 ��������� ��	�����#�
�D0�)� ��
��� 8�2! 	�� �������� &	�#	
%
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 ����� ��-���#� "�#����� 	�� �����	��� ����� 	 �����	
 .������
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 #	���	% ��� �
��� �� ���� #	���	 ����� 	 L6I �% #
���� 
��"% ��
�����	�� �	#� "�'�
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� #��"��� ��� 	���#�	��� �	� ����� ���
�	�� #	
���	���� ������	���� 	� ��� ��	
 .������ #	���	% ���� 
� 4�� ��� 4���
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	���� �� ��� #	���	: �������#���� �� ���� �	� 
��� ��� 5$ ����	#�% ��� #�
�� ��
��� "�'�
 �� ��� #�
�� �� ��� 5$ ����
 	� ��� �������#���� "����%

��� 4�	
 ����� ��-���#� #���	��� IFF5 ������#� ��	���% ��� 5$ ����
 ���� ��
�����	�� ��� ��-���#� 	� 
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 	� ���� ��"������	���� 4�	
 ��	��� #	� �� ��� �� ���
4���� �%I%

$���
 @�= �� #�&���� �.� ����!�� = �. �.� "����� ����.?
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�� 
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	� �� #��"	�� ��� ��#������#��� ���+
�	#� 
��� ��� 5$ ����
 ���� �� �����	�� ��� ��������# ��-���#�% �� 	#����� ����
����
�� 
� ���� �� ��
�� �
� "���
���% ������ ��#	��� ��� ��� 	
������� �� ���
#�	"��� ��� ��#������#�� ��� #
��� �� "����� �" �� 	 �#	
�� 
� ���� 	 
	� �� �	"
��� ��#������#��� ����	#� �� ��� ������ ����� #������	�� ������% ��#���� 
� ����
	 
	� �� #��"	�� ��� �
� ����	#��%

(�� Cg = {�g0, �g1, . . . , �gN} �� ��� 
��� �� �����	
 #	���	 �
��� ���� �� �����+
	�� ��� ��	��� �� ��� ��������# ��-���#� 9N �� ��� 
����� �� ���� ��-���#�:% (��
Ce = {�e0, �e1, . . . , �eN} �� ��� 
��� �� �
��� ��#������#��� �� ��� ���% 1� �����	��
��� ����
	���� ��	������	���� �	���' Z 9K $.�: ���
��� ��� ��#������#��� ����

	�� ��� ������ ����� ����� 5 "����� 0)D�)� M���#�
��GIN% ���� ��� ��	�����+
�	���� �� ��4��� ����� ��� (��������+!	-�	�� 	
������� ���������� E(Z) =∑N

i=0 ||Z(�ei )− �gi ||%
)���� ��� ��#������#��� ����	#� 	�� ��� ������ ����� ����	#� 	�� �� ��� �	��

#������	�� ������� 
� ���� 	 
	� �� #��"	�� ����% ��� ����� 
� ��
�#� 	 �	����
������� ������������ �� "����� P e �� ��� ��#������#��� ����	#�% ��� �	#� "����
�e ∈ P e� 
� ��	�#� ��� #
����� 9�� ����� �� ��#
���	� ����	�#�: "���� �g �� ���
������ ����� ����	#�% ���� 	� ����� e(�e) = ||�g − �e|| �� #��"����% �� e(�e) >
μ0� ��� �	�#���� ���
��� �e 	�� �g �� #��������� ���
���� �����
��� �� �� ��"� 9��
"�	#��#�� 
� ��� μ0 = 6 �%:% ��� ������������ �� e ��� 	

 ��� "����� �� P e �� ���
-�	����	���� #��"	����� ���
��� �
� ����	#��%

$���' 3��! ���� ���	 
� ��	�

�� "������ 	 ��	
����# -�	
��	���� �'"�������� 
� ��#��� 	 ����� ��-���#� �� 	 ��	


��
� #��"
�' ������	� �����������3 ��� #��� �� )���<��
���� ��� �������� &	�#	

��	�-�	����� 	�� 
�#	���%

�� "������ ��� ��#������ 
� ��� 	 )

��(��� .������ � ��������#����	
 #	���	%
���� #	���	 "������� ��' 1024 × 768 ��	��� 	� 15 ��	���Z��#���% ��� #	���	 ��
����	

�� ���� 	���� ��� �'"�������	
 ����#
� ����� 	 ����� "�
�% ��� ����	

	����
#	� �� ���� �� ��� 4�����%6%  	#� �� ��� ��' #	���	� #��"����� ���.������ �	� 	�
����"������ 	��� 	�	"���� �������� �� ��� 
��������� �� ��� ���+��	��� �� 	 ����
�
.������ ��	�� #	� �� ��,�����%

��� ��#����� ��	��#���� �� 6%F ��% 
��� 	�� #���	��� 	 6%5 ��% 
��"% ��� 4�	

����� ��-���#� #���	��� KK5F ��	���% ��� ��#����� ����������� #���	��� 	

 ���
#
	���#	
 ����#�� ����� �� 	� 	���	�� ������	� 	��	3 ���
������ �����	����� "	����
#	��� ��	���� ��#[���� ��"������	���� ��	��� #	� �� ���� �� ��� 4���� �%6% ���
��#������ �	��� "
	#� ����� #�	

������ �

����	���� #��������� 9������ ��������
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��� ��������# ����� ��-���#�% ��� ����� ����� ��	��� ���
� ���� ��"������	����
"�#����� ���� ��� �����	��� ����� ��-���#�%
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 ����#
� �-��""�� 
��� ��� .��
����� ��������#����	
 #	���	 ���� �� 	#-���� ��� ���
��� ��	
 
��
� ��-���#�% ���
����� ��

�
��� ��	��� ���
� ���� ��"������	���� "�#�����%
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� ����#����9/��&9,�� �� ����!�� ++

��� ��� Npoi Xroi Yroi w Sm M2 M3 Npos Nobs

�
�� 6000 80 120 11 0.8 1500 1000 3 10
�
���� 24000 160 240 11 0.8 6000 4000 3 10
�
��� 1250 80 120 11 0.8

�	�
� �%I3 ����	�� �� ��� ���� �� ��� "	�	������% ��� ��� #�	"��� ��� ��� ���
���	�����%

	�� ��	��: 	�� �� 	� 	���	�� ��	R#� �� ����� 	�� ������ #	�� 	�� "�������	��% ���
�'"�������	
 ����#
� �"��� ���=� #����	�� 9
��� ���� 30 ��%Z�%:%
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 ����#����9/��&9,�� �� ����!��

��� 4��� ���" �� ��� ����	#� ��#������#���� 	
������� �� �� ��#������#� 	 5$ #
���
�� "����� 
��� ��� 	���#�	��� ������
��� ������	���� ���� ��� ��"�� ��-���#� �� ��+
	���% ���� �� "�������� �� ��� ����������	
���
�

� 	
������� ���#����� �� ���
#�	"��� ���%

�� ����� ��� ��?���#� �� ��� ������� �� ��� 5$ "���� #
��� 	�� 	� ��� �	�� ����
�� ��� ����
����� �� ��� ��"�� ��	��� ��� ��� 	
������� 
	� �'�#���� ����� �����
��,����� �'"�������	
 #��4���	�����3 �
��� �
���� 	�� ��������% ��� ������#	

�	
��� #	� �� ���� �� ��� �	�
� �%I% ��� �
���� ��� �� "	�	������ �� ���� 
��� ���
#��"��	����� 	�� "�������� ����� ��� ������	
 ��"�� ��	��� ����#�
�% ��� �
�� ���
�� "	�	������ �� ���� 
��� ��� ��"�� ��	��� ����
����� 
	� ������� �� �
�% ���	

��

� #	

 ��� �������� �'"�������	
 #��4���	���� ��� #	�� 
��� ��� 	�������	
 ���"�
�� ��� ��#���� ���%5 	�� "�������� 9��� �	�� ��� ���� ��� "	�	������ ���� �
�� ��
���� #	��:% �
��� "	�	������ 	�� ���� ������ ��� #��"��	���� �� ��� ���������	��
"����� ��� 	�������	
 5$ "����� 	�� #��"���� ����� ��� "	�	������ ���� �
����
���% ��� �	
�� ��Npoi "	�	����� �� ��� #	�� �� �
��� �� ��	

 #��"	��� �� ����� ����
��#	��� -���� 	 ��
 "����� �� ������ �� "�	#��#� �� #��"��� 	 �
��%

$����� ����� #��"��	������ 	� 	�������	
 ���" 
	� 	���� �� ��� 	
������� 	�
���#����� �� ���� �������	����% 2�#	��� �� ��� �#	
� �	#���� ��� "�������� 	� ��� ���
�� ��� ��	��#������ 	�� ��� #���#����� 
��� ��� �	�� "�������� 	� ��� ���������%
�� 
��� ��� �'"�������	
 ��	��#������ #���	��� 	 
��" 9	�� ���� �� ��� #	��: �� ��
��� "��"��
� #
����% ���� �� 	 ���
� 
����	���� �� ��� ��#������	
 ����������	
��
�
�

� 	�� #	� 	�� 	 �����4#	�� ��	� �� ��� �'"�������	
 ����
��% �� 
� "�������� 	
����
� �
��	
 9	�� �� ��� ��#������	
: ������ ��/������� 	� ��� ��� �� ��� ��� #��+
"��	����� �� #
��� ��� 
��"% ���� 
	� ��� �'"�������	
 �	�	 	�� �	���� �� �����"���%
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��

����� �� 	

� 
� �	�� 	""
��� ��� ����������	
���
�

� 	
������� �� ��� ��������#
��-���#� �� ��� ����� �'"�������	
 #��4���	����� ���#����� �	�
���% ���� 
	� 
�
	�� ��� ��
� 	�
� �� #��"	�� ��� ������ �� "����#�� 5$"������ ��� 	
�� ��� -�	
���
�� ��� #��"���� #	���	 "����%

��� ��,����� ������#	
 ����
�� #	� �� �������� �� ��� �	�
��%6 	�� ��� ��" ���

�� ��� ����
���� #
���� �� "����� #	� �� ���� �� ��� 4���� �%5% ��� �	�� #��#
�����
�� ��	� ��� �
�� �'"�������	
 #��4���	���� �� ��� �	���� ���� ��� �� "����#�� ���
�"	���� "���� #
���% .� ��� ����� �	��� ��� �������� 	�� �
���� #��4���	���� �	��
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 �� ��� #
��� �� "����� 	�� ��� #	���	 "���� "����#�� ��
��� 	
������� ���� ��������# �	�	 ���% ��� �'"�������	
 #��4���	����� ���� ��
"����#� ��� #
���� �� "����� 	�� ���� ��" �� ������3 �
��� �
���� 	�� ��������%
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��� ��� D��% �� D��% �� !�	� !	' ���	
 !�	�
��� ��	��� 5$ "����� ���� ���� ���� �����

�
�� 345 143960 0.14 �% 0.96 �% 3 ���% 39 �% 0.11 �%
�
���� 383 596801 1.09 �% 4.6 �% 28 ���% 46 �% 0.19 �%
��������9 1553 2845044 28 ���% 42 �% 0.12 �%
�
��� 0.05 �% 0.07 �% 1 ���% 31 �%
�

��� 0.91 �% 1.49 �% 23 ���% 32 �%

�	�
��%63 D�����#	
 ����
�� �� ��� ��� 	
������� 	""
��� �� ��� ��������# ��-���#�
�� ��,����� �'"�������	
 #��4���	�����% ��� ��	� 	�� �	' ����� 	�� "�� ��"��
��	��% ��� ���	
 ���� �� ��� ���	
 #��"��	���� ����%

��� ��� D��% �� D��% �� !�	� !	' ���	

��� ��	��� 5$ "����� ���� ���� ����

�
�� 1308 457368 0.12 �% 0.69 �% 16 ���%
�
���� 1934 2243444 1.13 �% 5.46 �% 2 �% 26 ���%
��������9 7508 13173793 2 �% 37 ���%
�
��� 0.07 �% 0.51 �% 9 ���% 12 �%
�

��� 1.06 �% 1.76 �% 2 �% 12 ���%
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������� 	""
��� �� ��� ��	
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 #��4���	�����% ��� ��	� 	�� �	' ����� 	�� "��
��"�� ��	��% ��� ���	
 ���� �� ��� ���	
 #��"��	���� ����%
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� #��
� ��� ��	� ��� �
�� #��4���	���� "����#�� ��� ���� ����
��% ���� #��
� ��
�'"
	���� �� ��� �	#� ��	� �� ���� #��4���	���� 
� ����#� 
��� "����� �� �������� 	��
�� ��� �	�#���� �� �	���� 	�� ��� 4�	
 �	�#��� 	�� �� ������ -�	
��� 9#��"	��� ��
�
����:% ��� �������� #��4���	���� �� 	
���� 	� ���� 	� ��� �
�� ��#	��� �� ����
��� �
��� ���� �� �� 
�#	
��� ��� ���������	�� #	���	�%
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���
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������� �� ��� ��	
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 #��4���	���� #	� �� ���� �� ��� 4���� �%E%

1� #��� �� ��� �	�� #��#
����� 	� ��� ��� ��������# �	�	 ���% ��� �
�� �'"��+
�����	
 #��4���	���� "����#�� ��� 
��� 5$ "������ ��� �� ��� �	�����% .� ��� �����
����� ��� �������� �'"�������	
 #��4���	���� "����#�� 	 
�� �� 5$ "������ ��� �� ���
�
�
���%
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��� ��#	��� ��
��� 
	#� �� ������ ����� ��� ���� ��-���#�%



�� $� �8��� &����! ����+

������ �%E3 ��� ��" ���
 �� ��� #
��� �� "����� 	�� ��� #	���	 "���� "����#�� ��
��� 	
������� ���� ��	
 
��
� �	�	 ��� �� �
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������ �%L3  ���� ������������ ��� ��� ����� �	�	 ��� ��#������#��� 
��� �����
������ ���� ��� #
��� �� "����� "����#�� ����� ��,����� �'"�������	
 #��4�+
��	�����% 100S �� ��� �	�� �	�� 	� ����� �������� �� 6 �%

��-���#� ��� ��� D��% �� ���	��
�� ���"��	���� ����
����� �
�� 200750 45.51 �%

�
���� 841055 2 ���% 35 �%
�������� 1784896 6 ���% 45 �%

���
��� �
�� 608915 4 ���% 36 �%
�
���� 2674060 15 ���% 24 �%
�������� 7640046 48 ���% 54 �%

�	�
� �%E3 ) ����	�� �� ���� ������#	
 ����
�� �� ��� �	�#� ����	#� ��#������#+
���� ���� ��� "���� #
���� "����#�� ����� ��,����� �'"�������	
 ����%
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f(O3) > f(O1) > f(O2)
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 (�#	
 ������ ���
��� �� Gα

63 (�� Q �� 	 "������� -���� �� ����	����	 �	��� �� I(Δ)
53 defg9k� Δ0:
E3 Ladd ← ∅
F3 ����� Q 
= ∅ 
�
L3 Δ ← d_d9k:
K3 �& Δ /∈ O 	�� ∂(O ∪ {Δ}) �� �	����
� ��� 
G3 O ← O ∪ {Δ}
H3 Ladd ← Ladd ∪ {Δ}
IJ3 &�	 !�� ����	����	Δ′ 	��	#��� ��Δ 
�
II3 �& Δ′ ∈ Gα 	�� Δ′ /∈ O ��� 
I63 defg9k�Δ′:
I53 � 
 �&
IE3 � 
 &�	
IF3 � 
 �&
IL3 � 
 �����
IK3 	��$	 Ladd

IG3 � 
 &$ ���� 

IH3 �	���
$	� pbi^opqif b\h_rpl

 ��� �	�� 	����	#�� ��""������� 	
�������

6J3 sold, s, it ← 0
6I3 	���!�
663 sold ← s
653 &�	 !�� �����' � �� ���� ∂O 	�� Gα 
�
6E3 N� ← 	

 ��� ����	����	 ��#����� �� �
6F3 Lsub ← O ∩N�
6L3 Lseed ← (Gα ∩N�) \O
6K3 Ladd ← ∅
6G3 O ← O \ Lsub 
 (�#	
 ���������
6H3 �& ∂O �� �	����
� ��� 
5J3 &�	 !�� Δ ∈ Lseed 
� 
 (�#	
 ���
���
5I3 Ladd ← Ladd∪ b\]^_` ]b_c^`]9Δ:
563 � 
 &�	
553 Rsub ←

∑
Δ∈Lsub

I(Δ)
5E3 Radd ← ∑

Δ∈Ladd
I(Δ)

5F3 �& Rsub > Radd ��� 
5L3 O ← O \ Ladd

5K3 O ← O ∪ Lsub

5G3 ����
5H3 s ← s+Radd −Rsub

EJ3 � 
 �&
EI3 ����
E63 O ← O ∪ Lsub

E53 � 
 �&
EE3 � 
 &�	

EF3 it ← it+ 1
EL3 $ ��� sold 
= s �	 it < itmax

EK3 � 
 �	���
$	�
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��� �� ��� ����	����	 ����#�
� 	��	#��� �� ��� ���H 9�%�% Δ ∈ NH �
�� 	�� ��
� �� Δ �	� 	 E+�������� �� H:% 1� ����	����
� ���
 H �� "���������
H ← H ∪ (NH ∩ Lπ ∩ (F \ O)) ����
 �� ���� ����	����	 #	� �� 	���� �� ���
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������ �� ����	����� ��#���� ���	��� ���� 	� ���� ��4��� �	
��% ���� 
� #��#�
��	� ��� 4�	
 H �� ���������� �� O �� "
	�� π 9��� ��� ��� 4���� ��%E:� �%�% ∀Δ ∈
(NH ∩ Lπ) \H,Δ ∈ O%

.�#� 
� �	�� ����#��� 	 ������ H � 
� ��� �� ������ �� 	� �� �����#���� ��%I%L%
����� 
� ���#�H ��O 9�%�O ← O∪H:� ����
� ��� �� ������� ��� �����
�
�� "��"����
�� ∂O ����� ��� ����
� ���" �����	
���� �� ��� ����	����	 �� NH ∩ (F \O)%

��� ����
� ���" �� ��� �	�� 	� �� ��� 	
������� �� ��� �����#���� ��%I%L% 1�
���� �� 	�� 	 ���#� �� 	�������� ����	����	 �� O ��#� ��	� ∂O ��#��� ���
�
��
��#� 	�	��% �� 	#����� ���� ��	
� 
� 	""
� 	 �
��� ���

� ��
"
�� 9��� ����
� ���" �� ���
�����#���� ��%I%L: 	
������� ��O ��F ��	����� �� ��� ������������ ��NH∩(F \O)
	�� 
��#� ��#��	��� ��� ������ n �� �����
	� �����#��% ��� 	
������� ���"� �� 	
������ �� ����	����� g0 94'�� �� ��� ����: �	� ���� ��	#��� �� �� ���� ����	����	
#	� �� 	���� �� O%

�� ��� ��"	�� ���" ��##���� 9�%�% n = 03 ∂O �� �����
�
��:� 
� 	�� 	�
� �� ������
	 �
���� ���
���� 	�� "��#��� �� ��� ��'� �����'% .����
���� 
� ������� O �� ���
"������� ��	�� 	�� ��� 	������ ���� �� Eα%

$����
 ��&�!�8 �+ ���!+� �

:���� ����&�� ���

1� ����� ��� #��"
�'��� 	�	
���� �� ��� �	��
� �����	
 	
������� �� 	� 	�	
���� ��
��� 
���� #	��% )� ��� ��� ��
 	����	#�� �����	
 	
������� 
� ��� ��� �	�� ���	+
����� 	�� 	����"����� 	� ���� �� ��� ��#���� ��%5%

1� ��""��� ��	� 	

 ��� ����� 	�� �
���&� ��
�
��� ��� 	 
���� #	�� #��"
�'���
	�	
����% 2�#	��� 	

 ��� #��"��	����� 	�� �	���� "
	#� �� ��� "
�0
�� !
��� �����
	�� O(k2) �
���&� ��
�
��� ����� 9#����-���#� �� ��� 	����"���� (6:%

��� �	#� �
���&� ��
�
��� ����� 
� ��� 	� ����	���� ���
��� �� #������#� 	 ������%
2�#	��� ��� ������ �� ����	����� �� ���� ���
��� �� �������� ��� #��"
�'��� ��O(1)%
�� #��#� ��	� #������#��� ������ �� ��#
���� �� ��� 
���
�� ������ 
� ���� �� #��#�
��� ��������� �� ���� "	#� �� ����	����	% 2�#	��� �	#� ����	������ �	� �'	#�
� 4
���������� ��� #��"
�'��� �� ���� ���" ��O(1)% �� ��� ���	
 #��"
�'��� �� ��� �	��
�
����#���� ���" �� O(1) �� ��� 
���� #	��%

.�#� 	 ������ �� ����#��� �� �� ���#�� �� 
���
�� 	�� 	 ������ ���

� ��
"
�� 	
+
������� �� ���� �� ��"	�� ��� �����
	������% ��� #��"
�'��� �� ��� ���

� ��
"
�� ��
������� �� 	 �	'���� ������ �� ����	����� g0� �� ��� #��"
�'��� �� ��� ����
�
���" �� O(1) �� ��� 
���� #	��%

�� #��#
������ ��� #��"
�'��� �� ��� �	��
� ����#���� 	�� �����	
 ��O(1)% �� 	

���� #	�� #��"
�'��� 	�	
����� 
� ��""��� ��	� �	#� �
���&� ��
�
��� ���� �� 	��	#���
�� 	 ������% �� ��� #��"
�'��� �� ��� �	��
�� �����	
 	
������� �� O(k2) �� ���

���� #	��%

- ".� ����&�� ���

D�
 
� 
�

 �����	�� ��� #��"
�'��� �� ��� �	��
� �����	
 	
������� �� ��� �����
#	��% )� �� ��� 
���� #	��� 
� ��""��� ��	� 	

 ��� ����� �� ��� "
�0
�� !
�� 	��
�
���&� ��
�
���% 2�#	��� ��� ���� �� ��� "
�0
�� !
�� �� �������� ����� 	�� O(1)
�
���&� ��
�
��� �����%

�� #��#� �� 	 �
���&� ��
�
��� ���� �� #���	���� ������ 	 ������ 
� "������ 	� ����+
	���� ���
��� 	�� 
� #��#� ��� ������������ �� ��� #��"���� "	#� �� ����	����	%
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0����	
 )����	#�� �����	
 D��%
������ #��"��	���� ���� 	����%
D��� 0 �% 52

) 
������ ������� �����#�� 55.22 �% 28
) 
��� ������� �����#�� 2 ���% 46.27 �% 23

�	�
� ��%I3 D�����#	
 ����
�� �� ��� �
� 	����	#� �����	
 ������ 9#	

�� ): 
���
	�� 
������ ������� �����#��% ��� �'"�������� 	�� "�������� ����� ��� �����
������%

2�#	��� ��� ����	���� ���
��� �� ������� �� 	 ���� ��4��� �������
�� ��� #��"
�'+
��� �� ��� ������ ����#���� �� O(1)%

.�#� 	 ������ �� ����#���� �� �� ���#�� �� 
���
�� ������ 	�� ��� �����
	� �����#��
	�� ��"	���� ����� 	 �
��� ���

� ��
"
��% ��� #��"
�'��� �� ��� ���

� ��
"
�� ��O(1)
�� ��� ����� #	�� ��#	��� �� �� ������� �� 	 �	'���� ������ �� ����	�����% �� ���
#��"
�'��� �� ��� �	��
�� �����	
 	
������� �� O(1) �� ��� ����� #	��%

$��� �8��� &����! ����+

�� ���� ��#����� 
� "������ 	 #��"	����� ���
��� ��� �
� ��
 	����	#�� �����	

������� ���	�
�� �� ��� "������� ��#����� 	�� ��� "������� 	����	#�� �����	
������
"��"���� �� M(���

���I5N% �� "������ ��� #��"	������ 
� ��� ���1��
��� ��	
 �����
��-���#� ���#����� �� ��� �����#���� �%I%

1� ����� �� 	 ���#������ �� ��� 
	� �� #��"	�� ��� ��,����� 	����	#�� �����	

������� �� ��� �����#���� ��%F%I� ���� 
� ����� ��� ��?���#� �� ������� "����� ��+
������� �� ��� -�	
��� �� ��� 4�	
 ����	#� 
��� ��� �
� 	����	#�� �����	
 ������
�� ���� �� ��� �����#���� ��%F%6% ��� #��"	����� ���
��� ��� ��,����� ���
�����
���
��� ������� �� "�������� �� ��� �����#���� ��%F%5% )�� 4�	

� ��� ��?���#�
�� ��� �	
�� �� ��� �
���&� ��
�
��� ����� ����#���� 	��
� �� ������� �� ��� �����#+
���� ��%F%E%

$����� @�= �� #�&���� �.� ��� /�#� ��&�)�! &��.���?

 ���� �����	
 ������ �� ������	��� �� ��� ����	#� "���+"��#������ ���" �� ��� ��+
#������	
 ����	#� ��#������#���� ������ 9��� �����#���� ��%6: 9������ "�	�� ��+
���	
:% �� #��"	�� ��� ������� �� ����� �� ���"�� ����	#� -�	
���� 
� �	��	

�
#���� ��� �
���&� ��
�
��� ���
����� 9��� ��#���� ��%I: ���	����� �� ��� 4�	
 ����	#�%
2�#	��� 
� ���� �� ������ �� "������� ��� ���
����� ��	� 	�� ����	

� #����#	
 9	�� ��
	�� �	��
� ����#�� �� 	 ���	� ���:� 
� #������� ���� ������ 	� 	 ���� -�	����	����
�����#% ��� 4���� ��%L ���
� �'	�"
�� �� 	����	#�� ��	� 	�� �	��	

� #������%

!�������� 
� 	
�� �����	�� ��� 4�	
 ������ �� 	�������� 
��
�� ����	����	 9�%�%
��� ����� �� ��� �
���� ���
�����: 	�� ��� 4�	
 �	
�� �� ��� ����#���� ���#���� f 9�-�	+
���� ��%I:% ��� 
	���� -�	���4�� ��� 	��
��� �� ����� ������ �� ��
�#� ��� ���

�
��
"
�� 	�� �
�
�
�� ������

� ���"� 9��� �����#���� ��%I%F:� �� �� ����� 
����� ���
	��
��� �� ��#	"� ���� 
�#	
 �'������ �� f %
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0����	
 !�	� !	'% D��% ���� �� �n
∑

Δ∈O

I(Δ)

������ ���� ���� 	����% F \O 9M = 106:
D��� 0 0 18 156288 32.506!
) 1.19 �% 4.74 � 11 154152 32.522!
C 0.32 �% 1.07 � 12 147281 32.552!
2 0.21 �% 0.70 � 14 155413 32.511!

C x 2 0.46 �% 1.40 � 9 147181 32.555!

�	�
� ��%63 D�����#	
 ����
�� �� ��,����� 	����	#�� �����	
 �������% ) �� ��� �
�
	����	#�� �����	
 ������� C �� ��� ��
 	����	#�� �����	
 ������ ���� ��� ��#+
���� ��%5 	�� 2 �� ��� �	��
� �����	
 ������ ���� ��� ��#���� ��%E%

$����
 ��&��� ��� �/ �.� �!� &��.�� = �. ��� = �.��� ��� ��� )��� #��

.�� �� ��� 	��	��	��� �� ��� ��
 	����	#�� �����	
 ������� ���#����� ���� �� ���
�	#� ��	� ���� ���=� ���� ��� ��������� �� ������� �����#��% ��� ������ #��"	����
��� �
� ������ 
��� ��� ��
 ����� 
� ��	
�	��� ��� ��?���#� �� ����� "����� ��
��� -�	
��� �� ��� "������� 	
������� 9���� �� ��� ���� �� MP�I5� (���

���I5N:%

�� 	#����� ���� ��	
� 
� �	�� 	""
��� ��� ����� 	
������� 
������ ���
����� ���
�
��� ���"� 
��� ��� �
� ���
����� ���
��� 	
�������� 	�� 
������ ������� "����� ��+
������� 	�� 4�	

� 
��� ��� �
� ���
����� ���
��� "�������� ����	

�% ����� 
�
#��"	�� ����� #��"��	���� ����� 	�� ��� ������ �� �	��	

� #������ ����	����	
9��� �	�
� ��%I:% 1� ���=� #��"	�� ��� ������� �� 	�������� 
��
�� ����	����	 	��
��� �	
��� �� ��� 
�/���
�� �����

� ��#	��� ��� ��������� �� ������� �����#�� #�	����
��� ������ �� ����	����	% �� ��� #��"	����� ���
��� ����� �	
��� �� ��	����
���%

1��� 
� ������� ��� �	
��� �� ��� �	�
� ��%I� 
� #��#
��� ��	� ��� ���������
�� ������� �����#�� ��#��	��� ��� �R#���#� �� ��� �
� 	����	#�� �����	
 	
��������
��� 	� ��� �	�� ���� ��� #��"��	���� ���� ��#���� 	
���� 3 ����� �
�
��% �� ���
������� �����#�� ��������� #��
� �� �������� ���� �� ��� ����� #	��� �� ��� #��"��	+
���� ���� �� ���� ��"���	��%

$����' ��&��� ��� �/ �.� �.��� &��.���

1� ��	
�	�� 4�� �
���� ���
����� �����	
 �������3 D��� 9�� �����	
 ������:� )
9��� �
� ������ ���� M(���

���I5N ���	�
�� �� ��� �����#���� ��%I%L:� C 9��#	"�
���� 
�#	
 �'������ ����� ��� ������ ���� ��� ��#���� ��%5:� 2 9�	��
� �����	

����� ��� ������ ���� ��� ��#���� ��%E:� C x 2 9��� 2 	���� C:%

��� ����
�� 	�� ����	����� �� ��� �	�
� ��%6% ��� �����	
 ������� )� C� 2
	�� C x 2 "������ ��"��������� 9��#��	���: �� ��� ����#���� ���#���� f % ���
��,����#�� ���
��� ���� 	�� ��	

� ��� 
� ��� ��	� C �� �
����
� ������ ��	� )%
������������ 
� ��� ��	� ��� #�����	���� �� C 	�� 2 �� ���� ������� 	�� ���� ��
#��4���� �� ���� ��� ������ �� ����	����	 �� F \ O 9����� �� 	

 �
���� ���
�����:
	�� ��� ������ �� 	����	#�� ��	� 	�� �	��	

� ����#���% ��� 4���� ��%L #��"	���
��� ����
�� �� 	

 ������� 	� ���� 
�#	����� �� ��� ��#������#���� 	�� �� #���������

��� ����� #��"	������% 1� ���� ��	� C �	� ��"���	�� ����	
 	����	#�� 9	� ��� ���
�� ��� ��#��� #�
��� �� ���� 4����: 	
������ �� �	� 	 ���� 9��	

: F \O� 	��2 #	�
#����#� ���� �� �"��� �� ��� ���	��� F \ O% ���� 
� ����� ��	� ��� #�����	���� C
x 2 �� 	 ���� #���#�%

) ��,����#� ���
��� ��� ���� ������� �� ��� #��"��	���� ����% ������� C�
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������ ��%F3 ���"��	���� ����� 	� ����� 0�� 	��� ��� ���� ��� "������� 9)� ���:
	�� ��� ��
 9C x 2� �����: ����	
 	����	#� �����	
 �������%

�	
�� �� !�	� !	'% D��% ���� �� �n
∑

Δ∈O

I(Δ)

����#���� 	��
� ���� ���� 	����% F \O 9M = 106:
D��� 0 0 18 156288 32.506!
1v 0.58 � 1.73 � 9 145558 32.558!
5v 0.46 � 1.40 � 9 147181 32.555!
10v 0.34 � 1.06 � 9 150364 32.535!
15v 0.28 � 0.95 � 15 152126 32.530!
20v 0.25 � 0.81 � 17 152570 32.532!

�	�
� ��%53 D�����#	
 ����
�� ��� ��,����� �	
��� �� ��� �
���&� ��
�
��� ����� ����#+
���� 	��
� α%

2 	�� C x 2 	�� �����4#	��
� �	���� ��	� ) ���#� ����� ��	� ���� "�� �����	�� ��
	���� 2.5+4 ����� ��	

�� 9�	�
� ��%6 	�� ��� 4���� ��%F:%

$����� ����+ �/ �.�  �/!���#� �/ �.� )�!�� �/ �.� ����#� �� ��"!�

��� ���
����� ���
��� 	
�������� ���#����� ���� ������ �
���&� ��
�
��� ���
�����% )
�
���&� ��
�
��� ���
���� �� 	� 	����	#� ��#
����� 	 �
���&� ��
�
��� ���� 9��� ��#���� ��%I:%
)�� ��� �
���&� ��
�
��� ����� 	�� ����#��� ����� 	� ���� ��4��� �������
� α% �� ���
�'"�������� �� ���� �������	����
� ����α = 5v �� ��� ��� �	�� �	
�� 	� M(���

���I5N%
2��� 
� 	
�� "������ 	 ������ �� �'"�������� �� 4�� ��� �"���	
 �	
�� �� ���� "	+
�	�����%

�� 	#����� ���� ��	
� 
� 	""
� ��� 
���������� 	
������� �� ���
��� �	�	 ��� �����
��� #�����	���� �� C 	�� 2 �
���� ���
����� �����	
 	
��������% 1� �	�� ��� �	
��
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� ����	������ 	������� 	�� �����	#���� ����� 9��#���� 2%6:%

0�� 4�����! &�� /�!� ����
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�� ������� 	 �����' � ∈ ∂O �� ����
	� 9�%�% ��� ����	#� �� �����
�
�� 	����� ���� �����':
�� 	�� ��
� �� ��� ���	��
�� �� ∂O ��#
����� � #	� �� ������� 	� t0, · · · , tk−1 ��#� 	�
ti ∩ t(i+1) mod k �� 	� ����� 	�� ��#� 	� ���� �� ��#
���� �� �'	#�
� �
� ���	��
�� ti
	�� tj M�����	�JEN%

8�������	��
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�����	���� �� ��#� 	 ���� 
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� �� �
�
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� "����� �� ��� ��� 	
������� "��"���� �� M(���

���I5N% ��� ���	 �� �� ��� ���
	��	#��#� ��	"� ΓT �� ��� $�
	��	� ���	���
	���� T % ��� 	 �����' � �� ∂O� 
� ����
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��� �� "�	#��#�� �� #��#� ��	� 	 �����' � �� ����
	�� �� �� ��R#���� �� ������ ���
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� �
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�� �����' � �� ��	������� ��� ��	"� γ�% �� ��� #��"
�'���
�� #��#���� 	 ����
� �����' �� O(d) ����� ��� 
���� 	����"�����% 8���� ��� �����
	����"������ d = O(1) ��	��� �� 	����"���� �L� �� ��� #��"
�'��� �� ������� 	
����
� �
� 
�8�
�� �����' �� O(1)%

1� ��� 	 �����	
 ���� �� #��#� ��� ���
�
�� "��"���� 
��� 	����� �� ������	#�+
��� 	 "	#� �� ����	����	% (�� n �� ��� ������ �� ����	����	 �� ���� "	#�%  	#�
����	������ �	�� �'	#�
� E �����#��� �� ��� ������ �� �����#�� �� ��� "	#� �� O(n)%
���� ��� #��"
�'��� �� 	 �����	
 �	����
� ���� �� O(nd) ����� ��� 
���� 	�� O(n)
����� ��� ����� 	����"�����%
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�� ��� �����	�� ∂O �� ��� 
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	�� �� 	�� 	
����
� ����	������ �� ��� 
� #	� ��� 	 �	���� ��"
�����	���� �� ��� �����
�
�� ����%
���� ���� ���� �� �	��� �� ��� �����
�
�� ���� "��"���� �� M2�������	�GEN% ��� �	��#
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-	���	�� C@� A)

���� ����B
1����� ���� ∂O 
� 6+�	����
�5 .�� Δ �� � 8�
�� ���������
� 
� T \ O ��� f �� ���
������ 
�Δ���
������ 
������� 
� ∂O5 ,���6 ��� �
������ ∂(O ∪ {Δ}) 
�O ∪ {Δ}

� 6+�	����
� 
� ��� 
��� 
� 
�� 
� ��� �
&
"
�� �
��
�

�� 
� ���� ?"� �
��O� ��� ��� 
�
������� ���������� ���
�� � �� ������@9

: 
� f = 0 ��� �����Δ������� ������O� = ∅;

: 
� f = 1 ��� ���Δ������� �"�
�� 
� �
� 
� ∂O �����O� = ∅;

: 
� f = 2 ��� ���Δ����� "�
�� 
� �
� 
� ∂O ��� ��������
��� � ���� ���� ����
O� ∩O� = ∅;

: 
� f = 3 
� 45
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� ���� �� 	##��� ��� 
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���
�
��Z
��
�� ��	��� �� ��� ����	����	 ��#����� �� �	#� �� ��� �����#�� �� ��� ����	������
�� ����% ���� 	����� �� ��� ��#����#� ��	"� ��	����	
% 8���� ��� 
���� 	����"������
��� #��"
�'��� �� ���� ���� �� O(1) �� f = 3 �� 4 	�� O(d) �����
���% �� ��� #��+
"
�'��� �� ��� ���� �� O(d)% �� �� O(1) ����� ��� ����� 	����"����� ��	��� �� ���
	����"���� �L%
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"
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� ���� ?"� �
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�
������ ���������� ���
�� � �� ������@9

: 
� f = 0 ��� �����Δ������� ������ Ō� = ∅;

: 
� f = 1 ��� ���Δ������� �"�
�� 
� �
� 
� ∂O ����� Ō� = ∅;

: 
� f = 2 ��� ���Δ����� "�
�� 
� �
� 
� ∂O ��� ��������
��� � ���� ���� ����
Ō� ∩ Ō� = ∅;

: 
� f = 3 
� 45
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�'��� 	� ��� 	������� ����� �	��
� O(d) 	�� O(1)
����� ��� 
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� "������ 	 "���� �� ��� �	'���� �����' ������ d 9���
�	'���� ������ �� ����	����	 ��#����� �� 	 ����
� �
� 
�8�
�� �����': ����� ���

���� 	����"�����% 1� #	

 n ��� ������ �� �����#�� �� ��� 5$ $�
	��	� ���	�+
��
	����% �����	

�� d = O(n2) ��#	��� ��� ������ �� ����	����	 �� ��� $�
	��	�
���	���
	���� �� O(n2)% ;���� 
� ���
 ��	� d = O(n)%

(�� � �� 	 �����' �� ��� 5$ $�
	��	� ���	���
	���� T � �� � 
= �∞%
2!���� �� � /∈ ∂T 94�����%I	:� � �� 	� ������	
 �����' ��T 	�� ��� ��� �� ����	��+

��	 �ti 9
���� ti �� 	 ���	��
�: 	�� ��#� ��	� ��� ��� �� ti ����� 	 �������� M2�������	�HGN%
��� 	 ���
�
�� ����	#� 9	�� 	 �������� �� ���
�
��:� 
� #	

 nv ��� ������ �� ���+

��#��� ne ��� ������ �� ������ nt ��� ������ �� ���	��
�� 	�� g �� �����% 1� ���
��� >���� �-�	���� M2���#�IJN3

nv − ne + nt = 2(1− g) 9�%I:

�� ��� #	�� g = 0% nt = d ��#	��� �	#� ���	��
� �� ��� �������� #�����"����
�� 	 ����
� ����	������ 	��	#��� �� �% !�������� ��#	��� �	#� ���� �� 	��	#��� ��

�

9	: � /∈ ∂T

�

9�: � ∈ ∂T

������ �%I3 �

����	���� �� 
�� ��� ��� �� ����	����	 �	���� � 	� �����' ����� 	 ����&
96$ #	��:% ���#� �
	#� 
��� �� ��� ������ �� ��� ���	���
	����%
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nv −
3

2
nt + nt = 2

nt = 2nv − 4 9�%6:

)� 
	� �	�� ������ nt = d 	�� nv = O(n)% ���� d = O(n)%
2!�� �� �� � ∈ ∂T 94���� �%I�:� ��� ��� �� ti ���� 	 ����& 
���� �����	��

����� e1, . . . , ek ����� �ei ∈ ∂T % )���� ��� #���

	�� II%6%5 �� M2�������	�HGN� ���
������ �� ���	��
�� �� "
	�	� ���	���
	���� 9�� 	 ����&� ��� ����	�#�: �� 
���	� �� ���
������ �� �����#��% ����� d = O(n)%
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