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of science, his own contribution, no matter how important, is only a drop in the ocean

of truth.”
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Résumé

Faculté de Physique

Institut des Nanosciences de Paris

Docteur en Physique

Propagation du son et diffusion de la lumière dans les mousses

par Frédéric Wintzenrieth

L’objectif de cette thèse est de caractériser et comprendre la propagation d’ondes acous-

tiques dans les mousses solides ordonnées. Nous avons mis au point une nouvelle sonde

acoustique fondée sur la diffusion multiple de la lumière cohérente. Cette sonde ap-

pelée Laser Speckle Visibility Acoustic Spectroscopy résout en temps et en espace le

champ de déplacement induit par le passage de l’onde acoustique ce qui permet d’en

mesurer la relation de dispersion et la longueur d’atténuation. Nous avons validé la tech-

nique LSVAS en étudiant ces propriétés pour une mousse aqueuse dont les propriétés

viscoélastiques sont par ailleurs connues. Nous avons ensuite élaboré des mousses so-

lides de structure ordonnée en gélifiant des mousses liquides monodisperses produites à

l’aide d’un générateur microfluidique. En excitant des ondes acoustiques dans un guide

d’onde rempli d’une telle mousse gélifiée, nous avons étudié leur propagation dans une

gamme de fréquence jusqu’à 10 kHz. Les célérités longitudinales et transverses ainsi

que la longueur d’atténuation mesurées simultanément à basse fréquence montrent que,

l’onde acoustique se propage dans la mousse solide comme dans un milieu continu ef-

fectif viscoélastique. Les variations des célérités longitudinale et transverse de ce mode

lent avec la fraction volumique des bulles sont bien décrites par la loi de Wood et elles

sont en accord avec la loi semi-empirique proposée par Ashby & Gibson. Aux fréquences

supérieures à quelques centaines de hertz, la longueur d’onde transverse se rapproche de

la taille des bulles et le mode lent n’est plus observé. Par contre, un mode beaucoup plus

rapide, avec une vitesse comparable à celle du son dans l’air, apparâıt. Nous montrons

comment on peut décrire ce régime et le fort couplage entre le mouvement des films et

du gaz dans le cadre de la théorie acoustique de Biot.

http://www.upmc.fr/
http://www.physique.upmc.fr/
http://www.insp.jussieu.fr/
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Résumé

Faculté de Physique
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Docteur en Physique

Propagation du son et diffusion de la lumière dans les mousses

par Frédéric Wintzenrieth

This thesis aims at characterizing and understanding acoustic wave propagation in or-

dered solid foams. We developed a new acoustic probe based on coherent light multiple

scattering. This probe called Laser Speckle Visibility Acoustic Spectroscopy is sensitive

to the displacement field induced by the acoustic wave in time and space, so that the

wave dispersion relation and attenuation can be measured. We validated LSVAS measu-

ring the aforementioned properties in aqueous foams which viscoelastic properties were

already known. We then elaborated solid foams with ordered structures by gelling mono-

disperse liquid foams produced with a microfluidic generator. Generating acoustic waves

in a wave guide filled with such a gelled foam, we studied their propagation in a frequency

range up to 10 kHz. Longitudinal and transverse wave velocities but also attenuation

lengths simultaneously measured at low frequency show that the acoustic wave propa-

gates in solid foam like in an effective viscoelastic continuous medium. Longitudinal and

transverse wave velocity variations of this slow mode with gas volume fraction are well

described by Wood’s law and agree with the semi-empirical law suggested by Ashby

& Gibson. At frequencies higher than a few hundred hertz, the transverse wavelength

approaches the bubble size and this slow mode is not observed any more. Meanwhile, a

much faster mode, which velocity compares to the sound wave velocity in air, appears.

We show how this regime and the strong coupling between film and gas displacement in

the framework of Biot’s acoustic theory.
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http://www.insp.jussieu.fr/


Remerciements

. . .

iv



Table des matières
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des tubes de diamètre 10 mm. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131
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4.30 Relation de dispersion haute fréquence d’un échantillon de mousse gélifiée
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4.32 Célérité longitudinale dans la mousse en fonction de la fraction volumique
de gaz. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138
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4.34 Partie réelle et imaginaire de l’indice de polytropie dynamique pour des
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numéro d’échantillon et le numéro d’expérience, respectivement. . . . . . 137

xii
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n∗ indice de réfraction effectif (dynamique) 1

p surpression ou pression acoustique Pa

q nombre d’onde (composante transverse) m−1

qη nombre d’onde transverse visqueux m−1

qθ nombre d’onde transverse thermique m−1

qφ nombre d’onde transverse de compression m−1

qψ nombre d’onde transverse de cisaillement m−1

t épaisseur des poutres (bords de Plateau) m

~u champ de déplacement m
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Introduction

Une mousse liquide est une dispersion concentrée de bulles de gaz dans une solution

de tensioactifs. La structure des cellules à l’équilibre, gouvernée par la tension de sur-

face, minimise l’aire interfaciale à volume de gaz donné. En solidifiant la phase liquide,

on crée une mousse solide qui conserve la structure de son précurseur liquide, tout en

étant beaucoup plus rigide et stable au cours du temps. Lors de la solidification, les

films peuvent se rompre, et la mousse forme alors un milieu poreux constitué de cel-

lules ouvertes à travers lesquelles le gaz peut circuler librement. Dans le cas contraire,

une mousse solide à cellules fermées, à l’intérieur desquelles le gaz est emprisonné, est

obtenue.

On trouve des mousses solides dans la nature. Les mousses volcaniques solides, comme

la pierre ponce, peuvent emprisonner tant de gaz que leur densité est inférieure à celle de

l’eau. Le liège, constitué de cellules contenant de l’air, séparées les unes des autres par des

fines membranes en biopolymère en est un autre exemple. Les propriétés mécaniques et

thermiques ainsi que la faible densité des mousses solides sont exploitées dans une grande

diversité d’applications industrielles, comme les matériaux de construction aérés (plâtre

moussé, béton moussé) ou comme l’absorbant phonique pour réduire la réverbération

acoustique. Ce contexte soulève la question de savoir comment les propriétés acoustiques

d’une mousse dépendent d’une part des propriétés des phases solide et fluide qu’elle

contient et d’autre part de la microstructure. Dans les matériaux naturels, l’empilement

des cellules est souvent désordonné, mais les techniques telles que la micro-fluidique,

l’impression 3D ou la lithographie permettent maintenant d’élaborer des matériaux de

microstructure contrôlée. On peut ainsi créer des matériaux dont les propriétés ma-

croscopiques se distinguent qualitativement de celles des matériaux naturels. De tels

métamatériaux peuvent par exemple présenter un indice de réfraction optique négatif,

ou encore un coefficient de Poisson négatif. Ces comportements résultent bien souvent

de résonances locales de la microstructure.

En amont de la conception d’un métamatériau phononique, une bonne compréhension

de la relation entre la microstructure et le comportement acoustique est nécessaire. Dans

1
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le domaine de l’acoustique des milieux poreux, les travaux pionniers de Biot en 1962 ont

conduit à un modèle qui prédit deux modes de propagation de célérités très différentes,

correspondant à des ondes qui se propagent principalement dans la matrice solide ou dans

la phase fluide. Des développements ultérieurs de ce modèle ont permis de prendre en

compte plus finement l’interaction entre fluide et solide. La microstructure, souvent très

complexe, est décrite par des paramètres phénoménologiques. Cette approche permet

aussi de décrire le comportement acoustique des mousses à cellules ouvertes. Pour autant,

les effets dus à la vibration des films (les parois des cellules entre deux voisines) dans

les mousses solides à cellules fermées n’ont pas été considérées. Or, des expériences très

récentes avec des mousses liquides désordonnées ont mis en évidence que ces vibrations

locales des films ont un impact majeur sur les propriétés acoustiques.

Comme le désordre, l’instabilité et la forte atténuation acoustique caractéristiques

des mousses liquides rendent difficile leur étude et leur modélisation quantitative, nous

avons choisi de nous intéresser aux mousses solides, et nous nous sommes posés les

questions suivantes : Comment peut-on créer des mousses solides à cellules fermées,

d’une microstructure ordonnée, stables dans le temps ? Comment le son se propage-

t-il dans un tel matériau ? Comment l’élasticité d’un tel matériau dépend-elle de la

porosité et de la microstructure ? Pour répondre à ces questions, nous avons produit, par

une méthode microfluidique, des mousses monodisperses à cellules fermées, en utilisant

une mousse liquide précurseur constituée d’une solution de gélatine qui se solidifie à

température ambiante. Leur microstructure a été caractérisée par tomographie X, et

l’élasticité du gel par rhéométrie. L’objectif est de déterminer la relation de dispersion

des ondes longitudinale et transverse pour un échantillon donné. Ceci nous a amenés à

développer une nouvelle technique, appelée Laser Speckle Visbility Acoustic Spectrocopy

(LSVAS), résolue en temps et en espace, où la diffusion multiple de la lumière cohérente

permet de suivre in situ l’amplitude et la phase d’une onde acoustique qui se propage

dans un guide d’onde rempli de mousse gélifiée. Cette technique donne ainsi accès à la

longueur d’onde et la longueur d’atténuation dans ces matériaux dans la gamme jusqu’à

10 kHz.

Le manuscrit est organisé comme suit. Au chapitre 1, nous rappelons quelques pro-

priétés et concepts des mousses qui seront utiles par la suite, concernant leur structure,

leurs propriétés viscoélastiques, acoustiques et optiques. Nous décrivons dans le cha-

pitre 2 l’élaboration et la structure des mousses gélifiées solides. Le chapitre 3 décrit le

principe de la méthode expérimentale optoacoustique LSVAS que nous avons mise au

point, ainsi que sa validation à l’aide d’une mousse liquide de propriétés viscoélastiques

mesurées de manière indépendante. Le chapitre 4 commence par un rappel de l’état de

l’art concernant la propagation du son dans les métamatériaux. Puis nous décrivons le
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dispositif expérimental utilisé pour mesurer les propriétés acoustiques des mousses so-

lides à l’aide de la méthode LSVAS. Puis, nous développons une analyse, basée sur la

mécanique des milieux continus, du mode de propagation confiné dans un guide d’onde.

Les résultats présentés ensuite mettent en évidence les différents régimes de propagation

des ondes acoustiques transverses et longitudinales. Ils sont discutés dans le cadre des

modèles de Gibson et Ashby, de Wood et de Biot.



Chapitre 1

Généralités sur les mousses

Cette partie présente les concepts nécessaires à la compréhension de ce manuscrit.

Elle s’appuie sur un certain nombre d’ouvrages de référence. La première section traite de

la structure des mousses et de leur évolution temporelle [1]. La deuxième section expose

le concept de viscoélasticité et l’illustre dans les cas des mousses liquides et des mousses

solides [2, 3, 1]. La troisième section introduit les équations d’onde dans les solides et les

fluides puis présente le cas des liquides bulleux et celui des matériaux poreux [4, 5]. On

s’intéresse également à la dynamique de vibration des films sous tension [6]. Enfin, dans

dernière section, on introduit la spectroscopie de diffusion multiple de la lumière [7].

1.1 Structure et vieillissement d’une mousse

1.1.1 Structure

Mousses liquides

Une mousse liquide est une dispersion de gaz dans un liquide savonneux. Ther-

modynamiquement instable, elle est stabilisée cinétiquement par des tensioactifs. À

l’échelle macroscopique, les paramètres qui caractérisent la structure d’une mousse sont

le diamètre des bulles d et la fraction volumique de gaz φg i.e. le rapport du volume de

gaz sur le volume total. La passage d’un liquide bulleux à une mousse se fait lorsque φg

dépasse un seuil φc de transition de blocage (jamming) proche de 2/3 [8]. Une mousse

présente le comportement mécanique d’un solide ou d’un liquide selon la contrainte ap-

pliquée. Les bulles d’une mousse sont en contact les unes avec les autres. Cet empilement

de bulles peut résister à une contrainte tangentielle appliquée inférieure à la contrainte

4
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seuil σys. Par contre, lorsque la contrainte appliquée est supérieure à σys, les bulles sont

entrainées loin les unes des autres et la mousse s’écoule comme un liquide visqueux [1].

Liquide

Liquide

Gaz

Gaz

Gaz

Échelle macroscopique
> 1 cm

Échelle des bulles
1 cm – 10 μm

Échelle des films de savon
1 μm – 10 nm

Échelle moléculaire
~ 1 nm

Figure 1.1 – Différentes échelles d’observation d’une mousse acqueuse [9].

La structure de la mousse est multiéchelle (cf. figure 1.1). Les éléments qui la com-

posent ont des tailles caractéristiques qui diffèrent de plusieurs ordres de grandeur. À

l’échelle macroscopique, une mousse apparâıt comme un milieu turbide uniforme. À

l’échelle inférieure (1 cm-10 µm), les bulles se distinguent les unes des autres. Les films

qui les séparent s’irisent lorsqu’ils sont éclairés par une lumière blanche. Ce phénomène

est révélateur de leur épaisseur sub-micrométrique. À l’échelle moléculaire, des molécules

de tensioactifs sont adsorbés aux interfaces liquide-gaz de tension de surface γ.

Lois d’équilibre

Soit deux phases immiscibles dont l’une est dispersée dans l’autre. Considérons une

goutte sphérique de rayon Rb de la première phase dans la seconde. L’énergie de surface

associée à la goutte vaut donc 4πR2
bγ. La variation d’énergie liée à une variation dR du

rayon vaut 8πRbdRγ. Celle-ci correspond au travail d’une force normale FN distribuée

sur l’interface (δW = FNdR). Cette force due à la tension s’équilibre avec une différence

de pression ∆p = 2γ/Rb entre l’intérieur et l’extérieur de la goutte. Cette expression

de la différence de pression ∆p généralisée à une interfaces possédants deux rayons de

courbure principaux distincts R1 et R2 conduit à la loi de Laplace [10] :

∆p = γ

(
1

R1
+

1

R2

)
(1.1)

La forme des bulles tend vers des polygones facettés dans la limite sèche (φg −→ 1). C’est

dans cette limite qu’ont été formulées par J. Plateau les lois d’équilibre de la structure,

démontrées plus tard par Almgren et Taylor [11]. Les lois de Plateau se résument par

[1] :

— les films de savon sont de courbure moyenne constante, fixée par la loi de Laplace

(cf. équation 1.1).
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120°

109.5°

RBP

Bords de
Plateau

Vertex

Figure 1.2 – Éléments de
structure d’une mousse hu-

mide [1].

Structure hexagonale compacte Structure cubique à faces centrées

Figure 1.3 – Différence entre les empilements
hexagonal compact et cubique à faces centrées

(d’après [9]).

— les films se rencontrent trois par trois aux arêtes appelés bords de Plateau (cf.

figure 1.2), en formant des angles de 120◦.

— les arêtes se rencontrent quatre par quatre aux vertex (centres de tétraètdres

réguliers) en formant des angles de ∼ 109.5◦.

Mousses humides

Dans le cas des mousses légèrement humides (φg ∼ 1 %), les éléments (vertex, bords

de Plateau) de la structure sont les mêmes que dans les mousses sèches. Cependant, leur

forme prend du volume afin de contenir le liquide. Les arêtes deviennent des canaux

avec un rayon de courbure RBP fini (cf. figure 1.2). A l’approche de la transition de

jamming, la distinction entre vertex et bordures de Plateau n’est plus bien définie, dans

cette limite, la structure se décrit comme un empilement de bulles sphériques.

Mousses ordonnées

Les mousses monodisperses s’ordonnent spontanément sur des échelles de longueur

de l’ordre de la dizaine de bulles. Au sein des domaines cristallins, des arguments in-

diquent une meilleure stabilité de l’empilement cubique à faces centrées pour les mousses

liquides, ce qui le rend sous certaines conditions plus fréquente par rapport à l’empile-

ment hexagonal compact [12].
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Pictures/Mousses_solides_liquides.pdf

Figure 1.4 – Exemples de mousses solides à cellules fermées (a) et à cellules ouvertes
(b) et liquides (c) (d’après [1, 3]).

Mousses solides

Différents procédés conduisent à l’élaboration d’une mousse solide. En général, elle

est obtenue par solidification d’une mousse liquide. Dans le cas des mousses polymères, la

phase continue peut être une solution de monomères ou un fondu de polymères, solidifiés

respectivement par polymérisation (ramifiée) ou par refroidissement [3, Chap. 1]. À la

suite de la solidification ou sous l’effet d’un procédé ultérieur (e.g. réticulation 1 des

mousses polyuréthanes), la structure peut être différente de celle de la mousse liquide

dans la mesure où les films peuvent éclater ou les bords de Plateau se rompre. À la

différence des mousses liquides, les mousses solides peuvent avoir des cellules ouvertes. 2

La phase gazeuse percole alors à travers le solide. Ainsi, le terme porosité est préféré au

terme fraction volumique de gaz, encore définie comme le rapport entre le volume de gaz

et le volume total de la mousse. Afin de préciser, la terminologie distingue les mousses

à cellules ouvertes des mousses à cellules fermées (cf. figure 1.4).

1. La réticulation est un procédé qui vise la rupture des films en anglais reticulation à ne pas confondre
avec la réticulation au sens de formation d’un réseau tridimensionnel de polymères en anglais cross-
linking

2. Pour cette raison, le terme cellule est préféré au terme bulle.
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Si les mousses à cellules ouvertes sont les plus grands représentants des mousses

solides, elles sont aussi les plus grands représentants de la famille des matériaux poreux.

Ces matériaux très utilisés dans l’industrie, que ce soit dans les domaines de l’habitat

ou de l’aéronautique, sont très bien caractérisés du point de vue acoustique. La pierre

angulaire de la modélisation acoustique de ces matériaux est la théorie de Biot, dont les

principes seront exposés section 1.3.3.

1.1.2 Vieillissement

Mousses liquides

Le vieillissement d’une mousse liquide correspond à l’ensemble des phénomènes liés

à l’évolution temporelle de la mousse. Il s’agit du mûrissement, du drainage et de la

coalescence.

Le mûrissement est un effet d’évolution de la taille des bulles lié à des transferts de

gaz entre bulles de différentes tailles. Le drainage est un effet gravitationnel d’écoulement

de la phase liquide à travers la structure de la mousse. La coalescence correspond à la

rupture d’un film de savon et à la mise en commun du gaz provenant de deux bulles.

Mûrissement

Le mûrissement est dû aux transferts de gaz entre bulles voisines dû aux différences

de pression de Laplace. Cette différence de pression de Laplace est due en premier lieu à

une différence de diamètre d entre bulles voisines. Pour les mousses humides où la forme

des bulles est quasiment sphérique, le lien entre diamètre des bulles et courbure des

interfaces est immédiat. Il ne l’est pas pour des mousses sèches. Von Neumann a montré

que l’évolution de la taille d’une bulle dans une mousse sèche 2D est gouvernée par son

nombre de voisins [1]. Ce résultat a récemment été généralisé au cas 3D [13]. À un niveau

plus macroscopique, la distribution initiale de taille des bulles dans la mousse influe

sur la cinétique du mûrissement. En particulier, pour une mousse initialement quasi-

monodisperse, où les différences de pression de Laplace sont moindres, la cinétique de

mûrissement est plus lente. Outre la taille des bulles et la topologie de leur empilement, la

cinétique de ce mécanisme dépend de la solubilité Cs du gaz dans les films, de l’épaisseur

des films (i.e. de la fraction volumique φg) et du coefficient de diffusion du gaz dans le

liquide [1].
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Drainage

Le drainage correspond à l’écoulement de la solution moussante sous l’action de la

gravité et de la capillarité au travers du réseau de canaux et de nœuds formé par les

bords de Plateau et les vertex [1]. L’écoulement à travers ce réseau est comparable

à un écoulement au travers d’un milieu poreux déformable. Au fur et à mesure de

l’assèchement de la mousse, la section des canaux diminue. Un gradient de fraction

liquide et donc un gradient de pression capillaire apparâıt et s’oppose aux forces de

gravité jusqu’à ce qu’un profil vertical de fraction volumique de gaz à l’équilibre ne

s’installe [1]. Outre la fraction de liquide initiale et la taille des bulles, la cinétique du

drainage est contrôlée par les grandeurs physiques qui régissent l’écoulement au travers

de la mousse. En particulier, le profil de l’écoulement est régit par la viscosité de la

solution, tandis que les conditions aux limites découlent de la viscosité interfaciale, due

à à la présence de molécules de tensioactifs adsorbés à l’interface [1].

Dans le cadre du drainage, la gravité joue un rôle moteur et la capillarité un rôle

de frein. Mais la capillarité peut également jouer un rôle moteur dans le cadre de la

réimbibition en l’absence de gravité (e.g. dans le plan horizontal). Il s’agit du phénomène

qui se manifeste lors de la mise en contact d’un bloc de mousse humide et d’un bloc de

mousse sèche. La différence de pression osmotique va provoquer l’aspiration du liquide

de la mousse humide par la mousse sèche.

Coalescence

La coalescence correspond à la fusion de deux bulles suite à la rupture du film

les séparant. Ce phénomène est souvent consécutif au drainage. Les films sont d’au-

tant plus fragiles qu’ils sont fins. Les films d’équilibre ont une épaisseur typique de

20 − 50 nm fixée par l’équilibre des forces capillaires et forces de disjonction (i.e.

répulsions électrostatiques et stériques). À cette échelle, les films sont fragiles face aux

perturbations thermiques qui peuvent générer des ondes capillaires au niveau de l’inter-

face. Ces ondes provoquent une déformation de l’interface à laquelle résiste la tension de

surface. Néanmoins, à cette échelle des forces attractives de type Van der Waals peuvent

dominer et par un phénomène d’instabilité provoquer la rupture du film [1].
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1.2 Propriétés viscoélastiques des mousses

1.2.1 Éléments de mécanique

Mécanique linéaire d’un milieu élastique isotrope

Soit un champ de déplacement ~u dans un milieu élastique homogène isotrope, le

tenseur des déformations εεε est égal à la partie symétrique du gradient du champ de

déplacement [14] :

εεε =
1

2

(
∇∇∇~u+∇∇∇~u†

)
(1.2)

où∇∇∇~u† est le transconjugué de∇∇∇~u. Si le matériau est hookéen, le tenseur des contraintes

σσσ est lié linéairement au tenseur des déformations εεε :

σσσ = λ Tr(εεε) III + µ εεε (1.3)

= λ ∇ · ~u III + µ
(
∇∇∇~u+∇∇∇~u†

)
(1.4)

où λ et µ sont les coefficients de Lamé et I la matrice identité. λ correspond à un terme

d’élasticité purement isotrope et µ correspond à l’élasticité purement déviatorique. En

terme des modules de cisaillement G, d’onde de compression L et de compressibilité

volumique B, on a les relation suivantes :

G = µ, L = λ+ 2µ, B = λ+
2

3
µ (1.5)

Le cas d’élasticité de cisaillement nulle µ = 0 correspond au cas du fluide 3 (non

visqueux). Fluides comme solides ont un coefficient λ non nul. Les caractéristiques

mécaniques d’un solide sont dues à un module élastique de cisaillement µ = G non

nul.

Mécanique d’un fluide visqueux homogène isotrope

Soit un champ de vitesses ~v dans un fluide visqueux homogène isotrope, le tenseur

des taux de déformations ε̇εε est égal à la partie symétrique du gradient du champ de

vitesse [14] :

ε̇εε =
1

2

(
∇∇∇~v +∇∇∇~v†

)
(1.6)

3. Dans ce cas, module d’onde de compression et module d’élasticité isostatique sont égaux L = B.
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où ∇∇∇~v† est le transconjugué de ∇∇∇~v. Si le fluide est newtonien, le tenseur des contraintes

visqueuses σσση est lié linéairement au tenseur de taux de déformations ε̇εε :

σσσv = λv Tr(ε̇εε) III + µv ε̇εε (1.7)

= λv ∇ · ~v III + µv

(
∇∇∇~v +∇∇∇~v†

)
(1.8)

où λv et µv sont les coefficients de viscosité de Lamé. λv correspond à un terme de

viscosité purement isotrope et µ correspond à la viscosité de cisaillement. En terme des

coefficients de viscosité dynamique η et du module de viscosité volumique Bv, on a les

relation suivantes :

η = µv, Bv = λv +
2

3
µv (1.9)

Le coefficient de viscosité volumique Bv est lié à des degrés de liberté vibrationnels

internes des molécules. Dans le cas des gaz monoatomiques, l’absence de ces degrés

de liberté internes assure Bv = 0. Les coefficients de Lamé visqueux vérifient alors la

relation de Stokes (3λv+2µv = 0). Cette relation encore appelée hypothèse de Stokes est

vérifiée pour un certain nombre de fluides newtoniens dont l’eau et l’air. Pour ces fluides,

la viscosité engendre des contraintes déviatoriques. La seule contrainte isochore vient des

efforts de pression qui interviennent dans l’expression du tenseur des contraintes total :

σσσ = −p III + σσσv (1.10)

Pour un fluide compressible de compressibilité χ, la pression est reliée à la divergence

du champ de déplacement de la même manière que la partie isotrope du tenseur des

contraintes dans un solide élastique. En terme de coefficients de Lamé élastiques, le

fluide compressible correspond au cas µ = 0 et L = B = λ = χ−1.

Il est remarquable de constater au travers de ces équations les parallèles entre le fluide

newtonien et le solide hookéen. De nombreux matériaux n’ont ni l’un ni l’autre de ces

deux comportements mécaniques, mais ils constituent deux archétypes qui permettent

de situer les comportements plus complexes en comparaison.

Viscoélasticité linéaire

Le comportement mécanique d’un matériau viscoélastique dépend du temps ca-

ractéristique de la sollicitation mécanique. Par rapport à un solide purement élastique,

où la réponse mécanique est instantanée, cela signifie que la réponse se fait avec un

temps de retard. Ce retard est lié à une distribution de temps de relaxation intrinsèque

au matériau. Le comportement viscoélastique en réponse à un cisaillement oscillatoire

εxy est décrit par le module complexe de cisaillement G∗(ω) défini tel que :
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ε∗xy(ω) = ε0 e
iωt (1.11)

σ∗xy(ω) = G∗(ω) ε∗xy(ω) = (G
′
+ i G

′′
) ε∗xy(ω) (1.12)

où G∗(ω) est le module de cisaillement complexe, dont la partie réelle G
′

est appelée

module de conservation (ou module élastique) et la partie imaginaire G
′′

module de

perte. Ces équation traduites en réponse temporelle donnent :

εxy(t) = ε0 cos(ωt) (1.13)

σxy(t) = (G
′
cos(ωt)− G

′′
sin(ωt)) ε0 (1.14)

Il existe une grande variété de comportements viscoélastiques et de modèles corres-

pondants. Parmi tous ces modèles, deux d’entre eux peuvent être considérés comme les

briques élémentaires de la viscoélasticité. Il s’agit respectivement du fluide de Maxwell

(Gm, ηm) et du solide de Kelvin-Voigt (Gv, ηv) (cf. figure 1.5).

Fluide de Maxwell Solide de Kelvin-Voigt

Figure 1.5 – Schémas équivalent du fluide de Maxwell et du solide de Kelvin-Voigt.

Le premier est élastique aux temps courts et visqueux aux temps longs comparés

à son temps de relaxation τm = Gm/ηm. Le second est visqueux aux temps courts et

élastique aux temps longs comparés à son temps de relaxation τv = Gv/ηv. Les fonctions

de distribution des temps de relaxation des éléments de Maxwell et des éléments de

Kelvin-Voigt d’un matériau permettent de caractériser complètement le comportement

viscoélastique linéaire d’un matériau [15].

1.2.2 Mousses liquides

Rhéologie des mousses

Une mousse est un fluide complexe, un solide faible et un matériau mou. Ces matériaux

peuvent exhiber trois types de comportement : élastique, plastique et visqueux [1].
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L’élasticité est la propriété la plus étonnante au premier abord lorsque l’on considère

qu’une mousse correspond à un mélange de deux phases fluides. La tension de surface

est à l’origine de l’élasticité des mousses. La longueur caractéristique qui intervient dans

l’élasticité est la taille des bulles de sorte qu’en loi d’échelleG ∼ γ/d. Expérimentalement,

les variations du module dans la limite quasi-statique avec la fraction volumique de gaz

φg sont bien décrites par la relation phénoménologique suivante [8] :

G = 2.8 φg (φg − φc)
γ

d
(1.15)

où φc est une fraction volumique de gaz critique. La plasticité intervient aux grandes

déformations et correspond à leur irréversibilité. La mousse garde alors la forme imposée

par ces déformations. On observe ce comportement de la mousse si l’on cherche à la

faire s’écouler. L’écoulement apparâıt si la la contrainte appliquée est supérieure à une

contrainte seuil σys qui, dans le cas de mousses sèches, vérifie la loi d’échelle σys ∼ γ/d.

Pour une fraction volumique de gaz quelconque, la contrainte seuil dans les mousses

désordonnées suit l’évolution donnée par l’équation 1.16 [8] représentée figure 1.6.

Solide
Viscoélastique

Fluide visqueux
Non-newtonien

Contrainte seuil

Φ 1c

Contrainte 
appliquée

Fraction volumique
de gaz

Figure 1.6 – Contrainte seuil en fonction de la fraction volumiques de gaz (d’après
[16]).

σys ∼= 3
γ

d
(φg − φc)2 (1.16)

Viscoélasticité linéaire

La figure 1.7 illustre le comportement viscoélastique linéaire dans une mousse. Le

module complexe de cisaillement G∗(ω) est représenté en fonction de la fréquence. On

y distingue deux régimes fréquentiels où les comportements rhéologiques de la mousse

sont qualitativement différents.

Le régime des basses fréquences f < 0.1 Hz est mis en évidence par des expériences

de fluage. Ces expériences consistent en la mesure de la réponse temporelle de la fonction

de fluage J(t) du système soumis à un échelon de contrainte. Une transformée de Laplace
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Figure 1.7 – Spectre dynamique du module de cisaillement d’une mousses liquide.
L’échantillon est une mousse à raser après 100 min de mûrissement et de fraction
volumique de gaz φg = 0.92 (d’après [8]). Les courbes continues sont déduites par

transformée de Laplace de la fonction de fluage J(t).

permet ensuite de revenir au module viscoélastique G∗(ω) = 1/J∗(ω) [2]. Les courbes

continues de la figure 1.7 correspondent à ces mesures. Le modèle que l’on déduit de la

réponse temporelle correspond à la mise en série d’un fluide de Maxwell et d’un solide de

Kelvin-Voigt. Le fluide de Maxwell a un temps de relaxation τ0 = 1/f0 déterminé par l’in-

tervalle de temps entre les réarrangement de bulles successifs induits par le mûrissement.

Ce temps caractéristique a également été observé par la spectroscopie de la lumière dif-

fuse (DWS) présentée section 1.4. Pour les fréquences correspondantes et inférieures

f < f0, le module élastique disparait. Une mousse qui mûrit ne présente donc pas de

comportement élastique statique, aux temps longs elle s’écoule comme un liquide très

visqueux. Une deuxième contribution à la réponse lente, décrite par un modèle Kelvin-

Voigt, résulte quant à elle d’un couplage entre la dynamique des bulles et la rhéologie

interfaciale. Le temps de relaxation résulte du rapport entre la tension de surface et la

viscosité interfaciale dilatationnelle τ1 = 1/f1 = ηd/γ [8].

Le régime des hautes fréquences f > 0.1 Hz est sondé par une technique oscillatoire,

si bien que le module de cisaillement complexeG∗(ω) est obtenu directement de la mesure

de la contrainte en réponse à une déformation sinusöıdale. Les variations en fréquence du

module élastique commencent au niveau du plateau du régime quasi-statique. Le module

élastique G′ croit ensuite en racine carrée de la fréquence de même que le module de

perte G′′. Le module de cisaillement complexe peut être décrit dans ce régime par la loi

suivante [1] :

G∗(ω) = G0

(
1 +

√
i
ω

ωc

)
+ i η∞ω (1.17)
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où ωc est une pulsation caractéristique, G0 est le module d’élasticité quasi-statique et

η∞ est une viscosité newtonienne asymptotique. Cette loi de viscoélasticité combine le

régime d’élasticité quasi-statique, une dissipation liée aux modes mous de relaxation

d’un empilement aléatoire de bulles [17, 18] et une viscosité newtonienne de fluide qui

finit par intervenir dans la limite des hautes fréquences. Des travaux récents ont montré

que l’élasticité dilatationnelle des interfaces a un impact sur le module G∗ à hautes

fréquences [19]. Elle fait apparâıtre une fréquence de coupure dans le spectre de temps

de relaxation d’autant plus petite que la rigidité de l’interface liquide-gaz est grande.

1.2.3 Mousses solides

L’élasticité d’une mousse solide dépend de l’élasticité de sa phase continue solide.

Une fois ses propriétés connues, il reste à les relier à celles de la mousse. Les relations

qui les relient aux propriétés mécaniques macroscopiques ne nécessitent pas toujours une

modélisation précise de la microstructure. En effet, des approches d’homogénéisation ou

parfois des raisonnements en lois d’échelles permettent d’obtenir des relations de passage

satisfaisantes [20].

Cellules ouvertes

La structure des mousse réelles est trop complexe pour qu’on puisse modéliser leur

mécanique macroscopique analytiquement. Pour comprendre qualitativement le lien entre

ce comportement et la microstructure, Gibson & Ashby proposent un modèle de cellule

cubique de maille de taille d fait de poutres de section carrée de côté t (cf. figure 1.8) [3].

Une section du cube parallèle à une des faces possède une fraction surfacique de solide

de l’ordre de t2/d2. Afin de passer de la section au cube, il faut imaginer un procédé

d’extrusion selon deux directions orthogonales, de sorte que la fraction volumique de

solide (1− φg) est également de l’ordre de t2/d2.

Figure 1.8 – Modèle de la cellule cubique de poutres de section carrée non-déformée
(A) et déformée par une contrainte uniaxiale dans la direction verticale (B) (d’après

[3]).

Ces poutres sont principalement sollicitées en flexion par une contrainte uniaxiale

transverse. La force F de point d’application le milieu d’une poutre, dont les deux

extrémités sont en appui, cause une déflexion δ au milieu de la poutre [21, 14] :

δ =
1

4

F

Es

d3

t4
(1.18)
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où Es est le module de Young du solide. Pour en déduire un module de Young effectif de la

mousse à cellules ouvertes E∗, il faut substituer la contrainte σ par la force F ∝ σ d2. En

l’exprimant comme le rapport de la déformation ε ∝ δ/d sur la contrainte, on obtient 4 :

E∗ =
σ

ε
∝ Es

d4

t4
∝ Es (1− φg)2 (1.19)

La constante de proportionnalité dépend de la géométrie considérée. Empiriquement, on

trouve qu’elle vaut à peu près 1 pour une majorité de matériaux cellulaires [3].

Un cisaillement entraine également la flexion des poutres. En effet, le point d’appli-

cation de la force se trouve cette fois-ci au niveau de l’extrémité des poutres. Ainsi la

déflexion δ est liée par une formule équivalente à l’équation 1.18 au module de Young

du solide Es avec un différent préfacteur. Un raisonnement aux dimensions conduit de

manière équivalente à une proportionnalité entre le module de cisaillement effectif de la

mousse à cellules ouvertes G∗ et le module de Young du solide Es. Afin d’en déduire la

relation de passage avec le module de cisaillement du solide Gs, il faut utiliser la relation

pour les solides homogènes élastiques [14] :

Es =
9 Bs Gs

3 Bs +Gs
(1.20)

où Bs est le module d’élasticité isostatique du solide. Or pour les matériaux mous, le

contraste entre modules d’élasticité isostatique et de cisaillement est très grand (e.g. gel

de gélatine Bs ∼ 109 Pa� Gs ∼ 104 Pa), le coefficient de Poisson ν est très proche de

sa valeur incompressible, de sorte que le module de Young est essentiellement égal au

module de cisaillement à un coefficient de proportionnalité près (Es ≈ 3 Gs ⇔ ν ≈ 1/2).

En utilisant ce résultat et en croisant avec le coefficient semi-empirique (3/8) obtenu par

Gibson & Ashby [3], on obtient :

G∗ ≈
9

8
(1− φg)2 Gs (1.21)

Il est remarquable de constater que le module de cisaillement des mousses solides G∗

évalué dans la limite quasi-statique, ne dépend pas de la taille des cellules. Ce résultat

diffère fondamentalement du cas des mousses liquides, où le module quasi-statique G0

est inversement proportionnel à la taille des bulles (cf. équation 1.15).

4. L’indice inférieur ∗ désigne les grandeurs du matériau ‘homogénéisé’ équivalent à la mousse. Ne
pas confondre avec l’exposant ∗ qui désigne les grandeurs complexes.



Chapitre 1. Généralités 17

Cellules fermées

Dans le cas des cellules fermées deux effets s’ajoutent : l’élasticité des films et la

compressibilité du gaz dans les cellules. Pour une déformation causée par une contrainte

uniaxiale, le module pertinent est celui de Young [3] :

E∗ ≈ Es [(1− φf )2 (1− φg)2 + φf (1− φg)] +
1− 2ν∗
φg

P0 (1.22)

où ν∗ est le coefficient de Poisson effectif, P0 est la pression du gaz dans la cellule,

φf fraction volumique de solide contenu dans les films et sa contribution au module

est calculée dans le cas isotherme. Pour des déformations isochores qui sollicitent la

mousse en cisaillement, seule l’élasticité des films doit être prise en compte. Cet effet est

censé être mineur pour la plupart des mousses qui possèdent des films très fragiles, qui

se rompent facilement [3]. Néanmoins, il y a des exceptions pour lesquelles une fraction

volumique non négligeable φf du solide est contenue dans les films. Semi-empiriquement,

la correction est alors la suivante [3] :

G∗ ≈
3

8
Es [(1− φf )2 (1− φg)2 + φf (1− φg)] (1.23)

où dans le cas des matériaux moux, Es peut être remplacé par 3 Gs. L’élasticité de

cisaillement des mousses à cellules fermées exhibe donc une première contribution ana-

logue à celle des cellules ouvertes qui vient de la ‘charpente’ de la structure et une

seconde contribution qui vient de l’étirement des films. Notons que dans les équations

1.22 et 1.23 ont été omis tout effet de tension au niveau des films qui viendrait s’ajouter

aux forces de rappel élastiques.

1.3 Propagation acoustique dans les mousses

La propagation acoustique dans les mousses à cellules fermées (liquides ou solides)

sont l’objet de travaux de recherche récents ou en cours [22, 23]. Au niveau de l’état de

l’art, deux cas adjacents sont néanmoins déjà bien décrits : il s’agit d’une part des liquides

bulleux et d’autre part des solides poreux. Après une introduction où l’on retrouve

l’équation d’onde dans un solide, nous envisagerons ces deux cas limites. Nous verrons

également les résonances mécaniques d’un objet de la microstructure des mousses : le

film de savon modélisé comme une membrane sous tension.
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1.3.1 Équation d’onde pour un milieu continu homogène

Équation d’onde dans un solide homogène

Pour un solide élastique, il est d’usage d’utiliser la décomposition de Helmholtz, qui

décompose le déplacement ~u en un potentiel scalaire ϕ et un potentiel vecteur ~ψ de telle

sorte que le déplacement s’écrit comme la somme d’une partie isotrope et une partie

isochore [24]. Le potentiel scalaire ϕ correspond à une déformation de dilatation et le

potentiel vecteur ~ψ à une déformation de cisaillement :

~u = ~∇ϕ+ ~∇× ~ψ (1.24)

Cette décomposition introduit un degré de liberté supplémentaire qui doit être contraint

par une condition de jauge qui porte sur la divergence de ~ψ. Afin d’obtenir les équations

d’onde, il faut écrire l’équation de la dynamique sur un volume infinitésimal de solide

en l’absence de forces volumiques [5] :

ρ
∂2~u

∂t2
=∇∇∇ · σσσ (1.25)

En substituant le tenseur des contraintes par son expression (cf. équation 1.4) et en

utilisant les relations sur les opérateurs 5, on obtient l’équation du mouvement :

ρ
∂2~u

∂t2
= (λ+ µ)∇∇∇∇∇∇ · ~u+ µ∇∇∇2~u (1.26)

où ∇∇∇2 est l’opérateur laplacien. En introduisant le module d’onde de compression L

et le module de cisaillement G (cf. équation 1.5), en substituant le déplacement par

sa décomposition de Helmholtz (1.24) et en utilisant les relations de commutation du

laplacien 6, on obtient [5] :

∇∇∇
[
L ∇2ϕ− ρ∂

2ϕ

∂t2

]
+∇∇∇×

[
G ∇2 ~ψ − ρ∂

2 ~ψ

∂t2

]
= 0 (1.27)

Cette équation indique qu’à une condition de jauge près, le terme contenu dans le gra-

dient en ϕ et celui dans le rotationnel en ~ψ doivent s’annuler tous deux. On en déduit,

5. ∇∇∇ · (∇ · ~u III) =∇∇∇∇∇∇ · ~u, ∇∇∇ ·
(
∇∇∇~u†

)
=∇∇∇∇∇∇ · ~u

6. ∇∇∇2∇∇∇ =∇∇∇∇∇∇2, ∇∇∇2 ×∇∇∇ =∇∇∇×∇∇∇2
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les équations d’onde sur les parties isotropes et isochores du déplacement :

∇2ϕ =
1

c2
L

∂2ϕ

∂t2
(1.28)

avec cL =

√
L

ρ
(1.29)

∇2 ~ψ =
1

c2
T

∂2 ~ψ

∂t2
(1.30)

avec cT =

√
G

ρ
(1.31)

cL et cT sont les célérités longitudinale (onde de compression) et transverse (onde de

cisaillement).

Équation d’onde pour un fluide homogène

L’équation de la dynamique sur un volume infinitésimal de fluide diffère de l’équation

de la dynamique du solide (1.25) par une dérivée particulaire qui remplace la dérivée

partielle afin de rendre compte de la convection lors d’un écoulement :

ρ
D~v

Dt
=∇∇∇ · σσσ (1.32)

Cette contribution est non-linéaire, d’ordre 2 en vitesse. Si la vitesse est faible (comme

c’est souvent le cas pour les ondes acoustiques [25]), cette dérivée revient à une dérivée

partielle. Par ailleurs, la possibilité de transport de matière rend possible des fluctuations

de la masse volumique qui elles aussi sont sources de contributions non-linéaires. Les

différentes grandeurs mécaniques telle la vitesse ~v, la pression p, la masse volumique ρ

et la température τ peuvent être développées en séries de contributions d’ordres entiers

croissants en vitesse. Les quantités d’ordre 0 (statiques) sont notées en majuscule (e.g.

pression P0, température T0) à l’exception de la masse volumique ρ. Les termes d’ordre 1,

aussi appelés grandeurs acoustiques, sont notés avec des minuscules (e.g. surpression p,

température acoustique τ). Les termes d’ordres supérieurs non-linéaires seront négligés

dans la suite, nous ne discuterons que le régime de réponse linéaire.

De l’équation de la dynamique 1.32 et de l’expression du tenseur des contraintes (cf.

équations 1.8 et 1.10), on déduit l’équation de Navier-Stokes linéarisée pour un fluide

vérifiant l’hypothèse de Stokes (cf. section 1.2.1) :

ρ
∂~v

∂t
= χ−1 ∇∇∇∇∇∇ · ~u+ η

(
∇∇∇2~v +

1

3
∇∇∇∇∇∇ · ~v

)
(1.33)
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Il existe deux cas limites. Le premier est celui d’un fluide de viscosité η négligeable de

sorte qu’en dérivant en temps l’équation 1.33, on obtient l’équation du mouvement d’un

fluide parfait compressible :

∂2~v

∂t2
=

1

c2
L

∇∇∇∇∇∇ · ~v (1.34)

avec cL =
1√
ρχ

(1.35)

cL est la célérité de l’onde longitudinale. Le développement de l’opérateur gradient de

divergence 7 (∇∇∇∇∇∇·) permet de voir que l’équation s’écrit avec un laplacien dont la par-

ticularité est d’annuler la partie déviatorique ~ψ du champ de déplacement 8 dans le

cadre de la décomposition de Helmholtz. Ainsi, pour un écoulement irrotationnel, on

retrouve l’équation d’onde ou équation d’Alembert. Par ailleurs, la propagation dans

une géométrie quelconque requiert une détermination du coefficient de compressibilité

χ = B−1 dans le cas général polytropique déterminé par la prise en compte des échanges

de chaleur. Dans ce cas, l’équation de la chaleur doit venir compléter l’équation de

propagation.

Dans le cas particulier d’un gaz parfait, la compressibilité χ peut-être exprimée en

fonction de la pression statique dans le gaz P0 et le coefficient polytropique γp tel que

χ−1 = γpP0. γp vaut entre 1 dans le cas où la compression due au passage de l’onde peut

être considérée comme isotherme, et vaut γa = cp/cv dans le cas adiabatique, où cp et cv

sont respectivement les chaleurs spécifiques isobare et isochore. La valeur de γa dépend

du nombre de degrés de liberté vibrationnels internes du gaz. Pour un mélange de gaz

diatomiques (e.g. l’air), ce rapport vaut 7/5 = 1.4.

Le second cas limite de l’équation 1.33 est celui du fluide incompressible. Tous les

termes faisant intervenir la divergence du champ de déplacement ou de vitesse s’annulent.

L’équation du mouvement en l’absence de forces extérieures s’écrit alors :

ρ
∂~v

∂t
= η ∇∇∇2~v (1.36)

Cette fois-ci, la partie dilatationnelle du champ de déplacement dans la décomposition

de Helmholtz s’annule ϕ = 0. Cette équation n’est pas une équation d’onde stricto

sensu parce qu’elle n’admet pas de solution propagative. Néanmoins comme elle fait

intervenir le laplacien, ses solutions correspondent à des ondes évanescentes de longueur

d’atténuation proportionnelle à l’épaisseur de peau visqueuse δη.

7. ∇∇∇∇∇∇ · ~u =∇∇∇2~u+ ~∇× ~∇× ~u
8. ∇∇∇∇∇∇ · ~∇× ~ψ = 0
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1.3.2 Liquide bulleux : modèle de Wood

Les liquides bulleux constituent historiquement le premier système étudié qui res-

semble aux mousses à cellules fermées. Leur étude fut notamment motivée par les

développements de la technologie sonar [26]. De même que la mousse à cellules fermées,

les liquides bulleux renferment des bulles de gaz respectivement de compressibilité bien

supérieure et de masse volumique bien inférieure à celles de la matrice.

Liquide bulleux

Un liquide bulleux est constitué d’une phase liquide de masse volumique ρc et de

compressibilité χc, dans laquelle sont dispersées des bulles de gaz de masse volumique

ρg et de compressibilité χg. On note φg la fraction volumique de gaz. Les célérités

longitudinales dans chacune des deux phases, notées cLc et cLg , se déduisent de l’équation

1.35 et vérifient donc les relations suivantes :
1

c2
Lc

= ρcχc (1.37a)

1

c2
Lg

= ρgχg (1.37b)

Le modèle de Wood décrit la propagation d’une onde acoustique dans un tel mélange

comme la propagation dans un milieu effectif homogène de masse volumique ρ∗ et de

compressibilité χ∗ [4] : {
ρ∗ = (1− φg) ρc + φg ρg (1.38a)

χ∗ = (1− φg) χc + φg χg (1.38b)

La célérité de l’onde longitudinale cL∗ déduite de (1.35) est donnée par la formule de

Wood :
1

c2
L∗

= ((1− φg) ρc + φg ρg)((1− φg) χc + φg χg) (1.39)

Le contraste de densité ((1− φg) ρc � φg ρg) et celui de compressibilité ((1− φg) χc �
φg χg) entre les deux milieux sont tels que l’on peut faire l’approximation suivante :

ρ∗ ≈ (1− φg) ρc (1.40a)

χ∗ ≈ φg χg (1.40b)
1

c2
L∗

≈ (1− φg) φg ρc χg (1.40c)

Dans le cas d’un gaz parfait, la compressibilité du gaz vaut l’inverse du produit de la

pression ambiante P0 et du coefficient polytropique γp, de sorte que la célérité des ondes
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s’écrive :

cL∗ =

√
γpP0

φg(1− φg)ρc
(1.41)

Cette expression traduit le fait que dans le liquide bulleux, l’onde acoustique est sensible

à la masse volumique du liquide combinée à la compressibilité du gaz. De ce fait, l’onde

est plus lente qu’elle ne l’est dans chacun des deux milieux. La figure 1.9 montre l’effet

spectaculaire du ralentissement des ondes de compression dont la célérité est un ordre

de grandeur inférieure à la célérité dans l’air et deux ordres de grandeur inférieure à la

célérité dans l’eau. On remarque que l’approximation (1.41) est excellente pour toute

la gamme de fraction volumique de gaz. Seul le voisinage des limites montre un écart

du fait que la formule approximative tend vers l’infini pour les fractions volumiques

extrémales (φg = 0 ou φg = 1).
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Figure 1.9 – Célérité de l’onde longitudinale qui se propage dans un liquide bulleux
normée par la célérité dans l’eau cLc en fonction de la fraction volumique de gaz φg.
Les paramètres utilisés sont les masses volumiques et les compressibilités adiabatiques
de l’air et de l’eau à 20◦C. La ligne continue correspond à la formule exacte (1.39) et

les points à la formule approchée (1.41).

Wood précise néanmoins que cette relation (1.39) n’est vraie que si les bulles ont

un comportement non-résonant [4]. Cette formule a été démontrée ultérieurement dans

le cadre de différents schémas d’homogénéisation dont l’approximation des potentiels

cohérents [27]. Elle est valable dans la limite des grandes longueurs d’onde comparées à

la taille des bulles, à des fréquences trop faibles pour exciter les bulles en résonance.
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Résonance de Minnaert

L’approximation de milieu effectif supposée par le modèle de Wood n’est pas valable

lorque la fréquence est suffisamment élevée pour que la résonance des bulles soit excitée.

Minnaert s’était étonné du caractère audible du son émis à la formation de bulles d’air au

bout d’une paille. Il a découvert que c’est l’élasticité de la bulle combinée avec la masse

de la couche de liquide déplacée qui résonne selon un mode de respiration de la bulle.

Les parois de la bulle ne peuvent donc pas être considérée comme rigide dans le calcul de

la résonance fondamentale d’une bulle. Le calcul sous hypothèse de parois rigides prédit

néanmoins les harmoniques résonantes de la bulle avec une bonne précision [28]. Dans

le domaine fréquentiel, l’inertie est pondérée par la fréquence au carré, ce qui fait que

plus on monte en fréquence plus une bulle se comporte de manière analogue à une cavité

sphérique rigide. La formule pour la fréquence du mode de résonance fondamental a été

obtenue par Minnaert en 1933 [29] :

ωM = 2πfM =
2

d

√
3γpP0

ρc
(1.42)

où γp est l’indice de polytropie, encore appelé coefficient polytropique. Pour une bulle

de diamètre d = 2 mm dans de l’eau, la fréquence de Minnaert vaut fM = 3.6 kHz à

pression atmosphérique P0, si la compression du gaz est adiabatique.

L’analyse de cette résonance est effectuée dans la limite d’une bulle isolée dans une

matrice de liquide infinie. Cette approximation, raisonnable pour un liquide bulleux

dilué, ne l’est certainement pas dans le cas des mousses où les bulles sont en contact.

1.3.3 Milieux poreux : théorie de Biot

La modélisation acoustique des milieux poreux (e.g. les mousses à cellules ouvertes)

est très avancée. Elle a été notamment motivée par la prospection pétrolière par voie

sismique 9. Les modèles sont aussi largement appliqués aux matériaux poreux saturés en

air pour des applications d’isolation acoustique [30].

Dans la suite, nous présentons la propriété des ondes acoustiques dans un milieu

poreux, décrit comme un milieu effectif. Le poreux est constitué d’une matrice solide

indéformable, et les pores sont remplis de gaz. Ensuite, la déformabilité du solide est

prise en compte par un modèle couplé des deux milieux. Une description plus fine des

différents niveaux de couplage est obtenue dans le cadre de la théorie de Biot. Finalement,

9. Biot était d’ailleurs consultant pour Shell lorsqu’il développa sa théorie.



Chapitre 1. Généralités 24

nous établissons le lien entre les différents paramètres et la relation de dispersion dans

le cas d’une matrice constituée d’un matériau mou.

Phase gazeuse modélisée comme un milieu effectif

La description de la propagation acoustique à travers un milieu poreux repose sur

une homogénéisation des profils d’écoulements et de température microscopiques [5].

Le milieu est modélisé comme une phase gazeuse de masse volumique ρg percolante

à travers un solide poreux de porosité φg, de pores cylindriques identiques de section

circulaire de rayon Rp, parallèles les uns aux autres. On suppose qu’une onde plane

se propage dans le milieu dans la direction des pores. La matrice solide est considérée

comme immobile et infiniment rigide. L’analyse montre que dans ces conditions, la phase

gazeuse peut être décrite comme un milieu effectif, de module d’élasticité isostatique

complexe B∗g et de masse volumique complexe ρ∗g.

Pour des pores de taille typique Rp (100 µm < Rp < 10 cm), les effets visqueux

et thermiques pour des ondes acoustiques dans le domaine audible peuvent être traités

séparément, ce qui évite la complexité de la théorie de Kirchhoff [31, 5]. On note comme

au paragraphe 1.3.1 la pression acoustique p, la température acoustique τ , la vitesse

du fluide ~v. Les équations de départ sont l’équation de la chaleur et l’équation de la

dynamique d’un écoulement incompressible (1.36) avec un gradient de pression extérieure

[5] : 
ρg

∂~v

∂t
= −∇p+ η ∇∇∇2~v (1.43a)

ρgcp
∂τ

∂t
=
∂p

∂t
+ κ ∇∇∇2τ (1.43b)

η est la viscosité du gaz, κ sa conductivité thermique et cp sa chaleur spécifique mas-

sique isobare. Ces deux équations découplées incluent respectivement les effets de dis-

sipation visqueuse (1.43a) et de dissipation thermique (1.43b). Le traitement séparé

de ces deux effets de dissipation correspond au traitement séparé des contributions à

l’écoulement qui dérivent de ϕ et de ~ψ dans le cadre de la décomposition de Helmholtz

(cf. équation 1.24). L’équation 1.43a est écrite pour un écoulement incompressible qui

dérive du potentiel vecteur (~ψ). Ces écoulements sont cisaillant, ce qui induit de la dis-

sipation visqueuse. Bien que l’équation 1.43b porte sur la température acoustique τ ,

elle rend compte de la déformation compressible qui dérive du potentiel scalaire (ϕ).

Le lien entre la température acoustique τ et la déformation compressible est assuré

par l’équation d’état du gaz. Lors du passage de l’onde, la déformation compressible

du gaz prend la forme de cycles de compression-décompression. Ce sont ces cycles de
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compression-décompression, du fait de l’échange de chaleur avec la matrice solide de

grande conductivité thermique, qui causent la dissipation thermique.

Dans la suite, le gaz est considéré comme parfait et la conductivité thermique du

solide comme infinie. La dynamique est décrite en terme de champ de vitesse moyen

dans le gaz ~v∗g. Ainsi, la solution aux équations 1.43a et 1.43b permet de décrire la

dynamique en terme de milieu effectif. Une équation d’onde dans un fluide (cf. équation

1.34) capture alors toute la dynamique du système (pour plus de détails cf. référence

[5]) :

ρ∗g
∂2 ~v∗g
∂t2

= B∗g ∇∇∇∇∇∇ · ~v∗g (1.44)

ρ∗g(ω) ω2 = B∗g(ω) k2 (1.45)

où B∗g est le module d’élasticité isostatique complexe et ρ∗g la masse volumique complexe.

Le champ de vitesse ~v∗g est le champ de vitesse dans le gaz moyenné sur la section

des pores. Le calcul est effectué en considérant des conditions aux limites fixes : Les

grandeurs acoustiques ~v et τ s’annulent à la paroi. Le calcul du profil de l’écoulement

incompressible permet d’en déduire la masse volumique complexe ρ∗g, tandis que le profil

de température permet de déduire un module d’élasticité isostatique complexe B∗g [5] :

ρ∗g(ω) =
1

1− 2

Rpqη

J1(Rpqη)

J0(Rpqη)

ρg (1.46)

avec qη =

(
−iρgω

η

)1/2

(1.47)

B∗g(ω) =
γaP0

γa − (1− γa)
J2(Rpqθ)

J0(Rpqθ)

(1.48)

avec qθ =
(
−iρgcpω

κ

)1/2
(1.49)

γa est le rapport des chaleurs spécifiques, NPl est le nombre de Prandtl. Les fonctions Jn

sont les fonctions de Bessel de première espèce d’ordre n (cf. annexe A). Les grandeurs

qη et qθ =
√
NPl qη sont l’équivalent de nombres d’onde transverses dans le pore, liés

respectivement à l’épaisseur de peau visqueuse δη et l’épaisseur de peau thermique δθ.

B∗g et ρ∗g sont représentés pour des valeurs typiques de γa et NPl sur la figure 1.10.

Sur la figure 1.10.a, la partie réelle du module d’élasticité isostatique effectif B∗g∗ varie

continument entre sa valeur isotherme P0 et adiabatique γaP0, rendant ainsi compte du

caractère polytropique de la transformation thermodynamique subie par le gaz lors du

passage de l’onde. À basses fréquences, les échanges thermiques entre le gaz et le solide

poreux ont le temps de se faire sur une période de l’onde acoustique, tandis qu’à hautes
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Figure 1.10 – Masse volumique et élasticité effective du gaz dans un milieux poreux
indéformable calculées pour la propagation d’une onde acoustique de compression (cf.
équations 1.46 et 1.48). Rayons de pores Rp = 10−3 m, masse volumique de gaz ρg =
1.29 kg.m−3 et viscosité du gaz η = 18 µPa.s, rapport des chaleurs spécifiques γa = 1.4,
nombre de Prandtl NPl = 0.71. Dans ces conditions, la pulsation ωη = η/R2

pρg =
14 rad.s−1.

fréquences, la transformation est trop rapide pour que les échanges thermiques puissent

se faire. La partie réelle de la masse volumique effective ρ∗g∗ est représentée sur la figure

1.10.c. Elle montre une surcharge inertielle à basses fréquences, où l’épaisseur de peau est

grande, qui s’estompe à hautes fréquences. Les parties imaginaires de ρ∗g∗ et B∗g∗ rendent

compte des effets de dissipations visqueuse et thermique. Ce sont des effets dissipatifs

respectivement isochores et isotropes. Par conséquent, il est naturel que les premiers

apparaissent dans la masse volumique effective et les seconds dans le module élastique

effectif. En effet, les premiers s’opposent à un effort isochore de cisaillement tandis que

les seconds s’opposent à un effort isotrope de dilatation.

Tortuosité classique et dynamique

La propagation de l’onde dans des pores de géométries plus diverses est décrite en

introduisant des facteurs de forme et en utilisant le rayon hydraulique des pores [5]. Si les

pores ne sont pas orientés selon la direction du vecteur d’onde ou si le rayon hydraulique

varie, la sinuosité du parcours du fluide dans la matrice de solide est prise en compte

par la tortuosité α∞. Elle agit comme un facteur multiplicatif sur la masse volumique

de sorte que [32, 5] :

ρg∗∗ = α∞φgρg (1.50)

Soit un fluide parfait, dont les écoulements microscopiques sont décrits par ~vµ, la vitesse

microscopique en un point. Soit V un volume élémentaire autour de ce point, de taille



Chapitre 1. Généralités 27

suffisante pour être représentatif du milieu poreux à une échelle mésoscopique, alors la

tortuosité est définie par [32, 5] :

α∞ = 〈v2
µ〉V /〈vµ〉2V (1.51)

où les crochets indiquent une moyenne sur le volume V . L’équation 1.51 définit la tor-

tuosité comme le carré du rapport de la vitesse microscopique quadratique moyenne sur

la vitesse microscopique moyenne. Elle est donc toujours supérieure ou égale à l’unité.

Elle rend compte de la quantité de mouvement perdue par le gaz à une échelle micro-

scopique au profit de la matrice solide. Dans le cas de pores parallèles tous inclinés d’un

même angle θ par rapport au vecteur d’onde ~k, la tortuosité vaut 1/cos(θ). Ce facteur

résulte de la projection de la vitesse microscopique selon la direction macroscopique de

l’onde plane. Ce phénomène peut également s’exprimer en terme de diffraction de l’onde

acoustique par des pores de section et d’orientation variable. La diffraction induit un

transfert de quantité de mouvement. Ainsi, la tortuosité rend compte de la part de la

quantité de mouvement que le fluide perd au profit de la matrice solide.

Afin de prendre en compte la sinuosité des pores dans le cadre du modèle milieu

effectif, il est d’usage d’introduire la tortuosité dynamique α∗(ω). Outre la sinuosité, elle

inclut la dissipation visqueuse de sorte que la masse volumique effective (cf. équation

1.46) s’écrive :

ρ∗g∗(ω) = α∗(ω) φgρg (1.52)

α∗(ω) = α∞
1

1− 2

Rpqη

J1(Rpqη)

J0(Rpqη)

(1.53)

où Rp est le rayon moyen des pores et qη est le nombre d’onde visqueux défini par

la relation 1.47. L’équation 1.53 donne les bonnes limites asymptotiques en fréquence

du comportement dans le cas général et constitue une bonne approximation dans le

cas intermédiaire si les pores sont cylindriques [5]. Des modèles plus généraux ont été

proposés mais ils ne seront pas détaillés ici [32].

Systèmes acoustiques couplés

Dans la suite, la matrice solide se déplace et se déforme également lors du passage

de l’onde. Un élément fondamental de la modélisation acoustique des milieux poreux

consiste à considérer les deux phases qui s’interpénètrent comme deux systèmes acous-

tiques couplés. Soit la masse volumique effective ρs∗ = (1 − φg)ρs et le module d’onde

de compression effectif Ls∗ du solide, soit la masse volumique effective ρg∗ = φgρg et
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le module d’onde de compression Bg∗ du gaz, les ondes de compression dans le milieu

composite sont décrites par le système d’équation [25] :
ρg∗

∂ ~vg
∂t

= −Bg∗ ∇∇∇pg − η∗ (~vg − ~vs) où
∂pg
∂t

= −∇∇∇ · ~vg (1.54)

ρs∗
∂ ~vs
∂t

= −Ls∗ ∇∇∇ps − η∗ (~vs − ~vg) où
∂ps
∂t

= −∇∇∇ · ~vs (1.55)

~vg et ~vs sont les champs de vitesse respectivement dans le gaz et le solide, η∗ est le

paramètre de couplage effectif entre les deux milieux. Une valeur réelle de ce paramètre

correspond à un couplage purement visqueux dû à l’écoulement de la phase fluide dans

la phase solide. Si l’on dérive le système une fois par rapport au temps, que l’on substitue

les pressions par leurs expressions et que l’on pose κ∗ = iωη∗, alors les équations 1.54 et

1.55 deviennent : 
ρg∗

∂2 ~vg
∂t2

= Bg∗ ∇∇∇∇∇∇ · ~vg − κ∗ (~vg − ~vs) (1.56)

ρs∗
∂2 ~vs
∂t2

= Ls∗ ∇∇∇∇∇∇ · ~vs − κ∗ (~vs − ~vg) (1.57)

Si on introduit une solution d’onde plane dans ce système d’équations, on trouve la

relation de dispersion de deux réseaux d’oscillateurs couplés dans la limite continue (cf.

annexe B) :

(ρg∗ ω
2 −Bg∗ k2 − κ∗)(ρs∗ω2 − Ls∗ k2 − κ∗) = κ∗2 (1.58)

L’équation 1.58 est une équation polynomiale biquadratique en k. Il y a donc deux

solutions soit deux branches dans la relation de dispersion, qui correspondent à deux

modes de propagation longitudinaux distincts. Dans le cadre d’utilisation classique de

la théorie de Biot (i.e. appliquée à des roches poreuses saturées en hydrocarbure), en

cas de couplage important des deux phases, la nomenclature distingue l’onde rapide et

l’onde lente. Néanmoins pour des matériaux poreux ordinaires saturés en gaz (e.g. air),

où un découplage partiel est courant, on préfère distinguer l’onde portée par l’air et

l’onde portée par la matrice solide [5].

Théorie de Biot : les différents niveaux de couplage

La force de la théorie de Biot tient aux différents niveaux de couplage envisagés entre

le solide et le fluide. En plus du couplage visqueux, la théorie prévoit un couplage en

compressibilité et un couplage inertiel. La relation entre la contrainte et la déformation

dérive d’une énergie potentielle dans le cadre d’un modèle lagrangien [5]. Lors du passage

d’une onde, le gaz et la matrice se déforment de manière couplée. Par rapport au tenseur
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de déformation d’un solide homogène (cf. équation 1.4), une élasticité de couplage Q

est introduite. Elle dérive du terme d’énergie potentielle croisé entre fluide et solide.

Elle intervient également par symétrie dans le tenseur de déformation du fluide. Cette

élasticité de couplage traduit le fait que lorsque l’une des deux phases se dilate, elle

modifie le volume accessible par la seconde et sollicite donc sa compressibilité [5].

Dans la continuité de ce qui précède, le système considéré est un matériau poreux

fait d’une matrice solide déformable de module d’élasticité de cisaillement G∗ et de

module d’onde de compression Ls∗ . Les pores sont identiques et remplis d’un gaz de

module d’élasticité isostatique volumique effectif Bs∗ . On note σσσs et σσσg les tenseurs de

contraintes, ~us et ~ug les champs de déplacement dans le solide et dans le gaz respective-

ment. Les relations entre les contraintes et les déformations sont telles que [5] : σsσsσs = (L∗s − 2G∗) ∇∇∇ · ~us III + Q ∇∇∇ · ~ug III + G∗

(
∇∇∇~us +∇∇∇~us†

)
(1.59a)

σgσgσg = B∗g ∇∇∇ · ~ug III + Q ∇∇∇ · ~us III (1.59b)

En l’absence de couplage en compressibilité entre les deux phases (Q = 0), l’équation

1.59a se réduit à la loi de Hooke tensorielle (cf. section 1.2.1). L’équation 1.59b décrit

dans ce cas un milieu fluide, donc sans résistance au cisaillement, qui répond d’une

manière élastique à un changement de volume. De l’énergie cinétique du système couplé,

Biot dérive un couplage inertiel entre les deux phases. Ce couplage prend la forme d’une

masse volumique croisée ρsg∗ et est lié au concept de tortuosité. C’est le problème du

tuyau coudé en mécanique des fluides. L’écoulement dans une telle géométrie conduit à

un transfert d’une partie de la quantité de mouvement du fluide au solide. Les valeurs

des masses volumiques effectives, en négligeant la viscosité dans un premier temps, se

déduisent en considérant le déplacement en phase du fluide et du solide. Il faut ensuite

comparer l’expression de l’énergie cinétique totale à l’énergie cinétique du modèle la-

grangien pour en déduire les expressions des masses volumiques effectives ρg∗ , ρs∗ et

ρsg∗ [5] :

ρg∗ = φgρg (1.60)

ρs∗ = (1− φg)ρs (1.61)

ρsg∗ = −(α∞ − 1)φgρg (1.62)
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Les équations dynamiques du système couplé peuvent s’écrire [33, 5] :

ρs∗ ∂
2
t ~us = (L∗s∗ −G∗) ∇∇ · ~us + Q ∇∇ · ~ug + G∗ ∇∇∇2~us

+ ρsg∗ ∂
2
t ( ~us − ~ug)− η∗ ∂t( ~us − ~ug) (1.63)

ρg∗ ∂
2
t ~ug = B∗g∗ ∇∇ · ~ug + Q ∇∇ · ~us

+ ρsg∗ ∂
2
t ( ~ug − ~us)− η∗ ∂t( ~ug − ~us) (1.64)

où on a introduit également le couplage visqueux, qui correspond au paramètre η∗ des

équations 1.56 et 1.57. η∗ se calcule en résolvant l’équation 1.43a de l’écoulement incom-

pressible du gaz dans la matrice solide, en prenant en compte sa déformabilité.

κ∗(ω) = iωη∗(ω) = (α∗(ω)− α∞) φgρg ω
2 (1.65)

= α∞
2

Rpqη

J1(Rpqη)

J2(Rpqη)
φgρg ω

2 (1.66)

La tortuosité classique α∞ intervient dans l’expression du couplage visqueux η∗ car il

rend compte de la sinuosité du parcours du gaz. La résolution du système d’équations

1.63 et 1.64 se fait en utilisant la décomposition de Helmholtz (cf. équation 1.24). On

en déduit l’existence d’une onde de cisaillement et de deux ondes de compression. La

relation de dispersion pour les ondes de compression est la suivante :

((ρg∗−ρsg∗) ω2−B∗g∗ k2−κ∗)((ρs∗−ρsg∗) ω2−L∗s∗ k2−κ∗) = (ρsg∗ ω
2−Q k2+κ∗)2 (1.67)

De même que l’équation 1.58, l’équation 1.67 est une équation polynomiale d’ordre 2

en k2. De la même manière, il y a donc deux solutions qui correspondent à deux ondes

longitudinales distinctes. En particulier, en cas de couplage élastique nul (Q = 0), on

retrouve l’équation 1.58. Les parties réelles et imaginaires du nombre d’onde déduit

permettent de prédire la vitesse de phase et l’atténuation de l’onde.

Outre le formalisme qui introduit la constante de couplage κ∗, il est possible de

mettre l’accent sur la tortuosité et de réunir couplage visqueux et inertiels dans des

masses volumiques effectives dynamiques. Dans l’équation 1.53, le couplage visqueux est

compris dans le terme de tortuosité dynamique α∗(ω). Il s’adapte au cas d’une matrice

solide déformable de la manière suivante :

ρ∗g∗ = α∗(ω)φgρg (1.68)

ρ∗s∗ = (1− φg)ρs + (α∗(ω)− 1)φgρg (1.69)

ρ∗sg∗ = −(α∗(ω)− 1)φgρg (1.70)

où la tortuosité dynamique α∗(ω), définie par l’équation 1.53, permet d’exprimer de
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manière plus compacte les paramètres effectifs qui résultent du couplage inertiel et vis-

queux. Dans ce cas, la relation de dispersion pour les ondes longitudinales devient :

(ρ∗g∗ ω
2 −B∗g∗ k2)(ρ∗s∗ω

2 − L∗s∗ k2) = (ρ∗sg∗ ω
2 −Q k2)2 (1.71)

Théorie de Biot : expériences de pensée

Afin de déterminer les relations entre les modules élastiques et de compressibilité du

modèle, Biot & Willis ont imaginé trois expériences de pensée [34, 5]. La première est

une expérience de cisaillement simple qui met en évidence le module de cisaillement de

la matrice G∗. La deuxième expérience imagine une compression isotrope de la matrice

solide entourée d’une enveloppe avec un conduit vers l’extérieur qui permet au fluide de

rester à pression ambiante. Elle permet de définir le module d’élasticité isostatique de

la matrice solide à pression de fluide constante B∗. La troisième expérience considère le

matériau saturé en fluide soumis à une augmentation globale de la pression. Dans le cas

d’un matériau solide de compressibilité volumique Bs infinie, les relations obtenues suite

aux deux dernières expériences de pensée se simplifient de la manière suivante (pour

plus de détails cf. référence [5]) :

Bg∗ = φgBg (1.72)

Q = (1− φg)Bg (1.73)

Ls∗ =
4

3
G∗ +B∗ +

(1− φg)2

φg
Bg (1.74)

Par analogie avec la tortuosité dynamique (cf. équation 1.53), on introduit un indice de

polytropie dynamique γ∗p qui regroupe le comportement effectif des modules élastiques

et/ou de compressibilité en une seule fonction de la fréquence de sorte que :

B∗g∗ = φg γ
∗
p(ω)P0 (1.75)

Q∗ = (1− φg) γ∗p(ω)P0 (1.76)

L∗s∗ =
4

3
G∗ +B∗ +

(1− φg)2

φg
γ∗p(ω)P0 (1.77)

γ∗p(ω) =
γa

γa − (1− γa)
J2(Rpqθ)

J0(Rpqθ)

(1.78)

À l’aide de ces relations, nous obtenons l’allure de la relation de dispersion pour un tel

milieu poreux. La figure 1.11 représente la relation de dispersion prédite par l’équation

1.67 pour un milieu poreux dont la matrice est un solide mou.
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Figure 1.11 – Relation de dispersion (cf. équation 1.67) pour un milieu poreux de
matrice constituée d’un matériau mou. Le module de cisaillement de la matrice vaut
G∗ = 500 Pa (pour une mousse à cellules ouvertes, cela correspond à Gs = 11 kPa
d’après l’équation 1.21) et de coefficient de Poisson ν∗ = 1/3. La pression du gaz
vaut P0 = 1 atm et la viscosité η = 18.6 µPa.s. Les masses volumiques valent ρg =
1.29 kg.m−3 et ρs = 103 kg.m−3. Les pores sont de rayon Rp = 1 mm, de tortuosité
α∞ =

√
2, ce qui correspond à une orientation des pores à 45◦ par rapport au vecteur

d’onde. La fraction volumique de gaz vaut φg = 0.8, la constante adiabatique γa = 1.4
et le nombre de Prandtl NPl = 0.71. La vitesse de phase et l’atténuation sont définies
respectivement par v = ω/Re(k) et α = Im(k). L’onde longitudinale portée par l’air
est représentée en bleu par la ligne continue, l’onde longitudinale portée par la matrice
est représentée en rouge en tirets. La courbe en pointillés noir représente la vitesse de

Wood (cf. équation 1.39) dans la limite isotherme.

Sur l’ensemble du spectre, l’onde lente a une vitesse de phase de l’ordre de quelques

mètres par seconde, ce qui correspond à une célérité d’onde de cisaillement dans un

matériau mou. L’onde rapide gagne un ordre de grandeur entre sa limite basse fréquence

et haute fréquence. À basse fréquence, la célérité tend vers la vitesse de Wood. L’épaisseur

de peau importante comparée à la taille des pores conduit à des déplacements en phase

du solide et du gaz. À haute fréquence, l’épaisseur de peau devient négligeable et la

célérité de l’onde rapide tend vers la célérité du gaz. La phase gazeuse est en mouve-

ment par rapport à la matrice presque immobile. Cette transition d’un régime à l’autre

s’accompagne logiquement d’une augmentation de l’atténuation liée à la dissipation vis-

queuse. Dans le cas représenté d’une matrice molle, les rôles sont inversés par rapport

au cas de matériaux poreux de matrice rigide, où l’onde portée par l’air est la plus lente.

Johnson & Plona ont décrit ce phénomène d’inversion entre l’onde lente et rapide lorsque

l’on fait varier continument l’élasticité de la matrice [33]. L’onde lente est également ca-

ractérisée par une forte atténuation à partir de ∼ 10 Hz. Il est donc peu probable de

réussir à l’observer pour de tels échantillons.
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1.3.4 Vibration d’un film unique

Le film de savon, qui délimite une bulle, est un élément de la microstructure d’une

mousse liquide. Il vibre comme une membrane sous tension. Dans une mousse liquide

à l’équilibre, le film mesure typiquement quelques dizaines de nanomètres, tellement

mince que l’on peut négliger l’énergie élastique induite par une flexion. La membrane se

distingue d’une plaque, dont la déformation est dominée par la flexion, et non la tension.

Oscillations libres d’un film sous tension

Nous modélisons le film qui sépare deux bulles comme une membrane d’épaisseur e

négligeable en termes de flexion, de contour circulaire de rayon Rf fixé à un objet massif

immobile dans un repère galiléen. La loi de Laplace donne la pression de rappel δpγ

du film en fonction de sa courbure (cf. équation 1.1). Pour modéliser la dynamique du

film, on utilise l’équivalent local et linéarisé de la somme des courbures, qui correspond

à une écriture de l’opérateur laplacien ∇∇∇2 du profil de l’interface. Soit une membrane

sous tension, de déplacement transverse de faible amplitude ζ, la pression de rappel δpγ

s’écrit :

δpγ = 2γ∇∇∇2ζ (1.79)

où γ est la tension de surface et le facteur 2 vient du fait qu’il y a deux interfaces entre

la membrane et le gaz. Si on néglige les forces extérieures dues au gaz qui entoure le

film, l’équation homogène de la dynamique s’écrit :

ρe
∂2ζ

∂t2
= 2γ∇2ζ (1.80)

où ρ est la masse volumique de la membrane de sorte que le produit ρe est sa masse

surfacique. Dans un film liquide, ρe peut évoluer sous l’effet de la vibration [35], mais

nous négligeons cet effet ici. L’équation 1.80 est une équation d’onde. La dynamique

de la membrane est intrinsèquement oscillatoire. À une fréquence donnée, l’équation

1.80 devient une de Helmholtz dont les solutions sont les harmoniques cylindriques (cf.

annexe A). Seule la fonction de Bessel de première espèce Jn, ne diverge pas en r = 0.

Et dans le cadre de cette étude, les longueurs d’onde des ondes incidentes dans le milieu

environnant les films seront toujours grandes devant la taille des films, de sorte que seule

la symétrie de révolution (n = 0) sera envisagée. La fonction J0 est une fonction paire

de son argument qui tend vers 0 dans la limite statique, de sorte que le profil statique

de la surface est parabolique. Il est également possible d’arriver à la même conclusion

en considérant l’équation d’équilibre statique de la membrane soumise à une pression

uniforme qui s’équilibre avec la tension δp = −δpγ . Le profil obtenu est solution de
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l’équation [14, Chap. II] :

ζ(r) =
δp

8γ

(
R2
f − r2

)
(1.81)

Oscillations libres d’une plaque

Un film épais et de tension négligeable vibre comme une plaque dont l’équation du

mouvement s’écrit [6, Chap. V] :

ρ
∂2ζ

∂t2
= Bf e

2∇4ζ (1.82)

où Bf =
E

12(1− ν2)
(1.83)

Bf est le module de flexion et ν est le coefficient de Poisson. Pour un matériau mou

ν ≈ 1/2, ce qui est équivalent à écrire E ≈ 3G, et donc Bf ≈ G/3. Les solutions

homogènes dans le domaine fréquentiel sont également les harmoniques cylindriques (cf.

annexe A). La différence avec la membrane vient de solutions pour le nombre d’onde

imaginaire pur.

Oscillations forcées d’une membrane sous tension

La dynamique de la réponse d’une membrane soumise à des oscillations forcées permet

de connaitre sa fonction de transfert, son impédance équivalente et aussi l’impact de

l’impédance du milieu environnant sur son comportement.

Il y a deux cas limites dans la prise en compte du milieu environnant [6]. Le premier

est celui où la célérité dans le milieu est très faible devant celle de la membrane. Dans

ce cas, le milieu réagit très lentement et est essentiellement entrainé par la membrane,

de sorte qu’il peut être pris en compte en modifiant la masse de la membrane et en

ajoutant un terme résistif. L’autre cas limite est celui où au contraire, la célérité dans le

milieu environnant est bien supérieure à celle dans la membrane. Dans ce cas, le milieu

agit comme une charge uniforme sur la membrane et n’est sensible qu’à ses excursions

moyennées sur la section 〈ζ〉. Pour une tension de surface de γ = 30 mN/m et une

épaisseur de e = 1 µm, la célérité des ondes dans la membrane est d’environ c ≈ 8 m.s−1,

ce qui est près de deux ordres de grandeurs inférieur à la célérité des ondes dans l’air à

température ambiante cg = 330 m.s−1. C’est ce dernier cas qui nous intéresse.

〈ζ〉 =
1

πR2
f

∫ 2π

0

∫ R

0
ζ(r)rdθdr (1.84)



Chapitre 1. Généralités 35

Pour obtenir la réponse de la membrane, nous allons reprendre l’équation 4.53 sans le

terme de flexion mais avec un terme de forçage harmonique δp = δp̂ ei ω t et un terme

de couplage au milieu environnant d’impédance acoustique ze.

ρ e
∂2ζ

∂t2
= 2 γ ∇2ζ + δp− ze 〈ζ̇〉 (1.85)

La résolution mathématique est très similaire à celle effectuée pour obtenir l’écoulement

dans les pores cylindriques (cf. section 1.3.3). Réécrite dans le domaine fréquentiel,

l’équation 1.85 donne :

ρ e ω2 ζ̂ = 2 γ ∆ζ̂ + δp̂− ze i ω 〈ζ̂〉 (1.86)

Les contributions dues au forçage et à l’environnement extérieur sont des termes

sources d’une équation aux valeurs propres associée à l’opérateur Laplacien. Ainsi les

solutions homogènes sont les harmoniques cylindriques (cf. annexe A). La seule qui

soit excitée pour des termes sources uniformes sur la section est la fonction de Bessel

de premier espèce d’ordre n = 0. La solution particulière associée au forçage est une

constante (dans le domaine fréquentiel i.e. une fonction harmonique du temps). En

choisissant par ailleurs des conditions aux limites fixes (ζ(Rf ) = 0), on obtient :

ζ̂ = A

(
1− J0(rq)

J0(Rfq)

)
avec q =

√
ρ e

2 γ
ω (1.87)

où r est la coordonnée radiale, Rf est le rayon du film et A une constante de propor-

tionnalité qui s’obtient en injectant cette solution dans l’équation 1.86. Pour ce faire,

il faut d’abord calculer la moyenne du déplacement sur la section qui correspond à la

forme 1.87 :

〈ζ〉 = A

(
1− 2

Rfq

J1(Rfq)

J0(Rfq)

)
(1.88)

En injectant la solution dans l’équation 1.86, tous les termes de solution homogène

disparaissent et seuls les termes constants restent. Après simplification 10, on peut obtenir

la relation suivante entre la pression de forçage et la vitesse v = ζ̇ :

δp̂ =

[
ze − i ρe ω

J0(Rfq)

J2(Rfq)

]
〈v〉 (1.89)

Pour une impédance de l’environnement extérieur ze nulle, un développement limité des

fonctions de Bessel dans la limite statique permet d’obtenir une expression de la force

10.
2n

z
Jn(z) = Jn−1(z) + Jn+1(z)
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de rappel dans la limite statique :

F = πR2
fδp0 = −8πγ 〈ζ0〉 (1.90)

Si l’impédance de l’environnement extérieur ze est nulle, cette expression donne l’impédance

acoustique de la membrane. Ainsi, l’impédance de l’ensemble consitué du système mem-

brane et de l’environnement extérieur est en première approximation la somme des

impédances des deux systèmes. On remarque que l’impédance de la membrane seule est

imaginaire pure. En d’autres termes, cette membrane est l’analogue d’un ressort ou bien

d’une masse et non d’un amortisseur. Le facteur iρeω correspond à une impédance de

type masse. Le rapport des Bessel lui ajoute des modulations résonantes mais le compor-

tement asymptotique est celui d’une masse. En terme d’analogie électroacoustique, cette

impédance correspond à une inductance. Nous verrons plus loin que ce type de résonateur

dans la microstructure peut ainsi donner lieu à des comportements métamatériaux de

type masse effective négative.

De l’inverse de l’impédance, on déduit une fonction de transfert adimensionnée de

la membrane H(ω) = 2γ〈ζf 〉/R2
fδp̂. Son amplitude est représentée figure 1.12 pour

trois impédances ze distinctes. On remarque que la membrane présente des résonances

harmoniques au-delà du fondamental. La charge visqueuse atténue la résonance mais ne

la déplace pas dans le spectre. La charge de type masse fait descendre en fréquence le

fondamental mais très peu les harmoniques. Les fréquences d’annulation de la fonction

de transfert (et de l’excursion 〈ζ〉 = 0), lorsque la phase repart de 0◦, correspondent à

des antirésonances. Il s’agit de fréquences auxquelles les oscillations de la membrane ne

se couplent ni à leur support ni à l’air, ainsi leur fréquence ne dépend pas de la charge

de l’environnement ze. Elles séparent systématiquement deux résonances successives et

leur fréquence est proche de la seconde. Ces antirésonances correspondent à des pics de

la densité d’état, bien plus forts que les résonances [36].

1.4 Propagation de la lumière dans les mousses

Une mousse est un milieu turbide. En se propageant dans une mousse, les photons

suivent des trajectoires de type marche aléatoire. À moins que la phase continue ne soit

colorée (i.e. absorbante pour la lumière), toute la lumière qui pénètre dans la mousse finit

par en ressortir. Elle est transmise ou rétrodiffusée pour une faible épaisseur de mousse.

Elle sera totalement rétrodiffusée pour une épaisseur suffisamment grande. Cependant

lors de sa propagation, elle perd les informations spatiales de son point d’origine et de

son incidence initiale. La diffusion multiple des rayons lumineux au sein de la mousse lui

donne sa couleur blanche à la lumière du jour. Si elle est moins dense et que l’information
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Figure 1.12 – Fonction de transfert de la membrane en déplacement en fonction de la
fréquence réduite ω/ωγ avec ωγ = 1/Rf

√
2γ/ρe pour différentes impédances du milieu

ze calculée avec l’équation 1.89. ( ) Impédance nulle ze = 0 ; ( · · ) Pure réactance
ze = iρeω ; ( ) Pure résistance ze = ρeω/5

spatiale subsiste, elle sera partiellement transparente. Éclairée par une lumière cohérente,

elle fait apparâıtre des motifs d’interférences aléatoires appelés speckles.

1.4.1 Spectroscopie de la lumière diffuse

La diffusion de la lumière est à première vue un handicap pour sonder les propriétés

de la mousse. Elle empêche une observation directe de la mousse dans le volume. Pour

autant la diffusion de la lumière cohérente se révèle être une sonde particulièrement

sensible de la dynamique de la mousse. En effet, les interférences lumineuses permettent

de sonder la dynamique des mousses à l’échelle d’une fraction de longueur d’onde. Des

déplacements de cet ordre de grandeur des diffuseurs situés sur les trajectoires de la

lumière modifient l’intensité des tâches dans les figures d’interférence formées par la

lumière rétrodiffusée ou transmise, appelées speckles. Le défi consiste à déduire des

fluctuations temporelles des speckles une information sur la dynamique des diffuseurs.

Ceci est la base de la spectroscopie de la lumière diffuse (“Diffusing Wave Spectroscopy”)

(DWS). Après avoir spécifié la nature du régime diffusif, nous présenterons les outils

statistiques utilisés pour l’analyse d’une expérience DWS ainsi que quelques exemples

d’application dans le cas des mousses.
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Libre parcours moyen

Le cas de la diffusion multiple le plus simple est celui d’une dispersion concentrée de

diffuseurs ponctuels isotropes dispersés dans une matrice transparente. Le libre parcours

moyen de diffusion de la lumière ` est la distance moyenne parcourue pas la lumière entre

deux diffusions successives. La propagation de la lumière peut alors être décrite par les

lois de Fick, comme un phénomène de propagation diffusive de photons. Si leur déviation

par les diffuseurs individuels est anisotrope, on introduit le libre parcours moyen de

transport `∗. Il est défini par la relation :

`∗ =
`

〈1− cos(θ)〉 (1.91)

où θ est l’angle de diffusion et où les crochets 〈〉 représentent une moyenne sur l’ensemble

des interactions possibles entre les photons et les diffuseurs. La propagation de la lumière

se décrit toujours par les lois de Fick si on remplace ` par `∗.

Dans une mousse, les bulles ont typiquement des tailles (10µm < d < 1cm) d’ordre

de grandeur bien supérieur à la longueur d’onde de la lumière cohérente λ ∼ 600 nm.

Les interfaces sont planes à l’échelle de la longueur d’onde de sorte que la trajec-

toire des photons peut être décrite par les lois de l’optique géométrique, sauf dans les

mousses extrêmement sèches où les bordures de Plateau peuvent être d’une dimension

micrométrique. La lumière est alors réfractée et réfléchie à chaque passage d’interface

entre phase continue et phase dispersée d’indices différents. Du fait de la présence de

nombreuses interfaces et de leur courbure, les évènements de réflexion et réfraction ac-

cumulés finissent par produire des trajectoires aléatoires qu’on caractérise par le libre

parcours moyen de transport `∗. De la sorte, la propagation de la lumière à travers une

mousse est également décrite par le formalisme de la diffusion.

Dans une mousse, le libre parcours moyen de transport varie, à fraction volumique

de gaz φg donnée, proportionnellement à un diamètre d des bulles [37]. Le coefficient de

proportionnalité entre les deux est représenté sur la figure 1.13 en fonction de la fraction

de liquide.

Figure 1.13 – Rapport du libre parcours moyen de transport `∗ sur le diamètre des
bulles d en fonction de la fraction volumique de liquide ε = 1−φg (d’après [37]). La loi

`∗ ∼ d
√

1/ε est prédite lorsque la diffusion est dominée par les bords de Plateau (i.e.
B.P. signifie bords de Plateau). Les mousses AOS sont des mousses de α-olefinesulfate.

Dans la suite de cette thèse, on considèrera que la lumière est diffusée multiplement

avant d’être transmise ou rétrodiffusée.
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Fonctions de corrélation

Au niveau du système de détection, le champ électrique total diffusé E(t) est égal à la

somme des contributions de toutes les trajectoires possibles qui ressortent de l’échantillon

[7] :

E(t) =
∑
p

Epe
iφp(t) (1.92)

où Ep et φp(t) sont respectivement l’amplitude et la phase du champ électrique associé

au rayon lumineux numéro p. Les fluctuations temporelles du champ électrique sont

caractérisées par la fonction d’autocorrélation g1(t, τ) :

g1(t, τ) =
〈E(t+ τ)E∗(t)〉〈
|E(t)|2

〉 (1.93)

où E∗ est le complexe conjugué du champ électrique E. Les crochets symbolisent une

moyenne sur les réalisations des chemins de la lumière à travers l’échantillon, qui sous

réserve d’une dynamique ergodique des diffuseurs peut être implémentée comme une

moyenne temporelle. Expérimentalement, la grandeur mesurée par les dispositifs de pho-

todétection est l’intensité lumineuse I(t), dont la fonction d’autocorrélation est définie

par :

g2(t, τ) =
〈I(t+ τ)I(t)〉

〈I〉2
(1.94)

Pour une statistique gaussienne du champ électrique, les deux fonctions de corrélation

sont reliées par la relation de Siegert [38] :

g2(t, τ) = 1 + β |g1(t, τ)|2 (1.95)

où β est un paramètre qui dépend du dispositif optique de détection et de la polarisation

de la lumière. Il vaut 1 pour une détection polarisée qui mesure l’intensité d’un unique

speckle par capteur.

Soit ∆φp(t, τ) = φp(t + τ) − φp(t) le déphasage induit sur une trajectoire p de la

lumière induit par la dynamique des diffuseurs entre les instants t et t+ τ . Il peut être

décomposé en une somme de déphasages entre deux évènements de diffusion successifs

∆φpj (t, τ). La fonction d’autocorrélation du champ électrique (1.93) peut alors s’écrire :

g1(t, τ) =
∑
p

< Ip >

< I >

〈
e−i ∆φp(t,τ)

〉
=
∑
p

< Ip >

< I >

〈
e−i

∑
j ∆φpj (t,τ)

〉
(1.96)
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où 〈Ip〉 est l’intensité moyenne de la lumière qui a voyagé selon le trajet p. Les contri-

butions individuelles à la phase ∆φpj (t, τ) peuvent être décrites comme des variables

aléatoires gaussiennes dans la limite d’un grand nombre d’évènements de diffusion. En

regroupant les trajets de la lumière par longueurs curvilignes s, il est possible d’écrire

la fonction de corrélation à l’aide de la fonction de distribution de longueurs de trajets

P (s) :

g1(t, τ) =

∫ ∞
s=0

P (s)e−〈∆φ(t,τ)2〉 s /(2`∗)ds (1.97)

La distribution des longueurs de chemin dépend des conditions aux limites optiques et

de la géométrie de diffusion. Pour une plaque d’épaisseur infinie, éclairée uniformément

à sa surface, la fonction de corrélation de champ de la lumière rétrodiffusée s’écrit [7] :

g1(t, τ) = e−γo
√

3〈∆φ(t,τ)2〉/2 (1.98)

où γo est une constante de valeur typique comprise entre 1 et 3 et qui dépend de la

polarisation de la lumière, de l’anisotropie des diffuseurs et des conditions aux limites

optiques.

L’utilisation du formalisme de la DWS repose sur le lien entre le déphasage qua-

dratique moyen < ∆φ(t, τ)2 > et la dynamique interne des échantillons que l’on sou-

haite sonder. Si la dynamique est de type diffusive de constante de diffusion D, alors le

déphasage est proportionnel au déplacement quadratique moyen < ∆r2 > ∝ Dτ . Il est

ainsi possible de sonder la dynamique brownienne des émulsions diluées.

Applications aux mousses

Dans le cas des mousses, il est possible de sonder la dynamique de mûrissement. Bien

que la dynamique associée ne soit pas statistiquement homogène, l’ordre de grandeur

des déplacements de diffuseurs est tellement grand comparé à longueur d’onde de la

lumière, que la différence de phase des photons (modulo 2π) est rendue aléatoire pour

les réarrangements de bulle. En d’autres termes, l’évolution des chemins optiques qui

traversent la mousse due au mûrissement permet d’implémenter la moyenne sur les

chemins nécessaire à la DWS comme une moyenne temporelle. La décorrélation du signal

g1 ou g2 a pour temps caractéristique le temps moyen entre deux réarrangements induits

par le mûrissement [39].

Il est également possible de sonder des dynamiques non ergodiques des diffuseurs si

elle se superpose à une dynamique ergodique et que les échelles de temps d’évolution

des dynamiques respectives sont bien séparées. Ainsi la décorrélation induite par un

cisaillement sinusöıdal de très faible amplitude dans une mousse liquide (i.e. réponse
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linéaire) a été étudiée expérimentalement. Celle-ci se comporte comme si la mousse était

une dispersion de diffuseurs ponctuels, répartis de manière isotrope dans une matrice

élastique soumis à un cisaillement [40].

Pour une présentation plus exhaustive des applications de la DWS aux mousses voir

l’article de revue qui correspond à la référence [41].

1.4.2 Spectroscopie de visibilité speckle

La spectroscopie de visibilité speckle est une variante multispeckle de la spectroscopie

de la lumière diffusée. Au lieu d’avoir recours à un photomultiplicateur unique, on se

sert d’un réseau de photomultiplicateurs ou d’une caméra (cf. figure 1.14).

Figure 1.14 – Schéma de principe de la spectroscopie de la lumière diffusée multispe-
ckle.

Variantes multispeckle de la DWS

Les variantes multispeckle de la spectroscopie de diffusion de la lumière présentent

la particularité de construire les grandeurs statistiques à l’aide non pas d’une moyenne

temporelle sur les fluctuations d’un unique speckle au cours du temps mais en moyennant

sur différents speckles (e.g. acquis à un même instant en parallèle les uns des autres) [41].

Cette approche est nécessaire si l’échantillon ne présente pas une dynamique ergodique.

Elle présente de nombreux avantages dont celui de pouvoir effectuer des mesures résolues

en temps et elle permet donc entre autres d’étudier des phénomènes transitoires. La

spectroscopie de corrélation résolue en temps (TRC) est l’une de ces variantes résolue

en temps. La figure 1.15 montre un exemple d’utilisation de la TRC afin de suivre la durée

des réarrangements dans une mousse. Dans cet exemple, une fonction d’autocorrélation

normalisée F (t, τ) est utilisée, définie par :

F (t, τ) =
〈I(t+ τ)I(t)〉 − 〈I(t)〉2

〈I2(t)〉 − 〈I(t)〉2
(1.99)
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La façon d’évaluer précisément la fonction F (t, τ) a été optimisée afin de minimiser

l’influence du bruit sur la mesure (cf. références [42, 43]).

Figure 1.15 – (a) Diagramme spatio-temporel de la figure speckle, obtenue par la
juxtaposition de 1024 pixels (axe vertical) mesurés aux instants t. (b) Fonction d’au-
tocorrélation normalisée F (t, τ) de l’intensité (cf. équation 1.99) en fonction du temps
et pour différents temps de retard τ et (en insert) quantité (1 − F )/τ en fonction du
temps et pour différents temps de retard τ . La flèche indique la largeur à mi-hauteur

du pique (d’après [42]).

Une autre possibilité ingénieuse qui a été proposée dans le cadre de l’imagerie speckle

laser consiste en l’utilisation d’un disque diffuseur placé au niveau du faisceau incident

avant d’illuminer le milieu [44]. Ce diffuseur change légèrement les conditions initiales

de phase et d’incidence des photons incidents, de sorte que la figure speckle obtenue en

transmission ou en rétrodiffusion est considérablement altérée. Pour une rotation pas à

pas ou une rotation suffisamment lente, les figures speckles obtenues seront statistique-

ment indépendantes et vont enrichir le réservoir statistique, ce qui permet respectivement

l’obtention d’un meilleur ratio signal sur bruit.

Spectroscopie de visibilité speckle

Il est également possible d’extraire des informations sur la dynamique des diffuseurs

d’une expérience multispeckle en mesurant la visibilité de la figure speckle V (Te, t) en

fonction du temps d’exposition Te. Elle est définie comme la variance relative de l’in-

tensité lumineuse et mesure le contraste d’intensité des speckles. Lorsque Te augmente,

la visibilité diminue du fait d’un lavement temporel des fluctuations (speckle wash). La

visibilité est définie comme la variance normalisée de l’intensité speckle IT [38] :

V (Te, t) ≡
1

β

( 〈
I2
T

〉
〈IT 〉2

− 1

)
(1.100)

où les crochets <> symbolisent la moyenne sur les speckles acquis à un instant t. Cette

variante multi-speckle de spectroscopie de lumière diffuse s’appelle spectroscopie de visi-

bilité speckle (“Speckle Visibility Spectroscopy”) (SVS). La relation fondamentale de la

spectroscopie de visibilité speckle relie la visibilité V (Te, t) et la fonction de corrélation

de champ g1(t, τ) [38] :

V (Te, t) =

∫ Te

0
2(1− τ/Te) |g1(t, τ)|2 dτ/Te (1.101)

La SVS constitue une méthode alternative comparable à la TRC. Les phénomènes tran-

sitoires peuvent être suivis à l’aide de l’une ou l’autre des méthodes. La figure 1.16

montre une acquisition très comparable à celle de la figure 1.15 mais dont le signal a
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été interprété en terme de visibilité plutôt qu’en terme de fonction d’autocorrélation

normée.

Figure 1.16 – Niveaux de gris, rapport de la visibilité de temps d’expositions m T sur
la visibilité de temps d’expositions T pour T = 10 ms et largeur lorentzienne en fonction
de l’âge d’une mousse au cours de son mûrissement. La largeur lorentzienne Γ est définie
pour un spectre lorentzien de la fonction d’autocorrélation soit g1(τ) = exp(−Γτ). Γ
est déduite en inversant l’expression du rapport des visibilités (cf. référence [38]). Le
décalage temporel sur l’axe du temps est t0 = 6 h. La perte transitoire de visibilité
correspond à un réarrangement des bulles qui est induit par le mûrissement (d’après

[38]).



Chapitre 2

Élaboration & structure des

mousses gélifiées

Ce chapitre décrit l’élaboration et la caractérisation des échantillons de mousses

gélifiées dont nous étudions les propriétés acoustiques. Une première section présente

les gels de gélatine. La méthode de production des mousses monodisperses est décrite

dans la deuxième section. La structure et le vieillissement des mousses gélifiées sont

présentés dans une troisième section.

2.1 Gels de gélatine

La gélatine désigne à la fois l’hydrogel et ses constituants, qui mélangés dans l’eau,

gélifient à température ambiante. Ces derniers sont un mélange de protéines d’origine

animale issues du collagène.

2.1.1 Cahier des charges

Critères

Le choix de la gélatine correspond à un cahier des charges qui regroupe un ensemble

de critères. Il doit être possible de produire des échantillons de mousse monodisperse à

partir de la solution précurseur. Une fois gélifiée, cette mousse ne doit pas présenter une

forte dissipation mécanique. La phase continue doit être transparente, car cela permet de

suivre la progression d’une onde acoustique à l’aide de la méthode basée sur la diffusion

multiple de la lumière présentée dans la section 3.1.

44
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Une mousse gélifiée est à la fois mousse et gel. Par conséquent, les précurseurs sont

soit des agents moussants, soit des agents gélifiants en solution. Les deux sont présents en

solution. Il faut donc s’assurer de la compatibilité des précurseurs nécessaires. Comme la

génération des mousses monodisperses repose sur des mécanismes d’instabilité dans des

écoulements (e.g. flow focusing), la génération de la mousse devra précéder la gélification.

Les précurseurs du gel doivent naturellement être solubles dans l’eau et compatibles

avec la présence de surfactants en solution. Ce critère vaut aussi réciproquement pour

le surfactant, qui devra être compatible et de préférence interagir peu avec la molécule

gélifiante. Une fois la mousse formée, il faut pouvoir déclencher la gélification sans avoir

à ajouter d’ingrédient tiers, car il n’est alors plus possible de mélanger la phase aqueuse

continue. Le mécanisme pour l’initiation et le contrôle de la cinétique de la gélification

doit pouvoir être retardé par rapport à l’instant du mélange des constituants et de

préférence simple et adaptable aux conditions de production. Il faut pouvoir arrêter la

gélification où à défaut éviter le phénomène synérèse (i.e. d’expulsion d’eau hors de la

matrice du gel). Et enfin d’un point de vue pratique, il est intéressant de pouvoir dégeler

le gel pour l’entretien des dispositifs milli/microfluidiques.

D’un point de vue de spectroscopie acoustique par suivi de la visibilité speckle (cf. sec-

tion 3.1), le gel doit en premier lieu être non-absorbant ou peu absorbant pour la lumière,

de manière à avoir la plus grande intensité possible en rétrodiffusion pour permettre une

acquisition d’images de speckles aux temps d’ouverture de la caméra très courts que

nécessitent les mesures de spectroscopie à des fréquences supérieures au kilohertz. Il

faut que l’échantillon évolue peu sur les durées d’acquisition typiques qui peuvent at-

teindre la dizaine d’heures (pour un balayage du spectre fréquentiel complet de 10 Hz

à 10 kHz et un nombre de réalisations statistiques indépendantes de l’ordre de la cen-

taine). Pour stabiliser la mousse gélifiée, il faut entre autres caractéristiques des modules

élastiques suffisamment importants afin de résister au mécanisme de mûrissement (cf.

section 2.3.2). Afin de mettre en évidence des vibrations résonantes de la microstructure,

on souhaite que la dissipation mécanique du gel soit aussi faible que possible. D’un point

de vue technique pratique, il faut que l’absorption acoustique soit suffisamment grande

afin de pouvoir travailler en stroboscopie sans avoir à attendre des durées trop longues,

liées aux temps de dissipation dans la cavité acoustique que constituent les échantillons

(cf. section 3.3.1).

Alginate

L’alginate est un polymère extrait d’algues brunes, capable de former des gels par

liaisons ioniques en présence de cations bivalents (e.g. Ca2+). La force des liaisons io-

niques est intermédiaire entre les liaisons covalentes et les liaisons hydrogène. Comme la
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gélification est instantanée en présence de ces ions, on a recours à un agent chélateur de

l’ion. Il s’agit d’une molécule susceptible de former un complexe avec l’ion et ainsi de le

neutraliser. Son changement de conformation suite à un abaissement progressif du pH

permet de relarguer les ions et contrôler la cinétique de gélification afin de produire des

gels plus homogènes.

Ainsi, la gélification de l’alginate fait intervenir un nombre important de constituants

et un vaste espace de paramètres à optimiser. Elle ne satisfait pas les critères de contrôle

et simplicité du mécanisme de gélification. Mais par rapport à la gélatine, elle présente

l’avantage de pouvoir produire des échantillons à température ambiante.

Après quelques essais avec des échantillons de mousse d’alginate à une concentration

C = 2 % g/g, dont nous n’avons pas su assurer la stabilité dans le temps, nous nous

sommes tournés vers la gélatine de type A. Les raisons de sa mauvaise stabilité résident

principalement dans le mauvais choix des paramètres lors de ces premiers essais. Pour

autant, l’alginate n’aurait pas pu assurer la stabilité à long terme des échantillons parce

qu’elle est encline à la synérèse.

Gélatine

La gélatine peut donner accès à des modules élastiques plus élevés et des rapports

G′′/G′ plus faibles que l’alginate du fait de la possibilité de la réticuler chimiquement

par des liaisons covalentes. Mais ce mode de gélification montre une forte propension

à exhiber des effets de synérèse néfastes pour la stabilité de la mousse. Il peuvent être

évités en arrêtant le processus de gélification suffisamment tôt. Cependant, l’arrêt de

la gélification de type enzymatique utilisée requiert la chauffe des échantillons à des

température de l’ordre de 70◦C [45], ce que des échantillons de mousse à grande teneur

en gaz ne supportent pas.

La gélatine peut également être réticulée physiquement par liaisons H, juste par un

abaissement de la température. Ce mode de gélification physique est très intéressant du

fait de l’absence de recours à un agent gélifiant. L’élaboration des échantillons s’en trouve

grandement simplifiée. Pour des teneurs en gélatine suffisamment élevées C ≥ 5 % g/g,

elle atteint à 20◦C des modules élastiques à 1 Hz de l’ordre de 1 kPa en moins d’un

jour [45]. La gélatine donne un gel transparent, très légèrement coloré. Sa réticulation

physique ne donne pas lieu à des effets de synérèse. Il y a presque deux ordres de grandeur

de différence entre le module élastique G′ et le module visqueux G′′ de la gélatine, ce

qui constitue un bon compromis entre les différentes exigences sur le rapport G′/G′′ afin

de caractériser son comportement acoustique.
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La possibilité de gélifier la gélatine chimiquement ou physiquement voire les deux en

font un bon système de référence. Les propriétés du matériaux pourront ainsi être opti-

misées à un stade ultérieur, qu’il s’agisse de son comportement acoustique en absorption,

réflexion ou transmission. L’exhaustive caractérisation rhéologique de la gélatine publiée

dans la littérature constitue un autre de ses avantages, qui s’explique par son utilisa-

tion pour les films photographiques. À un niveau plus local, j’ai bénéficié de l’expertise

présente dans l’équipe au sein de laquelle j’ai travaillé (T. Baumberger, O. Ronsin, C.

Caroli) sur le thème de la gélification par création de liens chimiques ou physiques. La

gélification chimique par voie enzymatique ainsi que les gels mixtes constitue le sujet

d’une thèse récente effectuée dans le groupe (H. Souguir).

2.1.2 Physico-chimie des gels de gélatine

Généralités sur la gélatine

La gélatine est une protéine. Le composant élémentaire d’une protéine est l’acide

aminé (cf. figure 2.1). Au cœur d’un acide aminé se trouve l’atome de carbone qui est

lié d’une part à un groupe amine NH2 et d’autre part un groupe carboxyle COOH qui

fait de l’acide aminé un acide carboxylique. Les acides aminés se distinguent les uns des

autres par leur groupement latéral −R.

H2N C

R

H

COOH

Figure 2.1 – Formule développée d’un acide aminé.

Une protéine est un polymère issu de réactions de condensation de paires d’acides

aminés au cours de laquelle le groupe carboxyle de l’une réagit avec le groupe amine de

l’autre pour former une liaison peptidique et éliminer une molécule d’eau.

Extraction et composition de la gélatine

La gélatine est obtenue par dénaturation d’une protéine appelée collagène, que l’on

trouve sous forme de fibres dans la matrice extracellulaire des tissus conjonctifs des ani-

maux. La dénaturation d’une protéine correspond à un procédé par lequel une protéine

perd sa conformation spatiale. Dans le cas du collagène, la conformation est hautement

hiérarchisée selon trois niveaux successifs : la triple-hélice, la fibrille puis la fibre.
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La dénaturation du collagène est obtenue par modification du pH. Dans la pratique,

la gélatine peut être extraite soit du porc par un procédé de dénaturation acide (gélatine

de type A), soit du bœuf par un procédé de dénaturation basique (gélatine de type B).

De façon marginale, elle peut également être extraite du poisson. Dans toute la suite, la

gélatine considérée sera implicitement de type A, à moins que ce ne soit reprécisé.

La gélatine est constituée de différents acides aminés. Sa composition dépend de la

source et du procédé d’extraction. Statistiquement, les acides aminés les plus courants

sont la glycine (34 %), la proline (12 %), l’hydroxyproline (10 %), l’alanine (10 %),

la glutamine (8.4 %), l’arginine (4.5 %) et la lysine (2.6 %) [46]. La proline et l’hy-

droxyproline sont les groupements qui interviennent dans le processus de nucléation du

gel physique de gélatine, tandis que la glutamine et la lysine sont les groupements liés

de manière covalente lors du processus de réticulation du gel chimique formé par voie

enzymatique. Comme on peut le constater (cf. figure 2.2f & 2.2c), l’hydroxyproline est

donneuse de liaisons hydrogène avec son groupe −OH sur le radical tandis que la proline

est receveuse de liaisons hydrogène au niveau de l’atome d’oxygène doublement lié du

groupe −COOH.

CH3

NH2

O

OH

(a) Alanine.

NH2

O

NH2

O

OH

(b) Glutamine. OH

NH

O
OH

(c) Hydroxyproline.

O

HO NH2

(d) Glycine.

NH2

NH2

O

OH

(e) Lysine.
NH

O
OH

(f) Proline.

Figure 2.2 – Formules semi-développées des acides aminés les plus fréquents de la
protéine de gélatine.

Gélification de la gélatine

À une température inférieure à 40◦C, la gélatine gonfle dans l’eau mais ne s’y dis-

sout pas. À une température supérieure à 40◦C, la gélatine est soluble dans l’eau. Le

paramètre de Flory χ caractérise la qualité du solvant en solution diluée [47]. Pour un

bon solvant, χ < 0.5 et pour un mauvais χ > 0.5. À 50◦C, la gélatine dans l’eau a un

paramètre de Flory 0.48 < χ < 0.49. L’eau est donc un bon solvant.
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Une solution semi-diluée de gélatine, i.e. où les châınes de polymère s’interpénètrent

(C > C∗ ≈ 0.5 % g/g [48]), gélifie spontanément lorsque l’on abaisse la température

sous la température de gélification Tg ≈ 29◦C (gélatine de type A). Cette gélification

correspond à un mécanisme de renaturation (i.e. de retour à la conformation tridimen-

sionnelle naturelle) de la triple hélice. Il s’agit d’un auto-assemblage des châınes qui suit

un mécanisme de type nucléation-croissance. Les séquences riches en proline et hydroxy-

proline sont à l’origine de la nucléation. Ensuite, les châınes se replient en triple hélices.

La conformation est stabilisée par des liaisons hydrogènes principalement localisées au

niveau des acides aminés proline et hydroxyproline mais aussi avec les groupes −C −H
proches ou encore par l’intermédiaire de molécules d’eau.

Une solution semi-diluée de gélatine peut être gélifiée à l’aide d’un agent chimique de

réticulation. Le plus utilisé est le glutaraldéhyde. Il est consommé lors de la réaction de

gélification et forme alors un pont covalent entre les châınes de polymère. De manière al-

ternative, lors de nos essais de gélification chimique, nous avons eu recours à l’activité en-

zymatique catalytique de la transglutaminase. Elle est biocompatible et non consommée

lors de la réaction et donc n’ajoute pas d’éléments étrangers au réseau réticulé du gel.

Suite à son action, une liaison covalente est formée entre des acides aminés de type lysine

et glutamine. À la fin de la catalyse, il se partagent un seul et même groupe fonctionnel

amine et en ont éliminé un [49].

Point isoélectrique et tensioactif non-ionique

Le point isoélectrique (pI) correspond à la valeur de pH pour laquelle la charge totale

de la molécule est nulle i.e. il y a autant de groupes ioniques chargés positivement et

négativement. Du fait de la différence de traitement entre la gélatine de type A et la

gélatine de type B, les points isoélectriques sont distincts (pIB ∼ 5 ; pIA ∼ 9). Ainsi en

solution aqueuse à pH neutre, la gélatine de type A sera chargée positivement.

Le tensioactif utilisé afin de stabiliser les mousses de gélatine en phase liquide est le

Triton X100. Nous avons choisi un tensioactif non-ionique afin qu’il interagisse le moins

possible avec les molécules de gélatine. Les molécules polypeptidiques interagissent avec

certains tensioactifs non-ioniques par le biais de liaisons hydrogène mais ce n’est pas le

cas avec le Triton X100 [50]. Il a déjà été utilisé afin de stabiliser des mousses gélifiées

d’alginate magnéto-stimulables [51], également en raison de son caractère non-ionique. Sa

concentration micellaire critique est de 0.22−0.24 mM [52]. Sachant que la masse molaire

moléculaire est d’environ 625 g.mol−1, la concentration massique micellaire critique

(CMC) est donc de 0.14 − 0.15 g.L−1. La concentration de Triton X100 utilisée est

de 6 g.L−1, soit une concentration de l’ordre de 40 CMC. À partir de la CMC, la tension
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Figure 2.3 – Formule semi-développée du tensioactif Triton X-100 (n ∼= 9− 10).

de surface statique en solution aqueuse stagne à une valeur légèrement supérieure à

30 mN/m [10].

Pitt et al. ont effectué une étude comparée de la tension de surface de solutions

aqueuses à 25◦C et de solutions de gélatine de type B 7% g/g pour différents tensioactifs

en fonction de la concentration [53]. Tandis que dans le cas des tensioactifs anioniques,

l’interaction avec la gélatine initie le comportement d’aggrégation des tensioactifs avant

la CMC, dans le cas des tensioactifs non-ioniques, le comportement change peu et le

même plateau en tension de surface qu’en l’absence de gélatine est atteint au delà de la

CMC. Bien que cette publication concerne un type de gélatine différent et une concen-

tration légèrement différente de celles retenues dans le cadre de la présente étude, les

résultats sont probablement transposables, en particulier dans le cas non ionique où la

différence de point isoélectrique qui distingue les deux types de gélatine ne jouera au-

cun rôle. Ainsi pour une concentration en tensioactif très supérieure à la CMC, on peut

penser que la tension de surface de la solution moussante de gélatine est proche de celle

d’une solution de même concentration en Triton sans gélatine.

Préparation de la solution moussante de gélatine

Les solutions moussantes de gélatine de concentration C gélifiées physiquement sont

composées d’un agent gélifiant de gélatine (C = 5 % g/g ou C = 10 % g/g) en poudre

de type A (Mw ∈ [50000 − 100000], G2500, Sigma-Aldrich), d’un agent antibactérien

∼ 400 ppm de sodium azide (S2200, Sigma-Aldrich), d’un tensioactif 6 g/L (∼ 40CMC)

de Triton X100 (X100, Sigma-Aldrich), et d’eau ultrapure (milliQ).

Par exemple, pour préparer 250 g de solution de gélatine moussante à 10 %, il faut :

— 197 g d’eau ultrapure (milliQ)

— 25 g de gélatine de type A

— 25 g de solution mère de Triton X100 (60 g/L)

— 3 g de solution mère de sodium-azide (3 % g/g)

Afin de préparer la solution, l’eau ultrapure est chauffée à 60◦C dans un flacon de

250 mL. La gélatine est alors versée dans l’eau chaude et mise sous agitation magnétique.

On ajoute alors 25 mL de solution mère de Triton X100 à l’aide d’une pipette graduée.
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3 mL de solution de sodium-azide sont ajoutées. La solution est laissée sous agitation

magnétique (soutenue) et chauffée à 60− 65◦C pendant 1h à 2h jusqu’à ce que la solu-

tion soit homogène. La solution de gélatine est ensuite conservée au réfrigérateur à une

température de 5◦C sur des durées inférieures à 15 jours.

Notons que la gélatine est ajoutée à l’eau chaude et non le contraire. Cette façon

de faire évite que la gélatine n’adhère aux bords du flacon lorsqu’on lui ajoute de l’eau

(même chaude). Si la gélatine adhère aux bords du flacon, un chauffage plus long et plus

intense est nécessaire. Les durées nécessaires à la solubilisation sont alors moins repro-

ductibles et parfois beaucoup plus longues et par conséquent les molécules de gélatine

ont plus de chances d’être dégradées.

Pour la préparation de solutions moussantes de gélatine gélifiées chimiquement, les

proportions sont les mêmes au niveau du mélange final à ceci près que l’on ajoute un

ingrédient en plus : l’agent réticulant 1 − 2 U (% g/g) de transglutaminase (Activa

WM, Ajinomoto Foods Europe SAS). Le module élastique de cisaillement atteint après

gélification dépend fortement de la concentration en enzyme. Comme la prise est en

général trop rapide pour faire le mélange en amont de la production de mousse, la

solution est initialement séparée en deux sous-solutions. L’une ne contient que l’enzyme

et l’autre contient le tensioactif et la gélatine. La sous-solution contenant la gélatine

passe par les dispositifs de génération de mousse avant d’être mélangée à la sous-solution

contenant l’enzyme. Du fait de la solubilité limitée de la transglutaminase, la répartition

du solvant est de 20− 40 % pour la solution enzymatique et 80− 60 % (respectivement)

pour la solution de gélatine.

De ce fait pour un gel de concentration en gélatine 2U , la solution n’a initialement que

60 % de son solvant lors du passage du générateur, ce qui correspond à une concentration

renforcée en gélatine qui perturbe la génération de mousse. Ainsi un compromis doit être

trouvé entre la concentration en enzyme et la concentration en gélatine. Nous avons fait

le choix ici de nous limiter à 5 % g/g dans le cas des gels chimiques.

2.1.3 Propriétés viscoélastiques des gels de gélatine

Origine de l’élasticité des gels

L’élasticité des gels de polymères est d’origine entropique [47]. Elle correspond à

la même élasticité entropique présente au niveau de la châıne unique de polymère en

solution. Cependant, elle intervient au sein d’un réseau, de sorte qu’elle ne se manifeste

dans le cas statique macroscopiquement que si le réseau est percolant. Ainsi, lors d’une

sollicitation en cisaillement d’un cube de gel en formation, il faut que le réseau des
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châınes de gélatine relie continument les deux faces du cube mises en mouvement pour

qu’une force de rappel élastique puisse exister. S’il n’y a pas de réseau pour relier les

faces, cela signifie que le gel peut encore s’écouler. La transition entre un fluide visqueux

et un solide élastique est appelée gélification ou transition sol/gel. La densité des liens est

reliée au module élastique de cisaillement G0 du fait de la densité de châınes polymères

mises en jeu lors d’une sollicitation, qui seront comme autant de ressorts entropiques :

G0 = f ν
kBT

2
(2.1)

où f est la fonctionnalité du réseau, ν la densité de liens (nombre de lien/unité de volume),

kB la constante de Boltzmann et T la température. En particulier, le gel chimique de

gélatine est tétra-fonctionnel (f = 4), tandis que le gel physique est hexa-fonctionnel

(f = 6).

Nous avons caractérisé les évolutions temporelle et fréquentielle du module complexe

de cisaillement G∗ des gels physiques utilisés dans les mesures acoustiques.

Mesures du module de cisaillement des gels physiques

La solution de gélatine à 10 % g/g (section 2.1.2) est chauffée au bain marie à 50◦C

puis elle est déposée dans le rhéomètre où la température est maintenue constante à

21.5◦C. La durée écoulée depuis cet instant est l’âge du gel. Ce protocole de gélification

est similaire à celui utilisé lors de l’élaboration des mousses gélifiées, de façon à évaluer

le module du gel contenu dans les échantillons des mesures acoustiques.

Nous avons utilisé deux rhéomètres avec des géométries cône-plan (diamètre de

plan 40 mm, angle de cône 4◦, Bohlin CVOR150) et (diamètre de plan 50 mm, angle

de cône 5◦, MES 530 Paar Physica). Dans les deux configurations, une huile de pa-

raffine (1.07160.2500, Merck) remplit une rigole qui entoure l’échantillon et empêche

l’évaporation de l’eau du gel.

Le module complexe de cisaillement est mesuré au cours du vieillissement sur une

durée comparable à la durée sur laquelle la majorité des mesures acoustiques sont faites,

soit 7 jours.

Évolution du module au cours du vieillissement

Nous avons mesuré le module complexe de cisaillement G∗ = G′ + iG′′ d’une solu-

tion moussante de gélatine à 10 % (g/g) au cours de sa gélification à une température
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de 21.5◦C. La figure 2.4 montre l’évolution de G′ et G′′, moyennée sur 6 mesures

indépendantes à une fréquence de 10 Hz, au cours du vieillissement. La cinétique de

gélification peut être décrite en 4 phases [54]. Lors d’une première phase, le module

élastique G′ est faible, inférieur au module visqueux G′′. La solution est encore essen-

tiellement liquide, le seuil de percolation n’est pas encore franchi. Lors de la deuxième

phase, le module élastique évolue très rapidement. De nouveaux liens se créent dans le

réseau qui vient de franchir le seuil de percolation. Leur contribution à l’élasticité est

importante. Ces deux premières phases sont de courte durée. Dans une troisième phase,

l’évolution temporelle du module complexe G∗ est décrite par une loi logarithmique [55].

L’augmentation de l’élasticité correspond principalement à un renforcement des liens mis

en place lors de la phase 2. Empiriquement, une loi logarithmique ajuste correctement

les données représentées figure 2.4. Plus précisément, la loi logarithmique décrit bien la

phase 3 de la prise du gel pour des âges compris entre 1h et environ 10 jours [54].


G
′
(t) = G

′
10 log

(
t
τ
G
′

)
G
′′
(t) = G

′′
10 log

(
t

τ
G
′′

) (2.2)

où τG′ et τG′′ sont les temps caractéristique de l’évolution logarithmiques des modules.

G
′
10 et G

′′
10 sont les modules de conservation et de perte mesurés à la fréquence f = 10 Hz

aux temps respectifs t = τG′ et t = τG′′ . En ajustant les paramètres de cette relation

à nos données, nous obtenons G
′
10 = 1.2 kPa et τG′ = 110 s pour le module élastique,

ainsi que G
′′
10 = 52 Pa et τG′′ = 250 s pour le module visqueux.

Une quatrième et dernière phase correspond à une accélération de l’augmentation du

module par rapport à la loi logarithmique. Pour les âges supérieurs à environ 7 jours,

on observe une accélération de l’évolution du module. Il augmente plus rapidement

que ce que prédit la loi logarithmique. Cela concorde avec des résultats reportés par

Normand [54], bien qu’il dise que cela pourrait s’expliquer par une légère évaporation

du solvant (i.e. de l’eau) non contrôlée qui se manifeste sur les temps de mesure longs,

et ce malgré les précautions prises. Dans le cadre présent, nous pouvons conclure que la

loi logarithmique permet un ajustement satisfaisant de l’évolution du module du gel sur

la gamme de temps considérée en l’absence d’effets d’évaporation du solvant.

Cependant, comme les échantillons de mousse seront sujet à des effets d’évaporation

du solvant, nous allons profiter de cette occasion pour les commenter. Si le solvant

s’évapore, la concentration en gélatine augmente et la densité de liens aussi. Il a été

montré que le module de cisaillement varie comme le carré de la concentration en gélatine
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Figure 2.4 – Évolution des modules viscoélastiques de conservation G′ (en bleu) et
de perte G′′ (en rouge) d’un gel de gélatine (10% g/g) à une fréquence f = 10 Hz pour
une amplitude de cisaillement γ = 1 % trempé de 50◦C à 21.5◦C à un âge t = 0. Les

lignes continues correspondent à des ajustements logarithmiques.

pour des concentrations en gélatine C ∼ 10 % g/g et inférieures [56, 54] de sorte que

l’on puisse écrire l’équation 2.3.

G0(t) = G0

(
C(t)

C0

)2

(2.3)

où C(t) et C0 sont respectivement les concentration en gélatine de l’échantillon à un

instant t quelconque et à l’instant initial t = 0, G0(t) et G0 sont respectivement les

modules élastiques quasi-statiques (f ∼ 1 Hz) à un instant t quelconque et à l’instant

initial antérieur aux effets d’évaporation t = 0.

Cette loi logarithmique incluant la correction due à l’évaporation sera utilisée dans la

suite pour l’interprétation des résultats, afin de prendre en compte l’évolution du module

avec l’âge des échantillons. La loi sur le spectre de la viscoélasticité (cf. équation 2.4)

permettra d’estimer la répercussion sur G′′ de l’influence de l’évaporation sur G′.

Réponse en fréquence

La figure 2.5 montre la dépendance fréquentielle des modules de conservation G′ et

modules de perte G′′. Les deux séries de points respectivement pour les modules G′ et
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G′′ correspondent à deux âges différents. Une première mesure correspond à un âge de

1 jour, une seconde correspond à un âge de 2 jours.
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Figure 2.5 – Dépendance fréquentielle mesurée des modules de conservation et de
perte d’une solution moussante de gélatine à 10% g/g et leur extrapolation jusqu’à

10 kHz. Gels respectivement âgés d’un jour (H O) et de deux jours (N 4).

Dans la gamme de fréquences mesurées, le module de conservation est presque constant.

Quant au module de perte, il est constant à basses fréquences puis croit comme la racine

carrée de la fréquence. À l’exception du comportement basses fréquences du module de

perte, ces limites asymptotiques de la dépendance fréquentielle sont prédites pour les

réseaux réticulés de façon permanente [15]. Le plateau de G′ correspond à l’élasticité

statique du gel 2.1. Le plateau à basses fréquences du module de perte G′′ vient quant

à lui du caractère non permanent des liens physiques qui peuvent se faire et se défaire.

Ce mécanisme correspond à une distribution d’éléments de Maxwell dont le temps de

relaxation est inversement proportionnel à la probabilité de rupture du lien [57, 15]. Il

fait passer le module de perte G′′ par un maximum local à basses fréquences, qui du

fait de la dissipation anormale qui suit a l’allure d’un point d’inflexion ou d’un pla-

teau. À hautes fréquences, le comportement du gel se rapproche de plus en plus de celui

d’un réseau d’enchevêtrements, pour lesquels le modèle de Rouse prédit une évolution

asymptotique du module complexe qui croit comme la racine de la fréquence. Cette

dépendance fréquentielle traduit la forme de la fonction de distribution des temps de

relaxation H ∝ 1/
√
τ dans les réseaux de polymères enchevêtrés en solution [15, Ch. 10,

p. 226]. Finalement, nos données sont bien décrites par la loi phénoménologique :

G∗(ω) = G0

(
1 +

√
i
f

fc

)
+ i G1 (2.4)
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où G0 et G1 correspondent aux plateaux de G′ et G′′ et fc est une fréquence ca-

ractéristique. En ajustant, les paramètres G0, G1 et fc à nos données, nous obtenons les

paramètres reportés dans le tableau récapitulatif 2.1.

Table 2.1 – Paramètres ajustés au modèle 2.4 aux variations fréquentielles des modules
G′ et G′′ (cf. figure 2.5).

Âge t fc (kHz) G0 (kPa) G1 (Pa)

1 jour 25 7.5 92

2 jours 27 8.6 108

2.2 Génération de mousses

Il existe de nombreux procédés de génération de mousses ou émulsions [58]. Le prin-

cipe consiste à mélanger liquide et gaz de façon à créer des interfaces.

2.2.1 Générateurs de mousse

La génération milli et microfluidique utilise les écoulements laminaires dans des ca-

naux de dimension millimétrique ou micrométrique [58]. La figure 2.6 représente les deux

géométries que nous avons utilisées. Le choix de la géométrie ainsi que l’ajustement des

débits de gaz Qg et de liquide Ql permettent un contrôle de la taille des bulles et du

débit de production.

La géométrie à écoulements focalisés (flow focusing) figure 2.6 a été utilisée pour la

production de bulles de diamètre d ∼ 0.2mm. Le générateur a été réalisé en résine par

une imprimante 3D et s’inspire du dispositif mis au point par Castro-Hernández et al.

qui permet une production à haut-débit (105Hz) [59]. Nous avons vérifié son bon fonc-

tionnement avec des solutions moussantes non gélatineuses. Cependant, dans le cas de

solutions de polymères non-newtoniennes et plus visqueuses que l’eau, le comportement

des générateurs de mousse change considérablement. Cela a déjà pu être vérifié dans le

cas de productions de mousses gélifiées de chitosane [60], et l’effet est d’autant plus fort

que le taux de cisaillement dans l’écoulement est important. Ainsi, la plage de débits

où une production de bulles monodisperses est possible dans cette géométrie spécifique

est fortement réduite. Dans ces conditions, on ne peut pas bénéficier des hauts débits de

production.

La seconde géométrie, celle pour laquelle nous avons finalement opté, se révèle très

stable même dans le cas de solutions de polymères. Il s’agit de la jonction T (cross flow)

figure 2.6.a. Cette géométrie permet de produire des bulles de grands diamètres (d ≥
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0.3 mm). En fonction du diamètre souhaité, nous disposons de deux générateurs jonction

T de dimensions différentes (largeur du canal w et profondeur h) i.e. (d = 1.8 mm,

w = 1.6 mm, h = 0.8 mm ; d = 0.6 mm, w = 0.8 mm, h = 0.4 mm). Les canaux ont été

fraisés à l’aide d’une micro-fraiseuse dans du plexiglas. Pour les deux géométries, une

plaque en plexiglas serrée au contact de l’élément sculpté assure l’étanchéité.

Par rapport à l’écoulement focalisé, la jonction T permet des régimes de produc-

tion avec un rapport Ql/Qg plus faible, ce qui est un avantage puisque le but est de

produire une mousse et non un liquide bulleux. La concentration de bulles obtenue

est généralement néanmoins trop faible. Par conséquent, une étape de ségrégation est

ajoutée à la suite de l’étape de production.

La nature légèrement élastique de la solution et sa viscosité renforcée sont les causes

probables d’une mauvaise stabilité de la configuration du générateur de bulles à écoulements

focalisés. Le mécanisme à l’œuvre dans la jonction T est plus simple, lié directement à

la géométrie de l’écoulement, d’où sa plus grande stabilité. Nous avons constaté empi-

riquement une stabilité encore accrue, lorsque l’on incline le plan du générateur à 45◦

selon l’axe de l’écoulement (sortie en position basse cf. figure 2.7).

Alimentation
en solution

Alimentation
en gaz

Sortie de la
production(a) (b)

w w

Figure 2.6 – Schémas des deux géométries de générateurs de bulles monodisperses
utilisées. (a) Écoulements croisés (jonction T) - cross flow (w = 0.8 mm ou w =

1.6 mm). (b) Écoulements focalisés - flow focusing (w = 0.8 mm).

Alimentation en gaz

Afin de stabiliser les mousses contre le mûrissement, un mélange de gaz est utilisé :

10 % en pression partielle d’un gaz fluoré C6F14 et 90 % de diazote N2. La solubilité dans

l’eau Cs du gaz fluoré C6F14 est très faible (Cs = 1.5 10−5 mol.L−1) [61]. La stabilisation

est due à un effet osmotique [62]. Si sous l’effet de la pression de Laplace, l’azote diffuse

d’une bulle plus petite vers une bulle plus grande, la concentration du C6F14 dans

la petite bulle augmente et celle dans la grosse diminue. Ceci crée une différence de

pressions osmotiques qui s’oppose à la diffusion. Ainsi ce mécanisme explique le fort

ralentissement du mûrissement de la mousse. Afin de préparer ce mélange de gaz, on
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utilise une colonne de gaz dans laquelle on a fait préalablement le vide (∼ 0.5 mbar).

On y injecte au travers d’un septum 2 mL de C6F14 liquide à température et pression

ambiante mais vaporisé du fait de sa faible pression de vapeur saturante (23.6 kPa à

20◦C) [61]. La pression alors atteinte dans la colonne est pC6F14 = 0.2 bar. On complète

avec du diazote N2 jusqu’à atteindre une pression totale p = 2.0 bar. La connaissance

des pressions partielles permet d’évaluer la masse volumique du mélange de gaz :

ρRT =
∑
i

piMi = pC6F14MC6F14 + pN2MN2 ⇒ ρ = 2.4 kg.m−3 (2.5)

avec MN2 = 28 g.mol−1 et MC6F14 = 338 g.mol−1 (2.6)

Un contrôleur de débit de masse (F-200CV, Bronkhorst) est utilisé pour réguler le débit

massique de gaz. La calibration de l’appareil indique que pour du diazote N2, dans

les conditions d’utilisation (p = 2 bar, θ = 20◦C), le débit volumique maximal est de

5 mL/min. Néanmoins, s’agissant d’un contrôleur de débit de masse, sa sensibilité à la

masse molaire du mélange de gaz est grande. Ainsi, d’après les données de calibration, le

débit maximal pour du dioxyde de carbone dans les même conditions est de 3 mL/min.

Le rapport des débits correspond approximativement au rapport des masses molaires

moléculaires. On peut donc estimer le débit volumique pour le mélange avec le gaz

fluoré. La masse molaire augmente de 28 g/mol pour le N2 à 59 g/mol pour le mélange

(N2, C6F14). On estime ainsi le débit volumique maximal à 2.4 mL/min dans le cas du

mélange.

Pour produire des mousses de bulles de grand diamètre d = 1800 µm, le débit maximal

(100%) de gaz est utilisé, soit 2.4 mL/min, tandis que pour des bulles de petit diamètre

d = 600 µm, le débit utilisé est de 30% du débit maximal, soit un débit de 0.7 mL/min.

Alimentation en solution de gélatine

La gélatine gélifie spontanément à température ambiante. Or l’utilisation des tech-

niques de génération milli- et microfluidiques requiert un écoulement fluide. La prise du

gel peut déstabiliser le régime de production monodisperse voire obstruer complètement

le générateur. Afin d’assurer la possibilité d’une génération de bulles monodisperse, le

générateur est placé dans une enceinte calorifuge thermostatée (cf. figure 2.7). Une buse

chauffante (Diode PID, FTM Technologies) souffle de l’air chaud dans l’enceinte. Elle

est fixée à l’arrière, dirigée sur la seringue d’alimentation en solution de gélatine et ali-

mentée par le circuit d’air comprimé du laboratoire (cf. figure 2.7). L’air sort par l’avant

de l’enceinte à une température contrôlée, fermée par une fenêtre d’accès ajustable non-

représenté.



Chapitre 2. Élaboration & structure 59

L’alimentation en solution moussante est effectuée à l’aide d’un pousse-seringue

réglable en vitesse. La vitesse typique d’utilisation est de 50 µm/s. Les seringues utilisées

sont des seringues de capacité 50 mL et de section de diamètre 29 mm, de sorte que le

débit de liquide typique est de 2.0 mL/min. Pour la production des bulles de d = 1.8 mm

et d = 0.6 mm, le débit de liquide Ql utilisé est de 2.0 mL/min. Il est également possible

de produite des bulles de diamètre d = 0.3 mm dans la géométrie prévue pour les bulles

de 0.6 mm en augmentant fortement le débit de liquide et en réduisant légèrement le

débit de gaz. Toutes les informations sont résumées dans le tableau 2.2.

Table 2.2 – Paramètres de production pour les générateurs jonction T (cf. figure
2.6.a). Ql est le débit de liquide. Qg est le débit de gaz.

Diamètre des bulles Dimensions (wcanal, hcanal) Débit Ql Débit Qg

1.8 mm w = 1.6 mm, h = 0.8 mm 2.0 mL/min 2.40 mL/min (100%)

0.6 mm w = 0.8 mm, h = 0.4 mm 2.0 mL/min 0.72 mL/min (30%)

0.3 mm w = 0.8 mm, h = 0.4 mm 6.0 mL/min 0.48 mL/min (20%)

2.2.2 Production d’une mousse gélifiée

Dispositif et protocole de production

La solution de gélatine sortie du réfrigérateur est mise à chauffer dans un bain marie

sous agitation magnétique (lente puis rapide) à une température de 50◦C pendant en-

viron 30 min, jusqu’à ce qu’elle se soit complètement liquéfiée. La solution est ensuite

gardée à l’étuve à 50◦C. En parallèle, la soufflerie d’air chaud de l’enceinte thermo-

statée est mise en route avec une température de consigne de 60◦C et une alimentation

par le biais d’un détendeur réglé sur 2 bar. Le débit d’air étant supérieur aux débits

prévus pour les utilisations classiques de la buse, la température en sortie est inférieure

à celle de consigne (∼ 50◦C). Le réglage est choisi de manière à obtenir rapidement une

température au niveau du générateur milli/microfluidique légèrement supérieure à 46◦C.

La stabilisation de la température dans l’enceinte requiert environ 60 min. Une seringue

de 50 mL est alors remplie de solution moussante de gélatine puis placée dans l’enceinte

thermostatée.

La figure 2.7 représente la configuration du dispositif. Un pousse-seringue entraine

une seringue de 50 mL. Comme discuté précédemment, le débit de gaz dépend de la

taille des bulles visée. Mais il est bien du même ordre de grandeur que le débit de

liquide, ce qui rentre dans le cadre du régime d’étranglement (squeezing regime) décrit

par Garstecki et al. [63, 58]. Ainsi, les deux flux se rejoignent et se rencontrent au niveau

du générateur de bulles.
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À la sortie du générateur, un liquide bulleux monodisperse est injecté dans un tube

rigide qui contiendra l’échantillon à l’aide d’une première sortie d’un raccord en T. Un

tube souple est connecté à la deuxième sortie du raccord, qui se trouve en aval de la

première. Sous l’effet de la gravité et des forces d’Archimède, les bulles ont tendance à

monter dans le tube rigide tandis que le liquide a tendance à s’écouler vers le bas et est

évacué par le tube souple (cf. figure 2.7). On pince plus ou moins le tube d’évacuation

en fonction de la fraction liquide visée.

Enceinte 
calorifugée 

Flux d’air 
comprimé 

Générateur 
de mousse 

Solution 
de gélatine 

Buse 
chauffante 

40 cm 

Pousse-
seringue 

Alimentation 
en gaz 

Tube 

Evacuation 

45° 

Figure 2.7 – Représentation schématique de l’enceinte thermostatée à 48◦ ± 2◦C et
le dispositif de génération de mousses. La face avant n’est pas représentée.

Lorsque le tube rigide est rempli d’une mousse sans défaut majeur, que la cristal-

linité est jugée suffisamment bonne, et tout cela dans l’intervalle de temps de 15 min

fournit par une seringue, alors des films polymères, maintenus tendus par des anneaux

en téflon glissés autour du tube, sont placés sur la face supérieure puis la face inférieure.

L’échantillon est alors placé à température ambiante pendant au minimum 1h sur un

clinostat (“tourne-broche”) qui le met en rotation horizontalement autour de son axe

à 1/2 tour/s. Cela permet une réimbibition de la mousse qui homogénéise la fraction

liquide de la mousse dans le tube. L’instant auquel l’échantillon est mis à température

ambiante sur le clinostat définit l’âge t = 0 de l’échantillon.

Spontanément, les mousses monodisperses s’organisent en polycristaux dont la taille
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des domaines cristallins est de l’ordre de la dizaine de bulles [64]. Nous avons ob-

servé qu’une orientation à 45◦ des tubes lors du remplissage favorise la cristallinité

de l’échantillon. Une telle orientation rend l’écoulement plus cisaillant. De précédentes

études dans les suspensions collöıdales ont mis en évidence le rôle bénéfique du cisaille-

ment pour l’apparition d’un ordre cristallin [65]. Une fraction de liquide initialement

importante est bénéfique de ce point de vue afin de permettre aux bulles de glisser les

unes sur les autres et de trouver leur position optimale [60]. Ce mécanisme d’ordre à

plus longue portée favorisé par le cisaillement a été notamment mis en évidence dans les

mousses multicouches à l’occasion de la thèse de S. Costa [9].

Dans le cas de mousses gélifiées chimiquement, afin d’initier la réticulation au dernier

moment, un pousse-seringue avec la solution enzymatique est coinjectée en sortie de

production entre le générateur et le ségrégateur au niveau d’un T en téflon.

Tube-échantillons de mousse gélifiée

Comme indiqué précédemment, les échantillons de mousse sont conservés dans des

tubes en matériaux plastiques transparents afin de les protéger de l’évaporation et du

contact avec d’autres surfaces. Deux géométries différentes de tubes ont été utilisées. La

longueur des tubes pour les deux géométries de tube est de 20 cm. Les tubes les plus

larges sont faits de polycarbonate, leur diamètre intérieur est de D = 10 mm, diamètre

extérieur De = 13 mm et leur module élastique de cisaillement G = 2.3 GPa. Les tubes

les plus étroits sont fait de superstyrène, leur diamètre intérieur est de D = 4 mm,

diamètre extérieur De = 5 mm et leur module élastique de cisaillement G = 0.8 GPa.

Les matériaux composant les tubes sont rigides et cassants et diffèrent en cela de tubes

en tygon qui ont été utilisés lors d’essais préliminaires.

2.3 Caractérisation des mousses de gélatine

2.3.1 Ordre macroscopique et microstructure

Aspect extérieur

Les échantillons présentent une bonne cristallinité (cf. figure 2.8a). Les défauts ren-

contrés sont les défauts topologiques typiques des cristaux dont le joint de grain (cf.

figure 2.8b). Avec cette configuration nous obtenons des domaines cristallins d’environ

100 bulles. La figure 2.9 montre un détail de l’échantillon de la figure 2.8a.
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(a) D = 4 mm. Âge de 4h. d = 0.6 mm.

(b) D = 4 mm. Âge de 4h. d = 0.6 mm.

Figure 2.8 – Photographie en vidéo-microscopie de mousses gélifiées cristallines.

La cristallinité présente plusieurs avantages. Comme discuté section 2.3.2, c’est un

atout pour assurer une meilleure stabilité de la mousse gélifiée dans le temps. D’un point

de vue acoustique, cela simplifie la modélisation numérique et théorique d’une part, et

peut donner naissance à des effets de résonance intéressants du type de la diffraction

de Bragg. C’est d’ailleurs pour Bragg, que C.S. Smith a réalisé un travail pionnier dans

la génération monodisperse de bulles [58]. Enfin, si les films entre bulles se comportent

comme des tambours et forment une assemblée de résonateurs locaux, la monodispersité

est nécessaire pour les accorder en fréquence.

1 mm 

Figure 2.9 – Photographie en vidéo-microscopie d’un monocristal de mousse : détail.

Tomographie des rayons X

En collaboration avec G. Ovarlez et N. Lenoir du laboratoire Navier à Marne-la-

Vallée, une tomographie rayons X d’un de nos échantillons a été réalisée. La gel est

un gel de gélatine de concentration 10 % g/g. L’échantillon contenu dans un tube de

diamètre D = 4 mm présente un diamètre moyen des bulles de d = 710 µm ± 30µm,

la fraction de gaz était de φg = 0.79. Les débits de gaz et de solution gélifiante utilisés
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correspondent aux paramètres du tableau 2.2. La configuration de production est celle

des mousses réticulées chimiquement avec une co-injection de 20 % de la quantité finale

de solvant après la génération des bulles, d’où une taille de bulles qui diffère des d ≈
600 µm habituels pour ces paramètres de production. La mesure a durée 10h et l’âge de

l’échantillon pendant la mesure a varié de 10h à 20h. La figure 2.10a montre une coupe

de la section scannée de l’échantillon.

(a) Coupe. (b) Projection.

Figure 2.10 – Coupe et projection issues de la reconstruction de la tomographie
rayons X d’un échantillon de mousse. Le diamètre interne du tube de 4 mm de diamètre

renseigne sur l’échelle.

Afin d’exploiter les données issues de la tomographie, nous avons fait appel à K. Ma-

der de l’Institut Paul Scherrer qui est l’auteur d’un algorithme d’analyse de la structure

d’une mousse à partir de données de tomographie. Le principe de l’algorithme consiste

en semer des graines dans la structure et à les faire gonfler jusqu’à ce qu’elles rencontrent

de la matière. Un aperçu des bulles reconstruites est illustré par la figure 2.11. Cette

reconstruction rend bien compte de l’alignement hélicöıdal de la couche externe des

bulles.

L’algorithme d’analyse permet d’extraire la position des centres de bulles dans le

tube (cf. figure 2.12). On observe que les bulles sont toutes situées sur des cercles concen-

triques, ce qui rend compte du caractère ordonné de la structure. Les positions azimutales

sont distribuées sans motif remarquable, ce qui peut s’expliquer par une évolution conti-

nue de la position azimutale d’une couche à l’autre selon l’axe du tube, comme ce serait

le cas pour un alignement hélicöıdal des bulles.

Épaisseur des films

Lors de la production des échantillons et ensuite après gélification, on peut observer

assez nettement dans le cas des bulles les plus grandes (d = 1.8 mm) des irisations

(sous éclairage en lumière blanche). Cela signifie que l’épaisseur des films est de l’ordre
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Figure 2.11 – Reconstruction 3D
de la tomographie rayons X d’un
échantillon de mousse. Le diamètre in-

terne du tube est de 4 mm.
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Figure 2.12 – Position des bulles dans
l’échantillon de mousse.

du micromètre. Cette épaisseur est très supérieure à l’épaisseur d’équilibre des films de

savon, qui est typiquement de l’ordre de 10 − 50 nanomètres [1]. Les films de savons

sont connus pour s’équilibrer à des épaisseurs plus épaisses en présence de polymères

en solution et adsorbés aux interfaces [1]. La répulsion stérique est renforcée et de plus

longue portée en présence de polymères. De plus, dans le cas d’un polyélectrolyte (i.e.

polymère chargé) comme c’est le cas pour la gélatine, les charges des molécules viennent

ajouter une force de répulsion électrostatique. Ces effets sont cependant insuffisants pour

établir une épaisseur d’équilibre micrométrique. Celle-ci peut s’expliquer par un arrêt

du drainage des films par la gélification, avant que l’épaisseur d’équilibre soit atteinte.

Les tailles de bulles et la géométrie de production ne nous ont pas permis de mesu-

rer les épaisseurs des films in situ. Néanmoins, afin d’obtenir un ordre de grandeur de

l’épaisseur de ces films, nous avons produit des films individuels à partir de la solution

moussante de gélatine (10 % g/g). Ces essais ont été effectués à l’aide d’un spectromètre

optique (Ocean Optics, HL-2000-FHSA). En relevant la période des variations d’inten-

sité de type Fabry-Pérot en fonction de la longueur d’onde lumineuse (e.g. par analyse

Fourier), il est possible de remonter à l’épaisseur du film. Ces films sont obtenus au

niveau d’une constriction dans un tube en verre de section de diamètre 5 mm et de

longueur ∼ 5 cm avec une découpe bizotée au niveau de l’une de ses extrémités. Ce

tube est trempé dans de la solution moussante puis retourné afin de laisser s’écouler la

solution jusqu’à la constriction où elle vient former un film . Les films produits dans ces

conditions présentent des épaisseurs typiques de quelques micromètres, ce qui constitue

une borne supérieure pour l’épaisseur des films dans nos mousses. En effet, la prise rapide

des films dans ces conditions, malgré la fermeture de l’enceinte par un embout en téflon

et une lame de verre protectrice, conduit à la formations de films épais et inhomogènes.
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Évolution de la fraction de liquide

Les tubes fermés par les films polymères ne sont pas parfaitement hermétiques. Les

échantillons s’assèchent légèrement au cours du temps comme on peut le constater sur la

figure 2.13. Cet assèchement est suivi par pesée de la masse m des échantillons. Chaque

échantillon est représenté par un symbole de couleur différente et il y a à chaque fois un

point initial et un point final. Pour chaque échantillon, les mesures acoustiques ont lieu

entre ces deux points.
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Figure 2.13 – Évolution de la fraction de gaz des échantillons au cours du temps. (2)
D = 10 mm, d = 0.6 mm ; (3) D = 10 mm, d = 1.8 mm ; (#) D = 4 mm, d = 0.6 mm ;

Les variation absolues de la fraction de gaz φg n’excède pas 5 % sur une durée de 7

jours. Néanmoins, les faibles fluctuations de φg observées correspondent à des variations

relatives de la masse des échantillons de jusqu’à près de 30 % :

∆m

m
=

∆(1− φg)
1− φg

(2.7)

L’effet est d’autant plus important à prendre en compte qu’il affecte la célérité des ondes

acoustiques (cf. section 4.5.2).
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2.3.2 Mûrissement des mousses gélifiées

Critère de stabilité

Avant de retenir la concentration en gélatine (10%) et les tailles de bulles utilisées

dans les mesures acoustiques (d = 0.6 mm et d = 1.8 mm), d’autres paramètres ont été

explorés. En particulier, des mousses de gélatine moins concentrées (5%), combinées à

des tailles de bulles inférieures (d = 0.2 mm). Comme on peut le voir sur les images (cf.

figure 2.14), au bout d’environ une journée, l’échantillon A moins concentrés de tailles

de bulles inférieures est complètement dégradé. En revanche, l’échantillon B de même

concentration avec une taille de bulle supérieure se conserve très bien (d = 0.6 mm).

(a) (b) 

(c) 

(d) 

2 mm 

1 mm 1 mm 

2 mm 

Figure 2.14 – Mûrissement des mousses solides de gélatine. (a) Échantillon A à un
âge t0 = 2h (d = 0.2 mm,C = 5 % g/g). (b) Échantillon A à t0 + 20h. (c) Échantillon

B à un âge t0 = 2h (d = 0.6 mm,C = 5 % g/g). (d) Échantillon B à t0 + 20h.

Il y a deux mécanismes à envisager dans l’évolution temporelle de ces gels : le

mûrissement et la prise élastique du gel. Considérons deux bulles de même volume initial

V contenant chacune N moles de gaz. Afin de simplifier le problème, on considère que

ces deux bulles sont éloignées l’une de l’autre et isolées dans la matrice de gel.

Du point de vue du mûrissement, le système des deux bulles correspond à un point

d’équilibre instable. Si l’on s’écarte de ce point d’équilibre (l’une devient plus grande que

l’autre), une différence de pression de Laplace δPγ = γ/Rb apparâıt qui tend à activer

les échanges de gaz d’une bulle vers l’autre. Ceci est équivalent au fait de dire qu’il y a

gain d’énergie de surface δES associé au transfert de matière δN du fait de la diminution
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de la surface totale du système. À ce mécanisme, s’oppose la force de rappel élastique du

gel de module élastique G. La compétition des deux énergies élastiques fait apparâıtre le

nombre sans dimension RbG/γ, qui détermine la stabilité thermodynamique du système.

L’aspect cinétique est en fait un élément clé. Plus le gel se déforme, plus l’énergie

élastique augmente à moins que le gel n’en soit encore à un stade de sa gélification

où il se comporte plus comme un liquide que comme un solide. La prise du gel se fait

progressivement (cf. figure 2.4). La dispersion de taille de bulle a le temps d’augmenter

par le mécanisme de mûrissement lors des premières phases de la gélification. Lorsque

le module atteint la fin de la phase 2 de la gélification, la mousse est déjà hors équilibre

du fait de la dispersion de tailles de bulles. La question est donc finalement de savoir si

le module se développe de manière à renforcer la force de rappel plus rapidement que le

mûrissement.

Ainsi, augmenter la taille des bulles réduit la différence de pression de Laplace qui est

le moteur du mûrissement, et ainsi de retarder le mûrissement. Augmenter la concentra-

tion en gélatine C accélère la cinétique de gélification et permet d’atteindre des modules

élastiques plus élevés. Ces deux paramètres de production jouent de concert, de manière

à pouvoir obtenir des échantillons stables sur plusieurs semaines.

Pour aller au-delà du raisonnement à deux bulles, nous avons observé que les défauts

dans la structure cristalline sont les lieux de “nucléation” du mûrissement. Cela peut

s’expliquer par une asymétrie des sollicitations. En effet, la diffusion au sein d’un réseau

ordonné, voit ses effets amoindris par la symétrie et la périodicité du réseau.
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Diffusion multiple de la lumière

comme sonde de la dynamique

des mousses

Dans le cadre de la théorie de la spectroscopie de la lumière diffuse (DWS) et plus

particulièrement de la spectroscopie de visibilité speckle (SVS), ce chapitre présente une

nouvelle technique de spectroscopie de la propagation acoustique adaptée au suivi des

ondes dans un milieu turbide. Dans une première section, qui reproduit un article publié

[66], les principes de la méthode sont exposés puis validés par le suivi d’ondes de ci-

saillement dans une mousse liquide (cf. section 3.1). Des ondes progressives sont excitées

en continu et le milieu est suffisamment atténuant pour que des ondes stationnaires ne

puissent s’installer dans la géométrie de l’échantillon. La méthode est ensuite étendue

au suivi d’excitations impulsionnelles dans une matrice élastique de diffuseurs statiques

(cf. section 3.3.1). Finalement, une configuration qui permet de résoudre le profil de

déformation d’une onde stationnaire est également exposée (cf. section 3.3.2).

3.1 Spectroscopie acoustique de visibilité speckle

(Inclusion de l’article Wintzenrieth et al. PRE 2014 [66] retirée pour respecter la

propriété intellectuelle.)

Deux nouveaux modes d’excitation et de suivi des ondes acoustiques par spectro-

scopie acoustique de visibilité speckle (LSVAS) s’ajoutent au mode d’excitation et suivi

d’ondes harmoniques décrit dans l’article [66]. Le premier correspond à un mode d’ex-

citation impulsionnelle sous forme d’un train d’onde d’une durée de quelques périodes.

68
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Le second correspond à une excitation harmonique continue dans des échantillons de

taille finie faiblement atténuants de sorte qu’une onde stationnaire mette en vibration

l’échantillon. Avant de nous intéresser aux spécificités de chacun des modes d’excitation,

nous introduisons le concept de carte de visibilité.

3.2 Cartes de visibilité speckle

La notion de carte de visibilité introduite dans cette section est nouvelle. Elle consti-

tue une extension de certains des principes déjà exposés dans l’article, notamment ceux

qui permettent l’obtention du diagramme spatio-temporel de visibilité [66] (cf. section

3.1). Ce concept constitue le socle commun aux trois techniques d’analyse des données

obtenues dans le cadre des deux méthodes d’acquisition exposées dans la section 3.3.

3.2.1 Définition et méthode

Définition

Dans ce manuscrit, une carte de visibilité correspond à une représentation de la

visibilité pour des acquisitions résolues spatialement. La représentation en niveaux de

gris ou d’après une palette de couleurs de la visibilité résolue spatialement selon deux

dimensions spatiales (0x) et (0z) est appelée carte de visibilité (V (x, z)). La convention

utilisée dans le présent contexte de propagation acoustique est telle que la direction (0z)

corresponde à la direction de propagation, tandis que la direction (0x) correspond à une

direction transverse. Cependant, la visibilité est une grandeur statistique qui requiert

différentes réalisations du désordre pour être construite.

Dans le cas présent, les réalisations du désordre nécessaires à l’établissement d’une

carte de visibilité sont obtenues grâce à l’utilisation d’un disque diffuseur. Ce disque est

traité par un léger dépoli isotrope. Suite au traitement, les inhomogénéités à la surface du

verre diffusent la lumière et lui donnent un aspect turbide. Le caractère diffusif provoque

un élargissement et un déphasage du faisceau incident qui le traverse. En outre, comme

la distribution des inhomogénéités à la surface du verre est aléatoire, une légère rotation

du disque induit un changement aléatoire des conditions initiales en phase.

V (x, z) =

∑N
i=1 I

2
i (x, z)−

(∑N
i=1 Ii(x, z)

)2

(∑N
i=1 Ii(x, z)

)2 (3.1)
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Intensité

Visibilité

Figure 3.1 – Acquisitions pour différentes positions angulaires i ∈ [[1;N ]] du disque
diffuseur. I est l’intensité d’un pixel mesuré par la caméra. V est la visibilité déterminée
à partir des intensités Ii à l’aide de la formule 3.1. La faible défocalisation de la lentille
permet de supprimer des variations d’intensité dues aux bulles visibles en surface et de
conserver néanmoins l’information sur l’origine spatiale (x, z) des speckles. La direction
(0z) est la direction de propagation de l’onde. La direction (0x) correspond à une

direction de confinement transverse à la direction de propagation.

où Ii(x, z) correspond à l’intensité du pixel situé en (x, z) sur une image de la figure

d’interférence speckle rétrodiffusée pour une position du disque d’indice i telle que i ∈
[[1;N ]] avec N le nombre total de positions du disque diffuseur.

Méthode

Une caméra munie d’un objectif enregistre en rétrodiffusion la figure speckle. L’ob-

jectif est légèrement défocalisé de manière à supprimer des variations d’intensité dues

aux bulles visibles en surface et de conserver néanmoins la résolution spatiale. La figure

3.1 illustre comment, à partir d’images acquises pour différentes positions du disque, les

cartes de visibilité sont construites.

Du fait de la nature du faisceau incident et de la géométrie de cylindres de révolution

des échantillons, l’éclairage et l’intensité de la lumière rétrodiffusée ne sont pas parfai-

tement homogènes. Ces hétérogénéités induisent une modification de la distribution des

intensités rétrodiffusées, que la norme par l’intensité moyenne au carré ne compense pas.

Elles ont donc un impact sur la visibilité, qui ne rend pas compte de la dynamique de

l’échantillon. Afin de pallier ces effets, les cartes de visibilité sont normées par une carte

de visibilité de l’échantillon au repos (VR(x, z)) selon la formule suivante :

V̄ (x, y) = V (x, z)/VR(x, z) (3.2)

Ce procédé est analogue à celui utilisé pour normer les profils de visibilité obtenus dans

la mousse liquide (cf. section 3.1).
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Figure 3.2 – Exemple de cartes (a-c) et profils de visibilité V̄ normée par la visibilité au
repos VR (d) selon la formule 3.2 obtenus avec un temps d’exposition Te = 200 ms pour
une mousse gélifiée de diamètre de bulles 0.6 mm et dans des tubes de diamètre 4 mm.
Les trois cartes et trois profils correspondent à des amplitudes d’excitation croissantes
séparées par un facteur

√
2 dans une gamme entre 5 µm et 10 µm crête-crête environ

à une fréquence de f = 2.2 kHz. Les cartes de visibilité de haut-en-bas (a), (b), (c)
correspondent aux trois profils de visibilité représentés en (d) du haut vers le bas.
Les indications de distance de propagation en abscisse du graphique (d) renseignent
également sur la distance à laquelle se situent les speckles représentés au niveau des
cartes de visibilité. Par ailleurs, l’échelle de distance selon l’axe (0x) est identique à
celle selon l’axe (0z). Les courbes continues sont le résultat d’un lissage par convolution
avec une fenêtre de Hann de longueur 15 % de la longueur totale. Les points rouges et

bleus sur les courbes indiquent les extrema des profils de visibilité lissés.

3.2.2 Cas d’une onde stationnaire

Profil de visibilité

Dans le cas du suivi d’une onde stationnaire, la dynamique est directement visible

sur les cartes de visibilité normées présentées ci-dessus. La figure 3.2 donne un exemple

de cartes de visibilité normées pour une excitation stationnaire à 2 kHz.

Dans la configuration de mesure considérée, seule l’évolution de la visibilité avec la

distance de propagation z est utile. Des profils de visibilité sont par conséquents établis

en effectuant une moyenne sur la dimension transverse x :

V̄ (z) = 〈V̄ (x, z)〉x (3.3)

Bien que cela n’apparaisse pas au niveau des profils de visibilité de la figure 3.2, au

niveau des cartes de visibilité, certaines valeurs de la visibilité normée V̄ dépassent la

valeur de référence au repos V̄ = 1. Le bruit expérimental lié au bruit électronique de



Chapitre 3. Diffusion multiple de la lumière 72

la caméra conjugué au sous-échantillonage en terme de réalisation du désordre est à

l’origine de valeurs qui peuvent dépasser 1. Pour un échantillon au repos, la valeur de

référence V̄ = 1 est en réalité un mode sur lequel la distribution des visibilité est centrée

mais dont la largeur à mi-hauteur est non-nulle.

Modulations stationnaires

Nous avons vu dans l’article (cf. section 3.1) que pour une onde fortement atténuée

dans la limite des temps d’exposition Te de la caméra longs devant la dynamique de

l’onde excitée 1/f , la visibilité n’est plus modulée par les oscillations liées à la phase de

l’onde mais seulement par son enveloppe exponentiellement atténuée. De même, pour

une onde stationnaire, dans la limite des longs temps d’exposition Te, la visibilité n’est

plus sensible aux battements temporels de la phase mais seulement à l’enveloppe spatiale

de l’onde.

Dans le cas des oscillations de la visibilité normée présentées sur la figure 3.2, l’expo-

sition dure plus de 400 périodes temporelles de l’onde. Les nœuds et ventres du gradient

de déformations correspondent aux maxima et minima de visibilité et sont représentés

par des points rouges et bleus respectivement.

3.2.3 Cas d’un train d’onde

Cartes de visibilité normées

Des images aux instants successifs (tj) sont acquises (1 ≤ j ≤ Nt) où Nt désigne le

nombre d’instants sondés. L’acquisition est ensuite répétée pour chacune des N positions

du disque diffuseur (30 ≤ N ≤ 100). Des cartes de visibilité pour chaque instant tj sont

construites à partir des N positions du disque au fur et à mesure de l’acquisition (grâce

à un algorithme de traitement d’image écrit en langage C).

Le traitement d’image commence dès l’acquisition des images. Deux tableaux d’images

de longueur égale au nombre d’instants Nt sont créés. Les sommes partielles du premier

moment et du second moment de l’intensité I sont conservées respectivement dans ces

deux tableaux et mis à jour pour chaque position du disque. Une fois que les acquisitions

ont été effectuées pour les N positions du disque, les cartes de visibilité correspondant

à chaque instant tj sont construites (cf. figure 3.1).

Dans le cas envisagé ici d’une excitation impulsionnelle, une carte de visibilité de

référence moyennée sur le temps 〈VR〉t est construite à partir des premiers instants de
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Figure 3.3 – Procédure de normalisation de la visibilité par celle des images qui
précèdent le début du tir conformément à l’équation 3.4.

l’acquisition qui précèdent le tir (cf. figure 3.3). Finalement, le calcul de la visibilité

normée défini par l’équation 3.2 est substitué par le calcul suivant :

V̄ (x, y) = V (x, z)/〈VR〉t (3.4)

Diagramme spatio-temporel

Comme pour le cas d’une onde stationnaire, on commence par calculer les profils

de visibilité à partir des cartes de visibilité en prenant la moyenne sur la dimension

transverse (cf. équation 3.3). Mais, à la différence du cas stationnaire, les profils de

visibilité en régime pulsé dépendent de la phase temporelle. Les profils correspondant aux

différents instants tj de la propagation sont ensuite assemblés sous forme de diagramme

spatio-temporel. Les lignes de pixels codant les profils de visibilité aux instants successifs

sont alignés selon un axe temporel. Le diagramme spatio-temporel obtenu représente la

visibilité en fonction du temps et de la direction de propagation (cf. figure 3.4).

Comme pour une excitation continue se propageant en milieu fortement atténuant

(cf. section 3.1), la vitesse de phase correspond à la pente des lignes isophase dans le

diagramme spatio-temporel. En outre, la pente de l’enveloppe qui module les oscillations

de la phase renseigne sur la vitesse de groupe. Les pentes associées respectivement à la
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Visibilité
normée

Figure 3.4 – Cartes de visibilité pour différents instants de la propagation tj définis par
rapport à l’instant d’émission du signal impulsionnel. La direction (0z) est la direction
de propagation de l’onde. La direction (0x) correspond à une direction de confinement
transverse à la direction de propagation. La visibilité V̄ (x, z, t = tj) représentée sur
les cartes de visibilité est définie par l’équation 3.4, tandis que la visibilité normée
V̄ (z, t) représentée sur le diagramme spatio-temporel correspond aux profils de visibilité

associés aux cartes de visibilité, qui sont calculés à l’aide de la relation 3.3.

vitesse de phase et de groupe de l’impulsion ne correspondent pas (cf. figure 3.4). Ce

fait rend compte du caractère dispersif des ondes guidées selon la direction (0z).

3.3 Spectroscopies de visibilité speckles impulsionnelle et

stationnaire

3.3.1 Détection d’un train d’onde acoustique

Avantages et inconvénients du mode impulsionnel

Une excitation de forme impulsionnelle excite un grand nombre de fréquences à la

fois et présente ainsi l’avantage d’une mesure des vitesses de phases et/ou de groupe de

tout un domaine fréquentiel en un seul tir. Une excitation de forme impulsionnelle évite

d’avoir à prendre en compte certains des effets de bords de la propagation de l’onde

dans l’objet dont on veut caractériser les propriétés acoustiques. En ce qui concerne

les ondes de cisaillement dans les mousses liquides, la forte atténuation du milieu évite

d’avoir à considérer les effets de bord, même dans un cas d’excitation continue dans un

échantillon de taille décimétrique (cf. section 3.1). Ce n’est cependant pas le cas pour

des ondes longitudinales dans la plupart des matériaux de cette dimension, pour lesquels

les réflexions et la géométrie particulière doivent être pris en considération. En régime

d’excitation continue, les ondes réfléchies interfèrent avec les ondes émises et à moins d’un

nombre important de longueurs d’onde dans le système, il est difficile d’en déduire une



Chapitre 3. Diffusion multiple de la lumière 75

vitesse de phase. Pour une impulsion suffisamment brève et un milieu suffisamment peu

dispersif, l’excitation impulsionnelle évite ces effets d’interférence avec l’onde réfléchie

et permet de bien résoudre des ondes lentes. Pour une onde traversant un échantillon

de taille décimétrique, suivie sur une durée de quelques dizaines de millisecondes, cela

limite à une vitesse de groupe de l’ordre de la dizaine de mètres par seconde.

Dans le cadre de la LSVAS, l’approche impulsionnelle souffre d’une limitation due

à la non-linéarité de la dépendance de la visibilité en la déformation (cf. section 3.1,

équations 5 et 15). En effet, dans le cadre de mesures impulsionnelles, on cherche en

général à obtenir une excitation la plus courte et la plus intense possible afin de bien

exciter tout le domaine spectral. La limite mathématique est celle de la distribution de

Dirac δ(t) dont la transformée de Fourier est d’amplitude constante sur tout le domaine

spectral. Lors de mesures de spectroscopie de visibilité, la non-linéarité fait apparâıtre

des harmoniques des fréquences détectées dans le spectre. Afin d’isoler ces artefacts, il

faut s’assurer de la correspondance bijective entre le spectre de la réponse et le spectre

de l’excitation 1. Ces effets seront à nouveau discutés lors de la présentation du dispositif

d’excitation acoustiques (cf. section 4.2.2). Dans la pratique, il faut éviter une excitation

trop large bande qui rendrait impossible la distinction entre le signal exploitable et les

artefacts. Afin de compenser cette limitation (i.e. sonder un spectre plus large bande),

cette procédure est répétée pour des impulsions de fréquences centrales différentes.

Traitement des données

Avant d’analyser les diagrammes spatio-temporels en visibilité, un lissage du dia-

gramme sous forme de moyenne glissante selon la coordonnée d’espace z est appliqué.

Une moyenne glissante correspond au résultat d’un produit de convolution entre les

données et une fenêtre (e.g. rectangulaire) normée (i.e. d’intégrale sur son domaine de

définition égale à 1). Si la visibilité était mesurée sur un intervalle continu, ce produit

de convolution s’écrirait :

〈V̄ (z)〉 =

∫ ∞
−∞

WLz(zj − z)× V̄ (zj)dzj (3.5)

où Lz est la longueur de lissage et WLz est la fonction de fenêtre. Dans le cadre de cette

étude, WLz est toujours d’une fonction paire, nulle partout sauf sur un intervalle de lon-

gueur Lz centré sur 0. En particulier, s’il s’agit d’une fenêtre rectangulaire, l’expression

1. Notons que le fondamental du spectre de la réponse est situé à une fréquence double de celui de
l’excitation du fait de la sensibilité à la valeur absolue d’un invariant de la déformation (cf. section 3.1).
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exacte de WLz est la suivante :

WLz(z) =
1

Lz
×

1 si 2 |z| ≤ Lz
0 si Lz < 2 |z|

(3.6)

Cependant la visibilité est mesurée sur une grille de valeurs discrètes. Le produit de

convolution se réécrit alors comme la somme :

〈V̄ (z)〉 =

Nz∑
j=1

WLz(zj − z)× V̄ (zj) (3.7)

où Nz est le nombre de pixels selon l’axe (0z). La distance des pixels selon l’axe de

propagation est donnée par la suite zj avec j ∈ [[1;Nz]]. Cette opération de convolution

correspond à un produit dans l’espace Fourier. Or le spectre d’une fenêtre rectangulaire

n’optimise pas l’amplitude du signal contenue dans le lobe principal du spectre, ce qui

peut être source de bruit. Il est par conséquent préférable d’utiliser une fenêtre apodisée

(i.e. une fenêtre qui s’annule progressivement). La fenêtre utilisée dans la cadre de cette

thèse pour les opérations de lissage est de type Hann 2 :

WLz(z) =
1

2W0
×


(

1 + cos

(
2π

z

Lz

))
si 2 |z| ≤ Lz

0 si Lz < 2 |z|
(3.8)

où W0 est un facteur de norme tel que la somme des valeurs prises par WLz soit égale à

1. La longueur typique d’échantillonnage est Lz = 50 pixels à comparer aux 1280 pixels

de longueur, ce qui correspond à un lissage à 4 %. La figure 3.5 présente l’effet d’un tel

lissage sur un diagramme spatio-temporel typique.

Les étapes suivantes dans l’analyse des données consistent en des opérations sur le

spectre de la visibilité lissée 〈V̄ 〉 (cf. équation 3.7), notée simplement V̄ dans la suite.

Ces opérations utilisent l’implémentation numérique FFT (Fast Fourier Transform) de

la transformée de Fourier discrète. Cette implémentation, adaptée à l’échantillonnage

discret des quantités mesurées, est disponible dans la plupart des bibliothèques de calcul

numérique. Par conséquent, son implémentation ne sera pas détaillée ici. Le signal de

visibilité est ensuite filtré dans le domaine fréquentiel afin d’extraire les informations

qui reflètent l’amplitude et la phase de l’onde de déformation. On repasse ensuite dans

le domaine temporel par transformée inverse. La figure 3.6 représente les résultats de

l’application d’un filtre passe-bas Ṽ et d’un filtre passe-bande ∆V̄ sur le spectre de la

visibilité, renseignant respectivement sur la modulation en amplitude de l’enveloppe Ṽ

2. La fenêtre de Hann est parfois incorrectement appelée Hanning par assimilation à la fenêtre de
Hamming.
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Figure 3.5 – Comparaison d’un diagramme spatio-temporel (a) pour une impulsion
centrée sur la fréquence f = 400 Hz et lissé par une moyenne glissante à 4 % (b).
L’échantillon correspondant consiste en un tube rigide et transparent de diamètre D =
4 mm rempli d’une mousse de diamètre de bulles moyen d = 0.6 mm, de fraction

volumique φ = 0.85 et âgée de 7.1 jours.

et les oscillations dues à l’évolution de la phase du paquet d’onde ∆V̄ . Dans le spectre,

seules les basses fréquences et les fréquences contenues dans le spectre d’excitation sont

intéressantes. Les signaux de plus haute fréquence sont produits par des effets non-

linéaires liés au système de détection. Nous reviendrons sur ces artefacts dans la section

4.2.2.

Afin de se rendre compte du résultat de ces opérations, l’évolution temporelle de la

visibilité normée lissée et des visibilités filtrées au centre de l’échantillon sont représentées

sur la figure 3.7 (a-c). La visibilité V̄ (cf. figure 3.7.a) présente un niveau moyen, dont

les écarts à 1 reflètent l’amplitude de la déformation. Sur ce niveau moyen de visibilité,

s’inscrivent les oscillations dues à la phase de l’onde. Ainsi, la visibilité additionne les

composantes spectrales de basse fréquence Ṽ associées à l’enveloppe et les composantes

spectrales centrées sur la fréquence des oscillations ∆V̄ . Dans le profil de déformation

original, ces composantes spectrales sont en facteur l’une de l’autre.

Afin de construire une quantité qui reflète plus fidèlement l’onde de déformation,

on introduit la variation de visibilité équivalente ∆Ṽ = ∆V̄ × (1 − Ṽ ). Son évolution

temporelle au centre de l’échantillon est représentée sur la figure 3.7.d. Le diagramme

spatio-temporel qui lui correspond est représenté sur la figure 3.8. L’utilisation de cette

quantité corrige l’écrêtage des maxima de visibilité qui cause des variations de visibilité
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Figure 3.6 – Diagrammes spatio-temporels de la visibilité Ṽ obtenue suite à l’ap-
plication d’un filtre passe-bas (a) et des variations de visibilité ∆V̄ obtenues suite à
l’application d’un filtre passe-bande (b) centré sur la fréquence moyenne du signal d’ex-
citation et de demi-largeur 40 %. La fréquence d’excitation vaut ici f = 400 Hz. Le
premier (a) fait ressortir l’amplitude de l’enveloppe tandis que le second (b) fait res-
sortir les oscillations de phase. Le premier (a) fait ressortir la vitesse de groupe et le

second (b) la vitesse de phase.
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té
lis

sé
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té
fil

tré
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Figure 3.7 – Profils de visibilité normée V̄ (a), filtrée par un passe-bas Ṽ (b), un
passe-bande ∆V̄ (c) et les variations de visibilité équivalente ∆Ṽ (d) reconstruite à

partir des visibilités filtrées.
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Figure 3.8 – Diagramme spatio-temporel des variations de visibilité équivalentes ∆Ṽ
obtenues à partir des diagrammes spatio-temporels des modulations de visibilité basse

fréquence Ṽ et des variations de visibilité ∆V̄ .
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Figure 3.9 – Exemple d’ajustements des évolutions de la phase ΦV = 2kz − Φ0 en
espace par régression linéaire. Les évolutions de la phase sont extraites du diagramme
spatio-temporel représenté sur la figure 3.6 dont l’excitation est centrée sur la fréquence
f = 400 Hz. Le diagramme a été préalablement tronqué à 18 ms afin de relever la phase

du paquet d’onde incident sans être affecté par le signal réfléchi.

∆V̄ de l’onde incidente d’amplitude plus faible que l’onde réfléchie (cf. figure 3.7.c).

Finalement, on effectue une transformée de Fourier discrète (FFT) de ∆Ṽ (z, t) se-

lon la dimension temporelle. Les composantes spectrales dans un domaine restreint qui

correspond à l’excitation sont passées en revue. On s’intéresse à leur phase si la densité

spectrale d’amplitude qui leur correspond est au moins 10 fois supérieures au niveau

moyen du bruit. L’interpolation linéaire de l’évolution de la phase selon la dimension

d’espace de composantes extraites du diagramme 3.8 est représentée sur la figure 3.9.

Cette procédure est tout à fait analogue à celle utilisée lors des mesures sur les mousses

liquides (cf. section 3.1, figure 5). Si l’erreur relative sur la détermination de la pente

de l’interpolation est inférieure à 2 %, la mesure est conservée et la vitesse de phase est

déduite.
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3.3.2 Mesure du profil d’un mode stationnaire

Avantages et inconvénients du mode stationnaire

Si la non-linéarité du système de suivi des ondes a des désavantages, elle a aussi un net

avantage. En effet, la non-linéarité de la sensibilité de la visibilité fait que sa moyenne sur

plusieurs périodes temporelles ne s’annule pas. Ainsi, si une onde stationnaire résonne à

hautes-fréquences dans la cavité, même les acquisitions utilisant des temps d’obturation

très longs devant la période seront sensibles à la phase de l’onde. En particulier, ce mode

d’acquisition est un bon complément à l’acquisition pulsée lorsque les vitesses de phase

et de groupe dépassent la gamme de sensibilité.

Le fait de pouvoir sonder des fréquences bien supérieures à 1/Te où Te est le temps

d’exposition de la caméra constitue le principal avantage du suivi des ondes en régime

stationnaire. La condition sur le temps d’exposition est telle que Te ≥ T = f−1 où f

et T sont respectivement la fréquence d’excitation et la période temporelle de l’onde

acoustique. Cette particularité permet de lever les limitations liées à un manque de

luminosité, à une cadence d’acquisition trop lente ou encore une rapidité insuffisante de

l’obturation. Par ailleurs, le nombre d’images nécessaires à l’acquisition d’une fréquence

est égal au nombre de positions du disque diffuseur utilisé pour la moyenne sur les

réalisations des speckles. Contrairement au cas de l’excitation impulsionnelle, il n’est

pas nécessaire de suivre l’évolution temporelle.

Analyse des données

L’analyse des profils d’onde stationnaire est effectuée en repérant les écarts entre

maxima et minima locaux de visibilité qui renseignent sur la longueur d’onde acoustique

(cf. figure 3.2). Cette détection de maxima et minima locaux est automatisée. L’algo-

rithme de traitement s’appuie sur les profils de visibilité lissés. Il commence par repérer

tous les extrema locaux selon la coordonnée d’espace z, en vérifiant que le point est

de visibilité supérieure (respectivement inférieur) à celle de ses deux voisins. Afin de

déterminer si l’extremum n’est pas dû à un effet de bruit local, on vérifie que, s’il s’agit

d’un maximum, sa visibilité est supérieure à la moyenne plus une fraction de l’écart-

type et réciproquement, s’il s’agit d’un minimum, que sa visibilité est inférieure à la

moyenne moins une fraction de l’écart-type. Ensuite, la séquence en espace des extrema

est considérée, afin de vérifier que conformément à un profil d’oscillation minima et

maxima se succèdent alternativement.



Chapitre 3. Diffusion multiple de la lumière 81

0 2 4 6 8 10 12 14 16
Distance de propagation z (cm)

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2
V

is
ib

ili
té
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Figure 3.10 – Exemple de cartes (a-c) et profils de visibilité V̄ normée par la visibilité
au repos VR (d) selon la formule 3.2 obtenue avec un temps d’exposition Te = 200 ms
pour une mousse gélifiée de diamètre de bulles 0.6 mm et dans des tubes de diamètre
10 mm. Les trois cartes et trois profils correspondent à des amplitudes d’excitation
croissantes séparées par un facteur

√
2 dans une gamme entre 5 µm et 10 µm crête-

crête environ à une fréquence de f = 100 Hz. Les cartes de visibilité de haut-en-bas
(a), (b), (c) correspondent aux trois profils de visibilité représentés en (d) du haut
vers le bas. Les indications de distance de propagation en abscisse du graphique (d)
renseignent également sur la distance à laquelle se situent les speckles représentés au
niveau des cartes de visibilité. L’échelle de distance selon l’axe (0x) est identique à celle
selon l’axe (0z). Les courbes continues sont le résultat d’un lissage par convolution avec

une fenêtre de Hann de longueur 15 % de la longueur totale.

Dans les cas de profils très atténués voire évanescents tels ceux représentés sur la

figure 3.10, l’atténuation est déduite par la technique présentée dans l’article (cf. section

3.1, paragraphe IV.C). Cette technique peut également faire l’objet d’une automatisation

en mesurant la distance en visibilité entre deux profils de visibilité atténuée V̄1 et V̄2 :

∥∥V̄2 − V̄1

∥∥2
=

Nz−nz∑
j=1

1

(Nz − nz)2
(V̄2(zj + nzδz)− V̄1(zj))

2 (3.9)

La minimisation du carré de cette distance en fonction du décalage nzδz introduit entre

les profils permet d’évaluer le décalage qui conduit au meilleur recouvrement des profils

tel celui obtenu sur la figure 3.11.

En complément, nous calculons le profil de visibilité attendu pour un mode sta-

tionnaire, avec une longueur d’onde et une longueur d’atténuation donnée à l’aide de

l’équation 4.52 (cf. section 4.6). Si en ajustant ces deux longueurs, un bon accord avec

les données expérimentales de visibilité est obtenu pour 3 amplitudes de déformation

différentes, nous considérons les valeurs obtenues comme fiables. Nous avons validé la

méthode plus simple décrite ci-dessus en comparant les résultats avec ceux obtenus à
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Figure 3.11 – Exemple de cartes (a-c) et profils de visibilité V̄ normée par la visibilité
au repos VR (d) selon la formule 3.2 obtenus avec un temps d’exposition Te = 200 ms
pour une mousse gélifiée de diamètre de bulles 0.6 mm et dans des tubes de diamètre
10 mm. Les trois cartes et trois profils correspondent à des amplitudes d’excitation
croissantes séparées par un facteur

√
2 dans une gamme entre 5 µm et 10 µm crête-

crête environ à une fréquence de f = 100 Hz. Les cartes de visibilité de haut-en-bas
(a), (b), (c) correspondent aux trois profils de visibilité représentés en (d) du haut vers
le bas. Les indications de distance équivalente de propagation en abscisse du graphique
(d) correspondent à la distance en prenant en compte le décalage qui permet le meilleur
recouvrement. Elles renseignent également sur la distance équivalente à laquelle se si-
tuent les speckles représentés au niveau des cartes de visibilité. L’échelle de distance
selon l’axe (0x) est identique à celle selon l’axe (0z). Les courbes continues sont le
résultat d’un lissage par convolution avec une fenêtre de Hann de longueur 15 % de la

longueur totale.

l’aide de l’équation 4.52.



Chapitre 4

Propagation du son dans les

mousses solides

Ce chapitre présente une synthèse de l’état de l’art de l’acoustique des matériaux

composites et en particulier cellulaires (cf. section 4.1). Nous envisagerons également

l’acoustique des mousses liquides, car les mécanismes mis en jeu sont similaires à ceux

qui régissent l’acoustique des mousses solides. Ensuite, notre dispositif expérimental

acoustique est décrit (cf. section 4.2). Puis une discussion des modes guidés qui se pro-

pagent dans un matériau mou confiné dans un cylindre rigide de section circulaire est

proposée (cf. section 4.3) afin de préparer la présentation et la discussion des résultats

que nous avons obtenus sur les mousses gélifiées (cf. sections 4.4, 4.5 et 4.6).

4.1 État de l’art

Les mousses solides ou liquides sont des matériaux composites, dont les éléments de

la microstructure peuvent vibrer les uns par rapport aux autres. En cela, les mousses se

rapprochent des métamatériaux, qui tirent partie de leur microstructure résonante pour

obtenir des propriétés propagatives originales.

Dans cette partie, le concept de métamatériau acoustique est d’abord explicité puis

des exemples de métamatériaux, qui exploitent la dynamique de vibration d’une mem-

brane sont donnés [67, 68]. Une section est consacrée à l’acoustique dans les mousses

liquides. Nous y discutons de récents résultats concluant que la présence des films est

source d’un comportement métamatériau des mousses [23]. Une dernière section présente

les dernières avancées en acoustique des mousses solides.

83
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4.1.1 Métamatériaux acoustiques

Définition et présentation

Le terme métamatériau est un néologisme utilisé dans différents contextes. De façon

générale, il s’agit d’un matériau artificiel dont les propriétés sont peu communes dans

la nature. Le terme a été introduit en électromagnétisme dans le cadre d’une prédiction

théorique stipulant que la réalisation d’un matériau de perméabilité magnétique et

de permittivité diélectrique simultanément négatives conduit à un indice de réfraction

négatif [69]. Cette prédiction a été confirmée expérimentalement environ 30 ans plus

tard [70, 71].

L’emploi du terme a été transposé à la mécanique en définissant les métamatériaux

acoustiques par analogie avec les métamatériaux électromagnétiques. En mécanique, le

terme peut être utilisé dans un contexte plus général 1. Dans un métamatériau acous-

tique, la masse et l’élasticité jouent les rôles de la permittivité et la perméabilité dans

un métamatériau électromagnétique. Il s’agit d’un matériau composite constitué de

résonateurs mécaniques locaux, qui modifient la relation de dispersion des ondes acous-

tiques de la matrice dans laquelle ils sont insérés par leur comportement résonant.

Soulignons que les propriétés des métamatériaux considérées sont celles d’un milieu

effectif observées à une échelle largement supérieure à celle de la microstructure. L’ap-

proche de type milieu effectif permet de résumer la dynamique du système par une

équation sous la relation de dispersion suivante :

ρ∗(ω) ω2 = L∗(ω) k2 (4.1)

où ρ∗(ω) est la masse volumique effective et L∗(ω) le module d’élasticité effectif. La

modélisation du comportement du gaz dans un milieu poreux (cf. section 1.3.3) est un

exemple de ce type de démarche. Comme tout le spectre de la réponse mécanique est

contenu dans l’équation 4.1, les contributions des résonances internes vont ressortir soit

dans la densité soit dans l’élasticité. Ainsi les résonances internes pourront être sources

de comportements dits de masse négative ou bien de comportements dits d’élasticité

négative. Ces comportements ‘exotiques’ seront limités à une gamme de fréquences res-

treinte (à proximité des fréquences de résonances internes).

L’équation 4.1 permet également de se rendre compte que si l’une des deux grandeurs

effectives ρ∗ ou L∗ est négative, le nombre d’onde est alors imaginaire pur et l’onde est

évanescente. Dans ce cas, le métamatériau acoustique est dit simple négatif. Dans le

1. Un métamatériau mécanique peut notamment désigner les matériaux auxétiques : ce qui signifie
de coefficient de Poisson négatifs [72].
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cas, où les deux sont négatifs, l’onde acoustique peut se propager. La vitesse de groupe

et donc le flux d’énergie sont dirigés dans la direction incidente, alors que la vitesse de

phase est dirigée dans le sens opposé, ce qui donne un effet de réfraction négative (i.e.

indice n∗ négatif avec n∗2 = ρ∗/L∗) [73, 74, 75]. Dans ce cas, le métamatériau acoustique

est dit double négatif.

Résonateurs locaux

Un métamatériau acoustique contient des résonateurs mécaniques locaux qui sont

couplés à une onde propagative, à l’instar des fonctions d’onde confinées autour des

atomes individuels couplées aux fonctions d’ondes électroniques délocalisées dans un

métal [36]. Dans le cas des métamatériaux simples négatifs, l’effet des résonateurs sur la

relation de dispersion peut être vu comme un cas limite d’un effet qui dans le contexte

des ondes guidées est parfois appelé répulsion de mode [76]. Ce dernier résulte d’un

couplage de deux modes de polarisations différentes [77] ou de natures différentes (e.g.

une onde optique avec une onde mécanique dans le cas des polaritons [78]). Il s’agit d’un

phénomène analogue à la levée de dégénérescence en mécanique quantique. Tous ces

phénomènes sont analogues au mécanisme qui régit la dynamique de deux oscillateurs

linéaires (e.g. deux masses-ressorts) couplés (par un ressort).

Soit deux oscillateurs harmoniques individuels avec chacun sa fréquence de résonance

respective. Quand un couplage est introduit, ces modes propres se décalent en fréquence.

Et en particulier, si les deux oscillateurs oscillent à la même fréquence propre, le couplage

élastique lève la dégénérescence et crée deux nouvelles fréquences propres du système,

situées de part et d’autre de la fréquence propre initiale. Les deux nouveaux modes

propres correspondent aux combinaisons symétriques et antisymétriques des modes propres

découplés des résonateurs [25]. Un effet similaire donne naissance aux branches de pho-

nons acoustiques et optiques dans un réseau diatomique cristallin (cf. annexe B). Bien

que dans ce cas, la périodicité du réseau joue également un rôle en assurant le repliement

de la branche optique [78].

Pour mettre en évidence la pertinence du concept de répulsion de mode dans les

métamatériaux, examinons à nouveau la relation de dispersion de deux systèmes couplés

1.58. Cette relation générale représente deux modes propagatifs couplés. Sous une forme

plus générique, pour un mode de déformation 1 qui met en mouvement un milieu de

masse et d’élasticité équivalentes ρ1 et K1 couplé à un mode de déformation 2 qui met

en mouvement un milieu de masse et d’élasticité équivalentes ρ2 et K2 :

(ρ1 ω
2 −K1 k

2 − κ∗)(ρ2 ω
2 −K2 k

2 − κ∗) = κ∗2 (4.2)
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où κ∗ est la constante de couplage du système. Si l’on fixe le nombre d’onde k, l’équation

4.2 est de la même forme que l’équation des oscillateurs couplés qui permet de déterminer

les deux nouvelles fréquences propres résultantes du couplage [25]. Dans le cas de la

répulsion de mode, cet effet se produit à nombre d’onde fixée et pour chaque nombre

d’onde de la relation de dispersion. Considérons le cas où le mode 2 est non-propagatif

(K2 = 0). Cela peut être le cas si par exemple le mode de vibration correspondant est

celui d’un résonateur mécanique local. La relation de dispersion peut être réécrite de

manière à faire apparâıtre un milieu effectif avec un mode propagatif équivalent :

ρ1 ω
2 −K1 k

2 − κ∗ =
κ∗2

ρ2ω2 − κ∗ (4.3)

ρ∗1(ω) ω2 −K1 k
2 = 0 où ρ∗1(ω) = ρ1 −

κ∗ρ2

ρ2ω2 − κ∗ (4.4)

où ρ∗1(ω) est la masse effective du système couplé 1−2. A proximité de la résonance, elle

tendra vers des infinités positives puis négatives. Un gap dit d’hybridation s’ouvre dans

la relation de dispersion. Les effets respectifs de la répulsion de mode et de l’hybridation

sont illustrés sur la figure 4.1. Elle permet de se rendre compte du fait que le gap

d’hybridation est un cas limite de la répulsion de mode.
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Figure 4.1 – Comparaison de la répulsion de mode (a) et de l’hybridation avec une
résonance locale dans un métamatériau (b). La relation de dispersion (a) illustrant
la répulsion de mode est obtenue avec l’équation 4.2 pour ρ1 = ρ2 = 103 kg.m−1,
K1 = 105 Pa, K2 = 104 Pa et κ∗ = 1010 Pa.m−2. Les courbes pointillées droite et
courbe correspondent respectivement aux équations ρ1ω

2 = K1k
2 et ρ2ω

2 = K2k
2+κ∗.

La relation de dispersion (b) illustrant l’hybridation est obtenue avec l’équation 4.4 pour
ρ1 = ρ2 = 103 kg.m−1, K1 = 105 Pa, K2 = 0 Pa et κ∗ = 1010 Pa.m−2. Les courbes
pointillées droite et courbe correspondent respectivement aux équations ρ1ω

2 = K1k
2

et ρ2ω
2 = κ∗. La relation de dispersion correspondant au phénomène d’hybridation (b)

ainsi que les asymptotes sont en réalité strictement équivalentes à celles de la répulsion
de mode (a) en prenant K2 = 0
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Outre le couplage entre un mode localisé et un mode propagatif, une autre condition

est nécessaire afin de justifier l’homogénéisation du système en un milieu effectif. Il faut

que l’onde ne soit pas sensible à la microstructure du système mais à ses propriétés

moyennes. S’il s’agit d’une condition nécessaire, il s’agit aussi d’une caractéristique qui

fait tout l’intérêt des métamatériaux en comparaison avec les cristaux phononiques. Tous

deux reposent sur des effets d’oscillateurs couplés pour ouvrir des gaps dans la relation

de dispersion. Et tous deux visent des applications de contrôle d’onde (e.g. focalisation,

guidage, absorption, etc...). Mais tandis que les cristaux phononiques sont résonants

lorsque la longueur d’onde devient comparable à la taille de la maille (i.e. diffraction de

type Bragg), les métamatériaux ne reposent pas sur la structure du cristal et peuvent être

désordonnés [75]. Ainsi, les métamatériaux ouvrent la possibilité d’effectuer du contrôle

d’onde à l’aide d’objets de taille inférieure à la longueur d’onde.

Origine de la densité et de l’élasticité effective

L’élasticité d’onde de compression effective du milieu L∗ est intrinsèquement liée au

mode de diffusion monopolaire tandis que la densité effective ρ∗ est intrinsèquement

liée au mode dipolaire. Afin d’en comprendre la raison, considérons la diffusion par une

inclusion gazeuse sphérique de masse volumique ρg, de compressibilité χg, de rayon Rb

dans une phase continue de module de cisaillement négligeable, de masse volumique

ρc et de compressibilité χc mis en vibration par une onde plane incidente. Le champ

de déplacement total est la somme de l’onde plane incidente et du champ diffracté

par l’inclusion qui se développe en terme de potentiel scalaire φ sur les harmoniques

sphériques divergentes [79, 27] :

φ = φ0 e
−ik0z + φ0

∞∑
n=0

in(2n+ 1) Dn hn(k0r) Pn(cosθ) (4.5)

où hn est la fonction de Hankel sphérique divergente d’ordre n et Pn le polynôme de Le-

gendre d’ordre n. L’indice n donne l’ordre de la symétrie sphérique dans le développement

multipolaire de l’onde réémise par le diffuseur. Il est possible de montrer que dans la

limite des grandes longueurs d’onde par rapport à la taille du diffuseur, les deux premiers

termes du développement dominent le potentiel scalaire, à savoir le terme monopolaire

et le terme dipolaire [80, 81]. Les coefficients Dn qui donnent l’amplitude respective

des termes dipolaire D1 et monopolaire D0 dans le cas des grandes longueurs d’onde
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(k0Rb � 1) s’écrivent [81] :

D0 =
i(k0Rb)

3

3

[
χg
χc
− 1

]
(4.6)

D1 =
i(k0Rb)

3

3

[
ρg
ρc
− 1

]
(4.7)

Ainsi dans cette limite, le coefficient D0 en facteur du rayonnement monopolaire dépend

uniquement des coefficients de compressibilité (χc, χg), tandis que le coefficient D1

dépend uniquement de la densité (ρc, ρg) des deux milieux.

Les théories de diffusion multiple des ondes permettent de relier la diffusion vers

l’avant par un diffuseur unique à la propagation dans un milieu constitué d’une assemblée

de ces diffuseurs [82, 81, 27]. Sous réserve de faibles corrélations spatiales entre diffuseurs,

une représentation du milieu par un milieu effectif homogène se déduit de ce calcul de

diffusion. Cette procédure d’homogénéisation ‘renormalise’ les propriétés du milieu en

faisant entrer les termes de résonance monopolaire dans l’élasticité effective du milieu

et les termes de résonance dipolaire dans la masse effective du milieu [75, 83]. Dans le

cadre du calcul présenté (cf. équations 4.6 et 4.7), on peut retrouver le modèle de Wood

(cf. section 1.3.2). Il est également possible d’obtenir la relation de dispersion dans un

régime de fréquences intermédiaires qui comprend la fréquence de Minnaert [84].

Le caractère monopolaire ou dipolaire du résonateur se comprend qualitativement de

la façon suivante. De même que l’oscillateur harmonique, la réponse des résonateurs se

fait en phase à basse fréquence, en quadrature à résonance et en opposition de phase

après résonance. Si le mode résonant dominant est de type monopolaire, le résonateur

répond à un effort isotrope de compression successivement en phase, en quadrature et

en opposition de phase. Dans ce dernier régime, il se dilate quand l’onde mécanique

exerce une contrainte de compression (cf. figure 4.2 (a)). Ainsi, ce mode de résonance se

manifeste dans les propriétés d’élasticité effective du milieu par une contribution succes-

sivement positive, nulle et négative. En revanche, si le mode résonant du résonateur local

est de type dipolaire, cela signifie que dans un certain régime fréquentiel, le résonateur

est en opposition de phase avec l’onde incidente qui exerce une contrainte uniaxiale (cf.

figure 4.2 (b)). Ainsi, ce mode de résonance se manifeste dans les propriétés de masse

effective du milieu.

De façon générale, un mouvement qui peut être représenté par un champ de déplacement

dipolaire, est un mouvement incompressible ou isochore, lié à une impédance de type

masse. Une résonance dipolaire peut donc donner lieu à des effets de masse effective

négative. Un mouvement qui peut être représenté par un champ de déplacement mo-

nopolaire, est un mouvement dilatationnel et isotrope, lié à une impédance de type
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Figure 4.2 – Modes de résonances monopolaire (a) et dipolaire (b) d’un diffuseur
sphérique respectivement représentés en opposition de phase avec une contrainte iso-

trope (a) et uniaxiale (b).

élastique. Une résonance monopolaire peut donc donner lieu à des effets d’élasticité

effective négative.

Exemples de métamatériaux

Certains systèmes mécaniques dont le comportement résonant est connu depuis long-

temps sont des métamatériaux acoustiques. Les liquides bulleux, dont le comportement

résonant est bien décrit par la théorie de la diffusion multiple [81, 28], en sont un

exemple [85]. Les dispersions diluées de façon générale constituent de bons candidats

de métamatériaux [86]. Le caractère dilué des diffuseurs favorise le caractère ‘localisé’ de

leur radiation acoustique dans la matrice solide ou liquide. Pour obtenir le même effet

dans un arrangement dense de diffuseurs, il faut que la matrice soit capable de confi-

ner leur vibration. La première réalisation expérimentale d’un métamatériau acoustique

tridimensionnel exploite justement cette idée (cf. figure 4.3).

Des billes de plomb (cf. figure 4.3 A) entourées d’une couche silicone associent un

objet lourd à un revêtement très compressible. Ce système est propice à une résonance

basses fréquences à condition de lui imposer des conditions aux limites rigides. Celles-ci

sont réalisées par une matrice très rigide en résine époxy (cf. figure 4.3 B). La radiation

du mode résonant dipolaire de va-et-vient du cœur en plomb dans sa coque molle de

silicone ne se transmet pas directement d’une bille à sa voisine au travers de la matrice

rigide. Ce mode de vibration reste localisé et ne se couple pas suffisamment aux autres

modes de même nature des billes voisines pour former un mode délocalisé propagatif.

L’exemple par excellence du résonateur de type élasticité négative (monopolaire) est

le résonateur de Helmholtz. Il s’agit d’une cavité de gaz résonante liée au milieu extérieur

par une constriction. Le résonateur est donc local, car l’onde résonante reste principa-

lement confinée dans la cavité. Mais la constriction lui permet de se coupler à l’onde
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Figure 4.3 – Premier métamatériau tridimensionnel [87] : (A) Coupe d’une bille de
plomb couverte d’une couche de silicone et assemblée dans la macrostructure (B) au sein
d’une résine époxy, (C) mesures et prédictions de la transmission affiché en correspon-
dance à la structure de bande calculée (D) numériquement. On remarque les régimes de
propagation interdite et les branches très plates caractéristiques du phénomène d’an-

tirésonance (d’après [36]).

propagative du fluide dans le milieu extérieur. En termes d’analogie électroacoustique, la

cavité est un condensateur de capacité C et la constriction est une bobine d’impédance L.

Cela peut se comprendre en pensant au courant comme l’équivalent du flux volumique.

La cavité emmagasine le flux et le convertit en pression, tandis que la constriction limite

le flux. Le résonateur de Helmholtz est donc l’analogue du circuit résonant LC. Un assem-

blage itératif de plusieurs de ces circuits selon un modèle discret de ligne de transmission

donne lieu à un comportement coupe-bande analogue à celui des métamatériaux. Ainsi,

en couplant une assemblée de ces résonateurs au sein d’un milieu continu, on obtient un

comportement métamatériau. Un exemple de réalisation d’un tel métamatériau consiste

en un alignement de canettes de soda à l’air libre [88].

La plupart des métamatériaux de type masse négative (dipolaires) font intervenir

une dimension transverse du diffuseur afin de jouer sur un effet de projection du nombre

d’onde. En effet, pour une assemblée périodique de diffuseurs, une résonance dans la

limite des grandes longueurs d’onde (devant la taille de la maille) peut être obtenue

en faisant faire un parcours additionnel aux ondes dans une dimension transverse. Le

nombre d’onde se répartit entre les différentes dimensions. En modulant les dimensions

transverses, on module la projection selon la direction de propagation du nombre d’onde.

Pour les ondes de Lamb dans les plaques ou les onde de Rayleigh à la surface des solides,
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des piliers peuvent servir à cette fin [89]. Pour les ondes de gravité à la surface de l’eau,

un motif au fond de la cuve module la dimension transverse [90]. Dans ce contexte, la

membrane constitue un objet particulièrement intéressant comme nous le verrons dans

le paragraphe suivant.

Métamatériaux et membranes

De nombreux métamatériaux exploitent les propriétés particulières des membranes

ou des plaques minces mises en vibration par une onde acoustique incidente portée par

l’air. Nous avons vu dans notre discussion de la réponse forcée des membranes (cf. section

1.3.4) la présence de résonances et d’antirésonances. Leur couplage à un mode acoustique

propagatif au sein d’un matériau composite peut induire des propriétés acoustiques

originales.

Un premier système, qui exploite la réponse de la membrane, consiste en un tube et

des membranes sous tension accordées en fréquence [91]. Le système envisagé consiste

en une suite de pièces tubulaires embôıtées les unes dans les autres au sein desquelles, de

fines membranes sont mises sous tension (cf. figure 4.4 (a)). Ainsi, à intervalles réguliers

dans le guide d’onde cylindrique, une membrane obstrue la section. La forme de l’ex-

cursion de la membrane est approchée par une parabolöıde. Ainsi, seule la première

résonance de membrane est décrite par le modèle mais c’est également la seule observée

dans la gamme de fréquence explorée expérimentalement (0 Hz−1.5 kHz). La résonance

vient d’une combinaison de l’élasticité de la membrane avec la masse de la colonne d’air

et de la membrane. Conformément à ce que nous avons vu de la réponse de la membrane

chargée (cf. section 1.3.4), la résonance fondamentale est très sensible à la partie réelle

de l’impédance extérieure (i.e. réactance due à la masse de la colonne d’air). La propa-

gation se fait par l’intermédiaire de l’air. Les cavités d’air successives sont l’équivalent

d’un réseau unidimensionnel de masses-ressorts. Cependant, la membrane impose une

liaison élastique au support. Ce dernier est de masse très grande devant celle de la mem-

brane et celle de l’air mis en mouvement, ce qui impose un régime évanescent qui s’étend

depuis la limite statique jusqu’à la résonance de la membrane associée à la masse de la

colonne d’air et de la membrane. L’ensemble rappelle le système masses-ressorts avec des

ressorts en parallèle liés au bâti (cf. annexe B). L’existence d’une fréquence de coupure

en-dessous de laquelle la propagation est interdite peut être décrite en introduisant une

masse effective négative.

Les mêmes auteurs ont eu l’idée d’ouvrir ensuite des orifices dans chacune des sec-

tions du tube, entre deux membranes, afin de réaliser des résonateurs de Helmholtz (cf.

figure 4.4 (c)), qui modifient la compressibilité effective de l’air entre deux membranes
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successives [92]. En combinant élasticité et masse négatives, ils ont mis en évidence des

vitesses de phases négatives caractéristiques de ce dispositif. Ce premier métamatériau

membranaire exploite la résonance fondamentale des membranes et prouve la faisabi-

lité de métamatériaux simple et double négatifs dans une géométrie unidimensionnelle

guidée.

Figure 4.4 – Métamatériaux unidimensionnels faits de membranes et de tubes (a),
de tubes et d’orifices (b) et de membranes, tubes et orifices (c). La disposition de
l’émetteur et d’un récepteur acoustique utilisés pour l’étude expérimentale est également

représentée (d) (d’après [92]).

Un second métamatériau membranaire exploite quant à lui le phénomène d’anti-

résonance [67]. Ce matériau consiste en une plaque sur laquelle sont juxtaposés des mem-

branes circulaires élastiques au sein d’une grille relativement rigide. Des disques massifs

ainsi que de la pâte-à-fixe sont fixés aux centres des membranes circulaires pour abais-

ser en fréquence le spectre de la réponse mécanique du système. La réponse mécanique

de la plaque à une onde d’incidence normale portée par l’air est caractérisée dans une

configuration de tube à impédance. Comme pour la membrane couplée à son environ-

nement (cf. section 1.3.4), la faible célérité des ondes dans la membrane comparée à

celle des ondes dans l’air permet d’approcher la réponse de l’air comme étant propor-

tionnelle à l’amplitude moyenne des excursions de la membrane (cf. équation 1.88) [6].

Cet argument peut être développé plus en détail par un raisonnement sur les nombres

d’onde, afin de mettre en évidence le fait que le rayonnement dans le champ lointain

est proportionnel aux excursions moyennes de la membrane 〈ζ〉. À fréquence d’anti-

résonance, l’excursion moyenne s’annule, les oscillations résiduelles de la membrane δζ

ne se couplent plus qu’au champ proche et excitent des ondes évanescentes [67, 36].

L’existence de cette fréquence particulière où les excursions moyenne s’annulent est en

réalité une conséquence de l’existence de deux modes résonants situés de part et d’autre

dans le spectre. Les résonances constituent les modes propres du système. La réponse

mécanique se décompose sur ceux-ci. En particulier, entre deux résonances, la réponse du

système est faite d’une contribution hors-phase de la résonance inférieure en fréquence

et d’une contribution en-phase de la résonance supérieure en fréquence. Si l’on balaye le

spectre depuis la résonance inférieure à la résonance supérieure, à mesure que l’on monte

en fréquence, la réponse hors-phase devient de plus en plus faible et la réponse en-phase

de plus en plus forte. Il existe nécessairement une fréquence intermédiaire où l’excursion

moyenne s’annule. À cette fréquence, il y a réflexion totale de l’onde incidente [67, 36].

Une fine membrane peut ainsi interdire la propagation du son.

En conclusion, la géométrie et la dynamique de vibration de la membrane sont sources

de comportements de type métamatériaux et peuvent donner lieu à des effets de réflexion

ou absorption exacerbées [67, 68]. Les mousses liquides et solides à cellules fermées sont
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des objets constitués de membranes. Les membranes ont-elles un impact similaire dans

les mousses ?

4.1.2 Mousses liquides

Trois caractéristiques de la propagation acoustique dans les mousses liquides ont été

mises en évidence récemment. Dans le régime des grandes longueurs d’onde devant la

taille des bulles et basse fréquence devant une fréquence caractéristique, la propagation

acoustique est globalement bien décrite par le modèle de Wood (cf. section 1.3.2) [93].

Pourtant des célérités bien supérieures, proches de celle du son dans l’air, ont aussi

été mesurées toujours dans un régime de grandes longueurs d’onde mais à plus haute

fréquence [23]. En outre, une mousse liquide exhibe une réponse résonante à certaines

fréquences intermédiaires de sollicitation acoustique [94, 23].

Applicabilité du modèle de Wood

Bien qu’initialement pensé pour les liquides bulleux, le modèle de Wood est utilisé

pour décrire la propagation du son dans les mousses. Wood prédit que sa validité s’étende

aux caoutchoucs mous [4]. Il commente que pour un solide de module élastique suffisam-

ment faible, la compression uniaxiale sera convertie en dilatation latérale au niveau des

cavités de bulles (déformation associée au module de Young du solide), sollicitant ainsi

principalement le module d’élasticité isostatique du gaz dans les bulles bien supérieur

au module de Young de la matrice de solide faible.

Le modèle de Wood correspond à une loi de mélange qui vient naturellement dés

que l’on considère la vibration en phase à l’unisson du liquide et du gaz. Cette loi se

généralise notamment aux mélanges liquides multiphasiques [95]. Elle peut également

être obtenue dans le cadre de théories de diffusion multiple des ondes (e.g. l’approxima-

tion des potentiels cohérents (CPA)) [27]. Par exemple, le calcul de diffusion présenté

dans le paragraphe précédent, qui aboutit sur les expression de coefficients de diffusion

D0 et D1 (cf. équations 4.6 et 4.7), permet lui aussi d’en déduire la formule de Wood

sur la célérité (cf. équation 1.39). Ce calcul considère initialement une matrice élastique

dont on fait tendre le module de cisaillement vers 0 [81]. Un autre calcul adapté aux

géométries de type dispersion (e.g. liquide bulleux, suspension collöıdale) conduit à une

loi de mélange dite de Berryman [96, 27]. Dans le cas fluide-fluide, la loi de Berryman
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peut tendre vers l’expression suivante :
ρ∗ =

(2 + φg) ρg + (1− φg) ρc
2(2 + φg) ρg + (1 + 2φg) ρc

ρc (4.8a)

χ∗ = (1− φg) χc + φg χg (4.8b)
1

c2
P∗

= ρ∗χ∗ (4.8c)

où les notations sont les mêmes que pour l’équation 1.39. La formule de Wood sur la

compressibilité (cf. équation 4.8b et 1.38b) est très générale et reste vraie dans la loi de

Berryman 4.8. L’expression de la masse volumique 4.8a en revanche est ici très différente

de celle du modèle de Wood (cf. équation 1.38a). La loi de mélange de Berryman est

utilisée avec succès dans des suspensions collöıdales diluées [97, 36]. Certains auteurs

préconisent l’utilisation de la loi de Berryman pour les liquides bulleux et de réserver

Wood pour une matrice solide d’élasticité de cisaillement non nulle [27]. Une comparaison

des deux lois de mélange est présentée sur la figure 4.5. Des simulations numériques sur

des suspensions collöıdales plus concentrées indiquent néanmoins qu’à l’approche de

l’empilement compact, la loi de Berryman doit être corrigée et tend vers Wood dans

la limite de l’empilement compact [98]. Or les mousses peuvent être vues comme des

liquides bulleux dans la limite de l’empilement compact. De plus, la matrice liquide de

la mousse possède une élasticité non nulle. En conséquence, la loi de mélange de Wood

est probablement la plus judicieuse.
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Figure 4.5 – Comparaison de lois de dépendance de la célérité avec la fraction vo-
lumique de gaz φg. Les paramètres utilisés sont les valeurs de masse volumique et de
compressibilité (adiabatique) de l’air et de l’eau à 20◦C. Formule de Wood ( ) (cf.

équation 1.39) et formule de Berryman ( · · ) (cf. équation 4.8c).
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Premières études expérimentales

L’étude expérimentale de la propagation acoustique dans les mousses liquides est

rendue difficile principalement du fait de trois phénomènes. Premièrement, l’atténuation

du son y est importante, de sorte qu’il est difficile d’obtenir un signal en transmis-

sion. Deuxièmement, les mousses vieillissent au cours du temps, leur structure et donc

les temps caractéristiques de relaxation et de vibration locale évoluent. Troisièmement,

la dissipation et l’élasticité des interfaces dépendent de la nature des tensioactifs, d’une

manière qui n’est pas encore bien comprise. Beaucoup d’études pionnières ont été réalisées

avec des mousses de structure et de constitution mal contrôlées ce qui peut expliquer au

moins partiellement le manque de cohérence entre les résultats.

De nombreux auteurs ont étudié la célérité des ondes longitudinales dans une mousse

liquide en fonction de la fraction volumique de gaz dans la limite sèche (0.95 < φg <

0.99) et non en fonction de la taille des bulles [99, 100, 101]. Par ailleurs, un nombre

important d’études n’explorent qu’une gamme très restreinte de fréquences d’excitation

voire réduite à une fréquence (e.g. f = 5 kHz, f = 40 ± 2 kHz) [99, 102, 94]. Une des

premières études ayant exploré une gamme de fréquences plus étendue (e.g. 80 Hz < f <

800 Hz) rend compte du caractère faiblement dispersif des ondes sonores dans le domaine

audible [100]. Kann propose que le modèle de Wood conduit à une sous-estimation de

la vitesse [101]. Cet écart aux prédictions est plus important pour les mousses très

sèches. Afin de l’expliquer, un modèle simple basé sur des considérations d’impédance

a été proposé [101]. Ce modèle prend en compte les films comme des perturbations par

rapport au milieu libre gazeux et prédit une célérité longitudinale dans la mousse cL∗

intermédiaire entre la célérité de Wood et la célérité dans le gaz cLg [103, 104] :

cL∗ =
cLg

1 +
ρce

ρgdf

(4.9)

où ρg et ρc correspondent aux masses volumiques respectivement du gaz et de la solution,

e et df représentent l’épaisseur et le diamètre des films. Le modèle de Kann explique

avec succès certains des écarts aux prédictions de Wood reportés dans la plupart des

études pionnières, mais il ne permet pas d’interpréter des valeurs de célérités longitudi-

nales bien supérieures à celle de Wood (∼ 200 m.s−1) reportées dans la référence [99].

Ces résultats a priori incompatibles n’ont pu être réconciliés que récemment par des

études expérimentales qui mettent en évidence un comportement résonant et fortement

dispersif des mousses dans le domaine ultrasonore [94, 23]. Pour des tailles de bulles

particulièrement grandes (d ∼= 200 µm), ce comportement dispersif peut néanmoins être

abaissé en fréquence (f ∼= 14 kHz) et entrer dans le domaine acoustique audible [105].
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En résumé, les études expérimentales où le modèle de Wood s’applique quantitati-

vement avec succès sont rares [106]. Mais l’étude la plus récente et la plus fournie dans

le domaine basse fréquence (0.5 kHz < f < 6 kHz) met en évidence pour des mousses

de physico-chimie bien contrôlée (tensioactif : dodécylsulfate de sodium) un très bon

accord quantitatif avec le modèle de Wood [93]. Il s’agit néanmoins d’un modèle de

Wood modifié (cf. équation 4.10). Dans cette même étude, la célérité dans de la mousse

à raser commerciale (Gillette) fait exception et sa valeur est supérieure à celle attendue

dans le cadre du modèle de Wood. Une étude antérieure qui avait fait le même constat

a proposé une correction en prenant en compte une élasticité interfaciale Marangoni

et en l’incluant en s’appuyant sur l’expression de l’élasticité dominante pour le mode

longitudinal lent du modèle de Biot [102].

Ces différentes études mettent en évidence une forte dispersion dans les résultats

expérimentaux, qui traduisent le fort impact de la microstructure et de la physico-chimie

sur les propriétés acoustiques des mousses liquides. Trouver le lien quantitatif entre les

deux constitue un domaine de recherche encore ouvert.

Corrections dispersives à la loi de mélange

Certains des auteurs intéressés par une modélisation de la spectaculaire atténuation

dans les mousses aqueuses ont proposé des variantes dispersives du modèle de Wood [107,

100]. Ils ont incorporé des corrections inspirées de calculs de diffusion effectués pour les

liquides bulleux. Dès les débuts du développement de la théorie de la diffusion multiple

initié par Foldy, les auteurs ont cherché à appliquer leurs développements théoriques

aux liquides bulleux [82, 81]. Au-delà de la limite quasi-statique, ces approches per-

mettent également d’obtenir la relation de dispersion du milieu effectif dans un régime

de fréquences intermédiaires dispersif mais encore situé dans la limite des grandes lon-

gueurs d’onde comparées à la taille des diffuseurs [27]. La relation de dispersion obtenue

dans le cadre de ce modèle est [93] :

1

c2
L∗

=
φg(1− φg)ρc

γ∗p(ω)P0 +
2γ

Rb

(
γ∗p(ω)− 1

3

)
− R2

bω
2ρc

3
− 4iη∗ω

3

(4.10)

où η∗ = η

(
1 +

φgR
2
b

4Π

)
(4.11)

où Rb est le rayon des bulles, γ est la tension de surface et γ∗p(ω) est l’indice de polytropie

dynamique sphérique sur lequel nous reviendrons dans la section 4.5.2 (cf. équation 4.38).

Enfin Π est la perméabilité du réseau de canaux constitué par les vertex et les bords de

Plateau [100, 93]. Ainsi cette relation de dispersion prend en compte les corrections dues
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aux échanges thermiques avec le fluide, la tension de surface, un terme de résonance

dû au mode de respiration des bulles et enfin une viscosité effective η∗. La viscosité

effective est liée à une modélisation des écoulements induits par la déformation de la

bulle au passage dans le réseau poreux de canaux formés par les bords de Plateau

proposé par Goldfarb et al. [107, 100]. En comparaison avec les données expérimentales,

ce modèle de l’écoulement surestime la dissipation visqueuse. Mais si on ne prend pas

en compte cette correction, alors l’atténuation est sous-estimée. Le terme de résonance

correspond au développement limité de la résonance monopolaire de Minnaert, qui fait

intervenir la densité du liquide ρc. L’introduction de ce terme est discutable car le calcul

de Minnaert est effectué pour des milieux bulleux où il est possible de considérer que la

matrice de liquide est de dimensions infinies [29]. Néanmoins l’idée à retenir, traduite

par l’introduction de ce terme, est celle d’un comportement résonant de la mousse.

Plusieurs études suggèrent un comportement acoustique résonant des mousses [105,

94, 23]. Cette résonance a d’abord été détectée consécutivement à l’éclatement de bulles à

la surface d’une mousse. L’éclatement de bulles consécutif au vieillissement de la mousse

a une signature sous la forme d’un pic dans le spectre d’émission acoustique. Pour des

distributions de tailles de bulles de variance suffisamment faible, un second pic apparâıt

dans le spectre d’émission. Tandis que le premier pic est produit par les évènements de

rupture, le second pic traduit un bon couplage à un mode de vibration de la mousse

centré en fréquence [105]. La distribution en fréquence du second pic se corrèle bien

avec les prédictions de la formule de Minnaert liées à la distribution en tailles de bulles

(cf. équation 1.42). Le comportement résonant est corroboré par une étude ultérieure

mettant en évidence une transition de la vitesse de propagation à fréquence constante

f = 40 kHz au cours du mûrissement de la mousse pour une taille de bulle critique

d = 50 µm [94]. Ainsi, les résultats expérimentaux indiquent une corrélation qui lie

la fréquence caractéristique d’un comportement résonant de la mousse à la taille des

bulles. Cette corrélation ne peut néanmoins pas partager la même origine physique que

la résonance de Minnaert, dont le calcul correspond à l’oscillation d’une bulle sphérique

dans une matrice de liquide infinie [28].

Résonances locales dans les mousses liquides

De récents résultats expérimentaux dans le domaine ultrasonore (60 − 600 kHz)

donnent une vue d’ensemble du comportement acoustique des mousses, sous des condi-

tions expérimentales bien contrôlées [23]. Les mousses sondées sont polydisperses de taille

de bulle moyenne typique d0 = 80 µm et stabilisées par du dodécylsulfate de sodium

(SDS). La célérité des ondes longitudinales est déduite de la mesure du coefficient de

transmission au travers d’une couche de mousse de moins d’un millimètre d’épaisseur.
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Deux transducteurs sont situés de part et d’autre au contact de minces films polymères

qui confinent l’échantillon. Le premier transducteur sert d’émetteur et le second de

récepteur qui génèrent et enregistrent respectivement des efforts oscillatoires de pression

[108].

La synthèse des résultats est présentée sur la figure 4.6. Cette figure réunit des me-

sures pour différentes tailles de bulle sur une courbe mâıtresse dont le facteur de di-

mensionnement est le diamètre des bulles d à la puissance 3/2. Ces résultats montrent

qu’un effet résonant de type métamatériau intervient dans le comportement acoustique

à la transition entre deux régimes de propagation non dispersifs [23]. Dans le premier

régime, à basses fréquences (f < 50 kHz), des ondes longitudinales relativement lentes

se propagent. Leur vitesse est proche des prédiction du modèle de Wood (cf. section

1.3.2). Dans le second régime, à hautes fréquences (f > 500 kHz), des ondes longitudi-

nales rapides se propagent. Leur célérité se rapproche de celle du gaz, de sorte qu’elles

rappellent les ondes de compression rapides prédites dans la théorie de Biot dans la li-

mite d’un faible couplage entre le gaz et la phase continue. L’ensemble de la dynamique

ainsi que la transition rappelle l’évolution de la vitesse de phase de l’onde rapide de

Biot présentée sur la figure 1.11. En effet, les cas limites non-dispersifs (de célérité de

Wood d’une part et de célérité inférieure mais de l’ordre de celle du gaz d’autre part)

sont qualitativement les mêmes. Cependant dans le cas du milieu poreux, la transition

s’explique en comparant l’épaisseur de peau visqueuse à la taille des pores. Une épaisseur

de peau visqueuse supérieure à la taille des pores oblige le mouvement à l’unisson de la

matrice élastique et du gaz. Dans le cas d’une mousse liquide, le mouvement à l’unisson

de la matrice élastique et du gaz est en revanche liée à l’obstruction des pores par les

membranes.

Les auteurs proposent un modèle afin d’expliquer la transition résonante du régime

de Wood au régime de propagation portée par le gaz [23]. Ce modèle considère les films

comme des membranes sous tension régulièrement espacées attachées à de lourds an-

neaux qui modélisent les bords de Plateau. Contrairement aux bords de Plateau dans

une mousse réelle, les anneaux considérés dans le modèle ne sont pas reliés entre eux. Les

conditions aux limites de la membrane ne sont pas fixes mais gouvernées par l’inertie des

anneaux. La membrane assure le couplage entre le gaz, par le biais duquel l’onde acous-

tique se propage, et les anneaux [23]. Ce modèle n’admet pas de propagation passant

par la matrice. La coexistence de deux ondes de compression envisagée dans la théorie

de Biot n’est donc pas possible dans le cadre de ce modèle. Les données expérimentales

de la figure 4.6 sont cohérentes avec l’observation d’une seule onde longitudinale.

Comme on s’y attend pour une membrane sous tension (cf. section 1.3.4), une série

d’harmoniques devrait suivre après le fondamental et perturber la relation de dispersion
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Figure 4.6 – Mesures expérimentales de la relation de dispersion des ondes longitudi-
nales dans une mousse aqueuse de dodécylsulfate de sodium. Les tailles de bulles sont
contenues dans l’intervalle (30 µm ≤ d ≤ 100 µm), tandis que les fractions volumiques
de gaz se situent dans l’intervalle (0.78 ≤ φg ≤ 0.97). La taille de bulle de référence est

d0 = 80 µm (d’après [23]).

(cf. appendice de la référence [23]). Ce n’est pourtant pas ce que l’on observe sur la figure

4.6. L’importante atténuation dans le système lisse toutes les résonances du système.

Plusieurs pistes sont envisagées pour expliquer l’origine de cette atténuation mais ni la

viscosité du liquide dans les films, ni la viscosité de l’air ne suffisent à expliquer l’intensité

des mécanismes dissipatifs [23].

Finalement, les résultats expérimentaux de la référence [23] (cf. figure 4.6) explorent

une large gamme de fréquences (60− 600 kHz) et une gamme importante de tailles de

bulles moyennes (d = 30 − 100 µm) et de fraction volumique (φg = 0.78 − 0.97). Les

résultats de la figure 4.6 correspondent à une courbe mâıtresse. Le modèle proposé dans

la référence [23] a le mérite d’introduire la nouveauté conceptuelle des métamatériaux

à la description acoustique des mousses. La résonance des films est à l’origine d’un

comportement fortement dispersif des mousses, de la même manière que la résonance

de Minnaert pour les liquides bulleux. La question est de savoir si ces résultats sont

transposables aux mousses solides. Les membranes jouent-elles le même rôle dans les

mousses de matrice de solide faible que dans les mousses liquides ?
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4.1.3 Mousses solides

La description de l’acoustique dans les milieux poreux, marquée par la théorie de Biot

dont les résultats sont rappelés dans la section 1.3.3, bénéficie d’une maturité avancée.

Elle a d’abord été confirmée expérimentalement par l’observation de l’onde lente dans des

suspensions de sphères de verre frittées [109] puis également dans les mousses plastiques à

cellules ouvertes [110]. Cette onde lente est néanmoins généralement difficile à observer

directement du fait de sa forte atténuation dans les domaines fréquentiels sonores et

ultra-sonores [111]. Les développements ultérieurs se sont concentrés sur la description du

fluide effectif, sa généralisation à d’autres géométries des pores voire à des distributions

de géométries de pores. De nombreuses adaptations semi-phénoménologiques ont été

proposées sur la base du modèle de Biot présenté dans la section 1.3.3. Après une brève

présentation de l’un de ces modèles, nous décrirons les résultats récents sur des mousses

solides contenant une fraction de pores fermés [22]. Cela nous permettra de faire un pas

de plus en direction de notre système avant de nous intéresser au travail de simulation

numérique de notre collaborateur A. Spadoni à l’EPFL [112].

Modèles semi-phénoménologiques

L’utilisation intensive de milieux poreux dans les domaines de l’habitat et dans

d’autres contextes industriels où l’on cherche à maximiser l’atténuation du son, ex-

pliquent deux tendances dans l’adaptation des modèles théoriques. Une première ten-

dance consiste à relier les quantités du modèle acoustique à des paramètres dits non-

acoustiques mesurables indépendamment et macroscopiquement accessibles (e.g. la po-

rosité φg). Une seconde tendance, qui se conjugue à la première, consiste en un effort

de généralisation de la modélisation du fluide effectif à des géométries plus diverses que

celle de pores cylindriques de section circulaire. Bien qu’un premier pas puisse être fait

en remplaçant le rayon des pores par le rayon hydraulique et en introduisant un facteur

de forme et la tortuosité (cf. section 1.3.3, 2◦ paragraphe) [113, 5], des formulations plus

générales encore pour des pores non cylindriques sont obtenues dans le cadre de modèles

semi-phénoménologiques tel celui de Johnson-Champoux-Allard (JCA) [32, 114, 5].

Parmi les paramètres non-acoustiques introduits figurent la longueur caractéristique

visqueuse Λ et la longueur caractéristique thermique Λ′. Ces longueurs sont définies de

telle manière qu’à hautes fréquences, au premier ordre en 1/
√
ω, les masse volumique et
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module d’élasticité isostatique volumique effectifs s’écrivent [32, 5] :

ρ∗g(ω) = α∞ρg

[
1 + (1− i)δη(ω)

Λ

]
(4.12)

K∗g (ω) =
γaP0

γa − (γa − 1)

[
1− (1− i)δθ(ω)

Λ′

] (4.13)

où δη(ω) est l’épaisseur de peau visqueuse et δθ(ω) = δη(ω)/
√
NPl est l’épaisseur de peau

thermique avec NPl le nombre de Prandtl. La tortuosité α∞ est définie par l’équation

1.51 et γa est le rapport des chaleurs spécifiques. Dans le cas de pores cylindriques de

révolution, les équations 4.12 et 4.13 correspondent au développement asymptotique des

équations 1.46 et 1.48. Cette forme asymptotique permet la détermination expérimentale

des paramètres dits non-acoustiques α∞, Λ et Λ′ à l’aide de mesure de vitesses de phase

dans le domaine ultrasonore en saturant le milieu poreux avec de l’air puis avec de

l’hélium [5]. La résistivité du flux σr est un autre paramètre non acoustique introduit

dans ce modèle JCA. Elle est définie comme le rapport entre la différence de pression

appliquée à une couche d’air d’épaisseur h sur le produit V h, où V est le flux d’air

par unité de surface. Remarquons que pour un matériau cellulaire qui ne permet pas la

percolation du fluide, la résistivité du flux tend vers l’infini.

Le modèle JCA donne des expressions pour la masse volumique et le module d’élasticité

isostatique effectifs qui vérifient bien les deux limites asymptotiques (i.e. fréquence

nulle et infinie) et permettent une meilleure description de la propagation acoustique

dans le régime intermédiaire grâce à la mesure indépendante des paramètres dits non-

acoustiques. Dans ce contexte, des simulations numériques sont employées [115].

Mousses comportant une fraction de cellules fermées

Comme indiqué dans la section 1.1.1, les mousses solides utilisées dans l’industrie,

et en particulier à des fins d’absorption du son, sont traitées pour obtenir des cellules

ouvertes (cf. section 1.1.1). Certaines mousses à cellules fermées sont également très

appréciées pour leur rigidité mais elles sont peu caractérisées acoustiquement car en

comparaison avec les mousses à cellules ouvertes elles absorbent faiblement le son [116].

Dans le cas intermédiaire, une étude récente sur les mousses de polyuréthane montre

qu’une proportion non nulle de cellules fermées améliore l’absorption à basses fréquences

[22].

Les mousses de polyuréthane sont souvent utilisées à des fins d’absorption acoustique

[30]. Bien que les cellules de celles-ci soient généralement toutes ouvertes, quelques tra-

vaux récents ont envisagé le cas de mousses de polyuréthane comportant jusqu’à 70% de
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cellules fermées [30, 22]. Le modèle semi-phénoménologique utilisé est dit de Johnson-

Champoux-Allard (JCA) lorsque la matrice élastique de polyuréthane est considérée

rigide et immobile. Il est dit de Biot-Johnson-Champoux-Allard (BJCA), lorsque les

vibrations de la matrice sont également envisagées [117, 30]. La présence de membranes

rend nécessaires des corrections aux lois d’échelle habituelles sur les paramètres non-

acoustiques [22]. Ces corrections sont d’autant plus grandes que la proportion de mem-

branes fermées est grande [22] et que la matrice solide est molle [30]. Le modèle BJCA

exhibe un meilleur accord avec les données expérimentales [30]. Les corrections proposées

rendent compte de l’augmentation de la longueur caractéristique visqueuse ainsi que de

la tortuosité avec la fraction de cellules fermées [22].

Ainsi, le comportement acoustique de mousses avec une proportion importante de

cellules fermées est décrit par les modèles existants (e.g. JCA ou BJCA) avec un ni-

veau de précision satisfaisant. Néanmoins, ces modèles supposent une détermination

empirique des paramètres non-acoustiques et parfois la prise en compte de corrections

supplémentaires au modèle elles-aussi empiriques. De plus, la différence entre un système,

avec une fraction non-nulle de cellules fermées, mais permettant malgré tout la perco-

lation de la phase fluide et un système, où le fluide ne peut pas s’écouler au travers de

la matrice solide, est qualitativement importante. En particulier, la compréhension des

mécanismes physiques qui se cachent derrière l’évolution des paramètres semi-phénoménologiques

(e.g. une augmentation de la tortuosité) nécessitent une modélisation plus fine des modes

de vibration de certains éléments de la microstructure. Celle-ci est permise notamment

dans le cadre de simulations numériques.

Mousses ordonnées à cellules fermées

Des expériences de simulation numérique de la propagation acoustique dans des

mousses ordonnées à cellules fermées ont été réalisées par notre collaborateur A. Spadoni

et son étudiant V. Dorodnitsyn à l’École Polytechnique Fédérale de Lausanne (EPFL)

[112]. Ces simulations utilisent les principes de la modélisation en élément finis (FEM) et

prennent en compte le couplage entre une phase solide élastique et une phase gazeuse. Un

maillage discret de la maille élémentaire d’un réseau ordonné de bulles, soit de structure

cubique centrée (structure de Kelvin), soit de structure cubique à faces centrées (cf. sec-

tion 1.1.1), ou encore de structure de Weaire-Phelan, est réalisé. Le maillage est réalisé

dans la limite sèche (φg > 0.9) où l’approximation est faite d’une mousse uniquement

composée de ses films. Il s’agit donc de mousses où toutes les cellules sont fermées. La

modélisation de la réponse élastique des films prend en compte le module de flexion des

films et néglige la tension de surface. Les bords de Plateau à la jonction entre les films

ne sont pas représentés. Les modes de propagation acoustique sont ensuite obtenus sous
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l’hypothèse de conditions aux limites périodiques des déformations mécaniques sur la

maille élémentaire 2 [112] dans un repère cartésien 0xyz. Les mécanismes de dissipation

mécanique (en dehors de la diffusion) ne sont pas considérés.

Les résultats de simulation numériques ont été obtenus pour des paramètres phy-

siques dimensionnés. La matrice solide de masse volumique ρs = 1000 kg.m−3 est de

faible module de Young E = 1 kPa quasi-incompressible (νs = 0.46). La compression

adiabatique de l’air de masse volumique ρg = 1.2 kg.m−3 est considérée, de sorte que le

module d’élasticité isostatique vaille Bg = 142 kPa. La taille de la maille est a = 100 µm

et les films sont considérés d’épaisseur uniforme e = 1 µm. La propagation acoustique

est simulée dans une gamme fréquentielle qui s’étend de 0 Hz à 2 kHz. Dans cette

gamme de fréquence, des régimes de comportement de type solide effectif, résonant et

fluide effectif se succèdent. En d’autres termes, il existe des régimes fréquentiels où sont

prédites respectivement des ondes propagatives de compression et de cisaillement, des

ondes de faible vitesse de groupe et l’absence d’ondes de cisaillement [112]. Le premier

régime de comportement de type solide effectif, qui s’étend depuis la limite statique, est

non-dispersif (i.e. la pente dans le diagramme de bande est constante) à une bonne ap-

proximation. Il est possible de montrer que cela correspond à une densité d’états décrite

par le modèle de Debye [78, Chap. V]. Par conséquent, les auteurs appellent ce domaine

fréquentiel le régime de Debye [112].

Parmi les trois structures de mousse envisagées, l’empilement cubique à faces centrées

(cfc) se rapproche le plus de la structure des échantillons de mousse gélifiée que nous

fabriquons (cf. section 2.3.1). La dispersion des ondes acoustiques longitudinales et de

cisaillement simulée pour une mousse cfc est représentée sur la figure 4.7. Du fait de

la structure ordonnée de l’empilement de bulles, le milieu est anisotrope. Il existe des

directions privilégiées qui correspondent aux points de haute symétrie dans l’espace

réciproque représentés au niveau de l’insert de la figure 4.7.b. La relation de dispersion

des ondes mécaniques dans un tel milieu dépend donc de la direction de propagation des

ondes. Il est classique de représenter la relation de dispersion en la développant selon ses

points de haute symétrique sous la forme d’un diagramme de bande [78]. En particulier

le point Γ correspond au centre de la zone de Brillouin. Ainsi la partie du diagramme

de bande entre Γ et un autre point de haute symétrie (e.g. le point K) représente la

dispersion pour un vecteur d’onde de norme croissante de direction (ΓK).

La première gamme de fréquences repérée par un fond jaune jusqu’à la ligne bleue

pointillée mixte correspond au régime de Debye. Il s’étend de 0 Hz à 670 Hz. En partant

du point Γ dans la zone (LΓK) du diagramme de bande (cf. figure 4.7.a), on constate

2. Les solutions obtenues sont par conséquent de type Floquet-Bloch [78].
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Figure 4.7 – (a) Diagramme de bande et (b) densité d’état D(ω) d’une mousse d’em-
pilement cubique à faces centrées caractérisés par des régimes fréquentiels de compor-
tements de type solide effectif (fond jaunes), résonant (fond blanc) et fluide effectif
(fond bleu). Les modes de compression φP et de cisaillement φS de type milieu ho-
mogène effectif sont tracés en pointillés dans (a). L’insert en (b) montre la première
zone de Brillouin et les points de haute symétrie dans l’espace réciproque Γ = (0, 0, 0),
X = (π, 0, π)/a, W = (π, π/2, 3π/2)/a, L = (π, π, π)/a, K = (3π/4, 3π/4, 3π/2)/a,
U = (5π/4, π/2, 5π/4)/a. (c) Mode rapide de compression ω/(2π) = 221.6 Hz pour
kx = ky = 24.6, kz = 0 rad/m ; (d) mode de cisaillement ω/(2π) = 434.5 Hz pour
kx = ky = 5122, kz = 0 rad/m ; (e) mode de cisaillement ballistique ω/(2π) =
1233.3 Hz pour kx = ky = 9220, kz = 0 rad/m ; (f) mode de cisaillement résonant
ω/(2π) = 1630.9 Hz pour kx = ky = 15366, kz = 0 rad/m. Dans les figures (c)-(f),
les flèches rouges indiquent le vecteur d’onde et les flèches noires indiquent la polarisa-
tion. L’échelle de couleur indique la norme L2 (i.e. euclidienne) des degrés de liberté en
déplacement (solide et gaz) aux nœuds adjacents du maillage. Les lignes bleues poin-
tillées mixtes dans le diagramme de bande (a) indiquent, de bas en haut, les fréquences
de résonance de films rhombiques avec des côtés de longueur

√
3a/4 : fondamentale

en appui simple, fondamentale fixée et première harmonique en appui simple (d’après
[112]).

le départ de deux branches. L’une, en noir, correspond aux modes de cisaillement, tan-

dis que l’autre, en rouge, correspond à un mode de compression rapide. Les modes de

cisaillement paraissent dégénérés du fait de la quasi-égalité de leurs vitesses de phase.

Le mode de compression est tellement rapide comparé aux autres modes de déformation

que les branches qui le représentent se confondent en une ligne verticale. Ces modes sont

les seuls possibles dans ce régime et sont non-dispersifs à une bonne approximation. De

670 Hz à 730 Hz, l’influence des résonances commence à se faire sentir et les modes du

régime de Debye deviennent légèrement plus dispersifs.

Dans la gamme fréquentielle indiquée par un fond blanc, qui s’étend de 730 Hz à

975 Hz, le comportement est résonant. Des modes résonants hybrides entre déformations

de compression et de cisaillement traversent tout le diagramme de bande selon l’axe des

nombres d’onde. Les modes de cisaillement présents dans le régime de Debye voient leur

branche de dispersion s’aplatir et se dédoubler sensiblement. Le dédoublement indique un

plus fort effet de levée de dégénérescence. L’aplatissement correspond à un comportement

anti-résonant où la vitesse de groupe dω/dk prend des valeurs qui fluctuent autour de

zéro. Ainsi elle devient négative et s’annule 3 notamment dans les directions (ΓK), (ΓL)

et (ΓX).

Le régime qui suit en fréquence de 975 Hz à 1168 Hz signalé par un fond bleu est

marqué par l’absence des modes de cisaillement et la présence d’un unique mode de

3. Les annulations de la vitesse de groupe sont généralement accompagnées de singularités de Van
Hove, qui désignent les extrema non-dérivables de la densité d’état. Spadoni et al. font remarquer que
pour un matériau tridimensionnel ce n’est néanmoins pas le cas, si l’annulation de la vitesse de groupe
a lieu pour un vecteur d’onde nul (i.e. à la verticale de Γ dans le diagramme de bande) [112, 78]. Ainsi,
les départs de nouvelles branches dans la relation de dispersion ne sont pas associés à des singularités
de la densité d’état.
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compression. Pour ces raisons, le comportement dans ce régime est qualifié de fluide

effectif. Le mode de compression dans ce régime est considérablement plus lent que celui

dans le régime de Debye. Une transition dispersive continue du mode de compression

rapide à ce mode de compression lent s’est faite dans le régime résonant qui précède

dans le spectre. Dans la présente gamme fréquentielle, le mode est peu dispersif. Ce

mode se prolonge à plus haute fréquence (ligne noire), tandis qu’un nouveau mode de

compression rapide fait son apparition (ligne rouge).

Entre 1168 Hz et 1348 Hz, les modes de cisaillement font leur retour et on entre

à nouveau dans un régime de solide effectif. Au niveau des nombres d’onde où l’apla-

tissement des modes de cisaillement a eu lieu, on observe l’absence de branche repliée

qui prendrait son départ au niveau des bords de la première zone de Brillouin (i.e. au

niveau d’un point de haute symétrie autre que Γ). Le retour des modes de cisaillement

se fait depuis le centre de la première zone de Brillouin Γ. Or le retour à un régime

propagatif suite à un régime résonant de type diffraction de Bragg se serait fait depuis

les bords de la première zone de Brillouin, sous forme de branche repliée par périodicité

de la relation de dispersion (cf. annexe B). Cette caractéristique permet de confirmer le

fait que le bandgap des modes de cisaillement n’est pas dû à un effet de diffraction de

Bragg mais à la présence de résonateurs mécaniques locaux.

Par ailleurs, deux modes de compression (i.e. longitudinaux) coexistent dans ce

régime. L’un est d’au moins un ordre de grandeur plus rapide que l’autre. Les auteurs

font remarquer que cela contraste avec le régime de Debye, où seule une onde longitudi-

nale est présente, contrairement aux prédictions de la théorie de Biot dans sa formulation

usuelle. Mais ils commentent que cela est compréhensible du fait que, dans la configura-

tion de cellules fermées, la tortuosité est infinie dans la limite statique [112]. Rappelons

que la tortuosité mesure la part de quantité de mouvement transmise du fluide au solide

(cf. section 1.3.3). En particulier, la tortuosité dynamique α∗(ω) englobe les couplages

visqueux et inertiels entre le fluide et le solide ainsi que leur dépendance fréquentielle.

Nous verrons ultérieurement (cf. section 4.6) que ce qui se cache cette fois-ci derrière

une valeur infinie de la tortuosité, ce sont les forces de rappel élastiques des films qui ne

sont pas représentées dans les formulations usuelles de la théorie de Biot.

Les vignettes (c)-(f) représentent différents modes de déformation. Les fréquences et

nombres d’onde auxquels ils correspondent sont indiqués. Ainsi, il est possible d’évaluer

quantitativement les vitesses de phase des modes obtenus. De manière remarquable,

l’onde de compression rapide est représentée sur la vignette (c) à une fréquence f =

221.6 Hz et un nombre d’onde k = 34.8 m−1, de sorte que sa vitesse de phase vaut

v = 63.7 m.s−1. Cette vitesse est donc un ordre de grandeur plus faible que la célérité

des ondes dans le gaz et correspond à la vitesse de Wood (cf. équation 1.41) adiabatique
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(Bg = γpP0 = γaP0 = 142 kPa) pour une fraction volumique de gaz φg = 0.96. Une

formule approximative pour la célérité c2
L ≈ Bg/(1− φg)ρs est donnée pour le mode de

compression rapide à la fin du paragraphe V.B de l’article [112]. Cette formule correspond

à une simplification supplémentaire de la formule de Wood simplifiée (cf. équation 1.41)

dans le cas φg ≈ 1.

L’onde de compression lente dans le cas de la structure d’empilement cubique à faces

centrées a une vitesse de phase de 1.58 m.s−1 à 1 kHz. La vitesse de phase diminue

ensuite légèrement pour tendre vers la valeur de l’asymptote φP de l’ordre de 1 m.s−1.

L’ordre de grandeur correspond bien à l’ordre de grandeur des prédictions pour l’onde

lente portée par la matrice solide, que nous avions obtenu dans le cadre de la théorie de

Biot pour des mousses de matrice molle à cellules ouvertes (cf. figure 1.11). Ici également,

l’onde lente est principalement portée par la structure solide. En effet, les asymptotes

pour cette onde et celle de cisaillement, signalées par des courbes pointillées sur la

figure 4.7.a anotées par φP et φS , sont obtenus pour la structure solide en l’absence de

fluide. Puisque la matrice est de faible module élastique et quasi-incompressible, si le

fluide n’est pas sollicité, on s’attend à des déformations longitudinales isochores, qui ne

sollicitent pas la compressibilité de la matrice. Dans ce cas, on s’attend à une célérité

longitudinale c2
L = L∗/ρ∗ ≈ E∗/(1−φg)ρs et une célérité transverse c2

T ≈ G∗/(1−φg)ρs.
Les auteurs indiquent que les formules proposées par Ashby & Gibson dans la référence

[3] (cf. équations 1.22 et 1.23) permettent de bien apprécier l’ordre de grandeur des

élasticités effectives en prenant une fraction volumique de solide contenu dans les films

φf = 1. En l’absence de fluide, on a par ailleurs P0 = 0, de sorte que le module de

Young est relié au module de cisaillement par E∗ ≈ 8/3 G∗. On en déduit un rapport

des célérités correspondant à φP et φS de l’ordre de
√

8/3 ≈ 1.6. En présence de fluide,

le contraste d’élasticité P0 � E conduit à une relative incompressibilité de la mousse et

donc un coefficient de Poisson ν∗ ≈ 0.5. Dans un cadre de milieu continu, cela conduit à

E∗ ≈ 3G∗, soit un rapport de célérité
√

3 ≈ 1.7. Les indications de l’article permettent

de déduire un rapport de 1.7 dans le cas des mousses cfc, ce qui ne contredit pas cette

explication.
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4.2 Dispositif expérimental de spectroscopie acoustique

4.2.1 Géométrie de mesure

Montage expérimental

Les échantillons de mousse gélifiée sont contenus dans des tubes transparents de

diamètre 4 mm ou 10 mm et de longueur 20 cm. Ils sont encastrés dans des supports

adaptés aux géométries rigidement liés à une table optique en marbre sur toute leur

longueur (cf. figures 4.8 et 4.9). Ils sont fermés aux extrémités par des films polymères

(polyéthylène), d’épaisseur ePET ≈ 7 µm, maintenus en tension par des anneaux de

téflon. Un actuateur piézoélectrique (PPA20M avec jauge de déformation, Cédrat Tech.)

est mis en contact à l’une des deux extrémités par l’intermédiaire d’un embout vissé.

Cet embout consiste en une vis en laiton usinée à son extrémité. Un premier embout de

diamètre 2.3 mm est utilisé pour l’excitation des échantillons confinés dans des tubes

de diamètre D = 10 mm. Un second embout d’extrémité de diamètre 1 mm est uti-

lisé à la place du premier pour les tubes de diamètre D = 4 mm. Ce choix permet

d’exciter des modes guidés dans la mousse dont les déplacements ont tendance à être

concentrés près de l’axe du tube, comme nous le montrerons dans la section (cf. section

4.5). Le contact est rendu adhésif par la prise d’une goutte de gélatine liquide déposée

avant la première d’une série d’acquisitions. L’actuateur est commandé par une carte

génératrice de signaux arbitraires (NI 5411, National Instruments) installée sur l’unité

centrale qui pilote les acquisitions. Cette carte transmet un signal de référence à une

détection synchrone (72 20 DSP Lock-in amplifier, EG&G Instruments) qui démodule

également le signal du capteur de la jauge de déformation de l’actuateur. C’est également

cette carte qui envoit les signaux de déclenchement de la caméra, qui détecte la lumière

diffusée, comme nous le discuterons ci-dessous. L’ensemble de ces signaux est visualisé

sur un oscilloscope (TDS 2002B, Tektronix). Par ailleurs, une sonde de température de

type PT100 est installée à proximité de l’échantillon et est reliée à un multimètre qui

communique également avec l’unité centrale.

L’échantillon est éclairé par une nappe laser de longueur d’onde 532 nm émise par

un laser de puissance maximale 2 W (Verdi 2 W , Coherent). Le laser est réglable en

puissance. Dans la pratique, la puissance est ajustée entre 30 mW et 2 W en fonction

des besoins en luminosité. Le faisceau passe ensuite par un montage optique (cf. figures

4.9 et 4.10), qui comporte un jeu de miroirs ainsi qu’un disque de verre dépoli qui joue

le rôle de diffuseur. Ce disque est monté sur un moteur pas à pas qui permet par sa

rotation de changer le point de passage du faisceau. Ainsi des phases initiales aléatoires

sont introduites lorsque les rayons lumineux cohérents le traversent. Cela a pour effet
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Figure 4.8 – Montage expérimental : ensemble support, échantillon et actuateur
piézoélectrique. Barre d’échelle en millimètres. (Dessin 3D et réalisation des pièces,

C. Blanchard)

d’enrichir la statistique des figures speckle obtenues en rétrodiffusion (cf. section 1.4.2 et

référence [44]). Il sert également à élargir le faisceau avant un système optique qui permet

la formation de la nappe laser. Le système optique associe une lentille convergente et une

lentille cylindrique. En outre, un second jeu de deux miroirs est placé à la sortie du jeu

de lentilles (cf. figure 4.10). Il permet de donner une incidence oblique au faisceau qui

éclaire l’échantillon. Sans cela, une tâche de réflexion spéculaire vient éblouir la caméra

(cf. figure 4.10), même avec une inclinaison zénithale de celle-ci (cf. figure 4.9) du fait

de la géométrie cylindrique du tube. L’intensité des speckles rétrodiffusés est enregistrée

avec une caméra (Marlin F131B, AVT) de résolution maximale 1024 × 1280 pixels de

sensibilité 8 bits (0 − 255) sur laquelle est monté un objectif réglé de manière à être

légèrement défocalisé. Deux modèles d’objectifs différents ont été utilisés. Le premier

a servi au cours des acquisitions de suivi d’une impulsion sur une faible portion de

l’échantillon de l’ordre de 5 cm (Nikkon AF Micro Nikkor), tandis que le second a servi

pour les acquisition au cours desquelles l’onde est suivie sur une portion plus grande

de l’échantillon et en particulier pour les acquisitions de suivi d’une onde stationnaire

(COSMICAR TV ZOOM 12.5− 75 mm 1 : 18).

Conditions d’acquisition

Les acquisitions sont faites à température ambiante de la salle 21.5◦C. Avant les ac-

quisitions, les échantillons ont passé au moins une heure au clinostat à cette température

(cf. section 2.2.2). Des acquisitions ont été faites sur des échantillons âgés de 2 heures à
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diffuseur

Figure 4.9 – Vue d’ensemble du montage expérimental. Le support porte-échantillon
et le support de l’actuateur piézo-électrique sont fixés séparément sur une table optique
en marbre. Le laser émet un faisceau qui est redirigé par un premier jeu de deux miroirs
puis diffusé par un disque diffuseur. Le système optique situé entre le disque diffuseur

et l’échantillon est représenté sur la figure 4.10. (Dessin 3D, C. Blanchard)

Figure 4.10 – Schéma optique du montage expérimental. Le laser émet un faisceau qui
est redirigé par un premier jeu de deux miroirs puis par le disque diffuseur. Il est ensuite
concentré et redéployé en nappe par la combinaison d’une lentille convergente et d’une
lentille cylindrique. Le montage comprend également un jeu de miroirs supplémentaires

afin d’éclairer l’échantillon avec une incidence oblique.
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2 semaines. Les acquisitions consistent en des balayages en fréquence soit avec excitation

pulsée entre 100 Hz et 1 kHz par pas de 100 Hz, soit avec excitation continue entre

20 Hz et 5 kHz par pas de 20 Hz. Un balayage complet dure en général une dizaine

d’heures. Ces longs temps d’acquisition s’expliquent pour moitié du fait de la nécessité de

répéter l’acquisition pour N positions successives du disque diffuseur (30 ≤ N ≤ 100),

et pour l’autre moitié du fait des temps de calcul nécessaires à un prétraitement des

images qui permet de parer aux larges volumes de données mis en jeux. D’une part, le

nombre de positions du disques N est choisi en faisant un compromis entre la qualité

des profils de visibilité, qui dépend directement du nombre de réalisations du désordre,

et la durée des acquisitions. D’autre part, le prétraitement des images est nécessaire,

car sans celui-ci, un balayage impulsionnel représente plusieurs dizaines de gigaoctets de

données, à comparer aux 100 Go d’espace disponible sur l’unité centrale utilisée. Lors

d’un balayage, les taux d’acquisitions de la caméra varient de 10 Hz pour le suivi des ex-

citations de plus basses fréquences à 150 Hz pour les plus hautes. La taille de la fenêtre

d’acquisition varie entre 40 X 1280 pixels et 100 X 1280 pixels. Le choix particulier

de la taille de la fenêtre pour une acquisition correspond directement à la taille de la

surface éclairée de l’échantillon sondé, dans le champ de vue de la caméra.

4.2.2 Excitation acoustique

Génération du signal pulsé

Un train d’onde typique émis par l’actuateur est constitué de N = 3 − 4 longueurs

d’onde d’oscillations sinusöıdales de fréquence située entre 100 Hz et 1 kHz. Ces oscil-

lations sont modulées par une enveloppe dont la forme s’inspire de la fenêtre de Hann,

mais dont l’expression exacte a été adaptée pour des raisons techniques. Finalement, le

signal résultant sn,T (t) de durée n oscillations à la période T est défini par (cf. figure

4.11) :

sn,T (t) = s0 sin

(
2π

t

T

)
×



0 si t ≤ T

sin

(
π

2

(
t

T
− 1

))
si T ≤ t ≤ 2T

1 si 2T ≤ t ≤ nT

sin

(
π

2

(
(n+ 1)− t

T

))
si nT ≤ t ≤ (n+ 1)T

0 si T ≤ t

(4.14)

En comparaison avec une fenêtre rectangulaire, la fenêtre choisie permet de réduire

légèrement la proportion spectrale des lobes latéraux du spectre ŝn,T (ω) du signal. Le
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cylindre de mousse se comporte comme un guide d’onde et cette impulsion se propage

selon l’axe du cylindre d’une extrémité à l’autre en se réfléchissant sur chacune. La

dispersion du matériau dans la configuration guide d’onde élargit le train d’onde en

temps et en espace. L’atténuation physique du matériau finit par le dissiper totalement.

Afin d’acquérir les figures d’interférence speckle à des instants consécutifs tj avec

(1 ≤ j ≤ Nt), on a recours à la stroboscopie comme dans les expériences avec les

mousses liquides décrites dans la section 3.1. Néanmoins, comme le signal émis n’est ici

pas stationnaire, cette stroboscopie est d’une nature différente. Contrairement au cas

de nos expériences avec la mousse liquide (cf. section 3.1, paragraphe IV.B), les ondes

émises peuvent subir plusieurs réflexions aux extrémités de l’échantillon avant d’être

totalement dissipées. Les impulsions mécaniques sont donc envoyées à des intervalles

de temps réguliers suffisamment espacés pour qu’une seule impulsion à la fois ne soit

présente dans la cavité du guide d’onde. À chaque répétition du motif, l’origine des

temps utilisé dans le système électronique qui génère les impulsions se situe par définition

une période T avant le début de la génération du train d’onde (cf. équation 4.14). Un

signal de déclenchement est envoyé à la caméra de manière synchronisée à un instant

tj du signal d’excitation (cf. figure 4.11). Une image est alors acquise à cet instant

précis repéré à partir de l’origine des temps. Les images aux instants successifs (tj) sont

acquises en répétant le signal. L’indice j distingue les acquisitions réalisées à une même

fréquence, et les temps tj sont incrémentés d’un interval de temps δt à chaque répétition

de l’acquisition. Le signal envoyé au transducteur est tel que chaque période corresponde

à 256 valeurs discrètes de tension. Les marqueurs de déclenchement peuvent être placés

tous les 8 points d’échantillonnage, de sorte qu’il existe 32 choix possibles pour placer

un marqueur sur une période (256/8 = 32). Typiquement, l’échantillonnage est fait de

manière à placer un marqueur tous les 16 points d’échantillonnage, de manière à acquérir

16 cartes de visibilité par période (i.e. δt = T/16).

Nombre d’oscillations

Afin de déterminer un critère sur la taille spectrale limite de l’excitation, on envisage

un signal en,T (t) comprenant n oscillations entières de période T modulées par une

fenêtre rectangulaire :

en,T (t) = e0 sin

(
2π

t

T

)
×


0 si t ≤ T

1 si 2T ≤ t ≤ (n+ 1)T

0 si T ≤ t

(4.15)
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Figure 4.11 – Allure typique du signal d’excitation (a) et du signal de déclenchement
de la caméra (b) en fonction du temps. T représente la période d’une oscillation du
paquet d’onde. Le signal de déclenchement de la caméra est représenté pour tj = 3T/2.

La transformée de Fourier d’un tel signal ên,T (ω) est un sinus cardinal dont les premiers

lobes latéraux commencent en f = f0(1 − 1/n) et f = f0(1 + 1/n). La non-linéarité

de notre système de détection transforme le spectre en ajoutant des combinaisons des

fréquences initialement présentes dans le spectre. À cette première fenêtre correspon-

dront donc des duplicata centrés sur des multiples entiers de la fréquence. Si les duplicata

ainsi obtenus se chevauchaient d’une manière significative en fréquence, il serait diffi-

cile d’extraire des signaux mesurés l’amplitude et la phase des impulsions acoustiques.

En écrivant l’inégalité de non-chevauchement des lobes principaux du spectre dans le

cas d’une fenêtre rectangulaire, on obtient un nombre d’oscillations minimal de n = 3.

Ce nombre minimal d’oscillations combiné à une fenêtre qui minimise l’importance des

lobes latéraux du spectre (cf. figure 4.12), permettent de travailler en régime impulsion-

nel malgré la non-linéarité. Les graphiques 4.12.a et 4.12.b comparent le spectre obtenu

pour les signaux sn,T et sn,T/2 pour n = 3 et n = 4 oscillations. sn,T/2 correspond au

signal sn,T à une fréquence double. La comparaison permet de se rendre compte du

chevauchement entre le spectre du signal émis et d’un artefact de fréquence double. On

remarque que les lobes principaux se chevauchent encore légèrement pour n = 3 mais

plus du tout pour n = 4. Les graphiques 4.12.c et 4.12.d comparent le spectre obtenu

pour le signal sn,T et pour un signal en,T d’enveloppe rectangulaire pour n = 3 et n = 4

oscillations. L’amélioration due au fenêtrage de sn,T est modeste par rapport à la fenêtre

rectangulaire de en,T mais néanmoins suffisante pour éviter le repliement du spectre qui

explique l’asymétrie de |ên,T |.
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Figure 4.12 – Comparaison des densités spectrales d’amplitude de signaux d’exci-
tation de n périodes d’oscillations de durée T telle que la fréquence vaille f0 = 1/T .
L’amplitude spectrale du signal sn,T est comparée au spectre d’un signal centré sur
une fréquence deux fois supérieure 2f0 = 2/T pour n = 3 (a) et n = 4 (b). Elle est
également comparée au spectre d’un signal de même fréquence mais d’enveloppe rec-
tangulaire en,T pour n = 3 (c) et n = 4 (d). Les densités spectrales sont tracées pour
des signaux adimensionnés tels que s0 = e0 = 1. Le recouvrement entre un signal à f0
et un signal à 2f0 est plus important pour une impulsion de durée n = 3 oscillations (a)
par rapport à n = 4 oscillations. L’amplitude spectrale du signal sn,T est symétrique

tandis que celle de en,T est asymétrique (i.e. affectée par le repliement spectral).

Test de mise en vibration

Dans une première version du montage expérimental, les supports respectifs de l’ac-

tuateur et de l’échantillon représentés sur la figure 4.8 étaient solidaires. Or dans cette

configuration, les vibrations de l’actuateur se transmettent non seulement par l’embout

présenté dans la section 4.2.1, mais aussi par la biais du support. Les deux pièces ont

été désolidarisées. Cette précaution ne suffit néanmoins pas à arrêter la transmission des

vibrations de l’un à l’autre par le biais de la table optique en marbre. La configuration

finalement retenue intercale du ruban adhésif double-face et des plots en caoutchouc

de 1 cm × 1 cm sur 2 mm d’épaisseur aux quatre coins du support piézo-électrique.

Les résultats du test de vérification de ce support sont présentés sur la figure 4.13. Ils

permettent de comparer le niveau de bruit dans le spectre de la visibilité moyenne sur

un échantillon typique en l’absence de contact direct avec l’actuateur et le niveau de

bruit résiduel qui subsiste pour un porte-échantillon vide. La figure 4.13 rend compte

du faible niveau moyen du bruit. L’écart type sur la visibilité normée vaut dans les deux

cas δV̄ = ±0.016. Son ordre de grandeur est bien inférieur aux variations de visibilité

normée V̄ constatées par ailleurs au niveau des profils de visibilité (cf. figure 3.2) ou
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bien au niveau des diagrammes spatio-temporels (cf. figure 3.5) présentés dans les sec-

tions 3.2 et 3.3 respectivement. Un examen attentif des deux spectres permet néanmoins

de repérer une légère différence qualitative entre les deux. En effet, le graphique 3.2.b

présente une faible modulation déterministe de pas fréquentiel de l’ordre de 100 Hz par

rapport à son homologue 3.2.a. Il y aurait donc encore une part de la vibration qui serait

transmise par le biais de la table optique et à laquelle la mousse serait sensible. L’ordre

de grandeur des variations de visibilité que cette transmission cause étant néanmoins

comparable ou inférieur à celui du bruit sur les acquisitions pour un échantillon à vide,

on peut raisonnablement affirmer qu’elle n’affectera pas les mesures.
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Figure 4.13 – Spectre fréquentiel de visibilité à vide d’un tube rendu diffusant par un
ruban adhésif (a) et d’un tube rempli d’une mousse de diamètre de bulles d = 0.6 mm
et de diamètre de tube D = 4 mm en l’absence de contact direct (b). La grandeur
représentée correspond à la visibilité moyenne calculée sur tous les pixels provenant
de l’échantillon pour N = 5 positions du disque diffuseur. L’excitation continue de
l’actuateur piézoélectrique d’amplitude 10 µm crête-crête évolue dans une gamme de

fréquences f = 20 Hz − 5 kHz.

4.3 Propagation dans un guide d’onde cylindrique

Comme indiqué au chapitre 2, nos échantillons sont constitués d’une mousse gélifiée

placée dans un tube cylindrique droit, rigide de section circulaire. La symétrie de cette

géométrie simplifie grandement les conditions aux limites mécaniques comme nous le

verrons dans cette section. En partant des rappels de mécanique des milieux continus (cf.

sections 1.2.1 et 1.3.1), nous décrivons la propagation dans un guide d’onde cylindrique.

La propagation d’une onde dans une tige pleine solide cylindrique ou dans un fluide

confiné dans un tube a été discutée en détails dans la littérature [77, 24]. Cependant, le
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cas de notre expérience où l’onde se propage dans un solide mou confiné dans un tube

rigide n’a à notre connaissance pas été considéré, et nous présentons dans cette section

l’analyse qui conduit à la relation de dispersion.

4.3.1 Relation de dispersion pour un milieu continu homogène

Un guide d’onde est un milieu dont au moins une dimension peut être considérée

comme infinie, tandis qu’au moins une des autres dimensions est finie. Cette géométrie

induit un confinement des ondes qui se propagent dans le guide. Il en résulte une modu-

lation stationnaire du champ de déformation selon la direction transverse à la direction

de propagation. Dans la suite, nous considérons un guide d’onde cylindrique et les modes

de symétrie de révolution tels que nous les excitons dans nos expériences.

Résolution dans la géométrie cylindrique

On considère un tube rigide, droit, de section circulaire de rayon R, infiniment long,

rempli d’un matériau élastique isotrope. On note cT et cL les vitesses de propagation

acoustique transverse et longitudinale respectivement. Pour décrire la propagation acous-

tique dans ce tube, nous utilisons la décomposition de Helmholtz (cf. section 1.3.1),

en notant ϕ le potentiel scalaire et ~ψ le potentiel vecteur dont dérive le champ de

déplacement ~u (cf. équation 1.24).

Nous introduisons les coordonnées cylindriques r, θ et z et considérons successivement

le cas d’une onde de torsion puis d’une onde de compression. Les conditions aux limites

sont telles que le matériau est immobile sur la paroi :

ur(r = R) = uθ(r = R) = uz(r = R) = 0 (4.16)

Onde de torsion

Dans ce cas, seule la composante uθ du déplacement est non nulle [77]. D’après les

équations A.22, cette solution correspond à un potentiel ~ψ qui n’a qu’une composante,

selon z, et qui ne dépend pas de θ. L’expression générale de ψz est donnée par la relation

(A.20b) avec n = 0. En reportant dans l’équation d’onde (A.3), on obtient la relation

de dispersion (A.21b) :

k2 + q2
ψ =

ω2

c2
T

(4.17)
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Figure 4.14 – Relation de dispersion pour les 5 premières branches des ondes de
torsion dans un tube rigide de cylindrique de rayon R = 2 mm, et rempli d’un matériau
élastique isotrope de célérité transverse de 1.3 m/s. Les courbes sont calculées avec la
relation (4.17) avec Rqψ1

≈ 3.8, Rqψ2
≈ 7.0, Rqψ3

≈ 10.2, Rqψ4
≈ 13.3 et Rqψ5

≈ 16.5.
Les fréquences de coupure fc1 ≈ 396 Hz, fc2 ≈ 726 Hz, fc3 ≈ 1052 Hz, fc4 ≈ 1378 Hz
et fc5 ≈ 1703 Hz sont données par l’équation 4.20. La droite pointillée représente la
relation de dispersion ω = kcT du mode de cisaillement dans un milieu infini de même

célérité transverse cT .

où k est la projection du vecteur d’onde dans la direction longitudinale et qψ est un

nombre d’onde transverse. Le déplacement uθ(r, z) se déduit de (A.22b) :

uθ = −∂ψz
∂r

(4.18)

c’est-à-dire :

uθ = −qψB J1(rqψ) ei(ωt−kz) (4.19)

B est une amplitude déterminée par l’excitation imposée au système.

La condition aux limites (4.16) impose J1(Rqψ) = 0. On note qψl les nombres d’onde

transverses qui satisfont cette condition. La relation de dispersion est obtenue en repor-

tant les valeurs de qψl dans l’équation 4.17, comme illustré sur la figure 4.14. À chaque

branche correspond un nombre d’onde k complexe. Pour chaque branche (valeur de l),

on distingue deux régimes : pour une fréquence f inférieure à une fréquence de coupure

fcl telle que :

2πfcl = qψl cT (l ∈ N∗) (4.20)

la propagation est évanescente, et le nombre d’onde k purement imaginaire. Pour f > fcl ,

l’onde se propage avec une vitesse qui tend vers cT quand k tend vers l’infini.

L’onde de torsion correspond à un cisaillement simple du matériau, sans compression.
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Par conséquent, la mesure de cT renseigne sur le module de cisaillement G du matériau

(cf. équation 1.31). Malheureusement, ce mode est difficile à exciter en pratique. Les

propriétés élastiques sont plus souvent sondées pour des excitations qui associent onde

de cisaillement et onde longitudinale.

Ondes de compression

Dans le cas d’une onde longitudinale, la composante uθ du déplacement est nulle,

tandis que les composantes ur et uz sont non nulles et couplées entre elles [24]. Ces

déplacements associent des déformations de cisaillement et de compression du matériau.

D’après les équations A.22, cette solution correspond à un potentiel ϕ non nul et une

composante ψθ non nulle. L’expression générale de ur et uz se déduit des relations A.20a

et A.20d (avec n = 0) :

ur = −{Aqϕ J1(rqϕ) + i Bk J1(rqψ)} ei(ωt−kz) (4.21)

uz = −{i Ak J0(rqϕ) +Bqψ J0(rqψ)} ei(ωt−kz) (4.22)

Les constantes A et B sont déterminées par les conditions aux limites et l’excitation. En

explicitant les conditions aux limites fixes en r = R (cf. équation 4.16), on obtient :Aqϕ J1(Rqϕ) + i Bk J1(Rqψ) = 0

i Ak J0(Rqϕ) +Bqψ J0(Rqψ) = 0
(4.23)

Ce système admet une solution autre que A = B = 0, si le déterminant de la matrice

des coefficients du système s’annule, c’est-à-dire si les nombres d’onde qϕ (A.21a) et qψ

(A.21b) sont solutions de l’équation caractéristique :

qϕ qψ J1(Rqϕ) J0(Rqψ) + k2 J0(Rqϕ) J1(Rqψ) = 0 (4.24)

Cette relation de dispersion donne les différentes branches ω(k) illustrées sur la figure

4.15.

En k = 0, la relation de dispersion (4.24) devient :

J1(Rqϕ) J0(Rqψ) = 0 (4.25)

soit encore avec les vitesses de propagation du son cT et cL :

J1

(
Rω

cL

)
J0

(
Rω

cT

)
= 0 (4.26)
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Figure 4.15 – Relation de dispersion pour les 5 premières branches d’une onde longi-
tudinale se propageant dans un tube rigide cylindrique de rayon R = 2 mm et rempli
d’un matériau élastique isotrope, de célérité longitudinale cL = 28 m/s et transverse
cT = 1.3 m/s. Les courbes sont obtenues en résolvant numériquement l’équation ca-
ractéristique 4.24. Les fréquences de coupure fc1 , fc2 , fc3 , fc4 et fc5 sont données par
les relations 4.27. Les droites pointillées représentent respectivement les relations de
dispersions ω = kcL du mode de compression ( ) et ω = kcT du mode de cisaillement

( · · ) dans un milieu infini de mêmes célérités cL et cT .

Les zéros de J1 et J0 définissent les fréquences de coupure. Le premier zéro non nul de

J1 est en ω1 ≈ 3.83cL/R. Les zéros de J0 génèrent la série de fréquences de coupure

quasi-arithmétique :

ωc1 ≈ 2.41
cT
R

, ωc2 ≈ 5.52
cT
R

, ωc3 ≈ 8.65
cT
R

,

ωc4 ≈ 11.8
cT
R

, ωc5 ≈ 18.1
cT
R

, ... (4.27)

Si cL � cT , comme ce sera le cas avec nos échantillons de mousse gélifiée, les fréquences

ωcl < ω1 pour l < 20. Au voisinage de chaque fréquence de coupure ωcl , on constate

un régime évanescent (Re(k) = 0) pour les fréquences légèrement inférieures à ωcl et

pour les fréquences supérieures un régime propagatif (Im(k) = 0), comme illustré sur la

figure 4.15. On voit ainsi qu’on peut déduire de la propagation de ces modes guidés la

vitesse de son transverse cT des fréquences de coupure.
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4.3.2 Relation de dispersion pour un matériau mou

Relation de dispersion adimensionnée

Considérons un matériau mou quasi-incompressible, comme nos échantillons de mousse

gélifiée. Dans ce cas, le module élastique de cisaillement G = µ est négligeable devant

le module d’onde de compression L = λ + 2µ (cf. équations 1.5). La célérité de l’onde

de cisaillement est alors négligeable devant la célérité de l’onde de compression cT � cL

(cf. équations 1.29 et 1.31).

Revenons sur la propagation d’une onde longitudinale dans un tube rigide infiniment

long, de rayon R, rempli de ce matériau, et introduisons une pulsation et un nombre

d’onde longitudinal adimensionnés Ω et K tels que :

Ω =
R

cT
ω (4.28)

K = R
cL
cT

k (4.29)

Exprimons qϕ et qψ en fonction de ces nombres adimensionnés :

qϕ =

√
ω2

c2
L

− k2 =
1

R

√(
cT
cL

)2

(Ω2 −K2) (4.30)

qψ =

√
ω2

c2
T

− k2 =
1

R

√
Ω2 −

(
cT
cL

)2

K2 (4.31)

Après substitution dans la relation de dispersion (4.24) et développement limité au

premier ordre en cT /cL, on obtient :

K2 2J1(Ω) + Ω (Ω2 −K2) J0(Ω) = 0 (4.32)

Cette relation de dispersion adimensionnée est illustrée sur la figure 4.16. Les branches

successives de la relation transitent du régime évanescent au régime propagatif en passant

par K=0 pour les fréquences de coupure Ωl telles que J0(Ωl) = 0 (cf. équation 4.32).

Ces fréquences Ωl permettent de déterminer à l’aide de la relation 4.28 la vitesse de

propagation transverse dans l’échantillon cT .

La figure 4.16 illustre de même que la figure 4.15 la cöıncidence du mode de com-

pression dans un milieu infini et des branches de la relation de dispersion du mode guidé

en leur point d’inflexion. Cette cöıncidence se produit pour les fréquences Ω′l telles que

J1(Ω′l) = 0. Il est donc également possible de déterminer la célérité longitudinale cL à
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Figure 4.16 – Relation de dispersion adimensionnée pour les 5 premières branches
d’une onde longitudinale obtenue en résolvant analytiquement l’équation 4.32. Ω et K
sont définis par les relations 4.28 et 4.29. La droite pointillée a pour équation Ω = K.

Ω1, Ω2, Ω3, Ω4 et Ω5 sont les fréquences de coupure.

partir des données expérimentales. Cette forme adimensionnée de la relation de disper-

sion doit permettre de construire une courbe mâıtresse qui compare des échantillons de

différents rayons R et de différentes célérités transverses cT et longitudinales cL.

Masse volumique effective

Nous montrons maintenant que la propagation du mode guidé longitudinal peut se

décrire comme la propagation d’une onde longitudinale dans un milieu infini dont la

masse volumique dépend de la fréquence comme dans le langage des métamatériaux (cf.

section 4.1.1). Partons de la relation de dispersion adimensionnée (4.32) et remplaçons

K et Ω par leurs expressions (4.28 et 4.29) :

ρ∗(ω) ω2 = L k2 (4.33)

où ρ∗(ω) est la masse volumique effective du matériau :

ρ∗(ω) =
1

1−H
(
R
ω

cT

) ρ (4.34)

avec H(x) =
2J1(x)

x J0(x)
(4.35)

L est le module d’onde de compression du matériau.
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Figure 4.17 – Masse volumique effective pour une onde longitudinale se propageant
dans un cylindre de rayon R = 2 mm et de célérité transverse de cT = 1.3 m/s. Les
fréquences de coupure fc1 , fc2 , fc3 , fc4 et fc5 sont données par les relations 4.27. Les
fréquences fa1 , fa2 , fa3 et fa4 sont les fréquences d’antirésonance et se déduisent des

zéros du dénominateur de ρ∗(ω) (cf. équation 4.34).

La figure 4.17 montre que le guide d’onde cylindrique se comporte comme un métamatériau

unidimensionnel. Il présente des régimes fréquentiels où la masse volumique effective est

négative. D’une manière générale, lorsque la masse volumique effective d’un métamatériau

est négative (et son élasticité positive), le nombre d’onde est imaginaire pur ce qui cor-

respond à un régime d’onde évanescente. Ainsi, on déduit de la figure 4.17 que le domaine

basses fréquences à partir de la limite statique correspond à un régime évanescent jusqu’à

une première fréquence de coupure fc1 qui correspond à l’annulation de la masse volu-

mique effective (ρ∗(ωc1) = 0). ρ∗(ω) prend des valeurs négatives à intervalles réguliers

par la suite au niveau des résonances, qui correspondent aux départs de branches des

modes propagatifs. Entre deux résonances, il y a systématiquement une fréquence fal

où la masse volumique tend vers l’infini, appelée antirésonance. Ces fréquences corres-

pondent aux asymptotes horizontales de la relation de dispersion (cf. figure 4.16) qui

précèdent le départ d’une nouvelle branche. 4

4. De même que pour la membrane (cf. section 1.3.4), l’antirésonance est liée à une absence de
conversion de mode entre la polarisation transverse et la polarisation longitudinale. Dans le cas de la
membrane, une moyenne sur la section de la composante axiale uz du déplacement non nulle induit
un rayonnement longitudinal. L’annulation de 〈uz〉 à antirésonance annule ce rayonnement. Dans le cas
du guide d’onde cylindrique, la réflexion aux parois du cylindre induit une conversion de mode pour
les incidences de l’onde hors antirésonances. Le dénominateur de ρ∗(ω) s’annule pour H(x) = 1, ce qui
correspond à J2(x) = 0 pour x = Rωal/cT .
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4.4 Résultats expérimentaux

Les résultats des mesures expérimentales effectuées sur des mousses gélifiées confinées

dans des tubes de section circulaire sont présentés dans cette partie. Les deux tech-

niques de spectroscopie acoustique présentées comportent un certain nombre d’étapes in-

termédiaires (cf. sections 3.2 et 3.3). Des informations pertinentes pour la compréhension

des phénomènes sont extraites des données obtenues à chacune de ces étapes. La présentation

des résultats suivra ces étapes en partant des informations extraites des données brutes

pour finir avec les relations de dispersion.

4.4.1 Spectre fréquentiel de la visibilité

En spectroscopie de visibilité speckle (SVS), la grandeur physique mesurée est la

visibilité (cf. équation 1.100). Comme expliqué dans la section 3.2.1, les réalisations sta-

tistiques correspondant aux différentes positions du disque diffuseur permettent d’établir

une carte de visibilité. Ainsi lorsque l’échantillon est soumis à une excitation continue,

une unique carte de visibilité permet de rendre compte du mode de vibration de la

mousse. On s’intéresse aux grandeurs statistiques associées à cette carte de visibilité

normée V̄ (x, z) (cf. équation 3.1) et en particulier la visibilité normée moyenne sur tout

une zone de la carte de visibilité 〈V̄ 〉x,z. Pour une amplitude d’excitation donnée, la

mousse est plus ou moins réceptive à l’excitation de l’actuateur selon la fréquence. Cela

donne des informations sur la qualité du couplage entre l’onde harmonique excitatrice

et la cavité formée par l’échantillon de mousse. La figure 4.18 représente la visibilité

moyenne 〈V̄ 〉x,z sur la moitié la plus éloignée de l’excitation de l’échantillon pour une

excitation harmonique continue. Ne considérer que la moitié la plus éloignée permet

d’être moins sensible aux fluctuations de visibilité dans la zone proche de l’excitation

(où les effets de champ proche sont plus forts). En d’autres termes, cela permet de faire

en sorte que la visibilité normée soit proche de 1 pour des ondes évanescentes.

L’allure du spectre de visibilité représenté sur la figure 4.18 est accidentée. Deux

échelles fréquentielles se distinguent dans la séquence des extrema de la visibilité (cf.

figure 4.18.a). La visibilité est minimale dans une première gamme de fréquences qui

s’étend jusqu’à 1 kHz. Dans cette gamme de visibilité minimale, on observe des maxima

locaux très piqués de largeur de l’ordre de quelques dizaines de hertz à des fréquences

séparées par seulement quelques centaines de hertz (cf. figure 4.18.b). Cette suite de

maxima s’estompe progressivement jusqu’à ce que la visibilité redevienne proche de 1.

Au-delà de cette première gamme de fréquence, deux pics et deux creux d’une largeur

spectrale de l’ordre du kilohertz se succèdent. Le profil accidenté du spectre suggère un

comportement résonant. La dynamique sous-jacente du comportement résonant semble
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Figure 4.18 – Spectre fréquentiel de visibilité moyenne normée 〈V̄ 〉x,z pour une mousse
de diamètre de bulles d = 0.6 mm et de diamètre de tube D = 10 mm. L’âge de la
mousse est de 3 jours et sa fraction volumique de gaz vaut φg = 0.82. La grandeur
représentée correspond à la visibilité normée moyennée sur la moitié de la fenêtre d’ac-
quisition la plus éloignée de l’excitation. Cela correspond à la partie de l’échantillon
située dans un intervalle de distances à l’excitation entre 10 cm et 17 cm, à compa-
rer aux 20 cm de longueur de l’échantillon. L’excitation est continue. Le spectre dans
une gamme de fréquences f = 20 Hz − 5 kHz est représenté en (a) et le détail pour
des fréquences f = 20 Hz − 1 kHz en (b). La durée d’exposition de la caméra est de

Te = 200 ms.

très différente selon la gamme de fréquences considérée. Il semble en particulier y avoir

une fréquence caractéristique qui sépare les deux régimes. Les spectres de visibilités

obtenus pour d’autres tailles de bulles et de tubes peuvent être quantitativement très

différent de l’exemple présenté. Qualitativement cependant, ils permettent également

pour la plupart d’identifier deux régimes fréquentiels. Dans la suite, nous nous référerons

au premier régime comme étant le régime basse fréquence et le second comme le régime

haute fréquence.

4.4.2 Visibilité en fonction de la distance de propagation

Profils de visibilité

Les cartes de visibilité établies selon la méthode exposée dans la section 3.2.1 per-

mettent de déduire des profils de visibilité résolus selon la dimension spatiale z de la

longueur du tube. Les figures 4.19 et 4.20 représentent les cartes de visibilité normée

V̄ (x, z) et les profils V̄ (z) pour deux fréquences distinctes avec un premier échantillon,

tandis que les figures 4.21 et 4.22 correspondent à un second échantillon qui diffère par un

diamètre de tube plus grand. Les minima et maxima de l’onde stationnaire s’identifient

aisément à la fois au niveau des cartes de visibilité et sur les profils de visibilité.
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Figure 4.19 – Cartes (a-c) et profils de visibilité normée V̄ (d) obtenus pour une
mousse gélifiée de bulles de diamètre d = 0.6 mm, confinée dans un tube de diamètre
D = 4 mm, âgée de 8h et de fraction volumique de gaz φg = 0.80. Les amplitudes
d’excitation valent 5.0 ± 0.1 µm (a), 7.5 ± 0.1 µm (b) et 10 ± 1 µm (c) crête-crête
(f = 1.8 kHz). Les courbes continues correspondent à un lissage à Lz/Nz = 15 % (cf.
équation 3.7). Les points rouges et bleus indiquent les extrema détectés sur le profil. Les
indications de longueur sur l’axe des abscisses (d) renseignent également sur l’échelle

des cartes de visibilité.
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Figure 4.20 – Cartes (a-c) et profils de visibilité normée V̄ (d) obtenus pour une
mousse gélifiée de bulles de diamètre d = 0.6 mm, confinée dans un tube de diamètre
D = 4 mm, âgée de 8h et de fraction volumique de gaz φg = 0.80. Les amplitudes
d’excitation valent 4.8 ± 0.1 µm (a), 7.3 ± 0.1 µm (b) et 9 ± 1 µm (c) crête-crête
(f = 4.4 kHz). Les courbes continues correspondent à un lissage à Lz/Nz = 15 % (cf.
équation 3.7). Les points rouges et bleus indiquent les extrema détectés sur le profil. Les
indications de longueur sur l’axe des abscisses (d) renseignent également sur l’échelle

des cartes de visibilité.
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Figure 4.21 – Cartes (a-c) et profils de visibilité normée V̄ (d) obtenus pour une
mousse gélifiée de bulles de diamètre d = 0.6 mm, confinée dans un tube de diamètre
D = 10 mm, âgée de 1.4 jours et de fraction volumique de gaz φg = 0.82. Les amplitudes
d’excitation valent 4.8 ± 0.2 µm (a), 7.1 ± 0.1 µm (b) et 11 ± 1 µm (c) crête-crête
(f = 150 Hz). Les courbes continues correspondent à un lissage à Lz/Nz = 15 % (cf.
équation 3.7). Les points rouges et bleus indiquent les extrema détectés sur le profil. Les
indications de longueur sur l’axe des abscisses (d) renseignent également sur l’échelle

des cartes de visibilité.

Dans le cas du premier échantillon, les modulations de la visibilité des figures 4.19

et 4.20 correspondent à des excitations de fréquences respectives f = 1.8 kHz et f =

4.4 kHz. La longueur d’onde la plus petite correspond à la fréquence la plus élevée

comme attendu (cf. équation 4.1) pour une propagation non-dispersive (i.e. ρ∗ et L∗

indépendants de ω). Dans le cas du second échantillon, les modulations de la visibilité des

figures 4.21 et 4.22 correspondent à des excitations de fréquences respectives f = 150 Hz

et f = 2.5 kHz. Les longueurs d’onde sont cette fois-ci comparables malgré l’écart en

fréquence. Cette observation n’est pas compatible avec une relation de dispersion qui

rende compte d’une propagation non-dispersive. Par conséquent, ce constat révèle un

régime de propagation dispersif, qui sépare les deux fréquences.

Le niveau des minima de visibilité des profils présentés n’évolue pas ou peu avec la

distance de propagation à l’exception de ceux de la figure 4.20. Ces derniers présentent

une augmentation progressive du niveau des minima de la visibilité à mesure que l’on

s’éloigne de l’excitation. Cela signifie que l’onde est atténuée dans son parcours.

Les cartes de visibilité dans la configuration de tube de plus grand diamètre (cf.

figures 4.21 et 4.22) sont plus uniformes selon la dimension transverse que ceux de

petit diamètre (cf. figures 4.19 et 4.20). Cette différence est liée à la taille de la zone

d’observation d’environ 6 mm dans les deux cas comparée au diamètre du tube qui vaut

respectivement D = 4 mm et D = 10 mm pour le premier et le second échantillon.
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Figure 4.22 – Cartes (a-c) et profils de visibilité normée V̄ (d) obtenus pour une
mousse gélifiée confinée dans un tube (d = 0.6 mm ; D = 10 mm). Les amplitudes
d’excitation valent 4.8 ± 0.2 µm (a), 7.4 ± 0.1 µm (b) et 11 ± 1 µm (c) crête-crête
(f = 2.5 kHz). Les courbes continues correspondent à un lissage à Lz/Nz = 15 % (cf.
équation 3.7). Les points rouges et bleus indiquent les extrema détectés sur le profil. Les
indications de longueur sur l’axe des abscisses (d) renseignent également sur l’échelle

des cartes de visibilité.

Diagrammes spatio-temporels

Dans le cas du suivi d’une excitation impulsionnelle, les cartes de visibilités sont

moyennées selon la dimension transverse x du tube pour déterminer 〈V̄ 〉x et assemblées

de manière à obtenir des diagrammes spatio-temporels (cf. section 3.2.3). Ces dia-

grammes sont semblables à ceux obtenus dans le cas du suivi d’une onde progressive

atténuée (cf. section 3.1, figure 4), à la différence près que les oscillations de la phase

ne remplissent pas tout le diagramme spatio-temporel. Elles sont contenues dans une

enveloppe. Cette enveloppe a sa propre inclinaison dans le diagramme, qui correspond

à une vitesse. La vitesse de cette enveloppe renseigne sur la vitesse de groupe [118]. Si

elle diffère de la vitesse de phase, cela signifie que le milieu est dispersif.

Les figures 4.23 et 4.24 représentent des diagrammes spatio-temporels de la visibilité

normée V̄ . Comme indiqué dans la section 4.2.2, l’axe du temps correspond à l’instant

de la propagation tj reconstruit par stroboscopie. Le passage de l’impulsion cause une

diminution globale de la visibilité à laquelle s’ajoutent des oscillations de visibilité liées

à la phase de l’onde. Le temps est en ordonnée et la distance en abscisse de sorte que

plus l’onde est rapide, plus son parcours visualisé sur le diagramme est horizontal.

La figure 4.23 représente une première série de trois diagrammes spatio-temporels

de visibilité pour trois fréquences centrales de l’impulsion d’excitation distinctes. Pour
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une fréquence de 300 Hz, des flèches respectivement pleine et creuse représentent la

progression du paquet d’onde et d’une ligne isophase, ce qui permet de vérifier que les

vitesses de groupe et de phase ne sont pas égales. Le milieu est donc bien dispersif pour

la propagation des ondes. Toutes les fréquences ne se propagent pas à la même vitesse.

L’étalement en temps et en espace d’un paquet d’onde est la conséquence du caractère

dispersif du milieu.

Sur le diagramme 4.23.a, un premier paquet d’onde progresse vers les z croissants

entre 5 ms et 25 ms environ, tandis qu’un second progresse vers les z décroissants

entre 25 ms et 40 ms environ. Ce second paquet d’onde correspond à la réflexion

du premier paquet sur l’extrémité de l’échantillon. En d’autres termes, du fait du

contraste d’impédance avec l’air ambiant, le paquet d’onde rebondit sur les extrémités

de l’échantillon. À mesure que la fréquence d’excitation augmente, l’onde réfléchie se dis-

tingue de moins en moins bien et le train d’onde s’atténue de plus en plus rapidement.

Une telle atténuation peut être liée à la diffusion de l’onde (e.g. par des résonateurs

locaux) mais elle peut aussi venir de mécanismes physiques de dissipation. L’augmenta-

tion de la dissipation avec la fréquence est attendue pour la plupart des mécanismes de

dissipation dont la dissipation visqueuse.

La figure 4.24 représente une seconde série de trois diagrammes spatio-temporels

pour une mousse dans un tube dont le diamètres est plus grand que celui utilisé dans

l’expérience illustrée sur la figure 4.23. La gamme de fréquences représentée (200 Hz −
800 Hz) est plus étendue que celle correspondant à la figure 4.23. L’allure du diagramme

de plus basse fréquence 4.24.a est comparable au diagramme 4.23.a avec un niveau de

bruit supérieur.

Les enregistrements figures 4.24.b et 4.24.c de fréquences centrales de l’impulsion de

500 Hz et 800 Hz ont des allures, qui se comparent plus difficilement. Dans les deux

cas, une onde de vitesse de groupe suffisamment faible pour être distinguée pénètre

dans l’échantillon. Dans un premier cas, pour une excitation centrée sur 500 Hz, le

paquet d’onde est très vite atténué. Pourtant, un faible signal perceptible au centre de

l’échantillon persiste dans le temps. Il présente des lignes isophases horizontales dont les

modulations de visibilité sont plus marquées au centre de la fenêtre d’acquisition, autour

d’une distance de propagation de 90 mm. Ces modulations de visibilité ne s’atténuent

que très lentement dans le temps. Dans un second cas, pour une excitation centrée

sur 800 Hz, le paquet d’onde de faible vitesse de groupe devient rapidement difficile à

distinguer. Ce premier paquet d’onde laisse place à des modulations de visibilité selon

des lignes isophases horizontales plus marquées que dans le cas précédent. Ces lignes

horizontales ainsi que leur modulation spatiale sont caractéristiques d’une oscillation

stationnaire, qui semble s’être installée dans la cavité. Cette oscillation stationnaire est
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Figure 4.23 – Diagrammes spatio-temporels du suivi d’une excitation impulsionnelle
centrée sur les fréquences 300 Hz (a), 400 Hz (b) et 500 Hz (c). Le signal généré
sn,T (t) correspond à la formule 4.14 avec un nombre d’oscillations n = 3 (a), n = 4 (b)
et n = 5 (c). L’impulsion commence une période T après le début de l’enregistrement
soit après 3.33 ms (a), 2.50 ms (b) et 2.00 ms (c). Elle dure n = 3 (a), n = 4 (b) et
n = 5 (c) périodes soit 10.00 ms (a-c) dans les trois cas. Le temps d’exposition de la
caméra est fixé à un quart de période Te = T/4 soit 0.83 ms (a), 0.62 ms (b) et 0.50 ms
(c). Les enregistrements ont été effectués dans des tubes de diamètre D = 4 mm. L’âge
moyen de la mousse gélifiée est d’environ 10h et sa fraction volumique de gaz vaut
φg = 0.81. Le diamètre des bulles vaut d = 0.6 mm. Le diagramme est lissé selon la
dimension spatiale à 4 % (cf. section 3.3.1). Les flèches creuses et pleines représentent

respectivement la vitesse de phase et de groupe.

déjà installée alors que le paquet d’onde semble à peine avoir pénétré l’échantillon. Cela

suggère l’existence d’un second mode de déformation, de célérité bien supérieure au

premier.

4.4.3 Relations de dispersion

Résultats en mode d’excitation impulsionnelle

Une fois les diagrammes spatio-temporels de suivi de l’onde impulsionnelle obtenus,

ils font l’objet d’une analyse Fourier selon la méthode exposée dans la section 3.3.1.

Cette analyse permet d’extraire la relation de dispersion. Les figures 4.25, 4.26 et 4.27

représentent trois exemples de ces relations de dispersion pour les trois configurations

de tailles de bulles et de diamètres de tube explorées. En complément, l’atténuation
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té
lis

sé
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Figure 4.24 – Diagrammes spatio-temporel du suivi d’une excitation impulsionnelle
centrée sur les fréquences 200 Hz (a), 500 Hz (b) et 800 Hz (c). Le signal généré
sn,T (t) correspond à la formule 4.14 avec un nombre d’oscillations n = 3 dans les trois
cas. L’impulsion commence une période T après le début de l’enregistrement soit après
5.00 ms (a), 2.00 ms (b) et 1.25 ms (c). Elle dure n = 3 périodes soit 15.00 ms (a),
6.00 ms (b) et 3.75 ms (c). Le temps d’exposition de la caméra est fixé à un quart de
période Te = T/4 soit 1.25 ms (a), 0.50 ms (b) et 0.31 ms (c). Les enregistrements ont
été effectués dans des tubes de diamètre D = 10 mm. L’âge moyen de la mousse gélifiée
est de 6.7 jours et sa fraction volumique de gaz vaut φg = 0.81. Le diamètre des bulles
vaut d = 0.6 mm. Le diagramme est lissé selon la dimension spatiale à 2 % (cf. section

3.3.1).

représentée est déduite des profils de visibilité pour une excitation continue dans les

régimes fréquentiels évanescents ou bien de forte atténuation dissipative. Les parties

réelles et imaginaires du nombre d’onde sont comparées à la relation de dispersion prédite

dans le cas limite mou (cf. équation 4.33).

La figure 4.25 représente la relation de dispersion obtenue pour un échantillon de

bulles de diamètre 0.6 mm dans des tubes de diamètre 4 mm. En ce qui concerne la

partie réelle du nombre d’onde, les points expérimentaux se situent dans une gamme

de fréquences situées entre 350 Hz et 950 Hz. Quant à la partie imaginaire du nombre

d’onde, les points expérimentaux sont situés dans trois gammes fréquentielles. La première

gamme fréquentielle qui s’étend de la limite quasi-statique à une fréquence de 350 Hz

correspond à un régime évanescent. Les deux autres situées respectivement autour de

700 Hz et 1.2 kHz sont des régimes de forte atténuation. Les célérités transverse cT et

longitudinale cL sont choisies de manière à ajuster le mieux possible les prédictions
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théoriques aux données expérimentales. Un bon accord est trouvé pour des valeurs

cL = 28± 1 m.s−1 et cT = 1.7± 0.1 m.s−1.
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Figure 4.25 – Relation de dispersion d’un échantillon de mousse gélifiée (d = 0.6 mm,
φg = 0.83, D = 4 mm). Lors des mesures de la partie réelle et négative du nombre
d’onde, l’échantillon était âgé de 5.6 jours et 6.1 jours respectivement. Les parties réelles
du nombre d’onde (#) représentées sont extraites de diagrammes spatio-temporels lissés
à 4 % selon la dimension spatiale z. La demi-largeur de la fenêtre spectrale est de
40 % de la fréquence centrale d’excitation. Les points représentés sont d’erreur relative
inférieure à 1 % et absolue inférieure à 0.7 m−1. Les parties imaginaires du nombre
d’onde (�) représentées sont extraites de profils de visibilité lissés à 12 %. La distance
en visibilité maximale vaut 10−5 (cf. équation 3.9). Les lignes continues représentent
la relation de dispersion 4.33 avec une célérité longitudinale cL = 28± 1 m.s−1 et une

célérité transverse cT = 1.7± 0.1 m.s−1.

La figure 4.26 représente la relation de dispersion obtenue pour un échantillon de

bulles de diamètre 0.6 mm dans un tube de diamètre 10 mm. En ce qui concerne la

partie réelle du nombre d’onde, les points expérimentaux se situent dans une gamme

de fréquences situées entre 150 Hz et 450 Hz. Quant à la partie imaginaire du nombre

d’onde, les points expérimentaux sont situés dans toute la gamme fréquentielle représentée

entre 0 Hz et 650 Hz, à l’exception des fréquences entre 150 Hz et 250 Hz. Les célérités

transverse cT et longitudinale cL sont choisies de manière à ajuster le mieux possible les

prédictions théoriques aux données expérimentales. Un accord correct est trouvé pour

des valeurs cL = 27± 1 m.s−1 et cT = 1.7± 0.1 m.s−1.

La figure 4.27 représente la relation de dispersion obtenue pour un échantillon de

bulles de diamètre 1.8 mm dans un tube de diamètre 10 mm. En ce qui concerne la

partie réelle du nombre d’onde, les points expérimentaux se situent dans une gamme

de fréquences situées entre 100 Hz et 400 Hz. Quant à la partie imaginaire du nombre

d’onde, les points expérimentaux sont situés dans trois gammes fréquentielles. La première

gamme fréquentielle qui s’étend de la limite quasi-statique à une fréquence de 100 Hz

correspond à un régime évanescent. Les deux autres situées respectivement autour de

200 Hz et 450 Hz sont des régimes de forte atténuation. Les célérités transverse cT et
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Figure 4.26 – Relation de dispersion d’un échantillon de mousse gélifiée (d = 0.6 mm,
φg = 0.80, D = 10 mm). Lors des mesures de la partie réelle et négative du nombre
d’onde, l’échantillon était âgé de 4.1 et 4.9 jours respectivement. Les parties réelles du
nombre d’onde (#) représentées sont extraites de diagrammes spatio-temporels lissés à
4 % selon la dimension spatiale. La demi-largeur de la fenêtre spectrale est de 40 % de la
fréquence centrale d’excitation. Les points représentés sont d’erreur relative inférieure
à 1.1 % et absolue inférieure à 0.4 m−1. Les parties imaginaires du nombre d’onde (�)
représentées sont extraites de profils de visibilité lissés à 12 %. La distance en visibilité
maximale vaut 2× 10−5 (cf. équation 3.9). Les lignes continues représentent la relation
de dispersion 4.33 avec une célérité longitudinale cL = 27 ± 1 m.s−1 et une célérité

transverse cT = 1.7± 0.1 m.s−1.

longitudinale cL sont choisies de manière à ajuster le mieux possible les prédictions

théoriques aux données expérimentales. Un bon accord est trouvé pour des valeurs

cL = 33 ± 1 m.s−1 et cT = 1.3 ± 0.1 m.s−1. D’importants écarts aux prédictions de

la relation de dispersion de l’onde guidée dans un solide non-dispersif sont à noter au-

delà d’une fréquence de 300 Hz.

La célérité transverse des ondes dans ce dernier échantillon est faible (cT = 1.3 m.s−1)

comparée aux deux premiers (cT = 1.7± 0.1 m.s−1). En outre, des écarts notables aux

prédictions apparaissent autour de 350 Hz, au niveau de la partie plus haute fréquence

de la deuxième branche. Retenons que cet échantillon correspond à la taille de bulles

la plus grande et au diamètre de tube le plus grand. Notons également que sa fraction

volumique de gaz est élevée (φg = 0.87) comparée à celles des deux autres échantillons

présentés ici (φg = 0.80 et φg = 0.83).

Résultats en mode d’excitation continue

Comme indiqué dans la section 3.3.2, des limitations techniques liées à la puissance

lumineuse disponible et à la célérité des ondes excitées rend la méthode de suivi d’une ex-

citation impulsionnelle inadaptée à la mesure de la relation de dispersion haute fréquence
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Figure 4.27 – Relation de dispersion d’un échantillon de mousse gélifiée (d = 1.8 mm,
φg = 0.87, D = 10 mm). Lors des mesures de la partie réelle et négative du nombre
d’onde, l’échantillon était âgé de 6.0 et 5.0 jours respectivement. Les parties réelles du
nombre d’onde (#) représentées sont extraites de diagrammes spatio-temporels lissés à
4 % selon la dimension spatiale. La demi-largeur de la fenêtre spectrale est de 40 % de la
fréquence centrale d’excitation. Les points représentés sont d’erreur relative inférieure à
0.8 % et absolue inférieure à 0.5m−1 sont représentés. Les parties imaginaires du nombre
d’onde (�) représentées sont extraites de profils de visibilité lissés à 12 %. La distance
en visibilité maximale vaut 3×10−5 (cf. équation 3.9). Les lignes continues représentent
la relation de dispersion 4.33 avec une célérité longitudinale cL = 33± 1 m.s−1 et une

célérité transverse cT = 1.3± 0.1 m.s−1.

(typiquement f > 1 kHz). Dans cette gamme fréquentielle, la longueur d’onde est ex-

traite de profils de visibilité obtenus pour des excitations harmoniques continues selon

la méthode présentée dans la section 3.2.2. Les figures 4.28, 4.29 et 4.30 représentent

les parties réelles et imaginaires du nombre d’onde k obtenues respectivement par l’al-

gorithme de détection d’extrema locaux dans le cas de profils d’ondes stationnaires et

l’algorithme de moindres carrés dans le cas de profils d’ondes évanescentes selon les

méthodes exposées dans la section 3.3.2.

La figure 4.28 montre la relation de dispersion obtenue avec des bulles de diamètre

d = 0.6 mm dans un tube de diamètre D = 4 mm. Les parties réelles et imaginaires

du nombre d’onde sont obtenues pour des fréquences respectivement supérieures et

inférieures à 1 kHz. Les parties réelles se situent entre environ 30 m−1 et 100 m−1. Les

points correspondants rendent compte du caractère dispersif de la propagation. Pour au-

tant, ils suivent asymptotiquement à plus haute fréquence une tendance non-dispersive

de célérité 350 m.s−1. De manière remarquable, à une fréquence légèrement supérieure à

3 kHz, on observe un anti-croisement dans la relation de dispersion. Cet anti-croisement

peut être caractéristique d’un phénomène de type répulsion de mode (cf. section 4.1).

Il témoignerait d’un effet d’oscillateurs couplés au niveau soit de la microstructure, soit

de la macrostructure (i.e. guide d’onde).
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Figure 4.28 – Relation de dispersion d’un échantillon de mousse gélifiée (d = 0.6 mm,
φg = 0.80, D = 4 mm), d’âge moyen 8h. Les résultats sont extraits de profils de visibilité
lissés à 15 %, obtenus pour une excitation continue (20 Hz ≤ f ≤ 5 kHz, δf = 20 Hz)
avec un temps d’exposition Te = 200 ms. Les résultats sur Re(k) d’erreur absolue de
moins de 10 m−1 sont représentés. La distance en visibilité maximale est de 0.5× 10−5

(cf. équation 3.9). Les lignes pointillées sont telles que c = 28 m.s−1 et c = 350 m.s−1.

La figure 4.29 représente la relation de dispersion obtenue avec des bulles de diamètre

d = 0.6 mm dans un tube de plus grand diamètre D = 10 mm. Quelques points bien

résolus sont obtenus dans le domaine basse fréquence pour la partie réelle du nombre

d’onde. Ils s’alignent sur une droite de vitesse de phase 28 m.s−1. Cet ordre de gran-

deur est compatible avec les vitesses de phase expérimentales obtenues pour le mode

d’excitation impulsionnel. La plupart des résultats sur la partie réelle du nombre d’onde

se situent ensuite dans un domaine de fréquences supérieures à 2 kHz. La pente de la

relation de dispersion correspond à une vitesse de groupe proche de 600 m.s−1. Leur

vitesse de phase est plus faible. En effet, les points se situent à proximité de la droite en

pointillés de vitesse de phase 350 m.s−1.

La figure 4.30 montre la relation de dispersion pour un diamètre de bulle d = 1.8 mm

dans un tube de diamètre D = 10 mm. Les mesures sont affectées par des vibrations

parasites dues à un mauvais maintien de l’échantillon. Afin de compenser, un critère de

filtrage plus sévère que précédemment est utilisé. Les points obtenus se situent autour

d’une fréquence de 2.5 kHz. Autour d’un fréquence de 1.5 kHz, des profils de visibilité

fortement atténués en distance sont enregistrés. Ils correspondent au pic d’atténuation

représenté dans la relation de dispersion. Ce pic précède en fréquence la majorité des

résultats sur la partie réelle du nombre d’onde dans la relation de dispersion.
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Figure 4.29 – Relation de dispersion d’un échantillon de mousse gélifiée (d = 0.6 mm,
φg = 0.82, D = 10 mm), d’âge moyen 1.4 jour. Les résultats sont extraits de profils
de visibilité lissés à 15 %, obtenus pour une excitation continue (20 Hz ≤ f ≤ 5 kHz,
δf = 20 Hz) avec un temps d’exposition Te = 200 ms. Les résultats sur Re(k) d’erreur
absolue de moins de 5 m−1 sont représentés. La distance en visibilité maximale est
de 0.5 × 10−5 (cf. équation 3.9). Les lignes pointillées sont telles que c = 28 m.s−1 et

c = 350 m.s−1.

Ainsi, les mesures des figures 4.28, 4.29 et 4.30 résolvent difficilement la propaga-

tion pour des fréquences inférieures à 1 kHz. Cela s’explique du fait de l’importante

atténuation dans le régime de basse fréquence, qui rend plus difficile l’identification

d’extrema de visibilité. L’exception de la figure 4.29 montre la compatibilité avec les

résultats du mode impulsionnel. En revanche, le mode d’excitation continue permet de

résoudre un régime de propagation qualitativement différent à des fréquences non ac-

cessibles en mode impulsionnel. Les méthodes de suivi en excitation impulsionnelle et

continue sont donc complémentaires.
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Figure 4.30 – Relation de dispersion d’un échantillon de mousse gélifiée (d = 1.8 mm,
φg = 0.89, D = 10 mm), d’âge moyen 6.4 jours. Les résultats sont extraits de profils
de visibilité lissés à 15 %, obtenus pour une excitation continue (10 Hz ≤ f ≤ 5 kHz,
δf = 10 Hz) avec un temps d’exposition Te = 150 ms. Les résultats sur Re(k) d’erreur
absolue de moins de 4 m−1 sont représentés. La distance en visibilité maximale est
de 0.5 × 10−5 (cf. équation 3.9). Les lignes pointillées sont telles que c = 28 m.s−1 et

c = 350 m.s−1.

4.5 Discussion du régime basse fréquence

4.5.1 Relations de dispersion dans le régime basse fréquence

Relation de dispersion adimensionnée

Lors de la résolution théorique de la propagation dans un guide d’onde cylindrique

de révolution (cf. section 4.3.2), nous avons obtenu pour un milieu mou (cT � cL),

homogène et non-dispersif une relation de dispersion adimensionnée (cf. équation 4.32).

Cet adimensionnement traduit la possibilité de construire une courbe mâıtresse à partir

des relations de dispersion mesurées pour des échantillons avec différents diamètres de

tube, tailles de bulles et élasticités de gel. Pour vérifier les hypothèses d’un comporte-

ment non-dispersif et indépendant de la taille des bulles, les mesures sont réunies sur la

figure 4.31. Afin de réaliser cette courbe mâıtresse, les célérités longitudinales et trans-

verses sont déterminées de manière à optimiser l’accord entre le modèle et les résultats

expérimentaux. En théorie (cf. section 4.3), la célérité transverse est déterminée par

les fréquences de départ de branches propagatives, tandis que la célérité longitudinale

est déterminée par les fréquences d’inflexion. En pratique, il est difficile de mesurer la
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relation de dispersion au voisinage des fréquences de coupure et la détermination des

célérités transverses et longitudinales est plus précise lorsqu’on effectue l’ajustement en

prenant également en compte la partie imaginaire du nombre d’onde dans le régime

évanescent. Pour cela, il faut disposer d’une acquisition en mode d’excitation continue

pour le même échantillon à un âge suffisamment proche (∆t ≤ 24h).
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Figure 4.31 – Relation de dispersion adimensionnée. Mousses gélifiées de bulles de
diamètre d = 0.6 mm dans un tube de diamètre D = 4 mm (#). Mousses gélifiées de
bulles de diamètre d = 0.6 mm dans un tube de diamètre D = 10 mm (♦). Mousses
gélifiées de bulles de diamètre d = 1.8 mm dans un tube de diamètre D = 10 mm (�).
Les gammes d’âge et de fractions volumique de gaz des échantillons sont récapitulées
dans le tableau 4.1, tandis que les gammes de célérités ayant servi à l’adimension-
nement sont récapitulées dans le tableau 4.2. Les lignes continues correspondent aux
prédictions théoriques calculées à l’aide de l’équation 4.33. Ω = Rω/cT et K = RkcL/cT
conformément aux relations 4.28 et 4.29. La ligne pointillée correspond à l’équation

Ω = K.

La figure 4.31 montre que par la méthode de mesure LSVAS en régime d’excitation

impulsionnelle, les deux premières branches de la relation de dispersion sont résolues.

Elles rendent compte d’un bon accord avec les prédictions théoriques pour un milieu

homogène non-dispersif au niveau de la première branche. Au niveau de la deuxième

branche, l’accord est également très bon pour les fréquences telles que Ω < 7. Au-

delà, on note un désaccord avec les prédictions théoriques. La mousse peut donc être

considérée comme un milieu mou homogène non-dispersif dans la limite basse fréquence

Ω < 7. Des points expérimentaux se situent entre les deux premières branches, autour

d’une fréquence Ω ≈ 5, à l’écart des courbes prédites par le modèle. Dans ce régime

de fréquences, la dissipation a un impact particulièrement grand. Nous verrons dans la

suite que sa prise en compte dans le modèle améliore l’accord entre les expériences et les

prédictions. Au-delà de Ω < 7, des résultats expérimentaux qui dévient des prédictions
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sont obtenus pour certains des échantillons de mousses de bulles de diamètre d = 1.8 mm

confinées dans des tubes de diamètre D = 10 mm. Pour ces résultats, la vitesse de phase

est plus faible que ce qui est attendu pour un milieu non-dispersif.

Table 4.1 – Gamme de paramètres des échantillons de mousse gélifiée de la relation
de dispersion adimensionnée (cf. figure 4.31).

Diamètre

des bulles

d (mm)

Diamètre

du tube

D (mm)

Âge des

échantillons t

Fraction

volumique

de gaz φg

Module de

conservation

du gel G′ (kPa)

0.6 4 4.4h ≤ t ≤ 6.4 jours 0.70 ≤ φg ≤ 0.84 5.7 ≤ G′ ≤ 14.3

0.6 10 19h ≤ t ≤ 6.7 jours 0.78 ≤ φg ≤ 0.81 6.6 ≤ G′ ≤ 14.7

1.8 10 10h ≤ t ≤ 8.3 jours 0.81 ≤ φg ≤ 0.89 5.9 ≤ G′ ≤ 15.1

Table 4.2 – Gamme de paramètres des échantillons de mousse gélifiée de la relation de
dispersion adimensionnée (cf. figure 4.31). Nm et Nxp désignent le numéro d’échantillon

et le numéro d’expérience, respectivement.

Nm Nxp
Diamètre

des bulles d

Diamètre

du tube D

Célérité

longitudinale cL

Célérité

transverse cT
1 1 0.6 mm 4 mm 28.1 m.s−1 1.65 m.s−1

2 1 0.6 mm 4 mm 23.9 m.s−1 1.19 m.s−1

2 2 0.6 mm 4 mm 21.8 m.s−1 1.79 m.s−1

3 1 0.6 mm 4 mm 24.4 m.s−1 1.32 m.s−1

3 2 0.6 mm 4 mm 25.7 m.s−1 1.82 m.s−1

4 1 0.6 mm 4 mm 27.0 m.s−1 1.84 m.s−1

4 2 0.6 mm 4 mm 27.3 m.s−1 2.00 m.s−1

5 1 0.6 mm 4 mm 24.0 m.s−1 1.60 m.s−1

5 2 0.6 mm 4 mm 24.3 m.s−1 1.62 m.s−1

5 3 0.6 mm 4 mm 26.9 m.s−1 1.84 m.s−1

6 1 0.6 mm 10 mm 27.3 m.s−1 1.37 m.s−1

7 1 0.6 mm 10 mm 26.9 m.s−1 1.52 m.s−1

7 2 0.6 mm 10 mm 27.1 m.s−1 1.67 m.s−1

7 3 0.6 mm 10 mm 28.3 m.s−1 1.70 m.s−1

8 1 1.8 mm 10 mm 28.8 m.s−1 1.13 m.s−1

9 1 1.8 mm 10 mm 29.7 m.s−1 1.44 m.s−1

10 1 1.8 mm 10 mm 24.5 m.s−1 0.95 m.s−1

10 2 1.8 mm 10 mm 24.8 m.s−1 1.38 m.s−1

10 3 1.8 mm 10 mm 25.8 m.s−1 1.50 m.s−1

11 1 1.8 mm 10 mm 31.8 m.s−1 1.13 m.s−1

11 2 1.8 mm 10 mm 33.3 m.s−1 1.27 m.s−1

11 3 1.8 mm 10 mm 37.4 m.s−1 1.24 m.s−1
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Modèle de Wood et densité effective

À basse fréquence, la mousse gélifiée contenue dans le guide d’onde se comporte

comme un milieu non-dispersif pour les ondes mécaniques. Les célérités longitudinales et

transverses peuvent être comparées à différentes lois proposées pour prédire les propriétés

effectives d’un tel milieux. La figure 4.32 compare les résultats expérimentaux sur la

célérité longitudinale au modèle de Wood (cf. équation 1.41).
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Figure 4.32 – Célérité longitudinale dans la mousse cL∗ en fonction de la fraction
volumique de gaz φg. Les lignes continues et en pointillés correspondent respectivement
à la célérité de Wood dans les cas isotherme (γp = 1.0) et adiabatique (γp = γa = 1.4).
Mousses gélifiées de bulles de diamètre d = 0.6mm dans un tube de diamètreD = 4mm
(#). Mousses gélifiées de bulles de diamètre d = 0.6 mm dans un tube de diamètre
D = 10 mm (♦). Mousses gélifiées de bulles de diamètre d = 1.8 mm dans un tube
de diamètre D = 10 mm (�). Les gammes d’âge et de fractions volumique de gaz des

échantillons sont récapitulées dans le tableau 4.1.

Les résultats expérimentaux (cf. figure 4.32) se comparent avec succès avec une

célérité prédite par le modèle de Wood (cf. équation 1.41) dans un cas polytropique

intermédiaire entre les limites isothermes et adiabatiques (1.0 ≤ γp ≤ 1.4). Ainsi,

conformément aux prédictions théoriques mentionnées dans la section 4.1, la matrice

élastique et le gaz dans les bulles vibrent en phase en bloque à basse fréquence. Cette

prédiction est non seulement celle de Wood mais aussi celle de Biot, pour les solides

poreux dans la limite de suffisamment basses fréquences pour que l’épaisseur de peau

visqueuse soit supérieure à la taille des pores (f < fη ≈ 1 Hz cf. figure 1.11). Dans cette

limite, la matrice élastique convecte les inclusions gazeuses, assurant ainsi le mouvement

solide (en bloque) de l’ensemble du matériau. Le champs de déplacement moyen (à une

échelle mésoscopique intermédiaire entre la taille des bulles et celle des échantillons)
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est uniforme dans tout le matériau, de sorte que la masse volumique effective ρ∗ est la

moyenne des masses volumiques (cf. équation 1.38a). Dans la limite ρs � ρg, l’expression

de la masse volumique effective ρ∗ vaut approximativement :

ρ∗ ≈ (1− φg)ρs (4.36)

En partant de cette approximation, nous allons nous intéresser à ce que les mesures

de célérités transverses et longitudinales permettent de déduire des modules d’onde de

compression B∗, de cisaillement G∗ et coefficient de Poisson ν∗ du matériau effectif.

4.5.2 Propriétés mécaniques effectives

Module d’onde de compression

Les résultats de l’analyse des mesures sur la célérité longitudinale sont représentés ici

(cf. figure 4.33) en terme de module d’onde de compression effectif L∗ construit à partir

de l’équation 1.29 en considérant la masse volumique effective ρ∗. Cette dernière sera

évaluée en utilisant l’approximation 4.36. Les résultats expérimentaux sont comparés à

l’expression du module d’élasticité isostatique effectif B∗ = χ−1
∗ prédit dans le cadre du

modèle de Wood (cf. section 1.3.2). En règle générale, le module d’onde de compression

et le module d’élasticité isostatique sont distincts. Néanmoins, rappelons que le module

de cisaillement de la matrice de la mousse gélifiée G∗ est inférieur ou de l’ordre de

1 kPa, tandis que le module d’élasticité isostatique du gaz Bg est de l’ordre de 100 kPa,

lui-même plusieurs ordres de grandeur inférieur au module d’élasticité isostatique de

la phase gel. Or le module d’onde de compression et le module d’élasticité isostatique

ne se distinguent que par la contribution du module de cisaillement (cf. équations 1.5).

Ainsi, si ce dernier est négligeable, il est raisonnable d’assimiler le module d’onde de

compression au module d’élasticité isostatique soit L∗ ≈ B∗ ≈ χ−1
∗ .

Le module d’élasticité isostatique du gaz est négligeable en comparaison au module

d’élasticité isostatique du gel. Inversement, la compressibilité du gaz domine celle du gel

de la matrice solide de la mousse. Le coefficient de compressibilité effectif de la mousse

prédite par la loi de Wood (cf. équation 1.38b) peut finalement s’écrire :

χ∗ ≈ φgχg (4.37)

Le coefficient de compressibilité du gaz χg fait intervenir le coefficient polytropique γp

(i.e. χ−1
g = γpP0). Il correspond à la partie réelle de l’indice de polytropie dynamique

γ∗p(ω). Cet indice a été introduit dans la section 1.3.3. Son expression en géométrie cylin-

drique est donnée par l’équation 1.78. En géométrie sphérique, son utilisation appliquée
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Figure 4.33 – Rapport des modules d’élasticité isostatique B∗ de la mousse et du
gaz P0 en fonction de la fraction volumique de gel (1− φg). Les lignes continues et en
pointillés correspondent respectivement aux modules d’élasticité isostatique de Wood
dans les cas isotherme et adiabatique. Mousses gélifiées de bulles de diamètre d =
0.6 mm dans un tube de diamètre D = 4 mm (#). Mousses gélifiées de bulles de
diamètre d = 0.6 mm dans un tube de diamètre D = 10 mm (♦). Mousses gélifiées de
bulles de diamètre d = 1.8 mm dans un tube de diamètre D = 10 mm (�). Les gammes

d’âge des échantillons sont récapitulées dans le tableau 4.1.

aux liquides bulleux et aux mousses a été mentionné dans la section 4.1.2. Son expression

s’obtient par un calcul analogue à celui réalisé pour des pores de géométrie cylindriques :

γ∗p(ω) =
γa

γa − (1− γa)
j2(Rbqθ)

j0(Rbqθ)

(4.38)

où γa = 1.4 est le rapport des chaleurs spécifiques et qθ est le pseudo-nombre d’onde

transverse associé à l’épaisseur de peau thermique δθ. Les hypothèses de calcul considèrent

un gaz contenu dans une cavité sphérique entourée d’une matrice solide de conducti-

vité thermique infinie dans un milieu ambiant thermostaté. Les conditions aux limites

sphériques font que l’expression 4.38 se distingue de 1.78 par l’intervention de fonctions

de Bessel sphériques (j0, j2) au lieu des fonctions de Bessel cylindriques (J0, J2). Le rayon

des bulles Rb remplace celui des pores Rp. Le détail du calcul 5 peut être trouvé chez

Prosperetti et al. [119]. L’allure de la partie réelle et imaginaire de l’indice de polytropie

dynamique est représentée sur la figure 4.34.

5. Notons que dans la référence mentionnée, l’expression est exprimée en termes de fonctions trigo-
nométriques hyperboliques au lieu de fonctions de Bessel sphériques. Le caractère hyperbolique s’explique
du fait de l’utilisation d’une convention différente dans l’utilisation des nombres complexes. L’équivalence
de l’expression se vérifie en utilisant les identités qui lient (j0, j2) aux fonctions trigonométriques.
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Figure 4.34 – Partie réelle (a) et imaginaire (b) de l’indice de polytropie dynamique
pour des bulles de diamètre d = 0.6 mm ( ) et d = 1.8 mm ( · · ). L’indice est
évalué en utilisant l’équation 4.38 avec le rayon des bulles Rb = d/2 et la quantité
qθ =

√
NPl qη. Les expressions de qθ et qη correspondent aux équations 1.49 et 1.47. qθ

a été évalué en utilisant le nombre de Prandtl NPtl = 0.71, la masse volumique et la
viscosité du gaz ρg = 2.4 kg.m−3 et η = 18 µPa.s.

Les prédictions théoriques (cf. figure 4.34) mettent en évidence le fait que la gamme

de fréquences explorée avec les excitations impulsionnelles (100 Hz ≤ f ≤ 1 kHz)

correspond à un régime de transition du coefficient polytropique de sa valeur limite

isotherme à sa limite adiabatique. Les mousses comportant des bulles de diamètre d =

1.8 mm commencent cette transition à plus basse fréquence (f ≈ 10 Hz), de sorte

que leur indice polytropique se rapproche plus de la limite adiabatique dans la gamme

fréquentielle des mesures (1.2 ≤ γp ≤ 1.3). Au contraire, les mousses comportant des

bulles de diamètre d = 0.6 mm commencent cette transition à plus haute fréquence

(f ≈ 100 Hz), de sorte que leur indice polytropique se rapproche plus de la limite

isotherme (1.0 ≤ γp ≤ 1.2). La dispersion des points représentés sur la figure 4.33 se

situe dans l’intervalle des valeurs possibles de l’indice de polytropie du gaz. Néanmoins,

il n’est pas possible d’en déduire pour autant une corrélation significative entre l’indice

de polytropie et la taille des bulles dans la mousse.

Module de cisaillement

Les résultats de l’analyse des mesures sur la célérité transverse sont représentés ici (cf.

figure 4.35) en terme de module de cisaillement effectif G∗ construit à partir de l’équation

1.31 en considérant la masse volumique effective ρ∗. Cette dernière sera évaluée en utili-

sant l’approximation 4.36. Les résultats expérimentaux sont comparés à l’expression du
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module de cisaillement effectif G∗ prédit dans le cadre de la loi empirique proposée par

Ashby & Gibson (cf. équation 1.21) en fonction du module de cisaillement de la phase

solide Gs.

Afin de permettre cette comparaison, le module de cisaillement effectif est normé par

une estimation du module de conservation G′ de la phase gel, qui correspond au module

de cisaillement Gs de la phase solide de la mousse. Cette estimation utilise l’évolution du

module de conservation G′ d’un gel de gélatine au cours du temps décrite par l’équation

2.2. En outre, l’évaporation de l’eau du gel modifie la concentration en gélatine et fait

par conséquent évoluer le module de cisaillement comme indiqué section 2.1.3. Celui-ci

varie comme le carré de la concentration en gélatine (cf. équation 2.3). Afin de prédire le

module de cisaillement du gel, il est nécessaire de prendre en compte cette évolution de

la masse. En combinant ces deux effets, on obtient finalement une estimation du module

de conservation de la phase solide G′.

Dans le cas de mousses à cellules fermées, la formule semi-empirique proposée par

Ashby & Gibson comprend une correction liée à la contribution des films au module de

cisaillement effectif (cf. équation 1.23). Afin d’évaluer l’importance de cette correction,

il faut estimer la fraction volumique de solide contenue dans les films φf . En considérant

des films d’épaisseur e = 1 µm, de rayon Rf = 2/3 Rb ainsi qu’un nombre de faces

Nf = 6, le volume occupé par les films d’une bulle vaut Vf = 6πR2
fe/2. Le volume

occupé par la phase solide est nécessairement tel que Vs ≥ 4/3 πR3
b(1 − φg). Cette

inégalité conduit à une majoration de φf telle que φf ≤ 3 %. La fraction de solide

contenue dans les films est donc négligeable et l’expression 1.23 est approximativement

égale à l’expression 1.21 du module de cisaillement effectif pour les mousses à cellules

ouvertes :

G∗ = β (1− φg)2 G
′

avec β =
9

8
(4.39)

L’expression 1.23 ne tient pas compte des contributions dues à la tension de surface.

Celles-ci s’ajoutent à la contribution des films que nous venons d’écarter. Afin d’évaluer

son ordre de grandeur, on suppose que la tension de surface du gel solide est comparable à

celui de son précurseur liquide, soit γ = 30 mN.m−1 (cf. section 2.1.2). Dans les mousses

liquides, le modèle de Derjaguin montre que, si la déformation d’une mousse est affine,

le module de cisaillement dû à la tension de surface est de l’ordre de γ/Rb. Dans un cas

ordonné (mousse liquide ou émulsion concentrée), la variation du module de cisaillement

en fonction de la fraction volumique du gaz φg est faible [120]. La contribution vaut alors

environ 30 Pa pour d = 1.8 mm et 100 Pa pour d = 0.6 mm. Les données présentées

dans la figure 4.35 ne prennent pas en compte cette contribution. En revanche, l’insert

représente le duplicata des données de la figure 4.35 ainsi que le même jeu de données

auquel on a soustrait la contribution de la tension de surface.
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Figure 4.35 – Rapport du module de cisaillement effectif G∗ de la mousse et du
module de conservation G′ du gel en fonction de la fraction volumique de la phase
solide (1− φg). G′ est estimé en fonction de l’âge de l’échantillon à l’aide de la relation

2.2 avec les paramètres G
′

10 = 1.2 kPa, τG′ = 110 s et de la concentration réelle à
l’aide de la relation 2.3 avec C0 = 10 % g/g. Mousses gélifiées de bulles de diamètre
d = 0.6 mm dans un tube de diamètre D = 4 mm (#). Mousses gélifiées de bulles de
diamètre d = 0.6 mm dans un tube de diamètre D = 10 mm (♦). Mousses gélifiées de
bulles de diamètre d = 1.8 mm dans un tube de diamètre D = 10 mm (�). Les points
représentés par des étoiles correspondent aux résultats numériques de la référence [121]
en plein et en creux respectivement pour des mousses de structure cubique centrée et
cubique à faces centrées. L’insert représente le rapport avec (×) et sans (+) prise en
compte de la tension de surface. Les lignes correspondent à l’équation 4.39 avec β = 9/8
( ) et β = 1 ( · · ). La ligne ( ) correspond à la limite de Hashin-Shtrickman (cf.

équation 4.40).

La figure 4.35 illustre la compatibilité des résultats expérimentaux avec la loi semi-

empirique (cf. équation 4.39) proposée par Ashby & Gibson. Si l’on prend en compte

la tension de surface, les résultats sont décalés vers des valeurs plus faibles du rapport

des modules. Si l’on ajuste l’ensemble des points par une loi de la forme donnée par

l’équation 4.39 en laissant le coefficient β indéterminé, le meilleur ajustement est obtenu

pour un coefficient β = 1.0 lorsque l’on soustrait la contribution due à la tension de

surface, tandis que l’on obtient β = 1.2 sinon, à comparer à 9/8 ≈ 1.1. Dans tous les cas

de figure, le rapport des modules reste inférieur à la limite de Hashin-Shtrickman [122].

Dans la limite d’un matériau mou (B � G), cette limite s’écrit :

G+
HS =

(
1− 15φg

9 + 6φg

)
G′ (4.40)

Les limites de Hashin-Shtrickman correspondent à des limites théoriques sur les modules
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élastiques dont les modules de Young et de cisaillement de matériaux composites iso-

tropes constitués d’une matrice élastique et d’inclusions (e.g. des particules aléatoirement

placées) [123].

Jauffrès et al. ont obtenu numériquement les rapports des modules de Young et de

cisaillement de matériaux cellulaires. Une modélisation par éléments finis de différentes

structure de mousses à cellules ouvertes ont permis d’évaluer leurs propriétés mécaniques

respectives. Sur la figure 4.35, nous avons représenté les résultats pour une structure cu-

bique centrée et cubique à faces centrées (courtoisie de Jauffrès et al. [121]). Les résultats

numériques pour les deux structures cristallines envisagées encadrent les résultats expérimentaux

que nous avons obtenu dans nos échantillons de mousse gélifiée. La structure cubique

centrée dessine une limite inférieure tandis que la structure cubique à faces centrées

dessine une limite supérieure. Bien que la structure en spirale de nos échantillons ne

s’approche a priori plus de la configuration cfc, les défauts systématiques de la structure

par rapport à un ordre cfc (notamment liés au raccordement aux bords dans la symétrie

de révolution du cylindre) ainsi que les défauts ponctuels ont un impact conséquent sur

la rigidité mécanique. Il semble que ces différences par rapport à la structure cfc idéale

tende à diminuer la rigidité de la mousse en cisaillement.

Coefficient de Poisson

La figure 4.36 représente le coefficient de Poisson ν∗ du milieu homogène effectif

équivalent à la mousse gélifiée. Nous déduisons ν∗ du module d’élasticité isostatique

effectif B∗ ≈ L∗ et du module de cisaillement effectif G∗, déduits des mesures de célérité

longitudinale et transverse, à l’aide de la relation (cf. référence [14]) :

ν∗ =
3B∗ − 2G∗

2 (3B∗ +G∗)
(4.41)

Cette relation est valable sous l’hypothèse d’un milieu continu homogène non-dispersif

et isotrope. Le fait de pouvoir décrire la mousse gélifiée comme un milieu effectif ho-

mogène non-dispersif a déjà fait l’objet de commentaires (cf. section 4.5.1). Le caractère

faiblement anisotrope d’une mousse solide de structure cfc est prédit par des simulations

numériques, dont celles de la propagation acoustique par Spadoni et al. [112] présentées

dans la section 4.1.3, mais également celles de la déformation mécanique de mousses

métalliques dans le cadre de la thèse de S. Heitkam [124]. La structure polycristalline

des échantillons de mousse gélifiée correspond vraisemblablement à une configuration cfc

adaptée aux conditions aux limites du tube de section circulaire. Comme par ailleurs,

les échantillons comportent des défauts cristallins, la faible anisotropie se transpose très

vraisemblablement à la structure en spirale de nos échantillons.
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Figure 4.36 – Coefficient de Poisson effectif ν∗ d’une mousse gélifiée en fonction de
la fraction volumique de gel (1− φg). (#) Mousses gélifiées (d = 0.6 mm, D = 4 mm,
4.4h ≤ t ≤ 14 jours, 0.70 ≤ φg ≤ 0.84, 23.9 m.s−1 ≤ cL ≤ 28.1). (♦) Mousses gélifiées
de bulles de diamètre d = 0.6 mm dans un tube de diamètre D = 10 mm . Mousses
gélifiées de bulles de diamètre d = 1.8 mm dans un tube de diamètre D = 10 mm (�).

Données des figures 4.33 et 4.35.

La variation de ν∗ en fonction de la fraction volumique de solide est représentée sur

la figure 4.36 pour les données des figures 4.33 et 4.35. Nous constatons qu’il vaut en

moyenne 0.498±0.001. Cette valeur est très proche de la valeur 1/2 attendue dans le cas

d’un milieu incompressible. Ce résultat justifie l’hypothèse d’un matériau mou incom-

pressible, que nous avons faire pour prédire la relation de dispersion dans le guide d’onde

(cf. équation 4.33). Ce caractère quasi-incompressible est une différence notable avec les

mousses à cellules ouvertes dont le coefficient de Poisson effectif vaut typiquement 1/3

[3].

4.5.3 Effet de la dissipation mécanique

La dissipation mécanique du matériau modifie considérablement la relation de dis-

persion en présence de bandes de fréquences interdites dues à une résonance. En l’oc-

currence, il s’agit des résonances des ondes transverses dans la direction radiale du tube

mais le principe reste valide pour la résonance des films que nous aborderont plus tard.

Elle agit sur le facteur de qualité des résonances. Comme nous le verrons dans ce pa-

ragraphe, des mécanismes de dissipation suffisamment forts peuvent lisser voire effacer

ces résonances.

Dissipations thermiques et visqueuses du gaz

La prise en compte des dissipations thermiques et visqueuses dans le gaz nécessite, de

même que dans le cadre de la théorie de Biot (cf. section 1.3.3), la résolution des équations

1.43b et 1.43a. Pour mémoire, ces équations correspondent respectivement à l’équation

de la chaleur et à l’équation de l’écoulement, exprimées de manière découplée en première
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approximation. La première permet de rendre compte de la dissipation thermique liée à

des déformations dilatationnelles, tandis que la seconde permet de rendre compte de la

dissipation visqueuse liée à des déformations cisaillantes.

La résolution de l’équation de la chaleur donne l’expression du module d’élasticité

isostatique complexe du gaz B∗g(ω) = γ∗p(ω)P0, qui inclue les dissipations thermiques.

γ∗p(ω) est l’indice de polytropie dynamique, dont l’expression est donnée par l’équation

1.78 en géométrie cylindrique et par l’équation 4.38 en géométrie sphérique. Comme

indiqué dans la section précédente, le passage de la géométrie cylindrique à la géométrie

sphérique revient à substituer les fonctions de Bessel sphériques aux fonctions de Bessel

(cylindiques). De manière analogue, la résolution de l’équation de l’écoulement donne

l’expression de la masse volumique complexe du gaz ρ∗(ω) = α∗(ω)ρg, qui inclue les

dissipations visqueuses. α∗(ω) est la tortuosité dynamique, dont l’expression est donnée

par l’équation 1.53 en géométrie cylindrique. Contrairement au cas de l’équation de la

chaleur, la résolution en géométrie sphérique du profil d’écoulement est a priori plus

difficile qu’une simple substitution des harmoniques sphériques aux harmoniques cylin-

driques. Dans la suite, nous ferons malgré tout l’hypothèse que c’est le cas en première

approximation.

Dans le régime de Wood prévaut, il n’y a pas de mouvement relatif entre la phase

gazeuse et la matrice solide et par conséquent la dissipation visqueuse est négligeable. Le

seul mécanisme de dissipation qu’il est pertinent de considérer dans ce régime est celui de

dissipation thermique. Ainsi, en utilisant l’expression de l’indice de polytropie dynamique

(cf. équation 4.38), il est possible de tester l’effet de la dissipation thermique dans le

gaz sur la relation de dispersion. Pour cela, il faut introduire la célérité longitudinale

complexe c∗L :

c∗L =

√
L∗(ω)

ρ∗
(4.42)

L∗(ω) ≈ B∗(ω) est le module d’onde de compression complexe, assimilé au module

d’élasticité isostatique complexeB∗(ω), dont l’expression se déduit du module d’élasticité

isostatique effectif B∗ = χ−1
∗ dans le cadre du modèle de Wood (cf. équation 1.40b) :

B∗(ω) =
γ∗p(ω)P0

φg
(4.43)

L’allure de la partie imaginaire de l’indice de polytropie dynamique est représenté sur la

figure 4.34.b pour deux tailles de bulles (d = 0.6 mm et d = 1.8 mm). On constate que

la gamme de fréquence du régime basse fréquence (100 Hz ≤ f ≤ 1 kHz) correspond

justement à un maximum de dissipation pour des bulles de diamètre d = 0.6 mm.

Pour les bulles de diamètre d = 1.8 mm, on a déjà passé la maximum mais le niveau
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Figure 4.37 – Relation de dispersion adimensionnée comparée à des prédictions pre-
nant en compte la dissipation thermique dans le gaz. Les points représentant Re(K)
correspondent aux données de la figure 4.31. Les prédictions sont obtenues en résolvant
analytiquement l’équation 4.33 avec une célérité longitudinale donnée par 4.42 pour des
bulles de diamètre d = 0.6 mm ( ) et d = 1.8 mm ( · · ). Elles sont adimensionnées
par la relation de dispersion correspondante en l’absence de dissipation mécanique ( ),
en supposant qu’elle correspond à un coefficient polytropique médian γp = 1.2. Les pa-
ramètres du gaz sont : la viscosité η = 18.6 µPa.s, le nombre de Prandtl NPtl = 0.71
et la masse volumique du gaz ρg = 2.4 kg.m−3. Mousses gélifiées de bulles de diamètre
d = 0.6 mm dans un tube de diamètre D = 4 mm (#). Mousses gélifiées de bulles de
diamètre d = 0.6 mm dans un tube de diamètre D = 10 mm (♦). Mousses gélifiées de

bulles de diamètre d = 1.8 mm dans un tube de diamètre D = 10 mm (�).

d’atténuation reste substantiel. Dans les deux cas, cela correspond à un module de

viscosité volumique Bv ≈ 10 kPa (cf. section 1.2.1).

La figure 4.37 présente la relation de dispersion adimensionnée mesurée expérimentalement.

Par rapport à la figure 4.31, les résultats sur la partie imaginaire du nombre d’onde

sont également représentés. Ces résultats issus des mesures d’atténuation sont adimen-

sionnés en même temps que leur contrepartie sur la partie réelle du nombre d’onde. La

relation de dispersion est comparée aux prédictions théoriques prenant en compte les

échanges thermiques entre la gaz et la matrice solide, donnant lieu à l’effet de polytropie,

conformément à la discussion qui précède.

Au niveau de la partie réelle du nombre d’onde, on constate que la polytropie in-

troduit un comportement légèrement dispersif qui s’écarte de la relation de dispersion

adimensionnée pour un milieu continu homogène non-dispersif. Cette dernière sert de

référence aux deux autres courbes de prédiction en supposant qu’elle correspond à l’in-

dice γp = 1.2. Conformément au commentaire de la figure 4.34, le coefficient polytropique
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vaut 1.2 au début de la gamme fréquentielle des mesures pour les bulles de diamètre

d = 1.8 mm et à la fin de la gamme fréquentielle pour les bulles de diamètre d = 0.6 mm.

Ainsi, la partie réelle de la courbe de prédiction correspondant aux bulles de d = 1.8 mm

se confond avec la prédiction sans dissipation au niveau de la première branche, tandis

que la courbe de prédiction correspondant aux bulles de d = 0.6 mm se confond avec

les prédictions à partir de la troisième branche. En revanche, la dissipation thermique

ne semble pas suffisante pour expliquer les mesures de la partie imaginaire du nombre

d’onde.

Effet du module de perte de la matrice solide

La matrice solide est également le siège de phénomènes de dissipation. En particulier,

une déformation cisaillante de la matrice solide sollicite le module de perte G′′ du gel de

gélatine dont elle est constituée. Afin de rendre compte de cette contribution dissipative,

nous remplaçons le module de cisaillement Gs de la phase solide par un module de ci-

saillement complexe G∗(ω) (cf. équation 2.4) dans l’expression du module de cisaillement

effectif G∗ (cf. équation 1.23) pour φf ≈ 0. On obtient ainsi le module de cisaillement

complexe de la mousse gélifiée G∗∗ :

G∗∗(ω) ≈ 9

8
(1− φg)2 G∗(ω) (4.44)

où le module de cisaillement complexe G∗(ω) est défini par l’équation 2.4 avec un pa-

ramètre G0 construit à partir de la célérité transverse (G0 = ρ∗c
2
T ), un paramètre G1

choisi de manière à ajuster la relation de dispersion et une fréquence caractéristique fixée

fc = 25 kHz. La prise en compte du module de cisaillement complexe de la mousse, nous

amène à introduire la célérité transverse complexe (cf. équation 1.31) :

c∗T =

√
G∗∗(ω)

ρ∗
(4.45)

Des prédiction théoriques pour la relation de dispersion sont ensuite obtenues en injec-

tant la célérité complexe c∗T dans l’expression de la masse volumique effective (4.34).

La figure 4.38 représente la relation de dispersion mesurée expérimentalement et la

compare aux prédictions obtenues en substituant la célérité transverse complexe c∗T à la

célérité transverse cT dans l’équation 4.33. Du fait de l’utilisation des variables réduites,

seul le rapport des modules est pertinent dans la loi de viscoélasticité utilisée. La figure

4.38 illustre un accord satisfaisant entre la partie imaginaire du nombre d’onde mesurée

et prédite, lorsque les effets du module de perte du gel sont pris en compte.



Chapitre 4. Propagation du son 149

−5 0 5 10 15 20
Nombre d’onde réduit K
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Figure 4.38 – Relation de dispersion adimensionnée comparée à des prédictions pre-
nant en compte la dissipation visqueuse dans le gel. Les points représentant Re(K)
correspondent aux données de la figure 4.31. Les prédictions sont obtenues en résolvant
analytiquement l’équation 4.33 avec une célérité transverse donnée par 4.45 avec des pa-
ramètres typiques des mousses gélifiées que nous étudions (D = 10 mm,φg = 0.8, ρs =
1100 kg.m−3, γp = 1.2). G∗(ω) est donné par l’équation 2.4 avec fc = 25 kHz et
G0/Bg = 0.1. La courbe de prédiction correspond à un rapport G1/G0 = 0.01 ( ).
La relation de dispersion en l’absence de dissipation mécanique est représentée en poin-
tillés. Mousses gélifiées de bulles de diamètre d = 0.6 mm dans un tube de diamètre
D = 4 mm (#). Mousses gélifiées de bulles de diamètre d = 0.6 mm dans un tube de
diamètre D = 10 mm (♦). Mousses gélifiées de bulles de diamètre d = 1.8 mm dans un

tube de diamètre D = 10 mm (�).

Bien que cela puisse paraisse paradoxal, la dissipation visqueuse introduite par le

module de perte G′′ diminue la partie imaginaire du vecteur d’onde, qui, en l’ab-

sence de mécanisme de dissipation, traduit un comportement évanescent à proximité

des résonances. En réalité cela se comprend dans une logique de facteur de qualité des

résonances. L’atténuation due au module de cisaillement du matériau diminue le facteur

de qualité des résonances transverses. La figure 4.38 illustre le fait qu’à mesure de l’aug-

mentation du module de perte avec la fréquence, l’effet des résonances et anti-résonances

sont de moins en moins marquées et de plus en plus lissées.

Un autre effet surprenant qui a été discuté notamment par Brillouin [118] est celui

de la pente négative de la projection dans le plan réel de la relation de dispersion

(0ΩRe(K)). On observe cet effet sur la figure 4.38 pour des valeurs de fréquence réduite

intermédiaires entre une anti-résonance et la résonance suivante, soit pour 5.1 ≤ Ω ≤ 5.5,

pour 8.4 ≤ Ω ≤ 8.7, pour 11.6 ≤ Ω ≤ 11.8 et pour 14.8 ≤ Ω ≤ 14.9. Il ne faut pas

en déduire pour autant que la vitesse de groupe est négative. En effet, en présence

d’atténuation du matériau, le nombre d’onde est complexe. Le taux de variation de la
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pulsation en fonction de la partie réelle du vecteur d’onde ne peut plus s’interpréter en

terme de vitesse de groupe.

Soulignons pour finir que la relation de dispersion de la figure 4.38 ne se lit plus

comme le cas idéal en l’absence de mécanisme de dissipation. Il n’y a plus de transition

nette entre un régime évanescent de nombre d’onde purement imaginaire et un régime

propagatif de nombre d’onde purement réel. En présence de mécanismes dissipatifs, le

nombre d’onde est toujours complexe. Par conséquent, il n’est plus possible de parler

de régimes propagatifs et évanescents. En particulier, lors du passage d’une branche à

la suivante, au niveau des résonances transverses, la partie réelle du nombre d’onde ne

tombe plus à zéro. Elle se rapproche de sa valeur attendue en l’absence d’un confine-

ment dans un guide d’onde. En d’autres termes, le module de perte affaiblit l’impact

des résonances transverses liées à la condition aux limites fixe aux bords du tube. Son

augmentation avec la fréquence donne lieu à un comportement d’avantage visqueux. La

mousse peut s’écouler au niveau des parois les résonances transverses s’effacent et le mode

longitudinal domine de plus en plus. Cependant, à proximité des premières résonances

transverses, les fluctuations des parties réelles et imaginaires du nombre d’onde restent

conséquentes.

4.5.4 Conclusion partielle sur le régime basse fréquence

Dans une première gamme fréquentielle qui s’étend jusqu’à quelques centaines de

hertz voire jusqu’au kilohertz, la mousse gélifiée peut être décrite comme un milieu

homogène non-dispersif. La propagation acoustique y est bien décrite par la théorie des

guides d’onde. En particulier, la relation de dispersion mesurée correspond aux modes

guidés symétriques appelés ondes de compression (cf. section 4.3). Les écarts par rapport

à la relation de dispersion idéale sont expliqués qualitativement par les mécanismes de

dissipation dans le gel, liés au comportement viscoélastique de la gélatine. Dans ce

régime, la dissipation dans le gaz est comparativement négligeable. L’ajustement de

la relation de dispersion prédite aux résultats expérimentaux pour des échantillons à

différents âges et de différentes fractions volumiques de gaz permet une mesure des

célérités transverses et longitudinales dans les échantillons. Cette mesure permet de

vérifier que la célérité longitudinale suit une dépendance en la fraction volumique prédite

par le modèle de Wood, tandis que la célérité transverse rend compte du module de

cisaillement effectif de la structure. La dépendance du rapport du module de cisaillement

de la mousse gélifié sur celui de la phase gel en fonction de la fraction volumique est

compatible avec la loi semi-empirique proposée par Ashby & Gibson. Le rapport est

encadré par les résultats de simulation numériques pour des structures cubiques centrées

et cubiques à faces centrées. Les modules d’élasticité isostatique et de cisaillement déduits
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permettent de calculer le coefficient de Poisson. Sa valeur rend compte de la quasi-

incompressibilité de la mousse, ou en d’autres termes de son caractère mou : le module

de cisaillement est négligeable comparé au module d’élasticité isostatique.
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4.6 Discussion du régime haute fréquence

Dans le cadre de cette thèse, le régime hautes fréquences désigne un régime fréquentiel

où la longueur d’onde est grande comparée au diamètre des bulles d mais où le milieu

ne peut plus être décrit comme un milieu effectif non-dispersif comme nous l’avons

vu dans la section 4.5. En d’autres termes, il s’agit du régime fréquentiel, où la mousse

gélifiée peut encore être décrite comme un milieu continu effectif mais dont les propriétés

mécaniques effectives sont dispersives. L’existence d’un tel régime est la signature de

résonateurs internes dont la résonance intervient dans un régime de grandes longueurs

d’onde comparée à la maille du cristal 6, de l’ordre de grandeur de la taille des bulles.

Pour des ondes mixtes (i.e. cisaillement et compression), un autre effet doit être pris

en compte. En effet, la célérité transverse étant beaucoup plus faible que la célérité

longitudinale, les modes de cisaillement atteignent les limites de la première zone de

Brillouin à bien plus basse fréquence que les modes de compression. Un effet de diffusion

résonante de type diffraction de Bragg est donc également envisageable. D’après les

résultats de la figure 4.31, le comportement dispersif commence pour Ω ≈ 7, soit 900 Hz

pour les tubes de diamètre D = 4 mm et 360 Hz pour les tubes de diamètre 10 mm (et

une valeur typique de cT = 1.6 m.s−1).

4.6.1 Profils de visibilité

Prédiction théorique du profil de visibilité

Soit une onde mécanique de déformation excitée continument à une extrémité d’un

échantillon placé dans un tube cylindrique de révolution de longueur L et de diamètre

D (cf. figure 4.39). Elle est réfléchie sur l’autre extrémité et se superpose avec l’onde

incidente. Il en résulte une onde stationnaire dans la cavité formée par l’échantillon.

z

x

y

r
θ
0

M

z=L

Figure 4.39 – Système de coordonnées cylindriques.

Le problème est analogue à celui de la corde de Melde ou du tube de Kundt. Soit un

repère de coordonnées cylindriques (cf. figure 4.39) tel que l’axe du tube corresponde à

l’axe (0z). On s’intéresse au profil de déformation selon cet axe et à la manière dont il

6. Pour un milieu désordonné, il faut comparer la longueur d’onde à la taille des diffuseurs.
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se relie au champ de déplacement ~u. Pour une onde progressive guidée dans le cylindre,

le tenseur des déformations provoquées par le passage de l’onde incidente se décompose

de la manière suivante :

εεεi = ε̂̂ε̂ε(r, θ) ei(ωt−k
∗z) (4.46)

où ε̂εε est tenseur des amplitudes de déformations, k∗ est le nombre d’onde complexe, dont

les parties réelles et imaginaires sont non nulles dans tout le spectre de la relation de

dispersion 7, prenant en compte les mécanismes dissipatifs. La déformation induite par

l’onde réfléchie à l’autre extrémité (z = L) s’écrit :

εεεr = ṙε̂̂ε̂ε ei(ωt+k
∗(z−2L)) (4.47)

où r est le coefficient de réflexion en amplitude de la déformation. Dans le but de sim-

plifier la discussion, l’hypothèse est faite qu’un coefficient suffit à décrire les conditions

aux limites à une bonne approximation près. En toute rigueur nous devrions considérer

un tenseur de réflexion. Or la visibilité ne sera finalement sensible qu’à une grandeur

scalaire (cf. section 3.1, équation 15) : un invariant du tenseur de déformation que l’on

notera ε̃.

ε̃ =
√

[Tr(∆εεε)]2 + 2 Tr(∆εεε2) (4.48)

Cet invariant fait intervenir les différentes composantes du tenseur de déformation. Si l’on

considère une infinité de réflexions dans cette cavité à la manière d’un interféromètre de

Fabry-Pérot avec les même conditions de réflexion aux deux extrémités de coefficient de

réflexion r, il est possible de regrouper les termes en deux séries dont la convergence est

assurée par l’atténuation de sorte que le tenseur de déformation dans la cavité s’écrive :

εεε = ε̂εε
1

1− r2e−2ik∗L

(
ei(ωt−k

∗z) + rei(ωt+k
∗(z−2L))

)
(4.49)

La condition aux limites au niveau de l’excitation correspond à un déplacement sinusöıdal

imposé en z = 0. La rupture d’impédance entre la mousse dans le tube et l’air ambiant

sera probablement suffisamment importante pour faire l’approximation d’une réflexion

totale au niveau de l’autre extrémité (|r| = 1). La connaissance précise de r n’est pas d’un

importance critique, car la déformation à l’intérieur du tube est toujours proportionnelle

à sin(k∗z + φ0), où φ0 dépend de r. En particulier, φ0 = 0 pour r = −1 et φ0 =

π/2 pour r = 1. Pour un mode stationnaire donné, l’invariant ε̃ (cf. équation 4.48)

est par conséquent proportionnel à |sin(k∗z + φ0)|. Même si phi0 n’est pas connu, la

période spatiale de cette oscillation permet de déduire la longueur d’onde. Dans le cas

où atténuation est très forte, l’analyse est analogue à celle discutée dans le chapitre 3

7. Il se distingue du nombre d’onde k considéré dans le cas idéal, où les mécanismes de dissipation
sont négligés, et dont les valeurs sont soit réelles, soit imaginaires pures.
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(cf. section 3.1). Finalement, l’invariant de déformation prend la forme suivante :

ε̃(z, t, τ) = |ε̃0(z, t+ τ)− ε̃0(z, t)| (4.50)

ε̃0(z, t) = Re

(
u0k

∗ eiωt

cos(k∗L)
sin(k∗(z − L) + φ0)

)
(4.51)

où le facteur u0k
∗ avec u0 l’amplitude de déplacement est homogène à une composante

de la transformée de Fourier du tenseur de déformation ε̂εε. Pour un temps d’exposition

Te de la caméra, à une distance de propagation z, la visibilité se déduit du profil de

déformation conformément aux équations 15, 20 et 21 de l’article (cf. section 3.1) :

V (Te, t, z) =

∫ Te

0
2

(
1− τ

Te

)
e
−2

√
2
5
γoko`∗ε̃(z,t,τ) dτ

Te
(4.52)

où `∗ est le libre parcours moyen de transport, ko est le nombre d’onde optique et γo est

un facteur lié aux conditions aux limites optiques qui vaut typiquement 1− 3 [7].

Une intégration numérique appliquée à l’équation 4.52 permet de prédire théoriquement

les profils de visibilité.

Comparaison aux profils expérimentaux

Les figures 4.40 et 4.41 représentent deux séries de profils de visibilité obtenus pour

une excitation harmonique continue d’amplitude contrôlée à deux fréquences distinctes

(f = 150 Hz et f = 4.4 kHz). Les séries sont comparées aux prédictions de l’équation

4.52 sous l’hypothèse d’un profil de déformation correspondant à l’équation 4.51). Dans

les deux cas, les profils de plus grande et plus petite amplitude d’excitation sont ajustés.

Les parties réelles des nombre d’onde utilisés sont déduites de la position des extrema des

profils. Puis la longueur d’atténuation et l’amplitude d’excitation u0 sont ajustées. ko est

connu, tandis que γo et `∗ sont estimés. Bien que l’excitation ne concorde pas exactement

avec les amplitudes imposées par l’actuateur piézoélectrique, l’ordre de grandeur est le

bon. Par ailleurs, on constate qu’un facteur 2 sur l’amplitude ajustée u0 permet de passer

du profil de plus faible excitation (∼ 5 µm) à celui d’excitation la plus ample (∼ 10 µm).

Tout ceci permet de consolider l’analyse effectuée et les relations de dispersion extraites

de ces profils de visibilité.

Les deux séries de profils n’ont pas pu être ajustées avec la même hypothèse de condi-

tion de réflexion. Il est possible que cela s’explique du fait d’une polarisation dominante

de l’onde acoustique distincte entre les deux. Si tel est le cas, cela indiquerait une onde

dans le premier échantillon à 150 Hz de nature différente de celle dans le second à

4.4 kHz.
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Figure 4.40 – Cartes (a-c) et profils de visibilité normée V̄ à f = 4.4 kHz comparés
aux prédictions ( ) de l’équation 4.52 combinée avec l’équation 4.51 pour r = 1 avec
u0 = 1.8 µm et u0 = 0.9 µm. L’acquisition est effectuée avec un temps d’exposition
Te = 200 ms (L = 20 cm, ko = 2π/532 nm−1, γo = 1.5, `∗ = 1 mm) pour une mousse
gélifiée de bulles de diamètre 0.6 mm dans des tubes de diamètre 4 mm, âgée de 8h
et de fraction volumique de gaz φg = 0.80. Les amplitudes d’excitation valent environ
5 µm (a), 7 µm (b) et 10 µm (c) crête-crête. Les courbes continues sont le résultat
d’un lissage par convolution avec une fenêtre de Hann de longueur 15 % de la longueur
totale. Les indications de longueur sur l’axe des abscisses (d) renseignent également sur

l’échelle des cartes de visibilité.

4.6.2 Impact de la dynamique des films

À hautes fréquences, la vitesse du son observée c = 350m.s−1 (e.g. pour un échantillon

de mousse gélifiée avec d = 0.6 mm, φg = 0.80, D = 4 mm, cf. figure 4.28) ne s’explique

pas par le modèle de milieu homogène non-dispersif. L’ordre de grandeur est proche

de la vitesse dans le gaz. Il s’agit du même comportement qualitatif que celui observé

expérimentalement dans les mousses liquides (cf. section 4.1.2 et référence [23]). Dans la

référence [23], la vitesse du son plus élevée à haute qu’à basse fréquence a été expliquée

par un mode de propagation où les bordures de Plateau et les vertex sont quasiment

au repos. Seuls les films ainsi que le gaz sont en mouvement. Dans ces conditions, où la

déformation de la matrice solide est relativement faible, le confinement de la mousse dans

un tube devrait avoir peu d’impact sur la vitesse de propagation. Le modèle de Pierre et

al. prédit ce comportement au-delà d’une fréquence de vibration fondamentale du film.

L’objectif du calcul suivant est de mieux comprendre la valeur de cette fréquence.
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Figure 4.41 – Cartes (a-c) et profils de visibilité normée V̄ comparés aux prédictions
( ) de l’équation 4.52 combinée avec l’équation 4.51 pour r = −1 avec u0 = 8.0 µm
et u0 = 4.0 µm. L’acquisition est effectuée avec un temps d’exposition Te = 200 ms
(L = 20 cm, ko = 2π/532 nm−1, γo = 1.5, `∗ = 1 mm) pour une mousse gélifiée de
bulles de diamètre 1.8 mm dans des tubes de diamètre 10 mm, âgée de 1.4 jour et de
fraction volumique de gaz φg = 0.82. Les amplitudes d’excitation valent environ 5 µm
(a), 7 µm (b) et 10 µm (c) crête-crête (f = 150 Hz). Les courbes continues sont le
résultat d’un lissage par convolution avec une fenêtre de Hann de longueur 15 % de
la longueur totale. Les indications de longueur sur l’axe des abscisses (d) renseignent

également sur l’échelle des cartes de visibilité.

Oscillations libres d’une plaque mince sous tension

Lorsqu’on considère la vibration de films d’épaisseur finie sous une tension donnée,

la résistance à la flexion joue un rôle. Les deux cas limites traités dans les ouvrages de

référence tel celui de Morse [6] sont ceux de la membrane (i.e plaque d’épaisseur nulle)

sous tension et de la plaque mince en l’absence de tension. Mais le cas le plus général

est celui de la plaque mince sous tension. Avant d’envisager le cas limite adapté, nous

allons analyser le cas le plus général afin de voir sous quelles conditions l’épaisseur de

la plaque est négligeable. Soit une plaque mince d’épaisseur e, de forme circulaire de

rayon Rf , sous une tension 2 γ de module de flexion Bf (cf. équation 1.83) et de masse

volumique ρs. Son équation du mouvement homogène, écrite en terme d’excursions ζf

selon l’axe (0z) (cf. figure 4.42), est biharmonique et similaire à celle de la corde raide

et peut être écrite en additionnant la force de rappel due à la tension et la force liée au

module de flexion d’une plaque (cf. équations 1.80 et 1.82) :

ρs e
∂2ζf
∂t2

= 2 γ ∇2ζf −Bf e3 ∇4ζf (4.53)
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Figure 4.42 – Repère cylindrique associé à la membrane et son excursion transverse
ζf selon l’axe (0z). L’excursion ζf au niveau du point M de coordonnées (x, y, ζf ) situé
sur la membrane en mouvement est définie par rapport à la position de référence repérée

par le point M0 de coordonnées (x, y, 0) sur la surface de la membrane au repos.

Pour une vibration de pulsation ω, l’amplitude du déplacement est notée ζ̂f (r, θ). Ainsi,

on peut réécrire l’équation 4.53 de la manière suivante :

ρ e ω2 ζ̂ + 2 γ ∇2ζ̂ −Bf e3 ∇4ζ̂ = 0 (4.54)

Les solutions d’une équation biharmonique dans une géométrie cylindrique sont les har-

moniques cylindriques (cf. annexe A). Les mêmes considérations que dans le cas de la

membrane (cf. section 1.3.4) nous conduisent à ne retenir parmi les solutions que la

fonction de Bessel de première espèce d’ordre le plus bas J0. Ainsi, si on injecte dans

l’équation 4.54 J0(qr) où q est le nombre d’onde radial (cf. annexe A), on obtient alors

après simplification :

Bf e
3 q4 + 2 γ q2 − ρs e ω2 = 0 (4.55)

En résolvant cette équation du second degré en q2, on trouve les deux arguments pos-

sibles pour le nombre d’onde capillaire q (sachant que les deux autres solutions sont

équivalentes du fait de la parité de J0).
qJ =

√
γ

Bf e3

[√
1 +

Bf
γ2

ρs e4ω2 − 1

]

qI = i

√
γ

Bf e3

[√
1 +

Bf
γ2

ρs e4ω2 + 1

] (4.56)

L’une de ces deux solutions correspond à un nombre complexe imaginaire pur. En

conséquence, il fait apparâıtre une fonction de Bessel hyperbolique. En faisant tendre

le nombre sans dimension Bfρse
4ω2/γ2 vers l’infini, le facteur de tension se simplifie et

on retrouve les nombres d’onde attendu pour une plaque mince en l’absence de tension

(e.g. tension de surface) [6].
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Cas limites de la membrane et de la plaque mince

De l’expression des nombres d’onde 4.56, on déduit que le caractère dominant de la

flexion ou de la tension dépend de la fréquence. En choisissant un domaine de fréquence,

on peut en déduire à l’aide de paramètres typiques une épaisseur limite emax au delà

de laquelle la contrainte due à la flexion n’est plus négligeable. Les mesures acous-

tiques effectuées dans cette thèse correspondent à des fréquences d’excitation inférieures

à fmax = ωmax/2π = 10 kHz. Le calcul à cette fréquence permet d’en déduire une

borne inférieure de l’épaisseur emin au-dessus de laquelle la raideur en flexion n’est plus

négligeable comparée à la tension :

emin = 4

√
γ2

ρs ω2
max Bf

(4.57)

Avec une tension de surface γ = 30 mN.m−1, une masse volumique ρs = 1.1 103 kg.m−3

et un module de flexion Bf = 3 kPa (i.e. G ≈ 9 kPa cf. équation 1.83), on obtient une

épaisseur emin ≈ 15 µm, ce qui est supérieur à l’épaisseurs de quelques microns mesurée

ex situ (cf. section 2.3.1). Nous en déduisons que l’effet dû à la flexion de la plaque est

négligeable dans nos expériences.

Par conséquent, nous pouvons négliger le terme de flexion de l’équation 4.53 et

l’équation biharmonique devient simplement harmonique de sorte qu’il n’y a plus qu’une

solution indépendante qui correspond au nombre d’onde q = qJ . Un développement li-

mité permet de trouver l’expression de q :

q =

√
ρ e

2 γ
ω (4.58)

La résonance fondamentale en l’absence de charge (d’impédance ze) se déduit du premier

zéro de J0(Rfq), ce qui donne une fréquence f ∼= 14 kHz pour une tension de surface

γ = 30 mN/m, une masse volumique ρ = 1.1 103 kg.m−3, une épaisseur e = 1 µm et

un rayon de film Rf = 0.2 mm (soit 2/3 du rayon des bulles de diamètre d = 0.6 mm).

Bien que cette fréquence soit en dehors du domaine fréquentiel sondé, même en l’absence

de charge, elle n’en est pas loin. De plus, nous avons choisi le cas le plus défavorable

de diamètre de bulle le plus petit. Par ailleurs, les films dans la mousse sont en réalité

soumis à des charges. Leur impact est développé dans le paragraphe qui suit.

Réponse fréquentielle de la membrane

Afin d’évaluer la réponse des films à l’aide des paramètres estimés, nous reprenons

l’analyse de la section 1.3.4 qui traite la membrane en régime forcé. La figure 4.43
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présente la réponse de la fonction de transfert des films modélisés comme des membranes

H(ω) = 2γ〈ζ〉/R2
fδp̂ en fonction de la fréquence évalué en utilisant l’équation 1.89 avec

ze le paramètre d’impédance du milieu environnant. La figure 4.43 constitue une réplique

dimensionnée de la figure 1.12, présentant trois cas d’impédance ze distincts. Pour une

épaisseur e = 1 µm et les paramètres considérés ci-dessus, la résonance en l’absence

de charge se situe, comme indiqué précédemment, autour de 14 kHz. Néanmoins, les

données expérimentales suggèrent une fréquence de résonance plus basse que celle qui

est obtenue par le modèle simplifié sans charge de l’équation 4.58. Une fréquence de

résonance compatible avec ces résultats est obtenue si l’on fait correspondre ze à une

impédance de type masse (surfacique) égale à celle de la matrice solide. Les membranes

vibrent comme si elles étaient chargées par une masse comparable à celle des vertex et

bordures de Plateau. La résonance obtenue en considérant cette charge est située à une

fréquence d’environ 1.5 kHz.
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Figure 4.43 – Fonction de transfert du déplacement de la membrane en fonction
de la fréquence pour différentes impédances du milieu ze (cf. équation 1.89). ( )
Impédance nulle ze = 0 ; ( · · ) Réactance due à une masse égale à celle des bords de
Plateau ze = i(1 − φg)ρsdω ; ( ) Pure résistance ze = ρeω/5. Le calcul est effectué
en utilisant l’équation 1.89 en considérant une tension de surface γ = 30 mN/m, une
masse volumique ρ = 1.1 103 kg.m−3, une fraction volumique φg = 0.8, une épaisseur

e = 1 µm, un diamètre de bulle d = 0.6 mm et un rayon de film Rf = 0.2 mm.

Ainsi, une charge importante telle que celle due à la masse des bords de Plateau

abaisse la fréquence de résonance de manière considérable (cf. figure 4.43). Une étude

de l’équation 1.89 (e.g. en prenant sa limite asymptotiques basse fréquence) permet

de mettre en évidence la robustesse de la valeur de la fréquence de résonance à des



Chapitre 4. Propagation du son 160

variations de l’épaisseur des films e. En effet, l’épaisseur influe principalement sur la

masse des films, qui est négligeable comparée à la masse de la matrice solide. Par contre,

la fréquence de résonance est très sensible aux dimensions des films : son rayon Rf

détermine directement la longueur d’onde naturelle (i.e. de résonance) du film.

On constate sur la figure 4.43 que contrairement aux cas d’absence de charge et de

faible charge résistive, l’amplitude des déplacements après la résonance fondamentale est

proche de zéro. La phase notée Arg(H(ω)) permet de constater le passage à résonance

d’une vibration en phase (0◦) à une vibration en opposition de phase (180◦). Ainsi si

l’on envisage la réponse de films associés à la masse de la matrice solide de la mousse,

cette étude illustre un premier régime d’oscillations en phase et un second d’oscillations

en opposition de phase des films et de la matrice solide, séparés par la résonance fonda-

mentale du système. Ainsi, considérant par ailleurs la continuité du déplacement entre

les films et le gaz, cette étude prédit la validité du modèle de Wood jusqu’à une cer-

taine fréquence de résonance, dont l’ordre de grandeur est compatible avec les résultats

expérimentaux réunis sur la figure 4.31.

Ce modèle fictif (cf. figure 4.43) manque de réalisme car la masse des bordures de

Plateau et des vertex n’est pas concentrée sur les films. Dans le paragraphe qui suit

(cf. section 4.6.3), nous couplons les vibrations de la membrane à celles de l’air en nous

plaçant dans le cadre du modèle de Biot.

4.6.3 Interprétation dans le cadre de la théorie de Biot

Considérations générales

La théorie de Biot décrit la propagation d’une onde de vibration dans un milieu

poreux. Comme rappelé dans la section 1.3.3, un milieu poreux est un milieu diphasique

où les deux phases s’interpénètrent et percolent au travers de l’échantillon. Bien que

cela soit vrai des mousses solides à cellules ouvertes, ce n’est pas le cas des mousses

solides à cellules fermées qui constituent nos échantillons de mousse gélifiée. En effet, la

phase gazeuse est interrompue de minces films de savon gélifiés. Le gaz ne percole pas

au travers de l’échantillon de mousse solide dont les cellules sont fermées par des films,

contrairement au réseau de la phase gel. Le cadre d’étude de la théorie de Biot peut

parâıtre inadapté aux mousses solides à cellules fermées.

Néanmoins, la question de savoir si le cas des cellules fermées peut se déduire comme

un cas limite des cellules ouvertes reste pertinente. En effet, la théorie de Biot considère

différents niveaux de couplage qui ont encore lieu d’être pour les mousses à cellules
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fermées. Les travaux récents sur les mousses solides (cf. section 4.1.3) dans le cas in-

termédiaire des mousses avec une certaine proportion de cellules fermées ont été envi-

sagées [30, 22]. La loi d’échelle obtenue pointe une tortuosité accrue. Cela se comprend

si l’on considère le fait qu’il est de plus en plus difficile pour le gaz de trouver un chemin

qui joigne les deux extrémités de l’échantillon. Dès lors qu’il n’existe plus un tel che-

min, l’échantillon est infiniment tortueux. Dans le cas des milieux poreux, une tortuosité

dynamique importante reflète le fort couplage visqueux dans la limite basse fréquence

où l’épaisseur de peau dépasse la taille des pores. Dans le cas de mousses avec une

fraction intermédiaire de cellules fermées, la plus grande sinuosité de l’écoulement du

gaz augmente la valeur de la tortuosité classique. Dans le cas d’une mousse dont toutes

les cellules sont fermées, il est délicat de parler de sinuosité de l’écoulement. Comment

rendre compte du couplage à l’œuvre, qui se cache derrière les valeurs extrêmales de

tortuosité ?

Johnson et al. font remarquer que, dans cette limite d’infinie tortuosité, on retrouve

la formule de Wood sur la célérité (cf. équation 1.39) [33]. Ceci est cohérent car Wood

suppose un mouvement en bloque de l’ensemble du matériau, c’est-à-dire un très bon

couplage inertiel entre le gaz et le solide, ce qui correspond formellement à une tortuosité

infinie. Cette tortuosité est infinie dans la limite quasi-statique du fait de la présence

des films tendus. Ils obligent le gaz à entrainer la matrice solide lors de sa mise en

écoulement. Mais dès lors que la fréquence est suffisamment élevée pour que l’inertie

mette en mouvement les films, la question se pose de savoir ce que devient la tortuosité

dynamique et le couplage dont elle rend compte.

Dynamique des films et relation de dispersion

Reprenons les équations 1.63 et 1.64 de la dynamique couplées du gaz et de la matrice

solide dans le cas d’un milieu poreux. Une autre façon de rendre compte de la présence

des membranes consiste à les modéliser explicitement dans la théorie de Biot en y intro-

duisant des termes de force volumique ~ff→s et ~ff→g. Ils expriment les forces exercées

par les films respectivement sur la matrice solide et sur le gaz :

(ρs∗ − ρf∗) ∂2
t ~us = (L∗s∗ −G∗) ∇∇ · ~us + Q ∇∇ · ~ug + G∗ ∇∇∇2~us

+ ρsg∗ ∂
2
t ( ~us − ~ug)− η∗ ∂t( ~us − ~ug) + ~ff→s (4.59)

ρg∗ ∂
2
t ~ug = B∗g∗ ∇∇ · ~ug + Q ∇∇ · ~us

+ ρsg∗ ∂
2
t ( ~ug − ~us)− η∗ ∂t( ~ug − ~us) + ~ff→g (4.60)
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où ρf∗ est la masse effective (i.e. prenant en compte la fraction volumique) par unité de

volume des films. Elle est soustraite à la masse volumique effective du solide ρs, car les

deux systèmes considérés représentés par ces deux équations sont respectivement le gaz

et la matrice solide sans les films. En d’autres termes, les films sont considérés comme

un système extérieur, ce qui permet de prendre en compte l’influence de leur dynamique

exclusivement dans les termes de forces ~ff→s et ~ff→g. Afin d’évaluer les termes de forces

entre les films et respectivement la matrice solide et le gaz, il faut résoudre la dynamique

des films en considérant la traction exercée par la matrice solide et une force de pression

exercé par le gaz. Sous l’hypothèse que le champ de déplacement moyen des films est

égal au champ de déplacement moyen du gaz, on obtient après calcul (cf. annexe C) les

expressions suivantes : {
~ff→s = −µ∗(ω) ( ~us − ~ug) (4.61a)

~ff→g = −ρf∗ ∂2
t ~ug − µ∗(ω) ( ~ug − ~us) (4.61b)

où µ∗ correspond au couplage élastique dû à la force de rappel des films, tandis que

ρf∗ correspond à la masse volumique effective des films. Leurs expressions respectives

s’écrivent :

µ∗(ω) =
2

Rfq

J1(Rfq)

J2(Rfq)
ρf∗ ω

2 (4.62)

ρf∗ = α∞
eπR2

f

a3
ρs (4.63)

En substituant l’expression des forces volumiques dus aux films dans les équations 4.59

et 4.60, on obtient un système d’équations de la dynamique couplée du gaz et de la

matrice solide, enrichi d’un nouveau terme de couplage élastique µ∗ qui n’existe pas

dans le cas d’un milieu poreux :

(ρs∗ − ρf∗) ∂2
t ~us = (L∗s∗ −G∗) ∇∇ · ~us + Q ∇∇ · ~ug + G∗ ∇∇∇2~us

+ ρsg∗ ∂
2
t ( ~us − ~ug)− η∗ ∂t( ~us − ~ug)− µ∗ ( ~us − ~ug) (4.64)

(ρg∗ + ρf∗) ∂
2
t ~ug = B∗g∗ ∇∇ · ~ug + Q ∇∇ · ~us

+ ρsg∗ ∂
2
t ( ~ug − ~us)− η∗ ∂t( ~ug − ~us)− µ∗ ( ~ug − ~us) (4.65)

où ρsg∗ a la dimension d’une masse volumique et représente le couplage intertiel, η∗

a la dimension d’un coefficient d’amortissement par unité de volume et représente le

couplage visqueux (cf. équation 1.65) et µ∗ a la dimension d’une raideur par unité de

volume et représente le couplage élastique due aux films (cf. équation 4.62). Ce dernier

terme distingue le système d’équations 4.64 et 4.65 de celui présenté dans la section

1.3.3, dans le cadre de la théorie de Biot (cf. équations 1.63 et 1.64). Cette écriture du
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système des équations de la dynamique couplées met en évidence les différents niveaux

de couplage. Les constantes de couplage visqueux η∗ et élastique µ∗ varient avec la

fréquence. Leur expression découle de la détermination du profil d’écoulement du gaz au

travers de la matrice solide au passage de l’onde acoustique. Le terme élastique ajouté

proportionnel à µ∗ correspond à la prise en compte de l’interaction de l’onde avec les

films (cf. annexe C). En toute rigueur, la résolution du profil d’écoulement fait intervenir

de manière combinée la viscosité, les transferts thermiques, la force de rappel élastique

liée à la tension des films ainsi que le transfert de quantité de mouvement du gaz au

solide exprimé ici par le paramètre ρsg∗ . En première approximation, ces effets ont été

considérés indépendamment les uns des autres (cf. section 1.3.3). On cherche des solu-

tions des équations 4.64 et 4.65 sour forme d’ondes planes de compression représentées

par les potentiels scalaires ϕg et ϕs, tels que :{
~ug = ∇ϕg avec ϕg = ϕ̂g e

i(ωt−kz) (4.66a)

~us = ∇ϕs avec ϕs = ϕ̂s e
i(ωt−kz) (4.66b)

En substituant les expressions des champs de vitesse en fonction de leur potentiel scalaire

respectif dans le système d’équations couplées 4.64 et 4.65, on obtient, en utilisant les

relations de commutation sur l’opérateur ∇ :

∇∇∇
{

[(ρs∗ − ρf∗ − ρsg∗) ω2 − L∗s∗ k2] ϕ̂s + [ρsg∗ ω
2 − Q k2] ϕ̂g − κ∗ (ϕ̂s − ϕ̂g)

}
= 0

(4.67)

∇∇∇
{

[(ρg∗ + ρf∗ − ρsg∗) ω2 −B∗g∗ k2] ϕ̂g + [ρsg∗ ω
2 − Q k2] ϕ̂s − κ∗ (ϕ̂g − ϕ̂s)

}
= 0

(4.68)

où on choisit de définir les potentiels scalaires de manière à annuler les expressions dans

le gradient∇∇∇. Afin de condenser l’écriture, les couplages élastiques et visqueux sont pris

en compte par une fonction κ∗(ω) :

κ∗(ω) = µ∗(ω) + iω η∗(ω) (4.69)

Finalement, la relation de dispersion peut s’écrire sous une forme qui est analogue à

l’équation 1.67, qui décrit la relation de dispersion pour les milieux poreux :

(
(ρs∗ − ρf∗ − ρsg∗) ω2 − L∗s∗ k

2 − κ∗
) (

(ρg∗ + ρf∗ − ρsg∗) ω2 − B∗g∗ k
2 − κ∗

)
=
(
ρsg∗ ω

2 − Q k2 + κ∗
)2

(4.70)

Une fois de plus, il s’agit d’une équation biquadratique en le nombre d’onde k. Par

conséquent, on s’attend à deux solutions distinctes. La figure 4.44 représente la relation

de dispersion qui correspond à l’équation 4.70 pour des paramètres proches de ceux de
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nos expériences. Seule un diamètre de bulles (d = 1.8 mm) est représenté à des fins de

lisibilité. Néanmoins, si on applique un facteur d’échelle sur la fréquence et le nombre

d’onde, les résultats de prédictions obtenues pour d’autres tailles de bulles deviennent

comparables. La superposition des relations de dispersion mises à l’échelle en appliquant

le facteur d3/2 est rendue imparfaite par la prise en compte des mécanismes dissipatifs.

De manière remarquable, il s’agit du facteur proposé dans la référence [23] appliqué à la

relation de dispersion des ondes longitudinales dans les mousses liquides (cf. figure 4.6).

La principale différence entre le présent modèle et celui proposé par Pierre et al. dans

la référence [23] vient de la prise en compte de l’élasticité de la matrice solide/liquide et

donc de la propagation par la matrice.

Asymptote 
de Wood

Asymptote
des films

Figure 4.44 – Relation de dispersion (cf. équation 4.70) pour une mousse solide à
cellules fermées de matrice constituée d’un matériau mou. Le module de cisaillement
effectif de la matrice vaut G∗ = 500 Pa (pour une mousse à cellules fermées de faible
fraction de solide contenue dans les films, cela correspond à Gs = 11 kPa d’après
l’équation 1.23) et de coefficient de Poisson effectif de la matrice ν∗ = 1/3. La pression
du gaz vaut P0 = 1 atm et la viscosité η = 18.6 µPa.s. Les masses volumiques valent
ρg = 2.4 kg.m−3 et ρs = 1.1 × 103 kg.m−3. Les films sont de rayon Rf = 2/3 Rb
avec un rayon des bulles Rb = 0.9 mm. L’effet de la tortuosité classique n’est pas
considéré α∞ = 1. La fraction volumique de gaz vaut φg = 0.8, le diamètre des bulles ,
la constante adiabatique γa = 1.4 et le nombre de Prandtl NPl = 0.71. Re(k) et Im(k)
pour l’onde longitudinale portée par l’air sont représentés respectivement en bleu et
en rouge ( · · ). Re(k) et Im(k) pour l’onde longitudinale portée par la matrice sont
représentés respectivement en vert et en jaune ( ). Les droites en pointillés noir ( )
représentent la vitesse de phase de Wood (cf. équation 1.39) dans la limite adiabatique
et la vitesse de phase d’une onde associant compressibilité adiabatique du gaz avec la

masse effective du gaz et des films (cf. équation 4.71).

Les deux branches de la solution correspondent à trois régimes distincts. Dans un

premier régime fréquentiel (0 Hz ≤ f ≤ 250 Hz), malgré une partie réelle du nombre
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d’onde non nulle, l’onde portée par le gaz est quasi-évanescente (i.e. l’atténuation associée

est très élevée). L’onde portée par la matrice est quant à elle faiblement atténuée et suit

le modèle de Wood, jusqu’à une certaine fréquence caractéristique où les films résonnent

en association avec la matrice solide. Au delà, la vitesse de phase du mode devient très

faible et l’atténuation très importante. Ces caractéristiques rappellent celles de l’onde

lente 8 dans la théorie de Biot classique, pour laquelle la matrice solide et le gaz vibrent

en opposition de phase. Dans un deuxième régime (250 Hz ≤ f ≤ 1.5 kHz), dans la

gamme de nombres d’onde envisagée, il ne reste plus que l’onde portée par le gaz dont

la partie réelle reste négligeable devant la partie imaginaire. Le régime serait évanescent

en l’absence de mécanismes dissipatifs. Dans un troisième régime (1.5 kHz ≤ f ≤
5 kHz), l’atténuation diminue fortement, une branche propagative démarre au niveau

d’une (pseudo) fréquence de résonance. La vitesse de phase est considérablement plus

élevée que celle de Wood. Elle correspond asymptotiquement à une vitesse associant la

masse du gaz et des films à la compressibilité adiabatique du gaz :

c2
L∗ =

γaφgP0

ρg∗ + ρf∗
(4.71)

Bien que la matrice solide et le gaz vibrent en phase dans le régime haute fréquence de

l’onde portée par le gaz, la masse de la matrice solide n’intervient pas dans l’équation

4.71 de l’asymptote. Plus la fréquence est élevée, moins la raideur des films ne résiste à

l’inertie du gaz. Il est alors possible d’avoir une amplitude relative des déplacements des

films et du gaz importante par rapport à celle des déplacements du reste de la matrice

solide. La masse volumique effective diminue et la célérité atteinte dépasse celle du

modèle de Wood prédite pour une amplitude de déplacements relatifs égale à 1. Dans la

limite d’une mousse très sèche, toute la masse de la matrice solide est contenue dans les

films. Avec un ratio du déplacement moyen des films sur celui du gaz proche de l’unité,

comme l’imposent les cellules fermées, la célérité de Wood devient une limite supérieure.

Dans ce cas, la célérité de l’onde rapide après résonance reste égale à la célérité de Wood,

conformément aux prédictions de la référence [112].

Les deux régimes rendent compte qualitativement des deux régimes observés expérimentalement.

D’un point de vue quantitatif, la résonance des films associée à la charge inertielle de la

matrice solide donne une (pseudo) fréquence de coupure du régime de Wood (ou régime

8. Selon la terminologie de la théorie de Biot classique, la déformation des deux milieux est en phase
pour l’onde rapide et en opposition de phase pour l’onde lente. L’ajout de résonances élastiques donne
lieu à un chassé-croisé entre les ondes dites lentes et rapides. En effet, l’onde portée par la matrice
déforme en phase les deux milieux dans le régime de Wood. En cohérence avec la terminologie classique,
Spadoni et al. qualifient cette onde d’onde rapide [112]. Elle devient une onde lente après résonance, où la
vibration déphase la déformation dans le solide de π par rapport à la vibration dans le gaz. L’onde portée
par le gaz suit le schéma d’évolution opposé. À basse fréquence, gaz et solide vibrent en opposition de
phase au passage de l’onde. Il s’ensuit un comportement d’onde lente ou quasi-évanescente. Au contraire
de ce qui se produit pour l’onde porté par la matrice, la transition résonante de l’onde portée par le gaz
met en phase les déformations du gaz et de la matrice. Il s’agit alors d’une onde rapide.
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de Debye, cf. section 4.1.3 ou référence [112]) à 1 kHz, ce qui est en accord avec les

observations expérimentales. Par contre, l’asymptote à haute fréquence de la figure 4.44

correspond à une célérité de 230 m.s−1 à comparer aux asymptotes des figures 4.28,

4.29 et 4.30 correspondant à une célérité de l’ordre de 350 m.s−1. La vitesse de phase

observée expérimentalement pour l’onde rapide est ainsi environ 50 % plus rapide que

celle prédite. Par ailleurs, l’onde rapide est observable bien avant la (pseudo) fréquence

de coupure qui correspond à la résonance de la colonne de gaz entrainée par les films.

La dissipation liée à la flexion des films, ainsi que la configuration de guide d’onde cy-

lindrique constituent deux pistes à envisager afin de parvenir à une compréhension plus

quantitative des phénomènes. En effet, une source de dissipation supplémentaire et le

fait que les conditions aux limites du tube tendent à coupler déformations longitudinales

et transverses pourraient expliquer à la fois l’observation du mode rapide à plus basse

fréquences qu’attendu ainsi que la vitesse de phase plus élevée qu’attendu.



Conclusion

L’objectif de cette thèse est de caractériser et comprendre la propagation d’ondes

acoustiques dans les mousses solides. Les mousses à cellules ouvertes sont similaires aux

milieux poreux ; elles ont été largement étudiées expérimentalement et modélisées par

la théorie de Biot et ses développements récents. Dans les mousses à cellules fermées,

les films qui séparent les bulles voisines introduisent un couplage entre le gaz et la

matrice solide qui peut modifier fortement la relation de dispersion. Un tel effet a

été mis en évidence dans les mousses liquides, mais leur désordre et leur instabilité

rendent une modélisation quantitative difficile. Nous avons élaboré des mousses solides

modèles, stables et d’une structure ordonnée bien caractérisée, en solidifiant des mousses

de gélatine initialement liquides, obtenues par un dispositif microfluidique, Pour sonder

les différents modes de propagation acoustique dans ces échantillons de petit volume,

nous avons développé une nouvelle technique expérimentale, la spectroscopie acoustique

de visibilité speckle (LSVAS). Elle consiste à éclairer un échantillon turbide par de la

lumière cohérente, et à déduire des fluctuations temporelles de l’intensité rétrodiffusée

la déformation locale produite par la propagation d’une onde acoustique à proximité de

la surface. Cette technique donne une mesure directe de la phase et l’amplitude d’une

onde acoustique qui se propage parallèlement à la surface en fonction de la position et du

temps. Nous avons validé la technique en mesurant la célérité et la longueur d’atténuation

de mousses liquides dont les propriétés viscoélastiques sont connues par ailleurs. La

spectroscopie LSVAS peut être appliquée à d’autres milieux turbides qui n’absorbent

pas ou peu la lumière pour détecter la propagation d’ondes acoustiques de polarisation

quelconque, ou qui se propagent par diffusion multiple dans un milieu désordonné. Par

exemple, des ondes de cisaillement peuvent être suivies par cette méthode, ce qui pour-

rait être utile pour réaliser des observations d’élastographie, une technique de diagnostic

médical qui détecte des tissus cancéreux grâce à leurs élasticité anormale comparée à

celles des tissus sains. Dans le contexte de la recherche fondamentale, la méthode LS-

VAS présente l’avantage de mesurer directement la relation de dispersion, plutôt qu’une

vitesse de phase ou une vitesse de groupe. Nous avons appliqué la technique LSVAS aux

mousses gélifiées, d’abord dans un régime de fréquences assez basses pour que la longueur
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d’onde soit supérieure à la taille des bulles et en dessous de la fréquence de résonance

attendue des films. En confinant les échantillons dans un tube rigide (nécessaire pour

les protéger contre l’évaporation du liquide contenu dans le gel), nous avons observé un

mode guidé qui associe un cisaillement et une compression longitudinale. Notre analyse

de ce mode dans le cadre de la mécanique des milieux continus montre que la relation

de dispersion est fortement non linéaire et qu’elle présente une évolution en fonction

de la fréquence qui est en alternance déterminée par la vitesse longitudinale et par la

vitesse transverse. Ceci nous a permis d’extraire d’une seule mesure ces deux vitesses

pour une même mousse. Les vitesses longitudinales mesurées pour plusieurs tailles de

bulle et fractions volumiques de gaz sont en accord avec les prédictions du modèle semi-

empirique de Wood. Dans ce régime basse fréquence, la mousse se comporte comme

un milieu dont la compressibilité est dominée par celle de l’air, et dont la densité est

dominée par celle de la matrice solide. Par conséquent, le son se propage beaucoup plus

lentement que dans l’air. Nous avons justifié le modèle de Wood dans le contexte des

mousses gélifiées en le dérivant d’un modèle de Biot modifié, dans lequel nous avons ex-

plicitement pris en compte le couplage via les films entre l’air et la matrice solide. Dans

la littérature, le cas des mousses avec cellules fermées a été représenté formellement par

un paramètre empirique de tortuosité infinie. Les variations de la vitesse de cisaillement

avec la fraction volumique de gaz que nous observons sont en accord quantitatif avec la

loi empirique proposée par Ashby et Gibson, ainsi qu’avec des simulations numériques

de mousses ordonnées récemment publiées dans la littérature. Le coefficient de Poisson

des mousses gélifiées est très proche de 0.5. Il s’agit donc de milieux mous qui résistent

beaucoup plus à une compression qu’à un cisaillement, et ceci les distingue par exemple

des mousses métalliques.

Aux fréquences supérieures à quelques centaines de Hertz, le mode lent que nous

venons de discuter n’est plus observé. A ces fréquences, la longueur d’onde transverse

se rapproche de la taille des bulles ce qui peut expliquer une forte diffusion de l’onde

acoustique. Par contre, nous observons un mode rapide, avec une vitesse comparable à

celle du son dans l’air. Ce mode est attendu au-delà d’une fréquence caractéristique due

à la résonance des films, si la matrice solide (c’est-à-dire les bordures de Plateau et les

vertex) reste au repos, tandis que les films et le gaz sont en mouvement. Ce résultat est

cohérent avec les observations précédentes sur les mousses liquides par Pierre et al. Nous

montrons comment ce régime haute fréquence peut être décrit dans le cadre du modèle

de Biot.

Notre étude de la propagation acoustique dans les mousses soulève des questions

fondamentales : la transition entre les modes de propagation rapide et lent des ondes

longitudinales devrait se produire au voisinage de la fréquence de résonance des films.

Pour prédire cette fréquence, il faut comprendre (i) si un gel solide hérite de la tension
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de surface de son précurseur liquide ou non, et (ii) si le confinement du gel dans le film a

un impact sur ses propriétés viscoélastiques. L’origine de la dissipation du mode rapide,

mal comprise dans le cas des mousses liquides, mériterait également d’être étudiée par de

nouvelles expériences. Il se pose enfin la question si les mousses gélifiées peuvent servir

de métamatériaux acoustiques. Une telle utilisation demanderait une meilleure mâıtrise

de l’épaisseur des films et de la structure de l’empilement des bulles, dont l’ordre est

perturbé par des dislocations dans nos échantillons. Dans la perspective de fabriquer

un métamatériau avec un indice de réfraction acoustique négatif, il serait souhaitable

d’accorder les résonances des films avec celles du gaz dans les bulles. Ceci n’est pas

envisageable avec des mousses de gel, une matrice solide beaucoup plus rigide et des

épaisseurs de film plus grandes que dans nos échantillons actuels seraient nécessaires.

L’élaboration de telles mousses ordonnées à partir d’un précurseur liquide est un défi

qui demande de nouvelles approches expérimentales.



Annexe A

Équation de Helmholtz

L’équation de Helmholtz est le nom de l’équation d’onde écrite dans le domaine

fréquentiel. Le domaine fréquentiel correspond à l’espace réciproque associé au do-

maine temporel par transformée de Fourier. Parler du domaine fréquentiel, par oppo-

sition au domaine temporel, est équivalent dans la pratique au fait de considérer un

terme de forçage (i.e. une excitation) harmonique à une pulsation ω. Cette équation et

ses déclinaisons sont omniprésentes en acoustique [125, 77, 24]. Sa résolution dans la

géométrie cylindrique pour des conditions aux limites fixes revient à de nombreuses re-

prises dans le présent manuscrit. Afin d’en alléger le contenu, la résolution est proposée

ici.

Généralités sur l’équation de Helmholtz

La décomposition de Helmholtz de l’équation du mouvement conduit à une équation

de Helmholtz scalaire pour un champ scalaire ϕ et une équation de Helmholtz vectorielle

pour un champ vectoriel ~ψ [24] :

∇2ϕ+ k2
ϕ0
ϕ = 0 (A.1)

avec kϕ0 =
ω2

c2
ϕ

(A.2)

∇2 ~ψ + k2
ψ0

~ψ = 0 (A.3)

avec kψ0 =
ω2

c2
ψ

(A.4)
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où cϕ et cψ sont respectivement les célérités des ondes du champ scalaire ϕ et du champ

vectoriel ~ψ. L’équation de Helmholtz est une équation aux valeurs propres associée

à l’opérateur hermitien qu’est le laplacien [125]. Ses solutions sont donc les fonctions

propres de l’opérateur associées à la valeur propre imposée (−k2
ϕ0

ou −k2
ψ0

). L’équation

de Helmholtz est une équation linéaire. Il existe plusieurs familles de solutions harmo-

niques utilisées selon la symétrie des conditions aux limites du problème.

Dans un repère cartésien de coordonnées cartésiennes x, y et z, les fonctions harmo-

niques sont les fonctions sinus et cosinus des trois coordonnées. Dans un repère cylin-

drique de coordonnée radiale r, axiale z et azimutale θ, les harmoniques cylindriques sont

le produit de fonctions de Bessel de la variable r, de fonctions sinusöıdales de la variable

z et de la variable θ. Dans un repère de coordonnées sphériques de coordonnée radiale r,

de coordonnée zénithale θ et de coordonnée azimuthale ϕ, les harmoniques sphériques

sont les produits de fonctions de Bessel sphériques de la variable r, de polynômes de Le-

gendre associés des fonctions sinusöıdales en θ et de fonctions sinusöıdales de la variable

ϕ. Dans la suite, nous ne mentionnerons que le cas cylindrique en commençant par une

démonstration de la forme des solutions homogènes.

Résolution scalaire en coordonnées cylindriques

Soit un repère cylindrique de coordonnée radiale r, axiale z et azimutale θ tel celui

de la figure A.1. Afin de résoudre l’équation de Helmholtz scalaire dans la géométrie

cylindrique, nous commençons par faire l’hypothèse d’une forme de solution qui vérifie

la séparation des variables, soit l’ansatz suivant [24] :

ϕ(r, θ, z) = R(r) Θ(θ) Z(z) (A.5)

L’opérateur laplacien ∆ = ∇2 d’un champ scalaire ϕ s’écrit de la manière suivante :

∆ϕ =
∂2ϕ

∂z2
+

1

r2

∂2ϕ

∂θ2
+

1

r

∂

∂r

(
r
∂ϕ

∂r

)
(A.6)

L’étape suivante consiste à introduire l’ansatz (A.5) dans l’équation de Helmholtz. Une

division de l’équation par la solution permet d’obtenir la forme factorisée suivante :

1

R

1

r

∂

∂r

(
r
∂R

∂r

)
+

1

r2

Θ′′

Θ
+
Z ′′

Z
+ k2

0 = 0 (A.7)

En isolant le rapport Z ′′/Z d’un côté de l’égalité, l’indépendance du second membre

de l’égalité en la variable z permet de déduire qu’il est égal à une constante notée −k2.

Ainsi, on vérifie que Z est une fonction sinusöıdale de la variable axiale z. En multipliant
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Figure A.1 – Système de coordonnées cylindrique.

l’équation A.7 par r2, il est possible d’isoler à son tour le rapport Θ′′/Θ. De même, le fait

que le second membre ne dépend pas de la variable azimutale θ permet de déduire que

ce rapport est égal à une constante notée −n2. L’unicité de la détermination de l’angle

(modulo 2π) impose la condition n ∈ N. Soit la notation 1 q2 = k2
0 − k2, l’équation

obtenue après substitution des fonctions Θ et Z s’écrit :

1

R

1

r

∂

∂r

(
r
∂R

∂r

)
− n2

r2
+ q2 = 0 (A.8)

En introduisant la notation R(r) = Fn(rq) où Fn est une fonction quelconque, cette

équation peut être réécrite sous la forme suivante où w = rq :

w2∂
2Fn(w)

∂w2
+ w

∂Fn(w)

∂w
+ (w2 − n2)Fn(w) = 0 (A.9)

L’équation A.9 est l’équation de Bessel d’ordre n. Ses solutions sont les fonctions de

Bessel de première espèce Fn = Jn et celles de deuxième espère Fn = Yn. Pour un

domaine qui comprend l’origine, seule les fonctions de Bessel de première espèce peuvent

décrire des quantités physiques car celles de deuxième espèce divergent à l’origine. Au

final, le champ scalaire ϕ s’écrit donc comme une superposition de fonctions de la forme :

ϕ(r, θ, z) =
∑

ϕ0nJn(rq)

{
cos(nθ)

sin(nθ)

}
e±ikz (A.10)

où les coefficient ϕ0n dépendent des conditions initiales et des conditions aux limites.

L’ordre circonférentiel n détermine la variation radiale de la déformation. Pour n = 0,

les solutions sont invariantes en θ. Pour n ≥ 1, l’invariance azimuthale est périodique

de périodicité 2π/(n + 1). Dans le cadre de cette étude, la symétrie de l’excitation est

cylindrique (cf. section 4.3), ce qui nous amène à ne retenir que les solutions d’ordre

1. Afin d’alléger les notations, nous posons temporairement k0 = kϕ0 et q0 = qϕ0 .
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circonférentiel le plus bas n = 0 :

ϕ(r, z) = ϕ0J0(qr) e±ikz (A.11)

Lorsque l’on réinjecte cette forme de solution A.10 dans l’équation de Helmholtz scalaire

A.1, on obtient la relation de dispersion suivante :

k2 + q2 = k2
0 =

ω2

c2
(A.12)

Cette relation permet d’interpréter k et q comme les composantes transverses et longi-

tudinales du nombre d’onde k0. Le jeu de composantes k et q à considérer dépend des

conditions initiales ainsi que des conditions aux limites. Le piston vibrant en contact

avec l’échantillon excite un spectre continu de nombres d’onde k0 qui se répartit entre

les composantes k et q mais les conditions aux limites sélectionnent un nombre discret

de modes propres. Cela se traduit par une discrétisation des nombres d’onde transverses

qn (et éventuellement longitudinaux kn) qui caractérisent l’onde qui se propage dans

l’échantillon.

La vibration d’une membrane est décrite par des équations similaires à celles que

nous venons de présenter. Dans ce cas, le nombre d’onde longitudinal se réduit à zéro

k = 0, et les solutions homogènes correspondent à une superposition discrète de tous les

nombres d’onde transverses qn qui vérifient les conditions aux limites.

Résolution vectorielle en coordonnées cylindriques

Soit un repère cylindrique de coordonnée radiale r, axiale z et azimutale θ tel celui de

la figure A.1. L’équation de Helmholtz vectorielle dans la géométrie cylindrique conduit

au système d’équations suivant 2 [77] :
∇2ψz + k2

0 ψz = 0 (A.13)

∇2ψr −
ψr
r2
− 2

r2

∂ψθ
∂θ

+ k2
0 ψr = 0 (A.14)

∇2ψθ −
ψθ
r2

+
2

r2

∂ψr
∂θ

+ k2
0 ψθ = 0 (A.15)

Dans ce système de coordonnées, l’équation de Helmholtz vectorielle fait apparâıtre

une équation de Helmholtz scalaire en ψz (A.13), comme dans un système de co-

ordonnées cartésiennes. Les solutions pour la composante ψz peuvent être obtenues

indépendamment du reste des composantes et seront de la même forme que dans le

cas scalaire ϕ. En revanche, les équations A.14 et A.15 sont couplées. Afin d’assurer

2. Afin d’alléger les notations, nous posons temporairement k0 = kψ0 et q0 = qψ0 .
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la cohérence avec la composante ψz, il est naturel de penser que les solutions auront le

même ordre circonférentiel n et le même nombre d’onde longitudinal k que la composante

ψz de sorte que :

ψr = Rr(r)

{
sin(nθ)

cos(nθ)

}
e±ikz (A.16)

ψθ = Rθ(r)

{
cos(nθ)

sin(nθ)

}
e±ikz (A.17)

où ψr et ψθ doivent être de parité opposée en θ afin de faire apparâıtre deux équations

découplées. Sans perte de généralité, on peut commencer par considérer le premier cas

de parité. Les équations s’obtiennent en posant R+ = Rr + Rθ et R− = Rr − Rθ et en

écrivant les équations obtenues par somme et par différence des équations A.14 et A.15 :
1

r

∂

∂r

(
r
∂R+

∂r

)
− R+

r2
− 2n

r2
R+ + k2

0 R+ = 0 (A.18)

1

r

∂

∂r

(
r
∂R−
∂r

)
− R−

r2
+

2n

r2
R− + k2

0 R− = 0 (A.19)

En développant les deux équations et en les mettant au même dénominateur, on s’aperçoit

que l’on a affaire à deux équations de Bessel d’ordres respectifs n − 1 et n + 1 de

sorte que R+ et R− sont respectivement les fonctions de Bessel de première espèce

Jn−1 et Jn+1 dans le domaine intérieur du cylindre. L’utilisation de la condition de

jauge permet d’éliminer l’une des deux solutions. Dans la suite, nous ferons le choix de

R+ = D Jn−1 = 0 de sorte que Rθ = −Rr.

Ondes guidées en géométrie cylindriques

Dans un guide d’onde cylindrique de section circulaire constitué d’un solide élastique

homogène et isotrope, les solutions sont propagatives selon l’axe du cylindre. La résolution

des cas scalaires et vectoriels de l’équation de Helmholtz nous permettent d’écrire les

solutions générales propagatives dans le sens des z croissants dans le domaine temporel
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[77] : 

ϕ = A Jn(rqϕ)

{
cos(nθ)

sin(nθ)

}
ei(ωt−kz) (A.20a)

ψz = B Jn(rqψ)

{
sin(nθ)

cos(nθ)

}
ei(ωt−kz) (A.20b)

ψr = C Jn+1(rqψ)

{
sin(nθ)

cos(nθ)

}
ei(ωt−kz) (A.20c)

ψθ = −C Jn+1(rqψ)

{
cos(nθ)

sin(nθ)

}
ei(ωt−kz) (A.20d)

Les projections des nombres d’onde de polarisation respectivement transverse et longi-

tudinale vérifient les équations suivantes :
k2 + q2

ϕ =
ω2

c2
L

(A.21a)

k2 + q2
ψ =

ω2

c2
T

(A.21b)

où k la projection longitudinale pour les deux polarisations doit être égale afin d’assurer

une conversion de mode qui interfère constructivement. Le déplacement se déduit ensuite

du développement composante par composante de la décomposition de Helmholtz (cf.

équation 1.24) : 
ur =

∂ϕ

∂r
+

1

r

∂ψz
∂θ
− ∂ψθ

∂z
(A.22a)

uθ =
1

r

∂ϕ

∂θ
+
∂ψr
∂z
− ∂ψz

∂r
(A.22b)

uz =
∂ϕ

∂z
+

1

r

∂ψθ
∂r
− 1

r

∂ψr
∂θ

(A.22c)

Les contraintes peuvent être déduites à leur tour de la loi de Hooke (cf. équation 1.4).
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Modèles masses-ressorts

Afin de permettre au lecteur de se faire une intuition sur les métamatériaux et plus

particulièrement sur le système mousse gélifiée cristalline, un certain nombre de modèles

masses-ressorts seront exposés dans cette annexe. Ils permettent de modéliser la propa-

gation d’une onde plane dans un solide cristallin, que la maille cristalline soit à l’échelle

d’un atome ou d’une bulle. En partant de ces modèles, on peut ensuite soit passer à la li-

mite continue, soit chercher les solutions périodiques de type ondes de Bloch. Afin de bien

souligner la différence entre une diffraction due à une résonance de type métamatériau

et une résonance phononique due à la périodicité du réseau (e.g. diffraction de Bragg),

nous chercherons ici exceptionnellement les solutions périodiques.

Réseau cristallin monoatomique

Le premier modèle est un grand classique de la physique des solides. Il s’agit du

réseau cristallin monoatomique unidimensionnel [78]. On le modélise par une séquence

de masses m0 et de ressorts de raideur k0 (Fig. B.1).

Figure B.1 – Schéma masse-ressort du réseau cristallin monoatomique.

m0 ün = −k0 (2un − un−1 − un+1) (B.1)

Les solutions pour ce système sont des solutions qui possèdent la périodicité réciproque

de celle du réseau et sont appelées ondes de Bloch. Lorsque la condition de résonance
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du réseau, qui correspond à la condition de Bragg, est remplie, cette onde correspond à

une onde stationnaire de vitesse de groupe nulle. Aucune énergie n’est transportée par

le système. Au-delà de la fréquence de résonance, la propagation est interdite. Les ondes

qui existent dans le système sont évanescentes. Une façon simple de l’expliquer consiste

à dire qu’un ressort ne peut pas être étiré et comprimé à la fois, ce qui devrait être le cas

pour une fréquence d’excitation plus rapide qui correspondrait à une longueur d’onde

λ véritablement plus petite que la maille du réseau. Au lieu de cela, lorsque la demi-

longueur d’onde de l’excitation est plus petite que la taille de la maille a, l’excitation se

projette par périodicité réciproque de l’onde solution. La dispersion de cette onde peut

être repliée dans la première zone de Brillouin.

m0 ω
2 − 4k0 sin

2(
ka

2
) = 0 (B.2)

-Π 0 Π
k.a

4 k0

m0

Ω Hrad.s-1L

Figure B.2 – Relation de dispersion du réseau cristallin monoatomique.

Réseau cristallin diatomique

Le deuxième modèle non moins classique est le réseau biatomique [78]. On le modélise

par une séquence alternée de masses m1 et m2 avec des ressorts de raideur k0 intercalés

(Fig. B.3).

Figure B.3 – Schéma masse-ressort du réseau cristallin diatomique.
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m1 ü2n = −k0 (2u2n − v2n−1 − v2n+1)

m2 v̈2n+1 = −k0 (2v2n+1 − u2n − u2n+2)
(B.3)

Il présente deux modes de propagation l’un dit acoustique et le second dit optique.

Cette appellation vient du fait que bien que les deux modes correspondent à des ondes

de vibrations mécaniques, l’une pourra être excitée par une onde acoustique tandis que

l’autre sera plutôt excitée par une excitation de nature optique. En effet, le second mode

de vibration correspond à une vibration antisymétrique de la maille du réseau et pourra

être excitée par une onde électromagnétique si les deux masses sont de charges opposées.

Dans la limite où les masses des deux atomes tendent à être égales, on retombe sur le cas

précédent. La maille que nous avons défini est par conséquent dégénérée. À mesure que

les valeurs des masses se distinguent l’une de l’autre, un effet de levé de dégénérescence a

lieu. La combinaison symétrique des modes de vibration correspond à la branche acous-

tique. La combinaison antisymétrique des modes de vibration correspond à la branche

optique. Et comme pour un effet de levée de dégénérescence sur une fonction d’onde d’un

système quantique, les niveaux d’énergie i.e. la fréquence des deux branches au point de

levée de dégénérescence se sépare en deux valeurs qui s’écartent proportionnellement au

couplage des deux niveaux. Ainsi, cette levée de dégénérescence correspond à l’ouver-

ture d’un band gap. Ici, il s’agit encore d’une géométrie simple. Mais elle illustre que

dans la limite où la maille élémentaire du réseau se complexifie et autorise des modes de

vibrations plus complexes que la simple expansion-compression d’un ressort, des modes

d’ordres supérieurs (correspondant à des repliements de bandes de modes de vibration

de définition sub-taille de la maille) vont apparâıtre et ouvrir des gaps de périodicité

dans la relation de dispersion.

m1m2 ω
4 − 2k0 (m1 +m2) ω2 + 4 k2

0 sin
2(
ka

2
) = 0 (B.4)

Réseau cristallin monoatomique lié élastiquement

Le troisième modèle correspond au réseau monoatomique avec liaison élastique au

bâti. La modélisation est la même que pour le réseau monoatomique à laquelle on rajoute

un ressort de raideur κ lié au bâti.

m0 ün = −k0 (2un − un−1 − un+1)− κ un (B.5)
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-Π 0 Π
k.a

2 k0

m1

2 k0

m2

Ω Hrad.s-1L

Figure B.4 – Relation de dispersion du réseau cristallin diatomique.

Figure B.5 – Schéma masse-ressort du réseau cristallin monoatomique lié à un support
rigide.

Dans la limite basses fréquences, le terme d’inertie m0 ω
2 tend à être très faible et

la force de rappel devient forte en comparaison. Dans cette limite, sans la liaison au

bâti, on obtient des ondes de très grandes longueurs d’onde où tout le réseau effectue

des oscillations en blocs solides. Dans cette limite, avec la liaison au bâti, tout mouve-

ment devient impossible. Il faut attendre de passer la résonance basses fréquences de la

liaison au bâti au-delà de laquelle la force de rappel devient faible voir négligeable en

comparaison avec l’inertie effective.

m0 ω
2 − 4k0 sin

2(
ka

2
)− κ = 0 (B.6)

Réseau cristallin monoatomique lié à un résonateur local

Le quatrième modèle correspond au cas du réseau monoatomique lié à des résonateur

locaux. En d’autres termes, il s’agit du cas du métamatériau. Le modèle est le même

que pour le réseau monoatomique élastiquement lié à un support rigide sauf que le bâti

y est remplacé par une masse mm
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-Π 0 Π
k.a

4 k0

m0

k1

m0

Ω Hrad.s-1L

Figure B.6 – Relation de dispersion du réseau cristallin monoatomique lié à un support
rigide.

Figure B.7 – Schéma masse-ressort du réseau cristallin monoatomique couplé à des
résonnateurs locaux.

m0 ün = −k0 (2un − un−1 − un+1)− κ (un − vn)

mm v̈n = −κ (vn − un)
(B.7)

Une façon d’interpréter la relation de dispersion de la Fig. (B.8) consiste à dire que

la dispersion est celle du réseau monoatomique traversé par une branche plate. Cette

branche plate représente les résonateurs locaux. Ils introduisent un mode de vibration

non propagatif qui se couple au système. Un effet de répulsion de mode fait que le

point de croisement des deux modes devient un point d’anticroisement et ouvre un

gap dit d’hybridation. L’hybridation désigne à l’origine un phénomène de mélange des

orbitales atomiques décrites par leurs fonctions d’onde. Une fois encore, il s’agit d’un

phénomène de levé de dégénérescence analogue classique du phénomène quantique de

combinaisons symétriques et antisymétriques d’états propres de chacun des systèmes

découplés. Néanmoins, ce phénomène est avant tout un phénomène d’oscillateurs couplés.

Deux oscillateurs ayant la même fréquence de résonance auxquels on permet d’échanger

de l’énergie, ne vont plus pouvoir osciller à cette même fréquence. On peut trouver

une discussion très intéressante à ce sujet dans l’ouvrage de Morse & Ingard [25]. Par

conséquent, il est naturel de retrouver cet effet dés lors que l’on considère deux systèmes



Annexe B. Modèles masses-ressorts 181

oscillants couplés décrits par des fonctions d’onde.

(m0 ω
2 − 4k0 sin

2(
ka

2
)− κ)(mmω

2 − κ) = κ2 (B.8)

-Π 0 Π
k.a

4 k1

m1

k2

m2

Ω Hrad.s-1L

Figure B.8 – Relation de dispersion du réseau cristallin monoatomique couplé à des
résonateurs locaux.

Remarquez que le cas précédent peut être interprété comme un cas limite du métamatériau

lorsque celui-ci voit sa masse tendre vers l’infini. Notez également que dans le cadre du

formalisme métamatériau, on a l’habitude de faire entrer le résonateur local dans le com-

portement effectif du réseau. Dans la relation de dispersion (B.8), cela revient à diviser

les deux membres par la relation de dispersion du résonateur. On peut alors définir une

masse effective dépendante de la fréquence telle que m∗(ω) ω2 = 4k0 sin
2(ka2 ) soit dans

la limite continue m∗(ω) ω2 = k0a
2 k2 = K0 k

2. Cette masse prend alors des valeurs

négatives à proximité de la résonance.

Réseaux cristallins monoatomiques couplés

Le cinquième modèle est le cas des réseaux monoatomiques couplés. Il est d’une

importance toute particulière dans ce cadre d’étude. Le modèle envisagé comporte deux

réseaux de masses-ressorts de masses et raideurs k1, m1 et k2, m2. Un couplage

m1 ün = −k0 (2un − un−1 − un+1)− κ (un − vn)

m2 v̈n = −k0 (2vn − vn−1 − vn+1)− κ (vn − un)
(B.9)
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Figure B.9 – Schéma masse-ressort de deux réseaux cristallins monoatomiques
couplés.

On suppose ici un couplage élastique, mais le couplage pourrait aussi bien être vis-

queux (symbolisé par un amortisseur) ou encore en toute généralité viscoélastique avec

une raideur κ complexe pouvant dépendre de la fréquence.

(m1 ω
2 − 4k1 sin

2(
ka

2
)− κ)(m2ω

2 − 4k2 sin
2(
ka

2
)− κ) = κ2 (B.10)

-Π 0 Π
k.a

Κ

m2

4 k2

m2

4 k1

m1

Ω Hrad.s-1L

Figure B.10 – Relation de dispersion de deux réseaux cristallins monoatomiques
couplés.

Remarquez qu’une fois encore, si l’on fait tendre la masse des maillons du réseau

parallèle m2 vers l’infini, on retrouve le cas de la liaison rigide au bâti ou bien encore le

cas du métamatériau dont la masse tendrait vers l’infini également. Notez également que

la limite continue peut-être obtenue facilement dans toutes ces relations de dispersion

en introduisant des grandeurs volumiques et en faisant tendre la taille de la maille a vers

zéro.



Annexe C

Calcul du couplage dû aux films

Cette annexe vise à expliciter certaines étapes intermédiaires de calculs, non inclus

dans le corps du texte afin d’alléger le manuscrit.

Équations de la dynamique des films

Cette section de l’annexe vise à détailler la résolution de la dynamique des films

dans les mousses solides, afin d’évaluer leur influence sur le couplage entre le gaz et la

matrice solide. Cette analyse reprend en partie la section 1.3.4 mais présente les calculs

de manière plus détaillée.

Équation homogène

L’équation de la dynamique de l’excursion ζf d’une membrane d’épaisseur e, de masse

volumique ρs, soumise à une tension de surface γ s’écrit :

∂2
t ζf − c2

F∆Sζf = 0 avec cF =

√
2γ

ρse
(C.1)

où ∆S est l’opérateur laplacien surfacique, cF est la célérité des ondes capillaires. Les

solutions physiques à l’équation homogène (C.1) pour une géométrie circulaire sont

les fonctions de Bessel de première espèce avec une modulation angulaire sinusöıdale

Jn (rq) einθ avec q = ω/cF le nombre d’onde capillaire. Ces solutions homogènes sont

appelées harmoniques cylindriques (cf. annexe A).
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Équation inhomogène

Lorsque l’on ajoute un terme source de pression, l’équation C.1 devient :

∂2
t ζf − c2

F∆Sζf = − δp

ρse
avec cF =

√
2γ

ρse
(C.2)

La dynamique interne du film en vibration est décrite par le membre de gauche de

l’équation C.2, tandis que le membre de droite correspond aux efforts dus à l’interaction

avec le gaz. En particulier, δp correspond au différentiel de pression exercé par le gaz de

part et d’autre. L’effort de tension exercé par la matrice solide sur le contour du film

n’apparâıt pas au niveau de l’équation de la dynamique surfacique. Il est possible de le

faire apparâıtre en utilisant le formalisme des distributions mais il est pris en compte

de manière équivalente en considérant la condition aux limites en r = Rf à l’origine de

cette tension [125].

Profil d’excursion du film, excursion moyenne et dérivée

Profil d’excursion du film

Pour une excitation harmonique ou en se plaçant dans le domaine fréquentiel, le

terme source de pression ainsi que les excursions de la membrane oscillent à la même

fréquence, tant que l’on reste dans un régime linéaire de faibles déformations. La solution

particulière à une excitation uniforme sur la membrane est une fonction harmonique

Aeiωt.

−Aω2 = −δp̂
ρe
⇔ A =

δp̂

ρeω2
(C.3)

La solution qui permettra de décrire les excursions de la membrane est une combinaison

de cette solution particulière et d’une solution homogène. Afin de préciser la solution

homogène, considérons la condition aux limites sur le contour du film. La périphérie du

film est liée solidement aux bords de Plateau et aux vertex, qui constituent la matrice

solide, de sorte que ζf (Rf ) = ζs.

ζf (R) = (A+BJ0 (Rfq))e
iωt = ζ̂se

iωt (C.4)

ζ̂f (r) =
δp̂

ρseω2
− J0 (rq)

J0 (Rfq)

(
δp̂

ρseω2
− ζ̂s

)
ζ̂f (r) = ζ̂s +

(
1− J0 (rq)

J0 (Rfq)

)(
δp̂

ρseω2
− ζ̂s

)
(C.5)
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La solution particulière de l’excursion hors-plan ζf se distingue de la forme 1.87 du fait

de la condition aux limites :

ζ̂f = ζ̂s +

(
δp̂

ρseω2
− ζ̂s

) (
1− J0(rq)

J0(Rfq)

)
avec q =

√
ρ e

2 γ
ω (C.6)

Comme on cherche à représenter la mousse solide comme un milieu effectif homogène, les

champs de déplacement qui seront considérés suite à l’évaluation des efforts correspondra

à un champs de déplacement moyenné sur la maille élémentaire (i.e. une cellule) de la

mousse solide. Afin de passer du champs de déplacement microscopique à un champs de

déplacement ‘mésoscopique’, il sera utile de connâıtre l’excursion moyenne du film 〈ζf 〉.

Excursion moyenne

Afin d’obtenir l’excursion moyenne, il suffit d’effectuer l’intégrale du profil de déplacement

sur la surface du film :

〈ζ̂f 〉 =
1

πR2
f

∫ 2π

0

∫ Rf

0
ζ̂f (r) rdθdr (C.7)

=
1

πR2
f

∫ 2π

0

∫ Rf

0

[
δp̂

ρseω2
− J0 (rq)

J0 (Rfq)

(
δp̂

ρseω2
− ζ̂s

)]
rdθdr

L’intégrale de la fonction de Bessel peut être obtenue par une intégration par partie en se

servant des relations de récurrence sur les dérivées des fonctions de Bessel. Finalement,

on obtient la relation suivante :

〈ζ̂f 〉 =
δp̂

ρseω2
− 2J1 (Rfq)

Rfq J0 (Rfq)

(
δp̂

ρseω2
− ζ̂s

)
= ζ̂s +

(
1− 2J1 (Rfq)

Rfq J0 (Rfq)

)(
δp̂

ρseω2
− ζ̂s

)
(C.8)

Afin d’alléger l’écriture, nous introduisons la fonction H(Rfq) :

H(Rfq) =
2J1 (Rfq)

Rfq J0 (Rfq)
(C.9)

L’expression de l’excursion moyenne de la membrane devient alors :

〈ζ̂f 〉 − ζ̂s = (1−H(Rfq))

(
δp̂

ρseω2
− ζ̂s

)
(C.10)
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Dérivée de l’excursion

La dérivée du profil d’excursions du film sera utile afin d’évaluer les efforts de tension.

ζ̂f (r) =
δp̂

ρseω2
− J0 (rq)

J0 (Rfq)

(
δp̂

ρseω2
− ζ̂s

)
(C.11)

∂ζ̂f (r)

∂r
= + q

J1 (rq)

J0 (Rfq)

(
δp̂

ρseω2
− ζ̂s

)
(C.12)

Interactions volumiques entre les films et le gaz

Afin de pouvoir calculer la force volumique équivalente qui correspond aux efforts

entre les films et le gaz, nous allons considérer une mousse solide de structure cubique à

faces centrées. Il s’agit ensuite de prendre en compte la résultante des contributions de

tous les films pour une maille élémentaire du réseau.

Différentiel de pression

En inversant l’équation C.10, il est possible d’exprimer le différentiel de pression en

fonction du déplacement moyen :

δp̂

ρseω2
= ζ̂s +

1

1−H(Rfq)

(
〈ζ̂f 〉 − ζ̂s

)
= ζ̂s +

(
H(Rfq)

1−H(Rfq)
+ 1

)(
〈ζ̂f 〉 − ζ̂s

)
= 〈ζ̂f 〉+

H(Rfq)

1−H(Rfq)

(
〈ζ̂f 〉 − ζ̂s

)
(C.13)

Intégrale des efforts

Afin de pouvoir prendre en compte cette surpression supplémentaire due à la présence

des films dans le bilan volumique infinitésimal, il faut intégrer cette différence de pression

sur les films F au bord de la cellule élémentaire V considérée cubique de côté de longueur

a. Du fait de la symétrie de la maille élémentaire, il est possible de regarder directement

la projection des contributions selon un axe de propagation privilégié 0z de vecteur

unitaire ~ez :

Fg→f =
x

F∈δV

δp̂ ~nF · ~ez rdθdr (C.14)

= πR2
f δp̂

∑
F

~nF · ~ez (C.15)
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où ~nF est le vecteur unitaire orienté selon la normale au film F .

Efforts volumiques

L’intensité de la force sur une maille élémentaire donnée par l’équation C.14 est

divisée par son volume a3, tandis que le champs de déplacement moyen des films est

identifié à celui du gaz ~uf = ~ug, de sorte que les efforts volumiques ~ff→g s’écrivent :

~ff→g = −ρf∗ ∂2
t ~ug − µ∗(ω) ( ~ug − ~us) (C.16)

où µ∗(ω) est un module de couplage élastique effectif et ρf∗ une masse volumique effective

des films dont les expressions se déduisent des équations C.14 et C.13 :

µ∗(ω) =
H(Rfq)

H(Rfq)− 1
ρf∗ ω

2

=
2

Rfq

J1(Rfq)

J2(Rfq)
ρf∗ ω

2 (C.17)

ρf∗ = α∞
eπR2

f

a3
ρs (C.18)

Ainsi, la force qui s’exerce sur le gaz correspond à l’inertie effective des films ainsi qu’une

force de rappel élastique. Le terme µ∗(ω) tend vers 16πγα∞/a
3 dans la limite statique,

ce qui correspond à une raideur volumique constante.

Interactions volumiques entre les films et le solide

Tension sur le bord des films

La tension δτ exercée sur le contour d’un film selon la direction normale au film est

égale à :

δτ̂ = −2γ
∂ζ̂f (r)

∂r
|r=Rf (C.19)

= −2γ q
J1 (Rfq)

J0 (Rfq)

(
δp̂

ρseω2
− ζ̂s

)
= −Rfq2γ

2J1 (Rfq)

RfqJ0 (Rfq)

(
δp̂

ρseω2
− ζ̂s

)
= −

πR2
f

2πRf
ρseω

2H(Rfq)

(
δp̂

ρseω2
− ζ̂s

)
(C.20)
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À l’aide de l’équation C.10, l’expression de la tension distribuée sur le contour C.20 peut

être écrite explicitement en fonction de la différence de déplacement :

δτ̂ = −
πR2

f

2πRf
ρseω

2 H(Rfq)

1−H(Rfq)

(
〈ζ̂f 〉 − ζ̂s

)
(C.21)

Intégrale des efforts

Afin de pouvoir prendre en compte cette tension sur la matrice solide due à la présence

des films dans le bilan volumique infinitésimal, il faut intégrer la tension sur le contour C
des films F au bord de la cellule élémentaire V considérée cubique de côté de longueur a.

Du fait de la symétrie de la maille élémentaire, il est possible de regarder directement la

projection des contributions selon un axe de propagation privilégié 0z de vecteur unitaire

~ez :

Ff→s =

∫
C∈δF/F∈δV

δτ̂ ~nF · ~ez Rfdθ (C.22)

=

∮ 2π

0
δτ̂Rfdθ

∑
F

~nF · ~ez (C.23)

= 2πRfδτ̂
∑
F

~nF · ~ez (C.24)

où ~nF est le vecteur unitaire orienté selon la normale au film F .

Efforts volumiques

L’intensité de la force sur une maille élémentaire donnée par l’équation C.14 est

divisée par son volume a3, tandis que le champs de déplacement moyen des films est

identifié à celui du gaz ~uf = ~ug, de sorte que les efforts volumiques ~ff→s s’écrivent :

~ff→s = −µ∗(ω) ( ~us − ~ug) (C.25)

où µ∗(ω) est un module de couplage élastique effectif et ρf∗ une masse volumique effective

des films dont les expressions se déduisent des équations C.14 et C.13 :

µ∗(ω) =
H(Rfq)

H(Rfq)− 1
ρf∗ ω

2

=
2

Rfq

J1(Rfq)

J2(Rfq)
ρf∗ ω

2 (C.26)

ρf∗ = α∞
eπR2

f

a3
ρs (C.27)
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Ainsi, la force qui s’exerce sur le gaz correspond uniquement à la force de rappel élastique.

Le terme µ∗(ω) tend vers 16πγα∞/a
3 dans la limite statique, ce qui correspond à une

raideur volumique constante.
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