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Introduction

L’intérét historiquement porté aux objets géométriques du plan ou de l'espace, dont les co-
ordonnées vérifient des équations ne faisant intervenir que des sommes et des produits de
coordonnées, a conduit aux premieres définitions de la géométrie algébrique. Par exemple, dans
le plan muni d’un repére orthonormé, le cercle de centre I'origine O et de rayon 1 est caractérisé
par I'équation x2 + y? — 1 = 0. C’est 1’égalité que doivent vérifier les coordonnées (z,y) d'un
point M pour étre sur ce cercle. Les droites, coniques, spheres, tores peuvent également étre
caractérisés par de telles équations algébriques.

Pour un ensemble, le fait d’étre les racines d’un polynéme en les coordonnées ne dépend pas
du systeme de coordonnées choisi, car en composant un polynoéme avec une application affine
on obtient encore un polynome.

La géométrie analytique autorise des définitions plus générales que les polynomes, comme
le développement en séries entieres. La sinusoide y — sin x = 0 est une courbe analytique, mais
pas algébrique. En effet, si elle I’était, son intersection sinxz = 0 avec ’axe des abscisses y = 0
serait également algébrique, mais cette courbe contient une infinité de points, ce qui contredit
que sinz est un polynéme d’une variable.

AN NN

On verra que la rigidité de la géométrie algébrique permet d’utiliser des propriétés fortes
de ses objets, alors que la géométrie analytique est plus souple.

Les équations algébriques, initialement regardées dans R? ou R3, peuvent se généraliser &
R™, ou d’autres corps k.

Les corps algébriquement clos sont ceux dont tous les polyndémes d’une variable ont au
moins une racine. C’est le cas de C, mais pas de R. Le polynéme 22 4+ 1 = 0 n’a pas de racine
réelle, il manque des points, ici I'intersection de la parabole y — 22 — 1 = 0 avec l'axe des
abscisses y = 0. C’est le cas d’autres paires d’objets géométriques réels, qui ne s’intersectent
pas dans R?, mais dans C2.

Lorsque l'on travaille sur un corps algébriquement clos, on dispose d’outils comme le
théoreme des zéros (Nullstellensatz). Dans un cadre bien choisi, le théoréeme de Bézout permet
de compter les points d’intersections de deux courbes algébriques.

Une sous-variété algébrique affine de k™ est un sous-ensemble de k™ qui est le lieu d’annu-
lation commun d’un certain nombre de polynémes & n variables et a coefficients dans k. On la



note Z(fi,1 € I) ou f; € k[X1,...,X,]. Dans le cas d’un corps algébriquement clos, le Null-
stellensatz donne une correspondance bijective entre les sous-variétés algébriques affines de k"
et les idéaux réduits de k[X71,..., X,]. Cet anneau étant noethérien, une variété affine est tou-
jours le lieu d’annulation commun d’un nombre fini de polynomes, et se décompose de maniere
unique en une union de sous-variétés algébriques irréductibles. Ces propriétés permettent de
définir la topologie de Zariski, qui est noethérienne.

Sur une variété algébrique affine X, les fonctions régulieres sont les fonctions polynomiales
sur X a valeurs dans k, modulo celles identiquement nulles sur X. L’ensemble des fonctions
régulieres est isomorphe a la k-algebre réduite de type fini k[Xy,...,X,]/I ou I est l'idéal
réduit associé a la variété X.

En transportant une variété algébrique affine avec son anneau de fonctions régulieres sur
un espace topologique, avec des recollements adéquats, on obtient les variétés algébriques.

Les variétés analytiques réelles sont des espaces topologiques localement isomorphes a un
ouvert de R™ munis des fonctions localement développables en séries entieres. Ces ouverts sont
relatifs a la topologie forte de R™, beaucoup plus fine que celle de Zariski. Ce cadre est beaucoup
plus souple que celui de la géométrie algébrique.

En géométrie algébrique complexe, les composantes irréductibles d’une variété algébrique
sont connexes. Ce n’est pas le cas en géométrie algébrique réelle, comme le montre la cubique
lisse irréductible 2 = 22 — x. Pour palier ce manque de souplesse, K. Kurdyka a introduit
les sous-ensembles symétriques par arcs de R™. Ils sont en un certain sens engendrés par les
composantes connexes des ensembles algébriques.



Un sous-ensemble symétrique par arcs de R™ est un ensemble qui intersecte les arcs analy-
tiques de R™ en un nombre fini de points ou les contient entierement. Pour tenir compte des
points & l’infini, on considére plutdt les sous-ensembles symétriques par arcs de P"(R). Cette
notion se transporte sur les variétés réelles par les cartes. Les ensembles AS sont une classe
d’ensembles proche de celle des ensembles algébriques, bien que vivant dans les ensembles ana-
lytiques.

Les notions de lissité et de singularités empruntées a la géométrie différentielle ont leur
propre sens en géométrie algébrique. Le cusp y? — 2% = 0, paramétrable par ¢t — (t2,13) est
une courbe réguliere pour t # 0, et posséde un point de rebroussement en ¢t = 0. Le point (0, 0)
est singulier.

Pour les courbes planes d’équation f(z,y) = 0, avec f de classe C!, le théoréme des fonc-

tions implicites s’applique en un point (zg,yp) vérifiant —f(xo,yo) # 0. On peut alors loca-

dy

lement écrire le lieu f(x,y) = 0 comme le graphe y = o(x) d’une fonction ¢ de classe C!. Si

0
——(20,%0) # 0, on peut écrire z = 1)(y). Par exemple, le cercle unité z2 + 2 — 1 = 0 au point

Ox
(0; 1) peut s’écrire y = /1 — 2. Dans ce cas la fonction ¢ est explicite. Cependant, le théoréme

des fonctions implicites ne s’applique pas au cusp au point (0, 0).

Les points singuliers pour une courbe algébrique plane sont ceux pour lesquels toutes les
différentielles s’annulent en ce point, on ne peut pas a priori appliquer le théoreme des fonctions
implicites. Cela se généralise a plusieurs fonctions en dimension plus grande par des conditions
sur la matrice jacobienne, et peut aussi se lire sur les dimensions de Krull d’anneaux de fonc-
tions régulieres. La différentiation et les déterminants étant des opérations polynomiales en les
variables, ’ensemble des points singuliers est algébrique.



La géométrie algébrique permet des opérations comme les éclatements. Par exemple, 1’éclate-
ment d’'un point N dans S? est P2(R). On a remplacé N par I’ensemble des directions qui
arrivent sur N, c’est P1(R). En recollant ce diviseur exceptionnel E = P(R) & S2\ {N}, on
obtient un espace topologique homéomorphe & P2(R). Cette opération est algébrique, et fournit
un carré commutatif

P{(R) — P*(R)
\: \:
N — &

Une telle opération existe pour 1’éclatement d’une sous-variété Y d’une variété algébrique X.
Dans le carré ci-dessus, la restriction de 7 : P?(R) \ P*(R) — S?\ {N} est un isomorphisme
entre ces deux ouverts. C’est une propriété d’additivité.

Les éclatements sont des opérations qui ont permis d’obtenir, pour les variétés algébriques
sur un corps de caractéristique nulle, la résolution des singularités (1964), les hyperrésolutions
cubiques (1988), le théoréme de factorisation faible (2002). Ces théorémes ont eu de nombreuses
applications en géométrie algébrique.

La résolution des singularités pour les variétés algébriques sur un corps de caractéristique
nulle a été prouvée par Hironaka ([I4]). Pour X une telle variété, il existe une application
birationnelle X’ — X avec X’ lisse, qui est une composée d’éclatements le long de sous-
variétés lisses.

Les hyperrésolutions cubiques, construites par Guillen et Navarro-Aznar ([10], [II]), sont
des diagrammes faisant intervenir des applications birationnelles, comme les éclatements, et des
décompositions en composantes irréductibles. Comme pour le carré obtenu par un éclatement,
ces diagrammes ont des propriétés d’acyclicité, au sens des faisceaux.

Le théoreme de factorisation faible, prouvé par D. Abramovich, K. Karu, K. Matsuki, J.
Wlodarczyk ([1]) permet d’écrire une application birationnelle ¢ entre deux variétés algébriques
X et X’ sur un corps de caractéristique nulle comme composée d’éclatements, ou d’inverses
d’éclatements, chaque centre étant disjoint du lieu singulier de X, X’ et f.

Les variétés algébriques fournissent de nombreux exemples d’espaces topologiques. La to-
pologie est I’étude de la forme des objets. L’homologie et la cohomologie classiques sont des
algébres associées a des espaces topologiques contenant des informations sur leur forme. Ce
sont des invariants par homéomorphisme. On peut en extraire un invariant additif pour les
inclusions fermées, la caractéristique d’Euler a support compact x.. Les variétés algébriques
possédant une structure beaucoup plus rigide que les espaces topologiques, il est raisonnable
d’espérer avoir pour cette catégorie un invariant additif plus fin que x., et que leurs homologie
et cohomologie contiennent également une structure supplémentaire.

Dans le cas des variétés algébriques réelles, C. McCrory et A. Parusinski utilisent ces espaces
de cohomologie et le théoreme de factorisation faible pour construire des invariants plus fins
que X, le polynome de Poincaré virtuel 8 ([19]), étendu aux ensembles symétriques par arc
par G. Fichou ([12]).

Dans le cadre des variétés algébriques complexes, P. Deligne a développé la théorie de
Hodge ([8]), qui a permis d’obtenir des invariants additifs grace a la filtration par le poids sur
la cohomologie & supports compacts H} (X, Q) d’une variété algébrique complexe X.



L’existence d’une filtration par le poids pour les variétés algébriques réelles est annoncée par
B. Totaro dans [25], puis construite par C. McCrory et A. Parusinski dans [21]. C. McCrory
et A. Parusinski utilisent un théoreme d’extension de foncteurs de [I1], s’appuyant sur les
hyperrésolutions cubiques, pour construire un complexe de chaines filtrés, et une suite spectrale
(E™), définie pour r > 2. Cette suite spectrale converge vers 1’homologie de Borel-Moore a
coefficients dans Zy, HEM (X). Le terme E* de cette suite spectrale contient la filtration par
le poids WHBM (X).

Cette suite spectrale est un analogue de la suite spectrale de Deligne ([8]) pour les variétés
complexes et la cohomologie a supports compacts et a coefficients dans Q. Dans le cadre des
variétés complexes, la suite spectrale dégénere au terme 2. Cette page de la suite spectrale
contient alors a la fois les propriétés additives et la filtration par le poids. Pour les variétés
réelles lisses et compactes, la suite spectrale dégénere au terme 2, mais ce n’est pas le cas en
général. C'est le terme E? de la suite spectrale qui possede les propriétés d’additivité et permet
de reconstruire le polynome de Poincaré virtuel, le terme E°° n’étant pas additif en général,
en un sens naturel (exemple 3.3 de [19]).

Dans [2I], C. McCrory et A. Parusiriski construisent également une filtration géométrique
GC, sur le complexe de chaines semi-algébriques a supports fermés C,(X), un complexe qui
calcule I'homologie de Borel-Moore HBM (X). Comme toute filtration sur un complexe, celle-ci
induit une suite spectrale E” qui, a une renumérotation pres, correspond a la suite spectrale
obtenue par les hyperrésolutions cubiques, et qui dans ce cadre est définie une page plus tot. Ce
point de vue géométrique, avec des ensembles semi-algébriques, permet d’étendre la filtration
par le poids a la catégorie X 45 des ensembles symétriques par arcs, en utilisant les fonctions
constructibles. L’invariance de la suite spectrale associée sous homéomorphisme AS, c’est-a-
dire avec graphe AS, montre que le polynéme de Poincaré virtuel est invariant sous cette classe
d’applications.

Dans cette these, on construit la filtration par le poids sur la cohomologie a supports
compacts d’une variété réelle, qui se trouve étre duale a la filtration sur I’homologie de Borel-
Moore. Cette filtration s’étend également a la catégorie X4s. On étudie le comportement de la
filtration par le poids vis-a-vis de structures comme le produit de variétés réelles, les produits
cup et cap sur 'homologie HPM (X) et la cohomologie H(X) & supports de X. Les produits
cup et cap de classes de chaines et de cochaines sur les espaces HPM(X) et H*(X) ont des
propriétés vis-a-vis des filtrations, qui se lisent sur le terme E> de la suite spectrale. Ces
produits peuvent étre définis plus en amont sur la suite spectrale, & partir de la page E' = E,,
c’est-a-dire sur les chaines a quasi-isomorphisme pres.

Dans le premier chapitre, on rappelle des définitions et propriétés de I’homologie et coho-
mologie singuliere des espaces topologiques. Sous certaines hypotheses sur ces espaces topolo-
giques, comme la séparation, la compacité locale, la triangulation, ces homologies et cohomo-
logies peuvent étre calculées avec d’autres complexes que celui des chaines singulieres. Nous
utilisons ces notions pour des sous-ensembles semi-algébriques de variétés algébriques réelles,
qui vérifient ces hypotheses.

Dans le second chapitre, on définit les objets filtrés et les suites spectrales dans la catégorie
des Zg-espaces vectoriels ([8], §1 et §3), ainsi que les suites spectrales associées aux complexes
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de tels objets filtrés. Le décalage de Deligne, qui est une opération sur les suites spectrales,
permet d’obtenir des isomorphismes entre deux suites spectrales, comme l'illustre ’exemple de
la filtration triviale et de la filtration canonique. La suite spectrale d’un complexe double sera
également utilisée dans le chapitre 5.

Le troisieme chapitre traite de nombreuses propriétés et objets spécifiques a la géométrie
algébrique réelle. Les ensembles semi-algébriques et symétriques par arcs sont liés aux fonctions
constructibles et Nash-constructibles ([6], [16]). On suit [19] pour construire le polynéme de
Poincaré virtuel 8. C’est un invariant additif pour les isomorphismes algébriques, mais pas pour
les homéomorphismes en général. Enfin on détaille la construction du complexe de chailnes semi-
algébriques a supports fermés C,(X), qui est un point clé de la construction de la filtration par
le poids de [21], et du chapitre 5.

Dans le quatrieme chapitre, on énonce un résultat de Hironaka concernant la résolution des
singularités sur un corps de caractéristique zéro ([14]). On reformule le théoreme d’extension
d’un foncteur de Guillén et Navarro-Aznar ([I1]) dans le cadre de la géométrie algébrique réelle
et des complexes de Zsg-espaces vectoriels, qui est celui utilisé dans le chapitre 5.

Le chapitre 5 est le coeur de cette these. Il utilise en partie les notions et résultats des
quatre premiers chapitres.

Dans la partie 2 on fixe le cadre et les catégories dans lesquelles on va travailler, en particulier
appliquer un théoreme d’extension de foncteurs de Guillen et Navarro-Aznar (2.2.2 de [I1]), ce
qui nécessite le langage des schémas.

Dans la partie 3, on développe la théorie de la filtration par le poids sur la cohomologie a
supports compacts H}(X) d’une variété algébrique réelle X, en adaptant la méthode de Mc-
Crory et Parusiriski dans [21]. Cette méthode utilise un théoreme de Guillén et Navarro-Aznar
([I1]) reposant sur les hyperrésolutions cubiques. On doit choisir un complexe de cochaines
adapté C*(X), qui calcule H}(X) et qui vérifie la propriété d’additivité pour les inclusions
fermées Y C X :

0—C*"(X\Y) —C"(X)—C*"(Y)—0

On obtient I'existence, mais surtout I'unicité de cette filtration par le poids, a valeurs dans une
certaine catégorie localisée.

Dans la partie 4, on construit une filtration sur un complexe de cochaines GC*(X), qui
représente la filtration par le poids précédemment obtenue avec le théoreme d’extension de
Guillen et Navarro-Aznar. On retrouve l’existence de la filtration par le poids cohomologique,
mais définie plus en amont du point de vue des suites spectrales. Ce résultat est obtenu en
dualisant la construction géométrique de la filtration par le poids sur le complexe de chalnes
semi-algébriques GC,(X), ainsi que la construction via les fonctions Nash-constructibles de
[21]. Cette filtration GC*(X) s’étend a la catégorie X 45 des ensembles symétriques par arcs.
La filtration sur ce complexe de cochaines C*(X) vérifie des propriétés d’additivité similaires
a celles pour les chaines, avec des suites exactes courtes (lemme :

0 —GC*"(X\Y) —GC"(X) —GC*(Y) —0

On démontre que la suite spectrale associée F, est duale a la suite spectrale de poids homolo-
gique E" définie dans [21] : pour r > 0,

£ e (15"
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Dans la partie 5, on étudie le comportement de ces filtrations par le poids, homologique
et cohomologique, par rapport au produit des variétés. Un des résultats clés est que la suite
spectrale associée a un cross produit X x Y de variétés X et Y est isomorphe au produit
tensoriel des suites spectrales de chaque variété. Pour r > 1,

Uy P B (X)®z, EL(Y) 5 E (X xY)
p+s=a, q+t=b

est un isomorphisme. Comme conséquence on obtient une maniere différente de démontrer la
multiplicativité du polynéme de Poincaré virtuel ([I9]) sans recourir au théoreme de factorisa-
tion faible :

BX xY)(u) = B(X)(u)B(Y)(w).

Avant d’obtenir les isomorphismes de suites spectrales, il a fallu définir les morphismes au ni-
veau des chaines (paragraphe. Les produits de chaines, de cochaines et de suites spectrales
sont définis de maniere naturelle, mais des considérations sur la compatibilité avec I’opérateur
de bord ont été nécessaires pour avoir un morphisme de complexes de Zs-espaces vectoriels

(lemmes et 5.5.4)). La démonstration du théoreme |[5.5.15 dont ’énoncé dit que
U GeCu(X) @ GoOk(Y) — GoCiu(X X Y)

est un quasi-isomorphisme filtré, repose sur 'unicité de la filtration par le poids pour les variétés
algébriques réelles (Théoreme 1.1 de [21]), au sens d’isomorphisme de foncteurs. En particulier,
il n’est pas prouvé ici que cet isomorphisme reste vrai pour la catégorie X 45 des ensembles
symétriques par arcs.

Des résultats similaires sont obtenus pour la filtration par le poids cohomologique, cependant
le quasi-isomorphisme de complexes de cochaines filtrés n’est pas obtenu comme localisation
d’un seul morphisme de complexes filtrés, comme c’est le cas pour les chaines, mais comme
composé des localisations de deux fleches en sens opposés 1'une de l'autre (preuve du corollaire
5.5.20) : les fleches u" et w définies par

(C(X x Y)Y — (Cu(X)® (Y)Y

D exi®@eyir— > nlex x CY,i)]

K3 7

U/

et
(Ca(X))Y & (Cu(Y))Y — (Cu(X) @ Cu(Y))Y

RY — D exi®eyir— Y plex) %Z)(CY,z')]
sont des quasi-isomorphismes de complexes de cochaines filtrés, et le diagramme
(CL(X x Y)Y == (Cul(X) @z, Cx(Y))¥ <= (Cu(X)" @2, (CL(Y))",

se localise en un isomorphisme, ce qui montre que GoC*(X) ® GoC*(Y) et GoC*(X x Y') sont
quasi-isomorphes.
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L’intérét principal de considérer la cohomologie est qu’elle a une structure enrichie par
rapport a ’homologie, le produit cup. On construit un tel produit (paragraphe [5.5.4)) sur le
complexe filtré G*C*(X), toujours défini & quasi-isomorphisme pres :

(u¥)~

= Ao () ow: GUCH(X) ® GoC(X) L Geor (X x X) AL gror(X)

ou A désigne I'application diagonale

X — XxX
A
x — (x,z)
Cette définition du produit cup sur G*C*(X) induit le produit cup classique sur la cohomologie
a supports compacts H}(X) (proposition [5.5.22)). Des propriétés de la filtration par le poids
montrent des obstructions sur l'image du produit cup pour une variété algébrique réelle X
donnée : au niveau des suites spectrales, on a

— P EFIX) @z BY(X) — EXN(X)
p+s=a, q+t=b

Pour définir le produit cap entre des chaines et des cochaines a partir du produit cup
(paragraphe [5.5.5)), on utilise la relation (¢ — ¢) = (¢ — ¢)(c), et le fait que les Zg-espaces
vectoriels apparaissant dans les suites spectrales E” et E, pour r > 1 sont de dimension finie.
Ceci permet de définir le produit cap entre des représentants des complexes filtrés G*C*(X) et
GeCi(X), & valeurs dans G*C*(X), toujours & quasi-isomorphisme pres. Ce produit se décline
sur les suites spectrales en
~ P EPUX) @ E[(X) — EXY(X)

r
s—p=a, t—q=b

ce qui fournit des obstructions équivalentes sur le produit cap. Cette définition induit bien le
produit cap classique sur la cohomologie a supports compacts et I’homologie de Borel-Moore

~: HY(X)® HPM(X) — H*(X)

Pour X compacte, on peut considérer 'application D de dualité de Poincaré (paragraphe
5.5.6), qui associe a une classe de cohomologie ¢ de H*(X) son produit cap ¢ —~ [X] avec la
classe fondamentale de X. Cette application D coincide avec I'isomorphisme

HY(X) — Hp_p(X)
e o p~[X]

de dualité de Poincaré lorsque X est aussi lisse. Comme la classe fondamentale [X] d’une variété

compacte est une chaine pure, ¢’est-a-dire [X]| € G_,,C,,(X), application D induit sur les suites

spectrales

E”S’J(X) — Einfs,ant
v o X

D= ~[X] : (X)
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ce qui montre que le noyau de D contient les classes de cochaines non-pures (celles de poids
non minimal), et que I'image de D est incluse dans les classes de chaines pures (celles de poids
minimal). Sur I’homologie et cohomologie, pour tout k € N,

D(H*(X)) € Wi—nHp—(X)

et, si p > —k,
DOWPH*(X)) = o.

Cependant ces inclusions ne sont pas des égalités en général (Remarque . Ce résultat
apporte en particulier des obstructions pour une variété réelle a vérifier la dualité de Poincaré.

Le chapitre 6 est consacré au calcul de filtrations par le poids sur des exemples. On utilise
des hyperrésolutions cubiques dans des cas relativement simples (résolution des singularités,
décomposition en composantes irréductibles, carrés acycliques dans la catégorie Sch.(R)). Les
exemples et sont homéomorphes, mais non algébriquement isomorphes puisque de filtra-
tions par le poids distinctes. Il en est de méme pour les exemples et Les exemples et
ont méme (co)homologies et filtration par le poids (pure), mais ne sont pas homéomorphes
d’apres la structure produit sur leur cohomologie. Les exemples sont cal-
culés en appliquant les résultats sur les produits (Théoréme et formule rappelée
dans la remarque . Les exemples et sont calculés en se ramenant aux exemples
précédents avec un carré acyclique. L’exemple [6.13| est obtenu grace a une hyperrésolution cu-
bique de taille 3, par décomposition et inclusion de composantes irréductibles. Les exemples
16.14] [6.15| et [6.16] proviennent de [19]. En particulier la filtration par le poids de
est calculée en supposant que celle-ci existe. C’est un exemple de variété algébrique réelle pour
laquelle la suite spectrale de poids ne dégénere pas a l'ordre 2.
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Chapitre 1
Topologie

Dans ce chapitre, on rappelle les définitions et des propriétés de I’homologie et cohomolo-
gie singuliere des espaces topologiques. Sous certaines hypotheéses sur ces espaces, comme la
séparation, la compacité locale, ou la triangulation, leurs homologies et cohomologies peuvent
étre calculées avec d’autres complexes que celui des chaines singulieres. Nous utiliserons ces
notions pour des sous-ensembles semi-algébriques de variétés algébriques réelles, qui vérifient
ces hypotheses.

1.1 Chaines et homologie singulieres

1.1.1 Chaines singulieres
Le n-simplexe standard est 1’ensemble
A, = {(to,...,tn) e R to+---+t,=1ett; >0 pour tout z}

C’est I'enveloppe convexe de ses sommets v, . .., v, ; on le note aussi [v, ..., vp].
On appelle i face [vg,...,0;,...v,] I'enveloppe convexe de tous les sommets sauf v;.

Soit X un espace topologique. Un n-simplexe standard est une application continue
o: A, — X
Les n-chaines singuliéres sont les éléments de C),(X), le groupe abélien libre engendré par

les n-simplexes standards.

On appelle n™¢ bord 'application 9 : C,(X) — C,_1(X) définie par

d(0) =) (=1)ol[vo, ..., i, ... vn]

=0

ou o|[vg, ..., 0, ...v,] est une application A,_1; — X, c’est la restriction de o & sa "™ face.

17



18 CHAPITRE 1. TOPOLOGIE

Les bords vérifient
(9n o 8n_1 =0

On obtient un complexe différentiel (C«(X),d). Son homologie est définie par
ker O,

imd,,_1

Hy(X) =

Ces notions sont fonctorielles : pour f : X — Y une application continue, on a un push-
forward sur les chaines

fo 1 Cu(X) — Cp(Y), o+ foo
compatible avec le bord, qui induit un pushforward sur ’homologie
fe o Hp(X) — Hu(Y)
Pourg:Y — Z,
(g0 )« =gxo [
(idx)s = idy, (x)

1.1.2 Homologie relative
Soit A C X un sous-ensemble. L’inclusion
i: A= X
induit
ix @ Ch(A) — Cp(X)

Les groupes
_ Gu(X)

Cn(A)
peuvent étres munis du bord de C,(X), et forment le complexe C,(X, A) des chaines relatives.
Son homologie H,(X, A) est appelée homologie relative, et vérifie également des propriétés de
fonctorialité.

Cn(X,A)

Lemme 1.1.1. Lemme du serpent.
Soient
0— A — B, —C.,—0

une suite exacte de complexes. On a une suite exacte longue
- —> Hy(A) — H,(B) — H,(C) — Hp—1(A4) — -~
Dans notre cas ce lemme du serpent s’applique a la suite exacte de complexes
0— Cu(A) — Cu(X) — Cu(X,A) — 0
qui induit une suite exacte longue

o — Hy(A) — Hp(X) — Hp(X,A) — Hp1(A) — - -+
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1.2 Cohomologie et supports

Les cochaines singulieres sont les éléments des groupes
C"(X) =Hom(C\,(X),Z)

Ces groupes sont munis de la différentielle § : ¢ — w00, qui en fait un complexe, et permet
de définir la cohomologie de X.
On a la notion de cohomologie des paires, de cohomologie relative, qui sont fonctorielles.

Une cochaine p € C™(X) est dite & support compact s’il existe un compact K C X tel que
¢(x) = 0 pour toute chaine x € Cp,(X \ K).

On note C(X) les chaines de C™(X) a support compact. Ce sont des groupes compatibles
avec la différentielle. La cohomologie du complexe (C¥(X),0) est notée H}(X) et est appelée
cohomologie a supports compacts de X. On a une fonctorialité contravariante pour les applica-
tions continues et propres.

Pour les espaces triangulés, la cohomologie a support compacts s’écrit aussi grace a une
compactification ouverte X < X de X :

HY (X))~ H (X, X\ X)

Dans les paragraphes suivants, nous travaillons avec les coefficients dans le corps Zs. Dans
ce cas, ’homologie de Borel-Moore est isomorphe au dual de la cohomologie a support compacts
([B], Théoreme 3.3 a).

HIY(X) = Hom(H;(X), Zs)

Dans ces cas, on peut exprimer ’homologie de Borel-Moore grace a une compactification
ouverte X — X de X.

HPM(X) = H,(X, X\ X)

Ces groupes sont indépendants de la compactifiation ouverte choisie.

1.3 Coefficients

On a évoqué de I’homologie H,(C) d'un complexe C a coefficients dans Z. Ces notions existent
plus généralement pour des coefficients dans un groupe abélien G, ce qui revient a prendre
I’homologie H,(C,G) du complexe C'® G. On peut comparer ces deux objets grace au foncteur
Tor (Théoréme des coefficients universels, [13], Théoreme 3.A.3 et Proposition 3.A.5). La suite
suivante est exacte

0 — Ho(C)® G — Hy(C,G) — Tor(Hn_1(C),G) — 0

En pratique nous utilisons comme coefficients le corps Zo, et d’apres les propriétés du foncteur
Tor, on a dans ce cas

Tor(Hy_1(X), Zs) 22 Tor(Za, Hn—1(X)) = ker [Hn_l(X) 2 Hy 1(X)

ou la derniere fleche est la multiplication par 2, ¢’est-a-dire ’addition deux fois dans le groupe
H,_1(X).
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1.4 Produits en homologie et cohomologie

Pour éviter tout probleme de torsion on prendra Zo comme corps de coefficients. Les produits
cup, cap existent au niveau des chalnes singulieres, et pas seulement sur leur homologie ou
cohomologie. Le produit cross existe au niveau des chaines cellulaires. Ces produits sont liés
par des formules. Lorsque 'un d’eux est défini sur les espaces d’homologie ou cohomologie, s’ils
sont de dimension finie, les formules permettent de retrouver les deux autres.

1.4.1 Produit cup
Pour ¢ € C*(X) et ¢ € CY(X) on définit ¢ — ¢ € C*+(X) par
(SO ~ ¢>(U) = SD(O-H’UUv cee ,’l)k])w(UHUk, cee avk-i-l])

pour o € C1(X).
Le bord vérifie

S — ) =dp — ¢+ (—=1)Fp — &

Cette formule montre que le produit cup est bien défini sur la cohomologie

— : HYX) x H(X) — H*(X)

1.4.2 Produit cap
Pour o € Cy(X) et p € CY(X) on définit ¢ ~ ¢ € Cj_;(X) par

o~ =p(olvo,...,vul)ol([v,...,vk])

Le bord vérifie
o~ ¢) = (~1)!00 ~ o+ (~1)*o ~ by

Ainsi le produit cap est défini sur I’homologie et cohomologie de X

~: Hy(X) x H(X) — Hy(X)

1.4.3 Produit cross

Le produit cross associe & une i-chaine cellulaire e’ de X et & une j-chaine cellulaire e/ de YV
leur produit e’ x ¢/ dans X x Y. Le bord vérifie

d(e' x el) = de' x &/ + (—1)'e! x dé’
Ce produit induit un isomorphisme, appelé formule de Kinneth
H,.(X)® H.(X) =2 H.(X)
Plus précisément,
P Hu(X) ® Hi(X) = Hu(X)
k+l=n
On a aussi 'isomorphisme dual en cohomologie

H*(X) ® H*(X) = H*(X)
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1.4.4 Liens par les formules

On note A : X — X x X, x+— (x,z) Papplication diagonale, 7x : X xY — X et
my : X XY — Y les projections canoniques. On a

o x1=(mx)"(0) — (my)"(1)
o — P =A%p x 1)
Vi € HH(X) (o ~ @) = (¢ — ¥)(0)

Dans certains cas ces produits respectent la compacité des supports, et sont définis entre
H}(X) ou HPM(X).
1.5 Caractéristique d’Euler a support compact

Pour les sous-ensembles semi-algébriques de variétés algébriques réelles, la caractéristique d’Eu-
ler a supports compacts est définie par

Ye(X) = S(-1) dim H(X, Zo)
ieN

Elle vérifie, pour une inclusion fermée d’ensembles semi-algébriques Y C X
Xe(X) = Xe(Y) + xc(X\Y)
En effet, de tels ensembles peuvent étre triangulés et on a
HX(X\Y)®H*(X,)Y)
La suite exacte longue de cohomologie des paires
o — HY(X,Y) — HY(X) — H"(Y) — H""Y(X)Y) — -
induit un autre suite exacte

S HMX\Y) — H'(X) — H™(Y) — H™Y(X\Y) — -

1.6 Dualité

On se servira d’outils d’algebre linéaire, comme les suites exactes et les produits tensoriels,
ainsi que de l'effet de la dualité sur ceux-ci.

Pour une suite exacte

In+1 n
e Gl B G IS Gy — -

c’est-a-dire vérifiant pour tout n
ker g, = img, 11
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on pose
G!, = Hom(G,, Zs)
et
Gn + Gn— Gy, 9 90 gnp
La suite

9/71 g
_)G;L_I"_>G;1_n>G;1+1_>

est exacte : pour tout n,
ker g}, = img,

En effet, g/,(¢) = 0 si et seulement si ¢ s’annule sur img,,+1, donc

ker g, = Hom < >
imgy 11
L’image de g],_; est 'ensemble des formes linéaires s’écrivant ¢ o g,, avec ¢ € G} _;, or les

formes se factorisant par g, sont celles qui s’annulent sur ker g,,. Ainsi

G
. / oY H n
img,,_q om (ker .




Chapitre 2

Objets filtrés et suites spectrales

On suivra [§], §1 et §3. Dans ce paragraphe on travaille dans une catégorie abélienne A. En pra-
Z

27
ou celle des Zgy-espaces vectoriels (lorsqu’on en prendra ’homologie). On pourra parler de quo-
tients.

tique on prendra la catégorie des complexes différentiels de Zo-espaces vectoriels, ou Zy =

Définition 2.0.1. ([§], Définitions 1.1.2 & 1.1.5)
Une filtration décroissante sur un objet A de A est une famille (F"(A)),ecz de sous-objets de
A vérifiant

Vn,meZ n<m=— F"(A)C F"(A)

On passe d’une filtration décroissante a une filtration croissante en prenant ’opposé des indices.
Une filtration est dite finie s’il existe n,m € Z tels que F™"(A) = A et F"™(A) = 0.
Un morphisme d’objets filtrés de (A, F') dans (B, F') est un morphisme f : A — B vérifiant

VnelZ f(F"(A)) C F*(B)
Un tel morphisme d’objets filtrés est dit strict si
VnelZ f(F"(A))=F"(B)Nimf
Les objets et morphismes filtrés forment une catégorie additive.

Définition 2.0.2. Filtrations induites sur un sous-objet et sur un quotient. (8], Définition
1.1.8)

Soit (A, F') un objet filtré et j : X < A un sous-objet de A.

La filtration induite par F sur X est

F'(X)=F"(A)NX
. , A
La filtration quotient sur X est

(AN X +FYA)  FY(A)
E (X) - X T X NFr(A)

23
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Lemme 2.0.3. ([§], Définition 1.1.9)
Soient X et Y deux sous-objets de A avec X CY. On a
A A

Xl’ke = — =
X YNx 'y

Y A
La filtration sur X coincide avec celle induite par <

Définition 2.0.4. Suite spectrale.
Une suite spectrale est une suite de complexes bigradués (Ef"?)(, nez2, ren d’objets de A, ot
la différentielle d, sur E, est de degré (r,—r +1) :

d, : EPY — ppra-rtl
et ou et le terme E,. 1 est la cohomologie du terme F, :

P9 _ ¥ p—rg+r—1 _dr p,q dr p+r,q—r+1
ET+1 =H ET. — E’r — ET’

Définition 2.0.5. Complexes filtrés.
On appelle complexe filtré un complexe F*C* d’objets de A muni d’une filtration respectant
le bord :

VnelZ O(F"C*)cC F*C*

La filtration I est dite birréguliére si elle est finie sur chaque composante de C.

Définition 2.0.6. Suite spectrale d’un complexe filtré. ([8], Définition 1.3.1)
Un complexe filtré définit une suite spectrale (E;),>0, ou les différentielles

d, : EPY9 —y pptra—r+l
* T T
sont induites par la différentielle 6 du complexe. Le premier terme FE vérifie

P FrOopta
0 Fp+1Cp+a

et le terme FE, ;1 est la cohomologie du terme E) :

P9 __ * p—r,q—‘,—r—l d7' D,q d7- p+1",q—r+1
B2ty — 17 [t e gy 2, gy

Il existe une définition directe des EX'? en posant :

ot
ZP9 = ker [5 : FPCPYY — ]

Fpr+r(Cptg+l

et BP? tels que

Ccprta Cprta
[ — . p—r+1 pt+q—1 -
BT coker {(5 : F C — FPHCPW]
On a alors
Epvq — lm Zp7q N Cip+q
T T ervq + Bg»q
Z,'P7q

B?vq m Zf']}q
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On dit qu’une suite spectrale dégénére si les différentielles sont nulles & partir d’un certain
rang. Les E,, pour r assez grand, sont alors stationnaires, on les note F.

Dans le cas d’une filtration biréguliere, la suite spectrale associée dégénere et vérifie
P mr=H(C)
ptg=n

On note
EPY — H"(C)

Définition 2.0.7. Quasi-isomorphisme de complexes filtrés. ([8], Définition 1.3.6)
Un morphisme de complexes filtrés

u: (C,F)— (C', F)
induit des morphismes sur leur suites spectrales associées
ur @ E.(C,F) — E.(C', F")
On dit que u est un quasi-isomorphisme filtré si pour r > 1 les u, sont des isomorphismes.

Exemple 2.0.8. La filtration triviale. ([8], Définition 1.4.6)
La filtration triviale 1 sur un complexe (C*, ) est définie par

C? sip<O0
POq
e {O sip>1

On a alors Ef 7 =0sip#0 et Eg’q = C% Pourr > 1, BP9 =0sip+#0et EX? = HI(C).

Exemple 2.0.9. La filtration canonique. ([§], Définition 1.4.6)
La filtration canonique Feqy sur un complexe (C*,0) est définie par

C1 sig< —p

FP,C1={ kerd, sig=—p
0 sig>—p
Le calcul des deux premiers termes de la suite spectrale donne :
FP _(CPpt+a
0l = 7617"1 munie de @) =4§_, : EP? — EPIH
ker 0, ifp+qg=-—p
EP Crl oy
=0 ——— ifp+qg=—-p-—1
0 ker6_,_1 b b
0 sinon.
On obtient Ker §
er 0_p .
— P — gPTUC*) sip4q=—
Ef’q — imé—p—l ( ) p q p

0 sinon.

La suite spectrale dégénere au niveau deux : pour r > 1, E,. = Ej.
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Définition 2.0.10. Décalage de Deligne. ([8], Définition 1.3.1)
Avec les notations de on définit la filtration décalée de Deligne Dec(F')® de la filtration
F sur C par

Dec(F)PC™ = Z} ™77

Proposition 2.0.11. ([§], Définition 1.3.4)
On a
d (Dec(F)PC™) C Dec(F)PC"*

De plus, le morphisme naturel

p+n,—p p+n,—p
z 1 Z 1

—
Fntl,—p-1 -
induit des morphismes
up = EP"P(C,DecF) — EVT™TP(C F)
u, : EP"7P(C,DecF) — EX"7P(C, F)
compatibles aux différentielles d,., qui sont des isomorphismes de complexes pour v > 1.

La preuve consiste & calculer les Z2? et BY'? de chaque filtration.

Exemple 2.0.12.
A renumérotation pres, la filtration décalée de la filtration triviale est la filtration canonique.

cn sip<—n
ZP"P = ¢ kerd, sip=-n
0 sip>-—n
Le complexe
On—l
—0— —— — kerd, — 0 — -
ker 5n—1

est quasi-isomorphe a
o — 00— H"(C) — 00— ---

Définition 2.0.13. Suite spectrale d’un complexe double.
Soit (AP)(, gez2 un complexe double de Z2-espaces vectoriels . Les différentielles

Opg @ AP , Aptla

)

et
. ADY p,q+1
Opg @ AP — A

vérifient

00 +00=0
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On associe a un complexe double un complexe filtré, le compleze total

oF = @) av

p+a=Fk

FPch= g A
pt+q=k, p=s

avec différentielle
d : C"— C* dp = Y (Opg + Opg)
pt+ag=k

La suite spectrale du complexe total vérifie
ENY = AP et dy = 04 1 APY — APTLA
EPY = HP(A*9), et dy : HP(A®9) — HP(A*9TL) est induite par d,,4
EP? = HI(HP(A**)) et dy est donnée par le lemme du serpent. On a une autre filtration sur
le complexe total
F/ka — @ AP
pta=Fk, ¢=s

qui fournit une suite spectrale E’ vérifiant

E(/)p’q = AP et dy = 0y : AIP — ATPTL

EP? = HP(A*), et dy : HP(AT*) — HP(ATHH*) est induite par 9,4
EP9 = HI(HP(A**)) et dy est donnée par le lemme du serpent.

Dans les écritures de Es et EY 'espace de cohomologie indexé par p est pris par rapport
au complexe en *, et I’espace indexé par ¢ est pris par rapport au complexe indexé par . Ces
suites convergent vers la cohomologie du complexe total, mais sont différentes en général.

Exemple 2.0.14. Le complexe double de De Rham fournit un exemple de complexe double,
avec APY les formes différentielles de type (p,q) :

W =toc ¥ _u(2)dziy, A+ Ndzi, AdZ, AN dE,

Les différentielles
3pq . APY _}Am—l,q

et

Opqg o APT —s APatl
sont respectivement les différentielles 0z et 0Z.

Exemple 2.0.15. Pour une décomposition X = X; U X5 d’une variété algébrique X en union
de sous-variétés, par exemple une décomposition en composantes irréductibles, on peut poser

X0 =x

XM =X, 00X,
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X? =X, nX,
O = I (X @)

Les différentielles S o
8+ CUX W) — I(x D)

est 'opérateur induit par les inclusions, avec un signe, et
7 j ) 41 ]
& CI(xWy — oIt (x )

est opérateur de cobord de X .

Ce procédé se généralise a une décomposition en k sous-variétés. Les i-intersections de
sous-variétés peuvent se voir dans un cube de dimension k, les inclusions de certaines (i + 1)-
intersections dans une i-intersection correspondent a une aréte du cube, ce qui donne lieu a un

schéma cubique (paragraphe |5.3.4)).



Chapitre 3

Géomeétrie réelle

3.1 Variétés algébriques réelles
On prendra la définition de [4].

Définition 3.1.1. Variété algébrique réelle affine. ([4], Définition 3.2.9)

Une variété algébrique réelle affine est un espace topologique X, muni d’un faisceau de fonctions
Rx a valeurs dans R, isomorphe comme espace annelé a un ensemble algébrique V' C R" avec
sa topologie de Zariski, muni de son faisceau de fonctions régulieres Ry .

Le faisceau R x est appelé faisceau des fonctions régulieres sur X.

Proposition 3.1.2. ([{], Définition 3.2.10)
Pour V. C R™ un ensemble algébrique réel, U C V un ouvert de Zariski, (U, Rx|y) est une
variété algébrique réelle affine.

Définition 3.1.3. Variété algébrique réelle. ([4], Définition 3.2.11 et [6], 2.1)

Une variété algébrique réelle est un espace topologique X, muni d’un faisceau de fonctions Rx
a valeurs dans R, tel qu’il existe un recouvrement fini X = U U;, chaque (U;, Ry y,) étant une
variété algébrique réelle affine. !

Le faisceau Rx est appelé faisceau des fonctions régulieres sur X, et la topologie de X est
appelée topologie de Zariski.

Remarque 3.1.4. La propriété de séparation est automatique pour les variétés algébriques
affines (diagonale fermée dans X x X). On n’impose pas de condition de séparation, car
les variétés algébriques réelles considérées seront soit affines, soit des points réels venant de
schémas déja séparés.

Proposition 3.1.5. ([{], Définition 3.2.13)

Soient (X, Rx) une varié¢té algébrique réelle et U C X un ouvert de Zariski. Alors (U, Rxv)
est une variété algébrique réelle.

29
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3.2 Ensembles semi-algébriques

On suivra [6]. Les ensembles semi-algébriques sont ceux qui vérifient des équations et inéquations
polynomiales. Ces ensembles sont stables par projection (Théoréeme , et satisfont le
lemme du petit chemin (Théoréme . Leur topologie locale peut différer de celle des en-
sembles algébriques. Certains outils fournissent des obstructions au fait qu’ils puissent étre
homéomorphes a un ensemble algébrique, comme par exemple la caractéristique d’Euler du
link, ou plus généralement les fonctions constructibles.

Définition 3.2.1. Ensembles semi-algébriques. ([6])
Les sous-ensembles semi-algébriques de R™ sont la plus petite classe SA,, C P(R") telle que :
(i) Si P € R[X7,...X,), alors

{r eR" P(x)=0}eSA,et {x€R" P(x)>0}eSA,
(ii) Si A € SA,, et B € SA,, alors
AUB e SA,, ANB e SA,, R™\ A € SA,

Les ensembles semi-algébriques contiennent les ensembles algébriques, et sont stables par
les opérations U, N, \. Ils sont aussi stables par produits : si A € SA, et B € SA,, alors
Ax BeSAim.

On peut aussi définir des ensembles semi-algébriques sur une variété algébrique réelle X grace
au faisceau de fonctions régulieres Px.

Définition 3.2.2. Morphisme semi-algébrique. ([6])
Soient A € SA, et B € SA,,. Une application f : A — B est dite semi-algébrique si son
graphe I'y est semi-algébrique dans R+,

Théoréme 3.2.3. (Tarski-Seidenberg). ([6], Théoréme 1.1)

Soient A un sous-ensemble semi-algébrique de R et m : R"*1 — R™ la projection sur les
n premieres coordonnées.

Alors w(A) est un sous-ensemble semi-algébrique de R™.

Conséquence 3.2.4. Les images ou images réciproques d’ensembles semi-algébriques par une ap-
plication semi-algébrique sont semi-algébriques, et la composition d’applications semi-algébriques
est semi-algébrique.

Le lemme du petit chemin permet d’atteindre les points du bord d’un ensemble semi-
algébrique par des arcs.

Théoréme 3.2.5. (Lemme du petit chemin). ([6], Théorémes 1.14 et 1.15)

Soient A € SA, etz € A\ A.

Il existe une application semi-algébrique et analytique n : ] — 1,1[— R™ tel que n(0) = z et
n(]0,1[) C A.

Exemple 3.2.6. Soit A= {(z,y) € R* z >0} un demi-plan ouvert, on a (0,0) € A\ A. Les
arcs t — (¢,0) conviennent pour la conclusion du théoréme précédent.
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Les entrelacs (links) sont un outil pour étudier la topologie locale des ensembles semi-
algébriques.

Définition 3.2.7. Entrelacs. ([6], §1.7)
Soit a € A un ensemble semi-algébrique localement compact. On appelle entrelac de a dans A

I’ensemble
lk(a,A) = AN S(a,e)

pour € assez petit, et ou S(a,e€) désigne la sphére de centre a et rayon e. Cet ensemble est
défini & homéomorphisme pres, d’apres le théoreme de structure conique locale des ensembles
semi-algébriques.

Exemple 3.2.8. Avec A comme dans l’exemple 1k((0,0), A) est un demi-cercle, donc
homotopiquement équivalent & un point.

On définit plus généralement I’entrelac d’un sous-ensemble.
Définition 3.2.9. Soit K C A un sous-ensemble semi-algébrique compact. On définit
Ik(K,A) = fYe)nA
pour € assez petit, ou f : R — R, est une fonction semi-algébrique, continue et propre telle
que f71(0) = K.

Exemple 3.2.10. On peut prendre la distance a K comme fonction f. Avec A comme dans
Pexemple et K = 5((0,0),1) N A qui est un demi-cercle, ’ensemble [k(K, A) est deux
demi-cercles disjoints. Il est donc homotopiquement équivalent a deux points.

3.3 Fonctions constructibles

On suivra [6], §3, [16] et [18]. Les fonctions constructibles, et surtout les opérations sur celles-ci,
donnent des informations sur les ensembles semi-algébriques.

3.3.1 Fonctions semi-algébriquement constructibles et opérateurs

Définition 3.3.1. ([6], Définition 3.1)

Soit X un ensemble semi-algébrique. Une fonction ¢ : X — Z est dite semi-algébriquement
constructible si elle prend un nombre fini de valeurs, et si pour tout n € Z ses fibres ¢~ (n)
sont semi-algébriques.

De maniere équivalente, les fonctions constructibles sont celles qui s’écrivent
o= E milx;
1€l
ou les m; sont des entiers presque tous nuls, et X; est un sous-ensemble semi-algébrique de X.

Les fonctions constructibles sur X forment un anneau F(X).
On appelle support de ¢ ’ensemble

{reX ofx) #0}

On note x la caractéristique d’Euler a supports compacts.
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Définition 3.3.2. Soient ¢ une fonction constructible sur X et A C X. On appelle intégrale
d’Euler de ¢ sur A ’entier

/A pdy =Y nx(¢ ' (n)NA) = mix(X;n A)

ne’l el

Définition 3.3.3. Opérateurs pushforward et pullback.
Soit f : X — Y une application semi-algébrique.
Pour ¢ une fonction constructible sur X, on définit une fonction f,p sur Y par

f*sO(y):/f | )sodx
Yy

appelée pushforward de ¢ par f. C’est une fonction constructible sur Y.
Pour v une fonction constructible sur Y, la fonction f*i) = 1 o f sur X est appelée pullback
de 9 par f. C’est une fonction constructible sur X.

Théoréme 3.3.4. Théoréme de Fubini. ([6], Théoréme 3.5)

Avec les notations ci-dessus
/ Jepdx = / pdx
Y X

Corollaire 3.3.5. Pour f : X — Y et g : Y — Z des applications semi-algébriques, on a

(gof)e =gso fe

Définition 3.3.6. Opérateur link. Soit ¢ une fonction constructible sur X semi-algébrique.
On définit la fonction Ay : X — Z par

Aplx) = /W P

On définit aussi Q¢ = 2¢ — Ap. Ces fonctions sont bien définies car le type topologique du link
est bien défini.

Exemple 3.3.7.

Algn = (14 (=1)""1)1Rn, c’est la caractéristique d’Euler de la sphere S™ 1.

Soit A ={(z1,...,2n) €R" =z, >0}.On a

Aly(z) = (14 (=1)"1) si 2 > 0, pour la méme raison que ci-dessus,

Al4(z) =0 si z <0 (link vide), et

Al 4(z) =1 si x =0, c’est la caractéristique d’Euler d’une demi-sphere de dimension (n — 1),
homotopiquement équivalent & un point.

Remarquons que Algn est & valeurs dans 27, mais pas Al 4.

Remarque 3.3.8. Des calculs similaires sur des simplexes et des théoréemes de triangulations
permettent de montrer

QA=A0=0

En particulier, A> = 2A. Ces opérateurs serviront & construire des opérateurs de bords de
complezes différentiels.
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Proposition 3.3.9. ([6], Paragraphe 3.3)

Soit ¢ une fonction constructible sur un ensemble semi-algébrique X.

(i) La fonction Ap est constructible.

(ii) Le link A : F(X) — F(X) est un morphisme de groupes abéliens.

(iii) L’opérateur link commute avec l'opérateur pushforward : pour f une application semi-
algébrique continue et propre,

A(fep) = f+(Ap)

(iv) Pour A C X un sous-ensemble semi-algébrique compact,

/ pdx = / Apdyx
1k(A,X) A

(v) Pour X compact,
/ Apdx =0
X

3.3.2 Fonctions algébriquement constructibles

Lorsque ¢ est une fonction constructible sur un ensemble algébrique réel X, il est naturel

d’imposer la condition que les fibres doivent étre des sous-ensembles algébriques de X. C’est-

a~dire dans ’écriture ¢ = Zmil x,, d'imposer que les X; soient algébriques. Cependant ces
i€l

fonctions ne seraient pas stables par pushforward (Exemple |3.3.14)).

Définition 3.3.10. Fonctions algébriquement constructibles.

Soit X un ensemble algébrique réel. On appelle fonction algébriquement constructible sur X
une fonction constructible s’écrivant

o= mifis(1z)
iel

ol les m; sont des entiers presque tous nuls, les Z; sont des ensembles algébriques et les
fi + Z; — X sont algébriques.
Il existe une écriture

o= mifi(lz)

avec les Z; lisses et les f; régulieres et propres ([6], Lemme 3.13.)

Les fonctions algébriquement constructibles sur X forment un anneau A(X) C F(X).
Cette classe de fonctions est la plus petite contenant les fonctions constantes sur les ensembles
algébriques réels et stable par pushforward.

Théoréme 3.3.11. ([6], Théoreme 3.14)
Soit ¢ une fonction algébriquement constructible sur un ensemble algébrique réel X.

Alors Ay est a valeurs dans 27 et igo est algébriquement constructible.
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Ce théoreme fournit des obstructions locales sur un ensemble semi-algébrique a ce qu’il soit
homéomorphe a un ensemble algébrique ([2], [22]).

Proposition 3.3.12. ([6], Théoréme 3.15)
Soit ¢ une fonction constructible sur un ensemble algébrique réel X de dimension d.
Alors 2%¢ est algébriquement constructible.

Remarque 3.3.13. Etant donnée une fonction constructible o, on peut regarder les 25p. Plus
k est grand, plus on a de chances que 2Fp soit algébriquement constructible, et dans tous les
cas k = d convient.

Exemple 3.3.14. Soient A = {(z,y) € R? 2 >0,y >0} et p =14.

Le link lk(-, A) vaut 0 sur 'intérieur de A et 1 sur le bord de A. Ainsi Ap = 154.

Le pushforward de 1g: par la fonction f : R? — R2, (z,y) — (22,7) est filgs = 2120
On a < replié > le plan sur sa partie droite.

Le pushforward de lg2 par la fonction g : R? — R2, (2,9) — (22,9?) est gilpe = 4o.
On a < replié > le plan sur sa partie supérieure et sa partie droite. On voit ainsi que 4¢p est
algébriquement constructible.

3.3.3 Fonctions Nash-constructibles

Les ensembles AS sont une classe plus large que les ensembles algébriques, tout en gardant des
propriétés fortes. Les fonctions Nash-constructibles sont aux ensembles symétriques par arcs ce
que les fonctions algébriquement constructibles sont aux ensembles algébriques.

Définition 3.3.15. Fonctions Nash-constructibles. ([16], Définition 3.7)
Soit X un sous-ensemble algébrique de P™(R). On appelle fonction Nash-constructible sur X
une fonction constructible s’écrivant

o= mifi(lz)

il

ou les m; sont des entiers presque tous nuls, les Z; sont des composantes connexes d’ensembles
algébriques Z; et les f; : Z; — X sont des morphismes algébriques, propres et réguliers.

Les fonctions Nash-constructibles sur X forment un anneau.
Cette classe de fonctions est la plus petite contenant les fonctions constantes sur les composantes
connexes d’ensembles algébriques compacts et stable par pushforward.

Théoréme 3.3.16. ([16], Théoréme 3.9)
Soient X un sous-ensemble algébrique de P™"(R) et A C X un sous-ensemble semi-algébrique.
On a ’équivalence

Ae AS <> 14 est une fonction Nash-constructible sur X

Corollaire 3.3.17. ([16], Corollaire 3.13)
Soient X C P"(R) et Y C P™(R) des ensembles algébriques et f : X — Y un morphisme AS,
c’est-a-dire dont le graphe I'y € AS. On a
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(i) Pour ¢ une fonction Nash-constructible sur X , son pushforward f.p est une fonction Nash-
constructible sur'Y .
(i) Pour v une fonction Nash-constructible sur Y, son pullback f*i) est une fonction Nash-
constructible sur X .

Démonstration. On utilise les propriétés des fonctions Nash-constructibles. Elles forment un

anneau, sont stables par pushforward et pullback par des morphismes algébriques. La fonction

1p, est Nash-constructible et les opérations f, et f* se décomposent en
fep = (my)«[1r, - (mx)"¢]

[ = (mx)«[1r, - (my)*"¢]

oumyx : X XY — Xetnmy : X xY — Y désignent les projections. O

3.4 Ensembles semi-algébriques symétriques par arcs

On suivra [16]. Les composantes irréductibles d’une variété algébrique complexe projective sont
connexes pour la topologie forte. Ce n’est pas le cas des variétés réelles : la cubique y? = 2% —
a deux composantes connexes. Les ensembles semi-algébriques symétriques par arcs vont per-
mettre de contourner ce probleme, puisqu’ils sont, en un certain sens, engendrés par les com-
posantes connexes des ensembles algébriques réels, et fournissent une topologie noethérienne

plus fine que la topologie de Zariski.

Nous travaillons dans R™ ou P"(RR). Les notions exposées sont aussi valables sur une variété
algébrique réelle X. On se rameéne a R™ par des cartes. Tous les ensembles considérés seront
semi-algébriques. Nous aurons les inclusions suivantes d’ensembles :

algébriques C (analytiques et semi-algébriques) C symétriques par arcs C semi-algébriques

La notion de symétrie par arcs introduite par K. Kurdyka dans [I5] considere les sous-
ensembles semi-algébriques de R™. La définition de A. Parusiniski ([I6]) considere les sous-
ensembles semi-algébriques de P"(R), pour avoir aussi la propriété de symétrie par arcs < a
Iinfini >, propriété qui nous sera nécessaire. Cependant la théorie des ensembles symétriques
par arcs dans R™ possede généralement les mémes propriétés que celle dans P™(R).

Définition 3.4.1. Un ensemble E C P"(R) semi-algébrique est dit symétrique par arcs si pour
tout arc analytique v : | — 1,1[— P™"(R)

V(-LO)CcE=~(-L1)CE
De manieére équivalente on peut demander comme condition

Int (v 1(BE) #0=~(]-L1)CE
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Ainsi, un arc analytique rencontre un ensemble symétrique par arcs en des points isolés ou
est entierement contenu dedans.
Par le lemme du petit chemin, on montre :

Proposition 3.4.2. ([16], Proposition 2.8)
Un ensemble symétrique par arcs est fermé pour la topologie forte.

Démonstration. Soient E semi-algébrique et a € E. Par le lemme du petit chemin il existe v :
| —1,0[— R" tel que v(] — 1,0[) C E et v(0) = a. L’arc y se prolonge en 7 : | — 1, e[— P"(R)
avec € > 0 (JI6], Lemme 2.6). Comme E est symétrique par arcs, (] —1,¢[) C Eeta€ E. O

Définition 3.4.3. Un ensemble semi-algébrique E est dit localement analytique si pour tout
x € F il existe un voisinage U de x dans P"(R), et une fonction analytique f : U — R telle
que ENU = f~1(0).

Proposition 3.4.4. ([16], Proposition 2.9)
Un ensemble semi-algébrique localement analytique est symétrique par arcs.

Démonstration. Avec les notations ci-dessus, soit 7y : | — 1, 1[— P"(R) un arc analytique avec
v(] —1,0]) C E et v(0) = x. L’arc f oy est analytique et s’annule sur | — 1,0], donc est
identiquement nul. On a bien v(] — 1,1]) C E. O

Ainsi, les ensembles symétriques par arcs contiennent les ensembles algébriques de P"(R) et
leurs composantes analytiques, en particulier leurs composantes connexes. Ils comportent aussi
d’autres ensembles que ceux la.

Exemple 3.4.5. Le cusp.
Le cusp y? = 23 est symétrique par arcs, en particulier en (0,0). Un arc analytique dont la
premiere moitié est tracée sur sa partie supérieure ne sortira pas du cusp.

Exemple 3.4.6. Le demi-plan.
L’ensemble X = R? N {x < 0} n’est pas symétrique par arcs, en effet v : t — (¢,0) sort de X.

Exemple 3.4.7. ([16], Exemple 2.10).
L’ensemble

3

E:{(x,y,z)ER?’ z $2+y275(0,0)}u(0,070)

= 2
est semi-algébrique, analytique excepté en (0,0, 0), contenu dans

V= {(x,y,z) cR? z(x2+y2):m3}
qui est algébrique et irréductible. Or F n’est pas une composante analytique de V.

Définition 3.4.8. Algebre booléenne et algébre booléemne engendrée.
Pour un ensemble A, l’ensemble de ses parties P(A) est une algebre booléenne munie des
opérations U,N, avec comme complémentaire \. C’est un ensemble ordonné par l'inclusion,
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avec un plus petit élément (), un plus grand élément A, ou les lois U et N sont distributives
I'une par rapport a ’autre, et ou le complémentaire existe :

VB e P(A) BU(A\B)=4A

Comme une intersection d’algebres booléennes est booléenne, on peut parler d’algebre booléenne
engendrée.

Définition 3.4.9. La classe d’ensembles AS est ’algebre booléenne engendrée par les en-
sembles symétriques par arcs de P"(R).

On peut définir directement les ensembles AS en regardant les arcs.

Proposition 3.4.10. ([16], Proposition 3.2).
Un ensemble E C P"(R) semi-algébrique est AS si et seulement si pour tout arc analytique
v ] —=1,1][— P*"(R)

7] =1,0) CE=3e>0 ~(0,¢[)C E

Définition 3.4.11. Topologie noethérienne. Une topologie O sur une espace topologique X
est dite noethérienne si toute suite décroissante de fermés est stationnaire.

Un fermé F est dit irréductible si I’écriture F' = Fy U Fy avec Fy et Fy fermés implique F' = Fj
ou F = FQ.

Propriété 3.4.12. Dans un espace topologique noethérien tout fermé F' admet une décomposition
en irréductibles, unique a 'ordre pres :

F=FRuU.-.-UF,

avec F; irréductible, F; ¢ U F;.
J#i
Exemple 3.4.13. La topologie de Zariski est une topologie noethérienne.

Théoréme 3.4.14. Les ensembles AS forment une topologie noethérienne sur P"(R) dont les
fermés sont les ensembles semi-algébriques symétriques par arcs de P"(R).

Le point essentiel de la preuve est de montrer que les ensembles semi-algébriques et symétriques
par arcs sont stables par intersection quelconque.
Une intersection de semi-algébriques n’est pas nécessairement semi-algébrique, comme 1’en-
semble de Cantor. En revanche une intersection d’ensembles symétriques par arcs est symétrique
par arcs.

Conséquences 3.4.15. Tout ensemble semi-algébrique fermé possede une décomposition en com-
posantes AS-irréductibles. Tout ensemble semi-algébrique possede une cloture symétrique par
arcs, c’est l'intersection des semi-algébriques symétriques par arcs qui le contiennent.

Remarque 3.4.16. Les ensembles AS-irréductibles sont connexes pour la topologie forte.
On notera AR la topologie dont les fermés sont les sous-ensembles semi-algébriques symétriques
par arcs de R™ (sans conditon < a l'infini > ).
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Exemple 3.4.17. La demi-hyperbole. ([16], Remarque 3.6).

Soient H C R? I'hyperbole d’équation xy = 1, et Hy = H N {z > 0}. La demi-hyperbole H;
vue dans R? est symétrique par arcs au sens AR (c’est une composante connexe d’un ensemble
algébrique). Mais H; n’est pas AS, en effet, vue dans P2(R), on peut tracer un arc analytique
le long de cette hyperbole, passant par son point infini, qui en sortira pour continuer sur 'autre
branche Hy = H N {z < 0}, ce qui montre la non symétrie par arcs a 'infini de Hj.

Proposition 3.4.18. ([16/, Remarque 2.17 et Proposition 2.20).

La topologie AR est plus fine (strictement si dimension > 3) que la topologie AZ Zariski-
analytique semi-algébrique, celle dont les fermés sont les ensembles semi-algébriques localement
analytiques.

Définition 3.4.19. On note Reg(E) les points ou E est localement une variété analytique de
dimension k.

Le théoreme suivant relie les composantes AS-irréductibles de dimension maximale d’un
ensemble algébrique et les composantes connexes d’une résolution.

Théoréme 3.4.20. ([16], Théoréme 2.21).

Soient X C P*"(R) un ensemble algébrique et E C X un ensemble fermé et irréductible pour la
topologie AS avec dimE = dim X = k. Soit 7 : X — X une résolution des singularités de
X. Il existe une unique composante connexe E de X telle que

m(E) = Regy(E)
ou l'adhérence est prise pour la topologie forte.

Conséquence 3.4.21. Les ensembles AS sont en ce sens < engendrés > par les composantes
connexes des ensembles algébriques et les morphismes algébriques.

Exemple 3.4.22. ([16], Exemples 2.19 et 2.23).

3

1
La cubique lisse et irréductible C : y? = 23— a deux composantes connexes C; = CN {:U < 2}

1
et Co =CnN<x> 2}. Chacune des composantes connexes C et Cy est symétrique par arcs,

non algébrique.

Considérons le cone dans R? défini par C, 'ensemble C’ : 3?2z = x
algébrique irréductible connexe. Ce cone C” est I'union des cones Cf sur Cy et C sur Cq, qui
se coupent en (0,0,0). Les cones Cf et C4 sont symétriques par arcs.

Lorsqu’on éclate C’ en (0,0,0), son point singulier, on obtient un cylindre C” : y? = 23 — x
dans P2, union disjointe des cylindres sur C; et Cy. Chacune des composantes AS-irréductibles
C1 et C} est 'image d’un cylindre de la résolution C” de C".

3 — 222, (est un ensemble

Définition 3.4.23. Fonctions arc-anaytiques.
Soient X C R" et Y € R™ des ensembles AR. Une fonction f : X — Y est dite arc-analytique
si pour tout arc analytique v : | — 1,1[— X, l'arc f o est analytique.
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Remarque 3.4.24. [I existe des fonctions arc-analytiques non continues, mais pas dans le
cadre semi-algébrique.

Les graphes des fonctions semi-algébriques et arc-analytiques fournissent des ensembles
symétriques par arcs.

Proposition 3.4.25. ([16], Proposition 2.31).

Soit f : X — Y une fonction semi-algébrique et arc-analytique. On a :
(i) Le graphe de f est un sous-ensemble symétrique par arcs de R™ x R™.
(i) f est continue pour la topologie AR.

(iii) f est continue pour la topologie forte.

Les propriétés énoncées ci-dessus étant locales, on a des résultats similaires avec la topologie
AS dans P*(R).

Exemple 3.4.26. ([16], Exemple 2.30).
3

La fonction f : R? — R2, (z,y) — si (z,y) # (0,0), et (0,0) — (0,0) est arc-

_r
z? 4+ y?
analytique mais non différentiable en (0, 0).
Définition 3.4.27. On appelle morphisme AS une fonction f : X — Y entre X et Y des
ensembles AS dont le graphe est AS.

Proposition 3.4.28. Les ensembles AS munis des morphismes AS forment une catégorie,
que l'on notera X s.

3.5 Le polynome de Poincaré virtuel

Dans ce paragraphe on s’intéresse aux invariants additifs définis sur la catégorie des variétés
algébriques réelles, ou sur la catégorie X4s (définition . Le théoreme de factorisation
faible ([1], Théoréme 0.1.1) permet de donner des criteres d’extension sur des invariants addi-
tifs, définis sur les variétés lisses et compactes, pour qu’ils se prolongent a toutes les variétés
algébriques ([3] Théoreme 3.1). Ce critére peut étre utilisé pour construire un invariant additif
sur les variétés algébriques réelles, le polynoéme de Poincaré virtuel ([19]). En utilisant directe-
ment le théoreme de factorisation faible, le polynéme de Poincaré virtuel peut étre étendu a la
catégorie Xas ([12]).

Théoréme 3.5.1. Théoréme de factorisation faible ([1l], Théoréme 0.1.1).

Soient ¢ : X1 --+ Xo une fonction birationnelle entre variétés complétes non singulieres X1
et Xo sur un corps algébriquement clos de caractéristique zéro, et U C X1 un ouvert ot ¢ est
un isomorphisme.

Alors ¢ se factorise en une suite d’éclatements ou d’effondrements de centres irréductibles et
non singuliers disjoints a U, c’est-a-dire il existe une suite de fonctions birationnelles entre
variétés algébriques complétes non-singuliéres

Pi—1 Pit1

P1 P2 i w1
Xi=Vp 1B E v By Sy =X
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ot

(i) ¢ =p10--- 0y,

(ii) les @; sont des isomorphismes sur U, et

(iii) @i : Vi1 -+ Vj ou goi_l : Vi -=+ Vi1 est l’éclatement d’un centre irréductible non-singulier
disjoint a U.

De plus, il existe un indice ig tel que pour v < g, la fonction V; --+ X1 est projective, et pour
i > 19, la fonction V; --» X est projective.

Si X1 et Xo sont projectives, alors toutes les V; sont projectives.

Pour avoir un critere d’extension des invariants additifs on utilisera une présentation sim-
plifiée du groupe de Grothendieck des variétés algébriques réelles.

Définition 3.5.2. Groupe de Grothendieck des variétés algébriques réelles.

On appelle groupe de Grothendieck des variétés algébriques réelles Ko(Varg) le groupe abélien
libre engendré par les classes d’isomorphismes [X] des variétés algébriques réelles, muni des
relations [X]| = [Y] 4+ [X \ Y] ou Y C X est une sous-variété fermée.

C’est un anneau commutatif muni de la loi [X] x [Y] = [X x Y.

Théoréme 3.5.3. Présentation du Ko(Vargr) ([3], Théoréme 3.1).
Le groupe Ko(Varg) est isomorphe au groupe (bl), engendré par les classes d’isomorphismes
des variétés lisses projectives [X|, muni des relations [(] = 0 et

[Bly (X)] = [E] = [X] = [Y]

ot C C X est une sous-variété fermée lisse de X, Blc(X) est l’éclatement de X le long de C,
et E est le diviseur exceptionnel de cet éclatement.

Définition 3.5.4. Caractéristique d’Euler généralisée ([19], Définition 1.2).

Une caractéristique d’Euler généralisée sur les variétés algébriques réelles est un morphisme
d’anneaux e : Ko(Vargr) — R, ou R est un anneau commutatif. En particulier e vérifie
e(X)=e(Y) si X et Y sont isomorphes,
e(X)=eY)+e(X\Y)siY C X est une inclusion fermée,

e(X xY)=e(X)- eY)

Le théoreme permet de donner un critere d’extension.

Théoréme 3.5.5. Critére d’extension. ([19], Théoréme 1.3).

Soit e : X — e(X) une fonction définie sur les variétés lisses projectives réelles, a valeurs
dans un groupe abélien G, telle que

e(X)=e(Y) si X et Y sont isomorphes,

e(0) =0,

st Ble(X) — X est l'éclatement d’une variété lisse projective X le long d’une sous-variété
fermée lisse C C X, et E le diviseur exceptionnel de cet éclatement,

e(Ble(X)) —e(E) =e(X) —e(C)
alors e se prolonge de maniére unique a un morphisme de groupes

e : Ko(Vargr) — G
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Si de plus e est a valeurs dans un anneau R, et si pour toutes variétés lisses projectives X, Y,
onae(X xY)=e(X)- eY), alors

e K()(VCL?”R) — R
ainsi prolongé est un morphisme d’anneauz.

Dans la suite, les espaces d’homologie et de cohomologie considérés seront a coeflicients
dans Zo = —.
Y/

La caractéristique d’Euler a support compact, a valeurs dans Z, définie par

Xe(X) =) _(~1)'dim H'(X)
€N

est une caractéristique d’Euler généralisée.
On notera b;(X) = dim H*(X) le i nombre de Betti de X. Le polynome

P(X,T)=> dim H(X)T' € Z[T)
€N
est appelé polynome de Poincaré de X. Ce n’est pas une caractéristique d’Euler généralisée, ni

aucun des b; (Exemple (3.5.10]).

Proposition 3.5.6. ([19/, Proposition 2.1).
Soient X une variété lisse projective, m : X — X [’éclatement de X le long d’une sous-variété
fermée lisse C C X, et E le diviseur exceptionnel de cet éclatement. Pour tout i, la suite

0— HY(X) — H(C)® H(X) — HY(E) — 0
est exacte. En conséquence,
bi(X) = bi(E) = bi(X) = bi(C)

Théoréme 3.5.7. ([19], Corollaire 2.2 et Théoréme 2.4).
Pour tout i, il existe un unique morphisme de groupe f3; : Ko(Varg) — Z tel que 5;(X) = b;(X)
pour X lisse projective.
Il existe un unique morphisme de groupe 8 : Ko(Varg) — Z[T] tel que f(X,T) = P(X,T)
pour X lisse projective.
Ona (X, T) = Zﬁi(X)Ti. Pour X de dimension n, deg(S(X,T)) =n, et B, > 0.
€N

Démonstration. Les fonctions b; et P(X,-) vérifient les hypotheses du théoreme Gréace
a la proposition [3.5.6] elles se prolongent donc de maniére unique en (; et 5. Par unicité
8 = Z B;T" puisque ces deux fonctions sont des extensions de P(-,T). Le dernier point se

1€N
prouve par récurrence sur n ([19], Théoréme 2.4)). O

Les (; sont appelés nombres de Betti virtuels et 8 polynome de Poincaré virtuel.
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Remarque 3.5.8. Par construction, on a B(X,—1) = x.(X) pour les variétés lisses pro-
jectives, et par extension pour toutes les variétés puisque ce sont des caractéristiques d’Fuler
généralisées. Cependant, en général B;(X) # bi(X), en effet 5;(X) peut étre négatif. Contrai-
rement a la caractéristique d’Fuler a supports compacts x., le polynome de Poincaré virtuel 8

n’est pas un invariant topologique (exemples et|5.5.10).

Le polynome de Poincaré virtuel pour les variétés algébriques réelles a été construit dans
[19], en utilisant le théoréme de factorisation faible et la proposition Il a été étendu aux
ensembles AS dans [I2]. Pour ces deux catégories, on retrouve une construction de 5 et son
additivité dans [2I]. On retrouve aussi sa multiplicativité comme conséquence du théoréme
en utilisant les hyperrésolutions cubiques et des théoremes d’extension de [11], mais
sans utiliser le théoreme de factorisation faible. Il y a des suites spectrales E"(X) desquelles
on extrait 3.

3.5.1 Exemples
Exemple 3.5.9. ([19], exemple 2.7)

Soit X = {(a:,y) eR? 2 =2%- x4} la figure < huit ». L’éclatement du plan a 'origine
C = {(0,0)} transforme X en un cercle X avec comme diviseur exceptionnel E I'union de deux
points. Le carré d’un éclatement nous permet d’écrire
BX)=BX)+8(C)-BE)=A+T)+1-2=T
XC(X) = -1

Exemple 3.5.10. Soit X = X; U X5 "union de deux cercles tangents en un point
X = {(w,y) c R? (x — 1)2 —|—y2 = 1}

Xp = {(a,y) €R2 (w412 4+ =1}

Avec X I'union disjointe de deux cercles se projetant sur X et X2, Y = {(0,0)}, et Y I'image
réciproque de Y dans X, le carré acyclique

~ <+ =<t
<

—
—
nous permet d’écrire N
BX)=pBX)+8Y)-p(Y)=201+T)+1—-2=1+2T

Xe(X)=-1

Cet espace X est homéomorphe a la figure < huit >précédente, en particulier ils ont méme
caractéristique d’Euler, mais ils ont des polynomes de Poincaré virtuels différents. Remarquons

que
bi(X) # b1(X1) +b01(X \ X1)

Les nombres de Betti ne sont pas additifs en général.
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Exemple 3.5.11. ([19], exemple 2.6)
Soit X = X7 U X5 'union des deux ellipses sécantes

X;={(z,y) eR? 22®+y*—1=0}

ng{(x,y)€R2 m2—|—2y2—1:0}
Le carré acyclique
XiNXe — Xy

3 \J
X1 — X

nous permet d’écrire
B(X)=pB(X1)+B(X2) = B(X1iNXe)=(14T)+(1+T)—4=-2+42T
XC(X) =—4

Exemple 3.5.12. ([19], exemple 2.6)
Soit X = XU X3 'union de deux cercles tangents en deux points, tracés sur un cylindre dans
Rg

X = {(x,y) eR? 22442 = 1,(x—22) = O}

ng{(x,y) € R? x2+y2:1,(x+22)20}

Le méme carré nous permet d’écrire
BX) =B(X1) +B(Xe) = B(X1NXe)=(1+T)+(1+T)—2=2T
XC(X) = -2

3.6 Chaines semi-algébriques et homologie de Borel-Moore

On suivra [21]], §6 pour définir un complexe de chaines semi-algébriques et des opérations sur

Z
ces chaines, puis [21], §3 pour définir une filtration sur celui-ci. On note Zy = 27 le corps a

deux éléments.

3.6.1 Chaines semi-algébriques

Définition 3.6.1. Complexe de chaines semi-algébriques.
Soit X un sous-ensemble semi-algébrique d’une variété algébrique réelle. On va définir un com-
plexe différentiel C,(X).

Ck (k) = Za-espace vectoriel engendré par les sous-ensembles semi-algébriques fermés de X
de dimension inférieure ou égale a k, avec les relations
(i) Si A et B sont des sous-ensembles semi-algébriques fermés de X de dimension inférieure a
k’
A+ B~ AAB

(i) Si dim A < k alors A ~ 0.
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L’opération A est la différence symétrique : AAB = (AU B) \ (AN B).
La relation (i) signifie que la somme dans le complexe revient a faire 'union, modulo 2. En
effet, dans AU B on a deux fois la partie A N B.
La relation (i7) signifie que 'on travaille génériquement en dimension k.

Le bord 0 : Ci(X) — Cr_1(X) est défini grace a 'opérateur link des fonctions construc-
tibles (Définition [3.2.7)) : pour A C X semi-algébrique, on définit le bord de A par

OA={x € A Aly(z)=1mod 2}

Cette opération passe aux relations (i) et (i7) et définit ainsi le bord du complexe. On a bien
Op_10) = 0 car A2 = 2A (Remarque [3.3.8)).

Remarque 3.6.2. Pour un ensemble A € AS, la fonction 14 est Nash-constructible, et son
link Al4 est a valeurs dans 27Z. Son bord est donc nul.

Plus généralement, le bord OB est formé des points ou B n’est pas localement symétrique par
arcs.

Définition 3.6.3. Support.
Pour ¢ € Ci(X), on définit son support comme le plus petit ensemble semi-algébrique fermé
qui la représente. Si ¢ = [4],

suppc ={z € A dim,(A) =k}

Définition 3.6.4. Pushforward.
Pour f : X — Y une fonction semi-algébrique continue et propre, on définit un morphisme
pushforward f. : Cp(X) — Ci(Y). C’est I'image prise avec des coefficients modulo 2, cor-
respondant au cardinal des fibres, ceci génériquement en dimension k. Plus précisément, si
¢ = [A] € Ck(X), on décompose

f(A)~By+---+B,

avec y — card(f~1(y)NA) = n; constant modulo 2 sur B;\ B}, ott B} C B; est semi-algébrique,

et dim B] < k. On définit alors
fele) =m[Bi] + - +n.[By]

On peut définir directement ce pushforward sur les chaines avec celui des fonctions construc-

tibles 3.3.3]
f«lo)={yeY fila=1mod 2}]

Exemple 3.6.5. La fonction f : (z,y) — (22,y) replie le plan sur sa partie droite. Le

0 siz<0
cardinal d’une fibre f~!(z,y) vaut { 1 siz =0 . Comme on travaille avec coefficients dans
2 sizx>0

Zs et génériquement en dimension k, f.(R?) = [{0} x R] = [0].
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Proposition 3.6.6. Fonctorialité et bord.
Pour f : X — Y etg:Y — Z des fonctions semi-algébriques continues et propres, on a les
PTroprietés
(9o f)x = gxo [
et
ak,Y o fi=fs oak,X

Définition 3.6.7. Restriction et cloture.
Soit Z C X un sous-ensemble semi-algébrique localement fermé.
Si ¢ € Ck(X), on définit la restriction de ¢ = [A] & Z par

oz =[AN 2] € Cr(2)

Cette opération est bien définie et ne commute pas avec le bord en général.
Si U C X est un ouvert semi-algébrique, alors

Iu(cy) = (Ok,x ()
Sice Cy(Z), on définit la cloture de ¢ = [A] dans X par
c=[c(A)] € Cx(X)

ou cl(+) est 'adhérence pour la topologie forte.
Cette opération est bien définie et ne commute pas avec le bord en général.

Définition 3.6.8. Pullback.

On définit le pullback dans le cas particulier d’un carré acyclique. On utilise le fait que dans une
telle situation on a génériquement un isomorphisme, et on fait le pushforward de la réciproque.
Dans un carré

b
y &% X

avec X, Y, X , Y des ensembles semi-algébriques localement fermés,
m semi-algébrique, propre et continue,

i I'inclusion d’un fermé semi-algébrique Y C X,

Y =77 1Y), L

la restriction de 7 est un homéomorphisme 7’ : X \ Y — X \ Y.
Pour ¢ € Cy(X), on définit 7~ 1(c) € C(X) par

7He) = (@ Do)

Proposition 3.6.9. L’homologie du complexe C.(X) est HEM (X)), I’homologie de Borel-Moore
de X.
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Proposition 3.6.10. Pour une inclusion fermée Y C X d’ensembles AS la suite
0 —CuY) —Cu(X) — C(X\Y) —0

est exacte, ou la premiere fleche est donnée par fonctorialité de linclusion i : Y — X et la
deuxiéme est la restriction des chaines définie en[3.6.77

Ceci découle de la définition des chalnes et de leur restriction & un ouvert. Le bord est
compatible avec ces fleches.

3.6.2 Filtration Nash-constructible

On suivra [21], §3. On va définir une filtration sur C,(X)
0= N_k_le(X) C N_ka(X) Cc---C Nock(X) = Cr(X)

Comme les chaines dans Cy(X) sont définies & un ensemble de dimension (k — 1) pres, on
travaillera génériquement en dimension k.

Définition 3.6.11. Fonctions génériquement Nash-constructible.

Pour k£ € N, une fonction constructible ¢ : X — Z est dite génériquement Nash-constructible
en dimension k si elle coincide avec une fonction Nash-constructible sur X \ X’ avec dim X’ < k.
Elle est dite génériquement Nash-constructible si elle est génériquement Nash-constructible en
dimension dim X.

Définition 3.6.12. Chaines p-Nash-constructibles.
Soient ¢ € Ck(X) et —k < p < 0. La chaine c est dite p-Nash-constructible s’il existe une
fonction ¢, : X — 2k+P7, génériquement Nash-constructible en dimension k telle que

c= Haz €X pep(r) =27 mod 2’”7’“}]

On note ¢ € N,Cx(X), et on dit que ¢, représente ¢ pour l'indice p.

Le choix d’une telle fonction ¢, n’est pas unique. Si Z est la cléture AS de supp(c), on
peut toujours supposer que supp(¢cp) C Z. En particulier, on peut supposer que dim Z < k.
En effet, on peut remplacer ., par ¢ - 1z, car 1z est Nash-constructible.

Il peut arriver que l'on puisse choisir ¢., = oktr .1 ¢) bour représenter c si cette fonction
est Nash-constructible.

supp(

Remarque 3.6.13. Le cas p = —k.
Les éléments de N_Cr(X) sont les chaines ¢ = [A] représentées par un ensemble A € AS.
Dans ce cas, la fonction 14 est Nash-constructible et représente c. On dit que c est pure.

Exemple 3.6.14. Pour A = R?2N{z < 0}, la fonction 2-1 4 est Nash-constructible et représente
A. Ainsi [A] € N_1Co(R?).
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Proposition 3.6.15. ([21], § 3.3 et Théoréme 3.6)
Les chaines p-constructibles vérifient les propriétés suivantes :

(i) Croissance.
Vk e N Nka(X) C Np+1Ck(X)

(i) Borne inférieure.
VkeN N_jp_1Ck(X)=0

(iii) Borne supérieure.
Vk e N NoCr(X) = Cp(X)

(iv) Compatibilité avec le bord.
Vek,pe N 0 : N,Cp(X) C NpCr1(X)
(v) Fonctorialité. Soit f : X — Y un morphisme AS. On a
fi v NpCr(X) — NpCi(Y)
(vi) Additivité. Pour une inclusion fermée Y C X d’ensembles AS la suite
0 — NCr(Y) — NpyCr(X) — NpCr(X \Y) — 0
est exacte.

Démonstration. (i) Si ¢, est p-Nash-constructible, & valeurs dans 2k+PZ, et représente ¢, alors
2 - p.p représente ¢ pour l'indice (p + 1).

(i) Sic € Noj_1Cp(X), alors c = [{z € X e _p_1(z) =27" mod 2}] = [§] = 0.

(iii) Toute chaine ¢ est représentée par 2k .1 pour l'indice 0. C’est une fonction Nash-
constructible d’apres le Théoreme

(iv) Si ¢ = [A] est représentée par ¢., pour l'indice p en dimension k alors dc est représentée

supp(c)

par la fonction pg., = §Agoc7p pour l'indice p en dimension (k — 1). Des raisons géométriques

1 1
suggerent de prendre plutot 5(2(,00,,, = Qep — §A<pc7p pour représenter le bord en indice p et

dimension (k — 1) lorsque k est impair, cependant ces fonctions sont congrues modulo 28+7,
On a :

c= [{ZL‘ €X wep(r) =27 mod 2k+p+1}]

c= [{ZE eX 2MP.1,(x) =257 mod 2k+p+1}]

or pep = 28P 1,4 mod 28PHL ] ainsi que leur link, mais la fonction 2¥*P . 14 n’est pas
nécessairement Nash-constructible. Par définition du bord

0A={xr e A Aly(z)=1 mod 2}

Oc = {x e A A2MP.1,)(z) =2"P mod 2k+p+1}

Oc = {x €X Apep(z) =287 mod 2k T
Or Ay, est a valeurs paires car ., est Nash-constructible, en divisant par 2 on obtient

1
Oc = {a; €eX §A<pc,p(3:) = 271 mod 2k+p}]
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1
Ainsi §Agoc7p représente le bord pour l'indice p en dimension (k — 1).

(v) Si c est représentée par ., alors f.c est représentée par .., = fu(@ep) :

fe={yer fupeply) =1 mod 2t l]
(vi) On a déja, d’apres la proposition [3.6.10 1’exactitude de
0 — Cu(Y) — Ch(X) — CR(X\Y) — 0

Il reste a vérifier la définition et I’exactitude avec la filtration. La fonctorialité donne I’existence
de N,Ci(Y) — N,Ci(X). Par construction, la restriction d’une fonction Nash-constructible
a X \'Y est Nash-constructible, donc N,Cx(X) — N,Ci(X \Y) est bien définie. L’exactitude
découle de la suite exacte ci-dessus et de restrictions de fonctions Nash-constructibles. ]

Corollaire 3.6.16. ([21))
Le complexe filtré NoCy(X) définit une suite spectrale (E"(X))y>0 vérifiant
(i) Le terme E°(X) est donné par

NpCp+q(X)

0 _
FpalX) = Np-1Cp1q(X)

et la différentielle dy est induite par la bord 0 du complexe C\(X).
(ii) La suite spectrale (E"(X)),>0 est fonctorielle en X.
(77i) Pour une inclusion fermée Y C X

0— Ep (V) — E (X) — E) (X\Y) —0
est exacte, et induit une suite exacte longue
o B (YY) — By (X)) — B (X\Y) — E) (V) — -

Démonstration. (i) La suite spectrale est définie en appliquant au complexe filtré NoCy(X).
(i) découle de la proposition 3.6.15 (v). On obtient (iii) en prenant le quotient de deux suites

exates de la proposition [3.6.15} (vi). O



Chapitre 4

Résolution des singularités et
hyperrésolutions cubiques

Ces outils permettent d’étudier des singularités de variétés algébriques réelles définies sur un
corps de caractéristique nulle, en les reliant & des variétés lisses.

4.1 Résolution des singularités

Les hyperrésolutions cubiques développées dans [11] et [10] utilisent la résolution des singularités
pour les variétés algébriques sur un corps de caractéristique zéro. Ce théoreme a été démontré
dans [14].

Théoreme 4.1.1. Soit X une variété algébrique définie sur un corps k de caractéristique zéro.
1l existe une résolution de X, qui est une variété lisse X et un morphisme birationel et propre
f: X — X, fonctoriel par rapport aux morphismes lisses : pour toul morphisme lisse ¢ :
X' — X, il existe un lifting ¢’ : X' — X lisse, qui rend le carré

fl

X Ly x
Y b
x L x

commutatif.

De plus, siY est une sous-variété fermée de X, il existe une résolution f telle que Y = Ly
est un diviseur a croisements normaux dans X, et f est un isomorphisme en dehors de'Y et
du lieu singulier de X.

Dans le cadre d’une variété plongée, une résolution d’une variété algébrique X peut étre
obtenue en composant un nombre fini d’éclatements de I’espace ambiant, dont le centre est une
sous-variété fermée contenue dans les lieux singuliers.

Théoréme 4.1.2. ([20], Théoréme 1.0.2)
Soit Y une sous-variété d’une variété algébrique lisse X définie sur un corps k de caractéristique
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zéro. Il existe une suite
o1 g2 Or
X=Xo+— X7+ Xog¢+—— - +— X, 1+ X,

d’éclatements o; : X;_1 +— X; de centres lisses C;_1 C X;_1 tels que

(a) Le diviseur exceptionel E; du morphisme induit ot =cgj0---007 : X; — X est a
croisements normauz simples, et C; est a croisements normaux simples avec Ej.

(b) Soit Y; C X; la transformée stricte de Y. Les centres C; sont disjoints de l’ensemble
Reg(Y) C Y; des points ou Y (et non pas Y;) est lisse (et n'est pas nécessairement contenu
dans Y;).

(¢) La transformée stricte Y =Y, deY est lisse et est ¢ croisements normauz simples avec
le diviseur exceptionel Ei..

(d) Le morphisme (X,Y) +— ()Z',f/) défini par cette résolution plongée commute avec les
morphismes lisses.

4.2 Hyperrésolutions cubiques

Les hyperrésolutions cubiques sont des outils définis dans [10] et redéfinis dans [II]. On peut
en retrouver une construction dans [23]. Des rappels sont effectués dans les paragraphes et

b.3.4l

4.3 Théoreme de Guillén Navarro-Aznar

Dans [11], Guillén et Navarro-Aznar démontrent des théorémes qui permettent d’étendre la
définition d’une structure fonctorielle a des variétés algébriques singulieres lorsque celle-ci
est définie sur sur les variétés lisses. Les outils employés sont les hyperrésolutions cubiques,
construites dans [10], qui utilisent la résolution des singularités de Hironaka ([14]). Ces théoremes
s’appliquent dans différents cadres.

La catégorie de départ du foncteur est une sous-catégorie de Sch(k), les schémas réduits
de type fini définis sur un corps k de caractéristique zéro. Nous utiliserons ce théoreme avec
k=TR.

Soit Sch.(R) la sous-catégorie Sch(R) avec méme objets et morphismes propres réguliers.
Soit V(R) la sous-catégorie pleine de Sch.(R) dont les objets sont les schémas projectifs
réguliers.

Le Théoreme 2.2.2 de Guillén et Navarro-Aznar dans [I1] permet d’étendre un foncteur défini
sur V(R) a la catégorie Sch.(R).

La catégorie d’arrivée peut étre tres générale. Nous utilisons ce théoreme dans un cadre
particulier, plus simple. Notre catégorie € sera la catégorie des complexes bornés de Zs-espaces
vectoriels, filtrés par une filtration décroissante et bornée. Les morphismes respectent la filtra-
tion et commutent avec 'opérateur de cobord.

La catégorie Ho €, qui est obtenue en localisant € par rapport a une certaine classe de quasi-
isomorphismes, peut alors étre vue de maniere plus concrete. En effet, il y a une suite spectrale
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associée a un complexe filtré (K*, F'*) définie par

FPEPHa
P,q —
Ee™ ) = Gorierma

avec la différentielle induite par le cobord sur chaque terme.
La filtration sur K induit naturellement une filtration sur la cohomologie de K par

WPHYK) = im [HY(FPK*) — HI(K")]
La suite spectrale converge vers H*(X), c’est-a-dire

WP HPH(*)

Ee(K) = WrHLHpta(K*)

Par ce procédé la catégorie € est équivalente & celle des suites spectrales (E;),>o.

Si (Ey)r>0 est la suite spectrale d’'un complexe filtré, un quasi-isomorphisme dans C est un
morphisme de complexes qui induit un isomorphisme sur E; (et donc sur tous les E,. pour
r>1).

La catégorie Ho € est enfin la catégorie € localisée en ces quasi-isomorphismes. Un isomorphisme
dans Ho € sera un composé s1(t1) 1+ -+ s,(t,) ! de morphismes s; et t; de suites spectrales dont
chacun est un isomorphisme a partir du terme Fj.

Ces catégories € et Ho € vérifient les hypotheses du Théoréme 2.2.2 de [11].

On se servira du foncteur simple s défini dans le paragraphe [5.3

Un carré acyclique est un diagramme

Yy & X
e e
Yy & X

ol i est D'inclusion d’une sous-variété fermée Y dans X, Y = 7 1(Y), et la restriction de
7:X\Y — X\ Y est un isomorphisme.

Un carré acyclique élémentaire est un carré acyclique ou X est lisse compacte, Y est lisse, et
7 est ’éclatement de X le long de Y.

Théoréme 4.3.1. Soit G : V(R) — € un foncteur contravariant vérifiant
(F1) G(0) = 0, et le morphisme canonique, obtenu & partir des inclusions,

G(XUY) — G(X) x G(Y)

est un isomorphisme.
(F2) Pour un carré acyclique élémentaire

y <4 X
Ir Ir
Yy <& X
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on a
av) &2 ¢X)
s Tem  Tem | =0
cry) €2 Gx)
Alors , il existe une extension de G en un foncteur contravariant G. : Sch.(R) — Ho€

vérifiant
(Ad) Pour une inclusion fermée de schémas, on a un isomorphisme

G(X\Y) Zs(G(X) — G(Y))

(Ac) Pour un carré acyclique

y 4 X
b
y &4 X

on a un isomorphisme

c.v) € . (X)
s| Taen - Tem
G.(v) € aux)

=0

De plus, cette extension G. est unique, a isomorphisme unique preés : si G, est une autre exten-
sion vérifiant les propriétés (Ad) et (Ac), alors il existe un unique isomorphisme de foncteurs

G. — G..



Chapitre 5

Cohomology and products of real
weight filtrations

5.1 Introduction

In [7], Deligne showed the existence of a so-called weight filtration on the rational cohomology
with compact supports of complex algebraic varieties, using mixed Hodge structures. In the
real case, where there is no such structure, an analog of the weight filtration on the cohomology
with compact supports and Zs-coefficients of real algebraic varieties was proposed by Totaro
in [25], and in [2I], McCrory and Parusinski developped a homological analog on the Borel-
Moore homology with Zs-coefficients of the set of real points of real algebraic varieties. These
real weight filtrations can be defined using the work of Guillén and Navarro-Aznar on cubical
hyperresolutions ([I0] and [11]) : for a compact variety, the weight filtration is induced by the
spectral sequence (from its level two) associated to a cubical hyperresolution. Furthermore,
unlike the complex case with coefficients in @, in the real case, where we are dealing with
coefficients in Zs in order to have a (Zs-)orientation, the associated spectral sequence does not
degenerate at level two in general.

In [2I], McCrory and Parusiriski showed furthermore that the spectral sequence inducing
the weight filtration is itself a natural invariant of a real algebraic variety in the following
sense. There is a functor that assigns to each real algebraic variety a filtered chain complex,
the so-called weight complex, which is unique up to filtered quasi-isomorphism, and functorial
for proper regular morphisms, inducing the weight filtration on Borel-Moore homology. The
spectral sequence induced by the weight complex, called the weight spectral sequence, coin-
cides from level one with the spectral sequence associated to a cubical hyperresolution in the
compact case, and we can extract from its level one the virtual Betti numbers ([19]), which
are the unique additive invariants of real algebraic varieties coinciding with the usual Betti
numbers on compact nonsingular varieties. Moreover, the weight complex can be realized at
the geometric chain level by a filtration defined on semialgebraic chains with closed supports,
using resolution of singularities. Extending it to the wider category of AS-sets ([15], [16]) using
Nash-constructible functions ([18], [20]), McCrory and Parusiriski showed that their geometric
filtration is also functorial with respect to semialgebraic maps with AS-graph.
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In this paper, we first achieve the cohomological counterpart of McCrory and Parusinski’s
work. Using the extension criterion of Guillén and Navarro-Aznar ([11]), we associate to any
real algebraic variety a filtered cochain complex, which induces Totaro’s weight filtration on the
cohomology with compact supports and Zs-coefficients of the set of real points of real algebraic
varieties (theorem m proposition and corollary . This functor, that we call the
cohomological weight complex, is unique (with properties of extension, acyclicity and additivity)
and well-defined from the level one of the spectral sequence it induces. The virtual Betti
numbers can be recovered from the rows of the level two of the reindexed cohomological weight
spectral sequence (proposition . In paragraph we prove that, in the compact case,
the reindexed cohomological weight spectral sequence is isomorphic to the spectral sequence
associated to a cubical hyperresolution from the level two.

In section we construct a filtration on the semialgebraic cochain complex (which we
define in section to be the dual of the semialgebraic chain complex with closed supports of
[21], showing in proposition that it does compute the cohomology with compact supports)
that realizes at the cochain level the cohomological weight complex (theorem . This filtra-
tion is a dualization of the geometric filtration of [2I]. It verifies on short exact sequences the
dual properties of additivity for a closed inclusion and acyclicity for a resolution of singularities
(lemma and is filtered quasi-isomorphic to the canonical filtration on nonsingular pro-
jective real algebraic varieties. Moreover, since the spectral sequence induced by the dualized
filtration is naturally isomorphic (from level zero) to the dual spectral sequence of the original
filtration (remark , we deduce that the cohomological weight spectral sequence is dual
to the homological one and that the cohomological and homological weight filtrations are dual

too (corollary |5.4.4)).

The second part of this paper is devoted to the question of the compatibility of the real
weight filtrations with products. First, if X and Y are two real algebraic varieties, we define the
product of two respective semialgebraic chains of X and Y in a natural way (definition .
We then look at its compatibility with the geometric filtration (proposition . Finally, we
show that there is a filtered quasi-isomorphism between the tensor product of the geometric
filtrations of X and Y and the geometric filtration of the cross product X x Y (theorem .
In particular, the weight complex of the product is isomorphic to the product of the weight
complexes and the Kiinneth isomorphism is filtered with respect to the weight filtration. The
induced relations on weight spectral sequences can also be used to prove the multiplicativity
of the virtual Poincaré polynomial.

These results have their cohomological counterparts (paragraph and we use them
with Y = X to define a cup product on the dual geometric filtration of X considered in the
category of filtered cochain complexes localized with respect to filtered quasi-isomorphisms
(paragraph . We obtain an induced cup product on the cohomological weight spectral
sequence of X and furthermore the usual cup product on the cohomology with compact supports
of (the set of real points of) X is filtered with respect to the cohomological weight filtration
(proposition . We define also a cap product, inducing the properties of the usual cap
product on cohomology and homology from the ones on the (co)chain level (section . In
the last subsection [5.5.6] we study the cap product with the fundamental class of a compact
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variety X at the weight spectral sequences level. This morphism coincides with Poincaré duality
isomorphism for X nonsingular. We show that, when X is singular, the kernel contains the non-
pure cohomology classes (non-minimal weight) and the image is included in the pure homology
classes (minimal weight). However these inclusions are not equalities in general (remark[5.5.28)).
In particular, this brings us some obstructions for a compact real algebraic variety to satisfy
Poincaré duality.

5.2 Framework

In this section, we set the context in which we work in this paper. We first fix precisely the
source categories (categories of schemes over R) and target categories (categories of filtered
chain and cochain complexes) of the functors we are going to deal with. We then describe the
geometry of real algebraic varieties we study.

5.2.1 Filtered cochain complexes

In this paper, we will work with cochain complexes equipped with a decreasing filtration. We
will use the following notations :

e ¢ will denote the category of bounded cochain complexes of Zs-vector spaces with bounded
decreasing filtration.

To each filtered complex (K*, F'*) of € is associated a second quadrant spectral sequence

FE with
FPEKPtHa

FPK*
T FrtlKptq ’

Fo+1 |

the differential d of the spectral sequence being induced by the coboundary operator of

K*.

The filtration F'* on K* induces naturally a filtration on the cohomology of K* by setting
FPHY(K) :=im [HY(FPK*) — HY(K™)],

and the spectral sequence F converges to the cohomology H*(K*) of K*, that is

o FPHPTI(K*)
< prrlfgpta(K*)

A morphism of filtered complexes which induces an isomorphism on F; (and therefore
on all E, from r > 1) will be called a quasi-isomorphism of €, or simply a filtered quasi-
isomorphism.

e Ho€ denotes the localization of € with respect to quasi-isomorphisms of € (we keep the
notation of [I1], 1.5.1).
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e © will denote the category of complexes of Zo-vector spaces, and a morphism of cochain
complexes which induces an isomorphism on their cohomology will be called a quasi-
isomorphism of ©, or simply a quasi-isomorphism.

e Ho® denotes the localisation of ® with respect to quasi-isomorphisms of ©.

Remark 5.2.1. Let ¢ : € — D be the forgetful functor forgetting the filtration. It can
be localized into a functor Ho€ — Ho®, which we denote again by ¢, because a filtered
quasi-isomorphism is in particular a quasi-isomorphism.

5.2.2 Real algebraic varieties

We are interested in the study of the geometry of the set of real points of real algebraic varieties.
In this paper, a real algebraic variety will be a reduced scheme of finite type defined over R.
We denote by :

e Sch.(R) the category of real algebraic varieties and proper regular morphisms.

e Reg,,,,(R) the full subcategory of Sch.(R) whose objects are compact nonsingular va-
rieties, that is proper regular schemes.

e V(R) the full subcategory of Sch.(R) whose objects are nonsingular projective varieties,
that is regular projective schemes.

For X a real algebraic variety of Sch.(R), we denote by Xg the set of its real points.
Equipped with its sheaf of regular functions, the set X is a real algebraic variety in the sense
of [4], which can be locally embedded in an affine space R". We equip it with the strong
topology of R™, and then Xpg is a Haussdorff space, locally compact.

5.2.3 Semialgebraic chain and cochain complexes

Let X be a real algebraic variety. We will consider complexes of semialgebraic chains defined

using semialgebraic subsets of Xg. In this paper, we will always work with Zs-coefficients, so

that real algebraic varieties and arc-symmetric sets ([4], [16]) always have a (Zs-)orientation

and a fundamental class (recall that real algebraic varieties may not be Z-oriented, as P?(R)).
We will consider the two following dual complexes :

e the chain complex (Cy(X), 0,) of semialgebraic chains of Xg with closed supports, whose
homology is the Borel-Moore homology H,(X) := HEM (Xg,Zs) of Xg with coefficients
in Zs (see Appendix, paragraph 6 of [21]),

e the cochain complex (C*(X),0*) which will be by definition the dual of (C,(X), 9«) and
whose cohomology (H,(X))" is, by proposition below, isomorphic to the cohomology
with compact supports H} (Xg,Z2) of Xg with coefficients in Zs.

Proposition 5.2.2. With the notations above, the Borel-Moore homology H.(X) := HPM (X, Zs)
and the cohomology with compact supports H*(X) := H}(Xr,Z2) of X(R) are dual :

H*(X) = (H.(X))"
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Proof. Borel-Moore homology and cohomology with compact supports of Xg can be defined
using relative homology and cohomology of pairs. We have

HBM(Xp) = H,(Xg, Xgr \ Xg) := H.(C.(Xg, Xg \ Xg))

and
H}(Xg) = H" (X, Xr \ Xg) := H*(C*(Xg, Xr \ Xr)),

with Cy(Xg, Xgr \ Xg) = C*C(%%))() and C*(Xg, Xg \ Xg) := %, where X — X is an

open compactification, that is an embedding of X in a compact variety X, whose image is open
in X (notice that we have Xg \ Xg = (X \ X)r).

The closed inclusion X\ Xg < Xg induces the following long exact sequences of homology
and cohomology of the pair (Xg, Xg \ Xg) :

oo — HBM (X \ Xg) — HPM(XR) — HPM(Xp) — HPM(Xp\ Xg) — -

v e— HY(Xg \ Xg) ¢— H"(XR) +— H"(Xg) — H" '(Xg \ Xg) ¢ -

The dual of the first sequence is then isomorphic to the second one by the five lemma, because
the sets Xg and X \ Xg are compact and consequently their Borel-Moore homology and
cohomology with compact supports are respectively isomorphic to their singular homology and
cohomology which are dual to each other. O

Remark 5.2.3. The cohomology with compact supports is normally computed from the complex
of cochains with compact supports. However, this complex does not have good additivity
properties, in contrast with the complex C*.

5.3 Cohomological weight complex

We prove the existence and uniqueness of the cohomological weight complex in a way similar
to the method of [2I], using Theorem 2.2.2 of Guillén and Navarro-Aznar in [II]. The co-
homological weight complex is the unique extension to all real algebraic varieties and proper
regular morphisms, satisfying conditions of additivity for closed inclusions and acyclicity for
generalized blow-ups, of the functor that assigns to a nonsingular projective variety its complex
of semialgebraic cochains with the canonical filtration.

The Theorem 2.2.2 of [11] is a criterion of extension for functors defined on nonsingular
projective varieties. Precisely, suppose that G is a functor defined on nonsingular projective
varieties. Theorem 2.2.2 of [I1] ensures the existence of an extension G’ of G defined for all
(possibly singular or non-compact) varieties, as soon as some relation between the values of GG
on a nonsingular projective variety X, a smooth closed subvariety Y, the blowup X of X along
Y and the exceptional divisor Y (these four varieties form a so-called elementary acyclic square)
is verified (proof of theorem condition (F2)). The extended functor G’ then satisfies a
generalization (Theorem condition (Ac)) of such a blowup formula for any morphism f :
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X —3 X of varieties that is an isomorphism over the complement of a subvariety Y of X (this
constitutes a so-called acyclic square).

The structure of the target category of the functor G is important in this theory. The
prototype is the derived category of chain complexes of an abelian category, where the set of
morphisms between two complexes is expanded to include the inverses of quasi-isomorphisms
(morphisms that induce isomorphisms on homology). Guillén and Navarro-Aznar introduced
in [II] a generalization of the category of chain complexes with the notion of category of
cohomological descent, such a category possessing a class of morphisms analogous to quasi-
isomorphims and a functor s from diagrams to objects that is analogous to the operation
associating to a diagram of chain complexes its total complex.

The category © that we defined above in [5.2.1]is an abelian category and its derived cate-
gory Ho® is a triangulated category. However € is not an abelian category, nevertheless it is a
category of cohomological descent (Proposition (1.7.5) of [I1]). In order to replace the notions
of exact sequences and distinguished triangles in an abelian category, Guillén and Navarro-
Aznar introduced the notions of acyclicity of diagrams and acyclicity of objects in a category
of cohomological descent. In our context, an object in € is acyclic if by definition £ = 0 for
the associated spectral sequence.

In this paper we consider varieties over R. The target category will be Ho €&, which is the
localization of the category € of filtered cochain complexes of Zs-vector spaces, with respect to
the class of filtered quasi-isomorphisms . The diagrams we will consider will be cubical
diagrams, on which is defined a functor s that associates to each cubical diagram its simple
filtered complex : see definition below.

The initial functor will be the functor which assigns to a real nonsingular projective variety
its complex of semialgebraic cochains equipped with the canonical filtration defined
below (definition [5.3.2). The blowup formula will follow from a short exact sequence for the
cohomology of a blowing-up (remark , showing the existence of an acyclic and additive
extension called the cohomological weight complex (paragraph .

In paragraph we show that the spectral sequence induced by the cohomological weight
complex (well-defined only from level one) converges to the cohomogical weight filtration on the
cohomology with compact supports and, in paragraph that one can recover, as in [21],
section 1, the virtual Betti numbers ([19]) from its level one terms. More precisely, the virtual
Betti numbers coincide with the Euler characteristics of the rows of the reindexed cohomological
weight spectral sequence.

Finally, in paragraph [5.3.4] we give to the cohomological weight spectral sequence of a
compact real algebraic variety the following viewpoint : it can be regarded as the spectral
sequence naturally induced from a cubical hyperresolution of the variety. Precisely, the spectral
sequence associated to a cubical hyperresolution of a compact variety is isomorphic from level
two to its cohomological weight spectral sequence, by the Deligne shift.

Definition 5.3.1. Keeping the notations from [2I] and [I1], for n > 0, let O} be the set
of subsets of {0,1,...,n}, partially ordered by inclusion. A cubical diagram of type O} in a
category X is by definition a contravariant functor from [} to X. If K is a cubical diagram of
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type O in €, let K*° be the complex labelled by the subset S C {0,1,...n} and |S| denote
the number of elements of S. The simple complex sk is defined by

skKk .= @ Kb
i+]S|—1=k

with differentials 6 : sKC¥ — skCF+1 defined as follows. For each S, let ¢/ : K% — Ki+1S
be the differential of K*°. If T C S and |T| = |S| -1, let §s7 : K*° — K*T be the cochain
map corresponding to the inclusion of T in S. If a € K5, let

§"(a) = ds.r(a)
where the sum is taken over all ' C S such that |T| = |S| — 1, and

§(a) := §'(a) + 6" (a). (5.3.1)
The induced filtration on s/C is given by FPsK := sFPKC

(Frsk) = @ FP(K™) (5.3.2)
i+|S|—1=k

Definition 5.3.2. Let (K*,d) be a cochain complex. We define the canonical filtration F?,,

by
K1 if g<-—p
FP . K?:=( kerd, ifqg=—p
0 ifg>—p

Such a filtered complex defines a spectral sequence that converges to the cohomology of K*
at level one :

Lemma 5.3.3. The associated spectral sequence of the filtered complex F2, K* is a second
quadrant spectral sequence satisfying

kerd_,

— TP _— gPraK* if = —
ERI = EP ={ imé_, , (K¥) ifp+g D,

0 otherwise.

Proof. We compute the first terms of the spectral sequence. We have

ker d_,, it p4+q=—p,

K—r—1
ErMf=¢ ————  if =-p—1
0 ker 5_p_1 Ip+gq p 3
0 otherwise,
and consequently
kerd_,
— P2 = gPYIK*) if = -
EPT = imo_,_ (K7) ifp+gq I%

0 otherwise.
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5.3.1 The construction of the cohomological weight complex

We define a functor WC* : Sch.(R) — Ho€ such that, for X an objet of Sch.(R), the ho-
mology of the complex ¢(WC*(X)) is H*(X) (recall that ¢ denotes the forgetful functor). The
spectral sequence E,., r = 1,2,... associated to WC*(X), converges to H*(X). In particular,
it induces a filtration on the cohomology with compact supports of Xg.

Theorem (2.2.2) of [11] allows us to prove the existence and uniqueness of the functor WC*
with properties of extension, additivity and acyclicity. We keep the notations from [II] and
[21].

Theorem 5.3.4. The contravariant functor
FeunC* : V(R) — Ho€

which assigns to a nonsingular projective variety M the semialgebraic cochain complex with
closed supports C*(M) equipped with the canonical filtration extends to a contravariant functor

WC* : Schy(R) — Ho€

satisfying :

(Ac) For an acyclic square

Yy & X
T
Yy & X

the simple filtered complex of the diagram

WC*(Y) &— WC*(X)
TW* Tﬂ'*
WCH(Y) <— WC*(X)

1s acyclic.

(Ad) For a closed inclusion Y <i> X, the simple filtered complex of the diagram
WC*(Y) +— WC*(X)
is quasi-isomorphic in € to WC*(X \'Y).

Such a functor WC™* is unique up to a unique filtered quasi-isomorphism.

Remark 5.3.5. The proof uses ingredients analogous to the ones in homological weight complex
existence and uniqueness’ proof in [21], in particular the fact that, for an elementary acyclic
square

Yy <& X

In br

Y = X
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the sequences

0 — HYX) — HYX)® HU(Y) — HY(Y) — 0

are exact for all ¢ € N (this uses Poincaré duality : see proof of Proposition 2.1 of [19]).

Proof. (of Theorem Since the functor F,.,C* : V(R) — Ho€ can be factorized
through €, it is ®-rectified. It remains to check the hypotheses (F1) and (F2) of theorem
(2.2.2) of [11].

(F1) The inclusions X K XUYandY & xUY glue into an isomorphism C*(X UY) Xy
C*(X) ® C*(Y). As a consequence, Frp,C*(X UY) = F0n,C*(X) @ FrgnC*(Y).
(F2) For an elementary acyclic square

Yy & X
I
Yy & X

we check that the following diagram, denoted by IC,
FoonC*(Y) &= FonC*(X)
T7r* ) Tw*
FeanC*(Y) ¢— FounC*(X)

is acyclic. In other words, we check that the spectral sequence associated to its simple filtered
diagram satisfies E;(sK) = 0.

Let p € Z. We compute the p-th column (EJ™(sK), dP*) of Ey(sK) and we check that its
homology is 0. The terms E!*(sK) are given by :

FP(sK) _ s(FPK)

Fr+l(sk)  s(FPTLIK)

FPsiC)*
However (}(rpjlscjé)k # 0 only if —p < k < —p + 3, and we have
0 for k < —p—1,
cr1(X)
_ for k = —
ker 5—p—1,X or b,
(% 1y
. kerdo_, x @ 07() 07() for k = —p+1,
EN(sK) = kero % kerd_p—1y N
CPi(Y)
0 @  ker 571)5( ® kerd_p,y @ m for k = —p + 2,
0 P 0 <) 0 @  ker 57p > for k= —p+ 3,
0 for k > —p+ 4.
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The differentials are sums of morphisms ([5.3.1)), induced by the functoriality and the differen-
tials of the semialgebraic cochain complex C*, and the homology of (EE™, dP*) is given by

(0 ) for k = —p,
ker |HP(X) — HP(X)@® HP(Y)| fork=—p+1,
ker |HP(X)® HP(Y) — HP(Y)
k /s = — for k= —p+ 2,
HYEF™) =% im [H-?(X) — H-P(X) @H*P(Y)}
' H (Y
_ - ) — for k = —p+ 3,
im [H-?(X) @ H-»(Y) — H*P(Y)]
L 0 ) otherwise.
These spaces are all 0 (see previous remark [5.3.5)) and therefore E;(sK) = 0. O

Remark 5.3.6. e The extension theorem 2.2.2 of [11] gives us also the fact that the functor
WC* is ®-rectified.

o Let (E,)r=0 be the spectral sequence associated to the filtered complex WC*(X') provided
by theorem By definition of the category Ho €, the terms E, for r = 1,2,... are
well-defined and do not depend on the construction of WC*(X). On the other hand,
Ej depends on this construction, that is on the chosen cubical hyperresolution of X (see

paragraph below).

5.3.2 Cohomological weight filtration

For X a real algebraic variety, we call the filtered complex WC*(X) the cohomological weight
complezr of X.

To show that the cohomological weight complex computes the cohomology with compact
supports of the set of real points of real algebraic varieties, we prove that the functor C*(-)
satisfy the additivity and acyclicity properties of Theorem (2.2.2) of [11]. Therefore, since
¢ o WC* and C*(-) both satisfy these additivity and acyclicity properties and because they
are equal on objects of V(R), thanks to the unicity provided by the extension theorem, these
functors Sch.(R) — H o ® are isomorphic. In particular, the semialgebraic cochain complex
with closed supports and the cohomological weight complex compute the same homology.

Proposition 5.3.7. For X an object of Sch.(R), the homology of the complex p(WC*(X)) is
H*(X).

Proof. The functor C*(-) is additive : consider, for a closed inclusion Y <i> X, the sequence
0— C*(X\Y) "5 05 (X) 5 o (V) — 0 (5.3.3)
which is the dual sequence of the sequence (Proposition 1.5 of [21])

0 — C(Y) -5 Cu(X) 25 Cu(X \Y) — 0
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C.(X) C.(X\Y)

—
where 7 is the restriction of chains of X to X \ Y given b .
( \Vsven by T unx\Y))

Since the latter is exact, the former is exact as well.

Y & X
Considering now an acyclic square |, Jr . Writing the additivity of the two closed
v <4 X

inclusions Y < X and ¥ < X, remarking that C*(X \'Y) = C*(X \ 'Y) and chasing in the
following diagram

0 — C*(X\Y) % (X)) 5 oY) — 0
i%r* \1/71'* \l/ﬂ'*

0 — oX\v) L ox) L oo y) — 0

we obtain the sequence
0— C*(X) & o (X))o crY) —H c*(¥) — 0

and its exactness, that is the acyclicity of C*(:). Notice the latter short exact sequence is the
dual of the corresponding sequence of Proposition 1.5 in [21]. O

Corollary 5.3.8. By theorem [5.3.4] and previous property[5.3.7, we obtain a filtration on the
cohomology with compact supports of the set of real points of real algebraic varieties :

HYX) =W rENX) o W HFNX) > ... o WO HF(X) D WHHF(X) = {0},

called the cohomological weight filtration.

We say that the cohomological weight filtration of a variety X is pure if for all k € Z the
space WFLHK (X)) is 0.

It will be shown in section that the cohomological weight filtration is dual to the weight
filtration on Borel-Moore homology of [21]. In particular, the cohomological weight filtration
of a real algebraic variety X is pure if and only if its homological weight filtration is pure.

5.3.3 Cohomological weight spectral sequence and virtual Betti numbers

Analogously to [21], we recover the virtual Betti numbers from the cohomological weight spectral
sequence, which is by definition the spectral sequence F, associated to the cohomological weight

complex WC*(X) of X (it is well-defined for 7 > 1: see remark [5.3.6). We reindex it by setting
EP? = E;qierZq. Notice that the column (—p) of Ej is sent to the row p of Es, the line p+q = —p
is sent to the vertical line p = 0 and the lines p + ¢ = constant are globally preserved.

Lemma 5.3.9. The vector spaces appearing in Ey (or equivalently Eg ) have finite dimension.
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Proof. It will be shown in paragraph that, for compact varieties, the spectral sequence
E’r is isomorphic to the spectral sequence ET of the double complex associated to a cubical
hyperresolution (from r > 2). Since the latter is computed from homologies of real algebraic
varieties, its terms are finite-dimensional. We next use the additivity property of the cohomo-
logical weight complex to prove the non-compact case. ]

Proposition 5.3.10. The q-th virtual Betti number can be read on the g-th row of Eg :
dim X B
By(X) = Y (~1)? dimgz, E3/(X)
p=0
Proof. We show that the right-hand side of the formula equals by(X) := dimz, HY(X) for X

compact nonsingular, and is additive for a closed inclusion Y < X : this gives us the result
by the unicity with such properties of the virtual Betti numbers, see [19].

If X is compact nonsingular, then, according to proposition[5.3.11|below, WC™*(X) is filtered
quasi-isomorphic to C*(X) equipped with the canonical filtration and, taking into account the
reindexing, we have

E_{ HP(X) = H(X) if p=0,
pa _

0 otherwise.
Consequently,
dim X _ _
> (~1)P dimg, ESY(X) = dim EY9(X) = by(X).
p=0

Now, if Y < X is a closed inclusion, the property (Ad) of Theorem |5.3.4] tells us that
WC*(X\Y) is filtered quasi-isomorphic to s WC*(Y') +— WC*(X)]. This means, if we denote
the g-th line of Ey(X) by C*(X,q), with differential d*¢ (and so as for Y and X \ Y), that
the simple filtered complex s [C*(X \Y,q) — C*(X,q) — C*(Y, q)] is acyclic (i.e. filtered
quasi-isomorphic to the zero complex), and consequently, we have a long exact sequence :

o EBUX\Y) — EYY(X) — ERUY) — EYTHUX\Y) — -

In particular,

dim X dim Y dim X\Y
> (~1)Pdimg, EPYX) = > (=1)Pdimg, EPY(Y) + Y (=1)Pdimg, ESI(X \Y).
p=0 p=0 p=0
O]
Proposition 5.3.11. For X compact nonsingular, the cohomology of the complex M
|Y o.11. D g ’ qy D WpHC*(X)

satisfies
WPC*(X) \ [ HP(X) if k= —p,
FlwrticE(X)) T 0 otherwise.
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In other words, the cohomological weight filtration of a compact nonsingular real algebraic
variety 1S pure.

Proof. The proof is similar to the proof of Proposition 1.8. in [2I]. Since the inclusion V(R) —
Regop(R) has the extension property of [T1] (2.1.10), the functor I, C* : V(R) — Ho€
extends to a functor Reg,,,,,(R) — Ho€, unique up to filtered quasi-isomorphism with
extension, additivity and acyclicity properties. Since F,C* : Reg.,m,(R) — Ho€ and
WC™ : Reg y,,(R) — Ho€ both are such extensions (see the remark and the proof of
theorem : FoanC* is acyclic on acyclic squares in Regcomp(R)), they are quasi-isomorphic

in € and we obtain the result by lemma ]

5.3.4 Cohomological weight complex, cubical hyperresolutions and the Deligne
shift

This subsection gives the following viewpoint for the weight complex : the spectral sequence
given by Theorem is quasi-isomorphic to the spectral sequence of the double complex
associated to a cubical hyperresolution. For an introduction to cubical hyperresolutions of
algebraic varieties, see [23], ch. 5.

Here, we keep the notations from [II]. For any compact real algebraic variety X, there
exists a so-called cubical hyperresolution of X, which is a special case of cubical diagram (see

definition |5.3.1]) denoted by
X, = [XJ — X],

where X is the so-called augmented cubical diagram.

A cubical hyperresolution X, of X is composed of varieties Xg, S € P[1,n], associated to
the vertices of a n-dimensional cube, with X = X and Xg compact nonsingular for S # 0,
and of morphisms g7 : Xg — X7 for T'C S, such that rpr+ =nmrgomgr if T'C S C R.

According to [11]], proof of Theorem 2.1.5, we can compute the cohomological weight com-
plex of X from the functor WC* applied to a cubical hyperresolution of X. Guillén and
Navarro-Aznar use such a property to extend functors (a cubical hyperresolution is a particu-
lar case of diagram of cohomological descent : see [23], Definition 3.6).

Let X, be a cubical hyperresolution of a compact real algebraic variety X. We associate to
X,o a double complex C*J, defined by

x® .= | | Xs
Sc[1,n],|S|=i+1

CW =X = P CI(Xs)
|S|=i+1

for 4,5 > 0, and equipped with the differentials

8 CI(XW) — oI (X)),
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induced by the morphisms X (+1) — x (@) (that is by the morphisms Xg — X7 with T'C S
and [T =|S| — 1), and
e 1
& CI(xWy — oIt (x )
which are the coboundary operators of the X(1’s (recall that we do not need to care about
signs because we work with Zg coefficients).

The double complex C%/ leads to a filtered complex (C*, F ) @ it is the associated total com-
plex equipped with the naive filtration coming from the cubical diagram structure. Precisely,

ch= P c/(xD)

itj=k

we set

and
Freh = okix ),
i2p
the differential being 6 := ¢’ + §”.
In the following, we show that the spectral sequence E induced by the filtered complex
(C*, F) associated to the cubical hyperresolution X, of X is isomorphic to the (reindexed)
cohomological weight spectral sequence of X (from level two).

First, the construction of cubical hyperresolutions implies that the functor WC™* is acyclic
for cubical hyperresolutions (see again [11], proof of Theorem 2.1.5) : the cubical diagram
WC*(X,) is acyclic, that is s WWC™(X,)] is isomorphic to the zero complex in Ho €. In other
words, the cohomological weight complex WC*(X) of X is filtered quasi-isomorphic to the
total complex associated to the double complex given by WC%I := W(C9(X ), equipped with
the filtration induced as in[5.3.1} Since the varieties Xg are compact nonsingular for S # (), the
latter filtered cochain complex is filtered quasi-isomorphic to the cochain complex C* equipped
with (the filtration induced by) the canonical filtration denoted by Fegp,.

Now, using the so-called Deligne shift ([8] Paragraph 1.3), we give, in lemma [5.3.12| below,
a relation between the filtrations F' and F°*" of C*, the latter computing the weight filtration
of X.

If (K, F) is a filtered cochain complex, the Deligne shift Dec(F') of the filtration F is a new
filtration on K*, given by

. Kn+1
n .__ . n n
Dec(F)PK"™ :=ker [0 : FPT"K" — Fprntlpont |
such that ([8])
EP"P(K, Dec(F)) = BV (K, F) (5:3.4)

In our situation, this gives :

Lemma 5.3.12. The Deligne shift of the naive filtration F on C* is the canonical filtration

Dec(F)P~kCk = pp-kck

can
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Proof. We compute the Deligne shift of the filtration FonC*:
k+1

Dec(F)P~kCk =ker |6 : FPCF — ﬁpflckﬂ] (by definition of the Deligne shift)

=ker [0 - @PCHF (X)) — PCcFHxD)

izp i<p

= ker {5;;_17 L Ok (x Py — ck—p“(X(P))} o Pchi(x™)
_ Fp_ka 1>p

can

O]

This finally allows us to prove the isomorphism between the cohomological weight spectral
sequence of X and the spectral sequence induced by the filtration ¥ on C* :

Proposition 5.3.13. Forr > 2
Bet = Bab(C, F)

Proof. We have the following relations, for r > 1 :

Efi?’_p(X) = EP"P(X) by definition
= EP"P(C*, Fean) by the theory of cubical hyperresolutions
= EP"P(C*,Dec(F)) by Lemma
= BV (Cr, F) by the relation

O]

Remark 5.3.14. If U is a non-compact real algebraic variety, take a compactification X of U
and consider the complement X \ U of U in X. Then, using the additivity property of the
weight complex and the proposition [5.3.13| above, we can compute the cohomological weight
spectral sequence of X from the spectral sequences induced by cubical hyperresolutions of X
and X \ U.

5.4 The dual geometric filtration

In [21], McCrory and Parusinski built a functor GeCy : Sch.(R) — C (where C is the category
of bounded filtered chain complexes, see [2I]) representing the weight complex functor WC,
defined in HoC (up to filtered quasi-isomorphisms only). Dualizing the geometric filtration G,
we obtain a functor representing the cohomological weight complex WC™ at the cochain level.
Therefore, our cohomological weight complex functor

WC* : Sch.(R) — HoC
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can be factorized into a functor
G*C* : Sch.(R) — ¢

through the canonical localization € — Ho €.

Analogously we can dualize the Nash filtration A, that extends the geometric filtration
on the wider category yas of AS-sets (if X is a real algebraic variety, we have NeCy(X) =
GoC(X), see section 3 of [2I]), and then extend the functor G®*C* to the category x.as, show-
ing in particular that the semialgebraic chain complex equipped with the dualized geometric
filtration is functorial with respect to semialgebraic morphisms with AS graph.

We remark also that the cohomological weight spectral sequence FE, is dual to the homo-
logical weight spectral sequence for r > 0 and deduce that the cohomological weight filtration
can be obtained by dualizing the homological weight filtration.

5.4.1 Definition

Let X be a real algebraic variety. We dualize the geometric filtration on the semialgebraic
chain complex of (the set of real points of) X in the following way. We set

GPCUX) ={peClX) | p=00n G, 1C4(X)}

i.e. GPCY(X) consists of the linear forms defined on Cy(X) and vanishing on G,_1Cy(X).
We get a decreasing filtration on C*(X) :

CH(X)=gFCk(X) > gT*1ck(X) o - o ¢'C*(X) o ¢k (X) =0,

that we call the cohomological geometric filtration of X. We show in Proposition that
the induced spectral sequence E, (well-defined for » = 0,1,... and functorial in X) coincides
with the spectral sequence of the weight complex from r > 1.

The cohomological geometric filtration satisfies the properties of short exact sequences of
additivity and acyclicity (Lemma [5.4.2)), dual to the ones of Theorem (2.7) and (3.6) of [21].
These properties are stronger than the additivity and acyclicity properties (Ad) and (Ac) of
WC™*, which can be recovered by the snake lemma.

X \/
Remark 5.4.1. We have GPCY(X) = <C'(1()) , since we can factorize a linear form on
Gy 1 Cy(X)
Cy(X) which kernel contains G, 1Cy(X) through Cy(X) — % Furthermore, if we

consider the restriction of morphisms of GPC?(X) to G,Cy(X), the quotients on chains and
cochains are related by :

greix) ( GpCq(X) >v
gritca(X)  \Gp1Cy(X))
Since the isomorphisms are compatible with the differentials of the complexes which are
dual to one another, they induce a duality between the spectral sequence associated the cochain
complex G*C*(X) and the spectral sequence associated to the chain complex GoCy(X) :

B = ()"
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(from r > 0).

Notice that the construction of the dual geometric filtration can be generalized to any
filtered chain complex of C, providing the same duality on the induced spectral sequences : if
(K, Fo) € C, we define the dual filtration of Fy by

FUKY == {p € (Ky)" | ¢ =0o0n F, 1K4(X)}

and then
EPUKy, Fy) = (B} (K, F))Y

from r > 0.

Lemma 5.4.2. For any closed inclusion Y < X and any p,q € Z, the sequence

0 — GPCI(X \Y) 5 GPCU(X) -5 GPCU(Y) — 0

18 exact. '
y 4 X
For an acyclic square |, Ir and any p,q € Z, the sequence
Y & X
0 — GPCY(X) L groe(X) @ gPCi(Y) 4 gPCU(Y) — 0
18 exact.

Proof. We prove the exactness of the short sequence of additivity. The exactness of the short
sequence of acyclicity comes from similar arguments.

Let Y <5 X be a closed inclusion. The short sequences on chains with closed supports
0 — Gp1Cy(Y) = Gp1Cy(X) 7 Gpa Cy(X\Y) — 0

are exact for p, ¢ € Z. Consequently, we have the following exact sequences of quotients :

GY) i, ColX) r  Co(X\Y)

0
Gr1Co(V)  GpaCy(X)  GpaCe(X\Y)

that we dualize to obtain the exactness of the short sequences for the cohomological geometric
filtration (remark [5.4.1]). O
5.4.2 Realization of the cohomological weight complex

We now use the previous lemma to show that the cohomological geometric filtration
realizes the cohomological weight filtration :

Proposition 5.4.3. The dual geometric filtration G*C* : Sch.(R) — C induces the functor
WwcC* : Sch.(R) — HoC.
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Proof. The functor G*C*, composed with the canonical localization € — Ho € verifies the prop-
erties (Ac) and (Ad) of Theorem by Lemma [5.4.2] (use the snake lemma). If it verifies
also the extension property, by unicity of the cohomological weight complex, the two functors
G*C*, WC* : Sch.(R) — Ho € will be isomorphic.

Let X be a nonsingular projective real algebraic variety. We show that G*C*(X) is filtered
quasi-isomorphic to Fy,, C*(X). According to [2I] Theorem 2.8., the complexes GoC,(X) and

F{"C.(X) are filtered quasi-isomorphic (through the inclusion morphism). By remark
we deduce that, on the cohomological spectral sequences level,

EN(G°C) = (BE1(GaC))" = (BL(F™CL(X)Y = BN ((F™)}, C* (X)),
where the dual canonical filtration (F*")?, C*(X) is given by
(F™ CUX)={peCUX) | p=0o0n F;MCy(X)} =4 imdg1 ifg=—(p—1),
ClX) ifg<—(p-1),

(notice that a linear form on Cy(X) which vanishes on ker J, can be factorised into a linear
form on C?1(X) through 9, and then belongs to im &,_1).

We observe that there is an inclusion of the canonical filtration given by

0 if ¢ > —p,
FP,C1X) =< kerd, if g = —p,
CUX) if ¢<—p,

in the (bounded decreasing) filtration (F°**)? C*(X), that induces a quasi-isomorphism in €.
Indeed

HPH(X) if p+q=—p,
0 otherwise.

EPI((F);, C7(X)) = (EP(F™Cu (X)) = { = BV (FounC (X))

(see Paragraph 1.1 of [21] and lemma [5.3.2)).

As a consequence, E' (G*C*) = E! ((F°")}, C*(X)) = E1 (F2,,C*(X)) and G°C*(X) and

can

F?,,.C*(X) are isomorphic in Ho €. O

can

Corollary 5.4.4. We have isomorphisms

WPHI(X) [ WpHy(X) !
WPHHA(X) <Wp_1Hq(X)> ’

and the weight filtrations on Borel-Moore homology in [21] and cohomology with compact sup-
ports in[5.3.8 are related by

WPHY(X) = {p € HY(X) | o =0 on Wy H,(X)}
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Proof. We use the facts that the homological and cohomological geometric filtrations realize re-
spectively the homological and cohomological weight spectral sequences, and that these spectral
sequences are dual to one another (remark [5.4.1)) : the first assertion is just the isomorphism

Eo = (E*)Y.

o) (200 Y

We deduce that

ie.

WPHI(X) = {p € HI(X) | ¢ =0 on W,_1Hy(X)}.
O

In a similar way, we can define a filtration A/® on the semialgebraic cochain complex C*(X)
of an AS-set, dual to the Nash filtration N, of [2I], section 3. This dual filtration defines a
functor
NeC* XAS — C

from the category of AS-sets, which extends G*C* : Sch.(R) — C. In particular we obtain :

Proposition 5.4.5. The dual geometric filtration and its spectral sequence are functorial with
respect to semialgebraic morphisms with AS-graph.

5.5 Weight filtrations and products

In this section, we define the cross product of semialgebraic chains with closed supports, which
induces a filtered quasi-isomorphism with respect to the geometric filtration, relating the weight
complex of the cross product of real algebraic varieties with the tensor product of the weight
complexes by an isomorphism of HoC. The isomorphism of Ho € on the cohomological coun-
terpart allows us to define cup and cap products on the localized chain and cochain level. This
shows in particular that the induced cup and cap products on the (co)homology level are fil-
tered with respect to the weight filtrations. Finally, we give obstructions for a compact real
algebraic variety to satisfy Poincaré duality, relating to its weight filtrations.

If X and Y are two real algebraic varieties and ¢ and ¢’ two respective chains, we define
the chain ¢ x ¢ of X x Y in a natural way (definition [5.5.1)). We first check that it is well-
defined and give its behaviour under the boundary operator (lemmas [5.5.2[ and [5.5.4). We
then look at its behaviour with respect to the geometric filtration (proposition cifcis a
g-dimensional chain of X of filtration index p and ¢ a ¢’-dimensional chain of Y of index p/, the
product ¢ x ¢ is a (¢ + ¢')-dimensional chain of X x Y of index (p+p’). The product of chains
induces then a well-defined morphism u from the tensor product of the geometric filtrations of
X and Y to the geometric filtration of the cross product X x Y (theorem . Using the
naturality property of the extension criterion of Guillén and Navarro-Aznar in [I1], we show that
it is a filtered quasi-isomorphism. Consequently, the tensor product of the weight complexes
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is isomorphic in HoC to the weight complex of the product, the induced relations between
the weight spectral sequences terms implying in particular the multiplicativity of the virtual
Poincaré polynomial (without the use of the weak factorization theorem) and the fact that
the Kiinneth isomorphism is filtered with respect to the weight filtration. In paragraph
dualizing the quasi-isomorphism u, we show the cohomological counterparts of these results :
the tensor product of the dual geometric filtrations of X and Y and the dual geometric filtration
of their product are related by the two filtered quasi-isomorphisms in opposite directions u"

and w (proposition [5.5.19)).

Composing the isomorphism (u")~!ow of H o€ with the morphism induced by the diagonal
map, we define a cup product on the dual geometric filtration of a real algebraic variety X at the
localized cochain level (subsection . It induces the usual cup product on the cohomology
of its real points, showing that the latter is filtered with respect to the cohomological weight
filtration. We then use this cup product in Ho € to define also a cap product on the cochain
and chain level (subsection . Finally, in paragraph we focus on the cap product
with the fundamental class [X] of a compact real algebraic variety X, showing that the image
of any cohomology class by Poincaré duality map in (co)homology is pure with respect to the
weight filtration, the non-pure classes of the cohomological weight filtration being sent to zero.
In particular, a compact variety with non-pure weight filtration do not satisfy Poincaré duality.

5.5.1 Product of semialgebraic chains

Let X and Y two real algebraic varieties. We define a product operation between the chains
of X and the chains of Y, checking in lemma that this operation is well-defined.

Definition 5.5.1. For any chains ¢ = [A] € Cy(X) and ¢ = [B] € Cy(Y), we define
exd i =[AxB] € Cpyy(X xY).

Lemma 5.5.2. Let A and A’, respectively B and B’, two closed semialgebraic subsets of (the
set of real points) of X, respectively Y, such that [A] = [A'] in C(X) and [B] = [B'] in Cpp(Y)
for some nonnegative integers n and m. Then

[Ax B] =[A" x B']
in Cpym(X xXY).

Proof. We check that [Ax B]+[A’x B'] = 0in Cp4m (X xY'). By the definition of semialgebraic
chains with closed supports in the Appendix of [21], we have

[Ax B]+[A" x B'] = [clxxy (Ax B+ A" x B')].

Since AX BUA'xB' C (AUA)x (BUB')and Ax BNA' xB'=(ANA") x (BNB), we
have

AxB+A'xB' C (AUA")x(BUB")\(ANA")x(BNB') = ((A+ A") x (BUB"))U((AU A") x (B+ B')).
But dim(A + A’) < n and dim(B + B’) < m, therefore

dimeclxyxy (Ax B+ A'x B') =dimAx B+ A'xB' <n+m
and [A x B] 4+ [A" x B'] = 0. O
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We then verify that the product of chains is distributive over the sum :

Lemma 5.5.3. If ¢y, co are two chains of X and ¢ is a chain of Y,
(c1+e2) xd =c1 xd +cagxd,
and if ¢ is a chain of X and ¢}, ¢, are two chains of Y,
ex (d+dy)=cxdci+ecxd.
Proof. We write ¢; = [A1], ca = [A2] and ¢ = [B]. We then have

ClXC,+CQXC, = [A1XB]+[A2XB]

The equality (¢} 4+ ¢}) = ¢ X ¢] + ¢ x ¢, comes from a symmetric computation.
]

The next lemma describes the behaviour of the semialgebraic boundary operator with re-
spect to the product on semialgebraic chains we defined above.

Lemma 5.5.4. The boundary of the product of two chains ¢ € Cy(X) and ¢’ € Cy(Y') verifies,
in Cgrg—1(X XY),
dcxd)=0cxd+cxac.

Proof. Let A C X and B C Y be closed semialgebraic sets representing respectively ¢ and ¢'.
Then, by definition, the closed semialgebraic set A x B C X x Y represents the chain ¢ x ¢/
and d(c x ) = [0(A x B)] (see Appendix of [21]).
We show that
J(Ax B)=0AxBUAXx0B,

and then d(cx ) = [0AX B]+[AXx0B] = 0cx+¢cxdc (notice that 9)AXx BNAx9B = 0AxIB
and dim90A x OB < ¢+ ¢ — 2).

First recall that, for a semialgebraic set S, S = {x € S | x(Ik(z,S)) =1 mod 2}, where
Ik(z,S) := S(z,e) N S for € small enough. In the lemma below, we prove that, for a
fixed point (a,b) € A x B, the link lk((a,b), A x B) of (a,b) in A x B is semialgebraically
homeomorphic to the set

(M@, 8) + (1= N)(a,b) | A€ [0,1], B € Ik(b, B), a € Ik(a, A)}.
By additivity of the Euler characteristic x, we deduce

X(k((a,b), A x B)) = x({a} x Ik(b, B)) + x(Ik(a, A) x {b}) + x(C"),
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where C" := {\(a, 8) + (1 — A)(a,b) | A €]0,1[, B8 € 1k(b, B), « € lk(a, A)}.

Notice that two segments |(a, 3), (o, b)[ and ](a,3’), (¢/,b)[ of C’, with (a, 8) # (&, 5'),
do not intersect, providing us a semialgebraic homeomorphism between C’ and the product
({a} x 1k(b, B)) x]0, 1[x (Ik(a, A) x {b}).

As a consequence we have

x(k((a,b), A x B)) = x(Ik(a, A)) + x(Ik(b, B)) — x(Ik(a, A))x(Ik(b, B)).

Therefore, if (a,b) € O(A x B), that is by definition x(lk((a,b), A x B)) =1 mod 2, we
deduce from the above equality that y(lk(a,A)) = 1 mod 2 or x(lk(b,B)) = 1 mod 2 i.e.
a€dAorbedB.

Conversely, if a € 04, i.e. x(lk(a, A)) =1 mod 2, then necessarily, x(lk((a,b), Ax B)) =1
mod 2. Consequently, 0A x B C 0(A x B) and symmetrically A x 0B C J(A x B).

We proved

J(Ax B)=0AxBUAx0B.
O

Lemma 5.5.5. Let (a,b) € A x B, then the link 1k((a,b), A x B) of (a,b) in A x B is semial-
gebraically homeomorphic to the set

{Ma,B)+ (1 = N)(a,b) | N€[0,1], B €1k(b,B), a € lk(a, A)}.
Proof. Suppose X C R™ and Y C R™ for some n, m > 0.

Consider the continuous semialgebraic function p; : R® x {b} = R ; (x,b) ~ ||z — a|>. By
Hardt’s theorem, for € small enough, there exists a semialgebraic trivialization of p; over ]0, €2],
compatible with A x {b}, given by :

Bo(a,€) x {b} =]0,€%] x Sy(a,e) x {b} ; (z,b) — (| — al|?, hi(z),b)

with El continuous and semialgebraic such that El 1S (a,e) = 1d.
Symmetrically, there exists a semialgebraic trivialization of the function py : {a} x R™ —
R ; (a,y) — |ly — b||? over ]0, %], compatible with {a} x B given by

{a} x Bu(b,€) =10, x {a} x S (b,€) 5 (a,y) = (Ily = b]*, a, ha(y)

with EQ continuous and semialgebraic such that %2 1S (bye) = Ld.

We then define

T —a 2 . - 2 7
: Smenlta0),) = € ;) o I 0,0+ 12 0 B,

where €' i= {A(a,8) + (1 = A)(@,b) | A € [0,1], B € Su(be), a € Su(a,e)}, which is a
semialgebraic homeomorphism. Since the trivializations of p; and py over 0, €?] are compatible
with A x {b} and {a} x B respectively, we have

F(Snam((a,b), ONAXB) = {\(a, B)+(1-N\)(a,b) | A € [0,1], B € Sm(b,€)NB, & € Sn(a, )NAL.
OJ
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5.5.2 Product and geometric filtration

Now we study the behaviour of the product of chains with respect to the geometric filtration :

Proposition 5.5.6.
(1) If c € GpCy(X) and ¢ € GyCy(Y), then

Cc X C, S gp+p/ q+q/(X X Y)

(2)Ifc € Cy(X), ¢ € Cy(Y) and cx ' € GsCyyy (X XY), then there exists p,p’ with p+p' = s,
such that

c € GyCy(X) and ¢ € GyCy(Y)

Remark 5.5.7. Because the filtration G, is increasing, the proposition shows in particular that
the index p + p’ of the product ¢ x ¢ in the filtration is minimal if and only if the indices p of
c and p’ of ¢ are minimal. In other words, if ¢ € G,Cy(X) \ Gp—1C4(X) and ¢’ € Gy Cy(Y) \
Gy —1Cy(Y), then

c X C, € gp+p/ q+q’ (X X Y) \ ngrp/,quJrq/ (X X Y),
and if ¢ € G,Cy(X) and ¢ € Gy Cy(Y) with ¢ X ¢ ¢ Gpipy—1Cq4¢ (X X Y) then
c¢ Gp1Cy(X) and ¢ ¢ Gy _1Cy(Y).

For the proof of Proposition we use the notion of adapted resolutions (see [21], section
2). Adapted resolutions allow us to work with chains lying in a nonsingular ambient space,
with boundary belonging to a normal crossing divisor.

Lemma 5.5.8. Suppose X is compact and consider a chain ¢ = [A] of X. We can assume
that the dimension of A is maximal, equal to the dimension of X, by considering the Zariski

closure A C a7 of A, since the filtration is only depending on the support of ¢ (Theorem 2.1
(1) of [21]) : we have

¢ € GyOH(X) = c € G,C1(A7).

With this assumption, there exists a resolution of singularities 7 : X —X of X such that
supp(d(r~tc)) € D, where D is a normal crossing divisor of X.

Such a resolution is called a resolution of X adapted to the chain c. Notice that the pullback
7~ 1c of ¢ is defined because 7 is a resolution of singularities (the pullback operation on chains
is more generally defined for any acyclic square of real algebraic varieties : see [21] Appendix).

Proof. First consider a resolution 7 X' — X of X to make the ambient space nonsingular,
then consider a resolution X — X’ of the embedded variety supp (8(7'~'c)) (which is a
hypersurface of X’), so that it is in a normal crossing divisor. O
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Proof. (of Proposition The first point can be proved using the description of geometric
filtration using Nash-constructible fonctions. We keep the notations from [2I]. There exist
generically Nash-constructible functions ¢ : X — 297PZ and ¢ : Y — 29%7'Z such that

c=[{re X | o) ¢ 2z} and ¢ = [{ye v | v(y) ¢ 2777412}
Denote by mx : X XY — X and my : X X Y — Y the projections. We define the function

X xY —3 2atdprtr'y
(r,y) — o(x)-Y(y)

which is Nash-constructible because the pullback of a Nash-constructible function and the
product of Nash-constructible functions are Nash-constructible. Since,

cxc = H(:p,y) eX XY |n(x,y) ¢ 2q+q+p+pl+1Z}] ,
the chain ¢ x ¢ is in Gy Cppq (X X Y).

To prove the second point of the proposition, we use the very definition of the geometric
filtration (see [2I] Theorem 2.1. and Proposition 2.6.). We first assume X and Y to be compact
and we proceed by induction on the dimension of X x Y. Suppose ¢ x ¢ € GsCypy(X X Y).

Let 7 : X — X be an adapted resolution of ¢ (it exists by lemma above). Then, if
we set ¢ := 77 1(c), the support supp(d¢) is included in a normal crossing divisor D of X, and
by definition of the geometric filtration, we have

c € GpyCy(X) < 0c e G,Cy—1(D).

In the same way, consider 7’ Y — Y an adapted resolution of ¢’. We have supp(@g’ )yc D,
with ¢ := 7/~1(¢/) and D’ a normal crossing divisor of Y, and

C, S gp’cq’ (Y) < (9g’ S gp/Cq/_l(D’)_

Nowmx7 : X xY — X xY ; (z,y) — w(z) x 7'(y) is an adapted resolution of ¢ x ¢.
Indeed, by Lemma [5.5.4 B B B
d(cxd)=0cxd+cxod, (5.5.1)

in particular,

supp(A(E@x ¢)) C (D xY)U (X x D') :

the subvarieties D x Y and X x D’ are normal crossing divisors of X x Y because X and Y
are nonsingular, and their union that we denote by D is again a normal crossing divisor of
X x Y since they have no common irreducible component (their intersection is D x D’ which
has strictly smaller dimension). B

Therefore ¢ x ¢/ € GCpiy(X xY) © 9(c x ) € GCpry—1(D D). We then use the lemma
below to deduce that 9(¢) x ¢ € G,C 4+q — 1(D xY) (and ¢ x d(c’ ) € GsCqiq— (X x D).

By induction on dimension, there exists p and p’ in Z such that p+ p =s,0(c) € G,C, 'g-1(D)
and ¢ € Gy Cy (Y Y), that is ¢ € G,Cy(X) and ¢ € Gy Cy(Y) (since Y is nonsingular and ¢ € IV,
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we have ¢ € G, Cy (V) & 9(¢) € GLCy_1(D')).

Finally, to prove the result in the general case, consider real algebraic compactifications X
and Y of X and Y respectively. Then X x Y is a compactification of X x Y and, by definition
of the geometric filtration,

exd €GCug(X xY) e cxd €GCuy(X xY).

The closure ¢ x ¢ of the chain ¢ x ¢ is equal to € x ¢ and, by what we proved above in the
compact case, there exist p and p’ in Z such that p +p’ = s and

€€ GyCy(X) and ¢ € Gy Cy(Y)

which is equivalent to
c € GpyCy(X) and ¢ € GyCy(Y).

Lemma 5.5.9. With the above notations, we have

_ _ (@) x ¢ € Gy q+q—1(DX}7)
0(cx ) €GsCqry-1(D) = and B
Zx () € G,C +q—1(X x D)

Proof. The implication from right to left follows from the deﬁmtlon of the geometric filtration
(D x Y and X x D' are two subvarieties of D) and the formula

We prove the implication from left to right using the description of the geometric filtration
via Nash-constructible functions ([2I], section 3).

First denote A := supp(d(c) x ¢’), B := supp(c x d(c')), then the closed semialgebraic set
AU B represents the chain (¢ x ¢’) in Cypg—1(D) (because AN B CDx D' is of strictly
smaller dimension). Furthermore, because it belongs to GsCqiq— 1(D), the chain (¢ x ¢) is
represented by a Nash-constructible function ¢ : D — 20+ =457 and we have

AUB = {(z,y) € D | p(a,y) ¢ 2177 L},

up to a set of dimension < g+ ¢ — 1.
Consider now the characteristic functions ¢4 and ¢ 5 on D of the Zariski closures of A and
B respectlvely The Nash-constructible function ¢ - ¢4 : D — 2979 ~1+57Z represents the chain

[(A UB)N 47| in C’Hq/,l(D). But, since the intersection of the Zariski closures of A and B is
of dimension < ¢+ ¢ —1 (because it is a subvariety of D x D'), we have |(AU B) N ZZ} = [4]

and the Nash-constructible function ¢-14 : D — 20t ~1+s7, represents the chain [A] = 9(c) xc.
Consequently, 0(¢) x ¢ € GsCyyq— (D) and, since supp(8(¢) x ¢/) C D x Y, we have

9(@) x ¢ € GsCyyg1(D xY),
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Symmetrically, the Nash-constructible function ¢-¢p : D — 20t7=1457 represents ¢ X 8(c~’ )
and

Ex () € GsCyyg—1(X x D).
0

Next, we want to find a relation between the geometric filtration of the product variety
X xY and the product of the geometric filtrations of X and Y. First, we have to make precise
what we mean by a product of filtered complexes :

Definition 5.5.10. Let (K., F') et (M,,J) be two filtered complexes in the category C. We
define (K ®z, M )., F ® J) to be the complex given by

(K@ M), = @ K; ®z, M;
i+j=n

equipped with the differential
dzy)=dz@y+z®dy

and the bounded increasing filtration given by

(FRIN(E&M)y:= P Y F.K @z, JM
i+j=n a+b=p

Remark 5.5.11. Notice that there is no sign in the definition of the differential because we are
working with Zy coefficients.

Therefore, a product of filtered complexes of C induces a spectral sequence converging to
its homology. In lemma below, we give the relation between this spectral sequence and
some product of the spectral sequences induced by each filtered complex. This result will follow
from the Kiinneth isomorphism (see for instance [9], Theorem 29.10) that we recall here. This
theorem allows one to compare the homology a product of complexes with the tensor product
of their homologies. Because Zs is a field, there is no torsion.

Theorem 5.5.12. For any K. and M, two chain complexes over Zs, we have a so-called
Kiinneth isomorphism

i particular, for alln € 7,
H,(K®M)= B Hi(K)®gz, Hj(M).
i+j=n

Lemma 5.5.13. Let (K., F') and (M., J) be two filtered chain complezes. The spectral sequence
of their product verifies, for r > 0,

KoM= B (K)®EL(M). (5.5.2)
p+s=a,q+t=b
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Proof. We prove this lemma by induction on r. First we have, for a, b € Z,

(F®@J)a(K®M)atb
(F®J)a—1(K & M)atp
Yatpma FaKi ® JgM;
Zaw:aq FoKi @ JgM;

Eqy(K@ M) =

i+j=a+b
- B B o 2%
i+j=a+ba+p= aFa 1K JB*le

= P B K)oE(M)
p+s=a,q+t=b

. Za+ﬂ:a FaKZ@JBMJ K JﬁM
We prove the equality €, ;.. S R KGRI Ditjats Pats—a £.5 1 Toor 0

the lemma [5.5.14] below.

Then suppose the property is true for a fixed r > 0. The term E"(K ® M) of the spectral
sequence induced by the filtered tensor product of K, and M, is composed of chain complexes
(EL ., d; ) whose homology computes the term E"*1(K®@M). Applying homology and Kiinneth
1somorphlsm to the formula given at level r by induction, we obtain the property at level
r+ 1.

O

Lemma 5.5.14. Let a and b be in Z. Keeping the notations from Lemma above, we

have
@ @ /B j .
i+j—atb 3= F}l 1K Jlgfle

Yot FaKi® JﬁMj
Yot fpma1 Fall; ® JgM

Proof. Let i,j € Z such that i + j = a + b, we prove that

i+j=a+b

ZaJrﬁza FoK; @ JgM; - F,K; JgM;

= ® .
Yarpma—t Fali @ JgMj - N7 ForKi o Jg1M;

Denoting simply F,, K; by Fy, and JgM; by Jg, let ¢ be the Zs-linear map

ZF®JB_>@F Jﬁl

a+fB=a a+B=a

(well-)defined by, if r @ y € F, ® Jg, Y(zQy) =T Ry €

The map 1 is surjective and ) ., ; F; ® Js C kert. Now let v € kert. Then, v =
ZM_B:(I ZiEIag ¢ ® yf with z$¥ € F, and yf € Jg for all a, 3,i. We have

0=vin) =SS ey

a7ﬁ
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that is, for all «, 3, Zzﬁ(gyf = 0 and thus, for all 7, there exist zl-o‘_l € F,_1 and wiﬁ_1 € Jg_1
such that >;(z¢ + 20 ® (v + wf_l) =0 ie.

7

Stateyl =Y ateuw! T+ 2 eyl + Y T ew! T € Fa® Jgy + Fas1 © Jp

As a consequence, y € ), . F;.® Js; and we get the result by universal quotient property.
O

This lemma will allow us to relate the weight spectral sequence of a product of real
algebraic varieties and the product of the weight spectral sequences, as an interpretation of the
following result. We relate the product of geometric filtrations with the geometric filtration of
the product : the map that associates to a tensor product of chains their cross product is a
filtered quasi-isomorphism with respect to the geometric filtration.

Theorem 5.5.15. We have a filtered quasi-isomorphism
15 GoCu(X) ® GaCu(Y) — GuCW(X X Y)
given by
cx ®cy — cx X cy
if cx € GpCy(X) and ¢y € GyCy(Y) withp+p' =s and ¢+ ¢ =n.

The morphism u is filtered by propositionm (recall also the definition of the product
of filtered complexes).

Corollary 5.5.16. The filtered complezes WC(X) ®z, WCL(Y) and WC.(X x Y) are iso-
morphic in HoC and the above map u induces a filtered isomorphism

Uoe : WeHL(X) @ WeH,(Y) — WeH (X x Y).

Above theorem [5.5.15| has an interpretation from the viewpoint of spectral sequences : u
is a morphism of filtered complexes which induces an isomorphism on spectral sequences from
level one

ur B p(GeCi(X) ® GoCi(Y)) — Eg (X x Y)
for » > 1. Using Lemma [5.5.13] we get an isomorphism

T B B (X)®z, EL(Y) "5 B (X xY) (5.5.3)
p+s=a, q+t=b

(for r > 1). In particular, using this isomorphism, we show the multiplicativity property of the
virtual Poincaré polynomial

B )w) =Y By )ul,

q=0
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without using the weak factorization theorem as in [19] and [12]. Precisely, taking the alternat-
ing sum of the E! terms in the equation as in proposition |5.3.10, we obtain the following
relation on the virtual Betti numbers :

BuX x V)= 3 B,(X)5,(Y).

p+q=n

Consequently,
BX xY)(u) = B(X)(u)B(Y)(w).

Furthermore, the Kiinneth isomorphism in homology is filtered through the isomorphisms

ul, P ENX) @z ESY) S ESG(X xY)
p+s=a,q+t=b

Remark 5.5.17. To prove theorem [5.5.15] we use the naturality property of the extension
theorem of [11] (Proposition 1.4 of [21]). We first show that u is a filtered quasi-isomorphism
for nonsingular projective real algebraic varieties and then use this naturality to prove that u
is a filtered quasi-isomorphism for all real algebraic varieties. We do not know whether the
theorem follows directly from the geometric filtration of [21I] and Proposition without the
theory of cubical hyperresolutions of [11].

Proof. (of Theorem When X and Y are nonsingular projective varieties, so is the
product variety X x Y and the three induced weight spectral sequences verify

b8 if p+q=—

o _ gl _ ptq prgq p

Eya=Epq = { 0 otherwise.

Therefore, by lemma, [5.5.13] the morphism u : GoCy(X) ® GeCi(Y) — GoCi(X X Y') induces
on E! = E* the morphism H,(X) ®z, H.(Y) — H.(X x Y), which is the classical Kiinneth
isomorphism in singular homology. Thus, u is a filtered quasi-isomorphism when X and Y are
projective nonsingular.

Let Y be now a fixed nonsingular projective variety and consider the two functors
¢1:Sch.(R) - C; X —» GC(X)®gGC(Y)

and
¢2:Sch.(R) - C; X —» GC(X xY)

(in this part of the proof, we drop the subscripts of filtrations and complexes for readability).
We proved above that these two functors are quasi-isomorphic in C on V(R) (we denote by
1 and @y their respective restrictions to V(R)). Furthermore, they both verify the additivity
and acyclicity conditions of Theorem (2.2.2) of [I1]. Indeed, if Z < X is a closed inclusion,
the additivity of the geometric filtration (see Theorem 2.7. of [21]) induces the exactness of
the sequences

0-GC(Z2)®GC(YY)—>GC(X)®GC(Y)—=GC(X\Z2)®GC(Y)—0
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and
0-GC(ZxY)—>GC(XxY)=>GC(X\Z)xY)—0

(the induced morphism Z x Y — X x Y is also a closed inclusion). Now, if the diagram
Z - X
+ +
zZ — X

is an acyclic square, we check that the simple filtered complexes associated to the induced
diagrams N N
GC(Z)®GC(Y) — GCX)gC((y)
\: \
GC(Z)y®gC(lyY) — gGoX)egC(y)

denoted by K1(Y), and B B
GC(ZxY) — GO(X xY)

1 \
GC(ZxY) — GO(X xY)

denoted by K3(Y'), are acyclic. The simple filtered complex sKo(Y) is acyclic because the
geometric filtration verifies the acyclicity condition for an acyclic square (see Theorem 2.7. of
[21]) and the diagram
ZxXY — XxY
\ 3
ZxY — XxY

is acyclic. The spectral sequence induced by sK1(Y) verifies E! = 0 because sK1(Y) is nothing
more than the tensor product of filtered complexes sy ® GC(Y'), where Ky is the diagram

GC(Z) — GC(X)
{ {
GC(Z) — GC(X)

and therefore, by lemma/|5.5.13 E;yb(lCl(Y)) = @ E];q(SIC()) ® Esljt(gC(Y)) = 0, for all

p+s=a,q+t=b
a,b € Z, again because of the acyclicity of the geometric filtration (notice that in both cases,

we did not use the fact that Y was projective nonsingular).

Consequently, the localizations ¢, ¢4 : Sch.(R) — HoC of ¢; and ¢ respectively are the
unique extensions of their respective restrictions ¢}, ¢4 : V(R) — HoC given by the Theorem
2.2.2. of [11] (notice that the above arguments prove also that the functors ¢; and g satisfy
the disjoint additivity condition (F3) and the elementary acyclicity condition (F)). By the
naturality of this extension (see Proposition 1.4 of [21I]), the localization of the filtered quasi-
isomorphism u(Y') : ¢1 — @2 extends uniquely into a morphism ¢j — ¢4, and this morphism
is an isomorphism of HoC. Since the localization of

w(Y): 1 — ¢2 ;3 X = (GeCu(X) @ GoCu(Y) — GoCi(X X Y))
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is such an extension, the latter is a quasi-isomorphism of C, that is the morphism u : GoC\ (X ) ®
GeCi(Y) — GoCi(X x Y) is a filtered quasi-isomorphism for any real algebraic variety X and
Y a nonsingular projective variety.

Now fix X to be any real algebraic variety and consider the morphism of functors
U(X) Y = (GeCiu(X) ® GoCi(Y) — GoCi(X X Y)).

We prove in the same way as above that the localization of the restriction of u(X) to V(R)
extends uniquely into a morphism of functors on Sch.(R), which is an isomorphism of HoC
because so is the restriction to V(R). Because of the uniqueness of the extension, we finally
obtain that

U GoCu(X) @ GoCu(Y) — GoCi(X X Y)

is a filtered quasi-isomorphism for any real algebraic varieties X and Y. O

Remark 5.5.18. A morphism between the filtered complexes WC, (X)@WC,(Y') and WC, (X x
Y) for any varieties X and Y can also be obtained without using the geometric filtration.
Indeed, using a method similar to the one in the previous proof, we can extend to all real
algebraic varieties the morphism of filtered complexes

FeC(X) @ FECL(Y) — FOC (X x Y)

(given by the product in Definition [5.5.1]) restricted to nonsingular projective varieties.

5.5.3 Product and cohomological weight complex

As for the homological weight complex, we show that we can relate the cohomological weight
complex of a product with the tensor product of the cohomological weight complexes, so that
these two filtered complexes are isomorphic in the localized category Ho€. More precisely,
this isomorphism of Ho € is induced by two opposite-directional filtered quasi-isomorphisms
of cochain complexes, one of them being the dualization of the quasi-isomorphism in C in

Theorem [5.5.151

Proposition 5.5.19. The filtered complezes G*C*(X) ® G*C*(Y') and G*C*(X x Y) are iso-
morphic in Ho €.

Corollary 5.5.20. The filtered complexes WC*(X) @ WC*(Y') and WC*(X xY') are isomor-
phic in Ho € and the Kunneth isomorphism in cohomology

WeH*(X) @ W H*(Y) — W*H*(X x Y)

is a filtered isomorphism with respect to the cohomological weight filtration.
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Proof. Consider the filtered quasi-isomorphism
U GeCu(X) @ GeCh(Y) — GoCu(X X Y)

defined in Theorem [(.5.15l Its dual
(Ci(X x Y)Y — (Cu(X) @ Cu(Y))Y

uv :
n o | Y exi®cvi— Y nlex X cvi)

3 (2

is also a filtered quasi-isomorphism if we equip the dualized complexes with the corresponding

dual filtrations (remark |5.4.1).
On the other hand, the map

(Cu(X))Y & (Cu(Y))Y — (Cu(X) @ Cu(Y))Y
&P — [Z exi @ cyi — > p(ex,) - ¢(0Ki)]
i i
where the right-hand side complex is equipped with the same filtration as above (induced by the
geometric filtrations of X and Y') and the left-hand side complex is the filtered tensor product

of the dual geometric filtrations of X and Y, is also a filtered quasi-isomorphism. Indeed, for
a,b € Z, we have

B (X)) @z, (Y)Y ) = @D (BL(X) @z, (BL(Y))",
p+s=a,q+t=b
and
EP ((Cu(X) @z, Cu(Y))Y) = (Bgy (Cu(X) @2, Cu(Y)) ' = @D (Bpo(X) @2, B3, (Y)) ",
p+s=a,q+t=b

by lemma [5.5.13 (or its cohomological version), and the morphism w induces on the Ej-level
the morphisms

\ \

(B3.0(X))" @2, (EL (V)" — (Bpy(X) @z, BL(Y))"

given by @ ® 1 — [Y,exi®cy,; — > ¢(ex;) - ¥(ey;)], which are isomorphisms (the terms
of the weight spectral sequences of X and Y are finite-dimensional).

Therefore, we have the following diagram in €
(CL(X x Y)Y == (Cu(X) ®z, C(Y))” = (Cu(X))" @z, (C(Y))",

where the morphisms u" and w are filtered quasi-isomorphisms. Consequently, in the localiza-
tion Ho € of € with respect to filtered quasi-isomorphisms, the filtered complexes G*C*(X) ®
G*C*(Y) and G*C*(X x Y) are isomorphic.

O



5.5. WEIGHT FILTRATIONS AND PRODUCTS 85

Remark 5.5.21. As for the homological case, a morphism between the filtered complexes
WC*(X) @ WC*(Y') and WC*(X x Y) can be obtained without using the geometric filtra-
tion. Indeed, in the previous proof, consider the canonical filtration in place of the geometric
filtration : one can show in the same way that there is an isomorphism of Ho € between
(Fe™M)?C*(X) @ (Fe)3,C*(Y) and (F™)C*(X xY). Since the dual canonical filtration and
the cohomological canonical filtration are filtered quasi-isomorphic (see the proof of theorem
[5.4.3), we deduce an isomorphism of Ho € between F,,C*(X)®F2,,C*(Y) and FS,,C*(X XY).

can can can
Restricting this isomorphism to projective nonsingular varieties, we extend it to all real alge-

braic varieties in the same way as in proof of theorem [5.5.15| (see also remark |5.5.18)) to obtain
an isomorphism between WC*(X) ® WC*(Y') and WC*(X x Y).

5.5.4 Cup product

Let X be a real algebraic variety.

We show below that the cup product on the cohomology with compact supports H*(X)
of the set of real points of X is filtered with respect to the cohomological weight filtration.
Precisely, we define a cup product on the cochain level in the derived category Ho €, on the co-
homological geometric filtration, using the filtered quasi-isomorphisms w and «" defined above
in the proof of [5.5.19] that induces a cup product on the cohomological weight spectral sequence
of X and the usual cup product on the cohomology of X.

Let A denote the diagonal map

X — XxX

A x — (x,z)

Now consider the cohomological geometric filtration G*C*(X) of X as an object of the derived
category Ho €. We can apply the composition A*o(u")~!ow to the tensor product G*C*(X)®
G*C*(X) (uV is an isomorphism of Ho €, see the proof of proposition [5.5.19)) :

uY) " low *
Ao (1) ow: GUCHX) @ GoC(X) W geor (X x X) AL gt (X)
We denote this morphism of Ho € by —.

Proposition 5.5.22.
The cup product
— G CT(X)®G*'C*(X) — G°CH(X)

i Ho € induces a morphism of spectral sequences

i @ EPUX) e, BY(X) — EXX)
p+s=a, q+t=b

and the usual cup product
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In particular, the cup product in cohomology is a filtered map with respect to the cohomological
weight filtration.

Proof. The first fact follows from the cohomological version of lemma [5.5.13] and the cup
product in cohomology is the composition of A* and the Kiinneth isomorphism in cohomology,

which is itself induced by (u¥)~! o w (see proposition [5.5.19| and corollary |5.5.20)). O

5.5.5 Cap product

In this section, we define a cap product on the homological and cohomological geometric fil-
trations considered in the corresponding derived categories HoC and Ho €. This cap product
on chain level induces a cap product on the homological and cohomological weight spectral
sequences, showing that the cap product on homology and cohomology is a filtered morphism
with respect to the homological and cohomological weight filtrations.

First, we give a filtered chain complex structure to the tensor product of a filtered cochain
complex and a filtered chain complex :

Definition 5.5.23. Let (K*, F) and (M., J) be respectively a filtered cochain complex of &
and a filtered chain complex of C. We define ((K* ® M), F ® J) to be the chain complex
given by
(K@M)= P K' @z, Mj,

j—i=n

equipped with the differential
(rz®y) =drey+z®dy
and the bounded increasing filtration given by
(FeIN(KaMy,= @ Y FKJM,
j—i=nb—a=p

Considering the semialgebraic chain and cochain complexes Cy(X) and C*(X) of X, im-
plicitely equipped with the homological and cohomological geometric filtrations (for sake of
readability), as objects of the respective derived categories HoC and Ho€, we are going to
define a cap product C*(X) ® Cy(X) — C«(X) in HoC.

First, let w denote the morphism C*(X) = (Cy(X))" — (C*(X) ® C«(X))Y of Ho€ given
by
(Cr-m(X))Y — (C™(X) @ C(X))Y
Y o— [p@cr— (¥ —p)(d)]
The cap product that we define below will be obtained from the dual of this filtered mor-
phism, in order to have a formula

Y(p ~c) = (¥ — ¢)(c) (5.5.4)

on the chain level. We make precise what we mean by the dual filtered chain complex of a
filtered cochain complex :
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Definition 5.5.24. If F*K* is a filtered cochain complex of €, we define its dual filtered chain
complex F,)K) of C by

FIYK;/ = {ne K;/ | n=0on Fp+1Kq}.

Notice that, as in remark we have the natural isomorphism of spectral sequences
v
given by BT, (FVKY) = (Eff’b(FK)) :

Consider the dual filtered chain complexes (Ci(X))Y" and (C*(X)® Cy(X))VY of (CL(X))Y
and (C*(X) ® Cy(X))Y respectively. We have natural filtered morphisms v : Ci(X) —
(CL(X))YY and p : C*(X) ® Cu(X) = (C*(X) ® Cu(X))YY, inducing the natural morphims

WV
EL, — (Eg,b) on the spectral sequence level, which are isomorphisms from r > 1 (the terms

of the spectral sequence are finite-dimensional from level one).
Therefore, the morphims v and p are quasi-isomorphisms of C and we can define the mor-
phism
vlowYou:C*X)® Cu(X) = Cu(X)

of HoC given by
C™(X)® CUX) — Crop(X)
pRc — p~ci=vltowoulp®ec)
We denote it also by —~ and we have :

Proposition 5.5.25. The cap product on the geometric filtrations of X induces a cap product

EPIX) @ Ego(X) — By 1 g(X)

on the weight spectral sequences of X, and the usual cap product
H*(X)® H (X) — H.(X)

on the homology and cohomology of X. In particular, the latter is a filtered morphism with
respect to the weight filtrations (the filtration on the tensor product of cohomology and homology

is defined in a way similar to definition .

Proof. Similarly to lemma the term of level r and indices a, b of the spectral sequence

induced by C*(X) ® C,(X) is given by @ EX(X) ® Eg(X). Then the cap product
s—p=a, t—q=b

on chains and cochains induces morphisms

~: P EPMX)®E(X) — EXN(X).

r
s—p=a, t—q=b

Now, notice that the formula on the chain level induce that, if p € EPY(X), ¢ € Ef,(X)
and 1) € EF~*97"(X) (then ¢ — ¢ € EPY(X), which is isomorphic to (E;yq(X))v), we have

Pl ~7 ¢) = (¥ 4 9) (o).
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Since the cup product on the cohomological weight spectral sequence induces the cup prod-
uct on cohomology and because the cap product on cohomology and homology

H™(X) x Hi(X) — H_,,(X)
is characterized by the formula

Y(p ~c) = (¥ —p)(c)

(if p € H™(X) and ¢ € Hi(X), ¢ — cis the unique element of H;_,,(X) verifying this formula
for all ¢» € H'=™(X)), the cap product on the cohomological and homological weight spectral
sequences induce the cap product on cohomology and homology. O

Remark 5.5.26. 1. If ¢ € EPY(X) and ¢ € Ef,(X) then ¢ ~ c is the unique element of

.
By, i ,(X) verifying

(e~ €)= (¥ =) 9)(c)
for all ¢ € EX~ 517 (X).

2. Another possible definition for the cap product on the chain level is the following one
(see [24]). Consider the morphism

CH(X) ® (Co(X) ® Cu(X)) — Cu(X)

h pR(@®b) — pla)-b’

Then we can also define the cap product on the cohomological and homological geometric
filtrations of X (regarded as objects of Ho® and HoC) by setting

p—~ci=hp@u (A(0)).

Notice that this definition would be valid with integer coefficients as well.

5.5.6 Weight filtrations and Poincaré duality map

Let X be a compact real algebraic variety of dimension n.
The semialgebraic chain [X] is pure, that is [X] € G_,,C\,(X). For r > 1, it induces homol-
ogy classes in the weight spectral sequence terms E”, 5, (X).
By taking the cap product with [X], we obtain a map D on the cohomological weight
spectral sequence of X, given by :
EXNX) — E"

DSt .— . ~[X] : —n—s,2n—t
S Y

(X) (5.5.5)

Recall that the non-zero terms of the weight spectral sequences lie in the triangle given by
the inequalities t > —2s, s < 0 and t < —s + n, the terms induced by the pure chains lying in
the line t = —2s. Then if, for any r > 1, we consider the cap product of non-pure classes by
[X], it is identically zero. Indeed, for ¢ > —2s, the term E” (X), where lie the values of

n—s,2n—t
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Dy, is zero since 2n —t < —2(—n — s).

The map D on the cohomological weight spectral sequence induces, on the E* and E
level, the classical Poincaré duality map on the cohomology of X (that we denote again by D)
given by

H*(X) — H,_1(X)
e — o~ [X]

([X] corresponds here to the fundamental homology class of X) and :

Proposition 5.5.27. For all p and k in Z, the image of WPH*(X) by Poincaré duality map
is i W_p_nHp_1(X) :
DWPHM(X)) € W Hy i (X).

In particular, for allk € Z, D(H*(X)) C Wy_nH,,_1(X) and, ifp > —k, DOV?H*(X)) = 0.
In other words, all the non-pure cohomology classes are in the kernel of Poincaré duality map
and the pure cohomology classes are the only classes which may be sent to a nonzero pure ho-
mology class by Poincaré duality map. Therefore, if its weight filtrations are not pure, a real
algebraic variety does not satisfy Poincaré duality.

Remark 5.5.28. On the other hand, there exist varieties having pure weight filtration but not
satisfying Poincaré duality.

For example, let X denote the pinched torus, obtained from a torus 1" by identifying a
circle which generates it as a revolution surface to a point zg. To compute its weight spectral
sequence, we consider the cubical hyperresolution of X given by the blowing-up at x :

St — T
{ {
o — X

We obtain a pure weight filtration given by the term E? = E>

|2
E*=| Zy-[a] 0
Zo 0 0

(if H1(T) = Zsa] ® Zs[b] with b = S! the exceptional divisor of the blowing-up). However, the

variety X does not satisfy Poincaré duality since [a]v ~[X]=0.
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Chapitre 6

Exemples de filtrations par le poids

Ce chapitre est consacré a 1’étude de filtrations par le poids sur des exemples de variétés
algébriques réelles de petites dimensions. Pour calculer une filtration par le poids, on utilise
la suite spectrale associée a une hyperrésolution cubique (paragraphe . Le cas d’une
hyperrésolution cubique de taille 2 correspond & un carré acyclique

j ~

}7<—>X
b e
y <& X

On est dans cette situation dans le cas d’un éclatement de X le long de Y, avec comme diviseur
exceptionnel Y. La suite spectrale de X est quasi-isomorphe &

B - H?(fg)éHZ(Y) — H
HY(X)o H\(Y) — H\Y)
H'(X)® HO(Y) — H

En notant EF? I’espace de cette suite spectrale a la ligne p et colonne ¢, les diagonales de EZ!
d’équation p + ¢ = n correspondent & la filtration sur H"(X). Avec p+ q = n,

Y ER = H'(X)
pHq=n
et
Wl Y (X)) WP H(X)
w-rtagn(X) W PH™(X)

oo A
Ep7q -

W "H"(X)
W-ntlHn(X)
engendré par les colonnes k,k + 1,.... Dans tous les exemples de ce chapitre sauf le [6.16] la
filtration par le poids dégénere a E5, qui est obtenue en prenant ’homologie de Fj.

Les classes pures, sont sur la premiere colonne (1), d’ot W™"tE=1H"(X) est

91
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D’apres la proposition la suite spectrale E» est composée de Zg-espaces vectoriels de
dimension finie. Pour plus de lisibilité, on écrira le tableau dim Es des dimensions m de ces

espaces vectoriels (Zg)™.
~ dim X
A partir de dim E2, on obtient le polynéme de Poincaré virtuel 5(X)(T') = Z Bq(X)T1,
q=0

dim X

ot By(X) = Z (—1)P dim Eg’q est la somme alternée sur la ligne g des dimensions des espaces
p=0

de Eg.

La filtration de Nash N'C, de [21] permet de déterminer des cocycles qui engendrent les
W™nHtFH"(X), dans des cas simples, comme celui de I'intersection d’un ensemble algébrique
avec un semi-algébrique (comme dans ’exemple .

Les illustrations ont été faites avec POV-Ray pour les surfaces. Certaines ont été dessinées
dans R3 bien qu’elles vivent naturellement dans R%.

6.1 La figure < huit >

C’est la courbe plane définie par
X ={(z,y) e R? y* =22}

Une résolution des singularités de X est fournie par un éclatement du point singulier

e — S
{ {
e — X

On obtient

B <c">®d0 — 0
L7 <o >@ <z > — <21t 19" >
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ou x1* — x20* ® xo* et xx™ —— x¢™ D xp*. Par suite

B <c" > — 0
2= <2 Dxryt> — <x1F+H x>
Ainsi
—— 1
dim Ey = { 11

Plus précisément, la filtration sur H'(X) est
W2HYX) =< a*,b* >

WHHNX) = <a*+b" >

WUH(X) = 0.

Le polynéme de Poincaré virtuel est 3(X)(T) = T.

6.2 Les deux cercles tangents S'V S!

C’est la courbe plane définie par
X={(w,y) eR” (@+1)*+y* - )((z-1)*+y* -1) =0}
Une résolution des singularités de X est fournie par la décomposition en composantes irréductibles

e — Slpgt

i i

* X

On obtient
B <cd">d0 — 0
V7l <o >@ <ot o' > — < a1 >
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ol 21" — x0™ ® xo™ et x2* —— zo* D xp*. Par suite

5 { <cd s — 0
<zo"> — 0
Ainsi
dim Ez = \‘ 2
1 0

Plus précisément, la filtration sur H'(X) est W HY(X) =< a*,b* >
WOHY(X) = 0.
Le polynéme de Poincaré virtuel est S(X)(T) = 2T — 1.

Cet espace est homéomorphe a la figure < huit »mais non algébriquement isomorphe d’aprés
leur filtration par le poids.

6.3 Le tore T

C’est la surface lisse et compacte de R? d’équation
(P12 + 22+ R —1)? —4R(? +47) =0

ou r est le rayon du < petit > cercle engendrant la surface, par révolution autour du < grand > cercle
de rayon R. On peut aussi le voir comme 7 = S! x S!. Sa filtration est pure : tous les cocycles
sont de poids minimal.

1
~ 1 1
. 2_ _
dlmE—{l()@{lO— ?

0

0 0

ou la notation ci-dessus est détaillée dans la remarque Le polynéme de Poincaré virtuel
est B(T)(T) =T? 42T + 1.
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6.4 La sphére a deux oreilles S' Vv §? v S!

C’est la surface lisse et compacte de R?
X=X1UXoUX3

ou

Xlz{(x,y,z)€R3 (x—1)2+z2:1,y=0}
ng{(w,y,z)ER?’ (w2+y2+z2—1)}
ng{(x,y,z)eR3 (1‘+1)2+z2:1,y20}
Une résolution des singularités de X est fournie par la décomposition en composantes irréductibles

ee oo <« Slyys2yst

{ {
e o <« SlygzZygl

Comme cette surface est lisse et compacte, sa filtration est pure.

dim E? =

[ NG RS
o O

Le polynéme de Poincaré virtuel est 3(X)(T) = T? + 2T + 1.

Les dimensions des espaces de cohomologie ne permettent pas de montrer que le tore
et X ne sont pas homéomorphes, c’est la structure produit de leur cohomologie qui donne
a* — b* = T* sur le tore, ot HY(T) =< a*,b* > et HX(T) =< T* >; et a’* — V* = 0 sur X,
ot HY(X) =< a*,b™* >.
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6.5 Le tore pincé

C’est la surface X compacte de R?, singuliere en un point xy, dont une résolution des
singularités obtenue en éclatant R3 en x( est un tore et le diviseur exceptionnel un cercle. On
peut en obtenir une équation algébrique a partir de celle du tore, en remplagant le rayon r du

r—R 9 . P .
tube par ———, de sorte que r“ soit le rayon au carré variable, valant 0 lorsque x = R et soit
strictement positif lorsque x # R. On obtient

(x—R

2\ 2
($2+y2+22+R2— 36)> —4R($2+y2):0

Grace a la résolution

St — T
l {
o — X
on obtient
_ < X* > — 0
E, = 0P <a*b" > — 0
<zt >P <zt > — <z* >
Par suite
<X*> — 0
Er=| <a*b*> — 0
<zo*> — 0
Ainsi
1
dmE*=|1 0
1 0 0

La filtration est pure. Le polynome de Poincaré virtuel est 3(X)(T) = T2 + T + 1.
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6.6 Le tore-sphere

C’est la surface X compacte de R?, singuliere en un point zg, dont une résolution des singularités
obtenue en éclatant R? en x( est une sphere et le diviseur exceptionnel deux points.

e — §?
{ {
o — X
On obtient
N < X* > — 0
E1 = 00 — 0
<t >® <zt > — <z¥, 1% >
Par suite
_ < X* > — 0
E2 = 0 — 0
<zt Pagt> — <z1F+x3t >
Ainsi

Le polynome de Poincaré virtuel est 3(X)(T) = T2.
Remark 6.6.1. En utilisant la formule du produit, on peut calculer les filtrations des figures
. . . . . . a,b
suivantes. On obtient en particulier les dimensions des E;" :
dmES'(X xY)= Y dimEPY(X) x dim E3(Y)
p+s=a, qg+t=b

d’apres lisomorphisme Dans un produit de suites spectrales on ajoute les indices des
lignes, colonnes, et on fait la somme des produits des dimensions des espaces correspondants.

6.7 Le < huit > x S!
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1

~ 1 1
dimEQ:{ ®{ =121
11 10 L1 o

Le polynéme de Poincaré virtuel est 3(X)(T) =T? +T = T(T + 1).

6.8 Le < huit > x < huit >

1
dimB?= | ! o| ! =12
11 .

Le polynome de Poincaré virtuel est 8(X)(T) = T?.

6.9 Le < huit > X <« deux cercles tangents >
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Le polynome de Poincaré virtuel est 8(X)(T) = 2T% + T = T(2T + 1).

6.10 Le < deux cercles tangents > X <« deux cercles tangents >

4
dimE%H 0 ®H 0 =40
1 00

Le polynéme de Poincaré virtuel est 3(X)(T) = 4T? +4T +1 = (2T + 1)(2T + 1).

6.11 Le < huit > x S! pincé

Dans ce cas on n’utilise pas directement une hyperrésolution cubique, mais seulement un
carré acyclique dans la catégorie Sch.(R). Le foncteur filtration par le poids permet 'additivité
dans cette catégorie (Théoreme [5.3.4]). Comme on connait la filtration par le poids des trois
autres variétés sauf X, on calcule celle de X. On utilise < huit »x S1.

<huit > x e < <« huit > x St

+ {

° . X
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On obtient
N 1
dmE?>=1|1 1
1 00

Le polynéme de Poincaré virtuel est 3(X)(T) = T? + 1.

6.12 Le < deux cercles tangents > x S! pincé

Comme pour la figure précédente, on utilise <« deux cercles tangents >x S?.

< deux cercles tangents > x @ — < deux cercles tangents > x S!
° <+« deux cercles tangents > x S! pincé

2
dimE?=1]1 0
1 00

Le polynome de Poincaré virtuel est 3(X)(T) = 2T% + T + 1.
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6.13 L’union de trois spheres a croisements normaux

Soit X la surface de R? union de trois spheres de rayon 2 et de centres (—1,0,0), (1,0,0), (0, —v/3,0).
X=X1UXoUXj3
ol
X1 ={(z,y,2) €ER® (z+1)>+ 2 +22=4}
Xo={(z,y,2) €R® (z—1)2+y*+ 22 =4}
X3 = {(w,y,z) eR? 22+ (y+V3)?2+22= 4}

Comme chaque diviseur a croisements normaux, une hyperrésolution cubique de X est donnée
par linclusion des (i + 1)-auto-intersections des composantes irréductibles dans les i-auto-
intersections. Ici

XinX; =S ifi#j
et
37 3 ) 0, 37 3

XlﬂXgﬂng{(O,ﬁ w ﬁ—Q—ﬁ)}zoo

La suite spectrale de cette hyperrésolution est quasi-isomorphe a El =

H*(X1) @ HX(X2) @ H*(X3) — H)(XiNnX2)®H*(X1NX3)®H*(X2NX3) — H*(X1iNX2NX3)
Hl(Xl)EBHl(XQ)@HI(Xg) — Hl(Xl ﬂXz)@Hl(Xl ﬂXg)EBHl(XQQX:g) — Hl(XlﬂXgﬂX3)
HY(X1)® H(X2)® H'(X3) — H°(XinX2) @ H(X1NX3) @ HY (XN X3) — H(X:iNXan Xa)

dont les dimensions sont

dim El =

w o w
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Un calcul donne

dim EQ =

= o W

3

0 1

Ainsi la différentielle dy : EY? — E§'+2’q_1 =0, et E? = E>.
Le polynéme de Poincaré virtuel est (X )(T) = 372 — 3T + 2.
Les nombres de Betti sont bg(X) =1, b1(X) =0, by(X) =T7.

La filtration sur H?(X) est donné par
W—3H2(X) H?(X)

-3 H2
QHQE; =< X%, X3, X3 > est engendré par les spheres,

—2 772
—————~= est engendré par les 2-cocycles qui sont la somme de deux cochaines, chacune
W 1H2(X) & P veesd x ’

correspondant a l'intersection d’une spheére avec l'intérieur d’'une autre. Les cycles enferment

un volume commun aux deux spheres, ceci pour chaque paire de deux des trois spheres.

Enfi WH?(X)
nfin ——————=
WOH?(X)

une sphere avec l'intérieur des deux autres, puis on fait la somme de ces trois chaines.

est engendré par le cocycle correspondant au volume central : on intersecte

Remark 6.13.1. Dans [19], McCrory et Parunsiniski calculent trois exemples de filtration par le
poids, en supposant que celle-ci existe, et vérifie des propriétés de fonctorialité et d’additivité,
ce qui a été construit depuis.

6.14 Les deux ellipses
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C’est I'exemple 2.7 de [19].
Soit X I'union des deux ellipses qui s’intersectent en quatre points :

X ={(z,y) € R? (222 4+ 9% —1)(2®+242 1) = 0}

et X1, Xo ses deux composantes irréductibles. On a X; =2 S1.
Une résolution des singularités est donnés par

eoeelleeee — X;UX,

\ 1
ee oo — X
On obtient )
dim E? = { L 3
Le polynéme de Poincaré virtuel est 5(X)(T) =T — 2.

La filtration sur H'(X) est donné par
W2HYX) = H'(X)

2H1
—1 ng ; =< X%, X5 > est engendré par les deux ellipses,
lHl( )
——————* est engendré par trois des quatre boucles extérieures.
WOHL(X) g p q

6.15 Les deux cercles bitangents
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C’est 'exemple 4.2 de [19].

Dans R3, soit X lintersection du cylindre de révolution z? + y?> = 1 avec 'union de deux

cylindres paraboliques = 2% and = —22,

X={(z,y,2) eR? 2?+¢y*=1,(z—2%)(z+2*) =0}

Ainsi X est topologiquement I'union de deux cercles tangents en deux points. Soit X I'union
disjointe des deux composantes irréductibles de X. Une hyperrésolution cubique est donnée par

eellee — Slpygt

{ {
o > X
On obtient
dim B2 = { ? 1

Le polynéme de Poincaré virtuel est 3(X)(T) = 272.

La filtration sur H'(X) est donnée par W2H(X) = H*(X)

W 2HY (X

V\/lngX; =< X%, X5 > est engendré par les deux cercles,

W), engendré par le cyele forme & de ch 1
ngen .

WOHT(X) est engendré par le cycle formé d’un arc de chaque cercle
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6.16 Les deux spheres et le tore a croisements normaux

Cet exemple de McCrory et Parusiriski dans [19] fournit une suite spectrale qui ne dégénere
pas a lordre 2, mais seulement au terme E3 C’est donc ce terme E3 qui donne la filtration sur
H,(X), en particulier les nombres de Betti

3
b(X) =) dimg, B, ,(X)
p=0
Le terme Ez donne les nombres de Betti virtuels
3
By(X) = (=1)P dimg, Ej 4(X)
p=0
De plus, cet exemple montre que le terme E3 de la suite spectrale de poids n’est pas additif en
général, au méme sens que pour Es.
Soit X = X; U X5 U X3 I'union des surfaces de R? suivantes :
X la sphere de centre (1,0,0) et de rayon /2

Xlz{(az,y,z) €R3 ($—1)2+y2+z2:2}
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X1 la sphere de centre (—1,0,0) et de rayon /2
X2:{($,y,Z)ER3 ($—1)2+y2—|—22:2}

2
X3 le tore de révolution qui est le tube de rayon \Qf autour du cercle dans le plan (y,z) de

centre (0,4,0) et de rayon 4.

1
Xs—{@m%z)eR3;ﬁ+w (y—®2+z?—®2_2}
Une hyperrésolution cubique est donnée par I'inclusion des trois composantes irréductibles. La

suite spectrale a pour dimensions

N 3
dmFEi =12 3
| 3 3 4
Un calcul donne
3
dimEs=| 2 3
| 1 0 3
puis
N 3
dimFEs;=1|1 3
| 1 0 2

Sur dim E», on lit le polynéme de Poincaré virtuel B(X)(T) = 372 — T + 4. Sur Ej3, on peut
lire la filtration par le poids sur H?(X) qui est de dimension 8.

6.17 Annexe : code source pour les dessins avec POV-Ray

Le code commence avec ’en-téte suivante :

#include "colors.inc"
#include "functions.inc"

global_settings {assumed_gamma 1.0
max_trace_level 5}
background { color <1.0,1.00,1.00> }

camera {location <20.5,30.0,-42>

right <4/3, 0, 0>

up <0, 1, 0> sky <0, 1, 0>

direction <0, 0, 7>

look_at <0, 0.0, 0>}
light_source {<120,130,-60> colour <1,1,1>}
light_source {<-120,20,0> colour <1,0.4,0.2>}
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Puis la plupart des exemples, on a paramétré les surfaces pour plus de transparence.

Exemple [6.3] :

parametricq{
function{ cos(u)*(3+cos(v)) } // x(u,v)
function{ sin(v) } // y(u,v)
function{ sin(u)*(3+cos(v)) } // z(u,v)
<0,0>,<2%pi,2%pi> // start, end(u,v)
contained_by {box {<-5,-5,-5>,<5,5,5>}}
texture{
pigment{ color rgb<0.8,0.8,0.8> transmit 0.3}
finish { phong 0.5 }}
} // end of parametric ------

Exemple [6.4] :

parametric{
function{ 1.5%cos(u)*cos(v) } // x(u,v)
function{ 1.5%sin(v) } // y(u,v)
function{ 1.5*sin(u)*cos(v) } // z(u,v)
<0,-pi/2>,<2*pi,pi/2> // start, end(u,v)
contained_by {box {<-5,-5,-5>,<5,5,5>}}
texture{
pigment{ color rgb<0.8,0.8,0.8> transmit 0.3}
finish { phong 0.5 }}
} // end of parametric ------

parametric{
function{ 3+cos(u)*(1.5+0.02*cos(v)) } // x(u,v)
function{ sin(u)*(1.5+0.02*%cos(v)) } // y(u,v)
function{ 0.02*sin(v) } // z(u,v)
<0,0>,<2%pi,2*pi> // start, end(u,v)
contained_by {box {<-5,-5,-5>,<5,5,5>}}
texture{
pigment{ color rgb<0.8,0.8,0.8> transmit 0.3}
finish { phong 0.5 }}
} // end of parametric ------

parametric{
function{ -3+cos(u)*(1.5+0.02*cos(v)) } // x(u,Vv)
function{ sin(u)*(1.5+0.02%cos(v)) } // y(u,v)
function{ 0.02*sin(v) } // z(u,v)
<0,0>,<2%pi,2*pi> // start, end(u,v)
contained_by {box {<-5,-5,-5>,<5,5,5>}}
texture{
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pigment{ color rgb<0.8,0.8,0.8> transmit 0.3}
finish { phong 0.5 }}
} // end of parametric ------

Exemple [6.5] :

isosurfaceq{
function{pow (x*x+y*y+z*z+9-pow ((x-3)/6,2),2)-36* (x*x + z*z)}
contained_by{box{<-5,-5,-5>,<5,5,5>}}
max_gradient 2500
finish{fn}
texture { pigment{color rgb<0.8,0.8,0.8> transmit 0.1}
finish { phong 0.5}
} // end of texture
}

Exemple [6.7] :

parametricq{
function{ cos(u)*(3+cos(v)) } // x(u,v)
function{ cos(v)*sin(v) } // y(u,v)
function{ sin(u)*(3+cos(v)) } // z(u,v)
<0,0>,<2xpi,2*pi> // start, end(u,v)
contained_by {box {<-5,-5,-5>,<5,5,5>}}
textured{
pigment{ color rgb<0.8,0.8,0.8> transmit 0.3}
finish { phong 0.5 }}
} // end of parametric ------

Exemple [6.§] :

parametricq{
function{ cos(u)*(3+cos(v)) } // x(u,v) ou x
function{ cos(v)*sin(v) } // y(u,v) ou f(x,z)
function{ cos(u)*sin(u)*(3+cos(v)) } // z(u,v) ou z
<0,0>,<2xpi,2*pi> // start, end(u,v)
contained_by {box {<-5,-5,-5>,<5,5,5>}}
texture{
pigment{ color rgb<0.8,0.8,0.8> transmit 0.3}
finish { phong 0.5 }}
} // end of parametric ------

Exemple :

parametricq{
function{ -2+cos(u)*(2+0.7*cos(v)) } // x(u,v) ou x
function{ 0.7*cos(v)*sin(v) } // y(u,v) ou f(x,z)
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function{ sin(u)*(2+0.7xcos(v)) } // z(u,v) ou z
<0,0>,<2%pi,2*pi> // start, end(u,v)
contained_by {box {<-5,-5,-5>,<5,5,5>}}
texture{
pigment{ color rgb<0.8,0.8,0.8> transmit 0.3}
finish { phong 0.5 }}
} // end of parametric ------

parametricq{
function{ 2+cos(u)*(2+0.7*cos(v)) } // x(u,v) ou x
function{ 0.7*cos(v)*sin(v) } // y(u,v) ou f(x,z)
function{ sin(u)*(2+0.7xcos(v)) } // z(u,v) ou z
<0,0>,<2%pi,2*pi> // start, end(u,v)
contained_by {box {<-5,-5,-5>,<5,5,5>}}
texture{
pigment{ color rgb<0.8,0.8,0.8> transmit 0.3}
finish { phong 0.5 }}
} // end of parametric ------

Exemple [6.10] :

parametricq{
function{ -2+cos(u)*(1.6+0.4*xcos(v)) } // x(u,v) ou x
function{ 0.4*sin(v) } // y(u,v) ou f(x,2z)
function{ sin(u)*(1.6+0.4*cos(v)) } // z(u,v) ou z
<0,0>,<2xpi,2*pi> // start, end(u,v)
contained_by {box {<-5,-5,-5>,<5,5,5>}}
texture{
pigment{ color rgb<0.8,0.8,0.8> transmit 0.3}
finish { phong 0.5 }}
} // end of parametric ------

parametricq{
function{ -2+cos(u)*(2.4+0.4*xcos(v)) } // x(u,v) ou x
function{ 0.4x*sin(v) } // y(u,v) ou f(x,z)
function{ sin(u)*(2.4+0.4*cos(v)) } // z(u,v) ou z
<0,0>,<2xpi,2*pi> // start, end(u,v)
contained_by {box {<-5,-5,-5>,<5,5,5>}}
texture{
pigment{ color rgb<0.8,0.8,0.8> transmit 0.3}
finish { phong 0.5 }}
} // end of parametric ------

parametricq{
function{ 2+cos(u)*(1.6+0.4%cos(v)) } // x(u,v) ou x
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function{ 0.4*sin(v)
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Yy // yQ,v) ou f(x,z)

function{ sin(u)*(1.6+0.4*cos(v)) } // z(u,v) ou z
<0,0>,<2%*pi,2%pi> // start, end(u,v)
contained_by {box {<-5,-5,-5>,<5,5,5>}}

texture{

pigment{ color rgb<0.8,0.8,0.8> transmit 0.3}

finish { phong 0.5
} // end of parametric

parametricq{

3}

function{ 2+cos(u)*(2.4+0.4%cos(v)) } // x(u,v) ou x

function{ 0.4*sin(v)

Yy // yQ,v) ou f(x,z)

function{ sin(u)*(2.4+0.4*cos(v)) } // z(u,v) ou z
<0,0>,<2%*pi,2%pi> // start, end(u,v)
contained_by {box {<-5,-5,-5>,<5,5,5>}}

texture{

pigment{ color rgb<0.8,0.8,0.8> transmit 0.3}

finish { phong 0.5
} // end of parametric

Exemple [6.11] :

parametric{

3}

function{ cos(u)*(3+cos(v)*(cos(u)-1)/2) } // x(u,v) ou x
function{ cos(v)*sin(v)*(cos(w)-1)/2 } // y(u,v) ou f(x,z)
function{ sin(u)*(3+cos(v)*(cos(u)-1)/2) } // z(u,v) ou z
<0,0>,<2%pi,2*pi> // start, end(u,v)

contained_by {box {<-5,-5,-5>,<5,5,5>}}

texture{

pigment{ color rgb<0.8,0.8,0.8> transmit 0.3}

finish { phong 0.5
} // end of parametric

Exemple [6.12]

parametricq{

3}

function{ cos(u)*(2.5-(cos(u)-1)/2+cos(v)*(cos(u)-1)/2) } // x(u,v) ou x
function{ sin(v)*(cos(w)-1)/2 > // y(u,v) ou f(x,z)

function{ sin(u)*(2.5-(cos(u)-1)/2+cos(v)*(cos(u)-1)/2) } // z(u,v) ou z
<0,0>,<2xpi,2*pi> // start, end(u,v)

contained_by {box {<-5,-5,-5>,<5,5,5>}}

texture{

pigment{ color rgbh<0.8,0.8,0.8> transmit 0.3}

finish { phong 0.5
} // end of parametric

+}
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parametricq
function{ cos(u)*(2.5+(cos(u)-1)/2+cos(v)*(cos(u)-1)/2) } // x(u,v) ou x
function{ sin(v)*(cos(u)-1)/2 } // y(u,v) ou f(x,z)
function{ sin(u)*(2.5+(cos(u)-1)/2+cos(v)*(cos(w)-1)/2) } // z(u,v) ou z
<0,0>,<2%pi,2*pi> // start, end(u,v)
contained_by {box {<-5,-5,-5>,<5,5,5>}}
texture{
pigment{ color rgb<0.8,0.8,0.8> transmit 0.3}
finish { phong 0.5 }}
} // end of parametric ------

Exemple [6.13)] :

parametric{
function{ -1+2*cos(u)*cos(v) } // x(u,v) ou x
function{ 2*sin(v) } // y(u,v) ou f£(x,z)
function{ 2*sin(u)*cos(v) } /) z(u,v) ou z
<0,-pi/2>,<2%pi,pi/2> // start, end(u,v)
contained_by {box {<-5,-5,-5>,<5,5,5>}}
texture{
pigment{ color rgb<0.8,0.8,0.8> transmit 0.3}
finish { phong 0.5 }}
} // end of parametric ------

parametric{
function{ 1+2%cos(u)*cos(v) } // x(u,v) ou x
function{ 2*sin(v) } // y(a,v) ou f£(x,z)
function{ 2*sin(u)*cos(v) } /) z(u,v) ou z
<0,-pi/2>,<2#pi,pi/2> // start, end(u,v)
contained_by {box {<-5,-5,-5>,<5,5,5>}}
texture{
pigment{ color rgb<0.8,0.8,0.8> transmit 0.3}
finish { phong 0.5 }}
} // end of parametric ------

parametric{
function{ 2*cos(u)*cos(v) } // x(u,v) ou x
function{ 2*sin(v) } // yQu,v) ou f(x,2z)
function{ -sqrt(3)+2*sin(u)*cos(v) } // z(a,v) ou z
<0,-pi/2>,<2*pi,pi/2> // start, end(u,v)
contained_by {box {<-5,-5,-5>,<5,5,5>}}
texture{
pigment{ color rgb<0.8,0.8,0.8> transmit 0.3}
finish { phong 0.5 }}
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} // end of parametric ------
Exemple 6.15) :

parametricq{
function{ cos(u) } // x(u,v) ou x
function{ v } // y(u,v) ou f(x,z)
function{ sin(u) } // z(u,v) ou z
<0,-2>,<2%pi,2> // start, end(u,v)
contained_by {box {<-5,-5,-5>,<5,5,5>}}
texture{
pigment{ color rgb<0.8,0.8,0.8> transmit 0.3}
finish { phong 0.5 }}
} // end of parametric ------

parametricq{
function{ pow(u,2) } // x(u,v) ou x
function{ u } // y(u,v) ou f(x,z)
function{ v } // z(u,v) ou z
<-1.3,-1.5>,<1.3,1.5> // start, end(u,v)
contained_by {box {<-5,-5,-5>,<5,5,5>}}
texture{
pigment{ color rgb<0.8,0.8,0.8> transmit 0.3}
finish { phong 0.5 }}
} // end of parametric ------

parametricq{
function{ -pow(u,2) } // x(u,v) ou x
function{ u } // y(u,v) ou f(x,z)
function{ v } // z(u,v) ou z
<-1.3,-1.5>,<1.3,1.5> // start, end(u,v)
contained_by {box {<-5,-5,-5>,<5,5,5>}}
texture{
pigment{ color rgb<0.8,0.8,0.8> transmit 0.3}
finish { phong 0.5 }}
//scale 1.5
} // end of parametric ------

Exemple [6.16]:

parametricq{
function{ (-1+sqrt(2)*cos(u)*cos(v))/2 } // x(u,v) ou x
function{ sqrt(2)*sin(v)/2 } // y(u,v) ou f(x,z)
function{ sqrt(2)*sin(u)*cos(v)/2 } // z(u,v) ou z
<0,-pi/2>,<2*pi,pi/2> // start, end(u,v)
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contained_by {box {<-5,-5,-5>,<5,5,5>}}
texture{
pigment{ color rgb<0.8,0.8,0.8> transmit 0.3}
finish { phong 0.5 }}
} // end of parametric ------

parametricq{
function{ (1+sqrt(2)*cos(u)*cos(v))/2 } // x(u,v) ou x
function{ sqrt(2)*sin(v)/2 } // y(u,v) ou f(x,z)
function{ sqrt(2)*sin(u)*cos(v)/2 } // z(u,v) ou z
<0,-pi/2>,<2%pi,pi/2> // start, end(u,v)
contained_by {box {<-5,-5,-5>,<5,5,5>}}
texture{
pigment{ color rgb<0.8,0.8,0.8> tramnsmit 0.3}
finish { phong 0.5 }}
} // end of parametric ------

parametricq{
function{ (sqrt(2)*sin(v)/2)/2 } // x(u,v) ou x
function{ (4xcos(u)+sqrt(2)*cos(v)/2)/2 } // y(u,v) ou f(x,z)
function{ (4+4*sin(u)+sqrt(2)*cos(v)/2)/2 } // z(u,v) ou z
<0,0>,<2%pi,2*pi> // start, end(u,v)
contained_by {box {<-12,-12,-12>,<12,12,12>}}
textureq{
pigment{ color rgb<0.8,0.8,0.8> transmit 0.3}
finish { phong 0.5 }}
} // end of parametric ------

113
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