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Introduction

La géométrie de contact est née des travaux de Sophus Lie sur les symé-
tries des équations différentielles. La condition d’holonomie d’une section
du fibré des 1-jets d’une variété M (c’est-à-dire être de type (x, dx f , f (x))
avec f : M → R) se traduit par la tangence de son graphe à un certain
champ d’hyperplans (ker(dz − p dq) avec les notations usuelles) maximale-
ment non-intégrable. En généralisant, on appelle structure de contact sur une
variété (alors nécessairement de dimension impaire) un champ d’hyperplans
ξ localement isomorphe à celui du fibré des 1-jets. En dimension 3, on connait
beaucoup de choses sur la classification des structures de contact sur les va-
riétés (voir [Gir00], [CGH09]). En dimension plus grande, la situation est plus
complexe mais de nombreuses avancées ont été réalisées récemment. Borman,
Eliashberg et Murphy ont notamment étendu la dichotomie tendue/vrillée,
fondamentale en dimension 3 ([Eli89]), pour les structures de contact en di-
mension supérieure ([BEM14]).

La géométrie symplectique prend sa source dans la formalisation mathéma-
tique de la mécanique classique. Une structure symplectique sur une variété (né-
cessairement de dimension paire) est une 2-forme ω fermée et non-dégénérée.
Cette structure permet, par dualité, d’associer à toute fonction un champ de
vecteur dit hamiltonien dont le flot peut modéliser l’évolution d’un système
mécanique. La géométrie complexe est une source importante d’exemples de
variété symplectiques. Par exemple, les variétés de Stein, variétés complexes
proprement plongées dans Cn, portent une structure symplectique naturelle ;
on les appelle variétés de Weinstein lorsqu’on décide d’oublier leur structure
complexe.

Si en premier lieu la géométrie des champs d’hyperplans maximalement
non intégrables et celle des 2-formes fermées non-dégénérées peuvent sem-
bler éloignées, elles sont en fait intimement liées, notamment par la construc-
tion suivante. À toute variété de contact (M, ξ) on peut associer une variété
symplectique (Sξ M, ω), appelée sa symplectisation, difféomorphe à M × R de
sorte que la géométrie de contact de (M, ξ) s’interprète entièrement comme
la géométrie symplectique R-équivariante de (Sξ M, ω).

Cette thèse porte principalement sur la question suivante concernant cette
construction fondamentale.
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Introduction

Question 1. Si deux variétés de contact possèdent des symplectisations exact sym-
plectomorphes, sont-elles contactomorphes ?

Le travail fondateur de Gromov ([Gro85]) a démontré l’importance des
courbes pseudo-holomorphes en géométrie symplectique. La théorie symplectique
des champs introduite par Eliashberg, Givental et Hofer (voir [EGH00]) vise no-
tamment à construire des invariants des variétés de contact à l’aide de courbes
pseudo-holomorphes dans leurs symplectisations. Cette méthode permet en
effet de distinguer des variétés de contact mais elle semble impuissante dans
l’étude de cette question. En fait, on ne connait pas d’invariant permettant
de distinguer des variétés de contact ayant des symplectisations exact sym-
plectomorphes ; il est ainsi tentant de penser que la réponse à la question 1 est
positive. Cependant, on a construit au cours de cette thèse les contre-exemples
suivants.

Théorème A. En toute dimension impaire supérieure ou égale à 5, il existe des
variétés de contact compactes, sans bord, non difféomorphes mais possédant des sym-
plectisations exact symplectomorphes.

On peut prendre par exemple L(7, 1)× S2n et L(7, 2)× S2n pour tout n > 1.

Même si l’on suppose en plus que les variétés de contact sont difféo-
morphes, la réponse est toujours négative.

Théorème B. En toute dimension impaire supérieure ou égale à 5, il existe une
variété compacte sans bord portant deux structures de contact non contactomorphes
mais possédant des symplectisations exact symplectomorphes.

On peut prendre par exemple L(5, 1)× S2n pour tout n > 1.

Ces exemples sont basés sur un phénomène bien connu en topologie diffé-
rentielle : l’existence de h-cobordismes non triviaux en grande dimension. Les
h-cobordismes de dimension supérieure ou égale à 6 sont très bien compris
depuis les années 60’ : ils sont triviaux (de la forme M × [0, 1]) dans le cas
simplement connexe (Smale) et sont classifiés en général par la torsion de Whi-
tehead, un invariant lié au groupe fondamental (Barden-Mazur-Stallings). Une
conséquence amusante de cette classification est le fait que deux variétés h-
cobordantes, bien que non-difféomorphes en général, le deviennent quand on
en fait le produit par R ; c’est le cas par exemple de L(7, 1)× S2 et L(7, 2)× S2.

Les théorèmes A et B ci-dessus consistent à réaliser ces phénomènes dans
le monde symplectique. Pour cela, on a besoin de construire et déformer des
structures symplectiques sur les h-cobordismes. Une classe particulière de
structures symplectiques, les structures de Weinstein, est bien adaptée à l’étude
par la théorie de Morse. Celles-ci ont reçu beaucoup d’attention depuis leur
première apparition dans [EG91] (voir aussi [Eli90] et [Wei91]). La dichoto-
mie flexibilité/rigidité, désormais habituelle en géométrie symplectique, est
particulièrement intéressante pour les structures de Weinstein : il existe à la
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fois des phénomènes de rigidité ([SS05], [McL09], [AS10]) et une classe de
structures de Weinstein, dites flexibles, qui jouit de propriétés de flexibilité ( !)
([CE12]). En combinant ce phénomène de flexibilité découvert par Cieliebak
et Eliashberg avec le théorème du s-cobordisme, on obtient le résultat suivant,
à la base des théorèmes A et B.

Théorème C. Soit (W, ω) un h-cobordisme de Weinstein flexible de dimension 2n >

6 d’une variété de contact (M, ξ) vers une autre (M′, ξ′). Les symplectisations de
(M, ξ) et de (M′, ξ′) sont exact symplectomorphes.

Hatcher et Lawson ont remarqué le phénomène de stabilisation suivant
([HL76]) : deux variétés h-cobordantes de dimension m > 5 deviennent difféo-
morphes après somme connexe avec un nombre suffisant de Sk × Sm−k (pour
tout 2 6 k 6 m− 2). On obtient l’analogue suivant en géométrie symplectique.

Théorème D. Soit (W, ω) un h-cobordisme de Weinstein flexible de dimension
2n > 6 de (M, ξ) vers (M′, ξ′). Pour p assez grand, (M, ξ) et (M′, ξ′) deviennent
contactomorphes après somme connexe de contact avec p copies de Sk × S2n−k−1 (pour
tout 2 6 k 6 n − 1) où Sk × Sm−k est muni de la structure de contact comme bord
de D(T∗ Sk ×R2(n−k)).

Une classe agréable de variétés symplectiques non compactes est formée
des variétés obtenues en complétant des cobordismes (compacts) de Liouville,
c’est-à-dire en leur attachant des bouts modelés sur des symplectisations (c’est
notamment le cadre utilisé en théorie symplectique des champs). Emmanuel
Giroux propose la notion de cobordisme de Liouville idéal (voir le chapitre 2)
permettant de compactifier cet objet en un cobordisme muni d’une forme
symplectique dans l’intérieur et qui détermine une structure de contact sur
son bord. Il est naturel de se demander si cette compactification est unique,
posons par exemple la question suivante.

Question 2. Si deux domaines de Liouville idéaux ont des intérieurs exact symplec-
tomorphes, leurs bords sont-ils contactomorphes ?

Cette question est très liée à la première et on obtient sans surprise des
contre-exemples par les mêmes méthodes.

Théorème E. En toute dimension paire > 6, il existe des domaines de Weinstein
idéaux, à bords non-difféomorphes, mais dont les intérieurs sont exact symplecto-
morphes.

On peut prendre par exemple L(7, 1)× D2n+1 et L(7, 2)× D2n+1 pour tout n >

1.

Théorème F. En toute dimension paire > 6, il existe un domaine compact portant
deux structures de Weinstein idéales avec des bords non contactomorphes mais dont
les intérieurs sont exact symplectomorphes.

On peut prendre par exemple L(5, 1)× D2n+1 pour tout n > 1.

3



Introduction

Enfin, grâce à la correspondance entre les variétés de Weinstein et les varié-
tés de Stein (voir [CE12]), les résultats de cette thèse peuvent le plus souvent
se formuler également en termes de fonctions pluri-sous-harmoniques sur les
variétés de Stein. On a choisi de n’utiliser que le langage des structures de
Weinstein par souci de simplicité.

Le travail de cette thèse a fait l’objet de deux articles. Le premier [Cou14]
contient les théorèmes A, C et E, le second [Cou15] contient les théorèmes B,
D et F.

Voici le plan de ce manuscrit.
Le premier chapitre tourne autour du théorème du s-cobordisme. On intro-

duit la torsion de Whitehead d’un h-cobordisme à partir du complexe de Morse et
on donne quelques idées sur la démonstration du théorème du s-cobordisme.
Quelques constructions de h-cobordismes non triviaux à base d’espaces len-
ticulaires sont présentées. Les résultats sont bien connus depuis les années
60’-70’.

Dans le second chapitre, on rappelle quelques notions de géométrie sym-
plectique et de contact en ne manquant pas de traiter la symplectisation. On
présente les cobordismes de Liouville entre variétés de contact ainsi que la no-
tion de cobordisme de Liouville idéal proposée par Emmanuel Giroux. Ceci
nous permet d’énoncer un premier résultat : deux variétés de contact closes
ont des symplectisations exact symplectomorphes si et seulement s’il existe
un cobordisme de Liouville idéal inversible entre elles.

Le troisième chapitre est un exposé succinct des structures de Weinstein sur
les cobordismes. La plupart des résultats sont extraits du livre de Cieliebak
et Eliashberg [CE12] et on omet la plupart des démonstrations. Une petite
originalité dans la présentation consiste à travailler avec une structure sym-
plectique fixée et à mettre ainsi l’accent sur l’espace des fonctions ω-convexes.

Dans le quatrième chapitre, on commence par discuter les résultats de
h-principe pour les plongements isotropes dans les variétés de contact, dûs
à Gromov pour le cas sous-critique et, plus récemment, à Murphy pour le
cas legendrien lâche. Ensuite, on explique comment Cieliebak et Eliashberg en
déduisent la flexibilité des structures de Weinstein flexibles ( !).

Enfin, le cinquième et dernier chapitre contient les résultats principaux de
cette thèse. On étudie en détails les structures de Weinstein flexibles sur les
h-cobordismes de grande dimension et on en déduit les théorèmes énoncés
dans cette introduction.

Terminons cette introduction par quelques conventions et notations qu’on
utilisera dans tout ce texte.

— Par variété on entend toujours variété (éventuellement à bord) de classe
C∞, séparée, paracompacte, orientée et, le plus souvent, connexe. Une
variété compacte et sans bord est dite close.

— On demande toujours aux difféomorphismes de préserver l’orientation.

4



— Si X est un champ de vecteurs, on note ϕt
X son flot au temps t. Pour

une forme différentielle α, la dérivée de Lie de α dans la direction X
sera notée X.α et le produit intérieur Xyα.

— Le champ hamiltonien Xh d’une fonction h sur une variété symplec-
tique (W, ω) est défini par Xhyω = − dh.

— On utilise parfois la notation de Gromov Op(A) pour désigner un voi-
sinage non spécifié de A.

5
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Chapitre 1

H-cobordismes

Ce chapitre tourne autour du théorème du h-cobordisme de Smale ainsi
que sa généralisation au cas non-simplement connexe, à savoir le théo-
rème du s-cobordisme de Barden, Mazur et Stallings. En guise de mo-
tivation, on commence par le procédé infini de Mazur. On rappelle en-
suite les idées principales de la preuve du théorème du s-cobordisme.
Le point culminant est la classification des h-cobordismes par la torsion
de Whitehead ainsi que l’inversibilité des h-cobordismes. On termine
par des exemples de h-cobordismes non triviaux construits à partir
d’espaces lenticulaires de dimension trois.
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Chapitre 1. H-cobordismes

1.1 Procédé infini de Mazur

Pour motiver cette section, voici un premier problème bien connu.

Problème 1.1. Soient M et M′ deux variétés closes (et orientées) telles qu’il existe
un difféomorphisme M ×R → M′×R (préservant l’orientation) et envoyant le bout
M × {+∞} sur le bout M′ × {+∞}. Existe-t-il un difféomorphisme (préservant
l’orientation) entre M et M′ ?

On appelle cobordisme une variété W (orientée) et compacte à bord munie
d’une décomposition de son bord ∂W = ∂−W ∪ ∂+W où ∂−W et ∂+W, appe-
lés respectivement bord inférieur et bord supérieur, sont des réunions de com-
posantes connexes distinctes de ∂W. On munit toujours ∂−W (resp. ∂+W) de
l’orientation induite par la règle "normale rentrante (resp. sortante) d’abord".
On dira qu’un cobordisme W va d’une variété M à une variété M′, ce que
l’on notera (W; M, M′) si l’on s’est donné des difféomorphismes (préservant
l’orientation 1) ∂−W → M et ∂+W → M′. L’exemple le plus simple est le
cobordisme produit M × [0, 1]. Les cobordismes peuvent se composer : étant don-
nés deux cobordismes (W; M, M′) et (W ′; M′, M′′), on obtient un cobordisme
(W ⊙ W ′; M, M′′) en collant W et W ′ le long de M′ (avec l’identification don-
née). On notera ∼ la relation de difféomorphisme relatif au bord (c’est-à-dire
induisant l’identité via les identifications) et 1M la classe d’équivalence du
cobordisme (M × [0, 1]; M, M) muni des identifications évidentes. On a les
propriétés suivantes (voir [Mil65] p.2-4) :

1. La classe d’équivalence pour ∼ de W ⊙ W ′ ne dépend que des classes
d’équivalence de W et W ′.

2. W ⊙ 1M′ ∼ W et 1M ⊙ W ∼ W.

3. La composition est associative sur les classes d’équivalences.

Définition 1.2. Un cobordisme (W; M, M′) est inversible s’il existe un cobordisme
(W ′; M′, M) tel que W ⊙ W ′ ∼ 1M et W ′ ⊙ W ∼ 1M′ .

Noter que, par associativité de la composition, si un cobordisme admet
un inverse à gauche et un inverse à droite, alors ceux-ci sont équivalents. De
plus, l’inverse (à droite et à gauche) est unique à équivalence près.

Les cobordismes inversibles apparaissent naturellement dans l’étude du
problème 1.1 mentionné ci-dessus.

Proposition 1.3. Soient M et M′ deux variétés closes orientées telles qu’il existe
un difféomorphisme φ : M × R → M′ × R préservant l’orientation et envoyant le
bout M × {+∞} sur le bout M′ × {+∞}. Alors il existe un cobordisme inversible
(W; M, M′).

1. Ce sera toujours le cas, on ne le répètera plus dans la suite.
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1.1. Procédé infini de Mazur

M × R M ′ × R

M × {−c}

M × {d}

φ

φ(M × {d})

φ(M × {−c})

W

W ′

M ′ × {0}φ−1(M ′ × {0})

M × {−c}

Figure 1.1 – Les cobordismes W et W ′

Démonstration. Pour c > 0 assez grand, la région de M′ × R comprise entre
φ(M × {−c}) et M′ × {0} est un cobordisme de M à M′ (voir la figure 1.1).
Pour d > 0 assez grand, la région de M′ × R située entre M′ × {0} et φ(M ×
{d}) est un cobordisme W ′ de M′ à M et on a W ⊙W ′ = φ(M × [−c, d]) ∼ 1M.
On construit de même un inverse à gauche pour W.

Remarque 1.4. Il est essentiel dans la proposition 1.3 que le difféomorphisme φ

respecte les bouts. Par exemple, les variétés orientées CP4 et −CP4 ne sont pas dif-
féomorphes, donc, d’après le théorème du h-cobordisme (voir le théorème 1.23 plus
loin), il n’existe pas de cobordisme inversible entre CP4 et −CP4. Pourtant, la for-
mule (x, t) 7→ (x,−t) définit bien un difféomorphisme (préservant l’orientation) de
CP4 × R → −CP4 × R ; mais celui-ci permute les bouts.

On illustre maintenant le procédé infini de Mazur en démontrant la réci-
proque de la proposition ci-dessus. On note d’abord que si (Wi)i∈Z est une
suite de cobordismes avec des identifications ∂+Wi → ∂−Wi+1, on peut les
coller pour obtenir une variété (non compacte si un nombre infini des Wi sont
non vides)

V =
⊙

i∈Z

Wi.

Proposition 1.5. Si (W; M, M′) est un cobordisme inversible, alors il existe un
difféomorphisme M × R → M′ × R envoyant le bout M × {+∞} sur le bout M′ ×
{+∞}.

Démonstration. Soit (W ′; M′, M) l’inverse de (W; M, M′), c’est-à-dire

W ⊙ W ′ ∼ 1M et W ′ ⊙ W ∼ 1M′ .

9
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W ′

W

W ′

W

W

M ′
× [0, 1]

M ′
× [0, 1]

M × [0, 1]

M × [0, 1]

Figure 1.2 – Le procédé infini de Mazur

Par un jeu de parenthèses, notant ≃ des difféomorphismes (préservant les
bouts) on obtient (voir la figure 1.2) :

M × R ≃ · · · ⊙ 1M ⊙ 1M ⊙ . . .

≃ · · · ⊙ (W ⊙ W ′)⊙ (W ⊙ W ′)⊙ . . .

≃ · · · ⊙ (W ′ ⊙ W)⊙ (W ′ ⊙ W)⊙ . . .

≃ · · · ⊙ 1M′ ⊙ 1M′ ⊙ . . .

≃ M′ × R.

Le procédé infini de Mazur sera intéressant si l’on peut construire des
cobordismes inversibles non triviaux.

Problème 1.6. Les cobordismes inversibles sont-ils tous des produits ?

10
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1.2 Autour du théorème du s-cobordisme

1.2.1 H-cobordismes et cobordismes inversibles

Définition 1.7. Un cobordisme W est un h-cobordisme si les inclusions ∂−W →
W et ∂+W → W sont des équivalences d’homotopie.

Remarque 1.8. S’il existe une équivalence d’homotopie ∂−W → W, il existe aussi
une rétraction par déformation forte de W sur ∂−W, cela suit du fait que la paire
(W, ∂−W) est triangulable ou bien de l’existence de décomposition en anses. D’après
le théorème de Whitehead, c’est équivalent à la nullité de tous les groupes d’homotopie
πk(W, ∂−W). Enfin, c’est aussi équivalent, d’après le théorème de Hurewicz, au fait
que π1∂−W → π1W soit un isomorphisme et que Hk(W̃, ∂−W̃) = 0 pour tout k > 2
(le symbole tilde désignant le revêtement universel).

Proposition 1.9. Un cobordisme inversible est un h-cobordisme.

Démonstration. On utilise à nouveau le procédé infini de Mazur en notant W ′

le cobordisme inverse de W. On factorise l’inclusion i : ∂−W → W en i = r ◦ j
où

j : ∂−W → ∂−W × [0,+∞[≃ W ⊙ W ′ ⊙ W ⊙ W ′ ⊙ . . .

et
r : W ⊙ W ′ ⊙ W ⊙ W ′ ⊙ · · · ≃ W ⊙ ∂+W × [0,+∞[→ W

sont deux équivalences d’homotopie.

Le problème 1.1 nous amène naturellement à étudier les h-cobordismes.
L’outil principal est la théorie de Morse.

1.2.2 Fonctions et pseudo-gradients

L’espace des fonctions et sa stratification naturelle. On supposera toujours
que les fonctions réelles sur un cobordisme W admettent ∂−W et ∂+W comme
niveaux réguliers et y atteignent respectivement leur minimum et leur maxi-
mum. On notera F l’espace (convexe) de toutes ces fonctions, muni de la
topologie C∞. On rappelle aussi que F est muni d’une stratification naturelle
(voir [Cer70] p.22-25). On va seulement considérer les strates F 0 et F 1 de
codimension respective 0 et 1 définies comme suit.

1. F 0 est constitué des fonctions dites excellentes, c’est-à-dire à points cri-
tiques non-dégénérés (ou de Morse) et dont toutes les valeurs critiques
sont distinctes. D’après le lemme de Morse, les points critiques sont
modelés, à une constante additive près, sur une forme quadratique

−x2
1 − · · · − x2

k + x2
k+1 + · · ·+ x2

n,

l’entier k est l’indice du point critique.
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2. F 1 est constitué des fonctions présentant au plus un des phénomènes
de codimension 1 suivants
— deux points critiques dans un même niveau,
— un point critique de type naissance, c’est-à-dire modelé, à une

constante additive près, sur la fonction

−x2
1 − · · · − x2

k + x2
k+1 + · · ·+ x2

n−1 + x3
n;

de même, l’entier k est appelé l’indice du point critique.

On rappelle quelques propriétés standards de F 0 et F 1 (voir [Cer70] p.24).

Proposition 1.10. 1. F 0 est un ouvert dense de F .

2. Dans l’espace des chemins ft, t ∈ [0, 1], de F , les chemins contenus dans F 0 ∪
F 1, à extrémité dans F 0 et rencontrant F 1 transversalement (en particulier
un nombre fini de fois) forment un ouvert dense. Par abus, on dira qu’un tel
chemin est générique.

On rappelle aussi l’énoncé suivant concernant l’action du groupes des dif-
féomorphismes sur l’espace F (voir [Cer70] p.24).

Proposition 1.11. 1. Deux fonctions f et f ′ de F 0 sont isotopes, c’est-à-dire
f = ψ ◦ f ′ ◦ φ avec ψ : R → R difféomorphisme croissant et φ : W → W
difféomorphisme isotope à l’identité, si et seulement si elles appartiennent à la
même composante connexe de F 0.

2. Deux chemins génériques ft et f ′t , t ∈ [0, 1], de F d’origine f ∈ F 0 et
d’extrémité dans F 0 sont isotopes, c’est-à-dire ft = ψt ◦ f ′t ◦ φt avec ψt :
R → R difféomorphismes croissants, φt : W → W difféomorphismes isotopes
à l’identité, ψ0 = id et φ0 = id si et seulement s’ils sont homotopes à origine
fixe et extrémité dans F 0 parmi les chemins transverses à F 1.

A tout chemin générique ft, t ∈ [0, 1], on peut associer son diagramme de
Cerf : c’est le graphe des valeurs critiques de ft en fonction de t, c’est-à-dire

{(t, c) ∈ [0, 1]× R | c est une valeur critique de ft} .

Voir la figure 1.3 pour un exemple. Les points doubles correspondent à des
croisements de valeurs critiques alors que les points de rebroussement corres-
pondent à des naissances ou des morts de paires de points critiques d’indices
consécutifs.

Pseudo-gradients. Un champ de vecteur X est dit pseudo-gradient pour une
fonction f ∈ F si une inégalité de type

|X. f | > δ(|d f |2 + |X|2)

12
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Figure 1.3 – Un exemple de diagramme de Cerf

est vérifiée pour un certain δ > 0 et une métrique riemannienne fixée (cette
condition est indépendante de la métrique). Les zéros de X coïncident alors
avec les points critiques de f . En dehors des points critiques, la condition de
pseudo-gradient signifie simplement X. f > 0, c’est-à-dire f croît strictement
le long des orbites de X. En un point critique non-dégénérée p d’indice k, la
condition de pseudo-gradient signifie exactement que la fonction X. f admet
un minimum non-dégénéré. Notant ϕt

X le flot du champ X au temps t, les
parties

W−
p =

{
q ∈ W

∣∣∣∣ ϕt
X(q) −→

t→+∞
p
}

,

W+
p =

{
q ∈ W

∣∣∣∣ ϕt
X(q) −→

t→−∞
p
}

,

appelées variétés respectivement stable et instable du point critique p, sont des
sous-variétés de W de dimension respectives k et m + 1 − k. S’il n’y a pas de
trajectoires de p vers un autre point critique dans f−1([a, f (p)]) pour a < f (p),
alors f−1([a, f (p)]) ∩W−(p) est un disque de dimension k que l’on appellera
nappe descendante du point p jusqu’au niveau a, son bord est une sphère de
dimension k − 1 situé au niveau a, on l’appelle sphère descendante. On définit
de la même façon les notions de nappes montantes et sphères montantes. Si ∆

est un disque plongé dans W dont le bord est situé au niveau a et tel que
la restriction de f à ∆ a un seul point critique qui est un maximum situé en
p, alors on peut construire un pseudo-gradient X pour lequel ∆ est la nappe
descendante (voir [CG68] p.17). Enfin, on peut montrer que pour un pseudo-
gradient générique, les variétés stables et instables sont transverses : c’est la
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p

W−(p)

Figure 1.4 – La variété stable du point de naissance p est un demi-disque
délimité par son bord vertical en rouge et son bord horizontal en bleu.

propriété de Morse-Smale (voir [Lau12] p.149).
Si p est un point de naissance d’indice k, les ensembles W−

p et W+
p défi-

nis comme ci-dessus sont des sous-variétés à bord de dimensions respectives
k + 1 et m − k + 1. Les nappes montantes ou descendantes sont des demi-
disques dont le bord est constitué de deux disques (voir [CE12] p.191), l’un
est "vertical" et l’autre est situé dans un niveau (voir la figure 1.4).

1.2.3 Complexe de Morse et type d’homotopie simple

Si f est une fonction de Morse et X un pseudo-gradient satisfaisant la
propriété de Morse-Smale, on peut former un complexe de chaînes sur l’an-
neau Z dont les modules sont librement engendrés par les points critiques,
gradués par l’indice et dont l’opérateur bord compte algébriquement les tra-
jectoires entre points critiques d’indice consécutifs. C’est le complexe de Morse
de W associé à f et X, que l’on notera Ck(W; f , X). On renvoie à [AD10] p.52-
73 pour plus de détails. L’homologie de ce complexe est isomorphe à l’ho-
mologie singulière de la paire (W, M). Les modules du complexe de Morse
ne dépendent que de la fonction mais l’opérateur bord dépend du pseudo-
gradient. Chaque Z-module Ck(W; f , X) admet des bases privilégiées obtenues
en choisissant une orientation des nappes descendantes (ou, de façon équiva-
lente, une coorientation des nappes montantes) ainsi qu’une numérotation des
points critiques d’indice k. Dans le cas d’une fonction ordonnée, c’est-à-dire si
l’indice des points critiques est croissant en fonction de la valeur critique, alors
l’opérateur bord a une interprétation très simple. Dans un niveau séparant les
points d’indice k et les points d’indice k + 1, l’opérateur bord Ck+1 → Ck
compte les intersections algébriques des sphères descendantes (orientées) Sk

des points d’indice k + 1 avec les sphères montantes (coorientées) Sm−k des
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points d’indice k.
Étant donné un revêtement galoisien p : W̃ → W (en pratique ce sera le

revêtement universel), on peut relever les fonctions et pseudo-gradients de W
à W̃ (on notera les relevés avec des tildes) et considérer le complexe de Morse
associé sur W̃. Le groupe du revêtement, noté π, agit naturellement sur ce
complexe et en fait un complexe de chaînes sur l’anneau Z[π] (combinaisons
linéaires formelles des éléments de π à coefficients entiers). La projection du
revêtement induit un morphisme p∗ : C∗(W̃; f̃ , X̃) → C∗(W; f , X) vérifiant :

∀a ∈ Z[π], ∀v ∈ C∗, p∗(av) = ε(a)p(v),

où
ε( ∑

g∈π

agg) = ∑
g∈π

ag

est le morphisme d’augmentation Z[π] → Z. Les Z[π]-bases de Ck(W̃; f̃ , X̃)
qui se projettent sur des Z-bases privilégiées de Ck(W; f , X) par p seront
dites privilégiées ; autrement dit, on obtient ces bases en choisissant des relevés
des points critiques. L’homologie de Ck(W̃; f̃ , X̃) est isomorphe à l’homologie
singulière de la paire (W̃, ∂−W̃) à coefficients dans Z[π]. Dans le cas d’un
h-cobordisme, celle-ci est nulle mais on peut obtenir un invariant plus fin à
partir des Z[π]-bases privilégiées, à savoir la torsion de Whitehead.

Parenthèse algébrique. La référence pour ce paragraphe est [Coh73] p.36-
61.

Sur l’ensemble des matrices inversibles à coefficients dans l’anneau Z[π]
on considère les opérations suivantes :

1. Stabilisation : A 7→

(
A 0
0 1

)
;

2. Déstabilisation :
(

A 0
0 1

)
7→ A ;

3. Opérations élémentaires sur les lignes et colonnes : A 7→ (I + aEi,j)A ou
A → A(I + aEi,j) avec a ∈ Z[π], i 6= j (Ei,j désigne la matrice avec des
0 partout sauf en position (i, j)) ;

4. Multiplication de A par une matrice diagonale



±g1

. . .
±gp


 avec

gi ∈ π.

Les classes d’équivalence de matrices dans GL∞(Z[π]) = ∪∞
p=1 GLp(Z[π])

pour la relation engendrée par les opérations ci-dessus forment un groupe
abélien : c’est le groupe de Whitehead noté Wh(π). La torsion d’une matrice
A ∈ GLp(Z[π]) est sa classe dans Wh(π) ; on dira qu’une torsion τ ∈ Wh(π)
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est de taille p si c’est la taille minimale d’une matrice la représentant. Si π est
le groupe trivial, Wh(π) = 0 car toute matrice inversible à coefficients entiers
peut être transformée en la matrice identité par un nombre fini d’opérations
élémentaires sur les lignes et colonnes.

Sur un Z[π]-module libre de type fini, l’ensemble des bases est muni
d’une relation d’équivalence : deux bases (nécessairement de même cardi-
nal en vertu du morphisme ε : Z[π] → Q) sont équivalentes si la matrice
de changement de bases correspondante est de torsion nulle. On appellera
Wh(π)-module un Z[π]-module libre de type fini muni d’une classe d’équiva-
lence de bases ; on définit de même la notion de Wh(π)-complexe de chaînes.
La torsion d’un isomorphisme entre Wh(π)-modules est bien définie : elle ne
dépend pas des bases privilégiées choisies pour la calculer.

Exemple 1.12. Le complexe de Morse Ck(W̃; f̃ , X̃) est naturellement un Wh(π)-
complexe. En fait, ses bases privilégiées sont bien définies modulo la seule opération
4 ci-dessus. On utilisera plus loin les opérations 1, 2 et 3 pour l’invariance de ce
Wh(π)-complexe vis à vis de f et X.

Deux Wh(π)-complexes sont dit simplement isomorphes s’il existe un iso-
morphisme de chaînes envoyant bases privilégiées sur bases privilégiées. Le
complexe

0 → Z[π]p
1
→ Z[π]p → 0,

où Z[π]p est muni de la classe d’équivalence de la base canonique, est un
Wh(π)-complexe dit trivial. La somme directe de Wh(π)-modules ou com-
plexes est également muni de bases privilégiées obtenu en juxtaposant sim-
plement les bases de chaque facteur. On dira que deux Wh(π)-complexes C et
C′ ont le même type d’homotopie simple s’il existe deux complexes triviaux
T et T′ et un isomorphisme simple C ⊕ T → C′ ⊕ T′.

Proposition 1.13. Le type d’homotopie simple du complexe de Morse Ck(W̃; f̃ , X̃)
est indépendant de f et X.

On trouve la démonstration de cet énoncé dans l’appendice de [Lau92]
par Laudenbach. Celle-ci consiste à analyser les accidents génériques dans
un chemin ( ft, Xt) : en plus des traversées de F 1 décrites plus haut, il existe
des accidents du pseudo-gradient Xt (que l’on peut supposer arriver à des
instants distincts) qui correspondent à un défaut de transversalité de deux
variétés stable et instable (en ces instants, la propriété de Morse-Smale n’est
plus vérifiée). On parle de glissements d’anses quand cela concerne deux points
critiques de même indice. Parmi ces accidents, les seuls ayant un effet sur le
complexe de Morse sont :

1. Naissance d’une paire de points critiques d’indice k et k + 1 ;

2. Mort d’une paire de points critiques d’indice k et k + 1 ;
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3. Glissement d’anse entre deux points critiques d’indice k.

Ils correspondent essentiellement aux opérations 1, 2 et 3 sur les matrices
discutées plus haut, ce qui explique le résultat d’indépendance ci-dessus.

Torsion de Whitehead d’un h-cobordisme Dans le cas d’un h-cobordisme
W, le complexe de Morse Ck(W̃; f̃ , X̃) est acyclique. On peut alors utiliser le
résultat algébrique suivant (voir [Coh73] p.56-58).

Proposition 1.14. Il existe une unique application, appelée torsion de Whitehead,

τ : {Wh(π)-complexes acycliques} → Wh(π)

vérifiant :

1. τ(C) = τ(C′) si C et C′ sont simplement isomorphes ;

2. τ(C ⊕ C′) = τ(C) + τ(C′) ;

3. τ(0 → Cn
d
→ Cn−1 → 0) = (−1)n−1τ(d) ;

Ces propriétés impliquent que τ ne dépend que du type d’homotopie
simple. En fait, c’est un invariant complet : deux Wh(π)-complexes acycliques
de même torsion ont le même type d’homotopie simple (voir [Coh73] p.58).

Définition 1.15. La torsion de Whitehead d’un h-cobordisme W est la torsion de
Whitehead τ(Ck(W̃; f̃ , X̃)) du complexe de Morse de son revêtement universel.

La définition ci-dessus est légitimée par la proposition 1.13. La seule am-
biguïté restante est liée au choix du revêtement universel W̃ → W. Le groupe
π1(M; x) dépend du point base x et l’identification entre π1(M; x) et le groupe
π n’est pas canonique. Heureusement, les automorphismes intérieurs de π

induisent l’identité sur Wh(π) (voir [Coh73] p.40), on peut alors construire
un groupe abélien abstrait Wh(M) canoniquement isomorphe à Wh(π) et à
Wh(π1(M, x)) pour chaque x ∈ M, on place alors la torsion τ(W, M) dans
ce groupe Wh(M) (voir [Coh73] p.65). De plus, la construction de Wh(M)
est fonctorielle ; par exemple, une équivalence d’homotopie entre variétés
φ : M → M′ induit un isomorphisme φ∗ : Wh(M) → Wh(M′).

En transportant une paire ( f , X) par un difféomorphisme, on obtient la
propriété d’invariance par difféomorphisme suivante.

Proposition 1.16. Si φ : (W1; M1, M′
1) → (W2; M2, M′

2) est un difféomorphisme
entre deux h-cobordismes, alors τ(W1) = τ(W2) avec l’identification Wh(M1) ≃
Wh(M2) induite par φ.

Enfin, la torsion est additive pour la composition des h-cobordismes.
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Proposition 1.17. Soit (W, M, M′) et (W ′, M′, M′′) deux h-cobordismes. On a :

τ(W ⊙ W ′) = τ(W) + τ(W ′)

avec les identifications Wh(M) ≃ Wh(W) ≃ Wh(M′) induites par les différentes
inclusions.

On peut consulter [Coh73] p.67-68 pour une démonstration dans le cadre
des CW-complexes (la preuve est la même avec les complexes de Morse).

1.2.4 H-cobordismes de torsion prescrite

Il est temps de donner des exemples et des constructions de cobordismes.
Au moyen d’une fonction f ∈ F 0, on peut décomposer un cobordisme en un
nombre fini de cobordismes élémentaires, c’est-à-dire ne contenant chacun qu’un
seul point critique. Dans un cobordisme élémentaire W muni d’un pseudo-
gradient, on a des nappes descendante D− et montante D+ et on peut rétrac-
ter W par isotopie dans un voisinage de ∂−W ∪D− ou de ∂+W ∪ D+. On peut
ainsi penser à W comme l’attachement d’une anse (voisinage tubulaire d’une
nappe descendante) à ∂−W le long de la sphère descendante S− = ∂D− ou
d’une coanse (voisinage tubulaire d’une nappe montante) à ∂+W le long de la
sphère montante S+ = ∂D+. On remarque que les sphères montantes et des-
cendantes sont à fibré normal trivial (car ce fibré normal s’étend aux nappes,
qui sont des disques). Réciproquement si on se donne une variété M de di-
mension m et une sphère S de dimension k− 1 plongée dans M à fibré normal
trivial, on peut construire un cobordisme élémentaire W partant de M en atta-
chant une anse Dk ×Dm+1−k à M × [0, 1] le long de S × Dm+1−k ⊂ M × {1} et
en lissant les coins (voir [Mil65] p.30-31). Le résultat dépend à la fois d’une tri-
vialisation du fibré normal (framing en anglais) et d’un paramétrage Sk−1 → S
de la sphère S par la sphère standard Sk−1 (penser aux sphères exotiques
obtenues comme l’union de deux disques). Néanmoins, si on remplace la tri-
vialisation par une trivialisation homotope ou si l’on change le paramétrage
en le précomposant par un difféomorphisme de Sk−1 qui s’étend à Dk, alors
le résultat est inchangé modulo un difféomorphisme relatif à M. Enfin, on
peut construire en même temps une fonction de Morse et un pseudo-gradient
sur le cobordisme élémentaire avec un seul point critique et dont les nappes
montantes et descendantes correspondent (essentiellement) à {0}×Dm+1−k et
à Dk ×{0}. Pour résumer, un cobordisme muni d’une fonction de Morse avec
un seul point critique et d’indice k partant de M est essentiellement la même
chose (modulo un difféomorphisme relatif à M) que l’attachement d’une anse
d’indice k à M.

Un premier exemple consiste à prendre une sphère S triviale dans M,
c’est-à-dire bordant un disque Dk → M. Son fibré normal est alors trivial et
on l’équipe d’une trivialisation (unique à homotopie près) s’étendant en une
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trivialisation du fibré normal du disque. L’attachement d’une anse sur une
sphère triviale résulte en la somme connexe de M × [0, 1] et de Sk ×Dm+1−k

le long du bord supérieur.

Proposition 1.18. Soit M une variété close connexe de dimension m > 5 et τ ∈
Wh(M). Il existe un h-cobordisme (W; M, M′) de torsion τ.

Démonstration. On se donne un entier 2 6 k 6 m − 3. On va construire un
cobordisme W avec une fonction de Morse ordonnée comprenant seulement
des points critiques d’indice k et k + 1. Soit M̃ → M un revêtement uni-
versel de M de groupe π et A ∈ GLp(Z[π]) telle que (−1)k A représente
la torsion τ dans le groupe de Whitehead Wh(π) = Wh(M). On construit
un premier cobordisme (Wk, f , X) en attachant p anses triviales d’indice k
à M ; Wk est difféomorphe à la somme connexe de M × [0, 1] avec p copies
de Sk ×Dm−k+1. Puisque π1M → π1Wk est un isomorphisme (k > 2 et les
sphères descendantes sont homotopiquement triviales), on peut prolonger le
revêtement universel de M en un revêtement universel W̃k → Wk (de groupe
toujours égal à π).

On note N le bord supérieur de Wk et S+
i les sphères montantes des points

critiques d’indice k dans N (on peut les prendre de la forme {point}× Sm−k−1

dans une décomposition en somme connexe comme ci-dessus). On choisit
des relevés à W̃k des points critiques d’indice k ainsi que des orientations de
leurs nappes descendantes. On va construire W en attachant p anses d’indice
k + 1 à M (et choisir des relevés et des orientations pour les points critiques
d’indice k + 1) de sorte que l’opérateur bord ∂ : Ck+1 → Ck du complexe de
Morse de W̃ ait A pour matrice. A partir de copies des sphères Sk ×{x} pour

˜N N

S+

S
−

˜S
−

˜S+g. ˜S+

Figure 1.5 – Les sphères montantes et descendantes dans le niveau intermé-
diaire N et son revêtement universel Ñ

x ∈ Sm−k+1 (à fibré normal trivial) de N, on peut construire, par sommes
connexes plongées le long d’arcs, des sphères orientées à fibré normal trivial
dans N notées S−

j dont les intersections algébriques de relevés S̃−
j avec les
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gS̃+
i pour g ∈ π sont égales aux coefficients ai,j de la matrice A (voir la figure

1.5).
On attache alors p anses d’indice k + 1 à ∂+Wk le long des sphères S−

j ,
et on prolonge la paire ( f , X) et le revêtement universel au cobordisme W
obtenu. Le complexe de Morse de W a alors la forme

0 → Ck+1 → Ck → 0

où l’opérateur bord Ck+1 → Ck a pour matrice A dans les bases privilégiées
choisies. Comme m + 1 − (k + 1) = m − k > 3, l’inclusion π1M′ → π1W est
un isomorphisme. Le fait que la matrice A soit inversible signifie alors que W
est un h-cobordisme ; d’après la proposition 1.14, sa torsion vaut

(−1)kτ(∂) = (−1)kτ(A) = τ.

Remarque 1.19. 1. Pour m = 3, la proposition ci-dessus est fausse. En effet,
si (W; M, M′) est un h-cobordisme de dimension 4, Kwasik et Schultz ont
montré que sa torsion de Whitehead est toujours nulle (voir [KS92] p.736).
D’autre part, Turaev a montré que M et M′ sont nécessairement difféomorphes
(voir [Tur88] théorème 1.4 p.293). En fait, ces deux résultats ont été montrés
initialement dans le cas où M et M′ sont géométriques au sens de la conjecture
de géométrisation de Thurston, mais c’est le cas de toutes les variétés closes de
dimension 3 d’après les travaux de Perelman.

2. Dans la construction ci-dessus, les anses d’indice k sont trivialement atta-
chées à M. Comme on le verra plus loin, les coanses d’indice k + 1 sont éga-
lement trivialement attachées à M′, cela suit de la preuve du théorème du
s-cobordisme.

Dans la démonstration ci-dessus on a construit un cobordisme avec une
fonction de Morse f qui est ordonnée, c’est-à-dire que l’indice des points cri-
tiques est croissant en fonction des valeurs critiques, et a seulement deux
indices k et k + 1. On notera F 0

k l’espace de ces fonctions, F 0
k,p le sous-espace

constitué des fonctions ayant p points critiques d’indice k (et p points critiques
d’indice k+ 1) et Fk l’intérieur de l’adhérence de F 0

k dans F . Les fonctions de
F 1

k = Fk ∩F 1 présentent au plus un point de naissance d’une paire de points
critiques d’indice k et k + 1 dans un niveau intermédiaire, ou un croisement
de valeurs critiques d’une paire de points critiques d’indice k + 1 ou d’indice
k.

1.2.5 Chemins de traversée de F 1

On s’intéresse ici à la classification des traversées de F 1. Dans chaque cas
(croisement, naissance, mort), on pose deux questions :
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— La traversée est-elle possible ?
— De combien de façons, à homotopie près, peut-on réaliser la traversée ?
On trouve une étude complète de ces questions dans les chapitres 2 et 3

de [Cer70], auxquels nous ferons références. Le schéma de démonstration y
est toujours le même :

1. Remplacer les chemins de traversée quelconques par des chemins don-
nés par un modèle (voir le lemme des chemins élémentaires, [Cer70]
p.20).

2. Classifier les chemins élémentaires. Cela se ramène à des problèmes
géométriques concernant les nappes descendantes et montantes.

On rappelle que, l’espace des nappes descendantes étant acyclique (voir
[Cer70], p.168-169), la sphère descendante dans un niveau juste en dessous
du point critique est bien définie à isotopie près, et que deux telles sphères
descendantes sont canoniquement jointes par une isotopie unique à homoto-
pie près (c’est de cette isotopie qu’il sera question dans le deuxième point des
trois énoncés suivants). On se donne un cobordisme W de dimension m + 1
et f ∈ F 0 dans tous les énoncés suivants.

Lemme 1.20 (Croisement). Soient p et q deux points critiques de valeurs critiques
consécutives avec f (p) > f (q). On considère, dans un niveau intermédiaire N, une
sphère montante S+ de q et une sphère descendante S− de p.

1. S− est isotope à une sphère disjointe de S+ si et seulement s’il existe un chemin
de croisement des valeurs critiques de p et q.

2. Deux tels chemins de croisement ft et f ′t , t ∈ [0, 1], sont isotopes si et seule-
ment si les sphères S− et S−′

descendantes correspondantes disjointes de S+

juste avant le croisement sont isotopes dans le complémentaire de S+.

On renvoie à [Cer70] p.40-59 (en particulier, le corollaire de la proposition
2 et le premier point du lemme 4). La déformation de la fonction f au cours
d’un chemin de croisement peut être réalisée dans un voisinage arbitraire
d’une nappe de p descendant jusqu’à un niveau plus bas que q (voir [Cer70]
p.42). De plus, la déformation peut se faire avec un pseudo-gradient fixe (voir
[Lau14] p.202-204 ou [CE12] p.208-209).

Lemme 1.21 (Naissance). Soit N un niveau régulier et 0 6 k 6 m.

1. Il existe un chemin de naissance d’une paire de points critiques d’indices k et
k + 1 dans un niveau N si et seulement si N est non vide.

2. Deux tels chemins sont isotopes si et seulement si les points de naissance sont
dans la même composante connexe de N.

On trouve la démonstration dans [Cer70] p.64-67. Rappelons simplement
le modèle local d’une naissance d’une paire de points critiques d’indice k et
k + 1 :

ft = −x2
1 − · · · − x2

k + x3
k+1 + txk+1 + x2

k+2 + · · ·+ x2
m+1.
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Lemme 1.22 (Mort). Soient p et q deux points critiques d’indices respectifs k + 1 et
k, de valeurs critiques consécutives avec f (p) > f (q). On considère, dans un niveau
intermédiaire N, une sphère descendante S− du point p et une sphère montante S+

du point q.

1. S− est isotope dans N à une sphère intersectant S+ en un seul point et trans-
versalement si et seulement s’il existe un chemin de mort des points critiques
p et q.

2. Deux tels chemins de mort ft et f ′t , t ∈ [0, 1], sont isotopes si et seulement
si les sphères descendantes S− et S

′− associées sont isotopes parmi les sphères
intersectant S+ en un seul point et transversalement.

On renvoie à [Cer70] p.68-73 pour la démonstration (en particulier la pro-
position 3 et le lemme 2). On trouve plusieurs démonstrations du premier
point dans la littérature : [CG68] p.22-27, [Lau13], [Mil65] p.48 ou [Kos93]
p.107. On note que dans la situation du lemme 1.22, l’anse d’indice k est tri-
vialement attachée et la coanse d’indice k + 1 est trivialement attachée (c’est
particulièrement explicite dans la preuve de [Kos93]).

1.2.6 Glissement d’anses

Soit W un cobordisme, f une fonction de Morse ordonnée et X un pseudo-
gradient de Morse-Smale. On cherche à décrire les bifurcations dans un che-
min de pseudo-gradient Xt, t ∈ [0, 1], concernant les points critiques d’indice
k.

Dans un niveau N séparant deux points critiques d’indice k, on observe
les sphères montantes Sm−k des points d’indice k situés plus bas que N et
les sphères descendantes Sk−1 des points d’indice k situés plus haut. Dans
une famille à un paramètre générique de pseudo-gradients, les sphères des-
cendantes rencontrent les sphères montantes un nombre fini de fois (voir la
figure 1.6) et l’effet sur le complexe de Morse de W̃ est le suivant. Ayant choisi
des bases privilégiées de Ck(W̃, f̃ , X̃), à chaque intersection d’une sphère mon-
tante S+ avec une sphère descendante S− est associé un signe ε = ±1 et un
élément g ∈ π : le relevé S̃− intersecte g.S̃+ et avec un signe ε déterminé par
l’orientation de S− et la coorientation de S+. Les opérateurs ∂k+1 : Ck+1 → Ck
et ∂k : Ck → Ck−1 sont changés respectivement en A ◦ ∂k+1 et en ∂k ◦ A−1 où
A est une matrice élémentaire de type I + εgEi,j.

Si l’on souhaite réaliser les traversées de S− et S+ avec ε et g prescrits,
il y a quelques conditions nécessaires : Ñ connexe (sinon certains g ∈ π ne
viennent pas de lacets de N), k 6= 0, m + 1 (sinon S− ou S+ est vide). Dans
la situation qui nous intéresse principalement où m > 5, 2 6 k 6 m − 1 et Ñ
connexe, tous les glissements d’anses sont réalisables (voir [Ker65] p.88-89 ou
[Mil65] p.92-97). On pourra ainsi changer arbitrairement les opérateurs bords
par des opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes.
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S
−

S+

Figure 1.6 – Les sphères descendante et montante se rencontrent dans une
famille à 1 paramètre

1.2.7 Le théorème du s-cobordisme

En 1962, Smale réalise une avancée majeure en démontrant le résultat sui-
vant (voir [Sma62]).

Théorème 1.23 (h-cobordisme). Un h-cobordisme de dimension > 6 et simplement
connexe est trivial.

Comme application de ce résultat, Smale a démontré la conjecture de Poin-
caré en grande dimension (voir [Sma61]), voici sa démarche. Si Σ est une
sphère d’homotopie de dimension > 6, en retirant deux disques à Σ on ob-
tient un h-cobordisme simplement connexe. D’après le théorème 1.23, celui-ci
est un produit et on peut en conclure que Σ est homéomorphe à une sphère
(par contre, pas nécessairement difféomorphe à la sphère standard d’après
[Mil56]).

Peu de temps après Barden, Mazur et Stallings démontrent la généra-
lisation suivante au cas non-simplement connexe (voir [Maz63], [Sta65] et
[Ker65]).

Théorème 1.24 (s-cobordisme). Un h-cobordisme de dimension > 6 et de torsion
de Whitehead nulle est trivial.

Le théorème du h-cobordisme est en effet un cas particulier puisque le
groupe de Whitehead du groupe trivial est trivial.

Esquisse de démonstration. La stratégie est la suivante : on démarre avec une
fonction f ∈ F 0 et on essaye d’éliminer tous ses points critiques (en lui faisant
traverser F 1).
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Réordonnement des points critiques. La première étape consiste à ordon-
ner les valeurs critiques de f selon leur indice. Si p et q sont deux points cri-
tiques d’indices respectifs i et j avec i 6 j et de valeurs critiques consécutives
avec f (q) < f (p), alors, dans un niveau intermédiaire, la sphère montante S+

du point q est de dimension m − j et la sphère descendante du point p est de
dimension i − 1. Puisque m − j + i − 1 < m, ces sphères sont génériquement
disjointes. Le lemme 1.20 permet alors de réaliser le croisement de ces deux
valeurs critiques. Un nombre fini d’opérations de ce type permet d’aboutir à
une fonction ordonnée.

Élimination des points critiques d’indice 0 et m + 1. Soit q le point critique
d’indice 0 le plus haut. Pour tout choix de pseudo-gradient de Morse-Smale,
il y a nécessairement un point p d’indice 1 qui a exactement une trajectoire
vers q, sinon l’inclusion ∂−W → W ne serait pas 0-connexe. On descend la
valeur critique du point p au moyen du lemme 1.20 jusqu’à un niveau situé
juste au-dessus de q puis le lemme 1.22 permet d’éliminer p et q. En itérant
ce procédé et le procédé dual (appliqué à − f ), on élimine tous les points
critiques d’indice 0 et m + 1.

Élimination des points critiques d’indice 1 et m. On utilise ici le procédé
d’échange de Smale, c’est-à-dire que l’on va remplacer chaque point critique
d’indice 1 par un point critique d’indice 3. Cela se fait en deux temps, on crée
une paire de points critiques d’indice 2 et 3 puis on élimine le point critique
d’indice 1 avec un point critique d’indice 2. Soit p le point d’indice 1 le plus
haut. Avec le lemme 1.21, on crée une paire de points critiques d’indice 2 et 3
dans un niveau séparant les points critiques d’indice 2 et les points critiques
d’indice 3. On appelle q le nouveau point d’indice 2. La sphère descendante
de q est un lacet homotope à un lacet constant. Puisque π1∂−W → π1W est
surjectif, on peut par un nombre fini de glissement d’anses avec les points
d’indice 2 puis en descendant le point critique p, mettre p et q en position
d’élimination (voir [Ker65] pour plus de détails). On répète ce procédé jusqu’à
ce qu’il n’y ait plus de points critiques d’indice 1 ; on élimine de même les
points d’indice m. Noter que le fait que π1∂−W → π1W et π1∂+W → π1W
sont injectifs implique que les sphères descendantes des points d’indice 2
et les sphères montantes des points d’indice m − 1 sont homotopiquement
triviales. En particulier, à partir de là, le revêtement universel W̃ → W induit
un revêtement universel sur chaque niveau de f .

Vers une fonction de F 0
k . On fixe un entier k vérifiant 2 6 k 6 m − 2 et

on va maintenant éliminer les points critiques d’indice < k et > k + 1. Sup-
posons avoir supprimé tous les points critiques d’indice < i pour un certain

24



1.2. Autour du théorème du s-cobordisme

1 6 i 6 m − 3. On utilise à nouveau le procédé d’échange de Smale pour rem-
placer les points critiques d’indice i par des points critiques d’indice i+ 2. Soit
q le point critique d’indice i le plus haut. Comme au paragraphe précédent,
on crée une paire de points critiques d’indice i + 1 et i + 2 puis on procède à
des glissements d’anses entre les points critiques d’indice i + 1 pour amener
le nouveau point p d’indice i + 1 en position d’élimination avec q. On l’amène
d’abord en position d’élimination algébrique, c’est-à-dire que le coefficient de-
vant p dans l’expression de ∂q vaut 1 dans le complexe de Morse de W̃. Cela
signifie que le compte algébrique des intersections de S̃− (un relevé de la
sphère descendante de p) avec les sphères gS̃+ (relevés de la sphère montante
de q) pour g ∈ π est égal à 1 ∈ Z[π]. On peut donc isoler un point d’inter-
section a ∈ S̃− ∩ S̃+ de signe positif et regrouper les autres par paires (bi, ci)
où bi et ci sont des points d’intersection de S̃− avec giS̃+, gi ∈ π, et sont de
signes opposés. Comme la dimension du niveau est supérieur ou égale à 5, on
peut trouver des disques D2 plongés le long desquels éliminer chaque paire
de points d’intersection (bi, ci) suivant le procédé de Whitney ([Whi44], voir la
figure 1.7).

D
2

Figure 1.7 – Le procédé de Whitney

Élimination des points critiques d’une fonction de F 0
k . Le complexe de

Morse du revêtement universel est de la forme

0 → Ck+1 → Ck → 0.

L’opérateur bord est représenté, dans des bases privilégiées, par une matrice
A ∈ GL(Z[π]) dont la torsion est égale à (−1)kτ(W), soit zéro par hypo-
thèse. Cela signifie que par un nombre fini de naissances de paires de points
critiques d’indice k et k + 1 puis par un nombre fini de glissements d’anses et
de croisements (entre points d’indice k ou bien entre points d’indice k + 1, au
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choix) on peut se ramener à une matrice égale à l’identité. Cela signifie que
les points critiques sont regroupés par paires en position d’élimination algé-
briques. Le procédé de Whitney comme au paragraphe précédent permet de
passer à une vraie position d’élimination pour éliminer successivement toutes
ces paires de points critiques.

La preuve ci-dessus admet le corollaire suivant qui nous sera utile au cha-
pitre 4. On note F6n l’espace des fonctions ayant des points critiques d’indice
inférieurs ou égaux à n.

Corollaire 1.25. Soit W un h-cobordisme de dimension 2n > 6 et k un entier tel que
2 6 k 6 n − 1.

1. Toute fonction peut être déformée en une fonction dans F 0
k .

2. Toute fonction de F6n peut être déformée dans F6n vers une fonction dans
F 0

k .

3. Le nombre minimal de points critiques d’une fonction de F 0
k est égal à 2p où

p est la taille de la torsion de Whitehead de W. Le nombre minimal de points
critiques d’une fonction de Morse sur W est aussi égal à 2p.

1.2.8 Composition et classification des h-cobordismes

Finalement, on obtient, en grande dimension, la réciproque de la proposi-
tion 1.9.

Théorème 1.26. Les h-cobordismes de dimension > 6 sont inversibles.

Démonstration. Soit (W, M, M′) un h-cobordisme de torsion τ0 ∈ Wh(M) =
Wh(M′) (on utilise l’isomorphisme Wh(M) → Wh(M′) induit par les in-
clusions M → W et M′ → W ′). D’après la proposition 1.18, il existe un h-
cobordisme (W ′, M′, M′′) de torsion −τ0. D’après la proposition 1.17, W ⊙W ′

est alors de torsion τ0 − τ0 = 0 donc trivial d’après le théorème 1.24. On
construit de même un inverse à droite.

Théorème 1.27. Deux h-cobordismes partant de M et de même torsion sont difféo-
morphes relativement à M.

Démonstration. Soit (W1, M, M′
1) et (W2, M, M′

2) deux h-cobordismes de tor-
sion τ ∈ Wh(M). D’après le théorème 1.26, il existe un h-cobordisme
(W ′, M′′, M) de torsion −τ ∈ Wh(M) et celui-ci est un inverse à gauche de
W1 et W2. Ainsi W1 et W2, en tant qu’inverses d’un même h-cobordisme, sont
difféomorphes relativement à M.

On peut résumer les résultats de cette section dans l’énoncé suivant.
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Théorème 1.28 (Classification des h-cobordismes). Soit M une variété close de
dimension > 5 et H(M) l’ensemble des classes de difféomorphismes relatifs à M de
h-cobordismes partant de M. La torsion de Whitehead induit une bijection

H(M) → Wh(M).

1.2.9 Une remarque de Hatcher et Lawson

Dans [HL76], Hatcher et Lawson font la remarque suivante. On en pré-
sente une démonstration légèrement différente de celle de [HL76].

Proposition 1.29 (Hatcher-Lawson). Soit (W; M, M′) un h-cobordisme de dimen-
sion m + 1 > 6 dont la torsion de Whitehead est de taille p. Pour 2 6 k 6 m − 2, les
variétés M#(Sk × Sm−k)#p et M′#(Sk × Sm−k)#p sont difféomorphes.

Démonstration. D’après la preuve du théorème 1.24, il existe une fonction f ∈
F 0

k,p. Le point clé est que les anses d’indice k et les coanses d’indice k + 1 sont
trivialement attachées. Ainsi, un niveau intermédiaire est difféomorphe à la
fois à M#(Sk × Sm−k)#p et à M′#(Sm−k × Sk)#p.

Pour montrer que les anses d’indice k sont trivialement attachées, on pro-
cède comme suit. Soit X un pseudo-gradient de Morse-Smale pour f et W̃ →
W un revêtement universel de groupe π. Le complexe de Morse de W̃ associé
est concentré en degré k et k + 1 et l’opérateur bord Ck+1 → Ck est représenté,
dans des bases privilégiées, par une matrice A ∈ GLp(Z[π]).

On commence par créer p nouvelles paires de points critiques d’indice k
et k + 1 loin des variétés stables et instables des points critiques existants, par
un chemin de fonctions ordonnées. Ainsi le nouvel opérateur bord Ck+1 → Ck
devient (

A 0
0 1

)
.

Par des glissements d’anses successifs entre les points d’indice k + 1 (né-
cessitant également des croisements), on peut changer l’opérateur bord par
opérations successives sur les colonnes de la façon suivante :

(
A 0
0 1

)
→

(
A −1
0 1

)
→

(
0 −1
A 1

)
→

(
0 −1
A 0

)
→

(
1 −1
A 0

)

→

(
1 0
A A

)
→

(
1 0
0 A

)

Enfin, le procédé de Whitney permet de réaliser géométriquement les inter-
sections algébriques prescrites par l’opérateur bord. En particulier, on trouve
un chemin de fonctions éliminant tous les anciens points critiques d’indice k,
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k

k + 1

k

k + 1

Figure 1.8 – Le diagramme de Cerf du chemin ft dans le cas p = 1

sans autre accident les concernant, ce implique que leurs anses sont triviale-
ment attachées. La figure 1.8 illustre le chemin de fonctions obtenu dans le
cas p = 1.

On peut reproduire la démonstration pour montrer que les coanses d’in-
dice k + 1 sont également trivialement attachées, on utilise pour cela des opé-
rations sur les lignes (glissements d’anses entre les points d’indice k) à la place
des opérations sur les colonnes.

1.2.10 Connexité de Fk

Théorème 1.30. Sur un h-cobordisme de dimension m + 1 > 6, l’espace Fk est
connexe pour tout 2 6 k 6 m − 2.

Ce résultat a été démontré par Cerf dans le cas d’un cobordisme produit
simplement connexe ([Cer70] théorème 2 p.100) puis étendu par Chenciner et
Laudenbach ([CL70] p.449).

Ces méthodes fournissent également le résultat suivant déduit par Cielie-
bak et Eliashberg de résultats postérieurs dus à Hatcher, Wagoner et Igusa
(voir [CE12] corollary 9.52 p.213 et les références s’y trouvant).

Théorème 1.31. L’espace F6n pour un cobordisme de dimension 2n > 6 est toujours
connexe.

1.3 Exemples de h-cobordismes non triviaux

1.3.1 Espaces lenticulaires et équivalences d’homotopie

Pour m > 1 et n ∈ Z/m×, on appelle espace lenticulaire (de dimension trois)
L(m, n), la variété quotient de S3 par l’action (libre) du groupe cyclique

Z/m = 〈t|tm − 1〉
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donnée par
t.(z1, z2) = (ei 2π

m z1, ei 2πn
m z2).

On note que π1(L(m, n)) est alors canoniquement identifié à Z/m. On rap-
pelle (voir [Coh73] p.89-90) que L(m, n) admet une fonction de Morse f avec 4
points critiques d’indices respectifs 0, 1, 2 et 3, et un pseudo-gradient X dont
le complexe de Morse du revêtement universel S3 est le suivant :

Z[Z/m]
tr−1
−→ Z[Z/m]

N
−→ Z[Z/m]

t−1
−→ Z[Z/m]

où rn = 1 mod m et N = 1 + t + · · ·+ tm−1.
Ce complexe n’est bien sûr pas acyclique puisque l’homologie de S3 n’est

pas nulle ; sa torsion de Whitehead n’est donc pas définie. Cependant si on
tensorise le complexe par le morphisme d’anneaux hζ : Z[π] → C qui envoie
t sur une racine primitive m-ième de l’unité ζ, on observe que hζ(N) = 0
et ζr − 1 6= 0, si bien que le complexe Chζ

sur C associé est acyclique. C’est
également le cas pour le morphisme h : Z[Z/m] → Q[Z/m]/(N) = Rm. En
utilisant la proposition 1.14, on obtient

τhζ
(L(m, n)) = τ(Chζ

) = (ζr − 1)(ζ − 1) ∈ C×/〈±t〉

et
τh(L(m, n)) = τ(Ch) = (tr − 1)(t − 1) ∈ Rm/〈±tk〉.

Noter que l’on obtient τhζ
en posant t = ζ puisque hζ : Z[π] → C se fac-

torise par h. Ces invariants sont connus sous le nom de torsion de Reidemeister,
ils ont été introduits avant la torsion de Whitehead et permettent la classifica-
tion complète à difféomorphisme près des espaces lenticulaires (voir [Coh73]
p.97). On présente maintenant quelques exemples de calculs de torsion. Une
application φ : L(m, n) → L(m, n′) induit un morphisme Z/m → Z/m via
son action sur le groupe fondamental ; ce morphisme est la multiplication par
un certain entier a(φ) ∈ Z/m. Les espaces lenticulaires étant orientés par
les coordonnées complexes z1, z2, le degré de φ, noté deg(φ) ∈ Z, est bien
défini. Les classes d’homotopie d’application entre espaces lenticulaires sont
complètement classifiées par a(φ) et deg(φ).

Proposition 1.32. 1. Deux applications φ, ψ : L(m, n) → L(m, n′) sont homo-
topes si et seulement si a(φ) = a(ψ) et deg(φ) = deg(ψ).

2. Soit a ∈ Z/m et d ∈ Z. Il existe une application φ : L(m, n) → L(m, n′)
avec a(φ) = a et deg(φ) = d si et seulement si dn = n′a2 mod m.

On peut consulter la preuve de ce résultat dans [Coh73] p.91-95 ou dans
[dRMK67] p.96-101. Il suit de la proposition précédente que φ : L(m, n) →
L(m, n′) est une équivalence d’homotopie si et seulement si son degré vaut
±1. En effet, on a alors n deg(φ) = a(φ)2n′, puis n′ deg(φ) = a(φ)−2n et
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il existe une application ψ : L(m, n′) → L(m, n) avec deg(ψ) = deg(ψ) et
a(ψ) = a(φ)−1. Les applications φ ◦ψ et ψ ◦φ sont alors homotopes à l’identité
car elles sont de degré 1 et induisent l’identité sur le groupe fondamental.

Corollaire 1.33. L(m, n) et L(m, n′) ont le même type d’homotopie si et seulement
si ±nn′−1 est un carré modulo m.

On peut également définir la torsion de Whitehead τ(φ) d’une équiva-
lence d’homotopie φ : X → Y ; cet invariant mesure le défaut de φ à être
homotope à un difféomorphisme. Dans le cadre des CW-complexes, τ(φ) ∈
Wh(Y) est défini comme la torsion de la paire contractile (Mφ, Y) où Mφ dé-
signe le cylindre de φ (voir [Coh73] p.72). Pour une équivalence d’homotopie
φ : L(m, n) → L(m, n′), on a la relation (voir [Coh73] p.74)

τh(φ) = τh(L(m, n′))/φ∗τh(L(m, n)).

D’après la formule de produit pour la torsion (voir [Coh73] p.77), on a
aussi, pour k > 1,

τh(L(m, n)× S2k) = τh(L(m, n))χ(S2k) = τh(L(m, n))2 .

Pour une équivalence d’homotopie φ : L(m, n)× S2k → L(m, n′)× S2k, on a la
relation

τh(φ) = τh(L(m, n′)× S2k)/φ∗τh(L(m, n)× S2k)

= (τh(L(m, n′))/φ∗τh(L(m, n)))2 .

On va maintenant calculer la torsion de Whitehead sur quelques exemples
en utilisant ces relations. On va en fait d’abord calculer τh ∈ R×

m/〈±t〉 et en
déduire τ ∈ Z[Z/m]×/〈±t〉.

L’espace lenticulaire L(5, 1) : Soit φ : L(5, 1) → L(5, 1) une équivalence
d’homotopie d’invariants a(φ) = 2 et deg(φ) = −1. Alors on a 1

τh(φ) =
(t − 1)(t − 1)
(t2 − 1)(t2 − 1)

= (1 + t2 + t4)(1 + t2 + t4)

= (N − t − t3)(N − t − t3)

= t2(1 + t2)2

= 1 + 2t2 + t4

= t2 − t − t3

= 1 − t − t4.

1. On calcule dans (Q[Z/m]/(N))×/〈±t〉 = R×
m/〈±t〉, on est donc autorisé à ajouter un

multiple de N, ou multiplier l’ensemble par ±tk.
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En fait, 1 − t − t4 est une unité de Z[Z/5] (son inverse étant 1 − t2 −
t3) donc représente un élément de Wh(Z/5), c’est la torsion de Whitehead
de φ. On peut en fait montrer (voir [Coh73] p.44-45, [Ran02] p.186-188) que
Wh(Z/5) est égal à Z[Z/5]×/ ± Z/5 (autrement dit, les torsions sont de
taille 1) et isomorphe à Z engendré par 1 − t − t4. On en déduit le résultat
suivant.

Proposition 1.34. L’application φ : L(5, 1) → L(5, 1) n’est pas homotope à un
difféomorphisme.

Pour une équivalence d’homotopie ψ d’invariants a(ψ) = −2 et deg(ψ) =
−1, on trouve également τ(ψ) = 1 − t − t4. On peut vérifier que

τ(φ ◦ ψ) = τ(φ) + φ∗τ(ψ) = (1 − t − t4)(1 − t2 − (t2)4) = 1,

en accord avec le fait que φ ◦ψ est homotope à l’identité d’après la proposition
1.32.

Soit φ : L(5, 1) × S2k → L(5, 1) × S2k une équivalence d’homotopie avec
a(φ) = ±2. Alors on a, grâce aux relations ci-dessus,

τ(φ) = (1 − t − t4)2 6= 1.

On en déduit le résultat suivant qui nous sera utile au chapitre 5.

Proposition 1.35. Pour k > 1, aucun difféomorphisme de L(5, 1)× S2k n’induit la
multiplication par ±2 sur π1.

Les espaces lenticulaires L(7, 1) et L(7, 2) : Soit φ : L(7, 1) → L(7, 2) une
équivalence d’homotopie d’invariants a(φ) = 2 et deg(φ) = 1. Alors

τh(φ) =
(t4 − 1)(t − 1)
(t2 − 1)(t2 − 1)

= (1 + t2)(1 + t2 + t4 + t6)

= 1 + t + 2t2 + 2t4 + 2t6

= t2 + t4 + t6 − t3 − t5

= 1 − t + t2 + t5 − t6

Comme précédemment, l’expression obtenu pour τh(φ) est en fait valable
pour τ(φ) ∈ Wh(Z/7) (l’inverse de 1 − t + t2 + t5 − t6 est −1 + t2 + t5). Au
vu de la relation ±1 = 2a(φ)2, la seule autre possibilité pour φ est a(φ) = −2 ;
un calcul analogue donne également τ(φ) = 1 − t + t2 + t5 − t6 dans ce cas,
d’où le résultat suivant.

Proposition 1.36. L(7, 1) et L(7, 2) ne sont pas difféomorphes.
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Pour une équivalence d’homotopie φ : L(7, 1) × S2k → L(7, 2) × S2k avec
k > 1, on doit analyser a priori tous les cas a(φ) = 1, 2, 3, 4, 5, 6 (car la pro-
position 1.32 ne s’applique pas). Mais si a(φ) 6= 2, 5, on trouve que τh(φ) ne
provient pas d’une unité de Z[Z/m] ce qui est contradictoire. Par exemple, si
a(φ) = 1, on aurait :

τh(φ) = (
(t4 − 1)(t − 1)
(t − 1)(t − 1)

)2 = (1 + t + t2 + t3)2 = −1 + t2 + 2t3 + t4 − t6

dont l’augmentation ε vaut −1 + 1 + 2 + 1 − 1 = 2 et n’est donc pas égale à
±1 modulo 7 (même en lui ajoutant kN avec k ∈ Z on ne peut pas en faire
une unité de Z[Z/7]).

Pour a(φ) = ±2, on trouve comme précédemment,

τ(φ) = (1 − t + t2 + t5 − t6)2 = 5 − 4t + 3t2 − t3 − t4 + 3t5 − 4t6.

On obtient ainsi le résultat suivant.

Proposition 1.37. Pour tout k > 1, L(7, 1) × S2k et L(7, 2) × S2k ne sont pas
difféomorphes.

1.3.2 H-cobordismes à partir d’équivalences d’homotopie

On explique ici une construction de h-cobordismes non triviaux à partir
d’équivalences d’homotopie entre espaces lenticulaires. Cette construction a
été utilisée par Milnor dans [Mil61] pour construire un contre-exemple au
Hauptvermutung, elle est également à rapprocher du théorème de Mazur sur
la classification stable des variétés ([Maz61]).

Soit φ : L → L′ une équivalence d’homotopie entre deux espaces lenticu-
laires de dimension 3. Pour m > 6, l’application φ × 0 : L → L′ × Dm−2 peut
être perturbée en un plongement ψ : L → int(L′ × Dm−2). Pour m = 5, φ × 0
est également homotope à un plongement d’après un théorème de Haefliger
(voir [Hae61]). De plus, dans tous les cas le fibré normal ν(ψ) de ψ est trivial.
En effet, on a :

ν(ψ)⊕ T L ≃ ψ∗ T L′ ⊕ Rm−2,

(on note Rk le fibré vectoriel réel trivial de rang k) et, puisque les espaces
lenticulaires sont parallélisables,

ν(ψ)⊕ R3 ≃ Rm+1. (1.1)

Pour m > 6, cela implique directement que ν(ψ) est trivial car le rang de
ν(ψ) est strictement plus grand que la dimension de la base. Pour m = 5,
il faut un argument supplémentaire. La théorie de l’obstruction affirme que
ν(ψ) est trivial si et seulement si les classes d’obstruction dans Hi(L; πi−1O(3))
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s’annulent. Les seules classes non nulles sont dans H1(L; Z/2) et H2(L, Z/2)
et correspondent respectivement à la première et à la seconde classe de Stiefel-
Whitney ; ces dernières s’annulent d’après 1.1. En fait, dans le cas qui nous
intéresse où le cardinal de π1(L) est impair, ces groupes de cohomologie sont
nuls.

On peut donc prolonger ψ en un plongement (toujours noté ψ)

L × Dm−2 → int(L′ × Dm−2).

Dans la suite, on note V = L × Dm−2, V ′ = L′ × Dm−2, M = L × Sm−3 et
M′ = L′ × Sm−3.

Proposition 1.38. La région W = V ′ \ ψ(V) est un h-cobordisme de M vers M′

(voir la figure 1.9).

ψ(V )
W

ψ

V V ′

Figure 1.9 – Le h-cobordisme W

Démonstration. L’inclusion W → V ′ induit un isomorphisme au niveau du π1.
En effet, puisque m > 5, par position générale tout lacet ou homotopie entre
lacets dans V ′ peut être disjointe de ψ(L × {0}) donc de ψ(V). Le diagramme
commutatif suivant implique alors que les inclusions M → W et M′ → W
sont des isomorphismes sur le π1 :

π1(M) π1(W) π1(M′)

π1(V) π1(V ′)

∼

∼
∼

∼

∼

∼

On note au passage que l’isomorphisme π1(M) → π1(M′) induit par le
cobordisme W est égal à celui induit par φ × id.
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Pour montrer que M → W est une équivalence d’homotopie, il suffit de
montrer que πk(W, M) = 0 pour tout k. D’après le théorème de Hurewicz, on
a, pour k > 2,

πk(W, M) ≃ Hk(W̃, M̃)

où le symbole tilde désigne le revêtement universel. Par excision, il vient :

Hk(W̃, M̃) ≃ Hk(Ṽ ′, ψ̃(V)) = 0,

puisque ψ est une équivalence d’homotopie. Il reste à montrer que M′ → W
est également une équivalence d’homotopie : on a

Hk(W̃, M̃′) ≃ Hm+1−k(W̃, M̃)

par dualité de Poincaré ; d’où le résultat.

Proposition 1.39. La torsion de Whitehead de W est égale à la torsion de φ.

Démonstration. D’après la formule d’excision (voir [Coh73] p. 68), on a

τ(W, M) = τ(V ′, ψ(V))

où on identifie Wh(M) ≃ Wh(V) ≃ Wh(L′) par les isomorphismes évidents.
Ensuite, en contractant le facteur Dm−2 (où en utilisant la formule du produit
pour la torsion), on voit que τ(V ′, ψ(V)) = τ(φ).
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Chapitre 2

Cobordismes de Liouville et
procédé infini de Mazur

Ce chapitre commence par un rappel de quelques notions de géométrie
symplectique et de contact, en insistant sur la procédure de symplec-
tisation. On discute ensuite en détail la catégorie des cobordismes de
Liouville idéaux pour aboutir à une reformulation de la question 1 en
termes de cobordismes de Liouville idéaux inversibles.
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2.1 Variétés symplectiques et de contact

Variétés symplectiques Une structure symplectique sur une variété W de di-
mension 2n est une 2-forme ω fermée (dω = 0) et non-dégénérée (ωn 6= 0).
La variété W est alors naturellement orientée par la forme volume ωn. Un
théorème de Darboux assure que toute variété symplectique est localement
isomorphe au modèle suivant : l’espace vectoriel R2n muni de la 2-forme
ω0 = ∑

n
i=1 dxi ∧dyi. Un deuxième exemple fondamental est le fibré cotangent

T∗ M d’une variété M, celui-ci est muni d’une 1-forme canonique λcan appe-
lée forme de Liouville dont la différentielle ωcan est symplectique. Le champ
dual Xcan défini par l’équation Xcanyωcan = λcan est le champ radial dans
les fibres, il vérifie l’équation X.ω = ω des champs de Liouville. Les structures
symplectiques que l’on rencontre dans cette thèse sont exactes, c’est-à-dire
que, comme dans le cas du fibré cotangent, il existe une primitive λ de ω.
On note que la donnée de λ est équivalente à la donnée du couple (ω, X)
où X est le champ dual de λ. On dira qu’un difféomorphisme symplectique
ϕ : (W, λ) → (W ′, λ′) est exact si φ∗λ′ − λ est une 1-forme exacte.

Variétés de contact Une structure de contact sur une variété M de dimension
impaire 2n− 1 est un champ d’hyperplans ξ satisfaisant l’hypothèse suivante :
si α est une 1-forme (locale) vérifiant ker α = ξ (on parlera d’équation locale de
ξ), alors α ∧ (dα)n−1 6= 0. Comme pour les variétés symplectiques, un théo-
rème de Darboux assure que toute structure de contact est localement mode-
lée sur l’exemple suivant : l’espace vectoriel R2n−1 muni du champ d’hyper-
plans ξ = ker α0 où α0 = dz + 1

2 ∑
n−1
i=1 (xi dyi − yi dxi). On supposera toujours

que ξ est coorienté, on dispose donc d’équations globales ξ = ker α et ξ induit
une orientation de M (par la forme volume α ∧ (dα)n−1). Le fibré cotangent
en sphère (ou de façon équivalente, le fibré des hyperplans coorientés) d’une
variété M porte naturellement une structure de contact, c’est le pendant du
fibré cotangent en dimension paire. Parmi les champs d’hyperplans, les struc-
tures de contact sont l’extrême opposé des feuilletages de codimension 1 qui,
au vu du théorème de Frobenius, sont exactement ceux qui vérifient l’équa-
tion α ∧ dα = 0. Les sous-variétés tangentes à une structure de contact sont
dites isotropes et sont de dimension au plus n − 1, on parle de sous-variétés
legendriennes si la dimension est égale à n − 1.

Symplectisation des variétés de contact Voici maintenant un lien fonda-
mental entre la géométrie symplectique et la géométrie de contact. Si ξ est un
champ d’hyperplans coorientés sur une variété M, on note Sξ M l’ensemble
des covecteurs β ∈ T∗ M tels que ker β = ξ (comme hyperplans coorientés).
L’action naturelle de R∗

+ par multiplication sur Sξ M en fait un fibré principal
π : Sξ M → M dont les sections sont les équations de ξ. Le choix d’une section
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globale α détermine la trivialisation

M × R∗
+

∼
−→ Sξ M

(p, r) 7→ rαp

dans laquelle la 1-forme canonique de T∗ M s’écrit λ = rα.

Proposition 2.1. ξ est une structure de contact si et seulement si Sξ M est une
sous-variété symplectique de T∗ M.

Démonstration. Dans une trivialisation donnée par le choix d’une section α,
on a

ω = dλ = d(rα) = dr ∧ α + r dα,

puis
ωn = nrn−1 dr ∧ α ∧ (dα)n−1;

d’où l’équivalence souhaitée.

Si (M, ξ) est une variété de contact, on appelle alors (Sξ M, λ) sa symplec-
tisation, c’est une variété symplectique exacte. Le champ de Liouville X de
T∗ M est tangent à Sξ M et son flot donne l’action de R∗

+ via la formule

∀β ∈ Sξ M, ∀r > 0, r.β = ϕln r
X (β).

On retrouve alors (M, ξ) à partir de (Sξ M, λ) : d’une part M est le quotient de
Sξ M par le flot de X et d’autre part ξ est la projection du champ d’hyperplans
ker λ de Sξ M (en effet, un vecteur v ∈ ξ si et seulement si tout relevé ṽ à Sξ M
vérifie λ(ṽ) = 0, et ceci ne dépend pas du choix du relevé au vu de la défini-
tion de λ). Plus généralement, on peut traduire toute la géométrie de contact
en terme de géométrie symplectique R∗

+-équivariante de sa symplectisation.

Proposition 2.2. Soit (M, ξ) et (M′, ξ′) deux variétés de contact.

1. L’application qui à un difféomorphisme R∗
+-équivariant Sξ M → Sξ ′ M′ as-

socie le difféomorphisme M → M′ sous-jacent induit une bijection entre les
difféomorphismes symplectiques R∗

+-équivariants Sξ M → Sξ ′ M′ et les dif-
féomorphismes de contact (M, ξ) → (M′, ξ′).

2. L’application qui à un champ de vecteurs R∗
+-équivariant sur Sξ M associe le

champ de vecteurs sur M sous-jacent induit une bijection entre les champs
symplectiques R∗

+-équivariant de Sξ M et les champs de contact de (M, ξ).
De plus, les champs symplectiques R∗

+-équivariant admettent un unique ha-
miltonien R∗

+-équivariant.
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Démonstration. 1. Un difféomorphisme équivariant φ̃ induit un difféo-
morphisme φ : M → M′ et vérifie φ∗X = X′, s’il est en plus sym-
plectique, alors φ̃∗λ′ = φ∗(X′yω′) = Xyω = λ et φ∗ξ = ξ′.
Réciproquement, tout difféomorphisme φ : M → M′ se relève en un
difféomorphisme φ̃ : T∗ M → T∗ M′ vérifiant φ̃∗λ′ = λ via la formule :

∀β ∈ T∗
p M, φ̃(β) = βp ◦ dφ(p)(φ

−1).

Si φ∗ξ = ξ′, φ̃ induit un difféomorphisme Sξ M → Sξ ′ M′, qui est sym-
plectique et R∗

+-équivariant.
Concrètement, si α et α′ sont deux équations de ξ et ξ′, dans les triviali-
sations induites de Sξ M et Sξ ′ M′, alors le relevé d’un difféomorphisme
de contact φ : M → M′ s’écrit φ̃(q, r) = (φ(q), rg(q)) avec g(q) = α

φ∗α′ .

2. On déduit ce point du précédent en utilisant le flot local associé aux
champs de vecteurs.
Concrètement, dans une trivialisation Sξ M ≃ M × R∗

+ induite par le
choix d’une équation globale ξ = ker α. Un relevé de Y s’écrit Ỹ(q, r) =
Y(q)+ f (q, r) ∂

∂r et l’équation Ỹ.λ = 0 est équivalente à rY.α+ f (q, r)α =
0, ce qui donne l’unique solution

f (q, r) = −r
Y.α
α

.

On a

Ỹyω = −α(Y)dr + rYydα − r
Y.α
α

α

= −d(rYyα)

= − d(Yyλ)

Donc Ỹ est le champ hamiltonien de la fonction R∗
+-équivariante H =

Yyλ (cette expression a bien un sens, c’est Ỹyλ pour n’importe quel
choix de relevé Ỹ).

Si α et β sont deux sections globales avec α < β (c’est-à-dire α
β < 1) en tout

point on définit Sξ M[α,β] =
{

γ ∈ Sξ M
∣∣ α 6 γ 6 β

}
et de façon analogue les

parties Sξ M<α, Sξ M>β, etc.

2.2 Cobordismes de Liouville

2.2.1 La notion classique

Définition 2.3. Un cobordisme de Liouville est un cobordisme W muni d’une
forme symplectique positive ω telle qu’il existe un champ de Liouville X positive-
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ment transverse à ∂W (c’est-à-dire rentrant le long de ∂−W et sortant le long de
∂+W).

La structure symplectique induit une orientation de W, puis également sur
∂W en utilisant la coorientation de ∂W. La 1-forme λ = Xyω est une primitive
de ω et elle induit une forme de contact positive sur ∂−W et sur ∂+W ; d’après
l’équation :

Xyωn = nλ ∧ (dλ)n−1.

On dit que ∂−W est un bord concave tandis que ∂+W est un bord convexe.
On parle de domaine de Liouville dans le cas où ∂−W est vide. D’après la

formule de Stokes, si W est non vide, on a :

0 <

∫

W
ωn =

∫

∂+W
λ ∧ ωn−1 −

∫

∂−W
λ ∧ ωn−1

6

∫

∂+W
λ ∧ ωn−1,

et ∂+W est nécessairement non-vide.
Puisque l’espace des champs de Liouville transverse à une hypersurface

donnée est un convexe, la structure de contact sur ∂W est bien déterminée par
ω à homotopie près (en fait, à un choix contractile près), et donc à isotopie
près d’après le théorème de Gray.

On ne s’intéresse pas ici aux invariants quantitatifs des cobordismes de
Liouville (e.g. volume, capacité symplectique, feuilletage caractéristique sur le
bord), on souhaite par exemple pouvoir considérer tous les domaines étoilés
de R2n comme équivalents.

Soit (W, ω) un cobordisme de Liouville et X un champ de Liouville. En
utilisant le flot de X, on obtient des voisinages colliers ∂+W × [1 − ε, 1] et
∂−W × [1, 1 + ε] dans lesquels la forme de Liouville λ = Xyω s’écrit respecti-
vement λ = rα+ et λ = rα− où r désigne la coordonnées dans les intervalles et
α± sont les formes de contact induites par λ sur ∂±W. On peut alors dans un
premier temps attacher à W les morceaux de symplectisation ∂+W × [1,+∞[
et ∂−W×]0, 1] afin d’obtenir une variété symplectique Ŵ (appelée complétion
de W) munie d’un champ de Liouville complet. L’inconvénient pratique est
que l’on obtient ainsi une variété non compacte. Emmanuel Giroux propose
la notion de cobordisme de Liouville idéal permettant de réconcilier les deux as-
pects : champ de Liouville complet et variété compacte. Cette notion a fait
une première apparition dans [MNW12]. On va présenter cette notion ainsi
que ses principales propriétés qui en font une notion naturelle et maniable.

2.2.2 Cobordismes de Liouville idéaux

Le modèle de compactification est le suivant. On considère la symplecti-
sation Sξ M d’une variété de contact (M, ξ) et on choisit une équation α de
ξ. On a alors une trivialisation Sξ M ≃]0,+∞[×M et la forme de Liouville
canonique s’écrit λ = rα. On forme alors simplement M × [0,+∞], avec au
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voisinage de M × {+∞} la structure de variété telle que {− 1
r = 0} soit une

équation régulière de M×{+∞}. Cette procédure est canonique au sens où, si
β est une autre équation de ξ, le difféomorphisme M×]0,+∞[→ M×]0,+∞[
de changement de trivialisation, étant de la forme (x, r) 7→ (x, f (x)r) avec f :
M →]0,+∞[, s’étend en un difféomorphisme φ : M × [0,+∞] → M × [0,+∞]
avec φ∗(rα) = rβ sur M×]0,+∞[. On appellera symplectisation idéale cette
construction et on la notera Sξ M.

Le modèle de forme de Liouville que l’on souhaite près d’un bord concave
et convexe sont donc respectivement les suivants :

M × [0, ε], λ = rα, X = r
∂

∂r
, ω = dr ∧ α + r dα

M × [−ε, 0], λ = −
1
r

α, X = −r
∂

∂r
, ω =

1
r2 (dr ∧ α − r dα)

(2.1)

On peut caractériser ce modèle par la proposition suivante.

Proposition 2.4. Soit W un cobordisme muni d’une forme symplectique ω sur un
voisinage de ∂W privé de ∂W. Soit {u± = 0} une équation régulière de ∂±W. Soit
λ une forme de Liouville (dλ = ω) et X le champ dual (Xyω = λ). Les conditions
suivantes sont équivalentes.

1. −u+λ (resp. λ
u−

) s’étend de façon C∞ à ∂+W (resp. ∂−W) et y définit une
forme de contact positive α± (pour l’orientation comme bord d’un cobordisme).

2. − X
u+

(resp. X
u−

) s’étend de façon C∞ à ∂+W (resp. ∂−W) et satisfait

du+(−
X

u+
) = 1 (resp. du−(

X
u−

) = 1) le long de ∂+W (resp. ∂−W).

De plus, ces conditions sont indépendantes du choix de l’équation régulière {u± =
0} = ∂±W et la structure de contact ξ± = ker α± induite sur ∂±W ne dépend ni de
u±, ni de λ, elle est déterminée uniquement par ω.

Démonstration. On va le vérifier seulement pour ∂−W, la démonstration étant
analogue pour ∂+W. On fixe une équation régulière {u = 0} de ∂−W (avec
du(v) > 0 si v est un vecteur tangent rentrant le long de ∂−W).

1. ⇒ 2.
Supposons que β = λ

u s’étende de façon C∞ et définisse une forme de
contact positive α sur ∂−W.

D’une part, la 2n-forme

u1−nωn = u1−n(d(uβ))n

= u1−n(du ∧ β + u dβ)n

= u1−n(n du ∧ β ∧ un−1(dβ)n−1 + un(dβ)n

= n du ∧ β ∧ (dβ)n−1 + u(dβ)n
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s’étend de façon C∞ à ∂−W et définit une forme volume positive au voisinage
de M.

D’autre part, la (2n − 1)-forme

X
u
y(u1−nωn) = nu−nλ ∧ ωn−1

= nβ ∧ (
ω

u
)n−1

= nβ ∧ (dβ)n−1

s’étend de façon C∞ à ∂−W et y définit une forme volume (positive pour
l’orientation comme bord inférieur) par hypothèse. On en déduit que X

u s’étend
à ∂−W de façon C∞ et vérifie du(X

u ) = 1.
2. ⇒ 1.
Réciproquement, supposons que X

u s’étende à ∂−W avec du(X
u ) = 1 sur

∂−W. Notant λ = Xyω, on va montrer à la fois que β s’étend de façon C∞ à
∂−W, y définit une forme de contact positive α, et que l’on peut modéliser un
voisinage de ∂−W sur M × [0, ε] avec λ = rα (r désignant la coordonnée de
[0, ε]).

On cherche une fonction r définie au voisinage de ∂−W de la forme r = f u
où f est une fonction valant 1 sur ∂−W et satisfaisant l’équation :

X.r = r

Cette équation se traduit par

X. f
f

+
X.u

u
= 1,

soit, en divisant par u,

d ln( f )(
X
u
) =

1
u
(1 − du(

X
u
)).

Le membre de droite dans cette dernière égalité s’étend de façon C∞ à ∂−W
car du(X

u ) y est égal à 1. On peut ainsi définir correctement f en utilisant le
flot de X

u au voisinage de ∂−W.
Ensuite, on obtient un voisinage collier de ∂−W en utilisant le flot du

champ X
r :

i : ∂−W × [0, ε] → W, (x, t) 7→ ϕt
X
r
(x)

est un difféomorphisme pour ε > 0 assez petit. Puisque X
r .r = 1 et r = 0

sur ∂−W, l’application ϕt
X
r

de ∂−W dans W vérifie (ϕt
X
r
)∗r = t. Il vient, pour

t ∈]0, ε[,

d
dt

((ϕt
X
r
)∗λ) = (ϕt

X
r
)∗(

X
r

.λ) = (ϕt
X
r
)∗(

λ

r
) =

1
t
(ϕt

X
r
)∗λ,
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puis, notant εα la forme de contact (ϕε
X
r
)∗λ,

(ϕt
X
r
)∗λ =

εαt
ε

= tα.

Ainsi,

i∗λ = (ϕt
X
r
)∗λ + λ(

X
r
◦ ϕt

X
r
)dt = tα + 0 = tα

et λ
r = i∗( tα

t ) = i∗α s’étend de façon C∞ à ∂−W et y définit une forme de
contact positive.

Indépendance vis à vis de l’équation régulière du bord :
Si {v± = 0} est une autre équation régulière de ∂±W, alors v±

u±
= f±

est une fonction C∞ strictement positive au voisinage de ∂±W. C’est alors
immédiat pour le premier point, quant au second point, cela suit du calcul
suivant :

dv±(
X
v±

) = d( f±u±)(
X

f±u±
) = du±(

X
u±

) +
u±

f±
d f (

X
u±

);

ainsi, sur {u± = 0} = ∂±W, on a dv±( X
v±
) = du±(

X
u±

).
La structure de contact sur ∂W est déterminée par ω :
Il suffit de regarder le modèle local près de ∂W. Faisons le d’abord pour

∂−W. On considère M × [0, ε] muni de la forme de Liouville λ = rα. La 2-
forme

ω = dλ = dr ∧ α + r dα

s’étend de façon C∞ à M × {0} et y dégénère en la 2-forme dr ∧ α dont le
noyau est précisément ker α. Pour ∂+W, on considère M × [−ε, 0] muni de la
forme de Liouville λ = − 1

r α. On a

ω = dλ =
1
r2 (dr ∧ α − r dα),

si bien que r2ω s’étend de façon C∞ à M × {0} et y dégénère en dr ∧ α

dont le noyau est égal à ker α. Si on remplace {r = 0} par une autre équation
régulière {u = 0} de ∂+W, le noyau de u2ω sera le même. Ainsi, on a montré
que la structure de contact ker α est bien déterminée par ω.

Définition 2.5. Un cobordisme de Liouville idéal est un cobordisme compact W
muni d’une forme symplectique positive ω sur int W telle qu’il existe une forme de
Liouville défini sur int W et vérifiant la première condition de la proposition 2.4. On
dira qu’une telle forme (ou champ) de Liouville est adaptée à W.

Remarque 2.6. L’espace des formes (ou des champs) de Liouville adaptées sur un
cobordisme de Liouville idéal (W, ω) est convexe. On devra souvent en choisir mais
ce choix n’aura pas d’importance.
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Voisinages colliers Au cours de la démonstration de la proposition 2.1, on
a démontré que tout voisinage du bord dans un cobordisme de Liouville
idéal (W, ω) est isomorphe au modèle local 2.1. Plus précisément, pour tout
choix d’une forme de Liouville adaptée λ et d’une équation α de (∂−W, ξ), on
dispose d’un unique voisinage collier i : ∂−W × [0, 1] → W avec i∗λ = rα. On
a l’énoncé suivant concernant l’unicité (à symplectomorphisme exact près) de
ces voisinages colliers.

Proposition 2.7. Soit (W, ω) un cobordisme de Liouville idéal. Soit λt, t ∈ [0, 1],
une famille de formes de Liouville sur (W, ω). Il existe une famille φt, t ∈ [0, 1], de
difféomorphismes de W égaux à l’identité sur ∂W et tels que

φ∗
t λt = λ0 + dht

où ht : W → R est nulle sur un voisinage de ∂W.

Démonstration. Pour tout choix de formes de contact α− et α+ pour ∂−W et
∂+W, on dispose d’une famille canonique de colliers i−t : ∂−W × [0, 1] → W
et i+t : ∂+W × [−1, 0] → W avec (i−t ) ∗ λt = rα− et (i+t ) ∗ λt = − 1

r α+. De
plus, si on choisit α− assez petit (ou α+ assez grand), on peut supposer que
les images de i+t et de i−t sont disjointes. Il existe alors une famille ψt de
difféomorphismes de W tels que i±t = ψt ◦ i±0 . Notant λ′

t = ψ∗
t λt, on a λ′

t =
λ0 près de ∂W. On applique ensuite la méthode de Moser : on cherche des
difféomorphismes θt engendré par un champ Yt vérifiant

θ∗t λ′
t = λ0 + dht

où ht est une fonction inconnue. Cela nous amène à définir Yt par l’équation

Ytydλ′
t = −λ̇′

t
1

qui est un champ de vecteur nul près de ∂W donc on peut l’intégrer pour
obtenir les difféomorphismes θt cherchés. La famille de difféomorphismes
ψt ◦ θt a alors les propriétés voulues.

Remarque 2.8. Dans la proposition ci-dessus, on peut déplacer le support de la
fonction ht en remplaçant φt par φ′

t = ϕ−T
Xt

◦ φt ◦ ϕT
X0

pour un certain T ∈ R. Ce
difféomorphisme est toujours égal à l’identité sur ∂W et vérifie

(φ′
t)
∗λt = λ0 + dh′t

avec h′t = e−Tht ◦ ϕT
X0

.

Au passage, on obtient un résultat de stabilité.

1. λ̇′
t désigne la dérivée par rapport à t de λ′

t
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Proposition 2.9. Soit W un cobordisme et ωt, t ∈ [0, 1], une famille de structures de
cobordismes de Liouville idéaux sur W. Alors il existe une famille de difféomorphismes
φt, t ∈ [0, 1], de W avec φ0 = id et φ∗

t ωt = ω0. De plus, si la structure de contact
ξ±t induite par ωt sur ∂±W est constante, alors on peut supposer φt = id sur ∂±W.

Démonstration. D’après le théorème de Gray, il existe une famille φ±
t de dif-

féomorphismes de ∂±W avec φ±
0 = id et (φ±

t )∗ξ±t = ξ0. Ensuite, on considère
une famille λt de formes de Liouville pour ωt. Les difféomorphismes φ±

t se
relèvent en difféomorphismes des symplectisations de ξ±t d’après la propo-
sition 2.2. On trouve ainsi une famille de difféomorphismes ψt comme dans
la preuve de la proposition 2.7 tels que ψ∗

t λt = λ0 près de ∂W. Le reste de
la démonstration est identique à celle de la proposition 2.7 et fournit les dif-
féomorphismes φt voulus (prolongeant φ±

t sur ∂±W ; en particulier, on peut
prendre φt = id sur ∂±W si ξ±t est constante).

Complétion idéale Étant donné un cobordisme de Liouville (W, ω), on peut
obtenir sa complétion idéale en attachant des morceaux des symplectisations
idéales de ∂−W et ∂+W. Voici une autre construction utile.

Proposition 2.10. Soit (W, ω) un cobordisme de Liouville, λ une forme de Liouville,
X son champ de Liouville dual et u : W \ ∂+W → [0,+∞[ une fonction telle que
{u = 0} soit une équation régulière de ∂−W et telle que − 1

u s’étende de façon C∞ à
∂+W et s’y annule transversalement. Alors uλ est une forme de Liouville adaptée (à
d(uλ)) si et seulement si u + X.u > 0. Dans ce cas, le champ de Liouville dual de
uλ est égal à u

u+X.u X.

Démonstration. Il suffit de voir à quelle condition d(uλ) est symplectique dans
int W. Le résultat découle alors du calcul suivant :

(d(uλ))n = unωn + nun−1 du ∧ λ ∧ ωn−1

= un−1(u + X.u)ωn

(car 0 = Xy(du ∧ ωn) = (X.u)ωn − n du ∧ λ ∧ ωn−1).
On vérifie que le champ u

u+X.u X est d(uλ)-dual de uλ :

u
u + X.u

Xyd(uλ) =
u

u + X.u
((X.u)λ + uXydλ) = uλ.

Comme l’espace des fonctions u satisfaisant les conditions de la propo-
sition 2.10 et l’espace des champs de Liouville de (W, ω) sont tous deux
convexes, le cobordisme de Liouville idéal obtenu est indépendant de ces
choix en vertu de la proposition 2.9, on l’appellera la complétion idéale de
(W, ω).

44



2.2. Cobordismes de Liouville

Réciproquement, étant donné un cobordisme de Liouville idéal, (W, ω),
λ une forme de Liouville et u une fonction comme dans la proposition 2.10.
Alors un calcul semblable à celui ci-dessus montre que λ

u définit une structure
de Liouville (ordinaire) si et seulement si u − X.u > 0.

Équivalence et composition des cobordismes de Liouville idéaux Un dif-
féomorphisme entre deux cobordismes de Liouville idéaux qui est symplec-
tique dans l’intérieur (ce qu’on abrègera par symplectomorphisme) induit des
difféomorphismes de contact sur les bords inférieurs et supérieurs d’après la
dernier point de la proposition 2.4. On dira que deux cobordismes de Liou-
ville idéaux de (M, ξ) vers (M′, ξ′) sont équivalents s’il existe un tel symplec-
tomorphisme induisant l’identité sur M et M′ ; on notera ∼ cette relation
d’équivalence.

Soit (W, ω) et (W ′, ω′) deux cobordismes de Liouville idéaux avec ∂+W =
∂−W ′ = (M, ξ). Pour les composer, on choisit des champs de Liouville X et
X′ respectivement sur W et W ′ (on note aussi λ = Xyω et λ′ = X′yω′) et cela
fournit, pour toute forme de contact α de (M, ξ), des voisinages colliers :

i : M × [−1, 0] → W, i′ : M × [0, 1] → W ′

avec i∗λ = rα et i′∗λ′ = − 1
r α.

On définit alors W ′′ = W \ i(M×] − 1, 0]) ∪ W ′ \ i′(M × [0, 1[)/ ∼ où la
relation d’équivalence ∼ identifie i(M × {−1}) et i′(M × {1}) par l’identité.
Il existe alors une unique structure de variété différentiable sur W ′′ compa-
tible avec celles de W \ i(M×] − 1, 0]) et de W ′ \ i′(M × [0, 1[) et telle que la
fonction égale − 1

r sur W et à r sur W ′ se recollent en une fonction C∞. De
plus, W ′′ hérite d’une forme de Liouville prolongeant celles de W et W ′, c’est
un cobordisme de Liouville idéal.

En fait, on peut définir directement W ′′ en collant W \ ∂+W et W ′ \ ∂−W ′ le
long des ouverts images des plongements canoniques Sξ M → W et Sξ M →
W ′ (définis par les champs de Liouville), si bien que le choix de la forme de
contact α n’importe pas. La description précédente assure que cette composi-
tion correspond bien à celle employée au chapitre précédent si l’on oublie les
structures symplectiques.

On montre maintenant que la composition est indépendante du choix des
champs de Liouville. Si X0 et X1 sont deux champs de Liouville sur W, ils dé-
finissent deux plongements i0, i1 : Sξ M → W. Bien qu’il n’existe pas toujours
un difféomorphisme symplectique φ : W → W tel que φ ◦ i0 = i1, c’est le cas
d’après la proposition 2.7 et la remarque 2.8 si l’on se restreint à des colliers
compacts Sξ M6α pour une forme de contact α de (M, ξ). C’est alors clair par
la première description de la composition que la classe d’équivalence de W ′′

est indépendante du choix des champs de Liouville (voir aussi la proposition
2.16 plus loin). On notera W ⊙ W ′ cette classe d’équivalence.
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Les propriétés suivantes de la composition sont immédiates.

Proposition 2.11. 1. La classe d’équivalence de la composition de deux cobor-
dismes de Liouville idéaux (W, ω) et (W ′, ω′) ne dépend que des classes
d’équivalence de (W, ω) et de (W ′, ω′).

2. Si (W, ω) est un cobordisme de Liouville idéal de (M, ξ) vers (M′, ξ′), alors
1(M,ξ) ⊙ W ∼ W et W ′ ⊙ 1(M′,ξ ′) ∼ W ′.

3. La composition des cobordismes de Liouville idéaux est associative sur les
classes d’équivalence.

Ces propriétés justifient la définition suivante.

Définition 2.12. La catégorie des cobordismes de Liouville idéaux est la caté-
gorie dont les objets sont les variétés de contact et les morphismes sont les classes
d’équivalence de cobordismes de Liouville idéaux.

C’est l’occasion d’ouvrir une petite parenthèse sur la notion de pseudo-
isotopie symplectique.

Définition 2.13. Une pseudo-isotopie symplectique d’une variété de contact (M, ξ)
est un difféomorphisme symplectique de Sξ M induisant l’identité sur le bord infé-
rieur. Le difféomorphisme de contact induit sur le bord supérieur est alors dit sym-
plectiquement pseudo-isotope à l’identité.

Pour jouer avec ces définitions, on peut démontrer les propositions sui-
vantes. L’énoncé suivant est tautologique.

Proposition 2.14. Soient (M, ξ) une variété de contact close et φ : M → M un
difféomorphisme de contact. Le cobordisme de Liouville idéal Sξ M muni des iden-
tifications id sur ∂− et φ sur ∂+ est équivalent au cobordisme trivial 1(M,ξ) si et
seulement si φ est symplectiquement pseudo-isotope à l’identité.

En particulier, lorsqu’on compose deux cobordismes de Liouville, on uti-
lise un difféomorphisme de contact pour identifier les bords que l’on doit
coller mais le résultat ne dépend que de la classe de pseudo-isotopie sym-
plectique de ce difféomorphisme.

Proposition 2.15. Un difféomorphisme de contact isotope à l’identité est symplecti-
quement pseudo-isotope à l’identité.

Démonstration. Soit φt, t ∈ [0, 1], une isotopie de contact avec φ0 = id. Soit
φ̃t son relevé hamiltonien à Sξ M (voir la proposition 2.2), on tronque son
hamiltonien près du bord inférieur : le temps 1 de l’isotopie hamiltonienne
obtenue est une pseudo-isotopie symplectique convenant.
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Composition infinie de cobordismes de Liouville idéaux Soit (Wi, ωi), i ∈
Z, une suite de cobordismes de Liouville idéaux avec

∂−Wi = ∂+Wi−1 = (Mi, ξi).

On souhaite construire la composition infinie

· · · ⊙ W−2 ⊙ W−1 ⊙ W0 ⊙ W1 ⊙ W2 ⊙ · · · .

On choisit des champs de Liouville Xi sur Wi. On peut construire par
récurrence des formes de contact αi pour (Mi, ξi) de sorte que les colliers
de Liouville Mi × [0, 1] → Wi et Mi+1 × [−1, 0] → Wi soient disjoints (on
choisit α0 arbitrairement, puis on prend α1 assez grande, etc, puis on choisit
α−1 assez petite, etc). On peut alors construire la composition infinie comme
précédemment en collant les Wi \ (Mi×] − 1, 0] ∪ Mi+1 × [0, 1[) le long des
Mi et on obtient une variété symplectique munie d’un champ de Liouville
complet. Alternativement, on peut coller directement les Wi \ (Mi ∪ Mi+1)
le long des plongements canoniques des Sξi Mi et il y a une identification
canonique entre les deux constructions. De plus, la variété sous-jacente est
bien la composition infinie employée au chapitre précédent.

Proposition 2.16. La composition infinie des cobordismes de Liouville idéaux ne
dépend pas du choix des champs de Liouville à symplectomorphisme exact près.

Démonstration. Soient λi et λ′
i deux formes de Liouville pour (Wi , ωi) (on note

Xi et X′
i les champs de Liouville associés). La proposition 2.7 fournit des

difféomorphismes φi : Wi → Wi vérifiant φ∗
i λ′

i = λi + dhi avec hi = 0 au
voisinage de Mi et de Mi+1. On choisit une forme de contact α0 pour (M0, ξ0).
Il existe alors une forme de contact α1 de (M1, ξ1) assez grande pour que X0
et φ∗

0 X′
0 coïncide sur le voisinage collier M1 × [−1, 0] pour la forme de contact

α1. Sur W1, les colliers de Liouville définis par les champs X1 et φ∗
1 X′

1 ne
coïncident pas nécessairement jusqu’à la section α1, mais on peut y remédier
grâce à la remarque 2.8 en remplaçant φ1 par un autre difféomorphisme φ′

1.
On construit ensuite α2 assez grande pour que X1 et (φ′

1)
∗(X′

1) coïncide sur
le collier M2 × [−1, 0] définis par la forme de contact α2, etc. On procède de
même pour construire les formes de contact αi pour i < 0.

Les difféomorphismes φ′
i se recollent alors en un difféomorphisme sym-

plectique exact entre les deux compositions infinies construites avec les champs
Xi et X′

i .

On a également les propriétés immédiates suivantes.

Proposition 2.17. 1. La composition infinie des cobordismes idéaux ne dépend
à symplectomorphisme exact près que de la classe d’équivalence de chaque
cobordismes.
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2. La composition infinie est associative, on peut introduire des parenthèses à
loisir.

3. La composition infinie

· · · ⊙ 1(M,ξ) ⊙ 1(M,ξ) ⊙ 1(M,ξ) ⊙ · · ·

est exact symplectomorphe à Sξ M.

Produit de domaines de Liouville idéaux Si (W1, ω1) et (W2, ω2) sont deux
domaines de Liouville idéaux, on peut en former le produit de la façon sui-
vante. On choisit des formes de Liouville adaptées λ1 et λ2, puis on considère
le produit W1 \ ∂+W1 × W2 \ ∂+W2 que l’on munit de la forme de Liouville
λ1 + λ2. La compactification idéale de cette variété est alors un domaine de
Liouville idéal (à bord sans coins).

Exemples de cobordismes de Liouville idéaux Dans les exemples suivants,
on donne la forme symplectique ω sous la forme dλ et on note X le champ
dual de λ. La proposition 2.10 permet de voir rapidement que ω est symplec-
tique dans l’intérieur et permet de calculer X.

Exemple 2.18. 1. On a déjà défini la symplectisation idéale Sξ M d’une variété
de contact. En choisissant une équation α de ξ, on peut en donner le modèle
suivant : sur M × [0, 1], r désignant la coordonnée de [0, 1]

λ =
r

1 − r
α, X = r(1 − r)

∂

∂r
.

2. L’espace vectoriel symplectique R2n se compactifie en un domaine de Liou-
ville idéal dont le bord est la sphère S2n−1 munie de sa structure de contact
standard. On peut le modéliser par le disque D2n avec, notant (ri, θi) les coor-
données multipolaires et r2 = ∑

n
i=1 r2

i ,

λ =
1

2(1 − r2)

n

∑
i=1

r2
i dθi, X = (1 − r2)

1
2

r
∂

∂r
.

3. Le fibré cotangent T∗ M muni de la forme symplectique canonique se compac-
tifie en un domaine de Liouville idéal dont le bord est le fibré cotangent en
sphères S T∗ M muni de sa structure de contact standard. Notant ρ : T∗ M →
R une fonction norme au carré pour une métrique donnée sur le fibré vectoriel
T∗ M → M, on peut choisir sur D T∗ M = {ρ 6 1},

λ =
1

1 − ρ
λcan, X = (1 − ρ)Xcan

où λcan est la forme de Liouville canonique de T∗ M.
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4. Le fibré cotangent stabilisé T∗ M×R2k est le produit des deux exemples précé-
dents. On peut considérer D(T∗ M×R2k) = {ρ+ r2 6 1} (avec les notations
des deux exemples précédents) muni de

λ =
1

1 − ρ − r2 (λcan +
1
2

n

∑
i=1

r2
i dθi), X = (1 − ρ − r2)(Xcan +

1
2

r
∂

∂r
)

2.3 Procédé infini de Mazur

Définition 2.19. Un cobordisme de Liouville idéal (W, ω) de (M, ξ) vers (M′, ξ′)
est inversible s’il existe un cobordisme de Liouville idéal (W ′, ω′) de (M′, ξ′) vers
(M, ξ) tel que W ⊙ W ′ ∼ 1(M,ξ) et W ′ ⊙ W ∼ 1(M′,ξ ′).

Autrement dit, il existe un cobordisme de Liouville idéal de (M, ξ) vers
(M′, ξ′) si et seulement si (M, ξ) et (M′, ξ′) sont isomorphes dans la catégorie
des cobordismes de Liouville idéaux.

On peut maintenant donner une démonstration rapide du théorème sui-
vant qui est l’analogue symplectique des propositions 1.3 et 1.5.

Théorème 2.20. 1. Soient (M, ξ) et (M′, ξ′) deux variétés de contact closes,
sont équivalents :

(a) Sξ M et S′ξ M′ sont exact symplectomorphes ;

(b) Il existe un cobordisme de Liouville idéal inversible (W, ω) de (M, ξ) vers
(M′, ξ′).

2. Soit (V, ω) et (V ′, ω′) deux domaines de Liouville idéaux, sont équivalents :

(a) Les intérieurs de (V, ω) et de (V ′, ω′) sont exact symplectomorphes ;

(b) Il existe un cobordisme de Liouville idéal inversible W tel que V ⊙ W ∼
V ′.

Démonstration. 1. (a) ⇒ (b) : Soit φ : Sξ M → Sξ ′ M′ un symplectomor-
phisme exact, on a φ∗λξ ′ = λξ +d f . Soit α une section de Sξ M. Puisque
le volume symplectique de Sξ M6α est fini alors que celui de Sξ M>α est
infini, φ envoie nécessairement le bout convexe sur le bout convexe et
le bout concave sur le bout concave. Par compacité, on trouve alors
une section α′ de Sξ ′ M′ telle que φ(Sξ M6α) ⊂ Sξ ′ M′<α′ . Alors W =

Sξ ′ M′6α′ ∩ φ(Sξ M>α) est un cobordisme de M à M′. Il existe une fonc-
tion ρ : W → [0, 1] avec ρ = 0 près de M′ et ρ = 1 près de M ; on munit
W de la 1-forme λ′ = λ′

ξ − d(ρ · f ◦ φ−1), c’est un cobordisme de Liou-
ville de (M, ξ) vers (M′, ξ′). On considère ensuite une section β de Sξ M
telle que S M′6α′ ⊂ φ(S M<β), et la région W ′ = Sξ ′ M′>α′ ∩ φ(Sξ M6β)
munit de même d’une forme de Liouville λ′ coïncidant avec λξ ′ près
de M′ et avec φ∗λξ près de M. Le cobordisme de Liouville W ⊙ W ′ est
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alors équivalent à 1(M,ξ). On construit de même un inverse à gauche
pour W.
(b) ⇒ (a) : On pose W2j = W et W2j+1 = W ′ pour j ∈ Z, et on écrit (≃
désignant des symplectomorphismes exacts) :

Sξ M ≃
⊙

j∈Z

W2j ⊙ W2j+1 ≃
⊙

i∈Z

Wi ≃
⊙

j∈Z

W2j−1 ⊙ W2j ≃ Sξ ′ M′.

2. (a) ⇒ (b) : On construit W de façon analogue au cas précédent.
(b) ⇒ (a) : On écrit :

V ≃ V
⊙

j∈N

W2j ⊙ W2j+1 ≃ V ⊙ W
⊙

j∈N

W2j+1 ⊙ W2j+2 ≃ V ′.

Remarque 2.21. Noter que la notion de symplectomorphisme exact a un sens pour
l’intérieur d’un cobordisme de Liouville au vu de la proposition 2.7. Dans le deuxième
point du théorème ci-dessus, on peut remplacer symplectomorphisme exact par sym-
plectomorphisme car tout symplectomorphisme de l’intérieur d’un domaine de Liou-
ville idéal est isotope parmi les symplectomorphismes à un symplectomorphisme exact
(voir [CE12] p.238). On ne sait pas ce qu’il en est pour le premier point (en présence
d’un bord concave).

Deux variétés de contact ayant des symplectisations exact symplectomorphes
sont donc isomorphes dans la catégorie des cobordismes de Liouville idéaux.
Aucun invariant fonctoriel de cette catégorie ne peut les distinguer, en parti-
culier :

— L’homologie de contact de deux variétés de contact ayant des symplec-
tisations exact symplectomorphes sont isomorphes.

— L’homologie symplectique de deux domaines de Liouville idéaux dont
les intérieurs sont exact symplectomorphes sont isomorphes (ceci a
déjà été observé par McLean dans sa thèse, voir [Mcl08] p.33-39).

Afin que le théorème 2.20 ait un quelconque intérêt, il faudrait répondre à
la question suivante.

Question 2.22. Les cobordismes de Liouville idéaux inversibles sont-ils tous tri-
viaux ?
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Chapitre 3

Cobordismes de Weinstein

On introduit dans ce chapitre les cobordismes de Weinstein qui sont
des cobordismes de Liouville particuliers. Leur étude mêle la théorie
de Morse et la géométrie symplectique. Les résultats sont tirés du livre
de Cieliebak et Eliashberg [CE12] même si on s’en écarte parfois légè-
rement dans la présentation.
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Chapitre 3. Cobordismes de Weinstein

3.1 Définitions et propriétés

Dans un cobordisme de Liouville, l’existence d’un champ de Liouville
transverse au bord apporte peu d’information car on ne contrôle pas sa dy-
namique dans l’intérieur du cobordisme. Cependant, si l’on fait l’hypothèse
que ce champ est un pseudo-gradient pour une fonction de Morse, on va voir
que la géométrie est beaucoup plus simple. La notion suivante apparait pour
la première fois dans [EG91].

Définition 3.1. Soit (W, ω) un cobordisme de Liouville de dimension 2n. Une fonc-
tion f sur W est ω-convexe s’il existe un champ de Liouville X pseudo-gradient pour
f . Un cobordisme (W, ω) est dit de Weinstein s’il admet une fonction de Morse ω-
convexe.

Si f est une fonction ω-convexe et X un pseudo-gradient de Liouville pour
f , alors la forme de Liouville λ = Xyω induit une forme de contact sur les
niveaux réguliers de f . Comme l’espace des champs de Liouville pseudo-
gradients de f est un convexe, la structure de contact induite sur les niveaux
de f est bien définie à un choix contractile près.

Comme au chapitre précédent, on considérera de préférence des cobor-
dismes de Weinstein idéaux, c’est-à-dire qu’on demande au champ de Liouville
pseudo-gradient d’être adapté à ∂W (comme dans le modèle 2.1). On note
Fω l’espace des fonctions ω-convexes sur un cobordisme de Weinstein idéal
(W, ω). Comme au premier chapitre F 0

ω = F 0 ∩ Fω et F 1
ω = F 1 ∩ Fω sont

les strates de codimension 0 et 1 de l’espace Fω.

Remarque 3.2. Le groupe des difféomorphismes symplectiques agit sur Fω mais on
n’a pas d’analogue de la proposition 1.11 : les niveaux de f portent un feuilletage
caractéristique qui n’a aucune raison d’être stable par perturbation. La méthode des
chemins élémentaires de Cerf ne semble donc pas adaptée à cette situation et on doit
la remplacer par des lemmes de déformations des champs de Liouville (comme dans
[CE12] chapitre 12).

On va revenir maintenant sur les exemples du chapitre précédent et les
caractériser en termes de fonctions ω-convexes.

Symplectisation idéale La symplectisation idéale d’une variété de contact
(M, ξ) est un cobordisme de Weinstein idéal. Considérons le modèle

(M × [0, 1], ω = dλ)

où λ = r
1−r α, α est une équation de ξ et r est la coordonnée de [0, 1]. La

fonction r est ω-convexe avec pour pseudogradient X = r(1 − r) ∂
∂r (dual de

λ) ; elle n’a pas de point critique.
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Proposition 3.3. Un cobordisme de Weinstein idéal (W, ω) admettant une fonction
ω-convexe sans point critique est symplectomorphe à une symplectisation idéale.

Démonstration. Soit X un champ de Liouville pseudo-gradient pour une fonc-
tion ω-convexe sans point critique. Notant (M, ξ) le bord inférieur de W et
α une équation de ξ, on cherche un difféomorphisme M × [0, 1] → W avec
φ∗λ = r

1−r α, égal à l’identité sur M × {0}. On peut définir φ de manière
unique au voisinage de M × {0} d’après le chapitre précédent (voir la dé-
monstration de la proposition 2.4) et puisque toutes les trajectoires de X
rentrent dans ce voisinage en temps négatif assez grand, φ se prolonge en
un difféomorphisme symplectique φ : M × [0, 1[→ W \ ∂+W. Ce difféomor-
phisme se prolonge automatiquement à M×{1} car la compactification idéale
est canonique (voir le début de la section 2.2.2).

Disque L’espace vectoriel symplectique standard R2n se compactifie en un
domaine de Weinstein idéal dont le bord supérieur est la sphère standard.
On peut prendre pour modèle le disque D2n muni de la forme symplectique
ωstd = dλstd avec

λstd =
1

2(1 − r2)

n

∑
i=1

r2
i dθi

(en coordonnées multipolaires (ri, θi)).
La fonction r2 = ∑

n
i=1 r2

i est ωstd-convexe avec le champ de Liouville

Xstd =
1
2

n

∑
i=1

ri

1 − r2
i

δ

∂ri

(dual de λstd) pour pseudo-gradient ; elle possède un seul point critique (un
minimum non dégénéré en l’origine). On a la caractérisation suivante.

Proposition 3.4. Un domaine de Weinstein idéal W de dimension 2n qui admet une
fonction ω-convexe avec un seul point critique (nécessairement un minimum) est
symplectomorphe à (D2n, ωstd).

Démonstration. Soit f une fonction ω-convexe, X un pseudo-gradient de Liou-
ville pour f et p le point critique de f . Dans un premier temps, on va déformer
X au voisinage de p parmi les pseudo-gradients de Liouville pour f de sorte
qu’il soit conjugué au modèle du disque (D2n, ω) près de 0. Le théorème de
Darboux fournit un difféomorphisme φ : Op(p) ⊂ W → Op(0) ⊂ D2n avec
φ∗ωstd = ω. Le champ φ∗Xstd est pseudo-gradient de f sur Op(p) (car le
champ radial est pseudo-gradient pour toute forme quadratique définie posi-
tive). D’après le lemme de Poincaré, il existe une fonction h : Op(p) → R telle
que φ∗Xstd − X = Xh. On pose alors

Z = X + Xρh

53



Chapitre 3. Cobordismes de Weinstein

où ρ est une fonction de la forme χ ◦ f avec χ : R → R égale à 1 sur
[ f (p), f (p) + ε] et égale à 0 sur [ f (p) + 2ε,+∞[ (avec ε > 0 assez petit). On
peut réécrire Z sous la forme

Z = X + ρXh + hXρ = (1 − ρ)X + ρφ∗Xstd + hXρ

Puisque Xρ. f = 0, le champ de Liouville Z est encore un pseudo-gradient de
f et il coïncide avec φ∗Xstd près de p. Noter que en posant Zt = X + Xtρh on
trouve une homotopie de X vers Z parmi les pseudo-gradients de Liouville
de f .

Enfin, on prolonge le difféomorphisme φ de sorte que φ∗(Xstd) = Z (cela
détermine φ de manière unique), cela fournit un difféomorphisme symplec-
tique W → D2n.

La propriété fondamentale des fonctions ω-convexes est la suivante.

Proposition 3.5. Soit (W, ω) un cobordisme de Weinstein, f ∈ Fω, p un point
critique non-dégénéré ou de naissance et X un pseudo-gradient de Liouville pour
f . Alors la variété stable (resp. instable) de p pour le champ X est isotrope (resp.
coisotrope).

En particulier, les points critiques d’une fonction ω-convexe sont d’indices
inférieurs ou égaux à n. Puisque la variété stable est tangente à X, son intersec-
tion avec les niveaux de f est isotrope pour la structure de contact ker(Xyω).
Voici un énoncé d’algèbre linéaire qui explique bien le phénomène.

Lemme 3.6. Soit (E, ω) un espace vectoriel symplectique de dimension finie et X
un champ de Liouville linéaire. On note respectivement E0, E+ et E− la somme des
sous-espaces caractéristiques de X de valeurs propres de parties réelles respectivement
nulles, strictement positives et strictement négatives. Alors E0 ⊕ E− est isotrope et
E+ est coisotrope.

Démonstration. Comme X est un champ de Liouville, pour v, w ∈ E et t ∈ R,
on a :

ω(etXv, etXw) = etω(v, w).

Si v, w ∈ E− ⊕ E0, le terme de gauche est un O(td) quand t tend vers +∞

pour un certain d > 0, alors que le terme de droite est exponentiel ; c’est donc
que ω(v, w) = 0. Ainsi E− ⊕ E0 est isotrope.

L’orthogonal symplectique de E+, noté E+,⊥, est invariant par le flot (en
effet, E+ est invariant et ω est conformément invariante). Puisque ω est non-
dégénérée et E− ⊕ E0 est isotrope, on a

E+,⊥ ∩ (E− ⊕ E0) = {0}.

Ainsi l’endomorphisme induit par X sur le sous-espace stable E+,⊥ n’a
que des valeurs propres de parties réelles strictement positives, et E+,⊥ est
inclus dans E+.
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Par une déformation au voisinage d’un point critique, on peut toujours se
ramener à une situation modèle (linéaire).

Lemme 3.7. Soit (W, ω) une variété symplectique, f une fonction ω-convexe et p
un point critique non-dégénéré d’indice k de f , et X un pseudo-gradient de Liouville
pour f . Il existe une homotopie (Xt, ft), t ∈ [0, 1] partant de (X, f ) avec un point
critique non-dégénéré en p, les mêmes variétés stables et instables près de p et telle que
(ω, X1, f1) soit conjugué au modèle suivant d’un voisinage de 0 de T∗ Rk × R2(n−k)

ωstd, Xstd = 2p
∂

∂p
− q

∂

∂q
+

1
2

r
∂

∂r
, fstd = −q2 + p2 + r2

avec les notations usuelles.

Démonstration. Puisque les espaces stables/instables du champ X0 sont iso-
tropes/coisotropes, on peut trouver un symplectomorphisme local Op(p) ⊂
W → Op(0) ⊂ T∗ Rk × R2(n−k) qui envoie les variétés stables et instables
locales de p respectivement sur {p = 0, r = 0} et {q = 0}. Ensuite, par inter-
polation, on déforme f au voisinage de 0 de sorte que les espaces {p = q = 0},
{p = r = 0} et {q = r = 0} soient deux à deux orthogonaux pour la hessienne
de f (on réduit les coefficients hors de la diagonale de la hessienne de f ). En-
suite, on a Ainsi le champ φ∗Xstd est pseudo-gradient de f au voisinage de
0. Il s’agit alors de déformer X sur φ∗Xstd près de p. Pour simplifier les nota-
tions, on suppose dans la suite que φ est égal à l’identité (c’est-à-dire qu’on
identifie un voisinage de p et un voisinage de 0 via φ).

D’après le lemme de Poincaré, on a Xstd = X + Xh où h est une fonction
avec dh(0) = 0 et h(0) = 0 (quitte à lui ajouter une constante). On cherche
maintenant une fonction plateau ρ égale à 1 près de 0 et telle que le champ

Z = X + Xρh

soit pseudo-gradient de f . On calcule :

Z. f = (1 − ρ)X. f + ρXstd. f + hXρ. f = (1 − ρ)X. f + ρXstd. f − hX f .ρ

Puisque X et Xstd sont pseudo-gradients pour f près de 0, il existe r0 > 0
et C > 0 tel que pour v ∈ T∗ Rk × R2(n−k) avec ‖v‖ 6 r0, on ait

‖X. f‖(v) > C‖v‖2, ‖Xstd. f‖(v) > C‖v‖2.

Il suffit donc de construire ρ à support dans la boule de rayon r0 et telle
que ‖hX f .ρ‖(v) 6 C

2 ‖v‖2 pour ‖v‖ 6 r0.
L’argument suivant est tiré de [GP14] p.23-24. On cherche ρ sous la forme

χ(‖v‖) avec χ : [0, r0] → [0,+∞[ et χ(r0) = 0. Puisque h(v) = O(‖v‖2) et
X f (v) = O(‖v‖), en réduisant éventuellement le rayon r0, on peut trouver
A > 0 tel que pour tout v tel que ‖v‖ 6 r0,

‖h(v)X f .ρ(v)‖ 6 Aχ′(‖v‖)‖v‖3 .
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La contrainte sur χ′ s’écrit alors t|χ′(t)| 6 C
2A pour t ∈ [0, r0], en intégrant,

on trouve χ(t) 6 C
2A ln( r0

t ). Il est clair que l’on peut trouver une fonction χ

valant 1 près de 0 et satisfaisant cette inégalité (car ln(r0/t) →
t→0

+∞). On peut

de plus déformer X vers Z via Zt = (1 − t)X + tZ.
Enfin par interpolation, on peut déformer f sur fstd près de 0 avec Z pour

pseudo-gradient fixe.

Cotangent et cotangent stabilisé La complétion idéale D T∗ M du fibré co-
tangent T∗ M d’une variété close M est un domaine de Weinstein complété. Le
champ de Liouville standard Xstd (radial dans les fibres) est pseudo-gradient
pour n’importe quelle fonction ρ égale à la norme au carré dans les fibres
pour une métrique quelconque sur le fibré T∗ M → M. Cependant la fonction
ρ n’est pas de Morse (elle est de Morse-Bott avec la section nulle pour sous-
variété critique). On peut la modifier en une fonction de Morse ω-convexe de
la façon suivante. On choisit une fonction de Morse g : M → R et on pose

f = g ◦ π + ρ,

où π : T∗ M → M est la projection. On peut construire un champ de Liouville
X pseudo-gradient pour f et coïncidant avec Xstd à l’infini. Pour cela, on
choisit un pseudo-gradient Y pour g et on considère son relevé hamiltonien
Ỹ à T∗ M (comme dans la proposition 2.2). On calcule alors :

(Xstd + Ỹ). f = Xstd.(g ◦ π) + Xstd.ρ + Ỹ.(g ◦ π) + Ỹ.ρ

= 2ρ + (Y.g) ◦ π + dρ(Ỹ)

Dans chaque fibre, la fonction dρ(Ỹ) + 2ρ est une forme quadratique, et, si
Y est assez petit (en norme C1), celle-ci est définie positive auquel cas (Xstd +
Ỹ). f > 0 en dehors de la section nulle. En un point de la section nulle, il y a
deux cas :

— Y ne s’annule pas : Xstd. f = Y.ψ > 0 ;
— Y s’annule : la hessienne de (Xstd + Ỹ). f est diagonale dans la décom-

position T T∗ M = T∗ M ⊕ T M, et chaque terme diagonal est défini
positif.

Ainsi Xstd + Ỹ est bien un pseudo-gradient de f . On remarque aussi que Xstd
est pseudo-gradient de f hors d’un compact, donc on peut interpoler entre
Xstd + Ỹ et Xstd près d’une hypersurface { f = c} pour c assez grand, de façon
à obtenir un champ de Liouville X, pseudo-gradient de f et coïncidant avec
Xstd hors d’un compact.
La complétion idéale D(T∗ M × R2n) du fibré cotangent stabilisé est égale-
ment un domaine de Weinstein idéal, on prend simplement pour fonction
ω-convexe la somme des deux fonctions ω-convexes de chaque facteur dé-
crites précédemment.

En fait, on peut caractériser ces deux exemples de la manière suivante.
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3.1. Définitions et propriétés

Proposition 3.8. Soit W un domaine de Weinstein idéal de dimension 2n admettant
une fonction ω-convexe et un pseudo-gradient de Liouville X pour lequel l’union des
variétés stables des points critiques est une sous-variété isotrope close L de dimension
k à fibré normal symplectique trivial. Alors W est symplectomorphe à D(T∗ L ×
R2(n−k)).

Démonstration. D’après le théorème de voisinage tubulaire de Weinstein, il
existe un symplectomorphisme

φ : Op(L) ⊂ T∗ L × R2(n−k) → Op(L) ⊂ W

induisant l’identité sur L. On peut supposer en plus que, en chaque point
critique x de f , les variétés stables et instables de X coïncide via φ avec Tx L
et T∗

x L × R2(n−k). En utilisant le lemme 3.7, on peut déformer f et X pour les
rendre standards près des points critiques.

Il s’agit maintenant de construire un champ de Liouville Z coïncidant avec
Y = φ∗Xstd près de L et avec X hors d’un voisinage de L. Après cela, on
pourra prolonger le germe de φ près de L (de manière unique) en un sym-
plectomorphisme W → D(T∗ L × R2(n−k)) satisfaisant φ∗Xstd = Z (car toutes
les trajectoires de X rentrent dans un voisinage de L en temps négatif assez
grand). Pour simplifier les notations, on suppose que φ = id.

Notons que Xyω et Xstdyω s’annulent sur T L, donc le lemme de Poincaré
relatif (voir [Lau12] p.46) fournit une fonction h : Op(L) → R telle que

X = Xstd + Xh.

Pour construire le champ Z, il suffit alors de construire un voisinage tubulaire
(assez petit) T de L tel que X et Y pointent à l’extérieur de T le long de ∂T.
En effet, si {u = 0} est une équation transverse de ∂T, on pose

Z = Y + Xχh,

où χ = κ ◦ u et κ : R → R est une fonction valant 0 sur ] − ∞,−ε] et 1
sur [ε,+∞[ (avec ε assez petit). Le champ Z ainsi défini près de ∂T est une
interpolation entre le champ Xstd d’un côté et le champ X de l’autre.

Pour achever la démonstration, voici comment construire le tube T. On
choisit une métrique sur le fibré T L × R2(n−k) → L de la forme g + r2 où
g est une métrique sur T∗ L égale à p2 près des points critiques de f (cela
se construit avec une partition de l’unité) et r2 est la métrique standard sur
R2(n−k). Notant ρ : T∗ L × R2(n−k) → [0,+∞[ la fonction norme au carrée
associée, on a X.ρ > 0 près des points critiques, mais cette inégalité n’a pas
de raison d’être valable ailleurs. On remplace alors la métrique g + r2 par
k(g + r2) avec k : L →]0,+∞[ si bien que

X.(kρ) = kX.ρ + ρX.k,
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et l’inégalité X.(kρ) > 0 est satisfaite dès que X.k
k est assez grand. Par exemple,

la fonction k = eC f convient pour C > 0 assez grand. Les champs X et Xstd
sont alors transverses sortants des tubes {ρ 6 ε} pour ε > 0 assez petit.

3.2 Cobordisme de Weinstein élémentaire

On discute ici les cobordismes de Weinstein élémentaires, c’est-à-dire ad-
mettant une fonction ω-convexe avec un seul point critique (attention, le mot
élémentaire a un autre sens dans [CE12], voir p.203). A la suite du travail
d’Eliashberg sur les variétés de Stein (voir [Eli90]), Weinstein a présenté dans
[Wei91] un modèle d’attachement d’anse permettant de construire de tels co-
bordismes et de réaliser ainsi des opérations de chirurgie sur les variétés de
contact.

Soit (W2n, ω) un cobordisme de Weinstein élémentaire partant de (M, ξ)
et f ∈ F 0

ω présentant un seul point critique et d’indice k. La nappe des-
cendante, pour un champ de Liouville X pseudo-gradient pour f , du point
critique est un disque isotrope D de dimension k dont le bord S est isotrope
dans (M, ξ). Le fibré normal symplectique T D⊥/ T D de D dans (W, ω), ad-
met une trivialisation canonique (à un choix contractile près) et celle-ci induit
une trivialisation du fibré normal symplectique T S⊥/ T S de S dans (M, ξ)
(où ⊥ désigne ici l’orthogonal dans ξ). Après une déformation de (X, f ) au
voisinage de D, on peut modéliser un voisinage de D de la façon suivante.

Dans l’espace (R2n = T∗ Rk ×R2(n−k), ωk,std = ∑
k
i=1 dpi ∧ dqi + ∑

n−k
j=1 dxj ∧

dyj), on considère la fonction

fk,std =
k

∑
i=1

(−q2
i + p2

i ) +
n−k

∑
j=1

(x2
j + y2

j ),

pour laquelle le champ de Liouville

Xk,std =
k

∑
i=1

(−qi
∂

∂qi
+ 2pi

∂

∂pi
) +

n−k

∑
j=1

1
2
(xj

∂

∂xj
+ yj

∂

∂yj
)

est un pseudo-gradient.
Le disque de dimension k

Dk
std = {q2

1 + · · ·+ q2
k 6 1, qk+1 = · · · = qn = 0, ∀i, pi = 0, ∀j, xj = 0, yj = 0}

est isotrope et son bord Sk−1
std est isotrope dans l’hypersurface de contact

{ fk,std = −1}. Les vecteurs ( ∂
∂pj

, ∂
∂qj

), 1 6 j 6 n − k fournissent une base

symplectique du fibré normal symplectique de Dk
std et de Sk−1

std .
Pour se ramener à ce modèle, on utilise dans un premier temps le lemme

suivant (avec les notations ci-dessus).
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Lemme 3.9. Il existe un difféomorphisme ψ : Op(Sk−1
std ) ⊂ { fk,std > −1} →

Op(S) ⊂ W tel que ψ({ fst = −1}) = ∂−W, ψ(Sk−1
std ) = S, ψ∗(X) = Xk,std,

ψ∗ω = ωk,std, ψ|S s’étend en un difféomorphisme Dk
std → D et ψ respecte les

trivialisations canoniques des fibrés normaux symplectiques de S et Sk−1
std .

Démonstration. Soit ψ : Dk
std → D un difféomorphisme. Le théorème de voisi-

nage tubulaire pour une sous-variété isotrope dans une variété munie d’une
forme de contact (voir par exemple [Gei08] p.294-296) fournit un difféomor-
phisme ψ : Op(Sk−1

std ) ⊂ {ψk,std = −1} → Op(S) ⊂ ∂−W vérifiant ψ∗α = αk,std
(ici, α est la forme de contact sur (M, ξ) induite par Xyω et de façon ana-
logue pour αk,std) et tel que ψ envoie la trivialisation du fibré normal sym-
plectique de Sk−1

std sur celle de S. On prolonge ensuite ψ à un voisinage de S
dans { fk,std > −1} de façon unique en satisfaisant ψ∗Xk,std = X.

Ensuite, on peut prolonger le difféomorphisme ψ fournit par le lemme
ci-dessus à un voisinage de Dk

std de sorte que ψ(Dk
std) = D en utilisant le

théorème de voisinage tubulaire de Weinstein. De plus, en choisissant conve-
nablement le difféomorphisme ψ sur Dk

std, on peut aussi supposer que ψ∗ fk,std
et g ◦ fk coïncident pour un certain g : R → R difféomorphisme croissant
(c’est-à-dire que ψ envoie les niveaux de f sur ceux de fk,std).

On peut alors déformer (X, f ) au voisinage de D pour qu’ils coïncident
avec ψ∗(Xk,std, fk,std) (voir la proposition 12.14 p.265 de [CE12]) et on est ainsi
ramené au modèle. Enfin, si deux structures de Weinstein coïncident au voisi-
nage de D ∪ ∂−W, on peut déformer l’une sur l’autre en utilisant une isotopie
de W qui rétracte W dans un voisinage de ∂−W ∪ D (on a déjà utilisé ce genre
d’arguments pour les propositions 3.4 et 3.8).

A partir d’une variété de contact (M, ξ) et d’un plongement isotrope

g : Sk−1 → (M, ξ)

muni d’une trivialisation (symplectique) de son fibré normal symplectique,
on peut construire un cobordisme élémentaire en collant un voisinage de Dk

std
(on parle d’attachement d’une anse de Weinstein). On renvoie à [Wei91] pour
plus de détails. Le cobordisme élémentaire obtenu ne dépend que de la classe
d’isotopie du plongement et de la classe d’homotopie de la trivialisation du
fibré normal symplectique. On peut consulter [GP14] p.22-24 pour un énoncé
général sur l’unicité de l’attachement d’une anse de Weinstein.

Exemple 3.10. 1. L’attachement d’une anse d’indice 1 permet de réaliser la somme
connexe le long du bord supérieur de deux cobordismes de Weinstein. Le bord
supérieur est difféomorphe à la somme connexe des deux bords supérieurs et
hérite d’une structure de contact. Ceci permet de définir la somme connexe de
deux variétés de contact.
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Chapitre 3. Cobordismes de Weinstein

2. Étant donné un nœud legendrien dans S3 muni de sa structure de contact
standard, on peut attacher une anse de Weinstein d’indice 2 le long de ce nœud.
La trivialisation du fibré normal correspondante diffère de la trivialisation de
Seifert de tb−1 où tb est l’invariant de Thurston-Bennequin du nœud (voir
[Gei08] p.299). Les inégalités de Bennequin (portant sur les invariants formels
tb et rot, voir le chapitre suivant) établissent ainsi des restrictions à réaliser
certaines chirurgies topologiques par des chirurgies de contact.

3. Une sphère d’attachement isotrope de dimension k − 1 6 n − 1 est dite tri-
viale si elle contenue dans une boule de Darboux B ⊂ J1 Rk−1 ×R2(n−k) avec
la structure de contact ker(dz − ∑

k−1
i=1 pi dqi +

1
2 ∑

n−k
j=1 xj dyj − yj dxj) dans

laquelle son front est donnée par l’équation

z = ±(‖q‖2 − 1)
3
2

(c’est-à-dire que pi =
∂z
∂qi

, xj = 0, yj = 0) (voir la figure 3.1). Les vecteurs

( ∂
∂xj

, ∂
∂yj

), 1 6 j 6 n − k fournissent une trivialisation de son fibré normal

symplectique.
On peut voir aussi cette sphère isotrope Sk−1 dans S2n−1 comme l’intersection
avec un k-plan isotrope. Pour k < n, cette sphère borde un disque isotrope
dans S2n−1 (l’intersection avec un demi-espace isotrope R+ × Rk) et puisque
tous les disques isotropes sont isotopes (via une rétraction sur leur centre) cela
caractérise dans ce cas la sphère isotrope triviale.

z

q2

q1

Figure 3.1 – Le front d’une sphère isotrope triviale avec k = 2

Proposition 3.11. Le cobordisme de Weinstein élémentaire (idéal) correspondant à
l’attachement d’une anse de Weinstein le long d’une sphère isotrope triviale à une
variété de contact (M, ξ) est symplectomorphe à la somme connexe le long du bord
supérieur de Sξ M et de D(T∗ Sk × R2(n−k)).

Esquisse de démonstration. Le résultat de l’attachement d’une anse de Wein-
stein triviale à une boule D2n est le cotangent stabilité D(T∗ Sk ×R2(n−k)). En
effet, la sphère d’attachement est isotope à une sphère équatoriale obtenue
comme l’intersection d’un plan isotrope avec la sphère et la proposition 3.8
permet de conclure.
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3.3. Isotopie des sphères descendantes et montantes

En général, on peut voir le cobordisme trivial Sξ M comme la somme
connexe le long du bord supérieur de Sξ M et de D2n (en faisant naître une
paire de points critiques d’indice 0 et 1, voir le lemme de naissance 3.17 plus
loin) et le résultat découle du point précédent.

3.3 Isotopie des sphères descendantes et montantes

Soit (M, ξ) une variété de contact, Sξ M sa symplectisation et X son champ
de Liouville standard. Si φt est une isotopie de contact de (M, ξ), on tronque
son relevé hamiltonien φ̃t en une isotopie ψt de sorte qu’elle soit égale à l’iden-
tité près de ∂+ et égale à φ̃t près de ∂−. L’holonomie

M = ∂+ Sξ M → ∂− Sξ M = M

du champ Xt = (ψt)∗X est alors égale à φt. Si f est une fonction ω-convexe
sur Sξ M avec X pour pseudo-gradient, alors ft = f ◦ ψ−1

t est ω-convexe avec
Xt pour pseudo-gradient. Enfin, puisque Xt est égal à X près de ∂+ et de ∂−,
on peut y déformer ft sur f en poussant les niveaux selon les trajectoires de
leur pseudo-gradient commun X. Cette discussion aboutit à l’énoncé suivant.

Lemme 3.12. Soit φt une isotopie de contact de (M, ξ) et f une fonction ω-convexe
sur Sξ M de pseudo-gradient X. Il existe une homotopie ( ft, Xt) à support compact
telle que ( f0, X0) = ( f , X), ft est ω-convexe sans point critique, Xt est Liouville
pseudo-gradient de ft et l’holonomie ∂+ → ∂− de Xt est égale à φt.

Ceci permet de bouger les sphères montantes et descendantes par des
isotopies de contact des niveaux. On l’utilisera seulement pour les sphères
descendantes pour lesquelles on a le résultat suivant.

Proposition 3.13. Soit L une variété compacte, (M, ξ) une variété de contact et
jt : L → (M, ξ) une isotopie de plongements isotropes. Alors il existe une isotopie de
contact φt : M → M telle que jt = φt ◦ j0.

Démonstration. On rappelle que les champs de contact sont en correspondance
bijective avec les sections de T M/ξ par projection sur le quotient (voir [Thu97]
p.175-176). Concrètement, si α est une équation de ξ, on trivialise T M/ξ ≃ R

et un champ de contact X est décrit par une fonction h par les équations

{
α(X) = h
(Xydα)|ξ = −(dh)|ξ

.

L’isotopie jt fournit un champ de vecteur Xt le long de jt(L) défini par
Xt ◦ jt = d

dt jt. On cherche une fonction ht définie près de jt(L) dont le champ
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de contact associé prolonge Xt. La fonction ht est prescrite sur L par la pre-
mière équation : ht = α(Xt). Il s’agit de voir que la deuxième condition est
compatible avec la première, cela provient du fait que jt est isotrope :

j∗t α = 0,

donc, en dérivant par rapport à t, on obtient, pour tout v ∈ T L,

0 = (Xtydα)(v) + d(Xtyα)(v) = (Xtydα)(v) + dht(v).

Ainsi, on peut construire un champ de contact qui prolonge Xt, d’abord sur
un voisinage de jt(L) (il s’agit de construire une fonction dont la différentielle
est prescrite sur ξ le long de jt(L)), puis sur M en le tronquant par 0 hors d’un
voisinage tubulaire de jt(L). L’isotopie φt engendrée par ce champ de contact
vérifie alors jt = φt ◦ j0.

Lemme 3.14. (voir le lemme 12.18 de [CE12]). Soit (W, ω) un cobordisme de Wein-
stein idéal, f ∈ F 0

ω et X un pseudo-gradient de Liouville pour f . Soit p un point
critique de f et D− la nappe descendante de p jusqu’à un niveau régulier N. N’im-
porte quelle isotopie isotrope de ∂D− dans N peut être réalisée par une homotopie
(Xt, ft) avec ft ∈ F 0

ω.

Démonstration. La démonstration consiste à implanter le modèle décrit plus
haut, pour cela on a besoin d’un peu de place. On commence par pousser les
niveaux de f le long des trajectoires de X de sorte que, notant a < b les valeurs
critiques entourant N, la région f−1[a, b] contienne le support compact de la
déformation du lemme 3.12. On peut alors implanter cette déformation (en
identifiant cette région à un morceau de symplectisation).

Remarque 3.15. Noter que la forme symplectique reste fixe dans le lemme 3.14. En
revanche les niveaux de f sont largement déplacés. En topologie, ce phénomène n’ap-
parait pas : on peut toujours bouger les nappes par isotopie sans changer la fonction
par des isotopies “horizontales”. Le problème ici est qu’il n’y a pas assez d’isotopies
horizontales symplectiques (à cause du feuilletage caractéristique sur les niveaux).
Dans [CE12] p.256-257, on trouve un énoncé un peu différent où la fonction est fixe
mais la forme symplectique varie (avec structure de contact fixée sur les niveaux).

3.4 Chemins de traversée de F 1
ω

On explique ici les analogues ω-convexes des lemmes de traversée de F 1

énoncés au chapitre 1. On se donne dans toute la suite un cobordisme de
Weinstein idéal (W, ω) ainsi qu’une fonction f ∈ F 0

ω.

Lemme 3.16 (Croisement, ω-convexe). Soient p et q deux points critiques de va-
leurs critiques consécutives avec f (p) > f (q) et X un champ de Liouville pseudo-
gradient pour f . On considère, dans un niveau intermédiaire N, la sphère montante
S+ de q et la sphère descendante (isotrope) S− de p.
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1. S− est isotope à une sphère disjointe de S+ parmi les sphères isotropes si
et seulement s’il existe un chemin ft, t ∈ [0, 1], de croisement des valeurs
critiques de p et q.

2. Deux tels chemins de croisement ft et f ′t , t ∈ [0, 1], sont homotopes à origine
fixe parmi les chemins de croisement si et seulement si l’isotopie isotrope (ca-
nonique à un choix contractile près) entre les sphères descendantes S− et S′

−

juste avant le croisement peut être déformée relativement à ses extrémités en
une isotopie isotrope dans le complémentaire de S+. (On précisera cet énoncé
au cours de la démonstration).

Démonstration. 1. Soit t0 l’instant du croisement. Pour ε > 0 assez petit
et t0 − ε 6 t < t0, la sphère descendante S−

t (pour le champ Xt) est
disjointe de la sphère montante S+

t (car il n’y a pas de trajectoires entre
q et p pour le champ Xt0) dans une famille Nt de niveaux intermédiaires
pour ft. Par stabilité de Gray, on peut supposer que Nt est une variété
de contact fixe et que S+

t est fixe (elle varie par isotopie de contact).
Ainsi, S−

t définit une isotopie isotrope de S− vers une sphère isotrope
disjointe de S+.
Réciproquement, étant donnée une isotopie isotrope de S− qui la dis-
joint de S+, on peut la réaliser par le lemme 3.14 en une homotopie
(Xt, ft), t ∈ [0, 1], avec ft ∈ F 0

ω (sans accident). On peut alors trouver
un chemin de fonction ( ft, X1), t ∈ [1, 2], qui descend la valeur critique
de p plus bas que celle de q en utilisant un lemme de descente d’une
valeur critique (voir les références après l’énoncé du lemme 1.20).

2. S’il existe une famille (Xt,s, ft,s), s, t ∈ [0, 1], de chemins de croise-
ments avec ft,0 = ft et ft,1 = f ′t . Quitte a reparamétrer les chemins, on
peut supposer que le croisement a lieu à l’instant t = t0 pour tout ces
chemins. Notons Nt,s une famille de niveaux intermédiaires pour ft,s,
t < t0. Pour ε > 0 assez petit et t0 − ε 6 t < t0, la sphère descendante
S−

t,s est disjointe de la sphère montante S+
t,s. Comme précédemment, par

stabilité de Gray, on peut supposer Nt,s fixe et S+
t,s fixe. On observe alors

une isotope isotrope S−
t,s, s ∈ [0, 1] dans le complémentaire de S+.

Réciproquement, avec les mêmes notations que ci-dessus, l’isotopie S−
t,0

de t = t0 − ε jusque t = 0 concaténée avec S−
t,1 de t = 0 jusque t = t0 − ε

est un chemin de sphères isotropes à extrémités disjointes de S+. On
suppose que ce chemin est homotope relativement à ses extrémités à un
chemin de sphères isotropes disjointes de S+. Par le lemme 3.14 (en fait,
une version à 1 paramètre de ce lemme), on construit (Xt,s, ft,s) pour
s ∈ [0, 1], t ∈ [0, t0 − ε] comme ci-dessus. On peut ensuite descendre
la valeur critique de p pour ft0−ε,s en dessous de celle de q par une
version à 1 paramètre d’un lemme de descente d’une valeur critique,
cela définit le chemin ( ft,s, Xt0−ε,s), t ∈ [t0 − ε, 1], s ∈ [0, 1]. On a ainsi
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obtenue une homotopie de ft vers f ′t parmi les chemins de croisement.

Lemme 3.17 (Naissance, ω-convexe). Soit N un niveau régulier et 0 6 k 6 n− 1.

1. Il existe un chemin de naissance d’une paire de points critiques d’indices k et
k + 1 dans un niveau N si et seulement si N est non vide.

2. Deux tels chemins sont homotopes parmi les chemins de naissance si et seule-
ment si les points de naissance sont dans la même composante connexe de
N.

Démonstration. Les implications directes sont immédiates, on va montrer les
implications réciproques.

1. On renvoie à la proposition 12.21 p.267-268 de [CE12].

2. Notant ft,0 et ft,1 les deux chemins de naissance et t0 l’instant (supposé
le même) de la naissance, on choisit un chemin dans N (supposé fixe
comme dans la démonstration du lemme précédent) joignant les points
de naissances de f et une version à 1 paramètre de la proposition 12.21
de [CE12] (la preuve s’y adapte sans difficulté) permet de construire
une famille ft,s de fonctions ω-convexes avec ft0,s ayant un point de
naissance décrivant dans N le chemin choisi.

Lemme 3.18 (Mort, ω-convexe). Soient p et q deux points critiques d’indice k + 1
et k de valeurs critiques consécutives avec f (p) > f (q), X un champ de Liouville
pseudo-gradient pour f . On considère, dans un niveau intermédiaire N, la sphère
descendante S− du point p et la sphère montante S+ du point q.

1. S− est isotope parmi les sphères isotropes dans N à une sphère isotrope inter-
sectant S+ en un seul point et transversalement si et seulement s’il existe un
chemin de mort ft, t ∈ [0, 1], des points critiques p et q.

2. Deux tels chemins de mort ft et f ′t , t ∈ [0, 1], sont isotopes si et seulement si
l’isotopie (canonique à un choix contractile près) entre les sphères descendantes
S− et S′− juste avant la mort peut-être réalisée parmi les sphères isotropes
intersectant S+ en un seul point et transversalement.

La démonstration du lemme 3.18 est analogue à celle du lemme 3.16 où
l’on remplace le lemme de descente d’une valeur critique par un lemme d’éli-
mination de points critiques d’une fonction ω-convexe (voir la proposition
12.22 p.268 de [CE12]).

On remarque que, comme dans le cas topologique, dans une position d’éli-
mination les anses sont trivialement attachées.
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Lemme 3.19. Soit (W, ω) un cobordisme de Weinstein idéal de dimension 2n. Soit
p et q deux points critiques d’indice respectifs k + 1 et k de valeurs critiques consécu-
tives ( f (q) < f (p)) d’une fonction f ∈ F 0

ω qui peuvent être éliminés par un chemin
de fonctions ω-convexes. Alors l’anse de Weinstein de q est trivialement attachée. En
particulier, un niveau intermédiaire N est contactomorphe à la somme connexe (de
contact) du niveau juste en dessous de q avec ∂ D(T∗ Sk × R2(n−k)).

Esquisse de démonstration. Soit X un champ de Liouville pseudo-gradient pour
f standard près du point critique q et tel que, dans N, la sphère descendante
S− de p et la sphère montante S+ de q s’intersectent transversalement. Alors
l’adhérence de la variété stable de p descendant jusqu’à un niveau M juste en
dessous de q est un demi-disque isotrope plongé dont le bord horizontal est
un disque isotrope ∆ dans M et le bord vertical est la nappe descendante de q
(voir le lemme 9.30 de [CE12] p.205). Le bord de ∆ est la sphère descendante
Σ− de q et la trivialisation naturelle du fibré normal symplectique de Σ− est
celle induite par ∆ (car ∆ est homotope à la nappe descendante du point q
parmi les disque isotropes, en déformant le bord horizontal du demi-disque
vers son bord vertical). Ainsi, l’anse de Weinstein du point q est trivialement
attachée (voir le troisième point de l’exemple 3.10.
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Chapitre 4

Flexibilité des cobordismes de
Weinstein flexibles

Ce chapitre commence par une présentation de résultats de flexibilité
concernant les plongements isotropes dans les variétés de contact dus
à Gromov et Murphy. On explique ensuite comment Cieliebak et Elia-
shberg en déduisent la flexibilité d’une certaine classe de structures de
Weinstein (dites flexibles, à juste titre). On discute enfin les structures
de Weinstein flexibles sur les h-cobordismes en vue des applications au
chapitre suivant.
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Chapitre 4. Flexibilité des cobordismes de Weinstein flexibles

4.1 H-principe pour les plongements isotropes

Soit (M, ξ) une variété de contact et L une variété. Un plongement g : L →
M est isotrope si dg(T L) ⊂ ξ. L’analogue formel de cette notion est un couple
(g, Gs) où g : L → M est un plongement (pas nécessairement isotrope) et
Gs : T L → T M, s ∈ [0, 1], est une famille (continue) de monomorphismes de
fibrés au-dessus de g avec G0 = dg et G1 isotrope (c’est-à-dire G1(T L) ⊂ ξ

et G1(T L) est isotrope dans ξ pour sa structure symplectique conforme). On
commence par quelques commentaires sur cette notion.

Remarque 4.1. La notion de plongement isotrope formel a un sens dans une variété
presque-contact (l’analogue formel d’une variété de contact), c’est-à-dire une va-
riété M munie d’un champ d’hyperplans ξ et d’une 2-forme non dégénérée ξ × ξ →
T M/ξ. Par exemple, si W est une variété munie d’une 2-forme non dégénérée ω,
Σ une hypersurface de W et L une sous-variété ω-isotrope et transverse à Σ. Alors,
à des choix contractiles près, Σ a une structure presque-contact (choisir un champ
d’hyperplans ξ supplémentaires au feuilletage caractéristique de Σ) et L ∩ Σ est for-
mellement isotrope (L ∩ Σ est transverse au feuilletage caractéristique, donc on peut
projeter ses espaces tangents sur ξ). On y reviendra dans la section suivante.

On trouve une classification des plongements legendriens formels dans
R2n+1 dans l’appendice de [Mur12]. On va discuter ici le cas plus modeste
de R3 muni de sa structure de contact standard. On commence par étendre la
définition des invariants de Maslov et de Thurston-Bennequin pour les nœuds
legendriens formels (plongement de S1). Dans une trivialisation (canonique à
homotopie près) de ξ le long de g, l’application G1 définit une application
de Gauss L → S1 (vecteur tangent unitaire) dont le degré est l’invariant de
Maslov (c’est un entier si L est orienté, sinon seule sa valeur absolue est bien
définie). Quant à l’invariant de Thurston-Bennequin, on peut le définir ainsi.
On choisit un chemin d’automorphismes As, s ∈ [0, 1], de g∗ T Y tels que Gs =
As ◦dg et A0 = id. Si v une section de g∗ T Y transverse à ξ, alors A−1

1 v définit
une section du fibré normal de g. L’invariant de Thurston-Bennequin est alors
l’enlacement de g avec g poussé dans la direction de A−1(v). Ceci ne dépend
pas du choix de As car si Bs est un autre tel chemin d’automorphismes, alors
A−1

s Bs est un chemin d’automorphismes égal à id pour s = 0 et satisfaisant
A−1

s Bs(dg(T L)) = dg(T L) et on peut le déformer vers le chemin constant
égal à l’identité parmi les chemins ayant ces propriétés.

Proposition 4.2. Deux nœuds legendriens formels dans R3 sont isotopes si et seule-
ment s’ils sont isotopes comme plongements et ont mêmes invariants de Maslov et de
Thurston-Bennequin. De plus, on a toujours la relation

tb+ rot = 1 mod 2

et pour chaque classe d’isotopie de plongement, tous les couples (tb, rot) satisfaisant
cette relation sont réalisés par des nœuds legendriens formels.
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4.1. H-principe pour les plongements isotropes

L’application g 7→ (g, dg) induit une application de l’espace P des plon-
gements isotropes dans l’espace P formel des plongements isotropes formels
(munis de la topologie C∞) ; on s’intéresse aux propriétés homotopiques de
cette application dans l’esprit du h-principe.

Gromov a démontré le résultat suivant concernant le cas dit sous-critique.

Théorème 4.3 (Gromov). Si (M, ξ) est une variété de contact de dimension 2n − 1
et L est une variété de dimension k < n − 1, l’application P → P formel est une
équivalence d’homotopie faible. En particulier, tout plongement isotrope formel est
isotope à un vrai plongement isotrope et deux plongements isotropes formellement
isotopes sont isotopes. De plus, on peut choisir les isotopies C0-petites.

Les conclusions du théorème ci-dessus sont fausses pour les plongements
legendriens, c’est-à-dire de dimension k = n − 1.

Par exemple, dans R3, l’inégalité de Bennequin (voir [Ben83])

tb(L) + | rot(L)| 6 2g(L)− 1,

où g(L) est le genre minimal d’une surface de Seifert d’un nœud L, im-
pose des restrictions sur les nœuds legendriens, c’est-à-dire que l’applica-
tion π0P → π0P

formel n’est pas surjective. Aussi, Chekanov et Eliashberg ont
construit des nœuds legendriens dans R3 ayant les mêmes invariants formels
mais non isotopes (voir [Che02] et [Eli98]), c’est-à-dire que π0P → π0P

formel

n’est pas injective.
Dans les variétés de contact de dimension > 5, il existe cependant une

classe de plongements legendriens, dits lâches (loose en anglais) pour laquelle
le h-principe est valide, c’est un résultat dû à Emmy Murphy [Mur12]. On
note Pl l’espace des plongements lâches (voir la définition plus loin), voici
l’énoncé.

Théorème 4.4 (Murphy). Soit (M, ξ) une variété de contact de dimension 2n− 1 >

5 et L une variété de dimension n− 1. L’application Pl → P formel est une bijection au
niveau du π0, c’est-à-dire : tout plongement legendrien formel est isotope à un vrai
plongement legendrien lâche et deux plongements legendriens lâches formellement
isotopes sont isotopes.

Avant de donner la définition des plongements legendriens lâches, on
tente d’expliquer brièvement son origine. Un ingrédient principal de la dé-
monstration du théorème 4.4 est un résultat d’Eliashberg et Mishachev concer-
nant les plongements ridés (voir [Mur12] p.10). Au cours de l’application de ce
résultat, on est obligé d’introduire des singularités, dont le type correspond
dans une projection frontale à une queue d’aronde déployée (voir la figure
4.1). Le rôle de la carte lâche est de résoudre ces singularités pour obtenir des
vrais plongements legendriens.
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Chapitre 4. Flexibilité des cobordismes de Weinstein flexibles

Figure 4.1 – La projection frontale d’une surface legendrienne ridée près
d’une singularité

On décrit maintenant le modèle d’une carte lâche en suivant [CE12] p.142-
143.

Dans l’espace R3 muni de la forme de contact dz− p dq, on considère pour
a > 0, la boîte

Qa = {|q| 6 1, |p| 6 1, |z| 6 a}

et un arc λ0 contenu dans Qa et dont la projection frontale contient exactement
un point double (où les pentes sont égales à ±1), un cusp à droite et une corde
de Reeb (voir la figure 4.2)

z

q

−a

a

−1 1

Figure 4.2 – Front de l’arc legendrien λ0

On épaissit ce modèle en considérant pour b, c > 0,

Rabc = Qa × {|q′| 6 b, |p′| 6 c} ⊂ R3 × T∗ Rn−2

avec (q′, p′) ∈ T∗ Rn−2 muni de la forme de contact dz − p dq − ∑
n−2
i=1 p′i dq′i, et

la sous-variété legendrienne Λ0 = λ0 × {p′ = 0} (voir la figure 4.3). La paire
(Rabc, Λ0) est une carte lâche standard si a < bc.
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2b

< 2a

Figure 4.3 – Front de la sous-variété legendrienne Λ0

Définition 4.5. Une sous-variété legendrienne L compacte connexe d’une variété de
contact (M, ξ) de dimension > 5 est dite lâche s’il existe un plongement de contact
(Rabc, Λ0) → (M, L) d’une carte lâche standard. Si L n’est pas connexe, on demande
que chaque composante connexe soit lâche dans le complémentaire des autres.

Remarque 4.6. Dans la carte lâche standard, on peut remplacer λ0 par un zig-zag
comme sur la figure 4.4 (voir [CE12] p.144).

z

q

−a

a

−1 1

Figure 4.4 – Une autre possibilité pour λ0

La figure 4.5 donne une petite idée du lien entre la carte lâche et la réso-
lution des rides, on n’en dira pas plus et on renvoie à [Mur12].

Voici maintenant quelques exemples.

Exemple 4.7. 1. Un disque legendrien. Puisque deux tels disques sont toujours
isotopes, ils sont tous lâches.

2. La sphère legendrienne de R5 dont le front correspond à la figure 4.6.

3. La sphère descendante d’un point d’indice n après une naissance (voir [CE12]
p.285).
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Résolution

Figure 4.5 – Une ride renversée (à gauche) dont la résolution fait apparaître
une carte lâche (à droite)

Figure 4.6 – Le front d’une sphère legendrienne lâche dans R5

4. Dans une variété vrillée de dimension > 5 (voir [BEM14]), toute sous-variété
legendrienne dans le complémentaire d’un disque vrillé (voir [MNPS13]).

Puis quelques non-exemples.

Exemple 4.8. 1. Le nœud legendrien trivial dans S5 (voir la figure 3.1). Plus gé-
néralement, tout nœud legendrien admettant un remplissage lagrangien exact.
La démonstration utilise l’homologie de contact legendrienne (voir [EES05a]
et [EES05b]).

2. Dans ∂(D(T∗ S2 ×R2)) ≃ S2 × S3, deux copies parallèles du legendrien stan-
dard S2 forment un entrelacs non lâches, dont chaque composante est pourtant
lâche (d’après le troisième exemple ci-dessus). La démonstration utilise les ré-
sultats de [BEE12] : en attachant deux anses de Weinstein sur cet entrelacs à
D(T∗ S2 ×R2), on obtient D T∗ S3. Si l’entrelacs legendrien était lâche, alors
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4.2. Structures de Weinstein flexibles avec fonction fixée

l’homologie symplectique de D T∗ S3 devrait s’annuler d’après [BEE12], ce qui
n’est pas (voir [Vit99]).

3. La sphère legendrienne décrite par Eliashberg dans [Eli97] p.64-66, la démons-
tration [Eli14] utilise également [BEE12].

Le reste de ce chapitre s’intéresse à la notion suivante (voir [CE12] p.251).

Définition 4.9. Une fonction de F 0
ω sur un cobordisme de Weinstein (W, ω) est

flexible si pour chaque point critique d’indice n, la sphère descendante, située dans
un niveau régulier juste en dessous du point critique, est lâche. On note F 0

ω,flex
l’espace de ces fonctions et Fω,flex l’intérieur de l’adhérence de F 0

ω,flex dans Fω. Un
cobordisme de Weinstein est flexible s’il admet une fonction f ∈ F 0

ω flexible.

4.2 Structures de Weinstein flexibles avec fonction
fixée

Soit W un cobordisme de dimension 2n et f ∈ F 0
6n. On se donne un

germe de forme symplectique ω près de ∂−W pour lequel f est ω-convexe et
on introduit les espaces suivants :

— Ωformel : l’espace des 2-formes non-dégénérées sur W qui coïncident
avec ω près de ∂−W.

— Ω f : l’espace des formes symplectiques ω sur W qui coïncident avec η

près de ∂−W et pour lesquelles f est ω-convexe.
— Ω f ,flex : l’espace des ω ∈ Ω avec f flexible.
Dans l’esprit du h-principe, on pose le problème suivant.

Problème 4.10. Étudier les propriétés homotopiques de l’application Ω f → Ωformel.

On va expliquer le résultat suivant du à Cieliebak et Eliashberg (voir
[CE12] theorem 13.1 p.271-273 et lemma 14.14 p.286-287).

Théorème 4.11. (Cieliebak-Eliashberg) Si 2n > 6, avec les notations ci-dessus, l’ap-
plication π0Ω f ,flex → π0Ωformel est un isomorphisme.

Le résultat d’existence (surjectivité sur π0) se trouve déjà dans [Eli90] (mais
la notion de flexibilité n’existait pas encore). La partie unicité (injectivité sur
π0) était connue dans le cas sous-critique, c’est-à-dire si f ∈ F0

<n, (voir [EG91]
theorem 1.12.C) mais le cas des points d’indice n utilise de façon cruciale le
théorème 4.4 plus récent de Murphy.

En décomposant W, on se ramène au cas d’un cobordisme élémentaire
d’indice k 6 n.
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Existence On se donne ω ∈ Ωformel que l’on souhaite déformer vers Ω.
L’approche suivante diffère légèrement de celle employée dans [CE12] p.150-
154. On fixe un pseudo-gradient X pour f qui est de Liouville près de ∂−W
et on note D la nappe descendante de l’unique point critique de f .

Au voisinage du point critique, on peut déformer ω parmi les 2-formes
non-dégénérées de sorte que D soit isotrope. En effet, cela revient à se de-
mander si l’on peut déformer tout k-plan vers un k-plan isotrope, et c’est pos-
sible car les grassmanniennes correspondantes Grk(R

2n) et Griso
k (R2n) sont

connexes (en fait, on utilise seulement π0(Grk, Griso
k ) = 0). En dessous du

point critique, on trivialise W en un produit M × [0, 1] (M × {0} = ∂−W) et
D en un cylindre S × [0, 1] de sorte que f soit une fonction croissante de t
et X soit colinéaire à ∂

∂t (où t désigne la coordonnée de [0, 1]). Dans chaque
niveau S × {t} pour t proche de 0, la forme de Liouville λ = Xyω induit une
structure de contact ξt. On étend ξt pour t ∈ [0, 1] en un champ d’hyperplans
dans M × {t} transverse au feuilletage caractéristique de M × {t} (donné par
ker ω), c’est une structure presque-contact (bien définie à un choix contractile
près). Pour t proche de 1, S × {t} est transverse au feuilletage caractéristique
de M×{t} (car D est isotrope), donc en projetant sur ξt parallèlement à ker ω,
on munit S × {t} d’une structure isotrope formelle canonique. On étend en-
suite à t ∈ [0, 1], la structure isotrope formelle de S × {t}. Cela définit en
particulier une structure isotrope formelle pour ∂D. Le h-principe (théorèmes
4.3 et 4.4) permet alors de déformer ∂D (et S × {t} pour t proche de 1) en une
sphère isotrope (et lâche dans le cas legendrien si on le souhaite). Ainsi D est
maintenant isotrope sur un voisinage du point critique et de ∂D et on cherche
à déformer ω parmi les 2-formes non-dégénérées relativement à ce voisinage
de sorte que D soit partout isotrope. On le fait en deux temps : on déforme
ξt et ω dans les tranches M × {t} de sorte que S × {t} soit isotrope dans ξt,
puis on déforme ω de sorte que ∂

∂t soit ω-orthogonal à ξt, ainsi D est isotrope
partout.

La fin de l’argument consiste à implanter le modèle de Weinstein discuté
au chapitre précédent et à rétracter W sur un voisinage de D ∪ ∂−W.

Unicité On se donne ici une famille ωt, t ∈ [0, 1], de Ωformel avec ω0, ω1 ∈ Ω.
On se donne une famille Xt de pseudo-gradients de f de Liouville et fixe
près de ∂−W et de Liouville pour t = 0, 1. On note Dt la nappe descendante
du point critique pour Xt. On suit le même raisonnement qu’au paragraphe
précédent. Au point critique, on peut déformer les espaces tangents à Dt rela-
tivement à t = 0, 1 vers des k-plans isotropes car π1(Grk(R

2n), Griso
k (R2n)) =

0. Pour la nullité de ce groupe d’homotopie, voici un argument possible.
Griso

k (R2n) est un rétracté par déformation de Grreel
k (Cn) (les k-plans totale-

ment réels de Cn) et l’espace des k-plans qui contiennent une droite complexe
est de codimension > 2 dans Grk(R

2n) par le calcul de dimension suivant :
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— Grk(R
2n) est de dimension k(2n − k),

— l’espace des droites complexes CPn−1 est de dimension (réelle) 2n − 2,
— l’espace des k-plans qui contiennent une droite complexe donnée est

de dimension (k − 2)(2n − k),
— donc l’espace des k-plans qui contiennent une droite complexe est de

dimension 6 2n − 2+ (k − 2)(2n − k) = k(2n − k)− 2(n − k)− 2, donc
de codimension > 2.

Le reste de la démonstration est analogue au paragraphe précédent ; on
utilise la partie injectivité sur π0 dans les théorèmes 4.3 et 4.4 plutôt que la
partie surjectivité.

4.3 Des fonctions aux fonctions ω-convexes

On se donne ici un cobordisme de Weinstein idéal (W, ω) de dimension
2n et on souhaite comparer les espaces F6n et Fω ainsi que leur stratification.

Problème 4.12. Tout chemin de F6n transverse à F 1 et d’origine dans Fω est-il
homotope à un chemin de Fω parmi les chemins transverses à F 1 ?

Le problème se ramène à étudier chaque type de traversée de F 1, à savoir
croisements, naissances et morts. En analysant chacun des cas et en utilisant
les théorèmes 4.3 et 4.4, on va expliquer le résultat suivant, dû à Cieliebak et
Eliashberg.

Théorème 4.13. (Cieliebak-Eliashberg) Soit W un cobordisme de Weinstein idéal
flexible de dimension 2n > 6 et f ∈ F 0

ω,flex. Tout chemin de F6n transverse à F 1 et
d’origine f est homotope à un chemin de Fω,flex parmi les chemins transverses à F 1.

Croisement

Proposition 4.14. Soit ft, t ∈ [0, 1], un chemin de croisement dans F6n d’origine
f ∈ Fω,flex. Alors il existe un chemin f ′t de F 0

ω,flex d’origine f et homotope à ft parmi
les chemins de croisement d’origine f .

Démonstration. Soit N un niveau intermédiaire entre les deux points critiques
p et q ( f (p) > f (q)) concernées par le croisement, et S− et S+ les sphères
descendantes et montantes dans N respectivement. D’après le lemme 1.20, S−

est isotope à une sphère S′− disjointe de S+. La sphère S′− est formellement
isotrope et le théorème 4.3 ou 4.4 (partie surjectivité sur π0) permet de la
déformer en une vraie sphère isotrope S′′− ; de plus, dans le cas où S− est
legendrienne, on peut supposer S′′− lâche dans le complémentaire de S+.
Ensuite, toujours par les mêmes théorèmes (partie injectivité sur π0), S− est
isotope à S′′− parmi les sphères isotropes, ce qui permet, d’après le lemme
3.16 de construire un chemin de croisement f ′t . Ce chemin sera dans Fω,flex
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car, S′′− étant lâche dans le complémentaire de S+, elle sera aussi lâche dans
le complémentaire de la sphère descendante de q (car le flot du champ de
Liouville fournit un contactomorphisme entre ces complémentaires).

Remarque 4.15. Un chemin de croisement quelconque n’est pas nécessairement
flexible, voici un exemple. Soit W un cobordisme de Weinstein partant de l’union
disjointe de S5 muni de sa structure de contact standard et d’une variété vrillée M5

(voir [BEM14]), et munie d’une fonction ω-convexe présentant dans l’ordre un point
d’indice n dont la sphère descendante est le nœud legendrien trivial dans S5 et un
point d’indice 1 connectant S5 et M5. Cette fonction n’est pas flexible car le nœud
legendrien trivial n’est pas lâche dans S5 (voir le premier point de l’exemple 4.8).
Cependant, on peut réordonner la fonction par un chemin de croisements des deux
valeurs critiques si bien que la sphère descendante du point d’indice n devient lâche
dans la somme connexe S5#M5 (voir le troisième point de l’exemple 4.7). La fonction
ordonnée obtenue est alors flexible. Noter que l’on peut toutefois croiser à nouveau les
valeurs critiques en gardant la propriété de flexibilité et obtenir pour sphère descen-
dante la version lâche du nœud legendrien trivial dans S5.

En général, l’inclusion Fω,flex → Fω est donc stricte. A part cet exemple, la ques-
tion importante de l’invariance de la flexibilité par homotopie (voir [CE12] p.251) est
largement ouverte, notamment en ce qui concerne les croisements de points critiques
d’indice n.

Remarque 4.16. Dans le cas où le point critique le plus haut concerné par le croise-
ment est d’indice < n, alors les chemins de croisement fs fournis par la proposition
4.14 sont tous homotopes. En effet, si deux sphères isotropes dans N \ S+ sont topolo-
giquement isotopes dans N \ S+ alors elles sont également isotopes parmi les sphères
isotropes dans N \ S+ en utilisant la propriété C0-petit dans le théorème 4.3.

Cependant dans le cas où ce point est d’indice n, on peut obtenir des chemins
de croisement non homotopes, en voici un exemple. Dans la variété de contact N =
∂ D(T∗ S2 ×R2), on prend S− et S+ deux copies parallèles du S2 legendrien standard.
S− est lâche dans N mais pas dans le complémentaire de S+ (voir le non-exemple 4.8).
On peut cependant obtenir une sphère legendrienne S−

1 lâche dans le complémentaire
de S+ et formellement isotope à S− en la stabilisant. Il suit du théorème 4.4 que S−

et S−
1 sont isotopes dans N parmi les legendriennes mais pas dans le complémentaire

de S+. Les chemins de croisement associés à S− et S−
1 par le lemme 3.16 ne sont alors

pas homotopes.

Naissance

Proposition 4.17. Soit ft, t ∈ [0, 1], un chemin de naissance dans F6n d’origine
f ∈ F 0

ω. Alors il existe un chemin f ′t de Fω d’origine f et homotope à ft parmi
les chemins de naissance dans F6n d’origine f . De plus, deux tels chemins f ′t sont
toujours homotopes parmi les chemins de naissance dans Fω. Si f est flexible, ft l’est
aussi.
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Démonstration. C’est une application directe des lemmes 1.21 et 3.17. La flexi-
bilité de f ′t provient du troisième point de l’exemple 4.7.

Mort

Proposition 4.18. Soit ft, t ∈ [0, 1], un chemin de mort d’origine f ∈ F 0
ω,flex. Alors

il existe un chemin f ′t de Fω d’origine f et homotope à ft parmi les chemins de mort
d’origine f . De plus, un tel chemin f ′t est toujours flexible.

Démonstration. Soit N un niveau intermédiaire séparant la paire de points cri-
tiques d’indice k et k + 1 concernée et S− et S+ les sphères descendantes et
montantes dans N respectivement. D’après le lemme 1.22, S− est isotope à
une sphère S′− en position d’élimination avec S+. Cette sphère S′− est for-
mellement isotrope, on commence par la rendre isotrope près du point d’in-
tersection avec S+ par une isotopie restant transverse à S+. Ensuite, par une
seconde isotopie fixe près du point d’intersection avec S+, on la rend isotrope
(et lâche dans le cas legendrien), ceci est possible d’après les théorèmes 4.3 et
4.4. Enfin, la sphère isotrope obtenue est isotope à S− (qui est lâche) parmi
les sphères isotropes d’après ces mêmes théorèmes et le lemme 3.18 fournit le
chemin f ′t désiré. Il est clair qu’un tel chemin f ′t est toujours flexible.

Remarque 4.19. Noter que d’après la proposition 4.17, si une élimination de points
critiques d’indice n − 1 et n est possible parmi les fonctions ω-convexes, alors la
sphère descendante du point d’indice n est nécessairement lâche. On l’a donc supposé
dans la proposition 4.18.

Remarque 4.20. Comme pour les croisements, dans le cas sous-critique, les chemins
f ′t obtenus dans la proposition 4.18 sont tous homotopes, grâce à la propriété C0-petit
dans le théorème 4.3. Par contre dans le cas d’une paire de points critiques d’indice
n − 1 et n, existe-t-il des chemins de mort non homotopes ? Ce problème est lié à celui
des pseudo-isotopies symplectiques de même que dans le cas topologique (voir [CL70]).
Dans ∂ D(T∗ S2 × R2), on prend S+ = ∂(T∗

x S2 × R2) ≃ S3 et S− le legendrien S2

standard. S’il existe une sphère legendrienne S′− en position d’élimination avec S+

et formellement isotope à S− (donc isotope) mais pas isotope à S− parmi les sphères
legendriennes en position d’élimination avec S+, alors on peut construire un chemin
f ′t de fonctions ω-convexes sur la symplectisation de S5 d’origine une fonction sans
point critique et présentant simplement une naissance d’une paire d’indice 2 et 3 puis
une mort déterminée par la sphère S′−. La fonction sans point critique obtenue est
candidate pour représenter une classe de pseudo-isotopie symplectique non triviale
mais topologiquement triviale. En tout cas, il ne serait pas possible de simplifier son
graphique directement comme dans le lemme d’unicité des morts (voir [Cer70] p .253).
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4.4 Le théorème de flexibilité de Cieliebak et Elia-
shberg

En combinant les résultats des deux sections précédentes, Cieliebak et Elia-
shberg démontre le théorème de flexibilité suivant.

Théorème 4.21 (Cieliebak-Eliashberg). Soit (M, ξ) un variété de contact de di-
mension > 5 et (W, M, M′) un cobordisme. Si deux structures de weinstein idéales
flexibles ω et ω′ induisent la structure de contact ξ sur M et sont homotopes relati-
vement à M parmi les 2-formes non-dégénérées, alors elles sont homotopes parmi les
structures de Weinstein idéales induisant la structure de contact ξ sur M.

La démonstration se fait en deux temps. En utilisant le théorème 1.31 et le
théorème 4.13 on peut trouver des fonctions f et f ′ respectivement ω et ω′-
convexes et homotopes dans F 0. D’après la proposition 1.11, f et f ′ sont iso-
topes, ce qui permet de déformer ω′ par isotopie pour que f soit ω′-convexe.
Enfin, puisque ω et ω′ sont homotopes parmi les 2-formes non dégénérées
et rendent la fonction f à la fois ω-convexe et ω′-convexe, on peut appliquer
le théorème 4.11 pour déformer ω sur ω′ relativement à ∂−W. On renvoie à
[CE12] p.286-288 pour plus de détails.

4.5 H-cobordismes de Weinstein flexibles

On s’intéresse ici aux structures de Weinstein flexibles sur les h-cobordismes
de dimension > 6. On aura besoin du lemme homotopique suivant.

Lemme 4.22. Soit W un h-cobordisme et ω une 2-forme non dégénérée définie sur
un voisinage de ∂−W. Alors l’espace Ωformel des 2-formes non-dégénérées sur W qui
coïncident avec ω sur Op(∂−W) est non-vide et faiblement contractile.

Démonstration. Soit U un voisinage de ∂−W sur lequel ω est défini. Puisque W
est un h-cobordisme, il existe une rétraction par déformation lisse (rt)t∈[0,1] :
W → W telle que r0 = id, rt = id sur Op(∂−W) et r1 soit à valeurs dans U.
De plus, par homotopie, pour tout t ∈ [0, 1],

r∗t T W ≃ r∗o T W = T W

et on peut donc relever rt en une famille continue d’isomorphisme de fibrés
Rt : T W → T W, avec R0 = id et Rt = id sur Op(∂−W). La 2-forme R∗

1ω

sur W est non-dégénérée et coïncide avec ω près de ∂−W ; l’espace Ωformel est
donc non vide.

On se donne maintenant une famille (ωs)s∈Sk de 2-formes non-dégénérées
sur W coïncidant toutes avec ω sur un voisinage V de ∂−W. En utilisant, de
même une rétraction (rt, Rt) avec r1 à valeurs dans V, la formule R∗

t ωs donne
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une homotopie de ωs vers la constante R∗
1ωs. Ainsi Ωformel est faiblement

contractile.

Théorème 4.23. Soit (M, ξ) une variété de contact de dimension 2n − 1 > 5 et
(W, M, M′) un h-cobordisme. Il existe une structure de Weinstein idéale flexible sur
W partant de (M, ξ).

Démonstration. C’est une conséquence directe du lemme 4.22, du premier
point du corollaire 1.25 et du théorème 4.11.

Remarque 4.24. Cette démonstration montre également que le nombre minimal de
points critiques d’une fonction de Morse ω-convexe sur un h-cobordisme de Weinstein
flexible de dimension > 6 est le même que pour les fonctions de Morse, c’est-à-dire 2p
où p est la taille de la torsion de Whitehead de W (voir le corollaire 1.25).

Théorème 4.25. Un h-cobordisme de Weinstein idéal flexible W de torsion nulle et
de dimension 2n > 6 partant de (M, ξ) est symplectomorphe à Sξ M.

Démonstration. Soit f ∈ F 0
ω. D’après la preuve du théorème 1.24, il existe un

chemin de F6n d’origine f vers une fonction sans point critique. Le théorème
4.13 permet alors de trouver un chemin de Fω d’origine f vers une fonction
sans point critique. On applique alors la proposition 3.3.

Théorème 4.26. Soit W un h-cobordisme de Weinstein idéal flexible de dimension
2n > 6 de (M, ξ) vers (M′, ξ′). Il existe un h-cobordisme de Weinstein idéal flexible
W ′ de (M′, ξ′) vers (M, ξ) tel que W ⊙ W ′ ∼ 1(M,ξ) et W ′ ⊙ W ∼ 1(M′,ξ ′).

Démonstration. Soit (W ′, M′, M) un h-cobordisme tel que W ⊙ W ′ ∼ 1M et
W ′ ⊙ W ∼ 1M′ (topologiquement). D’après le théorème 4.23, il existe une
structure de Weinstein flexible sur W ′ qui induit la structure de contact ξ′ sur
M′ ; celle-ci induit à son tour une structure de contact ξ′′ sur M. La structure
de Weinstein obtenue sur W ⊙ W ′ est flexible, donc d’après le théorème 4.25,
celle-ci est équivalente à une symplectisation. En particulier, cette équivalence
induit difféomorphisme de contact (M, ξ′′) → (M, ξ). En utilisant cette iden-
tification, on fait de W ′ un cobordisme de (M′, ξ′) vers (M, ξ) de sorte que
W ⊙ W ′ ∼ 1(M,ξ).

On peut alors composer W et W ′ dans l’autre sens : on obtient une struc-
ture de Weinstein flexible sur le cobordisme produit W ′⊙W, celui-ci est donc
équivalent relativement à M′ à Sξ ′ M′. On a ainsi construit un inverse à droite
et un inverse à gauche.

Théorème 4.27. Soit (M, ξ) une variété de contact de dimension 2n − 1 > 5 et
(W, M, M′) un h-cobordisme. Deux structures de weinstein flexibles idéales sur W
sont équivalentes relativement à M. Mieux, deux structures de Weinstein flexibles
sont isotopes relativement à M.
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Démonstration. D’après la preuve du théorème 4.26, il existe sur le cobordisme
inverse (W ′; M′, M) une structure de Weinstein flexible vers (M, ξ) et les struc-
tures de Weinstein flexible sur W en sont des inverses à droites, donc sont
équivalentes.

Pour montrer l’unicité à isotopie près, on utilise le lemme 4.22 et le théo-
rème 4.21. Noter que l’on a besoin seulement du théorème 1.30 là où le théo-
rème 4.21 utilise le théorème 1.30.

On peut se poser la question suivante.

Question 4.28. Un cobordisme de Liouville inversible de dimension > 6 est-il né-
cessairement un h-cobordisme de Weinstein flexible ?
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Chapitre 5

Résultats principaux

Ce dernier chapitre contient les résultats principaux de cette thèse. On
y construit notamment des variétés de contact non difféomorphes pos-
sédant des symplectisations exact symplectomorphes. Dans l’esprit du
résultat de stabilisation de Hatcher et Lawson, on montre que ces varié-
tés deviennent contactomorphes après un nombre suffisant de sommes
connexes avec la variété de contact Sk × S2n−k−1 (pour 2 6 k 6 n − 1).
On discute enfin quelques exemples obtenus à partir d’espaces lenticu-
laires de dimension 3 et quelques questions.
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5.1 Symplectisations exact symplectomorphes

On commence par le théorème C de l’introduction que l’on rappelle ici.

Théorème 5.1. Deux variétés de contact de dimension 2n − 1 > 5 reliées par un
h-cobordisme de Weinstein flexible ont des symplectisations exact symplectomorphes.

Démonstration. C’est une conséquence directe des théorèmes 2.20 (premier
point) et 4.26.

Le théorème suivant est une source de contre-exemples à la question 1 de
l’introduction.

Théorème 5.2. Soit (M, ξ) une variété de contact close de dimension > 5 et M′ une
variété h-cobordante à M. Il existe une structure de contact ξ′ sur M′ telle que Sξ M
et Sξ ′ M′ soient exact symplectomorphes.

Démonstration. Soit (W, M, M′) un h-cobordisme. D’après le théorème 4.11, on
peut munir W d’une structure de Weinstein idéale flexible induisant la struc-
ture de contact ξ sur M. La structure de contact ξ′ induite sur M′ convient,
d’après le théorème 5.1.

5.2 La compactification idéale n’est pas unique

On explique maintenant comment modifier la variété de contact dans une
compactification idéale à l’aide d’un h-cobordisme de Weinstein flexible. Voici
par exemple un énoncé pour un domaine de Liouville.

Théorème 5.3. Soit V un domaine de Liouville idéal de bord supérieur (M, ξ) et M′

une variété h-cobordante à M. Alors il existe une structure de contact ξ′ sur M′ et
un domaine de Liouville idéal V ′ de bord (M′, ξ′) tel que les intérieurs de V et de V ′

soient exact symplectomorphes.

Démonstration. La démonstration est identique à celle du théorème 5.2 en uti-
lisant le deuxième point du théorème 2.20 plutôt que le premier point.

5.3 Stabilisation

Enfin, on obtient un analogue du résultat de Hatcher et Lawson pour les
h-cobordismes de Weinstein flexibles, c’est le théorème D de l’introduction.

Théorème 5.4. Si (M, ξ) et (M′, ξ′) sont deux variétés de contact closes de di-
mension 2n − 1 > 5 reliées par un h-cobordisme de Weinstein idéal flexible dont
la torsion est de taille p, alors pour tout 2 6 k 6 n − 1, les variétés de contact
M#(Sk × S2n−k−1)#p et M′#(Sk × S2n−k−1)#p sont contactomorphes.
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Démonstration. Soit W le h-cobordisme de Weinstein idéal flexible en question,
celui-ci admet une fonction ω-convexe flexible f ∈ F 0

k,p pour tout 2 6 k 6

n − 1 (voir la remarque 4.24).
La preuve de la proposition 1.29 fournit un chemin de fonctions ft (parmi

les fonctions ayant des points critiques d’indice k et k+ 1, mais pas nécessaire-
ment ordonnées) éliminant successivement tous les points d’indice k initiaux
et sans accidents concernant ces points avant leur élimination. Le théorème
4.13 permet de trouver un chemin de fonctions ω-convexes homotope parmi
les chemins de F transverses à F 1. Ceci implique que les anses d’indice k de
f sont trivialement attachées et que le niveau intermédiaire de f est contacto-
morphe à M#(Sk × S2n−k−1)#p (voir la proposition 3.11 et le lemme 3.19).

La proposition 1.29 fournit un chemin analogue permettant l’élimination
des points d’indice k + 1 et le théorème 4.13 permet de le réaliser en un che-
min de fonctions ω-convexes. Ainsi les coanses d’indice k + 1 sont également
trivialement attachées et le niveau intermédiaire de f est également contacto-
morphe à M′#(Sk × S2n−k−1)#p.

Théorème 5.5. Si (M, ξ) est une variété de contact de dimension 2n − 1 > 5 de
la forme N#(Sk × S2n−k−1)#p avec 2 6 k 6 n − 1 pour une variété de contact
close (N, ζ) et si GLp(Z[π1M]) → Wh(π1M) est surjective, alors toute variété de
contact (M′, ξ′) reliée à (M, ξ) par un h-cobordisme de Weinstein idéal flexible lui
est contactomorphe.

Démonstration. Soit W un h-cobordisme de Weinstein flexible de (M, ξ) vers
(M′, ξ′) et de torsion τ . On identifie Wh(M) et Wh(N) de façon naturelle (la
variété Sk × S2n−k−1 est simplement connexe). Le théorème du s-cobordisme
fournit, d’une part, un h-cobordisme (V, N, N′) de torsion τ que l’on mu-
nit, grâce au théorème 4.23, d’une structure de Weinstein flexible induisant
la structure de contact ζ sur N et ζ′ sur N′. On réalise ensuite la somme
connexe de V avec p copies de la symplectisation de Sk × S2n−k−1 le long
de p trajectoires du champ de Liouville allant du bord inférieur au bord su-
périeur ; le résultat est un h-cobordisme de Weinstein flexible W ′ de torsion
τ de (M, ξ) = (N, ζ)#(Sk × S2n−k−1)#p vers (N′, ζ′)#(Sk × S2n−k−1)#p. D’après
les théorèmes 1.27 et 4.27, W ′ est équivalent à W relativement à M. Ainsi M′

est contactomorphe à (N′, ζ′)#(Sk × S2n−k−1)#p. Le résultat découle alors du
théorème 5.4.

5.4 Exemples

Dans cette section, on discute quelques exemples pour illustrer les théo-
rèmes des sections précédentes. Comme ces derniers théorèmes sont basés
sur le h-principe, il est difficile d’expliciter complètement les objets que l’on
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construit et on verra que cela mène à plusieurs problèmes ouverts intéres-
sants.

5.4.1 À base de L(7, 1) et de L(7, 2)

Soit m > 0. On a vu au chapitre 1 (proposition 1.38) comment construire
un h-cobordisme W entre M = L(7, 1) × S2m+2 et M′ = L(7, 2) × S2m+2 tel
que, notant V = L(7, 1)× D2m+3 et V ′ = L(7, 2)× D2m+3, on ait :

V ⊙ W ∼ V ′.

On a vu également que M et M′ ne sont pas difféomorphes et (donc) qu’il en
est de même pour V et V ′ (proposition 1.37).

Si ξ est une structure de contact sur M, on peut construire une structure de
Weinstein flexible sur W et obtenir ainsi une structure de contact ξ′ sur M′. Les
symplectisations de (M, ξ) et de (M′, ξ′) sont alors exact symplectomorphes
d’après le théorème 5.1. Si, de plus, ξ est le bord d’une structure de Liouville
sur V, alors on obtient une structure de Liouville sur V ′ telle que V ⊙W ∼ V ′.
Les complétions de V et V ′ sont alors exact symplectomorphes d’après le
théorème 5.3.

On discute maintenant quelques exemples.

Fibrés cotangents : On regarde ici le cas où m = 0. Puisque L(7, 1) est paral-
lélisable, le fibré en disques de T∗ L(7, 1) est difféomorphe à V. On peut donc
munir V de la structure de Weinstein standard sur T∗ L(7, 1). La structure de
contact ξ induite sur M est celle du fibré cotangent en sphères de L(7, 1). Dans
ce cas, on ne sait pas identifier les structures obtenues sur M′ et V ′. On peut
se demander si V ′ est équivalente au fibré cotangent en disque de L(7, 2), au-
quel cas T∗ L(7, 1) et T∗ L(7, 2) seraient exact symplectomorphes ; en contra-
diction avec la "nearby lagrangian conjecture" stipulant qu’une sous-variété
lagrangienne exacte dans un fibré cotangent est l’image de la section nulle
par une isotopie hamiltonienne. Ici, on obtiendrait même une sous-variété la-
grangienne exacte non difféomorphe à la section nulle. En fait, Abouzaid et
Kragh ont annoncé très récemment un résultat disant que, dans le cotangent
d’une variété close, la projection sur la base induit une équivalence d’homo-
topie simple sur toute sous-variété lagrangienne exacte ; s’il se confirme, ce
théorème règle la question puisque L(7, 1) et L(7, 2) n’ont pas le même type
d’homotopie simple.

Fibrés cotangents flexibles ou stabilisés : Toujours pour m = 0, on consi-
dère sur V la structure de Weinstein flexible formellement homotope à la
structure standard T∗ L(7, 1) (la version flexible du cotangent). Dans ce cas,
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on obtient sur V ′ la version flexible du cotangent en disque de L(7, 2). D’où
le théorème suivant.

Théorème 5.6. Les fibrés cotangents flexibles de L(7, 1) et L(7, 2) sont exact sym-
plectomorphes.

Pour m > 1, on peut munir V = L(7, 1) × D2m+3 de la structure de
Weinstein standard sur T∗ L(7, 1)×Cm (cotangent stabilisé). Puisque c’est une
structure sous-critique (en particulier, flexible), la structure de Weinstein ob-
tenue sur V ′ est équivalente au fibré cotangent stabilisé T∗ L(7, 2) × Cm. On
retrouve ainsi un résultat d’Eliashberg et Gromov (leur preuve est essentielle-
ment la même, voir [EG91]).

Théorème 5.7 (Eliashberg-Gromov). Les fibrés cotangents stabilisés de L(7, 1) et
L(7, 2) sont exact symplectomorphes.

Structures vrillées : Si (M, ξ) est une structure vrillée au sens de [BEM14],
alors la structure de contact sur (M′, ξ′) est également vrillée. En effet, la
construction du h-cobordisme de Weinstein flexible W de (M, ξ) à (M′, ξ′)
peut être réalisée de sorte que l’union des nappes descendantes soit disjointe
d’un disque vrillé, si bien que le flot de Liouville transporte ce disque vrillé
de M en un disque vrillé dans M′.

L’une ou l’autre des constructions précédentes fournit en tout cas les contre-
exemples suivants à la question 1 (ce sont les théorèmes A et E de l’introduc-
tion).

Théorème 5.8. Pour m > 0,

1. Il existe sur les variétés L(7, 1) × S2m+2 et L(7, 2) × S2m+2 des structures
de contact dont les symplectisations sont exact symplectomorphes. Pourtant
L(7, 1)× S2m+2 et L(7, 2)× S2m+2 ne sont pas difféomorphes.

2. Il existe sur les domaines L(7, 1)× D2m+3 et L(7, 2)× D2m+3 des structures
de Weinstein idéales dont les intérieurs sont exact symplectomorphes. Pour-
tant L(7, 1)× D2m+3 et L(7, 2)× D2m+3 ne sont pas difféomorphes.

5.4.2 À base de L(5, 1)

Pour m > 0, on considère la variété V = L(5, 1) × D2m+3 et M = ∂V =
L(5, 1)× S2m+2. D’après le chapitre 1, il existe un h-cobordisme non-trivial W
de M vers lui-même. Bien que V soit difféomorphe à lui-même ( !), l’équiva-
lence d’homotopie V → V induite par le plongement V → V ⊙ W ∼ V n’est
pas homotope à un difféomorphisme car sa torsion de Whitehead est non
nulle. Prenons par exemple le h-cobordisme W obtenu comme au chapitre
1 à partir d’une équivalence d’homotopie φ : L(5, 1) → L(5, 1) induisant la
multiplication par 2 sur π1 = Z/5.
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Comme dans la section précédente, en étendant une structure de contact ξ

sur M en une structure de Weinstein flexible sur W, on obtient une structure
de contact ξ′ sur M telle que Sξ M et Sξ ′ M soient exact symplectomorphes.
Même si ξ′ se trouve être conjuguée à ξ par un difféomorphisme de M, la
construction présente un intérêt car on obtient un symplectomorphisme exact
Sξ M → Sξ M qui n’est pas homotope au relevé d’un contactomorphisme.
On discute quelques exemples, en particulier des cas où ξ et ξ′ ne sont pas
conjuguées.

Fibrés cotangents : Dans le cas où m = 0 et V est muni de la structure
de Weinstein standard de T∗ L(5, 1), on ne sait pas identifier les structures
obtenues sur M′ et V ′. Comme précédemment, un résultat d’Abouzaid et
Kragh semble impliquer que V ′ n’est pas équivalent à T∗ L(5, 1).

Fibrés cotangents flexibles et stabilisés : Dans ce cas où V est le fibré co-
tangent en disques flexible ou stabilisé, la structure de Weinstein obtenue sur
V ′ est flexible donc équivalente au cotangent flexible ou stabilisé également.
En particulier, on obtient le résultat suivant.

Théorème 5.9. Soit V la complétion idéale du fibré cotangent flexible ou stabilisé
de L(5, 1). Il existe un symplectomorphisme exact de l’intérieur de V qui n’est pas
homotope à un symplectomorphisme qui se prolonge à ∂V.

Structures non-conjuguées : On va construire ici des exemples de structures
non-conjuguées en distinguant leurs premières classes de Chern. On abrège
L(5, 1) en L. D’après la classification des fibrés en droites complexes, pour
chaque c ∈ H2(V; Z) = Z/5, il existe un fibré en droite complexe E → V avec
c1(E) = c. On choisit un tel E avec c1(E) 6= 0. Ensuite, on remarque que

T V = T L ⊕ R2m+1 ≃ R2m+4

et que le fibré E⊕R est trivial comme fibré réel (en effet, d’après la théorie de
l’obstruction, tous les fibrés réels de rang k > 3 sur L sont triviaux puisque les
groupes Hi(L; πi−1O(k)) sont nuls). Il existe alors un isomorphisme de fibrés
réels

T V ≃ E ⊕ Cm+1,

que l’on utilise pour munir V d’une structure presque-complexe notée J (en
tirant en arrière). Le théorème 4.11 fournit une structure de Weinstein flexible
sur V formellement homotope à J ; celle-ci induit une structure de contact ξ

sur M. Ensuite, on utilise la même procédure que précédemment : on étend
la structure de Weinstein flexible à W et on obtient une seconde structure
de Weinstein sur V induisant une structure de contact ξ′ sur M ; on choisit
aussi une structure presque-complexe J′ sur V compatible avec cette nouvelle
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structure de Weinstein. Notant ψ : V → V ⊙ W = V le plongement utilisé
dans la construction de W (voir chapitre 1). Le point clé est alors l’égalité
suivante sur les premières classes de Chern :

c1(J) = ψ∗c1(J′) = 2c1(J′)

découlant du fait que ψ agit par multiplication par 2 sur π1V = H1(V) ≃
H2(V) (par dualité de Poincaré pour L(5, 1)).

On montre maintenant qu’un difféomorphisme de V ou de M conjuguant
les deux structures doit nécessairement agir par multiplication par ±2 sur π1,
en contradiction avec la proposition 1.35.

On va raisonner sur la cohomologie et l’homologie (toujours à coefficients
Z).

Pour V, c’est assez direct : H2(V) = H2(L) ≃ H1(L) = Z/5 d’après la
dualité de Poincaré. Si θ : V → V est un difféomorphisme tel que θ∗ J′ est
homotope à J, alors

θ∗c1(J′) = c1(θ
∗ J′) = c1(J) = 2c1(J′).

Puisque c1(J′) 6= 0, cette dernière équation implique que θ induit la multipli-
cation par 2 sur H2, donc sur H1 et sur π1.

Pour M, on remarque que, notant i : M → V l’inclusion,

i∗ T V ≃ T M ⊕ R ≃ ξ ⊕ C,

donc c1(ξ
′) = i∗c1(J′) et c1(ξ) = i∗c1(J) = i∗(2c1(J′)) = 2c1(ξ

′). Si θ : M → M
est un difféomorphisme tel que θ∗ξ′ est homotope à ξ (parmi les structures
de contact, ou simplement parmi les structures presque-contact), alors

θ∗c1(ξ
′) = c1(θ

∗ξ′) = c1(ξ) = 2c1(ξ
′).

Puisque H∗(S2m+2) est libre, la formule de Künneth donne un isomor-
phisme d’anneaux gradués :

H∗(M) ≃ H∗(L)⊗ H∗(S2m+2).

L’application i : M → V induit l’isomorphisme

H2(V) = H2(L) → H2(L)⊗ H0(S2m+2) = Z/5,

donc c1(ξ) ∈ H2(L)⊗ H0(S2m+2) ⊂ H2(M).
Pour clarifier, on distingue maintenant les cas m = 0 et m > 1.
Cas m = 0 :
La formule de Künneth donne

H2(M) = H2(L)⊗ H0(S2)⊕ H0(L)⊗ H2(S2) = Z/5 ⊕ Z.
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Chapitre 5. Résultats principaux

Puisque θ envoie c1(ξ
′) sur 2c1(ξ

′), son action sur H2 est donnée par la
matrice (

2 a
0 ±1

)

dans la décomposition H2(M) = Z/5 ⊕ Z.
Notant b un générateur de H0(L)⊗ H2(S2), on a :

h∗(c1(ξ
′) ∪ b) = 2c1(ξ

′) ∪ (±b + ac1(ξ
′)) = ±2c1(ξ

′) ∪ b.

Puisque c1(ξ
′)∪ b engendre H4(M) ≃ Z/5, on en déduit que θ agit sur H4(M)

par multiplication par ±2 et de même sur H1(M) = π1(M) par dualité de
Poincaré.

Cas m > 1 : On choisit cette fois un générateur b de

H2m+2(M) = H0(L)⊗ H2m+2(S2m+2) ≃ Z,

on a alors
θ∗(c1(ξ

′) ∪ b) = 2c1(ξ
′) ∪±b.

Donc θ agit sur H2m+2(M) par multiplication par ±2, et de même sur H1 = π1
par dualité de Poincaré.

On vient de démontrer le théorème suivant (correspondant aux théorèmes
B et F de l’introduction).

Théorème 5.10. Pour m > 0,

1. Il existe sur la variété L(5, 1)× S2m+2 deux structures de contact non conju-
guées dont les symplectisations sont exact symplectomorphes.

2. Il existe sur le domaine L(5, 1)× D2m+3 deux structures de Weinstein idéales
non équivalentes dont les intérieurs sont exact symplectomorphes.

La question suivante reste ouverte.

Question 5.11. Si deux variétés de contact sont isomorphes comme variétés presque-
contact et ont des symplectisations exact symplectomorphes, sont-elles contactomorphes ?

Remarque 5.12. Dans tous les exemples considérés dans cette section, le théorème
5.4 s’applique avec p = 1, c’est-à-dire que, en faisant seulement une somme connexe
avec S2 × S2m+3, les variétés de contact M et M′ deviennent contactomorphes.
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Abstract

To any contact manifold one can associate a symplectic manifold called
its symplectization in such a way that contact geometry can be reformulated
in terms of equivariant symplectic geometry. Concerning this fundamental
construction, a basic question remained open : if two contact manifolds have
isomorphic symplectizations, are they isomorphic ? In this thesis, we construct
counter-examples to this question. Indeed, in any odd dimension greater than
or equal to 5, there exist non-diffeomorphic contact manifolds with isomor-
phic symplectizations. In addition, we construct two contact structures on
a closed manifold that are not conjugate by a diffeomorphism though their
symplectizations are isomorphic. The proofs are based on a well-known phe-
nomenon in differential topology (the existence of non-trivial h-cobordisms,
detected by Whitehead torsion) as well as flexibility results in symplectic ge-
ometry due to Cieliebak and Eliashberg. Another result from this thesis as-
serts that though these contact manifolds are not isomorphic, they become so
after sufficiently many connect sum with a product of spheres.

Keywords: Contact manifolds, symplectic manifolds, symplectization, Wein-
stein cobordisms, h-principle, h-cobordisms, Whitehead torsion.



Résumé

À toute variété de contact, on peut associer canoniquement une variété
symplectique appelée sa symplectisation de sorte que la géométrie de contact
peut se reformuler en termes de géométrie symplectique équivariante. Au su-
jet de cette construction fondamentale, une question basique restait ouverte :
si deux variétés de contact ont des symplectisations isomorphes sont-elles
isomorphes ? On construit dans cette thèse des contre-exemples à cette ques-
tion. Il existe en effet, en toute dimension impaire supérieure ou égale à 5,
des variétés de contact non difféomorphes admettant pourtant des symplec-
tisations isomorphes. On construit également, sur une même variété, deux
structures de contact non conjuguées par un difféomorphisme mais admettant
des symplectisations isomorphes. Les démonstrations sont basées sur un phé-
nomène bien connu en topologie différentielle (l’existence de h-cobordismes
non triviaux, détectée par la torsion de Whitehead) ainsi que sur des résul-
tats de flexibilité en géométrie symplectique dus à Cieliebak et Eliashberg. Un
autre résultat de cette thèse affirme que ces variétés de contact, bien que non
isomorphes, le deviennent toutefois après un nombre suffisant de sommes
connexes avec un produit de sphères.

Mots-clés: Variétés de contact, variétés symplectiques, symplectisation, cobor-
dismes de Weinstein, h-principe, h-cobordismes, torsion de Whitehead.
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