N
N

N

HAL

open science

Décomposition de multi-flots et localisation de caches
dans les réseaux

Pierre-Olivier Bauguion

» To cite this version:

Pierre-Olivier Bauguion. Décomposition de multi-flots et localisation de caches dans les réseaux.
Autre [cs.OH]. Institut National des Télécommunications, 2014. Frangais. NNT: 2014TELE0010 .

tel-01161608

HAL Id: tel-01161608
https://theses.hal.science/tel-01161608
Submitted on 8 Jun 2015

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-01161608
https://hal.archives-ouvertes.fr

TELECOM P

orange’ AR 1 SORBONNE

Télécom SudParis

ECOLE DOCTORALE EDITE

THESE

n® 2014TELE0010
préparée & SAMOVAR et & Orange Labs
présentée par

Pierre-Olivier BAUGUION

pour obtenir le grade de

DOCTEUR D’UNIVERSITE
Spécialité : INFORMATIQUE

Décomposition de multi-flots et localisation de
caches dans les réseaux

Soutenue publiquement le 22 septembre 2014 devant le jury :

D. Nace Rapporteur Université de Technologie de Compiégne, France
V. Gabrel Rapporteur Université Paris-Dauphine, France

P. Chrétienne  Examinateur Université Pierre et Marie Curie, France

M. Labbé Examinateur Université Libre de Bruxelles, Belgique

M. Didi Biha Examinateur Université de Caen-Basse Normandie, France
W. Ben Ameur Directeur de thése Télécom SudParis, France

E.  Gourdin Co-encadrant Orange Labs, Issy-les-Moulineaux, France






Table des matiéres

I Localisation de caches 10
1 Optimisation de déploiement de réseau de distribution de contenus 11
1.1 Les réseaux de distribution de contenus . . . . ... ... ... ... ... 11
1.1.1 Coits linéaires et cotits fixes . . . . . . .. ... Lo 13

1.1.2 Problémes de localisation difficiles . . . . . . .. .. ... ... ..., .. 15

1.2 Le cache transparent . . . . . . . . . ... 16
1.3 Localisation de caches de Hit Ratio constant dans des graphes arborescents. . . . 20
1.4 Localisation de serveurs et de contenus dans des graphes arborescents . . . . .. 26

2 Localisation de k caches/serveurs dans un réseau quelconque, approche par la

théorie des matroides 36
2.1 Modeéle de localisation de caches/serveurs et k médian . . . . .. ... ... ... 37
2.2 Matroides graphiques . . . . . . . ... Lo 38
2.3 Matroide de degré ksurunnceud . . . . . . . . . ... 39
2.4 Algorithme d’intersection de deux matroides . . . . . . .. .. ... ... .... 40
2.5 Algorithme de localisation de k caches et déploiement de CDN . . . .. ... .. 43
2.5.1 Propriétés particuliéres . . . . . ... Lo 43
2.5.2  Simplifications . . . . . ... oL 44
2.6 Exemple . . . . . .. 45
2.7 Casparticuliers . . . . . . . L 46
3 Localisation de caches hiérarchiques dans une arborescence, a hit ratio va-
riable 55
3.1 Mesure de la demande et de ’espérance . . . . . . . ... ... ... ... ... 57
3.2 Modeéle de localisation de caches . . . . . . . . . .. ... 58
3.3 Définitions, notations et propriétés . . . . . ... L oo 61
3.4 Programme dynamique, localisation de caches au hit ratio variable dans un réseau
arborescent . . . . ... L. L 63
3.5 Expérimentations . . . . . . ... e e 72
3.6 Extension 1 : Localisation de serveurs et de contenus . . . . . . . ... ... ... 74
3.7 Extension 2 : Caches avec contraintes de capacités . . . . . ... ... ... ... 76
3.8 Localisation de deux types de caches, applications numériques . . . . . . .. . .. 79
3.8.1 Scénario et cache de référence . . . . . .. L. 79
3.8.2 Configurations de cache et scénarios de coits différents . . . . . . . . .. 84
3.9 Casdu graphe généralisé . . . . . . . . . . ... 91



IT Algorithmes efficaces pour le flot concurrent maximal (FCM) et
décompositions

4

Les modéles de multi-flots

4.1 Introduction et flot concurrent maximal (FCM) . . . .. .. ... ... .. ....
4.2 Notations utiles . . . . . . . ...
4.3 Les modeéles arcs-flots, appliqués au FCM . . . . .. .. ... ... ........
4.4 Algorithmes d’approximation et méthode de déviation de flots . . . . . . . .. ..
4.5 Les modéles chemins appliqués au FCM et génération de colonnes . . . . .. ..
4.6 Algorithme du "In-Out" . . . . . . . . . .

Un modéle arbre

5.1 Notations . . . . . . . o e e e e e e e e e e
5.2 Preuve constructive. . . . . . . .. L e e e e e e
5.3 Preuve par dualité . . . . . . ... ..
5.4 Génération de colonnes appliquée & la formulation arborescente . . . . . . .. ..

Formulations génériques et approches de résolution
6.1 Formulations statiques . . . . . . . . . . ..
6.2 Heuristique de construction de variables . . . . . .. .. ... ... ... .....

Résultats numériques
7.1 Génération de graphes . . . . . . ... Lo e
7.2 Expérimentations . . . . . . ... Lo e e

Le probléme de flot concurrent maximal, cas mono-source

8.1 Algorithmes de Ford-Fulkerson et Edmonds-Karp, probléme de flot maximum . .
8.2 Formulation FCM mono-source et principe de 'algorithme . . . . . . . . . . . ..
8.3 Preuve d’exactitude et de forte polynomialité . . . . . . ... ... ... ... ..
8.4 Expérimentations . . . . . . . ... L e

96

97
97
99
100
102
104
108

111
111
113
116
118

125
125
127

134
134
136



Si je pouwvais t’offrir le bleu secret du ciel
Brodé de lumiére d’or et de reflets d’argents
Le mystérieux secret, le secret éternel

De la nuit et du jour, de la vie et du temps

Avec tout mon amour je le mettrais a tes pieds
Mais tu sais je suis pauvre et je n’ai que mes réves
Alors c’est de mes réves qu’il faut te contenter

Alors marche doucement, car tu marches sur mes réves

W.B. Yeats - traduction
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Résumé

Les nouveaux acteurs, les nouveaux services et les nouveaux contenus multimédias qui tran-
sitent sur le réseau internet générent un trafic et des débits de plus en plus élevés. Ceci peut
occasionner une congestion, source de latence et de dépréciation de la qualité de service ressentie
par les utilisateurs. Un fournisseur d’accés & Internet dont l'objectif est de garantir un réseau
d’excellence doit donc prendre des mesures pour améliorer sans cesse la fluidité de son réseau.
Cela passe notamment par la mise en place d’un réseau de distribution de contenus (déploiement
de dispositifs sur le réseau existant).

Dans un premier temps cette thése présente des approches de programmation dynamique
de localisation de serveurs optimales dans des arborescences. Nous présentons également un
approche pour résoudre le probléme de déploiement de CDN et de k serveurs & l'aide de ’al-
gorithme exact et polynomial d’intersection de matroides. Nous explicitons ensuite ce qu’est un
cache et quelles sont ses caractéristiques. Nous définissons ensuite les hypothéses effectuées et
la modélisation associée pour le déploiement de caches transparents dans une arborescence, et
le lien avec les algorithmes existants présentés précédemment. Nous présentons alors un modéle
complet pour un programme linéaire en nombres entiers (PLNE) et un nouveau paradigme de
programmation dynamique pour résoudre ce méme probléme. Nous montrons alors en quoi cette
approche se généralise & des problémes connexes de localisation dans les arborescences, ainsi que
ses performances.

D’un point de vue plus théorique, nous mesurons la capacité d’un réseau donné par le routage
optimal de ses demandes, et, de ce fait, ses liens critiques. Nous manipulons alors le probléme de
flot concurrent maximal (FCM), un probléme classique de la littérature de recherche opération-
nelle. Nous exhibons alors de nouvelles formulations exactes pour résoudre ce probléme, ainsi
que les problémes de multi-flots de maniére plus générale. Une heuristique de construction de
formulation pour le FCM est également proposée pour tirer parti de la distribution spécifique des
capacités d’une instance. Nous montrons alors la supériorité des performances de ces nouvelles
formulations par le biais de comparaisons.

Enfin, nous décrivons un algorithme exact et fortement polynomial pour résoudre le probléme
de flot concurrent maximal dans le cas d’'une seule source. Nous montrons 'efficacité pratique
d’une telle approche, comparée aux meilleures formulations explicitées précédemment.



Abstract

Streaming requirements on Internet network are more driven by new actors, new services and
new digital contents. This leads to high probability of congestion and latency, and therefore, a cri-
tical decrease of quality of service and/or experience for customers. An internet service provider
(ISP) whose goal is to guarantee a first-class performance, needs to take measures to constantly
enhance the fluidity of the traffic streaming on its network. One way to face the problem is to
build a Content Delivery Network (CDN). A CDN mainly consists in the deployment of different
devices on an existing network.

First of all, this thesis presents dynamic programming approaches to tackle server location
problems in tree networks. Then, we address a variation of the matroid intersection algorithm to
solve the k-server/cache location problem. We start by giving the definition and characteristics of
transparent-caching, as well as the hypothesis that we will use it to build models for transparent
cache location in tree network. We tract it into a Mixed Integer Program, and formulate a new
paradigm of dynamic programming. We show the relevance of such approach for our problem,
and to what extent it can be tractable in other related problems.

From a more theoretical point of view, we manage to measure the capacity of a network
which is given by the optimal routing strategy, and hence, to identify its critical links. We deal
with the Maximum Concurrent Flow (MCF), a classical combinatorial optimization problem. We
propose new models and formulations to solve this problem exactly, and more general multi-flows
problems as well. A heuristic is also given, to adapt the model to the specific instance values. We
experiment these formulations to show the improvements they can provide. Finally, we describe
the first strongly polynomial algorithm to solve the maximum concurrent flow to optimality in
the single source case. We show the efficiency of such an approach, even compared to the best
models previously presented.



Premiére partie

Localisation de caches
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Chapitre 1

Optimisation de déploiement de
réseau de distribution de contenus

Introduction

Dans ce chapitre, nous allons présenter quelques éléments techniques fondamentaux des ré-
seaux de distribution de contenus (CDN) et des caches transparents. Nous verrons alors que des
problématiques de localisation & la fois de dispositifs et de contenus émergent dans le déploie-
ment d'un CDN. Parmi la littérature qui traite ces problématiques, nous nous pencherons plus
particuliérement sur deux études existantes de localisation de caches et/ou de serveurs dans des
réseaux arborescents et d’observer quelles sont les similitudes avec la description du probléme
que nous allons traiter dans le chapitre 3. Ensuite, nous verrons en quoi ces deux approches de
programmation dynamique proposées pour résoudre ce type de problémes différent, aussi bien
dans le détail de leurs fonctionnements que dans leurs forces et leurs limites. Ceci nous permettra
de mieux comprendre la nécessité d’étendre ces approches pour pouvoir aborder les spécificités
de notre probléme.

1.1 Les réseaux de distribution de contenus

Dans les années soixante, les Etats-Unis élaborent 'un des tout premiers réseaux longue dis-
tance, qui relie des ordinateurs entre eux et leur permet d’échanger des informations de nature
digitale. Cette innovation marquera le point de départ vers des réseaux de taille de plus en plus
grande, aux technologies standardisées (notamment au niveau des protocoles), et aux acteurs plus
variés. Réseau de réseaux mondial, dépourvu de centre névralgique, I'Internet commence alors &
naitre. L’apparition d’organismes, tels que les FAI, (Fournisseur d’Accés & Internet) conjointe-
ment au développement et a la production de masse des composants informatiques (terminaux),
démocratisent alors ’accés & ce réseau pour les particuliers dans les années 1990. L’Internet s’in-
vite alors dans le quotidien des foyers, que ce soit a travers le World Wide Web, la messagerie
instantanée ou le courrier électronique. S’ensuivra la naissance d’une économie dématérialisée,
qui attirera de nombreux investissements pour de nouveaux services s’appuyant sur ce réseau du
futur. Afin de faire face au succés de I'Internet et au trafic croissant qu’il générait, les réseaux
ont subi de sensibles améliorations technologiques afin de satisfaire la demande et augmenter la
qualité de service (débit garanti, temps de latence...).
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Aujourd’hui, les contenus multimédias numériques se multiplient et requiérent de plus en
plus de mémoire de stockage (par exemple les vidéos haute définition). Parallélement, des ser-
vices proposent de distribuer ces contenus au travers de 'Internet (YouTube, vidéos & la demande,
catch-up TV), ce qui occasionne un trafic de grand volume. Afin de fournir ces contenus volu-
mineux & des clients nombreux et épars, il est alors généralement nécessaire de construire une
architecture coopérative de serveurs placés directement sur le réseau Internet : c’est ce qu’on
appelle un réseau de distribution de contenus (Content Delivery Network) dont la figure (1.1)
montre un exemple comparé & une solution "traditionnelle".

Définition 1. Un réseau de distribution de contenus est constitué et caractérisé par :

1. Le trafic considéré ; les fichiers qui le concernent ("catalogue” de fichiers)

2. Les serveurs centrauz sur le réseau, qui rassemblent et peuvent fournir la totalité du cata-
logue

3. Les serveurs d’appoint sur le réseau (parfois nommés réplicats) destinés & servir un en-
semble de clients localement plus proches sur le réseau

4. Du service/intelligence qui régit la cohésion de tous ces éléments, et en optimise le fonc-
tionnement

FIGURE 1.1 — Une solution de stockage traditionnelle avec serveur central uniqguement (4 gauche) ;
une architecture CDN (4 droite)

Si les fournisseurs de contenus, comme YouTube ou TF1, ont un intérét & améliorer la diffu-
sion de leurs contenus, et donc & déployer un CDN, ce peut également étre le cas d’un fournisseur
d’acces. Celui-ci, outre les services internes qu’il peut proposer, doit assurer le bon fonctionne-
ment du réseau qu'’il controle et offre a ses clients. La qualité de service et/ou expérience passe
par des indicateurs tels que la latence ou le débit constaté, et constitue la valeur ajoutée méme
que fournit un opérateur tel qu’Orange. Dans ce dernier cas, le CDN est alors un moyen de
soulager le trafic sur tout ou partie de son réseau. Le CDN peut alors étre différencié (spécifique
a un type de trafic), ou partagé (indifférencié au type de trafic). Dans tous les cas, la réflexion
sur le déploiement d’un CDN est primordiale pour en maximiser ’efficacité & moindre cofit.

12



L’architecture d’'un CDN consiste plus précisément en la gestion de la distribution des conte-
nus du serveurs central vers les serveurs d’appoint (des "clones" partiels du serveur central), du
positionnement de ces derniers sur le réseau (plus avancés vers un groupe de clients), et enfin,
de la politique de routage des requétes clients et des contenus (la coopération entre les différents
dispositifs pour satisfaire les demandes). Si le choix de la localisation des serveurs d’appoint est
une décision de long terme, ce n’est pas nécessairement le cas des contenus et du routage des
requétes. En effet, les contenus et leurs popularités ont tendance a changer rapidement (effets de
"buzz" par exemple), d’ou 'intérét pour un serveur central —et & plus forte raison un réplicat
de serveur—, de changer son catalogue de contenus. Tous ces comportements dynamiques sont
trés difficiles & prédire, & décrire et a4 modéliser.

La théorie des graphes a pu permettre de générer des approches pour déterminer les meilleures
(ou, le cas échéant de bonnes) décisions pour déployer ces serveurs d’appoint & moindre cott. La
littérature de recherche opérationnelle parle alors plus généralement de problémes de localisation
de dépots (ou "facility location" en anglais) ou I'objectif est d’optimiser le placement de dispo-
sitifs dans un graphe dans le but de minimiser (ou maximiser) une fonction objectif. Dans le cas
d’un déploiement de CDN, le dépot est alors assimilable au serveur, tandis que la marchandise
représente 'information digitale.

1.1.1 Coiits linéaires et coiits fixes

Parmi les cas les plus simples de ces problématiques de localisation, il existe le probléme de
placement de dépots et d’acheminement de marchandises & moindre cotit, ot le cott d’installa-
tion des dépots et 'utilisation des arcs du réseaux sont uniquement dépendants (par une relation
linéaire de coit) de leur utilisation. La contrainte unique est de fournir les clients du réseau
depuis un des dépots pour répondre & leurs demandes en marchandises.

De maniére plus formelle, nous pouvons nous munir d’un graphe G = (V, A), d’arcs décrits
par I’ensemble A et de sommets décrits par I’ensemble V', et nous cherchons & minimiser le cofit
de transmissions des marchandises depuis un dépot vers chaque client k& (k € V), de demande
Dg. On introduit les variables f,,a € A et y;,Vi € V explicitant respectivement le flot de mar-
chandises sur ’arc a, et I'installation d’un dépot sur le nceud i.

Ceci forme le modéle suivant :

minZCc.yi—i— Zwa.fa (1.1)
eV acA
Localisation de dépot 1 Z fa— Z fa=Di —yi, VieV (1.2)
a€d+(4) agé— (i)
fasyi =0, Vae AVieV  (1.3)
(1.4)

Le modéle minimise (1.1), les cotits linéaires d’installation de serveur C, et des transmissions
wq, Va € A. La contrainte (1.2) permet d’assurer les lois de conservations de flots tout en assurant
la satisfaction des demandes, et ’envoi éventuel de marchandises depuis un dépot installé.

Les arcs ne possédant pas de capacités, 'approvisionnement total d’un client peut étre ef-
fectué par un chemin unique depuis un dépoét choisi, et pour un cotit uniquement dépendant de
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la somme des cotits linéaires de son sommet de départ (cott linéaire d’installation du dépot) et
des liens qu’il parcourt. Le choix du chemin le moins cher, ne dépend donc pas de la valeur de
la demande. Un méme dépot peut également alimenter également plusieurs clients, en payant
les cotits de la méme fagon. En réalité, on peut ramener ce probléme & un probléme d’arbores-
cence des plus courts chemins, par un simple ajout de sommet "d’origine" virtuel comme nous
Iillustre la figure 1.2. Ce probléme polynomial peut étre résolu par des algorithmes fortement
polynomiaux (par exemple un algorithme de Dijkstra avec une complexité de O(|V|?)).

@ c(o,1)

c(0,2)

FIGURE 1.2 — Graphe réel constitué des sommets {1,2,3,4}, et de leurs liaisons. Le sommet de
"départ" virtuel est noté en o, et les arcs successeurs sont les arcs modélisant l'installation de
serveur et sont représentés en gris.

Un autre probléme simple, consiste & placer des dépots et des liaisons & moindre cotit, mais
dont les coiits d’installation et d’utilisation des arcs du réseaux sont fixes dans les deux cas. La
création d’un lien étant souvent valable dans les deux sens (la création d’une route génére, par
exemple, est utilisable dans les deux sens), les liens sont alors représentés par des arétes (et non
des arcs).

De maniére analogue au probléme précédent, nous pouvons alors modéliser le probléme comme
un arbre couvrant de poids minimum. De nouveau, ce probléme est polynomial et peut étre résolu
par un algorithme de Prim ou Kruskal en une complexité de O(|E|) (E représentant le nombre
d’arétes éligibles a I'installation d’un lien). Le chapitre suivant présente de maniére plus précise
ce probléme ainsi que sa version du k-médian qui nous intéressera plus particuliérement.
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1.1.2 Problémes de localisation difficiles

Dans de nombreux problémes, les cotits d’installation sont fixes (grandeur intensive), alors que
les cotits d’acheminement dépendent de la quantité acheminée (grandeur extensive). Il est alors
intéressant de remarquer que la combinaison de ces différents types de cotits définit un nouveau
probléme qui lui, est difficile (au sens de la complexité mathématique). C’est le probléme que ’on
connait sous la vocable de "probléme de localisation de dépdts sans capacité" ("Uncapacitated
Facility Location Problem" en anglais parfois abrégé en "UFLP") dont la figure 1.3 nous montre
une exemple de solution.

FIGURE 1.3 — Les "facility" (en noir), placés sur les endroits éligibles (en blanc), ot s’approvi-
sionnent les clients (en gris).

Regardons un modéle qui explicite ce probléme. Nous nous munissons d’un graphe G = (V, A4),
d’arcs A et de sommets V', et nous cherchons & minimiser le cofit de transmissions des marchan-
dises depuis un dépot vers chaque client ¢ (i € V'), de demande D;, et d’installation de dépots. On
introduit les variables f,,a € A et y;,Vi € V explicitant respectivement le flot de marchandises
sur l'arc a, et les variables d’installation d’un dép6t sur le nceud 4.

minZCc.yi—i— Zwa.fa (1.5)
% a€A
"UFLP" (1 =) Z fa = Z Ja —D;) =0, VieV (1.6)
a€dt (i) a€s— (i)
fa>0,y; €{0,1} Vaec AYieV (1.7)

(1.8)

Ce modéle minimise la somme des cotits de transmission (linéaires) et des coiits d’installation
de dépots (fixes) (1.5). Les contraintes (1.6) décrivent les lois de conservation de flots. Celles-ci
sont actives uniquement s’il n’y pas de dépot au noeud considéré (y; = 0). Sinon, le dépot peut
émettre des marchandises sans aucune limite.

Des heuristiques pour résoudre le probléme d’'UFLP ont été notamment élaborées pour ré-
soudre ce probléme NP-difficile, par exemple [64], qui utilisent un algorithme de "passing mes-
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sage". D’autre part, [20] propose des considérations probabilistes pour résoudre efficacementent
ce probléme. On retrouve parmi les méthodes exactes, les travaux de [35] qui propose une ap-
proche primal-duale efficace tandis que [44] propose une variante de "Branch & Bound" (appelée
"Branch & Peg") dédiée & la résolution de ce probléme, qui inclut notamment une heuristique
de branchement dynamique. Un grand nombre de variantes existent pour ce probléme, comme
celui qui y ajoutent des contraintes de capacités sur les liens ("Capacitated Facility Location
Problem"), ou plusieurs niveau de dépots ("k-level facility problem).

L’ouvrage [45] rend état de la littérature concernant les problémes de localisation, selon le
point de vue des télécommunications. Qui et al. ([87]) rappellent de leur coté différents types de
problémes de placement dans des réseaux de distribution de contenus, optant pour I’hypothése
majeure que le cott de la mémoire est négligeable par rapport au cott global du serveur. Dans
maniére général, [87] proposent des heuristiques de placement et les comparent sur des instances
réalistes d’internet.

D’autres investigations ont été menées plus précisément sur la localisation des contenus sur
les serveurs (et non la localisation des serveurs), de maniére & minimiser une fonction de cott
sous d’éventuelles contraintes de qualité de service. Les auteurs de [101], par exemple, modélisent
le probléme de placement de contenus sur un CDN déja déployé (dont la localisation des serveurs
est déja connue), et se focalisent sur 'optimisation des interactions que peuvent avoir les serveurs
entre eux. Ils montrent alors que ce probléme, appelé "Replica Placement and Requests Distri-
bution Problem", peut étre également vu comme un "Multi-Commodity Capacitated Facility
Location Problem".

Ces approches ont en commun de considérer les serveurs d’appoint comme des éléments sous
la supervision d’un serveur central, ou d’une intelligence qui en gére le comportement. Une autre
maniére de construire un CDN est de décentraliser cette intelligence au sein méme des serveurs
de réplicats, faisant d’eux des dispositifs autonomes capables de réagir au trafic qu’ils constatent.
Cela induit une nouvelle contrainte qui crée un nouveau probléme de localisation que nous étu-
dierons dans le chapitre 3.

Nous allons présenter les caractéristiques de ces dispositifs autonome : les caches transparents.

1.2 Le cache transparent

Le cache, tout comme le serveur de réplicats, a pour fonction de répondre au maximum
de requétes clients qu’il est capable de satisfaire. Il est donc naturellement doté des mémes
équipements que le serveur ; a savoir un (ou plusieurs) espace(s) mémoire(s), et une (ou plusieurs)
unité(s) de calcul. Comme son homologue, cet espace peut limiter le volume de fichiers qu’il peut
contenir, tandis que le processeur contraint le nombre de requétes pouvant étre simultanément
satisfaites. L’intérét principal du cache est son autonomie, plus particuliérement sa capacité a
modifier dynamiquement son contenu dans le but de rester continuellement pertinent au cours du
temps, et donc, de maximiser I'interception des requétes qu’il voit passer & son niveau du réseau.
Le mécanisme de mise & jour du cache consiste a4 reconnaitre une requéte qui est formulée au noeud
(ou au lien) de réseau sur lequel il se trouve, vers le serveur central. Lorsque le contenu, sujet de
cette requéte, transitera depuis le serveur central jusqu’a I’émetteur de la requéte, il rencontrera
le cache qui en fera une copie. Ce principe est représenté par la figure 1.4. Ce dispositif agissant
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de maniére autonome et ne dépendant pas du reste du réseau, on lui donnera souvent le nom
plus spécifique de "cache transparent".

Définition 2. Un cache transparent dans un réseau de distribution de contenus est un dispositif
électronique et informatique constitué et caractérisé par :

1. Une capacité de reconnaissance des requétes liées a leur dénomination DNS, et une capacité
d’interception et de fourniture de ce contenu

Une capacité de stockage informatique (en octets)

3. Une capacité de traitement —capacité de streaming— (généralement exprimée en nombre
de sessions simultanées, ou en débit d’octets par seconde)

4. Une politique de remplacement des contenus, qui met & jour les fichiers de son espace de
stockage

L’efficacité d’un cache, est généralement mesurée par sa capacité a intercepter des requétes.
C’est-a-dire la probabilité qu’il puisse répondre & une requéte. Si 'on ne tient pas compte de la
limitation de 'unité de calcul, elle sera directement liée & la capacité de stockage du dit cache.
Cette probabilité de succés s’appelle le "Hit Ratio", tandis que son complémentaire s’appelle le
"Miss Ratio".

Le Hit ratio se calcule de la maniére suivante (Définition 3).

Définition 3. Soit une période t, et une librairie de Ny éléments susceptibles d’étre demandés
sur cette période. Soit un cache et son paramétre x,, + € {0,1} indiquant 1 s’il contient le fichier
n sur la période t, 0 sinon. Si l'on appelle D, ; le nombre de requétes qui lui est formulé pour
chaque fichier n sur toute la période t, le cache aura pour hit ratio sur la période t HR(t) :

Z xn,t-Dn,t

neNy

Z Dn,t

ne N

HR(t) =

La performance d’un cache sur la période ¢, mesurée par le hit ratio, va donc uniquement
dépendre de sa faculté & posséder le sous-ensemble de fichiers (décrit par ., Vn € Nr) et qui
maximise > @Dy, : c’est-a-dire sa faculté & intercepter les fichiers dont les demandes D,, ;

neN,
sont les plus éltevées sur cette période T'. Si 'on connaissait & ’avance ces demandes, ce probléme
de choix de contenus deviendrait facile car déterministe. Dans la réalité, ce trafic n’est pas préci-
sément prévisible, cette décision est donc délicate. D’autres indicateurs peuvent également étre
utilisés pour déterminer la performance d’un cache, notamment calculer non pas le nombre de
requétes satisfaites, mais plutot le volume de données interceptés.

Pour rester efficace au cours du temps, le cache va donc tendre & contenir les fichiers les
plus populaires en chaque instant, et parce que sa taille mémoire est limitée, devoir enlever
un ou plusieurs contenus pour pouvoir en ajouter de nouveaux. Cet événement arrive dés lors
que le cache n’a pas été en mesure de satisfaire la requéte en cours. Les algorithmes de choix
des contenus & supprimer s’appelle les politiques de remplacement. La littérature distingue trois
principales politiques de remplacement, LFU ("Least Frequently Used") qui consiste & enlever le
fichier en mémoire dont la fréquence de requéte est la plus faible, LRU ("Least Recently Used")
qui consiste & enlever le fichier en mémoire le plus vieux et enfin RANDOM, qui consiste  retirer
un fichier en mémoire au hasard (voir figure 1.5). Bien d’autres politiques existent. Si I’objectif
visé de ces politiques est toujours le méme, c’est-a-dire maintenir en mémoire les fichiers les plus
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populaires du moment, leurs efficacités respectives a fait I’objet de nombreuses études aussi bien
expérimentales qu’analytiques ([86], [56], [43], [39]). Il est par exemple admis que "LRU" semble
étre la politique la mieux & méme de capter les corrélations temporelles des requétes clients [105].

Pour comparer les performances des ces algorithmes, [86], [56], [43], [39] et [105] utilisent gé-
néralement un algorithme de stratégie optimale ([91]), connaissant les futures requétes ([11]), qui
va enlever le fichier dont la requéte future est la plus éloignée dans le temps. Il est évident que cet
algorithme n’est pas, dans la réalité, possible & implémenter puisqu’il suppose une connaissance
parfaite des requétes futures.

Serveur Central Serveur Central
Cache Cache
(® (ii)
\ \
\, \,
Client 1 Client 2 Client 1 Client 2
Serveur Central Serveur Central

Cache H Cache

(iii)

Client 1 Client 2 Client 1 Client 2

FIGURE 1.4 — (Le client 1 émet une requéte (i), le cache ne peut la satisfaire : elle remonte au
serveur central. Le contenu est fourni au client 1 et est stocké dans le cache (ii). Le client 2 émet
une requéte : elle est interceptée par le cache (iii). Le cache fournit le contenu au client 2 (iv).

L’intérét d’un cache est triple. D’une part, puisqu’il est parfaitement autonome, il ne nécessite
pas la modification du réseau existant ; il peut se déployer directement sur des liens existants et
il est tout & fait sans effet sur le fonctionnement du réseau général. Cela signifie que son cott
d’installation reste relativement faible. D’autre part, il permet une plus grande robustesse du
réseau face aux pannes. En effet, la mise hors service d’un lien ou d’un routeur ne signifie pas
nécessairement qu’une partie des clients n’ont plus accés & un contenu, et ce, méme si le serveur
central n’est plus accessible. Enfin, et non des moindres, le cache augmente les performances du
réseau en terme de rapidité, de qualité de service et limite les effets de congestion qui peuvent
survenir dans les moments ol le trafic est le plus intense.

Nous avons identifié notre probléme d’optimisation comme un probléme de localisation.
Puisque nous ne voulons pas remettre en cause la structure méme du réseau, nous nous pla-
cons dans le cadre d’un routage des requétes qui ne sera pas modifié. Plus précisément, dans
notre cas le serveur de contenu est le centre du réseau, et c’est vers celui-ci que toutes les de-
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Cache

Cache Cache

O 6 b o O o©

FIGURE 1.5 — (Plusieurs requétes sont émises et leurs contenus respectifs sont stockés dans la
mémoire du cache (i), (ii) et (iii). La derniére requéte et le contenu objet de cette requéte né-
cessitent de retirer un fichier de la mémoire (iv) (ici, le plus ancien, ce qui correspondrait a la
politique LRU).

mandes clients seront acheminées. Le réseau de distribution de contenus induit par les requétes
forme alors une arborescence avec pour racine le serveur central. Notre graphe aura donc la méme
structure. Par beaucoup d’aspects ce probléme de localisation de caches transparents dans les
arborescences s’apparente & ce qui est traité dans la littérature.

Si nous nous penchons sur ce qui est fait plus particuliérement dans le cadre des arbores-
cences, on peut noter les quelques références suivantes. Qui et al. ([87]) montrent que dans le cas
d’un réseau arborescent si la capacité de distribution du serveur n’est pas limitante, le probléme
peut étre résolu a 'optimum & l'aide d’un programme dynamique polynomial (en O(N3M?2)).
Ce programme est tiré de ce qui avait été initialement créé pour la localisation de proxy Web
par [68]. S’inspirant de [98] et [87], les auteurs de [61] proposent également une approche de pro-
grammation dynamique polynomiale pour un probléme connexe. Enfin H. Luss ([72]), propose
d’étendre ces mécanismes pour prendre en compte les contraintes particuliéres de son probléme.

Cependant, notre dispositif & déployer posséde une stratégie de choix de contenus soumis au
trafic lui-méme, et plus précisément & la mesure de la popularité qui est faite & son emplacement.
Cette spécificité que posséde notre probléme en plus d’une contrainte de capacité n’a pas été, a
notre connaissance, appréhendée dans la littérature pour n’importe quel type de graphe.

D’aprés ce que nous avons pu observer, la littérature semble suggérer la pertinence des ap-
proches de programmation dynamique dans un probléme de localisation lorsque le graphe est
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une arborescence. On peut donc envisager de construire un algorithme d’optimisation de notre
probléme en utilisant ce type de paradigme et qui intégre cette contrainte. Pour ce faire nous al-
lons étudier ce qui a déja été proposé dans la littérature et plus particuliérement deux problémes
de localisation dans des arborescences déja citées : [61] et [72]. Nous allons détailler ci-aprés le
fonctionnement de chacun de ceux-ci, pour bien comprendre leurs différentes mécaniques et leurs
limites. Ceci nous permettra de voir comment nous pouvons nous en inspirer pour déterminer
une nouvelle approche générale de programmation dynamique capable de répondre efficacement
a notre problématique dans le chapitre 3.

1.3 Localisation de caches de Hit Ratio constant dans des
graphes arborescents.

Pour les mémes raisons que [68] et [98], les auteurs de [61] formulent leur probléme de lo-
calisation optimale de caches en ajoutant deux hypothéses. La premiére s’appuie sur le routage
du trafic Internet qui est effectué selon des plus courts chemins et si I’on considére un serveur
(ou grappe de serveurs) central, les chemins de transmission de données formeront une arbores-
cence, ayant pour racine le serveur central. La seconde est qu’ils considérent le hit ratio h fixé.
Les auteurs présentent un probléme ou il s’agit de déployer un nombre fixé k de caches dans
I’arborescence en minimisant la fonction de cotit composée du prix de la transmission.

Lorsqu’un cache est placé sur le chemin de routage d’un ou plusieurs flots, celui-ci va alors
pouvoir intercepter une partie de ce flot, correspondant au Hit Ratio de ce cache. La figure 1.6
résume ’effet d’un cache au hit ratio connu. Le cache placé au nceud intermédiaire absorbe une
partie des requétes des deux clients placés en aval. Ceci induira une diminution du flot en amont,
correspondant & Defficacité du cache : soit, le Hit Ratio h. De ce fait la valeur du trafic (flots)
qui sera supporté par I'arc (oc) correspondra & f = (1 — h).(f(1) + f(2)).

(1-h).(f(1)+(2)) b requétes

\
', requétes
"

FIGURE 1.6 — Réseau avec serveur central (en noir), les clients (en blanc) et le cache au neud
intermédiaire.

Comme nous ’avons déja mentionné le hit ratio est une mesure de lefficacité extréme-

ment dépendante des paramétres suivants; capacités du dispositif, du trafic, de la politique
de remplacement et sa localisation. Ici le hit ratio est prédit comme fixe. C’est a dire que
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> xn,t.Dnt
HR(t) = neNtEiDm = h est constant quel que soit le moment (¢f) ou l’emplacement du
neN.
cache. En réalité, derriére cette simplification se cache ’hypothése que les caches contiennent
I’échantillon de fichiers qui lui permet d’atteindre ce ratio, quel que soit le volume demandé et
son origine. Il y a donc de fagon induite, une hypothése de distribution statique de requétes entre
les clients, uniquement pondérée par un volume global. Or cette distribution s’en trouvera né-
cessairement altérée en amont d’un cache (puisqu’une partie des requétes auront disparu). Cela
signifie que le flot de requétes d’un client ne pourra étre intercepté qu’une seule fois par le

cache : le reste étant nécessairement des requétes d’'une autre nature.

Le schéma de la figure 1.7 montre un exemple de 'impact des caches sur la distribution de
popularité en amont d’un cache. Le cache placé au noeud 2 intercepte les requétes de premier
type (couleur verte) des deux clients. L’interception des requétes de ce contenu correspond & un
hit ratio de 66%. Le second cache en amont (noeud 1) peut avoir dés lors deux hit ratio différents,
dépendant du contenu de sa mémoire : & savoir 100% s’il contient le second fichier (couleur rouge)
(a), ou 0% il contient le premier fichier (couleur verte) (b).

(a) (b)

Cache Cache

Hit Ratio = 100% Hit Ratio = 0%
0 -100 % 0 -100 %

Hit Ratio = 66% Hit Ratio = 66%

66 -33 %

66 -33 % 66-33 %

66 -33 %

Client 1 Client 2 Client 1 Client 2

FIGURE 1.7 — Différents hit ratio, selon le type de contenus présent dans le cache.

Pour s’affranchir de ce probléme, les auteurs de [61] imposent qu’un flot de requétes d’un client
ne soit intercepté que par au plus un cache. Autrement dit, ils segmentent les requétes entre ce
qui est "cachable" et ce qui ne l’est pas. La partie qui ne peut pas étre mise en cache sera donc
nécessairement routée jusqu’au serveur central. Cette partie des requétes est acheminée
du serveur central vers les clients quelle que soit la configuration de caches. Le coiit
induit par leurs transmissions est donc connu et il n’entre pas dans le processus
d’optimisation. Le modéle peut étre directement construit sur ce qui est donc "cachable",
c’est-a-dire la proportion h.D; de chaque demande en i, comme nous allons le montrer.
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On considére une arborescence 7 = (V, A) dont la racine o est le serveur central, ainsi que
T C V des terminaux, ou clients. Chaque client posséde sa propre demande, supposée connue,
notée D;,i € T. Le cott de ’arc (unique puisque nous travaillons dans une arborescence) incident
a 1 quand & lui, est noté w;, Vi € V. Par convention w, = 0.

Les variables sont divisées en deux types. La mise en place d’un cache est déterminée par la
valeur binaire y;,Vi € V de valeur 1 si un cache est placé, 0 sinon. La valeur de transmission de
données non "cachables" vers un fils ¢ depuis son pére est explicitée par la variable de flots f;.
La fonction de cott s’écrit :

Zfi-wi

i€V
Nous noterons également 67 (¢) 'ensemble des nceuds fils de . Le probléme de localisation de
k caches, de hit ratio h, dans une arborescence peut s’écrire :

min » _ fi.w;, (1.9)
eV
fi=@—=y)( > fi+hDy), VieV-—{s}, (1.10)
k-median jes+(i)
> yi <k, (1.11)
eV
fi>0,y; €N VieV (1.12)

La fonction de cott (1.9) est la somme des flots de 'arborescence, tandis que la contrainte
(1.11) limite le nombre d’installation maximum effectuées. Le flot f; est la somme des flots de de-
mandes des noeuds fils 67 (z) de ¢ plus la demande h.D; au nceud ¢ (partie pouvant étre interceptée
par un cache). Si un cache est présent, alors cette demande est satisfaite par ce cache, et tous
les flots ascendant sont éliminés, ce qui est représenté par la contrainte (1.10). Si la contrainte
(1.10) peut étre linéarisée simplement, les auteurs proposent plutot d’utiliser un algorithme de
programmation dynamique dont nous allons voir le fonctionnement.

A chaque noeud de arbre le probléme est décomposé en un choix entre deux décisions : mettre
un cache, ou ne pas en mettre. Il faudra alors prendre la décision qui nous coftite le moins cher
entre les deux. Nous définissons C(i, [, k), le coit de la solution optimale des sous-arbres induits
par le nceud ¢ avec un maximum de k caches qui peuvent encore étre installés et une distance [
(au sens des longueurs w;) la plus faible entre ¢ et un cache en amont. Il s’agira alors de trouver
la meilleure solution C* (4,1, k) entre les deux possibilités (mettre un cache ou non), soit :

Proposition 1. Le coit optimal, noté C*(i,l, k), de la solution du sous-arbre induit (et compre-
nant) par i, sachant le coit de transmission vers le cache en amont le plus proche | (ou distance),
et un nombre k de caches disponibles, est donné par la relation :

C*(i,1, k) = min{C(i,1, k) + h.D;.1,C(i,0,k — 1)} (1.13)

Démonstration. La solution optimale en ¢, connaissant la longueur [ et un nombre de caches k
disponibles, sera donc celle qui sera de coit le plus faible entre le cott de la solution optimale
ou le choix est fait de placer un cache en i et le cott de la solution optimale ol le choix est fait
de ne pas placer de cache i, auquel s’additionne un cott de transmission de la demande D; vers
le cache en amont le plus proche (h D;.l) dans ce dernier cas.

O
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Or, la solution optimale va étre constituée de la meilleure combinaison de ses sous-arbres fils
correspondant, étant donnée la prise de décision en 3.

Proposition 2. Le coit optimal de la solution des sous-arbres induits par i, ayant fixé [’état
de i, k caches restant disponibles et de coit de transmission vers le cache le plus proche 1 (ou
distance), et noté C(i,1, k), est donné par la relation :

CliLky= mn {3 CGltuk) (1.14)
kj=k JEST(4)
jest (i)

Démonstration. Soit i le nceud courant, et Parborescence 7° — {i} induite par i et privée de i.
Toute solution réalisable du probléme d’optimisation de localisation de caches généré par une
sous-arborescence T, j € 5% (i), constitue nécessairement une solution réalisable au probléme de
localisation sur 7% — {i}, si la somme de tous les caches placés sur celle-ci n’excéde pas k. Or, le
probléme de minimisation de C(j,1, k), connaissant une configuration de placement en amont a
uniquement pour données d’entrée les paramétres suivant :

1. le graphe de la sous-arborescence de racine j (la sous-arborescence elle-méme) et ses cotits
associés

2. la distance [ avec le cache/serveur en amont le plus proche

3. le nombre k; de caches disponibles pour la sous-arborescence j
Silon choisi une combinaisons d’allocation k; pour chaque sous-arborescence j, telle que > k; =

JEIT ()

k, alors le cotit de la solution optimale sur ’arborescence induite par ¢ correspond & la somme
des cofits des solutions optimales des sous-arborescences induites par j € 5% (4).
Le cotit optimal de la solution de l’arborescence induite par i (privée de i), correspond donc au
minimum de la somme des cofits des solutions optimales des sous-arborescences, parmi toutes

les combinaisons d’allocations de caches k;,j € (i), telles que > k; = k. O
JEST(4)

La différence fondamentale entre C(i,1, k) et C*(i,1, k), est que pour C(i,[, k) la décision de
placement de cache en ¢ est déja prise : c’est uniquement le cotit de la solution optimale considé-
rant un état déja défini en 4, tandis que C* (4,1, k) détermine la meilleure de ces deux décisions
(mettre un cache ou non). Pour connaitre la solution optimale de toute I’arborescence, il suffira
alors de calculer C*(o,0, K).

Une maniére de contracter les deux relations de récurrence :

min { Z C*(j,l—i—wj,k:j)}
kjENVIEST () e 5t (4)
et "
C*(i,l,k) =min{ ') . 1.15
6.LE) min { YOGk} (1.15)
kg ENVIST ) e (i)
jest (i)
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k” de [0:K] k' de [0:k-1]

FIGURE 1.8 — Arbre de décision de placement de caches (partie haute Uarbre 1.13), puis des-
cription des sous-problémes induits par chaque décision (partie basse de l’arbre correspondant a

1.14).

Nous obtenons une récursion en deux étapes, ou le cotit optimal C*(i,l, k) représente la
meilleure décision & prendre entre installer un cache ou ne pas en installer. Cette décision va
dépendre de la combinaison optimale de partitionnement des k caches disponibles C(,1, k).

La figure 1.8 résume le principe des relations de récurrence. Afin d’améliorer les performances
théoriques et pratiques de ’algorithme, les auteurs effectuent une transformation sur le graphe
en ajoutant des nceuds virtuels de sorte & ce qu’un pére ait au plus deux fils : 4; et 4,.. Le pseudo-
code de 'algorithme est décrit ci-dessous.

Algorithm 1 Localisation de caches (C*(i,1, k))

Require: T = G(V,.A) arborescence de racine i, longueur vers le cache en amont le plus proche
[, nombre de caches disponibles k

Ensure: Meilleure solution C* (4,1, k) entre les deux décisions (mettre ou ne pas mettre de cache)
return min{C(¢,0,k —1),C(4¢,1,k)}
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Algorithm 2 Localisation de caches (C(i,1,k))

Require: T = G(V,.A) arborescence de racine i, longueur vers le cache en amont le plus proche
[, nombre de caches disponibles &
Ensure: Meilleure solution C(4,1, k) induite par I’état (i,1, k)
C(i,1, k) solution initialisée & linfini.
for all ¥’ ¢ N,0 <k’ <k do
if C(i,1k) > C*(ig, 1 +w;,, k') + C*(ir, | + w;,, k — k') +1.D;.h then
C(i, 1, k) < C*(ig, | + wi,, k') + C*(ip, l +wi, , k — k') + 1.D;.h
end if
end for
return C(i, 1, k)

Cette approche a été prouvée de complexité O(kn?) par [98].

Un probléme trés proche peut également étre traité de cette maniére. A la place d’une
contrainte d’'un nombre K de caches disponibles & placer (contrainte (1.11) du modéle précé-
dent), nous pouvons attribuer un cotit ¢, & la mise en place d’un cache. Nous obtiendrons alors
le modéle suivant :

minz fiw; + ye-ce, (1.16)
i€V
Localisation de caches ¢ f; = (1 — y;).( Z fi +h.Dy), VieV —{s}, (1.17)
jest(i)
fi>0,y; €N VieV (1.18)

Ce modéle s’assimile au probléme plus classique d’Uncapacitated Facility Location Problem
déja cité, dans le cas particulier d’une arborescence. A nouveau, le probléme peut étre traité
de maniére polynomiale par un algorithme de programmation dynamique -de complexité — —
—O(n). Le probléme est notamment plus simple, car d’une décision effectuée au pére, les sous-
solutions correspondant & ses fils deviennent indépendantes entre elles, ce qui n’était pas le cas
précédemment (lies entre elles par les k caches disponibles).

Proposition 3. Le codt optimal, noté C*(i,1), de la solution du sous-arbre induit (et compre-
nant) par i, sachant le codt de transmission vers le cache en amont le plus proche | (distance)
est donné par la relation :

C*(i,1) = min{C(i,1) + h.D;.l,C(i,w;) + cc } (1.19)

Démonstration. La solution optimale en ¢, connaissant la longueur [, sera donc celle qui sera de
cott le plus faible entre le cotit de la solution optimale ou le choix est fait de placer un cache
en 7 et le cott de la solution optimale ol le choix est fait de ne pas placer de cache en 7, auquel
s’additionne un cott de transmission de la demande D; vers le cache en amont le plus proche
(h.D;.l) dans ce dernier cas.

O

Or, la solution optimale va étre constituée de la meilleure combinaison de ses sous-arbres fils
correspondants, étant donnée la prise de décision en 1.
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Proposition 4. Le coit optimal de la solution des sous-arbres induits par i, ayant fizé [’état de
i, un codit de transmission vers le cache le plus proche 1, et noté C(i,l), est donné par la relation :

Cil= Y C'GI (1.20)

JEIT(4)

Démonstration. Soit i le nceud courant, et Parborescence 7% — {i} induite par i et privée de i.
Toute solution réalisable du probléme d’optimisation de localisation de caches généré par une
sous-arborescence 77, j € (i), constitue nécessairement une solution réalisable au probléme de
localisation sur 7¢—{i}. Or, le probléme de minimisation de C(j, 1), connaissant une configuration
de placement en amont a uniquement pour données d’entrée les paramétres suivant :

1. le graphe de la sous-arborescence de racine j (la sous-arborescence elle-méme) et ses cotits
associés

2. la distance [ avec le cache/serveur en amont le plus proche
3. le nombre ¢, coit d’installation de cache

Le cotit optimal de la solution de I’arborescence 7¢ — {i}, correspond donc au minimum de la
somme des cofits des solutions optimales des sous-arborescences 77, j € §+(i). [l

Ce qui peut étre contracté sous la formule unique :

Z c (]7 wj) + cc
C*(i,1) =min { €@ 1.21
(:0) S C*(y 1) + hD,y (1.21)
jeot(d)

Si ’hypothése d’un graphe arborescent s’explique par des tables de routages fixes, il est en
revanche impossible de traiter le cas de caches hiérarchiques ; ce sont 14 les limites des hypothéses
de ce papier pour intégrer le comportement des caches transparents. Pour pouvoir traiter com-
portement, il nous faudrait alors la connaissance précise des différentes requétes et des contenus
associés a chaque nceud du réseau. C’est ce qui nous motive a présenter le second article qui
considére le placement des contenus en sus de la localisation des dispositifs.

1.4 Localisation de serveurs et de contenus dans des graphes
arborescents

L’un des cas d’usage pour lequel il est nécessaire de déployer un CDN est le service de vidéo
a la demande. En effet ce type de service offre un contenu multimédia massif (catalogue com-
prenant généralement plusieurs milliers de films) et de taille importante (de 1 & 5 Go par film
selon la qualité d’encodage) pour un marché extrémement grand (plusieurs dizaines de millions
de transactions estimées par an). C’est ce qui motive H. Luss dans I’étude de la localisation
optimale de serveurs et de contenus.

Plus précisément Hanan Luss ([72]), propose de déployer un CDN dans un réseau arborescent
T = G(V, A) ayant pour racine le serveur central o pour de la vidéo a la demande (VOD), en
spécifiant le contenu associé & chaque serveur : il appelle ce probléme le SLPAM (pour "Service
Location and Program Assignement Model"). Le catalogue disponible pour la VoD est décrit
par l’ensemble de ses classes p = 1,2, ..., | P|, qui représente les | P| catégories de films (comédies,
thriller, etc...) disponibles. Les clients, pouvant étre localisés a n’importe quel noeud ¢, formulent
alors un sous-ensemble D; de demandes dans ce catalogue P. Luss suppose également que le
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mode de transmission est le multi-cast : 'information peut étre répliquée en chaque nceud lors de
sa transmission. De cette maniére, la méme information qui parcourt un lien donné peut servir
plusieurs demandes, comme le représente la figure 1.9. De ce fait, les variables explicitant un flot
de section p sera binaire.

(1) flot

Client Client

FI1GURE 1.9 — Le flot d’information arrivant sur le neud 0, est répliqué pour étre transmis a la
fois au client 1 et au client 2.

Cela suppose une certaine corrélation temporelle entre les requétes. De ce fait, la consomma-
tion de bande passante (modélisée ici par un flot) n’est qu'une somme d’informations strictement
différentes.

Les cotits sont partagés entre trois composants : ’installation de serveurs, de coit Cy, la mise
en place de classe p au sein d’un serveur, de cotit C, et enfin le cotit de transmission w;;, d’une
classe de fichier p sur I’arc incident & ¢ (w, , = 0,Vp € P). L’auteur introduit alors les ensembles
QN (i,7) qui indiquent les noeuds qui constituent le chemin unique de ’arborescence T reliant i
aj.

Les variables sont les suivantes :

1. y; : la variable de décision binaire de valeur 1 si un serveur est installé au nceud ¢, 0 sinon.

2. z; ) : la variable de décision binaire de valeur 1 si la classe de films p est contenue dans le
serveur du noeud ¢ ; 0 sinon.

3. u;jp : la variable de décision binaire de valeur 1 si le serveur du nceud ¢ est le serveur
émetteur du contenu p pour le client j, O sinon.

4. b, : la variable de décision binaire de valeur 1 si le contenu p est transmis sur le lien
incident & :.

[72] formule alors le modéle suivant :
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minz Cs.y; + (Z Cp.ip + Wi p.bip) (1.22)
eV peEP
Z ’Uliyj’p = 1, o
i€QN(0.5) Vpe Dj,jeV (1.23)
Tip < Yi, VpePjeV (1.24)
Uijp < Tip, Vp € Dj,i € QN(0,5),j € V (1.25)
SLPAM Vpe D;,jeQN(i,k)—{i
bjp = Uik,p, hev (3 k) = {3} (1.26)
yo=1,4€{0,1},VieV (1.27)
Top =1 wip €{0,1},VieV (1.28)
Wi, j,p € {Oa 1}avj € ‘/ap € Dj
i € QN(o,§) (1.29)
bip€{0,1},VieV,pe P (1.30)

Le modéle explicite une fonction de cott (1.22) reprenant toutes les sources de cout du pro-
bléme, soit : I'installation des serveurs, des contenus en ceux-ci et la transmission sur les liens. La,
contrainte (1.23) impose qu’a chaque demande client, un serveur situé sur le chemin du serveur
central au client satisfasse cette demande. Les contraintes (1.24) et (1.25), quant a elles, sont des
contraintes classiques imposant qu’un serveur, pour étre émetteur d’un contenu pour un —ou
plusieurs— clients, doit avoir un serveur et que ce serveur contienne le dit contenu. La derniére
contrainte (1.26), impose enfin que les liens du chemin reliant le serveur émetteur d’un contenu
pour un client jusqua celui-ci, transmettent effectivement ce contenu .

Puisque le probléme n’est constitué que de variables binaires, ’auteur suggére une approche
de programmation dynamique. Pour cela, il explicite trois états différents que peut avoir chaque
classe de films de chaque nceud.

Définition 4. Pour tout programme p et tout neeud i nous appelons états e;, les états selon
lesquels :

1. ejp = 0 : signifie que le programme p ne transite pas par le neeud i. Cela signifie notamment
qu’il ne peut en étre ’émetteur (v;, = 0) mais également que by, = 0).

2. e;p =1 : signifie que le programme est émis de ce neeud, ce qui implique & la fois qu’il y a
un serveur y; = 1 et que le programme est contenu dans celui-ci x;, = 1.

3. eip = 2 : signifie que le programme n’est pas installé sur le neud i, mais transite sur son
lien incident, soit que b;, = 1.

L’intérét de ’ensemble de ces états est qu’il décrit de maniére exhaustive les effets des toutes
les configurations possibles en amont de ce nceud, permettant de décomposer le probléme ce qui
permet 'utilisation de la programmation dynamique.

Le vecteur e; = (ei1, €2, ..., € p|) désignera alors le vecteur d’état total du noeud 7. De plus,
la solution optimale est caractérisée par la propriété que chaque demande client d’un contenu
est délivrée par le serveur doté de ce contenu le plus proche de ce client (du fait de la mini-
misation du cott de la transmission). Dés lors, nous pourrons alors décrire la solution optimale
uniquement par un vecteur optimal de composantes e}, Vi € V. Nous réutiliserons également la
notation y;(e;), de valeur 1, si il existe au moins un e;, = 1,Vp € P, qui correspond a la nécessité
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de placer un serveur a cet endroit.

L’auteur introduit alors le cotit local d’un nceud d’aprés son état, soit :

Cle) = yile)-Cs+ Y Cpt+ Y wiy (1.31)

e,;pzl eip:2
peEP pEP

Il distingue ce dernier du cotat de la solution optimale locale, 1ié au sous-arbre induit par 4
(arborescence 7; de racine i) par C(7;,¢€;), aprés avoir choisi I’état e;. Luss construit également
I’ensemble suivant, :

Définition 5. L’ensemble REAL;(e;) désigne tous les états possibles e; de i sachant ej, avec
j=0"(i) (neud d’origine de l’arc unique incident a ).

La solution locale optimale est construite parmi ces différents états : C* (77, e;), en s’assurant
que l’état e} est réalisable pour e;. C’est a dire que la solution e; associée en 4 fait partie de

Proposition 5. Le coit de la solution optimale de la sous-arborescence T* sachant e;, , avec
Jj = 07 (i) (neud d’origine de larc unique incident & i) est noté C*(T", e;), et donné par la
relation :

C*(T",e;) = eieRIb{liIii(ej) C(T", e:) (1.32)
Démonstration. Si la solution de la sous-arborescence induite par 7 est réalisable pour j et son
état déterminé e, alors elle est réalisable pour toute 'arborescence (récursion de la garantie de
réalisabilité). Le cott de la solution optimale de la sous-arborescence induite par ¢ sachant ’état
e; du neeud pére, est donc le minimum des cofits des solutions des états e; au nceud ¢ réalisables
sachant e;. [l

Or, le cotit de I’état de la solution optimale locale sachant 1’état e; fixé s’obtient de la maniére
suivante :

Proposition 6. Le codt de la solution optimale de la sous-arborescence T* muni d’un état e;
fizé, noté C(T",e;), est donné par la relation :

C(Te)=Cle)+ Y (C*(1),e)) (1.33)

JEST(4)

Démonstration. Le coiit de la solution optimale de la sous-arborescence induite par i sachant
Pétat e; au noeud i, est donné par la somme des coiits locaux (définis par C(e;)) et de la somme
des solutions optimales des sous-arborescences induites par i. O

Si C*(T%, e;) exprime le cotit de la solution optimale sous contrainte de 1'état e; donné par
le nceud origine de son arc incident, C(T", e;) exprime le cotit de la solution optimale induit par
le choix de I’état e; sur la racine ¢ du sous-arbre 7. La relation (1.32), va nous permettre alors
de les lier, en s’assurant la cohésion des états e; et e; par I’ensemble de réalisabilité REAL;(e;),
et ce, de proche en proche.

Comme précédemment, les relations de récurrences sont représentées dans le schéma de la
figure 1.10.
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el e2

FIGURE 1.10 — Arbre de décision d’états (partie haute larbre (1.82)), puis description des sous-
probléemes dans larbre réel induits par chaque décision d’états (partie basse de l’arbre correspon-
dant a (1.33)).

Enfin I’algorithme peut se présenter sous la forme suivante :

Algorithm 3 Localisation de serveurs et de contenus C* (T, ex)

Require: T = G(V,.A) arborescence de racine i, P ensemble des programmes, e, état courant.
Ensure: Meilleure solution C*(77, ey,)

1: REAL;, ensembles des états réalisables, pour chaque i € V

2: for all e; € REAL;(ex) do

3: if 67(i) # 0 then

4 for all j € 6% (i) do

5: Calculer et enregistrer C*(7;,e;) (1.32)
6 end for

7. end if

8:  Calculer C(T" e;) (1.33)

9: end for

10: return C* (T ex) = min ~ {C(T%e;)}

e;€EREAL;(ey)

Nous allons & présent montrer un exemple du fonctionnement de ’algorithme. Nous utilisons
I'instance de la figure 1.11, et de trois classes de contenus p. Partant de I’état initial du serveur
central (1,1,1), nous chercherons alors I’état optimal C*(7y,(1,1,1)) du seul nceud fils 1. De
facon récursive nous serons donc amenés a calculer les solutions optimales alternativement C*
et C jusqu’a atteindre les feuilles de ’arbre. L’auteur propose de sauvegarder les états déja
calculés afin de minimiser I’effort de calcul. Les tableaux 1.1, 1.2, 1.3 et 1.4 référent les états des
nceuds potentiellement calculés, et la maniére dont ils sont calculés. Lorsque l'algorithme stoppe,
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nous obtenons alors la solution optimale décrite sur la figure 1.12, et qui nous est donné par
"backtracking" des états optimaux comme nous le présente le tableau 1.5.

w
~§
~~
~
w
.
L
L
w

2 2,3

FIGURE 1.11 — Arborescence de racine o. Les coits de transmission sur les liens sont indépendants
des contenus qui y transitent et sont notés en noir. Les classes de contenus sont définis par
P ={1,2,3}. Les demandes en chaque neeud sont notées en violet. Enfin le codt d’un serveur
est Cs = 6 et le coiit d’installation de contenus C1 = Cy = C3 = 2.

2,3

Noeud 4 Neeud 5
REAL4(€2) C‘(7‘47 64) REAL5(€2) 0(7'5, 65)
(1,0,1) 6+2+4+2=10 (1,0,0) 6+2=8
(1,0,2) 6+2+3—11 (2,0,0) 3
(2,0,1) 6+3+2=11
(2,0,2) 3+3=6
Neceud 6 Neeud 7/8
REALg(e3) | C(76,e6) | REAL7/3(e3) | C(77/8,e7/5)
(0,1,0) 6+2=8 (0,1,1) 6-+2+2=10
(0,2,0) 3 (0,1,2) 6+2+3=11
(0,2,1) 643+2=11
(0,2,2) 3+3=6

TABLE 1.1 — Les états possibles des noeuds 4 & 8.
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REALg(el) C(Tg,eg)
(0,0,0) 0+ C(76,(0,1,0)) + C(77,(0,1,1)) + C(7s, (0,1,1)) =8 + 10 + 10 = 28
(0,0,1) 6+ 2+ C(76,(0,1,0)) + C(77,(0,1,1)) + C(7s, (0,1,1)) = 8 + 8 + 10 + 10 = 36
(0,0,2) 4+ C(76,(0,1,0)) 4+ C(77, (0,1,1)) + C(7s, (0,1, 1)) =4+8+10+10 =32
(0,1,0) 642+ C(r5, (0,2,0)) + C(r7,(0,1,1)) + C(rs, (0,1,1)) = 8 + 3 + 10 + 10 = 31
(0,1,1) 6+ 242+ C(76,(0,2,0)) + C(r7,(0,2,2)) + C (78, (0,2,2)) = 10 + 34 6 + 6 = 25
(0,1,2) 6+ 244+ C(75,(0,2,0)) + C(r7,(0,2,2)) + C(7s, (0,2,2)) =12+ 3+ 6+ 6 = 27
(0,2,0) 44 C(76,(0,2,0)) + C(77,(0,1,1)) + C(7s, (0,1,1)) = 4+ 34+ 10 + 10 = 27
(0,2,1) 6+2+4+C(1s,(0,2,0) 4+ C(r7,(0,2,2)) + C(7s,(0,2,2)) = 12+ 3+ 6+ 6 = 27
(0,2,2) A+ 4+ Cr5,(0,2,0)) + C(r7,(0,2,2)) + C(7s, (0,2,2)) =8 + 3+ 6 + 6 = 23

)
REAL3(e1) C(73,€3)
0,0,0) 8110+ 10 =28
(0,0,1) | 8+8+10+10 =36
(0,02) | 4+8+10+10 =32
(0,1,0) | 8+3+10+10=31
(0,1,1) 10+34+64+6=25
(0,1,2)
(0,2,0)
(0,2,1)
(0,2,2)

12434+6+6=27
44+3+10+10=27

12434+6+6=27

8+3+6+6=23

TABLE 1.2 — Les états possibles du nceud 3. La solution optimale, sans état contraignant, serait
donc C*(13,—) = 23.

REALg(el) C(Tg,eg)

(0,0,0) 0+C(T4,(1,0,1))+C(7‘5,(1,0,0)) =18
(0,0,1) 6+ 2+ C(74,(1,0,1)) + C(75, (1,0,0)) = 26
(0,0,2) 1+ C(74,(1,0,1)) + C(75,(1,0,0)) = 19
(1,0,0) 6+ 2+ C(m4,(1,0,1)) + C(75,(2,0,0)) = 21
(1,0,1) 64242+ C(14,(2,0,2)) + C(75,(2,0,0)) =19
(1,0,2) 6+2+1+C(m4,(2,0,2)) + C(75,(2,0,0)) = 18
(2,0,0) 1+ C(74,(1,0,1)) + C(75,(2,0,0)) = 14
(2,0,1) 6+2+1 +C(T4,(2,0,2))+C(T5,(2,0,0) =18
(2,0,2) 141+ C(74,(2,0,2)) + C(75,(2,0,0)) = 11

TABLE 1.3 — Les états possibles du noeud 2.
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REALl(eo) C(Tl,eg)
(0,0,0) 0+ C(72,(0,0,0)) + C(73,(0,1,1)) = 18 + 25 = 43
(0,0,1) 6+ 2+ C(12,(0,0,0)) + C(73,(0,1,1)) = 8 + 18 + 25 = 51
(0,0,2) 8 + C(72,(0,0,0)) + C(73, (0,1, 1)) =8+ 18+25=51
(0,1,0) 6+ 2+ C(12,(0,0,0)) + C(73,(0,1,1)) = 8 + 18 + 25 = 51
(0,1,1) 6+2+ 2+ C(72,(0,0,0)) + C(73,(0,2,2)) =10+ 18 + 23 = 51
(0,1,2) 6+2+ 8+ C(72,(0,0,0)) + C(73,(0,2,2)) = 16 + 18 + 23 = 57
(0,2,0) 8 + C(72,(0,0,0)) + C(73,(0,1,1)) =8 + 18 + 25 = 51
(0,2,1) 6+ 2+ 8C(72,(0,0,0)) + C(73,(0,2,2)) = 16 + 18 + 23 = 57
(0,2,2) 16 + C(72,(0,0,0)) + C(73,(0,2,2)) = 16 + 18 + 23 = 57
(1,0,0) 6+ 2+ C(m2,(2,0,0)) + C(73,(0,1,1)) = 8 + 14 + 25 = 47
(1,0,1) 6+2+2+C(m2,(2,0,2)) + C(r3,(0,1,1)) = 10 + 11 4 25 = 46
(1,0,2) 6+2+8+C(m,(2,0,2)) + C(13,(0,1,1)) = 16 + 11 + 25 = 52
(1,1,0) 6+242+C(m,(2,0,0)) +C(r3,(0,1,1)) =10+ 14 + 25 =49
(1,1,1) 6+2+2+2+4C(m2,(2,0,2) + C(13, (0, 2,2)) =12+ 11+ 23 =46
(1,1,2) 6+2+2+8+C(m,(2,0,2) + C(13,(0,2,2)) = 18 + 11 + 23 = 52
(1,2,0) 6+2+8+C(m2,(2,0,0)) + C(r3,(0,1,1)) = 16 + 14 4+ 25 = 55
(1,2,1) 64+2+2+8+C(72,(2,0,2)) + C(73,(0,2,2)) =18 + 11 4 23 = 52
(1,2,2) 6+ 2+ 16 + C(72,(2,0,2)) + C(73, (0,2, 2)) =24+ 11+ 23 =58
(2,0,0) 8+ C(2,(72,0,0)) + C(713,(0,1,1)) = 8 + 14 + 25 = 47
(2,0,1) 6+2+ 8+ C(72,(2,0,2)) + C(13,(0,1,1)) = 16 + 11 + 25 = 52
(2,0,2) 16 + C(12,(2,0,2)) + C(73,(0,1,1)) = 16 + 11 + 25 = 52
(2,1,0) 6+2+8+C(m,(2,0,0)) + C(r3,(0,1,1)) = 16 + 14 + 25 = 55
(2,1,1) 6+2+2+8+C(m,(2,0,2))+C(73,(0,2,2)) =18+ 11 + 23 = 52
(2,1,2) 6+2+ 16+ C(m2,(2,0,2)) + C(73,(0,2,2)) =24+ 11 + 23 = 58
(2,2,0) 16 + C(72, (2,0 0) +C(73,(0,1,1)) = 16 + 14 + 25 = 55
(2,2,1) 16 +6+ 2 + C(72, ( ,0,2)) + C(73,(0,2,2)) =24+ 11+ 23 =58
(2,2,2) 24 4+ C(72, (2,0, 2)) + C(13,(0,2,2)) = 24 + 11 + 23 = 58

TABLE 1.4 — Les états possibles du nceud 1. Puisqu’on sait que e, = (1,1, 1), on peut immédiate-
ment conclure que la solution optimale est obtenu avec C*(1, (1,1, 1)) = 43. Elle nous est donnée
par la solution de la figure 1.12.

C*(ﬁ,(l,l 1))
= C(m,(0,0,0))
= C*(TQ,(O ,0)) + C*(73,(0,0,0))
= C(m, (0, ))+C(73,(0,1,1))
= C*(7'4,( 0,0)) + C*(75,(0,0,0)) + C*(76,(0,1,1)) + C*(77,(0,1,1)) + C*(7s, (0,1,1))
- 0(7-4’( 0, ))+C(T5,(1,0,0))+C(Ts,(0,2,0))+0(7‘7,(0, ) ))+C(7_8a(0’252))

TABLE 1.5 — La relation de récurrence permettant de trouver la solution optimale.
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FIGURE 1.12 — Solution optimale, retrouvée par "backtracking” des sous-états optimauz.

L’auteur conclut alors sur la faiblesse de cette approche, qui en pratique ne permet pas de
résoudre des instances de grande taille de par la complexité combinatoire de ’algorithme dy-
namique. En effet, il n’est pas garanti que cette procédure ne doive investiguer tous les états
possibles des nceuds, méme si les ensembles de faisabilité peuvent grandement contraindre cette
exploration exhaustive. L’auteur ne donne pas de borne de complexité de son algorithme, mais
suppose que celle-ci est exponentielle.

Les limites des hypothéses de [72], sont également liées au mode de transmission. Le multi-cast
sous-entend une transmission des données qui est faite au méme moment pour tous les utilisa-
teurs, soit que ’ensemble des requétes formulées soient effectuées quasiment au méme moment.
Ce n’est pas le cas en pratique, & plus forte raison pour de la vidéo a la demande ou le but
est de proposer un service au moment désiré par le client. Cela signifie qu’il est peu probable
que deux utilisateurs requiérent la méme vidéo au méme moment, et qu'un décalage temporel,
méme minime, génére un nouveau trafic pour la totalité de chaque vidéo au sein du réseau. De
plus, nous pourrions aisément conclure que le déploiement de caches transparents n’aurait que
trés peu de sens si 'hypothése de simultanéité des requétes s’avérait exacte, ce dispositif tirant
justement parti de la succession temporelle des requétes.

Conclusion

Les problémes de localisation sont des problémes récurrents dans le domaine de la recherche
opérationnelle. Méme s’il en existe des faciles (reformulation par des plus courts chemins, arbre
couvrant de poids minimum...), la plupart sont difficiles, et c’est pourquoi une littérature abon-
dante existe a ce sujet, et beaucoup de méthodes ont été proposées pour résoudre certains cas

34



particuliers. Une des difficultés émergentes majeures est que, chaque variation du probléme est
susceptible d’apporter une nouvelle complexité et/ou des spécificités ; ceci a pour effet de rendre
difficile la recherche d’une méthode générique et efficace pour tous ces problémes.

Dans le cadre du déploiement de caches transparents, nous devons modéliser son compor-
tement autonome particulier. De plus, ce déploiement s’effectue dans un réseau existant et au
routage déterminé, ce qui nous place dans un réseau arborescent. Ces deux particularités nous
ont conduits & nous intéresser & la programmation dynamique pour la localisation dans les arbo-
rescences. Nous avons proposé de décrire plus en détail deux approches existantes, qui traitent
de problémes de localisation sous des hypothéses différentes. Nous avons observé les forces et les
limites de ces approches, ainsi que des mécanismes qui vont nous servir de base pour proposer
une nouvelle approche adaptée & notre probléme.

Mais avant, de passer au probléme particulier de localisation de caches transparents (chapitre
3), nous allons étudier un cas particulier de déploiement de CDN : le probléme de localisation de
dépots et d’installation de liens & moindre cofit, dans sa version k-médian. Ce probléme est une
variante des problémes simples que nous avions énoncés. Le chapitre suivant va nous permettre
de déterminer la complexité de ce probléme ainsi qu’une approche pour le résoudre.
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Chapitre 2

Localisation de k caches/serveurs
dans un réseau quelconque,
approche par la théorie des
matroides

Introduction

Dans un contexte de télécommunication et plus précisément dans un déploiement de CDN, on
peut étre intéressé & vouloir construire un réseau de distribution de contenus avec la possibilité
d’installation de serveurs et également de liens (ou amélioration de liens).

Dans le chapitre précédent nous avons déja évoqué des types de probléme de localisation
simples. Celui dont nous allons parler ici est assimilable & un probléme de localisation de dépdts
et de liens. Les dépots correspondent ici & des serveurs, tandis que les liens représentent 1’instal-
lation, ou 'augmentation de capacité d’une connexion existante pour le trafic multimédia. Dans
la pratique des télécommunications il est recommandé d’installer des liaisons systématiquement
dans les deux sens, indépendamment du dispositif que nous voulons rattacher. Ceci pour deux
raisons majeures : d’abord le coit supplémentaire pour créer la liaison inverse est trés faible, la
seconde est qu’il est souhaitable que la requéte d’un contenu transite dans le lien dans 'autre
sens. Ceci nous motive dés lors & considérer des graphes non orientés (ceci suppose une capacité
non limitante installée dans les deux sens).

Dans la réalité 'opérateur peut avoir une contrainte sur le nombre de serveurs qu’il se permet
de déployer. C’est le cas notamment quand la stratégie d’investissement préfére limiter les cotits
de maintenance nécessaires pour ces serveurs dans un futur plus ou moins proche (les cables
réseau ayant une durée de vie généralement plus élevée que les terminaux informatiques puisque
ces derniers sont moins soumis & ’obsolescence et aux pannes). Cette contrainte supplémentaire
génére une variation du probléme initial : c’est ce qu’on appelle la version k-médian (k étant le
nombre maximal de serveurs a déployer).
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Modéle de localisation, cotits fixes et arbre de poids minimal

Nous allons proposer ici une formulation du probléme.

L’infrastructure actuelle munie des liaisons susceptibles d’étre construites, est représentée
par un graphe G = (V, E). Chaque aréte e € FE est munie d’un cotit d’ouverture (ou d’instal-
lation) w., € R, Ve € E. Nous utiliserons de fagon indifférenciée e et (i) pour désigner une aréte.

Les serveurs sont capables d’intercepter la totalité des requétes. Nous appelons o le noeud
virtuel particulier additionné au graphe G vers lequel émanent toutes les données du réseau.
Tl est relié par une aréte vers chacun des serveurs déja physiquement installés (éventuellement
aucun), pour un cott nul.

Les variables x.,Ve € FE représente 'installation effective d’une aréte si sa valeur est 1, 0
sinon. A noter qu’avec la création du nceud virtuel o, cette aréte peut aussi bien représenter une
connexion de télécommunication, que I'installation d’un serveur. On appelle G(V, Xg) le graphe
privé des arétes e € E, si . = 0. On appelle également p*/ la chaine reliant i & j, définie par son
ensemble d’arétes.

Le modéle peut alors s’écrire de la maniére suivante :

min Z Te We, (2.1)

. . eEE
Localisation de serveurs 2 39 € G(V, Xg), V(i) € V2, (2.2)
o € {0,1} Vec E (2.3)

L’objectif est ici de minimiser le cotit de déploiement du CDN (fonction objectif (2.1)), sous
la contrainte que le graphe induit par les variables z. est connexe (2.2) : on doit atteindre chaque
neeud du réseau.

Comme nous ’avions déja annoncé dans le chapitre précédent, ce probléme peut se reformuler
comme un probléme d’arbre couvrant de poids minimum. Ce probléme bien connu est facile et
peut se résoudre par un algorithme combinatoire fortement polynomial comme celui proposé par
Kruskal ou Prim [62].

Or, nous avons une contrainte sur le nombre de serveurs que nous pouvons déployer, déterminé
par k. Dans le cadre d’une intégration de cette limitation dans la reformulation de notre probléme
en arbre couvrant de poids minimum, cela se traduira tout simplement par une contrainte sur le
degré de o dans le graphe G(V, Xp).

Nous allons étudier ce nouveau probléme depuis sa complexité jusque dans la maniére de le
résoudre, en mobilisant notamment la théorie des matroides.

2.1 Modeéle de localisation de caches/serveurs et k£ médian
Nous pouvons maintenant reprendre notre modéle de localisation précédent, et nous allons &

présent y inclure la contrainte de k-médian. Dans le cadre de la formulation par arbre couvrant
de poids minimal, il s’agit de la contrainte sur le degré du nceud o :
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min Z Te.We, (2.4)
eeFE
I e GV, Xg), V(i,j)€V? (2.5)
Localisation de k serveurs
Z Loj S kv (26)
oi€E
i€V —{o}
z. € {0,1} Vee E (2.7)

L’objectif est ici de minimiser le cotit de déploiement du CDN (fonction objectif (2.4)), sous
la contrainte que le graphe induit par les variables x. est connexe (2.5), et que ’on a installé un
maximum de k caches (2.6).

Nous aimerions alors naturellement savoir quelle est la complexité de ce probléme, et quelles
méthodes et/ou algorithmes sont envisageables pour le résoudre. Nous allons alors nous intéresser
a la théorie des matroides, et notamment ses contributions dans le domaine de 'optimisation
combinatoire.

2.2 Matroides graphiques

Introduit par Whitney ([104]) en 1935, le concept de Matroide s’applique dans certains pro-
blémes combinatoires ([31]). Il caractérise notamment les relations de dépendance entre les vec-
teurs colonnes d’une matrice, et permet d’exhiber des propriétés intéressantes comme ’optimalité
des approches gloutonnes.

Définition 6. Soit E un ensemble fini et soit F une famille de sous-ensembles de E. Le couple
(E,F) est un matroide si les propositions suivantes sont vérifiées :

1. 0eF
2. SiFeFetF CF alors ' €¢ F
3. Si F,F' € F avec |F'| = |F|+ 1, alors il existe e € F' — F tel que F U {e} € F

Les éléments de F sont alors appelés ensembles indépendants de E.
Nous rappelons également quelques notions les concernant :

Définition 7. Soit (E,F) un matroide et soit E' C E. Le rang de E’, noté rg(E’) est la
cardinalité du plus grand sous-ensemble indépendant dans E’ ;

A
rg(E') =, max__|F| (2.8)

Le rang de E est le rang du matroide (E,F).

Définition 8. Soit (E,F) un matroide et soit E' C E. La fermeture de E', que I’on note cl(E’)
est le plus grand sous-ensemble E"”" O E' de E tel que rg(E") = rg(E")

Sachant que;

Théoréme 7. Soit (E, F) un matroide et E' C E. La fermeture cl(E') est unique.

Définition 9. Soit (E,F) un matroide. Un sous-ensemble E' C E est un stigme si E' ¢ F et
E' — {e} € F pour tout e € E’
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En rappelant que;

Théoréme 8. Soit (E,F) un matroide. Si F € F et F U {e} ¢ F pour E — F, alors F' U {e}
contient un unique stigme.

Un théoréme important en optimisation découle des matroides :

Théoréme 9. Soit (E,F) un matroide et soit ¢ : E — RT une fonction de coit quelconque.
L’algorithme suivant :

Algorithm 4 Algorithme Glouton
: Ordonner les éléments de E de telle sorte que E = {ey, €2, ...,e,} avec c(eq) > ..
: Poser F' < ()
: for alli € [1,n] do
if FU{e;} € F then
F+ FuU {el}
end if

end for

. > c(en)

Do w

produit un ensemble F € F de codt c¢(F) mazimum

Soit un graphe non orienté G = (V, E), et F l’ensemble des sous-graphes partiels sans cycle.
On peut voir alors que les deux premiéres propriétés des matroides sont vérifiées. De plus, on
sait que pour un sous-graphe G’ = (V, E’) avec E' C E, son ensemble maximal sera nécessaire-
ment toujours égal & |V| — g(G’), avec g(G’) le nombre de composantes connexes dans G’. On
peut donc conclure que (E, F) est un matroide, qui est généralement appelé matroide graphique.

Lorsque l'on veut générer un arbre couvrant sur G = (V, E), on cherche de maniére équiva-
lente & générer le plus grand sous-graphe partiel qui ne contient pas de cycle. Il s’agit donc de
trouver un ensemble maximal F' sur E, avec F € F.

L’arbre couvrant de poids minimum consiste & trouver un ensemble maximal qui minimise
¢(F). En ordonnant les cotits de maniére croissante, nous pouvons dés lors utiliser un algorithme
glouton pour résoudre ce probléme ; nous retrouvons ainsi I’algorithme de Kruskal ([62]).

2.3 Matroide de degré £k sur un nceud

Cependant, dans notre probléme une contrainte supplémentaire est émise sur le degré de o.
Nous pouvons exhiber un exemple qui montre dés lors que le matroide graphique explicité, ad-
ditionné de cette contrainte, n’est plus un matroide.

Soit la famille 7' des sous-graphes partiels sans cycle avec deg(o) < k. La figure 2.1 nous
montre un exemple qui prouve que (F,F’) n’est pas un matroide. F; et F» (représenté par les
arétes pleines) sont tout deux des sous-graphes partiels sans cycles, dont le degré sur le nceud o
est inférieur ou égal & 2. On remarque que |Fi| 4+ 1 = |Fy|. L’ensemble F» — F est {(ao0), (bd)}.
On remarque que si 'on ajoute (ao) & Fi, la contrainte de degré est violée, tandis que si I'on
ajoute (bd) & Fi, c’est la contrainte d’acyclicité qui est violée. Il n’existe donc pas d’élément
(d’aréte) e € Fr — F telle que Fy U {e} € F, ce qui contredit la troisiéme propriété constitutive
d’un matroide.
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Delta (0)<3

a Delta (0)<3

FIGURE 2.1 — Exemple qui prouve que notre probléme n’est pas un matroide.

Nous allons & présent définir le couple (E, Fy), avec Fj ’ensemble des sous-graphes tels que
deg(o) < k.

Proposition 10. (E,Fy) est un matroide.

Démonstration. Nous remarquons les propriétés suivantes :

1. (1) 0 e Fy

2. (2)Si F € Fpet F' C F alors F' € Fy,

Considérons a présent deux ensembles F, F' € Fy, avec |F| = |F'| + 1. Soit A = F — F’, et
deg(o, F') le degré du nceud o dans le sous-graphe partiel F' (respectivement F”). Sachant que
deg(o, F) < k et deg(o, F') < k, nous pouvons distinguer les cas suivants :

1. deg(o, F) > deg(o, F’) : alors il existe un élément e = (0i) de A qui peut étre ajouté a F”

sans violer la contrainte de degré pour F’ qui n’est pas serrée.

2. deg(o, F) < deg(o, F') : alors il existe un élément e € A,e # (0i)Vi € V qui peut étre

ajouté a F’, sans influencer le degré de o pour F’

Nous validons ainsi la propriété (3) d’un matroide. O

2.4 Algorithme d’intersection de deux matroides

Soient deux matroides (E,F1) et (E, Fz2) et une fonction de poids ¢ : E — R. Pour un entier
donné n, le probléme d’intersection de matroides consiste & trouver (s’il existe) ’ensemble F,,x
indépendant commun (F,* € F; N F3) de n éléments de poids maximal.

J. Edmonds démontra qu’il était possible de résoudre ce probléme de maniére optimale et
polynomiale, et proposa notamment un algorithme générique pour le résoudre [31]. D’autres au-

teurs modifiérent /améliorérent par la suite ces approches comme ([41] et [63]).

Principe général
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L’idée générale de ’algorithme est d’ajouter successivement un élément de cott maximal qui
respecterait ’appartenance aux deux familles, tant qu’aucun rang de matroide n’est atteint par
cet ensemble. Comme il est probable que ce ne soit pas toujours possible, I’algorithme détermine
le cas échéant quelle permutation neutre (au sens des cotts de chaque matroide) permettrait
d’ajouter cet (ou ces) élément(s) de coiit maximaux. Enfin, dans le cas o méme cette transfor-
mation est impossible, comment modifier ces cotits pour déterminer 1’(es) élément(s) suivant(s)
qui pourrai(en)t étre intéressant(s).

En notant, pour tout ensemble F' C E, F € F, cl;(F) la fermeture de F dans le matroide
i (unique d’apres 2.2), et S;(x, F') le stigme induit par a sur ensemble F' dans le matroide ¢
(unique d’apreés 2.2). Le pseudo-code de ’algorithme est présenté par le pseudo-code 5. Nous en
donnons une description ci-apreés :

Soit (1) désignant le premier matroide et (2) le second. L’algorithme se présente comme suit ;
nous initialisons notre ensemble d’arétes comme vide, soit & l'itération 0, Fy = () (étape 1). Les
éléments sont munis d’un cout différent pour chaque famille. Pour 'une des familles il sera ini-
tialisé par le cout réel de l’arc (cott dans le probléme), tandis que pour 'autre, il sera initialisé
a 0. Nous choisissons le matroide (2) pour supporter les cotits "réels" et (1), les coiits nuls. Nous
allons ensuite répéter les étapes suivantes tant que la cardinalité de notre ensemble F,, n’excéde
pas le rang de I'un de nos deux matroides (répétition des étapes de 3 & 25 décrites ci-apres).

Nous calculons pour chaque famille, 'ensemble E; (i € {(1),(2)} désignant l'un des deux
matroides) des éléments de cotit maximal (car un élément de colit maximal n’est pas nécessaire-
ment unique), qui ne sont pas encore compris dans notre ensemble F', et tels qu’ils formeraient
toujours une famille de ce matroide si ils sont ajoutés (étapes 4 et 5). Le lecteur remarquera
que cela correspond donc & ’ensemble complémentaire de la fermeture de F,, dans E pour ce
matroide, et dont les cotlits sont maximaux.

Nous allons extraire le graphe orienté suivant : G(E, A) ot les noeuds du graphes représentent
les éléments de E, et ou les arcs A représentent une interversion possible de ces éléments sur
notre ensemble courant F;,. Le lecteur pourra porter une attention particuliére des appellations ;
lorsque nous parlerons d’arétes il s’agira ou des liens du graphe "réel" G(V, E), ou des nceuds du
graphe de G(E, A). Les arcs, en revanche ne désigneront que les liens dans le graphe de G(E, A).
L’ensemble des arcs est initialisé comme vide (étape 7). Nous créons alors les arcs de la maniére
suivante.

Pour le matroide (1), nous regardons chaque élément = qui ne peuvent é&tre ajoutés a F, sans
rompre la définition de la famille pour ce matroide. Le lecteur notera donc que cela correspond
aux éléments de la fermeture engendrée par F), et qui ne sont pas dans F;,. Nous regardons alors
pour chacun de ces x, quels sont les éléments y,, de F;, qui peuvent étre intervertis avec = de sorte
que F, reste une famille pour le matroide (1), et qui possédent un coit identique. Le lecteur
remarquera alors qu’il s’agit du stigme engendré par F,, U {2} privé de x et dont les coiits sont
identiques. Nous construisons alors les arcs pour chacun de ces couples (z,y).

Pour le matroide (2), nous générons des arcs similaires mais dans un sens opposé. C’est-a-dire
que nous regardons les éléments qui pourraient étre ajoutés en retirant un autre élément de méme
coit selon le matroide 2, de sorte & ce que ’on obtienne toujours un ensemble appartenant & la
famille de ce matroide.
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On pourra alors voir les arcs comme des possibilités de modification de notre ensemble F,
par échanges d’éléments avec son complémentaire, qui conservent la propriété de famille, et qui
garde le méme cotit. De ce fait, si les meilleurs éléments (en terme de cotit) selon chaque famille
de matroides peuvent étre reliés par au moins un chemin, il existe une maniére de les ajouter
tous les deux (et retirer celui qui était dans F,), sans modifier le cott de la solution courante,
et en gardant la propriété d’appartenance aux deux familles. Ceci est représenté par ’étape de
11 & 15, et également par la figure 2.2. Le chemin posséde deux éléments non inclus dans le F,
courant : le départ et Parrivée. Les éléments intermédiaires sont ceux qui seront permutés. Le
nouvel ensemble F, ;1 est donc naturellement la différence symétrique entre F;, et ce chemin.

Dans le cas ou il n’est pas possible de relier ces deux éléments, nous allons alors changer
les cotits. Comme nous cherchons & maximiser le cotit de la solution, et que nous avons défini
le point de "départ", les éléments non atteignables doivent avoir un cotdt plus important pour
devenir "intéressants". Ceci dans le but de créer des liens et/ou que les ensembles F; et Fs aient
une intersection non nulle. Cependant, pour s’assurer qu’il y ait conservation du cotiit total,
il est nécessaire de faire basculer ce cotit d’'un matroide & ’autre.

La valeur de cotit ainsi "basculée" doit étre prise selon le minimum des différentiels entre
Pensemble des arétes "atteignables" et ’ensemble des arétes "non-atteignables" depuis Fy (ceci
dans le but de controler la "pénalité", et s’assurer que nous ne construisons pas un probléme
opposé). C’est ce qui est calculé dans les étapes 16 a 20, avant de modifier réellement les cotits
des éléments pour chacun des matroides (étapes 21 a 24).

FIGURE 2.2 — Représentation des ensembles induits par les deux Matroides et le graphe G =
(E,A)
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Dans le cas général, cet algorithme posséde une complexité donnée par O(|E|3.9), ot 6 re-
présente la complexité maximale entre les deux oracles d’indépendance (vérification de ’appar-
tenance a la famille).

Il est intéressant de noter que le probléme d’intersection de A’ matroides, N' > 2, est NP-
difficile.

2.5 Algorithme de localisation de k£ caches et déploiement
de CDN

Nous appelons ici My = (E, Fy) et My = (E,F), qui désignent respectivement le matroide
de sous-graphes partiels acycliques, et le matroide de sous-graphes tels que deg(o) < k. La fonc-
tion de cott est la fonction ¢ : E — RT correspondant & I'installation d’une aréte (I'installation
des caches correspond également, sur le graphe, a l'installation d’une aréte). Nous appelons &,
P’ensemble des arétes oi € E,i € V — {s}.

Pour construire notre algorithme de résolution exact et polynomial, nous allons appliquer
I’algorithme général d’intersection de deux matroides, en effectuant le maximum de simplifica-
tions. Pour ce faire nous allons commencer par exhiber quelques propriétés.

Le lecteur remarquera qu’il s’agit ici d’'un probléme de minimisation du cotit de I’ensemble
indépendant maximal, et non de maximisation du coiit de I’ensemble maximal. Il conviendra
naturellement, d’adapter ’algorithme en conséquence.

2.5.1 Propriétés particuliéres

Nous introduisons quelques propriétés qui nous serviront & réduire le nombre d’étapes né-
cessaires & notre algorithme. Les notations utilisées ici sont les mémes que celles données pour
I’algorithme général d’intersection de deux matroides.

Proposition 11. La fermeture d’un ensemble F,, sur le matroide My, sera égale a F,, ou CLj =
E,. Une fois la fermeture égale & C'Ly a4 une itération n, la fermeture reste constante a une
itération m > n.

Démonstration. Nous remarquons tout d’abord que pour le matroide My, la fermeture d'un
Cli(F) pour un ensemble F' € F donné est égale a F, tant que la contrainte de degré n’est pas
serrée (deg(o) < k). Cela signifie qu’aucun arc de G = (E, A) pour le matroide M}, ne sera créé
tant que deg(o) < k. Lorsqu’elle sera ensuite serrée (deg(o) = k), la fermeture sera connue :
il s’agira tout simplement des arétes de l’ensemble &, (puisque l’on ne peut ajouter un autre
élément e € &, sans violer la contrainte de degré, tandis que les autres arcs ne sont pas concernés
par cette contrainte).

Les arcs lient deux éléments a lintérieur de la fermeture. L’utilisation de I'un d’eux générera
une permutation & l'intérieur de la fermeture, cette derniére ne changera donc pas.

La fermeture restera donc un ensemble constant jusqu’a la fin de ’algorithme, quel que soit
F,,, nous appellerons alors cet ensemble C'L;. On aura deés lors £, = C'Ly. O

43



Proposition 12. Au cours de ’algorithme, tant que le contrainte deg(o) < k et E4 # 0, il existe
un élément e € 4 N Ey,.

Démonstration. Avant que la contrainte de degré soit serrée tous les cotts ¢ (e) seront nuls et
identiques, ce qui signifie, d’aprés la propriété (2.5.1) que E, = E — Fj,. On a donc E; C Ey, ce
qui veut dire que lintersection de ces ensembles est non nulle tant que E, # (. O

Proposition 13. Les coits ci(e),e € E — &,, resteront nuls a chaque itération.

Démonstration. Les cotts ci(e),e € E sont initialement nuls, et le restent jusqu’a ce que la
contrainte deg(o) < k soit serrée (d’aprés 12). Si 'on nomme H ’ensemble des arétes atteintes
depuis E4, on remarque qu’il ne peut pas contenir une partie de E—C'Lj, sans qu’un chemin existe
de Eg & Ej, car cx(e) = 0,Ve € E — CLy. Ceci signifie aucun changement de cott c¢x(e) pour les
éléments E¥ — CLy. Par récurrence, cette assertion restera vraie jusqu’a la fin de I'algorithme. [

Remarque 1. De maniére analogue, les poids c4(e),Ve € E — CLy ne changeront pas (leurs
changements peuwvent uniquement survenir si le codt de [’élément e selon le second matroide
differe également).

Proposition 14. Une fois la contrainte deg(o) < k serrée, a toute itération Ey, = E — &,.

Démonstration. Une fois la contrainte serrée, il est impossible de choisir un élément e de &, sans
violer la contrainte, et donc respecter 'appartenance & la famille du matroide M. D’aprés la
propriété 13, les cotits cx(e),e € E — &, seront tous égaux et nuls a toute itération. Cela signifie
que 'on peut choisir un des éléments de cet ensemble de maniére indifférenciée. O

Remarque 2. Ceci est particulierement intéressant, car si nous ne voulons prendre qu’un élé-
ment de By, = E—&,. Si l'un est atteignable, on se fiche d’en atteindre un autre : il n’est dés lors
pas nécessaire de construire les arcs selon le matroide My qui relient deux arétes a l'intérieur de
cet ensemble.

2.5.2 Simplifications

Nous allons donc pouvoir supprimer/raccourcir des étapes de 'algorithme général. Dans un
premier temps, nous pourrons appliquer 'algorithme de Kruskal jusqu’a ce que la contrainte de
degré soit serrée d’apreés la propriété 12. Par la suite, si un élément "préféré" au sens des coits
par le matroide graphique M, ne fait pas partie de ’ensemble &,, nous savons que cet élément
peut étre rajouté dans notre ensemble F,, d’apreés la propriété 13.

Une fois la contrainte serrée, les arcs selon le matroide de degré My, seront construit systéma-
tiquement & partir des arétes £, qui n’ont pas été pris vers ceux qui ont été pris dans F),, et qui
possédent un cofit ¢ identique. L’algorithme pour créer les arcs d’un élément e est résumé dans le
pseudo-code 6. Sa complexité est donnée par O(k) (nombre d’arétes de &, prises dans F), & tester).

D’autre part, les arcs de M, seront construits & partir des arétes F,, incluses dans &, (d’aprés
2), vers celles qui doivent étre retirées pour ne pas former de cycle. L’algorithme pour créer les
arcs d’un élément e est résumé dans le pseudo-code 7. Sa complexité est donnée par O(|E|) (test
des |E| arétes qui peuvent recréer une composante connexe acyclique —stigme).

On remarque alors qu’une fois la contrainte serrée ’ensemble des arétes &£, N F,, vont former

une sorte de "hub" par lequel d’éventuels chemin vont passer. Il nous suffit donc de créer pour
chaque élément &, N F,, ensemble E7(e) des arétes "prédécesseurs”, et £~ (e) l'ensemble des
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"successeurs".

Reprenons & présent ’algorithme principal, et ce qu’il devient dans 8. Nous devons ajouter un
élément tant que cela est possible (répétition des étapes de 3 & 19). On recherche les éléments de
colits minimaux selon le matroide M, qui peuvent étre ajoutés sans générer de cycle (étape 3).
Nous déterminons ’ensemble des éléments de cotits minimaux selon le matroide My qui peuvent
étre ajoutés sans violer la contrainte de degré (étape 4). Il s’agit soit de E' (contrainte non serrée)
soit de E — &, (contrainte serrée).

S’il existe un élément de l'intersection de ces deux ensemble (étape 5), nous ’ajoutons (étape
6 et 7).

Si par contre cette intersection est nulle, alors nous construisons le graphe G = (E, A) a laide
des algorithmes 7 et 6, pour chaque élément de F,, appartenant & &, (étape 9). Nous cherchons
ensuite I’ensemble des arétes qui peuvent étre atteinte depuis ’ensemble des éléments de cotits
minimum selon le matroide M, (étape 10). Si nous pouvons créer un chemin vers un élément de
E — CLyg, alors on effectue la transformation pour ajouter I’élément (différence symétrique de
F,, avec le chemin p) (étape 12). Sinon on "bascule" une partie des cotits de ’ensemble atteint,
entre les deux matroides de fagon & "pénaliser" le choix du matroide graphique M, sur ces arétes
(étapes 14 et 15). Ce différentiel  est calculé & partir des algorithmes 7 et 6 comme le différentiel
de cotit (cott de laréte d’arrivée moins le coit de 'aréte de départ) des arcs divergents de
H tels qu’ils auraient pu étre créés par 1’algorithme de construction d’arcs sans la
contrainte d’égalité de cout (étape 13). Le lecteur pourra remarquer le lien avec la notion de
valeur de variable duale associée aux contrainte d’acyclicité et de degré k.

Théoréme 15. Notre algorithme posséde une complexité de O(|E|.log(|E|) + (|E| — k).k.|E|).

Démonstration. La complexité de cet algorithme peut étre calculé comme suit. Nous savons que
nous devrons calculer le(s) meilleurs éléments & ajouter e pour chaque matroides. La complexité
minimale entre les deux matroides est donc O(|E|log(|E|)).

Ensuite nous devrons ensuite éventuellement créer le graphe G = (E, A) au plus t6t apres k
itérations. Cette construction nécessite k& appels pour chaque aréte e € £, N F},. On a donc une
complexité totale pour la création du graphe de O(k.|E|), donnée par la complexité maximale de
I’algorithme 7. Le plus court chemin par une méthode de breadth-first search peut étre effectuée
en O(]E]), mais cette complexité est déja dominée par la construction des arcs. Enfin, comme il
restera au plus |FE| — k éléments & ajouter, soit autant d’itérations & faire, nous obtenons notre
complexité de O(|E|.log(|E|) + (|E| — k).k.|E|). O

Remarque 3. Nous remarquons que pour les cas particuliers k = 0 ou k = |E|, nous retrouvons
la complexité de l’algorithme de Kruskal. Le premier cas réduit tout simplement le probléeme avec
un neud en moins, et le second est une relaxation implicite de la contrainte de degré.

2.6 Exemple
Nous présentons ici le déroulement de ’algorithme sur un exemple simple. L’instance est re-

présentée dans la figure 2.3. La premiére phase consiste & appliquer 'algorithme de Kruskal tant
qu’il existe un élément d’intersection de Ej et K.
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Ceci nous améne 4 la situation décrite par la figure 2.4. L’ensemble F), est représenté par les
arétes pleines. Iy est ici le singleton de ’aréte la moins coiiteuse qui respecte I’acyclicité, repré-
sentée en bleu. Fj, représenté en rouge, est ’ensemble des arétes non comprises ni dans C'Ly,
ni dans F,, et qui sont toutes de cot minimal : (ab) et (bc). Puisque ’ensemble est disjoint,
nous devons créer le graphe orienté G = (E, A) des "permutations". Nous construisons alors les
arcs du graphe G(E, A) pour le matroide M}, qui sont représentés en rouge. Les arcs du graphe
G = (E, A) pour le matroide M, sont, eux, représentés en bleu.

Nous remarquons qu'’il existe alors un chemin possible (représenté en vert sur la figure 2.5)
qui relie un élément de E; a Ej.

Nous effectuons la transformation de notre ensemble afin de construire F), 11, il s’agit de la
différence symétrique avec le chemin choisi. La figure 2.6 représente 1’état de F;, aprés modifica-
tions par le chemin. On remarque que I’arc (ob), bien qu’intéressant en terme de cott, est partie
intégrante de la fermeture des deux Matroides selon F,.

A nouveau, les ensembles £, et Ej sont disjoints, nous devons donc construire le graphe
G = (E, A), comme nous le montre la figure 2.7.

Nous remarquons cette fois que ’ensemble des arétes atteignables depuis E, dans le graphe
G = (E, A), n’atteint aucun élément de Ej. La figure 2.8 nous montre les éléments atteignables
H (en vert), et les arcs de G = (E, A) qui auraient pu étre créés sans la contrainte de cott, et qui
divergent de H. Le minimum de différentiel § correspond ici au différentiel de ’arc "potentiel"
reliant (oc) & (ab), qui est de 1.

Nous mettons & jour les cotits (figure 2.9). Il s’agit d’augmenter les cotts du matroide M,
par § sur les éléments atteignables, et réduire d’autant les cotits du matroide My, sur ce méme
ensemble. Nous remarquons que les ensembles Ej et E, sont toujours disjoints.

Nous construisons le graphe G = (E, A), il n’existe toujours pas de chemin de E, vers Ej
(figure 2.10). Nous devons donc modifier les cotts des arétes vertes 2.11, ce ¢ est calculé & partir
de I’arc en bleu. Ce qui nous permettra de construire le chemin atteignant cet arc immédiatement,
a l'itération suivante.

Nous avons obtenu le rang du matroide M, (et par hasard, celui de M}, également), l’algo-
rithme est terminé (figure 2.12). La solution optimale posséde un cout de 14.

2.7 Cas particuliers

Dans le cas ou le coit d’installation pour chaque cache/serveur est identique, on pourra re-
marquer simplement que la pénalité/bonus 0 qui sera appliqué(e) concernera nécessairement tout
Pensemble C'Ly, lorsque la contrainte deg(o) < k sera serrée (puisqu’ils seront tous compris dans
E,), et ce pour toute étape de l’algorithme.

Nous pourrions également regarder le probléme de localisation de k& caches, ou le nombre

de caches & installer doit étre exactement de k (deg(o) = k). Une méthode pour résoudre le
probléme est alors d’imputer —M a toutes les arétes (0i),i € V — {0}, avec M = max cle). 1l
ecé,
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FIGURE 2.3 — Graphe sur lequel on doit trouver un arbre couvrant de poids minimum, avec une
contrainte sur le degré o.

conviendra alors d’ajouter k.M au cott de la solution optimale qui est extraite.

Conclusion

Nous avons étudié ici le probléme de localisation de k serveurs et de liens dans un réseau
de distribution de contenus. Nous avons montré qu’avec des hypothéses de cotits intensifs, nous
pouvions formuler ce probléme comme un arbre couvrant de poids minimal, avec contrainte sur le
degré d’un sommet. Nous avons alors caractérisé la difficulté de notre probléme en montrant qu’il
s’assimilait & I'intersection de deux matroides, et que par conséquent, il pouvait étre résolu par un
algorithme fortement polynomial. Nous avons ensuite étudié en détail quelles étaient les propriétés
particuliéres de notre probléme qui pourraient réduire la complexité théorique du cas général. Ceci

nous a permis d’extraire un algorithme fortement polynomial en O(|E|.log(|E|) + (|E| —k).k.|E|)
pour résoudre le probléme de localisation de k serveurs & moindre cofit.

Comme nous ’avions déja évoqué au chapitre 1, ce type de modéles n’est pas satisfaisant
dans le cadre de la localisation de caches transparents, pour les raisons évoquées dans le chapitre

précédent, il reste cependant pertinent dans la cas d’un déploiement d’un réseau total de CDN
ol aucune infrastructure n’a été installée. Ceci n’est pas notre cas.

Dans le chapitre 1, nous avions présenté particuliérement deux approches de programmation
dynamique pour résoudre des problémes de localisation de dispositifs dans les arborescences.

Dans la premiére, le hit ratio d’un cache est considéré comme constant, ce qui n’est pas une
hypotheése satisfaisante dans la pratique.

Dans la seconde approche, une précision est donnée aux types de contenus des dispositifs, et
les flots peuvent étre répliqués (ce qui en fait une grandeur intensive, ou "multi-cast"). Cette
hypotheése est discutable surtout dans le contexte étudié (vidéo a la demande). De plus, dans
ce probléme le contenu du serveur est une variable de décision tandis que pour un cache, ce
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FIGURE 2.4 — Création du graphe des "permutations" G = (E, A).

comportement, est contraint.

Ces approches restent extrémement intéressantes, car elles considérent la programmation
dynamique sous des points de vue sensiblement différents. Notre étude va consister & produire
une nouvelle approche en s’inspirant de ces deux paradigmes, dans le but de traiter efficacement
des problémes de localisation génériques et difficiles.
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FIGURE 2.5 — Chemin possible reliant un élément de E, & Ej,.

02

FIGURE 2.6 — Nouvel ensemble F,.
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Algorithm 5 Algorithme d’intersection de deux matroides

Require: M; = (E,F1), My = (E,F2), G = (V, E) et fonction de cott ¢: E — R
Ensure: F,,* ensemble indépendant de cardinalité n, de poids maximal

1: m< 0, Fo < 0, ca(e) « c(e), c1(e) « 0,Ve € E

2: while n < rg(M;) et n < rg(Mz) do

3:
4:

10:

11:

12:

13:

14:

15:

16:

17:

18:

25:

for allv:1et2do
m; < max{c;(e),e € E—cl;(F,)} détermination de la valeur maximale c(e) de ’élément
non encore introduit, tel que F, U {e} € F; (légal selon la famille ¢)
E; + {e € E —cl;i(Fy,),c(e) = m;} ensemble des éléments e tels que F,, U{e} € F;, de
valeur m; (valeur maximale)
end for
Création de G = (E, A) graphe orienté, A < ()
A +— AU{(ay),z € ci(Fp) — Fp,y € S1(z, F,) N Fy,c1(z) = c1(y)} Dans le matroide
1; arcs créés depuis chaque élément du complémentaire de F,, dans la fermeture, vers
I’ensemble des éléments du stigme qu’il induit dans F;,, si le coit de 1’élément de départ
est identique au cott de I’élément d’arrivée
A+ AU{(zy),y € cla(Fy) — Fn,x € Sa(y, Fr) N Fy,ca(x) = c2(y)} Dans le matroide 2;
arcs créés vers chaque élément de ’ensemble du complémentaire de F),, dans la fermeture,
depuis ’ensemble des éléments du stigme qu’il induit dans F,, si le cott de I’élément de
départ est identique au coit de ’élément d’arrivée.
H : ensemble des sommets de G = (F, A) atteignables depuis Fs
if HNE; # (0 then
Déterminer le plus court chemin P € H au sens des sommets de G = (E, A) qui relie un
élément de Fy a E;
Fh+1 + F,AP Création de Fj,;1, par 'ajout de 1’élément ey de Es, et la modification
neutre (en terme de cotts) qu’il induit sur Fj pour les deux matroides.
n+<n+1
else
der1 < min{cy (y) —c1(z),z € (cli(Fp)NH)—F,,y € (S1(z, F,)NF,) — H} Le minimum
de différentiel de cotlit créé par les arcs "potentiels" internes & la fermeture 1; et qui
divergent de H
01 < min{my —c1(z),z € (E —cl1(F,)) N H} minimum de différentiel de cott entre les
arcs "potentiels" externes a la fermeture et qui divergent de H
dero < min{co(z) — ea(y),y € clo(Fp) — F,, — H,xz € Sa(z, F,) N F,, N H} Le minimum
de différentiel de cofit entre les arcs "potentiels” internes a la fermeture 2 ; qui divergent
de H
02 + min{ms — c2(y),y € (E — cl2(Fy)) — H} minimum de différentiel de coit entre
entre les arcs "potentiels" externes a la fermeture et qui divergent de H
0+ min{5H1, 51, 5H2; 52}
for alle € H do
ci(e) «ci(e)+4
ca(e) + cale) — 48
end for

end if

26: end while
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Algorithm 6 Ensemble E7(e) des arétes prédécesseurs de e
Require: G = (V, E) cx(e)VE,
Ensure: E7(e) ensemble des arétes prédécesseurs de e

1: ET(e) <0

2: for alle’ € £, N F, do

3: if cx(e) = cx(e') then

4: Et(e) + ET(0j) U{e'}
5:  end if

6: end for

Algorithm 7 Ensemble E~ (e) des arétes successeurs de e
Require: G = (V,E) ci(e)Ve € E
Ensure: E~(e) ensemble des arétes successeurs de e
1: B~ (6) — 0
2: for all ¢'F tels que F, U {e’} contient un cycle et F,, — {e} U{e’} n’en contient pas (stigme)
do

3:  if ¢x(e) = cx(e’) then

4: E-(e) «+ E~(e)U{e'}
5:  end if

6: end for

Algorithm 8 Arbre couvrant de poids minimum, avec deg(o) < k

Require: G = (V, F) et fonction de cott ¢: F — R
Ensure: Arbre couvrant de poids minimal, avec deg(o) < k (si réalisable)
1 n+ 0, Fy 0, cy(e) « cle), ck(e) <+ 0,Ve € E
2: while E —cly(F,) # 0 et E— clg(F,) # 0 do
3:  trouver les éléments E, C E de colit minimums ¢,4(e) & ajouter & F,, tel que cela ne forme
pas de cycle
4:  trouver les éléments de Ey qui peuvent étre ajoutés : il s’agit soit de E (contrainte de degré
non serrée) ou de E — &, (contrainte serrée)

5. if E;NER #( then

6: Fot1 < F, U{e*} pour un e* € E; N Ej

7 n<n+1

8: else

9: Construire G = (E, A) pour chaque e € &, N F,, a I’aide des algorithmes 7 et 6
10: Trouver I’ensemble H des arétes atteintes depuis I,
11: if de* € HN E — CLy, par le chemin p then

12: F,+1 + F, Ap différence symétrique

13: n<n+1l

14: else

15: Calculer §

16: ck(e) < cp(e) — 0, VH

17: cq(e) < cq(e) +6,VH

18: end if

19:  end if

20: end while
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FI1GURE 2.7 — Création du graphe G = (E, A).
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FIGURE 2.8 — Calcul de §.
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FIGURE 2.9 — Modification des cotts.

FIGURE 2.10 — Solution optimale.
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FIGURE 2.11 — Modification des coits.

FIGURE 2.12 — Solution optimale.
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Chapitre 3

Localisation de caches hiérarchiques
dans une arborescence, a hit ratio
variable

Introduction

Les programmes dynamiques peuvent permettre de décomposer polynomialement certains
problémes dans les arborescences, tels que la localisation de serveurs et/ou de contenus ([68],[98]
et [61]. Cependant ces approches de programmation dynamique polynomiales imposent des hy-
pothéses trop simplificatrices pour notre probléme, et qui de surcroit, ne prennent pas en compte
le comportement réel d’un cache, notamment au niveau de son contenu. Il est également possible
d’étendre ces algorithmes pour résoudre des problémes plus difficiles au prix d’une complexité
plus élevée ([72]). A Dinverse, cette approche plus souple qui permet de prendre en compte
d’autres contraintes est, en pratique peu performante. Nous motivons ici I'idée d’appréhender
ce paradigme d’une autre facon, qui sera a la fois efficace et facilement adaptable & d’autres
problématiques de localisation (principalement dans les arborescences).

L’hypothése de hit ratio constant dans un probléme de localisation de caches est peu réaliste
pour deux raisons. La premiére est qu’en réalité le hit ratio d’un cache dépend principalement
de la distribution de la popularité et de la taille de sa mémoire, comme nous le montre expéri-
mentalement [105], dans la figure 3.1
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FIGURE 3.1 — Deuz courbes expérimentales donnant le hit ratio, en fonction des politiques de
remplacements, de la taille du cache, mesuré sur du trafic de vidéo a la demande (a gauche), et
du trafic "Web streaming” (4 droite).

La seconde raison est qu’il est impossible d’estimer le comportement de caches successifs
dans une hiérarchie puisque, comme on ’a vu, le modéle nous contraint & séparer les données (et
les requétes correspondantes) "cachables" et non "cachables". L’approche donnée par [72], est
centrée sur des classes de contenus. Les limites d’une telle méthode par rapport a notre probléme
résident tout d’abord dans le mode de transmission. L’hypothése de "multi-cast" suppose une
simultanéité des demandes, ce qui est faux dans notre cas. De plus, il est possible d’optimiser
le placement de contenus, qui dans le cas de caches n’est pas un choix, mais un comportement,
contraint. Nous allons & présent introduire des variables de contenus pour nos caches, ce qui
nous permettra de connaitre en chaque noeud sur lequel se trouve un cache, la valeur suivante

>~ Zy.Dy . Nous pourrons dés lors connaitre la satisfaction des demandes D,, ; si la classe de
neN,
contenu n est présente, et donc de déduire le hit ratio déja défini par (définition 3) :

Z ZL'n.Dn,t

neN,

Z Dn,t

neNy

HR(t) =

La distribution de popularité par type de contenus est ici une donnée d’entrée du probléme,
qui s’appuie sur des estimations statistiques. Plus précisément, nous nous concentrerons sur le
moment ou la demande est la plus forte (le pic). C’est en effet cette référence qui est généralement
utilisée pour permettre de construire un réseau ; c’est pourquoi dans le domaine des télécommu-
nications on le caractérise comme "dimensionnant". Nous regrouperons ensuite ces contenus en
un nombre IV de classes de contenus, suivant un critére de popularité, et en nous assurant que la
taille mémoire de chaque classe de contenus est similaire (la somme des volumes des contenus de
la classe). Une maniére simple de choisir ce nombre N est de faire correspondre la taille de ces
groupes avec la capacité mémoire des caches. Ceci est particuliérement intéressant puisque cela
permet, d’exprimer la capacité d’un cache uniquement par le nombre de classes qu’il peut contenir.

Nous considérerons que la période choisie est représentative du pic, et qu’elle se trouve dans

un régime permanent. Cette hypothése ne prend pas en compte les effets transitoires (mécanismes
de remplacement, corrélation temporelles durant la période, bruit, etc...). Cependant le point de
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vue macroscopique du modéle (agrégation des contenus par classe, description non nominative
des fichiers), est moins sensible et absorbe en partie ces effets locaux.

p

A

0.42

0.3

012 _ |
008 __|
»
2 3 4 5

FIGURE 3.2 — Un exemple de distribution de popularité, que l’on peut assimiler a la distribution
des probabilités de demande des classes de fichiers, segmentée en 5 classes de contenus.

3.1 Mesure de la demande et de ’espérance

Définition 10. Nous définissons l’ensemble des choiz de classes fichiers possibles Q = [1; NJ.
Soit la variable aléatoire X de Q vers RY. La loi de probabilité de X associée est notée Px.
Enfin la probabilité qu’un fichier n soit objet d’une demande client est notée Px({n}) que nous
TaACCOUTCITONS en Py,

Nous pourrons alors définir un flux moyen de demandes, résultant de ’espérance de la variable
aléatoire X.

Définition 11. En appelant la taille T,, du fichier n. Le résultat de lexpérience X ({n}) est le

vecteur :
x(y = { g7 SN

Nous pourrons alors définir ’espérance suivante :

sinon.

Définition 12. L’espérance générale de la variable X est définie par le vecteur :

E(X) = X({n}).Px({n}) = (Tr-p1, ., Tn-pn)

Pour un nceud ¢, nous précisons alors ’espérance en considérant également la population de
clients D; en ce nceud.

Définition 13. En considérant une population de clients D; au neud i, Uespérance E;(X)
(abrégée en E;) de la variable aléatoire de X sur tous les clients au neud i est donnée par :

E; = (Eijy =Ti.p1.Ds, ..., Ei 5, = Ty.pp.D;)

Dans le cadre d’une arborescence, les requétes non satisfaites par un fils, seront reformulées
& son nceud pére. Cela signifie que l'on doit distinguer ’espérance de trafic de la population
d’un noeud 3 et Pespérance globale de mesurée sur la sous-arborescence 7 induite par la noeud 4
(comprenant donc la racine ¢). L’espérance de flux/demande nous est alors donnée par la relation
suivante :
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Proposition 16. L’espérance Eri, mesurée sur toute la sous-arborescence induite par i pour
le contenu n selon les espérances Eri ,, des sous-arborescences de ses fils j € (i) est donnée
par la relation suivante :
Eri,= Z Eq;n+ E(i,n)
JEIT(9)

Démonstration. Soient p; ,, et les pri ,,Vj € 01 (i) respectivement les probabilités du nceud ¢ et
de toutes les sous-arborescences induites par j € 67 (i) de requérir le contenu n. Les espérances
sont respectivement F;, = T5,.D;.p;n et Er; , = Ty.Dyj.pyi . L'espérance est un opérateur
linéaire, et les variables étant définies sur le méme espace probabiliste, on a :

ETiJl =T,.Di.pin+ Z T.Dr; .ijm,Vn eN
jES(3)

Soit :
Erip= Z Eq;n+ E(i,n)
JEIH(4)

O

Plus généralement, si un cache est présent au nceud 4, et si celui-ci posséde la classe de
contenus n (z;,, = 1), la totalité de cette demande sera absorbée, modifiant donc ’espérance
globale sur toute la sous-arborescence de racine 1.

Proposition 17. Soit l'espérance Eri ,mesurée sur toute la sous-arborescence induite par i
pour le contenu n selon les espérances Er; , des sous-arborescences de ses fils j € 67 (i). En
considérant la variable z; ,, de placement de la classe de contenu n en i,

Erin=0=zin).( Y  Ern+E@n)
jest (i)

Démonstration. Lorsqu’un cache est placé au nceud 7 et posséde le contenu n, la probabilité de
requéte n de toute ’arborescence de racine i tombe & 0, quelque soit la distribution de popularité
de T". L’espérance est donc nulle également. |

Puisqu’a chaque requéte formulée en amont est associé un flot de contenu associé en aval,
nous assimilerons dorénavant cette espérance & un flot (ou une espérance de flot). Nous allons &
présenter un modéle de localisation de caches transparents.

3.2 Modéle de localisation de caches

Nous rappelons & nouveau que 7 = (V, A) désigne le graphe arborescent de racine o, le serveur
central. Les cotits des arcs incident & i € V sont notés w;. Par convention w, = 0. Nous ajoutons
également une capacité d’arc ¢;, Vi € V, qui représente une limitation de débit sur ’arc incident
a 7. Dans le cadre d’un trafic élastique, c’est-a-dire lorsque les requétes peuvent étre satisfaites
plus tard pour cause de congestion, ce terme définit alors une limite de congestion imposée, alors
que dans le cas d’un trafic non élastique (ou "circuit"), cette limitation est uniquement le débit
supporté par le lien physique. La capacité mémoire d’un cache, modélisée par un nombre de
classes, sera notée C,,, tandis que son coiit sera noté C.. Enfin, pour chaque nceud, le nombre
de clients sera noté D;. La probabilité qu’une classe de contenus soit I’objet d’une demande au
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nceud ¢ est notée p;,,Vi € V,¥n € N. La taille d'un fichier moyen 7T sera commune & chaque
classe de contenus.

Pour décrire notre modéle nous utilisons les variables suivantes :

1. y; : la variable de décision binaire de valeur 1 si un cache est installé au nceud 7, 0 sinon.

2. x;y : la variable de décision binaire de valeur 1 si le cache installé au nceud 4 contient la
classe de contenus n.

3. fin :la variable qui représente le flux de contenus incident & 3. Il est alors de valeur égale
a lespérance Eri,, (selon la relation 3.1) de demandes formulées sur toute I’arborescence
de racine i.

4. F;,, :la variable qui représente la mesure de I’espérance avant interception éventuelle d’'un
cache

minz Ce.yi + Z Z w; fin (3.1)
eV neN eV
Z Tin < Con.yi, VieV (3.2)
neN
in=1—2n)Fin, VieV,¥ne N 3.3
LCA S ( n)-Ei, (3.3)
> fim <, VieV (3.4)
neN
Fin=Y fin+DiTspin, VicV,¥neN (3.5)
JEST ()
LTin,Yi S {0; 1}7fi,n 2 07 1€ V,TL EN (36)

L’objectif (3.1) consiste & minimiser le cott du déploiement de I’architecture, composé & la
fois de cott d’installation de caches et de la consommation moyenne de la bande passante sur les
liens. La premiére contrainte (3.2), décrit la limitation mémoire qu’impose la configuration du
cache. Puisque les classes ont été construites en fonction de la taille mémoire du cache, celle-ci ne
s’exprime plus qu’en nombre de classes. La deuxiéme contrainte (3.3) définie I’espérance mathé-
matique selon les espérances des noeuds fils comme explicité par la proposition 3.1. La contrainte
(3.4) est une limitation ¢; en terme de volume de trafic. Enfin la contrainte (3.5) introduit une
mesure de 'espérance avant une éventuelle interception de tout dispositif de cache.

Dans ce modéle, les caches se comportent comme des serveurs, car leurs contenus ne sont
pas contraints et demeurent donc des variables & optimiser conjointement avec le placement.
Nous avons déja vu que les politiques de remplacement des caches ont toutes pour but de se
rapprocher de la politique optimale (MIN /oracle), qui elle-méme vise & contenir & chaque mo-
ment, les fichiers les plus populaires. En oubliant ’effet transitoire qu’impliquent les algorithmes
de remplacement et les perturbations dynamiques, nous ajoutons une hypothése de régime sta-
tionnaire en considérant que le cache contient les fichiers les plus populaires, selon la mesure qui
en est faite sur son nceud. Pour la prendre en compte, nous ajoutons donc la contrainte suivante :

(i — Tin )(Fip — Finr) >0, Y(n,n') € N2 VieV (3.7)
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La contrainte se comporte alors comme suit ; si le contenu n est plus populaire que le contenu
n’ (la relation d’ordre est effectuée sur la mesure de l’espérance mathématique sur la sous-
arborescence globale), cela contraindra le contenu n & étre automatiquement contenu si le contenu
k' Vest aussi. De maniére symétrique si le contenu n est présent et le contenu n’ ne lest pas,
c’est que la popularité de n soit étre supérieur a n’. Si les deux contenus k et k' sont présents,
alors le contrainte est relachée. Le modéle complet "Localisation de caches dans une arborescence
(LCA)" devient :

min Z Ceyi + Z Z Wi fin (3.8)
eV neN eV

> @in < Con i, VieV (3.9)

neN

fin=0—2,).Fin, VieV,Yne N (3.10)
LCAS N fin <ci, VieV (3.11)

neN

(xi,n - xi,n’)(Fi,n - Fi,n’) 2 07 V(TL, TL/) S N2,V’L' cV (312)

Fin= Y fin+DiTypin, VieV,VneN (3.13)

jEst (i)
Zin, ¥i € {0,1}, fin >0, i€eV,neN (3.14)

Notons que ce modéle n’est pas linéaire (contraintes 3.10 et 3.12 ). Si des méthodes élaborées
permettent de résoudre ce type de probléme, nous présenterons ici une méthode de linéarisation
"classique". On peut effectuer la premiére linéarisation (3.10) :

(1 — -Ti,n)- Z Dj-Tf-pj,n > fiﬂl > Fi,n — Tin. Z Dj.Tf.pjm,Vi eV,¥neN (315)
JET? jET?
et
> fin+ (L= 2i0).D Tfpin > fin, Vi€ V,Yn € N (3.16)
JeSt(4)

Avec T C V, les noeuds présents dans tout le sous-arbre de racine 3.

Si z;, =1 alors f;,, = 0 puisque f;, > 0. Si, en revanche, z;,, = 0, alors f; , sera encadrée
par les deux équations précédentes imposant donc f;, = > fjn + DiTr.pin.
jeat (@)

Les contraintes (3.12) peuvent, quant a elles, étre linéarisées comme suit :

En définissant un "grand M" comme suit :

M; o = max( Y D;.Ty.pjn) (3.17)
e
E,n — Fi,n’ > (mi,n — Tin — 1).Mi7n,n/,V(n,n') S N2,V’L' cV (318)
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minz Ceyi + Z Z Wi fin (3.19)
i€V neEN i€V
> @in < Coni, VieV (3.20)
neN
Jin 2 Fin — Tin. Z D;.Tt.pjn, Vi e V,Yn € N (3.21)
JET?

LCA fi,n S E,ny Vi € V, Vn € N (322)
> fin < e VieV (3.23)
neN
Fip = Fint > (T — Tijpr — 1).Mj V(n,n') € N2VieV (3.24)
Fin= Y fin+DiTs.pin, VieV,Vne N (3.25)

jeot(@)
Tin,Yi S {Oa 1}afi,n Z Oa xS V,n e N (326)

3.3 Définitions, notations et propriétés

Il est, intéressant d’observer que la régle de préférence (contraintes (3.24)) ne constitue pas une
inégalité valide du probléme de localisation de serveurs et de contenus. Ainsi le comportement
qui induit de contenir et d’intercepter la classe de fichiers la plus populaire ne constitue pas né-
cessairement la stratégie optimale en terme de cott de la fonction objectif. Pour s’en convaincre,
il suffit d’observer la figure 3.3.

En supposant que la taille mémoire du cache n’est capable de contenir qu’une seule classe
de contenu, et que son coiit est nul : nous exhibons sur la figure 3.3 la solution optimale en
relachant la contrainte de préférence. Le cott la de solution est donné par la somme des flux
moyens sur chaque lien multiplié par le cout linéaire de transmission correspondant. Nous ob-
tenons donc des flux f,1 = (1 — zp,1).pp1.Dp = 0.66 et fro = (1 — xp1)pp2.Dp = 0 de
coits de transmission unitaire égal & 1, et des flux fo1 = (1 — 24,1).(Pa,1.Da + f5,1) = 0 et
fa2 =1 —242)-(Pa,2-Da + fb2) =9 x 0.33 = 2.97 avec un colt de transmission linéaire égal a
10 : la somme nous donne un cott de 30.36.

Au contraire nous exhibons sur la figure 3.4 la solution optimale avec la contrainte (3.24)
—contrainte de préférence. Le cotit de la solution est donné par la somme des flux moyens sur
chaque lien multiplié par le cotit linéaire de transmission correspondant. Nous obtenons donc des
flux fp1 = (1 —xp1).06,1.- Do =0 et fo2 = (1 —xp1)pp2.Dp = 0.33 de coiits de transmission uni-
taire égal a1, et des flux fo1 = (1—24,1)-(Pa,1-Da+ fo,1) = 0et foo = (1—=24.2).(Pa,2-Da+ fo2) =
9 x 0.33+ 0.33 = 3.33 avec un colt de transmission linéaire égal 4 10 : la somme nous donne un
coit de 33.63. La différence majeure avec la solution sans contrainte de préférence vient du fait
qu’au nceud a, le cofit linéaire de transmission est critique, il est donc préférable de minimiser le
flux total & cet endroit, et c’est la configuration précédente qui le permet.

Nous allons introduire quelques définitions supplémentaire :

Définition 14. Nous appelons y+: € {0, l}lTl‘ le vecteur de localisation de caches dans la sous-
arborescence T, de racine i — neeud i compris. Par extension y; est alors la valeur particuliére
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F=2.97
0 -100 % 10
Cache
Client 2
Mesure : . D=9 66 -33 %
69-31%

100 -0 %

Cache
Client 1

|
Mesure : . D=1 66 - 33 %

66 -33 %
Cot transmission = 29.7 + 0.66 = 30.36

FIGURE 3.3 — Stratégie optimale de placement de contenus.

en i du méme vecteur. L’ordre utilisé est un ordre lexicographique : un neud de profondeur
supérieure aura toujours un indice de valeur supérieure.

Définition 15. Nous appelons Y7 I’ensemble des vecteurs de localisation de cache du sous-arbre
T de racine i. Il est défini comme :

Y€ {0,1}7 (3.27)

Définition 16. Soit I(F,n,Cy,) la fonction qui vaut 1 si la classe de contenus n est parmi les
Cy, €léments les plus populaires, selon une configuration de flux F, et O sinon.

Définition 17. Nous wutiliserons, fiyyﬂ : le vecteur qui représente l’espérance de flux fiynﬁyﬂ.
pour chacune des classes n en chaque neud i, sachant les décisions yr: prises dans le sous-arbre
T*. Il est notamment défini par les relations suivantes :

Fiy,., = Z fiyys +0i-Di Ty (3.28)
JEIT (1)
et Fiy , avec :
fimyre = (= 1(Fiy;1,9:-Cm))-(Finy,.),Vn € N (3.29)

Définition 18. Nous définissons a présent REALy i, l'ensemble des vecteurs Yr: réalisables,
définit par :

.
REALz. = {yz: € (0,17 ||fuy . ||, < ci} (3.30)

Définition 19. Soient deuz vecteurs fi, ., et fi,y/ﬂ_. Nous définissons la relation d’ordre :

fi,yTi = fz,y[rl = fi,n,yTi 2 fi,n,y;_ivvn eN (331)
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I F=3.33
0 - 100 % 10
Cache
Client 2
. |
Mesure : . D=9 66-33 %
64-36%
[ | 1 F=0.33
0 -100 %
Cache
Y Client 1

|
Mesure : . D=1 66 - 33 %

66 -33 %
Codt transmission = 33.3 + 0.33 = 33.63

FIGURE 3.4 — Comportement réel des caches.

Définition 20. Nous définissons le coit C(yri) d’une solution par :

Clyr) = D 45-Co+ fiupll,-ws (3.32)
JET?

Définition 21. Soit un vecteur y;ii. Nous définissons le sous-probléme dit "de domination”,
susvant :

Y (y5) =arg  min  Clyr:) (3.33)

vy EREAL

i

foo+ Fliy
Yori T

Ce probléme de domination vise & connaitre la solution la moins chére sous contraintes de
flux total maximum, donné par la solution associée au vecteur y;C Le résultat de ce probléme
nous donnera la solution de cotit minimal selon ces contraintes.

3.4 Programme dynamique, localisation de caches au hit
ratio variable dans un réseau arborescent

Le modeéle linéaire présenté précédemment nécessite beaucoup de contraintes et de variables,
et les relaxations offrent des bornes assez faibles en pratique. Nous allons donc nous intéresser a
la spécificité de notre problématique, & savoir que notre graphe est une arborescence. Nous allons
alors tirer parti de cette caractéristique en réutilisant des concepts de récursion déja présentés
précédemment, et en les appliquant & notre probléme.

Dans [68], [98] et [61], ou il s’agit de placer des caches capable d’intercepter totalement un

flux connu, et dont les liens ne possédent pas de capacités, le principe de récursion permet, étant
donnée une décision prise a priori (& savoir, placer ou non un cache au nceud considéré), de

63



créer une somme de sous-problémes devenus indépendants. Appliquer ici ce principe est impos-
sible pour deux raisons majeures.

Tout d’abord il y a les contraintes (3.23) du modéle explicité précédemment imposent une
réalisabilité de capacité au noeud . Si l'on peut contraindre la solution & étre réalisable (par la
mise en place d’un cache par exemple), on ne garantit plus 'optimalité de la solution retournée,
comme nous le montre 'exemple de la figure 3.5. La solution (solution irréalisable) qu’un pro-
gramme dynamique de type [98] destiné au placement de caches a 'interception de classe fixé
et sans capacité (en fonction de cotit uniquement ou k-localisation), pourrait proposer (Solution
"réparée"). Sans limitation sur le nombre de caches & installer (k-médian), quelle que soit la dé-
cision prise au nceud "routeur", il n’est pas intéressant d’un point de vue économique de placer
un cache aux nceuds clients. Une fonction récursive ne permettra donc pas de placer un cache
& ces nceuds. Pour satisfaire la contrainte de capacité, le programme devra installer un cache.
Pourtant la solution optimale respectant la contrainte de capacité nécessite d’installer un cache
en un neeud feuille (Solution optimale).

De plus les contraintes (3.24), nous obligent & avoir une mesure de la popularité a chaque
neeud i, elle méme dépendante de ce qui a été installé dans le sous arbre 7. Cela signifie que
I'information sur le placement de contenus est nécessaire pour prendre la décision de mettre ou
non un cache.

Luss ([72]) évite cet écueil en calculant chaque état réalisable du nceud courant (au sens du
nceud pére) que devra satisfaire la solution locale de la sous-arborescence. Dans la problématique
qu’il aborde, si le nombre de ces états reste limité et constant par noeud, ’approche ne semble
pas suffisamment efficace. Dans notre probléme le nombre de ces états (les flux de demandes pos-
sibles) est extréemement élevé, et dépend de la profondeur du noeud considéré dans I’arborescence.

La récursion de Luss s’appuie également peu sur la dominance des coiits, et la décomposabi-
lité du probléme. En effet, des états sont souvent plus souples que d’autres. Si la solution locale
optimale sur la sous-arborescence 7 supposait par exemple I’état le plus optimiste e; (comme
des demandes remontées nulles), alors il était en réalité inutile de tester les autres états. La
structure méme de son algorithme de programmation dynamique ne permet pas d’établir cette
connaissance a priori. Cependant le choix de l'ordre de ces états (notamment du plus "optimiste"
au plus "pessimiste") pourrait réduire cette recherche.

Nous allons donc proposer une nouvelle méthode pour pouvoir capter ce phénoméne et s’ap-
puyer sur des régles de dominance pour supprimer le maximum d’états et s’appuyer sur ’'indépen-
dance qui peut survenir sur une sous-arborescence optimale (une sous-arborescence ne dépendant
plus de son pére).
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Solution "réparée" Solution irréalisable

D=0<[1]

Cout cache = 10

D=1 D=1 D=1 D=1

Codt solution = 10 + 4 + 4=18 Co0t solution = (4+2)+(4+2)=12

Codt solution = 10 + 4+2 =16

Solution optimale

FIGURE 3.5 —

La solution que nous proposons consiste a recréer un espace de solutions sans présupposer
une connaissance sur le nceud en cours, comme il est généralement fait dans les programmes
dynamiques. Nous allons simplement construire récursivement 1’espace des solutions possibles,
comme suit :

Définition 22. Nous appelons Y*(T") l'espace des solutions dominantes, construit de la facon
suivante :

YT ={y" (yF),y5 € Y(T)} (3.34)
Définition 23. Y (T), l’espace des solutions courantes est défini par :
Y(T) ={yr €{0,1} x [] Y*(7T7)} (3.35)
jeat (@)
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Cette relation de récurrence est alors utilisée dans l'algorithme dont le pseudo-code est ré-

sumé sur 9. Nous récupérons les ensembles des solutions dominantes fils j de 67 (i) (étapes 1 a 3).
Nous créons les nouvelles solutions possibles, & savoir le produit cartésien des solutions au noeud
i et tous ses fils (étapes 4 & 6). Si ce nceud ne posséde pas de fils, il s’agit simplement de placer
un cache ou non (étapes 6 a 8). Il s’agit ensuite de supprimer les solutions dominées deux a deux
par flots et cotits comparés (étapes 9 & 16). Nous pouvons retourner l’ensemble ainsi construit.

Algorithm 9 Solutions dominantes Y*(77)

Require: 7 = G(V, A) arborescence de racine i, Cc cotit d’un cache
Ensure: Ensemble Solutions dominantes Y *(7")

10:
11:

12:
13:
14:
15:
16:
17:

: for all j € 67 (i) do
Calcul de Y*(T7)
end for
if 67 (i) # 0 then
Y(T") +{0,1} x [I Y*(77) déterminer le nouvel ensemble des possibles (3.35)
jest
else v
Y(T") «{0,1}
end if
for all y%- € Y/(T") do
for all y/, € Y(T") — y7: do

if fz,y[rI s finyi et C(y/Tz) 2 C(yTi) then
Y(T") < Y(T") =y (3.34)
end if
end for
end for

Y*(T?) « Y(TY)
return Y*(7Y)

Nous allons & présent, détailler le fonctionnement de 1’algorithme appliqué & ’exemple décrit

dans la figure 3.6.
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Capacité lien = [2] Codt lien =2

Cout lien = 4 Coutlien=5

Codt lien = 2

Codt lien =2 Codt lien =3

Codt lien =6

2/3-113 %

D=3
2/3-113 %

FIGURE 3.6 — L’arborescence constituée du serveur central (en noir), les coits des liens ¢;, les
demandes en chaque neud ainsi que la popularité des deux classes de contenus (en vert et rouge),
avec le volume global de requétes D; = D = 3,Vi € V.. Un cache de coit C. = 18 ne peut contenir
qu’une classe de contenus et peut étre installé sur chacun des neeuds.

Nous commengons par calculer les ensembles dominants sur les feuilles Y*(74), Y*(T°), Y*(7°)
et Y*(T7). Les sous-solutions sont données par la figure 3.7. Aucune solution ne domine Pautre
(si une solution est moins chére, le vecteur de flux n’est pas comparable & 'autre du point de
vue de la relation d’ordre de la définition 3.3. Nous nous concentrons alors & présent sur le nceud
2. La figure 3.8 résume d’abord I’ensemble des solutions possibles Y (72), puis I’ensemble des
solutions dominantes Y*(72). Le tableau 3.1 résume également les ensembles Y (72) et Y*(773).
Enfin nous décrivons Y (7!) et Y*(T!). Puisque le lien incident en 1 ne supporte pas un flux
global de 2, certaines solutions sont immédiatement rejetées. Puisque nous sommes & la racine
de notre arborescence, nous pouvons alors immédiatement choisir la solution qui cotite le moins
cher, donnée ici par le vecteur (0,1,1,1,1,0,0)x, et représentée par la figure 3.9.
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Codt lien = 2 [ ] [ |
2-1 0-1
C(y4=0) = 3x2=6 @ H oo C(y4=1) = 1x2+18=20 @ H oo
213-113 % 2/3-113 %
N A
Codt lien = 3 [ ] [ |
2-1 0-1
C(y6=0) = 3x3=9 @ B o C(y6=1) = 1x3+18=21 @ H o
2/3-1/3 % 2/3-1/3 %
A A
Cott lien = 6 [ ] [ |
2-1 0-1
C(y5=0) = 3x6=18 @ B oo C(y5=1) = 1x6+18=24 @ B oo
213-113 % 2/3-113 %

FIGURE 3.7 — Pour chaque neud feuille, la solution sans cache (& gauche), et avec un cache (a
droite). Le cott associé a la solution et le vecteur de demandes pour chaque classe de contenus
sont également indiqués. Le neceud 7 n’est pas représenté ici, car il est identique au neeud 4.
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Codt lien =4

20

20

Codt lien =4

20

20

0-1

24

24

24

24

2-1

24+24=48

30+16=46

44+8=52

38+16=54

N

24+8+18=50

N

30+8+18=56

1

44+18= 60

N

38+16+18=70

-2

2

FIGURE 3.8 — Calcul de Y (T?) en effectuant le produit cartésien des solutions des fils (4 et 5),
et de la solution associée a la décision de placer ou non un cache au neud courant 2. Il suffit
ensuite de récupérer les solutions dominantes (annotées d’une couronne) pour constituer Y *(T?).

69



C(T?)

yrs = (Y3, Y6, 97) | [3.0.s C(yrs)
(0,0,0) (4,2) C((0)°) + C((0)) + fay,, ws =9+6+65=45
(0,1,0) (2,2) C((1)°) + C(0)7) + fa,y,q-ws =21 + 6 + 4.5 = 47
(0,0,1) (2,2) C((0)°) + C((1)7) + fay,q-ws =9+ 20 + 4.5 = 49
(0,1,1) (0,2) C((1)%) + C((1)7) + fay, o-ws =21 + 20 + 2.5 = 51
(1,0,0)* 0,2) | C((0)°) +CU0)) + f3y,s w3+ Ce=9+6+25+18 =43
(1,1,0) 0.2) | C((1)°) +C(0)7) + fay,a-ws + Co =21+ 6+ 2.5+ 18 = 55
(1,0,1) (0,2) | C(0)°) +C((1)7) + fay q-ws + Ce =9 +20 + 2.5+ 18 = 57
(1,1,1)* (0,0) C(D®) + (1)) + fryps-ws + Cc = 21 +20 4 18 = 59

TABLE 3.1 — Déclinaison de I’ensemble Y (772), et extraction de son ensemble Y*(7?), annoté par

’*7-

Cc(Th
Yy = (W1, Y2, 97) | iy Clyr)
(0,0,0,1,1,0,0)* | (2,4) C((0,0,1)%) + C((1,0,0)°) + f,., wy
(0,0,0,1,1,1,1)* | (2,2) C((0,0,1)%) +C((1,1,1)3) + fy,. w1
(0,1,0,0,1,0,0)** | (0,4) C((1,0,0)°) + C((1,0,0)°) + f,., w1
(0,1,0,0,1,1,1) (0,2) C((1,0,0)°) + C((1,1,1)°) + fy., w1
(0,1,1,1,1,0,0)* (0,2) C’((l,l,l)z) +C((1,0 0)2) + fy. w1
(0717171717171) (070) C((la 1721) ) + C((lv 1)31) ) + fy7—1 W1
(1,0,0,1,1,0,0) (2,0) | C((0,0, 1)2) +C((1,0, 0)3) + fy o wi + Ce
(1,0,0,1,1,1,1)* 0,2) | C((0,0, 1)2) +C((1,1, 1)3) + fy. w1+ Ce
(1,1,0,0,1,0,0) (0,0) C((LO,O)Q) + C((1,0, 0)3) + fyp w1 + Ce
(1,1,0,0,1,1,1) (0,0) C((1,0,0)2) +C((1,1, 1)3) + [y wi + Ce
(1,1,1,1,1,0,0) (0,0) C((1,1,1)2) + C((1,0, 0)3) + fyp w1+ Ce
(1,1,1,1,1,1,1) (0,00 | C((L,1,1)7)+C((L,1, 1)) + fy w1+ Ce
)
Y1 = (yla Y2, .- 7y7) fLyTl C(yTl)
(0,0,0,1,1,0,00% | (2,4) 46 + 43 + 6.2 = 101
(0,0,0,1,1,1,1)* | (2,2) 46 + 59 + 4.2 = 113
(0,1,0,0,1,0,0)** | (0,4) 50 + 43 4+ 4.2 = 101
(0,1,0,0,1,1,1) (0,2) 50 +59 + 2.2 = 113
(0,1,1,1,1,0,0)* (0,2) 60 + 43 + 2.2 = 107
(0,1,1,1,1,1,1) (0,0) 60 +59 = 119
(1,0,0,1,1,0,0) (2,0) | 46 +43 +2.2+ 18 =111
(1,0,0,1,1,1,1) (0,2) | 46 +59 + 2.2+ 18 = 127
(1,1,0,0,1,0,0)* (0,0) 50 + 43 + 18 = 111
(1,1,0,0,1,1,1) (0,0) 50 + 59 + 18 = 127
(1,1,1,1,1,0,0) (0,0) 60 + 43 + 18 = 121
(1,1,1,1,1,1,1) (0,0) 60 + 59 + 18 = 137

TABLE 3.2 — Déclinaison de I’ensemble Y (7!), et extraction de son ensemble Y*(71), annoté par
x’. Les solutions qui ne sont pas réalisables sont notées ’x’.
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FIGURE 3.9 — Solution optimale, de codt 107 (se référer aux tables).

Une amélioration trés classique pour résoudre des instances plus facilement et limiter ’explo-
sion combinatoire, est de déformer I'arborescence, de sorte qu'un nceud n’ait au maximum que
deux fils, comme le montre I’exemple de la figure 3.10. Cette déformation implique que le nceud
t ne doit pas étre éligible pour I’installation d’un cache.

En pratique, la mise en place d’une telle procédure pourrait étre faite durant la création des
produits cartésiens, par décomposition en sous-groupes.

FI1GURE 3.10 — A gauche l’arborescence initiale, a droite, la version avec deux fils.
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3.5 Expérimentations

Pour réaliser les expérimentations, nous avons utilisé un générateur d’arborescences, dont les
paramétres sont donnés ci-dessous :

1. Population de clients choisie uniformément dans I'intervalle [1, 5]

Taille de fichier unitaire

Capacité de l’arc choisi uniformément dans l'intervalle : [10,50]

Cott de transmission linéaire de I’arc choisi uniformément dans I'intervalle :[1,20]
|N| =5 classes de contenus

Distribution de popularité [0.33,0.27,0.2,0.13,0.07] (de type Zipf)

Capacité de caches C,,, = 2

Coiit cache C),, =2

Clients localisés aux feuilles

© NS ok N

Ces instances sont construites de maniére & obtenir des solutions optimales non triviales.

[V] [ PLNE | DP | Ecart (%)
210 1 3 0,017
255 | 431 | 3 0
322 | 23 4 0
375 | 52 3 0
393 | 73 4 0
455 | 338 | 2 0
538 | >3600 | 5 0,018
1431 | >3600 | 45 0,13

TABLE 3.3 — PLNE et programme dynamique. Le temps de calcul a été limité & une heure.
Les écarts constatés sont reportés dans la derniére colonnes. Un écart négatif signifie que la
programmation dynamique a trouvé une solution meilleure que la meilleure solution donnée par
la PLNE au bout de la limite de temps. L’ordinateur utilisé est doté d’un processeur Intel Core
2 Duo P8700 de fréquence 2.53 GHz, et de 3.48 Go de RAM. Le solveur utilisé est Xpress (Mosel
3.20 - mmsystem 1.8.8 - mmxprs 2.2.0).

La complexité de cet algorithme n’est pas bornée polynomialement : elle est donc potentiel-
lement exponentielle. Pourtant, en pratique, beaucoup de solutions sont dominées (comme nous
avons pu le voir dans I’exemple 3.6) et peuvent étre écartées "a la volée" ; ce sont des solutions
dont le coiit est facilement estimé et comparé, et qui ne seront donc méme pas construites. En
pratique nous limitons l'utilisation de la mémoire avec ce procédé, une grande quantité de mé-
moire ainsi qu’'un grand nombre de calcul, ce qui n’était pas le cas pour [72]. Ceci rend notre
algorithme particuliérement efficace, méme sur de grandes instances. La figure 3.11 nous montre
un exemple de dominances qui surviennent naturellement au cours de 1’algorithme.

La régle de dominance 3.3 peut également supprimer une sous-solution locale qui constituerait
la solution optimale. L’exemple 3.12 nous l'illustre. La solution (& gauche) avec une solution do-
minée rejetée, qui constitue pourtant partie de la solution optimale (& droite). Les demandes/flux
qui s’ajoutent aux nceuds intermédiaires, sont des solutions sur les sous-arborescences (non repré-
sentées) équivalentes dans les deux solutions. Les mesures des flux avant éventuelle interception
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par un cache sont données sur les nceuds tandis que les mesures de flux aprés éventuelle inter-
ception sont notées sur les arcs. Il est important de noter que cet exemple a pour but de montrer
I’abus créé par la régle de dominance ; contraindre ici le PLNE & intercepter exactement ce qu’il
peut contenir (passer les contraintes (3.20) & ’égalité) rendrait alors la solution de droite impos-
sible. Fort heureusement, la perte d’optimalité constatée en pratique lors des expérimentations
reste anecdotique.

Les résultats obtenus montrent d’abord 1’écart constaté par rapport & 'optimalité. En pra-

tique cet écart est extrémement faible (au plus ici de 0.018%). L’algorithme de programmation
dynamique permet en outre de résoudre des tailles d’instances relativement élevées.

O

Client Client Client Client Client Client Client Client

FIGURE 3.11 — Dans le cas ot les clients sont auz feuilles ; ces deuz solutions sont nécessairement
comparables avec la relation d’ordre déja citée, puisque le flux entrant a la racine est le méme
mais le nombre de caches différe.
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FIGURE 3.12 — FExemple de non optimalité.

L’intérét d’une telle méthode réside dans sa capacité a s’étendre sur d’autres problémes de
localisation dans des graphes arborescents. Nous allons maintenant présenter des extensions de
I’algorithme.

3.6 Extension 1 : Localisation de serveurs et de contenus

Si nous relachons la contrainte de préférence, le cache transparent devient un serveur clas-
sique, comme nous l'avons déja vu. Un grand nombre de choix de contenus devient alors possible.
Si nous segmentons les fichiers en classes de fichiers de sorte qu’un cache/serveur puisse contenir
exactement une classe de contenus, comme nous le suggérions déja, les combinaisons possibles
deviennent égales au nombre de ces classes.

Nous appellerons z; ,, la variable en {0, 1} précisant quelle classe de contenus est choisie pour
prendre place dans le serveur (le cas échéant).
Dans ce cas, la relation de dominance devient exacte.

Proposition 18. Soient i et j deuz neuds tels quei € T7. Si fiy i =7 fler et Cyri) > C(yri)-

Alors la solution optimale en y7; ne contient pas yr.

Démonstration. Supposons que la solution optimale en j soit uniquement constituée de yr:. Les
autres yx, k € 77 — T, restent inchangés. Nous avons la relation suivante :

fl}n,yﬂ =(1- xl,n)( Z fj,n,yﬂ' + Pin-DiTy) (3.36)
F€ot(9)



Dans le sous arbre 7%, nous avons un flot Jiyr: 7 f”/T D’aprés la relation (17), sachant
que les yi, k € T7 — T restent inchangés nous pouvons alors déduire que :
Jryp 7 fry VLT =T

Puisque les décisions d’installation sont les mémes, seuls compte les coiits de transmission.
Nous pouvons alors également déduire :

Clyr) > Clyp) V€T =T

La solution y’Tj est donc meilleure ou égale que y;, ce qui contredit I’hypotheése.

O

Malgré une génération plus grande de sous-solutions, le programme dynamique reste efficace
comme le montre le tableau 3.6, notamment sur des instances de taille élevée.

V| DP PLNE

60 o8 3s

85 7s <1s

166 18s 6s

228 58s 59s

288 86s >3600 (0.2%)
183 17s 75s

247 25s 65s

395 | 173s | >3600 (0.3%)
508 62s 1484s

610 | 200s | >3600s (0.4%)
1076 | 423s | >3600s (1.5%)

TABLE 3.4 — Comparaison sur instances aléatoires, avec 8 classes de contenus, coit de cache
C. = 50, des capacités choisies uniformément dans lintervalle [1,10] des codts choisis uniformé-
ment dans Uintervalle [5,25], et une population en chaque neud aléatoire uniformément choisie
dans lintervalle [1,10]. L’ordinateur utilisé est doté d’un processeur Intel Core 2 Duo P8700 de
fréquence 2.53 GHz, et de 3.48 Go de RAM. Le solveur utilisé est Xpress (Mosel 3.20 - mmsystem
1.8.8 - mmazprs 2.2.0.)

Si pour des instances de petite taille, le programme linéaire en nombres entiers posséde des
performances légérement supérieures, on remarque rapidement un écart sensible entre les temps
de résolution au profit de 'approche dynamique. L’augmentation des tailles d’instance est en
effet plus favorable au programme dynamique qui observe un différentiel de temps de résolution
beaucoup moins drastique. On remarquera malgré tout que les meilleures solutions proposées par
le PLNE restent satisfaisantes, avec des écarts d’optimalité (consignés entre parenthéses) assez
faibles. Cependant, cette qualité se détériore lorsque 'on cherche a résoudre des instances de
grande taille. Dans le méme temps, le programme est capable de fournir une solution optimale
en un temps raisonnable.
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3.7 Extension 2 : Caches avec contraintes de capacités

De maniére plus générale, un cache peut avoir une capacité de traitement limitée; c’est & dire
que le nombre de requétes clients/sessions simultanées qu’il peut satisfaire est contraint par la
puissance de calcul de son processeur central. Ainsi, dans la pratique, il se peut qu’un cache ne
puisse pas délivrer un des contenus qu’il stocke parce que son processeur est surchargé. Ceci va
bien évidemment modifier le calcul du hit ratio, ainsi que les popularités mesurée en amont d’un
cache surchargé.

Nous appelons capacité de streaming cette capacité notée C. De plus, nous allons autoriser
I’empilement de caches, c’est a dire que les capacités ne seront plus binaires mais entiéres. Pour ce
faire, nous allons émettre I’hypothése que les caches installés sont coopératifs et opérent comme
une seule entité. On peut dés lors agréger leurs capacités.

Nous ajoutons alors la variable z; , > 0,Vi € V,¥n € N, décrivant l'interception (streaming)
effective du cache (ou du groupe de caches) pour la classe de contenus n. C’est-a-dire les données
que le cache devra étre capable de traiter.

eV neN eV

Z Tin < Cm.Yi, VieV (3.38)
neN
fim = Fin — Zin, VieV,¥ne N (3.39)
> zim <uiCs, VieV (3.40)
neN

LCAY zin <@in. Y Dj.Typjm, VieV,¥ne N (3.41)

JET?
Zim < T DiTrpin+ Y fims VieV,¥neN (3.42)
JEST (i)
E,n - Fi,n’ > (zi,n — Tin' — 1)-Mi,n,n/; V(TL,TL/) € NQ,Vi eV (343)
Fin= " fin+DiTspin, VieV,yne N (3.44)
jest(i)

Tin,Yi € N7 fi,n 2 07 Zin Z 07 (XS Vﬂ nenN (345)

Les contraintes (3.39) nous donnent la relation exacte entre les requéte associées n connais-
sant la valeur interceptée z;, pour celles-ci. Les contraintes (3.40) empéchent la configuration
de caches de répondre simultanément & un volume de requétes supérieur & y;.Cs. Enfin, l'in-
terception d’un type de requétes ne pourra s’effectuer que si l'agrégation de cache contient la
classe de contenus considérée (3.41). Il faudra bien évidemment s’assurer que la nouvelle variable
introduite soit supérieure a 0.

Plusieurs requétes de classes de contenus différentes qui sont bien contenus dans la configura-
tion de caches peuvent apparaitre ; mais leur nombre intercepté peut étre limité par la capacité
de streaming. Le cache ne pourra donc pas toujours permettre de les satisfaire complétement,
malgré le fait qu’il les contienne. Indirectement, I’ajout de cette contrainte de capacité introduit
une décision quant & la distribution des interceptions pour les classes de contenus présentes dans
I’agrégation de caches. Les possibilités d’interception peuvent donc devenir illimitées, et dés lors
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empéchent a priori 'utilisation de I’approche dynamique.

Cependant, en pratique, le cache acceptera uniquement les premiéres requétes qu’il sera ca-
pable de traiter. Il s’agit donc, encore une fois, d’'un comportement contraint par le trafic lui-
méme, et plus exactement 'ordre des requétes. Les études de la littérature sur le comportement,
des caches [43] utilisent généralement des modéles d’arrivées de requétes indépendantes. Cette ap-
proximation est appuyée par le fait que nous considérons des classes macroscopiques de contenus,
peu sensibles aux variations ponctuelles des contenus. Une premiére approximation consisterait
alors & supposer que les premiéres requétes que pourra satisfaire l’agrégation de caches suivra
une distribution égale & la distribution de popularité. Ceci nous imposerait 1’établissement de la
contrainte non-linéaire suivante :

i,n’ in’-F‘in’ ,
52_ - ;x - VieV.vn'eN (3.46)

neN neN

Le membre de droite de (3.46) est une mesure de la distribution de popularité effectuées sur
les classes de contenus uniquement présents dans le caches (dont la présence est statuée par la
variable x; ). De cette mesure sera extraite la distribution que devra suivre l'interception décrite
par les variables z; p,.

Nous reformulons les contraintes (3.46).

Tin! -E,n/

Z :Ei,n-Fi,n

neN

2i.Co, Tins Fy s }Vi € V,¥0 € N (3.47)

Zins = min{

L’exemple de la figure 3.13 nous montre 'effet de cette contrainte : le cache posséde une
capacité de 6, ce qui 'empéche d’intercepter la totalité des requétes de valeur 12, malgré le fait
qu’il contienne la totalité des fichiers associés & cette demande. Les proportions d’interceptions
sont [3, %, ¢] sont données par la distribution des requétes. Le vecteur d’interception est donc
donné par z; = [6.%, 6.%, 6.%]. Les requétes non interceptées (le flux de demande sortant) sont

données en amont du cache.

Flux de demandes I .

3-241
Capacité : 6
Flux de demandes I Popularité I . Population/demande : 12
6-4-2 50-33-17 %

FIGURE 3.13 —
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On peut remarquer que ’équation (3.7) de répartition n’intervient réellement que lorsque

Yi -Cs

> Zim (fin + DiTr.pin)
neN

<1

c’est-a-dire lorsque la capacité de streaming y;.Cs de ’agrégation de caches en i n’est pas suf-
fisante pour satisfaire la totalité des requétes. Si cette contrainte est difficile & ajouter dans un
programme linéaire en nombres entiers, elle est, dans notre approche de programmation dyna-
mique, trés facile & intégrer ayant connaissance préalable de la valeur de toutes nos variables
du membre de droite. Nous pouvons mesurer I'impact d’une telle contrainte et les performances
de Papproche dynamique généralisée, par la tableau 3.5. On remarque alors un écart de valeur
de solution pour les petites instances, imputé principalement par la contrainte de distribution.
Pourtant, & partir d’une taille d’instance d’environ 200 nceud, le PLNE fournit uniquement une
solution approchée au terme de la limite d’un quart d’heure, qui n’est pas méme meilleure que
celle du programme dynamique, qui satisfait pourtant la contrainte de distribution (par construc-
tion).

Définition 24. Nous appelons MFivyTi , le nombre mazimum de caches a installer pour inter-
cepter la totalité des requétes du vecteur F;, , en i. Cela signifie que l'agrégation de caches ne
doit étre limitante, ni au niveau de la capacité de streaming y;.Cs, ni au niveau de la capacité de
stockage y;.C,.

o1

nenN
||Fi7y7—i ||1 Fin,yr; >0
Mr,,,, = max{[—F—1,[—F——1} (3.48)

Nous devrons donc maintenir un plus large ensemble de solutions, comme nous pouvons
I’observer dans l’algorithme 10.

Le vecteur d’interception sera a présent défini par I%(F,C,,,Cs), contraint a la fois par la
mémoire (C,,) et la capacité de streaming (Cy).

Définition 25. Soit I(F, Cy,, Cy) la fonction d’interception d’un vecteur de flux F, sachant une
capacité mémoire C,, et une capacité de streaming Cs. FElle est définie par :

I(F,n,Cp).Fy

> 1(Fn,Cn).Fy,
neN

I(F, Cpyy Cg)pr = min{ Cs, [(F,n',Cp).Fy } (3.49)

s . . ) . .
Les flots nous sont donnés, & partir d’une configuration y;: € NI7'I| par la relation suivante :

Définition 26. Nous utiliserons, f;,_ . : le vecteur qui représente l'espérance de flux f; ...
’ sSYgi STHY i
n i, 5cisi Ti PTi -
our chacune des classes n en chaque neud i, sachant les décisions rises dans le sous-arbre
T*. Il est notamment défini par les relations suivantes :

Fiy,. = Z fiyrs +0i-DiTy (3.50)
Jest (i)

et fiy, . avec:
fi,yTi = E,yTi — I (qurri ) yi-Cma yzcs) (351)
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Nous pourrons alors reprendre I’algorithme 9 et ajouter la modification suivante : pour chaque
configuration possible (produit cartésien des sous-solutions effectué a I’étape 5) nous essayons
les solutions de placement de 0 & M caches, M correspondant au nombre minimal de caches
pour intercepter la totalité des requétes (étape 6). Le reste de ’algorithme fonctionne comme 9 ;
c’est-a-dire que ’on évacue les solutions dominées selon une régle identique (étapes 12 a 13).

Algorithm 10 Solutions dominantes Y*(77)

Require: T = G(V, A) arborescence de racine i, C, cotit d’un cache
Ensure: Ensemble des solutions dominantes Y*(7*)
: for all j € §%(i) do

Calcul de Y*(77) (3.34)
end for
if 67 (i) # 0 then

Y(T") « {0} x I Y*(77) déterminer les combinaisons possibles sans cache

JEST (D)
6: Y(TH+ S ( > YT y:=n) déterminer 'ensemble des solutions possibles,
Yy €Y (TH) n€{07»~7Mﬂ-,yTi}
en mettant au maximum un nombre de caches adapté & I'espérance de requétes associé

7: else
8 Y(T") «{0,1,... My, _,}
9: end if
10: for all y%- € C(T") do
11:  for all y/-, € C(T") — y7: do

12: if fw;ﬁ = fiy,. et C(ys:) > C(yr+) then
13: Y(T") < Y(T") — v/ (3.35)

14: end if

15:  end for

16: end for

17 YT YT
18: return Y*(T?)

3.8 Localisation de deux types de caches, applications nu-
mériques
Nous allons nous concentrer ici & la fois sur 'impact de l'introduction d’un deuxiéme type

d’équipement et sur I'importance de leurs caractéristiques. Pour ce faire, nous allons définir plu-
sieurs scénarios contrastés, en considérant leurs données associées les plus réalistes possibles.

Nous définissons tout d’abord un scénario de référence, supposé le plus proche de la réalité.

3.8.1 Scénario et cache de référence

Nous considérons & nouveau des instances de graphes arborescents dont la profondeur maxi-
male est de 4 nceuds, et le nombre de fils par noeud non feuille est aléatoirement choisi dans
Pensemble {2,3,4}. Les liens, quant & eux, ont un coit aléatoire pris dans I'intervalle [5,20] k€,
et ont une capacité infinie, afin de pouvoir concentrer I’étude sur les caractéristiques des caches.
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V| | temps PLNE | temps PD | val PLNE | val PD | écart
7 0.7 0.1 955 955 0%
27 1,1 0,1 322.2 3222 | 0%
47 12 0,1 479 482 | 0.63 %
85 28 0,3 989 999 1.01 %
200 >1000 25 2300* 2306 -
262 >1000 4.8 3252% 3200 -
435 >1000 30 5213* 5131 -
731 >1000 2.4 9014* 8846 -
953 >1000 36 15830* 11509 -

TABLE 3.5 — Comparaison entre I’algorithme dynamique et le programme linéaire (contrainte de
distribution relachée). Un astérisque signifie que ’algorithme a été stoppé et la solution fournie
est la meilleure courante. L’ordinateur utilisé est doté d’un processeur “Intel Core 2 Duo P8700"
de fréquence 2.53 GHz, et de 3.48 Go de RAM. Le solveur utilisé est Xpress (Mosel 3.20 -
mmsystem 1.8.8 - mmxprs 2.2.0).

Les caractéristiques du cache de référence sont données dans le tableau 3.8.1.

Cache de référence (R) coiits et capacités
Vi € C, cost(i) = 20 k€
Stockage : C7 = 2 block
Streaming : Co = 2 Gbps

Nous considérerons également deux types de trafic : la vidéo & la demande ("VoD" pour
"Video-On-Demand") et les contenus vidéos générés par les utilisateurs (généralement appelés
"UGC" pour "User-Generated-Content") dont les caractéristiques sont empruntés a [18, 105] et
consignés dans le tableau 3.6.

param. VoD UGC
Taille de fichier 100 MB 10 MB
Taille du catalogue 100 TB 1 PB
Distribution de popularité | I-Weibull ! (0.627,0.291) | Zipf(0.961)
Débit /session 2.3 Mbps 1 Mbps

TABLE 3.6 — Paramétres des deux trafics considérés

Nous agrégerons les contenus en 10 classes approximativement de méme volume (cf. tableaux
3.7 et 3.14 ). Si la taille de la librairie de 'UGC est beaucoup plus grande, nous nous limiterons
aux 100 premiers téraoctets, et tronquerons donc la "queue de distribution" de popularité qui a
une moindre importance sur ’architecture de déploiement. Les demandes probabilistes de chaque
classe en chaque noeud client seront alors données par la relation suivante :

p¥ = 7% x rand (1000, 10000) x 10% x bitrate Mbps, (3.52)

ou le deuxiéme terme désigne la population qui se trouve derriére le nceud considéré ; supposant
que 10% est le pourcentage de cette population qui requiert réellement les contenus concernés
a ’heure de pointe. Enfin le "bitrate" est le flux généré par chaque demande de contenu (i.e. le
flux induit par session).
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Block # | k= 1 2 3 4 5
Popul. | 7% = 60.74 15.14 7.95 4.97 3.39

Block # | k= 6 7 8 9 10
Popul. | 7F = 246 185 144 1.14 092

TABLE 3.7 — Courbe typique de popularité VoD discrétisée en 10 groupes.

Higy

populanty

03 \
a9 \ .a
:
0 0 &0

o 80 100

catalog

FIGURE 3.14 — Courbe de popularité standard, discrétisée en blocs.

Nous utilisons notre modéle pour déterminer le placement optimal de caches sur une moyenne
d’une centaine de topologies arborescentes, en faisant varier & chaque fois le cotit du cache de
référence autour de sa valeur nominale de 20 k€. La figure 3.15 nous montre & la fois le nombre
total de caches installés, le cotit total du déploiement et enfin, le détail entre les cotits spécifiques
d’installations de caches et les cotits de transmission. Nous pouvons observer que lorsque le cotit
unitaire de cache augmente, le coiit global semble augmenter également de fagon linéaire. Dans
le méme temps le nombre de caches effectivement installés diminue, faisant basculer le facteur
de cotit du coté de la transmission.
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FIGURE 3.15 — Coits des solutions optimales (aze & gauche) et nombres de caches installées dans
celles-ci (azxe a droite), lorsque le codt unitaire de cache varie de 10 4 30 k€ (valeur de référence
a 20 k€).

Si nous nous intéressons & présent aux paramétres de capacités (de stockage (3.16) et de
streaming (3.17)) du cache de référence, nous remarquons d’abord que laugmentation de la
taille mémoire renforce l'intérét des caches, et par conséquent plus de caches seront installés.
Cela aura pour effet direct de diminuer le cott total de déploiement. Au contraire, ’augmen-
tation de la capacité de streaming (et donc, de traitement) permet une meilleure rentabilité de
ceux-ci sans devoir en ajouter et a également pour effet de diminuer le cotit global de déploiement.
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FIGURE 3.16 — Coits des solutions optimales (aze a gauche) et nombres de caches installés dans
celles-ci (axze a droite), lorsque la capacité de stockage unitaire de cache varie de 0 a 100 %
(valeur de référence a 20 %).
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FIGURE 3.17 — Coits des solutions optimales (aze & gauche) et nombres de caches installées dans
celles-ci (aze 4 droite), lorsque la capacité de streaming unitaire de cache varie de 1 4 10 Gbps
(valeur de référence a 2 Gbps).
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La figure 3.18 montre le gain obtenu en optimisant le déploiement, par rapport & une archi-
tecture pré-déterminée "intuitive" (au regard des caractéristiques des caches et du trafic). Les
instances testées sont ici symétriques au sens du nombre de fils (premier nombre de 'index des
abscisses) et de la profondeur (second nombre de I'index des abscisses). Les architectures pré-
déterminées consistent ici & placer un cache a chaque nceud feuille (niveau maximal d), un cache
a chaque noeud précédent une feuille (niveau d — 1) ou les deux. Les écarts peuvent alors varier
de 10 4 100%.

écart a la solution optunale (%)

120 \ \ ‘

I
IvIN ]
Ivl N-1

100 [ b R eyl (NGN-T) /3 A

80 b i S S S SR S ]

ol ol A S S S T

ol I I R O DO o

0 | | | | | | | |
23 24 25 26 33 34 35 44

FIGURE 3.18 — Ecart (en %) de la solution optimale avec la solution ot tous les caches sont
déployés aux niveaux d, d — 1 ou les deux.

3.8.2 Configurations de cache et scénarios de cotits différents

Dans la pratique, les fournisseurs de caches peuvent proposer des modéles aux caractéristiques
différentes mais les choix restent souvent relativement limités. Pour le déploiement de caches pour
la vidéo & la demande nous allons nous concentrer sur 'impact de ces caractéristiques sur le dé-
ploiement optimal, et les recommandations économiques suivant des scénarios envisageés.

Nous supposerons ici que le fournisseur de contenus peut choisir jusqu’a deux types d’équi-
pements parmi une gamme restreinte, et a la possibilité d’établir le déploiement optimal asso-
cié & son/ses choix d’équipements. Pour pouvoir déterminer avec précision l’architecture op-
timale associée & ces choix, nous devons également estimer des cotts réalistes pour chaque
piéce d’équipement. Malheureusement, malgré les sources diverses qui peuvent exister & ce su-
jet (www.mkomo.com/cost-per-gigabyte, www.jcmit.com/diskprice.htm,...), nous ne pouvons ex-
traire de régles économiques claires comparant le cott de stockage et le cott de transmission en
heures pleines. Pour éviter cet écueil, nous choisirons de travailler sur deux scénarios de cotits
radicalement différents :
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— Scénario I : le coiit de stockage de 2 TB est équivalent au coiit de transmission de 1 Gbps.
En supposant un catalogue de taille (ou partie de catalogue) de 100 TB, chacune des 10
classes de contenus posséde un volume de 10 TB, ce qui induit un partitionnement des 20
Keuros unitaire par cache en 3,7 Keuros (18,5 %) pour le stockage et 16,3 Keuros (81,5 %)
pour la transmission.

— Scénario II : le cofit de stockage de 1 TB est équivalent au cotit de transmission de 4
Mbps. Dans ce cas, le coit unitaire de cache est partitionné entre 0,7 Keuros (3,5 %) pour
le stockage et 19,3 Keuros (96,5 %) pour la transmission.

Partant de ces scénarios de cotits, nous pouvons décorréler de facon arbitraire le cott unitaire
de caches et construire alors de nouveaux types de caches dédiés pour des roles particuliers (trans-
mission (C) ou stockage(D)), ou des caches de plus grande ou petite capacité ("Grand cache"
(B) et "Petit cache" (A)), qui bénéficient de I’économie d’échelle associée. Nous considérons ici
alors qu’un cache de capacité deux fois plus grande aura seulement un coit 1.5 fois plus élevé.

Petit cache (A) Grand cache (B)
stockage : C1 = 10 TB (1 block) | stockage : C; = 40 TB (4 blocs)
streaming : Co =1 Gbps streaming : Co = 4 Gbps
Vi € C, cost(i) = 13,3 Keuros Vi € C, cost(i) = 30 Keuros
Cache dédié (C) Cache dédié (D)
stockage : C1 =10 TB (1 block) | stockage : C1 = 40 TB (4 blocs)
streaming : Cy = 4 Gbps streaming : Cy = 1 Gbps
SCENARIO I
Vi € C, cost(i) = 16,5 Keuros | Vi € C, cost(i) = 27 Keuros
SCENARIO II
Vi € C,cost(i) = 29,5 Keuros | Vi € C, cost(i) = 14 Keuros

Le premier type d’expérimentations s’articule autour des architectures utilisant les caches R,
A et/ou B. La figure 3.19 résument ces résultats. Nous pouvons constater que les caches de petites
tailles (A) sont peu utiles, malgré leurs souplesse. Les meilleures solutions consistent a utiliser
une combinaison de deux types de caches. Méme si les valeurs sont trés proches, la meilleure
combinaison semble se situer avec une architecture alliant les caches de grande taille mais de
cott plus rentable (B), avec le cache de référence (R).
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F1GURE 3.19 — Codts des solutions optimales utilisant un ou deux types de caches parmi R, A et
B.

La figure 3.20 montre le déploiement optimal d’architectures utilisant les caches R, C et/ou
D. Le scénario I (ot le stockage mémoire est le plus onéreux) rend le cache (C) utile, alors que
le (D) ne semble pas étre un choix judicieux. Globalement, le seul cache (R) semble suffire pour
produire ici une bonne solution. Le couple de caches (C) et (D), semble un choix relativement
judicieux, mais reste 10% plus cher que I'architecture précédente.

Au contraire, le scénario II (ou le stockage de transmission est le plus onéreux) offre un intérét

majeur au cache (D) qui devient un choix préférable a (R), et permet & lui seul d’étre un choix
quasi optimal pour le déploiement de ’architecture.
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Cotit (kE) Utilisation des caches R, C et D (scénario T)
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FI1GURE 3.20 — Coiits des solutions optimales utilisant un ou deuz types de caches parmi R, C et
D dans les deux scénarios.

Ceci est confirmé par le nombre de caches déployés dans ’architecture optimale de la figure
3.21. Dans le scénario I, les contributions du cache (C) dans le couple (R)-(C) sont minimes,
mais deviennent prépondérantes dans le couple (C)-(D). Dans le scénario II, le cache (D) est
extrémement intéressant; au point que lorsque ceux-ci peuvent étre choisis, ils sont installés
abondamment.

De maniére plus générale I’hypothése du scénario I est extrémement profitable grace au cache

de type (D), qui surclasse largement le cache de référence (R) en intérét/efficacité. Celui-ci pos-
séde un coit principalement généré par son unité centrale (CPU), qui semble suffisamment équipé
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pour délivrer efficacement les 40 TB de données qu’il contient. Dans ce scénario sa configuration
semble adaptée au contexte, a la fois en cotit et en souplesse. Dans I'autre scénario (scénario I),
c’est le cache de référence qui semble le plus & propos pour constituer le plus gros du déploiement.

Utilisation des caches R, C et D (scénario I)
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FIGURE 3.21 — Nombre de caches déployés dans les solutions optimales utilisant un ou deuz types
de caches parmi R, C et D dans les deux scénarios (avec le détail pour chaque type).

Nous avons trouvé de bonnes configurations parmi celles proposées, mais nous aimerions
connaitre quel serait le déploiement optimal de chacun des dispositifs suivant des hypothéses dif-
férentes. Pour ce faire nous allons artificiellement découpler les dispositifs de stockage mémoire
et de transmission ; il est alors possible de composer la configuration de son choix & chaque nceud
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du graphe. Nous allons alors faire varier I'impact du cott du dispositif par rapport & lautre
(consignés dans la figure 3.22 en %).

Les courbes nous réveélent d’abord les facteurs limitant de chaque configuration : & gauche
de la courbe les dispositifs de stockage sont "gratuits", seuls compte alors la capacité de strea-
ming. Le cache qui apporte alors le meilleur ratio coit/capacité de streaming est naturellement
celui qui est préféré dans les solutions optimales (soit (C) selon le scénario I). Au contraire,
& droite de la courbe, la capacité de streaming est un dispositif gratuit, donc non limitant ;
seule la capacité de stockage a une importance. De nouveau, le cache qui apporte le meilleure
ratio/capacité de stockage est celui qui sera logiquement préféré (a savoir (D) dans le scénario IT).

Sur la courbe nous observons deux types de caches dont la variation des coiits de dispositifs
internes change peu la valeur de la solution optimale de déploiement. C’est notamment le cas
pour le cache (B), ainsi que le cache (D) du scénario II. Cela signifie que les configurations de
caches sont équilibrées : peu importe la variation des cotits internes, le cott de la solution reste
globalement le méme, car les besoins (capacité de streaming/capacité stockage mémoire) sont
bien adaptés & la configuration proposée.

Au contraire, le cache (D) du scénario I et le cache (C) du scénario IT sont trés instables.

Nous observons une diminution du coiit de la solution optimale de déploiement lorsque le coiit
interne de la mémoire devient plus faible (proportionnellement & son coiit global). Cela signifie
que plus de mémoire a été installée (pour permettre plus d’interception). En effet, ’augmentation
du coiit du dispositif de streaming ne peut améliorer le cott de la solution optimale. Cela signifie
qu’une partie de la capacité de streaming restait "inutilisée". Elle était donc surdimensionnée au
préalable —ou la capacité mémoire sous-dimensionnée.

Le cas inverse n’est visible que par (D) du scénario II. Dans ce dernier cas, c’est la diminution
du cott du dispositif de streaming qui améliore la solution : cela signifie que plus de capacité de
streaming est installée, puisque I’augmentation du cott de la mémoire ne peut améliorer le cotit
de la solution optimale. Si ’augmentation de la capacité de streaming permet d’intercepter plus
de requétes; c’est qu’il "restait" des requétes a intercepter. On en conclut alors simplement que
la capacité mémoire était surdimensionnée —ou que la capacité de streaming sous-dimensionnée.

Ces remarques sont étayées par les courbes 3.23, (avec un comportement spécifique de relaxa-
tion de contrainte aux extrémes).

Nous venons donc & conclure que (D) du scénario II semble avoir la configuration la plus
équilibrée par rapport au trafic considéré.
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FIGURE 3.22 — Architectures optimales lorsque les capacités de streaming et de stockage sont
découplées.
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FIGURE 3.23 — Nombre de dispositifs de stockage et de streaming installés lorsque ceux-ci sont
découplés.
3.9 Cas du graphe généralisé

Il est important de noter que nous n’avons pas investigué la localisation de caches & hit ratio
variable dans un réseau quelconque, ce qui sous tendrait également un choix de routage des
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requétes. Nous pourrions alors étre amené a considérer un modéle comme suit :

min Z Cc.yi + Z Z wafa,n

eV neN acA

Z Tin < Cm Y,

neN

Z fa,n + Dlepz,n — Zin = Z fa,na

a€d+ (i) a€s—(4)

Z Zin < ¥:-Cs,

nenN
LC Zimn < Tin- Z Dj-Tf'pi,nv
JEV
Zin < xi,n-Di-Tf-pi,n + Z fa,na

a€dt (i)
> fan < Ca,

neN
Fin—Fin > (Tin—Tin —1).M; pp,
Fin=>_ fan+DiTspin,

a€dt (i)
i ¥i € N, fin > 0,25 >0,

Avec M’ défini comme suit :

lenn/ = max Z D;.Ty.pjn

n,n’ 4
Jjev

VieV
VieV,Vne N
VieV
Vie V,Vne N
VieV,Vne N

Va € A

V(n,n') € N2VieV
VieV,Vne N

ieV,neN

(3.53)
(3.54)

(3.55)

(3.63)

Les contraintes de conservation de flots (3.55) sont ici étendues & un graphe quelconque, les
67 (i) et 6~ (i) représentant respectivement les arcs divergents et incidents a 7. Le terme z; ,, dési-
gnant toujours la variable d’interception. Les mesures de popularité, quant & elles, sont toujours
représentées par les variables Fj ,,, mais cette mesure est désormais effectuée sur le différentiel

des demandes suivant le routage décidé.

Les solutions optimales pourraient alors, du fait de la contrainte 3.60, avoir un routage "dé-
généré". Cela signifie qu’une partie des requétes pourraient étre déviée pour forcer le contenu
d’un cache transparent. Pire, dans un tel modéle des circuits de flots pourraient surgir pour les

mémes raisons. La figure 3.24 représente cette pathologie.
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FIGURE 3.24 — Le cache placé en b, peut voir la popularité du flot artificiellement augmenté
(Fi rouge), en appliquant un flot de méme type sur le circuit (a,c,b). De cette facon, s’il ne peut
contenir qu’un type de fichier, et si la fonction de coit rend préférable la mise en place du contenu
rouge, la contrainte (3.60) peut étre ici altérée.

On peut alors en venir & se demander si un tel probléme a un sens, & la vue des solutions
optimales qui pourraient survenir. De telles solutions pathologiques semblent nécessiter une in-
formation aux nceuds du réseau. On pourrait alors se dire que technologiquement, il serait dans
des cas pathologiques plus judicieux de placer cette information au niveau du cache. Mais si ’on
poursuit cette idée jusqu’a son terme, nous pourrons alors nous apercevoir que nous sommes en
train de vouloir régir le comportement du cache en relachant cette contrainte. Il est donc plus
judicieux dans ce cas de se tourner vers une solution technologique de type serveur soumis a une
intelligence globale.

Conclusions

Le probléme de localisation de caches transparents implique une modélisation du compor-
tement des caches. Cette contrainte induit une complexité supplémentaire. Nous avons d’abord
proposé un modéle de programmation linéaire en nombres entiers pour résoudre le probléme. Les
limites d’une telle formulation s’atteignent rapidement lorsque 1’on veut résoudre des instances de
taille raisonnable. Pour améliorer les performances de résolution et s’appuyer sur les spécificités
de notre probléme (notamment ’arborescence) nous nous sommes alors tournés vers un autre
type d’approche, au lieu de considérer des renforcements de la formulation.

A partir de la littérature existante, nous avons proposé et construit une approche de réso-
lution par la programmation dynamique. Ce paradigme permet de résoudre efficacement notre
probléme et reste générique pour la prise en compte de contraintes particuliéres. Malgré ’absence
de bornes polynomiales, il reste en pratique trés performant.

Nous nous sommes ensuite intéressés au déploiement optimal d’'un CDN dans un contexte
réaliste, et selon différentes hypothéses de scénarios (cotts, densité, caractéristiques techniques).
Ceci dans le but d’exhiber les facteurs importants & prendre en considération, et les leviers d’aide
a la décision.
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Conclusions et perspectives

Nous avons explicité le probléme de localisation de caches sous forme de probléme économique,
fortement dépendant d’une estimation de cotits. Nous avons observé quelques problémes connexes
de déploiement de réseau, et notamment les problémes de localisation dans les arborescences trai-
tés dans la littérature. Nous avons présenté une approche de programmation linéaire en nombres
entiers pour résoudre le probléme de localisation de caches transparents. Nous avons également
exhibé une approche de programmation dynamique générique aux problémes de localisation dans
les arborescences, se basant sur un principe de récursion, non pas sur les valeurs optimales, mais
sur les ensembles dominants. Cette méthode posséde des performances satisfaisantes et ce, méme
sur des tailles d’instances élevées. Dans [73], les auteurs appliquent directement notre paradigme
sur la localisation de coupleurs "PON" dans une arborescence et observent un comportement si-
milaire. Nous pourrions étendre cette approche & des réseaux non-arborescents, en partitionnant
un graphe quelconque en sous-graphes, et déterminer récursivement les ensembles dominants de
solutions.

Nous avons extrait des scénarios plus ou moins réalistes afin d’avoir une vue d’ensemble des
architectures de déploiement optimales, et donné les principaux leviers pour décider des investis-
sements sur un cas d’usage réaliste. Nous remarquons de prime abord un équilibre & obtenir entre
P’économie d’échelle rendant les "gros" caches plus rentables économiquement (au niveau des ca-
pacités par euro), et la souplesse offerte par les caches de taille plus modeste. Il est également
préférable de bien connaitre le trafic & capter afin d’équilibrer I’équipement interne du cache. Le
couplage de deux équipements semble surtout efficace pour combiner la rentabilité des grands
caches en zone dense, et apporter la souplesse des caches plus petits dans les zones plus disparates.

Les cotits sont extrémement difficiles & prédire et sont fortement dépendants du contexte dans
lequel nous nous situons parmi :

1. L’horizon d’investissement et/ou d’amortissement

2. L’appréciation de la qualité de service et/ou qualité d’expérience des utilisateurs, I'impact
en terme de consommation

3. L’économie d’échelle
4. L’obsolescence programmeée, ’avancée technologique

5. Les colits de maintenance

Nous aimerions & présent considérer un probléme connexe. Jusqu’alors, nous placions dans un
horizon d’investissement relativement lointain. De ce fait, le probléme visait & minimiser les cotits
d’infrastructure en satisfaisant une estimation de la demande. L’enjeu était d’ordre purement fi-
nancier, car toute demande formulée pouvait étre satisfaite moyennant un paiement approprié.
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Nous allons & présent regarder le probléme sur un horizon de temps beaucoup plus court.
Supposons notre infrastructure de CDN déja établie. Nous savons que ce type de réseau posséde
une propension naturelle & la congestion, la latence et la perte de qualité de transmission lors
des pics de trafic (période de trés forte demande). Pour opérateur du réseau, il est important
d’avoir le maximum d’informations sur les capacités de son réseau et la maniére de I’exploiter le
plus efficacement.

Enoncé autrement, jusqu’a quel point nous pouvons garantir la qualité de service dans le
réseau actuel par une stratégie de routage optimale. Ceci nous permettrait alors de connaitre
les endroits ou il est important d’installer des équipements (cache, changement de matériel, etc)
dans le but de soulager le trafic. Cette information n’est plus liée & un probléme de cofit, mais
de garantie de (niveau de) service.

Cette problématique est complémentaire avec les problématiques de localisation : elle permet
d’aider & la décision sur la marge d’erreur et/ou 'anticipation qui est faite sur la demande. Pour
illustrer son intérét supposons une infrastructure déployée a4 moindre cotit pour répondre & une
une estimation de demande pour les trois années suivantes. Il peut étre intéressant d’observer
la proportion supplémentaire que nous pourrions satisfaire pour la quatriéme année, ou méme
savoir en quelle mesure si la demande s’avérait beaucoup plus importante que prévue (risque sur
Pincertitude). Si, par exemple un réseau est capable de supporter 150% de la demande maximale
estimée,il existe une certaine forme de pérennité et de résilience sur ce réseau. A l'inverse, s’il
s’avére que celui-ci ne peut qu’assurer une proportion maximale de 101% quelles que soient les
modifications de routage que j’apporte sur mon réseau, cela signifie que mon réseau présente
un risque non négligeable de saturation dans un avenir plus ou moins proche. Les investisseurs
pourraient alors trouver intéressant de solliciter des équipements plus performants pour limiter
ces risques.

Dans une certaine mesure, on peut voir cette réaffectation des ressources du réseau comme
un recours d’une situation perturbée. Dans la littérature ce probléme de routage sous contraintes
de capacités est en réalité bien connu : il s’agit du "flot concurrent maximal" (FCM), que nous
allons & présent étudier, ainsi que les problémes plus généraux de multi-flots.
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Deuxiéme partie

Algorithmes efficaces pour le flot
concurrent maximal (FCM) et
décompositions
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Chapitre 4

Les modéles de multi-flots

Dans ce chapitre, nous allons présenter une classe de problémes classiques de la littérature,
les problémes de multi-flots. Nous nous attarderons & expliciter les modéles et les méthodes
couramment utilisées pour les résoudre. Notre description s’articulera autour du probléme de
flot concurrent maximal, qui est le probléme qui nous intéresse plus particuliérement dans toute

cette partie.

4.1 Introduction et flot concurrent maximal (FCM)

"Comment puis-je acheminer mes biens et produits & ’aide de mes camions de sorte a ce que
cela me cotte le moins cher ?" "De quelle maniére dois-je construire mon réseau de fibre optique
afin qu’il soit le plus efficace ?" "Quels sont les dispositifs & installer pour maintenir la pression
dans mes canalisations d’eau 7"

FIGURE 4.1 — Un réseau mondial : le réseau d’échanges d’informations.

Ces problématiques sont, rencontrées trés réguliérement, dans le monde industriel en général,
et non seulement dans les télécommunications. Ces problématiques partagent généralement les
notions de réseau, et de mouvement (de biens, d’information ou de personnes) que l'on peut
modeéliser par des flots. Mathématiquement, le flot représentera la quantité en circulation, tandis
que le réseau sera modélisé sous forme de graphe dont les nceuds correspondront aux jonctions
et les arcs aux conduits physiques. De maniére plus générale, nous pouvons introduire plusieurs
types de flots pour un méme probléme. Cette classe de problémes est alors désignée sous la vo-
cable de problémes de multi-flots [3].
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Si nous faisons la paralléle avec notre problématique de localisation de caches, nous voulons
connaitre les liens du réseau (arcs du graphes) qui sont limitants, ce qui nous donnera des infor-
mations sur les placements de caches nécessaires pour éventuellement pallier cette limitation ainsi
que la criticité de notre réseau. Une autre maniére de voir le méme probléme est de considérer
la qualité de service (délai et perte) par la charge (en % de la capacité) du lien sur lequel elle
transite. Un opérateur peut souhaiter connaitre la qualité de service maximale qu’il peut garantir
a ses clients dans I’ensemble de son réseau. Plus exactement, connaissant le nombre de clients
connectés en chaque point, quel routage de ces requétes clients lui permettrait de minimiser la
charge des liens du réseau.

Ce probléme est également connu et est appelé flot concurrent maximal (FCM). Il est décrit
de maniére générale par un graphe, dont les arcs sont munis de capacités, et un ensemble de
demandes en bien/service qui doivent étre délivrées depuis leurs sources vers leurs destinations.
L’objectif est alors de calculer la fraction v maximale (potentiellement supérieure & 1) commune
a chaque demande qui peut étre acheminée simultanément sur le graphe tel que le volume total
transitant sur chaque lien ne dépasse sa capacité. L’exemple de la figure 4.2 montre une solution
réalisable du flot concurrent maximal.

c(1,2)=6

@ @ C(2,5)=7

C(4,1)=4 + (x2)

C(1,6)=4 @ x2)
C(6,1)=3 @
®

C(6,3)=2
@ C(6.7)=3

FIGURE 4.2 — Solution réalisable du flot concurrent mazimal de valeur v = 2. Chaque fraction ~
de demande est bien acheminée sur le graphe sans violer aucune capacité (la capacité des arcs
non annotés est supposée infinie).

Le flot concurrent maximal est également le dual de la relaxation linéaire d’un probléme éga-
lement trés connu : la coupe de densité minimale. La coupe de densité minimale est la séparation
des sommets en une partition, dont le ratio de la capacité (mesurée par la somme des capacités
des arcs liant les deux ensembles) sur la somme des demandes séparées par le partitionnement
est minimal. L’exemple de la figure 4.3 nous montre une coupe et la valeur de densité associée.
Beaucoup d’algorithmes de résolution approchée de ce probléme utilisent la solution du FCM
(c.f. par exemple [97]). Nous verrons plus en détail par la suite quelle importance ce probléme
revét également pour notre contexte.

Définition 27. Soit un graphe G = (V, A) un graphe orienté muni des capacités c,,Va € A.
Soit T GV, la coupe A(T) est l'ensemble d’arcs défini par A(T) ={a=w € A,u e T,v¢T}.
Sa valeur associée est définie par C(T) = > ¢,

acA(T)
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Définition 28. Soit un graphe G = (V, A) orienté, munis des capacités c,—;j,Va € A, et de
demandes d;;,V(ij) € V2 de source le sommet i et de puits le sommet j. Soit Di; un chemin
allant de i a j. Soit T GV, une coupe de densité est une coupe A(T') qui a pour valeur de densité
> ca
7 a€EA(T)
Sp(T) - Z dij :
(ij)ev?
#p; ;€G/(V,A-A(T))

Définition 29. On appelle graphe de demandes le graphe orienté G = (V,A) qui & chaque
demande non nulle de sommet source i et de sommet puits j de V' associe un arc valué par cette
demande d;;.

C(2,5)=7

FIGURE 4.3 — Coupe engendrée par l’ensemble {1,4,6,7}. Les capacités qui séparent les partitions
sont notées en rouge. Les demandes séparées par la coupe sont les demandes dg o2 et das (di,7
n’est pas séparé par la coupe) ce qui nous donne directement la valeur de la coupe de densité

8 _
8 —2.

4.2 Notations utiles

Nous décrivons ici un résumé des notations 4.1 qui seront utilisées au cours de ce chapitre.
Nous allons introduire les notations suivantes. Soit |V| = n et |A| = m, respectivement les
nombres de noeuds et d’arcs. Etant donné un arc a € A, nous noterons v~ (a) (et respectivement
v (a)) le nceud duquel Parc diverge (et respectivement le noeud vers lequel I'arc incide). Munis
d’un sous-ensemble U C V, nous noterons également 6 (U), I'ensemble des arcs a € A diver-
gents, donc tels que v~ (a) € U et v (a) ¢ U. L’ensemble des arcs incidents sera alors caractérisé
par 6 (U) = 67 (V \ U). Lorsque I’ensemble U = {v} n’est composé que du seul nceud v, nous
lui préférerons la notation 6 (v) et §~(v) au lieu de 67 ({v}) et 6= ({v}).
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Le volume maximal de trafic qu'un arc a € A est capable de supporter ; sa capacité, est notée
Cq avec ¢q > 0. Une demande k € K en trafic est caractérisée par une source s¥ € V (I’émetteur
du trafic), une destination t* € V (le récepteur du trafic) et un volume demandé d* (parfois
simplement appelée valeur de demande). Nous utiliserons également la notation d”/, pour déter-
miner la valeur de demande devant étre acheminée depuis ¢ vers j.

Graphe orienté G = (V, A)

v Ensemble des nceuds
A Ensemble des arcs
Ca Capacité de 'arc a
6=(U),8%7(U) Ensemble des arcs incidents/divergents de I’ensemble de nceuds U
v~ (a),v"(a) Noeud depuis/vers lequel 'arc diverge/incide a
8~ (v),6T(v)  Arcs divergents/incidents & v
D (v) degré entrant dans G, cardinal de 6~ (v) dans G
D} (v) degré sortant dans G, cardinal de 67 (v) dans G
Ensemble des demandes k£ € K, chemins et arbres
P Source et destination d’une demande k
S, T(s) Ensemble des sources et ensembles des destinations de la source s € S
dr,dv Valeur de demande d’une demande k, entre 7 et j
Pk, pi Ensemble des chemins pour la demande k, entre i et j
T Ensemble des arborescences de racine ¢
v Ensemble des noeuds de T'(7) appartenant au sous-arbre T de racine v*(a)
lon’; () longueur du chemin p pour la demande k£ munis des poids y, sur les arcs a.
lonst () longueur du chemin reliant s & ¢ dans ’arbre 7 munis des poids u, sur les arcs a.
Variables de flots et variables duales
s Jfa Flot de la demande k sur I’arc a, le flot total sur I'arc a
/\’;, B Proportion de flot de la demande k sur le chemin p, sur l’arbre 7 € T¢
La Variable duale de la contrainte de capacité en a (4.24) et (5.3)
vk, ¢* Variable duale de la contrainte de demande en k (4.25) et (5.4)
S Solution duale, composée des vecteurs i, Va € A et V¥, Vk € K

TABLE 4.1 — Notations

4.3 Les modéles arcs-flots, appliqués au FCM

Les flots sont généralement modélisés & l’aide de variables arc-flot qui explicite la quantité de
demande de chaque commodité sur chaque arc. Nous nous plagons dans le cadre plus générique
de des graphes orientés G = (V, A) —ou V représente ’ensemble des noeuds et A l’ensemble
des arétes—, plus génériques que les non-orientés (pour s’en convaincre il suffira de regarder la
transformation d’une arréte en combinaisons d’arcs 4.4)
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Cla)

Infini Infini

FIGURE 4.4 — Transformation classique d’un graphe non orienté (en haut) en graphe orienté
équivalent (en bas).

Pour chaque demande k£ € K et pour chaque arc a € A, la variable représentant la valeur de
flot sera notée f¥. Nous pouvons alors modéliser le probléme FCM de la maniére suivante :

maX Yarc, 4.1
o= > fi=o, Vke KooeV\{sh ),  (4.2)

a€d— (v) a€dt(v)

(FCMarc) Z f‘f o Z f‘f = ’ym‘cdk’ Vk € K’ (43)
a€dt(sk) a€d—(sk)
> <, Va € 4, (4.4)
keK
fF>o, Vae A ke K. (4.5)

Nous cherchons & maximiser la fraction v telle que +.d* puisse étre écoulé pour chaque de-
mande. Les contraintes (4.2) imposent la conservation des flots : la somme des flots entrant de la
demande k, > £ doit égaler la somme des flots sortant  >"  f* de la méme demande, pour

a€d— (v) acdt(v)
chaque nceud qui n’est ni la source s¥, ni la destination t* de cette demande. Nous contraignons
le noeud source s* de chaque demande k, & délivrer exactement la valeur v,,..d* (4.8), le terminal
sera implicitement contraint de recevoir la méme valeur par les contraintes (4.2). Enfin, la somme

des flots de toutes les demandes sur chaque arc a € 4, Y f* ne doit excéder la capacité c, de
keK
cet arc, ce qui est explicité par les contraintes (4.4).
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Une technique connue pour limiter le nombre de variables f¥ et de contraintes ((4.2) et (4.3))
consiste & agréger les demandes par source ou par destinations [3].

Soit S I’ensemble de toutes les sources S = {s*}rcr. Soit T(s) I'ensemble des nceuds qui
sont destinations et qui ont leur source en i : T'(i) = {t*},cx..+—;. Nous construisons alors K99
I’ensemble des demandes agrégées par source. Une demande h € K%99 est uniquement définie
par sa source s" € S, et son ensemble de destinations 7'(s") munies de leurs valeurs respectives
de demande d*"7 pour chaque j € T(s"). Le nouveau modéle aura alors la forme suivante, en
nommant & présent g” la valeur de flots :

max Yagg, (4.6)
D = 2 % =0, Vhe K990 # s v ¢ T(s"), (47)
a€d—(v) a€dt(v)
Shﬂ a
(FCMagg) Z gzlzI - Z QZ = ’Yaggd ) Vh e K9, v € T(Sh)’ (4'8)
a€d—(v) a€dt(v)
Y gl <en Va € A, (4.9)
heKagg
g >0, Va € A h € K999, (4.10)

Le changement principal réside dans la contrainte de satisfaction de flots qui n’est plus concen-
trée sur la source, mais sur chacun des terminaux (4.8), ce sont donc les contraintes d’émission
de flots depuis les sources s" qui seront implicitement formulées par les contraintes (4.7).

4.4 Algorithmes d’approximation et méthode de déviation
de flots

Le probléme de FCM est un probléme polynomial ; il peut donc étre résolu de facon exacte
en un nombre polynomial d’opérations, notamment grace & la programmation linéaire.

Proposition 19. Le probleme de flot concurrent mazimal est un probléme polynomial.

Démonstration. La formulation arc-flot (4.1) du probléme continu, linéaire de flot concurrent
maximal posséde un nombre de variables et de contraintes polynomial. L’algorithme de I’ellipsoide
permet, donc de le résoudre en temps polynomial. [l

En sus, les auteurs de [19, 58] démontrent qu’il est possible de résoudre ce probléme a I’aide
d’un algorithme fortement polynomial. Cependant ces algorithmes ne présentent qu’un intérét
pratique limité, puisque leurs performances réelles restent trés en decd des méthodes "usuelles".

Mais méme pour ce type de méthodes, les temps de résolution peuvent étre trés élevés, et un
graphe d’une centaine de noeuds peut dans certains cas étre difficile a résoudre. A titre d’exemple
un graphe de seulement 125 nceuds, 600 arcs et des demandes générant un graphe complet que
Pon formule par le modeéle (arc-flots) induira plus de 9 millions de variables et environ 2 millions
de contraintes, ce qui pourra nécessiter plusieurs dizaines d’heures pour déterminer la solution
optimale.
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C’est pourquoi beaucoup d’études ont été menées afin de produire des algorithmes de résolu-
tion approchée.

Shahrokhi et Matula ([76] et [77]) présentérent I'un des premiers algorithmes d’approximation
polynomiaux pour résoudre le probléme de flot concurrent maximal dans un cas particulier,
celui des capacités uniformes (¢, = Cy,Va € A). Ils énoncent alors un probléme qui consiste &
déterminer un trafic selon des demandes, en minimisant la congestion (charge de capacité) En
explicitant un modéle arc-flot pour le probléme de congestion minimale (MC) nous obtenons :

min Cyre, (4.11)
doogh— Y gi=0, Vhe K99 y £ sh v ¢ T(sh),  (4.12)
a€d (v) a€dt(v)
(MClaye) Z g — Z gh = @', VYh € K499 v € T(s"), (4.13)
e a€d (v) a€dt(v)
Z gZ < Carc-ca7 Va € A, (414)
heKa99
gn >0, Va € A h € K99, (4.15)

L’objectif (4.11) est de minimiser la congestion maximale. Puisque les capacités sont uni-
formes, il s’agit alors de minimiser le flot maximum sur ’ensemble des arcs. Cette contrainte est
donnée par (4.14). Les contraintes (4.12) et (4.13) assurent respectivement qu’il y a respect des
conservations de flots et de satisfaction des demandes.

Ils remarquent alors que dune solution réalisable g de valeur 74, non nulle du flot concurrent,

maximal qui posséde une congestion C,,.. = C, (une capacité est au moins limitante), nous pou-
. . , h

vons extraire une solution réalisable g’ = %.gZ,Va € A pour (MCly,.), de valeur Cyp. = ,Yalm.

La congestion & minimiser équivaut donc & maximiser le flot concurrent maximal. De plus, on

peut choisir des vecteurs solutions de flots qui caractérisent leurs solutions respectives de fagon

identique.

De cette proposition ils établissent une fonction de coiit pour pénaliser la congestion des
liens (i.e., promouvoir la répartition uniforme des flots sur le réseau). Ils Pappellent fonction de
distance :

2,\A\2. h
P(a) = ——m7 (4.16)
Z e« G
a’€A

ou le paramétre ¢, est un facteur d’approximation (tolérance). Ils montrent alors que la fonc-

. 1412 L. . . e
tion globale > e #5190 est monotone décroissante, ce qui permet de justifier la polynomialité

a€A
de lalgorithme en O( . Des travaux supplémentaires ([42], [40] et [59]) ont ensuite été
effectué pour améliorer /modifier cette complexité sur ce probléme et des problémes connexes.

|V|»|A|7)
€5

Cette méthode est souvent assimilée a la méthode de déviation de flot. Cette derniére méthode
est directement inspirée de l’algorithme de Frank-Wolfe ([36]) et s’applique aux problémes de
routage. Proposé d’abord par ([71]), cet algorithme est surtout utile pour résoudre des problémes
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de multi-flots dont la fonction objectif est non linéaire mais différentiable dans un espace convexe
fermé. La premiére phase, & une itération donnée, consiste alors & effectuer une approximation
affine grace au développement de Taylor au premier ordre, au point de la solution courante. Il
suffit alors de résoudre le sous-probléme généré par cette approximation, ce qui donne la direction
pour une méthode de descente. [71] appliquent cette procédure & un probléme de routage de délai
minimal (M D) :

mind = Z (4.17)
e @a— gu,
Z ga Z ga - 5 Vh € Kagg,,v 7& Shvv ¢ T(Sh)) (4]‘8)
(MDaTC) a€d—(v) a€dt(v)
STt — S gh=dT Vhe K99p e T(sh), (4.19)
ac€d— (v) a€dt(v)
gt >0, Va € A h € K9, (4.20)

La fonction objectif (4.17) modélise le délai sur chaque arc a selon le paramétre w,, par

g
Wa — g
ment les contraintes de flot et de satisfaction de demandes.

, dont ils veulent minimiser la somme. Les contraintes (4.18) et (4.19) sont respective-

De la solution courante g, ils sont capables d’extraire ’approximation affine de la fonction
objectif :

oY

3 h( ),Va € A,Yh € K9 (4.21)

Pour améliorer la solution, les auteurs proposent alors de modifier partiellement le routage
des flots de chaque agrégat séparément, afin d’améliorer la qualité de la solution (déviation de
flot). L’intérét de cette modification, est qu’elle permet de s’assurer que les contraintes (4.18) et
(4.19) sont toujours respectées.

[15] s’appuie sur cette méthode et ’applique pour une résolution approchée du flot concurrent
maximal. Il étend également ce principe pour la résolution approchée de programmes linéaires de
fagon plus générique [14]. Mentionnons aussi les travaux de [67] sur les propriétés du probléme
pour ces algorithmes approchés.

4.5 Les modéles chemins appliqués au FCM et génération
de colonnes

Un résultat connu stipule également qu'un flot de s & ¢ peut se décomposer sur un ensemble
de chemins de s & t, chaque chemin supportant une partie du flot. C’est une décomposition que
l'on obtient notamment en effectuant la méthode de décomposition de Dantzig-Wolfe [25]. Des
ensembles construits de la sorte vont implicitement satisfaire les contraintes (4.7).

L’exemple de la figure 4.5 nous montre une solution réalisable suivant le graphe donné. Chaque

chemin posséde sa couleur propre, la demande qui le parcourt et le facteur multiplicatif par lequel
cette valeur est augmentée est de 2 ("x2"). Les demandes sont ici exprimées par le couple (s,t)
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et la valeur de demande. La demande de 6 vers 2, est partagée entre deux chemins : le chemin
"fonce" {6, 3,2} qui supporte une fois la demande, et le chemin "clair" {6, 1,2} qui supporte une
fois la demande également, pour un total de v = 2 satisfait pour cette demande, comme c’est le
cas pour les autres demandes.

c(1,2)=6

@ @ C(2,5)=7

C(4,1)=4 + (x2)

C(1,6)=4 @ x2)
C(6,1)=3 @
®

FIGURE 4.5 — Exemple d’une solution réalisable avec chemins.

Dans le cas du FCM, nous savons qu’il existe une solution optimale qui ne posséde aucun
circuit (ils peuvent étre supprimés sans changer la valeur de la fonction objectif). Nous allons
alors pouvoir écrire :

fr= Z z;,f, a€AkeK, (4.22)
pEPk pSa
ott P¥ décrit ensemble des chemins possibles (sans cycles) reliant s* a t*. z;f représentant alors
la valeur de flots routée pour la demande k le long du chemin p. Nous pourrons dés lors acheminer
les demandes k selon un sous-ensemble de chemins dans P*. Pour des raisons pratiques, nous
utiliserons également la notation P% qui décrit I’ensemble des chemins reliant i & j.

Nous sommes alors en mesure de rappeler le modéle dit "chemin", & 1’aide de variables chemins
)\';, représentant pour chaque demande k une partie de y délivrée sur le chemin p. La somme de
toutes les proportions des demandes Akd* = 2 des chemins p passant par un arc a, ne devront
alors pas violer la contrainte de capacité (4.24). Il est également important que chaque demande
soit satisfaite suivant la méme proportion Y.pemin (contraintes 4.25) que l'on cherche & maximiser
(fonction objectif (4.23)).

maxychemin (423)

> Mdt<e,  VaeA, (4.24)
keK pe Pk ,p3a

(FCMchemin)

Z )\]; > Ychemin s Vk € K, (425)
pEPF
)‘]pcaq/chemin >0, vk € K,p € Pk, (426)

Le probléme d’une telle décomposition réside dans le nombre exponentiel de variables chemins
& expliciter pour la résoudre & ’aide de la programmation linéaire. Dans ces cas-1a, on utilise
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généralement une procédure de génération de colonnes, héritée de la programmation linéaire gé-
néralisée, comme 1’a proposée en premier [25]. Cette procédure consiste a résoudre le probléme &
I’aide d’un sous-ensemble restreint de variables, puis & I'aide de 'information duale, déterminer
quelle(s) variable(s) pourrai(en)t améliorer le solution optimale trouvée dans cet ensemble res-
treint.

Dans cette formulation les variables sont associées a des chemins. Si nous écrivons le probléme
dual associé au FCM nous obtenons le modéle suivant. Nous appellerons S une solution duale
qui regroupe les vecteurs jiq,Va € A, et v* Vk € K.

min Z Calla, (4.27)

acA

Sk, (4.28)
Dual FCM pemin { k€K

d*> pa>v"  VkeK,pe Pk, (4.29)
acp
fha, V¥ >0, Vac Ak e€K. (4.30)

Nous pouvons également formuler le Lagrangien, ou les variables duales peuvent étre vues
comme des "pénalités" liées aux contraintes de capacité et de demande :

min max YChemin + Z Ma-(ca - Z Z )\I;dk) + Z Vk-( Z )‘I; - VChemin) (431)

k \k )
Ha V™ AP YChemin acA k€K pePk p3a keK pe Pk

L’expression du cout réduit associé & une variable chemin p, pour une demande & (ce qui est
facteur de )\’; dans I’équation précédente) est :

Clp) =vF=> pa.d" (4.32)

acp

Puisque le FCM est un probléme de maximisation, nous devons obtenir & I’optimum, quel que
soit le chemin, un cott réduit négatif ou nul. Dans le cadre d’une génération de colonnes, de facon
analogue & la méthode de pivot classique du simplexe, nous cherchons généralement & trouver
la/les meilleure(s) variable(s) a introduire au modéle, soit ici étant données les valeurs duales
V¥ et pq, la variable qui maximise le cotit réduit (4.5), pour chaque demande k. Le seul critére
que l'on peut faire varier ici est I’ensemble des u, appartenant au chemins, qui est ici précédé
d’un facteur négatif. C’est donc naturellement que le probléme de choix de meilleure variable
& ajouter devient un probléme de plus court chemin, que l'on peut résoudre par un algorithme
polynomial (par exemple, Dijsktra).

L’algorithme de génération de colonnes peut étre décrit par ’algorithme 11 et une illustration
peut étre donnée par la figure 4.6.
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Algorithm 11 Flot concurrent maximal —Génération de colonnes chemin

Require: G(V, A) graphe orienté, c,, Va € A capacités des arcs et k € K
: Calculer le plus court chemin p* pour chaque k € K
. P* ensemble courant des chemins pour chaque demande k
repeat
P* « PF 4 pk VE/C(p¥) > 0 : ajouter le chemin k le plus court & ’ensemble restreint des
variables chemins, si son cott réduit est strictement positif
Résoudre le programme linéaire FCM avec P* pour chaque demande k € K de solution
duale S
6:  Calculer le plus court chemin p* pour chaque k € K, selon les poids p,,Va € A
until 3k € K/C(p*,S) > 0 1l existe un plus court chemin de coiit réduit strictement positif,
selon les variables duales S
return ~* avec P* = P¥* pour chaque demande : les ensembles permettent de décrire une
solution optimale de valeur v*

& e

I

®

Ensemble des chemins possibles

Solution optimale dans

Ensemble des chemins courant
est optimale dans

Y a-t-il au moins.un chemin de codt réduit stiietement positif ?

Non

ajout dans

Programme linéaire/Simplexe Plus courts chemins

Valeurs des variables duales

FI1GURE 4.6 — Principe de génération de colonnes, appliqué au flot concurrent mazimal.
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4.6 Algorithme du "In-Out"

Dans [12], les auteurs proposent une amélioration de l’algorithme de génération de colonnes
par hyperplans coupants valides. L’idée repose sur la distance entre deux points variables par-
ticuliers; 'un réalisable, appelé "in" et autre a priori irréalisable "out". L’algorithme stoppe
lorsque ces deux points sont confondus (ou que la distance les séparant est inférieure & un e
donné).

Cette procédure s’appliquant plus & une génération de "lignes", ou contraintes, nous pour-
rons utiliser la version duale de notre probléme FCM, dans son modéle chemins. Les plus courts
chemins au sens des valeurs duales p, , sont donc des coupes pour notre probléme dual.

Dans un premier temps nous initialiserons une solution réalisable pour le probléme dual. Une
méthode pour y parvenir, est de munir la totalité des arcs & une valeur unitaire pu, = 1,Va € A,
et de considérer chaque plus court chemin (p,..) pour chaque demande. Nous sommons alors le
coit de routage de la valeur de ces demandes par leur plus court chemin associé et obtenons la

valeur Y d* > acpr 1. Pour satisfaire la contrainte (4.28) il suffit alors de prendre un facteur
S Boo

n tel que : n. > d* > acpr 1 =1. La solution duale réalisable sera donc celle ot tous les arcs
Wi bec
sont munis de la valeur :

1

Ha =1 = D deaepk' 1
keK pee

(4.33)

De fagon implicite la contrainte 4.29 est également respectée, car nous avons choisi les plus
courts chemins, et de fait :

VW=d Y n<dt. Y nVpe PP VEER (4.34)

a€pk.. a€pk

La figure 4.7 donne un exemple de la maniére dont le calcul est fait en pratique. Les demandes
cumulées en chaque arc nous donnent la valeur par laquelle multiplier 1a valeur duale p, initialisée
a 1 pour tout arc a. Le calcul de n sera donc constitué de 1, divisé par cette demande cumulée,
soit 7. n = +. Les valeurs v* seront respectivement v'2 = n, '3 =, V1% = 4p et ' = 1. La
solution est bien réalisable.

Le point "Out" est donné tout simplement par la résolution du programme linéaire (les
coupes-contraintes de chemins n’étant pas toutes intégrées, nous obtenons une relaxation du

probléme, qui peut ne pas étre réalisable).

Nous allons alors choisir un point S;¢, solution constituée des vecteurs v*,Vk € K et ji4, Va €
A, qui est combinaisons linéaire des solutions "In" et "Out", selon un « choisi. En pratique nous
déterminerons :

o =arvk +(1—a)vk,, Vke K (4.35)

et
Pa, 10 = Opig.1n + (1 — @).fig,0ut, Va € A (4.36)

Ce nouveau point peut alors étre réalisable ; dans ce cas nous pouvons mettre & jour la valeur
de notre solution duale réalisable. Si ce point, au contraire, n’est pas réalisable, alors la coupe
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F1GURE 4.7 — Calcul d’une solution réalisable du point de vue dual.

du polyédre est plus proche d’une facette du polyédre. La figure donne 'intuition de 'efficacité
d’une telle méthode 4.8.

L’algorithme adapté au FCM est présenté sur 12.

Algorithm 12 flot concurrent maximal -Génération de colonnes chemin

Require: G(V, A) graphe orienté, c,,Va € A capacités des arcs et k € K, a €]0,1] paramétre

10:
11:
12:
13:
14:

15:

du choix du point combiné, € précision
Calculer le plus court chemin p* pour chaque k € K
P* ensemble courant des chemins pour chaque demande k
Trouver une solution duale réalisable Sy,,.
repeat
Pk < Pk 4 pk Vk/C(p*) > 0 : ajouter le chemin k le plus court & ’ensemble restreint des
variables chemins, si son cott réduit est strictement positif
Résoudre le programme linéaire FCM avec P* pour chaque demande k € K : déterminer
Sout
repeat
Déterminer S;o = a.Spp, + (1 — @).Sout, combinaison linéaire du point intérieur et
extérieur
Calculer le plus court chemin p* pour chaque k € K, selon les poids ta,10,Ya € A
if Vk € KCO(p*,S10) <0 then
Srn = S1o on met a jour le point intérieur (réalisable)
end if
until 3k € K/C(p*,S10) > 0

until > fig 1n-Ca— Y, Ha,0ut-Ca < € Comparaison des valeurs de solution du point intérieur
a€A acA
et extérieur

return ~* avec P¥ = P¥* pour chaque demande : les ensembles permettent de décrire une
solution optimale de valeur v*

La difficulté réside dans la facon de trouver 'a le plus efficace. Les auteurs de [12] donnent

quelques pistes & ce sujet.
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FIGURE 4.8 — Les deux points particuliers de l’espace sont représentés en wvert (Solution réali-
sable) et en rouge (solution optimale trouvée par lexécution du probléme relaxé). Le plan rouge
représente une facette du polyédre. Le plan bleu représente la coupe que l’on ajouterait en prenant
S10 = out- En choisissant un o approprié nous pouvons donc potentiellement nous rapprocher
de cette "frontiére” de réalisabilité donnée par la facette rouge.

Conclusion

Les modéles de multi-flots formulent un grand nombre de problématiques industrielles, et & ce
titre leurs méthodes de résolution ont beaucoup été étudiées. Nous avons notamment présenté une
méthode générique pour résoudre efficacement, ces problémes de grandes tailles en introduisant
successivement des variables pertinentes au modéle. Cette méthode de génération de colonnes
induit implicitement une décomposition du probléme. Dans beaucoup de problémes de multi-
flots la variable chemin est utilisée. Bien que son nombre peut théoriquement étre exponentiel,
ce type de variable contient plus d’informations (tous les arcs choisis depuis une source vers une
destination), et en pratique il n’est généralement pas nécessaire d’en expliciter beaucoup pour
pouvoir conclure & 'optimalité de la solution courante.

Le flot concurrent maximum est un probléme facile au sens mathématique du terme, il peut
donc étre résolu en temps polynomial. Mais & la vue de 'importance qu’il revét ainsi que les
difficultés que l'on peut avoir & appréhender certaines instances réalistes (méme des réseaux
de quelques centaines de noeuds), des travaux se sont concentrés sur 'amélioration des perfor-
mances de résolution par des méthodes mathématiques avancées. Nous avons également présenté

quelques-uns de ces travaux.
Nous allons & présent étudier s’il existe d’autres maniéres de formuler un probléme de multi-

flots dans le but d’accélérer les processus de génération de colonnes, notamment pour celui qui
nous intéresse plus particuliérement ; le flot concurrent maximum.
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Chapitre 5

Un modéle arbre

Introduction

Dans ce chapitre nous cherchons & améliorer 'efficacité de la génération de colonnes en uti-
lisant des formulation implicites plus synthétiques (qui contiennent plus d’informations). Nous
avons déja vu que plusieurs demandes peuvent partager la méme source ; pourtant une formula-
tion chemin induira une génération des variables indépendamment pour chaque destination. Nous
allons essayer de voir dans quelle mesure nous pouvons mutualiser ces décisions par I’élaboration
d’un nouveau modéle que nous allons maintenant présenter.

5.1 Notations

Etant donné un noeud source i € S, nous appellerons 7 I’ensembles des arborescences (arbres
orientés) de racine i et couvrant (au moins) ’ensemble T'(i) des destinations associées. Nous
appelons V.7 le sous-ensemble de noeuds terminaux j € T'(i), associé & 'arborescence 7 € T et
I’arc a € A, tel que 'unique chemin de I’arborescence T qui connecte i & j contient a :

Vi ={j€T@),Ipec P? telquepC T, p>a}. (5.1)

En d’autres termes, V7 est 'intersection de T'(i) avec ’ensemble des nceuds couverts par la
sous-arborescence 7 de racine v™ (a). Dans ce modeéle, nous utilisons une variable commune (3%
pour tous les terminaux liés & une source donnée. Cette variable est alors associée & une arbores-

cence couvrante 7 € T°, et, pour chaque demande k € K qui posséde sa source en i (s¥ = i), un
volume de demande 3id"* sera acheminé & t* le long du chemin unique liant 4 jusqu’a t* sur 7.

Nous pouvons alors proposer le modéle "Arborescence" abrégée en "Arbre" :
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MAaX Y Arbre, (5.2

Z Z Z BLAY < cq, Va € A, (5.3)

i€S reTi: jEV]T

(FCMATbTe) Ta_a
Z ﬂ:— > YArbre, Vi € S, (54)
TeT?
BL >0, Vie S, TeTh (5.5)

La somme des arborescences T qui contiennent a, et la valeur cumulée des demandes liées aux
terminaux de la sous-arborescence de racine vt (a), multiplié par la valeur 3% associée représente
alors la valeur effective de flot qui transite sur cet arc. Les contraintes (5.3) assurent donc que
cette valeur ne dépassera pas la capacité ¢, de I’arc concerné. Les contraintes (5.4) nous assurent
que le source va effectivement délivrer d’un facteur v les demandes vers toutes ses destinations :
la satisfaction de chaque demande est alors implicitement contrainte par la structure méme des
arborescences et sa distribution des demandes sur ses arcs.

Demande Cumulée = @

o
n
a
@
LA
.
y
.
.
.
’
.
’
.
y
.

. D=1
(e SO IO
D=3 D=2 D=2

FIGURE 5.1 — Ezemple d’utilisation de variable arbre. La somme des demandes Y. d¥ qui

GEVST
passeront par cet arc sont notées sur l’arc en question. Ces valeurs seront multipliées par la
variable BL .

L’équivalence de la formulation chemin et de la formulation arbre a déja été prouvée notam-
ment pour le Minimum cost flow problem par [57]. La preuve s’appuie sur une décomposition
de Dantzig-Wolf de la formulation arc-flots aggrégée F'CM,q4,. Les arbres ont également été uti-
lisés dans le cadre d’algorithmes d’approximation comme [59]. Cependant & notre connaissance
la formulation n’avait jamais été utilisée pour le FCM, et nous allons ici fournir une preuve de
validité de ce modeéle basée sur la dualité, et une autre preuve "constructive". Cette derniére
permet notamment de construire une solution d’un modéle & partir d’une solution de l'autre
L’avantage de la premiére preuve est qu’elle permet de prouver ’exactitude de formulations plus
génériques, qui sont plus difficiles & obtenir par cette technique de décomposition. L’avantage de
la seconde est qu’elle fournit un algorithme de reconstruction des arbres & partir de n’importe
quelle solution du flot concurrent maximal.
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5.2 Preuve constructive

Nous allons prouver le résultat suivant :
Théoréme 20. Y}, 10 = Vohemin

Nous considérons & présent les terminaux K* partageant la méme source (s = s* pour tout
k € K*) et un flot solution (f*)zex. De plus nous supposons que les chemins p supportant le flot
(tels que f]f > 0) sont des chemins sans circuit. Nous appelons G* = (V*, A®) le sous-graphe de
G induit par la solution courante de flots : le nceud v € V'\ {s} appartient & V* si et seulement
Si D peke Zaeéé () f¥ > 0 et de maniére similaire un arc a € A appartient & A® si et seulement

siily aun k € K* tel que f¥ > 0. Puisque les demandes de K*® partagent la méme source, nous
pouvons choisir un G° de valeur de solution équivalente, qui ne contient pas de circuit.

Lemme 1. G° est l'union de n5- arborescences de racine s, o ny = [[  Dg.(v).
veVe\{s}

Preuve : Puisque chaque nceud v € V*\ {s} posséde un degré entrant D.(v) positif, il suffit
de garder uniquement un arc entrant en v € V*\ {s} pour former une arborescence (de racine
s). My a alors [ ], cye (53 D= (v) maniéres de construire une telle arborescence. O

Considérant & nouveau un flot (f*)rex ot toutes les demandes sont émises depuis la méme
source s, nous explicitons f(*) le flot résultat sur chaque arc a :

F=3" =3 > 1 (5.6)

keKs kEK?® pepk:
p3a

Pour chaque v € V*\ {s} et chaque a € d,.(v), nous définissons le ratio suivant :

f(s) (s)
7-(-2 = a = a_ . (57)
S50 O (5.0))
b€ s (v)

Lemme 2. Supposant un ensemble de demandes K°, de source s, et une solution réalisable de
flots (f¥)rers. Alors il existe une solution de flots (f¥)rex- telle que :

1. o(fF) = o(f*),Vk € K°;
2. & =fP Vaen;

~ rk
3. si > fE#0, alors ﬂjzﬁ,VaeAs,keKs.
bed s (vH(a)) bes s (vF (a)) b

ot v(f*) est la valeur de flot acheminée vers k

Preuve : si G° est une arborescence, alors il suffit de prendre f = f. Sinon, puisque G° ne
contient pas de circuit, nous pouvons construire une ordre topologique vy, v, ..., vy ol v1 = s.
Nous savons que G° ne contient alors pas de chemins de v; vers v; si j > 4.

Nous construisons une solution de flots f de maniére itérative. Nous prenons d’abord f = f.
Soit, alors v; le dernier nceud (selon la relation d’ordre topologique) tel qu’il existe un arc a €
£k
dg:(vr) et un terminal k € K* pour lequel 7 # ﬁ Il est & présent facile de voir que
b

bES s (v])
tous les terminaux k € K*® qui recoivent partiellement un flot depuis v; (i.e., ceux pour lesquels
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> f,f # 0) peuvent étre agrégés et leur demande acheminée depuis s vers v; de la méme
b€ s (v1))
maniére. Le flot f doit alors étre modifié en conséquence. Nous pouvons déja nous apercevoir
que la troisiéme propriété est a présent satisfaite pour le nceud v;. De plus, la relation d’ordre
topologique nous assure que rien ne change pour les noeuds v; tels que j > [. Enfin, nous nous

apercevons que la valeur de flot fés) ne change pas pour tout arc a € A® ni pour la valeur
satisfaite v(fk) pour chaque k € K*.

Nous sommes ainsi en mesure de trouver un flot f équivalent & la solution f, satisfaisant les
propriétés 1 et 2 de telle maniére que la propriété 3 devient vraie pour un noeud supplémentaire.
En réitérant cette procédure un nombre borné de fois, nous pouvons alors découvrir une solution
équivalente satisfaisant toutes ces propriétés simultanément. [l

Nous appellerons ici 7°(f) I’ensemble des n%- arborescences obtenues en gardant un seul et
unique arc incident & v € V*. Il est important de remarquer que 7*(f) est le sous-ensemble 7°
(I'ensemble des arborescences de racine s) induit par la solution (f*)ress.

Nous munissons chaque arborescence 7 € 7°(f) du poids :

x= ] (5.8)

aET

Le principal résultat qui nous permettra de conclure le théoréme 20 est le suivant :

Théoréme 21. (Théoréme de décomposition) Si go(TS) représente le flot sur un arbre T € T*(f)
en acheminant \3d* pour chaque terminal k, entre s et t*, alors

> ) =), (5.9)

TET*(f)

Preuve : D’aprés le lemme précédent, nous pouvons transformer une solution de flots f en
une solution f satisfaisant les trois propriétés. Puisque la transformation ne change pas le flot
total fés) sur chaque arc a, les proportions 7 reste non modifiées également. Nous pouvons alors
immédiatement dire que f satisfait également la troisiéme propriété (i.e., toutes les demandes
acheminées par le noeud v peuvent étre supposées acheminées de la méme maniére de s vers v).

Nous allons établir la preuve du théoréme par induction. Remarquons que ce résultat est vrai
si T°(f) est déja une arborescence (dans ce cas 75 = 1 et @&5) = f(®)). Considérons a présent
G*, son flot f et ses demandes K regroupés dans le triplet Z = (G*, f(¥), K). Puisque le graphe
G*® n’est pas une arborescence, nous pouvons choisir un nceud particulier v° € V*® dont le degré
entrant dg.(v°) > 1.

Décomposons a présent Z en dg.(v°) triplets (Zy)i—1..4-(vo) avec Iy = (G?,fé(s),Kg). Le
graphe G} est obtenu de G° en gardant un seul des ¢ arcs incidents & v° (nous appelons aj cet
arc incident) : Af = A°\ 0. (v°) U{af}. Les demandes K sont les mémes que K mais le volume
délivré pour celles-ci deviendra, d’g = 7T25 d*. Ces demandes peuvent étre décomposées le long de

leurs chemins dans G7 :
di = > me i+ > I (5.10)

pePk pepPk
vO¢p ag€p
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Le premier terme comprend tous les chemins qui ne passent pas par v° et le second contient,
tous les chemins contenant v° et passant uniquement par a; puisqu’il n’existe plus d’autre arc
incident dans G§. En utilisant la propriété que le flot doit satisfaire la troisiéme propriété du

lemme 2, le terme Y ,cpr f) est en réalité égal & oo D perk fF. En d’autres termes, on peut
a9€p vo€p
4
Arp] k _ s k s k : A 5 Jk — s gk
écrire dj = T Zpggk Iy + Tae Zpggk fp ce qui nous amene a d; = ﬂagd . Nous remarquons
vOo¢p voep
également que G} satisfait toujours le lemme 2. De plus, le coefficient 7} pour a ¢ d..(v°) ne

change pas : pour chaque graphe G sur lesquels les demandes df sont acheminées, le coefficient
75 est exactement égal & celui qu’il était dans G°. C’est encore une conséquence de la troisiéme
propriété du lemme précédent.

Puisque ), ﬂj; =1, le routage des demandes d;? dans chaque graphe G peuvent étre considé-

rées comme la conjonction de toutes les £ et donc devenir les demandes d¥ du graphe G*. Notons
que les demandes acheminées sur Gj sont les demandes initiales pondérées par ”Z;- En répétant
cette procédure pour chaque v° dans V*® sur chaque sous-graphe généré, on atteint finalement un
ensemble d’arborescences, dont chaque élément 7 supporte une proportion des demandes égale &

HaE‘r Wtsz' D

La preuve du théoréme 20 découle alors naturellement en considérant une solution optimale
par chemins F'C Mcpemin et sa valeur associée (f*F).cx. Nous supposons alors que les demandes
K partagent la méme source s. Nous notons qu’une solution optimale induira un graphe G° qui
peut étre considéré acyclique. De ce fait, le lemme 21 nous assure que nous pouvons créer n5-
arborescences telles que, acheminer sur 7 la proportion A*d* pour chaque demande k de s &
¥, va générer exactement la méme configuration de flots (f**)rer. Il s’ensuit que la solution
FCMchemin est également réalisable pour FCM appre. Nous avons ¥i,p.e = Yehemin dU fait
qu’un arbre peut étre considéré comme une agrégation de chemins. Si les demandes K ne par-
tagent pas la méme source, il suffit, dés lors, de décomposer le flot pour chaque nceud source et
appliquer un raisonnement similaire.

La procédure du théoréme 21 nous permet d’extraire immédiatement 1’algorithme qui décom-
pose toute configuration de flot réalisable, en un assemblage d’arborescences. Les figures 5.2, 5.3,
5.4, 5.5, et 5.6 montrent le principe de décomposition sur un exemple simple. Le nombre de ces
arborescences, est potentiellement exponentiel.

Nous sommes d’abord en présence d’un graphe G' qui représente notre solution réalisable
5.2. Nous nous apercevons qu’en terme de flot, le degré entrant du nceud 6 est de valeur 2. Notre

premiére décomposition de G' consiste en deux graphes distincts. On sépare donc en 77316 = % et
W;SG = % la valeur totale de flot égale & 3. On met & jour le routage correspondant a la satisfaction
des demandes (figure 5.3). Gi4 n’est toujours pas une arborescence. Nous construisons donc une

décomposition de G}4 en deux graphes distincts, suite au degré entrant du nceud 5 de valeur 2.
On séparedoncen 7} = 1 et 7l = 1 1la valeur totale de flot égale & 3. On met & jour le routage

correspondant & la satisfaction des demandes (figure 5.4). En paralléle nous décomposons Gig

en deux graphes distincts, suite au degré entrant du nceud 5 de valeur 2. On sépare donc en
Moy = 1et Maes = 1 la valeur totale de flot égale & 3. On met & jour le routage correspondant

a la satisfaction des demandes (figure 5.5). On pourra alors s’assurer que la somme de tous ces
flots nous permet de retrouver la solution initiale (figures 5.6 et 5.7).
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D=2

FIGURE 5.2 — Flot initial, représenté par le graphe G'.

5.3 Preuve par dualité

La preuve alternative va, pour sa part, considérer les formulations primal et dual des chemins
et des arborescences.

Démonstration. : Nous définissons d2 = 1 si et seulement si le chemin p est totalement inclus dans
Parborescence 7. En utilisant (5.3), nous pouvons réécrire le membre de gauche de la contrainte
de capacité dans le modéle FCM 4,y comme suit :

hs(33) = ¥ X X 8,
i€S reTi: jEVa"

TSa

= X X X X pdvd,

1€S reTi: jET (i) pePid:
T3a proa

= X X X opde
k€K ,cysk. pepk:
T3a p3a

= ¥ ¥ d’“(Z ﬂikﬁ)-

keK pepk: reTsk
p3a

k . . . N
En posant )\’; = Y. (% 6P, nous obtenons une solution réalisable pour le probléme FCM cpemin-
reTsk
En d’autres termes, étant donné une solution réalisable de FFCM 4y, nous pouvons en extraire
les )\’; assurant une solution équivalente pour FFCM chemin- Cela signifie clairement que :

Wzrb're S Véhemin' (511)
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Pour l'inégalité inverse considérons a présent le dual de FCM g, pre :

min Z Calla, (5.12)
acA
> ot =1, (5.13)
Varbre = § s€S
> dtlons' () > ¢ Vse S reTe, (5.14)
teT(s)
fa, ®° >0, Yaec A,s€ S, (5.15)

avec lonst(u) représentant la longueur du chemin de s vers ¢, dans I’arborescence 7, selon les
poids p, sur chaque arc a € A. Rappelons que (uq)aca €t (¢°)ses sont les variables duales
associées respectivement aux contraintes (5.3) et (5.4). De I’équation (5.14), nous pouvons voir
que :

s < : st st ;
P° < min Z d**lon3'(u),¥s € S
teT(s)

Or, puisque la somme des longueurs minimales est obtenue le long des arborescences de plus
court chemin, nous avons :

¢° < min dStlonzt(u),Vs €S, (5.16)

avec lons!(u) la longueur du chemin p muni des poids f,.
Soit v (= v*) = minye pse d**lons! (1), nous avons alors :

Vv < dflons () = d* Y pa,Vk € K,p € P*. (5.17)
acp
De plus, grace a (5.16) et (5.13), nous avons :

PIRAED IS (5.18)

keK seS

De ce fait, la solution du dual du probléme F'CM 4,4 est également faisable pour le dual du
probléeme FCMcohemin :

min Z Calla, (5.19)
acA
dovh>a, (5.20)
’yéhemin = keK
A"y pe =" VkeK,pe Pk (5.21)
acp
fa, VF >0, Vac A keK. (5.22)

Nous pouvons alors écrire :
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Z CGMZ,Chemin < Z cau:,Arbre (523)
a€A acA

Nous en déduisons Y&, emin < Virpre-
O

5.4 Génération de colonnes appliquée & la formulation ar-
borescente
En s’inscrivant dans une procédure de génération de colonnes comme nous ’avons déja pré-

senté, nous rappelons le primal et le dual du FCM dans sa version arborescente :

MAaX Y Arbre, (5.24)

SN N BldV <o, Va€ A, (5.25)

€S reTi: jEV]

(FCMATbTe) Tala
> BL > Yarbre, Vi€ S, (5.26)
TET?
L >0, Vie S, TeT" (5.27)

Le coiit réduit associé & une variable chemin p, pour une demande k, s’écrit :

Cr)=¢"=> pa.( Y d¥) (5.28)

aEeT JEVT

Nous obtenons & nouveau un coit réduit dépendant uniquement de la longueur du routage
des demandes ; nous maximisons donc sa valeur en prenant des plus courts chemins. Puisqu’au-
paravant nous devions dans le pire des cas générer ’arborescence des plus courts chemins pour
chaque demande, nous remarquons ici que la complexité du probléme esclave est identique. Nous
pouvons donc reformuler la procédure (voir figure 5.8).
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Ensemble des arborescences couvrantes possibles

Solution optimale dans

Ensemble des arborescences couvrantes courant
est optimale dans

Y a-t-il au moins une arborescence couvrante de codt réduit stri§tement positif ?
Non

ajout dans

Programme linéaire/Simplexe Arborescences couvrante des plus courts chemins

Valeurs des variables duales

FIGURE 5.8 — Principe de génération de colonnes, appliqué au FCM avec la formulation arbores-
cente.

Il intéressant de noter qu’une telle formulation présente un avantage pratique non négligeable
en télécommunications; les demandes partielles étant supportées par des arborescences, il est
possible d’en extraire des tables de routage fractionnaires (puisqu’un noeud ne posséde alors
qu’un seul prédécesseur).

Conclusion

Nous avons présenté ici une formulation arborescente pour modéliser les problémes de multi-
flots. Cette formulation avait déja été extraite pour un probléme de flot de cotit minimal par [57].
Nous avons présenté ici une preuve d’équivalence/exactitude plus générique pour plusieurs types
de formulations, ainsi qu’une preuve constructive qui explicite en détail comment créer ’ensemble
d’arborescences a partir d’une solution réalisable quelconque de multi-flots. Nous 1’appliquons
ici & au probléme de flot concurrent maximal dans le cadre d’une génération de colonnes. Cette
formulation est particuliérement adaptée & un probléme de télécommunications, au sens ou elle
forme implicitement des tables de routage "partielles".
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D=1

3
D=2
o (O
1/3 8/3
1/3 2/3
D=1 D=1
D=0 @ 1 =3x1/3 D=0 @
2 =3x2/3
13 2/3
D=2 D=2
D=2 @ 113 D=2 @ 2/3
1/3 2/3

FIGURE 5.3 — Premiére décomposition.
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1/3
1/3
O
D=1
1/3
@ 1/6 @ 1/6
1/3 0
© ©
D=1 D=1
D=0 1/3 D=0 @ 2/3
1/3
©
D=2 D=2
D=2 . D=2 1/3
1/3.1/2=1/6 1/3.1/2=1/6

FIGURE 5.4 — Deuziéme décomposition.
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8/3
2/3
O,
D=1
2
2/3
@ 1 @ 5/3
2/3 0
© O,
D=1 D=1
D=0 D=0 @
2/3 4/3
2/3
©
D=2 D=2
D=2 . D=2 2/3
2/3.1/12=1/3 2/3.1/2=1/3

FIGURE 5.5 — Troisieme décomposition.
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1/3 1/3

FIGURE 5.6 — Ensemble des 4 arborescences...
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2
| ©
D=2
D=2 @ 1
FIGURE 5.7 — ...dont l'union (la somme des flots partiels) recrée le flot initial.
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Chapitre 6

Formulations génériques et
approches de résolution

Introduction

Dans ce chapitre, nous allons étendre la démonstration d’exactitude & de nouveaux modeéles
encore plus génériques qui englobera les différentes formulations, et proposer un algorithme
d’agrégation heuristique qui définit une stratégie de construction de modéle selon les paramétres
de ’instance & résoudre.

6.1 Formulations statiques

Comme pour chaque probléme de multi-flots, une solution optimale du FCM peut étre décrite
par un ensemble de chemins supportant les flots des sources jusqu’a leurs destinations. En sui-
vant des méthodes de décomposition & I'instar de Dantzig-Wolfe, nous pouvons alors facilement
obtenir le modéle chemins. D’autres modeéles peuvent étre obtenus en manipulant difféeremment
les variables d’une formulation donnée, comme le modéle arc-flots. Une approche alternative
consisterait & partir d’'un modéle chemin et d’agréger des variables chemins en sous-ensembles,
définissant une nouvelle variable globale. De facon générale, toute partition de l’ensemble K
des demandes peut induire un nouveau modéle. Considérons & présent une partition quelconque
F(K) = {Hl,HQ,.. .,Hq} .

q
I; = K, I; N1, = 0,Y(j,€) € {1,...,q}°j # L. (6.1)
j=1

Pour chaque sous-ensemble I1; € T'(K), nous définissons un ensemble associé T; = [ [, cpr. Pk,

Chaque élément de T; est un vecteur de chemins, avec un chemin pour chaque demande II;. Dans
notre nouveau modéle, nous associons une variable différente a;’ pour chaque vecteur ¢ de chemins

125



de chaque T;. Un modéle générique peut alors étre construit pour le FCM :

max Ygeners (6.2)

izafz Y d*<ca  VaeA, (6.3)

j=1 €Y} k€EIl; peonPk

(FCMGeneT) p3a
Z a? > YGener, V_] =1,..., q, (64)
0€Y;
af >0, Vi=1,...,q,0€ Y. (6.5)

Cette formulation générique contient intrinséquement une trés grande variété de modéles, in-
cluant le modeéle chemin classique déja présenté (en prenant simplement I'(K) = K) et le modéle
arbre (en prenant une partition I'(K) ou chaque sous-ensemble contient toutes les demandes
partageant la méme source).

La version duale du modéle général nous est alors donnée par :

min Z Calbas (6.6)

acA

q
>owl =1, (6.7)
j=1

/7667167‘ =
> dflonk(p) = Vji=1,....,q,0€ T, (6.8)
kGHj
fia, 1’ >0, VaeAj=1,...,q, (6.9)

ol lon’; () représente la longueur du chemin pour la demande k, sur la structure o, avec les poids

q sur les arcs. Rappelons que (ftq)aca and (97);=1,... 4 sont les ensembles des variables duales
associées respectivement aux contraintes (6.3) et (6.4).

De maniére analogue a la formulation arborescente, nous pouvons montrer que le modéle
général est valide. La preuve de dualité du théoréme 22 ci-dessous est assez proche de celle du
théoréme 20 (elle sera présentée ici d’une facon plus concise).

Théoréme 22. ,yz?ener = ,yé'hemin

Démonstration. : Un solution optimale de la formulation FCM gener peut de maniére évidente
étre utilisée pour construire une solution de la formulation chemin FCM cpemin avec une valeur
de fonction objectif strictement identique. C’est une relaxation triviale du probléme. Cela im-
plique de facon naturelle : Vioner < Y hemin-

Pour prouver que la relation inverse est aussi vérifiée, nous utilisons d’abord (6.8) pour déduire
que :
i : k k L
P! < gel%fri Z d"long(n),Vj=1,...,q.
keTl;
Puisque la somme des longueurs minimales est obtenue & ’aide de plus courts chemins, nous
avons :

i< min d*lonf (), Vi =1,...,q, 6.10
0 _gr;jpep’“ p (1), Y q (6.10)
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TURRE ki k] ok :
Etablissant v = min,c pr d*lon; (1), nous avons :

vk < d*'lons! () = d" ZMka € K,pe P~ (6.11)

acp

De plus, grace a (6.10) et (6.7), nous avons :

> k> ijwj > 1. (6.12)
j=1

keK

Dés lors, la solution du dual de FCMgener est également faisable pour le dual de FCMcnhemin-
Il s’ensuit naturellement que Y&, cmin < Vorener- |

Remarque 4. Le théoréme 22 reste valide dans la cas d’un graphe non orienté. Nous manipulons
dés lors des chaines. La preuve du théoréme 22 reste identique.

Toute la difficulté réside dans la création d’un modéle efficace, qui sera contraint par deux
objectifs opposés :

(i) Plus les modéles sont agrégés, moins il y aura de variables nécessaires pour exprimer la
solution optimale, et I’on peut espérer que la taille en variables et en contraintes du probléme
maitre demeurera faible au cours de le procédure de génération de colonnes;

(ii) Plus il y a d’agrégations de variables, plus il devient difficile de générer les variables
utiles pour décrire la solution optimale. Cela peut induire un nombre important d’itérations de
la boucle de génération de colonnes (i.e. résolutions de problémes restreints), ce qui aura a terme
un effet négatif sur le temps de résolution. Ces comportements sont empiriques et il n’existe
aucun moyen a notre connaissance de déterminer un schéma d’agrégation meilleur que tous les
autres.

Pour le FCM, nous avons testé plusieurs modeéles : le modéle chemin F'CM cpremin, le modéle
arborescence FFCM grpre, le modeéle "total" FFCM 4 o toutes les demandes sont agrégées en un
seul ensemble, et un modele F'CM;;, ou i arborescences sont agrégées (on peut se référer a la
figure 6.1). Dans la section qui regroupe les expérimentations numériques, nous nous sommes
particuliérement intéressé aux cas i = 2 (FCMag,) et i = 4 (FCM 4q4y)-

Plus généralement si ’on considére le modéle générique utilisé dans le cadre d’une génération
de colonnes, et utilisant (6.8), le coit réduit général de la variable ozf est donné par :

=yl =y Y dMlonf(u), (6.13)

kell; pepn Pk

6.2 Heuristique de construction de variables

Une des difficultés du modéle FCM;,, réside dans le choix des arborescences & agréger (en
d’autres termes quelles sont les sources des demandes que nous devrions combiner). Une pre-
miére approche consiste & agréger de maniére totalement aléatoire. Le premier risque d’une telle
approche est qu’elle peut conduire & des tailles d’agrégation trés différentes, et ainsi déséquilibrer
les besoins en nombre de variables nécessaires pour chaque agrégation & la description de la so-
lution optimale. Nous pourrions alors augmenter de maniére significative le nombre d’itérations
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FIGURE 6.1 — Plusieurs patrons d’agrégations représentés sur les graphes de demande : dans le
graphe de demande (a), chaque arc représente une demande particuliére (le modéle chemin étant
basé sur cet ensemble K ) ; dans (b), les demandes sont agrégées par source (modéle arborescent) ;
dans (c), toutes les demandes sont agrégées en une seule ; dans (d), les arborescences de (b) sont
agrégées deur par deur.

globalement nécessaire pour trouver la solution optimale lors de la procédure de génération de
colonnes, du fait de cette agrégation trop volumineuse. Une deuxiéme approche consiste & agréger
de maniére aléatoire ces sources, tout en contraignant ou en fixant la taille d’agrégation.

Nous proposons ici une heuristique qui va décider quelles sources (i.e. quelles variables d’ar-
borescences) devraient étre agrégées.

L’idée principale est de grouper différentes sources reliées par un chemin aller-retour de trés
grande capacité. Ces sources sont statistiquement voisines dans le graphe, et ’on peut s’attendre
a ce que leurs demandes respectives soient acheminées de facon similaire. En d’autres termes,
nous espérons qu’une variable globale ozf pour ces demandes utilise un grand nombre d’arcs
similaires, ce qui aura pour effet de faire apparaitre cette variable dans un nombre restreint de
contraintes de capacités 6.3.

L’objectif de ’algorithme est donc de créer un partitionnement H = T'(S) tel que chaque
élément de H correspond & un sous-ensemble de S contenant au maximum r sources.

Pour chaque paire de sources ¢ et j, nous appelons Capacite M ax(i,j), le chemin allant de i
a j et qui posséde une capacité maximale; c’est-a-dire dont le minimum des capacités des arcs
qu’il contient est maximal. Un algorithme classique ([3]) pour établir un tel chemin est explicité
ci-aprés (6.2).

Pour chaque sous-ensemble (ou agrégat) h C S, nous définissons également une capacité
interne C'(h), donnée par le minimum des CapaciteMax(i,j) pour tout couple i et j de ce

sous-ensemble. De ce fait C'(h) = hmiil ” CapaciteMax(i, j). Par convention, la capacité d’un
i€h,jeh,j#£i
singleton sera alors infinie.

L’algorithme crée d’abord un agrégat pour chaque source hy = {s}. Le partitionnement H
contient dés lors | S| sous-ensembles. Comme nous venons de le voir la capacité interne de ces sin-
gletons est alors établie comme infinie (étape 2 de 'algorithme). Une variable booléenne Fusion
permet de nous indiquer s’il est possible d’agréger deux sous-ensembles sans violer la contrainte
de cardinalité donnée par r. Nous supposerons initialement cette proposition vraie (étape 3).
Ensuite les agrégats sont fusionnés itérativement tant que cette condition est vérifiée.
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Algorithm 13 Heuristique d’agrégation pour le modéle F'CM .,

Require: r cardinalité maximale pour chaque agrégat, G(V, A) graphe orienté muni des capa-
cités c,
Ensure: Un partitionnement H de ’ensemble des sources S
1: H + {hs={s}:s €S} H contient |S| sous-ensembles; chaque sous-ensemble contenant
exactement une source s
2: C(hg) + oo attribuer une capacité infinie pour C(hy), capacité de chaque agrégat (sous-
ensemble) hg
3: Fusion < true établir 8’il est possible de fusionner deux agrégats sans violer la contrainte
de cardinalité donnée par r
4: while Fusion = true do
5. MeillC' + —1 Meilleur capacité courante
6: forall h,h' € H,h+# h' do

7: ¢ + min {C(h), c(n), I};(linh, CapaciteMax(i,j), min . CapaciteMax(i,j)}

Tieh,j€ ich!,je
8: if ¢> MeillC et |h'|+|h| <r then
9: MeillC < c; hy < h'; hy < h garder en mémoire les meilleurs agrégats a fusionner,
et la nouvelle capacité associée
10: end if

11: end for
12:  if MeillC > —1 then

13: hi < h1Uhg; H < H\ hy; C(h1) + MeillC fusionner les deux agrégats et mettre a
jour sa capacité interne (par défaut, ’agrégat "receveur" hy)

14: else

15: Fusion < false

16: end if

17: end while

Pour chaque combinaison de h et h’' différents de notre partitionnement courant H, nous
calculons C(h U h') (étape 7). Nous utilisons les variables MeillC pour stocker I'information de
la meilleur capacité interne générée par ’agrégation de hy et hy. Elle est de ce fait, initialisée
a —1, avant la recherche de ce meilleur couple (étape 5). Ce meilleur couple (hq, ha), déterminé
en terme de capacité et qui satisfait la contrainte de cardinalité (vérifiée & I’étape 8) est alors
fusionné en h1, en mettant a jour sa capacité interne —minimum entre la capacité de hy de ho et
des couples entre les deux ensembles—, ce qui produit un nouveau partitionnement H (étape 13).

L’algorithme CapaciteMax(i, j) ([3]),détermine de maniére optimale le chemin de capacité
maximale allant de i & j.

L’algorithme 6.2 détermine le chemin de capacité maximale allant de ¢ & j. Pour ce faire, une
arborescence des chemins de plus grande capacité partant de ¢ est construite itérativement, inita-
lisée & I’ensemble vide (étape 1). Les capacités C(j), (Vj € V), des chemins de capacité maximale
sont initialisées & -1 (étape 2), excepté pour le noeud ¢ infinie (étape 3). Tant que le nceud j
ne se trouve pas dans cette arborescence, nous déterminons 'arc de capacité maximale reliant
I’ensemble des noeuds de I'arborescence courante 7;, et son complémentaire. Nous utilisons alors
¢ la capacité initialisée & —1 (étape 5) et nous parcourons ces arcs (étape 6). Si une meilleure
capacité de chemin min{C(v~(a')),cqa'} est trouvée (étape 7), nous la stockons ainsi que l’arc
associé (étapes 8 et 9). Ce meilleur arc a est ajouté a ’arborescence courante 7; (étape 9). Nous
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Algorithm 14 Algorithme de chemin de capacité maximale

Require: i noeud de départ, j noeud d’arrivée et G(V, A) graphe orienté muni des capacités ¢,
Ensure: Chemin p* de capacité maximale c,-

1: 7; + 0 ensemble des arcs de I’arborescence courante

2: C(j) + —1,Vj € V initialisation de la valeur des chemins de capacité maximale

3: C(i) + oo capacité d’accés a ¢ infinie

4: while j ¢ V™ do

5: g < —1 arc courant a de capacité maximale entre 7; et son complémentaire

6: for all @’ € 67 (V™) pour chaque arc sortant de 'ensemble des noeuds de l’arborescence

courante do
7: if min{C(v~(a)), car} > ca comparaison de la capacité par rapport a la meilleure trouvée
then

8: a+a

9: ca < min{C(v—(a’)), cqe' }

10: end if

11:  end for

12:  7; < T; + @ mise a jour de 'arborescence 7;

13:  C(vt(a)) + cz mise a jour de la capacité pour lacces au nceud v*(a)
14: end while

15: p* « pzﬂ chemin & la capacité maximale allant de ¢ & j

16: Cpr ,?éiﬁ{c“} mesure de la capacité du chemin optimal

retournons enfin le chemin p* allant de ¢ & j et qui posséde une capacité maximale cp-.

Proposition 23. L’algorithme 6.2 est exact et fortement polynomial, de complezxité O(|A].[V]).

Démonstration. (Rappel [3])

En utilisant 'algorithme 6.2 nous calculons itérativement le nceud dont l’acces posséde le
chemin de capacité la plus élevée.

Il détermine simplement :

a . 6.14
Jmax {min ca}, (6.14)

que nous pouvons décomposer comme suit :

max{mln{ max {minc,}, max {minc,}}} (6.15)
peEPI™ " aEp p’eP™i "a€p’

Si C*(i,7) est la valeur de capacité du chemin de capacité maximale allant de i vers j, alors :
C*(i,§) = ma{min{C* (i, m), C*(m, j)}} (6.16)

Nous savons que nous pouvons décomposer le probléme de la facon suivante, par rapport au
neeud 7 :

C*(irf) = max. min{eq, C*(v*(a), ) (6.17)
acdt (i)

Nous savons également que :
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C*(i,§) > min{C*(i,1), C* (1, )}Vl € V (6.18)

Cela signifie qu’avec i # j et a* = Arg(max,es+ () Ca)

C*(i,v" (a*)) = cqx, (6.19)
que nous pouvons réécrire avec I’ensemble courant (arborescence) V7 = {i,v" (a*)}, et les

arcs 07 ({i,v7(a*)}) divergents de cet ensemble :

C*(i,j) = min{C*(i,v™(a)), ca, C* (v (a),5)}, (6.20)

max
aest ({i,vt(a")})
Nous venons donc de réduire le probléme d’un nceud v*(a*).

En établissant de maniére générale a* = Arg(max,cs+ (v min{cy-, C*(i,v™(a*))}) , en ré-

itérant de proche en proche, et établissant un nouveau C* (i, v (a*)) & chaque fois, nous pouvons
généraliser les relations avec :

C*(ing) = o min{C*(i.07(@). 0. C* (0 (a). )} (621)

ce qui pour le noeud v™(a*) nous donne :
C*(i,v" (a*)) = min{C*(i,v™ (a*)), ca }- (6.22)

Cela signifie qu’apreés au plus |A| opérations (recherche du meilleure arc a*) nous avons réduit
le probléme jusqu’a ce que v+ (a*) = j, ou plus généralement

V™) =0

Nous construisons ainsi l’arborescence des chemins de capacités les plus grandes, en ajoutant
un neeud a chaque fois. Nous répétons donc au maximum |V| fois la procédure. Puisque chercher
larc a*, nécessite |A| opérations, nous avons la complexité de notre algorithme en O(]A].|V]).

O

Cet algorithme forme une heuristique d’agrégation produisant une formulation FCM 4.
Nous allons pouvoir exhiber des formulations meilleures que les formulations sus-nommées

FCMChemin

et

FCMArbre

Nous avons montré une maniére statique d’agréger les sources, c’est-a-dire qu’a chaque va-
riable on attribue un ensemble de demandes connues a priori. Une autre possibilité est de générer
des variables agrégées de fagon dynamique, c’est-a-dire de générer des agrégations de demandes
décidées & chaque itération du probléme maitre.

Nous définissons alors les sous-ensembles possibles de K par :

ECK (6.23)

131



Nous définissons alors un ensemble particulier £ :

e (6.24)

€ est alors un ensemble variable, sous-ensemble de K. Soit T¢ = [],c, P* associé & ¢ l'en-
semble des combinaisons de chemins possibles de €. On associe alors une variable Cg a un sous

ensemble £ et un ensemble de chemins associé & p, lui-méme vecteur de '’ensemble Y¢ = [T, . ¢ Pk,
Nous obtenons donc le modéle suivant :

maxYGener/Dyn> (625)

NS> Y d<e.  Vaes (6.26)

EEE 0EY k€EE peonpPk

(FCMGener/Dyn) o e
Z Z Cg > YGener/Dyns Vk € K, (627)
15 o
gg >0, V¢ € E\Vo € Ye. (6.28)

Sa version duale nous est alors donnée par :

min Z Callas (6.29)
acA
. ) D v, (6.30)
,yGeneT/Dyn - ke K
dFlonk(p) > *F  VEEE £k, Vo€ Y, (6.31)
fa, WF >0, Va € AVk € K, (6.32)

ou lon’g(,u) représente la longueur du chemin pour la demande k, sur la structure o, avec les

poids i, sur les arcs. Rappelons alors que (iq)aca and (¢¥)rex sont les ensembles des variables
duales associées respectivement aux contraintes (6.26) et (6.27).

Pour chaque demande, le cott réduit d’une variable ng sera exprimé de la maniére suivante :

TE=Y =" > drlonk(n) (6.33)

keg ke pepn Pk

La encore, étant donné un ¢ particulier, le cotit réduit sera maximisé par le routage des de-
mandes k € &, sur les plus courts chemins selon les variables duales (q)acA-

L’intérét d’une telle formulation est que nous pouvons également décider de I’ensemble &, de
sorte & maximiser également ce cott réduit au cours d’une seconde étape. Il s’agit tout simplement
d’intégrer les demandes k telles que :

W= " dMlonf(u) >0 (6.34)

pEpNPk

Cette stratégie peut étre choisie pour des agrégations particuliéres, comme ’agrégation d’ar-
borescences : on peut alors générer une variable qui agrége toutes les arborescences de cott réduit
strictement positifs. De la méme maniére, nous pouvons agréger les chemins de cotits strictement
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positif, pour maximiser le cott réduit de ’arborescence (qui n’est alors pas nécessairement cou-
vrante).

Cette méthode posséde cependant une faiblesse importante : puisque les ensembles eux-mémes
sont variables, il est nécessaire de construire les variables de satisfaction de demande (6.27) pour
I’ensemble le plus petit possible. Plus précisément, dans le cas d’agrégation d’arborescences,
puisque nous ne pouvons préjuger des agrégations, il est nécessaire qu’une contrainte de demande
soit explicitée pour chaque racine d’arborescence. De la méme maniére, dans le cas d’agrégation
de chemins, une contrainte de satisfaction devra étre explicitée pour chaque demande. Cela limite
une partie du gain méme de ’agrégation.

Conclusion

Nous avons présenté ici un modéle général qui englobe ceux présentés précédemment, et
permet, d’en construire de nouveaux. Nous proposons ici une maniére de construire un modéle en
fonction de ’instance a résoudre, plus exactement nous nous appuyons sur ’efficacité du modéele
arborescent et nous essayons de les combiner astucieusement, de maniére & réduire le nombre de
variables sans augmenter le nombre d’itérations. Le chapitre suivant a pour but de comparer ces
modéles et d’en extraire des remarques empiriques.
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Chapitre 7

Résultats numériques

Introduction

Dans ce chapitre nous allons éprouver les performances des différents modéles présentés
jusque-la, en étudiant deux types d’instances. Les premiéres sont des instances réputées diffi-
ciles pour le flot concurrent maximal, les secondes sont des instances générées aléatoirement.
Nous allons pouvoir remarquer la pertinence du modéle arbre, ainsi que des modéles construits
par 'heuristique d’agrégation.

7.1 Geénération de graphes

Le générateur RMF, utilisé par [27, 8, 14], construit des instances de la maniére suivante. Le
graphe est constitué de b trames. Une trame est constitué d’un carré de a x a nceuds. Chaque
nceud est alors connecté par ses voisins directs (haut, bas, gauche et droite), quand ils existent
(I'exception concerne les bords de la trame) par une capacité a®.Cy,q.. Les trames sont ensuite
ordonnées, et sont connectées aux trames suivantes et précédentes (quand elles existent) par un
matching parfait depuis les noeuds de la trame courante et celle ciblée, avec une capacité prise
aléatoirement selon une loi uniforme dans Uintervalle [Chin; Craz]. De ce fait, les graphes pos-
sédent exactement ba? nceuds et 6ba® — 4ab — 2a? arcs.
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trame b

trame 1

[Cmin; Cmax]

2a*a*(b-1) arcs d'interconnexion

Total : 6a*a*b-4ab-2a*a arcs
FIGURE 7.1 — Types d’instances RMF selon les paramétres a, b et [Cpin; Crmax|-

Le générateur d’arcs aléatoires, part d’un état du graphe ot seuls les noeuds sont présents, et
ajoute un arc jusqu'a atteindre une densité fixée. Cela exclut les doublons (plus d’un arc reliant
deux sommets), et les arcs liant un nceud sur lui-méme.
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7.2 Expérimentations

Toutes les expérimentations ont été exécutées sur un ordinateur doté d’un processeur Intel
Core 2 Duo P8700 de fréquence 2.53 GHz, et de 3.48 Go de RAM. Le logiciel commercial Xpress
(Mosel 3.20 - mmsystem 1.8.8 - mmxprs 2.2.0) été utilisé comme solveur de programmation li-
néaire.

Plusieurs expérimentations numériques ont été menées pour comparer les formulations che-
mins FCM chemin, arborescences FCM grpre, arc-flots agrégés FCM 444 et quelques cas parti-
culiers de la formulation générique FFCM gener-

Deux types de données ont été utilisées. Nous avons d’abord utilisé le générateur “RMF-
GEN" [27] pour générer des instances du FCM. Il est en effet admis par plusieurs auteurs que ces
types d’instances sont parmi les plus difficiles pour ce probléme. Les graphes “RMFGEN" sont
caractérisés par deux parameétres a et b, ainsi qu’un intervalle de capacité [Cpin = 5, Crae = 20].

Le second type de graphes est fourni par un générateur d’arcs aléatoires, dont les capacités
sont, également choisies dans I'intervalle précédent. Enfin, pour toutes les instances, les valeurs
de demandes sont choisies de maniére uniforme dans P'intervalle [1, 10].

Puisque les formulations de FCM chemin, FCM arpre €6 FCM Gener sont créées pour des
procédures de génération de colonnes, la convergence peut étre faible (c’est un effet classique
de fin de queue). Beaucoup de techniques d’accélération de ces procédures ont été proposées
dans la littérature (par exemple [12, 70| et les références contenues dans celles-ci). Dans notre
implémentation nous avons utilisé la technique du In-Out, avec un e identique aux parameétres
standards de précision du solveur et un o = 0.25 (ce qui correspond & 0.75 fois le point intérieur
et 0.25 fois le point extérieur). L’intérét ici n’est pas de comparer des techniques de stabilisation
mais bien d’évaluer 'efficacité de différentes formulations du FCM.

Quatorze instances ont été créées. Les caractéristiques de ces instances sont synthétisées dans
les tableaux 7.1 et 7.2. I désigne simplement le numéro de I’instance.

Pour chaque instance le nombre de nceuds |V, le nombre de sources |S], le nombre de desti-
nations pour chaque source |T'(s)| et le nombre d’arcs |A| sont fournis dans les tableaux 7.1 et
7.2. Les valeurs de a et b sont également données dans le tableau 7.1 relatif aux instances RMF
(générées par le programme “RMFGEN").

I VI IS [Tl | a] b Al
1 125 | 125 31 5| 5 600
2 125 | 63 62| 5| 5 600
3 125 | 31 124 5| 5 600
4 125 | 125 124 5| 5 600
5 216 | 216 215 6| 6| 1080
6 343 | 343 342 | 7| 7| 1764
7 512 | 512 511 8| 8| 2688
8 | 125000 | 1 | 124999 | 50 | 50 | 735000

TABLE 7.1 — Caractéristiques des huit instances RMF.
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TTIVI] IS [ TG | 4]
9| 180 | 180 179 | 2000
10 | 180 | 180 179 | 2500
11 | 180 | 180 179 | 3000
12 | 250 | 250 249 | 2000
13 | 250 | 250 249 | 2500
14 | 250 | 250 249 | 3000

TABLE 7.2 — Caractéristiques des six instances de graphe aléatoires.

L’évaluation des performance des formulations FCM est basée en grande partie sur le temps
de calcul requis pour l'obtention de la solution optimale. Cependant, nous avons également consi-
gné le nombre de variables générées durant la procédure ("Gen. Vars") et le nombre de variables
non nulles lors de la derniére itération, qui décrivent de ce fait la solution optimale ("Opt. Vars")
et le nombre d’itérations, c’est-a-dire le nombre de fois que le probléme maitre a été résolu ("Ite-
rations"). Lorsque la formulation ne nous a pas permis d’obtenir la solution optimale (& cause
d’un manque mémoire) le symbole "-" est placé & la place du nombre.

Il est important de souligner et de rappeler que l'algorithme de génération de colonne pro-
prement dit est exactement le méme dans chacune des formulations : il s’agit de trouver une
arborescence des plus courts chemins depuis chaque source.

Dans le tableau 7.3, nous comparons les formulations FCM aq49, FCM chemin, FCM arpre €t
FCMroyut, en utilisant les instances RMF, tandis que le tableau 7.4 correspond & des instances
de graphes aléatoires.

CPU (s) Gen. Vars
1 Agg | Chemin | Arbre | Tout | Chemin | Arbre | Tout
1 146 32 20 | 326 8309 | 1273 | 338
2 62 25 11| 163 9252 798 | 287
3 31 20 9 54 9464 534 179
4 229 433 19 234 38108 1376 263
b) 3162 26927 341 | 3171 126389 3615 598
6 | 28430 - | 1409 - - | 5367 -
7 | 310590 - | 3526 - - | 7621 -
Opt. Vars Ite érations
I | Chemin | Arbre | Tout | Chemin | Arbre | Tout
1 3964 206 85 42 18 | 338
2 3972 125 67 39 21 | 287
3 3964 96 41 32 32| 179
4 15693 190 73 45 14 263
b) 46855 386 150 56 29 598
6 - 544 - - 22 -
7 - 858 - - 23 -

TABLE 7.3 — Comparaison des formulations F'CM 449, FCM chemin, FCM arpre €t FCMrous :
instances RMF
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CPU (s) Gen. Vars
1 Agg | Chemin | Arbre | Tout | Chemin | Arbre | Tout
9| 20537 263 39 | 1310 65150 | 1973 | 343
10 32347 1257 89 | 4876 71709 2655 669
11 85980 3036 515 - 80944 3577 -
12 16174 10002 220 - 160210 3325 -
13 | 30973 32380 323 - | 193545 | 3675 -
14 | 172018 47294 1545 - | 241971 4856 -
Opt. Vars Itérations
I | Chemin | Arbre | Tout | Chemin | Arbre | Tout
9 32560 257 | 100 31 13| 343
10 32689 341 172 50 17 | 669
11 33131 775 - 52 24 -
12 62731 588 - 32 15 -
13 63120 484 - 32 19 -
14 62903 1103 - 46 24 -

TABLE 7.4 — Comparaison des formulations F'CM 449, FCM chemin, FCM arpre €t FCM7ous :
instances de graphes aléatoires

CPU (s) Gen. Vars Opt. Vars Ttérations
I | Arbre | 2Ar | 4Ar | Arbre | 2Ar | 4Ar | Arbre | 2Ar | 4Ar | Arbre | 2Ar | 4Ar
1 20 18 28 1273 947 794 206 | 153 | 120 18 19 29
2 11 11 15 798 549 450 96 | 108 81 21 23 32
3 9 13 29 534 459 394 96 81 68 32 40 53
4 19 18 26 | 1376 | 905 | 719 190 | 127 95 14 17 25
5 341 | 311 | 360 | 3615 | 2502 | 1955 386 | 290 | 222 29 28 42
6 1409 | 1301 | 1444 5367 | 3856 | 2444 544 | 347 | 254 22 28 32
7 3526 | 2701 | 3453 7621 | 4501 | 3524 858 | 573 | 424 23 23 33

TABLE 7.5 — Comparaison des formulations FCM p,pre, FC Mo s, et FCM 44, : Instances RMF

Si nous nous concentrons sur les résultats liés aux instances 1 & 3, nous pouvons remarquer
que la résolution basée sur la formulation arborescente est environ deux fois plus rapide que la
formulation chemin. Cela semble lié au nombre de variables générées qui est bien plus faible dans
la premiére formulation. Cependant, méme si le nombre de variables générées dans la formulation
FCM ., est encore plus faible. Cette derniére semble néanmoins la moins efficace. Cela est da
au nombre d’itérations nécessaires pour atteindre la solution optimale, extrémement grand par
rapport a ceux des autres formulations.

Pour ce qui est des instances 2 et 3, le nombre de sources diminue en méme temps que le
nombre de destinations par source augmente, gardant approximativement constant le nombre de
demandes (|K| presque constant pour les instances 1, 2 et 3). Il s’avére que cette réduction de
sources en gardant le méme nombre de demandes profite beaucoup & la formulation arborescente
comparée a celle chemin, avec un temps de calcul prés de deux fois inférieur pour l'instance
3. Ce comportement s’explique par le fait que la formulation arborescente agrége I'information
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CPU (s) Gen. Vars Opt. Vars Itérations

I | Arbre | 2Ar | 4Ar | Arbre | 2Ar | 4Ar | Arbre | 2Ar | 4Ar | Arbre | 2Ar | 4Ar

9 39 29 42 1973 | 1071 | 759 257 | 188 | 100 13 12 17
10 89 72 83 | 2655 | 1529 | 1010 341 | 258 | 187 17 18 23
11 515 | 429 | 819 | 3577 | 2456 | 1950 775 | 647 | 504 24 27 44
12 220 180 | 314 | 3325 | 2181 | 1560 588 | 389 | 389 15 18 25
13 475 | 460 | 633 | 3699 | 2676 | 1888 766 | 595 | 509 17 22 30
14 1545 | 1153 | 2844 | 4856 | 3309 | 2498 1103 | 856 | 767 24 28 40

TABLE 7.6 — Comparaison des formulations FCM arpre, FCMoa, et FCM 44 : instances de
graphes aléatoires

lite & toutes ses destinations; cette agrégation est d’autant plus importante que le nombre de
destinations par source est grand. C’est également un phénoméne que l’on retrouve logiquement
par la formulation arc-flot, pour des raisons similaires.

Pour l'instance 4, le nombre de sources |S| est plus grand que pour l'instance 3, alors que le
nombre de destinations par source reste constant. Nous pouvons observer alors que la résolution
avec la formulation arborescente devient environ vingt fois plus rapide que la formulation chemin.

Si nous regardons ce comportement sur des instances encore plus grandes (5-6-7), la diffé-
rence croit significativement. La formulation chemin devient d’ailleurs incapable de résoudre ces
instances du fait de I'insuffisance en mémoire vive. On remarque alors que la formulation arbo-
rescente devient plus de 88 fois plus rapide que la formulation arc-flots agrégée pour l'instance
7. il est également important de souligner que efficacité des arborescences se mesure également
en termes d’itérations puisqu’elle en nécessite moins que pour les chemins.

On constate que la formulation d’agrégation totale F'C' M 1,,; devient elle-méme plus efficace
que la formulation chemin pour les instances 4 et 5.

Des conclusions équivalentes sont obtenues lorsque le seconde type d’instances est testé. Le ta-
bleau 7.4 montre trés clairement que la formulation arborescente surpasse les autres formulations.

La différence principale entre les résultats du tableau 7.3 et ceux du tableau 7.4 semble étre
la performance de F'CM chemin par rapport & FCM a44-. Dans le cas RMF, du moins pour les
grandes instances, F'C'M chemin est plus difficile & résoudre que son homologue arc-flots, alors
que la formulation chemin est plus efficace que FCM 444, sur les graphes aléatoires. Quoiqu’il
en soit, la formulation arborescente reste la plus efficace dans tous les cas.

Cette derniére est alors comparée a des formulations génériques dans les tableaux 7.5 et
7.6. Nous avons expérimenté deux types d’agrégation : une 2-arborescence FCMg 4, et une
4-arborescence FFC'M 44, (une variable représente 4 arborescences de 4 racines différentes corres-
pondant & des sources différentes), lorsque I’heuristique a été utilisée.

On peut observer que le nombre d’itérations relatif & 2Ar est généralement plus élevé que
celui de la formulation arborescente mais le nombre de variables générées est aussi plus faible. On
peut décrire de facon grossiére la tendance suivante : plus ’on agrége, moins il y a de variables
générées, mais plus le besoin en nombre d’itérations grandit. Par ailleurs, F'C'M 3 4,- peut s’avérer
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plus efficace que la formulation arborescente. Cela signifie qu’agréger des demandes par source et
considérer des arborescences a la place des chemins est une bonne stratégie, mais elle n’est pas
nécessairement la meilleure. La meilleure stratégie d’agrégation résulte d’un compromis décrit
par la tendance précédente.

Nous présentons enfin dans la tableau 7.7 les résultats de FCM chemin €t FCM srpre, pour
les instances 1 & 5 lorsque la procédure In-Out n’est pas appliquée. Nous nous assurons dés lors
que la performance de la formulation arborescente par rapport a la formulation chemin n’est pas
seulement liée & I'utilisation de cette méthode. Le tableau montre trés clairement que F'CM A pre
reste bien meilleur que FCM cpemin- De plus, si nous comparons ces résultats avec les précé-
dents (avec In-Out) nous pouvons voir le grand gain en temps de calcul que nous pouvons obtenir
grace A cette technique. Il est intéressant de noter que cette technique est plus profitable pour
la formulation arborescente que pour la formulation chemin. Ceci peut s’expliquer par le fait
que 'arborescence étant un support plus volumineux d’information, sa caractérisation est plus
cruciale ; optimiser le choix de sa génération atténue sa principale faiblesse, & savoir son manque
de souplesse.

CPU time (s) Gen. Vars Opt. Vars Ttérations
I | Chemin | Arbre | Chemin | Arbre | Chemin | Arbre | Chemin | Arbre
1 251 107 33365 5375 4016 246 116 89
2 333 83 39818 | 3588 4047 188 113 95
3 353 75 40010 | 2031 3988 142 104 106
4 5195 451 116243 8655 15747 254 99 103
5 95205 4569 362838 | 24013 46870 438 129 157

TABLE 7.7 — Comparaison entre les formulations chemin et arborescence lorsque la procédure
In-Out n’est pas utilisée

Conclusion

La pertinence d’une formulation de multi-flots semble liée & des phénoménes antagonistes au
niveau de la rapidité de résolution. ’augmentation de ’agrégation d’informations au niveau des
variables permet de diminuer le nombre de variables & générer, et donc la résolution d’une ité-
ration du probléme maitre. Cependant, agréger de I'information peut induire une "granularité"
trop épaisse, et donc un nombre de variables nécessaire pour décrire la solution optimale plus
grand. Dans le cadre du flot concurrent maximal, on peut remarquer que de ces effets résulte
une diminution des variables nécessaires a la résolution exacte. S’il s’agissait de 'unique levier
d’efficacité des modéles, 'agrégation maximale serait la stratégie la plus intéressante. Dans la
pratique on remarque que l'agrégation diminue la capacité du modéle & converger rapidement
(plus d’itérations nécessaires).

Ceci peut s’expliquer & nouveau par la granularité proposée par le modéle. La construction
d’une variable agrégée nécessite implicitement plus de choix de construction qui resteront figés
par la suite. La pertinence d’une variable agrégée est plus étroitement liée & une configuration
donnée et elle a donc moins de souplesse pour "s’adapter" & une solution trés différente (va-
riables apparaissant dans beaucoup de contraintes/ densité élevée de la matrice de contrainte).
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Pour corriger en partie ce comportement pathologique, nous avons fait appel a4 une technique de
stabilisation existante : le in-out. Le but de cet algorithme est de construire des variables plus
proches de ce qui définit le polyédre du probléme, et donc d’améliorer la rapidité de convergence.
On remarque alors que cette méthode est d’autant plus pertinente que la formulation est agrégée.

En pratique, si les formulation arborescentes semblent étre un bon compromis entre le nombre
de variables et le nombre d’itérations nécessaires, on peut voir qu’il est possible de construire des
modeéles encore plus adaptés, qui s’inspirent directement de la structure de 'instance considérée.
On peut donc trouver un nombre d’agrégations intéressant, qui peut différer avec la taille méme
de l'instance. Tout comme il est préférable d’utiliser une formulation chemin qu’une formulation
explicite (arc-flot par exemple) lorsque le graphe grandit, on remarque que ce nombre "optimal"
d’agrégation semble également augmenter avec la taille de l'instance. Il serait intéressant d’étu-
dier plus en profondeur ce type de comportement.

Nous allons maintenant nous concentrer sur une approche de résolution différente pour traiter
un cas particulier : le flot concurrent maximal dans le cas mono-source.
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Chapitre 8

Le probléme de flot concurrent
maximal, cas mono-source

Introduction

Ce chapitre traite le flot concurrent maximal dans sa version ou il n’existe qu’une seule
source (mais plusieurs destinations, aux demandes différentes). Ce probléme est un probléme ré-
guliérement rencontré dans le domaine des télécommunications, et dans notre contexte modélise
particuliérement bien le paradigme de réseau de distribution de contenus —un serveur central,
et des clients a satisfaire. De plus, dans le cadre de plusieurs serveurs distincts, la possibilité du
choix du serveur émetteur du trafic pour satisfaire un client peut se ramener 4 nouveau a ce pro-
bléme par une modification triviale. Nous rappelons d’abord les algorithmes polynomiaux pour le
probléme particulier de flot maximum ainsi que leurs spécificités. Nous introduisons notre nouvel
algorithme combinatoire pour résoudre le maximum concurrent flot mono-source et prouvons
ensuite I’exactitude et la forte polynomialité de cette approche. Nous concluons ce chapitre par
une démonstration de ses performances par rapport & des approches de programmation linéaire,
et notamment 1’un des meilleurs modéles que nous avons présenté : le modéle arbre.

8.1 Algorithmes de Ford-Fulkerson et Edmonds-Karp, pro-
bléme de flot maximum

Le probléme de flot maximum est un grand classique de la littérature. Parmi les premiers &
I’avoir étudié on nomme Ford et Fulkerson. Le probléme consiste & envoyer un flot maximum
de la source (unique) vers la destination (également unique), sur un graphe orienté, dont les
arcs sont munis de capacités. C’est donc un cas particulier des modéles FCM que nous avons vu
précédemment.

Définition 30. Un flot F, f(a)Va € A de s a t, sur le graphe G = (V, A) est réalisable si et
seulement si :

1. f(a) <cq,Vae A
2. > fla=(@j)= > fla=(ij)),VieV —{st}

jest (@) jes—(4)

142



[2]

(5]

FIGURE 8.1 — Probléme du flot mazimum (resp. son dual : coupe minimale) sur un exemple de
graphe. Le but est de transmettre le flot mazimum de la source S wvers la destination T, sous
contraintes de capacité sur chaque arc (indiquées ici entre crochets).

Une approche consiste & créer itérativement un chemin de flots augmentant depuis la source
vers la destination. L’exemple de la figure 8.2 nous montre un tel principe, ainsi que le cas d’ar-
rét. Le chemin augmentant choisi (en rouge) est le support du flot augmentant. Il est limité par
une capacité de 2. Une fois ce flot effectivement acheminé de la source vers la destination, aucun
chemin de flot non nul ne peut plus atteindre la destination sur le graphe G = (V, A). Pourtant
la solution n’est pas optimale.

@ N[ [2] L2

% 2

@~ S @& 2

FI1GURE 8.2 — Non optimalité des flots augmentant sur le graphe "classique.

Ford et Fulkerson proposent alors un algorithme combinatoire pour résoudre ce probléme en
introduisant la notion de graphe d’écart. Tout comme 'algorithme du simplexe, o des variables
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d’écart sont introduites ; les auteurs ajoutent ici un arc "de retour" associé 4 un arc dans le sens
opposé, de capacité égale a la valeur de flot qui transite sur cet arc initial. De ce fait & chaque
instant, la somme des capacités d’un arc initial et de son arc de retour associé sera constante. La
capacité d’un arc de retour sera utilisable par un chemin augmentant au méme titre qu’un arc
initialement décrit par A. Il est alors intéressant de noter que cela permet toujours d’assurer une
solution réalisable, autant au niveau des contraintes de capacités qu’au niveau des contraintes
de conservation de flots.

L’exemple des figures 8.3 et 8.4 illustrent le mécanisme de graphe d’écart, et 'utilisation d’un
arc de retour. Le chemin choisi en rouge sur le graphe initial (a), va modifier les capacité du
graphe d’écart. En mettant a jour le flot augmentant de 2, on obtient les deux graphes (classique
et d’écart) ci-aprés (b). Si dans le graphe classique, il n’est plus possible de créer un flot aug-
mentant, on peut tout & fait le faire dans le graphe d’écart (noté en rouge). En faisant passer un
flot augmentant de 1, nous obtenons les deux graphes correspondant qui suivent (c).

2

@ @
¥ @ k

@ — O @
@ S @

“* g

FIGURE 8.3 — Graphe initial.

Définition 31. Le graphe d’écart G= (v, /Nl) induit par le graphe G = (V, A) et un flot réalisable
f(a),Ya € A sur ce graphe est définit par :

1. L’ensemble des neeuds V identique ¢ G

2. Chaque arc a = (ij) € A muni de la capacité cz = cq — f(a)

3. Chaque arc o' = (ji)/a = (ij) € A muni de la capacité cz = f(a)

Définition 32. Un flot augmentant de G est un quantité w sur chemin p de s vers t, tel que :
fla)+p<caVacp

C’est une modification légale de flot, puisqu’elle respecte nécessairement les deux conditions de
faisabilité.

Définition 33. Soit un graphe G = (V, A), avec des sommets s et t particuliers désignant
respectivement la source et la destination. Chaque arc a € A est muni d’une capacité c,. Le
probléeme de coupe minimal consiste & trouver l’ensemble d’arcs A’ (A’ C A) partitionnant V en
deux ensembles S —contenant le neud s (source), et T —contenant le neeud t (destination), tel
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Graphe original Graphe d’écart

FIGURE 8.4 — Principe du graphe d’écart.

que la somme des capacités C(A") = C(S,T) des arcs dont l'origine est contenue dans S et la
destination dans T est minimum :
min (s, T)
S,T/s€SteT,SUT=V,SNT=0
Théoréme 24. Soit un graphe G = (V, A) avec des sommets s et t particuliers désignant res-

pectivement la source et la destination. Chaque arc a € A est muni d’une capacité c,. La valeur
optimale du flot mazimal et de la valeur de la coupe minimale sont identiques.

Démonstration. La preuve découle du théoréme de dualité forte, le probléme de flot maximum
étant le probléme dual de probléme de coupe minimale (et inversement). O

Ford et Fulkerson prouvent alors l'algorithme exact en cas d’arrét, par 1’égalité avec une
solution réalisable duale : la coupe minimale. Les figures 8.5 et 8.6 représentent ’amélioration
successive du flot sur le graphe d’écart. Par rapport & ’exemple précédent 8.4, nous pouvons
ajouter un autre chemin de flots augmentant de valeur maximale ; la solution passe de v = 2
a v = 4. Nous obtenons alors une valeur du probléme primal égale & la coupe minimale (valeur
réalisable du probléme dual), représentée ici en rouge.
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A la derniére étape, il est impossible de trouver un flot augmentant
minimale qui nous garantit que notre solution est alors optimale.

: nous obtenons la coupe
Algorithm 15 : flot maximum - Edmonds-Karp

Require: un graphe orienté G = (V, A) muni des capacités (¢q)aca
Ensure: la valeur optimale v* du flot maximum de s vers ¢.
1: Initialisation de v* < 0.

2: while Il existe un flot augmentant non nul sur le graphe d’écart do

3:  Trouver le v maximum tel que le flot v peut étre acheminé sur le chemin augmentant entre
s et t sans violer de contraintes de capacité.

4:

5:

Augmenter le(s) flot(s) selon v, et mettre & jour le graphe
VY
6: end while

FIGURE 8.5 — Premiére et seconde itération...
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FIGURE 8.6 — Solution optimale obtenue.

Les failles de cet algorithme seront montrées plus tard, a ’aide d’un exemple ot un nombre
infini d’opérations peut étre effectué, et qui ne converge pas méme vers 'optimum. Edmonds
et Karp modifient alors ’algorithme en imposant que le chemin de flots augmentant soit choisi
pour étre un plus court chemin 1égal du graphe d’écart. Muni de cette propriété, la polynomialité
(complexité en O(|V|.|A]?)) de I’algorithme peut alors étre prouvée.

D’autres algorithmes existent de méme complexité comme le "Push and relabel" [4] ou encore
le "blocking flow algorithm" de [29]. Des modifications dans le fonctionnement de I’algorithme
peuvent permettre d’obtenir des complexités particuliéres (voir tableau 8.1).

8.2 Formulation FCM mono-source et principe de l’algo-
rithme
Nous allons proposer ici un algorithme fortement polynomial (voir définition ci-dessous et

[46]) pour le cas ou les demandes partagent toutes une unique source. Nous supposerons dés lors
que les demandes k € K ont donc toutes pour source s = s¥,Vk € K.

Définition 34. Un algorithme est dit fortement polynomial s’il satisfait les deux conditions sui-
vantes :

(1)- Le nombre d’opérations élémentaires nécessaires a son exécution est borné par une fonc-
tion polynomiale des paramétres d’entrée du probleme

(ii)- L’espace mémoire nécessaire & son fonctionnement est borné par une fonction polyno-
miale des paramétres d’entrée du probléme
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Nom Description Complexité
Ford Fulkerson Réitération de flot augmentant de s a t | O(A.max|f|)
sur un graphe d’écart jusqu’a impossi- | (poids  en-
bilité tiers unique-
ment)
Edmonds Karp Comme Ford Fulkerson, sur des plus | O(A.V?)
courts chemins (en termes d’arcs)
Dinitz "blocking flow algo- | réitération de flots bloquants dans un | O(A.V?)
rithm" graphe pondéré aux nceuds
"Push and relabel algo- | Ajout itératif de préflots "push" (fonc- | O(A.V?)
rithm" tion de flots avec possibilité d’excés sur
les nceuds) et mise & jour d’étiquettes
de poids sur les arcs "relabel"
"Push and relabel al- | Sélection des nceuds selon une liste | O(V3)
gorithm" avec une liste | FIFO
FIFO
Dinitz "blocking flow algo- | La structure de données en arbres amé- | O(|V|.|A]
rithm" avec structure de | liore ’exécution du flot maximum sur le | .log(|V])
donnée en arbres graphe pondéré
"Push and relabel algo- | La structure de données en arbres amé- | O(|V].| 4|
rithm" avec structure de | liore exécution du flot maximum sur le | .log(|V|?/|A|)
donnée en arbres graphe pondéré
MPM (Malhotra, o(V3)
Pradmodh-Kumar et
Maheshwari) algorithm
Algorithme d’Orlin O(|V].|A)])

TABLE 8.1 — Principaux algorithmes polynomiaux pour le probléme de flot maximum.

Une approche possible pour résoudre le FCM dans sa version mono-source est de ramener
ce probléme & un probléme de flot maximum, dont on connait I’algorithme polynomial pour
le résoudre. Mais cette transformation nécessite de placer des capacités variables sur les arcs
additionnels, elles-méme dépendantes du flot maximum, ce sont en réalité des contraintes d’équi-
librage ("Load Balancing") qui sont ici appliquées (8.7 et 8.8). Dés lors, il est impossible d’utiliser
I’algorithme d’Edmonds-Karp sur ce graphe, mais des recherches dichotomiques peuvent étre uti-
lisées. Ce type de procédure ne génére généralement que des algorithmes d’approximation.

148



[14/3]

(a)

4 [0

D=2

FIGURE 8.7 — Equivalence du flot concurrent mazimum... (cas mono-source).

[14/3]

(b)
SoM ]
IxF i 1xF
o
FIGURE 8.8 — ...en flot mazimum simple (cas mono-source).

Sur les figures 8.7 (a), le graphe avec la source S et les différentes destinations munies de
leurs valeurs. supposons que nous connaissons F' la valeur du flot concurrent maximal. Nous
pouvons alors construire en 8.8 (b), le graphe étendu, qui modélise le probléme sous forme de
flot maximum. Il est important de noter que la capacité des arcs est elle-méme dépendante du
flot maximum F' (c’est une sorte de proportion & respecter).
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L’extension que nous proposons a l’algorithme d’Edmonds-Karp comporte deux différences
majeures :

(i) A la place d’un chemin augmentant, nous construisons ici une arborescence augmentante
a chaque itération.

(ii) Le flot concurrent maximum que pourra supporter cette arborescence, dépendant des
demandes spécifiques vers chaque terminal.

Nous utilisons & nouveau la notation 7'(s) pour expliciter ’ensemble des destinations associée
a la source unique s. Nous supposerons également que les capacités sont toutes strictement
positives.

Algorithm 16 : FCM mono-source

Require: un graphe orienté G = (V, A) muni des capacités (¢, )ac4 et un ensemble de demandes
(S, tk, dk)keK.
Ensure: la valeur optimale v* du flot concurrent maximal de s vers T'(s).
1: Initialisation de v* < 0.
2: while Il existe une arborescence de plus court chemin 7 couvrant I’ensemble T'(s) dans le
graphe d’écart do
3:  Trouver le ¥ maximum tel que le flot vd* peut étre acheminé sur chaque arc, sur la structure
T entre s et chaque t* sans violer de contrainte de capacité.
4:  Augmenter le(s) flot(s) selon v, et mettre a jour le graphe
A A
6: end while

A Dinstar de I'algorithme d’Edmonds-Karp la valeur de v est augmentée itérativement par
le calcul d’une arborescence de plus court chemin en nombre d’arcs. Ces arborescences sont
calculées dans le graphe d’écart défini de la méme maniére que précédemment.

Le v maximum peut étre obtenu facilement : il suffit de reporter les demandes sur chaque
arc par lesquels cette demande sera routée. Cela génére sur chaque arc une demande cumulée
donnée par la relation :

Do=>» > d (8.1)

keK pepknr
p3a
Le v maximum deviendra alors simplement le minimum des ratios parmi tous les arcs (ca-
pacité résiduelle sur la demande cumulée- infinie si nulle) : soit v = min, 3 B—‘Z . Au cours de
I’étape 4, nous mettons & jour le graphe d’écart de la méme maniére que 1’algorithme de flot
maximum.

Nous illustrons l'algorithme sur ’exemple suivant. Nous nous munissons du graphe suivant
8.9. Nous calculons I’arborescence des plus courts chemins (en rouge sur la figure 8.10)avec la
demande cumulée sur chaque arc. Ici nous avons v = % Nous mettons alors & jour le graphe
d’écart (a droite de la figure 8.10). Nous répétons la recherche d’arborescence des plus courts
chemins (en rouge sur la figure 8.11), avec la demande cumulée sur chaque arc. Nous avons ici
~v = 1. Nous mettons alors & jour le graphe d’écart (a droite de la figure 8.11). Nous ne pouvons
plus trouver d’arborescence augmentante, car le nceud 5 n’est plus atteignable. La solution op-

timale est de v* = g, égale 4 la densité de la coupe de densité minimale représentée en rouge.
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FIGURE 8.10 — Itération 1.
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FIGURE 8.11 — Itération 2.

8.3 Preuve d’exactitude et de forte polynomialité

Avant de prouver I'exactitude de notre algorithme, nous allons rappeler quelques notations.
Une coupe orientée dans le graphe G peut étre définie par un ensemble de nceuds U C V, ou bien
de maniére équivalente, par un ensemble d’arcs §*(U) divergents de U. Nous utiliserons alors
parfois U = V '\ U le complément de U.

Nous utiliserons également c(U,U) = 3 e+ () Ca €6 d(U,U) = 37 ex  d*. De maniére

skes, tket
analogue, lorsque nous manipulons des variables de flots f,, f(U, U ) décrira la somme des flots
sur les arcs de 61 (U) = f(U,U) = 3,5+ () fa-
La densité d’une coupe 67 (U) est définie comme le ratio des capacités sur la demande qu’elle
déconnecte :

Dans le cas général, il existe une propriété de dualité faible : toute valeur de solution de FCM
~ est inférieure & toute coupe de densité x (U, U). C’est donc naturellement vrai pour la valeur
optimale du FCM et la densité de la coupe de densité minimale :

7 < = min{x(U,0) : d(U,T) # 0} (8.3)

(8.2)

La dualité forte, elle, n’est pas vérifiée dans le cas général. De plus, le probléme de déterminer
une coupe de densité minimale (ou "Sparsest cut") est dans le cas général un probléme NP-
difficile, que la graphe soit orienté ou non. Un exemple ou cette différence existe bien a été donné
par Okamura-Seymour [81] (voir figure 8.12) dans un graphe non orienté; il est généralement
repris pour illustrer ce phénoméne. De nombreuses études ont été menées afin de créer des
algorithmes d’approximation pour la coupe de densitée minimum [48, 85, 69, 102], qui produisent
des bornes trés proches de optimum (par exemple O(y/logn) dans [5]).
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FIGURE 8.12 — Ezemple de Okamura et Seymour. Les commodités sont exprimées par leurs couples
Sk, tr et ont pour valeur de demande 1. Le flot concurrent mazimal est de %. La coupe de densité
minimale est de 1.

[67, 95] nous apprennent plus précisément que si le graphe de demandes (le graphe qui relie les
nceuds {s*,t¥}) ne contient pas de sous-graphe constitué de trois arétes disjointes, ou un triangle
et une aréte disjointe, alors I’écart de dualité sera nul. Ce résultat généralise [’'observation de [53]
sur le probléme de FCM muni de deux demandes. D’autres investigations ont été menées par
[95] sur des cas particuliers ou cet écart n’existe pas.

C’est le cas de notre probléme FCM muni d’une seule source, o, utilisant le théoréme de
Flot-Max/Coupe-Min nous pouvons retrouver ce résultat facilement. Cependant, un résultat plus
général établit que cet écart est nul lorsque deux noeuds s et ¢ sont tels que pour chaque demande
nous avons, s = s ou t*¥ = ¢ [95]. Si cet écart est nul, il n’existe & notre connaissance, aucun
algorithme fortement polynomial pour traiter ce cas.

Nous allons dés & présent prouver la forte polynomialité de notre algorithme :

Théoréme 25. Le flot concurrent mazimal mono-source peut étre résolu de facon optimale par
Ualgorithme 16 avec une complezité en O(m?n).

La preuve du théoréme 25 est relativement proche de celle utilisée pour ’algorithme d’Edmonds-
Karp.

Lemme 3. Si l’algorithme 16 stoppe, alors avons obtenu v* la solution optimale du flot concur-
rent mazimal.

Démonstration. : algorithme s’arréte lorsqu’il n’existe plus de fagon de créer une arborescence
couvrante T'(s), du fait des capacités, dans le graphe d’écart. Cela signifie qu’il existe un sous-
ensemble de noeuds U C V' \ {s}, incluant une ou plusieurs destinations (U N'T # ) qui ne
peuvent étre atteintes depuis s. Plus précisément, il existe un ensemble U tel que f, = ¢, pour
tout a € 6T (U) et f, = 0 pour tout a € 6~ (U) (le contraire signifierait qu’un arc de retour
de capacité non nulle existe, et que de ce fait un des nceuds parmi U peut étre atteint). Nous
déduisons alors que pour toutes les destinations 7'(s) N U, tous les flots entrant sont utilisés pour
satisfaire v* fois la demande totale :
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f(Uﬂ U) = V*d(Uﬂ U)
De plus nous avons f(U,U) = c¢(U,U). 1l s’ensuit que v*d(U,U) = c¢(U,U) et v* = x* et
puisque x* est une borne supérieure, v* est donc optimal. O

Nous pouvons remarquer que s’il existe une arborescence couvrant 7'(s), alors il existe égale-
ment une arborescence couvrant tous les nceuds V' (les demandes "nulles" peuvent étre achemi-
nées sur des arcs de capacité nulle). Si ce n’était pas le cas, nous pourrions trouver un ensemble
U contenant s et T(s) tel que U # 0, f(U,U) = ¢(U,U) et f(U,U) = 0. Ce qui est bien évidem-
ment impossible puisque U ne contient pas de destinations. Cela signifie que pour toute itération
qui n’est pas la derniére, il existe un chemin de s vers tout nceud v. Nous appellerons ;(s, v) la
longueur du plus court chemin (avec des poids unitaires) de s vers v & la iéme itération. Nous
ferons également correspondre G; le graphe d’écart & la iéme itération (avant ’augmentation de
flot).

Lemme 4. La fonction l;(s,v) ne diminue pour aucun neuwd v € V, pour i croissant.
Démonstration. : Supposons la proposition fausse. Parmi tous les noeuds tels que
lit1(s,v) < li(s,v), (8.4)

soit v le noeud tel que l;41(s,v) est le plus faible.
Soit u le prédécesseur de v sur le plus court chemin de s vers v dans G;41. Nous avons de
facon évidente :

li+1(s,u) = li+1(8, ’U) —1. (85)
Puisque l;11(s,u) < l;4+1(s,v), le plus court chemin de s vers u ne diminue pas de l'itération
i & litération i 4+ 1 (par le choix de v). En d’autres termes nous avons :

Li(s,u) < lip1(s,u). (8.6)

Isu) < I(su)

[ i+1
o o
| |
\ \
\ 2 \
AN 4 ) AN 4
\ \
AN AN
N\ N\
N / N /
N Y [ (s,v) > (s,v) N J
~ [ i+1 ~

[ i+1
FIGURE 8.13 — (u,v) appartient-il & G; ?
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Montrons que (u,v) n’appartient pas a G;. Pour ce faire, supposons le contraire : soit (u,v)
appartient a G;. Nous pouvons alors écrire que l;(s,v) < l;(s,u) + 1. En utilisant (8.6), la pré-
cédente inégalité nous ameéne a [;(s,v) < 14 l;11(s,u). Utilisant & présent (8.5), nous obtenons
li(s,v) <lit1(s,v) ce qui contredit (8.4).

Cela signifie donc que Parc (u,v) n’est pas présent dans G;, mais apparait donc seulement
aprés I’augmentation de flot. Cela est possible uniquement si 'arc (v, u) a été utilisé a l'itération
i. En d’autre termes, (v,u) appartient & l'arborescence de plus court chemin dans G;. Cela
signifie que 1;(s,v) = l;(s,u) — 1. En utilisant (8.6), 'inégalité précédente nous donne /;(s,v) <
li+1(s,u) — 1. Sachant que (8.5), nous obtenons ;(s,v) < l;1+1(s,v) — 2 ce qui contredit (8.4). O

I (s,u) f [ (s,u)

i i+1

A Utilisé ! AN
\ « 7 ’ \ N N -
\
\ \ .
\
\ N\ /
/ I(s,v) > 1(sV) N

N -/ [ i+1 - 7

[ i+1

FIGURE 8.14 — Contradiction.

Un arc critique a dont la capacité est le facteur limitant pour I’arborescence de plus court che-
min 7 (i.e., un arc minimisant le ratio de la capacité sur la demande cumulée ), ;- >~ perkar dr).

L’arborescence contient au minimum un arc critique. Il est alors évident qu’un arc crlthue alite-
ration , ne sera plus présent & ’itération ¢ + 1.

Nous allons & présent exhiber la propriété suivante :
Lemme 5. Un arc ne peut étre critique plus de % fois.

Démonstration. : Supposons (u,v) critique a 'itération 4. Il est important de rappeler que (u,v)
peut étre alors un arc de A ou un arc de retour associé a un arc de A. Puisque (u,v) appartient
a l'arborescence des plus courts chemins, nous pouvons écrire que

Li(s,v) = li(s,u) + 1. (8.7)
Supposons que (u,v) est également critique a l'itération j > i. Cela signifie que (v,u) doit

étre utilisé au moins une fois entre l'itération ¢ et j. En d’autres termes, il existe k (i < k < j)
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tel que
I(s,u) = li(s,v) + 1. (8.8)

Or nous savons du lemme précédent que I (s,v) > l;(s,v). De cette inégalité et de (8.7) et (8.8),
nous déduisons

Ie(s,u) > Li(s,u) + 2. (8.9)

En d’autres mots, aprés que (u,v) eut été critique lors d’une itération ,la distance la plus courte
entre s et u augmente d’au moins de 2. Puisque la distance maximale entre ces deux noceuds ne
peut excéder n — 1 (sauf & la derniére itération ou cette distance peut étre considérée infinie),
(u,v) ne peut pas étre critique plus de 7 fois. O

La preuve du théoréme 25 découle naturellement. Puisqu’un arc ne peut étre critique plus
de % itérations et que le nombre d’arcs ne peut excéder 2m (en comptant également les arcs de
retour), I’algorithme 16 doit nécessairement s’arréter au bout de O(mn) itérations au maximum.
De plus, la génération d’arborescence peut étre effectuée avec une complexité de O(m) par un
algorithme de recherche "breadth-first".

Il est important de noter que 16 est également capable de déterminer la coupe de densité
minimale dans ce dernier cas. Par exemple, si T'(s) = V \ {s} et d* = 1 pour k € K, alors nous
c(U,U)

U]

pouvons déterminer 61 (U) tel que s € U minimise

Corollaire 1. L’algorithme 16 détermine une coupe de densité minimale en une complexité de
O(m?®n) (dans le cas mono-source).

Remarque 5. Méme si nous avons supposé un graphe orienté, l’algorithme 16 peut également
s’appliquer de la méme maniére a un graphe non orienté, sans nécessairement passer par la
transformation explicitée précédemment. De maniére analogue au probleme de flot mazximum, il
est possible de remplacer chaque aréte {u,v} de capacité ¢ par deux arcs (u,v) et (v,u) munis
chacun d’une capacité c. Puisque dans le cas mono-source nous pouvons toujours annuler du flot
pour nous assurer qu’au moins un des deux arcs (u,v) et (v,u) ne contient aucun flot. De ce fait
remplacer une aréte par deux arcs ne change pas la valeur du flot concurrent mazimal.

8.4 Expérimentations

Le tableau 8.2 est dédié au FCM dans sa version mono-source (instance 8). L’instance résolue
par notre algorithme combinatoire ne peut pas étre résolue par les formulations précédentes
(FCMChemina FCMATbTe: FCMAgg et FCMGeneT)-

CPU time (s) | Itérations
107987 95341

TABLE 8.2 — La solution du FCM résolu avec 'algorithme combinatoire (instance 8 avec |V| =
125000, |S| =1, | K| = 124999, and |A| = 735000)

Le tableau 8.3 reporte une comparaison entre la formulation arborescente et 1’algorithme
fortement polynomial. On remarque que plus l'instance est élevée, plus I’écart est élevé. On voit
trés nettement la performance de ’algorithme polynomial qui est rapidement 1000 fois plus rapide
que la formulation. Il est intéressant de noter que le nombre d’itérations reste assez comparable,
mais finit par étre plus faible pour le programme linéaire.
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a=b V]| CPU time (s) Iterations
Algorithme Polynomial | Arbre | Algorithme Polynomial | Arbre
7| 343 0,01 36 176 197
8 512 0,1 140 262 294
9 729 0,3 318 432 349
10 | 1000 0,6 1673 656 925
11 | 1331 1,2 | 6601 782 679

TABLE 8.3 — Comparaison de résolution du probléme de flot concurrent maximal dans le cas
mono-source sur RMF. Tous les nceuds sont destinations.

Conclusion

Nous avons étudié le probléme de flot concurrent maximal dans un cas particulier ou il
n’y a qu’une seule source (mais potentiellement plusieurs destinations). Pour le résoudre nous
avons alors présenté un algorithme fortement polynomial doté d’une complexité de O(JA[%.|V]),
la meilleure constatée & notre connaissance pour ce cas particulier. Nous pouvons nous aper-
cevoir que nous avons généralisé ’algorithme d’Edmonds-Karp, avec une complexité similaire.
Les performances pratiques sont, sans grande surprise, bien plus importantes que les meilleures
générations de colonnes présentées précédemment. On pourrait alors se demander s’il n’existe
pas une maniére de renforcer la complexité de cet algorithme en s’inspirant des autres travaux
sur le probléeme de flot maximal. Il n’est cependant pas trivial de les utiliser tels qu’ils sont,
puisque la plupart s’appuie sur des "pré-flots", qui ne garantissent pas I’équité de la satisfaction
de chacune des demandes ¢ priori. Un autre aspect qui demeure toujours en cours d’étude, est
de généraliser cet algorithme pour le cas multi-sources et multi-destinations.
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Conclusion et perspectives

Nous nous sommes placés dans une approche d’un constat immeédiat, ot nous voulons maxi-
miser le débit/qualité de service client sur un réseau existant, par un routage optimal : nous
essayons de tirer parti au mieux des capacités de notre réseau. Ce probléme, le flot concurrent
maximal, est un probléme bien connu dans la littérature. Méme si ce probléme posséde une com-
plexité polynomiale, il est en pratique difficile & résoudre sur de grandes instances. Nous avons
donc proposé une maniére particuliére, qui s’étend au-deld des arborescences, pour pouvoir ma-
nipuler ces grands graphes.

Nous avons également exhibé un algorithme fortement polynomial pour résoudre le probléme
de flot concurrent maximal dans sa version mono-source, dont les performances sont radicalement
supérieures a tous les modeéles linéaires explicités ici. Il permet de résoudre également plusieurs
problémes connexes (probléemes d’affectations notamment). Sa complexité est a notre connais-
sance la meilleure qui existe dans la littérature pour ce cas particulier.

Une autre perspective qui découle naturellement de ce cheminement est de trouver une ex-

tension a cet algorithme pour traiter le cas général. Ce cas général ne garantissant plus certaines
propriétés spécifiques (comme I’absence de saut de dualité), cette extension ne semble pas triviale.
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Conclusion générale

159



Nous avons traité dans la premiére partie des problématiques de localisation de caches dans
des réseaux de distribution de contenus, selon des considérations économiques et des scénarios
réalistes. Nous avons présenté différentes méthodes de programmation dynamique existantes pour
des types de problémes de localisation dans les arborescences. Nous avons ensuite proposé une
nouvelle approche de programmation dynamique et un modéle linéaire pour répondre au pro-
bléme de localisation de caches transparents dans un réseau arborescent. Nous avons également
montré qu’il était possible de produire des algorithmes polynomiaux exacts pour différentes ver-
sion du probléme de déploiement de réseau (notamment k-médian) moyennant des hypothéses
simplificatrices.

Cette étude s’articule alors en deux points complémentaires ; elle permet d’abord de donner
des indications sur la pertinence de ces méthodes sur des problémes particuliers. Le paradigme de
programmation dynamique que nous proposons, portant sur des ensembles de solutions, semble
particuliérement approprié sur des structures arborescentes et des problémes aux contraintes
complexes. Méme si a priori ces algorithmes ont des complexités théoriquement bornées par
des nombres exponentiels, ’expérimentation pratique est satisfaisante. De futures études per-
mettraient des lors de mieux comprendre analytiquement pour quelles raisons ces performances
restent intéressantes, et si d’autres structures d’application (comme un graphe quelconque) pour-
raient, étre envisagées.

Le second point concerne de fagon plus générale, les leviers d’aide a la décision sur des pro-
blématiques de déploiements, selon des hypothéses différentes. Les algorithmes ainsi développés,
permettent de répondre rapidement & des questions logistiques selon des axes stratégiques et/ou
d’investissement envisagés. De plus amples études devraient étre apportées pour circonscrire au
maximum les futurs possibles des réseaux de distribution de contenus.

La seconde partie s’oriente sur le constat immeédiat des lacunes d’un réseau au niveau de ses
capacités ; les routages optimaux et les liaisons critiques. C’est le probléme de Flot Concurrent
Maximal (FCM). En considérant qu’un cache permet de diminuer le trafic de ses liens en amont,
la localisation de ces liens offrent implicitement un conseil de localisation, afin de pallier cette
faiblesse constatée. Nous proposons alors des formulations génériques pour modéliser le FCM,
applicables & bien d’autres problémes connexes, et nous démontrons leurs intéréts pratiques sur
le probléme de flot concurrent maximal. Sur ce dernier probléme, nous apportons un algorithme
dédié au cas mono-source, dont les performances aussi bien théoriques que pratiques dépassent
les meilleurs modeéles de la littérature —ceux présentés inclus. Nous pouvons alors nous demander
d’abord s’il existe des moyens de construire des formulations encore plus performantes adaptées a
des problémes de multi-flots spécifiques. De nouvelles études pourraient permettre de construire
des algorithmes fortement polynomiaux avec des complexités encore meilleures pour le cas du
flot concurrent maximal muni d’une seule source. Enfin, s’il est possible d’étendre cet algorithme
pour résoudre le probléme Flot Concurrent Maximal dans sa version générale.

L’horizon temporel est ce qui sépare ces deux problémes complémentaires. Dans le premier
cas, on s’intéresse & un investissement sur le long terme selon une estimation plus ou moins
précise de la demande; il s’agit donc de la satisfaire & moindre coiit. Les capacités représentant
uniquement des contraintes sur les investissements minimums.

Dans le second cas, on mesure plutot la capacité effective de notre réseau, par des tables de

routage partielles optimales. Ceci nous permet de connaitre & quel moment notre réseau n’est plus
en mesure de satisfaire ses usages. Du point de vue de I'investissement, on pourrait alors voir cela
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comme un risque sur le volume global supplémentaire qui pourrait survenir, soit sur un horizon
de temps plus important, soit parce que les données des demandes sont incertaines. On peut
voir alors ce probléme comme un probléme de recours. Il pourrait étre intéressant d’étudier ces
problémes de maniére conjointe. De plus nous pourrions caractériser 'incertitude de la demande
de maniére plus fine comme le font les auteurs [103], ce qui reviendrait & caractériser le probléme
sous sa forme robuste.
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