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Si je pouvais t'o�rir le bleu se
ret du 
iel

Brodé de lumière d'or et de re�ets d'argents

Le mystérieux se
ret, le se
ret éternel

De la nuit et du jour, de la vie et du temps

Ave
 tout mon amour je le mettrais à tes pieds

Mais tu sais je suis pauvre et je n'ai que mes rêves

Alors 
'est de mes rêves qu'il faut te 
ontenter

Alors mar
he dou
ement, 
ar tu mar
hes sur mes rêves

W.B. Yeats - tradu
tion
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A la mémoire d'Alberto,

Ils ont un drapeau noir

En berne sur l'Espoir

Et la mélan
olie

Pour traîner dans la vie

Des 
outeaux pour tran
her

Le pain de l'Amitié

Et des armes rouillées

Pour ne pas oublier

Leo Ferré, Les anar
histes
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"Either I make it down there in one pie
e and I have one hell of a story to tell, or I burn up in

the next ten minutes. Either way, whi
hever way, no harm, no foul !

Be
ause either way, it'll be one hell of a ride. I'm ready....�

Gravity�Alfonso Cuaron, monologue du Do
teur Ryan Stone
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Résumé

Les nouveaux a
teurs, les nouveaux servi
es et les nouveaux 
ontenus multimédias qui tran-

sitent sur le réseau internet génèrent un tra�
 et des débits de plus en plus élevés. Ce
i peut

o

asionner une 
ongestion, sour
e de laten
e et de dépré
iation de la qualité de servi
e ressentie

par les utilisateurs. Un fournisseur d'a

ès à Internet dont l'obje
tif est de garantir un réseau

d'ex
ellen
e doit don
 prendre des mesures pour améliorer sans 
esse la �uidité de son réseau.

Cela passe notamment par la mise en pla
e d'un réseau de distribution de 
ontenus (déploiement

de dispositifs sur le réseau existant).

Dans un premier temps 
ette thèse présente des appro
hes de programmation dynamique

de lo
alisation de serveurs optimales dans des arbores
en
es. Nous présentons également un

appro
he pour résoudre le problème de déploiement de CDN et de k serveurs à l'aide de l'al-

gorithme exa
t et polynomial d'interse
tion de matroïdes. Nous expli
itons ensuite 
e qu'est un


a
he et quelles sont ses 
ara
téristiques. Nous dé�nissons ensuite les hypothèses e�e
tuées et

la modélisation asso
iée pour le déploiement de 
a
hes transparents dans une arbores
en
e, et

le lien ave
 les algorithmes existants présentés pré
édemment. Nous présentons alors un modèle


omplet pour un programme linéaire en nombres entiers (PLNE) et un nouveau paradigme de

programmation dynamique pour résoudre 
e même problème. Nous montrons alors en quoi 
ette

appro
he se généralise à des problèmes 
onnexes de lo
alisation dans les arbores
en
es, ainsi que

ses performan
es.

D'un point de vue plus théorique, nous mesurons la 
apa
ité d'un réseau donné par le routage

optimal de ses demandes, et, de 
e fait, ses liens 
ritiques. Nous manipulons alors le problème de

�ot 
on
urrent maximal (FCM), un problème 
lassique de la littérature de re
her
he opération-

nelle. Nous exhibons alors de nouvelles formulations exa
tes pour résoudre 
e problème, ainsi

que les problèmes de multi-�ots de manière plus générale. Une heuristique de 
onstru
tion de

formulation pour le FCM est également proposée pour tirer parti de la distribution spé
i�que des


apa
ités d'une instan
e. Nous montrons alors la supériorité des performan
es de 
es nouvelles

formulations par le biais de 
omparaisons.

En�n, nous dé
rivons un algorithme exa
t et fortement polynomial pour résoudre le problème

de �ot 
on
urrent maximal dans le 
as d'une seule sour
e. Nous montrons l'e�
a
ité pratique

d'une telle appro
he, 
omparée aux meilleures formulations expli
itées pré
édemment.
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Abstra
t

Streaming requirements on Internet network are more driven by new a
tors, new servi
es and

new digital 
ontents. This leads to high probability of 
ongestion and laten
y, and therefore, a 
ri-

ti
al de
rease of quality of servi
e and/or experien
e for 
ustomers. An internet servi
e provider

(ISP) whose goal is to guarantee a �rst-
lass performan
e, needs to take measures to 
onstantly

enhan
e the �uidity of the tra�
 streaming on its network. One way to fa
e the problem is to

build a Content Delivery Network (CDN). A CDN mainly 
onsists in the deployment of di�erent

devi
es on an existing network.

First of all, this thesis presents dynami
 programming approa
hes to ta
kle server lo
ation

problems in tree networks. Then, we address a variation of the matroid interse
tion algorithm to

solve the k-server/
a
he lo
ation problem. We start by giving the de�nition and 
hara
teristi
s of

transparent-
a
hing, as well as the hypothesis that we will use it to build models for transparent


a
he lo
ation in tree network. We tra
t it into a Mixed Integer Program, and formulate a new

paradigm of dynami
 programming. We show the relevan
e of su
h approa
h for our problem,

and to what extent it 
an be tra
table in other related problems.

From a more theoreti
al point of view, we manage to measure the 
apa
ity of a network

whi
h is given by the optimal routing strategy, and hen
e, to identify its 
riti
al links. We deal

with the Maximum Con
urrent Flow (MCF), a 
lassi
al 
ombinatorial optimization problem. We

propose new models and formulations to solve this problem exa
tly, and more general multi-�ows

problems as well. A heuristi
 is also given, to adapt the model to the spe
i�
 instan
e values. We

experiment these formulations to show the improvements they 
an provide. Finally, we des
ribe

the �rst strongly polynomial algorithm to solve the maximum 
on
urrent �ow to optimality in

the single sour
e 
ase. We show the e�
ien
y of su
h an approa
h, even 
ompared to the best

models previously presented.
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Première partie

Lo
alisation de 
a
hes
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Chapitre 1

Optimisation de déploiement de

réseau de distribution de 
ontenus

Introdu
tion

Dans 
e 
hapitre, nous allons présenter quelques éléments te
hniques fondamentaux des ré-

seaux de distribution de 
ontenus (CDN) et des 
a
hes transparents. Nous verrons alors que des

problématiques de lo
alisation à la fois de dispositifs et de 
ontenus émergent dans le déploie-

ment d'un CDN. Parmi la littérature qui traite 
es problématiques, nous nous pen
herons plus

parti
ulièrement sur deux études existantes de lo
alisation de 
a
hes et/ou de serveurs dans des

réseaux arbores
ents et d'observer quelles sont les similitudes ave
 la des
ription du problème

que nous allons traiter dans le 
hapitre 3. Ensuite, nous verrons en quoi 
es deux appro
hes de

programmation dynamique proposées pour résoudre 
e type de problèmes di�èrent, aussi bien

dans le détail de leurs fon
tionnements que dans leurs for
es et leurs limites. Ce
i nous permettra

de mieux 
omprendre la né
essité d'étendre 
es appro
hes pour pouvoir aborder les spé
i�
ités

de notre problème.

1.1 Les réseaux de distribution de 
ontenus

Dans les années soixante, les Etats-Unis élaborent l'un des tout premiers réseaux longue dis-

tan
e, qui relie des ordinateurs entre eux et leur permet d'é
hanger des informations de nature

digitale. Cette innovation marquera le point de départ vers des réseaux de taille de plus en plus

grande, aux te
hnologies standardisées (notamment au niveau des proto
oles), et aux a
teurs plus

variés. Réseau de réseaux mondial, dépourvu de 
entre névralgique, l'Internet 
ommen
e alors à

naître. L'apparition d'organismes, tels que les FAI, (Fournisseur d'A

ès à Internet) 
onjointe-

ment au développement et à la produ
tion de masse des 
omposants informatiques (terminaux),

démo
ratisent alors l'a

ès à 
e réseau pour les parti
uliers dans les années 1990. L'Internet s'in-

vite alors dans le quotidien des foyers, que 
e soit à travers le World Wide Web, la messagerie

instantanée ou le 
ourrier éle
tronique. S'ensuivra la naissan
e d'une é
onomie dématérialisée,

qui attirera de nombreux investissements pour de nouveaux servi
es s'appuyant sur 
e réseau du

futur. A�n de faire fa
e au su

ès de l'Internet et au tra�
 
roissant qu'il générait, les réseaux

ont subi de sensibles améliorations te
hnologiques a�n de satisfaire la demande et augmenter la

qualité de servi
e (débit garanti, temps de laten
e...).
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Aujourd'hui, les 
ontenus multimédias numériques se multiplient et requièrent de plus en

plus de mémoire de sto
kage (par exemple les vidéos haute dé�nition). Parallèlement, des ser-

vi
es proposent de distribuer 
es 
ontenus au travers de l'Internet (YouTube, vidéos à la demande,


at
h-up TV), 
e qui o

asionne un tra�
 de grand volume. A�n de fournir 
es 
ontenus volu-

mineux à des 
lients nombreux et épars, il est alors généralement né
essaire de 
onstruire une

ar
hite
ture 
oopérative de serveurs pla
és dire
tement sur le réseau Internet : 
'est 
e qu'on

appelle un réseau de distribution de 
ontenus (Content Delivery Network) dont la �gure (1.1)

montre un exemple 
omparé à une solution "traditionnelle".

Dé�nition 1. Un réseau de distribution de 
ontenus est 
onstitué et 
ara
térisé par :

1. Le tra�
 
onsidéré ; les �
hiers qui le 
on
ernent ("
atalogue" de �
hiers)

2. Les serveurs 
entraux sur le réseau, qui rassemblent et peuvent fournir la totalité du 
ata-

logue

3. Les serveurs d'appoint sur le réseau (parfois nommés répli
ats) destinés à servir un en-

semble de 
lients lo
alement plus pro
hes sur le réseau

4. Du servi
e/intelligen
e qui régit la 
ohésion de tous 
es éléments, et en optimise le fon
-

tionnement

Figure 1.1 � Une solution de sto
kage traditionnelle ave
 serveur 
entral uniquement (à gau
he) ;

une ar
hite
ture CDN (à droite)

Si les fournisseurs de 
ontenus, 
omme YouTube ou TF1, ont un intérêt à améliorer la di�u-

sion de leurs 
ontenus, et don
 à déployer un CDN, 
e peut également être le 
as d'un fournisseur

d'a

ès. Celui-
i, outre les servi
es internes qu'il peut proposer, doit assurer le bon fon
tionne-

ment du réseau qu'il 
ontr�le et o�re à ses 
lients. La qualité de servi
e et/ou expérien
e passe

par des indi
ateurs tels que la laten
e ou le débit 
onstaté, et 
onstitue la valeur ajoutée même

que fournit un opérateur tel qu'Orange. Dans 
e dernier 
as, le CDN est alors un moyen de

soulager le tra�
 sur tout ou partie de son réseau. Le CDN peut alors être di�éren
ié (spé
i�que

à un type de tra�
), ou partagé (indi�éren
ié au type de tra�
). Dans tous les 
as, la ré�exion

sur le déploiement d'un CDN est primordiale pour en maximiser l'e�
a
ité à moindre 
oût.
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L'ar
hite
ture d'un CDN 
onsiste plus pré
isément en la gestion de la distribution des 
onte-

nus du serveurs 
entral vers les serveurs d'appoint (des "
lones" partiels du serveur 
entral), du

positionnement de 
es derniers sur le réseau (plus avan
és vers un groupe de 
lients), et en�n,

de la politique de routage des requêtes 
lients et des 
ontenus (la 
oopération entre les di�érents

dispositifs pour satisfaire les demandes). Si le 
hoix de la lo
alisation des serveurs d'appoint est

une dé
ision de long terme, 
e n'est pas né
essairement le 
as des 
ontenus et du routage des

requêtes. En e�et, les 
ontenus et leurs popularités ont tendan
e à 
hanger rapidement (e�ets de

"buzz" par exemple), d'où l'intérêt pour un serveur 
entral �et à plus forte raison un répli
at

de serveur�, de 
hanger son 
atalogue de 
ontenus. Tous 
es 
omportements dynamiques sont

très di�
iles à prédire, à dé
rire et à modéliser.

La théorie des graphes a pu permettre de générer des appro
hes pour déterminer les meilleures

(ou, le 
as é
héant de bonnes) dé
isions pour déployer 
es serveurs d'appoint à moindre 
oût. La

littérature de re
her
he opérationnelle parle alors plus généralement de problèmes de lo
alisation

de dép�ts (ou "fa
ility lo
ation" en anglais) où l'obje
tif est d'optimiser le pla
ement de dispo-

sitifs dans un graphe dans le but de minimiser (ou maximiser) une fon
tion obje
tif. Dans le 
as

d'un déploiement de CDN, le dép�t est alors assimilable au serveur, tandis que la mar
handise

représente l'information digitale.

1.1.1 Coûts linéaires et 
oûts �xes

Parmi les 
as les plus simples de 
es problématiques de lo
alisation, il existe le problème de

pla
ement de dép�ts et d'a
heminement de mar
handises à moindre 
oût, où le 
oût d'installa-

tion des dép�ts et l'utilisation des ar
s du réseaux sont uniquement dépendants (par une relation

linéaire de 
oût) de leur utilisation. La 
ontrainte unique est de fournir les 
lients du réseau

depuis un des dép�ts pour répondre à leurs demandes en mar
handises.

De manière plus formelle, nous pouvons nous munir d'un graphe G = (V,A), d'ar
s dé
rits
par l'ensemble A et de sommets dé
rits par l'ensemble V , et nous 
her
hons à minimiser le 
oût
de transmissions des mar
handises depuis un dép�t vers 
haque 
lient k (k ∈ V ), de demande
Dk. On introduit les variables fa, a ∈ A et yi, ∀i ∈ V expli
itant respe
tivement le �ot de mar-


handises sur l'ar
 a, et l'installation d'un dép�t sur le n÷ud i.

Ce
i forme le modèle suivant :

Lo
alisation de dép�t 1



































min
∑

i∈V

Cc.yi +
∑

a∈A

wa.fa (1.1)

∑

a∈δ+(i)

fa −
∑

a∈δ−(i)

fa = Di − yi, ∀i ∈ V (1.2)

fa, yi ≥ 0, ∀a ∈ A, ∀i ∈ V (1.3)

(1.4)

Le modèle minimise (1.1), les 
oûts linéaires d'installation de serveur Cc et des transmissions

wa, ∀a ∈ A. La 
ontrainte (1.2) permet d'assurer les lois de 
onservations de �ots tout en assurant
la satisfa
tion des demandes, et l'envoi éventuel de mar
handises depuis un dép�t installé.

Les ar
s ne possédant pas de 
apa
ités, l'approvisionnement total d'un 
lient peut être ef-

fe
tué par un 
hemin unique depuis un dép�t 
hoisi, et pour un 
oût uniquement dépendant de
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la somme des 
oûts linéaires de son sommet de départ (
oût linéaire d'installation du dép�t) et

des liens qu'il par
ourt. Le 
hoix du 
hemin le moins 
her, ne dépend don
 pas de la valeur de

la demande. Un même dép�t peut également alimenter également plusieurs 
lients, en payant

les 
oûts de la même façon. En réalité, on peut ramener 
e problème à un problème d'arbores-


en
e des plus 
ourts 
hemins, par un simple ajout de sommet "d'origine" virtuel 
omme nous

l'illustre la �gure 1.2. Ce problème polynomial peut être résolu par des algorithmes fortement

polynomiaux (par exemple un algorithme de Dijkstra ave
 une 
omplexité de O(|V |2)).

1

2

4

3

O c(o,1)

c(o,2)

c(1,3)
c(1,2)

c(2,4)

c(1,3)

c(4,3)

Figure 1.2 � Graphe réel 
onstitué des sommets {1, 2, 3, 4}, et de leurs liaisons. Le sommet de

"départ" virtuel est noté en o, et les ar
s su

esseurs sont les ar
s modélisant l'installation de

serveur et sont représentés en gris.

Un autre problème simple, 
onsiste à pla
er des dép�ts et des liaisons à moindre 
oût, mais

dont les 
oûts d'installation et d'utilisation des ar
s du réseaux sont �xes dans les deux 
as. La


réation d'un lien étant souvent valable dans les deux sens (la 
réation d'une route génère, par

exemple, est utilisable dans les deux sens), les liens sont alors représentés par des arêtes (et non

des ar
s).

De manière analogue au problème pré
édent, nous pouvons alors modéliser le problème 
omme

un arbre 
ouvrant de poids minimum. De nouveau, 
e problème est polynomial et peut être résolu

par un algorithme de Prim ou Kruskal en une 
omplexité de O(|E|) (E représentant le nombre

d'arêtes éligibles à l'installation d'un lien). Le 
hapitre suivant présente de manière plus pré
ise


e problème ainsi que sa version du k-médian qui nous intéressera plus parti
ulièrement.
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1.1.2 Problèmes de lo
alisation di�
iles

Dans de nombreux problèmes, les 
oûts d'installation sont �xes (grandeur intensive), alors que

les 
oûts d'a
heminement dépendent de la quantité a
heminée (grandeur extensive). Il est alors

intéressant de remarquer que la 
ombinaison de 
es di�érents types de 
oûts dé�nit un nouveau

problème qui lui, est di�
ile (au sens de la 
omplexité mathématique). C'est le problème que l'on


onnait sous la vo
able de "problème de lo
alisation de dép�ts sans 
apa
ité" ("Un
apa
itated

Fa
ility Lo
ation Problem" en anglais parfois abrégé en "UFLP") dont la �gure 1.3 nous montre

une exemple de solution.

Figure 1.3 � Les "fa
ility" (en noir), pla
és sur les endroits éligibles (en blan
), où s'approvi-

sionnent les 
lients (en gris).

Regardons un modèle qui expli
ite 
e problème. Nous nous munissons d'un grapheG = (V,A),
d'ar
s A et de sommets V , et nous 
her
hons à minimiser le 
oût de transmissions des mar
han-
dises depuis un dép�t vers 
haque 
lient i (i ∈ V ), de demande Di, et d'installation de dép�ts. On

introduit les variables fa, a ∈ A et yi, ∀i ∈ V expli
itant respe
tivement le �ot de mar
handises

sur l'ar
 a, et les variables d'installation d'un dép�t sur le n÷ud i.

"UFLP"



































min
∑

i∈V

Cc.yi +
∑

a∈A

wa.fa (1.5)

(1 − yi).(
∑

a∈δ+(i)

fa −
∑

a∈δ−(i)

fa −Di) = 0, ∀i ∈ V (1.6)

fa ≥ 0, yi ∈ {0, 1} ∀a ∈ A, ∀i ∈ V (1.7)

(1.8)

Ce modèle minimise la somme des 
oûts de transmission (linéaires) et des 
oûts d'installation

de dép�ts (�xes) (1.5). Les 
ontraintes (1.6) dé
rivent les lois de 
onservation de �ots. Celles-
i

sont a
tives uniquement s'il n'y pas de dép�t au n÷ud 
onsidéré (yi = 0). Sinon, le dép�t peut
émettre des mar
handises sans au
une limite.

Des heuristiques pour résoudre le problème d'UFLP ont été notamment élaborées pour ré-

soudre 
e problème NP-di�
ile, par exemple [64℄, qui utilisent un algorithme de "passing mes-
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sage". D'autre part, [20℄ propose des 
onsidérations probabilistes pour résoudre e�
a
ementent


e problème. On retrouve parmi les méthodes exa
tes, les travaux de [35℄ qui propose une ap-

pro
he primal-duale e�
a
e tandis que [44℄ propose une variante de "Bran
h & Bound" (appelée

"Bran
h & Peg") dédiée à la résolution de 
e problème, qui in
lut notamment une heuristique

de bran
hement dynamique. Un grand nombre de variantes existent pour 
e problème, 
omme


elui qui y ajoutent des 
ontraintes de 
apa
ités sur les liens ("Capa
itated Fa
ility Lo
ation

Problem"), ou plusieurs niveau de dép�ts ("k-level fa
ility problem).

L'ouvrage [45℄ rend état de la littérature 
on
ernant les problèmes de lo
alisation, selon le

point de vue des télé
ommuni
ations. Qui et al. ([87℄) rappellent de leur 
oté di�érents types de

problèmes de pla
ement dans des réseaux de distribution de 
ontenus, optant pour l'hypothèse

majeure que le 
oût de la mémoire est négligeable par rapport au 
oût global du serveur. Dans

manière général, [87℄ proposent des heuristiques de pla
ement et les 
omparent sur des instan
es

réalistes d'internet.

D'autres investigations ont été menées plus pré
isément sur la lo
alisation des 
ontenus sur

les serveurs (et non la lo
alisation des serveurs), de manière à minimiser une fon
tion de 
oût

sous d'éventuelles 
ontraintes de qualité de servi
e. Les auteurs de [101℄, par exemple, modélisent

le problème de pla
ement de 
ontenus sur un CDN déjà déployé (dont la lo
alisation des serveurs

est déjà 
onnue), et se fo
alisent sur l'optimisation des intera
tions que peuvent avoir les serveurs

entre eux. Ils montrent alors que 
e problème, appelé "Repli
a Pla
ement and Requests Distri-

bution Problem", peut être également vu 
omme un "Multi-Commodity Capa
itated Fa
ility

Lo
ation Problem".

Ces appro
hes ont en 
ommun de 
onsidérer les serveurs d'appoint 
omme des éléments sous

la supervision d'un serveur 
entral, ou d'une intelligen
e qui en gère le 
omportement. Une autre

manière de 
onstruire un CDN est de dé
entraliser 
ette intelligen
e au sein même des serveurs

de répli
ats, faisant d'eux des dispositifs autonomes 
apables de réagir au tra�
 qu'ils 
onstatent.

Cela induit une nouvelle 
ontrainte qui 
rée un nouveau problème de lo
alisation que nous étu-

dierons dans le 
hapitre 3.

Nous allons présenter les 
ara
téristiques de 
es dispositifs autonome : les 
a
hes transparents.

1.2 Le 
a
he transparent

Le 
a
he, tout 
omme le serveur de répli
ats, a pour fon
tion de répondre au maximum

de requêtes 
lients qu'il est 
apable de satisfaire. Il est don
 naturellement doté des mêmes

équipements que le serveur ; à savoir un (ou plusieurs) espa
e(s) mémoire(s), et une (ou plusieurs)

unité(s) de 
al
ul. Comme son homologue, 
et espa
e peut limiter le volume de �
hiers qu'il peut


ontenir, tandis que le pro
esseur 
ontraint le nombre de requêtes pouvant être simultanément

satisfaites. L'intérêt prin
ipal du 
a
he est son autonomie, plus parti
ulièrement sa 
apa
ité à

modi�er dynamiquement son 
ontenu dans le but de rester 
ontinuellement pertinent au 
ours du

temps, et don
, de maximiser l'inter
eption des requêtes qu'il voit passer à son niveau du réseau.

Le mé
anisme de mise à jour du 
a
he 
onsiste à re
onnaître une requête qui est formulée au n÷ud

(ou au lien) de réseau sur lequel il se trouve, vers le serveur 
entral. Lorsque le 
ontenu, sujet de


ette requête, transitera depuis le serveur 
entral jusqu'à l'émetteur de la requête, il ren
ontrera

le 
a
he qui en fera une 
opie. Ce prin
ipe est représenté par la �gure 1.4. Ce dispositif agissant
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de manière autonome et ne dépendant pas du reste du réseau, on lui donnera souvent le nom

plus spé
i�que de "
a
he transparent".

Dé�nition 2. Un 
a
he transparent dans un réseau de distribution de 
ontenus est un dispositif

éle
tronique et informatique 
onstitué et 
ara
térisé par :

1. Une 
apa
ité de re
onnaissan
e des requêtes liées à leur dénomination DNS, et une 
apa
ité

d'inter
eption et de fourniture de 
e 
ontenu

2. Une 
apa
ité de sto
kage informatique (en o
tets)

3. Une 
apa
ité de traitement �
apa
ité de streaming� (généralement exprimée en nombre

de sessions simultanées, ou en débit d'o
tets par se
onde)

4. Une politique de rempla
ement des 
ontenus, qui met à jour les �
hiers de son espa
e de

sto
kage

L'e�
a
ité d'un 
a
he, est généralement mesurée par sa 
apa
ité à inter
epter des requêtes.

C'est-à-dire la probabilité qu'il puisse répondre à une requête. Si l'on ne tient pas 
ompte de la

limitation de l'unité de 
al
ul, elle sera dire
tement liée à la 
apa
ité de sto
kage du dit 
a
he.

Cette probabilité de su

ès s'appelle le "Hit Ratio", tandis que son 
omplémentaire s'appelle le

"Miss Ratio".

Le Hit ratio se 
al
ule de la manière suivante (Dé�nition 3).

Dé�nition 3. Soit une période t, et une librairie de Nt éléments sus
eptibles d'être demandés

sur 
ette période. Soit un 
a
he et son paramètre xn,t ∈ {0, 1} indiquant 1 s'il 
ontient le �
hier

n sur la période t, 0 sinon. Si l'on appelle Dn,t le nombre de requêtes qui lui est formulé pour


haque �
hier n sur toute la période t, le 
a
he aura pour hit ratio sur la période t HR(t) :

HR(t) =

∑

n∈Nt

xn,t.Dn,t

∑

n∈Nt

Dn,t

La performan
e d'un 
a
he sur la période t, mesurée par le hit ratio, va don
 uniquement

dépendre de sa fa
ulté à posséder le sous-ensemble de �
hiers (dé
rit par xn,t, ∀n ∈ NT ) et qui

maximise

∑

n∈Nt

xn,t.Dn,t : 
'est-à-dire sa fa
ulté à inter
epter les �
hiers dont les demandes Dn,t

sont les plus élevées sur 
ette période T . Si l'on 
onnaissait à l'avan
e 
es demandes, 
e problème

de 
hoix de 
ontenus deviendrait fa
ile 
ar déterministe. Dans la réalité, 
e tra�
 n'est pas pré
i-

sément prévisible, 
ette dé
ision est don
 déli
ate. D'autres indi
ateurs peuvent également être

utilisés pour déterminer la performan
e d'un 
a
he, notamment 
al
uler non pas le nombre de

requêtes satisfaites, mais plut�t le volume de données inter
eptés.

Pour rester e�
a
e au 
ours du temps, le 
a
he va don
 tendre à 
ontenir les �
hiers les

plus populaires en 
haque instant, et par
e que sa taille mémoire est limitée, devoir enlever

un ou plusieurs 
ontenus pour pouvoir en ajouter de nouveaux. Cet évènement arrive dès lors

que le 
a
he n'a pas été en mesure de satisfaire la requête en 
ours. Les algorithmes de 
hoix

des 
ontenus à supprimer s'appelle les politiques de rempla
ement. La littérature distingue trois

prin
ipales politiques de rempla
ement, LFU ("Least Frequently Used") qui 
onsiste à enlever le

�
hier en mémoire dont la fréquen
e de requête est la plus faible, LRU ("Least Re
ently Used")

qui 
onsiste à enlever le �
hier en mémoire le plus vieux et en�n RANDOM, qui 
onsiste à retirer

un �
hier en mémoire au hasard (voir �gure 1.5). Bien d'autres politiques existent. Si l'obje
tif

visé de 
es politiques est toujours le même, 
'est-à-dire maintenir en mémoire les �
hiers les plus
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populaires du moment, leurs e�
a
ités respe
tives a fait l'objet de nombreuses études aussi bien

expérimentales qu'analytiques ([86℄, [56℄, [43℄, [39℄). Il est par exemple admis que "LRU" semble

être la politique la mieux à même de 
apter les 
orrélations temporelles des requêtes 
lients [105℄.

Pour 
omparer les performan
es des 
es algorithmes, [86℄, [56℄, [43℄, [39℄ et [105℄ utilisent gé-

néralement un algorithme de stratégie optimale ([91℄), 
onnaissant les futures requêtes ([11℄), qui

va enlever le �
hier dont la requête future est la plus éloignée dans le temps. Il est évident que 
et

algorithme n'est pas, dans la réalité, possible à implémenter puisqu'il suppose une 
onnaissan
e

parfaite des requêtes futures.

Cache Cache

Cache Cache

Client 1 Client 2 Client 1 Client 2

Client 1 Client 2 Client 1 Client 2

Serveur Central Serveur Central

Serveur Central Serveur Central

(i) (ii)

(iii) (iv)

Figure 1.4 � (Le 
lient 1 émet une requête (i), le 
a
he ne peut la satisfaire : elle remonte au

serveur 
entral. Le 
ontenu est fourni au 
lient 1 et est sto
ké dans le 
a
he (ii). Le 
lient 2 émet

une requête : elle est inter
eptée par le 
a
he (iii). Le 
a
he fournit le 
ontenu au 
lient 2 (iv).

L'intérêt d'un 
a
he est triple. D'une part, puisqu'il est parfaitement autonome, il ne né
essite

pas la modi�
ation du réseau existant ; il peut se déployer dire
tement sur des liens existants et

il est tout à fait sans e�et sur le fon
tionnement du réseau général. Cela signi�e que son 
oût

d'installation reste relativement faible. D'autre part, il permet une plus grande robustesse du

réseau fa
e aux pannes. En e�et, la mise hors servi
e d'un lien ou d'un routeur ne signi�e pas

né
essairement qu'une partie des 
lients n'ont plus a

ès à un 
ontenu, et 
e, même si le serveur


entral n'est plus a

essible. En�n, et non des moindres, le 
a
he augmente les performan
es du

réseau en terme de rapidité, de qualité de servi
e et limite les e�ets de 
ongestion qui peuvent

survenir dans les moments où le tra�
 est le plus intense.

Nous avons identi�é notre problème d'optimisation 
omme un problème de lo
alisation.

Puisque nous ne voulons pas remettre en 
ause la stru
ture même du réseau, nous nous pla-

çons dans le 
adre d'un routage des requêtes qui ne sera pas modi�é. Plus pré
isément, dans

notre 
as le serveur de 
ontenu est le 
entre du réseau, et 
'est vers 
elui-
i que toutes les de-
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Cache Cache

Cache Cache

(i) (ii)

(iii) (iv)

Figure 1.5 � (Plusieurs requêtes sont émises et leurs 
ontenus respe
tifs sont sto
kés dans la

mémoire du 
a
he (i), (ii) et (iii). La dernière requête et le 
ontenu objet de 
ette requête né-


essitent de retirer un �
hier de la mémoire (iv) (i
i, le plus an
ien, 
e qui 
orrespondrait à la

politique LRU).

mandes 
lients seront a
heminées. Le réseau de distribution de 
ontenus induit par les requêtes

forme alors une arbores
en
e ave
 pour ra
ine le serveur 
entral. Notre graphe aura don
 la même

stru
ture. Par beau
oup d'aspe
ts 
e problème de lo
alisation de 
a
hes transparents dans les

arbores
en
es s'apparente à 
e qui est traité dans la littérature.

Si nous nous pen
hons sur 
e qui est fait plus parti
ulièrement dans le 
adre des arbores-


en
es, on peut noter les quelques référen
es suivantes. Qui et al. ([87℄) montrent que dans le 
as

d'un réseau arbores
ent si la 
apa
ité de distribution du serveur n'est pas limitante, le problème

peut être résolu à l'optimum à l'aide d'un programme dynamique polynomial (en O(N3M2)).
Ce programme est tiré de 
e qui avait été initialement 
réé pour la lo
alisation de proxy Web

par [68℄. S'inspirant de [98℄ et [87℄, les auteurs de [61℄ proposent également une appro
he de pro-

grammation dynamique polynomiale pour un problème 
onnexe. En�n H. Luss ([72℄), propose

d'étendre 
es mé
anismes pour prendre en 
ompte les 
ontraintes parti
ulières de son problème.

Cependant, notre dispositif à déployer possède une stratégie de 
hoix de 
ontenus soumis au

tra�
 lui-même, et plus pré
isément à la mesure de la popularité qui est faite à son empla
ement.

Cette spé
i�
ité que possède notre problème en plus d'une 
ontrainte de 
apa
ité n'a pas été, à

notre 
onnaissan
e, appréhendée dans la littérature pour n'importe quel type de graphe.

D'après 
e que nous avons pu observer, la littérature semble suggérer la pertinen
e des ap-

pro
hes de programmation dynamique dans un problème de lo
alisation lorsque le graphe est
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une arbores
en
e. On peut don
 envisager de 
onstruire un algorithme d'optimisation de notre

problème en utilisant 
e type de paradigme et qui intègre 
ette 
ontrainte. Pour 
e faire nous al-

lons étudier 
e qui a déjà été proposé dans la littérature et plus parti
ulièrement deux problèmes

de lo
alisation dans des arbores
en
es déjà 
itées : [61℄ et [72℄. Nous allons détailler 
i-après le

fon
tionnement de 
ha
un de 
eux-
i, pour bien 
omprendre leurs di�érentes mé
aniques et leurs

limites. Ce
i nous permettra de voir 
omment nous pouvons nous en inspirer pour déterminer

une nouvelle appro
he générale de programmation dynamique 
apable de répondre e�
a
ement

à notre problématique dans le 
hapitre 3.

1.3 Lo
alisation de 
a
hes de Hit Ratio 
onstant dans des

graphes arbores
ents.

Pour les mêmes raisons que [68℄ et [98℄, les auteurs de [61℄ formulent leur problème de lo-


alisation optimale de 
a
hes en ajoutant deux hypothèses. La première s'appuie sur le routage

du tra�
 Internet qui est e�e
tué selon des plus 
ourts 
hemins et si l'on 
onsidère un serveur

(ou grappe de serveurs) 
entral, les 
hemins de transmission de données formeront une arbores-


en
e, ayant pour ra
ine le serveur 
entral. La se
onde est qu'ils 
onsidèrent le hit ratio h �xé.

Les auteurs présentent un problème où il s'agit de déployer un nombre �xé k de 
a
hes dans

l'arbores
en
e en minimisant la fon
tion de 
oût 
omposée du prix de la transmission.

Lorsqu'un 
a
he est pla
é sur le 
hemin de routage d'un ou plusieurs �ots, 
elui-
i va alors

pouvoir inter
epter une partie de 
e �ot, 
orrespondant au Hit Ratio de 
e 
a
he. La �gure 1.6

résume l'e�et d'un 
a
he au hit ratio 
onnu. Le 
a
he pla
é au n÷ud intermédiaire absorbe une

partie des requêtes des deux 
lients pla
és en aval. Ce
i induira une diminution du �ot en amont,


orrespondant à l'e�
a
ité du 
a
he : soit, le Hit Ratio h. De 
e fait la valeur du tra�
 (�ots)

qui sera supporté par l'ar
 (oc) 
orrespondra à f = (1 − h).(f(1) + f(2)).

c

1 2

o

(1-h).(f(1)+f(2))

f(2)f(1)

Cache

requêtes

requêtes requêtes

Figure 1.6 � Réseau ave
 serveur 
entral (en noir), les 
lients (en blan
) et le 
a
he au n÷ud

intermédiaire.

Comme nous l'avons déjà mentionné le hit ratio est une mesure de l'e�
a
ité extrême-

ment dépendante des paramètres suivants ; 
apa
ités du dispositif, du tra�
, de la politique

de rempla
ement et sa lo
alisation. I
i le hit ratio est prédit 
omme �xe. C'est à dire que
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HR(t) =

∑

n∈Nt

xn,t.Dn,t

∑

n∈Nt

Dn,t
= h est 
onstant quel que soit le moment (t) ou l'empla
ement du


a
he. En réalité, derrière 
ette simpli�
ation se 
a
he l'hypothèse que les 
a
hes 
ontiennent

l'é
hantillon de �
hiers qui lui permet d'atteindre 
e ratio, quel que soit le volume demandé et

son origine. Il y a don
 de façon induite, une hypothèse de distribution statique de requêtes entre

les 
lients, uniquement pondérée par un volume global. Or 
ette distribution s'en trouvera né-


essairement altérée en amont d'un 
a
he (puisqu'une partie des requêtes auront disparu). Cela

signi�e que le �ot de requêtes d'un 
lient ne pourra être inter
epté qu'une seule fois par le


a
he : le reste étant né
essairement des requêtes d'une autre nature.

Le s
héma de la �gure 1.7 montre un exemple de l'impa
t des 
a
hes sur la distribution de

popularité en amont d'un 
a
he. Le 
a
he pla
é au n÷ud 2 inter
epte les requêtes de premier

type (
ouleur verte) des deux 
lients. L'inter
eption des requêtes de 
e 
ontenu 
orrespond à un

hit ratio de 66%. Le se
ond 
a
he en amont (n÷ud 1) peut avoir dès lors deux hit ratio di�érents,

dépendant du 
ontenu de sa mémoire : à savoir 100% s'il 
ontient le se
ond �
hier (
ouleur rouge)

(a), ou 0% s'il 
ontient le premier �
hier (
ouleur verte) (b).

2

1

Cache

Client 1 Client 2

Hit Ratio = 66%

Cache

Hit Ratio = 100%

66 - 33 %66 - 33 %

0  - 100 %

2

1

Cache

Client 1 Client 2

Hit Ratio = 66%

Cache

Hit Ratio = 0%

66 - 33 %66 - 33 %

0  - 100 %

(a) (b)

Figure 1.7 � Di�érents hit ratio, selon le type de 
ontenus présent dans le 
a
he.

Pour s'a�ran
hir de 
e problème, les auteurs de [61℄ imposent qu'un �ot de requêtes d'un 
lient

ne soit inter
epté que par au plus un 
a
he. Autrement dit, ils segmentent les requêtes entre 
e

qui est "
a
hable" et 
e qui ne l'est pas. La partie qui ne peut pas être mise en 
a
he sera don


né
essairement routée jusqu'au serveur 
entral. Cette partie des requêtes est a
heminée

du serveur 
entral vers les 
lients quelle que soit la 
on�guration de 
a
hes. Le 
oût

induit par leurs transmissions est don
 
onnu et il n'entre pas dans le pro
essus

d'optimisation. Le modèle peut être dire
tement 
onstruit sur 
e qui est don
 "
a
hable",


'est-à-dire la proportion h.Di de 
haque demande en i, 
omme nous allons le montrer.
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On 
onsidère une arbores
en
e T = (V,A) dont la ra
ine o est le serveur 
entral, ainsi que
T ⊂ V des terminaux, ou 
lients. Chaque 
lient possède sa propre demande, supposée 
onnue,

notée Di, i ∈ T . Le 
oût de l'ar
 (unique puisque nous travaillons dans une arbores
en
e) in
ident
à i quand à lui, est noté wi, ∀i ∈ V . Par 
onvention wo = 0.

Les variables sont divisées en deux types. La mise en pla
e d'un 
a
he est déterminée par la

valeur binaire yi, ∀i ∈ V de valeur 1 si un 
a
he est pla
é, 0 sinon. La valeur de transmission de

données non "
a
hables" vers un �ls i depuis son père est expli
itée par la variable de �ots fi.
La fon
tion de 
oût s'é
rit :

∑

i∈V

fi.wi

Nous noterons également δ+(i) l'ensemble des n÷uds �ls de i. Le problème de lo
alisation de

k 
a
hes, de hit ratio h, dans une arbores
en
e peut s'é
rire :

k-median















































min
∑

i∈V

fi.wi, (1.9)

fi = (1− yi).(
∑

j∈δ+(i)

fj + h.Di), ∀i ∈ V − {s}, (1.10)

∑

i∈V

yi ≤ k, (1.11)

fi ≥ 0, yi ∈ N ∀i ∈ V (1.12)

La fon
tion de 
oût (1.9) est la somme des �ots de l'arbores
en
e, tandis que la 
ontrainte

(1.11) limite le nombre d'installation maximum e�e
tuées. Le �ot fi est la somme des �ots de de-
mandes des n÷uds �ls δ+(i) de i plus la demande h.Di au n÷ud i (partie pouvant être inter
eptée
par un 
a
he). Si un 
a
he est présent, alors 
ette demande est satisfaite par 
e 
a
he, et tous

les �ots as
endant sont éliminés, 
e qui est représenté par la 
ontrainte (1.10). Si la 
ontrainte

(1.10) peut être linéarisée simplement, les auteurs proposent plut�t d'utiliser un algorithme de

programmation dynamique dont nous allons voir le fon
tionnement.

A 
haque n÷ud de l'arbre le problème est dé
omposé en un 
hoix entre deux dé
isions : mettre

un 
a
he, ou ne pas en mettre. Il faudra alors prendre la dé
ision qui nous 
oûte le moins 
her

entre les deux. Nous dé�nissons C(i, l, k), le 
oût de la solution optimale des sous-arbres induits

par le n÷ud i ave
 un maximum de k 
a
hes qui peuvent en
ore être installés et une distan
e l
(au sens des longueurs wi) la plus faible entre i et un 
a
he en amont. Il s'agira alors de trouver

la meilleure solution C∗(i, l, k) entre les deux possibilités (mettre un 
a
he ou non), soit :

Proposition 1. Le 
oût optimal, noté C∗(i, l, k), de la solution du sous-arbre induit (et 
ompre-

nant) par i, sa
hant le 
oût de transmission vers le 
a
he en amont le plus pro
he l (ou distan
e),

et un nombre k de 
a
hes disponibles, est donné par la relation :

C∗(i, l, k) = min{C(i, l, k) + h.Di.l, C(i, 0, k − 1)} (1.13)

Démonstration. La solution optimale en i, 
onnaissant la longueur l et un nombre de 
a
hes k
disponibles, sera don
 
elle qui sera de 
oût le plus faible entre le 
oût de la solution optimale

où le 
hoix est fait de pla
er un 
a
he en i et le 
oût de la solution optimale où le 
hoix est fait

de ne pas pla
er de 
a
he i, auquel s'additionne un 
oût de transmission de la demande Di vers

le 
a
he en amont le plus pro
he (h.Di.l) dans 
e dernier 
as.
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Or, la solution optimale va être 
onstituée de la meilleure 
ombinaison de ses sous-arbres �ls


orrespondant, étant donnée la prise de dé
ision en i.

Proposition 2. Le 
oût optimal de la solution des sous-arbres induits par i, ayant �xé l'état

de i, k 
a
hes restant disponibles et de 
oût de transmission vers le 
a
he le plus pro
he l (ou
distan
e), et noté C(i, l, k), est donné par la relation :

C(i, l, k) = min
kj∈N,∀j∈δ+(i)

∑

j∈δ+(i)

kj=k

{
∑

j∈δ+(i)

C∗(j, l + wj , kj)} (1.14)

Démonstration. Soit i le n÷ud 
ourant, et l'arbores
en
e T i − {i} induite par i et privée de i.
Toute solution réalisable du problème d'optimisation de lo
alisation de 
a
hes généré par une

sous-arbores
en
e T j, j ∈ δ+(i), 
onstitue né
essairement une solution réalisable au problème de

lo
alisation sur T i − {i}, si la somme de tous les 
a
hes pla
és sur 
elle-
i n'ex
ède pas k. Or, le
problème de minimisation de C(j, l, k), 
onnaissant une 
on�guration de pla
ement en amont a

uniquement pour données d'entrée les paramètres suivant :

1. le graphe de la sous-arbores
en
e de ra
ine j (la sous-arbores
en
e elle-même) et ses 
oûts
asso
iés

2. la distan
e l ave
 le 
a
he/serveur en amont le plus pro
he

3. le nombre kj de 
a
hes disponibles pour la sous-arbores
en
e j

Si l'on 
hoisi une 
ombinaisons d'allo
ation kj pour 
haque sous-arbores
en
e j, telle que
∑

j∈δ+(i)

kj =

k, alors le 
oût de la solution optimale sur l'arbores
en
e induite par i 
orrespond à la somme

des 
oûts des solutions optimales des sous-arbores
en
es induites par j ∈ δ+(i).
Le 
oût optimal de la solution de l'arbores
en
e induite par i (privée de i), 
orrespond don
 au

minimum de la somme des 
oûts des solutions optimales des sous-arbores
en
es, parmi toutes

les 
ombinaisons d'allo
ations de 
a
hes kj , j ∈ δ+(i), telles que
∑

j∈δ+(i)

kj = k.

La di�éren
e fondamentale entre C(i, l, k) et C∗(i, l, k), est que pour C(i, l, k) la dé
ision de

pla
ement de 
a
he en i est déjà prise : 
'est uniquement le 
oût de la solution optimale 
onsidé-

rant un état déjà dé�ni en i, tandis que C∗(i, l, k) détermine la meilleure de 
es deux dé
isions

(mettre un 
a
he ou non). Pour 
onnaître la solution optimale de toute l'arbores
en
e, il su�ra

alors de 
al
uler C∗(o, 0,K).

Une manière de 
ontra
ter les deux relations de ré
urren
e :

C∗(i, l, k) = min























min
kj∈N,∀j∈δ+(i)

∑

j∈δ+(i)

kj=k

{ ∑

j∈δ+(i)

C∗(j, l + wj , kj)}

min
kj∈N,∀j∈δ+(i)

∑

j∈δ+(i)

kj=k−1

{ ∑

j∈δ+(i)

C∗(j, wj , kj)} (1.15)
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C*(i,l,k))

C(i,0,k-1)C(i,l,k) y(i) =0 y(i) =1

C*(i1,w1,k-1-k’) C*(i2,w2,k’)C*(i1,l+w1,k-k’’) C*(i2,l+w2,k’’)

w1 w2

l l

w1 w2

k’’ de [0;k] k’ de [0;k-1]

Figure 1.8 � Arbre de dé
ision de pla
ement de 
a
hes (partie haute l'arbre 1.13), puis des-


ription des sous-problèmes induits par 
haque dé
ision (partie basse de l'arbre 
orrespondant à

1.14).

Nous obtenons une ré
ursion en deux étapes, où le 
oût optimal C∗(i, l, k) représente la

meilleure dé
ision à prendre entre installer un 
a
he ou ne pas en installer. Cette dé
ision va

dépendre de la 
ombinaison optimale de partitionnement des k 
a
hes disponibles C(i, l, k).

La �gure 1.8 résume le prin
ipe des relations de ré
urren
e. A�n d'améliorer les performan
es

théoriques et pratiques de l'algorithme, les auteurs e�e
tuent une transformation sur le graphe

en ajoutant des n÷uds virtuels de sorte à 
e qu'un père ait au plus deux �ls : il et ir. Le pseudo-

ode de l'algorithme est dé
rit 
i-dessous.

Algorithm 1 Lo
alisation de 
a
hes (C∗(i, l, k))

Require: T = G(V ,A) arbores
en
e de ra
ine i, longueur vers le 
a
he en amont le plus pro
he

l, nombre de 
a
hes disponibles k
Ensure: Meilleure solution C∗(i, l, k) entre les deux dé
isions (mettre ou ne pas mettre de 
a
he)
return min{C(i, 0, k − 1), C(i, l, k)}
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Algorithm 2 Lo
alisation de 
a
hes (C(i, l, k))

Require: T = G(V ,A) arbores
en
e de ra
ine i, longueur vers le 
a
he en amont le plus pro
he

l, nombre de 
a
hes disponibles k
Ensure: Meilleure solution C(i, l, k) induite par l'état (i, l, k)
C(i, l, k) solution initialisée à l'in�ni.

for all k′ ∈ N, 0 ≤ k′ ≤ k do
if C(i, l, k) > C∗(il, l+ wil , k

′) + C∗(ir, l + wir , k − k′) + l.Di.h then
C(i, l, k)← C∗(il, l+ wil , k

′) + C∗(ir, l + wir , k − k′) + l.Di.h
end if

end for

return C(i, l, k)

Cette appro
he a été prouvée de 
omplexité O(kn2) par [98℄.

Un problème très pro
he peut également être traité de 
ette manière. A la pla
e d'une


ontrainte d'un nombre K de 
a
hes disponibles à pla
er (
ontrainte (1.11) du modèle pré
é-

dent), nous pouvons attribuer un 
oût cc à la mise en pla
e d'un 
a
he. Nous obtiendrons alors

le modèle suivant :

Lo
alisation de 
a
hes



























min
∑

i∈V

fi.wi + yc.cc, (1.16)

fi = (1− yi).(
∑

j∈δ+(i)

fj + h.Di), ∀i ∈ V − {s}, (1.17)

fi ≥ 0, yi ∈ N ∀i ∈ V (1.18)

Ce modèle s'assimile au problème plus 
lassique d'Un
apa
itated Fa
ility Lo
ation Problem

déjà 
ité, dans le 
as parti
ulier d'une arbores
en
e. A nouveau, le problème peut être traité

de manière polynomiale par un algorithme de programmation dynamique -de 
omplexité − −
−O(n). Le problème est notamment plus simple, 
ar d'une dé
ision e�e
tuée au père, les sous-

solutions 
orrespondant à ses �ls deviennent indépendantes entre elles, 
e qui n'était pas le 
as

pré
édemment (liées entre elles par les k 
a
hes disponibles).

Proposition 3. Le 
oût optimal, noté C∗(i, l), de la solution du sous-arbre induit (et 
ompre-

nant) par i, sa
hant le 
oût de transmission vers le 
a
he en amont le plus pro
he l (distan
e)
est donné par la relation :

C∗(i, l) = min{C(i, l) + h.Di.l, C(i, wi) + cc} (1.19)

Démonstration. La solution optimale en i, 
onnaissant la longueur l, sera don
 
elle qui sera de

oût le plus faible entre le 
oût de la solution optimale où le 
hoix est fait de pla
er un 
a
he

en i et le 
oût de la solution optimale où le 
hoix est fait de ne pas pla
er de 
a
he en i, auquel
s'additionne un 
oût de transmission de la demande Di vers le 
a
he en amont le plus pro
he

(h.Di.l) dans 
e dernier 
as.

Or, la solution optimale va être 
onstituée de la meilleure 
ombinaison de ses sous-arbres �ls


orrespondants, étant donnée la prise de dé
ision en i.
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Proposition 4. Le 
oût optimal de la solution des sous-arbres induits par i, ayant �xé l'état de
i, un 
oût de transmission vers le 
a
he le plus pro
he l, et noté C(i, l), est donné par la relation :

C(i, l) =
∑

j∈δ+(i)

C∗(j, l) (1.20)

Démonstration. Soit i le n÷ud 
ourant, et l'arbores
en
e T i − {i} induite par i et privée de i.
Toute solution réalisable du problème d'optimisation de lo
alisation de 
a
hes généré par une

sous-arbores
en
e T j , j ∈ δ+(i), 
onstitue né
essairement une solution réalisable au problème de

lo
alisation sur T i−{i}. Or, le problème de minimisation de C(j, l), 
onnaissant une 
on�guration
de pla
ement en amont a uniquement pour données d'entrée les paramètres suivant :

1. le graphe de la sous-arbores
en
e de ra
ine j (la sous-arbores
en
e elle-même) et ses 
oûts
asso
iés

2. la distan
e l ave
 le 
a
he/serveur en amont le plus pro
he

3. le nombre cc 
oût d'installation de 
a
he

Le 
oût optimal de la solution de l'arbores
en
e T i − {i}, 
orrespond don
 au minimum de la

somme des 
oûts des solutions optimales des sous-arbores
en
es T j , j ∈ δ+(i).

Ce qui peut être 
ontra
té sous la formule unique :

C∗(i, l) = min











∑

j∈δ+(i)

C∗(j, wj) + cc
∑

j∈δ+(i)

C∗(j, l) + h.Dj .l
(1.21)

Si l'hypothèse d'un graphe arbores
ent s'explique par des tables de routages �xes, il est en

revan
he impossible de traiter le 
as de 
a
hes hiérar
hiques ; 
e sont là les limites des hypothèses

de 
e papier pour intégrer le 
omportement des 
a
hes transparents. Pour pouvoir traiter 
om-

portement, il nous faudrait alors la 
onnaissan
e pré
ise des di�érentes requêtes et des 
ontenus

asso
iés à 
haque n÷ud du réseau. C'est 
e qui nous motive à présenter le se
ond arti
le qui


onsidère le pla
ement des 
ontenus en sus de la lo
alisation des dispositifs.

1.4 Lo
alisation de serveurs et de 
ontenus dans des graphes

arbores
ents

L'un des 
as d'usage pour lequel il est né
essaire de déployer un CDN est le servi
e de vidéo

à la demande. En e�et 
e type de servi
e o�re un 
ontenu multimédia massif (
atalogue 
om-

prenant généralement plusieurs milliers de �lms) et de taille importante (de 1 à 5 Go par �lm

selon la qualité d'en
odage) pour un mar
hé extrêmement grand (plusieurs dizaines de millions

de transa
tions estimées par an). C'est 
e qui motive H. Luss dans l'étude de la lo
alisation

optimale de serveurs et de 
ontenus.

Plus pré
isément Hanan Luss ([72℄), propose de déployer un CDN dans un réseau arbores
ent

T = G(V ,A) ayant pour ra
ine le serveur 
entral o pour de la vidéo à la demande (VOD), en

spé
i�ant le 
ontenu asso
ié à 
haque serveur : il appelle 
e problème le SLPAM (pour "Servi
e

Lo
ation and Program Assignement Model"). Le 
atalogue disponible pour la VoD est dé
rit

par l'ensemble de ses 
lasses p = 1, 2, ..., |P |, qui représente les |P | 
atégories de �lms (
omédies,
thriller, et
...) disponibles. Les 
lients, pouvant être lo
alisés à n'importe quel n÷ud i, formulent
alors un sous-ensemble Di de demandes dans 
e 
atalogue P . Luss suppose également que le
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mode de transmission est le multi-
ast : l'information peut être répliquée en 
haque n÷ud lors de

sa transmission. De 
ette manière, la même information qui par
ourt un lien donné peut servir

plusieurs demandes, 
omme le représente la �gure 1.9. De 
e fait, les variables expli
itant un �ot

de se
tion p sera binaire.

0

21

Client Client

(1)

(1) (1)

flot

Figure 1.9 � Le �ot d'information arrivant sur le n÷ud 0, est répliqué pour être transmis à la

fois au 
lient 1 et au 
lient 2.

Cela suppose une 
ertaine 
orrélation temporelle entre les requêtes. De 
e fait, la 
onsomma-

tion de bande passante (modélisée i
i par un �ot) n'est qu'une somme d'informations stri
tement

di�érentes.

Les 
oûts sont partagés entre trois 
omposants : l'installation de serveurs, de 
oût Cs, la mise

en pla
e de 
lasse p au sein d'un serveur, de 
oût Cp et en�n le 
oût de transmission wi,p d'une


lasse de �
hier p sur l'ar
 in
ident à i (wo,p = 0, ∀p ∈ P ). L'auteur introduit alors les ensembles
QN(i, j) qui indiquent les n÷uds qui 
onstituent le 
hemin unique de l'arbores
en
e T reliant i
à j.

Les variables sont les suivantes :

1. yi : la variable de dé
ision binaire de valeur 1 si un serveur est installé au n÷ud i, 0 sinon.

2. xi,p : la variable de dé
ision binaire de valeur 1 si la 
lasse de �lms p est 
ontenue dans le
serveur du n÷ud i ; 0 sinon.

3. ui,j,p : la variable de dé
ision binaire de valeur 1 si le serveur du n÷ud i est le serveur

émetteur du 
ontenu p pour le 
lient j, 0 sinon.

4. bi,p : la variable de dé
ision binaire de valeur 1 si le 
ontenu p est transmis sur le lien

in
ident à i.

[72℄ formule alors le modèle suivant :
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min
∑

i∈V

Cs.yi + (
∑

p∈P

Cp.xi,p + wi,p.bi,p) (1.22)

∑

i∈QN(o,j)

ui,j,p = 1, ∀p ∈ Dj , j ∈ V (1.23)

xi,p ≤ yi, ∀p ∈ P, j ∈ V
(1.24)

ui,j,p ≤ xi,p, ∀p ∈ Dj , i ∈ QN(0, j), j ∈ V
(1.25)

bj,p ≥ ui,k,p, ∀p ∈ Dj , j ∈ QN(i, k)− {i}
k ∈ V (1.26)

y0 = 1, yi ∈ {0, 1}, ∀i ∈ V (1.27)

xo,p = 1, xi,p ∈ {0, 1}, ∀i ∈ V (1.28)

ui,j,p ∈ {0, 1}, ∀j ∈ V, p ∈ Dj

i ∈ QN(o, j)
(1.29)

bi,p ∈ {0, 1}, ∀i ∈ V, p ∈ P (1.30)

Le modèle expli
ite une fon
tion de 
oût (1.22) reprenant toutes les sour
es de 
oût du pro-

blème, soit : l'installation des serveurs, des 
ontenus en 
eux-
i et la transmission sur les liens. La


ontrainte (1.23) impose qu'à 
haque demande 
lient, un serveur situé sur le 
hemin du serveur


entral au 
lient satisfasse 
ette demande. Les 
ontraintes (1.24) et (1.25), quant à elles, sont des


ontraintes 
lassiques imposant qu'un serveur, pour être émetteur d'un 
ontenu pour un �ou

plusieurs� 
lients, doit avoir un serveur et que 
e serveur 
ontienne le dit 
ontenu. La dernière


ontrainte (1.26), impose en�n que les liens du 
hemin reliant le serveur émetteur d'un 
ontenu

pour un 
lient jusquà 
elui-
i, transmettent e�e
tivement 
e 
ontenu .

Puisque le problème n'est 
onstitué que de variables binaires, l'auteur suggère une appro
he

de programmation dynamique. Pour 
ela, il expli
ite trois états di�érents que peut avoir 
haque


lasse de �lms de 
haque n÷ud.

Dé�nition 4. Pour tout programme p et tout n÷ud i nous appelons états eip les états selon

lesquels :

1. eip = 0 : signi�e que le programme p ne transite pas par le n÷ud i. Cela signi�e notamment
qu'il ne peut en être l'émetteur (xip = 0) mais également que bip = 0).

2. eip = 1 : signi�e que le programme est émis de 
e n÷ud, 
e qui implique à la fois qu'il y a

un serveur yi = 1 et que le programme est 
ontenu dans 
elui-
i xip = 1.

3. eip = 2 : signi�e que le programme n'est pas installé sur le n÷ud i, mais transite sur son

lien in
ident, soit que bip = 1.

L'intérêt de l'ensemble de 
es états est qu'il dé
rit de manière exhaustive les e�ets des toutes

les 
on�gurations possibles en amont de 
e n÷ud, permettant de dé
omposer le problème 
e qui

permet l'utilisation de la programmation dynamique.

Le ve
teur ei = (ei1, ei2, ..., ei|P |) désignera alors le ve
teur d'état total du n÷ud i. De plus,
la solution optimale est 
ara
térisée par la propriété que 
haque demande 
lient d'un 
ontenu

est délivrée par le serveur doté de 
e 
ontenu le plus pro
he de 
e 
lient (du fait de la mini-

misation du 
oût de la transmission). Dès lors, nous pourrons alors dé
rire la solution optimale

uniquement par un ve
teur optimal de 
omposantes e∗i , ∀i ∈ V . Nous réutiliserons également la
notation yi(ei), de valeur 1, si il existe au moins un eip = 1, ∀p ∈ P , qui 
orrespond à la né
essité
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de pla
er un serveur à 
et endroit.

L'auteur introduit alors le 
oût lo
al d'un n÷ud d'après son état, soit :

C(ei) = yi(ei).Cs +
∑

eip=1

p∈P

Cp +
∑

eip=2

p∈P

wi,p (1.31)

Il distingue 
e dernier du 
oût de la solution optimale lo
ale, lié au sous-arbre induit par i
(arbores
en
e τi de ra
ine i) par C(τi, ei), après avoir 
hoisi l'état ei. Luss 
onstruit également
l'ensemble suivant :

Dé�nition 5. L'ensemble REALi(ej) désigne tous les états possibles ei de i sa
hant ej, ave

j = δ−(i) (n÷ud d'origine de l'ar
 unique in
ident à i).

La solution lo
ale optimale est 
onstruite parmi 
es di�érents états : C∗(T i, ej), en s'assurant
que l'état e∗i est réalisable pour ej. C'est à dire que la solution ei asso
iée en i fait partie de

REALi(ej).

Proposition 5. Le 
oût de la solution optimale de la sous-arbores
en
e T i
sa
hant ej , , ave


j = δ−(i) (n÷ud d'origine de l'ar
 unique in
ident à i) est noté C∗(T i, ej), et donné par la

relation :

C∗(T i, ej) = min
ei∈REALi(ej)

C(T i, ei) (1.32)

Démonstration. Si la solution de la sous-arbores
en
e induite par i est réalisable pour j et son
état déterminé ej , alors elle est réalisable pour toute l'arbores
en
e (ré
ursion de la garantie de

réalisabilité). Le 
oût de la solution optimale de la sous-arbores
en
e induite par i sa
hant l'état
ej du n÷ud père, est don
 le minimum des 
oûts des solutions des états ei au n÷ud i réalisables
sa
hant ej .

Or, le 
oût de l'état de la solution optimale lo
ale sa
hant l'état ei �xé s'obtient de la manière
suivante :

Proposition 6. Le 
oût de la solution optimale de la sous-arbores
en
e T i
muni d'un état ei

�xé, noté C(T i, ei), est donné par la relation :

C(T i, ei) = C(ei) +
∑

j∈δ+(i)

(C∗(τj , ei)) (1.33)

Démonstration. Le 
oût de la solution optimale de la sous-arbores
en
e induite par i sa
hant
l'état ei au n÷ud i, est donné par la somme des 
oûts lo
aux (dé�nis par C(ei)) et de la somme
des solutions optimales des sous-arbores
en
es induites par i.

Si C∗(T i, ej) exprime le 
oût de la solution optimale sous 
ontrainte de l'état ej donné par
le n÷ud origine de son ar
 in
ident, C(T i, ei) exprime le 
oût de la solution optimale induit par

le 
hoix de l'état ei sur la ra
ine i du sous-arbre T i
. La relation (1.32), va nous permettre alors

de les lier, en s'assurant la 
ohésion des états ei et ej par l'ensemble de réalisabilité REALi(ej),
et 
e, de pro
he en pro
he.

Comme pré
édemment, les relations de ré
urren
es sont représentées dans le s
héma de la

�gure 1.10.
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C*(t,e0)

C(t,e2)C(t,e1)

C*(t’,e2) C*(t’’,e2)C*(t’,e1) C*(t’’,e1)

e1 e2

Figure 1.10 � Arbre de dé
ision d'états (partie haute l'arbre (1.32)), puis des
ription des sous-

problèmes dans l'arbre réel induits par 
haque dé
ision d'états (partie basse de l'arbre 
orrespon-

dant à (1.33)).

En�n l'algorithme peut se présenter sous la forme suivante :

Algorithm 3 Lo
alisation de serveurs et de 
ontenus C∗(T i, ek)

Require: T = G(V ,A) arbores
en
e de ra
ine i, P ensemble des programmes, ek état 
ourant.

Ensure: Meilleure solution C∗(T i, ek)
1: REALi, ensembles des états réalisables, pour 
haque i ∈ V
2: for all ei ∈ REALi(ek) do
3: if δ+(i) 6= ∅ then
4: for all j ∈ δ+(i) do
5: Cal
uler et enregistrer C∗(τj , ei) (1.32)
6: end for

7: end if

8: Cal
uler C(T i, ei) (1.33)
9: end for

10: return C∗(T i, ek) = min
ei∈REALi(ek)

{C(T i, ei)}

Nous allons à présent montrer un exemple du fon
tionnement de l'algorithme. Nous utilisons

l'instan
e de la �gure 1.11, et de trois 
lasses de 
ontenus p. Partant de l'état initial du serveur


entral (1, 1, 1), nous 
her
herons alors l'état optimal C∗(τ1, (1, 1, 1)) du seul n÷ud �ls 1. De
façon ré
ursive nous serons don
 amenés à 
al
uler les solutions optimales alternativement C∗

et C jusqu'à atteindre les feuilles de l'arbre. L'auteur propose de sauvegarder les états déjà


al
ulés a�n de minimiser l'e�ort de 
al
ul. Les tableaux 1.1, 1.2, 1.3 et 1.4 réfèrent les états des

n÷uds potentiellement 
al
ulés, et la manière dont ils sont 
al
ulés. Lorsque l'algorithme stoppe,
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nous obtenons alors la solution optimale dé
rite sur la �gure 1.12, et qui nous est donné par

"ba
ktra
king" des états optimaux 
omme nous le présente le tableau 1.5.

1

2

4 5

3

6 7

o

1

3

4

3

3

8

3
3

1,3 1

2,3 2,32

1

Figure 1.11 � Arbores
en
e de ra
ine o. Les 
oûts de transmission sur les liens sont indépendants

des 
ontenus qui y transitent et sont notés en noir. Les 
lasses de 
ontenus sont dé�nis par

P = {1, 2, 3}. Les demandes en 
haque n÷ud sont notées en violet. En�n le 
oût d'un serveur

est Cs = 6 et le 
oût d'installation de 
ontenus C1 = C2 = C3 = 2.

N÷ud 4 N÷ud 5
REAL4(e2) C(τ4, e4) REAL5(e2) C(τ5, e5)

(1,0,1) 6+2+2=10 (1,0,0) 6+2=8

(1,0,2) 6+2+3=11 (2,0,0) 3

(2,0,1) 6+3+2=11

(2,0,2) 3+3=6

N÷ud 6 N÷ud 7/8
REAL6(e3) C(τ6, e6) REAL7/8(e3) C(τ7/8, e7/8)

(0,1,0) 6+2=8 (0,1,1) 6+2+2=10

(0,2,0) 3 (0,1,2) 6+2+3=11

(0,2,1) 6+3+2=11

(0,2,2) 3+3=6

Table 1.1 � Les états possibles des n÷uds 4 à 8.
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REAL3(e1) C(τ3, e3)
(0,0,0) 0 + C(τ6, (0, 1, 0)) + C(τ7, (0, 1, 1)) + C(τ8, (0, 1, 1)) = 8 + 10 + 10 = 28
(0,0,1) 6 + 2 + C(τ6, (0, 1, 0)) + C(τ7, (0, 1, 1)) + C(τ8, (0, 1, 1)) = 8 + 8 + 10 + 10 = 36
(0,0,2) 4 + C(τ6, (0, 1, 0)) + C(τ7, (0, 1, 1)) + C(τ8, (0, 1, 1)) = 4 + 8 + 10 + 10 = 32
(0,1,0) 6 + 2 + C(τ6, (0, 2, 0)) + C(τ7, (0, 1, 1)) + C(τ8, (0, 1, 1)) = 8 + 3 + 10 + 10 = 31
(0,1,1) 6 + 2 + 2 + C(τ6, (0, 2, 0)) + C(τ7, (0, 2, 2)) + C(τ8, (0, 2, 2)) = 10 + 3 + 6 + 6 = 25
(0,1,2) 6 + 2 + 4 + C(τ6, (0, 2, 0)) + C(τ7, (0, 2, 2)) + C(τ8, (0, 2, 2)) = 12 + 3 + 6 + 6 = 27
(0,2,0) 4 + C(τ6, (0, 2, 0)) + C(τ7, (0, 1, 1)) + C(τ8, (0, 1, 1)) = 4 + 3 + 10 + 10 = 27
(0,2,1) 6 + 2 + 4 + C(τ6, (0, 2, 0)) + C(τ7, (0, 2, 2)) + C(τ8, (0, 2, 2)) = 12 + 3 + 6 + 6 = 27
(0,2,2) 4 + 4 + C(τ6, (0, 2, 0)) + C(τ7, (0, 2, 2)) + C(τ8, (0, 2, 2)) = 8 + 3 + 6 + 6 = 23

REAL3(e1) C(τ3, e3)
(0,0,0) 8 + 10 + 10 = 28
(0,0,1) 8 + 8 + 10 + 10 = 36
(0,0,2) 4 + 8 + 10 + 10 = 32
(0,1,0) 8 + 3 + 10 + 10 = 31
(0,1,1) 10 + 3 + 6 + 6 = 25
(0,1,2) 12 + 3 + 6 + 6 = 27
(0,2,0) 4 + 3 + 10 + 10 = 27
(0,2,1) 12 + 3 + 6 + 6 = 27
(0,2,2) 8 + 3 + 6 + 6 = 23

Table 1.2 � Les états possibles du n÷ud 3. La solution optimale, sans état 
ontraignant, serait

don
 C∗(τ3,−) = 23.

REAL2(e1) C(τ2, e2)
(0,0,0) 0 + C(τ4, (1, 0, 1)) + C(τ5, (1, 0, 0)) = 18
(0,0,1) 6 + 2 + C(τ4, (1, 0, 1)) + C(τ5, (1, 0, 0)) = 26
(0,0,2) 1 + C(τ4, (1, 0, 1)) + C(τ5, (1, 0, 0)) = 19
(1,0,0) 6 + 2 + C(τ4, (1, 0, 1)) + C(τ5, (2, 0, 0)) = 21
(1,0,1) 6 + 2 + 2 + C(τ4, (2, 0, 2)) + C(τ5, (2, 0, 0)) = 19
(1,0,2) 6 + 2 + 1 + C(τ4, (2, 0, 2)) + C(τ5, (2, 0, 0)) = 18
(2,0,0) 1 + C(τ4, (1, 0, 1)) + C(τ5, (2, 0, 0)) = 14
(2,0,1) 6 + 2 + 1 + C(τ4, (2, 0, 2)) + C(τ5, (2, 0, 0)) = 18
(2,0,2) 1 + 1 + C(τ4, (2, 0, 2)) + C(τ5, (2, 0, 0)) = 11

Table 1.3 � Les états possibles du n÷ud 2.
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REAL1(eo) C(τ1, e2)
(0,0,0) 0 + C(τ2, (0, 0, 0)) + C(τ3, (0, 1, 1)) = 18 + 25 = 43
(0,0,1) 6 + 2 + C(τ2, (0, 0, 0)) + C(τ3, (0, 1, 1)) = 8 + 18 + 25 = 51
(0,0,2) 8 + C(τ2, (0, 0, 0)) + C(τ3, (0, 1, 1)) = 8 + 18 + 25 = 51
(0,1,0) 6 + 2 + C(τ2, (0, 0, 0)) + C(τ3, (0, 1, 1)) = 8 + 18 + 25 = 51
(0,1,1) 6 + 2 + 2 + C(τ2, (0, 0, 0)) + C(τ3, (0, 2, 2)) = 10 + 18 + 23 = 51
(0,1,2) 6 + 2 + 8 + C(τ2, (0, 0, 0)) + C(τ3, (0, 2, 2)) = 16 + 18 + 23 = 57
(0,2,0) 8 + C(τ2, (0, 0, 0)) + C(τ3, (0, 1, 1)) = 8 + 18 + 25 = 51
(0,2,1) 6 + 2 + 8C(τ2, (0, 0, 0)) + C(τ3, (0, 2, 2)) = 16 + 18 + 23 = 57
(0,2,2) 16 + C(τ2, (0, 0, 0)) + C(τ3, (0, 2, 2)) = 16 + 18 + 23 = 57
(1,0,0) 6 + 2 + C(τ2, (2, 0, 0)) + C(τ3, (0, 1, 1)) = 8 + 14 + 25 = 47
(1,0,1) 6 + 2 + 2 + C(τ2, (2, 0, 2)) + C(τ3, (0, 1, 1)) = 10 + 11 + 25 = 46
(1,0,2) 6 + 2 + 8 + C(τ2, (2, 0, 2)) + C(τ3, (0, 1, 1)) = 16 + 11 + 25 = 52
(1,1,0) 6 + 2 + 2 + C(τ2, (2, 0, 0)) + C(τ3, (0, 1, 1)) = 10 + 14 + 25 = 49
(1,1,1) 6 + 2 + 2 + 2 + C(τ2, (2, 0, 2)) + C(τ3, (0, 2, 2)) = 12 + 11 + 23 = 46
(1,1,2) 6 + 2 + 2 + 8 + C(τ2, (2, 0, 2)) + C(τ3, (0, 2, 2)) = 18 + 11 + 23 = 52
(1,2,0) 6 + 2 + 8 + C(τ2, (2, 0, 0)) + C(τ3, (0, 1, 1)) = 16 + 14 + 25 = 55
(1,2,1) 6 + 2 + 2 + 8 + C(τ2, (2, 0, 2)) + C(τ3, (0, 2, 2)) = 18 + 11 + 23 = 52
(1,2,2) 6 + 2 + 16 + C(τ2, (2, 0, 2)) + C(τ3, (0, 2, 2)) = 24 + 11 + 23 = 58
(2,0,0) 8 + C(2, (τ2, 0, 0)) + C(τ3, (0, 1, 1)) = 8 + 14 + 25 = 47
(2,0,1) 6 + 2 + 8 + C(τ2, (2, 0, 2)) + C(τ3, (0, 1, 1)) = 16 + 11 + 25 = 52
(2,0,2) 16 + C(τ2, (2, 0, 2)) + C(τ3, (0, 1, 1)) = 16 + 11 + 25 = 52
(2,1,0) 6 + 2 + 8 + C(τ2, (2, 0, 0)) + C(τ3, (0, 1, 1)) = 16 + 14 + 25 = 55
(2,1,1) 6 + 2 + 2 + 8 + C(τ2, (2, 0, 2)) + C(τ3, (0, 2, 2)) = 18 + 11 + 23 = 52
(2,1,2) 6 + 2 + 16 + C(τ2, (2, 0, 2)) + C(τ3, (0, 2, 2)) = 24 + 11 + 23 = 58
(2,2,0) 16 + C(τ2, (2, 0, 0)) + C(τ3, (0, 1, 1)) = 16 + 14 + 25 = 55
(2,2,1) 16 + 6 + 2 + C(τ2, (2, 0, 2)) + C(τ3, (0, 2, 2)) = 24 + 11 + 23 = 58
(2,2,2) 24 + C(τ2, (2, 0, 2)) + C(τ3, (0, 2, 2)) = 24 + 11 + 23 = 58

Table 1.4 � Les états possibles du n÷ud 1. Puisqu'on sait que eo = (1, 1, 1), on peut immédiate-

ment 
on
lure que la solution optimale est obtenu ave
 C∗(1, (1, 1, 1)) = 43. Elle nous est donnée
par la solution de la �gure 1.12.

C∗(τ1, (1, 1, 1))
= C(τ1, (0, 0, 0))
= C∗(τ2, (0, 0, 0)) + C∗(τ3, (0, 0, 0))
= C(τ2, (0, 0, 0)) + C(τ3, (0, 1, 1))
= C∗(τ4, (0, 0, 0)) + C∗(τ5, (0, 0, 0)) + C∗(τ6, (0, 1, 1)) + C∗(τ7, (0, 1, 1)) + C∗(τ8, (0, 1, 1))
= C(τ4, (1, 0, 1)) + C(τ5, (1, 0, 0)) + C(τ6, (0, 2, 0)) + C(τ7, (0, 2, 2)) + C(τ8, (0, 2, 2))

Table 1.5 � La relation de ré
urren
e permettant de trouver la solution optimale.
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Figure 1.12 � Solution optimale, retrouvée par "ba
ktra
king" des sous-états optimaux.

L'auteur 
on
lut alors sur la faiblesse de 
ette appro
he, qui en pratique ne permet pas de

résoudre des instan
es de grande taille de par la 
omplexité 
ombinatoire de l'algorithme dy-

namique. En e�et, il n'est pas garanti que 
ette pro
édure ne doive investiguer tous les états

possibles des n÷uds, même si les ensembles de faisabilité peuvent grandement 
ontraindre 
ette

exploration exhaustive. L'auteur ne donne pas de borne de 
omplexité de son algorithme, mais

suppose que 
elle-
i est exponentielle.

Les limites des hypothèses de [72℄, sont également liées au mode de transmission. Le multi-
ast

sous-entend une transmission des données qui est faite au même moment pour tous les utilisa-

teurs, soit que l'ensemble des requêtes formulées soient e�e
tuées quasiment au même moment.

Ce n'est pas le 
as en pratique, à plus forte raison pour de la vidéo à la demande où le but

est de proposer un servi
e au moment désiré par le 
lient. Cela signi�e qu'il est peu probable

que deux utilisateurs requièrent la même vidéo au même moment, et qu'un dé
alage temporel,

même minime, génère un nouveau tra�
 pour la totalité de 
haque vidéo au sein du réseau. De

plus, nous pourrions aisément 
on
lure que le déploiement de 
a
hes transparents n'aurait que

très peu de sens si l'hypothèse de simultanéité des requêtes s'avérait exa
te, 
e dispositif tirant

justement parti de la su

ession temporelle des requêtes.

Con
lusion

Les problèmes de lo
alisation sont des problèmes ré
urrents dans le domaine de la re
her
he

opérationnelle. Même s'il en existe des fa
iles (reformulation par des plus 
ourts 
hemins, arbre


ouvrant de poids minimum...), la plupart sont di�
iles, et 
'est pourquoi une littérature abon-

dante existe à 
e sujet, et beau
oup de méthodes ont été proposées pour résoudre 
ertains 
as
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parti
uliers. Une des di�
ultés émergentes majeures est que, 
haque variation du problème est

sus
eptible d'apporter une nouvelle 
omplexité et/ou des spé
i�
ités ; 
e
i a pour e�et de rendre

di�
ile la re
her
he d'une méthode générique et e�
a
e pour tous 
es problèmes.

Dans le 
adre du déploiement de 
a
hes transparents, nous devons modéliser son 
ompor-

tement autonome parti
ulier. De plus, 
e déploiement s'e�e
tue dans un réseau existant et au

routage déterminé, 
e qui nous pla
e dans un réseau arbores
ent. Ces deux parti
ularités nous

ont 
onduits à nous intéresser à la programmation dynamique pour la lo
alisation dans les arbo-

res
en
es. Nous avons proposé de dé
rire plus en détail deux appro
hes existantes, qui traitent

de problèmes de lo
alisation sous des hypothèses di�érentes. Nous avons observé les for
es et les

limites de 
es appro
hes, ainsi que des mé
anismes qui vont nous servir de base pour proposer

une nouvelle appro
he adaptée à notre problème.

Mais avant de passer au problème parti
ulier de lo
alisation de 
a
hes transparents (
hapitre

3), nous allons étudier un 
as parti
ulier de déploiement de CDN : le problème de lo
alisation de

dép�ts et d'installation de liens à moindre 
oût, dans sa version k-médian. Ce problème est une
variante des problèmes simples que nous avions énon
és. Le 
hapitre suivant va nous permettre

de déterminer la 
omplexité de 
e problème ainsi qu'une appro
he pour le résoudre.
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Chapitre 2

Lo
alisation de k 
a
hes/serveurs

dans un réseau quel
onque,

appro
he par la théorie des

matroïdes

Introdu
tion

Dans un 
ontexte de télé
ommuni
ation et plus pré
isément dans un déploiement de CDN, on

peut être intéressé à vouloir 
onstruire un réseau de distribution de 
ontenus ave
 la possibilité

d'installation de serveurs et également de liens (ou amélioration de liens).

Dans le 
hapitre pré
édent nous avons déjà évoqué des types de problème de lo
alisation

simples. Celui dont nous allons parler i
i est assimilable à un problème de lo
alisation de dép�ts

et de liens. Les dép�ts 
orrespondent i
i à des serveurs, tandis que les liens représentent l'instal-

lation, ou l'augmentation de 
apa
ité d'une 
onnexion existante pour le tra�
 multimédia. Dans

la pratique des télé
ommuni
ations il est re
ommandé d'installer des liaisons systématiquement

dans les deux sens, indépendamment du dispositif que nous voulons ratta
her. Ce
i pour deux

raisons majeures : d'abord le 
oût supplémentaire pour 
réer la liaison inverse est très faible, la

se
onde est qu'il est souhaitable que la requête d'un 
ontenu transite dans le lien dans l'autre

sens. Ce
i nous motive dès lors à 
onsidérer des graphes non orientés (
e
i suppose une 
apa
ité

non limitante installée dans les deux sens).

Dans la réalité l'opérateur peut avoir une 
ontrainte sur le nombre de serveurs qu'il se permet

de déployer. C'est le 
as notamment quand la stratégie d'investissement préfère limiter les 
oûts

de maintenan
e né
essaires pour 
es serveurs dans un futur plus ou moins pro
he (les 
âbles

réseau ayant une durée de vie généralement plus élevée que les terminaux informatiques puisque


es derniers sont moins soumis à l'obsoles
en
e et aux pannes). Cette 
ontrainte supplémentaire

génère une variation du problème initial : 
'est 
e qu'on appelle la version k-médian (k étant le

nombre maximal de serveurs à déployer).
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Modèle de lo
alisation, 
oûts �xes et arbre de poids minimal

Nous allons proposer i
i une formulation du problème.

L'infrastru
ture a
tuelle munie des liaisons sus
eptibles d'être 
onstruites, est représentée

par un graphe G = (V,E). Chaque arête e ∈ E est munie d'un 
oût d'ouverture (ou d'instal-

lation) we ∈ R
+, ∀e ∈ E. Nous utiliserons de façon indi�éren
iée e et (ij) pour désigner une arête.

Les serveurs sont 
apables d'inter
epter la totalité des requêtes. Nous appelons o le n÷ud

virtuel parti
ulier additionné au graphe G vers lequel émanent toutes les données du réseau.

Il est relié par une arête vers 
ha
un des serveurs déjà physiquement installés (éventuellement

au
un), pour un 
oût nul.

Les variables xe, ∀e ∈ E représente l'installation e�e
tive d'une arête si sa valeur est 1, 0
sinon. A noter qu'ave
 la 
réation du n÷ud virtuel o, 
ette arête peut aussi bien représenter une


onnexion de télé
ommuni
ation, que l'installation d'un serveur. On appelle G(V,XE) le graphe
privé des arêtes e ∈ E, si xe = 0. On appelle également pij la 
haîne reliant i à j, dé�nie par son
ensemble d'arêtes.

Le modèle peut alors s'é
rire de la manière suivante :

Lo
alisation de serveurs 2



















min
∑

e∈E

xe.we, (2.1)

∃pij ∈ G(V,XE), ∀(i, j) ∈ V 2
, (2.2)

xe ∈ {0, 1} ∀e ∈ E (2.3)

L'obje
tif est i
i de minimiser le 
oût de déploiement du CDN (fon
tion obje
tif (2.1)), sous

la 
ontrainte que le graphe induit par les variables xe est 
onnexe (2.2) : on doit atteindre 
haque
n÷ud du réseau.

Comme nous l'avions déjà annon
é dans le 
hapitre pré
édent, 
e problème peut se reformuler


omme un problème d'arbre 
ouvrant de poids minimum. Ce problème bien 
onnu est fa
ile et

peut se résoudre par un algorithme 
ombinatoire fortement polynomial 
omme 
elui proposé par

Kruskal ou Prim [62℄.

Or, nous avons une 
ontrainte sur le nombre de serveurs que nous pouvons déployer, déterminé

par k. Dans le 
adre d'une intégration de 
ette limitation dans la reformulation de notre problème
en arbre 
ouvrant de poids minimum, 
ela se traduira tout simplement par une 
ontrainte sur le

degré de o dans le graphe G(V,XE).

Nous allons étudier 
e nouveau problème depuis sa 
omplexité jusque dans la manière de le

résoudre, en mobilisant notamment la théorie des matroïdes.

2.1 Modèle de lo
alisation de 
a
hes/serveurs et k médian

Nous pouvons maintenant reprendre notre modèle de lo
alisation pré
édent, et nous allons à

présent y in
lure la 
ontrainte de k-médian. Dans le 
adre de la formulation par arbre 
ouvrant

de poids minimal, il s'agit de la 
ontrainte sur le degré du n÷ud o :
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Lo
alisation de k serveurs







































min
∑

e∈E

xe.we, (2.4)

∃pij ∈ G(V,XE), ∀(i, j) ∈ V 2
, (2.5)

∑

oi∈E
i∈V −{o}

xoi ≤ k, (2.6)

xe ∈ {0, 1} ∀e ∈ E (2.7)

L'obje
tif est i
i de minimiser le 
oût de déploiement du CDN (fon
tion obje
tif (2.4)), sous

la 
ontrainte que le graphe induit par les variables xe est 
onnexe (2.5), et que l'on a installé un

maximum de k 
a
hes (2.6).

Nous aimerions alors naturellement savoir quelle est la 
omplexité de 
e problème, et quelles

méthodes et/ou algorithmes sont envisageables pour le résoudre. Nous allons alors nous intéresser

à la théorie des matroïdes, et notamment ses 
ontributions dans le domaine de l'optimisation


ombinatoire.

2.2 Matroïdes graphiques

Introduit par Whitney ([104℄) en 1935, le 
on
ept de Matroïde s'applique dans 
ertains pro-

blèmes 
ombinatoires ([31℄). Il 
ara
térise notamment les relations de dépendan
e entre les ve
-

teurs 
olonnes d'une matri
e, et permet d'exhiber des propriétés intéressantes 
omme l'optimalité

des appro
hes gloutonnes.

Dé�nition 6. Soit E un ensemble �ni et soit F une famille de sous-ensembles de E. Le 
ouple
(E,F) est un matroïde si les propositions suivantes sont véri�ées :

1. ∅ ∈ F
2. Si F ∈ F et F ′ ⊆ F alors F ′ ∈ F
3. Si F, F ′ ∈ F ave
 |F ′| = |F |+ 1, alors il existe e ∈ F ′ − F tel que F ∪ {e} ∈ F

Les éléments de F sont alors appelés ensembles indépendants de E.

Nous rappelons également quelques notions les 
on
ernant :

Dé�nition 7. Soit (E,F) un matroïde et soit E′ ⊆ E. Le rang de E′
, noté rg(E′) est la


ardinalité du plus grand sous-ensemble indépendant dans E′
;

rg(E′) = max
F⊆E′,F∈F

|F | (2.8)

Le rang de E est le rang du matroïde (E,F).
Dé�nition 8. Soit (E,F) un matroïde et soit E′ ⊆ E. La fermeture de E′

, que l'on note cl(E′)
est le plus grand sous-ensemble E′′ ⊇ E′

de E tel que rg(E′′) = rg(E′)

Sa
hant que ;

Théorème 7. Soit (E,F) un matroïde et E′ ⊆ E. La fermeture cl(E′) est unique.

Dé�nition 9. Soit (E,F) un matroïde. Un sous-ensemble E′ ⊆ E est un stigme si E′ /∈ F et

E′ − {e} ∈ F pour tout e ∈ E′
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En rappelant que ;

Théorème 8. Soit (E,F) un matroïde. Si F ∈ F et F ∪ {e} /∈ F pour E − F , alors F ∪ {e}

ontient un unique stigme.

Un théorème important en optimisation dé
oule des matroïdes :

Théorème 9. Soit (E,F) un matroïde et soit c : E → R+
une fon
tion de 
oût quel
onque.

L'algorithme suivant :

Algorithm 4 Algorithme Glouton

1: Ordonner les éléments de E de telle sorte que E = {e1, e2, ..., en} ave
 c(e1) ≥ ... ≥ c(en)
2: Poser F ← ∅
3: for all i ∈ [[1, n]] do

4: if F ∪ {ei} ∈ F then

5: F ← F ∪ {ei}
6: end if

7: end for

produit un ensemble F ∈ F de 
oût c(F ) maximum

Soit un graphe non orienté G = (V,E), et F l'ensemble des sous-graphes partiels sans 
y
le.

On peut voir alors que les deux premières propriétés des matroïdes sont véri�ées. De plus, on

sait que pour un sous-graphe G′ = (V,E′) ave
 E′ ⊆ E, son ensemble maximal sera né
essaire-

ment toujours égal à |V | − g(G′), ave
 g(G′) le nombre de 
omposantes 
onnexes dans G′
. On

peut don
 
on
lure que (E,F) est un matroïde, qui est généralement appelé matroïde graphique.

Lorsque l'on veut générer un arbre 
ouvrant sur G = (V,E), on 
her
he de manière équiva-

lente à générer le plus grand sous-graphe partiel qui ne 
ontient pas de 
y
le. Il s'agit don
 de

trouver un ensemble maximal F sur E, ave
 F ∈ F .

L'arbre 
ouvrant de poids minimum 
onsiste à trouver un ensemble maximal qui minimise

c(F ). En ordonnant les 
oûts de manière 
roissante, nous pouvons dès lors utiliser un algorithme

glouton pour résoudre 
e problème ; nous retrouvons ainsi l'algorithme de Kruskal ([62℄).

2.3 Matroïde de degré k sur un n÷ud

Cependant, dans notre problème une 
ontrainte supplémentaire est émise sur le degré de o.
Nous pouvons exhiber un exemple qui montre dès lors que le matroïde graphique expli
ité, ad-

ditionné de 
ette 
ontrainte, n'est plus un matroïde.

Soit la famille F ′
des sous-graphes partiels sans 
y
le ave
 deg(o) ≤ k. La �gure 2.1 nous

montre un exemple qui prouve que (E,F ′) n'est pas un matroïde. F1 et F2 (représenté par les

arêtes pleines) sont tout deux des sous-graphes partiels sans 
y
les, dont le degré sur le n÷ud o
est inférieur ou égal à 2. On remarque que |F1| + 1 = |F2|. L'ensemble F2 − F1 est {(ao), (bd)}.
On remarque que si l'on ajoute (ao) à F1, la 
ontrainte de degré est violée, tandis que si l'on

ajoute (bd) à F1, 
'est la 
ontrainte d'a
y
li
ité qui est violée. Il n'existe don
 pas d'élément

(d'arête) e ∈ F2 − F1 telle que F1 ∪ {e} ∈ F , 
e qui 
ontredit la troisième propriété 
onstitutive
d'un matroïde.
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Delta (o)<3 Delta (o)<3

F F1 2

Figure 2.1 � Exemple qui prouve que notre problème n'est pas un matroïde.

Nous allons à présent dé�nir le 
ouple (E,Fk), ave
 Fk l'ensemble des sous-graphes tels que

deg(o) ≤ k.

Proposition 10. (E,Fk) est un matroïde.

Démonstration. Nous remarquons les propriétés suivantes :

1. (1) ∅ ∈ Fk

2. (2) Si F ∈ Fk et F ′ ⊆ F alors F ′ ∈ Fk

Considérons à présent deux ensembles F, F ′ ∈ Fk, ave
 |F | = |F ′|+ 1. Soit ∆ = F − F ′
, et

deg(o, F ) le degré du n÷ud o dans le sous-graphe partiel F (respe
tivement F ′
). Sa
hant que

deg(o, F ) ≤ k et deg(o, F ′) ≤ k, nous pouvons distinguer les 
as suivants :
1. deg(o, F ) > deg(o, F ′) : alors il existe un élément e = (oi) de ∆ qui peut être ajouté à F ′

sans violer la 
ontrainte de degré pour F ′
qui n'est pas serrée.

2. deg(o, F ) ≤ deg(o, F ′) : alors il existe un élément e ∈ ∆, e 6= (oi)∀i ∈ V qui peut être

ajouté à F ′
, sans in�uen
er le degré de o pour F ′

Nous validons ainsi la propriété (3) d'un matroïde.

2.4 Algorithme d'interse
tion de deux matroïdes

Soient deux matroïdes (E,F1) et (E,F2) et une fon
tion de poids c : E → R. Pour un entier

donné n, le problème d'interse
tion de matroïdes 
onsiste à trouver (s'il existe) l'ensemble Fn∗
indépendant 
ommun (Fn∗ ∈ F1 ∩ F2) de n éléments de poids maximal.

J. Edmonds démontra qu'il était possible de résoudre 
e problème de manière optimale et

polynomiale, et proposa notamment un algorithme générique pour le résoudre [31℄. D'autres au-

teurs modi�èrent/améliorèrent par la suite 
es appro
hes 
omme ([41℄ et [63℄).

Prin
ipe général
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L'idée générale de l'algorithme est d'ajouter su

essivement un élément de 
oût maximal qui

respe
terait l'appartenan
e aux deux familles, tant qu'au
un rang de matroïde n'est atteint par


et ensemble. Comme il est probable que 
e ne soit pas toujours possible, l'algorithme détermine

le 
as é
héant quelle permutation neutre (au sens des 
oûts de 
haque matroïde) permettrait

d'ajouter 
et (ou 
es) élément(s) de 
oût maximaux. En�n, dans le 
as où même 
ette transfor-

mation est impossible, 
omment modi�er 
es 
oûts pour déterminer l'(es) élément(s) suivant(s)

qui pourrai(en)t être intéressant(s).

En notant, pour tout ensemble F ⊆ E,F ∈ F , cli(F ) la fermeture de F dans le matroïde

i (unique d'après 2.2), et Si(x, F ) le stigme induit par x sur l'ensemble F dans le matroïde i
(unique d'après 2.2). Le pseudo-
ode de l'algorithme est présenté par le pseudo-
ode 5. Nous en

donnons une des
ription 
i-après :

Soit (1) désignant le premier matroïde et (2) le se
ond. L'algorithme se présente 
omme suit ;
nous initialisons notre ensemble d'arêtes 
omme vide, soit à l'itération 0, F0 = ∅ (étape 1). Les
éléments sont munis d'un 
oût di�érent pour 
haque famille. Pour l'une des familles il sera ini-

tialisé par le 
oût réel de l'ar
 (
oût dans le problème), tandis que pour l'autre, il sera initialisé

à 0. Nous 
hoisissons le matroïde (2) pour supporter les 
oûts "réels" et (1), les 
oûts nuls. Nous
allons ensuite répéter les étapes suivantes tant que la 
ardinalité de notre ensemble Fn n'ex
ède

pas le rang de l'un de nos deux matroïdes (répétition des étapes de 3 à 25 dé
rites 
i-après).

Nous 
al
ulons pour 
haque famille, l'ensemble Ei (i ∈ {(1), (2)} désignant l'un des deux

matroïdes) des éléments de 
oût maximal (
ar un élément de 
oût maximal n'est pas né
essaire-

ment unique), qui ne sont pas en
ore 
ompris dans notre ensemble F , et tels qu'ils formeraient
toujours une famille de 
e matroïde si ils sont ajoutés (étapes 4 et 5). Le le
teur remarquera

que 
ela 
orrespond don
 à l'ensemble 
omplémentaire de la fermeture de Fn dans E pour 
e

matroïde, et dont les 
oûts sont maximaux.

Nous allons extraire le graphe orienté suivant : G(E,A) où les n÷uds du graphes représentent
les éléments de E, et où les ar
s A représentent une interversion possible de 
es éléments sur

notre ensemble 
ourant Fn. Le le
teur pourra porter une attention parti
ulière des appellations ;

lorsque nous parlerons d'arêtes il s'agira ou des liens du graphe "réel" G(V,E), ou des n÷uds du

graphe de G(E,A). Les ar
s, en revan
he ne désigneront que les liens dans le graphe de G(E,A).
L'ensemble des ar
s est initialisé 
omme vide (étape 7). Nous 
réons alors les ar
s de la manière

suivante.

Pour le matroïde (1), nous regardons 
haque élément x qui ne peuvent être ajoutés à Fn sans

rompre la dé�nition de la famille pour 
e matroïde. Le le
teur notera don
 que 
ela 
orrespond

aux éléments de la fermeture engendrée par Fn et qui ne sont pas dans Fn. Nous regardons alors

pour 
ha
un de 
es x, quels sont les éléments yn de Fn qui peuvent être intervertis ave
 x de sorte
que Fn reste une famille pour le matroïde (1), et qui possèdent un 
oût identique. Le le
teur

remarquera alors qu'il s'agit du stigme engendré par Fn ∪ {x} privé de x et dont les 
oûts sont

identiques. Nous 
onstruisons alors les ar
s pour 
ha
un de 
es 
ouples (x, y).

Pour le matroïde (2), nous générons des ar
s similaires mais dans un sens opposé. C'est-à-dire
que nous regardons les éléments qui pourraient être ajoutés en retirant un autre élément de même


oût selon le matroïde 2, de sorte à 
e que l'on obtienne toujours un ensemble appartenant à la

famille de 
e matroïde.
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On pourra alors voir les ar
s 
omme des possibilités de modi�
ation de notre ensemble Fn

par é
hanges d'éléments ave
 son 
omplémentaire, qui 
onservent la propriété de famille, et qui

garde le même 
oût. De 
e fait, si les meilleurs éléments (en terme de 
oût) selon 
haque famille

de matroïdes peuvent être reliés par au moins un 
hemin, il existe une manière de les ajouter

tous les deux (et retirer 
elui qui était dans Fn), sans modi�er le 
oût de la solution 
ourante,

et en gardant la propriété d'appartenan
e aux deux familles. Ce
i est représenté par l'étape de

11 à 15, et également par la �gure 2.2. Le 
hemin possède deux éléments non in
lus dans le Fn


ourant : le départ et l'arrivée. Les éléments intermédiaires sont 
eux qui seront permutés. Le

nouvel ensemble Fn+1 est don
 naturellement la di�éren
e symétrique entre Fn et 
e 
hemin.

Dans le 
as où il n'est pas possible de relier 
es deux éléments, nous allons alors 
hanger

les 
oûts. Comme nous 
her
hons à maximiser le 
oût de la solution, et que nous avons dé�ni

le point de "départ", les éléments non atteignables doivent avoir un 
oût plus important pour

devenir "intéressants". Ce
i dans le but de 
réer des liens et/ou que les ensembles E1 et E2 aient

une interse
tion non nulle. Cependant, pour s'assurer qu'il y ait 
onservation du 
oût total,

il est né
essaire de faire bas
uler 
e 
oût d'un matroïde à l'autre.

La valeur de 
oût ainsi "bas
ulée" doit être prise selon le minimum des di�érentiels entre

l'ensemble des arêtes "atteignables" et l'ensemble des arêtes "non-atteignables" depuis E2 (
e
i

dans le but de 
ontr�ler la "pénalité", et s'assurer que nous ne 
onstruisons pas un problème

opposé). C'est 
e qui est 
al
ulé dans les étapes 16 à 20, avant de modi�er réellement les 
oûts

des éléments pour 
ha
un des matroïdes (étapes 21 à 24).

F cl 1 (F)

cl 2 (F)

E 1

E 2

E

Figure 2.2 � Représentation des ensembles induits par les deux Matroïdes et le graphe G =
(E,A)
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Dans le 
as général, 
et algorithme possède une 
omplexité donnée par O(|E|3.θ), où θ re-

présente la 
omplexité maximale entre les deux ora
les d'indépendan
e (véri�
ation de l'appar-

tenan
e à la famille).

Il est intéressant de noter que le problème d'interse
tion de N matroïdes, N > 2, est NP-
di�
ile.

2.5 Algorithme de lo
alisation de k 
a
hes et déploiement

de CDN

Nous appelons i
i Mg = (E,Fg) et Mk = (E,Fk), qui désignent respe
tivement le matroïde
de sous-graphes partiels a
y
liques, et le matroïde de sous-graphes tels que deg(o) ≤ k. La fon
-
tion de 
oût est la fon
tion c : E → R+


orrespondant à l'installation d'une arête (l'installation

des 
a
hes 
orrespond également, sur le graphe, à l'installation d'une arête). Nous appelons Eo
l'ensemble des arêtes oi ∈ E, i ∈ V − {s}.

Pour 
onstruire notre algorithme de résolution exa
t et polynomial, nous allons appliquer

l'algorithme général d'interse
tion de deux matroïdes, en e�e
tuant le maximum de simpli�
a-

tions. Pour 
e faire nous allons 
ommen
er par exhiber quelques propriétés.

Le le
teur remarquera qu'il s'agit i
i d'un problème de minimisation du 
oût de l'ensemble

indépendant maximal, et non de maximisation du 
oût de l'ensemble maximal. Il 
onviendra

naturellement, d'adapter l'algorithme en 
onséquen
e.

2.5.1 Propriétés parti
ulières

Nous introduisons quelques propriétés qui nous serviront à réduire le nombre d'étapes né-


essaires à notre algorithme. Les notations utilisées i
i sont les mêmes que 
elles données pour

l'algorithme général d'interse
tion de deux matroïdes.

Proposition 11. La fermeture d'un ensemble Fn sur le matroïde Mk sera égale à Fn ou CLk =
Eo. Une fois la fermeture égale à CLk à une itération n, la fermeture reste 
onstante à une

itération m > n.

Démonstration. Nous remarquons tout d'abord que pour le matroïde Mk, la fermeture d'un

Clk(F ) pour un ensemble F ∈ F donné est égale à F , tant que la 
ontrainte de degré n'est pas

serrée (deg(o) < k). Cela signi�e qu'au
un ar
 de G = (E,A) pour le matroïde Mk ne sera 
réé

tant que deg(o) < k. Lorsqu'elle sera ensuite serrée (deg(o) = k), la fermeture sera 
onnue :

il s'agira tout simplement des arêtes de l'ensemble Eo (puisque l'on ne peut ajouter un autre

élément e ∈ Eo sans violer la 
ontrainte de degré, tandis que les autres ar
s ne sont pas 
on
ernés
par 
ette 
ontrainte).

Les ar
s lient deux éléments à l'intérieur de la fermeture. L'utilisation de l'un d'eux générera

une permutation à l'intérieur de la fermeture, 
ette dernière ne 
hangera don
 pas.

La fermeture restera don
 un ensemble 
onstant jusqu'à la �n de l'algorithme, quel que soit

Fn, nous appellerons alors 
et ensemble CLk. On aura dès lors Eo = CLk.
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Proposition 12. Au 
ours de l'algorithme, tant que le 
ontrainte deg(o) < k et Eg 6= ∅, il existe
un élément e ∈ Eg ∩ Ek.

Démonstration. Avant que la 
ontrainte de degré soit serrée tous les 
oûts ck(e) seront nuls et
identiques, 
e qui signi�e, d'après la propriété (2.5.1) que Ek = E − Fk. On a don
 Eg ⊆ Ek, 
e

qui veut dire que l'interse
tion de 
es ensembles est non nulle tant que Eg 6= ∅.

Proposition 13. Les 
oûts ck(e), e ∈ E − Eo, resteront nuls à 
haque itération.

Démonstration. Les 
oûts ck(e), e ∈ E sont initialement nuls, et le restent jusqu'à 
e que la


ontrainte deg(o) ≤ k soit serrée (d'après 12). Si l'on nomme H l'ensemble des arêtes atteintes

depuis Eg, on remarque qu'il ne peut pas 
ontenir une partie de E−CLk sans qu'un 
hemin existe

de Eg à Ek, 
ar ck(e) = 0, ∀e ∈ E −CLk. Ce
i signi�e au
un 
hangement de 
oût ck(e) pour les
éléments E−CLk. Par ré
urren
e, 
ette assertion restera vraie jusqu'à la �n de l'algorithme.

Remarque 1. De manière analogue, les poids cg(e), ∀e ∈ E − CLk ne 
hangeront pas (leurs


hangements peuvent uniquement survenir si le 
oût de l'élément e selon le se
ond matroïde

di�ère également).

Proposition 14. Une fois la 
ontrainte deg(o) ≤ k serrée, à toute itération Ek = E − Eo.

Démonstration. Une fois la 
ontrainte serrée, il est impossible de 
hoisir un élément e de Eo sans
violer la 
ontrainte, et don
 respe
ter l'appartenan
e à la famille du matroïde Mk. D'après la

propriété 13, les 
oûts ck(e), e ∈ E − Eo seront tous égaux et nuls à toute itération. Cela signi�e

que l'on peut 
hoisir un des éléments de 
et ensemble de manière indi�éren
iée.

Remarque 2. Ce
i est parti
ulièrement intéressant, 
ar si nous ne voulons prendre qu'un élé-

ment de Ek = E−Eo. Si l'un est atteignable, on se �
he d'en atteindre un autre : il n'est dès lors

pas né
essaire de 
onstruire les ar
s selon le matroïde Mg qui relient deux arêtes à l'intérieur de


et ensemble.

2.5.2 Simpli�
ations

Nous allons don
 pouvoir supprimer/ra

our
ir des étapes de l'algorithme général. Dans un

premier temps, nous pourrons appliquer l'algorithme de Kruskal jusqu'à 
e que la 
ontrainte de

degré soit serrée d'après la propriété 12. Par la suite, si un élément "préféré" au sens des 
oûts

par le matroïde graphique Mg ne fait pas partie de l'ensemble Eo, nous savons que 
et élément
peut être rajouté dans notre ensemble Fn d'après la propriété 13.

Une fois la 
ontrainte serrée, les ar
s selon le matroïde de degréMk, seront 
onstruit systéma-

tiquement à partir des arêtes Eo qui n'ont pas été pris vers 
eux qui ont été pris dans Fn, et qui

possèdent un 
oût ck identique. L'algorithme pour 
réer les ar
s d'un élément e est résumé dans le
pseudo-
ode 6. Sa 
omplexité est donnée par O(k) (nombre d'arêtes de Eo prises dans Fn à tester).

D'autre part, les ar
s deMg seront 
onstruits à partir des arêtes Fn in
luses dans Eo (d'après
2), vers 
elles qui doivent être retirées pour ne pas former de 
y
le. L'algorithme pour 
réer les

ar
s d'un élément e est résumé dans le pseudo-
ode 7. Sa 
omplexité est donnée par O(|E|) (test
des |E| arêtes qui peuvent re
réer une 
omposante 
onnexe a
y
lique �stigme).

On remarque alors qu'une fois la 
ontrainte serrée l'ensemble des arêtes Eo ∩ Fn vont former

une sorte de "hub" par lequel d'éventuels 
hemin vont passer. Il nous su�t don
 de 
réer pour


haque élément Eo ∩ Fn l'ensemble E+(e) des arêtes "prédé
esseurs", et E−(e) l'ensemble des
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"su

esseurs".

Reprenons à présent l'algorithme prin
ipal, et 
e qu'il devient dans 8. Nous devons ajouter un

élément tant que 
ela est possible (répétition des étapes de 3 à 19). On re
her
he les éléments de


oûts minimaux selon le matroïde Mg qui peuvent être ajoutés sans générer de 
y
le (étape 3).

Nous déterminons l'ensemble des éléments de 
oûts minimaux selon le matroïdeMk qui peuvent

être ajoutés sans violer la 
ontrainte de degré (étape 4). Il s'agit soit de E (
ontrainte non serrée)

soit de E − Eo (
ontrainte serrée).

S'il existe un élément de l'interse
tion de 
es deux ensemble (étape 5), nous l'ajoutons (étape

6 et 7).

Si par 
ontre 
ette interse
tion est nulle, alors nous 
onstruisons le graphe G = (E,A) à l'aide
des algorithmes 7 et 6, pour 
haque élément de Fn appartenant à Eo (étape 9). Nous 
her
hons

ensuite l'ensemble des arêtes qui peuvent être atteinte depuis l'ensemble des éléments de 
oûts

minimum selon le matroïde Mg (étape 10). Si nous pouvons 
réer un 
hemin vers un élément de

E − CLk, alors on e�e
tue la transformation pour ajouter l'élément (di�éren
e symétrique de

Fn ave
 le 
hemin p) (étape 12). Sinon on "bas
ule" une partie des 
oûts de l'ensemble atteint,

entre les deux matroïdes de façon à "pénaliser" le 
hoix du matroïde graphiqueMg sur 
es arêtes

(étapes 14 et 15). Ce di�érentiel δ est 
al
ulé à partir des algorithmes 7 et 6 
omme le di�érentiel
de 
oût (
oût de l'arête d'arrivée moins le 
oût de l'arête de départ) des ar
s divergents de

H tels qu'ils auraient pu être 
réés par l'algorithme de 
onstru
tion d'ar
s sans la


ontrainte d'égalité de 
oût (étape 13). Le le
teur pourra remarquer le lien ave
 la notion de

valeur de variable duale asso
iée aux 
ontrainte d'a
y
li
ité et de degré k.

Théorème 15. Notre algorithme possède une 
omplexité de O(|E|.log(|E|) + (|E| − k).k.|E|).

Démonstration. La 
omplexité de 
et algorithme peut être 
al
ulé 
omme suit. Nous savons que

nous devrons 
al
uler le(s) meilleurs éléments à ajouter e pour 
haque matroïdes. La 
omplexité
minimale entre les deux matroïdes est don
 O(|E|log(|E|)).

Ensuite nous devrons ensuite éventuellement 
réer le graphe G = (E,A) au plus t�t après k
itérations. Cette 
onstru
tion né
essite k appels pour 
haque arête e ∈ Eo ∩ Fn. On a don
 une


omplexité totale pour la 
réation du graphe de O(k.|E|), donnée par la 
omplexité maximale de
l'algorithme 7. Le plus 
ourt 
hemin par une méthode de breadth-�rst sear
h peut être e�e
tuée

en O(|E|), mais 
ette 
omplexité est déjà dominée par la 
onstru
tion des ar
s. En�n, 
omme il

restera au plus |E| − k éléments à ajouter, soit autant d'itérations à faire, nous obtenons notre


omplexité de O(|E|.log(|E|) + (|E| − k).k.|E|).

Remarque 3. Nous remarquons que pour les 
as parti
uliers k = 0 ou k = |E|, nous retrouvons
la 
omplexité de l'algorithme de Kruskal. Le premier 
as réduit tout simplement le problème ave


un n÷ud en moins, et le se
ond est une relaxation impli
ite de la 
ontrainte de degré.

2.6 Exemple

Nous présentons i
i le déroulement de l'algorithme sur un exemple simple. L'instan
e est re-

présentée dans la �gure 2.3. La première phase 
onsiste à appliquer l'algorithme de Kruskal tant

qu'il existe un élément d'interse
tion de Ek et Eg.
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Ce
i nous amène à la situation dé
rite par la �gure 2.4. L'ensemble Fn est représenté par les

arêtes pleines. Eg est i
i le singleton de l'arête la moins 
oûteuse qui respe
te l'a
y
li
ité, repré-

sentée en bleu. Ek, représenté en rouge, est l'ensemble des arêtes non 
omprises ni dans CLk,

ni dans Fn, et qui sont toutes de 
oût minimal : (ab) et (bc). Puisque l'ensemble est disjoint,

nous devons 
réer le graphe orienté G = (E,A) des "permutations". Nous 
onstruisons alors les
ar
s du graphe G(E,A) pour le matroïde Mk qui sont représentés en rouge. Les ar
s du graphe

G = (E,A) pour le matroïde Mg sont, eux, représentés en bleu.

Nous remarquons qu'il existe alors un 
hemin possible (représenté en vert sur la �gure 2.5)

qui relie un élément de Eg à Ek.

Nous e�e
tuons la transformation de notre ensemble a�n de 
onstruire Fn+1, il s'agit de la

di�éren
e symétrique ave
 le 
hemin 
hoisi. La �gure 2.6 représente l'état de Fn après modi�
a-

tions par le 
hemin. On remarque que l'ar
 (ob), bien qu'intéressant en terme de 
oût, est partie

intégrante de la fermeture des deux Matroïdes selon Fn.

A nouveau, les ensembles Eg et Ek sont disjoints, nous devons don
 
onstruire le graphe

G = (E,A), 
omme nous le montre la �gure 2.7.

Nous remarquons 
ette fois que l'ensemble des arêtes atteignables depuis Eg dans le graphe

G = (E,A), n'atteint au
un élément de Ek. La �gure 2.8 nous montre les éléments atteignables

H (en vert), et les ar
s de G = (E,A) qui auraient pu être 
réés sans la 
ontrainte de 
oût, et qui

divergent de H . Le minimum de di�érentiel δ 
orrespond i
i au di�érentiel de l'ar
 "potentiel"

reliant (oc) à (ab), qui est de 1.

Nous mettons à jour les 
oûts (�gure 2.9). Il s'agit d'augmenter les 
oûts du matroïde Mg

par δ sur les éléments atteignables, et réduire d'autant les 
oûts du matroïde Mk sur 
e même

ensemble. Nous remarquons que les ensembles Ek et Eg sont toujours disjoints.

Nous 
onstruisons le graphe G = (E,A), il n'existe toujours pas de 
hemin de Eg vers Ek

(�gure 2.10). Nous devons don
 modi�er les 
oûts des arêtes vertes 2.11, 
e δ est 
al
ulé à partir
de l'ar
 en bleu. Ce qui nous permettra de 
onstruire le 
hemin atteignant 
et ar
 immédiatement

à l'itération suivante.

Nous avons obtenu le rang du matroïde Mg (et par hasard, 
elui de Mk également), l'algo-

rithme est terminé (�gure 2.12). La solution optimale possède un 
oût de 14.

2.7 Cas parti
uliers

Dans le 
as où le 
oût d'installation pour 
haque 
a
he/serveur est identique, on pourra re-

marquer simplement que la pénalité/bonus δ qui sera appliqué(e) 
on
ernera né
essairement tout
l'ensemble CLk, lorsque la 
ontrainte deg(o) ≤ k sera serrée (puisqu'ils seront tous 
ompris dans
Eg), et 
e pour toute étape de l'algorithme.

Nous pourrions également regarder le problème de lo
alisation de k 
a
hes, où le nombre

de 
a
hes à installer doit être exa
tement de k (deg(o) = k). Une méthode pour résoudre le

problème est alors d'imputer −M à toutes les arêtes (oi), i ∈ V − {o}, ave
 M = max
e∈Eo

c(e). Il
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Figure 2.3 � Graphe sur lequel on doit trouver un arbre 
ouvrant de poids minimum, ave
 une


ontrainte sur le degré o.


onviendra alors d'ajouter k.M au 
oût de la solution optimale qui est extraite.

Con
lusion

Nous avons étudié i
i le problème de lo
alisation de k serveurs et de liens dans un réseau

de distribution de 
ontenus. Nous avons montré qu'ave
 des hypothèses de 
oûts intensifs, nous

pouvions formuler 
e problème 
omme un arbre 
ouvrant de poids minimal, ave
 
ontrainte sur le

degré d'un sommet. Nous avons alors 
ara
térisé la di�
ulté de notre problème en montrant qu'il

s'assimilait à l'interse
tion de deux matroïdes, et que par 
onséquent, il pouvait être résolu par un

algorithme fortement polynomial. Nous avons ensuite étudié en détail quelles étaient les propriétés

parti
ulières de notre problème qui pourraient réduire la 
omplexité théorique du 
as général. Ce
i

nous à permis d'extraire un algorithme fortement polynomial en O(|E|.log(|E|)+(|E|−k).k.|E|)
pour résoudre le problème de lo
alisation de k serveurs à moindre 
oût.

Comme nous l'avions déjà évoqué au 
hapitre 1, 
e type de modèles n'est pas satisfaisant

dans le 
adre de la lo
alisation de 
a
hes transparents, pour les raisons évoquées dans le 
hapitre

pré
édent, il reste 
ependant pertinent dans la 
as d'un déploiement d'un réseau total de CDN

où au
une infrastru
ture n'a été installée. Ce
i n'est pas notre 
as.

Dans le 
hapitre 1, nous avions présenté parti
ulièrement deux appro
hes de programmation

dynamique pour résoudre des problèmes de lo
alisation de dispositifs dans les arbores
en
es.

Dans la première, le hit ratio d'un 
a
he est 
onsidéré 
omme 
onstant, 
e qui n'est pas une

hypothèse satisfaisante dans la pratique.

Dans la se
onde appro
he, une pré
ision est donnée aux types de 
ontenus des dispositifs, et

les �ots peuvent être répliqués (
e qui en fait une grandeur intensive, ou "multi-
ast"). Cette

hypothèse est dis
utable surtout dans le 
ontexte étudié (vidéo à la demande). De plus, dans


e problème le 
ontenu du serveur est une variable de dé
ision tandis que pour un 
a
he, 
e
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Figure 2.4 � Création du graphe des "permutations" G = (E,A).


omportement est 
ontraint.

Ces appro
hes restent extrêmement intéressantes, 
ar elles 
onsidèrent la programmation

dynamique sous des points de vue sensiblement di�érents. Notre étude va 
onsister à produire

une nouvelle appro
he en s'inspirant de 
es deux paradigmes, dans le but de traiter e�
a
ement

des problèmes de lo
alisation génériques et di�
iles.
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Figure 2.5 � Chemin possible reliant un élément de Eg à Ek.
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Figure 2.6 � Nouvel ensemble Fn.
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Algorithm 5 Algorithme d'interse
tion de deux matroïdes

Require: M1 = (E,F1), M2 = (E,F2), G = (V,E) et fon
tion de 
oût c : E → R

Ensure: Fn∗ ensemble indépendant de 
ardinalité n, de poids maximal
1: n← 0, F0 ← ∅, c2(e)← c(e), c1(e)← 0, ∀e ∈ E
2: while n < rg(M1) et n < rg(M2) do
3: for all i : 1 et 2 do
4: mi ← max{ci(e), e ∈ E−cli(Fn)} détermination de la valeur maximale c(e) de l'élément

non en
ore introduit, tel que Fn ∪ {e} ∈ Fi (légal selon la famille i)
5: Ei ← {e ∈ E − cli(Fn), c(e) = mi} ensemble des éléments e tels que Fn ∪ {e} ∈ Fi, de

valeur mi (valeur maximale)

6: end for

7: Création de G = (E,A) graphe orienté, A← ∅
8: A ← A ∪ {(xy), x ∈ cl1(Fn) − Fn, y ∈ S1(x, Fn) ∩ Fn, c1(x) = c1(y)} Dans le matroïde

1 ; ar
s 
réés depuis 
haque élément du 
omplémentaire de Fn dans la fermeture, vers

l'ensemble des éléments du stigme qu'il induit dans Fn, si le 
oût de l'élément de départ

est identique au 
oût de l'élément d'arrivée

9: A ← A ∪ {(xy), y ∈ cl2(Fn) − Fn, x ∈ S2(y, Fn) ∩ Fn, c2(x) = c2(y)} Dans le matroïde 2 ;
ar
s 
réés vers 
haque élément de l'ensemble du 
omplémentaire de Fn dans la fermeture,

depuis l'ensemble des éléments du stigme qu'il induit dans Fn, si le 
oût de l'élément de

départ est identique au 
oût de l'élément d'arrivée.

10: H : ensemble des sommets de G = (E,A) atteignables depuis E2

11: if H ∩ E1 6= ∅ then
12: Déterminer le plus 
ourt 
hemin P ∈ H au sens des sommets de G = (E,A) qui relie un

élément de E2 à E1

13: Fn+1 ← Fn∆P Création de Fn+1, par l'ajout de l'élément e2 de E2, et la modi�
ation

neutre (en terme de 
oûts) qu'il induit sur Fk pour les deux matroïdes.

14: n← n+ 1
15: else

16: δcl1 ← min{c1(y)−c1(x), x ∈ (cl1(Fn)∩H)−Fn, y ∈ (S1(x, Fn)∩Fn)−H} Le minimum
de di�érentiel de 
oût 
réé par les ar
s "potentiels" internes à la fermeture 1 ; et qui

divergent de H
17: δ1 ← min{m1 − c1(x), x ∈ (E − cl1(Fn))∩H} minimum de di�érentiel de 
oût entre les

ar
s "potentiels" externes à la fermeture et qui divergent de H
18: δcl2 ← min{c2(x) − c2(y), y ∈ cl2(Fn) − Fn −H,x ∈ S2(x, Fn) ∩ Fn ∩H} Le minimum

de di�érentiel de 
oût entre les ar
s "potentiels" internes à la fermeture 2 ; qui divergent

de H
19: δ2 ← min{m2 − c2(y), y ∈ (E − cl2(Fn)) − H} minimum de di�érentiel de 
oût entre

entre les ar
s "potentiels" externes à la fermeture et qui divergent de H
20: δ ← min{δH1, δ1, δH2, δ2}
21: for all e ∈ H do

22: c1(e)← c1(e) + δ
23: c2(e)← c2(e)− δ
24: end for

25: end if

26: end while
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Algorithm 6 Ensemble E+(e) des arêtes prédé
esseurs de e

Require: G = (V,E) ck(e)∀Eo
Ensure: E+(e) ensemble des arêtes prédé
esseurs de e
1: E+(e)← ∅
2: for all e′ ∈ Eo ∩ Fn do

3: if ck(e) = ck(e
′) then

4: E+(e)← E+(oj) ∪ {e′}
5: end if

6: end for

Algorithm 7 Ensemble E−(e) des arêtes su

esseurs de e

Require: G = (V,E) ck(e)∀e ∈ E
Ensure: E−(e) ensemble des arêtes su

esseurs de e
1: E−(e)← ∅
2: for all e′E tels que Fn ∪ {e′} 
ontient un 
y
le et Fn −{e}∪ {e′} n'en 
ontient pas (stigme)

do

3: if ck(e) = ck(e
′) then

4: E−(e)← E−(e) ∪ {e′}
5: end if

6: end for

Algorithm 8 Arbre 
ouvrant de poids minimum, ave
 deg(o) ≤ k
Require: G = (V,E) et fon
tion de 
oût c : E → R+

Ensure: Arbre 
ouvrant de poids minimal, ave
 deg(o) ≤ k (si réalisable)

1: n← 0, F0 ← ∅, cg(e)← c(e), ck(e)← 0, ∀e ∈ E
2: while E − clg(Fn) 6= ∅ et E − clk(Fn) 6= ∅ do
3: trouver les éléments Eg ⊂ E de 
oût minimums cg(e) à ajouter à Fn tel que 
ela ne forme

pas de 
y
le

4: trouver les éléments de Ek qui peuvent être ajoutés : il s'agit soit de E (
ontrainte de degré

non serrée) ou de E − Eo (
ontrainte serrée)

5: if Eg ∩ Ek 6= ∅ then

6: Fn+1 ← Fn ∪ {e∗} pour un e∗ ∈ Eg ∩ Ek

7: n← n+ 1
8: else

9: Construire G = (E,A) pour 
haque e ∈ Eo ∩ Fn à l'aide des algorithmes 7 et 6

10: Trouver l'ensemble H des arêtes atteintes depuis Eg

11: if ∃e∗ ∈ H ∩ E − CLk par le 
hemin p then
12: Fn+1← Fn∆p di�éren
e symétrique
13: n← n+ 1
14: else

15: Cal
uler δ
16: ck(e)← ck(e)− δ, ∀H
17: cg(e)← cg(e) + δ, ∀H
18: end if

19: end if

20: end while
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Figure 2.7 � Création du graphe G = (E,A).
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Figure 2.8 � Cal
ul de δ.
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Figure 2.9 � Modi�
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Chapitre 3

Lo
alisation de 
a
hes hiérar
hiques

dans une arbores
en
e, à hit ratio

variable

Introdu
tion

Les programmes dynamiques peuvent permettre de dé
omposer polynomialement 
ertains

problèmes dans les arbores
en
es, tels que la lo
alisation de serveurs et/ou de 
ontenus ([68℄,[98℄

et [61℄. Cependant 
es appro
hes de programmation dynamique polynomiales imposent des hy-

pothèses trop simpli�
atri
es pour notre problème, et qui de sur
roît, ne prennent pas en 
ompte

le 
omportement réel d'un 
a
he, notamment au niveau de son 
ontenu. Il est également possible

d'étendre 
es algorithmes pour résoudre des problèmes plus di�
iles au prix d'une 
omplexité

plus élevée ([72℄). A l'inverse, 
ette appro
he plus souple qui permet de prendre en 
ompte

d'autres 
ontraintes est, en pratique peu performante. Nous motivons i
i l'idée d'appréhender


e paradigme d'une autre façon, qui sera à la fois e�
a
e et fa
ilement adaptable à d'autres

problématiques de lo
alisation (prin
ipalement dans les arbores
en
es).

L'hypothèse de hit ratio 
onstant dans un problème de lo
alisation de 
a
hes est peu réaliste

pour deux raisons. La première est qu'en réalité le hit ratio d'un 
a
he dépend prin
ipalement

de la distribution de la popularité et de la taille de sa mémoire, 
omme nous le montre expéri-

mentalement [105℄, dans la �gure 3.1
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Figure 3.1 � Deux 
ourbes expérimentales donnant le hit ratio, en fon
tion des politiques de

rempla
ements, de la taille du 
a
he, mesuré sur du tra�
 de vidéo à la demande (à gau
he), et

du tra�
 "Web streaming" (à droite).

La se
onde raison est qu'il est impossible d'estimer le 
omportement de 
a
hes su

essifs

dans une hiérar
hie puisque, 
omme on l'a vu, le modèle nous 
ontraint à séparer les données (et

les requêtes 
orrespondantes) "
a
hables" et non "
a
hables". L'appro
he donnée par [72℄, est


entrée sur des 
lasses de 
ontenus. Les limites d'une telle méthode par rapport à notre problème

résident tout d'abord dans le mode de transmission. L'hypothèse de "multi-
ast" suppose une

simultanéité des demandes, 
e qui est faux dans notre 
as. De plus, il est possible d'optimiser

le pla
ement de 
ontenus, qui dans le 
as de 
a
hes n'est pas un 
hoix, mais un 
omportement


ontraint. Nous allons à présent introduire des variables de 
ontenus pour nos 
a
hes, 
e qui

nous permettra de 
onnaitre en 
haque n÷ud sur lequel se trouve un 
a
he, la valeur suivante

∑

n∈Nt

xn.Dn,t. Nous pourrons dès lors 
onnaitre la satisfa
tion des demandes Dn,t si la 
lasse de


ontenu n est présente, et don
 de déduire le hit ratio déjà dé�ni par (dé�nition 3) :

HR(t) =

∑

n∈Nt

xn.Dn,t

∑

n∈Nt

Dn,t

La distribution de popularité par type de 
ontenus est i
i une donnée d'entrée du problème,

qui s'appuie sur des estimations statistiques. Plus pré
isément, nous nous 
on
entrerons sur le

moment où la demande est la plus forte (le pi
). C'est en e�et 
ette référen
e qui est généralement

utilisée pour permettre de 
onstruire un réseau ; 
'est pourquoi dans le domaine des télé
ommu-

ni
ations on le 
ara
térise 
omme "dimensionnant". Nous regrouperons ensuite 
es 
ontenus en

un nombre N de 
lasses de 
ontenus, suivant un 
ritère de popularité, et en nous assurant que la

taille mémoire de 
haque 
lasse de 
ontenus est similaire (la somme des volumes des 
ontenus de

la 
lasse). Une manière simple de 
hoisir 
e nombre N est de faire 
orrespondre la taille de 
es

groupes ave
 la 
apa
ité mémoire des 
a
hes. Ce
i est parti
ulièrement intéressant puisque 
ela

permet d'exprimer la 
apa
ité d'un 
a
he uniquement par le nombre de 
lasses qu'il peut 
ontenir.

Nous 
onsidérerons que la période 
hoisie est représentative du pi
, et qu'elle se trouve dans

un régime permanent. Cette hypothèse ne prend pas en 
ompte les e�ets transitoires (mé
anismes

de rempla
ement, 
orrélation temporelles durant la période, bruit, et
...). Cependant le point de
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vue ma
ros
opique du modèle (agrégation des 
ontenus par 
lasse, des
ription non nominative

des �
hiers), est moins sensible et absorbe en partie 
es e�ets lo
aux.

0.42

0.3

0.12

0.08

P

N1 2 3 4 5

Figure 3.2 � Un exemple de distribution de popularité, que l'on peut assimiler à la distribution

des probabilités de demande des 
lasses de �
hiers, segmentée en 5 
lasses de 
ontenus.

3.1 Mesure de la demande et de l'espéran
e

Dé�nition 10. Nous dé�nissons l'ensemble des 
hoix de 
lasses �
hiers possibles Ω = [[1;N ]].
Soit la variable aléatoire X de Ω vers RN

. La loi de probabilité de X asso
iée est notée PX .

En�n la probabilité qu'un �
hier n soit objet d'une demande 
lient est notée PX({n}) que nous

ra

our
irons en pn.

Nous pourrons alors dé�nir un �ux moyen de demandes, résultant de l'espéran
e de la variable

aléatoire X .

Dé�nition 11. En appelant la taille Tn du �
hier n. Le résultat de l'expérien
e X({n}) est le
ve
teur :

X({n}) =
{

0 ∀n′ ∈ N \ {n}
Tn sinon.

Nous pourrons alors dé�nir l'espéran
e suivante :

Dé�nition 12. L'espéran
e générale de la variable X est dé�nie par le ve
teur :

E(X) = X({n}).PX({n}) = (T1.p1, ..., Tn.pn)

Pour un n÷ud i, nous pré
isons alors l'espéran
e en 
onsidérant également la population de


lients Di en 
e n÷ud.

Dé�nition 13. En 
onsidérant une population de 
lients Di au n÷ud i, l'espéran
e Ei(X)
(abrégée en Ei) de la variable aléatoire de X sur tous les 
lients au n÷ud i est donnée par :

Ei = (Ei,1 = T1.p1.Di, ..., Ei,n = Tn.pn.Di)

Dans le 
adre d'une arbores
en
e, les requêtes non satisfaites par un �ls, seront reformulées

à son n÷ud père. Cela signi�e que l'on doit distinguer l'espéran
e de tra�
 de la population

d'un n÷ud i et l'espéran
e globale de mesurée sur la sous-arbores
en
e T i
induite par la n÷ud i

(
omprenant don
 la ra
ine i). L'espéran
e de �ux/demande nous est alors donnée par la relation
suivante :
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Proposition 16. L'espéran
e ET i,n mesurée sur toute la sous-arbores
en
e induite par i pour
le 
ontenu n selon les espéran
es ET j ,n des sous-arbores
en
es de ses �ls j ∈ δ+(i) est donnée
par la relation suivante :

ET i,n =
∑

j∈δ+(i)

Eτj ,n + E(i, n)

Démonstration. Soient pi,n et les pT j ,n, ∀j ∈ δ+(i) respe
tivement les probabilités du n÷ud i et
de toutes les sous-arbores
en
es induites par j ∈ δ+(i) de requérir le 
ontenu n. Les espéran
es
sont respe
tivement Ei,n = Tn.Di.pi,n et ET j ,n = Tn.DT j .pT j ,n. L'espéran
e est un opérateur

linéaire, et les variables étant dé�nies sur le même espa
e probabiliste, on a :

ET i,n = Tn.Di.pi,n +
∑

j∈δ+(i)

Tn.DT j .pT j ,n, ∀n ∈ N

Soit :

ET i,n =
∑

j∈δ+(i)

Eτj ,n + E(i, n)

Plus généralement, si un 
a
he est présent au n÷ud i, et si 
elui-
i possède la 
lasse de


ontenus n (xi,n = 1), la totalité de 
ette demande sera absorbée, modi�ant don
 l'espéran
e

globale sur toute la sous-arbores
en
e de ra
ine i.

Proposition 17. Soit l'espéran
e ET i,nmesurée sur toute la sous-arbores
en
e induite par i
pour le 
ontenu n selon les espéran
es ET j ,n des sous-arbores
en
es de ses �ls j ∈ δ+(i). En

onsidérant la variable xi,n de pla
ement de la 
lasse de 
ontenu n en i,

ET i,n = (1 − xi,n).(
∑

j∈δ+(i)

Eτj ,n + E(i, n))

Démonstration. Lorsqu'un 
a
he est pla
é au n÷ud i et possède le 
ontenu n, la probabilité de

requête n de toute l'arbores
en
e de ra
ine i tombe à 0, quelque soit la distribution de popularité
de T i

. L'espéran
e est don
 nulle également.

Puisqu'à 
haque requête formulée en amont est asso
ié un �ot de 
ontenu asso
ié en aval,

nous assimilerons dorénavant 
ette espéran
e à un �ot (ou une espéran
e de �ot). Nous allons à

présenter un modèle de lo
alisation de 
a
hes transparents.

3.2 Modèle de lo
alisation de 
a
hes

Nous rappelons à nouveau que T = (V ,A) désigne le graphe arbores
ent de ra
ine o, le serveur

entral. Les 
oûts des ar
s in
ident à i ∈ V sont notés wi. Par 
onvention wo = 0. Nous ajoutons
également une 
apa
ité d'ar
 ci, ∀i ∈ V , qui représente une limitation de débit sur l'ar
 in
ident

à i. Dans le 
adre d'un tra�
 élastique, 
'est-à-dire lorsque les requêtes peuvent être satisfaites

plus tard pour 
ause de 
ongestion, 
e terme dé�nit alors une limite de 
ongestion imposée, alors

que dans le 
as d'un tra�
 non élastique (ou "
ir
uit"), 
ette limitation est uniquement le débit

supporté par le lien physique. La 
apa
ité mémoire d'un 
a
he, modélisée par un nombre de


lasses, sera notée Cm, tandis que son 
oût sera noté Cc. En�n, pour 
haque n÷ud, le nombre

de 
lients sera noté Di. La probabilité qu'une 
lasse de 
ontenus soit l'objet d'une demande au
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n÷ud i est notée pi,n, ∀i ∈ V, ∀n ∈ N . La taille d'un �
hier moyen Tf sera 
ommune à 
haque


lasse de 
ontenus.

Pour dé
rire notre modèle nous utilisons les variables suivantes :

1. yi : la variable de dé
ision binaire de valeur 1 si un 
a
he est installé au n÷ud i, 0 sinon.

2. xi,n : la variable de dé
ision binaire de valeur 1 si le 
a
he installé au n÷ud i 
ontient la

lasse de 
ontenus n.

3. fi,n : la variable qui représente le �ux de 
ontenus in
ident à i. Il est alors de valeur égale
à l'espéran
e ET i,n (selon la relation 3.1) de demandes formulées sur toute l'arbores
en
e

de ra
ine i.

4. Fi,n : la variable qui représente la mesure de l'espéran
e avant inter
eption éventuelle d'un


a
he
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


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




















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



















min
∑

i∈V

Cc.yi +
∑

n∈N

∑

i∈V

wifi,n (3.1)

∑

n∈N

xi,n ≤ Cm.yi, ∀i ∈ V (3.2)

fi,n = (1− xi,n).Fi,n, ∀i ∈ V, ∀n ∈ N (3.3)

∑

n∈N

fi,n ≤ ci, ∀i ∈ V (3.4)

Fi,n =
∑

j∈δ+(i)

fj,n +Di.Tf .pi,n, ∀i ∈ V, ∀n ∈ N (3.5)

xi,n, yi ∈ {0, 1}, fi,n ≥ 0, i ∈ V, n ∈ N (3.6)

L'obje
tif (3.1) 
onsiste à minimiser le 
oût du déploiement de l'ar
hite
ture, 
omposé à la

fois de 
oût d'installation de 
a
hes et de la 
onsommation moyenne de la bande passante sur les

liens. La première 
ontrainte (3.2), dé
rit la limitation mémoire qu'impose la 
on�guration du


a
he. Puisque les 
lasses ont été 
onstruites en fon
tion de la taille mémoire du 
a
he, 
elle-
i ne

s'exprime plus qu'en nombre de 
lasses. La deuxième 
ontrainte (3.3) dé�nie l'espéran
e mathé-

matique selon les espéran
es des n÷uds �ls 
omme expli
ité par la proposition 3.1. La 
ontrainte

(3.4) est une limitation ci en terme de volume de tra�
. En�n la 
ontrainte (3.5) introduit une

mesure de l'espéran
e avant une éventuelle inter
eption de tout dispositif de 
a
he.

Dans 
e modèle, les 
a
hes se 
omportent 
omme des serveurs, 
ar leurs 
ontenus ne sont

pas 
ontraints et demeurent don
 des variables à optimiser 
onjointement ave
 le pla
ement.

Nous avons déjà vu que les politiques de rempla
ement des 
a
hes ont toutes pour but de se

rappro
her de la politique optimale (MIN/ora
le), qui elle-même vise à 
ontenir à 
haque mo-

ment, les �
hiers les plus populaires. En oubliant l'e�et transitoire qu'impliquent les algorithmes

de rempla
ement et les perturbations dynamiques, nous ajoutons une hypothèse de régime sta-

tionnaire en 
onsidérant que le 
a
he 
ontient les �
hiers les plus populaires, selon la mesure qui

en est faite sur son n÷ud. Pour la prendre en 
ompte, nous ajoutons don
 la 
ontrainte suivante :

(xi,n − xi,n′)(Fi,n − Fi,n′) ≥ 0, ∀(n, n′) ∈ N2, ∀i ∈ V (3.7)
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La 
ontrainte se 
omporte alors 
omme suit ; si le 
ontenu n est plus populaire que le 
ontenu

n′
(la relation d'ordre est e�e
tuée sur la mesure de l'espéran
e mathématique sur la sous-

arbores
en
e globale), 
ela 
ontraindra le 
ontenu n à être automatiquement 
ontenu si le 
ontenu
k′ l'est aussi. De manière symétrique si le 
ontenu n est présent et le 
ontenu n′

ne l'est pas,


'est que la popularité de n soit être supérieur à n′
. Si les deux 
ontenus k et k′ sont présents,

alors le 
ontrainte est relâ
hée. Le modèle 
omplet "Lo
alisation de 
a
hes dans une arbores
en
e

(LCA)" devient :
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

min
∑

i∈V

Cc.yi +
∑

n∈N

∑

i∈V

wifi,n (3.8)

∑

n∈N

xi,n ≤ Cm.yi, ∀i ∈ V (3.9)

fi,n = (1− xi,n).Fi,n, ∀i ∈ V, ∀n ∈ N (3.10)

∑

n∈N

fi,n ≤ ci, ∀i ∈ V (3.11)

(xi,n − xi,n′)(Fi,n − Fi,n′) ≥ 0, ∀(n, n′) ∈ N2, ∀i ∈ V (3.12)

Fi,n =
∑

j∈δ+(i)

fj,n +Di.Tf .pi,n, ∀i ∈ V, ∀n ∈ N (3.13)

xi,n, yi ∈ {0, 1}, fi,n ≥ 0, i ∈ V, n ∈ N (3.14)

Notons que 
e modèle n'est pas linéaire (
ontraintes 3.10 et 3.12 ). Si des méthodes élaborées

permettent de résoudre 
e type de problème, nous présenterons i
i une méthode de linéarisation

"
lassique". On peut e�e
tuer la première linéarisation (3.10) :

(1− xi,n).
∑

j∈T i

Dj.Tf .pj,n ≥ fi,n ≥ Fi,n − xi,n.
∑

j∈T i

Dj .Tf .pj,n, ∀i ∈ V, ∀n ∈ N (3.15)

et

∑

j∈δ+(i)

fj,n + (1− xi,n).Di.Tf .pi,n ≥ fi,n, ∀i ∈ V, ∀n ∈ N (3.16)

Ave
 T i ⊂ V , les n÷uds présents dans tout le sous-arbre de ra
ine i.

Si xi,n = 1 alors fi,n = 0 puisque fi,n ≥ 0. Si, en revan
he, xi,n = 0, alors fi,n sera en
adrée

par les deux équations pré
édentes imposant don
 fi,n =
∑

j∈δ+(i)

fj,n +Di.Tf .pi,n.

Les 
ontraintes (3.12) peuvent, quant à elles, être linéarisées 
omme suit :

En dé�nissant un "grand M" 
omme suit :

Mi,n,n′ = max
n,n′

(
∑

j∈T i

Dj.Tf .pj,n) (3.17)

Fi,n − Fi,n′ ≥ (xi,n − xi,n′ − 1).Mi,n,n′ , ∀(n, n′) ∈ N2, ∀i ∈ V (3.18)

60



LCA







































































































min
∑

i∈V

Cc.yi +
∑

n∈N

∑

i∈V

wifi,n (3.19)

∑

n∈N

xi,n ≤ Cm.yi, ∀i ∈ V (3.20)

fi,n ≥ Fi,n − xi,n.
∑

j∈T i

Dj .Tf .pj,n, ∀i ∈ V, ∀n ∈ N (3.21)

fi,n ≤ Fi,n, ∀i ∈ V, ∀n ∈ N (3.22)

∑

n∈N

fi,n ≤ ci, ∀i ∈ V (3.23)

Fi,n − Fi,n′ ≥ (xi,n − xi,n′ − 1).Mi,n,n′ , ∀(n, n′) ∈ N2, ∀i ∈ V (3.24)

Fi,n =
∑

j∈δ+(i)

fj,n +Di.Tf .pi,n, ∀i ∈ V, ∀n ∈ N (3.25)

xi,n, yi ∈ {0, 1}, fi,n ≥ 0, i ∈ V, n ∈ N (3.26)

3.3 Dé�nitions, notations et propriétés

Il est intéressant d'observer que la règle de préféren
e (
ontraintes (3.24)) ne 
onstitue pas une

inégalité valide du problème de lo
alisation de serveurs et de 
ontenus. Ainsi le 
omportement

qui induit de 
ontenir et d'inter
epter la 
lasse de �
hiers la plus populaire ne 
onstitue pas né-


essairement la stratégie optimale en terme de 
oût de la fon
tion obje
tif. Pour s'en 
onvain
re,

il su�t d'observer la �gure 3.3.

En supposant que la taille mémoire du 
a
he n'est 
apable de 
ontenir qu'une seule 
lasse

de 
ontenu, et que son 
oût est nul : nous exhibons sur la �gure 3.3 la solution optimale en

relâ
hant la 
ontrainte de préféren
e. Le 
oût la de solution est donné par la somme des �ux

moyens sur 
haque lien multiplié par le 
oût linéaire de transmission 
orrespondant. Nous ob-

tenons don
 des �ux fb,1 = (1 − xb,1).pb,1.Db = 0.66 et fb,2 = (1 − xb,1)pb,2.Db = 0 de


oûts de transmission unitaire égal à 1, et des �ux fa,1 = (1 − xa,1).(pa,1.Da + fb,1) = 0 et

fa,2 = (1 − xa,2).(pa,2.Da + fb,2) = 9 × 0.33 = 2.97 ave
 un 
oût de transmission linéaire égal à

10 : la somme nous donne un 
oût de 30.36.

Au 
ontraire nous exhibons sur la �gure 3.4 la solution optimale ave
 la 
ontrainte (3.24)

�
ontrainte de préféren
e. Le 
oût de la solution est donné par la somme des �ux moyens sur


haque lien multiplié par le 
oût linéaire de transmission 
orrespondant. Nous obtenons don
 des

�ux fb,1 = (1− xb,1).pb,1.Db = 0 et fb,2 = (1− xb,1)pb,2.Db = 0.33 de 
oûts de transmission uni-

taire égal à 1, et des �ux fa,1 = (1−xa,1).(pa,1.Da+fb,1) = 0 et fa,2 = (1−xa,2).(pa,2.Da+fb,2) =
9× 0.33+ 0.33 = 3.33 ave
 un 
oût de transmission linéaire égal à 10 : la somme nous donne un


oût de 33.63. La di�éren
e majeure ave
 la solution sans 
ontrainte de préféren
e vient du fait

qu'au n÷ud a, le 
oût linéaire de transmission est 
ritique, il est don
 préférable de minimiser le

�ux total à 
et endroit, et 
'est la 
on�guration pré
édente qui le permet.

Nous allons introduire quelques dé�nitions supplémentaire :

Dé�nition 14. Nous appelons yT i ∈ {0, 1}|T
i|
le ve
teur de lo
alisation de 
a
hes dans la sous-

arbores
en
e T i
, de ra
ine i � n÷ud i 
ompris. Par extension yi est alors la valeur parti
ulière
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Coût transmission = 29.7 + 0.66 = 30.36
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0  - 100 %

66 - 33 %

Mesure :

69 - 31 %

Mesure :

Figure 3.3 � Stratégie optimale de pla
ement de 
ontenus.

en i du même ve
teur. L'ordre utilisé est un ordre lexi
ographique : un n÷ud de profondeur

supérieure aura toujours un indi
e de valeur supérieure.

Dé�nition 15. Nous appelons YT i l'ensemble des ve
teurs de lo
alisation de 
a
he du sous-arbre

T i
de ra
ine i. Il est dé�ni 
omme :

YT i ∈ {0, 1}T
i

(3.27)

Dé�nition 16. Soit I(F, n, Cm) la fon
tion qui vaut 1 si la 
lasse de 
ontenus n est parmi les

Cm éléments les plus populaires, selon une 
on�guration de �ux F , et 0 sinon.

Dé�nition 17. Nous utiliserons, fi,y
T i

: le ve
teur qui représente l'espéran
e de �ux fi,n,y
T i

pour 
ha
une des 
lasses n en 
haque n÷ud i, sa
hant les dé
isions yT i
prises dans le sous-arbre

T i
. Il est notamment dé�ni par les relations suivantes :

Fi,y
T i

=
∑

j∈δ+(i)

fj,y
T j + pi.Di.Tf (3.28)

et Fi,yT i ave
 :

fi,n,y
T i

= (1− I(Fi,y
T i
, n, yi.Cm)).(Fi,n,y

T i
), ∀n ∈ N (3.29)

Dé�nition 18. Nous dé�nissons à présent REALT i
, l'ensemble des ve
teurs YT i

réalisables,

dé�nit par :

REALT i = {yT i ∈ {0, 1}T
i

, ||fi,yT i ||1 ≤ ci} (3.30)

Dé�nition 19. Soient deux ve
teurs fi,yT i et fi,y′
T i
. Nous dé�nissons la relation d'ordre :

fi,y
T i

< fi,y′
T i
⇔ fi,n,y

T i
≥ fi,n,y′

T i
, ∀n ∈ N (3.31)
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s

Cache
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Cache
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66 - 33 %
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D=9

D=1
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1

0  - 100 %

F=0.33

F=3.33

Coût transmission = 33.3 + 0.33 = 33.63

66 - 33 %

Mesure :

64 - 36 %

Mesure :

Figure 3.4 � Comportement réel des 
a
hes.

Dé�nition 20. Nous dé�nissons le 
oût C(yT i) d'une solution par :

C(yT i) =
∑

j∈T i

yj.Cc + ||fj,y
T j ||1.wj (3.32)

Dé�nition 21. Soit un ve
teur y+T i . Nous dé�nissons le sous-problème dit "de domination",

suivant :

y∗(y+T i) = arg min
y
T i∈REAL

T 〉

f
i,y

+

T i

<fi,y
T i

C(yT i) (3.33)

Ce problème de domination vise à 
onnaître la solution la moins 
hère sous 
ontraintes de

�ux total maximum, donné par la solution asso
iée au ve
teur y+T i . Le résultat de 
e problème

nous donnera la solution de 
oût minimal selon 
es 
ontraintes.

3.4 Programme dynamique, lo
alisation de 
a
hes au hit

ratio variable dans un réseau arbores
ent

Le modèle linéaire présenté pré
édemment né
essite beau
oup de 
ontraintes et de variables,

et les relaxations o�rent des bornes assez faibles en pratique. Nous allons don
 nous intéresser à

la spé
i�
ité de notre problématique, à savoir que notre graphe est une arbores
en
e. Nous allons

alors tirer parti de 
ette 
ara
téristique en réutilisant des 
on
epts de ré
ursion déjà présentés

pré
édemment, et en les appliquant à notre problème.

Dans [68℄, [98℄ et [61℄, où il s'agit de pla
er des 
a
hes 
apable d'inter
epter totalement un

�ux 
onnu, et dont les liens ne possèdent pas de 
apa
ités, le prin
ipe de ré
ursion permet, étant

donnée une dé
ision prise a priori (à savoir, pla
er ou non un 
a
he au n÷ud 
onsidéré), de
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réer une somme de sous-problèmes devenus indépendants. Appliquer i
i 
e prin
ipe est impos-

sible pour deux raisons majeures.

Tout d'abord il y a les 
ontraintes (3.23) du modèle expli
ité pré
édemment imposent une

réalisabilité de 
apa
ité au n÷ud i. Si l'on peut 
ontraindre la solution à être réalisable (par la

mise en pla
e d'un 
a
he par exemple), on ne garantit plus l'optimalité de la solution retournée,


omme nous le montre l'exemple de la �gure 3.5. La solution (solution irréalisable) qu'un pro-

gramme dynamique de type [98℄ destiné au pla
ement de 
a
hes à l'inter
eption de 
lasse �xé

et sans 
apa
ité (en fon
tion de 
oût uniquement ou k-lo
alisation), pourrait proposer (Solution

"réparée"). Sans limitation sur le nombre de 
a
hes à installer (k-médian), quelle que soit la dé-


ision prise au n÷ud "routeur", il n'est pas intéressant d'un point de vue é
onomique de pla
er

un 
a
he aux n÷uds 
lients. Une fon
tion ré
ursive ne permettra don
 pas de pla
er un 
a
he

à 
es n÷uds. Pour satisfaire la 
ontrainte de 
apa
ité, le programme devra installer un 
a
he.

Pourtant la solution optimale respe
tant la 
ontrainte de 
apa
ité né
essite d'installer un 
a
he

en un n÷ud feuille (Solution optimale).

De plus les 
ontraintes (3.24), nous obligent à avoir une mesure de la popularité à 
haque

n÷ud i, elle même dépendante de 
e qui a été installé dans le sous arbre T i
. Cela signi�e que

l'information sur le pla
ement de 
ontenus est né
essaire pour prendre la dé
ision de mettre ou

non un 
a
he.

Luss ([72℄) évite 
et é
ueil en 
al
ulant 
haque état réalisable du n÷ud 
ourant (au sens du

n÷ud père) que devra satisfaire la solution lo
ale de la sous-arbores
en
e. Dans la problématique

qu'il aborde, si le nombre de 
es états reste limité et 
onstant par n÷ud, l'appro
he ne semble

pas su�samment e�
a
e. Dans notre problème le nombre de 
es états (les �ux de demandes pos-

sibles) est extrêmement élevé, et dépend de la profondeur du n÷ud 
onsidéré dans l'arbores
en
e.

La ré
ursion de Luss s'appuie également peu sur la dominan
e des 
oûts, et la dé
omposabi-

lité du problème. En e�et, des états sont souvent plus souples que d'autres. Si la solution lo
ale

optimale sur la sous-arbores
en
e T i
supposait par exemple l'état le plus optimiste ei (
omme

des demandes remontées nulles), alors il était en réalité inutile de tester les autres états. La

stru
ture même de son algorithme de programmation dynamique ne permet pas d'établir 
ette


onnaissan
e a priori. Cependant le 
hoix de l'ordre de 
es états (notamment du plus "optimiste"

au plus "pessimiste") pourrait réduire 
ette re
her
he.

Nous allons don
 proposer une nouvelle méthode pour pouvoir 
apter 
e phénomène et s'ap-

puyer sur des règles de dominan
e pour supprimer le maximum d'états et s'appuyer sur l'indépen-

dan
e qui peut survenir sur une sous-arbores
en
e optimale (une sous-arbores
en
e ne dépendant

plus de son père).
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2D=0<[1] D=2>[1]

D=1 D=1 D=1 D=1

44

2D=1=[1]

D=1 D=1

Coût cache = 10

Coût solution = 10 + 4 + 4=18 Coût solution = (4+2)+(4+2)=12

Coût solution = 10 + 4+2 =16

Solution "réparée" Solution irréalisable

Solution optimale

Figure 3.5 �

La solution que nous proposons 
onsiste à re
réer un espa
e de solutions sans présupposer

une 
onnaissan
e sur le n÷ud en 
ours, 
omme il est généralement fait dans les programmes

dynamiques. Nous allons simplement 
onstruire ré
ursivement l'espa
e des solutions possibles,


omme suit :

Dé�nition 22. Nous appelons Y ∗(T i) l'espa
e des solutions dominantes, 
onstruit de la façon

suivante :

Y ∗(T i) = {y∗(y+T i), y
+
T i ∈ Y (T i)} (3.34)

Dé�nition 23. Y (T i), l'espa
e des solutions 
ourantes est dé�ni par :

Y (T i) = {yT i ∈ {0, 1} ×
∏

j∈δ+(i)

Y ∗(T j)} (3.35)
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Cette relation de ré
urren
e est alors utilisée dans l'algorithme dont le pseudo-
ode est ré-

sumé sur 9. Nous ré
upérons les ensembles des solutions dominantes �ls j de δ+(i) (étapes 1 à 3).
Nous 
réons les nouvelles solutions possibles, à savoir le produit 
artésien des solutions au n÷ud

i et tous ses �ls (étapes 4 à 6). Si 
e n÷ud ne possède pas de �ls, il s'agit simplement de pla
er

un 
a
he ou non (étapes 6 à 8). Il s'agit ensuite de supprimer les solutions dominées deux à deux

par �ots et 
oûts 
omparés (étapes 9 à 16). Nous pouvons retourner l'ensemble ainsi 
onstruit.

Algorithm 9 Solutions dominantes Y ∗(T i)

Require: T = G(V,A) arbores
en
e de ra
ine i, Cc 
oût d'un 
a
he

Ensure: Ensemble Solutions dominantes Y ∗(T i)
1: for all j ∈ δ+(i) do
2: Cal
ul de Y ∗(T j)
3: end for

4: if δ+(i) 6= ∅ then
5: Y (T i)← {0, 1} × ∏

j∈δ+(i)

Y ∗(T j) déterminer le nouvel ensemble des possibles (3.35)

6: else

7: Y (T i)← {0, 1}
8: end if

9: for all yiT ∈ Y (T i) do
10: for all y′T i ∈ Y (T i)− yT i

do

11: if fi,y′
T i

< fi,y
T i

et C(y′T i) ≥ C(yT i) then

12: Y (T i)← Y (T i)− y′T i (3.34)

13: end if

14: end for

15: end for

16: Y ∗(T i)← Y (T i)
17: return Y ∗(T i)

Nous allons à présent détailler le fon
tionnement de l'algorithme appliqué à l'exemple dé
rit

dans la �gure 3.6.
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Coût lien = 2Capacité lien = [2]

Figure 3.6 � L'arbores
en
e 
onstituée du serveur 
entral (en noir), les 
oûts des liens ci, les
demandes en 
haque n÷ud ainsi que la popularité des deux 
lasses de 
ontenus (en vert et rouge),

ave
 le volume global de requêtes Di = D = 3, ∀i ∈ V . Un 
a
he de 
oût Cc = 18 ne peut 
ontenir
qu'une 
lasse de 
ontenus et peut être installé sur 
ha
un des n÷uds.

Nous 
ommençons par 
al
uler les ensembles dominants sur les feuilles Y ∗(T 4), Y ∗(T 5), Y ∗(T 6)
et Y ∗(T 7). Les sous-solutions sont données par la �gure 3.7. Au
une solution ne domine l'autre

(si une solution est moins 
hère, le ve
teur de �ux n'est pas 
omparable à l'autre du point de

vue de la relation d'ordre de la dé�nition 3.3. Nous nous 
on
entrons alors à présent sur le n÷ud

2. La �gure 3.8 résume d'abord l'ensemble des solutions possibles Y (T 2), puis l'ensemble des

solutions dominantes Y ∗(T 2). Le tableau 3.1 résume également les ensembles Y (T 3) et Y ∗(T 3).
En�n nous dé
rivons Y (T 1) et Y ∗(T 1). Puisque le lien in
ident en 1 ne supporte pas un �ux

global de 2, 
ertaines solutions sont immédiatement rejetées. Puisque nous sommes à la ra
ine

de notre arbores
en
e, nous pouvons alors immédiatement 
hoisir la solution qui 
oûte le moins


her, donnée i
i par le ve
teur (0, 1, 1, 1, 1, 0, 0)∗, et représentée par la �gure 3.9.
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4

Coût lien = 2

4

2/3-1/3 % 2/3-1/3 %

2 - 1 0 - 1

6

Coût lien = 3

6

2/3-1/3 % 2/3-1/3 %

2 - 1 0 - 1

5

Coût lien = 6

5

2/3-1/3 % 2/3-1/3 %

2 - 1 0 - 1

C(y4=0) = 3x2=6 C(y4=1) = 1x2+18=20

C(y6=0) = 3x3=9 C(y6=1) = 1x3+18=21

C(y5=0) = 3x6=18 C(y5=1) = 1x6+18=24

D=3 D=3

D=3 D=3

D=3 D=3

Figure 3.7 � Pour 
haque n÷ud feuille, la solution sans 
a
he (à gau
he), et ave
 un 
a
he (à

droite). Le 
oût asso
ié à la solution et le ve
teur de demandes pour 
haque 
lasse de 
ontenus

sont également indiqués. Le n÷ud 7 n'est pas représenté i
i, 
ar il est identique au n÷ud 4.
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4 5

Coût lien = 4

2

4 5

Coût lien = 4

Y*(5)Y*(4)

T*(5)T*(4)

2 - 1 2 - 1 4 - 2
+ =6 18 24+24=48

2 - 1 0 - 1 2 - 2
+ =6 24 30+16=46

0 - 1 0 - 2
+ =20 24 44+8=52

0 - 1

+ =20 38+16=54
0 - 1 2 - 1

18
2 - 2

2 - 1 2 - 1
+ =6 18 24+8+18= 50

2 - 1 0 - 1
+ =6 24 30+8+18=56

0 - 1 0 - 0
+ =20 24 44+18=  60

0 - 1

+ =20 38+16+18=70
0 - 1 2 - 1

18
2 - 2

0 - 2

0 - 2

Figure 3.8 � Cal
ul de Y (T 2) en e�e
tuant le produit 
artésien des solutions des �ls (4 et 5),

et de la solution asso
iée à la dé
ision de pla
er ou non un 
a
he au n÷ud 
ourant 2. Il su�t

ensuite de ré
upérer les solutions dominantes (annotées d'une 
ouronne) pour 
onstituer Y ∗(T 2).
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C(T 3)
yT 3 = (y3, y6, y7) f3,yT 3 C(yT 3)

(0,0,0) (4,2) C((0)
6
) + C((0)

7
) + f3,yT 3 .w3 = 9 + 6 + 6.5 = 45

(0,1,0) (2,2) C((1)6) + C((0)7) + f3,yT 3 .w3 = 21 + 6 + 4.5 = 47

(0,0,1) (2,2) C((0)
6
) + C((1)

7
) + f3,yT 3 .w3 = 9 + 20 + 4.5 = 49

(0,1,1) (0,2) C((1)6) + C((1)7) + f3,yT 3 .w3 = 21 + 20 + 2.5 = 51

(1,0,0)* (0,2) C((0)
6
) + C((0)

7
) + f3,yT 3 .w3 + Cc = 9 + 6 + 2.5 + 18 = 43

(1,1,0) (0,2) C((1)
6
) + C((0)

7
) + f3,yT 3 .w3 + CC = 21 + 6 + 2.5 + 18 = 55

(1,0,1) (0,2) C((0)6) + C((1)7) + f3,yT 3 .w3 + Cc = 9 + 20 + 2.5 + 18 = 57

(1,1,1)* (0,0) C((1)
6
) + C((1)

7
) + f3,yT 3 .w3 + Cc = 21 + 20 + 18 = 59

Table 3.1 � Dé
linaison de l'ensemble Y (T 3), et extra
tion de son ensemble Y ∗(T 3), annoté par
'∗'.

C(T 1)
yT 1 = (y1, y2, ..., y7) f1,yT 1 C(yT 1)

(0, 0, 0, 1, 1, 0, 0)× (2,4) C((0, 0, 1)
2
) + C((1, 0, 0)

3
) + fyT 1 .w1

(0, 0, 0, 1, 1, 1, 1)× (2,2) C((0, 0, 1)
2
) + C((1, 1, 1)

3
) + fyT 1 .w1

(0, 1, 0, 0, 1, 0, 0)∗× (0,4) C((1, 0, 0)2) + C((1, 0, 0)3) + fyT 1 .w1

(0,1,0,0,1,1,1) (0,2) C((1, 0, 0)
2
) + C((1, 1, 1)

3
) + fyT 1 .w1

(0,1,1,1,1,0,0)* (0,2) C((1, 1, 1)
2
) + C((1, 0, 0)

3
) + fyT 1 .w1

(0,1,1,1,1,1,1) (0,0) C((1, 1, 1)
2
) + C((1, 1, 1)

3
) + fyT 1 .w1

(1,0,0,1,1,0,0) (2,0) C((0, 0, 1)
2
) + C((1, 0, 0)

3
) + fyT 1 .w1 + Cc

(1,0,0,1,1,1,1) (0,2) C((0, 0, 1)2) + C((1, 1, 1)3) + fyT 1 .w1 + Cc

(1,1,0,0,1,0,0)* (0,0) C((1, 0, 0)
2
) + C((1, 0, 0)

3
) + fyT 1 .w1 + Cc

(1,1,0,0,1,1,1) (0,0) C((1, 0, 0)
2
) + C((1, 1, 1)

3
) + fyT 1 .w1 + Cc

(1,1,1,1,1,0,0) (0,0) C((1, 1, 1)
2
) + C((1, 0, 0)

3
) + fyT 1 .w1 + Cc

(1,1,1,1,1,1,1) (0,0) C((1, 1, 1)
2
) + C((1, 1, 1)

3
) + fyT 1 .w1 + Cc

C(T 1)
yT 1 = (y1, y2, ..., y7) f1,yT 1 C(yT 1)

(0, 0, 0, 1, 1, 0, 0)× (2,4) 46 + 43 + 6.2 = 101
(0, 0, 0, 1, 1, 1, 1)× (2,2) 46 + 59 + 4.2 = 113
(0, 1, 0, 0, 1, 0, 0)∗× (0,4) 50 + 43 + 4.2 = 101
(0,1,0,0,1,1,1) (0,2) 50 + 59 + 2.2 = 113
(0,1,1,1,1,0,0)* (0,2) 60 + 43 + 2.2 = 107
(0,1,1,1,1,1,1) (0,0) 60 + 59 = 119
(1,0,0,1,1,0,0) (2,0) 46 + 43 + 2.2 + 18 = 111
(1,0,0,1,1,1,1) (0,2) 46 + 59 + 2.2 + 18 = 127
(1,1,0,0,1,0,0)* (0,0) 50 + 43 + 18 = 111
(1,1,0,0,1,1,1) (0,0) 50 + 59 + 18 = 127
(1,1,1,1,1,0,0) (0,0) 60 + 43 + 18 = 121
(1,1,1,1,1,1,1) (0,0) 60 + 59 + 18 = 137

Table 3.2 � Dé
linaison de l'ensemble Y (T 1), et extra
tion de son ensemble Y ∗(T 1), annoté par
'∗'. Les solutions qui ne sont pas réalisables sont notées '×'.
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Figure 3.9 � Solution optimale, de 
oût 107 (se référer aux tables).

Une amélioration très 
lassique pour résoudre des instan
es plus fa
ilement et limiter l'explo-

sion 
ombinatoire, est de déformer l'arbores
en
e, de sorte qu'un n÷ud n'ait au maximum que

deux �ls, 
omme le montre l'exemple de la �gure 3.10. Cette déformation implique que le n÷ud

t ne doit pas être éligible pour l'installation d'un 
a
he.

En pratique, la mise en pla
e d'une telle pro
édure pourrait être faite durant la 
réation des

produits 
artésiens, par dé
omposition en sous-groupes.

b

a

c d

a

t

b c d

Coût b Coût d

Coût c

Coût = 0

Coût b Coût c

Coût d

Figure 3.10 � A gau
he l'arbores
en
e initiale, à droite, la version ave
 deux �ls.
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3.5 Expérimentations

Pour réaliser les expérimentations, nous avons utilisé un générateur d'arbores
en
es, dont les

paramètres sont donnés 
i-dessous :

1. Population de 
lients 
hoisie uniformément dans l'intervalle [[1, 5]]

2. Taille de �
hier unitaire

3. Capa
ité de l'ar
 
hoisi uniformément dans l'intervalle : [10,50℄

4. Coût de transmission linéaire de l'ar
 
hoisi uniformément dans l'intervalle :[1,20℄

5. |N | = 5 
lasses de 
ontenus

6. Distribution de popularité [0.33, 0.27, 0.2, 0.13, 0.07] (de type Zipf)

7. Capa
ité de 
a
hes Cm = 2

8. Coût 
a
he Cm = 2

9. Clients lo
alisés aux feuilles

Ces instan
es sont 
onstruites de manière à obtenir des solutions optimales non triviales.

|V | PLNE DP E
art (%)

210 4 3 0,017

255 431 3 0

322 23 4 0

375 52 3 0

393 73 4 0

455 338 2 0

538 >3600 5 0,018

1431 >3600 45 -0,13

Table 3.3 � PLNE et programme dynamique. Le temps de 
al
ul a été limité à une heure.

Les é
arts 
onstatés sont reportés dans la dernière 
olonnes. Un é
art négatif signi�e que la

programmation dynamique a trouvé une solution meilleure que la meilleure solution donnée par

la PLNE au bout de la limite de temps. L'ordinateur utilisé est doté d'un pro
esseur Intel Core

2 Duo P8700 de fréquen
e 2.53 GHz, et de 3.48 Go de RAM. Le solveur utilisé est Xpress (Mosel

3.20 - mmsystem 1.8.8 - mmxprs 2.2.0).

La 
omplexité de 
et algorithme n'est pas bornée polynomialement : elle est don
 potentiel-

lement exponentielle. Pourtant, en pratique, beau
oup de solutions sont dominées (
omme nous

avons pu le voir dans l'exemple 3.6) et peuvent être é
artées "à la volée" ; 
e sont des solutions

dont le 
oût est fa
ilement estimé et 
omparé, et qui ne seront don
 même pas 
onstruites. En

pratique nous limitons l'utilisation de la mémoire ave
 
e pro
édé, une grande quantité de mé-

moire ainsi qu'un grand nombre de 
al
ul, 
e qui n'était pas le 
as pour [72℄. Ce
i rend notre

algorithme parti
ulièrement e�
a
e, même sur de grandes instan
es. La �gure 3.11 nous montre

un exemple de dominan
es qui surviennent naturellement au 
ours de l'algorithme.

La règle de dominan
e 3.3 peut également supprimer une sous-solution lo
ale qui 
onstituerait

la solution optimale. L'exemple 3.12 nous l'illustre. La solution (à gau
he) ave
 une solution do-

minée rejetée, qui 
onstitue pourtant partie de la solution optimale (à droite). Les demandes/�ux

qui s'ajoutent aux n÷uds intermédiaires, sont des solutions sur les sous-arbores
en
es (non repré-

sentées) équivalentes dans les deux solutions. Les mesures des �ux avant éventuelle inter
eption
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par un 
a
he sont données sur les n÷uds tandis que les mesures de �ux après éventuelle inter-


eption sont notées sur les ar
s. Il est important de noter que 
et exemple a pour but de montrer

l'abus 
réé par la règle de dominan
e ; 
ontraindre i
i le PLNE à inter
epter exa
tement 
e qu'il

peut 
ontenir (passer les 
ontraintes (3.20) à l'égalité) rendrait alors la solution de droite impos-

sible. Fort heureusement, la perte d'optimalité 
onstatée en pratique lors des expérimentations

reste ane
dotique.

Les résultats obtenus montrent d'abord l'é
art 
onstaté par rapport à l'optimalité. En pra-

tique 
et é
art est extrêmement faible (au plus i
i de 0.018%). L'algorithme de programmation

dynamique permet en outre de résoudre des tailles d'instan
es relativement élevées.

Client Client Client Client Client Client Client Client

Figure 3.11 � Dans le 
as où les 
lients sont aux feuilles ; 
es deux solutions sont né
essairement


omparables ave
 la relation d'ordre déjà 
itée, puisque le �ux entrant à la ra
ine est le même

mais le nombre de 
a
hes di�ère.

73



5 4 3 2 1

0 0 3 2 1

5 4 3 2 15 4 6 4 2

0 4 0 4 2

5 4 3 2 1

5 4 18 12 65 8 18 16 8

5 8 0 0 8

5 4 0 0 1610 12 0 0 24

10 0 0 0 0

0 4 3 2 1

5 8 6 4 2

5 0 0 4 2

5 4 3 2 1

10 4 18 16 8

10 4 0 0 8

15 8 0 0 24

0 8 0 0 0Coût du lien : 9

Coût du lien : 2

Coût du lien : 6

Coût du lien : 1Coût flot = 6

Coût flot = 60

Coût flot = 42

Coût flot = 90

Coût flot = 10

Coût flot = 66

Coût flot = 44

Coût flot = 72

Figure 3.12 � Exemple de non optimalité.

L'intérêt d'une telle méthode réside dans sa 
apa
ité à s'étendre sur d'autres problèmes de

lo
alisation dans des graphes arbores
ents. Nous allons maintenant présenter des extensions de

l'algorithme.

3.6 Extension 1 : Lo
alisation de serveurs et de 
ontenus

Si nous relâ
hons la 
ontrainte de préféren
e, le 
a
he transparent devient un serveur 
las-

sique, 
omme nous l'avons déjà vu. Un grand nombre de 
hoix de 
ontenus devient alors possible.

Si nous segmentons les �
hiers en 
lasses de �
hiers de sorte qu'un 
a
he/serveur puisse 
ontenir

exa
tement une 
lasse de 
ontenus, 
omme nous le suggérions déjà, les 
ombinaisons possibles

deviennent égales au nombre de 
es 
lasses.

Nous appellerons xi,n la variable en {0, 1} pré
isant quelle 
lasse de 
ontenus est 
hoisie pour
prendre pla
e dans le serveur (le 
as é
héant).

Dans 
e 
as, la relation de dominan
e devient exa
te.

Proposition 18. Soient i et j deux n÷uds tels que i ∈ T j
. Si fi,yT i < fi,y′

T i
et C(yT i) > C(y′T i).

Alors la solution optimale en y∗T j ne 
ontient pas yT i
.

Démonstration. Supposons que la solution optimale en j soit uniquement 
onstituée de yT i
. Les

autres yk, k ∈ T j − T i
, restent in
hangés. Nous avons la relation suivante :

fi,n,yT i = (1− xi,n).(
∑

j∈δ+(i)

fj,n,y
T j + pi,n.Di.Tf) (3.36)

74



Dans le sous arbre T i
, nous avons un �ot fi,yT i < fi,y′

T i
. D'après la relation (17), sa
hant

que les yk, k ∈ T j − T i
restent in
hangés nous pouvons alors déduire que :

fl,y
T l

< fl,y′

T l
, ∀l ∈ T j − T i

Puisque les dé
isions d'installation sont les mêmes, seuls 
ompte les 
oûts de transmission.

Nous pouvons alors également déduire :

C(yT l) ≥ C(y′T l), ∀l ∈ T j − T i

La solution y′T j est don
 meilleure ou égale que yT j
, 
e qui 
ontredit l'hypothèse.

Malgré une génération plus grande de sous-solutions, le programme dynamique reste e�
a
e


omme le montre le tableau 3.6, notamment sur des instan
es de taille élevée.

|V | DP PLNE

60 5s 3s

85 7s <1s

166 18s 6s

228 58s 59s

288 86s >3600 (0.2%)

183 17s 75s

247 25s 65s

395 173s >3600 (0.3%)

508 62s 1484s

610 200s >3600s (0.4%)

1076 423s >3600s (1.5%)

Table 3.4 � Comparaison sur instan
es aléatoires, ave
 3 
lasses de 
ontenus, 
oût de 
a
he

Cc = 50, des 
apa
ités 
hoisies uniformément dans l'intervalle [1, 10] des 
oûts 
hoisis uniformé-
ment dans l'intervalle [5, 25], et une population en 
haque n÷ud aléatoire uniformément 
hoisie

dans l'intervalle [1, 10]. L'ordinateur utilisé est doté d'un pro
esseur Intel Core 2 Duo P8700 de

fréquen
e 2.53 GHz, et de 3.48 Go de RAM. Le solveur utilisé est Xpress (Mosel 3.20 - mmsystem

1.8.8 - mmxprs 2.2.0.)

Si pour des instan
es de petite taille, le programme linéaire en nombres entiers possède des

performan
es légèrement supérieures, on remarque rapidement un é
art sensible entre les temps

de résolution au pro�t de l'appro
he dynamique. L'augmentation des tailles d'instan
e est en

e�et plus favorable au programme dynamique qui observe un di�érentiel de temps de résolution

beau
oup moins drastique. On remarquera malgré tout que les meilleures solutions proposées par

le PLNE restent satisfaisantes, ave
 des é
arts d'optimalité (
onsignés entre parenthèses) assez

faibles. Cependant, 
ette qualité se détériore lorsque l'on 
her
he à résoudre des instan
es de

grande taille. Dans le même temps, le programme est 
apable de fournir une solution optimale

en un temps raisonnable.
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3.7 Extension 2 : Ca
hes ave
 
ontraintes de 
apa
ités

De manière plus générale, un 
a
he peut avoir une 
apa
ité de traitement limitée ; 
'est à dire

que le nombre de requêtes 
lients/sessions simultanées qu'il peut satisfaire est 
ontraint par la

puissan
e de 
al
ul de son pro
esseur 
entral. Ainsi, dans la pratique, il se peut qu'un 
a
he ne

puisse pas délivrer un des 
ontenus qu'il sto
ke par
e que son pro
esseur est sur
hargé. Ce
i va

bien évidemment modi�er le 
al
ul du hit ratio, ainsi que les popularités mesurée en amont d'un


a
he sur
hargé.

Nous appelons 
apa
ité de streaming 
ette 
apa
ité notée Cs. De plus, nous allons autoriser

l'empilement de 
a
hes, 
'est à dire que les 
apa
ités ne seront plus binaires mais entières. Pour 
e

faire, nous allons émettre l'hypothèse que les 
a
hes installés sont 
oopératifs et opèrent 
omme

une seule entité. On peut dès lors agréger leurs 
apa
ités.

Nous ajoutons alors la variable zi,n ≥ 0, ∀i ∈ V, ∀n ∈ N , dé
rivant l'inter
eption (streaming)

e�e
tive du 
a
he (ou du groupe de 
a
hes) pour la 
lasse de 
ontenus n. C'est-à-dire les données
que le 
a
he devra être 
apable de traiter.
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
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
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





min
∑

i∈V

Cc.yi +
∑

n∈N

∑

i∈V

wifi,n (3.37)

∑

n∈N

xi,n ≤ Cm.yi, ∀i ∈ V (3.38)

fi,n = Fi,n − zi,n, ∀i ∈ V, ∀n ∈ N (3.39)

∑

n∈N

zi,n ≤ yi.Cs, ∀i ∈ V (3.40)

zi,n ≤ xi,n.
∑

j∈T i

Dj .Tf .pj,n, ∀i ∈ V, ∀n ∈ N (3.41)

zi,n ≤ xi,n.Di.Tf .pi,n +
∑

j∈δ+(i)

fj,n, ∀i ∈ V, ∀n ∈ N (3.42)

Fi,n − Fi,n′ ≥ (xi,n − xi,n′ − 1).Mi,n,n′ , ∀(n, n′) ∈ N2, ∀i ∈ V (3.43)

Fi,n =
∑

j∈δ+(i)

fj,n +Di.Tf .pi,n, ∀i ∈ V, ∀n ∈ N (3.44)

xi,n, yi ∈ N, fi,n ≥ 0, zi,n ≥ 0, i ∈ V, n ∈ N (3.45)

Les 
ontraintes (3.39) nous donnent la relation exa
te entre les requête asso
iées n 
onnais-

sant la valeur inter
eptée zi,n pour 
elles-
i. Les 
ontraintes (3.40) empê
hent la 
on�guration

de 
a
hes de répondre simultanément à un volume de requêtes supérieur à yi.Cs. En�n, l'in-

ter
eption d'un type de requêtes ne pourra s'e�e
tuer que si l'agrégation de 
a
he 
ontient la


lasse de 
ontenus 
onsidérée (3.41). Il faudra bien évidemment s'assurer que la nouvelle variable

introduite soit supérieure à 0.

Plusieurs requêtes de 
lasses de 
ontenus di�érentes qui sont bien 
ontenus dans la 
on�gura-

tion de 
a
hes peuvent apparaître ; mais leur nombre inter
epté peut être limité par la 
apa
ité

de streaming. Le 
a
he ne pourra don
 pas toujours permettre de les satisfaire 
omplètement,

malgré le fait qu'il les 
ontienne. Indire
tement, l'ajout de 
ette 
ontrainte de 
apa
ité introduit

une dé
ision quant à la distribution des inter
eptions pour les 
lasses de 
ontenus présentes dans

l'agrégation de 
a
hes. Les possibilités d'inter
eption peuvent don
 devenir illimitées, et dès lors
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empê
hent a priori l'utilisation de l'appro
he dynamique.

Cependant, en pratique, le 
a
he a

eptera uniquement les premières requêtes qu'il sera 
a-

pable de traiter. Il s'agit don
, en
ore une fois, d'un 
omportement 
ontraint par le tra�
 lui-

même, et plus exa
tement l'ordre des requêtes. Les études de la littérature sur le 
omportement

des 
a
hes [43℄ utilisent généralement des modèles d'arrivées de requêtes indépendantes. Cette ap-

proximation est appuyée par le fait que nous 
onsidérons des 
lasses ma
ros
opiques de 
ontenus,

peu sensibles aux variations pon
tuelles des 
ontenus. Une première approximation 
onsisterait

alors à supposer que les premières requêtes que pourra satisfaire l'agrégation de 
a
hes suivra

une distribution égale à la distribution de popularité. Ce
i nous imposerait l'établissement de la


ontrainte non-linéaire suivante :

zi,n′

∑

n∈N

zi,n
=

xi,n′ .Fi,n′

∑

n∈N

xi,n.Fi,n
, ∀i ∈ V, ∀n′ ∈ N (3.46)

Le membre de droite de (3.46) est une mesure de la distribution de popularité e�e
tuées sur

les 
lasses de 
ontenus uniquement présents dans le 
a
hes (dont la présen
e est statuée par la

variable xi,n). De 
ette mesure sera extraite la distribution que devra suivre l'inter
eption dé
rite
par les variables zi,n.

Nous reformulons les 
ontraintes (3.46).

zi,n′ = min{ xi,n′ .Fi,n′

∑

n∈N

xi,n.Fi,n
.yi.Cs, xi,n′ .Fi,n′}∀i ∈ V, ∀n′ ∈ N (3.47)

L'exemple de la �gure 3.13 nous montre l'e�et de 
ette 
ontrainte : le 
a
he possède une


apa
ité de 6, 
e qui l'empê
he d'inter
epter la totalité des requêtes de valeur 12, malgré le fait

qu'il 
ontienne la totalité des �
hiers asso
iés à 
ette demande. Les proportions d'inter
eptions

sont [ 12 ,
1
3 ,

1
6 ] sont données par la distribution des requêtes. Le ve
teur d'inter
eption est don


donné par zi = [6. 12 , 6.
1
3 , 6.

1
6 ]. Les requêtes non inter
eptées (le �ux de demande sortant) sont

données en amont du 
a
he.

Popularité
50-33-17 %

Capacité : 6

6 - 4 -2
Population/demande : 12

Flux de demandes
3 - 2 -1

Flux de demandes

Figure 3.13 �
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On peut remarquer que l'équation (3.7) de répartition n'intervient réellement que lorsque

yi.Cs
∑

n∈N

xi,n.(fi,n +Di.Tf .pi,n)
< 1


'est-à-dire lorsque la 
apa
ité de streaming yi.Cs de l'agrégation de 
a
hes en i n'est pas suf-
�sante pour satisfaire la totalité des requêtes. Si 
ette 
ontrainte est di�
ile à ajouter dans un

programme linéaire en nombres entiers, elle est, dans notre appro
he de programmation dyna-

mique, très fa
ile à intégrer ayant 
onnaissan
e préalable de la valeur de toutes nos variables

du membre de droite. Nous pouvons mesurer l'impa
t d'une telle 
ontrainte et les performan
es

de l'appro
he dynamique généralisée, par la tableau 3.5. On remarque alors un é
art de valeur

de solution pour les petites instan
es, imputé prin
ipalement par la 
ontrainte de distribution.

Pourtant, à partir d'une taille d'instan
e d'environ 200 n÷ud, le PLNE fournit uniquement une

solution appro
hée au terme de la limite d'un quart d'heure, qui n'est pas même meilleure que


elle du programme dynamique, qui satisfait pourtant la 
ontrainte de distribution (par 
onstru
-

tion).

Dé�nition 24. Nous appelons MFi,y
T i
, le nombre maximum de 
a
hes à installer pour inter-


epter la totalité des requêtes du ve
teur Fi,yT i en i. Cela signi�e que l'agrégation de 
a
hes ne

doit être limitante, ni au niveau de la 
apa
ité de streaming yi.Cs, ni au niveau de la 
apa
ité de

sto
kage yi.Cm.

MFi,y
T i

= max{⌈
||Fi,y

T i
||
1

Cs
⌉, ⌈

∑

n∈N
Fi,n,y

T i
>0

1

Cm
⌉} (3.48)

Nous devrons don
 maintenir un plus large ensemble de solutions, 
omme nous pouvons

l'observer dans l'algorithme 10.

Le ve
teur d'inter
eption sera à présent dé�ni par I2(F,Cm, Cs), 
ontraint à la fois par la

mémoire (Cm) et la 
apa
ité de streaming (Cs).

Dé�nition 25. Soit I2(F,Cm, Cs) la fon
tion d'inter
eption d'un ve
teur de �ux F , sa
hant une

apa
ité mémoire Cm et une 
apa
ité de streaming Cs. Elle est dé�nie par :

I2(F,Cm, Cs)n′ = min{ I(F, n′, Cm).Fn′

∑

n∈N

I(F, n, Cm).Fn
.Cs, I(F, n

′, Cm).Fn′} (3.49)

Les �ots nous sont donnés, à partir d'une 
on�guration yT i ∈ N|T 〉|
, par la relation suivante :

Dé�nition 26. Nous utiliserons, fi,yT i : le ve
teur qui représente l'espéran
e de �ux fi,n,yT i

pour 
ha
une des 
lasses n en 
haque n÷ud i, sa
hant les dé
isions yT i
prises dans le sous-arbre

T i
. Il est notamment dé�ni par les relations suivantes :

Fi,yT i =
∑

j∈δ+(i)

fj,yT j + pi.Di.Tf (3.50)

et fi,y
T i

ave
 :

fi,yT i = Fi,yT i − I2(Fi,yT i , yi.Cm, yi.Cs) (3.51)
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Nous pourrons alors reprendre l'algorithme 9 et ajouter la modi�
ation suivante : pour 
haque


on�guration possible (produit 
artésien des sous-solutions e�e
tué à l'étape 5) nous essayons

les solutions de pla
ement de 0 à M 
a
hes, M 
orrespondant au nombre minimal de 
a
hes

pour inter
epter la totalité des requêtes (étape 6). Le reste de l'algorithme fon
tionne 
omme 9 ;


'est-à-dire que l'on éva
ue les solutions dominées selon une règle identique (étapes 12 à 13).

Algorithm 10 Solutions dominantes Y ∗(T i)

Require: T = G(V,A) arbores
en
e de ra
ine i, Cc 
oût d'un 
a
he

Ensure: Ensemble des solutions dominantes Y ∗(T i)
1: for all j ∈ δ+(i) do
2: Cal
ul de Y ∗(T j) (3.34)
3: end for

4: if δ+(i) 6= ∅ then
5: Ỹ (T i)← {0} × ∏

j∈δ+(i)

Y ∗(T j) déterminer les 
ombinaisons possibles sans 
a
he

6: Y (T i)← ∑

yT i∈Ỹ (T i)

(
∑

n∈{0,...,MFi,y
T i

}

yT i,yi=n) déterminer l'ensemble des solutions possibles,

en mettant au maximum un nombre de 
a
hes adapté à l'espéran
e de requêtes asso
ié

7: else

8: Y (T i)← {0, 1, ...,Mfi,yi=0}
9: end if

10: for all yiT ∈ C(T i) do
11: for all y′T i ∈ C(T i)− yT i do

12: if fi,y′
T i

< fi,yT i et C(y
′
T i) ≥ C(yT i) then

13: Y (T i)← Y (T i)− y′T i (3.35)

14: end if

15: end for

16: end for

17: Y ∗(T i)← Y (T i)
18: return Y ∗(T i)

3.8 Lo
alisation de deux types de 
a
hes, appli
ations nu-

mériques

Nous allons nous 
on
entrer i
i à la fois sur l'impa
t de l'introdu
tion d'un deuxième type

d'équipement et sur l'importan
e de leurs 
ara
téristiques. Pour 
e faire, nous allons dé�nir plu-

sieurs s
énarios 
ontrastés, en 
onsidérant leurs données asso
iées les plus réalistes possibles.

Nous dé�nissons tout d'abord un s
énario de référen
e, supposé le plus pro
he de la réalité.

3.8.1 S
énario et 
a
he de référen
e

Nous 
onsidérons à nouveau des instan
es de graphes arbores
ents dont la profondeur maxi-

male est de 4 n÷uds, et le nombre de �ls par n÷ud non feuille est aléatoirement 
hoisi dans

l'ensemble {2, 3, 4}. Les liens, quant à eux, ont un 
oût aléatoire pris dans l'intervalle [5, 20] k¿,
et ont une 
apa
ité in�nie, a�n de pouvoir 
on
entrer l'étude sur les 
ara
téristiques des 
a
hes.
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|V| temps PLNE temps PD val PLNE val PD é
art

7 0,7 0,1 95.5 95.5 0 %

27 1,1 0,1 322.2 322.2 0 %

47 12 0,1 479 482 0.63 %

85 28 0,3 989 999 1.01 %

200 >1000 25 2300* 2306 -

262 >1000 4.8 3252* 3200 -

435 >1000 30 5213* 5131 -

731 >1000 2.4 9014* 8846 -

953 >1000 36 15830* 11509 -

Table 3.5 � Comparaison entre l'algorithme dynamique et le programme linéaire (
ontrainte de

distribution rela
hée). Un astérisque signi�e que l'algorithme a été stoppé et la solution fournie

est la meilleure 
ourante. L'ordinateur utilisé est doté d'un pro
esseur �Intel Core 2 Duo P8700"

de fréquen
e 2.53 GHz, et de 3.48 Go de RAM. Le solveur utilisé est Xpress (Mosel 3.20 -

mmsystem 1.8.8 - mmxprs 2.2.0).

Les 
ara
téristiques du 
a
he de référen
e sont données dans le tableau 3.8.1.

Ca
he de référen
e (R) 
oûts et 
apa
ités

∀i ∈ C, cost(i) = 20 k¿

Stockage : C1 = 2 blo
k

Streaming : C2 = 2 Gbps

Nous 
onsidérerons également deux types de tra�
 : la vidéo à la demande ("VoD" pour

"Video-On-Demand") et les 
ontenus vidéos générés par les utilisateurs (généralement appelés

"UGC" pour "User-Generated-Content") dont les 
ara
téristiques sont empruntés à [18, 105℄ et


onsignés dans le tableau 3.6.

param. VoD UGC

Taille de �
hier 100 MB 10 MB

Taille du 
atalogue 100 TB 1 PB

Distribution de popularité I-Weibull

1

(0.627,0.291) Zipf(0.961)

Débit/session 2.3 Mbps 1 Mbps

Table 3.6 � Paramètres des deux tra�
s 
onsidérés

Nous agrégerons les 
ontenus en 10 
lasses approximativement de même volume (
f. tableaux

3.7 et 3.14 ). Si la taille de la librairie de l'UGC est beau
oup plus grande, nous nous limiterons

aux 100 premiers térao
tets, et tronquerons don
 la "queue de distribution" de popularité qui a

une moindre importan
e sur l'ar
hite
ture de déploiement. Les demandes probabilistes de 
haque


lasse en 
haque n÷ud 
lient seront alors données par la relation suivante :

pki = πk × rand(1000, 10000)× 10%× bitrate Mbps, (3.52)

où le deuxième terme désigne la population qui se trouve derrière le n÷ud 
onsidéré ; supposant

que 10% est le pour
entage de 
ette population qui requiert réellement les 
ontenus 
on
ernés

à l'heure de pointe. En�n le "bitrate" est le �ux généré par 
haque demande de 
ontenu (i.e. le

�ux induit par session).
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Blo
k # k = 1 2 3 4 5

Popul. πk = 60.74 15.14 7.95 4.97 3.39

Blo
k # k = 6 7 8 9 10

Popul. πk = 2.46 1.85 1.44 1.14 0.92

Table 3.7 � Courbe typique de popularité VoD dis
rétisée en 10 groupes.

Figure 3.14 � Courbe de popularité standard, dis
rétisée en blo
s.

Nous utilisons notre modèle pour déterminer le pla
ement optimal de 
a
hes sur une moyenne

d'une 
entaine de topologies arbores
entes, en faisant varier à 
haque fois le 
oût du 
a
he de

référen
e autour de sa valeur nominale de 20 k¿. La �gure 3.15 nous montre à la fois le nombre

total de 
a
hes installés, le 
oût total du déploiement et en�n, le détail entre les 
oûts spé
i�ques

d'installations de 
a
hes et les 
oûts de transmission. Nous pouvons observer que lorsque le 
oût

unitaire de 
a
he augmente, le 
oût global semble augmenter également de façon linéaire. Dans

le même temps le nombre de 
a
hes e�e
tivement installés diminue, faisant bas
uler le fa
teur

de 
oût du 
oté de la transmission.
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Figure 3.15 � Coûts des solutions optimales (axe à gau
he) et nombres de 
a
hes installées dans


elles-
i (axe à droite), lorsque le 
oût unitaire de 
a
he varie de 10 à 30 k¿(valeur de référen
e

à 20 k¿).

Si nous nous intéressons à présent aux paramètres de 
apa
ités (de sto
kage (3.16) et de

streaming (3.17)) du 
a
he de référen
e, nous remarquons d'abord que l'augmentation de la

taille mémoire renfor
e l'intérêt des 
a
hes, et par 
onséquent plus de 
a
hes seront installés.

Cela aura pour e�et dire
t de diminuer le 
oût total de déploiement. Au 
ontraire, l'augmen-

tation de la 
apa
ité de streaming (et don
, de traitement) permet une meilleure rentabilité de


eux-
i sans devoir en ajouter et a également pour e�et de diminuer le 
oût global de déploiement.
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Figure 3.16 � Coûts des solutions optimales (axe à gau
he) et nombres de 
a
hes installés dans


elles-
i (axe à droite), lorsque la 
apa
ité de sto
kage unitaire de 
a
he varie de 0 à 100 %

(valeur de référen
e à 20 %).

Figure 3.17 � Coûts des solutions optimales (axe à gau
he) et nombres de 
a
hes installées dans


elles-
i (axe à droite), lorsque la 
apa
ité de streaming unitaire de 
a
he varie de 1 à 10 Gbps

(valeur de référen
e à 2 Gbps).
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La �gure 3.18 montre le gain obtenu en optimisant le déploiement, par rapport à une ar
hi-

te
ture pré-déterminée "intuitive" (au regard des 
ara
téristiques des 
a
hes et du tra�
). Les

instan
es testées sont i
i symétriques au sens du nombre de �ls (premier nombre de l'index des

abs
isses) et de la profondeur (se
ond nombre de l'index des abs
isses). Les ar
hite
tures pré-

déterminées 
onsistent i
i à pla
er un 
a
he à 
haque n÷ud feuille (niveau maximal d), un 
a
he

à 
haque n÷ud pré
édent une feuille (niveau d− 1) ou les deux. Les é
arts peuvent alors varier

de 10 à 100%.

Figure 3.18 � E
art (en %) de la solution optimale ave
 la solution où tous les 
a
hes sont

déployés aux niveaux d, d− 1 ou les deux.

3.8.2 Con�gurations de 
a
he et s
énarios de 
oûts di�érents

Dans la pratique, les fournisseurs de 
a
hes peuvent proposer des modèles aux 
ara
téristiques

di�érentes mais les 
hoix restent souvent relativement limités. Pour le déploiement de 
a
hes pour

la vidéo à la demande nous allons nous 
on
entrer sur l'impa
t de 
es 
ara
téristiques sur le dé-

ploiement optimal, et les re
ommandations é
onomiques suivant des s
énarios envisagés.

Nous supposerons i
i que le fournisseur de 
ontenus peut 
hoisir jusqu'à deux types d'équi-

pements parmi une gamme restreinte, et a la possibilité d'établir le déploiement optimal asso-


ié à son/ses 
hoix d'équipements. Pour pouvoir déterminer ave
 pré
ision l'ar
hite
ture op-

timale asso
iée à 
es 
hoix, nous devons également estimer des 
oûts réalistes pour 
haque

piè
e d'équipement. Malheureusement, malgré les sour
es diverses qui peuvent exister à 
e su-

jet (www.mkomo.
om/
ost-per-gigabyte, www.j
mit.
om/diskpri
e.htm,...), nous ne pouvons ex-

traire de règles é
onomiques 
laires 
omparant le 
oût de sto
kage et le 
oût de transmission en

heures pleines. Pour éviter 
et é
ueil, nous 
hoisirons de travailler sur deux s
énarios de 
oûts

radi
alement di�érents :
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� S
énario I : le 
oût de sto
kage de 2 TB est équivalent au 
oût de transmission de 1 Gbps.

En supposant un 
atalogue de taille (ou partie de 
atalogue) de 100 TB, 
ha
une des 10


lasses de 
ontenus possède un volume de 10 TB, 
e qui induit un partitionnement des 20

Keuros unitaire par 
a
he en 3,7 Keuros (18,5 %) pour le sto
kage et 16,3 Keuros (81,5 %)

pour la transmission.

� S
énario II : le 
oût de sto
kage de 1 TB est équivalent au 
oût de transmission de 4

Mbps. Dans 
e 
as, le 
oût unitaire de 
a
he est partitionné entre 0,7 Keuros (3,5 %) pour

le sto
kage et 19,3 Keuros (96,5 %) pour la transmission.

Partant de 
es s
énarios de 
oûts, nous pouvons dé
orréler de façon arbitraire le 
oût unitaire

de 
a
hes et 
onstruire alors de nouveaux types de 
a
hes dédiés pour des r�les parti
uliers (trans-

mission (C) ou sto
kage(D)), ou des 
a
hes de plus grande ou petite 
apa
ité ("Grand 
a
he"

(B) et "Petit 
a
he" (A)), qui béné�
ient de l'é
onomie d'é
helle asso
iée. Nous 
onsidérons i
i

alors qu'un 
a
he de 
apa
ité deux fois plus grande aura seulement un 
oût 1.5 fois plus élevé.

Petit 
a
he (A) Grand 
a
he (B)

stockage : C1 = 10 TB (1 blo
k) stockage : C1 = 40 TB (4 blo
s)

streaming : C2 = 1 Gbps streaming : C2 = 4 Gbps

∀i ∈ C, cost(i) = 13, 3 Keuros ∀i ∈ C, cost(i) = 30 Keuros

Ca
he dédié (C) Ca
he dédié (D)

stockage : C1 = 10 TB (1 blo
k) stockage : C1 = 40 TB (4 blo
s)

streaming : C2 = 4 Gbps streaming : C2 = 1 Gbps

SCENARIO I

∀i ∈ C, cost(i) = 16, 5 Keuros ∀i ∈ C, cost(i) = 27 Keuros

SCENARIO II

∀i ∈ C, cost(i) = 29, 5 Keuros ∀i ∈ C, cost(i) = 14 Keuros

Le premier type d'expérimentations s'arti
ule autour des ar
hite
tures utilisant les 
a
hes R,

A et/ou B. La �gure 3.19 résument 
es résultats. Nous pouvons 
onstater que les 
a
hes de petites

tailles (A) sont peu utiles, malgré leurs souplesse. Les meilleures solutions 
onsistent à utiliser

une 
ombinaison de deux types de 
a
hes. Même si les valeurs sont très pro
hes, la meilleure


ombinaison semble se situer ave
 une ar
hite
ture alliant les 
a
hes de grande taille mais de


oût plus rentable (B), ave
 le 
a
he de référen
e (R).
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Figure 3.19 � Coûts des solutions optimales utilisant un ou deux types de 
a
hes parmi R, A et

B.

La �gure 3.20 montre le déploiement optimal d'ar
hite
tures utilisant les 
a
hes R, C et/ou

D. Le s
énario I (où le sto
kage mémoire est le plus onéreux) rend le 
a
he (C) utile, alors que

le (D) ne semble pas être un 
hoix judi
ieux. Globalement, le seul 
a
he (R) semble su�re pour

produire i
i une bonne solution. Le 
ouple de 
a
hes (C) et (D), semble un 
hoix relativement

judi
ieux, mais reste 10% plus 
her que l'ar
hite
ture pré
édente.

Au 
ontraire, le s
énario II (où le sto
kage de transmission est le plus onéreux) o�re un intérêt

majeur au 
a
he (D) qui devient un 
hoix préférable à (R), et permet à lui seul d'être un 
hoix

quasi optimal pour le déploiement de l'ar
hite
ture.
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Figure 3.20 � Coûts des solutions optimales utilisant un ou deux types de 
a
hes parmi R, C et

D dans les deux s
énarios.

Ce
i est 
on�rmé par le nombre de 
a
hes déployés dans l'ar
hite
ture optimale de la �gure

3.21. Dans le s
énario I, les 
ontributions du 
a
he (C) dans le 
ouple (R)-(C) sont minimes,

mais deviennent prépondérantes dans le 
ouple (C)-(D). Dans le s
énario II, le 
a
he (D) est

extrêmement intéressant ; au point que lorsque 
eux-
i peuvent être 
hoisis, ils sont installés

abondamment.

De manière plus générale l'hypothèse du s
énario II est extrêmement pro�table grâ
e au 
a
he

de type (D), qui sur
lasse largement le 
a
he de référen
e (R) en intérêt/e�
a
ité. Celui-
i pos-

sède un 
oût prin
ipalement généré par son unité 
entrale (CPU), qui semble su�samment équipé
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pour délivrer e�
a
ement les 40 TB de données qu'il 
ontient. Dans 
e s
énario sa 
on�guration

semble adaptée au 
ontexte, à la fois en 
oût et en souplesse. Dans l'autre s
énario (s
énario I),


'est le 
a
he de référen
e qui semble le plus à propos pour 
onstituer le plus gros du déploiement.

Figure 3.21 � Nombre de 
a
hes déployés dans les solutions optimales utilisant un ou deux types

de 
a
hes parmi R, C et D dans les deux s
énarios (ave
 le détail pour 
haque type).

Nous avons trouvé de bonnes 
on�gurations parmi 
elles proposées, mais nous aimerions


onnaître quel serait le déploiement optimal de 
ha
un des dispositifs suivant des hypothèses dif-

férentes. Pour 
e faire nous allons arti�
iellement dé
oupler les dispositifs de sto
kage mémoire

et de transmission ; il est alors possible de 
omposer la 
on�guration de son 
hoix à 
haque n÷ud
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du graphe. Nous allons alors faire varier l'impa
t du 
oût du dispositif par rapport à l'autre

(
onsignés dans la �gure 3.22 en %).

Les 
ourbes nous révèlent d'abord les fa
teurs limitant de 
haque 
on�guration : à gau
he

de la 
ourbe les dispositifs de sto
kage sont "gratuits", seuls 
ompte alors la 
apa
ité de strea-

ming. Le 
a
he qui apporte alors le meilleur ratio 
oût/
apa
ité de streaming est naturellement


elui qui est préféré dans les solutions optimales (soit (C) selon le s
énario I). Au 
ontraire,

à droite de la 
ourbe, la 
apa
ité de streaming est un dispositif gratuit, don
 non limitant ;

seule la 
apa
ité de sto
kage a une importan
e. De nouveau, le 
a
he qui apporte le meilleure

ratio/
apa
ité de sto
kage est 
elui qui sera logiquement préféré (à savoir (D) dans le s
énario II).

Sur la 
ourbe nous observons deux types de 
a
hes dont la variation des 
oûts de dispositifs

internes 
hange peu la valeur de la solution optimale de déploiement. C'est notamment le 
as

pour le 
a
he (B), ainsi que le 
a
he (D) du s
énario II. Cela signi�e que les 
on�gurations de


a
hes sont équilibrées : peu importe la variation des 
oûts internes, le 
oût de la solution reste

globalement le même, 
ar les besoins (
apa
ité de streaming/
apa
ité sto
kage mémoire) sont

bien adaptés à la 
on�guration proposée.

Au 
ontraire, le 
a
he (D) du s
énario I et le 
a
he (C) du s
énario II sont très instables.

Nous observons une diminution du 
oût de la solution optimale de déploiement lorsque le 
oût

interne de la mémoire devient plus faible (proportionnellement à son 
oût global). Cela signi�e

que plus de mémoire a été installée (pour permettre plus d'inter
eption). En e�et, l'augmentation

du 
oût du dispositif de streaming ne peut améliorer le 
oût de la solution optimale. Cela signi�e

qu'une partie de la 
apa
ité de streaming restait "inutilisée". Elle était don
 surdimensionnée au

préalable �ou la 
apa
ité mémoire sous-dimensionnée.

Le 
as inverse n'est visible que par (D) du s
énario II. Dans 
e dernier 
as, 
'est la diminution

du 
oût du dispositif de streaming qui améliore la solution : 
ela signi�e que plus de 
apa
ité de

streaming est installée, puisque l'augmentation du 
oût de la mémoire ne peut améliorer le 
oût

de la solution optimale. Si l'augmentation de la 
apa
ité de streaming permet d'inter
epter plus

de requêtes ; 
'est qu'il "restait" des requêtes à inter
epter. On en 
on
lut alors simplement que

la 
apa
ité mémoire était surdimensionnée �ou que la 
apa
ité de streaming sous-dimensionnée.

Ces remarques sont étayées par les 
ourbes 3.23, (ave
 un 
omportement spé
i�que de relaxa-

tion de 
ontrainte aux extrêmes).

Nous venons don
 à 
on
lure que (D) du s
énario II semble avoir la 
on�guration la plus

équilibrée par rapport au tra�
 
onsidéré.
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Figure 3.22 � Ar
hite
tures optimales lorsque les 
apa
ités de streaming et de sto
kage sont

dé
ouplées.
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Figure 3.23 � Nombre de dispositifs de sto
kage et de streaming installés lorsque 
eux-
i sont

dé
ouplés.

3.9 Cas du graphe généralisé

Il est important de noter que nous n'avons pas investigué la lo
alisation de 
a
hes à hit ratio

variable dans un réseau quel
onque, 
e qui sous tendrait également un 
hoix de routage des
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requêtes. Nous pourrions alors être amené à 
onsidérer un modèle 
omme suit :

LC
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

min
∑

i∈V

Cc.yi +
∑

n∈N

∑

a∈A

wafa,n (3.53)

∑

n∈N

xi,n ≤ Cm.yi, ∀i ∈ V (3.54)

∑

a∈δ+(i)

fa,n +Di.Tf .pi,n − zi,n =
∑

a∈δ−(i)

fa,n, ∀i ∈ V, ∀n ∈ N (3.55)

∑

n∈N

zi,n ≤ yi.Cs, ∀i ∈ V (3.56)

zi,n ≤ xi,n.
∑

j∈V

Dj .Tf .pi,n, ∀i ∈ V, ∀n ∈ N (3.57)

zi,n ≤ xi,n.Di.Tf .pi,n +
∑

a∈δ+(i)

fa,n, ∀i ∈ V, ∀n ∈ N (3.58)

∑

n∈N

fa,n ≤ Ca, ∀a ∈ A (3.59)

Fi,n − Fi,n′ ≥ (xi,n − xi,n′ − 1).Mi,n,n′ , ∀(n, n′) ∈ N2, ∀i ∈ V (3.60)

Fi,n =
∑

a∈δ+(i)

fa,n +Di.Tf .pi,n, ∀i ∈ V, ∀n ∈ N (3.61)

xi,n, yi ∈ N, fi,n ≥ 0, zi,n ≥ 0, i ∈ V, n ∈ N (3.62)

Ave
 M ′
dé�ni 
omme suit :

M ′
i,n,n′ = max

n,n′

∑

j∈V

Dj.Tf .pj,n (3.63)

Les 
ontraintes de 
onservation de �ots (3.55) sont i
i étendues à un graphe quel
onque, les

δ+(i) et δ−(i) représentant respe
tivement les ar
s divergents et in
idents à i. Le terme zi,n dési-

gnant toujours la variable d'inter
eption. Les mesures de popularité, quant à elles, sont toujours

représentées par les variables Fi,n, mais 
ette mesure est désormais e�e
tuée sur le di�érentiel

des demandes suivant le routage dé
idé.

Les solutions optimales pourraient alors, du fait de la 
ontrainte 3.60, avoir un routage "dé-

généré". Cela signi�e qu'une partie des requêtes pourraient être déviée pour for
er le 
ontenu

d'un 
a
he transparent. Pire, dans un tel modèle des 
ir
uits de �ots pourraient surgir pour les

mêmes raisons. La �gure 3.24 représente 
ette pathologie.
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Figure 3.24 � Le 
a
he pla
é en b, peut voir la popularité du �ot arti�
iellement augmenté

(Fi,rouge), en appliquant un �ot de même type sur le 
ir
uit (a, c, b). De 
ette façon, s'il ne peut

ontenir qu'un type de �
hier, et si la fon
tion de 
oût rend préférable la mise en pla
e du 
ontenu

rouge, la 
ontrainte (3.60) peut être i
i altérée.

On peut alors en venir à se demander si un tel problème a un sens, à la vue des solutions

optimales qui pourraient survenir. De telles solutions pathologiques semblent né
essiter une in-

formation aux n÷uds du réseau. On pourrait alors se dire que te
hnologiquement, il serait dans

des 
as pathologiques plus judi
ieux de pla
er 
ette information au niveau du 
a
he. Mais si l'on

poursuit 
ette idée jusqu'à son terme, nous pourrons alors nous aper
evoir que nous sommes en

train de vouloir régir le 
omportement du 
a
he en relâ
hant 
ette 
ontrainte. Il est don
 plus

judi
ieux dans 
e 
as de se tourner vers une solution te
hnologique de type serveur soumis à une

intelligen
e globale.

Con
lusions

Le problème de lo
alisation de 
a
hes transparents implique une modélisation du 
ompor-

tement des 
a
hes. Cette 
ontrainte induit une 
omplexité supplémentaire. Nous avons d'abord

proposé un modèle de programmation linéaire en nombres entiers pour résoudre le problème. Les

limites d'une telle formulation s'atteignent rapidement lorsque l'on veut résoudre des instan
es de

taille raisonnable. Pour améliorer les performan
es de résolution et s'appuyer sur les spé
i�
ités

de notre problème (notamment l'arbores
en
e) nous nous sommes alors tournés vers un autre

type d'appro
he, au lieu de 
onsidérer des renfor
ements de la formulation.

A partir de la littérature existante, nous avons proposé et 
onstruit une appro
he de réso-

lution par la programmation dynamique. Ce paradigme permet de résoudre e�
a
ement notre

problème et reste générique pour la prise en 
ompte de 
ontraintes parti
ulières. Malgré l'absen
e

de bornes polynomiales, il reste en pratique très performant.

Nous nous sommes ensuite intéressés au déploiement optimal d'un CDN dans un 
ontexte

réaliste, et selon di�érentes hypothèses de s
énarios (
oûts, densité, 
ara
téristiques te
hniques).

Ce
i dans le but d'exhiber les fa
teurs importants à prendre en 
onsidération, et les leviers d'aide

à la dé
ision.
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Con
lusions et perspe
tives

Nous avons expli
ité le problème de lo
alisation de 
a
hes sous forme de problème é
onomique,

fortement dépendant d'une estimation de 
oûts. Nous avons observé quelques problèmes 
onnexes

de déploiement de réseau, et notamment les problèmes de lo
alisation dans les arbores
en
es trai-

tés dans la littérature. Nous avons présenté une appro
he de programmation linéaire en nombres

entiers pour résoudre le problème de lo
alisation de 
a
hes transparents. Nous avons également

exhibé une appro
he de programmation dynamique générique aux problèmes de lo
alisation dans

les arbores
en
es, se basant sur un prin
ipe de ré
ursion, non pas sur les valeurs optimales, mais

sur les ensembles dominants. Cette méthode possède des performan
es satisfaisantes et 
e, même

sur des tailles d'instan
es élevées. Dans [73℄, les auteurs appliquent dire
tement notre paradigme

sur la lo
alisation de 
oupleurs "PON" dans une arbores
en
e et observent un 
omportement si-

milaire. Nous pourrions étendre 
ette appro
he à des réseaux non-arbores
ents, en partitionnant

un graphe quel
onque en sous-graphes, et déterminer ré
ursivement les ensembles dominants de

solutions.

Nous avons extrait des s
énarios plus ou moins réalistes a�n d'avoir une vue d'ensemble des

ar
hite
tures de déploiement optimales, et donné les prin
ipaux leviers pour dé
ider des investis-

sements sur un 
as d'usage réaliste. Nous remarquons de prime abord un équilibre à obtenir entre

l'é
onomie d'é
helle rendant les "gros" 
a
hes plus rentables é
onomiquement (au niveau des 
a-

pa
ités par euro), et la souplesse o�erte par les 
a
hes de taille plus modeste. Il est également

préférable de bien 
onnaître le tra�
 à 
apter a�n d'équilibrer l'équipement interne du 
a
he. Le


ouplage de deux équipements semble surtout e�
a
e pour 
ombiner la rentabilité des grands


a
hes en zone dense, et apporter la souplesse des 
a
hes plus petits dans les zones plus disparates.

Les 
oûts sont extrêmement di�
iles à prédire et sont fortement dépendants du 
ontexte dans

lequel nous nous situons parmi :

1. L'horizon d'investissement et/ou d'amortissement

2. L'appré
iation de la qualité de servi
e et/ou qualité d'expérien
e des utilisateurs, l'impa
t

en terme de 
onsommation

3. L'é
onomie d'é
helle

4. L'obsoles
en
e programmée, l'avan
ée te
hnologique

5. Les 
oûts de maintenan
e

Nous aimerions à présent 
onsidérer un problème 
onnexe. Jusqu'alors, nous pla
ions dans un

horizon d'investissement relativement lointain. De 
e fait, le problème visait à minimiser les 
oûts

d'infrastru
ture en satisfaisant une estimation de la demande. L'enjeu était d'ordre purement �-

nan
ier, 
ar toute demande formulée pouvait être satisfaite moyennant un paiement approprié.
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Nous allons à présent regarder le problème sur un horizon de temps beau
oup plus 
ourt.

Supposons notre infrastru
ture de CDN déjà établie. Nous savons que 
e type de réseau possède

une propension naturelle à la 
ongestion, la laten
e et la perte de qualité de transmission lors

des pi
s de tra�
 (période de très forte demande). Pour l'opérateur du réseau, il est important

d'avoir le maximum d'informations sur les 
apa
ités de son réseau et la manière de l'exploiter le

plus e�
a
ement.

Enon
é autrement, jusqu'à quel point nous pouvons garantir la qualité de servi
e dans le

réseau a
tuel par une stratégie de routage optimale. Ce
i nous permettrait alors de 
onnaître

les endroits où il est important d'installer des équipements (
a
he, 
hangement de matériel, et
)

dans le but de soulager le tra�
. Cette information n'est plus liée à un problème de 
oût, mais

de garantie de (niveau de) servi
e.

Cette problématique est 
omplémentaire ave
 les problématiques de lo
alisation : elle permet

d'aider à la dé
ision sur la marge d'erreur et/ou l'anti
ipation qui est faite sur la demande. Pour

illustrer son intérêt supposons une infrastru
ture déployée à moindre 
oût pour répondre à une

une estimation de demande pour les trois années suivantes. Il peut être intéressant d'observer

la proportion supplémentaire que nous pourrions satisfaire pour la quatrième année, ou même

savoir en quelle mesure si la demande s'avérait beau
oup plus importante que prévue (risque sur

l'in
ertitude). Si, par exemple un réseau est 
apable de supporter 150% de la demande maximale

estimée,il existe une 
ertaine forme de pérennité et de résilien
e sur 
e réseau. A l'inverse, s'il

s'avère que 
elui-
i ne peut qu'assurer une proportion maximale de 101% quelles que soient les

modi�
ations de routage que j'apporte sur mon réseau, 
ela signi�e que mon réseau présente

un risque non négligeable de saturation dans un avenir plus ou moins pro
he. Les investisseurs

pourraient alors trouver intéressant de solli
iter des équipements plus performants pour limiter


es risques.

Dans une 
ertaine mesure, on peut voir 
ette réa�e
tation des ressour
es du réseau 
omme

un re
ours d'une situation perturbée. Dans la littérature 
e problème de routage sous 
ontraintes

de 
apa
ités est en réalité bien 
onnu : il s'agit du "�ot 
on
urrent maximal" (FCM), que nous

allons à présent étudier, ainsi que les problèmes plus généraux de multi-�ots.
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Deuxième partie

Algorithmes e�
a
es pour le �ot


on
urrent maximal (FCM) et

dé
ompositions
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Chapitre 4

Les modèles de multi-�ots

Dans 
e 
hapitre, nous allons présenter une 
lasse de problèmes 
lassiques de la littérature,

les problèmes de multi-�ots. Nous nous attarderons à expli
iter les modèles et les méthodes


ouramment utilisées pour les résoudre. Notre des
ription s'arti
ulera autour du problème de

�ot 
on
urrent maximal, qui est le problème qui nous intéresse plus parti
ulièrement dans toute


ette partie.

4.1 Introdu
tion et �ot 
on
urrent maximal (FCM)

"Comment puis-je a
heminer mes biens et produits à l'aide de mes 
amions de sorte à 
e que


ela me 
oûte le moins 
her ?" "De quelle manière dois-je 
onstruire mon réseau de �bre optique

a�n qu'il soit le plus e�
a
e ?" "Quels sont les dispositifs à installer pour maintenir la pression

dans mes 
analisations d'eau ?"

Figure 4.1 � Un réseau mondial : le réseau d'é
hanges d'informations.

Ces problématiques sont ren
ontrées très régulièrement dans le monde industriel en général,

et non seulement dans les télé
ommuni
ations. Ces problématiques partagent généralement les

notions de réseau, et de mouvement (de biens, d'information ou de personnes) que l'on peut

modéliser par des �ots. Mathématiquement, le �ot représentera la quantité en 
ir
ulation, tandis

que le réseau sera modélisé sous forme de graphe dont les n÷uds 
orrespondront aux jon
tions

et les ar
s aux 
onduits physiques. De manière plus générale, nous pouvons introduire plusieurs

types de �ots pour un même problème. Cette 
lasse de problèmes est alors désignée sous la vo-


able de problèmes de multi-�ots [3℄.
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Si nous faisons la parallèle ave
 notre problématique de lo
alisation de 
a
hes, nous voulons


onnaître les liens du réseau (ar
s du graphes) qui sont limitants, 
e qui nous donnera des infor-

mations sur les pla
ements de 
a
hes né
essaires pour éventuellement pallier 
ette limitation ainsi

que la 
riti
ité de notre réseau. Une autre manière de voir le même problème est de 
onsidérer

la qualité de servi
e (délai et perte) par la 
harge (en % de la 
apa
ité) du lien sur lequel elle

transite. Un opérateur peut souhaiter 
onnaitre la qualité de servi
e maximale qu'il peut garantir

à ses 
lients dans l'ensemble de son réseau. Plus exa
tement, 
onnaissant le nombre de 
lients


onne
tés en 
haque point, quel routage de 
es requêtes 
lients lui permettrait de minimiser la


harge des liens du réseau.

Ce problème est également 
onnu et est appelé �ot 
on
urrent maximal (FCM). Il est dé
rit

de manière générale par un graphe, dont les ar
s sont munis de 
apa
ités, et un ensemble de

demandes en bien/servi
e qui doivent être délivrées depuis leurs sour
es vers leurs destinations.

L'obje
tif est alors de 
al
uler la fra
tion γ maximale (potentiellement supérieure à 1) 
ommune

à 
haque demande qui peut être a
heminée simultanément sur le graphe tel que le volume total

transitant sur 
haque lien ne dépasse sa 
apa
ité. L'exemple de la �gure 4.2 montre une solution

réalisable du �ot 
on
urrent maximal.

1

4

7

6

2

3

8

5

C(1,2)=6

C(6,3)=2

D(6,2)=3

D(4,5)=1

D(1,7)=12

24 +

2

2
4

2 2
C(4,1)=4

C(2,5)=7

C(6,7)=3

C(1,6)=4

(x 2)

C(6,1)=3

2

(x 2)

(x 2)

Figure 4.2 � Solution réalisable du �ot 
on
urrent maximal de valeur γ = 2. Chaque fra
tion γ
de demande est bien a
heminée sur le graphe sans violer au
une 
apa
ité (la 
apa
ité des ar
s

non annotés est supposée in�nie).

Le �ot 
on
urrent maximal est également le dual de la relaxation linéaire d'un problème éga-

lement très 
onnu : la 
oupe de densité minimale. La 
oupe de densité minimale est la séparation

des sommets en une partition, dont le ratio de la 
apa
ité (mesurée par la somme des 
apa
ités

des ar
s liant les deux ensembles) sur la somme des demandes séparées par le partitionnement

est minimal. L'exemple de la �gure 4.3 nous montre une 
oupe et la valeur de densité asso
iée.

Beau
oup d'algorithmes de résolution appro
hée de 
e problème utilisent la solution du FCM

(
.f. par exemple [97℄). Nous verrons plus en détail par la suite quelle importan
e 
e problème

revêt également pour notre 
ontexte.

Dé�nition 27. Soit un graphe G = (V,A) un graphe orienté muni des 
apa
ités ca, ∀a ∈ A.
Soit T  V , la 
oupe ∆(T ) est l'ensemble d'ar
s dé�ni par ∆(T ) = {a = uv ∈ A, u ∈ T, v /∈ T }.
Sa valeur asso
iée est dé�nie par C(T ) =

∑

a∈∆(T )

ca.
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Dé�nition 28. Soit un graphe G = (V,A) orienté, munis des 
apa
ités ca=ij , ∀a ∈ A, et de
demandes dij , ∀(ij) ∈ V 2

de sour
e le sommet i et de puits le sommet j. Soit pi,j un 
hemin

allant de i à j. Soit T  V , une 
oupe de densité est une 
oupe ∆(T ) qui a pour valeur de densité

Sp(T ) =

∑

a∈∆(T )

cA

∑

(ij)∈V 2

∄pi,j∈G′(V,A−∆(T ))

dij
.

Dé�nition 29. On appelle graphe de demandes le graphe orienté G = (V,A) qui à 
haque

demande non nulle de sommet sour
e i et de sommet puits j de V asso
ie un ar
 valué par 
ette

demande dij .

1

4

7

6

2

3

8

5

C(1,2)=6

C(6,3)=2

2 2
C(4,1)=4

C(2,5)=7

C(6,7)=3

C(1,6)=4

C(6,1)=3

D(6,2)=3

D(4,5)=1

D(1,7)=1

Figure 4.3 � Coupe engendrée par l'ensemble {1, 4, 6, 7}. Les 
apa
ités qui séparent les partitions
sont notées en rouge. Les demandes séparées par la 
oupe sont les demandes d6,2 et d4,5 (d1,7
n'est pas séparé par la 
oupe) 
e qui nous donne dire
tement la valeur de la 
oupe de densité

8
4 = 2.

4.2 Notations utiles

Nous dé
rivons i
i un résumé des notations 4.1 qui seront utilisées au 
ours de 
e 
hapitre.

Nous allons introduire les notations suivantes. Soit |V | = n et |A| = m, respe
tivement les

nombres de n÷uds et d'ar
s. Etant donné un ar
 a ∈ A, nous noterons v−(a) (et respe
tivement
v+(a)) le n÷ud duquel l'ar
 diverge (et respe
tivement le n÷ud vers lequel l'ar
 in
ide). Munis

d'un sous-ensemble U ⊂ V , nous noterons également δ+(U), l'ensemble des ar
s a ∈ A diver-

gents, don
 tels que v−(a) ∈ U et v+(a) /∈ U . L'ensemble des ar
s in
idents sera alors 
ara
térisé
par δ−(U) = δ+(V \ U). Lorsque l'ensemble U = {v} n'est 
omposé que du seul n÷ud v, nous
lui préférerons la notation δ+(v) et δ−(v) au lieu de δ+({v}) et δ−({v}).
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Le volume maximal de tra�
 qu'un ar
 a ∈ A est 
apable de supporter ; sa 
apa
ité, est notée

ca ave
 ca ≥ 0. Une demande k ∈ K en tra�
 est 
ara
térisée par une sour
e sk ∈ V (l'émetteur

du tra�
), une destination tk ∈ V (le ré
epteur du tra�
) et un volume demandé dk (parfois

simplement appelée valeur de demande). Nous utiliserons également la notation dij , pour déter-
miner la valeur de demande devant être a
heminée depuis i vers j.

Graphe orienté G = (V,A)
V Ensemble des n÷uds

A Ensemble des ar
s

ca Capa
ité de l'ar
 a
δ−(U), δ+(U) Ensemble des ar
s in
idents/divergents de l'ensemble de n÷uds U
v−(a), v+(a) N÷ud depuis/vers lequel l'ar
 diverge/in
ide a
δ−(v), δ+(v) Ar
s divergents/in
idents à v
D−

G(v) degré entrant dans G, 
ardinal de δ−(v) dans G
D+

G(v) degré sortant dans G, 
ardinal de δ+(v) dans G
Ensemble des demandes k ∈ K, 
hemins et arbres

sk, tk Sour
e et destination d'une demande k
S, T (s) Ensemble des sour
es et ensembles des destinations de la sour
e s ∈ S
dk, dij Valeur de demande d'une demande k, entre i et j
P k

, P ij
Ensemble des 
hemins pour la demande k, entre i et j

T i
Ensemble des arbores
en
es de ra
ine i

V τ
a Ensemble des n÷uds de T (i) appartenant au sous-arbre τ de ra
ine v+(a)

lonk
p(µ) longueur du 
hemin p pour la demande k munis des poids µa sur les ar
s a.

lonst
τ (µ) longueur du 
hemin reliant s à t dans l'arbre τ munis des poids µa sur les ar
s a.

Variables de �ots et variables duales

fk
a , fa Flot de la demande k sur l'ar
 a, le �ot total sur l'ar
 a
λkp, β

i
τ Proportion de �ot de la demande k sur le 
hemin p, sur l'arbre τ ∈ T i

µa Variable duale de la 
ontrainte de 
apa
ité en a (4.24) et (5.3)

νk, φs Variable duale de la 
ontrainte de demande en k (4.25) et (5.4)

S Solution duale, 
omposée des ve
teurs µa, ∀a ∈ A et νk, ∀k ∈ K

Table 4.1 � Notations

4.3 Les modèles ar
s-�ots, appliqués au FCM

Les �ots sont généralement modélisés à l'aide de variables ar
-�ot qui expli
ite la quantité de

demande de 
haque 
ommodité sur 
haque ar
. Nous nous plaçons dans le 
adre plus générique

de des graphes orientés G = (V,A) �où V représente l'ensemble des n÷uds et A l'ensemble

des arêtes�, plus génériques que les non-orientés (pour s'en 
onvain
re il su�ra de regarder la

transformation d'une arrête en 
ombinaisons d'ar
s 4.4)
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C(a)

C(a)

Infini Infini

InfiniInfini

Figure 4.4 � Transformation 
lassique d'un graphe non orienté (en haut) en graphe orienté

équivalent (en bas).

Pour 
haque demande k ∈ K et pour 
haque ar
 a ∈ A, la variable représentant la valeur de
�ot sera notée fk

a . Nous pouvons alors modéliser le problème FCM de la manière suivante :

(FCMarc)



























































max γarc, (4.1)

∑

a∈δ−(v)

fk
a −

∑

a∈δ+(v)

fk
a = 0, ∀k ∈ K, v ∈ V \ {sk, tk}, (4.2)

∑

a∈δ+(sk)

fk
a −

∑

a∈δ−(sk)

fk
a = γarcd

k, ∀k ∈ K, (4.3)

∑

k∈K

fk
a ≤ ca, ∀a ∈ A, (4.4)

fk
a ≥ 0, ∀a ∈ A, k ∈ K. (4.5)

Nous 
her
hons à maximiser la fra
tion γ telle que γ.dk puisse être é
oulé pour 
haque de-

mande. Les 
ontraintes (4.2) imposent la 
onservation des �ots : la somme des �ots entrant de la

demande k,
∑

a∈δ−(v)

fk
a doit égaler la somme des �ots sortant

∑

a∈δ+(v)

fk
a de la même demande, pour


haque n÷ud qui n'est ni la sour
e sk, ni la destination tk de 
ette demande. Nous 
ontraignons

le n÷ud sour
e sk de 
haque demande k, à délivrer exa
tement la valeur γarcd
k
(4.8), le terminal

sera impli
itement 
ontraint de re
evoir la même valeur par les 
ontraintes (4.2). En�n, la somme

des �ots de toutes les demandes sur 
haque ar
 a ∈ A, ∑
k∈K

fk
a ne doit ex
éder la 
apa
ité ca de


et ar
, 
e qui est expli
ité par les 
ontraintes (4.4).
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Une te
hnique 
onnue pour limiter le nombre de variables fk
a et de 
ontraintes ((4.2) et (4.3))


onsiste à agréger les demandes par sour
e ou par destinations [3℄.

Soit S l'ensemble de toutes les sour
es S = {sk}k∈K . Soit T (s) l'ensemble des n÷uds qui

sont destinations et qui ont leur sour
e en i : T (i) = {tk}k∈K:sk=i. Nous 
onstruisons alors K
agg

l'ensemble des demandes agrégées par sour
e. Une demande h ∈ Kagg
est uniquement dé�nie

par sa sour
e sh ∈ S, et son ensemble de destinations T (sh) munies de leurs valeurs respe
tives

de demande ds
hj

pour 
haque j ∈ T (sh). Le nouveau modèle aura alors la forme suivante, en

nommant à présent gha la valeur de �ots :

(FCMagg)



























































max γagg , (4.6)

∑

a∈δ−(v)

gha −
∑

a∈δ+(v)

gha = 0, ∀h ∈ Kagg, v 6= sh, v /∈ T (sh), (4.7)

∑

a∈δ−(v)

gha −
∑

a∈δ+(v)

gha = γaggd
shv, ∀h ∈ Kagg, v ∈ T (sh), (4.8)

∑

h∈Kagg

gha ≤ ca, ∀a ∈ A, (4.9)

gha ≥ 0, ∀a ∈ A, h ∈ Kagg
. (4.10)

Le 
hangement prin
ipal réside dans la 
ontrainte de satisfa
tion de �ots qui n'est plus 
on
en-

trée sur la sour
e, mais sur 
ha
un des terminaux (4.8), 
e sont don
 les 
ontraintes d'émission

de �ots depuis les sour
es sh qui seront impli
itement formulées par les 
ontraintes (4.7).

4.4 Algorithmes d'approximation et méthode de déviation

de �ots

Le problème de FCM est un problème polynomial ; il peut don
 être résolu de façon exa
te

en un nombre polynomial d'opérations, notamment grâ
e à la programmation linéaire.

Proposition 19. Le problème de �ot 
on
urrent maximal est un problème polynomial.

Démonstration. La formulation ar
-�ot (4.1) du problème 
ontinu, linéaire de �ot 
on
urrent

maximal possède un nombre de variables et de 
ontraintes polynomial. L'algorithme de l'ellipsoïde

permet don
 de le résoudre en temps polynomial.

En sus, les auteurs de [19, 58℄ démontrent qu'il est possible de résoudre 
e problème à l'aide

d'un algorithme fortement polynomial. Cependant 
es algorithmes ne présentent qu'un intérêt

pratique limité, puisque leurs performan
es réelles restent très en deçà des méthodes "usuelles".

Mais même pour 
e type de méthodes, les temps de résolution peuvent être très élevés, et un

graphe d'une 
entaine de n÷uds peut dans 
ertains 
as être di�
ile à résoudre. A titre d'exemple

un graphe de seulement 125 n÷uds, 600 ar
s et des demandes générant un graphe 
omplet que

l'on formule par le modèle (ar
-�ots) induira plus de 9 millions de variables et environ 2 millions
de 
ontraintes, 
e qui pourra né
essiter plusieurs dizaines d'heures pour déterminer la solution

optimale.
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C'est pourquoi beau
oup d'études ont été menées a�n de produire des algorithmes de résolu-

tion appro
hée.

Shahrokhi et Matula ([76℄ et [77℄) présentèrent l'un des premiers algorithmes d'approximation

polynomiaux pour résoudre le problème de �ot 
on
urrent maximal dans un 
as parti
ulier,


elui des 
apa
ités uniformes (ca = Ca, ∀a ∈ A). Ils énon
ent alors un problème qui 
onsiste à

déterminer un tra�
 selon des demandes, en minimisant la 
ongestion (
harge de 
apa
ité) En

expli
itant un modèle ar
-�ot pour le problème de 
ongestion minimale (MC) nous obtenons :

(MCarc)



























































min Carc, (4.11)

∑

a∈δ−(v)

gha −
∑

a∈δ+(v)

gha = 0, ∀h ∈ Kagg, v 6= sh, v /∈ T (sh), (4.12)

∑

a∈δ−(v)

gha −
∑

a∈δ+(v)

gha = ds
hv, ∀h ∈ Kagg, v ∈ T (sh), (4.13)

∑

h∈Kagg

gha ≤ Carc.Ca, ∀a ∈ A, (4.14)

gha ≥ 0, ∀a ∈ A, h ∈ Kagg
. (4.15)

L'obje
tif (4.11) est de minimiser la 
ongestion maximale. Puisque les 
apa
ités sont uni-

formes, il s'agit alors de minimiser le �ot maximum sur l'ensemble des ar
s. Cette 
ontrainte est

donnée par (4.14). Les 
ontraintes (4.12) et (4.13) assurent respe
tivement qu'il y a respe
t des


onservations de �ots et de satisfa
tion des demandes.

Ils remarquent alors que d'une solution réalisable gh de valeur γarc non nulle du �ot 
on
urrent
maximal qui possède une 
ongestion Carc = Ca (une 
apa
ité est au moins limitante), nous pou-

vons extraire une solution réalisable g′
h
a = Ca

γarc
.gha , ∀a ∈ A pour (MCarc), de valeur Carc = 1

γarc
.

La 
ongestion à minimiser équivaut don
 à maximiser le �ot 
on
urrent maximal. De plus, on

peut 
hoisir des ve
teurs solutions de �ots qui 
ara
térisent leurs solutions respe
tives de façon

identique.

De 
ette proposition ils établissent une fon
tion de 
oût pour pénaliser la 
ongestion des

liens (i.e., promouvoir la répartition uniforme des �ots sur le réseau). Ils l'appellent fon
tion de

distan
e :

Φ(a) =
e

2.|A|2

ǫ .gh
a

∑

a′∈A

e
2.|A|2

ǫ .gh
a′

, (4.16)

où le paramètre ǫ, est un fa
teur d'approximation (toléran
e). Ils montrent alors que la fon
-

tion globale

∑

a∈A

e
2.|A|2

ǫ .gh
a
est monotone dé
roissante, 
e qui permet de justi�er la polynomialité

de l'algorithme en O( |V |.|A|7

ǫ5 ). Des travaux supplémentaires ([42℄, [40℄ et [59℄) ont ensuite été

e�e
tué pour améliorer/modi�er 
ette 
omplexité sur 
e problème et des problèmes 
onnexes.

Cette méthode est souvent assimilée à la méthode de déviation de �ot. Cette dernière méthode

est dire
tement inspirée de l'algorithme de Frank-Wolfe ([36℄) et s'applique aux problèmes de

routage. Proposé d'abord par ([71℄), 
et algorithme est surtout utile pour résoudre des problèmes
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de multi-�ots dont la fon
tion obje
tif est non linéaire mais di�érentiable dans un espa
e 
onvexe

fermé. La première phase, à une itération donnée, 
onsiste alors à e�e
tuer une approximation

a�ne grâ
e au développement de Taylor au premier ordre, au point de la solution 
ourante. Il

su�t alors de résoudre le sous-problème généré par 
ette approximation, 
e qui donne la dire
tion

pour une méthode de des
ente. [71℄ appliquent 
ette pro
édure à un problème de routage de délai

minimal (MD) :

(MDarc)



















































minϑ =
∑

a∈A

gha
̟a − gha

, (4.17)

∑

a∈δ−(v)

gha −
∑

a∈δ+(v)

gha = 0, ∀h ∈ Kagg, v 6= sh, v /∈ T (sh), (4.18)

∑

a∈δ−(v)

gha −
∑

a∈δ+(v)

gha = ds
hv, ∀h ∈ Kagg, v ∈ T (sh), (4.19)

gha ≥ 0, ∀a ∈ A, h ∈ Kagg
. (4.20)

La fon
tion obje
tif (4.17) modélise le délai sur 
haque ar
 a selon le paramètre ̟a, par

gha
̟a − gha

, dont ils veulent minimiser la somme. Les 
ontraintes (4.18) et (4.19) sont respe
tive-

ment les 
ontraintes de �ot et de satisfa
tion de demandes.

De la solution 
ourante g̃, ils sont 
apables d'extraire l'approximation a�ne de la fon
tion

obje
tif :

∂ϑ

∂gha
(g̃), ∀a ∈ A, ∀h ∈ Kagg

(4.21)

Pour améliorer la solution, les auteurs proposent alors de modi�er partiellement le routage

des �ots de 
haque agrégat séparément, a�n d'améliorer la qualité de la solution (déviation de

�ot). L'intérêt de 
ette modi�
ation, est qu'elle permet de s'assurer que les 
ontraintes (4.18) et

(4.19) sont toujours respe
tées.

[15℄ s'appuie sur 
ette méthode et l'applique pour une résolution appro
hée du �ot 
on
urrent

maximal. Il étend également 
e prin
ipe pour la résolution appro
hée de programmes linéaires de

façon plus générique [14℄. Mentionnons aussi les travaux de [67℄ sur les propriétés du problème

pour 
es algorithmes appro
hés.

4.5 Les modèles 
hemins appliqués au FCM et génération

de 
olonnes

Un résultat 
onnu stipule également qu'un �ot de s à t peut se dé
omposer sur un ensemble

de 
hemins de s à t, 
haque 
hemin supportant une partie du �ot. C'est une dé
omposition que

l'on obtient notamment en e�e
tuant la méthode de dé
omposition de Dantzig-Wolfe [25℄. Des

ensembles 
onstruits de la sorte vont impli
itement satisfaire les 
ontraintes (4.7).

L'exemple de la �gure 4.5 nous montre une solution réalisable suivant le graphe donné. Chaque


hemin possède sa 
ouleur propre, la demande qui le par
ourt et le fa
teur multipli
atif par lequel


ette valeur est augmentée est de 2 ("×2"). Les demandes sont i
i exprimées par le 
ouple (s, t)
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et la valeur de demande. La demande de 6 vers 2, est partagée entre deux 
hemins : le 
hemin

"fon
é" {6, 3, 2} qui supporte une fois la demande, et le 
hemin "
lair" {6, 1, 2} qui supporte une
fois la demande également, pour un total de γ = 2 satisfait pour 
ette demande, 
omme 
'est le


as pour les autres demandes.

1

4

7

6

2

3

8

5

C(1,2)=6

C(6,3)=2

D(6,2)=3

D(4,5)=1

D(1,7)=12

24 +

2

2
4

2 2
C(4,1)=4

C(2,5)=7

C(6,7)=3

C(1,6)=4

(x 2)

C(6,1)=3

2

(x 2)

(x 2)

Figure 4.5 � Exemple d'une solution réalisable ave
 
hemins.

Dans le 
as du FCM, nous savons qu'il existe une solution optimale qui ne possède au
un


ir
uit (ils peuvent être supprimés sans 
hanger la valeur de la fon
tion obje
tif). Nous allons

alors pouvoir é
rire :

fk
a =

∑

p∈Pk,p∋a

zkp , a ∈ A, k ∈ K, (4.22)

où P k
dé
rit l'ensemble des 
hemins possibles (sans 
y
les) reliant sk à tk. zkp représentant alors

la valeur de �ots routée pour la demande k le long du 
hemin p. Nous pourrons dès lors a
heminer
les demandes k selon un sous-ensemble de 
hemins dans P k

. Pour des raisons pratiques, nous

utiliserons également la notation P ij
qui dé
rit l'ensemble des 
hemins reliant i à j.

Nous sommes alors en mesure de rappeler le modèle dit "
hemin", à l'aide de variables 
hemins

λkp, représentant pour 
haque demande k une partie de γ délivrée sur le 
hemin p. La somme de

toutes les proportions des demandes λkpd
k = zkp des 
hemins p passant par un ar
 a, ne devront

alors pas violer la 
ontrainte de 
apa
ité (4.24). Il est également important que 
haque demande

soit satisfaite suivant la même proportion γchemin (
ontraintes 4.25) que l'on 
her
he à maximiser

(fon
tion obje
tif (4.23)).

(FCM chemin)







































max γchemin, (4.23)

∑

k∈K

∑

p∈Pk,p∋a

λkpd
k ≤ ca, ∀a ∈ A, (4.24)

∑

p∈Pk

λkp ≥ γchemin, ∀k ∈ K, (4.25)

λkp, γchemin ≥ 0, ∀k ∈ K, p ∈ P k
. (4.26)

Le problème d'une telle dé
omposition réside dans le nombre exponentiel de variables 
hemins

à expli
iter pour la résoudre à l'aide de la programmation linéaire. Dans 
es 
as-là, on utilise
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généralement une pro
édure de génération de 
olonnes, héritée de la programmation linéaire gé-

néralisée, 
omme l'a proposée en premier [25℄. Cette pro
édure 
onsiste à résoudre le problème à

l'aide d'un sous-ensemble restreint de variables, puis à l'aide de l'information duale, déterminer

quelle(s) variable(s) pourrai(en)t améliorer le solution optimale trouvée dans 
et ensemble res-

treint.

Dans 
ette formulation les variables sont asso
iées à des 
hemins. Si nous é
rivons le problème

dual asso
ié au FCM nous obtenons le modèle suivant. Nous appellerons S une solution duale

qui regroupe les ve
teurs µa, ∀a ∈ A, et νk, ∀k ∈ K.

Dual FCMchemin















































min
∑

a∈A

caµa, (4.27)

∑

k∈K

νk ≥ 1, (4.28)

dk
∑

a∈p

µa ≥ νk ∀k ∈ K, p ∈ P k
, (4.29)

µa, ν
k ≥ 0, ∀a ∈ A, k ∈ K. (4.30)

Nous pouvons également formuler le Lagrangien, où les variables duales peuvent être vues


omme des "pénalités" liées aux 
ontraintes de 
apa
ité et de demande :

min
µa,νk

max
λk
p ,γChemin

γChemin +
∑

a∈A

µa.(ca −
∑

k∈K

∑

p∈Pk,p∋a

λkpd
k) +

∑

k∈K

νk.(
∑

p∈Pk

λkp − γChemin) (4.31)

L'expression du 
oût réduit asso
ié à une variable 
hemin p, pour une demande k (
e qui est

fa
teur de λkp dans l'équation pré
édente) est :

C(p) = νk −
∑

a∈p

µa.d
k

(4.32)

Puisque le FCM est un problème de maximisation, nous devons obtenir à l'optimum, quel que

soit le 
hemin, un 
oût réduit négatif ou nul. Dans le 
adre d'une génération de 
olonnes, de façon

analogue à la méthode de pivot 
lassique du simplexe, nous 
her
hons généralement à trouver

la/les meilleure(s) variable(s) à introduire au modèle, soit i
i étant données les valeurs duales

νk et µa, la variable qui maximise le 
oût réduit (4.5), pour 
haque demande k. Le seul 
ritère
que l'on peut faire varier i
i est l'ensemble des µa appartenant au 
hemins, qui est i
i pré
édé

d'un fa
teur négatif. C'est don
 naturellement que le problème de 
hoix de meilleure variable

à ajouter devient un problème de plus 
ourt 
hemin, que l'on peut résoudre par un algorithme

polynomial (par exemple, Dijsktra).

L'algorithme de génération de 
olonnes peut être dé
rit par l'algorithme 11 et une illustration

peut être donnée par la �gure 4.6.
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Algorithm 11 Flot 
on
urrent maximal �Génération de 
olonnes 
hemin

Require: G(V,A) graphe orienté, ca, ∀a ∈ A 
apa
ités des ar
s et k ∈ K
1: Cal
uler le plus 
ourt 
hemin pk pour 
haque k ∈ K
2: P k

ensemble 
ourant des 
hemins pour 
haque demande k
3: repeat

4: P k ← P k + pk, ∀k/C(pk) > 0 : ajouter le 
hemin k le plus 
ourt à l'ensemble restreint des

variables 
hemins, si son 
oût réduit est stri
tement positif

5: Résoudre le programme linéaire FCM ave
 P k
pour 
haque demande k ∈ K de solution

duale S
6: Cal
uler le plus 
ourt 
hemin pk pour 
haque k ∈ K, selon les poids µa, ∀a ∈ A
7: until ∃k ∈ K/C(pk,S) > 0 Il existe un plus 
ourt 
hemin de 
oût réduit stri
tement positif,

selon les variables duales S
8: return γ∗ ave
 P k = P k∗

pour 
haque demande : les ensembles permettent de dé
rire une

solution optimale de valeur γ∗

Ensemble des chemins courant

Résolution du problème dans

E’

Valeurs des variables duales

Résolution des problèmes esclaves

Oui
ajout dans E’

Non

Y a-t-il au moins un chemin de coût réduit strictement positif ?

E’
Plus courts cheminsProgramme linéaire/Simplexe

Solution optimale dans 

est optimale dans    
E’

Ensemble des chemins possibles

E

E

Figure 4.6 � Prin
ipe de génération de 
olonnes, appliqué au �ot 
on
urrent maximal.
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4.6 Algorithme du "In-Out"

Dans [12℄, les auteurs proposent une amélioration de l'algorithme de génération de 
olonnes

par hyperplans 
oupants valides. L'idée repose sur la distan
e entre deux points variables par-

ti
uliers ; l'un réalisable, appelé "in" et l'autre a priori irréalisable "out". L'algorithme stoppe

lorsque 
es deux points sont 
onfondus (ou que la distan
e les séparant est inférieure à un ǫ
donné).

Cette pro
édure s'appliquant plus à une génération de "lignes", ou 
ontraintes, nous pour-

rons utiliser la version duale de notre problème FCM, dans son modèle 
hemins. Les plus 
ourts


hemins au sens des valeurs duales µa , sont don
 des 
oupes pour notre problème dual.

Dans un premier temps nous initialiserons une solution réalisable pour le problème dual. Une

méthode pour y parvenir, est de munir la totalité des ar
s à une valeur unitaire µa = 1, ∀a ∈ A,
et de 
onsidérer 
haque plus 
ourt 
hemin (ppcc) pour 
haque demande. Nous sommons alors le

oût de routage de la valeur de 
es demandes par leur plus 
ourt 
hemin asso
ié et obtenons la

valeur

∑

k∈K

dk
∑

a∈pk
pcc

1. Pour satisfaire la 
ontrainte (4.28) il su�t alors de prendre un fa
teur

η tel que : η.
∑

k∈K

dk
∑

a∈pk
pcc

1 = 1. La solution duale réalisable sera don
 
elle où tous les ar
s

sont munis de la valeur :

µa = η =
1

∑

k∈K

dk
∑

a∈pk
pcc

1
(4.33)

De façon impli
ite la 
ontrainte 4.29 est également respe
tée, 
ar nous avons 
hoisi les plus


ourts 
hemins, et de fait :

νk = dk.
∑

a∈pk
pcc

η ≤ dk.
∑

a∈pk

η, ∀p ∈ P k, ∀k ∈ K (4.34)

La �gure 4.7 donne un exemple de la manière dont le 
al
ul est fait en pratique. Les demandes


umulées en 
haque ar
 nous donnent la valeur par laquelle multiplier la valeur duale µa initialisée

à 1 pour tout ar
 a. Le 
al
ul de η sera don
 
onstitué de 1, divisé par 
ette demande 
umulée,

soit 7. η = 1
7 . Les valeurs ν

k
seront respe
tivement ν12 = η, ν13 = η, ν15 = 4.η et ν46 = η. La

solution est bien réalisable.

Le point "Out" est donné tout simplement par la résolution du programme linéaire (les


oupes-
ontraintes de 
hemins n'étant pas toutes intégrées, nous obtenons une relaxation du

problème, qui peut ne pas être réalisable).

Nous allons alors 
hoisir un point SIO, solution 
onstituée des ve
teurs νk, ∀k ∈ K et µa, ∀a ∈
A, qui est 
ombinaisons linéaire des solutions "In" et "Out", selon un α 
hoisi. En pratique nous

déterminerons :

νkIO = α.νkIn + (1− α).νkOut, ∀k ∈ K (4.35)

et

µa,IO = α.µa,In + (1− α).µa,Out, ∀a ∈ A (4.36)

Ce nouveau point peut alors être réalisable ; dans 
e 
as nous pouvons mettre à jour la valeur

de notre solution duale réalisable. Si 
e point, au 
ontraire, n'est pas réalisable, alors la 
oupe

108



1

2

3

4

5

6

2

1
2

12

3

1

[3]
[1]

[1]

[2]

1 [1]

1

Figure 4.7 � Cal
ul d'une solution réalisable du point de vue dual.

du polyèdre est plus pro
he d'une fa
ette du polyèdre. La �gure donne l'intuition de l'e�
a
ité

d'une telle méthode 4.8.

L'algorithme adapté au FCM est présenté sur 12.

Algorithm 12 �ot 
on
urrent maximal -Génération de 
olonnes 
hemin

Require: G(V,A) graphe orienté, ca, ∀a ∈ A 
apa
ités des ar
s et k ∈ K, α ∈]0, 1] paramètre
du 
hoix du point 
ombiné, ǫ pré
ision

1: Cal
uler le plus 
ourt 
hemin pk pour 
haque k ∈ K
2: P k

ensemble 
ourant des 
hemins pour 
haque demande k
3: Trouver une solution duale réalisable SIn.
4: repeat

5: P k ← P k + pk, ∀k/C(pk) > 0 : ajouter le 
hemin k le plus 
ourt à l'ensemble restreint des

variables 
hemins, si son 
oût réduit est stri
tement positif

6: Résoudre le programme linéaire FCM ave
 P k
pour 
haque demande k ∈ K : déterminer

Sout
7: repeat

8: Déterminer SIO = α.SIn + (1 − α).Sout, 
ombinaison linéaire du point intérieur et

extérieur

9: Cal
uler le plus 
ourt 
hemin pk pour 
haque k ∈ K, selon les poids µa,IO, ∀a ∈ A
10: if ∀k ∈ KC(pk,SIO) ≤ 0 then
11: SIn = SIO on met à jour le point intérieur (réalisable)

12: end if

13: until ∃k ∈ K/C(pk,SIO) > 0
14: until

∑

a∈A

µa,In.ca−
∑

a∈A

µa,Out.ca < ǫ Comparaison des valeurs de solution du point intérieur

et extérieur

15: return γ∗ ave
 P k = P k∗
pour 
haque demande : les ensembles permettent de dé
rire une

solution optimale de valeur γ∗

La di�
ulté réside dans la façon de trouver l'α le plus e�
a
e. Les auteurs de [12℄ donnent

quelques pistes à 
e sujet.
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In

Out

Figure 4.8 � Les deux points parti
uliers de l'espa
e sont représentés en vert (Solution réali-

sable) et en rouge (solution optimale trouvée par l'exé
ution du problème relaxé). Le plan rouge

représente une fa
ette du polyèdre. Le plan bleu représente la 
oupe que l'on ajouterait en prenant

SIO = Out. En 
hoisissant un α approprié nous pouvons don
 potentiellement nous rappro
her

de 
ette "frontière" de réalisabilité donnée par la fa
ette rouge.

Con
lusion

Les modèles de multi-�ots formulent un grand nombre de problématiques industrielles, et à 
e

titre leurs méthodes de résolution ont beau
oup été étudiées. Nous avons notamment présenté une

méthode générique pour résoudre e�
a
ement 
es problèmes de grandes tailles en introduisant

su

essivement des variables pertinentes au modèle. Cette méthode de génération de 
olonnes

induit impli
itement une dé
omposition du problème. Dans beau
oup de problèmes de multi-

�ots la variable 
hemin est utilisée. Bien que son nombre peut théoriquement être exponentiel,


e type de variable 
ontient plus d'informations (tous les ar
s 
hoisis depuis une sour
e vers une

destination), et en pratique il n'est généralement pas né
essaire d'en expli
iter beau
oup pour

pouvoir 
on
lure à l'optimalité de la solution 
ourante.

Le �ot 
on
urrent maximum est un problème fa
ile au sens mathématique du terme, il peut

don
 être résolu en temps polynomial. Mais à la vue de l'importan
e qu'il revêt ainsi que les

di�
ultés que l'on peut avoir à appréhender 
ertaines instan
es réalistes (même des réseaux

de quelques 
entaines de n÷uds), des travaux se sont 
on
entrés sur l'amélioration des perfor-

man
es de résolution par des méthodes mathématiques avan
ées. Nous avons également présenté

quelques-uns de 
es travaux.

Nous allons à présent étudier s'il existe d'autres manières de formuler un problème de multi-

�ots dans le but d'a

élérer les pro
essus de génération de 
olonnes, notamment pour 
elui qui

nous intéresse plus parti
ulièrement ; le �ot 
on
urrent maximum.
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Chapitre 5

Un modèle arbre

Introdu
tion

Dans 
e 
hapitre nous 
her
hons à améliorer l'e�
a
ité de la génération de 
olonnes en uti-

lisant des formulation impli
ites plus synthétiques (qui 
ontiennent plus d'informations). Nous

avons déjà vu que plusieurs demandes peuvent partager la même sour
e ; pourtant une formula-

tion 
hemin induira une génération des variables indépendamment pour 
haque destination. Nous

allons essayer de voir dans quelle mesure nous pouvons mutualiser 
es dé
isions par l'élaboration

d'un nouveau modèle que nous allons maintenant présenter.

5.1 Notations

Etant donné un n÷ud sour
e i ∈ S, nous appellerons T i
l'ensembles des arbores
en
es (arbres

orientés) de ra
ine i et 
ouvrant (au moins) l'ensemble T (i) des destinations asso
iées. Nous

appelons V τ
a le sous-ensemble de n÷uds terminaux j ∈ T (i), asso
ié à l'arbores
en
e τ ∈ T i

et

l'ar
 a ∈ A, tel que l'unique 
hemin de l'arbores
en
e τ qui 
onne
te i à j 
ontient a :

V τ
a = {j ∈ T (i), ∃p ∈ P ij

tel que p ⊂ τ, p ∋ a}. (5.1)

En d'autres termes, V τ
a est l'interse
tion de T (i) ave
 l'ensemble des n÷uds 
ouverts par la

sous-arbores
en
e τ de ra
ine v+(a). Dans 
e modèle, nous utilisons une variable 
ommune βi
τ

pour tous les terminaux liés à une sour
e donnée. Cette variable est alors asso
iée à une arbores-


en
e 
ouvrante τ ∈ T i
, et, pour 
haque demande k ∈ K qui possède sa sour
e en i (sk = i), un

volume de demande βi
τd

k
sera a
heminé à tk le long du 
hemin unique liant i jusqu'à tk sur τ .

Nous pouvons alors proposer le modèle "Arbores
en
e" abrégée en "Arbre" :
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(FCMArbre)
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








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












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

max γArbre, (5.2)

∑

i∈S

∑

τ∈T i:
τ∋a

∑

j∈V τ
a

βi
τd

ij ≤ ca, ∀a ∈ A, (5.3)

∑

τ∈T i

βi
τ ≥ γArbre, ∀i ∈ S, (5.4)

βi
τ ≥ 0, ∀i ∈ S, τ ∈ T i

. (5.5)

La somme des arbores
en
es τ qui 
ontiennent a, et la valeur 
umulée des demandes liées aux
terminaux de la sous-arbores
en
e de ra
ine v+(a), multiplié par la valeur βi

τ asso
iée représente

alors la valeur e�e
tive de �ot qui transite sur 
et ar
. Les 
ontraintes (5.3) assurent don
 que


ette valeur ne dépassera pas la 
apa
ité ca de l'ar
 
on
erné. Les 
ontraintes (5.4) nous assurent
que le sour
e va e�e
tivement délivrer d'un fa
teur γ les demandes vers toutes ses destinations :

la satisfa
tion de 
haque demande est alors impli
itement 
ontrainte par la stru
ture même des

arbores
en
es et sa distribution des demandes sur ses ar
s.

1

2

3

5 64

D=3

D=1

D=2 D=2

D=1
3

4

2 2

5

Demande Cumulée =

Figure 5.1 � Exemple d'utilisation de variable arbre. La somme des demandes

∑

j∈V τ
a

dij qui

passeront par 
et ar
 sont notées sur l'ar
 en question. Ces valeurs seront multipliées par la

variable βi
τ .

L'équivalen
e de la formulation 
hemin et de la formulation arbre a déjà été prouvée notam-

ment pour le Minimum 
ost �ow problem par [57℄. La preuve s'appuie sur une dé
omposition

de Dantzig-Wolf de la formulation ar
-�ots aggrégée FCMagg. Les arbres ont également été uti-

lisés dans le 
adre d'algorithmes d'approximation 
omme [59℄. Cependant à notre 
onnaissan
e

la formulation n'avait jamais été utilisée pour le FCM, et nous allons i
i fournir une preuve de

validité de 
e modèle basée sur la dualité, et une autre preuve "
onstru
tive". Cette dernière

permet notamment de 
onstruire une solution d'un modèle à partir d'une solution de l'autre

L'avantage de la première preuve est qu'elle permet de prouver l'exa
titude de formulations plus

génériques, qui sont plus di�
iles à obtenir par 
ette te
hnique de dé
omposition. L'avantage de

la se
onde est qu'elle fournit un algorithme de re
onstru
tion des arbres à partir de n'importe

quelle solution du �ot 
on
urrent maximal.
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5.2 Preuve 
onstru
tive

Nous allons prouver le résultat suivant :

Théorème 20. γ∗Arbre = γ∗Chemin

Nous 
onsidérons à présent les terminaux Ks
partageant la même sour
e (s = sk pour tout

k ∈ Ks
) et un �ot solution (fk)k∈K . De plus nous supposons que les 
hemins p supportant le �ot

(tels que fk
p > 0) sont des 
hemins sans 
ir
uit. Nous appelons Gs = (V s, As) le sous-graphe de

G induit par la solution 
ourante de �ots : le n÷ud v ∈ V \ {s} appartient à V s
si et seulement

si

∑

k∈Ks

∑

a∈δ−G(v) f
k
a > 0 et de manière similaire un ar
 a ∈ A appartient à As

si et seulement

si il y a un k ∈ Ks
tel que fk

a > 0. Puisque les demandes de Ks
partagent la même sour
e, nous

pouvons 
hoisir un Gs
de valeur de solution équivalente, qui ne 
ontient pas de 
ir
uit.

Lemme 1. Gs
est l'union de ns

T arbores
en
es de ra
ine s, où ns
T =

∏

v∈V s\{s}

D−
Gs(v).

Preuve : Puisque 
haque n÷ud v ∈ V s \ {s} possède un degré entrant D−
Gs(v) positif, il su�t

de garder uniquement un ar
 entrant en v ∈ V s \ {s} pour former une arbores
en
e (de ra
ine
s). Il y a alors

∏

v∈V s\{s}D
−
Gs(v) manières de 
onstruire une telle arbores
en
e.

Considérant à nouveau un �ot (fk)k∈K où toutes les demandes sont émises depuis la même

sour
e s, nous expli
itons f (s)
le �ot résultat sur 
haque ar
 a :

f (s)
a =

∑

k∈Ks

fk
a =

∑

k∈Ks

∑

p∈Pk :
p∋a

fk
p . (5.6)

Pour 
haque v ∈ V s \ {s} et 
haque a ∈ δ−Gs(v), nous dé�nissons le ratio suivant :

πs
a =

f
(s)
a

∑

b∈δ−
Gs (v)

f
(s)
b

=
f
(s)
a

f (s)(δ−Gs(v))
. (5.7)

Lemme 2. Supposant un ensemble de demandes Ks
, de sour
e s, et une solution réalisable de

�ots (fk)k∈Ks
. Alors il existe une solution de �ots (f̂k)k∈Ks

telle que :

1. v(f̂k) = v(fk), ∀k ∈ Ks
;

2. f̂
(s)
a = f

(s)
a , ∀a ∈ As

;

3. si

∑

b∈δ−
Gs (v+(a))

f̂k
b 6= 0, alors πs

a =
f̂k
a∑

b∈δ
−
Gs (v+(a))

f̂k
b

, ∀a ∈ As, k ∈ Ks
.

où v(fk) est la valeur de �ot a
heminée vers k

Preuve : si Gs
est une arbores
en
e, alors il su�t de prendre f̂ = f . Sinon, puisque Gs

ne


ontient pas de 
ir
uit, nous pouvons 
onstruire une ordre topologique v1, v2, ..., v|V s| où v1 = s.
Nous savons que Gs

ne 
ontient alors pas de 
hemins de vj vers vi si j > i.

Nous 
onstruisons une solution de �ots f̂ de manière itérative. Nous prenons d'abord f̂ = f .
Soit alors vl le dernier n÷ud (selon la relation d'ordre topologique) tel qu'il existe un ar
 a ∈
δ−Gs(vl) et un terminal k ∈ Ks

pour lequel πs
a 6= f̂k

a∑

b∈δ
−
Gs (vl)

f̂k
b

. Il est à présent fa
ile de voir que

tous les terminaux k ∈ Ks
qui reçoivent partiellement un �ot depuis vl (i.e., 
eux pour lesquels
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∑

b∈δ−
Gs (vl))

f̂k
b 6= 0) peuvent être agrégés et leur demande a
heminée depuis s vers vl de la même

manière. Le �ot f̂ doit alors être modi�é en 
onséquen
e. Nous pouvons déjà nous aper
evoir

que la troisième propriété est à présent satisfaite pour le n÷ud vl. De plus, la relation d'ordre

topologique nous assure que rien ne 
hange pour les n÷uds vj tels que j > l. En�n, nous nous

aper
evons que la valeur de �ot f̂
(s)
a ne 
hange pas pour tout ar
 a ∈ As

ni pour la valeur

satisfaite v(f̂k) pour 
haque k ∈ Ks
.

Nous sommes ainsi en mesure de trouver un �ot f̂ équivalent à la solution f , satisfaisant les
propriétés 1 et 2 de telle manière que la propriété 3 devient vraie pour un n÷ud supplémentaire.

En réitérant 
ette pro
édure un nombre borné de fois, nous pouvons alors dé
ouvrir une solution

équivalente satisfaisant toutes 
es propriétés simultanément.

Nous appellerons i
i T s(f) l'ensemble des ns
T arbores
en
es obtenues en gardant un seul et

unique ar
 in
ident à v ∈ V s
. Il est important de remarquer que T s(f) est le sous-ensemble T s

(l'ensemble des arbores
en
es de ra
ine s) induit par la solution (fk)k∈Ks
.

Nous munissons 
haque arbores
en
e τ ∈ T s(f) du poids :

λsτ =
∏

a∈τ

πs
a. (5.8)

Le prin
ipal résultat qui nous permettra de 
on
lure le théorème 20 est le suivant :

Théorème 21. (Théorème de dé
omposition) Si ϕ
(s)
τ représente le �ot sur un arbre τ ∈ T s(f)

en a
heminant λsτd
k
pour 
haque terminal k, entre s et tk, alors

∑

τ∈T s(f)

ϕ(s)
τ = f (s). (5.9)

Preuve : D'après le lemme pré
édent, nous pouvons transformer une solution de �ots f en

une solution f̂ satisfaisant les trois propriétés. Puisque la transformation ne 
hange pas le �ot

total f
(s)
a sur 
haque ar
 a, les proportions πs

a reste non modi�ées également. Nous pouvons alors

immédiatement dire que f satisfait également la troisième propriété (i.e., toutes les demandes

a
heminées par le n÷ud v peuvent être supposées a
heminées de la même manière de s vers v).

Nous allons établir la preuve du théorème par indu
tion. Remarquons que 
e résultat est vrai

si T s(f) est déjà une arbores
en
e (dans 
e 
as πs
a = 1 et ϕ

(s)
τ = f (s)

). Considérons à présent

Gs
, son �ot f et ses demandes K regroupés dans le triplet I = (Gs, f (s),K). Puisque le graphe

Gs
n'est pas une arbores
en
e, nous pouvons 
hoisir un n÷ud parti
ulier v◦ ∈ V s

dont le degré

entrant d−Gs(v◦) > 1.

Dé
omposons à présent I en d−Gs(v◦) triplets (Iℓ)ℓ=1...d−(v◦) ave
 Iℓ = (Gs
ℓ , f

(s)
ℓ ,Kℓ). Le

graphe Gs
ℓ est obtenu de Gs

en gardant un seul des ℓ ar
s in
idents à v◦ (nous appelons a◦ℓ 
et

ar
 in
ident) : As
ℓ = As \ δ−Gs(v◦)∪{a◦ℓ}. Les demandes Kℓ sont les mêmes que K mais le volume

délivré pour 
elles-
i deviendra dkℓ = πs
a◦
ℓ
dk. Ces demandes peuvent être dé
omposées le long de

leurs 
hemins dans Gs
ℓ :

dkℓ =
∑

p∈Pk

v◦ /∈p

πs
a◦
ℓ
fk
p +

∑

p∈Pk

a◦
ℓ
∈p

fk
p . (5.10)
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Le premier terme 
omprend tous les 
hemins qui ne passent pas par v◦ et le se
ond 
ontient

tous les 
hemins 
ontenant v◦ et passant uniquement par a◦ℓ puisqu'il n'existe plus d'autre ar


in
ident dans Gs
ℓ . En utilisant la propriété que le �ot doit satisfaire la troisième propriété du

lemme 2, le terme

∑

p∈Pk

a◦
ℓ
∈p

fk
p est en réalité égal à πs

a◦
ℓ

∑

p∈Pk

v◦∈p

fk
p . En d'autres termes, on peut

é
rire dkℓ = πs
a◦
ℓ

∑

p∈Pk

v◦ /∈p

fk
p + πs

a◦
ℓ

∑

p∈Pk

v◦∈p

fk
p 
e qui nous amène à dkℓ = πs

a◦
ℓ
dk. Nous remarquons

également que Gs
ℓ satisfait toujours le lemme 2. De plus, le 
oe�
ient πs

a pour a /∈ δ−Gs(v◦) ne

hange pas : pour 
haque graphe Gs

ℓ sur lesquels les demandes d
k
l sont a
heminées, le 
oe�
ient

πs
a est exa
tement égal à 
elui qu'il était dans Gs

. C'est en
ore une 
onséquen
e de la troisième

propriété du lemme pré
édent.

Puisque

∑

ℓ π
s
a◦
ℓ
= 1, le routage des demandes dkℓ dans 
haque grapheG

s
ℓ peuvent être 
onsidé-

rées 
omme la 
onjon
tion de toutes les ℓ et don
 devenir les demandes dk du graphe Gs
. Notons

que les demandes a
heminées sur Gs
ℓ sont les demandes initiales pondérées par π

s
a◦
ℓ
. En répétant


ette pro
édure pour 
haque v◦ dans V s
sur 
haque sous-graphe généré, on atteint �nalement un

ensemble d'arbores
en
es, dont 
haque élément τ supporte une proportion des demandes égale à

∏

a∈τ π
s
a.

La preuve du théorème 20 dé
oule alors naturellement en 
onsidérant une solution optimale

par 
hemins FCMChemin et sa valeur asso
iée (f∗k)k∈K . Nous supposons alors que les demandes

K partagent la même sour
e s. Nous notons qu'une solution optimale induira un graphe Gs
qui

peut être 
onsidéré a
y
lique. De 
e fait, le lemme 21 nous assure que nous pouvons 
réer ns
T

arbores
en
es telles que, a
heminer sur τ la proportion λsτd
k
pour 
haque demande k de s à

tk, va générer exa
tement la même 
on�guration de �ots (fk∗)k∈K . Il s'ensuit que la solution

FCMChemin est également réalisable pour FCMArbre. Nous avons γ
∗
Arbre ≥ γ∗Chemin, du fait

qu'un arbre peut être 
onsidéré 
omme une agrégation de 
hemins. Si les demandes K ne par-

tagent pas la même sour
e, il su�t, dès lors, de dé
omposer le �ot pour 
haque n÷ud sour
e et

appliquer un raisonnement similaire.

La pro
édure du théorème 21 nous permet d'extraire immédiatement l'algorithme qui dé
om-

pose toute 
on�guration de �ot réalisable, en un assemblage d'arbores
en
es. Les �gures 5.2, 5.3,

5.4, 5.5, et 5.6 montrent le prin
ipe de dé
omposition sur un exemple simple. Le nombre de 
es

arbores
en
es, est potentiellement exponentiel.

Nous sommes d'abord en présen
e d'un graphe G1
qui représente notre solution réalisable

5.2. Nous nous aper
evons qu'en terme de �ot, le degré entrant du n÷ud 6 est de valeur 2. Notre
première dé
omposition de G1


onsiste en deux graphes distin
ts. On sépare don
 en π1
a16

= 1
3 et

π1
a36

= 2
3 la valeur totale de �ot égale à 3. On met à jour le routage 
orrespondant à la satisfa
tion

des demandes (�gure 5.3). G1
16 n'est toujours pas une arbores
en
e. Nous 
onstruisons don
 une

dé
omposition de G1
16 en deux graphes distin
ts, suite au degré entrant du n÷ud 5 de valeur 2.

On sépare don
 en π1
a25

= 1
2 et π1

a65
= 1

2 la valeur totale de �ot égale à 3. On met à jour le routage

orrespondant à la satisfa
tion des demandes (�gure 5.4). En parallèle nous dé
omposons G1

36

en deux graphes distin
ts, suite au degré entrant du n÷ud 5 de valeur 2. On sépare don
 en

π1
a25

= 1
2 et π1

a65
= 1

2 la valeur totale de �ot égale à 3. On met à jour le routage 
orrespondant

à la satisfa
tion des demandes (�gure 5.5). On pourra alors s'assurer que la somme de tous 
es

�ots nous permet de retrouver la solution initiale (�gures 5.6 et 5.7).
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Figure 5.2 � Flot initial, représenté par le graphe G1
.

5.3 Preuve par dualité

La preuve alternative va, pour sa part, 
onsidérer les formulations primal et dual des 
hemins

et des arbores
en
es.

Démonstration. : Nous dé�nissons δpτ = 1 si et seulement si le 
hemin p est totalement in
lus dans
l'arbores
en
e τ . En utilisant (5.3), nous pouvons réé
rire le membre de gau
he de la 
ontrainte

de 
apa
ité dans le modèle FCMArbre 
omme suit :

lhs(5.3) =
∑

i∈S

∑

τ∈T i:
τ∋a

∑

j∈V τ
a

βi
τ d

ij ,

=
∑

i∈S

∑

τ∈T i:
τ∋a

∑

j∈T (i)

∑

p∈Pij :
p∋a

βi
τ d

ij δpτ ,

=
∑

k∈K

∑

τ∈T sk :
τ∋a

∑

p∈Pk :
p∋a

βsk

τ dk δpτ ,

=
∑

k∈K

∑

p∈Pk:
p∋a

dk

(

∑

τ∈T sk

βsk

τ δpτ

)

.

En posant λkp =
∑

τ∈T sk

βsk

τ δpτ , nous obtenons une solution réalisable pour le problème FCMChemin.

En d'autres termes, étant donné une solution réalisable de FCMArbre, nous pouvons en extraire

les λkp assurant une solution équivalente pour FCMChemin. Cela signi�e 
lairement que :

γ∗Arbre ≤ γ∗Chemin. (5.11)
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Pour l'inégalité inverse 
onsidérons à présent le dual de FCMArbre :

γ∗Arbre =















































min
∑

a∈A

caµa, (5.12)

∑

s∈S

φs ≥ 1, (5.13)

∑

t∈T (s)

dstlonst
τ (µ) ≥ φs ∀s ∈ S, τ ∈ T s

, (5.14)

µa, φ
s ≥ 0, ∀a ∈ A, s ∈ S, (5.15)

ave
 lonst
τ (µ) représentant la longueur du 
hemin de s vers t, dans l'arbores
en
e τ , selon les

poids µa sur 
haque ar
 a ∈ A. Rappelons que (µa)a∈A et (φs)s∈S sont les variables duales

asso
iées respe
tivement aux 
ontraintes (5.3) et (5.4). De l'équation (5.14), nous pouvons voir

que :

φs ≤ min
τ∈T s

∑

t∈T (s)

dstlonst
τ (µ), ∀s ∈ S.

Or, puisque la somme des longueurs minimales est obtenue le long des arbores
en
es de plus


ourt 
hemin, nous avons :

φs ≤
∑

t∈T (s)

min
p∈P st

dstlonst
p (µ), ∀s ∈ S, (5.16)

ave
 lonst
p (µ) la longueur du 
hemin p muni des poids µa.

Soit νst(= νk) = minp∈P st dstlonst
p (µ), nous avons alors :

νk ≤ dstlonst
p (µ) = dk

∑

a∈p

µa, ∀k ∈ K, p ∈ P k. (5.17)

De plus, grâ
e à (5.16) et (5.13), nous avons :

∑

k∈K

νk ≥
∑

s∈S

φs ≥ 1. (5.18)

De 
e fait, la solution du dual du problème FCMArbre est également faisable pour le dual du

problème FCMChemin :

γ∗Chemin =















































min
∑

a∈A

caµa, (5.19)

∑

k∈K

νk ≥ 1, (5.20)

dk
∑

a∈p

µa ≥ νk ∀k ∈ K, p ∈ P k
, (5.21)

µa, ν
k ≥ 0, ∀a ∈ A, k ∈ K. (5.22)

Nous pouvons alors é
rire :
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∑

a∈A

caµ
∗
a,Chemin ≤

∑

a∈A

caµ
∗
a,Arbre (5.23)

Nous en déduisons γ∗Chemin ≤ γ∗Arbre.

5.4 Génération de 
olonnes appliquée à la formulation ar-

bores
ente

En s'ins
rivant dans une pro
édure de génération de 
olonnes 
omme nous l'avons déjà pré-

senté, nous rappelons le primal et le dual du FCM dans sa version arbores
ente :

(FCMArbre)







































max γArbre, (5.24)

∑

i∈S

∑

τ∈T i:
τ∋a

∑

j∈V τ
a

βi
τd

ij ≤ ca, ∀a ∈ A, (5.25)

∑

τ∈T i

βi
τ ≥ γArbre, ∀i ∈ S, (5.26)

βi
τ ≥ 0, ∀i ∈ S, τ ∈ T i

. (5.27)

Le 
oût réduit asso
ié à une variable 
hemin p, pour une demande k, s'é
rit :

C(τ) = φs −
∑

a∈τ

µa.(
∑

j∈V τ
a

dsj) (5.28)

Nous obtenons à nouveau un 
oût réduit dépendant uniquement de la longueur du routage

des demandes ; nous maximisons don
 sa valeur en prenant des plus 
ourts 
hemins. Puisqu'au-

paravant nous devions dans le pire des 
as générer l'arbores
en
e des plus 
ourts 
hemins pour


haque demande, nous remarquons i
i que la 
omplexité du problème es
lave est identique. Nous

pouvons don
 reformuler la pro
édure (voir �gure 5.8).
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Ensemble des arborescences couvrantes courant

Résolution du problème dans

E’

Valeurs des variables duales

Résolution des problèmes esclaves

Oui
ajout dans E’

Non
Y a-t-il au moins une arborescence couvrante de coût réduit strictement positif ?

E’
Arborescences couvrante des plus courts cheminsProgramme linéaire/Simplexe

Solution optimale dans 

est optimale dans    
E’

Ensemble des arborescences couvrantes possibles

E

E

Figure 5.8 � Prin
ipe de génération de 
olonnes, appliqué au FCM ave
 la formulation arbores-


ente.

Il intéressant de noter qu'une telle formulation présente un avantage pratique non négligeable

en télé
ommuni
ations ; les demandes partielles étant supportées par des arbores
en
es, il est

possible d'en extraire des tables de routage fra
tionnaires (puisqu'un n÷ud ne possède alors

qu'un seul prédé
esseur).

Con
lusion

Nous avons présenté i
i une formulation arbores
ente pour modéliser les problèmes de multi-

�ots. Cette formulation avait déjà été extraite pour un problème de �ot de 
oût minimal par [57℄.

Nous avons présenté i
i une preuve d'équivalen
e/exa
titude plus générique pour plusieurs types

de formulations, ainsi qu'une preuve 
onstru
tive qui expli
ite en détail 
omment 
réer l'ensemble

d'arbores
en
es à partir d'une solution réalisable quel
onque de multi-�ots. Nous l'appliquons

i
i à au problème de �ot 
on
urrent maximal dans le 
adre d'une génération de 
olonnes. Cette

formulation est parti
ulièrement adaptée à un problème de télé
ommuni
ations, au sens où elle

forme impli
itement des tables de routage "partielles".
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Figure 5.3 � Première dé
omposition.
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rée le �ot initial.
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Chapitre 6

Formulations génériques et

appro
hes de résolution

Introdu
tion

Dans 
e 
hapitre, nous allons étendre la démonstration d'exa
titude à de nouveaux modèles

en
ore plus génériques qui englobera les di�érentes formulations, et proposer un algorithme

d'agrégation heuristique qui dé�nit une stratégie de 
onstru
tion de modèle selon les paramètres

de l'instan
e à résoudre.

6.1 Formulations statiques

Comme pour 
haque problème de multi-�ots, une solution optimale du FCM peut être dé
rite

par un ensemble de 
hemins supportant les �ots des sour
es jusqu'à leurs destinations. En sui-

vant des méthodes de dé
omposition à l'instar de Dantzig-Wolfe, nous pouvons alors fa
ilement

obtenir le modèle 
hemins. D'autres modèles peuvent être obtenus en manipulant di�éremment

les variables d'une formulation donnée, 
omme le modèle ar
-�ots. Une appro
he alternative


onsisterait à partir d'un modèle 
hemin et d'agréger des variables 
hemins en sous-ensembles,

dé�nissant une nouvelle variable globale. De façon générale, toute partition de l'ensemble K
des demandes peut induire un nouveau modèle. Considérons à présent une partition quel
onque

Γ(K) = {Π1,Π2, . . . ,Πq} :
q
⋃

j=1

Πj = K, Πj ∩ Πℓ = ∅, ∀(j, ℓ) ∈ {1, ..., q}2j 6= ℓ. (6.1)

Pour 
haque sous-ensemble Πj ∈ Γ(K), nous dé�nissons un ensemble asso
ié Υj =
∏

k∈Πj
P k

.

Chaque élément de Υj est un ve
teur de 
hemins, ave
 un 
hemin pour 
haque demande Πj . Dans

notre nouveau modèle, nous asso
ions une variable di�érente α̺
j pour 
haque ve
teur ̺ de 
hemins
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de 
haque Υj . Un modèle générique peut alors être 
onstruit pour le FCM :

(FCMGener)















































max γGener, (6.2)

q
∑

j=1

∑

̺∈Υj

α̺
j

∑

k∈Πj

∑

p∈̺∩Pk

p∋a

dk ≤ ca, ∀a ∈ A, (6.3)

∑

̺∈Υj

α̺
j ≥ γGener , ∀j = 1, . . . , q, (6.4)

α̺
j ≥ 0, ∀j = 1, . . . , q, ̺ ∈ Υj . (6.5)

Cette formulation générique 
ontient intrinsèquement une très grande variété de modèles, in-


luant le modèle 
hemin 
lassique déjà présenté (en prenant simplement Γ(K) = K) et le modèle

arbre (en prenant une partition Γ(K) où 
haque sous-ensemble 
ontient toutes les demandes

partageant la même sour
e).

La version duale du modèle général nous est alors donnée par :

γ∗Gener =



















































min
∑

a∈A

caµa, (6.6)

q
∑

j=1

ψj ≥ 1, (6.7)

∑

k∈Πj

dklonk
̺(µ) ≥ ψj ∀j = 1, . . . , q, ̺ ∈ Υj, (6.8)

µa, ψ
j ≥ 0, ∀a ∈ A, j = 1, . . . , q, (6.9)

où lonk
̺(µ) représente la longueur du 
hemin pour la demande k, sur la stru
ture ̺, ave
 les poids

µa sur les ar
s. Rappelons que (µa)a∈A and (ψj)j=1,...,q sont les ensembles des variables duales

asso
iées respe
tivement aux 
ontraintes (6.3) et (6.4).

De manière analogue à la formulation arbores
ente, nous pouvons montrer que le modèle

général est valide. La preuve de dualité du théorème 22 
i-dessous est assez pro
he de 
elle du

théorème 20 (elle sera présentée i
i d'une façon plus 
on
ise).

Théorème 22. γ∗Gener = γ∗Chemin

Démonstration. : Un solution optimale de la formulation FCMGener peut de manière évidente

être utilisée pour 
onstruire une solution de la formulation 
hemin FCMChemin ave
 une valeur

de fon
tion obje
tif stri
tement identique. C'est une relaxation triviale du problème. Cela im-

plique de façon naturelle : γ∗Gener ≤ γ∗Chemin.

Pour prouver que la relation inverse est aussi véri�ée, nous utilisons d'abord (6.8) pour déduire

que :

ψj ≤ min
̺∈Υj

∑

k∈Πj

dklonk
̺(µ), ∀j = 1, . . . , q.

Puisque la somme des longueurs minimales est obtenue à l'aide de plus 
ourts 
hemins, nous

avons :

ψj ≤
∑

k∈Πj

min
p∈Pk

dklonk
p(µ), ∀j = 1, . . . , q, (6.10)
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Établissant νk = minp∈Pk dklonk
p(µ), nous avons :

νk ≤ dstlonst
p (µ) = dk

∑

a∈p

µa, ∀k ∈ K, p ∈ P k. (6.11)

De plus, grâ
e à (6.10) et (6.7), nous avons :

∑

k∈K

νk ≥
q
∑

j=1

ψj ≥ 1. (6.12)

Dès lors, la solution du dual de FCMGener est également faisable pour le dual de FCMChemin.

Il s'ensuit naturellement que γ∗Chemin ≤ γ∗Gener .

Remarque 4. Le théorème 22 reste valide dans la 
as d'un graphe non orienté. Nous manipulons

dès lors des 
haînes. La preuve du théorème 22 reste identique.

Toute la di�
ulté réside dans la 
réation d'un modèle e�
a
e, qui sera 
ontraint par deux

obje
tifs opposés :

(i) Plus les modèles sont agrégés, moins il y aura de variables né
essaires pour exprimer la

solution optimale, et l'on peut espérer que la taille en variables et en 
ontraintes du problème

maître demeurera faible au 
ours de le pro
édure de génération de 
olonnes ;

(ii) Plus il y a d'agrégations de variables, plus il devient di�
ile de générer les variables

utiles pour dé
rire la solution optimale. Cela peut induire un nombre important d'itérations de

la bou
le de génération de 
olonnes (i.e. résolutions de problèmes restreints), 
e qui aura à terme

un e�et négatif sur le temps de résolution. Ces 
omportements sont empiriques et il n'existe

au
un moyen à notre 
onnaissan
e de déterminer un s
héma d'agrégation meilleur que tous les

autres.

Pour le FCM, nous avons testé plusieurs modèles : le modèle 
hemin FCMChemin, le modèle

arbores
en
e FCMArbre, le modèle "total" FCMall où toutes les demandes sont agrégées en un

seul ensemble, et un modèle FCM itr où i arbores
en
es sont agrégées (on peut se référer à la

�gure 6.1). Dans la se
tion qui regroupe les expérimentations numériques, nous nous sommes

parti
ulièrement intéressé aux 
as i = 2 (FCM2ar) et i = 4 (FCM4ar).

Plus généralement si l'on 
onsidère le modèle générique utilisé dans le 
adre d'une génération

de 
olonnes, et utilisant (6.8), le 
oût réduit général de la variable α̺
j est donné par :

r̺j = ψj −
∑

k∈Πj

∑

p∈̺∩Pk

dklonk
p(µ), (6.13)

6.2 Heuristique de 
onstru
tion de variables

Une des di�
ultés du modèle FCM iar réside dans le 
hoix des arbores
en
es à agréger (en

d'autres termes quelles sont les sour
es des demandes que nous devrions 
ombiner). Une pre-

mière appro
he 
onsiste à agréger de manière totalement aléatoire. Le premier risque d'une telle

appro
he est qu'elle peut 
onduire à des tailles d'agrégation très di�érentes, et ainsi déséquilibrer

les besoins en nombre de variables né
essaires pour 
haque agrégation à la des
ription de la so-

lution optimale. Nous pourrions alors augmenter de manière signi�
ative le nombre d'itérations
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Figure 6.1 � Plusieurs patrons d'agrégations représentés sur les graphes de demande : dans le

graphe de demande (a), 
haque ar
 représente une demande parti
ulière (le modèle 
hemin étant

basé sur 
et ensemble K) ; dans (b), les demandes sont agrégées par sour
e (modèle arbores
ent) ;

dans (
), toutes les demandes sont agrégées en une seule ; dans (d), les arbores
en
es de (b) sont

agrégées deux par deux.

globalement né
essaire pour trouver la solution optimale lors de la pro
édure de génération de


olonnes, du fait de 
ette agrégation trop volumineuse. Une deuxième appro
he 
onsiste à agréger

de manière aléatoire 
es sour
es, tout en 
ontraignant ou en �xant la taille d'agrégation.

Nous proposons i
i une heuristique qui va dé
ider quelles sour
es (i.e. quelles variables d'ar-

bores
en
es) devraient être agrégées.

L'idée prin
ipale est de grouper di�érentes sour
es reliées par un 
hemin aller-retour de très

grande 
apa
ité. Ces sour
es sont statistiquement voisines dans le graphe, et l'on peut s'attendre

à 
e que leurs demandes respe
tives soient a
heminées de façon similaire. En d'autres termes,

nous espérons qu'une variable globale α̺
j pour 
es demandes utilise un grand nombre d'ar
s

similaires, 
e qui aura pour e�et de faire apparaitre 
ette variable dans un nombre restreint de


ontraintes de 
apa
ités 6.3.

L'obje
tif de l'algorithme est don
 de 
réer un partitionnement H = Γ(S) tel que 
haque

élément de H 
orrespond à un sous-ensemble de S 
ontenant au maximum r sour
es.

Pour 
haque paire de sour
es i et j, nous appelons CapaciteMax(i, j), le 
hemin allant de i
à j et qui possède une 
apa
ité maximale ; 
'est-à-dire dont le minimum des 
apa
ités des ar
s

qu'il 
ontient est maximal. Un algorithme 
lassique ([3℄) pour établir un tel 
hemin est expli
ité


i-après (6.2).

Pour 
haque sous-ensemble (ou agrégat) h ⊂ S, nous dé�nissons également une 
apa
ité

interne C(h), donnée par le minimum des CapaciteMax(i, j) pour tout 
ouple i et j de 
e

sous-ensemble. De 
e fait C(h) = min
i∈h,j∈h,j 6=i

CapaciteMax(i, j). Par 
onvention, la 
apa
ité d'un

singleton sera alors in�nie.

L'algorithme 
rée d'abord un agrégat pour 
haque sour
e hs = {s}. Le partitionnement H

ontient dès lors |S| sous-ensembles. Comme nous venons de le voir la 
apa
ité interne de 
es sin-
gletons est alors établie 
omme in�nie (étape 2 de l'algorithme). Une variable booléenne Fusion
permet de nous indiquer s'il est possible d'agréger deux sous-ensembles sans violer la 
ontrainte

de 
ardinalité donnée par r. Nous supposerons initialement 
ette proposition vraie (étape 3).

Ensuite les agrégats sont fusionnés itérativement tant que 
ette 
ondition est véri�ée.
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Algorithm 13 Heuristique d'agrégation pour le modèle FCMrtr

Require: r 
ardinalité maximale pour 
haque agrégat, G(V,A) graphe orienté muni des 
apa-

ités ca

Ensure: Un partitionnement H de l'ensemble des sour
es S
1: H ← {hs = {s} : s ∈ S} H 
ontient |S| sous-ensembles ; 
haque sous-ensemble 
ontenant

exa
tement une sour
e s
2: C(hs) ← ∞ attribuer une 
apa
ité in�nie pour C(hs), 
apa
ité de 
haque agrégat (sous-

ensemble) hs
3: Fusion ← true établir s'il est possible de fusionner deux agrégats sans violer la 
ontrainte

de 
ardinalité donnée par r

4: while Fusion = true do
5: MeillC ← −1 Meilleur 
apa
ité 
ourante

6: for all h, h′ ∈ H , h 6= h′ do

7: c← min

{

C(h), C(h′), min
i∈h,j∈h′

CapaciteMax(i, j), min
i∈h′,j∈h

CapaciteMax(i, j)

}

8: if c > MeillC et |h′|+ |h| ≤ r then

9: MeillC ← c ; h1 ← h′ ; h2 ← h garder en mémoire les meilleurs agrégats à fusionner,

et la nouvelle 
apa
ité asso
iée

10: end if

11: end for

12: if MeillC > −1 then
13: h1 ← h1 ∪ h2 ; H ← H \ h2 ; C(h1) ← MeillC fusionner les deux agrégats et mettre à

jour sa 
apa
ité interne (par défaut, l'agrégat "re
eveur" h1)
14: else

15: Fusion← false
16: end if

17: end while

Pour 
haque 
ombinaison de h et h′ di�érents de notre partitionnement 
ourant H , nous


al
ulons C(h ∪ h′) (étape 7). Nous utilisons les variables MeillC pour sto
ker l'information de

la meilleur 
apa
ité interne générée par l'agrégation de h1 et h2. Elle est de 
e fait, initialisée

à −1, avant la re
her
he de 
e meilleur 
ouple (étape 5). Ce meilleur 
ouple (h1, h2), déterminé
en terme de 
apa
ité et qui satisfait la 
ontrainte de 
ardinalité (véri�ée à l'étape 8) est alors

fusionné en h1, en mettant à jour sa 
apa
ité interne �minimum entre la 
apa
ité de h1 de h2 et
des 
ouples entre les deux ensembles�, 
e qui produit un nouveau partitionnement H (étape 13).

L'algorithme CapaciteMax(i, j) ([3℄),détermine de manière optimale le 
hemin de 
apa
ité

maximale allant de i à j.
L'algorithme 6.2 détermine le 
hemin de 
apa
ité maximale allant de i à j. Pour 
e faire, une

arbores
en
e des 
hemins de plus grande 
apa
ité partant de i est 
onstruite itérativement, inita-
lisée à l'ensemble vide (étape 1). Les 
apa
ités C(j), (∀j ∈ V ), des 
hemins de 
apa
ité maximale
sont initialisées à -1 (étape 2), ex
epté pour le n÷ud i in�nie (étape 3). Tant que le n÷ud j
ne se trouve pas dans 
ette arbores
en
e, nous déterminons l'ar
 de 
apa
ité maximale reliant

l'ensemble des n÷uds de l'arbores
en
e 
ourante τi, et son 
omplémentaire. Nous utilisons alors

cã la 
apa
ité initialisée à −1 (étape 5) et nous par
ourons 
es ar
s (étape 6). Si une meilleure


apa
ité de 
hemin min{C(v−(a′)), ca′} est trouvée (étape 7), nous la sto
kons ainsi que l'ar


asso
ié (étapes 8 et 9). Ce meilleur ar
 ã est ajouté à l'arbores
en
e 
ourante τi (étape 9). Nous
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Algorithm 14 Algorithme de 
hemin de 
apa
ité maximale

Require: i n÷ud de départ, j n÷ud d'arrivée et G(V,A) graphe orienté muni des 
apa
ités ca
Ensure: Chemin p∗ de 
apa
ité maximale cp∗

1: τi ← ∅ ensemble des ar
s de l'arbores
en
e 
ourante
2: C(j)← −1, ∀j ∈ V initialisation de la valeur des 
hemins de 
apa
ité maximale

3: C(i)←∞ 
apa
ité d'a

ès à i in�nie
4: while j /∈ V τi

do

5: cã ← −1 ar
 
ourant ã de 
apa
ité maximale entre τi et son 
omplémentaire

6: for all a′ ∈ δ+(V τi) pour 
haque ar
 sortant de l'ensemble des n÷uds de l'arbores
en
e

ourante do

7: if min{C(v−(a′)), ca′} > cã 
omparaison de la 
apa
ité par rapport à la meilleure trouvée
then

8: ã← a′

9: cã ← min{C(v−(a′)), ca′}
10: end if

11: end for

12: τi ← τi + ã mise à jour de l'arbores
en
e τi
13: C(v+(ã))← cã mise à jour de la 
apa
ité pour l'a

ès au n÷ud v+(ã)
14: end while

15: p∗ ← pijτi 
hemin à la 
apa
ité maximale allant de i à j
16: cp∗ ← min

a∈p∗
{ca} mesure de la 
apa
ité du 
hemin optimal

retournons en�n le 
hemin p∗ allant de i à j et qui possède une 
apa
ité maximale cp∗
.

Proposition 23. L'algorithme 6.2 est exa
t et fortement polynomial, de 
omplexité O(|A|.|V |).

Démonstration. (Rappel [3℄)

En utilisant l'algorithme 6.2 nous 
al
ulons itérativement le n÷ud dont l'a

ès possède le


hemin de 
apa
ité la plus élevée.

Il détermine simplement :

max
p∈P ij

{min
a∈p

ca}, (6.14)

que nous pouvons dé
omposer 
omme suit :

max
m∈V
{min{ max

p∈P im
{min
a∈p

ca}, max
p′∈Pmj

{min
a∈p′

ca}}} (6.15)

Si C∗(i, j) est la valeur de 
apa
ité du 
hemin de 
apa
ité maximale allant de i vers j, alors :

C∗(i, j) = max
m∈V
{min{C∗(i,m), C∗(m, j)}} (6.16)

Nous savons que nous pouvons dé
omposer le problème de la façon suivante, par rapport au

n÷ud i :

C∗(i, j) = max
a∈δ+(i)

min{ca, C∗(v+(a), j)} (6.17)

Nous savons également que :
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C∗(i, j) ≥ min{C∗(i, l), C∗(l, j)}, ∀l ∈ V (6.18)

Cela signi�e qu'ave
 i 6= j et a∗ = Arg(maxa∈δ+(i) ca)

C∗(i, v+(a∗)) = ca∗ , (6.19)

que nous pouvons réé
rire ave
 l'ensemble 
ourant (arbores
en
e) V τi = {i, v+(a∗)}, et les
ar
s δ+({i, v+(a∗)}) divergents de 
et ensemble :

C∗(i, j) = max
ã∈δ+({i,v+(a∗)})

min{C∗(i, v−(ã)), cã, C
∗(v+(ã), j)}, (6.20)

Nous venons don
 de réduire le problème d'un n÷ud v+(a∗).

En établissant de manière générale a∗ = Arg(maxa∈δ+(V τi ) min{ca∗ , C∗(i, v−(a∗))}) , en ré-

itérant de pro
he en pro
he, et établissant un nouveau C∗(i, v+(a∗)) à 
haque fois, nous pouvons
généraliser les relations ave
 :

C∗(i, j) = max
a∈δ+(V τi )

min{C∗(i, v−(a)), ca, C
∗(v+(a), j)}, (6.21)


e qui pour le n÷ud v+(a∗) nous donne :

C∗(i, v+(a∗)) = min{C∗(i, v−(a∗)), ca∗}. (6.22)

Cela signi�e qu'après au plus |A| opérations (re
her
he du meilleure ar
 a∗) nous avons réduit
le problème jusqu'à 
e que v+(a∗) = j, ou plus généralement

δ+(V τi) = ∅
Nous 
onstruisons ainsi l'arbores
en
e des 
hemins de 
apa
ités les plus grandes, en ajoutant

un n÷ud à 
haque fois. Nous répétons don
 au maximum |V | fois la pro
édure. Puisque 
her
her
l'ar
 a∗, né
essite |A| opérations, nous avons la 
omplexité de notre algorithme en O(|A|.|V |).

Cet algorithme forme une heuristique d'agrégation produisant une formulation FCM rar.

Nous allons pouvoir exhiber des formulations meilleures que les formulations sus-nommées

FCMChemin

et

FCMArbre

.

Nous avons montré une manière statique d'agréger les sour
es, 
'est-à-dire qu'à 
haque va-

riable on attribue un ensemble de demandes 
onnues a priori. Une autre possibilité est de générer

des variables agrégées de façon dynamique, 
'est-à-dire de générer des agrégations de demandes

dé
idées à 
haque itération du problème maître.

Nous dé�nissons alors les sous-ensembles possibles de K par :

Ξ ⊆ K (6.23)
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Nous dé�nissons alors un ensemble parti
ulier ξ :

ξ ∈ Ξ (6.24)

ξ est alors un ensemble variable, sous-ensemble de K. Soit Υξ =
∏

k∈ξ P
k
asso
ié à ξ l'en-

semble des 
ombinaisons de 
hemins possibles de ξ. On asso
ie alors une variable ζ̺ξ à un sous

ensemble ξ et un ensemble de 
hemins asso
ié à ̺, lui-même ve
teur de l'ensemble Υξ =
∏

k∈ξ P
k
.

Nous obtenons don
 le modèle suivant :

(FCMGener/Dyn)











































max γGener/Dyn, (6.25)

∑

ξ∈Ξ

∑

̺∈Υξ

ζ̺ξ

∑

k∈ξ

∑

p∈̺∩Pk

p∋a

dk ≤ ca, ∀a ∈ A, (6.26)

∑

ξ∈Ξ
k∈ξ

∑

̺∈Υξ

ζ̺ξ ≥ γGener/Dyn, ∀k ∈ K, (6.27)

ζ̺ξ ≥ 0, ∀ξ ∈ Ξ, ∀̺ ∈ Υξ. (6.28)

Sa version duale nous est alors donnée par :

γ∗Gener/Dyn =







































min
∑

a∈A

caµa, (6.29)

∑

k∈K

ψk ≥ 1, (6.30)

dklonk
̺(µ) ≥ ψk ∀ξ ∈ Ξ, ξ ∋ k, ∀̺ ∈ Υξ, (6.31)

µa, ψ
k ≥ 0, ∀a ∈ A, ∀k ∈ K, (6.32)

où lonk
̺(µ) représente la longueur du 
hemin pour la demande k, sur la stru
ture ̺, ave
 les

poids µa sur les ar
s. Rappelons alors que (µa)a∈A and (ψk)k∈K sont les ensembles des variables

duales asso
iées respe
tivement aux 
ontraintes (6.26) et (6.27).

Pour 
haque demande, le 
oût réduit d'une variable ζ̺ξ sera exprimé de la manière suivante :

r̺ξ =
∑

k∈ξ

ψk −
∑

k∈ξ

∑

p∈̺∩Pk

dklonk
p(µ) (6.33)

Là en
ore, étant donné un ξ parti
ulier, le 
oût réduit sera maximisé par le routage des de-

mandes k ∈ ξ, sur les plus 
ourts 
hemins selon les variables duales (µa)a∈A.

L'intérêt d'une telle formulation est que nous pouvons également dé
ider de l'ensemble ξ, de
sorte à maximiser également 
e 
oût réduit au 
ours d'une se
onde étape. Il s'agit tout simplement

d'intégrer les demandes k telles que :

ψk −
∑

p∈̺∩Pk

dklonk
p(µ) > 0 (6.34)

Cette stratégie peut être 
hoisie pour des agrégations parti
ulières, 
omme l'agrégation d'ar-

bores
en
es : on peut alors générer une variable qui agrège toutes les arbores
en
es de 
oût réduit

stri
tement positifs. De la même manière, nous pouvons agréger les 
hemins de 
oûts stri
tement
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positif, pour maximiser le 
oût réduit de l'arbores
en
e (qui n'est alors pas né
essairement 
ou-

vrante).

Cette méthode possède 
ependant une faiblesse importante : puisque les ensembles eux-mêmes

sont variables, il est né
essaire de 
onstruire les variables de satisfa
tion de demande (6.27) pour

l'ensemble le plus petit possible. Plus pré
isément, dans le 
as d'agrégation d'arbores
en
es,

puisque nous ne pouvons préjuger des agrégations, il est né
essaire qu'une 
ontrainte de demande

soit expli
itée pour 
haque ra
ine d'arbores
en
e. De la même manière, dans le 
as d'agrégation

de 
hemins, une 
ontrainte de satisfa
tion devra être expli
itée pour 
haque demande. Cela limite

une partie du gain même de l'agrégation.

Con
lusion

Nous avons présenté i
i un modèle général qui englobe 
eux présentés pré
édemment, et

permet d'en 
onstruire de nouveaux. Nous proposons i
i une manière de 
onstruire un modèle en

fon
tion de l'instan
e à résoudre, plus exa
tement nous nous appuyons sur l'e�
a
ité du modèle

arbores
ent et nous essayons de les 
ombiner astu
ieusement, de manière à réduire le nombre de

variables sans augmenter le nombre d'itérations. Le 
hapitre suivant a pour but de 
omparer 
es

modèles et d'en extraire des remarques empiriques.
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Chapitre 7

Résultats numériques

Introdu
tion

Dans 
e 
hapitre nous allons éprouver les performan
es des di�érents modèles présentés

jusque-là, en étudiant deux types d'instan
es. Les premières sont des instan
es réputées di�-


iles pour le �ot 
on
urrent maximal, les se
ondes sont des instan
es générées aléatoirement.

Nous allons pouvoir remarquer la pertinen
e du modèle arbre, ainsi que des modèles 
onstruits

par l'heuristique d'agrégation.

7.1 Génération de graphes

Le générateur RMF, utilisé par [27, 8, 14℄, 
onstruit des instan
es de la manière suivante. Le

graphe est 
onstitué de b trames. Une trame est 
onstitué d'un 
arré de a × a n÷uds. Chaque

n÷ud est alors 
onne
té par ses voisins dire
ts (haut, bas, gau
he et droite), quand ils existent

(l'ex
eption 
on
erne les bords de la trame) par une 
apa
ité a2.Cmax. Les trames sont ensuite

ordonnées, et sont 
onne
tées aux trames suivantes et pré
édentes (quand elles existent) par un

mat
hing parfait depuis les n÷uds de la trame 
ourante et 
elle 
iblée, ave
 une 
apa
ité prise

aléatoirement selon une loi uniforme dans l'intervalle [Cmin;Cmax]. De 
e fait, les graphes pos-
sèdent exa
tement ba2 n÷uds et 6ba2 − 4ab− 2a2 ar
s.
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a*a*Cmax

a*a*Cmax

a

[Cmin; Cmax]

[Cmin; Cmax]

a

b

4*a*(a-1) arcs d’intraconnexion

2a*a*(b-1) arcs d’interconnexion

Total : 6a*a*b-4ab-2a*a arcs

trame 1

trame b

Figure 7.1 � Types d'instan
es RMF selon les paramètres a, b et [Cmin;Cmax].

Le générateur d'ar
s aléatoires, part d'un état du graphe où seuls les n÷uds sont présents, et

ajoute un ar
 jusqu'à atteindre une densité �xée. Cela ex
lut les doublons (plus d'un ar
 reliant

deux sommets), et les ar
s liant un n÷ud sur lui-même.
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7.2 Expérimentations

Toutes les expérimentations ont été exé
utées sur un ordinateur doté d'un pro
esseur Intel

Core 2 Duo P8700 de fréquen
e 2.53 GHz, et de 3.48 Go de RAM. Le logi
iel 
ommer
ial Xpress

(Mosel 3.20 - mmsystem 1.8.8 - mmxprs 2.2.0) été utilisé 
omme solveur de programmation li-

néaire.

Plusieurs expérimentations numériques ont été menées pour 
omparer les formulations 
he-

mins FCMChemin, arbores
en
es FCMArbre, ar
-�ots agrégés FCMAgg et quelques 
as parti-


uliers de la formulation générique FCMGener.

Deux types de données ont été utilisées. Nous avons d'abord utilisé le générateur �RMF-

GEN" [27℄ pour générer des instan
es du FCM. Il est en e�et admis par plusieurs auteurs que 
es

types d'instan
es sont parmi les plus di�
iles pour 
e problème. Les graphes �RMFGEN" sont


ara
térisés par deux paramètres a et b, ainsi qu'un intervalle de 
apa
ité [Cmin = 5, Cmax = 20].

Le se
ond type de graphes est fourni par un générateur d'ar
s aléatoires, dont les 
apa
ités

sont également 
hoisies dans l'intervalle pré
édent. En�n, pour toutes les instan
es, les valeurs

de demandes sont 
hoisies de manière uniforme dans l'intervalle [1, 10].

Puisque les formulations de FCMChemin, FCMArbre et FCMGener sont 
réées pour des

pro
édures de génération de 
olonnes, la 
onvergen
e peut être faible (
'est un e�et 
lassique

de �n de queue). Beau
oup de te
hniques d'a

élération de 
es pro
édures ont été proposées

dans la littérature (par exemple [12, 70℄ et les référen
es 
ontenues dans 
elles-
i). Dans notre

implémentation nous avons utilisé la te
hnique du In-Out, ave
 un ǫ identique aux paramètres

standards de pré
ision du solveur et un α = 0.25 (
e qui 
orrespond à 0.75 fois le point intérieur
et 0.25 fois le point extérieur). L'intérêt i
i n'est pas de 
omparer des te
hniques de stabilisation
mais bien d'évaluer l'e�
a
ité de di�érentes formulations du FCM.

Quatorze instan
es ont été 
réées. Les 
ara
téristiques de 
es instan
es sont synthétisées dans

les tableaux 7.1 et 7.2. I désigne simplement le numéro de l'instan
e.

Pour 
haque instan
e le nombre de n÷uds |V |, le nombre de sour
es |S|, le nombre de desti-
nations pour 
haque sour
e |T (s)| et le nombre d'ar
s |A| sont fournis dans les tableaux 7.1 et

7.2. Les valeurs de a et b sont également données dans le tableau 7.1 relatif aux instan
es RMF

(générées par le programme �RMFGEN").

I |V | |S| |T (s)| a b |A|
1 125 125 31 5 5 600

2 125 63 62 5 5 600

3 125 31 124 5 5 600

4 125 125 124 5 5 600

5 216 216 215 6 6 1080

6 343 343 342 7 7 1764

7 512 512 511 8 8 2688

8 125000 1 124999 50 50 735000

Table 7.1 � Cara
téristiques des huit instan
es RMF.
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I |V | |S| |T (s)| |A|
9 180 180 179 2000

10 180 180 179 2500

11 180 180 179 3000

12 250 250 249 2000

13 250 250 249 2500

14 250 250 249 3000

Table 7.2 � Cara
téristiques des six instan
es de graphe aléatoires.

L'évaluation des performan
e des formulations FCM est basée en grande partie sur le temps

de 
al
ul requis pour l'obtention de la solution optimale. Cependant, nous avons également 
onsi-

gné le nombre de variables générées durant la pro
édure ("Gen. Vars") et le nombre de variables

non nulles lors de la dernière itération, qui dé
rivent de 
e fait la solution optimale ("Opt. Vars")

et le nombre d'itérations, 
'est-à-dire le nombre de fois que le problème maître a été résolu ("Ite-

rations"). Lorsque la formulation ne nous a pas permis d'obtenir la solution optimale (à 
ause

d'un manque mémoire) le symbole "-" est pla
é à la pla
e du nombre.

Il est important de souligner et de rappeler que l'algorithme de génération de 
olonne pro-

prement dit est exa
tement le même dans 
ha
une des formulations : il s'agit de trouver une

arbores
en
e des plus 
ourts 
hemins depuis 
haque sour
e.

Dans le tableau 7.3, nous 
omparons les formulations FCMAgg , FCMChemin, FCMArbre et

FCMTout, en utilisant les instan
es RMF, tandis que le tableau 7.4 
orrespond à des instan
es

de graphes aléatoires.

CPU (s) Gen. Vars

I Agg Chemin Arbre Tout Chemin Arbre Tout

1 146 32 20 326 8309 1273 338

2 62 25 11 163 9252 798 287

3 31 20 9 54 9464 534 179

4 229 433 19 234 38108 1376 263

5 3162 26927 341 3171 126389 3615 598

6 28430 - 1409 - - 5367 -

7 310590 - 3526 - - 7621 -

Opt. Vars Ite érations

I Chemin Arbre Tout Chemin Arbre Tout

1 3964 206 85 42 18 338

2 3972 125 67 39 21 287

3 3964 96 41 32 32 179

4 15693 190 73 45 14 263

5 46855 386 150 56 29 598

6 - 544 - - 22 -

7 - 858 - - 23 -

Table 7.3 � Comparaison des formulations FCMAgg, FCMChemin, FCMArbre et FCMTout :

instan
es RMF
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CPU (s) Gen. Vars

I Agg Chemin Arbre Tout Chemin Arbre Tout

9 20537 263 39 1310 65150 1973 343

10 32347 1257 89 4876 71709 2655 669

11 85980 3036 515 - 80944 3577 -

12 16174 10002 220 - 160210 3325 -

13 30973 32380 323 - 193545 3675 -

14 172018 47294 1545 - 241971 4856 -

Opt. Vars Itérations

I Chemin Arbre Tout Chemin Arbre Tout

9 32560 257 100 31 13 343

10 32689 341 172 50 17 669

11 33131 775 - 52 24 -

12 62731 588 - 32 15 -

13 63120 484 - 32 19 -

14 62903 1103 - 46 24 -

Table 7.4 � Comparaison des formulations FCMAgg, FCMChemin, FCMArbre et FCMTout :

instan
es de graphes aléatoires

CPU (s) Gen. Vars Opt. Vars Itérations

I Arbre 2Ar 4Ar Arbre 2Ar 4Ar Arbre 2Ar 4Ar Arbre 2Ar 4Ar
1 20 18 28 1273 947 794 206 153 120 18 19 29

2 11 11 15 798 549 450 96 108 81 21 23 32

3 9 13 29 534 459 394 96 81 68 32 40 53

4 19 18 26 1376 905 719 190 127 95 14 17 25

5 341 311 360 3615 2502 1955 386 290 222 29 28 42

6 1409 1301 1444 5367 3856 2444 544 347 254 22 28 32

7 3526 2701 3453 7621 4501 3524 858 573 424 23 23 33

Table 7.5 � Comparaison des formulations FCMArbre, FCM2Ar et FCM4Ar : Instan
es RMF

Si nous nous 
on
entrons sur les résultats liés aux instan
es 1 à 3, nous pouvons remarquer

que la résolution basée sur la formulation arbores
ente est environ deux fois plus rapide que la

formulation 
hemin. Cela semble lié au nombre de variables générées qui est bien plus faible dans

la première formulation. Cependant, même si le nombre de variables générées dans la formulation

FCMTout est en
ore plus faible. Cette dernière semble néanmoins la moins e�
a
e. Cela est dû

au nombre d'itérations né
essaires pour atteindre la solution optimale, extrêmement grand par

rapport à 
eux des autres formulations.

Pour 
e qui est des instan
es 2 et 3, le nombre de sour
es diminue en même temps que le

nombre de destinations par sour
e augmente, gardant approximativement 
onstant le nombre de

demandes (|K| presque 
onstant pour les instan
es 1, 2 et 3). Il s'avère que 
ette rédu
tion de

sour
es en gardant le même nombre de demandes pro�te beau
oup à la formulation arbores
ente


omparée à 
elle 
hemin, ave
 un temps de 
al
ul près de deux fois inférieur pour l'instan
e

3. Ce 
omportement s'explique par le fait que la formulation arbores
ente agrège l'information
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CPU (s) Gen. Vars Opt. Vars Itérations

I Arbre 2Ar 4Ar Arbre 2Ar 4Ar Arbre 2Ar 4Ar Arbre 2Ar 4Ar
9 39 29 42 1973 1071 759 257 188 100 13 12 17

10 89 72 83 2655 1529 1010 341 258 187 17 18 23

11 515 429 819 3577 2456 1950 775 647 504 24 27 44

12 220 180 314 3325 2181 1560 588 389 389 15 18 25

13 475 460 633 3699 2676 1888 766 595 509 17 22 30

14 1545 1153 2844 4856 3309 2498 1103 856 767 24 28 40

Table 7.6 � Comparaison des formulations FCMArbre, FCM2Ar et FCM4tr : instan
es de

graphes aléatoires

liée à toutes ses destinations ; 
ette agrégation est d'autant plus importante que le nombre de

destinations par sour
e est grand. C'est également un phénomène que l'on retrouve logiquement

par la formulation ar
-�ot, pour des raisons similaires.

Pour l'instan
e 4, le nombre de sour
es |S| est plus grand que pour l'instan
e 3, alors que le

nombre de destinations par sour
e reste 
onstant. Nous pouvons observer alors que la résolution

ave
 la formulation arbores
ente devient environ vingt fois plus rapide que la formulation 
hemin.

Si nous regardons 
e 
omportement sur des instan
es en
ore plus grandes (5-6-7), la di�é-

ren
e 
roît signi�
ativement. La formulation 
hemin devient d'ailleurs in
apable de résoudre 
es

instan
es du fait de l'insu�san
e en mémoire vive. On remarque alors que la formulation arbo-

res
ente devient plus de 88 fois plus rapide que la formulation ar
-�ots agrégée pour l'instan
e

7. il est également important de souligner que l'e�
a
ité des arbores
en
es se mesure également

en termes d'itérations puisqu'elle en né
essite moins que pour les 
hemins.

On 
onstate que la formulation d'agrégation totale FCMTout devient elle-même plus e�
a
e

que la formulation 
hemin pour les instan
es 4 et 5.

Des 
on
lusions équivalentes sont obtenues lorsque le se
onde type d'instan
es est testé. Le ta-

bleau 7.4 montre très 
lairement que la formulation arbores
ente surpasse les autres formulations.

La di�éren
e prin
ipale entre les résultats du tableau 7.3 et 
eux du tableau 7.4 semble être

la performan
e de FCMChemin par rapport à FCMAggr . Dans le 
as RMF, du moins pour les

grandes instan
es, FCMChemin est plus di�
ile à résoudre que son homologue ar
-�ots, alors

que la formulation 
hemin est plus e�
a
e que FCMAggr sur les graphes aléatoires. Quoiqu'il

en soit, la formulation arbores
ente reste la plus e�
a
e dans tous les 
as.

Cette dernière est alors 
omparée à des formulations génériques dans les tableaux 7.5 et

7.6. Nous avons expérimenté deux types d'agrégation : une 2-arbores
en
e FCM2Ar et une

4-arbores
en
e FCM4Ar (une variable représente 4 arbores
en
es de 4 ra
ines di�érentes 
orres-
pondant à des sour
es di�érentes), lorsque l'heuristique a été utilisée.

On peut observer que le nombre d'itérations relatif à 2Ar est généralement plus élevé que


elui de la formulation arbores
ente mais le nombre de variables générées est aussi plus faible. On

peut dé
rire de façon grossière la tendan
e suivante : plus l'on agrège, moins il y a de variables

générées, mais plus le besoin en nombre d'itérations grandit. Par ailleurs, FCM2Ar peut s'avérer
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plus e�
a
e que la formulation arbores
ente. Cela signi�e qu'agréger des demandes par sour
e et


onsidérer des arbores
en
es à la pla
e des 
hemins est une bonne stratégie, mais elle n'est pas

né
essairement la meilleure. La meilleure stratégie d'agrégation résulte d'un 
ompromis dé
rit

par la tendan
e pré
édente.

Nous présentons en�n dans la tableau 7.7 les résultats de FCMChemin et FCMArbre, pour

les instan
es 1 à 5 lorsque la pro
édure In-Out n'est pas appliquée. Nous nous assurons dès lors

que la performan
e de la formulation arbores
ente par rapport à la formulation 
hemin n'est pas

seulement liée à l'utilisation de 
ette méthode. Le tableau montre très 
lairement que FCMArbre

reste bien meilleur que FCMChemin. De plus, si nous 
omparons 
es résultats ave
 les pré
é-

dents (ave
 In-Out) nous pouvons voir le grand gain en temps de 
al
ul que nous pouvons obtenir

grâ
e à 
ette te
hnique. Il est intéressant de noter que 
ette te
hnique est plus pro�table pour

la formulation arbores
ente que pour la formulation 
hemin. Ce
i peut s'expliquer par le fait

que l'arbores
en
e étant un support plus volumineux d'information, sa 
ara
térisation est plus


ru
iale ; optimiser le 
hoix de sa génération atténue sa prin
ipale faiblesse, à savoir son manque

de souplesse.

CPU time (s) Gen. Vars Opt. Vars Itérations

I Chemin Arbre Chemin Arbre Chemin Arbre Chemin Arbre

1 251 107 33365 5375 4016 246 116 89

2 333 83 39818 3588 4047 188 113 95

3 353 75 40010 2031 3988 142 104 106

4 5195 451 116243 8655 15747 254 99 103

5 95205 4569 362838 24013 46870 438 129 157

Table 7.7 � Comparaison entre les formulations 
hemin et arbores
en
e lorsque la pro
édure

In-Out n'est pas utilisée

Con
lusion

La pertinen
e d'une formulation de multi-�ots semble liée à des phénomènes antagonistes au

niveau de la rapidité de résolution. L'augmentation de l'agrégation d'informations au niveau des

variables permet de diminuer le nombre de variables à générer, et don
 la résolution d'une ité-

ration du problème maître. Cependant, agréger de l'information peut induire une "granularité"

trop épaisse, et don
 un nombre de variables né
essaire pour dé
rire la solution optimale plus

grand. Dans le 
adre du �ot 
on
urrent maximal, on peut remarquer que de 
es e�ets résulte

une diminution des variables né
essaires à la résolution exa
te. S'il s'agissait de l'unique levier

d'e�
a
ité des modèles, l'agrégation maximale serait la stratégie la plus intéressante. Dans la

pratique on remarque que l'agrégation diminue la 
apa
ité du modèle à 
onverger rapidement

(plus d'itérations né
essaires).

Ce
i peut s'expliquer à nouveau par la granularité proposée par le modèle. La 
onstru
tion

d'une variable agrégée né
essite impli
itement plus de 
hoix de 
onstru
tion qui resteront �gés

par la suite. La pertinen
e d'une variable agrégée est plus étroitement liée à une 
on�guration

donnée et elle a don
 moins de souplesse pour "s'adapter" à une solution très di�érente (va-

riables apparaissant dans beau
oup de 
ontraintes/ densité élevée de la matri
e de 
ontrainte).
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Pour 
orriger en partie 
e 
omportement pathologique, nous avons fait appel à une te
hnique de

stabilisation existante : le in-out. Le but de 
et algorithme est de 
onstruire des variables plus

pro
hes de 
e qui dé�nit le polyèdre du problème, et don
 d'améliorer la rapidité de 
onvergen
e.

On remarque alors que 
ette méthode est d'autant plus pertinente que la formulation est agrégée.

En pratique, si les formulation arbores
entes semblent être un bon 
ompromis entre le nombre

de variables et le nombre d'itérations né
essaires, on peut voir qu'il est possible de 
onstruire des

modèles en
ore plus adaptés, qui s'inspirent dire
tement de la stru
ture de l'instan
e 
onsidérée.

On peut don
 trouver un nombre d'agrégations intéressant, qui peut di�èrer ave
 la taille même

de l'instan
e. Tout 
omme il est préférable d'utiliser une formulation 
hemin qu'une formulation

expli
ite (ar
-�ot par exemple) lorsque le graphe grandit, on remarque que 
e nombre "optimal"

d'agrégation semble également augmenter ave
 la taille de l'instan
e. Il serait intéressant d'étu-

dier plus en profondeur 
e type de 
omportement.

Nous allons maintenant nous 
on
entrer sur une appro
he de résolution di�érente pour traiter

un 
as parti
ulier : le �ot 
on
urrent maximal dans le 
as mono-sour
e.
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Chapitre 8

Le problème de �ot 
on
urrent

maximal, 
as mono-sour
e

Introdu
tion

Ce 
hapitre traite le �ot 
on
urrent maximal dans sa version où il n'existe qu'une seule

sour
e (mais plusieurs destinations, aux demandes di�érentes). Ce problème est un problème ré-

gulièrement ren
ontré dans le domaine des télé
ommuni
ations, et dans notre 
ontexte modélise

parti
ulièrement bien le paradigme de réseau de distribution de 
ontenus �un serveur 
entral,

et des 
lients à satisfaire. De plus, dans le 
adre de plusieurs serveurs distin
ts, la possibilité du


hoix du serveur émetteur du tra�
 pour satisfaire un 
lient peut se ramener à nouveau à 
e pro-

blème par une modi�
ation triviale. Nous rappelons d'abord les algorithmes polynomiaux pour le

problème parti
ulier de �ot maximum ainsi que leurs spé
i�
ités. Nous introduisons notre nouvel

algorithme 
ombinatoire pour résoudre le maximum 
on
urrent �ot mono-sour
e et prouvons

ensuite l'exa
titude et la forte polynomialité de 
ette appro
he. Nous 
on
luons 
e 
hapitre par

une démonstration de ses performan
es par rapport à des appro
hes de programmation linéaire,

et notamment l'un des meilleurs modèles que nous avons présenté : le modèle arbre.

8.1 Algorithmes de Ford-Fulkerson et Edmonds-Karp, pro-

blème de �ot maximum

Le problème de �ot maximum est un grand 
lassique de la littérature. Parmi les premiers à

l'avoir étudié on nomme Ford et Fulkerson. Le problème 
onsiste à envoyer un �ot maximum

de la sour
e (unique) vers la destination (également unique), sur un graphe orienté, dont les

ar
s sont munis de 
apa
ités. C'est don
 un 
as parti
ulier des modèles FCM que nous avons vu

pré
édemment.

Dé�nition 30. Un �ot F, f(a)∀a ∈ A de s à t, sur le graphe G = (V,A) est réalisable si et

seulement si :

1. f(a) ≤ ca, ∀a ∈ A
2.

∑

j∈δ+(i)

f(a = (ij)) =
∑

j∈δ−(i)

f(a = (ij)), ∀i ∈ V − {s, t}
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S T

[1]

[3]

[4]

[2]

[1] [1]

[1]

[5]

[2]

Figure 8.1 � Problème du �ot maximum (resp. son dual : 
oupe minimale) sur un exemple de

graphe. Le but est de transmettre le �ot maximum de la sour
e S vers la destination T , sous

ontraintes de 
apa
ité sur 
haque ar
 (indiquées i
i entre 
ro
hets).

Une appro
he 
onsiste à 
réer itérativement un 
hemin de �ots augmentant depuis la sour
e

vers la destination. L'exemple de la �gure 8.2 nous montre un tel prin
ipe, ainsi que le 
as d'ar-

rêt. Le 
hemin augmentant 
hoisi (en rouge) est le support du �ot augmentant. Il est limité par

une 
apa
ité de 2. Une fois 
e �ot e�e
tivement a
heminé de la sour
e vers la destination, au
un

hemin de �ot non nul ne peut plus atteindre la destination sur le graphe G = (V,A). Pourtant
la solution n'est pas optimale.

[2]

[2]

(2)

(2)

(2)

S S

[2] [2] [2][2]

[2][2] [2][2]

T T

Figure 8.2 � Non optimalité des �ots augmentant sur le graphe "
lassique".

Ford et Fulkerson proposent alors un algorithme 
ombinatoire pour résoudre 
e problème en

introduisant la notion de graphe d'é
art. Tout 
omme l'algorithme du simplexe, où des variables
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d'é
art sont introduites ; les auteurs ajoutent i
i un ar
 "de retour" asso
ié à un ar
 dans le sens

opposé, de 
apa
ité égale à la valeur de �ot qui transite sur 
et ar
 initial. De 
e fait à 
haque

instant, la somme des 
apa
ités d'un ar
 initial et de son ar
 de retour asso
ié sera 
onstante. La


apa
ité d'un ar
 de retour sera utilisable par un 
hemin augmentant au même titre qu'un ar


initialement dé
rit par A. Il est alors intéressant de noter que 
ela permet toujours d'assurer une
solution réalisable, autant au niveau des 
ontraintes de 
apa
ités qu'au niveau des 
ontraintes

de 
onservation de �ots.

L'exemple des �gures 8.3 et 8.4 illustrent le mé
anisme de graphe d'é
art, et l'utilisation d'un

ar
 de retour. Le 
hemin 
hoisi en rouge sur le graphe initial (a), va modi�er les 
apa
ité du

graphe d'é
art. En mettant à jour le �ot augmentant de 2, on obtient les deux graphes (
lassique

et d'é
art) 
i-après (b). Si dans le graphe 
lassique, il n'est plus possible de 
réer un �ot aug-

mentant, on peut tout à fait le faire dans le graphe d'é
art (noté en rouge). En faisant passer un

�ot augmentant de 1, nous obtenons les deux graphes 
orrespondant qui suivent (
).

[2]

[2][2]

[2][2]

(a)

Figure 8.3 � Graphe initial.

Dé�nition 31. Le graphe d'é
art G̃ = (V, Ã) induit par le graphe G = (V,A) et un �ot réalisable

f(a), ∀a ∈ A sur 
e graphe est dé�nit par :

1. L'ensemble des n÷uds V identique à G

2. Chaque ar
 a = (ij) ∈ A muni de la 
apa
ité cã = ca − f(a)
3. Chaque ar
 a′ = (ji)/a = (ij) ∈ A muni de la 
apa
ité cã = f(a)

Dé�nition 32. Un �ot augmentant de G̃ est un quantité µ sur 
hemin p de s vers t, tel que :

f(a) + µ ≤ cã, ∀a ∈ p

C'est une modi�
ation légale de �ot, puisqu'elle respe
te né
essairement les deux 
onditions de

faisabilité.

Dé�nition 33. Soit un graphe G = (V,A), ave
 des sommets s et t parti
uliers désignant

respe
tivement la sour
e et la destination. Chaque ar
 a ∈ A est muni d'une 
apa
ité ca. Le
problème de 
oupe minimal 
onsiste à trouver l'ensemble d'ar
s A′

(A′ ⊂ A) partitionnant V en

deux ensembles S �
ontenant le n÷ud s (sour
e), et T �
ontenant le n÷ud t (destination), tel
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[2]

[2]

[2](2)

(2)

(1) [1]

Graphe original Graphe d’écart

[2] [2]

[2]

[2]

(2)

(2)

(2)

[2] [2]

[2] [2]

(1) [2] [2]

[2] (1) [1]

[1]

(b)

(c)

[2]

[1]

[2]
[1]

[2]

[1]

Figure 8.4 � Prin
ipe du graphe d'é
art.

que la somme des 
apa
ités C(A′) = C(S, T ) des ar
s dont l'origine est 
ontenue dans S et la

destination dans T est minimum :

min
S,T/s∈S,t∈T,S∪T=V,S∩T=∅

C(S, T )

Théorème 24. Soit un graphe G = (V,A) ave
 des sommets s et t parti
uliers désignant res-
pe
tivement la sour
e et la destination. Chaque ar
 a ∈ A est muni d'une 
apa
ité ca. La valeur

optimale du �ot maximal et de la valeur de la 
oupe minimale sont identiques.

Démonstration. La preuve dé
oule du théorème de dualité forte, le problème de �ot maximum

étant le problème dual de problème de 
oupe minimale (et inversement).

Ford et Fulkerson prouvent alors l'algorithme exa
t en 
as d'arrêt, par l'égalité ave
 une

solution réalisable duale : la 
oupe minimale. Les �gures 8.5 et 8.6 représentent l'amélioration

su

essive du �ot sur le graphe d'é
art. Par rapport à l'exemple pré
édent 8.4, nous pouvons

ajouter un autre 
hemin de �ots augmentant de valeur maximale ; la solution passe de γ = 2
à γ = 4. Nous obtenons alors une valeur du problème primal égale à la 
oupe minimale (valeur

réalisable du problème dual), représentée i
i en rouge.
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A la dernière étape, il est impossible de trouver un �ot augmentant : nous obtenons la 
oupe

minimale qui nous garantit que notre solution est alors optimale.

Algorithm 15 : �ot maximum - Edmonds-Karp

Require: un graphe orienté G = (V,A) muni des 
apa
ités (ca)a∈A

Ensure: la valeur optimale γ∗ du �ot maximum de s vers t.
1: Initialisation de γ∗ ← 0.
2: while Il existe un �ot augmentant non nul sur le graphe d'é
art do

3: Trouver le γ maximum tel que le �ot γ peut être a
heminé sur le 
hemin augmentant entre

s et t sans violer de 
ontraintes de 
apa
ité.
4: Augmenter le(s) �ot(s) selon γ, et mettre à jour le graphe
5: γ∗ ← γ∗ + γ
6: end while

[2]

S S

[2] [2] [2]

[2][2] [2]

T T

[2]

[2]

[2]

Figure 8.5 � Première et se
onde itération...
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[2]

S

T

[2] [2]

[2][2]

Figure 8.6 � Solution optimale obtenue.

Les failles de 
et algorithme seront montrées plus tard, à l'aide d'un exemple où un nombre

in�ni d'opérations peut être e�e
tué, et qui ne 
onverge pas même vers l'optimum. Edmonds

et Karp modi�ent alors l'algorithme en imposant que le 
hemin de �ots augmentant soit 
hoisi

pour être un plus 
ourt 
hemin légal du graphe d'é
art. Muni de 
ette propriété, la polynomialité

(
omplexité en O(|V |.|A|2)) de l'algorithme peut alors être prouvée.

D'autres algorithmes existent de même 
omplexité 
omme le "Push and relabel" [4℄ ou en
ore

le "blo
king �ow algorithm" de [29℄. Des modi�
ations dans le fon
tionnement de l'algorithme

peuvent permettre d'obtenir des 
omplexités parti
ulières (voir tableau 8.1).

8.2 Formulation FCM mono-sour
e et prin
ipe de l'algo-

rithme

Nous allons proposer i
i un algorithme fortement polynomial (voir dé�nition 
i-dessous et

[46℄) pour le 
as où les demandes partagent toutes une unique sour
e. Nous supposerons dès lors

que les demandes k ∈ K ont don
 toutes pour sour
e s = sk, ∀k ∈ K.

Dé�nition 34. Un algorithme est dit fortement polynomial s'il satisfait les deux 
onditions sui-

vantes :

(i)- Le nombre d'opérations élémentaires né
essaires à son exé
ution est borné par une fon
-

tion polynomiale des paramètres d'entrée du problème

(ii)- L'espa
e mémoire né
essaire à son fon
tionnement est borné par une fon
tion polyno-

miale des paramètres d'entrée du problème
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Nom Des
ription Complexité

Ford Fulkerson Réitération de �ot augmentant de s à t
sur un graphe d'é
art jusqu'à impossi-

bilité

O(A.max|f |)
(poids en-

tiers unique-

ment)

Edmonds Karp Comme Ford Fulkerson, sur des plus


ourts 
hemins (en termes d'ar
s)

O(A.V 2)

Dinitz "blo
king �ow algo-

rithm"

réitération de �ots bloquants dans un

graphe pondéré aux n÷uds

O(A.V 2)

"Push and relabel algo-

rithm"

Ajout itératif de pré�ots "push" (fon
-

tion de �ots ave
 possibilité d'ex
ès sur

les n÷uds) et mise à jour d'étiquettes

de poids sur les ar
s "relabel"

O(A.V 2)

"Push and relabel al-

gorithm" ave
 une liste

FIFO

Séle
tion des n÷uds selon une liste

FIFO

O(V 3)

Dinitz "blo
king �ow algo-

rithm" ave
 stru
ture de

donnée en arbres

La stru
ture de données en arbres amé-

liore l'exé
ution du �ot maximum sur le

graphe pondéré

O(|V |.|A|
.log(|V |)

"Push and relabel algo-

rithm" ave
 stru
ture de

donnée en arbres

La stru
ture de données en arbres amé-

liore l'exé
ution du �ot maximum sur le

graphe pondéré

O(|V |.|A|
.log(|V |2/|A|)

MPM (Malhotra,

Pradmodh-Kumar et

Maheshwari) algorithm

O(V 3)

Algorithme d'Orlin O(|V |.|A|)

Table 8.1 � Prin
ipaux algorithmes polynomiaux pour le problème de �ot maximum.

Une appro
he possible pour résoudre le FCM dans sa version mono-sour
e est de ramener


e problème à un problème de �ot maximum, dont on 
onnaît l'algorithme polynomial pour

le résoudre. Mais 
ette transformation né
essite de pla
er des 
apa
ités variables sur les ar
s

additionnels, elles-même dépendantes du �ot maximum, 
e sont en réalité des 
ontraintes d'équi-

librage ("Load Balan
ing") qui sont i
i appliquées (8.7 et 8.8). Dès lors, il est impossible d'utiliser

l'algorithme d'Edmonds-Karp sur 
e graphe, mais des re
her
hes di
hotomiques peuvent être uti-

lisées. Ce type de pro
édure ne génère généralement que des algorithmes d'approximation.
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S

21

43

5

[14/3]

[1]

[4]

[10]

[4] [9]

[3][2]

[4]

D=1

D=2

D=3

D=3

D=1

(a)

Figure 8.7 � Equivalen
e du �ot 
on
urrent maximum... (
as mono-sour
e).

S

21

43

5

[14/3]

[1]

[4]

[10]

[4] [9]

[3][2]

[4]

T

1xF

3xF

1xF

2xF

3xF

(b)

Figure 8.8 � ...en �ot maximum simple (
as mono-sour
e).

Sur les �gures 8.7 (a), le graphe ave
 la sour
e S et les di�érentes destinations munies de

leurs valeurs. supposons que nous 
onnaissons F la valeur du �ot 
on
urrent maximal. Nous

pouvons alors 
onstruire en 8.8 (b), le graphe étendu, qui modélise le problème sous forme de

�ot maximum. Il est important de noter que la 
apa
ité des ar
s est elle-même dépendante du

�ot maximum F (
'est une sorte de proportion à respe
ter).
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L'extension que nous proposons à l'algorithme d'Edmonds-Karp 
omporte deux di�éren
es

majeures :

(i) A la pla
e d'un 
hemin augmentant, nous 
onstruisons i
i une arbores
en
e augmentante

à 
haque itération.

(ii) Le �ot 
on
urrent maximum que pourra supporter 
ette arbores
en
e, dépendant des

demandes spé
i�ques vers 
haque terminal.

Nous utilisons à nouveau la notation T (s) pour expli
iter l'ensemble des destinations asso
iée
à la sour
e unique s. Nous supposerons également que les 
apa
ités sont toutes stri
tement

positives.

Algorithm 16 : FCM mono-sour
e

Require: un graphe orienté G = (V,A) muni des 
apa
ités (ca)a∈A et un ensemble de demandes

(s, tk, dk)k∈K .

Ensure: la valeur optimale γ∗ du �ot 
on
urrent maximal de s vers T (s).
1: Initialisation de γ∗ ← 0.
2: while Il existe une arbores
en
e de plus 
ourt 
hemin τ 
ouvrant l'ensemble T (s) dans le

graphe d'é
art do

3: Trouver le γ maximum tel que le �ot γdk peut être a
heminé sur 
haque ar
, sur la stru
ture
τ entre s et 
haque tk sans violer de 
ontrainte de 
apa
ité.

4: Augmenter le(s) �ot(s) selon γ, et mettre à jour le graphe
5: γ∗ ← γ∗ + γ
6: end while

A l'instar de l'algorithme d'Edmonds-Karp la valeur de γ est augmentée itérativement par

le 
al
ul d'une arbores
en
e de plus 
ourt 
hemin en nombre d'ar
s. Ces arbores
en
es sont


al
ulées dans le graphe d'é
art dé�ni de la même manière que pré
édemment.

Le γ maximum peut être obtenu fa
ilement : il su�t de reporter les demandes sur 
haque

ar
 par lesquels 
ette demande sera routée. Cela génère sur 
haque ar
 une demande 
umulée

donnée par la relation :

Da =
∑

k∈K

∑

p∈Pk∩τ
p∋a

dk (8.1)

Le γ maximum deviendra alors simplement le minimum des ratios parmi tous les ar
s (
a-

pa
ité résiduelle sur la demande 
umulée- in�nie si nulle) : soit γ = mina∈Ã
ca
Da

. Au 
ours de

l'étape 4, nous mettons à jour le graphe d'é
art de la même manière que l'algorithme de �ot

maximum.

Nous illustrons l'algorithme sur l'exemple suivant. Nous nous munissons du graphe suivant

8.9. Nous 
al
ulons l'arbores
en
e des plus 
ourts 
hemins (en rouge sur la �gure 8.10)ave
 la

demande 
umulée sur 
haque ar
. I
i nous avons γ = 2
3 . Nous mettons alors à jour le graphe

d'é
art (à droite de la �gure 8.10). Nous répétons la re
her
he d'arbores
en
e des plus 
ourts


hemins (en rouge sur la �gure 8.11), ave
 la demande 
umulée sur 
haque ar
. Nous avons i
i

γ = 1. Nous mettons alors à jour le graphe d'é
art (à droite de la �gure 8.11). Nous ne pouvons
plus trouver d'arbores
en
e augmentante, 
ar le n÷ud 5 n'est plus atteignable. La solution op-

timale est de γ∗ = 5
3 , égale à la densité de la 
oupe de densité minimale représentée en rouge.
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Figure 8.9 � Graphe initial.
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Figure 8.10 � Itération 1.
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Figure 8.11 � Itération 2.

8.3 Preuve d'exa
titude et de forte polynomialité

Avant de prouver l'exa
titude de notre algorithme, nous allons rappeler quelques notations.

Une 
oupe orientée dans le graphe G peut être dé�nie par un ensemble de n÷uds U ⊂ V , ou bien
de manière équivalente, par un ensemble d'ar
s δ+(U) divergents de U . Nous utiliserons alors
parfois Ū = V \ U le 
omplément de U .

Nous utiliserons également c(U, Ū) =
∑

a∈δ+(U) ca et d(U, Ū) =
∑

k∈K

sk∈S,tk∈Ū

dk. De manière

analogue, lorsque nous manipulons des variables de �ots fa, f(U, Ū) dé
rira la somme des �ots

sur les ar
s de δ+(U) : f(U, Ū) =
∑

a∈δ+(U) fa.

La densité d'une 
oupe δ+(U) est dé�nie 
omme le ratio des 
apa
ités sur la demande qu'elle
dé
onne
te :

χ(U, Ū) =
c(U, Ū)

d(U, Ū)
. (8.2)

Dans le 
as général, il existe une propriété de dualité faible : toute valeur de solution de FCM

γ est inférieure à toute 
oupe de densité χ(U, Ū). C'est don
 naturellement vrai pour la valeur

optimale du FCM et la densité de la 
oupe de densité minimale :

γ∗ ≤ χ∗ = min
U⊂V
{χ(U, Ū) : d(U, Ū) 6= 0}. (8.3)

La dualité forte, elle, n'est pas véri�ée dans le 
as général. De plus, le problème de déterminer

une 
oupe de densité minimale (ou "Sparsest 
ut") est dans le 
as général un problème NP-

di�
ile, que la graphe soit orienté ou non. Un exemple où 
ette di�éren
e existe bien a été donné

par Okamura-Seymour [81℄ (voir �gure 8.12) dans un graphe non orienté ; il est généralement

repris pour illustrer 
e phénomène. De nombreuses études ont été menées a�n de 
réer des

algorithmes d'approximation pour la 
oupe de densitée minimum [48, 85, 69, 102℄, qui produisent

des bornes très pro
hes de l'optimum (par exemple O(
√
logn) dans [5℄).
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s1/t3 s2/t1 s3/t2

t4

s4

[1] [1]

[1] [1]

[1]

[1]

Figure 8.12 � Exemple de Okamura et Seymour. Les 
ommodités sont exprimées par leurs 
ouples

sk, tk et ont pour valeur de demande 1. Le �ot 
on
urrent maximal est de

3
4 . La 
oupe de densité

minimale est de 1.

[67, 95℄ nous apprennent plus pré
isément que si le graphe de demandes (le graphe qui relie les

n÷uds {sk, tk}) ne 
ontient pas de sous-graphe 
onstitué de trois arêtes disjointes, ou un triangle

et une arête disjointe, alors l'é
art de dualité sera nul. Ce résultat généralise l'observation de [53℄

sur le problème de FCM muni de deux demandes. D'autres investigations ont été menées par

[95℄ sur des 
as parti
uliers où 
et é
art n'existe pas.

C'est le 
as de notre problème FCM muni d'une seule sour
e, où, utilisant le théorème de

Flot-Max/Coupe-Min nous pouvons retrouver 
e résultat fa
ilement. Cependant, un résultat plus

général établit que 
et é
art est nul lorsque deux n÷uds s et t sont tels que pour 
haque demande
nous avons, sk = s ou tk = t [95℄. Si 
et é
art est nul, il n'existe à notre 
onnaissan
e, au
un

algorithme fortement polynomial pour traiter 
e 
as.

Nous allons dès à présent prouver la forte polynomialité de notre algorithme :

Théorème 25. Le �ot 
on
urrent maximal mono-sour
e peut être résolu de façon optimale par

l'algorithme 16 ave
 une 
omplexité en O(m2n).

La preuve du théorème 25 est relativement pro
he de 
elle utilisée pour l'algorithme d'Edmonds-

Karp.

Lemme 3. Si l'algorithme 16 stoppe, alors avons obtenu γ∗ la solution optimale du �ot 
on
ur-

rent maximal.

Démonstration. : l'algorithme s'arrête lorsqu'il n'existe plus de façon de 
réer une arbores
en
e


ouvrante T (s), du fait des 
apa
ités, dans le graphe d'é
art. Cela signi�e qu'il existe un sous-

ensemble de n÷uds Ū ⊂ V \ {s}, in
luant une ou plusieurs destinations (Ū ∩ T 6= ∅) qui ne
peuvent être atteintes depuis s. Plus pré
isément, il existe un ensemble U tel que fa = ca pour

tout a ∈ δ+(U) et fa = 0 pour tout a ∈ δ−(U) (le 
ontraire signi�erait qu'un ar
 de retour

de 
apa
ité non nulle existe, et que de 
e fait un des n÷uds parmi U peut être atteint). Nous

déduisons alors que pour toutes les destinations T (s)∩ Ū , tous les �ots entrant sont utilisés pour
satisfaire γ∗ fois la demande totale :
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f(U, Ū) = γ∗d(U, Ū).

De plus nous avons f(U, Ū) = c(U, Ū). Il s'ensuit que γ∗d(U, Ū) = c(U, Ū) et γ∗ = χ∗
et

puisque χ∗
est une borne supérieure, γ∗ est don
 optimal.

Nous pouvons remarquer que s'il existe une arbores
en
e 
ouvrant T (s), alors il existe égale-
ment une arbores
en
e 
ouvrant tous les n÷uds V (les demandes "nulles" peuvent être a
hemi-

nées sur des ar
s de 
apa
ité nulle). Si 
e n'était pas le 
as, nous pourrions trouver un ensemble

U 
ontenant s et T (s) tel que Ū 6= ∅, f(U, Ū) = c(U, Ū) et f(Ū , U) = 0. Ce qui est bien évidem-

ment impossible puisque Ū ne 
ontient pas de destinations. Cela signi�e que pour toute itération

qui n'est pas la dernière, il existe un 
hemin de s vers tout n÷ud v. Nous appellerons li(s, v) la
longueur du plus 
ourt 
hemin (ave
 des poids unitaires) de s vers v à la ième itération. Nous
ferons également 
orrespondre Gi le graphe d'é
art à la ième itération (avant l'augmentation de

�ot).

Lemme 4. La fon
tion li(s, v) ne diminue pour au
un n÷ud v ∈ V , pour i 
roissant.
Démonstration. : Supposons la proposition fausse. Parmi tous les n÷uds tels que

li+1(s, v) < li(s, v), (8.4)

soit v le n÷ud tel que li+1(s, v) est le plus faible.
Soit u le prédé
esseur de v sur le plus 
ourt 
hemin de s vers v dans Gi+1. Nous avons de

façon évidente :

li+1(s, u) = li+1(s, v)− 1. (8.5)

Puisque li+1(s, u) < li+1(s, v), le plus 
ourt 
hemin de s vers u ne diminue pas de l'itération

i à l'itération i+ 1 (par le 
hoix de v). En d'autres termes nous avons :

li(s, u) ≤ li+1(s, u). (8.6)

S

u

v

l (s,u)

S

u

v

l (s,u)

i i+1

i i+1

?

l (s,v)
i+1

l (s,v)
i
>

<

Figure 8.13 � (u, v) appartient-il à Gi ?
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Montrons que (u, v) n'appartient pas à Gi. Pour 
e faire, supposons le 
ontraire : soit (u, v)
appartient à Gi. Nous pouvons alors é
rire que li(s, v) ≤ li(s, u) + 1. En utilisant (8.6), la pré-


édente inégalité nous amène à li(s, v) ≤ 1 + li+1(s, u). Utilisant à présent (8.5), nous obtenons

li(s, v) ≤ li+1(s, v) 
e qui 
ontredit (8.4).

Cela signi�e don
 que l'ar
 (u, v) n'est pas présent dans Gi, mais apparaît don
 seulement

après l'augmentation de �ot. Cela est possible uniquement si l'ar
 (v, u) a été utilisé à l'itération
i. En d'autre termes, (v, u) appartient à l'arbores
en
e de plus 
ourt 
hemin dans Gi. Cela

signi�e que li(s, v) = li(s, u)− 1. En utilisant (8.6), l'inégalité pré
édente nous donne li(s, v) ≤
li+1(s, u)− 1. Sa
hant que (8.5), nous obtenons li(s, v) ≤ li+1(s, v)− 2 
e qui 
ontredit (8.4).

S

u

v

l (s,u)

S

u

v

l (s,u)

i i+1

i i+1

l (s,v)
i+1

l (s,v)
i

>

<

Utilisé !

>

Figure 8.14 � Contradi
tion.

Un ar
 
ritique a dont la 
apa
ité est le fa
teur limitant pour l'arbores
en
e de plus 
ourt 
he-
min τ (i.e., un ar
 minimisant le ratio de la 
apa
ité sur la demande 
umulée

∑

k∈K

∑

p∈Pk∩τ
p∋a

dk).

L'arbores
en
e 
ontient au minimum un ar
 
ritique. Il est alors évident qu'un ar
 
ritique à l'ité-

ration i, ne sera plus présent à l'itération i+ 1.

Nous allons à présent exhiber la propriété suivante :

Lemme 5. Un ar
 ne peut être 
ritique plus de

n
2 fois.

Démonstration. : Supposons (u, v) 
ritique à l'itération i. Il est important de rappeler que (u, v)
peut être alors un ar
 de A ou un ar
 de retour asso
ié à un ar
 de A. Puisque (u, v) appartient
à l'arbores
en
e des plus 
ourts 
hemins, nous pouvons é
rire que

li(s, v) = li(s, u) + 1. (8.7)

Supposons que (u, v) est également 
ritique à l'itération j > i. Cela signi�e que (v, u) doit
être utilisé au moins une fois entre l'itération i et j. En d'autres termes, il existe k (i < k < j)
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tel que

lk(s, u) = lk(s, v) + 1. (8.8)

Or nous savons du lemme pré
édent que lk(s, v) ≥ li(s, v). De 
ette inégalité et de (8.7) et (8.8),
nous déduisons

lk(s, u) ≥ li(s, u) + 2. (8.9)

En d'autres mots, après que (u, v) eut été 
ritique lors d'une itération ,la distan
e la plus 
ourte

entre s et u augmente d'au moins de 2. Puisque la distan
e maximale entre 
es deux n÷uds ne

peut ex
éder n − 1 (sauf à la dernière itération où 
ette distan
e peut être 
onsidérée in�nie),

(u, v) ne peut pas être 
ritique plus de n
2 fois.

La preuve du théorème 25 dé
oule naturellement. Puisqu'un ar
 ne peut être 
ritique plus

de

n
2 itérations et que le nombre d'ar
s ne peut ex
éder 2m (en 
omptant également les ar
s de

retour), l'algorithme 16 doit né
essairement s'arrêter au bout de O(mn) itérations au maximum.

De plus, la génération d'arbores
en
e peut être e�e
tuée ave
 une 
omplexité de O(m) par un
algorithme de re
her
he "breadth-�rst".

Il est important de noter que 16 est également 
apable de déterminer la 
oupe de densité

minimale dans 
e dernier 
as. Par exemple, si T (s) = V \ {s} et dk = 1 pour k ∈ K, alors nous

pouvons déterminer δ+(U) tel que s ∈ U minimise

c(U,U)

|U|
.

Corollaire 1. L'algorithme 16 détermine une 
oupe de densité minimale en une 
omplexité de

O(m2n) (dans le 
as mono-sour
e).

Remarque 5. Même si nous avons supposé un graphe orienté, l'algorithme 16 peut également

s'appliquer de la même manière à un graphe non orienté, sans né
essairement passer par la

transformation expli
itée pré
édemment. De manière analogue au problème de �ot maximum, il

est possible de rempla
er 
haque arête {u, v} de 
apa
ité c par deux ar
s (u, v) et (v, u) munis

ha
un d'une 
apa
ité c. Puisque dans le 
as mono-sour
e nous pouvons toujours annuler du �ot

pour nous assurer qu'au moins un des deux ar
s (u, v) et (v, u) ne 
ontient au
un �ot. De 
e fait

rempla
er une arête par deux ar
s ne 
hange pas la valeur du �ot 
on
urrent maximal.

8.4 Expérimentations

Le tableau 8.2 est dédié au FCM dans sa version mono-sour
e (instan
e 8). L'instan
e résolue

par notre algorithme 
ombinatoire ne peut pas être résolue par les formulations pré
édentes

(FCMChemin, FCMArbre, FCMAgg et FCMGener).

CPU time (s) Itérations

107987 95341

Table 8.2 � La solution du FCM résolu ave
 l'algorithme 
ombinatoire (instan
e 8 ave
 |V | =
125000, |S| = 1, |K| = 124999, and |A| = 735000)

Le tableau 8.3 reporte une 
omparaison entre la formulation arbores
ente et l'algorithme

fortement polynomial. On remarque que plus l'instan
e est élevée, plus l'é
art est élevé. On voit

très nettement la performan
e de l'algorithme polynomial qui est rapidement 1000 fois plus rapide

que la formulation. Il est intéressant de noter que le nombre d'itérations reste assez 
omparable,

mais �nit par être plus faible pour le programme linéaire.
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a=b |V| CPU time (s) Iterations

Algorithme Polynomial Arbre Algorithme Polynomial Arbre

7 343 0,01 36 176 197

8 512 0,1 140 262 294

9 729 0,3 318 432 349

10 1000 0,6 1673 656 525

11 1331 1,2 6601 782 679

Table 8.3 � Comparaison de résolution du problème de �ot 
on
urrent maximal dans le 
as

mono-sour
e sur RMF. Tous les n÷uds sont destinations.

Con
lusion

Nous avons étudié le problème de �ot 
on
urrent maximal dans un 
as parti
ulier où il

n'y a qu'une seule sour
e (mais potentiellement plusieurs destinations). Pour le résoudre nous

avons alors présenté un algorithme fortement polynomial doté d'une 
omplexité de O(|A|2.|V |),
la meilleure 
onstatée à notre 
onnaissan
e pour 
e 
as parti
ulier. Nous pouvons nous aper-


evoir que nous avons généralisé l'algorithme d'Edmonds-Karp, ave
 une 
omplexité similaire.

Les performan
es pratiques sont, sans grande surprise, bien plus importantes que les meilleures

générations de 
olonnes présentées pré
édemment. On pourrait alors se demander s'il n'existe

pas une manière de renfor
er la 
omplexité de 
et algorithme en s'inspirant des autres travaux

sur le problème de �ot maximal. Il n'est 
ependant pas trivial de les utiliser tels qu'ils sont,

puisque la plupart s'appuie sur des "pré-�ots", qui ne garantissent pas l'équité de la satisfa
tion

de 
ha
une des demandes à priori. Un autre aspe
t qui demeure toujours en 
ours d'étude, est

de généraliser 
et algorithme pour le 
as multi-sour
es et multi-destinations.
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Con
lusion et perspe
tives

Nous nous sommes pla
és dans une appro
he d'un 
onstat immédiat, où nous voulons maxi-

miser le débit/qualité de servi
e 
lient sur un réseau existant, par un routage optimal : nous

essayons de tirer parti au mieux des 
apa
ités de notre réseau. Ce problème, le �ot 
on
urrent

maximal, est un problème bien 
onnu dans la littérature. Même si 
e problème possède une 
om-

plexité polynomiale, il est en pratique di�
ile à résoudre sur de grandes instan
es. Nous avons

don
 proposé une manière parti
ulière, qui s'étend au-delà des arbores
en
es, pour pouvoir ma-

nipuler 
es grands graphes.

Nous avons également exhibé un algorithme fortement polynomial pour résoudre le problème

de �ot 
on
urrent maximal dans sa version mono-sour
e, dont les performan
es sont radi
alement

supérieures à tous les modèles linéaires expli
ités i
i. Il permet de résoudre également plusieurs

problèmes 
onnexes (problèmes d'a�e
tations notamment). Sa 
omplexité est à notre 
onnais-

san
e la meilleure qui existe dans la littérature pour 
e 
as parti
ulier.

Une autre perspe
tive qui dé
oule naturellement de 
e 
heminement est de trouver une ex-

tension à 
et algorithme pour traiter le 
as général. Ce 
as général ne garantissant plus 
ertaines

propriétés spé
i�ques (
omme l'absen
e de saut de dualité), 
ette extension ne semble pas triviale.
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Con
lusion générale
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Nous avons traité dans la première partie des problématiques de lo
alisation de 
a
hes dans

des réseaux de distribution de 
ontenus, selon des 
onsidérations é
onomiques et des s
énarios

réalistes. Nous avons présenté di�érentes méthodes de programmation dynamique existantes pour

des types de problèmes de lo
alisation dans les arbores
en
es. Nous avons ensuite proposé une

nouvelle appro
he de programmation dynamique et un modèle linéaire pour répondre au pro-

blème de lo
alisation de 
a
hes transparents dans un réseau arbores
ent. Nous avons également

montré qu'il était possible de produire des algorithmes polynomiaux exa
ts pour di�érentes ver-

sion du problème de déploiement de réseau (notamment k-médian) moyennant des hypothèses
simpli�
atri
es.

Cette étude s'arti
ule alors en deux points 
omplémentaires ; elle permet d'abord de donner

des indi
ations sur la pertinen
e de 
es méthodes sur des problèmes parti
uliers. Le paradigme de

programmation dynamique que nous proposons, portant sur des ensembles de solutions, semble

parti
ulièrement approprié sur des stru
tures arbores
entes et des problèmes aux 
ontraintes


omplexes. Même si a priori 
es algorithmes ont des 
omplexités théoriquement bornées par

des nombres exponentiels, l'expérimentation pratique est satisfaisante. De futures études per-

mettraient dès lors de mieux 
omprendre analytiquement pour quelles raisons 
es performan
es

restent intéressantes, et si d'autres stru
tures d'appli
ation (
omme un graphe quel
onque) pour-

raient être envisagées.

Le se
ond point 
on
erne de façon plus générale, les leviers d'aide à la dé
ision sur des pro-

blématiques de déploiements, selon des hypothèses di�érentes. Les algorithmes ainsi développés,

permettent de répondre rapidement à des questions logistiques selon des axes stratégiques et/ou

d'investissement envisagés. De plus amples études devraient être apportées pour 
ir
ons
rire au

maximum les futurs possibles des réseaux de distribution de 
ontenus.

La se
onde partie s'oriente sur le 
onstat immédiat des la
unes d'un réseau au niveau de ses


apa
ités ; les routages optimaux et les liaisons 
ritiques. C'est le problème de Flot Con
urrent

Maximal (FCM). En 
onsidérant qu'un 
a
he permet de diminuer le tra�
 de ses liens en amont,

la lo
alisation de 
es liens o�rent impli
itement un 
onseil de lo
alisation, a�n de pallier 
ette

faiblesse 
onstatée. Nous proposons alors des formulations génériques pour modéliser le FCM,

appli
ables à bien d'autres problèmes 
onnexes, et nous démontrons leurs intérêts pratiques sur

le problème de �ot 
on
urrent maximal. Sur 
e dernier problème, nous apportons un algorithme

dédié au 
as mono-sour
e, dont les performan
es aussi bien théoriques que pratiques dépassent

les meilleurs modèles de la littérature �
eux présentés in
lus. Nous pouvons alors nous demander

d'abord s'il existe des moyens de 
onstruire des formulations en
ore plus performantes adaptées à

des problèmes de multi-�ots spé
i�ques. De nouvelles études pourraient permettre de 
onstruire

des algorithmes fortement polynomiaux ave
 des 
omplexités en
ore meilleures pour le 
as du

�ot 
on
urrent maximal muni d'une seule sour
e. En�n, s'il est possible d'étendre 
et algorithme

pour résoudre le problème Flot Con
urrent Maximal dans sa version générale.

L'horizon temporel est 
e qui sépare 
es deux problèmes 
omplémentaires. Dans le premier


as, on s'intéresse à un investissement sur le long terme selon une estimation plus ou moins

pré
ise de la demande ; il s'agit don
 de la satisfaire à moindre 
oût. Les 
apa
ités représentant

uniquement des 
ontraintes sur les investissements minimums.

Dans le se
ond 
as, on mesure plut�t la 
apa
ité e�e
tive de notre réseau, par des tables de

routage partielles optimales. Ce
i nous permet de 
onnaître à quel moment notre réseau n'est plus

en mesure de satisfaire ses usages. Du point de vue de l'investissement, on pourrait alors voir 
ela
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omme un risque sur le volume global supplémentaire qui pourrait survenir, soit sur un horizon

de temps plus important, soit par
e que les données des demandes sont in
ertaines. On peut

voir alors 
e problème 
omme un problème de re
ours. Il pourrait être intéressant d'étudier 
es

problèmes de manière 
onjointe. De plus nous pourrions 
ara
tériser l'in
ertitude de la demande

de manière plus �ne 
omme le font les auteurs [103℄, 
e qui reviendrait à 
ara
tériser le problème

sous sa forme robuste.
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