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T→∞
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π
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A0 = c(τ0) + h =
a

2
cos(ϕ) + h ���*�

A1 = c(τ1) + h = −a

2
sin(ϕ) + h ���+�

A2 = c(τ2) + h = −a

2
cos(ϕ) + h ���,�

A3 = c(τ3) + h =
a

2
sin(ϕ) + h ���-�
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ϕ = arctan
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√
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2 + [A0 − A2]
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	� ř = (u v a 1)T �
� �� �����
������	� �� �		��	����
 %	&	'(��
�

)	�
 �����
	�
 ��  	����	� �� �*�� !"� �# �	�� &	����
�� �������+�*�� �� ,����

-�� �
� �� ��
���,���	� �	�&���� .����  	����	� ����&����-�� �
� �%	�
�� �	�� ���+


����
 ���
	�
� "��&�(��&���/ ���� ����	���� �� ��	������ �� �	�������� �� �� ��'�+

������ �� ,���� � �	�
 
���	
	�
 -�� �	�� ��
 �����
 �	�
��
 �� �	�� ��
 ������


�&�������
 ��	�%�
/ �� ,���� �
� �

�0 
�&,��,��� ��  	����	� �� �*�� !"� �# ��+

���� ����� %*�	�%(
� ��� ���� ����	���� ��� ����
 	�&���	� &���&�
��� �� ���&� ��

��

�'� -�� �
� ������'�� �� �	��,���� #����(&�&���/ ���� �	�
 ���&�� �� ��&����

���&������� &�&	���� 1� �2��/ 
���
 ��
 l + 4 ����&(���
 �� ��
 l ������
 �	�����

3��� ����'�
���
� �� &	�(�� ��	�	
� �
� ,�
� 
�� ��
 ������
 ��
 �����
+�*��
 �� �
�

����� ��� ��  	����	� g �

g : Θ → R⎛⎝ u

v

a

⎞⎠→ σ , �����

	� Θ ⊂ R
3/ Θ = [umin; umax] × [vmin; vmax] × [amin; amax] �� σ �
� �� 
������� -��

�����
���� �� ������ �� �������+�*��� g(r)
���
= �Tr h �� g ���������� $ L2(Θ) �� ��
 l

������
 �� ��  	����	� !"� �	���
�	����� $ -���-��
 �	���
 ��
 �	����
 ��������

��'���(��&��� �	
���	���
 �� ��� 
	��� $ �	����� �	�� ���
���� Θ� l �
� �%	�
� �'��

l = 63 �4 �	���
 ���
 �%����� ��
 �������	�
 u/ v �� a��

���������� 	
� �����
��
� 	
 �� �������� ������� ��
 l + 4 �	�
�����


�� ��  	����	� !"� ���
 �� ������� h 
	�� �������
 $ ������ ��
 ������
 ��,��
 ��

σk ��������+�*���� 1� �����-���� ���-����	� �� ��  	����	� !"� ����� ��� ������
 cr

�� ������	� 
� ��
���� 
�� ���	����� ��������
�� 
��� �����



��� ������	
���� 
������� �� ����� ��

���� ��� �����	� �
���� σr �
�� 
����
�� �(
l∑

k=1

wkd(cr, ck)

)
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�� �����
� ���

�0����� ��  �������� 122 
����� �	��� � ��� ����
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 �

g ∈ L2
�(G), g : G→ R, g(q) = c, %*�/'

�0 G ��� �� ���� �����+�� �� R
3 : G = [umin; umax] × [vmin; vmax] × [dmin; dmax]

%[umin; umax]× [vmin; vmax] ��� ��$�� 	�
 �� 
��������� �� �� ����
� �� [dmin; dmax]
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C[g] = D[g] + S[g]. �����
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�	� D ����
�
� g  �	� �	���	� �	


����� �	����
 	� ���
 �	��	 �	 �������������
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�	�� q �m ���
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�����	 ���
� q ∈ Ω+ �� 
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 dGT 	�� �������	� ���	 �	����	
�	 �� �����
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�	 �	 ����	 ���������
� '� ������	 �	 ������ �	 �	��	 �	�
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	�� ��������	 ��
� �� �	����
 ��-�.� !��� 
���
� α(q) �� ��
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dTOF �	����	 ��� �� ������ 	� �� 
����� �	����
 dGT + 	��	 	�� ��

�	 ��� �

α(q) = dGT (q)− dTOF (q) ���-�
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D[g] =
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q∈Ω

‖g(q)− α(q)‖22, �����
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∫
G
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(
∂g
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)2
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(
∂g

∂d

)2
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2g

∂q2
‖22. �����

����� ����	
������
�

&� ���'�� ������� �
(����	� ������ �� ����������� �
 )*$ �
�� �����
�� G�

+� ��
�
�	�� 
� ������
�� �	� �
 )*$ ������ 	� ���!�� �� �
��	�� ,�
� *����

��	��	�
� �
�� ��
�����%� �������� �����
�� G ��
� -��� �
�����
�� �� ��
��� �	�

�����!�� �� ��
����� u�v�d� ��	� �!���
� �����
�� �
����� �	� ��	� ������ H�

&
 �
�����
�
�
�� ��
�

�� �
 ��	� �
�	����� ��� ������ �
� ��� �
���� �� ��
�
��

{1 . . . umax} × {1 . . . vmax}� &
 �
�����
�
�
�� �� ��������	� ��� �.���	�� 
��� 	�

�
� �� �
��
��� ���	�
�� Δd� /�	� ��,�
����� 
���� 	� �����!�� �� �
��
����

D = {d1 . . . dq} ���
� ,�	�� ���� ��	� ����	��� �
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f : H→ R, ���1�
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q = (u v d)T ∈ Ω 
��	���� �
� �
 ,�	�� ���� 3� ��	� -��� ����
�� �� �����
�� ��

(u v d′)T �� (u v d′′)T ���
� ,�	��� ����� �	
� �

d = a(d)d′ + (1− a(d))d′′,
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 d′ ∈ D, d′′ ∈ D ���������	�� �����
�������� ��� ����	�
�� d1 +Δd �� d1 +2Δd

�� a(d) �� �
	�	��� ��� 
���
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⎛⎝ u

v

d′′

⎞⎠ ,

#� ����� ��	��	
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  ��� �!����� ���� �	 ����� ���
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���� "

D[f ] =
∑
q∈Ω

‖a(d)f(q′) + (1− a(d))f(q′′)− α(q)‖22, ���&�

����� �� ����	
���

���� '��� ������ f̃q �	 ������� �	������� ��
���� �� f �	�

�	����� � q �	�� �����	
� ���
��� H ���� ������ �� ��������� �	 ������� ���������

�	�� ���(�	���� ������ #� ����� �� �����	���	���� ���� �	 ����� ���
�%�� ��� �����

�	� "

S[f ] =
∑
q∈H

∥∥∥f̃q∥∥∥2
2
, ���)�
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)−1
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� ���������� �
�� 	� %
� �
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��� �������� ����
��� �
�� 	� 	
�� ��
�

	��������� ��� ������ ���� �� 
�����
�� ����� �������� ������� ����
����
��� $�
�

������ 
���� ������� �� 	����� ������
� �� 	�� ��
����
�� �
�� �� 	
�	
� �� ����&

	�����
��� $�
� ��'������� �
 ��
��(���
���� ����� 
� ����� ���� 
�
�� 	����	����

�� 
���� 	����	���� 	���� �
�� �

Tg : Γ → Ω⎛⎝ u

v

d

⎞⎠→
⎛⎝ u

v

d+ c

⎞⎠ , )*�+,

�- c = g

⎛⎝ u

v

d

⎞⎠ ��� �
 	����	���� ������� �
� �
 ./� g )���� �%

���� )0��,,� 1


�
���	� �� 	��
��
�	� Σq )�%

���� )*�0,, ��� ����'�� ��
� ������� �� 	�����

������
� ����
����
�� �

Σq = JTg

⎛⎝Σq
inter +

⎛⎝ 0 0 0

0 0 0

0 0 σ2

⎞⎠⎞⎠ JTTg
. )*��,

�- JTg ��� �
 �
���	� 2
	�3����� �� ��������� 3× 3 �� �
 (��	���� Tg ��'��� �
� �

JTg =

⎛⎝ 1 0 0

0 1 0
∂g
∂u

∂g
∂v

1 + ∂g
∂d

⎞⎠ . )*���,

�
�� 	� 	
�� ����	�����
�� ��
� ����� !� �3���
� �
� ����
�
���� ����	�����
��

�
 ����� �� p ��� ��'��� �
� �
 �
���	� �� 	��
��
�	� ΣQ �

ΣQ = JT2JTg

⎛⎝JT1Σ
pJTT1

+

⎛⎝ 0 0 0

0 0 0

0 0 σ2

⎞⎠⎞⎠ JTTg
JTT2

, )*���,
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	� ����������
	�� ��
� ��������� ����� �� �������������� ����� 
� ����� �� �����

���������� �� ���
� ���������� ����� � 
����� �!���"" #

TF : Γ → Ω⎛⎝ X

Y

Z

⎞⎠→ A

⎛⎜⎜⎝
X + 1

Z
XCZ

Y + 1
Z
Y CZ

Z + CZ

1

⎞⎟⎟⎠ , �$��%"

�& CZ = F

⎛⎝ X

Y

Z

⎞⎠ ��� �� ���������� ������� ��� �� �����
�� ����� 	� ����� ���

���	� ��� ���������� 	� �� �������������� � 
����� �!��"" �� A ��� �� �����������

���� �'�� ������� 	��� �� 	�
��
�� ������ (� ������� 	� ���������� ΣQ �$�$"

�Q = (X Y Z)" ��� ��	�)�� ��
� ����	�� �� ������ ������
� 	����������� #

ΣQ = JTF
JT2Σ

qJTT2
JTTF

, �$���"

�& JTF
��� �� ������� *���+����� 	� 	�������� 3× 3 	� �� �������� TF 	�)��� ��� #

JTF
=

⎛⎜⎝
∂TF1

∂X

∂TF1

∂Y

∂TF1

∂Z
∂TF2

∂X

∂TF2

∂Y

∂TF2

∂Z
∂TF3

∂X

∂TF3

∂Y

∂TF3

∂Z

⎞⎟⎠ . �$��,"

���� �� ���� ����������
	� 	�
� ����� �� �+���
� ��� ����������� 	���������
	�

	
 ����� %� p ��� 	�)��� ��� �� ������� 	� ���������� ΣQ #

ΣQ = JTF
JT2

⎛⎝JT1Σ
pJTT1

+

⎛⎝ 0 0 0

0 0 0

0 0 σ2

⎞⎠⎞⎠ JTT2
JTTF

, �$��!"
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 ����� ���� ����
� Q1,Q2 �
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�� ���
��
��� 
�������� ΣQ1 �
 ΣQ2 � 	
 ���

��� ��
�� Q1 �
 Q2 ��
 ������ �
� 	

 ���
��� D !

D : ψ2 → R(
Q1

Q2

)
→ ‖Q1 −Q2‖2 . �"��"�

#� ������
�
 $�� 	�� ����
� Q1 �
 Q2 ���
 ��������
�
�� ��� 
�������

��� 
�
������� ����� �� 	
 �
��
��� σ2

D ��
 ������ �
� !

σ2
D = JD

(
ΣQ1 0

0 ΣQ2

)
JTD, �"��%�

�& JD ��
 	
 �

���� '
�������� �� ��������� 1× 6 �� 	
  ���
��� D�

��� �����	
	�

(��� ������
��� �� ����	� �����	� ���
�	��

��� �� ��
�� ���)	� �� ����
 ���
��� ������� ���		��� *
 �
���
 +��������,�	 �
�	���� �
�� ��
 ���������
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���� $�� 	�� �
�
�)
��� �� �
�
��� ���
 ������
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�� 	
 ���
��� ��-� *
 �
���
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 ���
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	����� ���� �
�
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��� ��
����)$��� ���
 ��������

*������	� ������
� . ������� 	�� ���������� �	������� �
 	
������ ���� �
�
���� ���

	���
��� /�� ������� ���
 ��
����� . �
�
�� ��� - ����	� �	�$��� �
��
	���
�� p1,p2 �
 p3,p4 ����� ����� "����� 0��� �1
$�� ����	 (pi)

4
i=1� 	
 �

����

�� �
��
��� Σpi ��
 �
	��	�� ! ��� �	��� ��	
��	�� ���
 �2��
��� �
 	���
�
�
3�� ��
�1
$�� �����
��� (u, v) ��
 �
	��	�� #����
�� 	�� ����
� �� ����������
�
� (Qi)

4
i=1

�
 	�� �

����� �� ���
��
��� (Σqi)4i=1 �

(
ΣQi
)4
i=1

���
 �
	��	��� �
� ����
�

���
�������� ����� ���	�$�� �����������
 �
�� 	
 ���
��� "��� *� ������� ����	 p1 ��

��������� ����� �� �����	� ���� ������
�� 	�� ����	


� �� �1
$�� �

�� �� ����
�
�

��� ��������� *�� �

����� �� Σp1 � Σq1 �
 ΣQ1 �� ����
�
 �� ����
� 	�������
���

	���
�� �� ��
�� �����)�� ��
1��� ���
 !

Σp1 =

(
0, 602 0

0 0, 602

)
Σq1 =

⎛⎝ 0, 36 0 1, 09

0 0, 36 0, 36

1, 09 0, 36 61, 13

⎞⎠

ΣQ1 =

⎛⎝ 39, 39 4, 11 7, 47

4, 11 40, 95 0, 78

7, 47 0, 78 60, 95

⎞⎠ .
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���
 w *��+ σw �������
 h *��+ σh
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��� ��

��� ���� ���

����� ��

������ ��,- ��$-� ��	 �$��

��
�� ������� � ���� ��$�	 ��� �$��

��

������ ������� � ���� ��$�� ��� �$��

.�"���� -
� / (����
����� ��� ���������� �� �����
 *��
���
 �� �������
+ ��
��
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������ �� �� ����
� �� �
�������
 ���� ��� ��� �������� �#���������� �� ��

�#����
������ ��������


0�
�� �� ������ �� �� ��
���
 �� �� �� �������
 �� �����
$ ���
� �����
� ��

��
����� ���� ��������� ���� �#�&������ *-
�	+ �� ��� ����
������� *&�� ���� ������

�� ���
��1�2��+ ��� �������
 ���
� �����
� 
���������� �"������$ ���� �� ��� �3

���� �����
��� �#�

��
 �#���������� �� ���
� ��� ���� �������$ ���� σw���$��

�� �� σh��$�� ��
 !����� &�� ��� �����
� �� �� ��
��� ��

��� ���� ���� �#����
�����

�� ���4���� [w − σw;w + σw] �� [h− σh;h+ σh] ���� �� ���
� �� ���4���� � ����

� -�%


5��� ��� ����� �
������� �
����������$ ��� ����� ����� �� �
�������
 � ���

��������
 !��� �
������� ���������� �� 
����
� ��� �)��� ����� �� �������
��� ���1

����
� ������ �� �
�������
 �4� �#������
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�� D �� V
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Dc×c =diag(σ1, . . . , σa, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
g
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�#$

Vc×c =( V1︸︷︷︸
c×a

V2︸︷︷︸
c×g

) !"
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T 2

p̌i ∼ PP̌i. ����3�

��� �� ��!������ �
 2 ⎛⎝ P1
T p14

P2
T p24

P3
T p34

⎞⎠ P̌i =

⎛⎝ wiui

wivi
wi
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TPi + p34
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 P1
TPi − uiP3

TPi + p14 − uip34 = 0.

vi =
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P3
TPi + p34
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 P2
TPi − viP3

TPi + p24 − vip34 = 0.
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��� &� !�!����. ��� !��+���� ����������#� �� �� !����� �� ���'������

���� ���������� @����� q = (u v d) �� ����� 2.5D �8 (u v) ���������� ���

&���������� �� ���,�� �� ����� �� d �� ���'������ �� Q = (X Y Z) �� �����

3D &������������� �� ���!�)�� !��+��� �������� ��)�� ���� ������&� 	�$
. &����/

0/���� ,�� �� A;
 >A��&���� �� ;����&���� �� �� 
���������? ����&�� 0 &+�,��

����� q �� &����&���� &������������. ������ ,��. �� ��� �)!� !��+��� ��)�� ����
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�	 ��	������	���� ���� ����� q ���� �� ����� Q �	�� �����	
� ���������


���	���	�� ��� �	�	������ ������������ �� �	 
	���	 ��� ������ �	� �	 ���	����

����	��� �
���� �� ������ �	  !��� "
#$ %

u = fc
du

X
Z
+ cu,

v = fc
dv

Y
Z
+ cv,

d = Z

√
f2
c+((u−cu)du)2+((v−cv)dv)2

fc
, �"
�#$

�& (cu cv) ��� �� 
����� ������� �	�� �� ��	� ��	!�� fc ��� �	 ����	�
� ��
	�� ��

�	 
	���	 �� (du dv) �	 �	���� ���� ����� �����
�������� �	�� ��� ����
����� u� v


'���� ��	������	���� ��� �������� �� ��!��!�	�� �	 ���������� �������
 �� �(��

�	 ��	������	���� ����� Q �� q ��� ������ �	� %

Z = d fc√
f2
c+((u−cu)du)2+((v−cv)dv)2

.

X = Z (u−cu)du
fc

.

Y = Z (v−cv)dv
fc

. �"
�)$

������ "
# * +�	������	���� ���� ����� �
�� q ���� �� ����� �� Q
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 " f(q) = c �# Ω 
�
 �� ���� 
��
�$�
 �
 R3 : Ω = [umin; umax]× [vmin; vmax]×
[dmin; dmax] 

 c 
�
 �� �	�����
 
�
 ����
�

 �� 	���
	
��� �
 �� ���
�������  !��


��
�
 ��%��� d+ c 
�
 �� &��
�� �
 �� �������
�� ���'� 	���
	
���� �� ��
���
 ����

����
 ���� �� �
	
��� ��� �� 	����
�
 � 
�
��
 ��
 ���	
��� ����&��
�

 ��
 ����

��
��� F ��� ��'�
 ��� �
� ����
� � Q� (��� �&��� �����
�
� ���� �� �
	
���

)���� ��!�� 
*��

 ��
 
���������
��� 
�
�
 �
� �
�* 
���	
� ��� 

 � � +� �
��

�����
 	



 
���������
���� 
�
��
� �� ���	
��� f �� �� ���	
��� F 
�
 ����&��
�


������
 c �
�
 ,
�
 �$

�� � ���
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 F (Q) ��� ��
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c = f(q) = F (Q)
fc√

f 2
c + ((u− cu)du)2 + ((v − cv)dv)2
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