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� �������	�� ���� �%���	� �� &����� ����� ������� '��� �������� �!����	��
� a

�� �� ����� ϕ 
� �	���� s(t)� �� �����	�� 
� �������	�� 
�	� ���� &���� ����


	������� &������ 
� ������ τ0 = 0, τ1 =
π
2
, τ2 = π, τ3 =

3π
2
� (����� A0, A1, A2, A3

��� 
	������� &������ 
� �� �����	�� 
� �������	�� ���������
��� �������	&�����

$ ��� &������ 
� ������� �� )���� ���� 	������� ��� ����
���� �

A0 = c(τ0) + h =
a

2
cos(ϕ) + h ���*�

A1 = c(τ1) + h = −a

2
sin(ϕ) + h ���+�

A2 = c(τ2) + h = −a

2
cos(ϕ) + h ���,�

A3 = c(τ3) + h =
a

2
sin(ϕ) + h ���-�

. ����	� 
�� &������ 
� A0, A1, A2, A3� ϕ �� a ���� ������� ����� ��	� �

ϕ = arctan
A3 − A1

A0 − A2

���/�

a =

√
[A3 − A1]

2 + [A0 − A2]
2

2
�����

0���� �����	 �� 
� 
��
����	�� ��� ������ ���� �� ��� 
� �!�����	�������� 1����2

%��3��1� "�� ��	� ϕ������ �� ������
��� d ���� �� �	4�� 
��� ��� �%����� �����

��	� �

d =
cϕ

4πfmod

, ���5�

�6 c ��������� �� &	����� 
� �� ���	7��� �!����� h 
� �� �����	�� 
� �������	��

��������� �� ������� 
� �	���� ��8� �� ��� 
��� ��� �

h =
A0 + A1 + A2 + A3

4
����9�

:� ��� �� ���� 
!������� h �!	�����	� 
� �	�����  �	 ��� ����	 �� ����� 
� a �� b�
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����� ������� ��� �������� a ������ �� �� ����� �������� ��� ������ �� ���������

��� �����	  �� ������� �� TI ��� ���� ������� �� !�� �� ����� ����� �� ������
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� ��*� �
����	� ��� $����
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 ������ ���	 %�'� � ��� ���	����

���
����	�$� d+� �� ,��� ��� ��$�� �� ���	�	�
& σ ��	 ���� ���$� ��

��$��� ��� �
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��� σ ����

������ ��� � ���	
�� 	����� �� ��
����� �� ����� �� �� ������������ ���

�	��� ��������� ��� ��	��� ���������� ��� �� ����� ��� ������� � 
� σ �������


��� �!�"�� 
���� # 
����� �� $%% 	������ �� 
��&������ ��� ������ �� ��	��� ��

��'������ �������� ������ # �� 	(	� ������� �� �� ��	��� ��� 
�� �� 	(	� σ

������ 
��� ����� ��� ��� ������ ������

����� �����	
��� 	� ���� 
� TI

)��� ��� ��������� 	������ # �� �������� �� �������*� 
� �� ����� σ �

&����� ��� ��'����� TIs� �� ��� ��� "�� �� TI � �� ������ ��� �� 
�������

��� 	������ �� 
��&������ + TI 
��� ��� ��� ��� �	���� �� 
��&����� ��


��� ����� 
������� ������ 	��� ������� ,�
����- �� 
���������� �� ��� ��

����� ��� 
��� ������� .�� ����� ������- ��� �������� ��� ��"�������� �'�������

# ��'����� TIs / $ 	�- 0 	�- �-� 	�- 1 	� �� $2 	�� )��� ��		�3�� ����

������� 
�� ��	
���� �� �������� �� σ � &����� �� �� 
������ 
���� ��� ���	���


��� ��'����� TIs� �� 4���� ��5 
������ �������*� 
� ������� ������
���� # ��

�	��� �� 
��&����� # �� ������� �

����	����� �� d = 3 	� )��� ��������

"�� 
��� ��� ��'����� TIs ��� 4����� �� �� 	(	� &��	�� σ ���	��� �� �����

�� ���	��� ���� ��� ����� �� ���	���� ,�
����- ���	
������ �� σ ����� � &�����

�� TI� 6�� ���	
��- σTI=14 �σ ������� 
��� � TI 7 $2 	�� ����� �� 5 		 8��"��#

$0 		 �4���� ��5��- ��	
��� # σTI=1 "�� ����� �� �% 		 # $%% 		 �4���� ��5���

)��� ��	
���� 	������ �� �������� �� σ � &����� �� �� 
��&�����-


��� ��� ��'����� TIs� ,��� ��� 
������ 
�� ��� ���
!�� �� �� 4���� ��1� ���

��" 
��	���� ���
!�� �� ����� 4���� 
������� � �
��3� �� �� �������� �� σ �

&����� �� �� 
��&����� 
��� �� 
���� �� ������� ����� �� 0 	 8��"��# 5-� 	�
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��� TI � ��

������ ��� � ���	
�
�� σ ���� ������ ����� �� 	�������	 � ��� ���
����
�	�����
��� �� � �� ��	 ����	��
� TIs  ��� !" ��# �$� % ��# ��� �#& ��#
��� ' �� �
 ��� ! ��� σ ������
� �� ��(�� �����)��
��� �� ���
	� �� *������# �+
*��**�����
��� ��� �$,�
� �$��	���� ��
 *�� �*����# ��	� *�� $�	�� �� *�������

-��� �$��	���� .�� σ ������
� �� ����
��� �� *� 	�������	� /�*� ��
 ��	�)� ��	
*�� ����	��
�� ��*��	� �� TIs� -��� ���� *���
��� � ��
 ��
�	��**� �� 	�������	
��	 ���
�	 �� 	�	����
�	 *�� ����	�� �� 	�������	� ��� $�	�� �� ��
 ��
�	��**�
.�� ���
 ����*����� 0� ����1�� �	�2� ��%� ���	��� *�� ����	��
�� ���
	�$�
����
�� $	��
 ��	 *�� ����	��
�� ��*��	� �� TIs� 3*� ���
	��
 .�� *� ��*��	 �� σ ��

����	�����
 	��	
�����**� �� TI�

0����	
�
�� �� $	��
 ����� ��� ����	��
��� ��	 *� 	������� ��� ����	�� ��
	�������	� /�

� ����	��
��� ��
 �����
��**� ��	 ����	��
�� �*���
����# ����
.���**� ����	� *� 	�����
� ��� 	���*
�
� ��� ������� 	��**��� /������
 *�� ��*��	�
��� ���	
��
��� ��*��*��� � �	
�	 ��� ������� ����
	�� �� ���
 �� ��4���
��� 5�
���
# �**�� �� ����	��
 �� *������$*� �� *������ '�&6� 3* ��
 ���	
��
 ������	 *�
$	��
 �� ��
��	 7�������8�* ��	 
��
 *������ '�&6� -��� 	������ �*�	� ��
���1*� ���
��� �� $	��
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������ ��� � ����	
	�� σ ���� �����������	 � �� ����� � ��������� ����
��� ����� 	���� � ����	��� � �� ���������� ���� ������	� TIs  ��� !" ��� ���
� ��� ��� ��# ��� ��� $ �� 	 �� ! ��� %� &���� ����� � σ �	 	���� � ����	�
����� 	 �� ����	��� �����'����	 �� ������ � ���� ���� %� &���� �����
� σ &��� �����'���	�&��	 � ��� ( �� )��*��� $$ ��� ��� ( �� )��*��� �#
��� ��� � �� )��*��� (" ��� ��� !! �� )��*��� !!+ �� 	 �� $+ �� )��*���
$++ �� ����	�&��	� %� ����	���� �����'����	 �� ������� ���� �� ������	�
TIs� ���	 	����� ���� �� �,� ����- ���� ����
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�� ������ ! ��
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�
�� �
����	 ��� � ������ ��� �� �� � )���� �	*��
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	 ��� ����
�� TI� ����������
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�� �� ��'�� ��� �����(�+ ��� �������
��� ��
 �� ��	� ������ �"�� 
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��� ���	��� ������������ ��
 �� "����� �	��� �� ��������� �� ��� ����� 
����

������
 �� �'�	����� ������ �����
 �� "��� $�� �� ��� �� ������ ��������
�

� ���
������� ���� ��� (����� "������ �� σ ),(��� ���+�

&�� ��

� ���
�� ��� ���#��
�� "	��,�� �� � ��� �� ���� ������'� )$�� ��

��� �� ��	����+ �
	(��
 ����
��� ����� 
��� )���� ����
�� �� ��'�� ��� �����(�+

�����

���
 ����	������ �� ���	����
�� �� ����
� &�� � ������� 
����� ���

�������� � ��� �� �
	(��
 ! �� ���� �������
��� �
 �� ����
�� �� ��'�� ���

�����(� �
	 ��� �� ����
��������
���� &�� � ����� 
����� ��� ��������

� ��� �� �- ��� �����	��� ! �� ���� �� ����
�� �� ��'�� ��� �����(�� �� ������

����� �� TI �
 �� �	*��
�"�
	 )�� ��
 ��� ����� 
��� ���������
 ! �������
���+ �
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�������������TI� ��� ���' ��� ��� �� ����
 ����
 ��
��	� ! ���
��

��� ������� �� "������ ����� 
�� ��� 	���
�
����� ��� "������ ����������
 ��'

	���
�
���� ������	� ! ���
�� ��� ��$����
��� ��� ��� ���� � ���"��
 ��.	��
��

���
���� )d ����
 �� � � ! / �+�

����� �����	 
���������
����	

0 ������� ��� �� �� ����
 $�� ���� � �����	��
�� � ���� �� �������
���

a� �� "����
�� � ���
�� �� �� ����
�� �� ��'�� ��� �����(� )u, v+ )��� ��

����
��������
���+ ��
 ������	� 1������
��� 	
�
 ���
�� �� �� ���������� ��

TI �
 �� �� �	*��
�"�
	� 2��� ����' ���	����� �� "����
�� �� ����
 � ���
��

�� ��� ���' ����� 
���� ��� �������� ���
������ � ��� �� � ��	���� �� 
���

���$�� ���� �� ������� � ��� ��	
����� ��	
�� )�23 �&+ )�	
����	� ��� ��

����(���#� ���"�
+� ��

� ���
�� ��
 �#����� ��� ���� �	���
 ��������
� �	�����

�
 �����
 ���"��� � ��� �� ��
�� ���� ��������� ��� ���
� r = (u v a)T

��� 	�����
�� ���"��� � (��� ����� �������"�
����

������ �� ��	� 
����� 1� ���
�� �23 �& ��
 ��
�4�	� ��� l ��
��� �&

ck ���	� ��� ���������
�� �� ������ αk ��' l ��
��� �& ck �
 ��
 �����	
�	� ��� �



�� ����� � � �	
�����	� 
� ����

������� �� l + 4 �	�
����� hT = ( wT aT ) ��	�� ��� �� ������ �	�� �� ����	�

����� �� �������� ��� �	�� �� �	��� �	�� r = (u v a)T �� �Tr �� ������� �����

��� � �

�Tr = ((d(r, c1)) · · · (d(r, cl)) rT 1), �����

	� d �� �� ������� ������������ ��  	����	� !"� �# $ �� �	��� r �� �	���� ��� �

ω(r,h) = �Tr h

=

(
l∑

k=1

wkd(r, ck)

)
+ aTř, �����

	� ř = (u v a 1)T �� �� �����������	� �� �		��	���� %	&	'(���

)	� �����	� ��  	����	� �� �*�� !"� �# �	�� &	������ �������+�*�� �� ,����

-�� �� �� �����,���	� �	�&���� .����  	����	� ����&����-�� �� �%	��� �	�� ���+

���� ���	�� "��&�(��&���/ ���� ����	���� �� ��	������ �� �	�������� �� �� ��'�+

������ �� ,���� � �	� ���		� -�� �	�� �� ����� �	��� �� �	�� �� ������

�&������� ��	�%�/ �� ,���� �� ��0 �&,��,��� ��  	����	� �� �*�� !"� �# ��+

���� ����� %*�	�%(� ��� ���� ����	���� ��� ���� 	�&���	� &���&���� �� ���&� ��

���'� -�� �� ������'�� �� �	��,���� #����(&�&���/ ���� �	� ���&�� �� ��&����

���&������� &�&	���� 1� �2��/ ��� �� l + 4 ����&(��� �� �� l ������ �	�����

3��� ����'����� �� &	�(�� ��	�	� �� ,�� �� �� ������ �� �����+�*�� �� ��

����� ��� ��  	����	� g �

g : Θ → R⎛⎝ u

v

a

⎞⎠→ σ , �����

	� Θ ⊂ R
3/ Θ = [umin; umax] × [vmin; vmax] × [amin; amax] �� σ �� �� ������� -��

��������� �� ������ �� �������+�*��� g(r)
���
= �Tr h �� g ���������� $ L2(Θ) �� �� l

������ �� ��  	����	� !"� �	����	����� $ -���-�� �	��� �� �	���� ��������

��'���(��&��� �	���	��� �� ��� 	��� $ �	����� �	�� ������� Θ� l �� �%	�� �'��

l = 63 �4 �	��� ��� �%����� �� �������	� u/ v �� a��

���������� 	
� �������
� 	
 �� �������� ������� �� l + 4 �	�
�����

�� ��  	����	� !"� ��� �� ������� h 	�� ������� $ ������ �� ������ ��,�� ��

σk ��������+�*���� 1� �����-���� ���-����	� �� ��  	����	� !"� ����� ��� ������ cr

�� ������	� 
� ������ 
�� ���	����� ���������� 
��� �����



��� ������	
���� ������� �� ����� ��

���� ��� �����	� �
���� σr ��� ������ �(
l∑

k=1

wkd(cr, ck)

)
+ aTčr = σr, �����

� čr 	��	������ ��� �	������ �������� �� ���
���� ����� ��� �����
��

������� ��	 ��� ��� l ����	�� ���� ��� ���
�
�� ��� �	�� ��
	 ����
� �� ���

�� ��� ����� �����
� ���	
�
���� ��� ������ �(
Kλ P

PT 0

)
︸ ︷︷ ︸

D

(
w

a

)
︸ ︷︷ ︸

h

=

(
σ

0

)
���� Kλ =

{
λ r = k

d(cr, ck) r 
= k�
���!�

� λ ��� �� �����
	� ��� ��� "��� # ��� �����	 �	�� $�
��� ���� λ = 10−4% �� ��


��	��� �&����	�	 ��� Kλ �� �
��
 D �
��� �
�� ���
�
����� �� P ��� �� ���	
��

��� �� kème �
��� ��� ����� ��	 (ck 1)� '��� �		����� # �� �(����� �
���
	�% ���

��)�
���� �� �� $���
� *+, ���� h ��� �
��
 $��
������ ���
��� ��	 �� �����
���

�� �� �����-
���	�� ����� �� ����
�� ���� �� ����
� ��.� � ��

����� �����	 
�������
������	���TI

/�	� �0���
$ ��� �� $�	�
	 �� ����� ��
 ������ # �� $
� �� �� ��
�
� ��

�
��� ���� �&
���� (u, v)% �� �� �	$����	 d% �� TI �� �� �� 	�1���
�
�� �� �&�0���

'��������% ���� �� �	��
�	 �����% ��� ���
��	�� �� 	�1���
�
�� ���������

2&
����	��
� �� �� 	�1���
�
�� ���� ��	� ����� ����
��� ��� ��	�����
�� �� ��

�	������ *�� �&��	�% �� ����� ��	 �� TI ���� ��� �	���� ����
�� ���

�	���� �� �&�����	� ��	 �&�������� ��� TIs� 3� ����
�� �� ��	
��
� �� �	�
�

�� $���
� �� �� ��
�
� �� �
��� ���� �&
���� �� �� �� �	$����	 ��	 �� TI "��

���
�
 ���� # .� �� ���� ��	� ������� 2� $���
� �� �(�� *+, �4 ��� ���������

��
�
� ��	 ����
��	 ����� ��	
��
� ��	 ��� �5��� 	�
��� �
���� ���� �� ����
�

�	���������

������ �� ��	� 
����� 2� ����� �	��� ���� �� �����	 �� �&���	�-�(��

��	 ������ �
��  �!4 ��� q = (u v d)T �� ��� ��"�
 ��	 �� $���
� f �

f : Ω → R⎛⎝ u

v

d

⎞⎠→ σ , ���6�



�� ����� � � �	
�����	� 
� ����

�� Ω ⊂ R
3� Ω = [umin; umax] × [vmin; vmax] × [dmin; dmax] �� σ ��� �	 �
����� ��

�������	�� �� ������ �� ���
��������� f(q)
���
= �Tqh �� f �������	� � L2(Ω)� �����

��	
��	 ��� �������� ��� �� ��	
��	 �� ���� ��� � � !�� �����"���� �� ��

��	
��	 ��� ��	� ������ �� �� �#�� ��$�	 ��� ��	� �� ������ ���"�� % � ��&�

�� ������
�� ���������� a ��� �� ����	
� d ��	� �� ��'	��	 �� ���	���(�� �� l


�	���� )l = 63*�

��������	��
 �� �� ����	��
 �
 ��
�	��
 �� TI�  �	� �� ��
��	 ���
���	���

�	 ���"�� �� (��� ���� �	 TI ��		� )�+�� � ,� �� ��	� 	���� 
��* ��� ��������

-	 
������	� ��� ����(���	� �� (��� ��� �.���	�� TIs� 	��� �(�����	� ��������

��	� �	������	� ����� /� 	���� ��	
 ��� 	�
������ ���0����� �	� ���	��	 � ��

��	
��	 ��� ���� ���	��� �	 
����� �� TI� � ��&� �������� �� ���	��������	

�	����� ���� 
���� 	��� 
����	$�	� ��� �	������ �� ������	 �� σTI=i )i ∈ { 1
��� ��2 ��� 3 ��� , �� }* �	 ��	
��	 �� σTI=14� !� '+��� ��4 �����	�� ��� ������� ��

σTI=i ���� �.���	�� ��	�� 3�2 ���
��� �	 ��	
��	 �� σTI=14� ����� �� ��	���


���� '+���� σTI=i 
��5� �	������	� ���
 �	 
��&
�	� ���
���� a = 14
i
�� �	�

��� � �� �� �	 �� �� �� �� �	
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������ ��4 6 7����8����	 �� σTI=7� σTI=3,5� σTI=2 �� σTI=1� �����
�����	��

�	 ��	
��	 �� σTI=14 �	��� 3 � �� 9�2 �

�



��� ������	
�� �� ��� ������ ��

�������� � �	��
�
�� b = −5a� �� �������� �� �����
�� ����� σTI=2 �� σTI=14 ���

����
��� ��� �

σTI=2 = a× σTI=14 + b

=
14

2
× σTI=14 − 5× 14

2
. �����

��� ������	
�� �� ��� ������

��� �������
�� �� �� ����
�� �� ��� ���� ������� ��� ��������� ��  �
����

�	�������
�� ��� ��  ��� 
�� � !����
� �	���
���
�� �� �	
� ���
���� ����  "� �� ���

��
��� �� �	���� � #�$% � ����
� ��� 
����� 
����� ��  ������� ��� ���� �������

���� �

• &���� ������ ���
�
��'����
���� �� �(�� )* ��
�
���� �	����
���� a ��

��+�
 ��� �� !�� �
�� g ������
�� ���� ���� )*(u,v,a) ,

• &���� ������ ���
�
��'���!������'TI �� �(�� )* ��+�
 ��� �� !�� �
�� f

������
�� ��-� ���� )*(u,v,d)�

.+� �� �����
� ���
��� �� ����
�� �� ������� 
� ��� �� ����
�� �� �
������

�	� ��
�
�
��� ��� �� ���
�� �����
� ���� 
�� �σempirique�� /���� ���
�� �����
� ���

�0����� ��  �������� 122 
����� �	��� � ��� ����
��� ��� ��� 0��� � ��  �������

�
3������� �
���� �� �d ������ �� 1 � � � ��� �� ��� 0��� ��� ��
�
�� ���� ������

�� ��4� �
�
��  ���������  �� �� ���
��
�� �� �� ��4� �
�
�� �	��� ��� �� ��� 
������

���� ����� ����
��� ������� �	� ��� �(�� ��� 122 �0������
��� ���  �� ��� ����

 "���� ��
�� #�$%� �� 5�� �� ������� ��� ��
�
�� ���� �	���
���
�� �� ������ ��

�� ����� ���� ��� �������
��� %���  ���0�� ���� ��� ��� ��� �� +���� ��6� /"� ���

�������� σ ����
� ��� �� ������ �� 0��
� ��� � �� !�� �
�� �� σ ���
�
���� ��� ��

������ 
����� �� ������� ��
�  ����������� � ��� ���
�� �� ����� 1� ��� ��� ����

 ���0��� ��� ��
��� ���� 0
�� ������
� ������ �� �� ���
�� 
������ 7� ���  ���������

����  ��������� ��� ����� ����
��� ������ )*(u,v,d) �3�� ��� ��
����� ��� 
�
��

��� �� ����
�� )*(u,v,a) � ��� ��
��� ���� ��
�� �
������� �� ���� �� �� ���
�� �� 
� (

� ��
�� �� ������� �0��������� &����� ���  �� �0������
��� ���� ����0��� ���� ���

��4� �
�
��  ��������� /��������� ���� ��� � ��� �8 �� ��4� �
�
�� ���
�� �� ������

)*(u,v,a) ���� 9��� ��� 0���� ���
���
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���

������ ��� � ����	
	��� �� �	� ��
� �
����
 ������ ��������	�������� ���

���(u,v,a) 	��� ��� ��
� �������� ������ ���������
������
�TI ��� ���(u,v,d)�

 �� ����� ��

������� ! � ��
 ��	�� ���
 � ������ ���	�" ��� ����� ������

#�
� ��
 �	 �
���� y = x�

��� �����	� 
����	����� � �	����� 
�� ����� 
�

������
���

$% �&������
�
 �&���
#� �� �������
 �&� ������ �� �
��� �
���� �� �	����


���������'��" �� 	�����	��� �� %��
	(� ��� ��	(�� �� �
������
 �	��� ��


��
� ������ ��� �
�������  &��	(� �������� �	� ����� 	�����	��� ������ ���

��)��� 	*	� ��� ������ �� 
�+�������� ��,�
���� -��
� ������ ��������	��������

������� ����.� ��� 	��
� ������� ��	
 �	 
�+�������� &��� �	� ���
� ���(
� �	�

��
� �������� ������ ���������
������
��

����� ����	�
�

-��
� 	��
��/� �� %��
	(� ��� ��	(�� �� �
������
 ��� �	��
	� ���������

'�� ��� �	��� �������� ��
 �&��	
���*�� �� �
��� σ ����� �	
 ��
� �
����
 ���

���� ��������	�������� �������� �	
 �	 ������ ��� �� ������� � ���� (u,v,a)��

���	 ��� ��
��� �&	���
 � %��
	(� ���� 
������ ����	
� 	� %��
� ���	��
	� 0��

��� �
�� ������� 	�� �	���
� �� σbf �σbf �
����� �	 �	���
 �� σ ������� ���




��� �����	� 
����	����� � �	����� 
�� ����� 
� ������
��� ��

�� ������� 	
�������� ��
���� �� ���������� ��� ������ �� ��
�
���� ��� ��������

�� 3 × 3 ��� �� ������� ��� 
����� �� ���������� ���� �
���� ���� ��� ����
���

���� �������
���� � ������ ��
�� �� q = (u v d)T �� ��
���� �� ���!

������� ��� ������"� ��� ��� ��������
�� �� �� ��#���� ��� $������ �� ���!

������� �� $�
�
���� q̂ = (u v d̂)
T
 �� ��
�� ������ �� ���"���!�#�� σ "��!

"��� % ����
� �� �� ���"�
�� g& σ = g(r) �$�" r = (u v a)T '$�
� ��"�
��

((�� �� ����
 �� �� �
����"� ��"�
�
���� ����� Δd Δd ��� �� �
����"� ����� ��

��
�� �� "���
���� �� ��� ��
��� �� $�
�
���� ���� ����� �)�"�
$����� ��

��
�� ���� ���$� �� ��
�� �� ��� ���� ���"
� '"��* ��
 ��� ��� σ ���� ��
	����

�� ��� ������ ��	
� ��� q �� ��	���� �� �����
���� ��

�� σ ← g(r)

�� ��� ������ qi �� ��	�	
��� 3× 3 �� ��	
� q ��

�� Δd = ‖d− di‖2
�� wi ← exp(

−Δ2
d

2σ2 )

�� ��� ���

�� d̂←
∑

i diwi∑
i wi

	� ��� ���

��������	
 � � +
������ ��� 
����� �� ����������

����� ����	
�
�

,��� 
�������� ���-"�"
�� �� �� ������� �� ������� ��������& ��� ������� ���*��!

�
������
�� ���� ����
���� ���� �� TI �
)����� �� �. �� �� $����� �� TI "��
�
�

���� ���*���
������
�� ��� ����� % /&0 ��& $����� ��
 ����� ��� 
����� �� ���!

������� ���� 	��
���� ��� ��������� ���� 
�������� ��� �� ����� (�/ 1�� 
���� ��

���������� �$�" ��� �	2��� ���"�� % �
)������� �
����"�� ��� ��
�
��� 1�� "����!

��
��� ��� ��������� �� ����� ������� �$�" �� ����� 	
������� 'σbf = 3� ��� ���������

���� "���� ����� �� ������� �� ������� �������� ������$� �
��* �� �
�"���
��
��

�� ���������� "������ �� ����� 	
������� �$�" ��� $����� �� σbf = 3& ��� "�������

��� �	2��� �
�����
����� �� ��
�
���� �� ����� 	
������� ���� ��� ���� $
�
	�� �� �)�"!

����� ��� �*���"�
�� �� "������ ���3� �� ������� ,��� �������
���� ���*���"�
�� ��

"������� ����������� �� 4�	�� ��� ��
�
�� �� �
�
�� ��
�"
���� �� ����� 	
������� ���

�� ����
	
�
�� % �� $��
��
�� �� σbf  ���� ��� 
������� ��� �� "������
��� ��� ���������

�	����� ���3� �*���"�
�� ��� "������� �� ��
���� $��
�� �� $����� �� σbf  1�� $�����

���$�� �� σbf ����
� �
��* �� 	��
�& "�������� ���� �� ������$� ��� ��� "�������

��� �	2��� 5�$��������& ��� ��
	�� $����� �� σbf ������$� �
��* ��� "�������& ��
�

����
� ��
�� 	
�� �� 	��
� 6� "��"���
��& ���� ���$��� �
�� ��� ����� �������

����� �� 	��� ��������� �� ������� �� ��"���
�� ��� ���2����� �� $����� �� σ ����
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��� ���	� ������	�� σbf = 3
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��� ���	� ������	�� σbf = 3
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� ���	� ������	�� σbf = 0.5
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��� ���	� ������	�� σbf = 1

�#  # !# "# $## $�# $ # $!# $"# �##

�#

 #

!#

"#

$##

$�#

$ #

$!#

$"#

�##

��� ���	� ������	�� σbf = 1.5
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��� ���� �� ����� ��������� ��� ��� �������

�������� ��� ��������� ���� ����� �������� ���� � ���������� ��� �������� �!������

�
�� �� �����"�� �� �����"� ��������� ��� �!����� �� #������ ������ ��� ������� ��

σbf $ %"& �'( ��' %�& � ��' %�& �'( �� �� %#& � ���
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������ �������� 	��������� ��� �� ����� ��	�
���� �� 
�������� ��������

	��������� ���� ��� �� 	��
�
�� �� 	
��� ���� ��
���� (u, v) �� 	�� ������ d ��

���	� ��
�������
�� TI �� �� ��!���
�
��� ���� ������� ��� ��� 	��	����� "� 	���
��

��� ���  ����
�� �� (u, v, a) #a ��� ����	�
����$� "�  ����
�� ��
�
��� 	��� �����
���

��� ���
��
��� ��� ��� �	�
�� �� �%	� 	����� �
��� �� �
����
�� & #�'( &�$�

"� ����
��� ��� 	��� ���	���� ����� ���  ����
�� �� (u, v, d, T I)� )� ��� ���	���

�����  ����
�� �'( &� �� ��� ����� �����
�� �
���
��� "� ��!���
�
�� ����� 	��

������ 
������
�� ���� ����� ����
��� ������ ���� �����
��� ��� 	���	���
�� ��

��� �������� *� ��� ���	����� ���� ���������� ��� �� ����
��� ������ �+��

��� ��
������ 	���
�
�� ��� �� 	���
��� ,�� ������� �� -������ ��� 
����� ��

	�� ������ ����� ��� ����� 	���
�� ������ ��� 	�������� �� ��� ������ ���� ������

��� ��� ������� �������� ����� ����
��� ������ �� ���
� ��� ����� ���� �� ���	
���
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������� �� ��

������ �� ��������� ���� ��
 ����� ��	��	�������
 ��� �� ������ �� �� ���	�
	�

��
�� ��� ������� ���� ����	���� ��� �� ���
��� ����������� �
 �� ���	
� 
����	��

 �

� ��
��� ������
� ��� ���
	� ��! ���! ����	���� �	�	
�� ��� ��
���� ��

���
�
 �� ����
 ������
��� ���� �� ����	
�� �� "�� ������ #�� ��� ������ �� ��

�	

���
��� �� �����
	����
 ��� �� ����	�	� ��#�	�� ��� ���
�	��� ����	��
	���  ��	

��
 �$ % ���
	�	��
	� �� ������ #�	 �� ��
 ��� ����& '�!	���� � ���
	�	��
	� ��

���! �����
	�� ���	
	���� "�� ������ ��� ��
��� ����� ��� ��� ������� ���

�	�
	������� ���� �����
 ���
��	� ��� �����
	� ���� ����	��� ������� % ����
���

��
���� �� �� �	

���
���� ���� �
	�	�� �� ����� ���� '�!	��� ������
 �� ���
�

��� ���	�
	�� ���� ��� 
�	� ������
�� (u, v, d) ��� �� �(�� �����	���� ����

�� ����	�� 
����� �� ��
��� ������ ��
 ��
�	����� ����	
�� �� ������
	� �!�

���	���
��� �	��	 #����� ������	�� ���� ��� ��
���� �� ���
�
 �� ����
 ��


������
���� )�� 
�����! ����	
� ���� �� ����	
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 ���� �	�� % �� ����	��
	�

*+�����	 �
 ��� �,-��.�
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��� �� �������� �� �����������	 �	 �� �������� ��	 �� ����	�� 
�����
�� � ��������

����	
������ ����	 �� � ��� ������ ��� �� 	����� ��� �� ���
���	 �� 
���	��

�����	 
����������	 �����������	 �	 �� �	��	 �	 
������	�� 
�	���� 	� ���
�	

�	 ����	�� ��� ��� 
��
�� ��� �� ����������	� �	
	������ �� ��	���	 
� �	 �����	

�����������	 
�����	 
��� �	 ������  	�
!�	!"��� �	 ��� 	�
����	 �� �������

�	 �����	 
��
��� #� ���$	��	 ����	 ����������� ��������	� �	 �����	 
�!

���������	 �	 ������ �	 ����� ��� ��� 
��
�� 	� 	 $���� �� �	 �������������	

�	 �� %�& '%������� �	 ����	����� �	 �� &�������( ��)��	 	�
�����	�	�� �	��	

��	 �

• "�������� 	� �������� �	 �� 
������	�� d *
• "�������� 	� �������� �	 �� 
������ �� 
��	� 'u v( ��� ������	 *

• �����������
+� �����	 �	 ������	 
��
��	 	� �	 �����	 �	 
������� �, �� ����� ����

�����	 
	� -	��$�	 ����	 �	 �����	 
����.���� �� / ������������ �	 �	�� �����	

�������� 0� �����	 ��� 
�	�� 	� ���
�	 �	 ��������� 	��� (u, v) 	� �� ����	 �	

��������� 	��� (d) '�	 ��������� �	 ���� ���
����	 (u, v, d) ������� ���� 
�

�������	 �� �� �1�	 ��������	(�

&�� �� ������	 
��
��	� ��� �	������ �� ����������� �� 
��$���	 �	 �����!

������	� #� ���$	��	 �	 ���������	 �� �����	 	���� �	 �� %�&� �� 	� 
������$�	

�	 �	 
� �����	� ��	 ����������� ���
 �	�������	 �� 
��$���	 ��� ����	��	 �� %�&

	� �������	 
�� ��	 �������� 
����������	 
����)��	� 2� 	� 
������$�	 �	 
�	�


�� ��	 ����������� -	��$�	� 3�� 
��
��� �� �����	 �����������	 $�� �� ��	

����������� ����������	��	� +� %�& 	� ���� 	����	 / 
����� �	 
���	�� 4	�� �	

�����	� 
�� �
��������� ��������	 ����	 ���������	��	� +	 ��,� 	� �� ���������

	���	 �	 �	��	 ��5& 'u, v, d( �	 �� ������ �	����� 	� �	��	 ��	 �� ��
�	��� +�

���������	��	 	� ��������	 ���� �	��	 ��������	 ��� �����	 	� ���� �	��	 �	

�������������� +	 
�	��	� ��

����	 �� %�& / 	���	� �� 4	� �	 �����	� 3����

��������	 �������� 
����������	 ��	� ��
��	 / �� %�& 	� ��	 �	��	 �	�����	 
	�!

�	� ��������	� ��� �� �1�	 ��������	 ��	�	�$�	 �	 ����	�� �	 �� ��������

'��	�!/!���	 �	 ���� ���
����	 'u, v, d((� +	 �	��	 �	 ������������� 
�����	

�� ������	 �	 �� %�&� 2� ��
�	 �	 ��6�� ��
�	 �	 ��
����	 �	 ���������� ��

�� %�&� +	 �����	 	���� ����)	 �	 
��
����� �	 ��������� �������	 �	 �� %�&�

3�� 
��
��� ���� ��	 ������� 
	��	����� ���$�	��� ��	 ����	����� 
�� 
��!
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" ������ ��� ����
�� �#� #������������ ���� ��
�$� ��� ��
����
����!��� ������ ���

������ %���������� �� ��
������ �� &������� �� (u v d)'� �
������������ ���� 	�
�

��� �� ��������
 ���� �� � �� &�
������� �� �����
���� ����� d �� ����� ����� ��

	������� �� 	���� ���� ������� %u� v' �� !�� �������� �� 	
������� �� �� ()#�

��� ���	�
����� ���� ��� ���� 	
����	���� ������� 	�
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�!�� 	��
 ��������
 �� ()#� ,��
� ������ �������� " ������
 ���

&������� g !�� " ��!�� 	���� -�.# q ������� �� ��

������ ��

��	������� c 	�
����

���� �� ���	����
 �� �����
����� #��� �� ��� �������� ����� &������� �� ��

������

g 	���  �
� ��������� 	�
 �

g ∈ L2
�(G), g : G→ R, g(q) = c, %*�/'

�0 G ��� �� ���� �����+�� �� R
3 : G = [umin; umax] × [vmin; vmax] × [dmin; dmax]

%[umin; umax]× [vmin; vmax] ��� ��$�� 	�
 �� 
��������� �� �� ����
� �� [dmin; dmax]

��� ��$�� 	�
 �� 	�
��� �� �� ����
� %���
 ������� /�.�-'� q �� ������
 (u, v, d)T �� c
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� �+1����& ��� ���� ��������
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�������	��	 ��� ���������� ���	 ������	��	 �	 ���� ���� ��	

C �
	� �

C[g] = D[g] + S[g]. �����

���	 	�� �������	 ��� �	��	 ��������	 ��� ���	� D ������ g  �	� �	���	� �	


����� �	���� 	� ��� �	��	 �	 ������������� S �������� �� ����
�	 �	 g� !����

���� ����� �	 ������������� ����"��� ���#�	�	 �	 ����� �	 �	� �	��	� 	��

������ ��� ��������� ������	�	 	� �	�� ����	�� 	 ������ ��� �	 ��� ����� $	��

�	��	� �	 ������� �� �������� �	 �� %$& ��� �����	� �	 ������ �����������	

������	� !��� ��������� ��� �	 ��� ���� ����� �	� �	��	��

����� ������	
� ��� ������� '	� ���	� ��	���	 �	 ���	 ������	 	��

� 	�	�(�	 Ω �	 m× n �����)�	)������	�� q �m ����� ��� n ����	��� *���

�����	 ���� q ∈ Ω+ �� 
����� �	���� dGT 	�� �������	� ���	 �	����	�	 �� ������	��

�	 �����	�	 ������
�	 �	 ����	 ���������� '� ������	 �	 ������ �	 �	��	 �	��,�	

	�� ��������	 ��� �� �	���� ��-�.� !��� ���� α(q) �� ��
����� 	��	 �� ������	��

dTOF �	����	 ��� �� ������ 	� �� 
����� �	���� dGT + 	��	 	�� ���	 ��� �

α(q) = dGT (q)− dTOF (q) ���-�

'	 �	��	 ��������	 ��� ���	� 	�� �� ������	 	��	 �� ����	���� g(q) 	� ��

��
����� α(q)� $	 �	��	 	�� �����	�	� �� ����	 �	 ��	��	�� ����������	 �

D[g] =
∑
q∈Ω

‖g(q)− α(q)‖22, �����

!���� ��	 �	 �	��	 ��������	 ��� ���	� �	�� ��� ��(���	 ��� ���	� �(	�)

���	�� /� ��,��	 �	� ���	� �	� ����	� �	 ������	�� �������	� ��� �	 ����	��

0	���)�	)1�� ��� ����	�	� �	� (����� ���	2 ���������� $���	 ��3 ����	��

������	��	�+ �	 (���� ���� �	 ������(���� �����	+ ��	�� ���� �	��	 ����� ��	

�� �����	 ��� �	 �	���	 ������	� 	�� �������	 ���� �	 4���	��

����� �� �������������� $	 �	��	 
��	  ��������	 �� ��������� �	 ��������

�	 �� %$& ��� �����	� �	 ������ �����������	 ������	� � ����+ �� ����	�	

�	 ������� ��(���	 ��� ���	� ������	�� !��� �������� ��	 �� %$& 	��

����	 � ���� �	� ���	�� 
����� 	� ���� �	� ������	� �����	�+ �	� ����	����� �	

�� �	���	 �	 ������	��  �������	� ��� ���	2 �	�(��(�	�� &�� ���	 ���+ �	

������������� -& �	 �� ���	� 	 u, v 	� d 	�� ��������	� 5	 ����	 
������ �	

�	��	� �	 ������������� �� �	��	� �	 ������	 	�� �������	 ��� �� ����������	� /��
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S[g] =

∫
G

(
∂g

∂u

)2

+

(
∂g

∂v

)2

+

(
∂g

∂d

)2

dq, �����

�	 �� ����� �� �
���� �	���
�	� �������  � ������ �����
� �� ��	�!	�� �"!���
��

�����#"�� $�� ����� ��� ��	� �%�
�
����� �� �
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(u v d′)T �� (u v d′′)T ���
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d = a(d)d′ + (1− a(d))d′′,
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$� 	�! ������� D ���� ���
  ��� �!����� ���� �	 ����� ���
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D[f ] =
∑
q∈Ω

‖a(d)f(q′) + (1− a(d))f(q′′)− α(q)‖22, ���&�
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��+	�������� '(�,* ��	� ���� ������ ��	� 	�� ����� ���������� ��	� ���������

���� �� �	 �	� �� �����+� �� ������������� ��������� ��	� �"��	� ��� �������

����� ������	
� ��� ������� -�� U �� !����	� ����������� ��	��� ��� ����
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⎛⎝u

u

d

⎞⎠ ��� ����� U(u, v, d)� D ��� ������ ��� .

D(U) = ‖LU− b‖22, '(�/0*

�!�� .

• U ∈ R
mq� mq ������ �
�����	� 1

• L ∈ R
mn×mq � �� ������	 
	� ��
��	� a(d) 	� 1− a(d) 

• b ∈ R
mn � �	 �	��	�� ����	���� �	� m× n ���	�������� α(q)�
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Uu(u, v, d) = U(u+ 1, v, d)−U(u, v, d).

%��	� ���� �	����	���	� ��� �	� ������	� Mu,Mv,Md �	� ��	 �

Uu = MuU Uv = MvU Ud = MdU.

�	� ����� ������	� Mu,Mv,Md �	����	��	�� �	� ������	��� 
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�������� %�
� �&������ ���	� '

S(U) = UTMU, (��))*

�$�� '

M = λu
2MT

uuMuu + 2λuλvM
T
uvMuv + 2λuλdM

T
udMud

+ 2λvλdM
T
vdMyd + λv

2MT
vvMvv + λd

2MT
ddMdd, (��)�*

�+ M ∈ R
mn×mn (m× n ��� �� ���&	� ��&��	$������* �� λu, λv, λd ����	,���� 	���

�����$����� ����-
���� � �� 	��
��	������� �� u, v, d �� .
� ��
� ��	��� �
������	


� ���� � 	��
��	������� ��.
�� ��
	 �/�.
� �	������� 0�
� � ������ �
	 ��

����
� � M ���� ����� ��� 10	��� �� ��� �22�3�

�������� �� ��	�
 4 ��	��	 �� �.
������ ((��)2** �� ((��))** �� 5������� �

��6� (���* ��
� ����	�	� ��
� �� 5�	�� �
�$���� '

C(U) = UTMU+ ‖LU− b‖22 (��)7*
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(M+ LTL)U = LTb ������
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U = (M+ LTL)
−1
LTb, ����$�

%� �������� ��� �&����� ��	 ��
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��� �� ���� 	����� ����� RRGB→TOF |TRGB→TOF .
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F : ψ → R, ψ ⊂ R
3

Q→ CZ ����

�� ψ ��� �� ���� �������� �� R3 : ψ = [Xmin;Xmax]× [Ymin;Ymax]× [Zmin;Zmax] ��
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Xcorr =(Z + CZ)
(u− cu)du
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=X +
(u− cu)du
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Z
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=X +
1
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C[F,P ] ���
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∥∥∥∥2
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F k ← 0 � �������������� 	� F �0 ��� �� ������� �������

������

Pk ← argminP Cd[F
k,P ] % ����� � 

F k+1 ← argminF∈L2 Cd[F,Pk] � ����� �!

k ← k + 1

����	 F k+1 ≈ F k �
 k = kmax %kmax " �# ������ ���� �� $
%���
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�
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��� �	
�	���� � '����� ��� �
��� ������	��� � ������ �	� &�
� ��� ����+

������ �	
 �� ������ '����� ���	�
�� $ ������ ���� �������� ��� �����	�
�

�	� ��
� �	�� �	 '����� �	
	���
���� /���� �� � �� ��	��� ���� �� ����+
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�

�
����� �� ������ �	 ������� �� �������	��� �� F 1��	�� �7 �� �
������� ��
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����� �� �	 "� 2�		
���4 ��� ���	������

����� ����	
��
�� �� 	� ��� ���� ��� ����
�� ��� ��

"��� �������� �	 '����� ,2/ 03 ���
 ��������
 �	 '����� �� �"2 F � �	

'����� ,2/ 03 ��� �
������ � ���	�� �	� �	 ������ 8�9�0 �� ��:��� 8� ����

��� ���
6��� �	
 l ���
�� 03 ���� ck ��������� �	� ���� �����	�� ψ �� ���

�	
	���
�� �	
 � ������
 �� l + 4 ���;����� hT = ( wT aT )� /��� � ����

03 ��� Q �� �TQ �� ������
 ��#� �	
 %

�TQ = ((d(Q, c1)) · · · (d(Q, cl)) qT 1),

	��� d ��� �	 ����	�� ���������� �	 '����� ,2/ 03 	� ���� Q ��� ���� �	
 %

F (Q)
���
= �TQh. 1<��94
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�� ����	
�� �� 	�� ��� �� ���� �����	 �� ���	����� �������
�	� ����
��� ��

���	� ��������	 ��� l+4 ������	��� �	 ��� l ���	��� ��
���	  	�� �����!�����" l ��	

��#���$������	�� 
������ %�
 ��	 
����� ���� �� ������ �	 %�
 ��
	  	�� ��	
��

&��
� ���	
�� '"(") ���� ����	
��	
�� �� �� ������	��*" �� ��
�	 ����
!� S &'"�* ���	

 	�� �+��
��� �� 
�	����
���	 ��	�� ������� ��� ,

S =
(
X + 1

Z
X�TQh Y + 1

Z
Y �TQh Z + �TQh

)
. &'")�*

����� ����	
���� � �
 ���

-��� �����
���� 	��	 ���.��� ��	�� ��	��� ������� �� 	���� ���		��#� ��+

������� &'"/* �	 �� 	���� �� ��!����
��	
�� &'"))* �� 
�	�!���	 ��	�� ������ �� 	��

��� ��" 0���
	�� ���� �� �������� ���� ���+��
���� ���� ��� ����� ��	�
�
����"

-��� ��	�
����� ���� �� %�
 ��
	 �� �����!� ���� �#���� ��� 	�����"

����� ������	
� ��� ������� 0� ������1��	 �� 	���� S %�
 ��������	� ��

��
�	 ����
!� ��� ��� �+�����
�� %�
 
�	����
	 ��	�� ������ �� 	�� ��� �� &'")�*�

�� 	���� ���		��#� ��+ ������� &'"/* ���	  	�� �����
	 ����� ��
	 ,

Cd(h,P) =
n∑

i=1

m∑
j=1

(
1

Zij
Pi

TQij�
T
Qij

‖Pi‖2 h+
Pi

TQij + 1

‖Pi‖2

)2

&'")(*

�� ���� �� ����� ��	�
�
���� ��
���	� ,

Cd(h,P) = ‖Dh− b‖22, &'")'*

���� ,

• D ∈ R
nm×(l+4)� nm ���.�� ��� ��
�	� �� �	
�
��� ���� ���	������!� �	 l + 4

���.�� ��� 
������� &������	��� �� �� ����	
�� ��� ��*"

• b ∈ R
nm×1 , �� ���	��� ���	����	 ��� �����
��� −Pi

TQij+1

‖Pi‖2 "

• h ∈ R
(l+4)×1 , �� ���	��� ���	����	 ��� 
�������� ����	$2$�
�� ��� l + 4 ����$

��	��� �� �� ����	
�� ��� ��"

-�	�� 	���� �� ������ Cd ����
	 ��� ���%��	
�� &'")'* 
�	�!�� �� ������ �����

����	
�� ��� ��" 3���� �+��
%�� ���� �� ���	
�� 4"�"� �� ��5���+� 4� ���� ����$

��� ���+
�	���� ����� ����	
�� 2 �� 	�� ��	���� 
�  � %��	�� ����
	
��� ��+ .����

��� ����	
��� ��� �� %�
 ��
���	  	�� ���
6���" 3�� ����
	
��� ���	 �+��
����

��� ,

P̌Tw = 0,

�7 �� kème �
!�� �� P̌T ��	 ������ ���
(
cTk 1

)
�	 w ��	 �� ���	��� ���	����	 ��� l

����
��� ������	��� �� �� ����	
�� ��� �� &hT = ( wT aT ) *"
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	��� ������ h ��� V2h1� � � !

• h1 ∈ R
l �� ��� ���  �	��� ��� ������� " ��	����� #�	��� ��� ��  �	���

��	����	 ��� ������	��� �� �� $��	��� %�& ���� �����	� �
���	 �� h1�

• V2 ∈ R
(l+4)×l ��	 �� ��	��� ��� ��	��$��	 ��� ����	���� ��' ����	��� (���	�"�

����� (P̌T 0)V2 = 0� (�		� ��	��� V2 ���	 )	�� �
	�����
� ���������	 ���

�� �
	*��� �� �
������	��� ��  ������ ����������� �+&,-+� ����� �� �
	����

���� �� ��	��� .���/�� �� �������� �	
 ���� �������� ��� l �������� �� ��

���� �� �������� ��� �� (P̌T 0)


�� ����� �� ����� Cd ������� ���� �

Cd(h,P) = ‖DV2h1 − b‖22 ��
��	

����� �� ����	
���
���� �� ����� �� ������������� ��� �� �� ���� �� !��"

��� #$%	 ���� ���� �

Cs(h)
���
= wTKw, ��
�&	

���� K �� ������� �� ��'������ ��������� �� �������� ����� ��� ������� �� �� !�����

#$% () � Ki,j
���
= d(ci, cj)
 $�� �������� �� ����� �� ������������� Cs ��� �� �*��

!��� +�� �� ����� �������,� ��� ������ Cd- �����"."���� ��� ���� �����������

���������� �� h1- �� ������� K ���� *��� �������� ���� K = BTB ���� B ∈
R

l×l
 /�� ������ ���� �� �����- +�� ���� �� ���� �� 0����- ��� ��������

����������� K- ��� ������ ��� ����� ��������� �� ������� B
 �� ������� V2

���� *��� �������� �� ���� �������� � V3 ∈ R
l×l �������� . ��� l �����1���

������ �� V4 ∈ R
4×l ��� +����� �����1��� ������ �

h =

(
w

a

)
= V2h1 =

(
V3

V4

)
h1. ��
�2	

�� ������� w ���� ���� *��� ������� ���� ���� �

w = V3h1, ��
�3	

����� �� ����� �� ������������� Cs ��
�&	 ���� *��� ������� ���� ���� �����������

��� �� !��� �������� �

Cs(h) = ‖BV3h1‖22 ��
45	

������� �� ���� �� �������� ��� �+������ ��
��	 �� ��
45	- �� !����������

�� �6� ��
�	 ���� �������� ��� �� !��� �������� �

C(h,P) =
∥∥∥∥( DV2√

λBV3

)
h1 −

(
b

0

)∥∥∥∥2
2

. ��
4�	
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h1 =
(
V2

TDTDV2 + λV3
TBTBV3

)−1
V2

TDTb. ������

%����� ��� �� ������ 
� �� 	����� D ��� ��� &��
�� %��� �� ������� ��� ������

&�
� �� 	�	��� DT �� D� '� �(��) �� ��� &��
 ��	*� 
� ������ +, ��� �������

�n×m = 46× (204× 204)) ���� 
� 
������ 
��� �� ������� ������� -� ����������


��� ���� 	��� �� .��� ���� ��������� 
�����	��� ��� ���/������ 
� T �� ��

�� $

T = DTD) T ∈ R
(l+4)×(l+4) ����+�

���� 0�	����� 
� �� 	����� D �� 
� DT� 1�		� ������� ����
�		���) �� 	��

���� B ��� �������� �����	��� ��� �"��	� �� ��	� 
� �&���������� Cs ����

0�	� 
���� ��	� 	���������) 
��� ���� 	��� �� .���) ����� 	����� ����� ���

�������) �� 	����� K ∈ R
l×l ��� 
�����	��� ��������� !����) DTD ��� �	������ ��

T �� BTB ��� �	������ �� K 
��� ���������� ������) �� �������� 
� ���� �����	�

��� 
����� �� $

h1 =
(
V2

TTV2 + λV3
TKV3

)−1
V2

TDTb. ������

2�������� ��� ��� ���	���� 
� �� 0������� 3-4 +, h ���� �*����� �� $

h = V2h1. ������

��� �����	
	� ��������	
��

5�� ��	��� ���������� 
� ���� 	����
� �� 
�� 
������ 
� �������� ��� ���

������ #� 
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��� 
������ 
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� 	���� ��� 
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��&� �� 
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������ ���� ��������� 1���� �"������� ���� ��	�� �&���	��� 
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� �������
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������ ������ %��� �������� ��� �� 	�
��� �������� 
� �� 71, ����� ��� ������

%���	����) ��� �������������� ��� ��� 
�8���� �	������	��� ��		� ���� $

• 9������� �� 0������� 
� �� ��0��
�� d :
• 9������� �� 0������� 
� �� �������� 
� ��"�� �u v� 
��� ���	�&� :

• 1����������
%��� ����� ���� &���� ��� 
������ 
� ��	������� 6 ���� 
���� 0������� 
� 
�����

���� ����	�� �� ���� *����� �� ��� ��������������� #�� �������� 
� ����� ��	���

�"������� ���� 
������� 
��� �� ������� ������
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��� ���	���*�� �	�� ������� ����� ��� ������
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����
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� 6� ����
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��������� �������� ������ ����� �� ������� ���� ����
� 	 
� �������� ���

������ ������ ������ ����� 
����� ��  ���� ���� �� 
� �����
������ �!"#�$ 
��

������ ����  ��
������� ���� ��� �
���� ��� 
� ���� ������� ������ ������ %��

�����$ 
����� ��  ���� ���� �&�� �!�� ��� �'� ���� (�� ��

� �������������� ���

 )�����  �� 
�� ��������������� �&��� ������� 
� ��*�� �� 
������� ��  ��������

%

�  ������� �
��� 
�  ������� ������� ��� 
� !"#� +� �������������� �&�� ,-

�� 
� !� ���� .���  �
 �
� 	 ������ �� �  ����������� �� �� ������ ��� ������

����� 
� !"# �� 
� ���� �������� "��� ����� ���
�� /  ����������� �� �� ������

���� 0�� 
� !� ���� �
�� �� ���� "��� �����  )����� ��� ������ 	 ��� ������ ��

��� )��  ���� 
� ������ 
� ����� ����� !�
� ���� ������ ����
��� 
� �� ����� ��


� !� ��� �� ��
  )��1 �� ����������� ��� ������� %� �'��$ ���� �� ��
������ ��� 

��� ������ ��

�� �� ��
  )��1 ���� ������ �� �������� ��� ���

��� �� ����� ��


� ���� �������� !�
� �� �
��� ����� 
� ���� �� 2����� "��� ������� ��� ������ ��

 �
 �
�� 
� ���� ������� ���� 
�� ��'����� ��� �� ������ ��� +� ����� ���) ������

0������� 
� !� 
�� ������ ���� ���� ��� )�� ��� ������ �� 
� ���� ��������

�������� �	
���� �� ��	���	�����
��� �l�λ�� "��� ���
��� ���������


�� ��
���� ������
�� �� �l$λ�� -�'����� ��
������� ���� �'� ��� �� ������� ���

���� �l$λ� �� ������� ������ +�� ���
���� ������� ��� 
� ���
��� ��3 �����������


������� 456  �
 �
� ����� 
� !"#� 7
� �������� 0��$ 	 ������ �� l = 53 ��  ������

������� X−$ Y− �� Z−�$ 
� �*����� ��� ����
� ���� �� 
���� �������

� �� λ� "��

���� 0�� l ���� .���  )���� ����� ����� 0�� ������
� ���� 
������ 
� ����� ��  �
 �
$

���� ������� 
� 0��
�� ��� ���
����� #���  ���� ������$ l = 53 ���  )����$ ����0��

 ���� 
� �
�� ������ ��
��� 0�� ����� �� ����
� 456� 5���������$ l ��� �1$ ����

���
��� ��������� 
� ��
��� ������
� �� λ� "��� ��������� �����
���� 
� �� )��0��

�� ������� ��	
��� ���	��� +� ��
��� ������
� �� λ  �
 �
� ���  ���� �� )��0��

��� ��
� 	 8$39 �456 : 3$,;� �� ��� 
�� ������ �� ������

�����
�
�� +� ��)��� ������� ��� ��
�� ��� 
�������
� ��� ������ �� ���


�������� +� ����� ��� ������ �� �1���
� �� ���� �����������

�
�� ���� �
�� 0��

���� �����  )���� ���� �

������ 
�� ���
����� !���� ��� ��� ����� 	 ��� ������ � ��

3$98 � �� 
�  ����� +� ���������� �������� ��  ����� �� 
������ ���� 
�� �����

�
� ���������� ��1���
� ��� ;8 ���� ����� 
� !"#$ �� �
�� ������� ��� ������

������ ��� � < ���� 
�� ������ ����  ��
������� �� ����� 	 3$99 �� !��������$ �
� ��

���� ��� �
���� ��� 
�� ������ �� 
� ���� ������� �3$98 ��� +� ����� ���� ������

0������� 
� !� 
� �
��  ����� ���
 ��� ���� ��� )� ��� ������ �� ���� ��������

#��� ��
��� 
� ��)��� ������� ��� ���� 
�� ��1�
� �� 
�������
� ��� ������ ��

��
�������$ ����  �������� 
� ������ � ���� ����� 	 �� �
�� ����� �� �����  ���



�� ����� � � �	�
����� �� 
� ���	������ � ���	�� �� �	���	���� �
����

l

33 43 53 63 73 83

λ

10−4 ����� ����� ����� ����� ����� �����

10−3 ����� ����� ����� ����� ����� ���	�

10−2 ����� ����� ����� ����� ����
 �����

10−1 ����� ����� ����� ����� ����� ���		

100 ����
 ����� ����� ����	 ����� �

101 ����	 ����	 ��	�� � ��		
 �

102 ����� � �
�
�� � � �

103 � � � � � �

104 � � � � � �

������ 	�� � ������ ��� �������� ����� �� �! "�#��!$ %��#�� ��� %������ &��

'(���)����*�$��� + l ����!$ &� 35 , 83 �$ λ &� 10−4 , 104 �! ��'���� �-.��#$'*#/���

0�� ��� -1 �� �(�$�*� !� �-!%��.� ��� �-!$ �������!$�� ��� �� 2 ���$#� &� l = 53

3	 ��!$��� ��#%�!$ X−� Y− �$ Z−4� �� �(�$�*� ��$ �$���� �-�� �! ���.� #!$��%����
&� λ�

���$#-!�  -�� �� %��#&�$#-! &� �� �� � �� &#�$�!�� &5�! �-#!$ , �! ���! d2(S,ΠS)

3ΠS ��$ �� ���! /�# ����-6#*� �� *#��6 ��� �-#!$� S4 ��$ �-!�#&����� $�!&#� /��

�-�� �� %��#&�$#-! &� �� �2� �� &#�$�!�� &5�! �-#!$ �� ���! &� �� %��#$� $����#!

d2(S,ΠGT ) 3ΠGT ��$ �� ���! &� �� %��#$� $����#!4 ��$ �$#�#���� 0�� �����$�$� �-!$

�����!$�� &�!� �� $������ 	��� �-�� -����%-!� �!� #*�-�$�!$� �*��#-��$#-!� 2����

�� �� � �5������ ��� ��$ �.�� , ���� **� $�!&#� /�5���� ��$ �.��� , �	��� ** �%�!$

�-����$#-!� 2���� �� �2� �5������ ��� ��$ �.��� , ���� **� $�!&#� /�5���� ��$ �.���

, ����� ** �%�!$ �-����$#-!� �-�� -����%-!� �!� �*��#-��$#-! &� �� ����#�#-! &��

#*�.�� &� ��-"-!&��� �%�� �5����-�'� ��-�-����

����	 
�� ���� 
��

d2(S,ΠS) �	��� ** ���� **

����	 
� ���� 
�

d2(S,ΠGT ) ����� ** ���� **

������ 	�� � ������ ��� 3**4�

����� ����	
���� ��	 ��� ������� 	������

���	����� ��������	��� �-**� &�!� �� ���*#��� �6���#�!��� �5�!��*��� &��

&-!!��� �$#�#���� �-�����-!& , &#7���!$�� %��� &5�! ���! /�# �5#!$�����$�!$ �-��
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Coordonnées en X

���

������ ��� � ��� �	� 
�������������� ��	� ���� ��� ��� ������	 ������ �������

��� ���� ���������� ��� ����� ��� � ��� ����� � �

��	���� �	 �������� !" ���������#� � �� ������ �� ���� ������ $ ��� �������

���������%��� �� �� � �� ����������

��� ������� ��� ����	�� �� &�%�� 	� %	� ���� ���� �	�	�� ��������

������������ ����� '	�� ���� ��� ����	(� ���(������ ��� ����� ) ����� ���

�%�#�� �� �*��	�� %��	����%��� ���� ��	���� +�� �%������ ��� 	�� �������

� �(������ �	�%��'	� ��� ������ ,� ��%��� -�%������.�� 	������ �� �� �/"



��� ����� � � �	�
����� �� 
� ���	������ � ���	�� �� �	���	���� �
����

�������	 �
�� ��� ��������� �� 	��×	�� ������ �� ������� ����
� ��� �� ��

������ ��� ������� ���
��� ��� ����� �� �������� ����������
� �� � � � � !

�� "����� #�� ���� ���� �������� � ��� ����
���� �� ��$����� ��� �
��� ��

�������� ��� ������ �� ��$����� ��� ���� #�� ���� ��
������� %� ��������

������������� �� �� 
��� ���� ���� ��� �������� "��� �
��� ������� & �������'

������ �� ������ ���� �� 
���� ����� �� ��� ������ �� ������ ��� #�� ������'

������ �� �� �( ���� ���� ������� ��� ������������� �� ������ ���� ��������

��� ������� �� �� ����)� ���*��� ������������ +������� �������,� -�� ���� �*�����

� �� ������ ��������� ��� ������ ��� �������� �������� �� ������.� �� ����

�� /�
� ����� �����#�� ����������� +.��� !��$,� ���������� ��� ������� ��

���� �� �� 
��������� �������� �*���� �� 
��� ���� �����

"��� ��������� ��������� ��� ������� �� 
��������� �� ���� ����)� ���*���

��� ���#������ �� 
���� ����� �������� � ��� �������� +
�� ������� �����,� ���

������� ���� ��������� ��� ������ �� ���*��� ������� �
�� ���� ����)�

���*��� �� ��� ���� ���*���� ���������� �� �� ���������� 0���� ����������� �

��1������ 
��� $����'�����)�� ���� �� ������

���������� �� ���*��� ������� ��� �
����� �� ���������� ��� ������� ������

�� 
���������� ��� 
����� ��������� �� l, λ ���� �������
����� 53 �� 0, 1� ���


����� ���� ���������� �� �� ���*��#�� �� ��*��*� �� ������� �� �������

��	
��� ���	�� �������� ������������

%�� ���������� �� �� �������� ���� ����� � �� ���� �
��� �� ��)� �������

�� �"2 ��� �1������ ��� �
���� �� �������� �� ����� ����� ��� ���� ��� �������

�� .��� !�� ����� �� ����������� �� �� �������� �����'���� ��� ���� ��� ������

��� ������ �� 
��������� �
��� �� ��)� ��������� "��� ����
��� ��� �������'

���� ������ �� ��� ���� *���������� �
�� ��� ��3���� ����� � 4��� (
���

�������� ������ �3�� +�� 567, ��� ���� � ���! �� ������ #���� ��� ����� � &��!

+�� 567, ��)� ��������� ��*��������� ��)� �������� ������� �� ��� ����

���� �� 4��� "��� �������� #�� �� 567 ������� ��)� �������� �������� ��

���� �� ������� 0� �1�� ��� �
�������� �� ���� �� ������ ��� �1������ �� �

��� �������� ���� �� �*����� �� ������'�3�� ���� �� ����� ��� ������� � ����

�� ��� ������ �� �*�#�� ������ -� 
��� ����������
����� �� � �� � �� ��

�
�� ��� 
���� ��3���� ����� � �	 ! �� +
�� .��� ���,� �� .��� !�8 �����

�� ������� ����� 
�� ���� �� ������ �� �������� �����'���� d2(S,ΠS) +ΠS ���

�� ���� #�� �������� �� ����� ��� ������, �� �*�#�� ����� �9 ��� ���������

�� �� ������� (
��� ������� �� �"2 ��� ������ �9 �� ���� ��� ���������� : ��

�������� �����'���� �������� �� ����� �� ������� 
�� ��� ����� (�)� ������� ��

�������� �� �� ���'�������� +�"2, ��� ������ �9 ���� ���������� �� �� ��������

�����'���� ��� *����)�� �� ����� �������� 0� ���������� ���� ���
��� ���� ��� 
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����� ��
� �� ���� �� ��
����� �� ���� ��������� ���� ��������

������ ��� �  �� ��� ���� 	�� ����� !" ����#�$ ����� �� ��������� �� �� ���

������ �� �� 	����� �� 
��%������ �� !" �����$ �
��� �����
� �� �&'� (� �������

��
������� �� ������� ���� 
��� " �� 
��� 	������ �� 		�

����������	
 (�� ��������� 
�������� ���� �� ������ 
��������� ���� 
���

	������ �� ������ �����	��� �����
� �� �&' �� ����� 	��#���� '��� �������

����� 	��#��� !��	
���� ��� ���) ���
�� �&' �� �*$� ���� ������� ������	���

��� ������� �� �������� �� ����� 
��	��� 	��#��� ��� ���� ��
����� �� ��

����� ������ 
��� ��� �������� &��� ������� 
�� ����� ��� ����	��� �� ����

���� ���� �� ������ 
��������� 
���� ���� �� ������� 
�� �������
 �� 	�������

��	
���� " ������	��� �� ������� �� �������� ����� ���� �� ������ 
���������

�� �� ������� 
�� ������������ �� 
����� +� ������
��� " �,������� ���� %������


�������� ���� 	�� ������ (� ������ 	����� �� �������� ��������� �� ���� ��� 
)���



��� ����� � � �	�
����� �� 
� ���	������ � ���	�� �� �	���	���� �
����

�� ��� �	
��� ��� �
���� �� ��	�
�
�� �� 	������ �� ���������� 
���� �������

���� ��� 
 ���������� �� 
 	����� �� ����������� � 
 ������ ����
��� �� �����
�

��� �������� �
�� � �
��
� ����  ��� ��������� �
�� �� �
��
� �� �����
��

������� 
���� ���������� 
��� ����� ���	���� 	��!��� 
���� �� ���" 	��!����

�� 
 �����
���� #������� $ %�� ���&' �� #%
!	
�� �� ��� ���&' ��������� ������

��		��� �
�� � �
��
� (��� �)������ 	���
�� �������� 
���� 
 ���������� ��


 ���������� 
��� ����� ���"��	� 	��!��� ��� ��
� � &*++ 		� ,� 
 ��	�
�

�
�� 
��� 
 	��!��� #%
!	
�� �� ��� ���&' ������� �������� ��
� � -*(+ 		�*

���� ��������� ��� 
	����
���� �� 
 ���������� .���� ���������� 
��� 
 	��!���

#������� $ %�� ���&'* )������ �������� ��� ��
� � &*�+ 		�  ��� ������� ����
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v
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→
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v
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T2 : Ω → ψ⎛⎝ u

v

d

⎞⎠→
⎛⎝ X

Y

Z

⎞⎠ �"
�

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
X = Z (u−cu)du

fc

Y = Z (v−cv)dv
fc

Z = d fc√
f2
c+((u−cu)du)2+((v−cv)dv)2

#$��%

�& (cu cv) 
�	 
 �
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� fc � ���	���
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 �'�� ��(
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ΣQ = JT2Σ
qJTT2

, #$�$%

�& JT2 
�	 � ��	���
 ,�����
��
 �
 ���
����� 3× 3 �
 � ����	��� T2 ��-��
 ��� !

JT2 =

⎛⎜⎝
∂T21

∂u

∂T21

∂v

∂T21

∂d
∂T22

∂u

∂T22

∂v

∂T22

∂d
∂T23

∂u

∂T23

∂v

∂T23

∂d

⎞⎟⎠ . #$�.%
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�
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 ����
�	� ������
��
�	� ���� 
+
�	�
� � �
���
 �
 ���	���
 �
 ��/

����
 ������
� �� ������
 � ����	��� �
 ����
�	��� �
 � ���	������ #10�%� 2 ���	

���� �����*
� '���
�	�	��
 �� 	��"
�� �
 �
		
 	���������	����  ��� ���3��	���
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�
�	 ������
� ��� �
�( ��	3��
� �'�	�����*
��  ��� ���� ���� �����/

*
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 � �
���
 �
 �������
�� �"
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� �
�( ��	3��
�� 0
�
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��	�
 ��
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 ���� ���� ��
 � �
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 ����

'
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�� ��� 	��������� �
� �������� ������� ����
����
�� �
�� �
 �
���	� ��

	��
��
�	� Σq � ����� ���� q�  ������ ��� ����
����� ����	������� 


����� !� "

• ��#���� 	
� � �����
���� �� ����� ��#���� ������� ����
����
��� �
��
	� 	
�� ��� 	��������� �
� ����
��� ����	������� 
 ����� !��  ������

��� ��������� ������� ����
����
�� �
�� �
 �
���	� �� 	��
��
�	� ΣQ �

����� !� Q�

$�� ���������� �
�� 	� %� ��� ��� ��# 	
��

������� ��� 	 
��������� �� ���� �������� ������� �
�� 	� 	
�� ���

	��������� ��� ������ ���� �� �����
�� ����� �������� ������� ����
����
��� $��

������ 
���� ������� �� 	����� ������� �� 	�� ��
����
�� �
�� �� 	
�	� �� ����&

	�������� $�� ��'������� �
 ��
��(���
���� ����� � ����� ���� 
�
�� 	����	����

�� 
���� 	����	���� 	���� ��� �

Tg : Γ → Ω⎛⎝ u

v

d

⎞⎠→
⎛⎝ u

v

d+ c

⎞⎠ , )*�+,

�- c = g

⎛⎝ u

v

d

⎞⎠ ��� �
 	����	���� ������� �
� �
 ./� g )���� �%
���� )0��,,� 1


�
���	� �� 	��
��
�	� Σq )�%
���� )*�0,, ��� ����'�� ��� ������� �� 	�����

������� ����
����
�� �

Σq = JTg

⎛⎝Σq
inter +

⎛⎝ 0 0 0

0 0 0

0 0 σ2

⎞⎠⎞⎠ JTTg
. )*��,

�- JTg ��� �
 �
���	� 2
	�3����� �� ��������� 3× 3 �� �
 (��	���� Tg ��'��� �
� �

JTg =

⎛⎝ 1 0 0

0 1 0
∂g
∂u

∂g
∂v

1 + ∂g
∂d

⎞⎠ . )*���,

�
�� 	� 	
�� ����	������� ��� ����� !� �3���� �
� ����
�
���� ����	�������

� ����� �� p ��� ��'��� �
� �
 �
���	� �� 	��
��
�	� ΣQ �

ΣQ = JT2JTg

⎛⎝JT1Σ
pJTT1

+

⎛⎝ 0 0 0

0 0 0

0 0 σ2

⎞⎠⎞⎠ JTTg
JTT2

, )*���,



��� ����� � � ���	
���
� � ������ �� �� 
�����
���� ����
��

�������� �	
 � ����
	���� �� ����� �������� �������� ���� �� 	�
����

���� ��
� ���������� ��� ����� �� �� 
�������� ����� 	�
���� �����	� 	��������

����� ��
� 	����� ����� ����	�� �� ������ ������
� 	� ��� ���������� 	��� �� ����
�

	� ����������
	�� ��
� ��������� ����� �� �������������� ����� 
� ����� �� �����

���������� �� ���� ���������� ����� � 
����� �!���"" #

TF : Γ → Ω⎛⎝ X

Y

Z

⎞⎠→ A

⎛⎜⎜⎝
X + 1

Z
XCZ

Y + 1
Z
Y CZ

Z + CZ

1

⎞⎟⎟⎠ , �$��%"

�& CZ = F

⎛⎝ X

Y

Z

⎞⎠ ��� �� ���������� ������� ��� �� ������� ����� 	� ����� ���

���	� ��� ���������� 	� �� �������������� � 
����� �!��"" �� A ��� �� �����������

���� �'�� ������� 	��� �� 	�
���� ������ (� ������� 	� ���������� ΣQ �$�$"

�Q = (X Y Z)" ��� ��	�)�� ��
� ����	�� �� ������ ������
� 	����������� #

ΣQ = JTF
JT2Σ

qJTT2
JTTF

, �$���"

�& JTF
��� �� ������� *���+����� 	� 	�������� 3× 3 	� �� �������� TF 	�)��� ��� #

JTF
=

⎛⎜⎝
∂TF1

∂X

∂TF1

∂Y

∂TF1

∂Z
∂TF2

∂X

∂TF2

∂Y

∂TF2

∂Z
∂TF3

∂X

∂TF3

∂Y

∂TF3

∂Z

⎞⎟⎠ . �$��,"

���� �� ���� ����������
	� 	�
� ����� �� �+���
� ��� ����������� 	���������
	�

	
 ����� %� p ��� 	�)��� ��� �� ������� 	� ���������� ΣQ #

ΣQ = JTF
JT2

⎛⎝JT1Σ
pJTT1

+

⎛⎝ 0 0 0

0 0 0

0 0 σ2

⎞⎠⎞⎠ JTT2
JTTF

, �$��!"

����� ����	
	��� �� ������������ ��� ����� �� 	�� ���

����� �� ����	��

-� �.���
��� 	�� ���
��� 
�������� 	�� ������ �� Qi� ����������
	� ��������

	� ������
� 	� ������������ 	� ��� ������ ��� /���� ��������
	� 	� ������������ ���

��	������ ��� ��� �������� 	� ���������� 	�� ������ ΣQi � ��
� ����� ������ �����



��� �����	
	� ���

������ �� 	
 ������ �� ���
��� ���� ���� ����� �� ����
��� ����
� 	
 	���
����� � 	
 	
����� ���� ������ �
� ����� ���� ����� Q1,Q2 � 	���� �
�����
�� ���
��
��� 
�������� ΣQ1 � ΣQ2 � 	
 ���
��� ���� Q1 � Q2 �� ������ �
� 	

 ������ D !

D : ψ2 → R(
Q1

Q2

)
→ ‖Q1 −Q2‖2 . �"��"�

#� ������
� $�� 	�� ����� Q1 � Q2 ��� ��������
��� ��� 
�������
��� 
�
������� ����� �� 	
 �
��
��� σ2

D �� ������ �
� !

σ2
D = JD

(
ΣQ1 0

0 ΣQ2

)
JTD, �"��%�

�& JD �� 	
 �
���� '
�������� �� ��������� 1× 6 �� 	
  ������ D�

��� �����	
	�

(��� ��������� �� ����	� �����	� ����	��
��� �� ���� ���)	� �� ���� ���
��� ������� ���		��� *
 �
���
 +��������,�	 ��	���� �
�� �� ���������
���

���� $�� 	�� �
�
�)��� �� �
���� ��� �������� �
�� 	
 ������ ��-� *
 �
���

�� ���
	
�	���� �
	����� ���� �
�
�)��� ������)$��� ��� ��������

*������	� ������� . ������� 	�� ���������� �	������� � 	
������ ���� �
�
���� ���
	���
��� /�� ������� ��� ������� . �
��� ��� - ����	� �	�$��� �
��
	���
�� p1,p2 � p3,p4 ����� ����� "����� 0��� �1
$�� ����	 (pi)

4
i=1� 	
 �
����

�� �
��
��� Σpi �� �
	��	�� ! ��� �	��� ��	��	�� ��� �2����� � 	���
��3�� ��
�1
$�� �������� (u, v) �� �
	��	�� #������ 	�� ����� �� ����������
�� (Qi)

4
i=1

� 	�� �
����� �� ���
��
��� (Σqi)4i=1 �
(
ΣQi
)4
i=1

��� �
	��	��� �
� ����
�
���
�������� ����� ���	�$�� ����������� �
�� 	
 ������ "��� *� ������� ����	 p1 ��
��������� ����� �� �����	� ���� �������� 	�� ����	
� �� �1
$�� �
�� �� ����
�
�
��� ��������� *�� �
����� �� Σp1 � Σq1 � ΣQ1 �� ����
� �� ����� 	�������
���
	���
�� �� ���� �����)�� ��1��� ��� !

Σp1 =

(
0, 602 0

0 0, 602

)
Σq1 =

⎛⎝ 0, 36 0 1, 09

0 0, 36 0, 36

1, 09 0, 36 61, 13

⎞⎠

ΣQ1 =

⎛⎝ 39, 39 4, 11 7, 47

4, 11 40, 95 0, 78

7, 47 0, 78 60, 95

⎞⎠ .
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� ������
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� �� �����
�� 	� 	��
� h =

D(Q1,Q2) 
� �� ����
�� w = D(Q3,Q4) ���� �������
� ! ������ 	
 ���������� �������

"��� ����� ������� �
� 
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� 	� ����
�� #
��$	
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��� ���������� �	�
��������� �� q1
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��������
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�
�
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�
��
��


�

��� ���������� �	�
��������� �� Q1

������ ��� + ,����� 	
� 	�
������ 	� 	��
� 	����������
 ������
�� 
� ����
���

! ������ 	
 ������ ��-. / ��� ���
 	����
����� ���� �������
 	��� �
� �������� 
�

�(� ���
 	
 ���0��	
�� ���1� ����
����� 	
 �� 	��������� ������
� �
� ���
��� 	


�� �����
�� 
� 	
 �� ����
�� �������
� ���� �
��
����

�� ����
� ! 1211 ± 11, 18

 
� ! 903 ± 8, 97 � ,
� 
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� ���� �(�
��
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� ��������� ����
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� 	
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��� �����	
	� ���

�� �� h���	 ��
 ���� ������ ���������� �� �������� �� ��������� �� �� �����

�� �������� ���� ������ � w����� �� �� h���� �� ���� �� ������ �������

�� � w����� �� �� h���� �� ���� �� ��� ���� �������
 ��� ������ �� ��

����� ����� ���������� ���� w����� �� �� h���� ��
 !��� �"������ ���

����������� �� �� �������� ���� ��� ��� �������� �#����������$ ��� ����������

��������� ���� �������� �� ��������� �� �� ����� �����
 %� �������� ���

�������� ��� ��� ��������$ ���� ����������$ ����������� � �� &�� ���� �����

������� ���� �� ��"���� '
�$ ��� ������� �������� ���� �� ��� ���� �������


(��� ����� &�#�� ���� �� �� ����������$ ���� ��� ���� ������� ��� ���� �"����

�� ���� �� ������ ��� �#��� ����� ����� &�� ���� )�� �������� �#����


����� w *��+ σw ������� h *��+ σh

����� ����� ���� ���

����� �������� ��,- ��$-� ��	 �$��

���� ������� � ���� ��$�	 ��� �$��

�������� ������� � ���� ��$�� ��� �$��

.�"���� -
� / (��������� ��� ���������� �� ����� *����� �� �������+ ����

�������� �� �� ����� �� �������� ���� ��� ��� �������� �#���������� �� ��

�#���������� ��������


0��� �� ������ �� �� ����� �� �� �� ������� �� �����$ ���� ������ ��

������� ���� ��������� ���� �#�&������ *-
�	+ �� ��� ����������� *&�� ���� ������

�� �����1�2��+ ��� �������
 ���� ������ ���������� �"������$ ���� �� ��� �3

���� �������� �#��� �#���������� �� ���� ��� ���� �������$ ���� σw���$��

�� �� σh��$�� ��
 !����� &�� ��� ������ �� �� ����� ����� ���� ���� �#���������

�� ���4���� [w − σw;w + σw] �� [h− σh;h+ σh] ���� �� ���� �� ���4���� � ����

� -�%


5��� ��� ����� �������� �����������$ ��� ����� ����� �� �������� � ���

��������
 !��� �������� ���������� �� ����� ��� �)��� ����� �� ���������� ���1

����� ������ �� �������� �4� �#������ ��� ��� �������� �#���������� ��

�� ���� ���� �����"�� �� �������
 !��� ���� �������� ��������� �� �����1

����� �������� �� �#���� �� �#�� 6������ 7 8��" ���-9 �� 68������� �� ��� ���-9


:�� �� ����$ ��� ������ �� �������� ���������� � ��;������ ���� �� �)��

����� �#���������� ���� ��&����� ���� �� ������ .����1��1<��
 ��� ���� ����

�������� �� ����� ���� � ����� ���� �#������ �#���������� *��;������ ���������

�� � ����� � ����
�� ������ �
 ����
����	� � ����	��
�� � ����
�� � ���	��� �
 �
���

� �
 ����	� 	��
��� ��
����	
	��� �� ���� � ����
�� �	�
�� �� �	
���	 � ����	��
��

� ����
�� 	 ���� �� ������	��� � �
 ����������
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� � ��� � 
��� �!� ��
����	�� "���#�#$�� %���	 ��&'� (��	 �� ����	�� 
��� � !��) σ �����
 ��
��
	 � ������ !	� ��  �	�� � ������) 
����� ��) ���	 �� ����	�� *���
) �
 	��
 ����� � ������ ��� �	!�
��� � ��� +
� ���� ���� ��
�	����� ����
���

, �� !�	��
��� ��  	��
 � ����
��� � �� �	������	� -� ���	 .�� �	���
 ��
��	/� � �� !�	��
��� � σ � ����
��� � �� �	������	 ���	 �� ���� � ���
���
�����
 � ���0 � +�����, �)0 �� ���� � �	!��� �� σ �����
 � ����
��� � ��
�	������	) ���� ���
 � ��� �� ����	�� "���#�#$�� %���	 ��1'� -� !���	
����� � σ) , �� ���
��� ���� , �)0 �) �

��
 ���	�����
�!��
 �0 ��)

����� ����� � ������ ��� �2 �� ���	 �� TIs ����	��	 , �)0 �� ���� � ���
�� ����	�� "���#�#$���
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#
�� σ %��' ��		�������
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��	  ���� 
	��� � ����
��� � �� �	������	� -� !���	 ����� � σ �
 
	���
� ����
� 	��� 
 �� ����
��� ���	������
 �� ������ � ����  ��� -� !���	
����� � σ �����
 � ����
��� � �� �	������	 ���	�����
�!��
 � �)0
�� +�����, �0 ���
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�� ���#�

$	�� ������ �� ����	����� ��� �������� �� �����% � �� ������ & 	�� �� ����

�������� #����� 	� �!���#�� � ��� u �� v ��� ������� ������� ����� 	� ��

#�����  �� �� 	����� �� 	� ����  �� �� "��

�� ��	
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� ��	�� ��� �
������� ���

� �� ��	
���	 �������
���� ����	����� � �� �����	
	� �	 �	���	 	��	 �	

�	���	 
���	 ��	 �����	 ���	���� 	 �	��� �	 �� ��
��� !��	 	� ���� ��"��	

��� �� ��
����	 ����	 ������ R 	 ����	 ��������� T #�� $ �� ���� %&

���	���' P �	� ���������	� ���� �	 �	���	 
���	 ������ 	 Q �	� ���������	�

���� �	 �	���	 ��
��� (	� �	�) �	�	��� ��� ���� ��� �� �	����� *

Q = RP+T, �+ ��

!� ������� �	� ���������	� ��
����	� P̌ = (U, V,W, 1)T 	 Q̌ =

(X, Y, Z, 1)T ���� �	� �	�	���' �		 �������
���� �	� ,�	 	)���
�	 ���

��	 �	����� �������	 *

Q̌ =

[
R T

0 1

]
P̌. �+ ��

-�	 ���	 �	����	����� �	 Q̌ 	� ������� �	 Č' �	� ���������	� ��
����	�

�� �	��	 ���.�	 ���� �	 �	���	 
���	' 	� ���� �� ���
	 *

Q̌ = R
(
P̌− Č

)
, �+ %�

��	�

Č = −R−1T, �+ /�

� �� �	�)��
	 �������
���� 	� ��	 ����	���� �	 �	��	 C 	 ������ ����	�

�	� ���������	� ���� ���� ���� �	 �	���	 ��
��� ��) ���������	� 
���.�	�

�� ���� �
��	 .�� ��� 	� ����	������� �	� ���������	 
����
���.�	�

m = (x, y)T �� ���� �& 
' ����	� �	 Q ���� ���
��	' ���� �	 �	���	

(O, x, y)' ��� *

x = fc
X

Z

y = fc
Y

Z
�+ 0�

��� *

m̌ =

⎛⎝ x

y

1

⎞⎠ ∼
⎛⎝ fcX

fcY

Z

⎞⎠
�	 �1
���	 ∼ 	� ������ ����.�	 �������� �	����	��	 	� ��"��	 � �� ���	��

�������	 ����' �	 .�� ����	 *

m̌ ∼
⎛⎝ fc 0 0 0

0 fc 0 0

0 0 1 0

⎞⎠ Q̌. �+ 2�
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� �� ��	
��	� 	�
���	����
 �� �
 ���
����
 �� ���	��

��� ��
� �� 	���	�

������ ��� ���
� ����� ��
 �
 ��� ����	�� �
 ������ ��
� �� 	���	� (A, u, v)

������� � �������� �
 
��
 du � dv ��� ������ ��	���
��� �  �	����� ���


����� !�
 ��
�	�� du = db ��	 ��� ������ ��
 ��		��"# � (cu, cv) ��� ���	��

���

�� ���
 �	�
����� ��
� �� 	���	� �����# ��� ���	��

��� 
���� p �� ���


� ��
� �� 	���	� ����� ��
 ��

��� ��	 $

p =

(
1
du

γ

0 1
dv

)
m+

(
cu
cv

)
!%�&"

�' γ �� �
 �	�� 	������
 ��� �
����� 
�
 �	����
���� ��� ���� �� 	���	�

�� �������# �
 ��
�	�� 	�� �	���� �� ��	�� �
 ���	��

��� ������
�� 
���

�(�
�
� $

p̌ =

⎛⎝ 1
du

γ cu
0 1

dv
cv

0 0 1

⎞⎠ m̌. !%��"

�� 	�����
 ���(��� �
	� p̌ � P̌ ����	� )
�����
 $

p̌ ∼
⎛⎝ 1

du
γ cu

0 1
dv

cv
0 0 1

⎞⎠⎛⎝ fc 0 0 0

0 fc 0 0

0 0 1 0

⎞⎠[ R T

0 1

]
P̌ !%�*"

∼
⎛⎝ fu γ cu

0 fv cv
0 0 1

⎞⎠[ R T
]
P̌, !%��+"

�' fu = fc
du

� fv =
fc
dv

��
 ��� �������
�� �� �� ������ ����� � ���	���� �
 �������

�
 ��
�	�� fu = fv ��	 ��� ������ ��
 ��		��� �
 
��
 K =

⎛⎝ fu γ cu
0 fv cv
0 0 1

⎞⎠ ��

��	��� ��� ��	���	�� �
	�
��,��� �� �� ����	�# ��  ��
 ��
� $

p̌ ∼ K
[
R T

]
P̌ . !%���"

��� - ��	���	�� �� ������
 �� �� ����	� ��	 	����	 �� 	���	� �� ��
�� ,��

��
 ��� . ��	���	�� �� T � ��� . ��	���	�� �� �� ��	��� R ��
 ������� ���

��	���	�� ��	�
��,���� p̌ ��� ����� /	� ���	��� ��	 $

p̌ ∼ KR
[
I −Č ]

P̌ . !%���"

�� ��	��� �� �	�0����
 �� �� ����	� �� 
��� P $

P ∼K [ R T
]

!%��."

∼KR [ I −Č ]
. !%��1"
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�� ������	�
�� �� ������������	�
 ���	 
	�� ��� ���� ������

��	��� ������� �� �� �����	���� ��� ��	 ��	 ��������� �� ����� �� ��� r ������	 ���

�� ����	 ��  �� ���������� P ! ���	�� �� ��� �������	��� �� � "�� ����������

p# ���� �������� "���� $���� %��# &

r = R−1K−1x. "%��'#

(� ��)�� ����	 ��� ���������� *�� ���������	��� ���
√

pTK−TK−1p ��	 �������
���������� �� ����	��� �� ����	 �� P ��	 �+������ �� ���	��� �� ���������� d &

P = d
r√

pTK−TK−1p
+C

= d
RTK−1p√
pTK−TK−1p

+C. "%��,#

������� ������ �� �
�����
�� ���
���

-� ���	�.��/ �� ���0�� �	����� ���	 
	�� ����1���	� ��� ���0��� ���� ���

���+�� ��	�����	 ��� �+����� ��� ���	������� ��	�.��� �������� �	 	�����	������ ��	

�	� ��������� 2�� �+�����/ �� 	���� �� ���	������ ������� ������	 &

Δur = u(k1r
2 + k2r

4 + k3r
6)

Δvr = v(k1r
2 + k2r

4 + k3r
6),

�3 r =
√

(u2 + v2) ��	 �� ���	��� �� ����	 �������� �� ������� �	 k1/ k2 �	 k3 ���	

� ��1���	�� �� 	���� �� ���	������ 	�����	����� ���	 
	�� ����� ��� &

Δut = π1(r
2 + 2u2) + 2π2uv

Δvt = π2(r
2 + 2u2) + 2π1uv,

�3 π1 �	 π2 ���	 ���+ ��1���	��

(�� ���	������� �����������	 ! ��� ����$�	��� �� ���� ����� �	 ������	 
	��

��������	 ����	��� �� ���0�� �	����� ���! �	����� 2��� �� ��	���� ������	 
	��

	������ ���� �� ����� 45��	��) 6 7�������� �889:� ��� �;�	� ��� ���	������� ��������

���	 ������	 ��������	�� ��� ��� ������ ��������� �� �������	 �� �������	� -�

���	�.��/ ���� �� ���	������� �������.���	 ���.�����	 �� ������ �� ���� �����/

�� ��	 �������� �� ��	�$�� ��� ������ �$� ����	���� ��� ������ ���� �� ���� �����

����� ����� �	����� ���� ���	�������

<�	��� .�� 	��	�� ��� ������ �	������� ���� � ������� ���	 ��	�$�� "�� ���	���

���� ��	�.�� ��	 �������#� �� $���� %�� ������	� �� �+����� ������� ����� �� ��
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�������
 ���%���� 	���
 ������
 A �
 �����
 (r × c) �
�� /��
 ���������
 ����
 �


������� �
� ����� ������
� ���%���
� "

Ar×c = Ur×cDc×cVT
c×c, #���0$

�1 U � �
� ������
� ���-������
�� V 
�� ���-������
 
� �����
�� �
� %
��
��� ���

������
� �
 A 
� D 
�� ��������
 
� �����
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� %��
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 A� &�����
 �
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 A ��
�� ��� ��
��� �
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�����
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� �
 V ,���
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��� �����	 
� ��	�� ��� �
������� ���

�� �����	
� ��� �� A ��������� r ≥ c� 
���� 
���� �� 
	� ������� A ����������

�� ������� ����	��� ��	
� �� ����
����	��� ������ a = rang(A) ≤ c �� �	�� �� A

�	 ��������� �� �����	
� ��� �� A ��� ����� �	� g = c − a ��� �	���
�� D �� V

������� ���� ���
����� 
���� ����  

Dc×c =diag(σ1, . . . , σa, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
g

) !"�#$

Vc×c =( V1︸︷︷︸
c×a

V2︸︷︷︸
c×g

) !"�%$

�& ��� σi ���� ��� �	����� ����������� ��� 
������� �� �	 �	���
�� V2 '������ ���

(	�� ���)����	�� �� �����	
� ��� �� A� 
�����*�����  

AV2 = 0. !"+,$

������� ����	
�������

-���	��� ���(����� ������� �	�� ��� ��	�	�� 
��������� * �	 ���������� �� ����

����� ��� )�������� �� �	 '����  

Ax = b,b 
= 0. !"+�$
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	� ���� ��� �������� 
	���� �������� �� 
������ �������� ����	��  

CA = ‖Ax− b‖2. !"++$

/��� ��� ������ �	� �	 ���������� ��� ���	����� �������� �	� �� ������� ����	��  

ATAx =ATb

x =(ATA)
−1
AT︸ ︷︷ ︸
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���� �!�� �	����� � ��	�� ����	�	 ���
 ��	���
 ��� ��
���	
�� �� ������ ��
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 ��	�����	�� � �����
� ��	 �/��	����

������� ��	�
� ��
	����� ������ #���	 �� ��	���� ��
��		�	 ����	���


��
��	���	 �� ��	
��� �� �
�0��	�� P 1 ��
	�
 �� ���$��
!�	�� ��� �
�0��	���

��
 ������� ��� ���	� �, ��	 �� ����	�� ���	���� ��	 ����� #�	 ����$�� ��

���	� �, ���	�	�� �� ��� ��� ������� �� ��
� ���	������ ��
���	�� ���� �

��	��� ��� �� ���	��� #����� ���	 �, 'i �$��
!� &��
�	 �� ����	�� ���	 ���

���
����� �, Pi ��� � 
���
� ��� ��� ��	 ��� 1 �� �
�0�	� ��� �������

pi = (ui vi)
T 2

p̌i ∼ PP̌i. ����3�

��� �� ��!������ � 2 ⎛⎝ P1
T p14

P2
T p24

P3
T p34

⎞⎠ P̌i =

⎛⎝ wiui

wivi
wi

⎞⎠
- �����	 ��� ���
����� 
������ ��� �$	��� 2

ui =
P1

TPi + p14

P3
TPi + p34

��� �� ��!������ � P1
TPi − uiP3

TPi + p14 − uip34 = 0.

vi =
P2

TPi + p14

P3
TPi + p34

��� �� ��!������ � P2
TPi − viP3

TPi + p24 − vip34 = 0.

#� ��	 � &��	 ���� ����	��� �� ���� 4!�� � ������ �� ��� ���	� ���

���5� ����	��� �������
�� 1 ����	���	�� �� �� ��	
��� �� �
�0��	�� P ��	 �$	��

���� 6��
 �� &��
� �� &��	 
��
���	�
 �� �7�	��� ���� �� &�
�� ���!�	� 2 AX = 0

�8 X = (p11, ..., p34)
T 
��
���� ��� ��/�
�	� ���.���	� �� �� ��	
��� P� +� ���

	���� 9:, ��
���	�� � ��	��� ��� �� ���	�� �������� ��	 �	������ ���
 
�����
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�� �7�	���� +� ����	�� ��� �7�	��� AX = 0 �� ��� ��� ����
�� ��

�� &�
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�� $��� �� �������� �� �� A ��;� ��
 ��� ������ �� �� ��	
��� V2 ���� ������

�� V ��

������	�� ��� !����
� �������
�� ����� !��
 ����	�� ����<� ���
 ����
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�� �����	
� �� ���� 	� ��	���� �� ������� 	������ ��������� ������� �� ��������

����� ���� 	� ����� ������� ��� 	�������� ����
 ��� � ������� !���� ���"��� ���

�����		�� ��� 	� 	�#�� $%��&���� ����' �� $(���	�� ) *������� +,,-'�

��������� ��	 
���������
� �
� �����	�� .	 ��/���� ���� � &����	� ��

������� P ��������� ���	�&�� ����������� 	� ����	� ��/ ����� ���� �	�� ��

��� ������ 0��� �"���"�� ��� 	� ���		��� 1�� �� ���������� �2 �� ��������

�� ������ ����������� 3 	������� �� �����1����� ��/������ � ��/�	�
 �/�����

���� � ���� 4i 	� ������� &���������� ��� 	����&� ���� 	� ���� �̂i �����

��� 	� ����	� ������������ �� 	� ���� �i ���		���� �����#� ��� 	����&�� 5���

6 ���������� k �����#����� �� ������ 	� ������� P ������	� ��� ��		� ��� �������

	� ������� 3
k∑

i=1

d(�̂i,�i) ���+7


8��� �������� �� ������� � ��������� �� ������� &����������� �� ���"���

	������ ��		� ��� 	� 9:; ���� ��� ��<���� �� �	 ���� ���	���� ��� ����	� �������

������� � 	������� 8����� �� 	� ��	���� ������ ��� 	� 9:;� 	������������

� 	������ ������ �� ��<�� ���� ������ �������#� 	� 1�� �� ���������� �2

�� �������� 	� ��������

= ��������� 	� ����	� ����	�� �� ������ ���&�� 	�� ��������� �������� �����

������ ��� 	� ������ ������+
� 0���� ����	 ��� ������	� �� �������� 	�� ����������

�������� �		�� ��� � ������� ����� �2 ��������� 	�� ���������� �� 	� �������

�� ���1����� P ��� 9:; ���� ��������� 	����&��	��� ��� ���������� �� ����	� 	���

�� 	������������ � 	�������

��	� �����
������ >������� ��� ���� 	�� ����� 4i ����� �������� ��� �

����� �	�� :� ������� 	������ 6 �������� ��� 9:; ��� �	��� ��� ��	 ���������

!�	� ��&�2� ����	 ���� ��� ������	� ��������� 	�� ���������� �� ����	� ��� �����

��2&������� .	 ���� ��� ���	���� � �����	� �� ����� ���������� ��� 6 �

�?�� �	�� = ��������� �� ��		� ���� ��� ����@ ��<��	� 6 ���	���� ����������

�� 	�� ������� ���	���� �	������� ����� �	��� �� �� ���� �	�� �����#�� ���

�� ������ ��2&��������

������� ���� �� �
�� ����� ����	�

:���������� �� 	� ���� ���� ������ ������� 6 ��������� 	� ������� �� 	������

����� �� 	� ������ 6 ������ �� ����� �9 ��16 ����������� �� 	���� ���������

+9 ��� 	����&� �������� 9�� ����� �"���� �		� ��� ���	���� ���� ��	��	�� 	� #�����
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[
R T

]
 R �������	 ��

T ���	������	! " ������ 
� ��������	
�	��� 
� ���	�� �#$%#� &��� ��� ������� ���

�	�������	 
� �������� 
� �����'�����	 
� ��������� ��������	
�	��� 
� ���	��

%#$�#� (������� 
� �����'�����	 ��	����� " ������ �� 
����	�� �	��� ���)��������	


��	 ���	� �# 
�	� ������  �������	�� ��� �� ���	�  
� ����
�		��� p ��� ��

*���� +��! �� �� ���'�����	 
� ���	� �# , 
� ����
�		��� P̌ ����	������ 
�	�

����� �� ����  	��� ̂ 
� ����
�		��� PP̌! �- P �������	�� �� ������ 
�

���'�����	 
� �� �����  ���� 
� 
������ 
�	� �� ������	 +����!� P ��� �� ������ 
�

���'�����	 ��	��	�	� ��� ��������� �	���	������ 
� �� ����� K �� �� ���� R �� T

 ���� ���������	  +���!!� .���	� ��� �� ����� ��� 
�'" �����		�� / ��� ���������

�	���	������  K! ��	� ��		��� 01�	� " 
���������	 k �)��������	� 
� ���	��� �� ����


� �� ����� R �� T ��� ����� ��� �	���� �� ������� /

k∑
i=1

d(̂i,i).  +�%2!

������ +�� 3 4����� 
� �����'�����	 / 
����	�� �	��� ���)��������	 %#   
�

����
�		��� p! 
��	 ���	� �#  , 
� ����
�		��� P! �� �� ���'�����	 ̂ 
�	�

������ 
� ����
�		��� PP̌�
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��	��� �� �L �� ���� ��
���� ���
�� �� �R� ����� � ����
! ��� �� ������
��� ���

����"���� �#��
��"�	�� �	 ����	� ���������
�	� ���� �� ����
�� �� �����
�� $���

��� RL→R� �� �� %����	� �� ��������
�� $����� TL→R�� ��	� �%��� ���
�
 �� ����	���

�� �����!�����
�� �� �� ������ ��	��� %��� �� ������ ���
��� &�� ����"���� ������

���� ��'�
� �� ����� ����� �	� �
 ��	� ����
������ 	� �
�� �� �( ��� �����������

QL �� QR ������
%����� ���� �� ��"�� �� �� ������ ��	��� �� ���
�� ���� ���
���

�� �� �����!�����
�� �
�
�� ������ �� )

QR = RL→RQL +TL→R. $��*+�

��	� 	�
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���� �	��
 �� �,�� �	�
� -���
 ���
�� ������ .��� �# !�� ����

�� - �	� ������������ ������� ��	� �	����� �	� ��� ����"���� 
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��"�	�� ���

��	# ������� ���� ����	� $���/ ���
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�� �̂R ���� $KR
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RL→RKL

−1PLP̌+TL→R

)
� �%�� P̌

��� ����������� �	 �
�� � ���� �� ��"�� �����( PL �� ����
�� �� ������
�� ��

�� ������ ��	��� 
�������� ��� ����"���� 
���
��"�	�� KL �� �� ��� RL �� TL $� �

���	� �� ������������� �� �
��� *�0�� ����� ����
� ���� �� ����
�� ������*�
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�� ��� ����"���� 
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�� ���!
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�� ��" �	

�����
� �� �	�#�� �� $��� ��� �	�
�� %�&� ������ �� �� �����

'����(��()	��

�� $�� �� �� ����
���� �� �	������	
 ���
�������� 	� ����� ��� �� ������
�

���
�������� ��� �	���� ���
 �	������ �
 �	

�����
� ����� ��� �	

��� ���
����

*� �	$�#�� �� �	�� �	��� ���� +

( ,	�� x� ��� �	

��� ���
��� �� �-��#��� �
 ������ �����	�� �� �	-�

� x

�� �� ������ �� �	����
�� Σx�

( ,	�� y� ��� �	

��� �� �	��� �� �-��#��� �
 ������ �����	�� �� �	-�

� y

�� �� ������ �� �	����
�� Σy�

( ,	�� T �� �	
���	
 �	������
� �� �-��#�� �� �������
� �� ��
��	�� x �


y�

y = T (x)  .�%/"

0	

�����
� �� �����$���	
 ��� ����$��� ���
��� x� �� 
	�� ���� ������
� ��

�����$���	
 ��� ����$��� �� �	���� y� *�� ����$��� ���
��� �� �� �	��� �	
�

����	���� 1������

��� �� �!���� ���! �������� �� ����	��� �	� ��	��� �� �	(

$�#�� + ��� ����	��� �� ��������	
 �� ��� ����	��� �
��-������� ��
� �� ����#�

�������� �� �-��#�� ��� �	
����� �	��� �
� $	2�� 
	��� 3 ���� �� �������� �
(

���� �	

���� �� �����$���	
 �� �	��� ��� ������
��� 0� �	
� ��� ����	��� ����4

�������� ����
��
�� �� ����� �� ������ ��� �#� ������ �� ��� 
�������� ���5�����

�
 
	�$� ���	��
� �� ������ �	� 	$��
� �
 ������� 6�$�� �� �� ����� �	�

������ ����� ����
� ����
��������
� �� ����� �� �������
� �� T � *� ���!�#��

������� ����	�� �� �	�#�� �� �-��#�� �	

� �� ���
 ���� �	� �	���� �
��-�����(

��
� �� �����$���	
 ���
��� ��� �� �����$���	
 �� �	���� *�� ����	��� �� �����

������� 
� �	
� ��� �	����
� �#� �!����� �� ��� ���	!�����	
� �	
� �	���
�

�5�������� 0���
��
�� �
� �	�� �� �	���� �� �	������	
 ���$���� ����� �������
�

�� �	���� �#� �������
� ���
���������

��
� 
	�� ���� �� �	�#�� �� �-��#�� ��� �	

�� �	�� ��	
� �	
� ��	��� �������(

�� �
� ����	�� �
��-����� �	� ������ �� ����� �� ������� �	�� 
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�

�� ����
��� ��
� �� ��������� �� ����	�� �
��-����� ��� 
	�� ������	
� ��
�

�� ���	��� ������� ����� �
 ������������ 7��� �	
����� � ��
����� �� ����� 	��

�� �	�#�� �� �-��#�� �	� �5����� �� �	������	
�

*� �	������	
 ����� �� ����� 	�� ��� �
� ����	�� �������
� �� �	(

���� ��� ���� ��� ����$��� ���
��� ��� ��� ����$��� �� �	��� ��
� �� ��� 	8

�� �	�#�� �� �-��#�� T ��� �	

�� �9�� �� �����(�� ��� 
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��� ������ � � ��	
��� �� ���

�� ����	
������ �� ���	
� �� 	� �
���
 T �� ������� 
���� ���
�� �� �
��

������ �x� ��� ���	��� �

T (x) = T (x) + JT (x− x) +O(‖x− x‖2), ������

���� JT 	� ������� ���
���� �� T ��� ����
��  x ���	���  x� �� �
��� ���

�
�� ��� �

y = E(y)

= E(T (x))

≈ E(T (x) + JT (x− x))

≈ E(T (x)) + JT (E(x)− x)

≈ T (x) ������

��� E(x)− x = x− x = 0 �� E(T (x)) = T (x)�

�� �
������� Σy ��� �
�� ��� �

Σy = ΣT (x)

≈ΣT (x)+JT (x−x)/T (x)+JT (x−x)

≈ΣT (x)/T (x) + ΣT (x)/JT (x−x)

+ ΣJT (x−x)/T (x) + ΣJT (x−x)/JT (x−x)

≈JTΣx−xJT
T

≈JTΣxJT
T ����!�

"� ���� �

Σy ≈ JTΣ
xJT

T ������

����� �����	�� 
� ��� ��������

��� ��������� �
� ��� �
����� �
	�
���	�� ��� �
�����#$ �
��������  ������

�%� �����	� �� �
��� �� �
��&	�� '�� �
���
� ���������(��� �
� ���	�����

��� 	�� ���)
��� �� 	%���� �� 	%��� ��� ����
�)�� �%���	
�*� �� 	� ������ ��

��
�
����� +
�� 	�� ������
� ���,�����$ �	�� �� �����	� ������ -��� ��
����

��� 	� 	���� .�//0 !���1�

2
�� p 	� ��*�� ��� �
	�&��� ���	���� �� n+1 	� 
���� �� �
��� �� �
��&	��

�� i,�� �
	�&�� �%����� � Li(t) = B0(t)ci + B1(t)ci+1 + · · · + Bp(t)ci+p, ����

i ∈ [0, n− p] �� t ∈ [0, 1]� ��� Bi(t) �
���� �� ���� �� �
	�&��� �� ��*�� p�

'���� ���� �
�� ��������� �������� �
����
� � 	�� �
����� �
���� �� ���
����



��� �����	 	�
��	�����	 �� 
���
�����	 ���

�� ���	
 �� ��������	
 
��
 �	 �����	
 �� ��	
�	��
� �� ���� ������� �������

����� p− 1� �� ���� �� ����� ��� �������	
�
∑p

i=0 Bi(t) ��
 ����� � � ∀t ∈ [0, 1]�

��� ��	��
��	� ����

�	
 ����
��� ��� ����	���� Bi(t)� ��� p = 3 �	 �!
��	


��"� ������ �� !��� �� ����	���� �����	
� #

B0(t) =
1

6
(−t3 + 3t2 − 3t+ 1) B1(t) =

1
6
(3t3 − 6t2 + 4) $%��&'

B2(t) =
1

6
(−3t3 + 3t2 + 3t+ 1) B3(t) =

1
6
t3.

�� 
��� �� (�	�
��	 � �	� �	)��	�� ���
���� ���
����� ���� ��
 �����
� �� �	

�*����� �� %+����	� ,� �!
�	� �� �����
 
�	����� �*
��
 �� -.��+%������ ,//01�

2	 �*����� ��	
3�
���� ��
 ��	�� �����
� �� �� 4��� %�5�� 6� ��	���
� � ��������

�	� �
�
��	 �� &5 ����� $��	� �� ��	� ����
' � �	 ��� �� ����	���	 2×2 ���	�

����� �����"� �� 
����� 10 × 10� 7�� ���	� �� �� ����� ��	
 ���	
 � ��* 4*���

7� 4��� %�5! ��	
� �� ��(���
��	 �� �� ����� �� �� ���"�� �� ��(���
��	

��	
3�
����� 7��	���!�� ��� 	8��� ��	�
�
��	
 �� ����� ��
 �
����� ����� ���	
� ��

��	
��� �����
� �� �� 4��� %�5�� 7� ����	 ���	
�9
 ��
 ��(���� �	 �
�����	
 �	�

(�	�
��	 �� 
��� %+����	�� 7� 4��� %�5� ��	
� ��� �� ��(���
��	 �	��	��� ��


������ # ����� �� ����	 �: ��� ���	
� �� ��	
��� ��	
 �������� ��	�� ��� ��	 �����	���

���3� ��	
 ��(�����

����� ����	
�� ��
�� �� 	��� ����� �
��� ��� ��

7� (�	�
��	 ;�<+�� R
3 → R ��
 �	� (�	�
��	 ����� $-=�� �� ��� ,//�1' ��		��

��� 9
� �	� !�		� ����*���
��	 ��� �������� ��(���
��	� ��� ��	�����

���	���� �� ���!�� $>!�	��	� �	���>'�

��

� (�	�
��	 ��
 )�*�!�� ��	
���� �� l ��	
�� �� ck $ck ∈ R
3, k = 1, . . . , l'

��� �����	
 9
� ������ 	�����
� �: ��	� �������� �
 ��
 !���� �� ���������
��	

��� ������ ��!��� αk ��* l ��	
�� �� ck� ?��� ��
 ��	������	
 �����
�� ��

�	 ���
�� �� l + 4 �������	
� hT = ( wT aT ) ������� � ��
� ��� ������

��!��� α $��
����� ��	� �� ���
�' �
 �� �	 ����"
� �� ��������
��	 λ ∈ R
+� 6�

� � l �������	
� ��	� w �
 & �������	
� ��	� a� 7�� �������	
� ��	� w �����	


��
��(��� �� ��	��
��	 �����	
� P̌Tw = 0 �: �� kme ���	� �� P̌T ��
 ��		�� ��(
cTk 1

)
� ��� ���
� >��	��
��	� ��* !���> ����

�	
 ������� ��� ��� ����
��	�

����"��	
 ��� ������� ����	��� �	
���!��� ���* (���� <��
 #

�Tq = ((d(q, c1)) · · · (d(q, cl)) qT 1), $%��5'

�: d ��
 �� ���
�	�� ��������		� �� (�	�
��	 ;�< �� � �	 ���	
 q $� �������	
��'
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 �
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 $ �������� �%#�
 ��&��� �%�����'� �


���
 2 × 2 �%#�
 &��
 ���� 
� ����� ���� (	��� �)� ����������� �
 � &��
 ���

�
 ��� 
 ����!���"#
���� ����������� 
�����
 �*
� � �������� ������
� ��������

�� �	�
����� ����� �


�� �����
 ��� $

ω(q,h) = �Tqh =

(
l∑

k=1

wkd(q, ck)

)
+ aTq̌. ���+,�

-
 ���
 �
 �������� � #�
 ��.#
��
 ������
 &�)�
� -
� 
�� �#���� ��� #�
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��� �����	
����
�� ������� ���

��� ��� 	
 ������ ���� ������ ���� ���������� ������ ��� �!��� �� �� "#��� ��$

��� ������ ��� �� "#��� ��%� ��� &������ �� �� '��&���� ��� 	
 ���� ��� � ������

&���������� �� &���� �� ��� � &���� �� �� #������ �� "#��� ��$( !����� �� ��'��!�����

�� �� #����� ��� &� !��)�� �� ��'��!����� �*��+���,��� �� ��'��!����� #������ ���

�� '��&���� ��� 	
 ��� �������� ��� �� "#��� ��%�� -��� ��'��!� ������!(�� �� ��

��#��� ���������. &����/0/���� �� ��#��� !��� �� !���!��� ����� ,�� ��� ������#�

���&+��

��� '��&���� �� �*�� ���,�� !��&�. 0 ��1���&� #��(���. ��� �������

���� ������� �� ���'�&�� ������ ,�� ��� '������� �� �������. ��� ���!����.

��� ������ �������� �� ��� 	223. ������� 4 5�����!�� 	22�. 6�*/������� �� ��� 	223.

6�*/������� �� ��� 	22%. 7������ 4 ������ 	22%� �8 �� ��������� �� ��'��!����� ��/

�����),��!��� ����� ��� (��� �������� 9� ��� ����� �!���*� �� �!�#���� !���&���

���� �� ��&���#� ���!�#�� �� &����� �:�+���� 4 ;+��������� 	22	�� ��� '��&�����

���,�� !��&� ���� ��������� 0 ��� �������� ���� &� !�!����� �� ���!�)�� '���

���� �� &+������ < ���� !�������� �� (���� ��� &�!���� ��!��/��/7��� �� ��� �)!�

'��� ���� �� &+������ $ ���� �� ��� �)!� !��+��� ����������#� �� �� !����� ��

���'�������

���

������ ��% = - �!��� �� ��'��!����� ��� '��&���� �� �*�� ���,�� !��&� ��

��!������ 	
� >������� 	� 
���������� ����� ?

��� �����	
����
�� �������


��� &� !�!����. ��� !��+���� ����������#� �� �� !����� �� ���'������

���� ���������� @����� q = (u v d) �� ����� 2.5D �8 (u v) ���������� ���

&���������� �� ���,�� �� ����� �� d �� ���'������ �� Q = (X Y Z) �� �����

3D &������������� �� ���!�)�� !��+��� �������� ��)�� ���� ������&� 	�$
. &����/

0/���� ,�� �� A;
 >A��&���� �� ;����&���� �� �� 
���������? ����&�� 0 &+�,��

����� q �� &����&���� &������������. ������ ,��. �� ��� �)!� !��+��� ��)�� ����
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� �� �	�� 
���� ��
����� ���� �������� ��� ��� ���� ���	
�� ��� �� ��

���� �����	�����

����� ����	
������� �� ���	���� ���� ���	 ���	���� ��

�	 ��	������	���� ���� ����� q ���� �� ����� Q �	�� �����	
� ���������


���	���	�� ��� �	�	������ ������������ �� �	 
	���	 ��� ������ �	� �	 ���	����

����	��� �
���� �� ������ �	  !��� "#$ %

u = fc
du

X
Z
+ cu,

v = fc
dv

Y
Z
+ cv,

d = Z

√
f2
c+((u−cu)du)2+((v−cv)dv)2

fc
, �"�#$

�& (cu cv) ��� �� 
����� ������� �	�� �� ��	� ��	!�� fc ��� �	 ����	�
� ��
	�� ��

�	 
	���	 �� (du dv) �	 �	���� ���� ����� �����
�������� �	�� ��� ����
����� u� v

'���� ��	������	���� ��� �������� �� ��!��!�	�� �	 ���������� ������� �� �(��

�	 ��	������	���� ����� Q �� q ��� ������ �	� %

Z = d fc√
f2
c+((u−cu)du)2+((v−cv)dv)2

.

X = Z (u−cu)du
fc

.

Y = Z (v−cv)dv
fc

. �"�)$

������ "# * +�	������	���� ���� ����� ��� q ���� �� ����� �� Q
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����� ����	
������� ���� ��	 
������	 �� ��������� f �

F

�� ���	
��� � 	���	
��� � �� ���
������ � �� ���� � ��������� �� 	����

��� ���������� �
 ���������
 �������� ��� �� ���	
��� f : Ω→ R� Ω ⊂ R
3

��� ����	� � 	���� ����
 ��� q � �!���	 �� 	���	
��� 	����������
 
�

�� " f(q) = c �# Ω �
 �� ���� ���$� � R3 : Ω = [umin; umax]× [vmin; vmax]×
[dmin; dmax] 
 c �
 �� �	����� �
 �����
 �� 	���	
��� � �� ���
�������  !��

��
� ��%��� d+ c �
 �� &���� � �� ��������� ���'� 	���	
���� �� ��
��� ����

���� ���� �� �	
��� ��� �� 	����
� � �
�� �� ���	
��� ����&���
 �� ����

��
��� F ��� ��'� ��� �� ����
� � Q� (��� �&��� �����
�� ���� �� �	
���

)���� ��!�� *��
 �� 
���������
��� �
� �� ��* ���	� ��� 
 � � +� �
��

�����
 	

 
���������
���� �
��� �� ���	
��� f �� �� ���	
��� F �
 ����&���


������ c ��
 ,
� �$
�� � ���
�� � F (Q) ��� �� ����� 
���������
��� "

c = f(q) = F (Q)
fc√

f 2
c + ((u− cu)du)2 + ((v − cv)dv)2

. -)��./
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