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Résumé

Un modele d’Ising Curie-Weiss de criticalité auto-organisée. Dans leur célébre article
de 1987, les physiciens Per Bak, Chao Tang et Kurt Wiesenfeld ont montré que certains systémes
complexes, composés d’un nombre important d’éléments en interaction dynamique, évoluent vers
un état critique, sans intervention extérieure. Ce phénomene, appelé criticalité auto-organisée,
peut étre observé empiriquement ou simulé par ordinateur pour de nombreux modeles. Cependant
leur analyse mathématique est tres ardue. Méme des modeles dont la définition est apparemment
simple, comme les modeles décrivant la dynamique d’un tas de sable, ne sont pas bien compris
mathématiquement. Le but de cette these est la construction d’'un modele de criticalité auto-
organisée, qui est aussi simple que possible, et qui est accessible a une étude mathématique
rigoureuse. Pour cela, nous modifions le modeéle d’Ising Curie-Weiss généralisé en introduisant un
controle automatique du parametre de température. Pour une classe de distributions symétriques
satisfaisant une certaine condition d’intégrabilité, nous montrons que la somme S,, des variables
aléatoires du modeéle a le comportement typique du modele d’Ising Curie-Weiss généralisé
critique : les fluctuations sont d’ordre n3/* et la loi limite est C exp(—Az*) dz, ot C et A sont des
constantes strictement positives. Notre étude nous a menés a généraliser ce modele dans plusieurs
directions : cas de la dimension supérieure, fonctions d’interactions plus générales, extension a
des auto-interactions menant & des fluctuations d’ordre n%/¢. Nous étudions aussi des modeéles
dynamiques dont la distribution invariante est la loi de notre modele d’Ising Curie-Weiss de
criticalité auto-organisée.

Mots clés : Ising Curie-Weiss, criticalité auto-organisée, méthode de Laplace, grandes déviations,
transformée de Cramér, diffusion de Langevin.

Abstract

A Curie-Weiss model of self-organized criticality. In their famous 1987 article, Per Bak,
Chao Tang and Kurt Wiesenfeld showed that certain complex systems, composed of a large
number of dynamically interacting elements, are naturally attracted by critical points, without
any external intervention. This phenomenon, called self-organized criticality, can be observed
empirically or simulated on a computer in various models. However the mathematical analysis of
these models turns out to be extremely difficult. Even models whose definition seems simple, such
as the models describing the dynamics of a sandpile, are not well understood mathematically.
The goal of this thesis is to design a model exhibiting self-organized criticality, which is as
simple as possible, and which is amenable to a rigorous mathematical analysis. To this end,
we modify the generalized Ising Curie-Weiss model by implementing an automatic control of
the inverse temperature. For a class of symmetric distributions whose density satisfies some
integrability conditions, we prove that the sum S, of the random variables behaves as in the
typical critical generalized Ising Curie-Weiss model: the fluctuations are of order n3/* and the
limiting law is C exp(—Az*) dz where C' and \ are suitable positive constants. Our study led us
to generalize this model in several directions: the multidimensional case, more general interacting
functions, extension to self-interactions leading to fluctuations with order n°/6. We also study
dynamic models whose invariant distribution is the law of our Curie-Weiss model of self-organized
criticality.

Keywords: Ising Curie-Weiss, self-organized criticality, Laplace’s method, large deviations,
Cramér transform, Langevin diffusion.
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Certains systemes, composés d’un nombre important d’éléments en interaction dynamique,
évoluent vers un état critique, sans intervention extérieure et sans parametre de controle. L’ampli-
fication d’une petite fluctuation interne peut mener & un état critique et provoquer une réaction
en chaine menant a une catastrophe, c’est-a-dire & un changement de comportement du systéme.
Ce phénomene est appelé criticalité auto-organisée — Self-Organized Criticality (SOC) en anglais.
Cette notion a été introduite en 1987 dans le célebre article de Per Bak, Chao Tang et Kurt
Wiesenfeld [5].

Malgré le succes de la modélisation informatique de ces systémes, leur analyse mathématique
est tres ardue. C’est pourquoi nous allons construire et étudier un modele « simple » de type
champ moyen et présentant un tel comportement. Nous espérons ainsi améliorer la compréhension
mathématique de la criticalité auto-organisée.
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1 La criticalité auto-organisée

Commencons par expliquer plus précisément la notion de criticalité auto-organisée.

a) Auto-organisation

Le terme d’auto-organisation désigne la capacité des éléments d’un systéeme & produire et
maintenir une structure a 1’échelle du systeme sans que cette structure apparaisse au niveau
de ses composantes et sans qu’elle résulte de l'intervention d’un agent extérieur, et ce méme
si le systeme est ouvert sur son environnement. C’est un processus d’organisation dans lequel
Porganisation émergente ne provient que de l'interaction de ses éléments.

Ce type de phénomenes s’observe aussi bien dans les sociétés animales (organisation de fourmiliere,
de vols d’oiseaux) que dans les systémes géographiques (les réseaux urbains) ou dans les sociétés
humaines (applaudissement, panique collective, intention de vote). Par exemple, dans le cas d’un
mouvement de panique dans un groupe de personnes, ’auto-organisation n’est pas le fruit d’'une
intention prédéterminée, il n’y a pas de leader. Chaque personne, prise a part, semble agir de
fagon désorganisée, mais en fonction des autres. Sans le savoir, et par imitation, ces personnes
(en interaction) vont créer une forme particuliére d’organisation.

Une caractéristique essentielle des systémes auto-organisés est ’émergence et le maintien d’un
ordre global sans qu’il y ait un chef d’orchestre. Cette auto-organisation signifie que ’on ne peut
pas observer les mémes propriétés aux niveaux microscopiques et macroscopiques : d’un désordre
local nait un ordre global.

b) Criticalité

La criticalité caractérise les systémes qui changent de phase, par exemple le passage de I’eau
liquide a la glace ou a la vapeur, de la panique individuelle a la panique collective, de la mémoire
du champ magnétique a I’'absence de mémoire pour un aimant. Un tel systeme devient critique
quand tous ses éléments s’influencent mutuellement.

Des transitions de phases et des états critiques interviennent notamment en mécanique statistique,
dont I'un des objectifs fondamentaux est de comprendre le comportement collectif de particules
régies par des regles simples et microscopiques. Généralement, les particules sont gouvernées
par deux effets antagonistes : I’entropie et ’énergie. Les modeéles intéressants présentent un
phénomeéne de transition de phase : il existe un point critique (ou plusieurs) ou une courbe
critique dans 'espace des parameétres qui sépare une région ou les effets de ’énergie dominent
d’une région ou les effets de ’entropie dominent. Le systeme devient critique quand ces deux
effets se compensent, sont en concurrence.

c) Criticalité auto-organisée : exemple du tas de sable

Jusqu’au début des années 80, le monde scientifique considérait que les phénomenes dits critiques
étaient des phénomenes qui apparaissaient dans des circonstances exceptionnelles controlées par
un parametre extérieur. Par exemple, les phénomeénes critiques autour des transitions de phase
de 'eau ne sont observables que si la température est proche de la température critique : pour
faire bouillir de I’eau, il faut la porter exactement a 100 degrés. En 1987, les physiciens Per
Bak, Chao Tang et Kurt Wiesenfeld ont mis en évidence dans [5] des phénomeénes qui posseédent
spontanément certaines caractéristiques des phénomenes critiques sans qu’apparemment il y
ait besoin d’ajuster les conditions extérieures. C’est pour cette raison qu’ils ont été appelés
phénomenes de criticalité auto-organisée.

Typiquement un systéme présentant le phénomene de criticalité auto-organisée est un systéme
admettant un ou plusieurs états critiques qui sont atteints suite aux interactions dynamiques
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entre ses composantes et non a une perturbation extérieure. Lorsque cet état critique est atteint,
le systéme peut bifurquer, c’est-a-dire qu’il change brutalement de comportement pour passer
d’un attracteur a un autre.

L’archétype de la criticalité auto-organisée est le modele du tas de sable, qui est 'exemple traité
dans Particle [5]. Il sert de modele évolutif pour toute une classe de phénomenes dits auto-
organisés comme, par exemple, les mécanismes qui organisent I'apparition des tremblements de
terre pris dans leur globalité ou I’évolution phylogénique des especes vivantes, les embouteillages
ou encore le rythme et la taille des avalanches de pierres (ou de neige) sur une montagne. Le
tas de sable s’auto-organise sans aucune intervention extérieure. Per Bak démontra que tout
systéme auto-organisé a une dynamique qui ’améne inévitablement vers un état de crise appelé
état critique. Cet état critique est annonciateur d’une catastrophe majeure. Le milieu s’auto-
organise suite a un grand nombre d’événements d’importance mineure, et tout se passe comme
s’il préparait le terrain pour l'arrivée d’une catastrophe qui se déclenchera lorsque 1’état critique
est atteint. Par exemple, pour I’évolution phylogénique des especes vivantes, les catastrophes
produites a ’état critique correspondent aux extinctions massives des espéces vivantes qui, a
plusieurs reprises dans I’histoire de 1’évolution biologique, ont remodelé fondamentalement I’arbre
phylogénique de I’évolution des especes vivantes. La criticalité auto-organisée est une méthode
utilisée par la nature pour effectuer des transformations énormes sur des échelles de temps tres
courtes.

L’exemple de base considéré dans l'article [5], est
{L—j::?\? celui d’un flux de sable qui s’écoule ainsi que le
g tas de sable qu’il engendre. Grain par grain, le
sable s’écoule et le tas commence a se former, il
devient de plus en plus pentu et apparaissent de
s petits glissements de sable, des avalanches, qui
atteignent le bas du tas et qui élargissent son rayon
de base. Le tas durant cette phase est appelé le
générateur. Des que les avalanches n’atteignent
plus le sol, une nouvelle phase commence : la
régénération du tas. Observée de pres, la pente
n’est pas lisse du tout, elle comporte des creux et
des bosses. Les grains qui roulent (aléatoirement)
depuis le sommet du tas, viennent combler ces
irrégularités. Il arrive un moment ou la pente
devient lisse, plus aucun creux n’est disponible :
. I’état critique est atteint. Ajoutons un grain : il ne
TR e peut se placer puisque toutes les places sont prises.
Il va alors dévaler la pente en emportant d’autres grains : c’est I'affaissement du tas qui abaisse
la hauteur du tas. La pente redevient irréguliere, un nouveau cycle commence pour régénérer la
pente et revenir a un état critique. L’auto-organisation du tas de sable se caractérise ainsi par le
processus complexe des avalanches et régénération dans lequel le monde "structuré" et le monde
"aléatoire" se cotoient de maniere complexe. Le tas évolue de maniére autonome et organisée, en
passant par des états critiques suivis par des catastrophes (les avalanches) qui lui permettront de
repartir sur une nouvelle base affaissée, afin de faire progresser la hauteur du sommet et revenir
a un état critique ou la pente du tas est réguliere.

Cet exemple met en évidence un autre aspect des phénomenes de criticalité auto-organisée :
une petite perturbation interne n’implique pas forcément de petits effets. Dans un systéme non
linéaire, une petite cause peut en effet avoir une grande portée : c’est 'effet papillon (ou effet
domino). Ici les catastrophes (= avalanches) présentent différentes amplitudes qui sont toutes
générées par une méme petite perturbation initiale (= un grain de sable supplémentaire). La
durée entre deux avalanches successives varie également énormément. C’est pourquoi, selon
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Per Bak, ces phénomenes possedent une double signature fractale, temporelle et spatiale.

d) Difficultés mathématiques : problématique de thése

Ce type de phénomenes peut étre observé empiriquement et a 'aide de simulations informa-
tiques, qui montrent le succes des modeles considérés. Cependant leur analyse mathématique
est extrémement ardue. Méme ’exemple du tas de sable, dont la définition (et la modélisation
informatique) est simple, n’est pas bien compris mathématiquement. De nombreuses questions
sont sans réponse : quelle est la durée moyenne entre deux avalanches ? Quelle est 'amplitude
moyenne d’une avalanche ?

Les probabilistes s’intéressent de plus en plus a ces questions. Notamment des modeles pour les
feux de forét ont été construits a partir de processus de percolation [48]. Egalement des modeéles
simples d’évolution conduisent a des situations critiques [20]. Voici une sélection de travaux
récents sur la criticalité auto-organisée : [2,4,16,19,23,29,47,60].

Les modeles présentant de la criticalité auto-organisée et qui sont les plus simples, sont obtenus
en transformant des transitions critiques standards en des états auto-organisés (comme il est
suggéré dans la section 15.4.2 de [58]). L’idée est de partir d’'un modele présentant une transition
de phase (comme le modele d’Ising Curie-Weiss) et de transformer le parametre de controle en
une fonction des variables du modele convergeant vers le point critique.

2 Le modele d’Ising Curie-Weiss

Dans ce paragraphe, nous présentons quelques résultats sur le modele d’Ising Curie-Weiss, la
version champ moyen du modele d’Ising. Il ne s’agit pas d’un modéle d’auto-organisation mais il
est bien connu pour présenter un état critique.

a) Un modéle expliquant le ferromagnétisme

Certains matériaux, quand ils sont plongés dans un champ magnétique extérieur, s’aimantent
tres fortement. Les aimants gardent la mémoire du champ magnétique apres qu’il a disparu. On
appelle ce phénomene le ferromagnétisme. Plus précisément, il existe une température critique 7,
appelée température de Curie, telle que quand T' > T, il n’y a pas d’aimantation spontanée, pas
de mémoire, et quand T' < T, il y a aimantation spontanée, mémoire du champ.

A D’échelle microscopique un aimant est constitué d’atomes et chaque atome est modélisé par
un petit dipole magnétique. Les petits dipdles s’orientent dans le sens du champ magnétique
extérieur. De plus chaque petit dipdle crée un petit champ magnétique qui influe sur les dipoles
voisins. Mais l'excitation thermique crée du désordre et tend a aligner les dipdles dans des
directions aléatoires.

Le modele d’Ising est un modele qui fut suggéré a Ernest Ising en 1920 par son directeur de these,
Wilhelm Lenz. 11 a été congu pour expliquer des phénomeénes dans lesquels des effets collectifs sont
produits par des interactions locales entre particules a deux états, comme le ferromagnétisme.
Cela conduit & introduire une loi de probabilité sur le réseau discret Z¢, d > 1, dont chaque site
est occupé par un atome ou un petit dipdle magnétique qui peut étre orienté vers le haut (+1)
ou vers le bas (—1).

Plus précisément, donnons-nous une partie finie A de Z? (par exemple un cube). Une configuration
générique dans A est une application o : A — {—1,1} qui & un site z € A associe le sens du
spin de I'atome en z. Ensuite, pour un champ magnétique extérieur h € R, nous construisons
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une énergie (ou Hamiltonien) H = H 45 défini par

Vo € {1,114 H(a):—% S o(oly) —hY o).
lz—yl=1

Le modele d’Ising consiste a se donner une température 7" > 0 et la mesure de probabilité p4 75,
définie sur {—1,1}4 par

-1

Vo e {-1,1}*  parn(o) =e HO/T S e HOT
se{-1,1}A

La mesure de probabilité p 47 est appelée mesure de Gibbs associé a H 4 j, dans le volume A,
a la température T' > 0. Elle favorise les états d’énergie minimale, & savoir 4+1 partout et —1
partout si h =0, et +1 partout si h > 0.

Ising a étudié ce modele en dimension 1 dans sa thése de 1924 mais, quand la dimension
augmente, le probléeme devient plus complexe puisque la loi de probabilité possede notamment
une corrélation spatiale. Une fagon d’obtenir un modele plus simple est de considérer la version
champ moyen du modele d’Ising, appelé modele d’Ising Curie-Weiss en hommage aux travaux
sur le ferromagnétisme des physiciens frangais Pierre Curie et Pierre Weiss. Cela consiste a faire
I’hypotheése que tous les spins interagissent entre eux de la méme fagon ou plus précisément que
chaque spin recoit une interaction qui est la moyenne des interactions de tous les spins. Ainsi la
géométrie du réseau n’intervient plus et nous pouvons numéroter les spins de 1 a n = card(A).
L’Hamiltonien considéré H,, = H, j, est alors défini par

1 n
Vw e {-1,1}" Hy(w) = ~3 Z wiw;j — hzwi-
1<i,j<n i=1
Pour tout w € {—1,1}", posons S, (w) = w1 + - - - + wy,. Nous avons alors

_Shw)

Vo {-11}"  Hyw) = -1

— hSp(w).

Le modele d’'Ising Curie-Weiss accocié a la température inverse 5 = 1/T est la donnée de
fn = Wn.B,h, la mesure de Gibbs associée a H,,, définie par

Yw e {-1,1}" pn(w) = ! e PHn(w)

avec

Zi= 5 P,

ze{-1,1}"

Dans le cas ou 5, est une somme de n variables aléatoires indépendantes prenant les valeurs
+1 et —1 avec méme probabilité, la théorie des probabilités montre que (S,/n)p>1 converge en
probabilité vers 0 (loi des grands nombres) et (.S, /v/n),>1 converge en loi vers la loi normale
centrée réduite (théoréme central limite). Et dans le cadre du modele d’Ising Curie-Weiss 7 Ce
probléme a intéressé de nombreux physiciens (notamment Kédi Husimi et Harold N.V. Temperley)
et mathématiciens (notamment Mark Kac, Colin J. Thomson et Richard S. Ellis).

Notons -2 la convergence en loi. Donnons maintenant des résultats issus du livre de Richard S.
Ellis [25] :
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(i) Dans le cas ou § > 1 (c’est-a-dire T' < 1) :
* Soit h = 0 et alors il existe m(3) €10, 1] tel que, sous fi,

S, « 1
0 i 30 Om@)-

Il s’agit d’une loi des grands nombres d’un nouveau type ou la limite est aléatoire. Physiquement,
cela se traduit par le fait qu’en I’absence de champ magnétique extérieur et en basse température
T < 1, il y a asymptotiquement, avec une probabilité 1/2, une majorité de spins orientés +1 avec
une proportion (1 4+ m(53))/2, ou bien avec probabilité 1/2, une majorité de spins orientés —1
avec une proportion (1 +m(3))/2.

* Soit h > 0 et alors il existe m(3, h) €]0,1] tel que, sous p,
Sn <z 5
T no e Jm(Bih):
De plus m(3, k) tend vers m(3) > 0 quand h tend vers 0. Donc, s’il y a un champ magnétique
extérieur positif, alors asymptotiquement il y a une majorité de spins orientés +1 avec une
proportion (14 m(53,h))/2 qui reste strictement plus grande que 1/2 quand le champ magnétique
extérieur disparait (h tend vers 01). Ainsi, quand la température est plus petite que la température
critique T, = 1, il y a magnétisation spontanée, mémoire du champ magnétique.

(ii) Dans le cas ou 8 €]0,1] (c’est-a-dire T > 1) :

* Soit h = 0 et alors, sous n,

Sn <z
L5,
n n—+oco

Nous retrouvons une loi des grands nombres identique & celle du cas des variables indépendantes
et de méme loi (d_1 + d1)/2 (qui correspond d’ailleurs au cas limite 5 = 0 du modele d’Ising
Curie-Weiss). Physiquement, cela se traduit par le fait qu’en I'absence de champ magnétique
extérieur et quand la température est plus élevée que T, = 1, il y a asymptotiquement autant de
spins orientés +1 que de spins orientés —1.

* Soit h > 0 et alors il existe m(3, h) €]0,1] tel que, sous pu,
Sn < S
? njoo m(B,h):

De plus m(f3, h) tend vers 0 quand h tend vers 0. Donc, s’il y a un champ magnétique extérieur
positif, alors asymptotiquement il y a une majorité de spins orientés +1 avec une proportion
(1+m(B,h))/2 qui tend vers 1/2 quand le champ magnétique extérieur disparait (h tend vers 0).
Ainsi, quand la température est plus grande que la température critique 7. = 1, il n’y a pas de
magnétisation spontanée, pas de mémoire du champ magnétique.

Dans le cas ou 8 €10, 1] et h = 0, une question naturelle est alors celle de la vitesse de convergence
de S, /n vers 0. Nous avons le résultat de fluctuations suivant :

* Si B €]0,1] et h =0 alors, sous fi,,

Sn & 1
N (0rDs)

*Si 8 =1et h =0 alors, sous p,

Sh & 4\ /4 1\ ! xt
Tz (3) : (4) =P <‘12> 5
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ou I' désigne la fonction Gamma, définie par
+o0
Vx>0 I'(z) = / y* e Vdy.
0

Ainsi, quand 8 < B, = 1, nous obtenons une théoréme de fluctuations analogue au théoréme
central limite, bien que la variance de la gaussienne limite soit différente de 1 (mais elle est égale
a (1 —p)~! et tend vers 1 quand 3 tend vers 0). Par contre, quand 8 = 3. = 1, les fluctuations
sont d’ordre n3/4 et la loi limite est atypique. C’est un argument supplémentaire pour qualifier
I’état 5 = 1 de critique.

Dans le paragraphe suivant, nous allons voir une extension de ces résultats pour des mesures de
probabilité plus générales.

b) Le modele d’Ising Curie-Weiss généralisé

Nous nous référons a l'article [26] de Richard S. Ellis et Charles M. Newman (1978) et a
l'article [24] de Richard S. Ellis et T. Eisele (1988) pour les résultats suivants :

Soit p une mesure de probabilité non-dégénérée sur R (c’est-a-dire qui n’est pas une masse de
Dirac) vérifiant

YVt >0 / exp(tz?) dp(z) < co.
R
Le modele d’Ising Curie-Weiss généralisé associé a p et a la température inverse S > 0 est défini

par un tableau triangulaire de variables aléatoires réelles (X¥);<j<, tel que pour tout n > 1,
(X} ..., X") a pour loi

2 n
d'unvpyﬁ(xl’ e ,LEn) = 7 l(ﬁ) €xXp <§ (:UI ki n +xn) > Hdp('rl)v
" i=1

oil Z,(f3) est la constante de normalisation. Pour tout n > 1, nous posons S, = X} 4+ --- + X7,

Physiquement, cela signifie que, pour tout k& € {1,...,n}, X* est égale a I'intensité algébrique
du champ magnétique de atome situé au site k (qui appartient au support de p). Notons que,
quand p = (0_1 4 01)/2, il s’agit du modele d’Ising Curie-Weiss classique que nous avons vu dans
le paragraphe précédent.

Théoréme 1.1. Soit p une mesure de probabilité symétrique sur R de variance 0% > 0 et telle que

3
Vt>0 / elr? dp(z) < o0 et L <1n/ el d,o(:c)) <0.
R ot? R

(a) 1l existe une fonction m qui est nulle sur]0,1/0?], analytique réelle, strictement positive sur
11/02, 400 et telle que

%(57m(6) +6m(ﬁ)) st B> 1/0’2 .

n n—oo

Sy 2 {50 si B<1/0%,

La fonction m n’est pas la restriction d’une fonction analytique réelle au voisinage de 1/0? et le
point 1/0? est appelée la valeur critique du modele d’Ising Curie- Weiss généralisé.

(b) De plus, si 8 < 1/c?, alors, sous jin g,
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Et, si 8 =1/0?, alors il existe k € N\{0,1} et A > 0 tels que, sous pinp g,

Sh, % c A g2k d
P12k e RN P T 3k g ) ¢

en notant Cy x la constante de normalisation.

Nous donnons une démonstration de ce théoréeme dans le paragraphe A de ’annexe. Notons que,
pour avoir le point (b) pour un S donné, il suffit en fait que p soit symétrique, non-dégénérée et
vérifie

2

%.

Notons aussi que la constante A dans la derniére convergence en loi est égale & —A(R)(0).
Dans [26], I'entier k est appelé le type de p et X sa force. Si, pour tout j € N, p; et m; désignent
les moments respectifs de p et de la Gaussienne centrée réduite, alors (k, \) est caractérisé par

/ P2 dp(x) < 400 et vVt #0 A(t) = ln/ e dp(x) <
R R

k:inf{jZQ:m2j>,u2j/02j} et )\:mgk—,ugk/0'2k.

Dans [24], Richard S. Ellis et Theodor Eisele étudient aussi le cas plus géneral de la loi

Qi1+ 0) = ——— exp (nﬁg<$1+m+x")) - dp(z;)

sy 17 R = - ) i

n,0,8,9 n Zn ( ,8) n +1 ¢

ou g est une fonction paire, analytique réelle, strictement croissante sur [0, +oc[, nulle en 0 et
dominée par une fonction convexe h vérifiant

Va € R / M@ dp(x) < oo.
R

Dans ce cas, il existe $1 > 0, P un ensemble au plus dénombrable de valeurs critiques strictement
supérieures & 1 et une fonction 8 —— m(f) qui est nulle sur |0, 81| et analytique réelle sur
chaque intervalle ouvert de |0, 00[\P (mais elle n’est pas la restriction d’une fonction analytique
au voisinage de f; et des points de P) de sorte que, sous i, 8.g

5(0_im(g) + Om(p)) si B €]B1,00[\P.

n n—oo

& <z { 50 SiﬁE]O,ﬁl[,

3 Un modele d’Ising Curie-Weiss de criticalité auto-organisée

a) Vers un modeéle champ moyen de criticalité auto-organisée

Nous allons maintenant nous inspirer du modele d’Ising Curie-Weiss généralisé pour construire
et étudier un modele « simple » de variables aléatoires en interaction qui présente un phénomene
de criticalité auto-organisée.

Comme nous 'avons vu dans le paragraphe 2, le modele d’Ising Curie-Weiss généralisé critique
est le modele ou (X},...,X") a pour loi

1 (14 +2,)2\ 1
oo (52 T

Nous allons modifier cette mesure de probabilité afin d’obtenir un modele qui présenterait un
phénomene de criticalité auto-organisée. Nous cherchons pour cela un controle automatique de 5
qui deviendrait une fonction des variables aléatoires du modele, de sorte que, quand n tend
vers +00, 8 converge vers la valeur critique du modele. Partons du constat suivant : donnons-nous
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(Y,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi p. La loi forte des grands
nombres implique que :
YP 4+ + Y2
L T Tn s 62 pas.
n n—00

Cela nous fournit un estimateur de 1/02 et nous pouvons montrer qu’une convergence similaire !

a lieu dans le modele d’Ising Curie-Weiss généralisé. Nous sommes donc naturellement tentés de
« remplacer B par n (z? +---+22)7! » dans la loi

1 (14 +2,)%\ T
il dol(z:).
Z, P < 2no? 1;11 plzi)
Ainsi le modele que nous considérons par la suite est donné par la loi
1 (x4 4 2)%\ T
—e - dp(z;).
Zn Xp<2 a3+t ad Ep( 2

Ces considérations suggerent que ce modele devrait évoluer spontanément vers un état critique
(au sens que les fluctuations de S,, sont d’ordre n3/ 4). Nous allons prouver rigoureusement que
notre modele présente en effet un phénomene de criticalité auto-organisée.

b) Définition du modéle

— Le modeéle. \

Soit p une mesure de probabilité sur R qui n’est pas la masse de Dirac en 0. Nous
considérons (X%);<x<, un tableau triangulaire infini de variables aléatoires réelles tel
que, pour tout n > 1, (X}, ..., X) a pour loi fi,, ou

1 (1($1+---+xn)2>

2 224422

]l{x%+-~~+:c%>0} H dp(:lj»,

G o T e 7 exp
n i=1

avec

1(z1+ -+ zn)? §
In = /nexp <( 1 ) )]l{z%+---+x%>0} [ L de(z).

24 ... 2
2 zi 4t Py

Posons S, = X} + -+ X" et Ty, = (X1)2 + - + (XP)2

L’indicatrice dans la densité de la mesure fi, , est nécessaire afin d’écarter tout probleme de
définition quand la loi p charge le point 0 car sinon 1'événement {z € R : 2% +--- + 22 =0}
peut arriver avec probabilité strictement positive.

Remarquons que, contrairement au modele d’Ising Curie-Weiss généralisé, ce modele est défini
pour toute mesure de probabilité. En effet, par convexité de x — 22, nous avons

V(z1,...,2,) € R? (Z:}:Z> = n? (Zi;) Sanf
i=1 1=1

i=1

Ainsi1 < 7, < e"? < 400 pour tout n > 1.

1. Dans le paragraphe A.2) de 'annexe, nous montrons que (sous les hypothéses du théoréme I.1 avec 8 = 1/0?),

SOUS fin,p,8, ((X3)? 4+ + (X})?) /n converge en probabilité vers o°.
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Notons que le cas de la loi de Bernoulli est spécial puisque, si X est une variable aléatoire de loi
p = (6_c+ d.)/2 pour un certain ¢ > 0, alors X? = ¢? = 0% et donc

1 1(z1+ - +a,)’ - 1 (@14 +20)*\ T-
goow (3o tsapony [ aote = oo (520 ) Tt

Nous retombons alors sur le modele d’Ising Curie-Weiss classique.

c¢) Théorémes limites principaux

La loi des grands nombres assure que, sous p®™, S, /n converge en probabilité vers 0. Nous avons
vu dans le paragraphe 2 que, sous 5 3 (la loi du modele d’Ising Curie-Weiss généralisé), S, /n
converge aussi en probabilité vers 0 dés que 3 < 1/02. Nous présentons ici un théoréme qui
assure que, sous certaines hypotheses, sous fin ,, Sp/n converge en probabilité vers 0 également :

,—[Théoréme I.2 (Loi des grands nombres).} \

Soit p une mesure de probabilité symétrique sur R, de variance o2 > 0 et telle que
Jug >0 / e’ dp(z) < 4o0.
R

Alors, Sous fin, 5, (Sn/n, Ty /n) converge en probabilité vers (0, 02).

\ J

2
25>:0.

La preuve de ce théoréme est donnée au paragraphe 14.b). La convergence en probabilité de S,,/n
vers 0, sous fi, ,, nous amene a nous interroger sur la vitesse de convergence. Les heuristiques du
paragraphe 3.a) et les résultats sur le modele d’'Ising Curie-Weiss généralisé critique nous suggerent
que les fluctuations de Sy, sous fiy, ,, sont d’ordre n/* et que la loi limite est C' exp(—a?/12) dz,
ou C désigne la constante de normalisation.

La convergence en probabilité du théoreme signifie que

2
+ &—02
n

- S
Ve >0 lim i, , (‘n
n—00 n

Le théoreme de fluctuations suivant est notre résultat central. Il établit que, sous certaines
conditions sur la loi p, la somme S,, des variables aléatoires de notre modele se comporte
asymptotiquement comme dans le modele d’Ising Curie-Weiss généralisé critique. Comme notre
modele n’a pas de parametre extérieur, cela indique un phénomene de criticalité auto-organisée.

,—[Théoréme I.3 (Fluctuations) } \

Soit p une mesure de probabilité symétrique sur R qui n’est pas la masse de Dirac en 0
et telle que

Jup >0 / g0’ dp(z) < +o0.
R

Notons o2 la variance de p et j4 son moment d’ordre 4. Alors, sous .

1/4 1/4 =i 4
o Sno 2z, (4 ! 5
2,3/ v (3) I‘(4 exp | =35 ds.
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Le résultat du théoreme 1.3 présente un comportement universel inattendu : pour toute mesure
de probabilité symétrique p sur R qui n’est pas la masse de Dirac en 0, les fluctuations de S,
sont d’ordre n3/%. Cela contraste avec la situation du modele d’Ising Curie-Weiss généralisé
critique pour lequel les fluctuations sont d’ordre n*~1/2% ot k dépend de la mesure p. De plus,
soulignons que nos hypotheses sur p sont plus faibles que celles de [26]. Par exemple, notre
résultat s’applique a toutes les mesures gaussiennes centrées sur R.

Nous avons utilisé I’algorithme de Metropolis-within-Gibbs (cf. paragraphe 34) pour simuler ce
modele et illustrer le théoréme de fluctuations. Nous avons obtenu :

EN ROUGE, L’'HISTOGRAMME RENORMALISE DE 4.91 x 102 SIMULATIONS DE Sn/n3/4, POUR
n = 10000 ET p = N(0,1). EN BLEUE, LA COURBE DE LA FONCTION

AR o
= (3) T Q) ()

La démonstration des théoremes 1.2 et 1.3 est donnée en plusieurs étapes :

(i) Le cas ou p est Gaussienne fait 'objet du chapitre II : nous obtenons la loi des grands nombres
et les fluctuations associées a notre modele a l’aide de calculs explicites.

(ii) Dans le chapitre IV, nous étudions I la transformée de Cramér de (Z, Z2), quand Z est une
variable aléatoire de loi p, définie par

V(z,y) € R? I(z,y) = sup { U+ Yyv — 1n/ euatve? dp(z) } .
(u,v)ER? R

L’un des ingrédients essentiels pour montrer nos théorémes est 'inégalité suivante (établie au
paragraphe 11) : si p est symétrique et s'il existe vy > 0 telle que E(exp(voZ?)) < +o0, alors

2
V(a:,y) € R2 I(l’,y) > @ (I)

et ’égalité a lieu si et seulement si (z, ) = (0, 02). Nous donnons la démonstration du théoréme 1.2
au paragraphe 14.b) et la démonstration du théoréme 1.3, dans le cas ol p admet une densité
paire vérifiant certaines conditions d’intégrabilité, au paragraphe 15.
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(iii) Dans le chapitre VI nous établissons des résultats généraux, du type théoréme central limite,
a partir d’approximations de Laplace. Ils nous permettent de montrer (au paragraphe 18.a)) le
théoreme 1.3 dans le cas ou p vérifie la condition de Cramér

Va > 0 sup < 1.

l[(s,)[[ 2

/]Reisz-{-it‘z2 dp(Z)

Nous montrons au paragraphe 18.c) que, si p posséde une composante absolument continue par
rapport a la mesure de Lebesgue sur R, alors elle vérifie la condition de Cramér.

(iv) Dans le chapitre VII, nous montrons, a I'aide de la transformation de Hubbard-Stratonovich
et d’'une décomposition des variables aléatoires symétriques, que

So 2 (4t 1\ s 4
ISYIW s (w) v eXp(_12a4s)dS'

Nous avons regu 'aide précieuse de S. R. Srinivasa Varadhan pour prouver cette convergence en
loi. Notons que le cas général du théoreme 1.3 est une conséquence directe de cette convergence,
du théoréme 1.2 et du lemme de Slutsky. Contrairement aux approches des étapes (b) et (c),
cette derniére méthode utilise des astuces qui sont spécifiques a notre modele et a la symétrie de
la loi considérée. Elle n’a donc pas vocation a se généraliser a d’autres modeles, comme celui que
nous étudions au chapitre X.

Enfin nous avons également étudié la convergence de la suite des mesures empiriques

1

M, =~
n

quand (X%)1<k<y, est tel que, pour tout n > 1, (X},..., X") a pour loi fi,,. Notons M;i(R),
I’ensemble des mesures de probabilité sur R. Nous avons obtenu le théoreme de convergence
suivant :

r—[Théoréme I.4.} \

Soit p une mesure de probabilité sur R symétrique telle que p({0}) < 1/ /e. Alors,
SOus [in, p, la suite des mesures empiriques (M, ),>1 converge en probabilité dans M; (R)
vers p, c’est-a-dire, pour toute fonction f : R — R continue bornée,

25)20.

La preuve de ce théoréme est donnée au chapitre VIII. Elle repose sur l'inégalité entropique

suivante :
< /]R zdu(2)>2

2 /R 22 du(z)

valable des que p et p sont deux mesures de probabilité distinctes sur R, qui ne sont pas la masse
de Dirac en 0 et telles que p est symétrique et p admet un moment d’ordre 1. Il s’agit d’une
conséquence de l'inégalité (Z) ci-dessus et sa démonstration fait I’objet du paragraphe 20.

n—-+4o0o

Ve>0 lim  fin , <

1 n
=Y F(Xh) = [ F(2)dp(2)
PMCORY RELE

H(ulp) >

)
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Une autre conséquence de 'inégalité (Z) est I'inégalité de concentration suivante : si n > 1 et
si Xq,...,X, sont n variables aléatoires réelles symétriques, indépendantes et identiquement
distribuées, alors

X1+ + X, X2+ + X2 ) ( n:c2>
<exp| — .
n n

V>0 VYy>0 P(zx,”gy N

Dans le paragraphe 12, nous montrons cette inégalité et nous discutons de ses liens avec 'inégalité
de Hoeffding.

d) Un modéele alternatif
Nous proposons aussi le modele alternatif suivant :

Soit p une mesure de probabilité sur R. Nous considérons (X*);<x<, un tableau triangulaire
infini de variables aléatoires réelles tel que, pour tout n > 1, (X!, ..., X") a pour loi ﬁ; p ou

1 1 (z1+--- 4 2,)

n
dpy, = — - dp(z;
:un,p('rla s Tn) Zx exp <2m%+---+x%+l> ll;[ p(wi),

avec

(o4 +2)?\ 1o
Z*: - d 5 )
n /neXp<2w%++$%+l 21;[1 P(.Z'z)

Posons S, = X! + -+ X" et T, = (X1)2 + -+ + (X7)2

r—[Théoréme I.5.] <

Si p est symétrique, de variance o2 > 0 et telle que
Jug > 0 / e’ dp(z) < 400
R

alors, sous fiy, ,, (Sn/n,T,,/n) converge en probabilité vers (0, 02). Supposons de plus
que p vérifie la condition de Cramér

Va >0 sup < 1.

lI(s,0)[[2a

/ eisz+itz2 dp(z)
R

Alors, en notant py le moment d’ordre 4 de p, nous avons que, sous /i, ,,

1/4 1/4 -1 4
ta Sno 2, (4 L s
2,3/ =2 <3) F(4 exp | —75 ds.

La démonstration de la convergence en probabilité est une variante simple de la preuve du
théoreme 1.2 donnée au paragraphe 14.b). Nous montrons le résultat de fluctuations au para-
graphe 18.a). Notons qu’avec ce modele alternatif, il n’est pas possible d’appliquer la méthode
astucieuse du chapitre VII qui avait permis de s’affranchir d’hypotheses techniques supplémen-
taires sur p, comme dans le théoreme 1.3.
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e) Extension du modéle a des fonctions d’interaction plus générales

Une analyse plus poussée de la démonstration du théoreme 1.3, nous suggere que les fluctuations
de S,, sont toujours d’ordre n®/* si nous généralisons le modéle d’Ising Curie-Weiss de SOC & des
fonctions d’interaction plus générales :

Tyt T, 2 9((1+ -+ an)/n)
ng 5 5 ou n 5 3
Vel + - +af) i+t

)

avec g une fonction mesurable telle que g(u) ~ u?/2 au voisinage de 0 et

| S,

Vu € R g(u) <

Donnons-nous toujours une mesure de probabilité p sur R qui n’est pas la masse de Dirac en 0 et
considérons
Sp=X 4+ X" et T, =(XD)P4+- 4+ (XD

n

ot (X¥)1<k<n est un tableau triangulaire infini de variables aléatoires réelles tel que, pour tout
n>1, (X} ..., X" suit la loi

~ 1 r1+--+x -
dun,mg(xlﬂ s xn) = Zg €xp (ng (\/n(x% T +nx2)>> ]l{r%+--~+m%>0} Hdp(l’i),
) n

=1

ou bien la loi

_ 1 g((@1 4+ zn)/n) -
iy o (r1, .., xn) = exp | n? Lep2y.in250 dp(x;),
n,0,9 n Z;;g x% 4+t 1‘% {z{++z2 >0} ].;[1 ¢

ou Zy,g et Z7 , sont des constantes de normalisation.
2 )

Ces extensions sont dans un esprit analogue au travail de Richard S. Ellis et Theodor Eisele [24]
dans le contexte du modele d’Ising Curie-Weiss généralisé.

r—(Théoréme I.6.] N

Supposons que p est symétrique, de variance o2 > 0 et telle que
Jvg >0 / e?0?’ dp(z) < 400.
R

Alors, sous fin p g €t sous fiy, , o, (Sn/n, Tn/n) converge en probabilité vers (0, a?).
Nous supposons de plus que g admet une dérivée d’ordre 4 en 0 et que p vérifie la
condition de Cramér

Va >0 sup < 1.

[(s,0)[[>2e

/ 6isz+itz2 dp(Z)
R

Nous notons ju4 le moment d’ordre 4 de p et my = —g®(0)/2 > 0. Alors, sous L, p,g5

1/4 -1 4
/4 Sn 2 (4 1 s
(a4 ma0®) ™ 25 o 2 (3) F(4 xp | ~yg ) 45

TTx
et sous fiy, ,

1/4 —1 4
e\1/4 Sn 2 (4 1 s
(,U/4 + myo ) 02n3/4 njo (3) T (4 exp _ﬁ ds.
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La démonstration de ce théoréme est donnée au paragraphe 18.b). Remarquons que, si g(u) = u?/2
pour tout u € R, alors il s’agit du théoréme 1.3 (sous I’hypothése que p satisfait la condition
de Cramér). Notons qu’il n’est pas non plus possible ici d’appliquer la méthode astucieuse du
chapitre VII qui avait permis de s’affranchir d’hypotheses techniques supplémentaires sur p,
comme dans le théoréeme 1.3.

f) Généralisation du modeéle en dimension d > 1

Dans le chapitre IX, nous généralisons notre modele a la dimension d > 1. Nous étudions
d’abord un premier modele dans le paragraphe 22 mais il ne s’avere pas avoir le comportement
attendu. Pour remédier a cela, nous regardons au paragraphe 23 un modele d’Ising Curie-Weiss
en dimension supérieure et obtenons des résultats analogues au point (b) du théoréeme I.1. Cela
nous permet de définir un modele d’Ising Curie-Weiss de criticalité auto-organisée en dimension
supérieure :

Le modéle. Soient d > 2 et p une mesure de probabilité non-dégénérée sur R?. Pour tout n > d,
nous notons fi, , ¢ la mesure de probabilité de densité

n -1 n n
1 1 .
(:vl,...,xn)n—>Z—nexp 2<<;xi fo) <§xl>,<§xz>>

par rapport a p®" sur I’ensemble

D,f:{(ml,...,xn) € (RH™ : det (ixﬁm) >0}7

i=1

ou Z, est la constante de normalisation. Nous considérons (X,’f)nzd, 1<k<n un tableau triangulaire
de vecteurs aléatoires tel que, pour tout n > d, (X! ..., X") a pour loi fin,p,d- Pour tout n > d,
nous définissons le vecteur S,, et la matrice T, par

Spy=X'4+. 4 X" et T,=X(XH4+- 4+ XPYXD).

r—(Théoréme I.7.] N

Soit p une mesure de probabilité admettant une densité paire par rapport a la mesure
de Lebesgue sur R?, d > 2, et telle que

vVt >0 / exp (t)|z||*) dp(z) < <.
Rd
Notons ¥ la matrice de covariance de p et My I'application définie sur R? par

VzeRY  My(2)= ) (/Rd YilYi Yy dﬁ(?J)) 2% 2k 20

1<id,j,k,l<d

Alors, sous fin, p, (Sp/n, Ty, /n) converge en probabilité vers (0,%) et

1 =1

n3/4 n—00 1 1 ’
—— My (2

/Rdexp< D 4( u)> du

Nous montrons une version plus générale de ce théoréme dans le paragraphe 25.¢).



28

4 Une auto-interaction menant a des fluctuations d’ordre n°/¢

Dans le chapitre X, nous essayons de « tuer » le terme en z* dans la loi limite du théoréme I1.3.
Nous modifions la loi du paragraphe 3 pour obtenir une auto-interaction menant a des fluctuations
d’ordre n/® et une loi limite du type C exp(—Az%) dx ou C,\ sont des constantes positives.
Pour cela nous allons étudier, dans le chapitre X, les arguments mathématiques & ’origine des
fluctuations d’ordre n3/4 de S,, dans le modele défini au paragraphe 3. Nous allons voir que,
pour avoir des fluctuations d’ordre n®/, il faudrait alors considérer le modeéle dont la fonction
d’interaction est
Lz +-+a)? 1 (at+ -+ o) (e 4+ + )t

2 224+ 12 (22 4+ +22)t

Malgré des simulations concluantes, nous avons hélas rencontré plusieurs probléemes dans la
démonstration : les techniques que nous utilisons dans les chapitres IT a VI n’ont pas abouti et
nous avons dii modifier H afin de pouvoir mener une analyse mathématique. Nos investigations
nous ont poussés a considérer le modele suivant :

Le modeéle. Soit p une mesure de probabilité sur R qui n’est pas la masse de Dirac en 0 et
soit H une fonction mesurable & valeurs réelles définie sur R*\{(0,0,0)} telle que

n
ZHm:/ exp (H (:Ul + -+, $%+~~-+x%, xi‘+~--+xfb)) ]l{z%+,,,+$%>0} Hdp(a:i) < +00.
i=1

Nous considérons (Xﬁ)lgkgn un tableau triangulaire infini de variables aléatoires réelles tel que,
pour tout n > 1, (X7,..., X)) a pour loi figy , dont la densité est

1

ZH,n

(1'17 U al'n) — €xp (H (-rl + -+ g, :U% +eee 1’%, 1/11 +eee l';lz)) ]l{x§+---+x%>0}

par rapport a p®"*. Posons

Sp=Xpt+ -+ X0 Ta= (X)) 4+ (X0 et Un=(Xp) -+ (X))

n

Si H est la fonction définie par

x? + 1 zatyd
2y 1299 + 210 4 2aly?

V(z,y,2) € R x R\{0} xR H(z,y,z) =

alors nous avons le théoréme suivant :

r—(Théoréme I.8.] N

Soit p une mesure de probabilité symétrique sur R dont le support contient au moins
cinq points et telle que

Jwp > 0 / gwor* dp(z) < +o0.
R

Notons o2, 14 et g les moments d’ordre respectifs 2, 4 et 6 de p et supposons que
5/1?1 > 202 .

Alors, sous fign.p, (Sn/n, Tn/n, Uy /n) converge en probabilité vers (0, 02, fi4).
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' ™)

Si p vérifie de plus la condition de Cramér alors

Ya >0 sup <1

[l (s,t,u)l|Zex

/ eisz+itz2+iuz4 dp(z)
R

alors, sous [ifn,p

2 1/6 1/6 -1 6
i _ 2 Sn 2 (81 L s
<02 5 ) 721576 novce < >) ) o 1) %

\ J

Dans le paragraphe 29, nous montrons en fait ce théoreme pour des fonctions d’interaction H
plus générales. Nous verrons aussi que la condition de Cramér est satisfaite si p admet une
composante absolument continue. Les paragraphes précédents (formant le chapitre X) sont
consacrés a 1’étude de la transformée de Cramér I, de (Z, Z2, Z%), ou Z est une variable aléatoire
de loi p, et notamment & son développement au voisinage de (0,02, j14). Cette étude nous permet
d’obtenir des criteres sur H pour qu’elle satisfasse la conclusion du théoréme 1.8. Enfin, dans le
paragraphe 30, nous dirons quelques mots sur la constuction d’une auto-interaction menant a
des fluctuations d’ordre n'~Y @) pour k > 4.

5 Un modeéle dynamique de criticalité auto-organisée

Dans le paragraphe 3, nous avons introduit un modele de particules en interaction, et nous
avons énoncé des théoremes limites indiquant un phénomeéne de criticalité auto-organisée : quand
le nombre de particules tend vers +oo, alors elles tendent a se comporter de facon critique.
Cependant ce modele décrit des particules a 1’équilibre, qui n’évoluent pas avec le temps. Or,
comme le souligne parfaitement I’exemple du tas de sable, la criticalité auto-organisée semble
étre davantage un phénomene de nature dynamique.

Les chapitres XI et XII sont ainsi consacrés a I’étude de modeles dynamiques dont la loi
stationnaire est fi,, ou gy, ,.

a) Un modéle dynamique a temps discret

Le modéle. Soit p une mesure de probabilité sur R qui n’est pas la masse de Dirac en 0.
Donnons-nous n > 1 et X,,(0) un vecteur aléatoire de R™ qui n’est pas le vecteur nul. Nous
considérons la chaine de Markov (X,,(7), 7 € N) d’espace d’état inclus dans R™ et telle que, pour
tout j € N, X,,(j + 1) est définie par I’algorithme suivant :

a) Une coordonnée i est choisie selon la loi uniforme dans {1,...,n}.
b) Une variable aléatoire Z; est choisie selon la loi p.

¢) Nous posons
. . . . N2 2
Su() = Xp(G) +--+ X30) et Tuli) = (Xa() + -+ (X0()"
SiTn(j) + Z]2 - (Xfl(j))2 = 0 alors nous posons X, (j + 1) = X,,(j). Sinon nous introduisons

e (Snm? ( n(j>+Zj—X,i<j)))2)>]_l_

= () 2(Tu() 1 22— (XA())?

Avec probabilité 11,,, nous posons Xi(j + 1) = Z; et XE(j + 1) = XK (j) pour k # i. Avec
probabilité 1 — I1,,, nous posons X, (j +1) = X,,(j).
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Il s’agit de la dynamique de Glauber associée a la mesure i, ,. Elle est construite de telle sorte
que la chaine de Markov (X,(j), j € N) admette /i, , pour unique distribution invariante et
Xn(j) converge en loi vers fi , quand j tend vers +o0o. Par conséquent cette dynamique nous
fournit une méthode pour simuler une variable aléatoire dont la loi se rapproche de celle de
S, /n3/* sous fin,p- C’est cette méthode — ou du moins une variante (cf. paragraphe 34) — que
nous avons utilisée pour obtenir I’histogramme présenté a la page 23.

Dans le paragraphe 31, nous exposons d’abord quelques résultats généraux sur les méthodes,
dites de Metropolis, permettant de construire une chaine de Markov de loi stationnaire donnée.
Ensuite, dans le paragraphe 32, nous étudions la dynamique de Glauber associée au modele
d’Ising Curie-Weiss. Nous montrons que, dans le cas non-critique ou 8 < 1, les fluctuations
de (Sn({ntj), t> O), sont d’ordre /n et que le processus limite est un processus d’Ornstein-
Uhlenbeck. Dans le cas critique ott 8 = 1, il nous faut encore accélérer le temps d’un facteur /n.
Les fluctuations de (Sn( |n%/%t]), t > 0) sont d’ordre n®/* et le processus limite est solution d’une
équation différentielle stochastique du type

dz(t) = —au 2°(t) dt + 0.dB(t), (&)

avec (B(t), t > 0) un mouvement Brownien standard et a., o, des constantes strictement positives.
C’est précisément ce comportement asymptotique que nous attendons désormais d’un modele
dynamique construit pour que sa loi d’équilibre soit celle de notre modele d’Ising Curie-Weiss de
criticalité auto-organisée.

Dans le paragraphe 33, nous avons commencé 1’étude asymptotique de la suite de chaines de
Markov (X,,(j), j € N),>1 définie ci-dessus. Nous avons montré que, si p est une mesure de

probabilité symétrique chargeant 4 points et si X;}(0),..., X™(0) sont indépendantes et de méme
loi p, alors il existe une fonction Y nulle en 0 telle que
S
V6>0 V>0 lim ]P<sup n(WSJ)—Y(s)>6>:0.
n—+400 0<s<t n

Nos tentatives de preuve d’un théoréme de fluctuations associé a cette convergence en probabilité
n’ont hélas pas abouti et nous avons plutot exploré la piste développée au chapitre XII.

b) Un modeéle dynamique a temps continu

Dans [19], Donald A. Dawson étudie un modele champ moyen de particules en interaction
dynamique. Il est construit comme un processus de Markov solution d’un systeme d’équations
différentielles stochastiques. De plus son unique distribution invariante est un cas particulier
du modeéle d’Ising Curie-Weiss généralisé. Ce processus dépend de plusieurs parametres et
Dawson montre qu’il existe une courbe critique dans 1’espace des parametres pour laquelle
les fluctuations de (Sn(\/ﬁt), t> O) sont d’ordre n3/4 et le processus limite est solution d’une
équation différentielle du type de (&.). Ceci étant, dans le chapitre XII, nous nous inspirons de la
démarche de Dawson pour construire et étudier un processus de Markov solution d’un systeme
d’équations différentielles stochastiques et dont la loi stationnaire est 117, ,, pour des mesures de
probabilité p du type suivant :

Soit ¢ une fonction paire de classe C? de R dans R telle que la fonction exp(2¢p) est intégrable
sur R. Supposons qu’il existe C' > 0 tel que

vz e R zo' (x) < C(1 + 22).

Notons p la mesure de probabilité dont la densité par rapport a la mesure de Lebesgue sur R est

x — exp(2p(x)) </R exp(2p(t)) dt> - .
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Le modéle. Nous considérons (X%(t), t > 0)1<r<, un tableau triangulaire infini de processus

stochastiques tel que, pour tout n > 1,
(XM0),.. o XD)(8), £ 2 0)

n

est 'unique solution du systeme d’équations différentielles stochastiques

dXi(t) = ¢ (XI(t)) dt + dB;(t) + E <S”(t) — XI(t) <S”(t)>2> dt, je{l,...,n},

2\T,(t)+1 T,(t) +1
avec
1 n 1 2 n 2
VeSO Su(t) = XL o XD, Tlt) = (XA(0)% 4+ (X2(0)
et (Bi,...,B,) un mouvement Brownien standard n-dimensionnel.

Dans le paragraphe 36, ’étude de ce modele aboutit a une conjecture pour les fluctuations de
Sp(y/nt), t >0, n > 1. Nous montrons cette conjecture au paragraphe 37 dans le cas particulier
donné par le théoreme suivant.

r—[Théoréme I.9.} N

Supposons qu'il existe o2 > 0 tel que

72
Ve e R =——,
et que, pour tout n > 1, les variables aléatoires X!(0),..., X"(0) sont indépendantes

et de méme loi p = N(0,02). Notons (U4(t), t > 0) I'unique solution forte de 1’équation
différentielle stochastique
2(t)

do(t) = =S F dt+dB(),  #(0) =0,

avec (B(t), t > 0) un mouvement Brownien standard sur R. Alors, pour tout 7" > 0,

Sn(\/ﬁt) &
<n3/4’ 0<t<T> n_>—+>oo (U(t)a OStST)v

pour la convergence en loi dans C([0,T],R).

\ J

Dans le paragraphe 37, nous montrons aussi (sous les hypotheses du théoréme 1.9) que nous
avons le diagramme commutatif de convergences en loi suivant : si (X} (c0),..., X"(c0)) a pour
loi 17, , pour tout n > 1, alors

Sa(v/nit) X1(00) + -+ + X1(00)
n3/4 t — +oo n3/4
3 3
4 {
+ +
8 8

u) _tordoo | f r (1> . (-‘i) ds
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Le modele d’Ising Curie-Weiss dynamique que nous présentons dans ce paragraphe ne dépend
d’aucun paramétre. De plus les fluctuations dans le cas Gaussien ! sont d’ordre n3/4 et le processus
limite est solution d’une équation différentielle du type de (&) : le modeéle se comporte donc de
fagon critique. Il s’agit bien d’un modele dynamique de criticalité auto-organisée.

1. Si p(z) = —2?/(40?) pour tout = € R, avec o> > 0, alors la loi p qui lui est associée est la Gaussienne
centrée de variance o2. C’est pourquoi nous disons qu’il s’agit du cas Gaussien de ce modéle d’Ising Curie-Weiss
dynamique.
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Dans ce chapitre, nous utilisons le théoréeme d’inversion de Fourier pour calculer explicitement la
densité de (Sy,Ty) sous fin ,, dans le cas ot p est une loi Normale centrée. Via la méthode de
Lapace, nous montrons alors le cas Gaussien du théoréeme 1.3, dans le paragraphe 8.

6 Loide (5,,T,) sous fi,,
Soit p une mesure de probabilité qui n’est pas la masse de Dirac en 0. Commengons par expliciter

de maniere plus simple la loi de (Sy, T},) sous fin,p, qui est la quantité (correctement renormalisée)
qui nous intéresse. Soit f : R? — R une fonction mesurable bornée. Nous avons

flar+- +an,al+- +ap)

L @1+ + 2n)? i
exXp (2 x% Tt :L“% ]l{:c§+-..+x%>0} }_Ildp(xz)

Eﬂn,p(f(snaTn)) = Z an

Définissons ensuite

2
h(z,y) € R? — f(x,y) exp (w )1{y>0}

Nous avons alors

1

Eﬁn,p(f(SmT Z/ $1+ +xn,x%+...+mi)dp®n(x)

n

(w1 ad) + - 4 (wn,27)) [ [ dolai)

=1

L
Zn
1 n
= 70 oo h(z+ -+ z) Edup(zz'),

ol v, désigne la loi de (Z, Z%) quand Z est une variable aléatoire de loi p. Nous en déduisons la
proposition suivante :
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Proposition II.1. Notons v, la loi du couple (Z, Z?%) ou Z est une variable aléatoire de loi p.
Alors, sous fin,p, le couple (Sp,Ty) a pour loi sur R?

Z—nexp % Lyysoydv,(z,y).

7 Calcul de la densité de v;" dans le cas gaussien

Une premiére approche pour obtenir une loi limite de (S,,7),) (correctement renormalisée),
SOUS [in,p, est de déterminer précisément la loi 7" pour n assez grand, notamment quand p
admet une densité. C’est ce que nous allons faire dans le cas le cas ou p = N(0, 0?) puisqu’avec
cette loi il est souvent possible de faire des calculs (notamment par la méthode des résidus).
Pour simplifier nous supposons que o2 = 1 et nous notons v*” au lieu de v," dans ce paragraphe.
Déterminons sa fonction caractéristique ®,, :

2 _ n_ wZ+ivZ? " _ turtive?  —x2/2 dr "
Y(u,v) € R D, (u,v) = (P (u,v)) (IE (e )) </Re e *277) .

Pour calculer cette quantité, énongons quelques résultats.

Définition I1.2. La loi Gamma de paramétres k > 0 et > 0, notée I'(k,0), est la loi de

probabilité de densité
xkflefx/é

par rapport d la mesure de Lebesque sur R, ou I' désigne la fonction Gamma définie par

T +—

+o0
Vz >0 I'(z) = / ¥ e .
0

Définition I1.3. La fonction logarithme complexe (ou détermination principale du logarithme
compleze), notée Log, est définie sur 2 = C\|] — 00, 0] par

1
Vz=z+iy € Q Log(z) = 3 In(z?® + y?) + 2i arctan <+y2+2> .
x 2 +y

Sia € C et z €82, la puissance a-généralisée de z est définie par
2% = exp(aLog(z)).
Proposition I1.4. Pour k > 0 et 6 > 0, la fonction caractéristique de la loi Gamma T'(k,0) est
uweR— (1—0iu)~"

Nous renvoyons au chapitre XV de [28] pour une preuve. Nous pouvons maintenant démontrer le
lemme clé suivant :

Lemme I1.5. Soientt € R et ( € C tel que Re(¢) > 0. Alors

ite—Cx?/2 _ 2 _ﬁ . jm(C) > -1/2
/Re = Re(C) eXp( 2C> <1 ' Re(0) '
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Démonstration. Soient (z,t) € R? et ( = a + ib € C tel que a = Re(¢) > 0. Posons

K00 = [ s

Par factorisation,

1 1 AL 1 th ta\? 2
S TR PO W VY A A

— i :

¢ 2¢ 2 ¢l el 2¢
Ainsi

gwa@£%2/64m4WM4mmwndﬂ
R
Le changement de variable y = = — tb/|¢| donne
JmK@O:/éﬂmeWm@:_lm,/e{wm%
R R—-+00 "

ou la derniére intégrale désigne I'intégrale de la fonction entiere z — e¢*/21e long du segment v
(orienté) dans le plan complexe d’extrémités R + ita/|¢| et —R + ita/|(| (données dans le sens
du parcours). Nous allons donc utiliser le théoréme des résidus sur le lacet v, rectangle dans le
plan complexe joignant successivement les points R + ita/|C|, —R +ita/|(|, —R et R :

/6_422/2 dz =0
¥

puisque z — exp(—(22/2) n’admet aucun pole. Notons 71, 72, 3 et 4 les arétes successives du
rectangle ~.

—R+ita/|C| 0! R+ ita/|C|

72 Y4

—R 0 73 R

2/92 R 2/2 2/2 oo 2/9
/ e=$% /2 4z :/ e ST 2 dy — e ST 2 dy = 2/ e ST /2 dop.
73 R R—+oco Jp 0

2

Effectuons le changement de variable y = = sur |0, 4+o00] :

+o00 400 +o0 —1/2
2/ o722 gy — / w2 W _ eiby/2p—ay/2 W _ 2, (1> (1 n ib>
0 0 \/?7 0 \/g a 2 a

puisque 'on reconnait, au facteur normalisateur pres, la fonction caractéristique de la loi Gamma
de parametres 1/2 et 2/a. Ensuite

1 . 2\ .
~¢22/2 / _C( iat ) iat
e dz exp R+ —=x dx
/74 0 ( 2 [q [q
< alt| 1e b aR? n Ratbz L8 <atw)2 i
< — Xp | ——— o s
<l Jo 2 [ AN

] g (222 20 ()
Iq 2 [SEEANq R—+00

IA
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De méme

/e_CZZ/de — 0.
yo R—+o00

Finalement, en passant a la limite,

2_ (1 b\ 2
’r <> <1 + z> 10— XK ) +0=0.
a 2 a

Nous en déduisons le lemme puisque I'(1/2) = /7. O

Proposition I1.6. Si p = N(0,1) alors la fonction caractéristique ®,, de la loi v, est

2
(u,v) € R? — exp <—Z <1 _u%v + Log(1 — 22’1)))) .

Démonstration. Soit (u,v) € R% Posons ( =1 — 2iv € {2z € C: Re(z) > 0}. Alors

_ n_ iuztiva? —x2/2 dr \" _ 1 iuz—Cz? /2 "
D, (u,v) = (P, (u,v)) </Re e m) @n) (/Re da;) :

Le lemme IL.5 implique que

By, 0) = ——— (J%exp <—“2)> (1- zw)—W)n.

(27)n/2

Ceci est exactement la proposition. O

Connaissant la fonction caractéristique ®,, de la loi *"*, nous pouvons en déduire sa densité
grace a la formule d’inversion de la transformée de Fourier. Pour cela il faut d’abord vérifier
que ®,, est intégrable sous la mesure de Lebesgue sur R? (cf. [54]). Pour (u,v) € R% nous avons
(1 — 2iv)~! = (14 2iv) /(1 + 4v?) donc

2

v
1+ 402

+1In(v/1 + 402).

w2
Log(1 — 2iv) | =
Re <1 i + Log( w))

Ceci implique que

nu? 9
— - —n/4
/}R2 | D, (u,v)| dudv /]R2 exp( 5 +41}2)> (14 4v7) du dv

/(1+4 2)—n/4 / nu? J J
= v exp| ——————5 | du ) dv
R r D\ 201+ 402)
27 (1 + 4v?
= /(1—1—41)2)_”/4 21+ 40%) )dv
R n
T / (1+ 402)~(=2)/4 gy,
n Jr
ou nous avons utilisé le théoreme de Fubini & la troisieme intégrale. La fonction
v — (14 40?)~(=2)/4

est continue sur R et intégrable au voisinage de +00 et —oo si et seulement si n > 4.

Proposition IL1.7. Sip=N(0,1) et n > 5 alors v;" admet pour densité

, n 1\ - y 22\ (1=3)/2
(x,y) € R — | V2n T exp (—5) y— — T2 cny

2 n

par rapport & la mesure de Lebesque sur R2.
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Démonstration. Nous venons de voir que si n > 5 alors ®,, est Lebesgue-intégrable sur R?. La
formule d’inversion de Fourier (cf. [54]) implique donc que v;™ admet pour densité

1 —1TU—1YV
fn:(:n,y)>—>(27r)2/RQe Y0, (u,v) dudv

par rapport a la mesure de Lebesgue sur R?. Soit (z,y) € R2. Le théoréme de Fubini entraine que

fulz,y) = (2;)2 /R a _G;ZJ)”/Q (/R exp <—z’a:u— 2(1n_u22w)> du) dv

1 e Y n
= K(-z,———) dv.
(27)2 /R (1 — 2iv)"/2 < “ 1—2w) !

Le lemme I1.5 implique que, pour tout v € R,

n 2m(1 4 4v?) 22(1 — 2iv) —1/2
K (—:z:, = 2@,@) =\ e <_2n (14 2iv)
2 - 2\ 1/2

27 (1 — 24v) 1+4v

n 2n 1+ 2w

2 2(1—-2i

— —Wexp <_w(w)> (1 = 2iv)'/2,
n 2n

Ainsi

1 [2n 212w N
falz,y) = (QTF)Q\/Z/RGXP <—zyv - (Qn)> (1 — 2iv) (n=1)/2 gy,
1 .T2 1 x2
= —— | = —i - = 1 — 2i)~(=1/2 g,
\/ﬁexp < 2n> o /Rexp ( iv <y - >) ( iv) dv

Donc v/27mnexp(z?/2n) fo(x,y) est la transformée de Fourier inverse de la loi T'((n — 1)/2,2)
appliquée en y — 22 /n. Par conséquent

72 n—1 (n-1)/2 -1 2 (n—3)/2 y 2
V271 exp o falx,y)=|T 5 2 y- exp —5—1—% Lysa2/m-

Finalement
n—1 - -1 22\ (n=3)/2
falz,y) = (v 2mn T <2> 20 1)/2) (y - n) exp (—%) Tg2 oy
d’ou la proposition. O

Le corollaire suivante est une conséquente immédiate des propositions I1.1 et I1.7 :

Corollaire IL.8. Sip=N(0,1) et n > 5 alors, sous fin,, le couple (Sn,Ty) a pour loi sur R?
n—1 -1 22y 72 (n—3)/2
<Zn v2tmn T ( 5 >> exXp <2y — 2) <y — n) ﬂx2<ny dx dy

Dans la suite nous noterons C,, = Z, v2"mnI'((n —1)/2).
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8 Preuve du théoreme 1.3 dans le cas gaussien

Nous avons tout en main pour chercher des résultats de convergence en loi de S, correctement
renormalisée. Nous allons nous inspirer de la méthode utilisée pour le modele d’Ising Curie-Weiss
général, c’est-a-dire nous ramener au cadre d’application de la méthode de Laplace (ou du moins
une variante).

Proposition II.9. Soient o, €10,1]. Si p = N(0,1) et n > 5 alors, sous [inp, le couple
(Sn/n®, T, /1P a pour loi sur R?

na+By(n=3)/2 2 y 2 y
£ () et

ot 1) et @ sont les fonctions définies sur DY = { (z,y) €R%2:y > 2 >0} par

w:<x,y>H;<—§+y—1n<y—x>),

-3/2

:(z,y) — (y—2) " 1Ipe(z,y).

Démonstration. Soit f une fonction mesurable bornée. Le corollaire I1.8 et le changement de
variable (z,y) — (n®z,n%y) (de jacobien n®*?#) impliquent que

S, T, noth n2e=Bz2  pby
Eﬂn (f <n°"nﬂ)> = Cn /R? f(w,y)exp( 2y - 9 >
(n—3)/2

(nBy _ n2a—1$2> ]]_n2a$2<nﬁ+1y dx dy

En mettant alors n(®=3)/2 en facteur, nous remarquons que tout ce qui est dans I'intégrale
s’exprime en fonction de 22/n%72% et y/n'~#, faisant apparaitre ainsi les fonctions v et . [

Nous allons maintenant étudier la fonction ¢ afin de déterminer quelles valeurs de « et [ choisir.

Lemme II.10. La fonction v admet un unique minimum global en (0,1) et, au voisinage
de (0,1),
1 1
Y@ y) =5 = 3@+ =17 +o(le,y = 1),

De plus, nous avons

Vo >0 inf {(x,y): |z >0 ou |ly—1]>d}>1/2.

Démonstration. La fonction v est de classe C? sur Dt et, a y > 0 fixé,

o 1/ 1 1
—_— = — —_—— >
oY) 2( y+y—fc)_0

avec égalité si et seulement si x = 0. Donc la fonction z —— ¥(x,y) est strictement croissante
sur J0,y] et $(0,) = (y — In(y))/2. Ainsi, pour tout (z,y) € DH\{(0, 1)},

¥(@,y) > 5= () > 5 =60, 1)
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Par conséquent 1) admet un unique minimum en (0, 1). Au voisinage de (0, 0),

W, 1+ h) = %(—xa bt o)+ 14 h—(h—2— %(h—x)2+o((h—x)2)

1 h? 2

D’ou le développement annoncé de 1 au voisinage de (0,1). De plus, si |y — 1| > d et = € [0,y],

alors 1 1
U(y) 2 51+ In(1+8) > 2.

Sixz>dety>x, alors
0 ) 0
2Y(z,y) > ——+y—In(y—9d)>inf [ ——+y—In(y—9) | >1
Y y>0 Y

puisque 0 # 0. Ainsi inf {¢(z,y) : || > ou |y—1]>d} >1/2. O

Ce lemme assure que, a (x,y) fixés, quand n tend vers +oo,

2 4
€ Y 1 T° 3 4a n 4 2
w(,nQ—Za’nl—ﬁ)_QNZln +Z<W_1) :

Nous sommes donc amenés a prendre @ = 3/4 et = 1. Enongons alors le théoréme limite
suivant :

Théoréme II.11. Sip =N (0,1) alors, sous fin,p,

S —rt/1g T,
o E A TR R Y
n3/4 n—+oo fR e—yt/4 dy n n—+oo

Démonstration. Soient n > 1 et f une fonction continue bornée de R?> — R. D’aprés la
proposition I1.9,

S, T, n’/4p(n=3)/2
i (f <n3/4n>) e

2 2
e (o (o)) (o)

Le développement de 3 donné au lemme I1.10 assure qu’il existe 6 > 0 tel que pour tout
(z,y) € D vérifiant |z| < § et |y — 1] < 4,

—_

Py) - 5 2 5@+ (- 12,

x? 2
= /xz<5\/ﬁ /|y1<6f(x,y) exp <—Tl7/} <\/ﬁ,y>> P <\/ﬁ7y> ]]-\/ﬁy>x2 dx dy.

En effectuant le changement de variable (z,y) — (x,y//n + 1),

el o))
Ve /xz<6\/ﬁ/y|<5\/ﬁf ! \/ﬁJr R "

Y

n
exp( ) (n’ﬁ 1> Ly /msa2 dzdy.

oo |

Posons
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Le lemme I1.10 implique que

2
? oy n zt P
- 2 1 —_ — Zz_
n¢<ﬁ f—i—) Tnsree 44

De plus la continuité de f et ¢ sur D™ assure que

2
) T Y
f (w7 \/’E * 1> v (\/57 \/ﬁ * 1) ]1y+\/ﬁ>x2]1352<6\/ﬁ]1|y|<5\/ﬁ n—+00 f(x7 1).

Enfin la fonction a I'intérieur de I'intégrale est dominée par la fonction indépendante de n et
intégrable par rapport & la mesure de Lebesgue sur R?,

1
(@) = Ifllwesp (5 +19))
Donc d’apres le théoreme de convergence dominée,

vne''? A, /fxl —at/4 _y/4dxdy—\/ /fxl _I/4daz

n%Jroo

Posons ensuite

Bs={(z,y) e D" : |z| <6, |[y—1] <0}

ZL‘2 IE2
By, =/ f(z,y) exp (—nw <y>> 77 <y> 1 s dzdy.
(a2 //7y)eBS () vn vn vyt

Soit € = inf { ¢ (x,y) : (z,y) € B§}. Nous avons

C(n— 22 z?
|Bn| < e 22| £l /RQ exp <—21b <\/ﬁ,y>> ® (\/ﬁ,y) L frysq2 dz dy.

1/4

et

Le changement de variable (z,y) — (zn'/*,y) donne

Ve ?|B,| < || fllsce D/ / HEW (a2, y) 1, du dy.
RQ

Le lemme I1.10 assure que € > 1/2 et, d’apres le changement de variable donné par la fonction
(x,y) — (x,y + 22), nous avons

—2¢(22) (2 —z? ey
e Yo(z, y) e, drdy <e e ¥ dx —dy | < 4o0.
R? R o VY

Ainsi /ne™?B,, tend vers 0 quand n tend vers +oco. Finalement

/R2 f(z,y)exp <—n¢ (\i’y)) © <ﬁ,y> 1 jmysq2 dzdy = A, + By,
e <r/fx e/t do +o(1) + o(1 >)

/ 7n/2 1 —z /4
+oo /f s

En prenant f = 1, nous obtenons

C 47 4
I L * o —n/2 —z*/4 g0
D972 {5\ € /Re v
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Ainsi

S, T, e~ /4 dy et /4 dy
E,an <f<n3/47n>> n—>+00/fx1fe“4/4du / fxy <f6“4/4du®61(y) :

Ceci est précisément le théoréme. ]

Nous déduisons de ce théoreme le résultat pour une gaussienne centrée de variance o2 > 0 :

Théoréme I1.12. Si p = N(0,0?%) alors, sous fin,p,

A A
Sz, e T 2
n3/4 n—+oo f]R e—y*/40? dy n notoo

Démonstration. Si X est de loi p = N(0,02) et Z de loi N'(0,1) alors les couples (X XQ) et
(0Z,0%Z?) ont méme loi. Ainsi un changement de variable simple donne la densité de vy (pour
n > 5) par rapport & la mesure de Lebesgue sur R? :

n—1\\ y L2\ (=3)/2
o (e () ol (- 2)

c’est-a-dire (x,y) — fu(z/0,y/0?) ot f, est la densité pour p = N(0,1). Donc, pour toute
fonction f continue bornée,

S Tn n7/4 \/ﬁlz ny x? (n=3)/2
Ez, <f <n3/4’ n)) = T o floz,o%y) exp( 2 2> (y— n) 12 cpy da dy.

D’apres le théoreme I1.11, quand n tend vers 400, cette quantité tend vers

—3:4/4d
e x
flox,o%y) (W ® 51(9))

qui est égale, apres un ultime changement de variable, a

—:v4/4cr dx
/f:cy 7“4/4‘74(1 ®52<) .

Ceci termine la preuve du théoreme. ]

R2
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Dans le chapitre précédent, nous avons calculé explicitement la densité de v;" quand p est
une Gaussienne. Cependant ce calcul n’est pas envisageable en général. Dans la suite, nous
développons une approche basée sur la théorie de Cramér et des grandes déviations afin d’étudier

le comportement asymptotique de la mesure v;".

Ce chapitre est découpé en deux parties : d’abord nous voyons comment la théorie des grandes
déviations nous permet heuristiquement de traiter notre probleme, en le reliant a ’étude de la
transformée de Cramér I de v;". Ensuite, dans le paragraphe 10, nous étudions des généralités
sur la transfomée de Cramér d’une loi de probabilité pour pouvoir légitimer nos heuristiques
dans les chapitres suivants.

9 Une approche basée sur la théorie des grandes déviations

a) Le théoréme de Cramér en dimension finie

Soit v une mesure de probabilité sur Rd, d > 1. Donnons-nous (X,),>1 une suite de variables
aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de loi v. Pour tout n > 1, nous posons

Sn=X14+ -+ Xn.

Nous définissons la Log-Laplace de v sur R? par
YAeR? L) = ln/ exp(, z) dv(z).
R4

La transformée de Cramér J de v est la fonction définie sur R par

Vo € RY J(x) = sup ((x,\) —L(\)).
AR
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Nous étudierons en détail cette fonction dans le paragraphe 10. Elle apparait dans le théoreme
de Cramér :

Théoréme IIL.1 (Cramér). Sila fonction L est finie au voisinage de 0 alors (S, /n),>1 satisfait
le principe de grandes déviations de vitesse n, gouverné par la bonne fonction de taux J. C’est-d-
dire, pour tout borélien A de R?,

— inf {J(:c):xGAO} < liminf 11nIP)(Sn €A>
n

n—+oo M

< limsup 1lnIP’<Sn €A> < —inf {J(z):z€ A}
n

n—+4oo N

Des résultats généraux sur les fonctions de taux et les grandes déviations sont exposées dans le
paragraphe B de I'annexe. Notamment le théoréeme B.10 présente une version plus générale du
théoréme de Cramér en dimension finie.

Donnons-nous maintenant n > 1 et une fonction 1) mesurable de R? dans R telle que

Inp = /Rd exp (m/J (n)) Edy(xi) < +00.

Supposons que (Y7,...,Y,) est un n-uplet de variables aléatoires de loi

exp (nw (W)) }f{ldu(mi).

Notons v, la loi de S,,/n sous v®". La formule de transfert nous assure alors que

L

i+ +Y,
VA € Bga P<M6A>

n

1
= 7o /Aexp (nY(x)) dvp(x),

oit Bga désigne la tribu borélienne sur R?. Le théoréme de Cramér nous suggere que

dvp(z) =~ exp(—nJ(x))dz, (A)

n—-+o0o

a une normalisation prés. Ainsi

/A exp (—n(J — ¥)(x)) da
[ o (=n(7 = 0)(a) da

~

Yi4--+Y,
VA € Bga ]P’(MEA>

n

L’étude de la fonction J — 1) et la méthode de Laplace devrait nous donner des informations sur
la convergence, et la vitesse de convergence, de (Y1 + - -+ Y},)/n. La grosse difficulté de cette
approche est de trouver les hypotheses les plus faibles possibles sur v pour légitimer I'utilisation
de 'approximation (A), et lui donner un sens. Dans la derniére partie du paragraphe 10, nous
verrons qu’une variante de (A) est vraie pour des mesures de probabilité v dont la densité vérifie
quelques conditions d’intégrabilité justifiant une certaine inversion de Fourier. Enfin, dans le
chapitre VI, nous développerons un cadre général (mais dont la démonstration est bien plus
technique) pour obtenir les fluctuations de (Y7 + -+ +Y},)/n.
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b) Grandes déviations pour (S, /n,T,/n) et heuristiques

Appliquons les résultats du paragraphe précédent a notre modele. Donnons-nous n > 1 et
considérons (X} ... X™") de loi fi,,, avec

~ 1 (x4 -+ ap)? -
d,ump(ﬂfly e ,xn) = Z €xp (2 a;% T w% ]lac§+..-+z%>0 Hdp(:ci)
i=1
1 T I B T R =
= an €xp <nF < o nu 1 n ~ ]lx§+...+a:%>0 Hdl)(ﬂfi)
i=1
= Z exp | nF E Z($’La :Ez) ]lx%+---+x,21>0 H dp(xl)v
i=1 1=1
ou F' est la fonction définie sur Rx ]0, 4+-o00[ par
2
V(z,y) € Rx 0, 4+00] F(z,y) = 5
Notons v, , la loi de
Vit 4V, VP4 4V
n ’ n
quand (Y7,...,Y,) sont indépendantes et de méme loi p. La formule de transfert nous assure que

- Sn Tn 1 na? -
VA € Bpe Ln.p <(n’ n> IS A) = Zn/Aexp <2y> Liys0y dUn (T, y).

Afin de simplifier I’étude et de nous ramener a une fonction bornée dans ’exponentielle (ce qui
sera tres utile pour la suite), nous allons restreindre l'intégrale ci-dessus. Pour cela, remarquons
que la convexité de t — t? sur R entraine que

Ve = (x1,...,z,) € R"

<x1+---+xn>2<x%+---+xi

n n

Introduisons les ensembles
A={(r,y) eR*:2* <y} et A" = A\{(0,0)}.
Nous avons alors v, , (A°) = 0 et nous en déduisons le résultat suivant :

Proposition IIL.2. Notons 60, , la loi de (S,/n,T,/n) sous fin,,. Nous avons

nx2> _

exp | — | dvpp(z,y

/AmA* ( 2y p( )
na? - '

/* exp <2y> an,p(xvy)

VAEBgz O, (A) =

Nous définissons la Log-Laplace A de v, par

US+v uz 1)22
V(u,v) € R A(u,v) = ln/[R2 et dy,(s,t) = ln/Re T dp(2).

Remarquons que A(u,v) < +0o pour tout (u,v) € Rx | — 00, 0[. Supposons que A est finie sur
un voisinage de 0. Le théoréme de Cramér implique alors que (v, ,)n>1 satisfait le principe de
grandes déviations de vitesse n, gouverné par la transformée de Cramér I de v, définie par

Y(z,y) € R I(z,y)= sup (zu+yv—Au,v)).
(u,v)€ER2?



46

Une heuristique classique issue du théoréme de Cramér et du lemme de Varadhan (cf. lemme B.7
de I'annexe) est la suivante : 6, , se concentre asymptotiquement vers les minima de la fonction

G=I-F—inf(I-F)

Si G admet un unique minimum en (xg, yo) € A" alors cette heuristique suggere que, sous fin,p,
(Sn/n,T,,/n) converge en probabilité vers (xg,yo). De plus, comme nous ’avons vu dans le
paragraphe précédent, la mesure v, , suit approximativement la loi exp(—nl(z,y))dx dy, a une
normalisation pres. Ainsi, pour toute fonction h continue bornée et pour tous «, 5 > 0,

E-
Hnap n—-+oo

- [ (o = o)t exp (~nGi(a. ) dody
<h < nll/OéO)) s / exp (—nG(z,y)) dz dy

/h(x) exp (—nG (xn_l/a + 20, yn~ P + yo>> dz dy

~

~
n—-+00

/exp (—nG (xn_l/o‘ + xo, yn_l/ﬁ + y0)> dx dy

Nous sommes alors amenés a utiliser la méthode de Laplace dont le point de départ est 1’étude
de la fonction G au voisinage de (g, o). Il s’agit de trouver un couple (a, ) tel que, quand
(h, k) tend vers (0,0),

G(xo + h,yo + k) ~ Ah® + BEP,

ou A, B > 0 sont & déterminer. Nous avons alors

V(z,y) € R? —nG (377171/& +mo,yn VP + Z/o) — —Az® — ByP.

n—oo

Dans le second paragraphe de ce chapitre, nous allons légitimer les heuristiques précédentes en
étudiant des généralités sur la transformée de Cramér d’une loi de probabilité. Ensuite, dans le
chapitre IV, nous montrerons que (sous certaines hypotheses sur p) la fonction I — F' admet bien
un unique minimum sur A* en (0,02) et que (o, 8) = (4, 2).

10 Résultats généraux sur la transformée de Cramér

Ce paragraphe rassemble un certain nombre de résultat généraux sur la transformée de Cramér
d’une loi de probabilité qui seront essentielles pour la démonstration du théoreme 1.3.

a) Définitions et premiéres propriétés

Soit v une mesure de probabilité sur R%, d > 1. Pour tout A € R?, posons
LX) = ln/ exp(\, z) dv(z).
Rd

La fonction L est appelée la Log-Laplace de v. Elle est bien définie sur R¢ & valeurs dans
] — 00, +00].

Proposition I11.3. La fonction L est une fonction semi-continue inférieurement et convexe
sur RY. Notons
Dp={teRY: L(t) < +o0}.

L’ensemble Dy, est convexe et contient 0. Si ﬁL # & alors L est de classe C* sur l%L et

0% exp(L)

VA e DOL, o e N W()\) = /Rd 2L zgtexp(, 2) dv(z).
T 0Ny
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La convexité de L découle de I'inégalité de Holder et la semi-continuité inférieure de L découle
du lemme de Fatou. Nous nous référons a [22] et [25] pour la preuve de ces résultats. Notons
aussi que si v est & support borné alors Dj, = R%.

Nous définissons ensuite la transformée de Cramér de v par

J:xeRY— sup ((\,z) — L(\)).
AER

Il s’agit de la transformée de Fenchel-Legendre de L. Notons
Dy={zecR%: J(z) < +o0}.
La proposition suivante rassemble des premieres propriétés de J :

Proposition II1.4. (a) J est une fonction positive convexe et semi-continue inférieurement.

(b) Si L est finie dans un voisinage de 0 (c’est-a-dire 0 € l%L) alors les ensembles de niveaux
de J, {x € R?: J(z) <a}, a € R, sont compacts.

(c) Site Dy etu=VL(t) alors J(u) = (t,u) — L(t).
(d) Siv admet un moment d’ordre 1, alors J(m) =0 ou
m= [ zdv(z).
Rd
Si de plus 0 € l%L alors J admet un unique minimum en m.

Démonstration. Nous renvoyons a [22] pour la démonstration des points (a), (b) et (¢). Dé-
montrons le point (d) (cf. chapitre V. de [51]). Soit A € RY. L’inégalité de Jensen entraine que

/ exp (\, x) dv(z) > exp/ (A, ) dv(z) = exp (A, m).

Par conséquent L(\) > (A, m) et donc J(m) < 0. Comme J est une fonction positive, nous
en déduisons que J(m) = 0 et donc que m est un minimum de J. Montrons qu’il est le seul :
supposons que xg est un minimum de J. Alors J(zg) = 0 et donc

YAER?T (N zo)— L(\) <0.
Ainsi pour tout t > 0 et A\ € R%,

L(tA) = L(0) _ L(tN) _ (tA,xo)
t ot Tt

= </\, £L'0>.
Or L est différentiable en 0 € Z%L donc en faisant tendre t vers 0 nous obtenons que
YAERT  (VL(0),\) > (x0, \).

Ceci entraine que 2o = VL(0) = m. D’ou l'unicité. O

b) Non-dégénérescence d’une mesure de probabilité

Une mesure de probabilité sur R est dite dégénérée s’il s’agit d’'une masse de Dirac. Nous allons
généraliser cette définition pour des mesures sur R%. Nous nous référons pour cela a [9] et [28].

Définition IT1.5. Une mesure de probabilité v sur R, d > 2, est dite dégénérée si son support est
inclus dans un hyperplan de R?, c’est-a-dire, s’il existe un hyperplan H de R? tel que v(H) = 1.

Les lemmes suivants illustrent bien l'intérét de cette notion :
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Lemme II1.6. Si v est dégénérée sur R? alors sa transformée de Cramér J est infinie en dehors
de Uhyperplan H de R? pour lequel v(H) = 1.

Démonstration. Supposons que H est I'hyperplan d’équation (ag, z) = t, avec ag € R4\ {0}
et t € R. Notons tg = apt/||ap||. Remarquons que z € H si et seulement si z — ¢y appartient a
lorthogonal de ag. Ainsi pour tout x ¢ H,

J(z) = sup (()\,x—to) —ln/He</\’Zt°> du(z))

AeRd

> sup (()\, x —tg) — In/ e! dV(Z))
A€Vect(ap) H

= sup (k(ag,x — ty) ) = +o0.
keR

D’ou le lemme. O

Lemme IIL.7. Soient v une mesure de probabilité sur R? dont la matrice de covariance ¥ est
bien définie. Nous avons que v est non-dégénérée sur R? si et seulement si ¥ est inversible.

Démonstration. Soit Z une variable aléatoire de loi v. Posons Y = Z —E(Z). Supposons que %
n’est pas inversible. Comme elle est symétrique réelle, elle est diagonalisable et donc 0 est une
valeur propre de X. Il existe alors un vecteur colonne x différent du vecteur nul tel que Xx =0
dans RY. Alors

E(Y,2)?) = E((Y,z) (2,Y)) = E(2Y Vz) = 2E(Y YV)z = 22Xz = 0.
Par conséquent (Y, x) = 0 presque stirement. C’est-a-dire, avec probabilité 1,
Ze{zeR%: (z,2) =E((z,2))}.

Cela signifie que v est dégénérée.

Réciproquement, supposons que v est dégénérée. Alors il existe un vecteur non nul a € R? et une
constante t € R telles que (Z, a) =t avec probabilité 1. En passant a I’espérance, nous calculons
alors que t = (E(Z), a) et par conséquent, avec probabilité 1, (Y, a) = 0. D’ou

Ya=E(Y %a) =E(Y (Y,a)) =0 € R

Ainsi @ est un vecteur propre pour la valeur propre 0 de la matrice Y. Cette derniére n’est donc
pas inversible. ]

c) Points réalisant le supremum définissant la transformée de Cramér

Nous supposerons désormais que v une mesure de probabilité sur R% qui est non-dégénérée. Nous
allons nous intéresser & présent aux points A qui réalisent le supremum définissant J(z), z € D;.
Nous désignons par C I'adhérence de ’enveloppe convexe du support de v.

Lemme IIL.8. Supposons que v est une mesure de probabilité nogz—dégénérée sur R, Alors
Uintérieur de C est non vide et C C Dy C C. De plus pour tout x € C, le supremum définissant
J(z) est atteint en un point A\, € Dy

Démonstration. La non-dégénérescence de v signifie que le support de v ne se concentre pas

sur un hyperplan de R?. Par conséquent le support de v contient des vecteurs linéairement
Q

indépendants et ’enveloppe convexe de ces vecteurs est d’intérieur non vide. Ainsi C # @.



10. Résultats généraux sur la transformée de Cramér 49

Montrons d’abord que D; C C (nous nous référons pour cela au lemme 12.8 de [12]). Supposons
que C # R? (sinon le résultat est immédiat). Soit 2 ¢ C. Il découle du théoréme de séparation de
Hahn-Banach (cf. [53]) qu’il existe A € R? et a € R tel que

VyeC A y) <a<(\x).

Puisque v(C) = 1, nous avons, pour tout t > 0,

exp({tA,9)) dv(y) = —In /c exp(t(\ ) — tA, 2) di(y) = (A 2) — a).

J(z) > (tA,2) — In /

Rd
En faisant tendre ¢ vers 400, nous obtenons que J(z) = +oo. Ainsi Dy C C.

Soit = € é) et (An)nen une suite de R? telle que

J(z) = lim (()\n,x> —1In /Rd exp((An, 2)) dy(z)) =—In lim exp((An, z — x)) dv(2).

n—-+oo n—-+oo R4

Supposons que |A,| tend vers +o0o quand n tend vers +o0o et montrons que cela conduit & une
contradiction. Pour tout n € N, posons u, = A,|A\,| 1. La suite (u,),en est une suite bornée
donc, quitte & en extraire une sous-suite, nous pouvons supposer qu’il existe u € R%, de norme 1,
telle que (up)nen converge vers u. Soit v un vecteur du support de v et U un ouvert de R?
contenant v. Par définition du support, v(U) > 0. Supposons que (u,z — ) > 0 pour tout z € U.
Alors, d’apres le lemme de Fatou,

+oo = / liminf exp(|An|(un, z — ) dv(z) < liminf / exp(|An|(un, z — x)) dv(z).

n—-+0o
Ainsi
exp(—J(x)) = lim exp(| An|(un, 2 — ) dv(z) = 4o00.
n—+00 Jpd
Donc J(z) = —o0, ce qui est absurde car J est une fonction positive ou nulle. Nous avons montré

que, pour tout vecteur v appartenant au support de v et pour tout ouvert U de R% contenant v,
il existe z € U tel que (u,z —x) < 0. Il en découle que, pour tout v appartenant au support de v,
(u,v) < (u,z). Cette inégalité est stable par combinaisons convexes, donc

Yy € C (u,y) < (u,x).

CAS OU v EST DISCRETE ET CHARGE 5 POINTS DE R2.
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a9
Comme z € C, il existe une boule B, centrée en x et contenue dans C. Ainsi nécessairement il
existe yo € By tel que (u,yo) > (u,x), ce qui est absurde. Donc (Ap)nen admet une sous-suite
bornée. Nous en déduisons l'existence d'une sous-suite (Ay(n))nen qui converge vers un vecteur A,
de R?. D’apres le lemme de Fatou,

J(gj) = <)\a:7 x> —In lim €xp <A<p(n)7 Z) dl/(Z)

n—-4o0o Rd

< (Ag,x) — Inliminf / exp (Ap(n), 2) dv(2)
Rd

n——+00

< _
< Q) =l [ Timint exp (0.2} dv(2)

= (Ag,x) —In /Rd exp (A, 2) dv(z) < J(z).

Ainsi J(z) = (Ag, ) — L(Az). Ceci assure que J(x) < 400 (car L(\;) # —o0) et donc que écDy.

De plus si L(A\;) = o0 alors J(z) = —o0, ce qui est absurde. Donc L();) < 0o, ce qui montre
que le supremum définissant .J(x) est atteint en un point A\, € R? en lequel la Log-Laplace L
de v est finie. O

Si Dy, est un ouvert de R? alors nous avons dlrectement que, pour (x,y) € D 7, le supremum
définissant J(z,y) est atteint en un point de DL C’est le cas lorsque le support de v est borné.

C’est aussi le cas pour la loi v, quand p est une gaussienne N (0,02), ou nous avons alors
Dr =Rx] —00,1/(20?)].

Nous allons voir que c’est également le cas quand L est steep, au sens de la définition suivante :

Définition II1.9. Soit f une fonction convexe de R? d valeurs dans | — oo, +00] qui est diffé-
rentiable sur l'intérieur de [’ensemble

r={reR: f(z) < +o0},
que nous supposons non vide. La fonction f est dite « steep » si

i [V f ()] = +o0

pour toute suite (Tp)nen de l%f qui converge vers un point du bord de Dy.

Remgmrquons que, si f est une fonction convexe semi-continue inférieurement et différentiable
sur Dy # @& (c’est le cas de la Log-Laplace d’une mesure de probabilité sur R%) telle que D D est
un ouvert de R?, alors elle est steep. En effet, dans ce cas, pour toute suite (Tn)n>1 de Df qui
converge vers un point du bord de Dy,

i [V f ()] = +o0

car sinon il existe un point = du bord et une suite (z,)p>1 de l%f qui converge vers x et telle que
(IV f(zn)||)n>1 est bornée par un certain réel M > 0. La convexité de f entraine que, pour tous
t>0etn>1,

f(xo) — flzn) = (1 —1)f(zn) +ttf(3?0) — f(zn) > f(1=t)z, —:tmo) — f(za)

Faisons tendre t vers O :

F(z0) — Flan) > im L0+ @0 = Tn)) = fan)

t—0 t

= (Vf(zn), 20 — xn).
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De plus I'inégalité de Cauchy-Schwarz implique que, pour tout n > 1,

flan) < fzo) + (Vf(@n), 2n — o) < flwo) + Ml[zn — 20]|-
Mais x ¢ l%f = Dy et f est semi-continue inférieurement donc

_ < Timi ‘
+oo = f(z) < liminf f(2n)

Par conséquent (f(xy,))n>1 tend vers +o0o et donc (||, — zol|)n>1 également. Nous en déduisons

que ||z — xo|| = 400 : ¢’est absurde.

Lemme II1.10 (Ioffe). Soit f une fonction convexe de R a valeurs dans | — o0, +00] qui est
finde sur Dy d’intérieur non vide. Supposons que [ est différentiable sur Dy et steep. Si f(0) =0
et s’il existe xo € R? tel que

sup (<u,x0> — f(u)) =0
ucRd

alors 0 appartient a l'intérieur de Dy.

Il s’agit du lemme A.5 de [22]. Notons que, si v est une mesure de pgobabilité sur R qui admet
un moment d’ordre 1 et dont la Log-Laplace L est steep, alors 0 € Dy,. Ceci découle du lemme
précédent puisque L(0) = 0 et, en notant m le moment d’ordre 1 de v,

sup ((t,m) — L(t)) = J(m) = 0.
teR?

Nous avons aussi le corollaire suivant :

Corollaire III.11. Suppogons que v est non-dégénérée sur R%. Si DOL est non vide et si ({/ est
steep alors, pour tout x € Dy, le supremum définissant J(x) est atteint en un point A\, € Dp.

Démonstratign. N%tons C l’adhéreréce de 'enveloppe convexe du support de v. Le lemme II1.8
entraine que Dy = C # &. Si « € Dy, le supremum définissant J(z) est atteint en un point
Az € Dp. Il reste & montrer que A; n’est pas un point du bord de Dj,. Posons

L:XA— LA+ Ay) — L(Ay).
La fonction L est convexe, différentiable sur lODL % @, steep, nulle en 0 et

sup (A, z) — L(A)) = sup ((z,A) — LA+ Ay) ) + L(Ay)
AERC AERE

— sup (&, ) — (@A) — L)) + L)
AERY

= J(x) - (<‘737 )‘x> - L(/\z)) =0.

Il découle alors du lemme précédent que 0 € l%z et donc que A\, € l%L. O

d) Comportement de la transformée de Cramér J sur 9D,

Dans le paragraphe précédent, nous avons étudé le comportement de J sur D 7. Le lemme
géneral suivant nous assure que, si v est une mesure de probabilité & densité sur R?, alors sa
transformée de Cramér est infinie sur 0Dy et donc D; = D ;. Nous nous inspirons de [12] pour
la. démonstration.



52

Proposition II1.12. Soit v une mesure de probabilité non-dégénérée sur R®. Notons C l’adhé-
rence de l’enveloppe convezxe de son support. Si x € IC alors il existe un hyperplan H contenant
x et tel que HNC C OC. De plus, si J désigne la transformée de Cramér de v, alors

J(x) > —Inv(H).

En particulier, si v admet une densité par rapport d la mesure de Lebesque sur R¢ alors Dy est
ouvert .

Démonstration. La mesure v est non-dégénérée sur R? donc é # @.Si x € OC alors le théoréme
de séparation de Hahn-Banach (cf. [53]) assure qu’il existe A € R? et a € R tels que

(\zx)=a et VyeC Ay <a.
Pour simplifier les notations, nous notons H I'hyperplan {y € RY: (\,y) =a} et
A={yeR":(\y)>a} e B={yeR":(\y) <a},

les deux demi-espaces fermés qu’il sépare. Supposons que y € CNH. Si y € Calors BNH #+ O,
ce qui est absurde puisque H est le bord de B. Par conséquent H NC C OC. Ensuite, pour tout

€ > 0, nous posons
Ale)={yeRy: (\y) >a—c}.

Soit (X, )n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi v. Pour tout n > 1,

posons
Spn=X14+ -+ X,.

Fixons n > 1 et § > 0. Nous définissons
N =card{ie {1,...,n}: (N, X;) <a—-9}.

La variable aléatoire N désigne le nombre de X;, i € {1,...,n}, qui n’appartiennent pas
a A(0). Dans la somme S, il y a exactement N termes qui appartiennent a A(0)¢ et n — N qui
appartiennent & B N A(d). Avec probabilité 1, nous avons donc

(A, Sn) < N(a—0)+ (n—N)a=na— Né.
Si Sp/n € A(e) alors a —e < (A, Sp/n) <a— Nd/n et donc N < en/d.

H:{<y7/\>:a}
{WA)=a—-e}
{{y;\)=a—4d}

1. Plus généralement, c’est le cas dés que v ne charge aucun hyperplan de R,
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Par conséquent

Len/s)
P(i” A(s)) <1@(Ng%”) - kzo P (N = k)

et, pour tout k € {0,...,n},
{N:k}: U {Xil,...,XikEA((s)C, VjE{l,...,n}\{il,...,ik} XJEA((s)}
1<iy <-<ig<n

Les X, i € {1,...,n} sont indépendantes et de méme loi donc il s’agit d’une union d’ensembles
ayant la méme probabilité et cette probabilité est majorée par

P(X1,..., Xnp € A(6)) =P (X1 € A(9)" ™ = v(A(9)"*.
Ainsi, en prenant € < §/2, nous avons

len/6]

Sn n n—k n n _
_ < < &n .
P ( s A(e)> < kZO <k> V(A@S)"F < (1 + 5) <Lm/6J> s v(A(D)
Nous avons .
en
1. *l 1 _— g
imsup Zin (1+57) =0
— n—k __ n—k B
- In ogg?si/é v(A(6)) = Oﬁglfasi/é - Inv(A(3)) = Inv(A(9)).

De plus, d’apres le lemme de 13.2 de [12],

:Hn<wgﬂ>§iﬂnn+m—-kzﬂﬁnoﬂgﬂ>—<1+“ff”>m(1+“ﬁf”),

d’ou .
n £ £ & 13
limsup — 1 < fmE o1+ m(1+5).
msop a0 ) <SS (145 m(145)

Finalement, pour tout € €]0, /2],

1 Shn €. € € €
] — — < — —ln-— — — .
171Lm§_11p - InP ( € A(e)) <Inv(A(9)) 5 In 5 <1 + 5) In (1 + 5)

Enfin le théoréme de Cramér (cf. théoréme B.10 de I’annexe) dans R¢ entraine que

n—+oo N

~J(z) < —inf { J(y) :y € Ae) } < liminf ~ In P (S; € A(@) .

Par conséquent

J(z) > —an(A(5))+§ln§+ (l-l—%) In <1+§).

En faisant tendre € vers 0, nous obtenons que

Vo >0 J(x) > —Inv(A(9)).

Comme A(6) tend vers A (en décroissant) quand 0 tend vers 0, nous avons que v(A(J)) converge
vers v(A). Enfin A c ce donc l/(/i) = 0, et A est inclus dans 'union disjointe de Aet H. 1
s’ensuit que v(A) < v(H) et donc

J(z) > —Inv(A) > —Inv(H).

La proposition II1.8 entraine que 0D ; = 9C. Si v admet une densité par rapport a la mesure de
Lebesgue alors tout hyperplan est de mesure nulle. Donc

Vo € 0D J(x) = 4o0.

Cela signifie que D est ouvert. O



54

e) Régularité de la transformée de Cramér

En tant que fonction convexe, la transformée de Cramér possede des propriétés de continuité.
Retenons le théoreme suivant :

Théoréme II1.13. Siv est une mesure de probabilité non-dégénérée sur R alors sa transformée
[0}
de Cramér J est continue sur Dy.

Démonstration. La fonction J est convexe sur R? donc le théoréme 10.1 de [51] nous assure
qu’elle est continue sur ri(Dy), U'intérieur relatif de Dy, qui est 'intérieur de D; vu comme un
sous ensembge de son enveloppe afﬁne.oPuisque v est non-dégénérée sur R? le lemme II1.8 nous
assure que Dy # & et donc ri(Dy) = Dy. Nous en déduisons le théoréme. ]

Etudions a présent la différentiabilité de la transformée de Cramér.

Notation II1.14. Si f est une fonction différentiable sur un ouvert U de R?, notons D, f la
différentielle de f en x € U. Si f est de plus a valeurs réelles, nous notons :

*x D2f sa différentielle seconde en x € U (que nous regardons comme une matrice carrée de
taille d).

* Vf la fonction de U — R qui a x € U associe le vecteur V f(x) = Dy f.

Définissons le domaine admissible de J :

Définition II1.15. Soit v une mesure de probabilité non-dégénérée sur RY gelle que Dy, est
d’intérieur non vide. Nous appelons domaine admissible de J l’ensemble VL (Dr), noté Aj.

Le théoreme suivant permet d’assurer notamment que A, le domaine admissible de J, est un
ouvert de R?% et que J est de classe C™ sur A;.

Théoréme II1.16. Soit v une mesure de probabilité non-dégénérée sur R? telle que Dy est
d’intérieur non vide. Notons Ay le domaine admissible de J.

(a) L’ensemble Ay est un ouvert de RY inclus dans Dy et la fonction VL est un C*-difféomor-
phisme de Dy, sur Aj.

(b) Notons X\ le C*-difféomorphisme réciproque de VL. La fonction J est alors de classe C*°

sur Ay et pour tout x € Ay,
J(x) = (z,\(z)) — L(A(2)),

VJ(z) = (VD) Yz) = Az) et DiJ:(Di(x)L> ,

ou A désigne la réciproque de VL.

(c) Si L est steep (notamment si Dy, est un ouvert de RY) alors Ay = Dy =€ ouC désigne
l’enveloppe convexe du support de v.

Les points (a) et (b) sont prouvés dans [1] et [9] (et dans [25] dans le cas ott Dy, = R%). Par souci
de complétude, nous reproduisons la preuve ci-dessous.

Démonstratioon. (a) D’apres la proposition I11.3, la fonction L est de classe C* sur lo?L et,
pour tous A € Dy et i,5 € {1,...,d},

oL 1
- - A2
O\ () exp L(\) /Rd zie ™ dv(z),

92 ) = Jpa 222 dv(z)  (fga 26D du(2)) (fga 276D dv(2))
0N exp L(\) (expL()\))Q

=E(Z):Zx;) — E(Zx:)E(Zy5),
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ot Zy = YZx1,...,Zxq) est un vecteur aléatoire dans R? de loi p1,, de densité
z— exp((A,z) — L(A))

par rapport a v. Ainsi D2L est la matrice de covariance de la loi u,. De plus p, a le méme
support que v donc elle est non-dégénérée. Le lemme II1.7 implique alors que DQL est inversible.
Ainsi, pour tout A\ € DL, la matrice D2L est symétrique définie positive. Ceci entraine que pour
tout € R?, 1’équation

VL) ==z

admet au plus une solution A\, € lO?L. En effet, s’il existe A1 et Ao distincts dans l%L et tels que
VL(A1) = VL(A2) alors la fonction

Prt— <VL(t)\1 + (1 — t))\Q), A — )\2>
est de classe C! sur [0, 1] & valeurs réelles et vérifie 1(0) = 9(1). Le théoréme de Rolle implique
alors qu'il existe to €10, 1[ tel que ¥'(t9) = 0, c’est-a-dire :

<jt (VL(tA + (1 — t)A2)) L:tOW N A2> _

Par conséquent, en notant A\g = tgA; + (1 — tg) A2 € Dretv=>X— A€ R\ {0}, nous avons
(D%,L(v),v) = 0.

Ceci contredit le fait que la matrlce D2 L est définie positive. Nous avons donc montré que la
fonction VL est une bijection de DL sur Ay de réciproque

Aix €Ay — Mg

De plus L est de classe C*° sur I%L et, pour tout A\ € I%L, D, (VL) = D3L est un isomorphisme.
Donc le théoréme d’inversion gl%bale (cf. [56]) implique que A; est un ouvert de R% et que VL
est un C*°-difféomorphisme de Dy, sur Aj.

(b) Pour z € A, posons
fe: AeRY— (x,)) — L(N).

La fonction f, est différentiable sur l%L et
YA€ Dy, Vf(\) =z — VL)

D’apres le point (a), pour tout x € Ay, Vf(A) = 0 si et seulement si A = A(z). Comme f, est
concave, son supremum est alors atteint en A(x), c’est-a-dire

J(@) = fo(M2)) = (2, A(2)) = L(A(2))-

Ceci entraine alors que Ay C Dy et que J est de classe C* sur A;. Enfin pour tous = € Ay,
u € RY,

(VJ(z),u) = (u, A(z)) + (DeA(u), z) — (VL(A(2)), DaA(u)) = (u, A(z))
car VL(A(z)) = x. Ainsi

Vee Ay VJ(x)=\z)= (VL) ().
En différentiant VL(A(z)) = x, nous obtenons :

D3,y LoD2J = D3, LoD, =1d
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d’ot1 'expression de D2.J puisque Di(x)L est un isomorphisme.

(c) Si Dy, est un ouvert de R alors le lemme IIL.8 entraine que pour x € é=D 7, le supremum
définissant J(x) est atteint en un point A\, € Dy = ZO?L. Et si L est steep alors la méme conclusion
découle du corollaire IT1.11. Dans les deux cas, L est différentiable en A(z) = A, et ce qui précede
implique que .
x=VL(\;) € VL(Dr) =4y,
[0}

c’est-a-dire DOJ C Ay. Enfin, comme Aj C Dy et que Ay est ouvert, nous avons Aj = I(i] =C
d’ou le point (c). O

f) Relation asymptotique entre densité et transformée de Cramér

Soit v une mesure de probabilité admettant une densité par rapport a la mesure de Lebesgue
sur Rd, avec d > 1. Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées de loi v. Le théoreme suivant assure que, sous certaines hypotheses permettant
I'inversion de Fourier, la densité de (X7 + - - - + X,,)/n s’exprime asymptotiquement en fonction
de J. Nous en proposons une démonstration, inspirée de l'article de C. Andriani et P. Baldi [1].
Elle repose sur le théoreme II1.16.

Théoreme II1.17. Soit v une mesure de probabilité non—doégéné'rée sur R%. Notons L sa Log-
Laplace et J sa transformée de Cramér. Supposons que Dy # & et qu’il existe ng > 1 tel
que

vo € LHRY).
Notons Aj le domaine admissible de J. Pour tout x € Ay, notons g la mesure sur R¢ telle que

exp(y + z, A(2))
exp L(A())

dpz(y) = dv(y + z),

o A désigne la fonction réciproque de VL. Pour n assez grand, la transformée de Fourier
de g appartient a L™"(R?). Soit (X,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes et
identiquement distribuées de loi v. Pour tout n > 1, posons

— 1

Alors pour tout n > ng, X, admet une densité g, par rapport & la mesure de Lebesque sur R?
vérifiant :
(a) Pour x € Ay et pour n assez grand,
n\d _ ~
i) = (52) e [ @t a
T R
(b) Pour tout compact Kj C Ay, uniformément en x € Ky, quand n tend vers +oo,

d
gn(z) ~ <2£) 2 (det D?L,J) 12 =nJ(@),

s

Nous présentons d’abord quelques lemmes utiles pour la preuve du théoreme II1.17.

Lemme IIT1.18 (Théoréme de convergence dominée uniforme). Soient (X,7T) un ensemble
topologique séparable et (2, F, i) un espace mesuré. Soient f et f,, n > 1, des fonctions mesurables
sur X x Q a valeurs dans C. Supposons que, pour tout w € Q, les fonctions x — f(x,w) et
x +— fo(z,w), n > 1, sont continues sur X et que

sup |fn(z,w) — f(z,w)] — 0.

rEX n—oo
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Supposons de plus qu’il existe une fonction g positive et intégrable sur (2, F, ) telle que
Vn>1 VeeX VYwe | fr(z,w)| < g(w).

Alors pour tout x € X, la fonction w — f(x,w) est intégrable et
| ) due) = [ @) dute)

Démonstration. Nous adaptons la démonstration du théoreme de convergence dominée classique
de [54]. En passant a la limite dans I'inégalité de domination, nous obtenons

— 0.

n—oo

sup
zeX

V(z,w) € X x Q |f(z,w)| < g(w).

Ceci montre que, pour tout x € X, la fonction w — f(x,w) est intégrable. Pour tout n € N,
posons
byt w i sup |fo(z,w) — f(z,w)].
zeX

Pour tous n € N et w € Q, la fonction x € X — |f,(z,w) — f(z,w)| est continue donc son
supremum est égal & son supremum sur un ensemble dénombrable dense de X'. Par conséquent
hy, est une fonction mesurable. La suite (29 — hy,)nen est composée de fonctions positives ou
nulles dont la limite simple est la fonction 2¢g. Le lemme de Fatou entraine que

/diu—/hmmf (29 — hy) dp < liminf /(2g—hn)d,u—/2gdu—hmsup /hndu.
Q Q Q Q

n——+o0o n—+oo n——+00

Comme g est intégrable, nous en déduisons que

limsup / hpdp <0
Q

n—-+o0o

et donc que fQ hy du tend vers 0 quand n tend vers +oo puisque, pour tout n € N, h,, est une
fonction positive ou nulle. Finalement

/fn:vwdu /f:rwdu ]<sup/\fnxw £(,w)] da()

sup
zeX zeX
< / hpdy — 0
Q n—oo
d’ou le résultat. ]

Lemme II11.19. Soitol/ une mesure de probabilité sur RY. Notons L sa Log-Laplace. Soit K un
compact inclus dans Dy. Alors la fonction

(s,t) —> M(s+1it) = / ST 4y ()
R4

est uniformément continue sur K x R?,

Démonstration. Pour tout n > 1, notons B,, la boule ouverte de rayon n centrée en ’origine et
posons
foiyr— e du(x).
BY
Il s’agit d’une suite décroissante de fonctions continues sur K C Z%L, qui tend vers la fonction
nulle. Le théoréme de Dini (cf. le lemme X.7 pour une généralisation aux fonctions semi-continues
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supérieurement) entraine que (f,)n>1 converge uniformément vers la fonction nulle sur K.
Donnons-nous € > 0. Il existe alors ng > 1 tel que

Vye K / W) dy(z) <

7o

NS

Posons ensuite
g:(z,5,t) € (RY)? — exp((s + it, x)).

1l s’agit d'une fonction uniformément continue sur B,,, x K x R? (car sa différentielle est bornée
sur cet ensemble donc elle est lipschitzienne). Ainsi il existe § > 0 tel que pour tous x € By,
(s,u) € K% et (t,v) € (RY)?,

I(s,8) = (w,0)[| <0 = g(x,s,1) — g(z,u,v)| <

IR

et donc

|M (s +it) — M(u+iv)| < / lg(x,s,t) — g(z,u,v)|dv(z) + 2 sup / e dy(z)
B

Bn, yeK
< = dv(z) + = <e.
5 2 2
no
Ceci montre la continuité uniforme de (s,t) — M (s + it) sur K x R O

Enongons le théoréme d’interpolation de Riesz-Thorin qui nous sera utile pour notre dernier
lemme préliminaire. Rappelons que la norme subordonnée d’une application linéaire continue T
de LP(R%) dans LI(RY), avec (p, q) € [1, +00]?, est définie par

ITllp,g = sup {”T“)” e, f#O}.
il

Théoréme II1.20 (Riesz-Thorin). Soient py, p1, qo et ¢1 dans [1,+o0] tels que py # p1 et
qo # q1- Pour tout t € [0, 1], nous définissons p; et q; par
1 1—t¢ t 1 1—t t

= + =

— et —_— = — 4 —.
Dt Po b1 qt q0 q1

Soit T un application linéaire continue de LPO(RY) dans L9 (RY) de norme subordonnée M.
Supposons que T est aussi continue de LP*(R?) dans LI (R?) de norme subordonnée M. Alors,
pour tout t € [0,1], T est une application linéaire continue de LP*(RY) dans LIt (R?) et

vfeLPRY)  |T(f)llg < My M-

Nous nous référons au chapitre 1 de [7] pour une démonstration de ce résultat et la conséquence
suivante : Iapplication qui a une fonction intégrable associe sa transformée de Fourier est une
application linéaire continue de L'(R%) dans L>°(R?) de norme subordonnée égale & 1. De plus le
théoreme de Plancherel (cf. [54]) assure que

Ve LP®Y)  Fllz = @m)* £l

Pour tout t € [0, 1], posons p; = 2/(2 —t) et ¢ = 2/t. Nous vérifions aisément que p; et g; sont
conjugués et que

1 1—t ¢ 1 1—t
= + — et — = + —,
bt Po p1 at q0 a1
avec pg = 1, p1 = 2, g0 = +0 et g1 = 2. Le théoréme d’interpolation de Riesz-Thorin entraine
alors que

VFELPRY [l < 1R 2 = @)

En remarquant que p; et g; sont conjugués et que p; € [1, 2], nous obtenons 'inégalité suivante :
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Lemme II1.21 (Inégalité de Hausdorff-Young). Sid > 1 et p €]1,2] alors q=p/(p—1) > 2 et
vIELPRY  Iflle < @0V £l

Avant de démontrer le théoreme II1.17, terminons par un dernier lemme.

Lemme III.22. Supposons qu’il existe so # 0 telle que |M(iso)| = 1. Alors la mesure v est
arithmétique, c’est-a-dire, il existe (a,b) € R? tel que

v({z e RY: (sg,z) € a+bZ}) = 1.

Démonstration. Supposons que | M (isg)| = 1 pour un certain so # 0. Ainsi

/ e 50:) () S/ dv(z) = 1.
Rd R4

Il s’agit du cas d’égalité de cette inégalité classique : il existe by € R tel que

1:

is0,7) — gibo vp.s.
d’ou
v({z eRY: (sg,z) € bg+27Z}) =1
et le lemme est démontré. O

Attaquons maintenant la démonstration du théoréme II1.17. Notons ¢ la transformée de Fourier
de v. Nous avons

—

Vn > 1 v =p" ="
Par hypothese, ¢™ € L! et
Vn>mng [T =[] < [pf™.

Ainsi 7*" € L! et le théoréme d’inversion de Fourier (cf. [54]) entraine que v*" admet une
densité f, vérifiant
1 .
Ve e R )= —> e "B o7 (1) dit.
ule) = o [0
Ceci entraine également que f, € L.
Soient s € Dy, et n > 1. La fonction z — els) f,(x) est une fonction positive d’intégrale

M (s)™ < 4o00. Notons ¢, sa transformée de Fourier. Il existe p = p(s) €]1,2] tel que ps € Dy.

Nous avons
/Rd

qui est une quantité finie. Par conséquent I'inégalité de Hausdorff-Young entraine que ¢, ,, € LY
pour ¢ = q(s) = p(s)/(p(s) — 1) € [2,+o00[. Or

p
) fg @) do < [ o @) o dn = M g 25

vt e RY Ysn(t) = / et (3 £ () da = M (s + it)™.
Ra
Soit n > gng. Nous avons ainsi

/"Psm@\dt:/ | M (s +it)["09 M (s + it)| "~ "0 dt
R4 R4
< Moy [ (s i)
R

— M(S)""Oq/ |@smo| T dt < +00.
]Rd
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C’est-a-dire ¢, € L' et donc le théoreme d’inversion de Fourier entraine que

1 1

(s,2) — —i(t,x) _ —i(t,z) n
Ve e R eV fo(x) @) /Rd e Vs (t)dt ) /Rd e M (s + it)" dt.

Remarquons ensuite que
Vo € RY gn(x) = nlf, (nx).

Par conséquent, pour tout s € Z%L et n > q(s)no,

n

d
— —n(it+s,x) YD
gn(x) (2%) /Rd e M (s +it)" dt.

Si x € Aj alors le théoreme I11.16 entraine que

donc en appliquant ce qui précede a s = A(x), nous obtenons

gn(z) = (%

_ ( n )de_nj(z) /Rd (6J(ac)—<)\(w)+it,9:>)nM()\(l,) ity dt

2

_ ( n )de_n,](z) /d (6_¢<t,x>_L(A(m)))”M()\(x) it dt.
R

2

d .
) / 6—n<)\(a¢)+zt,r)M()\(x) + ’it)n dt
Rd

Remarquons que pour tout t € Rd,

M(\(z) + it)

fia(t) = / )+ M) ~LO@) gy (y 4 1) = i) |
9 o S M(A(x))

ot nous avons effectué le changement de variable z = y + x. Nous en déduisons que i, € L™ et
que

n \4 —~

an() = (32) @ [ @) a

2 Rd
Cette égalité est valable des que n > gng (¢ dépendant de s = A(x)). Nous avons démontré le
point (a).
Prouvons maintenant le point (b). Soit K; un compact de A;. Insistons sur le fait que, pour
x € Ay donné, lexpression de g, ci-dessus n’eost valable que pour n > ngq, ou g dépend de x.
Revenon% sur la construction de ¢ : pour s € Dy, nous pouvons choisir p(s) €]1,2] N Q tel que
p(s)s € Dy. Le compact A(K ), sous-ensemble de Dy, est ainsi recouvert par 'union (qui est
dénombrable) des ouverts

[} (%}
Op={seDy:pse D}, p€]1,2]NQ.
Nous pouvons donc en extraire un sous-recouvrement fini
MK y) COpyU---UOy, avec l<po<---<pp <2, kel

Enfin, par convexité de l%L, nous obtenons que les ouverts (Op),eii2ng forment une suite
décroissante pour 'inclusion, si bien que A(K ;) C Op,. Nous posons alors qo = po/(po — 1) et
nous avons

n d ~ n
Yn > qong Ve e Ky gn(z) = (%) e (@) /d (1(¢)" dt.
R
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Pour tout x € K, la loi p, admet pour espérance

ol @)
Y7~
re - M(A(x))

(2 A (@)

vy + ) = /Rd(z - 2) 3y ) = VEO(@) —x =0

et pour matrice de covariance X, = Di(z)L car, pour 1 <i4,5<detx € Dy,

(S = Jrayiyi eV du(y + ) faa(z — @)z — 25)eD) du(z)
o M(A()) M(A(x))
M@ g 2
— fRd leje Z/(Z) . Zle] — a L ()\(.’E))

M(A(x))

a$il‘j
Quand t tend vers 0, uniformément en x € K,

N 1

fat) = 1 — 5(8at.1) + of1]).

En effet )
y M(A(z) +1t)

M(A(x))

est de classe C™ sur Ay x R? (cf. théoréme II1.16) donc la formule de Taylor-Lagrange assure
que le terme de reste est uniforme en z € K. Ainsi, pour tout ¢ € R%, uniformément en z € K,

i, <\/tﬁ>n s exp <—;<2xt7t>> .

Il s’agit de la méme méthode que pour la démonstration du théoréme central limite.

(2,8) — fio(t) = 7007

Notons que les fonctions z — fip(t) et z — exp (—(X,t,t)/2), t € R%, sont continues sur K.
Pour appliquer le théoréeme de convergence dominée (version uniforme), il nous faut encore
obtenir une majoration uniforme de la suite de fonctions. Pour tout « € Ay, la matrice X, est
symétrique définie positive donc e,, sa plus petite valeur propre, est strictement positive et e,
est la plus grande valeur propre de I'inverse de ¥,. Ainsi, en notant ||.|| la norme subordonnée
sur My4(R), nous avons

Ve e Ay Ep = (max{ « : a est une valeur propre de X! })71 = I

De plus z — 3, = Di(x)L est continue sur A; donc c’est aussi le cas de la fonction x — ¢,.
Notons alors €3 son minimum sur le compact Ky inclus dans Aj. Il s’agit d’un réel strictement
positif. Le développement limité ci-dessus nous assure l’existence de d > 0 tel que

- 1 €
V(t,x) €B0,6) x Ky i) < 1—5 (S — TLa)t.t).
Le théoréme spectral des matrices symétriques réelles assure que, pour tout x € K, la matrice

Yz — €olg est symétrique positive. Ainsi

vt € RY <(zx - %Old> t,t> - %"th? = (2 — eolg)t,t) > 0.

Nous en déduisons que
N €
V(t,x) €B0,6) x Ky ()] <1 [

En utilisant le fait que 1 —y < e™¥ pour tout y > 0, nous obtenons que

()

n

Vn>1 VY(t )€ B(0,6vn) x K < exp (—%OutH?) .
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Le terme de droite est intégrable et indépendant de = € K et de n. Le théoréme de convergence
dominée uniforme (cf. lemme II1.18) entraine donc que, uniformément en K,

t\" 1
e | —= ) dt — exp <—<2xt,t>> dt.
/||t|<6\/ﬁ <\/’5> n—0o Jpa 2

De plus cette deuxiéme intégrale est égale & (2m)%2 (det Zx)_l/ % ot le théoreme II1.16 assure
que, pour x € Ay, D?\(x)L est la matrice inverse de D2.J. Ainsi, quand n — oo, uniformément en

re Ky,
n d/2
/ i (1) dt _n—d/Q/ fia <t> dt ~ <2”> (det D2.7)"/2.
ltl<s l<svm  \VR n

Regardons maintenant la convergence du reste de I'intégrale. Posons

=

h:xe€ Kjr— sup |fz(t)|
lIt1>0

La fonction A est continue donc A(K ;) est un compact et le lemme II1.19 assure que la fonction
(s,t) — M (s + it) est uniformément continue sur A(K ) x R Par conséquent la fonction

x+— sup |[M(A(z) +it)|
£l =6

est continue sur K ;. Or pour tout x € K,

m _ L su x) + it)|.
h(x) = ||Stﬁ1§6 112 (t)] = MO@) ”ﬂg& | M (A(x) + it)|

Ainsi h est continue sur K ;. Nous en déduisons, par compacité de Ky, qu’il existe xg € K tel
que

Sup Sup |ﬁx(t)’ = sup h(x) = h(xO) = Sup ‘ﬂxo(t)‘
zeKy ||t]|>6 vekK; HED
Enfin fi,, € L™ donc piz,°? admet une densité. Ainsi le lemme de Riemann-Lebesgue implique
que
(o (£))™°% = g ()

[[¢]] =00

*1n040

et le lemme 4 du chapitre XV.1 de [28] assure que, pour tout ¢ # 0, |z, (t)) < 1. Par conséquent

K= sup |z (t)] €]0,1].
£l =6

Nous en déduisons que

sup sup |ug(t)| <k <1
z€K; ||t]|>6

Soit x € K 7. Nous avons alors, pour tout n > ngqo,

‘ [ ey
It >6

<[ imord< e [ g .
ltl|>8 Rd

Or

1 1
-~ noqo gy — M 1\ [n0g0 Jp — q0
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avec les notations de la page 59. L’inégalité de Haussdorf-Young nous assure que

[ 10362001 = [loxiy sl < 0 [0 1,
Rd

q0
Po

Enfin nous avons vu que

q0 /
Po Rd

En rassemblant ces inégalités, nous obtenons

(2n)°
M)y

Enfin la fonction s — M (pgs)/M (s)P0 est continue donc bornée sur le compact A(K ;). Nous en
déduisons que, pour tout n > ngqg, uniformément en z € K,

[ ateyae
[Itl|>6

(A(@),) (A(@),t) po ao/po n po—1Y40/Po
e £ OON L, (0] dt )< (MpoA(@) | fao 27

/Rd [ (8]0 dt < M (poA(@))"0©/ 70| fg [ oo-

= O(k").

Finalement

o) = (5-) @ ( /” O /” e dt)
— (%)de_”‘](z) (O(/ﬁ”) + (2;)‘1/2 (det DiJ)l/2 (1+ 0(1)))

d
_ <%) /2 i) (det D2J)"? (1 + 0(1)),

puisque « €0, 1[. Le développement est uniforme en x € K; d’apres toute ’étude qui précede et
car la fonction z — (det D2.J) Y2 est continue donc bornée sur K J. Ceci termine la démonstration
du théoreme II1.17.

Proposition I11.23. Soit v une mesure de probabilité non-dégénérée sur R? telle que l%L #+ 2.
Si il existe m € N et p €]1,2] tels que v*" admet une densité f,, € LP, alors les hypothéses du
théoréeme I11.17 sont vérifiés.

Démonstration. Il découle de l'inégalité de Hausdorff-Young que fm el avecr=p/(p—1).
De plus f;, est bornée donc f,, € L? ou ¢ est un nombre entier quelconque supérieur a r. Par

conséquent
pmg = (V*m> = (fm> e Ll

Ainsi les hypotheses du théoréme sont vérifiées (avec ng = mgq). O
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Soit p une mesure de probabilité sur R qui n’est pas la masse de Dirac en 0. Rappelons que la
transformée de Laplace A de p est définie par

Y(u,v) € R? A(u,v) = ln/Re“Z’L”Z2 dp(z),

et sa transformée de Cramér I par

V(z,y) eR*  I(x,y)= sup (zu+yv—Au,v)).
(u,v)ER2?

Dans le paragraphe 11, nous étudions les minima de la fonction I — F' sur
A" = {(z,y) € Rx]0, +o0[: 2* <y },
dans le cas ou p est symétrique et nous montrons la proposition clé suivante :

Proposition IV.1. Si p est une mesure de probabilité symétrique sur R, de variance o> > 0 et
telle que A est finie sur un voisinage de (0,0) alors la fonction
22

($7y) SPAY ’—>I($,y)—%

admet un unique minimum en (0,02) en lequel elle est nulle.

Dans le paragraphe 12, nous prouvons une conséquence de cette proposition : une inégalité de
concentration pour des variables aléatoires symétriques indépendants et identiquement distribuées.
Enfin ’étude du comportement de I — F au voisinage de (0, 0?) fait ’objet du paragraphe 13.
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11 Minimum de I — F sur Af

Dans les paragraphes 11.a) & 11.d), nous donnons la démonstration originelle (obtenue en 2012 et
présentée dans [13]) de la proposition IV.1, utilisant le théoréeme II1.16 sur la différentiabilité de la
transformée de Cramér sur son domaine admissible. Nous avons depuis obtenu une démonstration
plus immédiate que nous présentons au paragraphe 11.e). Enfin nous donnons un contre exemple
de l'inégalité I > F' dans le cas non-symétrique au paragraphe 11.f).

a) Domaine admissible de [/

Nous commencons par énoncer quelques propriétés de I, déduites du cas général exposé dans la
section 10. Supposons que p est symétrique et que son support possede au moins trois points,
ce qui assure que la loi v, soit non-dégénérée sur R?. La fonction A est la Log-Laplace de v, et
I’ensemble de définition D, contient Rx | — oo, 0] donc son intérieur est non vide. La fonction I
est la transformée de Cramér de la loi v, et nous notons Ay = VA(D,) le domaine admissible de
1. Le théoreme III1.16 entraine que :

(a) L’ensemble A est un ouvert de Dy et la fonction VA est un C*°-difféomorphisme de Dy
sur Aj.

(b) La fonction I est de classe C* sur Aj. Notons (z,y) — (u(zx,y),v(z,y)) la réciproque
de VA. Pour tout (z,y) € Ay,

I(z,y) = zu(z,y) + yo(z,y) — Au(z, y), v(z,y)),
Vi(z,y) = (VA H(z,y) = (u(z,y),v(z,y)),

-1
2 o 2
Dz = <D<u<x,y>,v<x,y>)A> :

(c) Si A est steep (notamment si Dy est un ouvert de R?) alors A; = Dy = é)p ou G, désigne
I’enveloppe convexe de ’ensemble

{(x,2?) : z est dans le support de p}.

De plus, I'inégalité de Jensen entraine que

V(u,v) € R ln/ " T2 dp(2) > /(uz +v2%) dp(z) = vo?
R R

donc 1(0,0?) < 0. Comme I est une fonction de taux, I1(0,0?) = 0. Ainsi

inf (1 - F) € [~1/2,0].
La fonction I est paire en la premiére variable. En effet si (x,7) € R? alors

I(—z,y) = sup <azu +yv — ln/ vty dp(z)>
(u,v)ER? R

= sup (xu +yv — ln/ eustva’ dp(z)) = I(x,y).
(u,v)€R? R

Supposons que I — F' admette un unique minimum (zg, yo) sur A*. Alors (—zg, yo) est également
un minimum de I — F' car

I(=x0,y0) — F(—0,y0) = I(x0,y0) — F (0, y0)-
L’unicité du minimum implique donc que xg = 0 si bien que
IE*f(I_ F) = I<07y0) - F(O,yo) = I(O,yo) > 0.

Comme 1(0,0?) = 0 nous en déduisons que yo = o>.

Il s’agit donc de montrer, sous 'hypothese que p est symétrique, que I — F' admet un unique
minimum sur A*. Il s’agira alors de (0, 02).
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b) Cas d’une loi de Bernoulli

Considérons la loi p = (6_. + 6.)/2 ot ¢ > 0. Elle est centrée et de variance c?. Pour tout
(u,v) € R?,

A(u,v) = ln/ eurtve? dp(z) = ve? + In ch(uc).
R

Pour tout (x,y) € R?, une étude de fonction nous permet de calculer I(x,y), le supremum de la
fonction (u,v) — xu + yv — A(u,v). Nous obtenons que I est finie sur D; = [—c, c] x {c?}, que
I(—c,c?) = I(c,c?) = In2 et que pour tout €] — ¢, [,

I(z,c?) = 2ic ((c+z)In(c+z)+ (c—x)In(c—z)) — Inec.

La fonction g :  — I(z,c?) — 22/(2¢?) est de classe C? sur | — ¢, c[ et

Ve €] —ec, | J(x) = % (argth (f) - E) )

C C

1 1
1
r)=—5—>— = =>0.
Ainsi ¢’ est croissante sur [—c¢, ¢] et comme ¢'(0) = 0 nous en déduisons que g admet un unique
minimum en 0 et vaut 0. Par conséquent la fonction

.CC2

G:(x,y) € A v— I(z,y) — o0
Y
admet un unique minimum en (0, ¢?) = (0, 02). Retenons le lemme suivant, qui découle de I’étude
précédente :

Lemme IV.2. Soit ¢ > 0. Posons

e x € R+ sup (ux — Inch(uc)).
u€R

Alors la fonction x — @.(z) — 2%/(2c) est strictement croissante sur [0, c|, strictement décrois-
sante sur [—c,0] et nulle en 0.

Comme nous 'avons mentionné dans le paragraphe 3.b), le cas de la loi de Bernoulli est spécial
puisque le modele d’Ising Curie-Weiss de criticalité auto-organisée coincide alors avec le modele
d’Ising Curie-Weiss critique.

c) Cas ou A est steep

Nous avons vu dans le paragraphe 11.a) que, quand p charge au moins trois points et quand
A est steep, I est différentiable sur l'intérieur de son ensemble de définition Dj et que, si
(z,y) — (u(z,y),v(z,y)) désigne la réciproque de VA, alors

o oI
Yy e B o (@) = ulwy).

Si nous montrons que u(z,y) > x/y pour x,y > 0 alors, en intégrant cette égalité, nous aurons
0 x? g2
V(z,y) € Dy 0<e<z = I(z,y) — — > I(e,y) — —.
2y 2y
Il suffit alors d’étendre cette inégalité sur les éventuels points du bord D; pour établir que
I — F admet un unique minimum en (0, 02). C’est ce que nous allons montrer dans le lemme clé
suivant :
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Lemme IV.3. Soit p une mesure de probabilité symétrique dont le support posséde au moins
trois points. Pour tout (x,y) € Ar, nous avons u(x,y) =0 si x =0 et

8

u(z,y) > — si x>0,

<

u(z,y) < Lo z<o.
Y

Démonstration. Le vecteur (u,v) = (u(zx,y),v(x,y)) vérifie

(x,y) = VA(u’fU) — (f]R Zeuz+vz2 dp(z) fR z2e“Z+”22 dp(z))

f]R euztvz? dp(Z) ’ f]R euztvz? dp(Z)

La probabilité p est symétrique donc

2 e 2
/Ze“”“ dp(z) :/ 2zsh(uz)e™ dp(z).
& 0

Cette formule montre que u et x ont méme signe. Ensuite th(z) < z pour tout z > 0 donc, si
x > 0 alors sh(uz) < uzch(uz). L’égalité a lieu si et seulement si uz = 0. Par conséquent, en
utilisant la symétrie de p,

Joee 222ch(uz)e® dp(2) Jr 226422 dp(2)
u 5 =u y = uy.
flR euztvz dp(Z) fR euztvz dp(Z)

Comme z > 0, u > 0 et y > 0, nous concluons que u > z/y. De méme nous montrons que, si
xr <0, alors u < z/y. O

Nous pouvons désormais énoncer 'inégalité suivante :

Proposition IV.4. Si p est une mesure de probabilité sur R symétrique, de variance o2 > 0 et
telle que la fonction A est steep alors
2 2

V(z,e,y) ERxRxR\{0} 0<e<az = I(z,y)— ;L > I(ey) — 5
y y

L’inégalité est stricte si (g,y) € Dy.

Notons que ce résultat englobe le cas olt D est un ouvert de R? puisque cette condition implique
que A est steep. Cette proposition couvre donc le cas des lois symétriques a support borné, ce
qui constitue le point de départ de la preuve de cette inégalité pour toutes les lois symétriques
réelles.

Démonstration. Nous avons déja traité le cas ou p est une loi de Bernoulli. Supposons alors
que le support de p pogséde au moins trois points. Nous avons vu dans le paragraphe 11.a) que
est de classe C'*° sur Dy et que

0 ol
V(.iﬂ,y) GDI %(xvy) :U(.iU,y)

Examinons la structure de ’ensemble D;. Posons

Yy >0 Dry={zeR:(z,y) € Dr}.
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B—¢
___> _y__ DI?y

CAS OU p EST DISCRETE SYMETRIQUE ET CHARGE 5 POINTS.

Soit y > 0 tel qu’il existe z € R pourolequel (z,y) € DO[. L’ensemble Dy, est un convexe de R.
De plus & — I(x,y) est paire, donc Dy, (I'intérieur de Dy, vu comme un sous ensemble de R)
est un intervalle ouvert de la forme | — a(y), a(y)[ avec a(y) 60[0, VY]. Le lemme IV.3 implique
que u(t,y) > t/y pour tout ¢t €0, a(y)[. Ainsi, pour tout z € Dy, N]0,+oo[ et € € [0, z],

x2 e

T T
t
I(z,y) — I(e,y :/ u(t,y dt>/ Sdt =" — —.
() = Iley) = | (t,y) L T
Il n’y a pas de probleme de définition en y = 0 puisque D; ¢ A* ne contient pas R x {0} et
Dro = @. De plus
I(xay) —I(E,y)
r—e

X —

est croissante sur Dy, \{e} puisque I est convexe. Par conséquent, si —a(y) et a(y) appartiennent
a Dy, alors l'inégalité précédente reste valable pour x = —a(y) et * = a(y). Nous avons
montré que

$2 82

V(z,y) € Dy y>0,0§€<x:>I(x,y)—[(a,y)>@—@

sauf pour les points (x, y) des bords supérieurs et inférieurs de Dy, si ils existent. Plus précisément,
posons
K? =inf { 2 : z est dans le support de p} >0

et
L? = sup { 2 :  est dans le support de p} < +oo.

Si K =0 et L = +oc alors I'inégalité est montrée sur tout D;\{(0,0)}. Supposons que K2 > 0.
Soit x € R. Définissons
[ (u,v) € R? — uz + vK?* — Au,v).

En notant cx = p({K}), nous avons pour tout (u,v) € R?,

f(u,v) = ur — In(2cxch(uk)) — ln/ v v —K?) dp(z).
R\[_K7K]

Pour tout z € R\] — K, K[, la fonction v — exp(v(z2 — K?)) est croissante. Par conséquent

vER vV——00

sup f(u,v) = uxr — In(2cxch(ukK)) —In < lim / eutv(z*~K?) dp(z))
R\[-K,K]

= uz — In(2cxch(ukK))
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d’aprés le théoreme de convergence dominée. En effet

o= R\[—K, K], v < _17 euz+v(z2,K2) < euZ*(ZQ,Kz)
et la fonction z € R\[—K, K] — e**~(**~K*) st p-intégrable car elle est bornée (puisqu’elle est
continue et tend vers 0 quand |z| tend vers +o00). Ainsi

I(z,K?) = sup f(u,v) =sup {uz —In(2cxch(uk))}.
u,vER u€R
En fait, nous retombons sur le cas d’une loi de Bernoulli. La raisons est que, si nous conditionnons
a T,, = K? dans notre modele, alors pour tout i, X! = —K ou K.

Si cx = 0, alors I(z, K?) = +00 pour tout = # 0, si bien que 'inégalité (large) est vérifiée pour
y = K2. Si c > 0, alors le lemme IV.2 implique que, pour tout (z,y) € R?,

332 82

2 2\ _
0§€<xSK:>I(J")K)_I(EvK)_QOK(I)_SDK(€)>ﬁ_ﬁ

Si L < +o0 alors nous montrons de méme 'inégalité pour y = L?. Par conséquent
2 &2

V(z,y) € D;\{(0,0)} 0§€<x=>[(x,y)—§—y2](s,y)—@

et cette inégalité est stricte pour (g,y) € D;. Enfin nous remarquons que pour tout y € R, par
convexité et parité de x — I(x,y), si I(e,y) = +00, alors I(z,y) = +o00 pour tout x > e. Par
conséquent 1'inégalité s’étend & tout ensemble de R? qui ne contient pas R x {0}. O

Remarquons que, pour tout v € R, la fonction v — A(u,v) est croissante sur R. Ainsi

veER V——00

inf A(u,0) = lim A(u,0) = lim (1n p({0}) + In / gus+os? dp(z)> — Inp({0})
V—>—00 R*
d’aprés le théoreme de convergence dominée. Et donc

—1(0,0) = inf A(u,v)=1np({0}).

u,vER2
Ceci est valable pour toute mesure de probabilité p sur R. D’ou le lemme :
Lemme IV.5. Sip une mesure de probabilité sur R alors 1(0,0) = —1n p({0}).
Nous déduisons de la proposition IV.4 le corollaire suivant :

Corollaire IV.6. Si p est une mesure de probabilité symétrique de variance o > 0 et telle que

A est steep, alors la fonction (x,y) € A+ I(x,y) — 22/(2y) admet un unique minimum en
(0,02).

Démonstration. La proposition IV.4 assure que z € R — I(z, 02)0— 22 /(20%) admet un unique
minimum en 0. De plus la fonction A est convexe, différentiable sur Dy # &, steep, nulle en (0, 0)
et 1(0,0%) = 0 donc, d’aprés le lemme HI.%O, (0,0) € Z%A. Dans le cas oul Dy est un ouvert de R?
alors c¢’est évident puisque (0,0) € Dy = Dy. Il découle ainsi du point (d) de la proposition I11.4
que I(0,.) admet un unique minimum en o2 et y vaut 0. Par conséquent

2
V(z,y) €& y#0° = I(z,y) - ;y > 1(0,y) > 0.

Par conséquent la fonction (z,y) € A* — I(x,y) — 2?/(2y) admet un unique minimum en
(0,02). O
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d) Cas général

La démonstration repose sur le résultat dans le cas ol p est & support borné (ou alors Dy = R?)
et le théoréeme de Mosco :

Définition IV.7. Soient f et (fn)nen des fonctions convexzes de R? a valeurs dans [—oo, +00].
Nous disons que (fn)nen converge vers f au sens de Mosco si, pour tout x € RY,
* pour toute suite (T, )nen de R qui converge vers x,

liminf f,(z,) > f(x),

n—-+o0o

* il existe une suite (zp)nen de R? qui converge vers x et telle que

limsup fp(zy) < f(z).

n——+oo

Nous notons alors P
In — f

n—oo

Théoréme TV.8 (Mosco [44]). Si f et (fn)nen sont des fonctions de R? dans [—oo, +-00] conveves
et semi-continues inférieurement alors

M M
fo = = o =2 [
n—oo n—oo
ot f* (resp. f}) désigne la transformée de Fenchel-Legendre de f (resp. fn).

Proposition IV.9. Soit v une mesure de probabilité sur R®. Notons L sa Log-Laplace. Soit
(Kn)nen une suite croissante de compacts dont la réunion est R?. Pour tout n € N, définissons
vn, = v(-|K,) la probabilité v conditionnée par K,, et notons L, sa Log-Laplace. Nous avons
alors

L, % L.

n—oo

Démonstration. Pour n assez grand, le compact K, rencontre le support de v, et nous avons

VA€ Bga  wn(A) = W.

Pour n assez grand et pour A € R%,

L,(A\) =In /Rd e duy (2) = ln/ M) du(z) — Inv(K,,).

n
Donc par convergence monotone,

. _ : (A\2) — 1 =
i Lo()) IH/RMETOO<]1KH(Z)€ )dy(z) i Inv(K,) = LY.

Ainsi la deuxiéme condition de la convergence de Mosco (avec la limsup) est vérifiée avec la suite
(An)nen constante égale a .
Soient A € R? et (A, )nen une suite quelconque qui converge vers A. Le lemme de Fatou entraine que

exp L(\) :/R liminf 1g, (2)e??) dv(z) < liminf /Rd 1x, (2)eP?) du(z).

d n—-+o0 n—-+oo

Donc
L(A) < liminf (L,(A\,) + Inv(K,)) = liminf L, ().

n—-+00 n—-+00

Ainsi la premiére condition de la convergence de Mosco (avec la liminf) est satisfaite. O
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Corollaire IV.10. Si p une mesure de probabilité symétrique et non-dégénérée sur R alors

A z? €2
V(z,y) € A" Ve e |0, I(z,y) — — >1I(e,y) — —.
(=,y) [0, ] (z,y) 5 = (e,9) 5
Démonstration. Pour tout n € N, notons K,, = [-n,n]|?. Pour n assez grand pour que K,

intersecte le support de v,, notons v, = v,(-|Ky), A, sa Log-Laplace et I,, sa transformée de
Fenchel-Legendre. Pour tout (u,v) € R,

Ap(u,v) = ln/ et dy,(s,t) — Inv,(Ky) < Alu,v) — Inv,(K,,).

Passant a la transformée de Fenchel-Legendre, il vient
Vie,y) €R?  I(e,y) < Inle,y) — Invp(Ky).

De plus la mesure v, est a support borné donc la proposition IV.4 et I’inégalité précédente
entrainent que, pour tout (z,e,y) € R x Rx]0, +o0],

g2 a?

0<e<z = I(gy)— —+ — <In(z,y) —Inv,(Ky,).

2y 2y
I1 découle de la proposition IV.9 que (A, )nen converge au sens de Mosco vers A donc, d’apres
le théoreme de Mosco, (Ip,)nen converge au sens de Mosco vers I. En particulier, pour tout
(x,y) € R? tel que y > 0 et = > ¢, il existe une suite (2,,%,) € R? qui converge vers (x,%) et
telle que

limsup In(xna yn) < 1(1'7 y)

n—-4o00

Comme y > 0 et x > ¢, il existe ng > 1 tel que y, > 0 et x,, > € pour tout n > ng. Par conséquent
g2 a2

Vn > ng I(Eyyn)_ﬂ‘i‘ﬂ
n n

< In(xm yn) —In VP(KN)’

De plus v,(K,) tend vers 1 quand n tend vers +o00. D’ott

2

+ < I(z,y).

limsup I(2,y) = o + 7 <
Yy

£2
n—+o00 2y
Enfin I est semi-continue inférieurement donc

liminf I(e,y,) > I(e,y).

n——+0o0
D’ou I'inégalité annoncée. O
Nous pouvons maintenant montrer que I — F admet un unique minimum sur A* en (0, 02), dans
le cas général d’une mesure symétrique :

Démonstration de la proposition I'V.1. Le corollaire IV.10 entaine que

2
% T

Ainsi I — F est une fonction positive. Comme (0,0) € ﬁA, la fonction 1(0,.) admet un unique
minimum en o2 (cf. le point (d) de la proposition I11.4). Par conséquent, si I — F admet un
minimum sur A* en (z9,0), alors yo = o2 et I(wg,0?) = 23/(202).
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De plus (0,0%) € A donc il existe € > 0 tel que B., la boule ouverte centrée en (0,0?) et de
rayon ¢, est incluse dans Aj. Si (x,y) réalise le minimum de I — F' sur B. alors

(u(z,y),v(z,y)) = VI(z,y) = VF(z,y) = (z/y, —2°/(2y7)) .

Le lemme IV.3 assure alors que x = 0 et donc u(z,y) = v(z,y) = 0. Par conséquent (x,7) = (0, 2).

D’ou
2

Vo €] —e,0[N]0, ¢ I(x,az)—% > 0.
g

En appliquant le corollaire IV.10 avec /2, nous voyons que l'inégalité ci-dessus est vraie pour
tout = # 0. Il s’ensuit que xzg = 0. O
e) Preuve alternative de la proposition IV.1

Dans ce paragraphe, nous donnons une démonstration plus immédiate de la proposition IV.1
que nous avons découverte bien apres, notamment en étudiant la mesure empirique associée au
modele. Elle repose sur le lemme suivant :

Lemme IV.11. Sip est une mesure de probabilité symétrique et non-dégénérée sur R alors

r 2’
S
V(z,y) € R x R\{0} A (y’ 2@/2) <0,

avec égalité si et seulement si x = 0.

Démonstration. Soit (u,v) € R?. En utilisant la symétrie de p, nous obtenons

exp A(u,v) = /

expluz ’UZQ zZ) = ex —Uuz ’l)2'2 z
[ exp(uz +024) do(:) / p(—uz + v22) dp(2),

R

si bien que
1 2
exp A(u,v) = 3 exp(uz + vz*) dp(z) +
R

exp(—uz + vz? z
A p(—uz + v22) dp( ))
— / ch(uz) exp(vz?) dp(z).

R

Soit (z,y) € R x R\{0}. Nous avons alors

o (55 [0 () (55 0= o(5)

ot ¢(s) = 1 — ch(s) exp(—s2/2) pour tout s € R. La fonction ¢ est positive sur R et ne s’annule

qu’en 0 si bien que
2
r
-ewi (557 20

et, comme p est non-dégénérée, I’égalité a lieu si et seulement si x = 0. En passant au logarithme,
nous démontrons le lemme. O

Soit (z,y) € R x R\{0}. Par définition de I(x,y) nous avons

2 2

A xr X X
I > X — X|{—=— | —-Al—-,—== .
(@.y) 2= y Y < 2y2> <y 2y2)

Nous en déduisons que
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Et d’apres le lemme, le terme de droite est strictement positif des que x # 0. Si x = 0 alors
2

I(x,y) — ;iy — 1(0,y).

Si nous faisons ’hypotheése que A est finie au voisinage de (0,0) alors le point (d) de la proposi-
tion III.4 nous assure que 1(0,3) > 0 pour y # 2. Nous avons donc montré que I — F admet un
unique minimum sur A* en (0, 02).

En fait nous avons montré un résultat plus fort que celui de la proposition IV.1 :

Proposition IV.12. 5i p est une mesure de probabilité symétrique et non-dégénérée sur R alors

2 a?

Si de plus A est finie sur un voisinage de (0,0) alors la fonction
22

(xay) €A '_>I(‘T7y)_@

admet un unique minimum en (0,02).

f) Et si p n’est pas symétrique ?

Quel est le minimum de I — F' dans le cas ol p est une mesure de probabilité centrée mais non
symétrique ? Pour tenter de répondre a cette question, regardons le cas simple ou

b a

S L
L A

p

avec a et b deux réels strictement positifs. Il s’agit d’une mesure centrée et de variance o2 = ab,
qui n’est symétrique que si a = b. Supposons que ce n’est pas le cas. Nous calculons ensuite que

Y(u,v) € R A(u,v) =1In <be‘“a+va2 + ae“b+”b2> —In(a +b).

Une étude de fonction nous permet de montrer que, pour tout (z,y) € R?,

/

a+zx T b—x T ) B
+bln<1+a)+mln(1—g) sio ze€]l—a,b et y=(b—a)r+ab,
I( ) ln(1+a/b) si (x7y>:(_ava2)a
x,Yy) =
In (1 + b/a) S (@) = (0,17),
+oo sinon .

Ainsi le couple (g, yo) est un minimum de I — F' si et seulement si yo = (b—a)xo+ab et z( est un
minimum sur [—a, b] de la fonction g définie par g(—a) = In(1+a/b)—1/2, g(b) = In(1+b/a)—1/2
et

b)‘ﬂ@—@x+@)

a+zx T b—=x T z2
Vo e]—a,b g(a:):a_i_bln(l—i—E)—i—mln(l—

Par calcul, nous obtenons que, au voisinage de 0,

b—a 5 ab—5(0b—a)?

_ 4 4
g(x) = 3a262$ + a3 x* + o(z").

Comme a # b, le point 0 ne peut pas étre le minimum de g et donc cela exclut que (0, 0?) soit le
minimum de la fonction I — F. 1l s’ensuit (cf. les arguments classiques de grandes déviations
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rappelés dans le paragraphe 9.b)) que, sous fin p, (Sn/n,T,,/n) ne converge pas en probabilité
vers (0,0?). Cependant il se pourrait que les fluctuations autour du minimum de I — F soient
d’ordre n3/4. Etudions plus en détail la fonction g : pour tout = €] — a, b[, nous avons

z) = 1 n l+z/a\ z (b—a)z+2ab
I =0 1—x/b 2((b—a)x + ab)?
et 22
1 a
g"(x) = -

(a+x)b—2z) ((b—a)x+ab)?

Nous calculons que ¢g”(z) > 0 si et seulement si zP(z) > 0, avec
P(z) = (b—a)3x? + ab(3(b — a)? + ab)z + 2ab*(b — a).

Pour continuer, regardons le cas ou (a,b) = (3,4). Le polynéme P admet alors deux racines
réelles : —90 + 61/217. Ainsi il existe o €] — 3, —90 + 61/217[ tel que ¢/(x) < 0 sur | — 3,a] et
g'(x) > 0 sur ]a, 4]. Ce point « est donc le minimum de g (une valeur approchée est —2,1616).
Tracons la fonction g :

XQ

De plus le terme d’ordre 2 dans le développement limité de g autour de ce minimum est strictement
positif donc les arguments classiques de grandes déviations et de méthode de Laplace rappelés
dans le paragraphe 9.b) suggérent que les fluctuations sont en y/n et la loi limite Gaussienne. Par
conséquent, dans le cas ou p n’est pas symétrique, la somme S, des variables aléatoires de notre
modele ne se comporte pas en général comme nous le voulons et il nous faudrait donc déterminer
une nouvelle fonction d’interaction.

Nous nous contenterons d’étudier le cas des mesures symétriques dans la suite. Nous allons voir
dans le paragraphe 13 que, dans ce cas, I(z,02) ~ ugr*/(120%) au voisinage de 0. Cela va nous
assurer des fluctuations d’ordre n®/%.

12 Une inégalité exponentielle pour les lois symétriques

Une question centrale dans 1’étude des sommes de variables aléatoires indépendantes et iden-
tiquement distribuées est le controle de la probabilité qu’elles dévient de leur valeur typique.
Cependant ces probabilités sont généralement difficules a calculer, et la stratégie alternative est
d’avoir recours & des inégalités. La plus fondamentale est la célebre inégalité de Tchebychev.
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De nombreuses extensions de cette inégalité permettent de montrer que, pour des variables
aléatoires indépendantes admettant des moments exponentiels, la vitesse de déviation décroit
exponentiellement quand le nombre de variables augmente. Citons par exemples les inégalités de
Tchebychev exponentielle et de Hoeffding, qui sont tres utiles notamment pour construire des
tests statistiques et des intervalles de confiance.

La proposition IV.12 nous assure que, si p est symétrique et non-dégénérée, alors I(x,y) > x2/(2y)
des que x # 0 et y # 0. Dans ce paragraphe nous en montrons une conséquence : une inégalité
exponentielle tres simple.

Théoréeme IV.13. Soit p une mesure symétrique sur R. Sin > 1 et si X1,...,X, sont n
variables aléatoires indépendantes de méme loi p, alors

2
V>0 VYy>0 P(X1+--.+Xn2x,X12 —{—X2<y)<exp<—;>
Y

Si nous appliquons cette inégalité avec nx, ny au lieu de z,y, alors nous obtenons une inégalité
qui controle les deux premiers moments empiriques de Xi,..., X, :

Xi+--+X X2+ X2 2
n n 2y

Avec la théorie classique des grandes déviations (cf. 'annexe B ou plus généralement [22]), nous
obtenons usuellement des inégalités exponentielles de ce type, mais malheureusement elles ne
sont valables que pour n grand et c¢’est un probleme difficile de quantifier a quel point n doit étre
grand. Durant les dernieéres décennies, les probabilistes et statisticiens ont essayé de prouver des
inégalités non-asymptotiques, qui sont valables pour tout n > 1 et avec des constantes explicites
(cf. [10]). La plupart de ces inégalités sont basées sur le phénomeéne de concentration de la mesure
et elles requierent un fort controle sur la queue de la distribution p, typiquement Iexistence d’un
moment exponentiel. L’inégalité du théoreme I1V.13 est valable pour toutes les lois symétriques
et ne requiert aucune condition d’intégrabilité.

Démonstration du théoréme IV.13. Soient n > 1 et x,y > 0. Notons
Sp=X1+-+X, et T,=XI+---+X2

Nous avons

2 2 2
P(S, >z, Ty < y) =P<m5 >2 2T, > —x>

y

T

y 2y> 2y
2 2 2 2
x x x x x
< (G spmz ) P (o (o) 2o (55))
En utilisant 'inégalité de Markov et le fait que Xi,...,X,, sont indépendantes de méme loi p,

nous obtenons

P(S, >xT<y)<eXp( 2) (Hexp<x X>>
(o)

Comme x > 0, le lemme V.11 entraine que

22
P n > ) Tn S 5 |
(Sp > x y) < exp < 2y>
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et le théoreme est démontré. ]
Notons que le théoréme IV.13 est plus exactement une conséquence du lemme IV.11.

Dans toute la suite de ce paragraphe, nous supposons que X7y, ..., X, sont des variables aléatoires
indépendantes et de méme loi symétrique sur R. Examinons les liens entre notre inégalité et
I'inégalité de Hoeffding : supposons qu'il existe ¢ > 0 tel que P(|X1| < ¢) = 1. En prenant y = ¢?
dans notre inégalité, nous obtenons

X o4 X 2
Ve >0 P QZ%’ < exp _nr .
n 2c2

Nous retrouvons ainsi la borne supérieure donnée par l'inégalité de Hoeffding (dans le cas
particulier de variables indépendantes et de méme loi bornée et symétrique, et avec une inégalité
stricte). Notons que la preuve de notre inégalité est plus simple que celle de I'inégalité de
Hoeffding, qui requiert un développement du second ordre, la formule de Taylor et ’hypothese
que les variables sont bornées. La démonstration de notre inégalité de requiert que I'inégalité
ch(u) < exp(—u?/2) pour u € R, et '’hypothese de symétrie de la loi.

Réciproquement, un référé anonyme nous a fait remarquer que l'inégalité de Hoeffding nous
permet de retrouver notre inégalité via un argument de conditionnement : donnons-nous z,y > 0
et €1,...,&, des variables aléatoires indépendantes et de méme loi (_1 + d1)/2. Supposons aussi
qu’elles sont indépendantes de Xy, ..., X,,. La symétrie des X;, 1 < ¢ < n, nous assure alors que

P(X1+ -+ X, >z, T, <y)=PEaXi+ - +e&X, > T, <y).
Nous conditionnons ensuite par Xi,..., X, :
E(151X1+‘..+5nxn2$ ﬂTnSy) = E(P(é‘le 44 Ean Z X ‘ Xl, Ce ,Xn)]lTngy) .

L’inégalité de Hoeffding appliquée a 1, ..., &, nous donne

"Ez 1'2
P(er X1+ 4 enXp >z | X1,..., X,) < - — -—).
(E1 X1+ FenXy > | X, n)_eXp< 2(X12+--~+XEL)> eXP( 2Tn>

En insérant cette inégalité dans I’éspérance conditionnelle ci-dessus et en utilisant la condition
T,, <y, nous obtenons I'inégalité du théoréme IV.13, sauf qu’elle est large et non stricte.

Nous terminons ce paragraphe par une application au cas non-symétrique.

Corollaire IV.14. Soit n > 1. Supposons que X1,...,X,, X],..., X, sont 2n variables aléa-

n
toires réelles indépendantes et de méme loi. Alors, pour tous x,y > 0,

Xit+-+Xy Xit+--+X,

mn
n n = < exp ( na:2>
2 2 —— |-
X12+---+X,%+X{ +-+ X)) <y 4y
n n
Démonstration. Pour tout i € {1,...,n}, nous posons Y; = X; — X/. En utilisant le fait que

(x —1)? < 2(z? + y?) pour tout (x,7) € R?, nous remarquons que la probabilité dans ’énoncé du
corollaire est majorée par

P(Yi+ -+ Y, >nz, P+ - +Y2<2ny).

Nous terminons la preuve en appliquant le théoreme IV.13 aux variables aléatoires indépendantes
et symétriques Y7,...,Y,. O
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13 Développement de I — F' au voisinage de (0, 0?)

Si p est une mesure de probablhte symétrique sur R dont le support comporte au moins trois
points et si (0,0) € Dy, alors (0,0?) = VA(0,0) € VA(DA) Ay, le domaine admissible de I.
Nous avons vu dans le paragraphe 11.a) que I est de classe C* au voisinage de (0,0?) et que

VI(0,0%) = (u(0,02),v(0,0%)) = (VA)1(0,02%) = (0,0),

-1 o2 0 - B 1/0? 0
D(O a2)I - (D(OO)A) - (O I U4> N < 0 1/(pa 0’4)>’

puisque D(0 0)A est la matrice de covariance de v, (cf. la démonstration du théoreme II1.16). A
Iordre 2, le développement limité de I au voisinage de (0, 02) est donc

2 2\2
T (y—o0?) 212
I = 427 - .
(z,y) 552 T 20— o) +o(l|z,y — o”[|)

Et le développement limité de F' & 1’ordre 2 au voisinage de (0, 02) est

x2 x2 1

:E2
% 2% 14 (y—o?)ja®  25° T

F(z,y) = of|lz,y — o*||?).

Ainsi le développement limité de I — F & l'ordre 2 au voisinage de (0, 0?) est
(y — 0?7 2012
—to(||z,y — 0 .
s+ ollly = o)

Il nous faut donc pousser le développement limité de I — F' plus loin.

I(.’E,y)*F(Cﬂ,y) =

Regardons un exemple, celui de la gaussienne centrée de variance o2. Une étude de fonction nous
permet d’obtenir que

N 1 — 2
V(z,y) € A I(wvy)=2<32—1—ln<y02 >>

Et dong, si ¢ désigne la fonction définie dans la proposition I1.9, alors

Ie,y) ~ Fay) = (2, 5) - 5.

o’ o2

Le lemme I1.10 entraine alors qu’au voisinage de (0, %),

1 /2 y 2 2t (y—o?)?

En fait, nous avons une telle équivalence dans un cas plus général :

Proposition IV.15. Si p est une mesure de probabilité symétrique sur R dont le support possede
au moins trois points et telle que (0,0) € Dy alors I est de classe C™ au voisinage de (0,02). Si
pa désigne le moment d’ordre 4 de p (qui est fini) alors, quand (z,y) tend vers (0,0?),

2 4
x y—o 14T
I(.’E,y)— ~ (

2)2
+ .
2y 2(ug — o) 1208

Remarquons que, si p est la loi Gaussienne N(0,02), alors 2(ug — 0%) = 2(304 — %) = 40t et
pa/(1208) = 30%/(120%) = (40*)~! (ce que nous avons obtenu ci-dessus).
Afin d’éviter certains calculs et ainsi de simplifier la démonstration, regardons d’abord quels

sont les termes dans le développement de I — F' qui sont négligeables devant Az* + Bx? pour
A, B>0:
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Lemme IV.16. Soient A et B des réels strictement positifs. Alors, au voisinage de (0,0),
lz,y||* = O(Az* + Bz?).
Pour tout couple d’entiers (a, ), nous avons

« %P
= >2= i ——— =0
g P (e.0)+(00) Az* + Ba?

Démonstration. Pour tout (z,y) € R?\{(0,0)}, il existe un unique couple (r, #) appartenant &
10, +o0[x[—7/2,7/2] et tel que (z2,y) = (r cosf, rsind). Ainsi
Az + Bx? = Ar? cos?0 4 Br?sin?0 > min(A4, B) r°.

Nous obtenons alors

Az* + Bx?  Ax*+ Bx?2 —  min(A,B)r2  min(4, B)

|z, y||* B (m2 + y2)2 < (r cos + r? sin29)2 (0089 + 7“811129)2

Il s’agit bien d’une quantité bornée quand r tend vers 0. Ensuite

|r cosf|/2|rsing|®
min(4, B)r?2

‘ xo‘yﬁ O(T‘a/2+6+7_2).

Azt + Bz?

Or la convergence de (z,y) vers (0,0) est équivalente a la convergence de r vers 0. D’ou le
lemme. O

Démonstration de la proposition IV.15. Si (0,0) € Dy alors
(0,02) = VA(0,0) € VA(Dy) = A;.

Nous avons vu dans le paragraphe 11.a) que I est de classe C* sur A (et donc en particulier au
voisinage de (0,0?)). De plus, si (z,y) — (u(z,y),v(z,y)) désigne la réciproque de VA alors,
pour tout (z,y) € Ay,

-1
vl(x7 y) = (VA)_1<x7 y) = (U(.’IJ, y)v ’U(iL', y)) et D%x,y)l = (D%u(x,y),v(x,y))A) :

Notons aussi que ’hypothese (0,0) € Z%A entraine que p admet des moments de tout ordre.

Le développement limité de F' & 1'ordre 4 au voisinage de (0, 02) est

2 2 2
zt  wi(y—o”) a(y—o
F(x,y) = 20_2 - 20_4 + 20-6 +O(H$7y7 U2||4)'

Par conséquent, au voisinage de (0, 0),

h2
2(pa — o)
+ agort + az12°h + ag0x*h* 4 a1 3203 + ag 4h* + o(||z, h|*),

I(z,h +0?) — F(z,h+0°%) = + a3 07 + ag12°h + ag 2xh* + ag 3h®
avec, pour tout (7,j) € N tel que i + j € {3,4},

1 oI 9
Qij = T]'axlayj 070 )
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sauf

1/ &I 9 1 1 o4 5 1
=— | —— — t = - —.
21 =5 (8:0283/(0’0 )+ 04> e asp 1022057 (0,07) 51

Si nous montrons que aqo > 0 alors, d’apres le lemme précédent, les termes en xh?, h3, 23h,
22h?, zh3 et h* sont négligeables devant ag ozt + ap2h? quand (z, h) tend vers (0,0). Ensuite la
parité de I — F' en la premiere variable entraine que ago = 0. Si nous montrons que az; = 0,
alors nous obtenons

(y —0?)?

I(z,y) — F(z,y) = (w

+ a470x4) (I140(1))

quand (z,%) quand vers (0,02). D’ot1 I’équivalence annoncée.

Pour conclure il faut montrer & présent que as; = 0 et as 9 = pa/ (120%), c’est-a-dire :

3 4
o1 (0,02):—i et ol

o\ _ 2H4
0x20y ot @(0’0 )= '

o8

Pour tout j € N, nous introduisons la fonction f; définie sur l%A par

[ et dote)
f'(uv U) = K :
! /eux‘+vx2 dp(.CL‘)

R

Ces fonctions sont de classe C'°° sur l%A et vérifient les propriétés suivantes :

x fo est la fonction identité sur R?.

* Pour tout j € N, f;(0,0) = p; le moment d’ordre j de p. Il est nul quand j est impair puisque
p est symétrique. De plus

o

V(u,v) € Dy

OA OA
= ¢ P70
* Pour tout j € N,
of; of;
78; = fix1—fifi et 7(%3 = fiy2 — fifo

Par conséquent, pour tout (z,y) € Ay,

-1 _ g2 . -1
Dl = (Do) = (270 B70E) e oten,

En notant g = (f2 — f2)(f1 — f2) — (f3 — f1f2)?, le déterminant de la matrice symétrique définie
positive D2A, nous obtenons que, pour tout (z,y) € Ay,

2 7_ 1 fi— 13 f1f2-f3>
R e ] (YS9 IOV R}

De plus (u(0,02),v(0,02)) = (0,0) donc

ou o I o fa—fF o m—ot 1
%(070 )—@(070 ) = (070)—m_§’
L) P T A
@(070 ) = Tyg(oﬁa )= (0,0) = 02(ps — o) pg—ot’
ou 9y Ov oy I oy _ N2 fs =
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En dérivant selon y, nous obtenons

831 78u 0 f4—f22 ov 0 f4—f22
ayaxa—ayxau( p ><“’”>+ayxav( p )““’)'

Le premier terme de I’addition est nul quand on I’évalue en (0,02). Pour le deuxiéme, il nous
faut calculer la dérivée partielle de (f4 — f3)/g en v :

O (fr—f3\ _1_0 o Ja—f3 09  fo—3fafa+2f3 fi—[fF Og
3o (557 =5 o8- * B - gr

g2 ov g g? v’
En développant ’expression de g, nous obtenons que

9= fafa—fifa— 15 = [+ 2f1fafs.
Dérivons-la selon v :

9 _ folfo — fafo) + fa(fa — f3) — fi(fo — fafo) — 2faf1(fs — fifo) — 3f3(fa — f3)

o
—2f3(f5 — fsf2) + 2f1fo(fs — fafo) + 2f2f3(fs — fifo) + 2f1f3(fs — f3).

En I’évaluant en (0,0), tous les termes d’indice impair s’annulent et nous avons

0
8%(0’0) = 0% (s — p1a0?) + papa — 0*) = 30 (pa — 0*) = 06 — 3pac® +20° + (g — 0*)%.
Finalement
g f4—f22 (0,0) = ,U,6—302M4+2(76 _02M6_3M4U4+208+(H4_U4)2 _ 04—u4
v g ’ 0% (pg — o) o4 (ps — o) ot
Et donc
_— [0} = o o B e = ——
Oyox? oy T ov g ’ gy — ot o ot

C’est ce que nous voulions démontrer. Calculons maintenant la dérivée partielle quatriéme de I
en x. Pour cela nous devons au préalable obtenir une expression de la dérivée partielle troisiéme

en r o
PI ou_ 0 (fi—f3 v 9 (fi—f3
8:c3_8x><8u< g )“““”ascxav( g >(”’”)‘

La seule quantité que nous ne connaissons pas est la dérivée partielle en u de (fy — f2)/g. Nous
avons

3(f4—f22) :;X;u(ﬁl_ﬁ)_ﬂx—ffxag:f5-f4f1—2f2f3+2f22f1_f4—f22Xag

ou g g2 ou g g2 o’

avec

iz = fofs — fofr) + fa(fs — fo i) — fi(fs — fofr) — 2f2f1(fo — 1) — 3f3(fs — fo1)

0
— 2f3(fa — f31) + 2f1.f2(fa — f351) + 2faf3(fo — [2) + 2f1 f3(f3 — faf1).

Notons que cette quantité est nulle en (0, 0). Par conséquent la dérivée partielle en u de (f4— f2)/g
aussi et donc nous retrouvons que

1
@(0, 0'2) =0.
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En dérivant a nouveau, nous obtenons que
o' Ou ou  9* [(fi—f3 ov 0? f1— f3
P e (aﬁw( . ><“’”>+awxavau< p )WJ))
O?u 0 [(fi—f2 0%v fi— f2
+8[1}2Xau< p )(U,’U)‘i‘aﬁxaz}( g >( U)

v ou 0* [ fi— 12 o 0 (fa—f3
o (axxauav< ; >< R a2( J )(W)'
Evaluons en (0,0?) :

4 2 _r2 4 2
2(0,02)— ! <1 0 <f4 f2>(0,0)+0>+0+0 04“4@(0,02)+0,

Ox* o2 \ o2 0u? g ox?

e 0? 0 ( 0*I 03I
v 9 2y _ oy _ 1
oz a2 (0:0%) = Ox <6:U8y> (0,0%) = 830283/(0’0 )= ot
et
0% (fa—f3\ 107 5. 2 0g 0 fi—f30% 2 (dg
6u2( 7 > —gw(h*fz) 2 0u 6u(f4*f2) 2 0w g <u> (fa—f3).
D’ou

62 _ f£2 1 82 82
ot (157 00 = Sy (ot - 0.0 - 0.0).

Pour ces deux termes restant a calculer, il s’agit de dérivées de quantités que nous avons déja
calculées. Nous les évaluons directement en (0,0), ce qui est assez simple puisque f;(0,0) est
nulle dés que j est impair :
s 2 9 2 2 6
52 1= 12)(0.0) = 2 (fs = fafs = 2f2f5 + 2/3/1)(0,0) = pig — 30" pua + 20

et

02g o (0
T2 9(0,0) = 3 (85) (0,0) = 0% (p6 — pa0®) + pa(pa — 0*) — 0 — 2p40™
— 30 (g — o) — 203 + 20* g + 201 g + 0.

Cela est égal & 02 — p3 + 30 — 3uy0? apres simplification. Nous avons alors

872 <f4 - f22) (O 0) _ 02,“6 - 304;“*4 + 208 _UQMG +,uz21 — 30° +3,U4O'4
Ou? T

g ot (ps — o)
B pi—o® _ pa + o
o4 (g — o) P

Finalement 4 4
(0 2)_M4+U g _)U'4_2ﬁ
I P

ozt

Nous obtenons bien le terme annoncé. O
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Dans le chapitre précédent, nous avons montré que, si p # Jy est symétrique et si A est finie au
voisinage de (0, 0), alors I — F' admet un unique minimum sur A* en (0, o). Une heuristique usuelle
(cf. paragraphe 9.b)) nous suggere donc que, sous fin 5, (Sn/n, Ty /n) converge en probabilité vers
(0,02). Seulement A* n’est pas un fermé de R? donc le lemme de Varadhan ne peut s’appliquer
directement. Nous contournons ce probleme dans le paragraphe 14.a) et nous prouvons cette
convergence en probabilité dans le paragraphe 14.b). Dans la deuxiéme partie de ce chapitre,
nous utilisons le théoréme I11.17 pour montrer la convergence de S,/ n3/* sous fin,p dans le cas
des mesures a densité.

14 La loi des grands nombres sous /i, ,

a) Autour du lemme de Varadhan

Notons vy, , la loi de (S, /n, T, /n) sous p®™ et Oy, la loi de (Sy/n,T,/n) sous [ ,. Nous avons
vu dans la partie 9.b) que, si (0,0) € DA, alors (U, p)n>1 satisfait le principe de grandes déviations
de vitesse n, gouverné par la bonne fonction de taux I. De plus

2
/ exp (n;> dVn,p(2,Y)
VA€ Bge O (A) = 240N J .

na? .
/ exp <2y> an,p(xvy)

Proposition V. 1 Soit p une mesure de probabilité symetmque sur R, de variance o > 0 et
telle que (0,0) € Dh. Si A est un fermé ne contenant pas (0,0?) alors

1 AN,
limsup — ln/ exp <nx> dl/n,p(xvy) < 0.
n—+oo N A*NA 2y

Nous avons le théoréme suivant :
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Nous consacrons le reste de ce paragraphe a la démonstration de ce théoréeme. Nous allons
naturellement faire appel au lemme B.7 de ’annexe qui nous fournit une extension de la borne
supérieure du lemme de Varadhan. Nous aurons aussi besoin du lemme suivant :

Lemme V.2. Soit E un espace métrique et A un fermé de E. Soient J et f des fonctions
définies sur E et a valeurs réelles. Nous supposons que J est une bonne fonction de tauz et que
f est bornée et semi-continue supérieurement. Alors f — J atteint son mazximum sur A.

De plus, si f —J admet un unique maximum sur E en xqg et si A ne contient pas xg, alors

sup (f(z) — J(z)) < f(zo) — J (o).

z€EA

Démonstration. La fonction ¥ = f — J est majorée donc elle admet une borne supérieure sur
tout fermé de A. Il existe une suite (zx)reny d’éléments de A telle que

lim (xg) = sup 9.
A

k——+o0

Pour k € N assez grand, nous avons 2¢(xy) > sip 1) donc
T(or) = =) + Flaon) < 510 6+ |l
c’est-a-dire x; appartient au compact
(2 € B Jla) <~ sup b+ [ Fll )

Quitte a extraire une sous-suite, nous pouvons supposer que (zj)rey converge vers un certain
x* € A. De plus 9 est semi-continue supérieurement, donc

sup ¢ = limsup ¥(ax) < ().
A

k—4o00

Ceci nous assure que ¥ atteint son maximum sur A.

Supposons que ¥ admette un unique minimum sur £ en un point xy et que A ne contient pas xzg.
Alors I'inégalité précédente montre que

sup ¢ < ¢(z”) <sup ¢ = ¥(xo).
A E

D’ou le lemme. O

Pour pouvoir appliquer le lemme B.7 de I’annexe, nous définissons la fonction Fsur A par

2
~ z 1
V(m,y) €A F(x7y) = 27]1(:Jc,y)€A* + *]lx:y:O-
Y 2
Il s’agit d’une fonction semi-continue supérieurement et bornée sur le fermé A. Elle est aussi

supérieure ou égale & F sur A. Ainsi

. 1 nz?\ - ~
limsup — In exp AV p(z,y) < sup (F —1).
n—too M Jana 2y AnA

Comme F = F sur A* d’apres la proposition 1V.1, la fonction I — F admet un unique minimum
en (0,0?) sur A* et y vaut 0. Afin que ceci reste vrai sur tout A, il convient d’imposer que

—mp({0}) — £ = 1(0,0) — = >0,

2 2

c’est-a-dire p({0}) < 1/4/e. Nous pouvons alors conclure avec le lemme V.2 :
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Corollaire V.3. Soit p une mesure de probabilité sur R symétrique et de variance o > 0.
Supposons que p({0}) < 1/y/e et (0,0) € Dy. Alors, pour tout fermé A ne contenant pas (0,02?),

nous avons )
1 nx ~
limsup — ln/ exp (> an,p(%Z/) < 0.
n—+oo N A*NA 2y

Nous allons maintenant étendre ce résultat autour de (0,0) afin de nous affranchir de I’hypothese
sur la masse de p en 0. Pour cela nous allons opérer un conditionnement afin de nous ramener
aux cas de lois ne chargeant pas 0 et utiliser ainsi le résultat précédent.

Propositior}) V.4. Sip est une mesure de probabilité symétrique, de variance o> > 0 et telle
que (0,0) € Dy, alors il existe v > 0 tel que, pour § €)0,02] assez petit et pour n assez grand,

/ 6nx2/(2y)10<y§6 d’I/Vn”o(SL‘, y) <e M.

Nous insistons bien sur le fait que la constante v > 0 ne dépend que de p et pas de §. Cet
argument nous sera utile dans la suite.

Démonstration. Si p({0}) = 0 (ou méme p({0}) < e~/2) alors le corollaire V.3 nous assure
déja que la constante

1 1 -
7 = — limsup hl/f e g2 AT o, )

n—+oo T

est strictement positive puisque { (z,y) € R? : 0 < y < ¢2/2} est un fermé ne contenant pas
(0,02). Pour § €]0,02/2[, nous avons alors

1 ~
lmemffﬂwmmkwm%ﬂaws—h<—m

n—+oo N
Ceci implique la proposition pour les mesures de probabilité ne chargeant pas 0.

Supposons maintenant que p({0}) > 0. Soient n > 1 et Xy,...,X,, des variables aléatoires
indépendantes de méme loi p. Nous notons

S, = iXZ- et T, = zn:Xf.
=1 =1

Pour § €]0, 0%[ assez petit, notons

E,;s :/ e”xQ/(zy)]l(KyS(; AV p(2,y).
Comme 7, ,(A) = 1, nous avons
E,;=E (653/(2T")]10<Tn§n5> .
Pour tout ¢ > 0, nous avons

que nous écrivons I, 1 + I, 2.
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y=c|x|

0

Sur la figure, 'espérance I, 1 est une intégrale sur l’aire hachurée verticalement, et ’espérance
I, 2 est une intégrale sur 'aire hachurée horizontalement.

Remarquons que si ¢|S,/n| < T, /n < ¢ alors

2T, — 2c2T,, — 2c2 — 2¢2
Nous avons donc 5 g
T,
Lo <exp(2)P(e]2 <2 <s).
’ 2c2 n n
Notons a = —In p({0})/2 > 0. La fonction I est semi-continue inférieurement donc il existe un
voisinage U de (0,0) tel que

— [0

!
V) ed  Iay) 2 10,0) - 5 =~ (mp({0) + 5).
Quitte & diminuer ¢, nous supposons que
{(z,y) eR? : clz| <y <d}ClU.

Prenons ensuite ¢ = o/y/a (qui ne dépend donc que de p). Le théoréme de Cramér (cf. théo-
reme B.10 de 'annexe) entraine que

. 1 5o o a a o
limsup —In 1, 5 < 22 1%f I< 22 +1Inp({0}) + 5= Inp({0}) + 5 (1 + 02> .

n—+oo 1

Comme 6 < 02, cette derniere quantité est inférieure a
Inp({0}) +a=-2a+a=—a.

Ainsi, pour n assez grand,
no
oo (12).

Occupons-nous maintenant de I,, 1. Nous définissons la variable aléatoire NV, par
N, =card{ke€{0,....,n}: X =0}.

Nous avons

n—1

L =E (esz/<zTn>]lTn>0]1Tn < Sn|> -YE (esz/@mln - Sn|]an=k)
k=0
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et, pour tout k € {0,...,n — 1},
E (eS’QL/@Tn)]lTngc|Sn\]an=k)

2
=E 65”/(2T")]1Tngc|sn\ Z Lx; =0 -+ Ix;, =0 Lvjggi,...in} x;0

1<iy <ig<-<ip<n

_ S2 /(2T
= Z E (e n/( ")]lTngc\SnI]lXil=0 A ]lXikZO ]legé{il,...,ik}XﬂéO) .
1<i1 <2< <1p <N

Les variables aléatoires X1, ..., X, sont indépendantes et de méme loi donc leur place dans les
sommes S, et T;, n’a pas d'importance. Ainsi les espérances dans la somme ci-dessus sont égales :

E (653”/(2T")1Tn§0|5nI]an:k)

n 2
= (k)E <€Sn/(2Tn)]]'Tn§C|Sn|]1X17£O e ]an—k7£0 ]]‘ankJrl:O e ]]'Xn:())
_ (" E (eSn-r/2Tn-k)q 1 1 1 1
- k en Tnfkgc‘snfk| Xl;’éo e X’nflc?éo Xn—k+1:0 <o L Xp=0] -
Par indépendance de X4,..., X}, nous avons
E( S/ @ 25 UAPFTRS Fra )

n n 52 -
— (k;) H ]P’(X] = 0) E (@ k2T, k)]lTn,kSC\Snfﬂ]lXﬁéo A ]an7k7gO)

j=n—k+1
n—~k
n e 2 1x,+0
B (k)p({0}>k(1_p({o})> R Ut I | B(X, £0)
j=1

Pour tout k£ € {1,...,n}, notons

k
_ ]lX 7&0

Nous avons alors

ZM() ({OF(1 - p({o})"+ =

Notons p la mesure de probabilité conditionnée a R\{0}, c’est-a-dire,

p(- NR\{0})
- p({0})

n

() (01 = plton)"

k=1

p=p(-[R\{0}) =

Ainsi
Vk € {17 s 777'} U = /* eka/(Qy)ﬂySdl“ dﬁk,ﬁ('xa y).

La mesure p est symétrique, ne charge pas 0 et

V(u,v) € R? Alu,v) = ha/Re“ZJ”’Z2 dp(z) < A(u,v) —In(1 — p({0}))
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donc (0,0) € l%;\. De plus la variance de p est égale & 72 = o2(1—p({0}))~! et (0,52) n’appartient
pas au fermé { (z,y) € R? : y < c|z| } donc le corollaire V.3 entraine que

1 ~
l]imiup - ln/ €k$2/(2y)]lygc|$| dvy5(z,y) < 0.
—4o00 *

Ainsi il existe eg > 0 et ng > 1 tels que
Vk > ng Uy, < exp(—keo).

Prenons n > ng et découpons la somme : I,,1 = A,, + B,, avec

no n

A= (ot pton)t e Ba= 3w} )ato) - a0

k=1 k=ng+1

Pour tout k > 1, nous avons 7 5(A) = 1 donc Uy, < exp(k/2) et

An < p({O})" Ze’“” E(p{01) ™ = 1) < p({0}) noe™ 20" max (1, (p({0}) " = 1))

De plus

<y () (0D (1~ p({0})* < (p({0}) +e~0(1 — p({0})))"

k=no+1
Ainsi, en notant
B =—In(p({0}) +e~=(1 — p({0}))) >0
nous avons que, pour n assez grand,

In,l = An + B, < eXp(—nOé) + exp(_nﬁ)‘

Remarquons que g9 ne dépend que de p, c’est donc aussi le cas de (. Notons enfin
v = min(a/4,3/2) (qui ne dépend donc que de p). Pour § €]0,0%[ assez petit et pour n
assez grand, nous avons

En,& < In,l + In,2 < exp(_nV)-

Ceci démontre la proposition. O

Démonstration du théoréme V.1. La proposition V.4 assure I'existence de v > 0 et § > 0
tels que

1 ~
limsup — ln/ e”x2/(2y)]lo<y§5 dvn p(z,y) < —7.

n—+oo N
Notons As = {(z,y) € ANA:y>J§}. Décomposons alors
A'NAC{(z,y) e A":0<y<d}UAs.

L’ensemble As est un fermé ne content pas (0,02) sur lequel F est continue bornée. Ainsi les
lemmes B.7 et V.2 entrainent que

n—+oo T

1 -
limsup — ln/A en®?/(2) dvp p(z,y) < 0.
)

Le lemme B.6 de ’annexe implique alors que

1 2\
limsup ln/ exp (m;) Avn p(z,y)
n—+oo M ANA 2y

1
< max (—7, limsup — ln/ enz?/(2y) dﬂn,p(x,y)> < 0.
As

n—+oo N

Ceci termine la démonstration du théoréme. O
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b) Preuve du théoréme 1.2

Soit p une mesure de probabilité symétrique sur R, de variance o > 0 et telle

2
/evoz dp(z) < +o0
R
pour un certain vg > 0. Nous avons

_ 2 2 _ _ 2
Yo<wvg VueR e V0% guatvat _ guz—(vo—v)zt
|z]—+o0

et donc Rx | — 0o, vp[ C Dy si bien que (0,0) € Dh.

Notons 6, , la loi de (S, /n,T;,/n) sous fi, ,. D’apres la proposition II1.2, nous avons

nx2> _

exp | — | dvpp(z,y

/AmA* ( 2y p( )
5 :

/* exp (n;;) dvy, p(x,y)

Le principe de grandes déviations satisfait par (7, ,)n>1 nous assure que

VAEBgz Oy ,(A) =

1 2 1
liminf = ln/* exp <n2:;> AV, p(z,y) > liminf —Inw, ,(A")

n—4+oo N n—4+oo N
> _inf {I(x,y) (z,y) € AO} ~0.

Ensuite, donnons-nous I un voisinage ouvert de (0, 0?) dans R2. La proposition V.1 entraine que

. 1 . _ 1 nz?\
limsup —Iné, ,(U°) = limsup —In exp | —— | dvnp(z,y)
n—+oo N n—+oo N A*NUC 2y

n—+oo N

1 na? ~
— liminf ln/* exp <2y) dvy, p(z,y) < 0.
Ainsi il existe € > 0 et ng € N tels que, pour tout n > ng,

O p(US) < e — 0,

n—oo

Nous avons montré que, pour tout voisinage U de (0, 02),

Sn T
lim Jin, ((22,=2) euc) =o.
nﬁlr}rloo'u’p<<n ’I’L)Eu> 0

Cest-a-dire, sous fin,p, (Sn/n, T,/n) converge en probabilité vers (0, 0?).

15 Convergence de S, /n’/*

densité

sous /i, , dans le cas des mesures a

a) Application du théoréme III.17 a la loi v,

Supposons que p admette une densité f par rapport a la mesure de Lebesgue sur R. Nous allons
chercher des conditions sur f pour pouvoir appliquer le théoreme III.17 a la loi v,. Rappelons
que ce théoreme assure que, pour n assez grand, I, , admet une densité g, par rapport a la
mesure de Lebesgue sur R? telle que, pour tout compact K7 de Az, le domaine admissible de I,
quand n tend vers +oo, uniformément en (z,y) € K7,

n 1/2 —nl(x
gn(z,y) ~ 5 (det D%;U,y)l> e M @y),

Ceci nous permettra de démontrer le théoreme limite grace a la méthode de Laplace (comme
dans le cas des lois gaussiennes).
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Lemme V.5. Si p admet une densité f par rapport a la mesure de Lebesgue sur R alors v*?

p
admet pour densité

fQZ(ZL‘,y)ERQ'H

1 T+ /2y — a2 x — /2y — 22
\/272]0 9 f f 1$2<2y
y—x

par rapport ¢ la mesure de Lebesque sur R2.

Démonstration. Soit h une fonction continue bornée de R? dans R.

/ W, y) dvi2(e, y) = / W((z.22) + (1, 12)) dp(=) dp(t) = / W((z.22) + (6.£2)) F(2) £ (t) dz dt
R2 R2

RZ

:/ h(z—l—t,22—l—t2)f(z)f(t)dzdt—|—/ h(z+t, 22 +t2) f(2)f(t) dz dt
D+ -
= I+ —|—I,,

avec DT = {(2,t) € R? : 2 >t} et D= = {(2,t) € R? : 2z < t}. En effet 'ensemble
{(2,t) € R?: z =t} est de mesure de Lebesgue nulle.
Posons ¢ : (z,t) € R? — (u,v) = (2 +t,22 +12). Si (2,t) € D* alors

u? (z+t>2 24+t v

2 2

4

donc

©(DY) C Ay = {(u,v) € R? 1 u? < 20},
De méme p(D~) C Ay. Réciproquement, si (u,v) € Aget u=z+t, v=22+t>alorst =u— 2
et 222 — 2uz + (u? — v) = 0. Cette derniere équation du second degré en z est de discriminant
4(2v — u?) > 0 donc posséde deux racines réelles. Ainsi

1
(z,t) = §(u+\/20—u2,u— V2v —wu2) e DT

ou bien

1
(z,t) = =(u—V2v—u?,u+ V2v—u?) € D".

2

Ceci montre que ¢ est une bijection de DF (resp. de D~) sur Ag. Et ¢ est de classe C' sur
Dt U D™ dont le jacobien en (z,t) est

det(1 1)‘:2]z—t]:2\/20—u27é0.

2z 2t

Le changement de variable donné par 1 entraine donc que

1 u—+ V20 —u? u— V20 — u?
I+—I_—/A2h(u,v)2\/m ( 5 )f( 5 >dudv

d’ou le lemme en additionnant ces deux termes. O

Remarquons que si p = A/(0,1) alors, pour tout (z,y) € R?,
1

= (3)
— = exp (-1,
2w/ 2y — a2 P ( 2 <
2.1 —1 y 2\ (2—3)/2
= (\/ 227T2F <2>> exp (—§> (y — 2) ]lac2<2y'

f2($,y) =

8
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Ceci est précisément la formule de la proposition I1.7 pour n = 2.

D’apres le théoreme II1.17, pour que I’équivalent

n > N\Y? —ni@y
gn(x,y) ~ o <det D(x’y)l> e
soit vrai, il suffit qu’il existe ¢ € [1,400] tel que fg € L4. Mais le calcul de fg n’est pas envisageable
en général. Cependant la proposition II1.23 assure qu’il suffit qu’il existe p €1, 2] tel que fo € LP
pour que ’équivalent soit vrai. Examinons cela :

1,29, dudv.

[ 1nopaie= [ (et vao=y2) g (= vou =) 2)

R2 (20 — u2)r/2

Effectuons le changement de variable

1
P (u,v) — (T,y) = §(u+ 20 —u?,u+ V20 —u?)

qui est un C'-diffSomorphisme de Ay sur Dt (cf. la démonstration du lemme précédent) dont le
jacobien en (u,v) est 2v/2v —u? =2(y —x) >0 :

RGN
[ty dudo= [ T o ot da

Par symétrie en x et y nous obtenons

/ | Fa(ot, )P dudo = / (@) )y — o de dy.
R2 R2

La proposition suivante découle du théoreme II1.17, de la proposition II1.23 et de I’étude qui
précede :

Proposition V.6. Supposons que p admette une densité f par rapport a la mesure de Lebesgue
sur R telle que

(@,y) — fP(@+y) Pyl P

est intégrable pour un certain p € |1,2]. Alors, pour n assez grand, Vp , admet une densité g, par
rapport a la mesure de Lebesque sur R? telle que, pour tout compact K; C A, quand n tend vers
+o00, uniformément en (z,y) € K.

n 1/2 —nl(x
gn(z,y) ~ 5 (det D%ac,y)l) e M @y),

b) Preuve du théoréme 1.3 dans le cas des lois & densité

Dans ce paragraphe, nous montrons le théoreme 1.3 dans le cas ou p admet une densité par
rapport a la mesure de Lebesgue sur R qui est paire et vérifie certaines conditions d’intégrabilité :
Théoreme V.7. Soit p une mesure de probabilité sur R admettant une densité f telle que :
(a) f est paire.

(b) 1l existe vo > 0 tel que

/ e”OZQf(z) dz < 400.
R
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(¢) 1l existe p €1,2] tel que
| @t )@l dedy < +oc,
R2

Alors, en notant o le moment d’ordre 2 et py le moment d’ordre 4 de p,
Sn 2 (4 Va i\t M4 4
Rz (308 r(3) e (i) @

1/4 1/4 -1 4
He Sn 2 (4 L 5
2,,3/4 = (3) F<4 exp | — 15 ds.

Démonstration. La mesure de probabilité p est symétrique (car f est paire) et son support
possede au moins trois points (car p est a densité)o. De plus, comme nous ’avons vu dans le
paragraphe 14.b), le point (b) entraine que (0,0) € D,. Ainsi la proposition IV.15 implique que
I est de classe C°° au voisinage de (0,02) et, quand (z,y) tend vers (0, 02),

ou encore

oy o =t
x’y _ 4 87
2y 2(pus—o?) 120

ou 4 est le moment d’ordre 4 de p. Nous déduisons de cet équivalent qu’il existe 6 > 0 tel que,
pour tout (z,y) € Bs, la boule ouverte de rayon § centrée en (0,02),
2 (y o 02)2 4

x 14T

Quitte & réduire ¢, nous supposons que Bs C K ou K est un compact de A;. Or A C 10?1 C A*
donc Bs N A* = Bs.

Soient n € N et f une fonction continue bornée de R dans R. Nous avons

Eun,p (f (713/4>> = Z o~ (zn' /") exp <2y an,p(xay) = Tn’

2

A= [ flen*)exp (’”) 0By, y),
Bs 2y

avec

TLZE2

B, :/ f(xn1/4)exp <2> Avp p(2,y).
AFMB§ Yy

Le point (c) et la proposition V.6 entrainent que, pour n assez grand, v, , admet une densité
gn par rapport & la mesure de Lebesgue sur R? vérifiant, quand n — 400, uniformément en

(xay) € KI:
n 1/2 —nl(x
gnla.y) ~ 5 (det D%xyy)l) eI (@),

nl(

Faisons apparaitre e ™/ (*%) dans 'expression de A,, :

An= | (anV/)e I @)=2"/20) gl @) g (2 y) da dy
5

Zn/ flan¥ e C@W [T, (2, y) da dy,
Bs
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otl nous avons posé Hy,(z,y) = e™ @Y g, (x,y)/n pour tout (z,y) € Bs. Notons

Bsn = {(z,y) € R? : 2?//n+y?/n < 6%}

Effectuons le changement de variable (z,y) — (zn~ %, yn"1/2 + ¢2), de jacobien n=3/*

PR Ty (e |
n BMf(x)exp( nG( 1/4,f—|—0 n1/4’\/ﬁ+g dx dy

Nous allons vérifier que nous pouvons appliquer le théoreme de convergence dominée a l'intégrale
ci-dessus. L’équivalent uniforme de g, signifie que, pour tout « > 0, il existe ng € N tel que

(r,y) e K et n>ny —

~1/2
H,(z,y)27 (det D(gg Y) ) - 1‘ < a.

Or si (z,y) € Bs, alors (2, yn) = (zn~Y*, yn=12 4 02) € By C K; done, pour tous n > ng et
(ﬂz,y) € B(S,m

Yy 2 2 —1/2
’H < 1/4,\/ﬁ+a>27r(detD(x y)I) —1’§a.

De plus (zy,, y») tend vers (0,0%) quand n tend vers 400 donc, par continuité,

(D?xmyn)I) e = (D?OVUQ)I)_I/Q - (D?o,o)A>1/2 ,

dont le déterminant est égal & \/o2(pg — o*). Par conséquent

Y L2 2 20 _ay\—1/2
]1B57n(357y)Hn <n1/4, \/ﬁ+0 > n~>—+)oo (47T o (M4 o )) .

Le développement de G au voisinage de (0, 02) entraine que

2 4
r Yy 2 Y HaT
exp| —nG|—F=,—=+0 — exp | — — .
P < <n1/47 NG )) notoo P < 2(pg — o) 1208>
Il reste maintenant & s’assurer que le terme dans 'intégrale est bien dominé par une fonction
intégrable indépendante de n. La fonction

(z,y) — (D%x’y).f) e

est continue et bornée sur By par un certain réel My > 0. L’équivalent uniforme de g, entraine
donc qu’il existe une constante Cy > 0 telle que Hy(z,y) < Cs pour tout (z,y) € Bs. Enfin
I'inégalité () ci-dessus assure que

b, () ) oo (0 (o) ) it (S L o?)
2

4
Yy 4T
< || fllocCs exp <4(#4 ) - 2408>

et le terme de droite définit bien une fonction intégrable sur R2. Par conséquent le théoreme de
convergence dominée entraine que

A, ~ n1/4/ f(z) ! exp (— v i u4:z:;1> dzx dy.
+oo R2 V2ra2\/ 21 (g — %) 2(pg — o) 120
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D’apres le théoréme de Fubini nous obtenons

1/4
n 4z
A, ~ dx.
" oo \/27702/f exp( 120 8)
Occupons nous maintenant de B,,. La loi p est symétrique, a densité et (0,0) appartient a
I'intérieur de Dy donc le corollaire V.3 implique que

1 nx? ~
limsup — ln/ exp <> an,p(CUay) < 0.
n—+4oo N A*OBS 2y

Par conséquent il existe € > 0 et ng > 1 tels que

nr?\
Vn > ng / exp (2) dom p(z,y) < e "
Y

et donc B, < ||f|lece™" si bien que B, = o(n'/*). Ainsi

/4
HaT

A, + B, .

* e 271'0’2/f exp( 12 8>d

En appliquant ce dernier résultat a f = 1, nous obtenons

oL/t [tee pa? n4 1 1265\ /1
Ly ~ exp | ——— | dz = = r{-j,
+oo \2ma2 Jo 120 V2ra22 \ 4 4

oil nous avons effectué le changement de variable y = pyx*/(120%). Finalement

n ((30)) . (20 (2) e (22)

L’ultime changement de variable s = ,ui/ Y2 /o? donne

1/4 1/4 —1 4
ty' Sn 411y 1 S
Eg, ., (f <02n3/4>) n—+00 (304) I <4> Rf(S) exp <12> ds

d’ou le théoréme. O

La condition (¢) du théoréme V.7 n’est pas pratique a vérifier en général. Le corollaire suivant la
« remplace » par 'hypothese que la densité de p est bornée.

Corollaire V.8. Soit p une mesure de probabilité sur R admettant une densité f paire, bornée
et telle que

Jug >0 / e’ dp(z) < +o0.
R

Alors, en notant o2 le moment d’ordre 2 et uy le moment d’ordre 4 de p,
Su oz (Apa\M* 1\ Ha 4
3/ no (w) AV exp ( 1205° ) ds

1/4S 2 1 1/4F 1 1 _i ]
o2n3/4 n—oo \ 3 4 eXP 12 ) %

ou encore
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Démonstration. Il s’agit de s’assurer que, si f est bornée, alors ’hypothése (c) du théoréme V.7
est vérifiée. Nous avons

/ P2+ y) 2 () 2] Y2 der dy
RQ

3/2 3/2 3/2 3/2
_ / f (x+?1J)2f W) 4oy + / f (fv+§/)2f W) 4 ay
[~1,1]xR ||/ [~1,1]exR ||/

3/2 f3/2(y) 3/2 3/2
<1 [ Wyt [ )R dedy
[~1,1]xR || [~1,1]exR

<112 ( JLCIE dw) ( / 11 |d|°””/> s ( JLCIE d)

La seconde inégalité est obtenue en appliquant le théoreme de Fubini. Ces termes sont finis
puisque

/ @) dr < [ £ / f(x)de = || fI[L2 < +oo.
R R

Ainsi, avec p = 3/2 €]1,2], la fonction (z,y) — fP(x + y)fP(y)|z|' 7P est intégrable. O
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Dans ce chapitre nous étudions la méthode de Laplace en dimension d, d > 1, dans le but de
montrer les théorémes de fluctuations associés a notre modele d’Ising Curie-Weiss de SOC et
a ses extensions, quand la condition de Cramér est satisfaite. Nous nous plagons dans le cadre
général suivant :

Donnons-nous v une mesure de probabilité sur R? et (¥n)nen une suite de fonctions de R?
a valeurs dans R U {—o00, +00}. Nous nous intéressons ici au comportement asymptotique de
I'intégrale

Z = /(Rd)nexp <n¢n (“Jrn“””)) Zflldz/(a:i) _ /Rdexp (nn (£)) dv(2)

lorsqu’elle est bien définie. Nous regarderons aussi la convergence de S, /n quand

Sy =X} 4+ X1,

ott X! ... X" sont des vecteurs aléatoires de R? dont la loi jointe est donnée par la mesure de
densité
1 T+t
($1,~~-7$n)%7exp np (| ————————
n n

par rapport a v®". Dans ce chapitre, nous noterons v, la loi de S,,/n quand S, est la somme
de n variables aléatoires indépendantes et de méme loi v. Nous notons L la Log-Laplace de v et
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J sa transformée de Cramér. Notons respectivement Dy, et D les domaines de R? sur lequels les
fonctions L et J sont finies.

Soit d > 1. Pour tous z = (a1 + by, ...,aq +ibg) € C? et x = (x1,...,24) € R%, nous notons

d d
(z,x) = Z apTr + 1 Z brxg.
k=1 k=1

Notons que, si z € R?, alors (z, ) est le produit scalaire euclidien de z et z. Nous introduisons
Dy={z=a+ibeC:aec Dy}

et nous définissons la fonction M par
Vz € Dy M(z) = / e dy(z).
Rd

Remarquons que
Vs € RY L(s) =1InM(s) et v(s) = M(is).

Nous avons vu dans le chapitre III que, si ¥ admet une densité vérifiant certaines conditions,
alors il existe une relation entre f,, la densité de v*", et J. De plus, sous la condition

Vo >0 sup |M(is)| < 1, ()
lIs|>a

nous obtenons une relations asympotique (cf. la preuve du théoreme I11.17) qui nous a permis
d’effectuer une méthode de Laplace sur l'intégrale définissant Z,,. La condition (C') est appelée la
condition de Cramér pour v. Dans [42], Anders Martin-Lof utilise une approximation de 1'unité
pour obtenir une relation asymptotique similaire pour des lois plus générales sur R qui satisfont
la condition (C), sans avoir nécessairement ’existence d’'une densité. Dans les deux premiers
paragraphes de ce chapitre, nous démontrons des analogues d-dimensionnels des résultats de [42]
pour obtenir un théoréme de fluctuations associé a ce modele général.

Enfin, dans le paragraphe 18, nous utilisons ce théoréeme de fluctuations pour prouver le théo-
reme .3 dans le cas ou v, satisfait la condition de Cramér, et pour prouver les théorémes 1.5
et 1.6.

16 La condition de Cramér

Définition VI.1. Une mesure de probabilité v sur R? satisfait la condition de Cramér si

/ 5 du(s)
R4

Nous verrons dans le paragraphe 17.c) que, si v admet une composante absolument continue par
rapport a la mesure de Lebesgue, alors elle satisfait la condition de Cramér. Ici nous allons établir
une relation asymptotique entre v*" et la transformée de Cramér J. Pour cela nous allons faire
apparaitre une approximation de l'unité et utiliser la condition de Cramér (C'). Nous définissons
la fonction k par

Va >0 sup
lIsll2e

< 1. ()

d
o= (r1,....2q) €ER? k(z) = [[max(l —|z;],0)
j=1

et, pour tout ¢ > 0, la fonction k. par

Ve e R ko(z) = — k (f)
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Il s’agit d’une approximation de I'unité sur R? puisque k est intégrable et d’intégrale 1. Enfin,
pour tous n > 1 et ¢ > 0, nous introduisons

One:x€R— kc(s — nx) dv™(s).
R4

Notons que ¢ o(z) = (k. * v*)(nz) pour tout x € R%. Les résultats classiques sur les approxi-
mations de I'unité nous assurent que, si ¥*" admet une densité f,, alors

lim |gpn () = fn(nx)| dz = 0.

c—0

Ce résultat suggere que le comportement asymptotique de ¢, . se rapproche de celui de v*"
méme dans le cas général ou v*"* n’admet pas de densité.

Théoréme VI.2. Soit v une mesure de probabilité non-dégénérée sur R? telle que Dy est
d’intérieur non vide. Soit Kj un compact inclus dans Ay, le domaine admissible de J. Si v
vérifie la condition de Cramér (C'), alors il existe v > 0 tel que, quand n tend vers +oo et ¢ tend
vers 0, uniformément en x € K,

One(x) = (2n) =42 (det DiJ) Y2 (@) (1 +o(1)+ O (nd/Qe_V"c_d)> :

Nous aurons besoin des deux lemmes suivants :

Lemme VI1.3. Pour tousc>0 et z € C,

d
o@.2) . 2(cosh(cz;) — 1)
/Rd fefe)da =] (Czj)j2 '

7j=1

De plus, pour tout compact K de R, il existe M > 0 tel que
2(cosh(u +is) — 1) < M
(u+ is)? T 142

Vs € R sup ‘
ueK

Démonstration. Pour tout ¢ € C\{0},

1
/ e%* max (1 — |s|,0) ds = / e5(1—|s|)ds
R -1
1 1
:/ e d52/ scosh((s) ds
-1 0

_ Zsinh(Q) _, <Sinh(C) _ cosh(¢) — 1>
¢ ¢ (©)?

_ 2(cosh(¢) — 1)

- <

et cette derniere fonction se prolonge par continuité en ( = 0. D’apres le théoréme de Fubini,

d
1
Ve>0 VzeC? / e<x’z>kc(w) dr = | I /exj ' ,0) dx;
Rd j=1 ¢ /R

d

= H/ e max (1 — |z;],0) dz;
j=1 R
d

H 2(cosh( czj -1)
i (czj)? )
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Ensuite nous définissons

2(1 + s?)(cosh(u +is) — 1) .

fi(s,u) eRx K+— (u 1 i5)?

11 s’agit d’une fonction continue sur R x K (elle se prolonge par continuité en posant f(0,0) = 1).
Il s’ensuit que f est bornée sur le compact [—1,1] x K. De plus, si |s| > 1 et u € K, alors

C2(14s?)

|f(s,u)] = 212 |cosh(u +is) — 1] <2 <512 + 1> (cosh(u) + 1) < 4 sup (cosh(u)+1).

ueK

Ainsi f est bornée sur R x K par une certaine constante M > 0. Ceci termine la démonstration
du lemme. O

Lemme VI.4. Sivy est une mesure de probabilité sur R% qui satisfait la condition de Cramér et
qui est absolument continue par rapport d une mesure de probabilité vy sur R?, alors vy satisfait
la condition de Cramér.

Nous donnons une preuve issue de [3] :

Démonstration. Si x4 est une mesure de probabilité sur R%, nous notons x* la loi de X — Y, out
X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes de méme loi u. Pour tout ¢t € R%, nous avons

() =E <ei(t,X7Y>) —F (ei<t,X)> E (efz(t,Y)) — A2
Ainsi p*(t) est un nombre réel et donc
(0 = [ cos ) du (o)
Rd
Supposons que v1 ne satisfait pas la condition de Cramér. Alors il existe o > 0 tel que

sup |1 (¢)] =1
[

et donc, il existe une suite (,),>1 dans R? telle que ||t,|| > « pour n > 1 et
nh—>Hc>lo |71(t,)| = 1.
Par conséquent

n—oo

VE(tn) :/Rd cos (tn, ) dvi(z) —> 1.

Cela implique que la suite de fonctions (z — 1 — cos (t,,, z))nen converge vers la fonction nulle
dans L1(f). Ainsi il existe une sous-suite (tyo(n))n>1 telle que, pour vi-presque tout z, la suite
(cos (ty(n), T))n>1 tend vers 1. De plus v est absolument continue par rapport a vy, donc y§®2 est
absolument continue par rapport a 1/{@2. Soit A un borélien de R tel que v7(A) = 0. Notons

A ={(r,y) e R)2:z—yec A}.

Il ’agit d'un borédlien de (R%)? et 1?(A*) = vF(A) = 0. Par conséquent v4(A) = v§*(A*) = 0.
Ceci entraine que v3 est absolument continue par rapport a vj. En particulier, pour v3-presque
tout @, (cos (ty(n); T))n>1 tend vers 1. Enfin, le théoreme de convergence dominée implique que

~ 2 *
‘Vg(tg,(n))‘ :/Rd cos (t@(n),@ dvy(z) — 1.

n—oo
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Mais vy satisfait la condition de Cramér donc il existe € €0, 1] tel que

Vn > 1 ‘I//\Q(tw(n))‘ < sup ’ﬁg(t)‘ =1—c¢.
[t >a

En faisant tendre n vers 400, nous obtenons une contradiction. Par conséquent v; satisfait la
condition de Cramér. O

Démonstration du théoreme VI.2. Il découle du lemme VI.3 que

2(1 — cos cs]))

zg

Vs € R?
i (esj)?

et, pour tout u € R%, la fonction 2 — e{®® k. (z) a pour transformée de Fourier

d ) d .
s c RY 2(ch(e(u; +is;)) =1) _ 200 —cos(e(s; —iwy))) _ o .
e E (c(uj +is5))2 11 (o5, — iu)))? = ke ).

1l s’agit d’une fonction intégrable/\donc la formule d’inversion de Fourier implique que la transfor-
mée de Fourier de s — (27m) % ke(s — iu) est y — e ¥k, (y). Soient = € K et v € R% Un
simple calcul nous donne que la fonction

1 L~
S —— @T)de—n@:,u-‘rls) kc(s - ZU)

a pour transformée de Fourier la fonction y —s e~ (%¥) k.(y — nx). Nous avons alors

Pne(®) = / e~k (y — nz) Y du ™ (y)
Rd

) —n(zutis)L (o 4
e (s — w n
- \/Rd </]Rd el<S7y> (27T)d( ) ds) €< ’y> dy (y>

D’apres le théoréme de Fubini,

e—n(x,u—&—is)/k\: (S _ w) )
_ c i(s,y) (w,y) 7, *n
90n7c(x) /Rd (27r)d </Rde € dv (y)> ds

fn(a:,u+is>/k\ ( _ )
e (s —iu .
= M " ds.
/]Rd o) (u+is)"ds

Or x € Ay dong, si A désigne la fonction réciproque de VL, alors le théoréeme II1.16 assure que
J(z) = (A=), z) —In M(A(z)).
En remplagant u par A\(z) dans l'intégrale précédente, nous obtenons

—nJ(x) e—in<x78>w/\ s —1 ds
9 M@ T e

Onc(z) =e€

Notons i la mesure sur R? telle que

exp(y + 2, A(x))
M(A(x))

dpa(y) = dv(y + ).

Sa transformée de Fourier est la fonction

M(\(x) +is)

—i(x,s)
s—e —_—
M(Az))
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si bien que

_ ,—nlJ(x ~ n 7. .
fucle) = e [ (s)" Fuls = ix@) 557
Pour tout x € K, la loi p, admet pour espérance

elzty,A(@)) p B e{z:A (@)
[ Sromy M0 = D500

et pour matrice de covariance X, = Di(I)L car, pour 1 <i¢,5 < det se Dy,

dv(z) = VL(A\(z)) —2 =0

_ Jpa vy du(y @) fa(zi— @) (25— 25)e?0) du(z)
M(A(z)) M(\(z))
zizje<)‘(‘”)’z> v(z 2
= st DO = ZL 0o,

(a)ij

asiSj
Quand t tend vers 0, uniformément en x € K,
N 1 2
:uz(t) =1- §<tha t) + O(”tH )
En effet

ity M(A(z) +it)

est de classe C™ sur Ay x R? (cf. théoréme II1.16) donc la formule de Taylor-Lagrange assure
que le terme de reste est uniforme en z € K. Ainsi, pour tout ¢ € R%, uniformément en z € K,

i <\/’%>n s exp <—;<Ext,t>> .

De plus, pour tous ¢ > 0, n > 1, t € R? et z € K7, nous avons

% (jﬁ —z’A(m)) - /R el s) ds,

Vs € R? fen(x,s) =exp <i\/cﬁ<s,t> + c(s, )\(l’)>> k(s).

En appliquant I'inégalité des accroissements finis & la fonction (z,y) — e**%, nous montrons que

avec

Vs € RY sup |fen(x,s) — k(s)| = k(s) sup exp(ics,t + c(s, Az >—1 — 0
p o) = KO = o) s Josp (17200, el X)) =1 2

De plus, pour tous s € R, x € K;, ¢ <1letn>1,

|[fen(z,s)| < k(s) sup exp(t, A(x)).
€Ky
te[—1,1]¢

Le terme de droite définit une fonction intégrable sur R? puisque k(s) = 0 pour s ¢ [—1,1]%. Par
conséquent le théoreme de convergence dominée uniforme (lemme I11.18) assure que, pour tout
t € R%, uniformément en x € K,
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Notons que les fonctions x +— fi,(t) et x — exp (—(X4t,t)/2), t € RY sont continues sur K.
Pour appliquer le théoréeme de convergence dominée (version uniforme), il nous faut encore
obtenir une majoration uniforme de la suite de fonctions. Pour tout « € Ay, la matrice X, est
symétrique définie positive donc e, sa plus petite valeur propre, est strictement positive et e,
est la plus grande valeur propre de U'inverse de X,. Ainsi, en notant ||.|| la norme subordonnée
sur Mg4(R), nous avons

Vo € Ay Ex = (max{ « : « est une valeur propre de E;l })71 = |||E;1w_1.

De plus z — ¥, = Di(w)L est continue sur Ay donc c’est aussi le cas de la fonction z — ¢,.
Notons alors g son minimum sur le compact K inclus dans Aj. Il s’agit d’un réel strictement
positif. Le développement limité ci-dessus assure donc qu’il existe § > 0 tel que

V(t,2) € B(0,6) x Ky [fia(t) <1— % <(z - %Old) t,t> .

Le théoréme spectral des matrices symétriques réelles assure que, pour tout x € K, la matrice
Y. — €olg est symétrique positive. Ainsi

d _ % ) _ S0z = - >
vte R ((Sa— ) tyt) = 2P = (52 — cola)t,t) 2 0.
Nous en déduisons que
R €
V(t,x) € B(0,6) x Ky [Aa(0)] <1 - Il

En utilisant le fait que 1 —y < e™¥ pour tout y > 0, nous obtenons que
n

~ t €

i (= )| <o (< 20017).

Le terme de droite définit une fonction intégrable et indépendante de x € K; et de n. De plus
k.(t) = k(ct) pour tout t € R, et le lemme VI.3 assure que la fonction k.(-/\/n — iA(z)) est

bornée uniformément en x € Kj, ¢ > 0 et n > 1. Le théoréme de convergence dominée uniforme
(lemme III.18) entraine donc que, uniformément en x € K,

t\"~ [t 1
fo | — kc<—2‘/\x)dt — / exp<— D2 L t,t)dt.
/Ht<wﬁ <\/ﬁ> Vn (=) nooo Jgd 2<( A@) ) >

—1/2
De plus cette deuxieme intégrale est égale a (27r)d/ 2 gdet Di(x)L> et le théoreme II1.16 assure
que, pour x € Ay, D?\(z)L est la matrice inverse de D2.J. Ainsi, quand n tend vers +oo et ¢ tend
vers 0, uniformément en z € K,

/ 0 Fels = i) s = 7 / e (%) b (s - )
N (T)dﬂ (det D2.J)"/2

Regardons maintenant la convergence du reste de 'intégrale. La mesure v vérifie la condition de
Cramér (C') et v est absolument continue par rapport a p,. Il découle du lemme VI.4 que p,
satisfait aussi la condition de Cramér :

Vn>1 VY(t,z)eB(0,5y/n) x K,

sup [7ia(s)] < 1.
[Is[|>d

Ainsi, par compacité de K, il existe v > 0 tel que

sup sup |lg(s)|=e7 <1
€K ||s||>6
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Il s’ensuit que

sup
zeKy

/ Tz (8)" k(s — i(z)) ds
Isl|>6

< e_m/R sup |Ec(s - z)\(az))} ds.

dzeKy

D’apres le lemme V1.3, nous avons

/ sup ‘Ec(s—i)\(x))‘ds :/ sup
Rd zeK j Rd z€K j

d 1 1
- E/Rdmcsj)?dsj -0(z):

/ eEA@TIN L (1) dt ’ ds
R4

Finalement, quand n tend vers 400 et ¢ tend vers 0,

e~ (z)

On,e(x) = @ <<Q7T>d/2 (det D:%J)l/2 (I+0(1))+0 (emcd)>

n

= (27n) =42 (detD2.J) 12 g=ni(a) <1 +o(1)+ 0O (nd/Ze_V"c_d» .

Le développement est uniforme en x € K j d’apres 1’étude qui précede car x — (det D2J ) 1/2 est
une fonction continue donc bornée sur K ;. Ceci termine la démonstration du théoreme VI.2. [J

17 Un théoreme central limite général

Dans ce paragraphe, nous montrons un théoréeme de fluctuations dans le cadre trés général
introduit au début du chapitre. Il s’agit d’un résultat dont la preuve est trés technique (elle
est inspiré de Darticle [42] de Anders Martin-Lof et de la preuve du théoréme I11.17) avec des
hypothéses larges permettant ainsi de traiter des cas tres généraux. Ce théoreme nous permettra
notamment de prouver le théoréme 1.3 dans le cas ol v, satisfait la condition de Cramér, ainsi
que les théorémes 1.5 et 1.6.

a) Enoncé

Nous commencons par lister les hypotheses requises sur v et (¢, )n>1-

Hypothéses VI.5. Soit v une mesure de probabilité non-dégénérée sur R? telle que 0 € Z%L.
Notons Aj le domaine admissible de sa transformée de Cramér J. Soit (1n)n>1 une suite de
fonctions de R? d valeurs dans R U {—o00, +00}. Supposons qu’il existe une fonction 1 définie
sur R et a valeurs dans R U {—o0, +o0} telle que

x
> e *n
Vn > 1 /Rdexp (nw (n)) dv™(z) < 400
et, pour n assez grand,
vz € R? Y (z) < YP(z).

Supposons que v et (Pn)n>1 vérifient :

(a) v satisfait la condition de Cramér

Va >0 sup
lIsll>a

<1 ()

/ %) du(2)
Rd
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(b) 1l existe x* = (x7,...,2}) € Ay, t* €R et ay,...,aq des entiers strictement positifs tels que
d X1 Zq

et, au voisinage de x*,
(J =) (z) —t* ~p(z1 — ], ..., 20— x)),

ol p est une application polynomiale en d variables, différente de Uapplication nulle sur RY et
vérifiant

Ya > 0 / e~ WPTTd) oy g - dxg < 4o00.
R4

(c) Il existe r > 0 et m un entier strictement positif tels que

1
Vn >0 Sup tn (x + i) —¢n(z)| = o0 <> .
lo—a*||<r n nee A\
llyll<n

(d) ¥ et v, vérifient la condition de Varadhan en x* :

n—+oo T

1
Vo >0 limsup — ln/ e @) dy, (x) < —t*. (V)
lle—a*||29

Si ¢, = 1 pour tout n € N et si la fonction G = J — ¢ admet un unique minimum en z* avec
G(x*) = t* alors la fonction polynomiale p de ’hypothese (b) est telle que t*+p(z1—27, ..., z4—2})
est le développement de G(x) quand x est dans un voisinage de z*. Il reste alors a s’assurer
qu’elle vérifie bien les autres conditions de ’hypotheése (b). De plus, si il existe r > 0, M > 0 et
a > 0 tels que

V(w,y) €R* o —a*| <, lyll < v = [z +y) = o(@)] < M]y|l°,

alors la condition (c) est satisfaite pour m assez grand. En particulier c’est le cas si 1 est
différentiable au voisinage de z* (d’apres 'inégalité des accroissements finis). Nous discuterons
des hypotheses (a) et (d) dans le paragraphe 17.c).

Supposons que v et (1, )nen vérifient les hypotheéses VI.5. Rappelons le cadre introduit au début
du chapitre. Nous posons

Yo n
Ly = / exp <mpn (M)> dv(x;) < +oo.
(]Rd)n n H ( )

i=1

Soit (Xﬁ)lgkgn un tableau triangulaire de variables aléatoires & valeurs dans R¢ et tel que, pour

tout n > 1, (X},..., X™) a pour loi la mesure de probabilité de densité
1 .

(X1, ..., Tn) —> — exp (nwn <x1++mn>>
Zn n

par rapport & v®". Posons S, = X! + -+ + X" et notons S,,(1),...,S,(d) les coordonnées du
vecteur S,, dans R%. Nous avons le théoréme suivant :
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Théoréme VI.6. Soit v une mesure de probabilité sur R de matrice de covariance ¥ et soit
(Yn)n>1 une suite de fonctions sur R?. Siv et (Yn)n>1 vérifient les hypothéses VI.5 alors, quand
n tend vers +00,

. d.%'d

e i

d
7, ~ nd/2€—nt* Hn—l/aj eXp(—p(:cl,... ,.Td))
7=1

et le vecteur

<sn(1) —nai Su(d) — m’?z)

pl=1/a1 777 p1-1/ag
converge en loi vers la mesure de probabilité de densité

exp(—p(z1,...,2q))

(x1,...,2q) —
/Rd exp(—p(y1,.--,¥ya)) dyr - - dyq

par rapport & la mesure de Lebesque sur RY.

b) Démonstration

Fixons y € RY. Posons f = exp(i(-,y)) et

=27 (et S o (o, (52))]

Nous avons Z,, = E,(0). Nous allons étudier la convergence de E,(y)/Z, et conclure avec le
théoréme de Paul Levy.

Soit ¢ > 0. Notons Bj la boule ouverte dans R? de rayon ¢ et centrée en z*. Pour tout n > 1,
nous écrivons E,(y) = A, + B, avec

A, = / f ((xl — m*{)nl/‘”, couy (g — xZ)nl/o‘d> exp(nn(x1, ..., xn)) dvp(x1, ..., 24)
3
et

B, = / f ((ZL’l — :Uf)nl/o‘l, vy (g — xi‘l)nl/o‘d> exp(ntn(x1, ..., xn)) dvp(x1, ..., 2q).
(Bj)e

D’apres ’hypothese (d), il existe 9 > 0 tel que, pour n assez grand,
B, < e neont",

Nous calculons ensuite le développement de A,,. Pour tous n > 1 et (z1,...,2,) € R", notons

d
fal@) = f (1= 2o, (@ = agnt/on) = exp (i y(w; — a)nt/
j=1

Posons

— nin «
Aner = [ o= (Fue™o ;) (5) ()
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et Apco= A, — Apc1. Le théoreme de Fubini entraine que

Aper = /Rd ¢/n * (fn w"hg) (%) dv™"(s)
_ / < /R g (% — &) falw) g (2) dx) v ()
/ fula) @1 (o )(/Rd ke (5 — nz) dy*"(s)> de

fn(z) e"w"(“”)tpmc(m) dx.

B3
Quitte a réduire ¢, nous supposons que B} est inclus dans un compact K; de A;. Posons

Hpc:x e R — nd/QenJ(“”)gonvc(x)

et G, = J — ¢,. Alors

d/2 —nG
Apci1=n / fa(x)e™ n(@) g H, (z)dx.
B
Supposons que
ene =n2e"med 5 .
’ n—oo
c—0

Alors le théoreme VI.2 implique que, uniformément en x € K,

—d 1/2
Hyo(z) — (2m)"%% (det D2J) /7.
c—0
Notons
Bj, ={z R |oyn V1 L zgnt <5}
et ;
1
=20
=1
Effectuons le changement de variable
Up t (T, ) — (mln_l/al +a,... ,xgn” Vo 4 3:2)

de jacobien n™7 :

Ape1 = n T2 f(z)exp (—nGn <x1n_1/a1 +xt, . agn Ve 4 xg))
B3,

X Hy ¢ (xlnfl/al + 7, ... L xgn Vo 4 xZ) dx.

Nous allons vérifier que nous pouvons appliquer le théoreme de convergence dominée a l'intégrale
ci-dessus. L’équivalent uniforme de g, signifie que, pour tout a > 0, il existe ng € N et ¢g > 0
tels que

—-1/2

Ve e K; Yn>ny Ve<oa | Hy o) 27 (detD27) ™~ 1| < @

Si x € B}, alors v,(z) € By C K et donc

—1/2
Ve € B, Yn>ng Ye<c ‘Hn, (vn(z)) (27)Y/? (detDv (x)J> / —1' < a.
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De plus v, (x) tend vers z* quand n tend vers +o0o donc, par continuité,
—-1/2
2
(D7)

ou ¥ désigne la matrice de covariance de v (qui est inversible). Par conséquent

= (D) = (R - s,

c—0

g () Hoe (0n(2)) —((2m)det(5)) 2

n—-+0o00

Le développement de G,, au voisinage de z* de ’hypothese (b) entraine que

exp (—nGh (v (@) + 1) —> exp (—plar,. .. a0)).

n——+00
Il reste maintenant & s’assurer que le terme dans I'intégrale est bien dominé par une fonction
intégrable indépendante de n. La fonction

T — (DiJ )71/2

est continue et bornée sur B§ par un certain réel Ms > 0. L’équivalent uniforme de H,, .
entraine donc qu'il existe une constante C5 > 0 telle que H, (x) < C5 pour tout x € B}. Enfin
I’hypothese (b) nous assure que

*

Vn e N Vz € Bj Gn(x) —t* > J(x) —¢(z) —t* > = plxy —2],..., 24 — x})

DO | —

et donc
]IBEVTL (x)f(x)e—nGn(’Un(ﬁ))-’rnt* Hn,c (’Un([]j)) S HfHOOC§€_p(I1"”7xd)/2-

Par hypothese, le terme de droite définit une fonction intégrable sur R?. Par conséquent le
théoreme de convergence dominée entraine que, quand n tend vers +oo et ¢ vers 0,

—T+d/26—nt*

An,c,l ~n e—p(z) dz.

1
T i)

Occupons-nous maintenant de A, 2. Nous allons introduire une indicatrice pour simplifier
P'écriture de A, 2. Posons o = §/(2V/d) et

Apcs = /* [fn(s) enwn(s)]lBE (s) — kc/n * (fnew”]lB:;) (5)} dvn(s),

[e3

An,c,4 :/ fn(s) empn(s)]lB}‘ (S) an(S)v
(BL)*

An,c75 = /(B*)c kc/n * (fnembn]lB§> (8) an(S)’

si bien que Ay, 2 = Ap 3+ Apca — Anes. Nous avons

’An,c,4‘ < / e dv, < / eV dvy,
Bz)° (Bz)°

et I'hypothese (d) assure qu’il existe €1 > 0 tel que pour n assez grand,
Apca oo (@) (e*m’:l*”t*> )
c—0

Jusqu’ici nous avons utilisé les techniques classiques de la méthode de Laplace (cf. la preuve du
théoreme 1.3) avec I'ajout d’une approximation de I'unité. Le calcul des développements de A, ¢ 3
et A, .5 constitue la partie technique de la démonstration.
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Lemme VI.7. Si 6, ¢/n, cn sont assez petits et si c = O(1/n™~ 1) (o0 m est Uentier de la
condition (c) des hypothéses VI.5) alors

An,c73 = 0 (En(o)) :

n—oo
c—0
Apes =0 / e”w(s)dun(s) )
ey ls—a* | >a

Supposons que le lemme VI.7 est démontré. Alors I'hypothése (d) assure qu’il existe €3 > 0 tel
que, pour n assez grand,

n,c,b

- 0 (e—nez—m&*>
n—00 ’
c—0
Nous rassemblons les estimations précédentes afin de conclure. Prenons ¢ = 1/n® avec § assez
grand pour que ¢ = O(1/n™ 1) et ¢, en et n%2e~ ¢~ tendent vers 0 quand n — +oc. Pour §

assez petit, quand n tend vers +oo, nous avons

Ay =iz [ O D) D)) g o)

R: 4/ (2m)ddet(X)

+0(En(0)) +0 (e—ml—”t*) +0 (e—mz—m*) .

Enfin nous avons

ey e e O<nf+d/2 exp(i(y,z) — p(x)) d)
Rd

nSoc Jenlde>)

donc

exp(i(y, ) — p(z))

R \/(27)ddet(D)

E.(y) = A, + B, = n T d/2—nt” dx (14 0(1)) + o (EL(0)).
Ainsi
B (0) ~ iz [ xPCD())

et/ 2n)dens)

et par conséquent

En(y) | /]Rd exp(ify, z) — p(x)) dx

En(o) n—-+oo /Rd exp(—p(x)) do

Nous concluons avec le théoreme de Paul Levy.

I1 nous reste encore a calculer les développements de A,, .3 et A,, .5 annoncés dans le lemme VI.7.

Démonstration du lemme VI.7. Supposons que ¢/n < a. Pour s € BY, si k(n(x — s)/c) # 0,
alors
Vie{l,...,d} 1—|n(z; —sj)/c| >0
et donc
lz; — 2| < |x; —si|+|s; —af] < E—l—id < i
A I N AR
Ainsi
Vr € By Vs e B, k(n(z —s)/c) = k(n(z — s)/c)1p: ().
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Ceci entraine que

R ¢ (ko + (Fue™0 55 ) =g x (kg (F77)).

Nous avons donc montré que, pour ¢/n < a,

— . nYn(s) _
An,c,S /]Rd ]lBa (5) |:fn(5)€ c/n (fn ) ( ):| an(S)-
Soit s € B},. Nous avons
fn €n¢7L _ c/n (f en¢7L>:| (S) — / (fn(s)en¢7L(5) _ fn(s _ x)en¢n(5—$)> k,c/n(x) d$
R4
= e”w"(s)fn(s)/ (1 — e”ﬁ"”(cm/”)> k(z) dz
Rd
— e”w"(s)fn(s)/ (1 - e”ﬁsvn(cx/n)) k(x) dx,
[7171}d

avec

vz e R? Fsn(x) =vYp(s —x) — —zZy]xJ ey,

L’hypothése (c) assure que, pour 0 assez petit (afin que a < r)

cx
Upec =N Sup ‘7% (8+ z) U (8) 2 — 0
seB},
ze[—1,1)4 0

et donc, pour ¢ = O(1/n™ 1),
x d cx d
d I |1/ 1/
Vs € B, Vre[-1,1] ’nFsm (77")‘ < Upe —i—nz ;] ’#’ n% <y, o+ €yl Zn /e
j=1 j=1
En appliquant I'inégalité des accroissements finis & la fonction (z,y) — €**%, nous montrons

que, si z € C est de partie réelle assez petite alors |1 — e?| < 2|z|. Ainsi, si en™111/% est assez
petit, alors

Vs € BY, Vae[-1,1)¢ 1 — enfanlea/n) < 2up  + 2¢|lylldn = o(1).

Par conséquent, si ¢ = O(1/n™ 1) et si §, ¢/n, cn sont assez petits, alors A, .3 = o (E,(0))
quand n tend vers +oo et ¢ vers 0.

Ensuite nous avons
Vs € R ke * <f eml’"]lB*) (s) = / kejn(z) fn(s — x)e"w”(sfx)]lBg(s —z)dx.
[—c/n,c/n]?

Supposons que ||s — z*|| > § 4+ V/dc/n. Alors
Vo € [~c/ne/n]? |l(s —2) — 2| 2 [Is — | — ||lz]| > 6

si bien que 1p:(s —z) =0 et donc

Ken * (fn WWB*) (s)=0.
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Si ¢/n est assez petit pour que & + v/dc/n < 28 alors

e /n * (fnenwnﬂBg) = (kc/n * (fne”W]lB;)> x Ipy,.

Apes] < / s (5) /
ls—2*l|>a Re

< /”s—x*Zoc Ip;, (s) (kc/n * e"¢"> (8) dvp(s).

Ainsi

kejn(s — l’)fn($)€nw"($)]13:§ (x)’ dx dvy(s)

Notons que, pour § assez petit, sur B,

< e 4 < e™n (14 2up.)

k. /n ¥ €nw"

eMn Ke/n * e"¥n

sic = O(1/n™ 1) et ¢/n est assez petit (nous utilisons ici le méme argument que dans la
majoration de A, .3, avec y = 0). Finalement

Anes = O / ") dyn(s) | .
©7 ne ( Is—2*[|>a )

c—0

Ceci termine la démonstration du lemme. O

c) Autour des hypothéses VI.5
i) Autour de la condition de Cramér (C)

Supposons que v admet une densité f par rapport a la mesure de Lebesgue sur R? mais qu’elle
ne satisfait pas (C'). Le lemme de Riemann-Lebesgue entraine que

/ 5 du(z)
R4

Par conséquent il existe sp # 0 tel que |M(isg)| = 1 et donc, d’apres le lemme II1.22, v est
arithmétique. C’est absurde. Nous en déduisons que toute mesure admettant une densité par
rapport & la mesure de Lebesgue sur R? satisfait (C). De plus, le théoréme de décomposition de
Lebesgue (cf. [54]) nous assure que v peut étre représenté comme somme de trois composantes :

| M (is)| =

[[[| =00

V=0aVs +bvg+crs,

ou V4. est une mesure de probabilité absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue
(et donc ayant une densité), vy est une mesure de probabilité discréte, vy est une mesure de
probabilité singuliére et a, b, ¢ sont trois réels positifs tels que a + b+ ¢ = 1. Si a > 0, nous disons
que v admet une composante absolument continue. Nous déduisons de cette décomposition que :

Proposition VI.8. Si v admet une composante absolument continue alors elle satisfait la
condition de Cramér (C).

ii) Autour de la condition de Varadhan (V')

Dans le paragraphe B.3) de 'annexe, nous donnons des résultats sur la borne supérieure glu
lemme de Varadhan et des conditions suffisantes pour qu’elle soit vérifiée. Notamment, si 0 € Dy,
alors la suite de mesures (v, )nen satisfait un principe de grandes déviations de vitesse n, gouverné
par la bonne fonction de taux J (c’est le théoréme de Cramér en dimension d). Supposons que 1)
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est finie sur un ensemble fermé A sur lequel elle est aussi semi-continue supérieurement. Si 1)

vérifie de plus la relation

1
lim limsup —In @) duy (z) = —o0

M=400 nytoo T /{w(w)zM}ﬂA

alors, pour tout ¢ > 0,

limsup 1 ln/ W du,(y) < sup  ((x) — J(x)).
An{|lz—z*|| >}

lz—z* (|26

(%)

La condition (x) est satisfaite en particulier si ¥ est bornée. La proposition B.9 assure qu’elle est

aussi satisfaite si ¢ est majorée par une fonction convexe h telle que

Yo >0 / @) dy () < +o0.
Rd

Enfin notons G' = J — . Si la fonction G admet un unique minimum en z* € R? avec G(z*) = t*

et si 1 est bornée, alors, d’apres le lemme V.2,
sup{¢(z) —J(z):x €A et |Jx—2z|>0}<—-G(z¥)=—t"

et ¢ et v, vérifient la condition de Varadhan (V') en x*.

18 Application au modele d’Ising Curie-Weiss de SOC

a) Preuve du théoréme 1.3 dans le cas ou p satisfait la condition de Cramér

Soit p une mesure de probabilité symétrique sur R, de variance o2 > 0 et telle que

Jug >0 / e’ dp(z) < 4o00.
R

Nous notons A* = { (x,y) € Rx ]0, +oo[: 22 <y} et nous définissons 1/ par

2
X
V(l‘,y) € ]R2 ¢($,y) = @HA* (Ivy) - OO]]-(A*)C(x7y)‘

Nous avons, pour tout f mesurable bornée de R? dans R,

I R o i o =
/ f< n’ 1 n n>d#n,p(xla-"amn)

n
! na® v, 1 np(z
- /RQf(a:,y) 7. o <2y> Liys0) donp(2,y) = /RZf(x,y) 7 (@)

d;/vn,p(xa y)

Le théoreme 1.3 est déja montré pour la loi de Bernoulli. Supposons que le support de p posséde
au moins trois points. Nous allons appliquer le théoreme VI.6 a la mesure v, et la suite (v, )nen

telle que v, = 1 pour tout n € N. Supposons que v, vérifie la condition de Cramér :

Ya >0 sup < 1.

l[(s,0)[[ 2

/]Reisz—l-itz2 dp(Z)

Il reste a nous assurer que les autres hypotheses V1.5 sont satisfaites :
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La proposition IV.15 entraine que ’hypothese (b) est vérifiée avec z* = (0,02%), t* = 0, a1 = 4,
ag = 2 et I'application polynomiale p donnée par le polynéme

pa Xy X3

1208 2(pyg — o)’

L’hypothese (c) est automatiquement vérifiée avec m = 1 d’apres I'inégalité des accroissements
finis, puisque 9 est de classe C' au voisinage de (0, 02). Enfin la proposition V.1 implique que

1 ~
Vo >0 limsup — ln/ e (@) dvy, p(z,y) <0
[(z,y—o2)]|20

n—+oo N

car { (z,y) € R? : ||(x,y — 0?)|| > 6} est un fermé ne contenant pas (0, o2). A1ns1 I hypothese (d)
est vérifiée. Le théoréeme VI.6 implique donc que, sous fip ,, le vecteur ( /3 —no?)/\/n )
converge en loi vers la mesure de probabilité de densité

exp [ y?
1208 2(ug — o?)
1 )
as t
— — dsdt
A;“p<1%8 %m—a%>5

par rapport & la mesure de Lebesgue sur R?. Ceci termine la preuve du théoréme 1.3 dans le cas
ol p satisfait la condition de Cramér. Remarquons que nous avons aussi montré que

(z,y) —

Tn—na2 @ 4

La démonstration précédente s’adapte trés bien au modele alternatif présenté au paragraphe 3.d).
11 suffit de considérer cette fois la suite (¢, )nen définie par

$2

V(z,y) €R®  ylz,y) = 2y + 1/n)

]lA(iU, y) - OO]lAc(xvy)'

Elle est majorée par J, la fonction qui est égale & 1 sauf en 0 ou elle vaut 0. La condition (b)
des hypotheses V1.5 est satisfaite puisque

$2

Yn>1 VY(z,y) € A" (I—wn)(x,y):(I—F)(%y)er

et, pour tout (z,y) € R?,

v @ ﬁ+n (a/n1/4)? mat P
(

n(I-F) <n1/4’\/’ﬁ e (/v o)/ T 02+ 1/n) notoo 120° | 3(jig — o)

Pour 7 > 0, notons B, la boule dans R? centrée en (0,0?) et de rayon r. Si r < o2 alors

+0.

Y(ey) € Br ”VW“””‘HQHim“b@f;mQHS¢w£iv+4wﬁw%'

L’inégalité des accroissements finis entraine alors que la condition (c) des hypotheses VI.5 est
satisfaite avec r assez petit et m = 2. Enfin

timsup - In 7, ({(0,0)}) = In p({0})

n—-+o0o
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et le lemme B.6 nous assure que, pour tout § > 0,

1 ~
limsup — In / (@) dvy, p(z,y)
ll(z,y—0?)]128

n—+oo N

n—+oo M

1
< max <limsup — ln/ e’/ (2y) A p(z,y), In p({()})) .
BENA*

Cette quantité est strictement négative d’apres la proposition V.1 et car p est non dégénérée.
Ainsi la condition (d) des hypotheses V1.5 est satisfaite. Par conséquent le théoréme VI.6 entraine
le théoreme 1.5.

b) Preuve du théoréme 1.6

Soit g une fonction mesurable telle que g(u) ~ u?/2 au voisinage de 0 et g(u) < u?/2 pour tout
u € R. Soit p une mesure de probabilité symétrique sur R, de variance o2 > 0 et telle que

Jug >0 / e"0?’ dp(z) < +o0.
R

Nous définissons 1, par

V(:r,y) € R® %(%y) =g <\j§> Ia (x,y) - OO]I(A*)C(xvy)'

Nous avons, pour tout f mesurable bornée de R? dans R,

I R R s -
‘/ f( —", = ")duﬁggxh-u,%»

1 T 1
= T, explng|l—) )1 dvy, (=, :/ T, e @Y) g (2, 4).
/}R2 f(z.y) Zna p( g<ﬁ)> {y>0} AVn,p (2, Y) sz( y) Zns »(@,9)

Le fait que g(u) ~ u?/2 au voisinage de 0 nous assure que 9, est positive sur un certain voisinage
ouvert V de (0,02), inclus dans A*. Ainsi

Zug = [ exp (ntyfa.) i gla) = 70, V).

Le principe de grandes déviations satisfait par (7, ,)n>1 entraine que

1 1
o1 S Timinf L S _0.
Eg}rlg - InZ,,> ngé(f; - Invy,,(V) > (;r,lz?)fEV I(x,y) =0

Notons 6y, , 4 la loi de (S,,/n, Ty, /n) Sous fin,p 4. Soit U un voisinage ouvert de (0,0?) dans R
Comme 9, < F sur A, il découle de la proposition V.1 que

1 1 1
limsup — In @ U°) < limsup — ln/ exp (nyg(z, dvn p,(x,y) — liminf —In Z,, , < 0.
n%Jrog n n,p,g( ) = n%Jrog n e p( %( y)) n,p( y) o n,g

Par conséquent il existe € > 0 et ng € N tels que
Vn > ng On,p(U°) < exp(—ne) .

Ceci entraine que, Sous fin g, (Sn/n, Tn/n) converge en probabilité vers (0,0?).

Supposons de plus que v, vérifie la condition de Cramér :

Yo >0 sup /Reis”it‘z2 dp(z)| < 1.

l[(s,) =
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Il reste a nous assurer que les autres hypotheses VI.5 sont satisfaites : la proposition 1V.15
entraine que, quand (z,y) tend vers (0, 0?),

pazt  (y—o

1208 2(pugy — o)’
Supposons enfin que g admette une dérivée d’ordre 4 en 0, la formule de Taylor-Young implique
que

2)2
I(CC,y) —F(l’,y) ~

2 3 4
I C) 110 R 4
o) = 0+ 990 —ma ¥+ olu?).
Nous avons g(u) < u?/2 pour tout u € R donc ¢ (0) = 0 et m4 > 0. Ainsi, quand (z,y) tend
vers (0,02),

m4x4

4
. . m4x 4

F(a.y) = tylen) = T (1 o1) = 5% + ol (@),
Nous en déduisons que
(pa +maot)at  (y—o?)?
1208 2(/1,4 - 0'4) ’
L’hypothése (b) de VL5 est ainsi vérifiée avec 2* = (0,02), t* =0, oy = 4, ag = 2 et I'application
polynomiale p donnée par le polynéme

(pa +myo) X{ X3
1208 2(pg — o)’

I(.le, y) - ¢g($7y) ~

Ensuite g admet une dérivée d’ordre 4 en 0 donc ¢, est de classe C! au voisinage de (0,0?).
L’hypothese (c) est donc vérifiée avec m = 1 d’apres 'inégalité des accroissements finis. Enfin la
proposition V.1 nous assure que

1
Vo >0 limsup — 111/ e"a (@) dvp p(z,y) <0
n—too N Jli(z,y—o?)[|26

car {(z,y) € R? : |[(x,y — 0?)|| > &} est un fermé ne contenant pas (0,0%). Par consé-
quent ’hypothese (d) est vérifiée. Le théoreme VI.6 implique donc que, sous iy, 4, le vecteur
(Sn/ n3/4 (T, — no?)/ /1) converge en loi vers la mesure de probabilité de densité

a4 .4 2
exp <_ (4 +myot)z y )

1208 2(pg — o)

A 2
/ exp <—(M4 * m480 )s — 1 ) dsdt
R2 120 2(pg — o)

par rapport & la mesure de Lebesgue sur R?.

(z,y) —

Dans le cas du modele donné par la loi iy, , ,, nous remplagons ¢, par la fonction

g(x
(z,y) ER* — (y)]lm (z,y) — 0ol (panye(w,y)
dans ce qui précede. La seule différence est que, quand (z,y) tend vers (0, 0?),
(pa +mao®)at  (y—o?)?
1208 2(pg — o)’

I(.’L‘,y) - ¢9($7y) ~

Dans ce cas, sous iy, , ., le vecteur (S,/ n®4, (T, — no?)/\/n) converge en loi vers la mesure de
probabilité de densité

(pa +mao®)a y?
CXp\ — 8 - 1
(z.1) 120 2(pg — o%)
’ / (pg + myo®)s t2
exp | — — ds dt
R2 1208 2(pg — o)

par rapport & la mesure de Lebesgue sur R?. Nous en déduisons le théoréme 1.6.
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c) Condition suffisante pour que p vérifie la condition de Cramér

Proposition VI.9. Si p posséde une composante absolument continue alors
/eisz+it22 dp(Z)
R

Démonstration. Supposons que p = a pgc + bpa + cps, ou a > 0 et py. est une mesure de
probabilité sur R admettant une densité f. Nous ne pouvons pas appliquer la proposition VI.8
directement car v, n’admet pas de densité. Cependant, le lemme V.5 entraine que, si v, désigne

la loi de (Z, Z?) quand Z est une variable aléatoire de loi pqgc, alors 1/;26

_ 2 _ _ 2
foi(z,y)— \/ﬁf<w+ ;y T > f<x \/gy z ) 1,29,
2 *2

par rapport & la mesure de Lebesgue sur R2. Nous pouvons écrire p*? = a?p2 + (1 — a?)n, ot n
est la mesure de probabilité sur R? définie par

Va > 0 sup < 1.

l(s,t) =

admet la densité

1 * *
0= 15 (V*pi + pi* + 2ab pac * pa + 2a¢ pac * ps + 2be pa * ps).

1—

Nous avons

/Reisz—l-itz2 dp(z)

2

/R2 gis(aty)+it(z?+y?) dp(x) dp(y)’

(12 / is(z+y)+it(x?4y? )dﬂac($ y)

IN

+ (1 —d?)

/RQ dn(z, y)’

+1—ad?

IN
IS
o

T~

ezqurztv dV*Z ( ?})

2

2

eSutit £ (u,v) dudv| + 1 — a®.

2

Par conséquent

2
< a? sup
l(s,t)l|Zex

sup
(s, )|z

/ eisz+it22 dp(z)
R

La proposition VI.8 implique que le supremum dans le terme de droite de 'inégalité ci-dessus est
strictement inférieur & 1. Nous en déduisons la proposition VI.9. O

/ ST fo (u,v) dudv| + 1 — a®.
R2



Chapitre VII
Convergence en loi de S,/(n'/'\/T,) sous [i,,

Dans le but de prouver le théoréme 1.3 dans le cas général, S. R. Srinivasa Varadhan nous a
suggéré d’étudier la convergence en loi de S,/ (n'/4\/T},) sous i, p, en utilisant la transformation
de Hubbard-Stratonovich et une décomposition des variables aléatoires symétriques. Nous le
remercions pour 'aide précieuse qu’il nous a apportée pour démontrer le théoréme suivant :

Théoreme VII.1. Soit p une mesure de probabilité symétrique sur R qui n’est pas la masse de
Dirac en 0 et qui admet un moment d’ordre 5. Notons o la variance de p et g son moment
d’ordre 4. Alors, sous [in,,

Sn 2z (4 1\ pa 4
SYIN s (w) Iz eXp<_1204s)ds'

Il existe une littérature importante sur les sommes auto-normalisées (self-normalized sums) qui
fournit des résultats précis sur les quotients du type S, /v/T, dans le cas indépendant (cf. par
exemple [21] et [57]). Dans ce chapitre, nous montrons le théoréeme VII.1 sans aucun résultat
préliminaire sur les sommes auto-normalisées :

Soit (Xﬁ)lgkgn un tableau triangulaire infini de variables aléatoires tel que, pour tout n > 1,
(X},...,X") est un n-uplet de loi fi, ,. Rappelons que

Vn>1 Sy =X'4+- -+ X' et T,=(X)%4+ (XM

et que T}, > 0 presque stirement. Nous allons utiliser la transformation de Hubbard-Stratonovich
(comme dans le lemme 3.3 de [26]) : donnons-nous une variable aléatoire W de loi Normale
centrée réduite et indépendante de (X%)1<x<n. Soient n > 1 et f une fonction continue bornée

sur R. Nous posons
w Sh
B, —E [f (nm o Tﬂ |

Nous introduisons (Y;);>1 une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi p. Nous
avons

1 w i+ +Y, 1(Y1 4+ Y,)?
E,=—E — 1
" Zn / <n1/4 * nl/4 /Y12 I Yg) exp <2 Y12 NN Yn2 {Y24++Y2>0} | »
ou encore
1
En = Z.2r E 1{Y12+---+Y3>0}

w i+ +Y, 1Y 4 +Y,)?  w?
x [ f + exp | 5 o3 —— | dw].
RS A\nYY Ol /VEL Y2 2 Y+ 4Y? 2
Nous faisons le changement de variable

w Vit 4+ Y,

:n1/4+n1/4 NZ+ - +12

z
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dans l'intégrale et nous obtenons

nt/4 / Vnz? Yi+---4Y,
E, = E|1 z)exp | — + znl/4 £ dz| .
n Z.\2r {Y2+-+Y;2>0} R f(z) exp 5 ﬁf T

Notons p4 la loi de |Z] quand Z est une variable aléatoire de loi p. Nous utilisons & présent la
représentation suivante : pour tout ¢ > 1, nous écrivons Y; = €;U;, ou €; et U; sont deux variables
aléatoires indépendantes de lois respectives (d_1 + d1)/2 et p4. Ainsi

n Vnz? " 2nt/4e,U;
FE,=—E|1 z)exp | — + dz| .
7 Von ! (U2 4-+U2>0} /Rf( ) p( > "L i

1/4

Pour tout i € {1,...,n}, nous posons (dans le cas ott UZ + ---+ U2 > 0)

a; = Ul
T UR U2

En utilisant le théoreme de Fubini et I'indépendance des ¢;,U;, i > 1, nous obtenons

n1/4 \/ﬁzz>
(Ul,...,Un)> dZ].

E, = m E []I{U12+‘-~+U7%>0} /]Rf(Z) exp <_ 5

x E <Hexp <2n1/4£iai,n>
i=1

nl/4 Jnz? n
= E |1 zyexp | — + Inch zn1/4am dz| .
NG {U2++U2>0} /Rf( ) exp B ; ( n)
Nous définissons la fonction g par
y?
Yy € R g(y)zlnchy—?.

Nous montrons facilement que g(y) < 0 pour tout y # 0. En remarquant que a%n 4 a?m =1,
nous avons

nl/A

By= 5 —=E []I{U12+...+U,%>o} /R f(2) exp (Z g(zn*/ 4%”)) dz

=1

Nous allons maintenant appliquer la méthode de Laplace. Examinons la convergence du terme
dans l’exponentielle : pour tout i € {1,...,n}, la formule de Taylor-Lagrange nous assure
I’existence d’une variable aléatoire réelle &; telle que

(zn1/4ai7n)4 (Zn1/4

5
Ain
Uip) = — 9 + 5l ) 9<5)(§i)'

1/4

g(zn

Un calcul simple nous permet de montrer que ¢(® est uniformément bornée sur R, si bien que

ig(zn1/4a- ):_'i4 (Y14+"'+Yﬁl)/n .5 <Y15+"'+Y7?)/n 1
=1 o 12 ((Y12++Yn2)/n)2 ((Y12++Y712)/7’L)5/2 n1/4 .

Par hypothese, p admet un moment d’ordre 5 donc la loi forte des grands nombres entraine que

n 4
4, _Haz
VzeR ;g(zn Qin) W 1207 p.S.
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Lemme VII.2. [l existe ¢ > 0 tel que

n 4
1/4 =
VzeR Vn>1 ;Q(ZTZ ain) < 1+22/n

Démonstration. Nous définissons h par

2
vy e R0} h(y) = - g,

Il s’agit d’'une fonction continue et strictement négative sur R\{0}. Puisque g(y) ~ —y*/12 au
voisinage de 0, nous en déduisons que h se prolonge par continuité en 0 en posant h(0) = —1/12.
Ensuite, en écrivant

1442 Inch 1
Yy eRV0} () = ( y2y—2),

nous voyons que h(y) tend vers —1/2 quand |y| tend vers +o00. Par conséquent h est majorée
par une certaine constante —c avec ¢ > 0. Ensuite nous vérifions aisément que la fonction
x +— 22 /(1 + z) est convexe sur [0, +oo] si bien que, pour tous z € R et n > 1,

2
Zn:g(znl/zla‘ ) < _ncl Zn: (zn1/4ai,n)4 —ne (% Z?:1(2n1/4ai,n)2) _ czt
£ n) = n — 1+ (Zn1/4ai7n)2 - 1+ % Z?:1(2n1/4ai,n)2 1+ 22/\/,57
puisque af , +--- +aZ, = 1. 0

Si |z| < n'/* alors 1+ 22/y/n < 2 et donc, d’aprés le lemme,

4
(674
< Ifllew (-5 ).

czt
E [/R | fll o €xp <—2> dz] < +o0,

le théoréeme de convergence dominée implique que

n 4
1/4 paz
Ly2gqu250) /R]I|Z§n1/4 f(z)exp < E g(znt/ aiyn)> dz] n:)w/Rf(z) exp (— 1204> dz.

i=1

n
L2y quzsoy Lzjcni/a f(2) exp (Z 9(2n1/4a¢,n)>
=1

Puisque

E

Si |z| > n'/* alors 1+ 22/y/n < 22%/y/n et donc, d’aprés le lemme,

2
C\/ Nz
<[fllesw (-5,

n
Lz tsvz50) Lispsnrsa f(2) exp <Z 9(2n1/4ai,n)>
=1

Ainsi
- [ floo V2
E ]]‘{U12++U,,21>0} /R]llz|>n1/4 f (Z) eXp <§ g(zrn/l/4ai7n)> dZ] S n1/4\/6 bl
et donc
E

2
1/4 Haz
24 puz>0) /Rf(Z) o (Zg(zn / aim)) dz] — /Rf (@) exp <_1204) =

=1
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En appliquant cela avec f = 1, nous obtenons

LN 21 u424
nl/4 n—>—+>oo Rexp <_ 1204 dz.

Nous avons montré que

w + S i) /ex _,u4z4 dz 7lex (— Hia s4> ds
nl/4  npl/4T, n—oo \ Jr P\ 1200 P\ 7204 )

Puisque (Wn~/%),>; converge en loi vers 0, le lemme de Slutsky (théoréme 3.9 de [8]) entraine

que
Sh, 0% paz?t - Ha 4
WA T, noo (/R P <_1204 dz ) exp <_12048 ) ds.

Ceci termine la preuve du théoreme VII.1.

Notons que ’hypothese que p admet un moment d’ordre 5 peut certainement étre affaiblie en
supposant plutoét que

Je >0 / 2|1 dp(2) < +oo.
R

Nous sommes a présent en mesure de montrer le cas général du théoréme 1.3 :

Démonstration du théoréme 1.3. Supposons que p est symétrique, non-dégénérée et que
Jug >0 / e’ dp(z) < +o0.
R

Alors, sous fin,,, T,/n converge en probabilité vers o2 (cf. théoréme 1.2). De plus p admet des
moments de tout ordre donc le théoreme VII.1 et le lemme de Slutsky nous assurent que

Sh . T, Sn < 4py 1/4 1 -1 Ha 4
REZE . nt/4/T, o \ 308 r 4 P (_ 1208° ) ds.

Cette convergence en loi est équivalente a celle du théoreme 1.3. O

Remarque : I'existence de moments exponentiels pour p n’est qu’'une hypothése technique et nous
pensons que le résultat du théoreme 1.3 devrait étre vrai dés que p # &g est symétrique et possede
un moment d’ordre 4. Par contre, nous avons vu dans le paragraphe 11.f) que ’hypothese de
symétrie est essentielle.



Chapitre VIII
Etude de la mesure empirique
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Dans ce chapitre, nous étudions la convergence de la suite des mesures empiriques
1
quand (X%)1<p<n est tel que, pour tout n > 1, (X}, ..., X?) a pour loi fi,,, avec p une mesure

de probabilité symétrique sur R qui n’est pas la masse de Dirac en 0.

Dans le paragraphe 19, afin de poser le cadre d’étude de (M,,),>1, nous regardons d’abord le
cas du modele d’Ising Curie-Weiss généralisé. Ensuite, dans le paragraphe 20, nous montrons
une inégalité concernant l’entropie relative par rapport a une mesure symétrique. Il s’agit de
I'ingrédient clé pour la preuve de la convergence en probabilité de (M,),>1 faisant 'objet du
paragraphe 21.

19 Etude des mesures empiriques

Soit (E,d) un espace métrique séparable muni de sa tribu borélienne Bg. Notons M;(FE)
I’ensemble des mesures de probabilité sur E et C,(FE) 'ensemble des fonctions continues bornées
sur E. Pout tous € > 0 et A € B, nous notons A° I’ensemble

A ={zeE:JyecA dx,y) <e}.
L’application dp, définie pour tout (v, u) € My(E)? par
dp(v,u) =inf{e >0:VAe€ Br pu(A) <v(A%)+ec et v(A) <u(A%) +e},

est une distance sur M (E), appelée distance de Prohorov. De plus elle coincide avec la conver-
gence étroite, c’est-a-dire, si v et v,, n > 1, sont des mesures de probabilité sur F, alors

n——+oo

dp(vnv) —> 0 PN vrean) [ f@ane) = [ 1),
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Nous renvoyons par exemple au théoreme 6.8 de [8] pour une preuve de ce résultat.

Pour p € M;(R) et n > 1, nous notons 5,17,) la loi de
1
- (5y1 + -+ dy,) € Mi(R)
quand Y7, ...,Y, sont n variables aléatoires indépendantes et de méme loi p.

a) Mesure empirique associée au modéle d’Ising Curie-Weiss généralisé

Soient 5 > 0 et p une mesure de probabilité sur R. Etudions dans un premier temps la convergence
de la suite des mesures empiriques

1
Mn,B:E(CSX?ll"‘""f‘(SX{{)v n=>1,

quand (XK);<p<, est tel que, pour tout n > 1, (X},

1 B T+ - +3§'n
Apinpg(X1,. .. Tpn) = 7. exp<2( ! >Hdp ),

ou Zy () est la constante de normalisation. Il s’agit du modele d’Ising Curie-Weiss généralisé
associé a p et a la température inverse 5 > 0. Les principaux résultats sur ce modele sont rappelés
dans le paragraphe 2.b).

., X" a pour loi

Supposons que p # dg est symétrique, que son support est compact et qu’elle vérifie

)\2

VYA#0 ln/ M dp(z) < %5
R

Nous définissons la fonction Gz sur M;(R) par

Vie Mi(R) Gy — g </deu(z)>2.

Pour f continue bornée de (M(R),dp) dans R, nous avons, sous i , 3,

B () = [ (P ) e () ) [[onte)

:/nf<5m+.r.l.+5xn> an(ﬁ) exp % <i§;/Rz5mi(z«)> ilf[ldp(ﬂ?i)

Le support de p est [—L, L] pour un certain L > 0, si bien que 'intégrale ci-dessus est une
intégrale sur ’ensemble

¥+ 1 &
oap)eRY L T o2 b = o, Tp) ER™: Z /2596. <L?}.
{orme R e e e RS [0 <

Nous introduisons alors

yLz{ueMl(R);/szu(z)gLQ}.

D’apres le théoreme 3.4 de [8], V1, est un sous-ensemble fermé de (M;(R),dp) et il contient la
mesure p. Il découle de la formule de transfert que, pour tout n > 1, la loi de M,, 5 sous i, , 5 est

exp (nGs(1)) Ly, (1) dOy (12).

Zn(P)
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Le théoréme de Sanov (théoréme B.11 de 'annexe) nous assure que la suite (5717,))”21 satisfait le
principe de grandes déviations sur (M;(R),dp), de vitesse n et gouverné par la bonne fonction
de taux H(-|p), 'entropie relative par rapport a p, définie par

. du
)1 )d sip<<pet f=—,
Yue MyR)  H(ulp) = /f n f(z)dp(z) ipn<petf i

sinon ,

ou du/dp désigne la dérivée de Radon-Nikodym de p par rapport & p quand elle existe.

La fonction Gg est bornée par 3L?/2 sur Vr,. Montrons qu’elle y est continue : si (i, )n>1 est une
suite du fermé )y, qui converge étroitement vers p, alors

1 L?
lim sup / |z| dppn(z) < lim  — sup / 22 dp,(z) < lim — =0,
lz|>a |z|>a

a—=+00 5>] a—=+00  p>] a—=+oo «

si bien que la suite (fn)n>1 est uniformément intégrable. Nous déduisons du théoreme 3.5 de [§]
que Gg(pn) tend vers Gg(p) quand n tend vers +oo. Par conséquent la fonction Gg est continue
sur le fermé Y, au sens de la distance dp.

Soit U un ouvert de (M;(R), dp) contenant p. Le lemme B.7 (variante du lemme de Varadhan)
entraine alors que

1 ~ 1
limsup —In gy, 5 8 (Mp,g € U°) < limsup — ln/ exp (nGg(p)) dby, (1) — liminf —1In Z,(5)
uenyry,

n—+oo T n—+oo 1 n—+00 N

1
< sup  {Gg(n) = H(plp) } - liminf —1In Z,,(5).
neuenyy —too n

L’inégalité de Jensen nous assure que

1 ~ -
a1 o[ e G) ) = [ Golu) dByla) 20,
M1 (R) Mi(R)

n

Ainsi
}ngjrrg; fan (B) > 0.
Par conséquent

. 1
limsup — In Hn,p,B (Mn,ﬁ € u(:) < sup {gﬁ(ﬂ) - H(M|p) } :
n—+oo T neuenyy,

Si p = p alors Gg(pn) = 0 = H(p|p). Supposons & présent que p # p. Si Gg(p) = 0, alors
Gs(u) < H(ulp) et, si pest tel que H(p|p) = +o0, alors Gg(u) < BL?*/2 < H(ul|p). Supposons que

/deu(z) #0 et H(plp) < +o0.

Dans ce cas u < p et nous posons f = du/dp. Pour tout A # 0, I'inégalité de Jensen nous

assure que
= ln/ e dp(z).
R

A aute) = ) = [ (L5 ) dutar < [ £

Par conséquent, si A = 5/ zdu(z) # 0, alors
R

2

G5(p) =\ [ 2dut:) = 5 <A [ due) —1n [ dp(e) < Hiulp)
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Ainsi la fonction Gg — H( - |p) admet un unique maximum en p. Le lemme V.2 entraine alors que

o {Gs(p) — H(plp) } < Gs(p) — H(plp) = 0.

Par conséquent il existe € > 0 et ng € N tels que pour tout n > ng,
Hnpp (Mg € US) < €77
Ainsi, pour tout voisinage ouvert U de p,

Bm g5 (Mps € U) =0.

n—-+00

C’est-a-dire, sous i, 3, M, g converge en probabilité vers p pour la distance dp. Donnons-nous
enfin € > 0 et f une fonction continue bornée de R dans R. En appliquant ce qui précede a

I'ouvert
U:{,ue./\/h(R):’/Rfdu—/Rfdp‘<€},

nous obtenons le théoréme suivant :

Théoréme VIII.1. Soient 5 > 0 et p une mesure de probabilité symétrique sur R qui n’est pas
la masse de Dirac en 0 et telle que son support est compact. Si

)\2
28

alors, sous fin 8, la suite des mesures empiriques (M, g)n>1 converge en probabilité vers p pour
la distance dp, c’est-a-dire, pour toute fonction f continue bornée de R dans R,

Za‘):().

b) Mesure empirique associée au modele d’Ising Curie-Weiss de SOC

VA #0 ln/ e dp(z) <
R

n—+oo

Ve >0 im i, 8 ( %Zf(X,]f) — /Rf(z) dp(z)
k=1

Supposons que p est symétrique et n’est pas la masse de Dirac en 0. Examinons maintenant la
loi de

1
SOUS [in,p- Notons
y_ {ﬂeMl(m :/z2d,u(z) E]O,+oo[}.
R

Remarquons que

B ({ e M(R) : /Rz? du(z) < +o0 }) Y

Introduisons F la fonction définie sur ) par
2
([0
AR S

Q/R,zz du(z)

L’inégalité de Jensen nous assure que F(p) < 1/2 pour tout u € Y, et il découle de la formule de
transfert que :

Vpey o Fp)=
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Proposition VIIL.2. Pour tout n > 1, sous fi ,, la loi de M, est

Zln exp (nF (1)) Ly () dBn,p (11)-

A T'image de ce que nous avons fait dans le paragraphe 19.a), nous allons montrer que, sous
certaines conditions, la fonction H(-|p) — F admet un unique minimum sur ) en p, et que
la fonction F est semi-continue supérieurement (si nous la prolongeons judicieusement a tout
M;i(R)). Nous allons obtenir le théoreme 1.4, dont la démonstration est donnée au paragraphe 21.
Elle se base sur une inégalité remarquable entre les moments d’une mesure de probabilité u et
I’entropie relative de p par rapport a une mesure de probabilité symétrique. La preuve de cette
inégalité fait 'objet du paragraphe suivant.

20 Une inégalité pour ’entropie relative

Etant données deux mesures de probabilité sur R, 'entropie relative (ou la divergence de
Kullback-Leibler) de p par rapport a p est

dp

H(ulp) = /Rf(z)lnf(z)dp(z) Siu<<petf:d7'u7
400

sinon ,
ou du/dp désigne la dérivée de Radon-Nikodym de p par rapport & p quand elle existe.

Théoreme VIIL.3. Soient p et p deuxr mesures de probabilité sur R qui sont différentes de la
masse de Dirac en 0. Supposons que

/ |z| dp(z) < 4o00.
R

/R zd,u(z))z

H(plp) = <
2/Rz2 du(z)

Si p est symétrique alors

avec égalité si et seulement si pu = p.

Une caractéristique remarquable de cette inégalité est que la borne inférieure ne dépend pas de
la mesure de probabilité symétrique p. Le lemme 3.10 de [10] présente le résultat suivant, en
lien avec notre inégalité : si p est une mesure de probabilité quelconque sur R dont le premier
moment m existe et telle que

)\2
Jv >0 YA eR / exp(A(z —m))dp(z) < exp <U2> ’
R
alors, pour toute mesure de probabilité p sur R ayant un moment d’ordre 1, nous avons

Hlo) > 5 (/deu(Z) —m)Q.

Notre inégalité de requiert aucune hypothese d’intégrabilité. A la place nous supposons que p est
symétrique.
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Démonstration du théoréme VIII.3. Supposons que p # §y est symétrique et que p # &y
admet un moment d’ordre 1. Si u = p alors F(u) = 0 = H(u|p). Supposons que p # p. Si le
moment d’ordre 1 de p est nul ou bien si son moment d’ordre 2 est infini, alors F(u) = 0 < H(u|p).
Finalement, si p est tel que H(pu|p) = 400, alors F(u) < 1/2 < H(u|p).

Supposons maintenant que u & {do, p}, H(ulp) < 400,

m(p) = /deu(z) #0 et ma(p) = /Rz2 du(z) < +00.

Comme H (u|p) < +00, nous avons que p < p et nous notons f = du/dp. 11 découle de I'inégalité
de Jensen que, pour toute fonction ® € L!(u),

/R<I>d,u—H(,up):/Rln (f) dugln/ﬂgi)duzln/Req)dp.

Par conséquent
sup {/CI)d,u—ln/e@dp}SH(Mp).
ocLi(y) LJR R

Afin de faire apparaitre les moments d’ordre 1 et 2 de p, nous considérons des fonctions ¢ de la
forme z — uz + vz2, (u,v) € R%. Nous obtenons ainsi

1([zaute). [ 2au) < ),

Y(z,y) € R? I(x,y) = sup {ua: + vy — ln/ euatve? dp(z) } .
(u,v)ER2? R

ou

D’apres la proposition IV.12,

$2

V(z,y) € R\{0})*  I(z,y) > %

En appliquant cela & © = mq(pu) # 0 et y = ma(pu) # 0, nous obtenons I(my(u), ma(p)) > F(p).
Par conséquent H (u|p) > F(u) et la preuve est terminée.

21 Preuve de la convergence de M, sous [, ,

Nous commengons par prolonger la définition de F, ainsi que Uinégalité H(-|p) > F, a tout
M1 (R). Ensuite au paragraphe 21.b), nous montrons que F est semi-continue supérieurement.
Nous pourrons alors utiliser le théoréeme de Sanov et le lemme de Varadhan pour montrer la
convergence de M, sous [i, , au paragraphe 21.c).

a) Prolongement de 7 a M;(R) et inégalité H(-|p) > F
Le théoreme VIII.3 implique que
vpeyY  H(ulp) = F(p)

avec égalité si et seulement si u = p (dans le cas ou p € )). Examinons & présent le comportement
de H(ulp) quand p ¢ ), afin de savoir comment prolonger F sur tout M;j(R) tout en préservant
I'inégalité H(:|p) > F ailleurs qu’en p.

Supposons que p n’admette pas de moment d’ordre 2. Nous souhaitons attribuer une valeur a F(u)
afin que F soit une fonction semi-continue supérieurement (pour la distance de Prohorov dp).
Regardons un exemple : pour tout n > 1, notons v, la mesure de densité

1 1
fnzy'_>£ + >
2r \1+n?(y—1)2  1+n?(y+1)2
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qui vérifie fR 22 dvp(2) = 4+00. La suite (v,,)n>1 converge étroitement vers v = (5_1 + d1)/2. De
plus F(v) = 0 et (F(vn))n>1 est une suite constante. Pour que

limsup F(v,) < F(v) =0,

n—-+00

il nous faut donc poser F(u) = 0 quand [, 2% duu(z) = 400. Dans ce cas nous conservons I'inégalité
H(ulp) > 0= F(u) si p# p.

Si le moment d’ordre 2 de p est nul alors u = dg et H(do|p) = —In p({0}). Regardons un exemple :
la suite (01/,)n>1 converge étroitement vers dg et F(dy/,) = 1/2 pour tout n > 1, donc, pour que

limsup F(d1,,) < F(do),

n—-+oo
il nous faut poser F'(dp) = 1/2. Dans ce cas,
H(dolp) = F(d0) >0 <= p({0}) <e™"/2.
Nous avons ainsi la proposition :
Proposition VIIL.4. Nous prolongeons F d tout My(R) en posant
1/2 sip=do,

Vue Mi@RNY  Flp) = )

0 sz’/z du(z) = +00.
R

Si p une mesure de probabilité symétrique sur R telle que p({0}) < 1/\/e, alors la fonction
H(:|p) — F admet un unique minimum sur Mi(R) en p.

Nous avons trouvé des conditions nécessaires pour que F soit semi-continue supérieurement
sur Y¢. Nous allons montrer dans le paragraphe suivant que ces conditions sont suffisantes et
que, ainsi prolongée, F est semi-continue supérieurement sur tout M (R).

b) Semi-continuité supérieure de F sur M;(R)

Proposition VIIL.5. Soient p et py, n > 1, des mesures de probabilité sur R. Supposons que
(n)n>1 converge étroitement vers . Alors

limsup F(pn) < F(1).

n—+00
C’est-a-dire que la fonction F est semi-continue supérieurement sur (Mi(R),dp).
Commencgons par quelques lemmes :

Lemme VIIL.6. Soient v et v,, n > 1, des mesures de probabilité sur un espace métrique E
telles que (vp)n>1 converge étroitement vers v. Si f est une fonction positive et continue de E
dans R alors

/E £(2) dv(z) < liminf /E F(2) dvn(2).

n—-+o0o

Démonstration. Nous adaptons ici la preuve du théoréeme 3.4 de [8]. Comme f est une fonction
positive, le théoreme de Fubini entraine que

we(E) [ @ = [ u( ool de
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Soit ¢t > 0. La continuité de f entraine que I'ensemble f=1(]t,+oo]) = {2z € E: f(2) >t} est un
ouvert de E. Le théoreme de Portmanteau (théoreme 2.1 de [8]) nous assure donc que

v(f (]t +ool)) < liminf v, (f1 ()2, +o0]))

n—-4o00
Ainsi
—+00
/ f(z)dv(z) < / liminf v, (f~1(]t, +o00[)) dt
B 0 n—-+oo
—+o00
<t [ (7 ttocl) e = imint [ 5(2)
ou nous avons utilisé le lemme de Fatou. O

Lemme VIIL.7. Soit (wyp)np>1 une suite double d valeurs dans R?, d > 1. Nous supposons que,
pour tout p > 1, il existe u, € R? tel que Unp tend vers u, quand n tend vers +00. Supposons
aussi qu’il existe us € R tel que up tend vers us quand p tend vers +oo. Alors il existe une
suite d’entiers (pp)n>1 qui croit vers +o0o et telle que

Un,pr, n_>—+>oo Uoo-

Démonstration. Pour tout p > 1, il existe ¢(p) tel que
Vk e N U (p)+ep — Upll < 5=

Nous supposons que ¢(1) > 1 et que ¢ est strictement croissante de N dans N. Pour tout € > 0,
il existe p. > 1/e tel que

W2peuy sl < 5
Nous en déduisons que
Vp>p. VkeN U (p)+h,p — Uooll < €.
Pour tout n > (1), posons
pp=min{jeN:n<p(l+1)}.

Pour tout n > (1), ppy1—pn € {0,1} et ©(pn) < n < p(pp+1). En particulier la suite (pn)n>p(1)
est croissante et, comme ¢ est strictement croissante, nous avons que p,, tend vers 400 quand
n tend vers 4+00. Posons n. = min{n > 1: p, > p. }. Pour tout n > n., nous avons p,, > p. et
kn =mn — ¢(pn) € N donc

”un,pn — Usol|| = H“ga(pn)—&-kn,pn — Ul <e.

D’ou la convergence annoncée. O

Démonstration de la proposition VIIL.5. Supposons que p = §yp. Comme F est bornée
par 1/2, nous avons

limsup F (i)

n—-+0o0o

< % = F(p).

Supposons que p # dg. Le lemme VIIL.6 nous assure que, pour n assez grand, u, # dg. De plus,
il existe une sous-suite (fi,(n))n>1 telle que

limsup F(pn) = nglfoo f(#go(n))~

n—-+o0o
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Si il existe ng > 1 tel que [ 22 djty(n)(2) = 400 pour tout n > ny, alors
limsup F (i) = 0 < F(p).

n—-+0o

Sinon il existe une sous-suite (f,op(n))n>1 telle que Iz 22 ditpoy(n)(2) < 400 pour tout n > 1, et

alors )
(/ < dﬂ@ow(n)(z)>
R .

2 ZQ d:ugpow(n) (Z)
R

limsup F(pn) = lim

n——+o00 n—+00

Pour simplifier les notations, nous noterons encore (fi,)n>1 au lieu de (Upoy(n))n>1 dans la suite.

Supposons d’abord que p € Y. Soit (R)),>1 une suite de réels positifs qui croit strictement
vers +o0o et telle que u({Rp}) =0 et p({—Rp}) = 0 pour tout p > 1. Notons

Vn,p >1 Un,p = (/ zd,un(z),/ 2 d,un(z)> .
[7RP’RP} [7RP’RP}

Les fonctions 2z — z1|_g g |(2) et z —> z2]1[_ Ry,R,)(#) sont continues p-presque partout donc
le théoréme 2.7 de [8] nous assure que

Vp>1 up = lim wup, = / zd,u(z),/ 22du(z) ] .
nes [~ Rp, Ry) [~ Ry, Ry

Enfin 4 € Y donc, par convergence dominée, nous avons

e = Ty = </deu(z),/RZQ du(z)).

Le lemme VIIL.7 entraine l'existence d’une suite d’entiers (py,),>1 qui croit vers +oo et telle que

Uso = lim Uy p,.
n—-+0o00
Nous notons K, = Ry, et dn, = 1|_g, g, ditn, pour tout n > 1. Nous remarquons que 7, (R)

tend vers 0 quand n tend vers +o0o. Posons

(/ z dfin (2 /Mdnn )
Vn>1 A, = STE

/ 22 dpin (2) + / 22 dn,(2)
[—Kn,Kn] R

1 < /[_Kn,Kn}zdun(z)%— /R zdnn(z)>2 )

limsup F(un) = 5 lim
n——+00 n—-+00 / 22 dun(z)+/22 dnn(z)
[~ Kn,Kn] R

Quitte & extraire une sous-suite de (A, ),>1, nous supposons que la limsup du membre de droite
de cette inégalité est une limite. Nous observons alors trois cas :

: limsup / |z| dnpn(2) = 400,

n—-+o0o

ngl—ll—loo/|2’dnn =0,

: limsup /\z|d77n =C>0.

n—-+4o0o

Nous avons

limsup A,.

n—-+0o00

N | =
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Dans le cas (A), il existe 7 : N — N strictement croissante telle que

et donc

De plus, d’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz,

([ dm(n)<z>)2

n—-+o0o
/sznT(n)(z) -
R
Par conséquent
1
li n) < = lim A ,)=0< .
fimsup Flpn) = 5 Mm A =0 < F(u)

Dans le cas (B),

- rz|dnn<z>>2 (/ zdu<z>+o>2

lim A, < lim = = 2F(u).
n—+o0 n—+00 / 22 dun(z) /22 dM(Z)
[—Kn,Kn] R
Ainsi

limsup F(pn) < F(p).

n——+o00

Dans le cas (C), il existe 7 : N — N strictement croissante telle que

lim / 12| dnyny(2) = C.
R

n—-+oo

De plus, pour n assez grand,

/RZQd"?T(n)(Z)ZKT(n)/R|Z’d"7T(n)(Z) — Q.

n—-+0o00
Par conséquent A,y tend vers 0 quand n tend vers +oo et donc

1
limsup F(pn) < 5 lim Ar,y) =0 < F(p).

n—+00 T 2 notoo

Nous avons donc montré que, si u € Y, alors

limsup F (i) < F(u).

n—-+oo

Pour finir, supposons maintenant que fR 22 du(z) = +o0. Le lemme VIIL6 nous assure que

lim 22 djn (2) = +o0.

n——+o0o R
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Rappelons que nous avons supposé, quitte a extraire des sous-suites, que fR 22 dpn(2) < +o00
pour tout n > 1. Dans le cas ou
/ 2 dyin(2)
R

nous obtenons que F(u,) tend vers 0 = F(u) quand n tend vers +oo. Dans le cas contraire, nous
supposons, quitte a extraire encore une fois une sous-suite, que

[ zdnate)

Soit € > 0. Il existe R > 0 tel que pu([—R, R|) < e/2, u({R}) = 0 et u({—R}) = 0. La convergence
étroite de (1n)n>1 vers p nous assure alors qu'il existe ng > 0 tel que

limsup
n——+o00

< 400,

lim
n—-+400

= +4-00.

vnzng (=R R < S +u(~R.E) <e.

Pour n > 1, décomposons

[zl /{_m 2 djin(2)

Nous en déduisons que

+ <R+

[ ) [ ).
[_RvR}C [_R’R]C

~

[P 7 [ )
R [-R,R]

Par conséquent, il existe ng > npr tel que

2
Vn > ng </R ) d;m(z)) 2 < </[—R,R]c ‘ dun(2)>

2 [ Fan) [ Pdu)
R [~R,R]

ou nous avons utilisé 'inégalité de Cauchy-Schwarz. Ainsi

(/deﬂn(z)f (/{_R’R]C zdun(z)>2

< Nn([_R7 R]c) < g,

Ve >0 limsup F(un) < e.

n—-+o00

En faisant tendre € vers 0, nous obtenons que F(uy,) tend vers 0 = F(u) quand n tend vers +oo.
Ceci termine la preuve de la proposition. O

c) Convergence en probabilité de M, sous i, ,

Le théoreme de Sanov (théoréme B.11 de I'annexe) nous assure que la suite (6, ,)n>1 satisfait
le principe de grandes déviations sur M;(R), muni de la 7-topologie (et donc aussi muni de la
distance d,,), de vitesse n et gouverné par la bonne fonction de taux H(-|p). Puisque {do}¢ est
un ouvert de M1 (R), nous en déduisons que

1 1. =
o1 S Timing L > i _0
liminf - InZ, > gg}rrg - Iné, ,({d}°) > ;}ng H(ulp) =0

n——4o00
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Supposons que p est symétrique avec p({0}) < 1/4/e. Soit U un ouvert de (M7 (R), dp) contenant p.
La proposition VIII.2 nous assure que

1

_ = 1 i
Vn >1 Hn,p (Mn S uc) - ? /ymuc en}—(u) d9n7p(,u) > ? /c en}—(ﬂ) d(gn,p(ﬂ)'

I1 découle de la proposition VIIL.5 que F est semi-continue supérieurement sur (Mj(R),dp)
et, de plus, elle est bornée. Par conséquent le lemme B.7 (variante du lemme de Varadhan)
entraine que

1 1 ~ 1
limsup — In fiy, p (M, € U) < limsup — ln/ e dg,, (1) — liminf = In Z,
n o

n—+00 n—+oo N n—+o0 N

< sup {F(u) — H(ulp) }-
peUce

La proposition VIII.4 entraine que la fonction p —— F(u) — H(u|p) admet un unique maximum
en p et le lemme V.2 nous assure alors que

sup { F(u) — H(ulp) } < F(p) = 0.
peue

Ainsi il existe € > 0 et ng € N tel que pour tout n > ny,
fin,p (My € U) < 7.
Par conséquent, pour tout voisinage ouvert U de p,

im  fi,, (M, € U°) = 0.

n—-400o
Nous avons montré le théoréme suivant :

Théoréme VIIL.8. Soit p une mesure de probabilité symétrique telle que p({0}) < 1/ /e.
Sous [in,p, la suite des mesures empiriques M, converge en probabilité vers p pour la distance
dp, c’est-a-dire,

Ve >0 lim  fi,, (dp(Mp,p) >¢)=0.

n—-+o0o

Donnons-nous € > 0 et f une fonction continue bornée de R dans R. L’ensemble

ug,fz{ueMlaR):‘/Rfdu—/Rfdp‘m}

est alors un ouvert de (M;(R),dp) et nous avons ainsi

1 n
=Y F(X5) = | F(2)dp(2)
PMEORY RELE

Nous en déduisons le théoréme 1.4.

ngr}rloo ﬁn,p < = 8) - nEIEoo ﬁn,p (Mn < uéf) =0.

Notons qu’il n’y a aucune hypothése d’existence de moments exponentiels de p, contrairement
aux théoremes 1.2 et 1.3. Par contre nous n’avons pas pu utiliser 'argument de conditionnement
qui nous avait permis d’enlever 'hypothése sur la masse de p en 0.
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Dans les chapitres précédents, nous avons étudié la loi

1 <1(x1—|—-~+xn)2>

2 224412

ﬂ{x%+---+x%>0} H dp(xl)a
i=1

— €
7, P

avec p une mesure de probabilité sur R. Nous souhaitons & présent généraliser ce modele a des
mesures de probabilité sur R?, pour d > 2, et étendre les théorémes limites que nous avons
montrés en dimension 1. Pour cela il nous faut tout d’abord modifier le terme d’interaction.

Dans le paragraphe 22, nous étudions un premier modele en dimension supérieure mais nous
montrons que les fluctuations qui lui sont associées n’ont pas le comportement attendu. Ensuite,
dans le paragraphe 23, nous étudions le modele d’Ising Curie-Weiss généralisé en dimension
supérieure. Cela nous permet de comprendre (par analogie au cas unidimensionnel) comment
modifier son terme d’interaction pour obtenir un modele ne dépendant d’aucun parametre et
ayant des fluctuations critiques. Nous construisons ainsi un modele d’'Ising Curie-Weiss de SOC
en dimension supérieure, que nous étudions dans les paragraphes 24 (pour la loi des grands
nombres) et 25 (pour les fluctuations).
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22 Un premier modele en dimension supérieure

a) Définition d’un modéle

Pour tout z € R? notons z(1),...,z(d) les coordonnées de x. Désignons par (,) le produit
scalaire usuel dans R%. Afin de proposer une loi analogue mais pour une mesure p sur R%, d > 1,
nous pouvons par exemple remplacer

(14 -+ x,)? par (x1+ -+ xp, 1+ + )

et
22 par (r1,21) + -+ (T, )
La convexité de x — (x, z) entraine que
<Z?:}1.T7;7 Z?:l LL’Z> <n
> im1 (T, Ti)
Nous nous donnons une mesure de probabilité p non-dégénérée sur R? (cf. paragraphe IIL.7).

Nous regardons ainsi (X¥);<j<, un tableau triangulaire infini de variables aléatoires dans R tel
que, pour tout n > 1, (X},..., X") a pour loi fi,, ol

1 <1 (D1 iy )iy Ti)

2 i@ ) > HEteum>0) g@(&%

dftnp(x1,. .., 2n)= 7 eXP
n

avec

L @i, Do @) -
Zn == - = = 1 n 1)
/(Rd)n P <2 Yo (@i, ) {20 (i) >0} Edﬂ(m )

i=1
Posons S, = X!+ -+ X% et T, = (X1, X} + -+ (X1, X1,
A T'image de ce que nous avons fait dans le cas unidimensionnel, nous introduisons

A={(z,y) eRIxR: (z,2) <y} et A" = A\{(0,...,0,0)},

et nous définissons la fonction F' sur A* par

V(z,y) € A F(z,y) = <

Notons v, , la loi de

(Sn, Tn> = LS i), i), (v ),

n’'n
i=1
quand Y7,...,Y, sont indépendantes et de méme loi p. La loi de (S, /n,T;,/n) sous jin , est alors
exp(nF(z,y)) L yyeny An,p(z,y)
/ exp(nF'(s,t)) dvy p(s,t)
A*

Supposons que (0,...,0,0) € 15/\. Le théoréme de Cramér (cf. théoréeme B.10 de 'annexe) entraine
que (Vp,p)n>1 suit un principe de grandes déviations faible de vitesse n et gouverné par la fonction
de taux
I:(z1,...,2n,y)— sup ((z,u)+yv— A(u,v)),
u€R, vER
ou A est la Log-Laplace de (Z,(Z,Z)) quand Z est une variable aléatoire de loi p. Elle est
définie par

Vu = (ui,...,uq) € RY Yo eR A(u,v) = ln/ exp ((u, z) + v[|z]|?) dp(z).
R4
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b) Etudede I —F

Supposons que p est symétrique et non-dégénérée sur R?. Soit (z,y) € R? x R\{0}. Nous avons

I(z,y) > <x§> +y % <—<";";/f>> _A (i,_%@) ,

wa)—<%x>3_A(xf_@ﬂ$>'

2y y o 2y?

Ainsi

Soit (u,v) € R? x R. En utilisant la symétrie de p, nous obtenons

exp A1, v) = /

exp ((u.2) + 21?) dpz) = [ exp (~{u.2) +z[P) dp(o),
R4 Rd

si bien que
exp M) = 5 ([ exp (w2 + ol1P) ap(e) + [ exp (~(a2) 4 o) dol)
— /Rd ch({u, z)) exp (’UHZH2) dp(z).

Soit (z,y) € R x R\{0}. Nous avons alors

s (3 (57) o () )
. () () )

ol nous avons utilisé I'inégalité de Cauchy-Schwarz et la croissance de ch sur [0, +-o00[ & la derniere

inégalité. Ainsi
o (2-2) 1< [ (LAY
y 2y Rd Y

otl ¢(s) = ch(s) exp(—s?/2) — 1 pour tout s € R. La fonction ¢ est négative sur R et ne s’annule

qu’en 0 si bien que
exp A <x7_<x,x>> —-1<0,
Y

22

et, comme p est non-dégénérée, I’égalité a lieu si et seulement si x = 0. En passant au logarithme,

nous obtenons
(z,z)

V. 0 I — 0
0 Lwy) - >0
avec égalité si et seulement si x = 0. Si x = 0 alors
(z,z)
1 ———=1(0,y).
(.9) = =, (0,y)
Si nous faisons I’hypothése que A est finie au voisinage de (0,...,0,0) alors le point (d) de la

proposition I11.4 nous assure que 1(0,y) > 0 pour y # o2, avec

o? = /R (z22) dol2).

Nous avons donc montré que I — F' admet un unique minimum sur A* en (0,...,0,02).
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Regardons maintenant le développement de I — F au voisinage de (0,...,0,02) sous 'hypothése
que p est symétrique en chacune de ses coordonnées!, c’est-a-dire, si Z = (Zy,..., Z4) est un
vecteur de loi p, alors le vecteur (Z1,...,Z;—1,—Z;, Ziy1, ..., Zq) a la méme loi que Z, pour tout

i€ {l,...,d}. D’apres le théoreme III.16,
—1 _
Do, 002] = (Dp,..0A) =371,

ou X est la matrice carrée diagonale de taille d + 1 telle que

a?:/ 22 dp(z) si ie{l,...,d},
Yii= Re
,u4—04:/ (z,2)%dp(z) — o* si i=d+1.
Rd
De plus nous avons, au voisinage de (0,...,0,02),

- x; | wi(y—o°)? 2|12
F($1,...,f£d,y)zz +T +O(||.’E1,...7$d,y—(f||)

A 202
=1
et par conséquent, au voisinage de (0,...,0,0?),
2 2\2
zy (1 1 (y—0o9) 212
I—-F .. = g 2= -—= —_ ... — .
( )(xla a$d73/) ra 9 (0—12 0’2> + 2(M4 — O'4> +0(||$1, yXd, Y — 0 ” )

L’hypothese de non-dégénérescence assure que Y. est inversible (cf. lemme II1.7), si bien que
o2 # 0 pour tout i € {1,...,d}. Puisque 02 = 6% 4 - + 02, nous obtenons que 1/0? > 1/5?

pour tout i € {1,...,d}.

c) Conclusion

Nous savons que I — F' admet un unique minimum et nous connaissons son comportement au
voisinage de ce minimum. Ainsi, comme dans le cas unidimensionnel, nous pouvons a présent
appliquer le théoreme VI.6 : si p est une mesure de probabilité centrée sur R? admettant une
densité paire en chaque coordonnée et telle que A est steep (ce qui implique que (0,...,0,0) € l%A
comme nous 'avons vu page 51) alors

Sh Z
Vi oo M0 C):

ou C est la matrice carrée diagonale de taille d telle que

1
o2’

ViE{l,...,d} Cm:%—
g;

Il ne s’agit donc pas de la loi limite critique a laquelle on s’attend. Ceci suggere que ce n’est pas

le bon modele multidimensionnel. Il nous faut donc définir un autre modele. Pour nous aider

dans cette voie, nous étudions, dans le paragraphe suivant, un modele d’Ising Curie-Weiss en

dimension supérieure.

1. Insistons sur le fait que 'hypothese « étre symétrique en chacune de ses coordonnées » est plus forte que
I’hypothése « chaque coordonnée est symétrique ».
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23 Modele d’Ising Curie-Weiss généralisé en dimension
supérieure
a) Définition

Soit d > 1. Notons SjJr(R) I’ensemble des matrices symétriques définies positives de taille d.
Pour toute matrice A € S *(R), 'application x — (Ax, x) est convexe sur R? donc

A n n n
Vn > 1 Y(z1,...,2,) € (RH)" (At Fo 7); @+ +an) < Z(Axl,aw
i=1

Soit p une mesure de probabilité centrée sur R? et de matrice de covariance ¥ inversible. Elle est
alors non-dégénérée d’apres le lemme II1.7. Supposons que

Vit >0 / exp (t]|z]|?) dp(x) < oco.
R4

Nous en déduisons que

VAeSIHR)  Z,(A) = /

ox (A(zr + -+ 2p), (1 + -+ 20)) & s 00
1 O ( ) [ do(zi) < +

2n .
i=1

Le modele d’Ising Curie-Weiss généralisé en dimension d associé a p et a B € SJJF(R) est défini
par un tableau triangulaire de variables aléatoires (Xf;)lgkgn A valeurs dans R? tel que, pour
tout n > 1, (X} ... . X™) a pour loi yin,, 5, O

dpin p (11, .. n) = — EB) exp (<B(561 +-..—|—l‘n2)7;(501 —f-—l—a:n)>> Hdp(xz‘)-
" i=1

Pour tout n > 1, nous posons S,, = X}L + .-+ X]. La loi de S), sous p,  p est

b) Transformation de Hubbard-Stratonovich

Nous définissons la fonction ¢ par

VreR:  p(z) = <B‘”2’”"> — A(Ba),

ou A est la Log-Laplace de p définie par

Vz € RY A(z) = ln/ ) dp(x).
R4

La proposition suivante généralise la transformation de Hubbard-Stratonovich ! (cf. le lemme 3.3
de [26]) en dimension supérieure :

1. La transformation de Hubbard-Stratonovich permet la linéarisation du terme quadratique dans ’'Hamiltonien
du modele d’'Ising Curie-Weiss. Elle repose sur ’égalité suivante :

ta? u? du
Vi>0 VxeR exp | — :/ex (xuf—> .
P ( 2 ) R P 2t 2mt

C’est un résultat classique sur la transformée de Laplace d’une Gaussienne.
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Proposition IX.1. Considérons S, = X} + -4+ X2 ou (X}, ..., X") a pour l0i pinp 5. Si W
est un vecteur gaussien indépendant centré et de matrice de covariance B~ alors

¥y >0 W, 5.z ew(-nblen”))de
/ exp (—ny(zn~7)) dz
Rd

nl/2— nl=7

Démonstration. Pour toute fonction f : R* — R continue bornée, nous avons, sous Hn,p,B)

oo ) 20252

det(B) ; <w+s> exp <<Bs, s) <Bw,w>> dp™ (5) du

_ det(B) z (Bs,s) (B(z—3s),(z—35)) o
 Zo/@rn)d Jred (nli‘”) P ( on on ) dp™(s) dz,

ou nous avons effectué le changement de variable (s,w) — (s,w + s). De plus, comme B est
symétrique, nous avons

(s, z) € R% (Bs,s) — (B(z —s),(z — s)) = —(Bz,2) + 2(Bz, s).

Par conséquent le théoreme de Fubini entraine que

Ainsi
B det(B) z (Bz, z) Bz
E, = ZoJ@nn)d e f (n177> exp (—2n > exp (nA <n>> dz.

Le changement de variable z = zn"~! donne

E, = L /det(B) () exp (—nyp(zn”)) dx.

Zny/(27n)%  JRrd

Enfin, en prenant f = 1, nous évaluons le terme devant I'intégrale. Nous obtenons que

S

E (f< w Sn )) _ /Rdf(fc) exp (—ny(zn~7)) dx.

1/2— -
nt/2=r i / exp (—np(an™7)) dx
Rd

Ceci démontre la proposition. O

Nous donnons quelques propriétés de la fonction v dans le lemme suivant :

Lemme IX.2. La fonction 1 est de classe C° sur R%. De plus 1)(z) tend vers +o0o quand |||
tend vers +00 et

Vn >1 / e (@) 4y < +oo.
Rd
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Démonstration. Notre hypothése entraine que la fonction A est définie sur tout R si bien
qu'elle est de classe C°. Cest donc aussi le cas de la fonction 1. Notons B'/? la racine carrée de
la matrice symétrique définie positive B (c’est-a-dire 'unique matrice de Sj+(R) dont le carré
est égal & la matrice B) et A; la plus grande valeur propre de B. Soient L > 0 et z € R?%. Nous
avons ||Bz|| < A1]|z]| et donc, en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz,

/<Bzx>dp() / A1||z||||x|dp(x>+/ (BB 2] g
R Jall<L lall>L

< eLMliEll 4 e||B1/22||2/2/ olIBY22)? /2 dp(x).
llel>L

Prenons L = /||z| :

/ 6<Bz,z> dp(l‘)
R4

< BV 2 <6A1||z3/2—||31/2zn2/2 n / (B 22272 dp(x)> ,
[EESVAE

o~lIB22]1/2 / P2 dp(a)  —
Rd

[zl =00

Ainsi

Nous en déduisons que

Y(z) =—1In <e|Bl/2Z”2/2/ elB=2) dp(a:)) — 400
R 2]l =400

Ensuite si n = 1 alors, en utilisant le théoreme de Fubini, nous avons

/ o (2) dz:/ e—(Bz,z>/2/ elB=2) 12V dz
Rd Rd R4

:/ e~ (Blz=2).(:=2))2(Br.a) /2 (1) 15
R2

_ / o(Ba,a) /2 ( / o~ (B(—a),(—2))/2 dz) dp(z)
=1/ (2m)4det(B / B2 dp(z) < +oo.

Supposons que n > 2. Comme v (z) tend vers +oo quand ||z|| tend vers +o0, il existe a > 0 tel
que pour tout ||z| > a, ¥(x) > 0 et donc —ny(z) < —ib(x). Et de plus ¢ est continue sur RY
donc elle est bornée sur la boule de centre 0 et de rayon a par un certain M > 0. Ainsi

/ e~ ™) gy < / e~ () gz —I—/ e %)
R lzll<a Izl >a

< / e"™ +/ e ¥ 4z < 40,
llz]|<a R4

Ceci montre le lemme. O

Nous faisons maintenant I’hypothese suivante sur p :
Vz#0 / exp(z,z) dp(x) < exp(B™ 'z, 2).
Rd

Cela est équivalent & dire que ¥ admet un unique minimum en 0 € R?. La fonction 1 est de
classe C'™° et, au voisinage de 0,

) = Z22 o)
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donc
u(z) = B2 EBRED e
_ (Bz,z) (BXBz,z)
= ol
_ (B(B™! - X%)Bz,z)
= 5 +o([l2[1%)-

La matrice B~! — 3 est symétrique donc il existe une matrice orthogonale P telle que
Bl -y =1"PDP,

ol D est une matrice diagonale dont la diagonale est formée des valeurs propres Ay, ..., Ay de la
matrice B~! — ¥. Nous en déduisons qu’au voisinage de ’origine,

1
$(BTPT2) = (et 4o+ Mazd) +o(2]).

Puisque ¢(B~1P~12) > 0 dés que z # 0, nous en déduisons que les valeurs propres de B~ — %
sont positives, si bien qu’il s’agit d’une matrice positive.

c) Théorémes limites dans le cas o ©~! — B est symétrique définie positive

Supposons que ¥~! — B est symétrique définie positive. Le lemme suivant assure que cette
condition est équivalente & dire que B~ — ¥ est symétrique définie positive.

Lemme IX.3. Soient M et N deux matrices symétriques définies positives. Alors M — N est
définie positive si et seulement si N~' — M~ est définie positive.

Démonstration. Les matrices M — N et N~1 — M~ sont symétriques et la relation M (M —
N)N~! = N=! — M~! entraine que si l'une est inversible alors l’autre aussi. Il nous reste a
montrer que si I'une est positive alors 'autre également. Supposons que M — N est positive.
Nous avons alors

VeeRY  0<(N(M'z), M lz) < (MM 'z), M™'z) = (x, M 'z).

Soit z € R¥\{0}. Appliquons I'inégalité de Cauchy-Schwarz aux vecteurs u = N~ 'z et v = M 'z
pour le produit scalaire (u,v) — (Nu,v), puis I'inégalité précédente :

IN

(N(N'z), M 12)? <(N(N71z), N"lz) x (N(M1z), M~ 1z)

(N(N7'z), N7tz) x (z, M~ 1z),

IN

soit encore
(x, M~ '2)? < (z, N7lz) x (x, M~ 1z).

En simplifiant par (z, M ~'z) > 0, nous obtenons que
(x,(N"' =M Nz) > 0.

Ainsi N1 — M~ est symétrique positive. Nous obtenons la réciproque en remplacant M par
N~1et N par M1 dans la démonstration. O

Nous avons le théoréme suivant :
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Théoréme IX.4. Si X! — B est inversible et p vérifie
Vz#0 / exp(z,z) dp(z) < exp(B™ 'z, 2)
Rd

alors X~' — B est symétrique définie positive et, sous Hn,p, B

Sn <z -1 -1
S L N0 -5,

Démonstration. Le développement limité de 1) au voisinage de 0,

(B(B~! -~ X)Bz,z)

v(z) = 5 +o(l2IP),

assure que

o (J5) e -

et qu’il existe & > 0 tel que

VieBy0.6)  —u(e) < BB _42>Bz’z>.

Comme B~! — ¥ est symétrique définie positive, 'exponentielle du terme de droite définit une
fonction intégrable par rapport & la mesure de Lebesgue sur R?. Par conséquent, pour toute
fonction h continue bornée de R¢ dans R, le théoréme de convergence dominée implique que

An:/ h(z)exp(—ny(z/v/n))dz — / h(z)exp(—(B(B™! — £)Bz,2)/2) dz.
[zl <dv/n R4

n—-+o0o

Pour n > 1, posons

Bo= [ h(exp(-mu(z/vi))d.
IzI>dvn

La fonction ¢ est continue et 1(z) converge vers +o0o quand ||z|| tend vers +oo (cf. lemme IX.2),
par conséquent
e=inf{¢Y(x):|z|| >} >0.

Ainsi

B, < eV h /” R V)

<O [ exp(o(e/ Vi) ds

- e—(n—1>€Hh|oo\/(27m)ddet(B1)/Rd exp((Bz, z)/2) dx.

Donc B,, converge vers 0 quand n tend vers +oo et

A+ B, — /Rd h(z)exp(—(B(B™! — £)Bz, 2)/2) dz.

n—-+00

En prenant h = 1 nous obtenons

@)
/Rd exp (—nv(e/ Vi) dz o det(B) \/det(B—1 — %)
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Nous déduisons de la proposition IX.1 que, sous i, , 5, W + S,/\/n converge en loi vers le
vecteur gaussien de matrice de covariance B~!(B~! — ¥)~!B~!. Enfin, par indépendance de W
et Sy, sous [y p B, NOUS avons, pour tout u € ]Rd,

E <€i(u,W)> E (ei(u,Sn/\/ﬁ)> _E (ez’(u,W—i-Sn/\/ﬁ)) — exp <_ (B~Y(B~' = %)"'B 1y, u}) .

n——4o00 2

Le vecteur W est gaussien de matrice de covariance B~! donc

E (€i<u,5n/ﬁ>) s exp (_ (B-Y(B'—x)"'B1 - B—l)u,u>> '

n—-+00 2
Enfin nous avons
B YB o) 't —B =B (B '-2)'Bl -1
=B !B -2 'B - (B!1-%)
=(I;-¥B)'%
=x*t-B).

D’ou le théoreme. O

d) Théorémes limites dans le cas ou B = X!

Si maintenant ! — B n’est pas définie alors
/ exp(—(B(B~! —=¥)Bz,2)/2)dz = +o0
R

et nous ne pouvons plus appliquer le théoreme de convergence dominée dans la méthode de
Laplace comme précédemment. Il s’agit donc de trouver une autre normalisation de .S,.

Si le rang r de ¥ 7! — B est strictement positif alors il existe une matrice orthogonale P et des
valeurs propres strictement positives A, ..., A telles qu’au voisinage de ’'origine,

1
WBTPT2) = e+ Anz)) +oll]).

Regardons la convergence de S, /n'~® :

B~lp~ly
exp <—mj) <n0‘ >> n:)oo 0

donc, si nous pouvons appliquer le théoreme de convergence dominée, cela nous conduira a une
convergence en loi vers dp. Ce n’est donc pas une bonne normalisation.

Blp-1;
e (=m0 (T ) 7

et ne ne pourrons pas appliquer le théoréme de convergence dominée (car cela reviendrait &
pouvoir intégrer 1).

* soit a < 1/2 et alors

* soit a > 1/2 et alors

Par conséquent nous n’aurons pas de théoreme de convergence intéressant sauf si nous renormali-
sons chaque coordonnée de fagon différente. Mais, dans ce cas, nous ne pouvons plus utiliser la
transformation de Hubbard-Stratonovich. Supposons donc que 7 = 0, c¢’est-a-dire B = 271, 11
nous faut pousser le développement limité de 1 & un ordre supérieur.
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Lemme IX.5. Sip est symétrique sur R% alors

03N
8zi8zj8zk (O) =0

O*A
W(O) = /Rd Yy ey dp(y) — (/Rd Yilj dp(y)> (/Rd YkYI dp(y))

_ (/Rd Yillk dp(y)> (/Rd YY1 dp(y)) - </Rd Yiy dp(y)) (/}Rd YiYk dﬂ(y)) :

Démonstration. Si p est symétrique sur R?, alors

V(i g, k1) € {1,...,d}*

et

R4 Rd

La démonstration de ce lemme est alors immédiate en dérivant successivement A et en évaluant

en 0. =
Pour tout (4,7, k,1) € {1,...,d}*, notons

A (0)
Aijkl = —FA A A A .

i 8zi82j8zkazl

Posons
Qiiii 4 Qiiij 3 Aiijk 2
o(z) = E o zi—i—g 6 2525 + E —5 2i 22k
i JF#i i,J71,k#1,k<j
Qiijg 2.2
+ E Tzi Zj + E Qj.5.k,1 ZiZj2K21-

1<j 1<j<k<l
Nous avons le théoréme suivant :

Théoréme IX.6. Supposons que p est symétrique et que z — ||z||*/|p(2)| est bornée au
voisinage de lorigine. Si B = X1 et

Vz #0 / exp(z, z) dp(z) < exp(Xz, z)
R4

alors, sous fin p B,
i % exp(—(p(Eilw)) dx
T 0o Jor xpl—p(0 1)) di

Démonstration. Si p est symétrique alors, au voisinage de 0,

¥(2) = 9(Z712) +o|l2]).

Par hypothese 2z — [|2]|%/|¢(X712)| est bornée au voisinage de 0, donc 1 (z) ~ p(X712) au
voisinage de 0. Ainsi
z

_ -1
n1/4> n—>—+>oo (P(E Z)

vz € RY —mp(

et il existe 6 > 0 tel que
VzeBs  —(s) < —p(£7'2)/2,
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ol Bs désigne la boule dans R? de centre 0 et de rayon 6. Quitte & diminuer §, nous pouvons
supposer que z — (X 712) est positive sur Bs. Nous avons supposé qu’il existe M > 0 tel que

e ) R e e 7
M M - M ’

4 ... 4
Vz € By exp (—m/; <1i/4>) < exp (—Zl++zd> .
n

VzeBs  o(E7'z) =|p(E72)| >
Donc

2M

Le terme de droite définit une fonction intégrable par rapport & la mesure de Lebesgue sur R?
donc, pour toute fonction h continue bornée de R¢ dans R, le théoréme de convergence dominée
implique que

n—-+00

= 2) exp(—ntp(z/n'/*)) dz z)exp(— ~12)) dz.
o= [ e e ) (o)

Pour n > 1, posons
B, = / h(z) exp(—n(z/n'*)) dz.
[|z]|>n1/4

Comme au paragraphe précédent, nous montrons que B,;,, converge vers 0 quand n tend vers +oc0.
Par conséquent

A, + B, — /]Rd h(z) exp(—p(X712)) dz.

n——+oo

En prenant A = 1 nous obtenons

/exp(—m/;(a;n”)) dr — / exp(—p(2712)) dz.
R4 Rd

n——+o0o

Nous déduisons de la proposition IX.1 que, sous i, , -1, W/ n'/*+ 8, / n3/* converge en loi vers
la loi de densité

exp(—p(X~'z))
Jraexp(—p(X71s)) ds

par rapport & la mesure de Lebesgue sur R?. Enfin, par indépendance de W et S, nous avons

VueR?! E (ei<u’W/"l/ 4>) E (ei<“’S"/”3/ 4>> _E (ei<u,W/n1/4+sn/n3/4>) ‘

X —

Le théoreme découle alors du fait que E (ei<“’W/ ”1/4>) tend vers 1 quand n tend vers 0. 0

Discutons des hypotheses du théoreme. Si p est symétrique en chacune de ses coordonnées, alors

1
VzeRY  o(2) = — (My22, %),
24
ot z? désigne le vecteur (22, ... ,zg) pour tout z € R? et, pour tout (i,5) € {1,...,d},

- | ko) = st

(/Rd v dp(y)> </Rd v; dp(y)> —/Rd ldply) s i

Si M, est définie positive alors, pour tout z € R%,
—1/2 1/2 —1/2
2] < d[|22)% < d My PP My 22 )2 = d gy PP e(z).

Ainsi z — ||z]|*/|¢(2)| est bornée au voisinage de 1'origine.
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24 Modele d’Ising Curie-Weiss de SOC en dimension supérieure

Soit d > 1 et soit p une mesure de probabilité centrée sur R? dont la matrice de covariance
Y= / x'rdp(x)
R4

est bien définie. Supposons que p est non-dégénérée sur R?, ce qui équivaut & supposer que
3. est symétrique définie positive. Soient X7,..., X,, des variables aléatoires indépendantes et
identiquement distribuées de loi p. Notons

Yn>1 S, =XM(XD) 4 XPHXD).

Alors la loi des grands nombres entraine que

~

hM .
-_n E) .
n n—+oo

L’ensemble des matrices symétriques définies positives est un ouvert de I’ensemble des matrices.
Par conséquent, presque siirement, pour n assez grand X, est inversible et

~_ S
St PRy
n——+oo

Ainsi, a 'image de ce que nous avons fait pour d = 1, et compte-tenu du paragraphe 23, nous
sommes amenés a considérer le modele suivant :
a) Définition du modéele

Soit (Xf{)nzd, 1<k<n un tableau triangulaire de variables aléatoires a valeurs dans R? tel que pour
tout n > d, (X},...,X") a pour loi fi, ,, la mesure de probabilité dans (R?)" de densité

1 1 n . -1 n n
(:1;1,...,3:”)'—>Z—nexp 2<<Z_;xle> <Z;xz),<z;xz>>

par rapport & p®" sur I’ensemble

D} :{(xl,...,xn) € (Rd)":det (f::m%) >0},

i=1
ou
Zn:/ exp
D}

dp(z;).

(E) (&) (&)

Pour tout n > d, nous posons S, = X} +---+ X € R% et

N

T =X, (X0) + -+ X2 HXD).

Avant d’aller plus loin, montrons que notre modele est bien défini, c’est-a-dire que, pour n > d,
Z, est fini et strictement positive. Pour cela nous avons le lemme suivant :

Lemme IX.7. Soit n > 1 et soient z1,...,x, des vecteurs de R%. Notons
Ay =x1'c + -+ .

* Sin < d alors A, nest pas inversible.

*x Sin =d alors A, est inversible si et seulement si les vecteurs 1, . .., z, engendrent R?.

*x Sin > d et si, parmi les n vecteurs 1, ...,2Tn, il y a d vecteurs qui forment une base de R?
alors A,, est inversible.
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Démonstration. x Supposons que n < d. Si n < d nous posons x,+1 = -+ = x4 = 0. Notons B
la matrice carrée de taille d dont les vecteurs colonnes sont x1,...,x4. Nous avons alors, pour
tout 1 < k,1 < d,

d

d d
(BB)ky =Y _ BriBri= > wzi(k)zi(l) = > (2i'z)ey = (An),.
i1 i=1

i=1

Il s’ensuit que A,, = B'B et donc A, est inversible si et seulement si B est inversible. Par
conséquent A, est inversible si et seulement si les vecteurs 1, ..., x4 forment une base de R<.
Dans le cas ou n < d, B a au moins une colonne nulle donc n’est pas inversible.

x Supposons que n > d et que les vecteurs 1, ...,x, engendrent R Alors il est possible
d’en extraire une base x1,...,x4 et, d’apres le cas précédent, A, est la somme d’une matrice
symétrique définie positive et de n — d autres matrices symétriques positives. Il s’ensuit que la
matrice A,, est définie et donc inversible. O

Si n > d alors Z, est nulle si et seulement si D, est négligeable pour p®". C’est-a-dire si et
seulement si, pour p®"-presque tout (z1,...,z,) € (RH)", la matrice A, =z + - + x,, 'z,
n’est pas définie. Mais si p®™ est non-dégénérée alors p®™-presque stirement, la famille z1,...,z,
est génératrice et donc le lemme précédent assure que A, est inversible. Par conséquent Z,, est
non nulle.

Notons S (R) (respectivement S; " (R)) I'ensemble des matrices symétriques positives (respecti-
vement définies positives) de taille d. Posons

A ={(z,M) e R x STT(R) : (M 'z,2) <1}.

Le lemme et le corollaire suivant nous assurent que Z,, < +00, puisque le terme dans I’exponentielle
est alors borné par n/2.

Lemme IX.8. Soit v une mesure de probabilité sur R® dont la matrice de covariance est bien
définie. Notons
m = zdv(z) et S = 22 dv(z).
R4 R4

La matrice S est symétrique positive et, si elle est définie, alors

(S 'm,m) <1

De plus si v est non-dégénérée sur R% alors Uinégalité est stricte.

Démonstration. Le vecteur m est la moyenne de la mesure v et S — m‘m est sa matrice de
covariance. Elle est donc symétrique positive. Par conséquent

vz € RY (m,z)? = (m'ma,z) < (Sz,z).

Supposons que S est définie, donc inversible. En appliquant cette inégalité & x = S~!m, nous
obtenons
(m, S7'm)? < (m, S™'m).

Si m = 0 alors (S~!'m,m) = 0 < 1. Sinon, comme S est symétrique définie positive, nous avons
(m,S7'm) > 0 d’ou (S~'m,m) < 1. Enfin, dans le cas ot v est non-dégénérée, la matrice
S — m'm est symétrique définie positive. Par conséquent S est inversible et toutes les inégalités
ci-dessus sont strictes sauf quand m = 0. Mais, si m = 0, alors (S™'m,m) = 0 < 1. D’ou le
lemme. ]
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Corollaire IX.9. Soit n > d. Pour tous vecteurs x1, ..., T, de R%, la matrice
t t
1T+ Xp Tp

est symétrique positive. Si elle est définie alors nous avons

<x1+--~+xn xltx1+---+xntxn> c A
n n

I

Démonstration. Posons
n
I
= e
=1

Il ’agit d’une mesure de probabilité sur R¢ qui vérifie

t
/ zdu(z):u et / 2l dv(z) = KA A 7 n
R4 n Rd n

Nous obtenons alors le résultat en appliquant le lemme précédent a v. ]

b) Grandes déviations pour (S,/n,T,/n)
A l'image de ce que nous avons fait dans le cas unidimensionnel, nous posons

<M_1£L',£L'>.

F:(x,M) e X vr— 5

Et, d’apres le corollaire IX.9, nous avons alors que, pour n > d, la loi de (S, /n, T, /n) sous fin,,

est 5
exp(nF(x, M))]l{(va)eA*} Avy p(z, M)

/ exp(nF (s, N)) dvy p(s,N)
A

)

ou vy, est la loi de
n

(3 52) =1y )
n n n

i=1
quand Y7,...,Y, sont indépendantes et de méme loi p.

Le produit scalaire usuel sur R? x My(R), que I'on notera (. |.), est défini par Iapplication

d

((va)v(y7N ’_>Zx197,+tr szyz+zzmz]n173

=1 i=1 j=1

Remarquons que
d d
VzeRY VA € My(R) tr(z%2'A) = Z Z zizja; 5 = (Az, z).

Notons v, la loi de (Z, Z'Z) quand Z est une variable aléatoire de loi p. Nous définissons A sa
Log-Laplace par

W(u, A) € R x My(R)  Au, A) = In /Rd exp (1, A)|(z, 2'2)) dp(2)

=In /Rd exp ((u, z) + (Az, z)) dp(z),
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et sa transformée de Cramér I par

V(z, M) € R x My(R) I(x, M) = . i‘ueijl - ( {(z, M)|(u, A)) — A(u, A)).

Notons Dy et Dj les domaines de R? x M (R) sur lesquels les fonctions A et I sont respectivement
finies. Toutes ces définitions généralisent celles du cas d = 1 que nous avons traité dans les
chapitres précédents.

Notons Oy la matrice carrée de taille d dont tous les coefficients sont nuls. Supposons que
(0,...,0,04) appartient & l'intérieur de I%A. Le théoréme de Cramér (cf. théoreme B.10 de
I'annexe) entraine que (Vp,)n>1 suit un principe de grandes déviations de vitesse n et gouverné
par la bonne fonction de taux I. Si v, est non-dégénérée aloors le théoreme II1.16 assure que I est
de classe C* sur son domaine admissible Ay, I'image de Dy par application différentielle de A.
De plus Ay C DI = Cp, ou C, est 'adhérence de I'’enveloppe convexe de

{(z,x') : x est dans le support de p}.

¢) Minimum de I — F

Proposition IX.10. Si p est une mesure de probabilité symétrique et non-dégénérée sur R?
alors

Mfl
Vo € RN\{0} VM e SITR)  I(x,M) > <2”>
Si de plus A est finie sur un voisinage de (0,...,0,04) alors la fonction I — F admet un unique

minimum sur A" en (0,%).

Démonstration. Soient 2 € RN\{0} et M € S;"(R). En prenant A = —M 'azM~1/2 et
u = Mz, nous obtenons

<M‘1w,:1:>.

- 1 1t
(u, ) + tr(AM) = (M 'z, z) — itr(M loly) = 5

Par conséquent
(M2, x)

I(z, M) > 5

1
—A <M_1:1:, —2M_1a:t:13M_1> .
Pour tout z € R?, nous avons 2M 'z = (M2, 2) = tr(z(M~'z)) € R donc

(M~tx, 2)
2

(M~ 'z, 2)?

tr(zeM™1) = — 5

1
—itr(z LM ete M) = —
Ainsi

-1 2
A <M1x, —;Mlm%Ml) = ln/ exp ((Mla:,z> - W) dp(z).
Rd

Par symétrie de p, nous avons, pour tout s € R%,

Lo (05 55 ooy = [ o (09 - <$’;>2> e
- % (/Rd exp <<S7Z> - <8’2z>2> dp(2) +/R
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Nous en déduisons que

A (Mla:,—;MlxtxM1> =1In /Rd ch ((M~'z,z)) exp (—W) dp(z).

Rappelons que la fonction y — 1 — ch(y) exp(—?/2) est positive sur R et ne s’annule qu’en 0.

Ainsi, pour tout z € R?,
2
[ entts. 2 exm (=555 ) dote <1
R4 2

avec égalité si et seulement si p({z : (s,z) = 0}) = 1. La non-dégénérescence de p nous assure
alors que le cas d’égalité n’a lieu que si s = 0. En appliquant cela & s = M1z # 0, nous
montrons que

1
A (Mlg;, —2M1xtxM1> <0,

et donc que I(x, M) > (M~ 'z, x)/2.

Supposons maintenant que d > 2, x =0 et M € SjﬂR). Alors

(M~ 1z, )
2

La proposition II1.4 nous assure que, si nous faisons I’hypotheése que A est finie sur un voisinage
de (0,...,0,0y), alors I(0, M) = 0 si et seulement si M = 3. Ceci termine la démonstration de
la proposition. O

I(z, M) — = 1(0, M).

Supposons que v, est non-dégénérée. Soit (x, M) € Aj. Par définition, il existe (u, A) € IO)A tel
que (x, M) = VA(u, A). En particulier

M—:L‘tx—/ 22 dpya(z) —z'x
R4

est la matrice de covariance de la loi p, 4, la mesure de densité

2z +— exp ({u, 2) + (Az, 2)) </R exp ((v,y) + (Ay,y)) dP(Q)) _

d

par rapport & p. Or cette loi est non-dégénérée car elle a le méme support que p. Ainsi M — z 'z

est symétrique définie positive et donc M aussi. De plus Aj est inclus dans I’enveloppe convexe
du support de v, donc il existe p > 1, A1,..., A, des réels inclus dans ]0, 1| dont la somme vaut 1
et y1,...,yp des points du support de p tels que

p
(v, M) = Z i (vis yi'yi) -
=1

En appliquant le lemme IX.8 & la mesure A\16,, + --- + Apd,,, nous obtenons que (z, M) € A*.
Nous avons donc montré que

Ar C A
En particulier la fonction I — F' est bien définie et de classe C'™ sur Aj.

Notons A I'adhérence de A*. Nous étendons F a tout A, en posant
V(z, M) € A\A" F(z,M) =0,
et nous notons F° I'’enveloppe semi-continue supérieure de F' sur A, définie par

M)eA  F°(z)= inf F(y,N
V(z, M) € (z) verd (y,S]\lfl)It)EV (y,N),

ou V(z, M) désigne l’ensemble des voisinages de (z, M) dans A.
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Lemme IX.11. La fonction F° est positive, majorée par 1/2 et semi-continue supérieurement
sur A. De plus F et F° coincident sur A*.

Démonstration. Le fait que F° soit semi-continue supérieurement sur A, majorée par 1/2 et
supérieure & F' découle de la proposition B.5 de 'annexe. Ensuite donnons-nous (xg, My) € A* et
e > 0. La fonction F' est continue sur A" donc il existe V. € V(zg, My) tel que

Yy € Vo NA" F(yo,No) <F($0,M0)+€.
De plus 0 = F(yo, No) < F(zg, Mp) + € pour tout (yo, No) € A\A*, si bien que

F(z9, My) < sup F(y,N) < F(xo, My) +&.
(y,N)eVe

En faisant tendre € vers 0 nous obtenons que F'(zqg, My) < F°(xo, Mp) < F(x9, Mp). Ceci montre
que F' et F° coincident sur A, O

Nous sommes ainsi en mesure de montrer la proposition :

Proposition IX.12. Si p est une mesure de probabilité sur R?, d > 2, admettant une densité
paire par rapport @ la mesure de Lebesque et telle que A est steep alors

V(z,M) e A I(x,M) > F°(z, M)
avec égalité si et seulement si (x, M) = (0,%).

Démonstration. D’apres le lemme V.2, la fonction I — F° atteint son minimum sur le fermé A
en (Too, Mo). De plus la prop(g)sition I11.12 assure que Dy est un ouvert et, comme A est steep, le
théoreme I11.16 entraine que Dy = Aj. Il s’ensuit que I — F° est infinie sur A\ A;. Par conséquent
le minimum de I — F° sur A est atteint sur A;. Ensuite le lemme IX.11 nous assure que F
et F° coincident sur A7. Enfin p admet une densité paire donc v, est non-dégénérée ! et la
proposition IX.10 assure que le minimum de I — F° sur A est unique et qu’il s’agit de (0,%). O

d) Convergence de (S, /n,T,/n) sous [,

A T'image de ce que nous avons fait en dimension 1, voici une variante du lemme de Varadhan :

Proposition IX.13. Soit p une mesure de probabilité sur R, d > 2, qui est symétrique et de
matrice de covariance ¥ définie positive. Nous avons

1 M1
liminf ln/ exp <n<a:,:c>> AV, p(z, M) > 0.

n—+oo N 2

Supposons que A\ est steep et que p admet une densité paire par rapport d la mesure de Lebesgue.
Si A est un fermé de R x My(R) ne contenant pas (0,%), alors

1 M1
limsup — ln/ exp <n<$’$>) dvy, p(x, M) < 0.
AFNA

n—+oo T 2

1. En effet : donnons-nous Z un vecteur aléatoire de loi p. Il s’ensuit que (Z, Z'Z) suit la loi v,. Si nous
’écrivons comme un vecteur de R?T%" | sa matrice de covariance est

Z Od,d2
tOd‘dz i ’
ot Oy 42 est la matrice nulle de taille d x d? et ¥ est la matrice covariance de Z 'Z. Elle vérifie
Yip,q) € {1,...,d*}> ipﬂ = /d zizjzkz dp(2) — 2i k.1,
R

ou i, , k,l sont les uniques entiers compris entre 1 et d tels que p=d(i — 1) +j et ¢ = d(k — 1) +I. Si p admet une
densité alors Z 'Z est non-dégénérée et donc X est inversible. Nous en déduisons que v, est non-dégénérée.
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Démonstration. L’ensemble & Pintérieur de A*, contient (0,3) donc le principe de grandes
déviations satisfait par (v, ,)n>1 nous assure que

n—+oo N 2 n—+oo N

1 M1 1
liminf ln/ exp <W> dvy, p(z, M) > liminf —In v, ,(A")

> _inf {I(:::,M) (2, M) e&}:o.

Nous montrong, maintenant la deuxiéme inégalité. La fonction A est steep donc le théoreme I11.16
entraine que Dy = Aj. De plus, comme p admet une densité, la proposition I11.12 implique que
Dy est un ouvert donc Dy = Aj. Or nous avons vu au début du paragraphe 24.c) que Ay C A*,
si bien que 1(0,04) = +o00. Enfin la fonction I est semi-continue inférieurement sur R? x Mg(R)
donc il existe un voisinage ouvert U de (0,04) tel que

Ve, M)yelU  I(z,M)>1.

Notons A T'adhérence de A* et F'° I'enveloppe semi-continue supérieure de F', comme définie
dans le paragraphe précédent. Décomposons

A"NAC(A'NU)UA " NUNA).
Nous avons

2

Le principe de grandes déviations que satisfait v, , entraine que

J— (TM> A pl, M) < exp(n/2) Ty ).

1 Mt . 1 1
limsup ln/ exp <W> Avpp(x, M) < - —inf I < ——.
n—+oo M A*NU 2 2 u 2

L’ensemble A N U N A est fermé, ne contient pas (0,0y) et la fonction F° est semi-continue
supérieurement et bornée sur cet ensemble. Ainsi, d’apres le lemme B.7,

1 M1 _
limsup ln/ exp (n(m,az)) dvp, p(x, M)
n—too M JAanuenA 2

1 ~
< limsup — ln/ exp (nF°(x, M)) dvy, p(x, M) < sup (F°—1).
n—+oo T ANUCNA ANUNA

Par conséquent

-1
limsup 1 ln/ exp (M) dvy p(x, M) < max (—1, sup (F°— I)) .
n—+oo M A*NA 2 ’ ANUNA
Comme p est une mesure de probabilité admettant une densité paire par rapport a la mesure
de Lebesgue et telle que A est steep, la proposition IX.12 entraine que I — F° admet un unique
minimum en (0,%) sur A. De plus, I est une bonne fonction de taux, F° est semi-continue
supérieurement et bornée et I’ensemble A N U° N A est un fermé ne contenant pas (0,%). Donc
le lemme V.2 implique que

sup (F°—1)<(F°-1)(0,2)=0
ANUNA

si bien que

1
max<—, sup (FO—I)><0.
ANUNA

D’ou la proposition. ]

Nous avons alors le théoréme limite suivant :
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Théoreme IX.14. Soit p une mesure de probabilité admettant une densité paire par rapport
d la mesure de Lebesque sur R, d > 2, et telle que A est steep. Alors, sous fin,ps (Sn/m, Tn/n)
converge en probabilité vers (0,%).

Démonstration. Notons 6, , la loi de (S, /n,T,/n) sous fin ,. Pour tout borélien A de R? x

M (R), nous avons
M1 .
/ exp <n< x,x)) dvy, p(z, M)
AnAr 2 .

[ oo ("5 o

Soit U un voisinage ouvert de (0, %) dans R? x My(R). La proposition IX.13 entraine que

en,p(A) =

1 1 M1 .
limsup —Iné, ,(U) = limsup ln/ exp (W) Avy, p(z, M)
ANU¢€

n—+oo 1 n—+oo N 2

-1
— liminf 11n/ exp (M> dvy, p(z, M) < 0.

n—+oo N 2

Ainsi il existe € > 0 et ng > 1 tels que 6, ,(U¢) < e~ pour tout n > ng. Ainsi, pour tout

voisinage U de (0, %),
Sp T
1'111 /‘1/~TL Ty T ¢ =
nﬁlJroo ,p((n n>€ ) 0

C’est-a-dire, sous finp, (Sn/n,T,/n) converge en probabilité vers (0, 3). O

25 Convergence en loi de T{l/Q Sn/n1/4 sous /iy,

Nous allons a présent généraliser le théoreme VII.1 a la dimension supérieure afin de montrer,
dans le paragraphe 25.c), le théoréeme 1.7.

a) Enoncé

Théoréme IX.15. Soit p une mesure de probabilité non-dégénérée et symétrique sur R? telle que
[ 1P dot) < +oc.
Rd

Nous notons ¥ la matrice de covariance de p et nous définissons Uapplication My sur R? par

Vz € Rd M4(Z) = Z </Rd YilYiYkYi dp(y)) ZiZj 22

1<i,j,k,l<d

Alors, sous fin,p,

exp <—1M4(E_1/2z)> dz
L g 2,

1/4 n n o0 1 )
" - / exp (—M4(E_1/2u)) du
Rd 12

Dans la preuve de ce théoreme, nous montrerons que la loi limite est bien définie. Nous remarquons
que, si d =1, alors 27/2 = 571 ¢t

4

VzeR  My(S7V%2) = B

Ainsi le théoréme IX.15 est bien une généralisation du théoréeme VII.1.
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b) Démonstration du théoréme IX.15

Soit (X, )n>d 1<k<n un tableau triangulaire infini de variables aléatoires tel que, pour tout n > 1,
(X} ..., X™) est un n-uplet de loi fi, ,. Rappelons que

Vn>1  S,=Xl4+---+X" et T,=X XD+ -+ XX

et que, presque stirement, 73, est une matrice symétrique définie positive.

Nous allons utiliser la transformation de Hubbard-Stratonovich : donnons-nous un vecteur
Gaussien standard W indépendant de (Xﬁ)nZd, 1<k<n- Soient n > 1 et f une fonction continue

bornée sur R. Nous posons
W 1 1/
En:E[f( At aal s )}

Nous introduisons (Y;);>1 une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi p. Pour
tout n > 1, nous posons

n

n 1/2
A=) Y et Bn=<ZY¢tYi> .
=1

=1

w1 1/,
f<n1/4 T B, A ) exp <2<Bn An’An>>]l{det(B%)>0}]’
1

w 1 -1
En = Zn(27r)d/2 E[]l{det(B%)>O} Rd f<n1/4 + n1/4Bn A”)

2
X exp (;<B;2An,An> ~ ”“;” ) dw].

Nous faisons le changement de variable z = n=/4 (w + B 1An) dans l'intégrale et nous obtenons

0 YA
En:m [{det32>0}/f exp( zBlA dz|.

Donnons-nous Uy, ...,U,,€1,...,c, des variables aléatoires indépendantes telles que la loi de U;
est p et la loi de g; est (d_1 + 01)/2, pour tout i € {1,...,n}. Par symétrie de p, il s’ensuit que
;U; suit encore la loi p, pour tout 7 € {1,...,n}. Ainsi

n?/ \f||2||2 BYEN
En = m [ {det B2)>0}/ f eXP( Z’Bnl ;‘glUl dz|.

Pour tout i« € {1,...,n}, nous posons (dans le cas ou la matrice symétrique positive
= U101 + -+ + U, U, est définie)

Nous avons

ou encore

n —-1/2
Ajp = (Z thUj> UZ
7j=1
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En utilisant le théoreme de Fubini et I'indépendance des ¢;,U;, ¢ > 1, nous obtenons

/! NaEk
En= g omin ™ [n{det(ngo} [ I ew <_2)
<U1,...,Un>> dz]

xE(Hexp( elzam)>
= ng:lm [ {det B2 >0} / f(z eXp( vz |2> exp (glnch(n1/4<z,ai,n>)> dz]'

Nous définissons la fonction g par

2

Vy € R g(y):lnchy—%.

Remarquons que, pour tous vecteurs z et y de RY, (x,4)? = (z, (y %)x). Nous avons donc

Z(z,amy = Z(z, (@in taim)z) = <z, (Z Qjn tai,n> z> = (z,142) = ||:<7H2
=1

i=1 =1
Nous en déduisons que

d/4

E, = mﬂz []l{det(B%)>O} iy f(Z) exp (Z g(n1/4<z, aLn))) dz] .

=1

Nous allons maintenant appliquer la méthode de Laplace. Examinons la convergence du terme
dans Pexponentielle : pour tous z € R% et i € {1,...,n}, la formule de Taylor-Lagrange nous
assure 'existence d’une variable aléatoire réelle &; telle que

n{z,ain)t 032z, a;)° 5
12 * nl/45

g(n'*(z,ai0)) = - (&)

Soit 2z € R?. Nous avons

nZ(z, ain)t = nz (B, 'z, Ui>4 = % Z (VnB; 'z, Ui>4 .
i=1 i=1 ;

Notons ¢, = v/nB, 1z. Nous avons

4
n n n d
1 1
HZ<Z, ain)t = - Z (Cn, Ui = o Z Z(Cn)j(Ui)j

=1 i=1 i=1 \j=1

1 n

= > (Wi()n(Gn)is(Gn)is - D (U5 (Ui (Ui) s (Ui
1<j1,52,j8,ja<d i=1
La loi des grands nombres nous assure que, pour tout (ji, jo, j3,j1) € {1,...,d}*,

Goliy) S w12y

n——+o0o

Z(Uz')h(U)az(Ui)js(Ui)j4 2 /Rd YirYiaYjaYia dp(Y)-

n—-+00
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Nous en déduisons que
n

nZ(z,am}Zl b3 My <E_1/22).

¢ n—-+00
=1

Puisque p admet un moment d’ordre 5, nous montrons de méme que

n——+0o

n
.S
n3/? Z(Z’aim>5 3 M (Eilﬂz’) ,
i=1
o, pour tout z € R%,
Ms(2) = > < / | YinYiaYisYiaYis dp(y)> i1 Zja i Zia s
1<1.g2.gs-dands<d &

Enfin un calcul simple nous permet de montrer que 9(5) est uniformément bornée sur R. Ainsi
n

d 1/4 4 ps 1 ~1/2
VzeR z;g(n <z,az,n)) n:)m 12M4 (E z).
1=

Cherchons maintenant une majoration uniforme et intégrable du terme dans I’exponentielle.

Lemme IX.16. I existe ¢ > 0 tel que

n 4
VzeRY Vn>1 g n1/4<z,al-n> < —ﬁ.
D N S NG

Démonstration. Nous définissons h par

2
vy e R0} h(y) = - g0,

Il s’agit d’'une fonction continue et strictement négative sur R\{0}. Puisque g(y) ~ —y*/12 au
voisinage de 0, nous en déduisons que h se prolonge par continuité en 0 en posant h(0) = —1/12.
Ensuite, en écrivant

_1—|—y2x Inchy 1
y: o 2))

vy e R\{0}  h(y) = 2

nous voyons que h(y) tend vers —1/2 quand |y| tend vers +oc. Par conséquent h est majorée par
une certaine constante —c¢ avec ¢ > 0. Ainsi, pour tous z € Ret n > 1,

- n 1/4 4
S o) < ne b3 (V)"
i=1 ne— 1+ (n1/4<z7ai7n>)

Nous vérifions aisément que la fonction x — 22/(1 + ) est convexe sur [0, +oco[. Nous en
déduisons que

n 2\ 2
" (% Sy (42, ain)) ) || ||
E g(n' Nz, ain)) < —nc 2 = 2 )
i1 L+157  (nV4z,a;,)) L+ [[z[]?/vn

puisque (z, a17n>2 4+ (z,anyn>2 =1. O
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Si ||z]| < n'/* alors 1+ ||z||2/v/n < 2 et donc, d’apres le lemme,

4
< flern (- 20)
E U £l exp (—C”z”4> dz] < +o0
R4 o0 2 ’

le théoreme de convergence dominée implique que la fonction z — exp (—M4 (2*1/ 2z) / 12) est
intégrable sur R? et que

]l{det(B%)>0} /Rd]l|z|<n1/4 z) exp (Zg 1/4 (z,ain )) dZ]

i=1
N 1 —1/2
. /Rd f(z)exp < 12M4 <Z z)) dz.

Si ||z]| > n!/* alors 1+ ||z]|2/v/n < 2||2|?/+/n et donc, d’aprés le lemme,

. 2
Haasayzo} o] (2 exp (Zg(n”4<z,ai,n>>> < | Flloo exp <W2”Z”> ‘

=1

‘]l{det(B%bO} Lysj<nsa f(2) exp (Z g(n"/ 4<z,ai,n>)>
=1

Puisque

Ainsi

E

- 1 4 [/l (27) d/2
Lt ger(s2)>0} Lizlsnisa £ (2) exp (29 Mz ain) )>] nd/Acd/z

=1

et donc

]l{det(B%)>0} e [ (2) exp (Zg(n1/4<z, ai7n>)> dZ]

=1

E

[ I ew (—1121\44 (2”%)) dz.

n—>+oo

En appliquant cela avec f = 1, nous obtenons

Z,(2m)4/2 1 1/
A n_>—+>oo /Rdexp —EM4 (Z z) dz.

Nous avons montré que

1
exp [ —— My (27122 ) dz
w1 T2, ( 12 ( )

nl/d "t opl/a n—00 1 '
" - / exp (—M4(E_1/2u)> du
R4 12

Puisque (Wn~/4),>1 converge en loi vers 0, le lemme de Slutsky (théoréme 3.9 de [8]) entraine
la convergence en loi du théoréme IX.15.

Notons que 'hypothese que p admet un moment d’ordre 5 peut certainement étre affaiblie en
supposant plutoét que

Je>0 / |2)|4€ dp(z) < +oo.
R4
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c) Fluctuations de S, sous i, , en dimension d > 2

Nous sommes en mesure de montrer le théoréme suivant, généralisation' du théoreme L.7.

Théoreme IX.17. Soit p une mesure de probabilité admettant une densité paire par rapport
a la mesure de Lebesque sur R, d > 2, et telle que A est steep. Alors, sous fin.p, (Sn/n, Tn/n)
converge en probabilité vers (0,%) et

1 _
S 4 exp (—12M4(Z 1z)) dz

— .
3/4 n—oo 1
" - / exp <—M4(Elu)> du
Rd 12

Démonstration. Le théoréme IX.14 nous assure que, sous fin ,, 15,/n converge en probalgilité
vers Y. Comme nous ’avons vu page 51, 'hypothese que A est steep implique que 0 € Dy et
donc que p admet des moments de tout ordre. Le théoreme I1X.15 et le lemme de Slutsky nous
assurent alors que

1 _
g T\ 1/2 1 P exp <—12M4(E 12)) dz
S (LT L g 2 |
n3/4 n n1/4 n n—o0 1 1
/exp ——M4(E u) du
Rd 12

Le théoréme est donc démontré. O

1. En effet si p vérifie
vt >0 / exp (thHQ) dp(z) < oo,
Rd

alors Dy = R? x M4(R), si bien que A est steep
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Dans la littérature, nous rencontrons des modeles de particules en interaction dont ’ordre des
fluctuations différe de n3/4 (cf. [26] pour le modeéle d’Ising Curie-Weiss généralisé et [18] pour un
modele dynamique géométrique de particules en interaction sur le tore). Dans ce chapitre, nous
essayons de « tuer » le terme en z* dans la loi limite du théoréme 1.3. Nous souhaitons modifier
la loi du modele d’Ising Curie-Weiss de SOC (défini au paragraphe 3) pour obtenir une auto-
interaction H menant & des fluctuations d’ordre n°/% et une loi limite du type C' exp(—Az%) dz
ou C, A sont des constantes positives.

Dans le paragraphe 26, nous étudions les arguments mathématiques a ’origine des fluctuations
d’ordre n?/* de S,, dans le modele d’Ising Curie-Weiss de SOC. Cela nous améne & introduire
une certaine transformée de Cramér I, dont nous étudions le comportement au voisinage de
son minimum, dans le paragraphe 27. Nous nous aidons ensuite de cette étude pour déterminer
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des criteres pour la construction de H et pour en proposer un candidat dans le paragraphe 28.
Enfin nous appuyons cette construction par la preuve d’une extension du théoréme 1.8 dans le
paragraphe 29.

6

Y

puis le terme en 2%, etc, et obtenir des auto-interactions menant respectivement & des fluctuations
d’ordre n/8, n%10_ ete. Nous en discutons dans le paragraphe 30.

Nous n’avons hélas pas réussi a généraliser cette construction pour ensuite tuer le terme en x

26 Construction d’un modeéle

a) Un nouveau terme d’interaction

Commencons par analyser les arguments mathématiques 4 1'origine des fluctuations d’ordre n3/4

de S, dans le modele défini au paragraphe 3. Le terme d’interaction est

nF<x1+-~-+xn’x%+---+x%>
n n

ot F(z,y) = 22/ (2y) pour (z,y) € Rx]0,+oc[. En regardant de plus prés le paragraphe 13, nous
remarquons que les fluctuations de S, sont d’ordre n®/* parce que, dans le développement de
I — F autour de son minimum, le premier terme non nul en la variable = (correspondant a S, /n)
apparait & l'ordre quatre. Plus précisément, si o2 désigne la variance de p et p4 son moment
d’ordre 4, ce terme est pyx*/(120%). Par conséquent, afin de « tuer le terme en 2* », nous allons
transformer la fonction d’interaction F' de notre modele en une fonction H pour que, dans le
développement de I — H autour de son minimum, le premier terme non nul en la variable x
apparaisse a ’ordre six. Nous pourrions considérer

M49€4

H: (z,y) € Rx]0,+oo[— F(z,y) + 198"

Cependant nous voulons construire une auto-interaction qui ne nécessite pas de connaitre a priori

les moments de la loi p, et donc nous allons estimer py par le terme (z] + --- + ) /n, tout

comme nous avons estimé o2 par (2 + --- + 22)/n dans le paragraphe 3.a). C’est pourquoi la

fonction d’interaction que nous aimerions considérer est

2’1'4

H: Rx 10 2 F =
(xayvz) € X] 7+OO[ — (x,y)—l— 12y4

Cela donnerait le terme d’interaction

H(zi++a, 2i+ - +ap, af + -+ )
_ g (Tt e S
n ’ n ’ n

2 2l a2 12 (22 + - +a2)t

L@+ ) L (@t al) (@ ootz

Avant d’aller plus loin, définissons proprement le modele que nous aimerions étudier dans ce
chapitre :

Soit p une mesure de probabilité symétrique sur R. Soit (X}')i<k<p un tableau triangulaire infini
de variables aléatoires réelles tel que, pour tout n > 1, (X! ..., X") a pour loi fon.p, qui est la
loi de densité

Zr 2
Zan P 202 + -+ x2) 1222 4 - 4 22)* {z?2 4 +a2 >0}
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par rapport a p®", ou Z,, est une constante de normalisation. Nous posons

Sp=X 4 +X2  Ty=XD) 4+ (X2 et U= (Xp) 4+ (XN

n

Ce modele est bien défini pour toute loi de probabilité. En effet

n 2 n
V(z1,...,2,) € R? (Zﬁ) > Zx;l
=1 i=1

et, par convexité de x — 332,

V(z1,...,2,) € R? (sz> =n? ( Z) < nlez
n
i=1 %

i=1
Ainsi )
n o n
Vn >1 1<Z7Z, < -4+ — .
"= = "—eXp<2+12>
Afin de « tester » ce nouveau terme d’interaction, nous avons réalisé des simulations a ’aide de
l’algorithme de Metropolis-within-Gibbs (cf. paragraphe 34). Nous avons obtenu :

0.35

Q
25 2 EN -1 08 ] 04 1 15 2 25

EN BLEU L'HISTOGRAMME RENORMALISE DE 6.17 x 10'! SIMULATIONS DE Sn/n5/6, POUR
n = 10000 ET p ADMETTANT UNE DENSITE PROPORTIONNELLE A 7 — exp(—:L'4). EN ROUGE,
LA COURBE DE LA FONCTION

81\¢ /1\7! 0
T +— <2> r <6> exp <_18) .

Cela nous conforte dans I'idée que c’est un bon choix de modele pour obtenir une auto-interaction

menant & des fluctuations d’ordre n5/6.

b) Cas d’une loi de Bernoulli

Sip=(0_1+ 61)/2 alors la loi i, , devient la loi

x e :L' 2 x PR :L‘ 4 n
1exp<(1+ + 2n) +(1+ + n))Hdﬂ(xi)-
=1

Lan 2n 12n3
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La loi de S), sous [, , est alors

Z{n exp (nH (%)) dp™(z),

ott H(x) = 22/2+ 2*/12 pour tout = € R. La transformée de Cramér de p est la fonction

1+x 1—=x

J:xe [-1,1] — In(1+x) +

In(1l — z).

Pour tout z €] —1,1],

(J — H)(z) = argthz — x — 23/3,
1 z?
(J—H)"(ac):m—l—ﬁ: T >0,
avec égalité si et seulement si x = 0. Ceci nous permet de conclure que la fonction J — H admet
un unique minimum en 0 sur [—1, 1]. De plus, au voisinage de 0, J(x) — H(z) ~ 2°/30. Comme
p est une mesure dite arithmétique, en prenant H = —oo hors de [—1, 1], d’apres le théoréeme 4
de [42], nous avons que, SOUs [, ,,

Sn EN exp(—2%/30) dx
nb/6 notoo [ exp(—s5/30)ds

c) Vers un théoréme limite

Remarquons que, pour tous réels x1, ..., x,,

(m‘f—l—-"—i—xﬁ)(azl—k‘--—i—xn)‘l7nR R I it A e A
12(z3 + -+ + 22)* B n ’

ou

V(r,y,2) € RxJ04oo[ xR R(r.y.2) = ooy

Notons 1, la loi de (S, /n, T, /n,U,/n) sous p®". Nous introduisons les ensembles
0 ={(r,y,2) eR3: 22 <y, y* < 2} et ©" =0 N (Rx]0,4o00[ xR).

Par convexité, nous avons 1, ,(©) = 1 et nous obtenons que, sous [, ,, la loi du triplet
(Sn/n, Ty /n,Up/n) est

1 ~
7~ exp (nF(z,y) + nR(z,y,2)) Ler (2,9, 2) dtan, (2, Y, 2).
Notons 1,, 1a loi du triplet (Z, Z2, Z*) quand Z est une variable aléatoire de loi p. Nous définissons
la Log-Laplace A, de 1,, par

Y(u,v,w) € R? A (u,v,w) = ln/

us+vt+wz _ uz+vz2+wz4
» e du,,(s,t,z) = ln/Re dp(z),

et sa transformée de Cramér I, par

Y(z,y,2) € R? L(z,y,z) = sup (wu—i—yv—l—zw—A.(u,v,w)).
(u,v,w)€ER3

Notons Dy, et Dj, les domaines de R3 ou les fonctions A, et I, sont respectivement finies.

Supposons que (0,0,0) € DOA.. Alors (%,,)n>1 satisfait le principe de grandes déviations de
vitesse n, gouverné par la bonne fonction de taux 1.

Comme dans les parties précédentes, en vue d’appliquer la méthode de Laplace & ce modele,
étudions la fonction I, — F' — R. Nous aimerions montrer qu’elle admet un unique minimum en
(0,02, j14) et que son développement au voisinage de ce minimum est de la forme voulue :

Az + qly — 0%z — ),

avec A > 0 et ¢ une forme quadratique définie positive sur R2.
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27 Développement de I, au voisinage de (0,072, j1)

Soit p une mesure de probabilité symétrique sur R de variance o2 > 0 et telle que (0,0,0) € ﬁA..
Dans ce paragraphe, nous étudions le développement de I, au voisinage de (0,02, j14).

a) Régularité de I,

La fonction A, est finie dans un voisinage de (0,0,0) donc la mesure de probabilité p admet des
moments de tout ordre. Notons pg son moment d’ordre 8. La matrice de covariance de 1, est

o2 0 0
0 pa—ot  pg—ouy
0 pe—0o’ps  pg— pj

Lemme X.1. Soit p une mesure de probabilité symétrique sur R dont le support contient au
moins cing points. Alors la mesure v,, est non-dégénérée sur R?® et donc

(pa — o) (ps — i) # (p6 — 0°pa)*.

Démonstration. Comme p est symétrique, son support contient les points a, —a, b et —b pour
certains a # b. Par conséquent le support de 1,, contient les points

(a,a?,a"), (—a,a®a?), (b,b%b) et (=b,b%b%).
Nous remarquons que ces quatre points appartiennent au méme plan P dont une équation est
—(a* +b*)y + 2 + a*b* = 0.
Si ¢ désigne un cinquieéme point du support de p alors
—(a® + ) + ¢t 4 a?? = (¢ — a®)(2 - V) £ 0.

Ainsi le point (c,c?,¢*), qui est dans le support de 1,,, n’appartient pas & P. Par conséquent 1,
est non-dégénérée sur R3 et le lemme I11.7 entraine alors que la matrice de covariance de 1,, est
inversible, c’est-a-dire que (us — o) (us — p3) # (16 — 0% pa)?. O

Nous supposons dans la suite que le support de p contient au moins cinq point(s). Le lemme
précédent et le théoreme II1.16 impliquent que VA, est un C*°-difféomorphisme de D,, dans Ay,
le domaine admissible de 1,. De plus

(0,02, 114) = VAL(0,0,0) € VA (Dy,) = Ay,

La fonction I, est C™ sur Aj, et, si (z,y,2) — (u(x,y,2),v(x,y,2),w(x,y,z)) désigne la
réciproque de VA,, alors, pour tout (z,y,z2) € Aj,,

I.(x7 y7 Z) = :L‘u(m7 y7 Z) + yv(l', y7 Z) + Zw(x’ y’ Z) - A'(u(l'7 y7 Z)7 ,U(m7 y? Z)? w(:L" y? Z))7
VL(z,y,2) = (VA) (2,9,2) = (u(z,y,2),v(z,y, 2), w(z,y,2)),
-1
2 _ 2
Doyl = (Dw(x,y,z),v(a:,y,z»wu,y,z»A) :

Afin de calculer les dérivées de ces termes, comme dans le paragraphe 13, nous introduisons des
fonctions f; définies par

o

/xjeum+vw2+w:v4 dp(l‘)
Vi €N V(u,v,w) € Dy, R

f] (U, Ua UJ) = 9 1
/Reux+m: +wx dp(

x)
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Les fonctions f;, j € N, sont de classe C*° sur Z%A. et elles vérifient les propriétés suivantes :
* fo est la fonction identité sur R? et

oA f oA ‘ f oA
= = — e = —.

ou’ 27 v YT ow
* Pour tout j € N, £;(0,0,0) = p1; est le 7™ moment de p. Il est nul si j est paire puisque p est
symétrique. De plus, pour tout j € N,

. Of. af;
(ij_fjﬂ—fjfh £‘fj+2—fjf2 et aﬁ_fj*‘l_fjf‘l'

bl

[0)
Pour tout (u,v,w) € Dy,, nous avons

fo—ft fs—fife fo—fih
Doy = fs—Ffife fi— 13 fo— fafo | (u,0,0).
fs—faft fo— fafo  fs— 13

Nous notons

g=(f2= D) (fa— f3)(fs = [2) + 2(fs — frfo)(fo — faf2)(fs — fufr)
—(fa = f3)(fs = faf1)® = (fa = FD)(fo — faf2)® — (fs — fD)(f3 — frf2)*

le déterminant de D?A,. Il s’agit d’une fonction qui ne s’annule pas sur I%A_. Il s’ensuit que

V(z,y,2) € Ap D?Ly,Z)I. = K(u(z,y, 2),v(z,y, 2), w(z,y, 2)),

ot K est une fonction de R3 & valeurs dans S3(R), I’ensemble des matrices symétriques d’ordre 3,

telle que
(fa— f3)(fs = 1) — (fo — faf2)”

Ki1= p ,

oo = 2= s = 12) = (fs = fufr)?

22 = J :

Foun = 2= D) (fa = 13) = (fs = f1f2)?

3,3 — g )
Kio = Kai — (fs = faf1)(fs — f4f2)g— (fs = fifo)(fs — ff)j
Kig = Ky = (f3s = fif2)(fs — f4f2)g— (fs = faf1)(fa — f22)7
Kos = Kyo — (fs = fif2)(fs — f4f1)g— (f2 = f7)(fs — faf2)

b) Aide aux calculs

Voici une aide précieuse pour le calcul des dérivées successives des fonctions des f;, j € N (comme
la fonction g par exemple). Remarquons qu’a toute fonction ¢ du type

m N 5
= Z & B
i=1 k=1
avec (m, N) € (N\{0})2, (a1,...,m) € R™ et (Bix)1<i<mi<k<n € N™V nous pouvons associer

la matrice A = A(p) € My, n(N) et le vecteur s = s(¢) € My, 1(R) ou

s = t(ozl, cee Q) et Vi,k A= Bik-
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Par exemple, avec les fonctions k1 et g du paragraphe 27,

0001 0O0O0T1 1
02000001 -1
Ak)=10 003 00 0 0 et s(k) = | -1
00 0O0O02QO00 -1
01 010100 2
01 01 0O0O0T1 1
0103 00O0O0 -1
0 3 000001 -1
200100001 -1
01000200 -1
20000200 1
02010100 2
002 00©O0O0°1 —1
A(g)=10 0 2 2 0 0 0 O et s(g)=1 1
11100001 2
001 01100 2
01111000 -2
10110100 -2
11001100 -2
0001 2000 -1
02002000 1
100 21000 2

Pour connaitre la valeur en (0,0, 0), il suffit alors de supprimer les lignes d’indice i telles qu’il
existe un k impair pour lequel A, ;, # 0.

Rappelons les reégles de dérivation des f;, 7 € N :

af; af; af;
(%J:fjﬂ—fjfl, ajj:fj+2—fjf2 et aTiij+4—fjf4-
Une récurrence simple nous montre que, pour tout k£ > 1 et tous entiers iy, ..., i, strictement

positifs,
P k k
%(filfig'wfik) => | II #n | fim+1—k (H fz’m) fi-
m=1 \n#m m=1

A fi, fi, ... fi, nous associons une matrice A composée d’'une seule ligne et s = (1). Les A et s de
la dérivée selon u ont k£ + 1 lignes dont la composition est donnée par la formule ci-dessus. Nous
avons de méme par récurrence

k k
%(filfig'--fik) => | II fn | fimr2—k <n£[1 fim> f2,

m=1 \n#m

k k
%(filfiz T =D T fon | fimra—k (H fm) fa.
m=1

m=1 \n#m

Connaissant ces reégles de calculs de dérivées, le programme (sous MATLAB) suivant prend en
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entrée (A(p), s(p)) et renvoie

(4 5). = (52))
(4 (5). = (5))
(4(55)-#(52))

function [R,r]=deriv(A,s,p)

m=length(A(:,1)); N=length(A(1,:)); D=A; A=zeros(m,N+p); A(:,1:N)=D;

if m==length(s)
t=sum(sum(A))+m;
B=zeros(t,N+p); w=zeros(t,1); c=0;
for i=1:m
mi=sum(A(i,:));
ai=A(i,:);
for j=1:mi

si p=1,
si p=2,
si p=4.

c=c+1l; w(c)=s(i); B(c,:)=A(i,:); k=1;

while ai(k)==0
k=k+1;
end

B(c,k)=B(c,k)-1; B(c,k+p)=B(c,k+p)+1; ai(k)=ai(k)-1;

end

c=c+1; w(c)=-s(i)*mi; B(c,:)=A(i,:); B(c,p)=A(i,p)+1;

end
C=B(1,:);
ww=[w(1)];
for 1=2:length(w)
Z=WW;
for p=1:(length(ww))
if B(1,:)==C(p,:)
ww (p)=ww (p)+w(l);
end
end
if WW==2
C=[C;B(1,:)]; ww=[ww;w(1)];
end
end
end
end
R=C(1,:);
r=[ww(1)];

for p=2:(length(ww))
if ww (p)==0
else R=[R;C(p,:)]; r=[r;ww(p)];
end

end

Pour réaliser le calcul des dérivées successives des fonctions des f;, 7 € N, ce programme peut étre
complété par des programmes analogues (que nous n’exposons pas ici) permettant de prendre en
entrée (A(yp), s(p)) et (A(v), s(¢)), ol ¥ est une fonction du méme type que @, et de renvoyer

(Al + 1), (¢ + 1)) ou (A(e), s(py)).
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c) Calcul des termes du développement

Remarquons que ¢(0,0,0) = ac? avec

a=(us— o) (us — p3) — (p6 — 0°pa)® > 0.
Nous avons
1/0? 0 0
Dok = 0 (us—pi/a  (pao® - pe)/a
0 (na0® —pg)/a  (pa—o*)/a
Soit ¢ la forme quadratique définie positive sur R? donnée par
U8 — i o M40 — g pa — o

V(y, z) € R? ,2) = 2,
(y,2) q(y, 2) 5 Ut P L

La formule de Taylor entraine que, & l'ordre 6, le développement de I, au voisinage de (0,02, 114)
est

72 1 aa+ﬁ+vL

_ v 2
= g Haly=o%zmp)+ Y alBIN! 920 0yPo
(a,B8,7)€ET

(0,02, pa) % (y—0%)% (2= pa)”

L(x,y,2)

+0(||$,y - 0'2,,2 - )u4”6)7

avec

T= {(Oé,ﬁ,"}/) € N3 : 0&“‘6—1—’7 S {374>5>6}}
Il s’agit donc de calculer tous les termes

aa+ﬂ+7L

2
axaayﬂazv (07 g 7/'1“4)

pour (a,f,v) € T. Afin d’optimiser les calculs, nous alors d’abord déterminer les termes du
développement de I, qui sont négligeables devant AzS + q(y — 02,z — pu4) avec A > 0. Ces calculs
sont plutot fastidieux et nous pouvons nous aider pour cela du programme introduit dans le

paragraphe 27.b).

i) Les termes non négligeables

Lemme X.2. Soient A > 0 et ¢ une forme quadratique symétrique définie positive. Alors, au
voisinage de (0,0,0),
2,9, 2]|° = O(A2° + q(y, 2)).

Pour tout triplet d’entiers (o, B,7), nous avons

« z%yP 27
S4B+y>2— lim T
3 Bt (r.0,2)2(00.0) Az® + g(y, )

Démonstration. Pour tout (z,y, z) € R3\{(0,0,0)}, il existe un unique triplet (r, 6, ¢) appar-
tenant a ]0, +o00[x [0, 27r[x [0, 7] et vérifiant

x3 = rsing,

y = rcost cosp,
z = rsinf cosp .

Ainsi
Ax8 + q(y, 2) = Ar® sin?p + r? cos®p q(cosb), sinf).
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Or I’ensemble { (cosf,sind) : § € [0,27[} est un compact de R? sur lequel la fonction continue ¢
ne s’annule pas. Par conséquent ¢ admet un minimum m > 0 et un maximum M > m. Ainsi

min(A, m)r? < Az® 4 ¢(y, z) < max(A, m)r2.
Nous obtenons alors
H:U,y,ZHG B (xQ +y2+z2)3 (7’2/3Sin2/3g0+7“2C082(p)3 B (1—1—7“4/3)3
AzS +q(y,z) AzS+q(y,2) min(A, m) r? ~ min(4,m)’

Il s’agit bien d’'une quantité bornée quand r tend vers 0. Ensuite

|r sing|®/3|r cosd cosg0|f3\27“ sinf cosep|? _ O@of3By.

zyB 27
'Axﬁ +q(y,2)

min(A,m)r

Or la convergence de (z,y, z) vers (0,0,0) est équivalente a la convergence de r vers 0. D’ou le
lemme. O

Ce lemme assure que les termes de la forme 23?27, (o, 3,7) € T, qui sont non négligeables en

(0,02, pyg) devant AzS + q(y — 02, 2 — p4) sont tels que

a
§+ﬂ+7§ 2.

11 s’agit donc des triplets (2,1,0), (2,0,1), (3,0,0), (3,1,0), (3,0,1), (4,0,0), (5,0,0) et (6,0,0).
Déterminons les coefficients devant les termes z*y”z7 associés dans le développement de I,.
Notons
kr= (fa— f3)(fs = 1) — (fo — fafo)?,
ky = (fs — faf1)(fo — faf2) — (fs — fif2)(fs — ),
ks = (fs — fufo)(fo — faf2) — (fs = fafi)(fa = f3).

ii) Les termes d’ordre 3

Commencons par les termes d’ordre 3 qui sont non négligeables devant Az® + q(y — 02,2 — p4) :

31, 0 ( 0?1, ) 0Ky p(u,v,w)

0120y Oz \ Ozdy Ox
_ Ou (9K1,2 ov  0Kip ow 0Kip
856 5 (u,v,w) + p X En (u,v,w) + e X 5 (u, v, w).
Or Ov 0? 0? 0
A s w 9
8 (0 g 7:“4) 8 8 (0 g 7/'1“4) 0 8@'8 (O g 7/’1‘4) 81’ (070 ?/’1‘4)7
du 91, 1
ox (0 g 7#4) ox ) (0 g 7#4) ?
done 93 ok ka( )0
L 1 1 ) 0,0,0) g
2oy 0 ) = 0 ( 0.0.0) 9u %0~ 2200.0)9u (OOO)>

Nous avons k2(0,0,0) = k3(0,0,0) = 0 et g(0,0,0) = 0%k1(0,0,0) avec

k1(0,0,0) = pgpia — pif — pgo™ — pig + 2pu640°>.
En utilisant la regle de calcul de dérivation des fonctions f;, j € N, nous obtenons

Oks

a (0 O O) = _k1(07070)7
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d’out 951 b )
—k1(0,0,0 1
T 0. 02 A ot Rt e A
axzay 07 ) o4%1(0,0,0) ol
Nous calculons ensuite que
ok 0ks
0,0,0 0,0,0) = 0.
S20,0,0) = S2(0,0,0) =

Ceci implique de méme que
31, 31,

83(00’7[“1) 628 (00-7#’4) 0

Mais nous savions déja que la dérivée partielle troisieme en z de I, était nulle en (0,07, py)
puisque I, est paire en la premiere variable. Nous avons ainsi montré que

1 .
a4 S1 (avﬂafy):(27170)7

1 9otBHYL ) 204
07 ) = 0 si («a,08,7) =(2,0,1),

a!Bly! 0x0yPoY
0 Si (a7/8’7):(3’0’0)'

iii) Les termes d’ordre 4
Regardons maintenant les termes non négligeables d’ordre 4

(921& 6K171 821} 8K1,1
) (Uaan)ﬂL@ 90 (

8 w8K11
u,v,w) + 2

(u,v,w)

HL 9PKya(u,v,w) B

ozt Ox? - 022 Ou
ou 2 62K171 ov 2 62K1,1 ow 82K171
<8l’> 2 (u,v,w) + (8.%’) Ov2 (u,v,w) + <(9£L’> w2 (’LL,U,’(U)
@@82.?(171( w) + 2@8710821(11( w)+ 2@8710821(171( )
Ox 0x Oudv “ Or 0x Oudw b Ox 0x Ovow v
or 0? 03 o3 o2
U 1, 1, w
82(00’M4) 83(00"“4) 0= 91202 (OO’,ILM) 82(00—"“4)
0% 031, 1
ox 2(0 g 7.“4) ox 8 (O o 5M4) ﬁ
Par conséquent
ML, 1 0°K1, 1 0Ky,
(0,07, 1) = —5—53(0,0,0) = — ==2(0,0,0).

Ozt
Nous avons

PRy _10% 2090k kP 2k (Og)’
N @ou du  gou ¢ \ou

ou? g Ou?
et la regle de calcul de dérivation des fonctions f;, j € N, nous donne
g
0,0,0) =0
22(0,0,0) =
si bien que
62K1 1 1 2321431 829
: = 0,0) — =—5(0 )
De plus
8K1 1 1 (9]61 ]431(0 0 0) (9g
: 0,0,0) — ——=-—(0,0,0
( ) - 9°(0,0,0) 81)( )

OO0 000 o

1 , Ok 9
= AE000) < - 7 0,0,0) — ag(o 0, 0)>

ov
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Nous calculons que

6]{51 82/'61 2 4 6
5y —(0,0,0) = G2 (0,0,0) = —pugie + Hiota — 208140° — 100" + 3ugo

— peps + 3ufo’ + 4pgo® — Guguac®.
Cette quantité est égale, apres factorisation par k1(0,0,0), &
—30%k1(0,0,0) + p10(pa — o) + ps(pac® — pi) + pe(pe0” — 1).

Nous calculons de méme que

0%g
Ou? (0’ Oa 0) = _(:U‘4 + 404)k1 (07 07 O) + 0277a
B
22(0,0,0) = (= 401 (0,0,0) + o,
ott = po(pa — o) + ps(pao? — pe) + pe(ueo?® — p3). Finalement
0, " (0,07 1) = (=30 + pa + 40" + 30" + pg — 40")k1(0,0,0)  2py
ggd 7 M 75%1(0,0,0) ~ 8

Nous avons de méme

841 82K172(u,v,w) 2 1 8 K12 1 6[(12
83338 (O o ;M4) T(QU 7#4) e ou a2 (O 0 O) e v (07070)

_ 1 232k2 k‘ga g ,Oky ko Og
= O'Bkl(O,O,O) (U ou2 - EW — 0 % + E% (0’0’0)

341 1 2 62}6‘3 /{33 829 2 ak'g /6‘3 ag
mwmaﬂﬂcﬁm@mGam‘hwf”avkﬁJ““W

Or k2(0,0,0) = k3(0,0,0) = 0 et nous calculons que

0k Oka 02k Oks
82(000) a(000) 62(OOO) 6(000) 0.
Nous avons ainsi montré que
M4$4 .
1 8o¢+[3+’YL ) 1254 51 ( B 7) (470 0)
al!Bly! 0xe0yP oz (0,07 1) = 0 si (a,8,7) = (3,1,0),

iv) Les termes d’ordre 5 et 6

Il nous reste a présent & montrer que

I 1 8]
120 62 5(00,M4)—0 et 750 B2 4(Oo,u4) A>0.

Par parité de I, en sa premiere coordonnée, nous avons en fait immédiatement que sa dérivée
partielle d’ ordre 5 en x est nulle. Déterminons donc la dérivée partielle d’ordre 6 selon =x.
Commengons par noter que

du 01, 2u
@(07027/1’4) ox 4(0 g 7,“4) 84’
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v 041, SaA Ow 9
6953(00 7#4) o 38 (007,‘1'4) 0= ox 36 (007:‘1'4) 8.%'3(070 7#4)7
0*u oI,
84(007M4) 65(00—7'“4)_0
Nous connaissons donc les dérivées partielles selon = en (0, 02, j14) des fonctions u, v, et w jusqu’a
'ordre 3. Ecrivons alors la dérivée partielle de I, d’ordre 6 selon x, évaluée en (0,02, 114), en

fonction de K 1, u, v, et w en ne gardant que les termes dont nous ne savons pas encore si ils
sont nuls ou pas :

861 84K1,1(u,v,w) 2 84 (9K1’1
Oz 6(0 o a/‘4) T(O’U 7/"4) O 4(0 g Hu’4) v (O>O>O)
P 0K, 0% 2 02Ky,
+ 570,05 ) (0,0,0)+3<8 2(00,#4)) ~5(0,0,0)
ou K 83 ou 9 82K171
—l—<a (Oa,,u4)> Sl (000) 83(0(7’”4)830(0’0"“4) 502 (0,0,0)

ou, o 0%, Ky,
+6(8:c(0’0 7M4)> @(0,0 ’M)@ 8 £(0,0,0).

Pour obtenir la dérivée partielle quatrieme de I, selon x (page 170 et les suivantes), nous avons
calculé que

0K ot — i 9*K1 4 g + ot
(0,0,0) = o et 92 (0,0,0) = e

Par conséquent

981, 3 0°K1, 8ua(pa +0) 6 93Ky,

8.%'6 (0 o a,u4) 78 02 (O 0 0) o4 - g uZdv (07070)

1 84K o*v — [4 *w 9 0K11
+78 oult (OOO) 84(00’M4) v +W(007M4) Ow (0)070)

Nous avons

v 83K172(u,v,w) 9 Bu 0K

o 4(0 a 7/’64) T(O)G 7”4) o 3(0 o 7”4) ou (07070)

ou PK ou 0%v 0?°K1 9
F (200 ) Ta20,0,0) 5240, g L0.0% ) 2t 32 000
= — 2 2
s ( m 70 =(0,0,0) + e (0,0,0) — 30 8u8 (O 0,0)
et nous avons déja calculé que
8K172 1 8k2 1
(0,0,0) = 4(0.0,0) du —(0,0,0) = s
En dérivant et en évaluant en (0,0, 0), nous obtenons
0’°K1 2 1 0%k 1 Ok dg
Oudv (0,0,0) = g(0,0,0) auav(o,o,o) g%(0,0,0) du B (-0 O)a (0,0,0)
1 5 0%ks dg
= T5,(0.0.0) < Sud (0,0,0) + 81)(0’0’0)) .

La regle de calcul de dérivation des fonctions f;, j € N, nous donne

0%k
8u82 (0,0,0) = 30%k1(0,0,0) — puro(pa — 0*) — pg(pac® — ps) — po(p60” — 1)
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et nous avons calculé plus haut (page 171) la dérivée partielle de g selon v en (0,0, 0). Ainsi

0?K1 5 30%k1(0,0,0) + (g — 46*)k1(0,0,0) g — o*

Oudv +(0,0,0) = o*k1(0,0,0) s

Enfin, en utilisant le fait que la dérivée partielle de g selon u en (0,0,0) est nulle, nous avons

PK - 1 a3k:2 3 8k2 &g
1 283k 82
= 000 <a a3 (0,0 0)+3(9 2(0 0 0))

Nous calculons que

D3ko

F (0:0,0) = 907k1(0,0,0) = 3pao(pa — o) = Bpus(pa0” = ps) = 3pe (o0 — pi)

et nous avons calculé plus haut (page 171) la dérivée partielle seconde de g selon u en (0,0, 0).
D’ou

9*K1 2 (0.0,0) = 901k1(0,0,0) — 3(pa + 40)k1(0,0,0)  —3(pa + o)
oudv ~ o4k1(0,0,0) N ot '
Finalement
0t 1 [ —2ug  —3(ug +0%) pa — ot —8u4
o 4(0 o, jua) = P ( o2 + o2 -3 o2 510

De méme nous obtenons

—— (2
gt (0:0% 1) = al%l(o,o,())(’“a (0,0,0) = 30 aua 5(0,0,0)+ du 3(000)
3 O0ks dyg 3 Oks 0%g
+ 50,00 9 (000)3 (0.0.0) = 45557 B (000)32(000))
Or nous calculons que
Oks 0%ks 0?ks B
5 —(0,0,0) = Sud —(0,0,0) =0 et Sud (0,0,0) = 2k1(0,0,0)
si bien que
otw 2
8.1‘4 (0 o 7:“4) 08
Ensuite nous avons
8K1,1 N 1 8k1 8g
ow (0,0,0) = 04k1(0,0,0) < ow a0 (000~ 8w(0’0’0)> ’

Nous calculons que la dérivée partielle de k; selon w en (0,0,0) est égale a
—3u4k1(0,0,0) + 2110 (1a0® — pi6) + pr2(pa — %) + pg + pgpa — 2ugps
et que la dérivée partielle de g selon w en (0,0,0) est égale a
(16 — 4p140%)k1(0,0,0) + 21100% (1a0? — ) + p120” (pa — o) + 0> (g + pgpa — 2usp3)-
Ainsi

0K 1
ow

—30°14k1(0,0,0) — (16 — 4pa0?)k1(0,0,0) _ (a0 — pig
a4k1(0,0,0) ot

(0,0,0) =
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Insérons ces derniers résultats dans I'expression de la page 172 de la dérivée sixieme de 1, selon x
en (0,02, uy) :

L, 3 9°Ki, 6 OPKi,
w((ha ,M4) = g 61}2 (0,0,0) 8 ou 28 (0 0 0)
1 0*°Ky, 1643 — 2ugo? + 2pug0*
+EW(0,0,0)+ 0_14 .

Nous avons

PKig 10k 2090k k1% 2k <8g>2

w2 g 2ov v o g3 \ov
Donc
0?°K1 1 5 0%k d%g
—(0,0,0) = 0,0,0 0,0,0
81}2 ( ] ) U4k1(0,070) (U 8 2 ( » Y ) a 2( ))

2 90k dg dg
_—— 0,0,0 0,0,0 0,0,0
aﬁk§(0,0,0)< a o ¢ ) - v a0 )> v a0 )

= 57%1(0, 0, 0)

T2 a2 7 T 82})(0’0’0)'

Nous connaissons déja les valeurs en (0,0,0) des dérivées partielles de g et ky selon v. De plus, la
régle de calcul de dérivation des fonctions f;, 7 € N, nous donne, apres factorisation,

0%k 9%g
0?5 5 (0,0.0) = o Y

0,0,0) = (7624 — ps — 86°)k1(0,0,0) — 2p10(pg — ot)?
+ 2u6(pa — o) (us + i — 20%p6) — 20° (ne0” — ).
Par conséquent
82K1 1
ov?
4 4 2 2 2
—2(0" — pa) (Mlo(m —0%) + ps(pa0” — pe) + pe(peo” — M4)>
o2 2(0* = pa) (pa — 40*)k1(0,0,0)

o?k1(0,0,0)~——5(0,0,0) = (o114 — g — 855)k1(0,0,0) — 210 (14 — o)

+ 26 (114 — o) (ps + 3 — 207 16) — 207 (n60” — pi3)” — — ,
ce qui est égal a
203 + oty + 02 p — 4o
. 5 k1(0,0,0) +20° (g — o) (paps — 1g) — (160 — 113)?) -

g

En développant nous obtenons (p4 — o) (s — p) — (peo? — u2)? = 1ak1(0,0,0). Par conséquent

PK 212 -
- ;,1(0’0’0) _ 21 — oty —o? Ko
v

o6

Ensuite, sachant que les dérivées partielles de g et k1 selon u sont nulles en (0,0, 0), nous obtenons

PPKia 1 Pk 1 0%k dg
guzay 00 = 9(0,0,0) uzay 0 0:0) ¢2(0,0,0) Ou? (0,0, O)a (0,0,0)
1 0k 0%g 2k1(0,0,0) 9%g dg
ma(000)82(000) Waz,(000)3 (0,0,0)

. kl (07 07 0) 839
g%(0,0,0) Ou?dv

(0,0,0).
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Comme dans le calcul de (82K 11/ 81}2) (0,0,0), nous remarquons que cette derniére expression
peut s’exprimer en fonction de la dérivée partielle seconde de K1 1 selon u et de la dérivée partielle
de K71 selon v :

PKy 1 5 0%k1 D3g

8u2av(0’0’0)__04k1HL0,0)< auzan 00 ~ .2, (0.0.0)
0?’K 0 0?
o2 1,1 g 1,1 o°g

34(0,0,0)52(0,0,0) = 0> —21(0,0,0) 57 (0,0,0)).
Ceci est égal, apres factorisations, a
1 5 k1 D3g 2(u? 40 )
a4k1(0,0,0)( gazan 00— 555,(0:0.0) = #1(0,0,0)

—20% (p10(pa — 0*) + ps(pao® — pg) + ps(peo® — MZ)))

La regle de calcul de dérivation des fonctions fj, j € N, nous donne, apres factorisation par
kl (07 07 0)7

83k1 (000)_ 639 (OOO)_(O'2 + —80'6),1€ (OOO)
8U28 T 8’1},281} » o 4 H6 1Y, Y,
+ 20" (p10(pa — o) + ps(pao® — pe) + pe(pso® — 13)).-
Par conséquent
PK 1 2('%21_408) ) ;
9 — o _ k
_2N4+U pa+ o Mo

o6

I ne nous reste plus qu’a calculer la dérivée quatrieme de K7 ; selon u en (0,0,0). Sachant que
les dérivées partielles de g et k1 selon u sont nulles en (0,0,0), nous obtenons

0Ky 1 04%1 k (0 0 o) a
6 32"?1 B &g ﬁkl(o 0,0) a 2
Ceci est encore égal, apres factorisation, a
1 20k g L 02K 82

Nous calculons que

ok &g
e2="1(0,0,0) — 5o

5 9(0,0,0) = — (23024 + 5 + 2409)k1 (0,0, 0)

+6(ps + o) (a0(pa — o) + ps(pao® — pg) + pe(pso® — 113))

et nous avons déja calculé que

&g 9°K1, pato
520,000 554(0,0,0) = H45

o ( — (1 + 40)k1(0,0,0)

+ o2 po(pa — o) + o2 ps(pac® — pe) + 0% pe(peo” — Mi))-
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Nous obtenons alors

0Ky,
out

o'k1(0,0,0) (0,0,0) = — (230”4 + 5 + 240°)k1(0,0,0)

6(pa + o) (pa + 40%)
2

+ — k1(0,0,0).

g

Par conséquent

0'K1,  Totpg — Bpgo” + 643
Sl (0,0,0) = p; :
Ainsi
0°1, (0,02, jg) = 3(2u] — 0'pa — oPps)  6(=2p + ot pa + o®pg)
z6 )= o1 o4
7oty — Sugo? + 6p3  16u3 — 2ugo? + 240t
+ 14 + 14 :
o o
Nous avons montré que
%1, 402 — 1602 ug
@(OJ{M) = ZﬂT
et donc
1 gotB+vy 9 0 si (Oé,ﬁ,’)/) - (57070) )
* (0 — 2 2
al Bl axaayﬁazv( i) PULZ20THG (B 4) = (6,0,0) .

90014

v) Conclusion

Le terme A cherché est donc (5u3 — 20%u6)/(9004). La proposition suivante découle des para-
graphes précédents.

Proposition X.3. Soit p une mesure de probgzbilz'té symétrique sur R dont le support contient
au moins cing points et telle que (0,0,0) € Dy,. Introduisons q la forme quadratique définie
positive sur R? donnée par

4

2 2
— o’ — -0
Y(y,z) € R? q(y,z) = He 'u4y2 + o 'u6yz + Ha 22
2a a 2a

Supposons que 5;& > 202,u6. Alors, au voisinage de (0, 02,,u4),
?  2*(y—o?)  paxt  (5pd — 207 p)a®

Io y Y a9 -
(@.9:2) = 55+ g 120° 90014

+q(y — 0%, 2 — pua).

d) Développement de I, — F — R : Mise en évidence d’un probléme

Au voisinage de (0,02, j14),

B LQ 1 n pazt 1 n (z —pg)xt 1
2021+ h 1208 (1+ h)4 1208 (1+h)¥

F(x,y) + R(z,y, 2)

ott h = (y — 0?) /0. Nous avons, au voisinage de 0,

1
—  =1—-h+h*=hr>+n* I
7 + + h* 4+ o(h®),
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1
(14+h)4

Donc, au voisinage de (0,02, ju4),

= 1 — 4h + 10h* — 203 + o(h®).

Flo,y)+ Riag,2) = o = B0 =08 2y =)t 2y =0 juatly — o)
’ T 202 204 206 1208 208 3010
iz —pa) | 2Py—oH)? | Bty —o?)? 2ty —o?)(z — )

+ +o(|z,y — 0%, 2 — pa]|®).

1208 2010 6012 3010
Le lemme X.2 implique que, au voisinage de (0, 02, 14),

2 2 2 4 2 2 6
oz ro(y —0°)  pax (5p1 — 20 )
F(z,y) + R(z,y,2) = 252 904 + 1258 + ( 90014

+qly —o? 2 —u4)> :

La proposition suivante découle de la proposition X.3.

Proposition X.4. Soit p une mesure de probabilité symétrique sur R dont le support contient
au moins cing points. Supposons que

(0,0,0) € Dy, et 52> 20%p.
Alors, au voisinage de (0,02, j14),

(5123 — 20%ug)a"
90014

I.(.’E,y,Z)*F(l‘,y)*R(JJ,y,Z)N +Q(y70-27'27/~/44)‘

Les calculs du paragraphe précédent montrent aussi que, au voisinage de 0,

bui — 20°ps g
90014
Par conséquent, si 5ui < 202ug alors I, — F — R n’admet pas de minimum en (0,02, y14). Il n’est
donc pas possible de montrer que I, — F' — R admet un unique minimum en toute généralité.
2

L($70'2,,LL4) - F(IE,O'Z) - R(x7027N4) ~

Si p est une gaussienne centrée de variance o, nous avons 5/1,2 —202%u6 = 150 > 0. Nous pouvons
sans mal trouver une mesure de probabilité sur R telle que 5u2 — 202 ug < 0. Il suffit par exemple
de prendre une loi dont le moment d’ordre 6 explose par rapport au moment d’ordre 4, par
exemple la mesure p de densité

1 5 dy -1
— 1
T et eeal(®) </5 1+ y6>

par rapport a la mesure de Lebesgue sur R. Ses moments se calculent facilement a 'aide de
décomposition en élements simples des fractions rationnelles X*/(1 + X9), a € {2,4,6}. Nous
calculons que 513 — 202 g est négative (une valeur approchée est —0.483).

Regardons ce que nous obtenons pour p = (1 — 2b)dg + bd_. + bd. avec ¢ > 0 et b €]0,1/2[. Un
calcul nous donne que I,(x, vy, 2) est finie si et seulement si y € [0,c?], © € [~y/c,y/c] et z = yc2.
Dans ce cas L(x,y, z) est égal a

2¢2

((y + cx)In(y + cx) + (y — cz) In(y — cx)) + (1 — C%) In (1_12[) (1 — C’%)) — c% In(2bc?).

Une étude de fonction nous permet de montrer que I, — F' — R admet un unique minimum en
(0,2bc?,2bct) = (0,02, j14). Nous vérifions d’ailleurs que, dans ce cas, 5u3 — 202 = 126%c% > 0.

Hélas nous ne sommes pas parvenus a trouver une classe de mesures de probabilité intéressante
telles que cette inégalité soit vraie. Nous allons donc « forcer » le terme d’interaction a vérifier cette
condition de minimum, tout en conservant I’équivalent en (0, 2, j4) obtenu & la proposition X.4.
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28 A la recherche d’un terme d’interaction
Le terme d’interaction actuel est
F(zi4 4o, ai 4+ 422) + R (21 + - +ap, 27+ a5, 2]+ +zp).

Il s’écrit encore

nF<x1+---+a:n x%+---+xi>+nR<x1+---+xn ai+--- x‘f+---+x;§>'

) ) 9y

n n n n n

Soit p une mesure de probabilité symétrique sur R. Donnons-nous une fonction H a valeurs
réelles, définie sur ©* et telle que, pour tout n > 1,

n
ZH7n = /n exp (H (.1‘1 T+t Ty, {L’% +oeeet if?u '%'% + T+ .Z‘f;)) ]l{rf+~~~+x%>0} Hdp(.%‘i)
=1

est finie. Considérons alors (X¥);<j.<,, un tableau triangulaire infini de variables aléatoires réelles
tel que, pour tout n > 1, (X} ..., X™) a pour loi [H n,p, la mesure de densité

(z1,-+  2p) — oxp (H (214 -+ @n, 2] + -+ 2, 2]+ +23)) Ligziya2 )

ZH,n
par rapport a p®”. Nous posons & nouveau

Sp=X 4+ X1, To=XD2 4+ 4+ (XM et Uy=XHt+-- XML

n

a) Critéres de construction
Nous allons décrire une classe de fonctions d’interaction H telles que, pour tout n > 1, la fonction
1
(l‘, Y, Z) — I.(l’, Y, Z) - 7H(nx7 ny, T'I,Z)
n
admet un unique minimum en (0, 02, j14) avec le méme équivalent que I, — F au voisinage de
celui-ci.

Hypotheéses X.5. Soit p une mesure de probabilité symétrique dont le support contient aw moins
cing points et telle que (0,0,0) € Z%A.. Notons o la variance de p et juy et g les moments d’ordre
respectifs 4 et 6 de p. Supposons que

5ui > 202,u6.

Soit H une fonction de 6 dans R. Nous supposons qu’il existe (Ry)n>1 une suite de fonctions
semi-continues supérieurement d valeurs réelles et définies sur & vérifiant, pour tout (x,y, z) € ©F,

VTLZ 1 OanJrl(l'ayvz) éRn(m7y7Z) §R(3},y,z),
Vn > 1 H(x,y,z)—F(:c,y):an(E,g,i>,

R, (x,y,z) — O

n——+o0o

et, pour tout (x,vy,z) € R3,

r oy 5 Z
n(R—Rn) (1’L1/6’\/ﬁ+0— ,\/ﬁ+ﬂ4> n_>—+>ooo

Enfin il existe T > 0 et 3 > 0 tels que, pour tout (z,y, z,s,t,u) € RS et pour n assez grand,

@,y — 0% 2= )l < B, (s, t.w)ll < B = [Ru((w,y,2) + (s, t,u)) = Ru(z,y,2)] < n7[|(s, 8, u)].
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Proposition X.6. Supposons que p et H vérifient les hypothéses X.5. Alors, pour tout (x,vy, 2)
dans R3,

p L RS 51 — 2016 g
n(I- F Rn) (nl/ﬁv \/ﬁ +07, \/ﬁ +/L4> n—>—+>oo Q(y,z) + 90014 x-,

ot q est la forme quadratique définie a la proposition X.4.

De plus, pour tout compact K de R? inclus dans ©* dont Uintérieur contient (0,02, uy), il existe
ng > 1 tel que I, — F — R, admet un unique minimum sur K en (0,02,u4).

Nous avons besoin du lemme suivant, variante du théoréme de Dini :

Lemme X.7. Soit (gn)nen une suite décroissante de fonctions définies sur un compact X qui
converge simplement vers une fonction g définie sur X. Si, pour tout n € N, la fonction g, — g
est semi-continue supérieurement, alors (gn)nen converge uniformément sur X vers g.

Démonstration. Pour tout n € N, posons h, = g, — g. La suite (h;,)nen est décroissante et
converge simplement vers 0. Fixons-nous ¢ > 0 et posons, pour tout n € N,

Ap(e) ={z € X : hy(x) <e}.

Ces ensembles sont ouverts car, pour tout n € N, la fonction h,, est semi-continue supérieurement.
La convergence de la suite (hy,,),en nous assure que

X c | Ane).

neN

Nous pouvons en extraite un sous-recouvrement fini : il existe N > 0 tel que

xXc | Anle).

n<N
Par décroissance de la suite (hy,)nen, il vient X C An(e). Et donc
Vee X AN >0 n>N = hy(z) < hy(z) <e.

D’ou le lemme. O

Démonstration de la proposition X.6. Pour tout n > 1, posons
Gy,=I,—-F—-R,=(L—F—-R)+(R—R,).
La proposition X.4 et les hypotheéses X.5 assurent que, pour tout (z,, z) € R3,

r I IR 51 — 2016 g

Ensuite la fonction R — R,, est positive donc G,, > I, — F' — R et, d’apres la proposition X.4, il
existe un ouvert U centré en (0,02, u4) tel que

bui —20°ps g

2
q(y = 0% 2 =) + — oo

V(z,y,2) €U Gnlz,y,2) >

N =

La terme de droite de cette inégalité est positif car 5u3 > 202ug. Comme ¢ est une forme
quadratique définie positive, ce terme s’annule si et seulement si (z,y,2) = (0,02, pa). Nous
avons montré que, pour tout n > 1, G, admet un unique minimum sur U en (0, 02, lg) ety
vaut 0.
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Quitte a réduire U, supposons qu’il est inclus dans K. L’ensemble K n U* est encore un compact
de R3 inclus dans ©*. Par hypothese, p est symétrique et (0,0,0) € Dy,. Or nous avons que

Y(u,v) € R A(u,v) = A (u,v,0).

Par conséquent (0,0) € I%A et la proposition IV.1 entraine que I — F' admet un unique minimum
en (0,02) sur R x R\{0}. Ensuite

Y(z,y,z,u,v) € R® L(z,y,2) > zu+yv+ 2z x 0— A (u,v,0) = zu + yv — Au,v)

donc, en prenant le supremum sur les (u,v) € R?, il vient que

2 2
\V/(£U7y,Z)€RX}O7+OO[XR L(xvyuz)_;‘iyzl(xuy)_i

Ainsi, pour (z,y,z) € KNU¢ il y a deux cas de figure :
* ou bien (z,7) # (0,0?) et dans ce cas L(z,y,2) — F(z,y) > 0.

* ou bien (z,y) = (0,02) et alors z # 4. D’aprés le point (d) de la proposition II1.4 la fonction I,
admet un unique minimum en (0,02, y14) en lequel elle est nulle. Ainsi

L(0,6% 2) — F(0,0%) = L,(0,02, 2) > 0.

Dans tous les cas )

V(z,y,2) € KNU® I.(x,y,z)—;—>0.
Yy

Par hypothese, la suite de fonctions (R, + F' — 1,)p>1 est décroissante et converge simplement
vers ' — I,. De plus, pour tout n > 1, R, + F' — I, est semi-continue supérieurement. Ainsi le
lemme précédent entraine que (I, — F — Ry,),>1 converge uniformément vers I, — F sur K N U°.
Nous en déduisons qu’il existe ng > 1 tel que I, — F' — R,,, est strictement positif sur K NU°.
Ainsi I, — F — R,,, admet un unique minimum sur K N U en (0,02, j14). O

b) Autour du lemme de Varadhan
Pour p et H vérifiant les hypotheses X.5, la loi de (S, /n, T, /n,U,/n) sous gy, est

enF(wvy) +an (Ivy’z)

1o (l‘, Y, Z) dgm,p(% Y Z)
/@ enFEn)tnBn(@y.2) gy (24 2)

Nous cherchons des conditions supplémentaires sur H et p afin que, si A est un fermé ne contenant
pas (0,02, j14), alors

limsup ! ln/ enF@ylntin(@y.2) qp (x4, z) < 0.
n—+oo T e*NA

Pour cela nous voulons faire appel a une variante du lemme de Varadhan. La proposition X.6

nous permet de conclure si A est un compact de ©*. Il s’agit ensuite d’étendre les criteres sur H

afin de controler ce qui se passe autour de la droite d’équation z = y = 0 de R®. Nous nous

inspirons pour cela de ce que nous avons fait dans le modele donné par fi, .

Hypotheése X.8. Supposons que p et H vérifient les hypothéses X.5. Supposons de plus que p
est a support compact et que, pour tout r > 0, il existe § > 0 tel que

V(z,y,2z) € ©N (Rx]0,0] xR) VYn>1 Ry (z,y,2) <r.
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Hypotheése X.9. Supposons que p et H vérifient les hypothéses X.5. Supposons de plus qu’il
existe cg > 0 tel que
V(z,y,2) €O° Vn>1  Ry(z,y,2) < cy.

Proposition X.10. Supposons que H et p vérifient les hypothéses X.5. Alors

1 ~
liminf ln/ enF@y)nba(zy2) g (2 4, 2) > 0.
n—+o0o N o

Si elles vérifient aussi Uhypothése X.8 ou bien Uhypothése X.9 alors, pour tout fermé A ne
contenant pas (0,02, juq), nous avons

1 ~
limsup — ln/ enF@ylnfn(@y.2) qp (1,4, z) < 0.
n—4oo M1 ernA

Démonstration. Le principe de grandes déviations satisfait par (7, ,)n>1 nous assure que

1.
> o N - Sk
(2,y,2) 2 liminf ~InZ, ,(67)

1111/ enF(x,y)+an(;p,y7z) A%
o

n,p
n

> —inf { L(2,9,2): (2,9,2) € B} =0,

Nous montrons maintenant la deuxieme inégalité. La proposition V.4 assure l'existence de v > 0
tel que, pour § €]0, 02 assez petit et n assez grand,

/R2 e"F(z’y)]lngy]lkyg(g A p(z,y) < e 7.
La fonction H vérifie I’hypothese X.8 ou X.9 donc, quitte & réduire 4, nous supposons que

V(z,y,2) € ©N (Rx]0,8] x R) VYn>1 Ro(z,y,2) < %

Ainsi

/9* P FEDIEEIIT o5 (2,y,2) < "2 /@* FENT s dbi (2,7, 2)

< en7/2 /3 enF($7y)]lm2Sy]lO<y§5 d/l\/:mp(l‘, Y, Z)
R
= /2 / ) eI o Tocy<s dim o2, y)
R
< en’Y/ze_rW = e—n'y/Q'
Ainsi, pour J assez petit,

1 ~
limsup ln/ e”F($vy)+an(x7va)]ly§5 v, ,(z,y,2) < —v/2.
o

n—+oo N

Notons As = { (x,y,2) € ©NA:y > d}. Nous décomposons
ONAC{(z,y,2) €0 :y<I}UAs.

Séparons la fin de la démonstration selon les hypotheses vérifiées par p et H :

* Dans le cas ou p et H vérifient I'hypotheése X.9, nous avons, pour tous (z,y,2) € 6* et n > 1,

1 1
I.(J%yaz) - F(IL’,y) - Rn(fE,y,Z) > L(ﬂf,yaz) - 5 — CoY > L(l}yaz) - 5 - CU\/E'
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Donnons-nous wg > 0 assez petit pour que (0,0,wq) € D, (il existe puisque (0,0,0) € l%A.) Par
définition de la transformée de Cramér, nous avons

L(z,y,2) >0xz+0Xy+wyXz— ln/ReOXtJFOXtQ'H”OXt4 dp(t).

Par conséquent

1
L(%Zﬁ Z) - F(.’L’,y) - Rn(xay7 Z) 2 woz — CO\/>_ § - ln/ €w0t4 dp(t)
R

Le terme de droite tend vers +oo quand z tend vers 400 et il ne dépend pas de z, y et n. Nous
en déduisons qu’il existe zy > 0 tel que

Vn>1 VY(z,y,z) € @ N(R xR X [z, +00]) L(z,y,2) — F(z,y) — Ru(x,y,2) > 1.
Posons K = { (z,y,2) € © : z < max( 29,244 ) }. L'inégalité ci-dessus assure que

inf inf (L—-F—-R,)>0.
n>1 AsnKe

De plus, quitte & diminuer 4, nous avons que l'ensemble { (z,y,z) € © : y > §} N K est un
compact de R? inclus dans ©* dont I'intérieur contient (0, 02, 114). Donc la proposition X.6 entraine
I'existence de ng > 1 tel que I, — F— R,,, admet un unique minimum sur { (z,y,2) € © : y > § }NK
en (0,02, py). Ainsi le lemme V.2 implique que

Alé%fK(]'_F_RnO)>O'

Nous en déduisons que
inf (L, — F — Ry, ) > 0.
As

* Dans le cas ou p et H vérifient I’hypothese X.8, en notant K I’adhérence de I’enveloppe convexe
du support de 7, (qui est compacte et contient (0,02, u4)), nous pouvons aussi réduire § > 0
pour appliquer la proposition X.6 et trouver un certain ng > 1 tel que

inf (L, — F — Ry, ) > 0.
As
Dans les deux cas, d’apres le lemme B.7 de I'annexe, il existe v; > 0 tel que pour n assez grand,

/ enF(w,y)—i_ano (@3:2) dan,p(xv Y, Z) < e ",
As

Enfin R, < R,, pour n > ng donc

1 ~
limsup — ln/ e F (@) +nhin(z.y,2) AV (T, Y, 2) < =71
n—+oo N As

Le lemme B.6 de ’annexe implique alors que

1 -
limsup — ln/ e @) tnhin(zy.2) AV, (2, y, 2) < max (—17 —71) < 0.
n—+oo T e NA 2

Ceci termine la démonstration de la proposition. O
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c¢) Un candidat
Un bon candidat pour H est

2 4,5

T 1 zx*y

H:(z,y,2) €0 — — + — ,
(@,y,2) 2y+12y9+x10+zx4y4

ce qui donne pour terme d’interaction

1(z+ - +2,)°
2 xi4---+a
L1 (2l 4 Fap) @+ +ap) @+ +a2)’
2@+ +22)0 2+ (@14 +z) 0+ (@i + -+ ad)(z+ o) (@ 4+ a2t
La suite (R, )n>1, définie par

1 zatyd

T 1240 4+ nal0 + zatyt

est une suite de fonctions semi-continues supérieurement. Nous avons immédiatement que, pour
tout (z,y,2) € 6,

V(z,y,2) €@ Vn>1 R, (z,y,2)

Vn>1  0<Rppi(z,y,2) < Rp(x,y,2) < R(z,y, 2),
2
X

Vn > 1 H(x,y,z)——:an<£,g,i),
2y nnn
Ry (z,y, z) n:t)o 0.
Ensuite
zat 1 zatyP zat(nz'0 + zaiy?)

(R - Rn)(ZE,y, Z) =

127~ 1299 + nal0 1 zatyt ~ 1294(y0 + nal0 + zatyt)
Appliquons cela en (z/n'/5,y//n + 02, z//n + p4). Nous avons

x \10 z x \4( y 24 219+ 0¥y
”(nl/ﬁ) +<\/ﬁ+“4) <n1/6> (\/frfr") YT o

(o) o)™ (G o) Gl () -

et
(z/v/n + pa)ztn=2/3 paz?
12(y//n + o2)* 1208n2/3
Donc
4 10, 8
_ L B S WP S ek ks 7
(R — Rn) (n1/6’ NG o5 NG +,u4) M 9082/3518  12/3
40,10 4 8
 haz (™ + 0®uy) 0.
120261,1/3 n—+o00

Regardons la derniere hypothese du X.5 : pour tout n > 1, la fonction R, est différentiable au
voisinage de (0,02, ;u4) et nous vérifions sans mal que, pour 3 assez petit, il existe A > 0 tel que

vn>1 Y(z,y2) €R |(wy-o®z-u)|<f = |VRaulz,y,2)] < In.

Quitte a diminuer 3, I'inégalité des accroissements finis nous assure que, pour tous réels z, vy, z, s, t
et u tels que ||(z,y — 02,2z — pa)|| < B et ||(s,t,u)| < B,

|Ra((2,9,2) + (5,t,u)) = Ra(2,,2)] < Anl|(s,t,w)l| < n?||(s,t,u)]
pour n > A. Le terme d’interaction H vérifie ainsi les hypotheses X.5. Enfin
V(z,y,2) € O 2ty <yl 4 nyat® 4 22tyS = y(y° + nal® 4 22tyt).
Ainsi H vérifie I'hypothese X.9.
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29 Une auto-interaction menant a des fluctuations d’ordre n°/6

Dans ce paragraphe, nous rassemblons les criteres précédents pour répondre a notre problématique :
construire un modele dans lequel nous tuons le terme en z*. Nous allors d’abord démontrer une
version plus génerale du théoréme I.8. Ensuite nous examinerons le cas ou p admet une densité.

a) Théoréme limite général

Soit p une mesure de probabilité symétrique sur R. Donnons-nous une fonction H définie sur &*
a valeurs réelles et telle que, pour tout n > 1,

n
Zin = / exp (H (w1 4+ +@n, 21+ 2, 21+ +23)) Lzg gz oy | [ do(e:)
3 =1

est finie. Considérons alors (X¥);<r<, un tableau triangulaire infini de variables aléatoires réelles
tel que, pour tout n > 1, (X}, ..., X") a pour loi iy p, la mesure de densité

1
ZH,n

($17"' 7$n) — exp (H (:El T4 T, l’% +oe +$3u 1'111 +oe +l’i)) ]]‘{x§+---+x%>0}

par rapport a p®™. Nous posons

Sp=X 4+ X" T, =(XD2+-- (XM et U,=XH'+. . XML

n n
Nous avons le théoréme suivant :

Théoreme X.11. Supposons que H et p vérifient les hypothéses X.5, ainsi que les hypo-
theses X.8 ou X.9. Notons o2, juy et g les moments d’ordre 2, 4 et 6 de p. Alors, sous RHonps
(Sn/n, Ty /n, Uy /n) converge en probabilité vers (0,02, juq).

De plus, si p vérifie la condition de Cramér

Ya > 0 sup <1

[[(st,u) || Zex

/ ezserztz +iuz dp(Z)
R

alors, sous fifn,p,
2 9, \/0 g S1\Y/6 _/1\7! 6
& _ ﬁ _=n j_} - (= exp —S— ds.
2 5 o2n5/6 n—sco \ 2 6 18

Nous verrons a la proposition X.13 que, si p admet une composante absolument continue, alors la
condition de Cramér est vérifée. Le théoreme 1.8 est exactement le théoreme précédent appliqué a
2 1 zatyd

T
H:(x,y,2) €0 — — + —
(@,y,2) 2y+12y9—|—a:10—|—za:4y4

qui vérifie les hypotheses X.5 et X.9 d’apres les résultats du paragraphe 28.c).

Démonstration. La mesure 0, ,, la loi de (S, /n,T,/n,U,/n) sous iy, vérifie

/ 6nF(m,y)+an(x,y,z) dD;7L,p ($, n Z)
VAEBgs O ,p(A) = 2204

/@* e @Y HnBn(29:2) g (g )
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Soit U un voisinage ouvert de (0,02, 4) dans R3. La proposition X.10 entraine que

1 ~
limsup —Infg,, ,(U°) = limsup / enF @y tnln(@y2) g (1 y. 2)
n—+oo N n—+oo JenUe

1 ~
— liminf — ln/ enF @y Ann(z.9.2) gy (1 y,z) < 0.
n—+oo n o

Ainsi il existe € > 0 et ng € N tels que 0p,,,,(U¢) < e pour tout n > ng. Par conséquent, pour
tout voisinage U de (0,02, j14),

- Sn T, U,
lim Jirgn, (< I ) e Uc) 0
n—+oo n n n

Cest-a-dire, sous fin p, (Sn/n, T/n, Uy /n) converge en probabilité vers (0,02, uy).

Montrons maintenant le résultat de fluctuations. La proposition X.6 nous assure que sur un
compact K de A; dont l'intérieur contient x* = (0,02, j14), il existe ng > 1 tel que I, — F — R,
admet un unique minimum sur K en z*. Nous allons appliquer le théoreme VI.6 a 1,,, ¥ et la

suite (¢Yn)n>n, OU
V(az,y,z) € R? 1/’(937%2) = (F+Rno)(x7yaz)]l@*(x7yvz) - 00]1(9*)6(33»%2)7

Vn > ng V(.Z’,y, Z) € R? ¢n(x7ya Z) = (F + Rn)(x,y,z)ll@*(:v,y,z) - OOﬂ(@k)c(.ﬁU,y,Z)

Nous avons bien que v, < @ pour tout n > ng, et que

/RSeXp (nwn (E, L4 E)) dv) (v, y,2) = /@exp (n(F + R,) (%, g, E)) dv (z,y,2) = Zun

n'n’'n n'n

est finie. La mesure 1,, vérifie la condition de Cramér. Il nous reste a vérifier que les autres
conditions des hypotheéses VI.5 sont satisfaites. La proposition X.6 entraine que, pour tout
(z,y,2) € R?,

x oy z R L
/6’ \/n \/n/+’“4> S

et il découle de la proposition X.4 que, au voisinage de (0,02, 14),

n@—F—R@( +0?,

5ui — 20°p6 g

2
qly — 0%z — pa) + 180014

vn > o ¢n(l‘,y, Z) > (Io —F—R)(l’,y,Z) >

DN | =

Ainsi 'hypothese (b) est vérifiée avec z* = (0,02, ), t* = 0, a1 = 6, as = ag = 2 et Papplication
polynomiale p donnée par le polynéme

5p3 — 20° g

Ensuite la derniere hypothése du X.5 et I'inégalité des accroissements finis nous assurent qu’il
existe 7 > 0 et 7,3, M > 0 tels que, pour tout (x,v, 2, s,t,u) € RS et pour n assez grand,

@,y — 0% 2= )|l < B, lI(s.t.w)ll < B = |Ru((w,y,2) + (5, t,u)) = Ru(z,y, 2)| < n”|[(s, 8, w)l,

@,y — 0%z = pa)|| <7, [[(s,t,0) | < v = [F((2,y) + (s,1)) = F(z,y)| < M||(s,t, )
et, quitte a réduire /5 ou r, supposons que = r. Donnons-nous 1 > 0. Si ||(s,t,u)| < n alors,

pour n assez grand,

(s,t,u)|| <6

n‘r+2
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et donc
’(F+R)<+ Sy — a4 “) (F+ Rz, 2)
sup n X Q,Z/ T 272; 492 - n )\ T, Y, 2
(25—, 2—pua) | <8 nr nrt nrt
ll(s;t,u)[|<n
1 Mn n 1
S MHW(S,t,U) —i—nT W(s,t,u) S nT+2 + ﬁ n—:>ooo <n> .

Ainsi 'hypothese (c¢) de VL5 est vérifiée avec m = 7 + 2. Enfin la proposition X.10 nous
assure que 'hypothese (d) est vérifiée. Le théoreme VI.6 implique alors que, sous fif,,,, le
vecteur (Sn/n5/6, (T — no?)/v/n, (Un — nps)/+/n) converge en loi vers la mesure de probabilité

de densité ) )
DUy — 207 g
€xXp <—490014$6 —q(y,2)

buj — 20° s g '
/R3 exp (—900145 —q(t,u) | dsdtdu

(z,y) —

En particulier, sous fifp,,

(,uﬁ B 2;16> Ve g, z,  exp (—2°/18)

2 21,5/6 n—oo :

g o o3/ n /exp (—36/18) ds
R

D’ott le théoreme. O

b) Cas ou p admet une densité

Lemme X.12. 57 p est une mesure de probabilité admettant une densité f par rapport a la
mesure de Lebesgue sur R alors V,’f’ admet une densité fs par rapport a la mesure de Lebesgue
sur R3. De plus, pour tout p € [1, 400,

P dodde — (2) FP(@) 2 (w) f(2) e
I e O B W remor e e e S

Démonstration. Soit ® une fonction mesurable positive sur R?. Nous avons

/Rg (z,y,2) dV:;g(x,ya z) = /]1%9 O (u1 + ug + ug, v1 + v2 + v3, w1 + wa + w3)
X du,,(u1,v1,wy) di,,(u2, v2, we) du,,(us, v3, w3)
= [ @yt s i+ Pty ) ) )1 G) do dy
Nous allons effectuer le changement de variable donné par la fonction
¢ (2,y,2) ER¥ v (x+y+2,2% +y* + 22 2% +yt + 2.

Il s’agit d’une fonction de classe C'' sur R3. Déterminons son Jacobien : pour tout (x,y, z) € R3,

1 1 1 1 0 0
Jacyyp=det | 2o 2y 2z | =8det| z y-—x z—x
423 4y3 423 a3 y3 —axd 233

8 ((y—0)(* — %) — (= — D) (5 — %)

8((y—2)(z—2)(2® + 22 +2?) — (z — 2)(y — 2)(y* + 2y + 2?))
=8(y—x)(z —x) (22+xz+:v2—y2 —xy—:cg))

8(y —x)(z —2)(z — y)(z +y + 2).
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Notons § = { (z,y,2) ER*:x+y+2=0} et
H=SU {(x,y,z)€R3:x:y}U{(m,y,z)ERgzx:z} U {(:z:,y,z)ER?’:y:z}.

L’ensemble H est I'union de quatre hyperplans sur lesquels le Jacobien de ¢ est nul. Notons
ensuite

O1={(z,y,2) eERNS:x <y <2}, Oy = {(z,y,2) ERNS:x <2<y},

O3 ={(z,y,2) ERN\S:y<z <2z}, Oy={(z,y,2) eERN\S:y<z<uz},

Os ={(z,y,2) ERAN\S: 2 <z <y}, O ={(2,y,2) eERN\S:z<y<z}
Les six ouverts Oy, ..., Og forment une partition de R3\?. Sur chacun de ces ouverts le Jacobien
de ¢ est non nul. De plus I’ensemble H est négligeable pour la mesure de Lebesgue sur R? donc

6

| o2t =3 [ S o) @i dedydz

i=170i
6

= Z/O @(go(a:,y,x))g(:c,y,z) }Jac(z,y,z)sp‘ dx dydz,
i=1 @

oil g est la fonction définie sur R*\’H par

f(x)f(y)f(2)
8(z+y+2)(x—y)(y—2)(z—x)|

V(z,y,2) ERN\H  g(z,y,2) = ,

Sur chaque ouvert Oy, i € {1,...,6}, la fonction ¢ est de classe C! et son jacobien ne s’annule
pas. Pour pouvoir appliquer le théoreme d’inversion globale, il faut s’assurer que ¢ est injective
sur chacun de ces ouverts. Soient (u,v,w) € R3 tel qu'il existe (z,y,z) € R3\H vérifiant
(u,v,w) = p(zx,y, z). Nous avons alors

rT+y=u—=z x2—|—y2:v—z et x4+y4:w—z4.

Cherchons une équation polynomiale vérifiée par z. Nous avons
($+y)2 (:132 +y2) =zttt 222 208y + 20 =2t + oyt + 22y (a:y+:1:2 +y2)

(x+y)? + 22 + ¢
5 .

=2t +yt+ (2 +9)° - (@ + 7))

Ainsi
(u—2)2 +v—22
5 .

(u—z)? (v—22)=w—z*+ ((u—z)2—v+22)
En développant, nous obtenons

ut 2

4u23—4u2z2—|—2u(u2—v)z—|—u21}—?—l—E—w:(].

Or (z,y,2) ¢ H donc u = +y+ 2 # 0 et donc P, . (2) = 0 avec

U2 —v uv u3 ’U2 w

> XTI TR Tse

Plupwy =X> —uX?+

Le raisonnement est symétrique en z, y et z donc nous obtenons que Py, ) (%) = Py v,w)(y) = 0.

Soit i € {1,...,6}. Nous venons de montrer que, si (u,v,w) € R3 est tel qu’il existe (x,y, 2) € O;
vérifiant (u,v,w) = ¢(x,y, z), alors z, y et z sont les racines de Plyv,w), polyndome unitaire de
degré 3. Nous en déduisons que ¢ est injective sur O;. Par conséquent, d’apres le théoreme
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d’inversion globale (cf. théoréme 3.8.10 de [56]), pour tout i € {1,...,6}, Papplication ¢ est un
Cl-difféomorphisme de O; sur ¢(0O;). Notons ¢; ' son inverse.

Les roles symétriques de z, y et z dans 'expression de ¢ entrainent que les ouverts ¢(O;),
i € {1,...,6}, sont tous égaux a un méme ouvert que nous notons Y. De plus, pour tout
(u,v,w) € U, les coordonnées des goi_l(u, v,w), i € {1,...,6}, sont les mémes & une permutation
non triviale pres. Par conséquent

Vie{l,...,6} gocp;l:gogofl.
Effectuons alors le changement de variable donné par ¢ sur chaque ouvert O; :

6
D(x,y, 2z dl/.*3 T,Y,2) = /
/]R3 ( ) p( ) z; »(O

1

P (u,v,w) g o p;  (u,v,w)dudvdw.
)

k3

Les remarques précédentes sur la structure symétrique de ¢ nous assurent que
[ 22 w2 = [ ®vw)6g0 or v )t v, w) dudo du.
R3 R3

Nous en déduisons que 1/.”;3 admet pour densité f3 =6go <pf1 X 1y, par rapport & la mesure de
Lebesgue sur R3. Enfin, pour p € [1,400[, nous avons

/ I (u, v, w) dudv dw = 6p/ (go gpfl(u,v,w))p du dv dw.
R3 u
Effectuons le changement de variable donné par cpl_l :

T2 (u, v, w) dudv dw = 6p/ 9’ (x,y, z) ‘Jac(x’y’z)cp} drdydz.

R3 0O;

Par symétrie, nous pouvons encore écrire

6
/}R3 I3 (u,v,w) dudv dw = 6P~ 1 Z/O g’ (z,y, 2) ‘Jac(x,y%)(p‘ dx dydz
i=1 7 0i
=Pt /R3 9’ (z,y, z) ‘Jac(%yjz)go’ drdydz.

puisque H est négligeable pour la mesure de Lebesgue sur R3. Ceci termine la démonstration du
lemme. O

Nous pouvons montrer alors un résultat analogue a la proposition VI.9 :

Proposition X.13. Si p est une mesure de probabilité sur R qui posséde une composante
absolument continue alors

Ya >0 sup
ll(s,t,u)l|>ex

/Reisz—l-itz2+iuz4 dp(z) < 1.

Démonstration. Supposons que p = apge + bpg + cps, out a > 0, pge est une mesure de
probabilité, pg une mesure de probabilité discréte et ps une mesure de probabilité singuliere sans
atomes. Nous ne pouvons pas appliquer la proposition VI.8 directement car 1,, n’admet pas de

ez ~ 3 <z s
densité. Cependant, le lemme X.12 entraine que 1;;° admet une densité f3 par rapport a la
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mesure de Lebesgue sur R?. Nous pouvons écrire p*3 = a3p:2 + (1 — a®)n, ot 1 est une mesure

de probabilité sur R?. Nous avons

3
/ eisz+itz2+iuz4 dp(z)
R

/RB eis(w+y+z)+it(x2+y2+32)+iu(x4+y4+z4) dp(l’) dp(y) dp(z)

. . — 4

< a3 / eis(@ty+2)+it(z® +y? +2%)+iu(z +y' +2 )dng(x’ y,2)| + (1 — a3) / dn(z,y, 2)
R2 R3

< a3 / eisx-i—ity-i—itz dV;fc (.%', v, z) +1— CL3.
R3

Par conséquent
sup / elserztz +iuz dp(Z) < a3 sup / ezsx+2ty+ZUZf3 (U, 1)) dx dy dz| +1 — a3.
I(s,it,w)|>a |JR l(situ)l|=o |/ R

La proposition VI.8 implique que le supremum dans le terme de droite de 'inégalité ci-dessus est
strictement inférieur a 1. D’ou la proposition. ]

Supposons que f est bornée. Nous terminons en montrant qu’alors il existe p € |1, 2] tel que

/ Bz, y, 2)dedydz < +oo.
]R3

Soit p > 1. D’apres le lemme X.12, il faut et il suffit de montrer que

/ fP(x) fP(y) f7(2)
R [z +y+2) (2 —y)(y —2)(z —2)|

L’inégalité de Young nous assure que

Y(a, b, c,d) €]0, +-oo[* Lty b, b b,
a,b, c 00 = - l=+=+=+—=].
T ’ abed — 2 \(ab)?2  (cd)?2) — 4 \a* b+ A d*
Il découle de cette inégalité et de la symétrie de I'intégrale en x, y et z que

/ fP(@) P (y) 7 (2)
B [(z+y+2)(@—y)(y—2) (-2

5 dx dydz < +o0.

1
drdydz < 1 (I1 +311),

avec

POPOPE) o o [ PEWPE)

L =
RS |z +y + 24P R |z —ytPY

drxdydz.

En faisant le changement de variable (x,y, z) — (x + y + z,y, z), nous obtenons

fP(u—v —w)fP(v) f£(w)

L = - ‘u’4(p_1) du dv dw
Py — v — P(y) fP
B I SO
[—1,1]xR2 |u (r—1)
Py — v — w) FfP(v) fP
N B ST P
[—1,1]e xR2 |u|HP~D)

fP () [P (w)
< I fI15 /[1,1]xR2 W du dv dw + /[1,1}Cx1R2 fPlu—v—w)fP(v)fP(w) dudvdw.

Le théoréme de Fubini implique que

h <1 ( / W‘?ﬁ) ([rww) + ([ rew)



190

Nous avons

Pl) de = Pl () f(2) da p—1 x) dx 00
[ #wae= [ s < [ e <

et la fonction u — |u|*(7P) est intégrable sur [—1, 1] si et seulement si 4(p — 1) < 1, c’est-a-dire
p < 5/4. Par conséquent, si par exemple p = 6/5, alors I < +o00. Nous montrons de méme
qu’alors Iy < +o0.

Nous avons montré que 1/,’;3 admet une densité f3 € L6, La proposition II1.23 nous assure
alors que les hypotheéses du théoréme II1.17 sont vérifiées. Ainsi nous pouvons montrer, de fagon
analogue au paragraphe 15, que si p admet une densité paire et bornée et si H et p vérifient les
hypotheses X.5 et X.9, alors, sous [y n,p,

2 oug\ S y (SI\YC 1\ 6
I I R N - N A T G
o2 5 02n5/6 n—oo \ 2 6 18
C’est un cas particulier du théoreme X.11.

30 Tuer le terme en 2%, 28, ..., 2%, ...

Soit k > 4. Notons 1, la transformée de Cramér de (Z, 2%, Z%,...,Z?*=2), oil Z est une variable
aléatoire de loi p. Nous aimerions trouver une grosse classe de mesures de probabilité p sur R
telles que :

x 11 existe une fonction d’interaction Hj, de R* dans R telle que, pour tout n > 1, la fonction

1
Gnk: (Y1,92, - Y2k—2) — L(y1, Y2, . - -, Y2k—2) — EHk(nyhnyQa ey NY2k—2)

admet un unique minimum en (0,02, g, ..., fok—_2), Ol 02, 4, ..., lgk—2 sont les moments
successifs de p. De plus

Zn,k:/ exp(Hk(x1+-"+xn, x%+-'-+xi,...,x%k+~-—i—xik>) Hdp(:z:i)<+oo.

* Il existe A, > 0 et une fonction ¢ de R¥~! dans R vérifiant
/ e~k (Y2, Y28—2) /2 dys ... dysj—s < 400
R

et telle que, au voisinage de (0,02, fi4, .. ., fok—_2),

G (Y1, Y25 Y2k—2) ~ ARyt + qr(y2 — 02, ... yor—2 — Hok—2).

Dans ce cas, nous considérerions (X}')1<x<n un tableau triangulaire infini de variables aléatoires

réelles tel que, pour tout n > 1, (X},..., X7?) suit la loi
1 n
7 exp(Hk(x1++xn,x%++x%,,x%k—i—-i-xik))Hdp(xl)
n,k .
) =1

Nous posons S, = X{" + -+ X’ pour tout n > 1. En utilisant les mémes arguments que dans
les paragraphes précédents, nous pourrions montrer que

o o — Ay d — Apa?*) da.
1172k 5 oo </RGXP( kY~ dy exp(—Agz™") dx

Malheureusement la preuve d’un tel résultat ne semble pas accessible avec les techniques employées
jusqu’a présent, et ce pour plusieurs raisons :
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* Afin d’obtenir le développement de G, 1, dans le cas ot k = 2 ou 3, nous avons mené des
calculs tres longs et fastidieux. Bien siir nous pourrions faire des calculs analogues pour k = 4,
puis k = 5, ... Mais cela serait trés compliqué et surtout pas raisonnable si nous ne trouvons
pas une facon de déterminer la variable Ay pour tout k£ > 4. De plus nous n’avons pas compris
pourquoi, pour k = 2 ou 3, les termes dont « nous ne voulons pas » dans le développement de
Gy 1 s’annulent.

* Pour k£ = 3, il existe des mesures de probabilité pour lequelles Ay est strictement négative.
Dans le méme ordre d’idée, il se pourrait qu’il existe kg > 4 tel que Ay, < 0 pour toute mesure
de probabilité. Dans ce cas, Gy, 1, ne pourrait pas admettre un minimum en (0, 02, gy .. fhok—2)
et nous devrions trouver un nouveau critere sur Hy, afin de contourner ce probleme.

* Avec la fonction d’interaction « naturelle » dans le cas k = 3, nous n’avons pas pu prouver
que Gy 3 admet un unique minimum en (0, a2, i4) (alors que nos simulations nous poussent &
conjecturer que c’est le cas pour de nombreuses mesures de probabilité). Nous avons di forcer la
fonction d’interaction & avoir le comportement voulu en introduisant certains criteres. De plus le
candidat que nous proposons pour H est plutét compliqué. Nous n’avons pas réussi non plus a
faire des simulations numériques convaincantes avec notre modele modifié (alors que nous 1’avons
traité théoriquement) : la convergence est trop lente car

ne devient négligeable que pour n tres grand.
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Dans le premier paragraphe de ce chapitre, nous présentons des résultats généraux sur les
dynamiques de type Metropolis ou Glauber qui permettent de construire des chaines de Markov
dont la loi stationnaire est une mesure de Gibbs. Nous exposons aussi quelques théoréemes de
convergences de suites de chaines de Markov. Ces résultats nous permettent d’emmener ce chapitre
dans plusieurs directions : dans le paragraphe 32, nous construisons la dynamique de Glauber
pour le modeéle d’Ising Curie-Weiss. Il s’agit d’un tableau triangulaire infini (X%(5), j € N)j<p<p
de processus stochastiques tel que, pour tout n > 1,

((X2G).- . X2()). 5 € N)

est une chaine de Markov admettant p, g, la mesure de Gibbs du modele d’Ising Curie-Weiss a
la température inverse § < 1, pour unique mesure invariante. Nous montrons des théoremes de
fluctuations permettant d’identifier le comportement critique typique d’un modeéle dynamique de
type Curie-Weiss. Dans le paragraphe 32, nous construisons la dynamique de Glauber pour notre
modele d’'Ising Curie-Weiss de criticalité auto-organisée et nous montrons un théoreme de type
loi des grands nombres dans un cas particulier. Enfin, dans le paragraphe 34, nous utilisons la
dynamique de Metropolis pour obtenir les simulations numériques a l'origine des histogrammes
présentés dans les paragraphes 3.c) et 26.a).
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31 Une chaine de Markov dont la loi stationnaire est une mesure
de Gibbs

a) Le principe de la dynamique de Metropolis

Soit F un ensemble au plus dénombrable et soit H une fonction de E dans R telle que

Z = Z exp(H(z)) < +oc.

En général le calcul de Z n’est pas accessible et il devient donc tres difficile de simuler une
variable aléatoire & valeurs dans E et de loi 71, avec

exp(H (x))

Ve e E m(x) = 7

Une méthode générale pour traiter ce probleme a été introduite par Metropolis et co-auteurs [43],
et étendue par Hastings [36]. L’idée est de construire une chaine de Markov d’espace d’état F,
de matrice de transition P et dont la loi stationnaire est . Pour cela, une condition suffisante
est que cette chaine de Markov soit réversible par rapport a m, c’est-a-dire

V(z,y) e B w(z)P(z,y) = n(y) Py, z).
Cette condition est équivalente a
V(z,y) € B P(y,z) = P(z,y) exp(H(y) — H(x)).

Nous remarquons tout de suite que Z n’intervient pas dans la définition de la chaine de Markov.
Afin de la construire, voici I'algorithme de Metropolis :

* Donnons-nous une matrice de transition (k(z,y))(,)ep2 composée de réels positifs et appelée
matrice de proposition, ainsi que des probabilités d’acceptation a(z,y), (z,y) € E2.

* Si a un instant j donné la chaine prend une valeur x € F, alors une nouvelle valeur y est
proposée selon la loi k(z, -). A Uinstant j + 1 la chaine prend la valeur y avec probabilité a(z,y)
(acceptation de la nouvelle proposition) et garde la valeur x avec probabilité 1 — a(x,y) (rejet de
la nouvelle proposition). Il s’ensuit que

V(r,y) € BY a#y  P(ry) = w(z,y) alz,y).
Pour que la condition de réversibilité soit vérifiée, il suffit donc que

aly,z) _ exp(H(y)) r(y, x)
a(z,y)  exp(H(x)) r(z,y)

V(z,y) e B>, z#y

Pour simplifier, supposons que r(z,y) = £(y, z) pour tout (z,y) € E%. Le choix pour « corres-
pondant & la dynamique de Metropolis-Hastings est

V(z,y) € B> o(x,y) = exp(min{0, H(y) — H(z)}).

Un autre choix, correspondant a la dynamique de Glauber ou heat-bath, est

) _ 1
V(az,y) ek O‘(x’y) T 14 exp(H(l’) - H(y)) ‘

1. Dans la littérature, nous rencontrons généralement la convention suivante : 7 est telle que

VeeE  mx) = %ZH@”)) o 7= exp(—H(y)).

La fonction H est alors appelée Hamiltonien.
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Elle est fréquemment utilisée pour construire une dynamique associée au modeéle d’Ising a la
température T' > 0 : a chaque site ¢ du réseau R considéré est associé une variable aléatoire
x; € {—1,1}. L’ensemble F = {—1,1}® est alors I’ensemble des configurations = = (z;);cr et la
fonction H est définie par

1
Ve e E H(a:):f Z Tixj,
{i.j}eR?
i~

ou la somme est prise sur toutes les paires de sites voisins. Dans le cas du modele d’Ising
Curie-Weiss a n particules et a la température T' > 0, la fonction H est définie par

1 n)?
Vo € {—1,41)" H(:U):ﬁ(”“+ n” )’

Pour ces modeles, une version alternative de ces dynamiques est souvent utilisée, consistant a ne
mettre & jour qu'une seule coordonnée a chaque étape de ’algorithme. Nous renvoyons a [55]
pour I’étude de la dynamique de Glauber associée au modele d’Ising.

Notons que cette méthode se généralise pour construire une chaine de Markov a espace d’état
inclus dans R", n > 1, dont la loi d’équilibre admet une densité proportionnelle a exp H par
rapport a une certaine mesure de probabilité de référence sur R"™ quelconque. C’est ce que nous
allons voir dans le paragraphe suivant.

b) Cas général

Nous présentons une version générale des dynamiques décrites dans le paragraphe précédent
(dans une généralité nous permettant de traiter ensuite le cas de notre modele d’Ising Curie-Weiss
de SOC). Soit n > 1. Donnons-nous :

* une mesure de probabilité p sur R qui n’est pas la masse de Dirac en 0,
x un borélien X de R™, inclus dans le support de p®" et tel que p®"(X) > 0,

* une fonction H mesurable sur X et a valeurs réelles vérifiant
ZnHp = / exp(H (z1,...,2,))dp(x1) -+ dp(zy) < +00.
X

Notons que, si x ¢ X, alors nous pouvons poser H(z) = —oo et l'intégrale ci-dessus devient une
intégrale sur tout R™. Enfin supposons que H n’est pas la fonction nulle p®™-presque partout.

Nous allons construire une chaine de Markov (X,,(j), j € N) d’espace d’état X et dont la loi
stationnaire est la mesure de Gibbs p, 7, :

1

Zn,H,p

exp(H(x1,...,xn)) Ly (z1, ... 20) dp(z1) - - - dp(zy).

Pour cela, nous nous donnons :

i) des lois de proposition : soient k1, ..., kK, des fonctions mesurables et strictement positives sur
X x R telles que

Vie{l,...,n} Ve e X /fii(x,u)dp(u) =1.
R

it) des fonctions d’acceptation : soit ¢ une fonction mesurable sur [0, +o0o] & valeurs dans [0, 1]
qui ne s’annule qu’en 0 et qui vérifie

Vu e R0} o(u) = ugp (i) .
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Pour chaque ¢ € {1,...,n}, nous définissons «; la fonction d’acceptation de coordonnée i par

exp(H (y)) ki(y, l‘z’))
exp(H (z)) ki(w,yi) )

VeeX VyeR" ai(m,y)—¢<

Nous avons ¢(0) =0 donc, si z € X et y ¢ X, alors o;(z,y) = 0. Autrement dit, dans la chaine
de Markov, un état x € X’ ne peut pas passer a un état y ¢ X ou H(y) = —oo : c’est attendu
dans la mesure ou la loi d’équilibre visée ne charge pas un tel y. Deux exemples de telles fonctions
sont ¢, et ¢, définies sur R par

z

Vz e R gog(z):1+z

et ©m(z) = min(1, z).

Comme nous 'avons évoqué dans le paragraphe précédent, le choix de ¢ = ¢y, correspond a la
dynamique One-at-a-time Metropolis-Hastings ou encore Metropolis-within-Gibbs. 11 est étudié en
détail dans le paragraphe 4 de [49] dans le cas ou p admet une densité par rapport a la mesure
de Lebesgue. Le choix de ¢ = ¢, correspond a la dynamique de Glauber ou heat-bath.

Pour tout j € N, nous notons

Xo(5) = (Xals), - X0 (9))-
La chaine de Markov (X,,(j), j € N) est définie selon ’algorithme suivant :

Algorithme XI.1. Nous posons X, (0) = xy pour un certain o € X. Ensuite, pour tout j > 1,
nous construisons la variable aléatoire X,,(j + 1) de la fagon suivante :

(a) Une coordonnée i est choisie selon la loi uniforme dans {1,... ,n}.

(b) Une wvariable aléatoire Z; est choisie selon la loi k(X (j),y)dp(y). Nous définissons le
vecteur aléatoire Y (j) = (Y1(4),...,Yn(j)) sur R™ par

. Z; st k=1,
Vk e {1,...,n} Yk(]):{Xij) i kti

(c¢) Nous posons

X0 +1) = Y (j) avec probabilité o;(Xn(5),Y (4)),
n\J | Xn(y) avec probabilité 1 — a;(Xn(5),Y (4)),

i.e., le changement de la coordonnée X' (j) en Z; est accepté avec probabilité o;(X,(5),Y (j)) et
refusé avec probabilité 1 — a;( X, (4), Y (4)).

La suite (X,(j), 7 € N) est alors une chaine de Markov de noyau de transition

1 n
Qn - E z; Qn,ia
1=

ou, pour tout ¢ € {1,...,n}, Qn,; est le noyau de transition correspondant aux étapes (b) et (c)
de I'algorithme quand la coordonnée i a été choisie. Nous allons I'expliciter.

Pour tous 2 € R" et 7 € {1,...,n}, notons = = (z1,...,2,) et
VzeR Ti(2) = (T1y oy i1, 2y i1y - o vy T
Soient i € {1,...,n}, z € X, A € By et j € N. Nous avons

. . 1 donnée i
Qui(e, ) =P(Xu(+1) € A| Xo(j) =0 et M cgordpunbet)
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Pour simplifier, nous décomposons :

Qni(z,A) = Qn,i(z, AN{z}°) + LacaQn,i(z, {2}).

Si X, (j) = x et si la coordonnée i a été choisie, alors X, (j +1) € AN {x}° si et seulement si
une variable aléatoire Z; # x; a été choisie selon la loi k;(x, 2) dp(z) avec Z;(Z;) € A et sile
changement a été accepté. Ainsi

il AN ) = [ Bareaoile, (o) e ) dot2)

Ensuite

Qni(z,{z}) =1—Qni(z, X N{x})=1- /]R\{ | ai(z,7i(2)) ki(x, 2) dp(z)

car a;(x,%;(z)) = ¢(0) = 0 pour tout z € R tel que z;(z) ¢ X. Nous en déduisons que, pour
toute fonction f continue bornée sur X,

Vee X Quf(z) = Z / (@(2)) — (2) i, Bl2)) i, 2) dp(2).
Théoréeme XI.2. La mesure pi, m,, est invariante pour la chaine de Markov (X, (j), j € N)
définie par l'algorithme XI.1. Plus précisément elle est réversible.

Démonstration. Soient A et B dans By. Nous avons

/Qn z, A) dpn (2 Z/ Qui(z, A) dpin, 11 p ().

Soient i € {1,...,n} et x € X. Par construction, nous avons
VzeR exp(H (z)) ai(z,7i(2)) ki(x, z) = exp(H (Z4(2))) ai(Zi(2), x) ki (Zi(2), x4).

Ainsi

/B Qui(w, AN {2}) dpin 11, (2)

eXE(H(@) dp(1) -+ dp(an) dp(z)
n,H,p

exp(H (7i(2)))
Zn,H,p .

—/R ., Leenlsyealara ai(z, 7i(2)) ki(z, 2)

= /Rn+1 Toenls,(s)ealzne; @i(Ti(2), ) Ki(Zi(2), 24) p(x1) - -+ dp(wy) dp(2).

Nous allons renommer les variables dans 'intégrale ci-dessus : pour z € R™ et z € R, notons
u=x;, Y = 2 et y; = x; pour tout j # i (si bien que z;(2) =y et x = y;(u)). Nous obtenons

/B Quilw, A0 {23°) dptn 1 ()

exp(H (y))
Zn H,p

exp(H(y)) / -
= D S AR 1 (e (Y, yi(uw)) Ki(y, dp(y;
/A Zn7H7p R\{yz} yl( )EB <y y ( )) y H p y

= /AQm(y,B NA{y}9) dpin,m,0(y)-

= /R . Ly, wyeBlyealuzy, ai(y, vi(w)) ki(y, u) dp(y1) - - - dp(yn) dp(u)
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Ensuite

/B Lo AQu i, {2}) dptn 11,5 (x) = /A Lo 5Qni(z, {2}) dpin g1 (),
si bien que

/inx A)d,uan /anz-r B)dMan( )

Cela est valable pour tout i € {1,...,n} donc

/QnmAd,uan /anBduan()

Ainsi pip, p, est réversible pour la chaine de Markov (X,(j), j € N). En prenant B = X, nous
obtenons

/ Qn Z, A dMnH,p /Qn Z, X dNan( ) Nn,H,p(A)y

c’est-a-dire que pp g, est invariante pour la chaine de Markov (X, (j), j € N). ]

Dans le cas oll p est une mesure discréte et X est égale au support de p®™, la chaine est irréductible.
En effet la probabilité de passer d’un état x a un état y en moins de n itérations de la chaine est
strictement positive (il suffit de changer la coordonnée x; en yi, puis z2 en yo, etc.). Puisqu’elle
admet une distribution invariante, elle est donc récurrente positive. Enfin il est immédiat que la
chaine est apériodique. Ainsi X,,(j) converge en loi vers u, g, quand j tend vers +oo.

Si p est quelconque, nous rencontrons des chaines de Markov a espaces d’état généraux, pour
lesquelles les notions d’irréductiblité, de récurrence, et de périodicité sont différentes du cas des
chaines de Markov a espace d’état au plus dénombrable (cf. [52] et [35]). Nous nous référons aux
sections 4 et 5 de [49] pour une étude compléte de (X,,(j), 7 € N) dans le cas o ¢ = ¢, X
est un ouvert de R™ et p admet une densité par rapport a la mesure de Lebesgue sur R. Nous
utilisons d’ailleurs ces résultats pour légitimer nos simulations (cf. paragraphe 34).

Nous verrons, dans le paragraphe 33, que (X,,(j), j € N) est p®"-irréductible et apériodique dans
le cas d’un modele dynamique d’Ising Curie-Weiss de SOC (utilisant ¢ = ¢).

c) Convergences de suites de chaines de Markov

Dans ce paragraphe, nous énongons quelques résultats généraux sur les convergences de suites de
chaines de Markov qui sont essentiels pour la preuve des théoremes limites que nous montrons
dans ce chapitre.

i) Convergence en probabilité

Nous commencons par énoncer le théoreme 4.7 de l'article [39] de Thomas G. Kurtz sur la
convergence en probabilité de familles de chaine de Markov.

Théoréme XI1.3. Soit d > 1 et soit E un borélien de R®. Soit (Y)n>1 une suite de processus
stochastiques tels que, pour tout n > 1, (Y,(4),7 € N) est une chaine de Markov d’espace d’état
E,, € Bga inclus dans E et de noyau de transition p,. Nous supposons qu’il existe deux suites
(an)n>1 et (en)n>1 dans 10, +oo[ telles que

lim «, = 400, lim ¢, =0,
n—-+o0o n—-+o0o

sup sup an/ ly — || pn(z, dy) < 400
n>1 xe€FEy, En

et
lim sup an/ Lyy—z|>en lly — || pn(x, dy) = 0.
En

n—+00 wGEn
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Pour tout n > 1, nous définissons la fonction F, sur E, par

Ve € E, F.(z) = an/ (y — ) pp(z, dy)

n

et nous supposons qu’il existe M > 0 et une fonction F définie sur E d valeurs dans R? telles que
V(r,y) € B> ||F(z) = F(y)l| < M|z —y],

et vérifiant
lim sup |F,(z)— F(z)| =0.

n—-+4oo x€En,

Donnons-nous mg € E, T >0 et Y(-,mg) une fonction de [0, T] dans E vérifiant Y (0, mg) = myg

et
vt € [0,T] aa}t/(t,mo) = F(Y(t,myp)).

Si Yn(0) converge en probabilité vers mgy quand n tend vers 400, alors

V6 >0 lim IP’( sup

Yo(lt/en]) — Y(t,m0)| > 5) —0.

Nous appliquerons ce théoreme pour montrer des lois des grands nombres pour un modele
dynamique d’Ising Curie-Weiss (cf. paragraphe 32) et un modeéle dynamique d’Ising Curie-Weiss
de criticalité auto-organisée (cf. paragraphe 33).

ii) Convergence en loi

Supposons que E est un espace métrique localement compact, muni de sa tribu borélienne.
Notons Cy(E) 'ensemble des fonctions continues f de E dans R qui tendent vers 0 a l'infini,
c’est-a-dire, pour tout € > 0, il existe un compact K. de E tel que |f(z)| < € pour tout x € E\ K.
Nous le munissons de la norme || - ||o, si bien qu’il s’agit d’un espace de Banach. Nous notons
D([0,400[, E') l'espace de Skorokhod, constitué des fonctions de [0, +00[— E continues a droites
avec des limites a gauche (cadlag en abrégé).

Le théoréme suivant permet d’établir la convergence en loi de fonctions de suites de chaines de
Markov d’espace d’état inclus dans E vers des processus de Markov. Il fait appel aux notions
de semi-groupes de transition de Feller et de leur générateur. Nous renvoyons pour cela aux
chapitres 1 et 4 de [27].

Théoréeme XI.4. Soit EE un espace métrique localement compact et séparable. Pour tout n > 1,
nous nous donnons :

* un espace métriqgue E, muni de sa tribu borélienne B,
* une fonction n, mesurable de E, dans F,

* une chaine de Markov (Y, (j), j € N), d’espace d’état E,, et de noyau de transition fi,.

Soit (en)n>1 une suite dans |0, +oo[ qui tend vers 0 en +o00. Pour tout n > 1, nous introduisons
 Un(t) = 0 (Ya([t/en])) pour tout t >0,

*x A, Uopérateur linéaire sur B(Ey,) défini par

Vi€ B(E)) VeeB, Auf(z)= - / (F@) = F(2)) (e, dy).

€n

n
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Soit (Q¢, t > 0) un semi-groupe de transition de Feller sur E de générateur A. Supposons qu’il
existe D C Co(E) un core® pour A tel que, pour tout f € D, il existe une suite (f,)n>1 vérifiant
fn € D(A;) pour tout n > 1 et

lim  sup |fn(x) — fon,(z)] =0, lim sup |A,fu(z) — (Af) onn(z)| = 0.

n—-+0o x€E, n—-+0o x€E,

Supposons enfin que (Up(0))n>1 converge en loi vers vo € My (E). Alors il existe un processus
de Markov (U(t),t > 0) sur E associé a (Q¢, t > 0) et de mesure initiale Voo € My (E) tel que

(Un(t), > 0) L5 (U(t), t > 0),

n—+o00
pour la convergence en loi dans D([0,+oo], E).

Expliquons comment ce théoréme découle de plusieurs résultats de [27]. Pour tout n > 1, nous
définissons T, sur L,, = B(E,) par

Vfe B(E,) VzekE, T.f(x) = g fly) pn(z,dy).
Nous définissons aussi (T'(t), t > 0) sur Cy(E) par

V>0 YfeB(E) VeeE  T(t)f(x)= /E 1(y) Qulz, dy).

Le semi-groupe (7'(t), t > 0) est alors de Feller sur Cyp(F) de générateur A, au sens défini a la
page 166 de [27]. Le théoréme 6.5 du chapitre 1 de [27] nous assure que

VfeCy(E) Vt>0 lim sup [T/ (f omn)(@) — (T(t)f)(mn(z))] = 0.

n—-+00 x€E,

Nous concluons alors avec le théoréme 2.12 du chapitre 4 de [27].

32 Dynamique de Glauber pour le modele d’Ising Curie-Weiss

a) Définition du modele

Donnons-nous n > 1 et 3 > 0. Nous définissons la fonction H,, g sur &, = {—1,1}" par

.. 2
Ve e X,  Hygx) = g(xl + n“f")

et la fonction ®,, 5 sur X2 par

1
1+ exp(Hy, p(x) — Hop(y))

V(z,y) € X2 ®,p5(2,y) =

La dynamique de Glauber pour le modele d’Ising Curie-Weiss, & n particules et associé a la
température inverse (3, est la chaine de Markov (X,,(j), j € N) définie par I'algorithme suivant :

1. Un sous-ensemble D de D(A) est un core pour le générateur A si, pour tout f € D(A), il existe une suite
(fn)n>1 de D vérifiant
lm |[fn— flloo =0 et lirf lAfn — Af]lc = 0.
n— [ee)

n—-+oo
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Algorithme XI.5. Nous posons X, (0) = xo pour un certain xo € {—1,1}". Ensuite, pour tout
Jj > 1, nous construisons la variable aléatoire X, (j + 1) de la fagon suivante :

(a) Une coordonnée i est choisie selon la loi uniforme dans {1,...,n}.

(b) Une variable aléatoire Z; est choisie selon la loi (6—1 + 01)/2. Nous définissons le vecteur
aléatoire Y (5) = (Y1(j),...,Yn(j)) sur R™ par

. Z; st k=1,
Vk e {l,...,n} Yk(]):{ Xij) P

(¢) Nous posons

Xo(j+1) = Y (j) avec probabilité @, s(Xn(5),Y (4)),
n\J | Xn(j) avec probabilité 1 — @, 3(X,(4),Y(5)).

Il s’agit de l'algorithme XI.1 avec p = (6—1 +61)/2, H = Hp 3, ¢ : 2 — z/(1 + 2) et, pour tout
ie{l,....n}, ki =1let oy = Py 5.

Comme nous l'avons vu dans le paragraphe 31.b), (X,,(j), j € N) est une chaine de Markov
irréductible, récurrente positive et apériodique dont I'unique mesure invariante est 1, g, la mesure
de Gibbs associée au modele d’Ising Curie-Weiss a la température 1/5. En particulier, X,,(j)
converge en loi vers i, g quand j tend vers +oo.

b) Loi des grands nombres
Pour tous n > 1 et j € N, nous posons
Sn(4) = Xp(G) + -+ + X3 (5),
ou (X,,(j), 7 € N) est la chaine de Markov définie par 1’algorithme XI.5. Donnons-nous n > 1 et

posons
1 1 1 1
En:{—L—" e ——0,5,. ,1}.
n n n n
)

Proposition XI.6. Le processus (Sn(j)/n,j € N) est une chaine de Markov d’espace d’état Ey,
et de matrice de transition P, telle que, pour tout (u,v) € E2,

(1—u)(4+4exp(=28u+1/n) )" si v=u+2/n,

P, (u,v) = (1+u)(4+4exp(—2ﬁ(—u+1/n)) )_1 si v=u—2/n,
7 1—Py(u,u+2/n)— P,(u,u—2/n) si v=u,
0 sinon.

Démonstration. Remarquons que lespace d’état du processus (S, (j7)/n,j € N) est E,, et que
VjieN Sn(i+1)—S,(j) € {-2,0,2}.

Supposons que Sy, (j) = nu pour un certain u € E, et un certain j € N. Alors le vecteur X, (j)
est composé de n(1+ u)/2 coordonnées valant +1 et n(1 —u)/2 coordonnées valant —1. Pour que
Sn(j+1)/n=u+2/n, il faut avoir tiré un —1 a I’étape (a) de l'algorithme (avec probabilité
(1 —u)/2), puis un +1 a I’étape (b) (avec probabilité 1/2) et avoir accepté le changement de
coordonnée 'étape a (c), ce qui arrive avec probabilité

(6,0, 0) = (1 exp (P50 - P L2 >

2n 2n
2 2 -1
_ <1+exp <nﬂ2u _nﬂ(u—gZ/n) >>

= (1+exp(~28(u+1/n)) )"
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Cette probabilité ne dépend que de u. Le théoréeme de lumping (cf. théoreme 6.3.2 de [38]),
entraine alors que le processus (S, (j)/n,j € N) est une chaine de Markov et que

Sn(j+1) 2| Su(y) 1—u
P| ————— = — | —=% =u | = Py(u, 2/n) = _
( n u+n n “ (u,u+2/n) 4+ 4dexp(—28(u+1/n))
De fagon analogue, nous calculons P, (u,u —2/n) et Pp(u,u). O

Soient 3 > 0 et n # 1. Nous définissons la fonction F;, g sur E, par

Vu € B, Fopu)=n Z (u—v) Py(u,v).
veFE,

Explicitons-la : pour tout v € E,,, nous avons

Fo3(u)=n (i P(u,u+2/n) — %Pn(u,u - 2/n))
_ 1—u _ 1+u
2+ 2exp(—2B(u+1/n))  2+2exp(—2B8(—u+1/n))

Notons que E,, C [—1,1] et que I'expression ci-dessus se prolonge & tout u € [—1,1]. Nous avons
alors

lim F, 5(u) 1—u 14w
im u) = -
n=rtoo P 24 2exp (—20u) 2+ 2exp(26u))

1 1 1 U 1 1
T2 (1 +exp(—2Bu) 1+ exp (25u)> 2 (1 + exp (—25u) + 1+ exp (2ﬁu)>
B (exp (Bw)  exp (—ﬁU)) v (exp () _ e (—Bu))

T2\ 2ch(Bu)  2c¢h(Bu) ) 2 \2ch(Bu)  2ch(Bu)

= Fp(u),
ou Fg est la fonction définie sur [—1, 1] par

Vu € [—1,1] Fs(u) = = (th(Bu) — u).

N

La fonction Fj est de classe C! sur [—1,1] et sa fonction dérivée est bornée sur [—1,1]. Par
conséquent elle est Lipschitzienne et le théoréme de Cauchy-Lipschitz nous assure que, pour tout
mg € [—1,1], il existe une unique solution a I’équation différentielle ordinaire y/'(t) = Fj(y(t)), de
solution initiale mg. Nous allons alors appliquer le théoreme XI.3 a la suite de chaines de Markov
(Sn(j)/n, j € N)p>1 pour obtenir :

Théoréme XI.7. Supposons que (Sn(0)/n)p>1 converge en probabilité vers un certain
mg € [—1,1]. Notons yg( -, mo) lunique fonction de classe C* sur R qui est solution de I’équation
différentielle ordinaire y'(t) = Fg(y(t)), de valeur initiale mg. Nous avons

>5>:0.

Démonstration. Soient n > 1 et u € E,,. Posons &, = 2/y/n. Nous avons

Sn(lnt])

— t
n y,@( 7m0)

Yo>0 VI'>0 lim P(sup

n—4o0o 0<t<T

1-u l+u
n; ) e (“2B(ut /) T 2+ Zexp (2B(—u+ L))

n Z |u — v| Pp(u,v) =0,

’UEEn
[v—u|>en
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si bien que
lim sup n E u—v| Pp(u,v) <1,
" ey U€n| | Pr(u,v)

lim sup n Z lu —v| Pp(u,v) = 0.

n—-+oo uEE, ve P
n

|lv—u|>en
Ensuite, pour tout u € [—1,1],
1 B 1 _ exp (—20u)) —exp (—28(u + 1/n)))
1+exp(=26(u+1/n)) 1+exp(=26u) (1+exp(=26(u+1/n)))(1+ exp(-25u))
< exp (~28u) (1 - exp (~26/n))
<exp(28) (1 —exp(—28/n)).

Ainsi
lim sup |Fn5 Fg(u)’ < 1ir£ exp (28) (1 —exp(=28/n)) =0
n—-+0oo

n—+00 ’U,GEn

Enfin Fj est Lipschitzienne sur [—1,1], si bien que le théoreme XI.7 est une conséquence du
théoreme XI.3 (avec E = [—1,1], et ap, = n et pp(u,{v}) = P,(u,v) pour tous n > 1 et
(u,v) € E2). O

c) Fluctuations

Nous allons utiliser le théoréme XI.4 pour étudier les fluctuations de S, (j), j € N, n > 1. Etant
donnés les résultats sur la mesure invariante (la mesure de Gibbs associée au modele d’Ising
Curie-Weiss) nous pouvons conjecturer que les fluctuations sont d’ordre y/n si § < 1 et d’ordre
n3/4si f=1.

Soit v € {1/4,1/2}. Notons P, la matrice de transition de (S,(j)/n'™,j € N), chaine de
Markov d’espace d’état E, , = n”E,. Donnons-nous u € I, , et f une fonction bornée sur R de
classe C?. Nous avons

(o)) o |5
50 )

_ 2 Sn(j +1) 2
2(1=) _ _ I L e

4+ n U7 (f (u nl_"/> f(u)) IP’( Y U oy
si bien que

Any =m0 <f (u * n12'7> - f(u)> En (nl;’ 7"77 + 721>
2 2
+ 2t <f <u B n1—7> - f(u)> P <§v 7”% B n) '

Examinons le comportement de cette quantité quand n tend vers +o00. Au voisinage de 0,

1 1+z 23+(4)
— =+ - — — 4+ (2%).
l+exp(—2) 2 4 48

Soit € € {—1,1}. Nous avons alors, quand n tend vers +oo,
1 ug ude 1 )
. 2+2n1/4_6n3/4+0<n3/4> si B=1 et y=1/4,
1+ exp (—2B(ue/nY +1/n)) -

1 1
24_25\2;34—0(\/5) si <1 et y=1/2.
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Par conséquent, quand n tend vers +oo,

1
g R i =1 t, =1/4
P L GO
n + —

1 (1_6)%—|—0<\/1%> si B<l et y=1/2.

Ensuite la formule de Taylor-Young nous assure que, quand n tend vers +o0o,

n?=7) <f <u+ 2 ) —~ f(u)> = 2en 7 f(u) + 2" (u) + o(1).

nl=7

En rassemblant toutes ces approximations et en développant ’expression de A,, ,, nous obtenons
que, quand n tend vers 400,

L., u? / .
if (U)—gf (u) +o(1) si f=1 et y=1/4,
An,'yf(u) =
%f”(U) - O_f)uf/(u) to(l) si B<1 et y=1/2,

Ces convergences de générateurs nous suggerent les théoremes suivants :

Théoreme XI.8. Supposons que B =1 et qu’il existe une mesure de probabilité v telle que

Sp(0)  #
n3/4 n—-+0o

Voo

Soit (B(t), t > 0) un mouvement Brownien standard sur R. Notons (Ui(t), t > 0) l'unique
solution faible de ’équation différentielle stochastique

da(t) = —236(” dt + dB(t), (&1)

de distribution initiale vs,. Alors

(WW,QQ L, (Uit t >0,

n3/4 n—+oo

pour la convergence en loi dans D([0,+oo[, R).
Théoréeme XI.9. Supposons que B < 1 et qu’il existe une mesure de probabilité v, telle que

0 z, -,
\/ﬁ n——+o0o o

Soit (B(t), t > 0) un mouvement Brownien standard sur R. Nous définissons (Ug(t), t > 0) par

€50 U= (-U520) 1 [ o (20

ot Uy est une variable aléatoire de loi vs. Nous avons

NG

pour la convergence en loi dans D([0, +oo, R).

<5n(WJ), ¢ > 0> = (Us(t), t>0),
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Démonstration des théorémes XI.8 et XI.9. Si § < 1 alors (Ug(t), t > 0) est I'unique
solution forte de I’équation différentielle stochastique

dz(t) = —(1_25)2(75) dt + dB(t),
de distribution initiale . Il s’agit d’un processus d’Ornstein-Uhlenbeck. Ensuite, d’apres les
théorémes 3.7 et 3.10 du chapitre 5 de [27], I’équation différentielle stochastique (£1) admet une
unique solution faible. Enfin les théorémes 1.1 du chapitre 8 et 2.7 du chapitre 4 de [27] nous
assurent que, pour tout 8 < 1, (Ug(t), t > 0) est un processus de Markov dont le semi-groupe de
transition est de Feller, généré par (Ag, D(Ag) et tel que C?(R), I'ensemble des fonctions de R
dans R de classe C? & support compact, est inclus dans D(Ag). Si g < 1, alors

(1—B)u

ViECHR) YueR  Apf(w)= 5w~ C ),
et si 8 =1, alors
2 L., u? '
Vfe Ci(R) YueR Alf(u)zif (u)—gf(u)

Supposons que 3 = 1 et prenons v = 1/4. Nous posons 1(z) = (1 +e~%)~! pour tout z € R et
nous définissons

k! nl/4 n

RE,(u) = (2ue +2/n¥"™ / (1 — s)kyp® <2“€8 - 25) ds
0

pour tous k € N, n > 1 et u € R. D’apres la formule de Taylor avec reste intégral,

1
VzeR 2+z/1/1zs ds—f—&- +/ (1—s) zs)ds
1 24
-,z = 1 — 5)3p@
2+4 48+6 O( s)°' ) (zs) ds.

Soient f une fonction de classe C? sur R et n > 1. Nous avons, pour tous u € R et ¢ € {—1,1},
(7w 0) 209) 2 (i + )
- <£Zf’( )+l W+ e [ (1 92 ) ds) (i - 4;;@4) v (ji“‘/i - i)
L (bt (2 2) 4 (2 2) )
e (2 () o)
i (2 R — <§§L/64 * Z))

1
£ _ 2 f® Lo ue N (2ue 2
+n9/4/0(1 s)°f (su)ds<4 4n1/4>¢<n1/4+n )

Apres simplification, nous obtenons

VueR  Anflu) = %f”(u) W)+ o Bal)
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avec

Rouu) = —uf/ () (B (0) 4 B2 () — L8080 ) () — B2 )

(e ) ' (0 (G5 ) = (5 0))
e 1 w2 1 ou 9
=3 (1— )23 (su) ds [(4_47;/4»”(#*”) _ <4+@>¢<_#+n>].

Les dérivées successives de 1 sont bornées donc, si f a un support compact, alors (Ry),>1 est
uniformément bornée sur R. Nous en déduisons que, pour toute fonction f € C?(R),

[ Ry (u)]
< = U
ngr—II—loo useup ‘An'yf( ) ( )‘ ETOO Slelg 2n1/4 !

Le théoréeme XI.4 avec Y, (j) = Sn(j)/n?’/4 pour tout j € N, £, = F =R, n, =Idg, ¢, = n=3/2
pour tout n > 1 et D un core pour A inclus dans C2(R) (cf. le chapitre introductif de [27]),
entraine alors que (S, (|n%/%t])/n?*, t > 0) converge en loi vers (Uy(t), t > 0) dans D([0, +oc[, R).
Ceci termine la preuve du théoréeme XI.8. La démonstration du théoréme XI1.9 est analogue. [

Nous avons vu, au paragraphe 32.b), une loi des grands nombres pour (S,(|nt])/n,t > 0).
Les deux théoremes précédents nous assurent que les fluctuations dans le cas non-critique
sont d’ordre /n et que le processus limite est un processus d’Ornstein-Uhlenbeck. Il s’agit
donc d’un comportement typique — ou normal, dans le sens Gaussien du terme. Par contre,
dans le cas critique, il nous faut encore accélérer le temps d’un facteur y/n. Les fluctuations
de (Sn(Ln?’/ ?t]), t > 0) sont d’ordre n3/* et le processus limite est solution d’une équation
différentielle stochastique du type

dz(t) = —a, 22(t) dt + 0.dB(t), (&)

avec (B(t), t > 0) un mouvement Brownien standard et a,, o, des constantes strictement
positives. C’est précisément ce comportement asymptotique que nous attendons désormais d’un
modele dynamique construit autour du modele d’Ising Curie-Weiss. Notons que nous retrouvons
ce comportement dans le cas critique du modele champ moyen de particules en interaction
dynamique, étudié par Donald A. Dawson dans [19], et dont les principaux résultats sont
présentés dans le paragraphe 35.b).

Pour terminer ce paragraphe, regardons le comportement asymptotique (quand ¢ tend
vers +00) des processus limites : le théoréme 2.1 de [50] nous assure que (U;(t), t > 0) ad-
met C exp(—z*/12) dz pour unique distribution invariante et que

P(Ui(t) € A|U(0) /Cexp< )ds

De plus, pour tout 8 < 1, (Ug(t), t > 0) admet N(0,1/(1 — )) pour unique distribution
invariante et, pour tout x € R",

Ve € R" lim sup
t—4o00 A€Bgn

=0.

lim sup

t——+o00 A€Bgn (Uﬂ E A ’ UB

2

o) - VP [ <_(1‘5)32> s

Ces résultats sont cohérents avec ceux du modele d’Ising Curie-Weiss (exposés a la fin du
paragraphe 2.a)). C’est ce qui était attendu puisque X,,(j) converge en loi vers p,, g, la mesure
de Gibbs associée au modele d’Ising Curie-Weiss a la température 1/3, quand j tend vers +oo.
Nous avons prouvé un diagramme commutatif de convergence en loi (du type de celui exposé a
la fin du paragraphe 5.b)).
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33 Dynamique de Glauber pour le modele d’Ising Curie-Weiss
de SOC

a) Définition du modele

Soit p une mesure de probabilité sur R qui n’est pas la masse de Dirac en 0. Notons S, le support
de p. Donnons-nous n > 1. Nous définissons la fonction H,, sur &, = S;\{(0,...,0)} par

L(zy + -+ )2

Vx € X, H,(z)= =
" " 2 zi4---+a2

et la fonction ®,, sur &,, x R"™ par

n 1
V(z,y) € &, xR Py (2, y) = 1+ exp(Hp(z) — Hp(y)) ]lyf-&- +yZ>

La dynamique de Glauber pour le modéle d’Ising Curie-Weiss de SOC, & n particules et associé
a la mesure p, est la chaine de Markov (X,,(j), 7 € N) définie par I’algorithme suivant :

Algorithme X1I.10. Nous posons Xy (0) = x,, pour un certain x,, dans Sy\{(0,...,0)}. Ensuite,
pour tout j > 1, nous construisons la variable aléatoire X,,(j + 1) de la fagon suivante :

(a) Une coordonnée i est choisie selon la loi uniforme dans {1,...,n}.

(b) Une variable aléatoire Zj est choisie selon la loi p. Nous définissons le vecteur aléatoire
Y(j) = Y1(4),...,Yn(y)) sur R™ par
Zj st k=1,

Vke{1,...,n} Yk(j):{Xk(j) i i

(c¢) Nous posons

Xl +1) = Y(j) avec probabilité ®,(X,(j),Y (5)),
n\J | Xa(j)  avec probabilité 1 — ®,(X,(4), Y (j))-

Il s’agit de l'algorithme XI.1 avec X = X,,, H = Hy,, ¢ : z — z/(1 + 2) et, pour tout
ie{l,...,n}, k;=1et a; = Dy.

Pour tout n > 1, notons @,, la matrice de transition de (X, (j), j € N). D’apres les résultats du
paragraphe 31.b), pour toute fonction f continue bornée sur X, et pour tout = € X,,, nous avons

Qnf(@) Z/ 1 + exp( 22752; {;I(x()@(z)))]la:%—‘r-~~+xf_1+z2+zf+1+...+m%>0 dp(2).

Proposition XI.11. La chaine de Markov (X, (j), j € N) admet [, , pour unique distribution
invariante. De plus, pour p®™-presque tout x € X,,,

lim sup |P(X,(j) € A| Xn(0) =2) — pn.u,(A)| =0.
Jj—+oo AEB,\/

Avant de montrer cette proposition, rappelons les notions d’irréductibilité et de périodicité dans
le cas des chaines de Markov a espace d’état général (cf. [52] et [35]) : soit (§,)n>1 une chaine
de Markov de noyau de transition P sur un espace mesurable (X, F) et soit ® une mesure de
probabilité (non nulle) sur (X, F). Pour tout A € F, notons 74 = inf{n >1: X,, € A} le
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temps de premier retour en A (éventuellement infini). La chaine de Markov (&,)nen est dite
O-irréductible si, pour tout A € F tel que ®(A) > 0, nous avons

Vee X P(r4 < +o0léy = z) > 0.

Si (&n)nen posseéde de plus une mesure stationnaire p alors sa période est définie comme le
plus grand entier d tel qu’il existe une partition X3 U---U Xy de X, avec u(AX;) > 0 pour tout
ie{l,...,d}, et

Vo € Xy Q([B, Xl) =1,

ViE{l,...,d—l} Vo € X; Q(x,Xl’+1):1.
Si d =1 alors la chaine est dite apériodique.

Démonstration. Nous avons vu dans le paragraphe 31.b) que la chaine de Markov (X, (j), j € N)
admet [i,, , pour mesure invariante. Si nous montrons qu’elle est p®"-irréductible et apériodique,
alors le théoréme 1 de [52] entraine la convergence annoncée dans la proposition. En particulier
pin,H,p €st I'unique mesure de probabilité invariante pour (X,(j), j € N).

Montrons que la chaine est p®"-irréductible : pour tout ¢ € {1,...,n}, notons M, ; la mesure
sur X, définie par

Ve e X, VAe€ By, M, i(x,A) = / 15, (2)ea Pn(z, 73(2)) dp(2).
R

Donnons-nous A € Bgn et z € X,. Puisque la fonction ®,, est invariante par permutation de ses
coordonnées et quitte & réordonner les coordonnées de x, nous supposons que x,, # 0.

Supposons que A = [a1,b1] X -+ X [an,by] avec a1 < by,...,a, < b, des réels. Pour tout
i €{l,...,n— 1} et pour tout (z1,...,2) € R’, nous notons
/m\u(zl, Ce ,Zi) = (21, ey Ry L1y e - ,:cn).

Nous avons

bn bo b1
(M ... Mz My1)(, A) = / / / B, (2, 51(21)) B (F1(1), Fro(1, 2))
an as Jaj
X oo X P (Trim1(21, -0, 2im1), Tril21, -, 20)) .
X oo X @n((Zh...,Zn_l,.fn),(Zb...,Zn)) Hdp(zz>
=1

Il s’agit de la probabilité que la chaine parte de x puis change sa premiere coordonnée x1 en un
point de [a1,b;], puis sa deuxiéme coordonnée x9 en un point de [ag, bs], ..., et enfin sa derniére
coordonnée z,, en un point de [ay, b,], pour se retrouver ainsi dans un état appartenant a A.
Nous I’écrivons encore

b1 bo bn n
(Mo .. Myys My 1) (2, A) = / / o [ ) TLdotz0):

n =1

Nous en déduisons que M, ,, ... My 2 M, 1(z, -) admet pour densité f, , par rapport a p®™. De
plus la fonction f, , est strictement positive sur X, donc, si A € By, est tel que p®"(4) > 0,
alors

P(Xa(n) € A| X0(0) = ) = QR(x, 4) > %(MM o Myo My 1)(2, A) > 0.

Ceci démontre que (X,,(j), j € N) est p®"-irréductible.

Enfin il est immédiat qu’il existe z € &, tel que @, (z,{x}) > 0. Ceci nous assure en particulier
que la chaine est apériodique. La proposition est donc démontrée. O
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b) Etude du cas ou p charge quatre points

Donnons-nous n > 1. Nous considérons & présent la chaine de Markov (X, (7), j € N) définie par
I’algorithme XI.10 avec

p=a(d_c+d:)+ <; - a> (0—c +de),

ou a €)0,1/2[ et e # ¢ sont des réels strictement positifs.

Etant donnés z et y dans X,, = {—e, —¢,c,e}"\{(0,...,0)}, nous remarquons que la probabilité
que la chaine passe de ’état x a I’état y en moins de n itérations est strictement positive (il suffit
de changer les coordonnées de x en les coordonnées de y une par une dans un ordre tel qu’elles
ne sont jamais toutes nulles a une étape donnée). Ainsi la chaine est irréductible. De plus elle
admet fi, , pour mesure invariante. Elle est donc aussi récurrente positive. Enfin il est immédiat
que la chaine est apériodique si bien que X,,(j) converge en loi vers i, , quand j tend vers 4o0.

Pour tout j € N, nous posons

. 1 )2
T20) = 2 2 () 1 xs)=e:
k=1
iy LS kg iy _ LN vhy s
Su(d) == Yo XnDxsgy=e o6 Si() = - > X ()=
k=1 k=1

Pour tout j € N, nous avons alors Sy, (j) = S5(j)c + SE(j)e et T,(5) = T<(5)c? + (n — TE(5))e?.
De plus

[Se@I <Ty et SR <n =Ty

Nous introduisons

T ={(u,v,w) € [-1,1* x [0,1] : [u| Cw, v <1 —w}

-1 1 1 -1 2 1 -1
E;:<{—1,—” O N ,1} x{o,,...,” ,1})0,7.
n n n n n n

Enfin, pour tous (u,v,w) € E!, et (z,y,2) € {—2,-1,0,1,2}2 x {—1,0, 1}, nous posons

et

n

h‘(u,v,w) (.Z', Y, Z) =

O R (T T A N I
1+ exp (2(’[002 + (1 — w)e2) N 2((nw + 2)62 + (n — hw — 2)62) >] .

Proposition XI1.12. Le processus

(550,560 T0)Y )

n n

est une chaine de Markov d’espace d’état E,, inclus dans E!, et de matrice de transition P, telle
que, pour tout ((u,v,w),(r,s,t)) € E2, Py((u,v,w),(r,s,t)) est égale d



210

———ah? (—2,0,0) st (r,s,t) = (u,v,w) +(—2,0,0)/n,

1
@ ;_ “ (2 - a) ooy (L1, =1) si (r—u,s—v,t—w)=(-1,1,-1)/n,

1
w—2|—u <2—a> (up) (=L, =1, =1) s (r—us—vt—w)=(-1,-1,-1)/n,
w—u .
5 ahiy yu)(2,0,0) st (r,s,t) = (u,v,w) + (2,0,0)/n,

— 1
- 2 - (2 - a) ?%v,w)(L 1, _1) st (7’ —u,s —v,t— w) = (17 L, _1)/n’

— 1
w—u (—a) Mowwy(L=1,=1)  si (r—u,s —v,t —w)=(1,-1,-1)/n,

1-— 1
lowhv ( —a> Loy (0,=2,0) si (r5,8) = (w,v,w) + (0,—2,0)/n,

2 2
1—
Q;) v ahiy (1, —1,1) si (r—u,s—v,t—w)=(1,-1,1)/n,
1—
++” Rl (~L=11)  si (r—uss—v,t—w) = (~1,~1,1)/n,
l—-w—-v (1 n .
# 5 —a (u,v,w) (07 21 0) st (7", Svt) = (U,U,QU) + (07 27 0)/77”
1—w—
# ah?u,vyw)(l, 1,1) si (r—u,s—v,t—w)=(1,1,1)/n,
1—w-—v .
— ah?w}’w)(—l, 1,1) si (r—u,s—wv,t—w)=(-1,1,1)/n,
1- Z Pn((u,v,w),(a:,y,z)) st (T)Svt) = (u,v,w),
(@,,2)#(u,0,w)

0 sinon.

Démonstration. Le fait que E,, est inclus dans E], découle de la discussion précédant 1’énoncé
du théoreme. Supposons que

(Sﬁ(j)7 Sa) Tﬁw) = (u,v,w)

n n n

pour un certain (u,v,w) € FE, et un certain j € N. Alors le vecteur X, (j) est composé de
(nw 4 nu)/2 coordonnées valant +c, de (nw — nu)/2 coordonnées valant —c, de (n — nw + nv)/2
coordonnées valant +e et de (n — nw — nv)/2 coordonnées valant —e. Ensuite nous avons le
tableau suivant :

coordonnée nouvelle
choisie coordonnée | S5(j+1)—=S5(j) | Se(i+1)=S5(j) | T5(j+1) =T5(j)

c 0 0 0

c —c —2 0 0
e -1 1 -1
—e —1 -1 -1
c 2 0

—c —c 0 0 0
e 1 1 -1
—e 1 -1 -1
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c 1 -1 1
e —c —1 —1 1
e 0 0 0
—e 0 -2 0
c 1 1 1
—e —c —1 1 1
e 0 2 0
—e 0 0 0

Pour que (S5(j +1),55(j +1),T5(j + 1)) = (nu— 1,nv + 1,nw — 1), il faut avoir tiré un ¢ a
I'étape (a) de 'algorithme (avec probabilité (w+w)/2), puis un +e a 1’étape (b) (avec probabilité
1/2 — a) et avoir accepté le changement de coordonnée ’étape (c), ce qui arrive avec probabilité

Su()? (Sl —c+e> N\ _ .
(oo (A5~ amo - erem) ) Mo 21D

Nous en déduisons que

1
P ((u,v,w), (u—1/n,v+1/n,w—1/n)) = w;—u <2 - a) (uo0) (1,1, =1).

De fagon analogue nous calculons les autres probabilités de transition de (u,v,w). Nous en
déduisons également que ((S5(j)/n, S5(7)/n, T5(j)/n), j € N) est une chaine de Markov. O

Soit n > 1. Nous définissons la fonction F;, sur E,, par
r—u
Y(u,v,w) € E, F,(u,v,w) =n Z s—v Pn((u,v, w), (r, s,t)).

(r,s,t)€EE, \I —wW

Pour tout (u,v,w) € E,, nous avons

- -1
Folu,v,w) = | 0 wT—i_uah?u,uw)(—Q,O,O)—l— 1 “’;L“(;—a> toay(—11,—1)
0 -1
-1 l—w-—vw
4ot 1 #ah?uvvvw)(—l,l,l).

Nous prolongeons les expressions ci-dessus a tout (u,v,w) appartenant a .7. Ensuite un dévelop-
pement limité simple nous donne

nU%?  (nU + X)? Ux U?%Y
VXUV R XROL S - o vy wSe T v T avE

Soit (u,v,w) € 7. Nous en déduisons que, pour tout (z,y,z) € {-2,—1,0,1,2}? x {-1,0,1},

(uc+ve)(ze+ye)  (uc+ve)?z(c? — 62))] -1 |

h 1 -
(wo) (24 2) | [ +€Xp( we2 + (1—w)e?  2(we? + (1 — w)e?)?

n——+o0o
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Ainsi F),(u,v,w) converge vers

—1
Fo(uv,w) = | 1 (w+u)(l—2a)
oA 1) 4+ 4dexp ((uc+ve)(c—e) _ (uctve)?(c?—e?) )

- w2+ (1—w)e? 2(wet+(1—w)e?)?

-1 (w4 u)(1—2a) 1 (w—1u)a

+1-1 (uctve)(ct+e) (uctve)?(c2—e?) +10 2c(uctve)
—1) 4+4dexp ('LUC2+(1—'LU)62 o 2(w02+(1—w)62)2> 0/ 1+exp (m)
0 1
I (1-—w+wv)(1l-2a) _1 (I-w+v)a

e(uctve uc+ve)(e—c uctve)?(c2—e?
0 24+ 2exp (chQ—S—(ltw))eQ) 1 2+ 2exp (1(%2—:_(1)_(“))8% + 2((u;2—2+()1(—w)62))2)

n :i (I1—w+wv)a (1) (1 —w—wv)(1-2a)
(uct+ve)(ct+e) (uctve)?(c?—e?) 2e(uc+ve)
1 2+ 2exp (’LUC2+(1—’LU)€2 + 2(w02+(1—w)62)2> 0/ 2+2exp (m)
-1 (w+u)a ! (w — ) (1 — 2a)
t 0 2¢c(uc+ve) 1 (uc+ve)(c+e) (uc+ve)?(c2—e?)
0 1 +exp (m) —1) 4+4dexp <_w02+(1—w)62 o 2(w02+(1—w)62)2)
1 (w — ) (1 — 2a)
+ (-1 (uctve)(e—c) (uctve)?(c2—e?)
-1/ 4+dexp <w02+(17w)e2 o 2(wc2+(17w)e2)2)
! (1-—w—-v)a
11! (uc+ve)(c+e) (uctve)?(c2—e?)
1) 2+2exp (_ we+(1—w)e? + 2(wc2+(1—w)62)2>
—1
4 (I1—w—-v)a

uc+ve)(c—e uctve)?(c2—e? ’
1 2+ 2exp (15102+(1)£w)€% 2((w02+21(*w)92))2)

La fonction F,, est de classe C' sur R donc le théoréme de Cauchy-Lipschitz nous assure que,
pour tout m € [—1,1]2 x [0, 1], il existe une unique solution de I’équation différentielle ordinaire
y'(t) = Fxo(y(t)), de valeur initiale (mq, ma,ms). Nous allons alors appliquer le théoréme XI.3 a
la suite de chaines de Markov ((S5(j)/n,S5(5)/n, T5(j)/n), j € N) pour obtenir :

Théoréme XI.13. Supposons que

<Sﬁ(0)7 51(0) T£(0)>
n>1

n n = n

converge en probabilité vers un certain m = (my,ma,m3) € [—1,1]? x [0,1]. Notons Y1(-,m),
Yo(-,m) et Y3(-,m) les (uniques) fonctions de classe C' sur R telles que

(}/1/(75’ m)v YVQ/(t’ m)’ Y:":(tv m)) = Fw (}/1 (t7 m)> YQ(tv m)v Y3(t7 m))7

Y1(07m) =mzi, Y2(07m> = ma, }/3(07m) = ms.

Nous définissons Yg(-,m) et Yp(-,m) sur R par
VteR Ys(t,m) = cYi(t,m) + eYa(t,m) et Yr(t,m) = €2 + Ys(t,m)(c® — €%).

Nous avons

YVo>0 Vt>0 lim ]P’(Sup

n—-+o0o 0<s<t
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et
YVo>0 Vt>0 lim P(sup

n—-+o0o 0<s<t

Tullns)) _ YT(s,m)‘ > 5) ~0.

n

Démonstration. Soient n > 1 et (u,v,w) € .7. Posons &, = 2/+/n. Nous avons

T—Uu

n Z $—v P, ((u,v,w), (r,s,t))

(r,s,t)EER t—w

w+u o,

l-w—-v
§2>< Tah(u’v?w)(—2,0,0)+"‘+\/§X #ah )(—1,1,1)

(u,v,w

1 —w—
g(w—i—u)a—i—'-‘-i-\/g#ag1+2a+w(1—4a)§2(1—a),

r—u
n Z s—uv || Pu((u,v,w),(r,s,t)) =0.
(r,s,t)€En t—w

[[(r—u,s—v,t—w)||>en

Soit (z,y,2) € {—2,-1,0,1,2}2 x {~1,0,1}. Posons U = uc +ve, V = wc? + (1 — w)e? # 0,
X =xc+yeet Y = z(c? — e?). La fonction dérivée de x — (1 + ¢¥)~! sur R est bornée par 1
donc l'inégalité des accroissements finis nous assure que

e (MU (U 4+ X)? - e [LUX L UY -
A2V T2V 1Y) ATV T a2

nU?  (nU+X)* UX U%Y

2V 2V +Y) | V212

(X —UY/V)?
2nV + Y|

De plus | X| < 2c+2e, |Y] < |c? —€?| et
(e A e)U| = |uc(e A e) +ve(cAe)| < |ulc + |v|e? < we® + (1 —w)e? =V,

si bien que |[UY/V| < |c? — €?|/(c Ae). Ainsi

e (MU2 U XPNNT L UX YN
P v T 2V 1Y) CP\TTY T a2

< (2c+2e+ (2 +€2)/(cNe))?
- n(c? A e?) '

Nous en déduisons que, pour tout (z,y,z) € {-2,—1,0,1,2}2 x {~1,0,1},

. (uc+ve)(we+ye)  (uc+ve)?z(c? — €?) -
h’(u,v,w)@:vyv Z) - (1 +exp (_ we? + (1 — w)eQ 2(w02 + (1 — w)62)2)>

sup
(w,v,w)€T

En sommant tous les termes, nous obtenons

sup | Fp(u,v,w) — Fxo(u,v,w) | = 0.
(w,v,w)€T
Enfin la fonction Fj, est Lipschitzienne sur .7, par conséquent le théoréme X1.13 découle du
théoreme XI.3. O

Remarquons que Fi,(0,0,2a) = 0 donc, si m = (0,0, 2a), alors Yg est la fonction nulle et Y est
la fonction constante égale & 02 = 2ac? + (1 — 2a)e?. C’est notamment le cas si X,,(0) suit la
loi p (d’apres la loi des grands nombres) ou la loi ji,, , d’apres le lemme suivant :



214

Lemme XI.14. Soient a €]0,1/2[ et e # c des réels strictement positifs. Si X,,(0) suit la loi [ir,
avec

1
p=a(d_c+ )+ (2 - a> (6—e + de),
alors (S5(0)/n, S5(0)/c, T)5(0) /n)n>1 converge en probabilité vers (0,0, 2a).

Démonstration. Nous avons vu, au paragraphe 14.b), que (S,(0)/n,T,(0)/n),>1 converge en
probabilité vers (0,2ac? + (1 —2a)e?). Puisque T(0)(c? —e?) = T;,(0) — €2, nous en déduisons que
(T5(0)/n)p>1 converge en probabilité vers 2a. Pour montrer la convergence en loi de (S5(0)/n)n>1,
nous étudions la transformée de Cramér I. de vy, la loi de (Z,7%,c'Z 1 Z‘:C), quand Z est une
variable aléatoire de loi p. Soit (z,y, z) € R avec y > 0. D’aprés la proposition V.12,

332 32'2
V. 0 1, ——2>1 - —>0.
PA L) - g2 ) - g

De plus vg est une mesure de probabilité non-dégénérée dans R? donc 1.(0,,2z) = 0 si et
seulement si (y, 2) = (02,0). Ensuite I'adhérence de I’enveloppe convexe du support de vy est
disjointe de la droite y = 0 donc nous en déduisons que I, — F' y admet un unique minimum en
(0,0%,0). Soit A un fermé de R ne contenant pas 0. En appliquant le lemme de Varadhan, nous
obtenons

1 ° 1
limsup —InP (S”(O) € A> < sup {I.—F} —liminf —InZ, <0.
n n—+oo N

n—+oo 1 R2x A

Cette quantité est strictement négative d’apres le lemme V.2. Comme dans le paragraphe 14.b),
nous en déduisons que (S5 (0)/n),>1 converge en probabilité vers 0. C’est donc aussi le cas pour
(57(0)/1)n>1- O

Comme pour le cas du modele d’Ising Curie-Weiss critique présenté au paragraphe 32, nous
aimerions montrer que (S, (|n%/%t])/n3/4, t > 0) converge en loi vers un processus qui est solution
de I’équation différentielle stochastique

dz(t) = —a,23(t) dt + 0,dB(t), (&)

avec (B(t), t > 0) un mouvement Brownien standard. Afin de déterminer quelles valeurs de a
et o, nous devrions trouver, nous utilisons le fait que la solution d’une telle équation différentielle
stochastique admet pour distribution stationnaire

Cy exp <—a*x4> dx,

202

pour une certaine constante C, > 0 (cf. théoreme 2.1 de [50]). Pour étre cohérent avec le
théoreme 1.3, il faut que

Qe g 2ac* 4 (1 — 2a)e?

02 60%  6(2ac + (1 — 2a)e2)*

Hélas nos tentatives de preuve (en utilisant le théoreme XI.4) d’un tel résultat ont échoué. Nous
avons alors choisi de concentrer nos efforts sur la piste développée dans le chapitre XII, qui a
abouti & un théoreme de fluctuations de ce type, mais pour un modele différent.
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34 Simulations

La figure page 23 (représentant I’histogramme renormalisé de N = 4,91 x 10'2? simulations
de S, /n3/* et la courbe limite) a été obtenue en utilisant la dynamique de Metropolis. Plus
précisément, nous avons utilisé 'algorithme XI.1 avec n = 10000, p = N(0,1), ¢ : z — min(1, z)
et ) )
) 1 Z— T

Vie{l,...,n} V(z,z) e R" xR /{i(m,z)zcexp(—(%zz)—FQ),
pour un certain ¢ > 0. Supposons qu’a I’étape j de l'algorithme nous avons X, (j) = =z € R"\{0}.
Notons

3($):Zc1—|—~-+xn et t(m):x%+...+xi'

Alors 'étape j + 1 de I'algorithme consiste a tirer aléatoirement i € {1,...,n}, a choisir z selon
la loi N (x;,0?) et & remplacer z; par z avec probabilité exp (min{(), Bi(z, z)}) avec

Bi(z,2) = 2(t(z) — 22 + 22) 2 2t(x)

(s(z) —ai + 2)2 22 s(x)? 4
5

Voici le programme (sous MATLAB) permettant la construction de la figure :

Fondation d’un histogramme de pas 1/p et de bornes —h et h :
p=50; h=4; v=-h:1/p:h; l=length(v); f=zeros(1,1);
Initialisation de Ualgorithme (X, (0) est un vecteur Gaussien standard) :
x=randn(n,1); s=sum(x); t=sum(x.A2);
N itérations de l'algorithme XI1.1 et remplissage de ’histogramme au fur et a mesure :
for k=1:N
i=floor(n*rand())+1; z=x(i)+c*randn;
s0=s-x(i)+z; tO=t-x(i)A2+zA2;
B=s0A2/ (2%t0) -zA2/2-sA2/ (2xt) +x (1) \2/2;
a=exp(min(0,3));
if rand < «
x(i)=z; s=s80; t=t0;
end
a=3A(1/4)*s/nA(3/4); j=floor(px(a+h)+1/2)+1;
if >0 & j<1+1
f(G)=£(j)+1;
end
end

Tracé des courbes :

bar(v,f/trapz(v,f),’r’); hold on
g=exp(-v.A4/12)/3.3740; plot(v,g,’b’); hold off

Nous avons zoomé sur le haut de la figure page 23, qui peut laisser penser que I’histogramme
coincide completement avec la courbe de la densité limite :

S

En fait nous avons choisi d’arréter ’algorithme a un instant ou la superposition était satisfaisante.
Nous observons, en laissant N évoluer, que I'histogramme fluctue autour de cette courbe limite.
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La figure page 161 (représentant ’histogramme renormalisé de N = 6,17 x 10!! simulations de
S,,/n5/6 et la courbe limite) a également été obtenue en utilisant la dynamique de Metropolis.
Plus précisément, nous avons utilisé I'algorithme XI.1 avec n = 10000, p admettant une densité
proportionnelle & z — exp(—z%), ¢ : z — min(1, 2) et

. 1 (z — ;) 4) / 4
Vie{l,....,n} V(r,z) eR" xR Ki(x,2) = —— exp| ————— + 2 exp(—t*) dt,
(Lom) Y2 o) = e (< [ exp(-11)
pour un certain ¢ > 0. Voici le programme (sous MATLAB) permettant la construction de la

figure :

p=50; h=2.5; v=-h:1/p:h; 1l=length(v); f=zeros(1l,1);
x=randn(n,1); s=sum(x); t=sum(x.A2); u=sum(x.A4);

for k=1:N
i=floor(n*rand())+1; z=x(i)+c*randn;
s0=s-x(i)+z; t0=t-x(i)A2+zA2; ul=u-x(i)A4+zA4;
B=s0A2/ (2%t0) +u0*s0N4/ (12*xt0A4) —zA4-sA2/ (2xt) —uxsA\4/ (12*xtAL) +x (1) N4;
a=exp(min(0,5));
if rand < «
x(i)=z; s=s0; t=t0; u=ul;
end
a=Kx*s/nA(5/6); j=floor(p*x(a+h)+1/2)+1;
if >0 & j<1+1
f(§)=£(j)+1;
end
end
bar(v,f/trapz(v,f),’b’); hold on
g=exp(-v.A6/18)/3.0037; plot(v,g,’r’); hold off

Notons que la constante de normalisation K, présente dans l'algorithme, est égale a

(5,%21 - 2#60'2)1/6
K=|———— ,
50-14

ol o2, uy et ug sont les moments d’ordre 2, 4 et 6 de la mesure de probabilité de densité

proportionnelle & x — exp(—z*). Remarquons qu'il s’agit bien de la constante de normalisation
de S,,/n/® dans le théoréme X.11.
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Un modele dynamique a temps continu
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Dans ce chapitre, nous allons construire et étudier un modele d’Ising Curie-Weiss dynamique
de criticalité auto-organisée avec une approche différente de celle du chapitre précédent. Nous
allons définir un tableau triangulaire infini (X¥(#), t > 0)1<x<, de processus stochastiques tel
que, pour tout n > 1,

((X}L(t), LLXT(), > o)

est la diffusion de Langevin associée a la mesure gy, ,, pour p une mesure de probabilité & densité.
Sous certaines conditions de régularité sur p, cette diffusion est un processus de Markov sur R",
solution d'un systéme d’équations différentielles stochastiques, et py, , est son unique distribution
invariante. Nous souhaitons étudier les fluctuations de

Sp(t)=Xt)+---+X2(t), t>0, n>1.

n
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Dans le paragraphe 35.a), nous exposons des résultats généraux sur les diffusions de Langevin et
nous présentons I’exemple d’'un modele champ moyen de particules en interaction dynamique,
introduit par Donald A. Dawson dans [19], dont la loi d’équilibre est un cas particulier du modele
d’Ising Curie-Weiss généralisé. Dans le paragraphe 36, nous commencons I’étude de la diffusion de
Langevin associée a fi5, , en employant la méthodologie utilisée par Dawson et nous aboutissons
a des heuristiques et des conjectures.

Enfin nous traitons le cas ou p est une Gaussienne dans le paragraphe 37 : nous montrons
le théoreme 1.9 sur les fluctuations de (S, (t), t > 0), indiquant qu’il s’agit bien d’un modele
dynamique de SOC.

35 Une diffusion de Langevin pour un modele champ moyen

a) La diffusion de Langevin

Soit f une densité de probabilité sur R™, n > 1, qui est strictement positive et telle que Inf est
de classe C?. La diffusion de Langevin associée & f est un processus de diffusion de Markov qui
est construit de telle sorte que f(z)dz soit son unique mesure invariante. Considérons 1’équation
différentielle stochastique

aY (1) = LV Inf(Y (1)) + dB(1), (S7)

avec (B(t), t > 0) un mouvement Brownien standard n-dimensionnel. Elle est associée & 'opéra-
teur linéaire Ay, défini sur C*(R") par

. 1o~ %9 < (10(Inf)\ dg
Vg € C*(R") Afg_f . 92 +Z(2 (3$)>8$-'

Pour tout g € C?(R"), I'ensemble des fonctions de classe C? & support compact sur R”, nous
avons

n

/nAfg(x)f(x)dx—;Z A 2 Y f(a) da +Z/ (2 o )gif(@dw

Z/n —Z/naxl< D) >)g<x>dx

z/nu 3 (ystse) e

ou nous avons procédé a des intégrations par parties a la deuxieme ligne. Cela signifie que f est
invariante pour Ay, restreint & C2(R").

Théoreme XII.1. Soit f une densité de probabilité sur R™, n > 1, qui est strictement positive
et telle que Inf est de classe C?. Nous supposons qu’il existe K > 0 tel que

VreR"  (Vinf(z),z) < K(1+ ||z|?).

Si & est une variable aléatoire ¢ valeurs dans R"™ vérifiant E(||€]|?) < 400, alors il existe une unique
solution forte (Y (t), t > 0) a l’équation différentielle stochastique (Sy) avec la condition initiale
Y (0) = &. 11 s’agit d’un processus de diffusion de Markov' sur R™ de générateur infinitésimal
(Af, D(Ay)), avec C°(R™) C D(Ay). Enfin elle admet f(x)dx pour unique mesure invariante et

Ve e R" lim su P(Y(t) e A|Y(0) ==z —/ z2)dz
Jim swp |P(Y(1) € A[Y(0) =)~ [ 1)

1. Un processus de diffusion de Markov est un processus de Markov a trajectoires continues qui satisfait la
propriété de Markov forte.
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Démonstration. Les théoréemes 3.7 et 3.11 du chapitre 5 de [27] nous assurent qu’il existe une
unique solution forte a I’équation différentielle stochastique (Sy) avec la condition initiale £, que
ses trajectoires sont continues et qu’elle est solution du probléeme de martingale pour (Ay,¢).
Ensuite les théorémes 4.1 et 4.2 du chapitre 4 de [27] entrainent qu’il s’agit d’un processus de
Markov fort, que son générateur est (A, D(Ay)) et que C°(R™) C D(Ay). Enfin I'unicité de la
mesure invariante et la convergence en variation totale découlent du théoreme 2.1 de [50]. [

Notons que le théoréme reste vrai si nous enlevons I’hypothése sur le moment d’ordre 2 fini de &,
mais alors la solution est faible (cf. théoreme 3.10 du chapitre 5 de [27]).

Regardons un cas particulier. Soit ¢ une fonction de classe C2 sur R telle que la fonction exp(2¢)
est intégrable sur R. Nous définissons la densité p par

Ve e R p(x) = Z L exp(2¢(x)) avec Z = /Rexp(2cp(t)) dt.

Nous notons encore p la mesure de probabilité de densité p par rapport a la mesure de Lebesgue
sur R. Donnons-nous n > 1 et une fonction H de classe C? sur R” telle que

ZHn = /nexp (H(x1,...,2,)) Hdp(:rl-) = /]Rn exp (H(l‘l,...,l‘n) + Z2g0(:1:z)> dz < +o0.
i=1 i=1

Nous définissons fp,, sur R™ par

1 n
Ve e R" Jrp(z) = 70 exp (H(xl, ceyTp) + Zng(xl)) .

i=1

Compte-tenu de ce qui précede, la diffusion de Langevin associée a f,, est le systeme d’équations
différentielles stochastiques

. : 10H .
dX; (1) = ¢' (X3 (1)) dt + dBy (1) + 55— (Xn() di,  j€{l,...,n},
J
avec (By, ..., By) un mouvement Brownien standard n-dimensionnel et

VE>0  Xo(t) = (Xh(t),.... X2(t)).

Si H et ¢ sont tels que Infy , satisfait les hypotheses du théoréme XII.1, alors la mesure
fm,p(x) dx est 'unique distribution invariante pour la diffusion de Markov (X, (t), t > 0).

Notons que, pour le modele d’Ising Curie-Weiss généralisé a la température inverse 3, nous avons
H(x) = B(x1+ - +2,)%/(2n) et

10H

OH T+
28:1:j '

] 1,... R"
Vie{l,...,n} Vze o

(z) =p

Dans le paragraphe suivant, nous exposons des résultats de Donald A. Dawson [19] sur ce modele
dans le cas ou

VzeR ¢ (2) = 2202+ (1 -0)z,

ou o et § = /2 sont des constantes strictement positives.
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b) Dynamiques critiques et fluctuations pour un modéle champ moyen

Dans son article de 1982 [19], Donald A. Dawson a étudié¢ un modele dynamique d’oscillateurs non
harmoniques avec une interaction attractive de type champ moyen. Il a montré un théoreme de
fluctuations critiques du type qui nous intéresse. Nous en présentons ici les résultats principaux :

Le modéle. Soient 0 et o des constantes strictement positives. Pour n > 1, considérons le
systéme (S,) d’équations différentielles stochastiques

axi(t) = (= (X30)°+ X4(0)) dt +0 dB; (1)~ (Xg;(t) - iiXﬁ(t)) dt,  jefl,....n},
k=1

avec (Bi,..., By) un mouvement Brownien standard n-dimensionnel et

VE>0  Xu(t) = (Xa@),.... X2(1)).

n

Remarquons que ce systeme est équivalent au systéme

n

dY(t) = (— (yg(t))%?wg(t)) dt+ dB;(t)—6 <Y,{(t) - ;ZYf@)) dt, je{l,...,n},

k=1

avec Y, (t) = X, (t)/o pour tout ¢t > 0. Nous retombons bien sur la diffusion de Langevin telle
que nous ’avons exposée dans le paragraphe précédent.

Il existe une unique solution forte au systéeme (S,) et il s’agit d’un processus de diffusion de
Markov sur R™. Le domaine D(L,,) de son générateur infinitésimal L,, contient C?(R") et

2 = 15) E n Ox;j

VfeCARY) VreR" Lnf(z)= o 32J;(2x) + Zn: <_$? +(1—-0)z; + ’ Zl‘k) o)
j=1

Le processus de Markov solution du systéme (S,) posséde une unique mesure de probabilité
invariante p,(x) dx avec

2
Vz R pn(r) = 7 exp | o ( E l‘z> Hpo(fb“i) dx;,
n i=1 i=1

ou

VeeR  po(x) = o exp (o2 [(1—0)a? —2/2]),

avec Zg et Z, des constantes de normalisation.

Convergence de la suite des processus empiriques. Pour tout ¢ > 0, nous introduisons la
mesure empirique M, (¢,-) définie par

1 & 1 & ,
VAE€By Myt A) = D> S (A) = - Y 1a(X (1),
j=1 j=1

ott (X1(t),...,X"(t)) est I'unique solution de (S,) au temps t. Si la loi du vecteur X,,(0) est
invariante par permutation des coordonnées alors (M, (t),t > 0) est un processus de diffusion de
Markov dans M (R). De plus (My(t),t > 0),>1 converge en loi dans C([0, +o0[, M;(R)) vers le
processus déterministe (p(t,x)dxz,t > 0) ou p(-,-) est 'unique solution de 1’équation

0.2 2
L) I (-0 =) pie) 0 [ wpteman) ZEP (e
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1l s’agit de ’équation de Fokker-Planck associée a I’équation différentielle stochastique

dy(t) = (= 9" (1) + (1)) dt + 0 dB(t) = 0 (y(t) ~ E(y(1))) dt,

ou (B(t), t > 0) est un mouvement Brownien standard. Elle admet une unique solution forte.

Existence de points critiques. La densité py est solution de I’équation de Fokker-Planck ().
La mesure po(x) dz est I'unique distribution invariante solution de (€~ ) admettant une densité
et une espérance nulle. Pour tout @ > 0 il existe une unique solution en o2 & ’équation

o? 2 _
20 = /R Z)exp (c72[(1—0)2* —2*/2]) dz = /Rpro(a:) dx.

Cette solution est notée o2 et le point (0, 02) est appelée valeur critique.

Fluctuations critiques. Pour tousn > 1, ¢t > 0 et A € Br, posons
Ut 4) =¥ (M1t ) [ ol ).
A

La mesure U,(t,-) appartient a M*(R), "ensemble des mesures signées sur R.

Supposons que (0, 02) soit une valeur critique et que la suite (U,(0,-)),>1 converge étroitement
sur M*(R) vers la mesure signée axpo(z) dz pour un certain a € R. Soit (2(¢),t > 0) 'unique
solution de I’équation différentielle stochastique

2 _
dx(t) = —3”2172“4 o23(t) + 0ydB(t),  2(0) = a,

ot o, > 0 et g et puq sont les moments d’ordre 2 et 4 de po(x) dz (ils vérifient po = py = 02/(20)).

Pour tout 7" > 0, le processus (Uy,(t,-),t > 0) converge en loi dans C([0,T], M*(R)) vers le
processus (Z(t,-),t > 0) ou

Vt>0 VAeBr Z(t,A) = z(t) / xpo(z) dz.
A

Pour n > 1, notons Uy (00, -) 'état d’équilibre du processus Uy,. Alors (Uy (00, ))p>1 converge
étroitement sur M*(R) vers la mesure signée &oo2po(x) dz, ol {4 est une variable aléatoire de loi

3u3 —
C exp (—'u224'u4x4> dx,

avec C est une constante de normalisation. Enfin
Lznj)(j(oo)— x Uy (00, dx) N 13
n3/4 — n - R n ’ n—+0o H2 Soo-
j:

Ce résultat est compatible avec les résultats de Richard S. Ellis et Charles M. Newman [26]
(cf. théoreme 1.1) appliqués a la mesure dp(z) = po(z) dz.
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36 Une diffusion de Langevin pour le modele d’Ising
Curie-Weiss de SOC

Dans les chapitres précédents, nous avons étudié un modele d’Ising Curie-Weiss « d’équilibre » de
criticalité auto-organisée : pour p une mesure de probabilité sur R qui n’est pas la masse de Dirac
en 0, il s’agit de la donnée d'un tableau triangulaire infini (X*);<x<, de variables aléatoires

réelles tel que, pour tout n > 1, (X!, ..., X") a pour loi P ps
~ 1 1 («Tl +-- xn
diy, = — = | | dp(x;
Finp(1; -, Tn) Z* P (2 i+ ta2+1 plai)
avec

1 (.’E1+ + xn
7* = - dp(
" /neXp(2m%+ +x2+1>H plai).

Posons S, = X} + .-+ + X et notons o2 et p4 les moments d’ordre 2 et 4 de p. Nous avons
montré en particulier que, si p admet une densité paire f telle que

Jvg >0 / e”ozzf(z) dz < +o0,
R

1/4S =N %1/4F 1 _1ex —8—4 ds
o2n3/% novoo \ 3 4 P\712) %

Il s’agit en fait de la version alternative de notre modele (cf. paragraphe 3.d)). Nous allons
I'utiliser dans la suite pour une raison technique : la fonction d’interaction dans I’exponentielle
est bien définie sur tout R", contrairement au modele défini par la mesure fi, , que nous avons
présenté dans les paragraphes précédents.

alors, sous fiy, ),
b

Nous allons & présent construire la diffusion de Langevin associée au modele (alternatif) de
criticalité auto-organisée.

a) Définition du modele d’Ising Curie-Weiss dynamique de SOC

Pour n > 1 et pour tout vecteur y = (y1,...,y,) de R™, nous notons

n n
=Dy et Tlyl=) v
i=1 =1

Le modéle. Soit ¢ une fonction paire et de classe C? de R dans R telle que la fonction exp(2¢)
est intégrable sur R. Nous définissons la densité p par

Ve e R p(z) = Z L exp(2¢(x)) avec Z = / exp(2p(t)) dt.
R
Nous supposons que
g = / zip(x) dr < 400
R

et nous notons o2 la variance de p(z) dz. Pour n > 1, nous considérons le systéme (3,,) d’équations
différentielles stochastiques

je{l,...,n},
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avec (By, ..., B,) un mouvement Brownien standard n-dimensionnel et
V>0 Xo(t) = (Xh(t),..., X2(t)).
Nous notons encore p la mesure de densité p par rapport a la mesure de Lebesgue sur R.

Remarquons que, pour tout j € {1,...,n},

9 (1 (S Snly] Sl \* .
R" 2 D = —y; 20 (y;),
e @U@T FXFy) T+l Y\ Ty +1) W)
donc le systeme (3,,) s’écrit aussi
1

ou B=(By,...,B,) et In.p est la densité de iy, , par rapport a la mesure de Lebesgue sur R™,
définie par

1 1 (y1 +- —i—yn
Yy € R” * = .
y fa (W) 73 P (2 TRt +2 § ©(ys)

Ainsi la solution de (%) (si elle existe) est la diffusion de Langevin associée a f; ,.

Introduisons I'opérateur L, sur C?(R™) tel que, pour tout f € C*(R"),

n PFW)  ~=(1 Sulyl oy { Saly] \?, . of(y)
VyeR nf() Z 2 +;<2Tn[y]+1_2<Tn[y]+1> +90(yj)> ayj .

j 1 ayJ

Théoréme XII.2. Supposons qu’il existe C' > 0 tel que
Ve R xo (x) < C(1 + 22).

Alors, pour tout n > 1, il existe une unique solution forte (Xn(t), t> O) au systeme d’équations
différentielles (X,,) de condition initiale X,,(0) de loi admettant un moment d’ordre 2. De plus
il s’agit d’un processus de diffusion de Markov sur R™ de générateur infinitésimal (L, D(Ly)),
avec C°(R™) C D(Ly), et dont l'unique mesure invariante est fiy, ,.

Démonstration. Soit n > 1. La fonction Infy; ; est de classe C? sur R" et, pour tout = € R",

2
5 +2C(n + [|z]%).

Ensuite la convexité de t — t? sur R entraine que

(Saal? _ Tl _

WERT Tl 112 S Wl + 12 S

puisque T}, [-] < (T5,[]+1)%. Ainsi f , vérifie les hypotheses du théoréme XIL1. Le théoréme XI1.2
en est donc une conséquence. O



224

Remarquons que nous avons choisi de construire ce modele dynamique afin que g p Soit une
b

mesure invariante. Nous aurions pu également le constuire afin que iz, , soit une mesure invariante.

Mais alors le systeme d’équations différentielles stochastiques aurait été

2
dXi(t) = ¢ (Xi(1)) dt+dBj(t)+% (m - XI(t) (%) ) dt, je{l,...,n}

Cette fois la fonction d’interaction n’est plus Lipschitzienne et il faut s’assurer que T,[ X, (¢)] # 0
pour tout ¢ > 0 : ce serait source de difficultés techniques pour montrer I’existence et 'unicité de
solutions fortes.

Nous supposons dans toute la suite que ¢ est telle que, pour tout n > 1, (3%,) admet une unique
solution forte ((Xp(t),..., X2 (t)), t > 0). Pour tous n > 1 et ¢ > 0, nous introduisons la mesure
empirique M, (t,-) définie par

1 1 :
VAEBr  Mn(t,A) =~ 0y (A) = =D 1a(X(1).
j=1 j=1

Comme dans [19], la suite des processus empiriques (My(t,-), t > 0),>1 est 'objet central dans
I’étude de ce modele d’Ising Curie-Weiss de criticalité auto-organisée.

Lemme XII.3. Supposons que la loi du vecteur X,(0) est invariante par permutation des
coordonnées. Alors (My(t,-),t > 0) est un processus de diffusion de Markov dans Mj(R).

La démonstration est indentique a celle du lemme 2.3.1 de [19] puisque H,, est invariante par
permutation de ses coordonnées.

b) Convergence de M,(-,-)

i) Heuristique pour la convergence de M,(-,-)

Nous donnons ici une heuristique pour la convergence de la suite (M, (t,-),t > 0),>1 a I'image
des sections 2.4 et 2.5 de [19].

Si (Mp(t,-),t > 0)p>1 converge en loi dans C([0,4o0[, M1(R)) vers un processus (Y (¢,-),t > 0)
alors, sous des hypotheses de convergence des moments,

S Joed [y
Tn[Xn(t)] + 1 / .%'2 Mn(t, d.i?) + 1/7’L n—4o00 / ny(t’ dx)
R R

En regardant la démonstration des théoremes 2.4.1 et 2.5.1 de [19], nous pouvons conjecturer que
la suite (M,(t,-),t > 0),>1 converge en loi dans I'espace C([0,+oc[, M1(R)) vers le processus
(p(t,x)dx,t > 0), ou p(-,-) est solution de I"équation

(M@tgw = Lip(t,y), (Eoo)
. 1 0%p(t, 0 , zp(t, z)dz zp(t,z)dz 2
Locp(t:y) = 2](;(y2y) Oy ( 7 ly) + 2‘%{; zgj(z)(t,)z) dz % (f{fz:;;((t, z)) dz) ] p(t,y)).

Il s’agit de ’équation de Fokker-Planck associée a 1’équation différentielle stochastique

dy(t) = 90/(9(75)) dt +dB(t) + (2%2%2))) B y(;) <I§(§Jy2((tz))>> > a
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ii) Les solutions stationnaires pour (Ey)

Si p(x) dx est une mesure de probabilité solution stationnaire de ’équation (E.,) alors elle admet
un moment d’ordre 2 et la fonction p vérifie

3t = oy (045 g

a:/Rzp(z) dz, b:/Rz2p(z) dz, 1:/Rp(z)dz.

Donc il existe K € R tel que

a CL2
Ply) =K+ <290’(y) +o - yb2> p(y)-

Via la méthode de variation de la constante de I’équation différentielle ordinaire linéaire ci-dessus,
nous obtenons qu’il existe C' € R telle que

2

2 z 2 2
Vy e R p(y) = exp 2¢(y)—y a2 +% C’+K/ exp —2¢(z)+%—% dz ) .
22 " h ; 22 b

Le lemme suivant nous donne une condition suffisante pour que K = 0.

Lemme XII.4. Soit f : [0, +00o[— R une fonction de classe C? vérifiant :
* exp(f) est intégrable sur [0, 00|,

x il existe m > 0 tel que f'(t) # 0 pour tout t > m,

* f"(t)/(f)2(t) tend vers 0 quand t tend vers +oo.

Soit g : [0, +00[— [0, +o0] telle que gexp(f) est intégrable sur [0, +oo[. Alors la fonction

Frg s gla) exp( (@) [ exp(—f(0) d

est intégrable sur [0,4o00[ si et seulement si g/ f' est intégrable sur [m,+ool.

Démonstration. L’intégrabilité de Fy, sur [0,m[ est immédiate. Remarquons ensuite que
I'intégrabilité de F 4, sur [m, ool est équivalente a celle de la fonction

x

s g(z) exp(f(2)) / exp(— (1)) dt.

m

Cherchons un équivalent de cette fonction en 4+o00. Soit x > m. Via une intégration par parties,
nous obtenons

/x exp(—f(t)) dt = /m r'@) e;}zi)_f(t)) dt
_ exp(—f(m)) exp(—f(z)) /93 1 (t)

f'(m) f'(=) . Wexp(—f@))dt-

La fonction exp(f) est intégrable sur R donc, d’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz, l'intégrale
de exp(—f) diverge. Comme f”(t)/(f")?(t) — 0 quand ¢t — +o00, nous en déduisons que

| evt-rand = o [ ew-s) ).

R e I e e

Ainsi




226

Comme gexp(f) est intégrable, nous obtenons ’équivalent annoncé. ]
Regardons un exemple. Pout tout (a,b,y) € R x [0, +00[?, nous posons

y?a®  ay

2b2 b

fape(y) = 2¢(y) —

Si ¢ est une fonction polynomiale paire de degré d > 2, alors la fonction f vérifie les hypotheses
du lemme et donc, pour tout j € N, la fonction

2 27 exp(fapo(t)) /0 " exp(— fany (1)) dt

est intégrable sur [0, +oo] si et seulement si t — t7/ fop () est intégrable au voisinage de +oc.
C’est le cas si et seulement si d — j > 2. Supposons que K # 0. En prenant j = 0, nous obtenons
que p n’est pas intégrable (et donc n’est pas une densité) si d = 2. De plus, en prenant j = 2,
nous obtenons que b = [, 22p(z) dx = +o0 si d < 4. Nous en déduisons que, si ¢ est une fonction
polynomiale paire de degré d = 2 ou 4, alors K = 0.

Plus généralement, si ¢ est une fonction polynomiale paire et si une mesure invariante admet un
moment d’ordre j alors K = 0 des que le degré de ¢ est inférieur ou égal a j + 2.

Supposons dans la suite que nous avons montré que K = 0. Nous obtenons alors que p vérifie

2CL2 a
exp (2tp(y) ) A f)

2b2
WeR  ply) = St a= [aedn b= [ 2
/ exp <2<,0(z) -5t ) dz R R
R 2b b

Or ¢ est une fonction paire donc

2242 az az? 2202 az
a /Rzexp (2@(2) G b> - /R b P <2¢(2) o T b) 4
O=a—-b-—-= —
z

b a az
/Rexp <2<p(z) T + b) dz
+oo az 22a? o0 2022 az 22a?
2zsh ( — ) exp <290(z) — > dZ—/ ch { —)exp <290(Z) - > dz
/0 ( b ) 202 o b ( b ) 252
224> az
/Rexp <2<p(z) ~ o + b) dz
[ e (B0 (1 (52) - ) esp (2000 - S )
A b b)) TP\ T g
22a®>  az .
/Rexp <2gp(z) T + b) dz

Or th(u) < u pour tout u > 0, avec égalité si et seulement si u = 0. Ainsi la fonction & I'intérieur
de l'intégrale du numérateur est strictement négative si a > 0, strictement positive si a < 0 et
nulle si @ = 0. Nous en déduisons que a = 0 et nous obtenons que p = Z ! exp(2p) = p. Nous

avons aussi b = o2.

Nous avons donc montré que si K = 0 alors p = p. Nous supposons que c’est le cas dans la suite.
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c) Générateur de U,(-,")

Afin d’étudier les fluctuations pour la diffusion de Langevin associée au modele d’Ising Curie-
Weiss de SOC et compte-tenu de I’heuristique du paragraphe précédent, de la discussion sur
les mesures invariantes et du théoréme 4.2.2 de [19], nous sommes amenés a étudier la suite de
processus (Uy(t,-), t > 0),>1, définie par

Vn>1 Vt>0 VYAeBr Ut A) =n'/4 (Mn(ﬁt,A) —/ p(x) d:v) :
A

Pour tous n > 1 et t > 0, la mesure U, (¢, -) appartient & M*(R), ’ensemble des mesures signées
sur R.

Donnons-nous n > 1. Nous introduisons la fonction

1 n
Un @ (21,...,2n) € R" —s nt/4 n,z:l(smi —p| e MER).
]:

Soient v € ME(R) et ® = (®1,...,P,), ottles Py, k € {1,...,p}, sont des fonctions v-intégrables,
nous notons

(@,0) = ((D1,), ..., (B, 1)) = </R<I>1(z) dl/(z),...,/@p(z) dy(z)).

R
Notons aussi z et z2 les fonctions qui & z € R associent respectivement z et z2.

Proposition XIL.5. Donnons-nous f € C*(RP) et ® = (®y,...,®P,) telles que, pour tout
ke{l,...,p}, & € C3R), ®)p € Co(R) et les fonctions Dy, @, P et z®) sont p-intégrables.
Alors

VL, f((®,v)) = (vnG1 +n'4Ga + G + Ry) f (@, 1)),

avec

GLf((®,vm) =) ﬁ(@, Vn)) (L, Vi),

pr
Vke{1,...,k} £<I>k:%¢>’,€’+<p’ §€+%‘2< D),

1 p a (p/’n (p/, 27n (I)/, Un
Ggf(((I),y@):zgi(@’yn» v (¢ ,;2u>_< k P>U<42 ) _ (2% /;>4<z v >>’
1N~ 0f (22, ) 2(D},p) (2%, ) (@), V)

G3f(<(I),I/n>) - 5 é E((@, Vn>) <Z’ Vn> 06 04
_ (z,vn) (2@, vn) | 2(2°, V) (Z, Vn) (22, ) 1 Of I»Y
o4 o6 ) T aykayl«q)?Vn)) <q)kq)l7p>a

b Y (@) @)
onl/4 e 0

ot ( %0)),21 est une suite de fonctions de R® dans R vérifiant

Vk >0 lim sup ‘R%O) (v)‘ = 0.

NF00 4eRS, [|v]| <k
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Démonstration. Nous calculons

o) - L5 et i £ e mas:s;x@ )
. ,
{3 e )
Pour g € L' (p), nous avons
3 0(e) = g+ /g
Nous remarquons que _
Selrl  Selel/n (@ Yiu, 4 p) 1Az, 1)

Tl + 1 Tull/ntUn (@0 Vi, +p)+1/n o2 +n Va2, v) + 1jn

Ainsi

Lo ((®,1)) = % ai(<¢’ vn) (@1, v + 0 4p)

ﬁmﬁ

1 0% f
E : (<(I)7Vn>) (@5, P), v + n1/4p)
3/4
2n3/ 1 ri<p OyrOy;

p —-1/4

of / 1/4 n (z,vn)
(@, vn)) | (P, vn
kg 1% < ko Vi +n p> 0_2 +7’L71/4<Z2,Vn> + 1/n

) n_1/2<z,1/n>2
P (02 4+ n=Y4z2 v,) + 1/n)?

l\Q\H
Q’\

1/4

— (2@}, vy + 1 + 2(¢/ ;c,yn+n1/4p>>.

Ensuite, pour tout k € {1,...,n}, nous avons ®, p € Cy(R) donc
0= [ (@) (2)dz = (@ + 250 ),
R
si bien que

1
< ;c/+290/ ;ﬁ,yn—l—n1/4> < k+290 kayn>:2<£q)k’7’/n>_§< ;mp> <Z7Vn>'

Nous obtenons alors

2 / /V ! &/

1 Shis OyrOy

LG (@) + %Zai B, 1) (G,m - %@;,m <z,1/n>>,

avec, pour tout k € {1,...,n},

n‘1/4<z, Un)

Y4 p)
o2 +n"Y4z2 v,) +1/n

/
Gk,n:< kyVUn+ 1N

n—1/2<Z’ Vn>2

/4 p) :
(02 +n=Y4z2 v,) + 1/n)?

— (2P}, vy + 1
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De plus, pour tout (a, 3) € R?, quand n — +o0,

n~/4q « af af? o}

= - (1)
o2 +n- 4B +1/n  o2nl/4t ginl/2 + 567,3/4 + n3/4Rn (B),

~1/4 2 2 2 2
2 n1/a S + = R (B),
o2 +n"Y4B+1/n oinl/2  gbp3/4  p3/4

avec R et R des fonctions telles que Rg)(ﬁ) et RY (B) tendent vers 0 quand n tend vers +o00,
uniformément en § appartenant a un compact de R. Par conséquent, pour tout k € {1,...,n},

_ / 1 <Z27Vn> <Z27Vn>2 1 1 2
Gk:" _< k’V”> <Z’V”> <02n1/4 o odnl/2 + o6n3/4 + n3/4R£L)(<Z ’V”>)

g

1 <227Vn> <227Vn>2 1 1 2
+ (@}, p) (2, V) (2_ oAnl/a + o6n1/2 + n1/2R7(1)(<Z ,Vn))

1 2(z2, v, 1
— (20}, vn) <Z7Vn>2 <a4n1/2 o (§.6n3/4> + n3/4R1(12)(<Z27Vn>)>

1 2(z2, vp) 1
- <Z‘I);€,p> <Za Vn>2 <U4TL1/4 - a6n1/2 + nl/2 R7(12)(<Z2,l/n>)> .

Regroupons les termes :

Gk,n =

(@) (2 0m) , {2 1) <<¢;,vn> (D) (2B (2Dh,0) <z,vn>>
o2 nl/4 ) ol ol

| (z) ( (@ vi) (@ 0n) | (@) (7 0n)?  (@F ) <z,vn>>

n1/2 o6 ot

2(z®,, p) (z,vn)? (22, V) 1
+ SR + g B (2, 0n), (22, v), (@, vn), (@, ), (200, v, (297, 0)),

oil, pour tout (1, xe, 3,24, 5, ) € RO,

2 2
T1T5T3 T3 2x7r9x5 T5
RO (21, 29, 73, 24, 35, 76) = Wﬁ/‘lﬂgl <n1/4+x4) Rgl)(x2)+m+x% <nl/4+x6)R£l2)(x2)'

Finalement, en regroupant tous nos calculs, nous obtenons
Lof((®,v3)) = (G1 +n V4G + n V2G5 + n7V2R,) f (D, 1))

Notons enfin que (R,(lo))nzl est bien une suite de fonctions qui tend vers 0 uniformément sur tout
compact. Ceci termine la démonstration de la proposition. O

d) L’opérateur L

Nous définissons I'opérateur £ sur D(L) C C?*(R) par

Ve D(L) VeeR  LB(r) = 5@ (@) + @) (@) + o /R &' (2)p(2) dz.
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i) Noyau de £
Soit ® € D(L) tel que L = 0. Alors ®'p est intégrable et

ax

1 7 / / at
VreR 2<I> () + ¢ (x)® (a:)+202

=0 avec a= /Rq)’(z)p(z) dz.

Il existe C' € R tel que, pour tout x € R,

—+o00

texp(2<p(t))dt>— ZC + /+ootp(t)dt.

V(o) = exp(-20(0)) (C+ 5 [ @)+ @)

Comme ®'p est intégrable, il s’ensuit que C' = 0. Donc il existe K € R tel que

VyeR @(y)zK%—a/OyJQpl(x)(/;mtp(t)dt) dzx.

Nous définissons la fonction ®q par

WER  ®oly) = /Oy(ﬂ;(x) </;OO Lo(t) dt> da.

Comme ¢ est paire, il s’ensuit que ®{, est paire et donc

/R B! (2)p(x) dz = % [ < /x o) dt> i

(o 2 f ([ )

ou nous avons utilisé le théoreme de Fubini a la derniere intégrale. Ainsi
/ 2 oo 2
/ y(z)p(r) de = — t*p(t) dt = 1.
R o= Jo

Nous avons donc montré que

Ker £ = Vect(1, @p).

ii) Quelques propriétés de o
Rappelons que, par hypothese, ¢ est paire, de classe C! sur R et que la mesure p admet un

moment d’ordre 4.

Proposition XII.6. (a) ®q est une fonction de classe C?, impaire et strictement croissante
sur R.

(b) ®pp € CoH(R).
(c) Pour tout k € N, la fonction z — 2F®)(2) est p-intégrable si et seulement si p admet un
moment d’ordre k + 2. Dans ce cas

1

k+2 . .
— [ 2"p(2)dz st k est pair,
/ KoY (2)p(2) dz = o?(k+1) /R )
R

0 stk est impair.

(d) ®f est p-intégrable si et seulement si la fonction t — tfg |/ (2)| dz Uest.
(e) Si ¢ est la fonction x — —x2/(40?) avec 0% > 0, alors ®o(x) = = pour tout x € R.
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Démonstration. Il est immédiat que ®( est de classe C2. Si y > 0 alors

oo i ([re) (o)
( / t)dt + / o tp(t) dt) dz
- —/0 e (o / ()dt) dz = —Do(y).

Ainsi ®¢ est impaire. Ensuite

WyeR  Dh(y) = 02;@) </y+ootp(t) dt> >0

donc P est strictement croissante sur R. De plus

D4 (y)ply) = % ( /y +OO tp(t) dt) — 0,

o y—Foo

si bien que ®(p € Cy(R). Nous avons montré les points (a) et (b). Ensuite, pour tout k£ € N, le
théoreme de Fubini nous assure que

2 +o0 +oo
/|zk<I>' 2/ 2* (/ tp(t) dt> dz
o z
+OO t & 2 +o0 tk+2
/ (/zdz)dt:(fz/o k+1p(t)dt.

Nous en déduisons le point (c). Puisque ®¢ € Ker £, nous avons ®f(z) = —2¢/(2)®)(z) — z/0?
pour tout = € R. Ainsi ®[ est p-intégrable si et seulement si la fonction ¢'®(, 'est. Ceci entraine
le point (d) puisque

[ie s =2 [ ([ i) a2 [ v o i

Enfin, si ¢ :  — —22/(402) avec 02 > 0, alors

Yy +o0 Yy
VyeR  Boly) = / (22/(20%) ( / LIS dt) dp — / (87207 =7/ (20%) gy
0 T 0

g

d’ou le point (e). O

iili) Lien entre £ et L}

Enfin remarquons que, via des intégrations par parties, si ® et g sont dans C2(R), alors

/E* dx—/Rg(x) LO(z)dx,

ott L* est défini sur D(L*) C C?(R) par
VgeD(L)  Lg=-g — (P9 5 p’/ zg9(2) dz
2 20'2 R '
C’est-a-dire que L£* est adjoint de £ si nous les restreignons & C?(R) muni du produit scalaire

(f.9) € C2R)*  (f.g) = /R f(2)g(x) d
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L’opérateur £* est en fait le linéarisé de L% autour de p. En effet, pour tout h € D(LY)),

oo+ W@
B Qﬁ;%(p—kh)(z) dz(p+h) )

2
_ aay ( ()Ol(y) Yy <fRZ(P+h)(Z) dz)

Lo+ )(w) = (0 + 1) ()

2 Jg 22(p+ h)(2) dz

(p+ h)(y)>

1 " f Zh<z) dZ ! / /
=MW - 5 +R2 [ 2h() s (p+h)(y) = (¥'h)(y)
9 [y Jg zh(z) dz 2
oy (2 <02 +RfR 2h(2) dz) (p+ h)(y))
= %h"(:l/) —(¢'h)(y) - #P'(y) /th(z) dz + o(|[hfloo + 1A ]|oc)

(si nous faisons du moins ’hypothése que les fonction p, p’ et zp’ sont bornées). L’opérateur L*
est un objet central pour I’étude des fluctuations dans [19].

e) Convergence de (®y,U,(, "))
i) La méthode des perturbations

Donnons-nous n > 1 et f € C2. Nous notons toujours

1 n
Un i (21,...,2,) € R" —s nt/? nz;&;i —p | € MER).
=

Nous supposons que t — ¢ f(f |©'(2)| dz est p-intégrable. La proposition XII.6 nous assure alors
que ®(p € Cy(R) et les fonctions ®g, P, P et z®P|, sont p-intégrables. Nous pouvons donc
appliquer la proposition XII.5 a ®.

Par construction, ®y € KerL donc G; f((®o,v,)) = 0. Cependant Gaf((Pg,vn)) # 0 a priori
donc la convergence de \/nL, f({(®g,vy)) n’est pas garantie. Comme dans [19], nous essayons
d’utiliser la méthode des perturbations introduite par Papanicolaou, Stroock et Varadhan [45].

Nous posons
1

=

ou Hy et Ky sont des fonctions sur R™ bien choisies. Nous avons

1
Frug = F(@0,v)) + 3 Hy + =K,

VL, Fy =04 (Gaf (R0, vn)) + G1H[) + (G3f((®o,vn)) + GoHy + G1Kf) + R, 1,

avec

1 1
Ry, ;= Ry f({(®@o,vn)) + W(Gst + R, Hy + G2Ky) + (GsKy + R, Ky).

vn
Il « suffit » de construire Hy et Ky tels que Gof((®o,vp)) + G1Hy =0 et

Gaf ((®o,vn)) + GaHy + G1 Ky = Goo f (D0, ¥n));
ol G est le générateur du processus de Markov limite. Pour cela, nous sommes tentés de poser

Hp = —G{'Gaf ((®o,vn)),

Kj = G1'Goo f({P0,va)) — GT'G3f (R0, vn)) — GT'G2Hy,
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ott G! est Popérateur inverse de Gy, s’il existe.

Dans le paragraphe 37, nous utilisons cette méthode pour obtenir un théoréme de fluctuations
dans le cas particulier ot ¢(z) = —22/(40?) pour tout x € R, avec 02 > 0. Par contre, pour
des fonctions ¢ plus générales, nous ne sommes pas parvenus a écrire des preuves completes en
utilisant les idées de Dawson. C’est pourquoi nous préférons énoncer les résultats des paragraphes
suivants — e)ii), e)iii) et f) — sous forme d’heuristiques et de conjectures.

ii) Heuristique pour l’inversion de G

La premiere difficulté dans la méthode des perturbations est de définir I'inversion de G;. Pour
cela partons de I'heuristique suivante : supposons que L est le générateur infinitésimal d’un
semi-groupe (73, t > 0) et que les fonctions f et & = (Pq,...,P,) sont telles que

t— f((Tt<I>1, Un)s .o (T3 Py, I/n>)

est bien définie, est intégrable sur [0, +oo[ et converge vers 0 quand ¢ tend vers +oo. Nous avons
« TyL = LTy = dT;/dt » et nous posons alors

+oo
G (@1, ),y (Dpyvn)) :—/0 FUT®1, w0, (T @y, v)) dt.

. . +oc0
En effet, si nous supposons que nous pouvons inverser ’ordre de G et fo , alors

GiGT f((@1,0n), -, (Dp 1) = — Gif((Ti®1,vn), ..., (T;®p, 1)) dt

= f(<<1>1, Un)s-oos (@, Vn>)
Ensuite, puisque ®( est une fonction impaire, nous avons (z®(, p) = 0 et donc
1
Gaf (@0, v0)) = 5 /' (B0, vn)) {2, 0m) (0 (B, ) — (@ ) (22, 0)

Nous souhaitons alors poser

+oo
Hy = =G Gaf (®0.0) = 5o (@0up) [ Tz (o 0010) = (T, 1) .

puisque T;®g = ®¢. Ensuite il nous faut calculer GoH . Pour cela, posons

Knlg) = 3¢

avec g telle que toutes les intégrales ci-dessus existent. Formellement nous obtenons

z,vn) (029", vn) — (g, p) (2, vn) — (29, p) (2, ) ,

1 " oo 2 / 2
GaHy () = 5+ f (<<1>0,yn>)1cn(q>0)/o (Tyz, va) (02 (Ti®h, 1) — (Tiz?,vn)) dt
/ Uy o0 ,
+ S ({0, 7)) (<;I>§:1 ) /0 (lCn(th) (02<Tt<1>07Vn) - <th271/n))

+ (Tyz,vy) (UQICn(Tt(I){)) - lCn(thz)) ) dt.
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Bien sir il ne s’agit que d’heuristiques et il n’est pas certain que nous pouvons définir correctement

les objets précédents pour toutes les fonctions ¢.

iii) Heuristique pour la convergence de (®g, U,(-,"))

Dans [19], Donald A. Dawson a défini les opérateurs £ et £L* analogues dans le cas du modele
qu'il considere. Il a montré que le processus limite de (M,,),>1, il existe, appartient a I’ensemble

{aq(x)ds:aeR} C MT(R),

ou qp est 'unique fonction du noyau de £* d’intégrale non-nulle. Dans notre modéle, nous avons

vu que L* est défini par

N . 1 1
Vge D) La=3d"~ (o) — 530 [ w0l

Déterminons son noyau : soit g € D(L*) tel que L*g = 0. Alors z — zg(z) est intégrable et

a p=0 avec a= / z9(z)dz.
R

1
5 9” - (90/9)/ T 952

2
Il existe K € R tel que ¢’ — 2¢'g = ap/o? + K et donc il existe C € R tel que

a

VeeR  g(z) =exp(2p(x)) (C’ + /Ol’ (; p(t) + K) exp(—2¢p(t)) dt>

— 2Cpla) + S oo) + Kplo) [ .

De plus

a:/IRzg(z)dz:()%—a—i-K/Rxp(ac)/oxpcz)da::a+2K/0+ooxp(:c)/OxpCZ)dx

Ainsi K = 0 et donc g(z) = ZCp(z) + azp(x)/o? pour tout x € R. Par conséquent
Ker £* = Vect(p, q),

avec q(x) = zp(x) pour tout x € R. Ainsi nous conjecturons que le processus limite de (M,
s’il existe, appartient a ’ensemble

{ag(z)dz:a e R} ¢ ME(R).

n)nZla

Donnons-nous f une fonction vérifiant les hypotheses de la proposition XII.5 et reprenons
lexpression de v/nL, f ((@0, z/n>) en remplacant v, par v, = aq(x)dx, pour un certain o € R :

G1f((Po,va)) =0,
G f ({0, v0)) = 52/ (190,va)) (5 va) (57(®), ) — (%), ) %, va)) =0,

puisque les fonctions z2q et @/ 0q sont impaires. Ensuite nous calculons que

G f (B0, 7)) = —5 5 (B0,2)) (500, va) + 3 1" (B0, ) (%)%, ).

En utilisant le théoreme de Fubini, nous avons

+o0 +oo +o0
<Z(I)/7Q>=/ 2280 (2)p dZ—2/ 02/ dudz—2/ /up — dz du.
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Donc
“+oco ,,4

U Ha
(29, q) = 2/0 @P(U) du =275

De plus, via une intégration par parties, nous calculons que

(@i = [ ([ wntw ) sie) = [ Laptermate)as - 250,

o2

Par conséquent

G f (@0, va)) = — L2407 1 (@0, va)) + g 8" (@0, v0)) (@0,0)

2 2
- _%Oﬁf,«@m Va>) <(I)07Q> + fy?*f//«q)mya)) <q)07q>2

= Gz, f({(®o,va)),

avec 72 = (0%(®g,q)) ! et (Z4(t,-),t > 0) le processus tel que

V>0 VAEBa  Za(t, A) = za(l) / () da,
A

ol (z4(t),t > 0) est la solution de I’équation différentielle stochastique

_ M4’Yf 53

dza (t) = 6 «

(t) + 1dB(t), za(0) =,

avec (B(t), t > 0) un mouvement Brownien standard (cf. théoréeme XII.1). Ainsi
VL, f((®o,va)) = Gz, f({®o, va)) + un reste.

Nous déduisons de cette convergence de générateurs la conjecture suivante :

Conjecture. Soient T > 0 et a € R. Supposons que

/@0(1‘) Un (0, dx) Z, oz/@()(a:)xp(x) dz.
R R

n—-+o0o

Alors

<z

(/R ®o(z) Up(t,dz), 0 < t < T> = (za(t) /R%(x)xp(x) de, 0<t< T) :

n—-+o0o

pour la convergence en loi dans C([0,T],R).

f) Conjecture pour les fluctuations de U,(-, )

En analysant la preuve du théoréme 4.2.2 de [19] et de son corollaire, et compte-tenu des résultats
du paragraphe précédent, nous avons la conjecture suivante :

1 converge dans MT(R)

Conjecture. Soient T' > 0 et a € R. Supposons que la suite (Up(0,-))n>
-),t > 0) converge en loi dans

vers la mesure aq(x) dx. 1l existe o, > 0 tel que le processus (Uy(t,-),
C([0,T], ME(R)) wvers le processus (Z(t,-),t > 0), défini par

)n
t

Vt>0 VAeDBgr Z(t,A) = z(t) / zp(x) dz,
A

ot (z(t),t > 0) est l'unique solution de l’équation différentielle stochastique

2
dz(t) = —“47"*23@) +0.dB(t), 2(0) = a,
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et (B(t),t > 0) est un mouvement Brownien standard. Pour n > 1, notons U,(co,-) l'état
d’équilibre du processus U,. Alors (Un(occ,-))n>1 converge étroitement dans M*(R) vers la
mesure signée soxp(x) dx, 0l oo est une variable aléatoire de loi

A\t 1\ s’
— r(- - .
( 3 ) 1 exp 12 ds

1 &y 1 g

Enfin

Cette derniere convergence, si elle est vraie, est cohérente avec le théoreme 1.5 puisque
(X(0), ..., X1(c0)) a pour loi i, , pour tout n > 1.

37 Un modele d’Ising Curie-Weiss dynamique de SOC :
le cas Gaussien

a) Préliminaires

Soit ¢ > 0. Dans ce paragraphe, nous allons examiner le cas ot p(x) = —22/(402) pour tout

x € R. La mesure p est alors la loi Gaussienne centrée de variance o2.

Donnons-nous n > 1. Nous supposons dans la suite que X}(0),..., X"(0) sont des variables
aléatoires indépendantes et de méme loi p. D’apres le théoreme XII.2, il existe une unique solution
forte ((X5(t),..., X (t)),t > 0) au systéme d’équations différentielles (Xy,)

X40) =~ Ly x50+ a0+ 1 (S[X@ﬂ ~X3(0) (S[X(tﬂ)) dt,

L[Xa(®)] +1 Tl Xn(O)] +1
j E {17"'7n}7
de condition initiale X,,(0) de loi donnée, avec (Bj,..., B,) un mouvement Brownien standard

n-dimensionnel et

VE>0  Xu(t) = (Xh@),.... X2(1)).

Remarquons qu’il s’agit de n processus d’Ornstein-Uhlenbeck auquels nous rajoutons une auto-
interaction.

Le noyau de l'opérateur £, défini au théoreme XII.5, est engendré par la fonction constante égale
a 1 et par la fonction ®g qui est, dans ce cas, la fonction identité. Nous la notons z, comme dans
les paragraphes précédents. Nous avons

Sn(v/nt)

1 &
i=1
ou
VtER  S,(t) =Xt)+ -+ X(b).

n

Dans ce cas précis, nous allons pouvoir déterminer les fluctuations du processus (S, (t), t > 0), qui
n’est pas un processus de Markov. D’aprés le théoreme XIL1, pz3 , est 'unique mesure invariante
du processus de Markov (X,,(t),t > 0) et

Vo € R" tg+mm Aselg]in |P(Xn(t) cA ‘ Xn(0) = x) — ﬁn’p(A) ’ =0.



37. Un modéle d’Ising Curie-Weiss dynamique de SOC' : le cas Gaussien 237

Nous en déduisons que, pour tout n > 1,

Sn(t) — Sp(o0),

t—+o00

olt Sp(00) = X\ + - + X, avec (X,,,..., X)) de loi fiy; ,. Enfin, d’aprés le théoréme 1.5, nous

avons 1 4
n 2 1\
i) 2 V20 (1) oy (2 e

n3/4 n—oo g 40’4

b) Générateur de S,(y/n-) et perturbations

Soit f € C?(R). Comme nous I’avons vu dans le paragraphe 36.e), nous souhaitons déterminer
des fonctions Hy et Ky sur R” telles que Gaf((z,v)) + G1Hy =0 et

Gs3f((z,vn)) + GoHf + G1 K = Goo f((2, V),

ol G est le générateur du processus de Markov limite (& déterminer aussi). Dans ce cas, si nous
posons,

1
vn

1
Fr g :f(<ZaVn>)+me+ Ky,

alors

\/ﬁLnFn,f = Goof(<za Vn>) =+ En,fv

ou En ¢ est un terme de reste. La construction de Hy et K repose essentiellement sur la possibilité
d’inverser l'opérateur G. Nous avons (@, v,,) = (1,15,) = 0 donc

G2f(<z7Vn>) = _ﬁflazvl/n)) <Z7 Vn> <227Vn>‘

Nous avons vu (sous réserve que tout est bien défini) qu’il faut poser

too 1
Hf = _GflGQf(<Za Vn>) = / @f/«TtZ, Vn>) <TtZ, Vn> <T;‘/Z25 Vn) dt,

0
ou (T3, t > 0) est le semi-groupe engendré par L. Nous allons définir cela correctement. Com-
mencons par remarquer que 1yz = z puisque £z = 0, si bien qu’il nous reste & définir T;z2. Nous
avons

ek L) = 1) (@) + P @) (@) + oy [ @ 0ol dy
x x z?
= l_ﬁ%c—i_ﬁ /R2y,0(y)dy:1—02.

Une récurrence simple nous assure que
_1\*
VeE>1 L[R2 = () (22 — o).

La théorie des semi-groupes (cf. le chapitre 1 de [27]) nous suggere de poser

+o0 tk +o0 1 ¢ k
Yt >0 Tiz? =722 + Z Hﬁkz2 =z + Z i <> (z2 — 02)
k=1 k=1

o2

=22+ (22 - 0?) (e_t/az - 1) =%+ (2% - UQ)e_t/az.

1. Ce résultat peut se montrer plus simplement en adaptant au modele alternatif la preuve du cas Gaussien
cf. chapitre II) du modele d’Ising Curie-Weiss de criticalité auto-organisée.
g g
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Ainsi (Tyz2, v,) = e/ (22, 1,,) pour tout ¢ > 0 et donc

+00
Hy = ~3 4f ((z,vn>) (Z, V) / (Ty2%, v,) dt = 2f (<z,vn>) (z,vn) (22, 1).
o 0 20
Il s’agit bien stir d'une construction formelle. Vérifions donc que Gaof ((z,vn)) + G1Hy =0 :

1

Gi1Hy = ~352 (f”((z, yn>) (Lz,vn) (z,vp) <z2, Un) + f’((z, l/n>) (Lz,vp) <z2, Un)

7 () (o) (L%, 00)) = 5 (o 0+ £ (2 vm)) (2 00) (1 = 220, 00))

= @f'(@,vn)) (2, v0) (22, ) = —Gaf((2,v2)).

Nous avons donc défini Hy. Définissons a présent Ky et G. Pour cela commencgons par
calculer GoHy :

GoHy = — <Z2;Z”> (' (zovn) + f"((2ovn)) (2v) Kou(2) — %f’(@, va)) (2, vn) K (22),
Kate) = B0 (2001 0,) (el ) ) — (o) ) = — BT (52 ),
et
Kale?) = 2000 (020(22) 1) — (22 ) (22 ) — {2 (22)'. ) ()
= B0 (902,14 — 0~ 2022 ) () = 0
Donc (22,00 ()
GoHy = P P (f’((z,yn>) + f”((z,yn)) <z,1/n>) .

406
Nous souhaitons donc que Ky et G soient tels que

Goof(<z, Vn>) — Gle = G3f(<z, I/n>) + Gsz

1, (22, v,)?
= §f ((z,yn)) (z,vp) <

z2 129 2 Z,Vn
+ < ) > < > (f (<Z Vn>) + f (<Z,Vn>) <Z,7/n>)

406
Z, U, 3 Z2 1% 2 Z,V
= 7)) — B () 4 B 40y () ),
EK:;G1 cIlm Gy

le terme de droite étant dans I'image de G, pour les mémes raisons que Hy (cf. ci-dessus). Nous
sommes donc amenés a poser (formellement)

z2,v,)% (z, v, y
Kp=-G* << ’ 4>a< ) (B3 ((z,vn) + " ((2,vn)) <z,yn))>
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Posons Uy : & — 3z f’(x) + 22 f(x). Nous vérifions que

" ((z,v 2. ) (22 )2
G]_Kf - G]. <‘I/f(<zayg>o-)4<zz,l/n>2> _ \ij(< ? n>) <8EO-47 n>< 5 n>
Uy ((2,vn)) (2%, va) (L22 v Ut ((z,vn) (22, v0) (1 — 22/0%, vy,
R >)<4U4 ) ) _ gy Yrlzmm) ( 402< [0, )
22, v,)? (z, vy , ,
__d 4>06< ) (3f ((z,vn) + " (2, v0)) (z 1)) -

Nous définissons alors G, sur C2(R) par

3

V/ECHR)  VrE€R  Guf(r) = 3f"() ~ oy

'(x).

Nous terminons en remarquant que, pour que les calculs de (G + R,,)Hy et de (G2+G3+ Ry,) Ky
soient possibles, il faut que f’ et f” soient de classe C? sur R. Nous résumons ’étude dans la
proposition suivante :

Proposition XII.7. Soientn > 1 et f € C*(R). Nous posons

anf = f(<Z7Vn>) + #Hf + \}ﬁKf’
Hy = g () e ) (2 ),
z,vp) (22, 1p)? , y
iy = EIHEL (31 (,11)) 4 17 (2, 000) G0

8ot
Nous avons B
\/ﬁLnFn,f = Goof(<za Vn>) + Rn,f;

o

1
Ry = Rnf((z,vn)) + W(G3Hf +R,Hy + G2Kf) + GgKf + Ran).

1
ot

Nous terminons ce paragraphe en examinant la convergence de En ¢ Pour cela, regardons 1'effet
de G, G3 et R, sur une fonction du type \I/(<z, Un), (22, Vn>), avec ¥ de classe C? sur R%. Nous
calculons que

(z,vpn) (22, V) OU

GQ\II(<Z, Un), (22, I/n>) e S %((z, Un), (z2, Vn>),
G3‘I/(<z, Un), (22, Un>) = Ti’ﬁ%(<z, Vp), (22, yn>)(z, Un) ((zz, un>2 — 02<Z, un>2)
10%0 0*v
+ 5@(@’ Up), (22, I/n>) + 2028—y2(<z, Un), (22, I/n>),
Rn\I/(<z, Un), (22, I/n>) = ;gi(@, Un), (22, I/n>) Rgo) (<z, U)o (22, 0,),0,1, (z,1,), 0)
100
+ §a—y(<z, vn), (22, v0)) RO ((z,v0), (22, v0), 2(2, 1), 0, 2(22, 1), 20%)
1 9*v 2 9*0

+ mm«z, Un), <z2’ yn>) (z,vp) + WaTP«Z’ V), <z2, Vn>) <z2, V).
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Remarquons ensuite que Hy = \I/?((z, Un), (22, yn)) et Ky = \Iljlf(<z, Un), (22, un>), ol \IIJIZI et \Ilff
sont définies sur R? par
R2 qu _ xyf’(a;) \I/K _ xy2 / "
V(z,y) € 7 (z,y) = T 052 et 7 (zy) = @(Zﬁ (z) +zf"(x)).

Puisque f est de classe C? sur R, il s’ensuit que les fonctions \I/]Ic{ , \I/ff , ainsi que leurs dérivées
partielles premieres et secondes, sont bornées sur tout compact de R?. Rappelons enfin que
(R%O))nzl est une suite de fonctions sur R qui converge vers 0 uniformément sur tout compact.
Nous en déduisons le lemme suivant :

Lemme XIIL.8. Pour tous f € CY(R) et n > 1, il existe une fonction W, ; continue sur R? telle
que Ry, y = \Ifmf((z, Un), (22, 1/n>) De plus
Vk >0 lim sup | Wy, r(u,v)| = 0.

nEO (u0)eR?, ||(up)||<k

c) Théoréme de fluctuations
Nous avons vu & la proposition XII.7 que, sin > 1 et f € C*(R), alors

(z,v,)3

soif ((zvn)) + Ruy,

VALuFo g = 31" (2, 0n) -

ot Fy ;= f((z,vn) +n VAH; + n~ V2K, et én,f est un terme de reste. Cette convergence de
générateur nous amene a énoncer le théoreme de fluctuations :

Théoréme XI1.9. Supposons que, pour tout n > 1, les variables aléatoires X}(0),..., X(0)

sont indépendantes et de méme loi p = N(0,0%) . Notons (U(t), t > 0) l'unique solution forte

de l’équation différentielle stochastique
2(t)
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avec (B(t), t > 0) un mouvement Brownien standard sur R. Alors, pour tout T' > 0,

dz(t) = dt + dB(t), 2(0) =0,

Sn(v/nt) Z
<n3/4, O§t§T> e Ut),0<t<T),

pour la convergence en loi dans C([0,T],R).

Remarquons que, d’apres le théoreme XII.1, I’équation différentielle stochastique du théoréeme
admet une unique solution forte dont 'unique distribution invariante est

V2 ! st

D’apres le théoreme XII.1, il s’agit donc de I'unique mesure invariante du processus de Markov

U(t).t > 0) et
PU(t) € A) - \f r <i>_1 /Aexp (‘féx) ds

Cette convergence, combinée a la convergence en loi du théoréme et & celles obtenues a la fin du
paragraphe 37.a), nous permet de compléter le diagramme commutatif de convergences en loi
présenté au paragraphe 5.b).

lim sup
t——+o0 AeBg

1. Les variables aléatoires X, (0),..., X7(0) sont indépendantes et de méme loi p = N(0,0?) donc

sn(O)gN<07i> Z 0=U(0).

n3/4 \/ﬁ n—+oo
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d) Effondrement de processus
Pour montrer le théoreme XII.9, nous aurons besoin de la notion suivante :

Définition XII.10. Une suite de processus stochastiques (§,(t), t > 0)p>1 s’effondre vers 0 si

Ve>0 VT >0 lim IP’( sup \ﬁn(t)\>5> =0.
n—-4o00 0<t<T

La notion de processus s’effondrant vers 0 (collapsing processes en anglais) a été développée par
Comets et Eisele dans [18].

Proposition XII.11. Soit (&,(t), t > 0),>1 une suite de semi-martingales positives sur un
espace de probabilité (Q, F,P). Pour tout n > 1, donnons-nous un entier my, > 1 et (Bi)<;cp,.
des mouvements Browniens standards indépendants qui générent une filtration (ft)t>0._]\70u5
supposons qu’il existe des processus (Cu(t), t > 0) et (Zyi(t), t > 0)1<i<m, adaptés d la filtration
(Ft)ps et tels que

d6n(t) = o0t + 3 Zos()dB, (1)

=1
Nous supposons aussi qu’il existe d > 1, des constantes positives C1,...,Cs, des suites de réels
(Kn)n>1, (an)n>1, (Bn)n>1 strictement croissantes et une suite de temps d’arrét (1,)n>1 vérifiant

1
m‘%a;l — 0, n;lan — 0, H,_Llﬁn — 0, (1)
n—+oo n—-+oo n—-+oo

d
vn>1 E [(gn(o)> ] < Cha 2)
Vn>1 Vtel0,7,] Cn(t) < —KnCo&p(t) + BnCs + Cy (3)

et m
Vn>1 Vte(0,m] Y Zni(t)? < Cs. (4)

i=1

Alors, pour tous e >0 et T > 0, il existe M >0 et ng > 1 tels que

a;l \/OénK,E1> ) <e.

Cette proposition est énoncée au chapitre 4 de [17]. Il s’agit d’une simple adaptation de la
proposition de I'annexe A de [18].

-

n>ng 0<t<T AT,

sup P( sup  &n(t) > M </<an

e) Preuve du théoréme XII.9

Soit n > 1. Dans ce paragraphe, nous notons simplement U, (t) au lieu de U,(t, - ) pour tout
t > 0. Rappelons que

1 n
Vo = (z1,...,7,) € R" vn(z) = nt/* Ez%i—p
j=1

Ainsi, avec les notations du paragraphe 37.b), pour tout z € R",

IR - ST S < 1 ¢ 1L ™2 i
Fp(@) = f 13/4 ij + <n1/4\11f + n1/2\Ilf ) 374 ij’ 13/4 ij —nto
=1 =1 =1
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Remarquons aussi que

S, (v/nt
VE>0  Upn(t) = vn(X,(Vnt)) et Mz(zwn(Xn(\/ﬁt))%

Donnons-nous f € C4(R). Nous avons

vi>0 f (‘W) = [((z,Un(t))) = (Fn,f - #Hf - \}ﬁKf> (X, (Vnt)).

FEtape 1 : vers un probléeme de martingale.

Nous définissons le processus (M, ¢(t), t > 0) par
OF,
VE>0 M, s(t) = n!/t / —nL( dB;
> S —n z ot (o) B

Il s’agit d’'une martingale locale (cf. théoréme 5.5 de [41]). En appliquant la formule d’It6
(théoreme 5.8 de [41]) au processus (X, (y/nt),t > 0), nous obtenons

W0 M) = Fog(Xa() = Py (X,(0)) = [ VALFs (X, (Vi) ds

Nous avons

VE>0 (M, nft_fZ/ (8;;;;’”) X (/ns)) ds.

Pour tout k& > 0, nous introduisons le temps d’arrét 7% défini par

mi=inf { (@ Ua(0)] 2k on [(22Un(t)| 2 k.

Donnons-nous 7' > 0. Nous notons M¥ £ () =M s (EA 8 A'T) pour tout ¢ > 0.

Lemme XII.12. Pour tous k > 1, n>1 et f € C4(R), le processus Mﬁ s est une martingale
bornée dans L2. De plus

vVt >0 supE(M ())<+oo.

n>1

Démonstration. Pour tout ¢ > 0, nous avons

& n tATEAT aFn f 2
<Mn f’Mn,f>t = <M'fl7f7MTL7f>t/\T,,lf/\T = \/EZ/O < 8337 > (Xn(\/ﬁs)) ds.
Jj=1 J

De plus, pour tous ¢ € {1,...,n} et x € R,

OF, r
Oz, () = n3/4 n3/4 Z:UJ

1 1 0wy 1 ovy 1 ¢ I &2 i
T\ o o T2 o n3/4 Z:Ej’ n3/4 ij —nta
j=1 j=1

SA\ A oy T i oy n3/4 > n3/4 > zf—nt
j=1 j=1
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En prenant le carré de ces expressions puis en sommant sur tous les ¢ € {1,...,n}, nous obtenons
n 2 H K 2
OF, n 1 0¥ 1 0¥
S (5 F' (2, ) + ! L1 (), (2%, v)
o ox; n3/2 nl/A or nl/2 or

1 0w 1 OUk

_* (n3/47,2 2 f f
+n3/2(n <Z,Vn>+na)<[n1/4 5y + i oy

1 8@? 1 8@?

nl/4 Ox +n1/2 Oz

g

Nous en déduisons qu’il existe une constante C’; > 0 telle que, pour tout x € R™ vérifiant
(2, vn(7))| < k et [(22, vu(2))| < K, alors

2
((z,un), <z2,1/n>)>

((z,yn>, <z2,un>)>

1 6@? 1 8@?
nl/4 9y +nl/2 oy

(<z, V), (22, l/n>)) .

Nous en déduisons que, pour tout ¢ > 0,

sup E (M5, M5 1) < CHT.

n>1

Ainsi, pour tout n > 1, le processus Mﬁ ¢ est une martingale bornée dans L2 (cf. théo-
reme 4.8 de [41]) et

vez0  E(M)(0F) =B (M M) < CFT.

Ceci termine la preuve du lemme. O

FEtape 2 : étude du comportement asymptotique de (Trlf)nzl.

Lemme XII.13. Pour tout € > 0, il existe ne > 1 et k. > 1 tels que

sup P (T,’fs < T) <e.

n>ne

De plus le processus ((z2,Uy(t)), t > 0)n>1 s’effondre vers 0, c’est-a-dire

vn >0 lim IP( sup |(z%, Un(t))| >n> = 0.
n—-+o0o 0<t<T

Démonstration. Donnons-nous k,c > 0 et n > 1. Nous avons
& 9 k k
P (Tn < T) <P sup [(z%Un(t)] =5 | +P( sup [(zU.(0)] =5 |-
0<t<TATE 2 0<t<TATE 2

Nous notons P(A¥) 4+ P(B¥) la somme dans le membre de droite de cette inégalité.

Occupons-nous d’abord de la majoration de P(A¥). Pour cela nous allons appliquer la proposi-
tion XII.11 & la semi-martingale positive (&, (), t > 0),>1 telle que

Vn>1 Vt>0 &) = (22, Un(t)? = (2%, vn (X (Vnt)))2.



244

En appliquant la formule d’It6 au processus (X, (y/nt),t > 0), nous obtenons
AX1 (/nt)
dén(t) = VnLy (22, '/t Z L (2% Un(®) dBi(t).

Avec les notations de la proposition XIL.11, nous avons alors (,(t) = /nLy((z2,Uy(1))?) et
Zni(t) = 4n~Y2 X1 (\/nt) (2%, U, (t)) pour tous t > 0, n > 1et i € {1,...,n}. Nous avons

VYn>1 Vtel0,7] znjzm-(t)? =16 (22, U, (t))? % ZH:X;(\/M)?
1=1 i=1
Z2
=16 (22, U, (t))? <02 + (2%, Un(t)) ;f{;l(t») .

Ainsi la condition (4) est vérifiée avec C5 = 16k%(0 + k). Ensuite, pour tout n > 1,
2
G1((z%,vn)?) = 2(2%, 1) (L2%,1,) = 2(2%, 1) (1 — 2% /0®, 1) = - (22, v,)2.
o

A la fin du paragraphe 37.b), nous avons vu l'action de Gg, G5 et R,, sur une fonction du type
\P((z, Un), (22, yn>), avec ¥ de classe C? sur R%. En prenant ¥ : (z,y) — y2, nous obtenons

Ga ({22, vn) ) =0, Gs((z* I/n>2) = 402,
Rn(<z2, Vn>2) = <z2, Un) R%O) ((z, Un), <z2, Un), 2(z, vy), 0, 2<z2, Un), 202) + 7”;1/4 (zz, Un)

~ 4
= <Z2’ VTL> RSLO)(<Z7 Vn>, <Z27 Vn)) + W <Z27 VTL>7

avec 9
) Y
RO = 20+ 2R + 202 (Lt RO W),

ol Rg)(y) et R (y) tendent vers 0 quand n tend vers +oo, uniformément en y appartenant &
un compact de R (cf. démonstration de la proposition XII.5). Ainsi

Ve [0,7F]  Gau(t) = (VnGy +n1Ga + G + Ry,) (22, vn)?)

B 6 0) + 40 4 VR DR (12, Ua() VarlD)) + i Ve D

) . 4k
_—ffn(t)+4ag+k: sup ‘R%O)(fvay)“i

I(zw)l<k 1/4

La condition (3) est donc vérifiée avec x,, = \/n pour tout n > 1, Cy = 2/02,

Cy=40%+ksup sup ‘]Sbgo)(x,y)‘ + 4k < +00
n>1 ||(z.y)||<k

et C3, (Bn)n>1 pouvant étre choisies arbitrairement. Nous prenons (f5y,)n>1 telle que 8, /K, tend
vers 0 quand n tend vers 4o0.

Examinons la condition (2) : nous posons Y,! = (X;'L(O))2 — o2 pour tout i € {1,...,n}. Puisque
X1(0),...,X"(0) sont des variables aléatoires indépendantes et de méme loi N'(0,0?), il s’ensuit
que Y, ... Y™ sont indépendantes, identiquement distribuédes, centrées et admettant des moments

de tout ordre. Le théoréme 2 de [11] nous assure alors que, pour tout v > 2, il existe K, > 0
tel que

Vn > 1 ]E(

Yig..oog Yg\”) < Kyn'/2.

n
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Ainsi, pour tout d > 1,

v/2

d 1 )2 n _
Vn >1 E[(fn(0)> :| =K [<n3/4(Yn1++Yn)) ] SK?dW:K2dn d/2

La condition (2) est alors vérifiée pour tout d > 1 (avec C = Kaq) et a,, < y/n pour tout n > 1.
Afin que la condition (1) soit satisfaite, nous prenons d > 2 et a;, = n'/* pour tout n > 1. Nous

avons 1

KEazl V ankt = pl/C=1/4\, =1/4 _ 1/(2d)-1/4

Ainsi la proposition XII.11 nous assure qu’il existe M > 0 et ny > 1 tels que

sup IP’( sup ‘(Zz,Un(tM > Mnl/ - 1/4)

n>ni 0<t<TATk

l\')\(*)
—~
*
~—

Nous pouvons augmenter la valeur de n; pour que

k
sup ]P’( sup ‘(zz,Un(t))‘ > ) < g

n>ni 0<t<TATE 2

Regardons maintenant le terme P(BF). Dans la suite de la démonstration, nous supposons que f
désigne la fonction z — 22. Nous avons alors

2,2 2/.2 2
Vn>1  (z,vn)’=Fuy+ (2, vn)” (2% vn) _ (2, 0n)" (27, Un)

nt/4g2 Vnot

Nous en déduidons que, pour n assez grand,

2 2
P(BF) =P ( sup |<z,Un(t)>’2 > k;) <P ( sup B (X, (V/nt)) > k)

0<t<TATE 0<t<TATk 8

i k2
<P <Fn7f(Xn(0)) 24> +P ( sup  V/nLnF, ;(Xn(v/nt)) > 24T>

0<t<TATE
k}2
+P sup My p(t) > — |-
0<t<TATE 24

Pour tout n > 1, les variables aléatoires X!(0),..., X"(0) sont indépendantes et de méme
loi N'(0,0?) donc le théoréme central limite entraine que ({z,U,(0)))n>1 et ((z2,Un(0)))n>1
convergent en loi vers 0. Nous en déduisons que, pour n assez grand,

k2 €
P (P (xa0) > 5 ) < 2
Ensuite, puisque f est la fonction carrée, la proposition XII.7 donne

< a’/n>

ViLpFpy=1— +Rnf<1+’Rnf‘

D’apres le lemme XII.8, nous avons ]A%Jn,f = \I/n’f((z, Un), (22, Vn>) avec

lim  sup |V, ¢(u,v)|=0.
o gk

Si nous prenons k > /247 et n assez grand, alors

2 2
P( sup  VnLnFy, (X, (vnt)) > k) <P <1+ sup  |¥, r(u,v)| > QZT> < =
(

0<t<TATE 24T Il (uy) || <k 6
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Enfin, d’apres le lemme XII.12, /\/lfj 7 est une martingale donc I'inégalité maximale de Doob

entraine que
(Lo o> ) BT
0<t<TATE 24 (k2/24)?
Le lemme XII.12 nous assure aussi que (E (Mﬁ f(T)Q))n>1 est une suite bornée. Ainsi, pour k
assez grand,

2
IP’( sup Mnﬁf(t)>k>§2.

0<t<TATE 24

Nous en déduisons qu'’il existe np > 1 et k. > 1 tels que P(BF<) < /2 pour tout n > ny. Posons
alors n. = n1 V no. Nous avons montré que

Yn > ng P (T,’fs < T) < P(AF) + P(BF) < e.

Montrons la deuxiéme assertion du lemme : pour tout n > 0, nous avons

P ( sup [(z%, Un(t))] > n) <P < sup ‘(zz,Un(t)>‘2 > n2> +P (T,’ff < T) .
0<t<T

0<t<TATke

D’apres (x), pour n assez grand,

]P’( sup }<z2,Un(t))‘ > 77) < E—i—IP’(T,’IfE ST) < 38.
0<t<T 2

En faisant tendre e vers 0, nous obtenons que ((z2,Up,(t)), t > 0)n>1 s’effondre vers 0. Ceci

termine la démonstration du lemme. O

Etape 3 : tension de (S,(v/n-)/n**),>1 dans D([0,T],R).

Puisque (X, (t), 0 <t <T), n > 1, et le processus limite (U(t), 0 < ¢t < T') appartiennent a
C([0,T],R), il suffit de montrer que la suite (Sn(\/ﬁt)/n3/4, 0<t< T)n>1 est relativement com-
pacte pour la convergence faible dans D([0, T], R), qui est un espace polonais ® (cf. théoréme 12.2
de [8]). Le théoreme de Prohorov (théoréme 5.1 de [8]) nous assure alors qu'il suffit de montrer
que (S, (v/nt)/n3/4, 0<t<T) _, estune suite tendue. Comme dans [18] et [17], nous utilisons
le critere de tension suivant :

n>1

Proposition XII.14. Une suite (&,(t), 0 <t < T),>1 est tendue dans D([0,T],R) si
(a) pour tout € > 0, il existe M > 0 tel que

sup P( sup |6 (1)] > M> <,

n>1 0<t<T

(b) pour tous e >0 et n > 0, il existe § > 0 tel que

sup sup P ( ’fn(TQ) — fn(ﬁ)‘ > 17) <e,
n>1 T1,72€Tn
0<r1 ST <(r+8)AT

ot, pour tout n > 1, T, désigne l'ensemble des temps d’arréts adaptés a la filtration canonique
du processus &,.

1. Un espace polonais est un espace séparable pouvant étre muni d’une distance le rendant complet.
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Lemme XII.15. La suite

(i o<e<r)

n3/4 o1
est relativement compacte pour la convergence faible dans D([0,T],R).

Démonstration. Il suffit de s’assurer que (S, (y/nt)/ n3t0<t<T ), vérifie les conditions
(a) et (b) de la proposition XII.14. Dans la preuve du lemme XII.13, nous avons vu que, pour
tout a > 0, il existe ko > 0 et n, > 1 tels que

sup IP’( ka<T)

n>neg

et, pour tout n > ng,

P sup
0<t<TATF®

Donnons-nous € > 0 et posons a = 2¢/3. Nous en déduisons que, pour tout n > ng,
S. t k t 3
P sup M>£ <P sup (\F) +P(k“<T>§£:€.
0<t<T 2 2 2

3/4 3/4
n?/ 0<t<Tarke | T it
La condition (a) est ainsi vérifiée.

M\Q

W‘>%>:P< sup ‘(z,Un(t)>|>k;>§

0<t<T AT

Montrons maintenant le point (b) : donnons-nous n > 1 et £,7,0 > 0. Soient 71 et 7o deux temps
d’arréts adaptés & la filtration canonique de Sy, (v/n-)/n%/* et tels que 0 < 7y < 75 < (1 + ) AT,
Nous notons o = 2¢/3 et nous avons

p([Sym) Sty )

n3/4 n3/4
Su(y/(rs A 7)) sn<\/ﬁ<nmf:u>>‘ >+P(ka<T)

s

n3/4 n3/4
ko ko
< EE Sn(Vn(r2 A1) Su(yvn(m ATy*)) ta,
n n3/4 n3/4

ol nous avons utilisé I'inégalité de Markov. Dans la suite de la démonstration, nous supposerons
que f est la fonction identité. Nous avons

Su(Vn(ra A7) Su(v/n(m ATh)) ’

n3/4 n3/4
— n1/4 ‘Hf (\/5(7_2 N Tsa))) - Hf(Xn(\/ﬁ(Tl A 7'7]:&)))‘
+ = KKt A i) = Ky (X (i A )]

TQ/\TT]fa
+/ }\/ﬁLnFn’f \fu | du + ‘Mnf To) — Mﬁixf(Tl)’ .

IATR

Nous avons

E (| Mbey(m) — Ml ()] ) < <(/\/lnf(7-2) Mﬁff(Tl))2>
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ou G/ —J(./\/l ( ), 0< s <t) pour tout ¢ > 0. D’apres le lemme XII.12, MPEe nf est une
martingale bornee dans L2 donc elle est uniformément intégrable. Le théoréme d’arret (théo-
reme 3.16 de [41]) nous assure que

Mbe(r) = {MM(TQ)

g:;]

Ainsi

[ (Mnf(fg) Mﬁff(71)>2

g’ﬁl] [Mnf(TQ)

]+ Mty

s | - My (o

— 2M e (1) {Mﬁ‘j‘f(rg)

| - Mty

et donc

[ (Mnf(fz) M,’jff(ﬁ))Q

g:a] E[<M::ﬂ;,Mka> ~(MEs M g;z]

—u(vays [ (%) ()

j=1 7'1/\T,’f"‘

ko
]-"S> < Cfeo,

ou C']’?‘“ est la constante introduite dans la preuve du lemme XII.12 pour & = k,. Nous en

déduisons que
(‘Mnf T2) = Mﬁff(ﬁ)’) < \/@

Ensuite, puisque f est 'identité, la proposition XII.7 et le lemme XII.8 nous assurent que

<Z7 Vn>3 2
VnL,F, ;= — o + U, 1 ((z,vn), (2%, 10))

et

Vk >0 lim  sup |V, ¢(u,v)| =0.
mEO | (uw) | <k

Par conséquent

72/\7'7]:0‘ 3
/ |VnLyFy 5 (Xn(vViu))| du < k—4+ sup ¥, ¢(u,v)| | 9.
TIATHY 20 (u)ll<ka
Enfin
1
7 [Hr (Xa(Vi(re A7) = Hy (Xa(/n(m Aie)))|
1 1 ko
71 [Hr (Xa(lr AT )?) | + =77 [y (Xa(Wln A rie))| < <

et, de méme,

;ﬁ K (X2 A 75))) = Ky (Xa(va(r A 7i)))| <

Ainsi, pour n assez grand et § assez petit,

g[SV Am)  Sa(vr(mAm®) |\ _ ne
( )=

n3/4 n3/4




Finalement

Sn(VnT2) — Sn(v/nm1)
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P >q) <39
3/4 A | =) =5 T

Le point (b) de la proposition XII.14 est donc satisfait et la preuve du lemme est terminée. [

FEtape j : identification du processus limite et convergence.

Il nous reste maintenant a caractériser le processus limite. D’apres le lemme XII.15, il existe une
sous-suite ((z,Up, (-))), -, qui converge en loi vers un processus (U(t),t > 0) dans D([0,T],R).
D’apres la proposition XII.13, (<zz, U, (- )))n>1 converge en loi vers le processus nul dans
D([0,T],R). B

Pour tout £ > 0, introduisons le temps d’arrét

Sit>T alors P(7% < t) =1et,sit < T, alors

lim P(7F <¢) < lim P| sup |22 U,(t))| >k | =

d’apreés le lemme XII1.13. Nous en déduisons que (7#),>1 converge en loi vers T.

Donnons-nous f € C*(R). Avec les notations du paragraphe 37.b), pour tout n > 1,

vee(0,T]  Fop(Xa(vit) = <<z,Un<t>>>+<1/4w 11/2\11?) (2 Unt)), (2, Un(1)))

les fonctions \Il? et UK étant continues. Ensuite la proposition XIL7 et le lemme XII.8 entrainent
que, pour tous n > 1 et t € [0, 7],

\/ﬁLnFn,f (Xn(\/ﬁt)) = GOOf(<Z27 Un(t») + \Ijn,f(<za Un(t)), <Z27 Un(t»):
ou ¥, ¢ est une fonction continue sur R? telle que

Vk >0 lim sup |V, ¢(u,v)] = 0.
N0 (4 v)ER2, || (u,w)||<k /!

Donnons-nous k& > 0. Nous en déduisons que

W20 M 60T Do M) = FUGEAT)) — FUO) — [ GuoflU(s))ds.

n—+400 0

Pour tous n > 1 et ¢t € [0, 7], nous avons

n tATE 2
(Mg (- ATE), Mg (- AT = v Y /0 (aFf) (Xa(Vins) ds,

ox;
j=1 J

et nous avons vu, a la page 243, que

fz <8F ,f) _ (f’(<z,l/n>) +

4(z2, vp) 9
+ <n1/4 + 40

2(z, vp)

/4 (f/(<z’ vn)) +

H K
1 G\I/f 1 6\I/f

ni/4 Oz +n1/2 Oz

(<Z,l/n>, (zz,un>)>

1 6\1/? 1 6\1/55
nt/4 Oy +n1/2 oy
1 6\1/? 1 8\1/55 5
n1/4 ax n1/2 ax (<Z7UTL>7<Z 1l/n>)
H K
. ([ 1 ovk 1 ovh

2
(<z,1/n>, <z2,1/n>)>

nt/4 dy +nl/2 oy

((z, Un), <z2, I/n>)) .
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Supposons que f est a support compact. Alors nous montrons facilement 1’existence de 5}“ >0
tel que

" (OF, 5 \?
2 n, ~k
(z% vn)| <k = \/ﬁjg_l ( oz, ) < Cj}.
Nous en déduisons que M,, f(- A 7X) est une martingale et que

vVt >0 sup E (./\/lmf(t A F,]f)2) < alfT < +00.
n>1

Ceci entraine que, pout tout ¢ > 0, (Mmmf(t A ﬁlﬁbn))
Par conséquent M est une martingale.

> €st une famille uniformément intégrable.

Le théoréme 1.7 du chapitre 8 de [27] nous assure que le probleme de martingale associé a
{(f,Goof) : f € C*(R) } admet une unique solution : il s’agit de la solution forte de I’équation
différentielle stochastique

23(t)
204

dz(t) = — dt + dB(t), 2(0) =0,
ou (B(t), t > 0) est un mouvement Brownien standard sur R. Par conséquent le processus limite
(U(t), 0 <t <T) est uniquement déterminé. Nous en déduisons que la suite

(2 0sest)  —(@uim)ost<T)

n3/4 - n>1
n>
converge en loi vers (U(t),0 < ¢t < T) dans D([0,T],R). Enfin, puisque les trajectoires de
(U(t), 0 <t <T) sont continues, cette convergence en loi a lieu dans C(]0,T],R). Ceci termine
la preuve du théoreme XII.9.
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A Résultats sur le modele d’Ising Curie-Weiss généralisé

1) Preuve du théoréme I.1
Nous donnons une démonstration complete inspirée des articles [24] et [26].
Etape 1 : grandes déviations pour S,/n sous (i, ,3.

Soit p une mesure de probabilité symétrique sur R qui n’est pas la masse de Dirac en 0. L’intérieur
de I'enveloppe convexe du support de p est alors | — L, L[ pour un certain L € ]0, +0o0]. Supposons
que p vérifie

YVt >0 / exp(tz?) dp(x) < oo et A® @) <o,
R

ou A est la Log-Laplace de p définie par
Yu e R Alu) = ln/ e dp(z).
R

L’hypothese ci-dessus assure que A est analytique réelle sur R tout entier et qu’elle admet des
moments de tout ordre. Pour tout n > 1, notons v, la loi de S, /n quand S,, est la somme
de n variables aléatoires indépendantes et de méme loi p. Le théoreme de Cramér dans R
(cf. paragraphe B de I’annexe) implique que (v,),>1 satisfait le principe de grandes déviations
de vitesse n, gouverné par la transformée de Cramér I de p définie par

Vr e R I(x):itelg(ux—A(u)).
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Donnons quelques propriétés de I :

(a) I est une bonne fonction de tauzr paire et convexe.
(b) N est une bijection de R sur] — L, L[. Sa fonction réciproque (A')~! est analytique réelle
sur R, strictement croissante et

Voe] - L L[ I(z)=x(A) (z) — A((A) ().

La fonction I est donc analytique réelle sur ] — L, L[. De plus

Veel-LI[ T(@)=@A)"'() e 1”(@:@.

(¢) Si L < +o00 et x ¢ [—L, L] alors I(z) = 4+o00. De plus I(L) = —Inp({L}).
(d) I'(x) tend vers +oo quand x tend vers L.
(e) I(0) = I'(0) =0 et I"(0) = 1/A"(0) = 1/o>.

Nous renvoyons a [25] pour la démonstration de ces propriétés. Notons qu’elles découlent aussi
des résultats du paragraphe 10 avec d = 1.

Pour tout 8 > 0, nous avons

2
VA € Bg Hn,p,B <S;ln S A) = an(,B) /Aexp (nél’ ) dyn(w)-

La fonction 2 — S22 /2 est convexe donc la proposition B.9 et le corollaire B.8 nous assurent
que la loi de S, /n, sous pu, , g, satisfait le principe de grandes déviations sur R de vitesse n,
gouverné par

2 2
Jﬁ:x»ﬁf(x)—ﬂ;v—;g& (I(y)—ﬁg)

Cela signifie que la loi de S,,/n, sous i, , 3, se concentre asymptotiquement autour des minima
de J/B'

Etape 2 : étude des minima de la fonction de taux de grandes déviations.

Nous introduisons Gg : © € R — I(x) — Bx?/2. Il s’agit d’une fonction paire puisque p est
symétrique. Nous allons donc I’étudier sur [0, +oo[. Commengons par le lemme suivant :

Lemme A.1l. Pour tout >0, il existe m €] — L, L[ tel que

Ga(m) = inf Go()

Démonstration. Soit 5 > 0. Le lemme de Varadhan nous assure que

s (22 1)) = tim Lmzas) <+
sup (5 - 10)) = lim S () < o

Supposons qu’il existe A > 0 tel que, pour ¢ assez grand,

sup (W ~100)) = 24

uj>e \ 2
Alors, pour tout u € R tel que |u| > ¢,

o 2By > pu? > pu?
lim —1InZ,(8+1) = CA
WM o I Zn(B 1) = sup ( g T W)
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En prenant le supremum sur |u| > ¢ nous obtenons

2 2 2
1
%—2A§%+Sup (ﬁu—l(u)>§ lim —InZ,(8+1) < +o0.

ful>c \ 2 oo 7o
En faisant tendre c vers 400, nous obtenons une contradiction. Ainsi Gg(y) tend vers +o0o quand
ly| tend vers +o0. Par conséquent, il existe ¢ > 0 assez grand tel que
inf G = inf G .
inf Gsly) = Inf Gsly)
La fonction G est semi-continue inférieurement donc elle atteint son minimum sur tout compact.

Ainsi, il existe m € R tel que

Galm) = inf Gis(y).

Si L = +o0 alors la preuve du lemme est terminée. Si L < +o0 et p({L}) = 0 alors I(z) = +o0
pour x > L et donc m €| — L, L|. Par contre, si L < 400 et p({L}) > 0, il se pourrait que

m € {—L,L}. Supposons que m = L (le cas m = —L est analogue puisque G est paire) : nous
avons (12— ) ( )
B(L* —u B(L+u
) - 2 78 pgy - AT
o (w) 5wl °

et donc, pour € > ( assez grand,

B(L? — (L —¢)?)

I'(L —¢) — > 0.
( 2 2e
De plus, par convexité de I,
I(L)—I(L—s)2 lim I(t)_I(L_E):I’(L—e).
£ t=(L—) t—(L—¢)
Il vient que
L2 I — 2
I(L)—B— >I(L—s)—u.
2 2
Ceci contredit le fait que m = L est un minimum de Gg. Ainsi m €| — L, L. O

Le lemme précédent assure que Gg atteint son minimum en un point m €] — L, L[. La fonction
G est analytique sur | — L, L[ donc

I'(m) — fm = Gjs(m) =0 et I"(m) — B = Gg(m) > 0.
Si m = 0 nous avons alors I”(0) > f3, c’est-a-dire 1/0? > .

Nous définissons la fonction b par

I/
Vre]—L,0[UJ0,L]  blx)= ff)
Au voisinage de 0,
r I 1
() = LOFLOTH ) _ pgy 4 o0y = Ly o).
x o
Nous posons alors b(0) = 1/02. La fonction b est alors analytique réelle et paire sur | — L, L.

Lemme A.2. Supposons que p n'est pas la gaussienne centrée de variance o et que A(3)(t) <0
pour tout t > 0. Alors la fonction A" est strictement décroissante sur [0,+00|, la fonction b est
strictement croissante sur [0, L] et

lim b(x) = +o0.

x—L
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Démonstration. L’hypothése sur A(®) entraine que la fonction A” est décroissante sur [0, 4+00[.
Elle est méme strictement décroissante. En effet, si elle est constante sur un petit intervalle
Ja,b[ C [0, 4+00[ alors L) est nulle sur cet intervalle et le théoréme de prolongement analytique
entraine que L3) est nulle sur tout R. Il s’ensuit que A(t) = o*t?/2 pour tout t € R, et donc que p
est la gaussienne centrée de variance o2. Nous en déduisons que, si p n’est pas une gaussienne,
alors A’ est strictement concave et donc que I’ est strictement convexe sur [0, L[. Ainsi

Yz €]0, L] I/f) = 1'(03 — @) iy

— X

et donc

et = OO L (T,

La fonction b est donc strictement croissante sur [0, L.

Dans le cas ou L < 400, comme I'(z) tend vers +oo quand z tend vers L, il en est de méme
pour b(x). Supposons que L = +00 et que b est bornée sur [0, +oo[ par A > 0. Donnons-nous
f > A. Nous avons vu dans la démonstration du lemme A.1 que G(y) tend vers +oo quand |y|
tend vers +oo. Il s’ensuit que, pour = assez grand, I(z) > Bx2/2 et donc

2 T T A 2 A
BT 1) < 1) — 1(1) :/ I'(t)dt < A/ pdp =2 2
2 0 0 2 2
En faisant tendre x vers 400 nous aboutissons a une contradiction. Par conséquent, si L = +oo,
alors b n’est pas bornée sur [0, 4o00| et, comme elle est y croissante, nous en déduisons que b(x)
tend vers 400 quand x tend vers L. O

Supposons que 8 > 1/02. 1l s’ensuit que m # 0 et donc que m est la solution de I’équation
b(m) = f. La parité de I (et donc de b) entraine que —m est aussi un minimum de Gg et que
b(—m) = . Nous pouvons donc supposer que m > 0. De plus

Ba?/2,~a?/(20%) _ 4T _
e e = 400
/]R V2ro?

donc p n’est pas la gaussienne centrée de variance o2 et le lemme A.2 implique que b est une
bijection de [0, L[ sur [1/02, +00[. Nous en déduisons qu’il existe une unique solution m = m(;3)
sur ]0, +o0[ & ’équation b(m) = B. Par conséquent, pour tout 3 > 1/02, la fonction G admet
exactement deux minima sur R : m(8) et —m(f3). Il en est de méme pour la fonction Jg.

Supposons que 3 < 1/0? et que nous avons seulement I’hypothése d’intégrabilité plus faible
suivante :

/ B2 dp(x) < +o0.
R

Si p est la gaussienne centrée de variance o2 alors 8 # 1/0? (sinon 'hypothése d’intégrabilité de
p est mise en défaut) et

B’ 2 B’
Vo #£ 0 Gglx)=I(x) - —=—— —>0=G3(0
donc Gg admet un unique minimum en 0. Supposons donc que p n’est pas la gaussienne centrée
de variance o2. Alors le lemme A.2 entraine que A” est strictement décroissante sur [0, 4-oo].
Comme (A’)~1 est strictement croissante, il vient

Vo >0 = A" ((A)"H(x)) < A"((A)7H0)) = = o2

I”([I})
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Par intégrations successives et par parité de I, nous obtenons que I(x) > x2/(202) pour tout
x # 0. Ainsi

2

Par conséquent Jg = Gg admet un unique minimum en 0.

1 22
Vo #0 G5($)> <ﬂ—0_2> 7>0:Gﬁ(0).

Etape 3 : propriétés de la fonction f — m(f).

Si 8 <1/0% comme 0 est I'unique minimum de G 3, nous pouvons poser m(f) = 0. La fonction
B €]1/a?, +oo[— m(B3) est la réciproque de la fonction b qui est une bijection analytique réelle
sur )0, L[. Elle est donc également analytique réelle. Par construction elle est aussi strictement
positive sur ]1/02, +oc[. Nous avons

m(B) = b~ (B)

—
p—(1/a2)F
donc la fonction 8 —— m() est une fonction continue sur ]0, +o00[. De plus, au voisinage de 0,
1 2 3 1 2
b(z) = — <I’(O) +1"(0)z + 1) (0)% + 1% (0)% + o(x3)> =5+ (0)% +o(z?).

Il s’ensuit que b (0) = 0. Ainsi ' (m(8)) tend vers 0 quand 3 tend vers (1/0%)". Par conséquent
1
m'(8) = —+——= —> +oo.
B = 5B 5102+

Ainsi la fonction m n’est pas la restriction d'une fonction analytique réelle au voisinage de 1/02.

Etape 4 : loi des grands nombres sous [i, 3.

Supposons que 3 > 1/a? et notons m = m(B) > 0. Soit f une fonction continue bornée sur R &
valeurs dans R. Pour tout € > 0, il existe n €]0,m[ tel que

Va e {-mm} Veela—na+n |f(z)— fla)] < g

L’ensemble U =] —m —n, —m+n[U]m —n, m+n[ est un ouvert contenant m et —m, les minima
de Jg. Le principe de grandes déviations satisfait par S, /n sous uy, , s entraine que

1 S
limsup 5ln,unypwg <7”:l € Uc> < — inf Jg(x) <O.

n—+400 zeUe

Donc il existe ng > 1 tel que

Sh c €
MR (n c U) = 67T

Ainsi, pour n > ng, sous i, , 3,

(%) - 1@

21 (2) = (7-m) + £(m)

= (7 (%) - sem) tomere+ (%) = £6m)) s s
+(£(2) = 1) 1+ (7(22) = £00) s, i
+ (f (%) - f(—m)> Lis, /n—m|<n + <f <in> - f(m)) Lis, /ntm|<n-

Va € {—m,m} E <

Su .
]lSn/neUc> < 2| flloo Hnp,s <n el > <

Wl M

Décomposons
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Notons cette somme (1) + (2) + (3) + (4) + (5) + (6). D’apres la construction de U et I'inégalité
ci-dessus, nous avons que, SOUS fin 5 3,

Enfin, par symétrie de p, nous avons que S,,/n et —S,/n ont la méme loi sous py, , 5. Ainsi

B(5)+6) = ({7 (=2 ) = 1m0 By pmsmicn + (F (=2 =10 B, o-micn) < -

et donc |E((5) + (6))] < 2¢/3. Par conséquent, sous i, 3,

(7 (2)) - 5 0tm + )| = 5B+ @+ 6) + @)+ 6) + O)] <=

n

Ceci entraine la convergence en loi de Sy, /n vers (0_p,(g) + dm(3))/2-

Supposons que 3 < 1/02. Alors un raisonnement analogue (avec m = 0) entraine la convergence
en loi de S, /n vers dy.

Etape 5 : théoréme central limite sous (i, .

Nous définissons la fonction g par

2
Ve e R Yp(z) = % - ln/Reﬁwy dp(y).

Appliquons la proposition IX.1ad =1:si S, = X} +---+ X7 ou (X}, ..., X?) a pour loi Hn,p, B

et si Wp est une variable aléatoire gaussienne centrée, de variance 1/ et indépendante de Sy,
alors nous avons

Wg Sn  exp(—nyg(zn~7)) dz

V>0 nl/2=y = Jz exp (—nipg(zn=7)) dz’

Le lemme IX.2 nous assure que la fonction g est de classe C* et ¢g(x) tend vers +oo quand
|z| tend vers +o00. Nous en déduisons que, pour § > 0, g5 = inf { ¢g(x) : |z| > 6 } > 0. Ainsi

/ e—3(2) g < o~ Vs / o5 gy
225

|z|>6

< e~(m=Dss / e P2 </ ey dp(?J)) dx
R R

_ (s / e A1 2689/2 400 da
RQ
— ef(nfl)ﬁé 21 / e,ﬁy2/2 dp(y) — O(efns(;)‘
B Jr

Supposons que 3 < 1/0? et que p n’est la gaussienne centrée de variance o2. Le lemme A.2
entraine alors que A” est strictement décroissante sur [0, +0o[. Par intégrations successives, et par
parité de A, nous obtenons que A(x) < o?2%/2 pour tout x # 0. Par conséquent la fonction 5
admet un unique minimum en 0. Si p est la gaussienne centrée de variance o2 et 3 # 1/0? alors
il est direct que g admet un unique minimum en 0.

Remarquons qu'il nous suffirait en fait d’avoir ’hypothese (plus faible que A®) () < 0 pour t > 0)
que

YVt #0 / e dp(x) < e!*/(26),
R
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a) Cas ol 8 < 1/0? : au voisinage de 0,

va@) = 22— 80— N0 - M0 2 1 o(at) = B2 BT ey i)
avec k(f) = (1 — 602) > 0. Donc il existe § > 0 tel que
Vel 58] —gp(e) < —n(B)/A.

Soit h une fonction continue bornée de R? dans R. Le théoréme de convergence dominée
implique que

n—-+o0o

A, — / h(2)e- VD gy / hw)e— B2 g,
jal <8/ &

Ensuite

Bn = / h(x)efnd’ﬁ(x/\/ﬁ) dr = \/ﬁ h(l,\/,ﬁ)efnwg(x) dr = O(\/ﬁefns(;)'
lz[>d+v/n

|z|>6

Donc B,, tend vers 0 quand n tend vers +oo et

An+ B, — / h(z)e " P7*/2 gy
R

n—-+o0o

Si h = 1 nous obtenons la convergence du dénominateur et donc, sous fi, g, W + Sn/\/n
converge en loi vers la gaussienne de variance 1/k(3). Ensuite, pour tout u € R, par indépendance
de Wg et S, sous iy g, NOUS avons

E (eiuW5) E (eiusn/\/ﬁ) ) (ez‘u(W3+Sn/\/ﬁ)> n_>—+>oo exp (—2:(25)) .

Or Wy est une gaussienne de variance 1/4/3 donc

wSn/\/n < l_i Uj — ex _ 0-72 ’Uj
E (¢ >nﬁmep<<,@ Mﬁ))z)‘”’( 1-po22 )

Si bien que, SOUS L, 8, Sn/v/n converge vers N'(0,02(1 — Bo?)™!) comme annoncé.

b) Cas ou 3 = 1/0% : au voisinage de 0, ¥g(z) = o(z?). Il nous faut donc pousser le
développement de 13 plus loin. Si A(k)(O) = 0 pour tout k > 3 alors

+00 o 2k o242
VteR  At) =Y AR(0) @ 2
k=0 ’

si bien que p est la gaussienne centrée de variance o, ce qui est exclus car elle ne vérifie par

I’hypothese d’intégrabilité. Ainsi il existe k > 2 tel que A¥)(0) # 0 et nous choisissons le plus
petit. Nous avons alors, au voisinage de 0,

pa’
vp(z) = - = A(Bx) ~ A9 (0)

52k$2k
2k

Notons oy, = —AZF)(0)52% /(2k)!. Le fait que 0 est P'unique minimum de 13 entraine que ag > 0.
Ensuite il existe § > 0 tel que

YV G] - 5,5[ —1/)5(.%) < —akx%/l
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Soit h une fonction continue bornée de R? dans R. Le théoréme de convergence dominée implique

que
1/2k)

An:/ h(z)e ™¥sl@/n de — /h(:v)e_a’“z% dzx.
|| <dnl/2k n—+oo Jr

Ensuite

Bn _ / h(x)e_nwﬂ(x/n1/2k) dr — nl/Qk/ h(xnl/Qk)e—n¢5(w) dr = O(?’Ll/2k€_n56).
|| >ont/2k |x|>8
Donc B,, tend vers 0 quand n tend vers +oco et

A, + B, — /h(m)e_a’“mmC dzx.
R

n—-+o0o

Si h = 1 nous obtenons la convergence du dénominateur et donc, sous i, , g,

2k
Ws  Sp o e
nl/2—v nl=7 n—+too f]R s dy

D’apres le lemme de Slutsky (théoréme 3.9 de [8]), c’est donc aussi le cas de S, /n'~1/2k

Ws/ n1/2=1/2k converge en loi vers 0 quand n tend vers +oo. Notons enfin que

puisque

ar = —APR(0)/((2k)! o).

2) Estimation de la variance

Proposition A.3. Supposons que p est une mesure de probabilité symétrique de variance o > 0
et qui satisfait les hypothéses du théoréme 1.1. Si 3 < 1/0? alors, sous Hrp,B

(Xp)+-+ (X3 p, o

n n—00

Démonstration. Pour tout n > 1, posons T,, = (X})? + -+ + (X)? et notons v, la loi de

1
ﬁ Z(ka Yk:2)v
k=1

ou (Yy)r>1 est une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi p. Le théoréme de
Cramér dans R? (cf. paragraphe B de 'annexe) implique que (2,,),>1 satisfait le principe de
grandes déviations de vitesse n, gouverné par la fonction de taux I» définie par

V(z,y) € R? L(z,y) = sup { ru + Yyv — ln/ euatvs? dp(z) } .
(u,v)ER2? R

Pour tout § > 0, nous avons

Sn T, 1 nB
VA € Bp2 Hon,p,3 <<,> € A> =5 B /Ae p 2/2dy27n(3:,y).

n n

La fonction & — B2%/2 est convexe donc la proposition B.9 et le corollaire B.8 nous assurent que
la loi de (S, /n, T,,/n) sous fin, , g, satisfait le principe de grandes déviations sur R? de vitesse n,
gouverné par

B pu?

J2’/8 : (l‘,y) — IQ(LE,y) - T - (ui}I)léRQ (IQ(U,U) — 2) .
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Or, en prenant v = 0 dans le supremum définissant I5, nous obtenons que
V(l‘,y) € RQ IQ($,y) > I(I’)

Nous avons vu dans I’étape 2 du paragraphe précedent que, si 3 > 1/02, alors I(z) > Bz?/2
pour tout x € R\{0}. Nous en déduisons que, si z # 0, alors I(x,y) > Bz%/2 pour tout y € R.
Et, si x = 0, alors

Yy € R\{o?} I(z,y) — Bz%/2 = I5(0,y) > 0.

La derniére inégalité découle du point (d) de la proposition II1I.4. Nous en déduisons que la
fonction Jp g admet un unique minimum en (0, o).

Soit U un ouvert de R contenant o2. Alors R x U¢ est un fermé de R? ne contenant pas (0, 02).
Le principe de grandes déviations satisfait par (S,/n,T,/n) sous u, , 3 entraine que

1 T,
li —1 —eU°) < inf J: < 0.
npoe 0 ( n > = w)eRxUe 26(0)

Nous en déduisons que, pour tout ouvert U de R contenant o2,

T,
lim gy, <: € Uc) =0.

n—-+00

Ainsi, sous p, .8, Tn/n converge en probabilité vers a2 O

B Quelques résultats de grandes déviations

Voici quelques résultats de grandes déviations issus de [12], [22] et [25].

1) Fonctions semi-continues
Soient X’ un espace topologique et f une fonction définie sur X et a valeurs dans [—oo, +00].

Fonctions semi-continues. La fonction f est dite semi-continue supérieurement (s.c.s en
abrégé) sur X si, pour tout a € R, ’ensemble de niveau {zx € X' : f(x) < o} est un ouvert
de X. Elle est dite semi-continue inférieurement (s.c.i en abrégé) sur X si —f est semi-continue
supérieurement sur X.

Dans la proposition suivante, nous résumons quelques propriétés usuelles des fonctions semi-
continues.

Proposition B.4. (a) Une fonction f: X — [—00,400| est continue si et seulement si elle
est semi-continue supérieurement et inférieurement.

(b) Si (fi)ier est une famille de fonctions semi-continues supérieurement sur X, indexée par
un ensemble non vide I, alors la fonction x € X —— inf{ fi(x) : i € I} est semi-continue
supérieurement.

(¢) Une fonction semi-continue supérieurement atteint son mazximum sur tout sous-ensemble
compact.

(d) Si X est un espace métrique alors f est semi-continue supérieurement si et seulement si

limsup f(zy) < f(2),

n—-+00

pour tout x € X et pour toute suite (xn)n>1 d’éléments de X qui converge vers x dans X.
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Enveloppe semi-continue supérieure. Pour tout x € X', nous notons V(z) 'ensemble des
voisinages de x et nous définissons f° ’enveloppe semi-continue supérieure de f par

Veex  f(x)= ng( | Sup f().
)y

Proposition B.5. L’enveloppe semi-continue supérieure f° de f est la plus petite fonction
semi-continue supérieurement qui soit supérieure ou égale d f sur X.

Démonstration. Soient a € R et x € X tels que f°(x) < a. Par définition, il existe V, € V(z)
tel que

sup f?(y) < o

yEVa
Ainsi Pensemble {x € X' : f°(z) < a} contient V,, il s’agit donc d’un ouvert de X'. Cela montre
que f° est s.c.s. De plus il est immédiat que f°(z) > f(z). Nous notons alors f la plus petite
fonction s.c.s qui soit supérieure ou égale & f sur X. Elle vérifie donc f° > f.

Montrons Pautre sens de I'inégalité : la fonction f est s.c.s sur X donc, pour tous z € X et £ > 0,
il existe Vz € V() tel que

VyeVe  fly) < flz)+e,
puisque f(z) < f(z) + . Par conséquent

fla) < fo) = it sup fly) < sup ) < )+
EV(z) yeV yeV:

Ceci est valable pour tout £ > 0 si bien que fo(:n) =7 (x). Enfin, par définition, nous avons f>

f
si bien que f = f° > f°. Nous en déduisons que f° = f. O
2) Principe de grandes déviations
Soit X un espace topologique muni de B sa tribu borélienne.

Fonction de taux. Une fonction de taux J sur X est une application semi-continue inférieurement
sur X qui prend ses valeurs dans [0, +00]. Une bonne fonction de taux J sur X’ est une fonction
de taux pour laquelle les ensembles de niveaux

{zeX :Jx) <al, a>0

sont des compacts de X.

Principe de grandes déviations. Une suite (i, ),>1 de mesures de probabilité sur X" satisfait
le principe de grandes déviations de vitesse n, gouverné par la fonction de taux J, si les conditions
(BI) et (BS) ci-dessous sont satisfaites :

* pour tout ouvert O de B,

1
. : < liminf ~
inf{J(z):2€0} < }}g}rrg - In 41, (O), (BI)
* pour tout fermé F' de B,
1
limsup — In p, (F) < —inf{ J(z) : x € F' }. (BS)
n—+oo N

Principe de grandes déviations faible. Une suite (ji,,)n>1 de mesures de probabilité sur X
satisfait le principe de grandes déviations faible de vitesse n, gouverné par la fonction de taux J,
si 'inégalité (BI) est vraie pour tout ouvert de B et si 'inégalité (BS) est vraie pour tout compact
de B.
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3) Le lemme de Varadhan et ses conséquences
Commencgons par un résultat tres pratique dans la manipulation des limsup :

Lemme B.6. Si (u1(n))n>1,- .., (up(n))n>1 sont k suites d valeurs positives ou nulles alors

k

1 1

limsup —In u;(n) | = max limsup — Inwu;(n).
n—+oo N (; Z( )> 1<i<k pn—os+4oco N Z( )

Un espace topologique X est dit séparé si, pour tous points distincts = et y dans X2, il existe

deux voisinages disjoints de x et y. Il est dit régulier s’il est séparé et si, pour tout fermé F' de X

et pour tout z ¢ F, il existe deux ouverts disjoints O et Oz tels que F' C O et x € Os.

Le lemme suivant est une version généralisée du lemme de Varadhan :

Lemme B.7 (Varadhan). Soit X un espace régulier muni de sa tribu borélienne B. Soit (vy)n>1
une suite de mesures de probabilité sur (X,B) satisfaisant le principe de grandes déviations de
vitesse n, gouverné par la bonne fonction de tauzx J. Soient f une fonction de X dans R et A un
borélien de X.

(a) Si f est semi-continue inférieurement alors

liminf 1 ln/ @ dy,, (z) > sup (f(z) — J(z)).
A

n—+oo N c
x

=T

(b) Si f est semi-continue supérieurement’® et vérifie

1
lim limsup — ln/ @ du, (x) = —o0, (%)
M—+00 p—sto0o N {f(z)>M}INA

alors

limsup ! ln/ "W du, (y) < sup (f(x) — J(z)).
A

n—+oo T z€EA

(c) Si f est continue et vérifie (x) alors

lim 1 ln/ W) du, (y) = sup (f(z) — J(z)) < +o0.
X

n—+oco n reX

Notons que, si f est bornée, alors elle vérifie la condition (x).

Démonstration. (a) Soit x € A et o> 0. Par continuité de f, il existe V,; un voisinage ouvert
de z tel que, pour tout y € V,, f(y) > f(z) — a. Pour n > 1,

1 1 1
nln/Ae"f(y) dvy(y) > Eln <exp <ni‘r/if f) yn(Vx)> > i‘r/if f+ ﬁlnyn(vm).

Le principe de grandes déviations que satisfait (vy,)n>1 entraine que
1
liminf nln/Ae”f(y) dvn(y) > i%f f— i%f J> i%f f—Jx) > f(z) —a—Jx).

En faisant tendre « vers 0 et en prenant le supremum sur tous les x € /T, nous obtenons

liminf ! ln/ e @ dy,, (z) > sup (f(z) — J(z)).
A

n—+oo N xEX

1. En fait iljufﬁt que f soit semi-continue supérieurement sur A pour la topologie induite sur A, c’est-a-dire,
pour tous = € A et « € R vérifiant f(r) < o, il existe un ouvert O de X' contenant z et tel que f(y) < o pour
tout y € O N A.
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(b) Soient M, A\, > 0. Posons
JHO0N)={zeXx Jx) <A}

et fyr = min(f, M). 1l s’agit d’une fonction semi-continue supérieurement et bornée par M.
Soit # € J~1([0,)]). Comme f)y; est semi-continue supérieurement et J est semi-continue
inférieurement, il existe V,, un voisinage ouvert de x tel que

sup fu(y) < fulz) +a et inf J(y) = J(z) — o
YyeEVy yeVy

Cela est possible car X est régulier donc, pour tout € X et pour tout voisinage ouvert W,
de z, il existe deux ouverts U, et V, disjoints tels que

r eV, CV,CUSCW,.

La collection (V,,z € J71([0,A]) N A) est un recouvrement ouvert du compact J ([0, \]) N 4,
nous pouvons en extraire un sous-recouvrement fini (V,,,1 < i < k). Notons U = Ui-“:l Vz,. Alors

k
/ e”f]% (y) d]/n (y) S Z / enf]\f(y) dyn (y) + / enfM(y) dVTL (y)
A i=1 z;

A\U
k
< YOIy (V) + e My, (AVD).
=1

Nous avons
inf{J(z):2 € AU} >inf{J(x):2z¢ J(0,\])} >\

Le principe de grandes déviations que satisfait (vp,)n>1 et le lemme B.6 entrainent alors que

limsup ! ln/ ™MW dy, (1) < max (max (far(xs) — J(x) + 20), M — A)
A

n—+oo T 1<i<k

< max (sup(fM(a:) —J(z)) + 20, M — A) :

T€EA

En faisant tendre « vers 0 et A vers 400, nous obtenons

limsup ln/Ae”fM(y) dvy(y) < sup (far(z) — J(2)) < sup (f(x) — J(x)).

n—+oo T z€EA €A

Remarquons que, si f est bornée, il suffit de prendre M = || f||oo et la démonstration est terminée.
Sinon nous avons

/ W) duy, (y) < / "W du, (1) +/ 7€nf(y) dvn(y)
A A {fy)=MInA

et le lemme B.6 entraine que

limsup 11n/Ae"f(y) dvn(y) < max <sup(f(x) —I(z)), GM,f> ,

avec

G,y = limsup S ln/ @) du, (z).
{f(@)=M}NA

n—+oo T

En faisant tendre M vers 400, nous obtenons

limsup 1 ln/ "W du, (y) < sup (f(z) — J(z)).
A

n—+oo N z€A
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Ceci démontre le point (b).
(c) Si f est continue et vérifie (x), alors elle vérifie les hypotheéses des points (a) et (b) avec
ensemble A = X = A = 4. Ainsi

imln W) q, = su z)— J(z
| 1/){ D dvy (y) = sup (f(x) — J(x)).

n—+oo N reX

Et cette quantité est finie puisque, pour M > 0 assez grand,
/ W) d(y) < M + e du, (y)
x {fy)>M}
donc, d’apres le lemme B.6,
1
limsup ln/ el W) dvyp(y) < max (M, Gy, p) < +00.
n—+oo T X

Ceci termine la démonstration du lemme. O

Corollaire B.8. Soit X un espace régulier muni de sa tribu borélienne B. Soit (v,)n>1 une suite
de mesures de probabilité sur (X,d) satisfaisant le principe de grandes déviations de vitesse n,
gouverné par la bonne fonction de taux J. Soit f: X — R une fonction continue telle que

Vn >1 / @ du, (z) < +o0.
x
Supposons que f est bornée ou vérifie

lim limsup ! ln/ '@ dy, (z) = —o0.
{f(@)=M}

M—+00 p—st+co N

Pour tout n € N, notons p, la mesure de probabilité sur X de densité

-1
z —s @ (/ e ) dun(y)>
X

par rapport & vy,. Alors (fin)n>1 satisfait le principe de grandes déviations sur X de vitesse n,
gouverné par la fonction de taux

J—f—inf (J(y) — f(y))

yeX

Démonstration. Soit A € X. Nous avons

1 1
—Inp,(A) = ln/
n n

o () dvy(z) — 1 ln/ end (@) dvy ().
A n

x
Comme f est continue, le lemme B.7 implique que

liminf lln,un(A) >sup(f—J)—sup(f—J)=—inf (innf(Jf)),
n—+oo N X X X X

limsup lhrl,un(A) <sup(f—J)—sup(f—J)=—inf <J—f—inf(J—f)>.
n a X A X

n——+00
D’ou le principe de grandes déviations annoncé. O

Terminons ce paragraphe par une proposition donnant une condition pour que I’hypothése
conduisant a la borne supérieure du lemme de Varadhan soit vérifiée.
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Proposition B.9. Soit v une mesure de probabilité sur R<. Notons v, la loi de Sp/n ot S, est
la somme de n variables aléatoires indépendantes et de méme loi v. Soit f une fonction définie
sur R et d valeurs dans R. Supposons qu’il existe une fonction convexe h sur R? telle que

vz € RY f(z) < h(x)

et vérifiant
Vo> 0 / M) dy(2) < +00.
Rd

Alors )
lim limsup — ln/ @) du, (z) = —oc.
{f(@)=M}

M—400 p—sytco N

La démonstration de ce résultat s’inspire de celle du théoreme 2.2 de [24].

Démonstration. Notons 5, = X7 + --- + X,,. Pour M > 0, nous avons

/ e” dun ) < Z/ el (@) dvp ()
{f(z)>=M} 1 Y {EM<f(z)<(k+1)M}

gie”k“MﬂD( <5)>kM>

=1

Le fait que f < h et la convexité de h entrainent que

/ @) duy (2) <) e"FHDM p 1 Zh(Xj) > kM
{f(z)=M}

IN

M T
T

en(k+1)M Plexp|3 Z h(X]) > e3nkM

e
Il
—

Il découle de I'inégalité de Markov et de I'indépendance des X; que

n n
exp | 3 Z h(X;) | > e3M | <e3ME [exp [ 3 Z h(X
, o

_ o —3nkM 3h(X;)

e
1

n
j:

Notons
K=E (e?’h(xl)) :/ @) du () < +o0.
]Rd

Il vient alors

o

e dl/n e k—l—l)Me—?mkMKn
/{f(r)ZM} ;

0o

_ _ _ -1

:enMKnZe 2an:Kne nM (1—6 QnM) )
k=1

Finalement 1
limsup — ln/ e’ @ dy,(z) = —M + In K
{f(z)=M}

n—+oo T

et cette quantité tend vers —oo quand M tend vers +o0. O
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4) Le théoréme de Cramér en dimension finie

Théoréme B.10 (Cramér). Soit (X,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes et
identiquement distribuées et & valeurs dans R, d > 1. Définissons la Log-Laplace de X1 par

L:XeRY— InE(eM1>) €] — 0o, +00]
et sa transformée de Cramér par

J:xeRY— L*(x) =sup (< N,z > —L(\)).
AER
Pour tout n > 1, posons S, = X1+ --- + X,,. Alors

(a) (Sp/n)n>1 satisfait le principe de grandes déviations faible de vitesse n, gouverné par la
fonction de taux convexe J.

(b) Sid =1 alors (Sp/n)n>1 satisfait le principe de grandes déviations de vitesse n, gouverné
par J.

(c) Si L est finie au voisinage de 0 alors (S, /n)n>1 satisfait le principe de grandes déviations de
vitesse n, gouverné par la bonne fonction de taux J.

En particulier, si la loi des X;, i > 1, est (d_1 + d1)/2, alors (S,,/n),>1 satisfait le principe de
grandes déviations de vitesse n, gouverné par

1+2

J:x e [0,1] — 1n(1+x)+1_xln(1—:1:).

5) Le théoréme de Sanov

Soit F un espace quelconque muni d’une tribu £. Notons B(F) ’ensemble des fonctions mesurables
bornées sur E. Nous munissons M;j(E), 'ensemble des mesures de probabilité sur E, de la
T-topologie. 11 s’agit de la topologie la moins fine sur M (F) qui rende continues les applications

veMi(E)— /Ef(z) dv(z), f e B(E).

Nous munissons aussi M (E) de la tribu cylindrique BY, la tribu la moins fine sur M;(E) qui
rende mesurables les applications ci-dessus.

Soit v € M1(FE). Nous définissons H (- |v) I'entropie relative par rapport a v par

/f(z)lnf(z)du(z) siu<<petf:;l—u,
Y e My(E) H(plv) = E v

+oo sinon .

Théoréme B.11 (Sanov). Soient v € M (E) et (Xp)n>1 une suite de variables aléatoires
indépendantes et identiquement distribuées de loi v. Pour tout n > 1, nous définissons la mesure
empirique

1
anﬁ(5X1+...+5Xn),

Alors (My)n>1 satisfait le principe de grandes déviations sur (Mi(E), BY) muni de la T-topologie,
de vitesse n et gouverné par la bonne fonction de taux convere H( - |v).
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