
HAL Id: tel-01171952
https://theses.hal.science/tel-01171952

Submitted on 6 Jul 2015

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Non-Negativity, Zero Lower Bound and Affine Interest
Rate Models

Guillaume Roussellet

To cite this version:
Guillaume Roussellet. Non-Negativity, Zero Lower Bound and Affine Interest Rate Models. General
Mathematics [math.GM]. Université Paris Dauphine - Paris IX, 2015. English. �NNT : 2015PA090012�.
�tel-01171952�

https://theses.hal.science/tel-01171952
https://hal.archives-ouvertes.fr


❯♥✐✈❡rs✐té P❛r✐s✲❉❛✉♣❤✐♥❡
❈❡♥tr❡ ❞❡ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❉é❝✐s✐♦♥ ❯▼❘ ❈◆❘❙ ✼✺✸✹

◆♦♥✲◆❡❣❛t✐✈✐t②✱ ❩❡r♦ ▲♦✇❡r ❇♦✉♥❞ ❛♥❞ ❆✣♥❡

■♥t❡r❡st ❘❛t❡ ▼♦❞❡❧s

P♦s✐t✐✈✐té✱ sé❥♦✉rs ❡♥ ③ér♦ ❡t ♠♦❞è❧❡s ❛✣♥❡s ❞❡ t❛✉① ❞✬✐♥térêt

❚❤ès❡ ♣rés❡♥té❡ ❡t s♦✉t❡♥✉❡ ♣✉❜❧✐q✉❡♠❡♥t ❧❡

✶✺ ❥✉✐♥ ✷✵✶✺

❡♥ ✈✉❡ ❞❡ ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✉

❉♦❝t♦r❛t ❡♥ ❙❝✐❡♥❝❡s ❀ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡ ✿ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❆♣♣❧✐q✉é❡s

♣❛r

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t

❉✐r❡❝t❡✉r ❞❡ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ✿
❉✐r❡❝t❡✉r ❞❡ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ✿
❉✐r❡❝t❡✉r ❞❡ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ✿

▼♦♥s✐❡✉r ❆❧❛✐♥ ▼♦♥❢♦rt

Pr♦❢❡ss❡✉r ❈◆❆▼
❊◆❙❆❊✲❈❘❊❙❚

❘❛♣♣♦rt❡✉rs ✿
❘❛♣♣♦rt❡✉rs ✿
❘❛♣♣♦rt❡✉rs ✿

▼♦♥s✐❡✉r ❊r✐❝ ❘❡♥❛✉❧t

Pr♦❢❡ss❡✉r ❞❡s ❯♥✐✈❡rs✐tés
❇r♦✇♥ ❯♥✐✈❡rs✐t②

❘❛♣♣♦rt❡✉rs ✿
❘❛♣♣♦rt❡✉rs ✿
❘❛♣♣♦rt❡✉rs ✿

▼♦♥s✐❡✉r ❖❧✐✈✐❡r ❙❝❛✐❧❧❡t

Pr♦❢❡ss❡✉r ❞❡s ❯♥✐✈❡rs✐tés
❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ●❡♥è✈❡ ❡t ❙✇✐ss ❋✐♥❛♥❝❡ ■♥st✐t✉t❡

❙✉✛r❛❣❛♥ts ✿
❙✉✛r❛❣❛♥ts ✿
❙✉✛r❛❣❛♥ts ✿

▼♦♥s✐❡✉r ❈❤r✐st✐❛♥ ●♦✉r✐ér♦✉①

Pr♦❢❡ss❡✉r ❞❡s ❯♥✐✈❡rs✐tés
❯♥✐✈❡rs✐té P❛r✐s✲❉❛✉♣❤✐♥❡✱ ❈❘❊❙❚✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❚♦r♦♥t♦

❙✉✛r❛❣❛♥ts ✿
❙✉✛r❛❣❛♥ts ✿
❙✉✛r❛❣❛♥ts ✿

▼♦♥s✐❡✉r ◆♦✉r ▼❡❞❞❛❤✐

Pr♦❢❡ss❡✉r ❞❡s ❯♥✐✈❡rs✐tés
❚♦✉❧♦✉s❡ ❙❝❤♦♦❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s

❙✉✛r❛❣❛♥ts ✿
❙✉✛r❛❣❛♥ts ✿
❙✉✛r❛❣❛♥ts ✿

▼♦♥s✐❡✉r ❙❡r❣❡ ❉❛r♦❧❧❡s

Pr♦❢❡ss❡✉r ❆ss♦❝✐é
❯♥✐✈❡rs✐té P❛r✐s✲❉❛✉♣❤✐♥❡✱ ❈❘❊❙❚



▲✬✉♥✐✈❡rs✐té P❛r✐s✲❉❛✉♣❤✐♥❡ ♥✬❡♥t❡♥❞ ❞♦♥♥❡r ❛✉❝✉♥❡ ❛♣♣r♦❜❛t✐♦♥ ♥✐ ✐♠♣r♦❜❛t✐♦♥ ❛✉①

♦♣✐♥✐♦♥s é♠✐s❡s ❞❛♥s ❧❡s t❤ès❡s ❀ ❝❡s ♦♣✐♥✐♦♥s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ ♣r♦♣r❡s à

❧❡✉r ❛✉t❡✉r✳



t♦t♦



➚ ❈❛t❤❡r✐♥❡✱ à ●✐sè❧❡✳



✹ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t



❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts

❏❡ t✐❡♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ à ❛❞r❡ss❡r ♠❡s ♣❧✉s ❝❤❛❧❡✉r❡✉① r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts à ❆❧❛✐♥ ▼♦♥❢♦rt✱

♠♦♥ ❞✐r❡❝t❡✉r ❞❡ t❤ès❡✳ ●râ❝❡ à s❡s ❝♦♥st❛♥ts ❡♥❝♦✉r❛❣❡♠❡♥ts ❡t à s♦♥ é❝♦✉t❡ t♦✉t ❛✉

❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡s tr♦✐s ❛♥♥é❡s✱ ❆❧❛✐♥ ♠✬❛ ♣❡r♠✐s ❞✬❛❝q✉ér✐r ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s✱ ❧❛ r✐❣✉❡✉r ❡t ❧❛
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❡♥❝♦✉r❛❣❡♠❡♥ts✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ♥❡ ❢❛✐s❛♥t ♣❛s ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬❛✉t♦✲♣r♦❝❧❛♠é ✏❇✉r❡①✑✱ ❥❡ r❡♠❡r❝✐❡

❏éré♠② ❉✉❞❡❦✱ ❊r✇❛♥ ❑♦❝❤✱ ❡t ❏❡❛♥✲❈②♣r✐❡♥ ❍é❛♠ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❝♦♥tr✐❜✉é à ♠♦♥ ✐♥té❣r❛✲

t✐♦♥ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❛✉ s❡✐♥ ❞✉ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡✳

P❡♥❞❛♥t ❝❡s tr♦✐s ❛♥s✱ ♠❡s ❛♠✐s s♦♥t ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ❝❡✉① q✉✐ ♦♥t ❧❡ ♣❧✉s ♦❜s❡r✈é ♠♦♥
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❤✉♠❡✉r ❛✉ ❥♦✉r ❧❡ ❥♦✉r ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡tt❡ ❛✈❡♥t✉r❡✳ P♦✉r ❧❡✉rs q✉❡st✐♦♥s✱ ❧❡✉r ✐♥térêt✱ ❧❡✉r

s♦✉t✐❡♥ ❡t ❧❡✉r ❝❛♣❛❝✐té à ♠❡ ❢❛✐r❡ ❝❤❛♥❣❡r ❞✬❛✐r✱ ❥❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❆✉ré❧✐❡✱ ❈❧❛✐r❡ ❡t ▼❛r❦♦✱ ❝♦❧✲

❧è❣✉❡s ♠❛✐s ❛✈❛♥t t♦✉t ❛♠✐s ❀ ❘é♠②✱ ❏✉❥✉ ✭❛❦❛ ❝r❛ss♦✉✮✱ ❈❧♦✉③❡✱ ❆♥✐ss❛✱ ❈❧é♠❡♥❝❡✱ ●❛❜✬

❡t ❚❛♠t❛♠ ♣♦✉r ❧❡s r❡tr♦✉✈❛✐❧❧❡s ❛✉ ▼❛❞ ❀ ❘♦♠❛✐♥✱ ❏❡❛♥♥❡✱ ❏✉❧✐❡✱ ❱✐♦❧❛✐♥❡ ❡t ❚✐♠ ♣♦✉r

❧❡✉r ♣rés❡♥❝❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t❡ ❀ ❡t t♦✉s ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❞❡ ❧✬♦r❝❤❡str❡ ▲❛ ❙✐rè♥❡ ♣♦✉r ❧❡ ❣r❛♥❞ ❜♦❧

❞✬❛✐r ❞♦♠✐♥✐❝❛❧ ❤❡❜❞♦♠❛❞❛✐r❡✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❛✉ss✐ t♦✉s ❝❡✉① q✉✐ ♦♥t ❝♦♥tr✐❜✉é à ❧❛ r❡❧❡❝t✉r❡✱

♥♦t❛♠♠❡♥t ▼❛①✱ ▼❛✉❞✱ ❏❇✱ ❚✐♠✱ ❆♥✐ss❛✱ ❡t ❏❡❛♥♥❡✳

❊♥✜♥✱ ♠❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❛ ❝♦♥st✐t✉é ✉♥ ❛✐❞❡ ❡t ✉♥❡ é❝♦✉t❡ ♣ré❝✐❡✉s❡✱ ❡t ♠✬❛ t♦✉❥♦✉rs ❡♥❝♦✉r❛❣é

❞❛♥s ❝❡ ♣r♦❝❡ss✉s✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ♠♦♥ ♣èr❡ ❏❡❛♥✲❋r❛♥ç♦✐s ❡t ♠♦♥ ❢rèr❡

❱❛❧❡♥t✐♥ ♣♦✉r ❧❡✉r ✐♥térêt✱ ❡t ♠❡s ❣r❛♥❞s✲♣❛r❡♥ts ▲✉❝✐❡♥✱ ❘♦❜❡rt ❡t ▼✐❝❤❡❧✐♥❡✳ ▼❡r❝✐

❛✉ss✐ à ❊❧✐s❛❜❡t❤ ❡t ❖❧✐✈✐❡r ♣♦✉r ❧❡✉r s♦✉t✐❡♥ s❛♥s ❢❛✐❧❧❡✳

✻ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t



❈♦♥t❡♥ts

❘és✉♠é ✶✺

❆❜str❛❝t ✶✾

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✷✸

✶✳✶ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❞✐s❝r❡t❡✲t✐♠❡ s❡t✉♣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹

✶✳✶✳✶ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✈❡st♦rs ❛♥❞ ❢❛❝t♦r ❞②♥❛♠✐❝s✿ ♥♦t❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹

✶✳✶✳✷ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺

✶✳✶✳✸ ❆✣♥❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞ ♠✉❧t✐❤♦r✐③♦♥ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺

✶✳✷ ●❡♥❡r❛❧ r❡s✉❧ts ♦❢ ❛ss❡t ♣r✐❝✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽

✶✳✷✳✶ ❚❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛r❜✐tr❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r ✭❙❉❋✮ ✳ ✷✽

✶✳✷✳✷ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾

✶✳✷✳✸ ▼♦❞❡❧✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵

✶✳✷✳✹ ❊①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲❛✣♥❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r ✳ ✳ ✸✶

✶✳✸ ❘✐s❦✲❧❡ss ❛♥❞ r✐s❦② ❜♦♥❞ ♣r✐❝✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸

✶✳✸✳✶ ❘✐s❦✲❧❡ss ❜♦♥❞ ♣r✐❝✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸

✶✳✸✳✷ ❉❡❢❛✉❧t❛❜❧❡ ❜♦♥❞s ❛♥❞ ✐♥t❡♥s✐t② ♠♦❞❡❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹

✶✳✹ ❆✣♥❡ t❡r♠ str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ✭❆❚❙▼✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✻

✶✳✹✳✶ ❇✉✐❧❞✐♥❣ ❛✣♥❡ ♠♦❞❡❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✻

✶✳✹✳✷ ❚❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❆❚❙▼ ✭●❆❚❙▼✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽

✶✳✹✳✸ ❈♦①✱ ■♥❣❡rs♦❧❧ ❛♥❞ ❘♦ss✲t②♣❡ ❆❚❙▼ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾

✶✳✹✳✹ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ❛ss❡ss♠❡♥t ♦❢ ♠✉❧t✐❢❛❝t♦r ❈■❘ ♠♦❞❡❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷

✶✳✹✳✺ ❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t②✲❜❛s❡❞ ❆❚❙▼ t♦ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❞❡❢❛✉❧t ❛♥❞ ❧✐q✉✐❞✲

✐t② r✐s❦s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸

✶✳✺ ◗✉❛❞r❛t✐❝ t❡r♠ str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ✭◗❚❙▼✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹

✶✳✺✳✶ ❚❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹

✶✳✺✳✷ ◗✉❛❞r❛t✐❝ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❛✣♥❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺

✶✳✺✳✸ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼

✶✳✺✳✹ ❆ss❡ss♠❡♥t ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽

✶✳✻ ▼♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ③❡r♦ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ✭❩▲❇✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✼



❈♦♥t❡♥ts

✶✳✻✳✶ ❚❤❡ ❩▲❇ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶

✶✳✻✳✷ ❚❤❡ s❤❛❞♦✇✲r❛t❡ ♠♦❞❡❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✷

✶✳✼ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺

✷ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❋✐❧t❡r✐♥❣ ✐♥ ◗✉❛❞r❛t✐❝ ❋❛❝t♦r ▼♦❞❡❧s ✺✼

✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶

✷✳✷ ▲✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷

✷✳✸ ❚❤❡ ◗✉❛❞r❛t✐❝ ❑❛❧♠❛♥ ❋✐❧t❡r ✭◗❦❢✮ ❛♥❞ ❙♠♦♦t❤❡r ✭◗❦s✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹

✷✳✸✳✶ ▼♦❞❡❧ ❛♥❞ ♥♦t❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹

✷✳✸✳✷ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ Zt ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺

✷✳✸✳✸ ❯♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ Zt ❛♥❞ st❛t✐♦♥❛r✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼

✷✳✸✳✹ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ●❛✉ss✐❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ (Zt) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾

✷✳✸✳✺ ❚❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾

✷✳✸✳✻ ❚❤❡ s♠♦♦t❤✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶

✷✳✹ ❯s✉❛❧ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ✜❧t❡rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷

✷✳✺ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ✉s✐♥❣ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹

✷✳✺✳✶ ❆ s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺

✷✳✺✳✷ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ✜❧t❡r✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻

✷✳✺✳✸ ◗✉❛s✐ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸

✷✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✽

✷✳❆ ❯s❡❢✉❧ ❛❧❣❡❜r❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾

✷✳❇ Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾

✷✳❈ Zt ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦♠❡♥ts ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶

✷✳❉ Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✷ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸

✷✳❊ ❯♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ Zt ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✻

✷✳❋ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼

✷✳● ❊❦❢ ❛♥❞ ❯❦❢ ❣❡♥❡r❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼

✷✳❍ ❚❤❡ ❯❦❢ ✐♥ ❛ ❧✐♥❡❛r st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶

✷✳■ ❚❤❡ ❯❦❢ ✐♥ ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧✿ s❝❛❧❛r ❝❛s❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶

✸ ❆ ◗❚❙▼ ❢♦r ❉✐s❡♥t❛♥❣❧✐♥❣ ❈r❡❞✐t ❛♥❞ ▲✐q✉✐❞✐t② ❘✐s❦s ✐♥ ■♥t❡r❜❛♥❦

❙♣r❡❛❞s ✶✵✺

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✽

✸✳✷ ▲✐t❡r❛t✉r❡ ❘❡✈✐❡✇ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵

✸✳✸ ■♥t❡r❜❛♥❦ ♠❛r❦❡t r❛t❡s ❛♥❞ r✐s❦s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✶

✸✳✸✳✶ ❚❤❡ ✉♥s❡❝✉r❡❞ ✐♥t❡r❜❛♥❦ r❛t❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✶

✸✳✸✳✷ ❚❤❡ ✐♥t❡r❜❛♥❦ r✐s❦✲❢r❡❡ r❛t❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✷

✸✳✸✳✸ Pr❡❧✐♠✐♥❛r② ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❊❯❘■❇❖❘✲❖■❙ s♣r❡❛❞s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✹

✽ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t



❈♦♥t❡♥ts

✸✳✸✳✹ ❈r❡❞✐t ❛♥❞ ❧✐q✉✐❞✐t② ♣r♦①✐❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✺

✸✳✹ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✻

✸✳✹✳✶ ◆♦t❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✻

✸✳✹✳✷ ❍✐st♦r✐❝❛❧ ❛♥❞ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✼

✸✳✹✳✸ ■♥t❡♥s✐t✐❡s ❛♥❞ ❊❯❘■❇❖❘ r❛t❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✽

✸✳✹✳✹ ❖■❙ s✇❛♣ r❛t❡s ❛♥❞ t❤❡ ❊❯❘■❇❖❘✲❖■❙ s♣r❡❛❞s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✵

✸✳✹✳✺ ■♥t❡♥s✐t② s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✶

✸✳✹✳✻ ❘❡❝✉rs✐✈❡ ♣r✐❝✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✶

✸✳✺ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✷

✸✳✺✳✶ ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ str❛t❡❣②✿ ❧✐♥❦✐♥❣ ♣r♦①✐❡s ❛♥❞ ❧❛t❡♥t ❢❛❝t♦rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✷

✸✳✺✳✷ ❙t❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✸

✸✳✺✳✸ ❊st✐♠❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✹

✸✳✻ ❉❡❝♦♠♣♦s✐♥❣ ❊❯❘■❇❖❘✲❖■❙ s♣r❡❛❞s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✺

✸✳✻✳✶ ❚❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✺

✸✳✻✳✷ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✽

✸✳✻✳✸ ❚❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ✉♥❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝② ♦♥ ✐♥t❡r❜❛♥❦ r✐s❦ ✳ ✳ ✶✸✵

✸✳✻✳✹ ▼♦❞❡❧✲✐♠♣❧✐❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❞❡❢❛✉❧t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✷

✸✳❆ ❘✐s❦ ♥❡✉tr❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ wt ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✻

✸✳❇ Pr✐❝✐♥❣ r❡❝✉rs✐♦♥s ❛♥❞ ♥♦♥ ❝❛✉s❛❧✐t② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✻

✸✳❈ ❙♦❧✈✐♥❣ ❢♦r ②✐❡❧❞✴s♣r❡❛❞ ❧♦❛❞✐♥❣s ✐♥ ❛ ◗❚❙▼ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✼

✸✳❈✳✶ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ Zt =
[
X ′

t, V ec(XtX
′
t)
]′

✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✼

✸✳❈✳✷ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧✬s ❧♦❛❞✐♥❣s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✾

✸✳❉ ❚❤❡ ◗✉❛❞r❛t✐❝ ❑❛❧♠❛♥ ❋✐❧t❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✵

✸✳❊ ■❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✶

✸✳❊✳✶ P❛r❛♠❡t❡r ❝♦♥tr❛✐♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✶

✸✳❊✳✷ ■❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐t② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✶

✹ ❘❡❝✉rs✐✈❡ ❈♦♠♣♦✉♥❞ ❆✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ Pr♦❝❡ss❡s ✶✹✸

✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✻

✹✳✷ ❚❤❡ ❈❧❛ss ♦❢ ❘❡❝✉rs✐✈❡ ❆✣♥❡ Pr♦❝❡ss❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✼

✹✳✷✳✶ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❘❡❝✉rs✐✈❡ ❆✣♥❡ Pr♦❝❡ss ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✽

✹✳✷✳✷ ❊①❛♠♣❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✾

✹✳✸ ▼♦♠❡♥ts✱ ❱❆❘ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✱ ❙t❛t✐♦♥❛r✐t② ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ Pr❡❞✐❝t✐♦♥ ✳ ✶✺✸

✹✳✸✳✶ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ▼♦♠❡♥ts ❛♥❞ ❱❆❘ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✸

✹✳✸✳✷ ❯♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ▼♦♠❡♥ts ❛♥❞ ❙t❛t✐♦♥❛r✐t② ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✺

✹✳✸✳✸ ❋♦r❡❝❛st✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✻

✹✳✸✳✹ ❊①t❡♥s✐♦♥ t♦ t❤❡ ●❡♥❡r❛❧ ❈❛s❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✼

✹✳✹ Pr✐❝✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✽

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✾



❈♦♥t❡♥ts

✹✳✹✳✶ ❇❛s✐❝ t♦♦❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✽

✹✳✹✳✷ ❘❡❝✉rs✐✈❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ❊ss❝❤❡r tr❛♥s❢♦r♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✾

✹✳✹✳✸ ▼♦♠❡♥ts ❛♥❞ ❱❆❘ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✶

✹✳✺ ■♥❢❡r❡♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✷

✹✳✺✳✶ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ♣r♦❝❡ss ❝❛s❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✷

✹✳✺✳✷ ❚❤❡ ✭♣❛rt✐❛❧❧②✮ ❧❛t❡♥t ♣r♦❝❡ss ❝❛s❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✷

✹✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✸

✹✳❆ Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✶ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✹

✹✳❇ Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹✳✶ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✹

✺ ❙t❛②✐♥❣ ❛t ❩❡r♦ ✇✐t❤ ❆✣♥❡ Pr♦❝❡ss❡s ✶✻✾

✺✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✸

✺✳✷ ◆♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ❛✣♥❡ ♣r♦❝❡ss❡s ✇✐t❤ ③❡r♦ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ s♣❡❧❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✻

✺✳✷✳✶ ❚❤❡ ❆❘●0 ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ t❤❡ ③❡r♦ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✻

✺✳✷✳✷ ▼♦♠❡♥ts✱ st❛t✐♦♥❛r✐t② ❛♥❞ ❧✐❢t✲♦✛ ♣r♦❜❛❜❧✐t✐❡s ♦❢ ❆❘●0 ♣r♦❝❡ss❡s ✳ ✶✼✾

✺✳✷✳✸ ❚❤❡ ❊①t❡♥❞❡❞ ❆❘●ν(α, β, µ) ♣r♦❝❡ss ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✷

✺✳✸ ❚❤❡ ◆♦♥✲◆❡❣❛t✐✈❡ ❆✣♥❡ ❚❡r♠ ❙tr✉❝t✉r❡ ▼♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✸

✺✳✸✳✶ ❚❤❡ ❱❆❘● r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ st❛t❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ t❤❡ ❛✣♥❡ ②✐❡❧❞ ❝✉r✈❡

❢♦r♠✉❧❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✸

✺✳✸✳✷ ❚❤❡ ❱❆❘● ❤✐st♦r✐❝❛❧ st❛t❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✻

✺✳✸✳✸ ▲✐❢t✲♦✛ Pr♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✼

✺✳✹ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ◆❆❚❙▼s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✾

✺✳✹✳✶ ❉❛t❛ ❛♥❞ st②❧✐③❡❞ ❢❛❝ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✾

✺✳✹✳✷ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❙tr❛t❡❣② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✶

✺✳✹✳✸ ❈r♦ss✲s❡❝t✐♦♥❛❧ ✜t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✺

✺✳✺ ▲✐❢t✲♦✛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✽

✺✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✷

✺✳❆ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ARG0(α, β, µ) ♣r♦❝❡ss ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✹

✺✳❇ ❙♦❥♦✉r♥ t✐♠❡ ❛♥❞ ❧✐❢t✲♦✛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ARG0(α, β, µ) ♣r♦❝❡ss ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✺

✺✳❈ ❘✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ ❛♥❞ ②✐❡❧❞✲t♦✲♠❛t✉r✐t② ❢♦r♠✉❧❛ ✳ ✷✵✻

✺✳❉ ❍✐st♦r✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ✈❡❝t♦r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✻

✶✵ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t



▲✐st ♦❢ ❚❛❜❧❡s

✶✳✶ ❆ss❡t Pr✐❝✐♥❣ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❙tr❛t❡❣✐❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶

✷✳✶ ◗✉❛❞r❛t✐❝ ❑❛❧♠❛♥ ❋✐❧t❡r ✭◗❦❢✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶

✷✳✷ ❊❦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❝❛s❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✸

✷✳✸ ❯❦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❝❛s❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺

✷✳✹ ❊①❛♠♣❧❡ ✿ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ✜❧t❡rs✬ ❢♦r♠✉❧❛❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻

✷✳✺ ❊st✐♠❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺

✷✳✻ ▼❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦✈❡r t❤❡ t❤r❡❡ ♣❛♥❡❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼

✷✳✼ ❊❦❢✶ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❝❛s❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽

✷✳✽ ❊❦❢✷ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❝❛s❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✾

✷✳✾ ❯❦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❝❛s❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✵

✸✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐✈❡ st❛t✐st✐❝s ♦❢ ❊❯❘■❇❖❘ ❛♥❞ ❖■❙ r❛t❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✹

✸✳✷ ❋❛❝t♦r ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✻

✸✳✸ P❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✻

✸✳✹ ❉❡s❝r✐♣t✐✈❡ st❛t✐st✐❝s ♦❢ ❊❯❘■❇❖❘✲❖■❙ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✽

✺✳✶ ▼❡❛♥ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ ②✐❡❧❞s ❛♥❞ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♣r♦①✐❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✷

✺✳✷ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ r❛t❡s ❛♥❞ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♣r♦①✐❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✸

✺✳✸ P❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✻

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✶✶



▲✐st ♦❢ ❚❛❜❧❡s

✶✷ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t



▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s

✷✳✶ ❘▼❙❊ ♦❢ X̂t|t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾

✷✳✷ ❘▼❙❊ ♦❢ X̂2
t|t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵

✷✳✸ ❘▼❙❊ ♦❢ η̂t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✶

✸✳✶ ▲❡✈❡❧ ♦❢ ✸▼ r❛t❡s ❛♥❞ s♣r❡❛❞s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✸

✸✳✷ ❋✐❧t❡r❡❞ ❝r❡❞✐t ❛♥❞ ❧✐q✉✐❞✐t② ❢❛❝t♦rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✺

✸✳✸ ✻▼ ❊❯❘■❇❖❘✲❖■❙ s♣r❡❛❞s ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✾

✸✳✹ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❊❯❘■❇❖❘ ✲ ❖■❙ t❡r♠ str✉❝t✉r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✶

✸✳✺ ❉❡❢❛✉❧t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❜❛♥❦s ✉♥❞❡r t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡s ✳ ✳ ✶✸✹

✺✳✶ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❆❘●0 ♣r♦❝❡ss✿ ❛ s❤♦rt✲t❡r♠ r❛t❡ ✇✐t❤ ③❡r♦ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞

s♣❡❧❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✾

✺✳✷ ❏❛♣❛♥❡s❡ ②✐❡❧❞s ❞❛t❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✵

✺✳✸ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♣r♦①✐❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✶

✺✳✹ ❊st✐♠❛t❡❞ ❋❛❝t♦rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✼

✺✳✺ ❊st✐♠❛t❡❞ ❋❛❝t♦rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✽

✺✳✻ ❖❜s❡r✈❡❞ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧✲✐♠♣❧✐❡❞ ②✐❡❧❞s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✾

✺✳✼ ❋✐tt❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♣r♦①✐❡s ❛♥❞ s✉r✈❡②s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✵

✺✳✽ ❚✐♠❡✲s❡r✐❡s ♦❢ ❩▲❇ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✿ Pt(rt+k 6 λ) ❛♥❞ Qt(rt+k 6 λ) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✶

✺✳✾ ❍♦r✐③♦♥ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❩▲❇ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✿ Pt(rt+k 6 λ) ❛♥❞ Qt(rt+k 6 λ)✳ ✳ ✳ ✷✵✷

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✶✸



▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s

✶✹ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t



❘és✉♠é

▲❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ t❛✉① ❞✬✐♥térêt à ❛❜s❡♥❝❡ ❞✬♦♣♣♦rt✉♥✐té ❛r❜✐tr❛❣❡ ♦♥t ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ r❡♣r♦✲

❞✉✐r❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ♣r✐① ❞✬♦❜❧✐❣❛t✐♦♥s à ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠❛t✉r✐tés✳ P❛r♠✐

❝❡✉①✲❝✐✱ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❛✣♥❡s ❞❡ str✉❝t✉r❡ ♣❛r t❡r♠❡ ✭❆❚❙▼✮ ❢♦r♠❡♥t ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❧❛

♣❧✉s ✉t✐❧✐sé❡ ❞❡♣✉✐s ❧❡✉r ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♣❛r ❉✉✣❡ ❛♥❞ ❑❛♥ ❬✶✾✾✻❪✳ ■❧s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❡♥ ❡✛❡t ❞❡

r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s t❛✉① ❞✬✐♥térêt ❞❡s ♦❜❧✐❣❛t✐♦♥s ③ér♦✲❝♦✉♣♦♥ à t♦✉t❡s ❧❡s ♠❛t✉r✐tés ♣❛r ✉♥❡

❢♦♥❝t✐♦♥ ❛✣♥❡ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ré❞✉✐t ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs✱ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❡♥ ❢♦r♠✉❧❡ ❢❡r♠é❡✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡

❛✣♥❡ ❧❡ ♣❧✉s ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sé ❡st ✐♥❝♦♥t❡st❛❜❧❡♠❡♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❣❛✉ss✐❡♥✱ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡s

r❡♥❞❡♠❡♥ts ❞❡s ♦❜❧✐❣❛t✐♦♥s ③ér♦✲❝♦✉♣♦♥ s♦♥t ❞❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❛✣♥❡s ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❱❆❘

❣❛✉ss✐❡♥s st❛♥❞❛r❞s✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❡s t❛✉① ❞✬✐♥térêt à t♦✉t❡s ♠❛t✉r✐tés s♦♥t ❛✉ss✐ ❣❛✉s✲

s✐❡♥s ❡t ♦♥t ♣♦✉r s✉♣♣♦rt ❧❛ ❞r♦✐t❡ ❞❡s ré❡❧s✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡st ❡♥ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❞❡

♥♦♠❜r❡✉s❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s t❤é♦r✐q✉❡s ❞❡s t❛✉① ❞✬✐♥térêt ♦❜❧✐❣❛t❛✐r❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✐❧

❡st t♦✉❥♦✉rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ s✉❜st✐t✉❡r ❞❡ ❧❛ ♠♦♥♥❛✐❡ à ✉♥ ✐♥✈❡st✐ss❡♠❡♥t ♦❜❧✐❣❛t❛✐r❡✱ ❝♦♥s❡r✲

✈❛♥t ❛✐♥s✐ ✉♥ t❛✉① ❞✬✐♥térêt ♥♦♠✐♥❛❧ ♥✉❧✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♥♦♥✲❛r❜✐tr❛❣❡✱

♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ ❧❡s t❛✉① ❞✬✐♥térêt ❞❡s ♦❜❧✐❣❛t✐♦♥s ③ér♦✲❝♦✉♣♦♥ s♦♥t t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t t♦✉❥♦✉rs

♣♦s✐t✐❢s ♦✉ ♥✉❧s✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ♦❜s❡r✈❡r ❞❡s t❛✉① ❞✬✐♥térêt ♥é❣❛t✐❢s ❝❛✉sés

♣❛r ❞❡s ❢r✐❝t✐♦♥s ✜♥❛♥❝✐èr❡s ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ s✐ ❧❛ ♣♦ss❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧✐q✉✐❞✐tés ❛ ✉♥ ❝♦ût ♣♦s✐t✐❢✮✳

▲❡s t❛✉① ❞✬✐♥térêt ♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥❝ ♣♦ssé❞❡r ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♥é❣❛t✐✈❡✱ q✉❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡

❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ♥♦♥ ♣❧✉s ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡✳ ▲❡s ❆❚❙▼ ♣♦s✐t✐❢s ❝♦♥st✐t✉❡♥t ✉♥❡

ré♣♦♥s❡ ❝✐❜❧é❡ à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❡♥ ❛ss✉r❛♥t ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❧❛ ♣♦s✐t✐✈✐té ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡

❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡s t❛✉①✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❛❢✲

✜♥❡s ♣♦s✐t✐❢s ❞❡ str✉❝t✉r❡ ♣❛r t❡r♠❡ ❞❡s t❛✉① ❞✬✐♥térêt✳ ❆♣rès ✉♥❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✱

✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡✱ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✷ ❡t ✸✱ s❡ ❝♦♥s❛❝r❡ à ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡

str✉❝t✉r❡ ♣❛r t❡r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ✭◗❚❙▼✮✳ P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✹ ❡t ✺ ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡

s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞é❞✐é❡ à ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s t❛✉① ❞✬✐♥térêt ♣♦✉r r❡♣r♦❞✉✐r❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡✲

♠❡♥t ❞❡ ✏t❛✉① ❛✉ ♣❧❛♥❝❤❡r✑✳

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐❢ ❞ét❛✐❧❧❡ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥

❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛✣♥❡ ❞❡ t❛✉① ❞✬✐♥térêt✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t q✉❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs

❡♥❞♦❣è♥❡s ❡st ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❛✣♥❡ ✲ ♦✉ ❝♦♠♣♦sé ❛✉t♦✲ré❣r❡ss✐❢ ✭❈❛r✮ ✲ s♦✉s ❧❛ ♠❡s✉r❡

r✐sq✉❡✲♥❡✉tr❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ s❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é❡ ❛ s♦♥ ♣❛ssé ❡st ✉♥❡

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✶✺



▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s

❢♦♥❝t✐♦♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✲❛✣♥❡ ❞❡ s❡s ✈❛❧❡✉rs ♣❛ssé❡s✳ ▲♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ s♣é❝✐✜❡ ❧❡ t❛✉① ❞✬✐♥térêt

à ❝♦✉rt t❡r♠❡ ✭❡t ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡ ❞é❢❛✉t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♦❜❧✐❣❛t✐♦♥s r✐sq✉é❡s✮ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡

❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❛✣♥❡ ❞❡ ❝❡s ❢❛❝t❡✉rs✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t t♦✉s ❧❡s t❛✉① ❞✬✐♥térêt ❞❡s ♦❜❧✐❣❛t✐♦♥s ③ér♦✲

❝♦✉♣♦♥ ❡♥ ❢♦r♠✉❧❡ ❢❡r♠é❡✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✉t✐❧❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧♦rs ❞❡

❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ ▲❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❡s❝♦♠♣t❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❞❡

❞é❣❛❣❡r ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs s♦✉s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❤✐st♦r✐q✉❡✱ ❡t ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡r ❧❡

♠♦❞è❧❡ s♦✉s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❡s♣❛❝❡✲ét❛t✳

❈♦♠♠❡ ❞é♠♦♥tré ♣❛r ❈❤❡♥❣ ❛♥❞ ❙❝❛✐❧❧❡t ❬✷✵✵✼❪✱ ❧❡s ◗❚❙▼ ❢♦♥t ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s

♠♦❞è❧❡s ❛✣♥❡s ❞❡ t❛✉① ❞✬✐♥térêt✳ ❘❡♣rés❡♥tés s♦✉s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❡s♣❛❝❡✲ét❛t✱ ❝❡s ♠♦❞è❧❡s

r❛ss❡♠❜❧❡♥t ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛✣♥❡s ✭❱❆❘ ❣❛✉ss✐❡♥ st❛♥❞❛r❞✮ ❡t ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s

❞❡ ♠❡s✉r❡ ❧✐♥é❛✐r❡✲q✉❛❞r❛t✐q✉❡s✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ❡st ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ♦✉ t♦✲

t❛❧❡♠❡♥t ✐♥♦❜s❡r✈❛❜❧❡✱ ❧❡ ✜❧tr❡ ❞❡ ❑❛❧♠❛♥ st❛♥❞❛r❞ ♥❡ ♣❡✉t ♣❧✉s êtr❡ ✉t✐❧✐sé à ❝❛✉s❡ ❞❡

❧❛ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐té ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ♠❡s✉r❡✳ ❆✜♥ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ✜❧tr❡s

♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣és ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❣é♥ér❛❧✳ ❈❡s ✜❧tr❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞✐✈✐sés

❡♥ ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s ❞✐st✐♥❝t❡s✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❝❡rt❛✐♥s ✜❧tr❡s ✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❛♣✲

♣r♦①✐♠❡r ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♥♦♥✲❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ✐ss✉❡s ❞❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés✱ ❡t ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ✜❧tr❛❣❡

♣❧✉s ♣ré❝✐s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❡♠♣❧♦②é❡s ♦♥t ♣♦✉r ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ❛❝❝r✉❡✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❡s ✜❧tr❡s ❞✐ts ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s s✬❛♣♣✉✐❡♥t

s✉r ❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❞❡ ❚❛②❧♦r ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡

❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✭♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡s ✜❧tr❡s ❞❡ ❑❛❧♠❛♥ ét❡♥❞✉s ❡t ❧❡ ✜❧tr❡ ❞❡ ❑❛❧♠❛♥ ✐♥♦❞♦r❡ ✶✮

s♦♥t ❡①♣r✐♠és ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❧❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡t ♥❡ s♦♥t ♣❛s s♣é❝✐✜q✉❡♠❡♥t ❛❞❛♣tés

❛✉ ❝❛s ❧✐♥é❛✐r❡✲q✉❛❞r❛t✐q✉❡✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ♣r♦♣♦s❡ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❝❡s ✐♥❛❞éq✉❛t✐♦♥s ❣râ❝❡ à

✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❛♣♣❡❧é ✜❧tr❡ ❞❡ ❑❛❧♠❛♥ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ✭◗❦❢✮✳ ❈♦♠♠❡ ❝❡

♥♦✉✈❡❧ ♦✉t✐❧ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ✜❧tr❡s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s✱ ✐❧ ❡st à ❧❛ ❢♦✐s r❛♣✐❞❡ ❡t ❢❛❝✐❧❡ à

✐♠♣❧é♠❡♥t❡r✳ ▲❛ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞é♣❡♥❞ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s

♣r♦❝❡ss✉s ❛✣♥❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞✉ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿ s✐ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs

❡st ✉♥ ❱❆❘ ❣❛✉ss✐❡♥ st❛♥❞❛r❞✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❡♠♣✐❧é ❝♦♠♣♦sé ❞✉ ♠ê♠❡ ✈❡❝t❡✉r ❡t ❞❡

t♦✉s ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ s❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❡st ❛✣♥❡✳ ❊♥ ❢♦r♠✉❧❛♥t ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❝❡

♥♦✉✈❡❛✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❡♠♣✐❧é s♦✉s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❱❆❘ à ❝❤♦❝s ❤étér♦s❝é❞❛st✐q✉❡s ♥♦♥✲❣❛✉ss✐❡♥s✱

♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❡s♣❛❝❡✲ét❛t ❛✉❣♠❡♥té ❛✣♥❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡ ✜❧tr❡ ❞❡ ❑❛❧♠❛♥ ❧✐♥é❛✐r❡

♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❧✐ss❛❣❡ ♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉ ✐♠♠é❞✐❛✲

t❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❡s♣❛❝❡✲ét❛t ❛✉❣♠❡♥té✳ ❆✜♥ ❞✬❛♥❛❧②s❡r ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✉ ◗❦❢ ❡♥

t❡r♠❡s ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❡t ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r q✉❛s✐ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✱ ♦♥ ré❛❧✐s❡ ❞❡s

s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❡t ♠♦♥tr❡ q✉❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✉r♣❛ss❡ s❡s ❝♦♥❝✉rr❡♥ts ❞❛♥s

❧❡s ❞❡✉① ❡①❡r❝✐❝❡s✳

✶✳ ❚r❛❞✉❝t✐♦♥ ❧✐ttér❛❧❡ ❞❡ ❯♥s❝❡♥t❡❞ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r✳

✶✻ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t



▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ♣♦✉r

✉♥ ◗❚❙▼ ❞❡s é❝❛rts ❞❡ t❛✉① ✐♥t❡r❜❛♥❝❛✐r❡s ❡♥ ③♦♥❡ ❊✉r♦✳ ❈❡s ❞❡r♥✐❡rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à

❧✬é❝❛rt ❡♥tr❡ ❧❡s t❛✉① ✐♥t❡r❜❛♥❝❛✐r❡s r✐sq✉és ❊✉r✐❜♦r ❡t ❧❡s t❛✉① s✇❛♣s ♦✈❡r♥✐❣❤t ✭❖■❙✮✱

❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡ s❛♥s r✐sq✉❡s✳ ❉❡✉① r✐sq✉❡s ♠❛❥❡✉rs ✐♥✢✉❡♥❝❡♥t ❧❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞❡ ❝❡s

é❝❛rts ❞❡ t❛✉① ✿ r✐sq✉❡ ❞❡ ❞é❢❛✉t ❡t r✐sq✉❡ ❞❡ ❧✐q✉✐❞✐té✱ t♦✉s ❞❡✉① ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s ❧❡s t❛✉①

❊✉r✐❜♦r✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❝❡s t❛✉① ❞✬✐♥térêt r✐sq✉és ✐♥❝♦r♣♦r❡♥t ✉♥❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ♣♦✉r

❧❡ r✐sq✉❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡t ❧❡s é❝❛rts ❞❡ t❛✉① ❊✉r✐❜♦r✲❖■❙ s♦♥t t♦✉❥♦✉rs ♣♦s✐t✐❢s✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t

❛✉① ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ❧❡ ◗❚❙▼ ♣❡r♠❡t ❞✬✐♠♣♦s❡r ❝❡tt❡

r❡str✐❝t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡ s✉r ❧❡s é❝❛rts ❞❡ t❛✉①✳ ❖♥ ❝♦♥str✉✐t ❛✐♥s✐ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ à ✐♥t❡♥s✐tés ❞❡

❞é❢❛✉t ❡t ❞❡ ❧✐q✉✐❞✐té✱ ♦ù ❝❡❧❧❡s✲❝✐ s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ❞❡ ❞❡✉① ❢❛❝t❡✉rs ❣❛✉s✲

s✐❡♥s✳ ❖♥ ♣❡✉t ✐❞❡♥t✐✜❡r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ r✐sq✉❡ ❞❡ ❞é❢❛✉t ❡t

❞❡ ❧✐q✉✐❞✐té ❣râ❝❡ à ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s q✉❡ ♥♦✉s s❛✈♦♥s ❧✐é❡s à ❝❡s ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡

r✐sq✉❡s✳ ◆♦s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❧❡s é❝❛rts ❞❡ t❛✉① à ❝❤❛q✉❡ ♠❛t✉r✐té

❡♥ ❧❡✉rs ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❛✜♥ ❞✬❛♥❛❧②s❡r ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ♠♦♥ét❛✐r❡s ♥♦♥

❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧❧❡s ♠❡♥é❡s ♣❛r ❧❛ ❇❈❊✳ ◆♦s rés✉❧t❛ts ✐♥❞✐q✉❡♥t q✉❡ ♠❛❧❣ré ❧✬❡①♣❧♦s✐♦♥ ❞✉

r✐sq✉❡ ❞❡ ❧✐q✉✐❞✐té s✉r ❧❡ ♠❛r❝❤é ✐♥t❡r❜❛♥❝❛✐r❡ ❡✉r♦♣é❡♥ ❛♣rès ❧❛ ❢❛✐❧❧✐t❡ ❞❡ ▲❡❤♠❛♥ ❇r♦✲

t❤❡rs✱ ❧❡s ✈❡r② ❧♦♥❣✲t❡r♠ r❡✜♥❛♥❝✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❡t ❧❡s ♦✉tr✐❣❤t ♠♦♥❡t❛r② tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥t

❝♦♥tr✐❜✉é à s❛ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ré❝❡♥t❡✳ ❆ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ♦❜t❡♥✐r ❧❡s ♣r♦✲

❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ ❞é❢❛✉t ♠♦②❡♥♥❡s ❞❡s ❜❛♥q✉❡s ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❊✉r♦✱ ❡t ❧✬♦♥ ♠♦♥tr❡ ❧❡✉r ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥

ré❝❡♥t❡ à ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ♥♦♥ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❝✐té❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ❛❜♦r❞❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ❧✐é à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♠✉❧t✐✈❛r✐és

❛✣♥❡s ❞❡ t❛✉① ❞✬✐♥térêt✳ ❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ s✐♠♣❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣r♦❝❡s✲

s✉s ✉♥✐✈❛r✐és ❛✣♥❡s ❡t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❡♥tr❡ ❡✉①✱ ❡t ❞❡ ❧❡s ❡♠♣✐❧❡r ❞❛♥s ✉♥ ♠ê♠❡ ✈❡❝t❡✉r ❛✜♥

❞❡ ❢♦r♠❡r ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❛✣♥❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐é✳ ▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❢♦rt❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ♣❡✉t ❧❛ ♣❧✉♣❛rt

❞✉ t❡♠♣s êtr❡ r❡♠♣❧❛❝é❡ ♣❛r ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s✱

❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ❛✉ ♣❛ssé ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s✱ s❛♥s ❝❤❛♥❣❡r ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❛✣♥❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s

♠✉❧t✐✈❛r✐é✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s

s✬❛✈èr❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♣❧✉s ❛r❞✉✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♦♥ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣♦✉r

❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❛✣♥❡s ♠✉❧t✐✈❛r✐és s❛♥s s✬❛♣♣✉②❡r s✉r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡

❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❈❡s ♣r♦❝❡ss✉s✱ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ré❝✉rs✐❢s ❛✣♥❡s✱ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞é✜♥✐s à ❧✬❛✐❞❡

❞❡ ❧❡✉r tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ❞✐✈✐sé ❡♥

♣❧✉s✐❡✉rs ❜❧♦❝s✳ ❈❤❛q✉❡ ❜❧♦❝ ❡st ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ré❝✉rs✐❢ ❛✣♥❡ s✐ s❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡

❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✉ ♣❛ssé ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❡t ❛✉① ❜❧♦❝s s✐t✉és ❛✈❛♥t ❧✉✐ ❞❛♥s ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❡st ✉♥❡

❢♦♥❝t✐♦♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✲❛✣♥❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❛♥t❡s✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st s✉✣s❛♠✲

♠❡♥t ❣é♥ér❛❧❡ ♣♦✉r êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s ✿ ♣r♦❝❡ss✉s ❱❆❘ ❣❛✉ss✐❡♥s

à ✈♦❧❛t✐❧✐té st♦❝❤❛st✐q✉❡✱ ♣r♦❝❡ss✉s ♠✉❧t✐✈❛r✐és à ✈❛❧❡✉rs ❞✐s❝rèt❡s✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ♣r♦❝❡ss✉s

✈❡❝t♦r✐❡❧ ❛✉t♦✲ré❣r❡ss✐❢ ❣❛♠♠❛✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ ❡♥s✉✐t❡ q✉❡ ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ré❝✉rs✐❢s ❛✣♥❡s s♦♥t

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✶✼



▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s

❛✉ss✐ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❛✣♥❡s✱ ❡t ❧❡✉rs ❞❡✉① ♣r❡♠✐❡rs ♠♦♠❡♥ts ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ❛✉ ♣❛ssé ♣❡✉✈❡♥t

êtr❡ ❡①♣r✐♠és ♣❛r ❞❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❛✣♥❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❡♥ ❢♦r♠✉❧❡ ❢❡r♠é❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐

✐♥❝♦r♣♦r❡r ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ré❝✉rs✐❢s ❛✣♥❡s ❛✉① ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ✈❛❧♦r✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❝t✐❢s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥

❢❛❝t❡✉r ❞✬❡s❝♦♠♣t❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧✲❛✣♥❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡

❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ s♦✉s ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❤✐st♦r✐q✉❡ ❡t r✐sq✉❡✲♥❡✉tr❡ ❡st

♦❜t❡♥✉❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠é❡s ❞✬❊ss❝❤❡r✱ ❡t ❡st ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❡♥ ❢♦r♠✉❧❡ ❢❡r♠é❡✳ ❊♥✜♥✱

♦♥ ❞✐s❝✉t❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♣♦✉r ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s s✉✐✈❛♥t

❧✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐✳

▲♦rsq✉✬♦♥ ♠♦❞é❧✐s❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s à s✉♣♣♦rt ♣♦s✐t✐❢ ❝♦♠♠❡ ❧❡s t❛✉① ❞✬✐♥térêt✱ ✐❧ ❡st ♥❛✲

t✉r❡❧ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❛✉t♦✲ré❣r❡ss✐❢s ❣❛♠♠❛✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t

✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❛✉t♦✲ré❣r❡ss✐❢s ❣❛♠♠❛ ❛♣♣❡❧és ❣❛♠♠❛✲③ér♦ ✭❆❘●0✮✱ à

s✉♣♣♦rt s✉r R+✱ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ❛tt❡✐♥❞r❡ ③ér♦ ❡t ② r❡st❡r ♣❡♥❞❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ♣ér✐♦❞❡s✳ ❈❡s

♣r♦❝❡ss✉s s♦♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛❞❛♣tés ♣♦✉r r❡♣r♦❞✉✐r❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡t ❧❛ ♣❡rs✐s✲

t❛♥❝❡ ❞❡s t❛✉① ❞✬✐♥térêt ❛✉ ♣❧❛♥❝❤❡r ✭❩▲❇✮✳ ❆ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s ❧❡

❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ♦♥ ❝♦♥str✉✐t ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ♠✉❧t✐✈❛r✐é ❛✣♥❡ ❞♦♥t ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s

♣❡✉✈❡♥t ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡♠❡♥t ❛tt❡✐♥❞r❡ ③ér♦ ❡t ② r❡st❡r✳ ●râ❝❡ à ❝❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣r♦❝❡ss✉s ♠✉❧t✐✲

✈❛r✐é✱ ♦♥ ❢♦r♠✉❧❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♠♦❞è❧❡ ❛✣♥❡ ❞❡ t❛✉① ❞✬✐♥térêt ❞é❧✐✈r❛♥t s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ✉♥

t❛✉① ❞✬✐♥térêt à ❝♦✉rt t❡r♠❡ ♣♦✉✈❛♥t r❡st❡r à ③ér♦✱ ❡t ❞❡s t❛✉① ❞✬✐♥térêt ♣♦s✐t✐❢s ♦✉ ♥✉❧s

à t♦✉t❡s ❧❡s ♠❛t✉r✐tés ❡①♣r✐♠❛❜❧❡s ❝♦♠♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛✣♥❡s ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs✱ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❡♥

❢♦r♠✉❧❡s ❢❡r♠é❡s✳ ❙✐ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ❞❡s t❛✉① ❞✬✐♥térêt ♥é❣❛t✐❢s✱ ♥♦tr❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❛✉t♦r✐s❡ ❧❛

s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❜♦r♥❡ ❜❛ss❡ ♥é❣❛t✐✈❡ ♣♦✉r ❧❡ t❛✉① ❝♦✉rt✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡

t❛✉① ❞✬♦❜❧✐❣❛t✐♦♥s s♦✉✈❡r❛✐♥❡s ❥❛♣♦♥❛✐s❡s ❞❡ ✶✾✾✺ à ✷✵✶✹✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ r❡✲

♣r♦❞✉✐t ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❡t ❧❡s ✈♦❧❛t✐❧✐tés ❞❡s t❛✉① ❞✬✐♥térêt✱ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❧♦rsq✉❡

❧❡s t❛✉① s♦♥t ❛✉ ♣❧❛♥❝❤❡r✳ ▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❛✉t♦✲ré❣r❡ss✐❢ ❣❛♠♠❛✲③ér♦

♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❛✉ss✐ ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ ❧✐❢t✲♦✛ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés

q✉❡ ❧❡ t❛✉① ❝♦✉rt r❡♣r❡♥♥❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣♦s✐t✐✈❡s✮ ❡♥ ❢♦r♠✉❧❡s ❢❡r♠é❡s ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ s♦✉s ❧❛

♠❡s✉r❡ ❤✐st♦r✐q✉❡ q✉❡ r✐sq✉❡✲♥❡✉tr❡✳ ◆♦s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s

♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ♦❜t❡♥✉❡s s♦✉s ❧❡s ❞❡✉① ♠❡s✉r❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ s✉❜st❛♥t✐❡❧❧❡s✱ ❞✉❡s à ❧❛ ♣rés❡♥❝❡

❞❡ ♣r✐♠❡s ❞❡ r✐sq✉❡ ❝♦♥séq✉❡♥t❡s✳

✶✽ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t



❆❜str❛❝t

◆♦✲❛r❜✐tr❛❣❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❜♦♥❞ ♣r✐❝❡s

♦❢ s❡✈❡r❛❧ ♠❛t✉r✐t✐❡s t❤r♦✉❣❤ t✐♠❡✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡♠✱ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❛✣♥❡ t❡r♠ str✉❝t✉r❡ ♠♦❞✲

❡❧s ✭❆❚❙▼✮ ❤❛s ❜❡❝♦♠❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ♣♦♣✉❧❛r s✐♥❝❡ ✐ts ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❜② ❉✉✣❡ ❛♥❞ ❑❛♥

❬✶✾✾✻❪✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤✐s ❝❧❛ss ♦❢ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ③❡r♦✲❝♦✉♣♦♥ ❜♦♥❞ ✐♥t❡r❡st r❛t❡s ❛t

❡❛❝❤ ♠❛t✉r✐t② t❤❛t ❛r❡ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ❛✣♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ❛ r❡❞✉❝❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛❝t♦rs✳ ❚❤❡

♠♦st ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❆❚❙▼ ✐s ✉♥❞♦✉❜t❡❞❧② t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❛✣♥❡ t❡r♠ str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤❡r❡

❜♦♥❞ ②✐❡❧❞s ❛t ❛❧❧ ♠❛t✉r✐t✐❡s t✉r♥ ♦✉t t♦ ❜❡ ❛✣♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ st❛♥❞❛r❞ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡

●❛✉ss✐❛♥ ❱❆❘ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❛t ❛❧❧ ②✐❡❧❞s ❛t ❛❧❧ ♠❛t✉r✐t✐❡s ❤❛✈❡

❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ t❤✉s ♣♦ss❡ss ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ s✉♣♣♦rt ♦♥ t❤❡ ❡♥t✐r❡ r❡❛❧ ❛①✐s✳ ❚❤✐s

❢❡❛t✉r❡ ✐s ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❜♦♥❞ ②✐❡❧❞s✱

s✉❝❤ ❛s t❤❡ ③❡r♦ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞✿ s✐♥❝❡ ❤♦❧❞✐♥❣ ❝❛s❤ ✭♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ③❡r♦ ✐♥t❡r❡st r❛t❡✮ ✐s ❛❧✇❛②s

❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ ✐♥✈❡st✐♥❣ ✐♥ ❜♦♥❞s✱ ♥♦✲❛r❜✐tr❛❣❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ✐♠♣❧② t❤❛t ❜♦♥❞ ✐♥t❡r❡st

r❛t❡s ❝❛♥♥♦t t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ❣♦ ❜❡❧♦✇ ③❡r♦✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ ♥❡❣❛t✐✈❡

❜♦♥❞ ✐♥t❡r❡st r❛t❡s ❞✉❡ t♦ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❢r✐❝t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ♣♦s✐t✐✈❡ ❝❛s❤ st♦r❛❣❡ ❝♦sts✳ ❨✐❡❧❞s

♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ st✐❧❧ ❢❛✐❧s t♦ r❡♣r♦✲

❞✉❝❡✳ ■♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❆❚❙▼s ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ ♣♦s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡

②✐❡❧❞ ❝✉r✈❡✱ ♦✈❡r❝♦♠✐♥❣ t❤✐s ✐ss✉❡✳ ❚❤✐s t❤❡s✐s ♣r♦♣♦s❡s s❡✈❡r❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥s t♦ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣

♣♦s✐t✐✈❡ ❛✣♥❡ t❡r♠ str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧s✳ ❆❢t❡r ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❛ ✜rst ♣❛rt ❝♦♠♣♦s❡❞

♦❢ ❈❤❛♣t❡rs ✷ ❛♥❞ ✸ st✉❞✐❡s t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ t❡r♠ str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ✭◗❚❙▼✮✳ ❆ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt

❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❈❤❛♣t❡rs ✹ ❛♥❞ ✺ ✐s ❝❡♥t❡r❡❞ ♦♥ r❡♣r♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ✐♥t❡r❡st r❛t❡s

❞✉r✐♥❣ t❤❡ ③❡r♦ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞✳

■♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t♦r② ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ♠❛✐♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞ ❛♥ ❛✣♥❡

t❡r♠ str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ✭❆❚❙▼✮ ♦❢ ❜♦♥❞ ✐♥t❡r❡st r❛t❡s✳ ❚❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ❢❛❝t♦rs

✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❛♥ ❛✣♥❡ ✕ ♦r ❝♦♠♣♦✉♥❞ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ✭❈❛r✮ ✕ ♣r♦❝❡ss ✉♥❞❡r t❤❡ r✐s❦✲

♥❡✉tr❛❧ ♠❡❛s✉r❡✱ ✐✳❡✳ ✐ts ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ ❣✐✈❡♥ ✐ts ♣❛st ✐s ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲

❛✣♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ♣❛st ✈❛❧✉❡s✳ ❚♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛♥ s❤♦rt✲t❡r♠ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❛s ❛♥

❛✣♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❢❛❝t♦rs ✭❛♥❞ ❛♥ ❛✣♥❡ r✐s❦ ✐♥t❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❞❡❢❛✉❧t❛❜❧❡

❜♦♥❞s✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❝❧♦s❡❞✲❢r♦♠ ♣r✐❝✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛s ❢♦r ③❡r♦✲❝♦✉♣♦♥ ❜♦♥❞ ②✐❡❧❞s✱ ❛ ❞❡s✐r❛❜❧❡

♣r♦♣❡rt②✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡s✳ ❚❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ❞✐s❝♦✉♥t

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✶✾



▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s

❢❛❝t♦r ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇s t♦ r❡tr✐❡✈❡ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❢❛❝t♦rs✱ ❛♥❞ ❢♦r♠✉❧❛t❡

❛ st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧✳

❆s s❤♦✇♥ ❜② ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦✱ ◗❚❙▼s ❛r❡ ✐♥❞❡❡❞ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❆❚❙▼s✳ ❲❤❡♥

❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ t❡r♠ str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ✭◗❚❙▼✮✱ t❤❡ st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ♣♦ss❡ss❡s

❛✣♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r✲q✉❛❞r❛t✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❢❛❝✲

t♦rs ❛r❡ ❧❛t❡♥t✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞✳ ❙❡✈❡r❛❧ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ✜❧t❡rs

❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ❣❡♥❡r❛❧ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧s✳ ❆ ✜rst ❝❧❛ss ♦❢ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r

✜❧t❡rs ✉s❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝❡ ♠♦r❡

❛❝❝✉r❛t❡ ✜❧t❡r❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❝♦♠❡s ❛t t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❛ ❤✐❣❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠✲

♣❧❡①✐t②✳ ❆ s❡❝♦♥❞ ❝❧❛ss ♦❢ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ✜❧t❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✳ ❚❤❡② ♠♦st❧② r❡❧②

♦♥ ❚❛②❧♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧✬s ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t✐❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s

✭s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r✱ ♦r t❤❡ ✉♥s❝❡♥t❡❞ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r✮ ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❛♥❞ ♥♦t

s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ✜tt❡❞ t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✲q✉❛❞r❛t✐❝ st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣

❛ ♥❡✇ ✜❧t❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ✇❡ ❝❛❧❧ t❤❡ ◗✉❛❞r❛t✐❝ ❑❛❧♠❛♥ ❋✐❧t❡r ✭◗❦❢✮✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦

❝✐r❝✉♠✈❡♥t t❤❡s❡ ✐ss✉❡s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ◗❦❢ ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ✜❧t❡rs✱ ✐t ✐s

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ✈❡r② ❢❛st ❛♥❞ s✐♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡❧✐❡s ❡♥t✐r❡❧② ♦♥

t❤❡ ❛✣♥❡ ♣r♦❝❡ss❡s ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❤❡♥ t❤❡ st❛t❡ ✈❡❝t♦r ❢♦❧❧♦✇s ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❱❆❘✭✶✮✱

t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ✈❡❝t♦r ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ st❛t❡ ❛♥❞ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣r♦❞✉❝ts ♦❢ t❤❡ st❛t❡

✈❡❝t♦r ❡❧❡♠❡♥ts ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ ❛♥ ❛✣♥❡ ♣r♦❝❡ss✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❱❆❘ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❛✉❣♠❡♥t❡❞ ✈❡❝t♦r✱ ✇❡ ❡①♣r❡ss t❤❡ st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❛ ❧✐♥❡❛r ❢♦r♠✱ ❜r✐♥❣✐♥❣ ❜❛❝❦ t❤❡

♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ✉s❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ s♠♦♦t❤✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✳ ❯s✐♥❣ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❛ss❡ss

t❤❡ ◗❦❢ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r ❜♦t❤ ✜❧t❡r✐♥❣ ❛♥❞ q✉❛s✐✲♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❲❡

s❤♦✇ t❤❛t ✐t ♦✉t♣❡r❢♦r♠s ✐ts ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❝♦♠♣❡t✐t♦rs ✐♥ ❜♦t❤ ❡①❡r❝✐s❡s✳

❚❤✐s ♥❡✇ ❡st✐♠❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ❛ ◗❚❙▼ ♦♥ t❤❡ ❊✉r♦

❛r❡❛ ✐♥t❡r❜❛♥❦ s♣r❡❛❞s✳ ❚❤❡s❡ s♣r❡❛❞s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r✐s❦②

❊✉r✐❜♦r ✐♥t❡r❡st r❛t❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡❛r❧② r✐s❦✲❧❡ss ♦✈❡r♥✐❣❤t ✐♥❞❡①❡❞ s✇❛♣ r❛t❡s ✭❖■❙✮✳ ❚❤❡

s♦✉r❝❡s ♦❢ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ s♣r❡❛❞s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ♦♥❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ ❞❡❢❛✉❧t ❛♥❞

❧✐q✉✐❞✐t② r✐s❦s✳ ❈♦♥tr❛r② t♦ ♠♦st ❡①✐st✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ✐♥t❡r❜❛♥❦ s♣r❡❛❞s✱ ✇❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ✐♠✲

♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ s♣r❡❛❞s ❛r❡ ❛❧✇❛②s ♣♦s✐t✐✈❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡

❞❡❢❛✉❧t❛❜❧❡ ③❡r♦✲❝♦✉♣♦♥ ❜♦♥❞s ✐♥t❡r❡st r❛t❡s ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡

❝r❡❞✐t ❛♥❞ ❧✐q✉✐❞✐t② r✐s❦s ✇❤❡r❡❛s t❤❡ r✐s❦✲❧❡ss ❜♦♥❞s ✐♥t❡r❡st r❛t❡s ❞♦ ♥♦t✳ ❲❡ ❜✉✐❧❞ ❛♥

✐♥t❡♥s✐t②✲❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧ t♦ t❛❦❡ t❤❡s❡ t✇♦ r✐s❦s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❇♦t❤ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ❛s q✉❛❞r❛t✐❝

❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ●❛✉ss✐❛♥ ❢❛❝t♦rs✳ ❚❤❡s❡ ❢❛❝t♦rs ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❝r❡❞✐t ❛♥❞

❧✐q✉✐❞✐t② ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ♣r♦①✐❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❜♦t❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥ t❤❡ s♣r❡❛❞s✳ ❖✉r

❡st✐♠❛t❡s ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ s♣r❡❛❞s ✐♥t♦ t❤❡✐r ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛t ❡❛❝❤ ♠❛✲

✷✵ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t



▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s

t✉r✐t②✱ ❛♥❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ✐♥s✐❣❤t ♦♥ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❊❈❇ ✉♥❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝②

❛❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❊✉r♦ ❛r❡❛ ✐♥t❡r❜❛♥❦ ♠❛r❦❡t✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ♠♦st ♦❢ t❤❡ t❡♥✲

s✐♦♥s ❛❢t❡r ▲❡❤♠❛♥ ❢❛✐❧✉r❡ ❛r❡ ❧✐q✉✐❞✐t②✲r❡❧❛t❡❞✱ t❤❡ r❡❝❡♥t ❊❈❇ ❛❝t✐♦♥s ✭♠♦st❧② t❤❡ ❧♦♥❣

t❡r♠ r❡✜♥❛♥❝✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ♦✉tr✐❣❤t ♠♦♥❡t❛r② tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✮ ❤❛✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ t♦

❣r❡❛t❧② r❡❞✉❝❡ t❤❡s❡ ❝♦♥❝❡r♥s✳ ❖✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇s t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞❡❢❛✉❧t

♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❊✉r♦③♦♥❡✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤♦s❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❤❛✈❡ ❞❡❝r❡❛s❡❞ ❛s ✇❡❧❧

❛❢t❡r t❤❡ r❡❝❡♥t ❡♣✐s♦❞❡s ♦❢ ✉♥❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝✐❡s✳

■♥ ❝❤❛♣t❡r ✹✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❜r♦❛❞❡r ✐ss✉❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛✣♥❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡

♠♦❞❡❧s✳ ●✐✈❡♥ s❡✈❡r❛❧ ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ ❛✣♥❡ ♣r♦❝❡ss✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜✉✐❧❞ ❛ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❛✣♥❡

♣r♦❝❡ss st❛❝❦✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t♦❣❡t❤❡r ❛♥❞ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥✲

❞❡♥t✳ ❚❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❝❛♥ ♦❢t❡♥ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡

❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♣❛st ✇✐t❤♦✉t ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❛✣♥❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢

t❤❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ♣r♦❝❡ss✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐❢✲

❢❡r❡♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇❤✐❧❡ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ❛✣♥❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ♣r♦❝❡ss ❝❛♥

❜❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♥❡✇ s✐♠♣❧❡ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❞❡✜♥❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡

❛✣♥❡ ♣r♦❝❡ss❡s ✇✐t❤♦✉t r❡❧②✐♥❣ ♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❲❡

❝❛❧❧ t❤❡s❡ ♣r♦❝❡ss❡s r❡❝✉rs✐✈❡ ❛✣♥❡✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ r❡❝✉rs✐✈❡❧② ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ▲❡t t❤❡

✈❡❝t♦r ♦❢ r✐s❦ ❢❛❝t♦rs ❜❡ ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ❜❧♦❝❦s✳ ❚❤✐s ✈❡❝t♦r ✐s r❡❝✉rs✐✈❡ ❛✣♥❡ ✐❢

t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ ❡❛❝❤ ❜❧♦❝❦ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♣❛st ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞

t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♦❢ ❜❧♦❝❦s ❧♦❝❛t❡❞ ❛❜♦✈❡ ✐t ✐♥ t❤❡ ✈❡❝t♦r ✐s ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲❛✣♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ ✇✐❞❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❡①❛♠♣❧❡s✱

s✉❝❤ ❛s st♦❝❤❛st✐❝ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❱❆❘ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ❞✐s❝r❡t❡✲✈❛❧✉❡ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ♦r ✈❡❝t♦r ❛✉t♦r❡❣r❡s✲

s✐✈❡ ❣❛♠♠❛ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤❡s❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ❛✣♥❡✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡✐r

✜rst t✇♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦♠❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✇✐t❤ s✐♠♣❧❡ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ❛✣♥❡ ❡①♣r❡s✲

s✐♦♥s✳ ❆ss✉♠✐♥❣ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲❛✣♥❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r✱ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠s ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠

✉s✐♥❣ ❊ss❝❤❡r tr❛♥s❢♦r♠s✳ ❲❡ ❧❛st ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ♣r♦❝❡ss❡s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥

✐ts ♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐t②✳

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ❣❛♠♠❛ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✉s❡ ✇❤❡♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣♦s✐t✐✈❡

✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ♥❡✇ ❝❧❛ss ♦❢ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ❣❛♠♠❛ ♣r♦❝❡ss❡s t❤❛t

✇❡ ❝❛❧❧ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ❣❛♠♠❛✲③❡r♦ ✭❆❘●0✮✱ t❤❛t ✐s ♥♦t ♦♥❧② ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❜✉t ❝❛♥ r❡❛❝❤ ③❡r♦

❛♥❞ st❛② t❤❡r❡ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ♣❡r✐♦❞s✳ ❚❤❡s❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✜tt❡❞ t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡

t❤❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡s st②❧✐③❡❞ ❢❛❝ts ♦❜s❡r✈❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ③❡r♦ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ✭❩▲❇✮✱ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②

t❤❡ ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❩▲❇ st❛t❡✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✱ ✇❡ ❜✉✐❧❞

t❤❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❛✣♥❡ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❆❘●0 ♣r♦❝❡ss❡s t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② r❡❛❝❤ ❛♥❞ st❛② ❛t ③❡r♦ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ♣❡r✐♦❞s✳ ❚❤✐s ♥❡✇ ♣r♦❝❡ss ❛❧❧♦✇s ✉s t♦

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✷✶



▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s

❜✉✐❧❞ ❛♥ ❛✣♥❡ t❡r♠ str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤✱ ❝♦♥tr❛r② t♦ ❡①✐st✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✱ ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡

s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡s✱ ❛ s❤♦rt✲t❡r♠ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ t❤❛t st❛②s ❛t ③❡r♦ ❢♦r

s❡✈❡r❛❧ ♣❡r✐♦❞s✱ ❛♥❞ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❢♦r♠✉❧❛s✳ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥

t❤❡ s❤♦rt✲t❡r♠ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦♥s✐st❡♥t❧② ✇✐t❤ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛✳ ❲❡ ❛♣♣❧②

♦✉r ♠♦❞❡❧ ♦♥ ❏❛♣❛♥❡s❡ ●♦✈❡r♥♠❡♥t ❇♦♥❞s ❞❛t❛ ❢r♦♠ ✶✾✾✺ t♦ ✷✵✶✹✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♠♦❞❡❧

s❤♦✇s ♥✐❝❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ✐♥ r❡♣r♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✈♦❧❛t✐❧✐t✐❡s ♦❢ ②✐❡❧❞s ❛t ❛❧❧

♠❛t✉r✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r✐❛❧ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ❣❛♠♠❛ ③❡r♦ ♣r♦❝❡ss ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇

✉s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✐♥ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❧✐❢t✲♦✛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s

t❤❛t t❤❡ s❤♦rt✲t❡r♠ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❣♦❡s ❜❛❝❦ t♦ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ♣❡r♠❛♥❡♥t❧②✳ ❲❡ ♣r♦✈✐❞❡

❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛ ❧❛r❣❡ ❜✐❛s ✐❢ t❤❡ ❛ss❡ss♠❡♥t ♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✐s ♠❛❞❡

✇✐t❤♦✉t ♣✉r❣✐♥❣ t❤❡ r✐s❦ ♣r❡♠✐❛ ❡st✐♠❛t❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ②✐❡❧❞s✳

✷✷ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t



❈❤❛♣t❡r ✶

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❆❜str❛❝t

❚❤✐s ✜rst ❝❤❛♣t❡r s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♠♦st ❝♦♠✲

♠♦♥❧② ✉s❡❞ ✐♥ ❛✣♥❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ♠♦❞❡❧s✳ ■t ✐s ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜② ❛ r❡✈✐❡✇ ♦❢

t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ▲❛♣❧❛❝❡

tr❛♥s❢♦r♠ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❛✣♥❡ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❜♦t❤ ♦❢ ✉t♠♦st

✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❢♦r ❛ss❡t ♣r✐❝✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ♥♦✲❛r❜✐tr❛❣❡

❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ❢♦r t❤❡

✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r✐s❦ ♣r❡♠✐❛ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ss❡t ♣r✐❝❡s✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✱

✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r✐❝✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛s ❢♦r r✐s❦✲❧❡ss ❛♥❞ ❞❡❢❛✉❧t❛❜❧❡ ③❡r♦✲❝♦✉♣♦♥

❜♦♥❞s✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛✣♥❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡s❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡

❡①tr❡♠❡❧② s✐♠♣❧❡✱ ❛s s❤♦✇♥ ❜② ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✳ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❛❧s♦ ❝♦✈❡rs t❤❡ ♠♦st

♣♦♣✉❧❛r ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❛✣♥❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ♠♦❞❡❧s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✺ r❡✈✐❡✇s t❤❡ ♣r♦♣✲

❡rt✐❡s✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡❝❡♥t ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢

q✉❛❞r❛t✐❝ t❡r♠ str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ♣r♦✈❡s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✉s❡❢✉❧ t♦

r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈✐t② ♦❢ ✐♥t❡r❡st r❛t❡s✳ ❚❤✐s ♣♦s✐t✐✈✐t② ♣r♦♣❡rt② ❛❧♦♥❡ ✐s ♥♦t

s✉✣❝✐❡♥t t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐♥t❡r❡st r❛t❡s ❝❛♥ r❡❛❝❤ ③❡r♦ ❢♦r ❛ ❧♦♥❣

♣❡r✐♦❞ ✭③❡r♦ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞✮✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✻ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ r❡❝❡♥t ✐♥t❡r❡st r❛t❡

♠♦❞❡❧s ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ t❤❛t r❡s♣❡❝t✳ ▲❛st✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✼ ❛♥♥♦✉♥❝❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❝❤❛♣t❡rs✳

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✷✸



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✶✳✶ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❞✐s❝r❡t❡✲t✐♠❡ s❡t✉♣

✶✳✶✳✶ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✈❡st♦rs ❛♥❞ ❢❛❝t♦r ❞②♥❛♠✐❝s✿ ♥♦t❛t✐♦♥s

❈♦♥s✐❞❡r ❛ ❞✐s❝r❡t❡✲t✐♠❡ ❡❝♦♥♦♠② ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✐♥✈❡st♦r ❛♥❞ n r✐s❦

❢❛❝t♦rs ❞❡♥♦t❡❞ ❜② Xt✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ✐♥✈❡st♦r ❛t t✐♠❡ t ✐s ❞❡✲

♥♦t❡❞ ❜② Xt = (Xt, Xt−1, . . .)✳ ❚❤❡s❡ ❢❛❝t♦rs ❝❛♥ t❛❦❡ ✈❛❧✉❡s ♦♥ t❤❡ ❡♥t✐r❡ r❡❛❧ ❧✐♥❡ ♦r ♦♥

❛ s✉❜s❡t✳ ❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r✐s❦ ❢❛❝t♦rs ✐s ❝❡♥tr❛❧ ✐♥ ❛ss❡t ♣r✐❝✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ❛s✲

s✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♣❛st ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss Xt ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❢✉❧❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

s❡t ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡st♦r✱ ❛♥❞ ✐s ❛❧✇❛②s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❜② ❤✐♠✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❛♥② ❛ss❡t ♣❛②♦✛ ✐s ❞❡✜♥❡❞

❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r✐s❦ ❢❛❝t♦rs g(Xt)✱ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ g(•) ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ss❡t

t②♣❡✳ ❲❤❡♥ ♣r✐❝✐♥❣ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❛ss❡ts✱ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✐♥✈❡st♦r ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡s ❛❧❧ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ♣r❡s❡♥t ❛♥❞ ♣❛st ✈❛❧✉❡s ♦❢ Xt ❛♥❞ ❤✐s ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢

t❤❡ ♣r♦❝❡ss✳

❚❤❡ r✐s❦ ❢❛❝t♦rs ✐♥ ❛ss❡t ♣r✐❝✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r ♣❛rt✐❛❧❧② ♦r t♦t❛❧❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ❜②

t❤❡ ❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝✐❛♥✳ ❖❜s❡r✈❛❜❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥❝❧✉❞❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ♣r✐❝❡s ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❛ss❡ts

♦r ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s s✉❝❤ ❛s ●❉P ❣r♦✇t❤ ♦r ✐♥✢❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❆♥❣ ❛♥❞

P✐❛③③❡s✐ ❬✷✵✵✸❪✮✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❢❛❝t♦rs ❛r❡ ✉♥♦❜s❡r✈❡❞✱ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝✐❛♥ ❤❛s t♦ r❡s♦rt t♦

✜❧t❡r✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ✐♥❢❡r t❤❡✐r ✈❛❧✉❡s ❢r♦♠ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛✳

❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r✐s❦ ❢❛❝t♦rs ✐♥ t❤❡ r❡❛❧ ✇♦r❧❞ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ♦r

♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡✳ ❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ r✐s❦ ❢❛❝t♦rs ♠❛② ❜❡ ❦♥♦✇♥ ✈✐❛ t❤❡✐r ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✶✳ ▲❡t Xt ❜❡ ❛ Rn✲✈❛❧✉❡❞ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ Xt ✉♥❞❡r t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧

♠❡❛s✉r❡ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣✳❞✳❢✳ ♦❢ Xt+1 ❣✐✈❡♥ ❛❧❧ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥❞ ♣❛st ✈❛❧✉❡s ♦❢ Xt✱

❞❡♥♦t❡❞ ❜② Xt = (Xt, Xt−1, . . .)✳ ❚❤✐s ♣✳❞✳❢✳ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② fP(xt+1|Xt)✱ xt+1 ∈ Rn✳

❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❢♦❝✉s ♦♥ ✐♥t❡r❡st r❛t❡s ♦♥ ❜♦♥❞s✳ ❲❡ ✇✐❧❧

❝♦♥s✐❞❡r ♠♦st❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧②✲❝♦♠♣♦✉♥❞❡❞ ✐♥t❡r❡st r❛t❡s ✭♦r ❧♦❣✲✐♥t❡r❡st r❛t❡s✮ ❞❡✜♥❡❞ ❛s

t❤❡ ❧♦❣✲r❛t✐♦ ♦❢ ❜♦♥❞ ♣r✐❝❡s t❛❦❡♥ ❛t t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❛t❡s✳ ❲❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ♦♥ ③❡r♦✲❝♦✉♣♦♥

❜♦♥❞s✱ t❤❛t ✐s ❜♦♥❞s t❤❛t ②✐❡❧❞ ♦♥❡ ✉♥✐t ♦❢ ❝✉rr❡♥❝② ❛t ♠❛t✉r✐t②✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s❤♦rt✲

t❡r♠ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ t ❛♥❞ t+1 ❛s t❤❡ ❧♦❣✲r❡t✉r♥ ♦❢ ❛ ♦♥❡✲♣❡r✐♦❞ ③❡r♦✲❝♦✉♣♦♥ ❜♦♥❞✱

❞❡♥♦t❡❞ ❜② rt✳ ❚❤✐s ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ✐s ❦♥♦✇♥ ✇❤❡♥ ❝♦♥tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ ❜♦♥❞ ❛t t✐♠❡ t ❛♥❞ ✐s

t❤✉s r✐s❦✲❧❡ss✳ ❚❤✐s s❤♦rt✲t❡r♠ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r✐s❦ ❢❛❝t♦rs ❤❡♥❝❡ rt ✇✐❧❧

❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ❛❜✉s❡ ❢♦r r(Xt)✳

✷✹ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t
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✶✳✶✳✷ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠

❚❤♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣✳❞✳❢✳ ♦❢ t❤❡ r✐s❦ ❢❛❝t♦rs ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s t❤❡✐r ❞②♥❛♠✐❝s✱ ❛ ♠♦r❡

❝♦♥✈❡♥✐❡♥t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢Xt+1 ❣✐✈❡♥

Xt✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✷✳ ▲❡t Xt ❜❡ ❛ Rn✲✈❛❧✉❡❞ ♣r♦❝❡ss✳ ▲❡t t❤❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ Xt ❜❡

❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣✳❞✳❢ fP(xt+1|Xt)✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ Xt+1

❣✐✈❡♥ Xt ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ϕP
t (u) ❛♥❞ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

∀u ∈ S , ϕP
t (u) := EP[exp(u′Xt+1)|Xt] =

∫

Rn

exp(u′xt+1)f
P(xt+1|Xt) dxt+1 , ✭✶✳✶✮

✇❤❡r❡ EP(•) ✐s t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ✉♥❞❡r t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡✱ ❛♥❞ S ✐s

❛ s✉❜s❡t ♦❢ Rn s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ ✐s ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞✳

❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❧♦❣✲▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ Xt+1 ❣✐✈❡♥ Xt ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ψP
t (u) ❛♥❞ ✐s

❣✐✈❡♥ ❜②✿

∀u ∈ S , ψP
t (u) := log

(
EP[exp(u′Xt+1)|Xt]

)
= log

(
ϕP
t (u)

)
. ✭✶✳✷✮

❑♥♦✇✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ Xt+1 ❣✐✈❡♥ Xt ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡

t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ Xt✳ ❖♥❡ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ✉s❡ ❡✐t❤❡r t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣✳❞✳❢✳ ♦r t❤❡

❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ❤❛s s❡✈❡r❛❧ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s✳

❋✐rst✱ t❤❡ kth ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ ϕP
t (u)✱ s❡tt✐♥❣ u = 0✱ ❡①❛❝t❧② ❣✐✈❡s t❤❡ kth ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦♠❡♥t

♦❢ Xt+1 ❣✐✈❡♥ Xt✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ ✐s ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❝♦♥❞✐✲

t✐♦♥❛❧ ♠♦♠❡♥t✲❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❧♦❣✲▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠✬s kth

❞❡r✐✈❛t✐✈❡✱ s❡tt✐♥❣ u = 0✱ ❣✐✈❡s t❤❡ kth ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❝✉♠✉❧❛♥t ♦❢ Xt+1 ❣✐✈❡♥ Xt✱ ❤❡♥❝❡ ψP
t (u)

✐s ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❝✉♠✉❧❛♥t✲❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

✶✳✶✳✸ ❆✣♥❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞ ♠✉❧t✐❤♦r✐③♦♥ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠s

❙♦ ❢❛r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡✜♥❡❞ t❤❡ ♦♥❡✲♣❡r✐♦❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r✐s❦ ❢❛❝t♦rs✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❛ss❡ts ♦❢t❡♥ ♣❛② ♦✛ s❡✈❡r❛❧ ♣❡r✐♦❞s ❛❢t❡r t❤❡ ♣✉r❝❤❛s✐♥❣ ❞❛t❡✳ ❚❤✐s ✐s

t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ✜①❡❞✲✐♥❝♦♠❡ s❡❝✉r✐t✐❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♥tr❛❝t❡❞ ❢♦r ❛ ❝❡rt❛✐♥ t✐♠❡✲t♦✲♠❛t✉r✐t②✱

❞❡♥♦t❡❞ ❜② h ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✐t ✐s ✉s❡❢✉❧ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ ♦♥❡✲

♣❡r✐♦❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠✱ ❜✉t t❤❡ ♠✉❧t✐✲❤♦r✐③♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠

♦❢ (Xt+1, . . . , Xt+h) ❣✐✈❡♥ Xt✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✸✳ ▲❡t Xt ❜❡ ❛ Rn✲✈❛❧✉❡❞ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ ♠✉❧t✐✲❤♦r✐③♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ▲❛♣❧❛❝❡

tr❛♥s❢♦r♠ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ϕP
t,t+h(u1, . . . , uh) ❛♥❞ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

∀h ∈ N∗ , ∀(u1, . . . , uh) ∈ Sh , ϕP
t,t+h(u1, . . . , uh) := EP

[
exp(u′1Xt+1 + . . .+ u′hXt+h)|Xt

]
,

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✷✺
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✇❤❡r❡ S ✐s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ Rn s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ ✐s ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞✳

❚❤❡ ♠✉❧t✐✲❤♦r✐③♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡s t❤❡ ♦♥❡✲♣❡r✐♦❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧

▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❢♦r u = (u1, 0, . . . , 0)✱ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❤♦r✐③♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ▲❛♣❧❛❝❡

tr❛♥s❢♦r♠ ✐s ❡①❛❝t❧② ❡q✉❛❧ t♦ ϕP
t (u)✳ ▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ t❤❡ h✲♣❡r✐♦❞ ❝♦♥❞✐✲

t✐♦♥❛❧ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ ♣✉tt✐♥❣ ❛❧❧ ui t♦ ③❡r♦ ❡①❝❡♣t uh✳ Pr♦✈✐❞❡❞ t❤❛t (Xt) ✐s str♦♥❣❧②

st❛t✐♦♥❛r②✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ ❡❛s② t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r✐s❦ ❢❛❝t♦rs s❡tt✐♥❣

❛❧❧ ui ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦ ❡①❝❡♣t uh✱ ❛♥❞ ❧❡tt✐♥❣ h t❡♥❞ t♦ ✐♥✜♥✐t②✳ ❚❤❡ h✲♣❡r✐♦❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧

▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ Xt✳

❚❤❡ ♠✉❧t✐✲❤♦r✐③♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ ✐s ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ ❛ss❡t✲♣r✐❝✐♥❣ ♠♦❞✲

❡❧s ✭s❡❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✮✳ ■♥ t❤❛t r❡s♣❡❝t✱ s♦♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ❡❛s✐❡r t♦ ♠❛♥✐♣✲

✉❧❛t❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡✐r ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠s✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❛✣♥❡

♣r♦❝❡ss❡s ❛s t❤❡ s❡t ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s t❤❛t ♣♦ss❡ss ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲❛✣♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s✲

❢♦r♠s ✐♥ Xt✱ ♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② ❛✣♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❧♦❣✲▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠s ✐♥ Xt ✭s❡❡ ❉❛r♦❧❧❡s✱

●♦✉r✐ér♦✉①✱ ❛♥❞ ❏❛s✐❛❦ ❬✷✵✵✻❪✮✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✹✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss (Xt)t∈Z ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❛✣♥❡ ✭✉♥❞❡r t❤❡ P✲♠❡❛s✉r❡✮ ✕ ♦r

❝♦♠♣♦✉♥❞ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ♦❢ ♦r❞❡r ✶ ✕ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠

✭r❡s♣✳ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❧♦❣✲▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠✮ ♦❢ Xt+1 ❣✐✈❡♥ Xt ✐s ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲❛✣♥❡ ✭r❡s♣✳

❛✣♥❡✮ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ Xt✳

∀u ∈ S , ϕP
t (u) = exp [a(u)′Xt + b(u)] ✭✶✳✸✮

ψP
t (u) = a(u)′Xt + b(u) , ✭✶✳✹✮

✇❤❡r❡ a(u) : S −→ Rn ❛♥❞ b(u) : S −→ R ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ u✳

❚❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❛✣♥❡ ♣r♦❝❡ss❡s ✐s ✇✐❞❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❡✳❣✳ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❱❆❘✱ t❤❡ ❛✉t♦r❡✲

❣r❡ss✐✈❡ ❣❛♠♠❛ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ●♦✉r✐ér♦✉① ❛♥❞ ❏❛s✐❛❦ ❬✷✵✵✻❪✱ ♦r t❤❡ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ P♦✐ss♦♥

♣r♦❝❡ss✳ ■♥s✐❞❡ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❛✣♥❡ ♣r♦❝❡ss❡s✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ❡♥t✐r❡❧②

❞❡✜♥❡❞ ❜② ❢✉♥❝t✐♦♥s a(u) ❛♥❞ b(u)✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐❢ Xt ❢♦❧❧♦✇s ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❱❆❘✿

Xt+1 = µ+ ΦXt + Σ1/2εt+1 ,

✇❤❡r❡ µ ∈ Rn✱ Φ ❛♥❞ Σ ♠❛tr✐❝❡s ✐♥ Rn×n✱ ❛♥❞ εt+1 ✐s ❛ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ✐✳✐✳❞✳ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞

●❛✉ss✐❛♥ s❤♦❝❦✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ Xt+1 ❣✐✈❡♥ Xt ✐s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲❛✣♥❡

✐♥ Xt ❛♥❞ ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

a(u) = Φ′u ❛♥❞ b(u) = u′µ+
1

2
u′Σu .

✷✻ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t
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❇② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠s ✇✐t❤ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❢♦r♠✉✲

❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛✣♥❡ ♣r♦❝❡ss❡s✱ s✐♠♣❧❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦♠❡♥ts ❛♥❞ ❝✉♠✉❧❛♥ts ❝❛♥

❡❛s✐❧② ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✶✳ ▲❡t (Xt) ❜❡ ❛♥ ❛✣♥❡ ♣r♦❝❡ss ✉♥❞❡r t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧

❝✉♠✉❧❛♥ts ♦❢ Xt+1 ❣✐✈❡♥ Xt ♦❢ ❛♥② ♦r❞❡r ❛r❡ ❛✣♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ Xt✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡

✜rst t✇♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❝✉♠✉❧❛♥ts ❛♥❞ t❤❡ ✜rst t✇♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦♠❡♥ts ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛♥❞

❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦✿

EP(Xt+1|Xt) =
∂a(u)′

∂u

∣∣∣∣
u=0

Xt +
∂b(u)

∂u

∣∣∣∣
u=0

✭✶✳✺✮

VP(Xt+1|Xt) =
n∑

i=1

(
∂2ai(u)

∂u∂u′

)

u=0

Xi,t +
∂2b(u)

∂u∂u′

∣∣∣∣
u=0

, ✭✶✳✻✮

✇❤❡r❡ ai(u) ✐s t❤❡ ith ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ✈❡❝t♦r a(u)✱ ❛♥❞ VP(•) ✐s t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦♣❡r❛t♦r ✉♥❞❡r

t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡✳

❚❤✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ♣r♦♣❡rt② ❤❡❧♣s ❞❡r✐✈✐♥❣ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ❢♦r♠✉❧❛s ❢♦r t❤❡ ✜rst t✇♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧

♠♦♠❡♥ts ♦❢ ❛♥ ❛✣♥❡ ♣r♦❝❡ss✿ ❛s ❧♦♥❣ ❛s a(u) ❛♥❞ b(u) ❛r❡ ❦♥♦✇♥✲✐♥ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠✱ ✐t ✐s

❡❛s② t♦ ❞❡r✐✈❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❝✉♠✉❧❛♥ts ♦❢ ❛♥② ♦r❞❡r✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ✜rst t✇♦ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡q✉❛❧

t♦ t❤❡ ✜rst t✇♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦♠❡♥ts✳ ❆✣♥❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❛❧s♦ ♣♦ss❡ss ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲❛✣♥❡

♠✉❧t✐✲❤♦r✐③♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✷✳ ▲❡t (Xt) ❜❡ ❛♥ ❛✣♥❡ ♣r♦❝❡ss ✉♥❞❡r t❤❡ P✲♠❡❛s✉r❡✳ ❚❤❡ ♠✉❧t✐✲❤♦r✐③♦♥

h✲♣❡r✐♦❞ ❛❤❡❛❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ ❣✐✈❡♥ Xt ✐s ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲❛✣♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

♦❢ Xt✳

∀h ∈ N, ∀(u1, . . . , uh) ∈ Sh , ϕP
t,t+h(u1, . . . , uh) = exp

[
A(h)

h (u1, . . . , uh)
′Xt + B(h)

h (u1, . . . , uh)
]
,

✇❤❡r❡ A(h)
h (u1, . . . , uh) : Sh −→ Rn ❛♥❞ B(h)

h (u1, . . . , uh) : Sh −→ R ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞

r❡❝✉rs✐✈❡❧②✱ ✐♥✐t✐❛❧✐③✐♥❣ ❛t A(1)
h = a(uh) ❛♥❞ B(1)

h = b(uh)✱ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❋♦r k ∈ {2, . . . , h} , A(k)
h (u1, . . . , uh) = a(uh−k+1 +A(k−1)

h (u1, . . . , uh))

❛♥❞ B(k)
h (u1, . . . , uh) = B(k−1)

h (u1, . . . , uh) + b(uh−k+1 +A(k−1)
h (u1, . . . , uh)) .

❆❣❛✐♥✱ ❛s ❧♦♥❣ ❛s a(u) ❛♥❞ b(u) ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠✱ t❤❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛s ♦❢ t❤❡

♠✉❧t✐✲❤♦r✐③♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ ❛r❡ ❡❛s✐❧② ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡

✉s❡ t❤❡s❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❛ss❡t ♣r✐❝❡s✳

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✷✼
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✶✳✷ ●❡♥❡r❛❧ r❡s✉❧ts ♦❢ ❛ss❡t ♣r✐❝✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛r❜✐tr❛❣❡ ✭❆❖❆✮ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦♥ ✇❤✐❝❤

❛ss❡t ♣r✐❝✐♥❣ ✐s ❜❛s❡❞✱ ❛♥❞ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ st♦❝❤❛st✐❝ ❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r ❛♥❞

r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s✳

✶✳✷✳✶ ❚❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛r❜✐tr❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r

✭❙❉❋✮

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ s❡t✉♣ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t t✐♠❡ t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② Xt✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛❧s♦ ❛♥ ❛ss❡t t❤❛t ②✐❡❧❞s g(Xt+h) ❛t t✐♠❡ t+h✳

❆♥ ❛ss❡t✲♣r✐❝✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ♠❛♣s t❤❡ ♣❛②♦✛ ♦❢ t❤✐s ❛ss❡t✱ t♦ t❤❡ ♣r✐❝❡ Pt ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛ss❡t

tr❛❞❡s t♦❞❛②✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ ✇❡ ♠✉st ❝♦♥s✐❞❡r s❡✈❡r❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳

❋✐rst✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♣r✐❝❡s ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛ss❡ts tr❛❞❡ ❛t ❡❛❝❤ ♣❡r✐♦❞ ❡①✐st ❛♥❞ ❛r❡

✉♥✐q✉❡ ✭❧❛✇ ♦❢ ♦♥❡ ♣r✐❝❡✮✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♣❛②♦✛ ❢✉♥❝t✐♦♥ g(•) ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡

s❡t ♦❢ sq✉❛r❡ ✐♥t❡❣r❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛t ❡❛❝❤ ❞❛t❡✳ ❚❤✐r❞✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♣r✐❝❡ ✐s ❧✐♥❡❛r

❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✐♥ t❤❡ ♣❛②♦✛ ♦❢ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❛ss❡ts✳ ❙✉♣♣♦s❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ♣♦rt❢♦❧✐♦ ♦❢ ❛ss❡ts

✶ ❛♥❞ ✷ ✐♥ q✉❛♥t✐t✐❡s γ1 ❛♥❞ γ2 ②✐❡❧❞✐♥❣ ♣❛②♦✛s ❛t t + h ❡q✉❛❧ t♦ g1(Xt+h) ❛♥❞ g2(Xt+h)

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ♣❛②♦✛ ✐♥ t + h ✇✐❧❧ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ γ1g1(Xt+h) + γ2g2(Xt+h)✳ ❚❤❡

❧✐♥❡❛r✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ st❛t❡s t❤❛t t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦rt❢♦❧✐♦ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r

❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r✐❝❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ❛ss❡t ❧♦❛❞❡❞ ❜② (γ1, γ2)✳ ❚❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥

st❛t❡s t❤❛t ❛♥ ❛ss❡t ✇✐t❤ ❛ ♣❛②♦✛ t❡♥❞✐♥❣ t♦✇❛r❞s ③❡r♦ s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛ ♣r✐❝❡ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ t♦

③❡r♦ ❛s ✇❡❧❧✳ ❚❤❡ ❧❛st ❛♥❞ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❢♦r t❤❡ ♣r✐❝✐♥❣

♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❛ss❡ts ✐s t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛r❜✐tr❛❣❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s ♦r ♥♦✲❛r❜✐tr❛❣❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥

✭❆❖❆✮✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ st❛t❡s t❤❛t t❤❡ ♣r✐❝❡s ♦❢ ❛ss❡ts t♦❞❛② ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s❧②

❛❞❥✉st s✉❝❤ t❤❛t ♥♦ tr❛❞✐♥❣ str❛t❡❣② ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ❡①❝❡ss r❡t✉r♥ ♦✈❡r

❛♥♦t❤❡r tr❛❞✐♥❣ str❛t❡❣② ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦♥❡✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✶✳ ❚❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛r❜✐tr❛❣❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❡♥s✉r❡s t❤❛t ❛t ❛♥②

❞❛t❡ t✱ ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ♣♦rt❢♦❧✐♦ ♦❢ ❢✉t✉r❡ ♣❛②♦✛s ✕ ♣♦ss✐❜❧② ♠♦❞✐✜❡❞ ❛t s✉❜s❡✲

q✉❡♥t ❞❛t❡s ✕ s✉❝❤ t❤❛t✿

✕ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦rt❢♦❧✐♦ ❛t t✐♠❡ t ✐s ③❡r♦✱

✕ ♣❛②♦✛s ❛t s✉❜s❡q✉❡♥t ❞❛t❡s ❛r❡ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡✱

✕ t❤❡r❡ ✐s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ❞❛t❡ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♥❡t ♣❛②♦✛ ❛t t❤✐s ❞❛t❡ ✐s str✐❝t❧②

♣♦s✐t✐✈❡ ✇✐t❤ ❛ ♥♦♥ ③❡r♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛t t✳

❯s✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ❘✐❡s③ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠ ❡♥s✉r❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

st❛t❡♠❡♥ts✿

✷✽ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t
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Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✶✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✉♥✐q✉❡ ❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r

❜❡t✇❡❡♥ t ❛♥❞ t + h✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② Mt,t+h(Xt+h)✱ s✉❝❤ t❤❛t ❛♥② ❛ss❡t ✇✐t❤ ❛ ♣❛②♦✛ ❣✐✈❡♥ ❜②

g(Xt+h) ❤❛s ❛ ♣r✐❝❡ Pt ❣✐✈❡♥ ❜②✿

Pt = EP
[
Mt,t+h(Xt+h)g(Xt+h)

∣∣Xt

]
. ✭✶✳✼✮

❋♦r t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❝❛s❡ ♦❢ ✐♥✜♥✐t❡❧② ❧✐✈❡❞ ❛ss❡ts t❤❡ ♣❛②♦✛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♣r✐❝❡ ❛t

t+ h ❤❡♥❝❡ Pt = EP

[
Mt,t+h(Xt+h)Pt+h

∣∣Xt

]
✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ Mt,t+h ✐s✿

✕ ♣♦s✐t✐✈❡ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❆❖❆ ❛ss✉♠♣t✐♦♥❀

✕ ❡q✉❛❧ t♦
h−1∏

i=0

Mt+i,t+i+1(Xt+i+1) t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❛❧❧ ♦♥❡✲♣❡r✐♦❞ ❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦rs❀

❚❤✐s ❢❛❝t♦r Mt,t+1(Xt+1) ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r ✭❙❉❋✮ ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥

t❤❡ r✐s❦ ❢❛❝t♦rs Xt+1✳ P✉tt✐♥❣ t♦❣❡t❤❡r t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ ❙❉❋✱ t❤❡ ♣r✐❝❡s ♦❢

✜♥❛♥❝✐❛❧ ❛ss❡ts t♦❞❛② ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❞✐s❝♦✉♥t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡✐r ❢✉t✉r❡ ♣❛②♦✛s✱

✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r ✐s ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ r✐s❦✲❧❡ss ✐♥t❡r❡st

r❛t❡ ♠♦st ♦❢ t❤❡ t✐♠❡s✳ ❚❤✐s r✐s❦✲❧❡ss ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ♣r❡✈❛✐❧✐♥❣ ❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r

♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❛❣❡♥t ✇❡r❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡ ❙❉❋ ✐s

r❛♥❞♦♠ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ r✐s❦✲❧❡ss ✐♥t❡r❡st r❛t❡✱ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❛❣❡♥t s❤♦✇s ♥♦♥✲

③❡r♦ r✐s❦ ❛✈❡rs✐♦♥✳ ❆ ❞✐r❡❝t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ❛

③❡r♦✲❝♦✉♣♦♥ ❜♦♥❞ ♠❛t✉r✐♥❣ ❛t t + h ✐s EP

[
Mt,t+h(Xt+h)

∣∣Xt

]
✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r✐❝✐♥❣

❢♦r♠✉❧❛s✱ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ❛♥ ❛ss❡t ♣❛②✐♥❣ g(Xt+h) ❛t t✐♠❡ t+ h ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞✿

Pt = EP
[
Mt,t+h(Xt+h)g(Xt+h)

∣∣Xt

]

= EP
[
Mt,t+h(Xt+h)

∣∣Xt

]
EP
[
g(Xt+h)

∣∣Xt

]
+ CovP

[
Mt,t+h(Xt+h), g(Xt+h)

∣∣Xt

]

= B(t, h) EP
[
g(Xt+h)

∣∣Xt

]

︸ ︷︷ ︸
❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t

+CovP
[
Mt,t+h(Xt+h), g(Xt+h)

∣∣Xt

]

︸ ︷︷ ︸
r✐s❦ ♣r❡♠✐✉♠

,

✇❤❡r❡ B(t, h) ✐s t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ❛ r✐s❦✲❧❡ss ③❡r♦✲❝♦✉♣♦♥ ❜♦♥❞ ♦❢ ♠❛t✉r✐t② h ❛t t✐♠❡ t✳ ❚❤❡

♣r✐❝❡ ♦❢ ❛♥② ❛ss❡t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❛ss❡t ♣❛②♦✛ ❝❛❧❧❡❞ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ ❙❉❋ ✉♣ t♦ ♠❛t✉r✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ♣❛②♦✛✱ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ r✐s❦ ♣r❡♠✐✉♠✳

✶✳✷✳✷ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s

❆ss✉♠❡ t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ✐♥ t❤❡ s❡t✉♣ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s✳ ■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❢♦r♠✉❧❛t❡ ❛

♥❡✇ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣r✐❝❡s ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝✲

t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ♣❛②♦✛s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤✐s ♥❡✇ ♠❡❛s✉r❡✱ ❞✐s❝♦✉♥t❡❞ ❜② t❤❡ r✐s❦✲❧❡ss

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✷✾
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✐♥t❡r❡st r❛t❡✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✳ ▲❡t Xt ❜❡ ❛ Rn✲✈❛❧✉❡❞ ♣r♦❝❡ss✳ ▲❡t Mt,t+1(Xt+1) ❜❡ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝

❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r✳ ❚❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② fQ(xt+1|Xt) t❤❡ r✐s❦✲

♥❡✉tr❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡♥s✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ r✐s❦✲❢❛❝t♦rs ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

fQ(xt+1|Xt) = fP(xt+1|Xt)
Mt,t+1(xt+1)

EP

[
Mt,t+1(Xt+1)

∣∣Xt

] = fP(xt+1|Xt)Mt,t+1(xt+1) exp(rt) ,

✭✶✳✽✮

✇❤❡r❡ rt = r(Xt) ✐s t❤❡ r✐s❦✲❧❡ss ♦♥❡✲♣❡r✐♦❞ ✐♥t❡r❡st r❛t❡✳ ❆♥② ❛ss❡t ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❛②♦✛

❛t t+ h ❣✐✈❡♥ ❜② g(Xt+h) ❤❛s ❛ ♣r✐❝❡ Pt ❣✐✈❡♥ ❜②✿

Pt = EQ

[
exp

(
−

h−1∑

i=0

rt+i

)
g(Xt+h)

∣∣Xt

]
. ✭✶✳✾✮

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✾✮ ✐s t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✼✮ ✐♥ t❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ✇♦r❧❞✳ ❯♥❞❡r P✱

t❤❡ ❞✐s❝♦✉♥t✐♥❣ ♦❢ ❢✉t✉r❡ ♣❛②♦✛s ✐s ♠❛❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❙❉❋ ✇❤❡r❡❛s ✉♥❞❡r Q✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s s❤✐❢t❡❞ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❞✐s❝♦✉♥t✐♥❣ ✐s ♠❛❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞❡❞ h✲♣❡r✐♦❞

r✐s❦✲❧❡ss ✐♥t❡r❡st r❛t❡✱ ♥❛♠❡❧② exp(−rt−. . .−rt+h−1)✳ ■❢ ♦♥❡ ✐s ✐♥t❡r❡st❡❞ ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ♣r✐❝✐♥❣

♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ✐♥str✉♠❡♥ts✱ ❧❡❛✈✐♥❣ ❛s✐❞❡ t❤❡ r✐s❦ ♣r❡♠✐❛ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✇♦r❦

♦♥❧② ✉♥❞❡r t❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ♠❡❛s✉r❡✳ ❆s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ♣✳❞✳❢ ❛♥❞ t❤❡

❢✉♥❝t✐♦♥ r(Xt) ❛r❡ ❦♥♦✇♥✱ ❛ss❡t ♣r✐❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✳

✶✳✷✳✸ ▼♦❞❡❧✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s

❈♦♥s✐❞❡r ♥♦✇ t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ r(Xt) ✕ ♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② EP[Mt,t+1(Xt+1)|Xt] ✕ ✐s s❡t✳ ❲❡

❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ ♣r✐❝❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡ s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ❜♦t❤ fP(xt+1|Xt) ❛♥❞Mt,t+1(Xt+1)✱

♦r ✇✐t❤ t❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ♠❡❛s✉r❡ s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ♦♥❧② fQ(xt+1|Xt)✳ ■❢ ✇❡ ❛r❡ ♥♦t ♦♥❧② ✐♥t❡r❡st❡❞

✐♥ ♣r✐❝✐♥❣ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❛ss❡ts ❜✉t ❛❧s♦ ✐♥ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ r✐s❦ ♣r❡♠✐❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛✲

t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ❞❡♥s✐t② ❛❧♦♥❡ ✐s ♥♦t ❡♥♦✉❣❤✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢♦r♠✉❧❛ ✭✶✳✽✮

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ✇♦r❧❞ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② st❛t❡s t❤❛t ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦

♦❜t❛✐♥ s✉❝❤ ❛ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ♦♥❧② t✇♦ ❡❧❡♠❡♥ts ♦✉t ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧

❞❡♥s✐t②✱ t❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡♥s✐t②✱ ❛♥❞ t❤❡ ❙❉❋✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐❢ ✇❡ s♣❡❝✐❢②

❜♦t❤ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡♥s✐t✐❡s✱ t❤❡ ❙❉❋ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❛s

❛ r❡s✐❞✉❛❧✳

❚❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❤❛s ❧❡❞ ❇❡rt❤♦❧♦♥✱ ▼♦♥❢♦rt✱ ❛♥❞ P❡❣♦r❛r♦ ❬✷✵✵✽❪ t♦ ❝r❡❛t❡

❛ t②♣♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s ✐♥ ❛ss❡t ♣r✐❝✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡s❡ str❛t❡❣✐❡s ❛r❡

s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳✶✳

✸✵ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t
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fP(xt+1|Xt) fQ(xt+1|Xt) Mt,t+1(xt+1|Xt)

❉✐r❡❝t ▼♦❞❡❧✐♥❣ s♣❡❝✐✜❡❞ ❞❡❞✉❝❡❞ s♣❡❝✐✜❡❞

❘✐s❦✲◆❡✉tr❛❧ ❈♦♥str❛✐♥❡❞ ❉✐r❡❝t ▼♦❞❡❧✐♥❣ s♣❡❝✐✜❡❞ s♣❡❝✐✜❡❞ ❞❡❞✉❝❡❞

❇❛❝❦ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❞❡❞✉❝❡❞ s♣❡❝✐✜❡❞ s♣❡❝✐✜❡❞

❚❛❜❧❡ ✶✳✶✿ ❆ss❡t Pr✐❝✐♥❣ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❙tr❛t❡❣✐❡s

■♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t ♠♦❞❡❧✐♥❣ str❛t❡❣②✱ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❙❉❋ ❛r❡ ❞✐r❡❝t❧②

s♣❡❝✐✜❡❞✳ ■♥ t❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❞✐r❡❝t ♠♦❞❡❧✐♥❣ str❛t❡❣②✱ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝✐❛♥

s♣❡❝✐✜❡s ❜♦t❤ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡♥s✐t✐❡s ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❙❉❋

❛s ❛ r❡s✐❞✉❛❧✳ ▲❛st✱ ✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦ ♠♦❞❡❧✐♥❣ str❛t❡❣②✱ ❜♦t❤ t❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡♥s✐t②

❛♥❞ t❤❡ ❙❉❋ ❛r❡ s♣❡❝✐✜❡❞✳ ❚❤❡ ❛❞♦♣t❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ str❛t❡❣② ♦❢t❡♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❢♦❝✉s ♦❢

t❤❡ ❛ss❡t✲♣r✐❝✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝✐❛♥ ✇❛♥ts t♦ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r t❤❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧

❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞✴♦r t❤❡ ♣r✐❝✐♥❣✳ ■❢ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ r✐s❦ ❢❛❝t♦rs ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱

♠❛❝r♦ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✐t s❡❡♠s ♠♦r❡ ♥❛t✉r❛❧ t♦ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s s♣❡❝✐❢②✐♥❣

❞✐r❡❝t❧② t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣✳❞✳❢✳✱ ✉s✐♥❣ ❡✐t❤❡r t❤❡ ❞✐r❡❝t ♦r r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ❝♦♥str❛✐♥❡❞

♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ■❢ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r② t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❡♥t✐r❡❧② ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r✐❝✐♥❣ ♦❢ ❛ss❡ts ✇✐t❤

❧❛t❡♥t ❢❛❝t♦rs✱ ❡✐t❤❡r t❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♦r t❤❡ ❜❛❝❦ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛r❡ ♣r❡❢❡rr❡❞✳

✶✳✷✳✹ ❊①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲❛✣♥❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❞✐s❝♦✉♥t

❢❛❝t♦r

❙♦ ❢❛r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦r✲

♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ss❡t ♣r✐❝❡s✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡❞ t❤❛t t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ✇♦r❧❞s ✐s ♠❛❞❡ s✐♠♣❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❙❉❋✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ❝♦♥✲

✈❡♥✐❡♥t s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r t♦ ♦❜t❛✐♥ s✐♠♣❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢♦r♠✉❧❛s✳

❆ ❦❡② ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❙❉❋ ✐s t❤❛t ✐t s❤♦✉❧❞ ❛❧✇❛②s ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❆ s✐♠♣❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥

❤❛s ❜❡❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜② ❡✳❣✳ ❉✉✛❡❡ ❬✷✵✵✷❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❙❉❋ ✐s ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲❛✣♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ r✐s❦ ❢❛❝t♦rs✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✸✳ ▲❡t Xt ❜❡ ❛ Rn✲✈❛❧✉❡❞ ♣r♦❝❡ss✳ ▲❡t Mt,t+1(Xt+1) ❜❡ t❤❡ ❙❉❋✳ ❚❤❡ ❙❉❋

✐s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲❛✣♥❡ ✐❢ ✐t ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✿

Mt,t+1(Xt+1) = exp
[
α′
t(Xt)Xt+1 + βt(Xt)

]
, ✭✶✳✶✵✮

✇❤❡r❡ αt(Xt) ❛♥❞ βt(Xt) ❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❛st ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ Xt✳

❲❤❡♥ t❤❡ ❙❉❋ ✐s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲❛✣♥❡✱ t❤❡ r✐s❦✲❧❡ss ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ s✐♠♣❧②

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✸✶
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✇✐t❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ Xt+1 ❣✐✈❡♥ Xt✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s

t❤❛t t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢♦r♠✉❧❛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡♥s✐t✐❡s

❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❡❛s✐❧②✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✳ ▲❡t Xt ❜❡ ❛ Rn✲✈❛❧✉❡❞ ♣r♦❝❡ss✳ ▲❡t Mt,t+1(Xt+1) ❜❡ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲

❛✣♥❡ ❙❉❋ ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✵✮✳ ❚❤❡ s❤♦rt✲t❡r♠ r✐s❦✲❧❡ss ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

r(Xt) = − logEP
[
Mt,t+1(Xt+1)

∣∣Xt

]
= −βt(Xt)− ψP

t

[
αt(Xt)

]

❤❡♥❝❡ Mt,t+1(Xt+1) = exp
[
−r(Xt) + α′

t(Xt)Xt+1 − ψP
t (αt(Xt))

]
,

❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✽✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥✿

fQ(xt+1|Xt) = fP(xt+1|Xt)
exp

[
α′
t(Xt)Xt+1

]

ϕP
t

[
αt(Xt)

] . ✭✶✳✶✶✮

❚❤✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ♠❛♣♣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡♥s✐t✐❡s

❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠s ♦❢ Xt+1 ❣✐✈❡♥ Xt✳ ❆❣❛✐♥✱

t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢♦r♠✉❧❛ t✉r♥s ♦✉t t♦ ❜❡ s✐♠♣❧❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✸✳ ▲❡t Xt ❜❡ ❛ Rn✲✈❛❧✉❡❞ ♣r♦❝❡ss✳ ▲❡t Mt,t+1(Xt+1) ❜❡ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲

❛✣♥❡ ❙❉❋ ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✵✮✳ ❚❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ ❛♥❞

t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❧♦❣✲▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ Xt+1 ❣✐✈❡♥ Xt ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ϕQ
t (u)

❛♥❞ ψQ
t (u)✱ ❛♥❞ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

∀u ∈ S , ϕQ
t (u) := EQ

[
exp(u′Xt+1)

∣∣Xt

]
=
ϕP
t

[
u+ αt(Xt)

]

ϕP
t

[
αt(Xt)

] ✭✶✳✶✷✮

ψQ
t (u) := log

(
ϕQ
t (u)

)
= ψP

t

[
u+ αt(Xt)

]
− ψP

t

[
αt(Xt)

]
. ✭✶✳✶✸✮

❲❤❡♥ t❤❡ r✐s❦ ❢❛❝t♦r ♣r♦❝❡ss ✐s ❛✣♥❡✱ ❡✐t❤❡r ✉♥❞❡r P ♦r Q✱ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

t✇♦ ✇♦r❧❞s ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✸✮ ✐s ❢❛❝✐❧✐t❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❛✣♥❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧

❧♦❣✲▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ Xt+1 ❣✐✈❡♥ Xt✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✹✳ ▲❡t Xt ❜❡ ❛♥ ❛✣♥❡ ♣r♦❝❡ss ✉♥❞❡r t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥✲

❞✐t✐♦♥❛❧ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✹✳ ▲❡t Mt,t+1(Xt+1) ❜❡ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲

❛✣♥❡ ❙❉❋ ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✵✮✳ ❚❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❧♦❣✲▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠

♦❢ Xt+1 ❣✐✈❡♥ Xt ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

∀u ∈ S , ψQ
t (u) =

{
a
[
u+ αt(Xt)

]
− a

[
αt(Xt)

] }′

Xt + b
[
u+ αt(Xt)

]
− b

[
αt(Xt)

]
.

❲❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥ t❤❛t ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t❤❛t t❤❡ r✐s❦ ❢❛❝t♦r ♣r♦❝❡ss ✐s

❛✣♥❡ ✉♥❞❡r t❤❡ Q✲♠❡❛s✉r❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ♣r✐❝✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛s✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ r✐s❦✲

♥❡✉tr❛❧ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♦r ❜❛❝❦ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ✇❡ ❥✉st ❤❛✈❡ t♦ s♣❡❝✐❢② t❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

✸✷ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t
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♦❢ t❤❡ r✐s❦ ❢❛❝t♦rs s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐s ❛✣♥❡ ✉♥❞❡r Q✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❞✐r❡❝t ♠♦❞❡❧✐♥❣

❤♦✇❡✈❡r✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t Xt ✐s ❛✣♥❡ ✐♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ✇♦r❧❞✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s

♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ t❤❛t ♥♦t ❛❧❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s a(•)✱ b(•) ❛♥❞ αt(•) ②✐❡❧❞ ❛✣♥❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s

❢♦r Xt✳

✶✳✸ ❘✐s❦✲❧❡ss ❛♥❞ r✐s❦② ❜♦♥❞ ♣r✐❝✐♥❣

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❜♦✈❡ t♦ ♣r✐❝❡ ❜♦t❤

r✐s❦✲❧❡ss ❛♥❞ ❞❡❢❛✉❧t❛❜❧❡ ❜♦♥❞s✳ ❆❢t❡r ❞❡✜♥✐♥❣ ✐♥t❡r❡st r❛t❡s ♦♥ ③❡r♦✲❝♦✉♣♦♥ ❜♦♥❞s✱ ✇❡

❞❡r✐✈❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r✐❝✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲❛✣♥❡ ❙❉❋ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✳

✶✳✸✳✶ ❘✐s❦✲❧❡ss ❜♦♥❞ ♣r✐❝✐♥❣

❆ r✐s❦✲❧❡ss ③❡r♦✲❝♦✉♣♦♥ ❜♦♥❞ ✐s ❛ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ✐♥str✉♠❡♥t t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s ♦♥❡ ✉♥✐t ♦❢ ❝✉r✲

r❡♥❝② ❛t ♠❛t✉r✐t②✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② B(t, h) t❤❡ ❞❛t❡ t ♣r✐❝❡ ♦❢ ❛ ③❡r♦✲❝♦✉♣♦♥ ❜♦♥❞ ♠❛t✉r✐♥❣

✐♥ h ♣❡r✐♦❞s ❛♥❞ R(t, h) t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧②✲❝♦♠♣♦✉♥❞❡❞ r❛t❡✳ ❆s ❡♠♣❤❛✲

s✐③❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ s❤♦rt✲t❡r♠ r✐s❦✲❧❡ss ✐♥t❡r❡st r❛t❡ rt ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♦♥❡✲♣❡r✐♦❞ ❜♦♥❞

✐♥t❡r❡st r❛t❡ R(t, 1)✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❣ ✐♥t❡r❡st r❛t❡s✱ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥

R(t, h) ❛♥❞ B(t, h) ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

R(t, h) = −1

h
log [B(t, h)] .

❯s✐♥❣ t❤❡ ♥♦✲❛r❜✐tr❛❣❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ ♣r✐❝❡s ♦❢ ③❡r♦✲❝♦✉♣♦♥ ❜♦♥❞s

❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❡✐t❤❡r ✉♥❞❡r t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♦❢ t❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ♠❡❛s✉r❡ ❜②✿

B(t, h) = EP
[
Mt,t+1(Xt+1) . . .Mt+h−1,t+h(Xt+h)

∣∣Xt

]

= EQ
[
exp(−rt − . . .− rt+h−1)

∣∣Xt

]
. ✭✶✳✶✹✮

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝ s❡t✉♣ ✇❤❡r❡ t❤❡ s❤♦rt✲t❡r♠ r✐s❦✲❧❡ss r❛t❡ ✐s ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐❝

❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r✐s❦ ❢❛❝t♦rs ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② ❛ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞❡♥♦t❡❞ ❜② θr ∈ Θr✱ t❤❛t ✐s

rt = r(Xt; θr)✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞✐r❡❝t ♠♦❞❡❧✐♥❣ str❛t❡❣② ❛♥❞ s♣❡❝✐❢② t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐✲

t✐♦♥❛❧ ❞❡♥s✐t② ♦❢ Xt+1 ❣✐✈❡♥ Xt ❛s ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs θP ∈ ΘP✱

❛♥❞ t❤❡ ♣✳❞✳❢✳ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② fP(xt+1|Xt; θ
P)✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲❛✣♥❡ ❙❉❋ ❛s ✐♥

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✵✮ ❛♥❞ s♣❡❝✐❢② t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣s ❛s ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs

θα ∈ Θα✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② αt(Xt; θα)✳ ✶ ❯s✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

t✇♦ ✇♦r❧❞s✱ t❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣✳❞✳❢✳ ♦❢ Xt+1 ❣✐✈❡♥ Xt ✐s ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥

♦❢ (θα, θP) ❛♥❞ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② fQ(xt+1|Xt; θα, θ
P)✳ ❚❤❡ ❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝✐❛♥ ✐s ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❡st✐✲

✶✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ βt(Xt; θα) ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ αt(Xt; θα) ❛♥❞ rt(Xt; θr)✳

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✸✸
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♠❛t✐♥❣ θ = (θr, θ
P, θα) ∈ Θ = (Θr ×ΘP ×Θα)✳

❯s✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣r✐❝✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❧✐♥❦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜♦♥❞ ♣r✐❝❡s t♦ t❤❡

♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✳

B(t, h) = EP(θP)

[
exp

(
h−1∑

i=0

αt+i(Xt+i; θα)
′Xt+i+1 − r(Xt+i; θr)− ψ

P(θP)
t

[
αt+i(Xt+i; θα)

]) ∣∣Xt

]

= EQ(θα,θP)

[
exp

(
−

h−1∑

i=0

r(Xt+i; θr)

)
∣∣Xt

]
.

❚❤❡ ❡♥t✐r❡ s❡t θ ✐♥t❡r✈❡♥❡s ✐♥ t❤❡ ♣r✐❝✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛s ❜♦t❤ ✉♥❞❡r t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♦r t❤❡ r✐s❦✲

♥❡✉tr❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✇❤✐❝❤✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ♠❡t✱ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❡❝♦♥♦✲

♠❡tr✐❝✐❛♥ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦♥❞ ♣r✐❝❡s✳ ❚❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t✐♦♥ r✐s❦✲❧❡ss ❢♦r

t❤❡ ❜♦♥❞s st❡♠s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ t❡r♠✐♥❛❧ ♣❛②♦✛ ❛t t✐♠❡ t+ h ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ♦♥❡ ❛♥❞

✐s ❦♥♦✇♥ ❡①✲❛♥t❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐❢ ❛♥ ✐♥✈❡st♦r ❜✉②s ❛ r✐s❦✲❧❡ss ③❡r♦✲❝♦✉♣♦♥ ❜♦♥❞ ❛t t✐♠❡ t

❛♥❞ ❤♦❧❞s t❤❡ ❜♦♥❞ ✉♣ t♦ ♠❛t✉r✐t②✱ ❤❡ ❦♥♦✇s t❤❛t ❤❡ ✇✐❧❧ ❡❛r♥ ❛♥ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ R(t, h)✳

❙t✐❧❧✱ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜✉②✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛t✉r✐t② ❞❛t❡s✱ t❤❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ♣r✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ❜♦♥❞ ❛r❡

♥♦t ❦♥♦✇♥ ❛t t✐♠❡ t ❛♥❞ ❛r❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✐❢ t❤❡ ✐♥✈❡st♦r ❞❡❝✐❞❡s

❡①✲❛♥t❡ t♦ s❡❧❧ t❤❡ ❜♦♥❞ ❜❡❢♦r❡ ♠❛t✉r✐t②✱ ❤❡ ✇✐❧❧ ❡❛r♥ ❛ r❛♥❞♦♠ ✐♥t❡r❡st r❛t❡✳ ❚❤✐s ✉♥✲

❝❡rt❛✐♥t② ♦♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❧♦♥❣✲t❡r♠ ❜♦♥❞s ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❡r♠ r✐s❦ ♦r ✐♥t❡r❡st r❛t❡ r✐s❦✱

❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦♥ ❢✉t✉r❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❤♦rt✲t❡r♠ r✐s❦✲❧❡ss r❛t❡

rt ❜❡t✇❡❡♥ t ❛♥❞ t+ h✳

✶✳✸✳✷ ❉❡❢❛✉❧t❛❜❧❡ ❜♦♥❞s ❛♥❞ ✐♥t❡♥s✐t② ♠♦❞❡❧s

❆ ❞❡❢❛✉❧t❛❜❧❡ ③❡r♦✲❝♦✉♣♦♥ ❜♦♥❞ ✐s ❛ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ✐♥str✉♠❡♥t t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s ♦♥❡ ✉♥✐t ♦❢

❝✉rr❡♥❝② ❛t ♠❛t✉r✐t② ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡ ✐ss✉✐♥❣ ❡♥t✐t② ❤❛s ♥♦t ❞❡❢❛✉❧t❡❞✳ ❚❤❡ ♣❛②♦✛ ♦❢ s✉❝❤

❜♦♥❞s ✐s ❡✐t❤❡r ✶ ✐❢ t❤❡ ❡♥t✐t② ✐s st✐❧❧ ❛❧✐✈❡ ❛t t✐♠❡ t+ h ❛♥❞ ③❡r♦ ♦t❤❡r✇✐s❡ ✭③❡r♦ r❡❝♦✈❡r②

r❛t❡✮✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② B̃(t, h) t❤❡ ❞❛t❡ t ♣r✐❝❡ ♦❢ ❛ ❞❡❢❛✉❧t❛❜❧❡ ③❡r♦✲❝♦✉♣♦♥ ❜♦♥❞ ♠❛t✉r✐♥❣

✐♥ h ♣❡r✐♦❞s ✐❢ t❤❡ ❡♥t✐t② ✐s st✐❧❧ ❛❧✐✈❡ ❛t ❞❛t❡ t✱ ❛♥❞ R̃(t, h) t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧②✲

❝♦♠♣♦✉♥❞❡❞ r❛t❡✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❞❡♥♦t❡ ❜② dt t❤❡ ❜✐♥❛r② ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ✐ss✉✐♥❣

❡♥t✐t② ✐s ❛❧✐✈❡ ❛t t✐♠❡ t ✭❞❡❢❛✉❧t✿ dt = 1✮✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❝❧❛r✐t②✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t

❞✉♠♠② ✐s ❛ r✐s❦ ❢❛❝t♦r ❛♥❞ ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ✐♥✈❡st♦r✬s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡t✱ ✇❡ s❡♣❛r❛t❡ Xt ❢r♦♠

dt ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳ ❲❡ ♠❛❦❡ s❡✈❡r❛❧ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✶✳ ▲❡t dt ∈ {0, 1} ❜❡ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♣r♦❝❡ss ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r ❞❡❢❛✉❧t ❤❛s

♦❝❝✉rr❡❞✳

✶✳ t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t st❛t❡ ✐s ❛❜s♦r❜✐♥❣ s✉❝❤ t❤❛t ♦♥❝❡ t❤❡ ✐ss✉✐♥❣ ❡♥t✐t② ❞❡❢❛✉❧ts✱ ✐t st❛②s ✐♥

❞❡❢❛✉❧t st❛t❡ ❢♦r❡✈❡r❀

✸✹ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t
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✷✳ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✉♥❞❡r t❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ♠❡❛s✉r❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② Q(dt+1 =

0|Xt+1, dt = 0) = exp[−λt+1(Xt+1)]✱ ✇❤❡r❡ λt+1(Xt+1) ✐s t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❞❡❢❛✉❧t ✐♥t❡♥✲

s✐t②❀ ❛♥❞

✸✳ dt ❞♦❡s ♥♦t ●r❛♥❣❡r✲❝❛✉s❡ t❤❡ r✐s❦ ❢❛❝t♦rs Xt ✉♥❞❡r t❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ♠❡❛s✉r❡ Q ✭s❡❡

▼♦♥❢♦rt ❛♥❞ ❘❡♥♥❡ ❬✷✵✶✸❪✮✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ❜② ❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ❛❜✉s❡✱ ✇❡ ✇r✐t❡ λt+1 ♦r λt+1(Xt+1) ✐♥❞✐✛❡r❡♥t❧②✳ ❚❤✐s

✐♥t❡♥s✐t② ♣❧❛②s t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❛ s✉r✈✐✈❛❧ r❛t❡ ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t♦rs Xt+1 ✭s❡❡ ❡✳❣✳

❏❛rr♦✇✱ ▲❛♥❞♦✱ ❛♥❞ ❚✉r♥❜✉❧❧ ❬✶✾✾✼❪✱ ❉✉✣❡ ❛♥❞ ❙✐♥❣❧❡t♦♥ ❬✶✾✾✾❪✱ ❉✉✣❡ ❛♥❞ ▲❛♥❞♦ ❬✷✵✵✶❪✱

♦r ❏❛rr♦✇ ❛♥❞ ❨✉ ❬✷✵✵✶❪✮✳ ❯s✐♥❣ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ s✉r✈✐✈❛❧ r❛t❡ ♣r♦✈❡s ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ❞❡r✐✈✐♥❣

t❤❡ ♣r✐❝✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛s✳ ❯s✐♥❣ ♥♦✲❛r❜✐tr❛❣❡ ❛r❣✉♠❡♥ts✱ ✉♥❞❡r t❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ♠❡❛s✉r❡✱ t❤❡

♣r✐❝❡ B̃(t, h) ♠✉st ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ ✐ts ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r❡s❡♥t ✈❛❧✉❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ♣❡r✐♦❞✳

B̃(t, h) = exp(−rt)EQ
[
B̃(t+ 1, h− 1)× (1− dt+1)

∣∣Xt, dt = 0
]
. ✭✶✳✶✺✮

■♥ t+1✱ t❤❡ r✐s❦② ❜♦♥❞ ❤❛s ✈❛❧✉❡ B̃(t+1, h−1) ✐❢ t❤❡ ❡♥t✐t② ❤❛s ♥♦t ❞❡❢❛✉❧t❡❞ (dt+1 = 0)✱

❛♥❞ ③❡r♦ ✈❛❧✉❡ ✐❢ t❤❡ ❡♥t✐t② ❤❛s ❞❡❢❛✉❧t❡❞ ✭dt+1 = 1✮✳ ❚♦ ♦❜t❛✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r✐❝✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛s✱

✇❡ ✐t❡r❛t❡ ❜❛❝❦✇❛r❞s ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛t✉r✐t② ❞❛t❡✳ ❲❡ ❦♥♦✇ t❤❛t B̃(t+ h, 0) = 1 ♣r♦✈✐❞❡❞ ♥♦

❞❡❢❛✉❧t ♦❝❝✉rr❡❞✳ ❆t t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❡r✐♦❞✱ t❤❡ ♣r✐❝❡ ✇❛s✿

B̃(t+ h− 1, 1) = exp(−rt+h−1)E
Q
[
exp

(
−λt+h(Xt+h)

) ∣∣Xt+h−1, dt+h−1 = 0
]
.

❯s✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t dt ❞♦❡s ♥♦t ●r❛♥❣❡r✲❝❛✉s❡ Xt ✭s❡❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❞❡✜♥✐t✐♦♥✮✱ B̃(t+h− 1, 1)

✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❧② Xt+h−1 ❛♥❞ rt+h−1✱ ❜✉t ♥♦t ♦❢ dt+h−1✳ ❆t ❞❛t❡ t + h − 2✱ ✉s✐♥❣

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✺✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥✿

B̃(t+ h− 2, 2) = exp(−rt+h−2)E
Q
[
B̃(t+ h− 1, 1)(1− dt+h−1)

∣∣Xt+h−2, dt+h−2 = 0
]
.

❈♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ✜rst ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ (Xt+h−1, rt+h−1) ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t B̃(t+1, h− 1)

✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥❧②✱ ✇❡ ❣❡t✿

B̃(t+ h− 2, 2) = exp(−rt+h−2)E
Q
[
exp(−rt+h−1 − λt+h(Xt+h)

− λt+h−1(Xt+h−1)
∣∣Xt+h−2, dt+h−2 = 0

]
.

■t❡r❛t✐♥❣ ♦♥ ♠❛t✉r✐t✐❡s✱ t❤❡ ♣r✐❝✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛s ❢♦r ❞❡❢❛✉❧t❛❜❧❡ ❜♦♥❞s ♦❢ ❛♥② ♠❛t✉r✐t② h ❛r❡

❣✐✈❡♥ ❜②✿

B̃(t, h) = EQ
[
exp(−rt − λt+1 − . . .− rt+h−1 − λt+h)

∣∣Xt, dt = 0
]

❛♥❞ R̃(t, h) = −1

h
log
{
EQ
[
exp(−rt − λt+1 − . . .− rt+h−1 − λt+h)

∣∣Xt, dt = 0
]}

.✭✶✳✶✻✮

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✸✺
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❚❤✐s ❢♦r♠✉❧❛ r❡s❡♠❜❧❡s ❝❧♦s❡❧② t❤❡ ♣r✐❝✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛ ✭✶✳✶✹✮ ❢♦r r✐s❦✲❧❡ss ③❡r♦ ❝♦✉♣♦♥ ❜♦♥❞s✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s t❤❛t t❤❡ t❡r♠ exp(−rt+i) ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ✇✐t❤ exp[−(rt+i+λt+i+1)] ✉♥✲

❞❡r t❤❡ Q✲❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✳ ❯♥❞❡r t❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ♠❡❛s✉r❡✱ t❤❡ t❡r♠✐♥❛❧ ♣❛②♦✛ ✐s ❞✐s❝♦✉♥t❡❞

❜② t❤❡ t❤❡ s❤♦rt✲t❡r♠ r✐s❦✲❧❡ss ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❛❞❥✉st❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ✐♥t❡♥s✐t②✳ ❆ ♠♦r❡

❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡❝♦✈❡r② r❛t❡ ✐s ♥♦♥✲③❡r♦ ❛♥❞ ✐s r❛♥❞♦♠ ✭s❡❡

❡✳❣✳ ❉✉✣❡ ❛♥❞ ❙✐♥❣❧❡t♦♥ ❬✶✾✾✾❪✮✳ ■♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤❡ r❡❝♦✈❡r② r❛t❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛

❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t❛❜❧❡ ❜♦♥❞ ♣r✐❝❡ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ✇❡r❡ t❤❡ ✐ss✉✐♥❣

❡♥t✐t② ♥♦t ❞❡❢❛✉❧t✐♥❣✳ ❚❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇✐❧❧ ♣r♦✈❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✉s❡❢✉❧ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✇❤❡♥

✇❡ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ❛♥❞ ❧✐q✉✐❞✐t② r✐s❦s ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❜❛♥❦ ♠❛r❦❡t ✐♥t❡r❡st r❛t❡s✳

❈♦♥s✐❞❡r ♥♦✇ t❤❡ s❛♠❡ ❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝ s❡t✉♣ ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t

t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ✐s ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r✐s❦ ❢❛❝t♦rs ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② ❛ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs

❞❡♥♦t❡❞ ❜② θλ ∈ Θλ✱ t❤❛t ✐s✿ λt = λ(Xt; θλ)✳ ❚❤❡ ❡♥t✐r❡ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❜❡❝♦♠❡s

θ = (θr, θλ, θ
P, θα) ∈ Θ = (Θr ×Θλ ×ΘP ×Θα)✳ ❲❡ ❝❛♥ r❡✇r✐t❡ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❢♦r♠✉❧❛s t♦

✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✳

B̃(t, h) = EQ(θα,θP)

[
exp

(
−

h−1∑

i=0

[
r(Xt+i; θr) + λ(Xt+i+1; θλ)

]) ∣∣Xt, dt = 0

]
. ✭✶✳✶✼✮

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ s❤♦rt✲t❡r♠ r✐s❦✲❧❡ss ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ✐♥t❡♥s✐t② ❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢

❢❛❝t♦rs ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❞❛t❡s✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ♦❜s❡r✈✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ♣r✐❝❡s ♦❢ ❞❡❢❛✉❧t❛❜❧❡ ❜♦♥❞s

❝❛♥ ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❜♦t❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♠♦♥ t♦ ♠♦❞❡❧

❥♦✐♥t❧② t❤❡ r✐s❦✲❧❡ss ❛♥❞ ❞❡❢❛✉❧t❛❜❧❡ ❜♦♥❞s ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳

✶✳✹ ❆✣♥❡ t❡r♠ str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ✭❆❚❙▼✮

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❛✣♥❡ t❡r♠ str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ✐♥t❡r❡st r❛t❡s

✭❆❚❙▼✮✳ ❚❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s r❡❧② ♦♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s t❤❛tXt ✐s ❛♥ ❛✣♥❡ ♣r♦❝❡ss ✉♥❞❡r t❤❡ r✐s❦✲

♥❡✉tr❛❧ ♠❡❛s✉r❡✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ s❤♦rt✲t❡r♠ r✐s❦✲❧❡ss ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ✭❛♥❞ t❤❡ r✐s❦ ✐♥t❡♥s✐t②✮ ✐s

❛♥ ❛✣♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ Xt✳ ❆❢t❡r ♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❆❚❙▼✱ ✇❡ ❞❡t❛✐❧ t✇♦

♣♦♣✉❧❛r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ t♦ ❜✉✐❧❞ ❆❚❙▼s✳

✶✳✹✳✶ ❇✉✐❧❞✐♥❣ ❛✣♥❡ ♠♦❞❡❧s

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❡①♣r❡ss❡❞ t❤❡ ♣r✐❝❡s ♦❢ r✐s❦✲❧❡ss ❛♥❞ r✐s❦② ③❡r♦✲❝♦✉♣♦♥

❜♦♥❞s ❛s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r t❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧

♦❢ ♠✐♥✉s ❢✉t✉r❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ s❤♦rt✲t❡r♠ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❢♦r r✐s❦✲❧❡ss ❜♦♥❞s✱ ❛❞❞❡❞ ✇✐t❤ t❤❡

r✐s❦ ✐♥t❡♥s✐t② ❢♦r ❞❡❢❛✉❧t❛❜❧❡ ❜♦♥❞s✳ ❲❤❡♥ rt ❛♥❞ λt ❛r❡ ❛✣♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r✐s❦ ❢❛❝t♦rs

✸✻ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t
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Xt✱ t❤❡ ♣r✐❝❡s ♦❢ ❜♦♥❞s ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♠✉❧t✐✲❤♦r✐③♦♥ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢

(Xt+1, . . . , Xt+h) ❣✐✈❡♥ Xt ✉♥❞❡r t❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ♠❡❛s✉r❡✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✹✳✶✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s

s❡❝t✐♦♥✳ ■♥ ❛✣♥❡ t❡r♠ str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❤♦rt✲t❡r♠

r✐s❦✲❧❡ss ✐♥t❡r❡st r❛t❡ rt ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ r✐s❦ ✐♥t❡♥s✐t② λt ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

r(Xt; θr) = δ0 + δ′Xt ✇✐t❤ θr = (δ0, δ
′)′

λ(Xt; θλ) = λ0 + λ′Xt ✇✐t❤ θλ = (λ0, λ
′)′ ,

✇❤❡r❡ δ0 ❛♥❞ λ0 ❛r❡ s❝❛❧❛rs✱ ❛♥❞ δ ❛♥❞ λ ❛r❡ ✈❡❝t♦rs ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ s✐③❡ n✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱

t❤❡ ♣r✐❝✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛s ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥✿

B(t, h) = EQ(θα,θP)

[
exp

(
−

h−1∑

i=0

(δ0 + δ′Xt+i)

)
∣∣Xt

]

= exp(−hδ0 − δ′Xt)ϕ
Q(θα,θP)
t,t+h (δ, . . . , δ, 0)

B̃(t, h) = EQ(θα,θP)

[
exp

(
−

h−1∑

i=0

(δ0 + δ′Xt+i + λ0 + λ′Xt+i+1)

)
∣∣Xt, dt = 0

]

= exp(−hδ0 − hλ0 − δ′Xt)ϕ
Q(θα,θP)
t,t+h (δ − λ, . . . , δ − λ,−λ) .

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✹✳✶✳ ▲❡t Xt ❜❡ ❛♥ ❛✣♥❡ ♣r♦❝❡ss ✉♥❞❡r t❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ♠❡❛s✉r❡✱ t❤❛t ✐s

t❤❡r❡ ❡①✐sts ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s aQ(u) ❛♥❞ bQ(u) s✉❝❤ t❤❛t ψQ(θα,θP)
t (u) = aQ(θα,θP)(u)′Xt+

bQ(θα,θP)(u)✳ ■❢ t❤❡ s❤♦rt✲t❡r♠ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ r✐s❦ ✐♥t❡♥s✐t② ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ❉❡✜♥✐t✐♦♥

✶✳✹✳✶✱ t❤❡ ♣r✐❝❡s ❛♥❞ ✐♥t❡r❡st r❛t❡s ♦❢ ③❡r♦✲❝♦✉♣♦♥ ❜♦♥❞s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

B(t, h) = exp (A′
hXt +Bh) ❛♥❞ R(t, h) = −Ah

h

′

Xt −
Bh

h
✭✶✳✶✽✮

B̃(t, h) = exp
(
Ã′

hXt + B̃h

)
❛♥❞ R̃(t, h) = −Ã

′
h

h
Xt −

B̃h

h
, ✭✶✳✶✾✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡q✉❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ r❡❝✉rs✐✈❡❧② ✉s✐♥❣ aQ(θα,θP)(u)

❛♥❞ bQ(θα,θP)(u)✱ ❛♥❞ ❛r❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ θα✱ θP✱ δ0✱ λ0✱ δ✱ ❛♥❞ λ✳

❚❤❡ ❆❚❙▼s ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❛✣♥❡ s✐♥❝❡ t❤❡② ♣r♦✈✐❞❡ ②✐❡❧❞ ❢♦r♠✉❧❛s ❢♦r ❛❧❧ ♠❛t✉r✐t✐❡s t❤❛t

❛r❡ ❛✣♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r✐s❦ ❢❛❝t♦rs Xt✳ ●✐✈❡♥ ❛ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡s✬

❧♦❛❞✐♥❣s ❛r❡ ❡❛s✐❧② ❝♦♠♣✉t❛❜❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣r✐❝✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠✳ ❚❤✐s

✐s ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡s✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ r✐s❦ ❢❛❝t♦rs

♣r♦❝❡ss t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❜♦♥❞ ♣r✐❝❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❜✉r❞❡♥s♦♠❡✳

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✸✼
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✶✳✹✳✷ ❚❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❆❚❙▼ ✭●❆❚❙▼✮

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ♣♦♣✉❧❛r ❆❚❙▼ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s❡tt✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ r✐s❦ ❢❛❝t♦rs Xt ❛s ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❱❆❘✭✶✮✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❞✐r❡❝t

♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢t❡♥ ❛❞♦♣t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛❝r♦✲✜♥❛♥❝❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡

P✲❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ r✐s❦ ❢❛❝t♦rs ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

Xt = µ+ ΦXt−1 + Σ1/2εt ✇✐t❤ εt
P∼ IIN (0, In) . ✭✶✳✷✵✮

❚❤❡ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs µ✱ Φ✱ ❛♥❞ Σ ❝♦♠♣♦s❡s θP t❤❛t ❡♥t✐r❡❧② ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✉♥❞❡r

t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss (Xt)t∈Z ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ❛✣♥❡ ❝❧❛ss ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s s✐♥❝❡

t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ Xt+1 ❣✐✈❡♥ Xt ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

ϕP
t (u) = exp

[
u′(µ+ ΦXt) +

1

2
u′Σu

]
, ✭✶✳✷✶✮

✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲❛✣♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ Xt✳ ❇♦t❤ t❤❡ s❤♦rt✲t❡r♠ r✐s❦✲❧❡ss ✐♥t❡r❡st r❛t❡

rt ❛♥❞ t❤❡ r✐s❦ ✐♥t❡♥s✐t② λt ❛r❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❛s ✐♥ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✹✳✶✳ ❚♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧

❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t♦rs✱ ✇❡ ♠✉st s♣❡❝✐❢② ❛ ❙❉❋✳ ❲❡ ✉s❡ ❛ s❧✐❣❤t❧② ♠♦❞✐✜❡❞

✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✵✮✱ ❛♥❞ s♣❡❝✐❢② t❤❡ ❙❉❋ ❛s ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲❛✣♥❡

❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❤♦❝❦s ♦❢ t❤❡ ❱❆❘✭✶✮✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡ ❙❉❋ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

Mt,t+1 = exp

[
−rt − Γ′

tεt+1 −
1

2
Γ′
tΓt

]
, ✭✶✳✷✷✮

✇❤❡r❡ Γt ❛r❡ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♠❛r❦❡t ♣r✐❝❡s ♦❢ r✐s❦✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛st t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧

✐s t❤❡ ❏❡♥s❡♥ ❝♦♥✈❡①✐t② ❛❞❥✉st♠❡♥t t❡r♠ s✉❝❤ t❤❛t EP
t [Mt,t+1] = exp(−rt)✳ ❘❡❧❛t✐♥❣

t♦ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✵✮✱ t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t αt(Xt) = Σ−1/2Γt ❛♥❞ βt(Xt) =

−rt − Γ′
tΣ

−1(µ + ΦXt) +
1
2
Γ′
tΣ

−1Γt✳ ❉✉✛❡❡ ❬✷✵✵✷❪ ❞✉❜s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❛✣♥❡ s✉❝❤ ❛ ♠♦❞❡❧

✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛r❦❡t ♣r✐❝❡s ♦❢ r✐s❦ Γt ❛r❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❛s✿

Γt = γ0 + γXt , ✭✶✳✷✸✮

✇❤❡r❡ γ0 ✐s ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ s✐③❡ n ❛♥❞ γ ✐s ❛ (n × n) ♠❛tr✐①✳ ❚❤❡ ❙❉❋ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❡♥t✐r❡❧②

s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣s γ0 ❛♥❞ γ✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs θα ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧

❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ r✐s❦

❢❛❝t♦rs ❛r❡ st✐❧❧ ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❱❆❘✭✶✮ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

Xt = µQ + ΦQXt−1 + Σ1/2εQt ✇❤❡r❡ εQt
Q∼ IIN (0, In) ✭✶✳✷✹✮

µQ = µ− Σ1/2γ0 ❛♥❞ ΦQ = Φ− Σ1/2γ .

✸✽ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t
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❆s ✐♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ✇♦r❧❞✱ t❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢Xt ✐s ❛✣♥❡✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥

❛s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r✐❝✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛s✿

R(t, h) = −A
′
h

h
Xt −

Bh

h

Ah = −δ + ΦQ′

Ah−1 , A0 = 0 ,

Bh = −δ0 +Bh−1 + A′
h−1µ

Q +
1

2
A′

h−1ΣAh−1 , B0 = 0 ,

❛♥❞✱

R̃(t, h) = −Ã
′
h

h
Xt −

B̃h

h

Ãh = −δ + ΦQ′

(
Ãh−1 − λ

)
, A0 = 0 ,

B̃h = −δ0 − λ0 + B̃h−1 +
(
Ãh−1 − λ

)′
µQ

+
1

2

(
Ãh−1 − λ

)′
Σ
(
Ãh−1 − λ

)
, B0 = 0 .

P✉t t♦❣❡t❤❡r✱ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ♣r✐❝✐♥❣ ❢♦r♠✉✲

❧❛s ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❣r❡❛t ♣♦♣✉❧❛r✐t② ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ ♠♦st ♥♦t❛❜❧② t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s✐♠♣❧✐❝✐t② ♦❢ ✐ts

❡st✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s✐♠♣❧✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ●❆❚❙▼ ❝♦♠❡s ❛t t❤❡ ❝♦st ♦❢ ✉♥♣❧❡❛s❛♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❋✐rst✱

t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ r✐s❦ ❢❛❝t♦rs Xt ❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t ❜♦t❤ t❤❡

❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ Xt ❛r❡ ●❛✉ss✐❛♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ Xt t❛❦❡s ✈❛❧✉❡s ✐♥

t❤❡ ❡♥t✐r❡ Rn ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❜♦t❤ rt ❛♥❞ λt ❝❛♥ t❛❦❡ ✈❛❧✉❡s ♦♥ t❤❡ ❡♥t✐r❡ r❡❛❧ ❛①✐s✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ✜rst✱ ♥♦♠✐♥❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡s ♦♥ ❜♦♥❞s ❛r❡ s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜❡❧♦✇ ❜②

✵✱ ❜❡✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ③❡r♦ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞✳ ❚❤✐s ✐s ❞✐r❡❝t❧② ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡

❢❛❝t t❤❛t ❤♦❧❞✐♥❣ ❝❛s❤ ✐s ❛❧✇❛②s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ ❜✉②✐♥❣ ❛ s❤♦rt✲t❡r♠ ♥♦♠✐♥❛❧ ❜♦♥❞ ✭s❡❡

❇❧❛❝❦ ❬✶✾✾✺❪✮✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ♥♦ st♦r❛❣❡ ❝♦sts✱ t❤❡ s❤♦rt✲t❡r♠ r✐s❦✲❧❡ss ✐♥t❡r❡st

r❛t❡ rt ❝❛♥♥♦t t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ❣♦ ❜❡❧♦✇ ✵✳ ✷ ❙❡❝♦♥❞✱ ✇❤❡♥ λt < 0✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡❢❛✉❧t

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ❞✉♠♠② dt ❣♦❡s ❜❡❧♦✇ ✵ ✇❤✐❝❤

✐s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❆❚❙▼ ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢❛❝t♦rs

t♦ ❝✐r❝✉♠✈❡♥t t❤✐s ✐ss✉❡✳

✶✳✹✳✸ ❈♦①✱ ■♥❣❡rs♦❧❧ ❛♥❞ ❘♦ss✲t②♣❡ ❆❚❙▼

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢❛❝t♦r ♣r♦❝❡ss ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❈♦①✱ ■♥❣❡rs♦❧❧✱ ❛♥❞ ❘♦ss ❬✶✾✽✺❪ ✐♥

❝♦♥t✐♥✉♦✉s✲t✐♠❡✱ t❤❡ ❈♦①✱ ■♥❣❡rs♦❧❧✱ ❘♦ss ✭❈■❘ ❤❡♥❝❡❢♦rt❤✮ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧②

✷✳ ❚❤♦✉❣❤ t❤❡ ❡①❛❝t ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❜❛t❛❜❧❡✱ ✐t ✐s ❝♦♠♠♦♥❧② ❛❣r❡❡❞ t❤❛t t❤❡
♥♦♠✐♥❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡s ❛r❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜❡❧♦✇ ❛♥❞ t❤❛t s✉❝❤ ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❡①✐sts✳

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✸✾
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✉s❡❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ■♥ t❤❡✐r s❡♠✐♥❛❧ ♣❛♣❡r✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❞❡✈❡❧♦♣ ❛♥ ❛✣♥❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✲t✐♠❡

❞✐✛✉s✐♦♥ ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ ♣r♦❝❡ss t❛❦✐♥❣ ♦♥❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s✳ ❋♦r Xt ❛ s❝❛❧❛r ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡

❞✐✛✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇r✐t❡s✿

dXt = κ(µ−Xt) dt+ σ
√
Xt dWt

✇❤❡r❡ Wt ✐s ❛ ❇r♦✇♥✐❛♥ ♠♦t✐♦♥✱ κ ✐s t❤❡ ♠❡❛♥ r❡✈❡rs✐♦♥ s♣❡❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ❛♥❞ µ ✐s t❤❡

✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡❛♥ ♦❢ Xt✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐❢ 2κµ > σ2✱ t❤❡ ③❡r♦ ✈❛❧✉❡ ✐s ♣r❡❝❧✉❞❡❞ ✭❋❡❧❧❡r

❝♦♥❞✐t✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❈♦①✱ ■♥❣❡rs♦❧❧ ❛♥❞ ❘♦ss ❛ss✉♠❡s

t❤❛t rt = Xt✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ✇❤♦❧❡ t❡r♠ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st r❛t❡s ✐s ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② ❛ s✐♥❣❧❡

❢❛❝t♦r ♦♥❧②✳ ▼✉❧t✐❢❛❝t♦r ❈■❘ ❞✐✛✉s✐♦♥s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞ t❡r♠ str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧s

✭An(n) ♠♦❞❡❧s ✐♥ t❤❡ t❡r♠✐♥♦❧♦❣② ♦❢ ❉❛✐ ❛♥❞ ❙✐♥❣❧❡t♦♥ ❬✷✵✵✵❪✮✳ ❚❤❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❈■❘

❞✐✛✉s✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

dXt = K(µ−Xt) dt+ Σdiag
(√

St

)
dWt

✇❤❡r❡ St = ω0+ΩXt✱ ω0 ❜❡✐♥❣ ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ s✐③❡ n✱ Ω ❛ (n×n) ♠❛tr✐①✱ K ✐s ❛ (n×n) ♠❛tr✐①✱

µ ✐s ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ s✐③❡ n✱ Σ ✐s ❛ (n× n) ♠❛tr✐①✱ ❛♥❞ Wt ✐s ❛ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❇r♦✇♥✐❛♥ ♠♦t✐♦♥

✇✐t❤ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✐♥❝r❡♠❡♥ts✳ ❉❛✐ ❛♥❞ ❙✐♥❣❧❡t♦♥ ❬✷✵✵✵❪ ♥♦t❡ t❤❛t ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈✐t② ♦❢

Xt ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ t❤✐s ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ♦♥❧② ♣♦ss❡ss ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❛♥❞

✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ■♥ t❡r♠s ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ❆✐t✲❙❛❤❛❧✐❛ ❛♥❞

❑✐♠♠❡❧ ❬✷✵✶✵❪ s❤♦✇ t❤❛t ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ②✐❡❧❞ ❝✉r✈❡ ❛✣♥❡ ♠♦❞❡❧s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣

t❤❡s❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ♣r♦❝❡ss❡s ✇✐t❤ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡✲t✐♠❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❈■❘ ♣r♦❝❡ss

t❤❛t ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❤❡r❡❛❢t❡r✳

●♦✉r✐ér♦✉① ❛♥❞ ❏❛s✐❛❦ ❬✷✵✵✻❪ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ ❞✐s❝r❡t❡✲t✐♠❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✲

t✐♠❡ ❈■❘ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❛t t❤❡② ❝❛❧❧ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ❣❛♠♠❛ ♣r♦❝❡ss ✭❆❘●✮✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ♣♦s✲

s❡ss❡s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ st❛t✐st✐❝❛❧ s✉♣♣♦rt✱ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ✈♦❧❛t✐❧✐t②✱ ❛♥❞ ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢

❛✣♥❡ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t ❤❡r❡❛❢t❡r ❛ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❆❘● ♣r♦❝❡ss✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✹✳✷✳ ▲❡t Xt ❜❡ ❛ Rn
+✲✈❛❧✉❡❞ ♣r♦❝❡ss✱ ❛♥❞ Zt ❜❡ ❛ Nn✲✈❛❧✉❡❞ ♠✐①✐♥❣ r❛♥❞♦♠

✈❛r✐❛❜❧❡✳ Xt ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❛ ✈❡❝t♦r✐❛❧ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ❣❛♠♠❛ ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧②

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡❧❡♠❡♥ts ✐❢✿

∀j ∈ {1, . . . , n} , Zj,t+1

∣∣Xt ∼ P
(
φ′
jXt

)

❛♥❞ Xj,t+1

∣∣Zj,t+1, Xt ∼ γνj+Zj,t+1
(ζj) ,

✇❤❡r❡ φ = [φj]{j=1,...,n} ✐s ❛ (n × n) ♠❛tr✐① ❛♥❞ ν = [νj]{j=1,...,n} ❛♥❞ ζ = [ζj]{j=1,...,n} ❛r❡

✹✵ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t
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s✐③❡✲n ✈❡❝t♦rs✳ ν ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦r ❞❡❣r❡❡✲♦❢✲❢r❡❡❞♦♠ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ❛♥❞ ζ ✐s t❤❡ s❝❛❧❡

♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ Xt+1 ❣✐✈❡♥ Xt ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

∀u < 1

ζ
, E [exp (u′Xt+1)] = exp

[(
u⊙ ζ

1− u⊙ ζ

)′

φ′Xt − ν ′ log(1− u⊙ ζ)

]
, ✭✶✳✷✺✮

✇❤❡r❡ ⊙ ✐s t❤❡ ❍❛❞❛♠❛r❞ ♣r♦❞✉❝t ✭❝♦♠♣♦♥❡♥t✲✇✐s❡✮✱ ✇❤✐❧❡✱ ✇✐t❤ ❛❜✉s❡ ♦❢ ♥♦t❛t✐♦♥s✱ t❤❡

❞✐✈✐s✐♦♥ ❛♥❞ ❧♦❣ ♦♣❡r❛t♦rs ✇♦r❦ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✲✇✐s❡✳

❚❤✐s ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ♣r♦❝❡ss ✐s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ Xt ❛r❡ ❛❧✇❛②s ♣♦s✐t✐✈❡ ❞✉❡ t♦

t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ t❤❡ ❣❛♠♠❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ st❛②✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❛✣♥❡ ❝❧❛ss s✐♥❝❡ t❤❡

❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ Xt+1 ❣✐✈❡♥ Xt ✐s ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲❛✣♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ Xt✳

❚❤♦✉❣❤ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ Xt+1 ❛r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❣✐✈❡♥ Xt✱ ●r❛♥❣❡r✲❝❛✉s❛❧✐t②

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ Xt ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐❢ φ ✐s ♥♦t ❞✐❛❣♦✲

♥❛❧✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ❛✣♥❡ ♣r♦♣❡rt②

♦❢ s✉❝❤ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♥❡✇ r❡❝✉rs✐✈❡ ♠❡t❤♦❞

t♦ ❜✉✐❧❞ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❛✣♥❡ ♣r♦❝❡ss❡s✳

▲❡t ✉s ♥♦✇ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ P✲❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ Xt ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ❛♥ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ❣❛♠♠❛

♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs φP✱ ζP ❛♥❞ ν✱ t❤❛t ✐s θP = (V ec(φP)′, ζP
′

, ν ′)′✳ ❇♦t❤ t❤❡ s❤♦rt✲t❡r♠

r✐s❦✲❧❡ss ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ r✐s❦✲✐♥t❡♥s✐t② ❛r❡ ❛✣♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ Xt ❣✐✈❡♥ ❜② ❉❡✜♥✐t✐♦♥

✶✳✹✳✶✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❙❉❋ ✐s ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲❛✣♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢Xt+1 ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t

♣r✐❝❡s ♦❢ r✐s❦✱ t❤❛t ✐s αt(Xt) = γ0✳

Mt,t+1(Xt+1) = exp
[
−rt + γ′0Xt+1 − ψP

t (γ0)
]
.

❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❤❛✈❡ θα = γ0✳ ❲✐t❤ t❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧

❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ Xt ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ ✈❡❝t♦r✐❛❧ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ❣❛♠♠❛ ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs

φQ✱ ζQ ❛♥❞ ν ✭s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✺✮✱ s✉❝❤ t❤❛t✿

φQ = ❞✐❛❣

(
ζP

1− γ0 ⊙ ζP

)
× φP ❛♥❞ ζQ = ❞✐❛❣

(
ζP

1− γ0 ⊙ ζP

)
× ζP ,

✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ν ✐s t❤❡ s❛♠❡ ✉♥❞❡r ❜♦t❤ ♠❡❛s✉r❡s✳ ❆❣❛✐♥✱ ❛ss✉♠✐♥❣

t❤❛t rt = δ0 + δ′Xt ❛♥❞ λt = λ0 + λ′Xt✱ ❜♦♥❞ ②✐❡❧❞s ❛t ❛❧❧ ♠❛t✉r✐t✐❡s ❛r❡ ❛✣♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s

♦❢ Xt ❛♥❞✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ♣r✐❝✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✹✶



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❣✐✈❡♥ ❜②✿

R(t, h) = −Ah

h

′

Xt −
Bh

h

Ah = −δ + φQ

(
Ah−1 ⊙ ζQ

1− Ah−1 ⊙ ζQ

)

Bh = −δ0 +Bh−1 − ν ′ log
(
1− Ah−1 ⊙ ζQ

)

❛♥❞✱

R̃(t, h) = −Ãh

h

′

Xt −
B̃h

h

Ãh = −δ + φQ




(
Ãh−1 − λ

)
⊙ ζQ

1−
(
Ãh−1 − λ

)
⊙ ζQ




B̃h = −δ0 − λ0 + B̃h−1 − ν ′ log
[
1−

(
Ãh−1 − λ

)
⊙ ζQ

]
.

❲✐t❤✐♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤❡ ✇❤♦❧❡ t❡r♠ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st r❛t❡s ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❛t ❛❧❧ t✐♠❡s

❛s ❧♦♥❣ ❛s δ ❛♥❞ λ ❤❛✈❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡♥tr✐❡s✱ ❛♥❞ t❤❛t δ0 ❛♥❞ λ0 ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳

✶✳✹✳✹ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ❛ss❡ss♠❡♥t ♦❢ ♠✉❧t✐❢❛❝t♦r ❈■❘ ♠♦❞❡❧s

❚❤♦✉❣❤ ✇❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡✲t✐♠❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦❢ t❤❡ ❈■❘✲♣r♦❝❡ss ❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦✲

❝✐❛t❡❞ ❞✐s❝r❡t❡✲t✐♠❡ t❡r♠ str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧✱ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛ss❡ss♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠♦st❧② ♣❡r✲

❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✲t✐♠❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❈■❘ t❡r♠ str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❧❛r❣❡❧②

❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ t❤❡ ②✐❡❧❞ ❝✉r✈❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✜❡❧❞s ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❇r♦✇♥ ❛♥❞

❉②❜✈✐❣ ❬✶✾✽✻❪ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❈■❘ ♦♥❡✲❢❛❝t♦r t❡r♠ str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢

✐♥t❡r❡st r❛t❡s✳ ▲♦♥❣st❛✛ ❛♥❞ ❙❝❤✇❛rt③ ❬✶✾✾✷❪ ❞❡✈❡❧♦♣ t❤❡ ✜rst t✇♦✲❢❛❝t♦r ❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉✐❧✐❜✲

r✐✉♠ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❈■❘ ♣r♦❝❡ss❡s t♦ ♣r✐❝❡ ❜♦♥❞s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦♣t✐♦♥s✳ ●❡♥❡r❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss

♦❢ ❛✣♥❡ ♠♦❞❡❧s✱ ❉❛✐ ❛♥❞ ❙✐♥❣❧❡t♦♥ ❬✷✵✵✵❪ ✐♥❝❧✉❞❡ ❈■❘ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❛♥② ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛❝t♦rs

✐♥ t❤❡ ❛✣♥❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ▲❡✱ ❙✐♥❣❧❡t♦♥✱ ❛♥❞ ❉❛✐ ❬✷✵✶✵❪ ✉s❡ ❛ ❜❛❝❦ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤

t♦ ♦❜t❛✐♥ r✐❝❤❡r ❤✐st♦r✐❝❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ✇✐t❤ ❉❛✐ ❛♥❞ ❙✐♥❣❧❡t♦♥✬s ❛✣♥❡ ❝❧❛ss ♦❢ ♠♦❞❡❧s ✇❤✐❧❡

❦❡❡♣✐♥❣ tr❛❝t❛❜❧❡ ♣r✐❝✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛s✳ ▼♦r❡ r❡❝❡♥t❧②✱ ❇❛❝❦✉s✱ ❈❤❡r♥♦✈✱ ❛♥❞ ❩✐♥ ❬✷✵✶✹❪ ❛♣♣❧②

t❤❡ ❆❘● ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ♠♦❞❡❧ ❛ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐♥ ❛♥ ❛ss❡t ♣r✐❝✐♥❣ ♠♦❞❡❧✳

❲❤✐❧❡ t❤❡ ♦♥❡✲❢❛❝t♦r ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ✜t ❛♥❞ ✢❡①✐✲

❜✐❧✐t②✱ t❤❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈■❘ ♣r♦❝❡ss ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r❡❢❡rr❡❞✱ ♦❢t❡♥ ✇✐t❤ t❤❡

❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ r✐s❦ ❢❛❝t♦rs ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✭s❡❡ ❡✳❣✳ ❉✉✣❡ ❛♥❞

❙✐♥❣❧❡t♦♥ ❬✶✾✾✼❪✮✳ ❚❤✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♠❛♥❞❛t♦r② ❜✉t ❣r❡❛t❧② s✐♠♣❧✐✜❡s

t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛t t❤❡ ❝♦st ♦❢ ♦✈❡r✲✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❉❛✐

✹✷ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t
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❛♥❞ ❙✐♥❣❧❡t♦♥ ❬✷✵✵✵❪✮✳ ❲❤❡r❡❛s ❛ t❡r♠ str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ ♣♦s✐t✐✈❡ r✐s❦ ❢❛❝t♦rs

♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❜❡tt❡r ✜t t♦ t❤❡ ❞❛t❛✱ ✐t ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ❤❛✈❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ♣r♦✈✐❞✐♥❣ r❡❧✐❛❜❧❡ r✐s❦

♣r❡♠✐❛ ❡st✐♠❛t❡s ✭s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❇❛❝❦✉s✱ ❋♦r❡s✐✱ ❛♥❞ ❚❡❧♠❡r ❬✷✵✵✶❪✮✳ ❉❛✐ ❛♥❞ ❙✐♥❣❧❡✲

t♦♥ ❬✷✵✵✷❪ ♠♦st❧② ❛ttr✐❜✉t❡ t❤✐s ❢❛✐❧✉r❡ t♦ t❤❡ ❝❧♦s❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧

♠❡❛♥ ❛♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ ❈■❘ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ✇❤❡r❡❛s ▲❡✱ ❙✐♥❣❧❡t♦♥✱ ❛♥❞

❉❛✐ ❬✷✵✶✵❪ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ✉s✐♥❣ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲❛✣♥❡ ❙❉❋ ✐♠♣♦s❡s t♦♦ ♠❛♥② ❝♦♥str❛✐♥ts

♦♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❜❛❝❦ ♠♦❞❡❧✐♥❣ str❛t❡❣②✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ ❝r❡❛t❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❛✣♥❡ ♣r♦✲

❝❡ss❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s❧② ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ●r❛♥❣❡r ❝❛✉s❛❧✲

✐t②✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ r❡❝✉rs✐✈❡ ❛✣♥❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❛s t❤❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥

✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ❢❛❝t♦rs✬ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts Xj,t ❤❛s ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ ❣✐✈❡♥ Xt−1 ❛♥❞

(X1,t, . . . , Xj−1,t) ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲❛✣♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❯s✲

✐♥❣ t❤❡ r❡❝✉rs✐✈❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ❜✉✐❧❞ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❆❘● ♣r♦❝❡ss❡s✱

✇✐t❤ ❛ r✐❝❤❡r ❛♥❞ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠

tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢♦r♠✉❧❛s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ✇♦r❧❞ ❢♦r t❤✐s ❝❧❛ss ♦❢ ♣r♦✲

❝❡ss❡s ✉s✐♥❣ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲❛✣♥❡ ❙❉❋✳ ❲❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ tr❛❝t❛❜❧❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✉♥❞❡r ❜♦t❤

♠❡❛s✉r❡s✱ t❤✐s ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛✣♥❡ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ ❞✐s❝r❡t❡✲t✐♠❡ ❤❡❧♣s t♦ ❛❞❞r❡ss s♦♠❡ ♦❢

t❤❡ ❞r❛✇❜❛❝❦s ♦❢ t❤❡ ❈■❘ ♣r♦❝❡ss ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❜♦✈❡✳

✶✳✹✳✺ ❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t②✲❜❛s❡❞ ❆❚❙▼ t♦ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❞❡❢❛✉❧t

❛♥❞ ❧✐q✉✐❞✐t② r✐s❦s

❆ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤❡ r✐s❦② ❜♦♥❞ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐s ♠♦st❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ s♦❧❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢

❝r❡❞✐t r✐s❦ ✐♥ ❞❡❢❛✉❧t❛❜❧❡ ❜♦♥❞s ♦r ❈❉❙✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❆❚❙▼ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ s❡✈❡r❛❧ ❛✉t❤♦rs

❤❛✈❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡❞ ✐ts ✢❡①✐❜✐❧✐t② ❛♥❞ s✐♠♣❧✐❝✐t② ❢♦r t❤❡ ❥♦✐♥t ♣r✐❝✐♥❣ ♦❢ r✐s❦✲❧❡ss ❛♥❞ r✐s❦②

❜♦♥❞s ✭s❡❡ ❡✳❣✳ ❉✉✛❡❡ ❬✶✾✾✾❪✱ ❈♦❧❧✐♥✲❉✉❢r❡s♥❡ ❛♥❞ ❙♦❧♥✐❦ ❬✷✵✵✶❪✱ ❈❤❡♥✱ ❈❤❡♥❣✱ ❛♥❞ ❲✉

❬✷✵✶✶❪✱ ●♦✉r✐ér♦✉①✱ ▼♦♥❢♦rt✱ ❛♥❞ P♦❧✐♠❡♥✐s ❬✷✵✵✻❪ ♦r ❏❛rr♦✇✱ ▲✐✱ ▲✐✉✱ ❛♥❞ ❲✉ ❬✷✵✶✵❪✮✳

❚❤❡ ❆❚❙▼ ❢♦r t❤❡ ♣r✐❝✐♥❣ ♦❢ ❞❡❢❛✉❧t❛❜❧❡ ❜♦♥❞s ✐s ❛❧s♦ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✜tt❡❞ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡

s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❝r❡❞✐t✲s♣r❡❛❞ ♣✉③③❧❡✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t r✐s❦② r❛t❡s ❝♦♥t❛✐♥ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛♥❞

t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❞❡❢❛✉❧t r✐s❦ ♣r❡♠✐❛ ✭s❡❡ ❡✳❣✳ ❈♦❧❧✐♥✲❉✉❢r❡s♥❡✱ ●♦❧❞st❡✐♥✱ ❛♥❞ ▼❛rt✐♥ ❬✷✵✵✶❪✱

❉r✐❡ss❡♥ ❬✷✵✵✺❪ ♦r ❈❤❡♥✱ ❈♦❧❧✐♥✲❉✉❢r❡s♥❡✱ ❛♥❞ ●♦❧❞st❡✐♥ ❬✷✵✵✾❪✮✳ ❚❤❡s❡ ❞❡❢❛✉❧t r✐s❦ ♣r❡✲

♠✐❛ r❡✢❡❝t t❤❡ ✐♥✈❡st♦r✬s ❛✈❡rs✐♦♥ ❢♦r ❜❡❛r✐♥❣ ❛♥ ❛ss❡t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❞❡❢❛✉❧t r✐s❦✳

❊①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ❝r❡❞✐t r✐s❦ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ s♦♠❡ ❛✉t❤♦rs ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ❥♦✐♥t ♠♦❞❡❧✐♥❣

❛♥❞ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ❝r❡❞✐t ❛♥❞ ❧✐q✉✐❞✐t② r✐s❦s ✐♥ s♦✈❡r❡✐❣♥ ❛♥❞ ❝♦r♣♦r❛t❡ ❜♦♥❞s✱

♦r ✐♥ ❈❉❙✳ ▲✐q✉✐❞✐t② r✐s❦ ❝❛♥ r❡♣r❡s❡♥t ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r✐❝✐♥❣ ❢❛❝t♦r ❢♦r r✐s❦② ❜♦♥❞s ❡s♣❡✲

❝✐❛❧❧② ❞✉r✐♥❣ ❞✐str❡ss ♣❡r✐♦❞s ✇❤❡r❡ ❝❛♣✐t❛❧ ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② s❝❛r❝❡ ❛♥❞ ❛ss❡t

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✹✸
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♣r✐❝❡s ❞r♦♣ s❤❛r♣❧② ✭r❡s♣✳ ❢✉♥❞✐♥❣ ❧✐q✉✐❞✐t② ❛♥❞ ♠❛r❦❡t ❧✐q✉✐❞✐t② ✐ss✉❡s✱ s❡❡ ❡✳❣✳ ❇r✉♥✲

♥❡r♠❡✐❡r ❛♥❞ P❡❞❡rs❡♥ ❬✷✵✵✾❪✮✳ ▲✐✉✱ ▲♦♥❣st❛✛✱ ❛♥❞ ▼❛♥❞❡❧❧ ❬✷✵✵✻❪ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ✜✈❡✲❢❛❝t♦r

❆❚❙▼ t♦ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ ❝r❡❞✐t ❛♥❞ ❧✐q✉✐❞✐t② r✐s❦s ❢r♦♠ s✇❛♣s✱ ❛♥❞ ❡①tr❛❝t t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞

r✐s❦ ♣r❡♠✐❛✳ ▲♦♥❣st❛✛✱ ▼✐t❤❛❧✱ ❛♥❞ ◆❡✐s ❬✷✵✵✺❪ ♠❡❛s✉r❡ ❞❡❢❛✉❧t ❛♥❞ ♥♦♥✲❞❡❢❛✉❧t ❝♦♠✲

♣♦♥❡♥ts ♦♥ t❤❡ ❈❉❙ ♠❛r❦❡t ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ❝♦♠♣♦♥❡♥t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✈❛st

♠❛❥♦r✐t② ♦❢ t❤❡ s♣r❡❛❞✳ ❋❡❧❞❤✉tt❡r ❛♥❞ ▲❛♥❞♦ ❬✷✵✵✽❪ ❥♦✐♥t❧② ♣r✐❝❡ ❚r❡❛s✉r✐❡s✱ ❝♦r♣♦r❛t❡

❜♦♥❞ ❛♥❞ s✇❛♣s t♦ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ s✇❛♣ r❛t❡s ✐♥t♦ ❛ ❝r❡❞✐t ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ ❛ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡ ②✐❡❧❞

✭❧✐q✉✐❞✐t②✲r❡❧❛t❡❞✮✱ ❛♥❞ ❛ s✇❛♣ ✐❞✐♦s②♥❝r❛t✐❝ ❢❛❝t♦r✳ ▼♦♥❢♦rt ❛♥❞ ❘❡♥♥❡ ❬✷✵✶✹❪ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛

❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❊✉r♦③♦♥❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❜♦♥❞ s♣r❡❛❞s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ●❡r♠❛♥ ❜♦♥❞s

❝♦♥t❛✐♥ ❜♦t❤ ❝r❡❞✐t ❛♥❞ ❧✐q✉✐❞✐t② r✐s❦s✳ ❚❤❡ t✇♦ r✐s❦s ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✈✐❛ ❝r❡❞✐t ❛♥❞ ❧✐q✲

✉✐❞✐t② ✐♥t❡♥s✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ ❝r❡❞✐t ❛♥❞ ❧✐q✉✐❞✐t② r✐s❦ ♣r♦①✐❡s✱

s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❑❢❲✲❜✉♥❞ s♣r❡❛❞✳ ■♥ ❛ r❡❧❛t❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❋✐❧✐♣♦✈✐❝ ❛♥❞ ❚r♦❧❧❡ ❬✷✵✶✸❪ ✉s❡ ❈❉❙

❛♥❞ ♦✈❡r♥✐❣❤t ✐♥❞❡①❡❞ s✇❛♣s ♦♥ ▲■❇❖❘ t♦ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ t❡r♠ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ✐♥t❡r❜❛♥❦

r✐s❦ ✐♥t♦ ❛ ❞❡❢❛✉❧t ❛♥❞ ❛ ♥♦♥✲❞❡❢❛✉❧t ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳

✶✳✺ ◗✉❛❞r❛t✐❝ t❡r♠ str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ✭◗❚❙▼✮

❆ ♥❛t✉r❛❧ ✐❞❡❛ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈✐t② ♦❢ ✐♥t❡r❡st r❛t❡s ✐s t♦ s♣❡❝✐❢② t❤❡ s❤♦rt✲t❡r♠

✐♥t❡r❡st r❛t❡ rt ❛s ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ r✐s❦ ❢❛❝t♦rs Xt✳ ❚❤❡ s❛♠❡ s♣❡❝✐✜✲

❝❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ r✐s❦ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s λt t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❞❡❢❛✉❧t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❝♦♥str❛✐♥❡❞

❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ ✶✳ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ t❡r♠ str✉❝t✉r❡

♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✐ts ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣r✐❝✐♥❣✳

✶✳✺✳✶ ❚❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦

❚❤❡ ◗✉❛❞r❛t✐❝ ❚❡r♠ ❙tr✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ✭◗❚❙▼✮ ✇❛s ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ✶✾✾✵s t♦

❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ ♥✐❝❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❛✣♥❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❉✉✣❡ ❛♥❞ ❑❛♥ ❬✶✾✾✻❪ ✇✐t❤ t❤❡

♣♦s✐t✐✈✐t② ♦❢ ✐♥t❡r❡st r❛t❡s ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❛s ✐♥ t❤❡ ❈■❘ ♠♦❞❡❧

♦❢ ❈♦①✱ ■♥❣❡rs♦❧❧✱ ❛♥❞ ❘♦ss ❬✶✾✽✺❪✳ ❆❤♥✱ ❉✐tt♠❛r✱ ❛♥❞ ●❛❧❧❛♥t ❬✷✵✵✷❪ ❞❡✈❡❧♦♣ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧

◗❚❙▼ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛♥❞ ❞❡r✐✈❡ ✐ts t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡✐r ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ✇❡

♣r❡s❡♥t ❤❡r❡❛❢t❡r ✐ts ♠❛✐♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳

▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ P✲❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ t❤❡ ❙❉❋ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❣✐✈❡♥ ❜②

❊q✉❛t✐♦♥s ✭✶✳✷✵✮ ❛♥❞ ✭✶✳✷✷✮✳ ❚❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ r✐s❦ ❢❛❝t♦rs ❛r❡ t❤✉s ❣✐✈❡♥

❜② t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❱❆❘✭✶✮ ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✷✹✮✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ●❆❚❙▼ ✐s t❤❛t

t❤❡ s❤♦rt✲t❡r♠ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ r✐s❦✲✐♥t❡♥s✐t② ❛r❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❛s q✉❛❞r❛t✐❝ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s

♦❢ Xt✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✺✳✶✳ ■♥ ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ t❡r♠ str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ s❤♦rt✲t❡r♠ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ r(Xt; θr)

✹✹ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t
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❛♥❞ t❤❡ r✐s❦ ✐♥t❡♥s✐t② λ(Xt; θλ) ❛r❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❛s✿

rt = δ0 + δ′1Xt +X ′
tδ2Xt ✭✶✳✷✻✮

λt = λ0 + λ′1Xt +X ′
tλ2Xt , ✭✶✳✷✼✮

✇❤❡r❡ δ0 ❛♥❞ λ0 ❛r❡ s❝❛❧❛r ✈❛❧✉❡s✱ δ1 ❛♥❞ λ1 ❛r❡ s✐③❡ n ✈❡❝t♦rs✱ δ2 ❛♥❞ λ2 ❛r❡ s②♠♠❡tr✐❝

(n× n) ♠❛tr✐❝❡s✱ ❛♥❞ θr = (δ0, δ
′
1, V ec(δ2)

′)′ ❛♥❞ θλ = (λ0, λ
′
1, V ec(λ2)

′)′✳

❋♦r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡s✱ δ2 ❛♥❞ λ2 ❛r❡ ✐♠♣♦s❡❞ s②♠♠❡tr✐❝✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ❡❛s② t♦ ✐♠♣♦s❡

t❤❛t rt ❛♥❞ λt ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡❞ ♣r♦❝❡ss❡s✿ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r rt✱ ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s t❤❛t δ2 ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡ ❛♥❞ t❤❛t δ0 ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜❡❧♦✇ ❜② 1
4
δ′1δ

−1
2 δ1✳ ❚❤❡

s❛♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✳ ✸

✶✳✺✳✷ ◗✉❛❞r❛t✐❝ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❛✣♥❡

❲✐t❤ t❤❡ s❤♦rt✲t❡r♠ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✷✻✮✱ ◗❚❙▼s ❞♦

♥♦t ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❛✣♥❡ ♠♦❞❡❧s ❧✐st❡❞ ❜② ❉❛✐ ❛♥❞ ❙✐♥❣❧❡t♦♥ ❬✷✵✵✵❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❆❤♥✱

❉✐tt♠❛r✱ ❛♥❞ ●❛❧❧❛♥t ❬✷✵✵✷❪ ♦r ▲❡✐♣♣♦❧❞ ❛♥❞ ❲✉ ❬✷✵✵✼❪ s❤♦✇ t❤❛t ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ♣r✐❝✐♥❣

❢♦r♠✉❧❛s ❝❛♥ ❜❡ ♣r❡s❡r✈❡❞✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ♠❛✐♥❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt② s❤♦✇♥

❜② ❈❤❡♥❣ ❛♥❞ ❙❝❛✐❧❧❡t ❬✷✵✵✼❪✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✺✳✶✳ ▲❡t Xt ❜❡ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❱❆❘✭✶✮ ♣r♦❝❡ss ✇❤✐❝❤ P✲❞②♥❛♠✐❝s ❛r❡ ❣✐✈❡♥

❜② ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✷✵✮✳ ▲❡t ✉s ❞❡✜♥❡ ❜② Zt = (X ′
t, V ec(XtX

′
t)

′)′ t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ✈❡❝t♦r ♦❢

❢❛❝t♦rs ♦❢ s✐③❡ n+n2✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss (Zt)t∈Z ✐s ❛♥ ❛✣♥❡ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ▲❛♣❧❛❝❡

tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ Zt+1 ❣✐✈❡♥ Zt ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

∀(u, V ) ∈ Su × SV , ϕP
t (u, V ) = exp [a1(u, V )′Xt +X ′

ta2(u, V )Xt + b(u, v)]

= exp [a(u, V )′Zt + b(u, V )] ,

✇❤❡r❡ Su ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ✈❡❝t♦rs u ♦❢ s✐③❡ n ❛♥❞ SV ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡

✸✳ ❚❤❡ ❲✐s❤❛rt t❡r♠ str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ●♦✉r✐ér♦✉① ❛♥❞ ❙✉❢❛♥❛ ❬✷✵✶✶❪ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❲✐s❤❛rt ❛✉✲
t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ●♦✉r✐ér♦✉①✱ ❏❛s✐❛❦✱ ❛♥❞ ❙✉❢❛♥❛ ❬✷✵✵✾❪ ✐s ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ◗❚❙▼✳ ■♥ t❤❡s❡
♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ ❲✐s❤❛rt ♣r♦❝❡ss ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ K ●❛✉ss✐❛♥ ❱❆❘✭✶✮ ♦✉t❡r✲♣r♦❞✉❝ts✳ ❚❤❡ s❤♦rt
r❛t❡ ✐s s♣❡❝✐✜❡❞ ❛s ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❲✐s❤❛rt ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❯s✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥s ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥
✭✶✳✷✻✮✱ ✇❤❡♥ δ1 = 0 ❛♥❞ t❤❡ ❞r✐❢t µ ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ Xt ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✵✱ t❤❡ ◗❚❙▼ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛
❲✐s❤❛rt t❡r♠ str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ♦♥❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ✭K = 1✮✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❲✐s❤❛rt ♠♦❞❡❧s ♦❢
✐♥t❡r❡st r❛t❡s ✐♥❝❧✉❞❡ ❋✐❧✐♣♦✈✐❝ ❛♥❞ ❚❡✐❝❤♠❛♥♥ ❬✷✵✵✷❪✱ ●♦✉r✐ér♦✉① ❛♥❞ ❙✉❢❛♥❛ ❬✷✵✶✵❪✱ ❇✉r❛s❝❤✐✱ ❈✐❡s❧❛❦✱
❛♥❞ ❚r♦❥❛♥✐ ❬✷✵✵✽❪✱ ♦r ❏✐♥ ❛♥❞ ▼❛❤❡✉ ❬✷✵✶✸❪✳

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✹✺
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s②♠♠❡tr✐❝ ♠❛tr✐❝❡s V ♦❢ s✐③❡ (n× n)✱ ❛♥❞✿

a1(u, V ) = Φ′(In − 2V Σ)−1(u+ 2V µ)

a2(u, V ) = Φ′V (In − 2ΣV )−1Φ

b(u, V ) = u′(In − 2ΣV )−1

(
µ+

1

2
Σu

)
+ µ′V (In − 2ΣV )−1µ− 1

2
log |In − 2ΣV | .

❋✐rst✱ s✐♥❝❡ t❤❡ Q✲❞②♥❛♠✐❝s ♦❢Xt ❛r❡ ❛❧s♦ ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❱❆❘ ✇❤❡♥ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲

❛✣♥❡ ❙❉❋ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✶✳✷✷✮ ❛♥❞ ✭✶✳✷✸✮✱ Zt ✐s ❛❧s♦ ❛♥ ❛✣♥❡ ♣r♦❝❡ss ✉♥❞❡r t❤❡

r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ♠❡❛s✉r❡✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ♥♦t❡ t❤❛t ❜♦t❤ rt ❛♥❞ λt ❛r❡ ❛✣♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ Zt✳ P✉t

t♦❣❡t❤❡r✱ t❤❡ ◗❚❙▼ ✐s ❛♥ ❛✣♥❡ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡ t❤❡ t♦t❛❧ s❡t ♦❢ r✐s❦ ❢❛❝t♦rs ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

Zt✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛✣♥❡ ♠♦❞❡❧s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ♣r✐❝✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛s ❢♦r ❜♦t❤ r✐s❦✲❧❡ss ❛♥❞ ❞❡❢❛✉❧t❛❜❧❡ ❜♦♥❞s✱ ❛♥❞ t❤❡ ②✐❡❧❞s ❛t

❡❛❝❤ ♠❛t✉r✐t② ❛r❡ ❛✣♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ Zt✱ ♦r q✉❛❞r❛t✐❝ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ r✐s❦

❢❛❝t♦rs Xt✳

R(t, h) = −1

h
(Ah +B′

hXt +X ′
tChXt)

R̃(t, h) = −1

h

(
Ãh + B̃′

hXt +X ′
tC̃hXt

)
.

❚❤❡ ❢❛❝t♦r ❧♦❛❞✐♥❣s ❝❛♥ ❜❡ r❡❝✉rs✐✈❡❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s✿

Ah = Ah−1 − δ0 +B′
h−1(In − 2ΣCh−1)

−1

(
µQ +

1

2
ΣBh−1

)

+µQ′

Ch−1(In − 2ΣCh−1)
−1µQ − 1

2
log |In − 2ΣCh−1| , A0 = 0

Bh = −δ1 + ΦQ′
[
(In − 2Ch−1Σ)

−1(Bh−1 + 2Ch−1µ
Q)
]
, B0 = 0

Ch = −δ2 + ΦQ′

Ch−1(In − 2ΣCh−1)
−1ΦQ , C0 = 0

Ãh = Ãh−1 − λ0 − δ0 + (B̃h−1 − λ1)
′(In − 2Σ(C̃h−1 − λ2))

−1

(
µQ +

1

2
Σ(B̃h−1 − λ1)

)

+µQ′

(C̃h−1 − λ2)(In − 2Σ(C̃h−1 − λ2))
−1µQ − 1

2
log
∣∣∣In − 2Σ(C̃h−1 − λ2)

∣∣∣ , Ã0 = 0

B̃h = −δ1 + ΦQ′

[
(In − 2(C̃h−1 − λ2)Σ)

−1(B̃h−1 − λ1 + 2(C̃h−1 − λ2)µ
Q)
]
, B̃0 = 0

C̃h = −δ2 + ΦQ′

(C̃h−1 − λ2)(In − 2Σ(C̃h−1 − λ2))
−1ΦQ , C̃0 = 0 .

❋✐❧✐♣♦✈✐❝ ❬✷✵✵✷❪ s❤♦✇s t❤❛t ❛ t❡r♠ str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❛ s❤♦rt r❛t❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❛s ❛

♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♦r❞❡r k ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❆❚❙▼ ✐❢

❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ k 6 2✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ◗❚❙▼ ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t❡r♠ str✉❝t✉r❡

♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ♣r✐❝✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛s✳ ❘❡❝✐♣r♦❝❛❧❧②✱ ❈❤❡♥✱ ❋✐❧✐♣♦✈✐❝✱ ❛♥❞ P♦♦r ❬✷✵✵✹❪

s❤♦✇ t❤❛t ❛ ◗❚❙▼ ❝❛♥ ♦♥❧② ❛❞♠✐t ❖rst❡✐♥✲❯❤❧❡♥❜❡❝❦ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❢♦r t❤❡ r✐s❦ ❢❛❝t♦rs Xt ✐♥

✹✻ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t
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❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✲t✐♠❡ s❡tt✐♥❣ ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ●❛✉ss✐❛♥ ❱❆❘ ❞✐s❝r❡t❡✲t✐♠❡ ❞②♥❛♠✐❝s✮✳

✶✳✺✳✸ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s

❯♣ t♦ t❤✐s ♣♦✐♥t✱ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r✐s❦ ❢❛❝t♦rs Xt ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❧❡❢t ✉♥❞❡t❛✐❧❡❞✳

❋♦r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡s✱ ✇❡ ♠✉st ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛s❡s✳ ❋✐rst✱ ✐❢ Xt ✐s ❝♦♠✲

♣♦s❡❞ ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t❤❛t ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t ❛❧❧ t✐♠❡s✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ♦❢t❡♥

❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ st❛♥❞❛r❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❡①❛❝t ♦r ♣s❡✉❞♦ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✱ ♦r

●▼▼✳ ❲❤❡♥ s♦♠❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ Xt ❛r❡ ✉♥♦❜s❡r✈❡❞ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝✐❛♥ ❤❛s t♦

✭✐✮ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛♥❞ ✭✐✐✮ r❡tr✐❡✈❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✉♥♦❜s❡r✈❡❞ ❢❛❝t♦rs ✇✐t❤

✜❧t❡r✐♥❣ ♦r s♠♦♦t❤✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ P♦✐♥ts ✭✐✮ ❛♥❞ ✭✐✐✮ ✉s✉❛❧❧② ❣♦ ❤❛♥❞✲✐♥✲❤❛♥❞ ❛♥❞ ♠♦st

♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ✜❧t❡r✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❛s ✇❡❧❧✳ ❲❡ ❢♦❝✉s

♦♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ Xt ✐s ♣❛rt✐❛❧❧② ♦r ❡♥t✐r❡❧② ❧❛t❡♥t✳

❆ ♥❛t✉r❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❧❛r❣❡❧② ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❆❚❙▼ ❝❛s❡ ✇✐t❤

❧❛t❡♥t ❢❛❝t♦rs ✐s t♦ r❡s♦rt t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r ✭s❡❡ ❑❛❧♠❛♥ ❬✶✾✻✵❪ ❢♦r t❤❡ ♦r✐❣✲

✐♥❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛♥❞ ❉✉❛♥ ❛♥❞ ❙✐♠♦♥❛t♦ ❬✶✾✾✾❪ ❛♥❞ ❉❡ ❏♦♥❣ ❬✷✵✵✵❪ ❢♦r t❡r♠ str✉❝t✉r❡

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✮✳ ■♥ t❤❡ ◗❚❙▼ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ❣❛t❤❡r✐♥❣ t❤❡ r✐s❦ ❢❛❝t♦rs

P✲❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥s ✐s ❧✐♥❡❛r✲q✉❛❞r❛t✐❝✱ t❤✉s

♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♠✉st ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞✳

❚❤❡ ✜rst ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ✜❧t❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❚❛②❧♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲

❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ✭♥❛♠❡❧② t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡

q✉❛❞r❛t✐❝ ✐♥ t❤❡ ◗❚❙▼ ❝❛s❡✮✱ ❛♥❞ ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❡①t❡♥❞❡❞ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡rs✳ ❚❤❡ ♠♦st ♣♦♣✉❧❛r

✐s t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ❡①t❡♥❞❡❞ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r ✭❛ ✜rst✲♦r❞❡r ❚❛②❧♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐s ✉s❡❞✱ s❡❡ ❡✳❣✳

❏❛③✇✐♥s❦✐ ❬✶✾✼✵❪✮ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r ✐s r❛r❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ✭s❡❡

❆t❤❛♥s✱ ❲✐s❤♥❡r✱ ❛♥❞ ❇❡rt♦❧✐♥✐ ❬✶✾✻✽❪✮✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡ ♣❛♣❡rs ❡st✐♠❛t✐♥❣ ◗❚❙▼s✱ ❇r❛♥❞t

❛♥❞ ❈❤❛♣♠❛♥ ❬✷✵✵✸❪✱ ■♥❝✐ ❛♥❞ ▲✉ ❬✷✵✵✹❪✱ ♦r ❑✐♠ ❛♥❞ ❙✐♥❣❧❡t♦♥ ❬✷✵✶✷❪ ✉s❡ t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r

❡①t❡♥❞❡❞ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r✱ ✇❤❡r❡❛s ▲✉♥❞ ❬✶✾✾✼❪ ✉s❡ ❛♥ ✐t❡r❛t❡❞ ❡①t❡♥❞❡❞ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r ✇❤✐❝❤

✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❝♦rr❡❝t s♦♠❡ ✉♥❞❡s✐r❛❜❧❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ❡①t❡♥❞❡❞ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧✲

t❡r✳ ❇❛❛❞s❣❛❛r❞✱ ◆✐❡❧s❡♥✱ ❛♥❞ ▼❛❞s❡♥ ❬✷✵✵✵❪ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡✐r t❡r♠ str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤

❛ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❡①t❡♥❞❡❞ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ tr✉♥❝❛t❡❞ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r

✜❧t❡r ✭s❡❡ ❡✳❣✳ ▼❛②❜❡❝❦ ❬✶✾✽✷❪✮✳ ❚❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❛♥② ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r st❛t❡✲s♣❛❝❡

♠♦❞❡❧✱ ❜✉t r❡❧② ♦♥ ❝r✉❞❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✇❤❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❤✐❣❤❧② ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✳

❆ s❡❝♦♥❞ str❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♣r❡❢❡rs t♦ ✉s❡ t❤❡ ✉♥s❝❡♥t❡❞ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r t♦ ❡st✐♠❛t❡

♥♦♥✲❧✐♥❡❛r t❡r♠ str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ♣❤②s✐❝s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❜② ❱❛♥ ❉❡r ▼❡r✇❡ ❛♥❞ ❲❛♥ ❬✷✵✵✶❪✱ ❏✉❧✐❡r ❬✷✵✵✷❪✱ ♦r ❏✉❧✐❡r ❛♥❞ ❯❤❧♠❛♥♥ ❬✷✵✵✹❪✳ ❚❤❡

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✹✼



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❛✉t❤♦rs ❛❞✈♦❝❛t❡ ❛ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❤❛♥ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡rs ❜♦t❤ ✐♥ t❡r♠s ♦❢

✜❧t❡r✐♥❣✱ ❛❝❝✉r❛❝②✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡✳ ❈❤r✐st♦✛❡rs❡♥✱ ❉♦r✐♦♥✱ ❏❛❝♦❜s✱ ❛♥❞ ❑❛r♦✉✐

❬✷✵✶✹❪ ❛r❡ t❤❡ ✜rst t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥s❝❡♥t❡❞ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t

t♦ t❡r♠ str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ▲❡✐♣♣♦❧❞ ❛♥❞ ❲✉ ❬✷✵✵✼❪ ❛r❡ t❤❡ ✜rst t♦ ✉s❡ t❤✐s

❡st✐♠❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐♥ ❛ ◗❚❙▼ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❈❤❡♥✱ ❈❤❡♥❣✱ ❋❛❜♦③③✐✱ ❛♥❞ ▲✐✉

❬✷✵✵✽❪ ❛♥❞ ❉♦s❤✐✱ ❊r✐❝ss♦♥✱ ❏❛❝♦❜s✱ ❛♥❞ ❚✉r♥❜✉❧❧ ❬✷✵✶✸❪✳

❖t❤❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❧❡ss ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✿ ❆❤♥✱ ❉✐tt♠❛r✱ ❛♥❞

●❛❧❧❛♥t ❬✷✵✵✷❪ ✉s❡ t❤❡ ❊▼▼ ✇✐t❤ ❛ r❡♣r♦❥❡❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ r❡tr✐❡✈❡ t❤❡ ❢❛❝t♦rs✱ ♦r

❆♥❞r❡❛s❡♥ ❛♥❞ ▼❡❧❞r✉♠ ❬✷✵✶✸❪ ✉s❡ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❆♥✲

❞r❡❛s❡♥ ❛♥❞ ▼❡❧❞r✉♠ ❬✷✵✶✺❪✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ♥♦t

s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ✜tt❡❞ t♦ t❤❡ ◗❚❙▼ ❝❛s❡✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ✇❡ ❝❛❧❧ t❤❡ ◗✉❛❞r❛t✐❝ ❑❛❧♠❛♥ ❋✐❧t❡r t♦

✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✜❧t❡r✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ ❧✐♥❡❛r✲q✉❛❞r❛t✐❝ st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧s

✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❛♥❞ ✐♥ ◗❚❙▼s ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✳ ❚❤✐s ♥❡✇ ♠❡t❤♦❞ ❜✉✐❧❞s ♠❛✐♥❧② ♦♥ t❤❡ ❛✣♥❡

♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ♣r♦❝❡ss Zt✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ◗❚❙▼ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✳

✶✳✺✳✹ ❆ss❡ss♠❡♥t ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❚❤❡ ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ q✉❛❞r❛t✐❝ t❡r♠ str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡①t❡♥❞✐♥❣

t❤❡ ❈■❘ t❡r♠ str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧s✳ ▲♦♥❣st❛✛ ❬✶✾✽✾❪ ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ sq✉❛r❡✲r♦♦t

♣r♦❝❡ss ✐♥ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✲t✐♠❡ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ s❤♦rt✲t❡r♠ ✐♥t❡r❡st r❛t❡✱ ❛♥❞ ✐ts ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥

❜②✿

drt = κ(µ−√
rt)dt+ σ

√
rt dWt

❚❤✐s ❞✐✛✉s✐♦♥ st❡♠s ❢r♦♠ ❛ ❱❛s✐❝❡❦ r✐s❦ ❢❛❝t♦r Xt✱ ❛♥❞ t❤❡ s❤♦rt✲t❡r♠ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❜❡✲

✐♥❣ s♣❡❝✐✜❡❞ ❛s ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ Xt✳ ❚❤✐s s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ②✐❡❧❞

❝✉r✈❡ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ r✐❝❤❡r ♣❛tt❡r♥s t❤❛♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❈■❘ ♠♦❞❡❧ ♦❢

✐♥t❡r❡st r❛t❡s✳ ✹ ❊st✐♠❛t✐♥❣ ❛ ♦♥❡✲❢❛❝t♦r ♠♦❞❡❧ ♦♥ ❯✳❙✳ ❚r❡❛s✉r② ❜✐❧❧s ❢r♦♠ ✶✾✻✹ t♦ ✶✾✽✻✱

▲♦♥❣st❛✛ s❤♦✇s ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t t❤❡ r✐s❦✲❢r❡❡ r❛t❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❛s ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ r✐s❦

❢❛❝t♦rs ✐s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ❞❛t❛✳ ❇❡❛❣❧❡❤♦❧❡ ❛♥❞ ❚❡♥♥❡② ❬✶✾✾✷❪ r❡❛ss❡ss t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢

▲♦♥❣st❛✛ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t ❤✐s ♣r✐❝✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛s ♦♥❧② ✇♦r❦ ✇❤❡♥ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ r✐s❦ ♣r♦❝❡ssXt

✹✳ ■♥ ❤✐s ♣❛♣❡r✱ ▲♦♥❣st❛✛ ❛❧s♦ ❞❡r✐✈❡s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s s❤♦rt✲t❡r♠ ✐♥t❡r❡st
r❛t❡ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t❡r♠ str✉❝t✉r❡✳ ❍❡ s❤♦✇s t❤❛t ❢♦r µ > 0✱ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡s ❛r❡
♣r❡❝❧✉❞❡❞✱ ❛♥❞ ③❡r♦ ✐s ❛ r❡✢❡❝t✐♥❣ ❜❛rr✐❡r✳ ❚❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ♠❡❛♥✲r❡✈❡rs✐♦♥ ✐s ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❞✉❡ t♦ t❤❡ t❡r♠ ✐♥
µ−√

rt✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❢❛❝t♦r Xt ❤❛s ❛ st❛t✐♦♥❛r② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ t❤❡♥ t❤❡ s❤♦rt✲t❡r♠ ✐♥t❡r❡st r❛t❡
rt ❤❛s ❛ ❲❡✐❜✉❧❧ st❛t✐♦♥❛r② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✇❤♦❧❡ t❡r♠ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st r❛t❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s
❛♥ ❛✣♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ rt ❛♥❞

√
rt✱ t❤✉s ❛s ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ Xt✳

✹✽ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✐s ❖rst❡✐♥✲❯❤❧❡♥❜❡❝❦✳ ❆❧s♦ ♥♦t✐♥❣ t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❈■❘ t❡r♠ str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧✱ ❈♦♥✲

st❛♥t✐♥✐❞❡s ❬✶✾✾✷❪ ❞❡✈❡❧♦♣s ❛ sq✉❛r❡❞✲❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥♦♠✐♥❛❧ t❡r♠

str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ✭❙❆■◆❚❙✮✳ ■♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ r✐s❦✲❢❛❝t♦rs Xt ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❖rst❡✐♥✲

❯❤❧❡♥❜❡❝❦ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r ✐s s♣❡❝✐✜❡❞ s✉❝❤ t❤❛t

t❤❡ s❤♦rt✲t❡r♠ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ✐s ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ Xt✳ ❚❤✐s ❛✉t❤♦r✐③❡s ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠

❢♦r♠✉❧❛s ❢♦r ❜♦t❤ ♥♦♠✐♥❛❧ ❜♦♥❞ ♣r✐❝❡s ❛♥❞ ❊✉r♦♣❡❛♥ ♦♣t✐♦♥ ♣r✐❝❡s✳ ❆ ♦♥❡✲❢❛❝t♦r ♠♦❞❡❧

✐s ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ❛♥❞ ❈♦♥st❛♥t✐♥✐❞❡s s❤♦✇s t❤❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ②✐❡❧❞ ❝✉r✈❡ ♣❛tt❡r♥s t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧

❝❛♥ ❣❡♥❡r❛t❡✳ ❖r✐❣✐♥❛❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s t✐♠❡✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ❛❞❛♣t❡❞ ✐♥ ❞✐s❝r❡t❡

t✐♠❡ ❜② ❘❡❛❧❞♦♥ ❬✷✵✵✻❪✳

❋r♦♠ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❛❧❧ ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ◗❚❙▼ ✐♥tr♦✲

❞✉❝❡❞ ❜② ❆❤♥✱ ❉✐tt♠❛r✱ ❛♥❞ ●❛❧❧❛♥t ❬✷✵✵✷❪✳ ❆❢t❡r ♣r♦♣♦s✐♥❣ ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ ◗❚❙▼

❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡♠ t♦ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❆❚❙▼ ♦❢ ❉❛✐ ❛♥❞ ❙✐♥❣❧❡t♦♥ ❬✷✵✵✵❪✱ t❤❡② ❡st✐♠❛t❡

t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦♥ ❯✳❙✳ ③❡r♦✲❝♦✉♣♦♥ ♠♦♥t❤❧② ♥♦♠✐♥❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡s ❢r♦♠ ✶✾✹✻ t♦ ✶✾✾✶✳ ❚❤❡②

❝♦♠♣❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ◗❚❙▼s ❛♥❞ ❆❚❙▼s t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡

t❤❛t t❤❡ ◗❚❙▼ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❜❡tt❡r ✜t t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❞❛t❛✳ ❈♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛ss❡ss✲

♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ◗❚❙▼ ❛❜✐❧✐t✐❡s✱ ❇r❛♥❞t ❛♥❞ ❈❤❛♣♠❛♥ ❬✷✵✵✸❪ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❉❛✐

❛♥❞ ❙✐♥❣❧❡t♦♥✬s ❛✣♥❡ ❝❧❛ss ♦❢ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ◗❚❙▼s t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ ❛ s❡t ♦❢ ♠♦♠❡♥t

❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❡①♣❡❝t❡❞ ❡①❝❡ss r❡t✉r♥s ✭t❤❛t ✐s t♦ ❢♦r❡❝❛st t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ t❡r♠

♣r❡♠✐❛✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ②✐❡❧❞✬s ✈♦❧❛t✐❧✐t✐❡s✳ ❊st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ♦♥ ❯✳❙✳ ♥♦♠✐♥❛❧

♠♦♥t❤❧② ③❡r♦✲❝♦✉♣♦♥ ②✐❡❧❞s ❢r♦♠ ✶✾✺✸ t♦ ✶✾✾✽✱ t❤❡② ❝♦♥❝❧✉❞❡ ✐♥ t❤❡ s✉♣❡r✐♦r✐t② ♦❢ t❤❡

◗❚❙▼ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡s❡ ❝r✐t❡r✐❛✳

❲✐t❤ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♠♦♥❣ ❡①✐st✐♥❣ t❡r♠ str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❝♦rr❡❝t✐♥❣ ✉♥✲

❞❡s✐r❛❜❧❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ❈■❘ t❡r♠ str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ ◗❚❙▼ ❤❛s ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡

♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ r✐s❦✲❢r❡❡ ②✐❡❧❞ ❝✉r✈❡✳ ❆ ✜rst s❡t ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s r❡❣❛r❞s t❤❡ ❥♦✐♥t ♠♦❞❡❧✲

✐♥❣ ♦❢ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ r✐s❦✲❢r❡❡ r❛t❡s✳ ■♥❝✐ ❛♥❞ ▲✉ ❬✷✵✵✹❪ ❞❡r✐✈❡ ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ t❡r♠ str✉❝t✉r❡

♠♦❞❡❧ ✐♥ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✲t✐♠❡ ♦♥ ❯✳❙✳✴●❡r♠❛♥ ②✐❡❧❞ ❝✉r✈❡s ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞ ❛♥❞ ❯✳❙✳✴❯✳❑✳

②✐❡❧❞ ❝✉r✈❡s ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❝♦✈❡r❡❞ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ♣❛r✐t②✱ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ r❛t❡

✐s ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r✐s❦ ❢❛❝t♦rs ❛♥❞ ❜♦t❤ ❝♦✉♥tr✐❡s✬ ②✐❡❧❞ ❝✉r✈❡s ❛r❡ q✉❛❞r❛t✐❝✳

❚❤❡② s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ◗❚❙▼ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ♣❡r❢♦r♠s ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ❈■❘ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ t❡r♠

str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❇❛❝❦✉s✱ ❋♦r❡s✐✱ ❛♥❞ ❚❡❧♠❡r ❬✷✵✵✶❪ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✜tt✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s

✭t❡r♠ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ❡①❝❤❛♥❣❡ r❛t❡✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲s❛♠♣❧❡ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❛❜✐❧✐t②✳ ▲❡✐♣♣♦❧❞

❛♥❞ ❲✉ ❬✷✵✵✼❪ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ t❡r♠ str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ❜✉✐❧❞✲

✐♥❣ ❛ ❝❧❛ss ♦❢ (m+ n) ▼✉❧t✐✲❈✉rr❡♥❝② ◗✉❛❞r❛t✐❝ ▼♦❞❡❧s ✭▼❈◗▼✮✳ ❚❤❡② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t✇♦

♦rt❤♦❣♦♥❛❧ s❡ts ♦❢ r✐s❦ ❢❛❝t♦rs ♦❢ r❡s♣❡❝t✐✈❡ s✐③❡ m ❛♥❞ n ❛♥❞ ✐♥t❡r✈❡♥✐♥❣ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐♥

t❤❡ t❡r♠ str✉❝t✉r❡s ♦❢ ②✐❡❧❞s ❛♥❞ ✐♥ ❝✉rr❡♥❝② r✐s❦ ♣r❡♠✐❛✳ ❯s✐♥❣ ❜♦t❤ ❏❛♣❛♥❡s❡ ❛♥❞ ❯✳❙✳

❞❛t❛✱ t❤❡② ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♦❢ ❛ ♣r❡❢❡rr❡❞ (6 + 1) ▼❈◗▼ ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ✐♥ ❛

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✹✾
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❤✐❣❤ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ t❡r♠ str✉❝t✉r❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st r❛t❡s ✇❤❡♥ ❛♥

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝✉rr❡♥❝② ❢❛❝t♦r ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

❆ s❡❝♦♥❞ s❡t ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s r❡❣❛r❞s t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧ r✐s❦✲❢r❡❡ ②✐❡❧❞ ❝✉r✈❡ ✇✐t❤

r❡s♣❡❝t t♦ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝② ❛♥❞ ♠❛❝r♦✲✜♥❛♥❝❡ ✐ss✉❡s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ◗❚❙▼ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡

♣♦s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ②✐❡❧❞ ❝✉r✈❡✱ ✐t ✐s ♥❛t✉r❛❧ t♦ ❛ss❡ss ✐ts ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ ❛ ❝♦♥t❡①t ♦❢

✈❡r② ❧♦✇ ✐♥t❡r❡st r❛t❡s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ③❡r♦ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♣❡r✐♦❞✳ ❑✐♠ ❛♥❞ ❙✐♥❣❧❡t♦♥ ❬✷✵✶✷❪

❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ❜r♦❛❞ s❡t ♦❢ ♠♦❞❡❧s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❜♦t❤ ❈■❘ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ◗❚❙▼s

✭❛♥❞ t❤❡✐r s❤❛❞♦✇✲r❛t❡ ✈❡rs✐♦♥s✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✻✳✷✮ ♦♥ t❤❡ ❏❛♣❛♥❡s❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❜♦♥❞ ②✐❡❧❞

❞❛t❛ ❜❡t✇❡❡♥ ✶✾✾✺ ❛♥❞ ✷✵✵✽✳ ❚❤❡✐r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ❛ss❡ss❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❛❜✐❧✐t②

♦❢ ✜tt✐♥❣ ❞❛t❛✱ r❡♣r♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ②✐❡❧❞s✱ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣

❡①❝❡ss r❡t✉r♥s✳ ❆♥❞r❡❛s❡♥ ❛♥❞ ▼❡❧❞r✉♠ ❬✷✵✶✸❪ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ s❛♠❡ t②♣❡ ♦❢ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦♥

❯✳❙✳ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ✶✾✻✶ t♦ ✷✵✶✸✳ ◗❚❙▼ ❝❛♥ ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ ❛

❚❛②❧♦r✲t②♣❡ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝② r✉❧❡✱ ❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❆♥❣ ❛♥❞ P✐❛③③❡s✐ ❬✷✵✵✸❪ ✐♥ t❤❡ ●❛✉s✲

s✐❛♥ ❆❚❙▼ ❝❛s❡✳ ❆♥❣✱ ❇♦✐✈✐♥✱ ❉♦♥❣✱ ❛♥❞ ▲♦♦✲❑✉♥❣ ❬✷✵✶✶❪ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡ t❤❡

s❤♦rt✲t❡r♠ ♥♦♠✐♥❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ✐s s♣❡❝✐✜❡❞ ❛s ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉t♣✉t ❣❛♣ ❛♥❞

✐♥✢❛t✐♦♥ r❛t❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ t✇♦ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❧♦❛❞✐♥❣s ❛r❡ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣✳ ❚❤❡ ❡♥t✐r❡ s❡t ♦❢ ✹

r✐s❦ ❢❛❝t♦rs ✐s ❤❡♥❝❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❧♦❛❞✐♥❣s ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝

✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇ ●❛✉ss✐❛♥ ❱❆❘✭✶✮ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❚❤❡ s❤♦rt✲t❡r♠ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡

❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛♥❞ ✉♥♦❜s❡r✈❡❞ ❢❛❝t♦rs✳ ❚❤❡✐r ♠♦❞❡❧ ❛✉t❤♦✲

r✐③❡s ❜♦t❤ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❧♦❛❞✐♥❣s✱ t❤❡ ②✐❡❧❞s ❢♦r❡❝❛sts✱ t❤❡

♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ❡①♣❡❝t❡❞ ❡①❝❡ss r❡t✉r♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣✉❧s❡✲r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❛♥ ❛❞✈❡rs❡ ✐♥✢❛t✐♦♥ ♦r

●❉P s❤♦❝❦ ♦♥ t❤❡ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝② r❡❛❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❈❛♠♣❜❡❧❧✱ ❙✉♥❞❡r❛♠✱ ❛♥❞ ❱✐❝❡✐r❛

❬✷✵✶✸❪ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ◗❚❙▼ ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❛♥❞ r❡❛❧ t❡r♠ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st r❛t❡s t♦

❛❧❧♦✇ ❢♦r t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡s ✐♥ ❜♦t❤ t❡r♠ str✉❝t✉r❡s✳

❆ ❧❛st ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥ r❡❣❛r❞s t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t❡r♠ str✉❝t✉r❡ ♦❢ r✐s❦② ✐♥t❡r❡st

r❛t❡s✳ ❈❤❡♥✱ ❋✐❧✐♣♦✈✐❝✱ ❛♥❞ P♦♦r ❬✷✵✵✹❪ ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ◗❚❙▼ ❢♦r ❞❡❢❛✉❧t❛❜❧❡ ✐♥t❡r❡st

r❛t❡s ✐♥ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✲t✐♠❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❆ ❞✐r❡❝t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❝♦♥❝❡r♥s

t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❈❉❙ s♣r❡❛❞s ❛s ✐♥ ❡✳❣✳ ❈❤❡♥✱ ❈❤❡♥❣✱ ❋❛❜♦③③✐✱ ❛♥❞ ▲✐✉ ❬✷✵✵✽❪✳ ❇❛s❡❞

♦♥ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ❉✉✣❡✱ P❛♥✱ ❛♥❞ ❙✐♥❣❧❡t♦♥ ❬✷✵✵✵❪✱ t❤❡② s♣❡❝✐❢② ❜♦t❤ t❤❡ s❤♦rt✲t❡r♠

r✐s❦✲❧❡ss ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ✐♥t❡♥s✐t② ❛s ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ r✐s❦

❢❛❝t♦rs ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ♣♦s✐t✐✈❡ s♣r❡❛❞ ✈❛❧✉❡s✳ ❯s✐♥❣ ❈❉❙ ❞❛t❛ ❢♦r ♠♦r❡ t❤❛♥ ✶✱✵✵✵

❡♥t✐t✐❡s✱ t❤❡② ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦♥ t❤r❡❡ ②❡❛rs ♦❢ ❞❛✐❧② ❞❛t❛ ❛♥❞ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ s❡♣❛r❛t❡ t❤❡

❞❡❢❛✉❧t r✐s❦ ♣r❡♠✐✉♠ ❢r♦♠ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❈❉❙ s♣r❡❛❞✳ ■♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❉♦s❤✐✱ ❊r✐❝✲

ss♦♥✱ ❏❛❝♦❜s✱ ❛♥❞ ❚✉r♥❜✉❧❧ ❬✷✵✶✸❪ ♠♦❞❡❧ ❈❉❙ s♣r❡❛❞s ✇✐t❤ ❞❡❢❛✉❧t ✐♥t❡♥s✐t✐❡s s♣❡❝✐✜❡❞ ❛s

q✉❛❞r❛t✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ✜r♠ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ❚❤❡②

❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❡①♣❧❛♥❛t♦r② ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t❡

✺✵ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

t♦ ❛ ❜❡tt❡r ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡✐r ♥♦✲❛r❜✐tr❛❣❡ ◗❚❙▼✱ ❜♦t❤ ❢♦r ♣r✐❝✐♥❣ ❛♥❞ ❡①✲

♣❧❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❈❉❙ s♣r❡❛❞s✳ ▲❛st✱ ❍♦r❞❛❤❧ ❛♥❞ ❚r✐st❛♥✐ ❬✷✵✶✸❪ ❝♦♥str✉❝t ❛

♠♦❞❡❧ ❢♦r ❊✉r♦✲❛r❡❛ s♦✈❡r❡✐❣♥ s♣r❡❛❞s✱ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡❛❝❤

s♦✈❡r❡✐❣♥✳ ❚❤❡② ✐♠♣♦s❡ ♣♦s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✱

❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞❡ ♥❛t✐♦♥❛❧ ❞❡❜t✲t♦✲●❉P r❛t✐♦s ❛♥❞ ●❉P ❣r♦✇t❤ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

s♣r❡❛❞s t❤r♦✉❣❤ t✐♠❡✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❢✉rt❤❡r t❤✐s ❜r❛♥❝❤ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s♣r❡❛❞s

❜❡t✇❡❡♥ ✐♥t❡r❜❛♥❦ r✐s❦② ❛♥❞ r✐s❦✲❧❡ss r❛t❡s✳ ❚❤❡s❡ s♣r❡❛❞s ❝♦♥t❛✐♥ ❜♦t❤ ❝r❡❞✐t ❛♥❞ ❧✐q✉✐❞✲

✐t② r✐s❦s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ✭✐✮ t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t r✐s❦ ♦❢ t❤❡ ❜♦rr♦✇✐♥❣ ❜❛♥❦ ❛♥❞ ✭✐✐✮ t❤❡ ❧✐q✉✐❞✐t② ♥❡❡❞s

♦❢ t❤❡ ❧❡♥❞✐♥❣ ❜❛♥❦✳ ❲❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛♥ ✐♥t❡♥s✐t②✲❜❛s❡❞ t❡r♠ str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ✐♥t❡r❜❛♥❦

s♣r❡❛❞s ❛s ✐♥ ▼♦♥❢♦rt ❛♥❞ ❘❡♥♥❡ ❬✷✵✶✹❪✱ ❜✉t ✇✐t❤ q✉❛❞r❛t✐❝ ❝r❡❞✐t ❛♥❞ ❧✐q✉✐❞✐t② ✐♥t❡♥s✐t✐❡s

t♦ ✐♠♣♦s❡ ❢♦r t❤❡ ♣♦s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ s♣r❡❛❞s✳ ❲❡ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦♥ ❊❯❘■❇❖❘✲❖■❙

s♣r❡❛❞s ✭❊✉r♦♣❡❛♥ ❞❛t❛✮ ❛♥❞ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ❛♥❞ ❧✐q✉✐❞✐t② ✐♥t❡r❜❛♥❦ r✐s❦ ♣r❡♠✐❛ ✐♥ t❤❡

❊✉r♦③♦♥❡✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✉♥❞❡r ❜♦t❤ t❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧

♠❡❛s✉r❡s✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ s♣r❡❛❞s ❛❢t❡r t❤❡ ✉♥❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝②

♣❤❛s❡s ✐♥ t❤❡ ❊✉r♦③♦♥❡ ❛r❡ ♠♦st❧② ❧✐q✉✐❞✐t②✲r❡❧❛t❡❞✳

✶✳✻ ▼♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ③❡r♦ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ✭❩▲❇✮

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ s❡✈❡r❛❧ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❝❛♥ ❛❧❧♦✇ r✐s❦✲❧❡ss ❛♥❞

r✐s❦② ✐♥t❡r❡st r❛t❡s t♦ ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛t ❛❧❧ t✐♠❡s✳ ❲❤✐❧❡ ❡❛s② t♦ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✱ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s

♠✐ss t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ ❝❧♦s❡❧② t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ②✐❡❧❞s ❛t t❤❡ ③❡r♦ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞

✭❩▲❇✮✳ ■♥ t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥✱ t❤❡ s❤♦rt✲t❡r♠ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ rt r❡❛❝❤❡s ③❡r♦ ❛♥❞ st❛②s ❛t ③❡r♦

❢♦r ❛♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t✐♠❡✳ ■♥ ❜♦t❤ t❤❡ ❈■❘ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ◗❚❙▼✱ t❤❡ s❤♦rt✲t❡r♠

✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❜♦✉♥❝❡s ❜❛❝❦ t♦ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛❢t❡r r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ ③❡r♦ ✈❛❧✉❡✳

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❡①t❡♥s✐♦♥s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦♣❡r❛t❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ②✐❡❧❞ ❝✉r✈❡

❛t t❤❡ ❩▲❇✳

✶✳✻✳✶ ❚❤❡ ❩▲❇ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠

■♥ ❛ s❡♠✐♥❛❧ ❛rt✐❝❧❡✱ ❇❧❛❝❦ ❬✶✾✾✺❪ ❡♠♣❤❛s✐③❡s t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❢r✐❝t✐♦♥s ✐♥

✜♥❛♥❝✐❛❧ ♠❛r❦❡ts✱ ♥♦♠✐♥❛❧ ❜♦♥❞ ✐♥t❡r❡st r❛t❡s s❤♦✉❧❞ ❛❧✇❛②s ❜❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜❡❧♦✇ ❜② ③❡r♦✳ ✺

■♥❞❡❡❞✱ ❢♦r ❛♥ ✐♥✈❡st♦r✱ ❤♦❧❞✐♥❣ ❝❛s❤✲♠♦♥❡② ✐s ❛❧✇❛②s ❛♥ ♦♣t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♣❛②s ♦✛ ❛ ③❡r♦

♥♦♠✐♥❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✉s✐♥❣ ♥♦✲❛r❜✐tr❛❣❡ ❛r❣✉♠❡♥ts✱ ♥♦♠✐♥❛❧ ❜♦♥❞s s❤♦✉❧❞

❛❧✇❛②s ♣r♦✈✐❞❡ ❛t ❧❡❛st ❛ ③❡r♦ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ s✐♥❝❡ t❤❡② ❡♥t❛✐❧ ♠♦r❡ r✐s❦ t❤❛♥ ❤♦❧❞✐♥❣ ♣❛♣❡r

✺✳ ■❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ❢r✐❝t✐♦♥s✱ ✐♥t❡r❡st r❛t❡s ❝❛♥ r❡❛❝❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ s❤♦✉❧❞ st✐❧❧ ❡①✐st ❛
❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ✐t ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡✳

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✺✶
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♠♦♥❡②✳ ❚❤✐s ✐♠♣♦s❡s ❛ ✜rst t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t t❤❛t t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ②✐❡❧❞ ❝✉r✈❡ s❤♦✉❧❞

❛❧✇❛②s ❜❡ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ❛t ❛❧❧ t✐♠❡s✳

❙❡❝♦♥❞✱ ✐t ✐s ✉s✉❛❧❧② t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡ s❤♦rt✲t❡r♠ ♥♦♠✐♥❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡s ❛r❡ ❛t ③❡r♦✱

t❤❡② st❛② ❛t ③❡r♦ ❢♦r ❛ ❧♦♥❣ ♣❡r✐♦❞✳ ❚♦ ♣r♦✈✐❞❡ ♠♦r❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤✐s st②❧✐③❡❞

❢❛❝t✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ❛❢t❡r ❛ ❜❛❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝ s❤♦❝❦✱ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❜❛♥❦✬s s❤♦rt✲t❡r♠ ✐♥t❡r❡st r❛t❡

♦❢t❡♥ ❞❡❝r❡❛s❡s s❤❛r♣❧② t♦ ❦❡❡♣ ✐♥✢❛t✐♦♥ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ✇❡❧❧✲❛♥❝❤♦r❡❞ ❛♥❞✴♦r r❡st♦r❡ ●❉P

❣r♦✇t❤✳ ❲❤❡♥ r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ ❩▲❇✱ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❜❛♥❦ ✐s ♥♦t ❛❜❧❡ ❛♥②♠♦r❡ t♦ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥✢❛t✐♦♥

❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❛♥❞✴♦r ●❉P ❣r♦✇t❤ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♣✉tt✐♥❣

✐♥t❡r❡st r❛t❡s t♦ ③❡r♦ ♠❛② ♥♦t ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② t♦ r❡❝♦✈❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❜❛❞ s❤♦❝❦✱

❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ❧♦♥❣ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ❩▲❇✳

❚❤✐r❞✱ ✐t ✐s ♦❢ ❝r✉❝✐❛❧ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❢♦r ♣♦❧✐❝②✲♠❛❦❡rs ❛♥❞ ✐♥✈❡st♦rs t♦ ❦♥♦✇ ✇❤❡♥ t❤❡ ❩▲❇

♣❡r✐♦❞ ✇✐❧❧ ❡♥❞✱ ❛♥❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❧✐❢t✲♦✛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐✲

t✐❡s t❤❛t t❤❡ ❢✉t✉r❡ s❤♦rt✲t❡r♠ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❣♦❡s ❜❛❝❦ t♦ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s✳ ❚♦ ❜❡ ❝♦♥s✐st❡♥t

✇✐t❤ t❤❡ ③❡r♦ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞✱ ❛ t❡r♠ str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❣❛t❤❡r t❤❡ t❤r❡❡

♣r❡✈✐♦✉s st②❧✐③❡❞ ❢❛❝ts✳

▲❡t t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ s❡t ♦❢ r✐s❦ ❢❛❝t♦rs Xt✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r

t❤❡ ❩▲❇ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

❈❛♥ ✇❡ ✜♥❞ ❛ s❤♦rt✲t❡r♠ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ r(Xt, θr) ❛♥❞ s♦♠❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✉♥❞❡r

t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ♠❡❛s✉r❡s✱ ϕP(θP)
t (u) ❛♥❞ ϕQ(θα,θP)

t (u) s✉❝❤ t❤❛t✿

✶✳ t❤❡ s❤♦rt✲t❡r♠ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ✐s ❛❧✇❛②s ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ✭♦r ❜♦✉♥❞❡❞ ❜❡❧♦✇✮❀

✷✳ t❤❡ s❤♦rt✲t❡r♠ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❝❛♥ st❛② ❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ♣❡r✐♦❞s❀ ❛♥❞

✸✳ t❤❡ ❜♦♥❞ ♣r✐❝✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡ ❡❛s✐❧② ❝♦♠♣✉t❛❜❧❡ ✐♥ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠✳

❯♥❞❡r ❆❖❆✱ t❤❡ r✐s❦ ❢❛❝t♦rs Xt ♣♦ss❡ss t❤❡ s❛♠❡ st❛t✐st✐❝❛❧ s✉♣♣♦rt ✉♥❞❡r t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧

❛♥❞ t❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ♠❡❛s✉r❡s✳ ■♠♣♦s✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ t❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ♦r t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧

❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ Xt+1 ❣✐✈❡♥ Xt ✐s ❤❡♥❝❡ t❤❡ s❛♠❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✜rst t✇♦

♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ♣♦✐♥t r❛✐s❡s t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❛♥ ❛✣♥❡ ♠♦❞❡❧ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♣❡ ✇✐t❤

t❤❡ ✜rst t✇♦ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥❧②✲✉s❡❞ ❩▲❇✲❝♦♥s✐st❡♥t ♠♦❞❡❧✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ s❤❛❞♦✇

r❛t❡ ♠♦❞❡❧✱ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ t❤✐r❞ ♣♦✐♥t✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

s❡❝t✐♦♥✳

✶✳✻✳✷ ❚❤❡ s❤❛❞♦✇✲r❛t❡ ♠♦❞❡❧s

❙❤❛❞♦✇ r❛t❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❜✉✐❧t t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡s ❛t ❛❧❧ ♠❛t✉r✐✲

t✐❡s ❛♥❞ ❛ s❤♦rt✲t❡r♠ r✐s❦✲❧❡ss ✐♥t❡r❡st r❛t❡ t❤❛t ❝❛♥ st❛② ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ❛t ③❡r♦✳ ❈♦♥s✐❞❡r

✺✷ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t
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❛♥ ❡❝♦♥♦♠② ✇❤❡r❡ t❤❡ r✐s❦ ❢❛❝t♦rs ❡✈♦❧✈❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② ✇✐t❤

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✷✵✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❙❉❋ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✶✳✷✷✮ ❛♥❞ ✭✶✳✷✸✮✳ ❚❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧

❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ Xt ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❱❆❘✭✶✮ ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✷✹✮✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❛t

t❤❡r❡ ❡①✐sts ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❛ s♦✲❝❛❧❧❡❞ s❤❛❞♦✇ r❛t❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② st = s(Xt, θs) t❤❛t ❝❛♥

t❛❦❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤✐s s❤❛❞♦✇ r❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝❛❧❧② ✐♥t❡r♣r❡t❡❞

❛s t❤❡ s❤♦rt✲t❡r♠ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ♣r❡✈❛✐❧❡❞ ✇❡r❡ ✐t ♥♦t ❜♦✉♥❞❡❞ ❜❡❧♦✇ ❜②

③❡r♦✳ ■♥ ♠♦st ♠♦❞❡❧s✱ t❤✐s s❤❛❞♦✇ r❛t❡ ✐s s♣❡❝✐✜❡❞ ❛s ❛♥ ❛✣♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r✐s❦ ❢❛❝t♦rs

✭❑✐♠ ❛♥❞ ❙✐♥❣❧❡t♦♥ ❬✷✵✶✷❪ ❤♦✇❡✈❡r ❝♦♥s✐❞❡r ❛ t✇♦✲❢❛❝t♦r q✉❛❞r❛t✐❝ s❤❛❞♦✇✲r❛t❡ ♠♦❞❡❧✮✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✻✳✶✳ ▲❡t Xt ❜❡ ❛ Rn✲✈❛❧✉❡❞ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ ❛✣♥❡ s❤❛❞♦✇✲r❛t❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

s(Xt; θs) = δ0 + δ′Xt , ✭✶✳✷✽✮

✇✐t❤ θs = (δ0, δ
′)′✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ s❤♦rt✲t❡r♠ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ rt = r(Xt, θr) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

r(Xt; θr) = max
[
s(Xt, θs), 0

]
. ✭✶✳✷✾✮

❍❡r❡✱ θr = θs ❛♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❣♦✈❡r♥✐♥❣ t❤❡ s❤❛❞♦✇ s❤♦rt r❛t❡ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s

t❤❡ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❣♦✈❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ s❤♦rt✲t❡r♠ ✐♥t❡r❡st r❛t❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥st❡❛❞ ♦❢

♣✉tt✐♥❣ ③❡r♦ ✐♥ t❤❡ ♠❛① ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡r r✳ ❍❡r❡✱ t❤❡

s❤♦rt✲t❡r♠ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜❡❧♦✇ ❜② ✵✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❡①❛❝t❧② ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦ ❛s ❧♦♥❣ ❛s

t❤❡ s❤❛❞♦✇ r❛t❡ ❡✈♦❧✈❡s ♦♥ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛①✐s✳ ❊❝♦♥♦♠✐❝❛❧❧②✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛♣♣❡❛❧✐♥❣ ❢♦r

❛ ❚❛②❧♦r✲r✉❧❡✲t②♣❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✿ st ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ r❛t❡ ✐♠♣❧✐❡❞ ❜② ❛ st❛♥❞❛r❞ ❚❛②❧♦r r✉❧❡

✇❤❡r❡❛s rt ✐s t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ r❛t❡ t❤❛t t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❜❛♥❦ ❞❡❝✐❞❡s t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✳ ❆❧s♦✱ ✇❤❡♥

st ✐s ❤✐❣❤ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡✱ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ s❤♦rt✲t❡r♠ r❛t❡ rt ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❜❡❤❛✈❡s ❧✐❦❡ ✐♥ ❛ ●❆❚❙▼✳

❚❤✐s ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ s❤❛❞♦✇✲r❛t❡ ✇❛s ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❇❧❛❝❦ ❬✶✾✾✺❪ ❛♥❞ ✇❛s ❢✉rt❤❡r ❞❡✈❡❧✲

♦♣❡❞ ❜② ❑r✐♣♣♥❡r ❬✷✵✶✸❪ ✐♥ ❛ t❡r♠ str✉❝t✉r❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ max(•) ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✷✾✮ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ s❤♦rt✲t❡r♠ r❛t❡ ♣r♦❝❡ss ✐s ♥♦t ❛✣♥❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❝❧♦s❡❞✲

❢♦r♠ ❢♦r♠✉❧❛s ❢♦r ❜♦♥❞ ♣r✐❝❡s ❛t ❛❧❧ ♠❛t✉r✐t✐❡s ❛r❡ ♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❚♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❜♦♥❞

♣r✐❝❡s✱ ✇❡ ♠✉st r❡t✉r♥ t♦ t❤❡ ♥♦✲❛r❜✐tr❛❣❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✹✮✿

B(t, h) = EQ(θα,θP)
[
exp(−r(Xt; θr)− . . .− r(Xt+h−1; θr))

∣∣Xt

]
. ✭✶✳✸✵✮

❚♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❡❛❝❤ ❜♦♥❞ ♣r✐❝❡✱ ♦♥❡ ♠✉st s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ♣r♦❝❡ss Xt ✉♥❞❡r t❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧

♠❡❛s✉r❡✱ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ s❤❛❞♦✇ r❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ s❤♦rt✲t❡r♠ ✐♥t❡r❡st r❛t❡✱ ❛♥❞ ❝❛❧❝✉✲

❧❛t❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦✳ ❚❤✐s ✐s ♦❢t❡♥ ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝ ❢♦r ♠♦st

s❤❛❞♦✇✲r❛t❡ t❡r♠ str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❜♦t❤ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✢❡①✐❜✐❧✐t②✱ ❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞✲

✐♥❣ ♠♦r❡ t❤❛♥ t✇♦ ❧❛t❡♥t ❢❛❝t♦rs ❝❛♥ ❜❡ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ t❛s❦✳

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✺✸
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❘❡❝❡♥t ♣❛♣❡rs ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ✐ss✉❡✳ ❑r✐♣♣♥❡r ❬✷✵✶✷❪

♣r♦♣♦s❡s ❛ ♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♣t✐♦♥s ✐♥❞❡①❡❞ ♦♥ t❤❡ s❤❛❞♦✇ r❛t❡✳ ❈❤r✐s✲

t❡♥s❡♥ ❛♥❞ ❘✉❞❡❜✉s❝❤ ❬✷✵✶✸❪ ❛♣♣❧② t❤✐s ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ♦♥ ❛ ◆❡❧s♦♥✲❙✐❡❣❡❧ ❛r❜✐tr❛❣❡✲

❢r❡❡ s❤❛❞♦✇✲r❛t❡ t❡r♠ str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦♥ ❏❛♣❛♥❡s❡ ❞❛t❛✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ❡st✐♠❛t✐♥❣ ❛ t❤r❡❡

❢❛❝t♦r ♠♦❞❡❧✳ ❑✐♠ ❛♥❞ ❙✐♥❣❧❡t♦♥ ❬✷✵✶✷❪ ❛♥❞ ❇❛✉❡r ❛♥❞ ❘✉❞❡❜✉s❝❤ ❬✷✵✶✸❪ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡

s❤❛❞♦✇✲r❛t❡ ♠♦❞❡❧s r❡s♦rt✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r ✇✐t❤ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s

t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥s ❧♦❛❞✐♥❣s✳ ❘❡❝❡♥t❧②✱ Pr✐❡❜s❝❤ ❬✷✵✶✸❪ ♣r♦♣♦s❡s ❛

♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ tr✉♥❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ s❤♦rt✲

t❡r♠ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ t❤❡ s❤❛❞♦✇✲r❛t❡

❢r❛♠❡✇♦r❦✳

■♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♥❡❛r ③❡r♦ s❤♦rt✲t❡r♠ ✐♥t❡r❡st r❛t❡s ✐♥ t❤❡ ❜✐❣❣❡st ❡❝♦♥♦♠✐❝ ③♦♥❡s✱

t❤❡ s❤❛❞♦✇✲r❛t❡ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠♦st❧② ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧s ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ♣♦s✐t✐✈❡

②✐❡❧❞ ❝✉r✈❡s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❈■❘ ♠♦❞❡❧✳ ❑✐♠ ❛♥❞ ❙✐♥❣❧❡t♦♥ ❬✷✵✶✷❪ ❜❡♥❝❤♠❛r❦

t❤❡ s❤❛❞♦✇✲r❛t❡ ♠♦❞❡❧s ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡♠ t♦ t❤❡ ◗❚❙▼s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❈■❘✲t②♣❡ ♠♦❞❡❧s✳ ❖♥

❏❛♣❛♥❡s❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❜♦♥❞ ❞❛t❛✱ t❤❡② ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝✲s❤❛❞♦✇✲r❛t❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤

t✇♦ ❢❛❝t♦rs ♣❡r❢♦r♠s ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡rs ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✜t✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✈♦❧❛t✐❧✐t②✱ ❛♥❞

♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ❜♦♥❞ ❡①❝❡ss r❡t✉r♥s✳ ❖♥ ❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞ s❛♠♣❧❡ ♦❢ ❏❛♣❛♥❡s❡ ❞❛t❛✱ ❈❤r✐st❡♥s❡♥

❛♥❞ ❘✉❞❡❜✉s❝❤ ❬✷✵✶✸❪ ❡st✐♠❛t❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❤❛❞♦✇✲r❛t❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡

✜❧t❡r❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ s❤❛❞♦✇✲r❛t❡ ✈❛r② str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡②

❤❡♥❝❡ ❜r✐♥❣ ❝❛✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❤❛❞♦✇✲r❛t❡ ❛s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ st❛♥❝❡ ♦❢

♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝②✱ s✐♥❝❡ ✐ts ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♥♦t r♦❜✉st t♦ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ♠❡ss❛❣❡ ✐s

❤❡❧❞ ❜② ❇❛✉❡r ❛♥❞ ❘✉❞❡❜✉s❝❤ ❬✷✵✶✸❪ ♦♥ ❯✳❙✳ ❞❛t❛✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ r❡s✉❧ts

♦❢ s❤❛❞♦✇✲r❛t❡ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❢❛❝t♦rs✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡rs ♦❢

♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡② ❛❧s♦ ✉s❡ ❞✐✛❡r❡♥t s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s t♦ ❝♦♠♣❛r❡

t❤❡ ❧✐❢t✲♦✛ ❞❛t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♠♦st ♣r♦❜❛❜❧❡ ❢✉t✉r❡ ❞❛t❡ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐s

❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❧❡❛✈❡ t❤❡ ③❡r♦ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ♣✉r❣❡ t❤❡ r✐s❦ ♣r❡♠✐✉♠

❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❜♦♥❞ ♣r✐❝❡s ✇❤❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❧✐❢t✲♦✛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ❧✐❢t✲

♦✛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❤❛s ❜❡❝♦♠❡ ♦❢ ❝r✉❝✐❛❧ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❢♦r ❝❡♥tr❛❧ ❜❛♥❦❡rs✱ r❡✢❡❝t✐♥❣ ♠❛r❦❡t

❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡ r❡❝♦✈❡r② ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ♦r t❤❡ ❝r❡❞✐❜✐❧✐t② ♦❢ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝②✳

❇✉✐❧❞✐♥❣ ♦♥ ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇✐t❤ ♦♥❧② ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❲✉ ❛♥❞ ❳✐❛ ❬✷✵✶✸❪ ❡st✐♠❛t❡

❛ s❤❛❞♦✇✲r❛t❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ✉♥❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝✐❡s ♣✉t

✐♥t♦ ❛❝t✐♦♥ ❜② t❤❡ ❋❡❞✳ ❋✐❧✐♣♦✈✐❝✱ ▲❛rss♦♥✱ ❛♥❞ ❚r♦❧❧❡ ❬✷✵✶✸❪ ✉s❡ ❛ ❧✐♥❡❛r ♣r✐❝✐♥❣ ♠♦❞❡❧ t♦

❞❡r✐✈❡ s✇❛♣t✐♦♥ ♣r✐❝✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛s ✇✐t❤ ❈■❘ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ ❛ ③❡r♦ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❝♦♥t❡①t✳

❆s ❡♠♣❤❛s✐③❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ♠❛t❝❤ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② t❤❡

♣♦s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ②✐❡❧❞ ❝✉r✈❡✱ t❤❡ ♣r♦❧♦♥❣❡❞ ♣❡r✐♦❞s ✇❤❡r❡ t❤❡ s❤♦rt✲t❡r♠ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ✐s ❛t

✺✹ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

③❡r♦✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ❜♦♥❞ ♣r✐❝✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛s✳ ❲❤✐❧❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❈■❘ ♠♦❞❡❧s ❛❜❛♥❞♦♥

t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ st❛② ❛t ③❡r♦✱ s❤❛❞♦✇ r❛t❡ ♠♦❞❡❧s ♣r❡❢❡r t♦ ❧❡❛✈❡ ❛s✐❞❡ t❤❡ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ♣r✐❝✐♥❣

❢♦r♠✉❧❛s✳ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✱ ✇❡ ❝♦♥str✉❝t ❛ ♥❡✇ ❛✣♥❡ ♣r♦❝❡ss ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡

❣❛♠♠❛ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ②✐❡❧❞s ❛t ❛❧❧ ♠❛t✉r✐t✐❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s

st❛②✐♥❣ ❛t ③❡r♦ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ♣❡r✐♦❞s✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r✐s❦ ❢❛❝t♦r ♣r♦❝❡ss

❡♥t❛✐❧s ❛ ③❡r♦ ♣♦✐♥t ♠❛ss ✇❤✐❝❤ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ③❡r♦ ❧♦✇❡r

❜♦✉♥❞✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ♠✉❧t✐❢❛❝t♦r t❡r♠ str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦♥ ❏❛♣❛♥❡s❡ ●♦✈❡r♥♠❡♥t ❜♦♥❞

❞❛t❛✳

✶✳✼ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡rs

❚♦ s✉♠ ✉♣✱ t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ♥❡✇ ✜❧t❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s

t♦ ❡st✐♠❛t❡ q✉❛❞r❛t✐❝ t❡r♠ str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ✇❡ ❝❛❧❧ q✉❛❞r❛t✐❝ ❑❛❧♠❛♥

✜❧t❡r ✭◗❦❢✮ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t✱ ✐❢ Xt ✐s ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❱❆❘✭✶✮✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ▲❛♣❧❛❝❡

tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ Zt = (X ′
t, V ec(XtX

′
t)

′)′ ❣✐✈❡♥ Zt−1 ✐s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲❛✣♥❡✳ ❲✐t❤ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦

s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s ♥❡✇ ♠❡t❤♦❞ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s ✐ts r❡❧❛t❡❞ ❝♦♠♣❡t✐t♦rs✱ ♥❛♠❡❧②

t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❛♥❞ ✉♥s❝❡♥t❡❞ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡rs✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✱ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤✐s ❡st✐♠❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❊✉r♦③♦♥❡ ✐♥t❡r❜❛♥❦ s♣r❡❛❞s

♦❢ ❊✉r✐❜♦r ✈✳s✳ ♦✈❡r♥✐❣❤t✲✐♥❞❡①❡❞ s✇❛♣s r❛t❡s✳ ❯s✐♥❣ ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ t❡r♠ str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧✱

✇❡ s♣❡❝✐❢② ❝r❡❞✐t ❛♥❞ ❧✐q✉✐❞✐t② ✐♥t❡♥s✐t✐❡s t♦ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ s♣r❡❛❞s ❛t ❛❧❧ ♠❛t✉r✐t✐❡s ❜❡✲

t✇❡❡♥ t❤❡✐r ❞✐✛❡r❡♥t r✐s❦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❯s✐♥❣ ❛ ♥♦✲❛r❜✐tr❛❣❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦

❡①tr❛❝t t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❛♥❞ r✐s❦ ♣r❡♠✐❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❲❡ ✉s❡ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥

✐♥s✐❣❤t ♦♥ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❊❈❇✬s ✉♥❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝② ❛❝t✐♦♥s t❛r❣❡t✐♥❣

t❤❡ ✐♥t❡r❜❛♥❦ ♠❛r❦❡t✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ r❡❝✉rs✐✈❡ ✇❛② ♦❢ s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ❛✣♥❡ ♣r♦❝❡ss❡s ✇❤✐❝❤

❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞✳ ❚❤❡s❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ❛✣♥❡ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ♣r♦✲

❝❡ss❡s ❛r❡ ❜✉✐❧t ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥tXj,t ❣✐✈❡♥

Xt−1 ❛♥❞ (X1,t, . . . , Xj−1,t) ✐s ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲❛✣♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❙t✐❧❧✱ ✐t r❡♠❛✐♥s t❤❛t t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣r♦❝❡ss (Xt)t∈Z ✐s ❛✣♥❡ ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢♦r♠✉❧❛s ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ♠❡❛s✉r❡s ✇✐t❤ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲❛✣♥❡ ❙❉❋ ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥

❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠✳ ❲❡ ❞❡t❛✐❧ ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣r♦❝❡ss❡s t❤❛t ❡♥t❡r t❤✐s ❝❧❛ss✱ ❜✉✐❧❞✐♥❣

✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✈❡❝t♦r✐❛❧ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ❣❛♠♠❛ ♣r♦❝❡ss❡s ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ✐♥st❛♥✲

t❛♥❡♦✉s❧② ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t❡❞✳

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✺✺



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✱ ✇❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ❣❛♠♠❛ ♣r♦❝❡ss❡s ♦❢ ●♦✉r✐ér♦✉① ❛♥❞

❏❛s✐❛❦ ❬✷✵✵✻❪ t♦ ❛❧❧♦✇ t❤❡♠ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ③❡r♦ ♣♦✐♥t ♠❛ss✳ ❲❡ ❝❛❧❧ t❤❡s❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❛✉t♦r❡❣r❡s✲

s✐✈❡ ❣❛♠♠❛ ③❡r♦✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ✈❡rs✐♦♥

♦❢ t❤❡s❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❆❘● ♣r♦❝❡ss❡s t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ t❡r♠ str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡

③❡r♦ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛✉t❤♦r✐③❡s t♦ ❞❡r✐✈❡ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ❢♦r♠✉❧❛s

❢♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ❧✐❢t✲♦✛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❆♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❏❛♣❛♥❡s❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t

❜♦♥❞ ②✐❡❧❞s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❡r❢♦r♠s ✇❡❧❧ ✐♥ ✜tt✐♥❣ ❜♦t❤ ②✐❡❧❞ ❧❡✈❡❧s✱ ✈♦❧❛t✐❧✐t✐❡s ❛♥❞ ❡①❝❡ss

r❡t✉r♥s✳

✺✻ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t



❈❤❛♣t❡r ✷

❊st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❋✐❧t❡r✐♥❣ ✐♥ ◗✉❛❞r❛t✐❝

❋❛❝t♦r ▼♦❞❡❧s

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛rt✐❝❧❡ ✏❆ ◗✉❛❞r❛t✐❝ ❑❛❧♠❛♥ ❋✐❧t❡r✑ ♦❢ ▼♦♥❢♦rt✱ ❘❡♥♥❡✱ ❛♥❞

❘♦✉ss❡❧❧❡t ✭❢♦rt❤❝♦♠✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s✮✳

❆❜str❛❝t

❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥❡✇ ✜❧t❡r✐♥❣ ❛♥❞ s♠♦♦t❤✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r st❛t❡✲s♣❛❝❡

♠♦❞❡❧s✳ ❖❜s❡r✈❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ❧❛t❡♥t ❢❛❝t♦rs ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❱❆❘✳ ❙t❛❝❦✐♥❣ t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❢❛❝t♦rs ✇✐t❤ ✐ts ✈❡❝t♦r✐③❡❞ ♦✉t❡r✲

♣r♦❞✉❝t✱ ✇❡ ❢♦r♠ ❛♥ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ st❛t❡ ✈❡❝t♦r ✇❤♦s❡ ✜rst t✇♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦✲

♠❡♥ts ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ✐♥ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛❡ ❢♦r t❤❡

✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ t❤✐s ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ✈❡❝t♦r✳ ❖✉r ♥❡✇ q✉❛❞r❛t✐❝ ❑❛❧♠❛♥

✜❧t❡r ✭◗❦❢✮ ❡①♣❧♦✐ts t❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s t♦ ❢♦r♠✉❧❛t❡ ❢❛st ❛♥❞ s✐♠♣❧❡ ✜❧t❡r✐♥❣

❛♥❞ s♠♦♦t❤✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❆ ✜rst s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st✉❞② ❡♠♣❤❛s✐③❡s t❤❛t t❤❡ ◗❦❢

♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❛♥❞ ✉♥s❝❡♥t❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♥ t❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ❡①❡r❝✐s❡

s❤♦✇✐♥❣ ✉♣ t♦ ✼✵✪ ❘▼❙❊s ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ ✜❧t❡r❡❞ ✈❛❧✉❡s✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡

❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t ◗❦❢✲❜❛s❡❞ ♠❛①✐♠✉♠✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs

❛❧✇❛②s ♣♦ss❡ss ❧♦✇❡r ❜✐❛s ♦r ❧♦✇❡r ❘▼❙❊s t❤❛t t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❡st✐♠❛t♦rs✳ ✶

✶✳ ❋✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ◗✉❛❞r❛t✐❝ ❑❛❧♠❛♥ ❋✐❧t❡r ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❘✲s♦❢t✇❛r❡ ❛♥❞ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡

♦♥ t❤❡ r✉♥♠②❝♦❞❡✲✇❡❜s✐t❡ ❛t ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳r✉♥♠②❝♦❞❡✳♦r❣✴❝♦♠♣❛♥✐♦♥✴✈✐❡✇✴✸✶✸✳

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✺✼

http://www.runmycode.org/companion/view/313


❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❋✐❧t❡r✐♥❣ ✐♥ ◗✉❛❞r❛t✐❝ ❋❛❝t♦r ▼♦❞❡❧s

❘és✉♠é

P♦✉r r❡♣r♦❞✉✐r❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t❛✉① ❞✬✐♥térêt ❞✬❛❝t✐❢s ✜♥❛♥❝✐❡rs✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛✲

t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s à ❢❛❝t❡✉rs ✐♥♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❡st ❢réq✉❡♥t❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡✉①✲❝✐ s♦♥t ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡✉①

❡t ❡①♣❧✐q✉❡♥t ✉♥❡ ❧❛r❣❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ré❞✉✐t ❞❡ ❢❛❝✲

t❡✉rs✳ ■❧s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ r❡♣rés❡♥tés s♦✉s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❡s♣❛❝❡✲ét❛t✱ ❝♦♠♣r❡♥❛♥t ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s

❞✬éq✉❛t✐♦♥s✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ❞♦♥♥❛♥t ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐✲

❧✐té ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs ✐♥♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✳ ▲❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ♠❡s✉r❡✱

q✉✐ r❡❧✐❡♥t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♦❜s❡r✈é❡s à ❝❤❛q✉❡ ❞❛t❡ ❛✉① ❢❛❝t❡✉rs ✐♥♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❡t à ✉♥ ❜r✉✐t

❞❡ ♠❡s✉r❡✳ ❆✉ss✐ ❜✐❡♥ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ q✉❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ♠❡s✉r❡ s♦♥t ♣❛✲

r❛♠étré❡s✳ ▲❡s ❞❡✉① ❡♥❥❡✉① ❞❡ ❧✬é❝♦♥♦♠ètr❡ s♦♥t ✭✶✮ ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s ❞❡✉①

❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s✱ ❡t ✭✷✮ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs ✜❧trés ❡t ❧✐ssés✱ ✐✳❡✳ ❞❡

❞é❞✉✐r❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs s❛❝❤❛♥t ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✳

▲❡ ✜❧tr❡ ❞❡ ❑❛❧♠❛♥ ❬✶✾✻✵❪ st❛♥❞❛r❞ ❡st ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ♦♣t✐♠❛❧❡

s✐ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ s♦♥t ❞é❝r✐t❡s ♣❛r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❱❆❘ ❧✐♥é❛✐r❡ ❣❛✉ss✐❡♥✱ ❡t ❧❡s

✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛✣♥❡s ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs ❛✉①q✉❡❧❧❡s s♦♥t ❛❞❞✐t✐♦♥♥és

❞❡s ❜r✉✐ts ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❣❛✉ss✐❡♥s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❧❛ ❧♦✐ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡s ♦❜s❡r✲

✈❛❜❧❡s ét❛♥t ❞♦♥♥é ❧❡✉r ♣❛ssé q✉❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs ✐♥♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t à

❧❡✉r ♣❛ssé s♦♥t ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡st✐♠és ❛✐sé♠❡♥t ♣❛r

♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✱ ❡t ❧❡s ❢❛❝t❡✉rs ✜❧trés s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ré❣r❡ss✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❙✐

❧✬✉♥ ❞❡s ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❞❡✈✐❡♥t ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❧✉s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡

✜❧tr❡ ❞❡ ❑❛❧♠❛♥ st❛♥❞❛r❞ ❝♦♠♠❡ ♠ét❤♦❞❡ ♦♣t✐♠❛❧❡✱ ❝❛r ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s

♣ré❝é❞❡♥t❡s s♦♥t ❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥t ❡①♣r✐♠❛❜❧❡s ❡♥ ❢♦r♠✉❧❡s ❢❡r♠é❡s✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té

❡st ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s s✐♠✉❧é❡s ✭▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦✱ ♠ét❤♦❞❡s ❜❛②❡s✐❡♥♥❡s✮✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t

❞✬❛♣♣r♦①✐♠❡r ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ à ✉♥ ❝♦ût ❝♦♠♣✉✲

t❛t✐♦♥♥❡❧ é❧❡✈é✳ ❯♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❡st ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ✜❧tr❡s ❞✐ts ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s✱ ❝♦♠♠❡

❧❡s ✜❧tr❡s ❞❡ ❑❛❧♠❛♥ ét❡♥❞✉s ♦✉ ✐♥♦❞♦r❡✳ ✷ ❈❡s ✜❧tr❡s ❛♣♣r♦①✐♠❡♥t ❧❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés ❞❡s

éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡t ❞❡ ♠❡s✉r❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❞❡ ❚❛②❧♦r✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t

✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ❡t r❛♣✐❞❡✱ ❛✉ ♣r✐① ❞❡ ❧❛ ❞✐s♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s

❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❞é✈❡❧♦♣♣♦♥s ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ✜❧tr❛❣❡

♣♦✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❡s♣❛❝❡✲ét❛t ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r

✉♥ ❱❆❘ ❧✐♥é❛✐r❡ ❣❛✉ss✐❡♥✱ ❡t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s s♦♥t ❞❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s✲

q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs ✐♥♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✱ ❛✉①q✉❡❧❧❡s s♦♥t ❛❞❞✐t✐♦♥♥és ❞❡s ❜r✉✐ts ❞❡ ♠❡s✉r❡

❣❛✉ss✐❡♥s✳ ◆♦tr❡ ♥♦✉✈❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ❧❡ ❋✐❧tr❡ ❞❡ ❑❛❧♠❛♥ ◗✉❛❞r❛t✐q✉❡ ✭◗❦❢✮✱ ❡st ❞ér✐✈é

✷✳ ❚r❛❞✉❝t✐♦♥ ❧✐ttér❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❛✐s ❯♥s❝❡♥t❡❞ ❑❛❧♠❛♥ ❋✐❧t❡r✳

✺✽ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❋✐❧t❡r✐♥❣ ✐♥ ◗✉❛❞r❛t✐❝ ❋❛❝t♦r ▼♦❞❡❧s

❞✬✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ♠♦♥tré❡ ♣❛r ❈❤❡♥❣ ❛♥❞ ❙❝❛✐❧❧❡t ❬✷✵✵✼❪ ✿ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❞②♥❛✲

♠✐q✉❡ ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✉♥ ❱❆❘ ❧✐♥é❛✐r❡ ❣❛✉ss✐❡♥✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s

♠✉❧t✐✈❛r✐é ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ❧✬❡♠♣✐❧❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡ ✈❡❝t❡✉r ❡t ❞❡ t♦✉s ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡

s❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❡st ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❛✣♥❡ ✭❛✉ s❡♥s ❞❡ ❝♦♠♣♦sé ❛✉t♦✲ré❣r❡ss✐❢✱ ✈♦✐r ❉❛r♦❧❧❡s✱

●♦✉r✐ér♦✉①✱ ❛♥❞ ❏❛s✐❛❦ ❬✷✵✵✻❪✮✳ ❈❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❡♠♣✐❧é ❛♣♣❡❧é ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs

❛✉❣♠❡♥té ♣♦ssè❞❡ ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ❡s♣ér❛♥❝❡ ❡t ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✲

♥❡❧❧❡s à s♦♥ ♣❛ssé ❡①♣r✐♠❛❜❧❡s ❡♥ ❢♦r♠✉❧❡s ❢❡r♠é❡s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛✣♥❡s ❞❡

s♦♥ ♣❛ssé✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❞é❞✐é❡ à ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐❡rs

♠♦♠❡♥ts ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ❡t ♠❛r❣✐♥❛✉① ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ❛✉❣♠❡♥té✳

❉❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ♥♦✉s tr❛♥s❢♦r♠♦♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❡s♣❛❝❡✲ét❛t ♣♦✉r ❧✉✐ r❡❞♦♥♥❡r ✉♥❡

❢♦r♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ♠❡s✉r❡✱ q✉✐ ét❛✐❡♥t ❞❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s✲

q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs ✐♥✐t✐❛✉①✱ ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❛✣♥❡s ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉

✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ❛✉❣♠❡♥té✳ ▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡①♣r✐♠é❡s s♦✉s ✉♥❡

❢♦r♠❡ ❱❆❘✱ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s ❝❤♦❝s s♦♥t ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡

❡t ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✉♥✐t❛✐r❡✳ ❊♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛♥t ❧❛ ❧♦✐ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡s ❝❤♦❝s ét❛♥t ❞♦♥♥é

❧❡ ♣❛ssé ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs ♣❛r ✉♥❡ ❧♦✐ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❡s♣❛❝❡✲ét❛t ❛✉❣♠❡♥té✱

❝♦♥st✐t✉é ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ❛✉❣♠❡♥té ❞♦♥t ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡

❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✉♥ ❱❆❘ ❣❛✉ss✐❡♥ ❤étér♦s❝é❞❛st✐q✉❡✱ ❡t ❞♦♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ♠❡s✉r❡ s♦♥t

❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛✣♥❡s ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ❛✉❣♠❡♥té✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛✐♥s✐ ❛♣✲

♣❧✐q✉❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ ✜❧tr❡ ❞❡ ❑❛❧♠❛♥ à ❝❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❡s♣❛❝❡✲ét❛t✱

❝♦♥st✐t✉❛♥t ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ ◗❦❢✳

❯♥❡ ❞❡r♥✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❞é❞✐é❡ à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡s ❞❡ ❝❡ ♥♦✉✈❡❧ ❛❧❣♦✲

r✐t❤♠❡ ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ✜❧tr❡s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ❡①✐st❛♥ts ♠❡♥t✐♦♥♥és ❝✐✲❛✈❛♥t✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡

❡♠♣✐r✐q✉❡ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡s♣❛❝❡✲ét❛t ❧✐♥é❛✐r❡✲q✉❛❞r❛t✐q✉❡✳ ❖♥

❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ♦ù ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❧❛t❡♥t ❡t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s s♦♥t

❞❡s s❝❛❧❛✐r❡s✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✉♥ ❆❘✭✶✮ ❣❛✉ss✐❡♥ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡

❡t ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♥♦r♠❛❧✐sé❡ à ✶✳ ❖♥ ❢❛✐t ✈❛r✐❡r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❛✉t♦✲ré❣r❡ss✐❢ ♣♦✉r

❝♦♥s✐❞ér❡r ❞✐✛ér❡♥ts ❝❛s✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞✉ ❢❛❝t❡✉r

❧❛t❡♥t ♣❧✉s ✉♥ ❜r✉✐t ❞❡ ♠❡s✉r❡✳ ❖♥ ♣❛r❛♠étr✐s❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❡s✉r❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡

♠❛r❣✐♥❛❧❡ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛❜❧❡ s♦✐t ✉♥✐t❛✐r❡✳ ❉❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ❝♦♥trô❧❡♥t ❧❛ ♣❛rt ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡

❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❛ttr✐❜✉é❡ à ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ ❢❛❝t❡✉r ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❜r✉✐t ❞❡ ♠❡s✉r❡✱

❡t ❧❛ ♣❛rt ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛ttr✐❜✉é❡ ❛✉ t❡r♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✉ ❢❛❝t❡✉r ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ t❡r♠❡ q✉❛✲

❞r❛t✐q✉❡✳ ❖♥ t♦t❛❧✐s❡ ❛✐♥s✐ tr♦✐s ♣❛r❛♠ètr❡s ✭✉♥ ♣♦✉r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡t ❞❡✉① ♣♦✉r

❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❡s✉r❡✮ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✈❛st❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❡s♣❛❝❡✲ét❛t

❧✐♥é❛✐r❡✲q✉❛❞r❛t✐q✉❡s✳

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✺✾



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❋✐❧t❡r✐♥❣ ✐♥ ◗✉❛❞r❛t✐❝ ❋❛❝t♦r ▼♦❞❡❧s

▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❡①❡r❝✐❝❡ ❝♦♥s✐st❡ à s✐♠✉❧❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ s✉r ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❧♦♥❣✉❡s

✭✉♥ ♠✐❧❧✐♦♥ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✮ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ❖♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡s ❢❛❝t❡✉rs

✜❧trés ♣❛r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡♥ ❧❡✉r ✐♥❞✐q✉❛♥t ❧❛ ✈r❛✐❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✉t✐✲

❧✐sés ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❝♦♠♣❛r❡ ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s ❡rr❡✉rs ♠♦②❡♥♥❡s ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs ✜❧trés ♣❛r

❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❢❛❝t❡✉rs s✐♠✉❧és✳ ❉❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s ❝♦♥s✐❞érés✱ ❧❡

◗❦❢ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡s ♦✉ é❣❛❧❡s à s❡s ❝♦♥❝✉rr❡♥ts✳ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s

s♦♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❢r❛♣♣❛♥t❡s ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❛ttr✐❜✉❡♥t ✉♥❡ ❢♦rt❡

♣❛rt ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❛✉ t❡r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ✿ ❧❡ ◗❦❢ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞❡

✜❧tr❛❣❡ ♠♦②❡♥♥❡s ❥✉sq✉✬à ✼✵✪ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡ s❡s ❝♦♥❝✉rr❡♥ts✳

▲❡ s❡❝♦♥❞ ❡①❡r❝✐❝❡ ❝♦♥s✐st❡ à s✐♠✉❧❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦✐s ♣♦✉r

✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❞♦♥♥é✱ s✉r ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❝♦✉rt❡s ✭✷✵✵ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✮✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡

❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♣❛r q✉❛s✐✲

♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❝♦✉rt❡s s✐♠✉❧é❡s ♣❛r

❥❡✉ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡t ✈❛r✐❛♥❝❡ r❡❧❛t✐✈❡s à ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ à

❞✐st❛♥❝❡ ✜♥✐❡ ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡✳ ◆♦s rés✉❧t❛ts ♠♦♥tr❡♥t

❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✉ ◗❦❢ ❢❛❝❡ à s❡s ❝♦♠♣ét✐t❡✉rs✱ ❡♥ ♣r♦❞✉✐s❛♥t ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s

♠♦✐♥s ❜✐❛✐sé❡s ❡t ❞❡s ❡rr❡✉rs q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ♠♦②❡♥♥❡s ♣❧✉s ♣❡t✐t❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝❛s

❝♦♥s✐❞érés✳

✻✵ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❋✐❧t❡r✐♥❣ ✐♥ ◗✉❛❞r❛t✐❝ ❋❛❝t♦r ▼♦❞❡❧s

✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤✐s ♣❛♣❡r ♣r♦♣♦s❡s ❛ ♥❡✇ ❞✐s❝r❡t❡✲t✐♠❡ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r ❢♦r st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧s ✇❤❡r❡

t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ q✉❛❞r❛t✐❝✳ ❲❡

❝❛❧❧ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ t❤❡ ◗✉❛❞r❛t✐❝ ❑❛❧♠❛♥ ❋✐❧t❡r ✭◗❦❢✮✳ ❲❤✐❧❡ t❤✐s st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ❤❛✈❡

❜❡❝♦♠❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ♣♦♣✉❧❛r ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝s ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❡①✐st✐♥❣ ✜❧t❡rs ❛r❡

❡✐t❤❡r ❤✐❣❤❧② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ✐♥t❡♥s✐✈❡✱ ♦r ♥♦t s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ✜tt❡❞ t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✲q✉❛❞r❛t✐❝

❝❛s❡✳ ❲❡ ❜❡❣✐♥ ❜② ❜✉✐❧❞✐♥❣ t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❢❛❝t♦rs st❛❝❦✐♥❣ t♦❣❡t❤❡r t❤❡ ❧❛t❡♥t

✈❡❝t♦r ❛♥❞ ✐ts ✈❡❝t♦r✐③❡❞ ♦✉t❡r✲♣r♦❞✉❝t✳ ❚♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s t❤❡

✜rst t♦ ❞❡r✐✈❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ❢♦r♠✉❧❛❡ ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❛♥❞

t❤❡ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✜rst✲t✇♦ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ t❤✐s ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ✈❡❝t♦r✳ ✸ ❯s✐♥❣ t❤❡s❡ ♠♦♠❡♥ts✱ t❤❡

tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ✈❡❝t♦r ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❛♥ ❛✣♥❡ ❢♦r♠✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱

t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s ❛✣♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ✈❡❝t♦r ♦❢

❢❛❝t♦rs✳ ❲❡ t❤✉s ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ✐s ❢✉❧❧② ❧✐♥❡❛r✳

❲❡ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◗❦❢ ✜❧t❡r✐♥❣ ❛♥❞ s♠♦♦t❤✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡

❧✐♥❡❛r ❑❛❧♠❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ ✇❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡

t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❢❛❝t♦rs ❣✐✈❡♥ ✐ts ♦✇♥ ♣❛st ❜② ❛

♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ ♥♦ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♥❡❡❞❡❞✱

t❤❡ ◗❦❢ ❝♦♠❜✐♥❡s s✐♠♣❧✐❝✐t② ♦❢ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❢❛st ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ s♣❡❡❞✳ ❲❡ ❛♣✲

♣❧② t❤❡ s❛♠❡ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◗✉❛❞r❛t✐❝ ❑❛❧♠❛♥ ❙♠♦♦t❤✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠

✭◗❦s✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ◗❦❢ ❛♥❞ ◗❦s r❡q✉✐r❡s ♥♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ✐t r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t

❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ ♣❛rt✐❝❧❡ ✜❧t❡r✐♥❣✳

❚♦ ❝♦♠♣❛r❡ ♦✉r ✜❧t❡r ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛r ❡①✐st✐♥❣ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ✜❧t❡rs ✭s❡❡ ❚❛♥✐③❛❦✐ ❬✶✾✾✻❪✮✱

♥❛♠❡❧② t❤❡ ✜rst✲ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❡①t❡♥❞❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ✉♥s❝❡♥t❡❞ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡rs✱ ✇❡ ✐♠✲

♣❧❡♠❡♥t ❛ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①♣❧♦r❡ ❛ ❜r♦❛❞ r❛♥❣❡ ♦❢ ❝❛s❡s✱ ✇❡ ❜✉✐❧❞

❛ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ❢♦r ✭✐✮ t❤❡ ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛t❡♥t

♣r♦❝❡ss✱ ✭✐✐✮ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✱ ❛♥❞ ✭✐✐✐✮ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡

♦❢ q✉❛❞r❛t✐❝ t❡r♠s ✐♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✳ ❘▼❙❊ ♠❡❛s✉r❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❛s❡✳ ❲❡

❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ✜❧t❡rs ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝r✐t❡r✐❛✿ ✜❧t❡r✐♥❣✱ ✐✳❡✳ r❡tr✐❡✈✐♥❣ ❧❛t❡♥t

❢❛❝t♦rs ♣r❡❝✐s❡❧② ❢r♦♠ ❛ ✜①❡❞ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❝❛♣❛❝✲

✐t② t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

❋✐rst✱ t❤❡s❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♣r♦✈✐❞❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r✐♦r✐t② ♦❢ t❤❡ ◗❦❢ ✜❧t❡r✐♥❣ ♦✈❡r ✐ts

❝♦♠♣❡t✐t♦rs ✐♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❢✉❧❧② q✉❛❞r❛t✐❝✱ t❤❡ ◗❦❢ ✐s

✸✳ ❇✉r❛s❝❤✐✱ ❈✐❡s❧❛❦✱ ❛♥❞ ❚r♦❥❛♥✐ ❬✷✵✵✽❪ ♣r♦✈✐❞❡ ❢♦r♠✉❧❛❡ ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✜rst✲t✇♦ ♠♦♠❡♥ts ❢♦r t❤❡
s♣❡❝✐✜❝ ❝❛s❡ ♦❢ ❝❡♥tr❡❞ ❲✐s❤❛rt ♣r♦❝❡ss❡s✳

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✻✶



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❋✐❧t❡r✐♥❣ ✐♥ ◗✉❛❞r❛t✐❝ ❋❛❝t♦r ▼♦❞❡❧s

t❤❡ ♦♥❧② ✜❧t❡r ❛❜❧❡ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ❛♥❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s

♦❢ t❤❡ ❧❛t❡♥t ❢❛❝t♦rs✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ✉♣ t♦ ✼✵✪ ❧♦✇❡r ❘▼❙❊s ❢♦r t❤❡ ◗❦❢ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦

t❤❡ ♦t❤❡r ✜❧t❡rs✱ ❛❧❧ ❝❛s❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❋♦r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❜♦t❤ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞

q✉❛❞r❛t✐❝ t❡r♠s✱ t❤❡ ◗❦❢ st✐❧❧ r❡s✉❧ts ✕ t♦ ❛ s♠❛❧❧❡r ❡①t❡♥t ✕ ✐♥ ❧♦✇❡r ✜❧t❡r✐♥❣ ❘▼❙❊s✳

❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ r♦❜✉st t♦ t❤❡ ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛t❡♥t ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ t❤❡ s✐③❡ ♦❢

t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥♦✐s❡✳ ❆❧s♦✱ ✇❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❛t t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ❡①t❡♥❞❡❞ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r

♣❡r❢♦r♠s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ♣♦♦r❧② ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s ❛♥❞ s❤♦✉❧❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ❞✐s❝❛r❞❡❞ ❢♦r ✜❧t❡r✐♥❣

✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✲q✉❛❞r❛t✐❝ ♠♦❞❡❧✳

❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ◗❦❢✲❜❛s❡❞ ♠❛①✐♠✉♠✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛❧✇❛②s ♣♦s✲

s❡ss ❧♦✇❡r ❜✐❛s ♦r ❧♦✇❡r ❘▼❙❊s t❤❛t t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❡st✐♠❛t♦rs✳ ❲❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t

t❤✐s s✉♣❡r✐♦r✐t② ✐s r♦❜✉st t♦ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛t❡♥t ♣r♦❝❡ss✱ t♦ t❤❡ ❞❡❣r❡❡

♦❢ ❧✐♥❡❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t♦ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦rs✳ ❲❡

❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ◗❦❢ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❜❡st ❜✐❛s✴✈❛r✐❛♥❝❡ tr❛❞❡✲♦✛ ❢♦r t❤❡ q✉❛s✐ ♠❛①✐♠✉♠

❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳

❚❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❜r✐❡❢ r❡✈✐❡✇ ♦❢

t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ✜❧t❡r✐♥❣ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ st❛t❡✲s♣❛❝❡

♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❜✉✐❧❞s t❤❡ ◗❦❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ ♣❡r❢♦r♠s ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ◗❦❢ ✇✐t❤ ♣♦♣✉❧❛r

❝♦♠♣❡t✐t♦rs ✉s✐♥❣ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✺ ❝♦♥❝❧✉❞❡s✳ Pr♦♦❢s ❛r❡ ❣❛t❤❡r❡❞ ✐♥

t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐❝❡s✳

✷✳✷ ▲✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇

❚❤❡ ❡①✐st✐♥❣ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ✜❧t❡rs ✉s❡ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡

st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧✳ ❋✐rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❡①t❡♥❞❡❞ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡rs ❜✉✐❧❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♦♥

✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❚❛②❧♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥s ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡

✜rst✲♦r❞❡r ❡①t❡♥❞❡❞ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r ✐s ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ❝♦✈❡r❡❞ ✐♥ ❆♥❞❡rs♦♥ ❛♥❞ ▼♦♦r❡ ❬✶✾✼✾❪✳ ❚♦

r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❡rr♦rs ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✱ ❆t❤❛♥s✱ ❲✐s❤♥❡r✱ ❛♥❞ ❇❡rt♦❧✐♥✐

❬✶✾✻✽❪ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❡①t❡♥❞❡❞ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r✳ ✹ ■♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❝❛s❡✱

❜♦t❤ ♠❡t❤♦❞s r❡q✉✐r❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ ❣r❛❞✐❡♥ts ❛♥❞ ❍❡ss✐❛♥ ♠❛tr✐❝❡s✱ ♣♦✲

t❡♥t✐❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❜✉r❞❡♥✳ ✺ ❚❤❡ ✉♥s❝❡♥t❡❞ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r ❜❡❧♦♥❣s

♠♦r❡ t♦ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❞❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t♦rs✱ ❛♥❞ ✇❛s ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛s

❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ♣❤②s✐❝s✳ ■t ✐s ❛ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✲

✹✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s tr❡❛t❡❞ ✐♥ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✲❞✐s❝r❡t❡ t✐♠❡ ✐♥ ▼❛②❜❡❝❦ ❬✶✾✽✷❪✳ ❇❛r✲❙❤❛❧♦♠✱
❑✐r✉❜❛r❛❥❛♥✱ ❛♥❞ ▲✐ ❬✷✵✵✷❪ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ✜❧t❡r✳

✺✳ ●✉st❛❢ss♦♥ ❛♥❞ ❍❡♥❞❡❜② ❬✷✵✶✷❪ ❜✉✐❧❞ ❛ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✲❢r❡❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❡①t❡♥❞❡❞ ❑❛❧♠❛♥
✜❧t❡r ✇❤✐❝❤ ❛✈♦✐❞s ✐ss✉❡s ❞✉❡ t♦ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✱ ❜✉t s❤♦✇s ❛ s✐♠✐❧❛r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳

✻✷ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❋✐❧t❡r✐♥❣ ✐♥ ◗✉❛❞r❛t✐❝ ❋❛❝t♦r ▼♦❞❡❧s

❢r❡❡ ♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤ ✐s s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❡①t❡♥❞❡❞

❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✭s❡❡ ❏✉❧✐❡r✱ ❯❤❧♠❛♥♥✱ ❛♥❞ ❉✉rr❛♥t✲❲❤②t❡ ❬✷✵✵✵❪ ♦r

❏✉❧✐❡r ❛♥❞ ❯❤❧♠❛♥♥ ❬✷✵✵✹❪✮✳ ✻ ❲❤❡r❡❛s ♠❛♥② ♦t❤❡r ✜❧t❡rs ❡①✐st✱ ❜♦t❤ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❛♥❞

✉♥s❝❡♥t❡❞ ✜❧t❡rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t❤❡ ♠♦st ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ r❡❝❡♥t ❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❤❡r❡ ❛ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛✣♥❡ ❛♥❞ t❤❡

♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ q✉❛❞r❛t✐❝✳ ❚❤✐s q✉❛❞r❛t✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② s✉✐t❡❞

t♦ ♥✉♠❡r♦✉s ❞②♥❛♠✐❝ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♠♦❞❡❧s✳ ❲❤✐❧❡ ✜rst✲♦r❞❡r ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s st❛♥❞❛r❞ ❛♥❞

❧❛r❣❡❧② ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ st♦❝❤❛st✐❝ ❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✭❉❙●❊✮ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ t❤❡

❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ✐s ✜tt❡❞ t♦ ❡①♣❧♦✐t s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✳ ✼

❆s ❢♦r ✜♥❛♥❝❡✱ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ✜❡❧❞ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ♦✉r ✜❧t❡r ✐s t❤❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ t❡r♠

str✉❝t✉r❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st r❛t❡s✳ ✽ ❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❛♥❞ ♣♦♣✉❧❛r ●❛✉ss✐❛♥ ❛✣♥❡ t❡r♠✲str✉❝t✉r❡

♠♦❞❡❧ ✭●❆❚❙▼✮ ♣r♦✈✐❞❡s ②✐❡❧❞s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛✣♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ❧✐♥❡❛r ❛✉t♦✲

r❡❣r❡ss✐✈❡ ❢❛❝t♦r ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❆s t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ✐♥❝❧✉❞❡ ❧❛t❡♥t ❢❛❝t♦rs✱ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❑❛❧♠❛♥

✜❧t❡r ✾ ❤❛s ❣❛✐♥❡❞ ♦✈❡r✇❤❡❧♠✐♥❣ ♣♦♣✉❧❛r✐t② ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♦t❤❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✭s❡❡

❡✳❣✳ ❉✉❛♥ ❛♥❞ ❙✐♠♦♥❛t♦ ❬✶✾✾✾❪ ♦r ❏♦s❧✐♥✱ ❙✐♥❣❧❡t♦♥✱ ❛♥❞ ❩❤✉ ❬✷✵✶✶❪✮✳ ❆ ♥❛t✉r❛❧ ❡①t❡♥✲

s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●❆❚❙▼ ✐s t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ②✐❡❧❞s ❛r❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ❢❛❝t♦r ♣r♦❝❡ss❡s✳

❚❤❡ ❜✉❧❦ ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡rs ✉s✐♥❣ ◗❚❙▼s ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✲❜♦♥❞ ②✐❡❧❞

❝✉r✈❡s ✭❡✳❣✳ ▲❡✐♣♣♦❧❞ ❛♥❞ ❲✉ ❬✷✵✵✼❪ ❛♥❞ ❑✐♠ ❛♥❞ ❙✐♥❣❧❡t♦♥ ❬✷✵✶✷❪✮✳ ◗❚❙▼s ❤❛✈❡ ❛❧s♦

❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ r❡❧❡✈❛♥t t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ r✐s❦ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ❛♥❞ t❤❡✐r

✐♠♣❧✐❡❞ t❡r♠ str✉❝t✉r❡s✿ ✇❤✐❧❡ ❞❡❢❛✉❧t ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝r❡❞✐t✲r✐s❦ ❧✐t❡r❛✲

t✉r❡ ✭s❡❡ ❡✳❣✳ ❉♦s❤✐✱ ❊r✐❝ss♦♥✱ ❏❛❝♦❜s✱ ❛♥❞ ❚✉r♥❜✉❧❧ ❬✷✵✶✸❪ ❛♥❞ ❉✉❜❡❝q✱ ▼♦♥❢♦rt✱ ❘❡♥♥❡✱

❛♥❞ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ❬✷✵✶✹❪✮✱ ♠♦rt❛❧✐t② ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ✐♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦

✭●♦✉r✐ér♦✉① ❛♥❞ ▼♦♥❢♦rt ❬✷✵✵✽❪✮✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡st✐♠❛t❡ ◗❚❙▼s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s✱

❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❧✐t❡r❛t✉r❡✿ ■♥❝✐ ❛♥❞ ▲✉ ❬✷✵✵✹❪

❛♥❞ ▲✐ ❛♥❞ ❩❤❛♦ ❬✷✵✵✻❪ ✉s❡ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r✱ ▲❡✐♣♣♦❧❞ ❛♥❞ ❲✉ ❬✷✵✵✼❪✱ ❉♦s❤✐✱

❊r✐❝ss♦♥✱ ❏❛❝♦❜s✱ ❛♥❞ ❚✉r♥❜✉❧❧ ❬✷✵✶✸❪ ♦r ❈❤❡♥✱ ❈❤❡♥❣✱ ❋❛❜♦③③✐✱ ❛♥❞ ▲✐✉ ❬✷✵✵✽❪ ❡♠♣❧♦②

t❤❡ ✉♥s❝❡♥t❡❞ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r ❛♥❞ ❆♥❞r❡❛s❡♥ ❛♥❞ ▼❡❧❞r✉♠ ❬✷✵✶✶❪ ♦♣t ❢♦r t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✜❧✲

t❡r✳ ✶✵ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❉✉❜❡❝q✱ ▼♦♥❢♦rt✱ ❘❡♥♥❡✱ ❛♥❞ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ❬✷✵✶✹❪ ✉s❡ t❤❡ ◗❦❢ ✜❧t❡r t❤❛t ✐s

✻✳ ❆ ❣❡♥❡r❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✷✳●✳
✼✳ ❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦✉❧❞ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❜❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❛ss❡t✲♣r✐❝✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❇✉r♥✲

s✐❞❡ ❬✶✾✾✽❪ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❡✳❣✳ ❜② ❈♦❧❧❛r❞ ❛♥❞ ❏✉✐❧❧❛r❞ ❬✷✵✵✶❪✳
✽✳ ❙❡❡ ❉❛✐ ❛♥❞ ❙✐♥❣❧❡t♦♥ ❬✷✵✵✸❪ ❢♦r ❛ s✉r✈❡② ♦❢ ✐♥t❡r❡st✲r❛t❡ t❡r♠✲str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳
✾✳ ❙❡❡ ❑❛❧♠❛♥ ❬✶✾✻✵❪ ❢♦r t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❧✐♥❡❛r ✜❧t❡r ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✳ Pr♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❡✳❣✳ ❍❛r✈❡②

❬✶✾✾✶❪ ♦r ❉✉r❜✐♥ ❛♥❞ ❑♦♦♣♠❛♥ ❬✷✵✶✷❪✳
✶✵✳ ❆❤♥✱ ❉✐tt♠❛r✱ ❛♥❞ ●❛❧❧❛♥t ❬✷✵✵✷❪ r❡s♦rt t♦ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ♠♦♠❡♥ts ✭❊▼▼✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

❉✉✛❡❡ ❛♥❞ ❙t❛♥t♦♥ ❬✷✵✵✽❪ s❤♦✇ t❤❛t✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ❊▼▼ ❤❛s ♣♦♦r ✜♥✐t❡
s❛♠♣❧❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✇❤❡♥ ❞❛t❛ ❛r❡ ♣❡rs✐st❡♥t✱ ❛ t②♣✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ ❜♦♥❞ ②✐❡❧❞s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❤✐❧❡
❊▼▼ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❞✐r❡❝t❧② ♣r♦✈✐❞❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❧❛t❡♥t ❢❛❝t♦rs✳
●❛❧❧❛♥t ❛♥❞ ❚❛✉❝❤❡♥ ❬✶✾✾✽❪ ❤♦✇❡✈❡r ♣r♦♣♦s❡ ❛ r❡♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ t♦ r❡❝♦✈❡r ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❢t❡r

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✻✸



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❋✐❧t❡r✐♥❣ ✐♥ ◗✉❛❞r❛t✐❝ ❋❛❝t♦r ▼♦❞❡❧s

❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❤❡r❡❛❢t❡r✳

❚❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ st❛t❡✲s♣❛❝❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❛t ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♣❛♣❡r ✐s ❛❧s♦

✇❡❧❧✲s✉✐t❡❞ t♦ ✇♦r❦ ✇✐t❤ ❲✐s❤❛rt ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤❡s❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ ✈❛r✐♦✉s

❡♠♣✐r✐❝❛❧✲✜♥❛♥❝❡ st✉❞✐❡s✳ ■♥ ♠♦st ❝❛s❡s✱ t❤❡② ❛r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ st♦❝❤❛st✐❝

✈♦❧❛t✐❧✐t② ♠♦❞❡❧s ✭s❡❡ ❡✳❣✳ ❏✐♥ ❛♥❞ ▼❛❤❡✉ ❬✷✵✶✸❪ ♦r ❘✐♥♥❡r❣s❝❤✇❡♥t♥❡r✱ ❚❛♣♣❡✐♥❡r✱ ❛♥❞

❲❛❧❞❡ ❬✷✵✶✶❪✮✳ ❲✐s❤❛rt ♣r♦❝❡ss❡s ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ❡①♣❧♦✐t❡❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ◗❚❙▼s ✭❋✐❧✐♣♦✈✐❝

❛♥❞ ❚❡✐❝❤♠❛♥♥ ❬✷✵✵✷❪✱ ●♦✉r✐ér♦✉①✱ ▼♦♥❢♦rt✱ ❛♥❞ ❙✉❢❛♥❛ ❬✷✵✶✵❪✱ ●♦✉r✐ér♦✉① ❛♥❞ ❙✉❢❛♥❛

❬✷✵✶✶❪✮✳

✷✳✸ ❚❤❡ ◗✉❛❞r❛t✐❝ ❑❛❧♠❛♥ ❋✐❧t❡r ✭◗❦❢✮ ❛♥❞ ❙♠♦♦t❤❡r

✭◗❦s✮

✷✳✸✳✶ ▼♦❞❡❧ ❛♥❞ ♥♦t❛t✐♦♥s

❲❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❛ st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❛✣♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ q✉❛❞r❛t✐❝

♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛ ❧❛t❡♥t ✭♦r st❛t❡✮

✈❛r✐❛❜❧❡ Xt ♦❢ s✐③❡ n ❛♥❞ ❛♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ Yt ♦❢ s✐③❡ m✳ Xt ♠✐❣❤t ❜❡ ♦♥❧② ♣❛rt✐❛❧❧②

❧❛t❡♥t✱ t❤❛t ✐s✱ s♦♠❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ Xt ♠✐❣❤t ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛r✲q✉❛❞r❛t✐❝ st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

Xt = µ+ ΦXt−1 + Ωεt ✭✷✳✶❛✮

Yt = A+BXt +
m∑

k=1

ekX
′
tC

(k)Xt +Dηt. ✭✷✳✶❜✮

✇❤❡r❡ εt ❛♥❞ ηt ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ●❛✉ss✐❛♥ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡s ✇✐t❤ ✉♥✐t ✈❛r✐❛♥❝❡✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡

♠❛tr✐❝❡s✱ ΩΩ′ = Σ ❛♥❞ DD′ = V ✳ ek ✐s t❤❡ ❝♦❧✉♠♥ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ♦❢ s✐③❡ m ✇❤♦s❡

❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ✵ ❡①❝❡♣t t❤❡ ❦th ♦♥❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✶✳ µ ❛♥❞ Φ ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛

n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❡❝t♦r ❛♥❞ ❛ sq✉❛r❡ ♠❛tr✐① ♦❢ s✐③❡ n✳ A ❛♥❞ B ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢

s✐③❡ m ❛♥❞ ❛ (n ×m) ♠❛tr✐①✳ ❆❧❧ C(k)✬s ❛r❡ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② sq✉❛r❡ s②♠♠❡tr✐❝

♠❛tr✐❝❡s ♦❢ s✐③❡ m×m✳

❚❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ t②♣✐❝❛❧ q✉❛❞r❛t✐❝ t❡r♠

str✉❝t✉r❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❡①♣❧♦r❡❞ ❜② ❆❤♥✱ ❉✐tt♠❛r✱ ❛♥❞ ●❛❧❧❛♥t ❬✷✵✵✷❪✳ ❆ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✲❜②✲

❝♦♠♣♦♥❡♥t ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✶❜✮ ✐s✿

Yt,k = Ak +BkXt +X ′
tC

(k)Xt +Dkηt, ∀k ∈ {1, . . . ,m}, ✭✷✳✷✮

❤❛✈✐♥❣ ❡st✐♠❛t❡❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❊▼▼✳

✻✹ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❋✐❧t❡r✐♥❣ ✐♥ ◗✉❛❞r❛t✐❝ ❋❛❝t♦r ▼♦❞❡❧s

✇❤❡r❡ Yt,k✱ Ak✱ Bk✱ Dk ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❦th r♦✇ ♦❢ Yt✱ A✱ B✱ ❛♥❞ D✳ ◆♦t❡ t❤❛t µ✱ Φ✱

Σ✱ A✱ B✱ C(k)✱ ❛♥❞ D ♠✐❣❤t ❜❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ (Yt−1, Yt−2, . . .)✱ t❤❛t ❛r❡ t❤❡ ♣❛st ✈❛❧✉❡s ♦❢

t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥s ♥♦t❛❜❧② ✐♠♣❧② t❤❛t t❤❡

♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢❡❛t✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❤❡t❡r♦s❦❡❞❛st✐❝✐t②✳

❖✉r ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t✇♦❢♦❧❞✿ ✭✐✮ ✜❧t❡r✐♥❣ ❛♥❞ s♠♦♦t❤✐♥❣ ♦❢ Xt✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐st ✐♥ r❡tr✐❡✈✐♥❣

t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ Xt ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ♦♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ♣❛st ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ Yt✱ ❛♥❞ ❛❧❧

t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ (Yt)t=1,...,T ❀ ❛♥❞ ✭✐✐✮ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ µ✱

Φ✱ Ω✱ A✱ B✱ C(k)✱ D✳ ◆♦t❡ t❤❛t Ω ❛♥❞ D ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✉♣ t♦ t❤❡ r✐❣❤t ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜②

❛♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐①✳ ❚❤❡s❡ ♠❛tr✐❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ✜①❡❞ ❜② ✐♠♣♦s✐♥❣ Ω = Σ1/2 ❛♥❞D = V 1/2✳ ✶✶

❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥s✳ ❆t ❞❛t❡ t✱ ♣❛st ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡

♦❜s❡r✈❡❞ ✈❡❝t♦r ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② Yt = {Yt, Yt−1, Yt−2, . . . , Y1}✱ ❛♥❞ ❢♦r ❛♥② ♣r♦❝❡ss Wt✿

Wt|t ≡ E
[
Wt|Yt

]
,

Wt|t−1 ≡ E

[
Wt|Yt−1

]
,

Et−1(Wt) ≡ E

[
Wt|Wt−1

]
.

PW
t|t ≡ V

[
Wt|Yt

]
,

PW
t|t−1 ≡ V

[
Wt|Yt−1

]
,

Vt−1(Wt) ≡ V

[
Wt|Wt−1

]
.

❲❡ ❛❧s♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ Mt|t−1 ≡ V

[
Yt|Yt−1

]
❛♥❞✿

Zt =

(
X ′

t, V ec(XtX
′
t)

′

)′

.

Zt ✐s t❤❡ ✈❡❝t♦r st❛❝❦✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ Xt ❛♥❞ ✐ts ✈❡❝t♦r✐③❡❞ ♦✉t❡r✲♣r♦❞✉❝t✳ ❚❤✐s

✈❡❝t♦r Zt✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ st❛t❡ ✈❡❝t♦r ✭s❡❡ ❈❤❡♥❣ ❛♥❞ ❙❝❛✐❧❧❡t ❬✷✵✵✼❪✮✱ ✇✐❧❧ ♣❧❛②

❛ ❦❡② r♦❧❡ ✐♥ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❲❡ ✜rst st✉❞② t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ t❤✐s ✈❡❝t♦r ❣✐✈❡♥

♣❛st ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

✷✳✸✳✷ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ Zt

■t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ ✭s❡❡ ❇❡rt❤♦❧♦♥✱ ▼♦♥❢♦rt✱ ❛♥❞ P❡❣♦r❛r♦ ❬✷✵✵✽❪✮ t❤❛t ✇❤❡♥ µ✱ Φ ❛♥❞

Σ ❞♦ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ Yt−1✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✭Zt✮ ✐s ❈♦♠♣♦✉♥❞ ❆✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ♦❢ ♦r❞❡r ✶ ✕♦r

❈❛r✭✶✮✕✱ t❤❛t ✐s t♦ s❛②✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❧♦❣✲▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠✱ ♦r ❝✉♠✉❧❛♥t ❣❡♥❡r❛t✐♥❣

❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

logϕt(u) = logE
[
exp(u′Zt)|Zt−1

]

✐s ❛✣♥❡ ✐♥ Zt−1✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ❝r✉❝✐❛❧❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ st❛t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♠❛tr✐① Ω

✶✶✳ Ω ❛♥❞ D ❝❛♥ ❜❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ✇❤❡♥ Σ ♦r V ❛r❡ ♥♦t ♦❢ ❢✉❧❧✲r❛♥❦✳

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✻✺



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❋✐❧t❡r✐♥❣ ✐♥ ◗✉❛❞r❛t✐❝ ❋❛❝t♦r ▼♦❞❡❧s

✭❤❡♥❝❡ Σ✮ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ♣❛st ✈❛❧✉❡s ♦❢ Xt−1✳ ✶✷ ❚❤✐s ❛✣♥❡ ♣r♦♣❡rt② ✐♠♣❧✐❡s✱ ✐♥ ♣❛r✲

t✐❝✉❧❛r✱ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ Et−1(Zt) ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡

♠❛tr✐① Vt−1(Zt) ♦❢ Zt ❣✐✈❡♥ Zt−1 ❛r❡ ❛✣♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ Zt−1✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ Et−1(Zt) ❛♥❞

Vt−1(Zt) ❤❛✈❡ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✳ Et−1(Zt) = µ̃+ Φ̃Zt−1 ❛♥❞ Vt−1(Zt) = Σ̃t−1✱ ✇❤❡r❡✿

µ̃ =




µ

V ec(µµ′ + Σ)


 , Φ̃ =




Φ 0

µ⊗ Φ + Φ⊗ µ Φ⊗ Φ




Σ̃t−1 ≡ Σ̃(Zt−1) =




Σ ΣΓ′
t−1

Γt−1Σ Γt−1ΣΓ
′
t−1 +

(
In2 + Λn

)
(Σ⊗ Σ)




Γt−1 = In ⊗ (µ+ ΦXt−1) + (µ+ ΦXt−1)⊗ In

Λn ❜❡✐♥❣ t❤❡ n2 ×n2 ♠❛tr✐①✱ ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ✐♥ (n×n) ❜❧♦❝❦s✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ (i, j) ❜❧♦❝❦ ✐s eje′i
✭s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ✷✳❇ ❢♦r Λn ♣r♦♣❡rt✐❡s✮✳

Pr♦♦❢✳ ❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ✷✳❈✳ �

◆♦t❡ t❤❛t Σ̃t−1 ✐s ❛ n(n+1)×n(n+1)♠❛tr✐① ✇❤❡r❡❛s Σ̃(•) ✐s ❛ Rn(n+1) 7−→ Mn(n+1)×n(n+1)

❢✉♥❝t✐♦♥✱ Mn(n+1)×n(n+1) ❜❡✐♥❣ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ s②♠♠❡tr✐❝ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡ ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ s✐③❡

n(n + 1)✳ ■❢ µ✱ Φ✱ ❛♥❞ Σ ❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ Yt−1✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶ st✐❧❧ ❤♦❧❞s r❡♣❧❛❝✐♥❣

Et−1(Zt) ❛♥❞ Vt−1(Zt) ❜② E(Zt|Zt−1, Yt−1) ❛♥❞ V(Zt|Zt−1, Yt−1)✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

Σ̃t−1(•) ✐s ❝❧❡❛r❧② ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ Xt−1 ❛♥❞ ❛♥ ❛✣♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ Zt−1✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜②

Σ̃(Zt−1) ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✮✳ ■♥ t❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ E[Σ̃(Zt−1)|Yt−1]✳

❚❤✐s q✉❛♥t✐t② ✐s ❡❛s✐❧② ❝♦♠♣✉t❛❜❧❡ ❛s Σ̃(Zt−1|t−1) ♦♥❧② ♦♥❝❡ t❤❡ ❛✣♥❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

Σ̃(Z) ✐s ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✷ ❞❡t❛✐❧s t❤✐s ❛✣♥❡ ❢♦r♠✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ Σ̃(i,j)
t−1 ❢♦r i ❛♥❞ j ❜❡✐♥❣ {1, 2} t❤❡ (i, j) ❜❧♦❝❦ ♦❢ Σ̃t−1✳ ❊❛❝❤

✶✷✳ ❚❤✐s ♣r♦♣❡rt② ✐s ♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✉s❡ ❢♦r t❡r♠✲str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ❢♦r♠✉❧❛s
t♦ ♣r✐❝❡ ❧♦♥❣✲t❡r♠ ❜♦♥❞s ✐♥ ◗❚❙▼ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❆❤♥✱ ❉✐tt♠❛r✱ ❛♥❞ ●❛❧❧❛♥t ❬✷✵✵✷❪✳

✻✻ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❋✐❧t❡r✐♥❣ ✐♥ ◗✉❛❞r❛t✐❝ ❋❛❝t♦r ▼♦❞❡❧s

❜❧♦❝❦ ♦❢ Σ̃ ✐s ❛✣♥❡ ✐♥ Zt−1 ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡✿

V ec
(
Σ̃

(1,1)
t−1

)
= V ec(Σ)

V ec
(
Σ̃

(1,2)
t−1

)
= [Σ⊗ (In2 + Λn)] [V ec(In)⊗ In]

{
µ+ Φ̃1Zt−1

}

V ec
(
Σ̃

(2,1)
t−1

)
= [(In2 + Λn)⊗ Σ] (In ⊗ Λn) [V ec(In)⊗ In]

{
µ+ Φ̃1Zt−1

}

V ec
(
Σ̃

(2,2)
t−1

)
= [(In2 + Λn)⊗ (In2 + Λn)] [(In ⊗ Λn ⊗ In)(V ec(Σ)⊗ In2)]

{
µ⊗ µ+ Φ̃2Zt−1

}

+ [In2 ⊗ (In2 + Λn)]V ec(Σ⊗ Σ)

✭✷✳✸✮

❲❤❡r❡ Φ̃1 ❛♥❞ Φ̃2 ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❜❧♦❝❦s ♦❢ Φ̃ ❛♥❞ Λn ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✐♥

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✳ ❚❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♠♣❧✐❡s✿

V ec [Vt−1(Zt)] = V ec
[
Σ̃(Zt−1)

]
= ν +ΨZt−1,

✇❤❡r❡ ν ❛♥❞ Ψ ❛r❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ♠❛tr✐❝❡s ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✸✱ ❛♥❞ ❛r❡

❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✷✳❉✳

Pr♦♦❢✳ ❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ✷✳❉✳ �

❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦❢ ❇✉r❛s❝❤✐✱ ❈✐❡s❧❛❦✱ ❛♥❞ ❚r♦❥❛♥✐ ❬✷✵✵✽❪✳ ❲❤✐❧❡

t❤❡s❡ ❛✉t❤♦rs ❡①♣r❡ss t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✜rst✲t✇♦ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ ❛ ❝❡♥tr❛❧ ❲✐s❤❛rt ❛✉t♦r❡❣r❡s✲

s✐✈❡ ♣r♦❝❡ss ✭s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❈✳ ♦❢ ❇✉r❛s❝❤✐✱ ❈✐❡s❧❛❦✱ ❛♥❞ ❚r♦❥❛♥✐ ❬✷✵✵✽❪✮✱ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ t❤❡

✜rst t✇♦✲❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ ♦✉r ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ✈❡❝t♦r Zt ✐♥ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ✭✇❤❡r❡

µ 6= 0✮✳

✷✳✸✳✸ ❯♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ Zt ❛♥❞ st❛t✐♦♥❛r✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

❚❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst t✇♦ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ Zt ❝❛♥✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱

❜❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞ t♦ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ t❤❡ ✜❧t❡r✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ st❛♥❞❛r❞

❝❛s❡ ✇❤❡r❡ µ✱ Φ ❛♥❞ Σ ❛r❡ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ Yt−1✳ ■❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ Φ ❤❛✈❡ ❛ ♠♦❞✉❧✉s

str✐❝t❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✶✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss (Xt) ✐s str✐❝t❧② ❛♥❞✱ ❛ ❢♦rt✐♦r✐✱ ✇❡❛❦❧② st❛t✐♦♥❛r②✳ ❙✐♥❝❡

Zt ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢Xt t❤❡ s❛♠❡ ✐s tr✉❡ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❝❡ss (Zt)✳ ❚❤❡ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦r st❛t✐♦♥❛r②

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ Xt ✐s t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ N (µu,Σu) ✇❤❡r❡✿

µu = (I − Φ)−1µ ❛♥❞ Σu = ΦΣuΦ′ + Σ ✭✷✳✹✮

❊q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ V ec(Σu) = (I−Φ⊗Φ)−1 V ec(Σ)✳ ❚❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢

Zt ✐s t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ N (µu,Σu) ❜② t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ❞❡✜♥❡❞ ❜② f(x) = (x′, V ec(xx′)′)′✳ ■♥ ♦r❞❡r

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✻✼



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❋✐❧t❡r✐♥❣ ✐♥ ◗✉❛❞r❛t✐❝ ❋❛❝t♦r ▼♦❞❡❧s

t♦ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ ♦✉r ✜❧t❡r✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t❤❡ ✜rst t✇♦ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ t❤✐s st❛t✐♦♥❛r② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ t❤❛t

✐s t♦ s❛② t❤❡ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ E(Zt) ❛♥❞ t❤❡ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡

♠❛tr✐① V(Zt) ♦❢ Zt✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶ ❣✐✈❡s t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ Zt ❣✐✈❡♥ Zt−1✱ ♥❛♠❡❧②

Et−1(Zt) ❛♥❞ Vt−1(Zt)✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ s♦❧❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦♠❡♥ts

❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦♠❡♥ts E(Zt) ❛♥❞ V(Zt)✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t

✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t✱ ❤❡r❡✱ t❤❡ ❛✣♥❡ ❢♦r♠s ♦❢ Et−1(Zt) ❛♥❞ Vt−1(Zt) ♠❛❦❡ t❤❡s❡

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❢❡❛s✐❜❧❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧②✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛♥② ✈❛❧✉❡ Z0 ♦❢ Zt ❛t

t = 0✱ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ [E(Zt)
′, V ec(V(Zt))

′]′✱ ❢♦r t = 1, 2, . . . s❛t✐s✜❡s ❛ ✜rst✲♦r❞❡r ❧✐♥❡❛r

❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✸✳ ❲❡ ❤❛✈❡✿




E(Zt)

V ec[V(Zt)]


 =




µ̃

ν


+ Ξ




E(Zt−1)

V ec[V(Zt−1)]


 ✇❤❡r❡ Ξ =




Φ̃ 0

Ψ Φ̃⊗ Φ̃


 .

✭✷✳✺✮

✇❤❡r❡ µ̃ ❛♥❞ Φ̃ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✱ ❛♥❞ ν✱ Ψ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ Pr♦♣♦✲

s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✳

Pr♦♦❢✳ ❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ✷✳❊✳ �

❚❤✐s ❧✐♥❡❛r ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥✈❡r❣❡♥t s✐♥❝❡ ❛❧❧ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ Ξ ❤❛✈❡ ❛ ♠♦❞✉❧✉s

str✐❝t❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✶✳ ❚❤✐s ✐s ❡❛s✐❧② ✈❡r✐✜❡❞✿ Ξ ✐s ❜❧♦❝❦ tr✐❛♥❣✉❧❛r t❤✉s ✐ts ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s

❛r❡ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ Φ̃ ❛♥❞ Φ̃⊗ Φ̃✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t✱ Φ̃ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s

❛s Φ ❛♥❞ Φ⊗Φ ✭s❡❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r ♣r♦❞✲

✉❝t ♦❢ t✇♦ sq✉❛r❡ ♠❛tr✐❝❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣r♦❞✉❝ts ♦❢ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞

♠❛tr✐❝❡s ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ s✐♥❝❡ Φ ❤❛s ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✉♥✐t ❝✐r❝❧❡✱ s♦ ❤❛✈❡ Φ̃✱

Φ̃⊗ Φ̃✱ ❛♥❞ Ξ✳

❲❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t t❤❡ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ µ̃u ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ Σ̃u ✭♦r r❛t❤❡r

V ec(Σ̃u)✮ ♦❢ Zt ❛r❡ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢✿




µ̃u

V ec
(
Σ̃u
)


 =




µ̃

ν


+




Φ̃ 0

Ψ Φ̃⊗ Φ̃







µ̃u

V ec
(
Σ̃u
)


 . ✭✷✳✻✮

❲❡ ❣❡t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦r♦❧❧❛r②✿

✻✽ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❋✐❧t❡r✐♥❣ ✐♥ ◗✉❛❞r❛t✐❝ ❋❛❝t♦r ▼♦❞❡❧s

❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳✸✳✸✳✶✳ ❚❤❡ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ µ̃u ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ Σ̃u ♦❢ Zt

❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

µ̃u =
(
In(n+1) − Φ̃

)−1

µ̃

V ec
(
Σ̃u
)

=
(
In2(n+1)2 − Φ̃⊗ Φ̃

)−1

(ν +Ψµ̃u)

=
(
In2(n+1)2 − Φ̃⊗ Φ̃

)−1

V ec
[
Σ̃ (µ̃u)

]
,

✇❤❡r❡ µ̃ ❛♥❞ Φ̃ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✳

❚❤❡s❡ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ µ̃u ❛♥❞ Σ̃u ✇✐❧❧ ♠❛❦❡ ❡❛s② t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ❛❧❣♦✲

r✐t❤♠s✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ V ec[Σ̃(µ̃u)] r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❛✣♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥

♦❢ ❆♣♣❡♥❞✐① ✷✳❉ ❣✐✈❡♥ ❜② V ec[Σ̃(µ̃u)] = ν +Ψµ̃u✳

✷✳✸✳✹ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ●❛✉ss✐❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ (Zt)

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶ s❤♦✇s t❤❛t Zt s❛t✐s✜❡s✿

Zt = µ̃+ Φ̃Zt−1 + Ω̃(Zt−1)ξt, ✭✷✳✼✮

✇❤❡r❡ Ω̃(Zt−1) ✐s s✉❝❤ t❤❛t Ω̃(Zt−1)Ω̃(Zt−1)
′ = Σ̃(Zt−1) ❛♥❞ (ξt) ✐s ❛ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ❞✐❢✲

❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦❝❡ss✱ ✇✐t❤ ❛ ✉♥✐t ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ✭✐✳❡✳ Et−1(ξt) = 0

❛♥❞ Vt−1(ξt) = In(n+1)✮✳ ■♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✱ ✇❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ♣r♦❝❡ss (ξt) ❜② ❛ ●❛✉ss✐❛♥

✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡✳ ■♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ µ✱ Φ ❛♥❞ Σ ❛r❡ t✐♠❡✲✐♥✈❛r✐❛♥t✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss Z∗
t ✱

t = 0, 1, . . .✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜② Z∗
0 ∼ N (µ̃u, Σ̃u) ❛♥❞

Z∗
t = µ̃+ Φ̃Z∗

t−1 + Ω̃(Z∗
t−1)ξ

∗
t ,

✇❤❡r❡ (ξ∗t ) ✐s ❛ st❛♥❞❛r❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡✱ ❤❛s ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♣r♦♣✲

❡rt✐❡s ❛s ♣r♦❝❡ss (Zt)✳ ❚❤✐s st❛t❡♠❡♥t ✐s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✹✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✹✳ ■❢ µ✱ Φ ❛♥❞ Σ ❛r❡ t✐♠❡✲✐♥✈❛r✐❛♥t✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s Zt ❛♥❞ Z∗
t ❤❛✈❡ t❤❡

s❛♠❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ✐✳❡✳ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡❛♥s✱ ✈❛r✐❛♥❝❡s✱ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡s✱

s❡r✐❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ s❡r✐❛❧ ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s✳

Pr♦♦❢✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t✱ ❢♦r ❜♦t❤ ♣r♦❝❡ss❡s✱ t❤❡ ♠❡❛♥✱ ✈❛r✐❛♥❝❡✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①✱

❛♥❞ ❧❛❣✲❤ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② µ̃u✱ Σ̃u ❛♥❞ Φ̃hΣ̃u✳ �

✷✳✸✳✺ ❚❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❯s✐♥❣ t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ st❛t❡ ✈❡❝t♦r Zt ✇❡ ❝❛♥ r❡✇r✐t❡ t❤❡ st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❉❡✜♥✐t✐♦♥

✷✳✸✳✶ ❛s ❛♥ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧✳

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✻✾



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❋✐❧t❡r✐♥❣ ✐♥ ◗✉❛❞r❛t✐❝ ❋❛❝t♦r ▼♦❞❡❧s

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✳ ❚❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✲q✉❛❞r❛t✐❝

st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿





Zt = µ̃+ Φ̃Zt−1 + Ω̃t−1ξt,

Yt = A+ B̃Zt +Dηt,

✭✷✳✽✮

✇❤❡r❡ ηt✱ A✱ ❛♥❞ D ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✐♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✱ Ω̃t−1 ✐s s✉❝❤ t❤❛t Ω̃t−1Ω̃
′
t−1 = Σ̃t−1✱

❛♥❞ µ̃✱ Φ̃✱ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✳ ▼❛tr✐① B̃ ∈ Rm×n(n+1) ✐s✿

B̃ =




V ec
[
C(1)

]′

B
✳✳✳

V ec
[
C(m)

]′




❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡ss (ξt) ❜② ❛ st❛♥❞❛r❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✇❤✐t❡✲♥♦✐s❡ ❛♥❞ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t t❤❡

tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ ❋♦r♠✉❧❛ ✭✷✳✽✮ ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❧✐♥❡❛r ✐♥ Zt−1 ❛♥❞

Zt✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❧✐♥❡❛r ●❛✉ss✐❛♥✳ ❲❤❡r❡❛s ♥✉♠❡r♦✉s ❡①✐st✐♥❣ ✜❧t❡rs

r❡❧② ♦♥ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ Xt ❣✐✈❡♥ Yt−1 ✭s❡❡ ❡✳❣✳ t❤❡

❊❦❢ ❛♥❞ ❯❦❢ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✮✱ t❤❡ ◗❦❢ ❜✉✐❧❞s ♦♥ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ Zt ❣✐✈❡♥ Zt−1 ♦r✱ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ ♦❢ Zt ❣✐✈❡♥ Xt−1✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✹ s❤♦✇s

t❤❛t t❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❡①❛❝t ✉♣ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r✳ ✶✸ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡✲

❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♥♦✐s❡✱ ✐✳❡✳ Ω̃t−1Ω̃
′
t−1 = Σ̃t−1✱ ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢

Zt−1 ✭s❡❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✮✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ✐♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❧✐♥❡❛r ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r

❜② Σ̃(Zt−1|t−1)✳ ❆t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❛t t❤✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❛❧✇❛②s ❜❡

♠❛❞❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛❡ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✷ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛✣♥❡ ❢♦r♠s ✐♥ Zt−1 ❛r❡ ♠❛❞❡ ❝♦♠✲

♣❧❡t❡❧② ❡①♣❧✐❝✐t ✭s❡❡ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❜❡❧♦✇ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❣❡t t❤❡ ◗✉❛❞r❛t✐❝

❑❛❧♠❛♥ ❋✐❧t❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶✳

❙t❛rt✐♥❣ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛t t = 1✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s Z0|0 ❛♥❞ PZ
0|0✳ ❆s ❡♠♣❤❛s✐③❡❞

♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ ♦♥❡ ❝❛♥ t❛❦❡ t❤❡ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦♠❡♥ts Z0|0 = µ̃u ❛♥❞ P0|0 = Σ̃u✳ ◆♦t❡ t❤❛t

✉s✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✻✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ µ̃u = µ̃ + Φ̃µu ❛♥❞ Σ̃u = Φ̃Σ̃uΣ̃′ + Σ̃(µu) ❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱

Z1|0 = Z0|0✱ PZ
1|0 = PZ

0|0✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s ✇❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ st❛rt t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜② t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥

♦❢ Yt✱ ❢♦r t = 1✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s Z1|0 = µ̃u ❛♥❞ PZ
1|0 = Σ̃u✳

❋♦r ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ n✱ t❤❡◗❦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♠✐❣❤t s✉✛❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❝✉rs❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② s✐♥❝❡

✶✸✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✹ ✐♠♣❧✐❡s ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❛t t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥s ♦❢ Zt ❛♥❞ Z
∗
t ♦♥ ♣❛st ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s

❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ✐♠♣❧② t❤❛t E(Zt|Yt) ❛♥❞ E(Z∗
t |Yt) ❛r❡ ❡q✉❛❧ s✐♥❝❡ ξt ✐s ♥♦t

●❛✉ss✐❛♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① Σ̃t−1 ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ♣❛st ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡✳

✼✵ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❋✐❧t❡r✐♥❣ ✐♥ ◗✉❛❞r❛t✐❝ ❋❛❝t♦r ▼♦❞❡❧s

❚❛❜❧❡ ✷✳✶✿ ◗✉❛❞r❛t✐❝ ❑❛❧♠❛♥ ❋✐❧t❡r ✭◗❦❢✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠

■♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥✿ Z0|0 = µ̃u ❛♥❞ PZ
0|0 = Σ̃u✳

❙t❛t❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✿
Zt|t−1 µ̃+ Φ̃Zt−1|t−1

PZ
t|t−1 Φ̃PZ

t−1|t−1Φ̃
′ + Σ̃(Zt−1|t−1)

▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✿
Yt|t−1 A+ B̃Zt|t−1

Mt|t−1 B̃PZ
t|t−1B̃

′ + V

●❛✐♥✿ Kt PZ
t|t−1B̃

′M−1
t|t−1

❙t❛t❡ ✉♣❞❛t✐♥❣✿
Zt|t Zt|t−1 +Kt(Yt − Yt|t−1)

PZ
t|t PZ

t|t−1 −KtMt|t−1K
′
t

◆♦t❡✿ µ̃u ❛♥❞ Σ̃u ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ♣r♦❝❡ss Zt ✭t❤❛t ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥
❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳✸✳✸✳✶✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✐♠♣❧✐❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ [(XX ′)t|t −Xt|tX

′
t|t]✱ t❤❛t ✐s ❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①✱

s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ♠❛tr✐①✳ ❲❤❡♥ ✐t ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡✱ ✇❡ r❡♣❧❛❝❡ ✐ts ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❜② ✵ ❛♥❞
r❡❝♦♠♣✉t❡ (XX ′)t|t ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✳ ❙✉❝❤ ❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♥❡❡❞❡❞ ✐♥ t❤❡ st❛t❡✲♣r❡❞✐❝t✐♦♥ st❡♣✿ ✐♥❞❡❡❞✱

✉s✐♥❣ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ♠❛tr✐❝❡s µ̃ ❛♥❞ Φ̃✱ ✇❡ ❣❡t t❤❛t
[(XX ′)t+1|t −Xt+1|tX

′
t+1|t] = Φ((XX ′)t|t −Xt|tX

′
t|t)Φ + Σ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡♥ ♣♦s✐t✐✈❡✳

t❤❡ t♦t❛❧ ✜❧t❡r❡❞ ✈❡❝t♦r ✐s ♦❢ s✐③❡ n(n+ 1)✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ ✐t ✐s ❧✐❦❡❧② t❤❛t ♦t❤❡r tr❛❞✐t✐♦♥❛❧

✜❧t❡rs ✇✐❧❧ r❡s✉❧t ✐♥ ❢❛st❡r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ n(n + 1)✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧

✈❡❝t♦r Zt ❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ s♠❛❧❧❡r ✈❡❝t♦r [X ′
t, V ech(XtXt)

′]′ ♦❢ s✐③❡ n(n + 3)/2✳

❚❤✐s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❛r❡❧② ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ st❛t❡ s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧✱ ♣r❡♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ t❤❡

❧♦✇❡r ❜❧♦❝❦ ♦❢ Zt ❜② ❛ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♠❛tr✐① Hn s✉❝❤ t❤❛t V ech(XtX
′
t) = HnV ec(XtX

′
t)✳ ❚❤❡

❢♦r♠❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♠❛tr✐① ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✷✳❋✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢

❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦♠❡♥ts ✉s✐♥❣ V ech ✐s t❤✉s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✳

✷✳✸✳✻ ❚❤❡ s♠♦♦t❤✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❈♦♥tr❛r② t♦ ♠♦st ❡①✐st✐♥❣ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ✜❧t❡rs✱ t❤❛t ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱

♦✉r ◗❦❢ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ❛ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ s♠♦♦t❤✐♥❣ ❡①t❡♥s✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ s✐♥❝❡ ♦✉r ❜❛s✐❝

st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❧✐♥❡❛r✱ ✇❡ ❥✉st ❤❛✈❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❜❛❝❦✇❛r❞ ✜①❡❞✲✐♥t❡r✈❛❧

❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ◆♦t❡ ❤♦✇❡✈❡r t❤❛t t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s PZ
t+1|t ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡

✜❧t❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s✐♥❣ V ec(•) ❛r❡ ♥♦t ♦❢ ❢✉❧❧✲r❛♥❦ s✐♥❝❡ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ Zt ✐s

r❡❞✉♥❞❛♥t ✇❤❡♥ n > 2✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ s♠♦♦t❤✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♠✉st ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✇✐t❤

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✼✶



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❋✐❧t❡r✐♥❣ ✐♥ ◗✉❛❞r❛t✐❝ ❋❛❝t♦r ▼♦❞❡❧s

t❤❡ V ech(•) ♦♣❡r❛t♦r✳ ▲❡t ✉s ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s✿

H̃n =




In 0

0 Hn


 ❛♥❞ G̃n =




In 0

0 Gn


 ,

t❤❛t ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ n(n+3)
2

×n(n+1) ❛♥❞ n(n+1)× n(n+3)
2

♠❛tr✐❝❡s ✉s✐♥❣ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥

❛♥❞ ❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s Hn ❛♥❞ Gn ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✷✳❋✳ ❲❡ ❤❛✈❡✿

V ec(XtX
′
t) = GnV ech(XtX

′
t) ❛♥❞ V ech(XtX

′
t) = HnV ec(XtX

′
t)

H̃n ✐s ❞❡✜♥❡❞ s✉❝❤ t❤❛t H̃nZt = [X ′
t, V ech(XtX

′
t)

′]′✳ ❚❤❡ s❛♥❞✇✐❝❤ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ H̃nP
Z
t+1|tH̃

′
n

❞r♦♣s t❤❡ r❡❞✉♥❞❛♥t r♦✇s ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥s✳ ❲❡ ❣❡t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s♠♦♦t❤✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✿

Ft =
(
H̃nP

Z
t|tH̃

′
n

)(
H̃nΦ̃G̃n

)′ (
H̃nP

Z
t+1|tH̃

′
n

)−1

H̃nZt|T = H̃nZt|t + Ft

(
H̃nZt+1|T − H̃nZt+1|t

)

(
H̃nP

Z
t|T H̃

′
n

)
=

(
H̃nPt|tH̃

′
n

)
+ Ft

[(
H̃nP

Z
t+1|T H̃

′
n

)
−
(
H̃nP

Z
t+1|tH̃

′
n

)]
F ′
t

❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s ZT |T ❛♥❞ PZ
T |T ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

✷✳✹ ❯s✉❛❧ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ✜❧t❡rs

❆♠♦♥❣ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛r ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ✜❧t❡rs✱ t✇♦ ♠❛✐♥ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞✿

t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r ✭❊❦❢✮ ❛♥❞ t❤❡ ✉♥s❝❡♥t❡❞ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r ✭❯❦❢✮✳ ❇♦t❤ ❛♣♣r♦①✲

✐♠❛t❡ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦r tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s

❜✉t t❤❡✐r s♣✐r✐t ❞✐✛❡r r❛❞✐❝❛❧❧②✳ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts t❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡

❧✐♥❡❛r✲q✉❛❞r❛t✐❝ st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✳ ❚❤❡② ✇✐❧❧ ❢✉rt❤❡r ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❝♦♠✲

♣❡t✐t♦rs ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ◗❦❢ ✐♥ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛ss❡ss♠❡♥t✳

❚✇♦ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❊❦❢ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ✕ ●❛✉ss✐❛♥ ✕

✜❧t❡rs✳ ❚❤❡✐r ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ ✜rst✲ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❚❛②❧♦r ❡①♣❛♥✲

s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r♦✉♥❞ Xt|t−1 ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡

✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥s✿

h(Xt) ≡ A+BXt +
m∑

k=1

ekX
′
tC

(k)Xt

Gt|t−1 ≡ ∂h

∂X ′
t

(Xt|t−1) = B + 2
m∑

k=1

ekX
′
t|t−1C

(k)

✼✷ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❋✐❧t❡r✐♥❣ ✐♥ ◗✉❛❞r❛t✐❝ ❋❛❝t♦r ▼♦❞❡❧s

❚❛❜❧❡ ✷✳✷ ❞❡t❛✐❧s ❜♦t❤ ❊❦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝❛s❡✳ ✶✹ ❆ ❣❡♥❡r❛❧

♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ✈❡rs✐♦♥ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✷✳● ✭s❡❡ ❛❧s♦ ❏❛③✇✐♥s❦✐ ❬✶✾✼✵❪ ❛♥❞ ❆♥❞❡rs♦♥

❛♥❞ ▼♦♦r❡ ❬✶✾✼✾❪ ❢♦r t❤❡ ❊❦❢✶✱ ❛♥❞ ❆t❤❛♥s✱ ❲✐s❤♥❡r✱ ❛♥❞ ❇❡rt♦❧✐♥✐ ❬✶✾✻✽❪ ♦r ▼❛②❜❡❝❦

❬✶✾✽✷❪ ❢♦r t❤❡ ❊❦❢✷✮✳

❚❛❜❧❡ ✷✳✷✿ ❊❦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❝❛s❡

❊❦❢✶ ❊❦❢✷

■♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥✿ X0|0 = E(X0) ❛♥❞ P
X
0|0 = V(X0)

❙t❛t❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✿
Xt|t−1 µ+ΦXt−1|t−1

PX
t|t−1 ΦPX

t−1|t−1Φ
′ +Σ

▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✿
Yt|t−1 h(Xt|t−1) h(Xt|t−1) +

m∑

k=1

ekTr
(
PX
t|t−1C

(k)
)

Mt|t−1 Gt|t−1P
X
t|t−1G′

t|t−1 Gt|t−1P
X
t|t−1G′

t|t−1 + V

+V +2
m∑

k,j=1

eke
′
jTr

(
C(k)PX

t|t−1C
(j)PX

t|t−1

)

●❛✐♥✿ Kt PX
t|t−1G′

t|t−1M
−1
t|t−1

❙t❛t❡ ✉♣❞❛t✐♥❣✿
Xt|t Xt|t−1 +Kt(Yt − Yt|t−1)

PX
t|t PX

t|t−1 −KtMt|t−1K
′
t

◆♦t❡✿ ❙❡❡ ❛❜♦✈❡ ❢♦r t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ Gt|t−1 ❛♥❞ h(x)✳

■♥ t❤❡ ❊❦❢✶ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❜♦t❤ Yt|t−1 ❛♥❞ Mt|t−1 ❛r❡ ❣r♦ss❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡

❊❦❢✷ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡s t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❜✐❛s ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t❡r♠s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡

❡rr♦r ♦♥ t❤❡s❡ ♠♦♠❡♥ts ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❢♦✉rt❤ ❛♥❞ ✜❢t❤ r♦✇s ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✷✳✷✮✳ ❊✈❡♥ ✐❢ t❤❡

❚❛②❧♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❡①❛❝t ✐♥ t❤❡ ❊❦❢✷✱ ✐t ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❛♣♣r♦①✐✲

♠❛t❡s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ (Yt, Xt) ❣✐✈❡♥ Yt−1 ❜② ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤

❛❧s♦ ✐♥❞✉❝❡s ❡rr♦rs ✐♥ t❤❡ r❡❝✉rs✐♦♥s✳

■♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ t❤❡ ❯❦❢ ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❞❡♥s✐t②✲❜❛s❡❞ ✜❧t❡rs ❛♥❞ ✉s❡s ❛ s❡t ♦❢

✶✹✳ ❆♥♦t❤❡r ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ✜❧t❡r ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ tr✉♥❝❛t❡❞ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ✜❧t❡r ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
▼❛②❜❡❝❦ ❬✶✾✽✷❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ♠❛❦❡s t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ t❤✐r❞ ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦♠❡♥ts
♦❢ Xt ❣✐✈❡♥ Yt−1 ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ t♦ ❜❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❛♥❞ s❡t t♦ ✵✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢
Mt|t−1 ✐♥ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ②✐❡❧❞ ♥♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡✲❞❡✜♥✐t❡ ♠❛tr✐❝❡s s❤♦✇✐♥❣ ❢❛r ❧❡ss ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ st❛❜✐❧✐t②
t❤❛♥ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❡①t❡♥❞❡❞ ✜❧t❡r✳ ❲❡ t❤✉s ❧❡❢t ✐t ❛s✐❞❡ ✐♥ ♦✉r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❡①❡r❝✐s❡✳ ❆❧s♦✱
❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❡①t❡♥❞❡❞ ✜❧t❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ✇✐t❤ st❛t✐st✐❝❛❧ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❜✉t ❛r❡ r❛r❡❧② ✉s❡❞
✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ✭s❡❡ ●❡❧❜ ❬✶✾✼✹❪✮✳

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✼✸



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❋✐❧t❡r✐♥❣ ✐♥ ◗✉❛❞r❛t✐❝ ❋❛❝t♦r ▼♦❞❡❧s

✈❡❝t♦rs ❝❛❧❧❡❞ s✐❣♠❛ ♣♦✐♥ts✳ ✶✺

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✹✳✶✳ ▲❡t X ∈ Rn ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❡❝t♦r ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ m = E(X) ❛♥❞ P = V(X)✳

▲❡t (
√
P )i ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✐th ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡r✲tr✐❛♥❣✉❧❛r ❈❤♦❧❡s❦② ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ P ✳ ❚❤❡

s✐❣♠❛ s❡t ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ X ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ 2n + 1 s✐❣♠❛ ♣♦✐♥ts (Xi(m,P ))i={0,...,2n} ❛♥❞

✷ s❡ts ♦❢ 2n+ 1 ✇❡✐❣❤ts (Wi)i={0,...,2n} ❛♥❞ (W (c)
i )i={0,...,2n} ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

Xi =





m ❢♦r i = 0

m+
(√

(n+ λ)P
)
i

❢♦r i ∈ J1, nK

m−
(√

(n+ λ)P
)
i−n

❢♦r i ∈ Jn+ 1, 2nK

Wi =





λ/(λ+ n) ❢♦r i = 0

1/[2(λ+ n)] ❢♦r i 6= 0

W(c)
i =





Wi + 1− α2 + β ❢♦r i = 0

Wi ❢♦r i 6= 0,

✇❤❡r❡ (α, κ, β) ✐s ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ t✉♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ λ = α2(n + κ)− n✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡

t❤❛t ❢♦r ❛♥② (α, κ, β) ✇❡ ❤❛✈❡✿

2n∑

i=0

WiXi = m ❛♥❞
2n∑

i=0

Wi (Xi −m) (Xi −m)′ =
2n∑

i=0

W (c)
i (Xi −m) (Xi −m)′ = P .

❚❤❡ s✐❣♠❛ s❡t ♦❢ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✹✳✶ ✐s t❤❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲

❧✐♥❡❛r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ h(X)✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥ ❝❛s❡

✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✸✳ ❆ ❣❡♥❡r❛❧ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ✈❡rs✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✷✳●✳ ✶✻

❚❤❡ t✉♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs (α, κ, β) ❛r❡ s❡t ❜② t❤❡ ✉s❡r ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣

♣r♦❜❧❡♠ s♣❡❝✐✜❝✐t✐❡s ✭❞✐♠❡♥s✐♦♥ s✐③❡ n✱ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❡r✐♦❞s T ✱ ❛♥❞ ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦♥

❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✮✳ ❯s✉❛❧ ✈❛❧✉❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ Xt ❣✐✈❡♥ Yt−1 ✐s ❛ss✉♠❡❞ ●❛✉ss✐❛♥

❛r❡ β = 2✱ κ = 3− n ♦r ✵✱ ❛♥❞ α = 1 ❢♦r ❧♦✇ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s✳

✷✳✺ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ✉s✐♥❣ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❡①✲

♣❡r✐♠❡♥ts

❲❡ s✐♠✉❧❛t❡ ❛ ❧✐♥❡❛r✲q✉❛❞r❛t✐❝ st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡

◗❦❢ ✜❧t❡r ❛❣❛✐♥st ♦t❤❡r ♣♦♣✉❧❛r ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ✜❧t❡rs✳ ❲❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t✇♦ ❡①❡r❝✐s❡s✱ ♥❛♠❡❧②

✜❧t❡r✐♥❣ ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥✳

✶✺✳ ❚❤❡ ♥❛♠❡ ❞❡♥s✐t②✲❜❛s❡❞ ✜❧t❡r ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ t❡r♠✐♥♦❧♦❣② ♦❢ ❚❛♥✐③❛❦✐ ❬✶✾✾✻❪✳
✶✻✳ ❋♦r ❛♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥s❝❡♥t❡❞ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r✱ s❡❡ ❏✉❧✐❡r✱ ❯❤❧♠❛♥♥✱ ❛♥❞ ❉✉rr❛♥t✲

❲❤②t❡ ❬✷✵✵✵❪✱ ❏✉❧✐❡r ❬✷✵✵✷❪✱ ♦r ❏✉❧✐❡r ❛♥❞ ❯❤❧♠❛♥♥ ❬✷✵✵✹❪✱ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❑❛♥❞❡♣✉✱ ❋♦ss✱ ❛♥❞ ■♠s❧❛♥❞
❬✷✵✵✽❪✱ ♦r ❈❤r✐st♦✛❡rs❡♥✱ ❉♦r✐♦♥✱ ❏❛❝♦❜s✱ ❛♥❞ ❑❛r♦✉✐ ❬✷✵✶✹❪✳ ❋♦r t❤❡ sq✉❛r❡✲r♦♦t ✈❡rs✐♦♥✱ s❡❡ ❱❛♥ ❉❡r
▼❡r✇❡ ❛♥❞ ❲❛♥ ❬✷✵✵✶❪ ♦r ❍♦❧♠❡s✱ ❑❧❡✐♥✱ ❛♥❞ ▼✉rr❛② ❬✷✵✵✽❪ ❢♦r ❛ sq✉❛r❡✲r♦♦t ✜❧t❡r✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

✼✹ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❋✐❧t❡r✐♥❣ ✐♥ ◗✉❛❞r❛t✐❝ ❋❛❝t♦r ▼♦❞❡❧s

❚❛❜❧❡ ✷✳✸✿ ❯❦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❝❛s❡

■♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥✿ X0|0 = E(X0) ❛♥❞ PX
0|0 = V(X0) ❛♥❞ ❝❤♦♦s❡ (α, κ, β)✳

❙t❛t❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✿
Xt|t−1 µ+ΦXt−1|t−1

PX
t|t−1 ΦPX

t−1|t−1Φ
′ +Σ

❙✐❣♠❛ ♣♦✐♥ts✿
{
Xi,t|t−1(Xt|t−1, P

X
t|t−1)

}
i={1,...,2n}

❛❝❝♦r❞✐♥❣

t♦ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✹✳✶✳

▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✿
Yt|t−1

2n∑

i=0

Wi h(Xi,t|t−1)

Mt|t−1

2n∑

i=0

W(c)
i

[
h(Xi,t|t−1)− Yt|t−1

] [
h(Xi,t|t−1)− Yt|t−1

]′
+ V

●❛✐♥✿ Kt

2n∑

i=0

W(c)
i

[
Xi,t|t−1 −Xt|t−1

] [
h(Xi,t|t−1)− Yt|t−1

]′
M−1

t|t−1

❙t❛t❡ ✉♣❞❛t✐♥❣✿
Xt|t Xt|t−1 +Kt(Yt − Yt|t−1)

PX
t|t PX

t|t−1 −KtMt|t−1K
′
t

◆♦t❡✿ ❲❡✐❣❤ts Wi ❛♥❞ W(c)
i ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✹✳✶✳

✷✳✺✳✶ ❆ s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡

❚♦ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝✐t② ♦❢ t❤❡ ◗❦❢ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❜♦t❤ ❊❦❢s ❛♥❞ ❯❦❢✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥✲

s✐❞❡r ❛ ✈❡r② s✐♠♣❧❡ st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❢❡❛s✐❜❧❡✳ ❆ss✉♠❡

t❤❛t Xt = εt ∼ IIN (0, σ2
ε)✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ Yt ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② Yt = X2

t ❛♥❞ ✐s ♣❡r✲

❢❡❝t❧② ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤♦✉t ♥♦✐s❡ ♦r✱ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ t❤❡ ♥♦✐s❡ ✐s ✐♥✜♥✐t❡❧② s♠❛❧❧✳ ❚❤❡ ♥❛t✉r❛❧

♠❡t❤♦❞ t♦ r❡tr✐❡✈❡ Xt ❢r♦♠ Yt ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ✐♥✈❡rt✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❢♦r♠✉❧❛✳ ❚❤❡ ♦♥❧②

✉♥❝❡rt❛✐♥t② r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✐s t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ ±√
Yt ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐♥❢❡r✳ ■♥ t❤❛t ♠♦❞❡❧✱

t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ Yt ✐s ❛ γ(1/2, 2σ2
ε) ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✇✐t❤ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②

❣✐✈❡♥ ❜② σ2
ε ❛♥❞ 2σ4

ε ✳
✶✼

❲❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✜❧t❡rs ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡♠✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✹✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❡ s✐♠♣❧✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❊❦❢✶

✐s ✉♥❛❜❧❡ t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ Yt ✭s❡❝♦♥❞ ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✷✳✹✮✳ ❇♦t❤ t❤❡ ◗❦❢

❛♥❞ t❤❡ ❊❦❢✷ ❣✐✈❡ t❤❡ ❡①❛❝t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ Yt ♠♦♠❡♥ts✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢

Mt|t−1 ❢♦r t❤❡ ❯❦❢ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ t✉♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs (α, κ, β) ✭s❡❡ ✸rd ❛♥❞ ✹th r♦✇s✮✳

▼♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ❧❛st✲t✇♦ r♦✇s ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✷✳✹✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ◗❦❢ ✐s t❤❡

✶✼✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❛ γ(k, ρ) ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② f(x) = 1
Γ(k)ρk x

k−1 exp(−x/ρ)✳

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✼✺



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❋✐❧t❡r✐♥❣ ✐♥ ◗✉❛❞r❛t✐❝ ❋❛❝t♦r ▼♦❞❡❧s

♦♥❧② ✜❧t❡r t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦rr❡❝t❧② ✐♥ t❤❡ sq✉❛r❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ s✐♥❝❡ t❤❡

s❡❝♦♥❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ Zt|t ✐s ❡①❛❝t❧② t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ Yt✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❧❧ ✜❧t❡rs ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ◗❦❢

♣r♦❞✉❝❡ Xt|t = 0 ❢♦r ❛❧❧ ♣❡r✐♦❞s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ◗❦❢ ✐s t❤❡ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✜❧t❡r t♦ ❥♦✐♥t❧②

✭✐✮ ❝♦rr❡❝t❧② r❡♣r♦❞✉❝❡ Yt ✜rst✲t✇♦ ♠♦♠❡♥ts✱ ❛♥❞ ✭✐✐✮ ♣r♦❞✉❝❡ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢

t❤❡ ❧❛t❡♥t ❢❛❝t♦rs✳ ❲❡ s②st❡♠❛t✐③❡ t❤✐s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧s ✉s✐♥❣

s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳

❚❛❜❧❡ ✷✳✹ ✕ ❊①❛♠♣❧❡ ✿ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ✜❧t❡rs✬ ❢♦r♠✉❧❛❡

◗❦❢ ❊❦❢ ✶ ❊❦❢ ✷ ❯❦❢

Xt|t−1 ✭♦r Zt|t−1 ❢♦r t❤❡ ◗❑❋✮


 0

σ2
ε


 ✵ ✵ ✵

PX
t|t−1 ✭♦r PZ

t|t−1 ❢♦r t❤❡ ◗❑❋✮


 σ2

ε 0

0 2σ4
ε


 σ2

ε σ2
ε σ2

ε

Yt|t−1 σ2
ε ✵ σ2

ε σ2
ε

Mt|t−1 2σ4
ε ✵ 2σ4

ε (α2κ+ β)σ4
ε

Xt|t ✭♦r Zt|t ❢♦r t❤❡ ◗❑❋✮


 0

Yt


 ✵ ✵ ✵

PX
t|t ✭♦r P

Z
t|t ❢♦r t❤❡ ◗❑❋✮


 σ2

ε 0

0 0


 σ2

ε σ2
ε σ2

ε

◆♦t❡s ✿ ❚❤❡ st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② Xt ∼ IIN (0, σ2
ε) ❛♥❞ Yt = X2

t ✳ ✬◗❦❢✬ ✐s t❤❡ ◗✉❛❞r❛t✐❝
❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r✱ ✬❊❦❢ ✶✬ ❛♥❞ ✬❊❦❢ ✷✬ ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ✜rst✲ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❡①t❡♥❞❡❞ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡rs✱
✬❯❦❢✬ ✐s t❤❡ ✉♥s❝❡♥t❡❞ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r✳

✷✳✺✳✷ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ✜❧t❡r✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

❲❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ◗❦❢ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❊❦❢ ✶ ❛♥❞ ❊❦❢ ✷✱ ❛♥❞

t❤❡ ❯❦❢ ✐♥ ❛ ❧✐♥❡❛r✲q✉❛❞r❛t✐❝ st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧✳ ❲❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡ st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ❛s

❢♦❧❧♦✇s ✿

Xt = ΦXt−1 + εt ✭✷✳✾✮

Yt =
√
θ2(1− θ1)

√
1− Φ2Xt +

√
(1− θ2)(1− θ1)

1− Φ2

√
2

X2
t +

√
θ1ηt

✼✻ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❋✐❧t❡r✐♥❣ ✐♥ ◗✉❛❞r❛t✐❝ ❋❛❝t♦r ▼♦❞❡❧s

✇❤❡r❡ ❜♦t❤ εt ❛♥❞ ηt ❛r❡ ③❡r♦✲♠❡❛♥ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✇❤✐t❡✲♥♦✐s❡s✱ ❛♥❞ ❜♦t❤ Xt ❛♥❞

Yt ❛r❡ s❝❛❧❛r ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭n = m = 1✮✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ ✇✐t❤ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✶❛✮ ❛♥❞ ✭✷✳✶❜✮✱ ✇❡

❤❛✈❡ s❡t µ = 0 ❛♥❞ A = 0 ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✳ ■t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧

✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ Yt ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✶✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts (θ1, θ2) ∈ [0, 1]2✱ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞

✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛② ✿ θ1 ✐s t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ Yt ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t

♥♦✐s❡✱ t❤❡ r❡st ✭✐✳❡✳ 1 − θ1✮ ❜❡✐♥❣ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t

❡q✉❛t✐♦♥✳ θ2 ✐s t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ Yt ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❧✐♥❡❛r t❡r♠✱ ✇✐t❤✐♥

t❤❡ ♣❛rt ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✜❧t❡rs ❛r❡ ❛ss❡ss❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✈❛❧✉❡s ♦❢ Φ✱ θ1 ❛♥❞ θ2✳

❲❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② s❡t Φ = {0.3, 0.6, 0.9, 0.95} ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ ❢r♦♠ ❧♦✇ t♦ ✈❡r② ❤✐❣❤ ♣❡rs✐st❡♥❝❡

♦❢ Xt ♣r♦❝❡ss✱ θ1 = {0.2, 0.25, 0.3, . . . , 0.8} ❛♥❞ θ2 = {0, 0.25, 0.5, 0.75} ✭❢♦r ❛ t♦t❛❧ ♦❢ ✷✵✽

❝❛s❡s✮✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ (θ1, θ2) = (0.2, 0.25) s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ✷✵✪

♦❢ Yt ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥♦✐s❡ ❛♥❞ ✽✵✪ t♦ t❤❡ ❧❛t❡♥t ❢❛❝t♦rs✱ ♦❢

✇❤✐❝❤ ✷✺✪ ✐s ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r t❡r♠ ❛♥❞ ✼✺✪ t♦ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ t❡r♠✳ ✶✽ ❉❡❣❡♥❡r❛t❡❞

❝❛s❡s ✇❤❡r❡ ❡✐t❤❡r θ1 = 0✱ ♦r θ1 = 1 ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✭t❤❡② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t♦

s✐t✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ♥♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥♦✐s❡ ♦r ♥♦ ❡①♣❧❛♥❛t♦r② ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t

❡q✉❛t✐♦♥✮✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ θ2 = 1 ✐s ❧❡❢t ❛s✐❞❡ ❛s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s

❧✐♥❡❛r✱ ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✜❧t❡rs ❜♦✐❧ ❞♦✇♥ t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r✳ ✶✾ ❋♦r ❡❛❝❤

✈❛❧✉❡ ♦❢ Φ✱ ✇❡ s✐♠✉❧❛t❡ ♣❛t❤s ♦❢ t❤❡ ❧❛t❡♥t ♣r♦❝❡ss Xt ♦❢ T = 1, 000, 000 ♣❡r✐♦❞s ✇✐t❤

❛ st❛rt✐♥❣ ✈❛❧✉❡ ♦❢ X0 = 0✳ ❲❡ t❤❡♥ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥♦✐s❡s ηt ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡

✐♠♣❧✐❡❞ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s Yt ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ (θ1, θ2)✳ ❚❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ❡①❡r❝✐s❡ ✐s

♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ✜❧t❡r✱ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s ❜❡✐♥❣ ❦♥♦✇♥✳ ✷✵ ❋♦r t❤❡ ❯❦❢✱ ✇❡ s❡t α = 1✱ ❛♥❞

β = 2 ❛s ✐♥ ❈❤r✐st♦✛❡rs❡♥✱ ❉♦r✐♦♥✱ ❏❛❝♦❜s✱ ❛♥❞ ❑❛r♦✉✐ ❬✷✵✶✹❪✳ ❋♦r t❤♦s❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ (α, β)

❛♥❞ s❝❛❧❛r ♣r♦❝❡ss❡s✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t κ = 0 ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ❡①❛❝t s❛♠❡ r❡❝✉rs✐♦♥s ❛s t❤❡

❊❦❢✷✳ ✷✶ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ s❡t κ = 3− n = 2✳

❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② X̂t|t✱ X̂2
t|t ❛♥❞ P̂t|t t❤❡ ✜❧t❡r❡❞ ✈❛❧✉❡s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ❛♥② ✜❧t❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✜❧t❡rs ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤r❡❡ ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❋✐rst✱

✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❘▼❙❊s ♦❢ ✜❧t❡r❡❞ ✈❛❧✉❡s X̂t|t ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ Xt✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡

❘▼❙❊s ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ♣r♦❝❡ss X̂2
t|t✳ ❲❤❡r❡❛s t❤❡ ◗❦❢ ❡✈❛❧✉❛t❡s t❤✐s q✉❛♥t✐t② ❞✐r❡❝t❧②

✐♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❡ r❡❝♦♠♣✉t❡ ✐ts ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r ✜❧t❡rs ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛

X̂2
t|t = X̂t|t

2
+ P̂t|t✳ ❚❤❡ ❘▼❙❊ ♠❡❛s✉r❡s ❢♦r ❛♥② ♦❢ ♦✉r ❡st✐♠❛t❡❞ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞

✶✽✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ q✉❛❞r❛t✐❝ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❤❡r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ Cov(Xt, V ec(XtX
′
t)) = 0✳

✶✾✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥ ❢❛❝t ♥♦t ♦❜✈✐♦✉s ❢♦r t❤❡ ❯❦❢✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✷✳❍✳
✷✵✳ ❚❤✉s ✇❡ s❡t✱ X0|0 = 0 ❛♥❞ PX

0|0 = 0 ❢♦r t❤❡ ❊❦❢s ❛♥❞ ❯❦❢✱ ❛♥❞ Z0|0 = 0R2 ❛♥❞ PZ
0|0 = 0R2×2 ❢♦r

t❤❡ ◗❦❢✳
✷✶✳ ❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ✷✳■ ❢♦r ❛ ♣r♦♦❢✳
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❜② t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ♣r♦❝❡ss ✿

RMSEW =
RMSEW

σW
=




T−1

T∑

t=1

(Wt − Ŵt|t)
2

V(Wt)




1/2

✇❤❡r❡ Wt = Xt ♦r X2
t ❛♥❞ Ŵt|t = X̂t|t ♦r X̂2

t|t✳ ❚❤✐s ♠❡❛s✉r❡ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ ✶ ✐❢ t❤❡ ✜❧✲

t❡r❡❞ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛t❡♥t ♣r♦❝❡ss ❢♦r ❛❧❧ ♣❡r✐♦❞s✳

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐❢ ❛♥② ✜❧t❡r ②✐❡❧❞s ❛ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❘▼❙❊ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✶✱ ❛ ❜❡tt❡r ✜❧t❡r✐♥❣

r❡s✉❧t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s❡tt✐♥❣ Ŵt|t = E(Wt)✱ ❢♦r ❛❧❧ t✳ ▲❛st❧②✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ✜❧t❡rs

❝❛♣❛❝✐t✐❡s t♦ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t♦r② ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥♦✐s❡ ❜②

❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♥♦♥✲♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❘▼❙❊s ♦❢ ✐♠♣❧✐❡❞ η̂t✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♣r❡s❡♥t❡❞

♦♥ ❋✐❣✉r❡s ✷✳✶✱ ✷✳✷✱ ❛♥❞ ✷✳✸✳

✼✽ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t
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❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❋✐❧t❡r✐♥❣ ✐♥ ◗✉❛❞r❛t✐❝ ❋❛❝t♦r ▼♦❞❡❧s

❘❡s✉❧t ✶✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❢✉❧❧② q✉❛❞r❛t✐❝ ✭θ2 = 0✮✱ ❚❤❡ ◗❦❢ ✐s t❤❡

♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✜❧t❡r ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❜♦t❤ ✿

✭✐✮ ❋✐❧t❡r✐♥❣ ♦✉t ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥♦✐s❡✱

✭✐✐✮ ❨✐❡❧❞✐♥❣ ❛❝❝✉r❛t❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♦❢ X2
t|t✳

❲❡ ✜rst ❛♥❛❧②s❡ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ♦♥❧② q✉❛❞r❛t✐❝ ✭θ2 = 0✱ ❧❡❢t

❝♦❧✉♠♥ ♦❢ ❛❧❧ ✜❣✉r❡s✮✳ ❆s ❛❧r❡❛❞② ♥♦t❡❞ ❢♦r ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❝❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ❛❧❧ ✜❧t❡rs

❛r❡ ✧❜❧✐♥❞✧ ♦♥ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ Xt|t ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ✢❛t X̂t|t = 0✱ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❘▼❙❊s ❛r❡

❡q✉❛❧ t♦ ✶ ✇❤❛t❡✈❡r t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ Φ ❛♥❞ θ1 ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✱ ❧❡❢t ❝♦❧✉♠♥✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❧♦♦❦✐♥❣

❛t ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t ❢♦r ❛♥② r❡❧❛t✐✈❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦rs ❛♥❞ ❛♥② ♣❡r✲

s✐st❡♥❝❡✱ t❤❡ ◗❦❢ ②✐❡❧❞s ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♦❢ X2
t|t t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡r ✜❧t❡rs✱ s❤♦✇✐♥❣

✺✪ t♦ ✻✵✪ s♠❛❧❧❡r ❘▼❙❊s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝❛s❡✳ ❚✇♦ ♣❛tt❡r♥s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❤❡r❡✳

❋✐rst✱ t❤❡ s♠❛❧❧❡r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦rs✱ t❤❡ str♦♥❣❡r t❤❡ ♦✉t♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ◗❦❢

✜❧t❡r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦t❤❡rs✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ♦✉t♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ◗❦❢ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡

♣❡rs✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛t❡♥t ♣r♦❝❡ss✳ ✷✷ ❚❤✐s ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡

❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥♦✐s❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ◗❦❢ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❘▼❙❊s

❢♦r ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ (Φ, θ1) ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✱ ✜rst ❝♦❧✉♠♥✮✳ ❚❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t

♥♦✐s❡ ❘▼❙❊s ❢♦r t❤❡ ◗❦❢ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦t❤❡rs ❝❛♥ r❡❛❝❤ ✼✵✪✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ❡♠♣❤❛s✐③❡s

t❤❡ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✜tt✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ◗❦❢ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤♦s❡ ♦❢

t❤❡ ♦t❤❡r ✜❧t❡rs✳

❘❡s✉❧t ✷✳ ❋♦r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡❣r❡❡ ❣♦❡s ❢r♦♠ ✷✺✪ t♦ ✺✵✪✱

t❤❡ ◗❦❢ ❜❡❛ts t❤❡ ♦t❤❡r ✜❧t❡rs✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ X2
t|t✳ ❊✈❡♥t✉❛❧❧②✱ ❢♦r ❧❡✈❡❧s

♦❢ ❛❜♦✉t ✼✺✪ ♦❢ ❧✐♥❡❛r✐t② ✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❘▼❙❊s ♦❢ ❛❧❧ ✜❧t❡rs ❝♦♥✈❡r❣❡

t♦ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡s✳

❲❡ t✉r♥ ♥♦✇ t♦ t❤❡ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥ ❤❛s ❢r♦♠ ✷✺✪ t♦ ✺✵✪ ♦❢

❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡❣r❡❡ ✭θ2 = {0.25, 0.5}✱ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ t❤✐r❞ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ ❛❧❧ ✜❣✉r❡s✮✳ ❲❡ ✜rst ❧❡❛✈❡

❛s✐❞❡ t❤❡ ❊❦❢ ✶ ✭s❡❡ r❡s✉❧t ✸✮✳ ❋♦r X̂t|t✱ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❘▼❙❊s ❛r❡ ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r

t❤❡ ❊❦❢ ✷ ❛♥❞ t❤❡ ❯❦❢ ✐♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s✳ ■♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ t❤❡ ◗❦❢ ✐s ❡✐t❤❡r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✱ ❡✐t❤❡r

s❤♦✇✐♥❣ s♠❛❧❧❡r ❘▼❙❊s ❢♦r ❤✐❣❤✲♣❡rs✐st❡♥t ❝❛s❡s ✭Φ = 0.9 ♦r Φ = 0.95✱ t❤✐r❞ ❛♥❞ ❢♦✉rt❤

r♦✇s ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✮✳ ❚❤✐s ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ❝♦♥✜r♠❡❞ ✇❤❡♥ ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳ ■♥

❛❧❧ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ◗❦❢ ♣♦ss❡ss❡s ❧♦✇❡st ❘▼❙❊s ❢♦r X̂2
t|t✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦r Φ = 0.9✱ θ1 = 0.2 ❛♥❞

θ2 = 0.25✱ t❤❡ ◗❦❢ s❤♦✇s ❘▼❙❊s s❧✐❣❤t❧② ❜❡❧♦✇ ✻✵✪ ♦❢ X2
t st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡❛s

t❤❡ ♦t❤❡rs ❛r❡ ❛❧❧ ❛❜♦✈❡ 70% ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✱ t❤✐r❞ r♦✇ ♦❢ ♣❛♥❡❧ ✭❜✮✮✳

❯♥s✉r♣r✐s✐♥❣❧②✱ t❤✐s ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♣❧❛❝❡s t❤❡ ◗❦❢ ❛❤❡❛❞ ♦❢ ✐ts ❝♦♠♣❡t✐t♦rs ❢♦r t❤❡ ❞❡✲♥♦✐s✐♥❣

❡①❡r❝✐s❡ ✿ ❢♦r ♣❛♥❡❧s ✭❜✮ ❛♥❞ ✭❝✮ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✱ ❘▼❙❊s ♦❢ η̂t ❛r❡ ❛❧✇❛②s ❜❡❧♦✇ t❤❡ ♦t❤❡rs

✷✷✳ ❲❡ s❡❡ t❤✐s ❛s ❛ ♣❧❡❛s❛♥t ❢❡❛t✉r❡ ❢♦r t❡r♠✲str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ②✐❡❧❞s ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧②
❤✐❣❤❧② ♣❡rs✐st❡♥t ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ ❧♦✇ ❡rr♦rs✳

✽✷ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❋✐❧t❡r✐♥❣ ✐♥ ◗✉❛❞r❛t✐❝ ❋❛❝t♦r ▼♦❞❡❧s

❢♦r t❤❡ ◗❦❢✳ ▲♦♦❦✐♥❣ ❛t ♣❛♥❡❧ ✭❞✮ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ✼✺✪ ❧✐♥❡❛r ✭❢♦✉rt❤

❝♦❧✉♠♥ ♦❢ ❛❧❧ ✜❣✉r❡s✮✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t ❛❧❧ ❘▼❙❊s ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❢♦r ❛❧❧

✜❧t❡rs✳ ❚❤✐s ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛❧❧ ✜❧t❡rs r❡❞✉❝❡ t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r

✇❤❡♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❢✉❧❧② ❧✐♥❡❛r✳

❘❡s✉❧t ✸✳ ❚❤❡ ❊❦❢ ✶ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞✐s❝❛r❞❡❞ ❢♦r ✜❧t❡r✐♥❣✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢

t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦rs ✐s ❧♦✇ ✭❝❛s❡s ✇❤❡r❡ θ1 ✐s ❧♦✇✮✳

▲♦♦❦✐♥❣ ❛t ❋✐❣✉r❡s ✷✳✶ ❛♥❞ ✷✳✷✱ ✇❡ ♥♦t✐❝❡ ❛ ✈❡r② ✉♥♣❧❡❛s❛♥t ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ❊❦❢ ✶✳ ❋♦r

❧♦✇ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦rs✱ ❘▼❙❊s ♦❢ ❜♦t❤ X̂t|t ❛♥❞ X̂2
t|t ❝❛♥ r❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✶✱

❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ ♣❛♥❡❧s ✭❜✮ ❛♥❞ ✭❝✮ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥ s❤♦✇s ♠❡❞✐✉♠ ❧✐♥❡❛r✐t②

❞❡❣r❡❡ ✭s❡❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ ❢♦✉rt❤ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ ❋✐❣✉r❡s ✷✳✶ ❛♥❞ ✷✳✷✮✳ ❚❤✐s ❝❛t❛str♦♣❤✐❝ ♣❡r✲

❢♦r♠❛♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r ❧♦✇ ♣❡rs✐st❡♥❝❡✱ ❧♦✇ ❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡❣r❡❡✱ ❛♥❞ ❧♦✇

♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦rs ✿ ✇❤❡♥ Φ = 0.3✱ θ1 = 0.2 ❛♥❞ θ2 = 0.25✱ X̂t|t ❛♥❞ X̂2
t|t s❤♦✇ r❡s♣❡❝t✐✲

✈❡❧② ✶✷✵✪ ❛♥❞ ✷✵✵✪ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❘▼❙❊ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❛t ✐s t♦ s❛② ✜❧t❡r❡❞ ✈❛❧✉❡s ②✐❡❧❞❡❞ ❜②

t❤❡ ❊❦❢ ✶ ♣r♦✈❡ t♦ ❜❡ ✈❡r② ♣♦♦r ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✳

❚❤✐s ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♣r♦✈✐❞❡s ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✜❧t❡r✐♥❣✱ t❤❡ ◗❦❢ ❧❛r❣❡❧②

❞♦♠✐♥❛t❡s ❜♦t❤ ❊❦❢s ❛♥❞ t❤❡ ❯❦❢ ❢♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ Xt ❛♥❞ X2
t ✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢♦r ❞❡✲♥♦✐s✐♥❣ t❤❡

♦❜s❡r✈❛❜❧❡ yt✳ ❚❤✐s ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❧✐♥❡❛r✐t② ✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t

❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❧♦✇✳ ■♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❧✐♥❡❛r✐t② ♣r♦❞✉❝❡s ❝❧♦s❡r ❘▼❙❊s ❢♦r t❤❡ ◗❦❢✱ t❤❡

❊❦❢✷✱ ❛♥❞ t❤❡ ❯❦❢ ❀ t❤❡ ❊❦❢✶ s❤♦✇s ❛ ✈❡r② ✉♥st❛❜❧❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡

❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥✳

✷✳✺✳✸ ◗✉❛s✐ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥

❚♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ✜❧t❡rs ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ✇❡ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ s❛♠❡

❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♠♦❞❡❧ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✾✮✳ ❲❡ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs β =

(A,B,C,D,Φ) ✭s❡❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✶❛ ✲ ✷✳✶❜✮✮ ❢♦r s♦♠❡ s♣❡❝✐✜❝ ✈❛❧✉❡s

♦❢ (Φ, θ1, θ2)✳ ❚♦ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ✜♥✐t❡ s❛♠♣❧❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡st✐♠❛t♦rs✱ ✇❡ s❡t

T = 200 ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡ 1000 ❞②♥❛♠✐❝s ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ s❡t ♦❢ (Φ, θ1, θ2)✳ ❚❤✐s ♣r♦✈✐❞❡s ✉s ✇✐t❤

t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦rs✳ ❆s ✉s✉❛❧ ✐♥ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ✜❧t❡r ❡st✐✲

♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ♦♥❧② q✉❛s✐ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❛s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ Yt ❣✐✈❡♥

Yt−1 ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❛s ❛ ●❛✉ss✐❛♥✳ ✷✸

❚♦ ❛✈♦✐❞ ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠❛✱ ❛ t✇♦✲st❡♣ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❋✐rst✱ ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ♠❛①✐♠✐③❛✲

t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❧❛✉♥❝❤❡❞ t♦ s❡❧❡❝t ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ③♦♥❡ ❢♦r t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠❛①✐♠✉♠✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❛

✷✸✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ ❤❡r❡ t❤❛t ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡rs ♣r♦❞✉❝❡ ❡①❛❝t ✜rst✲t✇♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ Yt
❣✐✈❡♥ Yt−1✳ ❚❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ q✉❛s✐ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ♥♦t r❡❧❡✈❛♥t✳

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✽✸



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❋✐❧t❡r✐♥❣ ✐♥ ◗✉❛❞r❛t✐❝ ❋❛❝t♦r ▼♦❞❡❧s

s✐♠♣❧❡① ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✉s❡❞ t♦ r❡✜♥❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ✐♥ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ③♦♥❡✳ ✷✹ ❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡

♠❛❦❡s t❤❡ r❡s✉❧ts r❡❧✐❛❜❧❡ ❛t t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❡①t❡♥❞❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❜✉r❞❡♥✳ ❚❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r

r❡❛s♦♥ ❧❡❛❞s ✉s t♦ s❡❧❡❝t t❤r❡❡ ♣❛r❛❞✐❣♠❛t✐❝ ❝❛s❡s ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤❡ ✜rst

❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝❛s❡ ✐s ❢✉❧❧② q✉❛❞r❛t✐❝ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ ❧♦✇ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r ✈❛✲

r✐❛♥❝❡ ✭Φ = 0.9✱ θ1 = 0.05✱ ❛♥❞ θ2 = 0✮✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡✱ ✇❡ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ♦❢

t❤❡ ❧❛t❡♥t ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦rs s❡tt✐♥❣ Φ = 0.6, θ1 = 0.2✱

❛♥❞ ❦❡❡♣✐♥❣ θ2 = 0✳ ■♥ t❤❡ ❧❛st ❝❛s❡ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t

❡q✉❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ✿ Φ = 0.6, θ1 = 0.2✱ ❛♥❞ θ2 = 0.25✳ ▼♦r❡ ❧✐♥❡❛r ❝❛s❡s

(θ2 > 0.25) ✇❡r❡ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ✇❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳✷ t❤❛t t❤❡ ❢♦✉r ✜❧t❡rs ②✐❡❧❞

❝❧♦s❡r r❡s✉❧ts ✐♥ t❤♦s❡ ❝❛s❡s✳ ❋♦r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡✱ ✇❡ ❛❧s♦ ✐♠♣♦s❡ B̂ > 0✳ ❘❡s✉❧ts ✐♥

t❡r♠s ♦❢ ❜✐❛s✱ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs✱ ❛♥❞ ❘▼❙❊s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✭✷✳✺✮✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥s ♦❢

✜❧t❡rs ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❛❝r♦ss ♣❛♥❡❧s ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✻✳

✷✹✳ ❚❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s❡❞ ✐s t❤❡ ❛rt✐❝✐✜❝✐❛❧ ❜❡❡ ❝♦❧♦♥② ♦❢ ❑❛r❛❜♦❣❛ ❛♥❞ ❇❛st✉r❦ ❬✷✵✵✼❪✳ ■♥ ♦r❞❡r
t♦ ❧✐♠✐t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✷✺✻ ♣❡♦♣❧❡ ✐♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♦♥❧② ✶✵ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡
❜❡st ♠❡♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ❛s ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ◆❡❧❞❡r✲▼❡❛❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

✽✹ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t
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♦❢t❡♥ ❡♥t❛✐❧s ❤✐❣❤❡r st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ t❤❛♥ ✐ts ❝♦♠♣❡t✐t♦rs ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✷✳✺✱ ♣❛♥❡❧ ✭❛✮✮✳ ❚❤❡

s❛♠❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣❛tt❡r♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r ♣❛♥❡❧ ✭❜✮✱ ✇❤❡r❡ ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ❞❡❣r❡❡ ✐s s♠❛❧❧❡r✳

❈♦♥s✐st❡♥t❧② ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥✱ t❤❡ ◗❦❢ ❛❧✇❛②s ♦✉t♣❡r❢♦r♠s ✐ts ❝♦♠♣❡t✐t♦rs ❢♦r ❡st✐♠❛✲

t✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs B ❛♥❞ C✳ ❚❤✐s s❤♦✇s ❛ ❜❡tt❡r ❝❛♣❛❝✐t② t♦ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢

❧✐♥❡❛r ❛♥❞ q✉❛❞r❛t✐❝ t❡r♠s ✐♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✳ ❲❤✐❧❡ ♣❛♥❡❧ ✭❝✮ ✐♥tr♦❞✉❝❡s s♦♠❡ ❧✐♥❡❛r✐t②

✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥ ✭B 6= 0✮✱ t❤❡ ◗❦❢ st✐❧❧ ❜❡❛ts t❤❡ ♦t❤❡r ✜❧t❡rs ❢♦r ❢♦✉r ✭r❡s♣✳

t❤r❡❡✮ ♦✉t ♦❢ ✜✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❜✐❛s ✭r❡s♣✳ ❘▼❙❊s✮✳ ■♥ t❤❡ ❡♥❞✱ ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t ❚❛❜❧❡

✷✳✻✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ s✉♣❡r✐♦r✐t② ♦❢ t❤❡ ◗❦❢ ❛❝r♦ss ❛❧❧ ❝❛s❡s ✿ ♦♥ ✶✸ ✭r❡s♣✳ ✶✶✮ ♦✉t ♦❢ ✶✺

♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤❡ ◗❦❢ ❡st✐♠❛t❡s ♣♦ss❡ss t❤❡ ❧♦✇❡st ❜✐❛s ✭r❡s♣✳ ❘▼❙❊s✮ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡

♦t❤❡rs✳

❘❡s✉❧t ✺✳ ❖♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❛❝r♦ss ❝❛s❡s✱

✕ ❚❤❡ ◗❦❢ ♥❡✈❡r ②✐❡❧❞s t❤❡ ✇♦rst ❜✐❛s ♦r ❘▼❙❊s ♦❢ ❛❧❧ ✜❧t❡rs✳

✕ ❚❤❡ ❊❦❢ ✶ ❡st✐♠❛t❡s ♣♦ss❡ss t❤❡ ❧❛r❣❡st ❘▼❙❊s ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s✳

✕ ❚❤❡ ❯❦❢ ❡st✐♠❛t❡s ♣♦ss❡ss t❤❡ ❧♦✇❡st st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s✱ ❜✉t ❛r❡ t❤❡ ♠♦st ❜✐❛s❡❞✳

✕ ❚❤❡ ❊❦❢ ✷ ✐s r❛r❡❧② t❤❡ ❜❡st ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❜♦t❤ ❜✐❛s✱ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❘▼❙❊s✱

❜✉t ✐s ❛❧s♦ r❛r❡❧② t❤❡ ✇♦rst✳

❲❡ t✉r♥ ♥♦✇ t♦ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✜❧t❡rs✳ ❚❛❜❧❡ ✷✳✻ ♣r❡s❡♥ts

t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s ❡❛❝❤ ✜❧t❡r ✐s ❜❡st ❛♥❞ ✇♦rst ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❜✐❛s✱ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s

❛♥❞ ❘▼❙❊s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❡♠♣❤❛s✐③❡❞ t❤❛t t❤❡ ◗❦❢ ❡st✐♠❛t❡s s✉r♣❛ss t❤❡ ♦t❤❡rs ♦♥

❛✈❡r❛❣❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❜✐❛s ❛♥❞ ❘▼❙❊s✳ ❆ str✐❦✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✻ ✐s ❛❧s♦

t❤❛t ◗❦❢ ❡st✐♠❛t❡s ❛r❡ ♥❡✈❡r t❤❡ ♠♦st ❜✐❛s❡❞✱ ♥❡✐t❤❡r ♣♦ss❡ss t❤❡ ❜✐❣❣❡st ❘▼❙❊s ✭s❡❡

✜rst ❝♦❧✉♠♥✮✳ ❖✈❡r❛❧❧✱ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✉♥❞❡r❧✐♥❡ ❛ ❜❡tt❡r ❜✐❛s✴✈❛r✐❛♥❝❡ tr❛❞❡✲♦✛ ❢♦r t❤❡ ◗❦❢

❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ✜❧t❡rs✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❚❛❜❧❡s ✷✳✺ ❛♥❞ ✷✳✻ ❛❧s♦ ❝♦♥✜r♠ t❤❡ ❝♦♥❝❡r♥s ❛❜♦✉t t❤❡ ❊❦❢ ✶ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✿

♦✉t ♦❢ ✶✺ ❡st✐♠❛t❡s✱ ✻ ❛r❡ t❤❡ ♠♦st ❜✐❛s❡❞✱ ✶✵ ♣♦ss❡ss t❤❡ ❜✐❣❣❡st st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s✱

✽✻ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❋✐❧t❡r✐♥❣ ✐♥ ◗✉❛❞r❛t✐❝ ❋❛❝t♦r ▼♦❞❡❧s

❚❛❜❧❡ ✷✳✻ ✕ ▼❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦✈❡r t❤❡ t❤r❡❡ ♣❛♥❡❧s

◗❦❢ ❊❦❢ ✶ ❊❦❢ ✷ ❯❦❢

◆✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s ❜❡✐♥❣ ❧❡ss ❜✐❛s❡❞ ✶✸ ✷ ✵ ✵

◆✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s ❜❡✐♥❣ ♠♦st ❜✐❛s❡❞ ✵ ✻ ✷ ✼

◆✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s ❤❛✈✐♥❣ s♠❛❧❧❡st st❞✳ ✷ ✹ ✵ ✾

◆✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s ❤❛✈✐♥❣ ❜✐❣❣❡st st❞✳ ✸ ✶✵ ✷ ✵

◆✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s ❤❛✈✐♥❣ s♠❛❧❧❡st ❘▼❙❊s ✶✶ ✷ ✶ ✶

◆✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s ❤❛✈✐♥❣ ❜✐❣❣❡st ❘▼❙❊s ✵ ✾ ✷ ✹

◆♦t❡s ✿ ❈❛s❡s ❛r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❚❛❜❧❡ ✷✳✺ ❡st✐♠❛t❡s✳ ❚♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ✶✺✳ ◆♦t❡
t❤❛t t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ r♦✇ ❤♦✇❡✈❡r ②✐❡❧❞s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ ✶✻ ❞✉❡ t♦ ❡q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❊❦❢ ✷ ❛♥❞ t❤❡ ❯❦❢
♣♦ss❡ss✐♥❣ t❤❡ ✇♦rst ❜✐❛s✳

❛♥❞ ✾ ♣♦ss❡ss t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❘▼❙❊s✳ ❚❤✐s ♣♦♦r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❢♦r

t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ C ✐♥ ♣❛♥❡❧ ✭❜✮ ❛♥❞ ✭❝✮ ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✷✳✺ ✿ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡s✲

t✐♠❛t❡s ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✶✽ ❛♥❞ ✶✵✱ ❛♥❞ t❤❡✐r ❘▼❙❊s ❛r❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✶✵ t✐♠❡s ❜✐❣❣❡r t❤❛♥

t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ✜❧t❡rs✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❊❦❢

✶ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ C✲❛①✐s ✐s ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ ③❡r♦✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ Ĉ ❝❛♥ ♠♦✈❡

❛ ❧♦t ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ✈❡r② ❧✐tt❧❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✳ ❚❤✐s ❝♦rr♦❜♦r❛t❡s t❤❡

✐♥❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❊❦❢ ✶ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥✱

❛s ❛❧r❡❛❞② ♥♦t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✭s❡❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✮✳

■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ t❤❡ ❯❦❢ ❛❧s♦ s❤♦✇s s♦♠❡ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s ❢♦r ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ■t

✐s t❤❡ ♠♦st ❜✐❛s❡❞ ❢♦r ✽ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦✉t ♦❢ ✶✺✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ✇♦rst ❜✐❛s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♠♦♥❣

❛❧❧ ✜❧t❡rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ t❤❡ ✜❧t❡r t❤❛t ♣r♦❞✉❝❡s ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡st st❛♥❞❛r❞

❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢♦r ✾ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭s❡❡ ❧❛st ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✷✳✻✮✳ ▲♦♦❦✐♥❣ ❛t ❚❛❜❧❡ ✷✳✺✮✱ ✇❡

♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤♦s❡ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s ❧♦✇ t❡♥❞ t♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❝❛s❡s

✇❤❡r❡ t❤❡ ❜✐❛s ✐s ❤✐❣❤❡st✳ ❚❤✐s ❜✐❛s✴✈❛r✐❛♥❝❡ tr❛❞❡✲♦✛ ❤❛♥❞s ✉♣ ❜❡✐♥❣ ✈❡r② ♣♦♦r r❡❣❛r❞✐♥❣

t❤❡ ❘▼❙❊s ✿ t❤❡ ❯❦❢ ✐s t❤❡ ❜❡st ♦♥❧② ♦♥❝❡✱ ❛♥❞ ❢♦✉r t✐♠❡s t❤❡ ✇♦rst ♦✉t ♦❢ t❤❡ ✶✺ ♣❛✲

r❛♠❡t❡rs✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✇❡ ❛r❣✉❡ t❤❛t t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❯❦❢ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠❛❞❡ ✇✐t❤ ❝❛✉t✐♦♥

✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✲q✉❛❞r❛t✐❝ st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧ s✐♥❝❡ ✐t t❡♥❞s t♦ r❡s✉❧t ✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t❡s

t❤❛t ❛r❡ ✧t✐❣❤t❧②✧ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛r♦✉♥❞ ❜✐❛s❡❞ ✈❛❧✉❡s✳

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✽✼



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❋✐❧t❡r✐♥❣ ✐♥ ◗✉❛❞r❛t✐❝ ❋❛❝t♦r ▼♦❞❡❧s

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❊❦❢ ✷ s❡❡♠s t♦ ②✐❡❧❞ ❜❡tt❡r ❛✈❡r❛❣❡ r❡s✉❧ts t❤❛♥ ❜♦t❤ t❤❡ ❊❦❢ ✶ ✭✉♥s✉r♣r✐✲

s✐♥❣❧②✮ ❛♥❞ t❤❡ ❯❦❢ ✿ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✐t ✐s ♥❡✈❡r t❤❡ ❧❡ss ❜✐❛s❡❞ ❛♥❞ ♣♦ss❡ss❡s t❤❡ ❧♦✇❡st ❘▼❙❊

❢♦r ♦♥❧② ♦♥❡ ❡st✐♠❛t❡✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ r❛r❡❧② t❤❡ ♠♦st ❜✐❛s❡❞ ♦r r❛r❡❧② s❤♦✇s t❤❡ ❜✐❣❣❡st ❘▼❙❊

✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✷✳✻✮✳ ❙t✐❧❧✱ t❤♦s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❢❛r ❧❡ss ❡♥❝♦✉r❛❣✐♥❣ t❤❛♥ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ◗❦❢ ❛♥❞ t❤❡

❧❛tt❡r s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ ✐♥ ❧✐♥❡❛r✲q✉❛❞r❛t✐❝ st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥s✳

❖♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡✱ ❢♦r ♠♦st ❡st✐♠❛t❡s✱ t❤❡ ◗❦❢ ✐s ❧❡ss ❜✐❛s❡❞ ❛♥❞ ♣♦ss❡ss❡s t❤❡ ❧♦✇❡st ❘▼❙❊s✳

❉❡s♣✐t❡ ❛ s❧✐❣❤t❧② ♣♦♦r❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ◗❦❢ ♠❛①✐♠✉♠

❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t❡s s❤♦✇ ❛ ❜❡tt❡r ❜✐❛s✴✈❛r✐❛♥❝❡ tr❛❞❡✲♦✛ t❤❛♥ ✐ts ❝♦♠♣❡t✐t♦rs✳ ❆❧s♦✱ t❤❡

❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ✸ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛♥❡❧s ♣r♦✈✐❞❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♥❡✐t❤❡r ❛❧t❡r❡❞

❜② t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥✱ ♥♦r ❜② t❤❡ ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡

❧❛t❡♥t ♣r♦❝❡ss ♦r ❜② t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦rs✳ ❚❤❡s❡ ✜♥✐t❡✲s❛♠♣❧❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥

♣r♦♣❡rt✐❡s ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❡ s✉♣❡r✐♦r✐t② ♦❢ t❤❡ ◗❦❢ ❢♦r ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

✷✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r ✭◗❦❢✮✱ ❛ ❢❛st ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t

t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r ✜❧t❡r✐♥❣ ❛♥❞ s♠♦♦t❤✐♥❣ st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧s ✇❤❡r❡ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s

❛r❡ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ q✉❛❞r❛t✐❝✳ ❇✉✐❧❞✐♥❣ t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ✈❡❝t♦r

♦❢ ❢❛❝t♦rs st❛❝❦✐♥❣ t♦❣❡t❤❡r t❤❡ ❧❛t❡♥t ✈❡❝t♦r ✇✐t❤ ✐ts ✈❡❝t♦r✐③❡❞ ♦✉t❡r♣r♦❞✉❝t✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡

❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛❡ ♦❢ ✐ts ✜rst✲t✇♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦♠❡♥ts✳ ❲✐t❤ t❤✐s ♥❡✇

❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛t❡♥t ❢❛❝t♦rs✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥

❛ ❢✉❧❧② ❧✐♥❡❛r ❢♦r♠ ✇✐t❤ ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ r❡s✐❞✉❛❧s✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s ♥❡✇ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✲

q✉❛❞r❛t✐❝ st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ❛❞❛♣t t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ◗✉❛❞r❛t✐❝

❑❛❧♠❛♥ ❋✐❧t❡r ❛♥❞ ❙♠♦♦t❤❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✭r❡s♣✳ ◗❦❢ ❛♥❞ ◗❦s✮✳ ❙✐♥❝❡ ♥♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s

r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ ❜♦t❤◗❦❢ ❛♥❞◗❦s ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❢❛st ❛♥❞

st❛❜❧❡✳ ❲❡ ❝♦♠♣❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ◗❦❢ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❛♥❞ ✉♥s❝❡♥t❡❞ ✈❡rs✐♦♥s

♦❢ t❤❡ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✜❧t❡r✐♥❣ ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❖✉r r❡s✉❧ts s✉❣❣❡st

t❤❛t ❢♦r ❜♦t❤ ✜❧t❡r✐♥❣ ❛♥❞ q✉❛s✐ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ◗❦❢ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s

✐ts ❝♦♠♣❡t✐t♦rs✳ ❋♦r ✜❧t❡r✐♥❣✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥✱ t❤❡

♠♦r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ t❤❡ ◗❦❢ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ✜❧t❡rs✳ ❋♦r ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ◗❦❢

s❤♦✇s ❡✐t❤❡r s♠❛❧❧❡r ❜✐❛s ♦r s♠❛❧❧❡r ❘▼❙❊s t❤❛♥ ✐ts ❝♦♠♣❡t✐t♦rs✳

✽✽ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❋✐❧t❡r✐♥❣ ✐♥ ◗✉❛❞r❛t✐❝ ❋❛❝t♦r ▼♦❞❡❧s

❆♣♣❡♥❞✐❝❡s t♦ ❈❤❛♣t❡r ✷

✷✳❆ ❯s❡❢✉❧ ❛❧❣❡❜r❛

❲❡ ❞❡t❛✐❧ ❤❡r❡❜② s♦♠❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r ♣r♦❞✉❝t ❛♥❞ t❤❡ V ec(•)
♦♣❡r❛t♦r✳ ❚❤❡✐r ♣r♦♦❢s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ▼❛❣♥✉s ❛♥❞ ◆❡✉❞❡❝❦❡r ❬✶✾✽✽❪✳ ❚❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s

✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐❝❡s ✷✳❇✱ ✷✳❈ ❛♥❞ ✷✳❉✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳❆✳✶✳ ▲❡t m1 ❛♥❞ m2 ❜❡ t✇♦ s✐③❡✲n ✈❡❝t♦rs✱ M1 ❛♥❞ M2 ❜❡ t✇♦ sq✉❛r❡

♠❛tr✐❝❡s ♦❢ s✐③❡ n✳ ▲❡t ❛❧s♦ P ✱ Q✱ R✱ ❛♥❞ S ❜❡ ❢♦✉r ♠❛tr✐❝❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t✐✈❡ s✐③❡ (p× q)✱

(q × r)✱ (r × s)✱ ❛♥❞ (s× t)✳ ❲❡ ❤❛✈❡✿

(i) V ec(m1m
′
2) = m2 ⊗m1.

(ii) V ec(M1 ⊗M2) = (In ⊗ Λn ⊗ In) [V ec(M1)⊗ V ec(M2)] Λn ❣✐✈❡♥ ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✷✳❇✳✶✳

✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✿ V ec(M1 ⊗m1) = V ec(M1)⊗m1 ,

❛♥❞ V ec(M1 ⊗m′
1) = (In ⊗ Λn) [V ec(M1)⊗m1]

(iii) V ec(PQR) = (R′ ⊗ P )V ec(Q)

(iv) V ec(PQ) = (Ir ⊗ P )V ec(Q) = (Q′ ⊗ Ip)V ec(P )

(v) (PQ)⊗ (RS) = (P ⊗R)(Q⊗ S).

✷✳❇ Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐①

▲❡♠♠❛ ✷✳❇✳✶✳ ▲❡t Λn ❜❡ t❤❡ (n2×n2) ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ✐♥ (n×n) ❜❧♦❝❦s✱
✇❤♦s❡ (i, j) ❜❧♦❝❦ ✐s eje′i✳ ▲❡t M1 ❛♥❞ M2 ❜❡ t✇♦ sq✉❛r❡ ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ s✐③❡ n✱ ❛♥❞ m ❜❡ ❛

✈❡❝t♦r ♦❢ s✐③❡ (n× 1)✳ ❲❡ ❤❛✈❡✿

(i) Λn =
n∑

i,j=1

(eie
′
j)⊗ (eje

′
i)

(ii) Λn ✐s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❛♥❞ s②♠♠❡tr✐❝✿ Λ−1
n = Λ′

n = Λn

(iii) ΛnV ec(M1) = V ec(M ′
1)

(iv) Λn(M1 ⊗M2)Λn =M2 ⊗M1

(v) Λn(M1 ⊗m) = m⊗M1.

Pr♦♦❢✳ (i) ❙tr❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳

(ii) Λn ✐s s②♠♠❡tr✐❝✿

Λ′
n =

n∑

i,j=1

(eje
′
i)⊗ (eie

′
j) = Λn.

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✽✾



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❋✐❧t❡r✐♥❣ ✐♥ ◗✉❛❞r❛t✐❝ ❋❛❝t♦r ▼♦❞❡❧s

Λn ✐s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✿

ΛnΛ
′
n =

n∑

i,j=1

[(eie
′
j)⊗ (eje

′
i)][(eje

′
i)⊗ (eie

′
j)] =

n∑

i,j=1

(eie
′
i)⊗ (eje

′
j) = In2 .

(iii)

ΛnV ec(M1) =
n∑

i,j=1

[
(eie

′
j)⊗ (eje

′
i)
]
V ec(M1)

=
n∑

i,j=1

V ec
[
(eje

′
i)M1(eie

′
j)

′
]

=
n∑

i,j=1

V ec
[
ejM

(i,j)
1 e′i

]
= V ec(M ′

1).

(iv) ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱

M1 ⊗M2 =
n∑

i,j=1

(M
(,i)
1 ⊗M

(,j)
2 )(e′i ⊗ e′j),

✇❤❡r❡ M (,i)
1 ❛♥❞ M (,j)

2 ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ith ❛♥❞ jth ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ ♠❛tr✐❝❡s M1 ❛♥❞

M2✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ❤❛✈❡✿

Λn(M1 ⊗M2)Λn =
n∑

i,j=1

Λn(M
(,i)
1 ⊗M

(,j)
2 )(ei ⊗ ej)

′Λn

=
n∑

i,j=1

[
Λn(M

(,i)
1 ⊗M

(,j)
2 )

]
[Λn(ei ⊗ ej)]

′

=
n∑

i,j=1

[
ΛnV ec(M

(,j)
2 M

(,i)′

1 )
]
[ΛnV ec(eje

′
i)]

′

=
n∑

i,j=1

(M
(,j)
2 ⊗M

(,i)
1 )(ej ⊗ ei)

′

= M2 ⊗M1.

✾✵ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❋✐❧t❡r✐♥❣ ✐♥ ◗✉❛❞r❛t✐❝ ❋❛❝t♦r ▼♦❞❡❧s

(v) ❲✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥s✱

Λn(M1 ⊗m) = Λn

n∑

i=1

(M
(,i)
1 e′i)⊗m

= Λn

n∑

i=1

(M
(,i)
1 ⊗m)e′i

= Λn

n∑

i=1

V ec(mM
(,i)′

1 )e′i

=
n∑

i=1

V ec(M
(,i)
1 m′)e′i

=
n∑

i=1

(m⊗M
(,i)
1 )e′i

= m⊗M1.

�

✷✳❈ Zt ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦♠❡♥ts ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥

▲❡♠♠❛ ✷✳❈✳✶✳ ■❢ ε ∼ N (0, In)✱ ✇❡ ❤❛✈❡

V [V ec(εε′)] = In2 + Λn,

✇❤❡r❡ Λn ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✷✳❇✳✶✳

Pr♦♦❢✳

V ec(εε′) =

[
(εε1)

′, (εε2)
′, . . . , (εεn)

′

]′
.

V [V ec(εε′)] ✐s ❛ (n2×n2) ♠❛tr✐①✱ ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ✐♥ (n×n) ❜❧♦❝❦s✱ ✇❤♦s❡ (i, j) ❜❧♦❝❦ ✐s Vi,j =

cov(εεi, εjε)✳ ❚❤❡ (k, ℓ) ❡♥tr② ♦❢ Vi,j ✐s cov(εkεi, εjεℓ)✳ ❚✇♦ ❝❛s❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞✿

✕ ❈❛s❡ ✶✿ ✐❢ i 6= j✱ t❤❡♥ t❤❡ ♦♥❧② ♥♦♥✲③❡r♦ t❡r♠s ❛♠♦♥❣ t❤❡ cov(εkεi, εjεℓ) ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞

❢♦r k = j ❛♥❞ i = ℓ✳ ❇② t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ st❛♥❞❛r❞✐③❡❞ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❡

❤❛✈❡ cov(εiεj, εiεj) = V(εiεj) = 1✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ Vi,j = eje
′
i✳

✕ ❈❛s❡ ✷✿ ✐❢ i = j✱ t❤❡♥ t❤❡ ♥♦♥✲③❡r♦ t❡r♠s ❛♠♦♥❣ t❤❡ cov(εkεi, εjεℓ) ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞

❢♦r k = ℓ = i ❛♥❞ ✐ts ✈❛❧✉❡ ✐s ✷✱ ♦r ❢♦r k = ℓ 6= i✱ ❛♥❞ ✐ts ✈❛❧✉❡ ✐s ✶✳ ❋✐♥❛❧❧②✱

Vi,i = In + eie
′
i✳

P✉tt✐♥❣ ❝❛s❡ ✶ ❛♥❞ ✷ t♦❣❡t❤❡r✱ ✇❡ ❣❡t V [V ec(εε′)] = In2 + Λn✳ �

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✾✶



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❋✐❧t❡r✐♥❣ ✐♥ ◗✉❛❞r❛t✐❝ ❋❛❝t♦r ▼♦❞❡❧s

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶ Et−1(Zt) = µ̃+ Φ̃Zt−1 ❛♥❞ Vt−1(Zt) = Σ̃t−1✱ ✇❤❡r❡✿

µ̃ =




µ

V ec(µµ′ + Σ)


 , Φ̃ =




Φ 0

µ⊗ Φ + Φ⊗ µ Φ⊗ Φ




Σ̃t−1 ≡ Σ̃(Zt−1) =




Σ ΣΓ′
t−1

Γt−1Σ Γt−1ΣΓ
′
t−1 +

[
In2 + Λn

]
(Σ⊗ Σ)




Γt−1 = In ⊗ (µ+ ΦXt−1) + (µ+ ΦXt−1)⊗ In,

Λn ❜❡✐♥❣ t❤❡ n2 × n2 ♠❛tr✐①✱ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✷✳❇✳✶✳

Pr♦♦❢✳

Et−1(Xt) = µ+ ΦXt−1

Et−1[XtX
′
t] = Et−1 (µ+ ΦXt−1 + Ωεt) (µ+ ΦXt−1 + Ωεt)

′

= µµ′ + µX ′
t−1Φ

′ + ΦXt−1µ
′ + ΦXt−1X

′
t−1Φ

′ + Σ

❯s✐♥❣ t❤❡ V ec(•) ♦♣❡r❛t♦r ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳❆✳✶✱ (iii)✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥✿

Et−1 [V ec(XtX
′
t)] = V ec(µµ′ + Σ) + (µ⊗ Φ)Xt−1 + (Φ⊗ µ)Xt−1 + (Φ⊗ Φ)V ec(Xt−1X

′
t−1)

❋✐♥❛❧❧②✱

Et−1(Zt) =




µ

V ec(µµ′ + Σ)


+




Φ 0

µ⊗ Φ + Φ⊗ µ Φ⊗ Φ


Zt−1

❋♦r t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①✱ ✇❡ ❤❛✈❡ Vt−1(Xt) = Σ ❛♥❞

Vt−1 [V ec(XtX
′
t)] = Vt−1

[
V ec(

❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❣✐✈❡♥ Zt−1︷ ︸︸ ︷
µµ′ + µX ′

t−1Φ
′ + ΦXt−1µ

′ + ΦXt−1X
′
t−1Φ

′

+(µ+ ΦXt−1)ε
′
tΩ

′ + Ωεt(µ
′ +X ′

t−1Φ
′) + Ωεtε

′
tΩ

′)
]

✾✷ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❋✐❧t❡r✐♥❣ ✐♥ ◗✉❛❞r❛t✐❝ ❋❛❝t♦r ▼♦❞❡❧s

❯s✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳❆✳✶✱ (iii− iv)✱

Vt−1 [V ec(XtX
′
t)] = Vt−1

[
(In ⊗ µ+ µ⊗ In + In ⊗ ΦXt−1 + ΦXt−1 ⊗ In)Ωεt + V ec(Ωεtε

′
tΩ)
]

≡ Vt−1 [Γt−1Ωεt + V ec(Ωεtε
′
tΩ)]

= Γt−1ΣΓ
′
t−1 + Vt−1 [(Ω⊗ Ω)V ec(εtε

′
t)] ❛s Covt−1[εt, V ec(εtε

′
t)] = 0

= Γt−1ΣΓ
′
t−1 + (Ω⊗ Ω)(In2 + Λn)(Ω

′ ⊗ Ω′) ✭✉s✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ✷✳❈✳✶✳✮

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳❆✳✶✱ (v) ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t (Ω⊗ Ω)(Ω⊗ Ω)′ = Σ⊗ Σ✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

(Ω⊗ Ω)(Ω⊗ Ω)′ = (Ω⊗ Ω)Λn(Ω⊗ Ω)′Λn ✭✉s✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ✷✳❇✳✶✱ (iv)✮

⇐⇒ (Ω⊗ Ω)Λn(Ω⊗ Ω)′ = Λn(Σ⊗ Σ) s✐♥❝❡ Λn = Λ−1
n

⇐⇒ (Ω⊗ Ω)(In2 + Λn)(Ω⊗ Ω)′ = (In2 + Λn)(Σ⊗ Σ).

❍❡♥❝❡✿

Vt−1 [V ec(XtX
′
t)] = Γt−1ΣΓ

′
t−1 + (In2 + Λn)(Σ⊗ Σ).

❯s✐♥❣ ❛❣❛✐♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t εt ❛♥❞ V ec(Ωεtε′tΩ
′) ❛r❡ ♥♦♥✲❝♦rr❡❧❛t❡❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

covt−1 [V ec(XtX
′
t), Xt] = covt−1 [Γt−1Ωεt,Ωεt]

= Γt−1Σ

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢ Zt ❣✐✈❡♥ Xt−1 ✐s

Σ̃t−1 =




Σ ΣΓ′
t−1

Γt−1Σ Γt−1ΣΓ
′
t−1 + (In2 + Λn)(Σ⊗ Σ)


 . ✭✷✳✶✵✮

�

✷✳❉ Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✷

❲❡ ✇❛♥t t♦ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❞✐s❝❧♦s❡ t❤❡ ❛✣♥❡ ❢♦r♠ ♦❢ Σ̃(Zt−1)✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s✱ ✇❡

❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦✉r ❜❧♦❝❦s ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✵✮ ❛♥❞ ❡①♣r❡ss t❤❡ ✈❡❝t♦r✐③❡❞ ❢♦r♠

♦❢ ❡❛❝❤ ❜❧♦❝❦✳ ❋✐rst✱ ❧❡t ✉s s❤♦✇ t❤❛t V ec(Γt−1Σ) ✐s ❛✣♥❡ ✐♥ Zt−1✳ ❲❡ ❤❛✈❡✿

Γt−1 = In ⊗ (µ+ ΦXt−1) + (µ+ ΦXt−1)⊗ In

= In ⊗ (µ+ ΦXt−1) + Λn [In ⊗ (µ+ ΦXt−1)] ✭✉s✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ✷✳❇✳✶✱ (v)✮

= (In2 + Λn) [In ⊗ (µ+ ΦXt−1)] .

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✾✸



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❋✐❧t❡r✐♥❣ ✐♥ ◗✉❛❞r❛t✐❝ ❋❛❝t♦r ▼♦❞❡❧s

❚❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ❤❛✈❡✿

V ec(Γt−1Σ) = V ec {(In2 + Λn) [In ⊗ (µ+ ΦXt−1)] Σ}

= [Σ⊗ (In2 + Λn)]V ec {In ⊗ (µ+ ΦXt−1)} ✭Pr♦♣✳ ✷✳❆✳✶✱ (iii)✮

= [Σ⊗ (In2 + Λn)] [V ec(In)⊗ (µ+ ΦXt−1)] ✭Pr♦♣✳ ✷✳❆✳✶✱ (ii)✮

= [Σ⊗ (In2 + Λn)]V ec [(µ+ ΦXt−1)V ec(In)
′] ✭Pr♦♣✳ ✷✳❆✳✶✱ (i)✮

= [Σ⊗ (In2 + Λn)] [V ec(In)⊗ In] (µ+ ΦXt−1) ✭Pr♦♣✳ ✷✳❆✳✶✱ (iv)✮

V ec(ΣΓ′
t−1) = V ec

{
Σ [(In2 + Λn) (In ⊗ (µ+ ΦXt−1))]

′}

= V ec {Σ [In ⊗ (µ+ ΦXt−1)
′] (In2 + Λn)}

= [(In2 + Λn)⊗ Σ]V ec [In ⊗ (µ+ ΦXt−1)
′] ✭Pr♦♣✳ ✷✳❆✳✶✱ (iii)✮

= [(In2 + Λn)⊗ Σ] (In ⊗ Λn) [V ec(In)⊗ (µ+ ΦXt−1)] ✭Pr♦♣✳ ✷✳❆✳✶✱ (ii)✮

= [(In2 + Λn)⊗ Σ] (In ⊗ Λn) [V ec(In)⊗ In] (µ+ ΦXt−1) ✭Pr♦♣✳ ✷✳❆✳✶✱ (i− iv)✮.

❲❡ t✉r♥ ♥♦✇ t♦ t❤❡ ❧♦✇❡r✲r✐❣❤t ❜❧♦❝❦ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢ Zt✳

✾✹ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❋✐❧t❡r✐♥❣ ✐♥ ◗✉❛❞r❛t✐❝ ❋❛❝t♦r ▼♦❞❡❧s

❲❡ ❤❛✈❡✿

V ec(Γt−1ΣΓ
′
t−1)

= V ec {(In2 + Λn) [In ⊗ (µ+ ΦXt−1)] Σ [In ⊗ (µ+ ΦXt−1)
′] (In2 + Λn)}

= [(In2 + Λn)⊗ (In2 + Λn)]×

V ec {[In ⊗ (µ+ ΦXt−1)] Σ [In ⊗ (µ+ ΦXt−1)
′]} ✭Pr♦♣✳ ✷✳❆✳✶✱ (iii)✮

= [(In2 + Λn)⊗ (In2 + Λn)]×

V ec {[Σ⊗ (µ+ ΦXt−1)] [In ⊗ (µ+ ΦXt−1)
′]} ✭Pr♦♣✳ ✷✳❆✳✶✱ (v)✮

= [(In2 + Λn)⊗ (In2 + Λn)]×

V ec {Σ⊗ [(µ+ ΦXt−1)(µ+ ΦXt−1)
′]} ✭Pr♦♣✳ ✷✳❆✳✶✱ (v)✮

= [(In2 + Λn)⊗ (In2 + Λn)]×

[In ⊗ Λn ⊗ In] [V ec(Σ)⊗ V ec {(µ+ ΦXt−1)(µ+ ΦXt−1)
′}] ✭Pr♦♣✳ ✷✳❆✳✶✱ (ii)✮

= [(In2 + Λn)⊗ (In2 + Λn)]×

[In ⊗ Λn ⊗ In]V ec [V ec {(µ+ ΦXt−1)(µ+ ΦXt−1)
′} × V ec(Σ)′] ✭Pr♦♣✳ ✷✳❆✳✶✱ (i)✮

= [(In2 + Λn)⊗ (In2 + Λn)]×

[In ⊗ Λn ⊗ In] [V ec(Σ)⊗ In2 ]V ec {(µ+ ΦXt−1)(µ+ ΦXt−1)
′} ✭Pr♦♣✳ ✷✳❆✳✶✱ (iv)✮

❋✐♥❛❧❧② ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❛✣♥❡ ❢♦r♠✉❧❛❡ ❢♦r t❤❡ ❢♦✉r ❜❧♦❝❦s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡✲

❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① Σ̃
(i,j)
t−1 ❢♦r i, j = {1, 2} ✿

V ec
(
Σ̃

(1,1)
t−1

)
= V ec(Σ)

V ec
(
Σ̃

(1,2)
t−1

)
= [Σ⊗ (In2 + Λn)] [V ec(In)⊗ In]

{
µ+ Φ̃1Zt−1

}

V ec
(
Σ̃

(2,1)
t−1

)
= [(In2 + Λn)⊗ Σ] (In ⊗ Λn) [V ec(In)⊗ In]

{
µ+ Φ̃1Zt−1

}

V ec
(
Σ̃

(2,2)
t−1

)
= [(In2 + Λn)⊗ (In2 + Λn)] [In ⊗ Λn ⊗ In] [V ec(Σ)⊗ In2 ]

{
µ⊗ µ+ Φ̃2Zt−1

}

+ [In2 ⊗ (In2 + Λn)]V ec(Σ⊗ Σ),

✇❤❡r❡ Φ̃1 ❛♥❞ Φ̃2 ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❜❧♦❝❦s ♦❢ Φ̃✱ t❤✉s Φ̃1 =
(
Φ 0

)
❛♥❞

Φ̃2 =
(
µ⊗ Φ + Φ⊗ µ Φ⊗ Φ

)
✳

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✾✺



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❋✐❧t❡r✐♥❣ ✐♥ ◗✉❛❞r❛t✐❝ ❋❛❝t♦r ▼♦❞❡❧s

■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ V ec
[
Σ̃(Zt−1)

]
✕ ✐✳❡✳ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❡①♣r❡s✲

s✐♦♥s ♦❢ ν ❛♥❞ Ψ ✕ ✐♥✈♦❧✈❡s✱ ✐♥ t❤❡♦r②✱ ❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✈❡❝t♦r✐③❡❞✲❜❧♦❝❦s

❢♦r♠✉❧❛❡ ❀ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤❡r❡❛❢t❡r ❛ s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ♣r❛❣♠❛t✐❝ ♠❡t❤♦❞ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t

V ec
[
Σ̃(Zt−1)

]
✐♥ t❤❡ ◗❦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠✿

✶✳ ❯s❡ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛❡ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✷ t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❢♦✉r ✈❡❝t♦r✐③❡❞ ❜❧♦❝❦s ♦❢

Σ̃(Zt−1) ❛s ❡①♣❧✐❝✐t ❛✣♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ Zt−1 ✭♦r Σ̃(Zt−1|t−1) ❛s ❛✣♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢

Zt−1|t−1 ✐♥ t❤❡ ◗❦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠✮✳

✷✳ ❘❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ sq✉❛r❡ ♠❛tr✐① Σ̃(Zt−1) ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✈❡❝t♦r✐③❡❞ ❜❧♦❝❦s✳

✸✳ ❱❡❝t♦r✐③❡ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♠❛tr✐①✳

❯s✐♥❣ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ν ❛♥❞ Ψ

❛♥❞ ✐s ❛ ❢❛st t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❜♦t❤ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡s ✐♥

t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

✷✳❊ ❯♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ Zt

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✸ ❲❡ ❤❛✈❡✿




E(Zt)

V ec[V(Zt)]


 =




µ̃

ν


+




Φ̃ 0

Ψ Φ̃⊗ Φ̃







E(Zt−1)

V ec[V(Zt−1)]




Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ✜rst s❡t ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ st❛t❡✲s♣❛❝❡ r❡♣r❡s❡♥t❛✲

t✐♦♥✳ ❋♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ s❡t✱ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✇r✐t❡s✿

V(Zt) = E

[
V(Zt|Zt−1)

]
+ V

[
E(Zt|Zt−1)

]

= E

[
V(Zt|Zt−1)

]
+ V(µ̃+ Φ̃Zt−1)

= E

[
V(Zt|Zt−1)

]
+ Φ̃V(Zt−1)Φ̃

′

= E

[
Σ̃(Zt−1)

]
+ Φ̃V(Zt−1)Φ̃

′

=⇒ V ec [V(Zt)] = E

{
V ec

[
Σ̃(Zt−1)

]}
+ (Φ̃⊗ Φ̃)V ec [V(Zt−1)]

❉❡♥♦t✐♥❣ V ec[Σ̃(Zt−1)] ❜② ν +ΨZt−1 ✇❡ ❣❡t✿

E

{
V ec

[
Σ̃(Zt−1)

]}
= ν +ΨE(Zt−1)

❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t ❢♦❧❧♦✇s✳

�

✾✻ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❋✐❧t❡r✐♥❣ ✐♥ ◗✉❛❞r❛t✐❝ ❋❛❝t♦r ▼♦❞❡❧s

✷✳❋ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳❋✳✶✳ ▲❡t P ❜❡ ❛ (n × n) s②♠♠❡tr✐❝ ♠❛tr✐①✳ ▲❡t ✉s ❞❡✜♥❡ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢

In = [un, Un] ✇❤❡r❡ un ✐s t❤❡ ✜rst ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ In ❛♥❞ Un ✐s t❤❡ (n × (n − 1)) ♦t❤❡r s✉❜✲

♠❛tr✐①✳ ▲❡t Qn ❜❡ ❛ (n2 × n2) ♠❛tr✐① ❞❡✜♥❡❞ ❛s Qn = (Q1,n, Q2,n) s✉❝❤ t❤❛t✿

Q1,n = In ⊗ un ❛♥❞ Q2,n = In ⊗ Un

❆ ❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① Gn ❛♥❞ ❛ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♠❛tr✐① Hn ❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t✿

V ec(P ) = GnV ech(P )

V ech(P ) = HnV ec(P )

❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ r❡❝✉rs✐✈❡❧② ❜②✿

Gn+1 = Qn+1




1 0 0

0 In 0

0 In 0

0 0 Gn




❛♥❞ Hn+1 =




1 0 0 0

0 In 0 0

0 0 0 Hn



Q′

n+1

✇✐t❤ G1 = H1 = Q1 = 1✳ ❚❤❡s❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ▼❛❣♥✉s ❛♥❞ ◆❡✉❞❡❝❦❡r ❬✶✾✽✵❪

♦r ❍❛r✈✐❧❧❡ ❬✶✾✾✼❪✳

✷✳● ❊❦❢ ❛♥❞ ❯❦❢ ❣❡♥❡r❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡q✉❛✲

t✐♦♥s✳

Xt = ft(Xt−1) + gt(Xt−1)εt ✭✷✳✶✶✮

Yt = ht(Xt) + dt(Xt)ηt ✭✷✳✶✷✮

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✾✼



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❋✐❧t❡r✐♥❣ ✐♥ ◗✉❛❞r❛t✐❝ ❋❛❝t♦r ▼♦❞❡❧s

✇❤❡r❡ ft✱ gt✱ ht✱ dt ❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ Yt−1 ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧② ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❡①♦❣❡♥♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❆❧s♦✱ (ε′t, η
′
t)

′ ∼ IIN (0, I)✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥s✿

Ft =
∂ft
∂x′t−1

(X̂t−1|t−1), Ht =
∂ht
∂x′t

(X̂t|t−1)

F
(2)
i,t =

∂2fi,t
∂xt−1∂x′t−1

(X̂t−1|t−1), H
(2)
i,t =

∂2ht
∂xt∂x′t

(X̂t|t−1)

Gt = gt(X̂t−1|t−1), ❛♥❞ Dt = dt(X̂t|t−1)

▲❡t ✉s ❛❧s♦ ❞❡♥♦t❡ ❜② e(k)i t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ s✐③❡ k ✇❤♦s❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ ✵ ❡①❝❡♣t

t❤❡ ith ♦♥❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✶✳ ❚❤❡ ❊❦❢✶ ❛♥❞ ❊❦❢✷ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❣✐✈❡♥ ✐♥

❚❛❜❧❡s ✷✳✼ ❛♥❞ ✷✳✽✳ ❑❡❡♣✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ❚❛❜❧❡ ✷✳✾ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡❝✉rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡

❯❦❢✳

❚❛❜❧❡ ✷✳✼✿ ❊❦❢✶ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❝❛s❡

■♥✐t✐❛❧✐③❡✿ X0|0 = E(X0) ❛♥❞ PX
0|0 = V(X0)✳

❙t❛t❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✿
Xt|t−1 ft(Xt−1|t−1)

PX
t|t−1 FtP

X
t−1|t−1F

′
t +GtG

′
t

▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✿
Yt|t−1 ht(Xt|t−1)

Mt|t−1 HtP
X
t|t−1H

′
t +DtD

′
t

●❛✐♥✿ Kt PX
t|t−1H

′
tM

−1
t|t−1

❙t❛t❡ ✉♣❞❛t✐♥❣✿
Xt|t Xt|t−1 +Kt(Yt − Yt|t−1)

PX
t|t PX

t|t−1 −KtMt|t−1K
′
t

◆♦t❡✿ ❙❡❡ ❏❛③✇✐♥s❦✐ ❬✶✾✼✵❪✱ ❆♥❞❡rs♦♥ ❛♥❞ ▼♦♦r❡ ❬✶✾✼✾❪✱ ♦r ●❡❧❜ ❬✶✾✼✹❪ ❢♦r ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ r❡❝✉rs✐♦♥s✳

✾✽ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❋✐❧t❡r✐♥❣ ✐♥ ◗✉❛❞r❛t✐❝ ❋❛❝t♦r ▼♦❞❡❧s

❚❛❜❧❡ ✷✳✽✿ ❊❦❢✷ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❝❛s❡

■♥✐t✐❛❧✐③❡✿ X0|0 = E(X0) ❛♥❞ PX
0|0 = V(X0)✳

❙t❛t❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✿
Xt|t−1 ft(Xt−1|t−1) +

1

2

n∑

i=1

e
(n)
i Tr

(
F

(2)
i,t P

X
t−1|t−1

)

PX
t|t−1 FtP

X
t−1|t−1F

′
t +

1

2

n∑

i,j=1

e
(n)
i Tr

(
F

(2)
i,t P

X
t−1|t−1F

(2)
j,t P

X
t−1|t−1

)
e
(n)′

j

+ GtG
′
t

▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✿
Yt|t−1 ht(Xt|t− 1) +

1

2

m∑

k=1

e
(m)
k Tr

(
H

(2)
k,t P

X
t|t−1

)

Mt|t−1 HtP
X
t|t−1H

′
t +

1

2

n∑

k,l=1

e
(n)
k Tr

(
H

(2)
k,t P

X
t|t−1H

(2)
l,t P

X
t|t−1

)
e
(n)′

l

+ DtD
′
t

●❛✐♥✿ Kt PX
t|t−1H

′
tM

−1
t|t−1

❙t❛t❡ ✉♣❞❛t✐♥❣✿
Xt|t Xt|t−1 +Kt(Yt − Yt|t−1)

PX
t|t PX

t|t−1 −KtMt|t−1K
′
t

◆♦t❡✿ ❙❡❡ ❆t❤❛♥s✱ ❲✐s❤♥❡r✱ ❛♥❞ ❇❡rt♦❧✐♥✐ ❬✶✾✻✽❪ ♦r ▼❛②❜❡❝❦ ❬✶✾✽✷❪ ❢♦r ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ r❡❝✉rs✐♦♥s✳

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✾✾



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❋✐❧t❡r✐♥❣ ✐♥ ◗✉❛❞r❛t✐❝ ❋❛❝t♦r ▼♦❞❡❧s

❚❛❜❧❡ ✷✳✾✿ ❯❦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❝❛s❡

■♥✐t✐❛❧✐③❡✿ X0|0 = E(X0) ❛♥❞ PX
0|0 = V(X0) ❛♥❞ ❝❤♦♦s❡ (α, κ, β)✳

❙✐❣♠❛ ♣♦✐♥ts✿
{
Xi,t−1|t−1(Xt−1|t−1, P

X
t−1|t−1)

}
i={1,...,2n}

❛❝❝♦r❞✐♥❣

t♦ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✹✳✶✳

❙t❛t❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✿
Xt|t−1

2n∑

i=0

Wi ft(Xi,t−1|t−1)

PX
t|t−1

2n∑

i=0

W(c)
i

[
ft(Xi,t−1|t−1)−Xt|t−1

] [
ft(Xi,t−1|t−1)−Xt|t−1

]′

+ GtG
′
t

❙✐❣♠❛ ♣♦✐♥ts✿
{
Xi,t|t−1(Xt|t−1, P

X
t|t−1)

}
i={1,...,2n}

❛❝❝♦r❞✐♥❣

t♦ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✹✳✶✳

▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✿
Yt|t−1

2n∑

i=0

Wi ht(Xi,t|t−1)

Mt|t−1

2n∑

i=0

W(c)
i

[
ht(Xi,t|t−1)− Yt|t−1

] [
ht(Xi,t|t−1)− Yt|t−1

]′

+ DtD
′
t

●❛✐♥✿ Kt

2n∑

i=0

W(c)
i

[
Xi,t|t−1 −Xt|t−1

] [
ht(Xi,t|t−1)− Yt|t−1

]′
M−1

t|t−1

❙t❛t❡ ✉♣❞❛t✐♥❣✿
Xt|t Xt|t−1 +Kt(Yt − Yt|t−1)

PX
t|t PX

t|t−1 −KtMt|t−1K
′
t

◆♦t❡✿ ❙❡❡ ❏✉❧✐❡r✱ ❯❤❧♠❛♥♥✱ ❛♥❞ ❉✉rr❛♥t✲❲❤②t❡ ❬✷✵✵✵❪✱ ❏✉❧✐❡r ❬✷✵✵✷❪✱ ❏✉❧✐❡r ❬✷✵✵✸❪✱ ♦r ❏✉❧✐❡r ❛♥❞ ❯❤❧♠❛♥♥

❬✷✵✵✹❪ ❢♦r ♣r♦♦❢s ♦❢ t❤❡ r❡❝✉rs✐♦♥s✳

✶✵✵ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❋✐❧t❡r✐♥❣ ✐♥ ◗✉❛❞r❛t✐❝ ❋❛❝t♦r ▼♦❞❡❧s

✷✳❍ ❚❤❡ ❯❦❢ ✐♥ ❛ ❧✐♥❡❛r st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❧✐♥❡❛r st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✶❛✮ ❛♥❞ ✭✷✳✶❜✮

♣✉tt✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ C(k)s t♦ ✵✳ ❚❛❦✐♥❣ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✷✳✾✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ft(X) = µ + ΦX

❛♥❞ ht(X) = A+BX✳ ❆s ❢♦r i = {1, . . . , 2n}✱ ❛❧❧ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❛r❡ ❡q✉❛❧✱ t❤❡ s✐❣♠❛ ♣♦✐♥ts

❛r❡ s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ❛♥❞
∑2n

i=0 Wi = 1✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

Xt|t−1 =
2n∑

i=0

Wi (µ+ ΦXi,t−1|t−1)

=

(
2n∑

i=0

Wi

)
µ+ Φ

(
2n∑

i=0

WiXi,t−1|t−1)

)

= µ+ ΦXt−1|t−1

Pt|t−1 =
2n∑

i=0

W (c)
i

[
Φ(Xi,t−1|t−1 −Xt−1|t−1)

] [
Φ(Xi,t−1|t−1 −Xt−1|t−1)

]′
+GtG

′
t

=
n∑

i=1

W (c)
i Φ

(√
(n+ λ)PX

t−1|t−1

)
i

(√
(n+ λ)PX

t−1|t−1

)′
i
Φ′

+
2n∑

i=n+1

W (c)
i Φ

(√
(n+ λ)PX

t−1|t−1

)
i−n

(√
(n+ λ)PX

t−1|t−1

)′
i−n

Φ′ +GtG
′
t

= 2
n∑

i=1

(n+ λ)

2(λ+ n)
Φ
(√

PX
t−1|t−1

)
i

(√
PX
t−1|t−1

)′
i
Φ′ +GtG

′
t

= ΦPt−1|t−1Φ
′ +GtG

′
t

✇❤✐❝❤ ♣r♦✈❡s t❤❡ ❡①❛❝t ♠❛t❝❤✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❯❦❢ ❛♥❞ t❤❡ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r ❢♦r t❤❡ st❛t❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥

♣❤❛s❡✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❤♦❧❞s ❜② ❧✐♥❡❛r✐t② ❢♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♣❤❛s❡✳ ■♥

t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝❛s❡✱ t❤❡ ❯❦❢ s❤♦✇s ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ r❡❝✉rs✐♦♥s t❤❛t t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r✱

✇❤❛t❡✈❡r t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ (α, κ, β)✳

✷✳■ ❚❤❡ ❯❦❢ ✐♥ ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧✿ s❝❛❧❛r

❝❛s❡

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✶❛✮ ❛♥❞ ✭✷✳✶❜✮✳

▲❡t ✉s s❡t t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ t✉♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs (α, κ, β) = (1, 0, 2) ❛♥❞ n = m = 1✳ ❋r♦♠

❆♣♣❡♥❞✐① ✷✳❍✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t t❤❡ st❛t❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♣❤❛s❡ ✐s ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ t❤❡

❧✐♥❡❛r ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r✱ ❛♥❞ ✐s ❛ ❢♦rt✐♦r✐ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ t❤❡ ❊❦❢✷✳ ▲❡t ✉s ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡

♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♣❤❛s❡ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❜♦t❤ ✜❧t❡rs ❢♦r t❤♦s❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ (α, κ, β)✳

❋✐rst✱ t❤♦s❡ t✉♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♠♣❧② λ = 0✱ t❤✉s✿

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✶✵✶



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❋✐❧t❡r✐♥❣ ✐♥ ◗✉❛❞r❛t✐❝ ❋❛❝t♦r ▼♦❞❡❧s

Xi,t|t−1 =





Xt|t−1 ❢♦r i = 0

Xt|t−1 +
√
PX
t|t−1 ❢♦r i = 1

Xt|t−1 −
√
PX
t|t−1 ❢♦r i = 2,

Wi =





0 ❢♦r i = 0

1/2 ❢♦r i 6= 0

W(c)
i =





2 ❢♦r i = 0

1/2 ❢♦r i 6= 0

❚❤❡♥✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡❝✉rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❯❦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥✿

Yt|t−1 =
1

2

[
h(Xt|t−1 +

√
PX
t|t−1) + h(Xt|t−1 −

√
PX
t|t−1)

]

=
1

2

{
2A+B

(
2Xt|t−1

)
+ C

[(
Xt|t−1 +

√
PX
t|t−1

)2
+
(
Xt|t−1 −

√
PX
t|t−1

)2]}

= A+BXt|t−1 + CX2
t|t−1 + CPX

t|t−1

= h(Xt|t−1) + CPX
t|t−1

Mt|t−1 = 2
[
h(Xt|t−1)− Yt|t−1

]2

+
1

2

{[
h(Xt|t−1 +

√
PX
t|t−1)− Yt|t−1

]2
+
[
h(Xt|t−1 −

√
PX
t|t−1)− Yt|t−1

]2}
+ V

= 2C2(PX
t|t−1)

2 +
1

2

{[
B
√
PX
t|t−1 + C

(
PX
t|t−1 + 2Xt|t−1

√
PX
t|t−1 − PX

t|t−1

)]2

+
[
−B
√
PX
t|t−1 + C

(
PX
t|t−1 − 2Xt|t−1

√
PX
t|t−1 − PX

t|t−1

)]2}
+ V

= 2C2(PX
t|t−1)

2 + V +
1

2

{

B2PX
t|t−1 + C2

(
2Xt|t−1

√
PX
t|t−1

)2
+ 2CB

√
PX
t|t−1

(
2Xt|t−1

√
PX
t|t−1

)

+B2PX
t|t−1 + C2

(
−2Xt|t−1

√
PX
t|t−1

)2
+ 2CB

√
PX
t|t−1

(
2Xt|t−1

√
PX
t|t−1

)}

= 2C2(PX
t|t−1)

2 + V +B2PX
t|t−1 + 4C2X2

t|t−1P
X
t|t−1 + 2BCXt|t−1P

X
t|t−1

= G2
t|t−1P

X
t|t−1 + 2C2(PX

t|t−1)
2 + V

❇♦t❤ Yt|t−1 ❛♥❞ Mt|t−1 ②✐❡❧❞ t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧t ❛s ✐♥ t❤❡ ❊❦❢✷ r❡❝✉rs✐♦♥s✳ ▲❡t ✉s ♥♦✇ t✉r♥

t♦ t❤❡ ❑❛❧♠❛♥ ❣❛✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳

Kt =
1

2

{[√
PX
t|t−1

√
PX
t|t−1

(
B + 2CXt|t−1

)
−
√
PX
t|t−1

√
PX
t|t−1

(
−B − 2CXt|t−1

)]}
M−1

t|t−1

= PX
t|t−1

(
B + 2CXt|t−1

)
M−1

t|t−1

= PX
t|t−1Gt|t−1M

−1
t|t−1

✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ t❤❡ s❛♠❡ ❣❛✐♥ ❛s ✐♥ t❤❡ ❊❦❢✷✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢♦r (α, κ, β) = (1, 0, 2) ❛♥❞ s❝❛❧❛r

tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❚❤❡ ❯❦❢ ❛♥❞ t❤❡ ❊❦❢✷ ♣♦ss❡ss ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡

✶✵✷ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❋✐❧t❡r✐♥❣ ✐♥ ◗✉❛❞r❛t✐❝ ❋❛❝t♦r ▼♦❞❡❧s

r❡❝✉rs✐♦♥s✳

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✶✵✸



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❋✐❧t❡r✐♥❣ ✐♥ ◗✉❛❞r❛t✐❝ ❋❛❝t♦r ▼♦❞❡❧s

✶✵✹ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t



❈❤❛♣t❡r ✸

❆ ◗❚❙▼ ❢♦r ❉✐s❡♥t❛♥❣❧✐♥❣ ❈r❡❞✐t ❛♥❞

▲✐q✉✐❞✐t② ❘✐s❦s ✐♥ ■♥t❡r❜❛♥❦ ❙♣r❡❛❞s

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛rt✐❝❧❡ ✏❈r❡❞✐t ❛♥❞ ▲✐q✉✐❞✐t② ✐♥ ■♥t❡r❜❛♥❦ ❘❛t❡s✿ ❆ ◗✉❛❞r❛t✐❝

❆♣♣r♦❛❝❤✑ ♦❢ ❉✉❜❡❝q✱ ▼♦♥❢♦rt✱ ❘❡♥♥❡✱ ❛♥❞ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ❬✷✵✶✹❪✳

❆❜str❛❝t

❆ ❜❛♥❦ t❤❛t ❧❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✉♥s❡❝✉r❡❞ ♠❛r❦❡t r❡q✉✐r❡s ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥s ❢♦r ❢❛❝✐♥❣

✭❛✮ t❤❡ r✐s❦ ♦❢ ❞❡❢❛✉❧t ♦❢ t❤❡ ❜♦rr♦✇✐♥❣ ❜❛♥❦ ✭❝r❡❞✐t r✐s❦✮ ❛♥❞ ✭❜✮ t❤❡ r✐s❦ ♦❢ ✐ts

♦✇♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❢✉t✉r❡ ❢✉♥❞✐♥❣ ♥❡❡❞s ✭❧✐q✉✐❞✐t② r✐s❦✮✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛

q✉❛❞r❛t✐❝ t❡r♠✲str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ s♣r❡❛❞s ❜❡t✇❡❡♥ ✉♥s❡❝✉r❡❞ ✐♥t❡r❜❛♥❦ r❛t❡s

❛♥❞ r✐s❦✲❢r❡❡ ♦♥❡s✳ ❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ ✇❤♦❧❡ t❡r♠

str✉❝t✉r❡ ♦❢ s♣r❡❛❞s ✐♥t♦ ❝r❡❞✐t ❛♥❞ ❧✐q✉✐❞✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❖✉r ♥♦✲❛r❜✐tr❛❣❡

❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♠❛❦❡s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② r✐s❦ ♣r❡♠✐❛ ❛ss♦❝✐❛t❡❞

✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ r✐s❦s✳ ❖✉r r❡s✉❧ts s❤❡❞ ❛ ♥❡✇ ❧✐❣❤t ♦♥ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢

✉♥❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝② ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ t❤❡ ❊✉r♦s②st❡♠✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱

♦✉r ✜♥❞✐♥❣s s✉❣❣❡st t❤❛t ♠♦st ♦❢ t❤❡ r❡❝❡♥t ❡❛s✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❡✉r♦ ✐♥t❡r❜❛♥❦ ♠❛r❦❡t

❝♦♠❡s ❢r♦♠ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ❧✐q✉✐❞✐t②✲r❡❧❛t❡❞ r✐s❦ ♣r❡♠✐❛✳

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✶✵✺



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆ ◗❚❙▼ ❢♦r ❉✐s❡♥t❛♥❣❧✐♥❣ ❈r❡❞✐t ❛♥❞ ▲✐q✉✐❞✐t② ❘✐s❦s ✐♥ ■♥t❡r❜❛♥❦ ❙♣r❡❛❞s

❘és✉♠é

❊♥tr❡ ✷✵✵✼ ❡t ✷✵✵✽✱ ❧❛ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❞✉ r✐sq✉❡ ✐♥t❡r❜❛♥❝❛✐r❡✱ ♠❡s✉ré❡ ♣❛r ❧✬é❝❛rt ❡♥tr❡ ❧❡s

t❛✉① ❞❡s ❡♠♣r✉♥ts ✐♥t❡r❜❛♥❝❛✐r❡s ♥♦♥ sé❝✉r✐sés ❡t sé❝✉r✐sés✱ ❡st ♣❛ssé❡ ❞❡ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ③ér♦

à ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ très é❧❡✈é✳ ❈❡ s❛✉t ❛ été ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ♠❛rq✉é ❛✉ ♠♦♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢❛✐❧❧✐t❡

❞❡ ❧❛ ❜❛♥q✉❡ ▲❡❤♠❛♥ ❇r♦t❤❡rs✱ ❡♥ s❡♣t❡♠❜r❡ ✷✵✵✽✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❧❡s ❜❛♥q✉❡s ❝❡♥✲

tr❛❧❡s ♦♥t ❡✉ r❡❝♦✉rs à ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞✐t❡s ♥♦♥ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✭▼◆❈✮ ❛✜♥ ❞❡ r❡st❛✉r❡r ❧❡s

♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♠♦♥ét❛✐r❡✳ Pré✲✷✵✶✹✱ tr♦✐s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣❤❛s❡s

❞❡ ♠❡s✉r❡s ♥♦♥ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧❧❡s ♦♥t été ♠✐s❡s ❡♥ ÷✉✈r❡ ✿ ❧❡ ❙❡❝✉r✐t✐❡s ▼❛r❦❡t Pr♦❣r❛♠

✭❙▼P✮ ❡♥ ♠❛✐ ✷✵✶✵ ❡t ❛♦ût ✷✵✶✶ ❝♦♥s✐st❛♥t ❡♥ ❧✬❛❝❤❛t stér✐❧✐sé ❞✬♦❜❧✐❣❛t✐♦♥s ❞✬ét❛t✱ ❧❡s ❱❡r②

▲♦♥❣ ❚❡r♠ ❘❡✜♥❛♥❝✐♥❣ ❖♣❡r❛t✐♦♥s ✭❱▲❚❘❖✮ ❡♥ ❞é❝❡♠❜r❡ ✷✵✶✶ ❡t ❢é✈r✐❡r ✷✵✶✷ ✈✐s❛♥t à

❢♦✉r♥✐r ❞❡s ❧✐q✉✐❞✐tés ❛✉① ❜❛♥q✉❡s à t❛✉① ré❞✉✐t✱ ❡t ❧❡s ❖✉tr✐❣❤t ▼♦♥❡t❛r② ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s

✭❖▼❚✮ ❡♥ ❥✉✐❧❧❡t ✷✵✶✷✱ ❛ss✉r❛♥t ❧✬✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ✐❧❧✐♠✐té❡ ❞❡ ❧❛ ❇❈❊ s✉r ❧❡ ♠❛r❝❤é s❡❝♦♥❞❛✐r❡

❞❡s ♦❜❧✐❣❛t✐♦♥s ❞✬➱t❛t s✐ ❜❡s♦✐♥ ❡st ❡t ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t à ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❜✉❞❣ét❛✐r❡s✳

❉❡✉① t②♣❡s ❞❡ r✐sq✉❡ s♦♥t ✈✐sés ♣❛r ❝❡s ♠❡s✉r❡s ✿ ❧❡ r✐sq✉❡ ❞❡ ❝ré❞✐t ❡t ❧❡ r✐sq✉❡ ❞❡ ❧✐q✉✐❞✐té✳

❉✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞✉ ♣rêt❡✉r✱ ❧❛ ❜❛♥q✉❡ ❞é❜✐tr✐❝❡ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ❞é❢❛✉t ❡t ♥❡ ♣❛s r❡♠❜♦✉rs❡r

s♦♥ ❡♠♣r✉♥t✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧♦rsq✉✬❡❧❧❡ ♣rêt❡ s✉r ❧❡ ♠❛r❝❤é ✐♥t❡r❜❛♥❝❛✐r❡✱ ✉♥❡ ❜❛♥q✉❡ s❡

♣r✐✈❡ ❞❡ ❧✐q✉✐❞✐tés ❞♦♥t ❡❧❧❡ ♣♦✉rr❛✐t ❛✈♦✐r ❜❡s♦✐♥ ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✉ ♣rêt ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❢❛❝❡

à ❞❡ ♣♦ss✐❜❧❡s ❜❡s♦✐♥s ❞❡ ✜♥❛♥❝❡♠❡♥t✳ ▲❡s r✐sq✉❡s ❞❡ ❝ré❞✐t ❡t ❞❡ ❧✐q✉✐❞✐té s♦♥t t♦✉s ❧❡s

❞❡✉① ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ♣❛r ❧✬❡♥t✐té ♣rêt❡✉s❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♥é❣♦❝✐❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ♣rêt ✿

♣❧✉s ❧❡s r✐sq✉❡s s♦♥t ❢♦rts✱ ❡t ♣❧✉s ❧❡ t❛✉① ❞❡♠❛♥❞é à ❧✬❡♠♣r✉♥t❡✉r ❡st é❧❡✈é✳ ❈❡s ❞❡✉①

r✐sq✉❡s s❡ tr❛❞✉✐s❡♥t ♣❛r ❞❡s ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥s s♣é❝✐✜q✉❡s ♣rés❡♥t❡s ❞❛♥s ❧❡s t❛✉① ❛✉①q✉❡❧s

❧❡s ❜❛♥q✉❡s s❡ ♣rêt❡♥t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♥♦♥ sé❝✉r✐sé❡ ✭s❛♥s ❝♦❧❧❛tér❛❧✮✳ ❈❡s ❞❡r♥✐❡rs t❛✉① s♦♥t

s✉♣♣♦sés ♣r♦❝❤❡s ❞❡s t❛✉① ❊✉r✐❜♦r ✭❊✉r♦ ■♥t❡r❜❛♥❦ ❖✛❡r❡❞ ❘❛t❡✮✱ q✉✐ s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és ♣♦✉r

❞✐✛ér❡♥t❡s ♠❛t✉r✐tés ✭❞❡ q✉❡❧q✉❡s ❥♦✉rs à q✉❡❧q✉❡s s❡♠❛✐♥❡s✮✳

■❧ ❡①✐st❡ ❞❡s t❛✉① ❊✉r✐❜♦r ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♠❛t✉r✐té ❛❧❧❛♥t ❞❡ ✉♥❡ s❡♠❛✐♥❡ à ❞♦✉③❡ ♠♦✐s✱ q✉✐

s♦♥t ✐♥✢✉❡♥❝és ♣❛r ❝❡s r✐sq✉❡s ❞❡ ❝ré❞✐t ❡t ❞❡ ❧✐q✉✐❞✐té✳ ❈❡s ❞❡✉① s♦✉r❝❡s ❞❡ r✐sq✉❡ ♥❡ s♦♥t

t♦✉t❡❢♦✐s ♣❛s ❧❡s s❡✉❧❡s à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝❡s t❛✉①✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞é♣❡♥❞ é❣❛✲

❧❡♠❡♥t ❞❡s ❛♥t✐❝✐♣❛t✐♦♥s ❞❡ t❛✉① ❞✬✐♥térêt à ❝♦✉rt t❡r♠❡ ✿ ❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ r✐sq✉❡s ❞❡ ❝ré❞✐t

❡t ❞❡ ❧✐q✉✐❞✐té✱ ❧❡ t❛✉① ❞❡ ❧✬❊✉r✐❜♦r s❡r❛✐t é❣❛❧ ❛✉ t❛✉① s❛♥s r✐sq✉❡✱ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ♣♦✉✈❛♥t

êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s t❛✉① ❝♦✉rts q✉✐ ❝♦✉rr♦♥t ❞✬✐❝✐ ❧❛ ♠❛t✉r✐té ❝♦♥s✐❞éré❡✳ ❉❛♥s

❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛♥❛❧②s❡✱ ❧❡ t❛✉① s❛♥s r✐sq✉❡ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❡ t❛✉① ❞❡s ❖■❙ ✭❖✈❡r♥✐❣❤t

■♥❞❡①❡❞ ❙✇❛♣✮✳

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡ ♣❛r t❡r♠❡ ♣♦✉r r❡♥❞r❡ ❝♦♠♣t❡ ❞❡

❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s é❝❛rts ❡♥tr❡ ❧❡s t❛✉① ❊✉r✐❜♦r ❡t ❖■❙✱ ❧❡s ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❡♥ r✐sq✉❡ ❞❡ ❝ré❞✐t ❡t

✶✵✻ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆ ◗❚❙▼ ❢♦r ❉✐s❡♥t❛♥❣❧✐♥❣ ❈r❡❞✐t ❛♥❞ ▲✐q✉✐❞✐t② ❘✐s❦s ✐♥ ■♥t❡r❜❛♥❦ ❙♣r❡❛❞s

❧✐q✉✐❞✐té ❡t ❛♥❛❧②s❡r ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡s ▼◆❈ ♠❡♥é❡s ♣❛r ❧❛ ❇❈❊ s✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s

❞❡ r✐sq✉❡✳ ◆♦tr❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡✉① ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ r✐sq✉❡ ✐♥♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ♣♦✉r

❧✬é❝♦♥♦♠ètr❡ ✿ ❧✬✉♥ ❡st r❡❧❛t✐❢ ❛✉ r✐sq✉❡ ❞❡ ❞é❢❛✉t✱ ❧✬❛✉tr❡ ❛✉ r✐sq✉❡ ❞❡ ❧✐q✉✐❞✐té✳ ❙❡✉❧s ❝❡s

❢❛❝t❡✉rs s♦♥t ❡♥❞♦❣è♥❡s ❡t ❝❛✉s❡♥t ❧❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡s é❝❛rts ❞❡ t❛✉① ❊✉r✐❜♦r✲❖■❙ ♣♦✉r

❝❤❛q✉❡ ♠❛t✉r✐té✳ ■❧s s♦♥t ❝♦♥str✉✐ts à ♣❛rt✐r ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉❡ ♥♦✉s s❛✈♦♥s ❧✐é❡s ❛✉① r✐sq✉❡s

❞❡ ❞é❢❛✉t ❡t ❞❡ ❧✐q✉✐❞✐té✳ ▲❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❝ré❞✐t ❡st ❢♦♥❞é s✉r ❧❡s ❈❉❙ ✭❈r❡❞✐t ❉❡❢❛✉❧t ❙✇❛♣s✮

❞❡ ❜❛♥q✉❡s ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❡✉r♦✳ ▲❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❧✐q✉✐❞✐té ❡st ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❡♥✲

sé❡s ❝❛♣t✉r❡r ❞✐✛ér❡♥ts ❛s♣❡❝ts ❞✉ r✐sq✉❡ ❞❡ ❧✐q✉✐❞✐té ✿ ❧❛ ❧✐q✉✐❞✐té ❞❡ ♠❛r❝❤é ❞✬✉♥❡ ♣❛rt

✭❑❢❲✲❇✉♥❞ s♣r❡❛❞✮ ❡t ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té à s❡ ✜♥❛♥❝❡r ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ✭❇❛♥❦ ▲❡♥❞✐♥❣ ❙✉r✈❡② ❞❛t❛✮✳

▲❡s é❝❛rts ❞❡ t❛✉① s♦♥t ♠♦❞é❧✐sés ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞❡

❝ré❞✐t ❡t ❧✐q✉✐❞✐té✱ q✉❡ ♥♦✉s ✐♠♣♦s♦♥s ♣♦s✐t✐✈❡s ❡♥ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧✬✐♥t✉✐t✐♦♥ é❝♦♥♦♠✐q✉❡✳

❊①♣r✐♠é s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❡s♣❛❝❡✲ét❛t ❧✐♥é❛✐r❡✲q✉❛❞r❛t✐q✉❡✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ❡st✐♠é à ❧✬❛✐❞❡

❞✉ ❋✐❧tr❡ ❞❡ ❑❛❧♠❛♥ ◗✉❛❞r❛t✐q✉❡ ✭✈♦✐r ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✮✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é❝♦♠✲

♣♦s❡r ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ r✐sq✉❡ s✉r ❧❡s é❝❛rts ❞❡ t❛✉① ❊✉r✐❜♦r✲❖■❙ ♣♦✉r

❝❤❛q✉❡ ♠❛t✉r✐té✳ ❉❡✉① t②♣❡s ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s s♦♥t ré❛❧✐sé❡s ✿ ❧❡s é❝❛rts ❞❡ t❛✉① ❊✉r✐❜♦r✲

❖■❙ ♦❜s❡r✈és s♦♥t ❞✐✈✐sés ✭✶✮ ❡♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞❡ ❝ré❞✐t ❡t ❧✐q✉✐❞✐té✱ ❡t ✭✷✮ ❡♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡

❛♥t✐❝✐♣é❡ ❡t ♣r✐♠❡ ❞❡ r✐sq✉❡✳ ▲❡s ♣r✐♠❡s ❞❡ r✐sq✉❡ s♦♥t ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s q✉✐ s❡r❛✐❡♥t ❛❜✲

s❡♥t❡s ❞❡ ❧✬é❝❛rt ❞❡ t❛✉① s✐ ✭❛✮ ❧❡s ✐♥✈❡st✐ss❡✉rs ét❛✐❡♥t ♥❡✉tr❡s ❛✉① r✐sq✉❡s ♦✉ s✐ ✭❜✮ ❧❛

t♦t❛❧✐té ❞❡s r✐sq✉❡s ♣rés❡♥ts ❞❛♥s ❧✬é❝♦♥♦♠✐❡ ét❛✐t ❞✐✈❡rs✐✜❛❜❧❡✳ ◆♦s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♠♦♥tr❡♥t

q✉❡ ❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬é❝❛rt ❞❡ t❛✉① ❡st ❛ttr✐❜✉❛❜❧❡ à ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞✉ r✐sq✉❡

❞❡ ❧✐q✉✐❞✐té✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❛✉ ♠♦♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢❛✐❧❧✐t❡ ❞❡ ▲❡❤♠❛♥ ❇r♦t❤❡rs✱ ✜♥ ✷✵✵✽✱ ❡t ❧♦rs ❞❡

❧❛ ❝r✐s❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡tt❡ ❡✉r♦♣é❡♥♥❡✱ ✜♥ ✷✵✶✶✳ ▲❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞❡ r✐sq✉❡ ❞❡ ❝ré❞✐t✱ q✉❛♥t à ❡❧❧❡✱

❝r♦ît ❞❡ ❢❛ç♦♥ q✉❛s✐ ♠♦♥♦t♦♥❡ ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ♣ér✐♦❞❡✳ ▲❡s ♣r✐♠❡s ❞❡ r✐sq✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t

à ✉♥❡ ♣❛rt s✉❜st❛♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬é❝❛rt ❞❡ t❛✉①✱ ❝❡ q✉✐ s✉❣❣èr❡ q✉❡ ❧❡s ♣rêts ✐♥t❡r❜❛♥❝❛✐r❡s

❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ r✐sq✉❡ ♥♦♥ ❞✐✈❡rs✐✜❛❜❧❡✳

❙✐ ❧❡ ❙▼P ♥❡ ♣r♦✈♦q✉❡ q✉❛s✐♠❡♥t ❛✉❝✉♥ ❡✛❡t s✉r ❧❡s é❝❛rts ❞❡ t❛✉①✱ ♥✐ s✉r ❧❡✉r ❝♦♠♣♦✲

s✐t✐♦♥✱ ❧✬❛♥♥♦♥❝❡ ❡t ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞❡s ❱▲❚❘❖ ♣r♦✈♦q✉❡ ✉♥❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ s✉❜st❛♥t✐❡❧❧❡

❞❡s é❝❛rts ❞❡ t❛✉①✳ ❈❡tt❡ ❜❛✐ss❡ s✬❡①♣❧✐q✉❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ♣❛r ✉♥❡ q✉❛s✐✲❞✐s♣❛r✐t✐♦♥ ❞✉

r✐sq✉❡ ❞❡ ❧✐q✉✐❞✐té ❞❛♥s ❧❡s t❛✉① ✐♥t❡r❜❛♥❝❛✐r❡s ❛♣rès ❧✬❛♥♥♦♥❝❡ ❞❡s ❱▲❚❘❖ ♣✉✐s ❝❡❧❧❡

❞❡s ❖▼❚ ♣❛r ▼❛r✐♦ ❉r❛❣❤✐✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ♣r✐♠❡s ❞❡ r✐sq✉❡ ♦♥t ♣r❛t✐q✉❡♠❡♥t ❞✐s♣❛r✉ ❞❡s

t❛✉① ✐♥t❡r❜❛♥❝❛✐r❡s à ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① é✈é♥❡♠❡♥ts✱ s♦✉❧✐❣♥❛♥t ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s

♥♦♥ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♠♦♥ét❛✐r❡ ❝♦♠♠❡ ♦✉t✐❧ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❢❛❝❡ à ❧❛ ♥❛t✉r❡

s②sté♠❛t✐q✉❡ ❞❡s r✐sq✉❡s ✐♥t❡r❜❛♥❝❛✐r❡s✳

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✶✵✼



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆ ◗❚❙▼ ❢♦r ❉✐s❡♥t❛♥❣❧✐♥❣ ❈r❡❞✐t ❛♥❞ ▲✐q✉✐❞✐t② ❘✐s❦s ✐♥ ■♥t❡r❜❛♥❦ ❙♣r❡❛❞s

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❙✐♥❝❡ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❝r✐s✐s✱ t❤❡ ✐♥t❡r❜❛♥❦ ♠❛r❦❡t ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❛r❡❢✉❧❧②

s❝r✉t✐♥✐③❡❞ ❜② ❝♦♠♠❡♥t❛t♦rs ❛♥❞ ♣♦❧✐❝②✲♠❛❦❡rs✱ ❜♦t❤ ✐♥ ❊✉r♦♣❡ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❯❙✳ ❚❤✐s

♣❛♣❡r ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ s♣r❡❛❞s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❊✉r♦ ■♥t❡r❜❛♥❦ ❖✛❡r❡❞ ❘❛t❡s ✭❊❯❘■❇❖❘s✮

❛♥❞ t❤❡✐r r✐s❦✲❢r❡❡ ❝♦✉♥t❡r♣❛rts✱ ♣r♦①✐❡❞ ❜② t❤❡ ❖✈❡r♥✐❣❤t ■♥❞❡①❡❞ ❙✇❛♣ r❛t❡s ✭❖■❙✮✳ ❚❤✐s

s♣r❡❛❞ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ❝r✉❝✐❛❧ ✐♥❞✐❝❛t♦r ❛t t❤❡ ✈❡r② ❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❝r✐s✐s✿ ✐t r❡✈❡❛❧s

♥♦t ♦♥❧② ❜❛♥❦s✬ ❝♦♥❝❡r♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❝r❡❞✐t r✐s❦ ♦❢ t❤❡✐r ❝♦✉♥t❡r♣❛rts✱ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡✐r

♦✇♥ ❧✐q✉✐❞✐t② ♥❡❡❞s✳

❉✐s❡♥t❛♥❣❧✐♥❣ t❤♦s❡ ❝r❡❞✐t ❛♥❞ ❧✐q✉✐❞✐t② ❡✛❡❝ts ❤❛s ❡ss❡♥t✐❛❧ ♣♦❧✐❝② ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ■❢ ❛

r✐s❡ ✐♥ s♣r❡❛❞s r❡✢❡❝ts ♣♦♦r ❧✐q✉✐❞✐t②✱ ♣♦❧✐❝② ♠❡❛s✉r❡s s❤♦✉❧❞ ❛✐♠ ❛t ✐♠♣r♦✈✐♥❣ ❢✉♥❞✐♥❣

❢❛❝✐❧✐t✐❡s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ❝r❡❞✐t ❝♦♥❝❡r♥s s❤♦✉❧❞ ❜❡ tr❡❛t❡❞ ❜② ❡♥❤❛♥❝✐♥❣ ❞❡❜t♦rs✬

s♦❧✈❡♥❝② ✭s❡❡ ❈♦❞♦❣♥♦✱ ❋❛✈❡r♦✱ ❛♥❞ ▼✐ss❛❧❡ ❬✷✵✵✸❪✮✳ ❚❤✐s q✉❡st✐♦♥ ✐s ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥

t❤❡ ❡✉r♦ ❛r❡❛✱ ✇❤❡r❡ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ✉♥❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♠♦♥❡t❛r② ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❜② t❤❡

❊✉r♦♣❡❛♥ ❈❡♥tr❛❧ ❇❛♥❦ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝✉r❜✐♥❣ ♦❢ ✐♥t❡r❜❛♥❦ r✐s❦ ✭s❡❡ ●♦♥③❛❧❡s✲P❛r❛♠♦

❬✷✵✶✶❪✮✳ ▼❛♥② ❛tt❡♠♣ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❝r❡❞✐t✴❧✐q✉✐❞✐t② ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ✐♥t❡r❜❛♥❦ r✐s❦ ✭s❡❡ ♥❡①t ❙❡❝t✐♦♥✮✱ ❜✉t ✇❤❡r❡❛s ♠♦st st✉❞✐❡s r❡❝❦♦♥ t❤❛t ❧✐q✉✐❞✐t② r✐s❦

❤❛s ❜❡❡♥ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞r✐✈❡r ♦❢ ✐♥t❡r❜❛♥❦ ②✐❡❧❞s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❧❛st ✺ ②❡❛rs✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝♦♥✲

s❡♥s✉s ♦♥ t❤❡ ♣r❡❝✐s❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❡✛❡❝ts✿ ❙❝❤✇❛r③ ❬✷✵✵✾❪ ❡st✐♠❛t❡s t❤❛t ♦♥❡ t❤✐r❞ ♦❢ t❤❡

❊❯❘■❇❖❘✲❖■❙ ✶✲♠♦♥t❤ s♣r❡❛❞ ✐s ❧✐♥❦❡❞ t♦ ❧✐q✉✐❞✐t② ✐♥ ❏❛♥✉❛r② ✷✵✵✽✱ ✇❤❡r❡❛s ❋✐❧✐♣♦✈✐❝

❛♥❞ ❚r♦❧❧❡ ❬✷✵✶✸❪ ✜♥❞ t❤❛t ♥❡❛r❧② ❛❧❧ t❤❡ s♣r❡❛❞ ✐s ❧✐q✉✐❞✐t②✲r❡❧❛t❡❞ ❛t t❤❛t ❞❛t❡✳

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ♥❡✇ t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❝r❡❞✐t ❛♥❞ ❧✐q✉✐❞✐t② r✐s❦s ✐♥ ✐♥✲

t❡r❜❛♥❦ ♠❛r❦❡ts✳ ❖✉r ♠❡t❤♦❞ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ r❡❞✉❝❡❞✲❢♦r♠ ♥♦✲❛r❜✐tr❛❣❡ t❡r♠✲str✉❝t✉r❡

♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❊❯❘■❇❖❘✲❖■❙ s♣r❡❛❞s✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ t❡r♠ str✉❝t✉r❡ ♦❢ s♣r❡❛❞s

t♦ ♣❡r❢♦r♠ s✉❝❤ ❛♥ ❡①❡r❝✐s❡ ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r ❛t ❧❡❛st t✇♦ r❡❛s♦♥s✳ ❇② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ s❡✈❡r❛❧

♠❛t✉r✐t✐❡s ✐♥ ♦✉r s❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ✜rst ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ❛♥❞ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❡st✐♠❛✲

t✐♦♥✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ t❡r♠ str✉❝t✉r❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢②

t❤❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s♣r❡❛❞s t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ r✐s❦ ♣r❡♠✐❛✱ t❤❡r❡❜② ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣

❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ✐♥t❡r❜❛♥❦ r✐s❦s✳ ❘✐s❦ ♣r❡♠✐❛ ❛r❡ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ②✐❡❧❞s ♦r s♣r❡❛❞s t❤❛t

✇♦✉❧❞ ♥♦t ❡①✐st ✐❢ ✭❛✮ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❣❡♥ts ♦r ✐♥✈❡st♦rs ✕ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ ❜❛♥❦s ✕ ✇❡r❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧

♦r ✭❜✮ t❤❡ r✐s❦s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ss❡t ✇❡r❡ ♥♦t s②st❡♠❛t✐❝✱ ✐✳❡✳ ✐❢ t❤❡② ❝♦✉❧❞ ❜❡

❞✐✈❡rs✐✜❡❞ ❛✇❛② ✭s❡❡ ❡✳❣✳ ▲♦♥❣st❛✛✱ P❛♥✱ P❡❞❡rs❡♥✱ ❛♥❞ ❙✐♥❣❧❡t♦♥ ❬✷✵✶✶❪✮✳ ❙✐♥❝❡ ✭❛✮ ❛♥❞

✭❜✮ ❛r❡ ♥♦t ❧✐❦❡❧② t♦ ❤♦❧❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❡✉r♦✲❛r❡❛ ✐♥t❡r❜❛♥❦ r✐s❦s✱ r✐s❦ ♣r❡♠✐❛ ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞

t♦ ❜❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❊❯❘■❇❖❘✲❖■❙ s♣r❡❛❞s✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ t❤❡s❡ r✐s❦ ♣r❡♠✐❛ ❝❛♥♥♦t

❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ✇❤♦❧❡ s♣r❡❛❞s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ❛❣❡♥ts ✇❡r❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧✱ t❤❡ ❊❯❘■❇❖❘✲

❖■❙ s♣r❡❛❞ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ③❡r♦✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ t❤❡ s♣r❡❛❞s ✇♦✉❧❞ ❥✉st ❡q✉❛❧ ❡①♣❡❝t❡❞ ❧♦ss❡s

✶✵✽ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆ ◗❚❙▼ ❢♦r ❉✐s❡♥t❛♥❣❧✐♥❣ ❈r❡❞✐t ❛♥❞ ▲✐q✉✐❞✐t② ❘✐s❦s ✐♥ ■♥t❡r❜❛♥❦ ❙♣r❡❛❞s

st❡♠♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ t♦t❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ r✐s❦ ✕ ❝r❡❞✐t✲ ❛♥❞ ❧✐q✉✐❞✐t②✲r❡❧❛t❡❞ ✕ t❤❛t ❛ ❜❛♥❦ ❢❛❝❡s

✇❤❡♥ ❧❡♥❞✐♥❣ t♦ ❛♥♦t❤❡r ❜❛♥❦✳

❖✉r ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❛✐♠s ❛t ❞❡❝♦♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ s♣r❡❛❞s ❛❧♦♥❣ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✿ ❝r❡❞✐t ✈s✳ ❧✐q✲

✉✐❞✐t② ❛♥❞ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈s✳ r✐s❦✲♣r❡♠✐❛ ♣❛rts✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ♥♦✲❛r❜✐tr❛❣❡

❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❝r❡❞✐t ❛♥❞ ❧✐q✉✐❞✐t② ✐♥t❡♥s✐t✐❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❧❛r✐❢② t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ st②❧✐③❡❞ ✐♥t❡r❜❛♥❦✲♠❛r❦❡t ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡ t❤❡s❡ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ❛♣♣❡❛r

♥❛t✉r❛❧❧②✳ ■♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ ✇❤❡♥ ❛ ❜❛♥❦ ❧❡♥❞s t♦ ❛♥♦t❤❡r ❜❛♥❦✱ ✐t ✐s ❡①♣♦s❡❞ t♦ t✇♦ ❦✐♥❞s ♦❢

r✐s❦s✿ t❤❡ ✜rst ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ♦❢ t❤❡ ❜♦rr♦✇✐♥❣ ❜❛♥❦ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❡rt❛✐♥s

t♦ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② t♦ ♠❡❡t ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❧✐q✉✐❞✐t② ♥❡❡❞s t❤❡ ❧❡♥❞✐♥❣ ❜❛♥❦ ♠❛② ❢❛❝❡ ♦✈❡r t❤❡ ❧♦❛♥

♣❡r✐♦❞✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ r❡s♣❡❝t t❤❡ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s✱ ✇❡ t❛❦❡ t❤❡♠ ❡q✉❛❧ t♦

♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t✇♦ ●❛✉ss✐❛♥ ❧❛t❡♥t ❢❛❝t♦rs✳ ❍❡♥❝❡✱ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❜❡✲

❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ q✉❛❞r❛t✐❝ t❡r♠✲str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ✭◗❚❙▼✮✳ ❖✉r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡

❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t♦rs r❡❧② ♦♥ ❝r❡❞✐t ❛♥❞ ❧✐q✉✐❞✐t② ♣r♦①✐❡s✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥

✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ r❡❝❡♥t❧②✲✐♥tr♦❞✉❝❡❞ q✉❛❞r❛t✐❝ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r ✭s❡❡ ▼♦♥❢♦rt✱ ❘❡♥♥❡✱

❛♥❞ ❘♦✉ss❡❧❧❡t✮✳

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ♦✈❡r ❛ ✻✲②❡❛r ♣❡r✐♦❞✱ ❜❡t✇❡❡♥ ❆✉❣✉st ✷✵✵✼ ❛♥❞ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✷✵✶✸✳

❇♦t❤ ❝r❡❞✐t ❛♥❞ ❧✐q✉✐❞✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s♣r❡❛❞s ♦✈❡r t❤❛t

♣❡r✐♦❞✱ ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤❡r ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❧✐q✉✐❞✐t② r✐s❦s✳ ❖✉r r❡s✉❧ts s✉❣❣❡st ❢✉rt❤❡r

t❤❛t ❜♦t❤ ❦✐♥❞s ♦❢ r✐s❦ ❝♦♠♠❛♥❞ s✉❜st❛♥t✐❛❧ r✐s❦ ♣r❡♠✐❛✱ ♣♦✐♥t✐♥❣ t♦✇❛r❞s t❤❡ s②st❡♠✲

❛t✐❝ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❝r❡❞✐t ❛♥❞ ❧✐q✉✐❞✐t② ✐♥t❡r❜❛♥❦ r✐s❦s✳ ❲❡ ✐❧❧✉str❛t❡ ❤♦✇ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢

❝r❡❞✐t✲r✐s❦ ♣r❡♠✐❛ tr❛♥s❧❛t❡s ✐♥t♦ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❞❡❧✲✐♠♣❧✐❡❞ ♣❤②s✐❝❛❧

❛♥❞ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❞❡❢❛✉❧t✳

❚❤❡ s♣r❡❛❞s✬ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ✉♥❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♠♦♥✲

❡t❛r② ♣♦❧✐❝✐❡s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❊❈❇ ❞✉r✐♥❣ t❤✐s ♣❡r✐♦❞✳ ❖✉r ✜♥❞✐♥❣s s✉♣♣♦rt t❤❡ ❝❧❛✐♠

t❤❛t t❤❡ r❡❝❡♥t ✸✲②❡❛r ❊❈❇ ❧♦❛♥s t♦ ❡✉r♦ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❜❛♥❦s ✭✐✳❡✳ t❤❡ ❱❡r② ▲♦♥❣✲❚❡r♠

❘❡✜♥❛♥❝✐♥❣ ❖♣❡r❛t✐♦♥s✱ ♦r ❱▲❚❘❖s✮ ❛♥❞ t❤❡ ❛♥♥♦✉♥❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ st✐❧❧✲✉♥✉s❡❞ ❊❈❇

s♦✈❡r❡✐❣♥✲❜♦♥❞ ♣✉r❝❤❛s❡ ♣r♦❣r❛♠ ✭✐✳❡✳ t❤❡ ❖✉tr✐❣❤t ▼♦♥❡t❛r② ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s✱ ♦r ❖▼❚s✮

❤❛✈❡ ❤❡❧♣❡❞ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ ❧✐q✉✐❞✐t② r✐s❦ ❛♥❞ ✐ts r❡❧❛t❡❞ r✐s❦ ♣r❡♠✐✉♠✳ ❍♦✇✲

❡✈❡r✱ ✇❡ ✜♥❞ ❧✐tt❧❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t t❤❡ ❊❈❇ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ❛ss❡t✲♣✉r❝❤❛s❡ ♣r♦❣r❛♠s ♦❢ ✷✵✶✵

❛♥❞ ✷✵✶✶ ✭✐✳❡✳ t❤❡ ❙❡❝✉r✐t✐❡s ▼❛r❦❡t Pr♦❣r❛♠s✱ ♦r ❙▼P ✶ ✫ ✷ ✮ ❤❛✈❡ ❤❛❞ ❛♥② s✐❣♥✐✜❝❛♥t

✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r❜❛♥❦ r✐s❦✳ ❊✈❡♥t✉❛❧❧②✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t ✉♥❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝✐❡s

❤❛✈❡ ❤❛❞ ✈❡r② ♠♦❞❡st✱ ✐❢ ❛♥②✱ ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ ❝r❡❞✐t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s♣r❡❛❞s✳

❚❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ❞✐s❝✉ss❡s t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ❧✐t❡r✲

❛t✉r❡✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦①✐❡s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ ❞❡✈❡❧♦♣s t❤❡

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✶✵✾



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆ ◗❚❙▼ ❢♦r ❉✐s❡♥t❛♥❣❧✐♥❣ ❈r❡❞✐t ❛♥❞ ▲✐q✉✐❞✐t② ❘✐s❦s ✐♥ ■♥t❡r❜❛♥❦ ❙♣r❡❛❞s

q✉❛❞r❛t✐❝ t❡r♠✲str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✺ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ❛♥❞ s❤♦✇s

t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✻ ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❊❯❘■❇❖❘✲❖■❙ s♣r❡❛❞s

❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡s t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❊❈❇ ✉♥❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝✐❡s❀ ✐t ❛❧s♦ ❞❡r✐✈❡s

r✐s❦✲♣r❡♠✐❛✲❝♦rr❡❝t❡❞ ❞❡❢❛✉❧t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❜❛♥❦s✳ ❚❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡s✳ Pr♦♦❢s

❛r❡ ❣❛t❤❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐❝❡s✳

✸✳✷ ▲✐t❡r❛t✉r❡ ❘❡✈✐❡✇

■♥ ♠♦st t❡r♠ str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ✐♥t❡♥s✐t② ❛♥❞✴♦r

t❤❡ s❤♦rt✲t❡r♠ r❛t❡ ❛r❡ ❛✣♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❢❛❝t♦rs✳ ❆ q✉❛❞r❛t✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛✲

t✐♦♥ ❤♦✇❡✈❡r ♣♦ss❡ss❡s s❡✈❡r❛❧ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦✈❡r t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❛✣♥❡ ❝❛s❡✳ ❈♦♥st❛♥t✐♥✐❞❡s

❬✶✾✾✷❪ s❤♦✇s t❤❛t ❛ st❛♥❞❛r❞ ◗❚❙▼ ✇✐t❤ ❛ s♣❡❝✐✜❝ q✉❛❞r❛t✐❝ s❤♦rt✲t❡r♠ ✐♥t❡r❡st r❛t❡

❝❛♥ ❣❡♥❡r❛t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ②✐❡❧❞s ❢♦r ❛❧❧ ♠❛t✉r✐t✐❡s ❛♥❞ ♠♦r❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ t❡r♠ str✉❝t✉r❡

t♦ ✜t ❜♦♥❞ ❞❛t❛✳ ▲❡✐♣♣♦❧❞ ❛♥❞ ❲✉ ❬✷✵✵✷❪ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ t❡r♠ str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧s

s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤✐s s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ♦r s❡♠✐ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ❢♦r♠✉❧❛s ❢♦r ❜♦♥❞

♣r✐❝✐♥❣ ♦❢ ♠♦st ✜①❡❞✲✐♥❝♦♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✳ ❆❤♥✱ ❉✐tt♠❛r✱ ❛♥❞ ●❛❧❧❛♥t ❬✷✵✵✷❪ ♣r♦✈✐❞❡ ❢✉r✲

t❤❡r ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t ◗❚❙▼ ♦❢t❡♥ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❛✣♥❡ t❡r♠ str✉❝t✉r❡

s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✭❆❚❙▼✮✳ ▲❡✐♣♣♦❧❞ ❛♥❞ ❲✉ ❬✷✵✵✼❪ st✉❞② t❤❡ ❥♦✐♥t ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❡①❝❤❛♥❣❡s r❛t❡s

❛♥❞ ❜♦♥❞ ②✐❡❧❞s ✉s✐♥❣ ◗❚❙▼ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❏❛♣❛♥ ❛♥❞ t❤❡ ❯❙✳ ▼♦r❡ r❡❝❡♥t❧②✱ ❆♥❞r❡❛s❡♥

❛♥❞ ▼❡❧❞r✉♠ ❬✷✵✶✶❪ ❛♥❞ ❑✐♠ ❛♥❞ ❙✐♥❣❧❡t♦♥ ❬✷✵✶✷❪ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ◗❚❙▼ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ♠♦❞❡❧

t❤❡ t❡r♠ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st r❛t❡s ✐♥ ❛ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❡①tr❡♠❡❧② ❧♦✇ ♠♦♥❡t❛r②✲♣♦❧✐❝② r❛t❡s✳

❚✉r♥✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝r❡❞✐t ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❍♦r❞❛❤❧ ❛♥❞ ❚r✐st❛♥✐ ❬✷✵✶✷❪ ✉s❡ ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛✲

t✐♦♥ t♦ ♠♦❞❡❧ ❡✉r♦✲❛r❡❛ s♦✈❡r❡✐❣♥ s♣r❡❛❞s✱ ❛♥❞ ❉♦s❤✐✱ ❊r✐❝ss♦♥✱ ❏❛❝♦❜s✱ ❛♥❞ ❚✉r♥❜✉❧❧

❬✷✵✶✸❪ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ✐♥t❡♥s✐t② t♦ ♣r✐❝❡ ❝♦r♣♦r❛t❡ ❝r❡❞✐t ❞❡❢❛✉❧t s✇❛♣s✳ ❖✉r ♣❛♣❡r

❛❧s♦ ❛❞♦♣ts ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣♦s❡ ♣♦s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ r✐s❦ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ❛♥❞

s♣r❡❛❞s✱ ❛♥❞ ✐t t❛❦❡s ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❛ ♥❡✇ ✇❡❧❧✲s✉✐t❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱

♥❛♠❡❧② t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r ✭s❡❡ ▼♦♥❢♦rt✱ ❘❡♥♥❡✱ ❛♥❞ ❘♦✉ss❡❧❧❡t✮✳

❖✉r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❢♦❧❧♦✇s s❡✈❡r❛❧ st✉❞✐❡s t❤❛t r❡❧② ♦♥ r❡❞✉❝❡❞✲❢♦r♠ ♥♦✲❛r❜✐tr❛❣❡

♠♦❞❡❧s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❝r❡❞✐t ❛♥❞ ❧✐q✉✐❞✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥ t❤❡ t❡r♠ str✉❝t✉r❡s ♦❢ ②✐❡❧❞s ♦r

s♣r❡❛❞s ✭❡✳❣✳ ▲✐✉✱ ▲♦♥❣st❛✛✱ ❛♥❞ ▼❛♥❞❡❧❧ ❬✷✵✵✻❪✱ ❋❡❧❞❤✉tt❡r ❛♥❞ ▲❛♥❞♦ ❬✷✵✵✽❪✱ ▲♦♥❣st❛✛✱

▼✐t❤❛❧✱ ❛♥❞ ◆❡✐s ❬✷✵✵✺❪✮✳ ❆t t❤❡ ❤❡❛rt ♦❢ t❤❡s❡ st✉❞✐❡s ❛r❡ ❝r❡❞✐t✴❧✐q✉✐❞✐t② ✐♥t❡♥s✐t✐❡s

✇❤♦s❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛✛❡❝t t❤❡ ✇❤♦❧❡ t❡r♠ str✉❝t✉r❡ ♦❢ s♣r❡❛❞s✳ ❆s ✐♥ ▼♦♥❢♦rt ❛♥❞ ❘❡♥♥❡

❬✷✵✶✹❪✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♣❛♣❡r ❛❧❧♦✇s ❢♦r s♦♠❡ ❞②♥❛♠✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❝r❡❞✐t ❛♥❞ ❧✐q✲

✉✐❞✐t② r✐s❦s✱ ❝♦♥s✐st❡♥t❧② ✇✐t❤ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢✱ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡rs✱ ●♦❧❞st❡✐♥ ❛♥❞

P❛✉③♥❡r ❬✷✵✵✺❪ ♦r ❍❡ ❛♥❞ ❳✐♦♥❣ ❬✷✵✶✷❪✳

❖✉r ♣❛♣❡r ❛❧s♦ r❡❧❛t❡s t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❜❛♥❦ s♣r❡❛❞s ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❆ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ st✉❞✐❡s ❞❡❛❧s

✶✶✵ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆ ◗❚❙▼ ❢♦r ❉✐s❡♥t❛♥❣❧✐♥❣ ❈r❡❞✐t ❛♥❞ ▲✐q✉✐❞✐t② ❘✐s❦s ✐♥ ■♥t❡r❜❛♥❦ ❙♣r❡❛❞s

✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts ♦❢ ✐♥t❡r❜❛♥❦ s♣r❡❛❞s✿ ❚❛②❧♦r ❛♥❞ ❲✐❧❧✐❛♠s ❬✷✵✵✾❪ ❝❧❛✐♠ t❤❛t ❝♦✉♥✲

t❡r♣❛rt② r✐s❦ ✇❛s t❤❡ ♠❛✐♥ ❞r✐✈❡r ♦❢ t❤❡ ▲■❇❖❘✲❖■❙ s♣r❡❛❞✱ ▼✐❝❤❛✉❞ ❛♥❞ ❯♣♣❡r ❬✷✵✵✽❪

❛♥❞ ●②♥t❡❧❜❡r❣ ❛♥❞ ❲♦♦❧❞r✐❞❣❡ ❬✷✵✵✽❪ ✜♥❞ t❤❛t ❝r❡❞✐t ❛♥❞ ❧✐q✉✐❞✐t② ❢❛❝t♦rs ❜♦t❤ ♣❧❛②❡❞

❛ r♦❧❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ❜② ❙❝❤✇❛r③ ❬✷✵✵✾❪ ❛♥❞ ❋✐❧✐♣♦✈✐❝ ❛♥❞ ❚r♦❧❧❡ ❬✷✵✶✸❪ s✉❣❣❡st t❤❛t

❧✐q✉✐❞✐t② r✐s❦ ❤❛s ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r ♠♦st ♦❢ t❤❡ ▲■❇❖❘✲❖■❙ ❛♥❞ ❊❯❘■❇❖❘✲❖■❙ s♣r❡❛❞ ✈❛r✐✲

❛t✐♦♥s ♦✈❡r t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ✷✵✵✼✲✷✵✵✾✳ ■♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ ❙♠✐t❤ ❬✷✵✶✵❪ ❡♠♣❤❛s✐③❡s t❤❛t ♠♦st ♦❢

t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ r✐s❦ ♣r❡♠✐❛ ♦❢ ✐♥t❡r❜❛♥❦ s♣r❡❛❞s ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❝r❡❞✐t r✐s❦✳ ❋✐♥❛❧❧②✱

❆♥❣❡❧✐♥✐✱ ◆♦❜✐❧✐✱ ❛♥❞ P✐❝✐❧❧♦ ❬✷✵✶✶❪ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ ♠❛✐♥ r♦❧❡ ♦❢ ♠❛❝r♦✲❢❛❝t♦rs t♦ ❛❝❝♦✉♥t

❢♦r t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ✉♥s❡❝✉r❡❞✴s❡❝✉r❡❞ ♠♦♥❡②✲♠❛r❦❡t s♣r❡❛❞s✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♠♣❛❝t ♦❢

✉♥❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝✐❡s ✐s ❛♠❜✐❣✉♦✉s✿ ❚❛②❧♦r ❛♥❞ ❲✐❧❧✐❛♠s ❬✷✵✵✾❪ ✜♥❞ ♥♦ ❡❢✲

❢❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❋❡❞✬s ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ✐♥ ✷✵✵✽✱ ❝♦♥tr❛r② t♦ ❈❤r✐st❡♥s❡♥✱ ▲♦♣❡③✱ ❛♥❞ ❘✉❞❡❜✉s❝❤

❬✷✵✶✹❪✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧❛tt❡r✱ ❋❡❞✬s ❧✐q✉✐❞✐t② ✐♥❥❡❝t✐♦♥s ✭❚❆❋✱ ❢♦r ❚❡r♠ ❆✉❝t✐♦♥ ❋❛✲

❝✐❧✐t②✮ r❡❞✉❝❡❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② t❤❡ ✸✲♠♦♥t❤ ♠❛t✉r✐t② ✐♥t❡r❜❛♥❦ s♣r❡❛❞ ❜② ❛❜♦✉t ✼✵ ❜❛s✐s

♣♦✐♥ts✳ ❈❛r♣❡♥t❡r✱ ❉❡♠✐r❛❧♣✱ ❛♥❞ ❊✐s❡♥s❝❤♠✐❞t ❬✷✵✶✹❪ ✜♥❞ t❤❛t ♥♦♥✲st❛♥❞❛r❞ ♠♦♥❡t❛r②✲

♣♦❧✐❝② ♠❡❛s✉r❡s ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ t♦ s✉st❛✐♥❡❞ ❧❡♥❞✐♥❣ ❛❝t✐✈✐t② ❜② ❧♦✇❡r✐♥❣ ❢✉♥❞✐♥❣ ✈♦❧❛t✐❧✐t②✳

❆♥❣❡❧✐♥✐✱ ◆♦❜✐❧✐✱ ❛♥❞ P✐❝✐❧❧♦ ❬✷✵✶✶❪ ♠❡❛s✉r❡ ❛ ♠♦❞❡st ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❊❈❇ ❡①❝❡♣t✐♦♥❛❧ ✸✲♠♦♥t❤

r❡✜♥❛♥❝✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❆❜❜❛ss✐ ❛♥❞ ▲✐♥③❡rt ❬✷✵✶✷❪✳ ❈❡❝✐♦♥✐✱ ❋❡rr❡r♦✱

❛♥❞ ❙❡❝❝❤✐ ❬✷✵✶✶❪ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ r❡✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛ss❡ss♠❡♥t r❡❣❛r❞✲

✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❜❛♥❦ s♣r❡❛❞s✬ ❞r✐✈❡rs✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢

✉♥❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝✐❡s ✐♥ t❤❡ ❯✳❙✳ ❛♥❞ ❡✉r♦✲❛r❡❛ ✐♥t❡r❜❛♥❦ ♠❛r❦❡ts✳

✸✳✸ ■♥t❡r❜❛♥❦ ♠❛r❦❡t r❛t❡s ❛♥❞ r✐s❦s

✸✳✸✳✶ ❚❤❡ ✉♥s❡❝✉r❡❞ ✐♥t❡r❜❛♥❦ r❛t❡s

❚❤❡ ✐♥t❡r❜❛♥❦ ♠♦♥❡② ♠❛r❦❡t ✐s ❛t t❤❡ ❤❡❛rt ♦❢ ❜❛♥❦ ❢✉♥❞✐♥❣ ✐ss✉❡s✳ ■t ✐s ❛♥ ♦✈❡r✲

t❤❡✲❝♦✉♥t❡r ♠❛r❦❡t ✭❖❚❈✮ ✇❤❡r❡ ✐♥t❡r❜❛♥❦ ❧♦❛♥s ❛r❡ ♥❡❣♦t✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♠❛t✉r✐t✐❡s r❛♥❣✐♥❣

❢r♦♠ ♦♥❡ ❞❛② t♦ t♦ t✇❡❧✈❡ ♠♦♥t❤s✳ ❆s ❜❛♥❦s ❞♦ ♥♦t ♣♦ss❡ss t❤❡ s❛♠❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛♥❞

✉♥❞❡r❧②✐♥❣ r✐s❦s✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ ✐♥t❡r❜❛♥❦ r❛t❡s✳ ❖♥❧② t❤❡ ❞✐s❛❣❣r❡❣❛t❡❞ r❛t❡s

❛r❡ r❡❛❧❧② r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❞✐♥❣ ✐ss✉❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♥st✐t✉t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✉❝❤ ❞❛t❛

❛r❡ ♥♦t ♣✉❜❧✐❝❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛♥❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥❞✉❝t ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ ✐♥t❡r❜❛♥❦ r✐s❦s✱ ❛ ♠♦r❡

❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ♠❡❛s✉r❡ ♠✉st ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

❚❤❡ ❊✉r♦ ■♥t❡r❜❛♥❦ ❖✛❡r❡❞ ❘❛t❡ ✭❊❯❘■❇❖❘✮ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❞❛✐❧② ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❡st

r❛t❡s ❛t ✇❤✐❝❤ ❜❛♥❦s ❝❛♥ r❛✐s❡ ✉♥s❡❝✉r❡❞ ❢✉♥❞s ❢r♦♠ ♦t❤❡r ✜♥❛♥❝✐❛❧ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ✐♥ t❤❡

❡✉r♦ ✇❤♦❧❡s❛❧❡ ♠♦♥❡② ♠❛r❦❡t✱ ❢♦r ♠❛t✉r✐t✐❡s r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ♦♥❡ ✇❡❡❦ t♦ t✇❡❧✈❡ ♠♦♥t❤s✳

❆ ❞❛✐❧② s✉r✈❡② ✐s s❡♥t t♦ ❛ ♣❛♥❡❧ ♦❢ ✸✵ t♦ ✺✵ ❝r❡❞✐t✇♦rt❤② ❜❛♥❦s ✐♥ t❤❡ ❊✉r♦ ❛r❡❛❀ t❤❡

q✉❡st✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉r✈❡② ✐s✿ ✇❤❛t ❛r❡ t❤❡ r❛t❡s ❛t ✇❤✐❝❤ ❡✉r♦ ✐♥t❡r❜❛♥❦ t❡r♠ ❞❡♣♦s✐ts ❛r❡

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✶✶✶



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆ ◗❚❙▼ ❢♦r ❉✐s❡♥t❛♥❣❧✐♥❣ ❈r❡❞✐t ❛♥❞ ▲✐q✉✐❞✐t② ❘✐s❦s ✐♥ ■♥t❡r❜❛♥❦ ❙♣r❡❛❞s

❜❡✐♥❣ ♦✛❡r❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❊✉r♦③♦♥❡ ❜② ♦♥❡ ♣r✐♠❡ ❜❛♥❦ t♦ ❛♥♦t❤❡r❄ ❚❤❡ ❊❯❘■❇❖❘s ❛r❡

t❤❡♥ tr✐♠♠❡❞ ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ r❛t❡s✱ t❤❡ ✶✺✪ ♦❢ ❡❛❝❤ t❛✐❧ ❜❡✐♥❣ ❡r❛s❡❞✳

❲❤✐❧❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ r❡❧✐❛❜❧❡ ❞❛t❛ ♦♥ ✈♦❧✉♠❡s ✐♥ t❡r♠ ♠♦♥❡② ♠❛r❦❡ts✱ ❛♥❡❝❞♦t❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡

s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❝r✐s✐s ❤❛s r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ ❛ s❤❛r♣ ❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥ ✉♥s❡❝✉r❡❞ t❡r♠ ♠♦♥❡②

♠❛r❦❡t ✈♦❧✉♠❡s ✭s❡❡ ❊✐s❡♥s❝❤♠✐❞t ❛♥❞ ❚❛♣❦✐♥❣ ❬✷✵✵✾❪✮✳ ■♥ s♣✐t❡ ♦❢ t❤✐s✱ t❤❡r❡ ✐s ❡✈✐✲

❞❡♥❝❡ t❤❛t ❊❯❘■❇❖❘ r❛t❡s r❡♠❛✐♥ r❡❧✐❛❜❧❡ ♣r♦①✐❡s ❢♦r ❜❛♥❦ ❢✉♥❞✐♥❣ ❝♦sts✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱

❞❛t❛ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❊❈❇ ❙❤♦rt ❚❡r♠ ❊✉r♦♣❡❛♥ P❛♣❡rs ✭❙❚❊P✮ ❞❛t❛❜❛s❡ s✉❣❣❡st

t❤❛t ❊❯❘■❇❖❘s ❛r❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ q✉♦t❛t✐♦♥s ♦❢ ❝❡rt✐✜❝❛t❡s ♦❢ ❞❡♣♦s✐ts ✐ss✉❡❞ ❜② ❜❛♥❦s✳ ✶

▼♦r❡♦✈❡r✱ ✉s✐♥❣ ❯✳❙✳ ❞❛t❛✱ ❑✉♦✱ ❙❦❡✐❡✱ ❛♥❞ ❱✐❝❦❡r② ❬✷✵✶✷❪ ✜♥❞ t❤❛t ♣✉❜❧✐❝ ✐♥t❡r❜❛♥❦ ②✐❡❧❞

❞❛t❛ ❜❡②♦♥❞ ▲✐❜♦r ❛r❡ ♠♦❞❡r❛t❡❧② ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ❛❜♦✉t ❜❛♥❦ ❢✉♥❞✐♥❣ ❝♦sts✳

❚❤❡ ❧♦❛♥s t❤❛t ✉♥❞❡r❧✐❡ t❤❡ ❊❯❘■❇❖❘ ❡①♣♦s❡ ❧❡♥❞✐♥❣ ❜❛♥❦s t♦ ❜♦t❤ ❝r❡❞✐t ❛♥❞ ❧✐q✉✐❞✐t②

r✐s❦s✳ ❋✐rst✱ t❤❡s❡ ❧♦❛♥s ❛r❡ ✉♥s❡❝✉r❡❞✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ❧❡♥❞✐♥❣ ❜❛♥❦ ❞♦❡s ♥♦t r❡❝❡✐✈❡ ❝♦❧✲

❧❛t❡r❛❧ ❛s ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ❛❣❛✐♥st ❞❡❢❛✉❧t ❜② t❤❡ ❜♦rr♦✇✐♥❣ ♦♥❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡s❡ r❛t❡s ❝❛rr②

s♦♠❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ❢♦r s♦❧✈❡♥❝② ✐ss✉❡ t❤❛t ✇❡ r❡❢❡r t♦ ❛s ❝r❡❞✐t r✐s❦✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤r♦✉❣❤

❛♥ ✐♥t❡r❜❛♥❦ ❧♦❛♥✱ ❛ ❧❡♥❞✐♥❣ ❜❛♥❦ ❡①♣♦s❡s ✐ts ❢✉♥❞s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡✲t♦✲♠❛t✉r✐t② ♦❢ t❤❡

❧♦❛♥ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤♦s❡ ❢✉♥❞s ♠✐❣❤t ❜❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝♦✈❡r t❤❡ ❜❛♥❦✬s ♦✇♥ s❤♦rt❢❛❧❧s✳ ❙✐♥❝❡

❛♥ ✉♥s❡❝✉r❡❞ ✐♥t❡r❜❛♥❦ ❧♦❛♥ ✐s ❤✐❣❤❧② s♣❡❝✐✜❝ t♦ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♦❢ ❜♦t❤ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt✐❡s✱ ✐ts

✉♥✇✐♥❞✐♥❣ ✐s ❛ ❝♦st❧② t❛s❦✳ ❚❤✐s ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ❜② t❤❡ ❧❡♥❞✐♥❣ ❜❛♥❦ ❛t t❤❡

✐♥❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❛♥✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ ❛♥ ❡①tr❛ ✭❧✐q✉✐❞✐t②✲r❡❧❛t❡❞✮ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡

❧♦❛♥ r❛t❡✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✸✲♠♦♥t❤ ❊❯❘■❇❖❘ ❢r♦♠ ❆✉❣✉st ✷✵✵✼ t♦ ❙❡♣t❡♠✲

❜❡r ✷✵✶✸✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ✜rst ②❡❛r✱ t❤❡ r❛t❡ ✐s st❛❜❧❡ ❛r♦✉♥❞ ✺✵✵ ❜❛s✐s ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡ ▲❡❤♠❛♥

❜❛♥❦r✉♣t❝② ♦❢ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✷✵✵✽ ✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ s❤❛r♣ ❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥ ❊❯❘■❇❖❘ ♦❢ ❛❜♦✉t ✹✵✵

❜❛s✐s ♣♦✐♥ts✱ t♦ ✽✵ ❜❛s✐s ♣♦✐♥ts✳ ❋r♦♠ ♠✐❞✲✷✵✶✵ ♦♥✇❛r❞s✱ t❤❡ ❊❯❘■❇❖❘ r✐s❡s s❧♦✇❧② t♦

✶✺✵ ❜❛s✐s ♣♦✐♥ts ✐♥ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✷✵✶✶ ❛♥❞ ❞❡❝❛②s t♦ ♥❡❛r❧② ✷✵ ❜❛s✐s ♣♦✐♥ts ❞✉r✐♥❣ t❤❡ r❡❝❡♥t

♣❡r✐♦❞✳ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡ st❛t✐st✐❝s ❢♦r ✸✱ ✻✱ ✾✱ ❛♥❞ ✶✷✲♠♦♥t❤ ❊❯❘■❇❖❘s✳

✸✳✸✳✷ ❚❤❡ ✐♥t❡r❜❛♥❦ r✐s❦✲❢r❡❡ r❛t❡

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ t❤❡ r✐s❦✲❢r❡❡ r❛t❡s ❛r❡ ♣r♦①✐❡❞ ❜② t❤❡ ❖✈❡r♥✐❣❤t ■♥❞❡①❡❞ ❙✇❛♣ ✭❖■❙✮

r❛t❡s✳ ❆♥ ❖■❙ ✐s ❛ ✜①❡❞✲❢♦r✲✢♦❛t✐♥❣ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ s✇❛♣ ✇✐t❤ ❛ ✢♦❛t✐♥❣ r❛t❡ ❧❡❣ ✐♥❞❡①❡❞ ♦♥

♦✈❡r♥✐❣❤t ✐♥t❡r❜❛♥❦ r❛t❡s✱ t❤❡ ❊❖◆■❆ ✭❊✉r♦ ❖✈❡r◆✐❣❤t ■♥❞❡① ❆✈❡r❛❣❡✮ ✐♥ t❤❡ ❡✉r♦✲❛r❡❛

❝❛s❡✳ ❖■❙ ❤❛✈❡ ❜❡❝♦♠❡ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ♣♦♣✉❧❛r ❤❡❞❣✐♥❣ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ✈❡❤✐❝❧❡s ✐♥ ❡✉r♦ ✜♥❛♥✲

✶✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐t ❛♣♣❡❛rs t❤❛t t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ s♣r❡❛❞s ❜❡t✇❡❡♥ ✭❛✮ t❤❡ ✐ss✉❛♥❝❡ ②✐❡❧❞s ❢♦r ❝❡rt✐✜❝❛t❡s ♦❢
❞❡♣♦s✐ts ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❛t✉r✐t② ❝♦♠♣r✐s❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✶✵✶ ❛♥❞ ✷✵✵ ❞❛②s ❛♥❞ ✭❜✮ t❤❡ ✺✲♠♦♥t❤ ❊❯❘■❇❖❘
r❛t❡ ✇❛s ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✸ ❜❛s✐s ♣♦✐♥ts ♦✈❡r t❤❡ ✷✵✵✽✲✷✵✶✷ ♣❡r✐♦❞✳

✶✶✷ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆ ◗❚❙▼ ❢♦r ❉✐s❡♥t❛♥❣❧✐♥❣ ❈r❡❞✐t ❛♥❞ ▲✐q✉✐❞✐t② ❘✐s❦s ✐♥ ■♥t❡r❜❛♥❦ ❙♣r❡❛❞s

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ▲❡✈❡❧ ♦❢ ✸▼ r❛t❡s ❛♥❞ s♣r❡❛❞s

◆♦t❡s✿ ❚♦♣ ♣❛♥❡❧✿ ♣❧♦t ♦❢ t❤❡ ✸▼ ❊❯❘■❇❖❘ ✭❧✐❣❤t ❣r❡②✮ ❛♥❞ ✸▼ ❖■❙ ✭❞❛s❤❡❞ ❞❛r❦ ❣r❡②✮✳ ▼✐❞❞❧❡
♣❛♥❡❧✿ ♣❧♦t ♦❢ t❤❡ ✸▼ ✭❞❛s❤❡❞ ❞❛r❦ ❣r❡②✮ ❛♥❞ ✶✷▼ ✭❧✐❣❤t❡r ❣r❡②✮ ❊❯❘■❇❖❘✲❖■❙ s♣r❡❛❞s✳ ❯♥✐ts ❛r❡ ✐♥
❜❛s✐s ♣♦✐♥ts✳ ❇♦tt♦♠ ♣❛♥❡❧✿ ❝r❡❞✐t ✭❞❛s❤❡❞ ❞❛r❦ ❣r❡②✮ ❛♥❞ ❧✐q✉✐❞✐t② ✭❧✐❣❤t ❣r❡②✮ ♣r♦①✐❡s❀ t❤❡s❡ ♣r♦①✐❡s
❛r❡ ❞❡♠❡❛♥❡❞ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞✐③❡❞✳ ❚✐♠❡ r❛♥❣❡s ❢r♦♠ ❆✉❣✉st ✸✶✱ ✷✵✵✼ t♦ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✶✸✱ ✷✵✶✸✳

❝✐❛❧ ♠❛r❦❡ts ❛♥❞ ❣r❡✇ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♥ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ t✉r♠♦✐❧ ♦❢ t❤❡ ❧❛st

❢❡✇ ②❡❛rs✳ ❚❤❡ ❖■❙ ❝✉r✈❡ ✐s ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ s❡❡♥ ❜② ♠❛r❦❡t ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ❛s ❛ ♣r♦①② ♦❢ t❤❡

r✐s❦✲❢r❡❡ ✐♥t❡r❜❛♥❦ ②✐❡❧❞ ❝✉r✈❡✳ ✷ ❆s ♥♦ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✐s ❡①❝❤❛♥❣❡❞✱ t❤❡ ❖■❙ r❡q✉✐r❡s ♥❡❛r❧② ♥♦

✐♠♠♦❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧✳ ❋✉rt❤❡r✱ ❞✉❡ t♦ ♥❡tt✐♥❣ ❛♥❞ ❝r❡❞✐t✲❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ♠❡❝❤❛♥✐s♠s

✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❝❛❧❧ ♠❛r❣✐♥s✮✱ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt② r✐s❦ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ s✇❛♣ ❝♦♥tr❛❝t

✭❇♦♠✜♠ ❬✷✵✵✸❪✮✳

❚❤❡ ✉♣♣❡r ♣❛♥❡❧ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ ✸✲♠♦♥t❤ ❖■❙ r❛t❡ ❢r♦♠ ❆✉❣✉st ✷✵✵✼ t♦ ❙❡♣t❡♠✲

✷✳ ❙❡❡ ❡✳❣✳ ❏♦②❝❡✱ ▲❛s❛♦s❛✱ ❙t❡✈❡♥s✱ ❛♥❞ ❚♦♥❣ ❬✷✵✶✶❪ ♦r ❇❛♥❦ ♦❢ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙❡tt❧❡♠❡♥ts ❬✷✵✵✺❪✳

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✶✶✸



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆ ◗❚❙▼ ❢♦r ❉✐s❡♥t❛♥❣❧✐♥❣ ❈r❡❞✐t ❛♥❞ ▲✐q✉✐❞✐t② ❘✐s❦s ✐♥ ■♥t❡r❜❛♥❦ ❙♣r❡❛❞s

❜❡r ✷✵✶✸✳ ❲❤✐❧❡ t❤✐s ❝❤❛rt s❤♦✇s t❤❛t ❊❯❘■❇❖❘ ❛♥❞ ❖■❙ r❛t❡s ♣r❡s❡♥t str♦♥❣ ❝♦♠♠♦♥

✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♣❛♥❡❧ ❛❧s♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤ts t❤❛t t❤❡ s♣r❡❛❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ r❛t❡s ❤❛s

✉♥❞❡r❣♦♥❡ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦✈❡r t❤❡ ❧❛st ✜✈❡ ②❡❛rs✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss

t❤❡ t❡r♠ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❊❯❘■❇❖❘✲❖■❙ s♣r❡❛❞s✳

✸✳✸✳✸ Pr❡❧✐♠✐♥❛r② ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❊❯❘■❇❖❘✲❖■❙ s♣r❡❛❞s

❇❡✐♥❣ ♠♦st❧② st❛❜❧❡ ❜❡❢♦r❡ ❆✉❣✉st ✷✵✵✽✱ t❤❡ s♣r❡❛❞ ❛❜r✉♣t❧② ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❞✉r✐♥❣ ▲❡❤♠❛♥

❝r✐s✐s ✉♥t✐❧ ❉❡❝❡♠❜❡r ✷✵✵✽✱ t❤❡ ✸✲♠♦♥t❤ s♣r❡❛❞ ♣❡❛❦✐♥❣ ❛t ✷✵✵ ❜❛s✐s ♣♦✐♥ts✱ ✇❤❡r❡ ❛ s❧♦✇

❞❡❝❛② ❜❡❣✐♥s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✱ ♠✐❞❞❧❡ ♣❛♥❡❧✮✳ ❋♦r s❛❦❡ ♦❢ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ ❜❡❢♦r❡ s✉♠♠❡r ✷✵✵✼✱

t❤❡ ❊❯❘■❇❖❘✲❖■❙ s♣r❡❛❞ ✇❛s ❛r♦✉♥❞ t❡♥ ❜❛s✐s ♣♦✐♥ts❀ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✇❛s ❛❝✲

❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❊❯❘■❇❖❘ ✐s ❛♥ ♦✛❡r r❛t❡ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❖■❙ ✐s ❛ ♠✐❞ r❛t❡

✭❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❜✐❞ ❛♥❞ ❛s❦ ②✐❡❧❞s✮✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ❧♦♥❣ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❆✉✲

❣✉st ✷✵✵✾ ❛♥❞ ✷✵✶✵✱ ❛ s❤❛r♣ r✐s❡ str♦❦❡ ❛❣❛✐♥ ✐♥ ♠✐❞✲✷✵✶✶✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ✷✵✶✷✱

t❤❡ ❊❯❘■❇❖❘✲❖■❙ s♣r❡❛❞s ❤❛✈❡ ❞❡❝r❡❛s❡❞✱ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❧✐♥❡❛r ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ tr❡♥❞

❛♥❞ st❛❜❧❡ ♣❤❛s❡s✳

❚❛❜❧❡ ✸✳✶✿ ❉❡s❝r✐♣t✐✈❡ st❛t✐st✐❝s ♦❢ ❊❯❘■❇❖❘ ❛♥❞ ❖■❙ r❛t❡s

♠✐♥ ♠❛① ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♠❡❛♥ st❞ s❦❡✇♥❡ss ❡①❝❡ss ❦✉rt♦s✐s

❜♣s

❊❯❘■❇❖❘ ✸▼ ✶✽✳✹ ✺✸✽✳✶ ✺✶✾✳✼ ✶✼✷✳✵ ✶✻✺✳✶ ✶✳✶✷ −✵✳✸✺
❊❯❘■❇❖❘ ✻▼ ✷✾✳✹ ✺✹✸✳✶ ✺✶✸✳✼ ✶✾✵✳✽ ✶✺✽✳✾ ✶✳✶✵ −✵✳✸✷
❊❯❘■❇❖❘ ✾▼ ✸✽✳✽ ✺✹✻✳✸ ✺✵✼✳✺ ✷✵✷✳✸ ✶✺✺✳✶ ✶✳✵✼ −✵✳✸✶
❊❯❘■❇❖❘ ✶✷▼ ✹✼✳✹ ✺✹✾✳✸ ✺✵✶✳✾ ✷✶✸✳✵ ✶✺✷✳✶ ✶✳✵✻ −✵✳✷✾
❖■❙ ✸▼ ✹✳✺ ✹✸✹✳✻ ✹✸✵✳✶ ✶✷✸✳✻ ✶✹✺✳✼ ✶✳✷✾ −✵✳✵✸
❖■❙ ✻▼ ✷✳✸✺ ✹✹✷✳✽✺ ✹✹✵✳✺ ✶✷✺✳✶ ✶✹✹✳✾ ✶✳✸✵ ✵✳✵✸

❖■❙ ✾▼ −✵✳✺ ✹✺✸✳✺ ✹✺✹ ✶✷✼✳✾ ✶✹✸✳✼ ✶✳✷✾ ✵✳✵✺

❖■❙ ✶✷▼ −✶✳✶ ✹✻✺✳✸ ✹✻✻✳✹ ✶✸✶✳✷ ✶✹✷✳✷ ✶✳✷✼ ✵✳✵✼

❙♣r❡❛❞ ✸▼ ✾✳✾ ✷✵✻✳✾ ✶✾✼ ✹✽✳✹ ✸✹✳✾ ✶✳✻✶ ✸✳✸✼

❙♣r❡❛❞ ✻▼ ✶✾✳✻ ✷✷✷✳✺ ✷✵✷✳✾ ✻✺✳✼ ✸✻✳✺ ✶✳✻✷ ✸✳✹✹

❙♣r❡❛❞ ✾▼ ✷✻✳✽ ✷✷✼✳✾ ✷✵✶✳✶ ✼✹✳✹ ✸✽✳✶ ✶✳✻✸ ✸✳✵✺

❙♣r❡❛❞ ✶✷▼ ✸✷✳✾ ✷✸✾ ✷✵✻✳✶ ✽✶✳✽ ✹✵✳✵ ✶✳✺✹ ✷✳✸✽

◆♦t❡s✿ ❚❤♦s❡ ✜❣✉r❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ ✇❡❡❦❧② ❞❛t❛ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ❆✉❣✉st✱ ✸✶ ✷✵✵✼ t♦ ❙❡♣t❡♠❜❡r✱ ✶✸
✷✵✶✸✳

❙t❛♥❞❛r❞ ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡ st❛t✐st✐❝s ♦❢ s♣r❡❛❞s ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥s ♦❢ s♣r❡❛❞s

✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♠❛t✉r✐t②✱ ❢r♦♠ ✹✽ ❜❛s✐s ♣♦✐♥ts ✭✸✲♠♦♥t❤ ♠❛t✉r✐t②✮ t♦ ✽✷ ❜❛✲

s✐s ♣♦✐♥ts ✭✶✷✲♠♦♥t❤ ♠❛t✉r✐t②✮✳ ❚❤✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ s❧♦♣❡ ✐♥ t❤❡ t❡r♠ str✉❝t✉r❡ ♦❢

✶✶✹ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆ ◗❚❙▼ ❢♦r ❉✐s❡♥t❛♥❣❧✐♥❣ ❈r❡❞✐t ❛♥❞ ▲✐q✉✐❞✐t② ❘✐s❦s ✐♥ ■♥t❡r❜❛♥❦ ❙♣r❡❛❞s

s♣r❡❛❞s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❣r❛♣❤✐❝❛❧❧② ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♣❛♥❡❧ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❡①❝❡♣t ❛t t❤❡

✈❡r② ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ✶✷✲♠♦♥t❤ s♣r❡❛❞ ✐s ❛❧✇❛②s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ✸✲♠♦♥t❤

s♣r❡❛❞✱ ✉♣ t♦ ❛r♦✉♥❞ ✺✵ ❜❛s✐s ♣♦✐♥ts ✐♥ ❧❛t❡ ✷✵✶✶✳

❲❤❡r❡❛s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② st❛❜❧❡ ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✇✐t❤ ♠❛t✉r✐t②

❢♦r ❖■❙ ❛♥❞ ❊❯❘■❇❖❘ r❛t❡s✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ s♣r❡❛❞s s❧✐❣❤t❧② ✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤

♠❛t✉r✐t②✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ♠♦♠❡♥ts✱ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t s♣r❡❛❞s ❛r❡ ♠♦r❡

♣♦s✐t✐✈❡❧② s❦❡✇❡❞ t❤❛♥ t❤❡ r❛t❡s ✐♥ ❧❡✈❡❧❀ ❛❧s♦✱ ❝♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ ❧❛tt❡r✱ s♣r❡❛❞s ❛r❡ ❤❡❛✈②✲

t❛✐❧❡❞ ✭♣♦s✐t✐✈❡ ❡①❝❡ss ❦✉rt♦s✐s✮✳ ❚❤❡ ❤❡❛✈②✲t❛✐❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣

t❤❡ ▲❡❤♠❛♥ ❝r✐s✐s ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✱ ✇❤❡r❡ ❜♦t❤ ✸✲♠♦♥t❤ ❛♥❞ ✶✷✲♠♦♥t❤ s♣r❡❛❞s ♣❡❛❦ t♦ ✷✵✼

❛♥❞ ✷✸✾ ❜❛s✐s ♣♦✐♥ts✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡s❡ ❧❡✈❡❧s ❛r❡ ❛❜♦✉t ✹ st❛♥❞❛r❞✲❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢❛r ❢r♦♠

t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ s❛♠♣❧❡ ♠❡❛♥s✳

❆ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❛❧②s✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢♦✉r ❊❯❘■❇❖❘✲❖■❙ s♣r❡❛❞s ♣r♦✈❡s t❤❛t

t❤❡ ✜rst t✇♦ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❝❛♣t✉r❡s ♠♦st ♦❢ s♣r❡❛❞ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✱ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ ✾✾✳✼✪

♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s♣r❡❛❞s ✭✾✻✳✹✪ ❛♥❞ ✸✳✸✪ ❢♦r t❤❡ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ♣r✐♥❝✐♣❛❧

❝♦♠♣♦♥❡♥ts r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✳ ❚❤✐s s✉❣❣❡st t❤❛t t✇♦ ❢❛❝t♦rs ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❜✉❧❦

♦❢ s♣r❡❛❞ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳

✸✳✸✳✹ ❈r❡❞✐t ❛♥❞ ❧✐q✉✐❞✐t② ♣r♦①✐❡s

■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❝r❡❞✐t ❛♥❞ ❧✐q✉✐❞✐t② ♣r♦①✐❡s ♦♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐❧❧ ❜❛s❡ ♦✉r

✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❝r❡❞✐t ❛♥❞ ❧✐q✉✐❞✐t② ♣❛rts ♦❢ ❊❯❘■❇❖❘✲❖■❙ s♣r❡❛❞s✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥s✱

✇❡ r❡❧❛t❡ t❤❡s❡ ♣r♦①✐❡s t♦ t❤❡ ❢❛❝t♦rs ❞r✐✈✐♥❣ ♦✉r t❡r♠ str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧✳

❚❤❡ ❧✐q✉✐❞✐t② ♣r♦①② ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ ✐♥ ♦✉r t❡r♠✲str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡ ✜rst ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t

♦❢ ❛ s❡t ♦❢ t❤r❡❡ ❧✐q✉✐❞✐t②✲r❡❧❛t❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❛♣t✉r❡

❞✐✛❡r❡♥t ❛s♣❡❝ts ♦❢ ❧✐q✉✐❞✐t② ♣r✐❝✐♥❣✱ ♥❛♠❡❧② ♠❛r❦❡t ❛♥❞ ❢✉♥❞✐♥❣ ❧✐q✉✐❞✐t②✳ ✸ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱

♦✉r ✜rst t✇♦ ♣r♦①✐❡s ❛r❡ ♠♦st❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ ♠❛r❦❡t ❧✐q✉✐❞✐t② ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❧❛st ♦♥❡ ✐s ♠♦st❧②

r❡❧❛t❡❞ t♦ ❢✉♥❞✐♥❣ ❧✐q✉✐❞✐t②✳ ◆❡❛r❧② ✻✵✪ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✜rst

♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳

✕ ❆ ✜rst ❧✐q✉✐❞✐t②✲♣r✐❝✐♥❣ ❢❛❝t♦r ✐s t❤❡ ❑❢❲✲❇✉♥❞ s♣r❡❛❞ ✭✺✲②❡❛r ♠❛t✉r✐t②✮✳ ❑❢❲ ✐s ❛

♣✉❜❧✐❝ ●❡r♠❛♥ ❛❣❡♥❝②✳ ❑❢❲ ❜♦♥❞s ❛r❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ❜② t❤❡ ❋❡❞❡r❛❧ ❘❡♣✉❜❧✐❝ ♦❢ ●❡r✲

♠❛♥②✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡② ❡♠❜❡❞ t❤❡ s❛♠❡ ❝r❡❞✐t q✉❛❧✐t② ❛s t❤❡✐r s♦✈❡r❡✐❣♥ ❝♦✉♥t❡r♣❛rts✱

t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❇✉♥❞s✳ ❑❢❲ ❜♦♥❞s ❜❡✐♥❣ ❧❡ss ❧✐q✉✐❞ t❤❛♥ t❤❡✐r s♦✈❡r❡✐❣♥ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt✱

t❤❡ ❑❢❲✲❇✉♥❞ s♣r❡❛❞ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② r❡✢❡❝t ❧✐q✉✐❞✐t②✲♣r✐❝✐♥❣ ❡✛❡❝ts✳ ✹

✸✳ ❲❤✐❧❡ ♠❛r❦❡t ❧✐q✉✐❞✐t② ✐s r❡✢❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❛r❦❡t ❛♥❞ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛♥
❛ss❡t✱ ❢✉♥❞✐♥❣ ❧✐q✉✐❞✐t② r❡❧❛t❡s t♦ t❤❡ s❝❛r❝✐t② ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ✭s❡❡ ❇r✉♥♥❡r♠❡✐❡r ❛♥❞ P❡❞❡rs❡♥ ❬✷✵✵✾❪✮✳

✹✳ ❙❡❡ ❙❝❤✇❛r③ ❬✷✵✵✾❪✱ ▼♦♥❢♦rt ❛♥❞ ❘❡♥♥❡ ❬✷✵✶✸❪ ♦r ❙❝❤✉st❡r ❛♥❞ ❯❤r✐❣✲❍♦♠❜✉r❣ ❬✷✵✶✷❪✮✳ ■♥ t❤❡

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✶✶✺



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆ ◗❚❙▼ ❢♦r ❉✐s❡♥t❛♥❣❧✐♥❣ ❈r❡❞✐t ❛♥❞ ▲✐q✉✐❞✐t② ❘✐s❦s ✐♥ ■♥t❡r❜❛♥❦ ❙♣r❡❛❞s

✕ ❆ s❡❝♦♥❞ ❧✐q✉✐❞✐t② ❢❛❝t♦r ✐s t❤❡ ❚❜✐❧❧✲r❡♣♦ s♣r❡❛❞✱ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s t❤❡ ②✐❡❧❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✸✲♠♦♥t❤ ●❡r♠❛♥ ❚✲❜✐❧❧ ❛♥❞ t❤❡ ✸✲♠♦♥t❤ ❣❡♥❡r❛❧✲❝♦❧❧❛t❡r❛❧ r❡♣✉r❝❤❛s❡

❛❣r❡❡♠❡♥t r❛t❡ ✭r❡♣♦✮✳ ❋r♦♠ ❛♥ ✐♥✈❡st♦r ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤❡ ❝r❡❞✐t q✉❛❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡

t✇♦ ✐♥str✉♠❡♥ts ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ✭❛s ❛r❣✉❡❞ ❜② ▲✐✉✱ ▲♦♥❣st❛✛✱ ❛♥❞ ▼❛♥❞❡❧❧ ❬✷✵✵✻❪✮✳

❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ r❛t❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡ ②✐❡❧❞✱ t❤❛t

❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ♣r❡♠✐✉♠ t❤❛t ♦♥❡ ✐s ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ♣❛② ✇❤❡♥ ❤♦❧❞✐♥❣ ❤✐❣❤❧②✲❧✐q✉✐❞

❚r❡❛s✉r② s❡❝✉r✐t✐❡s ✭s❡❡ ❋❡❧❞❤✉tt❡r ❛♥❞ ▲❛♥❞♦ ❬✷✵✵✽❪✮✳

✕ ❆ t❤✐r❞ ❢❛❝t♦r ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❇❛♥❦ ▲❡♥❞✐♥❣ ❙✉r✈❡② ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❊❈❇ ♦♥ ❛

q✉❛rt❡r❧② ❜❛s✐s✳ ❚❤✐s s✉r✈❡② ✐s ❛❞❞r❡ss❡❞ t♦ s❡♥✐♦r ❧♦❛♥ ♦✣❝❡rs ♦❢ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡

s❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛r♦✉♥❞ ✾✵ ❡✉r♦✲❛r❡❛ ❜❛♥❦s❀ ✐t ❛❞❞r❡ss❡s ✐ss✉❡s s✉❝❤ ❛s ❝r❡❞✐t st❛♥❞❛r❞s

❢♦r ❛♣♣r♦✈✐♥❣ ❧♦❛♥s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❝r❡❞✐t t❡r♠s ❛♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❡♥t❡r♣r✐s❡s ❛♥❞

❤♦✉s❡❤♦❧❞s✳ ❖✉r ✐♥❞✐❝❛t♦r ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s♣❡❝✐✜❝ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉r✈❡②✿

❖✈❡r t❤❡ ♣❛st t❤r❡❡ ♠♦♥t❤s✱ ❤♦✇ ❤❛s ②♦✉r ❜❛♥❦✬s ❧✐q✉✐❞✐t② ♣♦s✐t✐♦♥ ❛✛❡❝t❡❞ t❤❡ ❝r❡❞✐t

st❛♥❞❛r❞s ❛s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❛♣♣r♦✈❛❧ ♦❢ ❧♦❛♥s ♦r ❝r❡❞✐t ❧✐♥❡s t♦ ❡♥t❡r♣r✐s❡s❄✳ ✺

❚❤❡ ❝r❡❞✐t ♣r♦①② ✐s t❤❡ ✜rst ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ✸✻ ❊✉r♦✲③♦♥❡ ❜❛♥❦ ❈❉❙✳ ❲❡

✉s❡ ✺✲②❡❛r ❈❉❙ ❞❡♥♦♠✐♥❛t❡❞ ✐♥ ❯❙❉ s✐♥❝❡ t❤❡s❡ ❛r❡ t❤❡ ♠♦st tr❛❞❡❞ ✕ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡

♠♦st ❧✐q✉✐❞ ✕ ♦♥❡s✳ ❊✐❣❤t ❛r❡ ●❡r♠❛♥✱ s✐① ■t❛❧✐❛♥✱ ✜✈❡ ❙♣❛♥✐s❤✱ ❢♦✉r ❋r❡♥❝❤✱ ❢♦✉r ❉✉t❝❤✱

t❤r❡❡ ■r✐s❤✱ t❤r❡❡ P♦rt✉❣✉❡s❡✱ t✇♦ ❆✉str✐❛♥✱ ❛♥❞ ♦♥❡ ❇❡❧❣✐❛♥✳ ◆❡❛r❧② ✼✷✪ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧

✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✜rst ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳

✸✳✹ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ r❡❞✉❝❡❞✲❢♦r♠ ❛ss❡t ♣r✐❝✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ t❡r♠ str✉❝t✉r❡ ♦❢

❊❯❘■❇❖❘✲❖■❙ s♣r❡❛❞s✳ ❈r❡❞✐t ❛♥❞ ❧✐q✉✐❞✐t② r✐s❦s ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✲

✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ r❡s♣❡❝t✐✈❡ r✐s❦ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t s♣r❡❛❞s ❛r❡ q✉❛❞r❛t✐❝

❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ❢❛❝t♦rs❀ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r ❜❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳

✸✳✹✳✶ ◆♦t❛t✐♦♥s

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣♦♦❧ ♦❢ t❤❡ N ❜❛♥❦s ♦❢ t❤❡ ❊❯❘■❇❖❘ ♣❛♥❡❧✳ ❆t ❞❛t❡ t✱ ♠❛r❦❡t

♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ❣❡t t❤❡ ♥❡✇ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ wt = {rt, X ′
t, d

′
t, ℓ

′
t}′✱ ✇❤❡r❡ rt ✐s t❤❡ s❤♦rt✲t❡r♠ r✐s❦✲

❢r❡❡ r❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❛t❡s t ❛♥❞ t+ 1✱ Xt = (xc,t, xl,t)
′ ✐s ❛ (2× 1) ✈❡❝t♦r ✇❤♦s❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts

❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❝r❡❞✐t✲ ❛♥❞ ❧✐q✉✐❞✐t②✲r❡❧❛t❡❞ ❢❛❝t♦rs✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ dt ❛♥❞ ℓt ❛r❡ t✇♦ N ✲

❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❡❝t♦rs ♦❢ ❜✐♥❛r② ✈❛r✐❛❜❧❡s d(i)t ❛♥❞ ℓ(i)t ✱ ✇✐t❤ i ∈ {1, . . . , N}✳ ❲❤✐❧❡ d(i)t ❞❡✜♥❡s

s❛♠❡ s♣✐r✐t✱ ▲♦♥❣st❛✛ ❬✷✵✵✹❪ ❝♦♠♣✉t❡s ❧✐q✉✐❞✐t② ♣r❡♠✐❛ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s♣r❡❛❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❯✳❙✳ ❚r❡❛s✉r✐❡s ❛♥❞
❣♦✈❡r♥♠❡♥t✲❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ❜♦♥❞s ✐ss✉❡❞ ❜② ❘❡❢❝♦r♣✳

✺✳ ❚❤❡ r❡s♣♦♥❞❡♥ts ❝❛♥ ❛♥s✇❡r ++✱ +✱ 0✱ − ♦r −− t♦ t❤❛t q✉❡st✐♦♥✳ ❲❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢
− ❛♥❞ −− ❛s ❛ r❛t✐♦ ♦❢ t♦t❛❧ ❛♥s✇❡rs✳ ❚♦ ♦❜t❛✐♥ ✇❡❡❦❧② s❡r✐❡s✱ ✇❡ ❛ss✐❣♥ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡ t♦ ❛❧❧ ✇❡❡❦s ✐♥
❛ q✉❛rt❡r ✭st❡♣ ❢✉♥❝t✐♦♥✮✳

✶✶✻ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆ ◗❚❙▼ ❢♦r ❉✐s❡♥t❛♥❣❧✐♥❣ ❈r❡❞✐t ❛♥❞ ▲✐q✉✐❞✐t② ❘✐s❦s ✐♥ ■♥t❡r❜❛♥❦ ❙♣r❡❛❞s

t❤❡ ❝r❡❞✐t st❛t❡ ♦❢ ❜❛♥❦ i ❛t ❞❛t❡ t✱ ℓ(i)t ❞❡✜♥❡s ✐ts ❧✐q✉✐❞✐t② st❛t✉s✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱

✇❡ ✇✐❧❧ ♠❛❦❡ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❞❡❢❛✉❧ts ✭d(i)t = 1✮ ♦r ❧✐q✉✐❞✐t② s❤♦❝❦s

✭ℓ(i)t = 1✮ ❢♦r ✐♥t❡r❜❛♥❦✲❧♦❛♥ ♣❛②♠❡♥ts✳ ❋♦r ❛♥② r❛♥❞♦♠ ✈❡❝t♦r zt✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥

zt = (zt, zt−1, . . . )✳

✸✳✹✳✷ ❍✐st♦r✐❝❛❧ ❛♥❞ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s

▲❡t ✉s ✜rst ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ wt✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❇❡r♥❞t✱ ❉♦✉❣❧❛s✱ ❉✉✣❡✱

❋❡r❣✉s♦♥✱ ❛♥❞ ❙❝❤r❛♥③ ❬✷✵✵✺❪✱ P❛♥ ❛♥❞ ❙✐♥❣❧❡t♦♥ ❬✷✵✵✽❪ ♦r ▲♦♥❣st❛✛✱ P❛♥✱ P❡❞❡rs❡♥✱ ❛♥❞

❙✐♥❣❧❡t♦♥ ❬✷✵✶✶❪✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s rt ❛♥❞ (X ′
t, d

′
t, ℓ

′
t)

′ ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❆s ✇✐❧❧

❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✹✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ❤❛✈❡ t♦ s♣❡❝✐❢② t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ rt✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡

❢✉rt❤❡r t❤❛t (d′t, ℓ
′
t)

′ ❞♦❡s ♥♦t ❝❛✉s❡ Xt ❛♥❞ t❤❛t Xt ❤❛s ❛ ❱❆❘✭✶✮ ❞②♥❛♠✐❝s ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

Xt = µ+ ΦXt−1 + ǫt, ✭✸✳✶✮

✇❤❡r❡ ǫt = (ǫc,t, ǫℓ,t)
′ ✐s ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡ s✉❝❤ t❤❛t E(ǫt) = 0 ❛♥❞ V(ǫt) = I✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ♦♥ (Xt, dt−1, ℓt−1)✱ t❤❡ ✈❡❝t♦rs dt ❛♥❞ ℓt ❛r❡ ✐♥❞❡✲

♣❡♥❞❡♥t✱ ❛♥❞ s✉❝❤ t❤❛t✿

P(d
(j)
t = 1|Xt, dt−1, ℓt−1) =




exp[−λc(xc,t)] ✐❢ d

(j)
t−1 = 0

0 ✐❢ d
(j)
t−1 = 1

P(ℓ
(j)
t = 1|Xt, dt−1, ℓt−1) =




exp[−λℓ(xℓ,t)] ✐❢ ℓ

(j)
t−1 = 0

0 ✐❢ ℓ
(j)
t−1 = 1.

❚❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s λc(xc,t) ❛♥❞ λℓ(xℓ,t) ✇✐❧❧ ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✺✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ✭❘✳◆✳✮ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ wt✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ❞✐s✲

❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r ❜❡t✇❡❡♥ t− 1 ❛♥❞ t ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✿

Mt−1,t = exp

[
Γ′
t−1ǫt −

1

2
Γ′
t−1Γt−1 − rt−1 + g(rt)

]
,

✇❤❡r❡ g(rt) ✐s ❛♥② ❢✉♥❝t✐♦♥ s✉❝❤ t❤❛t Et−1[g(rt)] = 1✱ ❛♥❞

Γt−1 = Γ0 + ΓXt−1

✇❤❡r❡ Γ0 ✐s ❛ (2× 1) ✈❡❝t♦r ❛♥❞ Γ ✐s ❛ (2× 2) ♠❛tr✐①✳ ✐t ✐s ❡❛s✐❧② s❡❡♥ ✭s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ✸✳❆✮

t❤❛t ✇✐t❤ s✉❝❤ ❛ ❙❉❋✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✶✶✼



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆ ◗❚❙▼ ❢♦r ❉✐s❡♥t❛♥❣❧✐♥❣ ❈r❡❞✐t ❛♥❞ ▲✐q✉✐❞✐t② ❘✐s❦s ✐♥ ■♥t❡r❜❛♥❦ ❙♣r❡❛❞s

✕ rt ❛♥❞ (X ′
t, d

′
t, ℓ

′
t) ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✐♥ t❤❡ ❘✳◆✳ ✇♦r❧❞✳

✕ ❚❤❡ ❘✳◆✳ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ Xt ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

Xt = µ∗ + Φ∗Xt−1 + ǫ∗t , ✭✸✳✷✮

✇❤❡r❡ µ∗ = µ+Γ0✱ Φ∗ = Φ+Γ ❛♥❞ ǫ∗t ∼ IINQ(0, I)✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ (d′t, ℓ
′
t) ❞♦❡s ♥♦t

❝❛✉s❡ Xt ✐♥ t❤❡ ❘✳◆✳ ✇♦r❧❞✳

✕ ❚❤❡ ❘✳◆✳ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ (d′t, ℓ
′
t) ❣✐✈❡♥ (Xt, dt−1, ℓt−1) ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥

t❤❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ✇♦r❧❞❀ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❘✳◆✳ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s λQc (xc,t) ❛♥❞ λ
Q
ℓ (xℓ,t) ❛r❡ t❤❡

s❛♠❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛s ✐♥ t❤❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ✇♦r❧❞❀ t❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦t❡ t❤❡♠ ❜② λc(xc,t)

❛♥❞ λℓ(xℓ,t)✳

✸✳✹✳✸ ■♥t❡♥s✐t✐❡s ❛♥❞ ❊❯❘■❇❖❘ r❛t❡s

❲❡ ❤❛✈❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣❛♥❡❧ ♦❢ ❜❛♥❦s ✐s ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t✱ ❝♦♥❞✐✲

t✐♦♥❛❧ ♦♥ (Xt, dt−1, ℓt−1)✱ t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❛✛❡❝t❡❞

❜② ❛ ❧✐q✉✐❞✐t② s❤♦❝❦ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❜❛♥❦s ♦❢ t❤❡ ❊❯❘■❇❖❘ ♣❛♥❡❧✳ ❚❤✐s ❛ss✉♠♣✲

t✐♦♥ ♥♦t❛❜❧② ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t✱ ❛t ❡❛❝❤ ❞❛t❡ t✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ s✐♥❣❧❡ r❛t❡ ♣r❡✈❛✐❧✐♥❣ ❢♦r ✐♥t❡r❜❛♥❦

✉♥s❡❝✉r❡❞ ❧♦❛♥s ❜❡t✇❡❡♥ t ❛♥❞ ❛ ❢✉t✉r❡ ❞❛t❡ t + h✳ ❚❤✐s ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜②

REUR
t,h ✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s r❛t❡✱ ❛♥ ✐♥t❡r❜❛♥❦ ❧♦❛♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❛t❡s t ❛♥❞ t+ h ♦❢ ✉♥✐t ❢❛❝❡

✈❛❧✉❡ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❜♦rr♦✇❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❛♠♦✉♥t B(t, h) = exp(−hREUR
t,h ) ❛t ❞❛t❡ t✳ ◆♦t❡

t❤❛t t❤❡ ♣r✐❝✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛s ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ❢❡❛t✉r❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧②✲❝♦♠♣♦✉♥❞❡❞ ✐♥t❡r❡st

r❛t❡s✿ ❞❡♥♦t✐♥❣ ❜② z ❛ ♠❛r❦❡t✲q✉♦t❡❞ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❛♥❞ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ♠♦♥❡②✲♠❛r❦❡t ❞❛②✲

❝♦✉♥t ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ✭❆❈❚✴✸✻✵✮✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧②✲❝♦♠♣♦✉♥❞❡❞ r❛t❡ ✐s ❣✐✈❡♥

❜② ln(1+d×z/360)×365/d ✇❤❡r❡ d ✐s t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ♠❛t✉r✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥str✉♠❡♥t✱

❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❞❛②s✳

❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t✱ ❛t ❞❛t❡ t✱ ❜❛♥❦ i ❧❡♥❞s B(t, h) t♦ ❜❛♥❦ j ❢♦r ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ h✳ ❚❤❡

♠❛t✉r✐t② ❞❛t❡ ✐s t+h ❛♥❞✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ♥♦ ♣r❡♠❛t✉r❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❛♥✱ t❤❡ r❡♣❛②♠❡♥t

✐s ✶✳ ◆♦✇✱ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r② ❞❛t❡ t∗ ✭✐✳❡✳ t < t∗ ≤ t + h✮✳ ❆t ❞❛t❡ t∗✱ ✐❢ ❜❛♥❦ j

❞❡❢❛✉❧ts ♦r ✐❢ ❜❛♥❦ i ✐s ❤✐t ❜② ❛ ❧✐q✉✐❞✐t② s❤♦❝❦✱ t❤✐s t❡r♠✐♥❛t❡s t❤❡ ✐♥t❡r❜❛♥❦ ❧♦❛♥ ❛♥❞ t❤❡

r❡s✉❧t✐♥❣ ♣❛②♦✛s ❛r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✕ ■❢ ❜❛♥❦ j ❞❡❢❛✉❧ts ❛t ❞❛t❡ t∗ ✭d(j)t∗ = 1✮✱ t❤❡♥ ❜❛♥❦ i ✇✐❧❧ ♥♦t ♦❜t❛✐♥ ❢✉❧❧ r❡♣❛②♠❡♥t

❛t t + h✳ ■♥st❡❛❞✱ ❛t ❞❛t❡ t∗✱ ✐t r❡❝♦✈❡rs ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ θc < 1 ♦❢ t❤❡ ✧♠❛r❦❡t ✈❛❧✉❡✧

♦❢ t❤❡ ❧♦❛♥ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ♣r❡✈❛✐❧❡❞ ❛t ❞❛t❡ t∗ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❞❡❢❛✉❧t✳ ❚❤✐s

♠❛r❦❡t ✈❛❧✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❢❛❝❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❛♥ ❞✐s❝♦✉♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❊❯❘■❇❖❘

REUR
t∗,t+h✳ ❚❤✐s s❡t ✉♣ ❜✉✐❧❞s ♦♥ t❤❡ ✧r❡❝♦✈❡r② ❛t ♠❛r❦❡t ✈❛❧✉❡✧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❉✉✣❡

❛♥❞ ❙✐♥❣❧❡t♦♥ ❬✶✾✾✾❪✳

✶✶✽ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆ ◗❚❙▼ ❢♦r ❉✐s❡♥t❛♥❣❧✐♥❣ ❈r❡❞✐t ❛♥❞ ▲✐q✉✐❞✐t② ❘✐s❦s ✐♥ ■♥t❡r❜❛♥❦ ❙♣r❡❛❞s

✕ ❲❤❡♥ ❜❛♥❦ i ✐s ❤✐t ❜② ❛ ❧✐q✉✐❞✐t② s❤♦❝❦ ❛t ❞❛t❡ t∗ ✭✐✳❡✳ ℓ
(i)
t∗ = 1✮✱ ❜❛♥❦ i ❤❛s t♦

✜♥❞ s♦♠❡ ❝❛s❤ ✐♥ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t✐♠❡ t♦ ♠❡❡t ❛♥ ✉♥❡①♣❡❝t❡❞ ❧✐q✉✐❞✐t② ♥❡❡❞✳ ■t

♠❛② ❞♦ s♦ ❜② ♥❡❣♦t✐❛t✐♥❣ ❛ ♣r❡♠❛t✉r❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❛♥ ✇✐t❤ ❜❛♥❦ j✳ ❚❤❡

❧❛tt❡r ❛❣r❡❡s✱ ❜✉t ❛t ❛ ❞✐s❝♦✉♥t✿ t❤❡ r❡♣❛②♠❡♥t ❛t ❞❛t❡ t∗ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ ❢r❛❝t✐♦♥

θl < 1 ♦❢ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✧♠❛r❦❡t ✈❛❧✉❡✧ ♦❢ t❤❡ ❧♦❛♥✳ ❙✉❝❤ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢

❝♦st❧② ❧✐q✉✐❞❛t✐♦♥ ✐s ✐♥ t❤❡ s♣✐r✐t ♦❢ ❊r✐❝ss♦♥ ❛♥❞ ❘❡♥❛✉❧t ❬✷✵✵✻❪ ♦r ❍❡ ❛♥❞ ❳✐♦♥❣

❬✷✵✶✷❪✳

■♥ t❤❛t ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❛♥ ❛t ❞❛t❡ t+ 1 ✇r✐t❡s✿

B(t+ 1, h− 1)
{
(1− d

(j)
t+1 + θcd

(j)
t+1)(1− ℓ

(i)
t+1 + θlℓ

(i)
t+1)

}
,

✇❤❡r❡ B(t+ 1, h− 1) ✐s t❤❡ ♣r✐❝❡ ♣r❡✈❛✐❧✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❝r❡❞✐t ♦r ❧✐q✉✐❞✐t② ❡✈❡♥t ❛t

❞❛t❡ t+ 1✳ ❙✐♥❝❡ ✐ts ♣r✐❝❡ ❛t t ✐s B(t, h)✱ ✇❡ ❣❡t✿

B(t, h) = exp(−rt)×
EQ
[
B(t+ 1, h− 1)

{
(1− d

(j)
t+1 + θcd

(j)
t+1)(1− ℓ

(i)
t+1 + θlℓ

(i)
t+1)

} ∣∣wt

]
, ✭✸✳✸✮

✇❤❡r❡ EQ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r t❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ✭♣r✐❝✐♥❣✮ ♠❡❛s✉r❡✳

●✐✈❡♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ λc(xc,t) ❛♥❞ λℓ(xℓ,t)✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿





EQ(d
(j)
t+1|wt, Xt+1, rt+1, d

(j)
t = 0, ℓ

(i)
t = 0) = 1− exp[−λc(xc,t+1)]

EQ(ℓ
(i)
t+1|wt, Xt+1, rt+1, d

(j)
t = 0, ℓ

(i)
t = 0) = 1− exp[−λℓ(xℓ,t+1)].

✭✸✳✹✮

exp[−λc(xc,t+1)] ❛♥❞ exp[−λℓ(xℓ,t+1)] ❛r❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ λc(xc,t+1) ❛♥❞ λℓ(xℓ,t+1)

♠✉st ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛t ❛❧❧ t✐♠❡s✳ ❲❤❡♥ t❤❡s❡ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ❛r❡ s♠❛❧❧✱ t❤❡② ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❞❡✲

❢❛✉❧t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛♥❞ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❤✐t ❜② t❤❡ ❧✐q✉✐❞✐t② s❤♦❝❦✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❇❡s✐❞❡s✱ ❛ ✜rst ♦r❞❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ②✐❡❧❞s✿





EQ((1− θc)d
(j)
t+1)|wt, Xt+1) = 1− exp[−(1− θc)λc(xc,t+1)]

EQ((1− θℓ)ℓ
(i)
t+1)|wt, Xt+1) = 1− exp[−(1− θℓ)λℓ(xℓ,t+1)],

✭✸✳✺✮

■♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧ ✐♥t❡♥s✐t② λt = (1 − θc)λc(xc,t) + (1 − θℓ)λℓ(xℓ,t) ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✸✮

✐♠♣❧✐❡s ✭s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ✸✳❇✮✿

B(t, h) = E
Q
t [exp(−rt − λt+1 − · · · − rt+h−1 − λt+h)] . ✭✸✳✻✮

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✶✶✾



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆ ◗❚❙▼ ❢♦r ❉✐s❡♥t❛♥❣❧✐♥❣ ❈r❡❞✐t ❛♥❞ ▲✐q✉✐❞✐t② ❘✐s❦s ✐♥ ■♥t❡r❜❛♥❦ ❙♣r❡❛❞s

❙✐♥❝❡ B(t, h) = exp(−hREUR
t,h )✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

REUR
t,h = −1

h
ln
{
E
Q
t [exp(−rt − λt+1 − · · · − rt+h−1 − λt+h)]

}
. ✭✸✳✼✮

✸✳✹✳✹ ❖■❙ s✇❛♣ r❛t❡s ❛♥❞ t❤❡ ❊❯❘■❇❖❘✲❖■❙ s♣r❡❛❞s

❆♥ ❖■❙ ✐s ❛♥ ✐♥t❡r❡st✲r❛t❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ t❤❛t ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❡①❝❤❛♥❣❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ✜①❡❞✲✐♥t❡r❡st✲

r❛t❡ ❝❛s❤ ✢♦✇ ❛♥❞ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡✲r❛t❡ ❝❛s❤ ✢♦✇✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ ✢♦❛t✐♥❣ ❧❡❣ ♦❢ ❛♥ ❖■❙

✐s ✐♥❞❡①❡❞ ♦♥ t❤❡ ❊❖◆■❆✳ ❆t ♠❛t✉r✐t②✱ t❤❡ ♣❛②♦✛ r❡❝❡✐✈❡❞ ❜② t❤❡ ✜①❡❞✲r❛t❡ ♣❛②❡r ✐s t❤❡

❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✭❛✮ t❤❡ ♥♦t✐♦♥❛❧ ✭W ✱ s❛②✮ ✐♥✢❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❛t❡✲t ❖■❙ ✭✜①❡❞✮ r❛t❡

✭✐✳❡✳ W exp
{
hROIS

t,h

}
✮ ❛♥❞ ✭❜✮ t❤❡ s❛♠❡ ♥♦t✐♦♥❛❧ ❝❛♣✐t❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❛❧✐③❡❞ s❤♦rt✲t❡r♠

r❛t❡s ✭✐✳❡✳ W exp {rt + . . .+ rt+h−1}✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❧❛tt❡r ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② r❡❝❦♦♥s

t❤❛t t❤❡ ❖■❙ r❡❢❡r❡♥❝❡ r❛t❡ ✕t❤❛t ✐s t❤❡ ❊❖◆■❆ r❛t❡✕ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ r✐s❦✲❢r❡❡ r❛t❡ rt✱

t❤❡r❡❜② ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ❧❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♦✈❡r♥✐❣❤t ✐♥t❡r❜❛♥❦ ♠❛r❦❡t ♣r❡s❡r✈❡s t❤❡ ❧❡♥❞✐♥❣

❜❛♥❦ ❢r♦♠ ✭✐✮ ❧✐q✉✐❞✐t② ❛♥❞ ✭✐✐✮ ❝r❡❞✐t r✐s❦✳ ❚❤❡ r❛t✐♦♥❛❧❡ ❜❡❤✐♥❞ ✭✐✮ ❛♥❞ ✭✐✐✮ ❛r❡ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

✭✐✮ ❇② r♦❧❧✐♥❣ ✐ts ❝❛s❤ ♦♥ t❤❡ ♦✈❡r♥✐❣❤t ♠❛r❦❡t ✭❛t t❤❡ ❊❖◆■❆ r❛t❡✮✱ ❛ ❜❛♥❦ ✐s ♥♦t ❡①✲

♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ r✐s❦ ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ t♦ ❧✐q✉✐❞❛t❡ ❧♦♥❣❡r✲t❡r♠ ✐♥✈❡st♠❡♥ts ✉♣♦♥ t❤❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❧✐q✉✐❞✐t② s❤♦❝❦✳

✭✐✐✮ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❊❖◆■❆ ✐s ❛♥ ✉♥s❡❝✉r❡❞✲tr❛♥s❛❝t✐♦♥ r❛t❡✱ t❤❡ ❡①tr❡♠❡❧②✲s❤♦rt ♠❛t✉✲

r✐t② ♦❢ t❤❡s❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❝r❡❞✐t✲r✐s❦ ❡①♣♦s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❧❡♥❞✲

✐♥❣ ❜❛♥❦✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t ✐s ❝♦rr♦❜♦r❛t❡❞ ❜② ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❊❯❘■❇❖❘✲❖■❙ s♣r❡❛❞s

✇✐t❤ s♣r❡❛❞s ❜❡t✇❡❡♥ ❘❡♣♦ r❛t❡s ✕ ✇❤❡r❡ ❝r❡❞✐t✲r✐s❦ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ❦❡♣t ❛t ❛ ♠✐♥✐♠✉♠

t❤r♦✉❣❤ ❝♦❧❧❛t❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ✕ ❛♥❞ ❖■❙ r❛t❡s✿ ♦✈❡r ✷✵✵✼✲✷✵✶✸✱ t❤❡ ♠❡❛♥ ❛❜s♦✲

❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✸✲♠♦♥t❤ ❘❡♣♦✲❖■❙ s♣r❡❛❞ ✐s ❛❜♦✉t ✶✵ t✐♠❡s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡

♦❢ t❤❡ ❊❯❘■❇❖❘✲❖■❙ s♣r❡❛❞ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛t✉r✐t② ✭t❤❡ ❢♦r♠❡r ❜❡✐♥❣ ♦❢ ❛ ❢❡✇ ❜❛s✐s

♣♦✐♥ts✮✳

❆t t❤❡ ✐♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❛t❡ ♦❢ t❤❡ s✇❛♣✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝❛s❤✲✢♦✇ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❝♦✉♥✲

t❡r♣❛rt✐❡s✱ t❤❛t ✐s✱ t❤❡ ❞✐s❝♦✉♥t❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❧❡❣s ❛r❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② t❤❡ s❛♠❡✿

WE
Q
t

[
exp(hROIS

t,h ) exp {−rt − . . .− rt+h−1}
]
= W,

♦r✿

ROIS
t,h = −1

h
logEQ

t [exp {−rt − . . .− rt+h−1}] . ✭✸✳✽✮

❙✐♥❝❡✱ ❛s ✐♥✱ ❡✳❣✳✱ ❇❡r♥❞t✱ ❉♦✉❣❧❛s✱ ❉✉✣❡✱ ❋❡r❣✉s♦♥✱ ❛♥❞ ❙❝❤r❛♥③ ❬✷✵✵✺❪✱ P❛♥ ❛♥❞ ❙✐♥❣❧❡✲

t♦♥ ❬✷✵✵✽❪ ♦r ▲♦♥❣st❛✛✱ P❛♥✱ P❡❞❡rs❡♥✱ ❛♥❞ ❙✐♥❣❧❡t♦♥ ❬✷✵✶✶❪✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡

s❤♦rt✲t❡r♠ r✐s❦✲❢r❡❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✉♥❞❡r Q✱

✶✷✵ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆ ◗❚❙▼ ❢♦r ❉✐s❡♥t❛♥❣❧✐♥❣ ❈r❡❞✐t ❛♥❞ ▲✐q✉✐❞✐t② ❘✐s❦s ✐♥ ■♥t❡r❜❛♥❦ ❙♣r❡❛❞s

❞❡♥♦t✐♥❣ ❜② S(t, h) t❤❡ ❊❯❘■❇❖❘✲❖■❙ s♣r❡❛❞ ♦❢ ♠❛t✉r✐t② h✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

S(t, h) = REUR
t,h −ROIS

t,h = −1

h
log

(
E
Q
t

[
exp

(
h∑

i=1

−λt+i

)])
. ✭✸✳✾✮

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✾✮ s❤♦✇s t❤❛t✱ ✉♥❞❡r t❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❊❯❘■❇❖❘✲❖■❙ s♣r❡❛❞s

❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❤♦rt✲t❡r♠ r✐s❦✲❢r❡❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ rt✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱

✇❡ ✐♠♣♦s❡ ❛ ❢❛❝t♦r str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❛ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ ❝r❡❞✐t ❛♥❞

❧✐q✉✐❞✐t② ✐♥t❡♥s✐t✐❡s t♦ ♦❜t❛✐♥ ♣r✐❝✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛s ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r❜❛♥❦ s♣r❡❛❞s✳

✸✳✹✳✺ ■♥t❡♥s✐t② s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥

◆♦✇✱ ✐t r❡♠❛✐♥s t♦ s♣❡❝✐❢② t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s λc ❛♥❞ λℓ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t♦rs (xc,t, xℓ,t)′✳

■♥ ❛ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❤♦s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♥♦t r❡♣♦rt❡❞ ❤❡r❡ ❢♦r s❛❦❡ ♦❢ ❜r❡✈✐t②✱ ✇❡ ♣♦s✲

t✉❧❛t❡❞ ❛ ❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t♦rs✱ ✇✐t❤✐♥ ❛ st❛♥❞❛r❞

●❛✉ss✐❛♥ ❛✣♥❡ t❡r♠✲str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ♥♦t s❛t✐s❢②✐♥❣✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧

❝❧❡❛r❧② ✈✐♦❧❛t✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈✐t② ♦❢ s♣r❡❛❞s✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧✲✐♠♣❧✐❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ ❣❡♥❡r❛t✲

✐♥❣ ♥❡❣❛t✐✈❡ s♣r❡❛❞s ✭✐✳❡✳ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡✐r ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞❡♥s✐t✐❡s✮ ✇❛s ❤✉❣❡ ❛♥❞ ❝❧♦s❡ t♦ ✺✵✪

❢♦r ❛❧❧ ♠❛t✉r✐t✐❡s✳ ❚❤✐s ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝ts t❤❛t ✭❛✮✱ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢

♠♦❞❡❧✲✐♠♣❧✐❡❞ s♣r❡❛❞s ✐s ●❛✉ss✐❛♥ ❛♥❞ t❤❛t ✭❜✮ ❝♦♥s✐st❡♥t❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤ ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ♦❢

♦❜s❡r✈❡❞ s♣r❡❛❞s✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠♦❞❡❧✲✐♠♣❧✐❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s♣r❡❛❞s ✐s ❧❛r❣❡✳ ❚❤✐s ❢❛✐❧✉r❡

✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ✐♥❛♣♣r♦♣r✐❛t❡♥❡ss ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❆❚❙▼ t♦ ♠♦❞❡❧ s✉❝❤ s♣r❡❛❞s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❉♦s❤✐✱ ❊r✐❝ss♦♥✱ ❏❛❝♦❜s✱ ❛♥❞ ❚✉r♥❜✉❧❧ ❬✷✵✶✸❪ ♦r ●♦✉r✐ér♦✉① ❛♥❞ ▼♦♥❢♦rt ❬✷✵✵✽❪✱

✇❡ s❡t ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❢❛❝t♦rs✿

λc(xc,t) = Λcx
2
c,t ❛♥❞ λℓ(xℓ,t) = Λℓx

2
ℓ,t . ✭✸✳✶✵✮

❚❤✐s ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❧✐q✉✐❞✐t② ❛♥❞ ❞❡❢❛✉❧t ❡✈❡♥ts ❛r❡ ❝♦♥✲

str❛✐♥❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ ✶✱ ❜♦t❤ λc(xc,t) ❛♥❞ λℓ(xℓ,t) ❜❡✐♥❣ ♣♦s✐t✐✈❡ ✭s❡❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✹✮✳ ■♥

t✉r♥✱ t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ s♣r❡❛❞s ❛t ❛♥② ♠❛t✉r✐t② ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✾✮✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐s t❤❛t ✐t ❛❧❧♦✇s t♦

❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ ❤❡t❡r♦s❦❡❞❛st✐❝✐t② ✐♥ t❤❡ s♣r❡❛❞s ✭s❡❡ ❆❤♥✱ ❉✐tt♠❛r✱ ❛♥❞ ●❛❧❧❛♥t ❬✷✵✵✷❪✮✳

✸✳✹✳✻ ❘❡❝✉rs✐✈❡ ♣r✐❝✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛s

P✉tt✐♥❣ t♦❣❡t❤❡r t❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ Xt ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✮ ❛♥❞ t❤❡

✐♥t❡♥s✐t② s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✵✮✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❜❡❧♦♥❣s t♦

t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ◗✉❛❞r❛t✐❝ ❚❡r♠ ❙tr✉❝t✉r❡ ▼♦❞❡❧s ✭◗❚❙▼✮✳ ❲❡ s❤♦✇ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✸✳❈

t❤❛t t❤❡ s♣r❡❛❞s S(t, h) ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✾✮ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ❝♦♠❜✐♥❛✲

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✶✷✶



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆ ◗❚❙▼ ❢♦r ❉✐s❡♥t❛♥❣❧✐♥❣ ❈r❡❞✐t ❛♥❞ ▲✐q✉✐❞✐t② ❘✐s❦s ✐♥ ■♥t❡r❜❛♥❦ ❙♣r❡❛❞s

t✐♦♥s xc,t ❛♥❞ xℓ,t✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢

t❤❡ ✈❡❝t♦r (X ′
t+1, V ec(Xt+1X

′
t+1)

′)′ ❣✐✈❡♥ Xt ✐s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❛✣♥❡ ✐♥ (x′t, V ec(xtx
′
t))

′ ✭s❡❡

●♦✉r✐ér♦✉① ❛♥❞ ❙✉❢❛♥❛ ❬✷✵✶✶❪ ♦r ❈❤❡♥❣ ❛♥❞ ❙❝❛✐❧❧❡t ❬✷✵✵✼❪✮ ❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss

(X ′
t+1, V ec(Xt+1X

′
t+1)

′)′ ✐s ❛✣♥❡✳ ❲❡ ❤❛✈❡✿

S (t, h) = −1

h

(
Θ0,h +Θ′

1,hXt +X ′
tΘ2,hXt

)

∆
= θ0,h + θ′1,hXt +X ′

tθ2,hXt. ✭✸✳✶✶✮

❚❤❡ ❢❛❝t♦r ❧♦❛❞✐♥❣s θ0,h✱ θ1,h ❛♥❞ θ2,h ❛r❡ ♠❛t✉r✐t②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ r✐s❦✲

♥❡✉tr❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ♦❢ Λ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ (2× 2)✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐①

❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ (1− θc)Λc ❛♥❞ (1− θℓ)Λℓ ♦♥ ✐ts ❞✐❛❣♦♥❛❧✳ ❚❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣s Θ0,h✱ Θ1,h ❛♥❞ Θ2,h ❝❛♥

❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ r❡❝✉rs✐✈❡❧② ❛s ✭s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ✸✳❈✮✿





Θ0,h = Θ0,h−1 +Θ′
1,h−1 [In − 2 (Θ2,h−1 − Λ)]−1

(
µ∗ +

1

2
Θ1,h−1

)

+ µ∗′ (Θ2,h−1 − Λ) [In − 2 (Θ2,h−1 − Λ)]−1 µ∗ − 1

2
log
∣∣In − 2 (Θ2,h−1 − Λ)

∣∣

Θ1,h = Φ∗′
{
[In − 2 (Θ2,h−1 − Λ)]−1 [Θ1,h−1 + 2 (Θ2,h−1 − Λ)µ∗]

}

Θ2,h = Φ∗′ (Θ2,h−1 − Λ) [In − 2 (Θ2,h−1 − Λ)]−1 Φ∗ ,

✭✸✳✶✷✮

✇❤❡r❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② Θ0,0 = 0✱ Θ1,0 = (0, 0)′✱ ❛♥❞ Θ2,0 = [0]i,j∈{1,2}✳ ❖♥❡

♦❢ ♦✉r ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ✐s t♦ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ s♣r❡❛❞s ✐♥t♦ ❛ ❝r❡❞✐t ❛♥❞ ❛ ❧✐q✉✐❞✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳

❆ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t♦ ♦❜t❛✐♥ s✉❝❤ t✇♦❢♦❧❞ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐s t❤❛t Θ2,h ✐s ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❢♦r

❛❧❧ ♠❛t✉r✐t✐❡s h✳ ❚❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥s Φ∗ t♦ ❜❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧✳

✸✳✺ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡

✸✳✺✳✶ ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ str❛t❡❣②✿ ❧✐♥❦✐♥❣ ♣r♦①✐❡s ❛♥❞ ❧❛t❡♥t ❢❛❝t♦rs

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ r❡❧❛t❡ ❧❛t❡♥t ❢❛❝t♦rs xc,t ❛♥❞ xℓ,t t♦ ♦✉r ❝r❡❞✐t ❛♥❞ ❧✐q✉✐❞✐t② ♣r♦①✐❡s✱

t❤❛t ✇❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❞❡♥♦t❡ ❜② Pc,t ❛♥❞ Pℓ,t✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡s❡ ♣r♦①✐❡s ❛r❡ ✜rst ♣r✐♥❝✐♣❛❧

❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ s❡ts ♦❢ ❝r❡❞✐t✲ ❛♥❞ ❧✐q✉✐❞✐t②✲r❡❧❛t❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✕ ✉♣ t♦ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r t❡r♠ ✕ t❤❡ ♣r♦①✐❡s ❛r❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s

♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧❛t❡♥t ❢❛❝t♦rs✳ ❚❤✐s r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣✱ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❦✐♥❞ ♦❢ t❤❡ ♦♥❡ r❡❧❛t✐♥❣

t❤❡ ❧❛t❡♥t ❢❛❝t♦rs t♦ ♠♦❞❡❧❡❞ s♣r❡❛❞s✱ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t s❡✈❡r❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s

✶✷✷ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆ ◗❚❙▼ ❢♦r ❉✐s❡♥t❛♥❣❧✐♥❣ ❈r❡❞✐t ❛♥❞ ▲✐q✉✐❞✐t② ❘✐s❦s ✐♥ ■♥t❡r❜❛♥❦ ❙♣r❡❛❞s

✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦①✐❡s ❛r❡ ❛❧s♦ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s t♦ ✐♥t❡r❡st r❛t❡s✳ ❋♦r♠❛❧❧②✿





Pc,t = πc,0 + πc,1xc,t + πc,2x
2
c,t + σνcνc,t

Pℓ,t = πℓ,0 + πℓ,1xℓ,t + πℓ,2x
2
ℓ,t + σνlνl,t,

✭✸✳✶✸✮

✇❤❡r❡ νc,t ❛♥❞ νl,t ❛r❡ ●❛✉ss✐❛♥ st❛♥❞❛r❞✐③❡❞ ❛♥❞ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ♥♦✐s❡s✳ ❚❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t

❡rr♦rs ❛✉t❤♦r✐③❡ t❤❡ ♣r♦①✐❡s t♦ ✐♠♣❡r❢❡❝t❧② r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r✐s❦✱

❛❞❞r❡ss✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦♥❝❡r♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♦✉r ♣r♦①✐❡s ❛r❡ ♥♦t ♣✉r❡ ♠❡❛s✉r❡s ♦❢

❝r❡❞✐t ❛♥❞ ❧✐q✉✐❞✐t② r✐s❦s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❈❉❙ ❝♦♥tr❛❝ts ♠❛② ❜❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❧✐q✉✐❞✐t② ✐ss✉❡s✳

■t ✐s ❛❧s♦ ✇♦rt❤ str❡ss✐♥❣ t❤❛t✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ r✐s❦ ❢❛❝t♦rs xc,t ❛♥❞ xℓ,t ❛r❡ ❝♦♥t❡♠♣♦r❛♥❡♦✉s❧②

✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞✱ t❤❡✐r ❱❆❘(1) ❞②♥❛♠✐❝s ❛✉t❤♦r✐③❡s t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❧❛❣❣❡❞ ●r❛♥❣❡r ❝❛✉s❛❧✐t②

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✳ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✶✸✮ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐♠♣❧② t❤❛t t❤❡ ❝r❡❞✐t ✭r❡s♣✳ ❧✐q✉✐❞✐t②✮ ♣r♦①② ✐s

❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛st ✭r❡s♣✳ ♣❛st ❛♥❞ ❝✉rr❡♥t✮ ❧✐q✉✐❞✐t② s❤♦❝❦s✱ ♦❢ ♣❛st ❛♥❞ ❝✉rr❡♥t ✭r❡s♣✳

♣❛st✮ ❝r❡❞✐t s❤♦❝❦s ❛♥❞ ♦❢ ❛♥ ❡rr♦r νc,t ✭r❡s♣✳ νl,t✮✳

✸✳✺✳✷ ❙t❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ str❛t❡❣②

❚❤❡ st❛t❡✲s♣❛❝❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❣❛t❤❡r✐♥❣✿ ✭❛✮ t❤❡ P✲

❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t♦rs xc,t ❛♥❞ xℓ,t ✭❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✮✮✱ ✭❜✮ t❤❡ s♣r❡❛❞ ❢♦r♠✉❧❛s ✭❊q✉❛t✐♦♥

✭✸✳✶✶✮✮ ❛♥❞ ✭❝✮ t❤❡ ♣r♦①✐❡s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥s ✭❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✸✮✮✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱

t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡✿

S(t, h) = θ0,h + θ′1,hXt +X ′
tθ2,hXt + σηηt,h ∀h ∈ {13, 26, 39, 52 ✇❡❡❦s}

Pi,t = πi,0 + πi,1xi,t + πi,2x
2
i,t + σν,iνi,t ∀i = {c, ℓ}, ✭✸✳✶✹✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ♣r✐❝✐♥❣ ❡rr♦rs ηt ❛♥❞ νi,t ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ●❛✉ss✐❛♥

✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡s ✇✐t❤ ✉♥✐t ✈❛r✐❛♥❝❡✳ P❛r❛♠❡t❡rs πi,0✱ πi,1✱ ❛♥❞ πi,2 ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❜②

♠♦❞❡❧✲✐♠♣❧✐❡❞ r❡str✐❝t✐♦♥s✱ ❝♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣s θ0,h✱ θ1,h✱ ❛♥❞ θ2,h t❤❛t ❞❡r✐✈❡ ❢r♦♠

❊q✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✶✶✮ ❛♥❞ ✭✸✳✶✷✮✳ ❆♣♣❡♥❞✐① ✸✳❊ ♣r❡s❡♥ts ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡str✐❝t✐♦♥s t❤❛t ✇❡ ✐♠✲

♣♦s❡ ♦♥ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥s✉r❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦①✐❡s

❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s✳

❚❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ❝♦✈❡r t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ❢r♦♠ ❆✉❣✉st ✸✶✱ ✷✵✵✼ t♦ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✶✸✱ ✷✵✶✸ ❛t t❤❡

✇❡❡❦❧② ❢r❡q✉❡♥❝② ✭❡♥❞ ♦❢ ✇❡❡❦ ❞❛t❛✮✳ ■♥t❡r❡st r❛t❡s ❛♥❞ ❈❉❙ ❞❛t❛ ❛r❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠

❇❧♦♦♠❜❡r❣✳ ❚❤❡ ❊❯❘■❇❖❘✲❖■❙ s♣r❡❛❞s ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛t✉r✐t✐❡s ❡♥t❡r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡✲

♠❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥s✿ ✸✱ ✻✱ ✾✱ ❛♥❞ ✶✷ ♠♦♥t❤s✳

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♣✲

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✶✷✸



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆ ◗❚❙▼ ❢♦r ❉✐s❡♥t❛♥❣❧✐♥❣ ❈r❡❞✐t ❛♥❞ ▲✐q✉✐❞✐t② ❘✐s❦s ✐♥ ■♥t❡r❜❛♥❦ ❙♣r❡❛❞s

♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ❑❛❧♠❛♥✲t②♣❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❲❤❡r❡❛s r❡❝❡♥t ❛rt✐❝❧❡s ✉s❡ ❡①t❡♥s✐✈❡❧②

t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❯♥s❝❡♥t❡❞ ❑❛❧♠❛♥ ❋✐❧t❡r ✭❯❑❋✱ s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❋✐❧✐♣♦✈✐❝ ❛♥❞ ❚r♦❧❧❡ ❬✷✵✶✸❪

♦r ❈❤r✐st♦✛❡rs❡♥✱ ❉♦r✐♦♥✱ ❏❛❝♦❜s✱ ❛♥❞ ❑❛r♦✉✐ ❬✷✵✶✹❪✮✱ ✇❡ r❡❧② ♦♥ t❤❡ ◗✉❛❞r❛t✐❝ ❑❛❧♠❛♥

✜❧t❡r ✭◗❦❢✮ ♦❢ ▼♦♥❢♦rt✱ ❘❡♥♥❡✱ ❛♥❞ ❘♦✉ss❡❧❧❡t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ✜tt❡❞ t♦ q✉❛❞r❛t✐❝

♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s ♥✐❝❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✳ ❚❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣

❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✸✳❉✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞✱ ❛ ✜♥❛❧

❝❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦✈✐❞❡s ✉s ✇✐t❤ ✜❧t❡r❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❧❛t❡♥t ❢❛❝t♦rs✳

✸✳✺✳✸ ❊st✐♠❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts

❚❛❜❧❡ ✺✳✸ r❡♣♦rts t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ♣❛r❛♠❡t❡rs

♦❢ xc,t ❛♥❞ xℓ,t✳ ❇♦t❤ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ❤✐❣❤❧② ♣❡rs✐st❡♥t✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✉♥❞❡r t❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧

♠❡❛s✉r❡ ✭✇✐t❤ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ 1 ❛♥❞ 0.998✮✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t r✐s❦ ❢❛❝t♦rs ❛r❡ ♠♦r❡ ♣❡rs✐st❡♥t

✉♥❞❡r t❤❡ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡ t❤❛♥ ✉♥❞❡r t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡ ✐s ❝♦♠♠♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡

✭s❡❡ ❡✳❣✳ P❛♥ ❛♥❞ ❙✐♥❣❧❡t♦♥ ❬✷✵✵✽❪✮✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤✐s ❢❡❛t✉r❡ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❜❛❞ t✐♠❡s t❡♥❞

t♦ ❧❛st ❧♦♥❣❡r ✉♥❞❡r Q t❤❛♥ ✉♥❞❡r P✱ ✇❤✐❝❤ tr❛♥s❧❛t❡s ✐♥t♦ r✐s❦ ♣r❡♠✐❛✳ ■♥ ❛ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r②

❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ●r❛♥❣❡r ❝❛✉s❛❧✐t② ❢r♦♠ ❝r❡❞✐t t♦ ❧✐q✉✐❞✐t② ✇❛s ✐♥s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②

❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ③❡r♦✳ ❍❡♥❝❡ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♠♣♦s❡❞ ❡①❛❝t❧② t♦ ③❡r♦ ✐♥ ❛ s❡❝♦♥❞ ♣❛ss ♦❢ ♠❛①✐✲

♠✐③❛t✐♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❧✐q✉✐❞✐t② ❢❛❝t♦r s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ●r❛♥❣❡r ❝❛✉s❡s t❤❡ ❝r❡❞✐t

❢❛❝t♦r✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s s♦♠❡ ❧✐q✉✐❞✐t② ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐♥ t❤❡ ❝r❡❞✐t r✐s❦✳ ❚❛❜❧❡ ✺✳✸ ❛❧s♦ r❡♣♦rts

t❤❡ ♠❛r❦❡t ♣r✐❝❡s ♦❢ r✐s❦ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ❜❛❝❦❡❞ ♦✉t ❢r♦♠ ♣❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞

r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭s❡❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✮✮✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✜❧t❡r❡❞ t✐♠❡✲s❡r✐❡s ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t♦rs✳ ❲❤❡r❡❛s t❤❡② ♣♦ss❡ss r♦✉❣❤❧②

t❤❡ s❛♠❡ ♣❛tt❡r♥s ❛s t❤❡ ❝r❡❞✐t ❛♥❞ ❧✐q✉✐❞✐t② ♣r♦①✐❡s✱ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡

♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦rs ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛ ❣r❡❛t❡r ✢❡①✐❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❢❛❝t♦r✬s ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱

t❤❡ ❧✐q✉✐❞✐t② ❢❛❝t♦r ♣❡❛❦s ❛r❡ s❤♦rt❡r ✐♥ ❞✉r❛t✐♦♥ t❤❛♥ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣r♦①✐❡s✳

❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t❡s ❛r❡ ❣❛t❤❡r❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✸✳ ❇♦t❤ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ❧♦❛❞✐♥❣s

❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ③❡r♦✱ ❛♥❞ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t (1− θℓ)Λℓ > (1− θc)Λc ✭❧❛st r♦✇

♦❢ ❚❛❜❧❡ ✸✳✸✮✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ❧✐q✉✐❞✐t② s❤♦❝❦s ❛r❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞r✐✈❡rs ♦❢ t❤❡ s❤♦rt✲t❡r♠

✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ t♦t❛❧ ✐♥t❡♥s✐t② s✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s (εc,t, εℓ,t) ♦❢ ❢❛❝t♦rs (xc,t, xℓ,t) ❛r❡ ♦❢

✉♥✐t ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ ❣✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ t♦t❛❧ ✐♥t❡♥s✐t② λt ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② (1−θc)Λcx
2
c,t+(1−θℓ)Λℓx

2
ℓ,t✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝r❡❞✐t ❢❛❝t♦r ✐s ♠♦r❡ ♣❡rs✐st❡♥t t❤❛♥ t❤❡ ❧✐q✉✐❞✐t② ♦♥❡ ✉♥❞❡r Q ✭s❡❡ t❤❡ ❞✐❛❣✲

♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ Φ∗ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✸✮❀ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❝r❡❞✐t ✐♥ t❤❡ s♣r❡❛❞ t❤❡r❡❢♦r❡

✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ♠❛t✉r✐t②✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❜❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜❡❧♦✇✳

❚❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t❡ σ̂2
η ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡rr♦r t❡r♠s ✐♥ t❤❡ s♣r❡❛❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s 0.007✱

✶✷✹ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆ ◗❚❙▼ ❢♦r ❉✐s❡♥t❛♥❣❧✐♥❣ ❈r❡❞✐t ❛♥❞ ▲✐q✉✐❞✐t② ❘✐s❦s ✐♥ ■♥t❡r❜❛♥❦ ❙♣r❡❛❞s

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ❋✐❧t❡r❡❞ ❝r❡❞✐t ❛♥❞ ❧✐q✉✐❞✐t② ❢❛❝t♦rs

◆♦t❡s✿ ❚✐♠❡ r❛♥❣❡s ❢r♦♠ ❆✉❣✉st ✸✶✱ ✷✵✵✼ t♦ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✶✸✱ ✷✵✶✸✳ ❚❤❡ ❣r❡② s❤❛❞❡❞ ❛r❡❛s ❛r❡ t❤❡ ✾✺✪
❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ♦❢ t❤❡ ❧❛t❡♥t ❢❛❝t♦rs ✭t❤✐s ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐s t❤❡ ♦♥❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣
t❡❝❤♥✐q✉❡✮✳

✇❤✐❝❤ tr❛♥s❧❛t❡s ✐♥t♦ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♣r✐❝✐♥❣ ❡rr♦r ♦❢ ✽ ❜❛s✐s ♣♦✐♥ts ❢♦r ❛❧❧ ♠❛t✉r✐t✐❡s✳ ❚❤✐s

✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♣t✉r❡s ✾✺✪ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣r❡❛❞s✳

❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♠♦❞❡❧ ♣r♦✈❡s t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝❛♣t✉r❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❤❡t❡r♦s❦❡❞❛st✐❝✐t② ✐♥

s♣r❡❛❞s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✉♥r❡♣♦rt❡❞ r❡s✉❧ts s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧✲✐♠♣❧✐❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✈♦❧❛t✐❧✐t②

♦❢ s♣r❡❛❞s ❡①❤✐❜✐ts ❛ 60% ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡❛❧✐③❡❞ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ✭♠❡❛s✉r❡❞ ✉s✐♥❣ ❞❛✐❧② ❞❛t❛ ♦♥

❛ ✷✲♠♦♥t❤ r♦❧❧✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ ♦✉r q✉❛❞r❛t✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❛ st❛♥❞❛r❞

●❛✉ss✐❛♥ ♠♦❞❡❧ ❜❡✐♥❣ ✉♥❛❜❧❡ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t✐♠❡✲✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ②✐❡❧❞s✬ ✈❛r✐❛♥❝❡✳

✸✳✻ ❉❡❝♦♠♣♦s✐♥❣ ❊❯❘■❇❖❘✲❖■❙ s♣r❡❛❞s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠♦❞❡❧✲✐♠♣❧✐❡❞ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❊❯❘■❇❖❘✲❖■❙ s♣r❡❛❞s

❢♦r ❛❧❧ ♠❛t✉r✐t✐❡s✳ ❲❡ ❝❛♥ ♣❡r❢♦r♠ ♦✉r s♣r❡❛❞ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✿ ❝r❡❞✐t

✈s✳ ❧✐q✉✐❞✐t② ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞ ✭❛s ✐♥ ❡✳❣✳ ❋✐❧✐♣♦✈✐❝ ❛♥❞ ❚r♦❧❧❡ ❬✷✵✶✸❪✮ ❛♥❞ r✐s❦ ♣r❡♠✐❛ ✈s✳

❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ✭❛s ✐♥ ❡✳❣✳ P❛♥ ❛♥❞ ❙✐♥❣❧❡t♦♥ ❬✷✵✵✽❪✮✳

✸✳✻✳✶ ❚❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞

❋✐rst✱ ✇❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ ♦❜s❡r✈❡❞ s♣r❡❛❞s ✐♥t♦ ❝r❡❞✐t ❛♥❞ ❧✐q✉✐❞✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❘❡♠❡♠❜❡r

❢r♦♠ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✾✮ t❤❛t t❤❡ s♣r❡❛❞ ♦❢ ♠❛t✉r✐t② h ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ Q✲❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s

♦❢ ❜♦t❤ ❝r❡❞✐t ❛♥❞ ❧✐q✉✐❞✐t② ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ✉♣ t♦ ♠❛t✉r✐t②✳ ❚♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦♥ ❝r❡❞✐t ♦♥❧②

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✶✷✺



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆ ◗❚❙▼ ❢♦r ❉✐s❡♥t❛♥❣❧✐♥❣ ❈r❡❞✐t ❛♥❞ ▲✐q✉✐❞✐t② ❘✐s❦s ✐♥ ■♥t❡r❜❛♥❦ ❙♣r❡❛❞s

❚❛❜❧❡ ✸✳✷✿ ❋❛❝t♦r ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t❡s

P−❞②♥❛♠✐❝s Q−❞②♥❛♠✐❝s ▼❛r❦❡t ♣r✐❝❡s ♦❢ r✐s❦

µ xc,t−1 xℓ,t−1 µ∗ xc,t−1 xℓ,t−1 Γ0 xc,t−1 xℓ,t−1

xc,t 0.107 0.960 0.023 1.097 1 0 0.990 0.040 −0.023

(0.020) (0.009) (0.005) (0.311) ✕ ✕ (0.318) (0.010) (0.005)

xℓ,t 0.210 0 0.962 0.168 0 0.998 −0.042 0 0.036

(0.011) ✕ (0.004) (0.040) ✕ (0.001) (0.043) ✕ (0.004)

◆♦t❡s✿ ❙t❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs ❛r❡ ✐♥ ♣❛r❡♥t❤❡s❡s✳ ❚❤❡ ✬✖✬ s✐❣♥ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❡✐t❤❡r t❤❛t t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✐s ❜✐♥❞✐♥❣
♦r t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✐s ❝❛❧✐❜r❛t❡❞✱ t❤✉s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ♥♦t ❡st✐♠❛t❡❞ ❛♥❞ ✐ts ❡st✐♠❛t♦r ❤❛s t❤❡r❡❢♦r❡ ♥♦
st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✳

❚❛❜❧❡ ✸✳✸✿ P❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥s

❊q✉❛t✐♦♥ P❛r❛♠❡t❡r ❊st✐♠❛t❡ P❛r❛♠❡t❡r ❊st✐♠❛t❡ P❛r❛♠❡t❡r ❊st✐♠❛t❡

Pc,t πc,0 −1.977 πc,1 0.132 πc,2 0.00001

(0.217) (0.024) (0.0007)

Pℓ,t πℓ,0 −1.370 πℓ,1 0.039 πℓ,2 0.002

(0.092) (0.008) (0.0002)

♥♦✐s❡ σ2νc 0.1 σ2νℓ 0.1 σ2η 0.007

✕ ✕ (0.0004)

λt (1− θc)Λc 0.00009 (1− θℓ)Λℓ 0.00134

(0.00002) (0.00009)

◆♦t❡s✿ ❙t❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs ❛r❡ ✐♥ ♣❛r❡♥t❤❡s❡s✳ ❚❤❡ ✬✖✬ s✐❣♥ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✐s ❝❛❧✐❜r❛t❡❞✳

✶✷✻ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆ ◗❚❙▼ ❢♦r ❉✐s❡♥t❛♥❣❧✐♥❣ ❈r❡❞✐t ❛♥❞ ▲✐q✉✐❞✐t② ❘✐s❦s ✐♥ ■♥t❡r❜❛♥❦ ❙♣r❡❛❞s

✭s❛②✮✱ ✇❡ s✐♠♣❧② ♣✉t Λℓ = 0 ❛♥❞ r❡❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r❢❛❝t✉❛❧ s♣r❡❛❞ ✐♠♣❧✐❡❞ ❜② t❤✐s

r❡str✐❝t✐♦♥✳ ▼♦r❡ ❢♦r♠❛❧❧②✱ ✐❢ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② Sc(t, h) ❛♥❞ Sℓ(t, h) t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❝r❡❞✐t ❛♥❞

❧✐q✉✐❞✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ s♣r❡❛❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

Sc(t, h) = −1

h
log

(
E

Q
t

[
exp

{
h∑

i=1

− (1− θc)λc(xc,t+i)

}])

∆
= θ

(c)
0,h + θ

(c)
1,hxc,t + θ

(c)
2,hx

2
c,t ✭✸✳✶✺✮

Sℓ(t, h) = −1

h
log

(
E

Q
t

[
exp

{
h∑

i=1

− (1− θℓ)λℓ(xℓ,t+i)

}])

∆
= θ

(ℓ)
0,h + θ

(ℓ)
1,hxℓ,t + θ

(ℓ)
2,hx

2
ℓ,t, ✭✸✳✶✻✮

✇❤❡r❡ θ(c)0,h✱ θ
(c)
1,h✱ θ

(c)
2,h ❀ ❛♥❞ θ(ℓ)0,h✱ θ

(ℓ)
1,h✱ ❛♥❞ θ

(ℓ)
2,h ❛r❡ t❤❡ ❡♥tr✐❡s ♦❢ θ0,h✱ θ1,h ❛♥❞ θ2,h t❤❛t ❝♦r✲

r❡s♣♦♥❞ t♦ ❝r❡❞✐t ❛♥❞ ❧✐q✉✐❞✐t② r✐s❦s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❲❡ t❤❡♥ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡①❛❝t ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞ s♣r❡❛❞ ❛♥❞✱ ❢♦r t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ s♣r❡❛❞ ✇❡ ❣❡t✿

S(t, h) = Sc(t, h) + Sℓ(t, h) + σηηt,h , ✭✸✳✶✼✮

✇❤❡r❡ σηηt,h ❡①❛❝t❧② ♠❛t❝❤❡s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦rs ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡q✉❛✲

t✐♦♥s ✭❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✹✮✮✳ ●✐✈❡♥ t❤❡✐r r❡❧❛t✐✈❡ s♠❛❧❧ s✐③❡ ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✱

✇❡ ♥❡❣❧❡❝t t❤♦s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦rs ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧② t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞ s♣r❡❛❞ S(t, h)− σηηt,h✳

❙♣r❡❛❞s ❝❛♥ ❜❡ s♣❧✐t ✐♥ ❛♥ ♦t❤❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♦✉r ❡st✐♠❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ♣r♦✈✐❞❡s

✉s ✇✐t❤ ❜♦t❤ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t♦rs✳ ❚❤✐s ❦♥♦✇❧❡❞❣❡

❡♥❛❜❧❡s ✉s t♦ ❡①tr❛❝t r✐s❦ ♣r❡♠✐❛ ❢r♦♠ ♦❜s❡r✈❡❞ s♣r❡❛❞s✳ ❘✐s❦ ♣r❡♠✐❛ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡

❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧s ❜❡t✇❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ✭♦r ♠♦❞❡❧✲✐♠♣❧✐❡❞✮ s♣r❡❛❞s ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡s t❤❛t ✇♦✉❧❞ ♣r❡✈❛✐❧

✐❢ ✐♥✈❡st♦rs ✇❡r❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧✳ ■♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛s❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥

❤②♣♦t❤❡s✐s✱ s♣r❡❛❞s ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s t♦ ❝♦♠♣✉t❡

t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ t❡r♠ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✾✮✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ P✲❞②♥❛♠✐❝s ♣❛r❛♠❡t❡rs

❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ t♦t❛❧ ✐♥t❡♥s✐t② λt ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ Xt ✉♥❞❡r ❜♦t❤ ♠❡❛s✉r❡s

✭s❡❡ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✷✮✱ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❛ ♥❡✇ s❡t ♦❢ ❢❛❝t♦r ❧♦❛❞✐♥❣s ✉♥❞❡r t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥

❤②♣♦t❤❡s✐s✳ ❚♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❝r❡❞✐t✴❧✐q✉✐❞✐t② ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱

✇❡ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r♠✉❧❛s ❛s ✐♥ ❙②st❡♠ ✭✸✳✶✺✲✸✳✶✻✮✱ r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ Q ❞②♥❛♠✐❝s ❜② t❤❡ P

❞②♥❛♠✐❝s✳ ✻ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡s❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❜② SP
c (t, h) ❛♥❞ S

P
ℓ (t, h)✳

✻✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ✐♠♣♦s❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② Λℓ = 0 ❛♥❞ Λc = 0 ❛♥❞ t❤❡♥ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ s❡ts ♦❢ ❢❛❝t♦r
❧♦❛❞✐♥❣s θi,h ✭i ∈ {0, 1, 2}✮ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ❢♦♠✉❧❛s ♦❢ ❙②st❡♠ ✭✸✳✶✷✮✳

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✶✷✼



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆ ◗❚❙▼ ❢♦r ❉✐s❡♥t❛♥❣❧✐♥❣ ❈r❡❞✐t ❛♥❞ ▲✐q✉✐❞✐t② ❘✐s❦s ✐♥ ■♥t❡r❜❛♥❦ ❙♣r❡❛❞s

✸✳✻✳✷ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ r❡s✉❧ts

❚❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✻✲ ❛♥❞ ✶✷✲♠♦♥t❤ ♠❛t✉r✐t② s♣r❡❛❞s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡

✸✳✸✳ ❖♥ ❛✈❡r❛❣❡✱ t❤❡ ❧✐q✉✐❞✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r ♠♦st ♦❢ t❤❡ s♣r❡❛❞ ❛✈❡r❛❣❡s ♦✈❡r

t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♣❡r✐♦❞✱ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✼✺✪ ♦❢ s♣r❡❛❞s✬ ❧❡✈❡❧s ❢♦r ❛❧❧ ♠❛t✉r✐t✐❡s ✭s❡❡

❚❛❜❧❡ ✸✳✹✮✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s❤❛r❡ ♦❢ s♣r❡❛❞s t❤❛t ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❝r❡❞✐t r✐s❦s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♠✲

♣r✐s❡❞ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✶✵✪ ❛♥❞ ✷✺✪✱ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♠❛t✉r✐t②✳ ❚❤❡ ✜rst

r♦✇ ♦❢ ❝❤❛rts ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❧✐q✉✐❞✐t② ❢❛❝t♦r ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r ♠✉❝❤ ♦❢ t❤❡

❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝② ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s♣r❡❛❞s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❞✐str❡ss ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ❧❛t❡

✷✵✵✽ ✭❛❢t❡r t❤❡ ▲❡❤♠❛♥ ❝♦❧❧❛♣s❡✮ ❛♥❞ ✐♥ ❡♥❞ ✷✵✶✶ ✭✐♥ ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r str❛✐♥ ✐♥ t❤❡

❊✉r♦♣❡❛♥ s♦✈❡r❡✐❣♥ ♠❛r❦❡ts✮ ♥♦ ♠❛tt❡r t❤❡ ♠❛t✉r✐t②✳

❚❛❜❧❡ ✸✳✹✿ ❉❡s❝r✐♣t✐✈❡ st❛t✐st✐❝s ♦❢ ❊❯❘■❇❖❘✲❖■❙ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts

❚♦t❛❧ s♣r❡❛❞ ❘✐s❦ ♣r❡♠✐✉♠

❈r❡❞✐t ▲✐q✉✐❞✐t② ❈r❡❞✐t ▲✐q✉✐❞✐t②

❛✈❡r❛❣❡
❧❡✈❡❧ ✭✐♥
❜♣s✮

❙♣r❡❛❞ ✸▼ ✺✳✹✸ ✹✽✳✷✷ ✹✳✷✷ ✶✺✳✺✵

❙♣r❡❛❞ ✻▼ ✾✳✸✺ ✺✸✳✼✵ ✽✳✷✽ ✷✽✳✷✶

❙♣r❡❛❞ ✾▼ ✶✹✳✹✾ ✺✾✳✹✷ ✶✸✳✺✸ ✸✽✳✹✼

❙♣r❡❛❞ ✶✷▼ ✷✵✳✽✷ ✻✺✳✸✻ ✶✾✳✾✼ ✹✼✳✹✹

❛✈❡r❛❣❡
✭✪ ♦❢
s♣r❡❛❞
❛✈❣✮

❙♣r❡❛❞ ✸▼ ✶✵✳✷✶ ✾✵✳✼✸ ✼✳✽✻ ✷✽✳✽✾

❙♣r❡❛❞ ✻▼ ✶✹✳✾✼ ✽✺✳✾✹ ✶✸✳✶✹ ✹✹✳✼✹

❙♣r❡❛❞ ✾▼ ✶✾✳✼✼ ✽✶✳✵✾ ✶✽✳✸✶ ✺✷✳✵✺

❙♣r❡❛❞ ✶✷▼ ✷✹✳✸✻ ✼✻✳✹✻ ✷✸✳✶✼ ✺✺✳✵✹

◆♦t❡s✿ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞ s♣r❡❛❞s ❛r❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ ❢♦✉r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ❛❧♦♥❣ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✿ ❝r❡❞✐t ✈s✳
❧✐q✉✐❞✐t② ❛♥❞ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣❛rt ✈s✳ r✐s❦ ♣r❡♠✐✉♠✳ ❚❤❡ r✐s❦ ♣r❡♠✐❛ ❛r❡ t❤❡ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ s♣r❡❛❞s t❤❛t ✇♦✉❧❞
♥♦t ❡①✐st ✐s ✐♥✈❡st♦rs ✇❡r❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧✳ ❚❤❡ t❛❜❧❡ s❤♦✇s ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❛t ❢♦r t❤❡ ✾✲♠♦♥t❤ ♠❛t✉r✐t②✱ ✼✵✪
♦❢ t❤❡ ❊❯❘■❇❖❘✲❖■❙ s♣r❡❛❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ r✐s❦ ♣r❡♠✐❛✱ ❛ q✉❛rt❡r ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✭≃ 18/(18 + 52)✮ ❜❡✐♥❣
❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r ❜② ❛✈❡rs✐♦♥ t♦ ❝r❡❞✐t r✐s❦✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ r♦✇ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ s♣r❡❛❞ ✐♥t♦ t❤❡

r✐s❦ ♣r❡♠✐✉♠ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✿ t❤❡ r✐s❦ ♣r❡♠✐✉♠ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞

s♣r❡❛❞ ❤❛✈❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ❢❡❛t✉r❡s✱ ❛♥❞ ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❛♥❞ ❤✐❣❤❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞✳ ❚♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤

❚❛❜❧❡ ✸✳✹✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ t❤❡ s♣r❡❛❞s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② r✐s❦ ♣r❡♠✐❛ ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✇✐t❤

t❤❡ ♠❛t✉r✐t②✿ ❢♦r t❤❡ ✸✲♠♦♥t❤ s♣r❡❛❞✱ ❝r❡❞✐t ❛♥❞ ❧✐q✉✐❞✐t② r✐s❦ ♣r❡♠✐❛ ❛❝❝♦✉♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②

❢♦r ✽✪ ❛♥❞ ✷✾✪ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ s♣r❡❛❞ ❛✈❡r❛❣❡ ❀ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ✶✷✲♠♦♥t❤ s♣r❡❛❞✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②

✷✸✪ ❛♥❞ ✺✺✪ ✭s❡❡ t❤✐r❞ ❛♥❞ ❢♦✉rt❤ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✸✳✹✮✳ ■♥ t✐♠❡s ♦❢ ❞✐str❡ss ✭▲❡❤♠❛♥

❝♦❧❧❛♣s❡ ♦r t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❞❡❜t ❝r✐s✐s✮✱ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ r✐s❦ ♣r❡♠✐❛✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥s

✶✷✽ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆ ◗❚❙▼ ❢♦r ❉✐s❡♥t❛♥❣❧✐♥❣ ❈r❡❞✐t ❛♥❞ ▲✐q✉✐❞✐t② ❘✐s❦s ✐♥ ■♥t❡r❜❛♥❦ ❙♣r❡❛❞s

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ✻▼ ❊❯❘■❇❖❘✲❖■❙ s♣r❡❛❞s ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

◆♦t❡s✿ ❉❛t❡ r❛♥❣❡s ❢r♦♠ ❆✉❣✉st ✸✶✱ ✷✵✵✼ t♦ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✶✸✱ ✷✵✶✸✳ ❯♥✐ts ❛r❡ ✐♥ ❜❛s✐s ♣♦✐♥ts✳ ❚♦♣ ♣❛♥❡❧
r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ st❛❝❦❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ s♣r❡❛❞✿ ❧✐❣❤t ❣r❡② ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s t❤❡ ❧✐q✉✐❞✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❞
t❤❡ ❞❛r❦ ❣r❡② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝r❡❞✐t ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❇♦tt♦♠ ♣❛♥❡❧ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞ s♣r❡❛❞ ❛♥❞
✐ts t❡r♠ ♣r❡♠✐❛✳ ❚❤❡ ❜❧❛❝❦ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛①❡s st❛♥❞ ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t ❢♦r✿ ❙▼P ♣r♦❣r❛♠ ❛♥♥♦✉♥❝❡♠❡♥ts
✭✜rst t✇♦ ❛①✐s✮✱ ❱▲❚❘❖ ❛♥♥♦✉♥❝❡♠❡♥t ❛♥❞ ❛❧❧♦t♠❡♥ts ✭♥❡①t t❤r❡❡ ❛①✐s✮✱ ❛♥❞ ▼❛r✐♦ ❉r❛❣❤✐✬s ▲♦♥❞♦♥
s♣❡❡❝❤ ✭❧❛st ❛①✐s✮✳

❢♦r ❡①♣♦s✉r❡s t♦ ♥♦♥✲❞✐✈❡rs✐✜❛❜❧❡ s②st❡♠❛t✐❝ r✐s❦✱ ✐♥❝r❡❛s❡s ❢♦r ❛❧❧ ♠❛t✉r✐t✐❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ ❝♦♥✜r♠s t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❛t❡♠❡♥ts ❜② ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t❡r♠

str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❊❯❘■❇❖❘✲❖■❙ s♣r❡❛❞s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❞❛t❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞

t❤✐r❞ r♦✇s s❤♦✇ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ s♣r❡❛❞s

❛♥❞ ♦❢ r✐s❦ ♣r❡♠✐❛✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✭✐✳❡✳ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ r✐s❦ ♣r❡♠✐❛✮✱

t❤❡ ❧✐q✉✐❞✐t② r✐s❦ t❡r♠ str✉❝t✉r❡ ✐s ❞♦✇♥✇❛r❞ s❧♦♣✐♥❣ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❝r❡❞✐t ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s

s♠❛❧❧❡r ❛♥❞ ❛❧♠♦st ❝♦♥st❛♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♠❛t✉r✐t②✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ❧❛st r♦✇

♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✱ ❜♦t❤ ❝r❡❞✐t ❛♥❞ ❧✐q✉✐❞✐t② r✐s❦ ♣r❡♠✐❛ ❛r❡ ✉♣✇❛r❞ s❧♦♣✐♥❣ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦

♠❛t✉r✐t②✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡s❡ ❢❡❛t✉r❡s ❛r❡ ♥♦t s♣❡❝✐✜❝ t♦ t❤❡ ❢♦✉r ❝❤♦s❡♥ ❞❛t❡s✳

■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❛♥❞ t❤❡ t❡r♠ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s♣r❡❛❞s ❝♦♠✲

♣♦♥❡♥ts t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ ✉♥❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝✐❡s ✐♥ t❤❡ ❊✉r♦③♦♥❡✳

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✶✷✾



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆ ◗❚❙▼ ❢♦r ❉✐s❡♥t❛♥❣❧✐♥❣ ❈r❡❞✐t ❛♥❞ ▲✐q✉✐❞✐t② ❘✐s❦s ✐♥ ■♥t❡r❜❛♥❦ ❙♣r❡❛❞s

✸✳✻✳✸ ❚❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ✉♥❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝② ♦♥ ✐♥t❡r❜❛♥❦

r✐s❦

❚❤❡ ♠❛✐♥ ♣r♦❣r❛♠s ♦❢ ✉♥❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝✐❡s ✐♥ t❤❡ ❊✉r♦③♦♥❡ ❝❛♥ ❜❡

❜r♦❛❞❧② s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥t♦ t❤r❡❡ ♣❡r✐♦❞s✳ ❚❤❡ ❙❡❝✉r✐t✐❡s ▼❛r❦❡t Pr♦❣r❛♠ ✭❙▼P✮ ❝♦♥s✐st❡❞

✐♥ st❡r✐❧✐③❡❞ ❜♦♥❞✲❜✉②✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ♠❛r❦❡t✳ ■t ✇❛s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ✧❡♥s✉r❡ ❞❡♣t❤

❛♥❞ ❧✐q✉✐❞✐t② ✐♥ ❬✳✳✳❪ ♠❛r❦❡t s❡❣♠❡♥ts t❤❛t ❛r❡ ❞②s❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✧ ❛♥❞ ✇❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥

▼❛② ✷✵✶✵ ❛♥❞ ❆✉❣✉st ✷✵✶✶✳ ▲❛t❡r✱ ♦♥ t❤❡ ❉❡❝❡♠❜❡r ✽✱ ✷✵✶✶✱ t❤❡ ❊❈❇ ❞✐s❝❧♦s❡❞ t❤❡

❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❱❡r② ▲♦♥❣ ❚❡r♠ ❘❡✜♥❛♥❝✐♥❣ ❖♣❡r❛t✐♦♥s ✭❱▲❚❘❖✮✱ ✇❤❡r❡❜② ✸✲②❡❛r ♠❛t✉r✐t②

♦♣❡♥ ♠❛r❦❡t ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ r❡✈❡rs❡ r❡♣♦✳ ❚✇♦ ❛❧❧♦t♠❡♥ts ✇❡r❡

❣r❛♥t❡❞ ♦♥ ❉❡❝❡♠❜❡r ✷✶✱ ✷✵✶✶ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❋❡❜r✉❛r② ✷✾✱ ✷✵✶✷✱ ♦❢ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❊❯❘ ✹✽✾❜♥

❛♥❞ ❊❯❘ ✺✸✵❜♥ t♦ ✺✷✸ ❛♥❞ ✽✵✵ ❜❛♥❦s✳ ▼♦r❡ r❡❝❡♥t❧②✱ ❞✉r✐♥❣ ❆✉❣✉st ✷✵✶✷✱ ▼❛r✐♦ ❉r❛❣❤✐

❛♥♥♦✉♥❝❡❞ t❤❡ s❡tt✐♥❣ ♦❢ ❖✉tr✐❣❤t ▼♦♥❡t❛r② ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ✭❖▼❚✮ ✐♥ ❤✐s ▲♦♥❞♦♥ s♣❡❡❝❤✳

❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ♦♥ ✜s❝❛❧ ❛❞❥✉st♠❡♥ts ♦r ♣r❡❝❛✉t✐♦♥❛r② ♣r♦❣r❛♠s ❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❜② ❝❛♥❞✐❞❛t❡

❝♦✉♥tr✐❡s✱ t❤❡ ❊❈❇ ✐s r❡❛❞② t♦ tr❛❞❡ ✐♥ s❡❝♦♥❞❛r② s♦✈❡r❡✐❣♥ ❜♦♥❞ ♠❛r❦❡ts ✇✐t❤ ✧♥♦ ❡①

❛♥t❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❧✐♠✐ts✧✳ ❲❤❡r❡❛s t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♥♥♦✉♥❝❡❞ ✐t ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥

❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ②❡t✳

■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ t❤❡ ❊❯❘■❇❖❘✲❖■❙ s♣r❡❛❞s ❤❛✈❡ ❞❡❝r❡❛s❡❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② s✐♥❝❡ t❤❡ ❱▲❚❘❖

❛♥♥♦✉♥❝❡♠❡♥t ✐♥ ❉❡❝❡♠❜❡r ✷✵✶✶✳ ❚❤✐s ❞r♦♣ ❤❛s ❧❡❞ ♠❛♥② ❝♦♠♠❡♥t❛t♦rs ✭❛♥❞ ❝❡♥tr❛❧

❜❛♥❦❡rs✮ t♦ ❝❧❛✐♠ t❤❛t t❤❡ ❊❈❇ ✉♥❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ r❡✜♥❛♥❝✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✇❡r❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ✐♥

❛❧❧❡✈✐❛t✐♥❣ ✐♥t❡r❜❛♥❦ ♠❛r❦❡t t❡♥s✐♦♥s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊❈❇ ♦✣❝✐❛❧s✱ t❤❡ ♥♦♥✲

st❛♥❞❛r❞ ❱▲❚❘❖ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛❞❞r❡ss❡❞ ✧♦♥❧② t❤❡ ❧✐q✉✐❞✐t② s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❬✐♥t❡r❜❛♥❦ ♠❛r❦❡t❪

♣r♦❜❧❡♠✧ ✭s❡❡ ❉r❛❣❤✐ ❬✷✵✶✷❪✬s ✐♥t❡r✈✐❡✇ ✇✐t❤ t❤❡ ❲❛❧❧ ❙tr❡❡t ❏♦✉r♥❛❧✱ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ♦♥ ❋❡❜r✉✲

❛r② ✷✹✱ ✷✵✶✷✮✳ ❖✉r r❡s✉❧ts s✉♣♣♦rt t❤✐s ✈✐❡✇ ❛s t❤❡ ❧✐q✉✐❞✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ s♣r❡❛❞s

❤❛s s❧♦✇❧② ❢❛❞❡❞ ❛✇❛② s✐♥❝❡ t❤❡ ❱▲❚❘❖ ❛♥♥♦✉♥❝❡♠❡♥t ❞❛t❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✱ ✜rst r♦✇✮✳ ❆

❢✉rt❤❡r ♣♦s✐t✐✈❡ ❡✛❡❝t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❖▼❚ ❛♥♥♦✉♥❝❡♠❡♥t t❤r♦✉❣❤ ❧✐q✉✐❞✐t②

✭s❡❡ t❤❡ ❧❛st ✈❡rt✐❝❛❧ ❜❛r ✐♥ t❤❡ ❝❤❛rts✮✳

❚❤❡ s❛♠❡ ♣❛tt❡r♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✳ ❆❢t❡r t❤❡ ❙▼P ❛♥❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❱▲❚❘❖

❛♥♥♦✉♥❝❡♠❡♥t ✭s❡❝♦♥❞ ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ ❝❤❛rts✮✱ ❧✐q✉✐❞✐t② r✐s❦ st✐❧❧ ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r ♠♦st ♦❢ t❤❡ t❡r♠

str✉❝t✉r❡ ♦❢ ✐♥t❡r❜❛♥❦ s♣r❡❛❞s ✇✐t❤ ❜❡t✇❡❡♥ ✾✵ t♦ ✶✷✵ ❜❛s✐s ♣♦✐♥ts ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♠❛✲

t✉r✐t②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❢t❡r t❤❡ ❱▲❚❘❖ ❛❧❧♦t♠❡♥ts✱ ❧✐q✉✐❞✐t② r✐s❦ r❡♣r❡s❡♥ts ♦♥❧② ✹✵ t♦ ✻✵ ❜❛s✐s

♣♦✐♥ts ❛❝r♦ss ♠❛t✉r✐t✐❡s ✭s❡❡ t❤✐r❞ ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✮ ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r ❞r♦♣s t♦ ❛r♦✉♥❞ ✷✵

❜❛s✐s ♣♦✐♥ts ❢♦r ❛❧❧ ♠❛t✉r✐t✐❡s ❛❢t❡r t❤❡ ❖▼❚ ❛♥♥♦✉♥❝❡♠❡♥t ✭❢♦✉rt❤ ❝♦❧✉♠♥✮✳ ■♥ ❝♦♠♣❛r✲

✐s♦♥✱ ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t ❜♦t❤ ❋✐❣✉r❡s ✸✳✸ ❛♥❞ ✸✳✹✱ t❤♦s❡ ♣♦❧✐❝② ♠❡❛s✉r❡s ❤❛❞ ♦♥❧② ❛ s♠❛❧❧ ✐♠♣❛❝t

♦♥ t❤❡ ❝r❡❞✐t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ s♣r❡❛❞s✿ ❜❡t✇❡❡♥ ◆♦✈❡♠❜❡r ✷✵✶✶ ❛♥❞ ❖❝t♦❜❡r ✷✵✶✷✱ ✐ts

r❛♥❣❡ ❣♦❡s ❢r♦♠ ❬✶✵ ❜♣s✱ ✺✵ ❜♣s❪ t♦ ❬✺ ❜♣s✱ ✹✵ ❜♣s❪✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡r❡ ✐s ❛ s♠❛❧❧ ❞r♦♣

✶✸✵ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t
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❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆ ◗❚❙▼ ❢♦r ❉✐s❡♥t❛♥❣❧✐♥❣ ❈r❡❞✐t ❛♥❞ ▲✐q✉✐❞✐t② ❘✐s❦s ✐♥ ■♥t❡r❜❛♥❦ ❙♣r❡❛❞s

✐♥ t❤❡ ❝r❡❞✐t ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ t❤❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ ✉♥❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♠♦♥❡t❛r②

♣♦❧✐❝✐❡s ♦♥ ❝r❡❞✐t r✐s❦ ✐s ❢❛r t❤✐♥♥❡r t❤❛♥ ♦♥ ❧✐q✉✐❞✐t② r✐s❦✳

❚✉r♥✐♥❣ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ t❤✐r❞ r♦✇s ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✱ ✐t ❛♣♣❡❛rs t❤❛t ✉♥❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♠♦♥✲

❡t❛r② ♣♦❧✐❝✐❡s ✇❡r❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❞❡❝r❡❛s❡s ✐♥ ❜♦t❤ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ r✐s❦

♣r❡♠✐❛✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡s❡ ❞r♦♣s ♠❛✐♥❧② ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐q✉✐❞✐t② ♣❛rts ♦❢

t❤❡ s♣r❡❛❞s✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❱▲❚❘❖s ❛♥❞ ❖▼❚ ❤❛✈❡ ❤❛❞ ❛♥ ❡✛❡❝t ♦♥ ❜♦t❤ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣

t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ♦❢ ❝r❡❞✐t ❛♥❞ ❧✐q✉✐❞✐t② r✐s❦s✱ ❛♥❞ ✇❡r❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ✐♥ ❛❧❧❡✈✐❛t✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝ts

♦❢ ❛✈❡rs✐♦♥ t♦ t❤✐s s♦✉r❝❡ ♦❢ r✐s❦✳

❆❧❧ ✐♥ ❛❧❧✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❊❯❘■❇❖❘✲❖■❙ s♣r❡❛❞s ❤❛✈❡ ♥♦t r❡❛❧❧② r❡❛❝t❡❞ t♦ t❤❡ ✷✵✶✵ ❙▼P ♣r♦✲

❣r❛♠✱ ♦✉r r❡s✉❧ts s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡ ♠♦r❡ r❡❝❡♥t ✉♥❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝② ♠❡❛s✉r❡s

✉♥❞❡rt❛❦❡♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❊✉r♦s②st❡♠ ❤❛✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ❜❛♥❦ ❧✐q✉✐❞✐t② ♣♦s✐t✐♦♥s

❛♥❞ t♦ st❛❜✐❧✐③❡ t❤❡ ❝r❡❞✐t r✐s❦ ✐♥ t❤❡ ❊✉r♦③♦♥❡✳ ❚❤❡ ♥❡①t s✉❜s❡❝t✐♦♥ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤✐s ❧❛tt❡r

❛s♣❡❝t ❜② s❤♦✇✐♥❣ ❤♦✇ t❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡s ❤❛✈❡ ❛✛❡❝t❡❞ t❤❡ ❜❛♥❦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❞❡❢❛✉❧t✳

✸✳✻✳✹ ▼♦❞❡❧✲✐♠♣❧✐❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❞❡❢❛✉❧t

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❉♦s❤✐✱ ❊r✐❝ss♦♥✱ ❏❛❝♦❜s✱ ❛♥❞ ❚✉r♥❜✉❧❧ ❬✷✵✶✸❪✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❜②✲

♣r♦❞✉❝t ♦❢ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧✲✐♠♣❧✐❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢

❞❡❢❛✉❧t ✭P❉s✮✳ ■♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ♣❛♥❡❧ ♦❢ ❜❛♥❦s ✐s ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢

❞❡❢❛✉❧t ❛r❡ ♥♦t ❜❛♥❦✲❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ ❢♦r ❛♥② ❜❛♥❦ i✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

P(d
(i)
t+h = 1|d(i)t = 0, wt) = 1− P(d

(i)
t+1 = 0, . . . , d

(i)
t+h = 0|d(i)t = 0, wt)

= 1− EP
t (exp(−λc(xc,t+1)− · · · − λc(xc,t+h)))

= 1− EP
t

(
exp

(
Λc[x

2
c,t+1 + · · ·+ x2c,t+h]

))
. ✭✸✳✶✽✮

❚❤❡ ❧❛st t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❛ ♠✉❧t✐✲❤♦r✐③♦♥ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ x2c,t✱ ✇❤✐❝❤

❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ r❡❝✉rs✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❦✐♥❞ ❛s t❤♦s❡

♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙②st❡♠ ✭✸✳✶✷✮ ✭r❡♣❧❛❝✐♥❣ µ∗ ❛♥❞ Φ∗ ❜② µ ❛♥❞ Φ✱ ❛♥❞ r❡❞❡✜♥✐♥❣ Λ ❛s t❤❡

♠❛tr✐① ✇✐t❤ (Λc, 0) ♦♥ ✐ts ❞✐❛❣♦♥❛❧✳✮✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡✲

❢❛✉❧t r❡❝♦✈❡r② r❛t❡ θc✳ ❚♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♣r❡s❡♥ts ♥♦

❡✉r♦✲❛r❡❛ ✜❣✉r❡ t❤❛t ❝❛♥ s❡r✈❡ ❛s ❛ ❜❛s✐s ❢♦r t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❍❡♥❝❡✱

✇❡ s❡t ✐t t♦ ✾✶✳✷✺✪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ r❡❝♦✈❡r② r❛t❡ ♦♥ ✉♥s❡❝✉r❡❞ ❞❡♣♦s✐ts ♦♥ ❯✳❙✳ ❜❛♥❦s ✇✐t❤

❛t ❧❡❛st ✩✺❜♥ ❛ss❡ts ✭s❡❡ ❑✉r✐t③❦❡s✱ ❙❝❤✉❡r♠❛♥♥✱ ❛♥❞ ❲❡✐♥❡r ❬✷✵✵✺❪✮✳ ✼

✼✳ ❈❤r✐st❡♥s❡♥✱ ▲♦♣❡③✱ ❛♥❞ ❘✉❞❡❜✉s❝❤ ❬✷✵✶✹❪ ♥♦t❡ t❤❛t s✉❝❤ ❛ r❡❝♦✈❡r② r❛t❡ ✐s ❤✐❣❤ ✕ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✉s✉❛❧
❝♦r♣♦r❛t❡✲❜♦♥❞ r❡❝♦✈❡r② r❛t❡s ✕ ❜❡❝❛✉s❡ ❛♥ ✉♥s❡❝✉r❡❞ ❞❡♣♦s✐t ✐s ♠♦r❡ s❡♥✐♦r ✐♥ t❤❡ ❧✐❛❜✐❧✐t② str✉❝t✉r❡ ♦❢
❛ ❜❛♥❦ t❤❛♥ s❡♥✐♦r ✉♥s❡❝✉r❡❞ ❞❡❜t✳

✶✸✷ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆ ◗❚❙▼ ❢♦r ❉✐s❡♥t❛♥❣❧✐♥❣ ❈r❡❞✐t ❛♥❞ ▲✐q✉✐❞✐t② ❘✐s❦s ✐♥ ■♥t❡r❜❛♥❦ ❙♣r❡❛❞s

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ✭✉♣♣❡r ♣❧♦t✮ ❛♥❞ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ✭❧♦✇❡r ♣❧♦t✮ ♦♥❡✲②❡❛r P❉s

r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❈♦♥✜❞❡♥❝❡ ❜❛♥❞s ❛r❡ ❛❞❞❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❧♦ts❀ t❤❡s❡ ❜❛♥❞s

r❡✢❡❝t t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❜❛♥❞s

❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❞r❛✇✐♥❣ ✶✵✵✵ s❡ts ♦❢ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢r♦♠ t❤❡✐r ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❥♦✐♥t ❞✐s✲

tr✐❜✉t✐♦♥✳ ❋♦r ❡❛❝❤ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r t♦ ❡st✐♠❛t❡

t✐♠❡ s❡r✐❡s ♦❢ (xc,t, xℓ,t) ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✐♠♣❧✐❡❞ ✭t✐♠❡ s❡r✐❡s ♦❢✮ P❉s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❞❛t❡✱ t❤❡

❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t✐❧❡s ♦❢ t❤❡ ✶✵✵✵ s✐♠✉❧❛t❡❞ P❉s✳ ■t ❛♣♣❡❛rs

t❤❛t r✐s❦ ♥❡✉tr❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ✈❡r② ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡✐r ♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦✉♥t❡r♣❛rts✱ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s

❜❡✐♥❣ ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r ❜② s✐③❛❜❧❡ ❝r❡❞✐t✲r✐s❦ ♣r❡♠✐❛✳ ❚❤❡s❡ ✜♥❞✐♥❣s ❛r❡ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤♦s❡ ♦❢

❛ ❧❛r❣❡ ❜♦❞② ♦❢ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ st✉❞✐❡s ❤✐❣❤❧✐❣❤t✐♥❣ t❤❡ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❡①✐st✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥

♣❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ P❉s✳ ✽ ❚❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❝r❡❞✐t✲r✐s❦ ♣r❡♠✐❛ ❝♦♥st✐t✉t❡s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡

♠❛✐♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❝r❡❞✐t✲s♣r❡❛❞ ♣✉③③❧❡ ✭s❡❡ ❡✳❣✳ ❆♠❛t♦ ❛♥❞ ❘❡♠♦❧♦♥❛

❬✷✵✵✸❪✮✳ ❚❤✐s ♣✉③③❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t❤❛t ♦❜s❡r✈❡❞ ❝r❡❞✐t s♣r❡❛❞s t❡♥❞ t♦

❜❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❝r❡❞✐t✲❧♦ss❡s ✭✇❤✐❧❡ t❤❡② s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡q✉❛❧ ✉♥❞❡r s♦♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱

t❤❛t ♥♦t❛❜❧② ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧✐t② ♦❢ ✐♥✈❡st♦rs✮✳

❖✉r ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❞❡❢❛✉❧t ❛r❡ r♦✉❣❤❧② ❝♦♠♣r✐s❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✵✳✶✪ ❛♥❞

✵✳✹✪✳ ❲❤✐❧❡ s♠❛❧❧✱ t❤✐s ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✐s ❤♦✇❡✈❡r ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ❞❡❢❛✉❧t

❞❛t❛ ♦❢ ✐♥✈❡st♠❡♥t✲❣r❛❞❡ ✐ss✉❡rs✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ▼♦♦❞②✬s ❬✷✵✶✶❪ r❡♣♦rts t❤❛t✱ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡

♦✈❡r t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ✶✾✽✸✲✷✵✶✵✱ t❤❡ ♦♥❡✲②❡❛r ❞❡❢❛✉❧t r❛t❡ ♦❢ ❛ ❆✲r❛t❡❞ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s

✐s ♦❢ ✵✳✶✪✳ ✭❚❤❡ ♠❡❞✐❛♥ r❛t✐♥❣ ♦❢ ❊❯❘■❇❖❘✲♣❛♥❡❧ ❜❛♥❦s ✐s ❆ ❛❝r♦ss t❤❡ t❤r❡❡ ♠❛✐♥

r❛t✐♥❣ ❛❣❡♥❝✐❡s✳✮ ❖♥ ❛ ❧♦♥❣❡r t✐♠❡✲s❝❛❧❡✱ ▼♦♦❞②✬s ❬✷✵✶✸❪ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t r❛t❡

♦❢ ❆✲r❛t❡❞ ❝♦r♣♦r❛t❡s ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❢ ✵✳✶✵✪ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✵✳✵✻✪✮ ♦✈❡r t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ✶✾✷✵✲✷✵✶✸

✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✶✾✼✵✲✷✵✶✸✮✳ ✾ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✺ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❛t ❱▲❚❘❖s ❛♥❞ t❤❡ ❖▼❚ ❛♥♥♦✉♥❝❡✲

♠❡♥t ✭r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛st ❢♦✉r ✈❡rt✐❝❛❧ ❜❛rs ♦♥ t❤❡ ❝❤❛rt✮ ✇❡r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥ r❡❞✉❝✐♥❣

❜❛♥❦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❞❡❢❛✉❧t ✇❤❡t❤❡r ❝♦rr❡❝t❡❞ ❢r♦♠ r✐s❦ ♣r❡♠✐❛ ♦r ♥♦t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛t t❤❡

❡♥❞ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ t❤❡s❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s r❡♠❛✐♥ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡✐r ♠✐❞✲✷✵✵✼ ✈❛❧✉❡✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❲❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ♥♦✲❛r❜✐tr❛❣❡ t✇♦✲❢❛❝t♦r q✉❛❞r❛t✐❝ t❡r♠ str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❊❯❘■❇❖❘✲

❖■❙ s♣r❡❛❞s ❛❝r♦ss s❡✈❡r❛❧ ♠❛t✉r✐t✐❡s✱ ❢r♦♠ ❆✉❣✉st ✷✵✵✼ t♦ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✷✵✶✸✳ ❚♦ ✐❞❡♥t✐❢②

❝r❡❞✐t ❛♥❞ ❧✐q✉✐❞✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥ t❤❡ s♣r❡❛❞s✱ ✇❡ ❡①♣❧♦✐t ❝r❡❞✐t ❛♥❞ ❧✐q✉✐❞✐t② ♣r♦①✐❡s

❜❛s❡❞ ♦♥ ❈❉❙ ♣r✐❝❡s✱ ♠❛r❦❡t ❧✐q✉✐❞✐t② ❛♥❞ ❢✉♥❞✐♥❣ ❧✐q✉✐❞✐t② ♠❡❛s✉r❡s✳ ❖✉r ❞❡❝♦♠♣♦s✐✲

✽✳ ❙❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ▼♦♥❢♦rt ❛♥❞ ❘❡♥♥❡ ❬✷✵✶✹❪ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s♦✈❡r❡✐❣♥ ✐ss✉❡rs ❛♥❞ ❊❧t♦♥✱ ●r✉❜❡r✱
❆❣r❛✇❛❧✱ ❛♥❞ ▼❛♥♥ ❬✷✵✵✹❪ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝♦r♣♦r❛t❡ ✐ss✉❡rs✳

✾✳ ❋♦r ❧♦✇❡r✲r❛t❡❞ ✐♥✈❡st♠❡♥t✲❣r❛❞❡ ✐ss✉❡rs ✭❇❛❛ ✉s✐♥❣ t❤❡ ▼♦♦❞②✬s r❛t✐♥❣ s②st❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
t♦ t❤❡ ❇❇❇ r❛t✐♥❣ ♦❢ ❙✫P✮✱ t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t r❛t❡s ❢♦r t❤❡s❡ t✇♦ ♣❡r✐♦❞s ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♦❢ ✵✳✷✼✪ ❛♥❞ ♦❢ ✵✳✶✼✪✳

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✶✸✸



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆ ◗❚❙▼ ❢♦r ❉✐s❡♥t❛♥❣❧✐♥❣ ❈r❡❞✐t ❛♥❞ ▲✐q✉✐❞✐t② ❘✐s❦s ✐♥ ■♥t❡r❜❛♥❦ ❙♣r❡❛❞s

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ❉❡❢❛✉❧t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❜❛♥❦s ✉♥❞❡r t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡s

◆♦t❡s✿ ❚✐♠❡ r❛♥❣❡s ❢r♦♠ ❆✉❣✉st ✸✶✱ ✷✵✵✼ t♦ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✶✸✱ ✷✵✶✸✳ ❚❤❡ ✉♣♣❡r ♣❧♦t s❤♦✇ t❤❡
♠♦❞❡❧✲✐♠♣❧✐❡❞ ♦♥❡✲②❡❛r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❞❡❢❛✉❧t ♦❢ ❛ ❜❛♥❦ ♦❢ t❤❡ ♣❛♥❡❧ ✭❜❛♥❦s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ s❤❛r❡ t❤❡
s❛♠❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✮✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ✉s✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✽✮✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡r ❝❤❛rt s❤♦✇s t❤❡
r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❞❡❢❛✉❧t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r♠✉❧❛ r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧
❞②♥❛♠✐❝s ♣❛r❛♠❡t❡rs ❜② t❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ♦♥❡s✳ ❙❤❛❞❡❞ ❛r❡❛s ❛r❡ t❤❡ ✺✵✪ t♦ ✾✾✪ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❜♦✉♥❞s ♦❢
t❤❡s❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ❜❧❛❝❦ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛①❡s st❛♥❞ ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t ❢♦r✿ ❙▼P ♣r♦❣r❛♠ ❛♥♥♦✉♥❝❡♠❡♥ts
✭✜rst t✇♦ ❛①✐s✮✱ ❱▲❚❘❖ ❛♥♥♦✉♥❝❡♠❡♥t ❛♥❞ ❛❧❧♦t♠❡♥ts ✭♥❡①t t❤r❡❡ ❛①✐s✮✱ ❛♥❞ ▼❛r✐♦ ❉r❛❣❤✐✬s ▲♦♥❞♦♥
s♣❡❡❝❤ ✭❧❛st ❛①✐s✮✳

✶✸✹ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆ ◗❚❙▼ ❢♦r ❉✐s❡♥t❛♥❣❧✐♥❣ ❈r❡❞✐t ❛♥❞ ▲✐q✉✐❞✐t② ❘✐s❦s ✐♥ ■♥t❡r❜❛♥❦ ❙♣r❡❛❞s

t✐♦♥ ❤❛♥❞❧❡s ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♥t❡r❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❝r❡❞✐t ❛♥❞ ❧✐q✉✐❞✐t② r✐s❦s ❛♥❞ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t

❛❝r♦ss ♠❛t✉r✐t✐❡s✳ ❲❡ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ❧✐q✉✐❞✐t② r✐s❦ ❣❡♥❡r❛t❡s ♠♦st ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡

s♣r❡❛❞ ♦✈❡r t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞✳ ❚❤❡ ❝r❡❞✐t r✐s❦ ✐s ❧❡ss ✈♦❧❛t✐❧❡✱ ❜✉t r❡♣r❡s❡♥ts ♠♦r❡

t❤❛♥ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ s♣r❡❛❞ ❧❡✈❡❧ ✐♥ ❧❛t❡ ✷✵✶✷✳ ❖✉r ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ s❤❡❞ ♥❡✇ ❧✐❣❤t

♦♥ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ✉♥❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝② ♦❢ t❤❡ ❊❈❇ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r❜❛♥❦ r✐s❦✳ ❲❡

s❤♦✇ t❤❛t ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❜♦♥❞✲♣✉r❝❤❛s❡ ♣r♦❣r❛♠s ♦❢ ✷✵✶✵ ❛♥❞ ✷✵✶✶ ✇❡r❡ ♥♦t ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜②

❞❡❝r❡❛s❡s ✐♥ ❛♥② ♦❢ t❤❡ ❊❯❘■❇❖❘✲❖■❙ s♣r❡❛❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ t❤❡ ❱▲❚❘❖s ❛♥❞ t❤❡ ❖▼❚

❛♥♥♦✉♥❝❡♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❤❛❞ ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ✐♠♣❛❝t✱ ♠❛✐♥❧② ♦♥ t❤❡ ❧✐q✉✐❞✐t② r✐s❦✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞

♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❧✐q✉✐❞✐t② r✐s❦ ✐s ❛t ✐ts ❧♦✇❡st s✐♥❝❡ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❝r✐s✐s✳

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✶✸✺



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆ ◗❚❙▼ ❢♦r ❉✐s❡♥t❛♥❣❧✐♥❣ ❈r❡❞✐t ❛♥❞ ▲✐q✉✐❞✐t② ❘✐s❦s ✐♥ ■♥t❡r❜❛♥❦ ❙♣r❡❛❞s

❆♣♣❡♥❞✐❝❡s t♦ ❈❤❛♣t❡r ✸

✸✳❆ ❘✐s❦ ♥❡✉tr❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ wt

❚❤❡ ❘✳◆✳ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ wt ❣✐✈❡♥ wt−1 ❤❛s ❛ ♣✳❞✳❢✳✱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡

s❛♠❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

exp

[
Γ′
t−1(Xt − µ− ΦXt−1)−

1

2
Γ′
t−1Γt−1 + g(rt)

]
.

❙✐♥❝❡ t❤✐s ♣✳❞✳❢✳ ❢❛❝t♦r✐③❡s ✐♥t♦ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ♣r♦❝❡ss Xt ❛♥❞ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✲

♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ♣r♦❝❡ss rt✱ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ♣r♦❝❡ss❡s ✐s ♣r❡s❡r✈❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡

❘✳◆✳ ✇♦r❧❞✳ ❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ Xt ✐s st❛♥❞❛r❞ ✭s❡❡ ❡✳❣✳ ❆♥❣ ❛♥❞ P✐❛③③❡s✐

❬✷✵✵✸❪✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ s✐♥❝❡ (d′t, ℓ
′
t) ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ❙✳❉✳❋✳✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

♦❢ (d′t, ℓ
′
t) ❣✐✈❡♥ (Xt, dt−1, ℓt−1) ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥ ❜♦t❤ ✇♦r❧❞s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐t ✐s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢

t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛✳

▲❡♠♠❛ ✸✳❆✳✶✳ ■❢ wt = (w′
1,t, w

′
2,t)

′ ❛♥❞ ✐❢ t❤❡ ❙✳❉✳❋✳ Mt−1,t ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ w1,t ♦♥❧②✱

t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ w2,t ❣✐✈❡♥ (w1,t, w2,t−1) ✐s t❤❡ s❛♠❡ ✐♥ ❜♦t❤ ✇♦r❧❞s✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ❤❛✈❡✿

fQ
t (w1,t|wt−1)f

Q
t (w2,t|w1,t, w2,t−1) =Mt−1,t(w1,t) exp(−rt−1(wt−1))f

P
t (w1,t|wt−1)f

P
t (w2,t|w1,t, w2,t−1).

■♥t❡❣r❛t✐♥❣ ❜♦t❤ s✐❞❡s ✇✳r✳t✳ w2,t ❣✐✈❡s✿

fQ
t (w1,t|wt−1) =Mt−1,t(w1,t) exp(−rt−1(wt−1))f

P
t (w1,t|wt−1)

❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t ❢♦❧❧♦✇s✳ �

✸✳❇ Pr✐❝✐♥❣ r❡❝✉rs✐♦♥s ❛♥❞ ♥♦♥ ❝❛✉s❛❧✐t②

❋♦r ❛♥② τ ∈ {0, . . . , h}✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

B(t+ τ, h− τ) = exp(−rt+τ )E
Q

[
B(t+ τ + 1, h− τ − 1)(1− d

(j)
t+τ+1 − θcd

(j)
t+τ+1)

× (1− ℓ
(i)
t+τ+1 + θℓℓ

(i)
t+τ+1)

∣∣∣∣wt+τ , d
(j)
t+τ = 0, ℓ

(i)
t+τ = 0

]

❆ss✉♠♣t✐♦♥ ❆✿ B(t + τ + 1, h − τ − 1) ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ (Xt+τ+1, rt+τ+1) ❜✉t ♥♦t ♦❢

(d
(j)
t+τ , ℓ

(i)
t+τ )✳

✶✸✻ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆ ◗❚❙▼ ❢♦r ❉✐s❡♥t❛♥❣❧✐♥❣ ❈r❡❞✐t ❛♥❞ ▲✐q✉✐❞✐t② ❘✐s❦s ✐♥ ■♥t❡r❜❛♥❦ ❙♣r❡❛❞s

❲❡ ❣❡t✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ ✐t❡r❛t❡❞ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s✿

B(t+ τ, h− τ) = exp(−rt+τ )E
Q

[
B(t+ τ + 1, h− τ − 1)×

EQ

{(
1− (1− θc)d

(j)
t+τ+1

)(
1− (1− θℓ)ℓ

(i)
t+τ+1

)∣∣∣∣wt+τ , Xt+τ+1, rt+τ+1, d
(j)
t+τ = 0, ℓ

(i)
t+τ = 0

}

∣∣∣∣wt+τ , d
(j)
t+τ = 0, ℓ

(i)
t+τ = 0

]

❯s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ d(j)t+τ+1 ❛♥❞ ℓ(i)t+τ+1 ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✿

EQ
[(
1− (1− θc)d

(j)
t+τ+1

)∣∣wt+τ , Xt+τ+1, rt+τ+1, d
(j)
t+τ = 0, ℓ

(i)
t+τ = 0

]
= exp{−(1− θc)λc,t+τ+1}

EQ
[(
1− (1− θℓ)ℓ

(j)
t+τ+1

)∣∣wt+τ , Xt+τ+1, rt+τ+1, d
(j)
t+τ = 0, ℓ

(i)
t+τ = 0

]
= exp{−(1− θℓ)λℓ,t+τ+1} ,

✇❡ ❣❡t✿

B(t+ τ, h− τ) = EQ
[
B(t+ τ + 1, h− τ − 1) exp(−rt+τ − λt+τ+1)

∣∣wt+τ , d
(j)
t+τ = 0, ℓ

(i)
t+τ = 0

]

✭✸✳✶✾✮

▼♦r❡♦✈❡r✱ s✐♥❝❡ (d(j)t , ℓ
(i)
t ) ❞♦❡s ♥♦t ●r❛♥❣❡r✲❝❛✉s❡ (rt, Xt)✱ B(t+τ, h−τ) ✐s ♥♦t ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥

♦❢ dt+τ , ℓt+τ ❛♥❞ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ❆ ✐s ❝♦♥✜r♠❡❞✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✉s❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✾✮ r❡❝✉rs✐✈❡❧②

❜❛❝❦✇❛r❞✱ st❛rt✐♥❣ ❛t τ = h − 1✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❝❤❡❝❦ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❆ ❢♦r B(t + h, 0) ✇❤✐❝❤

✐s ♦❜✈✐♦✉s❧② s❛t✐s✜❡❞ s✐♥❝❡ B(t + h, 0) = 1✳ ❚❤❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ✉s❡ ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✾✮ ❢♦r

τ = h− 1, h− 2, . . . , 0 ❣✐✈❡s✿

B(t, h) = EQ
[
exp{−rt − λt+1 − . . .− rt+h−1 − λt+h}

∣∣wt, d
(j)
t = 0, ℓ

(i)
t = 0

]
,

✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ (rt, Xt)✱ ♥♦t ♦♥ (d
(j)
t , ℓ

(i)
t )✱ ❛♥❞ ❣✐✈❡s ❢♦r♠✉❧❛ ✭✸✳✻✮✳

✸✳❈ ❙♦❧✈✐♥❣ ❢♦r ②✐❡❧❞✴s♣r❡❛❞ ❧♦❛❞✐♥❣s ✐♥ ❛ ◗❚❙▼

✸✳❈✳✶ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ Zt =
[
X ′
t, V ec(XtX

′
t)
]′

▲❡♠♠❛ ✸✳❈✳✶✳ ■❢ ε∗t+1 ∼ N (0, I)✱ ✇❡ ❤❛✈❡

Et

[
exp(θ′ε∗t+1 + ε′∗t+1V ε

∗
t+1)

]
=

1

|I − 2V |1/2
exp

[
1

2
θ′(I − 2V )−1θ

]
. ✭✸✳✷✵✮

Pr♦♦❢✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t

∀u ∈ Rn,

∫

Rn

exp(−u′Qu+ ν ′u) du =
πn/2

|Q|1/2
exp

(
1

4
ν ′Q−1ν

)
. ✭✸✳✷✶✮

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✶✸✼



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆ ◗❚❙▼ ❢♦r ❉✐s❡♥t❛♥❣❧✐♥❣ ❈r❡❞✐t ❛♥❞ ▲✐q✉✐❞✐t② ❘✐s❦s ✐♥ ■♥t❡r❜❛♥❦ ❙♣r❡❛❞s

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

Et

[
exp(θ′ε∗t+1 + ε′∗t+1V ε

∗
t+1)

]
=

∫

Rn

exp(θ′ε+ ε′V ε)
1

(2π)n/2
exp

(
−1

2
ε′Iε

)
dε′

=
1

(2π)n/2

∫

Rn

exp

[
−ε′

(
1

2
I − V

)
ε+ θ′ε

]
du

=
1

|I − 2V |1/2
exp

[
1

2
θ′(I − 2V )−1θ

]

�

▲❡t Xt ❜❡ ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❡❝t♦r ♦❢ s✐③❡ n ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥ ❱❆❘✭✶✮ ❞②♥❛♠✐❝s✿ Xt = µ +

ΦXt−1 + Ωεt✱ ✇❤❡r❡ εt ❛r❡ ✐✳✐✳❞✳ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✈❡❝t♦rs✱ ❛♥❞ Σ = ΩΩ′ ✐s t❤❡ ❝♦♥❞✐✲

t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢ Xt✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ Zt ❛s t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❢❛❝t♦rs

❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ Xt ❛♥❞ ♦❢ ✐ts ✈❡❝t♦r✐③❡❞ ♦✉t❡r✲♣r♦❞✉❝t✱ t❤❛t ✐s✿ Zt =
[
X ′

t, V ec(XtX
′
t)
]′
✳

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r u ∈ Rn ❛♥❞ V ❛ sq✉❛r❡ s②♠♠❡tr✐❝ ♠❛tr✐① ♦❢ s✐③❡ n✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧

▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ Zt+1 ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ϕt ❛♥❞ ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

ϕt(u, V ) = Et

{
exp

[
(u′, V ec(V )′)× Zt+1

]}
= Et

{
exp

[
u′Xt+1 +X ′

t+1V Xt+1

]}

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❛✣♥❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠

♦❢ Zt+1✳ ▲❡t ✉s ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥❀ s✉❜st✐t✉t✐♥❣ µ + ΦXt + Ωεt+1

❢♦r Xt+1 ❧❡❛❞s t♦✿

exp{u′Xt+1 +X ′
t+1V Xt+1} = exp {u′(µ+ ΦXt) + µ′V µ+ 2µ′V ΦXt +X ′

tΦ
′V ΦXt}

× exp
{
[u′Ω + 2(µ+ ΦXt)

′V Ω] εt+1 + ε′t+1 [Ω
′V Ω] εt+1

}

❚❛❦✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ❧❡❛✈❡s t❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✉♥✲

❝❤❛♥❣❡❞ ❛s ❡✈❡r②t❤✐♥❣ ✐s ❦♥♦✇♥ ✐♥ t✳ ❋♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ ✇❡

❛♣♣❧② ▲❡♠♠❛ ✸✳❈✳✶ ❛♥❞ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦✿

Et

[
exp

{
[u′Ω + 2(µ+ ΦXt)

′V Ω] εt+1 + ε′t+1 [Ω
′V Ω] εt+1

}]

= exp

{
− 1

2
log
∣∣In − 2Ω′V Ω

∣∣+ 1

2
u′Ω(In − 2Ω′V Ω)−1Ω′u+ 2u′Ω(In − 2Ω′V Ω)−1Ω′V µ

+ 2µ′V Ω(In − 2Ω′V Ω)−1Ω′V µ

+

[
2u′Ω(In − 2Ω′V Ω)−1Ω′V Φ + 4µ′V Ω(In − 2Ω′V Ω)−1Ω′V Φ

]
Xt

+ X ′
t

[
2Φ′V Ω(In − 2Ω′V Ω)−1Ω′V Φ

]
Xt

}
.

✶✸✽ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆ ◗❚❙▼ ❢♦r ❉✐s❡♥t❛♥❣❧✐♥❣ ❈r❡❞✐t ❛♥❞ ▲✐q✉✐❞✐t② ❘✐s❦s ✐♥ ■♥t❡r❜❛♥❦ ❙♣r❡❛❞s

P✉tt✐♥❣ t♦❣❡t❤❡r t❤❡ ✜rst ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥✿ ϕt(u, V ) =

exp {a1(u, V )′Xt +X ′
ta2(u, V )Xt + b(u, V )}✱ ✇❤❡r❡✿

a1(u, V ) = Φ′
[
u+ 2V µ+ 2V Ω(In − 2Ω′V Ω)−1Ω′u+ 4V Ω(In − 2Ω′V Ω)−1Ω′V µ

]

a2(u, V ) = Φ′
[
V + 2V Ω(In − 2Ω′V Ω)−1Ω′V

]
Φ

b(u, V ) = u′µ+ µ′V µ− 1

2
log
∣∣In − 2Ω′V Ω

∣∣+ 1

2
u′Ω(In − 2Ω′V Ω)−1Ω′u

+ 2u′Ω(In − 2Ω′V Ω)−1Ω′V µ+ 2µ′V Ω(In − 2Ω′V Ω)−1Ω′V µ.

❚❤❡♥✱ ♥♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t✿

Ω(In − 2Ω′V Ω)−1Ω′ =
[
Ω−1

′

(In − 2Ω′V Ω)−1Ω−1
]−1

=
[
Σ−1 − 2V

]−1
,

✇❡ ❝❛♥ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥✿

a2(u, V ) = Φ′V (In − 2ΣV )−1Φ

a1(u, V ) = Φ′
[
(In − 2V Σ)−1(u+ 2V µ)

]

b(u, V ) = u′(In − 2ΣV )−1

(
µ+

1

2
Σu

)
+ µ′V (In − 2ΣV )−1µ− 1

2
log
∣∣In − 2ΣV

∣∣.

✸✳❈✳✷ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧✬s ❧♦❛❞✐♥❣s

▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② λt t❤❡ t♦t❛❧ ✐♥t❡♥s✐t②✱ t❤❛t ✐s✿ λt = (1 − θc)λc,t + (1 − θℓ)λℓ,t✳ ❲❡

❤❛✈❡✿ λt = X ′
tΛXt ✇❤❡r❡ Λ = diag[(1 − θc)Λc, (1 − θℓ)Λℓ]✳ ❲❡ ❝❛♥ t❤❡♥ r❡✲❡①♣r❡ss t❤❡

♣r✐❝✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛ ✭✸✳✾✮ ❛s✿

S(t, h) = −1

h
log

(
E

Q
t

[
exp

{
−

h∑

i=1

X ′
t+iΛXt+i

}])
,

✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❧♦❣ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐❤♦r✐③♦♥ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢

●❛✉ss✐❛♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ▲❡t ✉s ♣♦st✉❧❛t❡ t❤❛t✿ S(t, h) = θ0,h + θ′1,hXt +X ′
tθ2,hXt✳ ✭❲❡ ❦♥♦✇

t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ q✉❛❞r❛t✐❝ t❡r♠ str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧s✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡

s♣r❡❛❞s ❛t ❛❧❧ ♠❛t✉r✐t✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ Xt✳✮ ❯s✐♥❣ t❤❡

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✶✸✾



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆ ◗❚❙▼ ❢♦r ❉✐s❡♥t❛♥❣❧✐♥❣ ❈r❡❞✐t ❛♥❞ ▲✐q✉✐❞✐t② ❘✐s❦s ✐♥ ■♥t❡r❜❛♥❦ ❙♣r❡❛❞s

❧❛✇ ♦❢ ✐t❡r❛t❡❞ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❝✉rs✐♦♥✿

S(t, h) = −1

h
log

(
E
Q
t

[
E
Q
t

(
exp

{
−

h∑

i=1

X ′
t+iΛXt+i

}∣∣∣∣Xt+h−1

)])

= −1

h
log

(
E
Q
t

[
exp

{
−

h−1∑

i=1

X ′
t+iΛXt+i

}
ϕQ
t+h−1(0,−Λ)

])

= −1

h
log

(
E
Q
t

[
exp

{
−

h−1∑

i=1

X ′
t+iΛXt+i

}
[
bQ(0,−Λ) +

aQ1 (0,−Λ)′Xt+h−1 +X ′
t+h−1a

Q
2 (0,−Λ)Xt+h−1

]])

∆
= −1

h

(
Θ0,h +Θ′

1,hXt +X ′
tΘ2,hXt

)
.

❊✈❡♥t✉❛❧❧②✱ t❤❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ s②st❡♠ ✭✸✳✶✷✮ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠

❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ♣❧✉❣❣✐♥❣ t❤❡

r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs µ∗ ❛♥❞ Φ∗ ✭❛♥❞ r❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ✇❡ ❤❛✈❡ Ω = I2✮✳

✸✳❉ ❚❤❡ ◗✉❛❞r❛t✐❝ ❑❛❧♠❛♥ ❋✐❧t❡r

❚❤❡ ◗❦❢ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ✐♥ t❤❡ ❧❛t❡♥t

❢❛❝t♦rXt = (xc,t, xl,t)
′ ❜✉t ❛✣♥❡ ✐♥ t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ✈❡❝t♦r Zt = (X ′

t, V ec(XtX
′
t))

′✳ ▲❡t Yt ❜❡

t❤❡ s❡t ♦❢ ♠❡❛s✉r❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ t❤✉s Yt =
[
S(t, 13), S(t, 26), S(t, 39), S(t, 52), Pc,t, Pℓ,t

]′
✳

❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❛✣♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ Zt✿




S(t, h)

Pc,t

Pℓ,t




=




θ0,h

πc,0

πl,0




+




θ
(c)
1,h θ

(ℓ)
1,h θ

(c)
2,h 0 0 θ

(ℓ)
2,h

πc,1 0 πc,2 0 0 0

0 πℓ,1 0 0 0 πℓ,2



Zt +




σηηt,h

σνcνc,t

σνlνl,t



,

=⇒ Yt
∆
= A+ B̃Zt +Dζt

❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ Zt+1 ❣✐✈❡♥ Zt ❜② ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ Zt✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ ❡①❛❝t s❛♠❡

♠❡t❤♦❞ ❛s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♠❛①✐♠✉♠✱ t❤❡

❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥ t✇♦ st❡♣s✳ ❚❤❡ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ❇❡❡ ❈♦❧♦♥② st♦❝❤❛st✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭s❡❡

❑❛r❛❜♦❣❛ ❛♥❞ ❇❛st✉r❦ ❬✷✵✵✼❪✮ ✐s ✉s❡❞ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♠❛①✐♠❛ ❛r❡❛s ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ t❤❡♥ ✉s❡❞ ❛s st❛rt✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❛ ✉s✉❛❧ s✐♠♣❧❡① ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❛♥❞ t❤❡ ❜❡st ❡st✐♠❛t❡ ✐s s❡❧❡❝t❡❞✳

✶✹✵ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆ ◗❚❙▼ ❢♦r ❉✐s❡♥t❛♥❣❧✐♥❣ ❈r❡❞✐t ❛♥❞ ▲✐q✉✐❞✐t② ❘✐s❦s ✐♥ ■♥t❡r❜❛♥❦ ❙♣r❡❛❞s

✸✳❊ ■❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥ts

✸✳❊✳✶ P❛r❛♠❡t❡r ❝♦♥tr❛✐♥ts

❋♦r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡s✱ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ ❝r❡❞✐t ❛♥❞ ❧✐q✉✐❞✐t② ♣r♦①✐❡s ❛r❡ r❡✲

q✉✐r❡❞ t♦ ❝♦rr❡❧❛t❡ ♣♦s✐t✐✈❡❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ t❤✐s ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②

✐♠♣♦s✐♥❣ t❤❛t✱ ❢♦r ♠♦st ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t♦rs xc,t ❛♥❞ xℓ,t✱ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦①✐❡s

❛r❡ ♠♦♥♦t♦♥♦✉s❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❢❛❝t♦r ✭xc,t ♦r xℓ,t✮✳ ❘❡❝❛❧❧

t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ♣✉r❡❧② q✉❛❞r❛t✐❝✱ ✐✳❡✳ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ Λix
2
i,t✱ ✇✐t❤ Λc ❛♥❞

Λℓ str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ❛r❡ ❛❧✇❛②s ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡

✐♠♣♦s❡ t❤❛t ❡❛❝❤ xi,t ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ♠♦st ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✳

∀i = {c, ℓ} , P (xi,t < 0) = α ⇐⇒ E(xi,t) = −qN (0,1)(α)
√
V(xi,t),

✇❤❡r❡ E(•) ❛♥❞ V(•) ❛r❡ t❤❡ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦♣❡r❛t♦rs ✭✉♥❞❡r

t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡✮✱ ❛♥❞ qN (0,1)(α) ✐s t❤❡ ❧❡✈❡❧✲α q✉❛♥t✐❧❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ●❛✉ss✐❛♥

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ α ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r✳ ❲❡ ✐♠♣♦s❡ t❤❡ s❛♠❡ t❤✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ♣r♦①✐❡s✱

♥❛♠❡❧②✿

∀i = {c, ℓ} , P

(
xi,t < − πi,1

2πi,2

)
= α ⇐⇒ E(xi,t) = − πi,1

2πi,2
− qN (0,1)(α)

√
V(xi,t).

❲❡ ✐♠♣♦s❡ πi,1 > 0 ❛♥❞ πi,2 > 0✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ t❤❡ ♣r♦①✐❡s ❛r❡

♦✈❡r✲✈❡r✐✜❡❞✳ ❚❤❡♥✱ s✐♥❝❡ ♦✉r ❢❛❝t♦rs ❛r❡ ❥♦✐♥t❧② ●❛✉ss✐❛♥✱ t❤❡ ✜rst t✇♦ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧

♠♦♠❡♥ts ❛r❡ ❡❛s✐❧② ❝♦♠♣✉t❡❞✿

E(Xt) = (I2 − Φ)−1(µc, µℓ)
′

V ec[V(Xt)] = (I4 − Φ⊗ Φ)−1V ec(I2) =: (υc, υcℓ, υcℓ, υℓ)
′,

❊✈❡♥t✉❛❧❧②✱ ✇❡ ❣❡t t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✿

(µc, µℓ)
′ = (I2 − Φ)

[
−qN (0,1)(α) (

√
υc,

√
υℓ)

′ ]
. ✭✸✳✷✷✮

■♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ✇❡ s❡t α = 0.025✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ✜t ♦❢ t❤❡ ♣r♦①✐❡s✱

❛♥❞ ✐♠♣♦s❡ t❤❛t ❜♦t❤ σ2
νc ❛♥❞ σ2

νl
❡q✉❛❧ 0.1 ✭❛ t❡♥t❤ ♦❢ t❤❡ ♣r♦①✐❡s✬ ✈❛r✐❛♥❝❡✮✳

✸✳❊✳✷ ■❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐t②

■♥ ♦r❞❡r t♦ s❡❡ ✐❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❛✣♥❡ tr❛♥s✲

❢♦r♠❛t✐♦♥ X̃t ♦❢ Xt✱ ✐✳❡✳ X̃t = m+MXt✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝❤❡❝❦ t❤❛t✱ ✐❢ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧❧②

❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♠♦❞❡❧ ✇❤❡♥ Xt ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② X̃t✱ t❤❡♥ ✇❡ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❤❛✈❡ m = 0 ❛♥❞ M = I2

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✶✹✶



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆ ◗❚❙▼ ❢♦r ❉✐s❡♥t❛♥❣❧✐♥❣ ❈r❡❞✐t ❛♥❞ ▲✐q✉✐❞✐t② ❘✐s❦s ✐♥ ■♥t❡r❜❛♥❦ ❙♣r❡❛❞s

✭✐✳❡✳ X̃t ≡ Xt✮✳

❆s t❤❡ ♣r♦①✐❡s ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ♦♥❧② ♦♥❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ Xt✱ M ❤❛s t♦ ❜❡

❞✐❛❣♦♥❛❧✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❢❛❝t♦rs ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥✿ x̃i,t = Mixi,t +mi ❢♦r i = {c, ℓ}✳
❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ X̃t ♠✉st ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ I2✱ t❤✉s M = I2✳ ❆t t❤❛t st❛❣❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡

t❤❛t X̃t = m +Xt✳ X̃t t❤❡r❡❢♦r❡ ❢♦❧❧♦✇s ❛ V AR(1) ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ♠❛tr✐①

t❤❛♥ Xt✳ ❙✐♥❝❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✷✮ ❛❧s♦ ❤❛s t♦ ❛♣♣❧② ❢♦r X̃t✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❢❡❛t✉r❡s

t❤❡ s❛♠❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❛s Xt❀ t❤❡r❡❢♦r❡ m = 0 ❛♥❞ X̃t ≡ Xt✳

✶✹✷ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t



❈❤❛♣t❡r ✹

❘❡❝✉rs✐✈❡ ❈♦♠♣♦✉♥❞ ❆✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡

Pr♦❝❡ss❡s

❆❜str❛❝t

❚❤✐s ❈❤❛♣t❡r ❞❡✈❡❧♦♣s ❛ ♥❡✇ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❧❛ss ♦❢ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❛✣♥❡ ♣r♦❝❡ss❡s

❝❛❧❧❡❞ r❡❝✉rs✐✈❡ ❛✣♥❡✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡s❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡

♣r♦❝❡ss ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❧♦❝❦s✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢

❡❛❝❤ ❜❧♦❝❦ ❣✐✈❡♥ ✭✐✮ t❤❡ ♣❛st ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ✈❡❝t♦r✱ ❛♥❞ ✭✐✐✮ t❤❡ ♣r❡s❡♥t

✈❛❧✉❡s ♦❢ ❜❧♦❝❦s ❧♦❝❛t❡❞ ❛❜♦✈❡ ✐♥ t❤❡ t♦t❛❧ ✈❡❝t♦r✱ ✐s ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲❛✣♥❡

❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤✐s r❡❝✉rs✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s t♦

❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❜r♦❛❞ ❝❧❛ss ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥

❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❛❜❛♥❞♦♥❡❞ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♣r♦❝❡ss st✐❧❧ ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡

❛✣♥❡ ❝❧❛ss✳ ❆❢t❡r ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ r❡❝✉rs✐✈❡ ❛✣♥❡ ♣r♦❝❡ss❡s ✭s✉❝❤ ❛s

st♦❝❤❛st✐❝ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♣r♦❝❡ss❡s✮✱ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤✐s ♥❡✇

❝❧❛ss✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✜rst t✇♦ ♠♦♠❡♥ts ❛r❡ s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡

✐♥ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ s✐♠♣❧❡ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛s✳ ❆s ❢♦r ♣r✐❝✐♥❣✱ ✇❡

♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡ ❢♦r♠✉❧❛s ✉s✐♥❣ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲❛✣♥❡

st♦❝❤❛st✐❝ ❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r✳ ❋✐♥❛❧❧② ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐ss✉❡s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣

♦♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✳

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✶✹✸



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❘❡❝✉rs✐✈❡ ❈♦♠♣♦✉♥❞ ❆✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ Pr♦❝❡ss❡s

❘és✉♠é

❈♦♠♠❡ s♦✉❧✐❣♥é ❞❛♥s ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡✱ ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞✐ts ❛✣♥❡s s♦♥t ❝♦✉r❛♠✲

♠❡♥t ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ✈❛❧♦r✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❝t✐❢s ❝❛r ✐❧s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡s

t❛✉① ❞✬✐♥térêt ❞❡s ♦❜❧✐❣❛t✐♦♥s ❡♥ ❢♦r♠✉❧❡ ❢❡r♠é❡✳ ■❧s s♦♥t ❛✐sé♠❡♥t ❞é✜♥✐s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❡✉r

tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❡st ❛✣♥❡ s✐ s❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡

❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ à s♦♥ ♣❛ssé ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✲❛✣♥❡ ❞❡ s♦♥ ♣❛ssé✳ ■❧

❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✈❛st❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❛✣♥❡s ✉♥✐✈❛r✐és✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬❛✉t♦✲ré❣r❡ss✐❢

❣❛✉ss✐❡♥✱ ❧✬❛✉t♦✲ré❣r❡ss✐❢ P♦✐ss♦♥✱ ♦✉ ❧✬❛✉t♦✲ré❣r❡ss✐❢ ❣❛♠♠❛✳ ❍♦r♠✐s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣✉r❡♠❡♥t

❣❛✉ss✐❡♥✱ ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❛✣♥❡s ♠✉❧t✐✈❛r✐és✳ ❯♥❡ ♠❛♥✐èr❡

tr✐✈✐❛❧❡ ❡st ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r♦❝❡ss✉s ❛✣♥❡s ✉♥✐✈❛r✐és ❡t ❞❡ ❧❡s s✉♣♣♦s❡r ✐♥❞é♣❡♥✲

❞❛♥ts ❡♥tr❡ ❡✉①✳ ▲❡ ✈❡❝t❡✉r ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❝❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣r♦❝❡ss✉s ❡st é✈✐❞❡♠♠❡♥t ❛✣♥❡✳ ▲❛

♣❧✉♣❛rt ❞✉ t❡♠♣s✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡❧â❝❤❡r ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♣♦✉r ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ✉♥✐✈❛✲

r✐és ❛✣♥❡s q✉❡ ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t à ❧❡✉r ♣❛ssé✳ ❙♦✉s rés❡r✈❡

q✉❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛✐♥s✐ ♣r♦❞✉✐t❡ s♦✐t ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡✱ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡r♠❡t ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡

❧❛ ❝❛✉s❛❧✐té ❞❡ ●r❛♥❣❡r ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ♠✉❧t✐✈❛r✐é t♦✉t ❡♥

❝♦♥s❡r✈❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❛✣♥❡ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❛✉❝✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❣é♥ér❛❧❡ ♥✬❛ été

❝♦♥s✐❞éré❡ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ♠✉❧t✐✈❛r✐és à ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ♥♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✲

♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ t♦✉t ❡♥ r❡st❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❛✣♥❡✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❛✣♥❡

♠✉❧t✐✈❛r✐é ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❝❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❛✣♥❡s ré❝✉rs✐❢s✳ ❉❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣♦✉r

❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❛✣♥❡s ❞é❝r✐ts ❝✐✲❛✈❛♥t✱ ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❛✣♥❡s ré❝✉rs✐❢s s♦♥t ❞é✜♥✐s ❣râ❝❡ à

❧❡✉r tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❛❧é❛t♦✐r❡ Xt ❞✐✈✐sé ❡♥

♣❧✉s✐❡✉rs ❜❧♦❝s (Xi,t) ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à ✶✳ ❈❤❛q✉❡ ❜❧♦❝ ❡st ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s

ré❝✉rs✐❢ ❛✣♥❡ s✐ s❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✉ ♣❛ssé ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s Xt−1

❡t ❛✉① ❜❧♦❝s s✐t✉és ❛✈❛♥t ❧✉✐ ❞❛♥s ❧❡ ✈❡❝t❡✉r✱ ✐✳❡✳ ❧❡s Xj,t ❛✈❡❝ j < i✱ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✲❛✣♥❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❛♥t❡s✳ ▲❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s

❞✐✛ér❡♥ts ❜❧♦❝s ❡st ❞♦♥❝ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ ✿ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❜❧♦❝ ❞é♣❡♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t

❞✉ ♣r❡♠✐❡r✱ ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❜❧♦❝ ❞é♣❡♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡s ❞❡✉① ♣ré❝é❞❡♥ts✱ ❡t❝✳ ■❧ ❡st

❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ré❝✉rs✐❢s ❛✣♥❡s ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s

❛✣♥❡s ✿ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❜❧♦❝ ét❛♥t ❞♦♥♥é ❧❡

♣❛ssé ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ♠✉❧t✐✈❛r✐é ❝♦♠♣❧❡t Xt−1 ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✲❛✣♥❡ ❞❡ Xt−1✳

●râ❝❡ à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ré❝✉rs✐❢s ❛✣♥❡s

❝♦♥t✐❡♥t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s à ✈♦❧❛✲

t✐❧✐té st♦❝❤❛st✐q✉❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❡♥tr❡ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❣❛✉ss✐❡♥s✱ ❣❛♠♠❛✱ ❡t

❲✐s❤❛rt✳ P❧✉s✐❡✉rs ❝❛s s♦♥t ♣rés❡♥tés✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡s ♣r♦❝❡s✲

✶✹✹ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❘❡❝✉rs✐✈❡ ❈♦♠♣♦✉♥❞ ❆✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ Pr♦❝❡ss❡s

s✉s ♣ré❝é❞❡♥ts✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ♠✉❧t✐✈❛r✐és à ✈❛❧❡✉rs ❞✐s❝rèt❡s✱ ❞❡s

♣r♦❝❡ss✉s ❛✈❡❝ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ré❣✐♠❡✱ ♦✉ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ✈❡❝t♦r✐❡❧s ❛✉t♦✲ré❣r❡ss✐❢s ❣❛♠♠❛

✭✈♦✐r ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✮✳

➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ré❝✉rs✐❢s ❛✣♥❡s ❢♦♥t ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❛✣♥❡s✱

✐❧s ♣♦ssè❞❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ♣r♦♣r✐étés✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐❡rs ♠♦♠❡♥ts ❝♦♥❞✐t✐♦♥✲

♥❡❧s ✭❛✉ ♣❛ssé✮ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ré❝✉rs✐❢s ❛✣♥❡s s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛✣♥❡s ❞✉ ♣❛ssé ❞✉ ♣r♦❝❡s✲

s✉s✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✉ ♣❛ssé ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s

♥✬❡st ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ♦✉ ❜❧♦❝✲❞✐❛❣♦♥❛❧❡✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛s ♦ù ❧❡s ❜❧♦❝s s♦♥t

❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ ▲❛ ♣♦ss❡ss✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐❡rs ♠♦♠❡♥ts ❝♦♥❞✐t✐♦♥✲

♥❡❧s ❡♥ ❢♦r♠✉❧❡ ❢❡r♠é❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ♠✉❧t✐✈❛r✐és s♦✉s ❧❛

❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ❱❆❘ s❡♠✐✲❢♦rt✱ ♦ù ❧❡s ❝❤♦❝s s♦♥t ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡s ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡

♥✉❧❧❡ ❡t ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✉♥✐t❛✐r❡✳ ❙♦✉s ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡✱ ✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡

st❛t✐♦♥❛r✐té✱ ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐❡rs ♠♦♠❡♥ts ♠❛r❣✐♥❛✉① ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s✱ ❡t ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ♣ré✲

❞✐❝t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥✳

▲❡s ♣r♦❝❡ss✉s ré❝✉rs✐❢s ❛✣♥❡s ♣❡✉✈❡♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sés à ❞❡s ✜♥s ❞❡ ✈❛❧♦r✐s❛✲

t✐♦♥ ❞❡s ❛❝t✐❢s✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ♣♦✉r ❝❡❧❛ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❜❛❝❦ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ♦ù ❧✬♦♥ s♣é❝✐✜❡ ❧❛

❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs s♦✉s ❧❛ ♠❡s✉r❡ r✐sq✉❡ ♥❡✉tr❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ré❝✉rs✐❢

❛✣♥❡ ❡t ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❡s❝♦♠♣t❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✲❛✣♥❡ ❞✉

♣r♦❝❡ss✉s✳ ●râ❝❡ ❛✉① tr❛♥s❢♦r♠é❡s ❞✬❊ss❝❤❡r✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡

r✐sq✉❡✲♥❡✉tr❡ à ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❤✐st♦r✐q✉❡ ❡st ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❡♥ ❢♦r♠✉❧❡ ❢❡r♠é❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ ❧❡s

❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❛✉ r✐sq✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❡s❝♦♠♣t❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ s♦♥t ❝♦♥st❛♥ts

❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❡st ❛✉ss✐ ré❝✉rs✐❢ ❛✣♥❡ s♦✉s ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❤✐st♦r✐q✉❡✳ ❉❛♥s

❝❡ ❝❛s✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❙✐ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s

ré❝✉rs✐❢ ❛✣♥❡ ❡st ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✱ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❡✛❡❝t✉é❡ ♣❛r ♠❛①✐♠✉♠

❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ♦✉ ♣s❡✉❞♦ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✳ ❙✐ ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✉

✈❡❝t❡✉r ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✱ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡s✳

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✶✹✺



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❘❡❝✉rs✐✈❡ ❈♦♠♣♦✉♥❞ ❆✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ Pr♦❝❡ss❡s

✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❆✣♥❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ ❛ss❡t ♣r✐❝✐♥❣ ♠♦❞❡❧s s✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡

s✐♠♣❧❡ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ ♠❛♥② s✐t✉❛t✐♦♥s ✭s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❉✉✣❡ ❛♥❞ ❑❛♥ ❬✶✾✾✻❪

♦r ❉❛r♦❧❧❡s✱ ●♦✉r✐ér♦✉①✱ ❛♥❞ ❏❛s✐❛❦ ❬✷✵✵✻❪✮✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ♣r♦❝❡ss❡s ✇❤✐❝❤

♣♦ss❡ss ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲❛✣♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ ❣✐✈❡♥ t❤❡✐r ♣❛st ✭s❡❡ ❣❡♥❡r❛❧

✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚❤❡s✐s✮✳ ❚❤✐s ❝❧❛ss ✐s ✐♥❞❡❡❞ ✈❡r② ❜r♦❛❞✱ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡

❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ●❛✉ss✐❛♥✱ t❤❡ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ P♦✐ss♦♥✱ ♦r t❤❡ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ●❛♠♠❛ ✉♥✐✈❛r✐✲

❛t❡ ♣r♦❝❡ss❡s ✭s❡❡ ●♦✉r✐ér♦✉① ❛♥❞ ❏❛s✐❛❦ ❬✷✵✵✻❪✮✳ ❊①❝❡♣t ✐♥ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❝❛s❡✱ ❜✉✐❧❞✐♥❣

♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❛✣♥❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ t❛s❦✳ ❆ ✜rst ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ✐s t♦ ❛ss✉♠❡

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ s❡✈❡r❛❧ ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ ❛✣♥❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞ st❛❝❦ t❤❡♠ ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ✈❡❝✲

t♦r✳ ✶ ❖❜✈✐♦✉s❧② s✉❝❤ ❛ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ♣r♦❝❡ss ✐s ❛✣♥❡✳ ❚❤✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❝❛♥

♦❢t❡♥ ❜❡ ❧♦♦s❡♥❡❞ t♦ ✐♠♣♦s❡ ♦♥❧② ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ ❝♦♠♣♦✲

♥❡♥ts ❣✐✈❡♥ t❤❡✐r ♣❛st✳ Pr♦✈✐❞❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞✱ s✉❝❤

❛ ♣r♦❝❡ss ✐s✱ ❛❣❛✐♥✱ ❛✣♥❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❛✣♥❡

♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❢❛s❤✐♦♥ ❤❛s ♥♦t ②❡t ❜❡❡♥ ❡①♣❧♦r❡❞✳

❚❤✐s ♣❛♣❡r ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♥❡✇ ❝❧❛ss ♦❢ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❛✣♥❡ ♣r♦❝❡ss❡s t❤❛t ✇❡ ❝❛❧❧ r❡❝✉rs✐✈❡

❛✣♥❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ ❛ r❡❝✉rs✐✈❡ ✇❛②✳ ❚❤❡②

❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② Xt✳

❚❤✐s ✈❡❝t♦r ✐s ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ❜❧♦❝❦s Xi,t ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦♥❡ ♦r ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ♦♥❡✳ ❚❤❡

❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ Xi,t ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♣❛st ✈❛❧✉❡s Xt−1 ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✈❛❧✉❡s

♦❢ ❜❧♦❝❦s ❧♦❝❛t❡❞ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❜❧♦❝❦ i ✐♥ t❤❡ ✈❡❝t♦r ✭♥❛♠❡❧② {Xj,t, j < i}✮ ✐s ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲

❛✣♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ r❡❝✉rs✐✈❡ ❛✣♥❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ s✉❝❤

t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❣♦❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜❧♦❝❦✱ ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst

❛♥❞ s❡❝♦♥❞ t♦ t❤❡ t❤✐r❞ ❜❧♦❝❦✱ ❛♥❞ s♦ ♦♥✳ r❡❝✉rs✐✈❡ ❛✣♥❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ❛✣♥❡

❛s ✇❡❧❧✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ ❛♥② s❡t ♦❢ ❜❧♦❝❦s ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♣❛st Xt−1

✐s ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲❛✣♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ Xt−1✳

❲❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❧❛r❣❡ s❡t ♦❢ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ r❡❝✉rs✐✈❡ ❛✣♥❡ ♣r♦❝❡ss❡s ♦♥❡ ❝❛♥ ❜✉✐❧❞✱

s✉❝❤ ❛s st♦❝❤❛st✐❝ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✈❡❝t♦r✐❛❧ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡

♣r♦❝❡ss❡s ✇✐t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ●❛✉ss✐❛♥ s❤♦❝❦s✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①

♦❢ t❤❡ s❤♦❝❦s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛♥② s❡♠✐✲♣♦s✐t✐✈❡ ♠❛tr✐① ♣r♦❝❡ss✱ s✉❝❤ ❛s ❛ ❲✐s❤❛rt ❛✉✲

t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ♣r♦❝❡ss✳ ❆ s❡❝♦♥❞ ✐♠♣♦rt❛♥t ❡①❛♠♣❧❡ ✐s t❤❡ ✈❡❝t♦r✐❛❧ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ❣❛♠♠❛

✶✳ ❚❤✐s ✐s ♦❢t❡♥ t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❈♦①✱ ■♥❣❡rs♦❧❧✱ ❛♥❞ ❘♦ss ❬✶✾✽✺❪ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✲
t✐♠❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ❣❛♠♠❛ ♣r♦❝❡ss✳ ■♥ ♠♦st ❛ss❡t ♣r✐❝✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✱ ❛✉t❤♦rs ✉s✉❛❧❧②
❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ s❤♦rt✲t❡r♠ r✐s❦✲❧❡ss ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ✐s ❛♥ ❛✣♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❈■❘
♣r♦❝❡ss❡s✱ s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ▲♦♥❣st❛✛ ❛♥❞ ❙❝❤✇❛rt③ ❬✶✾✾✷❪✱ ❉❛✐ ❛♥❞ ❙✐♥❣❧❡t♦♥ ❬✷✵✵✵❪ ♦r ❑✐♠ ❛♥❞ ❙✐♥❣❧❡t♦♥
❬✷✵✶✷❪✳

✶✹✻ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❘❡❝✉rs✐✈❡ ❈♦♠♣♦✉♥❞ ❆✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ Pr♦❝❡ss❡s

♣r♦❝❡ss ✭❱❆❘●✮✱ ✇❤❡r❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t❡❞✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❤❡❧♣ ♠♦❞❡❧✐♥❣

st♦❝❤❛st✐❝ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♠❛tr✐❝❡s ♦r ❢♦r♠✉❧❛t✐♥❣ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢❛❝t♦r ♠♦❞❡❧s ✭s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✺✮✳

❯s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛✣♥❡ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡r✐✈❡ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ❢♦r♠✉❧❛s ❢♦r

❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✜rst t✇♦ ♠♦♠❡♥ts✳ ❆s ❢♦r ❡✈❡r② ❛✣♥❡ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧

✜rst t✇♦ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ r❡❝✉rs✐✈❡ ❛✣♥❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♣❛st ❛r❡ ❛✣♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡

♣❛st ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❢♦r♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss Xt ✐♥

❛ s❡♠✐✲str♦♥❣ ❱❆❘ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ s❤♦❝❦s ✐s ❛ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡

✇✐t❤ ③❡r♦ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ✉♥✐t ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛✲

tr✐① ❝❛♥ ❜❡ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦♥✲❞✐❛❣♦♥❛❧✳ ❚❤✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ♦❜t❛✐♥

t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r st❛t✐♦♥❛r✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ ✜rst t✇♦ ♠❛r❣✐♥❛❧ ♠♦♠❡♥ts✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧

❢♦r❡❝❛st✱ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❡rr♦rs ✐♥ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠✳

❙✐♥❝❡ ❛✣♥❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ♠♦st❧② ✉s❡❞ ❢♦r ❛ss❡t ♣r✐❝✐♥❣ ♣✉r♣♦s❡s✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ✐t ✐s ♣♦s✲

s✐❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡ ❢♦r♠✉❧❛s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ❛♥❞ t❤❡

♣❤②s✐❝❛❧ ✇♦r❧❞ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲❛✣♥❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❜❛❝❦

♠♦❞❡❧✐♥❣ str❛t❡❣②✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ Xt ❛s ❛♥ ❛✣♥❡ ♣r♦❝❡ss ✐♥ t❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ✇♦r❧❞✳ ❲✐t❤ t❤❡

❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲❛✣♥❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r✱ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢

Xt ❛r❡ ❡❛s✐❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❊ss❝❤❡r tr❛♥s❢♦r♠s ✭s❡❡ ❇❡rt❤♦❧♦♥✱ ▼♦♥❢♦rt✱

❛♥❞ P❡❣♦r❛r♦ ❬✷✵✵✽❪✮✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ♣r✐❝❡s ♦❢ r✐s❦ ❛r❡ t✐♠❡✲✐♥✈❛r✐❛♥t✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t Xt ✐s

r❡❝✉rs✐✈❡ ❛✣♥❡ ✐♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ✇♦r❧❞ ❛s ✇❡❧❧✳ ❲❤❡♥ t❤❛t ✐s t❤❡ ❝❛s❡✱ ❡st✐♠❛t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s

❛r❡ ❡❛s✐❡r t♦ ♦❜t❛✐♥✳ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐s ❡♥t✐r❡❧② ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✱ ♣s❡✉❞♦

▼▲❊ ♦r ▼▲❊ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞❀ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✇❤❡♥ Xt ✐s ♦♥❧② ♣❛rt❧② ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✱

❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r✐♥❣ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❞✐❧② ♦❜t❛✐♥❡❞✳

❚❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ❛✣♥❡ ♣r♦✲

❝❡ss❡s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✱ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t s❡✈❡r❛❧ ✉s❡❢✉❧ ❡①❛♠♣❧❡s✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡

✇❡❛❦ ❱❆❘ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❝✉rs✐✈❡ ❛✣♥❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡ ✜rst t✇♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧

♠♦♠❡♥ts✱ ✜rst t✇♦ ♠❛r❣✐♥❛❧ ♠♦♠❡♥ts✱ ❛♥❞ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹ tr❡❛ts t❤❡

✉s❡ ♦❢ r❡❝✉rs✐✈❡ ❛✣♥❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❢♦r ❛ss❡t ♣r✐❝✐♥❣✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥

✐ss✉❡s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✳

✹✳✷ ❚❤❡ ❈❧❛ss ♦❢ ❘❡❝✉rs✐✈❡ ❆✣♥❡ Pr♦❝❡ss❡s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ r❡❝✉rs✐✈❡ ❛✣♥❡ ♣r♦❝❡ss❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡✐r ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧

▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠s ✐♥ t❤❡ ♠♦st ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡s❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❛✉t❤♦r✐③❡ ❛

r❡❝✉rs✐✈❡ str✉❝t✉r❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss

✇❤✐❧❡ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ❛✣♥❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ♣r♦❝❡ss✳ ❲❡ t❤❡♥ ♣r❡s❡♥t ✉s❡❢✉❧ ❡①❛♠✲

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✶✹✼



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❘❡❝✉rs✐✈❡ ❈♦♠♣♦✉♥❞ ❆✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ Pr♦❝❡ss❡s

♣❧❡s ♦❢ r❡❝✉rs✐✈❡ ❛✣♥❡ ♣r♦❝❡ss❡s✱ s✉❝❤ ❛s st♦❝❤❛st✐❝ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♣r♦❝❡ss❡s✱ ❞✐s❝r❡t❡✲✈❛❧✉❡❞

♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ❛♥❞ ✈❡❝t♦r✐❛❧ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ❣❛♠♠❛ ♣r♦❝❡ss❡s✳

✹✳✷✳✶ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❘❡❝✉rs✐✈❡ ❆✣♥❡ Pr♦❝❡ss

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❞✐s❝r❡t❡✲t✐♠❡ st♦❝❤❛st✐❝ ♣r♦❝❡ss (Xt)t∈Z✳ ❚❤❡ ✈❡❝t♦r

Xt ✐s ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ✐♥t♦ N s✉❜✈❡❝t♦rs Xi,t✱ i ∈ {1, . . . , N}✱ ♦❢ s✐③❡ ni✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ s✐③❡ ♦❢

Xt = (X
′

1,t, . . . , X
′

N,t)
′

✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② n :=
N∑

i=1

ni✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❞❡♥♦t❡ ❜② X t = (Xt, Xt−1, . . .)

t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛t ❞❛t❡ t✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✶✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss (Xt)t∈Z ✐s s❛✐❞ r❡❝✉rs✐✈❡ ❛✣♥❡ ✐❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ▲❛♣❧❛❝❡

tr❛♥s❢♦r♠s✿

E

[
exp

(
u

′

iXi,t

) ∣∣Xi−1,t, . . . , X1,t, Xt−1

]
, i ∈ {2, . . . , N} , ✭✹✳✶✮

❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✿

exp

[
i−1∑

j=1

c
′

i,j(ui)Xj,t + a′i(ui)Xt−1 + bi(ui)

]
, ❢♦r i ∈ {2, . . . , N} , ✭✹✳✷✮

❛♥❞✱ ❢♦r i = 1✱

E

[
exp

(
u

′

1X1,t

) ∣∣Xt−1

]
= exp

[
a

′

1(u1)Xt−1 + b1(u1)
]
, ✭✹✳✸✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ai(•)✱ bi(•) ❛♥❞ ci,j(•) tr❛♥s❢♦r♠ ✈❡❝t♦rs ♦❢ s✐③❡ ni ✐♥ ✈❡❝t♦rs ♦❢ r❡✲

s♣❡❝t✐✈❡ s✐③❡ n✱ 1✱ ❛♥❞ nj✳

❚❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ t❤✉s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t✱ ❢♦r i ∈ {2, . . . , N}✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s✲

❢♦r♠ ♦❢ Xi,t ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✈❛❧✉❡s (X
′

i−1,t, . . . , X
′

1,t)
′ ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ♣❛st ✈❛❧✉❡s Xt−1✱ ❛r❡

❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲❛✣♥❡ ✐♥ Xi−1,t, . . . , X1,t ❛♥❞ Xt−1✳ ❆ ✜rst ✐♠♣♦rt❛♥t r❡s✉❧t ✐s t❤❛t✱ ❢♦r ❛♥②

i ∈ {1, . . . , N}✱ t❤❡ ❥♦✐♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ (X
′

1,t, . . . , X
′

i,t)
′

✱ ❣✐✈❡♥ Xt−1✱ ✐s

❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲❛✣♥❡ ✐♥ Xt−1✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤✐s ✐s tr✉❡ ❢♦r i = N ❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss

(Xt)t∈Z ✐s ❛✣♥❡✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✶✳ ❋♦r ❛♥② i ∈ {1, . . . , N}✱ t❤❡ ❥♦✐♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢

(X
′

1,t, . . . , X
′

i,t)
′

✱ ❣✐✈❡♥ Xt−1✱ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

E

[
exp(u′1X1,t + . . .+ u′iXi,t)

∣∣Xt−1

]
= exp

[
ã′i(u1, . . . , ui)Xt−1 + b̃i(u1, . . . , ui)

]
✭✹✳✹✮

✶✹✽ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❘❡❝✉rs✐✈❡ ❈♦♠♣♦✉♥❞ ❆✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ Pr♦❝❡ss❡s

✇❤❡r❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ãi(•) ❛♥❞ b̃i(•) ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡❝✉rs✐✈❡❧② ❢r♦♠✿





ã1(u1) = a1(u1) , b̃1(u1) = b1(u1)

ãi(u1, . . . , ui) = ãi−1 [u1 + ci,1(ui), . . . , ui−1 + ci,i−1(ui)] + ai(ui)

b̃i(u1, . . . , ui) = b̃i−1 [u1 + ci,1(ui), . . . , ui−1 + ci,i−1(ui)] + bi(ui) ,

✭✹✳✺✮

Pr♦♦❢✳ ❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ✶✳ �

❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✷✳✶✳✶✳ ❚❤❡ n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ st♦❝❤❛st✐❝ ♣r♦❝❡ss (Xt)t∈Z ✐s ❛✣♥❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥✲

❞✐t✐♦♥❛❧ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ Xt✱ ❣✐✈❡♥ X t−1✱ ✐s✿

ϕt−1(u) = E

[
exp(u

′

Xt) |Xt−1

]
= exp

[
ã′n(u)Xt−1 + b̃n(u)

]

✇❤❡r❡ u = (u1, . . . , uN)
′

✳

Pr♦♦❢✳ ❙tr❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✶✳ �

❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r❡s✉❧ts ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ✇❛② t♦ s♣❡❝✐❢② ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❛✣♥❡ ♣r♦✲

❝❡ss (Xt)t∈Z ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n =
∑N

i=1 ni✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤✐s s♣❡❝✐✜❝❛✲

t✐♦♥ ✐♥t♦ N s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s✉❜✈❡❝t♦rs Xi,t✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱

✐❢ ni = 1 ❢♦r ❛♥② i ✭N = n✮✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ n✲✈❛r✐❛t❡ ❛✣♥❡ ♣r♦❝❡ss

❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ n ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡

♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ♣r♦❝❡ss❡s t❤✉s ♦❜t❛✐♥❡❞ ♣♦ss❡ss ❛❧❧ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣

t❤❡ ❛✣♥❡ ❝❧❛ss ✭s❡❡ ❉❛r♦❧❧❡s✱ ●♦✉r✐ér♦✉①✱ ❛♥❞ ❏❛s✐❛❦ ❬✷✵✵✻❪✮✳

✹✳✷✳✷ ❊①❛♠♣❧❡s

❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♠❡t❤♦❞ ❢♦r s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❛✣♥❡ ♣r♦❝❡ss❡s ✐s ❡①tr❡♠❡❧② ✢❡①✐❜❧❡✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ ②❡t ♥♦t ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❧✐st ♦❢ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢

r❡❝✉rs✐✈❡ ❛✣♥❡ ♣r♦❝❡ss❡s✳

❙t♦❝❤❛st✐❝ ❱♦❧❛t✐❧✐t② ●❛✉ss✐❛♥ Pr♦❝❡ss❡s

▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t X1,t ✐s ❛ ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ ❊①t❡♥❞❡❞ ❆✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ●❛♠♠❛ ♣r♦❝❡ss✱

❞❡♥♦t❡❞ ❜② ARGν(α, β, µ) ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs ν ≥ 0✱ α ≥ 0✱ β > 0 ❛♥❞ µ > 0 ✭❝❢ ❈❤❛♣t❡r ✺

♦r ▼♦♥❢♦rt✱ P❡❣♦r❛r♦✱ ❘❡♥♥❡✱ ❛♥❞ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ❬✷✵✶✹❪✮✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ X1,t✱

❣✐✈❡♥ X1,t−1✱ ✐s ❛ ♥♦♥✲❝❡♥tr❛❧ ●❛♠♠❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ γν(α+β X1,t−1, µ)✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡

❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ X1,t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ♠✐①t✉r❡ γν+zt(µ)✱ ✇❤❡r❡ zt ❢♦❧❧♦✇s

❛ P♦✐ss♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ P(α + β X1,t−1) ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ♦♥ X1,t−1✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ▲❛♣❧❛❝❡

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✶✹✾



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❘❡❝✉rs✐✈❡ ❈♦♠♣♦✉♥❞ ❆✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ Pr♦❝❡ss❡s

tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ X1,t✱ ❣✐✈❡♥ X1,t−1✱ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

∀u1 <
1

µ
, E [exp (u1X1,t) |X1,t−1] = exp

[
u1µ

1− u1µ
(α+ βX1,t−1)− ν log(1− u1µ)

]
. ✭✹✳✻✮

❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢X2,t✱ ❣✐✈❡♥X1,t ❛♥❞X2,t−1✱ ✐s t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ N (ρX2,t−1, X1,t) ✇✐t❤ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠✿

E

[
exp (u2X2,t) |X1,t , X2,t−1

]
= exp

[
u2 ρX2,t−1 +

1

2
u22X1,t

]
. ✭✹✳✼✮

❚❤❡ ♣r♦❝❡ss Xt = (X1,t, X2,t)
′

✐s r❡❝✉rs✐✈❡ ❛✣♥❡✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛✣♥❡✳

❙t♦❝❤❛st✐❝ ❱♦❧❛t✐❧✐t② ❱❆❘ Pr♦❝❡ss❡s

❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①❛♠♣❧❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t ❛ ❱❆❘ ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤

st♦❝❤❛st✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ m ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✉♥✐✈❛r✐❛t❡

❊①t❡♥❞❡❞ ❆✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ●❛♠♠❛ ♣r♦❝❡ss❡s (X1,t, . . . , Xm,t)✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r m ♦t❤❡r ✉♥✐✲

✈❛r✐❛t❡ ♣r♦❝❡ss❡s (Xm+1,t, . . . , X2m,t) ❛♥❞ ❛ss✉♠❡ t❤❛t✱ ❢♦r ❛♥② i ∈ {1, . . . ,m}✿

Xm+i,t |Xm+i−1,t, . . . , X1,t, Xt−1 ∼ N
(

i−1∑

j=1

ψi,j Xm+j,t +
m∑

k=1

ϕi,kXm+k,t−1, Xi,t

)
.

❚❤❡ ♣r♦❝❡ss Xt = (X1,t, . . . , X2m,t)
′

✐s r❡❝✉rs✐✈❡ ❛✣♥❡✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛✣♥❡✳ ❆ s❡❝♦♥❞ ♠❡t❤♦❞

✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ♦♥ (X1,t, . . . , Xm,t) ❛♥❞ X̃t−1✱ t❤❡ st❛❝❦❡❞ ✈❡❝t♦r

X̃t = (Xm+1,t, . . . , X2m,t)
′

✐s ❞✐str✐❜✉t❡❞✱ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

X̃t|X1,t, . . . , Xm,t, Xt−1 ∼ N
(
ν + Φ X̃t−1,

m∑

j=1

Xj,t Ωj

)
,

✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s Ωj ❛r❡ s②♠♠❡tr✐❝ ♦❢ s✐③❡ (m × m)✱ ♣♦s✐t✐✈❡ s❡♠✐✲❞❡✜♥✐t❡✳ ❚❤❡s❡

♠❛tr✐❝❡s ♠✐❣❤t ❜❡ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡❞✱ ♦❢ ❛♥② r❛♥❦ ❣r❡❛t❡r ♦r ❡q✉❛❧ t♦ ✶✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❊①t❡♥❞❡❞

ARG ♣r♦❝❡ss❡s ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❱❆❘ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ m✳

❆♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡ st♦❝❤❛st✐❝ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❱❆❘ ♣r♦❝❡ss ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡❛❢t❡r✳

Pr♦❝❡ss❡s ✇✐t❤ ❲✐s❤❛rt ❱❛r✐❛♥❝❡✲❈♦✈❛r✐❛♥❝❡ ▼❛tr✐❝❡s

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❤❡r❡ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ X1,t = vec(Wt) ✐s ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ s✐③❡ m(m+1)
2

✱ ❛♥❞

(Wt)t∈Z ✐s ❛ s✐③❡ (m ×m) ❲✐s❤❛rt ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ✭WAR✮ ♣r♦❝❡ss✳ ■t ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ t❤❛t

(X1,t)t∈Z ✐s ❛♥ ❛✣♥❡ ♣r♦❝❡ss ✭s❡❡ ●♦✉r✐ér♦✉①✱ ❏❛s✐❛❦✱ ❛♥❞ ❙✉❢❛♥❛ ❬✷✵✵✾❪✱ ●♦✉r✐ér♦✉①✱

▼♦♥❢♦rt✱ ❛♥❞ ❙✉❢❛♥❛ ❬✷✵✶✵❪✱ ●♦✉r✐ér♦✉① ❛♥❞ ❙✉❢❛♥❛ ❬✷✵✶✵❪ ❛♥❞ ●♦✉r✐ér♦✉① ❛♥❞ ❙✉❢❛♥❛

❬✷✵✶✶❪✮✳ ▲❡t X2,t ❜❡ ❛ n2✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❡❝t♦r✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢

✶✺✵ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❘❡❝✉rs✐✈❡ ❈♦♠♣♦✉♥❞ ❆✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ Pr♦❝❡ss❡s

X2,t ❣✐✈❡♥ Xt−1 ❛♥❞ X1,t ❜②✿

X2,t|X1,t, Xt−1 ∼ N (ν + Φ1X1,t + Φ2X2,t−1,ΩWtΩ
′) ,

✇❤❡r❡ ν ✐s ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ s✐③❡ n2✱ Φ1 ❛♥❞ Φ2 ❛r❡ ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ r❡s♣❡❝t✐✈❡ s✐③❡s (n2× m(m+1)
2

) ❛♥❞

(n2 × n2)✱ ❛♥❞ Ω ✐s ❛ ♠❛tr✐① ♦❢ s✐③❡ (n2 ×m)✳ ❲❡ ❣❡t ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ●❛✉ss✐❛♥ ❱❆❘✭✶✮

♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ✈❛r✐❛♥❝❡✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss Xt = (X
′

1,t, X
′

2,t)
′

✐s

r❡❝✉rs✐✈❡ ❛✣♥❡✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛✣♥❡✳

❱❡❝t♦r ❆✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ●❛♠♠❛ Pr♦❝❡ss❡s

❆ ✈❡❝t♦r ❆✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ●❛♠♠❛ ♣r♦❝❡ss Xt = (X1,t, . . . , Xn,t)
′

✇✐t❤ ❛❧❧ Xi,t ♦❢ s❝❛❧❛r

s✐③❡✱ ❞❡♥♦t❡❞ V ARGν ✇✐t❤ ν = (ν1, . . . , νn)
′✱ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

∀ i ∈ {1, . . . , n} , Xi,t|Xi−1,t, . . . , X1,t, Xt−1 ∼ γνi

(
αi +

i−1∑

j=1

βi,j Xj,t + γ
′

i Xt−1, µi

)
,

✇✐t❤ νi ≥ 0✱ αi ≥ 0✱ βi,j ≥ 0✱ γ ❤❛✈❡ ❛❧❧ ❡♥tr✐❡s ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡✱ ❛♥❞ µi > 0✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧②

s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ V ARG ✐s ❛ r❡❝✉rs✐✈❡ ❛✣♥❡ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛✣♥❡✳ ❆❧❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢

Xt ❛r❡ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐❢ νi = 0✱ Xi,t ❝❛♥ st❛② ❛t ③❡r♦ ❢♦r ❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ♣❡r✐♦❞

♦❢ t✐♠❡ ✭s❡❡ ▼♦♥❢♦rt✱ P❡❣♦r❛r♦✱ ❘❡♥♥❡✱ ❛♥❞ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ❬✷✵✶✹❪ ❢♦r ❢✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧s✮✳

❉✐s❝r❡t❡ ❱❛❧✉❡ Pr♦❝❡ss❡s

▼✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ♣r♦❝❡ss❡s ✇✐t❤ s♦♠❡ s❝❛❧❛r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t❛❦✐♥❣ ❞✐s❝r❡t❡ ✈❛❧✉❡s ❝❛♥ ❛❧s♦

❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❡❛s✐❧②✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❛ ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ❣❛♠♠❛ ♣r♦❝❡ss X1,t✱

❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ X2,t ❣✐✈❡♥ X1,t ❛♥❞ t❤❡ ♣❛st ✐s ❛ P♦✐ss♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡r α + β X1,t + γ
′

Xt−1✳ ■ts ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

E

[
exp(uX2,t)

∣∣X1,t, Xt−1

]
= exp[(α + β X1,t + γ

′

Xt−1) (exp(u)− 1)] ,

✇❤✐❝❤ ✐s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲❛✣♥❡ ✐♥ X1,t ❛♥❞ Xt−1✳ ❆♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♠✐❣❤t ❜❡ t♦ ❣✐✈❡ t❤✐s

❢♦r♠ t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ P♦✐ss♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛

❝♦♠♣♦✉♥❞ P♦✐ss♦♥ ♣r♦❝❡ss ✭s❡❡ ❉❛r♦❧❧❡s✱ ●♦✉r✐ér♦✉①✱ ❛♥❞ ❏❛s✐❛❦ ❬✷✵✵✻❪ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✮✳ ❲❡

❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❞❡✜♥❡ ✐♥ ❛♥ ♦❜✈✐♦✉s ✇❛② ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ r❡❝✉rs✐✈❡ P♦✐ss♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❈❧❡❛r❧②✱ ❛❧❧

t❤❡s❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ❛✣♥❡✳

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✶✺✶



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❘❡❝✉rs✐✈❡ ❈♦♠♣♦✉♥❞ ❆✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ Pr♦❝❡ss❡s

Pr♦❝❡ss❡s ✇✐t❤ ◗✉❛❞r❛t✐❝ ❚❡r♠s

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❱❆❘✭✶✮ ♣r♦❝❡ss✿

X1,t = ν + ΦX1,t−1 + εt , εt ∼ IIN(0,Σ) ,

❛♥❞ ❧❡t ✉s ❞❡✜♥❡ X2,t = vec(X1,tX
′

1,t)✳ ■t ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❝❡ss (X
′

1,t, X
′

2,t)
′

✐s

❛✣♥❡ ✭s❡❡ ❈❤❡♥❣ ❛♥❞ ❙❝❛✐❧❧❡t ❬✷✵✵✼❪✱ ●♦✉r✐ér♦✉①✱ ❏❛s✐❛❦✱ ❛♥❞ ❙✉❢❛♥❛ ❬✷✵✵✾❪ ❛♥❞ ●♦✉r✐ér♦✉①

❛♥❞ ❙✉❢❛♥❛ ❬✷✵✶✶❪✮✳ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ t❤✐r❞ ✈❡❝t♦r X3,t✱ ✇✐t❤ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts s✉❝❤

t❤❛t✿

X3,i,t |X3,i−1,t, . . . , X3,1,t, X1,t ∼ γνi

(
αi +

i−1∑

j=1

βi,jX3,j,t + γ
′

i X1,t +X
′

1,t ΓiX1,t, µi

)
✭✹✳✽✮

✇❤❡r❡ Γi ✐s ❛ s②♠♠❡tr✐❝ s❡♠✐✲❞❡✜♥✐t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♠❛tr✐①✱ αi ≥ 0✱ βi,j ≥ 0✱ ✱ µi > 0 ❛♥❞✱ ✐♥

♦r❞❡r t♦ ✐♠♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ t❡r♠ αi + γ
′

i X1,t + X
′

1,t ΓiX1,t ✐s ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ✐♠♣♦s❡

αi >
1
4
γ′i Γ

−1
i γi✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss Xt = (X

′

1,t, X
′

2,t, X
′

3,t)
′

✐s r❡❝✉rs✐✈❡ ❛✣♥❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢ νi = 0✱

t❤❡ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts X3,i,t ♠❛② st❛② ❛t ③❡r♦ ❢♦r s♦♠❡ ♣❡r✐♦❞s✳

Pr♦❝❡ss❡s ✇✐t❤ ❙✇✐t❝❤✐♥❣ ❘❡❣✐♠❡s

▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t X1,t ✐s ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ ✈❛❧✉❡❞ ✐♥ {e1, . . . , eL}✱ ✇❤❡r❡
eℓ✱ ℓ ∈ {1, . . . , L}✱ ✐s t❤❡ ℓth ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♠❛tr✐① IL✳ ❉❡♥♦t✐♥❣ πk,ℓ = P(X1,t =

eℓ |X1,t−1 = ek) t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t (X1,t)t∈Z ✐s ❛♥ ❛✣♥❡ ♣r♦❝❡ss

✇✐t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ ❡q✉❛❧ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

E
[
exp(u′X1,t)

∣∣X1,t−1

]
= exp

[
a

′

(u)X1,t−1

]
,

✇✐t❤ a
′

(u) = [a1(u), . . . , aL(u)]

❛♥❞ ak(u) = log

(
L∑

ℓ=1

exp(u
′

eℓ) πk,ℓ

)
, k ∈ {1, . . . , L}

■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡X1,t ✐♥t♦ ❛ r❡❝✉rs✐✈❡ ❛✣♥❡ ♣r♦❝❡ss ✐♥ ♠❛♥② ✇❛②s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱

✇❡ ❝❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ m✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦❝❡ss (X2,t)t∈Z s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉✲

t✐♦♥ ♦❢ X2,t ❣✐✈❡♥ X1,t ❛♥❞ Xt−1 ✐s N (AX1,t + ΦX2,t−1,Σ(X1,t)) ❛♥❞ Xt = (X
′

1,t, X
′

2,t) ✐s

r❡❝✉rs✐✈❡ ❛✣♥❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

E

[
exp(u′X2,t)

∣∣X1,t, Xt−1

]
= exp

[
u

′

AX1,t + u
′

ΦX2,t−1 +
1

2

(
u

′

Σ(e1)u, . . . , u
′

Σ(eL)u
)
X1,t

]
,

✭✹✳✾✮

✇❤❡r❡ A ✐s ❛ s✐③❡ (m× L) ♠❛tr✐① ✇❤♦s❡ r♦✇s ❛r❡ t❤❡ ✭r❡❣✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t✮ ❝♦♥st❛♥t t❡r♠s

♦❢ t❤❡ ❱❆❘ ❞②♥❛♠✐❝s✱ Φ ✐s t❤❡ s✐③❡ (m×m) ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ♠❛tr✐①✱ ✇❤✐❧❡ Σ(eℓ) ✐s t❤❡ s✐③❡

✶✺✷ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❘❡❝✉rs✐✈❡ ❈♦♠♣♦✉♥❞ ❆✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ Pr♦❝❡ss❡s

(m×m) r❡❣✐♠❡✲ℓ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢ X2,t✳ ❲❡ ❣❡t ❛ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❧❡✈❡❧

❛♥❞ s✇✐t❝❤✐♥❣ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss✳ ■t ✐s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛♠♦♥❣ ♠❛♥② ♦t❤❡rs✱ ♦❢ t❤❡

✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ s✇✐t❝❤✐♥❣ r❡❣✐♠❡s ✇✐t❤✐♥ r❡❝✉rs✐✈❡ ❛✣♥❡ ♣r♦❝❡ss❡s✳

❆❧❧ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①❛♠♣❧❡s ♠❛② ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r ♣r♦❝❡ss❡s

✇✐t❤ s♦♠❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t❛❦✐♥❣ r❡❛❧ ✈❛❧✉❡s✱ ♦t❤❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❞

s♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠ ❜❡✐♥❣ ❛❜❧❡ t♦ st❛② ❛t ③❡r♦✱ ♦t❤❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t❛❦✐♥❣ ❞✐s❝r❡t❡ ✈❛❧✉❡s✱ ✇✐t❤ ❛

▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ ✐♥❞✉❝✐♥❣ s✇✐t❝❤✐♥❣ r❡❣✐♠❡s✳ ■♥ s✉♠♠❛r②✱ t❤❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ❛✣♥❡ ❝❧❛ss ✐s ✈❡r②

✇✐❞❡✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ t❤❡✐r s♣❡❝✐✜❝ ❢❡❛t✉r❡s✳

✹✳✸ ▼♦♠❡♥ts✱ ❱❆❘ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✱ ❙t❛t✐♦♥❛r✐t② ❈♦♥✲

❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ Pr❡❞✐❝t✐♦♥

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ♠♦♠❡♥ts✱ ❱❆❘ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ st❛t✐♦♥❛r✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❢♦r❡✲

❝❛st✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛s ❢♦r r❡❝✉rs✐✈❡ ❛✣♥❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲❛✣♥❡ ❢♦r♠ ♦❢

t❤❡✐r ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠✳ ❋♦r s❛❦❡ ♦❢ ♥♦t❛t✐♦♥❛❧ s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✜rst ❝♦♥✲

s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥tsXi,t✱ ❢♦r ❛♥② i ∈ {1, . . . , N}✱ ❛r❡ ✉♥✐✈❛r✐❛t❡✱ s♦ N = n✳

❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✹✳

✹✳✸✳✶ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ▼♦♠❡♥ts ❛♥❞ ❱❆❘ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s

❯s✐♥❣ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✶✱ t❤❡ ❧♦❣✲▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ Xi,t✱ ❣✐✈❡♥ Xi−1,t, . . . , X1,t, Xt−1 ✐s

❣✐✈❡♥ ❜②✿

ψt(ui) =
i−1∑

j=1

ci,j(ui)Xj,t + a′i(ui)Xt−1 + bi(ui) . ✭✹✳✶✵✮

❚❤❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ Xi,t✱ ❣✐✈❡♥ Xi−1,t, . . . , X1,t, Xt−1✱ ❛r❡ r❡✲

s♣❡❝t✐✈❡❧② ❣✐✈❡♥ ❜②✿

mi,t =
i−1∑

j=1

(
∂ci,j(ui)

∂ui

)

ui=0

Xj,t +

(
∂a′i(ui)

∂ui

)
Xt +

∂bi(ui)

∂ui

∣∣∣∣
ui=0

,

σ2
i,t =

i−1∑

j=1

(
∂2ci,j(ui)

∂ui∂u′i

)

ui=0

Xj,t +
n∑

j=1

(
∂2a′i,j(ui)

∂ui∂u′i

)

ui=0

Xj,t +
∂2bi(ui)

∂ui∂u′i

∣∣∣∣
ui=0

,

✭✹✳✶✶✮

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✶✺✸



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❘❡❝✉rs✐✈❡ ❈♦♠♣♦✉♥❞ ❆✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ Pr♦❝❡ss❡s

✇✐t❤ ♦❜✈✐♦✉s ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♥♦t❛t✐♦♥s✳ ❉❡♥♦t✐♥❣ ❜② mt ❛♥❞ σ2
t t❤❡ ✈❡❝t♦rs ✇❤♦s❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts

❛r❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ mi,t ❛♥❞ σ2
i,t✱ i ∈ {1, . . . , n}✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

mt = CmXt + AmXt−1 + bm ,

σ2
t = CσXt + AσXt−1 + bσ ,

✭✹✳✶✷✮

✇❤❡r❡ Cm ❛♥❞ Cσ ❛r❡ ❧♦✇❡r tr✐❛♥❣✉❧❛r ♠❛tr✐❝❡s ✇✐t❤ ✵ ♦♥ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐❛❣♦♥❛❧✳ ❉❡♥♦t✐♥❣

❜② εt = Xt −mt✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

E

(
εi,t |Xi−1,t, . . . , X1,t, Xt−1

)
= 0

V

(
εi,t |Xi−1,t, . . . , X1,t, Xt−1

)
= σ2

i,t ,

❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ E(εi,t |Xt−1) = 0✱ V(εi,t |Xt−1) = E(σ2
i,t |Xt−1) ❛♥❞ Cov(εi,t, εj,t |Xt−1) = 0✱

s✐♥❝❡ E(εi,tεj,t |Xt−1) = E

[
εi,tE(εj,t |Xj−1,t, . . . , X1,t, Xt−1) |Xt−1

]
= 0✱ ✐❢ i < j✳ ❲❡ t❤✉s

❤❛✈❡ t❤❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ❱❆❘ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✿

Xt = CmXt + AmXt−1 + bm + εt , ✭✹✳✶✸✮

✇❤❡r❡ εt ✐s ❛ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇❤♦s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❣✐✈❡♥ t❤❡

♣❛st ✐s diag[E(σ2
i,t |Xt−1)]✳ ❋r♦♠ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✸✮ ✇❡ ❣❡t✿

Xt = ÃmXt−1 + b̃m + (In − Cm)
−1 εt , ✭✹✳✶✹✮

✇❤❡r❡ Ãm = (In − Cm)
−1Am ❛♥❞ b̃m = (In − Cm)

−1bm✳ ❙✐♥❝❡ Cm ✐s ❧♦✇❡r tr✐❛♥❣✉❧❛r ✇✐t❤

❞✐❛❣♦♥❛❧ t❡r♠s ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✱ ✐t ✐s ♥✐❧♣♦t❡♥t✱ ✐✳❡✳ Ch
m = 0 ❢♦r ❛♥② h > n ❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱

(In − Cm)
−1 = In + Cm + . . .+ Cn−1

m ✳ ❲❡ ❣❡t t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦♠❡♥ts✿

mt := E(Xt |Xt−1) = ÃmXt−1 + b̃m

Σt := V(Xt |Xt−1) = (In − Cm)
−1 diag[E(σ2

i,t |Xt−1)] (In − Cm)
−1′ .

✭✹✳✶✺✮

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❢r♦♠ r❡❧❛t✐♦♥s ✭✹✳✶✷✮ ❛♥❞ ✭✹✳✶✺✮ ✇❡ ❤❛✈❡✿

E(σ2
t |Xt−1) = Cσmt + AσXt−1 + bσ = (Cσ Ãm + Aσ)Xt−1 + Cσ b̃m + bσ

= AXt−1 + b ✭s❛②✮

✶✺✹ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❘❡❝✉rs✐✈❡ ❈♦♠♣♦✉♥❞ ❆✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ Pr♦❝❡ss❡s

❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✿

Σt = (In − Cm)
−1 diag[AXt−1 + b] (In − Cm)

−1′ .

❙♦✱ ✐❢ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② Ωt = (In − Cm)
−1 diag[AXt−1 + b]1/2✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ s❡♠✐✲str♦♥❣ ❱❆❘

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✿

Xt = ÃmXt−1 + b̃m + Ωt ηt , ✭✹✳✶✻✮

✇❤❡r❡ ηt ✐s ❛ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ ❛ ✉♥✐t ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①✳

✹✳✸✳✷ ❯♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ▼♦♠❡♥ts ❛♥❞ ❙t❛t✐♦♥❛r✐t② ❈♦♥❞✐t✐♦♥s

▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② m̃t ❛♥❞ Σ̃t t❤❡ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①

♦❢ Xt✳ ❋r♦♠ ✭✹✳✶✻✮ ✇❡ ❤❛✈❡✿

m̃t = Ãm m̃t−1 + b̃m

Σ̃t = V(mt) + E(Σt)

= Ãm Σ̃t−1 Ã
′

m + (I − Cm)
−1 diag[Am̃t−1 + b] (I − Cm)

−1′ ,

✭✹✳✶✼✮

♦r✱ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ✈❡❝t♦r✐❛❧ ❢♦r♠✱ ✇❡ ❣❡t✿

vec(Σ̃t) =
(
Ãm ⊗ Ãm

)
vec(Σ̃t−1) + [(In − Cm)

−1 ⊗ (In − Cm)
−1] (D m̃t−1 + d) ,

✭✹✳✶✽✮

✇❤❡r❡ D m̃t−1 + d = vec [diag(Am̃t−1 + b)]✳ ❲❡ ❣❡t t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡❝✉rs✐✈❡ s②st❡♠✿




m̃t

vec(Σ̃t)


 =




Ãm 0

[(In − Cm)
−1 ⊗ (In − Cm)

−1] D Ãm ⊗ Ãm







m̃t−1

vec(Σ̃t−1)




+




b̃m

[(In − Cm)
−1 ⊗ (In − Cm)

−1] d


 . ✭✹✳✶✾✮

❙✐♥❝❡ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ Ãm ⊗ Ãm ❛r❡ ❛❧❧ t❤❡ ♣r♦❞✉❝ts ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ Ãm✱ ✇❡ ❣❡t

t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✶✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ✭✹✳✶✾✮ ✐s ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ✐✐❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧✐ ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢

Ãm ❛r❡ ❛❧❧ str✐❝t❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ♦♥❡✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✸✳✶✳✶✳ ❲❤❡♥ t❤❡② ❡①✐st✱ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦♠❡♥ts m̃ ❛♥❞ Σ̃ ♦❢

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✶✺✺



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❘❡❝✉rs✐✈❡ ❈♦♠♣♦✉♥❞ ❆✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ Pr♦❝❡ss❡s

t❤❡ ♣r♦❝❡ss (Xt)✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s t❤❡ ❧✐♠✐ts ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✭✹✳✶✾✮✱ ❛r❡✿

m̃ = (In − Ãm)
−1 b̃m

vec(Σ̃) = (In2 − Ãm ⊗ Ãm)
−1 [(In − Cm)

−1 ⊗ (In − Cm)
−1] (D m̃+ d) .

✭✹✳✷✵✮

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐❢ ✇❡ ✐t❡r❛t❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✹✮ ✇❡ ❣❡t✿

Xt+h = Ãh
mXt +

h−1∑

i=0

Ãi
m

[
b̃m + (In − Cm)

−1 εt+h−i

]

= Ãh
mXt + (In − Ãh

m)(In − Ãm)
−1b̃m +

h−1∑

i=0

Ãi
m (In − Cm)

−1 εt+h−i ,

✭✹✳✷✶✮

❛♥❞ t❤✉s Cov(Xt+h, Xt) = Ãh
m Σ̃✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✷✳ ■❢ ❛❧❧ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ Ãm ❤❛✈❡ ❛ ♠♦❞✉❧✉s str✐❝t❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥

♦♥❡✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss (Xt) ✐s ✭❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧②✮ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r st❛t✐♦♥❛r②✱ ✇✐t❤ ♠❡❛♥ m̃ ❛♥❞ ❛✉t♦✲

❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Ãh
m Σ̃✳

❆ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ ∀ui, ai,j(ui) = 0 ❢♦r j > i✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t Xi,t

❞❡♣❡♥❞s ✭❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❛♥❞ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧②✮ ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❧♦❝❛t❡❞ ❛❜♦✈❡ ❤✐♠ ✐♥

t❤❡ ✈❡❝t♦r Xt✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t Xj,t ❞♦❡s ♥♦t ●r❛♥❣❡r ❝❛✉s❡ Xi,t ✭❢♦r ❛♥②

j > i✮✳ ❚❤❡ ♠❛tr✐① Am ✐s t❤❡♥ ❧♦✇❡r tr✐❛♥❣✉❧❛r ❛♥❞✱ s✐♥❝❡ (In−Cm) ✐s ❧♦✇❡r tr✐❛♥❣✉❧❛r ✇✐t❤

❞✐❛❣♦♥❛❧ t❡r♠s ❡q✉❛❧ t♦ ✶✱ t❤❡ s❛♠❡ ✐s tr✉❡ ❢♦r (I −Cm)
−1✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ Ãm = (I −Cm)

−1Am

✐s ❧♦✇❡r tr✐❛♥❣✉❧❛r ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛✐♥ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ❛s Am✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t

t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ Ãm ❛r❡ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ t❡r♠s ♦❢ Am t❤✉s ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✸✳✷✳✶✳ ■❢ ai,j(ui) = 0 ❢♦r j > i✱ (Xt)t∈Z ✐s s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r st❛t✐♦♥❛r② ✐✐❢✿

∀i ∈ {1, . . . , n},
∣∣∣∣
∂ai,i(ui)

∂ui

∣∣∣∣
ui=0

< 1 ,

t❤❛t ✐s t❤❡ ith ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ ai(ui)✱ s❡tt✐♥❣ ui = 0✱ ❤❛s ❛ ♠♦❞✉❧✉s str✐❝t❧②

s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✶✳

✹✳✸✳✸ ❋♦r❡❝❛st✐♥❣

❋r♦♠ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✹✳✷✶✮ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r❡❝❛st ♦❢ Xt+h ❛t t ✐s✿

Xt+h|t := Et(Xt+h) = Ãh
mXt +

h−1∑

i=0

Ãi
mb̃m

= Ãh
mXt + (In − Ãh

m)(In − Ãm)
−1 b̃m ,

✭✹✳✷✷✮

✶✺✻ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❘❡❝✉rs✐✈❡ ❈♦♠♣♦✉♥❞ ❆✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ Pr♦❝❡ss❡s

❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

vec [Vt(Xt+h)] =
h−1∑

i=0

(
Ãi

m ⊗ Ãi
m

) [
(In − Cm)−1 ⊗ (In − Cm)−1

] (
DXt+h−i−1|t + d

)
, ✭✹✳✷✸✮

✇❤❡r❡ Xt+h−i−1|t ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✭✹✳✷✷✮✳ ■♥ s✉♠♠❛r②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠s ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡

♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r❡❝❛sts ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦rs✳

✹✳✸✳✹ ❊①t❡♥s✐♦♥ t♦ t❤❡ ●❡♥❡r❛❧ ❈❛s❡

❈♦♥s✐❞❡r ♥♦✇ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ Xt = (X
′

1,t, . . . , X
′

N,t)
′

✱ ❡❛❝❤ Xi,t ✐s ♦❢ s✐③❡ ni > 1✳

❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❧♦❣✲▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ Xi,t✱ ❣✐✈❡♥ Xi−1,t, . . . , X1,t✱ Xt−1 ✐s✿

ψt(ui) =
i−1∑

j=1

c
′

i,j(ui)Xj,t + a
′

i(ui)Xt−1 + bi(ui) , ✭✹✳✷✹✮

✇❤❡r❡ ui ✐s ♦❢ s✐③❡ ni✱ ❛♥❞ ci,j(•) ❛♥❞ ai(•) tr❛♥s❢♦r♠ ✈❡❝t♦rs ♦❢ s✐③❡ ni ✐♥ ✈❡❝t♦rs ♦❢

r❡s♣❡❝t✐✈❡ s✐③❡ nj ❛♥❞ n✳ ■❢ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② mi,t = E(Xi,t |Xi−1,t, . . . , X1,t, Xt−1)✱ ✇❡ ❤❛✈❡

❛❣❛✐♥✿

mi,t =
i−1∑

j=1

(
∂c′i,j(ui)

∂ui

)

ui=0

Xj,t +

(
∂a′i(ui)

∂ui

)

ui=0

Xt−1 +
∂bi(ui)

∂ui

∣∣∣∣
ui=0

, ✭✹✳✷✺✮

✇✐t❤ ♦❜✈✐♦✉s ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♥♦t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥s ♦❢ c′i,j(ui)✱ a
′
i(ui) ❛♥❞ bi(ui) ❛r❡ ♥♦✇

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛ ♠❛tr✐① ♦❢ s✐③❡ (ni × nj)✱ ❛ ♠❛tr✐① ♦❢ s✐③❡ (ni × n)✱ ❛♥❞ ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ s✐③❡ ni✳

❙t❛❝❦✐♥❣ t❤❡ mi,t✱ ❢♦r ❛♥② i ∈ {1, . . . , N} ✇❡ ❣❡t t❤❡ s❛♠❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛s ✭✹✳✶✷✮✿

mt = CmXt + AmXt−1 + bm , ✭✹✳✷✻✮

✇❤❡r❡ ♥♦✇ t❤❡ Cm ❛♥❞ Am ❛r❡ (n×n)♠❛tr✐❝❡s ❜❡✐♥❣ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❜❧♦❝❦s ♦❢ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥s

♦❢ c′i,j(ui) ❛♥❞ ♦❢ a′i(ui) r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ s❡tt✐♥❣ ui = 0✳ ◆♦t❡ t❤❛t Cm ✐s ❜❧♦❝❦✲❧♦✇❡r tr✐❛♥❣✉❧❛r✱

t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❜❧♦❝❦s ❜❡✐♥❣ ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❜❧♦❝❦✲r❡❝✉rs✐✈❡ ❱❆❘ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥

❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✸✮✿

Xt = CmXt + AmXt−1 + bm + εt , ✭✹✳✷✼✮

t❤❡ ❡rr♦r t❡r♠ εt ❜❡✐♥❣ ❛ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇❤♦s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡

♠❛tr✐① ❣✐✈❡♥ Xt−1 ✐s ❜❧♦❝❦✲❞✐❛❣♦♥❛❧✳ ❚❤❡ ith ❜❧♦❝❦ ♦❢ t❤✐s ♠❛tr✐① ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✶✺✼



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❘❡❝✉rs✐✈❡ ❈♦♠♣♦✉♥❞ ❆✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ Pr♦❝❡ss❡s

E(Σi,t |Xt−1) ✇❤❡r❡ Σi,t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

Σi,t =
i−1∑

j=1

nj∑

k=1

(
∂2c

(k)′

i,j (ui)

∂ui∂u′i

)

ui=0

X
(k)
j,t +

N∑

j=1

nj∑

k=1

(
∂2a

(k)′

i,j (ui)

∂ui∂u′i

)

ui=0

X
(k)
j,t−1 +

∂2bi(ui)

∂ui∂u′i

∣∣∣∣
ui=0

,

✭✹✳✷✽✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t (k) st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ kth ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✈❡❝t♦r✳ ❋r♦♠ ❊q✉❛✲

t✐♦♥ ✭✹✳✷✽✮✱ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t Σi,t ✐s ❛♥ ❛✣♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ Xj,t ❛♥❞ Xj,t−1✳ ❚❤❡ ❱❆❘

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✹✮ r❡♠❛✐♥s ✈❛❧✐❞✿

Xt = ÃmXt−1 + b̃m + (I − Cm)
−1 εt . ✭✹✳✷✾✮

❆❧s♦✱ ✇❡ st✐❧❧ ❤❛✈❡✿

mt = E(Xt |Xt−1) = ÃmXt−1 + b̃m

Σt = V(Xt |Xt−1) = (In − Cm)
−1 bdiag[E(Σi,t |Xt−1)] (In − Cm)

−1′ ,

✭✹✳✸✵✮

t❤❡ ♠❛tr✐① bdiag[E(Σi,t |Xt−1)] ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❜❧♦❝❦✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐① ✇❤♦s❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❜❧♦❝❦s

❛r❡ E(Σi,t |Xt−1)✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛✣♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ Xj,t−1✬s ✭s❡❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✷✽✮✮✳ ❚❤❡

st❛t✐♦♥❛r✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s r❡♠❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❛♥❞✱ ✐♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ Xj,t ❞♦❡s ♥♦t

❝❛✉s❡ Xi,t ❢♦r j > i✱ t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❜♦✐❧ ❞♦✇♥ t♦✱ ❢♦r ❛♥② i ∈ {1, . . . , N}✱ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s
♦❢ t❤❡ (ni × ni) ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐① ♦❢ ai,i(ui)✱ s❡tt✐♥❣ ui = 0✱ ♠✉st ❤❛✈❡ ❛ ♠♦❞✉❧✉s str✐❝t❧②

s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ♦♥❡✳

✹✳✹ Pr✐❝✐♥❣

❆✣♥❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ❛ss❡t ♣r✐❝✐♥❣ ♣✉r♣♦s❡s✳

❚❤❡② ❝♦♥st✐t✉t❡ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❛✣♥❡ ♠♦❞❡❧s ✭s❡❡ ❡✳❣✳ ❉✉✣❡ ❛♥❞ ❑❛♥ ❬✶✾✾✻❪

♦r ❉✉✣❡ ❛♥❞ ❙✐♥❣❧❡t♦♥ ❬✶✾✾✼❪✮ ✇❤❡r❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡s ♦♥ ❛ss❡ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠

❛✣♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❛♥ ❛✣♥❡ ♣r♦❝❡ss✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡

♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ r❡❝✉rs✐✈❡ ❛✣♥❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❢♦r ❛ss❡t ♣r✐❝✐♥❣ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲❛✣♥❡

st♦❝❤❛st✐❝ ❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r✳ ◆♦t❛❜❧②✱ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ♣r✐❝✐♥❣

♠❡❛s✉r❡ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠✳

✹✳✹✳✶ ❇❛s✐❝ t♦♦❧s

❆♥② ♥♦✲❛r❜✐tr❛❣❡ ❛ss❡t ♣r✐❝✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐♥✈♦❧✈❡s ❢♦✉r ❜❛s✐❝ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ t♦♦❧s ✭s❡❡ ❣❡♥✲

❡r❛❧ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s✮✿ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ s❤♦rt✲t❡r♠ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ t− 1 ❛♥❞ t

✭❦♥♦✇♥ ❛t t−1✮✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② rt−1✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s♣❡❝✐✜❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ Xt❀ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❤✐s✲

✶✺✽ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❘❡❝✉rs✐✈❡ ❈♦♠♣♦✉♥❞ ❆✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ Pr♦❝❡ss❡s

t♦r✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s fP(Xt |Xt−1)❀ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧

❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s fQ(Xt |Xt−1) ❛♥❞ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ st♦❝❤❛st✐❝ ❞✐s✲

❝♦✉♥t ❢❛❝t♦rs ✭s✳❞✳❢✳✮ ❜❡t✇❡❡♥ t − 1 ❛♥❞ t s♣❡❝✐✜❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ Xt ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡❞

❜② Mt−1,t(Xt)✳ ❯♥❞❡r ♥♦✲❛r❜✐tr❛❣❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ t❤❡s❡ t♦♦❧s ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❡①♣r❡ss✐♦♥✿

fP(Xt |Xt−1) = fQ(Xt |Xt−1)M
−1
t−1,t(Xt−1) exp[−rt−1(Xt−1)] . ✭✹✳✸✶✮

❲❡ ❛❞♦♣t t❤❡ ❜❛❝❦ ♠♦❞❡❧✐♥❣ str❛t❡❣② ✭s❡❡ ❇❡rt❤♦❧♦♥✱ ▼♦♥❢♦rt✱ ❛♥❞ P❡❣♦r❛r♦ ❬✷✵✵✽❪✮✳ ❲❡

✜rst s♣❡❝✐❢② ❛ r❡❝✉rs✐✈❡ ❛✣♥❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ ❛❧❧ t❤❡ ♥✐❝❡

♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛✣♥❡ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✇❡ ❤❛✈❡ q✉❛s✐✲❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠s ❢♦r t❤❡ ♠✉❧t✐✲

❤♦r✐③♦♥ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ ✭s❡❡ ●♦✉r✐ér♦✉①✱ ▼♦♥❢♦rt✱ P❡❣♦r❛r♦✱ ❛♥❞ ❘❡♥♥❡ ❬✷✵✶✹❪✮ ❛♥❞

♠✉❧t✐✲❤♦r✐③♦♥ tr✉♥❝❛t❡❞ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠s✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ q✉❛s✐✲❡①♣❧✐❝✐t ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ♠❛♥②

❛ss❡t ♣r✐❝✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛s ✇❤❡♥ t❤❡ s❤♦rt r❛t❡ ✐s ❛♥ ❛✣♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ Xt✳ ❖♥❝❡ t❤❡ r✐s❦✲

♥❡✉tr❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ t❤❡ s❤♦rt✲r❛t❡ ❛r❡ s♣❡❝✐✜❡❞✱ ✇❡ s❡❡ ❢r♦♠ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✸✶✮ t❤❛t ✇❡

❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ t♦ s♣❡❝✐❢② ❡✐t❤❡r ❛♥② ♦♥❡✲♣❡r✐♦❞ st♦❝❤❛st✐❝ ❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦rMt−1,t(Xt) s❛t✐s❢②✐♥❣

E
Q
t−1(M

−1
t−1,t(Xt)) = exp[rt−1(Xt−1)]✱ ♦r t❤❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❆t t❤✐s st❛❣❡✱ ❦❡② ❝♦♥s✐❞✲

❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s✳❞✳❢✳ ❛♥❞ t❤❡ tr❛❝t❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s

✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✳ ❲❡ ❢♦❧❧♦✇ ❛ ❧❛r❣❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞✐♥❣ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲❛✣♥❡

s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✳❞✳❢✳✿

Mt−1,t(X t) = exp[−rt−1(X t−1)− λ
′

t−1Xt + ψQ
t−1(λt−1)] , ✭✹✳✸✷✮

✇❤❡r❡ λt−1 ✐s ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ r✐s❦ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ Xt−1✱ ❛♥❞ ψ
Q
t−1(u) ✐s t❤❡

r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❧♦❣✲▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ Xt ❣✐✈❡♥ Xt−1✳ ❲❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② s❡❡ ❢r♦♠

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✸✷✮ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t EQ
t−1(M

−1
t−1,t(X t)) = exp[rt−1(X t−1)] ✐s ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧②

s❛t✐s✜❡❞✳ ▲❡t ✉s ❦♥♦✇ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ✇❤✐❝❤

❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐❢ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ ❛ r❡❝✉rs✐✈❡ ❛✣♥❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ❛ s✳❞✳❢✳ ❣✐✈❡♥ ❜②

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✸✷✮✳

✹✳✹✳✷ ❘❡❝✉rs✐✈❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ❊ss❝❤❡r tr❛♥s❢♦r♠s

❋r♦♠ ❘❡❧❛t✐♦♥s ✭✹✳✸✶✮ ❛♥❞ ✭✹✳✸✷✮ ✇❡ s❡❡ t❤❛t✿

fP(Xt |Xt−1) = fQ(Xt |Xt−1) exp[λ
′

t−1Xt − ψQ
t−1(λt−1)] . ✭✹✳✸✸✮

■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ fP(Xt |Xt−1) ✐s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❊ss❝❤❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ fQ(Xt |Xt−1) ❛s✲

s♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r λt−1✳ ❋r♦♠ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✸✸✮ ✇❡ ❛❧s♦ s❡❡ t❤❛t t❤❡

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✶✺✾



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❘❡❝✉rs✐✈❡ ❈♦♠♣♦✉♥❞ ❆✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ Pr♦❝❡ss❡s

❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ▲♦❣✲▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ ✐♥ t❤❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ✇♦r❧❞ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

ψP
t−1(u) = ψQ

t−1(u+ λt−1)− ψQ
t−1(λt−1) . ✭✹✳✸✹✮

❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐ss✉❡ ✐s ♥♦✇ t❤❡ tr❛❝t❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t ♣r♦♣♦✲

s✐t✐♦♥ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ❤❛s ❛ r❡❝✉rs✐✈❡ str✉❝t✉r❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ❝♦♥✲

❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❡❛s✐❧② ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ♦♥❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹✳✶✳ ▲❡t ✉s s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧

st♦❝❤❛st✐❝ ♣r♦❝❡ss Xt = (X
′

1,t, . . . , X
′

N,t)
′ ✐s r❡❝✉rs✐✈❡ ❛✣♥❡ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ♦♥❡✲♣❡r✐♦❞ st♦❝❤❛s✲

t✐❝ ❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✸✷✮✳ ❚❤❡ ♣r✐❝❡s ♦❢ r✐s❦ λt−1 ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

❛ ❜❧♦❝❦ ✈❡❝t♦r λt−1 = (λ
′

1,t−1, . . . , λ
′

N,t−1)
′

✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢

XN−i,t✱ ❣✐✈❡♥ (XN−i−1,t, . . . , X1,t, Xt−1) ✐s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❊ss❝❤❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡✲

s♣♦♥❞✐♥❣ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs λ̃N−i,t−1✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠

λi,t−1✬s ❜② t❤❡ ❜❛❝❦✇❛r❞ r❡❝✉rs✐♦♥✿





λ̃N,t−1 = λN,t−1

λ̃N−i,t−1 = λN−i,t−1 +
i∑

k=1

cN−k+1,n−i(λ̃N−k+1,t−1) , i ∈ {1, . . . , N − 1} .
✭✹✳✸✺✮

Pr♦♦❢✳ ❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ✷✳ �

❋r♦♠ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹✳✶ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t ✐❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts X
′

1,t, . . . , X
′

N,t ❛r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧②

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✐♥ t❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ✇♦r❧❞ ❣✐✈❡♥ Xt−1✱ t❤❡ s❛♠❡ ✐s tr✉❡ ✐♥ t❤❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ✇♦r❧❞✳

■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ λ̃N−i,t−1 = λN−i,t−1 ❢♦r ❛♥② i ∈ {0, . . . , N−1}✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢ ✉♣ t♦ ❛

❝❡rt❛✐♥ ♦r❞❡r p < N ✱ ✇❡ ❤❛✈❡ λN−i,t−1 = 0 ❢♦r i ∈ {0, . . . , p}✱ ✇❡ ❤❛✈❡ λ̃N−i,t−1 = 0 ❢♦r i ∈
{0, . . . , p} ❛♥❞ t❤✉s✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ XN−i,t✱ ❣✐✈❡♥ XN−i−1,t, . . . , X1,t, Xt−1

❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ✉♥❞❡r ❜♦t❤ ♠❡❛s✉r❡s✱ ❢♦r ❛❧❧ i ∈ {0, . . . , p}✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✹✳✶✳✶✳ ■❢ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② ψQ
i,t(ui) t❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ❧♦❣✲▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ Xi,t

❣✐✈❡♥ Xi−1,t, . . . , X1,t✱ Xt−1✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ❧♦❣✲▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ ✐s✿

ψP
i,t(ui) = ψQ

i,t(ui + λ̃i,t−1)− ψQ
i,t(λ̃i,t−1) . ✭✹✳✸✻✮

Pr♦♦❢✳ ❙tr❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹✳✶✳ �

❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✹✳✶✳✷✳ ■❢ λ̃t−1 ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ Xt−1✱ t❤❡♥ t❤❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ (Xt)

✐s r❡❝✉rs✐✈❡ ❛✣♥❡✳

Pr♦♦❢✳ ■❢ λ̃t−1 = λ̃✱ ✐t ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② s❡❡♥ ❢r♦♠ ❊q✉❛t✐♦♥ ✹✳✸✻ t❤❛t ψP
i,t(ui) ✐s ❛✣♥❡ ✐♥

Xi−1,t, . . . , X1,t✱ Xt−1✳ �

✶✻✵ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❘❡❝✉rs✐✈❡ ❈♦♠♣♦✉♥❞ ❆✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ Pr♦❝❡ss❡s

❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t ❛ r❡❝✉rs✐✈❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s ❡❛s✐❧②

❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ♦♥❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛s s❤♦✇♥ ❜❡❧♦✇✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛❜♦✉t r❡❝✉rs✐✈❡

❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦♠❡♥ts ❛♥❞ ❱❆❘ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❡❛s✐❧② tr❛♥s♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧

❞②♥❛♠✐❝s✳

✹✳✹✳✸ ▼♦♠❡♥ts ❛♥❞ ❱❆❘ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ❞②♥❛♠✲

✐❝s

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❧♦❣✲▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢Xi,t✱ ❣✐✈❡♥Xi−1,t, . . . ,

X1,t, Xt−1✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✷✹✮✿

ψQ
i,t(ui) =

i−1∑

j=1

c
′

i,j(ui)Xj,t + a
′

i(ui)Xt−1 + bi(ui) , ✭✹✳✸✼✮

❛♥❞ ❧❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② mP
i,t ❛♥❞ Σ

P

i,t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡❝✉rs✐✈❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡❛♥

❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹✳✷✳

mP
i,t =

(
∂ψQ

i,t(ui)

∂ui

)

ui=λ̃i,t−1

❛♥❞ Σ
P

i,t =

(
∂2ψQ

i,t(ui)

∂ui∂u′i

)

ui=λ̃i,t−1

.

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ❦♥♦✇ t❤❛t mP
i,t ✐s t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ ψ

P
i,t(ui) s❡tt✐♥❣ ui = 0 ❛♥❞ Σ

P

i,t ✐s t❤❡ ♠❛tr✐①

♦❢ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ ψP
i,t(ui)✱ s❡tt✐♥❣ ui = 0✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ❢♦❧❧♦✇s ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡

❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ψP
i,t(ui) ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✹✳✶✳✶✳ �

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹✳✷ ❤❛s s❡✈❡r❛❧ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝❛s❡ ni = 1 ❢♦r

t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ♥♦t❛t✐♦♥❛❧ s✐♠♣❧✐❝✐t② ✭t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ❛r❡ ❡❛s✐❧② ♦❜t❛✐♥❡❞✮✱ ✇❡

❤❛✈❡✿

(i) t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢mP
t ❛♥❞ Σ

P

t ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ s❛♠❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛s ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✷✮

✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s Cm✱ Am✱ bm✱ Cσ✱ Aσ ❛♥❞ bσ ❛r❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t

♠❛tr✐❝❡s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ❛♥❞ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ✭r✐s❦✲

♥❡✉tr❛❧✮ ❢✉♥❝t✐♦♥s ci,j(•) ❛♥❞ ai(•) ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✐♥ λ̃i,t−1✳

(ii) t❤❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✸✮ ❛♥❞ t❤❡ ❱❆❘ ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✻✮ ❛r❡ st✐❧❧

✈❛❧✐❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♥❡✇ ♠❛tr✐❝❡s Cm✱ Am✱ bm✱

A✱ b✱ Ãm ❛♥❞ b̃m ♠❛② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ Xt−1 ✐❢ λi,t−1 ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ Xt−1✳

(iii) ✐❢ t❤❡ λi,t−1✬s ❞♦ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ Xt−1✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✷✱ ❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✸✳✷✳✶ ❛♥❞ t❤❡

❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛s ✭✹✳✷✷✮ ❛♥❞ ✭✹✳✷✸✮ r❡♠❛✐♥ ✈❛❧✐❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥❡✇ ♠❛tr✐❝❡s✳

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✶✻✶



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❘❡❝✉rs✐✈❡ ❈♦♠♣♦✉♥❞ ❆✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ Pr♦❝❡ss❡s

✹✳✺ ■♥❢❡r❡♥❝❡

▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② θ t❤❡ s❡t ♦❢ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ θ

♣r✐♠❛r✐❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r Xt ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦t❤❡r

♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳

✹✳✺✳✶ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ♣r♦❝❡ss ❝❛s❡

■❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss (Xt)t∈Z ✐s ❡♥t✐r❡❧② ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✱ ❛♥❞ ✐❢ t❤❡ ♣✳❞✳❢✳✬s fP
t (Xi,t |Xj−1,t, . . . , X1,t, Xt−1; θ)

❛r❡ tr❛❝t❛❜❧❡✱ t❤❡♥ t❤❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ LT (θ) ❣✐✈❡♥ ❜②✿

LT (θ) =
T∑

t=1

[
N∑

i=2

(
log fP

t (Xi,t |Xj−1,t, . . . , X1,t, Xt−1; θ)
)
+ log fP

t (X1,t |Xt−1; θ)

]
✭✹✳✸✽✮

✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t♦r ✭▼▲❊✮ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠✲

♣✉t❡❞✳ ■❢ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♣✳❞✳❢✳✬s ❛r❡ ✉♥tr❛❝t❛❜❧❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ ♣s❡✉❞♦ ♠❛①✐♠✉♠

❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ ♦r❞❡r t✇♦ ✭s❡❡ ●♦✉r✐ér♦✉①✱ ▼♦♥❢♦rt✱ ❛♥❞ ❚r♦❣♥♦♥ ❬✶✾✽✹❪✮ s✐♥❝❡ t❤❡ ❡①❛❝t

❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s ✐♥ t❤❡

❤✐st♦r✐❝❛❧ ✇♦r❧❞✱ ♥❛♠❡❧② mP
i,t(θ) ❛♥❞ Σ

P

i,t(θ)✱ ❛r❡ ❡❛s✐❧② ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ❝♦♥✲

❞✐t✐♦♥❛❧ ❧♦❣✲▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠s ψQ
i,t(ui) ✭s❡❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹✳✷✮✳ ❚❤❡ ♣s❡✉❞♦ ♠❛①✐♠✉♠

❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♠❡t❤♦❞ t❤✉s ❝♦♥s✐sts ✐♥ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ θ✿

θ̂ = ❛r❣♠✐♥
θ

T∑

t=1

N∑

i=1

{
log
∣∣∣ΣP

i,t(θ)
∣∣∣+
[
Xi,t −mP

i,t(θ)
]′ (

Σ
P

i,t(θ)
)−1 [

Xi,t −mP
i,t(θ)

]}
. ✭✹✳✸✾✮

✹✳✺✳✷ ❚❤❡ ✭♣❛rt✐❛❧❧②✮ ❧❛t❡♥t ♣r♦❝❡ss ❝❛s❡

■♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ st✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ✇❤❡♥ Xt ✐s ♣❛rt✐❛❧❧②

♦❜s❡r✈❛❜❧❡✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐❢ Xt = (X
′

1,t, X
′

2,t)
′

✱ ✇❤❡r❡ X2,t ✐s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❛♥❞ X1,t ✐s ❛ ❧❛t❡♥t

▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ ✭✇✐t❤ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❛tr✐① ♣♦ss✐❜❧② ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ X2,t−1✮ ✐t ♠❛②

❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ▼▲❊ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❑✐t❛❣❛✇❛✲❍❛♠✐❧t♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✐t ✐s

❛❧✇❛②s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦❢ t❤❡ ❱❆❘ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✻✮ ✐♥ t❤❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧

✇♦r❧❞ ❛s ❛ s❡t ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ t♦ ❛❞❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞

♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛ss❡t ♣r✐❝✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s

❛✣♥❡✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ♦❜t❛✐♥ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❢♦r♠✉❧❛s ✭❜❛s❡❞ ♦♥ r✐s❦✲❧❡ss ♦r ❞❡❢❛✉❧t❛❜❧❡

❜♦♥❞s✮ ❛s ❛✣♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢Xt ❛♥❞ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦rs ✇♦✉❧❞

♣r♦✈✐❞❡ ❛ s❡t ♦❢ ❛✣♥❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧✳

❚❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ✇♦✉❧❞ ❞❡♣❡♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♦♥ t❤❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡

♦r q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ Xt✳ ❆ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ✭❡①t❡♥❞❡❞✮ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r✱

✶✻✷ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❘❡❝✉rs✐✈❡ ❈♦♠♣♦✉♥❞ ❆✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ Pr♦❝❡ss❡s

❑✐t❛❣❛✇❛✲❍❛♠✐❧t♦♥ ✜❧t❡r ♦r ✐♥✈❡rs✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✭s❡❡ ❈❤❡♥ ❛♥❞ ❙❝♦tt ❬✶✾✾✸❪✱ P❡❛rs♦♥ ❛♥❞

❙✉♥ ❬✶✾✾✹❪✱ ▼♦♥❢♦rt ❛♥❞ ❘❡♥♥❡ ❬✷✵✶✸❪✱ ▼♦♥❢♦rt ❛♥❞ ❘❡♥♥❡ ❬✷✵✶✹❪✮ ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥

t♦ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳

✹✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❞❡✈❡❧♦♣s ❛ ♥❡✇ ❝❧❛ss ♦❢ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❛✣♥❡ ♣r♦❝❡ss❡s t❤❛t ✇❡ ❝❛❧❧ r❡❝✉rs✐✈❡

❛✣♥❡✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ✈❡❝t♦r ✐♥ ❛ ❜❧♦❝❦

r❡❝✉rs✐✈❡ ❢❛s❤✐♦♥✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ r❡❝✉rs✐✈❡ ❛✣♥❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡✐r

❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠✿ ❛ ♣r♦❝❡ss ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ❛✣♥❡ ✐❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧

▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ ❡❛❝❤ ❜❧♦❝❦ ❝♦♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧ ♣r♦❝❡ss✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♣❛st ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡

♣r♦❝❡ss ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❜❧♦❝❦s ❧♦❝❛t❡❞ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜❧♦❝❦ ✐♥ t❤❡ ✈❡❝t♦r✱

✐s ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲❛✣♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡ ✜rst ❜❧♦❝❦ t❤❡r❡❢♦r❡

❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ♣❛st ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣r♦❝❡ss✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜❧♦❝❦ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥

t❤❡ ♣❛st ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✜rst ❜❧♦❝❦✳ ❚❤✐s

❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s t❤❡s❡ ♣r♦❝❡ss❡s t♦ ❞❡♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥

t♦ ❜✉✐❧❞ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❛✣♥❡ ♣r♦❝❡ss❡s✳

❲❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s ❝❧❛ss ✐s ✈❡r② ✇✐❞❡ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s✱ s✉❝❤ ❛s st♦❝❤❛st✐❝ ✈♦❧❛t✐❧✲

✐t② ♣r♦❝❡ss❡s✱ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❞✐s❝r❡t❡✲✈❛❧✉❡❞ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ♦r ✈❡❝t♦r✐❛❧ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ❣❛♠♠❛

♣r♦❝❡ss❡s✳ ❙✐♥❝❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ❛✣♥❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ❛✣♥❡✱ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ✉s✉❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛s✲

s♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s ❝❧❛ss ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t r❡❝✉rs✐✈❡ ❛✣♥❡ ♣r♦❝❡ss❡s ♣♦ss❡ss ❛

✇❡❛❦ ❱❆❘ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ s✐♠♣❧❡ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ❢♦r♠✉❧❛s ❢♦r ❜♦t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧

❛♥❞ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✜rst t✇♦ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇s ❢♦r

❛ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛s✳

▲❛st✱ ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ t❤❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ❛✣♥❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❛ss❡t ♣r✐❝✐♥❣ ♣✉r♣♦s❡s ❝♦♥✲

s✐❞❡r✐♥❣ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲❛✣♥❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r✳ ❲❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ❝❤❛♥❣❡

♦❢ ♠❡❛s✉r❡ ❢♦r♠✉❧❛s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❊ss❝❤❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ■♥

t❤❡ ❡♥❞✱ ✇❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ❡st✐♠❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤

r❡❝✉rs✐✈❡ ❛✣♥❡ ♣r♦❝❡ss❡s✳

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✶✻✸



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❘❡❝✉rs✐✈❡ ❈♦♠♣♦✉♥❞ ❆✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ Pr♦❝❡ss❡s

❆♣♣❡♥❞✐❝❡s ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✹

✹✳❆ Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✶

❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s ♦❜✈✐♦✉s ❢♦r i = 1✳ ▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✐t ✐s tr✉❡ i− 1✱ ❛♥❞ ❧❡t ✉s s❤♦✇ t❤❛t

✐s ❛❧s♦ tr✉❡ ❢♦r i✳ ❲❡ ❤❛✈❡✿

E

[
exp(u

′

1X1,t + . . .+ u
′

iXi,t) |Xt−1

]

= E

{
exp

(
i−1∑

k=1

u
′

kXk,t

)
E

[
exp(uiXi,t) |X1,t, . . . , Xi−1,t, Xt−1

]
|Xt−1

}

= E

{
exp

(
i−1∑

k=1

u
′

kXk,t

)
exp

(
i−1∑

k=1

c
′

i,k(ui)Xk,t + a
′

i(ui)Xt−1 + bi(ui)

)
|Xt−1

}

= exp
(
a

′

i(ui)Xt−1 + bi(ui)
)
E

{
exp

(
i−1∑

k=1

(uk + ci,k(ui))
′

Xk,t

)
|Xt−1

}

= exp
(
a

′

i(ui)Xt−1 + bi(ui)
)

× exp
[
ãi−1(u1 + ci,1(ui), . . . , ui−1 + ci,i−1(ui))

′

Xt−1

+b̃i−1(u1 + ci,1(ui), . . . , ui−1 + ci,i−1(ui))
]

= exp

{[
ãi−1(u1 + ci,1(ui), . . . , ui−1 + ci,i−1(ui)) + ai(ui)

]′
Xt−1

+
[
b̃i−1(u1 + ci,1(ui), . . . , ui−1 + ci,i−1(ui)) + bi(ui)

]}
.

❚❤❡ r❡s✉❧t ❢♦❧❧♦✇s ❜② ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳

✹✳❇ Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹✳✶

▲❡t X ❜❡ ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ❊ss❝❤❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ ❛♥② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ fX(x) ✐s

❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s✿

fλ
X(x) =

exp(λx)fX(x)

EX [exp(λX)]

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤✐s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ t✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛s✳

▲❡♠♠❛ ✹✳❇✳✶✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❡❝t♦r (X
′

1, X
′

2)
′

✇✐t❤ ♣✳❞✳❢✳ f(X1, X2) ❛♥❞ t❤❡

❊ss❝❤❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ f(X1, X2) ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs λ = (λ
′

1, λ
′

2) ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡❞ ❜②

fλ(X1, X2)✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ fλ(X2 |X1) ✐s t❤❡ ❊ss❝❤❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢

f(X2 |X1) ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡r t❤❡ λ2✳

✶✻✹ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❘❡❝✉rs✐✈❡ ❈♦♠♣♦✉♥❞ ❆✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ Pr♦❝❡ss❡s

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ∝ ❢♦r ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐t②✿

fλ(X1, X2) ∝ f(X1, X2) exp
(
λ

′

1X1 + λ
′

2X2

)

♦r fλ(X1, X2) ∝ f(X1) exp(λ
′

1X1)f(X2|X1) exp(λ
′

2X2)

❛♥❞ fλ(X2|X1) ∝ f(X2|X1) exp(λ
′

2X2) ,

✭✹✳✹✵✮

✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s t❤❡ r❡s✉❧t✳ �

▲❡♠♠❛ ✹✳❇✳✷✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❛♥❞♦♠ ✈❡❝t♦r X = (X
′

1, . . . , X
′

n)
′

✱ ✇✐t❤

♣✳❞✳❢✳ f(X1, . . . , Xn)✱ ❛♥❞ t❤❡ ❊ss❝❤❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ f(X1, . . . , Xn) ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♣❛r❛♠✲

❡t❡rs λ = (λ
′

1, . . . , λ
′

n)
′

✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② fλ(X1, . . . , Xn)✳ ▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ▲❛♣❧❛❝❡

tr❛♥s❢♦r♠ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣✳❞✳❢✳ f(Xi |Xi−1, . . . , X1) ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✿

ϕi(u) = E
[
exp(u

′

Xi) |Xi−1, . . . , X1

]
= exp

[
i−1∑

j=1

c
′

i,j(u)Xj + bi(u)

]
, i ∈ {2, . . . , n} ,

✭✹✳✹✶✮

✇✐t❤ ϕ1(u) = E
[
exp(u

′

X1)
]
= exp [b1(u)]✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧ts ❤♦❧❞✿

(a) ❚❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣✳❞✳❢✳ fλ(X1, . . . , Xn−i) ✐s t❤❡ ❊ss❝❤❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ f(X1, . . . , Xn−i)

❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs

λj +
i∑

k=1

cn−k+1,j(λ̃n−k+1) , j ∈ {1, . . . , n− i} , ✭✹✳✹✷✮

✭✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥
i∑

k=1

cn−k+1,j(λ̃n−k+1) = 0✱ ❢♦r i = 0✮ ✇❤❡r❡ t❤❡ λ̃j ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞

r❡❝✉rs✐✈❡❧② ❢r♦♠✿





λ̃n = λn

λ̃n−i = λn−i +
i∑

k=1

cn−k+1,n−i(λ̃n−k+1) , i ∈ {1, . . . , n− 1} .
✭✹✳✹✸✮

(b) ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ fλ(Xn−i |Xn−i−1, . . . , X1) ✐s t❤❡ ❊ss❝❤❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢

f(Xn−i | Xn−i−1, . . . , X1) ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r λ̃n−i ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ✭✹✳✹✸✮✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r✱ ✜rst✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ fλ(X1, . . . , Xn−i)✱ ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉✲

t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ fλ(Xn−i |Xn−i−1, . . . , X1)✳

✕ ✐❢ i = 0✱ (a) ✐s tr✉❡✳

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✶✻✺



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❘❡❝✉rs✐✈❡ ❈♦♠♣♦✉♥❞ ❆✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ Pr♦❝❡ss❡s

✕ ▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ ♥♦✇ t❤❛t a) ✐s tr✉❡ ❢♦r i✿

fλ(X1, . . . , Xn−i) ∝ f(X1, . . . , Xn−i) exp




n−i∑

j=1

(
λj +

i∑

k=1

cn−k+1,j(λ̃n−k+1)

)′

Xj


 .

✭✹✳✹✹✮

❘❡♣❧❛❝✐♥❣ f(X1, . . . , Xn−i) ❜② f(X1, . . . , Xn−i−1) f(Xn−i |X1, . . . , Xn−i−1) ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲

❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r❡❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ Xn−i ❣✐✈❡s✿

fλ(X1, . . . , Xn−i−1)

∝ f(X1, . . . , Xn−i−1) exp




n−i−1∑

j=1

(
λj +

i∑

k=1

cn−k+1,j(λ̃n−k+1)

)′

Xj




×
∫
f(Xn−i |X1, . . . , Xn−i−1) exp



(
λn−i +

i∑

k=1

cn−k+1,n−i(λ̃n−k+1)

)′

Xn−i


 dXn−i

∝ f(X1, . . . , Xn−i−1) exp



n−i−1∑

j=1

(
λj +

i∑

k=1

cn−k+1,j(λ̃n−k+1)

)′

Xj




×E



exp



(
λn−i +

i∑

k=1

cn−k+1,n−i(λ̃n−k+1)

)′

Xn−i


 |X1, . . . , Xn−i−1





∝ f(X1, . . . , Xn−i−1) exp

[
n−i−1∑

j=1

(
λj +

i∑

k=1

cn−k+1,j(λ̃n−k+1)

)
Xj

]

× exp




n−i−1∑

j=1

cn−i,j

(
λn−i +

i∑

k=1

cn−k+1,n−i(λ̃n−k+1)

)′

Xj




∝ f(X1, . . . , Xn−i−1) exp



n−i−1∑

j=1

(
λj +

i+1∑

k=1

cn−k+1,j(λ̃n−k+1)

)′

Xj




✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ❢♦r i+1✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ▲❡♠♠❛ ✹✳❇✳✶ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r fλ(X1, . . . , Xn−i)

s❤♦✇ t❤❛t fλ(Xn−i |X1, . . . , Xn−i−1) ✐s t❤❡ ❊ss❝❤❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ f(Xn−i |X1, . . . , Xn−i−1)

❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✿

λn−i +
i∑

k=1

cn−k+1,n−i(λ̃n−k+1) = λ̃n−i . ✭✹✳✹✺✮

✶✻✻ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❘❡❝✉rs✐✈❡ ❈♦♠♣♦✉♥❞ ❆✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ Pr♦❝❡ss❡s

�

◆♦✇✱ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹✳✶ ✐s ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣❛rt (b) ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✹✳❇✳✷

❛♥❞ ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛ ✭✹✳✹✸✮✱ ✐❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ Xt−1✳

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✶✻✼
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❈❤❛♣t❡r ✺

❙t❛②✐♥❣ ❛t ❩❡r♦ ✇✐t❤ ❆✣♥❡ Pr♦❝❡ss❡s

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛rt✐❝❧❡ ✏❙t❛②✐♥❣ ❛t ❩❡r♦ ✇✐t❤ ❆✣♥❡ Pr♦❝❡ss❡s✿ ❆♥ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

t♦ ❚❡r♠ ❙tr✉❝t✉r❡ ▼♦❞❡❧✐♥❣✑ ♦❢ ▼♦♥❢♦rt✱ P❡❣♦r❛r♦✱ ❘❡♥♥❡✱ ❛♥❞ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ❬✷✵✶✹❪✳

❆❜str❛❝t

❲❡ ❜✉✐❧❞ ❛♥ ❆✣♥❡ ❚❡r♠ ❙tr✉❝t✉r❡ ▼♦❞❡❧ t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ②✐❡❧❞s ❛t

❛♥② ♠❛t✉r✐t② ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ ❛ s❤♦rt✲t❡r♠ r❛t❡ t❤❛t st❛②s

❛t t❤❡ ③❡r♦ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ✭❩▲❇✮ ❢♦r ❡①t❡♥❞❡❞ ♣❡r✐♦❞s ♦❢ t✐♠❡ ✇❤✐❧❡ ❧♦♥❣❡r✲

t❡r♠ r❛t❡s ❞✐s♣❧❛② ❤✐❣❤ ✈♦❧❛t✐❧✐t②✳ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡s❡ ❢❡❛t✉r❡s t❤r♦✉❣❤ ❛

♥❡✇ ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ❛✣♥❡ ♣r♦❝❡ss ❝❛❧❧❡❞ ❆❘●✲❩❡r♦✱ ❛♥❞ ✐ts ♠✉❧t✐✲

✈❛r✐❛t❡ ❛✣♥❡ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ✭❱❆❘●✮✱ ❡♥t❛✐❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛

③❡r♦✲♣♦✐♥t ♠❛ss✳ ❚❤❡ ❛✣♥❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤✐s ♥❡✇ ❝❧❛ss ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♠♣❧✐❡s

❜♦t❤ ❡①♣❧✐❝✐t ❜♦♥❞ ♣r✐❝✐♥❣ ❛♥❞ q✉❛s✐✲❡①♣❧✐❝✐t ❧✐❢t✲♦✛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r♠✉❧❛s✳ ❲❡

♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❏❛♣❛♥❡s❡ ●♦✈❡r♥♠❡♥t ❇♦♥❞ ✭❏●❇✮ ②✐❡❧❞s✱

♦❜s❡r✈❡❞ ✇❡❡❦❧② ❢r♦♠ ❏✉♥❡ ✶✾✾✺ t♦ ▼❛② ✷✵✶✹ ✇✐t❤ ♠❛t✉r✐t✐❡s ❢r♦♠ s✐① ♠♦♥t❤s

t♦ t❡♥ ②❡❛rs✳ ❖✉r ❢♦✉r✲❢❛❝t♦r s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❝❧♦s❡❧② ♠❛t❝❤ ②✐❡❧❞ ❧❡✈❡❧s

❛♥❞ t♦ ❝❛♣t✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ②✐❡❧❞ ✈♦❧❛t✐❧✐t✐❡s✳

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✶✻✾



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❙t❛②✐♥❣ ❛t ❩❡r♦ ✇✐t❤ ❆✣♥❡ Pr♦❝❡ss❡s

❘és✉♠é

▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♥♦♥✲❛r❜✐tr❛❣❡ ❞❡s ❛❝t✐❢s ✜♥❛♥❝✐❡rs ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❡s t❛✉① ❞✬✐♥térêt ❞❡s

♦❜❧✐❣❛t✐♦♥s s❛♥s r✐sq✉❡ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ❛tt❡✐♥❞r❡ ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ♥é❣❛t✐❢s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱

s✐ ❧❡s t❛✉① ❞✬✐♥térêt ❞❡✈❡♥❛✐❡♥t ♥é❣❛t✐❢s✱ ❧❡s ✐♥✈❡st✐ss❡✉rs ♣ré❢èr❡r❛✐❡♥t ❝♦♥s❡r✈❡r ❞❡ ❧❛ ♠♦♥✲

♥❛✐❡ ❡t ❜é♥é✜❝✐❡r ❞✬✉♥ t❛✉① ❞✬✐♥térêt ♥✉❧✳ ❈❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❡st ❛♣♣❡❧é ✏t❛✉① ♣❧❛♥❝❤❡r à ③ér♦✑

✭③❡r♦ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞✮✳ ❊♥ ré❛❧✐té✱ ❧❡s ❢r✐❝t✐♦♥s ✜♥❛♥❝✐èr❡s ♣❡✉✈❡♥t ❝♦♥❞✉✐r❡ ❧❡s t❛✉① ❞✬✐♥térêt

à ❞❡✈❡♥✐r ♥é❣❛t✐❢s✱ ♠❛✐s ✐❧ ❡①✐st❡ t♦✉❥♦✉rs ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡✲

♠❡♥t ❝❡tt❡ ❜♦r♥❡ ❜❛ss❡ à ③ér♦ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳ ➚ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❧❛ ré❝❡♥t❡ ❝r✐s❡ ✜♥❛♥❝✐èr❡✱

❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ③♦♥❡s ♠♦♥ét❛✐r❡s ♠♦♥❞✐❛❧❡s ✭➱t❛ts✲❯♥✐s✱ ③♦♥❡ ❊✉r♦✱ ❏❛♣♦♥✱ ❘♦②❛✉♠❡✲❯♥✐✮

♦♥t ✈✉ ❧❡ t❛✉① ❞✬✐♥térêt à ❝♦✉rt t❡r♠❡ ❞❡ ❧❡✉rs ♦❜❧✐❣❛t✐♦♥s s❛♥s r✐sq✉❡ ❝❤✉t❡r à ❞❡s ✈❛❧❡✉rs

♣r♦❝❤❡s ❞❡ ③ér♦✳ ❈❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥✱ rés✉❧t❛t ❞✬✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♠♦♥ét❛✐r❡ ❧❛ ♣❧✉s ❛❝❝♦♠♠♦❞❛♥t❡

♣♦ss✐❜❧❡✱ ❡st ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ ❢❛✐t st②❧✐sé ♠❛❥❡✉r ✿ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s t❛✉① ❞✬✐♥térêt à ❝♦✉rt t❡r♠❡

t♦♠❜❡♥t ❛✉ ♣❧❛♥❝❤❡r✱ ✐❧s r❡st❡♥t à ③ér♦ ♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧♦♥❣✉❡s ♣ér✐♦❞❡s✳ ▲❡ ❏❛♣♦♥ ❡♥ ❡st ✉♥

♣❛r❢❛✐t ❡①❡♠♣❧❡ ✿ ❧❡s t❛✉① ❞✬✐♥térêt ❥❛♣♦♥❛✐s ✭❏●❇✮ ♦♥t ❛tt❡✐♥t ❧❡ t❛✉① ♣❧❛♥❝❤❡r à ③ér♦

❡♥tr❡ ✷✵✵✶ ❡t ✷✵✵✻ ❡t ❞❡♣✉✐s ✷✵✵✽✱ ♠❛❧❣ré ✉♥❡ ❝♦✉rt❡ r❡♠♦♥té❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣ér✐♦❞❡s✳

❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❧♦♥❣✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡s t❛✉① ❞✬✐♥térêt ❞é❝r♦ît ❝❛r ❧✬❛♥t✐❝✐♣❛t✐♦♥

❞❡s t❛✉① ❞✬✐♥térêt à ❝♦✉rt t❡r♠❡ ❢✉t✉rs ❡st ♣❧✉s ❜❛ss❡ ❡t ❧❛ t♦t❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡s t❛✉①

s✬❛♣❧❛t✐t✳

❈❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣♦s❡ ♣r♦❜❧è♠❡ à ❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ t❛✉① ❞✬✐♥térêt ✉s✉❡❧s✳ ▲❡

♠♦❞è❧❡ ❛✣♥❡ ❣❛✉ss✐❡♥ ✐♠♣❧✐q✉❡ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s t❛✉①

❞✬✐♥térêt ♥é❣❛t✐❢s ❀ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ❞❡ str✉❝t✉r❡ ♣❛r t❡r♠❡ ✭◗❚❙▼✮ ♦✉ ❈♦①✲

■♥❣❡rs♦❧❧✲❘♦ss ♣r♦❞✉✐s❡♥t ❞❡s t❛✉① ❞✬✐♥térêt ♣♦s✐t✐❢s✱ ♠❛✐s tr❛✐t❡♥t ❧❡ ♣❧❛♥❝❤❡r à ③ér♦

❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❜❛rr✐èr❡ ré✢❡①✐✈❡✱ ❡t s♦♥t ✐♥❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ ❣é♥ér❡r ❞❡s t❛✉① ❞✬✐♥térêt à ❝♦✉rt

t❡r♠❡ r❡st❛♥t ❛♥❝rés à ③ér♦ ♣♦✉r ❞❡ ❧♦♥❣✉❡s ♣ér✐♦❞❡s✳ ❘é❝❡♠♠❡♥t✱ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ t❛✉①

s❤❛❞♦✇ ✶ ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❧❛ ♣♦s✐t✐✈✐té ❞❡s t❛✉① ❡t ❧❛

♣❡rs✐st❛♥❝❡ ❞❡s t❛✉① ❛✉ ♣❧❛♥❝❤❡r✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❝❡s ♠♦❞è❧❡s s♦rt❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ♠♦✲

❞è❧❡s ❛✣♥❡s ❞❡ t❛✉① ❞✬✐♥térêt ❡t ♣❡r❞❡♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❛ss♦❝✐é❡s ✿ ❧❡s t❛✉① ❞✬✐♥térêt à

❧♦♥❣ t❡r♠❡ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❧✉s êtr❡ ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❡♥

❢♦r♠✉❧❡ ❢❡r♠é❡ ❡t ❞♦✐✈❡♥t ❞♦♥❝ êtr❡ s✐♠✉❧és✳ ❈❡s ♠♦❞è❧❡s s♦♥t ❞♦♥❝ ❛ss♦❝✐és à ✉♥❡ ❝♦♠✲

♣❧❡①✐té ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣❧✉s é❧❡✈é❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣♦✉r ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥✳

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛✣♥❡ ❞❡ t❛✉① ❞✬✐♥térêt ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ❞❡s t❛✉①

♣♦s✐t✐❢s à t♦✉t❡s ♠❛t✉r✐tés✱ ✉♥ t❛✉① ❞✬✐♥térêt à ❝♦✉rt t❡r♠❡ ♣♦✉✈❛♥t ❛tt❡✐♥❞r❡ ❡t r❡st❡r

❛✉ ♣❧❛♥❝❤❡r✱ ❡t ❞♦♥t ❧❡s t❛✉① ❧♦♥❣s ♣❡✉✈❡♥t ✈❛r✐❡r ♠ê♠❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ t❛✉① ❝♦✉rt ❡st ❛✉

♣❧❛♥❝❤❡r ❡t s♦♥t ❡①♣r✐♠és ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❛✣♥❡s ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❡♥

✶✳ ❚❡r♠❡ ♥♦♥ tr❛❞✉✐t ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ❧❡ s❤❛❞♦✇ r❛t❡ ♠♦❞❡❧✳

✶✼✵ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❙t❛②✐♥❣ ❛t ❩❡r♦ ✇✐t❤ ❆✣♥❡ Pr♦❝❡ss❡s

❢♦r♠✉❧❡ ❢♦r♠é❡✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣r♦❝❡ss✉s ✉♥✐✈❛r✐é ❛✣♥❡ ❛♣♣❡❧é ❛✉t♦✲

ré❣r❡ss✐❢ ●❛♠♠❛✲③ér♦ ✭❆❘●0✮✳ ❈❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❡st ❞é✜♥✐ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

st❛t✐q✉❡ ❣❛♠♠❛✲③ér♦✳ ❯♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❡st ❣❛♠♠❛✲③ér♦ s✐ ❡❧❧❡ ❡st ❞✐str✐❜✉é❡ ❝♦♠♠❡

✉♥❡ ❣❛♠♠❛ ❞é❝❡♥tré❡ à ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❧✐❜❡rté P♦✐ss♦♥✐❡♥✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡

♠✐①❛❣❡ P♦✐ss♦♥✐❡♥♥❡ ✈❛✉t ③ér♦✱ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❣❛♠♠❛ ❡st t✐ré❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥✈❡r✲

❣❡❛♥t ✈❡rs ❧❛ ♠❛ss❡ ❞❡ ❉✐r❛❝ ❡♥ ③ér♦✳ ❉❡ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡

❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r R+ ❞♦♥t ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬êtr❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t é❣❛❧❡ à ③ér♦ ❡st ♥♦♥✲♥✉❧❧❡✳ ❖♥ ✐♥tr♦✲

❞✉✐t ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❛✉t♦✲ré❣r❡ss✐✈❡ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ♠✐①❛❣❡

P♦✐ss♦♥♥✐❡♥♥❡ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛✣♥❡ ❞❡ ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❣❛♠♠❛✲③ér♦ à ❧❛ ♣é✲

r✐♦❞❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ✉♥✐✈❛r✐é ❝♦♥t✐♥✉ s✉r R+✱ ♣♦✉✈❛♥t ❛tt❡✐♥❞r❡ ③ér♦

❡t ② r❡st❡r ♣♦✉r ❞❡s ♣ér✐♦❞❡s ♣r♦❧♦♥❣é❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s

❣❛♠♠❛✲③ér♦ s♦♥t ❛✣♥❡s ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ér✐✈❡r ❛✐sé♠❡♥t ❧❡✉rs ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ st❛t✐♦♥❛r✐té✱

❧❡✉rs ❞❡✉① ♣r❡♠✐❡rs ♠♦♠❡♥ts ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ❡t ❧❡✉rs ❞❡✉① ♣r❡♠✐❡rs ♠♦♠❡♥ts ♠❛r❣✐♥❛✉①

✭✈♦✐r ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés q✉❡ ❝❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❛tt❡✐❣♥❡♥t

③ér♦ ❡t r❡st❡♥t à ③ér♦ s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❡♥ ❢♦r♠✉❧❡s ❢❡r♠é❡s✳

❆✜♥ ❞❡ r❡❧✐❡r ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘●0 ❛✉① ♣r♦❝❡ss✉s ❛✉t♦✲ré❣r❡ss✐❢s ❣❛♠♠❛✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡

❝❧❛ss❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❛♣♣❡❧és ❆❘● ét❡♥❞✉s✳ ❈❡tt❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❡st ❞é✜♥✐❡ à

❧✬❛✐❞❡ ❞❡ q✉❛tr❡ ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ❊♥ ✐♠♣♦s❛♥t ❝❡rt❛✐♥s ❞❡ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s à ③ér♦✱ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡

❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘● ❝❧❛ss✐q✉❡s ✭s❛♥s ♠❛ss❡ ❡♥ ③ér♦✮ ❡t ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘●0 ✭❛✈❡❝ ♠❛ss❡ ❡♥

③ér♦✮✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡s ❆❘● ét❡♥❞✉s s♦♥t ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❛✣♥❡s ❡t

♦♥ ❞ér✐✈❡ ❧❡✉rs ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣r♦♣r✐étés✳

➚ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❝❡s ♣r♦❝❡ss✉s✱ ♦♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛✣♥❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡ ♣❛r t❡r♠❡ ❞❡s t❛✉①

❞✬✐♥térêt✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞✉ ❜❛❝❦ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ♦♥ ❝ré❡ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ♠✉❧t✐✈❛r✐é ❛✣♥❡

s♦✉s Q ❡♥ ❡♠♣✐❧❛♥t ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❆❘●0 ❡t ❆❘● ❞❛♥s ✉♥ ♠ê♠❡ ✈❡❝t❡✉r ✭✈♦✐r ❈❤❛✲

♣✐tr❡ ✹✮✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ❊♥

r❡✈❛♥❝❤❡✱ ♦♥ ✐♠♣♦s❡ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❛✉t♦✲ré❣r❡ss✐✈❡✱ ❛✉t♦r✐✲

s❛♥t ❞❡ ❧❛ ❝❛✉s❛❧✐té ❞❡ ●r❛♥❣❡r ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❣❛♠♠❛ ✈❡rs ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❣❛♠♠❛✲③ér♦✳

▲❡ t❛✉① ❞✬✐♥térêt à ❝♦✉rt t❡r♠❡ ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s

❆❘●0 ✉♥✐q✉❡♠❡♥t✳ ❈♦♠♠❡ t♦✉t❡s ❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣♦ssè❞❡♥t ✉♥❡ ♠❛ss❡ ❡♥ ③ér♦✱ ❧❡ t❛✉①

❞✬✐♥térêt à ❝♦✉rt t❡r♠❡ ♣♦ssè❞❡ ❧✉✐ ❛✉ss✐ ✉♥❡ ♠❛ss❡ ❡♥ ③ér♦✱ ❝♦♥❢♦r♠é♠❡♥t à s♦♥ ❝♦♠✲

♣♦rt❡♠❡♥t ❛✉ ♣❧❛♥❝❤❡r✳ ❊♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♥é❣❛t✐✈❡ ❞❛♥s ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉

t❛✉① ❞✬✐♥térêt à ❝♦✉rt t❡r♠❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ❜❛ss❡ ♥é❣❛t✐✈❡✳ ▲❡ ♠♦✲

❞è❧❡ ❛✐♥s✐ ❢♦r♠✉❧é ❡st ❛✣♥❡ ❡t ❧❡s t❛✉① ❞✬✐♥térêt à t♦✉t❡s ❧❡s ♠❛t✉r✐tés s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s

❛✣♥❡s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs ❣❛♠♠❛ ❡t ❣❛♠♠❛✲③ér♦✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ♠ê♠❡ ❧♦rsq✉❡

❧❡ t❛✉① ❝♦✉rt ❡st à ③ér♦✱ ✐✳❡✳ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❣❛♠♠❛✲③ér♦ s♦♥t à ③ér♦✱ ❧❡s t❛✉①

❧♦♥❣s ♣❡✉✈❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡r à ✢✉❝t✉❡r ❣râ❝❡ ❛✉① ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❣❛♠♠❛✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❢❛❝✲

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✶✼✶



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❙t❛②✐♥❣ ❛t ❩❡r♦ ✇✐t❤ ❆✣♥❡ Pr♦❝❡ss❡s

t❡✉r ❞✬❡s❝♦♠♣t❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧✲❛✣♥❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ t②♣❡ ❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡

s♦✉s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♣❤②s✐q✉❡✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✐✛ér❡♥ts✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✉♥✐✈❛r✐é✱ ❧❡s

♣r♦❜❛❜✐❧✐tés q✉❡ ❧❡ t❛✉① ❞✬✐♥térêt à ❝♦✉rt t❡r♠❡ ❛tt❡✐❣♥❡ ③ér♦ ❡t ② r❡st❡ s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s

❡♥ ❢♦r♠✉❧❡ ❢❡r♠é❡ s♦✉s ❧❡s ❞❡✉① ♠❡s✉r❡s✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❡❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t ✈❛r✐❡r ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s

❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♠✉❧t✐✈❛r✐é✳

❖♥ ❡st✐♠❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❛✈❡❝ q✉❛tr❡ ❢❛❝t❡✉rs ❧❛t❡♥ts ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❞❡s t❛✉① ❞✬✐♥térêt s✉r

♦❜❧✐❣❛t✐♦♥s s♦✉✈❡r❛✐♥❡s ❥❛♣♦♥❛✐s❡s ❞❡ ✶✾✾✺ à ✷✵✶✹✳ ❆✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❡♠♣✐r✐q✉❡s

s❛t✐s❢❛✐s❛♥ts✱ ♦♥ ✐♥❝❧✉t ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❞❡s ❛♥t✐❝✐♣❛t✐♦♥s ❞❡ t❛✉①

❢✉t✉rs ✐ss✉❡s ❞❡ s♦♥❞❛❣❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡s t❛✉①

❞✬✐♥térêt✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ♠♦♥tr❡ ✉♥❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡ à r❡♣r♦❞✉✐r❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t

❞❡s t❛✉① ❞✬✐♥térêt✱ ❞❡ ❧❡✉r ✈♦❧❛t✐❧✐té ❡t ❞❡s ❛♥t✐❝✐♣❛t✐♦♥s ❞❡ t❛✉① ❞✬✐♥térêt✳ ➚ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ❡s✲

t✐♠❛t✐♦♥s✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés q✉❡ ❧❡s t❛✉① r❡st❡♥t ❛✉ ♣❧❛♥❝❤❡r à ❞✐✛ér❡♥ts ❤♦r✐③♦♥s

✭✷ ❡t ✺ ❛♥s✮✱ s♦✉s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❤✐st♦r✐q✉❡ ❡t r✐sq✉❡ ♥❡✉tr❡✳ ◆♦s ❝❛❧❝✉❧s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❝❡s ♣r♦✲

❜❛❜✐❧✐tés ✈❛r✐❡♥t s✉❜st❛♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s ❡t ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés

❝❛❧❝✉❧é❡s s♦✉s ❧❡s ❞❡✉① ♠❡s✉r❡s ♣❡✉t ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❡s ✸✵ ♣♦✐♥ts ❞❡ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡✳

✶✼✷ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❙t❛②✐♥❣ ❛t ❩❡r♦ ✇✐t❤ ❆✣♥❡ Pr♦❝❡ss❡s

✺✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t st♦r✐♥❣ ❝❛s❤ ✐s ❝♦st❧❡ss✱ ♥♦♠✐♥❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡s ❝❛♥♥♦t t✉r♥ ♥❡❣❛t✐✈❡

s✐♥❝❡ ❝❛s❤ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ③❡r♦ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❛♥❞ ✐s ❛❧✇❛②s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t t♦ ❜♦♥❞s

✭s❡❡ ❡✳❣✳ ❇❧❛❝❦ ❬✶✾✾✺❪✮✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ s♦❧❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❝✉rr❡♥❝② ✐♠♣❧✐❡s ❛ ③❡r♦ ❧♦✇❡r

❜♦✉♥❞ ✭❩▲❇✮ ♦♥ ❜♦♥❞ ②✐❡❧❞s✳ ✷ ❇❡❢♦r❡ t❤❡ ♦✉t❜r❡❛❦ ♦❢ t❤❡ ✷✵✵✽ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❝r✐s✐s✱ t❤❡ ❇❛♥❦

♦❢ ❏❛♣❛♥ ✇❛s t❤❡ ♦♥❧② ❧❛r❣❡ ❝❡♥tr❛❧ ❜❛♥❦ t❤❛t ❤❛❞ ❜r♦✉❣❤t ✐ts ♣♦❧✐❝② r❛t❡s ✕ ✇❤✐❝❤ ❞r✐✈❡

t❤❡ s❤♦rt✲❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ②✐❡❧❞ ❝✉r✈❡ ✕ t♦ ③❡r♦✳ ❋r♦♠ ✷✵✶✵ ♦♥ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❜r✐♥❣✐♥❣ ♣♦❧✐❝② r❛t❡s

❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❩▲❇ ❤❛s ❜❡❝♦♠❡ ❛ ❝♦♠♠♦♥ s✐t✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❋❡❞✱ t❤❡ ❊❈❇✱ ❛♥❞ t❤❡ ❇♦❊✳

■♥ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡s❡ ❝✉rr❡♥❝② ❛r❡❛s✱ s❤❛r♣ ❞❡❝r❡❛s❡s ♦❢ s❤♦rt✲t❡r♠ ✐♥t❡r❡st r❛t❡s ❤❛✈❡ ❧❡❞ t❤❡

♠❡❞✐✉♠✲ t♦ ❧♦♥❣✲t❡r♠ ②✐❡❧❞s t♦ ❞r♦♣ ❞❡❡♣❧②✱ ♣✉s❤✐♥❣ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ②✐❡❧❞ ❝✉r✈❡s t♦ ✉♥♣r❡❝❡✲

❞❡♥t❡❞ ❧♦✇ ❧❡✈❡❧s✳

■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ r❡♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❧♦✇ ❜✉t ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡s ❤❛s ❜❡❝♦♠❡ ❛ ❣r❡❛t ❝♦♥✲

❝❡r♥ ❢♦r t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❡r♠ str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧s✱ ❛♥❞ st✐❧❧ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣

t❛s❦✳ ✸ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ♥♦ ❡①✐st✐♥❣ t❡r♠✲str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❜❧❡

t♦ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ♠❛t❝❤ t❤❡ t❤r❡❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✿ ✹

✭✐✮ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ✇✐t❤ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ②✐❡❧❞s❀

✭✐✐✮ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ❜♦♥❞ ♣r✐❝✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛s❀ ❛♥❞

✭✐✐✐✮ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ♣❡r✐♦❞s ♦❢ ③❡r♦ s❤♦rt✲t❡r♠ r❛t❡s ❛♥❞ t♦

❡✈❛❧✉❛t❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♦❢ ❧❡❛✈✐♥❣ t❤❡ ③❡r♦ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ✭❧✐❢t✲♦✛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✮✳

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♥❡✇ ❛✣♥❡ ♣r♦❝❡ss t❤❛t ♦♣❡♥s t❤❡ ✇❛② t♦ t❡r♠✲str✉❝t✉r❡

♠♦❞❡❧s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ✭✐✮✱ ✭✐✐✮✱ ❛♥❞ ✭✐✐✐✮ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛❧❧ ❆✉✲

t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ●❛♠♠❛✲③❡r♦ ✭❆❘●0✮✱ ❜✉✐❧❞s ♦♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❆❘● ♣r♦❝❡ss ✭s❡❡ ●♦✉r✐ér♦✉①

❛♥❞ ❏❛s✐❛❦ ❬✷✵✵✻❪✱ ▲❡✱ ❙✐♥❣❧❡t♦♥✱ ❛♥❞ ❉❛✐ ❬✷✵✶✵❪ ♦r ❈r❡❛❧ ❛♥❞ ❲✉ ❬✷✵✶✺❪✮ ❜② ❡①t❡♥❞✐♥❣ ✐t

t♦ ❛ ③❡r♦ ❞❡❣r❡❡✲♦❢✲❢r❡❡❞♦♠ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ❤❛s ❛ ❝r✉❝✐❛❧ ❞✐st✐♥❝t✐✈❡ ❢❡❛t✉r❡✿ ✐ts

❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♣❛st ✈❛❧✉❡s ❡♥❝♦♠♣❛ss❡s ❛ ♣♦✐♥t✲♠❛ss ❛t ③❡r♦✳ ✺ ❚❤✐s

❛ttr❛❝t✐✈❡ ♣r♦♣❡rt② ❛❧❧♦✇s ✐ts ❞②♥❛♠✐❝s t♦ s❛t✐s❢② ✭✐✮ ❛♥❞ ✭✐✐✐✮✳ ✻ ❲❡ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s

✷✳ ■♥ r❡❛❧✐t②✱ ❤♦❧❞✐♥❣ ❝❛s❤ ✐s ♥♦t ❝♦st❧❡ss s✐♥❝❡ ✐t ✐s s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡❢t ♦r ♣❤②s✐❝❛❧ ❞✐str❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐s
❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ t♦ ✉s❡ ❢♦r ❧❛r❣❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ ❢❡❛t✉r❡s✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ✢✐❣❤t✲t♦✲s❛❢❡t② ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ♦r ♥♦♥✲
❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♠♦♥❡t❛r②✲♣♦❧✐❝② ♠❡❛s✉r❡s✱ ♠❛② r❡s✉❧t ✐♥ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡s✳ ❚❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣
✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♣❛♣❡r ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❛t✐✈❡✳

✸✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱ ✐♥ t❤❡ ✇✐❞❡❧②✲✉s❡❞ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✲❛r❜✐tr❛❣❡ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ ②✐❡❧❞s ♦❢ ❛❧❧ ♠❛t✉r✐t✐❡s ❝❛♥ t❛❦❡
♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ✇✐t❤ ❛ str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✭s❡❡ ❡✳❣✳ ❉❛✐ ❛♥❞ ❙✐♥❣❧❡t♦♥ ❬✷✵✵✸❪✱ P✐❛③③❡s✐ ❬✷✵✶✵❪✱
❉✐❡❜♦❧❞ ❛♥❞ ❘✉❞❡❜✉s❝❤ ❬✷✵✶✸❪✱ ❉✉✛❡❡ ❬✷✵✶✷❪ ♦r ●✉r❦❛②♥❛❦ ❛♥❞ ❲r✐❣❤t ❬✷✵✶✷❪✮✳

✹✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❘❡♥♥❡ ❬✷✵✶✷❪ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡s❡ t❤r❡❡ ♣♦✐♥ts✱ ✐t ❝❛♥ ♦♥❧② ❣❡♥❡r❛t❡
❛ ❞✐s❝r❡t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ②✐❡❧❞ ❝✉r✈❡s✳ ❚❤❛t ✐s✱ ✐♥ ❘❡♥♥❡✬s ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡
s❤♦rt✲t❡r♠ ✭♣♦❧✐❝②✮ r❛t❡ ✐s ❞✐s❝r❡t❡✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r s❤♦rt r❛t❡s ✇❤♦s❡ s✉♣♣♦rt ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡
r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs ✭❞❡♥♦t❡❞ ❜② R+✮✳

✺✳ ❚❤✐s ❛♣♣❡❛❧✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❜✉✐❧❞✐♥❣ ♦♥ ❙✐❡❣❡❧ ❬✶✾✼✾❪✱ ✇❤♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ ♥♦♥✲❝❡♥tr❛❧ ❈❤✐✲
sq✉❛r❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ③❡r♦ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳ ❚❤✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❤❛s ❛❧s♦ ❛ ❉✐r❛❝ ♠❛ss ❛t ③❡r♦✳

✻✳ ❆s ♥♦t❡❞ ❜② ❑✐♠ ❬✷✵✵✽❪✱ ❝♦♣✐♥❣ ✇✐t❤ t❤♦s❡ t✇♦ ❢❡❛t✉r❡s ❢♦r ❛ s❤♦rt✲t❡r♠ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ✐s ♦❢ ✉t♠♦st
✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✇❤❡♥ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛ t❡r♠✲str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♣t✐♦♥ ♣r✐❝❡s✳

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✶✼✸



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❙t❛②✐♥❣ ❛t ❩❡r♦ ✇✐t❤ ❆✣♥❡ Pr♦❝❡ss❡s

♦❢ t❤✐s ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ ♣r♦❝❡ss✱ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❞✐s❝❧♦s✐♥❣ ✐ts ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲❛✣♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ▲❛♣❧❛❝❡

tr❛♥s❢♦r♠ ❛♥❞ ✐ts ✜rst t✇♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦♠❡♥ts✳ ❚❤✐s ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ ❛✣♥❡

♣r♦❝❡ss ✐s t❤❡♥ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❛ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❛✣♥❡ ♣r♦❝❡ss ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛❧❧ ❱❡❝t♦r✐❛❧ ❆✉t♦r❡✲

❣r❡ss✐✈❡ ●❛♠♠❛ ✭❱❆❘●✮✳ ❲❡ ❛❞❡q✉❛t❡❧② ❡①♣❧♦✐t t❤❡s❡ ♣r♦❝❡ss❡s t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ♠✉❧t✐✲❢❛❝t♦r

t❡r♠✲str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ②✐❡❧❞s ❛t ❛❧❧ ♠❛t✉r✐t✐❡s ❛r❡ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡✱ t❤❡ s❤♦rt✲t❡r♠

✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❝❛♥ st❛② ❛t ③❡r♦ ❢♦r ❡①t❡♥❞❡❞ ♣❡r✐♦❞s ♦❢ t✐♠❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐❢t✲♦✛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s

❛r❡ ❡❛s✐❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉♥❞❡r ❜♦t❤ t❤❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ❛♥❞ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡s✳

❲❡ ❞✐r❡❝t❧② ❛❞❞r❡ss t❤❡ ✐ss✉❡ ♦❢ ♣♦✐♥t ✭✐✐✮✱ ♠❛❦✐♥❣ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ❜♦♥❞✲♣r✐❝✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛s

❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♦✉r s❤♦rt✲t❡r♠ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ✐s s♣❡❝✐✜❡❞ ❛s ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢

❝♦♠♣♦♥❡♥ts t❤❛t ❢♦❧❧♦✇ ❱❆❘● ♣r♦❝❡ss❡s ✉♥❞❡r ❜♦t❤ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ❛♥❞ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ♠❡❛s✉r❡s✳

❍❡♥❝❡ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❜♦✐❧s ❞♦✇♥ t♦ ❛♥ ❆✣♥❡ ❚❡r♠✲❙tr✉❝t✉r❡ ▼♦❞❡❧ ✭❆❚❙▼✮ ❛♥❞ t❤❡

③❡r♦✲❝♦✉♣♦♥ ②✐❡❧❞s ❢♦r ❛❧❧ ♠❛t✉r✐t✐❡s ❛r❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❛✣♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t♦rs ✇❤❡r❡

t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❛❜❧❡ r❡❝✉rs✐✈❡❧② ✭s❡❡ ❡✳❣✳ ❉✉✣❡ ❛♥❞ ❑❛♥ ❬✶✾✾✻❪ ♦r ❉❛r♦❧❧❡s✱

●♦✉r✐ér♦✉①✱ ❛♥❞ ❏❛s✐❛❦ ❬✷✵✵✻❪✮✳

❚❤❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ❛♥❞ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ❛✣♥❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ♦✉r t❡r♠✲str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛

❣r❡❛t ✢❡①✐❜✐❧✐t② ❛t t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ st❛❣❡✳ ❋✐rst✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❧❛t❡♥t ❢❛❝t♦rs✱

t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② s✐♠♣❧❡ ✉s✐♥❣ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳

■♥❞❡❡❞✱ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ s✐♠♣❧② ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡

❱❆❘ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ❢❛❝t♦rs✬ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✐t ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✭❛✮ ❢♦r❡❝❛sts ❛♥❞ ✭❜✮

❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡s ♦❢ ②✐❡❧❞s ❛r❡ ❛✣♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t♦rs✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ t❤✐s ❛❧❧♦✇s

✉s t♦ ❡❛s✐❧② ❛✉❣♠❡♥t t❤❡ s❡t ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥s ❜② r❡❧❛t✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s

♦❢ ♦✉r ❧❛t❡♥t ❢❛❝t♦rs ✇✐t❤ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ♣r♦①✐❡s ♦❢ ✭❛✮ s✉r✈❡②s ♦❢ ♣r♦❢❡ss✐♦♥❛❧ ❢♦r❡❝❛st❡rs ❛♥❞

✭❜✮ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✭●❛r❝❤✲❜❛s❡❞✮ ②✐❡❧❞ ✈❛r✐❛♥❝❡s✳ ■♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②

✐♠♣r♦✈❡s ✭❛✮ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t♦rs✬ ♣❤②s✐❝❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ✭s❡❡ ❑✐♠ ❛♥❞ ❖r♣❤❛♥✐❞❡s

❬✷✵✶✷❪✮ ❛♥❞ ✭❜✮ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ s❛♠♣❧❡ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ ♦r❞❡r

t✇♦✳ ✼

❆s ❏❛♣❛♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥❢r♦♥t❡❞ ✇✐t❤ ❡①tr❡♠❡❧② ❧♦✇ ✐♥t❡r❡st r❛t❡s s✐♥❝❡ t❤❡ ♠✐❞✲✾✵s✱ ✐ts

s♦✈❡r❡✐❣♥ ❜♦♥❞ ②✐❡❧❞s ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛ r❡❧❡✈❛♥t s♦✉r❝❡ ♦❢ ❞❛t❛ t♦ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❡r♠✲

str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧s t♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ❩▲❇✳ ✽ ❖✉r ❡st✐♠❛t❡❞ ♠♦❞❡❧ ❜♦t❤ s❤♦✇s ❛ ✈❡r② ❣♦♦❞ ✜t

♦❢ ②✐❡❧❞s ❛♥❞ ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ②✐❡❧❞ ✈♦❧❛t✐❧✐t✐❡s ❛❝r♦ss ♠❛t✉r✐t✐❡s✳ ❲❡ ❛❧s♦ ✜♥❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s

✼✳ ❆♠♦♥❣ ♦t❤❡rs✱ ❈♦❧❧✐♥✲❉✉❢r❡s♥❡ ❛♥❞ ●♦❧❞st❡✐♥ ❬✷✵✵✷❪✱ ❆❞r✐❛♥ ❛♥❞ ❲✉ ❬✷✵✵✾❪✱ ❆♥❞❡rs❡♥ ❛♥❞ ❇❡♥③♦♥✐
❬✷✵✵✻❪✱ ❚r♦❧❧❡ ❛♥❞ ❙❝❤✇❛rt③ ❬✷✵✵✾❪✱ ❏❛❝♦❜s ❛♥❞ ❑❛r♦✉✐ ❬✷✵✵✾❪✱ ❆❧♠❡✐❞❛✱ ●r❛✈❡❧✐♥❡✱ ❛♥❞ ❏♦s❧✐♥ ❬✷✵✶✶❪✱
❇✐❦❜♦✈ ❛♥❞ ❈❤❡r♥♦✈ ❬✷✵✶✶❪✱ ❈r❡❛❧ ❛♥❞ ❲✉ ❬✷✵✶✹❪ ❛♥❞ ❈❤r✐st❡♥s❡♥✱ ▲♦♣❡③✱ ❛♥❞ ❘✉❞❡❜✉s❝❤ ❬✷✵✶✹❪ st✉❞②
t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❡r♠✲str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧s t♦ ✜t ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✈♦❧❛t✐❧✐t✐❡s ♦❢ ②✐❡❧❞s✳

✽✳ ❙❡❡ ❡✳❣✳ ●♦r♦✈♦✐ ❛♥❞ ▲✐♥❡ts❦② ❬✷✵✵✹❪✱ ❯❡♥♦✱ ❇❛❜❛✱ ❛♥❞ ❙❛❦✉r❛✐ ❬✷✵✵✻❪✱ ■❝❤✐✉❡ ❛♥❞ ❯❡♥♦ ❬✷✵✵✼❪✱ ❑✐♠
❛♥❞ ❙✐♥❣❧❡t♦♥ ❬✷✵✶✷❪✱ ❈❤r✐st❡♥s❡♥ ❛♥❞ ❘✉❞❡❜✉s❝❤ ❬✷✵✶✸❪✱ ❑✐♠ ❛♥❞ Pr✐❡❜s❝❤ ❬✷✵✶✸❪✱ ❑r✐♣♣♥❡r ❬✷✵✶✸❪✳

✶✼✹ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❙t❛②✐♥❣ ❛t ❩❡r♦ ✇✐t❤ ❆✣♥❡ Pr♦❝❡ss❡s

❜❡t✇❡❡♥ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ❛♥❞ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ❧✐❢t✲♦✛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❖✉r ♠♦❞❡❧✬s ❡st✐♠❛t❡s ✐♠♣❧② t❤❛t

❛t t❤❡ ✺✲②❡❛r ❤♦r✐③♦♥✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ❛♥❞ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s

♦❢ ❡①✐t✐♥❣ t❤❡ ❩▲❇ ❝❛♥ ❜❡ ❛s ❧❛r❣❡ ❛s ✸✺ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♣♦✐♥ts✳

❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ❛rt✐❝❧❡ r❡❧❛t❡s t♦ t❤❡ s♠❛❧❧ ❜✉t ❢❛st✲❣r♦✇✐♥❣ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t❤❛t ❞❡✈❡❧♦♣s ❛♥❞ ✐♥✈❡s✲

t✐❣❛t❡s ❩▲❇✲❝♦♥s✐st❡♥t ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤r❡❡ ♠❛✐♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s st❛♥❞ ♦✉t✿ s❤❛❞♦✇✲r❛t❡ ♠♦❞❡❧s✱

q✉❛❞r❛t✐❝ t❡r♠✲str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ✭◗❚❙▼✮ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ sq✉❛r❡✲r♦♦t ✭❈■❘✮ ♣r♦✲

❝❡ss❡s✳ ❚❤❡ s❤❛❞♦✇✲r❛t❡ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❇❧❛❝❦ ❬✶✾✾✺❪ ❛♥❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞♦♣t❡❞ ❜②

s❡✈❡r❛❧ r❡❝❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✭s❡❡ ❡✳❣✳ ❯❡♥♦✱ ❇❛❜❛✱ ❛♥❞ ❙❛❦✉r❛✐ ❬✷✵✵✻❪✱ ■❝❤✐✉❡ ❛♥❞ ❯❡♥♦

❬✷✵✵✼❪✱ ■❝❤✐✉❡ ❛♥❞ ❯❡♥♦ ❬✷✵✶✸❪✱ ❑✐♠ ❛♥❞ ❙✐♥❣❧❡t♦♥ ❬✷✵✶✷❪✱ ❑r✐♣♣♥❡r ❬✷✵✶✷✱ ✷✵✶✸❪✱ ❇❛✉❡r

❛♥❞ ❘✉❞❡❜✉s❝❤ ❬✷✵✶✸❪✱ ❈❤r✐st❡♥s❡♥ ❛♥❞ ❘✉❞❡❜✉s❝❤ ❬✷✵✶✸❪✱ ❑✐♠ ❛♥❞ Pr✐❡❜s❝❤ ❬✷✵✶✸❪ ❛♥❞

❲✉ ❛♥❞ ❳✐❛ ❬✷✵✶✸❪✮✳ ■♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ s❤♦rt✲t❡r♠ r❛t❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❜❡t✇❡❡♥

③❡r♦ ❛♥❞ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ s❤❛❞♦✇ r❛t❡ ❛♥❞ ❩▲❇ ♣❡r✐♦❞s ♦❝❝✉r ✇❤❡♥ t❤❡ ❧❛tt❡r t✉r♥s ♥❡❣❛t✐✈❡✳

❚②♣✐❝❛❧❧②✱ ✐❢ t❤❡ s❤❛❞♦✇ r❛t❡ ❢♦❧❧♦✇s ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❣❡♥❡r❛t❡ ♣r♦❧♦♥❣❡❞

♣❡r✐♦❞s ♦❢ ❩▲❇✱ ♠❛❦✐♥❣ ✐t ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❢❡❛t✉r❡s ✭✐✮ ❛♥❞ ✭✐✐✐✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦

❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ❢♦r♠✉❧❛s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❜♦♥❞ ♣r✐❝❡s ✭t❤✐s ✐♥❛❞❡q✉❛t❡❧② ❛❞r❡ss❡s ♣♦✐♥t ✭✐✐✮✮ ❛♥❞

♦♥❡ ❤❛s t♦ r❡s♦rt t♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭s❡❡

❑✐♠ ❛♥❞ Pr✐❡❜s❝❤ ❬✷✵✶✸❪ ♦r ❲✉ ❛♥❞ ❳✐❛ ❬✷✵✶✸❪✮✳ ❇② ❝♦♥tr❛st✱ ◗❚❙▼ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧s ❜❛s❡❞

♦♥ sq✉❛r❡✲r♦♦t ♣r♦❝❡ss❡s ♣r♦✈✐❞❡ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ❜♦♥❞ ♣r✐❝✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛s ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ②✐❡❧❞s

✭s❡♠✐♥❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ t❤♦s❡ ♦❢ ❆❤♥✱ ❉✐tt♠❛r✱ ❛♥❞ ●❛❧❧❛♥t ❬✷✵✵✷❪✱ ▲❡✐♣♣♦❧❞ ❛♥❞ ❲✉

❬✷✵✵✷❪✱ ❈♦①✱ ■♥❣❡rs♦❧❧✱ ❛♥❞ ❘♦ss ❬✶✾✽✺❪✱ P❡❛rs♦♥ ❛♥❞ ❙✉♥ ❬✶✾✾✹❪ ❛♥❞ ❉❛✐ ❛♥❞ ❙✐♥❣❧❡t♦♥

❬✷✵✵✵❪✮✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s tr❡❛t t❤❡ ❩▲❇ ❛s ❛ r❡✢❡❝t✐♥❣ ❜❛rr✐❡r✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ t❤❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ❛♥ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ s❤♦rt✲t❡r♠ r❛t❡ ❢♦r t✇♦ s✉❜s❡q✉❡♥t ♣❡r✐♦❞s ✐s ③❡r♦✱

✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s t❤❡♠ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❢❡❛t✉r❡ ✭✐✐✐✮✳ ✾

❚❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡

❆❘●0 ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ❤✐❣❤❧✐❣❤ts ✐ts ❛❜✐❧✐t② t♦ st❛② ❛t ③❡r♦✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞

❛✣♥❡ t❡r♠✲str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❞❡r✐✈❡s tr❛❝t❛❜❧❡ ❧✐❢t✲♦✛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r♠✉❧❛s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹

❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ❛♥❞ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✺ ❡①❛♠✐♥❡s

t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❢✉t✉r❡ ❧✐❢t✲♦✛ ❞❛t❡s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✻ ❝♦♥❝❧✉❞❡s ❛♥❞ ❛♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❣❛t❤❡rs

♣r♦♦❢s ❛♥❞ t❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✳

✾✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❈■❘ ♣r♦❝❡ss✱ ③❡r♦ ✐s ❡✐t❤❡r ❛ r❡✢❡❝t✐♥❣ ❜❛rr✐❡r ♦r ❛♥ ❛❜s♦r❜✐♥❣
st❛t❡ ❬s❡❡ ❑❛r❧✐♥ ❛♥❞ ❚❛②❧♦r ❬✶✾✽✶❪ ❛♥❞ ▲♦♥❣st❛✛ ❬✶✾✽✾❪❪✳

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✶✼✺



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❙t❛②✐♥❣ ❛t ❩❡r♦ ✇✐t❤ ❆✣♥❡ Pr♦❝❡ss❡s

✺✳✷ ◆♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ❛✣♥❡ ♣r♦❝❡ss❡s ✇✐t❤ ③❡r♦ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞

s♣❡❧❧s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ ●❛♠♠❛✲③❡r♦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①t❡♥❞ ✐t

t♦ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❝❛s❡ ✇✐t❤ ❛ ♥❡✇ ❝❧❛ss ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s t❤❛t ✇❡ ❝❛❧❧ ❆✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ●❛♠♠❛✲

❩❡r♦ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✶✮✳ ❆ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳

▲✐❦❡ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✲t✐♠❡ ❈♦①✱ ■♥❣❡rs♦❧❧✱ ❛♥❞ ❘♦ss ❬✶✾✽✺❪ ♣r♦❝❡ss ✕ ♦r ✐ts ❞✐s❝r❡t❡✲t✐♠❡

❝♦✉♥t❡r♣❛rt✱ t❤❡ ❆✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ●❛♠♠❛ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ●♦✉r✐ér♦✉① ❛♥❞ ❏❛s✐❛❦ ❬✷✵✵✻❪ ✕ ✐t

❝❛♥♥♦t t❛❦❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❆✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ●❛♠♠❛✲③❡r♦ ❝❛♥ r❡❛❝❤ t❤❡

③❡r♦ ✈❛❧✉❡ ✇✐t❤ ❛ str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ st❛② ❛t t❤✐s ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r ❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞

♣❡r✐♦❞ ♦❢ t✐♠❡ ❛♥❞ ❜❡❝♦♠❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛❣❛✐♥✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t ✐ts ♠❛✐♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥

✺✳✷✳✷ ❛♥❞ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❊①t❡♥❞❡❞ ❆✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ●❛♠♠❛ ♣r♦❝❡ss ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞

✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✸✳

✺✳✷✳✶ ❚❤❡ ❆❘●0 ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ t❤❡ ③❡r♦ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞

▲❡t ✉s ✜rst r❡❝❛❧❧ t❤❛t ❛ ●❛♠♠❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ γν(µ) ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞

❜② ❛ s❤❛♣❡ ✭♦r ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✮ ♣❛r❛♠❡t❡r ν > 0 ❛♥❞ ❛ s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r µ > 0✳ ■ts

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭♣✳❞✳❢✳✮ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

fX(x ; ν, µ) =
exp(−x/µ) xν−1

Γ(ν)µν
1{x>0} .

◆♦t❡ t❤❛t γν(µ) ❝♦♥✈❡r❣❡s ✐♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❉✐r❛❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛t ③❡r♦ ✇❤❡♥ ν ❣♦❡s

t♦ ③❡r♦✳ ❆ ♥♦♥✲❝❡♥tr❛❧ ●❛♠♠❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❛♠♠❛

❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ P♦✐ss♦♥ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ Z ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡r λ✱ t❤❡ ♥♦♥✲

❝❡♥tr❛❧ ●❛♠♠❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ γν(λ, µ) ✐s ❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ γν+Z(µ) ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✭Z ❜❡✐♥❣ t❤❡

♠✐①✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡✮✱ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ s❡t ♦❢ str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs ✭❞❡♥♦t❡❞ ❜② R++✮✱

✇❤❡r❡ ν✱ λ ❛♥❞ µ ❛r❡ str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❘❡♠❛r❦❛❜❧②✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✐ts ♣✳❞✳❢✳ ✐s ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✱ ✐ts

▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ ✐s ❡①tr❡♠❡❧② s✐♠♣❧❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ X ∼ γν(λ, µ)✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

ϕX(u) = E[exp(uX)] = exp

[
−ν log(1− uµ) + λ

uµ

1− uµ

]
, ❢♦r u <

1

µ
.

❚❤✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ν = 0 ✐❢ γ0(µ) ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ ❉✐r❛❝

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛t ③❡r♦✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥✱ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ❛ ●❛♠♠❛✲③❡r♦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢❡❛t✉r✐♥❣ ❛

♣♦✐♥t ♠❛ss ❛t ③❡r♦✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✷✳✶✳ ▲❡t X ❜❡ ❛ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ X ❢♦❧❧♦✇s ❛ ●❛♠♠❛✲③❡r♦

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs λ > 0 ❛♥❞ µ > 0✱ ❞❡♥♦t❡❞ X ∼ γ0(λ, µ)✱ ✐❢ ✐ts ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧

✶✼✻ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❙t❛②✐♥❣ ❛t ❩❡r♦ ✇✐t❤ ❆✣♥❡ Pr♦❝❡ss❡s

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ Z ∼ P(λ) ✐s✿

X |Z ∼ γZ(µ) . ✭✺✳✶✮

❚❤❡ ♣✳❞✳❢✳ ❛♥❞ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ X✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② fX(x ; λ, µ) ❛♥❞ ϕX(u ; λ, µ)✱ ❛r❡

❣✐✈❡♥ ❜②✿

fX(x ; λ, µ) =
+∞∑

z=1

[
exp(−x/µ) xz−1

(z − 1)!µz
× exp(−λ)λz

z !

]
1{x>0} + exp(−λ)1{x=0}✭✺✳✷✮

ϕX(u ; λ, µ) = exp

[
λ

uµ

(1− uµ)

]
❢♦r u <

1

µ
.

✭◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♣✳❞✳❢✳ ✐s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦♥ R++ ❛♥❞ t❤❡

✉♥✐t ♠❛ss ❛t ③❡r♦✳✮

❆❣❛✐♥✱ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✷✮✱ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s✲

❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ●❛♠♠❛✲③❡r♦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ✈❡r② ❡❛s② t♦ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✳ ❆❧s♦✱ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✷✮

s❤❡❞s ❧✐❣❤t ♦♥ ❛ ❦❡② ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ●❛♠♠❛✲③❡r♦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✿ ✐t ❤❛s ❛ ♣♦✐♥t✲♠❛ss ❧♦❝❛t❡❞

❛t x = 0✱ ❛♥❞ P(X = 0) = exp(−λ)✳ ■t ✐s ❡①tr❡♠❡❧② ❡❛s② t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ✐♥ γ0(λ, µ) ❜② ✜rst

s✐♠✉❧❛t✐♥❣ Z ✐♥ P(λ) ❛♥❞ t❤❡♥ X ✐♥ γz(µ)✱ ✇❤❡r❡ z ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ✜rst s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

❆s Z ❡q✉❛❧s ③❡r♦ ✇✐t❤ ❛ str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ X ❛❧s♦ ❡q✉❛❧s ③❡r♦ ✇✐t❤ ❛ str✐❝t❧②

♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ✶✵

❲❡ ♥♦✇ t✉r♥ t♦ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❝❛s❡✱ ✇❤❡r❡ (Xt) ✐s ❛ ❞✐s❝r❡t❡✲t✐♠❡ r❛♥❞♦♠ ♣r♦❝❡ss t❤❛t ✇❡

❝❛❧❧ ❆✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ●❛♠♠❛✲③❡r♦ ✭❆❘●✲❩❡r♦✮ ♣r♦❝❡ss✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ❆❘●0(α, β, µ) ✭✇❤❡r❡

α ≥ 0✱ β ≥ 0✱ µ > 0✮✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✷✳✷✳ ❚❤❡ r❛♥❞♦♠ ♣r♦❝❡ss (Xt) ✐s ❛ ❆❘●0(α, β, µ) ♣r♦❝❡ss ♦❢ ♦r❞❡r ♦♥❡

✐❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ Xt+1✱ ❣✐✈❡♥ Xt = (Xt, Xt−1, . . .)✱ ✐s t❤❡ ●❛♠♠❛✲③❡r♦

❞✐str✐❜✉t✐♦♥✿

(Xt+1|Xt) ∼ γ0(α + βXt, µ) ❢♦r α ≥ 0, µ > 0, β > 0 .

❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ f (xt+1 |Xt;α, β, µ) ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ▲❛♣❧❛❝❡

✶✵✳ ❖❜s❡r✈❡ ❛❧s♦ t❤❛t γ0(λ, µ) ✐s ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡❧② ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ t❤❛t ϕX(u;λ, µ) =
[ϕX(u;λ/n, µ)]n ✭s❡❡ ❋✐❧✐♣♦✈✐❝ ❛♥❞ ❩❛❜❝③②❦ ❬✷✵✵✷❪✮✳

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✶✼✼



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❙t❛②✐♥❣ ❛t ❩❡r♦ ✇✐t❤ ❆✣♥❡ Pr♦❝❡ss❡s

tr❛♥s❢♦r♠ ϕX,t(u ; α, β, µ) ♦❢ t❤❡ ❆❘●0(α, β, µ) ♣r♦❝❡ss ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❣✐✈❡♥ ❜②✿

f (xt+1|Xt;α, β, µ) =

+∞∑

z=1

[
exp(−xt+1/µ)x

z−1
t+1

(z − 1)!µz
× exp[−(α+ βXt)](α+ βXt)

z

z!

]
1{xt+1>0}

+ exp(−α− β Xt)1{xt+1=0} ; ✭✺✳✸✮

ϕX,t(u ; α, β, µ) := E
[
exp (uXt+1) |Xt

]

= exp

[
uµ

1− uµ
(α+ β Xt)

]
, ❢♦r u <

1

µ
. ✭✺✳✹✮

❆s ❢♦r t❤❡ st❛t✐❝ ●❛♠♠❛✲③❡r♦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✸✮ ❡♠♣❤❛✲

s✐③❡s t❤❡ ③❡r♦✲♣♦✐♥t ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ❆❘●0 ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss

r❡❛❝❤✐♥❣ ③❡r♦ ❛t ❞❛t❡ t+1 ✐s t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❛♥❞ ❣✐✈❡♥ ❜② exp(−α− β Xt)✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡r❡

❛r❡ t✇♦ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤✐s ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞ t❤❡ ❆❘● ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥tr♦✲

❞✉❝❡❞ ✐♥ ●♦✉r✐ér♦✉① ❛♥❞ ❏❛s✐❛❦ ❬✷✵✵✻❪✳ ❋✐rst✱ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡ ✇❡ t❛❦❡ t❤❡ s❤❛♣❡ ♣❛r❛♠❡t❡r

❡q✉❛❧ t♦ ✵✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ③❡r♦✲♣♦✐♥t ♠❛ss✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛

♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡r❝❡♣t α ✐♥ t❤❡ P♦✐ss♦♥ ✐♥t❡♥s✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ♣r❡✈❡♥t✐♥❣ t❤❡ ③❡r♦ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞

❢r♦♠ ❜❡✐♥❣ ❛♥ ❛❜s♦r❜✐♥❣ st❛t❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❤❡♥ Xt = 0✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ Xt+1 ❡q✉❛❧s ③❡r♦ ✇✐t❤

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② P (Xt+1 = 0 |Xt = 0) = exp(−α) < 1✳ ✭■♥ t❤❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❝❛s❡✱ t❤✐s ♣r♦❜❛✲

❜✐❧✐t② ✇✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ❞❛t❡ t✮✳

■t ✐s ❛❧s♦ r❡❛❞✐❧② s❡❡♥ ❢r♦♠ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✺✳✹✮ t❤❛t (Xt) ✐s ❛ ❞✐s❝r❡t❡✲t✐♠❡ ❛✣♥❡✱ ♦r Car(1)✱

♣r♦❝❡ss ✭s❡❡ ❉❛r♦❧❧❡s✱ ●♦✉r✐ér♦✉①✱ ❛♥❞ ❏❛s✐❛❦ ❬✷✵✵✻❪✮ s✐♥❝❡ ϕX,t(u;α, β, µ) ✐s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲

❛✣♥❡ ✐♥ Xt✳ ❚❤✐s ❝❧❛ss ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ❜✉✐❧❞✐♥❣ t❡r♠ str✉❝t✉r❡

♠♦❞❡❧s ♦❢ ✐♥t❡r❡st r❛t❡s✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r s✐♠♣❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦♠❡♥ts ❛♥❞ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠

tr❛❝t❛❜❧❡ ♣r✐❝✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛s✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t r❡❝✉rs✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛s

❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧t✐✲❤♦r✐③♦♥ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

ϕt,h(u1, . . . , uh) = Et [exp(u1Xt+1 + . . .+ uhXt+h)] .

❲❡ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❆❘●0(α, β, µ) ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ✐ts r❡❧❡✈❛♥❝❡

❢♦r ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥ ❛ ❩▲❇ s❡tt✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ s✐♠♣❧❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡①❡r❝✐s❡✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡

❜② rt t❤❡ r✐s❦✲❢r❡❡ r❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ t ❛♥❞ t+1 ✭❦♥♦✇♥ ✐♥ t✮ ❛♥❞ ❧❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✐ts ❞②♥❛♠✐❝s

✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ ❆❘●0 ♣r♦❝❡ss✿

(rt | rt−1) ∼ γ0(α + βrt−1, µ) , ✭✺✳✺✮

✇❤❡r❡ α ❛♥❞ β ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ s❝❛❧❛rs✳ ❆ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ s❤♦rt✲t❡r♠ r❛t❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❞❡s❝r✐❜❡❞

❜② r❡❧❛t✐♦♥ ✭✺✳✺✮ ❝❛♥ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ ❜♦t❤ ♣r♦tr❛❝t❡❞ ♣❡r✐♦❞s ♦❢ ③❡r♦ s❤♦rt✲t❡r♠ r❛t❡s ❛♥❞

♣❡r✐♦❞s ♦❢ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳ ❲❡ s✐♠✉❧❛t❡ t❤✐s ♣r♦❝❡ss ❢♦r ✺✵✵ ♣❡r✐♦❞s ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛❧✐✲

✶✼✽ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❙t❛②✐♥❣ ❛t ❩❡r♦ ✇✐t❤ ❆✣♥❡ Pr♦❝❡ss❡s

❜r❛t❡❞ ❛s α = 0.1✱ β = 990 ❛♥❞ µ = 0.001✳ ❚❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧

♠❡❛♥ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❝❡ss (rt) ❛r❡ ❛❜♦✉t ✵✳✵✶ ❛♥❞ ✵✳✵✵✶✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋♦r

s✉❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ st❛②✐♥❣ ❛t t❤❡ ③❡r♦ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ✐s ❛r♦✉♥❞

0.9✳ ❋✐❣✉r❡ ✭✺✳✶✮ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ tr❛❥❡❝t♦r② ✭❧❡❢t ♣❛♥❡❧✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭r✐❣❤t ♣❛♥❡❧✮✳

❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ s❡✈❡r❛❧ ❡♣✐s♦❞❡s ♦❢ ♣r♦❧♦♥❣❡❞ ③❡r♦ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ✺✵✵

s✐♠✉❧❛t❡❞ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡ ❣r❡②✲s❤❛❞❡❞ ❛r❡❛s ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✱

✇❤✐❝❤ ❤❛r❞❧② t❛❦❡s ♦✛ ❢r♦♠ ③❡r♦ ❢♦r t❤❡ ✜rst ✶✺✵ ♣❡r✐♦❞s✳ ❖✈❡r t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞

♣r♦❝❡ss ❤✐ts ③❡r♦ ❢♦r ❛❜♦✉t ✷✺✵ ♣❡r✐♦❞s✱ t❤❛t ✐s ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❧❡♥❣t❤✳ ❚❤❡ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧

♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✭✺✳✶✮ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss t♦ ❜❡ ❛t ③❡r♦ ✐s

0.6✳ ❲❤❡♥ ✐t ✐s ♥♦t ❛t ③❡r♦✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ♣❡rs✐st❡♥t s♣✐❦❡s ♦❢ ❜❡t✇❡❡♥ ✶✵✵ t♦

✶✺✵ ♣❡r✐♦❞s✳ ❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❆❘●0 ♣r♦❝❡ss ❛♣♣❡❛rs ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❛♣♣❡❛❧✐♥❣ t♦ ♠♦❞❡❧

t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ s❤♦rt✲t❡r♠ ✐♥t❡r❡st r❛t❡s ✐♥ ❛ ③❡r♦ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❆❘●0 ♣r♦❝❡ss✿ ❛ s❤♦rt✲t❡r♠ r❛t❡ ✇✐t❤ ③❡r♦ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞
s♣❡❧❧s
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◆♦t❡s✿ ❚❤✐s ✜❣✉r❡ ❞✐s♣❧❛②s ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ♣❛t❤ ♦❢ ❛ s❤♦rt✲t❡r♠ r❛t❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❞❡✜♥❡❞
❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✿ rt|rt−1 ∼ γ0(0.1 + 990rt−1, 0.001)✳ ❚❤❡ ❣r❡② ③♦♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞
t♦ ♣❡r✐♦❞s ✇❤❡r❡ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ s❤♦rt r❛t❡ ❤✐ts ③❡r♦✳ ❖♥ t❤❡ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♠❛r❣✐♥❛❧
❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

✺✳✷✳✷ ▼♦♠❡♥ts✱ st❛t✐♦♥❛r✐t② ❛♥❞ ❧✐❢t✲♦✛ ♣r♦❜❛❜❧✐t✐❡s ♦❢ ❆❘●0 ♣r♦✲

❝❡ss❡s

❚❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲❛✣♥❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✹✮ ❛❧❧♦✇s

❢♦r ❛♥ ❡❛s② ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❆❘●0(α, β, µ) ♣r♦❝❡ss❡s✳ ■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✱

✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ❆❘●0 ♣r♦❝❡ss❡s ♣♦ss❡ss s✐♠♣❧❡ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ❢♦r♠✉❧❛s ❢♦r ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❛♥❞

✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦♠❡♥ts✱ st❛t✐♦♥❛r✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✶✼✾



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❙t❛②✐♥❣ ❛t ❩❡r♦ ✇✐t❤ ❆✣♥❡ Pr♦❝❡ss❡s

♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ r❡❛❝❤✐♥❣ ③❡r♦✱ st❛②✐♥❣ ❛t ③❡r♦ ♦r ❧❡❛✈✐♥❣ ③❡r♦ ✭❧✐❢t✲♦✛✮✳

❋✐rst✱ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❛✣♥❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ❆❘●0 ♣r♦❝❡ss ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❛❧❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧

❝✉♠✉❧❛♥ts ❛r❡ ❛✣♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧❛❣❣❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡✐r ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐s

♠❛❞❡ s✐♠♣❧❡ ❜② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✲▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✭✺✳✷✳✶✮ ❛♥❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞

❝♦r♦❧❧❛r✐❡s ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ✜rst t✇♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ ❛♥ ❆❘●0 ♣r♦❝❡ss✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✷✳✶✳ ▲❡t (Xt) ❜❡ ❛♥ ❆❘●0(α, β, µ) ♣r♦❝❡ss✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ρ :=

β µ✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡❛♥ Et(Xt+1) ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ Vt(Xt+1) ♦❢ Xt+1 ❣✐✈❡♥ ✐ts ♣❛st ❛r❡

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❣✐✈❡♥ ❜②✿

Et(Xt+1) = αµ+ ρXt ❛♥❞ Vt(Xt+1) = 2µ2α + 2µρXt = 2µEt(Xt+1) . ✭✺✳✻✮

❈♦r♦❧❧❛r② ✺✳✷✳✶✳✶✳ (Xt) ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡❛❦ ❆❘✭1✮ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✿

Xt+1 = αµ+ ρXt + εt+1 , ✭✺✳✼✮

✇❤❡r❡ (εt) ✐s ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❤❡t❡r♦s❦❡❞❛st✐❝ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✱ ✇❤♦s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐✲

❛♥❝❡ ✐s V(εt+1 | εt) = 2µ2α + 2µρXt✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✺✳✷✳✶✳✷✳ (Xt) ✐s st❛t✐♦♥❛r② ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ρ < 1 ❛♥❞✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✐ts ✉♥❝♦♥❞✐✲

t✐♦♥❛❧ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❣✐✈❡♥ ❜②✿

E(Xt) =
αµ

1− ρ
❛♥❞ V(Xt) =

2αµ2

(1− ρ)(1− ρ2)
. ✭✺✳✽✮
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■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦♠❡♥ts ❣✐✈❡♥ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✷✳✶✱ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ s✐♠♣❧❡

❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r ❛ ✇❡❛❦ ❆❘(1) r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ t❤❛t ❤❡❧♣s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✜rst✲

t✇♦ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✳ ❚✇♦ ❦❡② ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❆❘●0 ❛r❡ ✇♦rt❤ ♥♦t✐❝✐♥❣✳ ❋✐rst✱

t❤❡ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡❛♥ ❛♥❞✱ t❤✉s✱

✐t ❧✐♥❡❛r❧② s❤r✐♥❦s ✇✐t❤ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ Xt✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t✱ ✐♥ ❛ ❧♦✇✲❧❡✈❡❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ t❤❡

❆❘●0 ♣r♦❝❡ss s❤♦✇s ❧♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✈♦❧❛t✐❧✐t②✱ ❛ t②♣✐❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✲r❛t❡s ❞✉r✐♥❣

③❡r♦ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♣❡r✐♦❞s ✭s❡❡ ❋✐❧✐♣♦✈✐❝✱ ▲❛rss♦♥✱ ❛♥❞ ❚r♦❧❧❡ ❬✷✵✶✸❪✮✳ ◆♦t❡ ❛❧s♦ t❤❛t t❤❡

❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❆❘●0 ♣r♦❝❡ss ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❢r♦♠ ❜❡❧♦✇ ❜② 2µ2α ✇❤❡♥ Xt r❡❛❝❤❡s

③❡r♦✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ❝❧♦s❡❞✲❢r♦♠ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✜rst✲t✇♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧

♠♦♠❡♥ts ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t s✐♠♣❧❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞

♠❡t❤♦❞ ♦❢ ♠♦♠❡♥ts✱ ♦r ♣s❡✉❞♦✲♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳

❲❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ♥♦✇ ♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❛♥ ❆❘●0 ♣r♦❝❡ss t♦ r❡❛❝❤ ③❡r♦✱ t♦

st❛② ❛t ③❡r♦ ❢♦r ♠♦r❡ t❤❛♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❡r✐♦❞s✱ ♦r t♦ ❧✐❢t✲♦✛ ✐♥ ❡①❛❝t❧② h ♣❡r✐♦❞s✳

✶✽✵ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❙t❛②✐♥❣ ❛t ❩❡r♦ ✇✐t❤ ❆✣♥❡ Pr♦❝❡ss❡s

❚♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤✐s s♦❥♦✉r♥ t✐♠❡ ✐♥ st❛t❡ ③❡r♦ ❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❧✐❢t✲♦✛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛ ♣r♦✈❡s ✉s❡❢✉❧✳

▲❡♠♠❛ ✺✳✷✳✶✳ ▲❡t Z ❜❡ ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✈❛❧✉❡❞ ✐♥ R+ ❛♥❞ ϕZ(u) ✐s ✐ts ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s✲

❢♦r♠✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

PZ{0} = lim
u→−∞

ϕZ(u) . ✭✺✳✾✮

Pr♦♦❢✳ ❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ✺✳❇✳ �

❚❤✐s ▲❡♠♠❛ ♠❛❦❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❤✐tt✐♥❣ ③❡r♦ ✈❡r②

s✐♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✷✳✷✳ ▲❡t (Xt) ❜❡ ❛♥ ❆❘●0(α, β, µ) ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ❧❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② ϕt,h(u1, . . . , uh) =

Et[exp (u1Xt+1 + . . .+ uhXt+h)] ✐ts ♠✉❧t✐✲❤♦r✐③♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠✳ ❚❤❡♥✱

t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❤♦❧❞✿

(i) P(Xt+h = 0 |Xt) = lim
u→−∞

ϕt,h(0, . . . , 0, u)

= exp

{
−(1− ρ)

[
ρh

µ(1− ρh)
Xt + α

h−1∑

k=0

ρk

1− ρk+1

]}
,

(ii) P
[
Xt+1 = 0, . . . , Xt+h = 0

∣∣Xt

]
= lim

u→−∞
ϕt,h(u, . . . , u)

= exp(−αh− β Xt) ,

(iii) P
[
Xt+1 = 0, . . . , Xt+h = 0, Xt+h+1 > 0

∣∣Xt)
]
= exp [−αh− β Xt] [1− exp(−α)] .

Pr♦♦❢✳ ❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ✺✳❇✳ �

❈♦r♦❧❧❛r② ✺✳✷✳✷✳✶✳ ■❢ Xt = 0✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ st❛② ✐♥ st❛t❡ ✵ ❢♦r t❤❡ ♥❡①t (h−1) ♣❡r✐♦❞s

♦♥❧② ✐s (1− p)ph−1 ✇✐t❤ p = exp(−α)✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s♦❥♦✉r♥ t✐♠❡ ✐♥ ③❡r♦ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

(1− p)
+∞∑

h=1

hph−1 =
1

1− p
= [1− exp(−α)]−1 .

❲❤❡♥ α = 0✱ t❤✐s ❛✈❡r❛❣❡ s♦❥♦✉r♥ t✐♠❡ ✐s +∞ ❛♥❞ t❤❡ ③❡r♦ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❜❡❝♦♠❡s ❛♥

❛❜s♦r❜✐♥❣ st❛t❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✷✳✷ ✐s ❦❡② ❢♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ❧✐❢t✲♦✛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✺✳✷✳✷✳✶ str❡ss❡s t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ α ♣❛r❛♠❡t❡r✿ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s♦❥♦✉r♥ t✐♠❡ ✐♥ ③❡r♦ ✐s

❡♥t✐r❡❧② ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② α ❢♦r ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ ❆❘●0 ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❋r♦♠ ❛♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱

✐❢ t❤❡ s❤♦rt✲t❡r♠ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛♥ ❆❘●0 ♣r♦❝❡ss✱ α q✉❛♥t✐✜❡s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡

♣❡rs✐st❡♥❝❡ ♦❢ ③❡r♦ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ r❡❣✐♠❡s✳

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✶✽✶



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❙t❛②✐♥❣ ❛t ❩❡r♦ ✇✐t❤ ❆✣♥❡ Pr♦❝❡ss❡s

✺✳✷✳✸ ❚❤❡ ❊①t❡♥❞❡❞ ❆❘●ν(α, β, µ) ♣r♦❝❡ss

❚❤❡ ❆❘●0(α, β, µ) ♣r♦❝❡ss ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❆❘●ν(β, µ) ♣r♦✲

❝❡ss ♦❢ ●♦✉r✐ér♦✉① ❛♥❞ ❏❛s✐❛❦ ❬✷✵✵✻❪ ❛r❡ ♥❡st❡❞ ✐♥ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❧❛ss ♦❢ ❊①t❡♥❞❡❞ ❆❘●ν(α, β, µ)

♣r♦❝❡ss❡s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ♣❛r❛♠❡t❡r ν ≥ 0 ❛♥❞ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r α ≥ 0✳

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥s ✺✳✷✳✶ ❛♥❞ ✺✳✷✳✷✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✷✳✸✳ ❚❤❡ ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ r❛♥❞♦♠ ♣r♦❝❡ss (Xt) ✐s ❛♥ ❊①t❡♥❞❡❞ ❆❘●ν(α, β, µ)

♣r♦❝❡ss ♦❢ ♦r❞❡r ♦♥❡ ✐❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ Xt+1✱ ❣✐✈❡♥ Xt = (Xt, Xt−1, . . .)✱ ✐s

❛ ♥♦♥✲❝❡♥t❡r❡❞ ●❛♠♠❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s✉❝❤ t❤❛t✿

(Xt+1|Xt) ∼ γν(α + βXt, µ) , ❢♦r α ≥ 0, ν ≥ 0, µ > 0, β > 0 .

❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ f (xt+1 |Xt; ν, α, β, µ) ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧

▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ ϕX,t(u ; ν, α, β, µ) ♦❢ t❤❡ ❊①t❡♥❞❡❞ ❆❘●ν(α, β, µ) ♣r♦❝❡ss ❛r❡ r❡s♣❡❝✲

t✐✈❡❧② ❣✐✈❡♥ ❜②✿

f (xt+1|Xt; ν, α, β, µ) =
+∞∑

z=1

[
exp(−xt+1/µ)x

ν+z−1
t+1

Γ(ν + z)µν+z
× exp[−(α+ βXt)] (α+ βXt)

z

z!

]
1{xt+1>0}

+ exp(−α− β Xt)1{xt+1=0, ν=0} ,

ϕX,t(u ; ν, α, β, µ) := E
[
exp (uXt+1) |Xt

]

= exp

[
uµ

1− uµ
βXt + α

uµ

1− uµ
− ν log(1− uµ)

]
, ❢♦r u <

1

µ
. ✭✺✳✶✵✮

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❆❘●0 ♣r♦❝❡ss✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠✱

✐s t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ t❡r♠ [−ν log(1 − uµ)] ✐♥ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤

❊①t❡♥❞❡❞ ❆❘● ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ν > 0 ❞♦❡s ♥♦t ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ♣r♦❧♦♥❣❡❞ ♣❡r✐♦❞s ♦❢ ③❡r♦✳ ■♥

❧✐♥❡ ✇✐t❤ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✷✳✶✱ ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ st❡♣s ❛s ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✺✳❆✱ ✇❡ ❞❡r✐✈❡

t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✜rst t✇♦ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ ❛♥ ❊①t❡♥❞❡❞ ❆❘● ♣r♦❝❡ss✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✷✳✸✳ ▲❡t (Xt) ❜❡ ❛♥ ❊①t❡♥❞❡❞ ❆❘●ν(α, β, µ) ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ρ := βµ✳ ❚❤❡

❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ Xt+1 ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❣✐✈❡♥ ❜②✿

Et(Xt+1) = µ (ν + α) + ρXt ❛♥❞ Vt(Xt+1) = µ2(ν + 2α) + 2µρXt . ✭✺✳✶✶✮

❈♦r♦❧❧❛r② ✺✳✷✳✸✳✶✳ (Xt) ✐s st❛t✐♦♥❛r② ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ρ < 1 ❛♥❞✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✐ts ✉♥❝♦♥❞✐✲

t✐♦♥❛❧ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❣✐✈❡♥ ❜②✿

E(Xt) =
(α + ν)µ

1− ρ
❛♥❞ V(Xt) =

2αµ2 + µ2ν(1 + ρ)

(1− ρ)(1− ρ2)
.

❙❡tt✐♥❣ ν = 0✱ ✇❡ ❣❡t t❤❡ ❆❘●0(α, β, µ) ❢❛♠✐❧② ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✶ ❛♥❞✱ ❛ss✉♠✐♥❣

✶✽✷ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❙t❛②✐♥❣ ❛t ❩❡r♦ ✇✐t❤ ❆✣♥❡ Pr♦❝❡ss❡s

α = 0 ✇✐t❤ ν > 0✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❆❘●ν(β, µ) ❢❛♠✐❧②✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣

❢r♦♠ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✵✮ t❤❛t✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ r❛♥❞♦♠ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♠♦❞❡❧s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r

r❡❣✐♠❡✲s✇✐t❝❤✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ✭s❡❡ ●♦✉r✐ér♦✉①✱ ▼♦♥❢♦rt✱ P❡❣♦r❛r♦✱ ❛♥❞ ❘❡♥♥❡ ❬✷✵✶✹❪✮✱ ✐t ✇♦✉❧❞

❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs α ❛♥❞ ν ❡①♦❣❡♥♦✉s❧② r❛♥❞♦♠ ❛♥❞ ❛✣♥❡✱ ♦r ❧✐♥❡❛r❧②

❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ Xt✱ ✇❤✐❧❡ st❛②✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❛✣♥❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❢♦r t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ♣r♦❝❡ss✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s t♦ ❝♦♥str✉❝t ♦✉r

♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ❛✣♥❡ t❡r♠✲str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡ t❤❡ st❛t❡ ✈❡❝t♦r ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞

✭✉♥❞❡r ❜♦t❤ t❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ❛♥❞ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✮ ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢❛❝✲

t♦rs ✇✐t❤ ●❛♠♠❛✲③❡r♦ ❛♥❞ ❊①t❡♥❞❡❞ ●❛♠♠❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❞✐✲

t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❱❡❝t♦r ❆✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ●❛♠♠❛ ♣r♦❝❡ss

✭❱❆❘●✱ s❛②✮ ♠❛❦❡s t❤❡ ③❡r♦✲❝♦✉♣♦♥ ❜♦♥❞ ♣r✐❝✐♥❣ ♠♦❞❡❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ✇❤✐❧❡ ❣✉❛r✲

❛♥t❡❡✐♥❣ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ❡♥♦✉❣❤ ✢❡①✐❜✐❧✐t② t♦ ♠❛t❝❤ r❡❧❡✈❛♥t ❩▲❇✲❧✐♥❦❡❞ ✐♥t❡r❡st r❛t❡s

st②❧✐③❡❞ ❢❛❝ts ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✮✳ ✶✶

✺✳✸ ❚❤❡ ◆♦♥✲◆❡❣❛t✐✈❡ ❆✣♥❡ ❚❡r♠ ❙tr✉❝t✉r❡ ▼♦❞❡❧

✺✳✸✳✶ ❚❤❡ ❱❆❘● r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ st❛t❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ t❤❡ ❛✣♥❡ ②✐❡❧❞

❝✉r✈❡ ❢♦r♠✉❧❛

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ❛✣♥❡ t❡r♠✲str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧

✭◆❆❚❙▼✮ ❜② ❞✐r❡❝t❧② s♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ✭Q✮ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❧❛t❡♥t

st❛t❡ ✈❡❝t♦r Xt =
(
X

(1)′

t , X
(2)′

t

)′
✱ ✇❤❡r❡ dim

(
X

(1)
t

)
= n1✱ dim

(
X

(2)
t

)
= n2✱ ❛♥❞ n =

n1 + n2✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❞❡♥♦t❡ ❜② rt t❤❡ ✉♥♦❜s❡r✈❛❜❧❡ s❤♦rt✲t❡r♠ r❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ t ❛♥❞ t + 1✱

❦♥♦✇♥ ❛t ❞❛t❡ t✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ Xt ✐s ❛

❱❡❝t♦r ❆❘● ✭♦r ❱❆❘●✮ ♣r♦❝❡ss✳

❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✶✳ ❚❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ Xt+1✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ♦♥ Xt✱ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✿

(Xj,t+1 |Xt)
Q∼ γνj

(
αQ
j + βQ′

j Xt, µ
Q
j

)
, j ∈ {1, . . . , n} , ✭✺✳✶✷✮

✇❤❡r❡ νj = 0 ❢♦r ❛♥② j ∈ {1, . . . , n1}✱ ✇❤✐❧❡ νj ≥ 0 ✐❢ j ∈ {n1 + 1, . . . , n}❀ αQ
j ≥ 0✱ µQ

j > 0

❛♥❞ βQ
j ✐s ❛♥ n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❡❝t♦r ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳

■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ♦♥ Xt✱ t❤❡ n1 ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ X(1)
t+1 ❢♦❧❧♦✇ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ●❛♠♠❛✲

③❡r♦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ n2 ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ X(2)
t+1 ❢♦❧❧♦✇ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ◆♦♥✲❝❡♥tr❛❧ ●❛♠♠❛

❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳

✶✶✳ ❆ ❣❡♥❡r❛❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❱❆❘● ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r
✹ ✭s❡❡ ❛❧s♦ ▼♦♥❢♦rt✱ P❡❣♦r❛r♦✱ ❘❡♥♥❡✱ ❛♥❞ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ❬✷✵✶✹❪✮✳

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✶✽✸



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❙t❛②✐♥❣ ❛t ❩❡r♦ ✇✐t❤ ❆✣♥❡ Pr♦❝❡ss❡s

●✐✈❡♥ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✭❣✐✈❡♥ Xt✮ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❝❛❧❛r ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ Xt+1✱ t❤❡

r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ Xt+1 ❣✐✈❡♥ Xt ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ♦❜t❛✐♥❡❞✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✸✳✶✳ ❚❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ Xt+1✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ♦♥ Xt✱ ✐s

❣✐✈❡♥ ❜②✿

ϕQ
t (u) = EQ

[
exp

(
n∑

j=1

Xj,t+1

) ∣∣∣∣Xt

]
= exp

[
n∑

j=1

aQj (uj)
′Xt + bQj (uj)

]
✭✺✳✶✸✮

✇❤❡r❡✱ ❢♦r ❛♥② j ∈ {1, . . . , n}✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

aQj (uj) =
uj µ

Q
j

1− uj µ
Q
j

βQ
j ❛♥❞ bQj (uj) =

uj µ
Q
j

1− uj µ
Q
j

αQ
j − νj log(1− uj µ

Q
j ) .

✭✺✳✶✹✮

❚❤❡ ♣r♦❝❡ss (Xt) ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ ❞✐s❝r❡t❡✲t✐♠❡ ❛✣♥❡ ✭❈❛r✭✶✮✮ ♣r♦❝❡ss✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✺✳✸✳✶✳✶✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss (Xt) ✐s Q✲st❛t✐♦♥❛r② ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢✱ ❢♦r ❛❧❧ j ∈ {1, . . . , n}✱
✇❡ ❤❛✈❡ ρQj = βQ

j,j µ
Q
j < 1✳

Pr♦♦❢✳ ❙❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ �

❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✷✳ ❚❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ s❤♦rt r❛t❡ ♣r♦❝❡ss (rt) ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ✜rst n1 ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ Xt ♦♥❧②✱ t❤❛t ✐s✿

rt =

n1∑

j=1

δjXj,t = δ′Xt , ✭✺✳✶✺✮

✇❤❡r❡ δ = [(δj)
′
j={1,...,n1}

, 0n2
]′ ❤❛s t❤❡ ✜rst n1 ❡♥tr✐❡s str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡✱ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♦♥❡s

❜❡✐♥❣ ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✳ ✶✷

■t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ s❡❡ t❤❛t t❤❡ s❤♦rt✲t❡r♠ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ st✐❧❧ ♣♦ss❡ss❡s t❤❡ ③❡r♦✲♣♦✐♥t

♠❛ss ♣r♦♣❡rt② ❣✐✈❡♥ t❤❛t ✐t ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ●❛♠♠❛✲③❡r♦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❛ ♥♦♥✲③❡r♦ s❤♦rt r❛t❡ ❧♦✇❡r

❜♦✉♥❞ ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ ✭❛s✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ Pr✐❡❜s❝❤ ❬✷✵✶✸❪✮ ❜② s✐♠♣❧② ❛❞❞✐♥❣ rmin 6= 0 ✭s❛②✮ ♦♥

t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✺✮✳

■♥ ♠❛tr✐① ❢♦r♠✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✸✳✶✱ ❝❛♥ ❜❡

✇r✐tt❡♥ ❛s✿

ϕQ
t (u) = exp

[
ãQ(u)′Xt + b̃Q(u)

]
,

✶✷✳ ◆♦t❡ t❤❛t δj ❛♥❞ µj ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❜♦t❤ ✐❞❡♥t✐✜❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✐♠♣♦s❡ t❤❛t µQ
j = 1 ❢♦r ❛❧❧ j

t♦ ❡♥s✉r❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥ts✳

✶✽✹ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❙t❛②✐♥❣ ❛t ❩❡r♦ ✇✐t❤ ❆✣♥❡ Pr♦❝❡ss❡s

✇❤❡r❡✿

ãQ(u) = βQ

(
u⊙ µQ

1− u⊙ µQ

)

b̃Q(u) = αQ′

(
u⊙ µQ

1− u⊙ µQ

)
− ν ′ log

(
1− u⊙ µQ

)

µQ = (µQ
1 , . . . , µ

Q
n )

′ , βQ = (βQ
1 , . . . , β

Q
n ) ,

αQ = (αQ
1 , . . . , α

Q
n )

′ , ν = (0, . . . , 0, νn1+1, . . . , νn)
′ ,

❛♥❞ ✇❤❡r❡ ⊙ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t✲✇✐s❡ ♣r♦❞✉❝t ❛♥❞ ✇❤❡r❡✱ ✇✐t❤ ❛❜✉s❡ ♦❢ ♥♦t❛t✐♦♥s✱ t❤❡

❞✐✈✐s✐♦♥ ❛♥❞ ❧♦❣ ♦♣❡r❛t♦rs ✇♦r❦ ❡❧❡♠❡♥t✲✇✐s❡ ✇❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✈❡❝t♦rs✳

●✐✈❡♥ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲❛✣♥❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢

(Xt)✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣❧✐❝✐t ③❡r♦✲❝♦✉♣♦♥ ❜♦♥❞ ♣r✐❝✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛ ✭s❡❡

❆♣♣❡♥❞✐① ✺✳❈ ❢♦r ❛ ♣r♦♦❢✮✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✸✳✷✳ ■❢ t❤❡ n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ st❛t❡ ✈❡❝t♦r (Xt) ❤❛s ❛ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s

❞❡✜♥❡❞ ❜② ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✸✮ ❛♥❞ ✐❢ t❤❡ s❤♦rt✲t❡r♠ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✐♥ ❆ss✉♠♣t✐♦♥

✷✱ t❤❡♥ t❤❡ ♣r✐❝❡ ❛t ❞❛t❡ t ♦❢ t❤❡ ③❡r♦✲❝♦✉♣♦♥ ❜♦♥❞ ✇✐t❤ r❡s✐❞✉❛❧ ♠❛t✉r✐t② h✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜②

Pt(h)✱ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

Pt(h) = exp
(
A

′

hXt +Bh

)
, ✭✺✳✶✻✮

✇❤❡r❡ Ah ❛♥❞ Bh s❛t✐s❢② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❝✉rs✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✿

Ah = −δ + ãQ(Ah−1)

= −δ + βQ

(
Ah−1 ⊙ µQ

1− Ah−1 ⊙ µQ

)
✭✺✳✶✼✮

Bh = Bh−1 + b̃Q(Ah−1)

= Bh−1 + αQ′

(
Ah−1 ⊙ µQ

1− Ah−1 ⊙ µQ

)
− ν ′ log

(
1− Ah−1 ⊙ µQ

)
, ✭✺✳✶✽✮

✇✐t❤ st❛rt✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s A0 = 0 ❛♥❞ B0 = 0✳ ❚❤❡ ❞❛t❡ t ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧②✲❝♦♠♣♦✉♥❞❡❞ ②✐❡❧❞

❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ③❡r♦✲❝♦✉♣♦♥ ❜♦♥❞ ♠❛t✉r✐♥❣ ✐♥ h ♣❡r✐♦❞s ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ❛✣♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ Xt✿

Rt(h) = A
′

hXt +Bh ,

Ah = −1

h
Ah , ❛♥❞ Bh = −1

h
Bh , h ≥ 1 .

✭✺✳✶✾✮

❚❤❡ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡♥❡ss ♦❢ ♦✉r ◆❆❚❙▼ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✉s✉❛❧ ♥♦✲

❛r❜✐tr❛❣❡ ❢♦r♠✉❧❛ Rt(h) = − 1
h
logEQ

t [exp (−rt − . . .− rt−h+1)] s✐♥❝❡ t❤❡ s❤♦rt✲t❡r♠ r❛t❡

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✶✽✺
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✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ Xi,t✬s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❧❧ ♣♦s✐t✐✈❡✳

✺✳✸✳✷ ❚❤❡ ❱❆❘● ❤✐st♦r✐❝❛❧ st❛t❡ ❞②♥❛♠✐❝s

❲❡ ❤❛✈❡ ❞❡✜♥❡❞ t❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ Xt ✐♥ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✶✳ ▲❡t ✉s ♥♦✇ ❞❡t❡r✲

♠✐♥❡ t❤❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ✭P✮ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ✈❡❝t♦r (Xt)✳ ❋♦r t❤✐s✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡

♦♥❡✲♣❡r✐♦❞ st♦❝❤❛st✐❝ ❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲❛✣♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ♣r♦❜✲

❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡
dPt,t+1

dQt,t+1

= exp
[
θ′Xt+1 − ψQ

t (θ)
]
✱ ✇❤❡r❡ ψQ

t (u) = logϕQ
t (u) ❞❡♥♦t❡s t❤❡

r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❧♦❣✲▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ (Xt)✱ ❛♥❞ θ = (θ1, . . . , θn)
′ ❞❡♥♦t❡s t❤❡

n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❡❝t♦r ♦❢ ♠❛r❦❡t ♣r✐❝❡s ♦❢ r✐s❦ ❢❛❝t♦rs✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✸✳✸✳ ❚❤❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ Xt+1✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ♦♥ Xt✱ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✿

(Xj,t+1 |Xt)
P∼ γνj

(
αP
j + βP′

j Xt, µ
P
j

)
, ❢♦r j ∈ {1, . . . , n} , ✭✺✳✷✵✮

✇❤❡r❡ αP
j ≥ 0✱ µP

j > 0✱ ❛♥❞ βP
j ✐s ❛♥ n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❡❝t♦r ♦❢ str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts

❛♥❞ t❤❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ Xt+1✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② t♦ Xt✱ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

ϕP
t (u) = exp

[
n∑

j=1

aPj (uj)
′Xt + bPj (uj)

]
✭✺✳✷✶✮

✇❤❡r❡✱ ❢♦r ❛♥② j ∈ {1, . . . , n}✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

aPj (uj) =
uj µ

P
j

1− uj µP
j

βP
j ❛♥❞ bPj (uj) =

uj µ
P
j

1− uj µP
j

αP
j − νj log(1− uj µ

P
j ) ,

✇✐t❤ αP
j =

αQ
j

1− θj µ
Q
j

, βP
j =

1

1− θj µ
Q
j

βQ
j ❛♥❞ µP

j =
µQ
j

1− θj µ
Q
j

.

✭✺✳✷✷✮

Pr♦♦❢✳ ❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ✺✳❉✳ �

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ νj✬s ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥ t❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ✇♦r❧❞s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱

✐❢ νj = 0 ✐♥ t❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ✇♦r❧❞✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ tr✉❡ ✐♥ t❤❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ♦♥❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡

s❡ts ♠✉st ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❜♦t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡ ❡q✉✐✈✲

❛❧❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ■♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❛❞♦♣t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s

s❡❝t✐♦♥✱ t❤✐s ❤✐st♦r✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ♠❛tr✐① ❢♦r♠✿

ϕP
t (u) = exp

[
ãP(u)′Xt + b̃P(u)

]

✶✽✻ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t
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✇❤❡r❡✿

ãP(u) = βP

(
u⊙ µP

1− u⊙ µP

)

b̃P(u) = αP′

(
u⊙ µP

1− u⊙ µP

)
− ν ′ log

(
1− u⊙ µP

)

µP = (µP
1 , . . . , µ

P
n)

′ , βP = (βP
1 , . . . , β

P
n) , ❛♥❞ αP = (αP

1 , . . . , α
P
n)

′ .

✺✳✸✳✸ ▲✐❢t✲♦✛ Pr♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s

▲❡t ✉s ♠♦✈❡ ♥♦✇ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ t❤❡ s♦❥♦✉r♥ ✐♥ st❛t❡ ③❡r♦ ♦❢ t❤❡ s❤♦rt

r❛t❡ ♣r♦❝❡ss (rt)✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❧✐❢t✲♦✛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❆s s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s✱

♦✉r ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ②✐❡❧❞ ❝✉r✈❡ ♠♦❞❡❧ ❤❛s t❤❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❜❡✐♥❣

❛✣♥❡ ✉♥❞❡r ❜♦t❤ t❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ❛♥❞ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❛❧✲

❧♦✇s t♦ ❡❛s✐❧② ❝♦♠♣✉t❡ ♠✉❧t✐✲❤♦r✐③♦♥ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠s ✐♥ ❜♦t❤ ✇♦r❧❞s ❛♥❞✱ t❤✉s✱ t♦

❡①♣❧✐❝✐t❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❧✐❢t✲♦✛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳

▲❡t ✉s ✜rst r❡♠❡♠❜❡r t❤❛t✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲❛✣♥❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❤✐st♦r✐❝❛❧

▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ (Xt) ✭s❡❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✺✳✷✸✮✮✱ ✐ts ♠✉❧t✐✲❤♦r✐③♦♥ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ ✉♥t✐❧

t+ k ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

ϕP
t,k(u1, . . . , uk) = EP

[
exp

(
u

′

1Xt+1 + . . .+ u
′

kXt+k

) ∣∣∣∣Xt

]

= exp
[
A′

kXt + Bk

]
✭✺✳✷✸✮

✇❤❡r❡✱ ❢♦r ❛♥② i ∈ {1, . . . , k}✱ ui ✐s ❛♥ n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❡❝t♦r✳ ❚❤❡ Ak ❛♥❞ Bk ❧♦❛❞✐♥❣s ❛r❡

♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s t❤❡ ✜♥❛❧ ✈❛❧✉❡s Ak = A(k)
k ✱ Bk = B(k)

k ♦❢ t❤❡ k✲st❡♣ r❡❝✉rs✐♦♥✿





A(k)
0 = 0 ❛♥❞ B(k)

0 = 0 ,

A(k)
i = ãP

(
uk+1−i +A(k)

i−1

)
= βP




(
uk+1−i +A(k)

i−1

)
⊙ µP

1−
(
uk+1−i +A(k)

i−1

)
⊙ µP


 ,

B(k)
i = b̃P

(
uk+1−i +A(k)

i−1

)
+ B(k)

i−1

= αP′




(
uk+1−i +A(k)

i−1

)
⊙ µP

1−
(
uk+1−i +A(k)

i−1

)
⊙ µP


− ν ′ log

[
1−

(
uk+1−i +A(k)

i−1

)
⊙ µP

]
+ B(k)

i−1 .

✭✺✳✷✹✮

Pr♦♦❢✳ ❙❡❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸ ✐♥ ●♦✉r✐ér♦✉①✱ ▼♦♥❢♦rt✱ P❡❣♦r❛r♦✱ ❛♥❞ ❘❡♥♥❡ ❬✷✵✶✹❪✳ �
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●✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ ②✐❡❧❞ Rt(h) ✐s ❛♥ ❛✣♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ Xt✱ ✐t ✐s ❡❛s✐❧② s❡❡♥ t❤❛t✱ ❢♦r ❛♥②

k✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❡❝t♦r v✿

ϕ
(h)P
R,t,k(v) := ϕ

(h)P
R,t,k(v1, . . . , vk) = E [exp (v1Rt+1(h) + . . .+ vk Rt+k(h)) |Xt]

= ϕP
t,k(v1Ah, . . . , vk Ah) exp

(
Bh

k∑

j=1

vj

)
, ✭✺✳✷✺✮

✇❤❡r❡ v1, . . . , vk ❛r❡ t❤❡ s❝❛❧❛r ❡♥tr✐❡s ❝♦♠♣♦s✐♥❣ v✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✷✸✮ ❝❛♥ ❜❡

✉s❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ②✐❡❧❞s✬ ♠✉❧t✐✲❤♦r✐③♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦

❞❡t❡r♠✐♥❡ ❧✐❢t✲♦✛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r♠✉❧❛s✱ ❧❡t ✉s ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛✱ ❣❡♥❡r❛❧✐③✐♥❣

▲❡♠♠❛ ✺✳✷✳✶ t♦ t❤❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳

▲❡♠♠❛ ✺✳✸✳✶✳ ■❢ Z ✐s ❛♥ n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✈❛❧✉❡❞ ✐♥ Rn
+ ❛♥❞ ϕZ(u1, . . . , un)

✐s ✐ts ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

PZ{0, . . . , 0} = lim
u→−∞

ϕZ(u, . . . , u) .

Pr♦♦❢✳ ❙tr❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✺✳✷✳✶ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t✱

❤❡r❡✱ Z = 0 ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ e
′Z = 0 ✭✇✐t❤ e = (1, . . . , 1)′✮✳ �

❚❤❡♥✱ ❛s ❢❛r ❛s t❤❡ ❧✐❢t✲♦✛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r t❤❡ s❤♦rt r❛t❡ ❛r❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✸✳✹✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❤♦rt r❛t❡ ♣r♦❝❡ss (rt)✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s

❤♦❧❞✿

(i) P [rt+k = 0 |Xt] = lim
u→−∞

ϕ
(1)P
R,t,k(0, . . . , 0, u) ;

(ii) P [rt+1 = 0, . . . , rt+k = 0 |Xt] = lim
u→−∞

ϕ
(1)P
R,t,k(u, . . . , u) = pr,t,k ✭s❛②✮ ;

(iii) P [rt+1 = 0, . . . , rt+k−1 = 0, rt+k > 0 |Xt] = pr,t,k−1 − pr,t,k ,

✇❤❡r❡ pr,t,0 = 1✳

❚❤❡ ❧❛st r❡❧❛t✐♦♥ ❣✐✈❡s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❧✐❢t✲♦✛ ❞❛t❡✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s♦❥♦✉r♥ t✐♠❡

✐♥ st❛t❡ ③❡r♦ ✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

∞∑

k=1

h (pr,t,k−1 − pr,t,k) .

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠✉❧❛s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✲

✐t② ♦❢ ❧✐❢t✲♦✛ ❢r♦♠ t❤❡ ③❡r♦ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ s❤♦rt r❛t❡ ♣r♦❝❡ss✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r

✶✽✽ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❙t❛②✐♥❣ ❛t ❩❡r♦ ✇✐t❤ ❆✣♥❡ Pr♦❝❡ss❡s

tr✉♥❝❛t❡❞ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛✣♥❡ ♣r♦❝❡ss❡s ✭s❡❡ ❉✉✣❡✱ P❛♥✱ ❛♥❞ ❙✐♥❣❧❡✲

t♦♥ ❬✷✵✵✵❪ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✮✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ s♦♠❡ tr❛❝t❛❜❧❡ ❢♦r♠✉❧❛s ✐❢ t❤❡ ③❡r♦ ❧♦✇❡r

❜♦✉♥❞ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✢♦♦r λ > 0 ✭❡✳❣✳ λ = 10 ❜♣s✮✳ ❇❡s✐❞❡s✱ s✉❝❤ ❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡

❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ✐♥t❡r❡st r❛t❡s ♦❢ ❛♥② ♠❛t✉r✐t②✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✸✳✺✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ②✐❡❧❞ ♣r♦❝❡ss (Rt(h)) ♦❢ ♠❛t✉r✐t② h ✇✐t❤ t❤❡ ♠✉❧t✐✲

❤♦r✐③♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✷✺✮✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s

❤♦❧❞✿

(i) p̃
(h)
t,k (v, λ) := P

[
v′R

(t+k)
t+1 (h) > λ |Xt

]
=

1

2
+

1

π

∫ +∞

0

Im
[
ϕ
(h)P
R,t,k(i v x) exp(−i λ x)

]

x
dx ;

(ii) P [Rt+k(h) > λ |Xt] = p̃
(h)
t,k (ek, λ) ;

(iii) P

(
Rt+k−m+1(h) +Rt+k−m+2(h) + . . .+Rt+k(h)

m
> λ |Xt

)
= p̃

(h)
t,k

(
1

m
e
(k)
k−m+1, λ

)
,

✇❤❡r❡ R(t+k)
t+1 (h) = (Rt+1(h), . . . , Rt+k(h))

′ ❛♥❞ v = (v1, . . . , vk)
′ ❀ ek ✐s t❤❡ kth ❝♦❧✉♠♥ ♦❢

t❤❡ (k, k) ✐❞❡♥t✐t② ♠❛tr✐① ❛♥❞ e(k)k−m+1 = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k−m t✐♠❡s

, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
m t✐♠❡s

)′ ❞❡♥♦t❡s ❤❡r❡ ❛ k✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧

✈❡❝t♦r ♦❢ ③❡r♦s ❢♦r t❤❡ ✜rst k −m ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❞ ♦♥❡s ❢♦r t❤❡ m ♦t❤❡rs✳

❖❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡s❡ ❢♦r♠✉❧❛s ❞♦ ♥♦t ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t+ k ❜❡ t❤❡ ✜rst ❞❛t❡

✭❜❡t✇❡❡♥ t ❛♥❞ t + k✮ ❛t ✇❤✐❝❤ Rt+k(h) > λ✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤✐s ❧❛tt❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥

❛❧✇❛②s ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

✺✳✹ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ◆❆❚❙▼s

✺✳✹✳✶ ❉❛t❛ ❛♥❞ st②❧✐③❡❞ ❢❛❝ts

❆s ✐♥ ❑✐♠ ❛♥❞ ❙✐♥❣❧❡t♦♥ ❬✷✵✶✷❪ ❛♥❞ ❈❤r✐st❡♥s❡♥ ❛♥❞ ❘✉❞❡❜✉s❝❤ ❬✷✵✶✸❪✱ ✇❡ ❝♦♥❝❡♥✲

tr❛t❡ ♦♥ ③❡r♦✲❝♦✉♣♦♥ ❏❛♣❛♥❡s❡ ●♦✈❡r♥♠❡♥t ❇♦♥❞ ✭❏●❇✮ ②✐❡❧❞s✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ❛r❡ ✇❡❡❦❧②

✭❋r✐❞❛②s✮ ❛♥❞ ❝♦✈❡r t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ❢r♦♠ ❏✉♥❡ ✶✻✱ ✶✾✾✺ t♦ ▼❛② ✸✵✱ ✷✵✶✹✱ ✇✐t❤ r❡s✐❞✉❛❧ ♠❛t✉✲

r✐t✐❡s ♦❢ s✐① ♠♦♥t❤s ❛♥❞ ♦♥❡✱ t✇♦✱ ❢♦✉r✱ s❡✈❡♥ ❛♥❞ t❡♥ ②❡❛rs✳ ✶✸ ❆ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ②✐❡❧❞s ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷ ❛♥❞ ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡ st❛t✐st✐❝s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶✳

❉✉r✐♥❣ t❤❡ ✜rst ②❡❛rs ♦❢ ♦✉r s❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛ ❧❛r❣❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ②✐❡❧❞s ❛t ❛❧❧ ♠❛✲

t✉r✐t✐❡s✳ ❋r♦♠ ✶✾✾✻ t♦ ✷✵✵✶✱ t❤❡ ✻✲♠♦♥t❤ ②✐❡❧❞ st❛❜✐❧✐③❡s ❛r♦✉♥❞ ✹✵❜♣s ✇❤❡r❡❛s ♦t❤❡r

♠❛t✉r✐t✐❡s ❝♦♥t✐♥✉❡ t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ ✉♥t✐❧ ✶✾✾✾✱ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❧❛r❣❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛❢t❡r✳ ❋r♦♠

✷✵✵✶ t♦ ✷✵✵✻✱ ②✐❡❧❞s ❧✐t❡r❛❧❧② ❡♥t❡r t❤❡ ③❡r♦✲❧♦✇❡r✲❜♦✉♥❞ ♣❤❛s❡✱ ✇✐t❤ t❤❡ ✻✲♠♦♥t❤ r❛t❡

✶✸✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ❛r❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❇❧♦♦♠❜❡r❣✱ t❤❡ t✐❝❦❡rs ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❛r❡ ❋✶✵✺✵✻▼✱ ❋✶✵✺✵✶❨✱
❋✶✵✺✵✷❨✱ ❋✶✵✺✵✹❨✱ ❋✶✵✺✵✼❨✱ ❋✶✵✺✶✵❨✳

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✶✽✾
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◆♦t❡s✿ ❨✐❡❧❞s ❛r❡ ✇❡❡❦❧② ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❏✉♥❡ ✶✻✱ ✶✾✾✺ t♦ ▼❛② ✸✵✱ ✷✵✶✹✳ ❨✐❡❧❞s ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❛♥♥✉❛❧✐③❡❞
♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♣♦✐♥ts ✜❣✉r❡s✱ ✇✐t❤ ♠❛t✉r✐t② ❢r♦♠ ✻ ♠♦♥t❤s ✭❞❛r❦❡st ❧✐♥❡✮ t♦ ✶✵ ②❡❛rs ✭❧✐❣❤t❡st ❧✐♥❡✮✳

st❛❜❧❡ ❛t ✈✐rt✉❛❧❧② ③❡r♦✳ ✶✹ ❆s ❛❧r❡❛❞② ♥♦t❡❞ ✐♥ ❑✐♠ ❛♥❞ ❙✐♥❣❧❡t♦♥ ❬✷✵✶✷❪✱ ❞✉r✐♥❣ t❤✐s ♣❡✲

r✐♦❞✱ t❤❡ ❧♦♥❣❡r✲t❡r♠ ②✐❡❧❞s ❝♦♥t✐♥✉❡❞ s❤♦✇✐♥❣ ❧❛r❣❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❲❡ ❡①❛♠✐♥❡ ♠♦r❡ ❝❧♦s❡❧②

t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡s✳

❋♦r ❡❛❝❤ ②✐❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✱ ✇❡ ✜t ❛ ●❛r❝❤✭✶✱✶✮ ❛♥❞ ❛ ❊❣❛r❝❤✭✶✱✶✮ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❡①tr❛❝t

t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✜tt❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡s✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ t✇♦✲♠♦♥t❤ r♦❧❧✐♥❣✲✇✐♥❞♦✇ ✈❛r✐❛♥❝❡

♠❡❛s✉r❡ ♦♥ ❞❛✐❧② ❞❛t❛✳ ❆❧❧ t❤♦s❡ ♠❡❛s✉r❡s ❛r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❢❛s❤✐♦♥✱ t❛❦✐♥❣

✈♦❧❛t✐❧✐t✐❡s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❛♥♥✉❛❧✐③❡❞ t❡r♠s✳ ❙t❛♥❞❛r❞ ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡ st❛t✐st✐❝s ♦❢ t❤♦s❡ ♣r♦①✐❡s

❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶✱ ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸ ✭❢♦r t❤❡ ✷✲②❡❛r ❛♥❞

✶✵✲②❡❛r ♠❛t✉r✐t✐❡s✮✳ ❚❤✐s ✜❣✉r❡ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❛t✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♠❛t✉r✐t②✱ t❤❡ t❤r❡❡ ✈❛r✐❛♥❝❡

♣r♦①✐❡s ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❲❡ ❤❡♥❝❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡♠ t♦ ❜❡ ❝♦❤❡r❡♥t ❛♥❞ ❝r❡❞✐❜❧❡

♣r♦①✐❡s ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✈♦❧❛t✐❧✐t✐❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st r❛t❡s✳ ❚❤✐s ♣r♦①✐♠✐t② ✐s ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② ❚❛❜❧❡

✺✳✷✱ ✇❤✐❝❤ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✐♥t❡r❡st r❛t❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧

✈♦❧❛t✐❧✐t② ♣r♦①✐❡s✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❤r❡❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♣r♦①✐❡s ❡①❝❡❡❞ ✵✳✼✺ ❢♦r ❛❧❧

♠❛t✉r✐t✐❡s✳

❇❡s✐❞❡s✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦rs ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♣r♦①✐❡s ❞✐✛❡r s✉❜st❛♥t✐❛❧❧②

❛❝r♦ss ♠❛t✉r✐t✐❡s✳ ❋♦r t❤❡ ✷✲②❡❛r ♠❛t✉r✐t② ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✱ t♦♣ ♣❛♥❡❧✮✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✈♦❧❛t✐❧✲

✐t② ♣r♦①✐❡s ❞r♦♣ ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ ③❡r♦ ✇❤❡♥ t❤❡ ✻✲♠♦♥t❤ r❛t❡ ❤✐ts t❤❡ ③❡r♦ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ✐♥

✷✵✵✶✳ ❋♦r t❤❡ ❧♦♥❣❡st ♠❛t✉r✐t②✱ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ♣r♦①✐❡s ❞♦❡s ♥♦t s❤♦✇ t❤❡ s❛♠❡

❞❡❝r❡❛s✐♥❣ tr❡♥❞ ✭❢r♦♠ ✶✾✾✾ t♦ ✷✵✵✹✮ ❛s ❢♦r t❤❡ ✷✲②❡❛r ②✐❡❧❞✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡② ❡①♣❡r✐❡♥❝❡

❧❛r❣❡ s♣✐❦❡s ✐♥ ✶✾✾✺✱ ✶✾✾✾✱ ❛♥❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ✷✵✵✸✳

❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❡①❤✐❜✐t t❤r❡❡ ✐♠♣♦rt❛♥t st②❧✐③❡❞ ❢❛❝ts✿ s❤♦rt✲

t❡r♠ ②✐❡❧❞s ❝❛♥ st❛② ❛t ③❡r♦ ❢♦r ❡①t❡♥❞❡❞ ♣❡r✐♦❞s ♦❢ t✐♠❡❀ ❧♦♥❣❡r✲t❡r♠ ②✐❡❧❞s s❤♦✇ s✉❜✲

✶✹✳ ❇❡t✇❡❡♥ ▼❛② ✷✵✵✶ ❛♥❞ ❋❡❜r✉❛r② ✷✵✵✻✱ t❤❡ ✻✲♠♦♥t❤ ②✐❡❧❞ ❤❛s ♠❡❛♥ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s r❡✲
s♣❡❝t✐✈❡❧② ❡q✉❛❧ t♦ ✶✳✸✼❜♣s ❛♥❞ ✶✳✹✷❜♣s✳

✶✾✵ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❙t❛②✐♥❣ ❛t ❩❡r♦ ✇✐t❤ ❆✣♥❡ Pr♦❝❡ss❡s

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♣r♦①✐❡s
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EGARCH(1,1)
GARCH(1,1)
Rolling window (60 days)

◆♦t❡s✿ ❚♦♣ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠ ♣❛♥❡❧s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♣r❡s❡♥t t❤❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♣r♦①✐❡s ❢♦r t❤❡ ✷✲②❡❛r ❛♥❞ t❤❡ ✶✵✲②❡❛r
②✐❡❧❞s✳ ●❛r❝❤ ❛♥❞ ❊❣❛r❝❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥ ✇❡❡❦❧② ②✐❡❧❞ ❝❤❛♥❣❡s
✇❤❡r❡❛s t❤❡ r♦❧❧✐♥❣✲✇✐♥❞♦✇ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥ ❛ ✷✲♠♦♥t❤ ✇✐♥❞♦✇ ♦❢ ❞❛✐❧② ❞❛t❛✳ ❲❡ t❛❦❡ t❤❡
sq✉❛r❡✲r♦♦t ♦❢ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣r♦①✐❡s ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ ♦✉r ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♣r♦①✐❡s✳
❲❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡♠ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ ❛♥♥✉❛❧✐③❡❞ ②✐❡❧❞s✳ ❲❡ t❛❦❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣r♦①✐❡s ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡
t❤❡♠ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ ❛♥♥✉❛❧✐③❡❞ ②✐❡❧❞s✳

st❛♥t✐❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❡✈❡♥ ✐♥ ❛ ❩▲❇ ♣❡r✐♦❞ ❛♥❞ ♣r♦①✐❡s ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ②✐❡❧❞ ✈❛r✐❛♥❝❡s s❤♦✇

❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦✜❧❡s ❛❝r♦ss t❤❡ ♠❛t✉r✐t② s♣❡❝tr✉♠✳ ❆ ✇❡❧❧✲s♣❡❝✐✜❡❞ t❡r♠ str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧

s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ r❡♣❧✐❝❛t❡ t❤❡s❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡s✳

✺✳✹✳✷ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❙tr❛t❡❣②

❙✐♥❝❡ ♦✉r t❡r♠✲str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛✣♥❡✱ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s t♦ ✉s❡ t❤❡ ❧✐♥✲

❡❛r ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r ✭❛s ✐♥ ❉✉❛♥ ❛♥❞ ❙✐♠♦♥❛t♦ ❬✶✾✾✾❪ ❛♥❞ ❉❡ ❏♦♥❣ ❬✷✵✵✵❪✮✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥

❜❡ ❡❛s✐❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❛ ✭❧✐♥❡❛r✮ st❛t❡✲s♣❛❝❡ ❢♦r♠ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡

t❤❡ ②✐❡❧❞ ❢♦r♠✉❧❛ ✭❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✾✮✮ ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢❛❝t♦r

❞②♥❛♠✐❝s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❛✣♥❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ②✐❡❧❞s ❢♦r❡❝❛sts ❛♥❞ ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡s ♥❛t✲

✉r❛❧❧② ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ♦✉r ♠♦❞❡❧ ♦♣❡♥s t❤❡ ✇❛② t♦ ❡❛s✐❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♥❡✇ ❛✣♥❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t

❡q✉❛t✐♦♥s ✇❤✐❧❡ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡❛r s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧✳

❖✉r ✜rst ❦✐♥❞ ♦❢ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥s r❡❧❛t❡ t❤❡ ✷✲②❡❛r ❛♥❞ t❤❡ ✶✵✲②❡❛r ❝♦♥✲

❞✐t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♣r♦①✐❡s t♦ t❤❡✐r ♠♦❞❡❧✲✐♠♣❧✐❡❞ ❝♦✉♥t❡r♣❛rts ✭s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ r❡t❛✐♥ t❤❡

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✶✾✶



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❙t❛②✐♥❣ ❛t ❩❡r♦ ✇✐t❤ ❆✣♥❡ Pr♦❝❡ss❡s

❚❛❜❧❡ ✺✳✶✿ ▼❡❛♥ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ ②✐❡❧❞s ❛♥❞ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♣r♦①✐❡s

▼❛t✉r✐t② ✻♠ ✶② ✷② ✹② ✼② ✶✵②

▼❡❛♥

❨✐❡❧❞s ✵✳✷✶✹✷ ✵✳✷✺✽✶ ✵✳✸✽✶✶ ✵✳✼✵✾✶ ✶✳✷✵✷✺ ✶✳✺✽✺✵

●❛r❝❤✭✶✱✶✮ ✵✳✵✵✶✾ ✵✳✵✵✷✵ ✵✳✵✵✷✾ ✵✳✵✵✹✵ ✵✳✵✵✺✷ ✵✳✵✵✹✼

❊❣❛r❝❤✭✶✱✶✮ ✵✳✵✵✷✵ ✵✳✵✵✷✶ ✵✳✵✵✸✵ ✵✳✵✵✹✷ ✵✳✵✵✺✷ ✵✳✵✵✹✻

r♦❧❧✐♥❣✲✇✐♥❞♦✇ ✵✳✵✵✷✷ ✵✳✵✵✷✸ ✵✳✵✵✷✽ ✵✳✵✵✹✵ ✵✳✵✵✺✺ ✵✳✵✵✺✶

❙t❞✳

❨✐❡❧❞s ✵✳✷✵✽✷ ✵✳✷✹✹✵ ✵✳✸✸✹✼ ✵✳✺✵✷✺ ✵✳✻✼✾✾ ✵✳✻✺✼✻

●❛r❝❤✭✶✱✶✮ ✵✳✵✵✶✼ ✵✳✵✵✶✾ ✵✳✵✵✷✹ ✵✳✵✵✷✺ ✵✳✵✵✷✹ ✵✳✵✵✷✷

❊❣❛r❝❤✭✶✱✶✮ ✵✳✵✵✶✼ ✵✳✵✵✶✾ ✵✳✵✵✷✹ ✵✳✵✵✷✺ ✵✳✵✵✷✶ ✵✳✵✵✷✵

r♦❧❧✐♥❣✲✇✐♥❞♦✇ ✵✳✵✵✷✶ ✵✳✵✵✷✶ ✵✳✵✵✷✸ ✵✳✵✵✷✼ ✵✳✵✵✷✾ ✵✳✵✵✷✻

◆♦t❡s✿ ❨✐❡❧❞s ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❛♥♥✉❛❧✐③❡❞ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♣♦✐♥ts✳ ●❛r❝❤ ❛♥❞ ❊❣❛r❝❤ ♠♦❞❡❧s ❛r❡
❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥ ✇❡❡❦❧② ❞❛t❛ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ r♦❧❧✐♥❣✲✇✐♥❞♦✇ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥ ❛ ✻✵✲❞❛② ✇✐♥❞♦✇ ♦❢
❞❛✐❧② ❞❛t❛ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡rt❡❞ t♦ t❤❡ ✇❡❡❦❧② ❢r❡q✉❡♥❝② ❦❡❡♣✐♥❣ ♦♥❧② ❋r✐❞❛②s ❞❛t❛✳ ❖✉r ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♣r♦①✐❡s ❛r❡
t❤❡ sq✉❛r❡ r♦♦ts ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♣r♦①✐❡s❀ t❤❡② ❛r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡♠
❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s t♦ ❛♥♥✉❛❧✐③❡❞ ②✐❡❧❞s✳ ✬▼❡❛♥✬ ❛♥❞ ✬❙t❞✳✬ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♣r❡s❡♥t s❛♠♣❧❡ ♠❡❛♥s ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞
❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ ♦✉r ♣r♦①✐❡s✳

❊●❆❘❈❍✲❜❛s❡❞ ♣r♦①②✮✳ ❘❡❝❡♥t ♣❛♣❡rs ✐♥ t❤❡ t❡r♠ str✉❝t✉r❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❤❛✈❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞

t❤❛t t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❡r♠✲str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ❜❛s❡❞ ♦♥❧② ♦♥ ②✐❡❧❞ ✐♥ ❧❡✈❡❧s ❢❛✐❧ t♦ s❛t✐s❢②✲

✐♥❣❧② r❡♣❧✐❝❛t❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✈♦❧❛t✐❧✐t✐❡s ✭s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❏❛❝♦❜s ❛♥❞ ❑❛r♦✉✐

❬✷✵✵✾❪ ❛♥❞ ❈✐❡s❧❛❦ ❛♥❞ P♦✈❛❧❛ ❬✷✵✶✺❪✮✳

❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ❛✉❣♠❡♥t ♦✉r st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥s r❡❧❛t✐♥❣ t❤❡

♠♦❞❡❧✲✐♠♣❧✐❡❞ ②✐❡❧❞s ❢♦r❡❝❛sts ❛♥❞ s✉r✈❡②✲❜❛s❡❞ ♦♥❡s✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❑✐♠

❛♥❞ ❖r♣❤❛♥✐❞❡s ❬✷✵✶✷❪✱ ✐s ❛✐♠❡❞ ❛t ❤❛♥❞❧✐♥❣ t❤❡ ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❡st✐✲

♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❡r♠✲str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ✭s❡❡ ❑♦③✐❝❦✐ ❛♥❞ ❚✐♥s❧❡② ❬✷✵✵✶❛❪✱ ❑♦③✐❝❦✐ ❛♥❞ ❚✐♥s❧❡②

❬✷✵✵✶❜❪ ❛♥❞ ❏❛r❞❡t✱ ▼♦♥❢♦rt✱ ❛♥❞ P❡❣♦r❛r♦ ❬✷✵✶✸❪✮✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ ✉s❡ t❤r❡❡✲ ❛♥❞

t✇❡❧✈❡✲♠♦♥t❤✲❛❤❡❛❞ ❢♦r❡❝❛sts ♦❢ t❤❡ t❡♥✲②❡❛r ②✐❡❧❞ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❈♦♥s❡♥s✉s ❋♦r❡❝❛sts

❜② ❈♦♥s❡♥s✉s ❊❝♦♥♦♠✐❝s✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❢♦r❡❝❛sts ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥❧② ❢r♦♠ ✶✾✾✾ ♦♥✇❛r❞ ❛♥❞

❛t t❤❡ ♠♦♥t❤❧② ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❚❤✐s ♠✐ss✐♥❣✲❞❛t❛ ✐ss✉❡ ✐s ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss ❡❛s✐❧② ❤❛♥❞❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡

❑❛❧♠❛♥ ❋✐❧t❡r✳

■♥ s✉♠♠❛r②✱ ❞✐r❡❝t❧② ✜tt✐♥❣ s✉r✈❡②✲❜❛s❡❞ ❢♦r❡❝❛sts ❛♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡s ♦❢ ②✐❡❧❞s ❤❡❧♣

t♦ ❡st✐♠❛t❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ❛♥❞ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t♦r Xt✳ ❚❤✐s ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦

❣❡t r❡❧✐❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧✲✐♠♣❧✐❡❞ ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ ❧♦♥❣✲❤♦r✐③♦♥ ✐♥t❡r❡st✲r❛t❡ ❢♦r❡❝❛sts ❛♥❞ ♦❢ ❧✐❢t✲♦✛

♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✉♥❞❡r ❜♦t❤ ♠❡❛s✉r❡s ✭P ❛♥❞ Q✮✳

▲❡t ✉s ♥♦✇ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t♦r ❞②♥❛♠✐❝s✳ Pr❡❧✐♠✐♥❛r② ❡st✐♠❛t✐♦♥s

❤❛✈❡ s✉❣❣❡st❡❞ t❤❛t t❤❡ ❞❛t❛ ❝❛❧❧ ❢♦r t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❢❛❝t♦r ✐♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥

✶✾✷ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❙t❛②✐♥❣ ❛t ❩❡r♦ ✇✐t❤ ❆✣♥❡ Pr♦❝❡ss❡s

❚❛❜❧❡ ✺✳✷✿ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ r❛t❡s ❛♥❞ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♣r♦①✐❡s

▼❛t✉r✐t② ✻♠ ✶② ✷②

❧❡✈❡❧ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❧❡✈❡❧ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❧❡✈❡❧ ✈♦❧❛t✐❧✐t②

●❛r❝❤ ❊❣❛r❝❤ ●❛r❝❤ ❊❣❛r❝❤ ●❛r❝❤ ❊❣❛r❝❤

●❛r❝❤ ✵✳✻✸ ✶ ✵✳✻✽ ✶ ✵✳✼✹ ✶

❊❣❛r❝❤ ✵✳✻✽ ✵✳✾✻ ✶ ✵✳✼✷ ✵✳✾✽ ✶ ✵✳✼✽ ✵✳✾✼ ✶

❘✇ ✵✳✺✽ ✵✳✼✺ ✵✳✼✻ ✵✳✻✺ ✵✳✽✽ ✵✳✽✾ ✵✳✼✵ ✵✳✾✷ ✵✳✾✷

▼❛t✉r✐t② ✹② ✼② ✶✵②

●❛r❝❤ ✵✳✼✷ ✶ ✵✳✺✹ ✶ ✵✳✸✶ ✶

❊❣❛r❝❤ ✵✳✼✹ ✵✳✾✺ ✶ ✵✳✺✻ ✵✳✾✺ ✶ ✵✳✸✺ ✵✳✾✸ ✶

❘✇ ✵✳✻✼ ✵✳✾✵ ✵✳✾✵ ✵✳✻✵ ✵✳✽✼ ✵✳✽✻ ✵✳✺✹ ✵✳✽✵ ✵✳✽✵

◆♦t❡s✿ ❨✐❡❧❞s ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❛♥♥✉❛❧✐③❡❞ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♣♦✐♥ts✳ ●❛r❝❤ ❛♥❞ ❊❣❛r❝❤ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞
♦♥ ✇❡❡❦❧② ❞❛t❛ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ r♦❧❧✐♥❣✲✇✐♥❞♦✇ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥ ❛ ✻✵✲❞❛② ✇✐♥❞♦✇ ♦❢ ✇❡❡❦❧② ❞❛t❛✳

♦❢ t❤❡ s❤♦rt✲t❡r♠ r❛t❡ ❛♥❞ ❢♦✉r ❢❛❝t♦rs s❡❡♠ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❣❡t ❛ s❛t✐s❢②✐♥❣ ✜t ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡

❧❡✈❡❧s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡s ♦❢ ②✐❡❧❞s✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡

❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡ n1 = 1 ❛♥❞ n2 = 3✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ❝❛✉s❛❧ r❡❧❛✲

t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❢♦✉r ❢❛❝t♦rs✱ ❧♦♥❣❡r✲t❡r♠ ②✐❡❧❞s ❛r❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ❛❧❧ ❢♦✉r ❢❛❝t♦rs✱

✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t❤❡♠ t♦ ✈❛r② ❡✈❡♥ ✐❢ X(1)
t ❛♥❞ t❤❡ s❤♦rt r❛t❡ ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡

s❡t ν ❛t ③❡r♦ ❢♦r ❛❧❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts❀ t❤❛t ✐s✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ❢❛❝t♦rs

❛r❡ γ0✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❢♦r♠❛❧❧② ♣r❡s❡♥t ♦✉r st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❛❞❛♣✲

t❛t✐♦♥ ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✶✮ ❛♥❞ t❤❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✷✱ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥

❡q✉❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Xt+1 = µP ⊙ αP + µP ⊙ βP′

Xt︸ ︷︷ ︸
Et(Xt+1)

+
{
diag

[
µP ⊙ µP ⊙

(
2αP + 2βP′

Xt

)]}1/2

︸ ︷︷ ︸
Vt(Xt+1)1/2

εt+1

= m+MXt + Σ
1/2
t εt+1 , ✭✺✳✷✻✮

✇❤❡r❡ (εt) ✐s ❛ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ ③❡r♦✲♠❡❛♥ ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐t② ✈❛r✐❛♥❝❡✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛✲

tr✐①✳

❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤r❡❡ t②♣❡s ♦❢ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡

✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ♠♦❞❡❧✲✐♠♣❧✐❡❞ ✭❛✣♥❡✮ ❝♦✉♥t❡r♣❛rts✿ t❤❡ ❏●❇ ②✐❡❧❞s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♣r❡✈✐✲

♦✉s❧②✱ t❤❡ ❊❣❛r❝❤✭✶✱✶✮ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♣r♦①✐❡s ❢♦r t❤❡ t✇♦ ❛♥❞ t❡♥✲②❡❛r ♠❛t✉r✐t✐❡s

❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ t❤r❡❡ ❛♥❞ t✇❡❧✈❡ ♠♦♥t❤s✲❛❤❡❛❞ s✉r✈❡②s ♦❢ ♣r♦❢❡ss✐♦♥❛❧ ❢♦r❡❝❛st❡rs ♦❢ t❤❡

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✶✾✸



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❙t❛②✐♥❣ ❛t ❩❡r♦ ✇✐t❤ ❆✣♥❡ Pr♦❝❡ss❡s

t❡♥✲②❡❛r ②✐❡❧❞✳ ❖❜s❡r✈❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ r❡♣❧✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉♣ t♦ s♦♠❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t

❡rr♦rs✱ t❤❛t ✇❡ ❛ss✉♠❡ t♦ ❜❡ ♠✉t✉❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ s❡r✐❛❧❧② ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞✳

❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② H = {26, 52, 104, 208, 364, 520} ✐s t❤❡ ❧✐st ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♠❛t✉r✐t✐❡s ✐♥ ✇❡❡❦s✳

❚❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ♦❜s❡r✈❡❞ ②✐❡❧❞s ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜②Rt = [Rt(h)]h∈H ✳ ❇❡s✐❞❡s✱ Vt = [Vt(h)]h∈{104,520}

❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♣r♦①✐❡s ❢♦r ②✐❡❧❞ ♦❢ ♠❛t✉r✐t② h✱ St = [S
(q)
t (h)]h=520,q∈{12,52}

❞❡♥♦t❡s t❤❡ s✉r✈❡② ♦❢ ♣r♦❢❡ss✐♦♥❛❧ ❢♦r❡❝❛st❡rs q✲♣❡r✐♦❞s ❛❤❡❛❞ ❢♦r t❤❡ h✲♠❛t✉r✐t② ②✐❡❧❞✳

❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ②✐❡❧❞s ❛♥❞ t❤❡ s✉r✈❡② ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❞✐r❡❝t❧② ❞❡r✐✈❡❞

❢r♦♠ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✾✮✿

Rt(h) = Bh + A
′

hXt + σRηR,h,t, h ∈ H ✭✺✳✷✼✮

S
(q)
t (h) = Bh + A

′

h E
P
t (Xt+q) + σ

(q)
S,h η

(q)
S,h,t

= Bh + A
′

h

(
q−1∑

i=0

M im+M qXt

)
+ σ

(q)
S,h η

(q)
S,h,t, ❢♦r





h = 520,

q ∈ {13, 52}
✭✺✳✷✽✮

✇❤❡r❡ σR ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❛❧❧ ♠❛t✉r✐t✐❡s h✱ ❛♥❞ ηR,h,t ❛♥❞ η
(q)
S,h,t ❛r❡ ✐✳✐✳❞✳ ●❛✉ss✐❛♥ ✇❤✐t❡

♥♦✐s❡s✳

❊✈❡♥t✉❛❧❧②✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♣r♦①✐❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡

❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ❧❛t❡♥t ♣r♦❝❡ss Xt✳ ❆s ❛❧r❡❛❞② ❡♠♣❤❛✲

s✐③❡❞✱ t❤❡ ❛✣♥❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ❱❆❘● ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡✲

❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢ Xt+1 ❣✐✈❡♥ ✐ts ♦✇♥ ♣❛st ✐s ❛✣♥❡ ✐♥ Xt✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡ ♥❡✇ ♠❡❛✲

s✉r❡♠❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥s ✇r✐t❡✿

Vt(h) = A
′
h

{
diag

[
µP ⊙ µP ⊙

(
ν + 2αP + 2βP

′

Xt

)]}
Ah + σV,h ηV,h,t

= (Ah ⊙Ah)
′
[
µP ⊙ µP ⊙

(
ν + 2αP + 2βP

′

Xt

)]
+ σV,h ηV,h,t , h ∈ {104, 520} , ✭✺✳✷✾✮

✇❤❡r❡ ηV,h,t ✐s ❛ ✐✳✐✳❞✳ ●❛✉ss✐❛♥ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ✈❡❝t♦r ♦❢ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐s

❞❡♥♦t❡❞ ❜② Yt = [R′
t, S

′
t, V

′
t ]

′✳ ❖✉r ✈❡❝t♦r ♦❢ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s t❤❡r❡❢♦r❡ ❝♦♥t❛✐♥s ✶✵ ❞✐✛❡r❡♥t

✈❛r✐❛❜❧❡s ✭✻ ②✐❡❧❞s✱ ✷ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♣r♦①✐❡s ❛♥❞ ✷ s✉r✈❡②✲❜❛s❡❞ ❢♦r❡❝❛st s❡r✐❡s✮✳

❙t❛❝❦✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❛t❡✲s♣❛❝❡

♠♦❞❡❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✿





Xt+1 = m+MXt + Σ
1/2
t εt+1

Yt = Γ0 + Γ1Xt + Ω ηt

. ✭✺✳✸✵✮

✶✾✹ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❙t❛②✐♥❣ ❛t ❩❡r♦ ✇✐t❤ ❆✣♥❡ Pr♦❝❡ss❡s

✇❤❡r❡ ηt = (η′R,t, η
′
S,t, η

′
V,t)

′ ∼ IIN (0, I)✱ ❛♥❞ Γ0 ❛♥❞ Γ1 ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✺✳✷✼✲

✺✳✷✾✮✳

❚♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ✉s❡ ♣s❡✉❞♦✲♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✇❤❡r❡ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✐s s❧✐❣❤t❧② ♠♦❞✐✜❡❞

t♦ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❧❛t❡♥t ❢❛❝t♦r Xt ✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❤❡t❡r♦s❦❡❞❛st✐❝✳ ❚♦

❞♦ s♦✱ ✇❡ r✉♥ t❤❡ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ r❡❛❧ ✕ ✐♥tr❛❝t❛❜❧❡ ✕ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❞❡r✐✈❡❞

❢r♦♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ●❛♠♠❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❜② t❤❛t ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳

✇❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ εt+1 ❜② ❛ st❛♥❞❛r❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡✳ ❚❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛r

st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ♠❛❦❡s t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✈❡r② ❡❛s② ✭s❡❡ ❡✳❣✳ ❑✐♠

❛♥❞ ❙✐♥❣❧❡t♦♥ ❬✷✵✶✷❪✮✳ ❋♦r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡s✱ ✇❡ ✐♠♣♦s❡ t❤❛t µP = (1, . . . , 1)′✳ ■♥

❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ t❛❦❡ ❛ ❧♦✇❡r✲tr✐❛♥❣✉❧❛r βP ♠❛tr✐①✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t X(2)
t ✭t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t

❡♥t❡r ❞✐r❡❝t❧② t❤❡ s❤♦rt✲t❡r♠ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✮ ●r❛♥❣❡r✲❝❛✉s❡s X(1)
t ≡ X1,t ✭t❤❛t

❞♦❡s ❡♥t❡r ❞✐r❡❝t❧② t❤❡ s❤♦rt✲t❡r♠ ✐♥t❡r❡st r❛t❡✮✱ ❜✉t X(1)
t ❞♦❡s ♥♦t ●r❛♥❣❡r✲❝❛✉s❡ X(2)

t ✳

❲❡ ❡st✐♠❛t❡ ❛❧❧ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ t❤❡ ❢♦✉r ♠❛r❦❡t ♣r✐❝❡s ♦❢ r✐s❦ ✐♥ ❛ s✐♥✲

❣❧❡ st❡♣✳ ❍✐st♦r✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ t❤❡♥ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❲❡

❛❧s♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ s❤♦rt✲t❡r♠ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❧♦❛❞✐♥❣ δ1 ✭✇❡ ❤❛✈❡ rt = δ1X
(1)
t ✮ ❛♥❞ t❤❡

♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✲♥♦✐s❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ②✐❡❧❞s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠✲

❡t❡rs st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs ❢♦r ❛ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❢✉❧❧②✲♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t❡❞ t♦ t❤❡

♥♦♥✲st❛t✐st✐❝❛❧ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈✐t② ♦❢ s♦♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✇❡r❡ ❢✉rt❤❡r ❝♦♥str❛✐♥❡❞ t♦

③❡r♦ ❛♥❞ ✇❡ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❡♥❞ ✉♣ ❡st✐♠❛t✐♥❣ ✶✻ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ ❛♥ ❡♠❜❡❞❞❡❞ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✸✳

✺✳✹✳✸ ❈r♦ss✲s❡❝t✐♦♥❛❧ ✜t

▼♦st ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t❡s ❛r❡ ❤✐❣❤❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ③❡r♦✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡

t❤❛t ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t♦rs ❛r❡ ❤✐❣❤❧② ♣❡rs✐st❡♥t ✉♥❞❡r ❜♦t❤ ♠❡❛s✉r❡s ✇✐t❤ t❤❡ ρi = µiβi,i

♣❛r❛♠❡t❡rs ❜❡✐♥❣ ❝❧♦s❡ t♦ ♦♥❡✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r❡❞ ❢❛❝✲

t♦rs ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✳

❚❤❡ ✜rst t❤r❡❡ ❢❛❝t♦rs ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❧♦♥❣ ♣❡r✐♦❞s ❛t ③❡r♦✱ ♥♦t❛❜❧② ❞✉r✐♥❣ t❤♦s❡ ♣❡r✐♦❞s ✇❤❡♥

t❤❡ ✻✲♠♦♥t❤ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ✐s ❛t ✐ts ❧♦✇❡st ❧❡✈❡❧ ✭✷✵✵✶ t♦ ✷✵✵✻✮✳ ❇② ❝♦♥tr❛st✱ ❋❛❝t♦r ✹ ❡①♣❡✲

r✐❡♥❝❡s ❧❛r❣❡ ❛♥❞ ♣❡rs✐st❡♥t ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ❢❛❝t♦rs ✐s ❢❛❝✐❧✐t❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❢❛❝t♦r ❧♦❛❞✐♥❣s✱ t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡

❛✣♥❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧s ❛♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡s ♦❢ ②✐❡❧❞s ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞

❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t♦rs ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡✳ ❚❤❡s❡ ❧♦❛❞✐♥❣s ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✳ P❛♥❡❧ ✭❛✮ ♦❢

t❤✐s ✜❣✉r❡ s❤♦✇s ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❛t t❤❡ ✜rst ❛♥❞ ❢♦✉rt❤ ❢❛❝t♦r ❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♠♣♦rt❛♥t

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✶✾✺



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❙t❛②✐♥❣ ❛t ❩❡r♦ ✇✐t❤ ❆✣♥❡ Pr♦❝❡ss❡s

❚❛❜❧❡ ✺✳✸✿ P❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t❡s

Q✲♣❛r❛♠❡t❡rs P✲♣❛r❛♠❡t❡rs

❊st✐♠❛t❡s ❙t❞✳ ❊st✐♠❛t❡s ❙t❞✳

α4 ✸✳✷✹✺✺ ✵✳✶✶✶✽ ✸✳✷✸✹✼ ✵✳✶✶✶✸

β1,1 ✵✳✾✻✻✸ ✵✳✵✵✼✽ ✵✳✾✼✾✹ ✵✳✵✵✹✷

β2,2 ✵✳✾✾✼✽ ✵✳✵✵✵✺ ✵✳✾✾✺✼ ✵✳✵✵✵✻

β3,3 ✵✳✾✹✽✻ ✵✳✵✵✹✹ ✵✳✾✼✵✺ ✵✳✵✵✷✸

β4,4 ✵✳✾✾✻✼ ✵✳✵✵✵✺ ✵✳✾✾✸✸ ✵✳✵✵✵✸

β2,1 ✵✳✵✸✵✽ ✵✳✵✵✹✶ ✵✳✵✸✵✽ ✵✳✵✵✹✶

β3,2 ✵✳✶✵✾✹ ✵✳✵✵✺✾ ✵✳✶✶✷✵ ✵✳✵✵✻✶

β4,3 ✸✳✽✽·10−4 ✷✳✷✽·10−5 ✸✳✽✼·10−4 ✷✳✷✼·10−5

µ1 ✶ ✕ ✶✳✵✶✸✺ ✵✳✵✵✹✵

µ2 ✶ ✕ ✵✳✾✾✽✵ ✵✳✵✵✵✺

µ3 ✶ ✕ ✶✳✵✷✸✶ ✵✳✵✵✷✸

µ4 ✶ ✕ ✵✳✾✾✻✼ ✵✳✵✵✵✸

❖t❤❡r P❛r❛♠❡t❡rs

δ1 ✵✳✵✵✸✵ ✵✳✵✵✵✸

θ1 ✲✵✳✵✶✸✸ ✵✳✵✵✸✾ θ2 ✵✳✵✵✷✵ ✵✳✵✵✵✺

θ3 ✲✵✳✵✷✷✻ ✵✳✵✵✷✷ θ4 ✵✳✵✵✸✸ ✵✳✵✵✵✸

σR ✵✳✵✹✵✼ ✵✳✵✵✵✸

σV 3 · 10−3 − σS 0.15 −

◆♦t❡✿ ❚❤✐s t❛❜❧❡ r❡♣♦rts t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❛ ❢♦✉r✲❢❛❝t♦r ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡ rt = δ1X1,t✳ ❙t❛♥❞❛r❞
❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✭❙t❞✳✮ ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦✉t❡r ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❣r❛❞✐❡♥t ❛t t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞
♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡ s②♠❜♦❧ ✬−✬ ✐♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞✲❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❝♦❧✉♠♥ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❤❛s
❜❡❡♥ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞✳ ❚❤❡ σV ✬s ❛r❡ s❡t t♦ t✇✐❝❡ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
●❛r❝❤✱ ❊❣❛r❝❤ ❛♥❞ r♦❧❧✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♣r♦①✐❡s✳ ❚❤❡ σS ✬s ❛r❡ s❡t ❛t t❤❡ ✐♥✲s❛♠♣❧❡ ♠❡❛♥ ♦❢
st❛♥❞❛r❞✲❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ ❢♦r❡❝❛sts ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♣r♦❢❡ss✐♦♥❛❧ ❢♦r❡❝❛st❡rs✳ σS ❛♥❞ σR ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥
♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♣♦✐♥ts✳ ▲❛st✱ ✇❡ ✐♠♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ s❤♦rt✲t❡r♠ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ✐s ❡q✉❛❧
t♦ ✶✵✵❜♣s✳

t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ s❤♦rt✲t❡r♠ ❛♥❞ ❧♦♥❣✲t❡r♠ ②✐❡❧❞s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ✐♥✲

✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❢❛❝t♦r ✐s ♠♦r❡ ❡✈❡♥❧② s♣r❡❛❞ ❛❝r♦ss t❤❡ ②✐❡❧❞ ❝✉r✈❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ P❛♥❡❧

✭❜✮ s✉❣❣❡sts t❤❛t ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ t❤✐r❞ ❢❛❝t♦rs ❤❛✈❡ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♠♣❛❝ts

♦♥ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡s ♦❢ ♠❡❞✐✉♠✲ t♦ ❧♦♥❣✲t❡r♠ ②✐❡❧❞s t❤❛♥ t❤❡ ✜rst t✇♦ ❢❛❝t♦rs✳

❲❡ ♥♦✇ t✉r♥ t♦ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❱❆❘● t❡r♠✲str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧✳ ❋✐rst✱

✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛ r❡♠❛r❦❛❜❧❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥❛❧ ✜t ♦❢ t❤❡ ❏●❇ ②✐❡❧❞s ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✲♥♦✐s❡

st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ ②✐❡❧❞s ❜❡✐♥❣ ✹❜♣s ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦❜❡rs❡r✈❛❜❧❡ ❛♥❞

♠♦❞❡❧✲✐♠♣❧✐❡❞ ②✐❡❧❞s ❛r❡ ♥❡❛r❧② ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ♥❛❦❡❞ ❡②❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✮✳

✶✾✻ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❙t❛②✐♥❣ ❛t ❩❡r♦ ✇✐t❤ ❆✣♥❡ Pr♦❝❡ss❡s
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Dates

◆♦t❡s✿ ❋❛❝t♦rs ❛r❡ ✜❧t❡r❡❞ ❡st✐♠❛t❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r ♦♥ t❤❡ ❢✉❧❧ s❛♠♣❧❡ ✭❏✉♥❡ ✶✾✾✺ t♦ ▼❛②
✷✵✶✹✮✳ ❚❤❡ s❤♦rt✲t❡r♠ r❛t❡ rt ✐s ❡q✉❛❧ t♦ δ1X1,t✳ ❋♦r ❛❧❧ j > i ❢❛❝t♦r Xj,t ●r❛♥❣❡r✲❝❛✉s❡s ❢❛❝t♦r Xi,t✳

❚❤❡ t♦♣ ♣❛♥❡❧ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✼ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✜t ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♣r♦①✲

✐❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♦✉r t❡r♠ str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♣❡r✐♦❞s ♦❢ ✈♦❧❛t✐❧✐t② s♣✐❦❡s ❛r❡

✇❡❧❧✲❝❛♣t✉r❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❆❧s♦✱ t❤❡s❡ ♣❧♦ts ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦

❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛tt❡r♥s ✐♥ t❤❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t✐❡s ♦❢ ②✐❡❧❞s ❛❝r♦ss ♠❛t✉r✐t✐❡s✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛♥❡❧ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✼ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✜t ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ t❤❡ s✉r✈❡② ♦❢ ♣r♦❢❡ss✐♦♥❛❧

❢♦r❡❝❛st❡rs ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ❜♦t❤ t❤❡ ✸✲♠♦♥t❤ ❛♥❞ ✶✲②❡❛r ❤♦r✐③♦♥s✱ ♠♦❞❡❧✲✐♠♣❧✐❡❞ ❢♦r❡✲

❝❛sts ♦❢ t❤❡ ✶✵✲②❡❛r ②✐❡❧❞ ♥✐❝❡❧② r❡♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ♦❜s❡r✈❡❞ s✉r✈❡②s✳ ◆♦t❡ t❤❛t

t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs ♦♥ t❤❡ s✉r✈❡② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥♦✐s❡ ❛r❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ✇✐t❤ ✈❛❧✉❡s t❤❛t

❛r❡ ❝♦♠♠❡♥s✉r❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐s❛❣r❡❡♠❡♥t ❛♠♦♥❣ ❢♦r❡❝❛st❡rs✱ ❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡

st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❢❡ss✐♦♥❛❧ ❢♦r❡❝❛st❡rs ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s ✭✶✵❜♣s✮✳

❖♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡✱ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ ❛ ❣r❡❛t ✢❡①✐❜✐❧✐t② ♦❢ ♦✉r ❱❆❘● t❡r♠✲str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧✱

❜❡✐♥❣ ❛❜❧❡ ♥♦t ♦♥❧② t♦ ❝❧♦s❡❧② r❡♣r♦❞✉❝❡ ❜♦t❤ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✈♦❧❛t✐❧✐t②

❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ②✐❡❧❞s ❛❝r♦ss ♠❛t✉r✐t✐❡s✱ ❜✉t ❛❧s♦ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ✉♥❞❡r t❤❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧

♠❡❛s✉r❡ t❤❛t ❛r❡ ❝♦❤❡r❡♥t ✇✐t❤ s✉r✈❡②✲❜❛s❡❞ ❢♦r❡❝❛sts✳
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(b) Factor loadings of conditional variances
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◆♦t❡s✿ ❚❤✐s ✜❣✉r❡ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ ❢❛❝t♦r ❧♦❛❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❧❡✈❡❧s ✭P❛♥❡❧ ✭❛✮✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡s
✭P❛♥❡❧ ✭❜✮✮ ♦❢ ②✐❡❧❞s✳ ❚❤❡s❡ ❧❡✈❡❧s ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡s ❛r❡ ❛✣♥❡ ✐♥ ❢❛❝t♦rs Xt✳ P❛♥❡❧ ✭❛✮ r❡❧❛t❡ t♦ ❊q✉❛t✐♦♥
✭✺✳✷✼✮ ❛♥❞ P❛♥❡❧ ✭❜✮ t♦ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✷✾✮✳ ❚❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣s ❛r❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠♣❧❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢❛❝t♦rs✱ t❤❛t ✐s✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✸✵✮✱ t❤❡ ♣❧♦tt❡❞ ❧♦❛❞✐♥❣s ❛r❡ ♦❢ t❤❡
❢♦r♠ Γ1,i,j/

√
V ar(Xj,t)✱ ✇❤❡r❡ Γ1,i,j ✐s t❤❡ ❡♥tr② {i, j} ♦❢ ♠❛tr✐① Γ1✳

✺✳✺ ▲✐❢t✲♦✛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s

❆s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s✱ ♦✉r s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❡♥t❛✐❧ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ❛♥❞ s❡♠✐ ❝❧♦s❡❞✲

❢♦r♠ ❢♦r♠✉❧❛s ❢♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❢✉t✉r❡ ②✐❡❧❞s✳ ❆s ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡

t❤❡ ♠♦❞❡❧✲✐♠♣❧✐❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s t❤❛t t❤❡ s❤♦rt✲t❡r♠ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ✇✐❧❧ r❡♠❛✐♥ ❧♦✇ ❢♦r ❛ ❝❡r✲

t❛✐♥ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t✐♠❡✳ ❲❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ s✉❝❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✉♥❞❡r ❜♦t❤ P ❛♥❞ Q ♠❡❛s✉r❡s✳

❚❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ❡①✐st✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ P ❛♥❞ Q ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s st❡♠ ❢r♦♠ t❤❡ r✐s❦ ❛✈❡rs✐♦♥

♦❢ ✐♥✈❡st♦rs✳

❲❡ ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ t✐♠❡✲s❡r✐❡s ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ s✉❝❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱

t❤✐s ❡①❡r❝✐s❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r♠✉❧❛ ♦❢ t❤❡ s❤♦rt✲r❛t❡ ❤✐tt✐♥❣ ③❡r♦ ✐♥ k ♣❡r✐♦❞s

✭rt+k = 0✱ s❡❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✸✳✹✱ ✭✐✮✮✳ ❲❡ ❛♣♣❧② t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r ✷✲ ❛♥❞ ✺✲②❡❛r✲❛❤❡❛❞

❢♦r❡❝❛sts ✭✐✳❡✳ ✇✐t❤ k = 104 ❛♥❞ k = 260✮ ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ❛♥❞ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✲

✐t✐❡s ✭r❡s♣✳ r❡❞ ❛♥❞ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡s ♦❢ t♦♣ ♣❛♥❡❧s ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✮✳ ❆ s❡❝♦♥❞ ❡①❡r❝✐s❡ ❡①♣❧♦✐ts t❤❡

❉✉✣❡✱ P❛♥✱ ❛♥❞ ❙✐♥❣❧❡t♦♥ ❬✷✵✵✵❪ ❢♦r♠✉❧❛ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ s❤♦rt✲t❡r♠

✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❜❡✐♥❣ ❜❡❧♦✇ ✷✺ ❜♣s ✷✲ ❛♥❞ ✺✲②❡❛rs ❛❤❡❛❞✱ ❛❧s♦ ❢♦r ❜♦t❤ ♠❡❛s✉r❡s ✭❜♦tt♦♠

✶✾✽ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t
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◆♦t❡s✿ ❨✐❡❧❞s ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t t❤❡ ✇❡❡❦❧② ❢r❡q✉❡♥❝② ❢r♦♠ ❏✉♥❡ ✶✻✱ ✶✾✾✺ t♦ ▼❛② ✸✵✱ ✷✵✶✹✳ ❨✐❡❧❞s ❛r❡
❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❛♥♥✉❛❧✐③❡❞ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♣♦✐♥ts✱ ✇✐t❤ ♠❛t✉r✐t✐❡s ❢r♦♠ ✻ ♠♦♥t❤s t♦ ✶✵ ②❡❛rs✳ ❚❤❡ ❜❧❛❝❦ s♦❧✐❞
❧✐♥❡s ❛r❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ②✐❡❧❞s ❛♥❞ t❤❡ ❣r❡② ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s ❛r❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧✲✐♠♣❧✐❡❞ ✭♦r ✜tt❡❞✮ ②✐❡❧❞s ✉s✐♥❣ t❤❡
t❡r♠ str✉❝t✉r❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸ ✇✐t❤ ✹ ❢❛❝t♦rs ✭n1 = 1 ❛♥❞ n2 = 3✮✳

♣❛♥❡❧s ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✮✳

▲❡t ✉s ❢♦❝✉s ✜rst ♦♥ t❤❡ t♦♣✲❧❡❢t ♣❛♥❡❧✱ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❜♦t❤ Pt(rt+k = 0) ❛♥❞ Qt(rt+k = 0)

❢♦r ❛ ✷✲②❡❛r ❤♦r✐③♦♥✳ ❯♥t✐❧ ✶✾✾✽✱ ❜♦t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ s♠❛❧❧ ❛♥❞ ❜❡❣✐♥ ❡①♣❡r✐❡♥❝✐♥❣

✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❛t ❞❛t❡ ♦♥✳ ■♥ ✶✾✾✽✱ ❝♦❤❡r❡♥t❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ②✐❡❧❞s ❛♥❞ ♦❢

✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ②✐❡❧❞ ✈♦❧❛t✐❧✐t✐❡s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❞r❛♠❛t✐❝ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥

t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❤✐t t❤❡ ❩▲❇✳ ❆❢t❡r t❤❛t ✈♦❧❛t✐❧✐t② s♣✐❦❡✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡❝r❡❛s❡s ✉♥t✐❧

✷✵✵✶✳ ❚❤❡ ❩▲❇ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ✷✵✵✶✲✷✵✵✻ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❧❛r❣❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ ❜♦t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✱

r❡❛❝❤✐♥❣ ❧❡✈❡❧s ❤✐❣❤❡st t❤❛♥ ✼✺✪ ❞✉r✐♥❣ ✷✵✵✸✳ ❚❤✐s ♣❡❛❦ ✐s ❝♦❤❡r❡♥t ✇✐t❤ ❛ ✢❛tt❡♥✐♥❣ ♦❢

t❤❡ ②✐❡❧❞ ❝✉r✈❡ ❛t t❤❛t ❞❛t❡✿ ❛s s❤♦rt r❛t❡s st❛② ❧♦✇ ❛♥❞ ❧♦♥❣✲t❡r♠ r❛t❡s ❜❡❣✐♥ t♦ ❞r♦♣✱

❛❣❡♥ts ❡①♣❡❝t ❛ ❤✐❣❤❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s❤♦rt r❛t❡ st❛②✐♥❣ ❛t ③❡r♦ ❢♦r ✷ ②❡❛rs ♦♥✳ ■♥ s♦♠❡

s❡♥s❡✱ t❤♦s❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ❛ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ✇❛② t♦ r❡♣r❡s❡♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡

②✐❡❧❞ ❝✉r✈❡✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ r❡❛❝❤ ❛♥❞✴♦r st❛② ❛t t❤❡ ❩▲❇ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛❣❛✐♥ ❛t t❤❡ ❡♥❞

♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ ❛♠✐❞ t❤❡ ❧❛st ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❝r✐s✐s ✭❢r♦♠ ✷✵✵✾ ♦♥✇❛r❞s✮✳

❲❡ t✉r♥ ♥♦✇ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r ❛ ✺✲②❡❛r ❤♦r✐③♦♥ ✭t♦♣✲r✐❣❤t ♣❧♦t ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✮✳

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✶✾✾
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◆♦t❡s✿ ❚❤❡ t♦♣ ♣❛♥❡❧ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ t✇♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♣r♦①✐❡s Vt(h) ❡st✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥
❊❣❛r❝❤✭✶✱✶✮ ♠♦❞❡❧ ♦♥ ✷✲ ❛♥❞ ✶✵✲②❡❛r ②✐❡❧❞s ✭❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t t✐❧❡s✮ ♦❢ ✇❡❡❦❧② ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❏✉♥❡ ✸✵✱ ✶✾✾✺ t♦
▼❛② ✸✵✱ ✷✵✶✹✳ ❚❤❡ ❜❧❛❝❦ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s ❛r❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♣r♦①✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ❣r❡② ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡s ❛r❡ t❤❡
♠♦❞❡❧✲✐♠♣❧✐❡❞ ✭♦r ✜tt❡❞✮ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳ ❚❤❡ ❜♦tt♦♠ ♣❛♥❡❧ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ s✉r✈❡② ♦❢ ♣r♦❢❡ss✐♦♥❛❧ ❢♦r❡❝❛st❡rs
❢♦r t❤❡ ✶✵✲②❡❛r ②✐❡❧❞✱ ✸✲ ❛♥❞ ✶✷✲♠♦♥t❤s ❛❤❡❛❞✳ ❙✉r✈❡②✲❜❛s❡❞ ❞❛t❛ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t t❤❡ ♠♦♥t❤❧②
❢r❡q✉❡♥❝② ❢r♦♠ ✶✾✾✾ t♦ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ❜❧❛❝❦ ❞♦ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛✱ ❛♥❞ t❤❡
❣r❡② s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s ❛r❡ t❤❡ ✜tt❡❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳

❋✐rst ❛♥❞ ✉♥s✉r♣r✐s✐♥❣❧②✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✉♥❞❡r ❜♦t❤ ♠❡❛s✉r❡s ❛r❡ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❧♦✇❡r t❤❛♥

❢♦r t❤❡ ✷✲②❡❛r ❤♦r✐③♦♥✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ P ❛♥❞ Q ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✉♥❞❡r t❤❡

t✇♦ ♠❡❛s✉r❡s ❛r❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ❢♦r t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❤♦r✐③♦♥✳ ❚❤✐s ❜❡✐♥❣ s❛✐❞✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡

❜❡t✇❡❡♥ P ❛♥❞ Q ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ♥♦t ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐♥ ✷✵✵✼✱ ✐♥ ❛ ❝♦♥t❡①t ♦❢

r✐s✐♥❣ s❤♦rt✲t❡r♠ r❛t❡s✱ Q ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ t✇✐❝❡ ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡✐r ♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦✉♥t❡r♣❛rts✳

❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ r✐s❦ ♣r❡♠✐❛ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ✉♥❞❡r✲

❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡rs✐st❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❩▲❇ r❡❣✐♠❡✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ s❤♦rt✲t❡r♠ ✐♥t❡r❡st

r❛t❡ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ st❛② ❛t ③❡r♦ ❢♦r ❛ ❧♦♥❣❡r ♣❡r✐♦❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡✳ ❚❤✐r❞✱ ✐t

✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♥♦t❡ t❤❛t ♦✈❡r t❤❡ ❧❛st ✜✈❡ ②❡❛rs ♦❢ ❞❛t❛✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ s❤♦rt✲ t♦

♠❡❞✐✉♠✲t❡r♠ ②✐❡❧❞s ✭✉♣ t♦ ✹ ②❡❛rs✮ ❛r❡ ❢❛✐r❧② st❛❜❧❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✮✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢

t❤❡ s❤♦rt✲r❛t❡ ❜❡✐♥❣ ❛t ③❡r♦ ✐♥ ②❡❛rs ❤❛s s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ❣r♦✇♥✳ ❚❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐s ❝♦♥s✐s✲

t❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ❧♦♥❣❡r✲t❡r♠ ②✐❡❧❞s✱ ✇❤✐❝❤ ♣♦✐♥ts t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♣❡r❝❡✐✈❡❞

❡①♣❡❝t❡❞ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇✲✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳

✷✵✵ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❙t❛②✐♥❣ ❛t ❩❡r♦ ✇✐t❤ ❆✣♥❡ Pr♦❝❡ss❡s

❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✿ ❚✐♠❡✲s❡r✐❡s ♦❢ ❩▲❇ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✿ Pt(rt+k 6 λ) ❛♥❞ Qt(rt+k 6 λ)
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◆♦t❡s✿ Pr♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ ✇❡❡❦❧② ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❏✉♥❡ ✶✻✱ ✶✾✾✺ t♦ ▼❛② ✸✵✱ ✷✵✶✹✳ ❚❤❡ t♦♣
♣❛♥❡❧s ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ s❤♦rt✲r❛t❡ ❤✐tt✐♥❣ ③❡r♦ ✐♥ t✇♦ ②❡❛rs ✭t♦♣✲❧❡❢t ♣❛♥❡❧✮ ❛♥❞ ✺ ②❡❛rs
✭t♦♣✲r✐❣❤t ♣❛♥❡❧✮✳ ❖♥ ❜♦tt♦♠ ♣❛♥❡❧s✱ ✇❡ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ s❤♦rt✲r❛t❡ ❜❡✐♥❣ ❜❡❧♦✇ ✷✺ ❜♣s
✐♥ ✷ ②❡❛rs ✭❜♦tt♦♠✲❧❡❢t ♣❛♥❡❧✮ ❛♥❞ ✺ ②❡❛rs ✭❜♦tt♦♠✲r✐❣❤t ♣❛♥❡❧✮✳ ❇❧❛❝❦ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s ❛r❡ t❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧
♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✇❤❡r❡❛s r❡❞ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s ❛r❡ t❤❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ♦♥❡s❀ ❣r❡②✲s❤❛❞❡❞ ❛r❡❛s ❛r❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳

❚❤❡ ❜♦tt♦♠ ♣❛♥❡❧s ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✽ ❝♦♥✜r♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r❡s✉❧ts✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s ♥♦✇

❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ✵ ✭✷✺ ❜♣s✮✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❤✐❣❤❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✈❛❧✉❡s ✉♥❞❡r ❜♦t❤ ♠❡❛s✉r❡s✳ ❋♦r

✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ❛♥❞ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❣♦✐♥❣ ❜❡❧♦✇ ✷✺ ❜♣s ❛t t❤❡ ✷✲②❡❛r

♠❛t✉r✐t② ✭❜♦tt♦♠✲❧❡❢t t✐❧❡✮ ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ ✶ ✐♥ ✷✵✵✸✱ ❛♥❞ ✢✉❝t✉❛t❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✵✳✺ ❛♥❞ ✶ ❞✉r✲

✐♥❣ t❤❡ ❩▲❇ ♣❡r✐♦❞✳ ❚❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ P ❛♥❞ Q ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ❢♦r

t❤❡ ✉♣♣❡r t✇♦ ♣❧♦ts✿ ✐♥ ♠❛♥② ✐♥st❛♥❝❡s✱ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❜❡✐♥❣ ✐♥ ❛ ❧♦✇✲r❛t❡

❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛r❡ t✇♦ t♦ t❤r❡❡ t✐♠❡s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ♦♥❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✾ s❤♦✇s ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ P ❛♥❞ Q ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ❧♦✇ s❤♦rt r❛t❡s ♦✈❡r ❛ r✐❝❤❡r

s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❤♦r✐③♦♥s✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ ❞❛t❡s✱ t❤❡ ✜rst ✐♥ ❧❛t❡ ✷✵✵✼ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛t

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✷✵✶



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❙t❛②✐♥❣ ❛t ❩❡r♦ ✇✐t❤ ❆✣♥❡ Pr♦❝❡ss❡s

❋✐❣✉r❡ ✺✳✾✿ ❍♦r✐③♦♥ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❩▲❇ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✿ Pt(rt+k 6 λ) ❛♥❞ Qt(rt+k 6 λ)✳
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2007−11−30 2014−05−30 Q probability P probability

◆♦t❡s✿ ❳ ❛①✐s ✐s t❤❡ ❤♦r✐③♦♥ k ♦❢ t❤❡ s❤♦rt r❛t❡ rt+k ❜❡✐♥❣ ❡①❛❝t❧② ✵ ✭❧❡❢t t✐❧❡✮✱ ♦r ❜❡❧♦✇ ✷✺ ❜♣s ✭r✐❣❤t
t✐❧❡✮✳ ❇❧❛❝❦ ❛♥❞ r❡❞ ❝✉r✈❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤❡ ❞❛t❡ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡s❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞✱
❛♥❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ◆♦✈❡♠❜❡r ✸✵✱ ✷✵✵✼ ❛♥❞ ▼❛② ✸✵✱ ✷✵✶✹✳ ❙♦❧✐❞ ❛♥❞ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t♦ Q ❛♥❞ P✲♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳

t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❜❧❛❝❦ ❛♥❞ r❡❞ ❧✐♥❡s✱ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✾✮✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❞❛t❡✱ t❤❡

❢♦r❡❝❛st ❤♦r✐③♦♥ ✈❛r✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✻ ♠♦♥t❤s ❛♥❞ ✺ ②❡❛rs✳ ❖✉r t❡r♠✲str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ❣❡♥✲

❡r❛t❡s ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦✜❧❡s ♦❢ ❧♦✇✲r❛t❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❢♦r❡❝❛st ❤♦r✐③♦♥✿ ❢♦r

t❤❡ ❡❛r❧✐❡r ❞❛t❡✱ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥ str✉❝t✉r❡ ✐s ❣❧♦❜❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✇❤❡r❡❛s ✐t ✐s ❤✉♠♣✲s❤❛♣❡❞ ❢♦r

t❤❡ ❧❛t❡st ❞❛t❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❚❤✐s ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ✢❡①✐❜❧❡

❡①♣❡❝t❡❞ ♣❛t❤s ♦❢ ❢✉t✉r❡ s❤♦rt✲t❡r♠ ✐♥t❡r❡st r❛t❡s✳

✺✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♥❡✇ ❝❧❛ss ♦❢ ❆✣♥❡ ❚❡r♠ ❙tr✉❝t✉r❡ ▼♦❞❡❧s ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✲

✈✐❞❡ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ②✐❡❧❞s ❛t ❛♥② ♠❛t✉r✐t② ❛♥❞ ❛ s❤♦rt r❛t❡ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥

❛t ③❡r♦ ❢♦r ❡①t❡♥❞❡❞ ♣❡r✐♦❞s ♦❢ t✐♠❡ ✭t❤❡ ❩▲❇ ❜❡✐♥❣ ❛ ♥♦♥✲❛❜s♦r❜✐♥❣ st❛t❡✮ ✇❤✐❧❡ t❤❡

❧♦♥❣❡r✲t❡r♠ r❛t❡s ❝❛♥ st✐❧❧ ✈❛r②✳ ❚❤❡s❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢

❛ ♥❡✇ ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ❛✣♥❡ ♣r♦❝❡ss ❝❛❧❧❡❞ ❆✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ●❛♠♠❛✲③❡r♦ ❛♥❞ ✐ts

♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❛✣♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✭❱❆❘●✮✱ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✇✐t❤ ③❡r♦✲♣♦✐♥t

♠❛ss❡s✳ ❚❤❡ ❛✣♥❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛ ❣r❡❛t ✢❡①✐❜✐❧✐t② ❛t t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥

st❛❣❡✳ ❋✐rst✱ ❛ ❑❛❧♠❛♥✲✜❧t❡r✲❜❛s❡❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛❧❧♦✇❡❞✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡

❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❡❛s✐❧② ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❜② ❡①♣❧✐❝✐t❧② t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t r❡❧❡✈❛♥t ✐♥❢♦r✲

♠❛t✐♦♥ ❧✐❦❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ s✉r✈❡②✲❜❛s❡❞ ❢♦r❡❝❛sts✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ②✐❡❧❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♣r♦①✐❡s✳ ❚❤✐r❞✱

❡①♣❧✐❝✐t ❛♥❞ q✉❛s✐✲❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡ ❡❛s✐❧② ❞❡r✐✈❡❞ ❢♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞

✷✵✷ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❙t❛②✐♥❣ ❛t ❩❡r♦ ✇✐t❤ ❆✣♥❡ Pr♦❝❡ss❡s

r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ s❤♦rt✲t❡r♠ r❛t❡ st❛②✐♥❣ ❛t ✕♦r ❝❧♦s❡ t♦✕ ③❡r♦ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t

❢♦r❡❝❛st ❤♦r✐③♦♥✳

❲❡ ❛ss❡ss t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ✇✐t❤ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❏❛♣❛♥❡s❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❜♦♥❞

②✐❡❧❞s✳ ❖✉r ❢♦✉r✲❧❛t❡♥t✲❢❛❝t♦rs ❱❆❘● t❡r♠✲str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ✜t ❜♦t❤ ②✐❡❧❞ ❧❡✈❡❧s

❛♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✈♦❧❛t✐❧✐t✐❡s ♦❢ ②✐❡❧❞s✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❝♦♠♣✉t❡ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❜❡✐♥❣

❛t t❤❡ ❩▲❇ ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ❛♥❞ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ♠❡❛s✉r❡s✳ ❖✉r r❡s✉❧ts s❤♦✇

t❤❛t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ s✉❝❤ ♣❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❝❛♥ ❜❡ s✉❜st❛♥t✐❛❧✳

❚❤❡ ❛✣♥❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡❛s✐❧② ♣r✐❝❡ ✜①❡❞✲✐♥❝♦♠❡

❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✳ ❲❡ ❧❡❢t t❤♦s❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❢♦r ❢✉rt❤❡r ❢✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤✳

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✷✵✸



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❙t❛②✐♥❣ ❛t ❩❡r♦ ✇✐t❤ ❆✣♥❡ Pr♦❝❡ss❡s

❆♣♣❡♥❞✐❝❡s t♦ ❈❤❛♣t❡r ✺

✺✳❆ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ARG0(α, β, µ) ♣r♦❝❡ss

❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❝✉♠✉❧❛♥t✲❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ψt(u) = log(ϕt(u)) =
uµ

1− uµ
β Xt +

uµ

1− uµ
α✳ ❉❡r✐✈✐♥❣ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ u ❣✐✈❡s ✉s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥

❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ Xt+1 ❣✐✈❡♥ Xt✿

d

du
ψt(0) =

ρ(1− uµ) + µ(uρ)

(1− uµ)2
Xt +

µα(1− uµ) + µ(uµα)

(1− uµ)2

∣∣∣∣∣
u=0

=
ρ

(1− uµ)2
Xt +

µα

(1− uµ)2

∣∣∣∣∣
u=0

= αµ+ ρXt

d

du2
ψt(0) =

2µρ

(1− uµ)3
Xt +

2µ2α

(1− uµ)3

∣∣∣∣∣
u=0

= 2µ2α + 2µρXt

▲❡t ✉s ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♥♦✇ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥s✿ m1,t = E(Xt) ❛♥❞ m2,t = V(Xt)✳ ■t ❡❛s✐❧②

s❡❡♥ t❤❛t t❤❡s❡ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦♠❡♥ts ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s②st❡♠ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥❝❡

❡q✉❛t✐♦♥s✿

m1,t = ρm1,t−1 + αµ

m2,t = 2µ2α + 2µρm1,t−1 + ρ2m2,t−1

t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ♠❛tr✐① ❢♦r♠ ❛s✿




m1,t

m2,t


 =




ρ 0

2µρ ρ2







m1,t−1

m2,t−1


+




µα

2µ2α


 . ✭✺✳✸✶✮

❚❤✐s s②st❡♠ ❛❞♠✐ts ❛ st❛t✐♦♥❛r② s♦❧✉t✐♦♥ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ρ < 1✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿




m1

m2


 =




αµ

1− ρ
2αµ2

(1− ρ)(1− ρ2)


 . ✭✺✳✸✷✮

m1 ❛♥❞ m2 ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r②

ARG0(α, β, µ) ♣r♦❝❡ss✳

✷✵✹ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❙t❛②✐♥❣ ❛t ❩❡r♦ ✇✐t❤ ❆✣♥❡ Pr♦❝❡ss❡s

✺✳❇ ❙♦❥♦✉r♥ t✐♠❡ ❛♥❞ ❧✐❢t✲♦✛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ARG0(α, β, µ)

♣r♦❝❡ss

Pr♦♦❢✳ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✺✳✷✳✶

ϕX(u) =

∫

R+

exp(ux) dPX(x) = PX{0}+
∫

x>0

exp(ux) dPX(x)

❙✐♥❝❡ x > 0✱ exp(ux) → 0 ✇❤❡♥ u → −∞✱ ❛♥❞✱ ✉s✐♥❣ ▲❡❜❡s❣✉❡ t❤❡♦r❡♠✱ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧

t❡♥❞s t♦✇❛r❞s ✵✳ �

Pr♦♦❢✳ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✷✳✷

(i) ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ARG0(α, β, µ) ♣r♦❝❡ss Xt ❛♥❞ ❧❡t ✉s st✉❞②✱ ✜rst✱ t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢✿

E [exp(uXt+h) |Xt] = exp

{
a◦h(u)Xt +

h−1∑

k=0

b[a◦k(u)]

}
,

✇❤❡♥ u→ −∞✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ P(Xt+h = 0 |Xt)✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ r❡❝✉rs✐✈❡❧② t❤❛t✿

a◦h(u) =
ρhu

1− uµ

[
1− ρh

1− ρ

]

h−1∑

k=0

b[a◦k(u)] = (1− ρ)αuµ
h−1∑

k=0

ρk

1− ρ− uµ+ uµρk+1
,

❛♥❞✱ ✇❤❡♥ u→ −∞✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

P(Xt+h = 0 |Xt) = exp


−

ρhXt

µ

(
1− ρh

1− ρ

) − (1− ρ)α
h−1∑

k=0

ρk

1− ρk+1




= exp

{
−(1− ρ)

[
ρhXt

µ (1− ρh)
+ α

h−1∑

k=0

ρk

1− ρk+1

]}
,

✭✺✳✸✸✮

❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t ✐s ♣r♦✈❡❞✳

(ii) ❋r♦♠ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✷✳✷ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t✱ ✇❤❡♥ Xt ❢♦❧❧♦✇s ❛♥ ARG0(α, β, µ) ♣r♦❝❡ss✱

P(Xt+1 = 0 |Xt) = exp(−α − β Xt)✳ ❚❤❡♥✱ ✐❢ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② fh(Xt) = P(Xt+h =

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✷✵✺



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❙t❛②✐♥❣ ❛t ❩❡r♦ ✇✐t❤ ❆✣♥❡ Pr♦❝❡ss❡s

0, . . . , Xt+1 = 0 |Xt)✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ✇r✐t❡✿

fh(Xt) = P(Xt+h = 0, . . . , Xt+1 = 0 |Xt)

= P(Xt+h = 0 |Xt+h−1 = 0, . . . , Xt+1 = 0;Xt) fh−1(Xt)

= P(Xt+h = 0 |Xt+h−1 = 0) fh−1(Xt)

❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t ✐s ❡❛s✐❧② ♣r♦✈❡❞ ❜② r❡❝✉rs✐♦♥✳

(iii)

P(Xt+h > 0, Xt+h−1 = 0, . . . , Xt+1 = 0 |Xt)

= P(Xt+h > 0 |Xt+h−1 = 0, . . . , Xt+1 = 0;Xt)P(Xt+h−1 = 0, . . . , Xt+1 = 0 |Xt)

= [1− P(Xt+h = 0 |Xt+h−1 = 0)] exp [−α(h− 1)− β Xt]

= [1− exp(−α)] exp [−α(h− 1)− β Xt] .

�

✺✳❈ ❘✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ ❛♥❞ ②✐❡❧❞✲

t♦✲♠❛t✉r✐t② ❢♦r♠✉❧❛

Pr♦♦❢✳ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✸✳✷

●✐✈❡♥ t❤❛t✱ ❢r♦♠ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✷✱ ✇❡ ❤❛✈❡ rt = δ′Xt✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✜rst n1 ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡

❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ③❡r♦ ❛♥❞ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♦♥❡s ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡✿

Pt(h) = exp
(
Ah +B

′

hXt

)
= E

Q
t

[
exp(−rt) exp

(
Ah−1 +B

′

h−1Xt+1

)]

= exp (−rt + Ah−1) E
Q
t

[
exp

(
B

′

h−1Xt+1

)]

= exp

[
Ah−1 +

n∑

j=1

bQj (Bj,h−1) +

(
n∑

j=1

aQj (Bj,h−1)− δ

)′

Xt

]

❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t ❢♦❧❧♦✇s ❜② ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳ �

✺✳❉ ❍✐st♦r✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ st❛t❡

✈❡❝t♦r

❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t ❤♦❧❞s✿

✷✵✻ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❙t❛②✐♥❣ ❛t ❩❡r♦ ✇✐t❤ ❆✣♥❡ Pr♦❝❡ss❡s

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳❉✳✶✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s❝❛❧❛r ❊①t❡♥❞❡❞ ARGν(α, β, µ) ♣r♦❝❡ss (Xt) ✇✐t❤

❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❧♦❣✲▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ ψt(u) =
ρu

1− uµ
Xt +

uµ

1− uµ
α − ν log(1 − uµ)✱ ✇✐t❤

ρ = β µ✳ ❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❊ss❝❤❡r tr❛♥s❢♦r♠✱ ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡r θ ∈ R✱ ❣❡♥❡r❛t❡s

t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❧♦❣✲▲❛♣❧❛❝❡

tr❛♥s❢♦r♠✿

ψ∗
t (u) =

uρ∗

1− uµ∗
Xt +

uµ∗

1− uµ∗
α∗ − ν log(1− uµ∗) , ✭✺✳✸✹✮

✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❧♦❣✲▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ ❛♥ EARGν(α
∗, β∗, µ∗) ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤

ρ∗ =
ρ

(1− θµ)2
, µ∗ =

µ

1− θµ
, α∗ =

α

1− θµ
,

β∗ :=
ρ∗

µ∗
=

ρ

µ(1− θµ)
=

β

1− θµ
.

Pr♦♦❢✳ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✸✳✸

■❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♦✉r ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡
dPt,t+1

dQt,t+1

= exp
[
θ′X̃t+1 − ψQ

t (θ)
]
✱ ✇❤❡r❡

Pt,t+1 ✐s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❊ss❝❤❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ Qt,t+1 ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ θ✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ψP
j,t(uj) =

ψQ
j,t(uj + θj)−ψQ

j,t(θj) ❢♦r ❛♥② j ∈ {1, . . . , n}✱ ❛♥❞ ❛♣♣❧②✐♥❣ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳❉✳✶✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥

✺✳✸✳✸ ✐s ❡❛s✐❧② ♣r♦✈❡❞✳ �

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✷✵✼



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❙t❛②✐♥❣ ❛t ❩❡r♦ ✇✐t❤ ❆✣♥❡ Pr♦❝❡ss❡s

✷✵✽ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

P✳ ❆❜❜❛ss✐ ❛♥❞ ❚✳ ▲✐♥③❡rt✳ ❚❤❡ ❊✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ ▼♦♥❡t❛r② P♦❧✐❝② ✐♥ ❙t❡❡r✐♥❣ ▼♦♥❡②
▼❛r❦❡t ❘❛t❡s ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❘❡❝❡♥t ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❈r✐s✐s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✸✹✭✹✮✿
✾✹✺✕✾✺✹✱ ✷✵✶✷✳

❚✳ ❆❞r✐❛♥ ❛♥❞ ❍✳ ❲✉✳ ❚❤❡ ❚❡r♠ ❙tr✉❝t✉r❡ ♦❢ ■♥✢❛t✐♦♥ ❊①♣❡❝t❛t✐♦♥s✳ ❙t❛✛ ❘❡♣♦rts ✸✻✷✱
❋❡❞❡r❛❧ ❘❡s❡r✈❡ ❇❛♥❦ ♦❢ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ✷✵✵✾✳

❉✳✲❍✳ ❆❤♥✱ ❘✳ ❋✳ ❉✐tt♠❛r✱ ❛♥❞ ❆✳ ❘✳ ●❛❧❧❛♥t✳ ◗✉❛❞r❛t✐❝ ❚❡r♠ ❙tr✉❝t✉r❡ ▼♦❞❡❧s✿ ❚❤❡♦r②
❛♥❞ ❊✈✐❞❡♥❝❡✳ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❙t✉❞✐❡s✱ ✶✺✭✶✮✿✷✹✸✕✷✽✽✱ ▼❛r❝❤ ✷✵✵✷✳

❨✳ ❆✐t✲❙❛❤❛❧✐❛ ❛♥❞ ❘✳ ▲✳ ❑✐♠♠❡❧✳ ❊st✐♠❛t✐♥❣ ❆✣♥❡ ▼✉❧t✐❢❛❝t♦r ❚❡r♠ ❙tr✉❝t✉r❡ ▼♦❞❡❧s
❯s✐♥❣ ❈❧♦s❡❞✲❋♦r♠ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❊①♣❛♥s✐♦♥s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✾✽✿✶✶✸✕
✶✹✹✱ ✷✵✶✵✳

❈✳ ❆❧♠❡✐❞❛✱ ❏✳ ●r❛✈❡❧✐♥❡✱ ❛♥❞ ❙✳ ❏♦s❧✐♥✳ ❉♦ ■♥t❡r❡st ❘❛t❡ ❖♣t✐♦♥s ❈♦♥t❛✐♥ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❆❜♦✉t ❊①❝❡ss ❘❡t✉r♥s❄ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s✱ ✶✻✹✿✸✺✕✹✹✱ ✷✵✶✶✳

❏✳ ❉✳ ❆♠❛t♦ ❛♥❞ ❊✳ ▼✳ ❘❡♠♦❧♦♥❛✳ ❚❤❡ ❈r❡❞✐t ❙♣r❡❛❞ P✉③③❧❡✳ ❇■❙ ◗✉❛rt❡r❧② ❘❡✈✐❡✇✱
❇❛♥❦ ❢♦r ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙❡tt❧❡♠❡♥ts✱ ❉❡❝❡♠❜❡r ✷✵✵✸✳

❚✳ ●✳ ❆♥❞❡rs❡♥ ❛♥❞ ▲✳ ❇❡♥③♦♥✐✳ ❈❛♥ ❇♦♥❞s ❍❡❞❣❡ ❱♦❧❛t✐❧✐t② ❘✐s❦ ✐♥ t❤❡ ❯✳❙✳ ❚r❡❛s✉r②
▼❛r❦❡t❄ ❆ ❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❚❡st ❢♦r ❆✣♥❡ ❚❡r♠ ❙tr✉❝t✉r❡ ▼♦❞❡❧s✳ ❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡rs✱
❈❛r❧s♦♥ ❙❝❤♦♦❧ ♦❢ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ▼✐♥♥❡s♦t❛✱ ✷✵✵✻✳

❇✳ ❉✳ ❖✳ ❆♥❞❡rs♦♥ ❛♥❞ ❏✳ ❇✳ ▼♦♦r❡✳ ❖♣t✐♠❛❧ ❋✐❧t❡r✐♥❣ ✳ Pr❡♥t✐❝❡✲❍❛❧❧✱ ✶✾✼✾✳

▼✳ ❆♥❞r❡❛s❡♥ ❛♥❞ ❆✳ ▼❡❧❞r✉♠✳ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ■♥❢❡r❡♥❝❡ ✐♥ ◆♦♥✲▲✐♥❡❛r ❚❡r♠ ❙tr✉❝t✉r❡
▼♦❞❡❧s✿ ❚❤❡ ■♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❩❡r♦ ▲♦✇❡r ❇♦✉♥❞✳ ❇♦❊ ❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡rs✱ ❇❛♥❦ ♦❢
❊♥❣❧❛♥❞✱ ❏❛♥✳ ✷✵✶✶✳

▼✳ ❆♥❞r❡❛s❡♥ ❛♥❞ ❆✳ ▼❡❧❞r✉♠✳ ❉②♥❛♠✐❝ ❚❡r♠ ❙tr✉❝t✉r❡ ▼♦❞❡❧s✿ ❚❤❡ ❇❡st ❲❛② t♦
❊♥❢♦r❝❡ t❤❡ ❩❡r♦ ▲♦✇❡r ❇♦✉♥❞✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡♣♦rt✱ ✷✵✶✸✳

▼✳ ❆♥❞r❡❛s❡♥ ❛♥❞ ❆✳ ▼❡❧❞r✉♠✳ ❚❤❡ ❙❘ ❆♣♣r♦❛❝❤✿ ❆ ◆❡✇ ❊st✐♠❛t✐♦♥ Pr♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ◆♦♥✲
▲✐♥❡❛r ❛♥❞ ◆♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ❉②♥❛♠✐❝ ❚❡r♠ ❙tr✉❝t✉r❡ ▼♦❞❡❧s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s✱
✶✽✹✭✷✮✿✹✷✵✕✹✺✶✱ ❋❡❜r✉❛r② ✷✵✶✺✳

❆✳ ❆♥❣ ❛♥❞ ▼✳ P✐❛③③❡s✐✳ ❆ ◆♦✲❆r❜✐tr❛❣❡ ❱❡❝t♦r ❆✉t♦r❡❣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❚❡r♠ ❙tr✉❝t✉r❡ ❉②✲
♥❛♠✐❝s ✇✐t❤ ▼❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛♥❞ ▲❛t❡♥t ❱❛r✐❛❜❧❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼♦♥❡t❛r② ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✺✵
✭✹✮✿✼✹✺✕✼✽✼✱ ▼❛② ✷✵✵✸✳

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✷✵✾



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❆✳ ❆♥❣✱ ❏✳ ❇♦✐✈✐♥✱ ❙✳ ❉♦♥❣✱ ❛♥❞ ❘✳ ▲♦♦✲❑✉♥❣✳ ▼♦♥❡t❛r② P♦❧✐❝② ❙❤✐❢ts ❛♥❞ t❤❡ ❚❡r♠
❙tr✉❝t✉r❡✳ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❙t✉❞✐❡s✱ ✼✽✭✷✮✿✹✷✾✕✹✺✼✱ ✷✵✶✶✳

P✳ ❆♥❣❡❧✐♥✐✱ ❆✳ ◆♦❜✐❧✐✱ ❛♥❞ ❈✳ P✐❝✐❧❧♦✳ ❚❤❡ ■♥t❡r❜❛♥❦ ▼❛r❦❡t ❛❢t❡r ❆✉❣✉st ✷✵✵✼✿ ❲❤❛t ❍❛s
❈❤❛♥❣❡❞✱ ❛♥❞ ❲❤②❄ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼♦♥❡②✱ ❈r❡❞✐t ❛♥❞ ❇❛♥❦✐♥❣✱ ✹✸✭✺✮✿✾✷✸✕✾✺✽✱ ❆✉❣✉st
✷✵✶✶✳

▼✳ ❆t❤❛♥s✱ ❘✳ ❲✐s❤♥❡r✱ ❛♥❞ ❆✳ ❇❡rt♦❧✐♥✐✳ ❙✉❜♦♣t✐♠❛❧ ❙t❛t❡ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❈♦♥t✐♥✉♦✉s✲
❚✐♠❡ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❙②st❡♠s ❢r♦♠ ❉✐s❝r❡t❡ ◆♦✐s② ▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥
❆✉t♦♠❛t✐❝ ❈♦♥tr♦❧✱ ✶✸✭✺✮✿✺✵✹✕✺✶✹✱ ✶✾✻✽✳

▼✳ ❇❛❛❞s❣❛❛r❞✱ ❏✳ ◆✳ ◆✐❡❧s❡♥✱ ❛♥❞ ❍✳ ▼❛❞s❡♥✳ ❊st✐♠❛t✐♥❣ ▼✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❊①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲
❆✣♥❡ ❚❡r♠ ❙tr✉❝t✉r❡ ▼♦❞❡❧s ❢r♦♠ ❈♦✉♣♦♥ ❇♦♥❞ Pr✐❝❡s ❯s✐♥❣ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❋✐❧t❡r✐♥❣✳
❚❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡♣♦rt✱ ✷✵✵✵✳

❉✳ ❇❛❝❦✉s✱ ❙✳ ❋♦r❡s✐✱ ❛♥❞ ❈✳ ❚❡❧♠❡r✳ ❆✣♥❡ ❚❡r♠ ❙tr✉❝t✉r❡ ▼♦❞❡❧s ❛♥❞ t❤❡ ❋♦r✇❛r❞
Pr❡♠✐✉♠ ❆♥♦♠❛❧②✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝❡✱ ✺✻✭✶✮✿✷✼✾✕✸✵✹✱ ❋❡❜r✉❛r② ✷✵✵✶✳

❉✳ ❇❛❝❦✉s✱ ▼✳ ❈❤❡r♥♦✈✱ ❛♥❞ ❙✳ ❊✳ ❩✐♥✳ ❙♦✉r❝❡s ♦❢ ❊♥tr♦♣② ✐♥ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❆❣❡♥t
▼♦❞❡❧s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝❡✱ ✻✾✭✶✮✿✺✶✕✾✾✱ ❋❡❜r✉❛r② ✷✵✶✹✳

❇❛♥❦ ♦❢ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙❡tt❧❡♠❡♥ts✳ ❩❡r♦✲❈♦✉♣♦♥ ❨✐❡❧❞ ❈✉r✈❡s✿ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❉♦❝✉♠❡♥t❛t✐♦♥✳
❇■❙ ❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡rs ✷✺✱ ❇❛♥❦ ❢♦r ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙❡tt❧❡♠❡♥ts✱ ✷✵✵✺✳

❨✳ ❇❛r✲❙❤❛❧♦♠✱ ❚✳ ❑✐r✉❜❛r❛❥❛♥✱ ❛♥❞ ❳✳✲❘✳ ▲✐✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ ❚r❛❝❦✐♥❣
❛♥❞ ◆❛✈✐❣❛t✐♦♥✳ ❏♦❤♥ ❲✐❧❡② ✫ ❙♦♥s✱ ■♥❝✳✱ ✷✵✵✷✳

▼✳ ❉✳ ❇❛✉❡r ❛♥❞ ●✳ ❉✳ ❘✉❞❡❜✉s❝❤✳ ▼♦♥❡t❛r② P♦❧✐❝② ❊①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❛t t❤❡ ❩❡r♦ ▲♦✇❡r
❇♦✉♥❞✳ ❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡r ❙❡r✐❡s ✷✵✶✸✲✶✽✱ ❋❡❞❡r❛❧ ❘❡s❡r✈❡ ❇❛♥❦ ♦❢ ❙❛♥ ❋r❛♥❝✐s❝♦✱ ✷✵✶✸✳

❉✳ ❇❡❛❣❧❡❤♦❧❡ ❛♥❞ ▼✳ ❚❡♥♥❡②✳ ❆ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ▼♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❚❡r♠ ❙tr✉❝t✉r❡
♦❢ ■♥t❡r❡st ❘❛t❡s✿ ❈♦rr❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❆❞❞✐t✐♦♥s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✸✷✿
✸✹✺✕✹✺✹✱ ✶✾✾✷✳

❆✳ ❇❡r♥❞t✱ ❘✳ ❉♦✉❣❧❛s✱ ❉✳ ❉✉✣❡✱ ▼✳ ❋❡r❣✉s♦♥✱ ❛♥❞ ❉✳ ❙❝❤r❛♥③✳ ▼❡❛s✉r✐♥❣ ❉❡❢❛✉❧t
❘✐s❦ Pr❡♠✐❛ ❢r♦♠ ❉❡❢❛✉❧t ❙✇❛♣ ❘❛t❡s ❛♥❞ ❊❉❋s✳ ❇■❙ ❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡rs ✶✼✸✱ ❇❛♥❦ ❢♦r
■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙❡tt❧❡♠❡♥ts✱ ▼❛r✳ ✷✵✵✺✳

❍✳ ❇❡rt❤♦❧♦♥✱ ❆✳ ▼♦♥❢♦rt✱ ❛♥❞ ❋✳ P❡❣♦r❛r♦✳ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝ ❆ss❡t Pr✐❝✐♥❣ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣✳ ❏♦✉r♥❛❧
♦❢ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s✱ ✹✿✹✵✼✕✹✺✽✱ ✷✵✵✽✳

❘✳ ❇✐❦❜♦✈ ❛♥❞ ▼✳ ❈❤❡r♥♦✈✳ ❨✐❡❧❞ ❈✉r✈❡ ❛♥❞ ❱♦❧❛t✐❧✐t②✿ ▲❡ss♦♥s ❢r♦♠ ❊✉r♦❞♦❧❧❛r ❋✉t✉r❡s
❛♥❞ ❖♣t✐♦♥s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s✱ ✾✭✶✮✿✻✻✕✶✵✺✱ ✷✵✶✶✳

❋✳ ❇❧❛❝❦✳ ■♥t❡r❡st ❘❛t❡s ❛s ❖♣t✐♦♥s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝❡✱ ✺✵✭✺✮✿✶✸✼✶✕✼✻✱ ❉❡❝❡♠❜❡r ✶✾✾✺✳

❆✳ ◆✳ ❇♦♠✜♠✳ ❈♦✉♥t❡r♣❛rt② ❈r❡❞✐t ❘✐s❦ ✐♥ ■♥t❡r❡st ❘❛t❡ ❙✇❛♣s ❉✉r✐♥❣ ❚✐♠❡s ♦❢ ▼❛r❦❡t
❙tr❡ss✳ ❋✐♥❛♥❝❡ ❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❙❡r✐❡s ✷✵✵✸✲✵✾✱ ❇♦❛r❞ ♦❢ ●♦✈❡r♥♦rs ♦❢ t❤❡
❋❡❞❡r❛❧ ❘❡s❡r✈❡ ❙②st❡♠ ✭❯✳❙✳✮✱ ✷✵✵✸✳

▼✳ ❇r❛♥❞t ❛♥❞ ❉✳ ❈❤❛♣♠❛♥✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ ▼✉❧t✐❢❛❝t♦r ▼♦❞❡❧s ♦❢ t❤❡ ❚❡r♠ ❙tr✉❝t✉r❡✳
❲❤❛rt♦♥ s❝❤♦♦❧ ✇♦r❦✐♥❣ ♣❛♣❡r✱ ✷✵✵✸✳

✷✶✵ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❙✳ ❏✳ ❇r♦✇♥ ❛♥❞ P✳ ❍✳ ❉②❜✈✐❣✳ ❚❤❡ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ■♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❈♦①✱ ■♥❣❡rs♦❧❧✱ ❘♦ss
❚❤❡♦r② ♦❢ t❤❡ ❚❡r♠ ❙tr✉❝t✉r❡ ♦❢ ■♥t❡r❡st ❘❛t❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝❡✱ ✹✶✭✸✮✿✻✶✼✕✺✸✵✱
❏✉❧② ✶✾✽✻✳

▼✳ ❑✳ ❇r✉♥♥❡r♠❡✐❡r ❛♥❞ ▲✳ ❍✳ P❡❞❡rs❡♥✳ ▼❛r❦❡t ▲✐q✉✐❞✐t② ❛♥❞ ❋✉♥❞✐♥❣ ▲✐q✉✐❞✐t②✳ ❘❡✈✐❡✇
♦❢ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❙t✉❞✐❡s✱ ✷✷✭✻✮✿✷✷✵✶✕✷✷✸✽✱ ❏✉♥❡ ✷✵✵✾✳

❆✳ ❇✉r❛s❝❤✐✱ ❆✳ ❈✐❡s❧❛❦✱ ❛♥❞ ❋✳ ❚r♦❥❛♥✐✳ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❘✐s❦ ❛♥❞ t❤❡ ❚❡r♠ ❙tr✉❝t✉r❡ ♦❢
■♥t❡r❡st r❛t❡s✳ ❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡r✱ ✷✵✵✽✳

❈✳ ❇✉r♥s✐❞❡✳ ❙♦❧✈✐♥❣ ❆ss❡t Pr✐❝✐♥❣ ▼♦❞❡❧s ✇✐t❤ ●❛✉ss✐❛♥ ❙❤♦❝❦s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝
❉②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧✱ ✷✷✭✸✮✿✸✷✾✕✸✹✵✱ ▼❛r❝❤ ✶✾✾✽✳

❏✳ ❨✳ ❈❛♠♣❜❡❧❧✱ ❆✳ ❙✉♥❞❡r❛♠✱ ❛♥❞ ▲✳ ▼✳ ❱✐❝❡✐r❛✳ ■♥✢❛t✐♦♥ ❇❡ts ♦r ❉❡✢❛t✐♦♥ ❍❡❞❣❡s❄
❚❤❡ ❈❤❛♥❣✐♥❣ ❘✐s❦ ♦❢ ◆♦♠✐♥❛❧ ❇♦♥❞s✳ ❲♦r❦✐♥❣ ♣❛♣❡r✱ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❇✉r❡❛✉ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝
❘❡s❡❛r❝❤✱ ✷✵✶✸✳

❙✳ ❈❛r♣❡♥t❡r✱ ❙✳ ❉❡♠✐r❛❧♣✱ ❛♥❞ ❏✳ ❊✐s❡♥s❝❤♠✐❞t✳ ❚❤❡ ❊✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ ◆♦♥✲❙t❛♥❞❛r❞ ▼♦♥✲
❡t❛r② P♦❧✐❝② ✐♥ ❆❞❞r❡ss✐♥❣ ▲✐q✉✐❞✐t② ❘✐s❦ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❈r✐s✐s✿ ❚❤❡ ❊①♣❡r✐❡♥❝❡s
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▼♦❞❡❧s ♦❢ t❤❡ ❚❡r♠ ❙tr✉❝t✉r❡✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✻✸✭✸✮✿✹✶✺✕✹✹✶✱ ▼❛r❝❤
✷✵✵✷✳

◗✳ ❉❛✐ ❛♥❞ ❑✳ ❏✳ ❙✐♥❣❧❡t♦♥✳ ❚❡r♠ ❙tr✉❝t✉r❡ ❉②♥❛♠✐❝s ✐♥ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❘❡❛❧✐t②✳ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢
❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❙t✉❞✐❡s✱ ✶✻✭✸✮✿✻✸✶✕✻✼✽✱ ❏✉❧② ✷✵✵✸✳

❙✳ ❉❛r♦❧❧❡s✱ ❈✳ ●♦✉r✐ér♦✉①✱ ❛♥❞ ❏✳ ❏❛s✐❛❦✳ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ▲❛♣❧❛❝❡ ❚r❛♥s❢♦r♠ ❛♥❞ ❈♦♠♣♦✉♥❞
❆✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ▼♦❞❡❧s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❚✐♠❡ ❙❡r✐❡s ❆♥❛❧②s✐s✱ ✷✼✭✹✮✿✹✼✼✕✺✵✸✱ ✷✵✵✻✳

✷✶✷ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❋✳ ❉❡ ❏♦♥❣✳ ❚✐♠❡ ❙❡r✐❡s ❛♥❞ ❈r♦ss✲❙❡❝t✐♦♥ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❆✣♥❡ ❚❡r♠✲❙tr✉❝t✉r❡ ▼♦❞❡❧s✳
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❇✉s✐♥❡ss ✫ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❙t❛t✐st✐❝s✱ ✶✽✭✸✮✿✸✵✵✕✸✶✹✱ ❏✉❧② ✷✵✵✵✳

❋✳ ❳✳ ❉✐❡❜♦❧❞ ❛♥❞ ●✳ ❉✳ ❘✉❞❡❜✉s❝❤✳ ❨✐❡❧❞ ❈✉r✈❡ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❋♦r❡❝❛st✐♥❣✳ ■♥tr♦❞✉❝t♦r②
❈❤❛♣t❡rs✳ Pr✐♥❝❡t♦♥ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ✷✵✶✸✳

❍✳ ❉♦s❤✐✱ ❏✳ ❊r✐❝ss♦♥✱ ❑✳ ❏❛❝♦❜s✱ ❛♥❞ ❙✳ ▼✳ ❚✉r♥❜✉❧❧✳ Pr✐❝✐♥❣ ❈r❡❞✐t ❉❡❢❛✉❧t ❙✇❛♣s ✇✐t❤
❖❜s❡r✈❛❜❧❡ ❈♦✈❛r✐❛t❡s✳ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❙t✉❞✐❡s✱ ✷✵✶✸✳

▼✳ ❉r❛❣❤✐✳ ◗✫❆✿ ❊❈❇ Pr❡s✐❞❡♥t ▼❛r✐♦ ❉r❛❣❤✐✱ ❋❡❜r✉❛r② ✷✸✱ ✷✵✶✷✳ ❲❛❧❧ ❙tr❡❡t ❏♦✉r♥❛❧✱
✷✵✶✷✳

❏✳ ❉r✐❡ss❡♥✳ ■s ❉❡❢❛✉❧t ❊✈❡♥t ❘✐s❦ Pr✐❝❡❞ ✐♥ ❈♦r♣♦r❛t❡ ❇♦♥❞s❄ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧
❙t✉❞✐❡s✱ ✶✽✭✶✮✿✶✻✺✕✶✾✺✱ ✷✵✵✺✳

❏✳✲❈✳ ❉✉❛♥ ❛♥❞ ❏✳✲●✳ ❙✐♠♦♥❛t♦✳ ❊st✐♠❛t✐♥❣ ❛♥❞ ❚❡st✐♥❣ ❊①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲❆✣♥❡ ❚❡r♠ ❙tr✉❝✲
t✉r❡ ▼♦❞❡❧s ❜② ❑❛❧♠❛♥ ❋✐❧t❡r✳ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❋✐♥❛♥❝❡ ❛♥❞ ❆❝❝♦✉♥t✐♥❣✱ ✶✸✭✷✮✿
✶✶✶✕✸✺✱ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✶✾✾✾✳

❙✳ ❉✉❜❡❝q✱ ❆✳ ▼♦♥❢♦rt✱ ❏✳✲P✳ ❘❡♥♥❡✱ ❛♥❞ ●✳ ❘♦✉ss❡❧❧❡t✳ ❈r❡❞✐t ❛♥❞ ▲✐q✉✐❞✐t② ✐♥ ■♥t❡r❜❛♥❦
❘❛t❡s✿ ❆ ◗✉❛❞r❛t✐❝ ❆♣♣r♦❛❝❤✳ ❇❛♥q✉❡ ❞❡ ❋r❛♥❝❡ ❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡r ❙❡r✐❡s✱ ✷✵✶✹✳

●✳ ❘✳ ❉✉✛❡❡✳ ❊st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ Pr✐❝❡ ♦❢ ❉❡❢❛✉❧t ❘✐s❦✳ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❙t✉❞✐❡s✱ ✶✷✭✶✮✿
✶✾✼✕✷✷✻✱ ✶✾✾✾✳

●✳ ❘✳ ❉✉✛❡❡✳ ❚❡r♠ Pr❡♠✐❛ ❛♥❞ ■♥t❡r❡st ❘❛t❡ ❋♦r❡❝❛sts ✐♥ ❆✣♥❡ ▼♦❞❡❧s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢
❋✐♥❛♥❝❡✱ ✺✼✭✶✮✿✹✵✺✕✹✹✸✱ ✵✷ ✷✵✵✷✳

●✳ ❘✳ ❉✉✛❡❡✳ ❇♦♥❞ Pr✐❝✐♥❣ ❛♥❞ ❚❤❡ ▼❛❝r♦❡❝♦♥♦♠②✳ ❍❛♥❜♦♦❦ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ❛♥❞ ❋✐♥❛♥❝❡
✭❢♦rt❤❝♦♠✐♥❣✮✱ ✷✵✶✷✳

●✳ ❘✳ ❉✉✛❡❡ ❛♥❞ ❘✳ ❙t❛♥t♦♥✳ ❊✈✐❞❡♥❝❡ ♦♥ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ■♥❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ◆❡❛r ❯♥✐t✲❘♦♦t Pr♦✲
❝❡ss❡s ✇✐t❤ ■♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r ❚❡r♠ ❙tr✉❝t✉r❡ ❊st✐♠❛t✐♦♥✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❊❝♦♥♦✲
♠❡tr✐❝s✱ ✻✭✶✮✿✶✵✽✕✶✹✷✱ ✷✵✵✽✳

❉✳ ❉✉✣❡ ❛♥❞ ❘✳ ❑❛♥✳ ❆ ❨✐❡❧❞✲❋❛❝t♦r ▼♦❞❡❧ ♦❢ ■♥t❡r❡st ❘❛t❡s✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❋✐♥❛♥❝❡✱ ✻
✭✹✮✿✸✼✾✕✹✵✻✱ ✶✾✾✻✳

❉✳ ❉✉✣❡ ❛♥❞ ❉✳ ▲❛♥❞♦✳ ❚❡r♠ ❙tr✉❝t✉r❡s ♦❢ ❈r❡❞✐t ❙♣r❡❛❞s ✇✐t❤ ■♥❝♦♠♣❧❡t❡ ❆❝❝♦✉♥t✐♥❣
■♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛✱ ✻✾✭✸✮✿✻✸✸✕✻✻✹✱ ▼❛② ✷✵✵✶✳

❉✳ ❉✉✣❡ ❛♥❞ ❑✳ ❏✳ ❙✐♥❣❧❡t♦♥✳ ❆♥ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝ ▼♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❚❡r♠ ❙tr✉❝t✉r❡ ♦❢ ■♥t❡r❡st✲
❘❛t❡ ❙✇❛♣ ❨✐❡❧❞s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝❡✱ ✺✷✭✹✮✿✶✷✽✼✕✶✸✷✶✱ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✶✾✾✼✳

❉✳ ❉✉✣❡ ❛♥❞ ❑✳ ❏✳ ❙✐♥❣❧❡t♦♥✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❚❡r♠ ❙tr✉❝t✉r❡s ♦❢ ❉❡❢❛✉❧t❛❜❧❡ ❇♦♥❞s✳ ❘❡✈✐❡✇
♦❢ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❙t✉❞✐❡s✱ ✶✷✭✹✮✿✻✽✼✕✼✷✵✱ ✶✾✾✾✳

❉✳ ❉✉✣❡✱ ❏✳ P❛♥✱ ❛♥❞ ❑✳ ❙✐♥❣❧❡t♦♥✳ ❚r❛♥s❢♦r♠ ❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❆ss❡t Pr✐❝✐♥❣ ❢♦r ❆✣♥❡
❏✉♠♣✲❉✐✛✉s✐♦♥s✳ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛✱ ✻✽✭✻✮✿✶✸✹✸✕✶✸✼✻✱ ✷✵✵✵✳

❏✳ ❉✉r❜✐♥ ❛♥❞ ❙✳ ❏✳ ❑♦♦♣♠❛♥✳ ❚✐♠❡ ❙❡r✐❡s ❆♥❛❧②s✐s ❜② ❙t❛t❡ ❙♣❛❝❡ ▼❡t❤♦❞s✿ ❙❡❝♦♥❞
❊❞✐t✐♦♥✳ ❖①❢♦r❞ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ✷✵✶✷✳

●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦✉ss❡❧❧❡t ✷✶✸



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❏✳ ❊✐s❡♥s❝❤♠✐❞t ❛♥❞ ❏✳ ❚❛♣❦✐♥❣✳ ▲✐q✉✐❞✐t② ❘✐s❦ Pr❡♠✐❛ ✐♥ ❯♥s❡❝✉r❡❞ ■♥t❡r❜❛♥❦ ▼♦♥❡②
▼❛r❦❡ts✳ ❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡r ❙❡r✐❡s ✶✵✷✺✱ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❈❡♥tr❛❧ ❇❛♥❦✱ ▼❛r❝❤ ✷✵✵✾✳

❊✳ ❏✳ ❊❧t♦♥✱ ▼✳ ❏✳ ●r✉❜❡r✱ ❉✳ ❆❣r❛✇❛❧✱ ❛♥❞ ❈✳ ▼❛♥♥✳ ❋❛❝t♦rs ❆✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❱❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢
❈♦r♣♦r❛t❡ ❇♦♥❞s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❇❛♥❦✐♥❣ ✫ ❋✐♥❛♥❝❡✱ ✷✽✭✶✶✮✿✷✼✹✼✕✷✼✻✼✱ ◆♦✈❡♠❜❡r ✷✵✵✹✳

❏✳ ❊r✐❝ss♦♥ ❛♥❞ ❖✳ ❘❡♥❛✉❧t✳ ▲✐q✉✐❞✐t② ❛♥❞ ❈r❡❞✐t ❘✐s❦✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝❡✱ ✻✶✭✺✮✿✷✷✶✾✕
✷✷✺✵✱ ❖❝t♦❜❡r ✷✵✵✻✳

P✳ ❋❡❧❞❤✉tt❡r ❛♥❞ ❉✳ ▲❛♥❞♦✳ ❉❡❝♦♠♣♦s✐♥❣ ❙✇❛♣ ❙♣r❡❛❞s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱
✽✽✭✷✮✿✸✼✺✕✹✵✺✱ ▼❛② ✷✵✵✽✳

❉✳ ❋✐❧✐♣♦✈✐❝✳ ❙❡♣❛r❛❜❧❡ ❚❡r♠ ❙tr✉❝t✉r❡s ❛♥❞ t❤❡ ▼❛①✐♠❛❧ ❉❡❣r❡❡ Pr♦❜❧❡♠✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
❋✐♥❛♥❝❡✱ ✶✷✭✹✮✿✸✹✶✕✸✹✾✱ ✷✵✵✷✳

❉✳ ❋✐❧✐♣♦✈✐❝ ❛♥❞ ❏✳ ❚❡✐❝❤♠❛♥♥✳ ❖♥ ❋✐♥✐t❡✲❉✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❚❡r♠ ❙tr✉❝t✉r❡ ▼♦❞❡❧s✳ ❲♦r❦✐♥❣
♣❛♣❡r✱ Pr✐♥❝❡t♦♥ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ✷✵✵✷✳

❉✳ ❋✐❧✐♣♦✈✐❝ ❛♥❞ ❆✳ ❇✳ ❚r♦❧❧❡✳ ❚❤❡ ❚❡r♠ ❙tr✉❝t✉r❡ ♦❢ ■♥t❡r❜❛♥❦ ❘✐s❦✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧
❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✶✵✾✭✸✮✿✼✵✼ ✕ ✼✸✸✱ ✷✵✶✸✳
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