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CHAPITRE

Introduction

L'analyse d’images est un domaine de la recherche tres actif. Il s’agit d’utiliser un ordi-
nateur pour décrire de facon automatique un contenu visuel. Son domaine d’application
est tres varié, on le retrouve notamment en imagerie aérienne, en imagerie médicale, en
imagerie astrophysique, en vidéo surveillance ou encore, dans I'imagerie de 1'ingénierie.
L'acquisition de données pour constituer une image d'un objet ne se fait pas sans perte.
Il dépend avant tout de la fiabilité du matériel d’acquisition, de la méthode d’enregistre-
ment ou de compression. Cette image sert de support pour la détection d’objets dissimu-
1és que notre ceil seul ne serait en mesure de voir. La détection de ces objets passe par
une analyse géométrique, de détection et de reconnaissance de formes, pour préserver
et renforcer ces détails dans une image. Nous proposons d’étudier ces approches géomé-
triques dans un autre cadre que 'analyse et le traitement du signal. Plusieurs de ces ap-
proches [Tsc; ALM92; PM90; MBF08] sont basées sur un modele continu, discrétisé pour
s’appliquer a I'imagerie, a un maillage ou sur une grille réguliere de Z™. Notre objectif est
de proposer un modele discret qui unifie toutes ces approches dans un cadre théorique,
quel que soit le modele de représentation discret. Ainsi, on proposera une méthode ori-
ginale d’estimations des parametres géométriques d’'une structure discrete et on retrou-
vera a l'aide d’applications classiques les modeles initiaux basés sur des discrétisation de
processus continus. Lune de ces applications est par exemple la détection d’étoiles ou
de rayonnement dans le ciel, une application détaillée au Chapitre. 6. La précision des
capteurs en astrophysique donne une image du ciel avec des sources lumineuses inter-
ferant avec le signal étudié. Ces sources cachent celle que I'on souhaite détecter. L'ana-
lyse d'images consiste en la réduction de I'intensité de ce surplus de données, sans dé-
truire le signal source. Un grand nombre de méthodes existe sur le sujet par exemple
[Tsc; ALM92; PM90; LFB94; BCM10; Bak02; CLMC92]. La plus classique est d’effectuer une
moyenne de chaque intensité de couleurs d'une image, dans un voisinage restreint. De
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cette fagon, la valeur d'un pixel dépendra de la valeur des pixels de son voisinage. En 2008
[MBFO08], cette approche a été étudiée dans un autre cadre que I'analyse d’image : 'analyse
de structures discretes, appelée géométrie discrete.

La géométrie discrete est une discipline relativement nouvelle qui a pris son essor
avec I'avenement des ordinateurs. Un écran d’ordinateur composé de pixels est un es-
pace discret par excellence. Les premiers problemes qui sont apparus étaient relativement
simples : comment représenter une droite sur un écran d’ordinateur, ou méme un cercle ?
En 1962, Jack Bresenham alors ingénieur chez IBM, propose un algorithme de tracé de
droite sur un écran discret [Bre65]. En 1977 il introduit un algorithme de tracé de cercle
discret [Bre77]. Se pose alors la question d’étudier ces objets dont le comportement est trés
différent par rapport a leurs pendants en géométrie euclidienne. Comment reconnaitre des
objets discrets, définir une notion de distance entre deux points, reconnaitre des formes et
estimer les parametres géométriques d'un objet plus complexe sur un espace discret de
dimensions supérieures. Dans ce cadre, utiliser comme support la géométrie euclidienne
pose probleme dans la gestion de la discrétisation des notions euclidiennes. Au probléme
du calcul et de la reconnaissance, apparait le probléme des imprécisions. Le calcul oblige a
gérer les erreurs entre chaque passage du discret vers le continu puis du continu vers le dis-
cret. Lobjectif de la géométrie discrete est de fournir un calcul en nombres entiers, pour
s’affranchir des problémes rencontrés lors du passage continu-discret. Mais pour cela, il
fallait redéfinir les objets classiques de la géométrie euclidienne tels que les droites ou les
cercles, I'algorithme de tracé n’étant pas suffisant pour donner une définition générale.
Freeman propose en 1961 un codage d'un objet discret en fonction des directions succes-
sives prises par son contour [Fre61]. Cela permet de définir une sorte de régularité dans les
directions prisent par une droite discrete et d’essayer de fournir une définition. Les travaux
de Rosenfeld en 1977 [Ros74] puis Hung en 1983 et 1985 [HK83; Hun85] tentent de donner
une facon de caractériser les droites discretes. En 1991, Jean-Pierre Reveilles [Rev91] pro-
pose une définition arithmétique des droites discretes. En 1995, Isabelle Debled-Renesson
utilise cette définition pour établir un algorithme de reconnaissance de segments discrets
[DRRI5]. Enfin les travaux de Laure Tougne et Fabien Feschet en 1999 [FT99] utilisent la
propriété des segments maximaux sur un contour discret pour faire de I'analyse discrete.
D’autres travaux feront suite a I’analyse discrete, calculer la longueur d’'un arc discret, ou
calculer la courbure d'un arc ou d’'une surface [CK04; CDRT00; LVdV07; MSK95; CDRTO00].
Parmi ces travaux, on s’'interesse plus particulierement a I’étude de la courbure et des tan-
gentes.

En analyse discréte, il existe de nombreuses définitions des tangentes ou de la cour-
bure. Lestimation des tangentes basée sur la segmentation du contour tient compte de
la définition des segments de recouvrement du contour. Il existe les méthodes d’approxi-
mation basées sur celles existantes dans le domaine du continu, convolution par la mé-
thode des différences finies, moyenne pondérée des directions tangentielles...En ce qui
concerne la courbure, le méme probleme se pose : approche géométrique par reconnais-
sance de cercle osculateur discret en un point, approximation des dérivées discretes suc-



cessives... Les algorithmes proposés vont étre particulierement efficaces en fonction des
données initiales. Mais en imagerie, un contour discret n’est que 1’échantillonnage d'un
signal continu, il faut tenir compte du bruit engendré par le passage du continu au discret.
En fonction de tous ces criteres, il faut mesurer la fiabilité d'un estimateur géométrique.
Pour cela, on étudie pour des discrétisations de plus en plus fines d'un contour discret, la
stabilité de |'’estimateur. En partant d'un signal continu, quand la largeur de la grille de dis-
crétisation tend vers zéro, on retrouve le signal continu, en supposant qu’il n'y ait aucune
perte liée a la discrétisation. Qu’en est-il de I'estimateur ? Ce procédé s’appelle la conver-
gence multigrille et elle fournit un critére important pour caractériser la pertinence d'un
estimateur et il existe peu de méthodes qui sont prouvées comme telles. Il en existe deux
en particulier qui ont fait 'objet d'une étude attentive dans le Chapitre 3. La premiere a
été introduite en 2007 [LVdV07] et repose sur le recouvrement d'un contour par des seg-
ments maximaux et I’autre en 2008 [FMO08], sur la convolution binomiale. La convolution
binomiale est largement utilisée [LFB94; WS93; FM08] en imagerie pour réduire I'intensité
du bruit. La méthode est donc intéressante car contrairement a celle des segments maxi-
maux, elle se généralise a des courbes en niveau de gris et par définition, elle est résistante
au bruit. Cependant on sait que ce type d’approche n’est pas satisfaisant car on voudrait
que localement, la convolution tienne compte de la géométrie de la courbe. C’est pourquoi
en imagerie, de nombreuses méthodes développent des masques adaptatifs qui vont par
exemple, détecter une forte variation du gradient pour limiter le support du noyau. Ainsi,
aux abords de contours, on réduira les effets de bords. Ces méthodes sont-elles applicables
dans le cadre d'une courbe discrete ?

La méthode de recouvrement par des segments maximaux est trés rapide en pratique.
Elle permet d’avoir de nombreuses informations sur la courbe. L'inconvénient est qu’elle
se base sur l'algorithme de reconnaissance incrémental de segments. Cette approche est
relativement sensible au bruit et, de ce fait, oblige a recourir a des algorithmes de recon-
naissances plus poussés demandant des parametres donnés par un utilisateur [NDRO7].
Malgré cela, les variations de la longueur des segments dans le contour, permettent la dé-
tection les zones de bruit. Elle s’utilise aussi pour estimer la longueur de la courbe et don-
ner une paramétrisation curviligne de celle-ci. Par contre la généralisation aux dimensions
supérieures est tres complexe car la reconnaissance de plans discrets est un probleme tou-
jours actif.

Nous étudierons une approche déja largement utilisée en géométrie algorithmique ba-
sée sur les processus de diffusion. Depuis quelques années, I'étude d’objets en trois dimen-
sions s’effectue par construction d'un maillage a partir d'un nuage de points. A partir de
ce maillage, on construit de nombreuses discrétisations d’opérateurs réels ou complexes,
tel que I'opérateur Laplacien, pour donner des caractéristiques géométriques de cet objet.
Des processus de diffusion sont discrétisés sur une surface et on exploite les contraintes
de diffusion pour donner une caractéristique géométrique de celle-ci. Toutes ces théories
pour des structures maillées, sont actuellement étudiées au travers du noyau de la chaleur.
On regarde comment la chaleur se propage sur une surface et certaines directions parti-
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culieres donnent des informations sur des symétries, ou des points particuliers. On peut
ainsi «signer» chaque point en fonction de la dissipation de chaleur avec ces voisins.

Nous proposons de généraliser cette approche au cas discret. Plutot que de regarder un
maillage, on regarde des pixels ou des voxels et on définit un processus de diffusion basé
sur I'adjacence des voxels dans chaque voisinage, ainsi que des opérateurs discrets et on
s’affranchit, comme sur des maillages, d'une discrétisation cofiteuse. Par ailleurs cette ap-
proche permet de donner sur un voisinage donné, une information relative sur la position
des voisins les uns par rapport aux autres et détecter ainsi certaines turbulences liées au
bruit. On est donc en mesure de donner comme pour la convolution binomiale une esti-
mation des tangentes ou des dérivées, mais avec une pondération locale tenant compte de
la géométrie. Nous espérons par cette approche unifier les théories des structures maillées
dans une version discrete et de retrouver celles déja existantes. La convolution binomiale
telle que celle utilisée en imagerie est insuffisante car elle ne tient par compte de la géo-
métrie. Cependant elle est convergente mutilgrille, et donc fournit un indicateur tres fiable.
On utilise un processus de diffusion purement discret et on retrouve ainsi une partie des
outils de géométrie algorithmique, pour les appliquer directement sur des objets discrets.
On aura une pondération locale plus fine que les binomiaux puisqu’elle tiendra compte de
la dissipation de la diffusion au travers d'un voisinage. Enfin, on utilisera ce processus sur
des courbes en niveau de gris et on retrouvera ainsi des méthodes classiques de réduction
de bruit sur la méme base théorique.

La these rapporte donc nos travaux effectués dans ce domaine. Elle se décompose
ainsi:

— Chapitre 2, on propose un rappel des notions classiques de géométrie discrete. On
cherche ainsi a fixer les différentes notations et les différentes notions qui nous ser-
virons par la suite.

— Chapitre 3, il s’agit d'un chapitre d’introduction de géométrie discrete sur |’estima-
tion des tangentes et de la courbure discrete. On étudiera en particulier, les deux
méthodes dont on s’est inspirées pour I'estimation des parametres géométriques.
Ce chapitre permet d’établir les connexions et les différences entre les approches,
et permet ainsi de comprendre ce qui nous a poussé a étudier celles basées sur les
processus de diffusion. L'idée est de proposer une méthode alternative qui prend en
compte les avantages et la pertinence de chacune d’elles et de les unir sous une base
théorique.

— Chapitre 4, on propose une introduction au processus markovien. Il permet d’établir
un processus de diffusion discret tel que le noyau de la chaleur. A 'aide d'un bref état
del’art sur les méthodes qui utilisent la diffusion de la chaleur, on mettra en évidence
les connexions entre ces différentes approches et comment les utiliser pour caracté-
riser la géométrie d'une surface. Ainsi nous étudierons les vecteurs propres de notre
opérateur Laplacien discret défini a partir de notre processus de diffusion, afin d’en
extraire comme c’est déja la cas pour des maillages, des informations géométriques
de la surface.



— Chapitre 5, nous proposons une estimation des tangentes et de la courbure basée
sur le processus de diffusion. Cette méthode est similaire a celle basé sur la convo-
lution binomiale et on montrera qu’elle est convergente multigrille. Par ailleurs on
montrera al’aide d’exemples, qu’elle permet d’obtenir une bonne approximation des
dérivées d’ordres supérieures.

— Enfin Chapitre 6, nous appliquerons ce processus de diffusion a I'imagerie. Comme
dit précédemment, la convolution binomiale est largement utilisée en imagerie pour
réduire I'intensité du bruit. Le noyau binomial permet d’effectuer une réduction du
bruit en tenant compte de la distance des points les uns par rapport aux autres. Qu’'en
est il de notre processus de diffusion sur des images en niveau de gris ? Nous retrou-
verons ainsi la méthode introduite par Perona et Malik qui utilise un noyau de la dif-
fusion de la chaleur et de limiter la diffusion au contact d’'un contour. Ainsi, contrai-
rement au noyau gaussien, ce type de masque préserve et renforce les contours tout
en réduisant de facon importante le bruit. On montrera a 'aide d’exemples que le
masque adaptatif que nous avons défini agit de la méme facon et permet une réduc-
tion importante du bruit tout en préservant les structures fines et les contours.






CHAPITRE

Introduction a la géométrie discrete

La théorie, c’est quand on sait
tout et que rien ne fonctionne. La
pratique, c’est quand tout
fonctionne et que personne ne
sait pourquoi.

ALBERT EINSTEIN

Préambule

Dans ce chapitre, on introduit les définitions basiques de géométrie discrete ainsi que
les principales notations qui serviront dans les chapitres suivant.
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8 CHAPITRE 2. INTRODUCTION A LA GEOMETRIE DISCRETE

2.1 Introduction

Dans de nombreux domaines tels que 'imagerie médicale, le traitement d'images, I'in-
fographie, les données traitées sont discrétes. On projette un objet continu sur un réseau
de capteurs et en sortie, on obtient une grille de points qui échantillonne 'objet réel. On
appelle une discrétisation, 'approximation de I'objet continu par une grille discrete. De
facon générale, les théorémes et les propriétés de géométrie euclidienne ne s’appliquent
pas a ces objets d’études. Il fallait donc redéfinir toutes les notions de géométrie classique.
Deux types de géométrie interviennent dans |’étude d’objets digitaux. La premiere consiste
aapprocher un objet discret par des courbes continues pour retrouver des outils connus de
géométrie euclidienne. Il s’agit tout en gérant les erreurs d’approximation, d'implémenter
des algorithmes de géométrie euclidienne au cas discret. Dans ce cas on parlera de géomé-
trie algorithmique. Pour éviter ces erreurs d’arrondis et d’approximations, une géométrie
arithmétique exacte basée uniquement sur des nombre entiers est née. Avec I’avenement
de I'informatique, la géométrie discreéte a pris son essor. Comment représenter un objet
continu sur un écran d’ordinateur ?

Lidée de la géométrie discrete est de redéfinir des notions que I’on retrouve en géomé-
trie euclidienne, en nombres entiers. On commence par définir les objets les plus simples,
des primitives tels que les droites, la distance entre deux points, les cercles, etc...D’autre
part, étre capable d’utiliser les propriétés sous-jacentes a ces définitions pour étudier les
objets discrets. Les droites discretes feront I'objet d'une attention particuliere dans ce cha-
pitre. Le premier probléme était la représentation d'une droite sur un écran d’ordinateur. I
s’agissait donc d’'un probléme purement mécanique, dont la résolution proposée par Bre-
senham en 1965 [Bre65] était purement algorithmique. Pourtant les bases mathématiques
de I’étude des droites discretes ont été étudier par Bernouilli au XVIleme siecle. Ensuite
il fallait proposer une méthode pour tracer une droite uniquement en nombres entiers et
par suite reconnaitre si un ensemble de point est un segment ou non.

Ce chapitre est une introduction a la géométrie discrete. On fera un bref parcours des
notions classiques, tels que les espaces discrets ainsi que les notions de voisinage et d’adja-
cence dans ces espaces. Nous étudierons des problemes sur les définitions arithmétiques
des droites dans un espace discret. Létude des différents critéres et de leurs caractérisa-
tions a donné lieu a un premier algorithme de reconnaissance de segments discrets. On
verra comment une définition arithmétique des segments discrets a permis la définition
des tangentes discretes. Les tangentes sont un des critéres géométriques sur lequel nous
concentrerons notre attention dans le chapitre suivant. Enfin, nous verrons les problemes
posés par ces définitions dans le cas de données avec du bruit. Les définitions de tangentes
discretes proposées dans ce chapitre, sont sensibles au bruit, et nous verrons une méthode
qui réduit cette sensibilité.
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2.2 Espace Discret

2.2.1 Distances discretes

Dans cette section nous introduisons le domaine qui fera I'objet de notre étude. Un
espace discret, que I'on notera par la suite X est un sous ensemble de Z™. On notera p;
un élément de X que I'on appellera voxel (volume élément). Les voxels de X peuvent étre
représentés de deux manieres différentes. Soit sous forme d’un point dans la grille Z™, soit
comme un élément de volume comme un carré en dimension 2 ou un cube en dimension
3. Ces deux représentations sont duales 'une de l'autre par le centre du volume. Dans la
suite on privilégiera la représentation volumique. Un voxel sera donc un volume avec zin
coins.

On peut définir la distance euclidienne sur un espace discret entre deux voxels. Soit
a= (X1)--°>Xn)) b= (y1>-°°>yn) er:

dZ(aab) =

On utilise tres peu la distance euclidienne sur les espaces discrets. Lidée de la géomé-
trie discrete est de fournir une géométrie exacte entiere ou rationnelle. Pour cette raison
on préfere utiliser des distances en nombres entiers telles que la distance de Manhattan :

n
di(a,b) = > Ix—yil
i=1
ou la distance de I'échiquier :

deo(a,b) = max(|x1 —yily...,Ixn —Ynl)

Il existe aussi d’autres définitions pour les distances telles que la distance de Chanfrein.
Il faut remarquer qu’en fonction de la métrique choisie sur un espace discret, les résultats
obtenus sont fort différents. Une bonne définition d’'une métrique sur un espace discret
est celle qui approche au mieux la distance euclidienne. La métrique permet également de
définir un voisinage autour d'un pixel. En fonction de la distance utilisée, le voisinage et
les déplacements élémentaires sur une grille discréte ne seront pas les mémes.

2.2.2 Notion de k-voisinage

Dans une surface discrete en deux dimensions, en utilisant la distance d; on aura le 4-
voisinage, en utilisant la distance d, on aura le 8-voisinage. La notion de 4 et 8-voisinage
est une notion ancienne qui représente le nombre de voisins dans le voisinage d'un pixel.
De facon plus topologique, le 4-voisinage représente les pixels qui ont une aréte commune
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(Figure 2.1(a)), et le 8-voisinage, les pixels qui ont un sommet en commun (Figure 2.1(b))
avec un méme pixel. Les sommets sont des objets de dimension 0, les arétes des objets
de dimension 1 et les pixels des objets de dimension 2. On parle alors plus simplement
de 0-voisinage, 1-voisinage et 2-voisinage. Cette notation s’exporte plus facilement a des
dimensions supérieures. Dans un espace discret de dimension trois, on ajoute simplement
le voisinage par face, le 2-voisinage. En ce qui concerne la premiere notation il faut calculer
le nombre de voisins dans le voisinage, ce qui donne du 6-voisinage pour les faces, du 18-
voisinage pour les arétes et du 26-voisinage pour les sommets.

(a) 1-connexité sur 72 (b) 0-connexité sur s

FIGURE 2.1 : Illustration de la 0 et 1 connexité sur Z2.

Pour un espace de dimension supérieure, la notation s’alourdit considérablement.
L'idée est d'utiliser la topologie d'un voxel (Figure 2.2(d)) et de simplement regarder la
dimension minimale de |'objet en commun avec son voisin. Dans la suite on ne parlera
que du voisinage topologique pour simplifier les écritures. Figure 2.2(c), Figure 2.2(b) et
Figure 2.2(a) un exemple en trois dimensions du voisinage topologique d’un voxel.

Définition 2.2.1 Chemin k-connexe
On appelle un chemin dans un espace discret Z une suite de voxels (xo, X1,..., Xn) € Z"1.
On dira que ce chemin est k-connexe si pour toutj € [1,n—1], Xj et sont k-voisins.

Définition 2.2.2 Ensemble k-connexe
On dira qu'un ensemble L est k-connexe si et seulement si pour tout (x,y) € Y2, il existe un
chemin k-connexe dans L reliantx ay.

Définition 2.2.3 k-courbe

On dira que X est une k-courbe, si L est un chemin k-connexe tel que chacun des pixels de L
a exactement deux k-voisins sauf éventuellement x¢ et xn. Si Xg = Xn on dira que X est une
k-courbe fermée.
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(a) 2-connexité sur 73 (b) 1-connexité sur 73

Pointel Surfel Voxg]
|

L

(c) 0-connexité sur 73 (d) Voisinage topologique d'un voxel

FIGURE 2.2 : Illustration de 1a 0, 1 et 2-connexité sur Z>

2.3 Discrétisation d’'un contour discret

Il existe plusieurs schémas de discrétisation classiques. Un schéma de discrétisation
est la représentation sur une grille de Z™ d’un signal continu. Un exemple classique est la
représentation d'une droite de pente ¢ sur Z%. On présente ici quatre méthodes classiques.
Soit h une variable que I'’on appelle le pas de discrétisation, il s’agit de la largeur de chaque
élément unitaire de la grille. Chaque méthode de discrétisation utilise une grille, dont la
résolution, c’est-a-dire la précision de la discrétisation, est donnée par la valeur h.

2.3.1 Laméthode OBQ (Object Boundary Quantization)

C’est une méthode qu’on appelle aussi méthode des parties entieres ([J.99; Rev91]). Le
signal continu intersecte la grille du maillage, coupant les arétes verticales et horizontales
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de la grille. On sélectionne alors les pixels de I'aréte qui sont situés au dessus de la courbe
(Figure 2.3(b)). On obtient une approximation du contour par I'extérieur de la courbe.

[
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(a) Image originale d’'un canard (b) Discrétisation suivant la méthode OBQ

FIGURE 2.3 : Exemple de discrétisation d'un canard suivant la méthode OBQ

2.3.2 Laméthode BBQ (Background Boundary Quantization)

Ala différence avec la méthode précédente, on ne gardera que les points entiers qui se
situent a 'intérieur de la courbe (Background ,[J.99; Rev91]). On aura donc une approxi-
mation du contour par l'intérieur de la courbe (Figure 2.4(b)).
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(a) Image originale d'un canard (b) Discrétisation suivant la méthode BBQ

FIGURE 2.4 : Exemple de discrétisation d'un canard suivant la méthode BBQ
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2.3.3 Laméthode GIQ (Great Intersect Quantization)

C’estlaméthode la plus utilisée en géométrie discrete pour obtenir un échantillonnage
d'un contour ([And00; LW00]). De la méme facon que la méthode OBQ, on regardera les
arétes intersectées par la courbe sur la grille. On gardera alors le point entier le plus proche
en terme de distance de la courbe (Figure 2.5(b)).
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(a) Image originale d'un canard (b) Discrétisation suivant la méthode GIQ

FIGURE 2.5 : Exemple de discrétisation d'un canard suivant la méthode GIQ

Dans la suite, on utilisera cette méthode de discrétisation. On étudie la convergence
multigrille des estimateurs géométriques, et 'on souhaite donc que la discrétisation de
'objet s’approche au mieux du contour continu quand le pas de la grille tend vers zéro.
Pour les courbes discretes ( utilisées Chapitre 5, elles sont obtenues a partir de ¥, une
courbe réelle définie sur un intervalle [a, b] de la fagon suivante :

LR, — z
il

avec h le pas de discrétisation de la courbe. Dans cette section d’introduction, on ne
s’est pas préoccupé de la dimension du pixel dans la phase de discrétisation. Dans la suite,
lavariable h prendra tout son sens, car elle est la mesure de la précision de la discrétisation.
Plus h sera proche de la valeur nulle, plus la discrétisation sera proche du signal continu. Le
retrouver quand h tend vers zéro, feral’objet d’'une étude plus approfondie dans le chapitre
suivant.

2.3.4 Laméthode de Supercouverture

Comme son nom l'indique, il s’agit d'un recouvrement maximal de la courbe discrete
([And00; LW00]). On prend tous les points de la grille traversés par la courbe. On obtient un
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recouvrement total du signal par des pixels (Figure 2.6(b)). Dans le cas de la méthode pré-
cédente, la courbe obtenue apres discrétisation n’est pas nécessairement k-connexe. Pour
des raisons pratiques, I'alternative de la supercouverture permet d’obtenir des courbes k-
connexe. Sous certaines conditions, on préférera donc cette méthode de discrétisation a la
méthode GIQ.
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(a) Image originale d’'un canard (b) Discrétisation suivant la méthode de super-

couverture

FIGURE 2.6 : Exemple de discrétisation d'un canard suivant la méthode de Supercouverture

2.4 Droites Discretes

Dans la section précédente, on a introduit diverses méthodes de discrétisation d'un
contour et d'une fonction. L'objectif : & partir d'un signal continu comment obtenir la
meilleure représentation possible sur une grille de cet objet ? C’est le cas quand on cherche
a représenter un objet continu sur un écran d’ordinateur. L'objet le plus simple que 1'on
peut représenter est une droite. Or le probleme de la caractérisation des droites dis-
cretes a longtemps été un sujet d’étude [Fre61; Ros74; HK83; Rev9l]. La question n’est pas
seulement de tracer sur un écran une droite, mais également justifier qu'un ensemble k-
connexe en est une. D’aprés les méthodes précédemment introduites, entre deux points
d’une grille, en fonction de la méthode de discrétisation et de la connexité utilisée, une
méme droite peut étre représentée de facon différente, ce qui est en contradiction avec la
géométrie euclidienne.

2.4.1 Code de Freeman

Le probleme d’approximation d'une droite par des points entiers apparait des le XVIII
siecle dans les travaux de J. Bernouilli. Ses travaux portaient sur la régularité des suites
d’entiers (lan + pJ)nez. Pour que cette suite soit un fragment de droite discrete, il faut
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trouver la bonne valeur de « tel que ([x(n+1)4p]—an—+p])nez soit une suite périodique.
Pour cela il faut que le « soit rationnel.

En 1961, Freeman [Fre61] propose une méthode pour coder les 0-courbes et les 1-
courbes dans le plans. La courbe s’écrit de facon réversible, comme une suite de déplace-
ments élémentaires sur la grille dans 4 directions pour la 1-connexité ou dans 8-directions
pour la 0-connexité (Figure ). On appelle le code de Freeman, un point Py de la courbe et
une suite d’entiers («;)iez ou «; est la direction du point P; 1 par rapport a P;. Le codage
de la courbe permet de révéler des régularités dans les directions successives empruntées
par la courbe. Dans le cas d'une droite, les directions doivent étre sensiblement identiques.
Freeman propose comme caractérisation des droites discretes les criteres suivants. Une k-
courbe est un segment discret si :

(i) Le codage ne contient que deux codes différents et ceux ci ne different que de 1

(ii) Un de ces deux codes est toujours isolé dans le codage

(iii) Ce code apparait dans le codage le plus uniformément possible

Cette caractérisation des droites discretes est insuffisante pour pouvoir écrire un algo-
rithme. Les conditions (1) et (ii) traduisent le fait qu'une droite a toujours la méme direc-
tions, mais il peut apparaitre de facon isolée des paliers pour rectifier la pente.

3 1
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(a) Codage d'une courbe par 0-connexité (b) Codage d'une courbe 0-connexe

FIGURE 2.7 : Figure de gauche, représentation du code de Freeman pour les courbes 0-
connexe, a droite exemple de codage.

2.4.2 Vers une caractérisation des droites discretes

En 1974, Rosenfeld [Ros74] propose une autre caractérisation des segments discrets.
Cette caractérisation s’appelle la propriété de la corde et elle est une condition nécessaire
et suffisante pour les droites discrétes.

Définition 2.4.1 Propriété de la corde [Ros74]
On dit quun ensemble discret L vérifie la propriété de la corde si ¥(P,Q) € Z2,VM €
[P,Ql,aN€e L, dow(M,N) < 1.
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La propriété de la corde apporte une précision sur la régularité proposée par Freeman
dans la condition (iii). Elle traduit le fait que si I’ensemble contenu dans [PQ] est un seg-
ment discret alors les points qui le composent ne peuvent pas étre trop éloignés de la droite
passant par P et Q.

Théoreme 2.4.2 Rosenfeld 1974 [Ros74]
Un ensemble fini de pixels k-connexe est un morceau de segment discret si et seulement si il
vérifie la propriété de la corde.

En 1984 S.H.Y Hung et T. Kasvand proposérent une autre caractérisation des segments
discrets. Leur idée était de voir un segment discret comme un ensemble régulier défini
ci-apres.

Définition 2.4.3 S.H.Y Hung et T. Kasvand 1983 [HK83]
Un ensemble L dans le premier octant est dit régulier si V(A,B,C,D) € %, |xao — x| =

Ixc — xpl=Ilya — ysl—lyc — ypll=1

Cette condition est suffisante pour caractériser un segment de droite. Cette condition
se traduit en combinatoire des mots par un codage équilibré de I'’ensemble [? ].

Théoréme 2.4.4 Un ensemble de pixels O-connexe est un segment de droite discrete si et
seulement si il est régulier.

Ces propriétés précisent si un ensemble de pixels est un segment de droite, mais la
méthode n’est pas constructive. En plus de la reconnaissance, on voudrait avoir les carac-
téristiques de la pente de la droite. De la méme facon, sachant qu'un ensemble discret est
un segment de droite, comment retrouver les caractéristiques de la droite a I’origine de ce
segment. Les caractérisations présentées ne permettent pas de faire une reconnaissance
incrémentale d'un ensemble de points ni de segmenter un contour.

2.4.3 Droites Arithmétiques de Reveilles

En 1991, Reveilles [Rev91] propose une définition arithmétique des droites discretes
contrairement aux travaux précédents. Cette définition permet d’établir une reconnais-
sance incrémentale d'un ensemble de points en tenant compte également de 1'épaisseur
du segment considéré.

Définition 2.4.5 Droites Aritmétiques de Reveilles [Rev91]
Soit V' = (vq, v2) €R?, soitpeR erw €R. La droite arithmétique D(V, 1, w) de vecteur
normal V' de décalage |1 et d’épaisseur w est le sous-ensemble de 7* défini par :

D(V,mw) = {xeZ%,0=<x|V >+p<w}

oiL< x|V > représente le produit scalaire dex par V.
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Soient a et b deux entiers. La droite de pente g arithmétique d’épaisseur w et de déca-
lage , se traduit par la double équation diophantienne :

O<sax+by+pu<w

Une droite discrete arithmétique est donc par définition I’ensemble des points entiers
compris entre deux droites réelles ax+by =0 et ax+by+p = w. Le nombre w représente
la distance entre les deux droites réelles. C’est donc I'épaisseur de la droite arithmétique.
En fonction des valeurs de w la droite peut-étre déconnecté ou k-connexe.

Théoreme 2.4.6 Reveilles 1991 [Rev91]

Soit D(V',u,w) une droite arithmétique, alors
- @(7), U, W) est connexe = w > I
- @(7, W, w) est 0-connexe = w = ||7>||Oo
- rD(V), W, w) est I-connexe = w = ||7||1

(a) Exemple de droite 0-connexe (b) Exemple de droite 1-connexe

FIGURE 2.8 : Exemples de droites 0-connexe et 1 connexe. Sur les deux figures, on a repré-
senté les droites supports qui délimitent les points entiers de la droite.

Les droites 0-connexes sont les droites les plus fines du plan a ne pas étre déconnectées
(Figure.2.8(a)). Plus la valeur du parametre w sera large, plus on capturera de points entre
les deux droites supports et on aura une droite de plus en plus épaisse (Figure 2.8(b)). Par
rapport aux définitions de Freeman, Hung et de Rosenfeld, il y a un nouveau parametre
qui est I'épaisseur de I'’ensemble de pixels. Un ensemble de pixels sera un morceau de seg-
ment discret si on peut trouver deux droites réelles paralleles espacées d'un facteur w, tel
que tous les points soient contenus entre ces deux droites. L'objectif est d’utiliser cette dé-
finition arithmétique des droites discretes pour étalonner la diffusion sur un ensemble.
On imagine aisément qu'un objet régulier doit permettre une diffusion tout aussi régu-
liere quelque soit le point de départ de la diffusion. De la méme facon, on s’attend a une
certaine régularité sur des droites discretes d’épaisseurs variables.

En 1995, Isabelle Debled-Renesson [DRR95] propose une version incrémentale de re-
connaissance de segments discrets. Elle sait non seulement reconnaitre s’il s’agit d'un seg-
ment de droite mais donne également les caractéristiques de celui-ci.
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2.5 Algorithme de reconnaissance incrémental

On présente dans cette partie un algorithme incrémental de reconnaissance de seg-
ments discrets présenté par Isabelle Debled-Renesson [DRR95]. 1l est a 'origine de plu-
sieurs méthodes d’estimation de parametres géométriques, et on se propose d’en étudier
les détails. Comme exemple, on I'appliquera a la décomposition de contours discrets en
morceaux de segments discrets. La segmentation de contours sera particulierement étu-
diée dans le chapitre suivant (voir Chapitre 3) pour I'estimation des tangentes. Enfin, on
verra que la reconnaissance de segments est une méthode relativement sensible au bruit.
Pour réduire la sensibilité au bruit, les récents travaux de Isabelle Debled-Renesson et
Thanh Phuong Nguyen [NDR07] tentent de faire une reconnaissance moins rigide, en au-
torisant certains points qui ne sont pas strictement sur le segment discret. Ces segments
sont appelés des segments flous a cause de leur parameétre supplémentaire de rigidité, et
permettent de définir des estimateurs de courbure plus résistants au bruit.

2.5.1 Droites et points d’appui

Dans cette partie appelons D un morceau de segment discret d'un ensemble X. La
question que I'on se pose est la suivante. Sachant que D est un segment de droite avec
les caractéristiques (7, i, w), soit M un point de X, sous quelles conditions D U M est un
morceau de segment discret ? Et quelles sont les nouveaux parametres ? Pour comprendre
laréponse a cette question, on se restreint a la reconnaissance de droite 0-connexe dans le
premier octant, c’est-a-dire 0 < a <b.

Les trois possibilités pour le nouvel ensemble D U M sont :

— M est un point de la droite, dans ce cas DuUM est un segment discret avec les mémes

caractéristiques 7, LL, .

- DuM est un nouveau segment de droite avec de nouvelles caractéristiques a calcu-

ler.

- DuM n’est pas un segment de droite.

Pour la suite, posons V= (a, b). Une droite discrete de Reveilles est donc I’ensemble
des points

D(a,b,u,w) = {erz,Osax —by—p<w}

ol1 ¢ représente la pente de la droite.

Définition 2.5.1 Droites et Points d’appuis, Isabelle Debled-Renesson 1995 [DRR95]

Les droites réelles ax — by = petax — by = p+ w—1 de la droite discrete naive
D(a,b,u,w) sont appelées droites d’appuis. Les points entiers de ces droites sont appelés
point d'appuis.
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FIGURE 2.9 : Droites et poins d’appuis de la droite 0-connexe D(3,8,0,—4)

Cette définition est une conséquence immeédiate de celle des droites arithmétiques de
Reveilles. Sur la Figure 2.9, on a représenté les droites et les points d’appui de la droite
D(3,8,—4). On définit la droite d’appui supérieure, la droite située au dessus de 'ensemble
et de la méme facon la droite d’appui inférieure qui se situe au dessous. De méme, on
définit les points d’appui supérieurs et inférieurs. Pour avoir un segment de droite, il faut
avoir au moins trois points d’appui. On définit un segment reconnu, un segment de droite
qui posséde au moins trois points d’appui.

2.5.2 Algorithme de reconnaissance

L'ajout de points pour la croissance d'un segment déja reconnu, nécessite une condi-
tion sur son appartenance ou pas a un segment discret. D’apres le premier critére de Free-
man, selon le code du contour discret, on détermine si le nouveau code peut étre le codage
d’une droite. Avec la propriété de la corde de Rosenfeld, on élimine un certain nombre de
points qui sont trop éloignés du segment discret. Partant d’'un segment déja reconnu, qui a
trois points d’appui, on peut faire tourner les droites d’appui autour du point d’appui pour
ajuster les caractéristiques de la droite. Notons Sy le point d’appui supérieur qui a la plus
petite abscisse et Iy le point d’appui inférieur ayant la plus petite abscisse.

Théoreme 2.5.2 Debled-Renesson 1995 [DRRI5]
Soit (M) = ax — by, le reste au point M(x,y) alors :
(i) sinsr(M)<u+balorsMeD(a,b,u)
(ii) sir(M)=un—1 alors D UM est un segment de droite dont les caractéristiques sont
données par le vecteur SyM.
(iii) siv(M)=u+b alors D uM est un segment de droite dont les caractéristiques sont
données par le vecteur oM.
(iv) T (M) <u—1our(M) > u+b alors D uM nest pas un segment de droite discrete.
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Les propriétés (ii) et (iii) traduisent le fait que le point M ne doit pas étre trop éloigné
des droites d’appui du segment déja reconnu. Dans ce cas, le point M ajouté devient un
point d’appui a son tour car il sera respectivement un point entier de la droite r(M) = p—1
our(M) = n—+Db. Les caractéristiques de la nouvelle droite peuvent alors étre mises a jour
rapidement avec le vecteur SoM ou [(M.

2.5.3 Applications a la segmentation de contour

L utilisation de cet algorithme de reconnaissance, permet la segmentation de contours
discrets d'une courbe k-connexe. D’aprés la condition (iv) du Théoréeme 2.5.2, on sait
quand un ensemble de pixels n’est plus un segment de droite. La seule difficulté est le
choix d'un point de départ pour le parcours de la courbe discrete. On ajoute les points au
fur et a mesure jusqu’a ce qu'un pixel vérifie la condition (iv). Deés lors, le segment reconnu
s’arréte, et on démarre un nouveau segment discret a partir du point d’échec.

ISSF ;
: o

53 | |
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FIGURE 2.10 : Segmentation d'un contour discret

On obtient une segmentation complete du contours discret qui dépend du premier
point choisi et du sens de parcours (Figure 2.10). Dans les travaux proposés [LVdV07], une
version étendue de la segmentation est utilisée pour avoir une meilleure couverture d'un
contour discret. Soit C;; 'ensemble de pixels consécutifs d’'une courbe X compris entre
I'indice i et I'indice j, i < j. Notons le prédicat «Cy j est une segment discret reconnu» par
S(i,j), c’est-a-dire que tous les points de C;; sont contenus dans un segment discret de
caractéristique (a,b, ).
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2.5.4 Vers une définition des tangentes discretes

On présente une segmentation du contour maximale. Dans la premiere version de 'al-
gorithme d’Isabelle Debled-Renesson [DRR95], a partir du moment ou un segment discret
ne peux plus croitre, on démarre un nouveau segment a partir du point d’échec. Jacques-
Olivier Lachaud, Anne Vialard et Francois de Vielleville proposent pour chaque point de
I’ensemble, de calculer les segments maximaux qui le contient, c’est-a-dire qui ne peut-
etre étendu d’aucunes extrémités du segment. Le premier point d’'indice j, tel que cette
condition est vérifiée, est appelée F(). De la méme facon on peut définir le premier point
d’indice i tel que (S(i,j) et =S(i—1,j)) noté B().

Définition 2.5.3 Jacques-Olivier Lachaud, Anne Vialard, Frangois de Vielleville [LVdV07]
Un ensemble de pixels Cy ; est appelé un segment maximal (MS) si est seulement si on a les

caractérisations équivalentes suivantes :
- S(i a]) t_‘S(i—1,j) et_‘S(i,j +1)

- B(j) =ietF(i) =
- 3k, i=B ()eJ F(B(k))
- 3k, i=B(F(k')) etj =F(k')

Les tangentes discrétes en un point se déduisent d'un recouvrement d’'un pixel de la
courbe par des segments maximaux. D’apres la définition, on sait qu’en chaque point le
recouvrement sera non vide. Toute la difficulté réside dans le choix du bon candidat pour
la tangente, soit le plus long segment contenant le point d’intérét, soit celui le plus centré,
donnant a chaque fois des résultats différents.

Dans leurs travaux [LV03], Jacques-Olivier Lachaud et Anne Vialard proposent de défi-
nir une tangente discrete en un point Cy d’'une courbe comme le segment discret Cy_¢ ¢
avec S(k—{,k+{) et =S(k—{—1,k+ £+ 1), appelée tangente symétrique.

Une autre définition proposée par Fabien Feschet et Laure Tougne [FT99] considere le
segment maximal avec le plus grand indice qui contient la tangente symétrique en Cy.

Les tangentes étendues en Cy sont définies comme les segments qui contiennent la
tangente symétrique Cy_g k¢, et qui peuvent étre étendus dans les deux cas suivants :

(i) SiS(k—{,k+€)A—=S(k—¥{,k+£€+1) alors on étend en avant le segment maximal

Crt,F(k—0)

(i) SiS(k—€,k+{€+1)A=S(k—L€—1,k+{+1) alors on étend en arriére le segment

maximal Cg i) k¢

En 2007 Jacques-Olivier Lachaud, Anne Vialard et Francois de Vieilleville proposent
une autre définition des tangentes discretes appelée A —MST et montrent que cette mé-
thode est multigrille convergente. On étudiera plus précisément cette méthode dans le
chapitre suivant. En 2011, Laurent Provot et Yan Gérard proposent une estimation des tan-
gentes discretes d’ordre multiple, dont ils prouvent la convergence multigrille. Cette mé-
thode peut-étre vue comme une généralisation des couvertures par segments maximaux.
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Toutes ces méthodes sont basées sur la capacité d’établir un recouvrement d'un
contour discret. En pratique, les contours discrets sont bruités, c’est-a-dire, qu'un cer-
tain nombre de pixels viennent parasiter le contour. L'inconvénient d'un algorithme de
reconnaissance point par point, c’est qu'’il est relativement sensible a ce type de parasite.
Dans le cas du recouvrement par des segments maximaux, en fonction de l'intensité du
bruit, la longueur des segments sera beaucoup plus courte que celle attendue, faussant
par la méme occasion I'efficacité des estimateurs. L'algorithme des segments flous, pro-
posé par Isabelle Debled-Renesson et Thanh Phuong Nguyen [NDRO07], permet justement
de réduire la sensibilité au bruit (voir Section 2.5.5). A noter toutefois que la sensibilité des
algorithmes a fait I'objet d'une étude particuliere de Jacques-Oliver Lachaud et Bertrand
Kerautret [KLO09] et utilise la longueur des segments maximaux détectés pour estimer la
quantité de bruit dans un contour. Ainsi ils exploitent le principal défaut de la reconnais-
sance incrémentale pour établir un algorithme de détection de bruit sur les contours.

2.5.5 Cas des contours avec du bruit : reconnaissance de segments flous

Pour comprendre la difficulté de 'adaptation des méthodes d’estimations des tan-
gentes discretes pour des contours avec du bruit, on présente les travaux d’'Isabelle Debled-
Renesson et Thanh Phuong Nguyen [NDRO07]. Le principe de cet algorithme est d’avoir une
reconnaissance de segments moins rigides que la version proposée dans la section précé-
dente. Le probleme dans le cas de données avec du bruit, c’est que la croissance des seg-
ments est perturbée par le bruit ajouté, et par la méme occasion, les segments sont plus
courts que ceux attendus, donc moins précis. Les conditions d’arrét proposés par le Théo-
reme 2.5.2 sont trop contraignantes pour autoriser une croissance malgré le bruit.

Définition 2.5.4 Isabelle Debled-Renesson, Thanh Phuong Nguyen [NDRO7]

Un ensemble de pixels Sy, est un segment flou de taillev si m <V

Le parametre v controle la rigidité du segment discret. Plus la valeur de v est relachée,
plus les conditions pour un point d’appartenir au segment flou sont importantes. Dans
ce cas, on redéfinit des segments maximaux de la méme facon que précédemment, afin
d’obtenir une couverture tangentielle qui sera plus robuste aux parasites. Néanmoins, il
reste le probleme pour un utilisateur de choisir la bonne valeur de v. Cette valeur dépend
trés fortement du type, de la quantité et surtout de la localisation du bruit sur un contour.
On pourrait imaginer, au préalable, une détection du bruit dans le contour pour diminuer
la rigidité aux abords de cet endroit.

2.6 Conclusion

Dans cette partie, on a présenté les notations et les définitions de géométrie discrete
que 'on utilisera par la suite. On a également introduit une premiere méthode de calcul
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des tangentes discretes d'un contour, basé sur la reconnaissance de segments discrets.
Néanmoins que ce passe t-il dans le cas ou le contour a du bruit? Les méthodes basées
sur la couverture par des segments maximaux d’'un contour sont relativement sensibles
au bruit et les estimations sont donc fortement dépendantes du taux et du type de bruit
dans le contour. Un facon de contourner le probleme, est d’avoir une tolérance sur la re-
connaissance de segments pour que la couverture soit moins sensible. Et bien qu’en pra-
tique cela donne de tres bons résultats, cette approche dépend d'un parametre qui doit
tenir compte du bruit pour étre efficace. La difficulté réside dans le choix de ce parametre.
D’autre part, comment valider I'efficacité de ces estimateurs géométriques ? Dans le début
de ce chapitre, on a présenté les différentes méthodes de discrétisation de contour dis-
cret. Elles prennent en parametre h, la largeur de la grille de discrétisation. La question
qui se pose est celle de I'efficacité d’estimation quand le pas de la grille tend vers zéro.
On aimerait retrouver les parametres du contour réel sous-jacent a cette discrétisation. On
appelle cette validation la convergence multigrille. Dans le chapitre suivant, on reviendra
sur une méthode d’estimation des tangentes discrétes appelées A—MST qui est prouvée
comme étant multigrille convergente. Mais comme déja présenté dans ce chapitre, cette
méthode est sensible au bruit. Nos travaux ont été cependant orientés vers une autre ap-
proche, prouvée multigrille convergente et qui résiste au bruit (voir Chapitre 3).
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3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions I'historique des méthodes d’estimations des para-
metres géométriques de courbes discretes. Un certain nombre de travaux sont basés sur
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les algorithmes de reconnaissance de segments discrets présentés dans le chapitre pré-
cédent. La transformation d'un objet continu en un objet discret provoque un certain
nombre d’erreurs. Une mesure de la pertinence d'un estimateur géométrique est ’étude
de I'évolution de I'estimation en fonction de la qualité de la discrétisation. Lors du pas-
sage du discret vers le continu, une mesure de la précision de la discrétisation est fournie
par I'échelle de la grille sur laquelle on plaque I'objet : le pas de discrétisation h. La ré-
duction du parametre h entraine une amélioration de la discrétisation jusqu’a la limite
ou h — 0 ou I'on retrouve 'objet continu. Qu’en est-il de I'estimation des tangentes? de
la courbure ? On dira qu'un estimateur est convergent multigrille si I'estimation des pa-
rametres géométriques converge vers les parameétres réels sous-jacent a I'objet discrétisé
quand h — 0. En 2007, Jacques-Olivier Lachaud Francois de Vieilleville et Anne Vialard
[LVdVO07] proposent une méthode appelée A-MST basé sur la reconnaissance de segment
discret et démontrent que pour des contours convexes, la méthode est multigrille conver-
gente. Cependant, la méthode de reconnaissance des segments discrets est sensible au
bruit, ce qui a amené d’autres travaux sur I’estimation de la courbure discréte et des tan-
gentes par segments flous, dont il n’existe pas de preuve actuelle sur la convergence mul-
tigrille [NDRO7; MSK95]. En revanche, en 2008, Florent Brunet, Sébastien Fourey et Remy
Malgouyres [FM08] proposent une méthode résistante au bruit, déja largement utilisée en
imagerie [Wei96], et 'adaptent a I'estimation des tangentes discretes. Une méthode d’es-
timation des tangentes discretes avait été déja proposés en 1993 par Woring et Smeulders
[WS93] pour étudier la courbure de fonctions discretes. Ils démontrent que I'estimation
utilisant des noyaux gaussiens est multigrille convergente pour les courbes €', et Alex Es-
belin et Remy Malgouyres [EM09] apportent la preuve de la convergence multigrille pour
les courbes € en 2009. En 2011, Yan Gerard et Laurent Provot [PG11] proposent une mé-
thode d’estimation des dérivées comme une généralisation des méthodes par segmen-
tation, résistante au bruit, et montrent qu’elle est aussi convergente multigrille avec une
borne d’erreur comprise entre les deux méthodes précédentes. Théoriquement, la mé-
thode par convolution binomiale est donc convergente avec une borne d’erreur inférieure
aux deux autres méthodes. C’est cette raison qui a motivé nos recherches sur 'estimation
des tangentes discretes par convolution.

Le chapitre se présente comme suit :

— Dans une premiére partie, nous étudierons une application des algorithmes de re-
connaissances de segments discrets vue au chapitre précédent, al’estimation de tan-
gentes discretes. Nous introduirons un historique des estimateurs de tangentes, et
nous nous dirigerons vers la méthode proposée par Jacques-Olivier Lachaud Fran-
cois de Vieilleville et Anne Vialard , prouvées convergentes multigrilles.

— Enfin nous étudierons les méthodes d’estimations des tangentes discretes par fil-
trage. En imagerie, le filtrage des données en utilisant des noyaux de convolution est
largement étudié comme nous le verrons par la suite. Dans cette partie, on étudiera
les méthodes basées sur le filtrage, beaucoup plus résistantes au bruit. Nous pro-
poserons en particulier la méthode par convolution binomiale proposé par Florent
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Brunet, Sébastien Fourey et Remy Malgouyres prouvées multigrille convergente. En-
fin, nous finirons par une méthode récente proposé par Yi Ann, Shao et Wang Li
[ASWL11] sur I'estimation des dérivées par la minimisation des moindres carrées,
qui rejoint la méthode sur les convolution binomiales.

3.2 Estimations des tangentes par segmentations

3.2.1 Algorithme de Vialard

L'une des premieres méthodes d’estimation des tangentes d'un contour discret se base
sur la notion intuitive de tangente. Sur un contour discret a un point P donné, on s’attend
a ce que la tangente soit la droite la plus longue passant au point P. L'idée de I’algorithme
de Vialard est donc d’utiliser I’algorithme de reconnaissance de segments maximaux pré-
sentés au Chapitre 2, P de facon symétrique de part et d’autre du point P.

I

FIGURE 3.1 : Tangentes discretes d'un contour au point P et Q

Définition 3.2.1 Tangente Discrete, Vialard 1996, [Via96]

Soit C une courbe discréete donnée par la suite de ses points C ={co,c1,...,Cn}. La tangente
au point P = c; est le segment {Ci_xy...,Ci,...,Citx} tel que{Ci_x_1,...,Ciy...,Citkr1} HeSt
pas un segment.

L'algorithme de Vialard consiste a ajouter de fagcon symétrique des points autour de
P tant que I'’ensemble final est toujours un segment discret. Remarquons cependant (Fi-
gure 3.1) que 'on peut obtenir une meilleure approximation de la tangente en continuant
'’extention du segment discret que d'un coté. En effet, du coté du point P, Figure 3.1, la pro-
pagation du segment vers la droite est stoppée par un changement brusque de la courbure.
Du coté gauche, cette progression peut continuer et c’est pourquoi la définition effective
utilisée dans I'algorithme de Vialard est Iégerement différente de celle proposée.
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Définition 3.2.2 Tangente Discrete, Vialard 1996, [Via96]

Soit C une courbe discrete donnée par la suite de ces points C ={cg,C1,...,Cn}. La tangente
au point P = c; est le segment{Ci_x,...,Ciy-.-,Citkip) el que{ci_y_1,...,Ciy. s Citkip+1}
n'est pas un segment.

De cette facon, la tangente calculée n’est pas centrée au point P comme dans la Dé-
finition 3.2.1, mais elle continue sa progression méme s’il y a un obstacle d'un des deux
cotés. La tangente ainsi calculée est plus longue qu’avec la premieére définition, et donc
plus précise. Pour ces raisons, cette définition sera réutilisée par Fabien Feschet et Laure
Tougne pour calculer les tangentes d'un ensemble discret. Remarquons que contrairement
a la premiere définition, celle de la tangente est indépendante de |'orientation choisie de
la courbe.

3.2.2 Algorithme de Fabien Feschet et Laure Tougne

Le calcul des tangentes par la méthode de Vialard dépend de la longueur de chaque
tangente calculée. Dans ce cas, on calcule pour chaque point d'un méme segment, une
tangente de longueur n, d’ot1 une complexité quadratique pour le calcul de la couverture
tangentielle. L'algorithme de Fabien Feschet et Laure Tougne est une version linéaire de la
méthode proposée par Vialard, en détectant les points qui ont une tangente constante tels
que les segments discrets. Ainsi, plutot que de recalculer pour chaque point une tangente
sur une partie linéaire, on aura immédiatement I'’ensemble de tous les points de méme
tangente. Pour cela, considérons I’ensemble des points appartenant a la méme tangente
partant d'un point P. Notons R le premier point rejeté par I'algorithme de reconnaissance
vers la droite (Figure 3.2(a)). Sachant que I’ensemble [P, R], n’est pas un segment, il existe
un point L compris strictement entre P et R tel que [R, L[ soit un segment (Figure 3.2(b)).
Notons M le point défini par :

AL M)= [d(L,R)"

2

Le point M est le «milieu» du segment ]I, R] (Figure 3.2(c)). Le point M correspond au
premier point de changement de caractéristiques de la pente de la tangente. Les points les
plus proches de P sont les points dont les caractéristiques de la tangente sont constantes,
en revanche pour les points les plus proches de R, les caractéristiques seront différentes.
De cette facon, les points compris entre P et M seront de caractéristiques constantes. De
sorte que, il est inutile de reconsidérer la tangente des points compris au sens strict entre
P et M et on peut recommencer la recherche de tangente a partir du point M.
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R R M R
L L
P P P

(a) Premiere étape : utilisation
de 'algorithme de Vialard pour
détecter la tangente au point P
(bleu ciel). On trouve le point
R premier point rejeté par 1'al-
gorithme de reconnaissance de

(b) Deuxieme étape : recon-
naissance arriere du plus long
segment contenant R (bleu
foncé). On trouve le point
L premier point rejeté par
I'algorithme.

(c) On calcule le point M, le
millieu de I'ensemble ], R]. On
trouve ainsi (rouge) tous les
points dont la tangente est de
caractéristiques constantes

segment.

FIGURE 3.2 : Exemple de calcul de I'algorithme de Feschet et Tougne [FT99]. Dans un pre-
mier temps on utilise 'algorithme de Vialard pour déterminer la tangente au point P. En-
suite, a I'aide des points R et L, on détermine le point M qui correspond au premier point
dont les caractéristiques de la tangente n’est pas la méme. De cette facon, plutot que de
calculer en tout point de la courbe les tangentes, on passe directement au point M pour
le calcul de la tangente suivante. Dans leur papier, cette astuce permet de passer la com-
plexité de quadratique sur des segments discrets a une complexité linéaire.

3.2.3 Estimations des tangentes : méthodes A\-MST

Dans la premiére version de l’algorithme de Vialard [Via96], I'idée était de trouver la
droite discrete dont la définition intuitive se rapprochait le plus de la définition d'une tan-
gente. La définition proposée était donc le plus long segment centré en un point P. Pour
améliorer I'estimation, Laure Tougne et Fabien Feschet ont proposé d’agrandir au maxi-
mum la longueur de la tangente et de ne plus regarder seulement la droite centrée au
point P. Cette droite peut donc étre excentrée par rapport au point traité, cependant le
segment étant plus long, ils montrent dans leur papier [FT99] que cette approche donne
de meilleurs résultats. Une autre approche proposée par Jacques-Olivier Lachaud, Anne
Vialard et Francois de Vieilleville, consiste a utiliser la couverture par des segments maxi-
maux de la courbe. Un méme point peut appartenir a des segments maximaux de pentes
différentes, et dans leur article [LVdV07], ils proposent d'utiliser plusieurs segments conte-
nants le point P pour donner une meilleure approximation de la tangente. Cette méthode
est appelée A-MST, et ils montrent que la méthode est convergente pour des contours deux
fois différentiables.

Théoreme 3.2.3 Jacques-Olivier Lachaud, Anne Vialard et Frangois de Vieilleville, [LVdV07]
Lestimateur N-MST est convergent en multigrille vers la direction tangentielle d’'un contour
convexe deux fois différentiables et de courbure continue. Une borne supérieure du taux de

convergence est de O (h% ) quand le pas de la grille h tends vers zéro.
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Dans un premier temps, définissons ’ensemble des segments maximaux contenant un
point P de la courbe. Cet ensemble est nécessairement non vide : chaque point de la courbe
appartient au moins a deux segments maximaux, le segment avant et arriere. Les directions
de chaque segment maximal contenant le point P sont notées 0;. En fonction de chaque
segment maximal, le point P peut se retrouver proche du centre ou au contraire proche des
extrémités. Pour mesurer la position du point P sur chaque segment maximal, définissons
ei(P) I'excentricité du point P sur le segment d’indice i. On note C; ; I'ensemble des points
ordonnés du point d’'indice i au point d’'indice j, I'ensemble des segments maximaux M; =
Cm,,n; contenant un point Cy de la courbe est noté P(k) ={Mj, k € M;}. Lexcentricité est
donc définit comme la position relative du point Cy par rapport aux extrémités du segment
maximal M, :

(k) = el siMy e P(k)
0 sinon

avec Li = [|Cpn; — Gyl

L'excentricité permet de pondérer la direction des segments maximaux en fonction de
la distance du point Cy avec le centre du segment. D’apres la définition, un point sera
considéré comme au centre du segment maximal, si le point Cy est équidistant avec les
extrémités du segment. On aura donc une excentricité de % Cela permet d’avoir un juste
milieu entre les définitions de Anne Vialard, avec la tangente centrée au point Cy et la dé-
finition de Laure Tougne et Fabien Feschet, avec la tangente la plus longue possible autour
du point Cy. On considére la combinaison linéaire de chacune des directions tangentielles
en fonction de I'excentricité du point par rapport aux extrémités. On a donc une caractéri-
sation des directions en fonction de la couverture par des segments maximaux.

Définition 3.2.4 Jacques-Olivier Lachaud, Anne Vialard et Frangois de Vieilleville, [LVdV07]
La direction A du segment maximal, en un point Cy d’'un contour discret est défini comme
la combinaison pondérée des directions de l'ensemble des segments maximaux contenant le

point Cy :
2 i Mei(k))0;
2 iepx) Alei(k))

O =

La définition de la tangente permet également de réutiliser les A-directions pour don-
ner une estimation de la courbure. Cette approche ressemble beaucoup a celle proposée
par Jiri Matas, Z. Shao et Josef Kittler [MSK95] sur la moyenne pondérée des directions suc-
cessives des tangentes que 'on developpera dans la section suivante. A la différence des
segments maximaux, aucune preuve de la convergence multigrille n’a été donnée, mais
leur algorithme résiste au bruit par définition de la méthode. Cependant les deux idées
sont semblables. Plutdt que de regarder un seul segment de couverture (ou une seule di-
rection dans le cas de [MSK95]), on regarde une moyenne de ces directions. De cette facon,
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on peut filtrer et élargir la taille du voisinage autour d’'un point et améliorer la précision de
I'estimation. L'estimation de la courbure peut se déduire de I'estimation des tangentes.
Dans le cas des segments maximaux, 'approche généralement retenue est 1'utilisation
d’'un noyau de convolution Gaussien appliqué a chaque direction [WS93]. Une autre ap-
proche a été développée par Tristan Roussillon, Isabelle Sivignon et Laure Tougne dans le
cadre de I'estimation de la courbure. Plutét que de décomposer le contour en une suite
de segments maximaux, ce qui est le plus intuitif pour I'estimation des tangentes, ils dé-
composent le contour en morceaux de cercle. De cette facon, on est en mesure de donner
directement une estimation de la courbure en chaque point.

3.2.4 Algorithme de décomposition en arc de cercles

Une premiere approche avait été donnée par David CoeurJolly en 2001 [CMTO01] pour
calculer directement la courbure d'un contour discret. Il utilise une définition géométrique
de la courbure basée sur la connaissance du cercle osculateur pour estimer la courbure en
tout point (cf Chapitre 5). En 2009, Tristan Roussillon, Isabelle Sivignon et Laure Tougne
[RST10] proposent une mesure de la circularité d'un contour discret. Une approche nou-
velle a été proposé par Jacques-Olivier Lachaud et Tristan Roussillon en 2011 [RL11] qui est
une généralisation de la décomposition en segments maximaux : on recherche I’ensemble
des arcs de cercles maximaux qui recouvrent le contour discret.

Notons B et B les points intérieurs et extérieurs d’'un contour discret (Figure 3.3).

FIGURE 3.3 : Séparation des points intérieurs B et extérieurs B d’'un contour discret

Définition 3.2.5 Tristan Roussillon [RST10]
Soit B et B les points intérieurs et extérieurs d'un contour discret. Un contour discret C est un

arc de cercle si et seulement si il existe un disque euclidien D(w,T) qui contient B mais pas
B.

Le probléme consiste a déterminer I'ensemble des cercles séparant comme c’est le cas
Figure 3.4. Un version incrémentale de I'algorithme de décomposition d’'un contour en
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arcs de cercle a été proposé par Tristan Roussillon [RST10]. Les travaux de 2011 [RL11] sont
une extension de la décomposition d'un contour en arcs discrets maximaux. C’est-a-dire
que 'on recherche le cercle séparant maximal sur une partie d'un contour discret.

Définition 3.2.6 Tristan Roussillon et Jacques-Olivier Lachaud [RL11]
Soit (A{)ie1,n une suite d'arcs de cercle discrets maximaux sur C. Soit (V;)ie1 n une partition
de C tel que V; est l'ensemble des sommets de la grille les plus proche de m(A;) que m(A;)

avecj € 1.n etj # 1. Pour un pas de grille donnée h, l'estimateur de courbure Kpmpca est
défini comme :

Viel.n,VeeVi,Vpe e,E},\LADCA =k"(AY)

avec k" la courbure du cercle séparant A;.

©)
o+ O
] [ ] ©)
©) [ ] ©)

FIGURE 3.4 : Arc de cercle

Une discussion sur la convergence multigrille de cette approche est proposée dans leur
article. La méthode propose une alternative rapide, incrémentale et qui donne une esti-
mation de la courbure tres performante du contour. La comparaison avec la convolution
binomiale proposée en fait une des méthodes les plus performantes sur des contours sans
bruit. Dans le cadre de contour bruité, la remarque a été déja été faite sur la sensibilité de
cet algorithme. Cependant, cette sensibilité a donné lieu a un détecteur de bruit tres effi-
cace [KL09]. Au méme titre que les segments maximausx, I’algorithme de détection des arcs
de cercles maximaux, a donné lieu a une discussion sur la convergence multigrille et sous
réserve de contrainte, ils montrent dans certain cas la convergence uniforme.

Théoreme 3.2.7 Tristan Roussillon et Jacques-Olivier Lachaud [RL11]

Soit X une famille de compacts convexes de R* de courbure continue, strictement positive
bornée. Si la longueur des cercles discrets maximaux le long d’'une discrétisation gaussienne
Dn(X), X € X a une borne inférieure en O(h®) et une borne supérieure en O(h?) avec 0 <
b<ax % alors 'estimateur de courbure Kmpca est uniformément mulitigrille convergent.
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3.2.5 Conclusion

Dans cette premiere partie, nous avons introduit des méthodes d’estimation de la cour-
bure et des tangentes basées sur la décomposition d'un contour en primitives discretes,
les segments et les cercles. Elles sont rapides, incrémentales et donnent en pratique les
meilleurs résultats. Cependant elles sont sensibles au bruit et c’est 'une des raisons qui a
conduit a étudier d’autres alternatives pour des contours avec du bruit. Le probleme de
séparabilité d’'un contour pour détecter des cercles maximaux sera nécessairement beau-
coup plus difficile si I'on doit tenir compte d'un certain degré de bruit dans le contour.
Néanmoins, il existe des algorithmes qui utilisent cette sensibilité pour détecter des zones
de bruit. C’est donc a la fois un probléme et un avantage pour avoir un détecteur de bruit
automatique dans un contour. Dans la section suivante on propose donc une alternative
dans le cas de contour avec du bruit.

3.3 Estimations par convolutions

3.3.1 Algorithme de M. Worring and A. W. Smeulders

Introduit en 1993 par M. Worring et A. W. Smeulders [WS93], I'algorithme permet de
donner une approximation de la courbure d'une courbe discrete, dont celles introduite
Section 3.2. L'intérét, c’est sa résistance au bruit. Elle utilise un filtre gaussien sur les orien-
tations des tangentes pour limiter I'impact du bruit pour les points les plus éloignés de
celui traité.

Définition 3.3.1 Filtre gaussien tronqué
On appelle le filtre gaussien tronqué d’écart type o l'ensemble :
;2
e20?)
oV2m i=—30.30

Le filtre gaussien tronqué est celui traditionnellement utilisé en analyse d’images. Du
centre du masque on ne conserve que les valeurs dans l'intervalle [—30,30] qui corres-
pondent aux valeurs significatives de la distribution.

Dans les versions précédentes basées sur la segmentation, la décomposition du
contour en segments permet d’avoir la direction tangentielle, notée 0 sur le contour. La
courbure sera estimée en appliquant un filtre moyenneur de type gaussien sur I’ensemble
des directions tangentielles et on obtient une estimation de la courbure .

90(1) :(

Définition 3.3.2 Estimation de la courbure M. Worring et A. W. Smeulders [WS93]
Soit C une courbe discrete et P € C. Soit O(P) l'angle de la tangente au point P avec l'axe des
abscisses, la courbure au point P notée k(P) est donnée par :

(6% G5)(P)

“(P)=""77707
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Cette premiere approche permet de définir un estimateur de la courbure tout en tenant
compte d'un certain degré de bruit dans les données initiales. Une autre approche basée
sur le filtre médian a été proposée en 1995 [MSK95] pour estimer les directions tangen-
tielles de contour discret.

3.3.2 Estimation des tangentes filtrages médians

En 1995, ]J. Mattas, Z. Shao et J. Kittler [MSK95] proposent une méthode d’estimation
des tangentes et de la courbure sur une courbe avec du bruit. Lidée est similaire a celle pro-
posée par Worst et Smeulders en utilisant au préalable un masque de filtrage au voisinage
d’un point pour limiter les effets du bruit dans I'’estimation des parametres. En réutilisant
les notations de leur article, notons C = (p;)ie1..N une courbe discréte. Pour chaque point
pi on définit la suite des 2M différences avec les points du voisinage d; i :

o Pi+j —Pi SijE]..M
L) Pi—Pitj Sij e—M..—1
Il s’agit de la méthode des différences finies en chaque point du voisinage. On note 0;
I'angle polaire du j-éme vecteur d; ;. La direction de la tangente est donnée par la valeur
médiane de la suite des angles triées par ordre croissant.

Om + Om+1
2
La méthode est résistante au bruit puisque par définition, on applique un masque mé-
dian de filtrage sur 'ensemble des directions des vecteurs au voisinage du point considéré.
Par ailleurs, (Figure 3.5) on remarque que la tangente ainsi obtenue va dépendre de la taille
du voisinage de la méme facon que la méthode précédente. La largeur du voisinage étant
fixée par le nombre de vecteurs M choisis dans la méthode de différentiation.

d"LTt =

L~ ‘ - ‘
Cr |- L
(a) Filtrage médian par vecteurs (b) Tri des vecteurs par angle (c) Directions de la tangente
de differences polaire croissant donnée par I’angle médian

FIGURE 3.5 : Illustration de I'algorithme de J. Mattas, Z. Shao et J. Kittler [MSK95]

dirg



3.3. ESTIMATIONS PAR CONVOLUTIONS 35

3.3.3 Estimation des dérivées d’ordre n par convolution binomiale

Proposée par Florent Brunet, REmy Malgouyres et Sébastien Fourey en 2008 [MBF08],
la méthode d’estimation de la dérivée par convolution binomiale reprend I'idée proposée
par Worst et Smeulders, sur 'utilisation d’'un noyau gaussien tronqué, pour donner une
estimation des tangentes et de la courbure. Cette méthode est déja communément utilisée
dans la communauté de I'imagerie pour réduire 'intensité du bruit dans une image. Ils
utilisent une méthode d’estimation des dérivées d'une fonction réelle par les différences
finies et un noyau gaussien pour se prémunir du bruit qui peut apparaitre sous les effets
de la discrétisation, et pour étendre la méthode des différences finies a un voisinage plus
large que celui initialement prévu dans la méthode.

Définition 3.3.3 Produit de convolution discret
SoientF:7Z — Z et K: Z — Z deux fonctions discretes. On appelle le produit de convolu-
tiondeF par K noté F x K la fonction :

FxK:Z — Z 3.1)
a — > Fla—iK(i) (3.2)
ez

Le produit de convolution est simplement vu comme une moyenne pondérée en utili-
sant une fonction de poids en chaque point d'un voisinage. Dans leur article, la fonction
de poids est un noyau gaussien tronqué.

Définition 3.3.4 Estimation des dérivées d'une fonction
Soit ¢ une fonction discrete. Une estimation de la dérivée premiere de la fonction @ au point
x est donnée par :

Bomrrolx) = 0 3 (2™
am—1* @ o 22md m—T1+i

i=—m+I1

JeMm+i+1)—pn—1+1i)) (3.3)

Une premiére preuve de la convergence multigrille est donnée dans leur article
[MBFO08]. En 2009, ils proposent une preuve de la convergence multigrille dans le cadre
de courbe de classe C2.

Théoreme 3.3.5 [EM09] Soit f : R — R une fonction C2 et f2) est bornée, soit o €]0,1],Ke
R eth e RY. Supposons queT : Z — Z est telle que |hI'(1) — f(hi)|< Kh*. Alors pour m =

h((fo)/l.O] on a|(A2m—] " LL)(TL) —f’(nh)l(—: O(hO.Sl(och.OU/].O] )

D’un point de vue théorique, la méthode par convolution binomiale posséde une borne
d’erreur en O(h%-51(e=0.01)/1.01y qonc plus faible selon « que la méthode des segments
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maximaux en O(h'/3). D’autre part, la preuve de la convergence multigrille tient compte
d'un certain degré de bruit « lié a la discrétisation ce qui n’est pas le cas dans les mé-
thodes de décomposition en arcs de cercle ou en segments maximaux. Cette méthode se
généralise aux surfaces discretes [FM08] avec un pseudo masque gaussien qui dépend du
voisinage d'un point sur la surface.

Définition 3.3.6 Masque moyenneur sur une surface discrete [FM08]
Soit L une surface discréte. Soit Wqyg : £ x L — R le masque moyenneur sur . Soitx,y deux
surfels de L. On définit dx(y) le nombre de surfels 0-adjacents ax. On pose alors :

JT siy=x
W — %—I—é"g(zy) siy e Ne(x)
ave 16'51( 7 sty eNy(x)=Ne(x)
0 siy ¢ N, (x)

avec Ny (x) le 0-voisinage et N (x) le 1-voisinage.

Contrairement au cas des courbes discretes, on est obligé de définir des dérivées direc-
tionnelles sur la surface dans les directions u,v. Le noyau de convolution dépend dans ce
cas, de deux noyaux directionnels :

1 .
= =Nop(x)
Dulxy)=4 2% Y710
u(xy) {—% siy=Nj(x)
1 .
5 =Nj(x)
Dy(x,y) = 2 S.uJ 1
vixy) {—% siy =N3(x)

qui dépendent de la numérotation des directions d'un surfel. De cette fagon, ils définissent
[FMO08] un masque de filtrage sur une surface pour estimer les dérivées premieres et se-
condes directionnelles et par suite de définir une estimation de la courbure et des nor-
males. Remarquons que cette approche se complique dans le cadre des surfaces discretes
et que le choix du noyau de convolution est arbitraire. En pratique, ce noyau est efficace, ce
qui ouvre la voie a son utilisation pour estimer les parametres géométriques d'une surface.

3.3.4 Tangentes discretes par moindres carrés

Proposé par Yi Ann, Cheng Shao, Xioliang Wang et Zhuohan Li [ASWL11], la méthode
est une variante de la méthode précédente basée sur la convolution binomiale. Comme
on le verra par la suite (Chapitre 5), nous déduirons de cette approche la méthode par
convolution binomiale. Leur idée est d’utiliser la minimisation des moindres carrées pour
chercher la droite qui passe au mieux par un ensemble de points discrets. Cette droite sera
donc la tangente en un point donné py = (xx,yx) (voir Chapitre 5), pour plus de détails sur
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la méthode de minimisation des moindres carrées). On montrera dans ce chapitre com-
ment on déduit de la méthode de minimisation, la méthode par convolution.

Pour reprendre les définitions de leur article [ASWL11], on définit tout d’abord la fonc-
tion discrete y; = fq(xi),Xi € {x1,X2,...,Xn}. Soit y = ax + b la droite passant par le point
Px- On cherche les caractéristiques a et b de cette droite qui minimise les distances avec le
voisinage de px. On a donc I’équation :

k+my
min f(a,b) = Z (yj—axj—b)z (3.4)

j=k—my

La fonction de Lagrange est ainsi définie :

k+my
L(a,b,A) = Z (yj—axj—b)2+7\(yk—axk—b) (3.5)

j=k—my

Les valeurs respectives de a, b et A se déduisent en résolvant le systeme d’équations :

oL

oL _ ¢
e
3
ax =0

C’estla valeur de la pente de la droite, qui nous donne la valeur de la tangente au point py.
En utilisant le systeme d’équations précédent on en déduit la valeur a :

M (G —x) (Y5 — i)
a — )7k my ) ) (36)

k+m
Zj:k,ln” (Xj _Xk)z

Définition 3.3.7 Yi Ann, Cheng Shao, Xioliang Wang et Zhuohan Li [ASWLI11]
Soity; =fq(xi),xi €{x1,X2,...,Xn} une fonction discrete. Alors la valeur

S 05— (uj— Y

k+m
2 i, (g =x)?

f(xx) =

est appelée la dérivée discrete au point px. De la méme facon, on définit la dérivée d’'ordren

la valeur : . " "
+ n n
(xk) - Zj:k‘njml (Xj _Xk)(yj —Yx )
q =
Z;:ZTW (% —xx)?
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IIs montrent que la définition de la tangente basée sur la minimisation des moindres
carrés est d’erreur bornée quand le pas de la grille tends vers 0.

Théoreme 3.3.8 Yi Ann, Cheng Shao, Xioliang Wang et Zhuohan Li [ASWLI11] Soit y; =

fa(xi),xi € {x1,X2,...,Xn} une fonction discretisée d’'une fonction réelle f deux fois différen-

tiable. Alors :

fll ( €j )
2

(% —xx)

I () — ' (xa) I< maxjea, {

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé un état de I’art non exhaustif sur les méthodes
de géométrie discrete pour estimer les tangentes et la courbure. Il apparait assez nette-
ment deux approches, I'une basée sur la décomposition d’'un contour en segments ou en
arcs de cercle, et 'autre basée sur la convolution et le filtrage des données initiales. Dans
les approches par segmentation, on obtient des informations géométriques sur le contour
et la longueur des segments peut étre utilisée pour donner une estimation de la longueur
totale de la courbe, ou pour donner une estimation de la quantité de bruit dans le contour.
Ce n’est pas le cas avec un filtre gaussien ou un filtre médian qui ne dépend pas de I'objet
d’étude. En revanche, les filtres utilisés en analyse discrete, permettent de réduire I'inten-
sité du bruit tout en donnant une estimation comparable aux méthodes de segmentation.
En géométrie discrete, on utilise principalement des courbes ou des surfaces binaires, sans
couleur ni niveau de gris. Or, pourquoi se restreindre a ce type de données ? En traitement
du signal ou en analyse d’images, il serait intéressant de pouvoir appliquer des méthodes
d’analyses discretes pour extraire des informations géométriques d'une image obtenue par
scanner, échographie, sonar... Notre idée est une approche qui combine les avantages de la
segmentations des contours et du filtrage par convolution, c’est-a-dire un estimateur qui
donne des informations géométriques locales comme pour la segmentation et applicable
sur des ensembles de données purement binaires ou en niveau de gris. Le champs d’appli-
cations serait alors plus large, en combinant a la fois les approches purement géométrique
par décomposition en primitives discretes et les approches purement par convolution et
ainsi, de filtrer des données en niveau de gris avec du bruit tout en donnant une caracté-
ristique géométrique de 'ensemble.
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Dans ce chapitre, nous présentons l'équation de diffusion de la chaleur ainsi que ses
nombreuses applications dans l'étude de la géométrie des surfaces maillées. Nous pro-
poserons une nouvelle définition d'un processus de diffusion discret qui peut se géné-
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4.1 introduction

Dans les chapitres précédents, nous avons introduit des notions de géométrie dis-
créte ainsi que les motivations d’établir une méthode d’estimation des parametres géomé-
triques d'une courbe ou d’une surface dans le cas ou celle-ci serait avec du bruit. La convo-
lution binomiale pour I'estimation des tangentes et de la courbure de fonctions discretes
est résistante par définition au bruit. Une généralisation de cette méthode a été proposée
pour des surfaces en trois dimensions. Néanmoins, la généralisation a des surfaces de di-
mensions supérieures, le choix des poids du masque de convolution utilisé semble poser
un probléme de pertinence. Comment choisir les poids du masque de facon adaptée a la
géométrie de la surface ?

Nous nous sommes penchés sur un équivalent des processus de diffusion, tel que
ceux rencontrés dans la communauté des maillages. Que ce soit par segmentation, ou
par convolution binomiale, les approches proposées sont basées sur des pixels ou sur des
voxels. Or il existe toute une méthodologie basée sur la construction d’'une surface trian-
gulée. Sur ce type de structures de données, il existe des outils performants et rapides d’es-
timation des tangentes, de la courbure, des normales etc...Dans ce chapitre, on rappelle
les méthodes basées sur les processus de diffusion, qui donnent des caractéristiques im-
portantes sur la géométrie de la forme. L'étude des processus de diffusion de la chaleur a
fait 'objet récemment d’'une attention importante pour déduire des points résistants aux
déformations ou pour détecter si deux surfaces sont isométriques, afin d’établir des cor-
respondances entre elles. Les processus de diffusion sont liés aux contraintes de la géo-
métrie de la surface et enregistrent localement les possibilités de propagations. Ces infor-
mations renseignent sur la courbure et surtout sur le type de surface sur laquelle on se
trouve. L'étude de ces différentes méthodes nous a permis d’établir un processus de dif-
fusion discret enregistrant localement la géométrie de la courbe. Ce processus possede les
meéme caractéristiques que les processus de diffusion de la communauté des maillages et
permet une définition équivalente de ces outils sur des structures de pixels. On verra éga-
lement que ce processus peut s’étendre a tout type de surface quelque soit la dimension
de I'espace sur laquelle elle est définie.

Ce chapitre se présente donc de la facon suivante :

— Dans un premier temps nous introduirons 1'un des processus de diffusion sur des
surfaces réelles : la diffusion de la chaleur. Cela nous permettra de définir 'opérateur
Laplacien et ces caractéristiques sur des objets réels.

— On propose un bref rappel des méthodes de discrétisations de I’opérateur Laplacien
tel que ceux utilisés dans la communauté des maillages pour étudier les propriétés
géométriques d'une surface triangulée.

- Afin de définir notre processus de diffusion discret, on présentera succinctement les
propriétés et les définitions des processus Markovien. Ils nous serviront par la suite
a définir un processus adaptatif a la géométrie d'une courbe ou d'une surface.

— Nous définirons un processus de diffusion discret et nous étudierons son compor-
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tement asymptotiques sur les droites discretes. Nous présenterons également une
version étendue de ce processus appelé processus Fuzzy.

— Enfin nous justifierons ce processus de diffusion en établissement une équation de
type de la chaleur. On définira une version discrete de I'opérateur Laplacien sous-
jacente a ce processus. On proposera de redéfinir les classiques méthodes de la com-
munauté des maillages dans le cadre de cette définition pour montrer sa pertinence.

— Enfin nous étudierons une généralisation de cet opérateur sur des réseaux de dia-
mants et on discutera de la convergence de cet opérateur sur ce type de réseaux.

4.2 Equation de la chaleur

Léquation de diffusion de la chaleur a été introduite par Joseph Fourier en 1811 pour
décrire les échanges de flux thermiques d'un objet physique. L'étude de la conductivité
ou de la diffusion de la chaleur dans un objet, peut révéler des propriétés géométriques
intéressantes. Plutot que d’étudier I’ensemble des solutions de ’équation, on calcule les
vecteurs propres et valeurs propres de 'opérateur de Laplace de la fonction étudiée. En
fonction des échanges de chaleur locale, on détermine la régularité de la surface.

4.2.1 Casde surfaces réelles

Soit Q un domaine de R3, de frontiere 0Q et T(x, t) un champ de température sur cette
surface. On peut écrire 1'équation de diffusion de la chaleur sur () en tenant compte du
coefficient de diffusivité thermique D, de la production volumique de chaleur propre P,
de la masse volumique p et de la chaleur massique du matériau c :

VxeQ,
0T (x,t)

P
= DA —
o T(x,t)+ oc

Avec A l'opérateur Laplacien. On définit Ty(x) = T(x,0) la condition initiale. Pour com-
pléter il suffit de préciser les conditions a la frontiere du domaine. traditionnellement on
parle des conditions de Dirichlet avec T(x,t) = 0 si x € 0Q), ou des conditions des Neu-
mann

Vx € 0Q),

MY _ ). T (1)

on

— . "
ou V estl’'opérateur gradient et Y (x) le vecteur normal en x. Les conditions de Neumann
caractérisent des effets de rebonds a proximité de la frontiere. Ce sont ces conditions que
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I'on utilisera par la suite. Dans notre cas on préférera une version simplifiée de I'’équation
de la chaleur:

0T (x,t)

T = —AT(x,t) 4.1)

La fonction T(x,t) est la température sur () au temps t. Les solutions de I'équation de
la chaleur sont données par la fonction k¢ (x,y) :

ef(x) = JQ ke (x,y)f(y)dy 4.2)

Si () est un domaine compact, 'opérateur Laplacien admet une décomposition spec-
trale discrete A ={Ag,...,An} tel que Ag < Aj <... <A, avec comme vecteurs propres asso-
ciés ¢o, d1,...Pn

Le noyau de la chaleur dépend donc des vecteurs et valeurs propres de la décomposi-
tion du Laplacien :

kixy) = Y e Mpix)dily) (4.3)

ieN

La diffusion sur un objet ou une surface est entierement déterminée par les vecteurs
propres du Laplacien. La diffusion est elle méme contrainte par la géométrie de la surface.
Pour une diffusion surfacique, elle sera par exemple dépendante des points de fortes cour-
bures, ou la diffusion sera plus lente ou au contraire des points de courbures négatives ou
la diffusion sera plus rapide. Un grand nombre de travaux récents utilisent le noyau de dif-
fusion de la chaleur pour extraire des informations géométriques d'une surface discrete.
Une définition discrete du Laplacien est nécessaire pour définir un équivalent du noyau
de la chaleur sur des surfaces discretes.

4.2.2 Application du Laplacien discret a I'étude géométrique

Le physicien Ernst Chladni publia un Traité d’acoustique en 1802 [Chl09]. Il présente
dans ce livre des figures acoustiques obtenues en mettant en vibrations des plaques de
cuivre saupoudrées de sable fin. En étudiant les accumulations de sable dans certains en-
droits de la plaque de verre, il remarqua les contours complexes que cela induisait. Quand
les ondes se propagent sur la plaque de cuivre, certaines zones sont des noeuds de I'onde,
donc le sable ne se déplace pas. En revanche sur les ventres, le sable va s’écarter pour s’ac-
cumuler vers les zones de faibles vibrations. Le sable dessine donc les contours des régions
de vibrations (Figure 4.1).
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Chladni's Akustik
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FIGURE 4.1 : Figures Acoustiques de Chladni, Traité d’acoustique [Chl09]

En 1911, le physicien Peter Debye s’est intéressé au mode de vibration d’ondes sur la
surface d'un tambour. Il a étudié les valeurs propres de I'équation de diffusion des ondes
de Helholtz :

Af = Af (4.4)

ou A est 'opérateur Laplacien. Si on note (x7,x2,...,Xn) les coordonnées cartésiennes
de R™, le Laplacien s’écrit sous la forme :

2?2 0? 02
A = —2+—2+...+—2 (4.5)
oxy  0x5 0x4

Lobjectif de I'’étude des vecteurs propres était de savoir si en fonction de la décompo-
sition spectrale du Laplacien, on pouvait «entendre» sa forme. La réponse a la question
posée par Mark Kac en 1966 a été mise en évidence par C. Gordon, D. Webb et S. Wolpert
en 1992 [GWW92], en exhibant deux domaines dont les décompositions spectrales sont les
mémes mais les domaines ne sont pas isométriques.

Dans le domaine de l'inférence géométrique, N. Nadirashvili, Dzh. Tot, and D. Yakob-
son en 2001 [NTY01] étudient dans leurs articles les propriétés géométriques des vecteurs
propres du Laplacien. En 2006, Bruno Levy [Lév06] introduit une étude similaire des vec-
teurs propres. Dans son papier, il argumente sur le fait que les vecteurs propres du La-
placien capturent des informations globales d'une surface triangulée. Il propose pour cela
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plusieurs applications en reconstruction de surfaces, en traitement du signal, en segmen-
tation et en paramétrisation de surfaces.

Raif M. Rustamov [Rus07] en 2007, établit que des vecteurs propres du Laplacien dé-
tectent des parties invariantes par déformation d'une surface. Il définit une fonction qu’il
appelle GPS. Le GPS au point p dépend a la fois des vecteurs propres comme pour les
études présentées par Bruno Levy, mais aussi des valeurs propres du Laplacien :

1 1 1
L — ooy —— (D), (4.6)
(\/)\—1431(?) \/}\_zdn(P) mfb (p),...)

L'idée est de proposer une caractérisation de chaque point de la surface a l'aide des in-
formations capturées par les valeurs et les vecteurs propres du Laplacien. Le GPS ainsi dé-
fini est un invariant isométrique permettant de repérer les zones a une déformation pres.

Simultanément en 2009, Katarzyna Gebal, J. Andreas Baerentzen, Henrik Aanzes, et Ras-
mus Larsen [GBALO9] et Jian Sun, Maks Ovsjanikov, and Leonidas Guibas [SOG09] étudient
I’équation de diffusion de la chaleur pour déterminer la géométrie d'une surface. Ils défi-
nissent le noyau de la chaleur comme caractérisation locale de la surface. Cette méthode
appelée HKS, repose sur les transferts de chaleur d'un point vers son voisinage pendant un
certain temps t :

GPS(P) =

HKS(p,t) = ke(p,p) 4.7)

Les pertes de chaleur d'un point vers son voisinage permettent de détecter les points de
fortes courbures et les points de courbures négatives. D’autres part, le HKS établit un cou-
plage avec des points possédant la méme signature thermique. De cette facon ils détectent
le nombres de doigts d'une main triangulée ou le nombre de pattes d'un dragon.

Le HKS est relié aux distances spectrales sur une surface. En tant que généralisation de
la méthode HKS, Michael M. Bronstein and Alexander M. Bronstein [BB11] en 2011, uti-
lisent les distances spectrales pour détecter des similitudes dans les surfaces triangulées.

d*(xy) = D KA (dilx) —di(y))? 4.8)
i=0

ou K(A) représente la fonction de transfert d'un filtre passe bande. Dans le cas du GPS,
K(A)=A"2

Dans les travaux présentés ci-dessus, les méthodes donnent des caractéristiques géo-
métriques et topologiques intéressantes des surfaces triangulées. Nous proposons par la
suite, un processus de diffusion de la chaleur sur lequel repose la plupart de ces méthodes,
en temps discret, et qui donne des caractérisations similaires a celles des surfaces maillées.
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Les méthodes par convolution, proposent des masques pseudo-gaussiens pour I’étude des
tangentes et des normales de courbes ou de surfaces k-connexe. Notre idée est d'utiliser
la diffusion sur des objets k-connexe ce qui donnerait une information locale de la géo-
métrie, plus adapté pour réduire I'intensité du bruit et surtout qui tiendrait compte de la
géométrie et de la courbure pour en donner une estimation plus précise. Ce processus
de diffusion, de la méme facon que précédemment introduit, permettra la définition d’'un
opérateur Laplacien discret, dont les vecteurs propres et les valeurs propres donneront des
propriétés intéressantes de la géométrie de la forme.

Nous proposons un bref rappel des processus Markovien. Dans cette section, on dé-
finira les outils statistiques des processus stochastiques qui nous serviront par la suite a
définir les processus de diffusion discret.

4.3 Introduction aux processus Markoviens discrets

Dans cette partie, nous proposons un peu de théorie basique sur les processus Marko-
vien qui sont utilisés pour modéliser des comportements dynamiques aléatoires. Ces ou-
tils nous serviront par la suite a définir un processus de diffusion sur des surfaces discretes.
Les processus Markoviens peuvent se généraliser au temps continu mais pour notre étude
nous nous limiterons aux cas discrets. € représentera dans toute la suite de cette section
un ensemble fini ou dénombrable.

4.3.1 Définitions

Définition 4.3.1 Chaines de Markov en temps discret

Soit & un ensemble fini ou dénombrable. Un processus{X(n),n € N} est une chaine de Mar-
kov en temps discret si et seulement si X(n) € € pour toutn et pour tout t € N et pour tout
(J0yj1y---sjt+1) Eléments de € :

PX(t+1) =jeaX(t) =ji,...,X(0) =jo) = PX(t+1)=j1lX(t)=j) (4.9

La propriété (4.9) traduit le fait qu'un processus markovien est sans mémoire. La proba-
bilité de passage vers un état j1 ne dépend pas des autres états atteints par le processus,
mais uniquement du passé immédiat de celui-ci.

Définition 4.3.2 Homogénéité
On dit qu'une chaine de Markov est homogene si pour tout (i,j) € &, il existe un nombre Py ;
tel que:

PX(t+1)=jlX(t)=1) = Py (4.10)

pour toute valeur de t
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Un processus est dit homogene si le calcul des transitions d'un état i vers un état j ne
dépend pas du temps. Dans la suite, nous ne considérerons que les processus homogenes.

4.3.2 Chaines de Markov sur un ensemble fini d’états

Dans l'introduction de ce chapitre, € est un ensemble fini ou dénombrable. Si’on sup-
pose que € est un ensemble fini, on représentera la chaine de Markov sous la forme d'une
matrice, ou sur chaque ligne et sur chaque colonne sont définies les probabilités de tran-
sition d'un état vers un autre.

On appelle P la matrice de transition dont les composantes P; ; avec (i,j) € & x €.

Définition 4.3.3 Matrice stochastique
Une matrice est dite stochastique si c’est une matrice carrée dont les entrées sont toutes posi-
tives ou nulles a valeur dansR et dont la somme sur chaque ligne est égale a 1.

Une des manieres classiques de représentations des chaines de Markov en temps dis-
cret, est la représentation sous forme de graphe. A partir de la matrice de transition, on
définit un graphe dont les sommets sont les éléments de € et on ajoute une aréte orien-
tée pour toute valeur non nulle de la matrice de transition. On obtient un graphe orienté
(Figure 4.2) dont les poids sur les arétes sont données par les entrées de la matrice de tran-
sition

pi+1

3ol 8’ o6

| S

FIGURE 4.2 : Représentation d'une chaine de Markov sous forme de graphe sur Z

Lutilité d'une telle représentation est de pouvoir utiliser des notions importantes de la
théorie des graphes.

Définition 4.3.4 Graphe fortement connexe
Un graphe orienté est dit fortement connexe si pour tout couple de sommets (1,j) il existe un
chemin relianti aj.

Définition 4.3.5 Irréductibilité
On dira qu’'une matrice est irréductible si son graphe associé est fortement connexe.
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Une autre fagcon de voir I'irréductibilité d’'une matrice est que V (i,j) € €, I n tel que
P?j > (0 et 3 m tel que PJ?‘} > 0, c’est-a-dire que deux états sont atteignables a partir d'un
certain rang r = max(n,m).

Définition 4.3.6 Périodicité

Pour un sommet i du graphe, soit d(i) le pgcd de toutes les longueurs des cycles passant par
i. Le sommet 1 est dit périodique de période d(i). Soit d le ppcm des d(i). Si d > 1 on dira que
le graphe est périodique de période d. Si d =1 alors le graphe est dit apériodique.

Définition 4.3.7 Matrice apériodique
Une matrice de transition est dite apériodique si son graphe associé est apériodique.

Théoreme 4.3.8 Un processus markovien dont la matrice de transition est irréductible et
apériodique est dit ergodique, c’est a dire que la moyenne temporelle le long d'un chemin sur
le graphe coincide pour de grands temps avec la moyenne spatiale de l'ensemble des chemins.

4.3.3 Probabilités de transition

Le premier probleme auquel on est confronté est le calcul des probabilités de transition
d’un état i vers un état j en n étapes. Notons

p(,j,n) = PX(n)=jX(0)=1)

la probabilité d’aller de I'état i vers I’état j en n étapes. Notons la matrice associé P(n),
la matrice dont les entrées sont données par (p(i,j,n))(i’j)Egz. On a alors le résultat sui-
vant :

Théoreme 4.3.9 PourtoutneN,
Pn) = P(M" (4.11)

La facon de traduire ce théoreme est de voir les probabilités de transition sous forme
de chemins dans un graphe. Soit G le graphe associé a la matrice de transition P. On re-
garde dans ce graphe tous les chemins de longueurs n, i =1p,12,...,in =j pondérés par les
valeurs de la matrice P(iy,ix41). On a alors que la probabilité d’aller de i vers j en n étapes
est la somme de tous les poids sur tous les chemins de longueurs n allant de i vers j.

Introduisons maintenant la distribution de probabilité d'une chaine de Markov. Soit
7 (j) la distribution initiale du processus démarrant au point j :

mo(j) = P(X(0)=j) je& (4.12)

On cherche a calculer de la méme facon la distribution de probabilité au bout de n
étapes :

m(j) = P(X(n)=j) Vjeé (4.13)
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Théoréme 4.3.10 Pour toutje € :

T, = TmoP" (4.14)

4.3.4 Décomposition spectrale

Par la suite, nous décomposons la matrice de transition pour le calcul des puissances
successives de la matrice de transition, ou pour étudier les vecteurs propres de la matrice.

Définition 4.3.11 Valeur propre
Soit P une matrice carrée, P € M, xn(C). Le nombre complexe \ est une valeur propre de P
s'il existe un vecteur x # 0 tel que Px = Ax. On appellex le vecteur propre associé a \.

Définition 4.3.12 Spectre de P et rayon spectral
Soit P une matrice carrée, P € My xn(C), on appelle spectre de P, noté sp(P), l'ensemble de
toutes les valeurs propres de P. On appelle rayon spectral l'ensemble :

p(P) = max{]A] Aesp(P)} (4.15)

Dans la suite on notera le spectre d'une matrice P :

SP(P) = {7\1»}\2>--->)\n} (4.16)

avecA\1 =\ =...= A\,

Dans le cas de matrices stochastiques, toutes les entrées sont positives ou nulles. Elles
ont une propriété intéressante puisque en général le rayon spectral est relié a I'une des
valeurs propres. On appelle cette valeur propre la valeur propre de Perron-Frobenius :

Théoreme 4.3.13 Perron-Frobenius [Bil99]
Soit P une matrice carrée positive et irréductible. Alors il existe une valeur proprer qui a les
propriétés suivantes :

-r>0

— T est associé a un vecteur propre a gauche g et un vecteur propre a droite d strictement

positif

— pour toute valeur propre A€ sp(P), onal\ v

— Llespace propre associé ar est de dimension 1

— T est une racine simple du polynéme caractéristique de P

Théoreme 4.3.14 Spectre de matrice stochastique
Soit P une matrice stochastique.
(i) Lerayon spectral de P est 1 et c’'est une valeur propre
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(ii) SiP estde plus irréductible, alors il existe un unique vecteur m tel que TP =1t (vec-
teur de probabilité stationnaire)

(iii) Si P est apériodique et irréductible, alors pour toute valeur propre A de P différente
de 1 est telle que |\ < 1

La décomposition du spectre de la matrice stochastique d'un processus markovien,
nous servira par la suite a caractériser des directions propres de diffusion. Dans la sec-
tion suivante, nous étudierons un processus markovien que nous avons défini sur des en-
sembles discrets. Lobjectif est de proposer un modele de diffusion de type markovien sur
des courbes ou des surfaces discretes pour étudier sa géométrie.

4.4 Processus de diffusion discret

Un processus markovien peut modéliser un homme saoul se déplacant sur un en-
semble d’états. Ce marcheur est saoul, pour modéliser le fait que ces déplacements sont
aléatoires, myope pour ne voir que les états qui sont les plus proches de lui et sans mé-
moire, la propriété de Markov. C’est pourquoi dans la littérature on appelle les chaines de
Markov des marches aléatoires. Cette analogie est intéressante et plus visuelle pour com-
prendre la définition du processus que I'on va définir par la suite. Une chaine de Markov
sera donc vue comme les déplacements d'un marcheur sur un ensemble d’états.

4.4.1 Définitions et propriétés

Tout d’abord définissons le processus Markovien. Regardons tout d’abord le type de
données que I'on souhaite traiter. Le premier constat que I’on peut faire par rapport a la
notion de voisinage défini dans le Chapitre 2, est que les courbes 0-connexe sont les plus
fines possibles sans étre déconnectées, ce qui est nécessaire pour notre processus de dif-
fusion. Soit un marcheur se déplacant sur un objet £ 0-connexe de dimension n. Soit £
I'ensemble de tous les voxels de .

Définition 4.4.1 Chaine de Markov adaptative
Soit L c Z™ un ensemble de voxels 0-connexe. On définit sur L la chaine de Markov en temps
discret dont les états € sont les voxels de X et dont les transitions entre deux voxels voisins sont
contraintes par

— Probabilité an d’aller du centre du voxels vers l'un de ses coins

— Equiprobable répartition des marcheurs des coins vers les voxels incidents.

Nous proposons deux exemples de cette définition sur des courbes discretes. Le pre-
mier exemple Figure 4.3, permet de comprendre comment a partir d'un ensemble de pixels
on construit les probabilités de transitions pixel a pixel. Figure 4.3(a), on place 24 mar-
cheurs sur un des pixels de I'’ensemble. Comme on est sur une courbe avec des pixels, il y
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a quatre coins, on répartit donc les 24 marcheurs sur les quatre coins de I’ensemble. On a
donc Figure 4.3(b), 6 marcheurs en chaque coin. On efface la mémoire des marcheurs donc
ils se répartissent de facon équiprobable sur tous les pixels qui se trouvent autour d’eux.
On a donc finalement Figure 4.3(c) la répartition finale.

.
°

S
°

3
(a) On place 24 marcheurs sur le (b) Equiprobable répartition (c) Distributions des marcheurs
pixel en vert vers les 22 coins du pixel en fonction du nombre de voi-

sins
FIGURE 4.3 : Exemple de distribution de 24 marcheurs sur un contours discret. On décom-
pose le processus en deux parties : tout d’abord répartition sur les coins du pixel de départ,
puis répartition sur les pixels alentours.

Nous proposons un autre exemple Figure 4.4. On construit le graphe d’adjacence
du processus markovien précédemment défini. Remarquons que cette définition tient
compte du voisinage de chaque pixel, donc on aura automatiquement une aréte sortante
et une aréte rentrante, chaque pixel étant voisin d'un autre. Par construction des proba-
bilités de transition pixel a pixel, on efface la mémoire du marcheur uniquement apres
son positionnement sur le coin du pixel. Il ne se rappellera plus du pixel d’ot il vient. Il
aura donc autant de chance de revenir sur sa position initiale et de se déplacer vers 'un
des pixels de son voisinage. On aura pour chacun des pixels une aréte qui reviendra sur
elle-méme avec un poids non nul. Enfin on propose Figure 4.4(b) une répartition des mar-
cheurs apres deux itérations, sachant que I’on part du pixel en vert. Pour obtenir les poids
du masque final, on multiplie simplement les valeurs par 128, pour obtenir des coefficients
entiers en chaque pixel.

Le processus de diffusion ainsi défini, faisons tout d’abord quelques remarques. On
notera la matrice de transition de ce processus A, pour «adaptatif». Il est clair que ce pro-
cessus dépend du voisinage de chacun des pixels. En fonction du type de courbe ou de la
surface étudiée, ce processus n’aura pas les méme propriétés de diffusion. Il s’adapte donc
naturellement a la géométrie de 1'objet. Il existe un lien tres fort entre la matrice A et les
matrices classiques d’adjacences.
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35 35
1 7
% ]§ % % ]§ % m = (0,0,0,1,0,0,0) = T[OPZ
(a) Graphe associé a un segment de droite dis- (b) Exemple de diffusion apres deux itérations :
créete pour plus de clarté, on place 128 marcheurs (au

lieu de 1) sur le pixel en vert.

FIGURE 4.4 : Exemple de diffusion sur un segment de droite de pente %. On construit le
graphe d’adjacence dont les arétes sont pondérées par les valeurs de la diffusion. Ensuite
Figure 4.4(b) on démarre la diffusion en placant un marcheur sur le pixel en vert (vecteur
o). Enfin on calcule par la formule donnée Théoreme 4.3.10, la valeur finale de la réparti-
tion des marcheurs. Le résultat final est multiplié par 128, pour avoir des entiers en chaque
pixel de la courbe.

Définition 4.4.2 Matrice d’adjacence
Soit G = (V,E) un graphe orienté dont V représente les sommets de G et E les arétes de ce
graphes. On appelle A la matrice d'adjacence, la matrice dont les entrées sont définies de la
facon suivantes :
1 S'il existe une aréte de1i versj
ai,j = O ;
sinon

La matrice Ag n'est qu'une version pondérée de la matrice classique d’adjacence. On
peut donc dire que ce processus caractérise la valeur d'un voisin par rapport a un autre.
Ainsi on espere détecter de facon pertinente, les voisins qui ont le plus d'importance dans
un contour, notamment repérer les pixels qui sont du bruit ou pas.

Théoréme 4.4.3 Soit X une courbe k-connexe, et soit As la matrice stochastique associée.
On a alors les propriétés suivantes :

(i) le processus est homogene

(i) Ag estirréductible et apériodique

(iii) As estergodique
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Démonstration: La propriété (i) estimmédiate. Par définition du processus, la probabilité
d’aller du point i vers le point j ne dépend que de la composition du voisinage du point i.
Elle est donc indépendante du temps.

(ii) La courbe X est k-connexe c’est-a-dire que chaque pixel posséde au moins un coin
en commun avec un autre pixel de la courbe. Soit i,j € X et soit c ={cy,c2,...,c¢} un che-
min quivadeiaj.Onapour X le processus stochastique associé a A :

Vrec, P(Xni1 = crXn =c¢y_1) >0 du fait que la courbe soit k-connexe, donc pour n

fixé,
t

Z P(Xni1=cilXn=ci_1) >0

i=1

donc 3N avec N > t tel que Ag(i,j)N > 0.

L'apériodicité se déduit immédiatement de la définition. Les transitions du centre du
voxel vers les coins et des coins vers les voxels adjacents, se font sans mémoire. Donc la
probabilité de rester sur place est non nulle. Chaque pixel a donc une période de 1 au
moins, donc le processus est apériodique.

(iii) La matrice est stochastique apériodique et irréductible par (ii), elle est donc ergo-
dique.

OJ

4.4.2 Diffusion sur des droites discretes.

On s’'intéresse naturellement a la diffusion du processus précédent sur des droites dis-
cretes. Les droites discretes sont les objets les plus simples que I'’on rencontre. Il est donc
important de voir le comportement de ce processus sur ces objets.

Propriété 4.4.1 Distribution surZ
Soit A la matrice stochastique du processus de diffusion sur Z. Soitx,y € Z, on a alors que
la matrice de diffusion et ses puissances sont décrites par des nombres binomiaux :

1 2n

Al —
s(X)U) Zzn(|x_y|

) (4.17)

Démonstration : La preuve se fait par récurrence. Pour n =1, on regarde les voisins a une
distance de 1 d'un pixel x. Ce pixel a deux coins en commun avec chacun des ces voisins
(Figure 4.5(a) et Figure 4.5(b)). On a donc les probabilités de JT d’aller a droite ou a gauche

de fagon symétrique et une probabilité de % de rester en place.

1 2
( ) (4.18)
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Supposons la propriété vraie au rangn — 1
An—] ( y) 1 (2(n71 ))
S )

22 n— 1 |X_y‘
Avant de démontrer la propriété au rang n, on définit un outil pour la suite de la preuve.

Définition 4.4.4 Produit de Convolution
On définit le produit de convolution de deux fonctions réelles ou complexes f par g (noté *)
comme:

+00
(frg)n) = > fln—m)g(m) (4.19)

Le produit de convolution est une moyenne pondérée. Quand f est a support fini, on
parlera de masque de convolution.

Dans notre cas on cherche a calculer A, c ‘est-a-dire calculer la diffusion a un rang de
plus que AT, Notons f = 21—2Al (x)etg= 22n ~AM 1(x), on a alors (Figure 4.5(c)) :

Av(xy) = (fxg)(y) (4.20)
= Zf(x,k)g(xm—k) (4.21)
= Z 22A1 %K) 221 AT (x,x—Kk) (4.22)
k=1
_ 2(n—1)
- 22nZzz k 22 (|X—y|— ) (4.23)
1 Zn
_ ﬁ(lx—yl) (4.24)
O

Bien stir, on peut généraliser cette propriété a Z™ avec une preuve similaire. En géo-
métrie euclidienne, les droites y = 0, x = 0 ou n'importe qu’elle autre droite du plan est
parfaitement équivalente. En géométrie discrete, comme on a pu le voir au Chapitre 2, la
définition des droites discretes est telle qu'en fonction de la pente de la droite on verra
apparaitre des paliers, qui viennent rectifier sa direction. il n’existe que trois droites qui
échappent a ces paliers, la droite y = x et les droites x =0 ety = 0. La propriété 4.4.4, nous
indique que le processus de diffusion est régulier sur Z donc sur les droites x =0 ety =0.
On s’intéresse donc au comportement du processus sur les autres droites discrétes, a sa-
voir le comportement de la distribution des poids sur n'importe quelle droite quelque soit
leur pente (Voir exemples de diffusion Figure 4.4 (b) et Figure 4.7(b) pour différente taille de
masques). On remarque que sur une droite discrete le nombre de configurations possibles
dans un voisinage est restreint.
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(@) On commence avec 22 mar- (b) Apres une étape on obtient (c) On fait la méme opération

cheurs le premier masque gaussien pour chaque poids non nul. On
effectue le produit de convolu-
tion du masque de taille 3 avec
celui de taillen —1

FIGURE 4.5 : Illustration de la Propriété 4.4.4. Les poids de la diffusion sont donnés par les
coefficients binomiaux.

Définition 4.4.5 Classes d'équivalence
On attribue a un pixel1i la paire de ces adjacences avec ses voisins de droite et de gauche. On
note [i] sa classe d'équivalence induite par sa paire d'adjacence.
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FIGURE 4.6 : Sur 72 les droites discrétes sont composées uniquement de quatre classes
d’équivalence.

Sur 72 les droites discrétes ne sont composées que de quatre classes d’équivalence (Fi-
gure 4.6). D’apres ce qui précede, partant d'un pixel 1 la diffusion sera donnée par la com-
binaison de ces quatre masques.

Définition 4.4.6 Convergence en Loi
Soit (Q,F,P) un espace de probabilité et (Xy )nen+ Une suite de variables aléatoires définies
sur Q. On dit que (Xn )nen+ converge en loi vers la variable aléatoire X et on note Xné)X Si:

Vo TEEEOP(Xn <x0) =P(X<xp)

Théoréme 4.4.7 Soit D(a,b,u,w) une droite arithmétique, et soit A sa matrice stochas-

. . . 1 m £
tique de diffusion. Alors \/WAS (0) mN(O,]).
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Démonstration :

Dans la preuve de convergence sur Z, (Preuve.4.4.2), quelque soit la position du mar-
cheur, la probabilité de déplacement sur la droite ou sur la gauche sont égales, de méme
que la probabilité de rester sur place.

Dans le cas d’'une droite D(a, b, 1, w) quelconque, les déplacements dans le temps dé-
pendent de la position sur la droite. Soit X € {—1,0,41} la variable aléatoire qui dirige les
déplacements au temps t. Si le déplacement s’effectue vers la gauche, Xy = —1, sile dépla-
cement s’effectue vers la droite Xy = -+1 et enfin si on reste en place X; =0.

D’apres la Définition 4.4.5, on sait que la variable X; n’a pas les mémes probabilités
pour chaque pixel quelque soit le temps. La variable dépend de chaque classe d’équiva-
lence. L'évolution de la position dans le temps au temps t, noté Py dépend donc de la po-
sition au temps précédent et du mouvement effectué :

Pt = P +Xp_, (4.25)

Le probléme qui apparait est que Py dépend du temps :

1 1 o
wPr = ;Xt (4.26)

=il

D’apres le Théoréme 4.4.3, on sait que le processus est ergodique, c’est-a-dire que pour
un temps assez grand, la moyenne dans le temps le long d’une trajectoire allant jusqu’au
temps T est égale a la moyenne spatiale a un temps donné T. En fonction de la position i
on peut alors trouver un équivalent de I'équation (4.26) :

;
1 1
TPT = ; Xi (4.27)

+o0
=T 00 Z P(Pt=1)X; (4.28)
i=—00

ou P(Pt =1) représente la probabilité pour un marcheur de se trouver au temps T sur
un pixel 1. La variable aléatoire de transition X; dépend de la position du pixel 1 seulement
au travers de sa classe d’équivalence [i].

Notons Af; la proportion de pixels dans la classe d’équivalence [i].

Définissons maintenant les variables aléatoires L qui sont égales a 1 si le marcheur va
a gauche et 0 sinon. De facon identique définissons R pour les déplacements a droite.

On a X = R{—L;. On applique le théoreme d’ergodicité sur chacune des variables aléa-
toires Ry et L :
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TZRt =Tosos Z P(P = ) (D P(Pr=i)Ry 429

i=—o00 Al ieli]

=T 00 Z AR (4.30)

Ou 3 ARy estlasomme sur I'ensemble des classes d’équivalences. Dans le cas d'un
droite discrete naive, on effectue la somme sur les trois classes d’équivalence (voir Défini-
tion 4.4.5). Et de facon identique :

+00
> PPr=1L =1 Y Agly (4.31)
i=—00 (il

On construit alors une suite de variables aléatoires X, avec Aj;) la proportion de pixels
dans la classe [i] indépendante du temps :

Xi = Z7\m (R — L) (4.32)

= D Xy (4.33)
0

o1 X, indépendant de k d’écart type o et de moyenne p=0.

Remarque. On verra par la suite que I'écart type o se calcule explicitement (voir Re-
marque 4.4.2).

Soit Zy la position normalisée au temps T en partant de I'origine. On a :

T
7
—) X (4.34)
k
VT
Nous sommes dans les conditions du Théoreme central limite que nous rappelons ici.

Théoreme 4.4.8 Théoreme Central Limite
Soit X1,X2,..., Xy une suite de variables aléatoires définies sur le méme espace de probabi-
lité suivant la méme loi D et indépendantes, d’écart type o et d'espérance \L. Posons :

— Xy X ...+ X —
vneN* X, = 1+ 2: + L — \Q__Xn 1y
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Alors la loi de Z,, converge en loi vers la loi normale N(0,1) cest-a-dire :

b
. o 1 212
TL11_r>rc}o[|3>(a<Zn<b)—J'a\/T_ﬂe dx

D’apreés la construction de la suite de variables Z7, elles sont indépendantes, et suivent
toutes la méme loi, d’apres le Théoréme Central limite, % Zlﬂ X, converge en loi vers une
loi normale c’est a dire :

L
Zt —— N(0,1)
m—oo
ce qui s’écrit :
1 L
——A{0) ——N(0,1)

2m+1 m—00
O
0.1
0.05
..,a"""'- J
P T
P e, o, 35 35
22009°°°° o® X ape *000g00, X
25 50 75 100 .I 7

(b) Exemple de distribution de poids sur la

: 1
(a) Distribution statistique des poids pour un droite de pente 3 avec 128 marcheurs.
masque de taille 101, et 801 calculé sur la
droite discrete de pente %

FIGURE 4.7 : Exemples de diffusion de marcheurs sur des droites discréetes.

Remarque.

La preuve de ce théoréme est constructive, a partir de la proportion du nombre de
classes d’équivalence sur une droite discrete donnée, on peut retrouver la valeur exacte
de I'écart type en fonction de sa pente.

Sil'on note Ag,A1,A2,A3, la proportion de chaque classe d’équivalence respectivement
1-1, 1-0, 0-1, 0-0, la variable aléatoire Xil signifie qu’a partir de la position dans I'une des
classes [i], on ira sur la droite avec une probabilité p; dans une classe d’équivalence [k], a
droite avec une probabilité p; et de rester dans la méme classe avec une probabilité p3
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D’apres ce que I'on a pu voir dans la preuve, cette suite de variables aléatoires ne dé-
pend pas de la position du marcheur sur la droite au temps t, contrairement a la premieére
loi Xj. Donc on peut calculer a partir de chaque proportion les probabilités p1, p2 et p3 et
donc par suite I'écart type o de la variable X!. De cette fagon, toujours d’aprés le Théoréme
Central Limite, I'écart type de la somme ) _; X! est simplement oy/n.

Définition 4.4.9 Ecart type réel
Soit D(a,b,w,max(|al,|b|)) une droite discrete et AT* la matrice stochastique de transition
associé a‘D. On appelle écart type o d'une distribution centrée au pixel i la valeur :

_ 1 2m-+1 mes: =
avec m = y—— Zj:] AT(1,j) la moyenne des valeurs.

Par exemple, on propose de comparer I'écart type théorique calculé a partir de la pro-
portion de chacune des classes sur une droite discréte, al’écart type pratique calculé a par-
tir de la distribution des poids sur une droite discrete. Les résultats sont visibles Figure 4.8

1k SRR teessassssssssesssststtssssanay LE L eesssesesssssssssonns
09 o 09} )
0.8 :
0.8
0.7} .
0.7 -
0.6
0.6 [
05f
] 10 20 30 40 5‘0 60 10 20 30 40
(a) Valeur du ratio écart type réel sur la droite (b) Valeur du ratio écart type réel sur la droite
D(1,10,0,10) et I'écart type théorique donnée D(1,7,0,7) et I'écart type théorique donnée par
par le théoreme central limite. le théoreme central limite.

FIGURE 4.8 : Comparaison entre I'écart type théorique calculé a partir de la proportion des
classes d’équivalence et de I’écart type réel issu de la distribution statistique des poids. En
fonction du nombre de points, on peut remarquer la convergence rapide.
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4.5 Processus discret Flou

Le processus de diffusion ainsi défini converge vers une loi normale sur des droites
discretes, ce qui est le résultat attendu. Sur Z?, on montre que la distribution des poids
est exactement donnée par les nombres binomiaux. On s’attend donc a une propriété
équivalente pour les droites discréetes, malgré les paliers dues aux effets discrétisation. Ce-
pendant, remarquons que ce processus est dépendant de la pente de la droite, méme s’il
n'existe que quatre classes d’équivalence sur les droites discretes, la distribution statis-
tique des poids dépendra de la proportion de chacune. Et certaines réduisent la vitesse du
diffusion, ce qui a terme produira un masque de convolution dont I'écart type statistique
sera réduit par rapport a une droite pour laquelle cette classe d’équivalence sera moins
représentée.

La classe d’équivalence qui réduit le plus la vitesse de propagation est la classe 0 —0 et
celle ou la diffusion est la plus rapide est la classe 1—1. En effet sur la classe 0—0, il n’existe
qu'un seul coin de part et d’autre du pixel pour se propager :

Oo|—

R [ON)

Oo|—

contrairement a la classe 1 —1 ou1 de chaque coté il existe deux coins de chaque coté
pour pouvoir se diffuser :

Bl—
[N
Bl—

Une succession de classe d’équivalence 0 —0 sera donc un goulot d’étranglement pour
les marcheurs.

Définition 4.5.1 Etranglement
On définit un couloir d’étranglement comme une succession de plusieurs classes de type 0—0
sur un contour discret.

Pour résoudre ce probleme d’étranglement sur un contour discret, nous définissons
un processus de diffusion appelée Fuzzy. Ce processus est juste une version étendue du
processus déja introduit mais dont le but est de réduire les effets de la discrétisation des
contours.
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4.5.1 Paramétrisation Curviligne des droites discretes

Le processus adaptatif dépend de facon implicite d’'une numérotation des pixels d'un
contour, c’est-a-dire que chaque pixel est vu a un index 1 fixant sa position par rapport
aux autres. De cette facon la matrice de transition associée permet pour chaque index de
ranger la probabilité de transition d'un pixel 1 a la colonne 1i et la ligne 1. L'écart type de la
distribution des poids sur une courbe discrete est donc calculé en tenant compte de cet
index. Pour des graphes de fonctions f: Z — Z ce choix est efficace, mais cet index ne veut
plus dire grand chose pour des courbes arbitraires.

Pour ce type de courbes, une paramétrisation tenant compte de l’abscisse curviligne est
nécessaire pour étiqueter chaque pixel. La paramétrisation des courbes par projection est
facile a calculer dans le cas des droites discretes. Pour le processus Fuzzy, si I'on souhaite
paramétrer une droite discrete épaisse, il faut étre stir qu'’il existe une projection orthogo-
nale qui soit bijective. Ce résultat de Christophe Fiorio, Valérie Berthe et Damien Jamet, se
généralise aux plans discrets arithmétiques d’épaisseur w.

Théoreme 4.5.2 Théoreme de fonctionnalité avancé : Fiorio, Berthe et Jamet

Soit P(v, i, w) un plan discret arithmétique et soit x € Z> tel que lepged (o, &z, 03) =1,
notonsTTL :R3 — (X' e R3, < «, X’ >=0} la projection affine orthogonale sur le plan{ X’ €
R3,< o, X’ >= 0} le long de la direction «, alors l'application TT% : P(v, 1, w) — TT4(Z3 est
une bijection si et seulement si| < x,v>|=w

—

| 173

t0 172

(a) Projection d’'une droite discréte naive (b) Projection curviligne d'une droite épaisse.

FIGURE 4.9 : Projection d'une droite discréte naive (a gauche) et d'une droite discrete
épaisse (a droite). Pour les droites épaissies, on ramene les marcheurs qui se sont égarés
dans I'épaisseur apres la projection.

Pour illustrer le Théoreme.4.5.2 de la fonctionnalité avancée, on propose Figure 4.9, un
exemple de projection de droite naive et de droite épaisse. Le processus Fuzzy autorise
les marcheurs a se déplacer de facon limitée dans I'épaisseur de la droite. Cependant le
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masque final qui représente la répartition des marcheurs sur la courbe ne doit pas tenir
compte des pixels que I'on a ajoutés : ce sont des pixels fantdomes et les marcheurs présents
doivent étre rapatriés sur les pixels de la courbe les plus proches : pixels principaux.

Définition 4.5.3 Pixels fantémes et pixels principaux
On appelle pixels fantomes, les pixels rajoutés a une courbe pour faciliter le déplacement des
marcheurs. Les pixels de la courbe sont appelés pixels principaux.

Apreés projection les pixels fantomes se retrouvent encadrés par des pixels principaux.
En tenant compte de la distance d’'un pixel fantdbme a ses deux pixels principaux les plus
proches, on distribue les marcheurs présents dans I’épaisseur aux points principaux (Fi-
gure 4.9(b)). Le masque ainsi obtenu ne dépend que des pixels principaux, mais le nombre
de marcheurs de chaque pixel a été 1égerement modifié par les pixels fantomes.

La différence entre la paramétrisation curviligne et I'index du pixel dans une courbe
est déterminant. Le processus Fuzzy était motivé par le fait que la classe d’équivalence
0 — 0 avait tendance a ralentir les marcheurs au contraire de la classe 1 — 1 qui avait ten-
dance a accélérer la diffusion. En calculant I’écart type du masque en fonction de I'index,
on retrouve le résultat attendu Figure 4.10(a). Sur cette figure, on a tracé la valeur de I'écart
type de la répartition des marcheurs pour des droites de pente croissante, dans le premier
octant. L'écart type se réduit, quand les pentes se rapprochent de la droite diagonale. La
diffusion est de plus en plus lente. Mais en ce qui concerne la paramétrisation, la diffu-
sion se retrouve accélérée d’un facteur v/2 compte tenu des diagonales. De ce fait, la classe
d’équivalence 0 —O0 diffuse finalement aussi vite que la classe 1 —1 Figure 4.10(b). Sur cette
figure, I'écart type a la forme d'une courbe en cloche avec une diffusion quasi-équivalente
pour les droitesy =0 ety =x.

4.5.2 Epaississement des contours discrets

Pour éliminer les effets de la discrétisation d'un objet discret et notamment les effets
d’étranglements, on offre aux marcheurs des probabilités de diffusion supérieures a proxi-
mité des étranglements. On autorise les marcheurs a sortir de la droite discrete de facon
a élargir les possibilités de diffusion. Cette méthode peut-étre vue comme un effet tunnel
classique en mécanique quantique.

Définition 4.5.4 Effet Tunnel

Leffet tunnel désigne la propriété que possede un objet quantique a franchir une barriere de
potentiel, franchissement impossible selon la mécanique classique. Généralement, la fonc-
tion d’'onde d’'une particule, dont le carré du module représente 'amplitude de sa probabi-
lité de présence, ne sannule pas au niveau de la barriere, mais s'atténue a l'intérieur de la
barriere, pratiquement exponentiellement pour une barriere assez large. Si, a la sortie de la
barriere de potentiel, la particule posséde une probabilité de présence non nulle, elle peut
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(a) Courbe des écarts types obtenus sur 200 (b) Courbe des écarts types obtenus sur 200
droites de pentes croissantes au bout de 100 ité- droites de pentes croissantes en tenant compte
rations. Le minimum est atteint pour les droites de I'abscisse curviligne 100 itérations. Le facteur
possédant le plus de classe 0 — 0 qui agissent de V2 accélere la diffusion

comme filtre pour la diffusion

FIGURE 4.10 : Calcul des écarts types sur 200 droites discrétes de pente croissante en uti-
lisant soit I'index soit I'abscisse curviligne. Les résultats sont différents en fonction de la
méthode choisie.

traverser cette barriere. Cette probabilité dépend des états accessibles de part et d’autre de la
barriere ainsi que de son extension spatiale.

Le contour discret sur lequel se propagent les marcheurs, est protégé par une barriere
de potentiel. Les marcheurs avaient jusqu’a présent, une probabilité nulle de franchir cette
barriére et de sortir de la droite. Désormais, la barriere de potentiel autorise de facon tres
limitée quelques marcheurs a se propager dans I'épaisseur de la droite. Considérons trois
ensembles naturels pour un contour discret. Une droite discréte 0-connexe, par exemple
la droite de pente % :

1]

||

L]

peut-étre élargie en ajoutant les pixels les plus proches de cet ensemble les pixels 1-
connexe :
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puis ajouter les pixels 0-connexe a cet ensemble :

Dans cet exemple, on retrouve en bleu la barriere de potentiel qui limite les marcheurs
dans I'épaisseur de la courbe. En rouge, les pixels les plus éloignés de la courbe, la barriere
de potentiel est encore plus élevée et donc le nombre de marcheurs pouvant aller dans ces
pixels est encore plus faible.

Nous avons le choix d’ajouter les pixels 1-adjacent et 0-adjacent a la droite, plutot que
de choisir une épaisseur w supérieure pour faciliter la diffusion. Il y a plusieurs raisons a
cela. Premierement, on veut appliquer le processus Fuzzy a n'importe quel type de courbes
méme s’il est présenté sur des droites discretes pour réduire I'effet de la discrétisation et
normaliser la diffusion sur 'ensemble des droites discretes. Or, épaissir une courbe peut
étre un vrai probleme et le processus Fuzzy dépendra alors de la facon dont on choisit
I'épaississement de la courbe. D’autre part, sur les droites discretes, augmenter |’épaisseur
arithmétique w, permet d’ajouter des pixels mais ce nombre est lié a la pente de la droite.
Nous voulons justement éviter que le processus dépende des parametres globaux, comme
la pente ou I'épaisseur arithmétique, de sorte qu'on puisse 'appliquer a n'importe quel
ensemble.

4.5.3 Matrices Fuzzy et projections curvilignes.

On associe a chacun des trois ensembles successifs une matrice de transition dépen-
dant de I'ensemble élargi. On appelle ces matrices My pour la matrice standard de la
courbe, la matrice M la matrice auquel on ajoute les pixels 1-connexe a la courbe et la
matrice M, pour la matrice dont on ajoute les pixels 0-connexe a la courbe.

Définition 4.5.5 Matrices Fuzzy

Soit My, M1 et M; les matrices d'un ensemble discret, respectivement la courbe standard,
celle épaissie avec les pixels 1-connexe, et celle épaissie avec les pixels 0-connexe. Soit les
matrices M|y et M| induites par Mo et My dont on a rajouté des lignes et des colonnes de
zéros et des 1 sur la diagonale pour les pixels de 'ensemble Fuzzy qui wappartiennent pas a
ces ensembles, de sorte que les trois matrices aient la méme dimension que la matrice M;.
On définit la matrice fuzzy F comme la matrice dépendant de deux variables A et | définie
comme:

F:A )= (1T— A+ w)My+ AM] + M,
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La matrice Fuzzy n'est plus une matrice stochastique, mais elle est associée a une
chaine de Markov définie sur un ensemble de pixels plus larges que ’ensemble initial. A la
fin du processus, un nombre conséquent de marcheurs vont se retrouver dans I'épaisseur
de la courbe, si bien que sur la restriction du processus a la courbe initiale, il manquera des
marcheurs. Pour éviter cela, on ramene les marcheurs qui vont se retrouver sur des pixels
fantomes, sur des pixels principaux, comme on a pu le voir Figure 4.9(b). Ainsi on ne perd
aucun marcheur a la fin de la diffusion.

Les parametres A et p controlent le nombre de marcheurs autorisés a s’éloigner dans
I’épaisseur de la courbe. Par la suite, on déterminera des valeurs de A et it pour uniformiser
le processus de diffusion autant que possible sur les droites discretes.

Pour illustrer le calcul des masques des processus Fuzzy, nous proposons a titre
d’exemple la construction du masque de la classe d’équivalence 1 — 1. Tout d’abord, la
premiere matrice correspond a la matrice initiale de I'ensemble :

Par projection sur la droite y =0, on trouve le premier masque centré en (1,0).
Ensuite, on ajoute les pixels qui se trouvent 1-connectés a la courbe. Dans cet exemple
simple, il s’agit de tous les pixels alentours :
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>
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On calcule donc la diffusion en tenant compte de ce nouvel ensemble. On multiplie
chacune des probabilités par A de sorte qu’en jouant sur cette valeur, on pourra autoriser
ou interdire I'acces a ces pixels. Apres projection, on obtient donc un masque qui dépend
de A. Dans le dernier masque, tous les pixels ont déja été ajoutés a I'étape précédente, la
matrice M est donc égale a la matrice M a u pres.

=
=

u
8

-
[op}
—_
[op}

==
ool
F

Enfin, on calcule la combinaison linéaire des trois masques pour obtenir le masque
final.

Dans ce cas particulier, le masque final ne dépend pas de A et . Cela s’explique par la
projection choisie pour ramener les marcheurs des pixels fantomes vers les pixels princi-
paux. Les marcheurs qui s’égarent dans I'épaisseur sont par projection, exactement ren-
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voyés dans leur pixel de départ. Ainsi il n’y a aucune dépendance avec A et (.. Ce n’est pas
le cas en général.

4.5.4 Calcul des probabilités des pixels fantomes

Expérimentalement, nous avions trouvé deux valeurs pour A et (. Nous avions calculé
pour plusieurs valeurs de A et 1 comprise entre 0 et 1, ’écart type moyen sur des centaines
de droites. Cette expérience a pour but de limiter I'impact de la pente d’'une droite discréte
sur le calcul de son écart type et comme en géométrie euclidienne classique, chaque droite
offre une diffusion similaire aux droites y = 0 ou y = x, ce qui n’était pas le cas avec le
premier processus.

Les classes d’équivalence jouent un role important dans la valeur de I'écart type. C’est
de cette facon que I'on a pu de facon théorique démontrer la convergence vers une loi nor-
male des poids sur n'importe qu’elle droite discrete (Théoréme 4.4.7). Pour limiter I'im-
pact, on a défini un processus Fuzzy dépendant de deux variables qui permet de régler la
diffusion, pour accélérer ou limiter les effets de discrétisation tel que les goulots d’étrangle-
ment. Mais il fallait déterminer pour quelles valeurs de A et y, c’est-a-dire quelle quantité
de marcheur, on autorise a se déplacer dans I'épaisseur, pour que la diffusion ne soit plus
dépendante du nombre de classes d’équivalence. Donc pour 200 droites de pentes crois-
santes, nous avons calculé pour une valeur de A et p fixée, I'écart type du masque pour
chacune de ces droites. Nous avons calculé |'écart type de tous ces écart types pour mesu-
rer leurs dispersions des uns par rapport aux autres. Ainsi nous avons obtenu une surface
en trois dimensions Figure 4.11(a) avec sur 'axe Oz la valeur de cet écart type pour une
valeur A de 'axe Ox et une valeur de p sur I'axe Oy.

Malgré un zoom sur la partie minimale de cette surface Figure 4.11(b), la valeur mi-
nimale est difficile a trouver. En effet, une large vallée de valeurs, donne une dispersion
limitée des écarts types sur I'’ensemble des droites. L'objectif de cette expérience était de
voir si un couple de valeurs n’aurait pas une signification arithmétique pour nous donner
I'intuition des bonnes valeurs a choisir pour le processus Fuzzy, compte tenu des valeurs
de A et u solutions potentielles. Les résultats n’étant pas convaincants, la solution expéri-
mentale pour caractériser A et |1 a été écartée.

Pour calculer de facon analytique les valeurs de la propagation dans I'épaisseur qui li-
mite les effets d’étranglement, regardons la courbe des écart types sur les droites de pentes
croissantes Figure 4.10(b). A cause du facteur de v2 dii a la projection, les droites y = x
ety =0 diffusent approximativement de la méme fagon. En revanche, les droites de pente
intermédiaire sont celles qui vont diffuser le moins vite. Il faut donc limiter, I'écart de diffu-
sion entre les droites y =x ouy =0 et les droites qui se trouvent dans le creux de la courbe.
Ces droites sont composées exclusivement de classes d’équivalences 1 —0 ou 0 — 1. No-
tons o(0—0) I’écart type du masque pour une droite composée exclusivement de la classe
d’équivalence 0-0. Le masque obtenu par cette projection est celui présenté Figure 4.5.3.
L'écart type de ce masque se déduit facilement :
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050

(a) Ecart type des écart types calculés sur 200 (b) Zoom sur la partie minimale de la surface
droites discretes sur 'axe Oz pour des valeurs de
A sur I'axe Ox et i axe Oy

FIGURE 4.11 : Calcul des écarts types sur 200 droites discrétes de pente croissante en utili-
sant I’abscisse curviligne pour des valeurs de A et 1 comprise entre 0 et 1

V2
o(0—0) = — 4.35
(0-0) = (4.35
Ce masque comme on a pu le voir précédemment ne dépend pas de A et . De fagon
similaire, calculons le masque projeté en fonction de A et i, d'une droite dont I'écart type
est minimal. D’apres les remarques précédentes, il s’agit d'une droite exclusivement com-
posée des classes 0— 1 ou 1 —0. Le masque apres projection est le masque :

4 A w5 6N 1lp 1T 5A 3u
M=t 355 383 576 968 Tea | 32
Pour comprendre les valeurs du masque obtenu, il suffit de repartir du masque initial

de la classe 1—0. Ce masque sans épaississement est le masque [%, %, %]. Apres épaississe-

ment et projection sur la droitey = JTX un certains nombres de marcheurs ?7}6‘ + ]9]—6“ ont été

retiré du point de départ et ont été distribué aux voisins les plus proches. D’ot1 le masque
Fuzzy M.

Ensuite, on calcule la valeur de I'écart type o(1—0), qui dépendra de A et p. On veut
donc résoudre I'équation suivante :

RAW) = o(0—0)—o(1-0)=0 (4.36)
(4.37)
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Pour réduire la recherche, on sait que 0 <A <1 et 0 < p < 1. Figure 4.12, on a repré-
senté en violet le polynome R(A, ) restreint a 0 <A <1 et 0 < u < 1. Lensemble des
solutions est compatible avec la vallée de solutions expérimentales Figure 4.11(b). Pour
trouver le bon couple de valeurs, on choisit la valeur telle que le nombre de marcheurs al-
lant le plus loin dans I'épaisseur soit minimal. On trouve donc A =1 et Lt~ 0.197. Pour ce
couple, la différence entre les écart types des classes d’équivalences 0-0 et 1-0 est égale a

R(1,0.197) =3.10"°

FIGURE 4.12 : Solutions de '’équation P(A,i) =0 pourO<A<TetO<su<]

4.5.5 Conclusion

Nous avons défini un processus de diffusion discret basé sur les chaines de Markov. Les
poids de ce processus sur la droite y = 0 sont donnés par les nombres binomiaux, ce qui
le rend équivalent aux méthodes de convolutions classiques sur les parties régulieres. En
revanche, la discrétisation des droites discretes, induit des paliers et des goulots d’étran-
glement qui vont ralentir le processus. Ainsi malgré le fait que la diffusion suit toujours
une loi de type gaussien sur les droites discretes, ’écart type de cette diffusion dépend
de la pente de la droite. A ’aide des processus flous, on peut limiter I'impact de la pente
de la droite sur la diffusion, en autorisant les marcheurs a s’égarer dans I'épaisseur de la
droite. Ce principe est philosophiquement le méme que celui utilisé en mécanique quan-
tique avec l'effet tunnel. Les pixels hors de I'objet agissent comme un isolant et les pixels
fantomes simulent un effet tunnel en autorisant avec une probabilité faible de traverser
une partie de 'isolant. Le principe du processus Fuzzy est de mettre une probabilité faible
mais non nulle pour les marcheurs de franchir cette barriere. Grace a des valeurs de A et
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1 choisies avec soin, le processus ne dépendra presque plus de la pente de la droite. La
diffusion sera donc équivalente quelque soit le type de droite sur lequel il y a propagation
et permet le calcul sur des courbes moins régulieres comme des graphes.

4.6 Opérateur Laplacien discret

Dans cette premiére partie, nous avons présenté un processus de diffusion discret basé
sur les chaines de Markov. Dans un premier temps, on a montré les propriétés de ce pro-
cessus et notamment le comportement de la distribution des poids sur les droites dis-
cretes. Elles sont les objets les plus réguliers et les plus simples, il était donc important
de se convaincre que comme sur Z (ou sur Z"), le comportement était similaire quelque
soit la pente de la droite. L'intérét des processus Fuzzy est de justement pouvoir uniformi-
ser cette diffusion a 'ensemble des droites discretes. Nous verrons par la suite, une autre
interprétation du processus Fuzzy dans le cadre de ’analyse d'images en niveaux de gris.

4.6.1 Définition de I'équation de diffusion discrete

Dans l'introduction de ce chapitre, on a montré que I’équation de diffusion de la cha-
leur induisait un opérateur Laplacien qui permettait de déduire certaines informations
géométriques de la surface de support. Voyons maintenant une facon originale de définir
un opérateur Laplacien discret a partir du processus de diffusion défini ci-dessus.

Définition 4.6.1 Opérateur Laplacien Discret
Soit A la matrice stochastique de diffusion sur une surface M. Alors on définit 'opérateur
Laplacien discret sur M, noté A, :

Am = Ag—1Id (4.38)
out 1d, est la matrice identité.

Pour justifier cette définition, écrivons I’équation de diffusion sur la surface M. Soit
u(m,1i) qui représente le nombre de marcheurs au point i aprés m étapes.

u(m, i) =Euo(Xm) = ) w(G)AT(,))
jeM

avec Uy la distribution initiale. On a alors :
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u(m+1,1) — u(m, i)

= (D wl) (ATMAs — 1d) (1))

2 jeM
= ((As = 1d) ) uw(IAT) (i,j)
jeM
= (As — Id)u(m) (4.39)

Comme dans le cas de I'’équation de diffusion de la chaleur on a’équation de diffusion
suivante :

d
Sulm, X) AL 1d)u(m, %)
dm
Sil’on se réfere a I’équation (4.1), on a que le Laplacien Apy :=—(As — 1d)

4.6.2 Ftude des vecteurs propres du Laplacien

Dans cette partie, nous étudierons les vecteurs propres et les valeurs propres du La-
placien défini grace a I’équation 4.39. Dans les travaux de Bruno Levy [Lév06], les vecteurs
propres du Laplacien A = 0%/9x? + 9?/dy? d’un objet sont utilisés pour comprendre sa
géométrie et sa topologie. Lavantage des vecteurs propres du Laplacien, c’est qu’ils sont
résistants au bruit. Ainsi on peut découper une surface en fonction de ses fréquences pour
proposer une segmentation de la surface. A titre d’exemple, on propose d’étudier un type
d’objet géométrique simple, les étoiles discretes, pour mettre en évidence le découpage de
la surface a l'aide des vecteurs propres.

Définition 4.6.2 Etoile discrete

Un ensemble D € 7% est appelé étoile discrete, s'il existe un pointp € D que l'on appelle le
centre de l'étoile, tel que pour tout point q € D, il existe un segment partant du pointp vers
le point q contenu strictement dansD.

Propriété 4.6.1 [BBI10]
Un ensemble D € 7? est une étoile discréte si et seulement si cest une union d'ensembles
digitaux convexes qui partagent un méme point.

Définition 4.6.3 Branches d'une étoile
On appelle les branches d'une étoile discrete chaque partie convexe de l'étoile dont on a sup-
primé le centre.

Pour étudier les vecteurs propres du Laplacien sur ce type d’ensembles, il faut se res-
treindre a certains cas plus simples. En effet, on peut construire des étoiles dont la forme
sera suffisamment particuliere pour que le Laplacien ne détecte pas certaines branches
considérées comme du bruit.
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FIGURE 4.13 : Exemples d’étoiles discrete Z2. Il existe plusieurs solutions pour le centre de
ces étoiles.

Définition 4.6.4 Efoiles discrétes simples
On appelle une étoile discrete simple, une étoile qui posséde deux axes de symétries.

Des étoiles discretes simples sont proposées Figure 4.13. Ce sont des étoiles en forme
de fleurs, dont les branches sont approximativement de la méme longueur et bien réparti
autour du centre. Evidemment, cela ne représente qu'une petite proportion de I'ensemble
des étoiles discretes. Néanmoins elles sont suffisantes pour illustrer 'application du La-
placien, et retrouver ainsi les axes de symétries attendus. Dans cet exemple, on s’attend a
retrouver exactement les deux axes de symétries de I'étoile et on montrera également une
facon de retrouver le centre.

Létoile la plus simple est la croix suisse (Figure 4.6.2). Cette étoile est une étoile simple a
quatre branches possédant quatre axes de symétries. Les premiers vecteurs propres du La-
placien Figure 4.14(a) et Figure 4.14(b) permettent de retrouver les deux axes de symétries
principaux de I'étoile. Par suite Figure.4.14(c), Figure 4.14(d) et Figure 4.14(e) on découvre
d’autres axes de diffusion propres de I'étoile permettant de la segmenter pour retrouver le
nombre de ses branches.

Un autre exemple d’application est d’utiliser les vecteurs propres du Laplacien et no-
tamment les premiers pour retrouver des informations sur le centre de I'étoile. Les pre-
miers vecteurs propres comme on peut le voir sur la Figure 4.6.2, donnent des directions
propres de diffusion. Ce sont ces directions qui permettent de retrouver des informations
géométriques globales de la surface. Pour détecter le centre de I'étoile, on pourrait croire
que l'intersection de ces diffusion propres seraient une solution. En général, le résultat est
faux. Cependant, dans notre exemple simple, on prouvera que le centroide coincide avec
le centre de I'étoile pour ces cas trés particuliers. Lintersection des diffusions propres sur
une étoile irréguliere avec une structure particuliere donne une solution, mais ce centre
n‘aurait pas de rapport ni de lien avec le centre au sens de la définition des étoiles dis-
cretes.

Définition 4.6.5 Intersection de Vecteurs propres
Soit A la matrice stochastique du processus adaptatif, soit P la matrice de ses vecteurs
propres et D la matrice diagonale de ses valeurs propres triées par ordre décroissant tel que
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(a) Valeur du premier vecteur
propre associé a la premiére va-
leur propre A7 = 1 : Tout les
pixels ont la méme valeur

(d) Quatriéme vecteur propre :
quand les valeurs sur les
branches opposées par le centre
sont maximales,les autres sont

(b) Les couleurs rouges et
jaunes correspondent respecti-
vement au maxima et minima
des valeurs du second vecteur
propre

DISCRETS

(c) Troisieme vecteur propre
donne une autre symétrie de
I'étoile discrete

(e) Cinquieéme vecteur propre :
quand toutes les branches sont
maximales le centre de I'étoile
est au minimum

minimales.

FIGURE 4.14 : Premier vecteur propre du Laplacien sur une étoile discrete simple. Le La-
placien adaptatif permet de retrouver les informations sur les axes de symétries de I'étoile.
Le vecteur propre 2 et 3 Figure 4.14(a) et Figure 4.14(b) donnent les deux premiers axes de
symétries. Ensuite Figure.4.14(c), Figure 4.14(d) et Figure 4.14(e) permettent de segmenter
I’étoile selon ses parties convexes.

As = PDPT. Notons P = (dbo|d1l...|dn) avec d; le vecteur colonne correspond au i-ieme
vecteur propre. On appelle l'intersection des { premiers vecteurs propres au pointx, la valeur

1o,

(4.40)

Lintersection des vecteurs propres se calcule itérativement. A chaque étape on ajoute
un vecteur propre supplémentaire et on calcule en chaque point de la surface la valeur
de I'intersection. En particulier, on recherche sa valeur minimale. Les points de 1'axe de
symétries sont les points dont les valeurs du vecteur propres valent 0. Or dans le calcul
de l'intersection, on prend la norme deux de chaque vecteur propre, c’est-a-dire que les
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valeurs de I’axe de symétrie sont les valeurs minimales. Le recoupement a chaque itération
permet de déduire un ensemble réduit de points que I'on appellera centroides.

Définition 4.6.6 Centroide
SoitJ* ={xe @/I,(f) =minyep (IS) )} l'ensemble des positions ou la valeur minimale I)(f) est

atteinte pourx € D. On appelle centroide 'ensemble des points tel queJ* = I

Remarque. Dans les cas génériques, le centroide est simplement réduit a un seul point,
notamment dans le cadre des étoiles simples discretes, mais il pourrait aussi correspondre
a un ensemble de points équivalents. Le nom de centroide vient du fait que le centre cal-
culé de cette fagon est une intersection de diffusions propres a I'objet. Ce centre n’a dont
a priori aucun lien avec le centre de I'étoile discrete. D’autres exemples seront fournis par
la suite ou le centroide n’a aussi aucun lien avec le centre géométrique d'un objet discret.
Insistons sur le fait que le centroide n’est pas un barycentre, mais bien 'intersection de
directions de diffusion que possede naturellement le processus de diffusion adaptatifs. Le
centre est simplement I'intersection de toutes ces directions. Dans la définition, on appelle
le centroide la premiére collision obtenue lors de I'ajout successifs des vecteurs propres.
De cette facon, on s’affranchit d’ajouter d’autres vecteurs propres dont les caractéristiques
géométriques sont plus difficiles a déterminer. Les informations géométriques contenues
dans les vecteurs propres associés aux plus petites valeurs propres sont tres difficile a in-
terpréter, cependant on pourrait tres bien continuer le processus a la recherche d’autres
collisions pour détecter d’autres centroides.

Proposition 4.6.1 Centroide d'étoiles simples
SoitD une étoile discrete simple, si gt = gt , le centroide I8 est le centre d’'une étoile discreéte.

Par rapport ala remarque 4.6.2, la proposition vient faire le lien dans un cas tres simple
(celui des étoiles discretes simples) entre le centroide et le centre de I’étoile. Dans un cadre
plus générique, cette proposition est évidemment fausse, et il est tres facile de construire
un contre exemple en jouant sur la non-sensibilité du Laplacien au bruit. Le fait est que sur
une étoile discrete simple, deux axes de symétries qui seront détectés par les premiers vec-
teurs propres, fixent le centre de I'étoile. Or il est facile de voir que le centre de I'étoile est
exactement a l'intersection de ces deux axes de symétries. Dans ce cas seulement, les vec-
teurs propres du Laplacien vont se retrouver tres proches de la droite discrete qui constitue
I’axe de symétrie et donc tres proches du centre de I'étoile. Donc apreés itérations le cen-
troide et le centre vont coincider.

Démonstration :

Soit Ax+1 une valeur propre tel que le minimum du vecteur propre ¢y associé ala va-
leur propre Ay est atteinte au centre de symétrie py1 de I'étoile discrete. L'existence de
cette valeur propre peut-étre montré a I'aide d'une analogie physique déja présenté avec
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les plaques de Chladni Figure 4.1. Une étoile discrete peut donc étre vue comme la mem-
brane d’'un tambour et on frappe I'étoile a différent endroits pour écouter les différentes
vibrations du son dans I'étoile. Chaque vecteur propre possede un mode de vibration en
fonction des différentes branches de I'étoile.

Soit A¢ une valeur propre telle que 1 > A¢ > Ay. Alors ¢¢ donne une symétrie particu-
liere de I'étoile discrete, c’est-a-dire que les valeurs positives et négatives coupent I’étoile
en plusieurs parties et les zéros du vecteurs propres dessinent 'axe de symétrie. On en-
voie les minima du vecteur propre sur I'axe de symétrie en passant a la norme deux :
N(d¢) = cl)%(x) pour x € D. De part la propriété 4.6.1 des étoiles discretes, deux branches
en vibration partagent un point commun py. Sous I'’hypothese que D est une étoile dis-
crete simple, les deux axes de symétries sont des segments discrets contenus dans 'étoile
au sens strict. Donc tous les points des deux branches en vibrations peuvent étre reliés par
un segment au point py € J°.

Soit Ig) = Zf:o d)iz(x) I'intersection des vecteurs propres pour i € [1..£]. Soit 3 la po-
sition de la valeur minimale apres { intersections. Par construction la valeur minimale se
trouve sur un axe de symétrie. Donc la position apres { intersections, est un point proche
de chaque axe de symétrie. Par hypothése nous avons J¢ = ¢ et soit Pe+1 € 7% Ia posi-
tion de la valeur minimale. Ce point appartient a la direction de diffusion ¢ mais aussi a
toutes les précédentes. Supposons que p¢ ne soit pas le centre de I'étoile, c’est-a-dire qu'’il
existe une branche qui n’est pas vu par p¢41. Alors si ’on note Cp I'ensemble des solution
pour le centre de I'étoile, Cp C I et pg, 1 ¢ Cp. Donc il existe un axe de symétrie dans
I'étoile al'index e tel que 1 > £ > e > k+1 qui coupe I =J€UR avec R le reste des valeurs
minimale : pg1 € R Mais on a aussi J* = J®UR, donc la directions propre ¢ coupe I
exactement de la méme facon que ¢ pour I~ alors ¢y = g1, contradiction.

0J

Des exemples de détection de centroides sont proposés Figure 4.15. Les étoiles pré-
sentés ne sont pas forcément des étoiles simples Figure 4.15(f), néanmoins on détecte le
seul point commun a toutes les droites qui composent cette étoile. Figure 4.15(a) une pre-
miere itération dans la détection des centroides met en évidence deux points le long de
I'axe de symétrie qui sont les minima pour la diffusion. Cela provient du fait que 1'étoile
a une branche plus longue du coté gauche. Ensuite Figure 4.15(b), 'ajout d'un deuxiéme
axe de symétrie fixe d’avantage le centre, et enfin Figure 4.15(c), la premiere collision in-
dique que le centroide ne se déplace plus, c’est donc le point recherché. Figure 4.15(d) et
Figure 4.15(e), deux autres exemples de détection de centroides. Un autre exemple plus
complexe est donné (Figure 4.16) pour voir les limites de la décomposition spectrale dans
le cas ou I’étoile n’a aucun axe de symmétrie.

Un autre exemple est donné Figure 4.17. Dans cet exemple, 1'objet discret comporte
deux trous qui correspondent aux yeux de la pieuvre ainsi que des pattes recourbées qui
correspondent aux tentacules. Malgré cela, on remarque que les vecteurs propres succes-
sifs donnent un idée de la géométrie de la pieuvre. Chaque tentacule va se mettre a vibrer
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(a) Position en noir du centroide (b) Position en noir du cen- (c) Position en noir du centroide
pour{=1. troide pour { = 2. pour { =3:9¢ =3¢,
fEee * .: . .
|
(d) Position en noir du cen- (e) Position du centroide en noir
troide pour £ =5. avec{=3. (f) Position du centroide en noir

avec{=2

FIGURE 4.15 : Exemples de centroides détectés par les vecteurs propres du Laplacien.

o £

(a) Position en noir (b) Position en noir (c) Pour { =3, on dé- (d Pour £ =9 : On
de J¢ pour {=1. 7¢ pour ¢ =2. tecte un premier cen- trouve un deuxieme
troid centroide

FIGURE 4.16 : Autre exemple sans symmetrie. Lopérateur Laplacien ignore la courbure des
branches de I'étoile et il faut continuer I'intersection des vecteurs propres pour trouver un
centroide plus pertinent.
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en phase (couleur bleu et rouge) et on sera donc en mesure d’en déduire le nombre et ce,
malgré la forme particuliere.

(a) Premier vecteur propre sur (b) deuxieme vecteur propre (c) Quatrieme vecteur propre
une pieuvre

FIGURE 4.17 : Exemple de décomposition spectrales sur une pieuvre

4.6.3 Expérience de Chladni discréte

Lexpérience de Chladni [Chl09] consiste a étudié sur une plaque de métal les contour
complexes induit par les noeuds des ondes qui se propagent sur la plaque. Pour différentes
fréquences, le sable dessine des formes (voir Figure 4.18) que Ernst Chladni a retranscrit
dans son Traité d’accoustique. Pour étudier la convergence de 'opérateur Laplacien, on
pourrait réaliser la méme expérience que Chladni en utilisant une grille réguliere carrée.
On étudie la décomposition spectrale du Laplacien sur cet objet pour un pas de discrétisa-
tion suffisament fin et on repere les valeurs nulles de chaque vecteur propres. On retrouve
(Figure 4.19 et Figure 4.21) les contours complexes de chaque figure vue par Chladni avec
ces ondes accoustiques. Le résultat est prometteur, car 'opérateur Laplacien que nous
avons défini est basé uniquement sur la topologie de I’ensemble, mais pour un pas de dis-
crétisation assez large, tout laisse a penser qu’il converge vers I'opérateur usuel. Une étude
plus attentive sera faire Section 4.6.4.

4.6.4 Noyau de la diffusion

De facon analogue, nous étudions les vecteurs du Laplacien sur des surfaces en trois
dimensions ou de dimension supérieure, le processus étant défini sur des objets de di-
mension quelconque. Dans cette partie on cherche a faire le lien avec les travaux de Ras-
mus Larsen et Jian Sun, Maks Ovsjanikov,et Leonidas Guibas en 2009 puis sa généralisation
avec les travaux de Michael M. Bronstein et Alexander M. Bronstein. Dans ces travaux, les
auteurs utilisent les vecteurs propres du Laplacien pour calculer une signature thermique
de chaque point d'une surface. Cette signature calculée sur un maillage de points, tient
compte de la perte de chaleur que subit un point pendant un certain laps de temps t. De
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FIGURE 4.18 : Contours des ondes ac-
coustiques sur une plaque de métal tri-
angulaire.
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FIGURE 4.19 : Contour discret des vec-
teurs propres obtenu sur une assiette
carré avec un pas de discrétisation de
1]%. On déssine en rouge et bleu les va-
leurs du vecteur propre et en noir les va-
leurs nulles.

FIGURE 4.20 : On retrouve les contours continus observés par Chladni en 1802 sur les
contours discrets obtenus a I'aide de la décomposition spéctrale de I'opérateur de Laplace

discret.
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FIGURE 4.21 : Contour discret des vecteurs propres obtenu sur une guitare avec un pas de
discrétisation de 1]%' On déssine en rouge et bleu les valeurs du vecteur propre et en noir
les valeurs nulles.

cette facon en regardant tous les points de la surface, on déduit des informations sur des
similitudes sur la surface :

HKS(p,t) = ) e Mdi(p) (4.41)
ieQ

Cette définition ne tient compte que des vecteurs propres et des valeurs propres du
Laplacien de la surface. De facon analogue, on définit un noyau de la diffusion avec le
Laplacien auto-adaptatifs. Un exemple d’application est donnée Figure 4.22(c).

4.6.5 Généralisation sur les réseaux de diamants

Lopérateur Laplacien a été défini sur des voxels dans un espace de dimension n. Il est
cependant important de faire le lien avec les discrétisations des opérateurs Laplacien dé-
finis sur des maillages. Nous modifions la définition de la diffusion pour la généraliser a
toute type de surfaces et les surfaces voxéliques seront des cas particuliers de cette défini-
tion.
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N ‘ S
N

(a) Deuxiéme vecteur propre (b) Troisieme vecteur propre sur (c) Heat kernel signature basé
sur une main en trois dimen- une main en trois dimension sur le Laplacien discret.

sions

FIGURE 4.22 : Exemple d’application du Laplacien discret sur une main en trois dimen-
sions. Remarquons Figure 4.22(a) et Figure 4.22(b) les modes de vibrations des doigts les
uns par rapport aux autres. Enfin Figure 4.22(c), on applique le heat kernel signature de la
meéme facon que sur les surfaces maillées. On retrouve bien le bout des doigts, les parties
plates comme la paume de la main ou l'intérieur des doigts.

Définition 4.6.7 Réseau de diamants
On appelle un réseau de diamants de rapport p, le réseau de quadrilatéres réguliers dont le
rapport des diagonales de chaque quadrilatere est égale a p.

Y
X!
_ x—=x'
p ==
(a) Le rapport de la diagonale (b) Exemple de réseau de dia- (c) Exemple de réseau de dia-
d'un élément d'un réseau de mants : p = 1, on retrouve le ré- mants: p=2
diamants seau classique de 7?2

FIGURE 4.23 : Exemple de réseaux de diamants. Figure 4.23(a), on calcule le rapport de la
diagonale d'un élément constituant le réseau. Ensuite Figure 4.23(b) et Figure 4.23(b) deux
exemples de réseaux pour p=1et p=2.
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Un réseau de diamants est simplement un réseau écrasé de 7? (Figure 4.23(b) et Fi-
gure 4.23(b)). Si p =1 le rapport des diagonales équivaut a dire que le quadrilatere est un
carré. On retrouve bien dans ce cas le réseau classique de Z2. Sur ce réseau on définit donc
un processus de diffusion de fagon analogue a celui déja introduit.

Définition 4.6.8 Soit = un réseau de diamants de rapport p. On définit sur X la chaine de
Marlkov en temps discret ot les états correspondent aux quadrilateres inclus dans X et dont
les transitions entre deux quadrilateres sont contraintes de la fagon suivante :

— Probabilité Zpi 5 daller du centre du quadrilatere vers les deux coins les plus proches
P
1

du centre et 3 iz vers les deux autres.
p =

— Répartition des marcheurs du coins vers les quadrilateres adjacents pondéré par la
distancep ou 1.

Les probabilités de diffusion sont calculées de la facon suivante. Un diamant peut-étre
vu comme un pixel écrasé. Partant du centre de la face d'un quadrilatere de rapport de
diagonale égal a p, il y a deux points p fois plus proche du centre que les deux autres, dans
la Figure 4.23(a), cela correspond au point x et x". Les marcheurs vont se répartir sur les
coins du quadrilatere en tenant compte de ce rapport, p fois vers les points x et x’ et % vers
les points y et y'. Une fois sur le coin du quadrilatére, de la méme fagon, les centres des
quadrilateres adjacents se trouvent a des distances différentes donc la probabilité sera de
p fois vers les quadrilateres dont les faces sont les plus proches et % vers les autres.

Ce processus de diffusion proposé est anisotrope, il ne dépend que de la direction de
propagation des marcheurs sur un réseau, et non pas du réseau lui-méme. Si I'on regarde
les isovaleurs du processus de diffusion sur un réseau de diamants de rapport p, elles sont
situés sur des cercles dont le centre dépendra du point de départ de la diffusion. Lopéra-
teur Laplacien induit par cette diffusion se comporte comme I'opérateur Laplacien usuel.

Théoreme 4.6.9 Soit X un réseau de diamants de rapport p, alors l'opérateur Laplacien Ay
converge vers l'opérateur de Laplace usuel.

Démonstration :

La démonstration utilise les valeurs de la diffusion partant d’'un quadrilatere vers son
voisinage. Notons ce quadrilatere par les coordonnées de son centre (x,y) et (x1,x2) et
(y1,Y2) les quatre coins du quadrilateres tel que :

X1 —X2 . 1
Yr—yz2 P

Sans perte de généralité, et pour simplifier I’écriture, supposons que X1 —x, =2 ety; —

Y2 =2p.
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De cette facon on est en mesure de fournir le 1-voisinage V du quadrilatére centré en
(x,y), en donnant les coordonnées des points qui le compose. On a :

Vv :{(X+p)y+1 )) (X_p>y+1 )) (X,y+2), (X+2pay)a (X_p)y_1 )» (va_z)a (X_ZP)y)v (X+pay_1 )}

1 1

b
—F=x
2p+%) 2p

z
+0

PP
Zp+% 2p+%,

(a) Diffusion sur un réseau de diamants (b) Poids apres diffusion sur les voisins.

FIGURE 4.24 : Tllustration de la diffusion sur un réseau de diamants. Pour un voisinage V
on a les poids pour chaque voisins suivants

Supposons maintenant la 1-diffusion partant du point (x,y), c’est-a-dire la marche
aléatoire en une étape partant de (x,y) (voir Figure 4.24). Seuls les voisins V sont concer-
1

nés par cette diffusion. Notons p = —2— et ¢ = —2 les probabilités de transitions inter-

2p+% 2p+
médiaires. On a sur le voisinage V la distribution des marcheurs en fonction de p suivante :
2 2 2 .52
{2p4,2p4q,9%,9%2pq,p%, P, 2pq).
Calculons maintenant le Laplacien associé a ce voisinage pondéré. Par définition le
Laplacien Ay appliqué a une fonction f peut s’écrire :

(Amf)(x) = Y olla,b),(xy))(fla,b)—f(x,y))
(a,b)~(xy)

Quand (a,b) ~ (x,y) avec un rapport d’échelle o :

2
fla) = fixy)+ o))+ By —b)+ T ) (x-a)y - )
2 2
m(x)(x—a)z—i-m(x)(y—b)2+o(|x—a|2+|y—b!2). (4.42)

ox2 oy?
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0 0
a0 = 3 plla) o) S mix-a)+ oy -b)
221 (x, 2% (x, 9% (x,
%;’)(X)(x—a)(y—b)+a(—:2y)(><)(x—a)z+$(x)(y—b))
+o(lx—al*+[y—bl?),
0
— 29 ) (q2(20~20) + 2pa(0+ 00— )8
+%ﬁ(x)(p2(z—2)+zpq(1+1—1—1))6
aZ
%ﬁ)(xnpzm—zm+2pq(p+p—p—p))62
2
+%(X)(qupzﬂpq(p%pz+pz+pz)52
2
—{—%(x)(pzw—l—ﬂ—l—&)qﬂ+1+1+1))52+0(52)a
2 2
= 0404+ 2V (8207 4 8pap2)a + ) () (8p2 4 8pq)6 + o[
ox dy
B 0%f(x,y) T+p% . 4(x,y) 1+p% ) 2
= 8§ 52 2p+% + 2 (x)(2p+%))6 +0(d%)
Anf)p) = SR Q) Sy o) ey
M N 2p+§ ox? oy? .

4.7 Convergence vers I'opérateur usuel sur une surface
quelconque

4.7.1 Surfaces conformes

L'opérateur Laplacien que I'on vient d’introduire, est relié a une discrétisation du La-
placien sur une surface conforme. Cette discrétisation a été particulierement étudiée par
Christian Mercat dans [Mer01]. Pour comprendre le lien qui existe entre cette structure et
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100 200 300 400

(a) Exemple de diffusion (b) Exemple de diffusion sur un réseau avec p =4 : Les isovaleurs sont en-
sur un réseau avec p =1 : core des cercles

les isovaleurs sont données

par les nombres gaussien.

FIGURE 4.25 : Illustration du Théoréme 4.6.9. Sur un réseau de diamants avec p = 1 Fi-
gure 4.25(a), les isovaleurs (en couleurs) sont données par les nombres binomiaux. On
retrouve donc un résultat trés classique. Par contre quand on compresse la grille, Fi-
gure 4.25(b), on retrouve encore des cercles pour les isovaleurs.

le processus de diffusion adaptatif, faisons quelques brefs rappels des définitions d'une
structure conforme.

Soit £ un sous-ensemble de Z3. On appelle surfels, chaque face d’un voxel de
Y. Contrairement au Laplacien proposé dans les chapitres précédents, une structure
conforme est définie a partir des surfels d'un voxel. Une surface est constituée de I'en-
semble de ses surfels. Soit ¢, ¢ et ¢, les ensembles des sommets, arétes et surfels de la
surface X. Soit N le champs de normales définie sur . A chaque surfel on associe une nor-
male donnée par I'orientation de la surface. Notons (x,x’,y,y’) € oy les quatre sommets
d’'un surfel. On projette a I'aide la normale les quatre sommets du surfel sur le plan tan-
gent a la normale. Chaque surfel carré se retrouve déformé en un parallélogramme dans le
plan tangent, comme on peut le voir Figure 4.26.

Les diagonales ne sont plus nécessairement orthogonales. On appelle 0 'angle formé
par les diagonales du quadrilatere (x,x’,y,y’) (voir Figure 4.27(a)). Chaque quadrilatere
peut étre donc identifié au rapport de la diagonale :

x'—x

y—y

— ip (4.44)

Chaque surfel est désormais pondéré par la valeur du rapport des diagonales. De cette
facon, on peut définir un opérateur Laplacien discret qui tient compte de ces poids :

(ANV) = ) pvV)(f(v)—f(v") (4.45)



CHAPITRE 4. DE LEQUATION DE DIFFUSION DE LA CHALEUR VERS LES PROCESSUS
84 DISCRETS

FIGURE 4.26 : Un ensemble de voxels ~ muni de ces normales. On projette chaque surfel
dans le plan tangent.

4.7.2 Opérateur Laplacien et diffusion sur une surface conforme

Pour faire le lien avec le processus de diffusion adaptatif, voyons 'opérateur Laplacien,
défini par la donnée des rapports de la diagonale, comme un processus de diffusion (Fi-
gure 4.27(b)). Soit p(v,Vv') la probabilité de transition d’un surfel v vers un surfel v’ :

w,v/
pv,v) = plv) (4.46)
2 wwp(uy)
Soit (v1,v2,vy) le voisinage d'un point v. La probabilité de diffusion h(v) partant d'un
point v s’écrit comme la probabilité de transition de v vers tous les points du voisinage :

\%
h(v) = ) pv,vi)h(w) (4.47)
i=1
= v
> — 2B hw) (4.48)

V
=1 k=1 PV, Vi)

On retrouve la formule proposée Equation 4.45 :
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Ye+1— Yk . : )
Ye+17 Yk =7 Lk e?ak
T—x :
(a) Calcul du rapport des diagonales pour un (b) Attraction de chaque surfel apres la transi-
quadrilatere quelconque tion via un sommet

FIGURE 4.27 : llustration du processus de diffusion sur une structure conforme.

(AR)(v) = D p(vv)(h(v)=h(v") (4.49)

Nous avons introduit dans le chapitre précédent un processus de diffusion tenant
compte du rapport des diagonales d'un quadrilatere sur un réseau régulier. Néanmoins, ce
processus s’étend naturellement a tout type de surfaces. Sur les réseaux de diamants nous
avons montré la convergence de cet opérateur sur des surfaces réguliéres mais avec des
quadrilatéres dont le rapport des diagonales est réel. Dans le cas d'une structure conforme,
le rapport des diagonales est a priori, complexe. On peut toutefois montrer que le pro-
cessus de diffusion adaptatifs est une généralisation de ce processus sur une structure
conforme.

Définition 4.7.1 Soit . une surface conforme. On définit sur L la chaine de Markov en
temps discret oit les états correspondent aux quadrilatéres inclus dans X et dont les tran-
sitions entre deux quadrilateres X; et X; sont contraintes de la fagon suivante :

— Probabilité 3 .pi > d’aller du centre du quadrilatere vers les deux coins les plus proches
plip_i
oi

pr;‘I‘pAi

— Répartition des marcheurs du coins vers les quadrilateres adjacent pondéré par la dis-
tance py or 1.

du centre et vers les deux autres.

Les probabilités de transition sont identiques a celles proposées Définition 4.6.8. Soit
deux surfels X; et X;, les probabilités de transition de X; vers Xj sont contraintes par le
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rapport de la diagonale du surfel X; donnée par p; et du rapport de la diagonale du surfel
Xj donnée par p;.
On a donc que la probabilité d’aller de X; vers X;j est :

Pi Pj

P(Xi,Xi) = x (4.50)
o 2pi+§ 2p]~+§
i j
On pose py = —cosr(kek)
Onaalors:
(Xe, X) ] (4.51)
PALA) = ] 3c0s(0- - 2c0s(0:) :
cos(83) [2 g5y + =5 cos (65) 2ty + =)
i) (4.52)
— ' 7y .
(21, + 2000y oy 20 )
i )
De la méme facon, traduisons I'équation de transition 4.46 : posons p(v,v') = Cosr—(vev).
La probabilité d’aller de v vers v’ est donc :
Ty Ty
cos(6y) cos(0y)
pvyv') = X (4.53)
! o PV 2y PV i)
- Ty,
- (6,) 12 o Zcos(e\,)] (0/)2 Tl 4 Zcos(e(,)] (4.54)
COS(Uy cos(0y) Ty cos(by cos(6y,) T
!/
_ DTy (4.55)

(21, + 205 0]y . Zeoo B4,

Le processus de diffusion défini sur des pixels peut se généraliser comme un proces-
sus de diffusion sur une surface en tenant compte du rapport de la diagonale. On en-
trevoit ainsi un lien entre les estimateurs de courbure et I'opérateur Laplacien défini sur
des surfaces conformes et I'opérateur Laplacien défini a partir du processus de diffusion
purement discret, ce qui nous permettraient de prouver que notre définition du Lapla-
cien converge vers le Laplacien usuel ce qui est le cas de la définition sur des surfaces
conformes.
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5.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous appliquons le processus de diffusion discret pour étudier deux
caractéristiques importantes des courbes discretes : les tangentes et la courbure. Dans le
chapitre d’'introduction, nous avons présenté de nombreuses méthodes basées principa-
lement sur la détection et la reconnaissance de segments discrets définis comme des tan-
gentes discretes. Nous avons conclu le chapitre par deux méthodes différentes qui utilisent
des masques de convolution pour obtenir des estimateurs résistant au bruit, et qui se ré-
velent étre multigrille convergent, dans le cas des courbes dans le plan Z2. Les proprié-
tés intéressantes des processus de diffusion et la pertinence des méthodes par convolu-
tions binomiales nous ont poussé a construire des masques de convolution dont les poids
seraient donnés par les temps passés par un marcheur sur chaque pixel de la courbe,
connaissant son point de départ. Etant donné un point de cette courbe, les temps de dif-
fusion de ce point vers les autres nous donnent une information sur la géométrie de la
courbe. Les méthodes par convolution n’offrent pas cette possibilité, puisque les masques
de convolution utilisés sont les mémes en tout point. Ils ne tiennent pas compte des points
géométriques importants de la courbe, comme par exemple les points de forte courbure
ou de courbure négative. Or on voudrait que, grace a ces points clés, les masques utilisés
soient différents en terme de taille ou de poids.

Lopérateur Laplacien induit par la diffusion, donne des caractéristiques importantes
de la surface. Les masques de convolution obtenus a partir de ce Laplacien sont donc perti-
nents dans le sens ot la diffusion sur la courbe tient compte de la courbe elle-méme. Nous
proposons d’étudier une méthode similaire a celle proposée par Remy Malgouyres, Florent
Brunet et Sébastien Fourey [FM08] pour des graphes de fonction, en utilisant des masques
adaptés a la géométrie. Plus un marcheur aura de difficulté a atteindre certains points de
la courbe, moins ces points auront d'importance dans le calcul de la tangente. Ainsi pour
un point de forte courbure, les marcheurs vont rester emprisonnés dans le secteur ou la
courbure sera maximale. Le masque sera donc clairement trés différent d’'un point ou la
courbure sera quasi nulle. A partir de ces différentes considérations, nous avons proposé
deux méthodes différentes pour estimer les tangentes discretes. La premiere est reliée a la
reconnaissance de segments discrets et la seconde basée sur la convolution et la méthode
des différences finies. Le chapitre se compose donc de la facon suivante :

— Dans un premier temps, nous proposons une introduction au calcul de la courbure
pour des graphes de fonctions réelles. On propose une approche géométrique ainsi
que les diverses formules qui permettent de calculer la courbure pour des fonctions
quels que soient leurs systémes de coordonnées.

— Ensuite, nous proposerons un bref rappel des méthodes d’estimations des tangentes
réelles, par la méthode des différences finies ou celle des moindres carrés. Nous in-
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troduirons ainsi les deux méthodes pour estimer les tangentes discretes basées sur
le processus de diffusion adaptatif.

— Nous verrons comment ces méthodes sont reliées a la méthode par convolution bi-
nomiale de Remy Malgouyres, Sébastien Fourey et Florent Brunet pour des graphes
de fonctions. Par la suite, on montrera qu’a partir d'un certain ordre, les deux mé-
thodes sont équivalentes. De cette facon, on pourra en conclure la convergence mul-
tigrille de notre méthode.

- Enfin nous étendrons la méthode d’estimation des dérivées, basées sur les diffé-
rences finies pour calculer les dérivées d’ordres supérieurs. Lapplication des for-
mules précédemment introduites pour le calcul de la courbure des fonctions réelles
donnera un estimateur de courbure de fonctions discretes.

5.2 Courbure de graphes de fonctions réelles

A titre d’'introduction, nous rappelons des notions de courbure. Il s’agit simplement
de définir ce qu’est la courbure d'un arc et d’en donner une approche géométrique. Nous
donnerons leurs formules fermées pour des graphes de fonctions et des fonctions para-
métrées. De cette facon nous pourrons utiliser certaines de ces formules pour donner un
équivalent discret de la courbure d'une fonction discrete.

5.2.1 Courbure géométrique

Pour calculer la courbure d'un arc paramétré, donnons tout d’abord une interprétation
géométrique de la courbure. Soit P un mobile qui se déplace sur un plan euclidien. La po-
sition du mobile varie en fonction du temps t. Notons M (t) = (x(t),y(t)) les coordonnées
du point P au temps t. t — x(t) et t — y(t) sont supposées de classe C2. Les données des
fonctions t — x(t) et t — y(t) et de I'origine du repere, donnent en tout temps t la position
du mobile dans le plan.

_ .
Par dérivation du vecteur P = (;E?)), notons la vitesse v’ = (;EB) et I’accélération
j(t)

La norme du vecteur v’ représente la vitesse du mobile, dont la direction est donnée
par la tangente a la courbe et le sens par la future position du point P. Le vecteur @ re-
présente I'accélération du mobile dont les composantes sont ’accélération tangentielle
et 'accélération normale. L'accélération normale détermine a quelle vitesse le mobile va
tourner dans la direction tangentielle et caractérise la maniére dont le mobile tourne.

Définition 5.2.1 Courbure R
Soit P(s) une courbe 2 paramétrée par son abscisse curviligne s. Soit T (s) le vecteur tan-
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_)
gent au point d'abscisse s et N (s) le vecteur normal. Alors la courbure en un point est le réel
c telque:
_>
dT cﬁ
ds

On appelle rayon de courbure la valeur R = %

Soit O un point se trouvant sur la normale W Le cercle de centre O au point P est
tangent a la courbe. Mais en fonction du point O choisi, les cercles seront «plus ou moins»
tangents. Par exemple Figure. 5.1, des deux cercles, seul un épouse mieux la forme de la
courbe. Plus le point O sera proche de P plus le cercle sera vers I'intérieur de la courbe.
Plus le point O sera éloigné du point P, plus le cercle sera situé a I'extérieur de la courbe.
Le cercle limite situé au plus proche de la courbe, s’appelle le cercle osculateur.

FIGURE 5.1 : Exemple de cercles situés sur la normale au point P.

Définition 5.2.2 Cercle osculateur
Le cercle osculateur est le cercle dont le centre est le point O situé sur la normale et tel que

PO =RN

5.2.2 Détermination du cercle osculateur

Notons Py, vy et ap, la position, la vitesse et 'accélération du mobile au temps ty. De
la méme facon , notons Pg, v5 et ag la position, la vitesse et I’accélération au temps ts =
to + At. Notons ng le vecteur unitaire normal au point Py.

Supposons par exemple que les points Py et Pg se trouvent sur un arc de cercle. Alors, le
centre du cercle osculateur se trouve a I'intersection entre les deux normales (Figure. 5.2).
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FIGURE 5.2 : Calcul du cercle osculateur au point Py

Dans le cas général, notons TT0> et TTg les vecteurs normaux a la courbe aux points Py et
Ps, et C le centre du cercle osculateur recherché.
On a les deux conditions suivantes :

—
VPem: OP = OPg+mig (5.1)

et
VPeml:Pshiil = 0 (5.2)

En calculant I'intersection des deux normales, on cherche la valeur du paramétre m
qui atteint le centre du cercle C :

—> _)
m — PoPsns 5.3)
n.ve '

(o]

Par passage a la limite, quand At — 0, le point C devient le centre du cercle osculateur
et m est le rayon de ce cercle.

Y
PoPs = At.vg+o(lt]) (5.4)
— Vg +At.ad+o(lt]) (5.5)
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En remplacant dans les équations 5.1 et 5.2, on obtient le rayon R du cercle :

sl
sl

~

I
2l
sl

et son centre Cy :

0Cy = O_)Po—l— TT()>

~

5.2.3 Courbure de fonctions paramétriques

DE LA COURBURE

(5.6)

(5.7)

A partir des considérations précédentes, on étudie la courbure d'un graphe de fonction

en tout point de la courbe. Dans le cas ou :

nous avons :

On obtient le rayon R :

et le centre du cercle C :

(5.8)

(5.9)

(5.10)
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En simplifiant, on obtient la formule de la courbure en tout point pour une courbe
paramétrique :

_ Xyt —y(0x(t) (5.11)

(2 (1) +12(t))2

5.2.4 Courbure de fonctions paramétriques polaires

Supposons que la fonction M(t) soit donnée par ses coordonnées polaires paramé-
trées, c’est-a-dire M(t) = (p(t),0(t)), en appliquant la formule précédente on obtient la
courbure en tout point de la courbe :

p(t)p(t)0(t) +2p(1)20(t) —p(t)p(1)0(t) + p(t)?6(t)?

c = . (5.12)

(p2(t) +p(t)202(1))2

5.2.5 Courbure de fonctions polaires

Supposons que la courbe soit uniquement paramétrée en coordonnées polaires
M(t) = p(0), on a alors la formule plus simple suivante :

L 26%(0)—p(0)’—p(0)5(0) 513

(p2(8) +p(6)2)2

5.2.6 Courbure des graphes de fonctions

Pour les graphes de fonctions, y = f(x) on obtient la formule de la courbure en tout
point :

c = ———— (5.14)

5.3 Estimation des dérivées

Les formules données précédemment tiennent compte de la paramétrisation de la
courbe ainsi que d’'une estimation des dérivées premieres et secondes. Plusieurs ap-
proches ont déja été proposées pour obtenir une estimation des tangentes d'une courbe,
par la segmentation ou par la convolution. Lapproche par segmentation ne permet pas
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une estimation de la dérivée seconde, mais permet de donner une estimation de la cour-
bure en fonction de la variation de la pente des segments discrets du contour. D’autres
approches basées sur la reconnaissance du cercle osculateur discret donnent une approxi-
mation directe de la courbure, tout comme la décomposition du contour par des arcs de
cercle proposé par Tristan Roussillon. Nous avons favorisé celle utilisant la convolution
proposée par Worst et Smeulders avec des noyaux gaussiens, puis particulierement étu-
diée par Florent Brunet Sébastien Fourey et Remy Malgouyres. Elle donne une estimation
des dérivées d’ordre n avec n > 0. Linconvénient avec cette méthode, ce sont les erreurs
d’approximation successives qui se cumulent et finalement I’estimation des dérivées pour
un ordre assez grand est assez mauvais. Cependant, dans le cas de courbe discrete dont
on veut une estimation de la courbure, I’estimation des dérivées premieres et secondes est
particulierement efficace. Cette efficacité est démontrée par la convergence quand le pas
de la grille de discrétisation tend vers 0. Nous proposons dans cette partie d’étudier une
approche similaire basée sur les processus de diffusion. L'idée est d’'injecter 'information
géométrique obtenue par la diffusion dans I’estimation des dérivées premieres et secondes
pour le calcul de la courbure.

5.3.1 Méthode des différences finies

Atitre d’introduction, nous proposons de rappeler les principes de base de I’estimation
numérique des dérivées d'une fonction.

Définition 5.3.1 Soit f une fonction a valeurs réelles définie sur une réunion quelconque
d’intervalles non triviaux Dy et soit xo € D¢. Pour tout h € R* tel que [xo,xo+ hl < Dy, on
appelle taux d’accroissement de f enxy avec un pas deh la valeur :

f(xo+h) —T(xo0)
h
On dit que f est dérivable en x si la limite quand h tend vers 0 de t,(h) existe. Ona:

txo (h) =

F/(x0) = im b (1)

La définition de la dérivée en terme de limite est inopérante en informatique. En effet
comment calculer la limite quand h tend vers 0 d'une courbe quelconque.

Théoreme 5.3.2 Développement de Taylor
Soit 1 c R un intervalle et a € 1, E un espace vectoriel normé de dimension fini et soit f une
fonction dérivable en a jusqu'a l'ordren € N*. Alors on a le développement de la fonction f :

f'(a) " (a) M (a)
1! 2! n!

avec Ry, (x) le reste de Taylor

f(x) = fla)+ (x—a)+ (x—a)>+...+ (x—a)™+Rn(x) (5.15)
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De la formule de Taylor on déduit une approximation de la dérivée premiere :

h? h3 h*

fla+h) = f(a)+hf’(a)+Ff@)(a)+?f(3)(a)+ﬂf(‘”(a)+o(h5) (5.16)
2 R R

fla—h) = f(a)—hf’(a)+Ff(z)(a)—yf(s)(aﬂ—mfw(a)—i—o(h5) (5.17)

En soustrayant 'équation 5.17 a1’équation 5.16, on obtient I'équation :

3

fla+h)—f(a—h) = 2hf’(a)+2%f(3)(a)+o(h4) (5.18)

On obtient une estimation de la dérivée d’ordre 1 :

f(a+h)—f(a—h) h?

(3) 3
o —|—2.3!f (a)+o(h?) (5.19)

f'(a) =

En additionnant les équations 5.17 et 5.16, on obtient une estimation de la dérivée se-
conde :

fla+h)—2f(a)+f(a—h)

/!
(a) .

(5.20)

5.3.2 Produit de convolution

On déduit des équations précédentes trois masques de convolution classiques pour ap-
procher la dérivée d'une fonction (Tableau. 5.3). Ces masques sont obtenus a partir d’équa-
tions similaires a celle présentée Equation. 5.19. Dans le développement de Taylor Equa-
tion. 5.17 et Equation. 5.16, on a fait le choix d'un développement centré sur I'intervalle
[—h, h] ce qui donne la formule de I’estimation de la dérivée 5.19. On peut effectuer un rai-
sonnement similaire vers I’avant avec un développement sur l'intervalle [0, h] qui donnera
une formule légerement différente ou vers I'arriere pour obtenir un troisieme masque. Ces
masques sont ceux présentés dans le tableau ci-contre 5.3.

Cette premiere approche est développée en utilisant un noyau gaussien pour améliorer
I’estimation des dérivées successives. La méthode basique utilise uniquement deux points
pour donner une estimation de la dérivée avec un poids de un. Cependant on peut utili-
ser un voisinage plus large autour d'un point tout en tenant compte de leur distance par
rapport a ce point, c’est-a-dire qu'un point éloigné aura moins d’'importance dans le cal-
cul de la dérivée qu'un point plus proche. La dérivée estimée sera alors la moyenne sur
I’ensemble des points. Cette approche a I'avantage d’étre fortement résistante au bruit.
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Direction d’approximation Noyau de la convolution
5 21012
srivati 4 : 7 — 7
Dérivation centrée EEIR= N
1 —
j] si a=—1
a— - si a=1
0 sinon
Arivat: 04 1ET
Dérivation avant +:L L DT
1 si a= —]
a— ¢ —1 si a=0
0 sinon
Arivrat: s S_:[ T
Dérivation arriére LDEL ]
1 si a=—1
a— ¢ —1 si a=0
0 sinon

FIGURE 5.3 : Masques de convolution associé a I’estimation de la dérivée

Cependant en utilisant un noyau gaussien, on peut se poser la question sur la pertinence
de mettre le méme poids quelle que soit la position d'un point sur la courbe. Par exemple,
pour un point situé sur une zone de forte courbure, on souhaiterait que les poids soient
différents par rapport a une zone de courbure nulle. On propose une approche utilisant le
processus de diffusion présenté dans le Chapitre. 4. Soit ¢ une fonction discrete, et x un
point de la courbe ot 'on veut estimer la dérivée. La géométrie de la courbe est donnée
par les contraintes de déplacement d’'un marcheur qui part d'un point x. La longueur du
voisinage utilisée sera donnée par le point le plus loin atteint par le marcheur.

Définition 5.3.3 Estimation de la dérivée
Soit @ une fonction discrete et A" la matrice de transition sur la courbe ¢. Une estimation
de la dérivée premiére de la fonction ¢ au pointn est donnée par :

(Dl *@)m) = ) AlMMD(@m+i+1)—@n—1+1) (5.21)

i=—m

La définition est similaire a celle avec le noyau Gaussien (Chapitre. 3). La différence
principale réside dans le choix d’'un noyau adapté a la géométrie de la courbe. L'étude que
nous avons faite sur le noyau adaptatif dans le cadre des étoiles discrétes (Chapitre. 4),
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montrait que la diffusion avait un sens géométrique. Il est facile de remarquer qu'un point
de bruit détaché de la courbe aura un poids nul et n’'interviendra pas dans I’estimation de
la dérivée, contrairement aux poids gaussiens qui ne tiennent compte que de I’abscisse de
ce point. Sur des zones de fortes courbures, les poids seront supérieurs au maximum de la
courbure et tres faibles au-dela. On préserve ainsi de facon plus précise les maxima de la
fonction. C’est une différence flagrante avec la méthode de reconnaissance des segments
maximaux. Autant les poids gaussiens ne révelent aucune information sur le bruit ou sur
la géométrie, autant la sensibilité au bruit de la reconnaissance des segments peut s’avérer
étre particulierement utile pour détecter des zones marquées. En particulier, les travaux de
Bertrand Kerautret et Jacques-Olivier Lachaud [KL09], proposent une étude multi-échelle
de la longueur des segments maximaux pour détecter des zones de bruit. Cette caractéris-
tique due a la sensibilité au bruit n’existe pas dans le cas de 'estimation des dérivées avec
des noyaux gaussiens puisque celui-ci réduit son intensité sans avoir besoin de le détecter.

Proposition 5.3.1 [LVdV07]

Soit S un support convexe dont le contour est deux fois différentiable et de courbure conti-
nue. La longueur discrete d'un segment maximal Ay, (S) avech le pas de discrétisation h n'est
pas bornée [des deux cotés] quand h tend vers 0.

Proposition 5.3.2 La diffusion discrete centrée et normalisée, sur le raffinement d'une
courbe de courbure continue, converge en loi vers la loi normale centrée réduite.

Plus précisément :

Lemme 5.3.1 Soit f € €2, soit x € D¢ et o l'écart type de la diffusion sur la droite discrete
de pente f'(x). Soit i¢ le point discret associé a x sur ©. : Z — Z la discrétisée de f de pas
€, Ag le noyau de convolution associé a @ et pe la longueur du segment maximal centré
en ic. Choisissons m. tel que pz_e > Me > })4—6 et notons X¢(y) = mL%A]S“(ie,ie + L%J),
le processus de diffusion normalisé centré en ic. Alors (X¢)eer converge en loi vers la loi
normale centrée réduite :
Xe —25N(0,1)
e—0

Remarque. Cette proposition traduit le fait que le comportement asymptotique du pro-
cessus de diffusion pour une diffusion suffisamment longue, est similaire a une loi normale
a un écart type pres. Ce qui signifie que pour un m suffisamment grand, les poids du pro-
cessus de diffusion sont donnés par les nombres binomiaux normalisés dont I’écart type a
été réduit. Une telle considération sur les supports réguliers a déja été faite (Chapitre. 4).
Sur les droites, on a démontré que les poids suivaient une loi normale quand m — oo. Les
conditions sur la fonction f, nous permettent d’élargir ce résultat au cas des fonctions de
classe CZ, bornées.



CHAPITRE 5. APPLICATION DU PROCESSUS DE DIFFUSION DISCRET A L'ESTIMATION
98 DE LA COURBURE

Démonstration :

Le point de départ de la diffusion i. appartient a S, le segment maximal centré en i,
et de longueur pe. La distribution statistique des poids partant du point i a un écart type
quel'on note .. Comme f € €2, 0. converge vers o, |'écart type de la diffusion sur la droite
discrete de pente f'(x) quand € — 0.

Pour j tel que [ic —j| < pe, le processus de diffusion entre i. et j pour un temps m < pe
est identique au processus sur la droite discréte S.

D’apres le Théoreme. 4.4.7, le processus de diffusion centré et normalisé sur la droite
discréte de support S converge en loi vers la loi normale quand m tend vers co. Et d’apres
la Proposition. 5.3.1, p. est non borné quand € — 0. Donc pour % >me > %e,

Xe 5 N(0,1)

e—0

OJ
Cette proposition nous permet de démontrer la convergence multigrille de notre mé-
thode en utilisant le résultat de convergence de Alex Esbelin et Remy Malgouyres. En ef-
fet, il est a priori difficile de caractériser les poids du processus de diffusion puisqu’ils se
veulent adaptatifs. Les poids dépendent donc a la fois du support et de la position sur celui-
ci. C’est ce quirend la preuve de convergence sur les droites discretes si particuliere : méme
sur un support aussi régulier qu'une droite, la diffusion tient compte des changements de
paliers liés a la discrétisation de la droite. On contrecarre ce probleme en étudiant le com-
portement asymptotique des poids sur une courbe. Le résultat montre que la distribution
est comparable aux nombres binomiaux. Le processus de diffusion tient compte de la géo-
métrie mais pour un masque tres large le comportement est similaire a une loi normale. Il
dépend de I'écart type o compris entre 0 et 1, qui recentre ou élargit la gaussienne en fonc-
tion de la courbe. Si 0 = 1, on retrouve exactement les nombres binomiaux, c’est-a-dire
que I'on est dans la situation de diffusion la plus rapide.

Théoreme 5.3.4 [EMO09]

Soit f : R — R une fonction C3 et bornée, soit « €]0,1], K € R} erh € RY. Supposons que
I':Z — Z telle que [hTI'(i) — f(hi)|< Kh®. Alors pour m = h3(*3)3 o5 g |(Dym_1 * u)(n) —
f'(nh)le O(h?*/3)

Remarque. D’apres la Proposition. 5.3.2, on sait que sur une courbe de courbure continue,
la distribution des poids des masques adaptatifs converge en loin vers une distribution
normale. Or un résultat classique est que les nombres binomiaux peuvent également étre
approchés par une loi normale. En d’autre termes, pour une taille de masque tres large,
la convolution utilisant des masques gaussiens est équivalente de la convolution utilisant
des masques adaptatifs. On a donc dans notre cas un résultat de convergence similaire au
Théoreme 5.3.4.
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0.5f

-0.5}+

FIGURE 5.4 : Illustration de la convergence de I’estimation de la dérivée seconde de la fonc-
tion x — sin(x) (en trait continu). Le pas de discrétisation est réduit de h = % (jaune) vers
h= % (rouge), h= % (bleu) et h = 1]_0 (vert), pour un masque de taille fixé égal a 20

5.3.3 Résultats estimation des dérivées avec le masque adaptatif.

Dans cette partie on propose les résultats d’estimations des dérivées premieres de di-
verses fonctions. Pour cela, on choisit de facon arbitraire un pas de discrétisation et I'on
calcule une estimation de la dérivée. Figure. 5.5, on propose '’exemple de I'estimation de
la dérivée de la fonction x — sin(x) et une estimation de la dérivée premieére et seconde de
la fonction x — %sin(Zx) pour un pas de discrétisation de %. Pour donner une idée de la
convergence multigrille, on propose (Figure. 5.6) une estimation des dérivées premiere et
seconde de la fonction x — sin(x) pour un pas de discrétisation tres large 1]@. On montre

que l'estimateur converge rapidement vers la valeur exacte de la dérivée.

5.3.4 Estimations par la méthode des moindres carrés

Nous avons étudié un estimateur des dérivées basé sur le produit de convolution avec
un noyau qui tient compte de la géométrie de la courbe. Nous avons utilisé des poids qui
permettent de donner une information supplémentaire sur le voisinage d'un pixel. Pour
observer expérimentalement la convergence multigrille, on est obligé de laisser diffuser
un certain temps pour pouvoir caractériser la distribution statistique des poids. On ob-
tient des résultats tres intéressants avec des masques de petite taille contrairement aux mé-
thodes par convolution binomiale. Cependant, les données initiales pondérées par une va-
leur donnant une information sur leur pertinence, fait penser a une autre approche basée
sur la régression linéaire. Une situation courante en statistique ou en biologie, est d’avoir
deux séries de points de mesures expérimentales {yo,Yr,...,Yn} €t {x0,X1,...,Xn} et de re-
chercher une relation F pour modéliser la courbe y = F(x). Dans le cas des estimations
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(a) estimation de la dérivée premiere et seconde (b) Estimation des dérivée premiere et seconde
de la fonction x — sin(x). En jaune et vert les de la fonction x — %sin(Zx)

données initiales et sa discrétisation. En bleu,

estimation de la dérivée premiere avec en trait

continu la valeur exacte. En noir en trait continu

la valeur exacte et en comparaison I'estimation

de la dérivée seconde via la méthode des diffé-

rences finies adaptatives.

FIGURE 5.5 : Exemples d’estimation des dérivées pour les fonctions x — sin(x) et x —
20sin(2x)

100 100
50 50

/500 600 700 8 900 1000 00 1200 500 600 700 800 90 1000 1100 1200
-50 -50
-100 -100

(a) Exemple d’estimation de la dérivée de la (b) Exemple d’estimation de la dérivée seconde
fonction x — sin(x) pour un pas de discrétisa- de la fonction x — sin(x) pour un pas de discré-
tion de ]]W tisation de ”W

FIGURE 5.6 : Exemples d’estimations de la dérivée premiere et seconde. On peut comparer
les résultats a la premiere estimation de la fonction x — sin(x) (Figure. 5.5(a)). On voit la
convergence rapide de la méthode pour un masque peu large (masque de taille 300 uti-
lisé pour plus de 6000 points). En rouge on a l'estimation et en bleu la valeur réelle de la
dérivée.
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des tangentes, on cherche une relation de la forme y = ax + b. Il s’agit d'une régression
linéaire. Le probleme de ce type de recherche c’est que les données sont mesurées expéri-
mentalement, et qu’il faut prévoir une marge d’erreur concernant ces données. On consi-
dere ((xi,yi) )ie[] l’ le nuage de points issus des deux listes de données expérimentales. On
cherche parmi une famille de fonctions f(x,0) ou1 © est un parametre inconnu, celle qui re-
produit au mieux I'ensemble des données. Ce parametre est obtenu par la minimisation
de la somme quadratique des déviations :

n

S(0) = ) (yi—f(x:,0)) (5.22)

i=1

On note en général la valeur (y; — f(x;,0))?, r; pour résidus. Pour obtenir un meilleur
ajustement, on peut utiliser une fonction de poids, qui est en général une mesure de la
variance du bruit dans les données. Si on note ojune estimation de I'écart type du bruit
qui affecte la mesure y;, on obtient la formule suivante :

n . ) 2
S(0) = Z(Ul fo(;(ue))
i=1 i

= > wilyi—f(x,0))?
i=1

ol w; est un poids de la mesure y;. Pour revenir a I'estimation des tangentes dis-
cretes, 'ensemble des données mesurées sont les pixels de la courbe et on cherche la
droite passant au mieux par un ensemble de points de la courbe. La fonction f cherchée
est f(x) = ax +b. Le résidus 1; = (y; — (ax; + b))?. Le probleme de cette formule, c’est
qu’elle ne tient pas compte d'un pixel en particulier, or on souhaite calculer la tangente en
un point donné. Une régression linéaire basique comme celle présentée prend en compte
la totalité de I'’ensemble et cherche la fonction qui ajuste au mieux ’ensemble des points.
On remplace donc le poids de la mesure qui affecte y; par les poids donnés par le proces-
sus de diffusion. On propose ainsi de démarrer la diffusion au point ot1'on veut calculer la
tangente. Plus les points seront éloignés moins ils auront d'importance dans le processus
de régression. Notons ¢; = (xi,Yi) et A la matrice de diffusion associée a la courbe.

S(a) = ) ((yj—yi)—aly—x))*AT(L,j) (5.23)

j=1

En dérivant par rapportaa:
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dS = S
30 = ZZ((Uj_Ui)_a(Xj—Xi))X(Xj—xi)As (i,j) =0
n n
= Z(Uj_yi)(xj_Xi)A?(i’j)_GZ(Xj_Xi)ZA;n(i»j) =0
j=1 j=1
PR Uj—yi)(Xj—Xi)AmﬁJ)
a = .
Définition 5.3.5 C={cp,c1,...,cn} une courbe discrete et A" la matrice stochastique asso-

ciée a cette courbe. On appelle tangente au point c; = (xi,Yi), la droite de coéfficient direc-
teur a tel que :

D (y; —xi)AS (L))
@ = (5.24)

n
Z Xl ZAm )])

b o= yi—ax (5.25)

La formule du coefficient directeur de la tangente provient de I’équation. 5.23. On dé-
rive cette formule par rapport a la variable a pour obtenir la formule fermée de la défi-
nition. Se pose la question du comportement multigrille de la méthode d’estimation par
moindre carrés.

Théoréme 5.3.6 Soit C = {co,C1,...,Cn} une courbe discrete tel que cj = (x5,Y;) et As la
matrice stochastique associée a cette courbe. Si AT*(1,j) = zzrl T Cgln: ﬂq , alors on a l'égalité

suivante :
T2 (g5 — v (% — x)AT ()

2m

2y — xi)2AR (i)

= D}m71 (Ci)

Remarque. Ce théoreme nous permet de faire le lien entre la méthode de convolution
binomiale et la méthode de minimisation par moindre carrés. Remarquons que les poids
choisis sont donnés par les coefficients binomiaux. Il s’agit simplement d’alléger les calculs
en montrant que les deux formules sont égales, et on pourra par la suite montrer I'équiva-
lence en utilisant la proposition. 5.3.2 avec les poids donnés par le processus de diffusion.
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Démonstration : On réécrit la formule de la méthode des moindres carrés pour simpli-
fier la preuve. Sans perte de généralités on suppose que le point dont on veut estimer la
tangente est au point d’indice 0. Posons p; = A{*(1,j)

2t m(Yj — Yolips
R J

a —=

Sipj est donné par les coefficients binomiaux, on a :

L Y —yo)iCod,

m 2 ~MAj
ij—m) CZm

On peut facilement vérifier que Z;‘l_mjo;ﬂg] = m2?m-T,
Considérons le coefficient y; dans:

2m+-1 )
(DEZer]) *@)(x) = Z Cznn_fl] (Uj+1 _Ujfl)
i=0
; 1 (2m—1)! (2m—1)!
C;nniri1 (_yj) + C;}:l1 (Uj) = Y ( - )

(m+j—1D)!(m+j)!  (m+j)l(m—j—1)!
(2m)! m+j—(m—j)
Yom (mtj)(m—j)!

1 2j(2m)!
Y m m+j)(m—j)!

) .
= y—Cyy

OJ
On propose Figure. 5.7 un exemple d’application de I'’estimation des tangentes dis-
crétes en utilisant le processus adaptatif.

5.3.5 Généralisation aux surfaces en dimension trois

Une méthode analogue peut étre appliquée pour les normales sur une surface discrete.
On cherche les plans tangents sur une surface pour estimer les normales. On applique
le méme processus que ci-dessus. Soit X une surface, et x un point de cette surface. On
calcule le plan tangent en x approchant au mieux la surface. Soit Ag(x)™, un processus de
diffusion discret sur la surface X partant du point x.
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(a) Estimation des tangentes avec un masque de (b) Estimation des tangentes sur la fonction x —
taille 5 sin(x) avec un masque de taille 15.

FIGURE 5.7 : Exemples d’estimations des tangentes basées sur la méthode des moindres
carrés. Contrairement a la méthode initiale qui cherche a passer au mieux par tous les
points de la courbe, le processus de diffusion permet de fixer la tangente en un point et les
autres points servent a adapter la pente en fonction des contraintes de diffusion

Soit le plan P d’équation ax+ by +cz—d = 0. Supposons qu’il s’agit d'un plan norma-
lisé, c’est-a-dire a®+b?+c? = 1. Posons 1 = axi{+byi+czi—d, r; estla distance d'un point
(x1,Yi,z;) au plan P. Soit X un ensemble de points pondérés par les poids p; de la diffusion
centré au point x € . On cherche a,b,c,d qui minimise les distances entre chaque point
de X et le plan.

n

P(a,bye,d) = > rips (5.26)
i=1
1Tl

= ) (axi+byi+czi—d)p; (5.27)

i=1

On en déduit un systeme de quatre équations en dérivant par rapport aux quatre in-
connues dans I’équation. 5.26 :
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P =
30" Zin(axieryr%czi—d)pi:O
i=1

P ¢
3% Y 2yi(axi+byi+czi—d)pi=0
. = (5.28)
Y Zzzi(axi+byi+czi—d)pi:0
i=1
P
34" Z—Z(axi+byi+czi—d)pi:0

i=1

On pose xg = %Z?:] Xi, Yo = %Z?ﬂ yietzg= % > i=1zi. On obtient la valeur du pa-
rametre d :

d = axp+byp+czo (5.29)

En retirant xo,ypetzp du systeme d’équations. 5.28, on obtient le systeme d’équations
suivant sous sa forme matricielle :

> (x—x0)*pi Y ii(x—x0)(y—yo)pi X imi(x—x0)(z—z0)pi a
Yix—x)y—vyo)pi  Cii(y—vyo)*pi Y ii(y—yo)lz—zo)pip-q b p=0
Y ix—x0)(z—zo)pi X1 (y—yo)z—z0)ps > t(z—z0)ps c

La résolution de ce systeme d’équations n’apporte qu'une solution trivialea=b=c =
0. 11 faut donc rajouter des conditions sur le systeme pour écarter cette solution. De ce
fait on utilise 'hypotheése de normalisation précédemment introduite : a® +b? +¢c? = 1.
Soient W la matrice du systeme, V la matrice diagonale et E la matrice de passage de W.
Le systeme se traduit donc en termes de matrices par :

WE = VE (5.30)

La matrice W est une matrice 3 x 3. Elle est donc associée a une matrice 3 x 3 de vec-
teurs propres et de valeurs propres. On choisit le vecteur propre solution de notre sys-
téme comme étant celui associé a la plus petite valeur propre. On propose Figure. 5.8, trois
exemples d’estimations des normales induites par les plans tangents.
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(a) Exemple d’estimation de (b) Estimations des normales (c) Estimation plan tangent sur
plan tangent au point x en bleu d’un plan discret un coin de surface

FIGURE 5.8 : Exemples d’applications de la méthode des moindres carrés sur des surfaces
en trois dimensions. Les deux premiéres servent de repére pour vérifier la pertinence de la
méthode. La troisiéme figure en revanche permet de voir le comportement de la détection
du plan tangent grace au processus de diffusion. On trouve le plan tangent passant par le
pixel de coin avec la bonne orientation

5.4 Application aI'estimation de la courbure

5.4.1 Dérivées d’ordres supérieurs

Dans les sections précédentes, nous avons proposé un estimateur de tangentes et de
normales basé sur deux approches différentes. La premiere consiste a utiliser la méthode
des différences finies pondérées par le processus de diffusion pour donner une estimation
de la dérivée. Cette approche peut se généraliser pour des dérivées d’ordres supérieurs.
Une approximation de la dérivée premiere peut étre utilisée afin de déterminer une ap-
proximation de la dérivée seconde, puis en réitérant le processus obtenir une valeur de la
dérivée d’ordre n.. Le probleme de cette méthode pour I'estimation des dérivées d’ordres
supérieurs, c’est qu’elle suppose que les approximations précédentes sont de qualité suf-
fisante, pour pouvoir continuer le processus.

Définition 5.4.1 Estimation de la dérivée d'ordren
Soit ¢ une fonction discrete et AT (@) la matrice de transition d’'un marcheur sur la courbe
@. Une estimation de la dérivéen-ieme de la fonction ¢ au pointx est donnée par :

DM(x) = AT (@) 8, * AT (@) %... % AT(@)] (x) (5.31)

~
n times

avec b, un noyau de dérivation (cf Tableau. 5.3).
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Cette définition représente I'’estimation de la dérivée d’ordre 1 que I'on convole avec
le noyau adaptatif, le résultat lui méme convolé par un noyau de dérivation, pour obte-
nir la dérivée d’ordre 2, etc...Donc une mauvaise estimation de la dérivée aux premiers
ordres, entraine une dégénérescence pour l'estimation des ordres supérieurs. L'avantage
de cette définition c’est d’avoir un parametre m, taille du noyau de la convolution, sur le-
quel on peut jouer pour améliorer I'estimation de la dérivée a un ordre supérieur. Dans un
cas simple, on utilise la méme taille de noyau pour estimer les dérivées d’ordres successifs.
Pour des données avec beaucoup de bruit, on augmente progressivement la taille du noyau
afin de limiter les artefacts liés a I’estimation. On donne ainsi une meilleure estimation des
dérivées d’ordre n. Nous savons que I'estimation de la dérivée premiére est convergente
multigrille. Cela signifie que si 'on réduit la taille de la grille, pour une certaine taille de
masque I'estimation de la dérivée converge vers la dérivée réelle sous jacente a la discréti-
sation. Chaque dérivée successive convergera par réduction du pas de la grille, a condition
de trouver la bonne taille de masque.

100 100

>0 \ /\ * \\ /\
0 s s s s ) ‘ ! 0 s s s s s ‘ ‘ ‘
500 GOW"IOOO 1100 1200 500 600 700 800 90 1000 1100 1200
-50 -50
-100 -100
(a) Estimation de la dérivée seconde avec un (b) Estimation de la dérivée seconde avec un
masque de taille 50 masque de taille 300
100 100
50 50
0 s s s s s ‘ s s of A ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
500 GOOW 1000 1100 1200 5 0 600 700 /800 900 1000 113Y)o<
-50 -
-100 -100
(c) Estimation de la dérivée seconde avec un (d) Estimation de la dérivée troisieme avec un
masque de taille 600 masque de taille 600
100 100
0 A o A‘
of Al ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ of A ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
Woo 900 1000 uh\z WOO 900 1000 11&
-50 -50
-100 -100
(e) Estimation de la dérivée troisieme avec un (f) Estimation de la dérivée troisieme avec un
masque de taille 900 masque de taille 1800

FIGURE 5.9 : Exemples d’applications de la méthode des différences finies pour estimer les
dérivées d’ordres supérieurs a 1. On utilise la taille du masque pour gommer les artefacts
liés a 'imprécision de 'estimation de la dérivée d’ordre inférieur.
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A titre d’exemple, on propose un estimation de la dérivée seconde de la fonction
x — sin(x). La premieére estimation de la dérivée utilise un masque de petite taille Fi-
gure. 5.9(a), ce qui fait ressortir les imprécisions de I'estimation de la dérivée d’ordre 1.
Ensuite, avec un masque de taille de plus en plus large Figure. 5.9(b) et Figure. 5.9(c), on re-
marque que |’estimation de la dérivée seconde converge vers la dérivée de la fonction réelle
sous jacente a la discrétisation. En revanche pour la dérivée troisieme (voir Figure. 5.9(d),
Figure. 5.9(e) et Figure. 5.9(f)), '’estimation de la dérivée dépend de la dérivée seconde.
Or, malgré une bonne approximation, il reste quelques perturbations, qui sont largement
amplifiées pour la dérivée troisieme. De ce fait, la taille du masque doit s’adapter, pour
éliminer au mieux les irrégularités de la dérivée troisiéme, au dépend des extremas de la
fonction qui ne sont désormais plus atteints.

5.4.2 Ftude dela convergence multigrille

Dans cette partie, on étudie le comportement de I'estimateur des dérivées d’ordre un
et deux. Dans la section précédente, nous avons vu que la méthode d’estimation basée sur
les convolutions pouvait s’écrire comme une méthode des moindres carrées pondérées.
Nous avons montré Théoréme. 5.3.6, que la méthode par convolution définie dans [EM09],
pouvait s’écrire comme une minimisation des moindres carrées utilisant un masque gaus-
sien. Une autre approche proposée par [ASWL11], précédemment introduit dans le cha-
pitre. 3 peut-étre vue comme une minimisation des moindres carrées sans pondération.
Nous avons proposé un ajustement de cette approche en utilisant une pondération lo-
cale dépendante de la géométrie de la courbe. Cette approche était déja utilisée en ana-
lyse d'images pour détecter les variations du gradient et avoir ainsi un traitement qui tient
compte des détails de 'image.

Théoreme 5.4.2 Soit y; = D' (f)(x1),%i € {X1,X2,...,Xn} la discrétisation d’une fonction
y =f(x) deux fois différentiable. Alors ¥j, 3(; € [x,x;] tel que :

fll ( C) )
2

Démonstration : Sous 'hypotheése que f est deux fois différentiable, on a le développe-

ment de Taylor Lagrange au point xy : Vx € R, 3C € [x,xy]

vk, 1D (F) (xi) — £ (xi) 1< max{ o

Xj EVk

f”(C) )2

fx) = F0ac) + 10 (x =x1) + == (x =i

Vj, 3¢ avec un poids pj tel que :

Yi—Yk = f(xj)_f(xk):f,(xk)(xj—xk)+f (ch)(xj—xk)z

(5.32)
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En remplacant dans I'équation. 5.32 dans la définition de la dérivée d’ordre un, ona:
2y — Y — xa)ps
2% — )
X5 0 (g —xa)py +
Z;l 1(Xj - X )zpj
(G
Y- X)_Xk) Pj

D'(f)(x) =

fll C
—(2 L (x5 —xx)3p;

= ')+

Alors,

ID' () (i) — ' (xi) | =

IA

()
2

IA

(%5 —xx)

max
jeVy

De la méme facon, on a une borne d’erreurs sur la dérivée d’ordre deux.

|

Théoreme 5.4.3 Soit y; = D?(f)(x1),Xi € {X1,X2,...,Xn} la discrétisation d’une fonction
y = f(x) déﬁnie sur 1 trois fois différentiable. On note h le pas de la discrétisation et

Aix zf’?;}i—k)m Alors Vi,j,k, A¢; € [x, %3], e; € [x,xi] erTe] € [x,x]] tel que :

£
D(1)(x )f'(xk)|<max{‘ g

}erax f”(ei)Aik—f"(e{)Aﬁ}
jeVi

1,jeVi { (Xj —Xk)h

Démonstration : Soit xi € I, la dérivée seconde au point k est donnée par la formule :

Y 15 (DY(H) (%) =D (£)(a)) (g — xi)py
2 jm1(x = %P

De la méme fagon que précédemment, 3¢; € [x,x;] tel que::

(5.33)

D*(f) (xx)
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£ G
M(xk—xj )2 (5.34)

FOg) =) = 00 (=) +—;

De méme que dans la démonstration du Théoréme. 5.4.2, on a:

A e [x,xi), D'(F)(xi) = ' (xk

"), | (5.35)
3¢/ elx,xl, D'(F(xj) = )+ =tz TP
i=1 (Xl_xj) Pi
e
/i) —f' () = " (x) (% —xk) + ;C])(xj—x )2
!/ !/ 1 f,”(c'
(F' () — /(i) (g —xx) = " (xx) (x5 —xx)* + > J)(X]_Xk)3
, (%)
(DY) (%) =D () () (xj —xx) = f (Xk)(xj_xk)2+TJ(Xj_x )+ (x5 —xx) (5.36)
n " i n f”(q
Zi:] #(Xl_x )3pi_21z1 ) )(Xl X)) Pi (% — )
> i (xi—xi)pi 1 (xi—x;)%ps J
En remplacant I'’équation. 5.36 dans I’équation. 5.33,
> (D) (%) =D (F) () (% — xx)p;
D2(f) (xx) ’ _ (5.37)
* S0 — %)%
(5.38)

(L
X (7 0ad (g —xa)*py + (2 1 (%) —xx)°P; N
Z?:] (xj — Xk)zpj
n 1) 5 ) s
n D iy xi—xa) P i~ (xi—x)°pi ' .
Zj:] { S i kx)Zps ) G —x)ps

Z?:] (%) — Xk)zpj

D*(f) (x)
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f!l/ C
S 2 =)y
2 — )

£11(s) ”(C’)
i Sxia)®pi i —- (i) pa
Zn 1 { i 1n 2 1 1 i=1 1 ) 1) (X]_Xk)p]

i (xi—xk)?pi D i X1 Xj)2Ppi

Z?:] (%) — Xk)zpj

Sz

w1 ; LD ,
yn im1 7 (a—xd’pi - 2 in —— (xi—x) Piy L —x s
j=1 > i (xi—xxk)?pi > i (xi—x)%py j IS

2% — )

S; =

Pour plus de clarté, notons h le pas de discrétisation de la grille. On appelle (x; —xx) =
5ikh .

) VoD
S Shp, > 1 ’ P Xisi —z &b Pi)
j=1 91k 52 h2p; iy 8% n?p;
S, =
Z) 16 hp)
83, Pi
On pose Ajy = =&>—
P k= Z1 151kp1

ZJ 15]kth{Zm 1 PG A —1"(C 11}
Zj:1 éjkh Pj

S; =
Par passage au maximum :

n szkth] // "
Zj:1 T &kh {Zl 1 77 (G Ane— 1)}

S, = max

i,jel Z]-:1 éjkh’ Pj
n
< f” 3 f" A
< 11,?6%{ 6ikh( (Cl) ik — (C) 1]) }
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|

O

On en déduit un borne sup pour I'estimation dela dérivée seconde :

o
i,jEVk

f///(cj)
2

n
dixh

(x5 —xx) f7(G)Auc—f"()Ay

D2(1)(5)~1"x0)] = max{ |

Corollaire 5.4.4 Soit y; = D' (f)(xi),xi € {x1,X2,...,Xn} la discrétisation d’une fonction
y = f(x) avec € @3. Soit h le pas de la discrétisation de la grille. Alors, quand h — 0, on a
D' () (i) — ' (xi) = 0 et [D2(F) (i) — £ (1) | O

Démonstration : C’est une application directe du Théoreme. 5.4.2 et Théoreme. 5.4.3.

Pour n la taille du masque fixé, quand h tend vers 0, (x —xy ) — 0.
O

5.4.3 Applications a la courbure de fonctions réelles

D’apres ce qui précede, I'estimation des dérivées d’ordres supérieures a deux sont dé-
pendantes de la qualité des estimations précédentes. Malgré cela, sil’on regarde I'’estima-
tion de la dérivée troisieme, malgré les bonnes qualités de la dérivée seconde et de la dé-
rivée premiere, le résultat obtenu est nettement inférieur a celui des dérivées précédentes.
En réitérant le processus, il est clair que les pertes seront de plus en plus importantes, et
il faudra utiliser des masques de plus en plus large pour obtenir une estimation qui aura
toujours du sens. Dans I'introduction de ce chapitre, nous avons explicité les formules de
calcul de la courbure en fonction de leur paramétrisation. Il se trouve que ces formules
ne dépendent que de la dérivée premiere et seconde. La dérivée premiere et seconde ont
été prouvée multigrille convergentes, on est donc en mesure de déterminer une taille de
masque pour laquelle 'estimation de la dérivée sera aussi proche que I'on veut de la dé-
rivée réelle sous-jacente. Par ailleurs, ce critére nous permet de prévoir une estimation de
la courbure de grande qualité, da la aussi, a la convergence multigrille. Cette approche
est similaire aux méthodes présentées [FM08; MBF08; WS93], basée sur la convolution par
des noyaux gaussiens. Cependant, notre approche avec un noyau de diffusion permet a la
fois de donner une estimation des dérivées résistantes au bruit mais aussi permet de justi-
fier dans le cadre théorique, les poids utilisés pour la convolution. Dans le papier [FMO08],
les auteurs proposent un pseudo-masque gaussien qui donne d’excellents résultats en
pratique, mais ne peuvent pas cependant justifier le choix de la construction. L'avantage
de notre approche c’est que I'on retrouve sur des courbes discretes, des masques gaus-
siens sur les parties régulieres, et les masques s’adaptent en fonction de la courbure. Ces
masques de convolution sont donc par construction adaptés a I’estimation de la courbure.
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Rappelons la définition classique de la courbure pour une fonction réelle dans le plan.

Soit (x, y(x)) un graphe de fonction avec x € I c R. Alors la courbure de la fonction est

L)s. En utilisant les notations précédentes, on

(1 +y"2(x))2
définit un estimateur de la courbure de fonction discrete de la facon suivante.

donnée en tout point par I'(x) =

Définition 5.4.5 Estimation de la courbure
Soit @ un fonction discreéte, un estimateur discret de la courbure est donnée par la formule :

D?(x)

Fx) = 3
(1 + D'(x)?)?

A titre d’exemple, on calcule la courbure de la fonction discréte x — sin(x) et on com-
pare la courbure réelle avec la courbure estimée. On propose une estimation de la courbure
basée sur différents pas de discrétisation pour mettre en évidence le comportement multi-
grille de 'estimateur. Ce qui est intéressant c’est de pouvoir également comparer les tailles
de masques utilisées par notre méthode avec ceux de la méthode qui se rapproche le plus,
la convolution binomiale.

On propose un exemple d’estimation de la courbure Figure. 5.10. Sur cet exemple, on
peut comparer et voir le comportement de I'estimateur quand le pas de la grille tend vers
zéro. Tout d’abord pour un pas de discrétisation assez grossier, Figure. 5.10(a), on obtient
une assez bonne approximation de la dérivée premieére et seconde. A partir de ces résultats
on donne une estimation de la courbure Figure. 5.10(b). Enfin on utilise des fonctions avec
un pas de discrétisation de 1]@ pour obtenir une estimation plus précise Figure. 5.10(c).
On effectue une recentrage de cette figure sur la zone plate pour voir le comportement de
I’estimation sur les valeurs les plus faibles Figure. 5.10(d).

5.4.4 Conclusion et perspectives

Nous avons présenté un nouvel estimateur des tangentes et de la courbure de courbes
discretes. Nous avons montré que cet estimateur se comporte comme ceux basés sur la
convolution par des filtres gaussiens, mais avec des poids qui sont adaptés a la géomé-
trie de la courbe. Cela permet d’avoir une caractérisation de la courbe telle qu'on pou-
vait 'avoir avec la décomposition en segments ou en arcs de cercle maximaux. La dé-
monstration de la convergence multigrille de cette approche repose essentiellement sur
le fait que le processus de diffusion, a partir d'un certain temps, a le méme comportement
asymptotique qu'une loi normale et de ce fait, donne des résultats similaires a la méthode
par convolution binomiale. Cette approche permet donc de relier deux méthodes a priori
distinctes, par un processus de diffusion et qui permet d’avoir les méme caractérisations
qu'une segmentation de la courbe. Une autre fagon de le voir et d'utiliser les poids de la dif-
fusion pour détecter des zones de bruit sur une courbe. Par segmentation, Bertrand Kerau-
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FIGURE 5.10 : Exemples d’estimation de la courbure de la fonction x — sin(x). Malgré
un pas de discrétisation faible et un masque de petite taille, on obtient une trés bonne
approximation de la courbure Figure. 5.10(b) dont on peut voir une estimation des dérivées
premieres et secondes Figure. 5.10(a). Enfin quand on fait tendre le pas de la grille vers zéro,
I’estimateur semble converger vers la courbure de la fonction réelle.
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tret et Jacques-Olivier Lachaud[KL09], proposent d’utiliser la sensibilité au bruit de I’algo-
rithme de segmentation, et d’étudier en analyse multi echelle les variations des longueurs
des segments maximaux sur le contour. En fonction des variations, ils peuvent déterminer
de facon précise, les endroits ou il y a du bruit. Nous proposons une autre solution pour
détecter du bruit sur un contour en utilisant une paramétrisation curviligne, et d’étudier
les variations de la paramétrisation dans un voisinage donné.

5.5 Détection de bruit dans un contour

5.5.1 Paramétrisation curviligne

D’apres ce qui précede, nous avons vu que la distribution des poids sur une droite dis-
crete suivait une loi normale. De ce fait , en fonction de la pente de la droite, nous avons
montré que nous pouvions calculer théoriquement, I’écart type de la distribution et ainsi
pouvoir exactement calculer la loi que suivront asymptotiquement les poids. Dans ce cha-
pitre, nous avons montré que pour des courbes discretes 8-connexes, un théoreme simi-
laire (cf Théoreme. 5.3.2) existait, mais pour une diffusion suffisamment longue. Ce qui
signifie, qu'une approximation du poids entre deux points (i,j) sur une courbe peut étre
donnée en tenant compte de 'écart type de la distribution par un équivalent :

C .2
As(i)j)N 1 e_]j(%{]))
V2o

Remarquons que dans notre cas, le poids de la diffusion partant du points i vers le point
j est connu, et il est facile de calculer I'écart type de la distribution des poids. On peut donc
extraire une approximation de la distance entre le point i et le pointj :

d(i,j) ~ \/—202In(0iV27g ()

En choisissant un point de départ sur notre courbe, on est donc en mesure de fournir
une distance curviligne approchée de I'ensemble. Cette définition est bien stir approchée,
car la diffusion sur une courbe quelconque ne suit une loi normale qu’asymptotiquement,
et d’autre part, on ne peut fournir une distance entre deux points i et j que dans un inter-
valle de confiance (en général [-303,30;]). Ce qui dans le cas d’'une courbe discrete, néces-
site un décalage de la diffusion en un point i’ pour calculer les distances des points les plus
éloignés. Cependant, pour déterminer le bruit dans le contour cela suffit a caractériser la
distance de diffusion.

Définition 5.5.1 Distance de diffusion
Soit C une courbe discrete, soit o l'écart type d’'une diffusion partant d'un pointie C et soit
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j € C tel que le poids au point j € [—304,30i]. Alors on appelle distance entrei etj la valeur :

di,j) = y/—20%n(o:vZrg(i,j)) (5.39)

La paramétrisation de la courbe s’effectue en choisissant un point de la courbe et en
calculant les distances de diffusion entre ce point et tous les points du voisinage dans I'in-
tervalle de confiance. Puis on change de points et on réitere jusqu’a ce que tout les points
de '’ensemble aient une distance de diffusion relative au premier point choisi. A noter tout
de méme que dans le cas de contours avec du bruit, certains points peuvent étre décon-
nectés de la courbe. Cependant, on peut retirer ces points en pré calcul juste en regardant
la diagonale de la matrice de diffusion. A titre d’exemple, on propose un contour avec du
bruit Figure.5.11(a). En étudiant les valeurs successives de la diagonale de la matrice de
transition, on remarque assez nettement que certaines valeurs restent particulierement
hautes. Cela signifie que la diffusion reste bloquée sur les pixels de la courbe. La conclu-
sion que I'on peut tirer, est que malgré des temps de diffusions croissants, si ces pixels
gardent des valeurs tres élevées, cela signifie qu’il y a peu de pixels dans leur voisinage, et
donc qu'ils sont déconnectés de la courbe principale, qui apparait Figure. 5.11(b), dans la
ligne de plus faibles valeurs. On peut donc en pré-calcul, retirer la totalité de ces points.
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(a) Exemple de contour bruité (b) Calcul en chaque point de la fréquence de
passages par un méme point

FIGURE 5.11 : Exemple de détection de pixels déconnectés par étude de la diagonale de la
matrice d’adjacence. Il apparait assez nettement deux lignes avec de trés hautes valeurs sur
la diagonale, qui correspondent aux points avec tres peu de voisins. De ce fait il est facile
d’éliminer rapidement les points déconnectés de la courbe.

5.5.2 Détection de bruit et résultats

Une premiére détection de bruit peut se faire a I’aide du processus de diffusion. Les
pixels déconnectés de la courbe principale apparaissent clairement pour un temps de dif-
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fusion suffisant et on peut d’ores et déja retirer une partie de ces points. A partir de la
paramétrisation définie a partir de la distance curviligne, on peut détecter également les
zones de perturbations dans un contour.

Définition 5.5.2 Indices de Perturbations
Soit C une courbe discrete, et P la paramétrisation curviligne de la C. On définit l'indice de
perturbation au pointi la valeur :

jev(i)

Lindice de perturbation permet de mesurer dans un voisinage donné, le comporte-
ment de la paramétrisation. Si la courbe n’est pas bruité, a priori I'indice de perturbation
sera semblable en tout point de la courbe. En revanche, dans le cas d'un contour avec du
bruit, une forte différence entre les distances attendues et les valeurs effectivement calcu-
lées va donner une valeur de perturbation fortement différente des parties non bruité et
donc il sera facile de les détecter. Nous proposons a titre d’exemple, quelques résultats de
détection de bruit Figure. 5.12 sur des contours sans bruit, et des contours avec plus ou
moins de bruit pour mettre en évidence le fonctionnement de la méthode. A priori, on ne
détecte pas le bruit lui-méme. Mais on détecte les zones vers lequel il existe une perturba-
tion qui modifie de fagon significative la paramétrisation curviligne. Il est donc normal de
détecter des pixels qui ne sont pas du bruit, mais qui se trouvent proches de ceux-ci.

5.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé une étude des parametres géométriques de
courbes discrétes. L'estimation des tangentes et des dérivées d’ordres n, donnent en pra-
tique de bons résultats et ’'on a montré la convergence multigrille de la méthode pour I'es-
timation des dérivées premieres. Les considérations faites dans les chapitres précédents,
sur la pertinence géométrique de 'opérateur Laplacien induit par le processus de diffu-
sion permet de justifier ce choix de poids pour la convolution. Il faut toutefois remarquer,
que pour une diffusion suffisamment longue, on retrouvera a terme une distribution sta-
tique des poids similaire a une loi normale. Le gain s’effectue donc au niveau de la taille
des masques. Dans les exemples, pour des tailles de masques relativement petit par rap-
port a la taille des données, on obtient une bonne approximation des dérivées, et donc par
comparaison avec les autres méthodes, il existe donc un gain important. Mais ce résultat
n’'est que purement expérimental, et on se contentera donc de la pertinence des poids pour
estimer la courbure par rapport a des poids tenant simplement compte de la distance. En
revanche dans le chapitre suivant, on propose une autre application du processus de diffu-
sion sur des images en niveau de gris. L'idée est de mettre en avant, l1a encore, la différence
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(a) Enrouge, une droite discrete (b) Enrouge, une droite discrete (c) Enrouge, un cercle discret de
sans bruit et en bleu les pixels avec bruit et en bleu les pixels rayon 30 sans bruit et en bleu les
bruités détectés. bruités détectés. pixels bruités détectés.

(d) En rouge, un cercle discret (e) En rouge, une courbe dis- (f) En rouge, une courbe dis-
de rayon 30 avec bruit et en bleu crete avec bruit et en bleu les créte avec bruit et en bleu les
les pixels bruités détectés pixels bruités détectés. pixels bruités détectés.

FIGURE 5.12 : Exemple de détection de bruit dans un contour. Figure. 5.12(a) et Fi-
gure. 5.12(c), malgré le fait qu’il n’y ait aucun bruit on détecte des zones de bruit. Il s’agit
simplement d'un effet de bords, dit au rebond de la diffusion sur la courbe. En revanche,
on détecte bien les zones ou il y a une perturbation liée aux pixels ajoutés par le bruit.

entre les méthodes par convolution binomiales tres classiques, et les méthodes utilisant
les processus de diffusion.
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Les miroirs feraient bien de
réfléchir avant de renvoyer les
images.

JEAN COCTEAU

Préambule

Nous proposons dans cette section une application du noyau de Laplace précédem-
ment défini, comme filtre moyenneur pour débruiter des images en niveau de gris.
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6.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons proposé un noyau de diffusion permettant de
définir un opérateur de Laplace discret. Cet opérateur est défini comme le déplacement
d’'un marcheur sur une courbe binaire, dont les états de transition sont caractérisés par le
voisinage autour du marcheur. Le noyau de la diffusion représente localement les possibi-
lités de déplacement offertes par la connexité, et donc par la géométrie de la courbe. Nous
avons introduit un processus étendu, c’est-a-dire que les marcheurs avaient la possibilité
de s’éloigner dans des pixels proches de la courbe. Cette approche a été justifiée par la né-
cessité d'uniformiser le processus de diffusion sur les droites discretes quelque soit leurs
pentes. Ce processus s'étend de facon plus large a des courbes dont chaque pixel possede
une couleur appelée niveau de gris. La courbe est tracée en noir et les pixels fantdmes sont
des pixels un peu moins ténus que leur voisins, et en blanc on retrouve les pixels les plus
éloignés. Lors du tracé sur un écran d’ordinateur, le tracé s’adapte et atténue la couleur
du voisinage pour donner une impression de courbe lisse. D’'un point de vue pratique, on
étudie ce type de courbe et pas simplement une courbe binaire.

Pour approfondir, comment étudier une courbe ou une forme géométrique sur une
image ? Jusqu'a présent dans les approches par segmentation [FT99; LVdV07; NDR07], on
ne peut pas intégrer la donnée de la couleur dans la reconnaissance de segments. Cette
question prend pourtant tout son sens quand on étudie des formes, la courbure ou les tan-
gentes d'un cliché médical tel qu'une image IRM ou un scanner. Dans les chapitres pré-
cédents, I'étude d’'une autre approche que la segmentation, était motivée par les travaux
de Remy Malgouyres et de Sébastien Fourey sur I'utilisation de la convolution binomiale,
moins sensible au bruit que les estimateurs par segmentation.

La réduction du bruit est un probleme tres important dans la communauté de I'ima-
gerie, avec de nombreuses applications en imageries médicales, traitement du signal, RA-
DAR, sismologie, géologie...Les nombreuses méthodes qui existent tendent a montrer la
complexité du probleme : trouver le juste milieu entre réduire de fagcon conséquente le
bruit dans une image et la préservation de certaines zones d’'intéréts, comme en particu-
lier les structures fines ou les détails. De nombreuses méthodes proposées, détruisent les
structures fines et érodent les détails de I'image, donnant ainsi un effet de flou. Beaucoup
de recherche sur les méthodes basées sur les équations aux dérivées partielles, essaie jus-
tement de proposer une alternative pour ralentir le lissage aux abords de certaines struc-
tures, telles que les contours. Lopérateur Laplacien, détecte les contours, c’est-a-dire qu'il
reconnait les zones de fortes variations du gradient. De cette facon, on peut adapter le lis-
sage d'une image pour réduire I'intensité du bruit en fonction des contours. Ce type de
méthode s’appelle des filtres anisotropes. On propose d’étudier un nouveau filtre, basé sur
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les processus adaptatifs précédemment introduits, que I'on étend aux images en niveau de
gris, pour réduire 'intensité du bruit tout en préservant les structures fines et les contours.

Ce chapitre se présente comme suit :

— Dans une premiére partie, on propose une introduction aux méthodes du traitement
du signal classique. On présentera des modeles de bruit qui seront utilisés par la suite
pour appliquer les différents filtres de réduction de bruit.

— Par la suite, nous étudierons en particulier les méthodes de filtrages anisotropes. Ces
méthodes utilisent des équations aux dérivées partielles, telles que I’équation de dif-
fusion de la chaleur. Ainsi, on pourra faire le lien avec le processus de diffusion adap-
tatif défini dans le chapitre précédent.

— Ensuite, nous appliquerons le filtre adaptatif. Nous étendrons la définition précé-
dente pour construire un modele de diffusion sur des images en niveau de gris. De
cette facon, nous pourrons déterminer les poids d'un voisinage donné en fonction
des probabilités de transition d'un point dans son voisinage.

— On proposera pour finir une galerie d’exemples de filtrages par ce masque de convo-
lution sur des images avec différents types de bruit.

6.2 Introduction au traitement d’images

6.2.1 Image et modele de bruit

Les objets auquel s’intéressent les médecins, astrophysiciens ou biologistes sont par
nature inaccessibles aI’étude directe et il est nécessaire de passer par une acquisition pour
accéder aux informations géométriques. Ce procédé implique une part d’incertitude liée
a la qualité des instruments et a I'accessibilité des objets étudiés. Dans ce cadre, 'image
obtenue possede un certain nombre d’artefacts que I'on appelle du bruit. Ce bruit peut ap-
paraitre de différentes facons : bruit par brouillage (Figure 6.1(b)) avec des pixels qui vont
changer de couleurs, du bruit par mélange ou les pixels vont s’échanger avec des pixels de
leur voisinage...

Dans leur article [BCM10], Antoni Buades, Bartomeu Coll et Jean-Michel Morel défi-
nissent un modele de bruit basé sur un parametre h des filtres de réduction de bruit. Le
parametre h traduit 'amplitude de filtrages appliqué a une image. Ils définissent le résul-
tat d'une méthode de débruitage D}, comme la décomposition d'une image v de la facon
suivante :

v = vDp+n(Dy,v) (6.1)

ou vDy, représente I'image lissé par la méthode Dy, et n(Dy,V) le bruit détecté par la
méthode. Le lissage d’'une image v entraine donc une perte d'informations concentrées
dans la partie n(Dy, V).
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(a) Image originale de Lena (b) Image de Lena avec bruit blanc

FIGURE 6.1 : Image classique de Lena. Sur I'image de gauche, I'image originale, sur la droite
I'image avec du bruit blanc.

Définition 6.2.1 Méthode de bruit [BCM10]
Soitu une image et Dy, un filtre de réduction de bruit dépendant du parametre h. On définit
le modele de bruit dew comme la différence d’'images :

n(Dp,u) =u—Dp(u)

Le probléeme est donc le suivant. A partir d'une image originale avec du bruit, on
cherche un algorithme de traitement de 'image réduisant 'intensité du bruit. Une mé-
thode classique est d’utiliser la redondance d’informations dans 'image. Si on regarde plus
pres 'image avec du bruit de Lena (Figure 6.1(b)), le voisinage d'un pixel possede des va-
leurs en niveau de gris assez proches. En tenant compte de I'information du voisinage on
peut donc en déduire le niveau de gris du pixel que I'on traite. Bien sur ceci n’est pas vrai a
proximité d'un contour, ce qui fera I’objet d'une étude plus attentive ci-apres.

Définition 6.2.2 Convolution
Soit 1(1,j) lintensité d'un pixel dans une image, V le voisinage de 1(1,j) et h une fonction de
poids qui a tout point (m,n) € V associe un réel h(m,n) tel que :

Z h(m,n)=1

(m,n)ev

On appelle1'(i,j) l'intensité de couleur filtrée par h la valeur :
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I',j)= ) h(mmn)I{i-m,j—n) (6.2)

(m,n)ev

6.2.2 Filtres Moyenneurs

La fonction h est appelée masque de convolution, c’est-a-dire qu’elle associe a un voisi-
nage réduit de I'intensité traitée une valeur et on calcule la moyenne a l'aide de ces valeurs.
Le masque le plus simple que I'on peut utiliser est la masque 3 x 3 :

Ce masque regarde un voisinage réduit d'un pixel et calcule la moyenne des niveaux
de gris. Cette méthode va réduire I'intensité du bruit dans I'image, sous la condition que
les dégradations sont de dimensions inférieures aux objets de I'image. Dans le cas ou elles
seraient supérieures, la moyenne va prendre en compte trop de bruit dans un voisinage
et le filtre va ajouter du bruit supplémentaire. Un autre type de bruit va étre ajouté dans
I'utilisation des filtres moyenneurs. Au niveau des contours sur les points limites entre deux
zones de couleurs distinctes, les couleurs vont étre atténuées ce qui donne un effet de flou
al'image. C’est précisément cet effet que I'on cherchera a réduire. Pour limiter cet effet, il
existe des masques de convolutions plus adaptatifs pour préserver les contours. Dans cette
section, on rappelle les méthodes classiques, on laissera en référence quelques méthodes
plus poussées de réduction de bruit.

La méthode la plus classique de réduction de bruit est I'application de masques gaus-
siens. On part de ’hypothese que le bruit additif sur I'image est inférieur aux dimensions
des objets présents. On veut limiter les effets de bord tout en réduisant de facon significa-
tive le bruit. On calcule des masques de convolutions qui vont tenir compte de la distance
des voisins par rapport aux pixels que I'on traite. C’est une application directe de la loi
normale, les poids du masque h seront d’autant plus faibles que les pixels seront éloignés.

Définition 6.2.3 Distribution normale
La distribution normale 2D isotropique G(x,y) d'écart type o est de la forme :

1 _x2y?
G(X>y) = 27_[0_26 202

On peut donc calculer les masques de tailles 3 x 3 et 5 x 5 associés a cette distribution :
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1 4 7 4 1
L1200 L 416 26 16 4
h=—(2 4 2), hy==——(7 26 41 26 7)
1677 5 4 273°4 16 26 16 4
1 4 7 4 1

On propose a titre d’exemple une application de ces masques sur un détail de 'image
de Lena pour mieux entrevoir les problémes de flous précédemment évoqués. Regardons
I'ceil de Lena Fig 6.2(a). On applique respectivement un filtre moyenneur Fig 6.2(b), et des
masques gaussien de taille 3x3 et 5x5 Fig 6.3(a) et Fig 6.3(b).

(a) Zoom sur I'ceil de Lena (b) Application d'un masque 3x3 moyenneur

FIGURE 6.2 : Zoom sur un détail de I'ceil de Lena. Limage de gauche est obtenue a partir
de I'image classique auquel on ajoute un bruit additif gaussien. Limage de droite est le
résultat apres application d'un masque moyenneur. Le flou obtenu est trés important et
malgré la réduction importante du bruit on a perdu une partie des détails de I'ceil.

Le filtrage isotrope gaussien a été introduit par Gabor en 1960 [LFB94]. Il démontre
que les masques gaussiens sont optimaux dans les parties réguliéres de 'image (Théo-
reme 6.2.4), mais comme on a pu le voir précédemment, a proximité d'un contour, la
convolution va réduire la netteté.

Théoreme 6.2.4 Gabor 1961 [LFB94]
La méthode de débruitage d’'une image utilisant les masques gaussiens de convolution sa-
tisfait :

u—Gpxu=—h’Au+o(h?)
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(a) Application d'un masque 3x3 Gaussien (b) Application d'un masque 5x5 Gaussien

FIGURE 6.3 : Zoom sur un détail de I'ceil de Lena. On applique a I'image avec du bruit de
Lena deux masques de convolutions gaussiens de taille 3x3 pour I'image de gauche et 5x5
pour 'image de droite. Plus la taille du masque est importante, plus les effets de flous aux
niveaux des contours sont importants. La encore, on a réduit de facon considérable le bruit
au détriment de la netteté des contours.

avec h l'écart type du masque, u est I'image originale sans bruit, Gy, le masque gaussien
d’écart type h.

6.2.3 Filtres Médians

les masques médians sont un autre types de masques en traitement d'images. Dans le
section précédente, les masques gaussiens ne donnent pas des résultats pleinement satis-
faisants pour laréduction de bruit. Sur les zones de fortes variations lumineuses, le masque
gaussien détruit la netteté des contours et donne un effet de flous au niveau du bord de
I'image. Ce traitement peut étre vu comme du bruit supplémentaire ajouté a I'image.

La construction des masques gaussiens permet de limiter cet effet de flou en rédui-
sant la moyenne aux voisins les plus éloignés de celui qui est traité. Néanmoins, comme
le montre I'exemple Fig 6.3(b), dés que la taille du voisinage augmente, on perd beaucoup
d’informations au niveau des détails.

Les masques gaussiens filtrent les intensités de couleurs indépendamment les unes des
autres. Or pour préserver les contours, le masque devrait s’adapter suivant qu'’il se trouve
sur un contour ou sur une zone ou le gradient de couleur est tres faible.

Le principe des masques médians est de tenir compte de la position du pixel que I'on
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traite. Si ’on considere un voisinage V du pixel, on regarde les intensités de couleurs que
'on trie par ordre croissant et on prend la valeur médiane que I'on réaffecte au pixel.
Par exemple, soit le voisinage V suivant :

30 0 140
(10 20 180)
210 50 200

Le pixel en cours de traitement possede une intensité de couleur de 20 ( On suppose
que I'image est en niveau de gris donc des intensités comprises entre 0 et 255). On trie les
valeurs du voisinage par ordre croissant :

v ={0,10,20,30,50,140, 180,200,210}

La valeur médiane est de 50 ce qui donne le nouveau voisinage suivant :

30 0 140
(10 50 180)
210 50 200

Si 'on compare avec un filtre moyenneur, le calcul de la moyenne donne une valeur
centrale de 93. Par rapport a un masque gaussien on obtient une valeur centrale de 71.
Immeédiatement on constate la différence significative entre le masque moyenneur qui va
flouter de facon tres importante le contour et le masque médian qui tient compte de fa-
con plus adaptées des valeurs de son voisinage. Par rapport aux valeurs trouvées avec le
masque gaussien et le masque moyenneur, on voit que ces deux masques ont tendances a
déborder. C’est ce qui donne cet effet de flou a 'image.

On montre a titre d’exemple une application du filtre Médian que I'on compare au filtre
gaussien précédemment définis. Sur I'image Fig 6.4(a)on avait remarqué le flou caractéris-
tique au niveau des contours. En comparant avec I'image Fig 6.4(b), on peut voir au niveau
de I'ceil que les couleurs sont également plus vives moins atténués et que les contours sont
mieux préservés.

6.3 Filtres basés sur les équations aux dérivées partielles

Les deux exemples présentés ci-dessus, sont les exemples les plus classiques et les plus
simples de traitement du signal. Il existe dans la littérature de grands nombres de mé-
thodes de réductions de bruit et il est donc difficile de faire un état de I'art exhaustif. Trou-
ver une méthode efficace pour réduire 'intensité du bruit et retrouver 'image originale est
encore un challenge tres actif dans la communauté de I'imagerie. D’apres le théoréme de
Gabor (Théoréme 6.2.4), on sait que la convolution gaussienne est optimale sur les parties
régulieres. Le principe des masques anisotropes est de réduire I'effet de flou en utilisant
une direction orthogonale de convolution au contour.
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(a) Application d'un masque 3x3 Gaussien (b) Application d'un masque Médian 3x3

FIGURE 6.4 : Zoom sur un détail de I'ceil de Lena. On applique un masque gaussien sur
I'image de gauche et un masque 3x3 médian sur 'image de droite. On remarque que les
contours sont plus nets sur I'image de droite, et que les couleurs sont moins atténuées.

6.3.1 Modele de Perona et Malik

Introduit dans leur article [PM90], Pietro Perona et Jitendra Malik proposent en 1990,
un modele de réduction de bruit basé sur la diffusion anisotrope dans une image. Leur
idée est de proposer une diffusion non-linéaire qui préserve les parties fines et les contours
en adaptant l'intensité de la diffusion selon la zone rencontrée. Pietro Perona et Jitendra
Malik proposent de limiter I'intensité du lissage dans les zones ou les variations de gradient
sont les plus importantes. On choisit g la fonction de diffusitivité et on a une équation de
diffusion dépendant de g :

ou

On notera gk la fonction de diffusion, dépendant d’un certain parametre K appelé seuil
du gradient. A titre d’exemple prenons la partie d'une image avec les zones d’intensités
suivantes :
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30 140 140

30 140 150

30 30 140

Sil'on calcule les différences d’intensités entre chaque valeur par rapport au pixel cen-
tral on trouve :

—110 0 0
—110 0 10
—110 | =110 0

On propage la valeur d'un voisin si la différence d’intensité est faible. La valeur finale
sera donc:

Valeury y = Valeury, y, g(V1)+ Valeury, y,9(V2) +...+ Valeuryg y,g(Vs)

Dans leur article de 1990, ils proposent deux fonctions de diffusion :

_(lvuly?
gr(lvU]) = e VX (6.4)
qui est une fonction gaussienne et
g1V : 65
K i —— .
u
1+ (5

Le parametre K sert a fixer le seuil de limitation de la diffusion, c’est-a-dire trouver le
juste milieu entre les fortes variations du gradient liées au bruit et celles liées a la présence
d'un contour. Le choix du parametre K est donc particulierement important. Dans leur
article, Pietro Perona et Jitendra Malik [PM90] déterminent le parametre K grace a 'his-
togramme cumulé des gradients, ou alors sur une connaissance a priori des données par
un utilisateur. D’autres méthodes plus statistiques existent sur la moyenne des gradients
[Whi93] ou sur la médiane. Le parametre K dépend de I'image et des fortes variations du
gradient sur celle-ci.



6.3. FILTRES BASES SUR LES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES 129
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FIGURE 6.5 : Base locale a proximité d’'un contour.

Une analyse classique de la méthode de lissage de Perona et Malik est de se placer en
un point et d’étudier la diffusion le long du contour. On construit (Figure 6.5) une base
locale orthonormée (?, ﬁ)) en un point du contour.

Pour simplifier I'écriture, notons Uy et Uy la dérivée de la fonction U respectivement
enxety

- _U_y ke
(C=( M, =)
vuJ vu]

Dans cette nouvelle base on décompose la relation 6.3 :
St =ccUe+enlny
cc=g(IvUl)
en = g(IVU]) +|VUIg' (VU] = ¢/ (V)

La fonction ¢’ est définie comme étant la fonction de flux. En effet, en fonction de la
direction du gradient, la diffusivité sera contrainte, ce qui entraine dans la direction tan-
gentielle au contour un rehaussement de celui-ci. Dans certain cas, si le bruit est impor-
tant, le filtre peut alors rehausser le contraste du bruit environnant et donc 'augmenter de
facon conséquente. Pour ces raisons Francine Catté, Pierre-Louis Lions, Jean-Michel Morel
et Tomeu Coll [CLMC92] proposent une fonction de régularisation lissée :

—(UGey®

gk,o(IVU]) = e (6.6)

avec G est une fonction gaussienne d’écart type o. Ce type de filtre réduit I'intensité
du bruit, mais les structures fines de tailles inférieures a la largeur de la gaussienne sont
elles-mémes réduites.

Un autre probléme peut intervenir sur une image dont les variations du niveau de gris
a proximité d’'un contour sont relativement faibles. Dans le papier [ALM92], Luis Alva-
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rez, Pierre-Louis Lions et Jean-Michel Morel proposent en 1992 une approche basée sur
la courbure moyenne pour construire un filtre non-linéaire :

ou

S8 = (G VU [(1—h(VU)AU+h(VU)FUdv (T0) 67

vu

avec g la fonction décroissante qui controle la diffusion et h est une fonction de lissage
telleque h(s) =0sis<eeth(s) =1sis = 2e. Le parameétre e dépend du seuil de la fonction
g. La fonction h sert a controler la diffusion dans la direction du gradient. Le lissage ainsi
défini est sélectif puisque les composantes tangentielles et les composantes normales au
contours sont traitées séparément. Si la variation du gradient est inférieure a la valeur de
seuil e, alors la diffusion est isotrope et on a une plus forte réduction du bruit. Inversement
si la variation du gradient est supérieure au seuil e, alors la diffusion est anisotrope et le
lissage est effectué tangentiellement au contour pour ne pas le détruire.

En reprenant les notations de leur article, Antoni Buades, Bortomeu Coll et Jean Michel
Morel [BCM10] montrent que les méthodes basées sur les filtres anisotropes dépendent de
la courbure moyenne d’'une image.

Théoreme 6.3.1 Buades, Coll, Morel 2010 [BCM10]
Soit un filtre anisotrope (AF) alors la méthode de débruitage satisfait :

U(x) —AFU(X) = %thUcurv(u) (x) (6.8)

pour VU #0 et curv(u)(x) représente la courbure de la ligne de niveau passant par le pixel
X.

6.3.2 Filtre de Kuwahara

Les méthodes basées sur le modéle de Perona-Malik permettent la construction de
filtres préservant les contours. Les reproches que I'on peut faire a ce type de filtres, c’est
la nécessité de connaissance d'un parametre permettant de régler la diffusion a proximité
d’un contour. Les travaux de Kuwahara en 1970, proposent une famille de filtres moyen-
neurs qui restreignent les pixels concernés par la convolution dans un voisinage donné. Le
filtre de Kuwahara [Bak02] est de tenir compte des pixels des deux zones séparées par un
contour en méme temps. De ce fait, la moyenne est donc atténuée, engendrant un effet
de flou. Pour rehausser les contours tout en effectuant la moyenne, Kuwahara propose de
limiter la moyenne d’'un pixel courant a une partie de son voisinage. On découpe le voisi-
nage en quatre parties qui se superposent Figure 6.7.

Pour chaque sous-voisinage, on calcule la moyenne m; ainsi que la variance s; :
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(a) Image avec bruit blanc de Lena (b) Application d’un filtre Anisotrope

FIGURE 6.6 : Exemple d’application d’un filtre anisotrope sur I'image classique de Lena
avec 20% bruit blanc.

ap a aby | by by
a; az ab; by b3
acy acy X bdy bd;
co c cdp do d;
c2 c3 cdy d; ds

FIGURE 6.7 : Découpage du voisinage pour un filtre de Kuwahara
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n

D (yy—my)? 6.9)

j=1

1

S = —
n

La variance calculée est la plus faible pour les voisinages dont les valeurs sont les plus
homogenes avec la valeur du pixel x. Les sous-voisinages qui contiennent un contour, au-
ront une variance plus élevée, ce qui les éliminent dans la moyenne de la valeur centrale.
D’autres travaux ont étudié des découpages en sous-voisinage plus complexes telle que
des voisinages qui n'ont pas une forme carrée, comme ceux présentés Figure 6.7, en forme
de losange, de cercle, avec un nombre de fenétres de plus en plus important. Ce filtre pos-
sede la particularité de préserver les contours mais la taille du noyau choisie en fonction du
type d’images et le niveau de bruit qui pose probléme. Si 'image posséde de nombreuses
structures fines, ce filtre risque de les détruire, préservant ainsi les zones plus homogeénes.

(a) Image avec bruit blanc de Lena (b) Application d’'un filtre de Kuwahara de taille
5x5

FIGURE 6.8 : Exemple d’application d’un filtre Kuwahara sur I'image classique de Lena avec
20% bruit blanc.

6.3.3 Filtre basé sur les plus proches voisins

Un autre type de filtre basé sur le voisinage d'un pixel est le filtre basé sur les valeurs
des plus proches voisins (Nearest neighbor). On découpe le voisinage de la méme facon
que pour le filtre de Kuwahara Figure 6.7, mais on prend la valeur la plus proche en terme
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de distance avec la valeur du point traité. Ainsi on effectue la moyenne du pixel avec uni-
quement un voisin de chaque sous-voisinage dont les valeurs sont proches de la sienne.
Dans le cas d'un voisinage 3 x 3 par exemple, on aura quatre valeurs.

Ainsi la valeur centrale sera égale a la moyenne de ces quatre valeurs. Cette méthode
préserve les contours mais provoque un effet de flou lié aux valeurs prises dans chaque
sous-voisinage : si le voisinage chevauche un contour, il peut apparaitre une valeur tres
différente du pixel traité. La valeur du pixel sera donc plus atténuée que celle attendue, et
I'effet de flou sera moins important qu’avec une méthode gaussienne classique.

(a) Image avec bruit blanc de Lena (b) Application d'un filtre SNN de taille 5 x 5

FIGURE 6.9 : Exemple d’application d’'un filtre basé sur les valeurs des voisins les plus
proches sur I'image classique de Lena avec 20% bruit blanc.

6.3.4 Conclusion

Dans cette introduction, on a présenté les méthodes les plus classiques pour réduire le
bruit dans une image (voir Figure 6.10). Elles sont complémentaires : soit elles réduisent
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de facon efficace le bruit tout en détruisant une partie du contour, soit elles préservent de
facon plus efficace le contour mais la réduction de bruit est moins importante. Il y a donc
un juste milieu a trouver entre la préservation du contour et la qualité de la réduction.
Dans la littérature, un bon nombre de méthodes essaye de trouver un juste compromis
entre la préservation des contours, c’est a dire renforcer la différence entre les couleurs de
deux zones différentes (améliorations de contrastes), sans donner cette impression de flou
al'image, comme c’est le cas des méthodes basées sur le modele de Perona et Malik [PM90]
et les dérivées de cette méthode. Les filtres basés sur le voisinage, tel le filtre de Kuwahara
et le filtre basé sur les plus proches voisins, permettent d’attribuer un poids plus fort aux
voisins dont la valeur est proche du point traité. Ainsi, on détecte les points du voisinage
appartenant a la méme structure, pour pouvoir réduire I'intensité du bruit sans détruire
les contours. Le modele de Perona-Malik peut s’avérer peu efficace dans la réduction de
bruit quand celui-ci est trop important. A défaut de le supprimer, le filtre peut le rehaus-
ser, ce qui n'est pas le cas des méthodes adaptatives de filtrages. Dans une région a traiter,
on extrait un certains nombres d’informations pour limiter ou augmenter le support de
filtrage ou la direction principale de diffusion. Nous proposons dans la section suivante,
une application du Laplacien précédemment défini pour réduire de facon efficace le bruit.
Lidée est similaire aux méthodes basées sur les équations aux dérivées partielles, puis-
qu’elle reprend la définition du Laplacien avec I’équation de diffusion discrete. On adapte
cette définition a des images en niveau de gris, contraignant les marcheurs a se diriger vers
les parties de I'image ayant la méme structure que son point de départ. L'idée de cette mé-
thode est de cumuler les avantages des méthodes basées sur le modele de Perona-Malik
ainsi que les méthodes basées sur la structure du voisinage. La méthode est ainsi adap-
tative en fonction de la région traversée par les marcheurs. Dans une région ou les varia-
tions du gradient sont importantes les marcheurs «rebondiront» contre le contour pour se
propager le long de celui-ci, le préservant ainsi du filtrage. Dans une zone ou le bruit est
important, le masque aura un comportement de type gaussien, et on aura donc un effet de
filtre qui atténuera le bruit.

6.4 Application du Laplacien comme filtre moyenneur

Dans le Chapitre 4, on a proposé une définition du Laplacien sur une image binaire,
c’est-a-dire une valeur de 1 pour les pixels présents et 0 si le pixel n’appartient pas aux
données. La diffusion dépendait donc du voisinage pour les pixels donc les valeurs étaient
de 1. Bien sur, sur une image en niveau de gris, les valeurs sont plus étendues, tradition-
nellement comprise entre 0 et 255. Le processus de diffusion peut étre étendu a ce type de
données, et on verra dans la galerie d’exemples 'efficacité de ce noyau de diffusion dans le
cadre de réduction de bruit dans les images en niveau de gris.
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(a) Image avec bruit blanc de Lena

(b) Application d'un filtre SNN de taille 5 x 5

)

(c) Application d’un filtre Anisotrope (d) Application d’'un filtre de Kuwahara de taille
5x5

(e) Application d’'un filtre basé sur le processus
de diffusion discret de taille 5 x 5

FIGURE 6.10 : Exemple d’application de filtres classiques sur 'image classique de Lena avec
20% bruit blanc.
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|

(a) Zoom sur I'image de Lena. Détails bruité de (b) Application du filtre adaptatif 3x3
I'ceil

(c) Application du filtre gaussien 3x3 (d) Application du filtre médian 3x3

FIGURE 6.11 : Une image classique en traitement du signal : Lena. Sur ce détail, on peut
remarquer les différences entre les divers filtres utilisés. Le masque gaussien Figure 6.11(c)
perd de I'information au niveau des détails et de la netteté, par contre le masque médian
renforce les contours, mais on perd en qualité au niveau des détails (Figure 6.11(d)). Le
masque adaptatifs réduit moins le bruit qu'un masque gaussien, mais une grande partie
des détails est conservée et les parties fines (structures de I'ceil) sont préservées.
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6.4.1 Chaine de Markov sur une Image en niveau de gris

On étend la définition de la chaine de Markov sur des courbes binaires. Pour cela, on
transforme I'image en deux dimensions en une surface en trois dimensions, donc chaque
hauteur correspondant a la valeur en niveau de gris de'image. C’est donc une surface dont
les hauteurs varient entre 0 et 255, ou entre 0 et 1 si on normalise les valeurs. La marche
aléatoire consiste désormais en une randonnée montagneuse. On laisse un marcheur se
mouvoir sur la surface en relief. Les plus hautes valeurs en niveau de gris vont correspondre
au direction de diffusion les plus fortes. Et tout comme un véritable randonneur, il sera
aussi difficile de descendre dans une crevasse que de monter a pic.

Pour comprendre la construction du masque nous proposons un exemple. Soit V le voi-
sinage d'un pixel que I'on note p;. Soit{g1, g2,...,gs} les valeurs en niveau de gris du voisi-
nage de p;. Supposons que les valeurs du voisinage sont triés par ordre croissant. D’apres
ce qui précede, elles sont donc classées des valeurs les moins accessibles vers celles ou le
marcheur préferera se déplacer. Notons pi(J )
de gris gj.

On construit un masque de convolution du 8-voisinage de p; itérative-ment. Puisque
les valeurs en niveau de gris sont triées dans leur ordre d'importance, on traite les hauteurs
de diffusion les unes apres les autres. A chaque itération, on regarde le voisinage immédiat
de pji, on calcule la diffusion binaire sur ce voisinage, puis on multiplie les valeurs de tran-
sition par la valeur en niveau de gris la plus basse pour obtenir un masque dépendant du
voisinage en cours et de la hauteur minimale sur laquelle se trouve la marcheur. Puis on
supprime le pixel qui posséde la plus faible hauteur du voisinage. On affine ainsi le voisi-
nage étape par étape jusqu’a ce qu’il ne reste plus aucun pixel dans le voisinage. Les pixels
avec les plus hauts niveaux de gris vont donc étre pris en compte plus souvent que ceux
avec les valeurs les plus basses. Le marcheur se déplacera donc plus volontiers dans les
plus hautes valeurs.

Remarquons que si toutes les valeurs en niveau de gris sont identiques, il n'y aura
qu'une seule itération, puisque 'on supprimera alors toutes les valeurs en méme temps
du voisinage. Une remarque similaire si toutes les valeurs sont différentes : on devra né-
cessairement construire huit masques parmi les 28 possibles. Le nombre d’itérations dé-
pend du nombre de niveaux de gris différents dans le voisinage. Notons ce nombre 0. Par
ailleurs, les probabilités de transition calculés a chaque itération correspondent a la chaine

de Markov binaire proposée dans le chapitre précédent. Notons Agk) la k-ieme matrice de

le j-ieme voisin de p; avec la valeur en niveau

transition de 'ensemble. Ag ) correspond a la matrice du voisinage o1 au plus k voisins
ont été supprimés.
Le masque de convolution final peut s’écrire sous la forme :
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i
AP (1) gi
Masque(i) = k= 5
D9
k=1

Remarquons tout d’abord que de par sa construction, le masque a toutes ses valeurs
comprises entre 0 et 1. En effet, il s’agit d'une moyenne pondérée des couleurs par des
probabilités de transition calculées a partir de A, normalisées par la somme de toutes les
couleurs du voisinage.

Propriété 6.4.1 Soit 2 un ensemble de pixels en niveau de gris. Soitp; € X tel que toutes les
valeurs du voisinage{g1,92,...,9s} sont égales a celle de p;, alors le masque est un masque
gaussien

Démonstration : Il s’agit d'une application de la formule précédente : Si toutes les valeurs
du voisinage sont égales a celle du pixel p;, on a 0 =1 et la formule se résume a :

Masque(i) = Asl)go (g0
9o
Or on a déja démontré Chapitre 4 dans le Théoreme 4.4.7 que A(i) suivait une distri-
bution normale. Donc Masque(i) est un masque gaussien.
OJ
Cette premiere propriété nous montre que la diffusion suit une distribution normale
sur les parties régulieres de I'image. Ce qui signifie que la réduction de bruit sera maximale
si toutes les couleurs du voisinage sont égales. Bien sur du fait que le masque s’adapte aux
voisinages rencontrés, si les couleurs sont trées différentes, c’est-a-dire que 'on s’approche
d'un contour, les valeurs du masque seront différentes et la convolution sera limitée se
qui réduira les effets de bord traditionnellement rencontrés avec des masques gaussiens.
Le masque final de convolution peut-étre vu comme une chaine de Markov en une étape,
dont les poids correspondent aux transitions d’aller du pixel du centre vers les autres pixels
du voisinage. Nous proposons d’étudier en détail les résultats d’applications de ce masque
a des images en niveau de gris avec plusieurs modes de bruit.

6.4.2 Exemples de construction de Masques et Comparaisons

La définition des masques adaptatifs sur une image en niveau de gris, nous donne
une premiére propriété sur le comportement de la diffusion sur des zones homogenes de
I'image. D’apres la Propriété 6.4.1, on sait que, sur les zones dont les couleurs sont tres
proches les unes des autres, le comportement du masque sera sensiblement équivalent a
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un masque de convolution gaussien introduit dans la section 6.2.2. Pourtant au niveau des
contours, le masque médian semble proposer une meilleure alternative puisqu’il préserve
les contours. Le but de cette partie est de présenter la construction de divers masques auto-
adaptatifs sur des voisinages 3x3 pour voir les différents comportements et pour pouvoir
les comparer aux masques classiques précédemment introduits.

On propose la construction de deux masques différents que I'on va comparer aux
masques médians et gaussiens précédemment introduits.

Soit p; le pixel d'une image dont le voisinage centré en p; possede les intensités de
couleurs suivantes :

30 140 140

30 140 150

30 30 140

Le calcul du masque est basé sur le tri par ordre croissant des valeurs en niveau de gris.
On remarque qu’il y a trois valeurs en niveau de gris distinctes sur I'image. 6 = 3.
La valeur du voisinage la plus petite est 30 : le premier masque binaire de diffusion est:

1

1
6

6
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T6

Puis on supprime tous les pixels du voisinage dont le niveau de gris est de 30 :

On obtient le nouveau voisinage suivant :

140 | 140

140 | 150

140
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La diffusion ne tient plus compte que des cinq pixels restants. La distribution est donc :

&

2
48

25
48

&~

&=

On supprime les trois pixels dont I'intensité est 140. On garde évidemment le pixel en
cours de traitement :

Enfin, le dernier masque obtenu :

N
FNE

Pour obtenir le masque final de convolution on fait la somme de tous les masques pon-
dérés par la couleur du niveau traité. Cette méthode fonctionne par niveau, les dernieres
valeurs sont donc celles les plus favorisées pour la diffusion.

0.0196 | 0.039 |0.0617

0.039 | 0.477 | 0.158

0.0196 | 0.134 | 0.0512

Avec 'aide de ce masque on compare le résultat de la convolution avec les trois autres
masques présentés ci-dessus. Sur cet exemple Figure 6.12(a), on calcule a’aide du masque
adaptatifle résultat du pixel du centre. On remarque que celle ci reste tres élevée contraire-
ment au masque gaussien (Figure 6.12(c)) et au masque moyenneur (Figure 6.12(b)). Néan-
moins le masque médian reste celui qui préserve le mieux le contour (Figure 6.12(d)).
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30 | 140 | 140 30 | 140 | 140
30 . 150 30 . 150
30 | 30 | 140 30 | 30 | 140
(a) Résultat final avec le masque adaptatifs (b) Résultat final avec un masque moyenneur
30 | 140 | 140 30 | 140 | 140
30 . 150 30 . 150
30 | 30 | 140 30 | 30 | 140
(c) Résultat final avec un masque Gaussien (d) Résultat final avec un masque médian

FIGURE 6.12 : Comparaison du résultat du lissage a partir de différents masques de convo-
lution sur un exemple. On retrouve ici la préservation du contour grace au masque médian,
et remarquons que le masque adaptatif floute beaucoup moins le contour que le masque
gaussien.

Ce premier exemple est la représentation d'un contour. Il apparait clairement deux
zones : celle dont les pixels ont une intensité de 30 et celle dont les pixels ont une intensité
supérieure a 140. Le masque médian de ce fait, est le plus approprié puisque c’est celui
qui conserve le mieux les contours. Remarquons tout de méme que le masque adaptatif
donne une moyenne beaucoup plus proche de celle du masque moyenneur ou du masque
gaussien.

Le second exemple est celui d'une partie fine dans une image :

0 0 255

0 255 0

255 0 0

Le masque adaptatif se calcule en seulement deux itérations puisqu’il y a seulement
deux couleurs différentes. On obtient donc apres calcul le masque suivant :

0.0208 | 0.0416 | 0.104

0.0416 . 0.0416

0.104 | 0.0416 | 0.0208
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Les résultats d’application de ce masque sont visibles Figure 6.13(a). Le résultat ob-
tenu est que le masque adaptatif préserve les parties fines contrairement aux masques mé-
dians qui les détruisent complétement (Figure 6.13(d)). Le masque gaussien et le masque
moyenneur atténuent de facon flagrante cette partie fine, ce qui, au fur et a mesure des
itérations la fera completement disparaitre.

0 0 255 0 0 255
3 K 3 K
255 0 0 255 0 0
(a) Résultat final avec le masque adaptatifs (b) Résultat final avec un masque moyenneur
0 0 255 0 0 255
3 K 3 E
255 0 0 255 0 0
(c) Résultat final avec un masque Gaussien (d) Résultat final avec un masque médian

FIGURE 6.13 : Comparaison du résultat du lissage a partir de différents masques de convo-
lution sur un exemple. De facon trés nette, on remarque que le masque adaptatifs préserve
les parties fines. Le masque médian en revanche détruit les parties fines, et le masque gaus-
sien atténue la valeur.

6.5 Résultats

6.5.1 Applications au débruitage d’images en niveau de gris

Dans la section précédente, les masques de convolution proposés se comportent
comme des masques gaussiens sur des parties réguliéres d'une image. D’apres le mode de
construction, il s’agit d'une chaine de Markov dont les probabilités de transition sont cal-
culées a partir des valeurs en niveau de gris d'un voisinage. Les marcheurs se baladant sur
la surface en trois dimensions engendrées par 'image en niveau de gris, préféreront aller
vers les plus hautes valeurs et délaissant les plus faibles. Dans ce contexte, les masques de
convolution proposés vont donc s’adapter d’eux méme aux niveaux de gris du voisinage.
On propose dans cette section une galerie d'images traditionnelles en analyse d'images,
ainsi que d’autres images présentant des caractéristiques particuliéres. Ces images ont
deux types de bruit, le bruit blanc et le bruit épars. Ce qu’on appelle le bruit blanc, est
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le bruit le plus classique rencontré en traitement du signal. Il s’agit d'un processus aléa-
toire dont la densité spectrale suit une loi normale. Le bruit épars consiste en un mélange
des pixels locaux.

On compare nos résultats avec différentes méthodes de réductions de bruit. Les images
que l'on choisit de traiter ici sont soit des images classiques comme c’est le cas avec
Lena 6.1(a) et le Mandrill 6.14(a), ou alors des images qui possedent des éléments carac-
téristiques permettant de mesurer la fiabilité de la méthode. On précisera pour chaque
image, les caractéristiques qu’il est important de préserver.

On présente Figure.6.11(a) un zoom sur un détail de I'image de Lena. Sur cette image,
on applique différents filtres de réduction de bruit pour voir le comportement de chacun
des filtres que I'on compare au filtre adaptatif.

Un autre exemple du débruitage en utilisant le filtre adaptatif Figure 6.15. Les lettres
manuscrites ont un intérét tout particulier. La structure fine doit étre préservée malgré la
forte présence de bruit blanc sur I'image. Avec un filtre gaussien Figure 6.15(b), laréduction
du bruit est optimale dans les parties plates de I'image, mais aux abords des lettres, I'effet
de flou engendré, rend les lettres presque illisibles. Le masque médian Figure 6.15(c) est
dans ce cas ci, plus adapté avec une meilleure préservation des lettres mais une réduction
du bruit moindre dans les parties autours. Le filtre basé sur la transformée de Fourrier
Figure 6.15(d), est avec le bon paramétrage tres intéressante, renforce a la fois les contours
des lettres et supprime une partie du bruit. Enfin le masque adaptatif prend ici tout son
sens Figure 6.15(e) : sur les parties plates de 'image, le comportement gaussien permet
une filtrage quasi optimal du bruit. De méme que sur les lettres. Aux abords des contours,
un renforcement tres net des lettres permet un meilleur rendu visuel.

6.5.2 Optimisation par courbes de niveaux

Le filtre adaptatif est basé sur la diffusion de marcheurs dans les parties blanches de
I'image. Ce qui veut dire qu'un changement important brusque entre deux couleurs sera
détecté pour une image en niveau de gris. Cependant, on pourrait avoir besoin de juste-
ment limiter les marcheurs dans les parties blanches de 'image pour préserver une struc-
ture en gris. La méthode telle que présentée sous-entend que les marcheurs vont systéma-
tiquement aller dans les niveaux de gris de plus hautes valeurs. Mais en réalité ce choix n’a
pas d'importance. L'avantage de ce filtre c’est que 'on peut calculer les valeurs de la diffu-
sion sur n'importe qu’elle image dont les niveaux de gris codent l'intérét. Et en particulier
sur une image dont on cherche a préserver une structure particuliere. Une fois la table des
masques calculée pour chacun des points, il suffit d’appliquer ces masques a 'image ini-
tiale. De cette facon on autorise les marcheurs a aller ou I'utilisateur souhaite qu'ils aillent.

Un exemple de création de ces masques est donné Figure 6.16. On présente ici une
image trés intéressante pour réduire I'intensité du bruit : un paon. Sur cette image avec
du bruit blanc, il faut noter I'importance et 'abondance des parties et structures fines que
ce soit des plumes, la structures circulaires des yeux des plumes et les petites plumes sur
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(c) Image convolé du Mandrill avec bruit blanc (d) Image convolé du Mandrill avec bruit épars
utilisant un filtre adaptatif utilisant un filtre adaptatif

FIGURE 6.14 : Une image classique en traitement du signal : le Mandrill. Cette image pos-
sede plusieurs caractéristiques pour tester la viabilité des méthodes de traitement du si-
gnal, notamment les structures fines tels que les poils de la barbiche et la structure na-
sale. C’est donc un parfait exemple d’applications des masques adaptatifs. Sur 'image de
gauche du bruit blanc a été ajouté, sur 'image de droite du bruit épars.
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(a) Détails d'une lettre manus- (b) Réduction du bruit en utili- (c) Réduction du bruit en utili-
crite avec bruit blanc sant un filtre gaussien sant un filtre médian
R o [ {42

(d) Réduction du bruit en utili- (e) Réduction du bruit en utili-
sant un filtre basé sur la transfor- sant un filtre adaptatif
mée de Fourier

FIGURE 6.15 : Comparaison avec divers filtres classiques de réduction de bruit sur un extrait
de lettres manuscrites
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(b) Création sous THE GIMP d’'une zone image
pour cibler les zones d’intérét.

(c) Image support de la convolution

FIGURE 6.16 : Création d'une image support en utilisant la courbe des couleurs. Sur cette
image de paon, on souhaite préserver la structure fine et les yeux des plumes. Pour opti-
miser la convolution, les zones d’intéréts sont mises en noir en jouant sur la balance des
niveaux de gris, de facon a construire des masques de convolution qui tiennent compte de
ces zones.
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le dos du paon (Figure 6.16(a)). Ces structures apparaissent dans plusieurs niveaux de gris
moyen. Al'aide de GIMP Figure 6.16(b), on transforme I'image en mettant en noir les zones
particulierement fines que 1'on souhaite préserver par sélection du codeur. De cette facon
Figure 6.16(c), on a une image support qui permettra de construire des masques de convo-
lution qui tiennent compte de ces zones importantes. L'idée est qu’aux abords des zones
en noir, les marcheurs ne se déplacent pas facilement sur ces zones et donc on les préserve
du lissage.

6.5.3 Comparaison avec les méthodes classiques

On applique la méthode précédente sur 'image déja présentée ci-dessus, du paon avec
bruit blanc. Cette image n’est pas classique en soit en analyse d’'image, mais elle permet de
mettre en avant les limites de certaines méthodes. Cette image présente une multitude de
parties fines a cause des plumes et le bruit supplémentaire est tout simplement catastro-
phique pour réduire I'intensité du bruit sans les détruire. Sur la Figure 6.17, on présente
I'image originale du paon Figure 6.17(a) ainsi que 'image support utilisée pour optimiser
le calcul Figure 6.17(b). C’est en utilisant cette image support que I’on obtient le résultat
final Figure 6.17(c).

Pour bien sentir les différences avec les différentes méthodes proposées, on effectue un
zoom sur une partie particuliere de I'image Figure 6.17(d). L'utilisation d'un masque gaus-
sien dans ce cas précis est évidemment a proscrire les parties fines étant en surnombre,
on a donc avec ce masque une perte trés importante des informations Figure 6.17(e). De la
meéme facon Figure 6.17(g), on n’a retiré aucun bruit sur cette image mais en revanche on a
réussi a faire ressortir les parties fines des plumes. Enfin on compare le filtrage anisotrope
avec le lissage adaptatif puisque comme on a pu le voir précédemment ces méthodes sont
relativement liées. On remarque que le filtrage anisotrope détruit certaines parties fines de
I'image, alors que le filtre adaptatif réduit de facon conséquente le bruit tout en renforcant
les contours des yeux des plumes et de leurs structures. On a donc une réduction du bruit
trés importante avec un renforcement des contours presque aussi important que la mé-
thode des renforcement. Le filtrage adaptatif constitue donc un masque intéressant pour
la réduction du bruit sur ce type d’images.

6.6 Application en astrophysique a la détection de sources
ponctuelles

6.6.1 Contexte et données d’acquisition

Lopérateur Laplacien permet de préserver les contours tout en réduisant le bruit de fa-
¢on optimale sur les parties régulieres d'une image. En analyse d’images de rayon gamma
en astronomie, une source importante de bruit liée a I'acquisition, peut masquer des
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(a) Image d'un paon avec bruit (b) Image support de la convo-
blanc lution

(e) Utilisation d'un masque
gaussien

(g) Convolution en renforcant la
netteté de 'image

(c) Convolution adaptative utili-
sant une image support

(f) Convolution avec masque
anisotrope

(h) Convolution en utilisant le
Laplacien adaptatifs

FIGURE 6.17 : Comparaison entre diverses méthodes de convolution sur I'image d'un paon

avec bruit blanc.
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sources ponctuelles d’étoiles. Un des problemes important est d’évaluer de fagon statis-
tiques la pertinence des résultats de la détection des sources de rayon gamma apres ana-
lyse et réduction du bruit de fond. C’est dans ce contexte que 1'on souhaitait appliquer
I'opérateur Laplacien pour détecter des sources de rayon gamma. Notre idée est que les
émissions de rayon gamma représente des parties fines dans I'image d’acquisition, alors
que le bruit de fond est réparti de facon aléatoire dans I'image. Par application du filtre, on
espere donc réduire le bruit de fond et renforcer les structures fines, et donc par suite des
candidats potentiels de sources de rayonnement.

Chaque image a traiter est construite a partir de quatre images. Un détecteur de pho-
tons est dirigé vers une source possible de rayons gamma pendant un certain temps que
I’on note ton, et on compte le nombre de photons Ny, que le détecteur recoit pendant cet
intervalle de temps. Cette premiere carte est donc constituée uniquement d’entiers et se
retrouve fortement bruité du fait que I'on détecte toutes les sources lumineuses, parasites
ou non de la cible. On mesure par suite le bruit de fond en masquant le centre du détecteur
pendant un temps t,¢f et on mesure le nombre de photons détectés Ny¢s. Notons o« = t";‘f .
A cela on peut mesurer l'efficacité de détection du détecteur dans chacun des cas : Ay, et
Aoff. Le signal observé est donc le nombre de photons provenant de la source est donc :

A
NS — Non_ocﬂNoff (6.10)
Aott

(a) sourceJ1841 (b) Source W51 (c) Source RXJ1713

FIGURE 6.18 : Exemples de sources de rayon gamma

Sur les cartes finales obtenues (voir Exemples Figure 6.18(a), Figure 6.18(b) et Fi-
gure 6.18(c)), une partie du bruit est encore présente sur I'image pouvant encore une fois
masquer la source de rayonnement. La problématique est de lisser les cartes tout en me-
surant la significativité du signal final obtenu.
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6.6.2 Significativité et lissage

La méthode la plus classique du traitement de ces cartes, est d’utiliser des masques
gaussiens de rayon tres large, pour réduire au maximum le bruit dans les parties régu-
liéres, et de rassembler les zones de fortes intensités pour essayer de faire ressortir une
source lumineuse. Plusieurs méthodes statistiques existent pour mesurer la significativité
S du lissage. La méthode retenue par Jeremy Mehaut sur laquelle nous basons nos compa-
raisons est la suivante :

1

N NogeIn (14 00 (=) (6.1
Non"’Noff ° Non"’Noff '

S = \/Z(Nonlnﬂ_;(x( Non

Lutilisation des masques gaussiens de tailles trés larges pose une probleme dans 'esti-
mation et la détection des sources lumineuses. Si’on prend deux sources ponctuelles tres
proches I'une de I'autre, I'effet de flou engendré par les masques gaussiens, tendra vers la
fusion des deux sources. Dans ce cas on perdra une partie de I'information et il sera plus
difficile de détecter la position du maximum et donc du centre de rayonnement.

latitude galactique (deg)

longitude galactique (deg)

(a) Source RXJ1713 (b) Lissage de la carte RXJ1713 avec un masque
gaussien. Les couleurs correspondent a la signi-
ficativité du signal.

FIGURE 6.19 : Application d'un masque gaussien sur la carte RXJ1713. La réduction du bruit
est trés importante, mais on perd de 'information au niveau de la significativité du signal.

Sur I'exemple de la source RXJ1713 Figure 6.19(a), on utilise un masque gaussien pour
réduire I'intensité du bruit sur I'image. Les problemes liés a I'utilisation de tel masque, se
retrouvent présent Figure 6.19(b). La source, que I'on peut repérer a I'ceil nu, a la forme
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d’un croissant, avec au nord le maximum du rayonnement. Pourtant |'étalement induit
par le masque gaussien, ne permet plus, apres lissage, de voir la forme du croissant. Les
deux «bras» du croissant se retrouvent fusionnés. D’autres part, on remarque sur la carte
lissée, que de part et d’autres du maximum, il existe des sources de rayonnement impor-
tantes. Déterminer si ce sont des sources ou alors des directions d’émissions tres fortes de
la source principale est impossible.

Dans ces travaux de these Jérémy Mehaut, propose une optimisation du lissage gaus-
sien en adaptant la taille des masques gaussiens en fonction du spectre lumineux de
I'image. En effet, la réduction du bruit doit étre plus importante dans le fond de 'image
et évidemment on souhaiterait que le lissage soit minimal dans les zones de sources de
rayonnement. A partir de I'image Ny, ils utilisent un masque gaussien de petit rayon pour
uniformiser I'histogramme des valeurs de 'image.

0 2 4 6

FIGURE 6.20 : Histogramme de I'image RXJ1713, apres application d'un masque gaussien.

A partir de 'histogramme de 'image lissée Figure 6.20, on en déduit une zone (ma-
térialisée par la parabole) qui correspond au bruit de fond de I'image. Cette gaussienne
permet de déterminer trois seuils correspondants a trois fois I'écart type de la gaussienne
pour découper le reste du signal. Cette segmentation de 'histogramme de valeurs confere
la possibilité d’utiliser plusieurs tailles de masques en fonction de la valeur d'un pixel de
I'image, de sorte a limiter 'impact des effets de flous aux abords des sources que 1'on sou-
haite préserver.

Lopérateur Laplacien adaptatif est finalement une méthode similaire a celle proposée.
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Le comportement est gaussien sur le bruit de fond et renforce les contours aux abords de
la source a préserver. Cependant, la taille du masque sur ces images a de 'importance,
puisque dans le fond de I'image, on veut supprimer un maximum de bruit, donc augmen-
ter la taille du masque, mais dans les zones ou il y a du signal telle que I'image de la Fi-
gure 6.18(b), il faut un masque qui soit également suffisamment large pour regrouper un
maximum d’informations, pour que le signal ne soit pas résorbé au méme titre que le bruit
de fond. Dans notre cas il est facile d’adapter la méthode de Jérémy Mehaut en prenant
plusieurs seuils mais en utilisant un masque adaptatifs sur chacun des seuils. De cette fa-
con, on optimise le lissage sur le fond et on augmente le contraste sur les points ou il y a
potentiellement un signal. Divers exemples sont données Figure 6.21

6.7 Conclusion

En conclusion, on a proposé une derniere application du processus de diffusion discret
sur des images en niveau de gris. Une nouveauté par rapport a la géométrie discrete clas-
sique, c’est de ne plus considérer seulement les courbes binaires, mais aussi les courbes en
niveau de gris. Il existe dans le domaine du traitement du signal, de nombreuses méthodes
relatives a la réduction du bruit. Par le biais de notre processus discret, on retrouve des
résultats similaires a ces différentes approches. Cela ouvre la possibilité de faire de I’ana-
lyse de fonctions et de surfaces discretes en niveau de gris et pourquoi pas de définir des
estimateurs de tangentes, de courbure et des normales de surfaces en niveau de gris. Les
applications de la réduction du bruit sur des images et le renforcement des détails et en-
core une fois une facon de justifier que le processus de diffusion a un sens sur ces images.
Les applications a la détection de sources astrophysiques ont été réalisées sur des images
d’acquisitions réelles et 'on peut remarquer que les résultats attendus sont intéressants
puisqu'’ils renforcent la source tout en éliminant le bruit de fond.
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(a) Source RXJ1713 (b) Lissage de la carte RXJ1713 avec un masque
adaptatif 3x3

(c) Lissage de la carte RXJ1713 avec un masque (d) Lissage de la carte RXJ1713 avec un masque
adaptatif 3x3 en RVB6.21(b) pour faire ressortir adaptatif de taille 5x56.21(b) deuxiéme itération

les détails

i

(e) Lissage de la carte RXJ1713 avec un masque
adaptatif 5x5 en RVB6.21(b) troisieme itération

FIGURE 6.21 : Application d'un masque adaptatif sur la carte RXJ1713. La réduction du bruit
est tres importante, et on renforce les détails de la zone de rayonnement.
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Abstract

The context of discrete geometry is in Z™. We propose to discribe discrete curves and
surfaces composed of voxels: how to compute classical notions of analysis as tangent and
normals ? Computation of data on discrete curves use average mask. A large amount of
works proposed to study the pertinence of those masks. We propose to compute an av-
erage mask based on random walk. A random walk starting from a point of a curve or a
surface, allow to give a weight, the time passed on each point. This kernel allow us to com-
pute average and derivative. The studied of this digital process allow us to recover classical
notions of geometry on meshes surfaces, and give accuracy estimator of tangent and cur-
vature. We propose a large field of applications of this approach recovering classical tools
using in transversal communauty of discrete geometry, with a same theorical base.

Keywords: Markov Process, Discrete Geometry, Tangent Estimator, Normals, Curvature, Ker-
nel Diffusion, Image Analysis.

Résumé

Le contexte est la géométrie discrete dans Z™. Il s’agit de décrire les courbes et surfaces
discretes composées de voxels: les définitions usuelles de droites et plans discrets épais
se comportent mal quand on passe a des ensembles courbes. Comment garantir un bon
comportement topologique, les connexités requises, dans une situation qui généralise les
droites et plans discrets? Le calcul de données sur ces courbes, normales, tangentes, cour-
bure, ou des fonctions plus générales, fait appel a des moyennes utilisant des masques.
Une question est la pertinence théorique et pratique de ces masques. Une voie explorée,
est le calcul de masques fondés sur la marche aléatoire. Une marche aléatoire partant d'un
centre donné sur une courbe ou une surface discrete, permet d’affecter a chaque autre
voxel un poids, le temps moyen de visite. Ce noyau permet de calculer des moyennes et
par la, des dérivées. L'étude du comportement de ce processus de diffusion, a permis de
retrouver des outils classiques de géométrie sur des surfaces maillées, et de fournir des es-
timateurs de tangente et de courbure performants. La diversité du champs d’applications
de ce processus de diffusion a été mise en avant, retrouvant ainsi des méthodes classiques
mais avec une base théorique identique.

Mots clefs : Processus Markovien, Géométrie discrete, Estimateur tangentes, normales, cour-
bure, Noyau de diffusion, Analyse d'images.
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