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CHAPITRE 1

INTRODUCTION

1.1. Le contexte de la thése

Le probleme sous-jacent auquel on s’intéresse dans cette these est celui de la mise
en correspondance d’objets présents dans des images obtenues selon différents points
de vue d’une méme sceéne. Ce type d’appariement est au coeur d’un bon nombre de
problématiques en vision par ordinateur, comme la reconstruction 3D, le suivi d’objets
ou la détection de cibles... D’un point de vue heuristique, il s’agit essentiellement de
comprendre comment détecter les informations qui sont invariantes par changements de
points de vue.

La démarche que I'on adopte ici est par nature géométrique. Elle consiste d’abord a
avoir une bonne représentation en tant qu’espace de I’ensemble des points de vue que
I'on peut avoir d’'une méme scéne. Dans ce qui suit, une scene est observée a l'aide
d’une caméra sténopée (“pinhole camera”). L’ensemble des parametres extrinseques de
cette caméra permet de décrire I’ensemble des points de vue associés a la sceéne. Parmi
ces parametres (voir le chapitre 3 pour une description précise), la latitude joue un role
trés particulier en tant que responsable des distorsions perspectives. Ces distorsions
modifient significativement la forme des objets dans les images.

Les différentes transformations des parametres de la caméra encodent les différents
changements de points de vue. Ces derniers sont donc des transformations de I'espace
précédent. D’un point de vue mathématique, on souhaite pouvoir décrire ces change-
ments par une structure de groupe. Il y a au moins deux raisons a cela. La premiére est
qu’une scene donnée peut étre appréhendée comme une orbite sous I'action de ce groupe,
avec éventuellement un élément privilégié (une forme normale) choisi par exemple comme
image frontale. La seconde est liée a 'approche préconisée dans [46]. L’appariement
d’images nécessite d’avoir recours a deux types de données : les détecteurs et les descrip-
teurs. Les détecteurs reperent des points particuliers dans les images (points d’intérét)
et les descripteurs associent des informations locales autour de ces points. Le point
crucial consiste a obtenir des détecteurs et des descripteurs invariants par les opérations
géométriques “naturelles” qui agissent sur les images. La théorie mathématique des
groupes est un outil puissant dans ce contexte.
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Plusieurs types de modélisations géométriques ont déja été proposées utilisant la
géométrie projective, la géométrie affine ou la géométrie conforme complexe (voir le para-
graphe suivant pour un rapide survol). Ces géométries sont par essence “non linéaires”,
ce qui complique les calculs ou les algorithmes. Une des idées clés de notre travail consiste
a avoir une approche “aussi linéaire que possible” du probleme.

Le parti pris que l'on adopte ici est celui de l'utilisation des algébres de Clifford
auxquelles nous consacrons le second chapitre de ce travail. Sans rentrer pour 'instant
dans les détails, il s’agit de plonger un espace vectoriel muni d’une forme quadratique
dans une algebre (au sens mathématique du terme) dans laquelle on dispose des quatre
opérations usuelles d’addition, de soustraction, de multiplication et de division (bien que
tous les éléments non nuls ne soient pas forcément inversibles). L’outil de base est le
produit dit géométrique entre deux vecteurs, qui en général est non commutatif. Les
exemples les plus simples d’algebres de Clifford sont le corps commutatif des nombres
complexes et le corps non commutatif des quaternions.

Ces algebres sont au coeur de certaines théories physiques suite notamment aux
travaux de Dirac. Depuis la fin du siecle dernier elles sont de plus en plus utilisées
que ce soit en traitement d’images (pour modéliser les espaces d’acquisition des im-
ages multicanaux) ou du signal (pour obtenir des généralisations monogenes du signal
analytique) ou en robotique (pour le pilotage par exemple).

Ce qu'il faut retenir dans un premier temps, c’est que ce cadre mathématique permet
d’encoder efficacement des transformations géométriques par des formules algébriques
simples a 'instar de la formule qui décrit les rotations de ’espace a I’aide des quaternions
de module 1.

L’utilisation que l'on fait dans ce travail des algebres de Clifford differe con-
sidérablement des approches “usuelles”. Il ne s’agit pas de modéliser les espaces
d’acquisition d’images, mais de modéliser leurs domaines de définition, soit d’une cer-
taine fagon les points de vue que I’on peut avoir d’une scéne. Pour cela, on se focalise sur
un type particulier d’algebres dites algebres de Minkowski ou plus généralement algebres
de Clifford conformes. Bien que moins répandues dans la communauté de Computer
Science, elles ont déja fait 'objet de travaux en synthese d’images par exemple (voir
[17]).

Sans entrer encore une fois dans les détails (voir le chapitre 2), signalons simplement
que le modele conforme est en quelque sorte un linéarisé de I’homogénéisation classique
du modele projectif. Le plan euclidien se plonge dans un espace vectoriel de dimension 4
dont deux vecteurs codent l'origine et 'infini du plan. Ces deux vecteurs se distinguent
par leur isotropie pour la métrique de Minkowski. L’image du plongement est une
horosphere. En faisant varier les deux vecteurs isotropes, on obtient une famille de
plongements du plan euclidien et donc d’horospheres qui représentent les différents points
de vue d’une scene.

A Taide de cette nouvelle représentation, nous obtenons une description des change-
ments de points de vue en termes de groupes de transformations linéaires.



1.2. UN RAPIDE SURVOL DE DIFFERENTS MODELES GEOMETRIQUES 13

1.2. Un rapide survol de différents modeles géométriques

Les contributions a 1’élaboration de modeles géométriques en vision sont tres nom-
breuses : mentionnons pour exemples [19], [24], [31], [40], [41], [32], [18], [48], [49],(20],
[33], [52] ou [43]... et les applications tout aussi nombreuses : de la reconstruction 3D
de scénes jusqu’a la description des mécanismes neuronaux du cortex visuel... Certains
de ces modeles ont naturellement permis de définir des détecteurs et des descripteurs
invariants pour l’appariement d’images comme par exemple dans [52], [22] ou les trans-
formations considérées sont les transformations affines et les déplacements du plan.

Dans le contexte de notre étude, il est bon d’avoir en téte les constructions plus ou
moins standard qui suivent.

1.2.1. Le plan projectif réel. — C’est le modele par excellence qui permet de décrire
la perspective. Le plan projectif réel PoR est 'espace quotient

(R*\ {0})/R (1)
ol la relation d’équivalence R est définie par :
TRy <= INER", z=)\y (2)

On note 7 : (R3\ {0}) — PyR l'application passage au quotient et [X : Y : Z] les
coordonnées homogenes définies & multiplication par un scalaire non nul pres, et telles
qu’au moins un des X, Y ou Z est non nul. Les trois cartes affines de P3R sont données
par

ox {[X:Y :Z] € PR, X #0} — R?
ex([X:Y: Z]) = (Y/X, Z/X)

oy {[X:Y:Z] € PR, Y #0} — R?
ey([X Y : Z]) = (X/Y, Z]Y)

07 {[X:Y:Z] €PR, Z#0} — R?
ez([X Y : Z]) = (X/2,Y/Z) (3)

L’hyperplan a l'infini a pour équation X = 0 dans la carte px, resp. Y = 0 dans la
carte py et Z = 0 dans la carte ¢z. Il apparait donc que le plan projectif réel PoR
est une variété de dimension deux. Cette variété est “loin” d’étre un espace vectoriel ;
en particulier, elle n’est pas orientable (car obtenue en recollant un disque et un ruban
de Mobius suivant leur bord). Les calculs se font en passant systématiquement par les
cartes affines.

Toute transformation linéaire A du groupe GL(3,R) des transformations linéaires de
R3 induit une transformation A du plan projectif par la formule : A(rw(z)) = 7(A(z))
(bien définie car 7(z) = 7(y) implique que A(z)RA(y)). En remarquant que les transfor-
mations A et AA (pour A € R*) induisent les mémes transformations du plan projectif,
on définit le groupe des homographies de PoR (ou groupe projectif) comme étant le
quotient PGL(3,R) du groupe GL(3,R) par la relation d’équivalence R.

Une des raisons qui motivent ['utilisation de ces homographies en vision par ordinateur
est que ces dernieres préservent I'alignement. Ceci signifie précisément que I'image d’une
droite projective du plan projectif par une homographie est une droite projective. Dans
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PR, ce sont les seules bijections qui préservent l’alignement. Pour plus de détails on
pourra consulter [32], [24] et [9].

1.2.2. La caméra sténopée. — C’est le modele le plus basique et le plus utilisé en
vision par ordinateur depuis des années. La géométrie dans laquelle il est décrit est
précisément celle du plan projectif réel PoR. Voici les grandes lignes, nous reviendrons
plus en détails sur ce modele dans le chapitre 3.

Il s’agit essentiellement de décrire la projection perspective qui par définition envoie
un point du plan de I'objet sur le plan image (voir Fig. 1). Les points du plan de I'objet

X
M
|
m |
centre |
optique
> |
X'\ - e =
2 —| — — [E—— _-'_“__--_-.___J/ axe optique
X,

plan image : X; =]

FIGURE 1. Projection perspective d’un point M de ’espace sur le plan image
d’equation a% = —1.

sont exprimés dans un premier repere de I'espace R3 noté (O, z1, 2, 23). A la caméra est
associé un second repere (C, xy, 7%, 2%) de R? dont l'origine C' est le centre optique de la
caméra. Ces deux reperes sont reliés par une isométrie de R? qui est la composée d’une
rotation et d’une translation et qui est paramétrée par les 6 parametres extrinseques de
la caméra.

A un point M du plan de 'objet on fait correspondre le point m du plan image
intersection de ce dernier avec la droite (CM) (C est le centre optique de la caméra).
La projection perspective est décrite par les coordonnées de m dans le plan image pour
le repere de la caméra.

Le modele projectif permet de formaliser les notions de points et lignes de fuite (voir
Fig. 2). Considérons deux droites projectives réelles paralleles d; U {w} and do U {w}
contenues dans le plan projectif réel associé a l'objet, ou di et do constituent deux
droites affines de R? et w est le point & l'infini qui représente leur direction commune.
Les images de ces droites par 'homographie kg de PoR qui relie le plan de 'objet et le
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line gnorzon L i 2

ligne de fuite

ligne du tableau,

(a) Lignes de fuite (b) Points de fuite
Ficure 2. L’illustration des points et des lignes de fuites.

plan image (voir le chapitre 3 pour plus de détails) sont deux droites projectives djU{wn }
et dy U{ws}. On vérifie que les droites affines correspondantes d et di sont paralleles
dans le plan image R? si et seulement si les droites affines d; et do sont orthogonales &
I’axe optique de la caméra. Ceci mene a la définition de point de fuite : dans le cas ou
les droites d; et do ne sont pas orthogonales a 1’axe optique de la caméra, on appelle
point de fuite le point d’intersection des droites d} et db.

Chaque point de fuite représente donc une direction du plan de I'objet et ’ensemble
des points de fuite est une droite affine du plan image dite ligne de fuite (voir Fig. 2).
Cette derniére n’est autre que la droite d’intersection du plan image avec le plan parallele
au plan de 'objet et passant par le centre optique. C’est aussi 'image par kg de la droite
a l'infini du plan projectif réel de 'objet. Deux droites dans le plan image qui se coupent
dans la ligne de fuite correspondent a deux droites paralleles du plan de 'objet.

1.2.3. Images et géométrie projective réelle. — Si ’on se place dans le cadre de
la géométrie projective réelle, il semble naturel de définir une image (en niveau de gris)
par une application

I1:DCP;R— R (4)

ou D est un domaine du plan projectif réel dans lequel se plonge le plan image. Le
groupe des changements de points de vue est le groupe PGL(3,R) des homographies
de P3sR. Ce dernier modélise bien les distorsions perspectives de I'objet causées par les
différents points de vue de la caméra. La figure 3 illustre I'action de 'homographie de
P5R représentée par la matrice

2cosm/4 —2sinw/4 1
2sinm/4  2cosw/4 1 (5)
1/2 0 1

L’utilisation de ce groupe pour la recherche d’invariants (détecteurs et descripteurs)
par changement de points de vue n’est pas facile en général. Une facon de contourner
la difficulté consiste & restreindre au plan affine (plan euclidien) R? I’action du groupe
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FIGURE 3. A gauche une grille de points. A droite son image par une homogra-
phie de P(R).

des homographies du plan projectif PsR. Comme le sous-groupe des homographies qui
laissent globalement invariant I’hyperplan a I'infini de PoR est isomorphe (par restriction)
au groupe affine GA(R?) de R?, une homographie de PoR préserve le plan affine si et
seulement si elle est réduite & une transformation affine de R?.

1.2.4. Le modele affine de la caméra. — 1l s’agit donc en quelque sorte d’un
modele simplifié par rapport au modele projectif décrit ci-dessus et dont on peut trouver
des applications dans [52] ou [24] par exemple.

Comme expliqué précédemment, une transformation affine de R? dans R? est la re-
striction & R? d’une homographie de PR définie par une matrice 3 x 3 particuliere, de
la forme :

a b tl
c d tg (6)
0 0 1

Ce n’est autre que la composée d’une transformation linéaire de R? et d’une translation.
En particulier, le groupe GA(R?) est de dimension 6, alors que le groupe PGL(3,R) est
de dimension 8. Il est bien connu que toute transformation affine de R? transforme deux
droites paralleles en deux droites paralleles (voir Fig. 4).

Dans [52], les auteurs décrivent une image I d’un objet planaire & partir d’'une image
frontale Iy de I'objet suivant la formule :

IToA=I, (7)

ou A est une tranformation affine (voir le chapitre 3 pour la définition d’image frontale
d’un objet planaire). Ils justifient ce choix par le fait qu'une homographie de PoR est
localement approximée par une transformation affine de R?, comme c’est illustré dans
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FIGURE 4. A droite I'image de la grille par une similitude affine composée d’une
rotation d’angle 7/3 (autour de origine), suivie d’une dilatation de rapport 4
(centré en lorigine) suivie d’une translation de vecteur (4, 2).

FIGURE 5. Exemple d’approximation locale d’une homographie de PoR par une
transformation affine (extrait de [52]) : le sol est globalement déformé par une
homographie mais localement, la déformation de chaque tuile est approxima-
tivement affine.

la figure 5. En effet, si k est une homographie, on obtient en appliquant la formule de
Taylor Young & ’ordre 1:

Bavos) = K(a,b) + Dk . (01— a2 —b)+ of (a1 — a, 2 — b))

A(z1,z2)
= A(z1,22) + o(ll(z1 —a,z2 = b)|)), (8)
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FIGURE 6. Projection stéréographique d’un point X de la sphere : c’est le point
d’intersection du plan complexe avec la droite contenant X et passant par le pole
nord N.

ot D, p)k est la différentielle de k en (a,b). L’application affine A approxime donc bien
k au voisinage du point (a,b).

En restreignant les changements de points de vue aux transformations affines, c’est-a
-dire en ne considérant que le seul groupe GA(R?), les auteurs de [52] ont développé
un algorithme appelé Affine-SIF'T pour la recherche d’invariants par les transformations
affines du plan. Cet algorithme est tres sensible aux distorsions perspectives des objets :
c’est le prix & payer pour ne pas prendre en compte I’ensemble du groupe PGL(3,R).

1.2.5. Le modele conforme complexe. — Il existe une alternative a ’approche
précédente, c’est-a-dire a la compactification du plan euclidien par PoR et a I'utilisation
du groupe PGL(3,R) pour représenter les changements de points de vue. Dans ce
paragraphe, on envisage la compactification : R? ~ C < P;C et le groupe correspon-
dant PGL(2,C) (voir par exemple [48] et [49]). La droite projective complexe P;C
est homéomorphe au compactifié d’Alexandroff C = C U {co} du plan R? identifié &
C. Rappelons que ce compactifié peut étre décrit simplement par la projection P dite
stéréographique (voir Fig. 6) : Iimage d’un point X # N de la sphere S? (N étant
le pole nord) est I'unique point d’intersection x de la droite (NX) avec le plan. Pour
calculer explicitement P~!, on considére un point x = (1, z2,0) et on cherche le point
sur la droite {\z + (1 — A\) N} qui appartient & la spheére. On obtient facilement :

~

2 23+ 23— 1

P l:ze Toey —r —————— (1€ Toe ——= ¢
1€1 + x2e2 x%—l—m%#—l(ll—i_ 22)+x%+x§+1

3. 9)

En passant & la limite lorsque la norme de x tend vers I'infini, on constate que P~!(00) =
N.
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La droite projective complexe P;C = (C?\ {0})/R est une variété complexe de di-
mension 1 dont les cartes sont données par :
ex :{[X:Y]ePC, X #0} — C
px([X :Y]) = (Y/X)
QO)/:{[X2Y] e PC, Y#O}—)(C
ey (X :Y]) = (X/Y) (10)

Une homographie de PGL(2,C) est représentée, & multiplication par un nombre com-
plexe non nul pres, par une matrice de GL(2,C)

(+4)

ou de fagon équivalente, en posant X/Y = z (c’est-a-dire en se plagant dans la carte
¢y ), par une application
az+b

h:z+— (12)

cz+d

avec h(—d/c) = 0o et h(oo) = a/c.

F1GURE 7. A droite 'image de la grille de gauche par la transformation de
Mobius z — (iz 4 2i)/(2iz + 1).

On trouvera dans [49] un modele conforme complexe de caméra qui permet de décrire
les changements de points de vue par le biais des transformations de Mobius de P C,
i.e. des homographies de PGL(2,C). Dans ce modele, une image est une application

Iy:h(D)cC — R (13)
h(z) +— Iy(2).
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ou Iy : D C C — R est une image de référence qui décrit I'objet planaire et h €
PGL(2,C).

Les transformations de Mobius sont des transformations conformes, c’est-a-dire
préservant les angles. Les distorsions sont donc conformes dans ce modele. Par
ailleurs, il est bien connu que les transformations de Mobius de P1C envoient les
cercles généralisés sur eux-mémes et donc contrairement aux homographies de PaR ne
conservent pas nécessairement les droites affines du plan (voir Fig. 7).

Il apparait que ce choix de transformations ne décrit pas convenablement les change-
ments de points de vue surtout quand elles produisent de fortes distorsions conformes.

1.3. Les travaux de la thése

Ce rapide survol montre clairement qu’il n’est pas si facile de modéliser de fagon
efficiente les changements de points de vue en suivant les approches du paragraphe
précédent. Ceci est di en particulier a la nature de ’espace sur lequel on fait agir le
groupe de transformations, c¢’est-a-dire dans ce qui précede a la nature du compactifié
P5R du plan euclidien. Par ailleurs, une bonne modélisation doit nécessairement tenir
compte des points a 'infini.

L’approche que l'on préconise dans cette these se démarque radicalement des
précédentes en ce sens qu’elle utilise une représentation vectorielle de I’espace des points
de vue.

1.3.1. Les algebres de Clifford conformes. — Les algebres de Clifford, ou algebres
géométriques, sont des outils tres utilisés que ce soit en mathématiques théoriques (voir
par exemple [34], [11] [36], [12], [39] ou [28]), en mathématiques appliquées, (voir
par exemple [7], [38], ou [13]) ou encore en physique théorique (voir par exemple [26],
[27], [25], [15] et [16]). Depuis quelques années, elles sont de plus en plus utilisées en
Computer Science (voir par exemple [5], [6], [17], [8], [47], [29], [45] [51] ou [30]).

On utilise souvent ces algebres en traitement d’images et de la vidéo pour structurer les
espaces d’aquisition dans la lignée des travaux originaux représentant les couleurs par des
quaternions. On dispose alors d’opérations algébriques qui permettent d’encoder efficace-
ment des transformations géométriques par le biais du calcul dit sans coordonnées. Ce
point de vue s’est révélé particulierement bien adapté a I’étude des images via I’approche
géométrique a la Beltrami (voir par exemple [3]) et offre un cadre unificateur pour les
extensions en dimensions supérieures des outils du traitement du signal (comme les
transformées de Fourier multi-dimensionnelles, voir [4], ou I'extension monogene du sig-
nal analytique, voir [14]).

L’utilisation que l'on en fait ici est différente : il ne s’agit pas de modéliser ’espace
d’acquisition, mais de modéliser les domaines de définition des images correspondant
a différents points de vue d’une méme scene observée par une caméra sténopée. Pour
cela, on s’intéresse aux algebres de Clifford dites conformes (voir le chapitre 2 pour des
définitions précises ainsi que [42], [41], [35]). Grosso modo ces algebres correspondent a
des espaces vectoriels R* munis de métriques équivalentes & la métrique de Minkowski.
Le point crucial est que ce formalisme permet de gérer de facon vectorielle les points a
Uinfini.
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Le chapitre 2 traite plus précisément des représentations conformes généralisées qui
sont la clé de voute de la modélisation développée dans la suite. On peut résumer les
résultats sous la forme suivante.

Proposition. — Une représentation conforme généralisée du plan euclidien est la
donnée d’une horosphére H(«, 3) de l’espace R% munt de la métrique Qg = id ® Gg ou

[ cos2B  sin2p
Gp = ( sin28 —cos28 ) (14)

dans la base canonique de R?. Les déplacements du plan euclidien induisent des
verseurs de l’algébre de Clifford Ry g qui sont iso-horosphériques. Ils agissent donc
a représentation conforme généralisée constante. Les dilatations du plan euclidien
induisent des changements de représentations conservant la métriqgue (Qg. Ces derniers
consistent simplement a dilater le vecteur aes g. Enfin les rotations p, de R* ayant

pour matrice
cosp —siny
Ide ( sin cos ¢ ) (15)

induisent des changements de représentations qui ne préservent pas la métrique Qg :

ces derniers envoient de fagon isométrique les horosphéres H (o, B) sur les horospheéres
H(a, B+ ) de R% et R%W respectivement.

Signalons simplement a ce stade que 'horosphere H(«, 3) de 'espace R% est 'ensemble
H(a,B)={X €R}, X?=0, X -aexp=—1} (16)

on note - le produit scalaire associé & Qg) oll es g est le vecteur isotrope de R% de
( 8 B 5

coordonnées (0,0, cos 3 — sin 3,sin B + cos 3) dans la base canonique de RY. Le plan
euclidien R? se plonge dans une telle horosphére par

1 _
a,p(T1,22) = T1€1 + T2€2 + 5(:13% + x%)aeooﬂ + 16075 (17)

ol eq g est le vecteur isotrope de R% de coordonnées (—1/2)(0, 0, cos S+sin 3, sin f—cos )
dans la base canonique de R*. Comme le laisse suggérer les notations, les vecteurs
isotropes eg g et e g représentent I'origine et 'infini du plan euclidien.

Nous reviendrons dans le chapitre 2 sur la notion de verseur ; ce qu’il est important de
noter ici, ¢’est que les transformations naturelles du plan, en particulier les translations,
deviennent linéaires et que leur composition devient particulierement simple.

Cette proposition décrit les diverses possibilités dont on dispose pour plonger le plan
euclidien dans un modele conforme (équation (17)). C’est a travers ces différents plonge-
ments que I'on décrit les points de vue d’une scene. Les deux parametres o et § (o € RY.
et B € S' = R/2nZ) permettent d’encoder le parametre de latitude de la caméra sténopée
qui est responsable des distorsions perspectives.

1.3.2. La modélisation projective. — Avant de mettre en place la représentation
conforme des images qui nous intéresse, un travail préliminaire est nécessaire pour décrire
les distorsions perspectives subies par le plan de 'objet suite aux variations de la latitude
de la caméra sténopée. La latitude est I’angle entre ’axe orthogonal au plan de ’objet et
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I’axe optique de la caméra. Les distorsions perspectives sont codées par des homographies
de PoRR, notées hy pour 6 € [0, 7/2[, de la forme

hg : PsR — PR (18)
m(x) +— w(Mp.x),

ol My est la matrice 3 x 3 définie par

cosd 0 0
My = 0 10 (19)
—sinfd 0 1

L’effet de telles distorsions perspectives est illustré dans la figure 8. 1l est clair que si

= o o e

|

L L L L L
£8 06 04 D2 [ 0z 04 0.6 08 056 o 0.5 1 16 2 25

s & b &

(a) Grille originale (b) Grille image

FiGurke 8. Effet d’'une distorsion perspective hy avec § = /4

0 = 0, ’homographie correspondante est I'identité. On dit alors que I'image est frontale
(le parametre de latitude est nul). On adopte alors la définition suivante.

Définition (Représentation projective d’une image). — Une image est la donnée
d’une application

Ipg: R_yho(R?*) — R (20)
définie sur le domaine R_¢h9(R2) de PaR ou 6 est la latitude de la caméra, ¢ € [0, 27|
est l'angle de rotation de la caméra autour de l'aze optique et R_y, est la rotation d’angle

(—=¢).
L’ensemble
hg(R?) = {[z1cos0 : 29 : —x1 5106 + 1] € PoR} (21)
est appelé plan perspectif. Il est strictement inclus dans P3R et contient les points
a l'infini de coordonnées homogenes [cot§ : x2 : 0]. A toute image I,y définie sur
R_yhg(R?) , on associe une image frontale I
Ii:R? — R (22)
r +— [¢,90R,¢h9($).

La figure 9 illustre ce principe. En s’appuyant sur la définition précédente, on introduit
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FIGURE 9. Un exemple d’une image frontale d’un objet planaire (gauche), une
vue non frontale de object correspondant a la latitude 8 = 7/6 (milieu) et une
représentation du domaine spatial de I'image déformée (droite).

les changements de points de vue.

Définition. — Un changement de point de vue est la donnée de deux rotations de plans
perspectifs R_y, ho, (R?) et R_y,ho, (R?), et d’une homographie de PoR dont la restriction

k: R_y ho, (R®) — R_y,hg, (R?) (23)
a R_y, hg, (R?) s’écrit :

k= Ry, hg, f (Rﬂbl h91)71 (24)
ou f est une similitude affine directe de R?.

L’action de I'homographie k est illustrée dans la figure 10. Plus précisément, étant
donné deux images I, g, et Iy, g, d'un objet planaire, ’homographie k fait correspondre
leurs domaines et la similitude f décrit la transformation entre les domaines des images
frontales I} et I3 qui leur sont associées. Ceci est représenté dans la figure 11 par
un diagramme commutatif. On note dans la suite I' 'ensemble des homographies k
introduites dans la définition précédente.

1.3.3. La modélisation dans les algebres de Clifford conformes. — L’idée clé
de cette modélisation est de tirer parti des représentations conformes généralisées du
plan euclidien décrites dans la proposition du paragraphe 1.3.1 pour associer aux plans
perspectifs précédents des horospheéres encodant les points de vue.
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Q.5

L [
:
:
H
:
b s of §
H
:
:
:

r

=)

. 05}k

(a) he, (D1) (b) he,(D2)

FIGURE 10. Action de ’homographie k = hg,of oh‘g_l1 modélisant un changement
de point de vue (pour 0; = /3, 0 = 7/6 et f la rotation d’angle 37/4). Notons
que D7 and Ds sont deux domaines du plan euclidien vérifiant Do = f(Dy).

On l'a vu (voir aussi le chapitre 2), ces horospheres H(«, ) sont les ensembles de
I’espace Ré définis par

H(a,B)={X €R}, X?=0, X -aexp=—1} (25)

oll e g est le vecteur isotrope de Ré de coordonnées (0,0, cos 8 — sin 3,sin 5 + cos 3)

dans la base canonique de R*. On leur associe les plongements ©qa,s du plan euclidien
R? définis par

1 _
a,8(T1,22) = T1€1 + T2€2 + 5(:10% + x%)aeooﬁ + 160”3 (26)

ol eq g est le vecteur isotrope de R% de coordonnées (—1/2)(0, 0, cos B+sin 3, sin S—cos f3)

dans la base canonique de R%.

On dispose donc de deux parametres, « et 3, pour encoder ’axe de la caméra sténopée
ou plus précisément la latitude 6 responsable des distorsions perspectives. A ce stade,
on peut envisager deux stratégies.

1. La premiere consiste a n’utiliser que le seul parametre a en supposant 5 = 0.
L’espace R% est ’espace standard de Minkowski muni de la métrique de signature
(3,1). Les plongements (26) deviennent

Pa(21,22) 1= a0(T1,2) = T1€1 + T2e2 + (27 + 23)aes + aLeg
= x1e] + Toes + %(ZL‘% + x%)aemp + ofleo,g (27)
Soit

O_y = 6%81/\62 = COS% +e1 Neo SZ'TLE, (28)
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(R—T/Jl h91 )_1

R_y, ho,

(R—%ZJQ h92 )71

R_y, b,

2
12 05 0 05 1 15

Ly, 0,

FIGURE 11. Les images Iy, 9, and Iy, e, correspondent & deux vues non
frontales d’un objet (a droite), leurs images frontales associées I} and IZ resp.
sont liées par la similitude f du plan (& gauche). Dans cet exemple on a
01 =0 =7/6, 1 =13 =0 et f est la rotation d’angle /2.

le verseur encodant la rotation R_y. On note
Pip,ag (:L') = Oy Poy (;E) 0y (29)

1 _
= R_y(x)+ §[R,¢(x)]2ageoo + oy Leo,

le plongement de R? qui définit le modele conforme de la rotation R_y,hg(R?) du
plan perspectif hg(R?), o1 § — ay est une bijection de ]0, 7 /2[ sur R* . On obtient
alors le résultat suivant.

Proposition (Représentations conformes des images et des changements de points
de vue)

— Une image est la donnée d’un modéle conforme {Ha,, ¢y a,} d’une rotation d’un
plan perspectif R,whg(]RQ) et d’une application Tzﬁ,ae définie sur l’horosphére H,,
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par
I_ﬂ%ao : {Haev(p%ao} — R (30)
Xpag = Punag(®) > IpgoR_yhgopyt (Xyay)
= Ipgo Ry hy(),
I, ¢ étant [image projective correspondante.

~ Un changement de points de vue est la donnée de deux modéles conformes
{Hay, » Pp1,00, b €8 {Hap,: Pyo,aq, b €t d'une bijection F' :

F= P, © f O @1;117%1 : {Ha61,¢¢17a01} — {Ha92,gow2’a92}. (31)
En d’autres termes, F transforme tout vecteur
X100, = P10, (T) (32)
de Uhorosphére Hq, —en un vecteur
F(Xysa0,) = Xpmau, = P00, © (@), (33)

de l’horosphére Ha92, ou f est une similitude affine directe de R?.

Cette description des images et des changements de points de vue permet
d’introduire un groupe noté Cy(3,1) dont les éléments sont des transformations
linéaires conformes de lespace de Minkowski R31.

Proposition (Le groupe des changements de points de vue)
— L’ensemble

Co(3,1) = {Fﬁ, vesl, a> o} (34)

est un groupe de Lie de dimension 2 constitué de transformations orthogonales de
Uespace de Minkowski R®! correspondant auzx changements de base:

{e1, €2, €00, €0} — {R_g(e1), R%(eg),aew,a‘leo} (35)
1l agit de facon transitive sur ’ensemble des modéles conformes par
FE,&({Haev Ppa0t) = {Haay, 90¢+E,aa9}
Fp a0 000 = Pyiaag (36)
— L’ensemble
Co(3,1) = {F,, 0 = oy0,05, yE€ S, § >0, t € R?} (37)

est un groupe de Lie de dimension 4 constitué de transformations conformes de
Uespace de Minkowski R, A toute similitude directe f = TyRyDs du plan eu-

clidien correspond un unique spineur o = 010,05 de 50(3, 1) dont laction par
“sandwiching”

F,:R3! — R31
Y + Yoooo + Yoeo +— 00 (Y + Yooloo + Yoeo)o ! (38)
conserve tout modéle conforme {Ha,, Py.a,} avec

FG © (1010704) = 901/1,019 © fwvae (39)
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0U fypap = TvRyDs et t' = (Ryt)/ag. Il est important de remarquer que les
changements de points de vue correspondant a des dilatations Dy sont représentés
par les verseurs dos.

— L’ensemble

Co(3,1) = {FM o Fy, Fs € Co3,1), F, € Co(3, 1)} (40)
est un groupe de Lie de dimension 5 constitué de transformations conformes de

Uespace de Minkowski R3'. Si F' appartient a Co(3,1) et Y = y + Yooloo + Yo€o
appartient a R>! alors

F(Y)=Fj50Fs0,0,(Y) = 60*E05(0t0705)y(0t0705)_105_1UE (41)
ot -~
0= 6%61/\627 o = o5 Ina (42)
et
oy =ez 2 g5 = 6_%1116, op=(1— %teoo) (43)

Notons par ailleurs I 'ensemble des images au sens de la proposition précédente
(équation (30)). On montre alors le résultat suivant.

Proposition (Action de Cy(3,1) sur I). — En reprenant les notations ci-dessus,
— L’application
w@w:Co(3, 1) xI — 1T (44)
définie par
(FE,E o FO’a Td),ag) — (FE,E © FU) * Td),ozg = TILH’J,EO{Q (45)
avec
7 7 -1
Ly G0y © Portiaay = Lvsa0 © Puag © fy o (46)
est une action de groupe.
= Soient Iy, a, €t Jyya,, deuz images telles que
71/)1,0191 © Pipr,o, = Ly, 6, © Ry ho, (47)
et B
J"p270¢62 © Pipo,p, = S0, © By, ho, (48)
On a équivalence entre
a) Il existe F' € Cy(3,1) tel que
F % 71/1170401 = jw27a92 (49)
(b) Il existe k € T tel que
s 00 = Ly 0, © kot (50)

(se reporter au chapitre 3 pour les notations).

L’intérét de cette premiere approche est qu’elle permet d’encoder la latitude de
la caméra wia la bijection 6 — gy en restant dans ’espace de Minkowski stan-
dard (voir une nouvelle fois le chapitre 3 pour plus de détails et un énoncé général).
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2. La seconde stratégie consiste a encoder le parametre de latitude 6 par le parameétre

5 et le zoom A par le parametre «, i.e. a poser 8 = 6 et a = A. On choisit donc
en quelque sorte pour direction du vecteur représentant l’infini la direction de 'axe
de la caméra. On adopte alors la définition suivante.

Définition. — Une image est la donnée d’un modéle conforme généralisé
(H(X,0),0x0) et d’une application
Lo (H(N0),0x0) — R (51)

Xao= @ao(r) > IngohgoDy-1ogp(Xag)
= I)\’QO h@OD}\—l(I‘),
I, étant l'image projective correspondante.

Cette modélisation, qui semble naturelle, introduit une nouvelle difficulté : les
changements de points de vue ne peuvent plus étre interprétés comme un groupe
de transformations linéaires conformes de ’espace de Minkowski. Pour y remédier,
on introduit le groupoide PV dont les objets sont les couples (H(X,0),px0) et les
morphismes sont les diagrammes

H(A1,01) —= H()s,05) (52)
<P>\1,91 /( 590)\2’92
R2 R2
f

ou les couples (F, f) sont de I'un des types suivants : (o4, T3), (04, Ry), (05,1d) et
(pg,id). Soit PVq 'ensemble de ces morphismes.

Proposition. — La correspondance
w: PV xI—1 (53)
qui associe a tout couple ((F, f)771\1,91> € PV x I tel que
S(F, f) = (H()‘1761)790)\1,91) (54)
l'tmage
=2 =1
Iy, 0, = (F ) * 1y 0 (55)
est une action du groupoide PV. Cette action est au sens suivant
. =1 =1
(ID,id) = I>\1,91 = I)\1,91 (56)
et . .
(G g) o (B, )] x Iy, 9, = (G,9) * [(F, f) x 1), ,] (57)

. . =2 o
Dans cette propostion I'image I}, 5, est définie par

=1 =2
IA1,91 © Pr,01 = IAz,é’g oFo PA1,01 (58)

ou de fagon équivalente par

=1 =2
I)\l,el o @Alyel = I)\Q,@Q © SO)\2792 © f (59)
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Dans ce contexte, un point de vue, resp. un changement de points de vue, n’est
rien d’autre qu'un objet, resp. un morphisme, de la catégorie PV. Conformément
a l’intuition,

(a) Les morphismes (o, T}) et (0., Ry) agissent a point de vue constant.

(b) La dilatation (os,id) agit comme un changement d’échelle, i.e. un change-
ment de zoom, multipliant le vecteur Ae g par le scalaire ¢ (et par suite
le vecteur )\*16079 par U'inverse de ce scalaire). Il est & noter que le vecteur
Aeso,g étant isotrope, sa norme reste inchangée.

(c) Les morphismes (p,,,id) correspondent aux variations de I’angle “sous lequel
on voit le plan euclidien”.

Comme
O((H(lvo)awl,O)) =PVo (60)

ol PV désigne I'ensemble des objets de PV, '’ensemble des images obtenues a
partir de tous les points de vue d’un méme objet planaire est une orbite sous
I’action de PV; par w.

On retrouve le groupe Co (3,1) de la stratégie précédente au travers du résultat
suivant qui implique une version “réduite” du groupoide (voir les diverses notations
et définitions au chapitre 4).

Proposition. — Si l'on choisit d’encoder les dilatations non plus par o5 mais par
le verseur §og les points de vue et les changements de points de vue sont les objets
et les morphismes du groupoide PV dont les objets sont les couples (H(1,0), 1)
et les morphismes sont les diagrammes (o4, T;), (0, Ry), (005, Ds) et (py,id). Le

)
~

stabilisateur de tout objet est isomorphe au groupe Cy(3,1).






CHAPITRE 2

ALGEBRES DE CLIFFORD ET MODELES
CONFORMES

2.1. Algebres de Clifford

On introduit dans cette section le vocabulaire et les notions de base concernant les
algebres de Clifford. Des exemples d’utilisation sont donnés dans le paragraphe 2.1.2.

2.1.1. Premiéres définitions. — Les données de base sont un espace vectoriel F (sur
R pour ce qui nous intéresse), de dimension finie, et une forme quadratique @ sur E. Le
but est de définir (et de construire) une algebre sur R qui contient E et telle que si u est
un vecteur de E, le produit uu = u? (qui a un sens dans 1’algebre considérée) soit égal
la valeur Q(u) de la forme quadratique évaluée sur u. Rappelons qu’une algebre est a la
fois un espace vectoriel et un anneau ou I'on dispose donc des quatre opérations usuelles
: addition, soustraction, multiplication et division (on notera cependant que tous les
éléments non nuls ne sont pas inversibles en général). Par suite, si u et v sont deux
vecteurs de E plongés dans une telle algebre, alors nécessairement : uv +vu = 2B(u,v),
en notant B la forme bilinéaire symétrique associée a ). Le produit géométrique des
deux vecteurs u et v est alors défini par la formule :

uv = B(u,v) +uAv (1)
ou
1
u/\v:§(uv—vu) (2)

est la partie antisymétrique de ce dernier, appelée produit externe ou extérieur (“outer
product”) de u et v et

u-vi= B(u,v):%(uv—}—vu) (3)

est la partie symétrique, appelée produit interne ou produit scalaire (“inner product”).

On peut remarquer rapidement que l'algebre cherchée, si elle se doit de contenir les

scalaires de R et les vecteurs de F, doit également contenir d’autres types d’objects. Par

exemple, si F est 'espace vectoriel R%, @ la forme quadratique euclidienne et (eg, es)

une base orthonormée, alors I’élément e; A eg est de carré -1 ; il ne peut donc pas s’agir
d’un scalaire ou d’un vecteur.
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Il faut cependant prendre quelques précautions si I’on veut étre rigoureux. Il existe
en effet beaucoup d’algebres A munies d’une application linéaire f de E dans A satis-
faisant la condition [f(u)]?> = Q(u) pour tout vecteur u de E. De tels couples (4, f) sont
les objets d’'une catégorie et 1'algebre de Clifford de E relativement a la forme quadra-
tique @, notée dorénavant (Cl(E,Q), ik, Q)) est définie comme étant un objet initial de
cette catégorie (I’application ipo ©st 1a pour envoyer E dans Cl(E,Q)). Clest dire
précisément que si (4, f) est un couple comme ci-dessus, il existe un unique morphisme
d’algebres g de Cl(F, Q) dans A tel que f =go im0 Comme tout objet initial d’une
catégorie, le couple (CI(F, Q),i(E,Q)) est défini & isomorphisme (de la catégorie) pres.
Nous parlerons cependant, avec un léger abus, de ’algebre de Clifford de E en omettant
'application ¢, .

Pour construire pratiquement 1’algebre de Clifford de E, on procede de la facon suiv-
ante. Soit

T(E)=Re&E®(EQE)®---=PE (4)
i>0
lalgebre tensorielle de E, et soit Z(E, Q) l'idéal bilatere de T(E) engendré par les
éléments de la forme u®u— Q(u), u appartenant & E. Notons encore 4 I’application
composée :

(B,Q)

E—T(E) — T(E)/I(E,Q) (5)
Il n’est pas trop difficile de vérifier (voir [44] pour une démonstration) que le couple
(T(E)/Z(E, Q)15 ) est I'algebre de Clifford de E.
Si {e1, ea,...en } est une base de E, il s’agit de 1’algebre engendrée (en tant qu’algebre)
par les vecteurs e;. Elle est de dimension 2" et admet pour base la famille

{1,62‘1...6ik, 1 <..<i k€ {1, ,n}} (6)

Etant donné un espace vectoriel E et une forme quadratique ) sur F, il existe une
unique involution * qui étend a CI(E, Q) 'involution u — —u de E. Elle est définie
par son action sur les éléments de la base :

"=1 ef=—e (ey.ei) =(—1Fe...e;, (7)

De méme il existe une unique anti-involution 1 sur CI(FE, Q) telle que
1T=1 e;r =¢; (eil...eik)T =€;,...;, (8)

Le produit externe de k vecteurs, soit la partie antisymétrique de leur produit
géométrique, est par définition un k-blade (ou blade de degré k) et un k-vecteur n’est
rien d’autre qu'une combinaison linéaire de k-blades. En particulier, un bivecteur est
un blade de degré 2.
L’algebre CI(E, Q) est la somme des sous-espaces (de dimension CF) CI(FE, Q)* con-
stitués des k-vecteurs. On écrit alors pour tout a de CI(E, Q)
n

a= Z(a}k 9)

k=0

ou (a)y, désigne la partie k-vectorielle de a.
Voici les formules qui décrivent I’ensemble des opérations possibles. Si A est un réel et a
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appartient & CI(E, Q) :
ANa=aAX=)da
Aa=a-A=0 (10)

Sia=ai A---Nag et b=>by A--- A b, sont respectivement un k-blade et un [-blade, on
définit récursivement :
(al/\--'/\ak)-(bl/\---/\bl)

. ((al/\-~-/\ak)-bl)-(bg/\---/\bl) sik>1 (11)
o (al/\---/\ak,l)~(ak-(b1/\~--/\bl)) sik <l
avec
(al/\---/\ak)-bl
:Zle(—l)k_ial/\---/\ai_l/\(ai-bl)/\aiﬂ/\--'/\ak (12)
et

ak~(b1/\-~/\bl)
= Zézl(—l)i_lbl AN Abi_1 N (ak . bl) Abir1 A=Ay (13)

On vérifie aussi que

a-b=(ab)_y

aANb=(ab)it (14)
La formule fondamentale : u? = Q(u) montre que tout vecteur non nul et non isotrope
(Q(u) # 0) est inversible avec u™! = u/Q(u). Un verseur est un multivecteur qui

peut étre exprimé (de fagon non unique) comme un produit géométrique de vecteurs in-
versibles. Cette notion est particulierement importante pour la suite, nous y reviendrons
dans le paragraphe suivant.

2.1.2. Quelques exemples et compléments. — L’algebre de Clifford de 'espace
RP4) c’est-a-dire de 'espace R™ muni de la forme quadratique de signature (p,q) avec
P+ q = n est notée R, ,.

On vérifie assez facilement que R ; est isomorphe au corps (commutatif) des nombres
complexes et que 'algebre R 2 est isomorphe au corps (non commutatif) des quaternions.
Les algebres R; 1 et Rg o sont toutes les deux isomorphes a I’algebre R(2) des matrices
2x2 a coeflicients réels.

L’un des intéréts des algebres de Clifford est que le produit géométrique permet
d’encoder efficacement des transformations géométriques par des formules algébriques.
Voici un des exemples les plus significatifs. Soit n et u deux vecteurs de E. On suppose
n non nul et non isotrope (donc inversible). On dispose d’une décomposition en partie
parallele et partie orthogonale relativement a n :

U= uj+ur (15)
avec
uyAn=0 uy-n=0 (16)
On vérifie que
u; = (uAn)n! (17)
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et
up = (u- n)n~* (18)

On en déduit que la réflection (u) —wuy) de u par rapport a 'hyperplan orthogonal a un
vecteur inversible n de E est donnée par la formule

sp(u) = —nun~! (19)
De méme le symétrique (u" —u, ) du vecteur u par rapport & n est donné par
5n(u) = nun~" (20)

C’est cet exemple précis qui est a l'origine de lappellation “verseur” (le vecteur u est
“renversé”...). La signification profonde de cette notion réside dans le théoreme bien
connu de Cartan Dieudonné suivant (voir par exemple [21]).

Théoréme. — Si E est un espace vectoriel sur R de dimension n muni d’une forme
quadratique non dégénérée, alors tout élément du groupe orthogonal correspondant est
la composée d’au plus n réflections.

On démontre a partir de ce théoreme que le groupe Pin(p,q) des verseurs unitaires
(produits de vecteurs unitaires) est un revétement a deux feuillets du groupe orthogonal
O(p, q,R) et que le groupe Spin(p, q) des verseurs pairs unitaires (produits d’'un nombre
pair de vecteurs unitaires) est un revétement a deux feuillets du groupe SO(p, ¢, R). Ce
dernier groupe n’est connexe que dans les cas euclidien et anti-euclidien. Sa composante
connexe de I'identité SOT (p, ¢, R) est le groupe des rotations de RP? et est codée par son
revétement & deux feuillets i.e le groupe Spin™(p,q) des spineurs (ou “rotors”) défini
par

Spint(p,q) = {o € Spin(p,q), oo’ =1} (21)
= {o=1%u;, [W}=1et ool =1}

Notons que si p # 0 et ¢ # 0 (espace a signature mixte) alors le groupe Spin™(p, q) est
strictement inclus dans Spin(p,q) contrairement aux cas euclidien et anti-euclidien. Il
suffit de considérer le verseur o = ujug produit de deux vecteurs unitaires de signatures
opposées: celui-la appartient & Spin(p, ¢) mais pas & Spin't(p,q) (oot = —1).
Ce cadre mathématique trouve de nombreuses applications en traitement d’images par
exemple, notamment pour étendre aux images couleurs (et plus généralement aux images
multi-canaux) les définitions usuelles de transformées de Fourier. On trouvera dans [10]
des exemples reposant sur des généralisations spinorielles de la notion de caracteres.
Plus généralement, soit £ = a; A --- A ag un k-blade non nul et non isotrope, c’est-a-
dire tel que E? # 0 ; on associe & F un unique sous-espace vectoriel qui est I’ensemble
des vecteurs v solutions de I’équation

vAE=0 (22)

i.e. c’est le sous-espace vectoriel engendré par les vecteurs aj - - - ax. Soit donc F un tel
k-blade et u un vecteur de RP4. La projection mg(u) de u sur le sous-espace associé a
FE est donnée par la formule

np(u) = (u- B)E™! (23)
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et la rejection wé (u) de u par rapport a ce sous-espace s’écrit

15(u) = (uA E)E™! (24)

Cette derniére opération (7% (u)) revient & projeter u sur le sous-espace vectoriel de RP+

orthogonal au sous-espace associé a E. L’interprétation en termes de sous-espaces des
blades a déja fait I’objet d’applications en vision par ordinateur. Si a et b sont deux
blades tels que la somme des sous-espaces correspondants soit RP>4, on définit leur “meet”
a Vb par la formule

aVb=(anb), (25)
ou
a=al,' b=bl;' I,=e1 e, (26)

(I, est le pseudo-scalaire de l'algebre). Cette opération V représente l'intersection.
Dans [41], l'auteur plonge le plan euclidien dans ’algebre de Clifford R au moyen
de l’application (dite homogénéisation)

R? — R?
r— X =x+e3 (27)

pour obtenir une représentation homogene du plan. Dans cette représentation, la projec-
tion perspective de X est le meet du bivecteur encodant la droite reliant X et le centre
optique de la caméra sténopée et du trivecteur encodant le plan image. Si cette approche
semble pertinente pour la reconstruction en dimension 3 de scenes, elle n’est pas adaptée
a la description des changements de points de vue telle qu’on I'envisage dans ce travail.

2.2. Les Modéles conformes

Dans cette section, on introduit le modele conforme de D. Hestenes (voir [35] et aussi
[2]) qui est le cadre mathématique dans le lequel se situe notre approche des points de
vue et des changements de points de vue. Nous décrivons ensuite une variante de ce
modele qui fait intervenir des changements de métriques.

2.2.1. Le modele conforme usuel. — On se place dans le plan euclidien R? muni
d'une base orthonormale (e1,ez). La construction du modele conforme R3! suit la
méme démarche que celle de la construction de I’espace projectif. Il s’agit essentiellement
d’homogénéisation, a la différence pres que I’espace R? est d’abord plongé dans un espace
de dimension 3 via l'inverse de la projection stéréographique P~ définie par :

22+ 221
xr1e1 + xoeg —> m(mel + xoes) + me+ (28)
L’élément ey represente le point & I'infini. L.’homogénéisation est donnée par :
P_l(xlel + x9€9) —> P_l(xlel + x9e2) + e (29)
Ce qui signifie que le plongement cherché est défini par :
T1€1 + Toes — T1€1 + Toes + W(@r +e )+ (e;€+) (30)
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Le point a l’infini correspond dans ce modeéle au vecteur e, + e_, ce qui suggere
d’introduire la notation

€co = €4 +e_ (31)
De méme Dorigine de R? est représentée par le vecteur
e = (e- —e4)/2 (32)

Les vecteurs eq, ez, ey et e_ engendrent l'algebre de Clifford Rz de l'espace R31,
c’est-d-dire de l’espace R* muni de la forme quadratique

1 00 0
01 00
@1=1901 0 (33)
0 0 0-1
La décomposition
R3! = R? @ RM! (34)

est applelée “conformal split” (voir plus loin). Elle est déterminée de fagon unique par
le pseudoscalaire

E=eje_=er Ne_ =exc Neg (35)
de l'espace de Minkowski R"! muni de la base (ey,e_). Le pseudoscalaire E satisfait
E? = 1. Notons que l'on vérifie facilement que (e, e_) est une base telle que €2 = 1,

e2 = —letey-e_=0,siet seulement si €3 = e% =0 (i.e. e et en sont des vecteurs
isotropes) et e - €0 = —1. On constate alors en particulier que
x + %xQeoo + eo T+ %xzeoo + eo T + eg
—(x 4 52%es0 + €0) - €0 52 T
tend vers es lorsque 22 tend vers l'infini, ot = z1e1 + z2es.
En notant
X = z1e1 + xoe9 + Tooloo + Toeo (37)
un vecteur de R3!, on obtient
X = mp(X) + 15(X) (38)
ou
Te(X) = (X E)E =zt + Toep (39)
est la projection de X sur le E-plan et
15(X) = (X AE)E = z1e1 + x2e9 (40)

est la réjection correspondant a ce E-plan.

Définition. — La représentation conforme du plan euclidien R?, ou représentation ho-
mogéne, associée au “conformal split” précédent est ’horosphére (voir Fig. 1 de ce
chapitre)

H(eooyeo) = {X R X?2=0, Xep=—1}

1
= {.%161 + xoe9 + 5(.%% + x%)eoo =+ eg, (xla $2) € R2} (41)
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image de X par le plongement

plongement X + lxzeoo +e,

conforme 2

€0 horosphére

X
plan
euclidien

F1GURE 1. Le plongement conforme du plan euclidien.

Proposition. — L’horosphére H(eso,ey) est lintersection du cone N des vecteurs
isotropes de R®! avec I’hyperplan P, d’équation e - (X — eg) = 0, “normal” d e et
passant par le point de coordonnées (0,0,—1/2,1/2) correspondant au vecteur eq.

En effet,

N:{X: (1’1,.%'2,.%’+,$_), .I'%—i—l‘%—i-.ﬁa_—.%% :0} (42)
et
P={X=(z1,29,24,2_), x4y —x_ +1=0} (43)
de sorte que l'intersection N NP est constituée des points X de R3! de la forme
2 2 2 2
-1 1
X =x1e1 4+ x0e0 + it T Tty e_ (44)

2 f 2
Se donner une représentation conforme du plan euclidien revient a se donner une
horosphere H(es,€) de R®! (cf. formule (41)). Pour cela il est nécessaire d’introduire
le splitting défini par E = es A eg, c’est-d-dire la décomposition de R*! en somme
directe :
R = 7R3> @ ng(R>Y) (45)

Dans la suite, nous noterons

©(eso, €0) : R ~ 715(R¥) — H (e, €0) (46)
le plongement du plan euclidien dans sa représentation conforme défini par

P(€oos €0)(2) := P(eco, €0) (w1, T2)
= x1€1 + Toe9 + %(:U% + x%)eoo +eg=:1x+ %xQeoo + eg (47)

aveceéze%zOeteoo-eO:—l.
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2.2.2. Les transformations de Mobius. — Un des résultats importants concernant
ce modele est qu’il permet de linéariser les transformations de Mobius. Ce qui suit
est valable en toute généralité dans R™. Rappelons d’abord que le groupe de Mobius
de l'espace R™ est le groupe des difféfomorphismes engendré par les transformations
orthogonales, les dilatations, les translations et les inversions. Toute transformation de
Mébius g se représente sous la forme d’une matrice de Vahlen (voir [1])

o1 012
o= (o o2 ) (48)
par la formule

g(x) = (0112 + 012) (0912 + 092) 71, (49)
pour tout x € R" ou 011,012,091 et 022 sont des verseurs de 'algebre de Clifford R, o
satisfaisant : 011012, 012052, 0210$2 et 011051 appartiennent a R" et 011052 - 012051 est
un réel non nul (ici T désigne I'anti-involution de I’algebre de Clifford). On a alors le
résultat suivant (voir [35]) :

Théoréme. — Soit g une transformation de Mdbius de matrice de Vahlen [o]. Le
verseur
0 = exo(—€po11 + 012) — €0(021 + €c0022) (50)
satisfait
ol + 53%ees + eol(0%) ™ = () lg(@) + () ene + o] (51)
ou
Hg(w) = (0212 + 022) (052 + 05,)" (52)

*

est la partie scalaire du produit —esoo*xo™1 (ici, * est linvolution de l'algébre de Clif-

ford).
On décrit concretement les générateurs du groupe de Mobius de R? de la facon suivante.

— Les réflections : notons d’abord que n.(x — a) = 0 est ’équation de I’hyperplan
de R? passant par a et de normal n. En posant § = n - a la n-distance séparant
I’hyperplan de 'origine du plan, cette équation s’écrit n-x — & = 0 et se traduit
dans le modele conforme wvia le vecteur

Ons =N+ 0exo (53)

par X.0,5 = 0. Ce méme vecteur o, ;5 décrit la réflection s,, 5 par rapport a cet
hyperplan a travers la formule

1 _ 1
_0-77,,(5(17 + 51'2600 + 60)0'71’}; = 5n,5($) + 5(8,%5(1‘))2600 + e (54)
ou l'on rappelle qu'une telle réflection s’écrit

sps(x) = —nan + 2nd. (55)

En d’autres termes, il s’agit d’une préservation de I’horosphere H (e, €g)

900> €0) (2)T7E = (eocr €0)(3n.5(). (56)
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— Les translations : le verseur o, associé a une translation 7, : x — x — a du plan
est donné par

0o =1+ (aex)/2 (57)
Il s’agit bien d’un verseur puisque
00 = n(n + Seso) (58)

avec n unitaire et ¢ = 20n. On vérifie que

e 1 e 1
“2°°)(x+ 5o+ eo)(1+ %“) —(@—a)+ 5@ —a) e +er  (59)

Cette formule traduit le fait qu’une translation de vecteur —a est obtenue par
deux réflections successives par rapport a des hyperplans paralleles orthogonaux
au vecteur unitaire n et séparés d’une distance § (avec les notations de (58)). Elle
traduit également le fait que 'action du verseur o, préserve ’horosphere H (e, €g)
ou encore que

(1+

*

Tap(esc, €0)(2)(03) ™! = p(ess, 0)(z — a) (60)

— Les rotations : soit R(a,b) la rotation du plan composée des deux symétries orthog-
onales par rapport aux droites vectorielles D, et Dy, ou a et b sont des vecteurs
unitaires normaux a D, et Dy respectivement. Le verseur associé a cette rotation
est

OR(ap) = ab (61)
On vérifie que
ab(z + 21%eq + eg)ba = ababa + 5 (ababa)’es + eg
= R(a,b)(z) + 5(R(a,b)(z))%ex + €0 (62)
L’action du verseur op(qp) préserve donc I’horosphere H (e, ep). De méme que
précédemment
T R(a,0)$ (€00, €0) () (TR0 ) = (o0, €0) (Riap) () (63)

En particulier, & la rotation d’angle v autour de l'origine de R? correspond le
verseur (c’est un spineur)
oy =exp[—(7/2)e1 Aea] = cos% — sin %(61 A e2) (64)
On retrouve ici le fait que tout spineur de R3; est I’exponentielle d'un bivecteur,
le bivecteur e A ey étant de carré -1 (voir les compléments du paragraphe 2.2.5).
— Les dilatations : on considére le verseur (c¢’est un spineur)

on = exp[(n/2)E] = cosh(n/2) + sinh(n/2)E
= e"?[HE] + e [15E] (65)
On vérifie en utilisant E? = 1 ainsi que les formules
Feow = —exoE = —eo FEeg = —egFE = ¢ ExE ==x (66)

que
-1

— o7 -1 _ .n
, =€ Tewo et oyeqo, = e'eg (67)

Op€ouO.
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Ainsi
op(r + %332600 + 60)0’7;1 =el(eTx + %(e_”x)zeoo +ep) (68)
Soit encore
ayp(ess; €0)(w)oy, ! = €p(eco, e0)(e ) (69)

Pour voir I'image de z par la dilatation D, : x = e "z, dans I'horosphere
H (e, €0) il est donc nécessaire d’introduire le facteur d’échelle e”7. Comme

one(esc, eo)(a:)o,;l = (e e, €ep)(x) (70)
on peut également considérer 'image du point x par D, comme z vue dans
I’horosphere H(e e, €ep).

Notons que si la dilatation est donnée par Ds : x — dx ou d > 0 le verseur qui lui
est associé (équation (65)) s’écrit alors (pour 6 = e ")
Ind Ino Inéd
= ———F] = cosh(—) — sinh(—
o5 = exp| 5 ] cos(2) sm(2
Les inversions : le cercle de centre c et de rayon r du plan euclidien est décrit par
le vecteur

)E. (71)

1 1
Oer = (c+ 502600 +eg) — §r2eoo (72)
a travers 1'équation X - 0., = 0 (qui est équivalente & 'équation (z — c)? = r? du

cercle).
L’inversion par rapport a ce cercle correspond dans le modele conforme & la réflexion
par rapport au vecteur o, définie par

X=x+ %x%m +eg— —0ep Xog, =X —2(0cy - X)og,} (73)
Dans le cas particulier du cercle de centre 1’origine et de rayon 1, on obtient
—aoleao_j =22zl + %x_Qeoo + eo) (74)
En notant I(0,1) I'inversion de centre l'origine et de rayon 1 :
~00,10(esc, €0)(2)0g 1 = 2°¢(ecc, €0) (1(0,1)(z)) (75)

L& encore, on a besoin du facteur d’échelle x> pour rester dans I’horosphére

H (e, €0). Dans le cas général d’une inversion I(c,r) de centre ¢ et de rayon r, la
formule est

2
— 1
—oe, Xog )t = (f” - C) [I(e,r)(@) + 5 (I(e,r)(@))ecc + ol (76)
Soit )
_ T —c
el @)t = (1) elemsca)i(er)(@) (77)
et dans ce cas le facteur d’échelle est ((z — ¢)/r)?. Pour mémoire
2
I(e,r)(x) = +c (78)

r —cC
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Comme précédemment on peut considérer I'image du point x sous I'inversion I(c, r)
comme le point 2 vu dans I'horosphere H((r/(z — ¢))?ex, ((z — ¢)/7)%ep). Pour
le voir, on peut décomposer I(c,r) en la composée de la translation x — = — ¢
représentée par
1 1

x + §:E2600 +eo € H(eoo,€0) — (z—¢) + 5(3: —¢)%eo + €0 € H(eoo, €0) (79)
suivie de 'inversion de centre 'origine et de rayon r représenté par le changement
d’horospheéres

(x—c)+ 3(z — )% + €9 € H(en, €0) — (. — ) +
3(@ = )’ (350) €0 + (59)%e0 € H((r/(z — €)oo, ((x — €) /7)) (80)
suivie de la translation © — x + ¢ vue dans cette derniere horosphere, i.e. corre-

spondant au verseur o_. = 1 — (c(r/(z — ¢))?ex0)/2).

2.2.3. Les splittings conformes. — Rappelons qu'un splitting conforme est la
donnée d’une décomposition

R31 (81)
L
V w
R2 Rl’l
associée a un pseudoscalaire £ = eje_ =e; Ae_ = ex A e (cf. formules (39) et (40)).
Un splitting conforme définit une représentation conforme
H(eo, €0) (82)
WJE_ g 7‘19(600760)
RQ

du plan euclidien.
La composante neutre du groupe des changements de base (e4,e_) — (e/,,€_) qui
respectent la métrique de Minkowski est contituée des rotations hyperboliques

cosh¢ sinhe
< sinh¢ coshp ) (83)

dans la base canonique. Ces derniéres agissent sur les vecteurs ey, et ey par

(Eoos €0) — (ens, a Leg) (84)
ou a = e¥. Notons que d’apres ce qui précede, on a la proposition suivante.
Proposition. — Il y a équivalence entre : (i) H(ex,eq) N H(aeoo,a teg) # 0, (ii)
H(eoo, €0) = H(aeo, o teg) et (iii) o = 1.

On obtient ainsi une famille & un parametre d’horosphéres. Parmi les transformations
de Mo6bius du plan euclidien décrites précédemment, certaines donnent lieu a des trans-
formations qui préservent chacune de ces horospheres, d’autres envoient une horosphere
donnée sur une horosphere différente. Voici comment appliquer la formule (51) dans les
cas qui nous intéressent.
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D’apres la formule (70), ’action du verseur o, induit un changement de représentations
conformes

H(eoo, €0) —2> H(el, €}) (85)
oleoosc0) uw,g - ijgo(ego,es)
R2 R2
id

ro_ = r_
avec €5, = € ey et ey = e'leg.

De la méme facon le verseur o, associé a une inversion de centre I’origine et de rayon
r induit un changement de représentations conformes

o0,r 2 2
H(eoo, e0) — H(’zec0, 2 €0) (86)
¢(es0,0) uwé w,éwso(;iem,fieo)
RZ RZ
id

Dans ce dernier cas, le facteur « de la formule (84) est une fonction du point courant x.
Pour les transformations de Mo6bius qui sont des déplacements du plan euclidien, la

situation est différente. Les transformations correspondantes sont iso-horosphériques,

c’est-a-dire fixent les horospheéres H (e, €0). Dans le cas d’une translation, on a

H(eso,€p) gH(em,eo) (87)
vl et} me
R? R?

a

ou 7, désigne la translation z — 7,(x) = = — a.
Pour une rotation le diagramme est le suivant

OR(a,b)
H(eomeO) HH(eomeO) (88)
AN I D
R2 R2
Ra,p)

en reprenant les notations de la formule (63).

Il apparait donc que les verseurs oy, et og, agissent comme “des changements de
représentations au dessus de 'identité” alors que les verseurs o, et R, agissent comme
des transformations de R? “a représentation constante”.

On a vu que les changements de base qui conservent la métrique de Minkowski (les
rotations hyperboliques, équation (83)) agissent par

(600760) — (aeom@_le()) (89)

Ils correspondent donc aux changements de représentations conformes (au dessus de
I'identité) induits par les dilatations (avec e™¥ = «). Nous décrivons dans le paragraphe
suivant une version a deux parametres du modele conforme en considérant une famille
de métriques sur I'espace R,
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2.2.4. Les modeéles conformes généralisés (avec changements de métriques).
— Pour 3 appartenant & S' = R/277Z, on considére la rotation pp de 'espace R? de

matrice
cosf3 —sinf
< sinf8  cosf3 ) (90)
dans la base canonique.
Proposition. — La métrique Gg obtenue en transportant la métrique de Minkowski
standard par la rotation pg est donnée par
cos2B  sin2p
( sin28 —cos2f > (1)

En effet
cosf§ —sinpf 1 0 cosf3 sinf3 \ ([ cos2B  sin2f 99
sin8  cospf 0 -1 —sinf8 cosB ) \ sin2B8 —cos2f (92)

Proposition. — On note

cos 3 —sin 8
€+8 = ( sin 3 ) €-p= < cos 3 ) (93)
[ cosf —sinf _ 1 [ cosB+sinp
€oo.f = < sin 8 + cos ) 05T 7y ( sin 8 — cos 3 (94)
alors eiﬁ =1, e g=—1,erp-e_p=0cet egovﬁ = 6(2)6 =0, exg €03 = —1 pour la

métrique Gg.

Plus précisément, les vecteurs introduits dans la proposition précédente sont les images
par la rotation pg des vecteurs ey, e_, e et eg du modele conforme standard.

Dans la suite ]R% désigne 'espace vectoriel R* muni de la métrique Qp=1d® Gpg.

Proposition. — L’horosphére H(ex g,€03) est définie par

H(eswp,eop) ={X €RE, X2 =0, X -enp=—1} (95)
Le plongement du plan euclidien dans cette représentation conforme est donné par
1
(21, w2) = w161 + 202 + 5(95% +23)e00 s + €08 (96)

De plus, le groupe (la composante neutre du groupe) des transformations de 1’espace R?
qui conservent Gg est le conjugué du groupe des rotations hyperboliques par la rotation
pg. Ce groupe est donc formé des matrices du type

cosf3 —sinpf cosh¢ sinh cos S sinf (97)
sinf  cosf3 sinh¢ coshp —sinf  cospf
ou [ est fixé et ¢ appartient a R.

Il est & noter que les calculs effectués dans le cas ou 5 = 0 restent valables dans le cas
général (S quelconque). En particulier, et de méme que précédemment (équation (89)),
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comme Fg = ey g A\ €9 g satisfait EE = 1 alors la dilatation Dy, : x — e "z de R? peut
étre vue comme la transformation

(€co,8: €08) — (Ceos 3,0 eg ) (98)

au dessus de l'identité, ou o = e~". Cette derniere est induite par une transformation
du type (97). On adopte désormais les notations suivantes :

A = {Ri(exp,€0,3), B €S} (99)

désigne I'ensemble des splittings conformes avec variations de métriques. La composante
neutre du groupe des transformations linéaires qui préservent ()5 est noté Isog. On note
aussi Ry g I'algebre de Clifford associée a (Ré, (@) Enfin, I'horosphere de ]R% associée a

la base isotrope {aes g, teg 5} de (R?,G) (donc correspondant aux deux paramétres
a et B) est

H(a, ) = H(aeo g0 "e0 5) (100)

oll eso g €t €p g sont donnés par les formules (94) et o appartient a RY..

Proposition. — Pour chaque  de S':

- le produit semi-direct (R* x SO(2,R)) x R? s’identifie 4 un sous-groupe de Isog via
Uapplication

Dy — [0y, : H(a, B) — H(e "a, B)] (101)
R(a,b) — [oR(ap) * H(a, ) — H(a, )] (102)
To — 04+ H(a, B) — H(a, B)] (103)

- la rotation pg (cf. (90)) induit une isométrie de H (o, ) vers H(a, ¢ + f3).

Nous résumons ’ensemble de cette discussion sous la forme suivante.

Proposition. — Une représentation conforme généralisée du plan euclidien est la
donnée d’une horosphére H(«, 3) de l’espace R% muni de la métriqgue Qg = Id © Gg ou
[ cos2B  sin2p

Gp = ( sin28 —cos2f > (104)

Les déplacements du plan euclidien induisent des verseurs de l'algebre de Clifford Ry g
qui sont iso-horosphériques. Ils agissent donc a représentation conforme généralisée con-
stante. Les dilatations du plan euclidien induisent des changements de représentations
conservant la métriqgue (Qg. Ces derniers consistent simplement a dilater le vecteur
aeso 3. Enfin les rotations p, de R* ayant pour matrice

Id& ( cosp —smp ) (105)
sinp  cos

induisent des changements de représentations qui ne préservent pas la métrique Qg :
ces derniers envoient de fagon isométrique l’horosphére H (o, B) sur H(a, 5+ ¢) de ]R%

et R‘é +o respectivement.
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2.2.5. Compléments. — Reprenons I'exemple de la translation donnée par le verseur
0o =n(n+dex) =1+ (aes)/2 (106)
On vérifie facilement que
o, = (n+des)n =1+ (exa)/2 (107)

Cet exemple illustre bien l'intérét de considérer le modele conforme pour étendre aux
transformations non linéaires (ici une transformation affine) le résultat décrit par le
théoreme de Cartan Dieudonné. Il illustre aussi la facilité avec laquelle on compose
les transformations géométriques en multipliant les verseurs correspondants. En effet le
verseur o, est le produit du verseur n avec le verseur (n + des). L’action de o,, par
“sandwiching”, correspond a la composition de deux reflections du type (55).

L’action par “sandwiching” est bien connue dans le contexte plus familier du groupe
Spin(n) au travers du résultat suivant : la représentation

p: Spin(n) — GL(n;R) (108)
qui a o € Spin(n) associe I'application
ps: R"—R"
U — ouo ! (109)

est un morphisme de groupes surjectif de Spin(n) dans SO(n,R) de noyau isomorphe a
Zo.

Pour n = 3, ce résultat se traduit de la facon suivante. Soit H' le groupe des quater-
nions de module 1, notons f I’application qui & un vecteur u = (uy, ua,u3) de R? associe
le quaternion imaginaire pur uf = iu; + jug + kus et b son application réciproque. Alors
I’application

p:H' — SO(3,R) (110)
qui & g € H' associe 'application
Py ur— (q(uf)g ') (111)

est un morphisme de groupes surjectif de noyau isomorphe a Zs.

Il est notoire que I'encodage des rotations de R?® par les quaternions de module 1
est particulierement éfficient en informatique graphique (voir, par exemple, [23]). Les
calculs du paragraphe 2.2.2 relevent de la méme philosophie.

Il est a noter aussi que la représentation des transformations géométriques que I'on a
décrite précédemment permet d’unifier les différentes structures de groupes. Le produit
semi-direct SO(2,R) x R? mélange un groupe pour la composition et un groupe pour
I’addition. L’utilisation du formalisme des verseurs permet d’encoder ces deux structures
différentes a ’aide du méme produit.

Nous avons utilisé implicitement un des autres avantages du modele conforme qu’il
est important de souligner. Les objets classiques de la géométrie sont décrits par des
éléments de l'algebre et non plus par des équations. A titre d’exemple, la sphere de R?
de rayon r et de centre ¢ correspond au vecteur

(=)

Ocr =C+eg+ oo (112)
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(voir la formule (72) du paragraphe 2.2.2). En outre, un hyperplan ayant n comme
vecteur normal et une n-distance de 'origine § est vu comme une sphére passant par le
point & l'infini et est représenté par le vecteur

Ons =N+ dex (113)

de I’équation (53).
Terminons ce chapitre par une remarque concernant la structure de ’ensemble des
bivecteurs de R, ;. Le produit

Ax B = %(AB—BA) (114)

ou A et B sont des bivecteurs est encore un bivecteur. Ce produit est bilinéaire, anti-
symétrique et satisfait l'identité de Jacobi

Ax(BxC)=(AxB)xC+Bx (AxC) (115)

L’ensemble des bivecteurs, qui est par ailleurs un espace vectoriel, est donc une algebre
de Lie. Il s’agit en fait de I’algébre de Lie du groupe Spin™(p,q). Ainsi, I'exponentielle
(au sens groupe de Lie du terme) d’un bivecteur est un spineur. Un exemple type est
celui de la fomule (64) :

o = exp[—(v/2)e1 A €3] (116)
qui décrit la rotation du plan de centre l'origine et d’angle ~.
On peut exprimer ’exponentielle d’un bivecteur A suivant sa signature:

cosu+ASi%:cos,u+Usin,u siA2=—p?2#0
exp(A) =< 1+ A si A2=0 (117)
cosh,u+A$:cosh,u+Usinhu siA2=p2#0

ou u est un scalaire non nul et U = % est un bivecteur unitaire. Ainsi, le spineur de
I'exemple précédent s’écrit (comme on I’a vu dans I’équation (64))

oy =c087/2 — (e1 A eg)siny/2. (118)

Inversement, la forme exponentielle d’un spineur n’existe pas pour toutes les signatures
(p, q), mais seulement pour les signatures euclidienne (et anti-euclidienne) ainsi que les
signatures de Minkowski. En particulier, tout spineur de R3; est I'exponentielle d’'un
bivecteur:

Spint(3,1) = {exp(uU), p € R et U est un bivecteur unitaire} (119)



CHAPITRE 3

MODELISATIONS DANS L’ESPACE DE MINKOWSKI
R3,1

Une partie des travaux décrits dans ce chapitre a fait I’objet d’'une communication orale
lors de la conférence AGACSE de 2012 et d’une publication dans la revue Advances in
Applied Clifford Algebras (voir [18]).

3.1. Le modele sténopé de caméra

Cette section est consacrée a la description du modele sténopé de caméra que nous
utilisons dans la suite.

3.1.1. Les parametres extrinseques de la caméra. — On suppose ici que 'objet
planaire d’intérét est plongé dans le sous-espace R? x {0} de R?, ce dernier étant muni
d’un repere orthonormé {0, (e, e2,e3)}. On note (z1, 2, x3) les coordonnées associées
a ce repere. Nous supposons de plus que 'image D° C R? x {0} du plongement contient
Porigine O. Dans la suite, nous appellerons repére de l'objet le repere {O, (e1, e2,€e3)}.

Dans ce travail, nous ne nous intéressons pas au probleme de calibration. C’est
pourquoi nous ne considérons que les seuls parametres extrinséques de caméra. Ces
parametres sont décrits de la fagon suivante (voir, par exemple, [52]).

Définition. — Les paramétres extrinséques (0,¢,1¥, A\, t1,t2) du modéle sténopé de
caméra sont (voir Fig. 1 de ce chapitre) :

— la latitude qui est l’angle 6 entre 'aze es du repére de l'objet et 'axe optique de la
caméra, avec 0 < 0 < /2 ;

— la longitude ¢ (pour 0 # 0) qui est 'angle entre l'aze e; du repére de l'objet et la
projection orthogonale de l’axe optique sur le plan (x1,x32), avec 0 < ¢ < 27 ;

— langle Y qui est 'angle de rotation de la caméra autour de son azxe optique, avec
0<y <2 ;

— le paramétre de zoom A, c’est-a-dire la distance entre le centre optique C de la
caméra et le point d’intersection O' de l'axe optique avec le plan de l’objet, avec
A>0;

— les deux parameétres t1 et ty de la translation de la caméra parallélement au plan

(x1,x2), c’est-a-dire tels que OO’ = tie1 + taes.
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6
l= TtlytzDARge,RezRg;Tei*

Camera frame
/ / /
(Cv €1> 627 63)

DX .
Object frame * A ¢, >\
(0761562763) ,L_L" /«(E

i Image plane
e xh=—1

Object plane
xr3 = 0 X,

FIGURE 1. Le repeére {O, (e1,e2,e3)} de objet, le repere {C, (e}, e5,¢5)} de la
caméra, les 6 parametres extrinseques et I’expression de la transformation [ en
dimension 3 qui permet de passer du repere objet au repere de la caméra.

Lorsque les deux parametres de la translation ¢ et to sont nuls, les trois parametres A,
0 et ¢ ne sont autres que les coordonnées sphériques du centre optique de la caméra. Le
parametre de zoom A mesure évidemment 1’éloignement de la caméra par rapport au plan
objet. Lorsque le parametre 6 est égal a 0, on qualifie I'image de frontale ; on dit aussi
que le point de vue est frontal. Si 6 est non nul la longitude ¢ peut prendre toutes les
valeurs de U'intervalle [0, 27| ; nous supposons que c’est également le cas lorsque I'image
est frontale.

Les six parametres du modele sténopé de caméra sont les parametres de la transforma-
tion en dimension 3 qui permet de passer du repére de l'objet {O, (e1, e2,e3)} au repeére
{C, (e}, €, e5)} de la caméra. Voici comment expliciter cette transformation :

— on commence par translater le plan objet a I'aide de la translation 7¢, de vecteur

es;

— on applique ensuite la rotation jog d’angle v et d’axe e3 correspondant a la rotation

de la caméra autour de son axe optique ;

— pour prendre en compte les parametres de latitude 0 et de longitude ¢ , on applique

respectivement la rotation R22, d’angle 6 et d’axe eq, et la rotation ng, d’angle ¢
et d’axe eg ;

— laction du parametre de zoom A se fait au travers de la dilatation D) de rapport
As

La composée de ces transformations envoie 'origine O sur le point
U= DAR23R52R33T33 (O) (1)
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tel que (voir Fig. 1)
= 07 = Asin ¢ sinfe; + A cos ¢ sin fes + A sin geg (2)
— Pour terminer, on applique la translation T3, ¢+, de vecteur (¢1,t2,0).
La transformation cherchée est donc la composée
=T, +,D\RS,RS RV T. (3)

Cette transformation [ n’est autre que la composée d’une rotation de dimension trois

Rf3 R§2 Rg; ayant pour angles d’Euler (¢,0, ¢) et de la translation de vecteur O? ou C
est I'image de O par [, i.e.

I(OM) = R® R’ RV (OM) + OC (4)
pour tout M de I'espace affine.
Le repere {C, (€], €5, €4)} de la caméra est donc défini par : C =1(0) et
¢, = l(e)) — OC = R? RzzR;@,(el)
¢, = l(ez) — OC = RS, R? RY, (e2) (5)
| — U(es) — OC = R, R0, RY, (e3)
Le plan image est donné dans ce repere de la caméra par ’équation z% = —1.

—
Soit M un point du plan x3 = 0 et soit OM = x = x1e1+x2e2 le vecteur correspondant
dans le repere de 'objet. Déterminer les coordonnées de M dans le repére de la caméra

——
revient & déterminer les coordonnées du vecteur CM dans la base {e}, e}, e5}. Soit
— —
OM' =171(OM). Comme

—
OM’ = R;VR:PR;(OM — OC) = RVR.?R.#(CM) (6)

et puisque la transformation R R9 R est orthogonal, on en déduit que

—

OM' - e; = [R_% R QR% (CM)]
=CM - [R RY Reg(ez)] (7)
—CM ¢

i
pour ¢ = 1,2, 3. Ainsi,

M = ((7—]\>4 el + (CTJ - eh)eh + (CTI - eh)el

— — — 8
= (OM' - e1)e} + (OM' - ez)ely + (OM' - e3)el (®)

Ces calculs montrent que les coordonnées de M’ dans le repere de 1’objet coincident avec
les coordonnées de M dans le repere de la caméra ou en d’autres termes, les coordonnées

/ / / - : 4 !
du vecteur CM dans la base {e], €5, €5} coincident avec les coordonnées du vecteur OM
dans la base {eq, e2,e3}.

——
Compte tenu de (7), la projection de C'M sur le plan image x% = —1 est identifié a la

projection de OM’ sur le plan x3 = —1 car ces deux plans sont canoniquement identifiés
a R2. Nous nous placons désormais dans le repeére de 1’objet.
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Notons II la projection sur le plan x3 = —1 définie par
T x
II(z1e1 + x2eo + x3e3) = e — ey — ey 9)
z3 T3

si 3 # 0. Les coordonnées d’un point de 'image x;,, dans le repére de la caméra sont
données par
Timg = (') (10)

ott = I7Y(z) et ce pour tout z tel que le vecteur =’ ne soit pas parallele au plan
x3 = —1. On vérifie que

Timg = Ryl (T ey R )R, P Dy Ty, 4, (2) (11)

3.1.2. Les distorsions perspectives. — L’égalité précédente (11) permet d’interpréter
le modele sténopé de caméra dans I’espace homogene de dimension deux et d’introduire
la notion de distorsion perspective.

L’application IIT _63R_0 envoie le vecteur = z1e; + x9es sur le vecteur de R3 de

€2
coordonnées
1 cos O T9
e(x) = — €1+ — €9
1—2x1siné 1 —2x1siné
et ce pour x1 # 1/sinf. En omettant la derniére coordonnée, c’est-a-dire en identifiant
le plan z3 = —1 avec le plan euclidien, cette correspondance devient

7 .. R — e3 (12)

€2

r1cosf To
N e1 + s €9
1 —2x1siné 1 —2x1siné

Pour tenir compte des points a I'infini, on considére ’homogénéisation (en ajoutant un
vecteur supplémentaire noté es)

(13)

xr1€1 + Toeg —>

n n r1cosf n To n (14)
xr1€e1 + xoes + e3 —> e este
1 202 3 171:1$in91 17$1sin92 3
Définition (Distorsion perspective). — L’application
hg = TT_., R’ (15)

définie par

0
1008 2 es + es (16)

r1ey + roeg + e3 — —e1 + :
1 —x1siné 1—2x1siné

est la distorsion perspective correspondant a la latitude 0. Elle est représentée par la
matrice 3x 3

cos 0

My = 0 1

—sinf 0

(17)

_ o O

Evidemment, lorsque 8 = 0, hy est 'identité : il n’y a pas de distorsion perspective pour
une image frontale. L’inverse de la matrice My est la matrice

1 0 0
1
Myt = ; 0 cosf O (18)
cos sin 6 0 cos 0
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Dans le modele homogene on peut oublier le facteur 1/ cos 6 ; c’est la matrice représentant
I'inverse he_l de la distorsion perspective hy. En reprenant la formule (11), on obtient la
proposition suivante.

Proposition (Modele sténopé de caméra). — Une image I dans le modéle sténopé de
caméra est donnée par

I=1"k" (19)

— 1% : R? — R est une image frontale de paramétres extrinséques (0,0,0,1,0,0)
représentant la réflectance de lobjet (voir [46]) ;

— ko = R_d,th_d)D)\flT ;

— T est une translation du plan ;

— Ry et Ry sont des rotations du plan de centre 'origine et d’angle ¢ et ¢ respec-
tivement ;

— D, est une dilatation de centre l'origine et de rapport X ;

— hy est la distorsion perspective correspondant a la latitude 6.

Nous ne considérons ici que des images en niveau de gris : Iy est a valeurs dans R. On
peut facilement étendre cette proposition pour les images multi-canaux.

Comme nous 'avons déja souligné, les distorsions perspectives vont jouer un role
essentiel dans la suite de notre étude.

Définition. — L’ensemble
hg(R?) = {[z1cosh : z9 : —x15in6 + 1] € PoR} (20)

est appelé plan perspectif associé a la latitude 6.

Ce plan est strictement inclus dans PoR et contient les points a l'infini de coordonnées
homogenes [cot @ : x5 : 0] (pour z1 = 1/sinf).

Pour décrire completement ’ensemble de définition d’une image dans le modele
sténopé de caméra, il faut également prendre en compte ’angle 1) de la rotation de la
caméra autour de son axe. Compte tenu de la formule (19), nous adoptons les deux
définitions suivantes.

Définition (Représentation projective d’une image). — Une image est la donnée
d’une application

Ipp: R_yho(R*) — R (21)
définie sur le domaine R_y,hg(R?) de PoR ot 6 est la latitude de la caméra, ¢ € [0, 27|
est I’angle de rotation de la caméra autour de l’aze optique et R_y, est la rotation d’angle

(—=¢).
Ainsi, a toute image I g définie sur R_hg (R2) , on associe une image frontale Iy donnée
par
Ih:R? — R (22)
r > IygoR_yhg(x).
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Etant donné deux images Iy, 6, €t Iy, p,, leurs images frontales I} et I¢ sont liées par
une similitude affine directe f tel que
IL=I2of. (23)

D’ou la définition:
Définition. — Un changement de point de vue est la donnée de deux rotations de plans
perspectifs R_y, ho, (R?) et R_y,ho, (R?), et d’une homographie de PoR dont la restriction

k R—iﬁl ho, (RQ) - R—¢2h92 (RQ) (24)
a R_y, hg, (R?) s’écrit :

ko= Ry, ho, [ (R_y, h91)_1 (25)
ot f est une similitude affine directe de R?.

On retrouve en particulier les 8 parametres du groupe des homographies de PR au
travers des 4 parametres du groupe des similitudes directes et des 4 parametres encodant
les rotations des deux plans perspectifs. Les changements de points de vue au cas de
deux images frontales (¢; = 02 = 0) correspondent a des similitudes directes. On note I'
I'ensemble des homographies k données par les équations (24) et (25).

3.2. Le modeéle conforme de la caméra sténopée

Le but ici est de représenter les homographies de I', c’est-a-dire les changements de
points de vue, par des transformations relevant du cadre géométrique décrit dans le
paragraphe 2.2.

3.2.1. Plans perspectifs et horosphéres. — On adopte dans la suite de ce chapitre
les notations suivantes :

€ocr = Qoo €00 = O € (26)
ol o # 0 et ex et ey sont donnés respectivement par les équations (31) et (32) du
paragraphe 2.2.1. Le plongement de R? associé s’écrit

¢o : R — H, (27)
avec
Xo = palz161 + 2262) = 101 + T2es + £ (2 + 23)ex,a + €00
=+ %9326007,1 + e (28)
et
Hy={XeR» X2=0, Xo:€ooa=—1} (29)

En reprenant la description des transformations de Mobius (théoreme du para-
graphe 2.2.2.), on constate qu’a toute similitude directe f correspond une bijection de
I’horosphere H, dans elle-méme,

_ . 1
Xo = @al(@) = 17050 Xal(0]0) 7! = f2) + i[f(x)]%oo,a + €00 (30)

OU [ f(z) est une constante (inverse du rapport de f) et ce pour tout o # 0. Dans (30)
0f.q désigne le verseur associé a f dans le modele conforme défini par e o €t € -
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La restriction & R? d’une distorsion perspective hg, pour @ # 0, n’est pas une trans-
formation de Mobius car elle produit des déformations perspectives et ne conserve par
conséquent pas les angles. Il n’est donc pas possible de la représenter par ’action d’un
verseur.

C’est pourquoi nous proposons dans ce qui suit d’établir une correspondance entre
les plans perspectifs hg(R?) de PoR et les horospheres H, de R*! de telle sorte qu’un
changement de points de vue générique avec 01 # 0 puisse étre interprété comme une
application entre deux horospheres H,, et H,,. L’idée sous-jacente est que l’ensemble
des X, pour a # 0 représente ’ensemble des possibilités que 'on a de voir le vecteur x
de R? au travers de diverses représentations conformes.

Proposition. — Toute bijection 0 — ag définit une bijection de l’ensemble des plans
perspectifs hg(R?) de PoR vers I’ensemble des horosphéres H,,.

A tout point hg(x) de hy (R2) on associe alors le vecteur X,, de H,, a travers le plonge-
ment @, © he_l de hg(R?) dans R3!. Lorsque # = 0 on retrouve le plongement ¢,, du
plan euclidien R?. De plus, la représentation en termes de verseurs des transformations
de Mobius s’applique pour tout ag.

Rappelons que dans le modele homogene, la distorsion perspective hg est I’application

x1e] + xg9ey + e3 — xy cosbey + xaeg + (1 — 1 sinf)es (31)

L’image d’un point x est donc un point & U'infini si et seulement si (1 — z1sinf) = 0.
Pour 6 # 0, ceci signifie que cot § (pour x1 = 1/sin @) décrit bien les images a l'infini de
I’application perspective hy. Il semble donc naturel de privilégier la bijection

10, 7/2[— R
0 — ap = cotd (32)

Dans le cas frontal, i.e. # =0, on pose ag = —1. La bijection de [0,7/2[ dans {—1}URY
ainsi construite n’est pas continue en 0. Ceci n’a pas d’incidence pour la suite. Il faut
aussi noter que pour 6 # 0 cette bijection est a valeurs dans le groupe multiplicatif R*
ce qui est un avantage pour notre étude.

3.2.2. La représentation des images. — Compte tenu de la proposition du para-
graphe 3.1.2 et de la formule (19), il est nécessaire de représenter la rotation R_, dans
le modele conforme associé a ay afin d’obtenir une bonne description du domaine de
définition R_,hg(R?) de I'image Iy o.

Soit F_y : Hy, — H,, I'application définie pour Xo, = ¢pq,(x) par

1
F(Xap) = 0y Xay0y = Ry () + S[R-y(@)] .09 + €009 (33)
ou
_ v
O_y = exp | Se A ey (34)

est le verseur qui encode la rotation R_, dans le modele conforme associé & ag. Le
domaine R_,hg(R?) est représenté par F_ o q, (R?) olt

F*w 0 Pay = Pay © R*d) = Py,ag (35>
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Comme @y o, (R?) = H,, pour tout ¢, le domaine de définition de I'image I ¢ est noté

{Hae ) Pip,ag }
I est a noter que le verseur o_,, est indépendant du modele conforme dans lesquel on

se place.

Définition. — Une image est la donnée d’un modéle conforme {Ha,, Pyp.a,} d’une ro-
tation d’un plan perspectif R_whg(Rz) et d’une application I o, définie sur I’horosphere
H,, par

I_ilhae : {Hocev‘pd%ae} — R (36)

Xy = Prao(®) = LypoRoyhyo gy (Xyap)
= [¢79 9] R,w hg(l’),

I, ¢ étant l"image projective correspondante.
Le vecteur Xy o, = ©@y.a,(2) représente le point R_j,hg(x) du domaine de définition

de I 6. Le point z = Rzﬁﬂf(Xw,ag) est le point du domaine de 'image frontale Iy qui
correspond & Xy, o,, puisqu’il correspond a R_hg(z).

Soit jwl,ael et I_¢27a92 deux images d’un objet planaire avec
- 1
le,agl (wal () + §[R*1,111 (x)]260010491 + eoaael) = Iy, 6, © Ry, hg, () (37)
et

- 1
I¢27a02 (R—wz (z) + E[R—llm (x)]2600,0492 + 60,0492) = Iy, 0, © Ry hg, (z) (38)
Notons I} et I2 les images frontales correspondantes. Comme ces deux images frontales

sont associées au méme objet planaire, il existe une similitude directe f telle que
IL=1of (39)
et 'homographie k£ de PoR qui relie Iy, g, et Iy, g, est I'application (équation (25))
k:R_y hg (z) — x+— f(x) —> R_y,ho,[f(2)] (40)
Dans la représentation de la définition précédente, cette derniere application devient
Pipo,cp, © fo 801;11@91 : {Hagl ) ‘Pwhael} — {Ha927901/)2,0492} (41)
d’ou la proposition
Proposition. — Un changement de points de vue est la donnée de deux modéles con-
formes {Ha, s Py1,00,} €t {Hag,, Pipna0, | €t d’une bijection F :
F = @ps00,0f 005! 0y {Ha,sPv1,00,} — {Hag, s Punae, (42)
En d’autres termes, F transforme tout vecteur

X¢17a61 = 1,0, (l‘) (43)

de l’horospheére Ha@1 en un vecteur

F(X¢1,a01) = X¢270102 = Piha,ap, © f(z), (44)
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R_y, ho,
—
(pwl 7a91

R_y,ho,
—

P2,

H,

Olg2

FIGURE 2. Un changement de point de vue: on voit dans la premiere ligne une
image I, 0, (en haut & droite) et I'image frontale qui lui est associée I} (en
haut & gauche), pareil pour la 2éme ligne: une image I, ¢, (en bas & droite)
et son image frontale I3 (en bas & gauche). Les transformations projectives et
conformes qui relient ces images sont indiquées.

de Uhorosphére Hy, , ot f est une similitude affine directe de R?

6o 7

On a donc le diagramme commutatif suivant (voir aussi Fig. 2)

F
Hy T M, (45)
Pirag, (lRm”fé R¢2”$l5¢¢2’092
R? R?

Les deux bases isotropes {€so,a, » €0,a0, } €t {€00,a5, s €0,04, } de R encodent les latitudes
01 et 65 des distorsions perspectives des deux images. Les angles 11 et 1o correspondent
aux rotations de la caméra autour de son axe optique. La similitude f, qui dépend de 4
parametres, relie les deux images frontales par la formule (39). On retrouve ainsi les 8
parametres des homographies de PoRR.

Il est facile de vérifier que

F(Xael) ' ﬁ(Yael) = 52X&91 ) Yael (46)

pour tout Xo(g1 et YOKG1 dans Ha91 (ou1 § est le rapport de f) et que F est la restriction
a Hoé@1 d’une transformation conforme de R*!. On détaillera ce dernier point dans la
section suivante tout en construisant un groupe de transformations linéaires conformes
de R3! tel que I'ensemble des restrictions de ces éléments & des horospheéres coincide
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avec l’ensemble des changements F de points de vue .

On peut résumer ’ensemble de ce qui précede au travers de la proposition suivante.

Proposition (Modele conforme de la caméra sténopée). — Une image est la donnée
d’une application
1_1117049 : {Haev(:o%ae} —R (47)
définie par
X’ﬁ,ae — I_O,Oéo ° Fo_l(X%%) =1 Wﬁ ° Fo_l(waae) (48)

ot
— To.0p : {Hogs 0.0} — R est la représentation conforme de l’image frontale 10
définie par

1 B
)Q)::E+-§x2@m¢m—%eqaoF—»]QQOLXO)::Ioowi(Xb)::F%x) (49)
— la bijection Fy de {Hay, 00,00} dans {Hay, 0o, b envoie Xo sur
1
Fo(Xo) = Ry fo(z) + §[R—wf0($)]26c>o,ae + €0,0p (50)

(avec fo = R_yDy-1T) représente ’homographie ko = R_yhgR_sDy\—1T de T' (en
reprenant les notations de la proposition du paragraphe 3.1.2, cf. formule (19)).

3.3. Le groupe des changements de points de vue

L’objectif de cette partie est de décrire les changements de points de vue comme
un sous-groupe Cy(3,1) du groupe C(3,1) des transformations linéaires conformes de
I’espace de Minkowski R

L’homographie

k= R*ﬂ& h@z f (R*d)l h91)71 (51)

peut étre décomposée en deux représentations projectives de changements de points de
vue kq et ko :

k‘ - kl e} k‘g (52)
ol
ki = Ry, heyo(R_y, he)™! (53)
et
ky = R—¢1 hg, o f o (R—¢1 h91)_1 (54)
De la méme facon, la bijection
peut étre décomposée en
F=FoF, (56)

Fl = 907/1270492 © Solllzael (57)
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et
= -1
F2 - wwlyaﬂl © f © (‘01/)170491 (58>

3.3.1. Le groupe 50(3, 1) des bijections du type Fi. — Nous commencons par la
modélisation des changements de points de vue qui sont réduits a des applications entre
horospheres associées a des plongements distincts tels que la similitude f est I'identité.
Avec les notations introduites ci-dessus, ce sont donc les applications du type Fy (cf
formule (57)).

On considere le changement de points de vue

Fgfjﬁf : {Haﬂwwlyal} — {Has,, ‘Pw27a2} (59)
défini par
1 1
R*% (x) + §[R*1Z11 (x)]QeOO@l t€0,0q — R*TPZ (:U) + §[R*¢2 (x)]2€00,az * €0,az (60)
Il s’agit alors de trouver une transformation linéaire conforme de I’espace de Minkowski
Fos :RY — R (61)

ﬁwal — Q2

dont la restriction a I’horospheére {Halale,al} est br—sibs Compte tenu de (60),

Papplication Fgll__;g; n’est autre que le changement de base dans R3!

{R—?,/Jl (e1), R_y, (e2), €001 5 60,041} — {R—TZ& (e1), R_y, (e2), €oo,azs 607062} (62)
ou encore
{e1,€2, €00, 0} > {R_3(e1), R_g(€2), eoom, €0} (63)
(cf. les notations (31) et (32) du paragraphe 2.2.1), avec ¥ = 13 — 91 et @ = az/a;. En
notant Fia lapplication de R3! dans R3! définie par
Fy a(y1€1 + y2€2 + Yoooo + Yoeo) = y1R_(e1) + y2R_(e2) + Yoolooa + Yocoa  (64)

ceci nous amene a la proposition suivante.
Proposition. — L’ensemble

Co(3,1) = {FM, ves a> 0} (65)

(ou S* = R/27Z) est un groupe de Lie de dimension 2 constitué de transformations
orthogonales de lespace de Minkowski R3'. Il agit de facon transitive sur l’ensemble
des modéles conformes par

Fia({Haev Ppa0t) = {Haay, 90¢+E,aa9}
Fya © Puas = Pyiiaag (66)
En d’autres termes, on a le diagramme commutatif suivant

= _
Hae 4"!’! > Haag (67>

Pop,ag /( j(pllﬂrgﬂag

R2 R2

id
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3.3.2. Le groupe 50(3, 1) des bijections du type Fy. — Nous traitons ici le cas
des changements de points de vue correspondant a l'action d’une similitude f lorsque
le plongement ¢y o, reste inchangé. Ce sont donc les applications du type F» (équation

(58)).

Soit N
Ff : {Haea (101/),069} — {Ham Sow,ae} (68)
I’application définie par
1 1
Rey(@) + 3 1Ry(@) Peocian + 0ag > By (F(2)) + S IR-u(f(@)Pecean + 00 (69)
ou
f=TiR,Ds (70)
est une similitude directe de R?. La similitude
gy = R_y[Ry =Tr_,iRyDs (71)

associée a f est représentée dans le modele conforme du plan euclidien associé a e q,
et epq, par le spineur (voir le paragraphe 2.2.2.)

1 _
Oya9 = (1-— §R—¢t€oo,a9)67761/\e26_%1n5 (72)
ol E = €0y N €00y = €oo A €0 qui agit par “sandwiching” sur R3!
L - 1
00y,aq (y + 53/26007049 + eoﬂ@)o-wile - gf(y) + §[gf(y)]2600,049 + €0,ay (73)

ce qui nous conduit & la proposition suivante.

Proposition. — Toute similitude directe f de rapport § est représentée dans le modéle
conforme {Hu,, Pypa,} de la rotation du plan perspectif R_,ho(R?) par le spineur

1 —
Typog = (1 = §R—1/ﬂf€oo,cw)67761“26_%h”S (74)

qui code la similitude R_y f Ry, dans le modeéle conforme du plan euclidien R? associé d
oo,y € €0,ay- On a de plus

1 1

00,04 (R—¢(x)+§[R—T/}(:U)]QeOO@m+€0»a9)01;,1049 = Ry(f(@))+5[R-y(f ()] eco,a0 +€0,00
(75)
Le spineur
0 =005 (76)
oll
oy = ez eNe (77)
et .
o5 = 6—51116 (78)

représente la similitude f: R, D; dans le modele conforme {H,,, @y o, } mais également
dans le modele conforme standard {Hi, o1} correspondant au plan perspectif h., /4(R2)
(le modele conforme de R? associé aux vecteurs e, et eg). Notons que dans ce chapitre,
les dilatations Djs sont codées au travers des verseurs dos: dans ’équation (75) on
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multiplie & gauche par §. Nous traiterons dans le chapitre 4 le cas ou elles sont codées
par les verseurs oy.

Le spineur
o= (1— %teoo) (79)
représente la translation T; dans le modele conforme standard {H1, g,1}. Comme
1— 1teoo =1- 1R_wtleoo ap (80)
2 2 ’
avec t' = (Ryt)/ag, on constate que le spineur
0 = 040 (81)
représente la similitude
f,a9 = Ty Ry Ds (82)

dans le modele conforme {Ha,, ¢y a, } de R_yhg(R?). En d’autres termes
00 (R-y () + 3[Ry (2)]*ecc,0 + €0,00)0 " =
Ry (fp00 (@) + 3[Ry (Fipa0(2))]*€s0,00 + €0,00 (83)

Ceci permet d’avoir une expression canonique dans la base du modele conforme stan-
dard des spineurs impliqués. Nous aurons besoin dans la suite de la proposition suivante.

Proposition. — Avec les notations de (77), (78) et (79),

— les spineurs o, et o5 commutent ;
— le spineur oy commute faiblement avec les spineurs o, et o5, i.e.

1
ooy = 04(1 — §R_7teoo) (84)

t
oro5 = o5(1 — —e 85
t0§ [ ( 25 oo) ( )
Au terme de cette discussion, on obtient le résultat suivant.

Proposition. — L’ensemble
50(3, 1) = {FU, 0 = 010,05, yesSt, §>0, tERz} (86)

est un groupe de Lie de dimension 4 constitué de transformations conformes de l’espace
de Minkowski R®'. A toute similitude directe f = T;RyDs du plan euclidien correspond

UN UNIQUE SPINEUr 0 = 010,05 de 60(3, 1) dont laction par “sandwiching”
F,:R3 — R31
Y + Yoooo + Yoo = 00 (y + Yoooo + Yoeo)o ! (87)
conserve tout modele conforme {Hay, Pypa,} avec
Fo 0040y = Prag © fibap (88)
0U fp.ap = Ty RyDs et t' = (Ryt)/cvp.
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En d’autres termes, on a le diagramme commutatif suivant

Fs

Hyy —2> H,, (89)
501[),049 ( j@w,ag
R? R2
fd),ae

Il n’est pas difficile de vérifier que la matrice de l’application F, dans la base
{e1, €2, €x0, €0} du modele conforme standard est donnée par

6 cosy —dsiny 0 (31
B _ 0 siny d cosy 0 to (90)
77| S(ticosy+tasiny) S(—tisiny+tacosy) 02 (13 +13)
0 0 0 1
ou t = tiey + taep. En particulier, la matrice associée a Fy; est
6 0 0 O
06 0 O
Bos = 00 46 0 (91)
00 0 1
ce que nous allons utiliser par la suite.
3.3.3. Le groupe Cj(3,1) des changements de points de vue. — Nous décrivons
maintenant le groupe de tous les changements de points de vue F=F ok,
Notons Fg l'application Fj« 4.e. pour 1 = 0 (cf. le paragraphe 3.3.1.) :
Fa(y + Yooloo + Y0€0) = Y + Yooloo,a + Yoeo,a (92)
Proposition. — Les transformations Fg et Fy commutent pour tous @, v et §.
Rappelons que
og=0y05;=c¢ —3e1fer g Ind (93)
On vérifie facilement en posant Y = y 4+ Yoo + Yo€o que
FroF3(Y) = O0Fg[0yo ! + ysOeono '+ yooeqo !
= 0Fg[0yo " 4 yoodeco + 500 eo)
= 0[oyo ! + yoobesom + Y00 eoa)
= 0[0yo ! + YouO€ooa0 '+ Yo0eoad ]
- F5 0 Fx(Y) (94)
On en déduit en particulier que
FE& =Fgo F"—E =I5 ;o Fs (95)
ol B
o= eFeiies (96)
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Proposition. — Les transformations Fg et Iy, commutent faiblement, i.e.
FroF,, =F, oFy (97)
ol t = at.
En effet,
Fy, 0 F5(Y) = Fy(y + YooCoom + Y0€07) (98)
Comme
0= (1~ Fese) = (1~ 5teuo) (99)

on vérifie que
2

_ t
T5(Y + Yoooom + Y0c0m)0; | =y + Yot + [y -t + Yoo + Yoglessa +yocoa  (100)

Par ailleurs
FroFyp(Y) = Faly+yot+ [yt +yoo + Y05 )eco + yoeo)
= Yyt + [yt + Yoo + Y05 )eoom + Yocom (101)

d’ou la proposition.
Nous avons vu que la transformation F,; définie par

Y s dosVo5 ! (102)
a pour matrice
6 0 0 O
06 0 O
B, = 00 & 0 (103)
00 0 1
Ceci implique que pour § = @, le “sandwiching”
Y — ozYo! (104)
coincide avec I'application Fg.
Proposition. — L’ensemble
Co(3,1) = {FE,E o Fy, Fj € Co(3,1), Fy € Co(3, 1)} (105)

est un groupe de Lie de dimension 5 constitué de transformations conformes de l’espace
de Minkowski R3'. Si F appartient a Co(3,1) et Y = y+Yooloo + Yoeo appartient ¢ R31
alors
F(Y)=F;50Fs0,0,(Y) = 5U_Eaa(atawa(g)Y(atawag)710571 oy (106)
ot
_ Leihes _ —EZhna
o_gy=¢ , oz=¢€ 2 (107)
et

gy=e TN gr— TN o (1 tey) (108)
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En d’autres termes, on a le diagramme commutatif suivant

FE,EOF"
Hag — Haa@ (109)
Pp,ay ( §¢w+$’aa6
R? R2
fw,ag
La composition dans Cj(3,1) est donnée par
(F$2752 © FUQ) © (F%m © Fgl) - F@rﬁ-ﬂz,aQal o Fy (110)

ot o dépend de o1, 09, 1, et a; (d’apres les résultats de commutativité faible des
spineurs). Si o2 ne code pas une translation alors tous les spineurs commutent et donc
0 = 09071.

Il est a noter que les spineurs og et dos agissent de maniere différente. Le spineur
dos code la dilatation y —— 0y du plan euclidien. Le spineur oz code la transfor-
mation orthogonale de ’espace de Minkowski correspondant au changement de base
(€co,aps €0,09) F (Ecoaay» €0,a0y ). L€ produit dogos possede bien deux parameétres.

3.3.4. L’action du groupe Cy(3,1) sur I. — Nous notons ici

I={Ipa, g eRL, peS'} (111)

I'ensemble des images au sens de la définion du paragraphe 3.2.2 (équation (36)).
L’objectif est d’expliciter I’action

Co(3,1) xT — 1 (112)

du groupe des changements de points de vue sur I’ensemble des images.
Soient

F=F;,0F, (113)
appartenant a Co(3,1) et
Lpoy : {Hays Ppag — R (114)
appartenant & I. On a
FE,E 0 Fy0@ya, = Pt ey © T (115)
ce qui amene a définir I'image
Ty g ay - {Haag ¢y ypma,} — R (116)
par
szj%,aag © Pyiiaap © Jvias = Ty 05 © Prp g (117)
soit encore
sz—k@,aag C Pyripaay — Yw,ae O Pep,ap © fﬁye (118)

On rappelle que fy o, est la similitude représentée par o dans le modeéle conforme
{Hag, P00} PAT Fo © Pyag = Pypaq © fip,ae O par I'équation (115).
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Ainsi
T¢+E,aa9 {R—(WF@) (z) + %[R_(¢+@ ()P ecomay + 60,@4
= T [Bou(F5 0 (2)) + HRu (£, (@) 2600y + €000 (119)
Proposition (Action de Cy(3,1) sur I). — En reprenant les notations ci-dessus,
— L’application ~ ~
@:Co(3,1) xT — T (120)
définie par B B B
(Fpa o Folypag) = (Fp 50 Fo) # Iyag = 1y 50, (121)
avec
7 7 -1
Lyt oy © Pyt aas = Lv.a0 © Pias © fya, (122)

est une action defgmupe. B
= S0t Ly ay, € Jyya,, deuz images de I telles que

I#’l,ael © Pyr,a9, = Ly, 0, © Ry, ho, (123)
et
J¢27a02 O Pipa,ag, = 2,0, © Ry ho, (124)
On a équivalence entre
1. Il eziste F' € Cp(3,1) tel que
F o« I¢17a91 = J¢2,a92 (125)
2. Il existe k € T' tel que
o600 = Ly1,6, © k! (126)

Il est clair que si F'' = F%’al oF,, et F? = FEQ,EQ o F,, sont deux éléments de Cp(3,1),
alors

[F20 FY % Ty, = F? % [F' 5 Ty ,,] (127)
En effet, d’une part
2 1 T _ 7T
[F oF ] * Il/),Oég = I”L/)"r%"r%,mae (128)
avec
T _ T 2 1 —1
Ly v mmaias © PoGi+taazatas = Lvao © Poao © [y ara, © forao) (129)

ou
- fi} o, €St la similitude représentée par o1 dans le modele conforme {Hoy, .00
— fi+a —_— est la similitude représentée par oo dans le modele conforme
{HTla97 907/14‘%,071049}
Et d’autre part

F2s [F' 5 Tyag) = F2 5 [T, 5 om0 (130)
avec
T T 1 -1
Ly 5 100 © Pyt gyman = 00 © P © (fiap) (131)
Soit encore B B
F2x[F'x Ty, =1 AT T T (132)
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avec

- - = B )
I¢+¢1+¢27O¢20¢10¢9 © Pyt i +ia,azarag I¢+¢1751a9 © Pyt arag © ( ¢+E,071a9)

_ T 1 -1 2 —1

= Tiag © P00 © (fy0,) " © (£ 35 a7a)

-1

_T 2 1 —1
= Lpap © Pyap © [fw-l-a,aTae o f¢,a9]

(133)
Supposons maintenant qu’il existe F' = Fj 5 o Fy appartenant a Co(3,1) tel que
F *7711170@1 = j¢2,a92 (134)
On a donc B B
T g, © P aag, = Jian, © Praan, (135)
soit encore
_ I
I¢170101 © Pip1,ap, © (fw,ae) = ‘]1[}2,0102 © Pipa,p, (136)
et par suite
I¢1,91 © R—¢1h91 o (fiﬁ,ao)_l = szﬁz ° R—¢2h92 (137)
Finalement
I¢1,91 = J¢2,92 © Rﬂ/&h@z o fd%ae © (R*Tﬁl h91)_1 = Jw2792 ok (138)
Réciproquement, s’il existe
k= R_y,hg, o f o (R_yhg,) ™" (139)
tel que
Ly, 0, © k= 2,0 (140)
alors il existe un unique élément de Cy(3,1) tel que
Fo P10, = Pipa,ap, © f (141)
ou encore B B
Fx Lﬂl,ael = J¢2,a92 (142)

Définition. — L’orbite O(1y q,) d’une image I o, sous Uaction du groupe Co(3,1) est
l’ensemble

O siag) = {Tiray €L Ty = F ¥ Tpay F € Co(3,1)} (143)

Il apparait donc que I'ensemble des images obtenues a partir de tous les points de vue
d’un méme objet planaire est une orbite sous 'action d’un groupe de transformations
linéaires conformes de I’espace de Minkowski R3:!.



CHAPITRE 4

MODELISATIONS DANS L’ESPACE (R%, Qp)

Ce chapitre aborde la représentation des différents points de vue de la caméra a partir
des modeles conformes généralisés et des propositions du paragraphe 2.2.4. décrivant
ces modeles et leurs différentes transformations.

4.1. La représentation des images et des points de vue

Nous l'avons vu, une représentation conforme généralisée du plan euclidien est la
donnée d’une horosphere

H(a,B) = H(aesg,0 tegp) = {X € R%, X2=0, X - s g = —1} (1)
ol
[ cosp —sinp _ 1 cosp+sinp ()
€oo,f = sin 8 + cos 3 05 =75 sin 8 — cos 3
et R‘é est espace R* muni de la métrique Qp = id © Gg ou
_ [ cos2B  sin2p

Gp = ( sin28 —cos28 ) (3)
On a donc en particulier Rg = R*!. Le plongement du plan euclidien pour cette

représentation est donné par

1
2 160”3 = mlel—i—xgeg—&—f(ac%—kxg)aeoo’g—i—a_leo,g (4)

1
Vo p(T1,22) = :U+§ac 5

Qe gt
4.1.1. La catégorie des modeles conformes généralisés. — Nous notons PV la
catégorie dont les objets sont les couples (H(«, 3), ¢q,8) comme ci-dessus et les mor-
phismes les diagrammes

H(ay, B1) —> H(w, B2) (5)
Paq,B1 ( j@ag,ﬁQ
R2 R2
f

représentés par les couples (F, f) de I'un des trois types suivants.
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1. Les morphismes (o¢,T}) et (0, R,) correspondant aux déplacements du plan eu-

clidien :
H(a, ) —"> H(a, ) (6)
o oo
R? R?
T:
H(a, 8) =~ H(, B) (7)
o oo
R? R?
R,
ol
op=1— (taesg)/2 (8)
et
oy = exp[—(7/2)e1 A €3] (9)
2. Les morphismes (oy,id) donnés par
H(a, ) —2> H(da, B) (10)
‘pa,ﬂ/( j‘péa,ﬁ
R? R?
id
ol
0 = expl—(E/2) Ind] (11)
et
Eg=expNeog (12)

3. Les morphismes (py,id) des diagrammes

Pe

‘Pa,ﬁ/( j@a,tﬂ—w
R? p” R?

ou p, est la rotation de R* ayant pour matrice

id & ( cosp —ame ) (14)
sinp  cosp
dans la base {e1,e2,e1,e_} de R%.

Les morphismes du type 2 et ceux du type 3 n’affectent que le choix de ’horosphere dans
laquelle le plan euclidien est plongé (ils sont “au dessus de l'identité”). Nous verrons
dans le paragraphe 4.1.2 que l'introduction de cette catégorie permet d’étendre le cadre
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d’étude introduit dans le chapitre 3. Rappelons ici que dans la catégorie PV on dispose
d’une composition

G
H(ay, B1) —— H(ag, f2) —= H(as, Bs) (15)
Pay,B1 ( TL‘DO‘QJSQ j‘pﬂ3ﬁ3
R2 R2 R2

notée (GoF, go f) qui est associative et telle que pour tout objet (H (v, ), pq ) il existe
un unique morphisme identité :

ID
H(a,pB) — H(w, B) (16)
Pa,B ( j@a,ﬁ
R? R?
id
4.1.2. Les distorsions perspectives et les changements de métriques. — Dans

toute cette partie, pour alléger les notations, nous supposons que le parametre ¥ du
modele sténopé est nul. On traiterait de facon analogue le cas général. Comme dans le
chapitre précédent, il s’agit d’interpréter une image projective

Iy: he(R?*) — R (17)

ot1 hg(IR?) est le plan perspectif associé & la latitude # ou encore & la distorsion perspective
hg, avec 0 € [0,7/2].

L’idée la plus naturelle, mais qui nécessite le travail préliminaire ci-dessus, est de
modéliser le vecteur unitaire de ’axe optique correspondant au point de vue frontal de
référence par le vecteur e,, du modele conforme standard. D’autre part, il s’agit de
traduire l'effet d’une latitude # # 0 (d’un zoom A > 0 resp.) par une rotation d’angle
(une dilatation de rapport A) du vecteur eq.

Ceci se traduit par le fait d’encoder le parametre de latitude 6 par le parametre 3,
i.e. de poser 8 = 6. On choisit en quelque sorte pour direction du vecteur représentant
I'infini, la direction de l’axe de la caméra. D’autre part, on code le parametre A du
zoom par « en posant a = A. Lorsque § = g = 0, i.e. lorsque I'image est frontale, le
plongement que 1’on considere est le plongement du modele conforme standard.

Si 8 est non nul, on choisit comme vecteur représentant I’infini, I'image par la rotation
pg, d’angle 8 = 0, du vecteur e, du modele conforme standard, la rotation pg ayant

pour matrice

. cosf3 —sinpf

e ( sinf  cosf > (18)
Cependant, comme cette transformation ne préserve pas la métrique de Minkowski
de l'espace R*!, I'image du vecteur e, par pg N'est pas isotrope pour cette derniere
métrique. Pour obtenir une famille (&4 deux parametres) de plongements conformes, il
est donc nécessaire de transporter la métrique usuelle de Minkowski par la rotation pg.
Cette derniere est précisément Qs (cf. la formule (3)).

Il est important de souligner que par construction la rotation pg est une isométrie de

R3! = Ré vers ]R%, et ce pour tout S. On a par ailleurs la proposition suivante.
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\

Proposition. — Pour chaque 6 appartenant a Uintervalle [0,7/2[ et X dans RY
Uapplication

1
oro(z) =2+ 5:162)\600,9 + A teg g (19)
z . . Ve - . . 4
réalise un plongement isométrique du plan euclidien dans Ry.

On vérifie en effet facilement que le plongement conforme standard p(es,€p) du plan
euclidien est isométrique. Plus précisément

[ (eso, €0) (%) = @lecc, €0) (U)]* = —2[p(ecc, €0) ()] - [P(exc, €0) (y)] = (w —y)*  (20)

pour tout x,y € R?. On adopte alors la définition suivante.

Définition. — Une image est la donnée d’un modéle conforme généralisé (H(X,0),¢x )
et d’une application
Lo (HN0),000) — R (21)

Xao= eao(®) > IngohgoDy-1og)p(Xag)
= ]/\,go h@OD}\—l(CL’),
I, étant l"image projective correspondante.

Dans ce contexte, un point de vue, resp. un changement de points de vue, n’est rien
d’autre qu’un objet, resp. un morphisme, de la catégorie PV (d’ou le choix de la nota-
tion). Conformément & l'intuition,

1. Les morphismes de type 1 agissent a point de vue constant.

2. La dilatation Dj agit comme un changement d’échelle, i.e. un zoom, multipliant
le vecteur Ae g par le scalaire 0 (et par suite le vecteur )\_160,9 par I'inverse de
ce scalaire). Il est a noter que le vecteur Aes g étant isotrope, sa norme reste
inchangée.

3. Les morphismes de type 3 correspondent aux variations de ’angle “sous lequel on
voit le plan euclidien”.

Si cette modélisation semble plus naturelle, elle introduit une complexité supplémentaire :
les changements de points de vue ne peuvent plus étre interprétés comme un groupe de
transformations linéaires conformes de 'espace de Minkowski R*!. En outre, & chaque
0 correspond un espace Rg dans lequel se plonge le modele conforme qui code le point
de vue. On peut cependant remédier a cette difficulté.

4.2. Le groupoide des changements de points de vue

4.2.1. Groupoides versus groupes. — La catégorie PV a une propriété partic-
uliere : tous les morphismes (F, f) sont des isomorphismes. Dans le premier cas les
morphismes réciproques sont les morphismes (o_;,7_;) et (60—, R—y), dans le deuxieme
cas ce sont les morphismes (o45-1,%d) et dans le troiseme les morphismes (p_.,id). 1l
s’agit donc d’'un groupoide au sens suivant.

Définition. — Un groupoide est une “petite” catégorie dont tous les morphismes sont
des isomorphismes.
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Les groupoides apparaissent comme une généralisation des groupes : un groupoide dont
I’ensemble des objets est un singleton est un groupe. Un exemple familier est le groupoide
fondamental de Poincaré (qui généralise le groupe fondamental de Poincaré).

L’intérét d’introduire cette notion est qu’elle permet de pallier la difficulté mentionée a
la fin du paragraphe précédent. Pour mieux le comprendre, il est important de remarquer
que toute action d’un groupe G sur un ensemble X donne naissance a un groupoide. En
effet, soit

GxX—X (22)

une telle action, alors on définit a partir de cette derniere un groupoide G dont I’ensemble
Go des objets est I’ensemble X et les morphismes de x vers y, ol x et y appartiennent a
Go les éléments (s’il y en a) de G qui envoient z sur y. La notion de groupoide généralise
en ce sens la notion d’action de groupe.

Comme dans tout groupoide, on dispose dans PV de deux applications s (comme
source) et b (comme but)

PV, — PVo (23)

ou PVy, resp. PV1, désigne 'ensemble des objets, resp. 'ensemble des morphismes de
PV. L’application s, resp. b, associe a tout morphisme son objet de départ, resp. son
objet d’arrivée. Ces deux applications permettent de définir 'orbite d’un objet sous
I’action du groupoide : il s’agit de I’ensemble

O((H(A0), 9x0)) = bo s H{(H(X,0), 0x0)} (24)
En d’autres termes, un morphisme (F, f) € PV; agit sur son objet de départ
s(F, f) = (H(X,0),¢x0) (25)
en l’envoyant sur son objet d’arrivée b(F, f). On a alors
O((H(A,0),0x0)) = PVo (26)

On définit également le stabilisateur d’un objet par

S((HX,0),000)) = {(F, f) € PV1,s(F, f) = b(F, f) = (H(A, 0), x0)}  (27)

Il s’agit d’un groupoide sur le seul objet (H(A,8),¢x0) ; c’est donc un groupe.

Si ’on choisit de faire agir les morphismes de dilatation non plus par le “sandwiching”
associé a o5 mais en utilisant dos comme dans le chapitre 3, alors le stabilisateur de tout
objet (H(X,0),px9) est engendré par les morphismes (o¢,T}), (04, Ry) et (dos, Ds). 11

est donc isomorphe au groupe (70 (3,1). Dans ce cas, on peut se limiter aux seuls objets
du type (H(1,0), ¢1,0).

Proposition. — Si l’on choisit d’encoder les dilatations par le verseur dog les points de
vue et les changements de points de vue sont les objets et les morphismes du groupoide
PV dont les objets sont les couples (H(1,0), 1) et les morphismes sont les diagrammes
(01, Tt), (04, R,), (005, Ds) et (py,id). Le stabilisateur de tout objet est isomorphe au

~

groupe Cy(3,1).
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Les morphismes (p,,id) représentent en quelque sorte 'action des rotations sur les
horospheres H(1,6). Ils se substituent donc aux éléments du groupe Co(3,1) (pour
1 = 0) c’est-a-dire & I'action des verseurs og. Dans tous les cas, les transformations que
I’on considere sont linéaires.

Si I'on choisit d’encoder les dilatations par le verseur o, ce qui semble plus naturel
dans ce contexte, on obtient une description légérement différente.

Proposition. — Si l’on choisit d’encoder les dilatations par le verseur og les points de
vue et les changements de points de vue sont les objets et les morphismes du groupoide
PV dont les objets sont les couples (H(X,0),px9) et les morphismes sont les diagrammes
(01, Tt), (04, Ry), (05,id) et (py,id). Le stabilisateur de tout objet est engendré par
(01, Tt) et (04, Ry) et représente donc le groupe des déplacements du plan.

Pour les deux choix possibles, 'orbite du point de vue frontal (H(1,0), 1) est

O((H(1,0),1,0)) = PVo (28)
4.2.2. L’action de PV sur les images. — Comme dans le chapitre 3, on note
I={I,9, N€eR}, 6 S'} (29)

'ensemble des images (dans la pratique 6 appartient a [0,7/2[) avec I,y donnée par
I'équation (21). Le but ici est de définir une action du groupoide PV sur 'ensemble I.

Soit donc f}\hgl une image définie sur 'objet (H (A1, 61), o), 0,) €t soit (F, f) un mor-
phisme de PV tel que

S(Fa f) = (H()‘1761)790)\1,91) (30)
Ce morphisme agit suivant le diagramme
H(M\,01) —> H()s,65) (31)
Wkl,el ( 590)\2,92
R? R?

et il est donc naturel de considérer I'image T?\Qﬁz définie sur 'objet (H (A2, 02), ¥x,.0,) de
telle sorte que le diagramme suivant commute

- o (32)
IV wz
/\1, 91 F —— H )\2, 92
SD)\l,Gl ( 790/\2,92
R? f R?

. N qspo e T2
Cela revient a définir Iy, 4, par

=1 =2
I)q,el © 90)\1,91 = IAQ,@Q © F % SO/\1,91 (33)
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ou de fagon équivalente par

=1 =2
I)\l,el © g0>\1791 = I)\Q,@Q ° (}0)\2702 o f (34)
Proposition. — Considérons la correspondance
w: PV xI—1 (35)

qui associe a tout couple ((F, f),ji\l’gl) de PV x 1 vérifiant

s(F, f) = (H(A,61), 0x,0,) (36)
l'image
@(F 1), Do) = (B ) * Thyo, = Ty, (37)
C’est une action du groupoide PV sur I au sens o
(ID,id) * Ty, 9, = I, 0, (38)
et
(Cog) o (B 1) Thy 0, = (G) (B ) * Ty ] (39)

ot (G, g) o (F, f) vérifie l’équation (15).

Le fait que
O((H(lvo)awl,O)) =PVo (40)

se traduit de la facon suivante : ’ensemble des images obtenues a partir de tous les points
de vue d’'un méme objet planaire est une orbite sous 'action de PV; par w. L’objet
planaire est alors encodé par l'orbite

O(I10) = {Ing = (F. ) x I1,0 € L tel que s(F, f) = (H(1,0),10)} (41)
de son image frontale “de référence”

leoi(H(l,O),cho) — R (42)
pro(z) +— I°(x) (43)

(IY est I'image frontale introduite dans le chapitre 3 pour représenter la réflectance de
Pobjet).

4.3. Approche 1 versus approche 2

On termine ce chapitre par le tableau ci-dessous correspondant a une comparaison
entre les deux approches expliquées dans les chapitres 3 et 4 pour la modélisation des
points de vue et des changements de points de vue:
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LE GROUPE C(3,1)

LE GROUPOIDE PV

Domaine de 6 10, 5[ St
0#0 0 quelconque
Modélisation de 6 choix d’une bijection 0 — ay plus naturelle
oy = cot 6 action de 6 = rotation de ey
Modélisation des transformations de R? changement du zoom
dilatations de rapport T +—>0x Aeoo > O e

Modélisation des
changs. de pts. de vue

sous-groupe de

C(3,1)

morphismes du
groupoide PV




CHAPITRE 5

CONCLUSION ET PERSPECTIVES

5.1. Conclusion

Dans cette these, nous avons tiré parti du modele conforme de D. Hestenes afin de
construire des représentations d’images et des changements de points de vue dans un
cadre géométrique puissant. Dans un premier temps, nous parvenons d’une part a
interpréter le modele sténopé de caméra dans la géométrie conforme, et d’autre part a
décrire les changements de points de vue par un groupe de transformations linéaires et
conformes de I'espace de Minkowski R*!. Une approche plus générale nous permet de
modéliser les points de vue et les changements de points de vue par les objets et les
morphismes d’un groupoide.

L’idée de base est de modéliser les différents points de vue d’images d’une maniere
vectorielle, ce qui suggere de s’intéresser aux domaines de définition des images et de
plonger ces derniers dans un espace vectoriel de dimension 4. Ainsi, les changements
de points de vue s’identifient aux transformations “naturelles” de cet espace. Les
calculs préliminaires dans la géométrie projective réelle nous permettent de définir une
image comme étant une application Iy g : R_yhg (R%) — R ol hy désigne la distorsion
perspective paramétrée par la latitude 6 de la caméra et R_, est une rotation du plan.

Afin d’encoder le domaine de I'image Iy ¢ (particulierement le parametre 6 respon-
sable des déformations perspectives), nous introduisons une généralisation du modele
conforme usuel du plan euclidien. Celle-ci consiste a faire varier la métrique de I'espace
R* au travers d’une rotation pp de R? et & considérer, pour chaque métrique Gg de
R? obtenue en transportant la métrique de Minkowski par pg, les vecteurs isotropes
e g et a‘leoﬂ pour a € R% . Ces derniers définissent une famille a deux parametres
d’horospheres H(«, ) c’est a dire une famille de représentations conformes généralisées
de R?.

L’étape suivante revient & la mise en oeuvre des modeles conformes généralisés pour
la représentation d’images et des changements de points de vue. Pour cela, nous intro-
duisons deux méthodes:
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La premiere consiste a réduire la métrique (g a la métrique de Minkowski en posant
B = 0 et a coder la latitude € au moyen du scalaire « noté alors ay. Le domaine de
définition de Iy est alors représenté par une horospheére H,, munie du plongement
Oy, associé qui code aussi le parametre 1. Il semble alors naturel de voir une image
comme une application définie sur le modele conforme {Ha,, Py a,} de R_yho(R?), et
un changement de point de vue comme un changement de modeles conformes. Ces
représentations nous permettent de linéariser les changements de points de vue en les
encodant par un groupe Cp(3,1) de transformations linéaires et conformes de R*! qui
agit sur I’ensemble I des images conformes et le décompose en des orbites.

La seconde méthode est en quelque sorte une généralisation de la premiere pour laque-
lle une image (pour ¢ = 0) est définie sur une horosphere H(«, ) telle que:

— B = 0 code la latitude de la caméra, ce qui revient a “représenter la direction de
I’axe optique par la direction du vecteur a I'infini”,

— le parametre « code le zoom A de I'image comme étant “une dilatation du point &
I'infini e, g”.

Nous construisons dans cette approche un groupoide PV dont les objets sont les modeles
conformes généralisés (H(A,0), vy ) et les morphismes sont des diagrammes (F, f). Les
points de vue sont représentés par les objets de PV et les changements de points de
vue sont décrits par ces morphismes. Comme dans la premiere méthode, on définit
aussi I’action de ce groupoide sur ’ensemble des représentations conformes des images a
travers l'action de ces morphismes.

5.2. Perspectives

La suite de cette these consiste a considérer ces formalismes de modélisations des
points de vue pour la recherche d’invariants par changements de points de vue, ceci
en appliquant une technique introduite dans [46]. Pour cela, on veut généraliser cette
derniere méthode afin de 'appliquer dans le cadre conforme dans lequel on se situe.
D’apres les travaux de cette these, on peut procéder selon deux manieres: soit on
considere la premiere approche dans laquelle les changements de points de vue sont
donnés par le groupe Cy(3,1), soit la deuxieme ou les changements de points de vue
correspondent aux morphismes du groupoide PV. Sachant que les deux raisonnements
sont “similaires”, on suppose dans la suite que les changements de points de vue sont
décrits par Cp(3,1).

Il s’agit de définir un détecteur covariant qui permet d’associer a toute image un
élément canonique du groupe vérifiant la condition de covariance. L’élément canonique
est défini comme étant un point critique du détecteur. Ceci permet de définir un
descripteur invariant complet (voir [50]) sous l'action de ce groupe en faisant agir
sur chaque image l'inverse de son élément canonique. Dans ce qui suit, on annule le
parametre 1 de I'image.
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Plus précisément, le but est de trouver une fonctionnelle ® définie sur I et satisfaisant:

D(Ioy, ) = ®(I'ay,) <= IF € Co(3,1) tel que F x I, = I'a, . (1)

pour tout Tael et faeg dans I. Cette fonctionnelle ® est appelée invariant complet

par Paction de Cy(3,1) sur I. Pour cela, S. Soatto propose de rechercher d’abord un
détecteur covariant i.e une autre fonctionnelle W : I x Cp(3,1) — R différentiable (par
rapport & une paramétrisation de Cy(3,1)) et vérifiant
1. Texistance de I'élément canonique: pour tout I,, € I, il existe F(I,,) € Co(3,1)
tel que
V\I’( aeaF(Iae)) =0. (2)
Cet élément F(1,,) du groupe est dit élément canonique de I,,,
2. la condition de transversalité : la matrice Hessienne de ¥ est non dégénérée i.e

det[H‘P(TO@?F(Tae))] # 0, (3>
pour tout couple (I4,, F(I4,)) vérifiant (2),
3. la condition de covariance : si V¥(I,,, F(I,,)) = 0 alors on a
V\I/(F * Taeﬂ F OF(TOZQ)) =0 (4>
pour tout F' € Cp(3,1).
Par le théoreme des fonctions implicites, la condition de transversalité assure l'unicité
de I’élément canonique F'(I,,) pour toute image I,,. D’autre part, la condition de
covariance implique que I’élément canonique de F * I, est
F(F * 7049) =F OF(Tae)a (5)
pour tout F' € Cp(3,1).

Afin de passer au “langage” des fibrés ce qui pourra étre utile pour la suite, étant
donné un détecteur covariant W, on pose I = [], O(T,, ,) I'union disjointe des orbites,
pour ag > 0 fixé. L’ensemble des éléments canoniques des images de I correspond alors
a une section du fibré ]—LO(TZ«;) Co(3,1) sur [, O(T.
comme fibre. Cette section est alors définie par

s:[[o@,) — HO<TLG> x Co(3,1) (6)

), ayant le groupe Cj(3,1)

Qg

F«I, +— (Fxl,, , F(FxT,))

Le descripteur canonisé associé au détecteur covariant ¥ ci-dessus est défini par
(I)(Tae) = [F(Tae)]il * 7049‘ (7)

On l'a déja dit, il s’agit de faire agir sur toute image 'inverse de son élément canonique.
En effet, il est clair que comme

B(F % Tay) = [FoF(Tay)] " % [F #Ta) (8)
= [F(lap)) 7" #1
= O(la)



76 CHAPITRE 5. CONCLUSION ET PERSPECTIVES

alors ® est bien invariant sous l'action de Cp(3,1). Il est complet par définition et vérifie
bien donc ’équation (1). On se rend compte alors que ’étape la plus importante revient
a la recherche de la fonctionnelle W.

Nous proposons alors de généraliser le détecteur covariant de la méthode SIFT [37]
dans laquelle le groupe en question est le groupe des translations et des dilatations du
plan euclidien. Il s’agit de la fonctionnelle obtenue par la convolution du laplacien du
noyau gaussien )

1 r—t

Glr.t.0) = 5 exp(- 210 Q
avec I'image, sachant que (¢, 0) correspond a une translation et une dilatation du plan, et
r € R?. Comme ce détecteur dépend du point z, le descripteur associé est un descripteur
local autour de z. Notre objectif est de trouver une généralisation du noyau gaussien
pour laquelle le groupe qui agit sera Cy(3, 1) et aboutissant au travers de calculs efficaces
a un détecteur covariant. Le point crucial est que notre groupe correspond a des fonctions
linéaires et conformes ce qui facilitera les calculs en question.
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Algebres de Clifford conformes et orbites de points de vue d’images

Résumé : L’objectif de ce travail est de décrire des modélisations des points de vue et des change-
ments de points de vue d’images d’un objet planaire dans les algebres de Clifford conformes.

Nous généralisons le modele conforme de ’espace euclidien a travers une famille & deux parameétres
d’horospheres, chacune d’entre elles étant plongée dans I'espace R* muni d’une métrique équivalente
a la métrique de Minkowski. Nous décrivons par la suite deux approches pour mettre en oeuvre ces
modeles conformes généralisés pour les représentations d’images. L’idée de base est d’encoder les
distorsions perspectives de I'objet causées par la variation du parametre de latitude de la caméra au
travers des parametres d’une horosphere. La premiere approche consiste a considérer les horospheres
de Tespace de Minkowski R*! pour encoder les points de vue. Les changements de points de vue
sont alors linéarisés & travers un groupe de transformations linéaires et conformes de R>!'. Cette
approche est ensuite généralisée en décrivant les points de vue a travers les objets d’un groupoide
dont les morphismes sont des diagrammes commutatifs qui représentent les changements de points
de vue. Ainsi, une image conforme est décrite par une application définie sur une horosphere & deux
parametres. L’action du groupoide sur ’ensemble des images conformes nous conduit a associer a
tout objet planaire I'orbite de toutes ses images conformes obtenues a partir de tous les points de vue.

Mots clés : Algebres de Clifford, modele conforme généralisé, horosphére, point de vue d’image,
modele sténopé, distorsions perspectives, action de groupe, groupoide, orbite.

Conformal Clifford algebras and image viewpoints orbit

Abstract : Our purpose in this work is to introduce representations of image viewpoints and viewpoint
changes of a planar object in conformal Clifford algebras.

Our important preliminary contribution is a generalization of the conformal model of the Euclidean
space through a two-parameter family of horospheres. Each one of these is embedded into the space
R* equipped with a metric equivalent to the Minkowski metric. We describe two approaches that
make use of these generalized conformal models for image representations. These are based on
modelings of perspective distortions of the object caused by a variation of the latitude angle of the
camera through the horosphere parameters. First, we model the image viewpoints by the horospheres
of the Minkowski space R*!. In this setting, the viewpoint changes are linearized through a group
of linear conformal transformations of R*!. Next, this approach is generalized by describing the
viewpoints through the objects of a groupoid whose morphisms are commutative diagrams that model
the viewpoint changes. A conformal image is then described as a map defined on a two-parameter
horosphere. The action of the groupoid on the set of conformal images leads us to associate with
every planar object the orbit of its conformal images from all viewpoints.

Keywords : Clifford algebras, generalized conformal model, horosphere, image viewpoint, pinhole
model, perspective distortions, group action, groupoide, orbit.
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