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Résumé

Notre investigation porte sur la simulation numérique des échanges thermo-convectifs
dans un canal vertical ouvert à flux imposé. Cette étude rentre dans le cadre des recherches
sur le rafraı̂chissement passif des composants PV intégrés au bâtiment.À cet effet, un code
numérique en Différences Finies est utilisé pour résoudre les équations de Navier-Stokes et
simuler la convection naturelle dans un canal. Ce problème reste difficile à résoudre parce
que l’écriture des conditions aux limites d’entrée et de sortie reste un problème ouvert. Notre
travail consiste d’abord en étude des différentes conditions aux limites pour le benchmark
numérique AMETH. Les travaux réalisés ont permis de faire un premier choix sur les conditions
aux limites. L’étude s’oriente ensuite sur la qualification et la quantification numériques et
expérimentales pour deux fluides : l’air (convection-rayonnement) et l’eau (convection pure).
Les résultats numériques/expérimentaux ont été comparés et les discordances ont été analysées.
Plusieurs aspects phénoménologiques (rayonnement entre surfaces, variation des propriétés
thermo-physiques, variation du nombre de Prandtl) ont été abordés afin de caractériser leurs
influences respectives sur l’écoulement et le transfert thermique. Enfin, dans le but d’apporter
des éléments de réponses sur les conditions aux limites dynamiques, nous avons simulé la
convection naturelle d’un canal dans une cavité et tenté une modélisation.

Mots clés : convection naturelle, canal ouvert, conditions aux limites, rayonnement entre
surfaces, nombre de Prandtl, propriétés thermo-physiques
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Abstract

The present investigation deals with natural convection flow in a vertical open-ended
channel with wall constant heat flux. This study falls under the framework of research on
passive cooling of building integrated PV components. For this purpose, a numerical code
developed with Finite Differences scheme is used to solve Navier-Stokes equations and
simulate the natural convection in a channel. This problem is difficult to solve because the
writing of inlet/outlet boundary conditions remains an open problem. First, our work consists
of studying different boundary conditions for the numerical benchmark AMETH. The work
carried out has enabled a first choice of boundary conditions. The study then focuses on
numerical and experimental quantification and qualification for two fluids : air ( convection -
radiation) and water ( pure convection) . Experimental and numerical results were compared
and discrepancies were analyzed. Several phenomenological aspects ( surface radiation,
thermophysical properties variation, Prandtl number variation ) were discussed in order to
characterize their influence on flow and heat transfer. Finally, in order to provide some answers
on dynamical boundary conditions, we simulated natural convection of a channel inside a
cavity and tried a modeling.

Key words : natural convection, open-ended channel, boundary coonditions, surface
radiation, Prandtl number, thermophysical properties
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IV.1 Sch́ema repŕesentant le banc d’essai en eau avec l’ensemble des capteurs
thermiques [18]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
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chauffage syḿetrique en eau . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

IV.15Distribution de la vitesse verticale en sortie du canal avec et sans prise
en compte des propriét́es variables en fonction de la température : Cas du
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V.6 Coefficient de proportionnalité entre le terme visqueux et la pression de Bernoulli.105
V.7 Profils horizontaux de la température à l’entrée du canal pour Rad =
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102 (a) ,103 (b) ,104 (c) . Comparaison entre les résultats pour trois cas de
figure : (CS), (CS)+(CLMD) et (CV).. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108

V.10 Profils horizontaux de la vitesse verticale en sortie du canal pour Rad =
102 (a) ,103 (b) ,104 (c) . Comparaison entre les résultats pour trois cas de
figure : (CS), (CS)+(CLMD) et (CV).. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109

V.11 Profils horizontaux de la pressioǹa l’entrée du canal pour Rad =
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différenteśemissivit́es. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145
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B.15 Temṕerature paríetales (gauches en haut ; droites en bas) en couplage

convection-rayonnement entre surfaces pour différentesémissivit́es. Ra= 105
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entre les ŕesultats obtenus dans un canal seul(CS) avec et sans (CLMD).. . . 111

V.3 Comparaison des termes
∫ ∫

PrθdXdYet |Pe| pourRad = 102,103,104. . . . . 112

A.1 Les nombres de Nusselt locaux et moyens et les températures d́ebitantes pour
les quatre conditions aux limites BG−BG0−BL−BL0. Les donńees sont prises
à différentes hauteurs du canal.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138

A.2 Influence des conditions aux limites en pression(BG),(BG0),(BL),(BL0) sur
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Cp capacité calorifique à pression constante,J/kgK

d largeur du canal,m

drc taille d’écoulement de retour

der taille de recirculation

D diffusivité thermique de l’air,m2/s

e épaisseur de la paroi,m

F facteur de forme

g accélération de la pesanteur, 9.81m/s2
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p pression,Pa
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P pression adimensionnée

P̃ pression adimensionnée avant correction

Pr nombre de Prandtl,ν/α

q densité de flux de chaleur,W/m2

q∗ densité de flux de chaleur adimensionnée

Rad nombre de Rayleigh basé sur la largeur,GrdPr

RaH nombre de Rayleigh basé sur la hauteur,GrHPr

Ra∗ nombre de Rayleigh modifié,Gr∗Pr

r rayon,m

r réflectivité

t temps,s

T température,K

u vitesse horizontale,m/s

U vitesse horizontale adimensionnée

U∗ vitesse horizontale intermédiaire adimensionnée

v vitesse verticale,m/s

V vitesse verticale adimensionnée

V∗ vitesse verticale intermédiaire adimensionnée

Ṽ vitesse verticale adimensionnée avant correction

Ve vitesse moyenne adimensionnée à l’entrée du canal

Vs vitesse moyenne adimensionnée en sortie du canal

vr vitesse radiale,m/s

vθ vitesse tangentielle,m/s

Symboles grecs

α diffusivité , m2/s

α̃ absorptivité

β coefficient d’expansion thermique de l’air, 1/K

△t pas de temps

△T différence de température

δd épaisseur de couche limite dynamique

δt épaisseur de couche limite thermique
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ε émissivité

λ conductivité thermique de l’air,W/mK

µ viscosité dynamique,kg/m.s

ν viscosité cinématique,m2/s

φ différence de pression,φ = Pn+1−Pn

ψ fonction de courant

ρ masse volumique,kg/m3

σ constante de Stephan-Boltzmann,W/m2K4

τ transmissivité

θ température adimensionnée

Indices et exposants

b débitante

c correction

e/s entrée/sortie du canal

0 ambiante(température)/atmosphérique (pression)

w paroi

r radiatif

re f référence

t total

Abr éviations

CLMD condition aux limites modifiée

FDP Façade double-peau

GB Bernoulli globale

GB0 Bernoulli globale zéro

GLO grande longueur d’onde

LB Bernoulli locale

LB0 Bernoulli locale zéro

PLO petite longueur d’onde

PC paroi chaude

PF paroi froide

PV photovoltaı̈que
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Introduction g énérale

La diminution de la consommation énergétique constitue l’un des enjeux majeurs de notre
société actuelle. En effet, les principales sources d’énergie actuelles proviennent d’énergies
fossiles (Pétrole et charbon) dont la ressource est de plus en plus limitée et de plus en plus
chère. Nos consommations énergétiques sont telles que la pollution induite est élevée, avec
notamment une très grande quantité de gaz à effet de serre rejetée dans l’atmosphère. Il est par
conséquent, nécessaire de maı̂triser les consommations énergétiques et de développer d’autres
sources d’énergie, en particulier les énergies dites renouvelables, qui ces dernières années se
sont considérablement développées. En effet, l’Europe mise pour 2020 sur une réduction des
consommations énergétiques de 20% complétée par 20% de production d’énergie renouvelable.

Le bâtiment étant le secteur le plus énergivore (consomme 40% environ de l’énergie
totale en France), il a reçu une attention particulière et des solutions ont été envisagées afin
de maı̂triser sa consommation en énergie. D’autres solutions sont développées pour produire
localement de l’énergie et atteindre des bâtiments à énergie positive(BEPOS) dès 2020.
Concernant la génération d’électricité, les composants photovoltaı̈ques sont actuellement
les mieux placés. Cependant, il est encore très difficile d’assurer l’autonomie énergétique
d’un bâtiment avec des panneaux solaires à cause des surfaces de captation insuffisantes.
Par ailleurs, l’un des facteurs limitant de tels systèmes réside dans le fait que le rendement
effectif des modules PV est fortement dépendant de leur température de fonctionnement. En
effet, les conditions d’intégration de ces composants peuvent engendrer une augmentation de
leur température de fonctionnement impliquant la chute de leur rendement électrique. Des
modes d’intégration favorisant leur ventilation naturelle sont donc à mettre au point. Parmi
les configurations envisageables, l’intégration en ”double-peau” consiste à adjoindre une
lame d’air entre l’enveloppe primaire du bâtiment et les composantsPV. Le fonctionnement
en période estivale, incluant la production d’électricité et l’utilisation du composant comme
cheminée solaire, est ainsi le plus délicat à envisager.

Le dimensionnement de cette lame d’air reste à déterminer afin de favoriser à la fois l’effet
cheminée et les transferts de chaleur. Dans notre cas d’étude, la façade double-peau PV est
formée de deux parois verticales, la première≪ externe≫ constituée complètement ou en partie
de composants photovoltaı̈ques (paroi chaude), la seconde correspond au mur primaire du
bâtiment (paroi non chauffée). Le fonctionnement de tels systèmes est encore mal compris
car il fait intervenir de nombreux phénomènes physiques couplés (convection, rayonnement,
stratification, ...) et fortement dépendant des conditions extérieures.

Ce travail porte sur l’étude numérique fine des transferts thermo-convectifs dans un canal
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ouvert soumis à une densité de flux de chaleur.À cet effet, un code de calcul interne écrit
en Différences Finies et destiné au départ pour simuler l’écoulement et le transfert thermique
dans des cavités fermées, a été modifié afin de traiter le cas d’une géométrie semi-ouverte
du type canal vertical. Le code a été amélioré pour étudier les transferts de chaleur et de
masse au sein du canal et tient en compte plusieurs phénomènes physiques : conduction,
convection et rayonnement entre surfaces. Le travail présenté ici consiste d’abord à mieux
cerner les conditions aux limites à prendre à l’entrée et en sortie du canal. En effet, imposer
des conditions aux limites adéquates à l’entrée s’avère très difficile lorsque seule la force
d’Archimède est responsable de la dynamique de l’écoulement. Ensuite, les conditions aux
limites entrée/sortie étant fixées, l’étude s’oriente sur la comparaison des résultats numériques
sur les expérimentations menées au laboratoire. Les sources potentiels d’erreurs entre les
résultats numériques et expérimentaux sont analysées afin de rendre meilleures les prévisions
numériques et cela en prenant en compte des aspects phénoménologiques tels que : le
rayonnement entre surfaces et la variation des propriétés thermo-physiques en fonction de
la température. Afin d’aller plus loin dans la connaissance des conditions aux limites, une
modélisation a été réalisée dans le cas d’un canal ouvert contenu dans une grande cavité.

Ce manuscrit est divisé en 5 chapitres. Le premier chapitre permet de positionner
cette étude. Le contexte général et les enjeux énergétiques associés, puis le principe de
fonctionnement d’un système double-peau sont présentés dans un premier temps. Une revue
bibliographique est ensuite réalisée sur la convection naturelle en canal vertical pour fixer
les objectifs et l’orientation de notre étude. Le modèle mathématique ainsi que les méthodes
numériques sont développées dans le second chapitre. Le chapitre suivant consiste à valider
les méthodes numériques en comparaison avec plusieurs études de la littérature. Le chapitre 4
est dédié à la comparaison entre les résultats numériques et expérimentaux. Enfin, le dernier
chapitre comporte la modélisation des conditions aux limites dynamiques à l’entrée d’un canal
contenu dans une large cavité.

2

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0003/these.pdf 
© [A. Zoubir], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés



Chapitre I

Contexte etétude bibliographique

1 Introduction

Dans ce premier chapitre, nous présentons le contexte général lié aux enjeux énergétiques
et au réchauffement climatique dans lequel s’inscrit cette étude. Dans le cadre de la réduction
de la consommation énergétique et de la diminution des émissions de gaz à effet de serre
GES, le secteur du bâtiment est une cible privilégiée. L’intégration massive des composants
photovoltaı̈ques en configuration double-peau est l’une des solutions explorées. Le mode
de fonctionnement le plus délicat reste en été où l’effet cheminée reste le seul moteur de
l’écoulement. L’intérêt de ce type de système est l’utilisation du rayonnement solaire pour
ventiler par convection naturelle les cellules PV dont le rendement diminue et le vieillissement
augmente avec l’augmentation de leur température de fonctionnement. Une valorisation de
cette surface de captation en hiver consiste à récupérer l’air préchauffé. Notre investigation
numérique s’inscrit donc dans le cadre d’une étude amont sur l’intégration à grande échelle des
composantsPV aux bâtiments.

Le contexte climatique et les enjeux énergétiques qui en résultent sont exposés dans
la section 2. La section 3 présente le fonctionnement d’une façade double-peau PV, la
problématique scientifique liée à cette configuration ainsi que le positionnement de notre étude.
La section 4 présente une revue bibliographique sur des études numériques et expérimentales de
la convection naturelle en canal vertical ainsi qu’une analyse détaillée des conditions aux limites
dynamiques utilisées dans les études numériques. Cette section permettra d’orienter notre étude
en analysant les différents aspects qui ont fait l’objet d’investigations lors de cette thèse. Enfin,
nous ferons une synthèse de ce chapitre.
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Chapitre I. Contexte et étude bibliographique

(a)

FI GURE I.1 – Variations de la temṕerature moyenne terrestre (a) et du niveau moyen de la
mer dans l’h́emisph̀ere nord (b) [2]. Les diff́erences sont calculées par rapport̀a des moyennes
annuelles (en traits gras) entre 1880 et 2000.

2 Contexte climatique et enjeux́enerǵetiques

2.1 Les causes du ŕechauffement climatique

L’augmentation du CO2 dans l’atmosphère est liée à une hausse de la température terrestre à
cause d’une forte concentration des gaz à effet de serre (GES). Il a été constaté constaté que les
émissions de CO2, en grande partie liées à la combustion d’énergie, représentent plus que les
3/4 des émissions mondiales. Selon le rapport 2010 du Groupe d’experts Intergouvernemental
sur l’Évolution du Climat GIEC [2], ce changement climatique serait dû à l’activité humaine
avec 90 % de certitude. Par conséquent, la communauté internationale a pris conscience de
l’impact important du changement climatique et de la nécessité d’agir au niveau international.

2.2 Bilan de la consommatiońenerǵetique

L’épuisement à court moyen des ressources d’énergies fossiles ainsi que le réchauffement
climatique poussent la communauté internationale à entreprendre des solutions notamment, la
diminution de la consommation énergétique et l’utilisation des énergies propres. Or, parmi les
secteurs les plus polluants, le bâtiment représente actuellement un tiers de la consommation
mondiale d’énergie et pourrait réduire ses émissions deCO2 à l’aide des technologies économes.

2.3 Réduction de la consommatiońenerǵetique du bâtiment en France

La France a inscrit l’objectif de la réduction de la consommation énergétique dans sa
stratégie de développement durable. Elle s’engage à réduire les émissions des GES dans le
bâtiment grâce à trois plans d’action majeurs :

– La réduction de consommation d’énergie du bâtiment
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Chapitre I. Contexte et étude bibliographique

(a) (b)

FI GURE I.2 – a) Évolution deśemissions mondiales de GES entre 1990 et 2004. b) Parts des
GES dans leśemissions totales en 2004 enéquivalent CO2. Figures prises de la ŕef́erence [2].

FI GURE I.3 – a) Consommation d’énergie dans le monde, b) en Europe et c) en France en
2008. Les donńees sont prises de la source http ://www.iea.org.
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Chapitre I. Contexte et étude bibliographique

FI GURE I.4 – Domaine spectral d’une cellule PV. Source : http ://www.technologyreview.com

FI GURE I.5 – Caract́eristiques tension-courant (à gauche) et tension-puissance (à droite)
d’une cellule photovoltäıque soumisèa un éclairement de 1000 W/m2 pour diff́erentes
temṕeratures de fonctionnement. Figure prise de la réf́erence [3].

– L’amélioration des performances énergétiques des bâtiments via notamment les systèmes
qu’ils intègrent

– La production locale d’énergie renouvelable

Notre étude rentre dans le cadre des efforts menés en lien avec la production locale
d’électricité. En effet, les besoins d’électricité sont en augmentation importante. Le besoin
d’indépendance énergétique a poussé la France à développer l’énergie nucléaire qui est
une énergie propre. Cependant, plusieurs problèmes se posent concernant cette énergie.
Actuellement la seule énergie durable est l’énergie solaire qui peut être exploitée localement
par la technologie du photovoltaı̈que.
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Chapitre I. Contexte et étude bibliographique

(a) (b)

FI GURE I.6 – (a) Façade double-peau en partie recouverte de panneaux PV (Chine). (b)
Façade double-peau intégralement recouverte de panneaux PV (Chine).

2.4 Intégration aux bâtiments des composants PV (IBPV)

De nos jours, il est encore difficile de satisfaire les besoins énergétiques d’un bâtiment
avec des panneaux PV en toiture à cause des faibles rendements et des surfaces de captation
insuffisantes. L’intérêt actuel est tourné vers l’intégration des panneaux PV aux surfaces bâties.
Les conditions d’intégration aux bâtiments des composants PV constituent un facteur limitant
de tels systèmes compte tenu de la forte dépendance des cellules PV en température. En effet,
l’évacuation de la chaleur par la face arrière des panneaux PV devient difficile en raison de
la présence du bâtiment. Par conséquent, le fonctionnement en été, incluant la production
d’énergie électrique et l’utilisation du système comme cheminée solaire, s’avère ainsi un
problème très délicat.

Afin de remédier à ce problème, l’intégration est faite en configuration façade type double-
peau. Une lame d’air est intercalée entre le panneau et le bâtiment afin de créer un écoulement
de convection naturelle entre les deux et d’améliorer le rafraı̂chissement des cellules PV.

3 Positionnement de l’́etude

3.1 Façade double peau photovoltäıque

En plus des fonctions d’une FDP classique, l’intégration des composants PV dans des
façades double peau permet de produire localement de l’électricité. L’idée est d’exploiter
au mieux l’énergie solaire, la double-façade PV pouvant ainsi fournir de la chaleur et de
l’électricité. C’est ce type d’intégration auquel nous nous intéresserons dans notre étude. Dans
le cas de ce système, la façade est recouverte entièrement (voir fig. I.6(b)) ou en partie (fig.I.6(a))
par des modules PV.
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Chapitre I. Contexte et étude bibliographique

FI GURE I.7 – Fonctionnement d’une façade avec paroi primaire opaque et l’autre paroi
totalement recouverte de panneaux (PV) ; (a) Fonctionnement hiver ; (b) Fonctionnementét́e

3.1.1 Fonctionnement d’une FDP photovoltäıque

Les façades photovoltaı̈ques intégrées aux bâtiments sont en générale formées par deux
parois verticales, la première externe constituée intégralement ou partiellement recouverte
de cellules PV (cf. Fig. I.7), la deuxième correspond au mur du bâtiment. Entre ces
deux parois, se trouve une lame qui fait l’objet d’une circulation d’air, ce qui va influencer le
transfert thermique et l’écoulement au sein de la FDP et donc va avoir un impact sur le bâtiment.

Dans le cas de façade externe intégralement ou partiellement recouverte de cellules PV,
le flux lumineux est reçu par la façade externe et en partie évacué par conduction et par
rayonnement à l’arrière des panneaux PV. Le contrôle de la lame d’air qui permet d’assurer
le refroidissement des cellules PV, est soumis à deux scénarios principaux d’utilisation
correspondant respectivement au fonctionnement d’hiver et au fonctionnement d’été (cf.
Fig. I.7 ). En hiver, l’air chaud montant au sein du canal est redistribué dans les locaux du
bâtiment (écoulement forcé à l’aide de la ventilation mécanique contrôlée (VMC)). En été, les
températures de fonctionnement sont élevées et cela entraı̂ne la diminution du rendement des
cellules photovoltaı̈ques. Un écoulement de convection naturelle est crée à l’intérieur du canal
et l’air chaud sort par la partie haute de la façade.

Dans la suite de cette étude, nous étudierons d’abord la configuration académique où la
paroi externe est entièrement ou en partie composée de panneaux photovoltaı̈ques. Le cas d’une
alternance de cellules PV et de vitrages sur la paroi externe fera l’objet de perspectives. Le
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Chapitre I. Contexte et étude bibliographique

cadre de l’étude est restreint au mode de fonctionnement de la FDP photovoltaı̈que en période
estivale essentiellement basé sur l’effet cheminée. Les cellules PV sont considérées comme
des sources de chaleur évacuant un flux qui pourra être supposé uniforme [20][21]. Ainsi, dans
notre étude, nous considérons un canal vertical ouvert soumis à une densité de flux uniforme sur
l’une ou sur deux de ces parois. Ces études académiques permettrons dans un premier temps,
de mieux comprendre les phénomènes physiques mis en jeu dans une configuration type façade
double-peau.

3.1.2 Analyse physique

Afin de vérifier la pertinence de la FDP photovoltaı̈que vis-à-vis du refroidissement des
cellules PV, il est indispensable de comprendre l’ensemble des différents types de transfert
thermique intervenant au sein de la lame d’air. Le schéma I.8-b présente les transferts de
chaleur mis en jeu dans le cas d’une double-peau constituée en partie de panneaux PV et de
vitrages. La configuration d’étude qui correspond au façade est montrée dans la figure I.8-c.
C’est un schéma simplifié puisque nous avons dans un premier temps supprimé les vitrages
et ainsi négligé la part du rayonnement solaire qui vient intercepter le mur primaire. Ainsi, la
configuration académique à étudier sera un canal ouvert chauffé sur une ou sur deux de ses
parois.

L’intérieur de la double-peau (dans notre exemple) est ainsi constitué de zone chaudes et
opaques situées sur les deux parois, qui vont engendrer un écoulement de convection naturelle
qui va interagir avec le rayonnement de surface et créer deux couches limites thermiques le
long des parois du canal. Ce système fait donc intervenir les trois modes de transfert de chaleur :

– la conduction dans les panneaux PV (non prise en compte dans notre étude) ;
– le rayonnement, les surfaces chaudes de la double-peau (panneaux PV et murs) vont

rayonner entre elles ;
– la convection naturelle qui va refroidir la face arrière des panneaux PV.

Ce système peut être également très sensible aux conditions extérieures notamment l’effet
du vent. L’optimisation du fonctionnement d’un tel système nécessite donc la prise en
considération des mécanismes physiques mis en jeu ; c’est la raison pour laquelle une étude
multi-échelle est menée au laboratoire CETHIL.

3.2 Étude multi- échelle d’une double façade photovoltäıque au CETHIL

Afin d’analyser les phénomènes physiques qui interviennent dans l’intégration des
composants photovoltaı̈ques aux bâtiments, une étude multi-échelle est menée au CETHIL.
Cette étude se base sur des investigations expérimentales et numériques fines ainsi que sur
des prototypes de façades de taille réelle in situ. Le but de cette étude dans un premier temps
est d’analyser séparément (études numériques et expérimentales) les différents phénomènes
physiques ayant lieu au sein de la façade (conduction, convection, rayonnement, humidité...).
Dans un deuxième temps, les différentes investigations seront regroupées ce qui permettra
une compréhension plus approfondie de la double-façade et ce qui facilitera par la suite son
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Mur du bâtiment
Zone chaude
Couche limite thermique
Rayonnement infrarouge

Ecoulement de 
convection naturelle

(a) (b) (c)

Panneau PV

FI GURE I.8 – a) Configuration d’une façade double-peau photovoltaı̈que. b) Modes de transfert
thermiques. c) Configuration d’étude simplifíee.

dimensionnement et son contrôle.

Cette étude rentre donc dans le cadre de deux projets ANR, le projet ANR-JC CERISES,
coordonné par le CETHIL, dédié à l’analyse des transferts couplés (conduction-convection-
rayonnement) dans un canal vertical ainsi que le projet RESSOURCES soutenu par l’ADEME
et relatif à l’intégration de composants PV au sein de composants d’enveloppe actifs et
dynamiques des bâtiments.

Une partie de notre travail a contribué à un≪benchmark≫ numérique [15] dans le cadre du
réseau AMETH dans lequel le CETHIL est impliqué. Des problématiques liées à la modélisation
de la convection naturelle en canal ouvert sont mises en avant, notamment celle liée à
l’imposition des conditions aux limites dynamiques entrée/sortie. Les simulations numériques
permettront de fournir à la communauté scientifique une base de données importante reliant,
à la fois les caractéristiques dynamiques et thermiques des phénomènes évoluant au sein de la
lame d’air.

3.3 Étude numérique de la convection naturelle dans un canal vertical
ouvert

Le fonctionnement des doubles façades photovoltaı̈ques est complexe du fait des couplages
existants entre les différents modes de transfert de chaleur et de masse au sein de la lame
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Chapitre I. Contexte et étude bibliographique

d’air. Afin de mieux cerner ces phénomènes complexes, le CETHIL à mis en place une
démarche qui consiste d’abord à cerner séparément chaque phénomène physique dans le but
de comprendre ensuite leurs influences. La deuxième étape de cette démarche est dédiée à
l’étude des couplages entre les différents phénomènes au sein de la lame d’air. Des expériences
en conditions contrôlées et des études numériques sont consacrées à cet effet. Pour la
présente investigation, nous avons choisi d’étudier numériquement les transferts thermiques
et l’écoulement au sein d’une façade double-peau modélisée par un canal vertical dont l’une
ou deux parois sont chauffées partiellement ou en totalité. Plusieurs aspects importants feront
globalement l’objet de notre étude :

– étendre un code existant dédié à l’origine à une cavité fermée afin d’étudier la convection
naturelle dans un canal ouvert.

– définir les conditions aux limites adéquates entrée /sortie.
– étudier l’influence des conditions aux limites dynamiques existantes en pression .
– comparer des calculs avec les études expérimentales existantes.
– étudier la convection naturelle dans l’eau et dans l’air (effet du Prandtl).
– étudier le couplage convection/rayonnement entre surfaces.
– modéliser les conditions aux limites en pression à l’entrée du canal.

4 Étude bibliographique

4.1 Introduction

La convection naturelle en configuration canal vertical est incontournable dans de
nombreuses applications industrielles, comme les composants électroniques, les collecteurs
plans solaires, les façades type double-peau. Par conséquent, la convection naturelle en
canal vertical a reçu une grande attention par un bon nombre de chercheurs, des études tant
numériques qu’expérimentales ont été menées pour améliorer les connaissances sur le transfert
thermique et la dynamique de l’écoulement dans ce type de configurations. Le contrôle de
l’écoulement de convection naturelle dans des géométries semi-ouvertes s’avère très complexe
compte tenu des faibles vitesses mises en jeu. Ceci est principalement dû à la grande sensibilité
de ce type d’écoulement aux conditions extérieures qui comprennent les fluctuations de
pression, de température et la variation des vitesses extérieures.

Dans le cadre d’étude des façades double-peau photovoltaı̈ques, les investigations
expérimentales et numériques se sont intéressées à deux scénarios de fonctionnement de ce
type de système : fonctionnements en hiver et en été. En été, les études se sont plus focalisées
sur le phénomène de convection naturelle. Les objectifs de ces études étant l’amélioration de
l’échange thermique fluide/parois dans le but de réduire les températures pariétales. En hiver,
les études se sont concentrées sur la récupération de chaleur en sortie de la façade qui servira
à préchauffer les locaux du bâtiment. Dans ce cas, le critère d’optimisation sera basé sur le
débit massique et les différences de température entre l’entrée et la sortie du canal. Ce mode
de fonctionnement est assuré à l’aide de la ventilation mécanique contrôlée (VMC). Même si
l’objectif de cette thèse concerne le refroidissement des modules PV en période estivale, il est
intéressant d’évaluer la capacité de récupération de chaleur à la sortie du canal. Cependant, le
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mode de fonctionnement de la double-peau en hiver correspondà un cas de convection mixte
ou forcée.

Par la suite, nous passons en revue un nombre d’études expérimentales et numériques sur
la convection naturelle. Cette étude bibliographique nous permettra de justifier les choix faits
sur l’orientation de notre étude en faisant ressortir les manques de la littérature et en analysant
les besoins nécessaires à la compréhension de notre problématique.

4.2 Convection naturelle dans un canal vertical

Nous allons aborder dans cette partie des études expérimentales et numériques sur la
convection naturelle pure en canal vertical. Ces investigations se sont concentrées sur l’étude
du phénomène de convection naturelle sans distinguer les trois modes de transfert thermique
(conduction, convection, rayonnement), donnant ainsi une estimation du transfert thermique
global.

La convection naturelle dans un canal vertical a été étudiée à partir des années 40. Les
premiers travaux expérimentaux et théoriques sont réalisés par Elenbaas [4], il effectue des
mesures thermiques de la convection naturelle de l’air entre deux plaques verticales isothermes.
L’expérience est menée pour un nombre de Rayleigh modifié par le rapport de formeRa∗

compris entre 0.1 et 105. Elenbaas (1942) [4] constate que dans la limite de la valeur la plus
petite de l’espacement entre les deux parois d’un canal suffisamment long, le nombre de Nusselt
caractérisant le transfert de chaleur total transmis au fluide dépend seulement du nombre de
Rayleigh modifié (Nu= f (Ra∗)). De plus, il a déterminé les différents modes d’écoulement
en fonction d’un nombre de Rayleigh modifié : à faibles nombres deRa∗, l’écoulement est
pleinement développé avec des couches limites qui se rejoignent au centre du canal tandis qu’à
nombres deRa∗ élevés, les couches limites restent indépendantes (cf. Fig. I.9). Dans cette
étude, Elenbaas [4] a proposé des corrélations entre le nombre de Nusselt moyen et le nombre
de Rayleigh modifié.

Des études numériques ont vu le jour par la suite. En 1962, Bodoia et Osterle [22] ont
mené la première investigation numérique sur l’écoulement de convection naturelle dans un
canal chauffé en température. Dans leur étude, les auteurs ont utilisé un modèle parabolique
des équations de Navier-stokes et ont supposé une vitesse uniforme ainsi qu’une pression
atmosphérique à l’entrée du canal. Les résultats obtenus en terme deNu ont montré un bon
accord avec ceux obtenus par Elenbaas [4] pour des faibles nombres deRa∗. Par la suite, Aung
et al. [23] conduisent une étude numérique sur un écoulement de convection naturelle dans un
canal chauffé en température et en densité de flux de chaleur. Les hypothèses de leur étude
sont les mêmes que celles utilisées par Bodoia et Osterle [22] (modèle parabolique de N-S,
vitesse et pression uniformes imposée à l’entrée du canal). Ils comparent leurs résultats avec
ceux obtenus pour une seule plaque plane isotherme par Sparrow et Gregg [24] et trouvent
une différence de 10% en terme de nombre de Nusselt pourRa∗ > 104. Ces études constituent
la base de nombreuses études menées ultérieurement sur les écoulements de convection
naturelle dans un canal. Des corrélations des nombres de Nusselt local et moyen ainsi que des
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FI GURE I.9 – Régimes d’́ecoulement en convection naturelle pour un canal chauffé
syḿetriquement en température [4] : régime pleinement dévelopṕe à gauche (a) ; ŕegime type
couche limitèa droite (b)

températures maximales de parois en fonction du nombre de Rayleigh et du rapport de forme
ont été élaborées suite à ces études. Nous pouvons citer Churchill et Usagi [25] qui ont donné
une corrélation générale du nombre de Nusselt moyen et Bar-Cohen et Rohsenow [26] qui
ont proposent des corrélations basées sur le formule de Churchill et Usagi [25] pour différents
cas de chauffages. Bar-Cohen et Rohsenow [26] ont donné également les espacements et les
nombres de Nusselt optimums pour un meilleur échange convectif. Par la suite, Carl-Olof
Olsson [27] revisite les corrélations en terme de nombre de Nusselt et donne en plus des
corrélations en terme du débit massique dans le cas de chauffages isotherme et isoflux. La
plupart des recherches récentes en matière de convection naturelle dans un canal ouvert se sont
intéressées à des études paramétriques basées sur la variation des paramètres géométriques
(rapport d’aspect, rapport d’extensions adiabatiques), la variation de la densité de flux et la
non-uniformité du chauffage.

L’approximation des propriétés thermophysiques constantes a été communément adoptée
dans les travaux précédents afin de simplifier les équations de Navier-Stokes, tandis que peu
d’attention a été accordée aux effets des propriétés thermophysiques variables en fonction de
la température. Lorsque le rapport entre la différence de température maximale (entre la paroi
et le fluide) et la température ambiante est au-dessus de la limite de validité de l’hypothèse de
Boussinesq, les variations des propriétés physiques dans le fluide ne peuvent pas être ignorées.
Citons Guo et Wu [28] qui ont réalisé une étude numérique sur l’influence des propriétés
variables sur le débit massique induit par convection naturelle dans un canal chauffé en densité
de flux uniforme. Les auteurs ont utilisé un modèle parabolique des équations de Navier-
Stokes. L’étude est effectuée pour des nombres de Rayleigh modifié de 0.01≤ Ra∗ ≤ 104 et
des rapports de forme de 0.03≤ d/L ≤ 0.06. Leur étude a montré que le débit massique et le
nombre de Nusselt dans le canal sont inférieurs à ceux obtenus en supposant des propriétés
constantes et l’approximation de Boussinesq. Ils ont montré également que l’effet de la
variation de densité (trainée thermique) conduit à une dépendance non-monotone du débit
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massique induit dans le canal. Par la suite, Hernandez et Zamora [29][30] étudient l’influence
des propriétés variables sur la convection naturelle dans un canal d’air vertical soumis à un
chauffage uniforme et asymétrique en densité de flux.À cet effet, les auteurs utilisent un
modèle elliptique des équations de conservation. Les résultats en terme de débit massique, du
nombre de Nusselt et de profils de vitesse sont présentés pour des nombres de Rayleigh de
10≤ Ra∗ ≤ 107 et des rapports de forme de 0.02≤ d/L ≤ 0.08. Hernandez et Zamora [29][30]
constatent une réduction importante de la zone de recirculation qui décroı̂t presque linéairement
en augmentantRa∗. Ils constatent aussi que la variation des propriétés thermophysiques induit
un débit massique plus important dans le canal pour le cas des nombres de Rayleigh impliquant
des recirculations en sortie du canal, tandis qu’il diminue légèrement pour les nombres de
Rayleigh plus petits. Les auteurs comparent enfin les résultats en terme de débit massique et
de température pariétale avec ceux obtenus par Guo et Wu [28]. Un bon accord a été trouvé
pour le débit massique pour des propriétés variables et constante. Les résultats en terme
de températures pariétales sont en bon accord pour le cas des propriétés constantes, mais
sont légèrement plus élevés pour des propriétés variables. Néanmoins, Hernandez et Zamora
[29][30] et Guo et Wu [28] trouvent les mêmes tendances en terme de variation du nombre
de Nusselt et du débit massique en fonction deRa∗. Ces études nous ont mené à considérer
la variation des propriétés thermophysiques en fonction de la température dans notre étude
numérique.

Toutes les investigations précédentes ont été effectuées dans l’air n’ont pas différencié
les parts respectives du transfert thermique (convection, rayonnement, conduction) dans le
canal. Dans le but de caractériser l’échange convectif pur, certains chercheurs ont utilisé l’eau
comme fluide de travail. Le choix de l’eau permet de neutraliser les effets radiatifs et de ne
s’intéresser qu’au phénomène de convection naturelle. Les études expérimentales et numériques
en canal vertical dans l’eau sont rares car la majorité des applications liées à cette configuration
fonctionnent dans l’air. Sparrow et al. [31] mènent une étude expérimentale et numérique de la
convection naturelle dans un canal vertical soumis à une température uniforme. L’eau est utilisée
comme fluide de travail dans l’étude expérimentale, tandis que l’étude numérique est faite pour
des fluides d e nombre de Prandtl allant de 0.7 < Pr < 10. Les auteurs ont mis en évidence
un écoulement de retour en sortie du canal. Ils constatent que le nombre de Nusselt moyen le
long de la paroi chauffée n’est pas influencé par l’écoulement de retour produit près de la paroi
adiabatique. Ils expliquent cela par le fait que le retour du fluide ait lieu près de la paroi non
chauffée alors que le Nusselt moyen est calculé le long de la paroi chauffée. Sparrow et Azevedo
[32] ont mené une étude expérimentale sur un canal chauffé en température. Les auteurs donnent
une corrélation du nombre de Nusselt pour 2≤ Ra∗ ≤ 108. Sparrow et Azevedo [33] mènent par
la suite une investigation sur un canal chauffé asymétriquement en température et muni d’une
ouverture au niveau de la paroi non chauffée. Ils trouvent que l’emplacement de l’ouverture
et sa taille influencent de manière importante le débit à l’entrée du canal ce qui implique un
échange thermique plus important que celui obtenu en sortie. Quant au transfert thermique
global il est peu influencé. Ospir et al. ont mené [34] une étude expérimentale sur l’écoulement
de convection naturelle dans un canal plan vertical soumis à une densité de flux sur l’une de ses
parois. Les expériences sont réalisées dans de l’eau pour des nombres de Rayleigh modifiéRa∗

correspondants au régime d’écoulement de type couche limite. Les investigations portent plus
précisément sur l’influence du rapport d’aspectd/L et du nombre de Rayleigh modifiéRa∗ sur
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la structure de l’écoulement notamment l’apparition d’écoulement de retour. Dans un premier
temps, trois rapports de forme ont été utilisés en maintenant le même nombre de Rayleigh
modifié Ra∗ = 4,5.106. Dans un deuxième temps, trois nombre de Rayleigh modifié ont été
utilisés pour le même rapport de formed/L = 0.17. Les visualisations de l’écoulement sont
effectuées dans le plan central du canal. Les auteurs ont observé des écoulements de retour en
sortie du canal, engendrant des tourbillons caractérisés par deux grandes recirculations reliées
entre elles et dont la longueur de pénétration peut s’étendre jusqu’aux 3/4 de la hauteur du canal.
Les auteurs observent que la longueur de la cellule supérieure diminue avec l’augmentation
du rapport de forme tandis que la cellule inférieure possède une longueur stable. De plus,
l’augmentation deRa∗ pour un rapport d’aspect fixe fait diminuer la longueur de pénétration de
l’écoulement de retour. Popa et al. [35] mènent des études numériques et expérimentales sur un
canal d’eau chauffé sur l’une de ces parois en densité de flux, l’autre paroi étant adiabatique.
L’étude est faite pour des nombres de Rayleigh modifié≤ 4.106. Les auteurs s’intéressent plus
particulièrement à l’écoulement de retour le long de la plaque non chauffée. Ils comparent les
résultats numériques et expérimentaux en terme de longueur de pénétration et trouvent une
différence de 6%. Récemment, Daverat et al. [36] ont monté un banc d’essais pour étudier
la convection naturelle dans un canal vertical en eau chauffé en densité de flux. Des mesures
de densité de flux, de vitesse et de température ont été effectuées pour une large gamme de
nombre de Rayleigh modifié 2.2×106 < Ra∗ < 2.1×1012. Leur étude a porté principalement
sur la caractérisation thermique et cinématique de l’écoulement. Les profils de vitesse et de
température moyennes obtenues mettent en évidence la présence d’un changement de régime
de l’écoulement. Ils précisent que ce changement de régime (transition vers la turbulence) est
caractérisé par une augmentation du transfert de chaleur en paroi mais aussi par la diminution du
cisaillement en sortie du canal. Nous reviendrons plus en détails sur cette étude dans le chapitre
IV. Ces études nous ont mené à étudier la limite de validité de l’usage de l’eau pour modéliser
la convection d’air dans un canal vertical.

Suite à l’étude bibliographique effectuée sur la convection naturelle en canal ouvert, nous
pouvons constater que la majorité des études présentées ici s’est focalisée sur la détermination
des échanges convectifs, à travers des corrélationsNu[Ra∗]. Peu d’études se sont penchées
sur l’aspect cinématique de l’écoulement qui est indispensable pour la compréhension
des mécanismes physiques ayant lieu au sein du canal. De plus, une grande partie de ces
investigations ont négligé les effets des propriétés thermo-physiques variables en fonction
de la température alors qu’il semble important de les prendre en compte surtout quand les
gradients de température pariétaux sont grands (cas de la double façade). Notons également
que la plupart des études ont utilisé l’air comme fluide de travail et celles en eau sont rares.
À notre connaissance, aucune étude comparative en terme de transfert de chaleur, de débit
et de configuration d’écoulement n’a été recensée jusqu’alors entre la convection naturelle
dans l’eau et celle dans l’air dans une géométrie semi-ouverte. En effet, il est important de
savoir jusqu’à quelle limite on peut utiliser l’eau pour caractériser le transfert convectif et la
dynamique de l’air en convection naturelle dans un canal ouvert. Notez qu’il est également
important de relever les différences en terme de structure d’écoulement entre les deux fluides
(taille d’écoulement de retour, taille de recirculation, longueur de pénétration).
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4.3 prise en compte du rayonnement entre surfaces

Les investigations que nous aborderons d’abord ici ont pris en compte les parts respectives
des différents modes de transfert thermique (convection, conduction et rayonnement). Nous
verrons ensuite des études numériques qui se sont penchées sur l’influence du rayonnement
entre surfaces sur l’écoulement de convection naturelle.

Une expérience intéressante est mise en place par Web et Hill [37]. Ils étudient la convection
naturelle dans un canal d’air vertical présentant des extensions adiabatiques à l’entrée et en
sortie utilisées pour limiter les pertes radiatives aux extrémités du canal. L’étude est menée
pour une gamme de nombre de Rayleigh modifié variant de 503 à 1,7.107. Les auteurs ont
établi des corrélations en fonction duRa∗ en terme du nombre de Nusselt et de température
maximale de paroi. Les résultats en terme de nombre de Nusselt moyen sont proches de ceux
obtenus par Sparrow et Gregg [24] dans le cas d’une plaque plane isolée pour des nombres
élevés deRa∗ (grands espacements). Les différences en terme de nombre de Nusselt sont
toutefois d’environ 11% entre les deux études. Ils expliquent cela par une influence probable
des pertes radiatives, des effets de la conduction dans les parois et de la variation des propriétés
thermophysiques de l’air en fonction de la température. Miyamoto et al. [38] ont mené une
étude expérimentale en convection naturelle dans un canal chauffée asymétriquement en densité
de flux. L’étude a été conduite pour 104 ≤ Ra∗ ≤ 4.108. Ils calculent le nombre de Nusselt après
avoir soustrait la part de l’échange radiatif ( estimé à≈ 20% du transfert thermique global).
Les auteurs constatent que le profil de température subit un point d’inflexion en aval du canal
(à y/H=0.7). Ils relient cette diminution de température pariétale à un changement de régime
de l’écoulement (transition turbulente). Savicente et al. [39] ont étudié expérimentalement la
convection naturelle dans un canal vertical chauffé asymétriquement en densité de flux. Des
mesures en terme de vitesse et de température ont été menées pour des nombres de Rayleigh
modifié allant de 3.86×105 à 6.22×106 et pour des chauffages uniformes et non uniformes.
Dans le cas du chauffage uniforme, les auteurs ont mis en évidence comme Miyamoto et
al. [38], un mécanisme de transition laminaire/turbulent de l’écoulement. Ce mécanisme a
été suggéré par les profils de température qui chutent de façon brutale en aval. Les auteurs
observent aussi une augmentation de température de la paroi adiabatique et attribuent cela
à l’échange radiatif entre les parois. De plus, Savicente et al. [39] mettent en évidence des
écoulements de retour en sortie du canal et précisent que ces écoulements ont un caractère
intermittent. Nous reviendrons plus tard sur cette étude dont les résultats feront office de
données de comparaison avec nos résultats numériques dans le chapitre IV.

L’interaction du rayonnement entre surfaces avec la convection naturelle dans un canal
vertical asymétriquement chauffé a été étudié numériquement par Carpenter et al. [40]. Une
formulation parabolique des équations de Navier-Stokes sous l’hypothèse de Boussinesq a été
utilisée dans cette étude. Les auteurs ont analysé l’influence de paramètres adimensionnels
(la densité de flux, le nombre de Rayleigh, le rapport de forme, l’émissivité) sur le transfert
thermique. Ils ont conclu que le transfert radiatif réduit de manière significative la température
pariétale notamment la température maximale. Cheng et Müller [41] étudient l’interaction
du rayonnement entre surfaces avec la convection naturelle dans un canal vertical chauffé de
manière asymétrique en température. Les auteurs mènent une étude de comparaison entre des
résultats numériques et expérimentaux en terme de densité de flux et de profils de température
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pour un canal de rapport de forme allant de 0 à 8. Cheng et Müller [41] constatent un écart
d’environ 10% entre les résultats. Les auteurs rajoutent également que pour une émissivité
élevée (ε = 0.9), le transfert radiatif peut constituer jusqu’à 50% du transfert de chaleur total.
Récemment, Li et al. [19] ont étudié l’effet du rayonnement entre surfaces sur les champs de
température et de vitesse ainsi que sur les recirculations en convection naturelle dans un canal
asymétriquement chauffé en densité de flux. Les auteurs ont remarqué comme Carpenter et
al. [40] et Cheng et Müller [41] que le rayonnement entre surfaces augmente les échanges de
chaleur au sein du canal réduisant ainsi les températures des parois chaudes et augmentant
celles des parois adiabatiques. Li et al. [19] remarquent aussi que le rayonnement entre surfaces
peut amortir jusqu’à disparition les écoulements de retour observés en convection naturelle
pour un chauffage asymétrique.

Mise à part quelques études dans la littérature [40][41][42][19], la majorité des
investigations numériques présentées n’ont pas considéré l’interaction du rayonnement entre
surfaces avec la convection naturelle. De plus, de nombreuses études ont confirmé que le
transfert radiatif représente un pourcentage important du transfert de chaleur global [38][40][43]
[37]. Par conséquent, une partie de notre présent travail concernera l’amélioration des prévisions
numériques (en comparaison avec des études expérimentales dans l’air) en incluant un modèle
de transfert radiatif dans notre numérique, ainsi que l’étude des effets du rayonnement entre
surfaces en convection naturelle dans un canal ouvert.

4.4 Analyse des conditions aux limites dynamiques

L’étude de la convection naturelle dans une géométrie semi-ouverte type canal
a connu un grand intérêt ces dernières années auprès de nombreux numériciens
[44][5][11][10][29][7][45][46], car elle nécessite un traitement particulier en terme de
conditions aux limites adéquates à imposer aux frontières du domaine, plus particulièrement
quand la nature du système d’équations est elliptique en espace. Dans notre cas d’étude, il
est difficile de traduire les conditions aux limites aux frontières ouvertes de manière exacte et
surtout pour transcrire des éventuelles recirculations en sortie du canal, car le seul moteur de
l’écoulement est la force d’Archimède. Afin d’étudier numériquement ces écoulements, nous
avons mené une revue bibliographique sur les différentes conditions aux limites dynamiques
utilisées dans la littérature afin d’en définir les plus appropriées.

Avant d’entamer l’analyse sur les différentes conditions aux limites dynamiques utilisées
dans la littérature, il m’a semblé important de souligner les deux systèmes d’équations utilisés
dans l’étude des écoulements de convection naturelle. De nombreux auteurs comme [47][48]
[49][50] ont utilisé une formulation parabolique (en espace) des équations de Navier-Stokes
incompressibles sous les hypothèses de Boussinesq. Ce type d’équations a été largement utilisé
pour l’étude de la convection naturelle le long d’une plaque plane [51] [24][22]. En effet, en
effectuant une analyse d’ordre de grandeur, certains termes des équations de Navier-Stokes
peuvent être négligés et un système d’équations simplifié décrivant les couches limites est
obtenu. Autrement dit, les auteurs négligent les termes de diffusion dynamique et thermique
selon la direction axiale. Il faut noter que dans le cas de la plaque plane, le gradient thermique
reste localisé à proximité de la surface chauffée, il s’en suit que l’épaisseur de la couche
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(a)

(b)

(c)

FI GURE I.10 – Comparaisons en terme de Nusselt moyen (a), vitesse verticale (b) et pression
longitudinale (c) pour deux modèles d’́equations : parabolique et elliptique, et pour différents
nombres de Rayleigh modifiés [5].
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limite thermique est négligeable devant la position verticale le long du canal [52][53][54].
Le deuxième système d’équations est appelé système d’équations elliptiques en espace
(parabolique en temps). Ce type d’équations a été utilisé pour prendre en compte tous les effets
diffusifs dans les équations de conservation de quantité de mouvement et d’énergie. En effet,
Naylor et al. [5] constatent que les résultats en terme de pression et de vitesse verticale obtenus
par un modèle parabolique et ceux obtenus par un modèle elliptique sont en excellent accord à
faibles nombres de Rayleigh alors que les différences croissent quand le nombre de Rayleigh
augmente (cf. Fig. I.10). De plus, les profils de vitesse à l’entrée du canal sont différents pour
les deux modèles d’équations. Quant aux résultats en terme de nombre de Nusselt moyen, ils
sont différents de 3%. Les différences constatées en terme de grandeurs globales et locales sont
reliées aux effets de diffusion qui ont été négligés dans le modèle parabolique des équations
de conservation [5][8]. Le système d’équations elliptiques en espace et parabolique en temps
est considéré dans notre étude (voir système d’équations (II.5) Chap.II § 2) pour les raisons
exposées précédemment.

De nombreux auteurs ont utilisé un modèle parabolique des équations de Navier-Stokes
[6][55][22] en convection naturelle dans un canal ouvert. Ce système d’équations demande
la spécification du profil de vitesse à l’entrée du canal. La relative réussite de ces études
pour le cas de la convection naturelle réside dans le fait que l’échange thermique dans le
canal n’est pas très dépendant du choix du profil de la vitesse imposé à l’entrée du canal.
D’autres auteurs [55][22][8][6] soulignent qu’une vitesse d’entrée uniforme est incorrecte pour
des valeurs élevées du nombre de Rayleigh. Cela peut expliquer les discordances entre les
résultats de nombreux auteurs dans la littérature principalement en terme de débit massique et
des champs de vitesse. Pour le cas de la convection mixte ou forcée, nous pouvons imposer
un profil parabolique ou uniforme de vitesse à l’entrée du canal. Cette supposition ne peut
pas être compatible avec les écoulements de convection naturelle. En effet, le problème est
beaucoup plus complexe à cause de la contribution des effets de diffusion dans les équations de
Navier-Stokes [11][7][10][56][5][45][29][46] [57][58]. De plus, l’écoulement est engendré par
la seule force : poussée d’Archimède. Ceci rajoute un degré de complexité pour la modélisation
de tels phénomènes dans des configurations semi-ouvertes.

Lorsque les conditions aux limites sont écrites en pression, le théorème de Bernoulli est
utilisé pour traduire la chute de pression entre l’amont et l’entrée du canal (vitesse en amont
supposée nulle et la pression est égalePatm). Plusieurs auteurs [6][7][8] constatent que la
pression motrice à l’entrée du canal (Pe = −0.5Ve

2), due à la vitesse du fluide entrant, ne peut
être négligée, l’influence est d’autant plus importante que le nombre de Rayleigh est grand.
Dalbert et al. [6] et Marcondes et al. [7] rajoutent qu’une pression atmosphérique à l’entrée ne
correspond pas au cas de la convection naturelle, mais à un cas de convection mixte. En effet,
pour des plaques très écartées dans le cas d’un canal chauffé symétriquement en densité de
flux, Dalbert et al. [6] comparent la température maximale de la paroi chaude avec les études
de Aung et al. [55] et Engel et al. [59] qui supposent l’entrée du canal àPe = Patm, les résultats
sont de 10% inférieurs à celles de la plaque plane [24] (cf. Fig. I.11). Cela explique aussi les
valeurs supérieures trouvées pour les débits en comparaison avec les résultats de Aung et al.
(1972) [55] (cf. Fig.I.11). De même, en imposant une pression atmosphérique à l’entrée du
canal, Marcondes et al. [7] trouvent que les profils de vitesse surestiment le débit massique
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Numérique, Aung et al. (1972) 

(a)

Solution numérique présentée
Solution numérique,  Aung et al. (1972) 
Solution intégrale, Engel et al. (1967)    
Plaque plane verticale, Sparrow et al. (1956)
Solution de régime établi, Aung (1972) 

(b)

FI GURE I.11 – Comparaisons en terme de débit (a) et de temṕerature maximale de paroi
chaude (b) pour deux conditions aux limites en pressionà l’entrée du canal [6].

qu’induirait une convection naturelle pure (cf. Fig. I.12) rejoignant ainsi les mêmes remarques
que ceux de Dalbert et al. [6]. Ils précisent aussi que du moment ou ce surplus ne change
pas l’épaisseur de la couche limite thermique, le transfert thermique n’est pas affecté par la
condition aux limites en pression à l’entrée (cf. Fig. I.13). Dans la figure I.14, Morrone et
al. [8] comparent les profils de pression adimensionnée le long de la ligne médiane du canal
pour deux nombres deGrL (basé sur la hauteur) et pour différents rapports d’aspect. La figure
I.14 montre que la pression chute d’une manière importante le long du canal. Par conséquent,
Morrone et al. [8] confirment qu’imposer une pression atmosphérique comme conditions aux
limites à l’entrée du canal est une hypothèse erronée.

L’amplitude et la direction de l’écoulement à l’entrée du domaine sont déterminées par ce
qui se passe près de la paroi chauffée (à une certaine distance loin en amont). Cette difficulté
a poussé les chercheurs à considérer des conditions aux limites qui exercent le moins de
contraintes sur l’écoulement, dans le but que l’écoulement s’établit lui-même en amplitude
et en direction. Dans cette même optique, des auteurs comme [9][60] [61] [8] ont utilisé des
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Numérique Nieckle et al. 1987
Numérique 
Numérique 

Numérique Nieckle et al. 1987
Numérique 
Numérique 

FI GURE I.12 – Comparaisons en terme de vitesse verticale adimensionnelleà l’entrée et en
sortie du canal pour deux conditions aux limites en pressionà l’entrée du canal [7].

FI GURE I.13 – Comparaisons en terme de température adimensionnelle pour deux conditions
aux limites en pressioǹa l’entrée du canal [7].

conditions aux limites qui correspondent à un écoulement de convection naturelle en régime
établi dans un canal précédé par une extension droite adiabatique à l’entrée (voir figure I.15).
Les conditions aux limites à l’entrée de la zone adiabatique sont similaires à ceux utilisées pour
le cas d’un canal sans extensions.

Une autre solution consiste à changer les extensions adiabatiques par des volumes artificiels
de manière à agrandir le domaine de calcul à l’entrée et/ou en sortie du canal chauffé
[5][62][45] [63] [46] [64]. Le but d’utiliser ces volumes artificiels est de prendre en compte la
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FI GURE I.14 – Comparaisons en terme de pression longitudinale au milieu du canal pour
GrL = 103,105 et pour diff́erents rapports de formes [8].

Conditions aux limites dynamiques adimensionnelles

FI GURE I.15 – Sch́ema du mod̀ele physique avec les conditions aux limites dynamiques : (a)
extension adiabatique non chaufféeà l’entrée, (b) extension adiabatique non chauffée en sortie
[9]

diffusion de la quantité de mouvement et de l’énergie qui se déroule à l’extérieur du canal et de
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Conditions aux limites en vorticité    et en fonction de courant 

FI GURE I.16 – Domaine de calcul en forme de ”I” et les conditions aux limites en vorticité
utilisé par Manca et al. [10].

permettre à l’écoulement de s’établir avant d’arriver à l’entrée. Les conditions aux limites se
traduisent finalement par des conditions de gradient nul en vitesse et en pression [6][5] [63] ou
en vorticité [62] [46].

Deux études intéressantes traitant les conditions aux limites dynamiques de manière
différente à l’entrée du canal sont menées par Naylor et al. [5] et Straatman et al. [11]. Les
conditions aux limites dynamiques utilisées à l’entrée du canal sont basées sur l’écoulement
de Jeffrey-Hamel (voir figure I.17). Ce dernier correspond à une solution de similarité pour
un écoulement généré par la présence d’une source de température≪ Sink point≫ au point
d’intersection de deux parois. Ces études ont permis de vérifier la relation existante entre
l’énergie cinétique et la pression à l’entrée du canal en concordance avec la pression de
Bernoulli imposée dans le cas du canal seul dans les études précédentes [6][8][7].
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Point source (Sink point)

Point source (Sink point)

Conditions aux limites dynamiques

FI GURE I.17 – Domaine de calcul physique pour l’écoulement de Jeffrey-Hamel avec les
conditions aux limites dynamiques [11].

Ramanathan et al. [12] et Poulikakos [65] ont essayé de résoudre le problème des conditions
aux limites en mettant le canal dans une large cavité isotherme (voir figure I.18 ). Les résultats
obtenus sont en accord avec l’étude expérimentale de Wirtz and Stutzman [66] seulement pour
le cas des faibles nombres de Rayleigh modifié. Cette étude numérique a engendré des temps de
calcul importants vu le domaine assez large utilisé. De plus, une correction sur le pré-chauffage
de l’air re-entrant dans le canal doit être prise en compte ce qui n’a pas été fait dans cette
étude. En effet, l’air ré-entrant dans le canal peut bien être à une température supérieure à
la température ambiante si la température de la cavité n’est pas contrôlée. Toutefois, cette
étude reste indispensable pour éventuellement étudier les conditions aux limites dynamiques
à l’entrée et en sortie du canal. En effet, nous utiliserons cette configuration dans le dernier
chapitre de ce manuscrit dans le but de modéliser des condition aux limites en pression à
l’entrée et en sortie du canal. Nous essayerons par la suite d’intégrer ces conditions aux limites
dans les simulations et de voir leur influence sur le transfert thermique et sur l’écoulement.

En analysant l’opérateur de Stokes provenant de la discrétisation des équations de Navier
Stokes à l’aide de la décomposition en valeurs singulières, P. Le Quéré [44] a démontré
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Conditions aux limites dynamiques

FI GURE I.18 – Domaine de calcul physique utilisé par Ramanathan et al. [12]

que certains choix de conditions aux limites entraı̂nent une augmentation de la dimension
du noyau de l’opérateur de Stokes (obtenue après discrétisation en temps des équations de
conservation de quantité de mouvement), ce qui donne une infinité de solutions au problème.
Cette problématique ressurgit particulièrement quand des conditions aux limites du type
Neumann homogène sont imposées sur la composante normale de la vitesse à l’entrée et en
sortie du canal. En effet, il est connu que le problème de Stokes est un problème singulier
[44]. Cela est vrai parce que le triplet(u,v, p) = (0,0,1) est solution du problème homogène
de Stokes indépendamment des conditions aux limites. P. Le Quéré [44] a montré qu’un profil
de Poiseuille pour la vitesse et une pression linéaire selon y (hauteur du canal) satisfont au
problème de Stokes homogène. Par conséquent, si une solution des équations non-homogènes
est obtenue, elle n’est pas unique à partir du moment où cette solution modifiée par n’importe
quel profil de Poiseuille est encore solution des équations non-homogènes (l’opérateur de
Stokes est linéaire). Dans le cas de l’étude de Kettleborough [63], la dimension du noyau de
Stokes est de 3, ce qui veut dire que le problème de Stokes admet trois valeurs singulières
correspondant à trois modes singuliers, un mode connu(u,v, p) = (0,0,1) et deux autres
inconnus. Quant aux études de Manca et al. [10], Bianco et al. [46], Morrone et al. [8] et
Giroux et al. [67], la dimension du noyau de Stokes est de 4, trois modes singuliers sont
inconnus. Le problème de Stokes admet donc une infinité de solutions pour tous les cas de
figures précédents. L’étude de P. Quéré [44] peut expliquer les discordances observées dans la
littérature en terme de champ de vitesse.
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Comme expliqué précédemment, la spécification de la vitesse verticale est impossible
dans le cas du canal ouvert, de la même façon le débit à l’entrée reste aussi une inconnue
du problème. Certains chercheurs ont utilisé des volumes artificiels aux extrémités du canal,
d’autres ont mis le canal dans une large cavité, le but étant de repousser les conditions aux
limites au loin, permettant de n’imposer aucune condition stricte à l’entrée/sortie du canal.
Cependant, ces investigations numériques demandent des temps de calcul et une mémoire
considérable. Afin de s’affranchir des temps de calcul que peuvent entrainer les volumes
artificiels, il serait judicieux d’utiliser un canal seul. La difficulté qui se pose concerne la
définition des conditions aux limites à utiliser afin d’approcher au mieux la réalité physique.

D’une part, pour des nombres de Rayleigh et des rapport de formes assez grands, on peut se
concentrer sur la modélisation du canal lui-même en sachant que les effets diffusifs en amont du
canal sont négligeables pour cette gamme de paramètres (Ra∗, L/d). D’autre part, si le rapport
de forme et le nombre de Rayleigh sont petits, compte tenu des effets diffusifs importants
notamment aux frontières ouvertes, on ne peut procéder sans les méthodes précédemment cités
[10][46][8][67]. Cela dit, concernant les conditions aux limites en vitesse, la seule possibilité
serait de supposer sa dérivée verticale égale à 0 (Neumann homogène), si en plus on suppose
que l’écoulement rentre verticalement, la vitesse horizontale peut être mise à 0. En sortie, dans
le cas d’un canal suffisamment long, nous pouvons imposer les mêmes conditions aux limites
en vitesse imposées à l’entrée. Notons par ailleurs que, l’utilisation des conditions aux limites
du type Neumann homogène pour la composante normale de la vitesse donne effectivement une
dimension du noyau de l’opérateur de Stokes de 2 [44]. Cela permettra dans des cas particuliers
(Bernoulli Global zéro cf. Chap.II §3), en connaissant les modes singuliers de l’opérateur
de Stokes, de vérifier les conditions aux limites dynamiques à l’entrée du canal. C’est une
nouvelle méthode qui fera l’objet d’une investigation lors de nos simulations numériques.

Quant aux conditions aux limites en pression, en sachant que l’hypothèsePe = Patm est
fausse, la chute de pression entre l’amont et l’entrée du canal (idem pour le fluide entrant en
sortie du canal dans le cas d’une recirculation) est prise en compte dans notre étude via le
théorème de Bernoulli généralisé. En effet, Aihara [68] a proposé pour la première fois de
relier la pression au débit massique en comparaison avec les résultats numériques de Bodoia et
Osterle [22]. Dalbert et al. [6] étaient parmi les premiers à prendre en compte de cette chute
de pression qui est une mesure de l’énergie nécessaire pour amener le fluide du repos (l’infini)
à l’entrée du canal. En utilisant l’écoulement de Jeffrey-Hammel, Naylor [5] et Straatman
et al. [11] ont confirmé cette relation entre l’énergie cinétique et la pression à l’entrée du
canal. Pour la pression en sortie, elle est supposée nulle en considérant une condition de jet libre.

5 Positionnement et orientations de l’́etude

Nous avons présenté dans la première partie de ce chapitre le contexte général de notre
étude ainsi que le lien entre l’application étudiée, la façade double-peau photovoltaı̈que, et
la problématique scientifique choisie : l’écoulement de convection naturelle en canal vertical.
Nous avons vu dans ce chapitre que le fonctionnement de ce type de système reste encore
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mal compris du fait de la complexité des couplages existantsentre les différents modes de
transfert de chaleur et de masse au sein de la lame d’air. Afin de mieux cerner ces phénomènes
complexes, des études expérimentales et numériques sont menées au CETHIL. Dans cette
présente thèse, notre contribution porte essentiellement sur l’étude numérique des transferts
thermiques et de l’écoulement en convection naturelle dans un canal ouvert.

Afin de fixer l’orientation de nos travaux de recherche, nous avons effectué dans la
deuxième partie de ce chapitre une revue bibliographique sur les études de convection naturelle
dans un canal vertical ouvert. L’analyse de l’étude bibliographique révèle cependant plusieurs
manques liés à notre cas d’étude. D’abord, la majorité des investigations numériques s’est
focalisée sur la détermination des échanges convectifs dans le canal. Peu d’études à la
fois thermique et dynamique ont été réalisées alors qu’elles sont extrêmement importantes
pour la compréhension des phénomènes mis en jeu au sein du canal. Ensuite, l’influence
du rayonnement sur l’écoulement de convection naturelle est très peu étudiée. La plupart
des études ont été réalisées en utilisant l’air comme fluide de travail, le rayonnement y a
été négligé et l’hypothèse de convection naturelle pure a été considérée. Ainsi, l’interaction
du rayonnement de surface avec la convection naturelle n’est pas encore complètement
investiguée. Enfin, des auteurs ont utilisé l’eau comme fluide de travail afin de s’affranchir du
rayonnement entre surfaces et d’étudier seulement la convection naturelle pure. Cependant,
aucune étude comparative entre l’eau et l’air en convection naturelle n’a été recensée jusqu’à
aujourd’hui dans le cas d’un canal ouvert.

Afin de contribuer à la compréhension des mécanismes physiques mis en jeu en convection
naturelle dans un canal ouvert, nous avons décidé de mener une étude numérique de ces
écoulements en résolvant les équations de Navier-Stokes sous leur forme elliptique. Concernant
la géométrie utilisée, nous avons opté pour un canal seul en vue de s’affranchir des temps
de calcul importants que peut engendrer l’utilisation des volumes artificiels à l’entrée et en
sortie du canal. Par ailleurs, les équations elliptiques demandent un traitement particulier des
conditions aux limites dynamiques (en vitesse et en pression) en géométrie ouverte. Pour
cela, nous avons définit les conditions aux limites qui nous semblent les plus appropriées en
s’appuyant sur les études numériques menées précédemment dans la littérature.

Après avoir relevé les manques (non-exhaustifs) de la littérature et définit les conditions
aux limites entrée/sortie, il a été convenu de mener plusieurs études numériques. La première
étape consiste à valider le code numérique en comparant nos résultats avec ceux obtenus dans
la littérature pour des problématiques classiques en convection naturelle. Puis, nous procédons
à des études numériques sur la thermique et la dynamique d’écoulement accompagnées par
des mesures expérimentales existantes. Ainsi, nous relevons et analysons les écarts entre les
résultats numériques et expérimentaux. Nous essayons par la suite d’améliorer les prévisions
numériques en prenant en compte des phénomènes physiques qui on été souvent négligés
dans la littérature (rayonnement entre surfaces, variation des propriétés thermophysiques en
fonction de la température). Par ailleurs, dans le but de vérifier si l’usage conventionnel de
l’eau pour modéliser la convection d’air dans un canal vertical donne des résultats raisonnables
en terme de champs de température et de vitesse et de relever les différences en terme de
structure d’écoulement (taille de recirculation, taille d’écoulement de retour, longueur de

27

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0003/these.pdf 
© [A. Zoubir], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés



Chapitre I. Contexte et étude bibliographique

pénétration), nous menons une étude comparative de la convection naturelle entre l’eau et
l’air dans un canal ouvert. Enfin, en vue d’améliorer les conditions aux limites en pression
à l’entrée et en sortie du canal, notamment pour inclure les pertes de charges singulières
aux frontières ouvertes, nous tentons de modéliser les conditions aux limites en pression en
menant une étude numérique en convection naturelle au sein d’un canal contenu dans une cavité.
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Chapitre II

Modèles math́ematiques et ḿethodes
numériques

Dans la première section de ce chapitre, nous écrivons d’abord les équations sous leur forme
générale en convection naturelle d’un fluide newtonien en milieux confinés. Les équations
sont ensuite simplifiées grâce aux hypothèses introduites notamment l’approximation de
Boussinesq. Enfin, les équations sont modifiées pour tenir compte de la variation des propriétés
thermophysiques en fonction de la température. Dans la deuxième section, nous présentons
les conditions aux limites dynamiques et thermiques. La troisième section est dédiée à la
résolution des équations de Navier-Stokes. Nous y présentons la méthode des différences finies
et les schémas de discrétisation temporel et spatial appliqués aux équations de conservation.
Puis, nous détaillons les algorithmes utilisés pour résoudre les équations discrètes et pour
implémenter les conditions aux limites dynamiques. Dans la quatrième section, nous présentons
le formalisme du transfert radiatif entre surfaces en convection naturelle dans un canal d’air
vertical. Les quantités dynamiques et thermiques étudiées le long de ce manuscrit sont données
dans la cinquième section.

1 Écoulements de convection naturelle

Les écoulement de convections naturelle sont dues à des variations de la masse volumique,
provoquées par une distribution non-uniforme de la température dans un fluide. Les gradients
de masse volumique induient donc un mouvement du fluide transportant ainsi de la chaleur qui
va être échangée avec son environnement. Ce phénomène entraı̂ne donc un couplage fort entre
le champ de température et le champ de vitesse. La force gouvernant la convection naturelle
est appelée poussée d’Archimède. Cette dernière s’écrit selon l’axe vertical~y comme suit :
~FA = (ρ0− ρ)g~y, avecg l’accélération gravitationnelle,ρ0 la masse volumique du fluide à la
température de référenceT0 et ρ est la masse volumique du fluide à la températureT.

La physique des écoulements de convection naturelle peut être étudiée à l’aide de la
résolution analytique ou numérique des équations de Navier-Stokes. La poussée d’Archimède
responsable de l’effet cheminée, intervient dans les équations de conservation de quantité de
mouvement et plusieurs approximations ont été utilisées pour simplifier la formulation des
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équations, notamment l’approximation de Boussinesq. Cette hypothèse stipule que, les effets
de dilatation du fluide sont pris en compte uniquement dans le terme de poussée d’Archimède.
Cette approximation largement utilisée dans le cas des cavités fermées différentiellement
chauffées, reste aussi valable pour des géométries ouvertes soumises à des écarts de température
moyens.

2 Équations de bilan en convection naturelle

Les équations de bilan décrivent la conservation de la masse, de la quantité de mouvement
et de l’énergie totale d’une particule fluide dans l’écoulement. Ces équations décrivent tout type
d’écoulement ainsi que différents régimes correspondants (laminaire, turbulent). Les équations
s’écrivent sous leur forme conservative :

– Équation de conservation de la masse

∂ρ
∂t

+∇.(ρ~V) = 0 (II.1)

– Équation de conservation de quantité de mouvement

∂ρ~V
∂t

+∇.(ρ~V ⊗~V) =−∇p+∇.τ+ρ~g (II.2)

où τ = µ
(

∇~V +(∇~V)tr − 2
3(∇.~V)I

)
désigne le tenseur des contraintes visqueuses pour un

fluide newtonien et en considérant l’hypothèse de Stokes.

– Équation de conservation d’énergie

ρ
D
Dt

(
e+

1
2
V2
)
=−∇.~q+∇.(~V.τ)+ρ~V.~g (II.3)

La densité de flux de chaleur est calculé via la loi de Fourier,~q= −k∇T. L’équation d’énergie
peut s’écrire en température au lieu de l’enthalpie [69] :

ρCp
DT
Dt

= ∇.(k∇T)+βT
Dp
Dt

+∇~V : τ (II.4)

Afin de simplifier les équations précédentes, les hypothèses suivantes sont prises en compte :

– Écoulement incompressible (
Dp
Dt

= 0 et ∇.~V = 0 )

– Dissipation visqueuse négligée (∇~V : τ = 0)
– Approximation de Boussinesq
– Écoulement bidimensionnel

Dans le cadre d’un repère cartésien en deux dimensions, nous obtenons donc le système
d’équations suivant :
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



∂u
∂x

+
∂v
∂y

= 0

∂u
∂t

+u
∂u
∂x

+v
∂u
∂y

=
−1
ρ0

∂p
∂x

+ν0(
∂2u
∂x2 +

∂2u
∂y2 )

∂v
∂t

+u
∂v
∂x

+v
∂v
∂y

=
−1
ρ0

∂p
∂y

+ν0(
∂2v
∂x2 +

∂2v
∂y2 )+

g
ρ0

(ρ0−ρ)

∂T
∂t

+u
∂T
∂x

+v
∂T
∂y

= α0(
∂2T
∂x2 +

∂2T
∂y2 )

(II.5)

où les propriétés physiquesρ0, ν0, Cp0 et λ0 sont ici supposées constantes et calculées à une
température de référence choisieT0, ici c’est la température ambiante.
α0 est la diffusivité thermique,β0 est le coefficient de l’expansion thermique etν0 est la
viscosité cinématique.p est la différence entre la pression dans le canal et la pression ambiante

p0 qui satisfait
dp0

dy
= ρ0g.

Après l’introduction des variables adimensionnelles :X =
x
d
, Y =

y
d
, U =

u
Ure f

, V =

v
Ure f

, Ra =
gβ0qwd4

ν0α0λ0
, P =

p

ρ0U2
re f

, θ =
T −T0

△T
avec △T =

qwd
λ0

et Lre f = d, Ure f =

√
gβ0d2qw

Prλ0
=

α0

d
Ra

1
2 , tre f =

d
Ure f

=
d2

α0
Ra−

1
2 , les équations (II.5) s’écrivent :





∂U
∂X

+
∂V
∂Y

= 0

∂U
∂t

+U
∂U
∂X

+V
∂U
∂Y

=−
∂P
∂X

+Pr.Ra−1/2(
∂2U
∂X2 +

∂2U
∂Y2 )

∂V
∂t

+U
∂V
∂X

+V
∂V
∂Y

=−
∂P
∂Y

+Pr.Ra−1/2(
∂2V
∂X2 +

∂2V
∂Y2 )+Prθ

∂θ
∂t

+U
∂θ
∂X

+V
∂θ
∂Y

= Ra−1/2(
∂2θ
∂X2 +

∂2θ
∂Y2)

(II.6)

Dans le cas de la variation des propriétés thermophysiques en fonction de la température,
les équations de Navier-Stokes deviennent alors :






∂ρ
∂t

+
∂ρu
∂x

+
∂ρv
∂y

= 0

∂u
∂t

+u
∂u
∂x

+v
∂u
∂y

=−
1
ρ

∂p
∂x

+
1
ρ

(
∂
∂x

(
µ

∂u
∂x

)
+

∂
∂y

(
µ

∂u
∂y

))

∂v
∂t

+u
∂v
∂x

+v
∂v
∂y

=−
1
ρ

∂p
∂y

+
1
ρ

(
∂
∂x

(
µ

∂v
∂x

)
+

∂
∂y

(
µ

∂v
∂y

))
+

g
ρ
(ρ0−ρ)

∂CpT

∂t
+

∂CpuT

∂x
+

∂CpvT

∂y
=

1
ρ

(
∂
∂x

(
λ

∂T
∂x

)
+

∂
∂y

(
λ

∂T
∂y

))

(II.7)
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En plus des variables adimensionnelles et de référence pr´ecédentes, nous introduisons

les propriétés thermophysiques adimensionnelles :ρ∗ =
ρ
ρ0

, µ∗ =
µ
µ0

, λ∗ =
λ
λ0

, β∗ =
β
β0

. La

variation de la capacité calorifique est supposée ici négligeable par rapport aux variations des
autres propriétés physiques (varie d’environ 0.6% entre 20 et 60C◦). On obtient alors les
équations adimensionnelles suivantes :






∂ρ∗

∂t
+

∂ρ∗U
∂X

+
∂ρ∗V

∂Y
= 0

∂U
∂t

+U
∂U
∂X

+V
∂U
∂Y

=−
1
ρ∗

∂P
∂X

+
Pr.Ra−1/2

ρ∗

(
∂

∂X

(
µ∗

∂U
∂X

)
+

∂
∂Y

(
µ∗

∂U
∂Y

))

∂V
∂t

+U
∂V
∂X

+V
∂V
∂Y

=−
1
ρ∗

∂P
∂Y

+
Pr.Ra−1/2

ρ∗

(
∂

∂X

(
µ∗

∂V
∂X

)
+

∂
∂Y

(
µ∗

∂V
∂Y

))
+Prβ∗θ

∂θ
∂t

+U
∂θ
∂X

+V
∂θ
∂Y

=
Ra−1/2

ρ∗

(
∂

∂X

(
λ∗ ∂θ

∂X

)
+

∂
∂Y

(
λ∗ ∂θ

∂Y

))

(II.8)

Des polynômes d’ordre élevé ont été utilisées pour décrire l’évolution des propriétés
thermophysiques en fonction de la température.

3 Conditions aux limites

Il est nécessaire de fermer les équations précédemment définies en y ajoutant des conditions
aux limites thermiques et dynamiques. Pour le cas de la convection naturelle en canal ouvert,
le choix des conditions aux limites dynamiques reste un problème ouvert. En effet, dans
notre cas d’étude, l’écoulement est engendré par la seule force : poussée d’Archimède. Cette
force s’équilibre avec les forces d’inertie et de viscosité, produisant ainsi un mouvement
dès qu’un gradient de température existe dans le fluide. Ainsi, imposer des conditions
aux limites entrée/sortie en vitesse ou pression est un problème non trivial. Toutefois, on
peut imposer des conditions aux limites à l’entrée du canal en utilisant le théorème de
Bernoulli [14]. En supposant que l’écoulement est irrotationnel, incompressible et établi à
l’entrée du canal, on peut appliquer ce théorème le long d’une ligne de courant, entre les
points (0) et (1) (voir Fig II.1). L’équation de Bernoulli adimensionnée s’écrit alors comme suit :

P1+0.5V2
1 = P0+0.5V2

0 (II.9)

oùV0 = 0 si on suppose que le fluide est au repos à l’extérieur du canal.
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De là, deux expressions peuvent être utilisées pour imposer une condition aux limites en
pression à l’entrée du canal :

– Bernoulli locale le long d’une ligne de courant :

P1(X,0)−P0 =−0.5V1(X,0)2 (II.10)

– Bernoulli globale le long d’un tube de courant :

P1(X,0)−P0 =−0.5

(∫ 1

0
V(X,0)dX

)2

(II.11)

A l’entrée du canal, la condition aux limites type Bernoulli traduit une dépression qui
correspond à une diminution d’énergie liée à l’aspiration du fluide extérieur. Pour le fluide
sortant, nous imposons une condition de jet libre (pression atmosphérique). Dans le cas d’un
écoulement de retour en sortie du canal, on peut soit imposer une pression atmosphérique, soit
appliquer le théorème de Bernoulli le long d’une ligne de courant.

x

z

q

y

g

FI GURE II.1 – Configuration d’un canal vertical ouvert chauffé asyḿetriquement en densité de
flux. Le canal est de rapport de forme de L/d.

Pour le cas du canal ouvert considéré (cf. Fig. II.1), les conditions aux limites sont formulées
de la manière suivante :





λ∗(∂θ)/(∂X) =−1 ;V = 0 ; U = 0; àX = 0, 0≤Y ≤ A

λ∗(∂θ)/(∂X) = 0 ; V = 0 ; U = 0; àX = 1, 0≤Y < A

θ = 0 ; (∂V)/(∂Y) = 0 ;U = 0 ; P=−0.5

(∫ 1

0
V(X,0)dX

)2

àY = 0, 0≤ X ≤ 1

(∂θ)/(∂Y) = 0 ; (∂V)/(∂Y) = 0 ; U = 0 ; P= 0 àY = A, 0≤ X ≤ 1

(II.12)
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La condition aux limites (entrée/sortie) en pression correspond ici à imposer une pression

du type Bernoulli globaleP=−0.5
(∫ 1

0 V(X,0)dX
)2

à l’entrée et une pression nulle en sortie

du canal. Il existe d’autres combinaisons de conditions aux limites entrée/sortie en pression,
notamment, dans le cas où seul la condition aux limites en pression change en sortie du canal
tout en gardant Bernoulli globale à l’entrée :






P= 0 siV > 0 àY = A, 0≤ X ≤ 1

P=−
1
2
V(X,A)

2
si V ≤ 0 àY = A, 0≤ X ≤ 1

(II.13)

Une autre condition aux limites correspond à imposer Bernoulli locale à l’entrée et une
pression nulle en sortie du canal :





P=−

1
2
V(X,0)

2
àY = 0, 0≤ X ≤ 1

P= 0 àY = A, 0≤ X ≤ 1
(II.14)

Dans le cas du fluide entrant en sortie du canal (écoulement de retour), Bernoulli locale est
appliquée (entre les points (3) et (2)). La dernière condition aux limites en pression correspond
donc à garder Bernoulli locale à l’entrée et à remplacer la condition aux limites de sortie par
celle des équations (II.13) :





P=−
1
2

V(X,0)
2

àY = 0, 0≤ X ≤ 1

P= 0 siV > 0 àY = A, 0≤ X ≤ 1

P=−
1
2
V(X,A)

2
si V ≤ 0 àY = A, 0≤ X ≤ 1

(II.15)

Dans la suite, nous appellerons les quatre conditions aux limites dans l’ordre : Bernoulli
globale zéro(BG0), Bernoulli globale(BG), Bernoulli locale zéro(BL0), Bernoulli locale
(BL).
Concernant les conditions aux limites thermiques, les parois sont soumises à un flux de chaleur
uniforme et une condition de Neumann homogène est imposée aux parois adiabatiques. Nous
négligeons dans une première approximation les flux longitudinaux en sortie du canal, étant
donné que les gradients thermiques transverses sont plus importants. En effet, l’écoulement est
supposé parfaitement établi en sortie. Quant au fluide entrant à l’entrée et en sortie du canal,
on suppose qu’il est à la température extérieure. Dans cette approximation, on néglige le fait
que le fluide entrant peut être préchauffé dans l’environnement extérieur. Seule une simulation
intégrant la totalité de l’environnement permettrait de simuler complètement ce problème.

4 Résolution deśequations de conservation

La résolution numérique des équations de Navier-Stokes a commencé dans les années 60,
et, par conséquent, de nombreux codes ont été développés (STAR-CCM, FLUENT, ANSYS,
CFX, ...). En industrie, les codes utilisés sont des génériques commercialisés qui permettent
d’aborder des problématiques physiques en géométries complexes. Cependant le noyau de
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calcul ainsi que les modèles implémentés dans ces codes sont verrouillés et il est difficile voire
impossible de modifier le code source et de le faire interagir avec de nouvels algorithmes. Les
codes ouverts principalement issu du milieu universitaire ou de centres de recherche offrent
plus de flexibilité en programmation. Ils permettent d’utiliser de nouveaux algorithmes offrant
l’amélioration de la précision des calculs et ainsi l’augmentation de l’éfficacité du code. De
nombreuses comparaisons entre les codes commerciaux et académiques ont été effectuées et
ont fait ressortir les problèmes des codes commerciaux, montrent le bien-fondé de l’approche
académique [70] [71][72].

Dans le domaine de la mécanique des fluides numérique, de nombreuses méthodes ont
été développées pour résoudre les équations de conservation de quantité de mouvement et
de l’énergie. Les méthodes de discrétisations les plus connues sont les différences finies, les
volumes finis et les éléments finis. Pour le cas de géométries simples en mécanique des fluides,
les différences finies et les volumes finies sont les plus utilisées. Dans les cas de problèmes de
dimensions élevées et de géométries complexes, les éléments finis sont privilégiés. Il existe
d’autres méthodes qui permettent d’obtenir des schémas de discrétisation d’ordre élevé comme
les méthodes spectrales. Dans notre présente étude, un code interne destiné au départ pour
simuler les écoulements de convection naturelle dans une cavité fermée a été adapté pour traiter
le cas des géométries semi-ouvertes. La méthode des différences finies d’ordre deux en temps
et en espace a été utilisée compte tenue de la simplicité de la géométrie et de la facilité de
l’implémentation de la méthode.

4.1 Discŕetisation temporelle

La discrétisation en temps du système d’équations (II.6) est basée sur un schéma
de différence finies semi-implicite d’ordre 2 [73]. Les termes diffusifs sont discrétisés
implicitement en utilisant le schéma d’Euler retardé à trois points et les termes convectifs non-
linéaires sont discrétisés à l’aide de l’extrapolation d’Adams Bachforth. Avec :

f n+1 = 2 f n− f n−1+O(△t2) (II.16)

et :

∂ f n+1

∂t
=

3 f n+1−4 f n−1+ f n

2△ t
+O(△t2) (II.17)

une équation de convection-diffusion prend la forme semi-discrète suivante :

3 f n+1−4 f n−1+ f n

2△ t
+2(V.∇ f )n− (V.∇ f )n−1 = ∇

2
f n+1 (II.18)

qui peut prendre la forme d’une équation de Helmholtz :

(Cf ∇2−Λ) f n+1 = Sf +O(△t2) (II.19)

oùCf une constante,Λ =
3

2△ t
et Sf =

−4 f n−1+ f n

2△ t
+2(V∇ f )n− (V.∇ f )n−1
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Les schémas ci-dessus appliqués au système d’équations(II.6) conduisent au système
suivant :





∂Un+1

∂X
+

∂Vn+1

∂Y
= 0

(PrRa−
1
2 ∇2−Λ)Un+1 =

∂Pn+1

∂X
+Su

(PrRa−
1
2 ∇2−Λ)Vn+1 =

∂Pn+1

∂Y
+Sv

(Ra−
1
2 ∇2−Λ)θn+1 = Sθ

(II.20)

où Sθ =
−4θn−1+θn

2△ t
+2(V∇θ)n− (V.∇θ)n−1, Su =

−4Un−1+Un

2△ t
+2(V∇U)n− (V.∇U)n−1

et Sv =
−4Vn−1+Vn

2△ t
+2(V∇V)n− (V.∇V)n−1+Prθn+1

La discrétisation en temps du système d’équations (II.8) se fait de la même manière mais
en respectant les variations des propriétés thermophysiques. Le système d’équations (II.8)
discrétisé en temps s’écrit comme suit :





3ρ∗(n+1)
−4ρ∗(n) +ρ∗(n−1)

2△ t
+

∂ρ∗(n+1)
Un+1

∂X
+

∂ρ∗(n+1)
Vn+1

∂Y
= 0

(
PrRa−

1
2

ρ∗(n+1)
∇.
(

µ∗
(n+1)~∇

)
−Λ

)
Vn+1 =

1

ρ∗(n+1)

∂Pn+1

∂Y
+Sv

(
PrRa−

1
2

ρ∗(n+1)
∇.
(

µ∗
(n+1)~∇

)
−Λ

)
Un+1 =

1

ρ∗(n+1)

∂Pn+1

∂X
+Su

(
Ra−

1
2

ρ∗(n+1)
∇.
(

λ∗(n+1)~∇
))

−Λ)θn+1 = Sθ

(II.21)

où Sθ =
−4θn−1+θn

2△ t
+ 2(V∇(θ))n − (V.∇(θ))n−1, Su =

−4Un−1+Un

2△ t
+ 2(V∇(U))n −

(V.∇(U))n−1, Sv =
−4Vn−1+Vn

2△ t
+2(V∇(V))n− (V.∇(V))n−1+Prβ∗θn+1

4.2 Discŕetisation spatiale

Tous les termes des équations II.20 et II.21 sont discrétisés en espace par un schéma centré
d’ordre deux. Les conditions aux limites de Neumann en vitesse verticale à l’entrée et en
sortie du canal sont discrétisées respectivement par des schémas décentrées aval et amont
d’ordre 2. Les variables sont localisées sur le domaine de calcul de façon décalée [74] [75].
La grille utilisée a trois sous-grilles, une pour la pression et la température (et les propriétés
thermophysiques), une pour la vitesse horizontale et une pour la vitesse verticale. Le placement
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des sous-grilles est montré dans la figure II.2 où les flèches horizontales indiquent les nœuds
deU , les flèches verticales indiquent les noeuds deV et les points noirs indiquent les nœuds de
P,θ,λ∗,µ∗ et ρ∗.

FI GURE II.2 – Grille décaĺee

Les termes à dérivées spatiales dans l’équation de la conservation de la masse sont
discrétisés avec un schéma décentré aval :

∂ρ∗U
∂X

|I ,J=
ρ∗

i+1,JUi+1,J−ρ∗
i,JUi,J

△X
=

(ρ∗
I+1,J+ρ∗

I ,J

2

)
Ui+1,J−

(ρ∗
I ,J+ρ∗

I−1,J

2

)
Ui,J

△X
(II.22)

∂ρ∗V
∂Y

|I ,J=
ρ∗

I , j+1UI , j+1−ρ∗
i,JUi,J

△Y
=

(ρ∗
I ,J+1+ρ∗

I ,J

2

)
UI , j+1−

(ρ∗
I ,J+ρ∗

I ,J−1

2

)
UI , j

△Y
(II.23)

Les termes convectifs sous forme discrétisée sont :

∂ρ∗U2

∂X
|i,J=

ρ∗
I ,JU

2
I ,J−ρ∗

I−1,JU
2
I−1,J

△x
=

ρ∗
I ,J

(
Ui,J+Ui+1,J

2

)2

−ρ∗
I−1,J

(
Ui,J+Ui−1,J

2

)2

△x
(II.24)

∂ρ∗VU
∂y

|i,J=
ρ∗

i, j+1Vi, j+1.Ui, j+1−ρ∗
i, jVi, j .Ui, j

△y
(II.25)

=

(ρ∗
I−1,J+1+ρ∗

I ,J+1+ρ∗
I−1,J+ρ∗

I ,J)

4
(VI , j+1+VI−1, j+1)

2
.
(Ui,J+1+Ui,J)

2
△y

−

(ρ∗
I−1,J−1+ρ∗

I ,J−1+ρ∗
I−1,J+ρ∗

I ,J)

4
(VI , j +VI−1, j)

2
.
(Ui,J+Ui,J−1)

2
△y
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∂ρ∗V2

∂Y
|I , j=

ρ∗
I ,JV

2
I ,J−ρ∗

I ,J−1V
2

I ,J−1

△y
=

ρ∗
I ,J

(
VI , j +VI , j+1

2

)2

−ρ∗
I ,J−1

(
VI , j +VI , j−1

2

)2

△y
(II.26)

∂ρ∗UV
∂X

|I , j=
ρ∗

i+1, jUi+1, j .Vi+1, j −ρ∗
i, jUi, j .Vi, j

△x
(II.27)

=

(ρ∗
I ,J−1+ρ∗

I ,J+ρ∗
I+1,J−1+ρ∗

I+1,J)

4
(VI , j +VI+1, j)

2
.
(Ui+1,J+Ui+1,J−1)

2
△x

−

(ρ∗
I ,J−1+ρ∗

I ,J+ρ∗
I−1,J−1+ρ∗

I−1,J)

4
(VI , j +VI−1, j)

2
.
(Ui,J+Ui,J−1)

2
△x

∂ρ∗Uθ
∂X

|I ,J=
ρ∗

i+1,JUi+1,Jθi+1,J−ρ∗
i,JUi,Jθi,J

△x
=

Ui+1,J
(ρ∗

I+1,J+ρ∗
I ,J)

2
(θI ,J+θI+1,J)

2
△x

−
Ui,J

(ρ∗
I ,J+ρ∗

I−1,J)

2
(θI ,J+θI−1,J)

2
△x

(II.28)

∂ρ∗Vθ
∂y

|I , j=
ρ∗

I , j+1VI , j+1θI , j+1−ρ∗
I , jVI , jθI , j

△y
=

(ρ∗
I ,J+1+ρ∗

I ,J)

2
VI , j+1

(θI ,J+1+θI ,J)

2
△y

−

(ρ∗
I ,J+ρ∗

I ,J−1)

2
VI , j

(θI ,J+θI ,J−1)

2
△y

(II.29)

Les termes diffusifs sous forme discrétisée sont les suivants :

∂
∂X

(
µ∗

∂U
∂X

)
|i,J =

(
µ∗

∂U
∂X

)

I ,J
−

(
µ∗

∂U
∂X

)

I−1,J

△X

=

(
µ∗I ,J

(
Ui+1,J−Ui,J

△X

))
−

(
µ∗I−1,J

(
Ui,J−Ui−1,J

△X

))

△X

(II.30)

38

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0003/these.pdf 
© [A. Zoubir], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés
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∂
∂Y

(
µ∗

∂U
∂Y

)
|i,J =

(
µ∗

∂U
∂Y

)

i, j+1
−

(
µ∗

∂U
∂Y

)

i, j

△Y

=

(
µ∗i, j+1

(
Ui,J+1−Ui,J

△Y

))
−

(
µ∗i, j

(
Ui,J−Ui,J−1

△Y

))

△Y

=

((
µ∗I ,J+µ∗I ,J+1+µ∗I−1,J+µ∗I−1,J+1

4

)
∗

(
Ui,J+1−Ui,J

△Y

))

△Y

−

((
µ∗I ,J+µ∗I ,J−1+µ∗I−1,J+µ∗I−1,J−1

4

)
∗

(
Ui,J−Ui,J−1

△Y

))

△Y

(II.31)

∂
∂X

(
µ∗

∂V
∂X

)
|I , j =

(
µ∗

∂V
∂X

)

i+1, j
−

(
µ∗

∂V
∂X

)

i, j

△X

=

((
µ∗I ,J+µ∗I+1,J+µ∗I ,J−1+µ∗I+1,J−1

4

)
∗

(
VI+1, j −VI , j

△X

))

△X

−

((
µ∗I ,J+µ∗I−1,J+µ∗I ,J−1+µ∗I−1,J−1

4

)
∗

(
VI , j −VI−1, j

△X

))

△X

(II.32)

∂
∂Y

(
µ∗

∂V
∂Y

)
|I , j =

(
µ∗

∂V
∂Y

)

I ,J
−

(
µ∗

∂V
∂Y

)

I ,J−1

△Y

=

(
µ∗I ,J

(
VI , j+1−VI , j

△Y

))
−

(
µ∗I ,J−1

(
VI , j −VI , j−1

△Y

))

△Y

(II.33)

∂
∂X

(
λ∗ ∂θ

∂X

)
|I ,J =

(
λ∗ ∂θ

∂X

)

i+1,J
−

(
λ∗ ∂θ

∂X

)

i−1,J

△X

=

((λ∗
I+1,J+λ∗

I ,J

2

)
∗

(
θI+1,J−θI ,J

△X

))

△X

−

((λ∗
I ,J+λ∗

I−1,J

2

)
∗

(
θI ,J−θI−1,J

△X

))

△X

(II.34)
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Modèles math́ematiques et ḿethodes nuḿeriques

∂
∂Y

(
λ∗ ∂θ

∂Y

)
|I ,J =

(
λ∗ ∂θ

∂Y

)

I , j+1
−

(
λ∗ ∂θ

∂Y

)

I , j−1

△Y

=

((λ∗
I ,J+1+λ∗

I ,J

2

)
∗

(
θI ,J+1−θI ,J

△Y

))

△Y

−

((λ∗
I ,J+λ∗

I ,J−1

2

)
∗

(
θI ,J−θI ,J−1

△Y

))

△Y

(II.35)

Pour la simplification des écritures précédentes, on pose :
a= µ∗I−1,J
b= µ∗I ,J
c= b+a
d = (µ∗I ,J+µ∗I−1,J+µ∗I ,J+1+µ∗I−1,J+1)/4
e= (µ∗I ,J+µ∗I−1,J+µ∗I ,J−1+µ∗I−1,J−1)/4
f = d+e
g= (µ∗I ,J+µ∗I+1,J+µ∗I ,J−1+µ∗I+1,J−1)/4
h= e+g
k= µI ,J−1

l = k+b
a′ = (λ∗

I−1,J+λ∗
I ,J)/2

b′ = (λ∗
I ,J+λ∗

I+1,J)/2
c′ = b′+a′

d′ = (λ∗
I ,J−1+λ∗

I ,J)/2
e′ = (λ∗

I ,J+1+λ∗
I ,J)/2

f ′ = d′+e′

Les termes diffusifs deviennent alors :

∂
∂X

(
µ∗

∂U
∂X

)
|i,J=

aUi−1,J−cUi,J+bUi+1,J

△X2 (II.36)

∂
∂X

(
µ∗

∂U
∂Y

)
|i,J=

dUi,J−1− fUi,J+eUi,J+1

△Y2 (II.37)

∂
∂X

(
µ∗

∂V
∂X

)
|I , j=

eVI−1, j −hVI , j +gVI+1, j

△X2 (II.38)

∂
∂X

(
µ∗

∂V
∂Y

)
|I , j=

kVI , j−1− lVI , j +bVI , j+1

△Y2 (II.39)

∂
∂X

(
λ∗ ∂θ

∂X

)
|I ,J=

a′θI−1,J−c′θI ,J+b′θI+1,J

△X2 (II.40)

∂
∂Y

(
λ∗ ∂θ

∂Y

)
|I ,J=

d′θI ,J−1− f ′θI ,J+e′θI ,J+1

△Y2 (II.41)
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4.3 Algorithmes de ŕesolution

Dans la suite, nous allons traiter la résolution de l’équation de l’énergie. Nous avons opté
pour la résolution du système d’équations (II.21) qui est un système normalisé. En effet, pour
le cas de la convection pure sans variation de propriétés thermophysiques avec la température,
il suffit de mettre toutes les propriétés adimensionnellesρ∗,λ∗,µ∗,β∗ à 1.

Après discrétisation en temps, l’équation de conservation d’énergie du système d’une
équations (II.21) se met sous la forme d’équation de Helmholtz :

(
I −

C∗
θ

Λ
∇.
(

λ∗(n+1)~∇
))

θn+1 =−
Sθ
Λ

+O(△t3) (II.42)

oùC∗
θ =

Ra−1/2

ρ∗(n+1)
et Λ =

3
2△ t

Au lieu de résoudre l’équation (II.42), on factorise l’opérateur de Helmholtz 2D afin
d’obtenir deux systèmes mono-dimensionnels :

(
I −

C∗
θ

Λ

[
∂

∂X

(
λ∗(n+1) ∂

∂X

)])(
I −

C∗
θ

Λ

[
∂

∂Y

(
λ∗(n+1) ∂

∂Y

)])
θn+1 =−

Sθ
Λ

+O(△t3) (II.43)

car les équations 1D de Helmholtz, étant tridiagonales sous forme discrètes avec des schémas
centrés d’ordre 2, se résolvent facilement à l’aide de l’algorithme de Thomas Cholesky
(Tri-diagonal Matrix Algorithm, TDMA). La différence maintenant entre les équations (II.42)

et (II.43) réside dans le terme

(
C∗

θ
Λ

)2[ ∂
∂X

(
λ∗(n+1) ∂

∂X

)][
∂

∂Y

(
λ∗(n+1) ∂

∂Y

)]
θn+1 qui est en

O(△t2), alors que l’erreur de troncature dans l’équation (II.43) est enO(△t3). Quand on utilise
l’équation (II.43) l’ordre du schéma en temps est dégradé.

Remarquons queθn+1 = θn + O(△t) pour un schéma d’ordre 1, donc pour conserver
l’ordre 2 du schéma temporel on peut réécrire l’équation (II.43) comme suit :

(
I −

C∗
θ

Λ
∇.
(

λ∗(n+1)~∇
))(

θn+1−θn)=−
Sθ
Λ

−

(
I −

C∗
θ

Λ
∇.
(

λ∗(n+1)~∇
))

θn+O(△t3) (II.44)

et la factorisation de l’opérateur de Helmholtz conduit à :

(
I −

C∗
θ

Λ

[
∂

∂X

(
λ∗(n+1) ∂

∂X

)])(
I −

C∗
θ

Λ

[
∂

∂Y

(
λ∗(n+1) ∂

∂Y

)])
δθ = S̃θ +O(△t3) (II.45)

où S̃θ =−
Sθ
Λ

−

(
I −

C∗
θ

Λ
∇.
(

λ∗(n+1)~∇
))

θn et δθ = (θn+1−θn)
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Comme expliqué précédemment, on introduit un terme supplémentaire qui respecte l’ordre

2 du schéma temporel

(
Cθ
Λ

)2[ ∂
∂X

(
λ∗(n+1) ∂

∂X

)][
∂

∂Y

(
λ∗(n+1) ∂

∂Y

)]
δθ.

Nous pouvons maintenant résoudre l’équation (II.45) et donc l’équation (II.42) en
résolvant les deux équations de Helmholtz 1D et utilisant l’algorithme TDMA. Les propriétés
thermophysiques sont calculées de manière explicite en temps pour la résolution de
l’équation de l’énergie. Par exemple, au pas de tempsn+ 1, ρ∗(n+1)

= 2ρ∗(n) − ρ∗(n−1)
et

λ∗(n+1)
= 2λ∗(n) −λ∗(n−1)

.

Nous allons maintenant détailler les algorithmes utilisés pour la résolution du champ de
vitesse. La résolution des équations de conservation de quantité de mouvement nécessite la
prise en compte du couplage vitesse-pression. De plus, la pression doit être aussi résolue alors
qu’aucune équation de la pression n’est donnée. Dans le cas d’un fluide incompressible, la
masse volumique est supposée constante, donc par définition elle n’est pas liée à la pression,
dans ce cas, le couplage entre la pression et la vitesse impose une contrainte sur le champ de
vitesse : si un champ de pression est appliqué dans les équations de conservation de quantité de
mouvement, le champ de vitesse résultant doit satisfaire à l’équation de continuité [76][77].

Le problème du couplage pression-vitesse, peut être résolu en adoptant une solution
déterminé par un algorithme de prédiction-correction et basé sur une méthode de projection.
Cet algorithme consiste à trouver d’abord un champ de vitesse de prédiction en fonction d’un
champ de pression approché. Ensuite, une équation de correction de la pression est déduite de
l’équation de continuité, elle est résolue pour mettre à jour les champs de vitesse et de pression.

Cela dit, après la discrétisation en temps, nous obtenons le système d’équations de Stokes
instationnaire qui se met sous forme d’équations de Helmholtz :

(
PrRa−

1
2

ρ∗(n+1) ∇.
(

µ∗
(n+1)~∇

)
−Λ

)
Un+1 =

1

ρ∗(n+1)

∂Pn+1

∂X
+Su (II.46)

(
PrRa−

1
2

ρ∗(n+1)
∇.
(

µ∗
(n+1)~∇

)
−Λ

)
Vn+1 =

1

ρ∗(n+1)

∂Pn+1

∂Y
+Sv (II.47)

On remplace
∂Pn+1

∂X
et

∂Pn+1

∂Y
par

∂Pn

∂X
et

∂Pn

∂Y
, les vitessesUn+1 et Vn+1 sont remplacées

donc parU∗ etV∗ (champ de vitesse intermédiaire) :
(

PrRa−
1
2

ρ∗(n+1)
∇.
(

µ∗
(n+1)~∇

)
−Λ

)
U∗ =

1

ρ∗(n+1)

∂Pn

∂X
+Su (II.48)

(
PrRa−

1
2

ρ∗(n+1)
∇.
(

µ∗
(n+1)~∇

)
−Λ

)
V∗ =

1

ρ∗(n+1)

∂Pn

∂Y
+Sv (II.49)

Étant donné que nous connaissons les termes de droite et que les équations (II.48) et (II.49)
s’écrivent sous forme d’équations Helmholtz, on les résout par l’algorithme TDMA afin de
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calculer les vitesses intermédiairesU∗ et V∗.

En retranchant les équations (II.46) et (II.47) respectivement de (II.48) et (II.49) et en
négligeant les termes de diffusion on obtient :

−Λ
(

ρ∗(n+1)
Un+1−ρ∗(n+1)

U∗
)
=

∂
(
Pn+1−Pn

)

∂X
(II.50)

−Λ
(

ρ∗(n+1)
Vn+1−ρ∗(n+1)

V∗
)
=

∂
(
Pn+1−Pn

)

∂Y
(II.51)

En dérivant les équations précédentes, nous avons :

−Λ(
∂ρ∗(n+1)

Un+1

∂X
−

∂ρ∗(n+1)
U∗

∂X
) =

∂2(Pn+1−Pn)

∂X2 (II.52)

−Λ(
∂ρ∗(n+1)

Vn+1

∂Y
−

∂ρ∗(n+1)
V∗

∂Y
) =

∂2(Pn+1−Pn)

∂Y2 (II.53)

En sommant les deux équations précédentes et en prenant en compte la contrainte

d’incompressibilité (
3ρ∗(n+1)

−4ρ∗(n) +ρ∗(n−1)

2△ t
+

∂ρ∗(n+1)
Un+1

∂X
+

∂ρ∗(n+1)
Vn+1

∂Y
= 0) dans tout le

domaine, le système conduit à une équation de Poisson :

Λ(
∂ρ∗(n+1)

U∗

∂X
+

∂ρ∗(n+1)
V∗

∂Y
+

∂ρ∗(n+1)

∂t
) = ∇2φ (II.54)

où φ = Pn+1−Pn est la différence de pression entre les pas de temps n+1 et n.
L’équation (II.54) discrétisée devient alors :

Aφ+φBtr = Sφ (II.55)

où Sφ = Λ(
∂ρ∗(n+1)

U∗

∂X
+

∂ρ∗(n+1)
V∗

∂Y
+

∂ρ∗(n+1)

∂t
), A et B sont des matrices tridiagonales et

diagonalisables. On peut réécrire l’opérateur A comme suit :A= ZΛ̃Z−1 où Λ̃ est une matrice
diagonale qui contient les valeurs propresλ̃1, λ̃2 .... λ̃i deA et Z contient les vecteurs propres
deA. En substituantA dans l’équation (II.55), nous avons :

ZΛ̃Z−1φ+φBtr = Sφ (II.56)

L’équation (II.56) devient alors :

Λ̃φ̃+ φ̃Btr = S̃φ (II.57)

où φ̃ = Z−1φ et S̃φ = Z−1Sφ

L’équation (II.57) s’écrit pour chaqueλi comme suit :
i = 1, φ̃1(λ̃1I +Btr) = S̃φ1

i = 2, φ̃2(λ̃2I +Btr) = S̃φ2
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.

.

.
i, φ̃i(λ̃iI +Btr) = S̃φi

Pour chaque i, la matricẽλiI +Btr est tridiagonale et peut être résolue via l’algorithme
TDMA. On obtient alors̃φ et ensuiteφ en résolvant l’équationφ = Zφ̃.

Dans certains cas de figures, la diagonalisation partielle n’est pas adaptée. Par exemple,
dans le cas d’une plaque verticale chauffée contenue dans une cavité, la diagonalisation partielle
selon l’axeX n’est pas possible. Il existe toutefois une autre méthode pour la résolution de
l’équation de poisson en pression [78]. En remplaçant l’équation (II.54) par l’équation suivante :

Λ(
∂ρ∗(n+1)

U∗

∂X
+

∂ρ∗(n+1)
V∗

∂Y
+

∂ρ∗(n+1)

∂t
) =−Ãφ (II.58)

où l’opérateurÃ est une matrice symétrique définie positive [78]. On se retrouve dans la
situation classique dès que−Ã est le Laplacien avec des conditions aux limites de Neumann
homogènes.

Résoudre l’équation (II.58) revient à résoudre le système linéaire

Ãφ =−Sp (II.59)

avecSp = Λ(
∂ρ∗(n+1)

U∗

∂X
+

∂ρ∗(n+1)
V∗

∂Y
+

∂ρ∗(n+1)

∂t
).

L’équation (II.58) devient alors :

(
I −

∂2

∂X2

)(
I −

∂2

∂Y2

)
φ =−Sp (II.60)

Nous pouvons maintenant résoudre l’équation (II.60) et donc l’équation (II.54) en résolvant
les deux équations de Helmholtz 1D à l’aide de l’algorithme TDMA.

φ étant bien calculé, nous mettons à jour les vitesses et pression au pas de temps n+1
comme suit :






Pn+1 = Pn+φ

Un+1 =U∗−
1

ρ∗(n+1)Λ
∂φ
∂X

Vn+1 =V∗−
1

ρ∗(n+1)Λ
∂φ
∂Y

(II.61)
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Étant donné le type Dirichlet de la CL pourφ à l’entrée et en sortie du canal, la pression
Pn+1 et la vitesseVn+1 doivent être corrigées à l’entrée et en sortie. Ceci constitue la différence
fondamentale par rapport à la méthode de projection avec des conditions aux limites deφ de
type Neumann homogène.

4.4 Implémentation des conditions aux limites en pression

Nous allons dans cette partie décrire l’implémentation des conditions aux limites en
pression : Bernoulli globale zéro(BG0), Bernoulli globale(BG), Bernoulli locale zéro(BL0),
Bernoulli locale(BL).

4.4.1 Bernoulli globale źero (BG0)

Dans cette partie nous expliquons comment corriger la vitesse et la pression dans le cadre de
la méthode de projection afin de satisfaire la condition de Bernoulli globale zéro à l’entrée du
canal. La méthode de projection consiste à trouver d’abord un champ de vitesse de prédiction
(U∗,V∗) et ensuite les champs de vitesse et de pression de correction afin de satisfaire la
contrainte d’incompressibilité [76][77].̀A l’étape de projection, nous imposons une condition
aux limites de type Dirichlet homogène en pression à l’entrée et en sortie du canal.Étant donné
que ces conditions aux limites ne permettent pas de vérifier la condition de Bernoulli globale,
nous essayons de la remplir à l’aide du mode singulier de l’opérateur de Stokes instationnaire
[44] : nous obtenons pour cela, une correction de plus sur la pression et la vitesse globales.

– Vitesse de Poiseuille en ŕegime instationnaire :

Pour obtenir le mode de Poiseuille, nous résolvons l’équation de Helmholtz instationnaire
et unidimensionnelle (II.62) sous forme adimensionnée et discrète en supposant un gradient de
pression constant entre l’entrée et la sortie du canal :

(
3

2△ t
−

Pr

Ra1/2

∂2

∂X2

)
Vp(X) =

1
A

avec △ t le pas de temps (II.62)

Nous obtenons un système tridiagonal comme suit :M.V = F

avec :

M =




a c 0 . . 0
c b . . . .
0 . . . . .
. . . . . 0
. . . . b c
0 . . 0 c a




(II.63)

a=
3

2△ t
+

3PrRa−1/2

△x2 ;b=
3

2△ t
+

2PrRa−1/2

△x2 ;c=−
PrRa−1/2

△x2
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La solution est obtenue numériquement à l’aide de l’Algorithme Thomas-Cholesky pour
des matrices tridiagonales. Nous rappelons que, si une solution des équations non-homogènes
est obtenue, cette solution modifiée par le mode singulier(0,Vp,1−Y/A) fois une constante
quelconque,kc(0,Vp,1−Y/A), est encore solution des équations non-homogènes [44].

– Correction des champs de vitesse et de pression :

SoientVn et Pn qui vérifient :Pn
e = −0.5

(∫ 1
0 V(X,0)ndX

)2
. Dans l’étape de projection,

on résout l’équation de Poisson deφ = P̃n+1−Pn, avecφ homogène à l’entrée et à la sortie du
canal, doncP̃n+1

e = Pn
e . Après l’étape de projection,̃Vn+1 et P̃n+1 ne satisfont pas la condition

de Bernoulli :P̃n+1
e 6=−0.5

(∫ 1
0 Ṽ(X,0)n+1dX

)2
.

Nous devons donc corriger la vitesse et la pression après l’étape de projection de manière à
satisfaire la condition de Bernoulli :

Pn+1
e =−0.5

(∫ 1

0
V(X,0)n+1dX

)2

(II.64)

avecV(X,Y)n+1 = Ṽ(X,Y)n+1+Vc(X), Vc(X) = Pc.Vp(X) etPn+1 = P̃n+1+Pc(1−Y/A). On
pondère en effet le mode singulier(0,Vp,1−Y/A) parPc. On développe l’équation (II.64) :

Pn+1
e =−0.5[

(∫ 1

0
Vc(X)dX

)2

+

(∫ 1

0
Ṽ(X,0)n+1dX

)2

+

2

(∫ 1

0
Ṽ(X,0)n+1dX

)
.

(∫ 1

0
Vc(X)dX

)
]

et on obtient alors pourPc l’équation du second degré suivante :

P2
c

(∫ 1

0
Vp(X)dX

)2

+Pc

[
2+2

(∫ 1

0
Vp(X)dX

)(∫ 1

0
Ṽ(X,0)n+1dX

)]
+

(∫ 1

0
Ṽ(X,0)n+1dX

)2

+2Pn
e = 0

(II.65)

On obtient deux solutions différentes enPc. L’une des deux solutions qui est très grande en
valeur absolue, conduit à des vitesses négatives à l’entrée du canal. Nous avons donc opté de
prendre la solution ayant un sens physique, à savoir celle qui a la plus petite valeur absolue.

4.4.2 Bernoulli globale (BG)

SoientVn et Pn qui vérifient :






Pn
e =−0.5

(∫ 1

0
V(X,0)ndX

)2

Pn
s =−0.5(V(X,A)n)2 si V(X,A)n ≤ 0

Pn
s = 0 siV(X,A)n > 0
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À l’étape de prédiction, nous résolvons les équations de Helmholtz(II .48) et (II .49) en
imposant les conditions aux limites adéquates sur le champ de vitesse de prédiction, à savoir :
des conditions aux limites du type Neumann sur la composante verticale de vitesse et du type
Dirichlet homogène sur la composante horizontale à l’entrée et en sortie du canal.

À l’étape de projection, nous imposons des conditions aux limites du type Dirichlet non
homogène en pression à l’entrée, pression nulle pour des vitesses positives et du type Dirichlet
non homogène pour des vitesses négatives en sortie. On résout donc l’équation (II.54), avec :






φ = 0.5

[(∫ 1

0
V(X,0)ndX

)2

−

(∫ 1

0
V(X,0)∗dX

)2
]





φ = 0.5

[(∫ 1

0
V(X,A)ndX

)2

−

(∫ 1

0
V(X,A)∗dX

)2
]

si V(X,A)∗ ≤ 0

φ = 0 siV(X,A)∗ > 0

φ étant obtenue et après la mise à jour des vitesses et de la pression au pas de tempsn+1
nous avons :

Pn+1
s = 0 siV(X,A)n+1 > 0 àY = A, 0≤ X ≤ 1 (II.66)

tandis queVn+1 et Pn+1 ne satisfont pas le reste de la condition de Bernoulli locale à l’entrée
et en sortie du canal :





Pn+1
e 6=−0.5

(∫ 1

0
V(X,0)n+1dX

)2

Pn+1
s 6=−0.5

(∫ 1

0
V(X,A)n+1dX

)2

si V(X,A)n+1 ≤ 0

car à l’entrée du canalφ = Pn+1
e − Pn

e = 0.5

[(∫ 1

0
V(X,0)ndX

)2

−

(∫ 1

0
V(X,0)∗dX

)2
]

implique :Pn+1
e =−0.5

(∫ 1

0
V(X,0)∗dX

)2

.

V∗ étant la composante verticale du champ de vitesse de prédiction. En sachant que

Vn+1 = V∗−
1
Λ

∂φ
∂Y

(cf. système d’équations (II.61)) à l’entrée et que
∂φ
∂n

6= 0, la condition de

Bernoulli globale n’est donc pas satisfaite à l’entrée du canal au pas de temps n+1 :

Pn+1
e 6=−0.5

(∫ 1
0 V(X,0)n+1dX

)2

De la même façon, la condition de Bernoulli globale n’est pas vérifiée en sortie du canal.
En revanche,V∗ tend versVn+1 quand l’écoulement approche le régime stationnaire parce que
φ tend vers 0. Nous obtenons enfin en régime stationnaire :
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Modèles math́ematiques et ḿethodes nuḿeriques

Pn+1
e =−0.5

(∫ 1

0
V(X,0)n+1dX

)2

(II.67)

Pn+1
s =−0.5

(∫ 1

0
V(X,A)n+1dX

)2

si V(X,A)n+1 ≤ 0 (II.68)

La méthode décrite pour imposer la condition de Bernoulli globale(BG) peut être aussi
utilisée pour appliquer la condition de Bernoulli globale zéro(BG0). Toutefois, la majeure
différence entre les deux méthodes numériques utilisées réside dans la vérification des
conditions aux limites en pression. En effet, dans la première méthode, nous satisfaisons la
condition de Bernoulli globale à chaque pas de temps à l’entrée du canal, tandis qu’avec la
deuxième méthode, la condition de Bernoulli globale n’est satisfaite qu’en régime stationnaire.

4.4.3 Bernoulli locale (BL)

On implémente la condition aux limites de Bernoulli locale de la même manière que dans la
cas précédent. Seules les conditions aux limites en pression changent à l’entrée et en sortie du
canal. Cela dit, on utilise les conditions aux limites décrites dans le système d’équation (II.15).

4.4.4 Bernoulli locale źero (BL0)

La condition aux limites de Bernoulli locale zéro est aussi implémentée de la même façon
que (BG). Les conditions aux limites utilisées sont décrites dans le système d’équations (II.14).

4.5 Algorithme global de résolution deśequations de conservation

L’algorithme global de résolution consiste d’abord, à résoudre l’équation de l’énergie afin
de déterminer le champ de température. Rappelons que, les propriétés thermophysiques qui
interviennent dans l’équation d’énergie sont calculés avec un schéma explicite d’ordre deux
en temps. Puis, après l’étape de prédiction-correction, le champ de vitesse est mis à jour. Les
différentes étapes peuvent être résumées comme suit :

1. Initialiser le temps, les variables, les constantes et les conditions aux limites (grille
fictive).

2. Imposer les conditions initiales pourU,V,P,θ
3. Résoudre les équations discrètes pour obtenirU,V,P etθ au pas de temps n+1 :

-Calculer le champ de températureT
-Imposer les conditions aux limites surT
-Calculer les propriétés thermophysiques en fonction de la température
-Imposer les conditions aux limites surρ∗,ν∗,λ∗

-Calculer le champ de vitesses de prédictionU∗,V∗

-Imposer les conditions aux limites surU∗,V∗

-Calculer le pression de correction
-Mettre à jour les champs de vitesse et de pression
-Imposer les conditions aux limites surU,V,P
-Mettre à jour le temps
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4. Arrêter la simulation si le critère (régime stationnaire, par exemple) est atteint, si non,
revenir à l’étape 3.

5 Transfert radiatif coupl é avec la convection naturelle

5.1 Hypothèses

Le couplage de la convection naturelle avec le rayonnement entre surfaces concerne
seulement le cas de l’air dans notre étude. Dans le cas de l’eau, le transfert radiatif est
négligeable. En effet, la loi de Beer-Lambert énonce que le rayonnement émis par les parois est
en majorité atténué sur une épaisseur d’eau située dans la couche limite dynamique [1]. Quant
à l’air, il est supposé comme un milieu transparent au rayonnement. Le rayonnement entre
surfaces est pris en compte seulement dans les conditions aux limites thermiques pariétales. Les
parois verticales sont supposées opaques (la transmissivitéτ = 0), grises et diffuses. L’entrée
et la sortie sont assimilées en rayonnement comme deux parois noires (la réflectivitér = 0) à
la température ambianteT0. Les propriétés radiatives des surfaces sont reliées entre elles par la
formule suivante [79] :

r = 1−α = 1− ε (II.69)

où α est l’absorptivité etε est l’émissivité.

5.2 Flux de chaleur radiatif

Le flux de chaleur radiatif de la surfaceSest calculé via la méthode des radiosités : le flux
de chaleur radiatifqr sur la surfaceSest égal à l’écart entre le flux radiatif émis par cette surface
(radiositéJ) et l’éclairement des autres surfaces (irradiationG) [79] :

qr = J−G= J−FJ (II.70)

où F est le facteur de forme entre les surfaces. La radiosité de la surfaceS s’exprime comme
suit :

J = (1− ε)FJ+ εσT4 (II.71)

avecε l’émissivité de la surfaceS et σ la constante Stephan-Boltzmann. L’équation (II.71)
s’écrit donc :

BJ= b (II.72)

avecB= Id− (1− ε)F et b= εσ(T)4) l’émission propre. L’équation (II.70) devient alors sous
forme matricielle [79] :

qr = J−G= [Id−F ]J = [Id−F ]B−1b (II.73)

avecB−1 l’inverse deB et Id la matrice identité.
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Notez queqr = ε(σT4 − G) et G = qr − J, nous avons doncqr =
ε(σT4−J)

1− ε
. Cette

expression classique n’est pas valide pourε = 1 (surface noire), c’est la raison pour laquelle
l’équation II.73 est choisie.

5.3 Conditions aux limites thermiques

Dans le cas du couplage convection/rayonnement seules les conditions aux limites
thermiques pariétales sont modifiées. Aux parois, Le bilan thermique est obtenu par l’équilibre
entre le flux de conduction, le flux convectif transmis au fluide et le flux radiatif. Les conditions
aux limites thermiques aux parois s’écrivent en forme adimensionnelle comme suit :

−λ
−−−−−−→
(∂T)/(∂x).~n+~qr .~n=~qw.~n (II.74)

avecqw la densité de flux de chaleur imposée sur la paroi,−λ(∂T)/(∂x) le flux conductif
adimensionné et~n la normale unitaire et sortante au domaine fluide. Ce qui donne en scalaire
pour le cas du canal partiellement chauffé (voir figure II.3) :

p
ar

o
i 

ch
au

ff
ée

A/4

A/4

rayonnement 

GLD (infrarouge)

A/2

Énergie
Solaire

rayonnement 

PLD

convection
naturelle

FI GURE II.3 – Canal chauff́e partiellement en densité de flux sur l’une de ses parois, l’autre
étant adiabatique.





λ∗(∂θ)/(∂X)−q∗r =−1 pour X = 0, A/4≤Y ≤ 3A/4

λ∗(∂θ)/(∂X)−q∗r = 0 pour X = 0, 0≤Y < A/4 et 3/4<Y ≤ A/4

λ∗(∂θ)/(∂X)+q∗r = 0 pour X = 1, 0≤Y ≤ A

(II.75)
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5.4 Discŕetisation du probl ème radiatif

La dimension du problème radiatif dépend du nombre de surfaces qui peuvent être
considérées (isoflux). Comme le rayonnement n’est pas uniforme sur les parois, nous avons
discrétisé au niveau radiatif les quatre parois sur le même maillage que pour les équations
de Navier-Stokes afin de connaı̂tre la distribution locale du flux radiatif sur les deux parois
verticales. La densité de flux surfacique au pas de tempsn + 1 sous forme matricielle
adimensionnée s’écrit comme suit [79] :

q∗(n+1)
r = [Id−F]J∗(n+1) (II.76)

avecJ∗ la radiosité adimensionnée qui s’écrit sous forme discrète :

J∗(n+1)
i = (1− εi)

N

∑
j=1

Fi j J
∗(n+1)
j + εiσ(△Tθn+1

i +To)
4/qw (II.77)

où J∗i = Ji/(qw) et Fi j est le facteur de forme [13].

Les conditions aux limites thermiques qui couplentθ et q∗r instantanées sont traitées en

temps de manière explicite : ˜q∗(n+1)
r = 2q∗(n)r − q∗(n−1)

r [13]. À titre d’exemple, pourX = 1

et 0≤ Y ≤ A : λ∗(n+1)(∂θn+1)/(∂X)+ q̃∗(n+1)
r = λ∗(n+1)(∂θn+1)/(∂X)+2q∗(n)r −q∗(n−1)

r = 0.

Ce traitement nous permet d’obtenir d’abordθn+1 et ensuiteq∗(n+1)
r en résolvant les équations

(II.77) et (II.76) respectivement.

6 Convergence vers l’́etat stationnaire et ordre de
convergence spatiale

Pour les problèmes instationnaires, il s’agit d’étudier l’influence du pas de temps sur les
calculs numériques et de déterminer l’ordre de convergence du schéma temporel adopté. Dans
le cas de ma thèse, les simulations effectuées sont stationnaires. Pour ce cas de figure, il s’agit
de s’assurer que les quantités physiques ne changent plus dans le temps. On se sert pour cela
de la variation relative des quantités physiques entre deux itérations successives. Nous avons
choisi d’utiliser la normeL2 pour étudier la convergence vers une solution stationnaire. Pour
chaque variableψ (U , V, θ ou P ), on calcule à chaque pas de temps l’écart :

E =

(
1

NxNy
∑
i, j

(
ψn+1

i, j −ψn
i, j

)2
)0.5

(II.78)

Pour que la solution stationnaire soit atteinte, la somme des écarts construits sur les
variables (U , V, θ, P) doit être inférieure à une constante que nous fixons à 10−8 dans nos
simulations numériques.

Afin de vérifier la qualité de la solution numérique et de déterminer sa précision spatiale,
nous avons calculé l’ordre de précision spatial sur des grandeurs physiques (la température, la
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composante normale de la vitesse) en utilisant l’analyse de convergence spatiale décrite dans
[80][81][82][83], le but étant de vérifier si l’erreur de discrétisation est celle énoncé par le calcul
théorique. L’ordre de convergence formel est calculé via l’erreur de troncature qui est l’écart
entre l’équation discrétisée et l’équation différentielle partielle continue. Pour un schéma de
discrétisation d’ordrep> 0 en espace etq> 0 en temps, nous avons :

Ed = || fexacte− fd||= O(hp,∆tq) (II.79)

où∆t est le pas de temps etfd est la solution discrète.

Quand le régime est stationnaire et la solution exacte n’est pas disponible, le calcul de
l’ordre de convergence se fait à partir de 3 maillages. Considérons la valeur d’une variablef
calculée sur un maillage grossier( fG), sur un maillage intermédiaire( fM) et sur un maillage fin
( fF). En utilisant les trois maillages tels que :

hG

hM
=

hM

hF
= 2 (II.80)

Les solutions( fG), ( fM) et ( fF) s’écrivent comme suit :





fG = fexacte+Chp
G+O(hp+1

G )

fM = fexacte+Chp
M +O(hp+1

M )

fF = fexacte+Chp
F +O(hp+1

F )

(II.81)

Le rapportR=
fG− fM
fM − fF

= 2p est utilisé pour caractériser le comportement def quand

le maillage est raffiné. L’estimation defM et fF sur la grille grossière est obtenue par une
interpolation polynomiale d’ordre 4.

7 Quantités caract́eristiques de l’́ecoulement et du transfert
thermique

Cette section est dédiée à la définition des quantités thermiques et dynamiques nécessaires
à l’étude de la convection naturelle et du couplage convection-rayonnement entre surfaces dans
un canal ouvert chauffé en densité de flux de chaleur.

7.1 Quantités dynamiques

L’échange thermique par convection naturelle engendre un débit massique dans le canal.
Il est essentiel de pouvoir connaı̂tre la quantité du fluide qui circule à l’intérieur du canal et
traverse les sections d’entrée et de sortie.

Le débit entrant par la section basse du canal àY = 0 :

Ve=

∫ 1

0
V(X,0)dX (II.82)
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Le débit sortant par la section haute du canal àY = A :

Vs=

∫ 1

0
V(X,A)dX (II.83)

Le débit entrant par la section haute (recirculation) du canal àY = A :

Ges=
∫ 1

0

|V(X,A) | −V(X,A)
2

dX (II.84)

L’écoulement de convection naturelle dans un canal ouvert peut donner naissance à une
recirculation au niveau de la sortie. Le calcul des tailles de recirculation et d’écoulements de
retour peuvent être déterminées à partir des fonctions de courant et du champ de vitesse.

SoitXv(Y) 6= 0,1 tel queV (Xv(Y),Y) = 0. La taille de l’écoulement de retour s’écrit comme
suit :

der(Y) = 1−Xv(Y) (II.85)

Soit ψr = ψ(1,Y) la fonction de courant sur la paroi droite etXψ(Y) 6= 1 tel que
Ψ
(
Xψ(Y),Y

)
= ψr . La taille de recirculation s’exprime comme suit :

drc(Y) = 1−Xψ(Y) (II.86)

7.2 Quantités thermiques

Le nombre de Nusselt totalNut peut avoir deux origines : le nombre de Nusselt convectif
Nu1 et le nombre de Nusselt radiatifNur . Pour un chauffage uniforme en densité de flux de
chaleur, le nombre de Nusselt convectif local basé sur une température de référence égale à la
température ambianteT = T0 peut s’écrire comme suit :

Nu1(Y) =
qwd

k(Tw(Y)−T0)
=

k△T
d

d

k(Tw(Y)−T0)
=

△T
(Tw(Y)−T0)

=
1

θ(Y)
(II.87)

avec△T =
qwd

k
.

Quand la définition du nombre de Nusselt est basée sur la température débitante, il s’écrit
comme suit :

Nu2(Y) =
1

(θ(Y)−θb(Y))
(II.88)

avecθb =
1

Ve

∫ 1

0
V(X,Y)θ(X,Y)dX.

Les nombres de Nusselt moyen (le long de la partie chauffée de la paroi)Nui s’écrit :

Nui =
1
Ah

∫ Ah

0
Nui(Y)dY (II.89)
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avecAh la surface totale chauffée eti = 1,2.

Dans le cas de parois isothermes, le nombre de Nusselt moyen est défini comme suit :

Nuc =−
1
Ah

∫ Ah

0
Nuc(Y)dY (II.90)

avecNuc(Y) le nombre de Nusselt convectif local.

En présence du rayonnement entre surfaces, le nombre de Nusselt radiatif local est le
suivant :

Nur(Y) =±q∗r (Y) (II.91)

avecq∗r = qr/qw.

Le nombre de Nusselt radiatif moyen s’écrit comme suit :

Nur =
1
Ar

∫ Ar

0
q∗r (Y)dY (II.92)

La surfaceAr est la surface irradiée et peut être chauffée ou non chauffée.

Le nombre de Nusselt total basé sur la température ambiante (par exemple le long de la
partie chauffée de la paroi) s’écrit comme suit :

Nut =
1
Ah

∫ Ah

0
[Nu1(Y)+q∗r (Y)] dY (II.93)

Ah ici peut être la paroi active ou passive. Dans le cas de parois isothermes, on doit remplacer
Nu1(Y) parNuc(Y).

7.3 Conclusion

Nous avons modifié un code de calcul basé sur la méthode des différences finies appliqué à
des maillages structurés et décalés. Notons que le code avait déja fait la preuve de son efficacité
pour résoudre des problèmes de convection naturelle en cavité fermée. Notre contribution à ce
code existant au laboratoire du CETHIL était :

– d’étendre le code de calcul pour traiter le cas de la convection naturelle dans un canal
ouvert. Différentes conditions aux limites entrée/sortie ont été implémentées. De plus, un
nouvel algorithme a été développé pour traité un cas spécial de conditions aux limites en
pression (Bernoulli Global Zéro).

– d’implémenter une nouvelle méthode pour la résolution de l’équation de Poisson en
pression destinée pour traiter le cas d’un canal contenu dans une cavité fermée.

– de modifier le code pour prendre en compte la variation des propriétés thermophysiques
en fonction de la température.
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– de prendre en compte le couplage de la convection naturelle avec le rayonnement de
surface. Le calcul de la densité de flux radiatif basé sur la méthode des radiosités a été
modifié pour prendre en compte le rayonnement des corps noirs (ε = 1).

Nous avons ainsi contribué à élaborer un code de calcul qui devrait permettre de simuler
numériquement la convection naturelle couplée ou sans le rayonnement de surface pour des
géométries semi-ouvertes et pour deux types de fluides : l’eau et l’air.
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Chapitre III

Validation de codes

1 Introduction

Nous avons présenté dans le chapitre précédant les méthodes numériques utilisées dans
cette étude pour la résolution des équations de Navier-Stokes qui permettent d’étudier les
écoulements de convection naturelle. Ce présent chapitre présente la validation du code
de simulation, l’objectif étant de vérifier sa fiabilité et de valider les différentes méthodes
numériques implémentées. Des solutions sont présentées et comparées à des résultats publiés
antérieurement. Nous étudions en même temps plusieurs aspects numériques, à savoir
l’influence de la résolution spatiale et temporelle sur les résultats.

Dans la section 2 ci-dessous une première validation est effectuée sur l’écoulement de
convection naturelle avec et sans rayonnement de surface dans une cavité différentiellement
chauffée. La section 3 est dédiée à la validation du code en convection naturelle dans un
canal ouvert chauffé partiellement sur l’une de ses parois, l’autre paroi étant adiabatique.
Cette même configuration est utilisée pour valider le code numérique en convection naturelle
avec rayonnement entre surfaces dans la quatrième section. La dernière validation du code est
relative au cas de la convection naturelle dans une cavité fermée contenant une plaque verticale
chauffée est effectuée dans la dernière section.

2 Couplage convection-rayonnement dans une cavité
diff érentiellement chauff́ee

Le but dans cette section est de valider le modèle de rayonnement prenant en compte
le casε = 1. Nous allons dans ce qui suit comparer nos résultats en terme de nombres de
Nusselt convectif et radiatif avec l’étude de Wang et al. [13]. On considère l’écoulement d’air
dans une cavité carrée différentiellement chauffée (cf. Fig. III.1-(a)), dont les parois verticales
sont maintenues à températures uniformes et les parois horizontales supposées adiabatiques.
Les quatre parois sont supposées grises, diffuses et opaques. Rappelons que l’écoulement
d’air (Pr = 0.71) est supposé laminaire, incompressible et bidimensionnel. Le mouvement
d’air est gouverné par les équations de Navier-Stokes sous l’hypothèse de Boussinesq. Le
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couplage convection-rayonnement entre surfaces a été pris en compte en utilisant la méthode
des radiosités. Le couplage vitesse-pression est résolu via une méthode de projection. Les
équations de Navier-Stokes et de l’énergie ont été résolues sur des maillages cartésiens
non-uniformes avec un rapport de taille entre deux mailles successives (δXi+1 = CδXi) de
C= 1.05 sur la demi-largeur et la demi-hauteur (cf. Fig.III.1-(b)).

Les résultats de comparaison ont été obtenus en fixant la longueur de référenceLr de
manière à avoir des différences de température ne dépassant pas∆T ≈ 10K afin d’assurer
la validité de l’hypothèse de Boussinesq. Dans ce cas, la variation du nombre deRaL est
simplement due à celle de la différence de température∆T. Le nombre de RayleighRaL

varie de 104 à 106, la température de référence et l’émissivité sont égales respectivement à
T0 = 293.5 K et 0.2.

Nuc(P.C) Nuc(P.F) Nur(P.C) Nur(P.F) Nut(P.C) Nut(P.F)
Ra= 104 2.2604 2.2682 0.5065 0.4987 2.7669 2.7669
Ra= 105 4.3942 4.4109 1.0896 1.0728 5.4838 5.4837
Ra= 106 8.3809 8.4168 2.3549 2.3190 10.7358 10.7358

(a)

Nuc(P.C) Nuc(P.F) Nur(P.C) Nur(P.F) Nut(P.C) Nut(P.F)
Ra= 104 2.2592 2.2675 0.5057 0.4976 2.7657 2.7656
Ra= 105 4.3931 4.4098 1.0887 1.0719 5.4824 5.4823
Ra= 106 8.3788 8.4157 2.3532 2.3175 10.7341 10.7337

(b)

Tableau III.1 – Comparaison des nombres de Nusselt radiatif, convectif et total sur les parois
chaude (PC) et froide (PF) pour Ra= 104,105,106 et ε = 0.2. (a) Réf́erence [13] ,(b) Présent
travail (Ni ×Nj = 100×100).

Ra= 104 ; ∆xC = 0.015625,∆xM = 0.0078125,∆xF = 0.00390625
Points VC VM VF R θC θM θF R
1 0.1252651 0.1253633 0.1253876 4.04 0.3710844 0.3709766 0.3709495 3.98
2 0.1894584 0.1895753 0.1896042 4.04 0.4795825 0.4796052 0.4796101 4.02
3 0.1444226 0.1442755 0.1442385 3.98 0.4666908 0.4666688 0.4666635 4.16
4 0.1693827 0.1694563 0.1694744 4.07 0.2811893 0.2812020 0.2812051 4.23

Tableau III.2 – Analyse de convergence du maillage pour Rad = 104.

Les résultats de comparaison en terme de nombres de Nusselt convectif, radiatif et total,
sont présentés dans le tableau III.1. Les résultats des deux études sont en excellent accord avec
un écart inférieur à 0.1%. Une analyse de convergence en maillage a aussi été effectuée. Le
tableau III.2 montre les valeurs locales de la vitesse verticale et de la température en 4 points
distincts de la grille. Le rapportR= 2p prend des valeurs égales à 4, ce qui montre que le
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L=H

H

Parois adiabatiques 

FI GURE III.1 – Cavit́e diff́erentiellement chauffée avec les conditions aux limites thermiques
pariétales [13]. (b) Maillage non-uniforme.

schéma numérique utilisé est bien d’ordre 2 en espace.

Il est important aussi dans les simulations numériques de connaı̂tre l’influence de la
résolution temporelle sur les résultats obtenus. Nous proposons ici d’étudier l’influence du pas
de temps sur la solution. Nous avons fait trois calculs àRa= 104 avec les pas de temps suivant
∆t = 2.5×10−3,5×10−3,1×10−2. Des nombres de Nusselt et des valeurs de la température
ont été relevés dans le tableau III.3. On observe que les solutions en température et en nombres
de Nusselt convectif et radiatif ne sont pas affectés par les valeurs du pas de temps. Les calculs
avec le plus grand pas de temps seront donc justifiés.

Amplitudes T1 T2 T3 Nuc(P.C) Nur(P.C)
∆T = 2.5×10−3 0.3494441 0.1883869 0.3771478 2.264155 0.506473
∆T = 5×10−3 0.3494441 0.1883869 0.3771478 2.264155 0.506473
∆T = 1×10−2 0.3494441 0.1883869 0.3771478 2.264155 0.506473

Tableau III.3 – Influence du pas de tempsà Ra= 104.

3 Canal vertical chauffé partiellement en densit́e de flux de
chaleur

Un benchmark numérique a été organisé dans le cadre du réseau AMETH afin d’étudier
l’écoulement de convection naturelle dans un canal d’air vertical chauffé asymétriquement
et partiellement en densité de chaleur. L’objectif du benchmark était de fournir des solutions
de référence à la communauté des chercheurs pour valider leurs codes et ce pour différentes
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conditions aux limites entrée/sortie en pression. La configuration étudiée est illustrée dans
la figure III.2. Le canal est de longueurL, de largeurd, de rapport de formeA = L/d = 10
et le fluide considéré est de l’air correspondant à un nombre de Prandtl dePr = 0.71.
Une paroi du canal est chauffée partiellement en densité de flux constante, le reste du
canal est adiabatique. Rappelons que l’écoulement est supposé incompressible, laminaire et
bidimensionnel. Le mouvement d’air est gouverné par les équations de Navier-Stokes sous
l’hypothèse de Boussinesq (Eq. (II.6)). Quatre jeux de conditions aux limites dynamiques
BG−BG0−BL−BL0 ont été testées et comparées. Les groupes de recherche ainsi que les
caractéristiques des codes numériques utilisés dans cette étude de comparaison sont présentés
dans le tableau III.4. Les détails des méthodes numériques propres à chaque code sont fournis
dans la référence [15]. Notez également que les résultats obtenus dans le cadre du benchmark
ont fait l’objet d’une publication commune [15].

Dans cette partie nous allons présenter une partie des travaux effectués dans le cadre du
benchmark. Nous étudierons pour une première condition aux limite (BG0) l’influence des
résolutions spatiale et temporelle sur la solution. Ensuite, nous comparons nos résultats pour
les différentes conditions aux limites (BG, BG0, BL et BL0) et discutons les sources possibles
de discordance.
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benchmark GDR-AMETH
Équipe Laboratoire Code Maillage Schémas stationnaireConditions aux limites
T1 P’ FDS [84] 400×400 non BG0
T2 MSME Code interne [85][86] 253×1520 oui/non BG-BG0-BL-BL0
T3 CETHIL Code interne [87][44] 200×1200 non BG-BG0-BL-BL0
T4 PIMENT, LaSIE Code interne OpenFoam [88][89]256×2048 non BG0
T5 I2M-TREFLE Thétis [90][91][92] 100×1000 non BG0
T6 LIMSI Code interne [44][93] 256×2048 non BG0
T7 LGCGE FluentR© 50×300 oui BL

Tableau III.4 – Quelques caractéristiques des codes numériques et deśequipes participantes au benchmark GDR-AMETH [15].

6
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FI GURE III.2 – Canal vertical partiellement chauffé en densit́e de flux avec les conditions aux
limites [14][15].

Convergences spatiale et temporelle

Dans un calcul numérique basé sur la discrétisation d’équations mathématiques, le maillage
utilisé est d’une très grande importance. En effet, plus le maillage est fin plus l’erreur entre la
solution exacte et la solution numérique est petite et les calculs deviennent donc plus précis.
D’ailleurs, on rencontre souvent des problèmes tels que la limite de mémoire et des temps de
calcul considérables suite à l’utilisation d’une résolution spatiale importante. Pour ces raisons,
on est amené à rechercher un compromis entre précision, limite de mémoire et temps de calcul.
Concernant notre étude, nous allons traiter deux aspects importants : la résolution du maillage
et la répartition des points.

Dans le cas d’un canal ouvert chauffé sur l’une ou deux de ses parois, les couches limites
(thermique et dynamique) nécessitent un maillage plus fin que dans d’autres zones. Pour cela,
un maillage non uniforme est utilisé selon l’axe des abscissesX. Nous montrons dans un
premier temps dans le tableau III.5 l’effet de différents maillages uniformes sur les résultats
obtenus pour un nombre de Rayleigh de 5.105 et un rapport de forme deA= 10. Les résultats
sont donnés pour le cas de conditions aux limites(GB0). On remarque que le nombre de
Nusselt change de 0.2% entre un maillage de 80×800 points et celui de 200×1200 points.
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Quant à la vitesse moyenne, elle change de 2% et le débit de retour de 6.4%. Par conséquent,
l’influence du maillage est plus significative sur le champ de vitesse que sur le champ de
température. Les erreurs relatives entres nos résultats et ceux du TREFLE, du MSME pour
différents maillages sont illustrées dans le tableau III.6.

Pour le cas de maillages non uniformes avec :C = 1.02,1.03,1.04,1.05, un nombre de
Rayleigh de 5.105, un rapport de forme deA= 10 et une résolution deNi×NJ= 200×1200,
les erreurs relatives en comparaison avec le cas d’un maillage uniforme sont faibles globalement
pour les différents cas (cf. Tableaux III.7 et III.8 ).

Compte tenu de l’influence observée sur le champ de vitesse pour différentes résolutions,
les résultats qui seront présentés dans la suite sont donnés pour le maillage uniforme le plus
fin (200∗1200). Le Maillage non-uniforme avec un coefficient d’expansion deC = 1.05 sera
utilisé dans le cas du couplage rayonnement-convection où le maillage doit être plus fin au
niveau des parois afin de mieux représenter les couches limites.

Ra= 5×105;A= 10
80×800 160×800 80×1600 160×1600 200×1200 TREFLE MSME LIMSI

Nu 6.948 6.937 6.946 6.937 6.936 6.98 6.92 6.95
Nu3A

8
7.298 7.292 7.305 7.294 7.286 7.27 7.29 7.30

NuA
2

6.245 6.237 6.250 6.240 6.237 6.22 6.24 6.25

Nu5A
8

5.698 5.693 5.703 5.696 5.693 5.68 5.69 5.70

Nu3A
4

5.654 5.661 5.656 5.662 5.664 5.53 5.67 5.68

Nu7A
8

9.870 9.872 9.885 9.884 9.890 9.88 9.89 9.93

NuA 11.928 11.941 11.949 11.954 11.900 12.3 11.9 12
Vms 0.1078 0.1089 0.1098 0.1101 0.1100 0.1098 0.1097 0.1152
Vme 0.1080 0.1090 0.1099 0.1101 0.1100
Ges 0.0266 0.0258 0.0247 0.0247 0.0249 0.0250 0.0247 0.0213
Vemax 0.1621 0.1636 0.1651 0.1653 0.1651 0.1646 0.1643 0.1746
Vsmax 0.4930 0.4941 0.4942 0.4949 0.4947 0.4957 0.4954 0.4951

Tableau III.5 – Comparaison des nombres de Nusselt moyen, local, de la vitesse moyenneà
Y = A et des vitesses maximalesà Y= 0 et Y= A

Erreur relative % :Ra= 5.105;A= 10
Nu Ve Ges Vemax Vsmax

ref (TREFLE/MSME) 6.98/6.92 0.1098/0.1097 0.0250/0.0247 0.1646/0.1643 0.4957/0.4954
80×800 0.46/0.40 1.82/1.73 6.4/7.14 1.51/1.34 0.50/0.48
160×800 0.61/0.22 0.82/0.72 3.2/4.26 0.60/0.42 0.32/0.26
80×1600 0.49/0.37 0.00/0.10 1.2/0.00 0.30/0.48 0.30/0.24
160×1600 0.61/0.22 0.27/0.36 1.2/0.00 0.42/0.60 0.16/0.10
200×1200 0.63/0.20 0.18/0.27 0.3/0.80 0.30/0.48 0.20/0.14

Tableau III.6 – Erreurs relatives en fonction du nombre de points.
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Ni ×Nj = 200×1200;Ra= 5×105;A= 10
C= 1 C = 1.02 C= 1.03 C= 1.04 C = 1.05 TREFLE MSME LIMSI

Nu 6.936 6.933 6.932 6.932 6.931 6.98 6.92 6.95
Nu3A

8
7.286 7.283 7.282 7.281 7.280 7.27 7.29 7.30

NuA
2

6.237 6.235 6.235 6.234 6.234 6.22 6.24 6.25

Nu5A
8

5.693 5.691 5.690 5.690 5.689 5.68 5.69 5.70

Nu3A
4

5.664 5.665 5.665 5.665 5.665 5.53 5.67 5.68

Nu7A
8

9.890 9.891 9.891 9.890 9.889 9.88 9.89 9.93

NuA 11.953 11.954 11.953 11.953 11.952 12.3 11.9 12
Vms 0.1100 0.1100 0.1100 0.1099 0.1099 0.1098 0.1097 0.1152
Vme 0.1100 0.1100 0.1100 0.1100 0.1100
Ges 0.0249 0.0249 0.0249 0.0249 0.0249 0.0250 0.0247 0.0213
Vemax 0.1651 0.1651 0.1650 0.1650 0.1649 0.1646 0.1643 0.1746
Vsmax 0.4947 0.4948 0.4948 0.4948 0.4946 0.4957 0.4954 0.4951

Tableau III.7 – Comparaison des nombres de Nusselt moyen, local, de la vitesse moyenneà
Y = 0 et Y= A et des vitesses maximalesà Y = 0 et Y= A ceux du TREFLE, MSME et du
LIMSI.

Erreur relative % :Ni ×Nj = 200×1200;Ra= 5×105;A= 10
Nu Ve Ges Vemax Vsmax

ref (TREFLE/LIMSI) 6.98/6.92 0.1098/0.1097 0.0250/0.0247 0.1646/0.1643 0.4957/0.4954
C= 1 0.63/0.23 0.18/0.27 0.30/0.8 0.30/0.48 0.20/0.14
C= 1.02 0.67/0.19 0.18/0.27 0.30/0.8 0.30/0.48 0.18/0.12
C= 1.03 0.68/0.17 0.18/0.27 0.30/0.8 0.24/0.42 0.18/0.12
C= 1.04 0.68/0.17 0.09/0.18 0.30/0.8 0.24/0.42 0.18/0.12
C= 1.05 0.70/0.16 0.09/0.18 0.30/0.8 0.18/0.36 0.22/0.18

Tableau III.8 – Erreurs relatives en fonction de la répartition des points.

L’étude de convergence de maillage est effectuée pour deux configurations :Rad = 5×102

et A = 5 d’une part et d’autre partRad = 5× 105 et A = 10. Les simulations numériques
ont été réalisées pour des temps assez longs afin d’atteindre le régime stationnaire et de
minimiser l’erreur résiduelle en temps (≤ 10−8). Les tableaux III.9 et III.10 montrent les
valeurs locales de la vitesse verticale et de la température en 7 points distincts de la grille.
Le rapport R = 2p prend des valeurs allant d’environ 3.42 à 4.25. Nous pouvons ainsi
conclure que le schéma numérique utilisé est bien d’ordrep= 2 en espace. Notons également,
qu’augmenter la taille de la géométrie ainsi que le nombre de Rayleigh demande un maillage
plus fin et un temps de calcul considérable afin de calculer l’ordre de convergence correctement.
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Rad = 5.102;A= 5 ; ∆xC = 0.016,∆xM = 0.008,∆xF = 0.004
Points VC VM VF R θC θM θF R
1 0.2143569 0.2141905 0.2141491 4.02 0.4466186 0.4467585 0.4467932 4.03
2 0.2445082 0.2443621 0.2443258 4.02 0.4307659 0.4309048 0.4309393 4.03
3 0.2722299 0.2721032 0.2720717 4.03 0.4151738 0.4153115 0.4153456 4.03
4 0.2976245 0.2975161 0.2974893 4.03 0.3998710 0.4000071 0.4000409 4.03
5 0.3207926 0.3207016 0.3206791 4.04 0.3848837 0.3850179 0.3850512 4.03
6 0.0653222 0.0650888 0.0650305 4.00 0.6188714 0.6188428 0.6188351 3.73
7 0.0645064 0.0642826 0.0642267 4.00 0.5997491 0.5996107 0.5995754 3.91

Tableau III.9 – Analyse de convergence du maillage en convection pure pour Ra= 5×102 et
A= 5.

Rad = 5×105;A= 10 ; ∆xC = 0.02,∆xM = 0.01,∆xF = 0.005
Points VC VM VF R θC θM θF R
1 0.2007821 0.2009647 0.2010182 3.42 0.1042933 0.1046865 0.1047788 4.25
2 0.2082529 0.2088550 0.2090190 3.67 0.1139725 0.1145945 0.1147475 4.06
3 0.2055492 0.2063247 0.2065378 3.64 0.1493748 0.1500719 0.1502439 4.05
4 0.3746544 0.3743779 0.3743089 4.00 0.1034971 0.1041337 0.1042911 4.04
5 0.4027841 0.4032326 0.4033500 3.82 0.1032677 0.1039046 0.1040621 4.04
6 0.4099781 0.4109021 0.4111440 3.82 0.1305528 0.1312213 0.1313860 4.05
7 0.4013530 0.4025403 0.4028540 3.78 0.1087436 0.1093736 0.1095289 4.05

Tableau III.10 – Analyse de convergence du maillage en convection pure pour Ra= 5×105 et
A= 10.

L’influence de la résolution temporelle sur les résultats obtenus a été aussi étudiée. Nous
avons fait trois calculs àRad = 105 avec les pas de temps suivant∆t = 2.5×10−3,5×10−3,1×
10−2. Le nombre de Nusselt convectif et des valeurs de la température et de la vitesse ont été
relevés dans le tableau III.11. On observe que les solutions en température et en nombres de
Nusselt convectif ne sont quasiment pas sensibles aux valeurs du pas de temps. L’erreur en
nombre de Nusselt et en température pour les différents pas de temps est égale à moins de 0.1%
en vitesse. Nous pouvons ainsi conclure que notre code est consistant en temps. Par ailleurs,
dans l’absence d’une solution exacte, nous n’avons pas pu démontrer l’ordre deux du schéma
temporel.

Valeurs V1 V2 V3 V4 V5 T1 Nuc

∆T = 2.5×10−3 0.11031 0.12149 0.11100 0.37208 0.062772 0.18976 5.9187
∆T = 5×10−3 0.11036 0.12160 0.11107 0.37237 0.062437 0.18975 5.9189
∆T = 1×10−2 0.11037 0.12164 0.11109 0.37256 0.062281 0.18975 5.9189

Tableau III.11 – Influence du pas de tempsà Rad = 105.

Comparaison des ŕesultats obtenus par le GDR-AMETH pour différentes
conditions aux limites dynamiques

Les résultats obtenus par les différents groupes de recherche en terme de quantités
dynamiques (Ve, Ges définis respectivement parqin(Y = 0) et qin(Y = A) dans le benchmark
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[15]) et thermique (Nu1, Nu2, Nu1, Nu2) sont réunis dans les figures III.4, III.3, III.5 et III.6
pour les quatre conditions aux limitesGB−GB0− LB−LB0. Les résultats numériques sont
donnés avec une précision de quatre chiffre significatifs. Les différences entre les résultats
fournis par chaque équipe sont calculées par rapport à des moyennes et sont quantifiées par
des erreurs quadratiques moyennes. Nous portons par la suite notre attention sur les résultats
obtenus pour les 4 ensembles de conditions aux limites.

La figure III.3 présente les résultats en terme de quantité dynamiques et thermiques pour
la conditions aux limitesBG0. Les résultats obtenus par les différents groupes de recherche en
terme des nombres de Nusselt locauxNu1(Y) et Nu2(Y) sont en bonne concordance sauf pour
Nu2(Y = A) obtenus par les équipesT1 et T6. En effet, le nombre de NusseltNu2(Y = A)
est très sensible aux petites variations de température débitante. Une différence de moins de
2% enθb(Y = A) entre nos résultats et l’équipeT6 par exemple entraı̂ne une différence de
plus de 25% enNu2(Y = A). Notez queNu1(Y) est inversement proportionnel à la différence
entre la température de paroi et la température débitante (cf. Eq. II.88), la température en sortie
étant quasiment la même.Étant donné que la température débitante dépend du débit, les écarts
en terme deNu2(Y = A) sont dus au légères différences en terme de quantités dynamiques
(Ve, Ges, drc et der cf. Figures III.3-(d), III.3-(e), et III.3-(f)). Les mêmes remarques peuvent
être formulés pour les écarts obtenus en terme deNu1(Y) en comparant nos résultats avec
ceux de l’équipeT3 pour les conditions aux limitesLB0 (cf. Fig.III.6). Les résultats donnés
par les équipes T2 et T3 pour les conditions aux limitesGB (cf. Fig.III.4 ) ainsi que ceux
fournis parT2, T3 etT7 pour des conditions aux limitesLB (cf. Fig.III.5 ) montrent une bonne
concordance.

Les discordances avec les résultats de l’équipe deT1 sont dus probablement au fait
qu’ils utilisent un modèle à faible nombre de Mach utilisé pour résoudre les équations
de Navier-Stokes. En effet, cette approximation prend en compte la variation de la masse
volumique en fonction de la température, ce qui n’a pas été considéré dans la présente étude
où l’approximation de Boussinesq a été utilisée. Les écarts les plus importants en terme des
quantités dynamiques restent ceux obtenus en comparant nos résultats avec ceux fournis par
l’équipe T6. Ces discordances peuvent être liées à la méthode d’implémentation deBG0
à l’entrée du canal. L’équipeT6 a en effet utilisé un algorithme basé sur le principe de
superposition d’une solution particulière et des modes appartenant au noyau de l’opérateur de
Stokes afin de vérifier la condition aux limitesBG0 à l’entrée du canal à chaque pas de temps
[93][44]. La même méthode a été implémentée dans notre cas d’étude pourBG0 (cf. Chap. II §
4.4.1). Par conséquent, les causes des écarts observés sur les résultats ne sont pas clairs.

L’étude de sensibilité de l’écoulement et du transfert thermique aux conditions aux limites
dynamiques est abordée en annexe A.

4 Couplage convection-rayonnement dans un canal vertical

Le code a été initialement validé en rayonnement pour le cas des cavités différentiellement
chauffées en température [13]. Le but ici est de valider le code numérique dans le cas d’un
canal ouvert vertical chauffé en densité de flux de chaleur (voir figure II.3). Une méthode
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FI GURE III.3 – Histogrammes des résultats obtenus pour BG0. Les donńees fournies par les
différenteséquipes (Tableau III.4) permettent de calculer les valeurs moyennes et les erreurs
quadratiques moyennes [15].

différente de celle utilisée dans [13] a été implémentée pour le calcul de la radiosité [94]. En
effet la méthode utilisée par Wang et al. [13] ne permet pas de traiter le cas des corps noirs
(ε = 1).

En convection naturelle pure, le problème ne dépend que du nombre de Rayleigh et du
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FI GURE III.4 – Histogrammes des résultats obtenus pour BG. Les données fournies par les
différenteśequipes (Tableau III.4) permettent de calculer les valeurs moyennes et les erreurs
quadratiques moyennes [15].

rapport de forme. Dans le cas du couplage convection-rayonnement, d’autres paramètres
tels queε,λ,T0,b,H,qw et ∆T doivent être spécifiés. Dans la présente comparaison avec les
résultats de Li et al. [19], nous avons,qw = 300w/m2, ε = 0.1 sur les parois verticales et
ε = 1 sur les parois horizontales fictives à l’entrée et en sortie,λ = 0.025W/mK, T0 = 293
K, b = 3.8 cm et la hauteur correspondante estH = 30.44 cm. Le tableau III.12 présente la
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FI GURE III.5 – Histogrammes des résultats obtenus pour BL. Les données fournies par les
différenteséquipes (Tableau III.4) permettent de calculer les valeurs moyennes et les erreurs
quadratiques moyennes [15].

comparaison entre les deux études en terme de nombre de Nusselt et de débit massique. On
peut remarquer que les résultats numériques sont en très bon accord. L’écart est inférieur à
2% pour toutes les quantités caractéristiques. Les figures III.7 et III.8 montrent les profils
horizontaux respectivement de la température et de la vitesse verticale pour différentes hauteurs
Y = A/4,3A/4,A. La comparaison qualitative montre aussi un excellent accord entre les deux
études. L’implémentation en configuration canal est donc validée.
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FI GURE III.6 – Histogrammes des résultats obtenus pour BL0. Les donńees fournies par les
différenteśequipes (Tableau III.4) permettent de calculer les valeurs moyennes et les erreurs
quadratiques moyennes [15].
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Présente étude Référence [19]
ṁin Nur Nuc ṁin Nur Nuc

40×400 4.046 0.791 9.567 4.510 0.790 9.388
80×800 4.509 0.792 9.486

120×1200 4.516 0.792 9.458
160×1600 4.458 0.792 9.448

(a)
Présente étude Référence [19]

ṁin Nur Nuc ṁin Nur Nuc

40×400 5.991 5.578 8.765 6.240 5.565 8.636
80×800 6.239 5.568 8.695

120×1200 6.248 5.563 8.676
160×1600 6.252 5.560 8.671

(b)

Tableau III.12 – Comparaison en terme des nombres de Nusselt convectif et radiatif et du débit
massique entre la présente étude et celle de Li et al. [19] pourqw = 300W/m2, b= 3.80 cmet
Ra∗ = 6.69×105, avecε = 0.1(a),1(b), λ = 0.025W/(mK) etT0 = 293K. La comparaison des
résultats est effectuée selon différentes résolutions spatiales.
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FI GURE III.7 – Comparaison des profils de la température à Y = A/4,3A/4,A avec Ra∗ =
6.65×105, b= 3.8cm etε = 0.1.

5 Plaque verticale chauff́ee en densit́e de flux dans une cavit́e
fermée

La convection naturelle dans des cavités fermées et sans obstruction a été largement
étudiée ces dernières années (voir [53][95][13][96][97][98]). Le refroidissement par convection
naturelle est très demandé car cette dernière ne nécessite pas de source d’énergie et ne demande
pas d’entretien. L’intérêt actuel est tourné vers les cavités complexes contenant des obstructions
(horizontales et verticales) qui sont impliquées dans de nombreuses branches de l’ingénierie en
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FI GURE III.8 – Comparaison des profils de la vitesse verticalesà Y=A/4,3A/4,A avec Ra∗ =
6.65×105, b= 3.8cm etε = 0.1.

particulier en fabrication microélectronique. Ainsi, un certain nombre d’études de convection
à la fois numériques et expérimentales ont été menées dans ce contexte [99][16][17]. Nous
allons dans ce qui suit procéder à une dernière validation du code numérique dans le cas d’une
plaque chauffée en densité de flux contenue dans une cavité. L’intérêt de cette configuration
est de s’assurer de la qualité des résultats obtenus dans le cas d’un canal chauffé et contenu
dans une cavité. Nous comparons nos résultats avec trois études différentes. Deux études ont
fait l’objet de deux articles [16] [17] et la troisième étude est effectuée sous FluentR© au sein du
laboratoire.

Considérons une cavité carrée en deux dimensions de hauteurH et de longueurL (ici
H = L), comme indiqué dans la Fig. III.9. Les parois supérieure et inférieure de la cavité sont
adiabatiques et les parois verticales sont soumises à une température constanteTf inférieure
à la température de la plaque au milieuTc. Les coordonnées cartésiennes(x,y) avec les
composantes de vitesse correspondantes(u,v) sont indiquées sur la figure III.9. Sur cette figure
h est la longueur de la plaque chaude,h1 est la distance entre la plaque chauffée et la paroi
gauche,h2 est la distance entre le centre de la plaque chauffée et la paroi supérieure de la
cavité. Les équations régissant l’écoulement laminaire incompressible et bidimensionnel sont
les équations de Navier-Stokes sous l’hypothèse de Boussinesq (II.20).

Les résultats de comparaison entre les différentes études sont mentionnés dans le tableau
III.13. La résolution spatiale utilisée dans notre étude est de 120×120. Les discordances sont
globalement importantes (jusqu’à 26 %) sauf pour le premier nombre de Rayleigh modifié où
l’erreur est de 6%. Compte tenu des anciennes validations menées sur le code numérique, les
écarts entre nos résultats et ceux de Kandaswamy et al. [16] et de Nazari et al. [17] peuvent
provenir des méthodes numériques utilisées par ces derniers. Kandaswamy et al [16] résolvent
les équations de Navier-Stokes via la formulation de vorticité et fonction de courant en utilisant
la méthode des directions alternées implicites. Nazari et al. [17] utilise la méthode de Lattice
Boltzmann et valident leurs résultats sur ceux obtenus par [16]. Dans les deux études, aucune
information n’est donnée sur les erreurs de troncature et les ordres des schémas en temps
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et en espace. Nous n’avons pas pu donc identifier clairement les sources de discordance en
comparaison avec notre étude.

Des calculs ont été faits avec le code commercial FluentR© pour tenter d’expliquer
les différences avec les études précédentes. Les résultats obtenus avec une résolution de
120×120 montrent des différences inférieures à 1%. Nous pouvons ainsi dire que la méthode
implémentée pour l’équation de Helmholtz en pression de correction (Eq. (II.60)) est validée.

L’étude de convergence du maillage a été aussi effectuée pour la même configuration III.9
et pour un nombre de Rayleigh deRad = 103. Le tableau III.14 montre quelques valeurs locales
de la vitesse verticale et de la température en 4 points distincts de la grille. Le rapportR prend
des valeurs proches de 4. On retrouve bien l’ordre 2 en espace du schéma numérique.

FI GURE III.9 – Sch́ema d’une plaque verticale chauffée en temṕerature contenue dans une
cavit́e carŕee [16][17].

Gr Résolution [16] Résolution [17] Résultats [16] Résultats [17] FluentR© présente étude
103 50×50 100×100 1.711 1.738 1.636 1.635
104 50×50 52×52 2.501 2.535 1.963 1.946
105 50×50 52×52 5.051 5.082 3.780 3.767

Tableau III.13 – Comparaison en terme de nombre de Nusselt convectif moyen. La résolution
utilisée dans la pŕesentéetude et dans FluentR© est de120∗120.
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Rad = 103 ; ∆xC = 0.0156,∆xM = 0,0078,∆xF = 0,0039
Points VC VM VF R θC θM θF R
1 6.0842E−2 6.0944E−2 6.0969E−2 4.01 0.474504 0.474484 0.474479 4.07
2 8.3552E−3 8.4047E−3 8.4171E−3 3.98 0.323891 0.323876 0.323872 3.80
3 0.144422 0.144275 0.144238 3.97 0.474505 0.251886 0.251861 3.99
4 0.169383 0.169456 0.169474 4.06 0.466691 0.466669 0.466664 4.15

Tableau III.14 – Analyse de convergence du maillage pour Rad = 103.

6 Conclusion

Nous avons mené dans ce chapitre une série de tests de validation du code numérique.
Plusieurs problèmes classiques en convection naturelle avec et sans rayonnement de surfaces
ont été abordés (cavités fermées et canal ouvert). Les équations de Navier-Stokes sous
l’hypothèse de Boussinesq ont été considérées. Les résultats obtenus en terme de champs
de température et de vitesse sont en bonne concordance avec ceux de la littérature. Nous
avons aussi participé à l’établissement de solutions de références. Les méthodes numériques
implémentées dans le cas du canal ouvert, de la cavité fermée et de la plaque chauffée au milieu
d’une cavité ont été ainsi validées. De plus, le code numérique s’est avéré consistant en temps
et en espace. Par ailleurs, l’étude de convergence de maillage pour les différentes géométries
a montré que le schéma spatial de discrétisation est d’ordre 2 en espace. Dans l’absence de
solutions exactes, nous n’avons pas pu démontré l’ordre 2 en temps du schéma de discrétisation
temporelle.

Le code modifié a fait les preuves de son efficacité pour traiter la convection naturelle
dans des géométries fermées et ouvertes. Une extension à la troisième direction peut être être
envisagée. De plus, le code est portable à condition que les bibliothèques de programmes Fortran
(LAPACK et BLAS) auxquelles il fait appel soient installées sur la machine de travail.
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Chapitre IV

Comparaison des ŕesultats nuḿeriques
avec des mesures expérimentales

1 Introduction

Il existe de nombreuses études basées sur l’hypothèse de convection naturelle pure.
Ce sont des études numériques [23][48][11][8][100], ou des études expérimentales dans
lesquelles le transfert radiatif est évalué et déduit du transfert thermique global mesuré ou
des études expérimentales dans lesquelles le transfert radiatif est inhibé et n’intervient pas
[11][31][101][66]. D’autres investigations ont questionné l’effet du rayonnement entre surfaces
sur la convection naturelle sauf que la plupart de ces études étaient destinées aux cavités carrées
différentiellement chauffées [102][103][13]. Peu de chercheurs [40][41][42][19] ont pris en
compte le rayonnement entre surfaces dans leurs modèles numériques dans le cas d’un canal
ouvert, ainsi la part radiative du transfert de chaleur n’est pas encore complètement étudiée
[101][37][67]. Afin de neutraliser les effets du rayonnement entre surfaces et de caractériser
l’échange de chaleur en convection pure, certains chercheurs ont utilisé l’eau comme fluide
de travail pour modéliser l’écoulement d’air [104][31][105][106][1]. Cependant il existe
peu d’études sur le sujet en configuration semi-ouverte et aucune étude ne s’est intéressée à
l’influence du nombre de Prandtl.

Bien que de nombreuses études expérimentales et numériques sur la convection naturelle
entre deux plaques parallèles aient été menées, la plupart des études ont été limitées à
des mesures de température et à des analyses du transfert de chaleur. Peu d’études se sont
intéressées aux quantités dynamiques de l’écoulement qui s’avèrent nécessaires compte tenu
de la problématique posée relative à la définition des conditions aux limites dynamiques. Notez
également que la plupart des investigations numériques n’ont pas considéré des propriétés
thermophysiques variables avec la température, alors qu’elles s’avèrent influencer le débit
massique et le transfert de chaleur quand les différences de température fluide/paroi sont grands
[29][30][28].

Dans ce chapitre sont présentées deux études comparatives numériques et expérimentales
relatives aux vecteurs eau (convection naturelle pure) et air (couplage convection-rayonnement
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entre surfaces). Nous commençons d’abord par décrire les dispositifs expérimentaux. Ensuite,
nous allons présenter les configurations simulées numériquement. Puis, les résultats numériques
et expérimentaux sont comparés. Enfin, les effets du nombre de Prandtl, du rayonnement entre
surfaces et des propriétés variables en fonction de la température sont discutés.

2 Présentation des bancs d’essai

2.1 Canal en eau : chauffage syḿetrique

1,5 m 60 cm

60 cm

0 à 14 cm

Cellule en double-vitrage
Support PVC
Système vis-écrou
Bloc étanche
Paroi en inox (ep. 1,5 mm)
Fluxmètre/Chaufferette 
Mousse isolante
Réglage des parois
Thermocouple
Aspiration
Refoulement

FI GURE IV.1 – Sch́ema repŕesentant le banc d’essai en eau avec l’ensemble des capteurs
thermiques [18].

Le banc d’essai schématisé dans la figure IV.1 est un canal vertical de dimensions 65,5×23
cm2 immergé dans une cuve en eau de dimension internes 60× 150× 23.5 cm3 (x,y,z). Le
canal est formé par deux blocs étanches qui contiennent des chaufferettes électriques et il est
fermé sur les côtés par les parois en double-vitrage de la cellule en eau. Chaque bloc est fixé en
son centre, au moyen d’un système vis-écrou, sur une plaque support en PVC plaquée contre un
bord de la cellule en eau. Les réglages de la verticalité et du parallélisme du canal sont assurés
par des tiges filetées reliant les coins supérieurs de chaque bloc à leur support (non présent sur
le schéma). La différence d’écartement entre le haut et le bas est, avec ce système, inférieure
au millimètre. Les parois du canal sont constituées de plaques en acier inoxydable de 1.5 mm
d’épaisseur qui sont collées au bloc-paroi pour éviter toute aspérité sur la surface en contact
avec l’eau. Afin d’assurer au mieux une condition de flux imposé, chaque paroi est chauffée
au moyen de 12 chaufferettes identiques branchées en parallèle de dimension 5×20 cm2 selon
y et z. La conduction de la chaleur dans la paroi entre deux zones chauffées est limitée par 11
rainures de 1×1× 210 mm3 (selonx, y et z) usinées dans la plaque en acier inoxydable sur
la face située à l’intérieur des blocs. Enfin, les blocs-parois sont remplis de mousse silicone
isolante pour éviter les pertes de chaleur au dos des chaufferettes.

Les mesures de vitesse sont effectuées dans le canal avec un système de Vélocimétrie Laser
Doppler (LDV) monté sur un système de déplacement motorisé permettant des mesures le long
des axes x et y dans le plan médian du canal. Les profils de vitesse moyenne sont obtenus
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FIGURE IV.2 – Évolutions de la temṕerature dans la cellule en eau et dans la pièce pendant
l’expérience 4 (cf. Tableau IV.1) [18].

sur une durée de 25 à 30 minutes pour chaque point. La température est mesurée par des
thermocouples de typeK de 120µmde diamètre. Toutes les mesures dans le canal sont réalisées
sous un régime statistiquement stationnaire. Les conditions de fonctionnement sont supposées
être statistiquement stationnaires quand l’évolution de la température dans le réservoir (le
haut, le bas, entrée et sortie) est faible (< 0.5 C̊), et lorsque les températures mesurées dans
la cuve à l’extérieur du canal ne varient plus par rapport à la température mesurée à l’entrée
de canal :T −Te= Cte. La figure IV.2 présente les évolutions de température en haut et en
bas de la cuve, à l’entrée et en sortie du canal et dans la salle (les positions des thermocouples
sont présentées sur la figure IV.1) au cours de l’expérience 4 (cf. Tableau IV.1). Selon les
configurations expérimentales étudiées, le régime statistiquement stationnaire est généralement
atteint après 24-48 heures.

La température de l’eau dans le réservoir est supposée être homogène lorsque la différence
de température entre le haut du réservoir et l’entrée du canal est presque nulle (< 0.1 C̊). La
deuxième condition aux limites contrôlée est la densité de flux uniforme sur les parois du canal.
Le flux de chaleur pariétal moyen sur chaque chaufferette est tracé sur la figure IV.3 en fonction
de la hauteur adimensionnée du canal au cours de l’expérience 5 (cf. Tableau IV.1). Cette figure
montre qu’une condition de flux uniforme est atteinte avec des variations moyennes inférieures
à 1%. En outre, la différence entre le flux de chaleur moyen sur les parois droite et gauche est
inférieure à 0,01%. D’autre part les fluctuations maximales mesurées de la densité de flux sont
inférieures à 2% (non représentées sur cette figure). Ainsi une condition de flux uniforme peut
être assumée sur les parois du canal. Plus de détails se trouvent dans les références suivantes
[18][1].
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FI GURE IV.3 – Moyenne temporelle du flux de chaleur sur les parois (carré : droite, cercle :
gauche) en fonction de la hauteur adimensionnée pendant l’exṕerience 5 (cf. Tableau IV.1). Le
flux de chaleur est mesuré par un fluxm̀etre. Le flux de chaleur moyennée le long de hauteur
(ligne en pointilĺees) est de 2302 W sur la paroi gauche et de 2304 W sur la paroi droite [18].

Expériences qw W/m2 TempératuresC̊ Rad

Entrée Sortie
1 190 22.58 22.62 2.41×107

2 382 23.45 23.48 5.18×107

3 764 27.31 27.36 1.29×108

4 1147 32.56 32.60 2.43×108

5 2305 36.54 36.58 6.18×108

Tableau IV.1 – Les cinq configurations expérimentalesétudíees [18]. La densit́e de flux
de chaleur paríetale est moyennée dans le temps et le long des deux parois du canal. Les
temṕeraturesà l’entrée et en sortie sont des valeurs moyennées dans le temps.

3 Configurations desétudes nuḿeriques

Les deux configurations géométriques qui font l’objet d’investigations sont présentées dans
la figure IV.4. La figure IV.4-(a) correspond à l’étude du couplage convection-rayonnement
entre surfaces dans l’air. La figure IV.4-(b) concerne l’étude comparative en convection pure
dans l’eau. Les rapports de formes des deux canaux sont respectivementA = 14.4 et A = 15.
Le chauffage pariétal produit un gradient de température entre la paroi et le fluide conduisant
ainsi à un écoulement de convection naturelle. Tout au long de cette étude, les hypothèses
suivantes sont faites : propriétés des fluides, à l’exception de la densité, sont indépendantes de la
température, les variations de densité ne sont prises en compte que dans la force de flottabilité,
et l’écoulement est bidimensionnel, incompressible avec une dissipation visqueuse supposée
négligeable. Les transferts thermiques ainsi que l’écoulement fluide sont gouvernés par les
équations de Navier-Stokes sous les hypothèses de Boussinesq (Eq. II.20). Les conditions aux
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limites en convection pure sont reportées sur la figure IV.4.

FI GURE IV.4 – Sch́emas simplifíes des dispositifs expérimentaux. (a) canal en air ; (b) canal
en eau.

Dans le cas du couplage convection-rayonnement entre surfaces dans l’air, seules les
conditions aux limites thermiques pariétales sont différentes. L’air est supposé transparent, les
parois verticales sont considérées grises, diffuses et opaques avecε = 0.09. L’entrée et la sortie
du canal sont assimilées au niveau radiatif comme des parois fictives noires avecε = 1. Sous
forme adimensionnée, les conditions aux limites thermiques aux parois s’écrivent :

{
(∂θ)/(∂X)−q∗r =−1 pour X = 0, 0≤Y ≤ A

(∂θ)/(∂X)+q∗r = 0 pour X = 1, 0≤Y ≤ A
(IV.1)

4 Résultats et comparaisons

4.1 Configuration en eau : chauffage syḿetrique

La configuration sous investigation est un canal d’eau vertical et l’écoulement de convection
naturelle correspondant est étudié expérimentalement et numériquement. Les conditions aux
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limites sur les parois chauffées sont des conditions de flux de chaleur uniformes et la
température à l’extérieur du canal a été régulée pour rester dans l’intervalle de validité de
l’approximation de Boussinesq. La température et la vitesse ont été mesurées pour cinq
flux de chaleur (cf. Tableau IV.1). Comme des fluctuations importantes sont observées
expérimentalement sur le champ de vitesse, les mesures sont moyennées pour une durée
de 25-30 minutes pour chaque point. Les incertitudes sur la vitesse et la température sont
respectivement,± 2mm.s−1 et ± 0.05 C̊. Des simulations numériques sont également
effectuées pour les cinq configurations expérimentales sur une machine Intel Xeon E5520 avec
un processeur de 2.27GHzet 4GB de mémoire.

n◦ Exp. Rad Résolutions Nuexp Nunum
ve/exp

[m2/s]
vs/exp

[m2/s]
Qnum

1 2.41×107

100 × 800
150× 1200
200× 1600
250×2000

11.5

10.69
10.66
10.65
10.65

0.004038 0.004978

0.005957
0.005937
0.005929
0.005922

2 5.18×107

100 × 800
150× 1200
200× 1600
250×2000

13.5

12.46
12.43
12.41
12.41

0.006405 0.006436

0.007282
0.007251
0.007238
0.007229

3 1.29×108

100 × 800
150× 1200
200× 1600
250×2000

18.2

14.93
14.84
14.80
14.84

0.006514 0.008641

0.008904
0.008902
0.008669
0.008436

4 2.43×108

100 × 800
150× 1200
200× 1600
250×2000

25.2

16.91
16.82
16.78
16.76

0.010709 0.012306

0.010224
0.010028
0.009958
0.009888

5 6.18×108

100 × 800
150× 1200
200× 1600
250×2000

31.3

20.36
20.19
20.17
20.15

0.014431 0.018616

0.012849
0.012507
0.012392
0.012378

Tableau IV.2 – Comparaison en terme de nombre de Nusselt et du débit entre les investigations
exṕerimentales et nuḿeriques pour diff́erents nombres de Rayleigh et pour différentes
résolutions spatiales.

Rad = 2.41×107;5.18×107;1.29×108;2.43×108;6.18×108

∆t = 0.01 ∆t = 0.001
100×800 8.12 h 38.8 h
150×1200 63.8 h
200×1600 118.8 h
250×2000 213.6 h

Tableau IV.3 – Les temps CPU en fonction des résolutions spatiales.
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Rad Nuexp ve vs

2.41×107 7% 32% 15%
5.18×107 9% 11.5% 11%
1.29×108 19% 24% 0.3%
2.43×108 33% 7% 19%
6.18×108 55% 14% 33.5%

Tableau IV.4 – Différences relatives entre les résultats exṕerimentaux et nuḿeriques en terme
de nombre de Nusselt et du débit.

Les tempsCPU nécessaires pour atteindre des solutions asymptotiquement stationnaires
varient de 8.12 h à 213.6 h (cf. Tableau IV.3), respectivement, pour des résolutions spatiales
entre 100× 800 et 250× 2000 (cf. Tableau IV.2). Les simulations numériques conduisent
à des écoulements laminaires stationnaires alors que les données expérimentales montrent
des écoulements instationnaires et turbulents à partir d’un nombre de Rayleigh de 107.
Plusieurs raisons possibles peuvent expliquer la discordance entre les régimes d’écoulements
expérimentaux et numériques. Comme le canal se trouve dans un environnement confiné (la
cuve d’eau), l’eau chauffée au niveau de la paroi monte dans le canal, se refroidie au sommet du
réservoir et redescend vers l’entrée en passant derrière les parois étanches. Les fluctuations de
la vitesse peuvent ne pas être amorties suffisamment avant de ré-entrer dans le canal et peuvent
être amplifiées. Daverat et al. [1] ont mesuré des fluctuations à l’entrée à partir des données
en vitesse et on calculé des intensités turbulentes allant jusqu’à 30%. Si aucune mesure n’est
prise pour réduire au minimum les perturbations éventuelles qui pourraient être introduites à
l’entrée du canal, un niveau d’intensité turbulente élevé peut être présent [107][108][39] et peut
considérablement modifier le débit et les échanges convectifs dans le canal [109]. Dans les
simulations, les conditions aux limites n’introduisent pas de perturbations en vitesse. De plus,
l’écoulement bidimensionnel considéré dans les simulations reste une hypothèse questionnable.
En effet, des structures tridimensionnelles et tourbillonnaires peuvent apparaı̂tre au niveau
des parois chauffées [39][110] et perturber les couches limites. L’absence de perturbations
à l’entrée du canal et l’hypothèse 2D peuvent influencer la structure de l’écoulement et
notamment le contraindre à devenir instationnaire.

En dépit de la différence importante observée sur le comportement dans le temps, les débits
et les nombres de Nusselt sont comparés entre les résultats expérimentaux et numériques (voir
les tableaux IV.2 et IV.4). Le débit expérimental est calculé à l’entrée et à la sortie en intégrant
la vitesse mesurée en supposant un profil 2D. Cependant Daverat et al. [1] ont observé que
l’écoulement n’est pas bidimensionnel : la vitesse chute à proximité des parois avant et arrière
de la cuve d’eau (selon la direction z ; cf. Fig. IV.1). Par conséquent, les couches limites le long
de ces parois s’épaississent de l’entrée vers la sortie et le profil de vitesse présente un maximum
à mi-profondeur dans le plan x-y. Le débit calculé via l’intégrale du profil de vitesse 2D sur la
largeur est donc surestimé : c’est pourquoivs/exp est plus grand queve/exp ( cf. Tableau IV.2).
Les résultats numériques sont en accord avecve/exp pour les expériences 2, 3 et 4, mais ils sont
très grands pour les autres expériences. En termes de nombre de Nusselt, un accord est observé
pour les deux premièresRad = 2.41×107,5.18×107 et la différence est importante pour les
trois autresRad = 1.29×108,2.43×108,6.18×108.
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FIGURE IV.5 – Distribution de la vitessèa l’entrée du canal (eau) : Comparaison entre les
résultats nuḿeriques et exṕerimentaux.

Les figures IV.5 et IV.6 montrent les profils de vitesse expérimentaux à l’entrée et en
sortie du canal pour les 5 expériences comparées à des profils numériques. Les couches
limites dynamiques se développent depuis l’entrée jusqu’à la sortie du canal : compte tenu
du chauffage imposé, le fluide est accéléré le long des parois, laissant apparaı̂tre deux pics
de vitesse au niveau des parois du canal et le mouvement est ralenti au centre du canal. La
vitesse au centre du canal n’est pas nulle, mais atteint un plateau comme le montre la figure
IV.6. Comme attendu, le débit augmente avec le flux de chaleur imposé aux parois. Plus le
flux de chaleur pariétal est important, plus les maximas de vitesse sont grands. La figure IV.5
montre que les profils numériques surestiment les valeurs expérimentales pour les expériences
1-2-3 à l’entrée. Les différences relatives entres les débits numériques et expérimentaux sont
réunies dans le Tableau IV.4. Bien que les débits à l’entrée soient en bon accord entre les
résultats numériques et expérimentaux pour les expériences 4 et 5 à l’entrée, les profils sont très
différents. En sortie (cf. Fig. IV.6), les écarts ne sont significatifs qu’au centre du canal pour les
expériences 1-2 et à proximité des parois chauffées pour l’expérience 3. Pour les expériences 4
et 5, les écarts sont importants sur toute la largeur du canal.

Les sources possibles de discordance entre les résultats numériques et expérimentaux
sont les suivantes. Comme les écoulements sont instationnaires dans les expériences, les
discordances peuvent provenir du fait que le code ne peut pas prédire ce régime d’écoulement
dépendant du temps. Dans la boucle fermée, l’écoulement de retour derrière les boı̂tes étanches
pourrait créer des pertes de charge qui peuvent ralentir le fluide et par conséquent, réduire le
débit du canal. Comme expliqué précédemment, les fluctuations peuvent ré-entrer dans le canal
et peuvent être amplifiées plus en aval, des fluctuations importantes de vitesse qui dissipent
l’énergie sont mesurées à l’entrée du canal, elles pourraient entraı̂ner le développement
de couches limites à proximité de la sortie. Ceci est suggéré par les profils de vitesse des
expériences 4 et 5 (cf. Fig. IV.6). Il peut également y avoir un changement de régime
d’écoulement pour ces nombres de Rayleigh. Ce changement peut également être expliqué à
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FIGURE IV.6 – Distribution de la vitesse en sortie du canal (eau) : Comparaison entre les
résultats nuḿeriques et exṕerimentaux.

partir des distributions de température de paroi tracées dans la figure IV.7 en fonction de la
hauteur du canal : dans les expériences 4 et 5, la température de la paroi diminue dans la partie
aval. En effet, en interprétant les fluctuations de température, de vitesses verticale et horizontale,
Daverat et al. [1] ont effectué une modélisation zonale de l’écoulement et de la transition
dans le canal (cf. Fig. IV.8) pour des nombres de Rayleigh égales àRad ≈ 109,4.2×109. Ils
précisent que dans la zone 1, il y’a évacuation du flux de chaleur pariétal ce qui chauffe le fluide
en contact avec la paroi, créant ainsi un mouvement ascendant du fluide. La zone 1 est donc
une zone motrice de l’écoulement. La zone 2 est celle qui fournit la zone 1 en fluide isotherme
grâce au principe de conservation de masse. Du fait que le fluide monte près de la paroi, il
y’a donc alimentation du fluide de la zone 2 vers la zone 1, ce qui entraine le ralentissement
de la zone 2. Quant à la zone 3 qui se trouve après la transition, c’est une zone de mélange
ou la turbulence tend à homogénéiser l’écoulement [1]. Cette étude a montré le bien fondé
d’un possible changement de régime de l’écoulement en aval du canal. Toutefois, l’étude de
la transition de l’écoulement dans les travaux de Daverat et al. [1] n’a pas été menée pour les
nombres de Rayleigh étudiés ici. Certaines études numériques ont relié la décroissance de la
température en aval du canal à un possible changement de régime [38][111] [112][3][109].
Fedorov et Viskanta [111] et Lau et al. [109] soulignent en plus que, le point d’inflexion du
profil de température dépend fortement de l’intensité turbulente injectée à l’entrée du canal.
En augmentant les perturbations à l’entrée du canal, les échanges convectifs sont intensifiés
entre la paroi et le fluide et la transition vers le régime turbulent prend place de plus en plus
bas de la sortie du canal. Comme nous l’avons précisez précédemment, notre code numérique
est incapable de transcrire la transition de l’écoulement vers la turbulence et encore moins les
perturbations à l’entrée du canal en raison de l’hypothèse bidimensionnelle de l’écoulement
et des conditions aux limites dynamiques utilisées dans cette étude. Notez par ailleurs que le
code fournit une prédiction satisfaisante de la température de la paroi pour les deux plus petits
nombres de RayleighRad = 2.43×108,6.18×108.
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FIGURE IV.7 – Différences de température entre la paroi droite et l’entrée en fonction de la
hauteur adimensionńee du canal chauffé (eau) : Comparaison entre les résultats nuḿeriques et
exṕerimentaux.

4.2 Configuration en air : chauffage asyḿetrique

La configuration qui fait objet d’études conjointes expérimentale et numérique est un
canal d’air vertical (cf. §??). L’une des deux parois verticales est chauffée par un flux de
chaleur uniforme. L’écoulement de convection ainsi créé est couplé intrinsèquement avec
le rayonnement entre surfaces. Les températures pariétales et la vitesse ont été mesurées
pour deux flux de chaleur (voir le tableau??). Les incertitudes sur les mesures de vitesse
et de température sont respectivement de±0.1 m/s et ±0.12 C̊. Les simulations obtenues
sont asymptotiquement stationnaires en convection avec ou sans rayonnement entre surfaces.
Le débit expérimental est calculé à la mi-hauteur du canal en intégrant la vitesse mesurée
en supposant un profil 2D (cf. Fig. IV.9 et Fig. IV.10). En dépit de la différence observée
sur le comportement dans le temps entre les expériences et les simulations numériques, les
résultats sont comparés en terme de débit et de nombre de Nusselt (voir le tableau IV.5). En
convection naturelle pure, les débits massiques calculés numériquement sont différents de
ceux expérimentaux de 70% et 60% alors qu’ils sont différents de 20% et 15% dans le cas du
couplage convection-rayonnement respectivement pourRad = 5.8×106 et Rad = 1.73×107.
En terme de nombre de Nusselt, les écarts sont de 17% et 24% respectivement pour la première
expérience et la seconde sans la prise en compte du rayonnement entre surfaces, contre 7%
et 8% si l’on considère le couplage convection-rayonnement. Les écarts entre les résultats
numériques et expérimentaux en terme de débit massique et de nombre Nusselt diminuent avec
la prise en compte du rayonnement entre surfaces. Cela est aussi suggéré par les profils de
vitesses à mi-hauteur et la distribution des températures pariétales dans les figures IV.9, IV.10
et IV.11.

Plusieurs sources possibles peuvent expliquer les écarts entre les résultats expérimentaux
et numériques. Savicente et al. [39] ont analysé les fluctuations en vitesse verticale et
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FI GURE IV.8 – mod́elisation zonale de l’́ecoulement et de la transition dans le canal. Figure
extraite de la ŕef́erence [1].

Rad ṁexp

[g/ms]
ṁnum(S.R)
[g/ms]

ṁnum(A.R)
[g/ms]

Nuexp Nunum(S.R) Nunum(A.R)

5.8×106 15.12 4.68 12.221 11.400 9.398 10.630
1.73×107 22.8 8.88 19.32 13.746 10.412 12.549

Tableau IV.5 – Comparaison entre les résultats nuḿeriques et exṕerimentaux en terme de
nombre de Nusselt convectif et de débit massique. La résolution du maillage utiliśee ici est
de150×1500.
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Num; Ra=5.8E6; Pr=0.71; ε=0

Num; Ra=5.8E6; Pr=0.71; ε=0.09

Exp; Ra=5.8E6; Pr=0.71

FI GURE IV.9 – Profils nuḿeriques et exṕerimentauxḑe la vitesse verticalèa Y = A/2 en
convection naturelle (air) avec et sans rayonnement entre surfaces pour Rad = 5.8×106.

en température à la mi-hauteur du canal. Ils trouvent que l’intensité turbulente est plus
importante pourRad = 2.41×107,5.18×107 que pour des Rayleigh plus grands pour lesquels
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FI GURE IV.10 – Profils nuḿeriques et exṕerimentaux de la vitesse verticaleà Y = A/2 en
convection naturelle (air) avec et sans rayonnement entre surfaces pour Rad = 1.73×107.
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FI GURE IV.11 – Différences de température nuḿeriques et exṕerimentales entre la paroi droite
et l’entrée en fonction de la hauteur adimensionnée du canal (air).

l’écoulement est sensé être laminaire [39]. Ils relient cela aux éventuelles perturbations du
milieu extérieur produites à l’entrée du canal et qui ne seraient pas être amorties compte
tenu des faibles vitesses de l’écoulement et de la petite taille du canal. Notez que Lau et
al. [109], utilisant un code basé sur la méthode LES et ayant négligé le rayonnement de
surfaces, avait introduit des perturbations arbitraires à l’entrée du canal afin d’obtenir un
accord satisfaisant avec des résultats expérimentaux obtenus par Savicente et al. [39]. Il a été
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montré dans leur étude numérique que non seulement les fluctuations changent avec l’intensité
turbulente initiale imposée, mais également la distribution de température et l’emplacement
du point d’inflexion du profil de température. Un meilleur accord a été obtenu lorsque les
perturbations stochastiques ont été fixée à 1%. Les perturbations extérieures peuvent aussi
entraı̂ner des pertes de charge à l’entrée et en sortie du canal impliquant la réduction du débit
dans le canal. Les écarts pourraient donc provenir du fait que le code ne peut pas prendre
en compte les perturbations à l’entrée du canal compte tenue des conditions aux limites
dynamiques utilisées. Pour la deuxième expérience, il peut y avoir en plus un changement de
régime d’écoulement. Ce changement peut être vu à partir de la distribution de température
pariétale tracée dans la figure IV.11 en fonction de la hauteur adimensionnée du canal : la
température pariétale dans la deuxième expérience diminue dans la partie avale (à partir du
point d’inflexion) et le maximum de la température est obtenu àA = 0.65 environ, alors que
le maximum de température est atteint en haut du canalA = 1 dans l’étude numérique. Ce
point d’inflexion du profil de température a généralement été considérée comme correspondre
au point de transition dans la couche limite de convection naturelle [112][38]. Certains
auteurs [113][114] ont étudié la transition de l’écoulement de convection naturelle le long
d’une plaque verticale et précisent que la transition thermique arrive après la transition de
l’écoulement. En effet, la baisse de température en aval vient après le passage de bouffées
turbulentes et l’épaississement de la couche limite, qui caractérisent la transition dynamique.
Les mêmes remarques ont été cités dans les travaux de Savicente et al. [39] pour le cas d’un
canal ouvert chauffé asymétriquement en densité de flux. Notez également que les transitions
(thermique et dynamique) mises en évidence dans les précédents travaux peuvent contraindre
l’écoulement à devenir tridimensionnel, ce qui peut aussi expliquer les écarts observés entre les
résultats numériques et expérimentaux compte tenue de l’hypothèse 2D considérée dans l’étude
numérique. Toutefois, il n’est pas évident d’identifier et d’étudier l’influence des structures
tridimensionnelles à cause du manque des données expérimentales notamment les fluctuations
en vitesse et en température dans la troisième direction~z.

5 Effets du rayonnement entre surfaces

Nous avons vu dans la section précédente que les résultats numériques et expérimentaux
sont en meilleur accord quand le rayonnement entre surfaces est pris en compte dans les
simulations. Nous allons dans cette partie discuter les effets du couplage rayonnement-
convection sur le transfert thermique et l’écoulement.

Les figures IV.9 et IV.10 présentent les profils de vitesse à mi-hauteur obtenus avec et
sans rayonnement entre surfaces. Lorsque le rayonnement entre surfaces est pris en compte, le
pic de vitesse à proximité de la paroi chauffée diminue et la vitesse au centre augmente. De
plus, l’écoulement de retour mis en évidence en convection pure dans la première simulation
disparaı̂t dans le cas du couplage avec le rayonnement et n’existe pas dans l’expérience
correspondante. Notez également que dans les expériences menées par Savicente et al. [39], les
auteurs observent une augmentation de la température de la paroi non chauffée. Ceci peut être
expliqué par l’effet du rayonnement entre surfaces. En convection pure, l’air chauffé s’élève
par convection naturelle et crée une couche limite dynamique le long de la paroi chauffée.
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Pour alimenter cette couche limite, l’air pénètre par le haut lorsque l’alimentation par le bas
n’est pas suffisante (par conservation du débit). En présence du rayonnement, la redistribution
du flux de chaleur par rayonnement fait diminuer l’écoulement le long de la paroi gauche
et crée un écoulement secondaire le long de la paroi adiabatique. Ce nouvel écoulement
élimine un possible écoulement de retour en sortie près de la paroi non chauffée et les débits
massiques augmentent de façon significative (2,5 et 2 fois plus élevés respectivement pour
les deux simulations numériques). Notez que cet écoulement de retour est observé dans les
expérimentations. Il présente un caractère instationnaire voire intermittent et n’est pas visible
sur les profils de vitesse moyenne. Quant à la température de la paroi chauffée, elle est réduite
en présence du rayonnement (cf. Fig. IV.11).

Dans la continuité des études effectuées dans le cadre de cette thèse (benchmark [15] ;
comparaisons numérique/expérimentale) et dans le but de mieux caractériser les effets du
rayonnement entre surfaces en convection naturelle, des études paramétriques sont effectuées
en annexe B. Nous donnons ici les principaux résultats sur les effets du rayonnement entre
surfaces sur l’écoulement de convection naturelle :

– augmentation du débit massique dans le canal
– amélioration des échanges thermiques au sein du canal : réduction de la température de

la paroi chauffée et augmentation de la température des parois adiabatiques
– influence du milieu extérieur (rayonne à la température ambiante) sur la température des

parois en sortie du canal
– élimination des écoulements de retour.

6 Effets du nombre de Prandtl

Dans le but de découpler les modes d’échanges thermiques dans un canal d’air ouvert
et chauffé, de nombreux chercheurs [104][31][34][106][1] ont utilisé l’eau comme fluide
de travail pour s’affranchir des effets du rayonnement de surface et d’étudier la convection
naturelle pure. Notre but ici est de vérifier si l’usage conventionnel de l’eau pour modéliser la
convection d’air dans un canal vertical donne des résultats raisonnables en terme des champs
de température, de vitesse et des quantités physiques globales (Nu, débit) par rapport à un canal
d’air.

Nous comparons ici l’écoulement de convection naturelle entre l’eau et l’air. Les figures
IV.12 et IV.13 présentent les profils de vitesse et de température à différentes hauteurs pour
les deux configurations d’écoulements étudiées précédemment : chauffages asymétrique et
symétrique en densité de flux. Nous remarquons une différence significative dans l’épaisseur
de la couche limite dynamique pour les deux nombres de Prandtl (correspondant à l’eau et
l’air). Cette épaisseur est plus importante dans l’eau. Cela est suggéré par les maximas de
vitesse (croix et triangle) dans les figures IV.12 et IV.13. Cependant, la différence entre les
épaisseurs de couches limites dynamiques ne change pas à partir d’une certaine hauteur du
canal (àY = 0.375). Notons aussi que les vitesses adimensionnelles sont plus importantes dans
l’eau. Contrairement à la couche limite dynamique, l’épaisseur de la couche limite thermique
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Comparaison des ŕesultats numériques avec des mesures expérimentales

=1

Y=0.875

Y=0.0125

Y=0.375

Y=0.5

Y=0.625

Y=0.75

Y=0

Ra
d
= 2.64 10

7

0

0.2

X
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35

V
+
C

t
e

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

X

+
C
te

Y=0.875

Y=1

Y=0.75

Y=0.625

Y=0.5

Y=0.375

Y=0.25

Y=0.125

Ra
d
=2.64 10

7
0

0.02

FI GURE IV.12 – Profils de vitesse (à gauche) et de température (̀a droite)à différentes hauteurs
du canal pour le cas d’un chauffage symétrique en densité de flux. Trait continu : Pr=0.71 ; Trait
pointillé : Pr=6.52.

est presque identique pour les deux fluides. Les températures pariétales sont plus importantes
dans l’eau et les différences pour les deux fluides augmentent avec la hauteur du canal. Ces
différences dans les épaisseurs de couche limite sont dues aux effets du nombre de Prandtl
qui correspond à l’importance relative de la diffusion visqueuse et de la diffusion thermique.
Il correspond aussi au rapport entre les temps caractéristiques de diffusion thermique et de
diffusion visqueuse. Plus le nombre de Prandtl augmente, plus le temps thermique devient plus
important que le temps visqueux. Le champ de température diffuse de façon moins importante
dans le fluide que pour des nombres de Prandtl plus petits. Par conséquent, la zone d’action de
la convection naturelle est de plus en plus confinée près de la paroi et le jet ascendant est de
plus en plus faible, ce que montre bien les figures IV.12-a et IV.13-b. Nous rejoignons ainsi les
mêmes remarques formulées par [115][116] dans leurs études de convection naturelle le long
d’une plaque plane.

Nous constatons que l’augmentation du nombre de PrandtlPr a pour effet l’augmentation
de la vitesse moyenne de l’écoulement et une diminution de la température dans la couche
limite thermique et par conséquent une augmentation du nombre de Nusselt. Ces remarques
sont valables pour les deux configurations de chauffage : asymétrique et symétrique. Dans
le but de mieux caractériser les effets du nombre de Prandtl sur l’écoulement de convection
naturelle, des études paramétriques (qualitatives et quantitatives) en fonction deRad et du
rapport de formeA sont présentées en annexe C. Nous donnons tout de même les principaux
résultats obtenus dans cette étude :
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FI GURE IV.13 – Profils de vitesse (à gauche) et de température (̀a droite)à différentes hauteurs
du canal pour le cas d’un chauffage asymétrique en densité de flux. Trait continu : Pr=0.71 ;
Trait pointillé : Pr=6.52.

– La température et l’épaisseur de la couche limite thermique sont supérieures dans l’air.
– La vitesse, le débit et l’épaisseur de la couche limite dynamique sont supérieures dans

l’eau.
– La profondeur de pénétration de l’écoulement de retour est plus importante dans l’air.
– Les nombres de Nusselt sont plus importants dans l’eau.
– Les différences entre l’eau et l’air en terme du nombre de Nusselt augmentent avec le

nombre de Rayleigh.

Cette étude a démontré que l’utilisation conventionnelle de l’eau pour modéliser la
convection de l’air dans un canal vertical donne des résultats en terme transfert de chaleur
convectif raisonnables pour des nombres de Rayleigh pas très grands (Rab < 107 ; cf. Annexe
C). Toutefois, les débits, les vitesses et les configurations d’écoulement sont très différentes
entre les deux fluides.
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FIGURE IV.14 – Distribution de la vitesse verticalèa l’entrée du canal avec et sans prise en
compte des propriét́es variables en fonction de la température : Cas du chauffage symétrique
en eau
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FIGURE IV.15 – Distribution de la vitesse verticale en sortie du canal avec et sans prise en
compte des propriét́es variables en fonction de la température : Cas du chauffage symétrique
en eau

7 Effets des propríetés variables en fonction de la
température

L’influence des propriétés thermophysiques variables en convection naturelle dans un canal
d’air vertical a été étudiée expérimentalement et numériquement par de nombreux auteurs
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FI GURE IV.16 – Temṕerature ŕeduite paríetale en fonction de la hauteur adimensionnée du
canal avec et sans prise en compte des propriét́es variables en fonction de la température :
résultats nuḿeriques et exṕerimentaux : Cas du chauffage symétrique en eau

[117][28][29][30][19]. Li et al. [19] ont montré que pour un chauffage asymétrique en densité
de flux de chaleur dans l’air, tenir compte de la variation des propriétés variables n’est pas
nécessaire pour des écarts de température (∆T = T − T0) inférieurs à environ 200K. Nous
avons donc choisi ici de discuter les effets de la variation des propriétés thermophysiques sur
l’écoulement de convection pure dans un canal chauffé symétriquement en densité de flux.
La configuration considérée ici concerne le canal en eau (cf figure IV.4-b). La densité de flux
pariétale est évaluée entreqw = 190W/m2 etqw = 2035W/m2 et la largeur du canal est fixée à
d = 45 mm. Les différences maximales de température correspondantes sont comprises entre
T = 1.3 ≤ ∆Tmax ≤ 6.2 K i.e. ∆Tmax/T0 allant entre 4× 10−3 et 2× 10−2 (la limite de la
validité de l’approximation de Boussinesq pour l’eau est d’environ 0.01 pour une température
de référence d’environ 36◦C ; cf. Annexe??). Les figures IV.14, IV.15 et IV.16 présentent
les profils de vitesse à l’entrée et en sortie du canal ainsi que la distribution des températures
pariétales le long du canal pour les 5 expériences étudiées. Nous constatons que la variation des
propriétés thermophysiques en fonction de la température n’a pas d’influence sur les profils de
vitesse et de température pour les trois premières densités de flux (voir tableau IV.6). On observe
une légère augmentation des pics de vitesse près des parois chauffées pour les deux dernières
configurations. Les différences en débit ne dépasse pas 5%. Les températures pariétales sont par
conséquent légèrement moins importantes que dans le cas des propriétés constantes et les écarts
ne dépassent pas 4% en terme de Nusselt moyen. Les tendances obtenues sur la température et
le débit sont en accords avec des travaux antérieurs [28][29][30][19]. Nous pouvons conclure
que les champs de vitesse et de température sont quasiment identiques avec ou sans la prise
en compte de la variation des propriétés thermophysiques en fonction de la température pour
les trois premiers cas correspondant àRad = 2.41×107,5.18×107,1.29×108. Pour les deux
derniers nombre de RayleighRad = 2.43×108,6.18×108, une légère différence est observée
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au niveau des parois en terme de vitesse et de de température (voir tableau IV.6). Globalement,
l’hypothèse de Boussinesq est suffisante pour étudier le transfert thermique et l’écoulement
dans l’intervalle des écarts de température étudié (4×10−3 ≤ ∆Tmax/T0 ≤ 2×10−2).

Rad Nu Ve

2.41×107 0.741% 0.13%
5.18×107 1.16% 0.19%
1.29×108 1.46% 1.04%
2.43×108 2.58% 2.62%
6.18×108 3.745% 4.04%

Tableau IV.6 – Erreurs relatives entre les résultats obtenus avec et sans la prise en compte des
propriét́es variables en fonction de la température.

8 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre des simulations numériques en convection naturelle
pure (canal d’eau chauffé symétriquement) et en convection naturelle couplée avec le
rayonnement entre surfaces (canal d’air chauffé asymétriquement). Une comparaison entre les
résultats numériques et expérimentaux a été menée en terme de débit, de nombre de Nusselt
moyen, de profils de vitesse verticale (entrée / sortie) et de température. Seule la convection
pure est considérée dans l’eau, alors que le rayonnement entre surfaces est aussi pris en compte
dans le cas de l’air.

Dans le cas du canal en eau, un bon accord est observé globalement entre les résultats
numériques et expérimentaux pour les nombres de Rayleigh petitsRad = 2.41×107;5.18×107.
Les écarts restent importants (allant jusqu’à 33.4% en nombre de Nusselt et 55% en débit) pour
les plus grands nombres de Rayleigh plus grandsRad = 1.29×108;2.43×108;6.18×108. Dans
le cas du canal d’air, les écarts sont trop importants en convection pure (jusqu’à 70% en débit
et 24% en Nusselt) et diminuent en présence du rayonnement entre surfaces (vont jusqu’à 20%
en débit et 8% en nombre de Nusselt ). Comme les écoulements sont instationnaires dans les
expériences, l’une des raisons liée aux écarts observés peut provenir du fait que le code ne peut
pas prédire ce régime d’écoulement dépendant du temps. Notez également que des fluctuations
importantes ont été mesurées dans le cas de l’eau à l’entrée du canal. Il est aussi probable
que des fluctuations existent dans le cas du canal d’air compte tenu de l’intensité turbulente
importante mesurée à mi-hauteur pourRad = 2.41×107,5.18×107. Les écarts peuvent donc
provenir des conditions aux limites qui n’intègrent pas ces perturbations à l’entrée du canal. De
plus, un changement de régime a été identifié dans les deux expériences. En effet, la température
pariétale diminue de façon brutale en aval du canal dans les expériences, contrairement à la
température pariétale obtenue numériquement qui augmente de manière croissante selon la
hauteur du canal. Les effets tridimensionnels peuvent aussi être responsables des discordances
observées. Cependant, à cause d’un manque de résultats en terme de fluctuations en vitesse
et en température dans la troisième direction~z, il n’est pas évident d’identifier l’influence des
structures tridimensionnelles.
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Dans le cas de l’air, nos résultats ont montré que l’écoulement et l’échange thermique
sont sensibles aux échanges par rayonnement entre parois. Des parois faiblement émissives
modifient considérablement la structure de l’écoulement. En présence du rayonnement
entre surfaces, nous constatons l’augmentation du débit massique à l’intérieur du canal,
l’amélioration de l’échange thermique entre la paroi et l’air, la réduction de la température
pariétale et l’élimination des écoulements de retour. Du point de vue expérimental, il est
important de prendre en considération les propriétés radiatives des surfaces, même lorsque
les différences de températures restent faibles. De même, les simulations numériques de
convection naturelle doivent prendre en compte le transfert de chaleur par rayonnement.

Une comparaison de la convection naturelle entre l’eau et l’air pour les deux configurations
de chauffage a été menée. Il a été constaté que les épaisseurs des couches limites (dynamique
et thermique), les champs de vitesse et de température et les longueurs de pénétration sont
différents entre les deux fluides ((δd)eau> (δd)air ; (δt)air > (δt)eau; Veau> Vair ; θair > θeau;
(Lp)air > (Lp)eau). Il est également constaté que les différences en terme de nombre de Nusselt
augmentent avec le nombre de Rayleigh. Du point de vue expérimental, l’utilisation de l’eau
pour prédire la convection naturelle de l’air peut donner des résultats raisonnables en terme
d’échange thermique mais seulement pour des nombres de Rayleigh pas grands (Rad < 107). En
revanche, la configuration d’écoulement de l’air est différente de celle de l’eau. La différence
en terme de champ de vitesse, de l’épaisseur de couche limite dynamique et de la profondeur
de pénétration reflète ce point.

Nous avons enfin étudié l’effet des propriétés thermophysiques variables en fonction de
la température sur l’écoulement de convection naturelle dans le canal d’eau. Pour l’intervalle
des différences de température étudié, nous concluons que l’hypothèse de Boussinesq est
suffisante pour décrire l’écoulement et le transfert thermique. En effet, les champs des vitesse
et de température sont quasiment identiques avec ou sans la prise en compte de la variation
des propriétés thermophysiques en fonction de la température. Dans le cas de grands écarts de
température, l’utilisation des propriétés thermophysiques variables sera nécessaire.

Les améliorations qui peuvent être amenées au code numérique sont les suivantes. D’abord,
il serait intéressant d’introduire des perturbations en vitesse à l’entrée du canal. Cependant,
comme nous ne pouvons pas imposer directement des perturbations sur le champ de vitesses(
cela impliquerait un cas de convection mixte ou forcée). La seule possibilité reste de perturber
les gradients de vitesse à l’entrée du canal. Une première tentative a été effectuée dans ce
sens. En effet, nous avons imposé des perturbations sur les gradients de vitesse en utilisant
une méthode spectrale décrite dans [118]. En connaissant l’énergie cinétique turbulente donnée
par l’expérience, on peut générer un champ de vitesse pseudo-turbulent à divergence nulle
en appliquant une transformée de Fourier inverse. Toutefois, la structure d’écoulement ne
présentait aucune cohérence spatio-temporelle. En effet, les perturbations imposées à l’entrée
du canal ne respectaient pas les propriétés statistiques de l’écoulement. Il y’a donc besoin d’un
champ de vitesse possédant certaines propriétés physiques : corrélations du premier et du second
ordre en un point, échelles intégrales spatiale et temporelle. Il existe d’autres méthodes capables
de générer un champ de vitesse pseudo-turbulent avec un tenseur de Reynolds donné et des
fonctions d’auto-corrélations locales [119], ou des structures tridimensionnelles avec de très
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bonnes propriétés physiques telles que : les corrélations du premier et du second ordre, échelles
intégrales de longueur et du temps [120].
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Chapitre V

Vers la mod́elisation des conditions aux
limites en pressionà l’entr ée du canal

1 Introduction

Jusqu’à ce chapitre, les simulations de convection naturelle présentées étaient restreintes
au canal sans extension. Comme présenté dans le chapitre I, section 4.4, le problème majeur
de ce domaine géométrique restreint d’un point de vue numérique concerne la traduction
des conditions aux limites entrée/sortie. Des études réalisées dans le cadre du benchmark
GDR-Ameth [15] indiquent que les conditions aux limites type Bernoulli locale fournissent
des résultats plausibles (profils de vitesse plats à l’entrée du canal), mais la comparaison
numérique/expérimentale du présent travail n’a pas permis de qualifier plus la validité de ces
conditions aux limites. L’impression d’un parcours non satisfaisant nous incite à tenter d’autres
approches.

Afin de surmonter la difficulté liée à la traduction des conditions aux limites, il est possible
de repousser les frontières du canal de manière à ne pas contraindre l’écoulement par des
conditions aux limites entrée/sortie. L’approche la plus rigoureuse consiste à mettre le canal
dans une cavité assez large, de sorte qu’aucune hypothèse concernant les conditions aux limites
en vitesse et en température ne soit faite à l’entrée et en sortie du canal. Cependant, la cavité
doit être assez large pour que les parois aient un effet négligeable sur l’écoulement et l’échange
thermique. Parmi les études qui ont adopté cette approche, citons O’meara et Poulikakos [65]
qui ont étudié expérimentalement la convection naturelle au sein d’un canal d’air placé au sein
d’une cavité fermée. Ils ont constaté que le plafond a l’effet le plus important sur l’échange
thermique. Ils ont montré que la hauteur du plafond doit être au moins égale à dix fois la largeur
de la cavité pour étudier correctement le phénomène de convection naturelle. Kheireddine et
al. [121] ont présenté une étude numérique sur la même configuration. Ils ont pu obtenir une
distribution locale des pertes de charge singulières à l’entrée et en sortie du canal à l’aide
de l’équation de Bernoulli généralisée. Ils ont démontré aussi qu’une extension de la cavité
égale à 4 fois la largeur du canal est suffisante pour que l’influence des parois de la cavité soit
négligeable sur les pertes de charge à l’entrée et en sortie du canal.

Afin d’inclure les pertes de charge singulières dans les conditions aux limites, nous
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reprenons l’idée de Kheireddine et al. [121] qui consiste àétudier un canal placé dans une
cavité fermée. Au lieu de calculer les pertes de charge singulières, nous cherchons à étudier
la distribution dePe+

1
2V2

e à l’entrée du canal etPs en sortie pour les quantifier et constater
que les conditions aux limitesBL0 (Pe+

1
2V2

e = 0 et Ps = 0) ne sont pas exactes. En effet,
l’approche Bernoulli est fondée sur la théorie des écoulements non visqueux, mais le modèle
mathématique utilisé repose sur les équations de Navier-Stokes des fluides visqueux. Les
conditions aux limites du type Bernoulli locale ne peuvent pas être valables pour de petitsRad

ni en proche paroi à de grandsRad. Nous analysons ensuite les différents termes de l’équation
de la quantité de mouvement verticale à l’entrée du canal dans l’objectif de relierPe+

1
2V2

e

à l’un d’eux et proposer une modélisation dePe+
1
2V2

e . Étant donné que ce genre d’études
nécessite un temps de calcul considérable, nous avons réalisé uniquement des simulations
à de petits nombres deRad. Nous reprenons enfin la configuration d’un canal seul avec la
modélisation dePe+

1
2V2

e et qualifions l’effet du modèle proposé.

Nous allons dans ce qui suit présenter les configurations d’études ainsi que la formulation
mathématique du problème. Puis, nous rappelons brièvement les méthodes numériques utilisées
dans la présente étude. La partie suivante est dédiée à la quantification et à la modélisation de
Pe+

1
2V2

e à l’entrée du canal. Ensuite, nous intégrons la nouvelle condition aux limites dans les
simulations et qualifions les effets du modèle proposé sur l’écoulement et le transfert thermique
dans un canal d’eau chauffé symétriquement en densité de flux.

H

H

L
H

d
Domaine (cs)

Domaine (cv)

1 2

s

FI GURE V.1 – Sch́ema de deux types de domaine de simulation de convection naturelle dans
une ǵeoḿetrie semi-ouverte. (CS) : canal seul ; (CV) : canal contenu dans une cavité.
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2 Modèle physique et ḿethodes nuḿeriques

La figure V.1 montre les deux domaines de calcul relatifs à cette investigation. Un premier
domaine(CV) de taille supérieure à la taille physique d’un canal et l’autre est de la même
taille que le canal seul(CS). Dans les deux cas, les parois du canal sont chauffées en densités
de flux égales. Tout au long de l’analyse, les hypothèses suivantes sont faites : le fluide utilisé
est l’eau (Pr = 7), les propriétés du fluide sont constantes et l’écoulement est bidimensionnel,
laminaire, incompressible et la dissipation visqueuse est négligeable. Le mouvement du fluide
est gouverné par les équations de Navier-Stokes sous l’hypothèse de Boussinesq (cf. système
d’équations II.5).

Quant aux conditions aux limites utilisées dans le cas du canal seul(CS), nous imposons
dans un premier temps les conditions aux limites(BL0) en pression (cf. Eq. II.14), Neumann
homogène en vitesse verticale et Dirichlet homogène en vitesse horizontale à l’entrée et en
sortie, Dirichlet et Neumann homogènes en température respectivement à l’entrée et en sortie
du canal. Dans un deuxième temps, nous modifierons(BL0) par une nouvelle condition aux
limites (CLMD) dont la modélisation est décrite dans la section §3.2. Dans le cas du domaine
(CV), la vitesse, la température et la pression au niveau des sections d’entrée et de sortie ne
sont pas connues a priori. Seule une température ambiante est imposée sur les parois rigides de
la cavité.

Les détails des méthodes numériques utilisées dans les cas (CS) et (CV) se trouvent dans
le chapitre II § 4. Rappelons tout de même les méthodes numériques utilisées. Les équations
de Navier-Stokes sont discrétisées avec la méthode des différences finies d’ordre 2 en temps
et en espace. Le couplage vitesse-pression est traité via une méthode de projection. Cet
algorithme consiste à trouver d’abord une vitesse de prédiction basée sur un champ de pression
approximatif. Ensuite, une équation de correction de pression est dérivée de l’équation de
continuité, elle est ensuite résolue pour obtenir la pression de correction pour mettre à jour
les champs de vitesses et de pression. Après discrétisation, nous obtenons des équations de
Helmholtz sur les vitesses et sur la température et une équation de Poisson sur la pression de
correction. Nous résolvons les équations de Helmholtz en utilisant la factorisation de l’opérateur
de Helmholtz et l’algorithme TDMA. Les méthodes numériques utilisées dans les deux cas (CS)
et (CV) diffèrent seulement dans la manière de résoudre l’équation en pression de correction.
En effet, nous obtenons dans le cas (CS) une équation de Poisson que nous résolvons en utilisant
la méthode de diagonalisation partielle et dans le cas (CV) l’équation de Poisson est approchée
par une équation de Helmholtz. Ceci permet de surmonter les difficultés liées à l’équation de
Poisson en géométrie complexe et d’utiliser la factorisation de l’opérateur de Helmholtz et
l’algorithme TDMA. Cette approche est décrite dans [78].

3 Résultats et discussions

La convection naturelle dans deux configurations : canal seul (CS) et canal inclu dans
une cavité (CV) est étudiée numériquement. Les résultats de cette investigation sont obtenus
pour Rad = 102,103,104,105, Kp = 0.5,1,1.5 et des rapports d’aspect deL/d = 5 et de
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2H +L
2H +d

= 25/21 respectivement pour(CS) et (CV) (cf. Fig. V.1). La longueur d’extension

de la cavité est égale àH = 10d. Les résolutions spatiales utilisées dans cette étude sont de
400× 800 pour(CV) et de 20× 160 pour(CS). Avant d’obtenir des résultats numériques,
nous nous étions d’abord intéressés à trouver l’emplacement optimal des frontières de la
cavité. De toute évidence, le choix de la frontière aussi loin que possible des parois du canal
est souhaitable afin d’assurer les conditions de pression et de température non perturbées.
Cependant, d’un point de vue numérique, cela demanderait un effort de calcul considérable.
Par conséquent, nous avons utilisé une extension de la cavité égale à environ dix fois la largeur
du canal dans les deux directions. Rappelons que, Kheireddine et al. [121] ont démontré
que l’extension de 4 fois la largeur du canal est suffisante pour que l’influence des parois
de la cavité soit négligeable sur les pertes de charge à l’entrée et en sortie du canal. Nous
commençons d’abord par une étude qualitative de l’écoulement et du transfert thermique dans
la cavité en présentant des résultats en terme d’isothermes et de lignes de courant. Ensuite,
nous quantifions la pression de Bernoulli à l’entrée du canal et modelisons des conditions aux
limites modifiées en pression (CLMD). Nous comparons par la suite les résultats en terme de
vitesse et de température pour trois cas : un canal seul (cas 1), un canal seul + (CLMD) (cas 2)
et un canal dans une cavité (cas 3). Enfin, nous menons une deuxième qualification du modèle
sur un seul cas de figure expérimental étudié dans le chapitre précédent (canal d’eau, cf. Chap.
IV § 4.1).

3.1 Ecoulement global dans la cavit́e (CV)

La figure V.2 montre les isothermes et les lignes de courant dans le cas (CV) pour
Rad = 102,103,104,105. Comme l’écoulement est symétrique dans les différents cas, seule la
moitié de la cavité est représentée. L’écoulement résultant est d’une forme bicellulaire pour tous
les nombres de Rayleigh. En effet, le chauffage aux parois induit un écoulement ascendant le
long du canal, le fluide sortant par le haut du canal monte à la paroi supérieure (à température
ambiante), se refroidit en la longeant et redescend vers le bas près des parois verticales de
la cavité formant ainsi deux cellules d’écoulements symétriques. ? ? ? ? ? ? ? ? Pour la partie
inférieure de la cavité, le fluide est isotherme dans les différents cas. Notez également que
pour des faiblesRad, une stratification thermique se produit dans la partie haute de la cavité
(voir respectivement la pente de la pression et de la température verticales en haut de la cavité
V.3-(a) et V.4-(a)). PourRad = 102, la pente de la stratification thermique est égale à environ

S= 0.33 et la pression de stratification correspondante (∆Ps=
1
2

S.Pr.Ã ; Ã≈ 8.75 est la hauteur

adimensionnée de la cavité le long de laquelle on calcule la stratification) est égale à environ
10. À Rad = 104, la convection naturelle devient plus importante et commence à détruire la
stratification thermique.̀A Rad = 105, la stratification thermique est quasiment détruite.

Ce sont ces résultats dans la cavité qui seront utilisés pour qualifier la pression à l’entrée du
canal et comparer avec le cas du canal seul (CS).
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FI GURE V.2 – Isothermes et lignes de courant dans le cas (CV) pour Rad = 102 (a), 103 (b),
104 (c), 105 (d).

3.2 Quantification de la pression de Bernoullìa l’entr ée du canal

L’équation de Bernoulli pour transcrire la chute de pression à l’entrée du canal ouvert
en convection naturelle n’est pas une formulation exacte. En effet, la quantité physique
(P+0.5∗V2) n’est pas nulle à l’entrée du canal (voir figure V.5). Nous allons par conséquent
revisiter l’équation de conservation de quantité de mouvement et essayer de prendre en compte
d’autres termes qui ont été négligés dans la condition aux limites en pression.À l’entrée du
canal, l’équation de conservation de quantité de mouvement s’écrit comme suit :

∂V
∂t

+U
∂V
∂X

+V
∂V
∂Y

=
∂P
∂Y

+Pr.Ra−1/2(
∂2V
∂X2 +

∂2V
∂Y2 )+Prθ (V.1)

Si on suppose que le fluide rentre avec la température extérieure (θ = 0) et que l’écoulement
atteint le régime stationnaire, l’équation (V.1) devient alors :
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FIGURE V.3 – Profils verticaux de la pression dans le cas (CV) pour Rad =
102 (a) ,103 (b) ,104 (c) .

U
∂V
∂X︸ ︷︷ ︸
1©

+
∂(P+0.5∗V2)

∂Y
≈ Pr.Ra−1/2(

∂2V
∂X2)︸ ︷︷ ︸

2©

+Pr.Ra−1/2(
∂2V
∂Y2 )︸ ︷︷ ︸

3©

(V.2)

Avec les résultats du champ de vitesse verticale dont nous disposons via la simulation, nous
pouvons évaluer les termes de l’équation (V.2) à l’entrée du canal et les tracer en fonction de la
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FI GURE V.4 – Profils verticaux de la temṕeratureà l’extérieur de la cavit́e (CV) pour Rad =
102 (a) ,103 (b) ,104 (c) .

largeur (cf. Fig. V.5). Hormis le terme
∂(P+0.5∗V2)

∂Y
, nous remarquons bien que les termes

visqueux sont prédominants en valeur absolue dans l’équation (V.2) et le terme2© est le plus
important au centre du canal. Le terme1© reste négligeable devant les termes visqueux sur
toute la largeur de l’entrée du canal. Nous pouvons constater aussi que le terme3© est du même
ordre que le terme2©.
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FI GURE V.5 – évaluation des termes de l’équation (V.2)̀a l’entrée du canal pour Rad = 102

(a), 103 (b), 104 (c), 105 (d).

En réécrivant l’équation de quantité de mouvement pour un fluide visqueux (La démarche
suivie est détaillée en Annexe D) et en l’intégrant le long d’une ligne de courantsentre l’amont
(point 1) et l’entrée du canal (point 2) (cf. Fig. V.1), on obtient :

P2−P1+
V2

2 −V2
1

2
+

∫ 2

1
Pr.Ra−1/2∆Vds= 0 (V.3)

Les quantitésP1 et V1 sont supposées être la pression et la vitesse du fluide au repos en
amont i.e.P1 = 0 etV1 = 0. L’équation (V.3) s’écrit donc :

P2+0.5∗V2
2 =

∫ 2

1
Pr.Ra−1/2∆Vds (V.4)

Maintenant, il reste à modéliser le terme
∫ 2

1
Pr.Ra−1/2∆Vds. Sa modélisation est très

compliquée parce que nous n’avons aucune information sur son évolution le long d’une
ligne de courant. Une façon simple que nous avons à disposition est de le modéliser par le
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terme
∫ 2

1
Pr.Ra−1/2(

∂2V
∂X2)ds et de le relier avec le termeP2+ 0.5∗V2

2 par un coefficient de

proportionnalité, c’est-à-dire :

P2+0.5∗V2
2 ≈ Kp× (Pr.Ra−1/2(

∂2V
∂X2)|2) (V.5)

Comme le deuxième terme visqueux est du même ordre que le premier, il aurait été plus
pertinant de le prendre en compte. Nous avons considéré seulement le terme visqueux selon
X par simplicité car notre objectif est d’étudier l’influence éventuelle de ce type de conditions
aux limites sur l’écoulement dans le canal.

La figure V.6 présente le coefficientKp à l’entrée du canal pour une condition de chauffage
symétrique en densité de flux et pourRad = 102,103,104,105. D’abord, nous remarquons que
pour les trois premiers nombres de Rayleigh, le coefficientKp est quasiment constant le long
de la partie centrale du canal et varie entre 0.3 et 0.6 en moyenne. Le coefficientKp diminue
légèrement au niveau des parois. Pour le dernier nombre de Rayleigh, le coefficientKp est très
important au centre du canal. D’une part, le terme visqueux est très petit devantP2+

1
2V2

2 à
l’entrée du canal pour 105. D’autre part, la résolution en maillage utilisée pourRad = 105 est
de 400×800, ce qui représente environ 20 points de maillage pour chaque unité de longueur.
La résolution du maillage est insuffisante et peut influencer les résultats. Nous pensons alors
qu’il sera nécessaire d’affiner le maillage dans ce cas précis.

Par la suite, nous intégrons d’abord le termeKp× (Pr.Ra−1/2( ∂2V
∂X2)|2) en plus de la pression

de Bernoulli dans la condition aux limites en pression à l’entrée du canal. Ensuite, nous
étudions l’effet des conditions aux limites modifiées (CLMD) sur les champs de vitesse et de
température avant de conclure.
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FI GURE V.6 – Coefficient de proportionnalité entre le terme visqueux et la pression de
Bernoulli.
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3.3 Influence des conditions aux limites modifíees
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FI GURE V.7 – Profils horizontaux de la température à l’entrée du canal pour Rad =
102 (a) ,103 (b) ,104 (c) . Comparaison entre les résultats pour trois cas de figure : (CS),
(CS)+(CLMD) et (CV).

Les figures V.7 et V.8 présentent les profils horizontaux de la température respectivement à
l’entrée et en sortie du canal pourRad = 102,103,104 et Kp = 0.5. À l’entrée, la température
adimensionnée est nulle (température ambiante) dans les cas (CS) et (CS)+(CLMD) comme
nous l’avons imposée. Pour le cas (CV), la température est différente de 0 pourRad = 102,103.
PourRa= 104 elle est quasiment égale à zéro au centre et est différente de zéro près des parois.
Pour les petits nombres deRad, la diffusion reste importante à l’entrée du canal(CV). Par
conséquent, la température à l’entrée du canal est non nulle. Pour les plus grands nombres de
Rayleigh, la convection naturelle devient dominante par rapport à la diffusion. Les couches
limites thermiques deviennent plus minces. Par conséquent, la température au centre du canal
est quasiment égale à la température ambiante et elle est différente de zéro aux parois du canal.
Nous pouvons ainsi conclure que, imposer une température ambiante à l’entrée d’un canal
chauffé intégralement n’est pas correcte surtout pour de faibles nombres de Rayleigh.
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FI GURE V.8 – Profils horizontaux de la température en sortie du canal pour Rad =
102 (a) ,103 (b) ,104 (c) . Comparaison entre les résultats pour trois cas de figure : (CS),
(CS)+(CLMD) et (CV).

Les figures V.9 et V.10 présentent les profils horizontaux de la vitesse verticale
respectivement à l’entrée et en sortie du canal pourRad = 102,103,104 et Kp = 0.5.
Nous remarquons que les vitesses sont plus importantes dans le canal contenu dans une cavité.
En effet, imposer une température nulle à l’entrée d’un canal seul(CS) engendre moins d’effet
cheminée que dans le cas(CV) où la température est non nulle à l’entrée. Par ailleurs, le débit
diminue légèrement (ne dépasse pas 4%) dans le cas (CS) avec des conditions aux limites
modifiées(CLMD) et Kp = 0.5. Par conséquent, la température augmente (Fig. V.8)et le
nombre de Nusselt diminue (cf. Tableau V.1).

Les profils de pression à l’entrée et en sortie du canal dans les trois cas ((CS),
(CS)+ (CLMD), (CV)) sont présentés dans les figures V.11 et V.12. La pression obtenue à
l’entrée du canal dans le cas(CV) est moins importante que celle obtenue dans le cas(CS)
sans(CLMD). En effet, comme le fluide rentre dans le canal à une température supérieure à
0, l’aspiration du fluide est plus importante que si le fluide rentre à la température ambiante.
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FI GURE V.9 – Profils horizontaux de la vitesse verticaleà l’entrée du canal pour Rad =
102 (a) ,103 (b) ,104 (c) . Comparaison entre les résultats pour trois cas de figure : (CS),
(CS)+(CLMD) et (CV).

La pression à l’entrée diminue quand l’énergie cinétique augmente (Pe ∝ -V2
e [5][7]). Il peut

y avoir aussi une perte de charge qui prend place pour l’écoulement d’un fluide isotherme à
l’entrée du canal. En sortie, la pression est nulle pour les cas(CS) et (CS)+ (CLMD) comme
nous l’avons imposée. Elle est différente de zéro dans le cas(CV) et tend vers zéro quand le
nombre de Rayleigh augmente (cf. Fig. V.13-b). Imposer une pression nulle en sortie d’un
canal seul s’avère donc incorrecte à basRad.

Dans le but de mieux caractériser les effets des(CLMD) sur l’écoulement et le transfert
thermique, nous avons fait varier le coefficientKp = 0.5,1,1.5. La figure V.14 présente les
profils horizontaux de la température en sortie, de la vitesse verticale à l’entrée et en sortie et
de la pression à l’entrée du canal pourRad = 103. Les résultats en terme de vitesse moyenne
et de Nusselt sont réunis dans le tableau V.1. Augmenter le coefficientKp fait diminuer la
vitesse, augmenter la température et diminuer la pression à l’entrée du canal. Notez également
que les différences en terme deVe et de Nu entre les différents cas augmentent avecKp (cf.
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FI GURE V.10 – Profils horizontaux de la vitesse verticale en sortie du canal pour Rad =
102 (a) ,103 (b) ,104 (c) . Comparaison entre les résultats pour trois cas de figure : (CS),
(CS)+(CLMD) et (CV).

Tableau V.2), les quantités (Ve, Nu) calculés àKp = 0 étant prises comme références. Pour
Kp = 1.5, les différences en terme deVe et deNuatteignent respectivement 12.3% et 6.8% pour
Rad = 102 et diminuent légèrement pourRad = 103,104 en terme de débit (cf. Tableau V.2).
Par exemple, en augmentantKp jusqu’à 1.5 pourRad = 103, le niveau de pression à l’entrée du
canal diminue d’environ 5 fois par rapport à celui obtenu dans le cas(CS) sans(CLMD). Mais
le débit et le nombre de Nusselt diminuent seulement d’environ 11 % et de 6%. Par conséquent,
les effets des (CLMD) en pression sur l’écoulement et le transfert thermique sont faibles compte
tenu des niveaux de pression importants imposés dans le cas des (CLMD). Ceci fait douter la
pertinence des (CLMD) et l’importance de la pression à l’entrée du canal contrairement à la
conclusion du problème de Benchmark Ameth. Afin de comprendre ce problème, nous avons
examiné l’origine de l’écoulement de convection naturelle dans le canal, à savoir la poussée
d’Archimède. En effet, la poussée d’Archimède est équivalente à un gradient de pression dans
les équations de la quantité de mouvement et son intégration en espace représente la différence
des pressions moyennes entre l’entrée et la sortie. Elle jouera le même rôle quePe−Ps = Pe
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commePs = 0 dans le cas (CS). Il s’avère que l’augmentation de pression liée aux différences
de température dans le canal est plus importante que le niveau de pression imposé à l’entrée
du canal (cf. Tableau V.3). En effet, l’importance dePe par rapport à la poussée d’Archimède
augmente avecRad. Néanmoins àRad = 104, Pe ne représente que 6% de l’effet de la poussée
d’Archimède. Par conséquent, une modélisation fine des conditions aux limites thermiques
s’impose contrairement à l’idée reçue jusqu’à maintenant.
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FI GURE V.11 – Profils horizontaux de la pressioǹa l’entrée du canal pour Rad =
102 (a) ,103 (b) ,104 (c) . Comparaison entre les résultats pour trois cas de figure : (CS),
(CS)+(CLMD) et (CV).

Rad 102 103 104

Nu Ve Nu Ve Nu Ve

Cas 1 1.548 0.636 2.695 0.626 4.236 0.589
Cas 2 (Kp = 0.5) 1.509 0.607 2.640 0.598 4.152 0.564
Cas 2 (Kp = 1) 1.474 0.581 2.594 0.573 4.099 0.543

Cas 2 (Kp = 1.5) 1.442 0.558 2.552 0.551 4.051 0.523
Cas 3 1.427 0.672 2.812 0.652 4.815 0.604
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FI GURE V.12 – Profils horizontaux de la pression en sortie du canal pour Rad =
102 (a) ,103 (b) ,104 (c) . Comparaison entre les résultats pour trois cas de figure : (CS),
(CS)+(CLMD) et (CV).

Tableau V.1 –Comparaison en terme de nombre de Nusselt moyen, des vitesses moyennes à
l’entrée et en sortie du canal pourRad = 102,103,104, Kp = 0.5,1,1.5 et pour trois cas de figure
(CS), (CS)+(CLMD) et (CV).

102 103 104

Nu Ve Nu Ve Nu Ve

0,72Kp = 0.5 2.5% 4.6% 2.0% 4.5% 1.9% 4.2%
Kp = 1 4.8% 8.6% 3.7% 8.5% 3.2% 7.8 %

Kp = 1.5 6.8% 12.3% 5.3% 11.9% 4.4% 11.2 %

Tableau V.2 –Erreurs relatives en terme du nombre de Nusselt moyen et de la vitesse moyenne
entre les ŕesultats obtenus dans un canal seul(CS) avec et sans (CLMD).
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FI GURE V.13 –Profils horizontaux de la pressioǹa l’entrée (a) et en sortie (b) du canal pour
Rad = 102,103,104,105 dans le cas (CV).

Rad 102 103 104∫ ∫
PrθdXdY |Pe|

∫ ∫
PrθdXdY |Pe|

∫ ∫
PrθdXdY |Pe|

Cas 1 (Kp = 0) 28.25 0.28 9.885 0.26 3.805 0.22

Tableau V.3 –Comparaison des termes
∫ ∫

PrθdXdYet |Pe| pourRad = 102,103,104.

3.4 Revisite du canal d’eau exṕerimentale [1]

Nous allons analyser ici les effets des conditions aux limites modifiées (CLMD) sur
l’écoulement et le transfert thermique pour un cas de figure expérimental étudié précédemment
(cf. Chap. IV § 4.1). Il s’agit d’un canal d’eau chauffé en densité de flux symétrique sur ces
deux parois. Le rapport de forme du canal est deA = 14.4 et la densité de flux pariétale est
deqw= 190W/m2. Le nombre de Rayleigh correspondant à cette étude est deRad = 2.41×107.

La figure V.15 présente les profils de vitesse verticale à l’entrée et en sortie du canal pourKp

allant de 0 à 2.5. En utilisant la condition aux limites (CLMD), les vitesses diminuent près des
parois et augmentent légèrement au centre. En augmentantKp, le profil de vitesse tend vers un
profil de Poiseuille. En sortie, les vitesses diminuent légèrement au centre et les conditions aux
limites (CLMD) n’ont quasiment aucun effet sur les couches limites dynamiques. La diminution
du débit va de 0.7% pourKp = 0.5 jusqu’à 5.5% pourKp= 2.5. Comme les vitesses en sortie du
canal ne sont pas affectées près des parois dans les couches limites dynamiques par la condition
aux limites (CLMD) et comme le débit diminue légèrement à l’entrée, la conservation de la
masse exige la diminution au centre de la vitesse verticale en sortie. La température pariétale est
présentée dans la figure V.16, elle est quasiment insensible aux conditions aux limites (CLMD).
Comme la diminution de pression (ր Kp) à l’entrée du canal ne change pas l’épaisseur de la
couche limite thermique, le transfert thermique n’est pas affecté par les conditions aux limites
(CLMD).

L’utilisation des conditions aux limites (CLMD) améliore très lègèrement la prévision du
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FI GURE V.14 – Profils horizontaux de la température en sortie (a), de la vitesse verticaleà
l’entrée (b) et en sortie (c) et de la pression (d)à l’entrée du canal pour Rad = 103.

débit de 5.5% pourKp = 2.5 en comparaison avec le débit expérimental. Comme le profil
de vitesse à l’entrée s’éloigne du profil plat lorsqueKp augmente, l’utilisation de ce type de
conditions aux limites est plutôt problématique compte tenu des investigations antérieures [122]
qui indiquent que le profil de vitesse à l’entrée est plat à grandRad.

Cette nouvelle tentative à grandRad donne des indications similaires quà faibleRad, à
savoir que l’utilisation des (CLMD) a une influence négligeable sur l’écoulement et le transfert
thermique malgré des niveaux de pression importants imposés à l’entrée du canal. Nous avons
vérifié à nouveau que

∫ ∫
PrθdXdY= 0.72 est bien supérieure au niveau de pression imposé

à l’entrée du canal|Pe| = 0.07 pourKp = 0. Nous concluons de la même façon que pour les
faibles nombres de Rayleigh qu’il faudra affiner la modélisation des conditions aux limites en
température à l’entrée et en sortie du canal au lieu de travailler seulement sur les conditions aux
limites en pression.
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FI GURE V.15 –Distribution de la vitesse verticalèa l’entrée (à) et en sortie du canal (b) pour
différents Kp.
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FI GURE V.16 – Différences de température entre la paroi droite et l’entrée en fonction de la
hauteur adimensionńee du canal chauffé pour diff́erents Kp.

4 Conclusions

Nous avons modélisé des conditions aux limites en pression à l’entrée d’un canal ouvert
chauffé symétriquement en densité de flux. Les simulations ont été effectuées sur un canal seul
et un canal contenu dans une cavité isotherme pourRad = 102,103,104,105 et A = 5. Dans
le cas du canal inclus dans une cavité (CV), nous avons évalué les termes de l’équation de
quantité de mouvement à l’entrée du canal et déterminé un lien entre la pression de Bernoulli
et le terme visqueux selon X. Une constante de proportionnalité a été identifiée entre les deux
termes. Nous avons ensuite intégré le terme visqueux multiplié par une constanteKp dans

114

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0003/these.pdf 
© [A. Zoubir], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés



Vers la modélisation des conditions aux limites en pressioǹa l’entr ée du canal

les conditions aux limites en pression à l’entrée du canal seul (CS). Nous avons obtenu des
résultats en terme de vitesse et de température pourKp = 0.5 et avons constaté une légère
différence entre les résultats obtenus (jusqu’à 3.8% en vitesse moyenne pourRad = 102 et
3.5% en Nusselt pourRad = 104) pour les trois configurations ((CS), (CS)+(CLMD) et (CV)).
Quant à la pression, elle diminue à l’entrée du canal en utilisant les (CLMD). Nous avons par
la suite fait varierKp de 0 à 1.5. AugmenterKp fait diminuer le nombre de Nusselt (jusqu’à
6.8% pourRa= 102), le débit (jusqu’à 12.3% pourRa= 102) ainsi que la pression à l’entrée
du canal. Sur la configuration expérimentale (Rad = 2.41×107;A = 14.4), nous avons utilisé
les (CLMD) à l’entrée du canal pourKp allant de 0 à 2.5. Nous avons constaté que les vitesses
diminuent légèrement au niveau des parois et augmentent au centre dans la section d’entrée,
alors qu’elles augmentent légèrement au niveau des parois et diminuent au centre en sortie du
canal. Les différences en terme de débit atteignent 5.5% pourKp = 2.5 et sont négligeables en
terme de Nusselt.

En remarques, la condition type Bernoulli locale (BL0) n’est pas une formulation exacte.
En effet, les calculs effectués dans un canal contenu dans une cavité ont montré d’abord que
la quantitéPe+

1
2V2

e est différente de zéro. De même, imposerPs = 0 en sortie n’est pas
valable à faiblesRad. Toutefois, la pression en sortie tend vers zéro quandRad augmente.
Notez également qu’une température nulle imposée à l’entrée du canal est aussi une hypothèse
erronée compte tenue des effets diffusifs importants à l’entrée du canal pour les bas nombres
de Rayleigh. Par ailleurs, une stratification thermique se produit à faibles nombres de Rayleigh
et disparaı̂t à grands nombres de Rayleigh. Dans le cas d’un canal seul (CS), l’utilisation des
(CLMD) à bas nombres deRad a pour effet la diminution du débit et l’augmentation de la
température pariétale (⇓ Nu) dans le canal. Ces variations en terme du débit et du Nusselt
augmentent avecKp. A grands nombres de Rayleigh, une légère influence est constaté sur le
débit et le nombre de Nusselt et les profils de vitesse deviennent de plus en plus parabolique à
l’entrée du canal en augmentantKp. D’une manière générale, notre modèle montre que malgré
les niveaux de pression importants imposés à l’entrée du canal, l’influence des conditions aux
limites modifiées (CLMD) reste négligeable.

La modélisation des (CLMD) effectuée dans ce chapitre reste élémentaire compte tenu
des simplifications considérées. Il serait donc intéressant d’approfondir la modélisation des
conditions aux limites entrée/sortie. Il serait judicieux de modéliser les conditions aux limites
en température et en vitesse compte tenu des effets négligeables sur le débit et le transfert
thermique que produisent les différentes conditions aux limites en pression utilisées jusqu’à
lors.
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Conclusion ǵenérale et perspectives

L’utilisation de l’énergie photovoltaı̈que dans le bâtiment passe aujourd’hui par la
valorisation des surfaces bâties utilisées comme surfaces de captation. La tendance actuelle
s’oriente vers l’utilisation des façades type double-peaux. Les conditions d’intégration des
composants PV sur ce type de façade peuvent engendrer une augmentation de leur température
de fonctionnement impliquant la chute de leur rendement électrique. Par conséquent,
l’utilisation de ce type de configuration nécessite une compréhension des couplages physiques
qui interviennent au sein de ce système. Des études de recherche sur ces phénomènes physiques
sont donc indispensables. Le but dans notre thèse est de contribuer dans l’étude numérique de la
convection naturelle avec ou sans rayonnement de surfaces dans un canal vertical représentatif
d’une façade type double-peau.

L’étude bibliographique effectuée dans le premier chapitre a permis d’orienter notre étude
sur plusieurs problématiques liées à l’écoulement de convection naturelle dans une géométrie
semi-ouverte. D’abord, un manque sur des données dynamiques est constaté alors que l’aspect
thermique a été largement étudié. Ces données dynamiques s’avèrent indispensables et
pourraient notamment servir à qualifier et quantifier les résultats obtenus par les différentes
équipes de recherche travaillant sur le sujet. Ensuite, le couplage convection-rayonnement a
été largement documenté dans le cas des cavités fermées mais peu documenté dans le cas
d’un canal ouvert. De nombreuses investigations effectuées en matière de convection naturelle
dans un canal d’air ont pris en compte les parts respectives des différents modes de transferts
thermiques (convection, conduction et rayonnement entre surfaces). Cependant, peu d’études
ont pris en compte l’interaction du rayonnement avec la convection naturelle et l’influence
du rayonnement est très peu étudiée en géométrie semi-ouverte. En outre, des chercheurs
ont utilisé l’eau comme fluide de travail afin de s’affranchir des effets du rayonnement de
surfaces. Toutefois, aucune étude comparative entre l’eau et l’air en convection naturelle n’a été
recensée jusqu’à aujourd’hui dans le cas d’un canal ouvert. Or, il est important de de vérifier si
l’usage conventionnel de l’eau pour modéliser la convection d’air dans un canal vertical donne
des résultats raisonnables en terme des champs de température, de vitesse et des quantités
physiques globales.

Dans le but de remédier à ces problèmes, nous avons décidé de contribuer à l’étude
numérique des transfert thermo-convectifs au sein d’un canal ouvert. Nous avons mené une
deuxième revue bibliographique sur les investigations numériques afin de définir le système
d’équations et les conditions aux limites adéquats pour étudier la convection naturelle dans un
canal ouvert. Nous avons opté pour un système elliptique des équations de Navier-Stokes sous
leur forme conservative afin de prendre en compte tous les phénomènes physiques mis en jeu
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notamment les effets de diffusions verticales. Concernant la géométrie choisie, nous avons opté
pour un canal seul en vue de s’affranchir des temps de calcul importants que peut engendrer
l’utilisation des volumes artificiels à l’entrée et en sortie du canal. Par ailleurs, les équations
elliptiques demandent un traitement particulier des conditions aux limites dynamiques (en
vitesse et en pression) en géométrie ouverte. Pour cela, nous avons défini les conditions aux
limites qui nous semblent les plus appropriées dans dans ce cas de figure.

Le deuxième chapitre a été dédié à la description du modèle mathématique et des méthodes
numériques. Les équations de Navier-Stokes ont été d’abord réécrites en cas des propriétés
thermo-physiques dépendantes de la température. Ensuite, les équations de Navier-Stokes sont
discrétisées avec la méthode des différences finies d’ordre 2 en temps et en espace. Le couplage
vitesse-pression a été résolu via une méthode de projection. L’implémentation des conditions
aux limites dynamiquesBG− BG0− BL− BL0 a été abordée par la suite. Une nouvelle
méthode basée sur le principe de superposition a été suggérée dans le cas deBG0. En effet,
il a été démontré [44] que l’utilisation de Neumann homogène en vitesse à l’entrée du canal
implique une infinité de solutions pour le problème de Stokes. La solution finale du problème
est donc une combinaison linéaire d’une solution particulière plus un mode appartenant au
noyau de Stokes. Les coefficients inconnus de cette combinaison sont déterminés afin de
satisfaire la conditionBG0 à l’entrée du canal à chaque pas de temps. La même méthode peut
être appliquée pourBG. Au contraire, les autres conditions aux limites dynamiquesBL0−BL
ne peuvent être satisfaites qu’après que le régime stationnaire soit atteint. Enfin, nous avons
présenté le formalisme du problème radiatif ainsi que sa discrétisation dans le temps et dans
l’espace. Le transfert radiatif a été considéré seulement à travers les conditions aux limites
thermiques pariétales.

Le Troisième chapitre de ce manuscrit a été destiné à la validation du code numérique.
Plusieurs problèmes classiques en convection naturelle avec et sans rayonnement de surfaces
ont été abordés (cavités fermées et canal ouvert). Les résultats obtenus en terme de température,
vitesses, débit et nombre de Nusselt sont en bon accord avec ceux de la littérature. De plus, les
analyses menées sur les discrétisations temporelle et spatiale ont montré que le code utilisé est
consistant en temps et en espace et qu’il est d’ordre deux en espace. L’ordre deux du schéma
temporel n’a pas été démontré à cause d’un manque de solutions exactes pour les problèmes
abordés dans cette étude. Les validations effectuées sur le code numérique ont prouvé que
les algorithmes et les méthodes numériques implémentées sont correctes. Une configuration
intéressante qui a été étudiée dans cette partie concerne le cas du benchmark numérique mis
en place par le GDR-AmeTh dont le but est de tester des conditions aux limites dynamiques
de type Bernoulli locale et globale. Le cas choisi dans ce benchmark est le cas expérimental
de Webb et Hill [37]. Il s’agit d’un écoulement de convection naturelle dans un canal vertical
chauffé partiellement en densité de flux sur l’une de ces parois, l’autre paroi étant adiabatique.
Dans ce cadre, une étude de sensibilité de l’écoulement et du transfert thermique a été menée.
Nous avons remarqué que ces conditions aux limites ont peu d’influence sur le transfert
thermique i.e. le nombre de Nusselt est quasiment identique le long de la partie chauffée pour
les différentes conditions aux limites. Toutefois, la température débitante est plus sensible aux
conditions aux limites en pression à cause de la sensibilité du champs de vitesse aux différentes
conditions aux limites. Par ailleurs, nous avons constaté que l’utilisation d’une pression de
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type Bernoulli globale implique un débit plus important quedans le cas d’une pression de type
Bernoulli locale. De plus, le profil de vitesse obtenu avec (BG,BG0) est parabolique alors qu’il
est plat pour (BL,BL0). En dépit des différences constatées, les quantités physiques globales
(débits et Nusselt) sont très proches pour les différentes conditions aux limites.

Nous avons présenté dans le quatrième chapitre des comparaisons entre les résultats
numériques et expérimentaux en terme de débit, de nombre de Nusselt moyen, de profils de
vitesse verticale (entrée / sortie) et de température. Seule la convection pure est considérée dans
l’eau, alors que le rayonnement de surfaces est pris en compte dans le cas de l’air. Dans le cas
du canal d’eau, un bon accord est observé globalement pour les nombres de Rayleigh petits. Les
écarts restent importants entre les écoulements instationnaires/turbulents dans les expériences
et les écoulements stationnaires obtenus numériquement pour les nombres de Rayleigh plus
élevés. Dans le cas du canal d’air, les écarts s’avèrent trop importants en convection pure et
diminuent en présence du rayonnement de surfaces. Les raisons possibles des écarts constatés
entre les résultats numériques et expérimentaux sont discutées. Les conditions aux limites
dynamiques utilisées ne permettent pas de prendre en compte les perturbations du milieu
extérieur. En effet, des perturbations à l’entrée (eau) et à mi-hauteur (air) du canal ont été
mises en évidence par une intensité turbulente importante. Par ailleurs, les perturbations aux
frontières ouvertes peuvent engendrer des mouvements latéraux du fluide dans le canal, ces
mouvements peuvent être amplifiées lorsque les écoulement deviennent turbulents quand le
nombre de Rayleigh augmente. Or, les écoulements étudiés numériquement sont supposés
bidimensionnels et des éventuelles structures tridimensionnelles peuvent bien exister et ainsi
influencer les écarts entre les résultats numériques et expérimentaux. Cependant, il n’est pas
facile d’identifier et d’étudier l’influence des structures tridimensionnelles à cause du manque
des données expérimentales notamment les fluctuations en vitesse et en température dans la
troisième direction~z. Expérimentalement un changement de régime a été constaté pour les
configurations étudiées pour des nombres de Rayleigh grands. Par conséquent, les écarts entre
les résultats numériques et expérimentaux devraient augmenter quand le nombre de Rayleigh
augmente. Le code numérique s’est avéré incapable de transcrire ce changement de régime.
Néanmoins le code fournit des résultats acceptables en terme de débit et de nombre de Nusselt
pour les bas nombres de Rayleigh dans le cas de l’eau et en convection-rayonnement pour le
cas de l’air.

Dans la continuité des travaux effectués (benchmark et comparaison numérique/
expérimentale), nous avons étudié numériquement plusieurs aspects phénoménologiques.
Nous avons étudié dans un premier temps l’effet du nombre de Prandtl sur l’échange thermique
et l’écoulement pour les deux configurations symétrique et asymétrique. L’utilisation de
l’eau pour prédire la convection naturelle de l’air donne des résultats raisonnables en terme
d’échange thermique mais seulement pour des nombres de Rayleigh petits. En revanche, les
configurations d’écoulement de fluide pour l’air sont différentes de celles de l’eau. Dans un
deuxième temps, dans le cas d’un canal d’air chauffé asymétriquement, nous avons étudier
l’effet du rayonnement de surface sur l’échange thermique. En présence du rayonnement
de surfaces, nous constatons l’augmentation du débit massique à l’intérieur du canal,
l’amélioration de l’échange thermique entre les parois d’une part et entre la paroi chauffée et
l’air d’autre part, la réduction de la température pariétale et l’élimination des écoulements de
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retour. Enfin, nous avons étudier l’effet des propriétés variables en fonction de la température
dans le cas de l’eau. Pour l’intervalle des différences de températures étudié, nous concluons
que l’hypothèse de Boussinesq est suffisante pour décrire l’écoulement et l’échange thermique.
En effet, le champ des vitesses ainsi que les températures sont quasiment identiques avec
ou sans la prise en compte de la variation des propriétés thermophysiques en fonction de
la température. Dans le cas des grands écarts de température, les modèles des équations de
Navier-Stokes compressible ou à faible nombre de Mach seront nécessaires afin de prendre en
compte les effets de compressibilité (variation de masse volumique importantes).

Dans le dernier chapitre, nous avons modélisé des conditions aux limites en pression à
l’entrée du canal. Pour cela, une simulation de la convection naturelle dans un canal d’eau
contenu dans une cavité a été effectuée. Les termes de l’équation de la quantité de mouvement
dans la direction verticale ont été évalués grâce aux données numériques. Nous avons ainsi
trouvé un lien entre la pression de Bernoulli et le terme visqueux selon la direction transverse.
En effet, la quantitéPe+

1
2V2

e est différente de zéro à l’entrée du canal. Un coefficient de
proportionnalité liant les deux termes a été mis en évidence et une nouvelle condition aux
limites a été implémentée dans le cas du canal seul. De même, imposerPs = 0 en sortie n’est
pas valable à faiblesRad. De plus, imposer une température nulle à l’entrée du canal est aussi
une hypothèse erronée compte tenue des effets diffusifs importants à l’entrée du canal pour les
bas nombres de Rayleigh. Par ailleurs, l’utilisation des(CLMD) à bas nombres deRad dans
le cas(CS) a pour effet la diminution du débit et l’augmentation de la température pariétale
(⇓ Nu) dans le canal. Ces variations en terme du débit et du Nusselt augmentent avecKp.
Cependant, la variation maximale en débit ne dépasse pas 12%, pourtant les niveaux de pression
imposés sont importants pour les grandsKp. Pour les grands nombres de Rayleigh, une légère
différence est constatée en utilisant les (CLMD) en terme du débit, le nombre de Nusselt et les
profils de température sont inchangés. De plus, l’utilisation des (CDLM) fait tendre le profil de
vitesse vers un profil parabolique, ce qui est en discordance avec les résultats obtenus dans les
travaux expérimentaux antérieurs. En nous basant sur l’intégrale de la poussée d’Archimède,
nous comprenons enfin que les conditions aux limites en pression n’influencent pas de manière
importante l’écoulement et le transfert thermique dans le canal. Par conséquent, une étude
approfondie sur les conditions aux limites en vitesse et en température est indispensable.

Cette étude numérique de convection naturelle a permis de contribuer dans la
compréhension de phénomènes physiques ayant lieu au sein d’un canal ouvert représentatif
d’une façade type double peaux. Elle a aussi permis de faire resortir des problématiques qui
peuvent expliquer les différences entre les résultats numériques et expérimentaux. D’abord,
d’un point de vue numérique, les conditions aux limites doivent être modélisées de façon
approfondie et le maillage doit être plus fin dans le cas du canal contenu dans une cavité.
Ensuite, afin de traiter le problème des effets tridimensionnels, il serait préférable d’étendre
le code en 3D. Puis, comme la plupart des conditions aux limites dynamiques utilisées dans
la littérature ne génèrent pas de perturbations à l’entrée du canal, il serait intéressant de
des perturber l’écoulement à l’entrée du canal. Il existe en effet des méthodes [120][118]
qui permettent de générer des champs turbulents avec des caractéristiques spatio-temporels
respectant les mesures statistiques obtenues expérimentalement (spectre d’énergie cinétique
turbulente, tenseur de Reynold, fonctions d’autocorrélations locales, échelles intégrales de
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longueur et du temps). Il serait aussi intéressant de comparer les résultats de ces simulations
avec ceux obtenus par d’autres codes utilisant des modèles de Turbulence. Cependant, il est
important d’avoir des mesures expérimentales quantifiées des statistiques spatio-temporels de
l’écoulement. Par ailleurs, en vue d’étudier l’effet de la stratification sur l’échange thermique
et l’écoulement, il serait préférable d’intégrer les conditions aux limites en pression afin de
prendre en compte la stratification.
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Thermique. SFT, Perpignan, page 163–168., 2011.

[88] openF. http ://www.openfoam.com. 2012.

[89] R. Peyret and T.D. Taylor. Computational methods for fluid flow.New York, Springer-
Verlag, 1985, 368 p., 1, 1985.

[90] S. Vincent, J.P. Caltagirone, P. Lubin, and T.N. Randrianarivelo. An adaptative
augmented lagrangian method for three-dimensional multimaterial flows.Computers
& fluids, 33(10) :1273–1289, 2004.
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[97] Patrick Le Quéré, Catherine Weisman, Henri Paillère, Jan Vierendeels, Erik Dick, Roland
Becker, Malte Braack, and James CW Locke. Modelling of natural convection flows
with large temperature differences : a benchmark problem for low mach number solvers.
part 1, reference solutions.ESAIM : Mathematical Modelling and Numerical Analysis,
39(3) :609–616, 2005.
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Annexe A

Sensibilité de la convection naturelle dans
un canal vertical aux conditions aux
limites dynamiques

La définition des conditions aux limites entrée/sortie en convection naturelle dans un canal
ouvert chauffé, a fait l’objet de plusieurs investigations dans la littérature. Des études tant
expérimentales que numériques [48][49][6][7][8] se sont penchées sur la manière de traduire la
chute de pression à l’entrée du canal mais aussi de traduire l’écoulement de retour en sortie du
canal dans le cas d’un chauffage asymétrique du canal (cf. Fig. A.1). Ce cas d’étude particulier
a fait l’objet d’un exercice de benchmark numérique mis en place par le GDR-AmeTh dont le
but est de tester plusieurs conditions aux limites dynamiques. Le cas choisit dans ce benchmark
est le cas expérimental de Webb et Hill [37]. Il s’agit d’un écoulement de convection naturelle
dans un canal vertical de hauteur L, de largeur d (cf. Fig. A.2). L’une des parois est chauffée
en densité de flux, l’autre paroi est adiabatique. Dans le cadre de ce benchmark, nous allons
étudier la sensibilité de la convection naturelle vis-à-vis de différentes conditions aux limites en
pression à l’entrée et en sortie du canal.

Influence des conditions aux limites dynamiques sur la
température et sur l’ échange thermique

La figure A.3 regroupe des coupes horizontales de la température le long du canal vertical.
D’un point de vue qualitatif, le champ de température n’est pas influencé par les différentes
conditions aux limites imposées à l’entrée et en sortie du canal. On peut remarquer une petite
différence pour la coupe horizontale de la vitesse verticale àY = A au point du début de
l’écoulement de retour, qui est dû aux différences entre les tailles des écoulements de retour
pour différentes conditions aux limites en pression. Quant aux nombres de Nusselt moyens et
locaux (voir tableau A.1), ils sont légèrement modifiés pour les quatre conditions aux limites.
En effet, l’écart maximal en nombre de Nusselt ne dépasse pas 2.5% pour les différents
cas. On peut constater donc, que la distribution de la température à l’intérieur de la couche
limite thermique est la même pour les différentes conditions aux limites en pression malgré
la différence des profils de vitesse (voir figure A.4). Nous rejoignons ainsi les remarques de
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Sensibilité de la convection naturelle dans un canal vertical aux conditions aux limites
dynamiques

Re-circulation

FI GURE A.1 – Phénom̀enes de chute de pressionà l’entrée et en sortie du canal.

Marcondes et al. [7] qui stipulent que du moment où les conditions aux limites en pression ne
changent pas l’épaisseur de la couche limite thermique, le transfert thermique n’est pas affecté
dans le canal. Ces remarques sont confirmées par le calcul des nombres de Nusselt moyens et
locaux. En effet, les nombres de NusseltNu1 et Nu2 sont quasiment identiques au moins le
long de la partie chauffée du canal pourBG0−BG−BL0−BL (cf. Tableau A.1). Quant à la
température débitante (inversement proportionnelle à la vitesse moyenne), elle est différente
entre les conditions aux limites locale et globale en pression (voir tableau A.1). Cela est lié aux
différences en terme de vitesse moyenne qui s’avère être plus influencée par ces conditions aux
limites.

Influence des conditions aux limites sur le champ de vitesse

La figure A.4 regroupe des coupes horizontales de la vitesse verticale le long du canal
vertical. Les profils de vitesses sont plats à l’entrée du canal pour (BL, BL0) et sont paraboliques
pour (BG,BG0). A Y = A/4, les profils sont paraboliques pour les quatre jeux de conditions aux
limites. On peut remarqué aussi qu’à partir deY = A/2, les vitesses maximales sont quasiment
les mêmes dans la couche limite dynamique. Cela est dû au fait que les forces de pression
n’ont aucune influence sur l’épaisseur de la couche limite thermique ou la force d’Archimède
et le seul moteur de l’écoulement. En dehors de la couche limite thermique, les vitesses sont
plus importantes en utilisant des conditions aux limites en pression du typeBG−BG0. Par
conséquent, le débit obtenu pourBG−BG0 est plus grand que celui obtenu parBL−BL0. Par
ailleurs, l’utilisation des conditions aux limites type Bernoulli locale implique une longueur
de pénétration, des tailles d’écoulement de retourder et de recirculationdrc plus importantes
que celles obtenues dans le cas de Bernoulli globale (cf. Figures A.5 et Tableau A.2). Par
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Sensibilité de la convection naturelle dans un canal vertical aux conditions aux limites
dynamiques

ou

ou

FI GURE A.2 – Géoḿetrie 2D avec conditions aux limites thermiques et dynamiques du
benchmark [14].

Dieudonné répond à Patrick Cohen et Timsit

conséquent, le débit entrant par la partie supérieureGesest plus important en utilisantBL−BL0.
De plus, la mise à zéro de la pression en sortie conduit à une augmentation deder et drc.

La figure A.6 présente les profils de pression verticaux pour les quatre conditions aux
limites BG−BG0−BL−BL0. La pression diminue à l’entrée du canal à cause de la perte de
charge et augmente à partir de la partie chauffée du canal dans laquelle la force d’Archimède
devient active. Notez également que le gradient de pression−∂p/∂Y est plus important dans la
partie amont du canal pourBL et BL0. Cela est dû à la longueur d’établissement du profil de
vitesse (pour passer d’un profil plat àY = 0 à un profil parabolique àY = A/4 ) qui est plus
importante pourBL et BL0. En effet, dans le casBG−BG0, le gradient de pression évolue de
manière linéaire en fonction de la hauteur, ce qui montre que le profil de vitesse est établit à
l’entrée.

Nous avons ainsi effectué une étude sur l’influence des conditions aux limites en pression
BL−BL0−BG−BG0 sur l’écoulement et le transfert thermique. Nous avons remarqué que ces
conditions aux limites ont peu d’influence sur le transfert thermique i.e. le nombre de Nusselt
est quasiment identique le long de la partie chauffée pour les différentes conditions aux limites.
Toutefois, la température débitante est plus sensible aux conditions aux limites en pression. Par
ailleurs, nous avons constaté que l’utilisation d’une pression de type Bernoulli globale implique
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Sensibilité de la convection naturelle dans un canal vertical aux conditions aux limites
dynamiques

Ni ∗Nj = 200∗1200;Ra= 5.105;A= 10
BG0 BG BL0 BL

Nu1 6.93 6.97 6.84 6.91
Nu1[

3A
8 ] 7.28 7.32 7.20 7.27

Nu1[
A
2 ] 6.23 6.26 6.17 6.22

Nu1[
5A
8 ] 5.69 5.72 5.63 5.68

Nu1[
3A
4 ] 5.67 5.69 5.60 5.65

Nu1[
7A
8 ] 9.89 9.96 9.71 9.84

Nu1[A] 11.95 12.05 11.70 11.87

Ni ∗Nj = 200∗1200;Ra= 5.105;A= 10
BG0 BG BG0 BG

Nu2 6.93 6.97 6.84 6.91
Nu2[

3A
8 ] 8.25 8.21 8.45 8.29

Nu2[
A
2 ] 7.80 7.67 8.27 7.89

Nu2[
5A
8 ] 7.85 7.64 8.61 7.99

Nu2[
3A
4 ] 8.89 8.53 10.34 9.15

Nu2[
7A
8 ] 27.09 23.94 47.52 29.71

Nu2[A] 51.31 40.99 282.96 61.36

Ni ∗Nj = 200∗1200;Ra= 5.105;A= 10
BG0 BG BL0 BL

θb[
3A
8 ] 0.0161 0.0147 0.0206 0.0171

θb[
A
2 ] 0.0321 0.0293 0.0410 0.0340

θb[
5A
8 ] 0.0482 0.0440 0.0615 0.0510

θb[
3A
4 ] 0.0641 0.0585 0.0818 0.0679

θb[
7A
8 ] 0.0642 0.0586 0.0820 0.0680

θb[A] 0.0642 0.0586 0.0819 0.0679

Tableau A.1 –Les nombres de Nusselt locaux et moyens et les températures d́ebitantes pour
les quatre conditions aux limites BG−BG0−BL−BL0. Les donńees sont prises̀a différentes
hauteurs du canal.

un débit plus important que dans le cas d’une pression de type Bernoulli locale. De plus, le
profil de vitesse obtenu avec (BG,BG0) est parabolique alors qu’il est plat pour (BL,BL0). En
dépit des différences constatées, les quantités physiques globales (débits et Nusselt) sont très
proches pour les différentes conditions aux limites.

Ni ∗Nj = 200∗1200;Ra= 5.105;A= 10
GB0 GB LB0 LB

Ve 0.1099 0.1205 0.0861 0.1039
Ges 0.0249 0.0176 0.0399 0.0263
Vemax 0.1649 0.1808 0.0968 0.1159
Vsmax 0.4946 0.4943 0.4922 0.4897
der 0.503 0.478 0.553 0.523
drc 0.700 0.655 0.768 0.716

Tableau A.2 – Influence des conditions aux limites en pression(BG),(BG0),(BL),(BL0) sur
la vitesse moyenne, le débit entrant en sortie, les vitesses maximales, la taille de l’écoulement
de retour et la taille de recirculation.
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FI GURE A.3 – Profils de Temṕerature le long du canal pour différentes sections horizontales
et diff́erentes conditions aux limites en pression BL−BL0−BG−BG0.
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Annexe B

Effets du rayonnement entre surfaces dans
un canal ouvert

Ce travail s’inscrit dans la continuité des simulations réalisées dans le cadre du benchmark
[14] et vise à mettre en évidence les effets du rayonnement thermique sur l’écoulement et les
transferts de chaleur dans un canal vertical chauffé en densité de flux.

La configuration mise sous investigations est présentée dans la figure II.3. Dans un premier
temps, les résultats sont obtenus avec une différence de température adimentionnelle de
∆T = 23.2K. Le nombre de Rayleigh est pris égal àRad = 5.105. La longueur de référence
ainsi que la densité de flux correspondantes sont respectivementLre f = 0.058 m et qw = 10
W/m2. Nous avons ensuite obtenus des résultats en fixant la longueur de référenced = 0.02
m et en variant le nombre de Rayleigh entreRad = 103 et Rad = 105, ce qui correspond à
des densités de flux pariétales allant deqw = 14.46 W/m2 à qw = 1446W/m2. Dans ce cas,
la variation du nombre deRad est simplement due à celle de la densité de flux pariétale. Le
rapport de forme du canal est pris égale àA= 10. Les émissivités sont prises entreε = 0 et 0.9
et la température ambiante est égale àT0 = 293.5 K.

On discute ci-dessous l’influence de l’émissivité sur le champ de température, sur le champ
de vitesse et sur le transfert de chaleur (nombre de Nusselt). Nous nous contentons dans un
premier temps d’utiliser une seule condition au limite dynamiqueGB0. Nous présentons par la
suite l’influence des différentes conditions aux limites dynamiques sur la convection naturelle
couplée au rayonnement.

Influence de l’émissivit́e

La figure B.10 illustre la distribution de la température pour différentes hauteurs du canal et
pour différentes émissivités. En absence de rayonnement entre surfacesε = 0, la température
sur la surface droite (adiabatique) est quasiment égale à la température ambiante (cf. Fig.
B.3). Quandε 6= 0, les températures sur la partie chauffée et la paroi adiabatique supérieure
gauche diminuent alors qu’elle accroı̂t celles de la paroi droite ainsi que celles de la partie
adiabatique inférieure gauche (cf. Fig. B.3). En effet, l’échange thermique par rayonnement
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entre surfaces diminue le flux de chaleur pariétal de la paroigauche en le redistribuant sur les
parois adiabatiques.
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FI GURE B.1 – Influence de l’́emissivit́e sur les profils de températures.

Les résultats en terme de nombres de Nusselt sont présentés dans le tableau B.1. Les
nombres Nusselt convectifs et radiatifs au niveau de la paroi gauche augmentent de façon
significative en présence du rayonnement entre surfaces. L’augmentation de l’émissivité des
parois s’accompagne par l’augmentation de l’échange convectif et radiatif au niveau de la paroi
chauffée.
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FI GURE B.2 – Profils de temṕerature sur les parois verticales gauche (a) et droite (b) pour
différenteśemissivit́es.
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FI GURE B.3 –Profils de temṕerature sur les parois verticales gauche et droite respectivement
de gauchèa droite pour diff́erenteśemissivit́es.

Ni ∗Nj = 100∗1000;Ra= 5.105;A= 10;∆T = 23.2;Lre f = 0.058
ε = 0 ε = 0.1 ε = 0.4 ε = 0.9

Nuc 7.583 8.336 10.517 12.645
Nu3A

8
7.981 8.753 11.133 13.536

NuA
2

6.549 7.538 9.689 11.643

Nu5A
8

5.852 6.932 9.036 10.897

Nu3A
4

5.762 7.090 9.790 12.254

Nu7A
8

10.272 13.814 19.207 21.203

NuA 12.440 16.893 23.181 25.379
Nur 0 0.1906 0.4147 0.5440
Nur(rw) 0 0.1107 0.2609
Vms 0.31467 0.2034 0.2414 0.2497
Vme 0.3142 0.2032 0.2411 0.2493
Ges 0 0 0 0
Vemax 0.3355 0.2197 0.2593 0.2678
Vsmax 0.4638 0.4437 0.3871 0.3524
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FI GURE B.4 –Influence de l’́emissivit́e sur les isothermes. Lesémissivit́e sontε= 0,0.1,0.4,0.9
respectivement de gaucheà droite.

Tableau B.1 – Influence de l’́emissivit́e des parois sur le transfert thermique en chauffage
syḿetrique (nombres de Nusselt), sur le débit et sur les vitesses maximales en entrée et en
sortie du canal.

En convection pure, l’air chauffé au niveau de la paroi monte par convection naturelle et crée
une couche limite dynamique le long de la paroi chauffée. Pour alimenter cette couche limite,
l’air rentre par le haut (l’alimentation par le bas n’étant pas suffisante ; cf B.6 pourε = 0).
En présence du rayonnement entre surfaces, la redistribution de l’énergie fournie par la paroi
chauffée se traduit par la diminution l’écoulement le long de la paroi gauche et l’apparition d’un
écoulement secondaire le long de la paroi droite. Ce nouvel écoulement fait disparaı̂tre une
éventuelle recirculation au niveau de la sortie. Par conséquent, l’effet cheminée devient plus
important ce qui augmente considérablement le débit dans le canał. L’évolution des vitesses
maximales à l’entrée et en sortie du canal est donnée dans le tableau B.1.

Influence du nombre de Rayleigh

d’après les résultats précédents, il est clair que l’échange thermique par rayonnement entre
parois influence le transfert thermique et l’écoulement au sein du canal. Les figures B.14, B.8
et B.9 représentent les températures pariétales, les champs de vitesse et de température pour
différentes émissivitésε=0,0.1,0.9 et différents nombres de Rayleigh. D’abord, en augmentant
le nombre deRad, les couches limites thermique et dynamique deviennent plus fines favorisant
ainsi plus d’échange thermique par convection. De plus, l’échange thermique par rayonnement
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Effets du rayonnement entre surfaces dans un canal ouvert

devient plus important en augmentant l’émissivité. L’augmentation du nombre de Rayleigh crée
des couches limites indépendantes i.e. l’écoulement prés d’une paroi est équivalent à celui le
long d’une plaque plane en convection naturelle (écoulement en régime de couche limite). Ceci
résulte à la réduction des températures des parois chauffées (voir figure B.14). Notons également
que, la température des parois non chauffées augmentent avec l’émissivité pour tous les nombres
de Rayleigh. Toutefois, la température des parois non chauffées augmente avec le nombre du
Rayleigh à cause de l’apport d’énergie thermique (venant des parois chauffées) qui devient
important. Cette énergie est partiellement transférée sous forme mécanique dans le fluide pour
le mettre en mouvement. L’écoulement s’intensifie au niveaux des parois fur et à mesure que
nous augmentons l’émissivité et le nombre de Rayleigh (voir figure B.9). En regardant les lignes
de courant, nous pouvons constater que les couches limites dynamiques créées au niveau des
parois non chauffées, donnent naissance à des écoulement secondaires qui rendent les lignes de
courant plus droites, éliminant ainsi un possible écoulement de retour.

Vmax

Rad = 103 Rad = 104 Rad = 105

Nuc Pr = 0.71 Pr = 7 Pr = 0.71 Pr = 7 Pr = 0.71
A= 0.01 0.43 0.30 0.33 0.09 0.15 0.06
A= 0.02 0.43 0.27 0.32 0.09 0.16 0.05
A= 0.16 0.39 0.16 0.12 0.07 0.05 0.04
A= 0.32 0.21 0.14 0.11 0.07 0.05 0.05
A= 0.48 0.19 0.14 0.11 0.08 0.06 0.05
A= 0.64 0.19 0.14 0.12 0.08 0.06 0.05
A= 0.8 0.19 0.15 0.12 0.09 0.06 0.06
A= 0.96 0.19 0.15 0.12 0.09 0.06 0.06

Tableau B.2 –Abscisses des valeurs maximales de vitesse dans l’eau et dans l’air pour Rad =
105,106,107 et A= 5.

Influence des conditions aux limites en pression

On peut faire la même remarque que dans le cas de la convection pure : le champ de
température est quasiment inchangé pour différentes conditions aux limites dynamiques en
présence du rayonnement. Cela est suggéré par les valeurs des nombres de Nusselt local calculés
à plusieurs hauteurs du canal (cf. Tableau B.3). La figure B.12 regroupe les coupes horizontales
de la vitesse verticale le long du canal en présence du rayonnement de surfaces. Les conditions
aux limitesBG0 et BL0 donnent respectivement les mêmes résultats en terme de température
et de vitesse queBG et BL. En effet, la disparition de l’écoulement de retour en présence du
rayonnement implique une pression nulle en sortie du canal pour toutes les conditions aux
limites dynamiques en pression. Cela veut dire queBL0 etBL donnent des résultats identiques
en présence du rayonnement entre surfaces (idem pourBG0 et BG). Le tableau B.3 regroupe
des résultats qualitatifs en terme de nombres de Nusselt (locaux et moyens), de débits et de
vitesses maximales à l’entrée et en sortie du canal. La différence entre les débits est d’environ
15% pourBG0 etBL0, la différence en moyenne entre les nombres de Nusselt ne dépasse pas
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3%. Par ailleurs, le profil de vitesse correspondant àBL0 est plat à l’entrée du canal tandis qu’il
est parabolique pourBG0.
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FI GURE B.5 –Profils de vitesse le long du canal pour différentes sections horizontales et pour
différentes conditions aux limites dynamiques.
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FI GURE B.6 – Influence de l’́emissivit́e sur les lignes de courantà Rad = 5×105.
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FI GURE B.7 – Temṕerature paríetales (gauches en haut ; droites en bas) avec et sans
rayonnement entre surfaces pour différenteśemissivit́es. Rad = 103 (a)/(d) ; Rad = 104 (b)/(e) ;
Rad = 105 (c)/(f).
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Effets du rayonnement entre surfaces dans un canal ouvert

FI GURE B.8 – Champ de temṕerature avec ou sans sans rayonnement pour Rad = 103 (a),
Rad = 104 (b), Rad = 105 (c) ; T0 = 293.15, d= 0.02m ; émissivit́eε = 0 (en haut),ε = 0.1 (au
milieu),ε = 0.9 (en bas).
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FI GURE B.9 –Champ de vitesse avec ou sans sans rayonnement pour Rad = 103 (a), Rad = 104

(b), Rad = 105 (c) ; T0 = 293.15, d = 0.02 m ; émissivit́e ε = 0 (en haut),ε = 0.1 (au milieu),
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FI GURE B.10 –Influence de l’́emissivit́e sur les profils de températures.
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FI GURE B.11 –Influence de l’́emissivit́e sur les isothermes.
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FI GURE B.12 – Profils de vitesse verticale pour différentes sections horizontales et pour
différentes conditions aux limites dynamique en présence du rayonnement.
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Effets du rayonnement entre surfaces dans un canal ouvert

Ni ∗Nj = 200∗1200;Rad = 5.105;A= 10;∆T = 23.2;Lre f = 0.058 ;ε = 0.1
BL0 BG0

Nuc 7,880 7.929
Nu3A

8
8.271 8.317

NuA
2

7.100 7.147

Nu5A
8

6.482 6.553

Nu3A
4

6.556 6.648

Nu7A
8

12.335 12.632

NuA 15.060 15.506
Nur 0.1261 0.1260
Ve 0.1904 0.2221
Ges 0 0
Vemax 0.2076 0.3324
Vsmax 0.4595 0.4763

Tableau B.3 – Influence des conditions aux limites dynamiques sur le transfert thermique
(nombres de Nusselt), sur le débit et sur les vitesse maximalesà l’entrée et en sortie du canal.

Influence du rayonnement en chauffage syḿetrique

Les figures B.13, B.14, B.15, B.16 et B.17 présentent des coupes horizontales de
température et de vitesse, des coupes verticales de température, les isothermes et les lignes de
courant pour différentes émissivités et différents nombres de Rayleigh. La figure B.13 montre
que les profils de température ne sont pas très différents entre le casε = 0.1 et ε = 0.9 sauf
pour la partie inférieure du canal. En effet, le chauffage symétrique et le petit espacement entre
les parois impliquent un transfert radiatif négligeable entre parois et à un facteur de forme
petit avec l’environnement extérieur. Dans la partie haute du canal, les températures sont plus
importantes pourε = 0.1 que pourε = 0.9, le contraire est observé dans la partie inférieure. Des
températures faibles dans la partie inférieure du canal renseigne une faible force d’Archimède
impliquant un faible débit massique. Cela entraine des valeurs élevés des températures dans
la partie supérieure du canal pourε = 0.9 que pourε = 0.1. Ces constatations sont en accord
avec les études [131][132]. Les différences entre les valeurs de température associées à des
valeurs d’émissivité deε = 0.1 etε = 0.9 sont en générale faibles. Les températures maximales
présentent par exemple 7% de différences pour les deux émissivités. Par ailleurs, les profils de
vitesse à différentes hauteurs du canal sont présentés dans la figure B.15. Les profils de vitesse
sont quasiment identiques pour toutes les émissivités à l’entrée du canal. Les profils sont
légèrement différents fur et à mesure qu’on monte dans le canal. L’influence du rayonnement
entre surfaces en chauffage symétrique peut être considérée négligeable sur le champ de vitesse
pour différentes émissivités.

Les figures B.16 et B.17 représentent les isothermes et les lignes de courant pour différentes
émissivités et différents nombres de Rayleigh pour les cas de chauffage symétrique et
asymétrique. on peut remarquer que les configurations d’écoulements de chauffage symétrique
et asymétrique sont très semblables pour des parois très émissives. L’étude de la convection avec
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Effets du rayonnement entre surfaces dans un canal ouvert

rayonnement entre surfaces dans un canal de paroi très émissive et chauffé asymétriquement
revient finalement à étudier le cas d’un canal chauffé symétriquement chauffé en densité de
flux.
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FI GURE B.13 – Temṕerature paríetales (gauches en haut ; droites en bas) en couplage
convection-rayonnement entre surfaces pour différenteśemissivit́es et pour Ra= 5.105 (a)/(d) ;
Ra= 106 (b)/(e) ; Ra= 107 (c)/(f).
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FI GURE B.14 – Temṕerature paríetales (gauches en haut ; droites en bas) en couplage
convection-rayonnement entre surfaces pour différenteśemissivit́es. Ra= 105 (a)/(d) ; Ra= 106

(b)/(e) ; Ra= 107 (c)/(f).
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FI GURE B.15 – Temṕerature paríetales (gauches en haut ; droites en bas) en couplage
convection-rayonnement entre surfaces pour différenteśemissivit́es. Ra= 105 (a)/(d) ; Ra= 106

(b)/(e) ; Ra= 107 (c)/(f).
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Effets du rayonnement entre surfaces dans un canal ouvert

FI GURE B.16 – Champ de temṕerature avec ou sans sans rayonnementà Ra= 105 pour
différentesémissivit́es et Ra= 105. Chauffage asyḿetrique (en haut) ; Chauffage symétrique
(en bas). L’́emissivit́e varie de0 à 0.9 de la gauche vers la droite
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FI GURE B.17 –Champ de vitesse avec ou sans sans rayonnementà Ra= 105 pour diff́erentes
émissivit́es et Ra= 105. Chauffage asyḿetrique (en haut) ; Chauffage symétrique (en bas).
L’ émissivit́e varie de0 à 0.9 de la gauche vers la droite
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Annexe C

Comparaison de la convection naturelle
entre l’eau et l’air dans un canal vertical
chauffé asyḿetriquement en densit́e de
flux de chaleur

Dans la littérature, la plupart des études ont été réalisées en utilisant l’air comme fluide
de travail et la partie de l’échange thermique par rayonnement n’est pas encore complètement
connue. Pour étudier la convection naturelle pure, certains auteurs ont utilisé l’eau comme
fluide de travail dans le but de s’affranchir du rayonnement entre surfaces. Cependant, la
littérature a montré que peu d’études se sont penchées sur la convection naturelle dans l’eau.
De plus, la plupart des enquêtes se sont limitées à des mesures et analyses thermiques, aucune
étude n’a montré les différences en terme de configurations d’écoulements entre l’air et l’eau
en convection naturelle au sein d’un canal vertical. Afin de contribuer à la compréhension des
mécanismes physiques de la convection naturelle pure, nous présentons une étude comparative
en terme de quantités thermiques et cinématiques pour l’écoulement de convection pure entre
l’eau et l’air.

Modèle Physique

Le problème étudié est un canal vertical ouvert présenté dans la figure IV.4-(a).Une paroi
est chauffée totalement en densité de flux de chaleur, l’autre est adiabatique. Le canal est de
longueurL, de largeurd et de rapport de formeA = L/d. Les écoulements des deux fluides
(eau et air) sont supposés incompressibles, laminaires et bidimensionnels.

Résultats et discussions

Dans la présente étude, le nombre de Rayleigh varie de 105 à 107 et le rapport de forme est
pris égal à 5 et 10. Les nombres de Prandtl utilisés sont 0.71 et 7.0, ce qui correspond à l’air et à
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Comparaison de la convection naturelle entre l’eau et l’air dans un canal vertical chauff́e
asymétriquement en densit́e de flux de chaleur

l’eau respectivement. Les détails des écoulements et des champs de température sont présentés
ci-dessous. Les figures C.1 et C.2 présentent les configurations d’écoulement de l’eau et de
l’air en forme d’isothermes et de lignes de courant pourA = 5 et Rad = 105,106,107. Dans
la figure C.1, un écoulement de retour se produit pour toutes les configurations. En effet, l’air
chauffé s’élève par convection naturelle et crée une couche limite dynamique le long de la paroi
chauffée. Pour alimenter cette couche limite, l’air pénètre par le haut lorsque l’alimentation par
le bas n’est pas suffisante. La profondeur de pénétration de l’écoulement de retour dans la partie
supérieure du canal augmente avec le nombre de Rayleigh pour les deux fluides. Toutefois, la
profondeur de pénétration est différente entre l’air et l’eau, elle est plus importante dans le cas
de l’air. Il y’a aussi une différence significative dans la croissance et l’épaisseur de la couche
limite dynamique de l’eau et de l’air. Comme attendu, quand le nombre de Rayleigh augmente,
l’épaisseur de la couche limite dynamique diminue, à la fois pour l’eau et l’air. Cependant,
l’épaisseur de la couche limite dynamique est inférieure dans l’air (voir tableaux C.2 et C.3).
Notons également que, en augmentant le nombre de Rayleigh, les épaisseurs des couches
limites dynamiques des deux fluides deviennent quasiment égales en s’approchant de la sortie
du canal. Contrairement à la couche dynamique, l’épaisseur de la couche limite thermique
est légèrement supérieure dans l’air que dans l’eau. Les différences dans les épaisseurs des
couches limites sont dues aux effets du nombre de Prandtl et au présence des recirculations en
sortie du canal près de la paroi adiabatique.

Les figures C.3 et C.4 présentent les profils de température adimensionnelle pourA= 5 et
les profils de vitesse adimensionnelle pourA= 10 à différentes hauteurs du canal et différents
nombres de Rayleigh pour les deux fluides. Les températures sont supérieures dans l’air que
dans l’eau. Cela est dû à un échange de chaleur important entre la paroi chauffée et le fluide
dans le cas de l’eau. On observe que l’augmentation du nombre de Prandtl (Pr = 7) se traduit
par une diminution de l’épaisseur de couche limite thermique et de la température moyenne à
l’intérieur de la couche limite. Dans le cas de l’eau (Pr = 7), l’écoulement est plus confiné près
de la paroi que dans le cas de l’air (Pr = 0.71). En outre, le champ de température diffuse très
peu dans le fluide et décroı̂t rapidement à partir de la paroi. En corollaire, la zone d’action de la
convection naturelle est de plus en plus confinée près de la paroi et le jet ascendant est de plus
en plus faible. Il y’a donc une diminution de la température avec l’augmentation du nombre
de Prandtl. Nous avons aussi remarqué que les écarts sont plus importants pour le plus petit
rapport de forme et augmente avec l’augmentation du nombre de Rayleigh modifié.

Nous allons maintenant analyser les profils de vitesse verticale. En raison des écoulements
de retour et de la viscosité, les profils de vitesse sont plus homogénéisés dans l’eau que dans
l’air. De plus, les profils de vitesse et les vitesses moyennes sont différents pour les deux
fluides (voir figure C.4 et tableau C.1 ). Les différences en terme de la vitesse moyenne varie
en fonction du nombre de Rayleigh, et va de 42% à 85% pourA = 5 et de 34% à 80% pour
A= 10.

Les figures C.5 et C.6 présentent les résultats en terme de nombre de Nusselt moyenNu.
Les résultats montrent que le nombre de Nusselt est plus grand dans l’eau que dans l’air. Les
différences en nombre de Nusselt varie en fonction du nombre de Rayleigh modifié, et va de
7% à 22% pourA= 5 et de 8% à 23,87 pourA= 10 (voir tableau C.1). Les discordances sur le
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nombre de Nusselt augmentent avec le nombre de Rayleigh modifié.

Comme conclusion, l’utilisation de l’eau pour prédire la convection naturelle de l’air
donne des résultats raisonnables en terme d’échange thermique mais seulement pour des
Rayleigh pas très grands. En revanche, les configurations d’écoulement sont différentes entre
les deux fluides. Les différences en terme des profils vitesse, de l’épaisseur de la couche limite
dynamique et de la profondeur de pénétration reflètent ces points.
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FI GURE C.1 –Les lignes de courant dans l’eau (haut) et dans l’air (bas) pour A= 5, Rad = 105

(a), Rad = 106 (b) et Rad = 107 (c).
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Vmax

Rad = 105 Rad = 106 Rad = 107

Pr = 7 Pr = 0.71 Pr = 7 Pr = 0.71 Pr = 7 Pr = 0.71
A= 5

Nu 6.0086 5.4452 9.3219 7.9065 15.8835 12.2703
V 0.0259 0.0149 0.0157 0.0039 0.0069 0.0011

A= 10
Nu 10.4535 9.6230 16.3315 13.9422 27.9822 21.3019
V 0.0415 0.0271 0.0267 0.0098 0.0122 0.0025

Tableau C.1 –Nombres de Nusselt moyen et vitesses moyennes dans l’eau et dans l’air pour
Rad = 105,106,107 et A= 5,10.

Vmax

Rad = 105 Rad = 106 Rad = 107

Pr = 7 Pr = 0.71 Pr = 7 Pr = 0.71 Pr = 7 Pr = 0.71
A= 0.01 0.43 0.30 0.33 0.09 0.15 0.06
A= 0.02 0.43 0.27 0.32 0.09 0.16 0.05
A= 0.16 0.39 0.16 0.12 0.07 0.05 0.04
A= 0.32 0.21 0.14 0.11 0.07 0.05 0.05
A= 0.48 0.19 0.14 0.11 0.08 0.06 0.05
A= 0.64 0.19 0.14 0.12 0.08 0.06 0.05
A= 0.8 0.19 0.15 0.12 0.09 0.06 0.06
A= 0.96 0.19 0.15 0.12 0.09 0.06 0.06

Tableau C.2 –Abscisses des valeurs maximales de vitesse dans l’eau et dans l’air pour Rad =
105,106,107 et A= 5.

Vmax

Rad = 105 Rad = 106 Rad = 107

Pr = 7 Pr = 0.71 Pr = 7 Pr = 0.71 Pr = 7 Pr = 0.71
A= 0.01 0.46 0.42 0.40 0.11 0.17 0.08
A= 0.02 0.45 0.35 0.35 0.12 0.20 0.05
A= 0.16 0.39 0.22 0.16 0.08 0.06 0.05
A= 0.32 0.25 0.17 0.13 0.09 0.06 0.05
A= 0.48 0.22 0.17 0.13 0.09 0.06 0.06
A= 0.64 0.22 0.17 0.13 0.10 0.07 0.06
A= 0.8 0.21 0.17 0.13 0.10 0.07 0.06
A= 0.96 0.21 0.18 0.13 0.11 0.07 0.07

Tableau C.3 –Abscisses des valeurs maximales de vitesse dans l’eau et dans l’airà différentes
hauteurs et pour Rad = 105,106,107 et A= 10.
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FIGURE C.3 – Résultats en terme de profils de température pour diff́erentes hauteurs (a), (b),
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FI GURE C.4 – Résultats en terme de profils de vitesse pour différentes hauteurs pour l’eau et
l’air (d), avec Rad = 105,106,107 et A= 10.
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Annexe D

Équation de Bernoulli généralisée pour un
fluide visqueux

L’équation de conservation de quantité de mouvement sous forme dimensionnée pour un
fluide visqueux et irrotationnel s’écrit comme suite :

D~v
Dt

=−
1
ρ

∇p+ν∆~v−ρg~y (D.1)

L’équation (D.1) est une équation vectorielle. Elle peut être mise sous forme scalaire en la
multipliant fois~ds, avec~dsun élément de longueur d’une ligne de courant. Donc :

D~v
Dt

· ~ds=
Dv
Dt

·ds= v
∂v
∂s

·ds+
∂v
∂t

·ds=−
1
ρ

∇p · ~ds+ν∆~v· ~ds−ρg~y· ~ds (D.2)

En examinant les termes de l’équation (D.2), on note que :

–
∂v
∂s

·ds= dvvariation env le long de s

– ∇p · ~ds= dp variation en p le long de s
– ~y· ~ds= dyvariation de y le long de s

En replaçant dans l’équation (D.2), on obtient :

vdv+
∂v
∂t

·ds=−
1
ρ

dp+ν∆v·ds−dy (D.3)

En intégrant le long d’une ligne de entre un point 1 et un point 2, on a :

∫ 2

1

∂v
∂t

·ds+
∫ 2

1

dp
ρ

+
v2

2−v2
1

2
+

∫ 2

1
ν∆vds+g(y2−y1) = 0 (D.4)

Si on suppose que l’écoulement est stationnaire, incompressible (densité constante) et que
y1 = y2 (les deux points se situent sur la même hauteur), l’équation (D.4) devient alors :

p2− p1

ρ
+

v2
2−v2

1

2
+

∫ 2

1
ν∆vds= 0 (D.5)
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Équation de Bernoulli généralisée pour un fluide visqueux

En introduisant les variables adimensionnelles (cf. Chap. II § 2), l’équation (D.5) devient :

P2−P1+
V2

2 −V2
1

2
+

∫ 2

1
Pr.Ra−1/2∆Vds= 0 (D.6)
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