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❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ❞❡ ❧✬é♣✐❞❡r♠❡ ❢✉s✐♦♥♥❡♥t✳ ❈❡s ♣r♦t✉s✐♦♥s

❛②❛♥t ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ❧✐♠✐té❡✱ ❧❛ tr❛❝t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ✭❛♣♣❡❧é❡s ❛✉ss✐ ③✐♣♣✐♥❣✮ ♥❡

s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s q✉✬❛✉① ❡①tré♠✐tés ❛♥tér✐❡✉r❡s ❡t ♣♦stér✐❡✉r❡s ❞✉ tr♦✉ ❞♦rs❛❧

✭❛♣♣❡❧é❡s ❝❛♥t❤✐✮✱ ❧à ♦ù ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❧❡❛❞✐♥❣ ❡❞❣❡ ❡st s✉✣s❛♠✲

♠❡♥t ♣❡t✐t❡✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧✬❛♠♥✐♦sér❡✉s❡ tr❛❝t❡ ❡❧❧❡ ❛✉ss✐ ❧✬é♣✐❞❡r♠❡ ✈❡rs ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞♦rs❛❧❡✳

❊❧❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s ✜❧❛♠❡♥ts ❞✬❛❝t✐♥❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ♠②♦s✐♥❡ ✭✉♥ ♠♦t❡✉r ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡✮✱

q✉✐ ❢♦r♠❡♥t ✉♥ rés❡❛✉ ❝♦♥tr❛❝t✐❧❡ ❛✉ s❡✐♥ ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❧❡✉r ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ t✐r❡r

s✉r ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞✉ ❧❡❛❞✐♥❣ ❡❞❣❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ ❧✬❛♠♥✐♦sér❡✉s❡

✈♦✐❡♥t ❧✬❛✐r❡ ❞❡ ❧❡✉r ❝ôté s✉♣ér✐❡✉r ✭❝ôté ❛♣✐❝❛❧✮ ✈❛r✐❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡✳

❇✐❡♥ q✉❡ ❝❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞✬❛✐r❡ ❛✐❡♥t été ❧❛r❣❡♠❡♥t ❞é❝r✐t❡s✱ ❧❡✉r rô❧❡ ❞❛♥s ❧❛

❢❡r♠❡t✉r❡ ❞♦rs❛❧❡ r❡st❡ ✐♥❝♦♥♥✉✳

▲✬♦❜❥❡t ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ♥♦tr❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts ♠é✲

❝❛♥✐q✉❡s ✐♠♣❧✐q✉és ❞❛♥s ❝❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✱ ❡t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❤②s✐q✉❡

r❡♣rés❡♥t❛♥t ❝❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts✳ ▲❡ tr❛✈❛✐❧ ♣rés❡♥té ✐❝✐ ét✉❞✐❡ ❛✉ss✐ ❧❡s ♠♦✉✲

✈❡♠❡♥ts ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞✉ ❧❡❛❞✐♥❣ ❡❞❣❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧✬❡✛❡t ❞✉

❝❛❜❧❡ ❞✬❛❝t✐♥❡ s✉r ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❞♦rs❛❧❡✳

❆✜♥ ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❡t ❞❡s t✐ss✉s ✐♠♣❧✐q✉és ❞❛♥s ❧❛

❢❡r♠❡t✉r❡ ❞♦rs❛❧❡✱ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❧❡s ❝♦♥t♦✉rs ❞❡s

❝❡❧❧✉❧❡s✱ ❧❡✉r ♣♦s✐t✐♦♥ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❡✉rs ✈❡rt❡① ✭♣♦✐♥ts ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❡♥tr❡

tr♦✐s à q✉❛tr❡ ❝❡❧❧✉❧❡s✮ ❡t ❞❡ s✉✐✈r❡ ❧❡✉r ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s ❛ été

❞é✈❡❧♦♣♣é✳ ❯♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❛ été ❝♦♥str✉✐t ♣♦✉r ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧✬❛❥✉st❡♠❡♥t

❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❝❡tt❡ ❞ét❡❝t✐♦♥✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉rs

é✈❡♥t✉❡❧❧❡s✳

❉✐✛ér❡♥ts ♠♦❞è❧❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ♦♥t ❡♥s✉✐t❡ été ❝♦♥str✉✐ts✱ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡

❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ♠é❝❛♥✐q✉❡s q✉❡ ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ♣❡✉✈❡♥t ❛✈♦✐r✳ ❈❡s

♠♦❞è❧❡s ♦♥t été ❝♦♥str✉✐ts s❡❧♦♥ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡✳ ▲❡s s②stè♠❡s

❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❞ér✐✈❛♥t ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❊✉❧❡r✲▲❛❣r❛♥❣❡ ♦♥t été rés♦❧✉❡s ♥✉♠ér✐q✉❡✲

♠❡♥t✱ ❡t ❧❡✉rs ♣ré❞✐❝t✐♦♥s ♦♥t été ❝♦♠♣❛ré❡s ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡

❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ s❡❧♦♥ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦♥t été

✈❛❧✐❞és ❡♥ t❡st❛♥t ❧❡s rés✐❞✉s ❣râ❝❡ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ ❧❡❛❞✐♥❣ ❡❞❣❡ ❛ été ét✉❞✐é❡ ❡♥ ❝❛r❛❝tér✐s❛♥t ❧❡s
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♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s s✐t✉é❡s à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡♥tr❡ ❧✬é♣✐❞❡r♠❡ ❡t ❧✬❛♠♥✐♦sér❡✉s❡✱

❣râ❝❡ à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥✳ ▲❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞✬❡♠❜r②♦♥s ♥♦♥ ♠✉tés

✭✇✐❧❞✲t②♣❡✮ ♦♥t été ❝♦♠♣❛ré❡s à ❝❡❧❧❡s ❞✬❡♠❜r②♦♥s ♣♦rt❛♥t ✉♥❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ❛❢✲

❢❡❝t❛♥t s♣é❝✐✜q✉❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛❜❧❡ ❞✬❛❝t✐♥❡✳

▲❡s rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♠✐❡✉① ❝♦♠♣r❡♥✲

❞r❡ ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ♠é❝❛♥✐q✉❡s ✐♠♣❧✐q✉és ❞❛♥s ❧❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡

❧✬❛♠♥✐♦sér❡✉s❡✳ ■❧s ♥♦✉s ❞♦♥♥❡♥t ❛✉ss✐ ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s s✉r ❧❡✉rs ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s

❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s✳ ■❧s ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❡♥✜♥ ❞❡ ♠✐❡✉① ❛♣♣ré❤❡♥❞❡r ❧❡ rô❧❡ ❞✉ ❝❛❜❧❡

❞✬❛❝t✐♥❡ ❞❛♥s ❝❡ ♣r♦❝❡ss✉s ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❝✐❝❛tr✐s❛t✐♦♥✳
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■t❛❧✐❛♥♦

■❧ ❧❛✈♦r♦ ❞✐ t❡s✐ ♣r❡s❡♥t❛t♦ q✉✐ ❝❡r❝❛ ❞✐ ❝❛r❛tt❡r✐③③❛r❡ ❡ s✐♠✉❧❛r❡ ❧❡ ❢♦r③❡ ♠❡❝✲

❝❛♥✐❝❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t❡ ♥❡❧ ♣r♦❝❡ss♦ ❞✐ ❝❤✐✉s✉r❛ ❞♦rs❛❧❡ ❞❛❧❧✬♦r❣❛♥✐s♠♦ ❉r♦s♦♣❤✐❧❛

♠❡❧❛♥♦❣❛st❡r✳ ◗✉❡st♦ ♣r♦❝❡ss♦ è ❡♠❜r✐♦♥❛❧❡✿ è ✉♥♦ ❞❡✐ ❛✈✈❡♥✐♠❡♥t✐ ❝❤❡

♣❛rt❡❝✐♣❛♥♦ ❛❧❧❛ ❢♦r♠❛③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ❧❛r✈❛✳ ■♥ ♣❛rt✐❝♦❧❛r❡✱ ❧❛ ❝❤✐✉s✉r❛ ❞♦rs❛❧❡

♣❛rt❡❝✐♣❛ ❛❧❧✬❛❝q✉✐s✐③✐♦♥❡ ♣❡r ❧✬❡♠❜r✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ s✉❛ ❢♦r♠❛ ✜♥❛❧❡ ❛ttr❛✈❡rs♦ ❧❡

❢♦r③❡ ❣❡♥❡r❛t❡ ❞❛ t❡ss✉t✐ ❝❡❧❧✉❧❛r✐✳ ■♥ t❛❧ ♠♦❞♦✱ ❧✬♦❜✐❡tt✐✈♦ ❞❡❧ ❧❛✈♦r♦ ♣r❡s❡♥✲

t❛t♦ q✉✐ è ❞✐ ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐r❡ ✐ ♥♦str❡ ❝♦♥♦s❝❡♥③❡ s✉❧❧❛ ♠❡❝❝❛♥✐❝❛ ❞❡✐ t❡ss✉t✐✱

❝♦sì ❝♦♠❡ s✉❧ ❧♦r♦ r✉♦❧♦ ♥❡❧❧✬❡♠❜r✐♦❣❡♥❡s✐✳

■ t❡ss✉t✐ ✐♠♣❧✐❝❛t✐ ♥❡❧❧❛ ❝❤✐✉s✉r❛ ❞♦rs❛❧❡ s♦♥♦ ❧✬❡♣✐❞❡r♠✐❞❡ ❡ ❧✬❛♠♥✐♦s✐❡r♦s❛✳

❆ q✉❡st♦ st❛❞✐♦ ❞❡❧❧♦ s✈✐❧✉♣♣♦✱ ❧✬❡♣✐❞❡r♠✐❞❡ ❝✐♥❣❡ q✉❛s✐ t✉tt♦ ❧✬❡♠❜r✐♦♥❡✳

▲✬❛♠♥✐♦s✐❡r♦s❛ ❝♦♣r❡ t✉tt❛✈✐❛ ❛♥❝♦r❛ ✉♥❛ ③♦♥❛ ❧♦❝❛❧✐③③❛t❛ ❞❡❧ ❧❛t♦ ❞♦r✲

s❛❧❡✱ ❝❤✐❛♠❛t♦ ❜✉❝♦ ❞♦rs❛❧❡✳ ▲❛ ❝❤✐✉s✉r❛ ❞♦rs❛❧❡ ❝♦♥s✐st❡ ♥❡❧❧❛ ❝❤✐✉s✉r❛

❞✐ q✉❡st♦ ❜✉❝♦ ❞♦rs❛❧❡✱ ❝♦sì ❝♦♠❡ ♥❡❧❧❛ ❝♦♥❣✐✉♥③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❡ ♣❛rt✐ ❧❛t❡r❛❧✐

❞❡❧❧✬❡♣✐❞❡r♠✐❞❡✱ ✐♥ ✉♥ ♣r♦❝❡ss♦ s✐♠✐❧❛r❡ ❛❧❧❛ ❝✐❝❛tr✐③③❛③✐♦♥❡✳

P❡r r❡❛❧✐③③❛r❡ ❧❛ ❝♦♥❣✐✉♥③✐♦♥❡ ❞❡❧❧✬❡♣✐❞❡r♠✐❞❡ ❛❧ ❧✐✈❡❧❧♦ ❞❡❧❧❛ ❧✐♥❡❛ ❞♦rs❛❧❡✱

q✉❡st♦ ❞❡✈❡ ❡ss❡r❡ tr❛✐♥❛t♦✳ ◗✉❡st❛ tr❛③✐♦♥❡ è r❡❛❧✐③③❛t❛ ❛❧ t❡♠♣♦ st❡ss♦

❞❛❧❧✬❛♠♥✐♦s✐❡r♦s❛ ❝❤❡ ❝♦♣r❡ ✐❧ ❜✉❝♦ ❞♦rs❛❧❡✱ ❡ ♣❡r ❧❛ ✜❧❛ ♣✐ù ❞♦rs❛❧❡ ❞✐ ❝❡❧✲

❧✉❧❡ ❞❡❧❧✬❡♣✐❞❡r♠✐❞❡✱ ❧❡ ▲❡❛❞✐♥❣ ❊❞❣❡ ❝❡❧❧s✳ ◗✉❡st❡ ♣❛rt❡❝✐♣❛♥♦ ❛❧❧❛ ❝❤✐✉s✉r❛

❞✐ ❞✉❡ ♠♦❞✐✳ ❉❛ ✉♥❛ ♣❛rt❡✱ q✉❡st❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❢♦r♠❛♥♦ ✉♥ ❝❛✈♦ ❞✐ ❛❝t✐♥❡ ❝❤❡

❝✐♥❣❡ ❧✬✐♥s✐❡♠❡ ❞❡❧ ❜✉❝♦ ❞♦rs❛❧❡ ❝❤❡✱ ❝♦♥tr❛rs✐s✐✱ ♣❛rt✐❝✐♣✐♦ ❛ r✐❞✉rr❡ ❧✬❛r❡❛

❞❡❧❧✬❛♠♥✐♦s✐❡r♦s❛✳ ❉✬❛❧tr❛ ♣❛rt❡✱ ❧❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡❧ ▲❡❛❞✐♥❣ ❊❞❣❡ ❡♠❡tt♦♥♦ ❞❡✐

♣r♦tr✉s✐♦♥✐ ❝❤❡ s✐ st✐✈❛♥♦ ❛❧ ▲❡❛❞✐♥❣ ❊❞❣❡ ♦♣♣♦s✐t♦r❡✱ ❡❞ ❧✐ t✐r❛♥♦ ✈❡rs♦

❡ss❡✱ ✜♥❝❤é ❧❡ ❞✉❡ ♣❛rt✐ ❞❡❧❧✬❡♣✐❞❡r♠✐❞❡ ❢♦♥❞♦♥♦✳ ◗✉❡st✐ ♣r♦tr✉s✐♦♥✐ ❤❛♥♥♦

✉♥❛ t❛❣❧✐❛ ❧✐♠✐t❛t❛✳ ❈♦s✐✱ ❧❛ tr❛③✐♦♥❡ ❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥❡✱ ❝❤✐❛♠❛t❡ t❛♥t♦ ③✐♣♣✐♥❣✱

s♦♥♦ ♣♦ss✐❜✐❧✐ s♦❧❛♠❡♥t❡ ❛❧❧❡ ❡str❡♠✐tà ❛♥t❡r✐♦r✐ ❡ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❞❡❧ ❜✉❝♦ ❞♦rs❛❧❡✱

❝❤✐❛♠❛t❡ ❝❛♥t❤✐✱ ❧à ❞♦✈❡ ❧❛ ❞✐st❛♥③❛ tr❛ ✐ ❞✉❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ❡❞❣❡ è s✉✣❝✐❡♥t❡♠❡♥t❡

♣✐❝❝♦❧❛✳

P❡r❛❧tr♦✱ ❧✬❛♠♥✐♦s✐❡r♦s❛ t✐r❛ ❧❡✐ ❛♥❝❤❡ ❧✬❡♣✐❞❡r♠✐❞❡ ✈❡rs♦ ❧❛ ❧✐♥❡❛ ❞♦rs❛❧❡✳

Pr♦❞✉❝❡ ❞❡✐ ✜❧❛♠❡♥t✐ ❞✐ ❛❝t✐♥❡ ❡ ❞❡❧ ♠②♦s✐♥❡✱ ✉♥ ♠♦t♦r❡ ♠♦❧❡❝♦❧❛r❡ ❝❤❡

❢♦r♠❛ ✉♥❛ r❡t❡ ❝♦♥tr❛tt✐❧❡ ✐♥ s❡♥♦ ❛❧❧❡ ❝❡❧❧✉❧❡✳ ◗✉❡st❛ r❡t❡ ♣❡r♠❡tt❡ ❧♦r♦
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❞✐ t✐r❛r❡ s✉❧❧❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡❧ ❧❡❛❞✐♥❣ ❡❞❣❡✳ P❡r❛❧tr♦✱ ❧❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡❧❧✬❛♠♥✐♦s✐❡r♦s❛

✈❡❞♦♥♦ ❧✬❛r❡❛ ❞❡❧ ❧♦r♦ ❧❛t♦ s✉♣❡r✐♦r❡✱ ❧❛t♦ ❛♣✐❝❛❧❡✱ ✈❛r✐❛r❡ ✐♥ ♠♦❞♦ ♣❡r✐♦❞✐❝♦✳

❙❡❜❜❡♥❡ q✉❡st❡ ✈❛r✐❛③✐♦♥✐ ❞✐ ❛r❡❛ s✐❛♥♦ st❛t❡ ❞❡s❝r✐tt❡ ❧❛r❣❛♠❡♥t❡✱ ✐❧ ❧♦r♦

r✉♦❧♦ ♥❡❧❧❛ ❝❤✐✉s✉r❛ ❞♦rs❛❧❡ r❡st❛ s❝♦♥♦s❝✐✉t♦✳

▲✬♦❣❣❡tt♦ ❞✐ q✉❡st❛ t❡s✐ è ❞✐ ♠✐❣❧✐♦r❛r❡ ❧❛ ♥♦str❛ ❝♦♠♣r❡♥s✐♦♥❡ ❞❡✐ ❝♦♥❝❡tt✐

♠❡❝❝❛♥✐❝✐ ✐♠♣❧✐❝❛t✐ ✐♥ q✉❡st❡ ♦s❝✐❧❧❛③✐♦♥✐✱ ❡ ❞✐ ❝♦str✉✐r❡ ✉♥ ♠♦❞❡❧❧♦ ✜s✐❝♦

r❛♣♣r❡s❡♥t❛♥t❡ q✉❡st✐ ♠♦✈✐♠❡♥t✐✳ ■❧ ❧❛✈♦r♦ ♣r❡s❡♥t❛t♦ q✉✐ st✉❞✐❛ ❛♥❝❤❡ ✐

♠♦✈✐♠❡♥t✐ ❞❡❧❧❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡❧ ❧❡❛❞✐♥❣ ❡❞❣❡✱ ♥❡❧❧♦ s❝♦♣♦ ❞✐ ❝♦♠♣r❡♥❞❡r❡ ❧✬❡✛❡tt♦

❞❡❧ ❝❛✈♦ ❞✐ ❛❝t✐♥❡ s✉❧❧❛ ❞✐♥❛♠✐❝❛ ❞❡❧❧❛ ❝❤✐✉s✉r❛ ❞♦rs❛❧❡✳

P❡r st✉❞✐❛r❡ ✐ ♠♦✈✐♠❡♥t✐ ❞❡❧❧❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❡ ❞❡✐ t❡ss✉t✐ ✐♠♣❧✐❝❛t❡ ♥❡❧❧❛ ❝❤✐✉s✉r❛

❞♦rs❛❧❡✱ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❝❤❡ ♣❡r♠❡tt❡ ❞✐ s❝♦♣r✐r❡ ✐ ❝♦♥t♦r♥✐ ❞❡❧❧❡ ❝❡❧❧✉❧❡✱ ❧❛ ❧♦r♦

♣♦s✐③✐♦♥❡ ❝♦sì ❝♦♠❡ q✉❡❧❧❛ ❞❡✐ ❧♦r♦ ✈❡rt✐❝✐ ✭♣✉♥t✐ ❞✐ ❝♦♥❣✐✉♥③✐♦♥❡ tr❛ tr❡ ❛

q✉❛ttr♦ ❝❡❧❧✉❧❡✮ ❡ ❞✐ s❡❣✉✐r❡ ✐ ❧♦r♦ s♣♦st❛♠❡♥t✐ ❞✉r❛♥t❡ ✐❧ t❡♠♣♦ è st❛t♦ s✈✐❧✉♣✲

♣❛t♦✳ ❯♥ ✐♥t❡r❢❛❝❝✐❛ ✉t❡♥t❡ è st❛t♦ ❝♦str✉✐t♦ ♣❡r ❢❛❝✐❧✐t❛r❡ ❧✬❛❞❡❣✉❛♠❡♥t♦ ❞❡✐

♣❛r❛♠❡tr✐ ❝❤❡ ♣❡r♠❡tt♦♥♦ q✉❡st❛ ❧♦❝❛❧✐③③❛③✐♦♥❡✱ ❝♦sì ❝♦♠❡ ❧❛ ❝♦rr❡③✐♦♥❡ ❞✐

❡rr♦r✐ ❡✈❡♥t✉❛❧✐✳

❉✐✛❡r❡♥t✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ❞✐♥❛♠✐❝✐ s♦♥♦ st❛t✐ ❝♦str✉✐t✐ ♣♦✐✱ ♣r❡♥❞❡♥❞♦ ✐♥ ❝♦♥t♦ ✐

❞✐✛❡r❡♥t✐ ❝♦♠♣♦rt❛♠❡♥t✐ ♠❡❝❝❛♥✐❝✐ ❝❤❡ ❧❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ♣♦ss♦♥♦ ❛✈❡r❡✳ ◗✉❡st✐

♠♦❞❡❧❧✐ s♦♥♦ st❛t✐ ❝♦str✉✐t✐ s❡❝♦♥❞♦ ❧✬❛♣♣r♦❝❝✐♦ ❞✐ ▲❛❣r❛♥❣✐❛✳ ■ s✐st❡♠✐ ❞✐

❡q✉❛③✐♦♥✐ ❝❤❡ ❞❡r✐✈❛♥♦ ❞❡❧❧❡ ❡q✉❛③✐♦♥✐ ❞✐ ❊✉❧❡r✲▲❛❣r❛♥❣❡ s♦♥♦ st❛t✐ r✐s♦❧t✐

♥✉♠❡r✐❝❛♠❡♥t❡✱ ❡ ❧❡ ❧♦r♦ ♣r❡❞✐③✐♦♥✐ s♦♥♦ st❛t❡ ♣❛r❛❣♦♥❛t❡ ❛✐ ❞❛t✐ ❣❡♥❡r❛t✐

❞❡❧❧✬❛❧❣♦r✐t♠♦ ❞✐ ❧♦❝❛❧✐③③❛③✐♦♥❡ s❡❝♦♥❞♦ ❧✬❛♣♣r♦❝❝✐♦ ❞❡❣❧✐ ♠✐♥✐♠✐ q✉❛❞r❛t✐✳ ■

r✐s✉❧t❛t✐ s♦♥♦ st❛t✐ ❝♦♥✈❛❧✐❞❛t✐ ♣r♦✈❛♥❞♦ ✐ r❡st✐ ❣r❛③✐❡ ❛❧❧❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞✐ ❛✉t♦✲

❝♦rr❡❧❛③✐♦♥❡✳

❋✐♥❛❧♠❡♥t❡✱ ❧❛ ❞✐♥❛♠✐❝❛ ❞❡❧ ❧❡❛❞✐♥❣ ❡❞❣❡ è st❛t❛ st✉❞✐❛t❛ ❝❛r❛tt❡r✐③③❛♥❞♦ ✐

♠♦✈✐♠❡♥t✐ ❞❡❧❧❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❧♦❝❛❧✐③③❛t❡ ❛❧❧✬✐♥t❡r❢❛❝❝✐❛ tr❛ ❧✬❡♣✐❞❡r♠✐❞❡ ❡ ❧✬❛♠♥✐♦s✐❡r♦s❛✱

❣r❛③✐❡ ❛❧❧✬❛❧❣♦r✐t♠♦ ❞✐ ❧♦❝❛❧✐③③❛③✐♦♥❡✳ ▲❡ ❞✐♥❛♠✐❝❤❡ ❞✐ ❡♠❜r✐♦♥✐ ♥♦♥ ♠✉t❛♥t❡

✭✇✐❧❞✲t②♣❡✮ s♦♥♦ st❛t❡ ♣❛r❛❣♦♥❛t❡ ❛ q✉❡st❡ ❞✐ ❡♠❜r✐♦♥✐ ❝❤❡ ♣♦rt❛♥♦ ✉♥❛ ♠✉✲

t❛③✐♦♥❡ ❝❤❡ ❛✛❡tt❛ s♣❡❝✐✜❝❛♠❡♥t❡ ✐❧ ❝❛✈♦ ❞✐ ❛❝t✐♥❡✳

■ r✐s✉❧t❛t✐ ♣r❡s❡♥t❛t✐ ✐♥ q✉❡st❛ t❡s✐ ❝✐ ♣❡r♠❡tt♦♥♦ ❞✐ ❝♦♠♣r❡♥❞❡r❡ ♠❡❣❧✐♦ ✐

♣r♦❝❡ss✐ ♠❡❝❝❛♥✐❝✐ ✐♠♣❧✐❝❛t✐ ♥❡❣❧✐ ♦s❝✐❧❧❛③✐♦♥✐ ❞❡❧❧❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡❧❧✬❛♠♥✐♦sér❡✉s❡✳

❈✐ ❞❛♥♥♦ ❛♥❝❤❡ ❞❡❣❧✐ ✐♥❞✐③✐ s✉❧❧❡ ❧♦r♦ ❝❛r❛tt❡r✐st✐❝❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❤❡✳ ❈✐ ♣❡r♠❡✲
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ❊①♣❡❝t❡❞ t❡st ❝r♦ss r❡s✉❧ts ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ▼❡♥❞❡❧ ❧❛✇s ✈❡rs✉s

▼♦r❣❛♥✬s r❡s✉❧ts✳ ▼♦r❣❛♥✬s r❡s✉❧ts s❤♦✇ ❛ ❣❡♥❞❡r✲r❡❧❛t❡❞ ❜✐❛s✳ ❬✹❪

♣♦✐♥t✱ st❛t✐st✐❝s ❞♦ ♥♦t s❤♦✇ ❛♥② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ ▼❡♥❞❡❧ ❧❛✇✬s ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳

❉✐✛❡r❡♥❝❡s ❛r✐s❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡①t ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✷❜✮✿ ❝r♦ss✐♥❣ X+XW

❢❡♠❛❧❡s ✇✐t❤ X+Y ♠❛❧❡s✱ ▼♦r❣❛♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛ ♣r♦❣❡♥② ✇❤❡r❡ ❡✈❡r② ❢❡♠❛❧❡

❤❛❞ r❡❞ ❡②❡s✿ t❤❡② ✐♥❤❡r✐t❡❞ t❤❡ X+ ❝❤r♦♠♦s♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡✐r ❢❛t❤❡r✱ ❛♥❞

t❤✉s ❤❛❞ r❡❞ ❡②❡s✱ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡ ❝❤r♦♠♦s♦♠❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♠♦t❤❡r✳ ▼❛❧❡s

✇♦✉❧❞ r❡❝❡✐✈❡ t❤❡ ❨ ❝❤r♦♠♦s♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡✐r ❢❛t❤❡r✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡✱ t❤❡✐r ❡②❡

❝♦❧♦r ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝❤r♦♠♦s♦♠❡ t❤❡② r❡❝❡✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡✐r

♠♦t❤❡r✿ ✺✵✪ ❝❤❛♥❝❡s t♦ r❡❝❡✐✈❡ t❤❡ X+✱ ✺✵✪ t♦ r❡❝❡✐✈❡ t❤❡ XW ✳ ▼❡♥❞❡❧

❧❛✇s ❝♦✉❧❞♥✬t ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts✿ t❤❡② ❛r❡ ❜♦✉♥❞ t♦ s♦♠❛t✐❝ ✭♥♦♥ s❡①✲

✉❛❧✮ ❝❤r♦♠♦s♦♠❡s✳ ❚❤❡s❡ st❛t✐st✐❝s ❝♦✉❧❞ ♦♥❧② ❛r✐s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t s❡①

✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ✧❆❝❝❡ss♦r② ❝❤r♦♠♦s♦♠❡s✧✱ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥❤❡r✐t❛♥❝❡

♣❛tt❡r♥✳ ❏✉st ❜② ✇❛t❝❤✐♥❣ ❉r♦s♦♣❤✐❧❛s ❡②❡ ❝♦❧♦r✱ ▼♦r❣❛♥ ✇❛s ❛❜❧❡ t♦ ❞❡✲

t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✐♥ ❣❡♥❞❡r ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✱ ♦❢ t❤❡s❡

s❡①✉❛❧ ❝❤r♦♠♦s♦♠❡s✳

▲❛t❡r ♦♥✱ st✐❧❧ ✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ ❉r♦s♦♣❤✐❧❛✱ ▼♦r❣❛♥ st✉❞✐❡❞ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥

❛♥❞ ❣❡♥❡t✐❝ ❧✐♥❦❛❣❡✱ ✐✳❡✳ t❤❡ t❡♥❞❡♥❝② ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡rs t♦ ❜❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ t♦✲

❣❡t❤❡r✳ ●❛t❤❡r✐♥❣ ❞❛t❛ ♦♥ ❣❡♥❡t✐❝ ❧✐♥❦❛❣❡✱ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t t❤✐s ❧✐♥❦❛❣❡

✇❛s ❞✉❡ t♦ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦①✐♠✐t② ♦♥ ❝❤r♦♠♦s♦♠❡s✱ ❤❡ ✇❛s ❛❜❧❡ t♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡

✜rst ❣❡♥❡t✐❝ ♠❛♣s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♥❡s ♦♥ ❝❤r♦♠♦s♦♠❡s ❬✺❪✳ ❍❡

r❡❝❡✐✈❡❞ t❤❡ ✜rst ◆♦❜❡❧ Pr✐③❡ r❡✇❛r❞✐♥❣ ❛ ✇♦r❦ ♦♥ ❉r♦s♦♣❤✐❧❛ ✐♥ ✶✾✸✸✱ ✧❢♦r
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✭❛✮ ❈r♦ss t❛❜❧❡ ♦❢ ▼♦r❣❛♥✬s ✜rst ❝r♦ss✳

✭❜✮ ❈r♦ss t❛❜❧❡ ♦❢ ▼♦r❣❛♥✬s s❡❝♦♥❞ ❝r♦ss✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✿ ▼♦r❣❛♥✬s ❝r♦ss❡s t❛❜❧❡s ❢♦r s❡①✉❛❧ ❝❤r♦♠♦s♦♠❡s✳ XW st❛♥❞s

❢♦r t❤❡ ❝❤r♦♠♦s♦♠❡ ❝❛rr②✐♥❣ t❤❡ r❡❝❡ss✐✈❡ ✇❤✐t❡✲❡②❡ ❛❧❧❡❧❡✱ ❛♥❞ X+ ❢♦r t❤❡

❝❤r♦♠♦s♦♠❡ ❝❛rr②✐♥❣ t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ✇✐❧❞ t②♣❡ r❡❞✲❡②❡ ❛❧❧❡❧❡✳ ❬✹❪

❤✐s ❞✐s❝♦✈❡r✐❡s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ r♦❧❡ ♣❧❛②❡❞ ❜② t❤❡ ❝❤r♦♠♦s♦♠❡ ✐♥ ❤❡r❡❞✐t②✧✳

❚❤❡s❡ st✉❞✐❡s ✇❡r❡ t❤❡ ✜rst st❡♣ ✐♥ t❤❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ❜♦t❤

❞r♦s♦♣❤✐❧❛✬s ❣❡♥❡t✐❝✱ ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♥❡t✐❝ t♦♦❧❜♦① t❤❛t ♠❛❦❡s t❤❡ ❢r✉✐t ✢② s✉❝❤ ❛

❤❛♥❞② ❧❛❜ ❛♥✐♠❛❧ ♥♦✇❛❞❛②s✳

❖t❤❡r ♠❛❥♦r ❞✐s❝♦✈❡r✐❡s t❤r♦✉❣❤ ❢r✉✐t ✢✐❡s

❚✳❍✳ ▼♦r❣❛♥✬s ♦✉tst❛♥❞✐♥❣ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ t❤❡ ❉r♦s♦♣❤✐❧❛ ♠♦❞❡❧ s✉❜s❡q✉❡♥t❧②

❡♥❝♦✉r❛❣❡❞ ♦t❤❡r s❝✐❡♥t✐sts t♦ ✉s❡ t❤✐s s♣❡❝✐❡s ❢♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❜✐♦❧♦❣②✳ ❙✐♥❝❡

t❤❡♥✱ ♠❛♥② ❣r❡❛t s❝✐❡♥t✐✜❝ ❛❞✈❛♥❝❡s st❡♠ ❢r♦♠ ✇♦r❦s ♦♥ t❤❡ ❢r✉✐t ✢✐❡s✳ ❖♥❧②

t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ◆♦❜❡❧ Pr✐③❡s✱ ❢♦✉r ♦t❤❡r ♠❛❥♦r ❞✐s❝♦✈❡r✐❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡

r❡♠❡♠❜❡r❡❞✳

❍❡r♠❛♥♥ ❏♦s❡♣❤ ▼✉❧❧❡r ✭♦♥❡ ♦❢ ❚❤♦♠❛s ▼♦r❣❛♥✬s st✉❞❡♥ts✮ ✇❛s ❛✇❛r❞❡❞

t❤❡ ◆♦❜❡❧ Pr✐③❡ ♦❢ P❤②s✐♦❧♦❣② ❛♥❞ ▼❡❞✐❝✐♥❡ ✐♥ ✶✾✹✻ ✧❢♦r t❤❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ♦❢ t❤❡

♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♠✉t❛t✐♦♥s ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❳✲r❛② ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✧✱ ✇♦r❦ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥

✶✾✷✼✳ ■rr❛❞✐❛t✐♥❣ ✢✐❡s ✇✐t❤ ✈❛r✐♦✉s ❞♦s❡s ♦❢ ❳✲r❛②s✱ ❤❡ ❢♦✉♥❞ ❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ r❛❞✐❛t✐♦♥ r❡❝❡✐✈❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧❡t❤❛❧ ♠✉t❛✲
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❧❡❛r♥❡❞ ❢r♦♠ t❤✐s ♦r❣❛♥✐s♠✳ ❯s❡❞ ❛t ✜rst ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✐ts ❜r❡❡❞✐♥❣ ❝♦♥✈❡✲

♥✐❡♥❝②✱ ❞r♦s♦♣❤✐❧❛ ❤❛s ♥♦✇ ❜❡❝♦♠❡ ❛ ♠❛❥♦r ♠♦❞❡❧ ♦r❣❛♥✐s♠✳

❆ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ✢②

❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ r❡❛s♦♥s ✇❤② t❤❡ ❢r✉✐t ✢✐❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ♦♥ ❛ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ✐♥

❧❛❜♦r❛t♦r✐❡s✳ ❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ ❉r♦s♦♣❤✐❧❛ ♠❡❧❛♥♦❣❛st❡r ✐s ✈❡r② ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ♦♥ t❤❡

❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛ ❧❛❜♦r❛t♦r②✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❝❤❡❛♣ t♦ ❢❡❡❞✱ ❝❛♥ ❜❡ st♦❝❦❡❞ ✐♥ ❧❛r❣❡

❛♠♦✉♥ts ✐♥ s♠❛❧❧ s♣❛❝❡s✱ ❛♥❞ ❛r❡ ✈❛st❧② ❜r❡❞✱ s✐♥❝❡ t❤❡✐r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐s

♦♥❧② t✇♦ ✇❡❡❦✳

❚❤✐s s❤♦rt ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦✛❡rs ❣r❡❛t ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳

❚♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❢r✉✐t ✢✐❡s ❤❛✈❡ ♦♥❧② ❢♦✉r ♣❛✐rs ♦❢ ❝❤r♦♠♦s♦♠❡s

✭t❤r❡❡ ❛✉t♦s♦♠❛❧ ❛♥❞ ♦♥❡ s❡①✉❛❧✮✱ t❤❛t ❢❡♠❛❧❡ ❤❛✈❡ ❛ ✈❡r② ❤✐❣❤ ❢❡❝✉♥❞✐t②

✭r♦✉❣❤❧② ✶✵✵ ❡❣❣s ♣❡r ❞❛②✮✱ ✐t ❡♥❛❜❧❡s t❤❡ ❣❡♥❡t✐❝✐sts t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❣r❡❛t

❛♠♦✉♥ts ♦❢ ❧✐♥❡s ✭♣r♦❞✉❝✐♥❣ ♠✉t❛t✐♦♥s ♦r ✐♥s❡rt✐♦♥s ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✮✱ ❛♥❞ t♦

st✉❞② t❤❡♠ ♦✈❡r s❡✈❡r❛❧ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥s✱ ✐♥ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t✐♠❡✳

■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ❉r♦s♦♣❤✐❧❛ ✐s ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r✐❧② ♠♦r❡ ❞✐st✐♥❝t ❢r♦♠

❤✉♠❛♥ t❤❛♥ ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧ ♦r❣❛♥✐s♠s✱ s✉❝❤ ❛s ♠♦✉s❡ ♦r r❛t✱ ✐t st✐❧❧ s❤♦✇s ❛

❛st♦♥✐s❤✐♥❣ ❣❡♥❡t✐❝ s✐♠✐❧❛r✐t② ✇✐t❤ ♠❛♠♠❛❧✐❛♥s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✼✺✪

♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ❤✉♠❛♥ ❞✐s❡❛s❡ ❤❛✈❡ ❤♦♠♦❧♦❣s ✐♥ ❉r♦s♦♣❤✐❧❛✱ ❛♥❞

✺✵✪ ♦❢ t❤❡ ♣r♦t❡✐♥s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❢r✉✐t ✢✐❡s ❝❡❧❧s ♠❛t❝❤ ❛ ♣r♦t❡✐♥ ❢♦✉♥❞

✐♥ ♠❛♠♠❛❧s✳ ■♥ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤✐s✱ ❉r♦s♦♣❤✐❧❛ ❝♦♠❡s ✈❡r② ❤❛♥❞②✱ s✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡

♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❢♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥s t❤❛♥ ♦t❤❡r s♣❡❝✐❡s ❝❧♦s❡r t♦ ❤✉✲

♠❛♥s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡② st✐❧❧ s❤♦✇ ❛ s❛t✐s❢❛❝t♦r② ❣❡♥❡t✐❝ s✐♠✐❧❛r✐t② ✇✐t❤ ✉s✳



���� ��� ���������	 
��	��
	���� ����	 ��

��������������	������	
���
�

���������	 �� ���� �����

�������	
�
	�
����
�������	�����

	����������
�	�
�
����	�	���

�25◦C����
	��
�

���
��	����	
�
�������
�
�
���	������
�
��	�

���������

������
���������	�	�������	
�
�	��
������
�
�	�	��� 

����	���

��!���"�����������
������
����
�
��
�	��
�����
�

���

���	��#�������
�	���$	�
	���
����
�����
����$��������
������	���

��

����$	

��
�
������
��
	���
�����������
����
���������	�

�������������������
���
�%�$	

��
�
�
��
����	�$	

��&
�����
�

'���!����������
�
��

����
���
�
��	

�������������
��
��
���

������������
�
	�
���

�

���������	 �� �	
���
������

(�$�����

�$��$
$	

�����������	��
���
����
�������������
������

)
$	

�
���	�
��	
%���
���	�%�*�
���������	���+	����
�����
$


������	�����
���
��
�
��
�	�,	���
��-�

����������
������
�
�	�	��	�	�
�	��
�
��

�����
��
�����	��
�
��


�
���
�
���������������
��	�


�
������
�	������
��
��	
	.��	����

��
�
��� �� �����
����/����0�

���	����
1�����������
����

��������
���
���	��

����

���	�	�	����

$	�����
�����
�	�	�	�����

������
���
�����
�


�����	�	���

��
������
������

	���

������
��
��
�	
��
����
������
��	��


�����
���������
��	������	����
��	������
�
�����
����

	���	 

�	��	������
�
�	��
����2


$�

�����������
��������
"�	������
��

��


�2


�
��	.��	���3	��
����
�


���
�
����
���	�������
	�
��
�	� 

���	���	�����
�
����
�
����
���
��
������
����

������

3	��
����
�


�	����	���	��������������
�	�4�
����
�


�
��
���


������
��	������
�������	����	���
��


���
�
����
�����$�3
���
��

���
����
����	�	���
������
�
�


��5�����
�
�����
�������
�� 



✷✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✶✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆

t❡r✐♦r ♣❛rt✱ ♠❛r❦✐♥❣ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ❤❡❛❞✳ ❆t st❛❣❡ s❡✈❡♥✱

♣r❡❝✉rs♦r t✐ss✉❡s t♦ t❤❡ ❣✉t ❛❧s♦ ✐♥✈❛❣✐♥❛t❡✳ ❆t st❛❣❡ ✽ t♦ ✶✵✱ ♣r❡❝✉rs♦r

❝❡❧❧s t♦ t❤❡ ❞✐❣❡st✐✈❡ s②st❡♠ ❦❡❡♣ ♦♥ ✐♥✈❛❣✐♥❛t✐♥❣✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❣❡r♠ ❜❛♥❞ ✭❛♥

❡♠❜r②♦♥✐❝ t❛✐❧✮ ✐s ❢♦r♠❡❞✳ ❚❤❡ ❣❡r♠ ❜❛♥❞ ✐s ❛ ✈❡♥tr❛❧ ❜❛♥❞ ♦❢ ❝❡❧❧s✱ t❤❛t

❡①♣❛♥❞s ❛♥❞ ❢♦❧❞s ❛t t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❡♠❜r②♦✱ t♦ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❝♦❧♦♥✐③❡

t❤❡ ❞♦rs❛❧ s✐❞❡✳ ❉r✐✈❡♥ ❜② ❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❞ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✭❝❡❧❧s

✐♥t❡r❝❛❧❛t❡ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❡❧❧ ✧❝♦❧✉♠♥s✧✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❡①♣❛♥❞ ❛❧♦♥❣

t❤❡ ❛♥t❡r✐♦✲♣♦st❡r✐♦r ❛①✐s✮✱ ❣❡r♠ ❜❛♥❞ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❜❡❝♦♠❡s ❛ ✉✲s❤❛♣❡❞ str✉❝✲

t✉r❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ ❆♠♥✐♦s❡r♦s❛✳ ■♥ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❣❡r♠ ❜❛♥❞ ❡①t❡♥s✐♦♥✱

t❤❡ ②♦❧❦ s❛❝ ✭❛ ♥✉tr✐❡♥t❢✉❧❧ ❜❛❣✮ ✐s ❛❧s♦ ❢♦r♠❡❞✱ ❛♥❞ ❝❡❧❧s ♣r❡❝✉rs♦rs t♦ t❤❡

♥❡✉r❛❧ s②st❡♠ ✭♥❡✉r♦❜❧❛sts✮ st❛rt t♦ ♠✉❧t✐♣❧②✳ ❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ t❤❡ ❡♠❜r②♦ ❤❛s

❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② r❡❛❝❤❡❞ ✐ts ✜❢t❤ ❤♦✉r ♦❢ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳

❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡✈❡♥t❤ st❛❣❡✱ t❤❡ ❡♠❜r②♦ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ❛ ♠❛❥♦r ❣r♦✇t❤ ♣❤❛s❡✱

✇❤✐❧❡ ♣❛r❛s❡❣♠❡♥t❛❧ ❣r♦♦✈❡s st❛rt t♦ ❢♦r♠✱ ❛♥❞ ♠❛♥❞✐❜✉❧❛✱ ❧❛❜✐✉♠ ❛♥❞ ♠❛①✲

✐❧❧❛ ❜❡❣✐♥ t♦ ❛♣♣❡❛r✳ ❆t t❤✐s st❛❣❡✱ t❤❡ ●❡r♠ ❇❛♥❞ ❤❛s r❡❛❝❤❡❞ ✐ts ♠❛①✐♠❛❧

❡①t❡♥s✐♦♥✳

❆t st❛❣❡ t✇❡❧✈❡✱ t❤❡ ●❡r♠ ❇❛♥❞ st❛rts t♦ r❡tr❛❝t✱ ❞✉❡ t♦ ✐ts tr❛❝t✐♦♥

❜② ❆♠♥✐♦s❡r♦s❛✱ ❛♥❞ ❜② ❛ ❧❡♥❣t❤❡♥✐♥❣ ♦❢ ❣❡r♠❜❛♥❞ ❝❡❧❧s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❉♦rs♦✲

❱❡♥tr❛❧ ❛①✐s✱ ❛♥❞ ❛ s❤♦rt❡♥✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❆♥t❡r♦✲P♦st❡r✐♦r ❛①✐s✳ ❚❤❡ ❣❡r♠ ❜❛♥❞

❤❡♥❝❡ ✇✐❞❡♥s ❉♦rs♦✲❱❡♥tr❛❧❧② ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✱ ❛♥❞ t❤❡ ❆♠♥✐♦s❡r♦s❛ ❝❡❧❧s✱

✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ❡❧♦♥❣❛t❡❞ ❛t ❡❛r❧② st❛❣❡ t✇❡❧✈❡✱ ✇✐❞❡♥ ❆♥t❡r♦✲P♦st❡r✐♦r❧②✳ ❚❤❡

●❡r♠ ❇❛♥❞s ♠♦✈❡♠❡♥t ❝❛✉s❡s ♦♥❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❣✉t ✭❤✐♥❞❣✉t✮ t♦ r❡❧♦❝❛t❡ ❛t

t❤❡ ❞♦rs♦✲♣♦st❡r✐♦r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❡♠❜r②♦✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ t✇♦ ♦t❤❡r ♣❛rts ✭❛♥t❡r✐♦r

❛♥❞ ♣♦st❡r✐♦r ♠✐❞❣✉t✮ ❢✉s❡✳ ❚❤❡ ❡♣✐❞❡r♠❛❧ s❡❣♠❡♥ts ❛❧s♦ ❢♦r♠ ❞✉r✐♥❣ t❤❡

♣r♦❝❡ss✳

❆t st❛❣❡ ✶✸✱ t❤❡ ●❡r♠ ❇❛♥❞ r❡tr❛❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡✱ ❧❡❛✈✐♥❣ t❤❡ ❆♠✲

♥✐♦s❡r♦s❛ t♦ ❝♦✈❡r t❤❡ ❞♦rs❛❧ ❤♦❧❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜② t❤❡ ●❡r♠ ❇❛♥❞✳

❚❤❡ ❍❡❛❞ ■♥✈♦❧✉t✐♦♥✱ ❛✐♠✐♥❣ ❛t ❝♦✈❡r✐♥❣ t❤❡ ❤❡❛❞ ✇✐t❤ ❡♣✐❞❡r♠✐s✱ ❛♥❞ ❉♦r✲

s❛❧ ❈❧♦s✉r❡✱ ❜♦t❤ st❛rt ❞✉r✐♥❣ st❛❣❡ t❤✐rt❡❡♥✳ ❉♦rs❛❧ ❈❧♦s✉r❡ ❝♦♥s✐sts ✐♥
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✿ ❚❛❜❧❡ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❡♠❜r②♦♥✐❝ st❛❣❡s✳ P✐❝t✉r❡s t❛❦❡♥ t❤❛♥❦s t♦

❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♠✐❝r♦s❝♦♣②✳ ❬✶✶❪



✶✳✷✳ ❚❍❊ ❆❈❚❖❘❙ ❖❋ ❉❖❘❙❆▲ ❈▲❖❙❯❘❊ ✷✸

✭❡❛❝❤ s❡❣♠❡♥t ❤❛s t♦ ❢✉s❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦♥❡ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r s✐❞❡ ♦❢

t❤❡ ❡♣✐❞❡r♠✐s✮✱ s❡✈❡r❛❧ ♠♦t♦rs ♦❢ ❝❧♦s✉r❡ ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ ♦❢ t❤❡♠✿

• ❚❤❡ ❩✐♣♣✐♥❣✿ ❛t t❤❡ ❈❛♥t❤✐ ✭✐✳❡✳ t❤❡ ❛♥t❡r♦✲♣♦st❡r✐♦r ❡①tr❡♠✐t✐❡s ♦❢

t❤❡ ❡②❡✲s❤❛♣❡❞ ❉♦rs❛❧ ❍♦❧❡✮✱ ♣r♦tr✉s✐♦♥s ✭✜❧♦♣♦❞✐❛✮ s❡♥t ❜② t❤❡ ❞♦rs❛❧✲

♠♦st ❡♣✐❞❡r♠❛❧ ❝❡❧❧s ✭▲❡❛❞✐♥❣ ❊❞❣❡ ❝❡❧❧s✮ ♦❢ ❜♦t❤ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ ❡♣✐❞❡r♠✐s

❢✉s❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ▲❡❛❞✐♥❣ ❊❞❣❡✱ ❛♥❞ ♣✉❧❧ ❜♦t❤ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ ❡♣✐✲

❞❡r♠✐s t♦✇❛r❞ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❋✐❧♦♣♦❞✐❛ ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇ s❡❣♠❡♥t r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥✳

❚❤❡② ♦♥❧② ❢✉s❡ ✇✐t❤ ❝❡❧❧s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ s❡❣♠❡♥t t❤❛♥ t❤❡ ❝❡❧❧ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤

t❤❡② ♦r✐❣✐♥❛t❡✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ♣r♦♣❡r s❡❣♠❡♥t ♠❛t❝❤✐♥❣ ❬✶✷❪✳

• ❚❤❡ ❆❝t✐♥ ❈❛❜❧❡✿ ❛ tr❛♥s❝❡❧❧✉❧❛r str✉❝t✉r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ▲❡❛❞✐♥❣

❊❞❣❡ ❝❡❧❧s✱ ♠❛❞❡ ♦❢ ❛❝t✐♥ ✭❛ ✜❧❛♠❡♥t♦✉s ♣r♦t❡✐♥✮ ❛♥❞ ♥♦♥✲♠✉s❝✉❧❛r

▼②♦s✐♥ ■■ ✭❛ ❝♦♥tr❛❝t✐❧❡ ♣r♦t❡✐♥✮✳ ❚❤❡ ❆❝t✐♥ ❈❛❜❧❡ s✉rr♦✉♥❞s t❤❡ ✇❤♦❧❡

❞♦rs❛❧ ❤♦❧❡✱ ❛♥❞✱ ❝♦♥tr❛❝t✐♥❣✱ t❡♥❞s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❤♦❧❡✬s s✉r❢❛❝❡✳

• ❚❤❡ ❆♠♥✐♦s❡r♦s❛✿ ❆♠♥✐♦s❡r♦s❛ ✐s ❛♥ ❡①tr❛✲❡♠❜r②♦♥✐❝ t✐ss✉❡ ✭✐✳❡✳ ❛

t✐ss✉❡ t❤❛t ✇✐❧❧ ♥♦t ❢♦r♠ ❛♥② t✐ss✉❡ ♥♦r ♦r❣❛♥ ✐♥ t❤❡ ❧❛r✈❛✮ t❤❛t ❝♦✈❡rs

t❤❡ ❉♦rs❛❧ ❍♦❧❡✳ ❋♦r♠✐♥❣ ❛❝t♦✲♠②♦s✐♥ ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ❆♠♥✐♦s❡r♦s❛ ❝❡❧❧s

♣✉❧❧ ❜♦t❤ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ ❡♣✐❞❡r♠✐s t♦✇❛r❞ t❤❡ ❞♦rs❛❧ ♠✐❞❧✐♥❡✳ ❚❤❡ t✐ss✉❡

✐s ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡ss t❤r♦✉❣❤ ❛r❡❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❡❧❧ ❞❡❛t❤✳

❚❤♦s❡ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ t✐ss✉❡s ❛r❡ ♦❢ ❣r❡❛t ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ♣r♦♣❡r

❛❝❤✐❡✈❡♠❡♥t ♦❢ ❉♦rs❛❧ ❈❧♦s✉r❡✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡t❛✐❧

t❤❡✐r r♦❧❡s ❛♥❞ ❦♥♦✇♥ ❜❡❤❛✈✐♦rs✳

✶✳✷✳✶ ❚❤❡ ❩✐♣♣✐♥❣

❚❤❡ ③✐♣♣✐♥❣ ✐s ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ t❤❡ ❧❛st st❡♣s ♦❢ ❉♦rs❛❧ ❈❧♦s✉r❡✱ ✇❤❡♥

❡♣✐❞❡r♠❛❧ ❝❡❧❧s ❛r❡ ❝❧♦s❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❊✈❡r② ❝❡❧❧ ♦❢ t❤❡ ▲❡❛❞✐♥❣

❊❞❣❡ s❡♥❞s ♣r♦tr✉s✐♦♥s✱ ❝❛❧❧❡❞ ✜❧♦♣♦❞✐❛✱ t♦✇❛r❞ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❞♦rs❛❧

❤♦❧❡✳ ❋✐❧♦♣♦❞✐❛ ❤❛✈❡ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ r❛♥❣❡✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ♠❛♥❛❣❡ t♦ ❝♦♥♥❡❝t ✇✐t❤ t❤❡

♦♣♣♦s✐t❡ ▲❡❛❞✐♥❣ ❊❞❣❡ ♦♥❧② ✇❤❡♥ ✐t ✐s ❝❧♦s❡ ❡♥♦✉❣❤✱ ✐✳❡✳ ❛t t❤❡ ❝❛♥t❤✐✱ ♦r
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t♦✇❛r❞ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❞♦rs❛❧ ❝❧♦s✉r❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ③✐♣♣✐♥❣ ✐s ♠❛✐♥❧② r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ♦❢

t❤❡ ❡②❡✲s❤❛♣❡❞ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❞♦rs❛❧ ❤♦❧❡✿ t❤❡ ❞♦rs❛❧ ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❡♣✐❞❡r♠✐s ✐s

❝♦♥✈❡① ❛t t❤❡ ❡①tr❡♠✐t✐❡s✱ ❛♥❞ ❝♦♥❝❛✈❡ ✐♥ ✐ts ❝❡♥t❡r✳

❚❤❡ ③✐♣♣✐♥❣ ❛❧s♦ s❡r✈❡ ❛ s❡❝♦♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✿ s❡❣♠❡♥t r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱

❡♣✐❞❡r♠❛❧ ❝❡❧❧s ❤❛✈❡ ✈❛r✐♦✉s ✐❞❡♥t✐t✐❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ✐❞❡♥t✐t✐❡s

❢♦❧❧♦✇s ❛ s♣❡❝✐✜❝ s♣❛t✐❛❧ ♣❛tt❡r♥✳ ■t ✐s ✈✐s✐❜❧❡ ♦♥ t❤❡ ❧❛st t❤r❡❡ ♣✐❝t✉r❡s ♦❢

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸ t❤❛t t❤❡ ❡♣✐❞❡r♠✐s ♦❢ t❤❡ ❡♠❜r②♦ ❤❛s ❛r❡❛s s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❣r♦♦✈❡s✿

t❤❡② ❛r❡ t❤❡ s❡❣♠❡♥ts✳ ❚❤❡s❡ s❡❣♠❡♥ts✬ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ✐s ❞✉❡ t♦ ❝♦♠♣❧❡① ❣❡♥❡

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❞✉r✐♥❣ ❡♠❜r②♦❣❡♥❡s✐s✳

❙❡❣♠❡♥t ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡❣✐♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦❢ ♠❛t❡r♥❛❧ ❢❛❝t♦rs ❧✐❦❡ ❜✐✲

❝♦✐❞ ♦r ❝❛✉❞❛❧ ❢r♦♠ t❤❡ ❛♥t❡r✐♦r ❛♥❞ ♣♦st❡r✐♦r ❡①tr❡♠✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❡♠❜r②♦ ❛♥❞

✐♥✇❛r❞✳ ❚❤❡s❡ ❢❛❝t♦rs ❛❝t✐✈❛t❡ t❤❡ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❣❡♥❡s ❝❛❧❧❡❞

✧●❛♣ ❣❡♥❡s✧ ✭❤✉♥❝❤❜❛❝❦✱ ❦♥✐r♣s ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✮ ❝♦❞✐♥❣ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ❢❛❝t♦rs✳

❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❣❛♣ ❣❡♥❡s ❡♥❝♦♠♣❛ss ✇✐❞❡ ③♦♥❡s ♦❢ t❤❡ ❡♣✐❞❡r♠✐s✱ ❝♦✈❡r✐♥❣

❛r❡❛s t❤❛t ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ r✐s❡ t♦ s❡✈❡r❛❧ s❡❣♠❡♥ts✳ ❚❤❡s❡ ❣❡♥❡s ❛❝t ❛s r❡❣✉❧❛t♦rs

❢♦r ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢♦r ❛♥♦t❤❡r s❡t ♦❢ ❣❡♥❡s✿ t❤❡ ♣❛✐r✲r✉❧❡ ❣❡♥❡s✳ ❚❤❡

♣❛✐r✲r✉❧❡ ❣❡♥❡s ✭s✉❝❤ ❛s ❡✈❡♥✲s❦✐♣♣❡❞ ♦r ❤❛✐r②✮ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ s❡✈❡♥ str✐♣❡s

♦♥ t❤❡ ❡♠❜r②♦✱ ❡❛❝❤ str✐♣❡ ❝♦✈❡r✐♥❣ ❡✈❡r② ♦t❤❡r s❡❣♠❡♥t✳ ❚❤❡② ❛r❡ t♦ s❡t t❤❡

tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❛♥♦t❤❡r ❝❧❛ss ♦❢ ❣❡♥❡s✿ t❤❡ s❡❣♠❡♥t ♣♦❧❛r✐t② ❣❡♥❡s ✭✇✐♥❣❧❡ss✱

❤❡❞❣❡❤♦❣✱ ❡♥❣r❛✐❧❡❞✳✳✳✮✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡s❡ ❣❡♥❡s ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦✉rt❡❡♥

♣r❡✲s❡❣♠❡♥t❛r② str✐♣❡s✳ ❆s t❤❡✐r ♥❛♠❡s s✉❣❣❡sts✱ t❤❡② ❣✐✈❡ ❛ ♣♦❧❛r✐t② t♦

t❤❡ s❡❣♠❡♥ts✱ ✐✳❡✳✱ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣r♦♦✈❡s s❡♣❛r❛t✐♥❣ ❡❛❝❤ s❡❣♠❡♥t✱ ❞✐✛❡r❡♥t

❝❡❧❧ t②♣❡s ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❛♥t❡r✐♦r ❛♥❞ ♣♦st❡r✐♦r ❤❛❧✈❡s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤✐s

❝❛s❝❛❞❡ ✐s ❛♥ ❡♠❜r②♦ ✇✐t❤ s♣❛t✐❛❧❧② r❡♣❡❛t❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s✱ ❛♥❞ ❝❡❧❧

✐❞❡♥t✐t✐❡s ❬✶✸❪✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❡❧❧✉❧❛r ✐❞❡♥t✐t✐❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❡♣✐❞❡r♠✐s✱ ✇✐t❤

❛ s♣❛t✐❛❧❧② ♣❡r✐♦❞✐❝ ♣❛tt❡r♥✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❡❛❝❤ s❡❣♠❡♥t ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r

♣✉r♣♦s❡ t♦ ❢♦r♠ t❤❡ ❛❞✉❧t ✢②✳ ❖♥ ♦♥❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❢♦r♠❡❞ t❤❡ ✇✐♥❣s✱ ♦♥ ❛♥♦t❤❡r

♦♥❡ ♣❛✐r ♦❢ ❧❡❣s✳✳✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t❤❛t✱ ✇❤❡♥ ❥♦✐♥✐♥❣ ❜♦t❤ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡



✶✳✷✳ ❚❍❊ ❆❈❚❖❘❙ ❖❋ ❉❖❘❙❆▲ ❈▲❖❙❯❘❊ ✷✺

a b c

d e

❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✿ ❙t✐❧❧ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❛ ❧✐✈❡ ♠♦✈✐❡ ♦❢ ❛♥ ❡♠❜r②♦ ❡①♣r❡ss✐♥❣ ❊♥❣r❛✐❧❡❞✲

●❛❧✹✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❯❆❙✲▼♦❡s✐♥✲❘❋P✳ ■♥ r❡❞✱ t❤❡ s✉❜✲s❡❣♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♣❛rt✲

♠❡♥ts ❡①♣r❡ss✐♥❣ t❤❡ s❡❣♠❡♥t ♣♦❧❛r✐t② ❣❡♥❡ ❊♥❣r❛✐❧❡❞✳ ■♥ ✭❛✮✱ ✜❧♦♣♦❞✐❛ ❛r❡

s❡♥❞ ♦✈❡r t❤❡ ❞♦rs❛❧ ❤♦❧❡ ❜✉t ❞♦♥✬t ✜♥❞ ❛♥② ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✜❧♦♣♦❞✐❛ t♦ ❢✉s❡

✇✐t❤✳ ■♥ ✭❜✮ ❛♥❞ ✭❝✮✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ ✜❧♦♣♦❞✐❛ ♠❡❡t✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡ ❞♦rs❛❧ ❤♦❧❡✱

❛♥❞ t❤❡♥ ♣✉❧❧✐♥❣ t❤❡ s❡❣♠❡♥ts t♦✇❛r❞ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❢✉s✐♦♥ ✭✭❞✮ ❛♥❞

✭❡✮✮✳ ❬✶✷❪

❡♣✐❞❡r♠✐s✱ ❡❛❝❤ s❡❣♠❡♥t ❢✉s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦♥❡ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r s✐❞❡

♦❢ t❤❡ ❡♣✐❞❡r♠✐s✳ ❚❤❡ ③✐♣♣✐♥❣ s❡r✈❡s t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❤❡♥ ❡①♣❧♦r✐♥❣

t❤❡ s♣❛❝❡ ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ t❤❡♠✱ t❤❡ ✜❧♦♣♦❞✐❛ ♦♥❧② ❢✉s❡ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❝❡❧❧s ♦r ♦t❤❡r

✜❧♦♣♦❞✐❛ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❝❡❧❧ t②♣❡ ❛♥❞ s❡❣♠❡♥t t❤❛♥ t❤❡♠s❡❧✈❡s ❬✶✹❪✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡

♦❢ ❝❡❧❧ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✳

✶✳✷✳✷ ❚❤❡ ❆❝t✐♥ ❈❛❜❧❡

❆♥♦t❤❡r ❡✛❡❝t♦r ♦❢ ❉♦rs❛❧ ❈❧♦s✉r❡ ✐s t❤❡ ❆❝t✐♥ ❈❛❜❧❡✳ ■t ✐s ❛ tr❛♥s❝❡❧❧✉❧❛r

str✉❝t✉r❡ ♦❢ ♥♦♥✲♠✉s❝✉❧❛r ▼②♦s✐♥ ■■✱ ❛♥❞ ❛❝t✐♥ ✜❧❛♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❆❝t✐♥ ❈❛❜❧❡

✐s ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❞♦rs❛❧✲♠♦st ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ▲❡❛❞✐♥❣ ❊❞❣❡ ❝❡❧❧s✱ ❛♥❞ ❣♦❡s ❢r♦♠

❛ ❝❛♥t✉s t♦ ❛♥♦t❤❡r ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r✱ ✐♥ t❤❡ ❝❡❧❧s t❤❛t ✉s❡❞ t♦ ❜❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡

▲❡❛❞✐♥❣ ❊❞❣❡✱ ❜❡❢♦r❡ t❤❡② ❢✉s❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❡❞❣❡ ❬✶✻✱✶✼❪✳
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✶✳✷✳ ❚❍❊ ❆❈❚❖❘❙ ❖❋ ❉❖❘❙❆▲ ❈▲❖❙❯❘❊ ✷✾

A B C

D

❋✐❣✉r❡ ✶✳✼✿ ❆ ✫ ❇✿ ♣❧♦ts ♦❢ t❤❡ ❛♣✐❝❛❧ r❛❞✐✉s ♦❢ t✇♦ ❛♠♥✐♦s❡r♦s❛ ❝❡❧❧s✱ ✈❡r✲

s✉s t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ ❝❡♥tr❛❧ ▼②♦s✐♥ ■■ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡✳ ❈✿ ▼❡❛♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛♣✐❝❛❧

♠❡❛♥ r❛❞✐✉s✱ ✈❡rs✉s ▼②♦s✐♥ ■■ ✐♥t❡♥s✐t②✳ ❉✿ ❙t✐❧❧ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❛ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠♦✈✐❡✱

♦❢ ❛♥ ❡♠❜r②♦ ❡①♣r❡ss✐♥❣ ❛ ❢✉s✐♦♥ ♦❢ ▼②♦s✐♥ ■■ ❍❡❛✈② ❈❤❛✐♥ ✭▼♦❡s✐♥✮ ✇✐t❤

●❋P✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛ ❢✉s✐♦♥ ♦❢ ▼②♦s✐♥ ■■ ❘❡❣✉❧❛t♦r② ▲✐❣❤t ❈❤❛✐♥ ✭❙♣❛❣❤❡tt✐

❙q✉❛s❤✮ ✇✐t❤ ♠❈❤❡rr② ✭❛ r❡❞ ✢✉♦r❡s❝❡♥t ♣r♦t❡✐♥✮✳ ❬✷✼❪



✸✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✶✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆
A

m
n
io

s
e
ro

s
a
 W

id
th

❋✐❣✉r❡ ✶✳✽✿ ❆✿ ❆♠♥✐♦s❡r♦s❛ ❛❞✈❛♥❝❡♠❡♥t✿ t❤❡ ✇✐❞t❤ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ t✐♠❡ ✐s

s✉❜tr❛❝t❡❞ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✇✐❞t❤✳ ■♥ ❜❧❛❝❦✱ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❝❛s❡s✱ ✐♥ ✇❤✐t❡✱ ❡♠✲

❜r②♦s s❤♦✇✐♥❣ ♥♦ ❝❡❧❧ ❞❡❛t❤✱ ❛♥❞ ✐♥ ❣r❡② ❡♠❜r②♦s ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❝❡❧❧

❞❡❛t❤✳ ❇✿ ❈❧♦s✉r❡ s♣❡❡❞s ✐♥ ❝♦♥tr♦❧ ❡♠❜r②♦s ✭✐♥ ❜❧❛❝❦✮✱ ✐♥ ❡♠❜r②♦s ❡①♣r❡ss✲

✐♥❣ ♣✸✺ ✭❛♥ ✐♥❤✐❜✐t♦r ♦❢ ❛♣♦♣t♦s✐s✱ ✐♥ ✇❤✐t❡✮✱ ❛♥❞ ✐♥ ❡♠❜r②♦s ❡①♣r❡ss✐♥❣ ❣r✐♠✱

❛ ❣❡♥❡ tr✐❣❣❡r✐♥❣ ❛♣♦♣t♦s✐s✱ ✐♥ ❣r❡②✳ ❬✷✾❪

♦❢ t❤❡ ❆♠♥✐♦s❡r♦s❛ ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ✐t ❧❡❛❞s

t♦ t❤❡ ❞✐s❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t✐ss✉❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐t ✇❛s r❡❝❡♥t❧② s❤♦✇♥ t❤❛t ✇✐t❤✲

♦✉t t❤❡ ❆♠♥✐♦s❡r♦s❛✱ t❤❡ ❉♦rs❛❧ ❈❧♦s✉r❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❞✱ ♠❛❦✐♥❣ t❤✐s

t✐ss✉❡ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ ❬✷✹✱✸✶❪✳

❚❤❡ ❢♦r❝❡ ❡①❡rt❡❞ ❜② t❤❡ ❆♠♥✐♦s❡r♦s❛ ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ❆❝t✐♥

❛♥❞ ♥♦♥✲♠✉s❝✉❧❛r ▼②♦s✐♥ ■■ ♣r❡s❡♥t ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r ✭✐♥ ❛ tr❛♥s✐❡♥t ♠❛♥♥❡r✮✱

❛♥❞ ❛t t❤❡ ♣❡r✐♣❤❡r② ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ ✭✐♥ ❛ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛♥♥❡r✮ ❬✷✼❪✳ ■♥❞❡❡❞✱

t❤❡ r❡♠♦✈❛❧ ♦❢ ▼②♦s✐♥ ■■ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❆♠♥✐♦s❡r♦s❛ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❉♦rs❛❧

❖♣❡♥ ♣❤❡♥♦t②♣❡ ❬✸✶❪✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❉♦rs❛❧ ❈❧♦s✉r❡ ✐s t❤♦✉❣❤t t♦ ❞✐s♣❧❛② t✇♦

❞✐st✐♥❝t ♣❤❛s❡s✿ ❛♥ ❡❛r❧② ♣❤❛s❡ ✭❙❧♦✇ ♣❤❛s❡✮✱ ❛♥❞ ❛ ❧❛t❡r ♣❤❛s❡ ✭❋❛st ♣❤❛s❡✮✳

■♥ t❤❡ ❋❛st ♣❤❛s❡✱ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ▼②♦s✐♥ ■■ ✐♥ ❛♠♥✐♦s❡r♦s❛ ❝❡❧❧s ✐s ❞r❛♠❛t✐✲

❝❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❡❛r❧② ♣❤❛s❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✾✮✳ ❨❡t✱ ✐t ✐s ♥♦t ❝❧❡❛r

✇❤❡t❤❡r t❤✐s ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❞❡♥s✐t② ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛st❡♥✐♥❣ ♦❢ ❉♦rs❛❧ ❈❧♦✲

s✉r❡✳ ❆♥②✇❛②✱ t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ s♣❡❡❞ ✐s ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✐♥ ❛ s❡❝♦♥❞ ♣❤❛s❡✳

❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❝❡❧❧s ❦❡❡♣ ♦♥ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ✐♥ t❤✐s s❡❝♦♥❞ ♣❤❛s❡✱ t❤❡② s❤♦✇ ❛

❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡✐r ♠❡❛♥ ❛r❡❛✳ ❚❤❡ ❛♣✐❝❛❧ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♣❤❡r❛❧ ❆♠♥✐♦s❡r♦s❛



✶✳✷✳ ❚❍❊ ❆❈❚❖❘❙ ❖❋ ❉❖❘❙❆▲ ❈▲❖❙❯❘❊ ✸✶

❋✐❣✉r❡ ✶✳✾✿ ■♠♠✉♥♦✲st❛✐♥❡❞ ❡♠❜r②♦s ✐♥ t❤❡ ❡❛r❧② st❡♣s ♦❢ ❉♦rs❛❧ ❈❧♦s✉r❡

✭t♦♣ r♦✇✮✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛t❡r st❡♣s ♦❢ ❈❧♦s✉r❡ ✭❜♦tt♦♠ r♦✇✮✳ ▼②♦s✐♥ ■■ ✐s

st❛✐♥❡❞ ✐♥ ❣r❡❡♥✱ ❛♥❞ ❈❛❞❤❡r✐♥ ✐♥ r❡❞✳ ❬✷✼❪

❝❡❧❧s ❛❧s♦ s❤r✐♥❦s ❛♥❞ t❤❡✐r ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s st♦♣✱ ❜✉t ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡

❝❡❧❧s ❬✸✷❪✳

■t ✐s ❛❧s♦ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♥♦t❡ t❤❛t ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❆♠♥✐♦s❡r♦s❛ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s ❝♦♥✲

❝❡♥tr❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❛♣✐❝❛❧ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❤❡♥ ❝❡❧❧s ❛r❡ ❝✉t ❛t t❤❡✐r

❜❛s❛❧ ❡①tr❡♠✐t②✱ ♥♦ ❝❡❧❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✱ ✇❤✐❧❡ ❤✉❣❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥s ❛r❡

♦❜s❡r✈❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❛♣✐❝❛❧ s✐❞❡ ✐s ❝✉t ❬✸✸❪✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts s✉❣❣❡sts t❤❛t ♠♦st

♦❢ t❤❡ t❡♥s✐♦♥ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❆♠♥✐♦s❡r♦s❛ ❝❡❧❧s t♦ ❉♦rs❛❧

❈❧♦s✉r❡ ♦r✐❣✐♥❛t❡s ❢r♦♠ t❤❡✐r ❛♣✐❝❛❧ ❡①tr❡♠✐t②✳

❚❤✐s ♣♦❧❛r✐t②✱ ✇✐t❤ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ▼②♦s✐♥■■ ✐♥ t❤❡ ❛♣✐❝❛❧ ♣❛rt✱ ✐s ❛ r❡❝✉r✲

r✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡ ❞✉r✐♥❣ ❡♠❜r②♦❣❡♥❡s✐s✳ ■t ✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛♣✐❝❛❧

❝♦♥str✐❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ♦❢ t✐ss✉❡ ❜❡♥❞✐♥❣✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❞✉r✐♥❣ ♠❡s♦❞❡r♠ ✐♥✲

✈❛❣✐♥❛t✐♦♥ ✐♥ ❉r♦s♦♣❤✐❧❛ ❬✸✹❪✳ P❡r✐♦❞✐❝ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ ▼②♦s✐♥ ■■ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥

✇❡r❡ ❛❧s♦ r❡♣♦rt❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❛♥♦t❤❡r ❡✈❡♥t ♦❢ ❉r♦s♦♣❤✐❧❛ ❡♠❜r②♦❣❡♥❡s✐s✳ ■♥✲

❞❡❡❞✱ ❞✉r✐♥❣ ●❡r♠ ❇❛♥❞ ❊❧♦♥❣❛t✐♦♥✱ ❡♣✐❞❡r♠❛❧ ❝❡❧❧s ❛❧s♦ ❞✐s♣❧❛② ▼②♦s✐♥ ■■

♣✉❧s❡s ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡✐r ❛♣✐❝❛❧ ❛r❡❛ ❬✸✺❪✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ ✇❤❡♥ t❤❡s❡ ♣✉❧s❡s

❝♦✐♥❝✐❞❛t❡ ✇✐t❤ ❛ tr❛♥s✐❡♥t ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ▼②♦s✐♥ ■■ ✐♥t❡♥s✐t② ❛t t❤❡ ♣❡r✐♣❤❡r②
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✶✳✸✳ P❘❊❙❊◆❚■◆● P❘❊❱■❖❯❙ ▼❖❉❊▲❙ ❖❋ ❉❖❘❙❆▲ ❈▲❖❙❯❘❊ ✸✸

❈❛❜❧❡✱ t❤❡ ❩✐♣♣✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❆♠♥✐♦s❡r♦s❛✳

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ t✇♦ ▲❡❛❞✐♥❣ ❊❞❣❡s ❛r❡ s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ❛r❝s✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✵✱ t❤❡② ✇r♦t❡ t❤❡ ▲❡❛❞✐♥❣ ❊❞❣❡ ❧❡♥❣t❤ ❛s L = 2rθ✱ ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡

❝❛♥t❤✉s t♦ ❝❛♥t❤✉s ✇✐❞t❤ ❛s W = 2rsinθ✱ ❛♥❞ t❤❡ ❤❛❧❢✲❤❡✐❣❤t ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r

♦❢ t❤❡ ❛♥t❡r♦✲♣♦st❡r✐♦r ❛①✐s ❛s h = r(1 − cosθ)✳ ❋r♦♠ t❤❡r❡✱ t❤❡② ❞❡r✐✈❡❞

t✇♦ ❡q✉❛t✐♦♥s✿

✭✶✳✶✮
dW

dt
= cosθ

dL

dt
+ (Lcosθ −W )

d(ln(k))

dt

✭✶✳✷✮
dh

dt
=

1

2
sinθ

dL

dt
+ (

L

2
sinθ − h)

d(ln(k))

dt

❚❤❡✐r ❧❛s❡r ♠✐❝r♦s✉r❣❡r② ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ r✐❣❤t t❡r♠ ♦❢ ❜♦t❤

❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛♥ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❧❡❢t ♦♥❡s✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡② ♥❡✲

❣❧❡❝t❡❞ t❤❡♠✳ ❉✐✈✐❞✐♥❣ ✶✳✶ ❜② ✶✳✷✱ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t kz ≈ −2dh
dt
✱ t❤❡②

♦❜t❛✐♥❡❞✿

✭✶✳✸✮
dW

dt
≈ −kz

tanθ

❚❤❡② ❡①tr❛❝t❡❞ vclosure ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❆♠♥✐♦s❡r♦s❛✬s ❤❡✐❣❤t ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ ❧✐✈❡

❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠♦✈✐❡s✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t dh
dt

= vclosure ❛♥❞ ✐s ❝♦♥st❛♥t✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡

▲❡❛❞✐♥❣ ❊❞❣❡s r❡♠❛✐♥ ❛r❝✲s❤❛♣❡❞ ❛❧❧ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡② ♦❜t❛✐♥ ❢❛✐r❧②

❣♦♦❞ r❡s✉❧ts r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ W ✳

❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢❛✐r❧② ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts✱ t❤❡✐r ♠♦❞❡❧ ✐s ✐♥ t❤❡ ❡♥❞

❜❛s❡❞ ♦♥ ❝❧♦s✉r❡ s♣❡❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❝❧♦s✉r❡ s♣❡❡❞ ✐s ✐♥ ❢❛❝t

t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❉♦rs❛❧ ❈❧♦s✉r❡✳ ❚❤❡✐r ✇♦r❦ ✐s t❤❡r❡✲

❢♦r❡ ♠❡r❡❧② ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦✈❡r t✐♠❡✳ ❊✈❡♥

t❤♦✉❣❤ t❤❡② ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❉♦rs❛❧ ❍♦❧❡✱

t❤✐s str❛t❡❣② ❣✐✈❡s ♥♦ ✐♥s✐❣❤t ❛❜♦✉t t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ❉♦rs❛❧

❈❧♦s✉r❡✱ ♥♦r ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❡❛❝❤ ❢♦r❝❡ ❣❡♥❡r❛t♦r✳

❙♦❧♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✐♥ ❈❡❧❧✱ ✷✵✵✾ ❬✸✷❪✱ ✉s❡❞ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧❧② ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❛♣✲

♣r♦❛❝❤✱ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❆♠♥✐♦s❡r♦s❛ ❝❡❧❧s ❛s ❤❡①❛❣♦♥s✱ ✇✐t❤ s♣r✐♥❣s ♦♥ t❤❡
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✵✿ ❚❤❡ s❡t✲✉♣ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ P❡r❛❧t❛ ❡t ❛❧✳✱ ❇✐♦✲

♣❤②s✳ ❏♦✉r♥❛❧✱ ✷✵✵✼✳ ❚❤❡ ▲❡❛❞✐♥❣ ❊❞❣❡s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s t✇♦ s②♠♠❡tr✐❝❛❧

❛r❝s✳ ❚❤❡ ▲❡❛❞✐♥❣ ❊❞❣❡s ❧❡♥❣t❤ ✐s L = 2rθ✱ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡

❆♠♥✐♦s❡r♦s❛✱ ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❆♥t❡r♦✲P♦st❡r✐♦r ❛①✐s t♦ t❤❡ ▲❡❛❞✐♥❣ ❊❞❣❡✱ ✐s

h = r(1− cosθ)✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛♥t❤✉s t♦ ❝❛♥t❤✉s ❧❡♥❣t❤ ✐s W = 2rsinθ✳ ❬✸✾❪
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✸✿ ❙♦❧✈✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥s ❛♥❞ ♠❡s❤❡s ✭❧❡❢t ♣❛♥❡❧s✮ ❛♥❞ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢

✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞s u✱ ✇✐t❤♦✉t ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥s✐❞❡ ❛♠♥✐♦s❡r♦s❛ ✭t♦♣

♣❛♥❡❧s✮✱ ♦r ✇✐t❤ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✭❜♦tt♦♠ ♣❛♥❡❧s✮✳ ❬✹✶❪

♦♥ ❞♦♠❛✐♥s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✸✱ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧✳ ❚❤❡ ❢♦r❝❡s ❛❝t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝❧♦✲

s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞♦rs❛❧ ❤♦❧❡ ✇❡r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ◆❡✉♠❛♥♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱

♦♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✸✳ ◆❡✉♠❛♥♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞

✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✶✳✺

ui = 0 on M l ∪M r

∂ui

∂n
= C1n onM t ∪M b

∂ui

∂n
= C2κn+ C3n on ωi\Zi✭✶✳✺✮

∂ui

∂n
= C3n+

(

0

−C4

)

on ωt
i ∩ Zi

∂ui

∂n
= C3n+

(

0

C4

)

on ωb
i ∩ Zi

✇❤❡r❡ n ✐s t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❛t ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✭✐ts ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥ ♦♥ ❋✐❣✲



✶✳✸✳ P❘❊❙❊◆❚■◆● P❘❊❱■❖❯❙ ▼❖❉❊▲❙ ❖❋ ❉❖❘❙❆▲ ❈▲❖❙❯❘❊ ✸✾

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✹✿ ❙❝❤❡♠❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧s t♦ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥s

♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❡❛❝❤ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❬✹✶❪

✉r❡ ✶✳✶✹✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥s ♦♥ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s

❛♣♣❧✐❡❞✮✳ C1✱ C2✱ C3 ❛♥❞ C4 ❛r❡ s♦♠❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♦♣♣♦s✐♥❣

❢♦r❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞r❛❣❣❡❞ ❡♣✐❞❡r♠✐s✱ t❤❡ ❈❛❜❧❡ t❡♥s✐♦♥✱ t❤❡ tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♠✲

♥✐♦s❡r♦s❛✱ ❛♥❞ t❤❡ ③✐♣♣✐♥❣ ❢♦r❝❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❖♥ M t∪M b✱ n✱ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ t♦

t❤✐s ❜♦✉♥❞❛r②✱ ❣♦❡s ♦✉t✇❛r❞✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ✶✳✺ ✐s r❡s✐st✐✈❡✳

■♥ t❤❡ t❤✐r❞ ❡q✉❛t✐♦♥✱ κ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ωi✳ ❚❤❡

❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆❝t✐♥ ❈❛❜❧❡ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤✐s ❝✉r✈❛t✉r❡✳ ❖♥ ωi✱

n ✐s ✐♥✇❛r❞✱ t❤✉s t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆♠♥✐♦s❡r♦s❛

✐s ❝♦♥str✉❝t✐✈❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ ωi ∩ Zi✱ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ▲❡❛❞✐♥❣ ❊❞❣❡ ✐s

❛❧♠♦st ♥✉❧❧✱ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆❝t✐♥ ❈❛❜❧❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ✐♥

t❤✐s ❛r❡❛✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ t❤❡ ③✐♣♣✐♥❣ ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ t❤✐s ❞♦♠❛✐♥✳ ■t ✐s

t❤❡♥ ❛❝❝♦✉♥t❡❞✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t ✐ts ❡✛❡❝t ✐s r❛t❤❡r ✐♥ ❛ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱

t❤❛♥ ✐♥ ❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧ t♦ t❤❡ ❡♣✐❞❡r♠✐s✲❛♠♥✐♦s❡r♦s❛ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❚❤✐s ✐s

✇❤② t❤❡ ③✐♣♣✐♥❣ t❡r♠ ✐s ♥♦t ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❛s ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ t♦ t❤❡

✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ❜✉t ❛s ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

(

x

y

)

✳
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❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ ✐t ✐s s♦❧✈❡❞ ♦♥ ❛ ♠❡s❤ ❝♦✈❡r✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞♦♠❛✐♥✱

❛♥❞ ✉s❡s t❤❡ s❛♠❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s♣❛❝❡✳ ❙✉❝❤ ❛ ♠♦❞❡❧ ❣✐✈❡s ❣♦♦❞

r❡s✉❧ts ❛t ❛ t✐ss✉❡ s❝❛❧❡✿ ✐t ♠❛♥❛❣❡s t♦ r❡❝❛♣✐t✉❧❛t❡ ❝❧♦s✉r❡ ❜♦t❤ ✐♥ ❝♦♥tr♦❧

❡♠❜r②♦s✱ ❛♥❞ ✐♥ s♣❛st✐♥ ♠✉t❛♥t ❡♠❜r②♦s ✭❡♠❜r②♦s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ③✐♣♣✐♥❣ ❢♦r❝❡

✐s ❛❜s❡♥t✮✳ ❨❡t✱ ✐t ✐s ♥♦t ♠❡❛♥t t♦ r❡❝❛♣✐t✉❧❛t❡ ❝❡❧❧✉❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦r✳

■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ s❡✈❡r❛❧ ✇♦r❦s ✐♠♣r♦✈❡❞ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦♥ ❤♦✇ t♦ ♠♦❞❡❧

❉♦rs❛❧ ❈❧♦s✉r❡✱ ❡❛❝❤ ✇✐t❤ ✐ts str❡♥❣t❤s ❛♥❞ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s

❧❡❛✈❡ s♦♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛♥❞ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s t♦ ❛ss❡ss✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛✲

t♦r② ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛♠♥✐♦s❡r♦s❛ ❝❡❧❧s ✉♥❞❡r ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❆❧s♦✱ ♦t❤❡r str❛t❡❣✐❡s

❡①✐st t♦ ♠♦❞❡❧ t✐ss✉❧❛r ❛♥❞ ❝❡❧❧✉❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ♠❛ss s♣r✐♥❣ ♥❡t✲

✇♦r❦s ❛r❡ ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ t✐ss✉❡s✳

✶✳✹ ❯♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧

s②st❡♠s

❉♦rs❛❧ ❈❧♦s✉r❡ ✐s ❛ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ s②st❡♠ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ♦❢ ❜✐✲

♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠s✳ ❇✉t ♠❛♥② ♦t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✇♦r❦s ❛ss❡ss t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝s

♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠s✳ ❚❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠s ✐s ❛ ✇✐❞❡ ✜❡❧❞✿

✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ ❝❡❧❧s ❛♥❞ t✐ss✉❡s r❡❛❝t✐♦♥s t♦ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ st✐♠✉❧✐✱

❛♥❞ t❤❡✐r ❝❛♣❛❝✐t② t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❢♦r❝❡s✱ ✐s ♦❢ ❛ ❣r❡❛t ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ t♦ ✉♥❞❡r✲

st❛♥❞ ❡♠❜r②♦ ❛♥❞ ♦r❣❛♥s s❤❛♣✐♥❣ ❞✉r✐♥❣ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✱ ❜❛❝t❡r✐❛❧ ♠♦❜✐❧✐t②✱

t✉♠♦r ♣❛❝❦✐♥❣✱ ❝❡❧❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥✳✳✳ ■♥ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤✐s✱ ♠❛♥② st✉❞✐❡s ❣❛✈❡ ✈❛❧✉✲

❛❜❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ❝❡❧❧s✱ t✐ss✉❡s✱ ♠♦❧❡❝✉❧❡s

♦r ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦s ❡①♣❡r✐❡♥❝❡✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛❣r❛♣❤s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❢♦✲

❝✉s ♦♥ t❤❡ ✇♦r❦s ♦♥ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ s②st❡♠s t♦ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ st✐♠✉❧✐✳

❆❧t♦❣❡t❤❡r✱ t❤❡s❡ ✇♦r❦s ❣✐✈❡ ❛ r❛t❤❡r ♣r❡❝✐s❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛♥

❛❝❝✉r❛t❡❧② ♣❡r❢♦r♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✐♥ ❜✐♦❧♦❣②✳
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❞✐s♣❡rs❡ ❡♥❡r❣② ❛❢t❡r ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝❛❧ t✐♠❡ ✉♥❞❡r ❝♦♥str❛✐♥t✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♠♦♥✲

str❛t❡ ❛ ✈✐s❝♦✉s ❜❡❤❛✈✐♦r ❬✹✾✱ ✺✵❪✳ ❚❤❡② ❛❧s♦ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ t❤❛t t❤❡ ❛♠♦✉♥t

❛♥❞ t②♣❡ ♦❢ ❝r♦ss ❧✐♥❦❡rs ✐♥ t❤❡ ❛❝t✐♥ ❣❡❧ ❝♦✉❧❞ ❝❤❛♥❣❡ t❤❛t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝

t✐♠❡ ❬✺✶✱✺✷❪✳ ❖t❤❡r ✇♦r❦s ❛❧s♦ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❛❝t✐♥ ♥❡t✇♦r❦s ❝♦✉❧❞ ❡✐t❤❡r st✐✛❡♥

✭✇❤❡♥ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ ❤✐❣❤ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❛❝t✐♥ ❛♥❞ ❝r♦ss❧✐♥❦❡rs✮ ♦r s♦❢t❡♥ ✭✇❤❡♥

❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ ❧♦✇ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡s❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✮ ✇❤❡♥ ✉♥❞❡r ❝♦♥str❛✐♥t ❬✺✸✕✺✺❪✳

❆❣❛✐♥✱ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝r♦ss❧✐♥❦❡rs ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦s ♠♦❞✉❧❛t❡s t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧

❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ s♦❢t❡♥✐♥❣ t♦ st✐✛✲

❡♥✐♥❣✱ ❛♥❞ ❛❞❥✉st✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ♠♦❞✉❧✉s ❬✺✻❪✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱

✐t ✇❛s r❡♣♦rt❡❞ t❤❛t st✐✛♥❡ss ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ♣❤♦s♣❤♦r②✲

❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ❧✐❣❤t ❝❤❛✐♥ ♦❢ ♥♦♥✲♠✉s❝❧❡ ▼②♦s✐♥ ■■✱ ❛t ♠✉❝❤ ❢❛st❡r

r❛t❡s t❤❛♥ ✇✐t❤ ❝r♦ss❧✐♥❦❡rs ❬✺✼✱ ✺✽❪✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡ ❝❡❧❧s

❤❛✈❡ ❛t t❤❡✐r ❞✐s♣♦s❛❧ ❛ ❣r❡❛t ❛rs❡♥❛❧ t♦ ❛❞❥✉st t❤❡✐r ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s

t♦ t❤❡✐r ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ s✐♥❣❧❡

❝❡❧❧s✱ ❞❡♠♦♥str❛t✐♥❣ t❤❛t ❝❡❧❧✉❧❛r ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✐s ♠❛✐♥❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝②t♦s❦❡❧❡✲

t♦♥ ❬✺✾✕✻✶❪✳

✶✳✹✳✸ ❆ss❡ss✐♥❣ ❢♦r❝❡s ♣r❡s❡♥t ✐♥s✐❞❡ ❛ t✐ss✉❡

❑♥♦✇✐♥❣ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❝❡❧❧s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❤♦✇ ❝❡❧❧s

r❡❛❝t t♦ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ st✐♠✉❧✐✳ ❚❤✉s✱ t♦ ❢✉❧❧② ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❛♥

■♥ ❱✐✈♦ t✐ss✉❡✱ ♦♥❡ ♥❡❡❞s t♦ ❛❝❝❡ss t❤❡ ❢♦r❝❡s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝❡❧❧s ✐♥s✐❞❡ t❤❡

t✐ss✉❡s✳

◆✉♠❡r♦✉s st✉❞✐❡s ❤❛✈❡ ✉s❡❞ ❧❛s❡r ♠✐❝r♦ s✉r❣❡r② t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ❢♦r❝❡s ♣r❡s❡♥t

❛t ❛ ❣✐✈❡♥ t✐♠❡ ✐♥ ❛ t✐ss✉❡ ❬✻✷✕✻✹❪✳ ▼❡❛s✉r❡s ♦❢ t❤❡ r❡❝♦✐❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧s

s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ ❤♦❧❡ ❝r❡❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛s❡r✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢

str❡ss t❤❛t ✇❛s ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♣r✐♦r t♦ ❛❜❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s

✈❡r② ♣♦✇❡r❢✉❧✱ ❜✉t ❤❛s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✿ ✐t ❞❡str♦②s t❤❡ t✐ss✉❡ st✉❞✐❡❞✱ ♣r❡✈❡♥t✲

✐♥❣ ❧♦♥❣ t❡r♠ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝s st✉❞✐❡s✱ ❛♥❞ ✐t ♦♥❧② ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♠♣❛r❡

r❡❝♦✐❧ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✱ t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ❢♦r❝❡s ♣❛tt❡r♥s ✇✐t❤✐♥ ❛ t✐ss✉❡✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞

❝❛♥♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳



✶✳✹✳ ❯◆❉❊❘❙❚❆◆❉■◆● ❚❍❊▼❊❈❍❆◆■❈❙ ❖❋ ❇■❖▲❖●■❈❆▲ ❙❨❙❚❊▼❙✹✸

❆♥♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞ ✐s ✉s❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❢♦r❝❡ ❛♥❞ ❡❧❛st✐❝ ♠♦❞✲

✉❧✐✿ t❤❡ ❆t♦♠✐❝ ❋♦r❝❡ ▼✐❝r♦s❝♦♣②✳ ❚❤❡ ❆❋▼ ✇❛s ❣❡♥✉✐♥❡❧② ❝♦♥❝❡✐✈❡❞ ❛s ❛

♠✐❝r♦s❝♦♣② t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ✐♥ ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ✢❡①✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧❡✈❡r ✇❤❡♥ ✐ts

❡①tr❡♠✐t② ✐s ✐♥ ❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ ❛ s✉r❢❛❝❡ ❬✻✺❪✳ ❆ ❤✐❣❤❡r ✢❡①✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡✈❡r ✐♥❞✐✲

❝❛t❡s ❛ ❤✐❣❤❡r z ❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❨❡t✱ ❢♦r❝✐♥❣ t❤❡ ❧❡✈❡r t♦ ✐♥❞❡♥t

t❤❡ s✉r❢❛❝❡✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡①tr❛❝t t❤❡ s✉r❢❛❝❡✬s ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳

❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ✉s❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ❡❛r❧② ♥✐♥❡t✐❡s✱ t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ♦❢ s✐♥❣❧❡

♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ s✐♥❣❧❡ ❝❡❧❧s✱ ♦r t✐ss✉❡s✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ❧♦t ♦❢ ✈❛❧✉❛❜❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥

❧✐✈❡ s②st❡♠s ❬✻✻✕✻✾❪✳ ■ts ♦♥❧② ❧✐♠✐t ✐s t❤❡ ❛❝❝❡ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠s ✐t ❛✐♠s

❛t st✉❞②✐♥❣✱ s✐♥❝❡ ✐t ♥❡❡❞s ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦♥t❛❝t✳

❘❡❝❡♥t❧②✱ s❡✈❡r❛❧ ■♥ ❙✐❧✐❝♦ ♠❡t❤♦❞s ✇❡r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ❛ss❡ss ❢♦r❝❡s ♣❛tt❡r♥s

✐♥ ❧✐✈✐♥❣ t✐ss✉❡s✳ ❙♦♠❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❧❛s❡r ♠✐❝r♦s✉r❣❡r② ❬✼✵❪✱ ♦t❤❡rs ✇✐t❤

❆❋▼ ❬✼✶❪✱ t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ♦❢ ❧✐✈✐♥❣ s②st❡♠s✳ ■♥✈❡rs❡ ♠❡t❤♦❞s ✭✉s✐♥❣

t❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ❛s ❛♥ ✐♥♣✉t✱ ❛♥❞ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✲

✐st✐❝s ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ❜❡st ✜t t♦ t❤❡s❡ ❞❛t❛✮ ✇❡r❡ ❛❧s♦ ✉s❡❞ t♦ ❡①tr❛❝t ♣❤②s✐❝❛❧

♣r♦♣❡rt✐❡s ❬✼✷❪✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞✱ ♥♦♥ ✐♥✈❛s✐✈❡✱ ❛❧❧♦✇s t♦ st✉❞② t✐ss✉❡s ❛♥②✇❤❡r❡

✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐t ♦❢t❡♥ ❝♦♥t❛✐♥s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✭♠❛✐♥❧② ♦♥

t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t②✿ ✷ ♦r ✸❉✮✳

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r♦♣♦s❡ s✉❝❤ ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❡①tr❛❝t ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣✲

❡rt✐❡s ♦❢ ❧✐✈❡ ❆♠♥✐♦s❡r♦s❛ ❝❡❧❧s✱ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦♥ ❝❡❧❧✉✲

❧❛r ♠❡❝❤❛♥✐❝s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ ❣✐✈✐♥❣ ❛ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❆♠✲

♥✐♦s❡r♦s❛ ❝❡❧❧s ♣❡❝✉❧✐❛r ❜❡❤❛✈✐♦r✳

❋✐rst✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ❡①tr❛❝t ❝❡❧❧✉❧❛r ❞②♥❛♠✲

✐❝s✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ s❤♦rt st✉❞② ♦❢ ▲❡❛❞✐♥❣ ❊❞❣❡ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ♣r❡✲

s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst s❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ s✐❣♥❛❧ tr❡❛t♠❡♥t ♠❡t❤♦❞s✱ ✇✐❧❧ ❜❡ r❡♣♦rt❡❞✳
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s♦❢t✇❛r❡ ImageJ ✳ ❆ ❣❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r✐♥❣ ✇❛s t❤❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡

s♦❢t✇❛r❡✳

❚❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♣✐❝t✉r❡s ✇❡r❡ s❡❣♠❡♥t❡❞ t❤❛♥❦s t♦ ❛ s♦❢t✇❛r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞

❞✉r✐♥❣ t❤✐s P❤❉✳ ❚❤✐s s♦❢t✇❛r❡ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r✳ ❚❤✐s s♦❢t✲

✇❛r❡ ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇s t♦ ❡①tr❛❝t ♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦✈✐❡s✳ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧s ✈❡rt✐❝❡s ✭❥✉♥❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤r❡❡ ❝❡❧❧s✮ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❜❛r②❝❡♥t❡r ♦❢
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✽

♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡s ♦❢ ♥♦❞❡ t♦♣♦❧♦❣②✱ r❡♠♦✈✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ♥♦❞❛❧ ♣✐①❡❧ ✇♦✉❧❞♥✬t

s❡♣❛r❛t❡ t❤❡ s❡❣♠❡♥ts✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❤❡♥ ❛ ♥♦❞❡s ❝♦♥♥❡❝ts ❢♦✉r s❡❣♠❡♥ts✱

r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ♥♦❞❡ ♣✐①❡❧ ✇♦✉❧❞ ❣✐✈❡ r✐s❡ t♦ ❢♦✉r ♦t❤❡r ♥♦❞❡s ✭✐✳❡✳ ♣♦✐♥ts ✇✐t❤

❛t ❧❡❛st t❤r❡❡ ♥♦♥✲♥✉❧❧ ♥❡✐❣❤❜♦rs✮✳

❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✿


















0 0 1 0 0

0 0 1 0 0

1 1 1 1 1

0 0 1 0 0

0 0 1 0 0



















✇♦✉❧❞ ❜❡❝♦♠❡



















0 0 1 0 0

0 0 1 0 0

1 1 0 1 1

0 0 1 0 0

0 0 1 0 0



















✱

t❤❡ t✇♦ ♠❛tr✐❝❡s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ♣✐①❡❧s ✐♥ t❤❡ ♣✐❝t✉r❡✱ ✇✐t❤ t❤❡

❝❡♥tr❛❧ ✈❡rt❡① ❜❡✐♥❣ ❛ ♥♦❞❡ ✐♥ t❤❡ ✜rst ♦♥❡✱ ❛♥❞ ❢♦✉r ♥❡✇ ♥♦❞❡s ❛♣♣❡❛r✐♥❣✱

♥❡①t t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♥♦❞❡ ❜♦t❤ ✐♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✐♥

t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✳ ❚♦ ❣❡t r✐❞ ♦❢ t❤❛t ✐ss✉❡✱ t❤❡ ♥♦❞❡s ❛r❡ ❡①♣❛♥❞❡❞ ❢r♦♠ ❛ ♣♦✐♥t

t♦ ❛ ❞✐s❦ ♦❢ ❛ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ♣✐①❡❧s ✇✐❞t❤✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣✐❝t✉r❡ ✐s t❤❡♥ s✉❜tr❛❝t❡❞
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t❤❡ ♣♦✐♥t ❜❡❧♦♥❣s✳ ❆❣❛✐♥✱ t❤❡ ♣✐❝t✉r❡ s✉✛❡rs ❛♥ ❡r♦s✐♦♥ t♦ r❡♠♦✈❡ t❤❡ s♣✉r

♣✐①❡❧s✳ ❚❤✐s ♦♣t✐♦♥ ❡♥❛❜❧❡s t❤❡ ✉s❡r t♦ ♣r❡❝✐s❡❧② r❡♠♦✈❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s❡❣♠❡♥ts✳

❚❤❡ ❧❛st ♦♣t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ✉s❡r t♦ ❛❞❞ ❛ s❡❣♠❡♥t t♦ t❤❡ ♣✐❝t✉r❡✳ ❚❤❡

✉s❡r ♥❡❡❞s t♦ ❝❧✐❝❦ ♦♥ t✇♦ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ♣✐❝t✉r❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✇❤✐❝❤ ❤❡ ❝♦♥s✐❞❡rs ❛

s❡❣♠❡♥t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣r❡s❡♥t✳ ❚❤❡ ♣r♦❣r❛♠ t❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡rs s❡✈❡r❛❧ ♦♣t✐♦♥s✳ ■❢

♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ♣♦✐♥ts ✐s ❝❧♦s❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❛ ♣♦✐♥t ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ ♣r❡✈✐♦✉s❧②

❡①✐st✐♥❣ s❡❣♠❡♥t✱ t❤❡ ♥❡✇ ♦♥❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤✐s ♣♦✐♥t✳ ■❢ ♦♥❡ ♦❢

t❤❡ ❝❧✐❝❦s ✐s ❛t ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❡❞❣❡s✱ t❤❡ ♥❡✇ s❡❣♠❡♥t ✇✐❧❧ ❜❡

❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ♥❡❛r❡st ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❡❞❣❡✳ ■❢ ♥❡✐t❤❡r ♦❢ t❤❡s❡ ❝❛s❡s ✐s tr✉❡✱

t❤❡ ♥❡✇ s❡❣♠❡♥t ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡♥❞ ❛t t❤❡ ❡①❛❝t ♣♦✐♥t t❤❛t ✇❛s ❝❤♦s❡♥ ❜② t❤❡

✉s❡r✳ ❊✈❡r② ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✭s❡❣♠❡♥t t♦

s❡❣♠❡♥t✱ s❡❣♠❡♥t t♦ ❡❞❣❡✱ ❡❞❣❡ t♦ s❡❣♠❡♥t✱ ❝❧✐❝❦❡❞ ♣♦✐♥t t♦ ❡❞❣❡✳✳✳✮✳ ❖♥❝❡

t❤❡ t✇♦ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❝❤♦s❡♥✱ ❛ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡ ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ♣✐❝t✉r❡ ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡♠✳ ❚❤❡ ♣✐❝t✉r❡ ✐s t❤❡♥ s❦❡❧❡t♦♥✐③❡❞✱ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ♣✐①❡❧s ♦❢ t❤❡

❛❞❞❡❞ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ♦♥❧② t✇♦ ♥♦♥✲♥✉❧❧ ♥❡✐❣❤❜♦rs✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✇✐❧❧

♥♦t ❜❡ ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❛s ❛ ♥♦❞❡✳ ❚❤✐s ❧❛st ❢❡❛t✉r❡ ✐s ✈❡r② ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡

✇❤❡♥ ❛ ❝❡❧❧ ✐s s❧✐❣❤t❧② ♦✉t ♦❢ ❢♦❝✉s ❢♦r ❛ ❢❡✇ ❢r❛♠❡s✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✇❤❡♥

r❡❝♦✈❡r✐♥❣ ✐ts ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛t ❛♥ ❡①tr❡♠❡ ♦✈❡rs❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✳

❆ ❤✉❣❡ ♦✈❡rs❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛✉s✐♥❣ s❡❣♠❡♥t❛❧ ♥♦✐s❡ ✭✐✳❡✳ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡

♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥ts ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s❡s✮✱ t❤✐s

❢❡❛t✉r❡ ❡♥❛❜❧❡s t❤❡ ✉s❡r t♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ❞❛t❛ ♦❢ t❤✐s ❝❡❧❧✱ ✇✐t❤♦✉t ✐♠♣❛✐r✐♥❣

t❤❡ ❞❛t❛ ♦❢ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡♠✳ ❈❛r❡❢✉❧❧② ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ♣♦✐♥ts ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♥❡✇

s❡❣♠❡♥t ✇✐❧❧ ❛♣♣❡❛r✱ ❜② ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ r❛✇ ♣✐❝t✉r❡✱ ♠❛❦❡s t❤❡ ❡rr♦r

✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳

❖♥❝❡ t❤❡ ✉s❡r ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✐s ♦✈❡r✱ ❤❡ ❝❛♥ ❝❧✐❝❦ ♦♥ t❤❡

❧❛st ❜✉tt♦♥✱ ✧❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❖✈❡r✧✳ ❚❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ✇✐❧❧ t❤❡♥ ❞✐s♣❧❛② t❤❡ ✜♥❛❧

❝♦rr❡❝t❡❞ ♣✐❝t✉r❡✱ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✳ ❚❤❡ ♥❡✇

s❡❣♠❡♥t❡❞ ❢r❛♠❡ ✐s t❤❡♥ s❛✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜❧❡ ❝❤♦s❡♥ ❜② t❤❡ ✉s❡r ❡❛r❧✐❡r✱ t♦❣❡t❤❡r

✇✐t❤ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① ❛♥❞ ❝❡❧❧ ✐♥ t❤❡ ♣✐❝t✉r❡✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ♠♦✈✐❡ ✐s

❡♥t✐r❡❧② s❡❣♠❡♥t❡❞✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡♦r❞❡r ❛❧❧ t❤❡s❡ ❞❛t❛✱ t♦ ✜♥❛❧❧② ❡①tr❛❝t ❡✈❡r②
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t❤❡ ❆♠♥✐♦s❡r♦s❛ ❛♥❞ t❤❡ ❊♣✐❞❡r♠✐s✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✿ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❞❛t❛ ❡①tr❛❝t❡❞ t❤r♦✉❣❤ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❧❛❜❡❧❧✐♥❣
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: Neighbor Vertex

: Calculated Vertex

: Cells Barycenter
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ❖s❝✐❧❧❛t♦r② ▼♦❞❡❧ r❡s✉❧ts✳ ■♥ ❣r❡❡♥✱ t❤❡ ❝❡❧❧s✬ ❜❛r②❝❡♥t❡r✱

❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡❞ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ ②❡❧❧♦✇✱ t❤❡

♣♦s✐t✐♦♥ ♦✈❡r t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ✈❡rt❡①✱ ❛♥❞ ✐♥ r❡❞✱ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✈❡rt❡①✳ ■♥

✭❛✮✱ t = 0✱ t = 18s ✐♥ ✭❜✮✱ 36s ✐♥ ✭❝✮ ❛♥❞ 60s ✐♥ ✭❞✮✳
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: Cell Barycenter

: Neighbor Vertex

: Calculated Vertex(a) (b)
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t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧s ❜❛r②❝❡♥t❡r ✭♣✉r♣❧❡ ❞♦ts✮ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r

✈❡rt✐❝❡s ✭r❡❞ ❞♦ts✮ ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧

✭❧✐❣❤t ❣r❡❡♥✮ ✈❡rt❡① s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✷✮ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♣✉r❡ ❡❧❛st✐❝ ❜❡✲

❤❛✈✐♦r✱ ❛♥❞ ✭✹✳✸✮ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ✈✐s❝♦ ❡❧❛st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ✭❜✮ ❙❝❤❡♠❛t✐③❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❉✐✛❡r❡♥t ✈✐s❝♦✉s ❛♥❞✴♦r ❡❧❛st✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ✉s❡❞✱ ❞❡♣❡♥❞✲

✐♥❣ ♦♥ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ✈❡rt❡① ✐s ❧✐♥❦❡❞ t♦ ❛ ✈❡rt❡① ✭t❤r♦✉❣❤ ❛ ♠❡♠❜r❛♥❡✱ ❧✐❣❤t

❣r❡❡♥ s♣r✐♥❣ ❛♥❞ ❞❛s❤♣♦t✮ ♦r t♦ ❛ ❜❛r②❝❡♥t❡r ✭t❤r♦✉❣❤ ❛ ❝❡❧❧✱ ♣✉r♣❧❡ s♣r✐♥❣

❛♥❞ ❞❛s❤♣♦t✮✳
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❛❝t♦✲♠②♦s✐♥ ❝♦♠♣❧❡①❡s ❤❛✈❡ ❛ str♦♥❣ ♣✉❧❧✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐t②✱ ❜✉t ❤❛r❞❧② ♦♣♣♦s❡ t♦

❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✱ ✇❡ ♠❛❞❡ t❤✐s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♠❡ t♦ ③❡r♦ ✇❤❡♥ t❤❡ ❜❛r②❝❡♥t❡r✲

✈❡rt❡① ❞✐st❛♥❝❡ ❢❡❧t ✉♥❞❡r t❤❡ r❡st✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ ✭✐✳❡✳✱ ✇❤❡♥ ~yi − ~yj < ~l0,ij✮✳

❆❞❞✐♥❣ t❤✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❞❡❝r❡❛s❡❞ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡

❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♣♦✐♥t r❡♠❛✐♥s ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ r❡❛❧ ♦♥❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❧♦♦❦

❝♦❤❡r❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❞❛t❛ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦✈✐❡✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t s✉❣❣❡sts t❤❛t

❆♠♥✐♦s❡r♦s❛ ❝❡❧❧s ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✐s ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡✐r ✈✐s❝♦✉s ❛♥❞ ❡❧❛st✐❝ ❝❤❛r❛❝✲

t❡r✐st✐❝s✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡✐r ❝❛♣❛❝✐t② t♦ ♠♦❞✐❢② t❤❡s❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✇❤❡♥

✉♥❞❡r ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❨❡t✱ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts r❡♠❛✐♥ t♦ ❜❡ ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② ❡①♣❛♥❞✐♥❣

t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❢r♦♠ t❤❡ s✉❜ ❝❡❧❧✉❧❛r ❧❡✈❡❧ t♦ t❤❡ ❝❡❧❧✉❧❛r s❝❛❧❡✳



n

nv

qi(t) ∈ �2 t ≥ 0

i = 1, 2, . . . , nv m

qi(t)
2 := ‖qi(t)‖2

i t q̇i(t) ∈ �2
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i

V (i)

B(i)

❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✿ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ▼♦❞❡❧ ❙❡t ❯♣✳✭❛✮ ❆ s❝❤❡♠❡ ♦❢ ❛ s②st❡♠ ♦❢ ❝❡❧❧s✳

❚❤❡ s❡❣♠❡♥ts ✐♥ ❧✐❣❤t ❣r❡❡♥ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❛♣✐❝❛❧ ❥✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧✱ ❛♥❞

♣❛rt ♦❢ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦r✬s✳ ❚❤❡ ❧✐❣❤t ❣r❡❡♥ ❞♦ts r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s✳ ❚❤❡ ♣✉r✲

♣❧❡ ❞♦ts ❞❡♣✐❝t t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r ❝❡❧❧✬s ❜❛r②❝❡♥t❡r✳ ✭❜✮ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❥♦✐♥s t❤❡s❡

s❛♠❡ ♣♦✐♥ts ✇✐t❤ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t s♣r✐♥❣✲❞❛♠♣❡r s②st❡♠s✿ ♦♥❡ ❥♦✐♥✐♥❣ t❤❡ ✈❡r✲

t✐❝❡s t♦❣❡t❤❡r ✭❛❧♦♥❣ t❤❡ ❛♣✐❝❛❧ ❥✉♥❝t✐♦♥s✱ ❧✐❣❤t ❣r❡❡♥✮✱ t❤❡ ♦t❤❡r ❥♦✐♥✐♥❣ t❤❡

✈❡rt✐❝❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❝❡❧❧s ❜❛r②❝❡♥t❡r ✭❛❝r♦ss t❤❡ ❝❡❧❧s✱ ♣✉r♣❧❡✮



�� ������� �	 �
��
���
�� ����� 
��������
� 

����

��������� �	
 q̇i(t)
2 := ‖q̇i(t)‖2� �� 
������	
 	����	�� 
�	 ��
	� �	����	� 
�	

��
��
��
��� �� 
�	 �	�� �����	�
	��� 	��� �� ����� �� ��
���
 ���� ��
 ��
�

����
���
	 rj(t) ∈ �2 ����� ���� �	����	�	�
� ��� ��� j = 1, 2, . . . , n� ��

�����	
	 
�	 ��
	�� �	 �		
 �� �	�	��� 
� ��
��
��	 
�	 �	
 �� 
�	 ��
	�	� ��

�	������ �	�
��	� ��
 �����	�
	�� �� � ���	� �	�
	� i� ����� ���� �	 
	��
	


�� V (i) ��
 B(i)� �	��	�
��	��� ��	 ���
	� ��� 2nv 
	��		� �� ��		
���

�� ���
 	����	�� �	�	��� 
��	� �� �	�������� ������
	���
��� ��	 
	�
	
� ��	

��������� �	�
���� ��	�	�
 
�	 ����	����
��� ������������

���������	
����
����


�� 
�	 ���	 �� 
�	 ���	��  ���
�� !�
	�� 
�	 
�
�� 	�	��� �������
	
 ��
� 
�	

����
 ���� i �� ���	� �� 
�	 ��������� ����������"

LLEMi
=

1

2
mq̇i(t)

2 − Kv

2

∑

j∈V (i)

(qi(t)− qj(t)− l1,ij)
2#$�$%

− Kb

2

∑

j∈B(i)

(qi(t)− rj(t)− l2,ij)
2

��	�	 Kv ��
 Kb ��	 
�	 �&���
��� #�	�
	�'�	�
	� ����	�
���
�% ��
 ��
���

#�	�
	�'�����	�
	� ����	�
���
�% 	���
�� ��
���� �	��	�
��	��( l1,ij ��
 l2,ij


�	 �	�
��� �	��
�� �� 
�	 ������� �	
�		� �	�
	� i ��
 ���
�	� �	�
	� ��

�����	�
	� j� �	��	�
��	��� ��	�	 �	�
��� �	��
�� ��	 	�
���
	
 ���� 
�	

����	� ��
 ��	 �������
	
 �� 
�	 �	�� 
��
���	 �	
�		� 
�	 �	�
	� i� ��



�	 ����	����
��� ����
 #�	�
	� �� �����	�
	�% �� ���� � ��� 
� �	
��	 
�	

����	� �� �����	
	�� 
� �	 	�
���
	
� �� 
��� 	�
� �	 �		
 
� �����
	


�	  ��	� �������	 	���
���� �� ����� 
�	 ���������� L =
∑nv

i=1 LLEMi
��

�������"

d

dt

(

∂L

∂ ˙qij

)

− ∂L

∂qij
= 0 , i = 1, 2, . . . , nv, j = 1, 2



���� ������	
���

� 
� ��� ������
��	 �
��	 ��

�����qij���	
��
��j�
�
	��	���
	�
�������	��
i���������
���2nv

����
�	��
�������

�����	��	���

mq̈i(t)−Kv

∑
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�
� yq(k) := (q1(k), q2(k), . . . , qnv
(k)) ∈ �nv � yr(k) := (r1(k), r2(k), . . . , rn(k)) ∈
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��
�� �
� l1 := col(l1,ij, i =

1, 2, . . . , nv, j ∈ V (i))� l2 := col(l2,ik, i = 1, 2, . . . , nv, k ∈ B(i))� ��� �����"

l0 = (l1, l2)�

#�����
�� �	
 �
��� �����
� �������	� �
 ��" �
���� �	
 �
���
�
�
� $��

�
�  ������
 
����
��� �
�
�
� ���� 

�	
�  $! ��  %$! �� & %$! ��

'( %$! �� �������
��� �� ��)
 
��� �	
� �
�����
�� �	
 ���
�
���
�� ��

��� �	
 �
�� ���
�� �����
�
�� �
���
� �" �	
 �����
�
� �
���� p� �	
�	

�
�
��� �� �	
 ��
�
�� ���
�� �� �
���
�
� 
� *
��
�� ��+� ������ �	
� 
���

�
� �� �
�
� �� �	
 �
�
�
� �
���
�
�
� $��
�  ������
 
����
�� �
�
� �"

q(k + 1) = FT (q(k), yr(k), ẏr(k), l0, p) ,
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�
�	� ēz =
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��		����g(t) = A(t)cos(θ(t))�,�����������������	���

���)������������
���������	�,������cos(θ(t)) = eiθ(t)−e−iθ(t)

2
�������	

	������������
�	���	�����	
�����	������)��������0����H{g}(t) =

A(t)sin(θ(t))�
����
��	�1

���2 
g(t) + iH{g}(t)

2
= A(t)(cos(θ(t) + i.sin(θ(t)))
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������1

���3 g(t) + iH{g}(t) = A(t).eθ(t)
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❋r♦♠ t❤❡r❡✱ ❡①tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ♣❤❛s❡ ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✱ ♥❡❣✲

❛t✐✈❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛r❡ ❛❜s❡♥t✱ ❛♥❞ ✇❡ ❣♦t r✐❞ ♦❢ t❤❡ ❛♠❜✐❣✉✐t② ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠

t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ sin ❛♥❞ cos ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ♣❤❛s❡ ✐s θ(t) = ω(t).t+φ(t)✳

ω ❛♥❞ φ ♠❛② ✈❛r② ♦✈❡r t✐♠❡✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ ❢♦r ❡✈❡r② ✈❡rt❡① ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤❡r❡✱

t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ♣❤❛s❡ ❝❛♥ ❜❡ ✜tt❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❣r❡❛t ❛❝❝✉r❛❝② ❜② ❛ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝✲

t✐♦♥✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ t❤❡

✐♥✐t✐❛❧ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝♦♥st❛♥t ❢♦r ❡✈❡r② ✈❡rt❡①✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡①tr❛❝t t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢

❡✈❡r② ✈❡rt❡①✱ ✜tt✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ ✇✐t❤ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ ♦r❞❡r ♦♥❡✳ ❚❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②

✐s t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ♦r❞❡r ♦♥❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❤❛s❡ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ♦r❞❡r

③❡r♦✳ ❆s ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✱ t❤❡ ❈♦♥tr♦❧ ❡♠❜r②♦ ❤❛s t✇♦ r❡❣✐♠❡s✳

❚❤✐s ❜r❡❛❦✐♥❣ ♣♦✐♥t ❛♣♣❡❛rs 3200s ❛❢t❡r t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠♦✈✐❡✱ t❤❛t

❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆❝t✐♥ ❈❛❜❧❡✳ ❍❡♥❝❡✱ t✇♦ ❝✉r✈❡ ✜tt✐♥❣s

✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r t❤❡ ❈♦♥tr♦❧ ❡♠❜r②♦✱ ♦♥❡ ❢♦r t❤❡ ✜rst 3200 s❡❝♦♥❞s✱ ❛♥❞

♦♥❡ ❢♦r t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♠♦✈✐❡✱ ❛♥❞ t✇♦ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❤❛s❡s ✇❡r❡

❡①tr❛❝t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ✈❡rt❡①✳ ❖♥❝❡ t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ✇❡r❡ ❡①tr❛❝t❡❞✱ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞

t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❤❛s❡ ❛♥❞ t❤❡

❢r❡q✉❡♥❝②✱ ❢♦r t❤❡ t✇♦ r❡❣✐♠❡s ♦❢ t❤❡ ❈♦♥tr♦❧ ❡♠❜r②♦ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ▼✉t❛♥t

❡♠❜r②♦✳ ❘❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✳

❚❤❡ ✜rst ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❈♦♥tr♦❧ ❡♠❜r②♦ s❤♦✇s ❛ ♠❡❛♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧

♣❤❛s❡ ✇✐t❤ ❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r t❤❛♥ t❤❡ ▼✉t❛♥t ✭s❡❡ ✈❛❧✉❡s ✐♥

❚❛❜❧❡ ✺✳✶✮✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆❝t✐♥ ❈❛❜❧❡ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛

❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ♠❡❛♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ✭❞❡❝r❡❛s❡❞ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ❛❧♠♦st 3✮✳ ■t ❛❧s♦ ❞r❛✲

♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ s♣r❡❛❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✈❛❧✉❡s ✭❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ 5✱

r♦✉❣❤❧②✮✳ ❚❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡✱ ❛♥❞ ✐ts st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✱

♦♥❧② s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡s s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❡♠❜r②♦ ❞❡♣❡♥❞❡♥t✿ ✐t

❞♦❡s ♥♦t ✈❛r② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♣❤❛s❡s✱ ❜✉t ✈❛r② ❣r❡❛t❧② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❈♦♥tr♦❧

❛♥❞ t❤❡ ▼✉t❛♥t ❡♠❜r②♦s✳ ◆♦ t❡♥❞❡♥❝② ❡♠❡r❣❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✿ P❧♦t ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ ❢♦r t✇♦ ✈❡rt✐❝❡s✳ ■♥ t❤❡ ✉♣♣❡r ♣❛♥❡❧✱

t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t✇♦ ✈❡rt✐❝❡s ✐♥ ❛ ❈♦♥tr♦❧ ❡♠❜r②♦✳ ■♥ t❤❡ ❧♦✇❡r ♣❛♥❡❧✱ t❤❡

❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t✇♦ ✈❡rt✐❝❡s ✐♥ ❛ ▼✉t❛♥t ❡♠❜r②♦✳
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Instantaneous phase of two vertices of a Control embryo
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Instantaneous phase of two vertices of a Mutant embryo

❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✿ P❧♦t ♦❢ t❤❡ ■♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ♣❤❛s❡ ♦❢ t✇♦ ✈❡rt✐❝❡s✱ ✐♥ ❛ ❈♦♥tr♦❧

❡♠❜r②♦ ✭✉♣♣❡r ♣❛♥❡❧✮✱ ❛♥❞ ✐♥ ❛ ▼✉t❛♥t ❡♠❜r②♦ ✭❧♦✇❡r ♣❛♥❡❧✮✳ ■♥ ❜❧✉❡ ❛♥❞

❣r❡❡♥✱ t❤❡ tr❡♥❞s✱ ✐♥ ❝②❛♥ ❛♥❞ r❡❞✱ t❤❡ r❡❛❧ ✈❛❧✉❡s✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✿ P❧♦t ♦❢ t❤❡ ■♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ♣❤❛s❡ ♦❢ t✇♦ ✈❡rt✐❝❡s✱ ✐♥ ❛ ❈♦♥tr♦❧

❡♠❜r②♦ ✭✉♣♣❡r ♣❛♥♥❡❧✮✱ ❛♥❞ ✐♥ ❛ ▼✉t❛♥t ❡♠❜r②♦ ✭❧♦✇❡r ♣❛♥♥❡❧✮✳ ■♥ ❜❧✉❡ ❡♥

❣r❡❡♥✱ t❤❡ tr❡♥❞s✱ ✐♥ ❝②❛♥ ❛♥❞ r❡❞✱ t❤❡ r❡❛❧ ✈❛❧✉❡s✳
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▼❡❛♥ ❙✳❉✳ ✪ ✭ f
σ
✫ φ

σ
✮

❋r❡q✉❡♥❝② ▼✉t❛♥t 3.9.10−5 Hz 3.18.10−5 Hz ✽✶✪

❈♦♥tr♦❧✱ 1st

P❤❛s❡

4.14.10−5 Hz 4.79.10−5 Hz ✶✶✻ ✪

❈♦♥tr♦❧✱ 2nd

P❤❛s❡

1.59.10−5 Hz 8.39.10−5 Hz ✺✷✻ ✪

P❤❛s❡ ▼✉t❛♥t 0.12 rad 0.58 rad ✹✽✸✪

❈♦♥tr♦❧✱ 1st

P❤❛s❡

−0.17 rad 0.48 rad ✷✽✷ ✪

❈♦♥tr♦❧✱ 2nd

P❤❛s❡

0.8 rad 2.27 rad ✷✽✹ ✪

❚❛❜❧❡ ✺✳✶

❚❤✐s st✉❞② s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆❝t✐♥ ❈❛❜❧❡ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥✲

❝r❡❛s❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦✈❡♠❡♥t✳ ◆❡✐t❤❡r ❞♦❡s ✐t ♣r❡✈❡♥t ❜❛❝✇❛r❞ ♠♦✈❡✲

♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❆❝t✐♥ ❈❛❜❧❡ ❝♦♥str❛✐♥s t❤❡ ❝❡❧❧s ♠♦✈❡♠❡♥ts✱ ❜♦t❤ ❢♦r✇❛r❞❧②

✭❞♦rs❛❧✇❛r❞ ♠♦✈❡♠❡♥t✮ ❛♥❞ ❜❛❝❦✇❛r❞❧② ✭✈❡♥tr❛❧✇❛r❞ ♠♦✈❡♠❡♥t✮✳ ❨❡t✱ ❝♦♥✲

str❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥t ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② s♣❡❝tr✉♠ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡

♦s❝✐❧❧❛t♦r② ♠♦✈❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ▲❡❛❞✐♥❣ ❊❞❣❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❛❜❧❡

✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ s♣❡❡❞✳ ❍❡♥❝❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❆❝t✐♥ ❈❛❜❧❡ ❞♦❡s ♥♦t s❡❡♠ t♦

❤❛✈❡ ❛♥② ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡✛❡❝t✱ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥❞✉❝❡❞

❜② t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❈❛❜❧❡ ✭❉♦rs❛❧ ❤♦❧❡ s❤❛♣❡✱ ▲❡❛❞✐♥❣ ❊❞❣❡ str❛✐❣❤t✲

♥❡ss✮ ♠✉st ❜❡ ❛ss❡ss❡❞✳
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❡t❡rs s♣❡❝✐✜❝ ❢♦r ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧✳ ❙✉❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ ❛

❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❧❡❛st sq✉❛r❡s ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t

st❛t✐st✐❝❛❧ t❡st✳ ❆♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛♥❛r ❝❡❧❧

♣♦❧❛r✐t② ❞②♥❛♠✐❝s ✐s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❬✽✼❪ ✇✐t❤ t❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ ♠❛t❝❤✐♥❣ t❤❡♦r②✱ s✐♠✲

✉❧❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ♣✉rs✉❡ ❛ s✐♠✐❧❛r ♦❜❥❡❝t✐✈❡✱ ❛s t❤❡

❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ✜t ✇✐t❤ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❛t❛ ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r

♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s✳

❚❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❢❛♠✲

✐❧② ♦❢ ♠♦❞❡❧s ✉♥❞❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❛❞♦♣t❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥

♦❢ s✉❝❤ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧s ❛r❡

s❤♦✇♥ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✹✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛r❡ ❞r❛✇♥ ✐♥

❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✺✳

✻✳✸ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣

❉r♦s♦♣❤✐❧❛ ♠❡❧❛♥♦❣❛st❡r ❡♠❜r②♦✬s ❞♦rs❛❧ ❝❧♦s✉r❡ ✐s ❛ ♣r♦❝❡ss ❝♦♥s✐st✐♥❣ ✐♥

t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ ❛ ❞♦rs❛❧ ❤♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ❡♣✐❞❡r♠✐s✱ ❝♦✈❡r❡❞ ❜② ❛ t✐ss✉❡ ❝❛❧❧❡❞

❛♠♥✐♦s❡r♦s❛✱ ❛♥❞ s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ ❝❛❜❧❡ ♠❛❞❡ ♦❢ ❛❝t♦♠②♦s✐♥ ✜❜❡rs✳ ❚❤❡ ✉s❡

♦❢ ❉r♦s♦♣❤✐❧❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ ❣❡♥❡t✐❝s ♠❛② ❜❡ ❛s❝r✐❜❡❞ t♦ t❤❡ ❡❛s❡ ♦❢ ❧✐✈❡ ✐♠❛❣✐♥❣✱ ✐t

s❤♦✇s ❣r❡❛t s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ✇✐t❤ ✈❡♥tr❛❧ ❡♥❝❧♦s✉r❡ ✐♥ ❈❛❡♥♦r❤❛❜❞✐t✐s ❡❧❡❣❛♥s ❬✽✽❪

❛♥❞ ❋✉♥❞✉❧✐ ✬s ❡♣✐❜♦❧② ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❬✽✾❪✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✇♦✉♥❞ ❤❡❛❧✐♥❣ ❬✸✼❪ ❛♥❞

❡②❡❧✐❞ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ♠❛♠♠❛❧s ❬✾✵❪✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ ❛♠♥✐♦s❡r♦s❛ ❝❡❧❧s ♣❧❛② ❛

♠❛❥♦r ♣❛rt ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✐t ❧❡❛❞s t♦ t❤❡✐r r❡♠♦✈❛❧ ❬✷✹❪✳ ❚❤❡② ❛❧s♦

s❤♦✇ ❛ ♣❡❝✉❧✐❛r ❜❡❤❛✈✐♦r✿ t❤❡✐r ❛r❡❛ ✈❛r✐❡s ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧②✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡

♣❡r✐♦❞✐❝ ❛ss❡♠❜❧②✴❞✐s❛ss❡♠❜❧② ♦❢ t❤❡ ❛♣✐❝❛❧ ❝②t♦s❦❡❧❡t♦♥ ❬✷✼❪✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ t❤❡

❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❛♣❡①✱ t❤❡ ♥♦♥✲♠✉s❝✉❧❛r ♠②♦s✐♥ ■■ ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ ❛❝t✐♥ ✜❧❛♠❡♥ts

t♦ ✐♥❞✉❝❡ ❝②❝❧✐❝ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡❛s t❤✐s ❝♦♠♣❧❡① ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ♣r❡s❡♥t

❛t t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧✱ ❡♥❛❜❧✐♥❣ st❛❜❧❡ ❝❡❧❧ ❛❞❤❡s✐♦♥✳ ▼②♦s✐♥ ■■ ✐s ❛❧s♦

♣❤♦s♣❤♦r②❧❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❝❡❧❧ ❝♦♥tr❛❝t✐❧✐t②✳ ❚❤✐s ❢❡❛t✉r❡

✐s ❛ ❝r✉❝✐❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❢♦r ❞♦rs❛❧ ❝❧♦s✉r❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❬✼✹❪✱ ❛♥❞ ✐s ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥

t♦ ❜❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ❝❡❧❧✲st✐✛❡♥✐♥❣ ❬✺✽❪✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣r♦♦❢ t❤❛t

str❡ss✲st✐✛❡♥✐♥❣ ✐s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ❆♠♥✐♦s❡r♦s❛ ❝❡❧❧s ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❝❡❧❧ ❛r❡❛
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i

V(i)

B(i)

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✿ ✭❛✮ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ s②st❡♠ ♦❢ ❝❡❧❧s✳ ❚❤❡ ❣r❡❡♥ ❛♥❞ ♣✉r♣❧❡

♥♦❞❡s r❡♣r❡s❡♥t ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✈❡rt✐❝❡s ❛♥❞ ❝❡❧❧ ❜❛r②❝❡♥t❡rs✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡

❣r❡❡♥ s❡❣♠❡♥ts st❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❛♣✐❝❛❧ ❥✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧s✳ ✭❜✮ ❆s ❞❡t❛✐❧❡❞✱

t✇♦ ❞✐st✐♥❝t t②♣❡s ♦❢ s♣r✐♥❣✲❞❛♠♣❡r ❧✐♥❦ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✿ s♦♠❡ ❥♦✐♥✐♥❣ t❤❡

✈❡rt✐❝❡s t♦❣❡t❤❡r ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛♣✐❝❛❧ ❥✉♥❝t✐♦♥s✱ ✐♥ ❣r❡❡♥✮ ❛♥❞ ♦t❤❡r

❥♦✐♥✐♥❣ ✈❡rt✐❝❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❝❡❧❧ ❜❛r②❝❡♥t❡rs ✭✐♥ ♣✉r♣❧❡✮✳

✈❛r✐❛t✐♦♥ ♠❛② ❝♦♠❡ ❡✐t❤❡r ❢r♦♠ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s✐❣♥❛❧❧✐♥❣ ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ st✐✛❡♥✐♥❣ ✐s

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ str❡ss ❛♣♣❧✐❡❞✮ ♦r ❢r♦♠ t❤❡ str❡ss✲st✐✛❡♥✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✱

❛s ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❧❛t❡r ♦♥✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ❤❡❛✈② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❝❛♣❛✲

❜✐❧✐t② ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ❣r♦✉♣ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥t♦ t✇♦

❞✐st✐♥❝t s❡ts✿ ♦♥❡ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧s✱ ❛♥❞

♦♥❡ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❛③②♠✉t❤❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✳ ❊①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ♣♦✐♥ts ♠❛ss✱

✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❝♦♥st❛♥t ❢♦r ❡✈❡r② ✈❡rt❡①✳

❚♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝❡❧❧✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s✱ ✇❡ r❡❧② ♦♥ ❧❛tt✐❝❡ ♠♦❞❡❧s s✉❝❤ ❛s

t❤❛t ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✶✳ ❙✉❝❤ ❛ ♠♦❞❡❧ ✐s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ n ❝❡❧❧s

✇✐t❤ nv ✈❡rt✐❝❡s✱ ❡❛❝❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❥✉♥❝t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ❝❡❧❧s✳ ❙✉❝❤ ✈❡rt✐❝❡s

❛r❡ r❡❣❛r❞❡❞ ❛s t❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ ❢♦r❝❡s ✐♥ t❤❡ t✐ss✉❡ ❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜②

♣♦✐♥t ♠❛ss❡s ♦❢ ❈❛rt❡s✐❛♥ ✷❉ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✭✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ✜①❡❞ ❢r❛♠❡✮

❞❡♥♦t❡❞ ❜② qi(t) ∈ ℜ2 ❛t t✐♠❡ t ≥ 0 ❢♦r i = 1, 2, . . . , nv ✇✐t❤ qi,j ❞❡♥♦t✐♥❣
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�����������qi(t)
2 := qi,1(t)

2 + qi,2(t)
2������������	����	
���
����	���i

����
�t�����	�����̇qi(t) ∈ �2�����
���������̇qi(t)
2 := q̇i,1(t)

2+ q̇i,2(t)
2�

�	��	�������qi(t)
3 := qi,1(t)

3 + qi,2(t)
3�

���
	����� ��������	�������	�����	�	
�����������������������	


!������!���	��
������!����		�������rj(t) ∈ �2��	!���	�
���

����
����
	����j = 1, 2, . . . , n��	�	
��������
	����!�������"������

�	����	����������	
�������#��	
���"��	�����������������������	


�"���������#i�!����!��������	�����V (i)���B(i)�����������������

�����
���2nv��"����	
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LLEMi
=

1

2
mq̇i(t)

2 − Kv

2

∑

j∈V (i)

(qi(t)− qj(t)− l1,i,j)
2

− Kb

2

∑

j∈B(i)

(qi(t)− rj(t)− l2,i,j)
2�.���

!����Kv���Kb�������'�
�����������#������#�	��������������������

������#������������	������������������
	�����������������/l1,i,j���l2,i,j

���������"���"���	
��������"����!��������#i�����	���������#	�

����������j�������������������������"���"��������������������"���

����	�� ����������
��������������!�����������#i��������	����

��	����"�	���������#	�������������������!���	�����������
���	


����
������	������
�����0����	��.����!�	��������)����%�"���"�

� ����	��

d

dt

(

∂L

∂ ˙qi,j

)

− ∂L

∂qi,j
= 0 , i = 1, 2, . . . , nv, j = 1, 2
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✇❤❡r❡

L =
nv
∑

i=1

LLEMi

✐s t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ 2nv ❡q✉❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

mq̈i(t)−Kv

∑

j∈V (i)

(qi(t)− qj(t)− l1,i,j)

−Kb

∑

j∈B(i)

(qi(t)− rj(t)− l2,i,j) = 0, i = 1, 2, . . . , nv.

❚❤✉s✱ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❊▼ r❡q✉✐r❡s t♦ ❡st✐♠❛t❡ t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱

♥❛♠❡❧② Kv/m ❛♥❞ Kb/m✳

❋♦r t❤❡ ▲❱❊▼✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✬s ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥

❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♠❡❝❤❛♥✐❝s t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❡♥❡r❣②

❧♦ss ❞✉❡ t♦ ❢r✐❝t✐♦♥✳ ❙✉❝❤ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♠❛ss ♣♦✐♥t i ✐s ❤❡r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s

❢♦❧❧♦✇s✿

DLVEMi
=− µv

2

∑

j∈V (i)

(q̇i(t)− q̇j(t))
2

− µb

2

∑

j∈B(i)

(q̇i(t)− ṙj(t))
2

✇❤❡r❡ µv ❛♥❞ µb ❛r❡ t❤❡ ❛③✐♠✉t❤❛❧ ❛♥❞ r❛❞✐❛❧ ✈✐s❝♦s✐t②✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②❀ ♠♦r❡✲

♦✈❡r✱ ṙj ✐s t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ j✲t❤ ❜❛r②❝❡♥t❡r ✭t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ s✉❝❤ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s

❛r❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦✈✐❡✮✳ ❚❤❡ ✜rst t❡r♠ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②

✐s t❤❡ s❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ▲❊▼✱ ✐✳❡✳✱ LLVEMi
= LLEMi

✳ ❚❤✉s✱ ❛❢t❡r ♣✉tt✐♥❣ ❛❧❧ t♦✲

❣❡t❤❡r ✇✐t❤ L =
∑nv

i=1 LLVEMi
❛♥❞ D =

∑nv

i=1 DLVEMi
✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❊✉❧❡r

▲❛❣r❛♥❣❡ ❡q✉❛t✐♦♥s

d

dt

(

∂L

∂ ˙qi,j

)

− ∂L

∂qi,j
− ∂D

∂q̇i,j
= 0 , i = 1, 2, . . . , nv,

j = 1, 2

❛♥❞ ❤❡♥❝❡ 2nv ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❢♦✉r ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞✱ ✐✳❡✳✱ Kv/m✱

Kb/m✱ µv/m✱ ❛♥❞ µb/m✳

❚❤❡ ◆▲❱❊▼ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝

t❡r♠✱ ♥❛♠❡❧② ❛♥ ❡❧❛st✐❝ ♠♦❞✉❧✉s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ❧✐♥❡❛r❧② ✇✐t❤ ❡❧♦♥❣❛t✐♦♥✳ ❍❡♥❝❡✱
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LNLVEMi
=LLVEMi

− k0
3

∑

j∈B(i)

(qi(t)− rj(t)− l1,i,j)
3

DNLVEMi
=DLVEMi

.
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���$����$Kv/m$Kb/m$μv/m$μb/m$
��k0/m�
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��	�$����$

fi(t) = Āi

∑

j∈B(i)

cos(ωt+ φj) , i = 1, 2, . . . , nv

�����$�������������	�������������
�
�������������
��$���
�����

����̄Ai���
*��
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�	����������������(i
��������
����

�
�)	��������B(i)
������������	)ω��	���������	����
�����
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	����+ �
��)$�����
��φj��
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�ω$φ1$φ2, . . .$φn$

Kv/m$Kb/m$μv/m$
��μb/m�
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✿ ▲❡❢t ♣❛♥♥❡❧✿ ❈♦♥❢♦❝❛❧ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❆♠♥✐♦s❡r♦s❛ ❝❡❧❧s s❤♦✇✐♥❣ t❤❡

❛♣✐❝❛❧ ✭t♦♣✮ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡✐r ♠❡♠❜r❛♥❡s ✐♥ ❞❛r❦✳ ❖♥ t❤❡ r✐❣❤t ♣❛♥♥❡❧✱ t❤❡ s❛♠❡

♣✐❝t✉r❡ ✇❛s s❡❣♠❡♥t❡❞ ✭✐✳❡✳ s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥ ❞✐st✐♥❝t r❡❣✐♦♥s✿ t❤❡ ❝❡❧❧s✮✳ ■♥ ❜❧✉❡✱

t❤❡ ❝❡❧❧✬s ❜❛r②❝❡♥t❡r✱ ✐♥ r❡❞✱ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r ✈❡rt✐❝❡s✱ ❛♥❞ ✐♥ ❣r❡❡♥✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s t♦ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞✳

❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ t♦♣✲❤❛t ✜❧t❡r✐♥❣✱ t♦ r❡♠♦✈❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ s✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡ ♣✐❝t✉r❡s

✇❡r❡ t❤❡♥ ❜✐♥❛r✐③❡❞ t❤❛♥❦s t♦ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞✐❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ tr❛♥s✲

❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❜✐♥❛r✐③❡❞ ♣✐❝t✉r❡ ✇❛s ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ❚❤✐s ♣r❡✲tr❡❛t♠❡♥t ❛✐♠s ❛t

♣r❡♣❛r✐♥❣ t❤❡ ♣✐❝t✉r❡s ❢♦r t❤❡ ❧❛st st❡♣ ♦❢ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ✐♥

♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ ✇❛t❡rs❤❡❞ tr❛♥s❢♦r♠✱ s❡♣❛r❛t✐♥❣ t❤❡ ❝❡❧❧s ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ♣✐❝✲

t✉r❡s ✐♥ ❧❛❜❡❧❡❞ r❡❣✐♦♥s✳ ❆ ❣r❛♣❤✐❝ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✏❛❞ ❤♦❝✑ t♦ ❛❧❧♦✇

t❤❡ ✉s❡r t♦ ❡❛s✐❧② ❝♦rr❡❝t ♣♦ss✐❜❧❡ ❡rr♦rs ✐♥ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t♦

❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♣r❡✲tr❡❛t♠❡♥t✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ❝❡❧❧s ❛r❡ ❧❛❜❡❧❡❞ ❛s

r❡❣✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣✐❝t✉r❡s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡✐r ❝❡♥t❡r ♦❢ ♠❛ss ✭❜❛r②❝❡♥✲

t❡r ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥✮ ❛♥❞ t♦ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ✭♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡

♣✐❝t✉r❡s✮✳

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ✈✐❞❡♦ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛t ❞✐s♣♦s❛❧ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡s ♦❢

qi(t)✱ rj(t) ❛♥❞ ṙj(t) ❢♦r ❛❧❧ i ❛♥❞ j ❛t ❣✐✈❡♥ t✐♠❡ ✐♥st❛♥ts t = kT ✇✐t❤ k =

1, 2, . . . , K ✇✐t❤ ✉♥✐❢♦r♠ s❛♠♣❧✐♥❣ t✐♠❡ T ❡q✉❛❧ t♦ ✻ s✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ s✉❝❤

♠❡❛s✉r❡s ✇✐t❤ yqi(k)✱ yrj(k)✱ ❛♥❞ ẏrj(k) ❛♥❞ ❧❡t yq(k) := (q1(k), q2(k), . . . , qnv
(k)) ∈

ℜ2nv ✱ yr(k) := (r1(k), r2(k), . . . , rn(k)) ∈ ℜ2n✱ ❛♥❞ ẏr(k) := (ṙ1(k), ṙ2(k), . . . , ṙn(k)) ∈
ℜ2n✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❧❡t l1 := col(l1,i,j, i = 1, 2, . . . , nv, j ∈ V (i))✱ l2 := col(l2,i,k, i =

1, 2, . . . , nv, k ∈ B(i))✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② l0 = (l1, l2)✳

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❧❡❛st sq✉❛r❡s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❡ ♠❛② r❡❣❛r❞ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ❊✉✲

❧❡r ▲❛❣r❛♥❣❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❡✐t❤❡r ▲❊▼ ♦r ▲❱❊▼ ♦r ◆▲❱❊▼ ♦r

■❉▲❱❊▼ ❛s ❝♦♥str❛✐♥ts t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✇❤❡♥ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛✲
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t✐♦♥ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❜❡st ✜tt✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ s✉❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs

✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② t❤❡ ✈❡❝t♦r p✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ♠♦❞❡❧✱ ❛s ❞❡✲

s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳ ❚♦✇❛r❞ t❤✐s ❡♥❞✱ ❧❡t ✉s r❡❢❡r t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞

❊✉❧❡r ▲❛❣r❛♥❣❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜②

q(k + 1) = FT (q(k), yr(k), ẏr(k), l0, p) ,

k = 1, 2, . . . , K − 1

✇✐t❤ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥

J =
K
∑

k=1

(yq(k)− q(k))2

t♦ ❜❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞✳ ❙✉❝❤ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ ♠❡t❤♦❞

✇✐t❤ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ t✐♠❡ st❡♣✳ ❋♦r ❛ ♣r♦♣❡r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡s✱ t❤❡

♠♦❞❡❧ ♦✉t♣✉t ✇❛s r❡s❛♠♣❧❡❞ t♦ ✜t ❞❛t❛ s❛♠♣❧✐♥❣✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡s t❛❦❡♥

❛t t✐♠❡ st❡♣s k = 1, 2, . . . , K ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ t✐♠❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢

t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✭❞❡♥♦t❡❞ ❜② tint = t0, t1, . . . , tf ✱ ✇❡ ❧✐♥❦ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥

st❡♣ tint ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡❛r❡st ✐♥t❡❣❡r ♦❢ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦✈❡r

t❤❡ ❧❛st ❞❛t❛ t✐♠❡ st❡♣✱ ✐✳❡✳✱ [k tf/K]✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝❛s❡s

✇❡ ♥❡❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦t♦t②♣❡ ♣r♦❜❧❡♠

min
p,q(2),...,q(K)

K
∑

k=2

(yq(k)− q(k))2✭✻✳✷❛✮

s✉❜❥❡❝t t♦

q(k + 1)− FT (q(k), yr(k), ẏr(k), l0, p) = 0,

k = 1, 2, . . . , K − 1✭✻✳✷❜✮

q(1)− yq(1) = 0 .✭✻✳✷❝✮

❆❢t❡r ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❜❡st ✜tt✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❜② s♦❧✈✐♥❣ ✻✳✷✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r②

t♦ ❛ss❡s t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✻✳✷✮

✇✐t❤ s♦♠❡ s♣❡❝✐✜❝ t♦♦❧s✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❛s ✉s✉❛❧❧② ❞♦♥❡ ✐♥ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥

♣r♦❜❧❡♠s✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ t❡st ♦❢ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧s ez(k) =

qi(k) − q̂i(k) ✇✳r✳t✳ ❛ ❣✐✈❡♥ ♦✉t♣✉t qi(k)✱ ✇❤❡r❡ q̂i(k) ✐s ✐ts ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❣✐✈❡♥
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2

2
33
4

4
5

5

❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✿ ■♥ t❤❡ ❧❡❢t ♣❛♥♥❡❧✱ t❤❡ ❧❛st s❡❣♠❡♥t❡❞ ♠♦✈✐❡ ❢r❛♠❡ ✭t = 600s✮✱

✇✐t❤ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ✈❡rt❡①✳ ■♥ ❜❧✉❡✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦✉t♣✉t✱ ✐♥ r❡❞✱

t❤❡ r❡❛❧ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✳ ■♥ t❤❡ ❜♦①✱ ❛ ❝❧♦s❡✲✉♣ ♦❢ ♦♥❡ ✈❡rt❡①✱ ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst

✜✈❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦✉t♣✉t ✭❜❧✉❡✮✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡❛❧ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✭r❡❞✮✳ ❚❤❡

❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡s t❤❡ s✉♠ ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♠♦✈✐❡ ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢ t❤❡

❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣♦✐♥t ✭♥◦✶ ❜❧✉❡ ❛♥❞ r❡❞✱ ♥◦✷✳✳✳✮✳

❜② t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧✱ ❜② ✉s✐♥❣ ✐ts ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥

✭✻✳✸✮ Rz(σ) =

∑N

t=σ(ez(k)− ēz)(ez(k − σ)− ēz)
∑N

t=0(ez(k)− ēz)2

✇❤❡r❡ ēz =
∑K

k=1 ez(k)/(K+1)✳ ❚❤❡ ♣❧♦ts ♦❢ ✭✻✳✸✮ ❢♦r t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ✐❞❡♥t✐✜❡❞

♠♦❞❡❧s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❜❛♥❞s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s

±1.96/
√
K✳ ❚❛❜❧❡ ✻✳✶ r❡♣♦rts t❤❡ ♠❡❛♥ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲❜❛♥❞ s❝♦r❡s

♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦✈❡r ❛❧❧ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s✳

❚❛❜❧❡ ✻✳✶✿ ▼❡❛♥ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡s ♦❢ ♦✉t✲♦❢✲❜❛♥❞ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥

❢✉♥❝t✐♦♥s✳

▲❊▼ ▲❱❊▼ ◆▲❱❊▼ ■❉▲❱❊▼

✪ ✷✳✽ ✹✳✻ ✸✳✾ ✶✳✾

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ❛❧s♦ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ ♠♦✈✐❡

s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ♣♦✐♥ts ♦♥ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❡❞ ♠♦✈✐❡ ✭s❡❡

❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✮✳ ❚❤❡ ❝❡❧❧ ❛r❡❛ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦✈✐❡ ✐s ❛❧s♦ ♣❧♦tt❡❞ ✈❡rs✉s

t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ♦♥❡✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✺✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✿ ❆✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭t❤❡ 95% ❜❛♥❞s ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✇✐t❤

t❤❡ r❡❞ ❧✐♥❡s✮✳

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✻✳✹ ✲✻✳✺ ❛♥❞ ❚❛❜❧❡ ✻✳✶✱ s♦♠❡ ❝♦♠✲

♠❡♥ts ❛r❡ ✐♥ ♦r❞❡r✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ❝❡❧❧✉❧❛r ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ r❡❣❛r❞❡❞ ❛s ❛♥

❛✉t♦♥♦♠♦✉s ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✱ ❛s t❤❡ ❝❡❧❧✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✲

✐♥❣ t♦ t❤❡ ■❉▲❱❊▼ ✐s ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❛t❛✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤

t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❜❛♥❞ ✐s ✈❡r② s❛t✐s❢❛❝t♦r②✳ ❙❡❝✲

♦♥❞✱ t❤❡ ▲❊▼ ✐s ❛❧s♦ r✉❧❡❞ ♦✉t✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ✐t ♣r♦✈✐❞❡s ❛ r❛t❤❡r s❛t✐s❢❛❝t♦r②

❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭2.8% ♦❢ ♦✉t✲♦❢ ✲❜❛♥❞ ♣♦✐♥ts✮✱ ✐t ❞✐s♣❧❛②s ❛ ♥♦♥ ♣❡✲

r✐♦❞✐❝ ❛r❡❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦✈❡r t✐♠❡ ❛♥❞ s❡❡♠s t♦ ❜❡ q✉✐t❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ♥♦✐s❡s✱ ❛s

s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✺✳ ❚❤✐r❞✱ t❤❡ ▲❱❊▼ ❡①❤✐❜✐ts ❛ ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡

♦❢ ♦✉t✲♦❢✲❜❛♥❞ ♣♦✐♥ts✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❡❧❧✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s ♣r♦✲

✈✐❞❡s ❛r❡❛ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ r❛t❤❡r s♠❛❧❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ ❛s❝r✐❜❡❞

t♦ ❛❜♥♦r♠❛❧❧② ❤✐❣❤ ✈✐s❝♦✉s ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳

❊✈❡♥ r❡♣❡❛t✐♥❣ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts t❤❛t ❦❡❡♣ t❤❡
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❛♠♥✐♦s❡r♦s❛ ❝❡❧❧s ❢r♦♠ ❧✐✈❡ ✐♠❛❣❡s✳ ❚♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ s✉❝❤ ❛ ❥♦✐♥t ✇♦r❦

✐s ♥♦✈❡❧ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❜r✐❞❣❡s t❤❡ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥

❛♥❞ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ s✉♣♣♦rt❡❞

❜② ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❡st✐♠❛t❡❞

t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❢♦✉♥❞ t❤❡ ❜❡st ✜tt✐♥❣

♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❥✉st t❤❛t ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t②✳

❘❡s✉❧ts ♦♥ ❉♦rs❛❧ ❈❧♦s✉r❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❜❛s❡❞ ♦♥ s✉❝❤ ❛ ♠❡t❤♦❞ ❛r❡ ♥♦✈❡❧ ✐♥

t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ❆♠♥✐♦s❡r♦s❛ ❝❡❧❧s ❛♥❞ ❉♦rs❛❧ ❈❧♦s✉r❡ ❞②♥❛♠✐❝s

❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ s✉❜❥❡❝t t♦ ✈❛r✐♦✉s st✉❞✐❡s✳ ❊♥❛❜❧✐♥❣ ✉s t♦ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t❡

❜❡t✇❡❡♥ s❡✈❡r❛❧ ♣✉t❛t✐✈❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦rs ❢♦r ❝❡❧❧s✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤✉s

❛ ✈❛❧✉❛❜❧❡ t♦♦❧ t♦ ❛ss❡ss ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝s✳

❋✉t✉r❡ ✇♦r❦ ♠❛② ❝♦♥❝❡r♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛❞❛♣t✐✈❡ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ♠❛②

♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♣r❡❝✐s✐♦♥ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ♦♥✲❧✐♥❡ t✉♥✐♥❣✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤✐s

❛♣♣r♦❛❝❤ ♠❛② ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ❝❡❧❧ t②♣❡s ❛♥❞ ❢❛t❡s ♦❢ ❉♦rs❛❧ ❈❧♦s✉r❡

t♦ ✉♥❝♦✈❡r t❤❡✐r ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❢ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳
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