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Figure 1 – Cœur brillant de l’amas globulaire M70 photographié par le télescope spatial Hubble.



Chapitre I
Introduction

L’étude théorique à l’aide de la mécanique statistique d’équilibre des systèmes auto-gravitants
à N corps peut sembler quelque peu à contre-courant de la recherche actuelle. En effet, les outils
numériques permettent aujourd’hui, et avec une grande précision, des simulations donnant de très
nombreux et intéressants résultats. On peut citer par exemple quelques contributions parmi les plus
récentes sur les amas globulaires [1–6]. Un tel engouement s’explique par les nombreux résultats
théoriques établis dans la dernière période qu’il s’agit de tester et vérifier, résultats rassemblés en
partie dans les ouvrages de référence de J. Binney et S. Tremaine [7] et de D. C. Heggie et P. Hut [8].
Parmi ces résultats, la grande majorité provient d’études dynamiques du problème. Toutefois, le
traitement de ces systèmes à travers des outils de la mécanique statistique n’est pas nouveau et
commençait déjà à être formalisé dès 1962 par V. A. Antonov [9] puis en 1968 par D. Lynden-Bell
et R. Wood [10].

En particulier, ces deux références historiques supposent que les systèmes à N corps peuvent être
traités localement par un équilibre thermodynamique et globalement à travers une hypothèse de
champ moyen. Ainsi, la structure à grande échelle de ces systèmes est imposée par l’équilibre entre les
forces de pressions associées aux inhomogénéités de densité et entre la force gravitationnelle créé par
la distribution de masse globale. Ce modèle est connu comme le modèle de la sphère isotherme. Ce
traitement est analogue à celui introduit par R. Emden [11] en 1907 pour étudier la structure interne
d’une étoile à travers l’équilibre gravitationnel des gaz la composant. D’autres versions prenant en
compte des effets à courte portée ont par la suite été introduites. Ainsi, l’approche hydrostatique
dans l’étude du problème à N corps a été largement étudiée par le passé et on pourra se reporter,
par exemple, à [12] pour une revue.

L’étude purement statistique de ces systèmes peut sembler déjà largement discutée et globale-
ment comprise. L’approche hydrostatique du problème est en effet des plus raisonnables. Au vu de
la taille des étoiles et des densités stellaires dans les amas globulaires, les collisions directes entre
objets sont extrêmement rares. Il est donc naturel de supposer qu’une étoile n’est soumise qu’à l’in-
teraction gravitationnelle, elle-même définie par le champ gravitationnel moyen crée par l’ensemble
de la structure. De plus, les étoiles étant des objets de rayon environ 10−12 fois plus petit que le
rayon des amas, il semble naturel de ne pas se préoccuper de la divergence du potentiel gravitation-
nel proportionnel à −1/r en 0. Ces travaux historiques, ainsi que leurs résultats et leurs hypothèses
sous-jacentes, sont donc au final des plus raisonnables.

Toutefois, ces résultats sont basés plus ou moins clairement sur des hypothèses de mécanique
statistique. Or, il nous a semblé qu’il manquait une base solide théorique à ces résultats. Cette
thèse s’inscrit dans cette discussion des hypothèses, et donc des résultats, en partant du point de
départ qui nous semble le plus fondamental, la définition du modèle statistique dans l’ensemble
microcanonique.
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2 Chapitre I. Introduction

Le modèle statistique

Avant toute chose, voici quelques éléments sur la construction du modèle statistique que nous
allons utiliser dans cette thèse. A priori, et sauf mention contraire, nous cherchons à modéliser un
système d’énergie totale E de N particules, chacune de masse m et de diamètre σ. Ces objets sont
en interaction gravitationnelle entre eux et se comportent comme des sphères dures. C’est-à-dire,
en notant G la constante universelle de gravitation, que le potentiel d’interaction à deux corps v est
défini par

v(r) =







− Gm2

r
si r > σ ;

+∞ sinon .
(I.1)

Cette régularisation suppose que les chocs entre les particules sont élastiques. Pour des systèmes
comme les amas globulaires, cette modélisation semble audacieuse. Toutefois, rappelons que les
collisions directes sont extrêmement rares. L’intérêt principal du choix d’un modèle de cœur dur est
d’éviter la divergence des différentes grandeurs statistiques, ce qui est indispensable pour une étude
théorique du problème.

Avec ces notations, l’hamiltonien du système s’écrit

HN =
N
∑

i=1

p2
i

2m
+

1

2

∑

i 6=j

v(|ri − rj |) (I.2)

avec pi et ri l’impulsion et la position de la particule i.
Pour éviter l’évaporation du système, nous devons l’enfermer dans une boîte, que nous prenons

sphérique et de volume Λ = 4πR3/3. Cet élément est essentiel et naturel dans le cadre du traitement
statistique du problème à N corps, mais dans le cadre de l’étude de systèmes gravitationnels, ce
choix est bien plus discutable. En effet, les systèmes réels sont auto-confinés uniquement grâce à
l’interaction gravitationnelle, et il n’y pas besoin de boîte. Ainsi, l’étude de l’auto-confinement et de
l’évaporation est d’une importance centrale [13]. Il est raisonnable de penser que nos résultats seront
d’autant plus pertinents pour des applications astrophysiques que l’énergie totale est suffisamment
négative, de sorte que l’évaporation puisse être négligée. Cette supposition est le fruit d’une analogie
avec le problème à deux corps de Kepler, où deux particules sont confinées dans des trajectoires
elliptiques lorsque l’énergie totale est négative. En conclusion de cette thèse, nous utilisons les
résultats obtenus pour discuter rapidement a posteriori les hypothèses relatives à l’omission du
phénomène d’évaporation.

Dans notre modèle, le système est systématiquement étudié dans l’ensemble microcanonique.
Lorsque d’autres ensembles seront évoqués, ce sera toujours en tant qu’intermédiaires de calculs,
et non pas comme des ensembles d’intérêt. Ce choix est imposé par la physique du problème. En
effet, les systèmes gravitationnels nous sont imposés, il n’est pas possible de réaliser une expérience
les concernant. Or en première approximation, ils doivent être considérés comme isolés, et donc
d’énergie totale fixée. La définition de l’ensemble microcanonique est donc ici parfaitement adap-
tée. Mentionnons qu’il existe de nombreuses études de systèmes auto-gravitants dans le cadre de
l’ensemble canonique. Notons que la perte d’additivité de l’énergie due à la longue portée de l’inter-
action gravitationnelle invalide la construction classique de cet ensemble, à travers une immersion
du système dans un thermostat bien plus grand. Le statut physique de l’ensemble canonique est
d’ailleurs toujours un sujet de débat [14,15].

L’utilisation des outils de la mécanique statistique permet d’étudier les systèmes pour un très
grand nombre de particules. Cela repose en partie sur la construction de lois d’échelles (dites de
« scaling ») pour les paramètres du problème, permettant d’étudier la limite N → +∞. Dans les
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systèmes gravitationnels, l’énergie potentielle est proportionnelle à N5/3, et les propriétés d’extensi-
vité ou d’intensivité des grandeurs thermodynamiques usuelles sont remises en question. Il est alors
judicieux d’introduire des scalings sur différents paramètres du système dans la limite N → +∞,
qui assurent que les énergies potentielle et cinétique restent du même ordre. En conséquence, les
systèmes infinis correspondants exhibent des propriétés intrinsèques, indépendantes de N , comme
les systèmes usuels avec des interactions à courte portée. On pourra trouver quelques exemples
dans [16–18].

Enfin, ce problème se situe dans le cadre général de l’étude statistique des systèmes en interaction
à longue portée. En effet, chacune des particules est soumise à l’interaction gravitationnelle de
toutes les autres, et non pas uniquement de ses plus proches voisines. De manière générale, ce type
d’interactions induit des phénomènes intéressants, largement étudiés dans la littérature comme la
non-équivalence des ensembles statistiques [19–22] ou encore des transitions de phases [12, 23, 24].
On pourra retrouver toutes ces considérations dans les travaux de Campa et al., la revue [25] ou le
récent ouvrage [26].

À propos de l’équilibre statistique

Avant d’attaquer à proprement parler l’étude du modèle, nous souhaitons évoquer quelques
précautions nécessaires à son utilisation.

Le traitement du système dans l’ensemble microcanonique nécessite que le système astrophysique
d’intérêt puisse être considéré comme un système isolé et dans un état stationnaire par rapport à la
dynamique, dans lequel l’énergie et le nombre de particules sont les seules quantités conservées. En
général, le moment angulaire est aussi une quantité conservée. Nous ne le prenons pas en compte
dans notre modélisation, car nous considérerons des états sans rotation globale. Notons que la
présence éventuelle de celle-ci complexifie grandement l’étude [27].

Généralement, en préparant le système dans un état hors-équilibre arbitraire, celui-ci va évoluer
à travers une relaxation violente sur un temps relativement court jusqu’à un état quasi-stationnaire
de temps de vie assez long, cet état étant une solution stationnaire de l’équation de champ moyen de
type Vlasov. Les collisions conduisent ensuite vers la distribution microcanonique après un temps
très long [25].

Avant d’atteindre l’équilibre microcanonique, l’évolution dynamique peut donc conduire le sys-
tème dans des éventuels états métastables [28, 29], états pour lesquels le temps de vie grandit
exponentiellement vite avec le nombre de particules, ou dans des états quasi-stationnaires [30–32],
où le temps de vie grandit comme N/ lnN dans le cas de la gravitation [7]. L’existence de ces états
est liée à une perte de l’ergodicité, comme suggéré par certaines simulations numériques [33, 34].
Ce scénario dynamique a été observé ou discuté pour une très large variété de systèmes, incluant
le modèle HMF [30], les modèles auto-gravitants [35–37] et des systèmes à une dimension avec des
interactions de type lois de puissance [38].

Ainsi, la distribution microcanonique doit être manipulée avec précaution. En effet, elle ne peut
apparaître dans un système réel que si la dynamique induit un chaos moléculaire suffisamment
important de sorte que les propriétés d’ergodicité sont satisfaites. Au niveau quantitatif, cela se
produit lorsque les temps typiques associés aux divers mécanismes de relaxation sont bien plus faibles
que l’âge global du système. Dans notre système, il existe deux processus principaux permettant
aux particules d’échanger de l’énergie, à savoir des collisions directes et des déflexions dues aux
interactions gravitationnelles [7]. Il est connu que la présence des cœurs durs favorise l’émergence
de l’ergodicité [39] ou, en d’autres termes, accélère les processus de thermalisation locale comme
observé dans des simulations de dynamiques moléculaires [40]. Pour certains systèmes finis que nous
considérerons, le temps de relaxation dû aux collisions est fini mais très grand.

Dans la plus grande partie de cette thèse (les chapitres II, III et IV), nous supposerons que le
système a atteint la distribution d’équilibre. En ce qui concerne les amas globulaires, cette hypothèse
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n’est certainement pas vérifiée, de nombreux facteurs purement dynamiques devant être pris en
compte, comme largement discuté dans [7]. De manière générale, toute la discussion et l’utilisation
de nos résultats pour décrire les systèmes réels doit être réalisée avec précaution. Il est à noter,
comme nous allons le montrer, que la discussion historique du modèle de la sphère isotherme [9,10]
doit être réalisée avec les mêmes précautions, ce qui est rarement rappelé.

Plan de la thèse

Le chapitre II est centré sur le modèle historique la sphère isotherme. Nous redonnons les ré-
sultats présentés en partie dans les références [9, 10]. Ce modèle a été mis en place pour étudier
l’équilibre de particules ponctuelles. Cela conduit à la célèbre catastrophe gravotherme qui indique
qu’en dessous d’une certaine énergie limite, il n’existe pas d’états d’équilibre du système. En repre-
nant en partie l’étude [41], nous étendons ce modèle au gaz de sphères dures, où les interactions
locales de type cœur dur sont prises en compte, alors que les interactions gravitationnelles sont tou-
jours traitées en champ moyen. Nous montrons ainsi que le phénomène de catastrophe gravotherme
disparaît. On observe l’apparition d’une transition de phase entre une phase étendue et une struc-
ture cœur-halo beaucoup plus chaude. Des évidences numériques montrent que l’énergie critique à
laquelle apparaît cette transition est repoussée vers les très grandes valeurs positives lorsque la taille
des sphères dures tend vers 0.

Ces rappels historiques nous permettent d’aborder au chapitre III l’étude des conditions de
validité de l’approche hydrostatique. Pour cela, nous repartons de la description microcanonique
dans l’espace de phase total du système pour en déduire la distribution de masse. Nous introduisons
un scaling des paramètres du problème qui impose l’extensivité de l’énergie malgré la longue portée
de l’interaction, en gardant la fraction d’empilement et la densité de masse moyenne fixées. Grâce
à cela, les conditions qui induisent la thermalisation du système ainsi qu’une distribution de masse
suivant les lois de l’hydrostatique apparaissent simplement. À partir de données observationnelles,
ces conditions sont testées pour les amas globulaires. Il apparaît que l’approche hydrostatique n’est
pas justifiée à cause de phénomènes liés à la courte portée de l’interaction gravitationnelle. Les
résultats de ce chapitre ont menés à une publication [42] reproduite en annexe B page 91 de cette
thèse.

Pour aller plus loin dans cette discussion, nous étudions un système assez différent du modèle
présenté jusqu’à présent. En effet, dans le chapitre IV, nous traitons en détail un modèle de bâtonnets
durs en interaction gravitationnelle à une dimension. L’intérêt de ce modèle, en plus de celui inhérent
à tout nouveau modèle, est qu’il est entièrement soluble. Nous calculons tout d’abord de façon exacte
les quantités d’intérêt par un traitement champ moyen des interactions gravitationnelles. Ensuite,
en partant de l’ensemble statistique isobarique, nous calculons exactement et successivement les
quantités canoniques puis microcanoniques. L’intérêt des ensembles isobarique et canonique est que,
grâce à des transformées de Laplace, ils sont de précieux outils auxiliaires de calcul. Les résultats
explicites obtenus montrent alors que tous ces ensembles sont équivalents entre eux et sont de
plus équivalents à l’approche hydrostatique. Cette dernière équivalence disparaît lorsque l’on étudie
certains états très proches de l’état totalement effondré, où très peu d’énergie cinétique est disponible
pour équilibrer l’énergie potentielle. Ainsi, nous mettons en évidence un modèle explicite sur lequel
nous avons pu tester les conditions définies dans le chapitre III. Les résultats de ce chapitre ont
menés à une publication [43] reproduite en annexe C page 93 de cette thèse.

Dans le chapitre V, dernier chapitre, nous revenons sur le modèle de gravitation à trois dimen-
sions présenté dans cette introduction. Afin de prendre en compte les phénomènes associés à la
courte portée de l’interaction gravitationnelle, absents dans le traitement historique de la sphère
isotherme, nous introduisons un modèle d’étoiles binaires. La non thermalisation du système aux
petites échelles rend quelque peu caduque l’étude du chapitre III, reposant sur un équilibre parfait
à toutes les échelles. Il est en effet bien connu que deux objets très proches ont tendance à former
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un système binaire plutôt que de s’effondrer l’un sur l’autre. Dans ce cadre, nous mettons en place
un modèle à deux espèces indépendantes, des binaires et des étoiles célibataires. La proportion res-
pective de chaque espèce est fixée. L’équilibre gravitationnel global entre ces espèces est traité dans
le cadre du champ moyen. Au vu de la phénoménologie des binaires [44, 45], nous divisons ensuite
les binaires en deux catégories. Les binaires dites soft, binaires faiblement couplées entre elles, qui
sont en équilibre thermodynamique avec le reste du système, et les binaires dites hard, fortement
couplées et dont l’état interne est indépendant de l’équilibre global. Pour cette deuxième espèce,
nous parlons de degré de liberté « gelé ». Ce modèle peut être vu comme une première correction
au modèle historique de la sphère isotherme présenté au chapitre II, et il permet de reproduire qua-
litativement les résultats attendus par l’introduction des binaires, à savoir la stabilisation des états
de basse énergie. Cette modélisation empruntant des éléments de mécanique statistique d’équilibre
d’une part, et reposant aussi sur une certaine phénoménologie d’autre part, apparaît comme un
compromis raisonnable prenant en compte la non thermalisation totale du système.

Enfin, en conclusion dans le chapitre VI, nous rappelons les principaux résultats présentés dans
cette thèse et nous procédons à une analyse simple du rôle confinant de la boîte. Parmi tous les biais
du traitement statistique que nous venons de rappeler dans cette introduction, cet effet de la boîte
est facilement discutable à partir des résultats obtenus. Nous estimons ainsi l’ordre de grandeur des
échelles de temps nécessaires à une évaporation totale du système si la boîte n’était pas présente.





Chapitre II
La sphère isotherme

Dans le cadre de l’étude statistique de la gravitation, le problème de la sphère isotherme est
incontournable. Ce problème consiste à étudier un système à N corps en interaction gravitationnelle
dans une boîte sphérique en négligeant les effets à courte portée. Cette hypothèse permet de traiter le
système comme un fluide sans interactions locales et de traiter la gravitation uniquement du point de
vue du champ moyen. Cette vision a été utilisée dès 1907 par Emden [11] pour discuter la structure
interne des étoiles, où les gaz qui les composent sont soumis uniquement à leur propres actions
gravitationnelles. De plus, cette description fluide permet de s’affranchir des nombreux problèmes
inhérents à l’étude d’un système à N corps.

En 1962, V.A. Antonov étudie le système à N corps avec cette approche [9]. Dans ce cadre, le
système est thermalisé ce qui justifie l’appellation de ce problème, i.e. la sphère isotherme. Son travail
a mis en avant ce qui a été appelé par la suite l’instabilité d’Antonov, ou catastrophe gravotherme,
qui exprime le fait qu’il n’existe pas d’état d’équilibre du système pour des énergies inférieures à
une certaine valeur. Par la suite, D. Lynden-Bell et R. Wood [10] ont précisé la formulation du
problème, notamment sur les questions de stabilité des états d’équilibre. Enfin, le raisonnement a
été finalisé par T. Padmanabhan en 1989 [46, 47] dont le travail a permis de définir totalement la
relation entre l’énergie et la température du problème. Tous les éléments du raisonnement ont été
synthétisés dans la revue [48].

Au vu de l’importance historique de cette discussion, et comme ils constituent une première base
importante du traitement statistique de la gravitation, la plupart de ces résultats sont reproduits
dans ce chapitre. Le premier paragraphe II.1 reprend la formalisation du problème du point de vue
de la physique statistique. L’hypothèse de champ moyen, centrale dans ce modèle, est précisée dans
ce cadre. Ensuite, ces éléments seront utilisés dans le paragraphe II.2 pour déduire et discuter les
principaux résultats de ce problème, en particulier la catastrophe gravotherme.

Pour finir, dans le paragraphe II.3, nous étendrons cette méthode de calcul à un gaz de sphères
dures isotherme. En effet, si le modèle suppose que les interactions gravitationnelles à courte portée
sont négligeables, il n’interdit pas de prendre en compte des corrélations locales entre les objets,
notamment en considérant l’équation d’état locale d’un gaz de sphères dures pour décrire le fluide.

II.1 Le champ moyen dans l’ensemble microcanonique

Sous des hypothèses de champ moyen, il est possible dans l’ensemble microcanonique de calculer
la fonction de distribution du système gravitationnel à N corps. Cette distribution est alors de
type Maxwell-Boltzmann et peut être interprétée comme une conséquence d’un traitement de type
hydrostatique du problème.

7
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II.1.1 Définitions et notations

Considérons un système de N particules ponctuelles de masse m confinées dans une boîte sphé-
rique de volume Λ = 4

3πR
3. Nous l’étudions dans l’ensemble microcanonique, i.e. nous supposons

que son énergie est fixée à une certaine valeur E. La fonction de distribution du système est définie
par

f(r,p) =

〈

N
∑

i=1

δ(r− ri)δ(p− pi)

〉

mic

(II.1)

tandis que la fonction de distribution à deux corps s’écrit

f (2)(r,p; r′,p′) =

〈

N
∑

i,j=1

δ(r− ri)δ(p− pi)δ(r
′ − rj)δ(p

′ − pj)

〉

mic

(II.2)

où r représente la position d’une particule et p son impulsion. La notation 〈·〉mic désigne la moyenne
microcanonique, c’est-à-dire la moyenne statistique pondérée par la mesure δ(E−HN ({ri,pi})) avec
HN ({ri,pi}) le Hamiltonien du système qui s’écrit

HN ({ri,pi}) =
N
∑

i=1

pi

2m
− 1

2

N
∑

i,j=1
i 6=j

Gm2

|ri − rj |
. (II.3)

L’énergie du système est donc définie par la moyenne de cet Hamiltonien et s’écrit

E =
1

2m

∫

Λ×R3

dτ p2f(r,p)− Gm2

2

∫

Λ2×R6

dτdτ ′
f (2)(r,p; r′,p′)

|r− r′| . (II.4)

où l’on note dτ = d3rd3p.
Nous supposons que ce système est à l’équilibre statistique. Alors la fonction est distribution

peut être évaluée en maximisant l’entropie de Boltzmann du système. Celle-ci est définie par la
célèbre formule S = kB lnΩ avec Ω le nombre de complexions du système. Pour évaluer Ω, il
faut avoir accès à chacun des microétats accessibles du système, et connaître donc la position et
l’impulsion de chaque particule. Un tel calcul direct est impossible et inutile. Nous allons en effet
utiliser directement la description hydrostatique du système. Nous supposons donc que localement,
le système se comporte comme un gaz parfait. Cette hypothèse sera discutée dans le détail par la
suite. Ainsi, l’entropie totale est l’intégrale de l’entropie locale du gaz parfait, proportionnelle à
−f ln f . Ainsi, nous allons maximiser

S = −kB

∫

Λ×R3

dτ f ln f (II.5)

avec kB la constante de Boltzmann. Cette maximisation est réalisée sous la contrainte de l’énergie
fixée (II.4) et de la conservation de la masse

M = Nm =

∫

Λ
d3r ρ(r) (II.6)

où nous avons défini la densité de masse ρ(r) par

ρ(r) = m

∫

R3

d3p f(r,p) . (II.7)
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II.1.2 L’hypothèse de champ moyen

L’intégration sur les impulsions dans la partie potentielle V de l’énergie (II.4) est directe, et
cette énergie potentielle gravitationnelle s’écrit

V = −G
2

∫

Λ2

d3rd3r′
ρ(2)(r, r′)
|r− r′| . (II.8)

où l’on a défini la densité de masse à deux corps de façon similaire à (II.7). Cette expression est
exacte et n’est soumise à aucune approximation du point de vue de la physique statistique. La
fonction de distribution à deux corps prend en compte les corrélations en positions entre deux
objets. La position moyenne d’une seconde particule est en effet a priori influencée par la position
d’une première particule préalablement placée dans la boîte.

L’hypothèse de champ moyen consiste à supposer que :
— les effets à courte portée de l’interaction gravitationnelle sont négligeables ;
— les effets à longue portée peuvent être pris en compte via un traitement moyen de l’interaction

gravitationnelle.
Ce deuxième point concerne la façon de traiter le potentiel gravitationnel total subi par une particule
à la position r. Celui-ci n’est pas vu comme la somme de toutes les interactions avec chacune des
autres particules, mais plutôt comme l’interaction entre cette particule r et le champ gravitationnel
total considéré comme indépendant des positions précises des particules.

Cette hypothèse s’exprime mathématiquement sur la fonction à deux corps par la relation

ρ(2)(r, r′) = ρ(r)ρ(r′) . (II.9)

Cette hypothèse permet de réaliser un traitement mathématique complet du problème. Sans celle-ci,
il est ardu de réussir à calculer les différentes grandeurs statistiques dans l’ensemble microcanonique.
Cela conduit alors à une énergie potentielle de la forme

V =
1

2

∫

Λ
d3r ρ(r)Φ(r) (II.10)

avec le potentiel gravitationnel Φ(r), créé par la distribution de masse ρ(r), ressenti par une particule
au point r

Φ(r) = −G
∫

Λ
d3r′

ρ(r)

|r− r′| . (II.11)

Ainsi, le potentiel Φ(r) ressenti en r est indépendant du fait qu’une particule soit présente ou non
en ce point.

Cette hypothèse fondamentale est souvent implicitement réalisée dans la littérature. Elle est
mentionnée en tant que telle dans l’étude de Lynden-Bell [10]. Elle semble légitime du point de
vue de la longue portée. En effet, le champ gravitationnel dû aux interactions à longue distance
est simplement donné sous une forme intégrale, donc par une moyenne, par le théorème de Gauss
de la gravitation. Toutefois, le fait de négliger totalement les interactions gravitationnelles à courte
portée, sachant que le potentiel diverge en 0, est moins évident. La discussion en détail de ce point
est réalisée dans le chapitre III de cette thèse.

II.1.3 Dérivation de la fonction de distribution

Écrivons l’entropie (II.5) comme une fonctionnelle de f en lui adjoignant deux multiplicateurs
de Lagrange β et α pour imposer les contraintes sur l’énergie (II.4) et sur la masse (II.6). Ce calcul
se fait sous les hypothèses du champ moyen décrits dans le paragraphe précédent. Cela conduit à
étudier la différentielle

δS′[f ] = δS[f ] + kBβδE + kBαδN (II.12)
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qui se développe en

δS′[f ] = −kB

∫

d6τ δf(ln f + 1) + kBβ

[∫

d6τ δf
p2

2m
− Gm2

2

∫

d6τd6τ ′
fδf ′ + f ′δf

|r− r′|

]

+ kBα

∫

d6τ δf (II.13)

où l’on a noté implicitement f ′ = f(r′,p′).
Les variables τ et τ ′ étant muettes, on peut les intervertir dans l’expression de la différentielle

de l’énergie potentielle. Ainsi, il vient

δV = −Gm
2

∫

d6τd6τ ′
fδf ′ + f ′δf

|r− r′| (II.14)

= Gm

∫

d6τ δf

∫

d6τ ′
f ′

|r− r′| =
∫

d6τ δfΦ(r) (II.15)

et donc la différentielle de l’entropie s’écrit

δS′[f ] = −kB

∫

d6τ δf

[

ln f + 1 + βm

(

p2

2m
+Φ(r)

)

+ α

]

. (II.16)

La maximisation de l’entropie implique l’annulation de cette différentielle δS′ quelle que soit la
quantité δf , il vient donc

ln f + 1 + βm

(

p2

2m
+Φ(r)

)

+ α = 0 (II.17)

que l’on réécrit

f(r,p) = A exp

[

−β
(

1

2m
p2 +mΦ(r)

)]

(II.18)

avec A une certaine constante, absorbant notamment le coefficient α et imposant la normalisation
de la fonction f .

On reconnaît évidemment une distribution de type Maxwell-Boltzmann. Cette distribution rend
extrémale l’entropie S du système. Comme réalisé dans l’appendice de la référence [46], on peut mon-
trer que la différentielle seconde de S prise pour cette distribution f (II.18) est négative. Ainsi, les
distributions (II.18) sont des maximaux locaux ou des points selles de l’entropie de Boltzmann (II.5)
et correspondent à des états d’équilibres, stables ou instables, du système. On pourra se reporter
à [49] pour une étude générale de cette question.

À partir de (II.18), on calcule l’énergie cinétique moyenne d’une particule

〈

1

2m
p2

〉

=
1

2m

∫

R3 d3p p2 exp
[

−β 1
2mp2

]

∫

R3 d3p exp
[

−β 1
2mp2

] ; (II.19)

=
3

2

1

β
. (II.20)

On observe que le multiplicateur de Lagrange β s’interprète comme usuellement. Par analogie avec
la théorie cinétique des gaz, on appelle température du système la quantité β−1 que l’on notera
T . Il est à noter que cette température est homogène à une énergie. On se ramène à la définition
usuelle de la température en divisant par le facteur de Boltzmann kB que l’on prendra égal à 1 dans
la suite.

Au final, on réécrit la fonction de distribution (II.18)

f(r,p) = A exp

[

− 1

T
H(r,p)

]

(II.21)
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avec le hamiltonien d’une particule de masse m donné par

H(r,p) =
1

2m
p2 +mΦ(r) . (II.22)

Ce résultat implique notamment une thermalisation du système à la température T et explique la
dénomination du modèle de la sphère isotherme.

II.1.4 L’approche hydrostatique

En intégrant la fonction de distribution (II.21) sur l’impulsion, on en déduit la distribution de
masse

ρ(r) = BT 3/2 exp

[

−mΦ(r)

T

]

(II.23)

avec B une certaine constante de normalisation.
Ce résultat peut être retrouvé par une approche hydrostatique. En effet, en modélisant le système

par un fluide gravitationnel soumis à son propre champ de pression locale P (r) et au potentiel gra-
vitationnel total Φ(r) considéré comme un champ extérieur, la relation fondamentale de la statique
des fluides s’écrit

∇Φ(r) = − 1

ρ(r)
∇P (r) . (II.24)

L’hypothèse du champ moyen néglige les effets à courte portée, ce qui revient à supposer que le
fluide se comporte comme un gaz parfait, ce qui implique que la pression est donnée par la loi des
gaz parfait P (r) = ρ(r)T/m. La relation de la statique devient

∇Φ(r) = − T

mρ(r)
∇ρ(r) (II.25)

que l’on peut intégrer en

ρ(r) = B′ exp

[

−mΦ(r)

T

]

. (II.26)

Le raisonnement microcanonique avec les hypothèses de type champ moyen du paragraphe II.1.2 et
cette approche hydrostatique de type gaz parfait du problème conduisent donc aux mêmes résultats.
Cela signifie que l’approche hydrostatique permet de négliger les effets locaux de la gravitation, tout
comme le champ moyen. En effet, l’écriture de la relation fondamentale de l’hydrostatique (II.25)
suppose que la gravitation ne s’applique qu’à travers le potentiel extérieur Φ(r), extérieur à l’élément
de volume sur lequel on applique la seconde loi de Newton.

II.2 La catastrophe gravotherme

Dans le paragraphe précédent, nous avons établi la fonction de densité ρ(r) (II.23) en fonction
du potentiel gravitationnel Φ(r). Ce résultat nous permet dans ce paragraphe de calculer la relation
entre l’énergie des états d’équilibres et leur température. Cette relation fait apparaître l’existence
du phénomène de la catastrophe gravotherme, i.e. il n’existe pas d’état d’équilibre dans l’ensemble
microcanonique en dessous d’une certaine valeur d’énergie.

II.2.1 L’équation de Poisson

L’équation physique qui permet de relier le champ gravitationnel créé en un point r à la densité
de masse ρ(r) est l’équation de Poisson

∆Φ(r) = 4πGρ(r) . (II.27)



12 Chapitre II. La sphère isotherme

En coordonnées sphériques, on peut montrer que le champ

Φ(r) = −4πG

r

∫ r

0
du u2ρ(u)− 4πG

∫ 1

r
du uρ(u) (II.28)

est solution de cette équation (II.27). Cette solution permet de mettre en avant la séparation entre
les échelles. Le champ gravitationnel en un point r dépend de toute la distribution de masse ρ et
ne dépend pas directement de l’échelle locale.

L’expression (II.28) n’est pas directement utilisable pour la suite. Nous allons travailler unique-
ment à partir de l’équation de Poisson (II.27) que nous reformulons en utilisant la distribution de
masse d’équilibre (II.26). Pour cela, on pose ρ0 = ρ(0) la densité de masse au centre du système et
il vient

1

r2
d
dr

(

r2
d
dr

Φ(r)

)

= 4πGρ0 exp
[

−m
T

(Φ(r)− Φ(0))
]

. (II.29)

On définit alors un nouveau jeu de variables sans dimensions

r 7−→ x =
r

R
X avec X2 =

4πGmρ0
T

R2 ; (II.30)

Φ(r) 7−→ ψ(x) =
m

T
(Φ(x)− Φ(0)) . (II.31)

L’équation de Poisson sans dimension s’écrit alors

1

x2
d
dx

(

x2
d
dx
ψ(x)

)

= exp [−ψ(x)] . (II.32)

Cette dernière équation ne dépend plus des paramètres du système. Les différentes solutions du
problèmes sont maintenant indexées par le paramètre X, la valeur finale de la variable x, qui sera
différent pour chacun des états d’équilibre.

II.2.2 Les variables de Milne

Pour aller plus loin dans l’étude de ce système, nous allons utiliser les variables de Milne. Celles-ci
ont été introduites pour la discussion de ce problème pour la première fois par S. Chandrasekhar [50]
en 1942.

Posons les variables (u, v) telles que

v = xψ′(x) ; (II.33)

u =
xe−ψ(x)
ψ′(x)

=
x2e−ψ(x)

v
. (II.34)

avec la notation ′ = d/dx.
Dans ce système de variables, l’équation de Poisson (II.32) devient

(xv)′ = uv (II.35)

et donc on a
v + xv′ = uv . (II.36)

À partir de la définition de u (II.34), on peut déduire des relations précédentes la valeur de la
dérivée u′. Il vient

u′ =
2x

v
e−ψ(x) − ψ′(x)

x2e−ψ(x)
v

− x2e−ψ(x)
v2

; (II.37)

=
2u

x
− uv

x
− (u− 1)u

x
. (II.38)
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En terme de variables de Milne, le problème se réduit à l’étude du système dynamique de variable
x, jouant le rôle de variable temporelle, variant entre 0 et X défini par







v′ =
v

x
(u− 1) ;

u′ =
u

x
(3− u− v) .

(II.39)

L’intérêt de cette écriture est de mettre en avant le paramètre X pour décrire les solutions du
système. De plus, la discussion d’un système dynamique à deux variables est bien plus simple et
agréable que la résolution d’une équation différentielle non linéaire d’ordre deux (II.32).

Il est à noter que ce système dynamique n’est pas un système autonome, il dépend explicitement
de la variable temporelle. Si on le souhaite, il est possible de s’affranchir de cet aspect en posant le
changement de variable t = lnx.

II.2.3 Étude du système dynamique

Dans ce sous-paragraphe, nous allons discuter en détail le système dynamique (II.39).

II.2.3.a Conditions initiales

Étudions la situation en r = 0. Si l’on revient au changement de variable (II.30), cette condition
revient à étudier le problème en x = 0. Écrivons le développement au voisinage de 0 de la fonction
ψ sous la forme

ψ(x) = ψ(0) + ψ′(0)x+ ax2 + o(x2) (II.40)

avec a un nombre réel. Par définition de ψ (II.31), ψ(0) = 0. De plus, ψ′(0) représente la force
gravitationnelle au centre de la sphère, qui est nulle par application du théorème de Gauss et par
un argument de symétrie. Ainsi, on a

v(x) = 2ax2 + o(x2) (II.41)

et il vient immédiatement lim
x→0

(u, v) = (1/(2a), 0).

Ensuite, l’écriture de l’équation de Poisson (II.35) au voisinage de 0 donne

(xv)′ = uv =⇒ 6ax2 + o(x2) = x2 + o(x2) . (II.42)

Ainsi, on en déduit que a = 1/6.
La condition initiale avec laquelle il faut étudier le système dynamique est

(u0, v0) = (3, 0) . (II.43)

Il s’agit d’un des trois points fixe du système. Celui-ci est instable. Pour construire la courbe solution,
il est nécessaire de connaître la direction avec laquelle le système va s’éloigner de ce point fixe. Nous
avons donc besoin de calculer la pente. On peut montrer [47] que

du
dv

=
u′

v′
=
u(3− u− v)

v(u− 1)
=

x→0
−5

3
. (II.44)

Le paramètre X n’intervient pas dans ces conditions initiales. Ainsi, l’unique courbe solution du
système (II.39) avec ces conditions initiales contiendra l’intégralité des solutions du problème de la
sphère isotherme.
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II.2.3.b Point d’équilibre stable

On remarque que le système (II.39) possède un unique point d’équilibre stable, défini par u = 1
et v = 2. On en déduit le potentiel sans dimension ψ(x) = ln

(

1
2x

2
)

et donc la densité de masse
ρ(x) = ρ0/x

2. Ce potentiel définit un système nommé sphère isotherme singulière. Ce système est
bien solution de l’équation de Poisson (II.29) mais la densité de masse et le potentiel divergent en
x = 0.

Autrement dit, ce point n’appartient pas à la courbe solution du système (II.39) avec les condi-
tions initiales précédentes. La sphère isotherme singulière n’est pas donc une solution du problème.
Ce point étant un attracteur du système dynamique, cette courbe solution va tendre vers lui. Il
correspondra à la limite de la courbe lorsque X → ∞.

II.2.3.c Tracé du système

On trace numériquement dans le plan de Milne (u, v) la solution du système dynamique (II.39)
avec la condition initiale (u0, v0) = (3, 0) dans la figure II.1. On voit apparaître la célèbre « spirale
de Chandrasekhar ». On remarque bien que le point (1, 2) est un point attracteur n’appartenant
pas à cette courbe.

v

u0
0

1

1

2

2

3

3

Figure II.1 – La spirale de Chandrasekhar dans le plan de Milne. La condition initiale étant unique,
chaque point de cette courbe indexée par le paramètre X représente un état d’équilibre du problème
de la sphère isotherme.

II.2.4 L’énergie des sphères isothermes

La courbe de la figure II.1 et le raisonnement qui y conduit ne permettent pas une discussion
physique immédiate. T. Padmanabhan a remarqué [47] qu’il est possible de changer de point de vue
et d’exprimer les solutions du problème dans un diagramme énergie en fonction de la température,
bien plus simple à discuter. Pour cela, nous devons prendre en compte les contraintes physiques sur
l’énergie (II.4) et sur la masse (II.6) que nous réécrivons comme

E =
3

2
NT + 2π

∫ R

0
dr r2ρ(r)Φ(r) ; (II.45)

Nm =

∫ R

0
dr 4πr2ρ(r) . (II.46)

Nous allons exprimer ces deux quantité dans les variables de Milne pour pouvoir inverser le problème.
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II.2.4.a Interprétation de la conservation de la masse

Dans l’équation (II.45), utilisons l’expression exponentielle de la densité de masse (II.26) puis
utilisons les variables sans dimensions (II.30) et (II.31). Il vient

GNm2

TR
=

1

X

∫ X

0
dx x2 exp[−ψ(x)] =⇒ GNm2

TR
=

1

X

∫ X

0
dx u(x)v(x) . (II.47)

Avec l’équation de Poisson (II.35), on a (xv)′ = uv et donc

TR

GNm2
=

1

v(X)
. (II.48)

La variable de Milne v a donc une interprétation physique directe. En parcourant la courbe de la
figure II.1, la lecture de l’inverse de v(x) donne l’ensemble des températures réalisées par les états
d’équilibre du système.

II.2.4.b Conséquences de la conservation de l’énergie

Notons M(r) la masse contenue dans la sphère de rayon r. Revenons alors la définition de
l’énergie potentielle. Il s’agit de l’énergie à fournir au système pour déplacer une coquille sphérique
de masse infinitésimale dM de l’infini vers sa position r sachant que la masse M(r) est déjà présente.
En notant r′ toutes les positions intermédiaires, ce travail élémentaire δW vaut

δW = −GM(r)dM
∫ +∞

r

dr′

r′2
= −GM(r)dM

r
. (II.49)

En intégrant cette équation sur toutes les masses et en passant en variables r, on écrit le travail
total

W = −G
∫ R

0
dr

M(r)

r

dM(r)

dr
. (II.50)

De plus, par définition dM(r)/dr = 4πr2ρ(r) et donc l’énergie potentielle correspondant au travail
total devient

V = −4πG

∫ R

0
dr rM(r)ρ(r) . (II.51)

À partir du théorème de Gauss, on sait que Φ′(r) = GM(r)/r2. L’équation de l’hydrosta-
tique (II.25) s’écrit alors

ρ(r)M(r) = − T

Gm
r2ρ′(r) . (II.52)

En prenant en compte ce résultat et en réalisant une intégration par parties, il vient

V = 4π
T

m

∫ R

0
dr r3ρ′(r) = 4π

T

m

[

r3ρ(r)
]R

0
− 3T

m

∫ R

0
dr 4πr2ρ(r) . (II.53)

On peut au final écrire l’énergie totale (II.45)

E = −3

2
NT + 4π

T

m
R3ρ(R) . (II.54)

Les calculs ci-dessus sont détaillés dans [47]. En basant la démonstration sur le théorème du Viriel
qui prend en compte la pression du gaz sur la surface de la sphère Λ, on déduit le même résultat [10].
La conservation de l’énergie et le théorème du Viriel sont ici équivalentes.

En utilisant les variables de Milne (II.34) et la définition de v(X) (II.48), il vient

E =
GN2m2

R

u(X)− 3/2

v(X)
. (II.55)
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II.2.4.c Construction de la courbe énergie en fonction de la température

Écrivons une énergie ε et une température T ∗ sans dimensions

ε =
ER

GN2m2
et T ∗ =

TR

GNm2
. (II.56)

La grandeur ε représente la quantité d’énergie portée par chaque particule dans les unités naturelles
du système.

Avec ces notations, les conditions aux limites sur le bord de la boîte (II.48) et (II.55) sont
synthétisées par le système















ε =
u(X)− 3/2

v(X)
;

T ∗ =
1

v(X)
.

(II.57)

On remarque que chaque valeur de X définit de façon unique un couple (u(X), v(X)) appartenant
à la courbe solution du système (II.39) tracée figure II.1. Rappelons que la grandeur X est la
valeur maximale prise par la coordonnée x définie équation (II.30) et paramétrise ainsi chaque état
d’équilibre possible du système. On construit la courbe énergie-température du système en utilisant
des « droites de Padmanabhan » [47], droites définies par le système (II.57) et illustrées figure II.2.
À partir de cette construction, on voit apparaître plusieurs comportements possibles. Le système
peut être multivalué et, pour certaines valeurs de l’énergie, il n’existe pas d’états d’équilibre.

ε > 0

ε = 0ε = εc

ε < εc

v

u0
0

1

1

2

2

3

3

Figure II.2 – Droites de Padmanabhan et spirale de Chandrasekhar : chaque droite est définie
par sa pente 1/ε. L’intersection d’une droite et de la spirale permet de retrouver le couple (ε, T ∗)
correspondant à la valeur de la variableX du système dynamique via le système (II.57). On remarque
l’existence d’une valeur critique de l’énergie εc à partir de laquelle le système n’a plus de solutions.
Pour certaines valeurs de l’énergie (droite verte), le système est multivalué.

À partir de cette construction, on en déduit la relation entre l’énergie et la température du sys-
tème, tracée figure II.3 que nous discutons dans le paragraphe suivant. Conformément aux usages,
nous avons tracé −ε et l’inverse de la température T ∗. Cela signifie en particulier que, si la courbe
tracée est décroissante, l’énergie ε décroît avec la température 1/T ∗. La courbe présentée est une
spirale s’enroulant autour d’un point attracteur, représentant la sphère singulière présentée au pa-
ragraphe précédent.
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0

1/T ∗

−ε

1

−εc

Figure II.3 – Courbe énergie-température de la sphère isotherme. On remarque qu’en dessous
d’une certaine valeur critique εc ≈ −0.335, le système n’a pas de solution d’équilibre. De plus, sur
une certaine gamme d’énergie, le système est multivalué, pour une même énergie plusieurs états
d’équilibres sont possibles avec des températures différentes.

II.2.5 Discussion de la relation entre l’énergie et la température de la sphère
isotherme

La discussion complète de cette courbe figure II.3 est très riche et présente de nombreuses
subtilités. Une partie de ces aspects sortent du cadre de la discussion de cette thèse et nous renvoyons
le lecteur à la lecture des articles historiques [10, 46, 47] pour les détails complets. Toutefois, nous
souhaitons insister sur quelques élément de discussion.

On remarque immédiatement des zones où l’énergie est décroissante avec la température. Cela
signifie que la capacité calorifique à volume constant cv = ∂E/∂T est négative. Dans l’ensemble
microcanonique, cela ne pose aucun problème. Si il est possible de décrire le système dans l’ensemble
canonique, alors les ensembles seraient clairement non-équivalents. En effet la capacité calorifique est
toujours positive dans l’ensemble canonique car elle est proportionnelle aux fluctuations de l’énergie
moyenne. Toutefois, la description du système dans l’ensemble canonique dépend de la construction
d’un thermostat, ce qui pose problème dans un contexte hydrostatique.

Ensuite, on remarque que dans une certaine gamme d’énergie, le système est multivalué. C’est
à dire qu’il existe plusieurs états d’équilibres de température différentes pour une même énergie. La
droite verte matérialise une de ces valeurs. On peut donc se poser la question de l’état réalisé par le
système, et en particulier la stabilité de ces états. La discussion complète de cet intéressant problème
a été réalisée par T. Padmanabhan [47] ou encore par J. Katz [51] et nous renvoyons le lecteur à la
lecture de ces références pour tous les détails. Le résultat à retenir est que, pour les valeurs d’énergie
supérieures à la valeur critique εc, il existera une distribution d’équilibre métastable si la quantité
R = ρ(0)/ρ(R) est plus petite que 709. La métastabilité s’explique car il n’existe pas, à cause de la
divergence du potentiel en 1/r, de maxima absolu de l’entropie. Il s’agit donc uniquement de maxima
locaux. Cette zone correspond à la partie supérieure de la courbe de la figure II.3 qui parcourt
l’énergie de l’infini jusqu’à εc. Au passage de la tangente verticale, la quantité R = ρ(0)/ρ(R)
devient plus grande que 709, l’entropie est extrémale mais sous la forme d’un point-selle. Il n’existe
donc plus de maxima local et le système est dans un état instable pour la partie inférieure de la
spirale [29,48].

Il est à noter que cette valeur de R est très faible, comparée à celle estimée pour certains objets
astrophysiques comme les amas globulaires, où la densité entre le centre et les bords peut varier
sur de nombreux ordres de grandeurs. Toutefois, comme la notion de boîte n’a pas de sens pour les
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objets astrophysiques, la densité sur les bords de l’amas tend vers 0 et la comparaison avec cette
grandeur du système théorique est limitée.

Enfin, un des aspects central de ce travail est l’existence de cette valeur limite de l’énergie
εc = −0.335. Si l’énergie du système est en dessous de cette valeur, il n’existe pas d’extremum
d’entropie et donc il n’existe pas d’état d’équilibre du système. On parle généralement de ca-
tastrophe gravotherme. Dans la littérature, il existe assez peu de discussions sur les éventuels
états du système dans cette configuration. Dans son article [47], T. Padmanabhan pose la ques-
tion d’une éventuelle distribution constituée d’une binaire très liée entourée d’un halo très chaud 1.
Dans leur article [10], D. Lynden-Bell et R. Wood expliquent que la distribution de type Maxwell-
Boltzmann (II.26) n’est sans doute plus valable, et qu’il faudrait prendre en compte les effets col-
lectifs pour décrire correctement le système dans cette gamme d’énergie. Ce résultat est d’ailleurs
le point de départ de notre réflexion autour de cette thèse. Pour essayer de discuter cet aspect, et
inspiré par les réflexions ci-dessus, nous avons choisi de nous intéresser à d’éventuels effets à courte
portée, dus à la taille finie des objets ou à la courte portée de la gravitation.

II.3 Le gaz isotherme de sphères dures

Dans le but de décrire des états d’équilibres de systèmes astrophysiques, le modèle de la sphère
isotherme, bien que déjà très riche sur de nombreux aspects, est vraisemblablement trop simpliste.
Un premier prolongement naturel est d’essayer de prendre un compte les aspects de courte portée.
Nous allons dans ce paragraphe rester sur une description de type champ moyen, ce choix nous
force à négliger les aspects de courte portée de la gravitation. Toutefois, il est possible de prendre
en compte des effets locaux dus uniquement à la taille finie des objets dans une description de type
hydrostatique. La justification de l’équivalence entre la description hydrostatique et l’hypothèse de
champ moyen dans le cadre de sphères dure sera réalisée dans le chapitre III suivant.

Dans ce paragraphe, nous utilisons donc la méthode décrite dans la première partie du chapitre
pour discuter un système de sphères dures en interaction gravitationnelle dans une approche hy-
drostatique. Pour cela, on tient compte dans la description de la sphère isotherme de la fonction
de corrélation locale des sphères dures. Ce travail a en grande partie déjà été réalisé dans la réfé-
rence [41] dans laquelle les auteurs ont en particulier étudié les transitions de phases de ce système.
T. Padmanabhan a réalisé le même type de travail avec un fonction de corrélation plus simple, qu’il
qualifie lui-même de « modèle jouet » [52], tout comme E.B. Aronson et C.J. Hansen [53]. Des tra-
vaux proches ont étés réalisés pour un système de fermions en interaction gravitationnelle [12,23], où
les corrélations locales d’origine quantique sont prises en compte avec la fonction de distribution de
Fermi-Dirac, et pour un système gravitationnel avec une régularisation « molle » du potentiel [54,55].

Dans ce paragraphe, nous développons une méthode de calcul proche de celle du paragraphe
précédent en utilisant à nouveau un système dynamique. Grâce à celui-ci, nous sommes en mesure de
déterminer numériquement la relation entre l’énergie et la température pour un gaz de sphères dures
en interaction gravitationnelle pour différentes fractions d’empilements. Ces courbes, très proches
de celles obtenues d’autres régularisations [12, 54–56], et originales pour ce système, sont discutées
dans le dernier paragraphe de cette section et permettent une nouvelle lecture du modèle de la
sphère isotherme pour des particules ponctuelles.

II.3.1 Définitions et notations

Nous considérons maintenant un système de N sphères dures de diamètre σ et de masse m en
interaction gravitationnelle dans une boîte sphérique de volume Λ = 4

3πR
3. Nous supposons que le

système est thermalisé au sens du paragraphe II.1.3 à la température T .

1. [47] page 665 : “a hard binary plus N − 2 high-velocity objects ?”
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II.3.1.a Le modèle de sphères dures

Nous supposons qu’à petite échelle, les seules interactions entre les particules sont celles entre
les sphères dures. Autrement dit, l’interaction gravitationnelle est négligée aux petites échelles. La
pression locale des sphères dures s’exprime [57]

P (r) =
ρT

m
f(η(r)) (II.58)

avec

η(r) =
1

6
πσ3

ρ(r)

m
et f(η) =

1 + η + η2 − η3

(1− η)3
. (II.59)

On a noté ρ(r) la densité locale de masse au point r. Il est à noter que l’expression exacte de
f en tant que fraction rationnelle est une très bonne approximation de la fonction réelle qui n’a
pas d’expression analytique [57]. On appellera η(r) la fraction d’empilement locale des sphères
dures. Cette quantité représente le nombre de sphères dures dans un volume élémentaire. Plus η est
proche de π

3
√
2
≃ 0, 740 48..., valeur maximale pour des sphères dures empilées en réseau cubique

faces centrées [58,59], plus le système aura tendance à être totalement condensé. Il est à noter que
l’expression de f (II.59) n’est valide que pour η < 0.49, valeur de la fraction d’empilement où a lieu
une transition de phase fluide-solide [60]. Dans ce travail, nous supposerons que η reste toujours en
dessous de cette valeur.

II.3.1.b Équations physiques

Les deux équations qui contrôlent la physique du problème sont à nouveau la relation fonda-
mentale de l’équilibre hydrostatique (II.25), que l’on écrit cette fois

∇Φ(r) = − T

mρ(r)
∇ [ρ(r)f(η(r))] (II.60)

et l’équation de Poisson (II.27)
∆Φ(r) = 4πGρ(r) , (II.61)

qui n’est pas modifiée.
En symétrie sphérique, nous allons nous placer dans un système de coordonnée permettant de

nous affranchir des unités du problèmes. Nous allons réutiliser les notations (II.30) et (II.31) ; que
l’on rappelle

r 7−→ x =
r

R
X avec X2 =

4πGmρ0
T

R2 ; (II.62)

Φ(r) 7−→ ψ(x) =
m

T
(Φ(x)− Φ(0)) . (II.63)

Comme l’équation de l’hydrostatique (II.60) ne s’intègre plus simplement, nous allons définir la
densité de masse adimensionnée

w(x) =
ρ(x)

ρ0
. (II.64)

Pour la suite, il est commode de définir une fraction d’empilement de référence, par exemple η0
la fraction d’empilement moyenne définie avec les paramètres moyens du problème, c’est-à-dire

η0 =
π

6

σ3N

Λ
=

1

8

σ3N

R3
. (II.65)

Avec ces notations, l’équation de Poisson (II.61) devient

1

x2
d
dx

(

x2
d
dx
ψ(x)

)

= w(x) (II.66)
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et l’équation de l’hydrostatique (II.60) devient

d
dx
ψ(x) = − 1

w(x)

d
dx

[w(x)f(αw(x))] (II.67)

où l’on a noté, par soucis de concision, α = η0ρ0Λ/M . Cette grandeur sert d’intermédiaire de calcul.
Il faut retenir que le paramètre donné du problème reste η0.

II.3.2 Système dynamique

Comme pour la sphère isotherme, nous allons réduire le système physique à un système dyna-
mique de variable x.

II.3.2.a Écriture du système

Comme nous l’avons vu au paragraphe II.2.4, les variables de Milne (u, v) ont l’intérêt de per-
mettre une formulation mathématique simple des conditions aux limites de la sphère isotherme. Si la
variable v a une interprétation physique simple, i.e. v(X) est l’inverse de la température, la variable
u ne semble pas en avoir d’évidente. Dans le problème des sphères dures, à cause de la fonction
f qui dépend uniquement de la densité, l’utilisation de la variable u ne simplifie plus le problème.
Nous allons donc faire le choix de prendre comme variables (v, w), qui semblent naturelles.

La variable v est définie par (II.33)
v = xψ′(x) (II.68)

et w est définie par l’équation (II.64). Remarquons que la variable u (II.34) peut s’exprimer en
fonction de v et w. Les variables ont changées, mais il y a le même nombre d’inconnues.

Dans ces conditions, le système d’équations (II.66) et (II.67) devient










v′ = wx− v

x
;

w′ = −v
x

w

g(αw)
.

(II.69)

avec la fonction g définie par

g(y) = f(y) + yf ′(y) ; (II.70)

=
1 + 4y + 4y2 − 4y3 + y4

(y − 1)4
. (II.71)

De façon évidente, les conditions initiales sont w0 = 1 et, par le même calcul qu’au paragraphe II.2.3,
on trouve v0 = 0. Ce point est un point fixe instable du système dynamique. Par rapport au système
défini au paragraphe II.2.2, il n’existe pas de changement de variable astucieux pour le rendre
autonome. En conséquence, la condition initiale sur la pente (dw/dv)x=0 de la courbe solution au
voisinage de la position initiale dépend explicitement du paramètre α. Il faut résoudre le système
avec des conditions initiales différentes pour chaque état d’équilibre du système.

Ainsi, numériquement, pour chaque α, on peut résoudre le système proposé (v, w) pour tout x
compris entre 0 et +∞. Ensuite, il faut extraire les informations physiques à partir de ces éléments.

II.3.2.b Lois de conservation et résolution du système

Nous allons poser à nouveau les variables adimensionnées

ε =
ER

GN2m2
et T ∗ =

TR

GNm2
. (II.72)
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Grâce à l’expression conservation de la masse, qui n’est pas modifiée par rapport au cas des objets
ponctuels, la relation (II.48)

T ∗ =
1

v(X)
(II.73)

reste vérifiée.
En ce qui concerne la conservation de l’énergie (II.45), elle s’exprime

ε

T ∗ =
3

2
+
T ∗

2X

∫ X

0
dx x2w(x)

(m

T
Φ(x)

)

. (II.74)

Afin d’exprimer l’énergie en fonction des variables du problème, nous allons utiliser l’expression
explicite du potentiel Φ en fonction de la densité, donnée par l’équation (II.28). Cette expression
adimensionnée devient

m

T
Φ(x) = −1

x

∫ x

0
du u2w(u)−

∫ 1

x
du uw(u) . (II.75)

La condition sur l’énergie s’écrit alors uniquement en fonction de w, c’est-à-dire

ε

T ∗ =
3

2
− T ∗

2X

∫ X

0
dx x2w(x)

[

1

x

∫ x

0
du u2w(u) +

∫ 1

x
du uw(u)

]

. (II.76)

Pour α et X donné, la résolution du système (II.69) permet d’avoir accès aux fonctions (v, w)
pour x compris entre 0 et X. Avec l’aide des relations (II.73) et (II.76), on calcule l’énergie et la
température de l’état d’équilibre du système. Toutefois, comme nous l’avons expliqué précédemment,
le paramètre α = η0ρ0Λ/M n’est pas un paramètre fixé a priori. Pour avoir accès aux courbes pour
fraction d’empilement η0 fixée, il suffit de remarquer que

X2 =
4πGmρ0

T
R2 =⇒ ρ0

Λ

M
=
X2T ∗

3
=

X2

3v(X)
; (II.77)

et donc

η0 = 3α
v(X)

X2
. (II.78)

Ainsi, la connaissance de la valeur v(X) permet non seulement d’avoir accès à la température du
système, mais en plus de remonter à la valeur de la fraction d’empilement moyenne η0.

II.3.2.c Méthode numérique de résolution

Résumons la méthode numérique utilisée pour tracer avoir accès à un triplet (η0, ε, T
∗) :

— on fixe η0 ;
— on choisit une valeur de α comprise entre ]0, 0.49], comme α est la fraction d’empilement au

centre et que la fonction η(r) est une fonction décroissante, cette borne supérieure permet
d’éviter la transition de phase du gaz de sphères dures ;

— on résout le système (v, w) (II.69) pour x variant entre 0 et une valeur la plus grande possible ;
— on cherche la solution X de l’équation (II.78) ;
— on calcule (ε, T ∗) grâce à cette valeur deX que l’on insére dans les équations (II.73) et (II.76).
Pour retrouver par cette méthode les résultats de la sphère isotherme des masses ponctuelles,

il suffit de prendre η0 = α = 0. Dans ce cas, tous les points X seront solutions de (II.69) et
permettront d’avoir accès aux couples (ε, T ∗) de la sphère isotherme. Il est à noter que ce tracé
permet de tester l’algorithme de calcul proposé. De plus, au cours de tous les calculs numériques
effectués, l’équation (II.78) n’a toujours eu qu’une et une seule solution, ce qui a permis d’utiliser
la méthode proposée assez simplement.

En suivant cette méthode, on a calculé numériquement plusieurs courbes tracées figure II.4 pour
différentes fraction d’empilement. Ces courbes appellent plusieurs remarques.
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II.3.2.d Relation énergie-température

0

1/T ∗

−ε

1

1

η0
• 0
• 2.4× 10−6

• 2.4× 10−4

• 2.4× 10−3

• 1.2× 10−2

Figure II.4 – Courbes énergie-températures pour un gaz de sphères dures pour plusieurs fraction
d’empilement. On remarque que pour η0 = 0, on retrouve bien les résultats de la sphère isotherme.
On observe un « déroulement » de la spirale des particules ponctuelles de la figure II.3. Pour toutes
les courbes, il existe une énergie limite εcoll tendant vers −∞ lorsque η0 va vers 0. La température
diminue fortement vers cette limite inférieure et ne peut pas la dépasser. Il est à noter que cette
énergie n’est pas représentée pour toutes les courbes. Pour plus de détails, voir la discussion dans
le texte.

On remarque qu’à haute énergie, les corrélations entre les sphères dures n’interviennent pas. Tout
se passe comme si le gaz de sphères dures se comportait comme un gaz de particules ponctuelles, et
ce d’autant plus longtemps que la fraction d’empilement est faible. Ce comportement est attendu
car il s’agit simplement du comportement du gaz parfait. À haute énergie, les aspects cinétiques
sont totalement prépondérants. Les corrélations deviennent de plus en plus importantes lorsque l’on
parcourt la spirale et on observe un comportement que l’on peut qualifier de « déroulement », de
plus en plus marqué lorsque la fraction d’empilement augmente.

On remarque trois types de comportements distincts :
— pour les très faibles fractions d’empilement, la courbe reste longtemps proche de la sphère

isotherme et il reste une multivaluation pour une large gamme d’énergie ;
— pour les fraction d’empilement intermédiaire, il existe une certaine valeur minimum de η0,

vraisemblablement proche de 10−5, telle que la multivaluation disparaisse ;
— pour les larges valeurs de fraction d’empilement, il existe une certaine valeur minimum de

η0, vraisemblablement proche de 10−2, telle que la courbe soit toujours croissante.
Malheureusement, l’implémentation de la méthode numérique n’est pas totalement satisfaisante et
n’a pas permis d’atteindre des valeurs significativement plus faible de fraction d’empilement.

Pour toutes les courbes, il existera un valeur minimale de l’énergie εcoll telle que l’inverse de la
température augmente fortement. Cette énergie correspond à l’énergie minimale accessible lorsque
le système est gelé dans un état totalement effondré. La quasi-totalité de l’énergie disponible est
alors stockée sous forme gravitationnelle. Comme le modèle numérique s’arrête avant la transition
de phase du gaz de sphères dures vers un état vitreux, on n’observe pas la divergence de l’inverse de
la température, mais uniquement une forte augmentation et cette énergie limite n’est pas accessible.
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Toutefois, au voisinage de ces états effondrés, le modèle de champ moyen n’est plus raisonnable et
la discussion de la courbe dans ce domaine n’est donc pas pertinente.

II.3.3 États d’équilibres et multivaluation

Les courbes d’équilibre tracées figure II.4 comportent, pour certaines, une multivaluation. Il est
légitime de se demander quel état d’équilibre va être choisi par le système.

II.3.3.a Expression de l’entropie des états d’équilibre

En toute rigueur, l’entropie à considérer est celle du gaz isotherme de sphères dures. Pour
une première discussion dans un soucis de simplicité, nous considérons en première approximation
qu’il est possible de l’approcher par l’entropie du gaz parfait. Pour cela, nous allons considérer
l’entropie (II.5) que l’on écrit

S = −
∫

d6τ f ln
f

K
; (II.79)

où K est une constante de normalisation. Nous avons vu que les parties spatiales et impulsionnelles
de la fonction de distribution f sont indépendantes, autrement dit cette fonction peut s’écrire

f(r,p) = A ρ(r) exp

[

− p2

2mT

]

; (II.80)

avec la constante A déterminée par la normalisation
∫

f = Nm qui conduit à A = (2πmT )−3/2. En
utilisant ces résultats dans la définition de l’entropie (II.79), il vient le résultat

S = A

∫

d3r ρ

∫

d3p
p2

2mT
exp

[

− p2

2mT

]

− A

∫

d3p exp

[

− p2

2mT

] ∫

d3r ρ ln ρ −Nm ln
A

K
.

(II.81)

Dans cette expression, les intégrales gaussiennes se calculent directement et sont en partie compen-
sées par la définition de A. Au final, on trouve

S

Nm
=

3

2
−
∫

d3r
ρ

Nm
ln

ρ

K
+

3

2
ln(2πmT ) . (II.82)

En utilisant le changement de variable r → x défini équation (II.62) et en reprenant la variable
w (II.64), l’intégrale restante devient

∫

d3r
ρ

Nm
ln

ρ

K
=

4πρ0R
3

NmX3

∫ X

0
x2dx w(x) lnw(x) + ln

ρ0
K

; (II.83)

=
T ∗

X

∫ X

0
x2dx w(x) lnw(x) + ln

ρ0
K

. (II.84)

car NmT ∗X2 = 4πR3ρ0 .
Ainsi, en utilisant les grandeurs que nous avons définies précédemment, l’expression (II.82)

conduit à la valeur numérique de l’entropie d’une configuration donnée par

S

Nm
= C +

3

2
lnT ∗ − ln

α

η0
− T ∗

X

∫ X

0
x2dx w(x) lnw(x) (II.85)

avec C une constante du problème indépendante de la température et de l’énergie. On peut intégrer
le calcul de cette quantité dans l’algorithme du paragraphe (II.3.2.c).
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La courbe de la figure II.5 représente les variations de l’entropie (II.85), où l’on a retranché
la constante C, en fonction de l’énergie −ε. Cette courbe permet de définir les états d’équilibres
les plus probables du problèmes, qui doivent toujours être d’entropie maximale. Les autres états
définissent des états métastables, qui peuvent avoir une durée de vie très longue. Notons que ce
calcul a déjà été effectué dans la référence [41], dans laquelle une courbe similaire à la courbe de la
figure II.5 est tracée.

Sr

−ε

1

0.5

0

Figure II.5 – Tracé de la quantité Sr = S/(Nm)−C définie à partir de l’équation (II.85) en fonction
de l’énergie sans dimension −ε pour η0 = 2.4× 10−6. Il ne s’agit pas de l’entropie totale mais juste de
sa partie variable, ce qui explique le signe parfois négatif de cette quantité. On remarque l’existence
d’un point de croisement de cette courbe, pour une énergie εc ≈ −0.01. La partie de la courbe
toujours maximale définit les états stables du systèmes. Cette courbe est parcourue de la même
façon que le sont les courbes de la figure II.4.

II.3.3.b Construction des états stables

Les maxima de la figure II.5 représentent les états que nous appelons stables. En effet, l’entropie
est au moins maximale localement sur ces états. Les autres états décrits par la courbe correspondent
aussi à des extrema de l’entropie, pouvant être des maxima locaux ou des points-selles. En appliquant
le critère de stabilité de Katz [51] aux courbes de la figure II.4, les états métastables correspondent
à la continuation des branches stables jusqu’au tangentes verticales, tandis que les états instables
correspondent aux états intermédiaires. Cette discussion est synthétisée figure II.6b.

Pour la fraction d’empilement considérée, selon que l’énergie du système soit légèrement su-
périeure ou inférieure à l’énergie de croisement εc ≈ 0.01, l’état le plus probable du système est
totalement différents. Les deux états sont un état quasi-homogène gazeux et un état cœur-halo,
comme discuté dans la références [41]. Il faut remarquer que le cœur reste dans un état fluide avec
une fraction d’empilement au centre très inférieure à 0.49. Il ne s’agit donc pas, pour ces gammes
d’énergies et de températures, d’une transition solide due aux sphères dures, mais d’une transition
entre deux états dont les distribution de masse sont très différentes l’une de l’autre.

Notons que le déroulement de la spirale est en fait un phénomène général lié à la régularisation
du potentiel à courte portée. En effet, des courbes très similaires ont été dérivées pour le système
de fermion [12,23] et pour le système comprenant une régularisation « molle » du potentiel [54,55].
Ces deux régularisations sont d’ailleurs regroupées dans un article commun [56].
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−ε
0.2−0.2

Sr

0.5

−0.5

−εc 0.1

A•
B•

C
•

(a) Tracé de la quantité Sr = S/(Nm)−C définie
à partir de l’équation (II.85). La partie rouge re-
présente les états de plus haute entropie. La partie
bleu représente les maximas secondaire de l’entro-
pie tandis que la partie verte représente les points-
selles. Cette discussion est réalisée par l’applica-
tion du critère de Katz [51].

−ε
0.2−0.2

1/T ∗

1

−εc 0.1

B

C

A

•
•

•

(b) Discussion de la stabilité du gaz de sphères
dures isotherme. La courbe continue rouge cor-
respond aux états stables, la courbe pointillée
bleue aux états métastables et la courbe poin-
tillée verte représente les états instables. Le pas-
sage de métastable à instable se fait au passage
d’une asymptote verticale, en application du cri-
tère de Katz [51].

Figure II.6 – Discussion de la stabilité du gaz de sphères dures isotherme.

II.3.3.c Discussion

Dans l’étude numérique des états d’équilibre pour η0 = 2.4× 10−6, nous avons mis en évidence
une énergie critique pour laquelle une transition de phase apparaît. De la même manière pour les
autres valeurs de η0 où le système est multivalué, on peut définir une telle énergie et que l’on notera
donc εc(η0). Cet effet a déjà été observé et discuté dans [41]. Nos résultats numériques semblent
montrer que cette fonction εc(η0) est croissante lorsque η0 diminue. Autrement dit, plus la fraction
d’empilement est faible, plus la partie métastable de la courbe est importante. En particulier, toute
la partie proche de la spirale du modèle de la sphère isotherme correspond à des états d’équilibres
instables. Ce comportement a d’ailleurs été observé pour d’autres régularisations du potentiel [12,54].

Ce résultat est intéressant au vu des résultats historiques discutés dans le paragraphe II.2.5 à
l’aide de la littérature pour le système de particules ponctuelles. En effet, le modèle d’Antonov et le
modèle du gaz de sphères dures étant bien définis, on s’attend à ce que le premier soit la limite du
second lorsque la taille des particules σ tend vers 0. La courbe d’équilibre du gaz de sphères dures
tend en effet à reproduire la forme de spirale d’Antonov, mais il semble que l’intégralité de la courbe
pour les particules ponctuelles corresponde en réalité à un résidu de la zone d’équilibre métastable
et instable du modèle des sphères dures. Dans ce cadre, il n’est pas totalement légitime de prendre
exactement σ = 0 car on supprime artificiellement la zone d’équilibre stable, correspondant en
réalité à des états très chauds de type cœur-halo.

Il est à noter que, d’un point de vue dynamique, il est fort probable qu’un système préparé dans
un de ces états métastables mettra un temps d’autant plus long que les particules sont petites pour
transiter vers l’état réel d’équilibre. Cet élément dynamique est central, et permet d’affirmer que
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cette zone métastable est sans doute celle qui sera le plus souvent observée.
La discussion présentée ici est issue d’éléments numériques partiels et d’une certaine tendance

observée. Elle mérite, et il n’a pas été possible de la réaliser pendant cette thèse, une étude bien
plus précise.

II.4 Pertinence astrophysique et éléments de conclusion

Pour conclure, essayons d’utiliser nos résultats pour un système astrophysique réel : les amas
globulaires. Pour cela, utilisons les valeurs numériques typiques issues de l’ouvrage de référence de
Binney et Tremaine [7]. On a des amas de rayon R = 50 pc tandis que la masse totale est d’ordre
M = 6 × 105 M⊙. Le nombre N d’objets est estimé en choisissant une masse d’ordre m = 1 M⊙.
Les observations fournissent une dispersion des vitesse de l’ordre de δv = 7 km.s−1. Ainsi, de
tels systèmes ont une fraction d’empilement η0 de l’ordre de 10−17. Pour une telle valeur et avec
la description de ce paragraphe, l’état cœur-halo est censé être à une température moyenne T ∗

extrêmement importante. Or les observations indiquent plutôt des valeurs de ε comprises entre −1
et −0.3 tandis que T ∗ est de l’ordre de 1. Au final, il est difficile de faire correspondre aux amas
globulaires un état d’équilibre décrit par un des modèles de ce chapitre.

Le modèle du gaz de sphères dures apporte une nouvelle variété de phénomènes à discuter,
notamment les transitions de phase et la métastabilité. Il fait notamment disparaître la barrière
absolue de εc = −0.335 de la catastrophe gravotherme des particules ponctuelles. Toutefois, avec
ce petit calcul d’ordres de grandeur, les limites de la modélisation apparaissent immédiatement. La
prochaine étape pour essayer de se rapprocher d’une modélisation plus réaliste d’un amas globulaire
est d’essayer de prendre en compte l’effet de la gravitation à courte portée. C’est ce que nous ferons
dans le chapitre V de cette thèse en introduisant un modèle d’étoiles binaires.



Chapitre III
Étude de la validité de l’approche
hydrostatique

Dans le chapitre précédent et à l’aide de la littérature [9, 10,46–48], nous avons établi une série
de résultats du système gravitationnel à N corps sous des hypothèses de champ moyen. Au cours de
la discussion, nous avons remarqué que certains de ces résultats peuvent sembler incompatibles avec
les observations astrophysiques, comme la catastrophe gravotherme interdisant certains états d’équi-
libres pour les systèmes considérés. Il est ainsi légitime de se demander quelles sont les conditions
théoriques qui permettent l’application des résultats de l’hypothèse hydrostatique.

Nous introduisons donc le système d’étude S défini par son nombre fini de particules N , son
énergie par particule ε et sa fraction d’empilement η. Ces paramètres peuvent être imposés par
la réalité des observations, pour les amas globulaires ou les gaz, ou par le physicien souhaitant
réaliser une simulation numérique par exemple. À partir de ce système d’étude, nous construisons
un système sur lequel nous pouvons réaliser une approche hydrostatique. Comme celle-ci s’applique
par définition à un système fluide continu, il est nécessaire de définir un système infini, que nous
noterons S∞, qui a la même énergie par particule et la même fraction d’empilement que le système
d’intérêt. Il est ainsi naturel de construire une suite de systèmes auxiliaires {Sa} avec Na particules
où l’élément Na = N est le système d’intérêt S et le système limite lorsque Na → +∞ est S∞. Pour
conserver la fraction d’empilement et l’énergie par particule au cours du processus, il est nécessaire
de choisir précisément une limite de « scaling », où les différents paramètres du problème varient avec
N , ce que nous faisons dans le paragraphe III.1. Il est à noter que nous sommes amenés à imposer
l’extensivité de l’énergie comme condition centrale du raisonnement, extensivité qui usuellement
disparaît dans les systèmes en interaction à longue portée.

L’approche hydrostatique est adaptée par construction à l’étude de S∞. De façon évidente, les
éléments de la suite {Sa} où Na est d’ordre 1 ne peuvent pas être décrits par l’approche hydro-
statique. Lorsque le nombre de particules tend vers l’infini, la description hydrostatique devient
donc valable pour des valeurs de Na suffisamment grandes. Au cours de ce travail, nous mettons en
évidence les critères quantitatifs caractérisants cette validité. On est alors en mesure de discuter si
l’approche hydrostatique convient ou non pour l’étude du système S.

Ce chapitre est divisé comme suit. Nous commençons par définir les différents systèmes et la
limite de scaling au paragraphe III.1. Ensuite, comme la limite de scaling préserve l’extensivité
de l’énergie, les fluctuations statistiques des différentes grandeurs, en particulier de l’énergie po-
tentielle, peuvent être supposées négligeables par rapport au grandeurs les plus probables. Nous
donnons des arguments permettant de s’en convaincre dans le paragraphe III.2. Puis, dans le para-
graphe III.3, nous montrons qu’une conséquence importante de cette hypothèse sur les fluctuations
est l’émergence de la thermalisation locale des systèmes {Sa} pour un nombre de particules suffi-

27
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samment grand. En particulier, des facteurs de Boltzmann émergent naturellement dans l’écriture
des distributions de masse. Nous avons alors suffisamment d’arguments dans le paragraphe III.4
pour justifier l’utilisation de l’approche hydrostatique pour décrire le système S∞. En effet, au ni-
veau local, les interactions entres les objets sont uniquement de type sphère dure, et l’interaction
gravitationnelle n’intervient plus par construction de la limite de scaling. Le système S∞ défini par
η et ε est donc un système de gaz de sphères dures isotherme, que nous avons discuté en détail dans
le paragraphe II.3 du chapitre précédent. Enfin, dans le paragraphe III.5 en prenant un peu de recul
sur cette construction, nous sommes alors en mesure de mettre en évidence dans le raisonnement les
hypothèses quantitatives qui permettent l’émergence du traitement hydrostatique. Nous testerons
ces critères sur deux systèmes astrophysiques, que sont un gaz de poussière et un amas globulaire.

Les principaux éléments de ce chapitre sont issus de notre publication [42], reproduite en An-
nexe B de cette thèse.

III.1 Définitions

III.1.1 Le système d’intérêt S dans l’ensemble microcanonique

Nous considérons un système gravitationnel classique S constitué de N sphères dures identiques
de masse m et de diamètre σ. Ce système est placé dans une boîte sphérique de volume Λ = 4πR3/3.
L’Hamiltonien correspondant s’écrit

HN =
N
∑

i=1

p2
i

2m
+

1

2

∑

i 6=j

v(|ri − rj |) (III.1)

avec le potentiel d’interaction à deux corps

v(r) = ∞ pour r < σ , v(r) = −Gm2/r pour r > σ . (III.2)

Le système supposé à l’équilibre étant traité dans l’ensemble microcanonique, son énergie est
fixée à une certaine valeur notée E. La fonction de distribution en position et en moment s’écrit

fmicro(r1, ..., rN ,p1, ...,pN ) = AN δ(E −HN ) , (III.3)

tandis que le nombre total de micro-états du système vaut

Ω(E,N,Λ) = AN

∫

ΛN×R3N

∏

i

d3rid
3piδ(E −HN ) , (III.4)

avec AN une constante de normalisation.
L’état stationnaire de masse Nm est contrôlé par les trois paramètres indépendants N , l’énergie

par particule en unité gravitationnelles ε = ER/GM2, et par la fraction d’empilement η = πnσ3/6.
Le paramètre ε correspond à l’énergie par particule en unité de GM2/R définie de la même manière
dans le chapitre précédent (II.56). Du point de vue de la discussion, ce système est le système
d’étude. Les trois paramètres le définissant ont une valeur numérique fixée une fois pour toutes par
les observations ou par les données de la simulation numérique.

III.1.2 Construction de la limite de scaling

Nous construisons maintenant une suite de systèmes auxiliaires théoriques {Sa} contenant cha-
cun Na particules. Les paramètres εa et ηa définissant l’équilibre de ces systèmes sont fixés identiques
aux paramètres ε et η du système d’étude. Le système limite lorsque Na → +∞ est noté S∞. Pour
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assurer que celui-ci soit décrit par les paramètres ε et η, il faut de plus imposer l’extensivité de
l’énergie Ea des systèmes auxiliaires. Pour maintenir cette limite, que nous avons nommé de façon
transparente limite de scaling, il est nécessaire que les paramètres définissant les systèmes Sa

varient avec les paramètres Na selon un certaine loi de puissance.
Nous posons donc σa = (Na/N)ασ, ma = (Na/N)δm, et le rayon de la boîte sphérique Ra =

(Na/N)γR avec γ > 0. Cette dernière condition impose la divergence du volume, assurant une taille
infinie pour le système infini. La densité particulaire na = Na/Λa se comporte donc comme N1−3γ

a .
En imposant que ηa = πnaσ

3
a/6 reste fixé et égale à η, nous trouvons une première contrainte

1− 3γ + 3α = 0 . (III.5)

Comme Ea est choisie extensive, le paramètre εa = Ea/(GM
2
a /Ra) restant fixé, l’énergie gravita-

tionnelle GM2
a /Ra est aussi extensive. Cela implique une seconde contrainte

2 + 2δ − γ = 1 . (III.6)

La dernière contrainte nécessaire à fixer les trois exposants consiste à imposer que la densité de
masse ρa = mana reste constante égale à ρ, ce qui conduit à

1− 3γ + δ = 0 . (III.7)

Les trois exposants solutions de ce système sont α = −2/15, δ = −2/5 et γ = 1/5. Les lois de
puissances définissant la limite de scaling recherchée (SL) quand Na → ∞ sont ainsi

Ra = (Na/N)1/5R , ma = (Na/N)−2/5m , σa = (Na/N)−2/15σ , Ea = (Na/N)E . (III.8)

Comme illustré figure III.1, cette limite permet de construire un milieu infini et continu S∞,
dont l’état est contrôlé par les deux paramètres indépendants ε et η. Notons que, dans cette limite,
le libre parcours moyen des particules ℓa = 1/(π

√
2 σ2ana) est proportionnel au diamètre σa des

sphères dures, ℓa = σa/(6
√
2 η). Pour les systèmes très dilués, le libre parcours moyen est ainsi

beaucoup plus grand que le diamètre des particules.

III.1.3 À propos de l’introduction des systèmes auxiliaires

Le fait de choisir de faire varier les propriétés physiques comme la masse ou la taille des particules
avecNa peut interpeller. Toutefois, il s’agit en réalité d’une variante d’un raisonnement très classique
en thermodynamique.

En effet, prenons l’exemple de l’étude des propriétés thermodynamiques d’un gaz. Les propriétés
physiques classiques utilisées pour décrire un gaz sont sa densité particulaire et son énergie par
particule. Pour construire les fonctions d’états thermodynamiques de ce gaz, nous faisons appel à
des systèmes intermédiaires finis. Les différentes grandeurs d’intérêt sont alors calculées exactement.
Ensuite, les grandeurs d’intérêt du système infini sont déduites en prenant la limite N → +∞ tout
en conservant la densité particulaire et l’énergie par particule. Ces fonctions sont alors supposés
être valables pour le système d’étude qui contient un grand nombre de particules.

Le raisonnement avec les systèmes auxiliaires dans notre problème est exactement le même,
sauf que les propriétés physiques pertinentes pour le système gravitationnel ne sont plus la densité
particulaire uniquement, mais la densité de masse et la fraction d’empilement. En effet, fixer cette
densité permet de faire en sorte que la même quantité de masse sera toujours présente dans un
volume élémentaire, et donc le champ gravitationnel moyen sera toujours du même ordre de grandeur
pour tous les systèmes. De plus, on peut noter que la limite de scaling que nous proposons garde la
constante de gravitation G fixée, contrairement à d’autres limites étudiées dans la littérature [16,17].
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S
Sa

SL

Figure III.1 – Dans la limite de scaling (SL), les particules deviennent infiniment petites et légères,
alors que leur densité de masse interne 6ma/(πσ

3
a) reste constante. La densité particulaire na diverge

comme N2/5
a , tandis que leur densité de masse ρa est fixée à ρ, tout comme la fraction d’empilement

ηa = η et l’énergie adimensionnée εa = ε.

III.2 Étude des propriétés de scaling des systèmes auxiliaires

Dans ce premier paragraphe, nous mettons en évidence le comportement des systèmes auxiliaires
avec la limite de scaling. En particulier, nous verrons que l’extensivité imposée par le scaling permet
d’élaborer une hypothèse concernant les fluctuations de l’énergie potentielle.

III.2.1 Extensivité de l’énergie potentielle

Pour toutes les configurations autorisées, l’énergie potentielle du système Sa

VNa
= −1

2

∑

i 6=j

Gm2
a

|ri − rj |
(III.9)

est supérieure à −Gm2
aN

2
a /Lcoll, énergie potentielle de la configuration totalement compacte où les

Na sphères dures forment un unique agrégat sphérique de taille Lcoll ∼ N
1/3
a σa. Dans la limite de

scaling, le rayon de cette sphère Lcoll diverge comme N1/5
a et donc

VNa
≥ −CHS

GN2/3m2

σ
Na , (III.10)

où CHS est un nombre positif réel déterminé par la géométrie de l’arrangement des sphères dures
dans l’état effondré.

De plus, l’énergie potentielle est maximale lorsque toutes les particules sont réparties de façon
homogène sur la surface de la boîte. Cet état correspond à une sphère creuse portant la densité
surfacique de masse Nama/(4πR

2
a), ce qui conduit à la borne supérieure

VNa
≤ −GNm

2

2R
Na . (III.11)

À partir de ces bornes (III.10) et (III.11), VNa
reste d’ordre Na pour toutes les configurations.

Cela implique que l’énergie potentielle moyenne 〈VNa
〉 est bornée par des quantités extensives, où 〈A〉
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représente la moyenne d’une observable A pondérée par la distribution microcanonique du système
Sa définie par l’expression (III.3) avec (N,AN , HN , E) remplacés par (Na, ANa

, HNa
, Ea). Au final,

dans cette limite de scaling, l’extensivité de 〈VNa
〉 devrait être assurée. De plus, comme l’énergie

potentielle typique GM2
a /Ra est extensive par construction de la limite de scaling, on trouve

lim
SL

〈VNa
〉

(GM2
a /Ra)

= u(ε, η) , (III.12)

où u(ε, η) est l’énergie potentielle adimensionnée par particule du système infini S∞, qui dépend
uniquement des paramètres intensifs ε et η.

III.2.2 Fonctions de distribution de masse

Définissons la fonction de distribution de masse à un corps, s’écrivant

ρa(r) = ma

〈

Na
∑

i=1

δ(ri − r)

〉

. (III.13)

Grâce aux propriétés de scaling de l’énergie potentielle décrites ci-avant, nous pouvons raisonna-
blement supposer que ρa(r) est une fonction bien définie dans la limite de scaling, qui est alors
la distribution de masse ρ∞(r) du système infini S∞. En prenant en compte les dimensions et les
arguments de symétrie, cela conduit à

lim
SL

ρa(qRa) = ρg(q; ε, η) , (III.14)

où q = r/Ra reste fixé dans la limite de scaling. La fonction g(q; ε, η) est la fonction de distribution
de masse adimensionnée en fonction de la distance redimensionnée q.

La fonction de distribution de masse à deux corps s’écrit

ρ(2)a (r, r′) = m2
a

〈

∑

i 6=j

δ(ri − r)δ(rj − r′)

〉

, (III.15)

et l’on donne des définitions analogues pour les fonctions de distribution de masse à n corps avec
n ≥ 3. Les propriétés de scaling (III.14) peuvent être étendues à ces fonctions, c’est-à-dire

lim
SL

ρ(2)a (Raq, Raq
′) = ρ2g(2)(q,q′; ε, η) , (III.16)

et ainsi de suite.

III.2.3 Hypothèse de fluctuations de l’énergie potentielle

Considérons maintenant les fluctuations de l’énergie potentielle que l’on peut écrire comme

〈V 2
Na

〉 − [〈VNa
〉]2 = 1

2

∫

Λ2
a

d3rd3r′ρ(2)a (r, r′)
G2m2

a

|r− r′|2 +

∫

Λ3
a

d3rd3r′d3r′′ρ(3)a (r, r′, r′′)
G2ma

|r− r′||r− r′′|

+
1

4

∫

Λ4
a

d3rd3r′d3r′′d3r′′′
[

ρ(4)a (r, r′, r′′, r′′′)− ρ(2)a (r, r′)ρ(2)a (r′′, r′′′)
] G2

|r− r′||r′′ − r′′′| , (III.17)

où ρ
(3)
a (r, r′, r′′) et ρ(4)a (r, r′, r′′, r′′′) sont les fonctions de distributions de masse à trois et quatre

corps. Dans la limite de scaling, le deux premiers termes de l’expression (III.17) peuvent être estimées

grossièrement en remplaçant ρ(2)a (r, r′) et ρ(3)a (r, r′, r′′) à l’aide du comportement de leurs fonctions
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limites g(2)(q,q′; ε, η) et g(3)(q,q′,q′′; ε, η). Le premier terme se trouve être d’ordre N0
a , tandis que

le second se comporte comme Na.
Si on estime le troisième terme de l’expression (III.17) de la même manière, on trouve un compor-

tement en N2
a . Toutefois, une telle estimation surestime le comportement exact car les correlations

[

ρ(4)a (r, r′, r′′, r′′′)− ρ(2)a (r, r′)ρ(2)a (r′′, r′′′)
]

(III.18)

peuvent raisonnablement être supposée faibles devant ρ4 pour une grande partie des configurations
(r, r′, r′′, r′′′) décrivant le domaine Λ4

a. À ce stade, une estimation précise n’est pas possible, nous
allons donc supposer que le troisième terme de (III.17) évolue plus lentement que N2

a . Ainsi, on peut
supposer que les fluctuations (III.17) deviennent faibles par rapport à N2

a dans la limite de scaling,
i.e.

〈V 2
Na

〉 − [〈VNa
〉]2 ∼ o(N2

a ) . (III.19)

À partir de ces hypothèses et de l’extensivité de l’énergie potentielle, nous pouvons faire une
hypothèse sur le comportement de l’énergie potentielle. Dans la suite, nous proposons de décomposer
VNa

comme
VNa

→ 〈VNa
〉+WNa

, (III.20)

avec 〈VNa
〉 = O(Na) et WNa

= o(Na) dans la limite de scaling. Nous supposons qu’une telle
décomposition est correcte pour les distributions les plus probables qui déterminent les moyennes
qui nous intéressent.

III.3 Émergence de la thermalisation locale

Dans ce paragraphe, nous considérons la densité de masse inhomogène ρa(r) donnée par (III.13),
et étudions son comportement asymptotique dans la limite de scaling. En particulier, en utilisant
l’hypothèse sur les fluctuations que nous venons de définir, nous montrons que ρa(r) est proportion-
nelle à un facteur de Boltzmann. Nous en déduisons l’existence d’un équilibre thermodynamique
local.

III.3.1 Introduction du potentiel gravitationnel

D’abord, calculons la moyenne (III.13) pour Sa dans l’ensemble microcanonique. L’intégration
sur les moments des Na particules conduit à

ρa(r) = B(Ea, Na,Λa)

∫

ΛNa−1
a ,|ri−rj |>σa

Na
∏

i=2

d3ri[Ea − VNa
(r, r2, ..., rNa

)]3Na/2−1

× θ(Ea − VNa
(r, r2, ..., rNa

)) . (III.21)

Dans cette expression, θ(ξ) est la fonction de Heaviside usuelle telle que θ(ξ) = 1 pour ξ > 0 et
θ(ξ) = 0 pour ξ < 0, tandis que la constante B(Ea, Na,Λa) assure la normalisation en masse. La
condition |ri − rj | > σa est due aux interactions entre sphères dures et s’applique à tous les couples
de particules, en particulier ceux incluant la particule 1 fixée à r1 = r.

Pour ε > −1/2, il s’avère que (Ea − VNa
(r, r2, ..., rNa

)) est positif pour toutes les configurations
spatiales grâce à la borne (III.11) de l’énergie potentielle. La fonction de Heaviside peut donc
être remplacée par 1 dans l’expression (III.21). Pour ε ≤ −1/2, certaines configurations spatiales
sont interdites. Quoi qu’il en soit, dans la limite de scaling, la moyenne de l’énergie cinétique
KNa

= Ea − VNa
(r, r2, ..., rNa

) est nécessairement positive et extensive. Comme conséquence de
l’hypothèse de décomposition (III.20), les configurations les plus probables induisent des fluctuations
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relativement faibles et cette quantité est toujours positive. Il est donc légitime de considérer (Ea −
VNa

(r, r2, ..., rNa
)) > 0 dans la limite de scaling pour les configurations dominantes, et ce pour toutes

les valeurs de ε, à l’exception de celle correspondant à l’état totalement effondré. Cette simplification
est un point central du raisonnement.

Introduisons maintenant Φ(r|r2, ..., rNa
) = ΦNa−1(r) le potentiel gravitationnel au point r créé

par les (Na − 1) particules localisées aux points r2, ..., rNa
. On peut décomposer

VNa
(r, r2, ..., rNa

) = VNa−1(r2, ..., rNa
) +maΦ(r|r2, ..., rNa

) , (III.22)

ce qui permet de réécrire l’équation (III.21) dans la limite de scaling comme

ρa(r) ∼ B(Ea, Na,Λa)

∫

ΛNa−1

dµNa−1

Na
∏

i=2

θ(|ri − r|/σa − 1)

× [Ea − VNa−1]
3/2

[

1− maΦNa−1(r)

Ea − VNa−1

]3Na/2−1

, (III.23)

où dµNa−1 représente la mesure microcanonique non-normalisée pour les configurations (r2, ..., rNa
)

d’un système de (Na − 1) particules, enfermées dans la même boîte sphérique de volume Λa et à la
même énergie Ea que le système Sa avec Na particules.

Considérons maintenant l’identité

[

1− maΦNa−1(r)

Ea − VNa−1

]3Na/2−1

= exp

{

(3Na/2− 1) ln

[

1− maΦNa−1(r)

Ea − VNa−1

]}

. (III.24)

Comme maΦNa−1(r) = O(1) et Ea−VNa−1 = O(Na), on peut développer le logarithme en puissance
de maΦ/(Ea−VNa−1). Après multiplication par le facteur (3Na/2−1), on voit que le terme linéaire
donne une contribution d’ordre O(1), tandis que les termes supérieurs conduisent à un terme tendant
vers 0 quand Na → ∞. Ainsi, on obtient pour toutes les configurations spatiales pertinentes, i.e. les
plus probables,

[

1− maΦNa−1(r)

Ea − VNa−1

]3Na/2−1

∼ exp

{

−3NamaΦNa−1(r)

2(Ea − VNa−1)

}

(III.25)

dans la limite de scaling. En introduisant ce comportement dans la formule (III.23), on en déduit
le comportement à la limite de scaling

ρa(r) ∼ B(Ea, Na,Λa)

∫

ΛNa−1

dµNa−1

Na
∏

i=2

θ(|ri−r|/σa−1)[Ea−VNa−1]
3/2 exp

{

−3NamaΦNa−1(r)

2(Ea − VNa−1)

}

.

(III.26)
Insistons que le fait que l’extensivité de l’énergie potentielle pour toutes les configurations,

conséquence du scaling que nous utilisons ici, joue un rôle central dans la dérivation de l’expres-
sion asymptotique (III.26). Avec un scaling ne préservant pas cette propriété d’extensivité, cette
expression ne serait plus valable.

III.3.2 Une distribution de masse de type Maxwell-Boltzmann

Si nous introduisons l’énergie cinétique KNa−1 des (Na − 1) particules pour une configuration
spatiale donnée, le facteur exponentiel dans l’expression asymptotique (III.26) peut être vu comme
une sorte de facteur de Boltzmann. Toutefois, à ce niveau, la température correspondante varie.
Nous montrons dans la suite que ces fluctuations peuvent être négligées en appliquant l’hypothèse
de fluctuations décrite paragraphe III.2.
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L’intégrale de l’équation (III.26) est proportionnelle à la moyenne microcanonique de la quantité

Na
∏

i=2

θ(|ri − r|/σa − 1)[Ea − VNa−1]
3/2 exp

{

−3NamaΦNa−1(r)

2(Ea − VNa−1)

}

(III.27)

pour le système avec (Na − 1) particules. Pour estimer cette moyenne dans la limite de scaling, on
applique à VNa−1 l’hypothèse de fluctuations (III.20) avec Na → (Na−1). La contribution résultante
des fluctuations WNa−1 peut être négligée devant le terme dominant. De plus, comme la moyenne
de VNa−1 diffère de 〈VNa

〉 par un terme d’ordre O(1) dans la limite de scaling, tous les facteurs
(Ea − VNa−1) peuvent être remplacées par (Ea − 〈VNa

〉) à l’ordre dominant.
De façon similaire, on peut raisonnablement supposer que l’énergie potentielle gravitationnelle

maΦNa−1(r) fluctue faiblement autour de se moyenne, fluctuations d’ordre O(1) dans la limite de
scaling. Ainsi, en négligeant les termes d’ordre o(1), cette moyenne se réduit à l’énergie potentielle
gravitationnelle

φa(r) = −
∫

Λa

d3r′ρa(r
′)

G

|r′ − r| , (III.28)

crée par la distribution ρa(r
′). Ainsi, dans la moyenne de la quantité (III.27), maΦNa−1(r) est

remplacé par maφa(r) à l’ordre dominant dans la limite de scaling.
Comme toutes les contributions venant des fluctuations de VNa−1 et de maΦNa−1(r) peuvent

être négligées, nous pouvons finalement réécrire le comportement asymptotique (III.26) comme

ρa(r) ∼ C(1)(Ea, Na,Λa)

[

∫

ΛN−1
a

dµNa−1

Na
∏

i=2

θ(|ri − r|/σa − 1)

]

exp

{

− maφa(r)

T (Ea, Na,Λa)

}

, (III.29)

où C(1)(Ea, Na,Λa) est une constante de normalisation et la relation habituelle

Ea − 〈VNa
〉 = 〈KNa

〉 = 3NaT (Ea, Na,Λa)

2
(III.30)

définit la température microcanonique T (Ea, Na,Λa).

III.3.3 Identification de l’équilibre thermodynamique local

À partir de l’équation (III.29), on peut déduire que la particule fixée au point r interagit avec les
autres particules uniquement via des interactions de cœur dur, alors que le potentiel gravitationnel
moyen joue le rôle de potentiel extérieur Vext(r) = limSLmaφa(r). De plus, l’apparition du facteur de
Boltzmann exp(−maφa(r)/T (Ea, Na,Λa)) montre qu’un équilibre thermodynamique local apparaît
à la température T (Ea, Na,Λa). Ainsi, le système S∞ est à l’équilibre local, équilibre d’un gaz de
sphères dures soumis à un potentiel extérieur Vext(r) = limSLmaφa(r). Il est à noter que cet équilibre
a été étudié en détail au paragraphe II.3 du chapitre précédent. Cette description est confirmée par
le calcul de la fonction de distribution à une particule f (1)a (r,p), qui se comporte dans la limite de
scaling comme

f (1)a (r,p) ∼ ρa(r)(maT (Ea, Na,Λa)/π)
3/2 exp(−p2/(2maT (Ea, Na,Λa))) . (III.31)

L’identification de l’équilibre thermodynamique local constitue une observation centrale qui
nous permet d’introduire l’approche hydrostatique pour l’étude des propriétés du système S∞.
Remarquons que le température définie par la relation (III.30) reste intensive dans la limite de
scaling, et se réduit à une température T∞ pour le système infini S∞. La température adimensionnée
T∞/(GM2/NR) est ainsi une fonction T ∗(ε, η) des paramètres intensifs ε et η.
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III.4 L’approche hydrostatique pour le système infini

Dans ce paragraphe, nous rappelons les principaux éléments qui permettent d’affirmer que la
densité de masse de S∞ peut être déterminée par une approche hydrostatique. Dans ce cadre, il est
possible d’estimer les contributions des corrélations et des fluctuations, ce qui justifie a posteriori

le raisonnement complet de ce chapitre.

III.4.1 Séparation d’échelle et équilibre hydrostatique

Dans la limite de scaling, l’équilibre local du système Sa est entièrement déterminé par la fraction
d’empilement locale ηa(r) = ηρa(r)/ρ. En particulier, la corrélation entre les particules décroît sur
une longueur caractéristique contrôlée par la corrélation locale des sphères dures [60, 61]

λa(r) = σaξHS(ηa(r)) (III.32)

où ξHS(η) est une certaine fonction adimensionnée de η. En supposant que le système de sphères
dures reste en phase fluide, ξHS(ηa(r)) reste bornée en tout point [60, 61]. Donc λa(r) se comporte

comme σa et décroît comme N−2/15
a dans la limite de scaling.

La densité de masse, et donc le potentiel gravitationnel, varient sur une échelle de l’ordre de R.
Ainsi, le potentiel ressenti par les sphères dures est constant sur une échelle de l’ordre de la longueur
de corrélation λa(r). À partir de cette séparation d’échelle, et en application de la théorie fonction-
nelle sur l’énergie libre locale [62–64], on déduit l’équation classique de l’équilibre hydrostatique. Il
est important de noter que ce développement s’applique normalement sur la fonctionnelle de l’éner-
gie libre totale, les corrections locales sont ici négligées car elles sont d’ordre (λa/Ra)

2 ∼ N
−2/3
a en

les estimant par un développement systématique en puissance du gradient de la fonction densité. Il
est à noter que cela suppose que la fonction densité varie très peu sur une échelle de l’ordre de λa.
Cela se comprend d’un point de vue intuitif, car pour réaliser une approche hydrostatique, il faut
pouvoir considérer le système comme un fluide et réaliser une moyenne sur un volume mésoscopique,
ce qui est impossible si la densité varie trop rapidement.

On a besoin de définir la pression locale des sphères dures à la température T et à la densité
particulaire ρa(r)/ma, i.e.

Pa(r) =
Tρa(r)

ma
pHS(ηρa(r)/ρ) , (III.33)

où pHS est la pression sans dimension des sphères dures qui dépend uniquement de la fraction d’em-
pilement locale ηa(r) = ηρa(r)/ρ, définie au chapitre précédent à travers les équation (II.58,II.59).

Ainsi, dans la limite de scaling qui permet cette séparation d’échelle, la densité de masse du
système S∞ et le potentiel gravitationnel correspondant sont entièrement déterminés par l’équilibre
hydrostatique. Les équations correspondantes bien connues se réécrivent en fonction des grandeurs
sans dimension g(q; ε, η) = limSL ρa(Raq)/ρ et ψ(q; ε, η) = limSL φa(Raq)/(GMa/Ra) comme

∇q [g(q; ε, η)pHS(ηg(q; ε, η))] = −g(q; ε, η)∇qψ(q; ε, η)/T
∗(ε, η) , (III.34)

et

ψ(q; ε, η) = − 3

4π

∫

q′≤1
d3q′ g(q

′; ε, η)
|q′ − q| . (III.35)

Ces équations doivent être résolues en imposant la conservation de la masse

3

4π

∫

q≤1
d3q g(q; ε, η) = 1 , (III.36)
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et la conservation de l’énergie

3T ∗(ε, η)
2

+
3

8π

∫

q≤1
d3q g(q; ε, η) ψ(q; ε, η) = ε . (III.37)

Nous rappelons que la température T ∗(ε, η) doit être déterminée à travers la résolution de l’ensemble
du système d’équation, avec ε et η comme paramètres de contrôle. L’étude de ce système a été
largement discutée au paragraphe II.3 du chapitre précédent de cette thèse.

III.4.2 Cohérence de l’hypothèse concernant les fluctuations

Les raisonnements du paragraphe III.3, qui conduisent au final aux équations de l’hydrostatique,
comprennent des hypothèses a priori concernant la non-importance relative des fluctuations. Dans
ce paragraphe, nous discutons la contribution de ces fluctuations en les estimant simplement à partir
de la structure locale de Sa dans la limite de scaling.

Tout d’abord, nous pouvons estimer la contribution des corrélations à la moyenne de l’énergie
potentielle gravitationnelle qui peut être réécrite exactement comme

〈VNa
〉 = Vself + Vcorr . (III.38)

Dans cette décomposition, Vself est l’énergie gravitationnelle d’une boule de densité de masse ρa(r),

Vself =
1

2

∫

Λa

d3rρa(r)φa(r) = −1

2

∫

Λ2
a

d3rd3r′ρa(r)ρa(r
′)

G

|r− r′| , (III.39)

tandis que Vcorr est l’énergie de corrélation

Vcorr = −1

2

∫

Λ2
a

d3rd3r′ρ(2,T)
a (r, r′)

G

|r− r′| (III.40)

avec la distribution de masse tronquée,

ρ(2,T)
a (r, r′) = ρ(2)a (r, r′)− ρa(r)ρa(r

′) . (III.41)

Dans la limite de scaling, Vself est extensive et est déterminée pour son terme dominant par les
solutions des équations de l’hydrostatique pour S∞. En prenant en compte la structure locale de
Sa, nous en déduisons que ρ(2,T)

a (r, r′) se réduit à −ρa(r)ρa(r′) pour |r − r′| < σa. De plus, nous

attendons à ce que ρ(2,T)
a (r, r′) s’annule sur la longueur de corrélation des sphères dures λa(r). Or

λa(Raq) est proportionnel à σa dans la limite de scaling. Ainsi, la contribution dans le voisinage du
point r = Raq à

∫

Λa

d3r′ρ(2,T)
a (r, r′)

G

|r− r′| (III.42)

est d’ordre Gρ2σ2a = O(N
−4/15
a ). La contribution restante à l’intégrale (III.42) des points r′ tels

que |r − r′| ≫ σa peut être estimée grossièrement en remplaçant ρ(2,T)
a (r, r′) par une constante

maρa(r)/Λa qui ne dépend pas de r′. Cette approximation homogène est inspirée de la règle de
somme

∫

Λa

d3r′ρ(2,T)
a (r, r′) = −maρa(r) , (III.43)

qui se déduit de la conservation du nombre de particules. La contribution résultante à l’inté-
grale (III.42) est donc d’ordre GmaρR

2
a/Λa = O(N

−3/5
a ) qui devient négligeable comparativement
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à ce qui se passe dans le domaine |r − r′| ∼ σa. Ainsi, nous en déduisons que l’énergie de cor-

rélation (III.40) est d’ordre Gρ2R3
aσ

2
a = O(N

1/3
a ). Donc, 〈VNa

〉 est en effet extensive et l’énergie
potentielle par particule (III.12) est entièrement donnée par la partie Vself dans la limite de scaling.

En utilisant le même type d’argument, basé sur le fait que l’influence des sphères dures ne se fait
sentir qu’à courte portée, on déduit que les fluctuations (〈V 2

Na
〉 − [〈VNa

〉]2) de l’énergie potentielle
croissent plus lentement que N2

a , en accord avec l’hypothèse (III.19). Le détail de ce calcul est
disponible dans le paragraphe 5.2 de la référence [42], article reproduit en annexe B de cette thèse.

Ces estimations confirment que les interactions gravitationnelles peuvent être traitées par une
approche champ moyen dans la limite de scaling que nous avons définie. En particulier, l’énergie
gravitationnelle est dominée par le terme de champ moyen (III.39), comme supposée dans le déve-
loppement d’Antonov reproduit au chapitre II.1 de cette thèse. Enfin, les fluctuations de l’énergie
potentielle peuvent être négligées, ce qui constitue une vérification de cohérence a posteriori d’un
des points clé de notre dérivation de l’approche hydrostatique.

III.5 Validité de l’approche hydrostatique pour le système fini S
Si l’approche hydrostatique est légitime pour décrire le système infini S∞, rien n’indique qu’elle

décrit correctement le système fini S. Les diverses estimations permettant de construire ce système
infini à partir des systèmes auxiliaires Sa peuvent ne pas être valides pour S, lorsque le nombre
de particules Na = N est trop faible. Nous donnons dans ce paragraphe les critères permettant de
discuter la validité de ces estimations.

III.5.1 Sur l’introduction du facteur de Boltzmann

Le terme exponentiel dans la formule (III.25) joue un rôle central dans l’émergence des facteurs
de Boltzmann. Cette formule asymptotique apparaît dans la limite de scaling grâce aux propriétés
d’extensivité des systèmes Sa. Pour le système fini S, la validité de l’approximation du logarithme
par le premier terme de la série nécessite la condition

N

[

mΦN−1(r)

E − VN−1

]2

≪ 1 (III.44)

Celle-ci doit être vérifiée pour la distribution la plus probable qui détermine l’état d’équilibre de S. Si
nous supposons a priori que l’approche hydrostatique est correcte pour S, le potentiel gravitationnel
et l’énergie dans la condition (III.44) peuvent être remplacés par leurs valeurs moyennes déterminées
par les solutions des équations hydrostatique (III.34) et (III.35), c’est à dire

ΦN−1(r) → (GM/R)ψ(0; ε, η) (III.45)

et
VN−1 → (GM2/R)u(ε, η) . (III.46)

Dans l’estimation (III.45), nous avons choisi r = 0 car |φ(r)| est maximal en r = 0, ainsi la
condition (III.44) sera bien vérifiée pour tout r. Avec ces formules, cette condition peut être réécrite

[ψ(0; ε, η)]2

N [T ∗(ε, η)]2
≪ 1 . (III.47)

De façon attendue, pour des valeurs données de ε et η définissant l’état d’équilibre, cela signifie que
le nombre de particules N de S doit être suffisamment grand. Pour une valeur donnée de N , la
température T ∗(ε, η), et donc l’énergie cinétique, doit être suffisamment grande pour valider cette
approche.
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III.5.2 Sur l’omission des fluctuations

Un autre point central du raisonnement repose sur l’estimation des fluctuations du terme expo-
nentiel

exp

[

−3NmΦN−1(r)

2(E − VN−1)

]

; (III.48)

qui permet d’arriver à la formule (III.29). Les fluctuations peuvent être négligées si les fluctuations
de l’exposant

− 3NmΦN−1(r)

2(E − VN−1)
(III.49)

sont petites devant 1. Les fluctuations typiques de ΦN−1(r) peuvent être estimées en considérant
les fluctuations de position d’une particule j avec j > 1 proche de la particule fixée en r1 = r.
En moyenne, la distance relative |rj − r1| est d’ordre a, cette distance devient σ lorsque les deux
particules sont en contact. Les variations de mΦN−1(r) sont au maximum d’ordre Gm2/σ. De plus,
dans la variation correspondante de l’exposant (III.49), l’énergie cinétique (E − VN−1) peut être
remplacée par sa moyenne exprimée en fonction de T . Cela conduit à la condition

Gm2

σT
≪ 1 , (III.50)

ce qui peut être réécrit comme
1

N2/3η1/3T ∗(ε, η)
≪ 1 . (III.51)

Comme pour la première condition (III.47), cette hypothèse est vérifiée pour des systèmes suffisam-
ment grands pour des valeurs fixées de ε et η. Par contre, pour N fixé, η ne doit pas être trop petit
et/ou la température T ∗(ε, η) trop faible. Il est à noter que le choix de σ est discutable. En effet,
dans le cas des états métastables [12,29], le fait de considérer une taille effective σeff de l’ordre de la
distance inter-particule permet de s’affranchir de cette condition. Mais il faut toutefois noter qu’un
tel choix se situe déjà sous les hypothèses du champ moyen.

Les deux conditions (III.47) et (III.51) sont nécessaires pour la validité de l’approche hydro-
statique pour S. En particulier, on note que la condition (III.51) implique que le système est
faiblement couplé par la gravitation au niveau local. C’est-à-dire que l’interaction gravitationnelle
entre les particules proches peut être négligée. C’est précisément ce qui garantit que l’équilibre local
est entièrement gouverné par les interactions entres sphères dures et c’est ce qui justifie l’approche
champ moyen de la gravitation de la sphère isotherme du chapitre précédent.

III.5.3 Exemples astrophysiques

Les conditions établies ci-dessus peuvent être testées directement en ordre de grandeur pour des
systèmes dans lesquelles des données et observations sont disponibles. Nous considérons ici deux
exemples : les amas globulaires et les gaz de poussières.

III.5.3.a Les amas globulaires

Utilisons des ordres de grandeurs typiques extraits de l’ouvrage de référence de Binney et Tre-
maine [7]. La taille typique des objets est de R = 50 pc tandis que la masse totale typique est
de M = 6 × 105 M⊙. Le nombre N d’objets est estimé en choisissant une masse typique pour
chaque étoile de m = 1 M⊙. Les observations fournissent une dispersion typiques des vitesses de
l’ordre de δv = 7 km.s−1, à partir de laquelle nous pouvons estimer l’énergie cinétique du système,
〈KN 〉 = (3/2)M(δv)2 ≈ 1044 J. L’énergie potentielle totale, tout comme le potentiel gravitation-
nel au centre, peuvent être estimés à partir des profils de densité observés. En prenant en compte
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les incertitudes, une telle estimation indique que ε appartient à l’intervalle [−1,−0.3], tandis que
|mΦN−1(0)| est d’ordre GmM/R ≈ 1038 J. La condition d’extensivité (III.44) est bien satisfaite, le
membre de gauche de l’équation étant d’ordre 10−6.

Comme l’énergie gravitationnelle typique estGM2/R ≈ 6×1044 J, la température adimensionnée
T ∗ déterminée à partir de l’énergie cinétique est d’ordre 1. Si nous choisissons pour σ la taille d’une
étoile, nous trouvons une très grande valeur pour le ratio Gm2/(σT ), et donc la condition de
couplage faible est loin d’être vérifiée. Toutefois, on peut montrer et observer que les collisions sont
des événements très rares. Cela nous amène à considérer un diamètre effectif σeff , bien plus grand que
σ, que nous prenons de l’ordre de la distance minimale observée entre deux étoiles. Ce minimum est
réalisé dans des systèmes binaires, qui sont présents en nombre important dans les amas globulaires.
Nous prenons donc σeff ≃ 1 UA. Le ration correspondant Gm2/(σeffT ) est cette fois d’ordre 1. En
réalité, les systèmes binaires apparaissent précisément car le couplage gravitationnel est fort au
niveau local. Ainsi, l’approche hydrostatique ne convient pas aux amas globulaires. Cela motivera
l’étude d’un modèle de binaires dans l’ensemble microcanonique réalisée au chapitre V de cette
thèse.

III.5.3.b Les gaz de poussières

Considérons un gaz de poussières, dans une ceinture planétaire par exemple. De tels systèmes
sont soumis à un potentiel gravitationnel extérieur, créé par une planète dans notre exemple. Sous
cette nouvelle hypothèse, les conditions (III.44) et (III.50) restent inchangées et nécessaires pour
appliquer une hypothèse hydrostatique sur le potentiel gravitationnel interne. Dans la condition d’ex-
tensivité (III.44), nous pouvons remplacer ΦN−1(r) par le potentiel gravitationnel typique GM/R
crée par une ceinture de rayon R et de masse M . Cette condition peut être réécrite

R(δv)2 ≫ GM√
N

(III.52)

avec δv la dispersion typique de vitesse. De même, la condition de couplage faible (III.50) se réécrit

δv ≫
√

Gm

σ
. (III.53)

Pour fixer les idées, considérons la ceinture de poussière de Fomallhaut dont les données sont
disponibles dans [65]. Les observations donnent M ≈ 1.1× 1023 kg, avec des objets de taille typique
σ ≈ 10 µm et de densité de masse interne d’ordre 2.5 g.cm−3. Cela conduit à un nombre de par-
ticules N ≈ 1 × 1034. La taille de cette ceinture est d’ordre R ≈ 25 UA. Avec de telles valeurs, la
condition (III.52) devient δv > 10−9m.s−1 tandis que la condition (III.53) devient δv > 10−6 m.s−1.
Les vitesses typiques dans ce type d’objet étant supérieures à 1m.s−1, ces deux conditions sont
largement vérifiées.

III.6 Synthèse de la discussion

Dans ce chapitre, nous avons construit une série de systèmes via la limite de scaling. Cette
limite préserve les grandeurs pertinentes du problème gravitationnel, que sont la densité de masse
locale, la fraction d’empilement et l’énergie par particule. Le système auxiliaire infini ainsi construit
est thermalisé et descriptible à travers une approche hydrostatique de la gravitation. Il est à noter
que la propriété centrale permettant de déduire ce résultat est la condition imposée d’extensivité
de l’énergie. C’est la raison pour laquelle d’autres scaling préservant cette extensivité mais pas les
autres quantités conduisent aussi à l’approche hydrostatique [16,17].
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L’intérêt de notre scaling, en plus de conserver les quantités physiques pertinentes du problèmes,
est d’avoir permis de mettre en avant les conditions d’application de l’hypothèse hydrostatique pour
un système fini. Les conditions d’extensivité (III.47) et de couplage faible (III.51) permettent de
savoir précisément si, pour un système donné, il est raisonnable ou non de négliger les aspects
à courte portée de la gravitation. Pour décrire les amas globulaires par exemple, il est illusoire
d’utiliser uniquement les résultats de la sphère isotherme. Les effets à courte portée ne peuvent pas
être négligés, et il faut donc prendre en compte les structures à petite échelle que sont les systèmes
binaires. Ces idées sont assez souvent évoquées dans la littérature, comme nous l’avons précisé dans
le chapitre précédent. Il est à noter que, pour assurer la validité de l’hydrostatique, il est en plus
nécessaire, et assez intuitif, comme discuté au paragraphe III.4.1, que la fonction densité ne varie
pas sur une échelle de l’ordre de la taille des particules.

Dans ce système, l’ergodicité ne semble pas être un problème central. Il est en effet connu que
la présence des cœurs durs favorise son émergence [39] ou, en d’autres termes, accélère les proces-
sus de thermalisation locale comme observé dans des simulations de dynamiques moléculaires [40].
Par contre, ces résultats sont à nuancer si l’on souhaite discuter rigoureusement de systèmes as-
trophysiques réels. En effet, le modèle, la boîte autour du système et les hypothèses d’équilibre de
l’ensemble microcanonique doivent être manipulés avec précaution, comme cela a été discuté au
chapitre introductif de cette thèse.



Chapitre IV
Le modèle soluble de la gravitation à une
dimension

Dans le chapitre précédent, nous avons mené une étude semi-heuristique permettant de mettre
en avant les conditions de validité de l’approche hydrostatique pour décrire des systèmes gravita-
tionnels. Pour essayer de tester et d’étayer cette discussion, nous étudions maintenant un système
gravitationnel à une dimension. Nous considérons dans ce chapitre un système de N bâtonnets durs
de taille finie couplés gravitationnellement par un potentiel en |x|. Il est à noter que ce système a
été largement étudié dans la référence [66] pour des particules ponctuelles. Le fait de considérer des
particules de taille finie permet de prendre en compte les corrélations locales entre les objets et de
se rapprocher de la discussion générale de cette thèse.

Considérer la gravitation à une dimension peut sembler étrange d’un point de vue de la réalité
physique. Toutefois, ce modèle permet de poser un cadre exact de mécanique statistique dans
lequel nous pouvons mener la discussion sur la validité de l’approche champ moyen. L’avantage
inestimable de l’interaction gravitationnelle à une dimension est qu’elle permet un grand nombre de
calculs totalement exacts, permettant de tester concrètement et de façon rigoureuse les hypothèses
dérivées au chapitre précédent.

Pour cela, après avoir défini précisément le système, nous allons calculer et établir l’équation
d’état sous l’hypothèse hydrostatique dans le paragraphe IV.1. Bien que cela ne soit pas nécessaire
grâce à l’aspect fortement confinant de la gravitation à une dimension, nous allons maintenir le
système dans une boîte de taille L, permettant ainsi de comparer réellement la taille des particules σ
à une certaine échelle de longueur. Ensuite, nous allons utiliser les résultats des ensembles isobarique
et canonique pour calculer les grandeurs d’intérêts du système dans l’ensemble microcanonique
dans les paragraphes IV.2 et IV.3. Il est à noter que les ensembles isobarique et canonique sont
étudiés ici non pas comme des ensembles physiques, mais uniquement comme des outils de calculs
permettant, grâce aux transformées de Laplace et à la méthode du col, de déterminer les quantités
microcanoniques. Toutefois, d’un point de vue théorique, nous montrons que ces ensembles sont
équivalents. Ces résultats sont valides sous une certaine limite de scaling N → +∞, où l’énergie du
système varie comme N3, alors que la fraction d’empilement η = Nσ/L est maintenue constante.
Dans ce cadre, le potentiel gravitationnel et l’énergie cinétique restent du même ordre de grandeur,
ce qui permet à l’approche hydrostatique de décrire correctement le système, en accord avec la
discussion du chapitre précédent.

Ensuite, pour mettre en évidence les limites de l’approche hydrostatique, nous nous intéressons
dans le paragraphe IV.4 à ce système dans des états très proches de l’état de plus basse énergie, où
les bâtonnets forment un amas totalement compact. Pour cela, nous étudions la limite avec l’énergie
du système telle que (E−Ec) ∝ Nα, où Ec est l’énergie minimale du système variant comme N3 et

41
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α < 3 pour η fixé. Dans ce cadre, le système est très proche de l’état compact et nous pouvons nous
affranchir de la boîte qui ne joue ici aucun rôle. Nous verrons alors que, pour α = 2, le profil de
densité microcanonique exact et l’approche hydrostatique diffèrent significativement. Cela est dû à
des variations trop rapides de la densité au niveau local à cause des corrélations non gravitationnelles
entre les bâtonnets.

Cette discussion est majoritairement issue de l’article [43]. Pour alléger la discussion, une partie
importante des calculs conduisant aux éléments de discussion physique n’a pas été reproduite dans
ce chapitre. Le lecteur cherchant les justifications mathématiques est renvoyé à la lecture de cette
référence reproduite en annexe C page 93 de cette thèse.

IV.1 L’approche hydrostatique

La gravitation à une dimension est un modèle entièrement soluble dans l’approche hydrostatique.
Dans ce paragraphe, nous dérivons l’équation d’état correspondante du système puis étudions, à
partir des résultats du chapitre précédent, les domaines de validité de cette approche.

IV.1.1 Le modèle

Nous considérons un système à une dimension de bâtonnets de taille σ et de masse m. Nous
supposons que le système est contenu dans une boîte de taille L. Le Hamiltonien correspondant
s’écrit

HN =
N
∑

i=1

p2i
2m

+
1

2

∑

i 6=j

v(|xi − xj |) (IV.1)

avec le potentiel d’interaction à deux corps

v(x) = ∞ pour |x| < σ , v(x) = Km2|x| pour |x| > σ . (IV.2)

Dans la définition du Hamiltonien (IV.1), (pi, xi) sont les moment et position de la particule i.
La partie à longue portée du potentiel à deux corps (IV.2) n’est rien d’autre que l’interaction
gravitationnelle définie à travers la résolution de l’équation de Poisson à une dimension. Ce modèle
peut être interprété à trois dimensions comme l’interaction gravitationnelle entre deux plaques de
matière parallèles et infinies.

Les paramètres adimensionnés contrôlant l’état du système dans l’ensemble microcanonique
sont donc le nombre de particules N , l’énergie adimensionnée par particule ε = E/(KN3m2σ) et
la fraction d’empilement η = Nσ/L.

On remarque que l’énergie minimale correspondant à l’état compact où tous les bâtonnets sont
immobiles et collés les uns aux autres s’écrit simplement

Ec =
1

2
Km2

∑

i 6=j

|i− j|σ ; (IV.3)

ce qui devient

Ec = Km2N(N2 − 1)
σ

6
(IV.4)

après un peu de calcul combinatoire.

IV.1.2 Les équations physiques

Pour étudier la limite hydrostatique continue, nous étudions la fonction de densité de masse
continue ρ(x) et nous notons E l’énergie totale du système. De la même manière que pour le cas en
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trois dimensions du chapitre II, nous supposons que l’équilibre thermodynamique local est atteint et
que le système global est thermalisé à la température T . Dans ce cadre, l’interaction gravitationnelle
se réduit au potentiel gravitationnel moyen φ(x) crée par la distribution de masse ρ(x). Ce potentiel
peut être vu comme un champ extérieur au niveau local. L’équilibre hydrostatique se réduit à

d
dx

[

Tρ(x)

1− σρ(x)

]

= −mρ(x)dφ
dx

(x) (IV.5)

où nous avons utilisé la pression locale exacte P (x) des bâtonnets durs [67,68],

P (x) =
Tρ(x)

1− σρ(x)
. (IV.6)

Le potentiel φ(x) est lié à la densité de masse via l’équation de Poisson

d2φ

dx2
(x) = 2Kmρ(x) . (IV.7)

Les équations couplées (IV.5,IV.7) doivent être résolues avec les contraintes sur l’énergie totale

E =
NT

2
+

1

2

∫ L/2

−L/2
dx mρ(x)φ(x) , (IV.8)

et sur le nombre de particules

N =

∫ L/2

−L/2
dx ρ(x) , (IV.9)

conditions qui définissent aussi la température T comme une fonction de E et de N . On notera que
l’origine des axes a été prise au milieu de la boîte de taille L.

IV.1.3 Équation d’état

Le détail du calcul est disponible dans la référence [43] reproduite en annexe C. On retiendra que
l’on peut directement et analytiquement trouver l’équation d’état du système à partir des équations
du paragraphe précédent. Celle-ci s’écrit

ε =
3t

2
+

1

6
− p1/2

(1− η)

η
, (IV.10)

où nous avons défini la température adimensionnée t = T/(KN2m2σ) et le paramètre p1/2 par
l’équation

ln

√

1 + 4p1/2 + 1
√

1 + 4p1/2 − 1
=

(1− η)

2tη

√

1 + 4p1/2 . (IV.11)

Ce paramètre représente la pression sur les bords P (L/2) = KN2m2p1/2.
Les équations couplées (IV.10,IV.11) déterminent les paramètres p1/2 et t comme fonction des

paramètres ε et η. Ces résultats ne dépendent pas du nombre de particules N . Pour des para-
mètres ε et η données, le profil de densité hydrostatique est une fonction bien définie de la position
adimensionnée q = x/L.

À partir de ce système, nous pouvons en déduire les comportements asymptotiques des différents
paramètres physiques. En particulier, on remarque que la pression p1/2 est une fonction d’une
variable qu’est le nombre 2ηt/(1− η). À partir de (IV.11), on trouve pour η fixé avec 0 < η < 1,

p1/2 ∼ exp

[

−(1− η)

2tη

]

lorsque t→ 0 , (IV.12)
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et

p1/2 ∼
tη

(1− η)
lorsque t→ ∞ , (IV.13)

pour respectivement les basses et hautes températures. Ces résultats peuvent être interprétés comme
suit. À basse température, les particules ont tendance à s’agréger en un unique agrégat de taille
proche de Nσ. Ainsi, la densité de particules proches des murs de la boîte décroît exponentiellement
vite à cause du potentiel gravitationnel confinant crée par l’agrégat de particules. La pression étant
directement proportionnelle à la densité de particules, elle décroît alors aussi exponentiellement,
comportement décrit précisément par (IV.12). À haute température, l’énergie gravitationnelle de-
vient négligeable devant l’énergie cinétique. Le système se comporte comme un gaz de bâtonnets
durs sans interactions gravitationnelles, en accord avec le comportement asymptotique (IV.13) où
l’expression exacte de la pression d’un gaz de bâtonnets durs [67,68] apparaît.

À partir de (IV.10) et du comportement asymptotique de la pression, on déduit le comportement
de l’énergie à basse température

ε(t, η) =
1

6
+

3t

2
+ ... lorsque t→ 0 , (IV.14)

où les termes négligés disparaissent exponentiellement vite, tandis qu’à haute température

ε(t, η) ∼ t

2
lorsque t→ ∞ . (IV.15)

À basses températures, le système devient très proche d’un unique agrégat comme mentionné pré-
cédemment. L’énergie de cet agrégat, à partir de l’équation (IV.4), vaut

εc = lim
N→∞

Ec

KN3m2σ
=

1

6
(IV.16)

pour N grand. Elle apparaît naturellement comme terme principal du comportement (IV.14) et
en accord avec l’expression exacte de l’énergie IV.4. De plus, les particules ne ressentent plus la
présence des murs de la boîte. Ainsi, en négligeant les termes exponentiellement décroissant, la
relation entre (ε(t, η) − 1/6) et la température t est identique aux résultats du système pour des
particules ponctuelles dans un espace infini [66], ce qui n’est rien d’autre que le théorème du Viriel
pour un potentiel en |x|. À hautes températures, l’énergie gravitationnelle est négligeable devant
l’énergie cinétique, ce qui correspond bien au comportement (IV.15) de ε(t, η). L’énergie ε est tracée
comme fonction de la température t pour différentes valeurs de η figure IV.1.

IV.1.4 Validité et limitations

Maintenant que nous avons établi les principaux résultats de l’approche hydrostatique, nous
pouvons nous demander si ces résultats restent valables dans une approche statistique exacte. Pour
cela, nous utilisons les tests élaborés au paragraphe précédent, en particulier les conditions d’exten-
sivité (III.47) et de couplage faible (III.51) du paragraphe III.5.

La condition d’extensivité (III.47) se réécrit

N

[

mΦ

E − VN

]2

≪ 1 (IV.17)

avec le potentiel Φ correspondant à la distribution la plus probable. Comme les paramètres du
problèmes (ε,m, σ) sont indépendants de N , et grâce à la linéarité de l’interaction à deux corps, le
potentiel d’interaction VN et l’énergie E varient comme N3 tandis que le potentiel Φ varie comme
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t
0.1

ε

0.5

1/6

Gaz parfait

Viriel

• η = 0.01
• η = 0.4
• η = 0.999

Figure IV.1 – Énergie ε en fonction de la température t pour différentes valeurs de η. Pour les
basses énergies et η 6= 1, les courbes sont parallèles à la ligne Virel représentant la relation énergie-
température donnée par le théorème du viriel. Pour les hautes énergies, les courbes sont parallèles à la
ligne Gaz parfait représentant le comportement du gaz parfait où l’énergie est purement cinétique.
Pour η proche de 1, les particules occupent quasiment l’intégralité de l’espace disponible et le
potentiel gravitationnel est proche de son minimum 1/6. Dans ce cas, comme pour un gaz parfait,
la différence ε− 1/6 est quasiment purement cinétique.

N2. Ainsi, la condition (IV.17) est vérifiée. De plus, l’équilibre local est gouverné par les interactions
dues à la taille des bâtonnets si la condition (III.51) est vérifiée, c’est-à-dire si

Km2σ

T
≪ 1 =⇒ t≫ N−2 . (IV.18)

Comme la température T est d’ordre N2, t est finie et donc cette condition est aussi automati-
quement vérifiée. Le potentiel en |x|, négligeable au contact entre les sphères, permet de négliger
les effets à courte portée, sauf peut être dans des états très froids. Ainsi, on peut en déduire que
le profil hydrostatique doit être exact dans la limite d’un système infini. C’est ce que nous allons
montrer explicitement par une résolution exacte du modèle dans les paragraphes IV.2 et IV.3.

La validité de l’approche hydrostatique est donc vraisemblablement assurée dans la limite N →
∞ lorsque les paramètres thermodynamiques adimensionnés ε et η sont maintenus fixés. Toutefois,
pour un système grand, mais fini, d’énergie ε = E/(KN3m2σ) très proche de l’énergie minimale
du système effondré εc = 1/6, l’état d’équilibre est de taille proche de la taille de l’état agrégé
Nσ. Ainsi, la densité varie très rapidement autour des positions x = ±Nσ/2, sur des échelles bien
plus petites que L qui peuvent être d’ordre σ. Si les deux hypothèses précédentes restent valides,
l’approche hydrostatique n’est tout de même pas correcte. En effet, d’un point de vue intuitif,
pour réaliser cette approche, il faut pouvoir considérer le système comme un fluide et réaliser une
moyenne sur un volume mésoscopique, ce qui est impossible dans cette situation. D’un point de vue
mathématique, les termes carrés du développement en gradient de la fonctionnelle densité ne sont
plus négligeables, et les équations de l’hydrostatique obtenues à partir d’un argument variationnel
sur une forme locale de l’énergie libre ne sont plus valables [62–64]. Ces considérations motivent
l’analyse précise au voisinage de l’état de plus basse énergie, étude détaillée au paragraphe IV.4.

IV.2 L’ensemble isobarique

L’ensemble isobarique, ensemble statistique dans lequel la pression et la température ont été
fixées en mettant le système en contact avec des réservoirs, est très éloigné du problème qui nous
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intéresse, à savoir le comportement du système dans l’ensemble microcanonique. Pire, si essayer de
décrire la gravitation dans l’ensemble microcanonique semble naturel, il semble téméraire de vouloir
définir physiquement un réservoir fixant la pression ou la température lorsque des interactions
gravitationnelles sont en jeu. Toutefois, comme nous le verrons dans le paragraphe IV.2.1, l’étude
mathématique de l’ensemble isobarique permet, via deux transformées de Laplace, de se ramener
à l’ensemble microcanonique. Cet ensemble nous est donc utile comme intermédiaire de calcul, ce
qui justifie son étude. Nous présentons donc dans la suite de ce paragraphe les idées principales des
calculs dans l’ensemble isobarique.

IV.2.1 Transformation de Laplace

Dans l’ensemble isobarique, le système peut échanger de l’énergie et du volume avec un ther-
mostat à la température T et un pressostat à la pression P . La fonction de partition isobarique
s’écrit

∆(T, P,N) =
CN

σN !

∫ ∞

0
dL exp(−βPL)

∫

LN×RN

∏

i

dxi dpi exp [−βHN ] , (IV.19)

tandis que la moyenne isobarique d’une certaine observable AN s’écrit

Aiso(T, P,N) = 〈AN 〉iso =
∫∞
0 dL

∫

LN×RN

∏

i dxi dpi AN exp [−βHN − βPL]
∫∞
0 dL

∫

LN×RN

∏

i dxi dpi exp [−βHN − βPL] . (IV.20)

La constante de normalisation CN ne joue pas de rôle par la suite.
En observant la définition (IV.19), ∆(T, P,N) est proportionnelle à la transformée de Laplace

par rapport à L et d’argument P/T de la fonction de partition Z(T, L,N) canonique usuellement
définie. Ainsi, on peut écrire Z comme la transformée de Laplace inverse de ∆, i.e.

Z(T, L,N) =
σ

2πiT

∫ i∞+P0

−i∞+P0

dP exp(PL/T )∆(T, P,N) (IV.21)

où P0 est un nombre positif et ∆(T, P,N) le prolongement analytique de la fonction de partition
isobarique dans le plan complexe en P .

Il existe donc aussi une relation entre les moyennes canoniques et isobariques s’écrivant

Acan(T, L,N) =

∫ i∞+P0

−i∞+P0
dP exp(PL/T )∆(T, P,N)Aiso(T, P,N)

∫ i∞+P0

−i∞+P0
dP exp(PL/T )∆(T, P,N)

. (IV.22)

De façon similaire, on peut passer de l’ensemble canonique à l’ensemble microcanonique par une
transformée de Laplace inverse par rapport à β d’argument d’énergie E. Ces relations purement
mathématiques sont valables pour N fini. Ces relations, et la simplicité - relative - des expressions
dans cet ensemble, expliquent donc notre intérêt pour l’ensemble isobarique.

IV.2.2 Fonction de partition isobarique pour le système fini

Dans l’ensemble isobarique, nous devons considérer des boîtes de taille arbitraire L supérieure à
la taille minimale Nσ correspondant à l’état compact. Par commodité de calcul, le bord gauche de
toutes les boîtes est fixé à la position −σ/2. L’intégration sur les moments dans l’expression (IV.19)
correspond à un produit d’intégrales de fonction gaussiennes et est réalisé directement. De plus,
comme les particules sont indiscernables, l’intégrale sur toutes les configurations correspond à N !
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fois l’intégrale les configurations ordonnées x1 < x2 < ... < xN . La fonction de partition isobarique
s’écrit donc

∆(T, P,N) =
CN

σ

(

2πm

β

)N/2 ∫ ∞

Nσ
dL exp(−βPL)

∫ L−Nσ

0
dx1

×
∫ L−(N−1)σ

x1+σ
dx2...

∫ L−σ

xN−1+σ
dxN exp [−βVN (x1, x2, ..., xN )] , (IV.23)

où VN (x1, x2, ..., xN ) est le potentiel gravitationnel de l’hamiltonien (IV.1) pour les configurations
ordonnées.

Grâce à la forme simple du potentiel à deux corps (IV.2), le potentiel des configurations ordon-
nées VN (x1, x2, ..., xN ) se réduit à une combinaison linéaire des positions xi. Chaque intégration
est immédiate, mais amène à une somme télescopique. Pour éviter cette difficulté, nous procédons
comme G.B. Rybicky dans son travail [66] au changement de variable suivant

ui = xi+1 − xi pour i = 1, ..., N − 1 (IV.24)

et

xG =
1

N

N
∑

i=1

xi , (IV.25)

tandis que la taille de la boîte L est conservée. La nouvelle variable xG correspond à la position du
centre de masse du système. Tous les ui sont toujours plus grand que σ par construction, tandis
que L est plus grande que

∑N−1
i=1 ui+σ pour chaque configuration. De plus, on montre directement

que le Jacobien de cette transformation vaut 1.
Le potentiel total VN (x1, x2, ..., xN ) s’écrit alors

VN (x1, x2, ..., xN ) = Km2
N−1
∑

i=1

γiui avec γi = i(N − i) . (IV.26)

Comme le potentiel est invariant par translation en ne dépendant pas de xG, on réalise en premier
l’intégration sur xG pour une configuration fixée des N variables {L, u1, u2, ..., uN−1}. Cela fixe la
longueur du segment sur lequel xG varie, qui s’écrit simplement

L −
(

N−1
∑

i=1

ui + σ

)

. (IV.27)

L’intégration sur L se réduit ensuite à

∫ ∞

(
∑N−1

i=1
ui+σ)

dL
[

L −
(

N−1
∑

i=1

ui + σ

)]

exp(−βPL) =
exp

[

−βP
(

∑N−1
i=1 ui + σ

)]

(βP )2
. (IV.28)

Après ces deux intégrations, chaque variable ui varie de σ à +∞. Ainsi, grâce au caractère linéaire
du potentiel (IV.26), l’intégrale restante sur les (N−1) ui peut se factoriser en un produit de (N−1)
intégrales, où chaque intégrale se réduit à

∫ ∞

σ
dui exp

[

−β(P +Km2γi)ui
]

=
exp

[

−β(P +Km2γi)σ
]

β(P +Km2γi)
. (IV.29)

L’expression exacte de la fonction de partition isobarique s’écrit donc

∆(T, P,N) =
CN

σ

(

2πm

β

)N/2

exp [−β(NPσ + Ec)]
N
∏

i=0

1

β(P +Km2γi)
, (IV.30)
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où nous avons posé γ0 = γN = 0. Dans cette formule, Ec est l’énergie minimale correspondant à
l’état compact définie par l’équation (IV.4).

Nous introduisons la température adimensionnée t = T/(KN2m2σ) et nous définissons de même
la pression adimensionnée p = P/(KN2m2). La formule exacte (IV.30) peut se réécrire

∆(KN2m2σt,KN2m2p,N) = CN (2πKN2m3σ3)N/2∆r(t, p,N) , (IV.31)

où la dépendance fonctionnelle des paramètres t et p s’exprime dans la fonction de partition isoba-
rique réduite

∆r(t, p,N) =
t3N/2+1

pN+1
exp

[

−N p

t
−N

1− 1/N2

6t
−

N
∑

i=0

ψp(si)

]

, (IV.32)

avec

ψp(s) = ln

[

1 +
s(1− s)

p

]

(IV.33)

et si = i/N .

IV.2.3 La limite du système infini

Nous nous intéressons au comportement du système pour de grandes valeurs de N . Contraire-
ment au scaling du chapitre précédent, nous n’allons pas cette fois faire varier les paramètres du
système avec N . À cause de la longue portée de l’interaction gravitationnelle, l’énergie ne va pas
être extensive mais croître comme N3, et ainsi la température T et la pression P ne sont pas des
paramètres intensifs. Or, pour définir des états étendus où la compétition entre les contributions
thermiques et gravitationnelles est maintenue, il est crucial de conserver un certain équilibre entre
les énergies cinétiques et potentielles [25]. Comme l’énergie gravitationnelle croît comme N3, la tem-
pérature T doit aller comme N2. De la même façon, et à partir de l’expression (IV.30), P doit être
proportionnel à N2 pour contrebalancer l’énergie potentielle gravitationnelle Km2γi. Ainsi, la limite
d’un système infini doit être prise en prenant N → ∞ tandis que les paramètres adimensionnés de
température t et de pression p doivent rester fixés.

Dans ce cadre, nous prenons la limite N → ∞ et étudions la fonction de partition isobarique
réduite ∆r(t, p,N) avec (t, p) fixé. Le calcul est basé sur l’utilisation de la formule d’Euler-Mac
Laurin pour remplacer la somme discrète sur les ψp(si) en intégrale continue. Le détail de calcul
est réalisé rigoureusement dans la référence [43] en annexe de cette thèse. On retiendra que cette
transformation est valide si la condition

3

2Np
≪ 1 (IV.34)

est réalisée. Au final, on en déduit le comportement asymptotique de la fonction de partition iso-
barique réduite

∆r(t, p,N) ∼ t

p
exp(−Ng(t, p)) lorsque N → ∞ , (IV.35)

avec la fonction

g(t, p) = −3

2
ln t+ ln p+

1

6t
+
p

t
+
√

1 + 4p ln

√
1 + 4p+ 1√
1 + 4p− 1

− 2 . (IV.36)

On peut remarquer que la fonction g(t, p) = − limN→∞(ln∆r(t, p,N))/N est analogue à l’enthalpie
libre par particule pour un système ordinaire avec des interactions à courte portée. Ici, cette fonction
dépend uniquement des paramètres (t, p) qui déterminent l’état du système infini.
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IV.2.4 Fonctions thermodynamiques

Le calcul explicite de la fonction de partition isobarique donne accès aux fonctions thermody-
namiques via les identités standard. Dans cet ensemble, la longueur totale L du système fluctue. Sa
moyenne s’écrit

Liso(T, P,N) = 〈L〉iso = −T ∂ ln∆
∂P

(T, P,N) = −tσ∂ ln∆r

∂p
(t, p,N) . (IV.37)

Dans la limite du système infini, on peut utiliser l’expression asymptotique (IV.35) pour la fonction
de partition réduite, ce qui conduit à Liso(T, P,N) ∼ Nσ/ηiso(t, p) avec la fraction d’empilement
moyenne isobarique

η−1
iso (t, p) = t

∂g

∂p
(t, p) . (IV.38)

Cette équation n’est rien d’autre que l’identité thermodynamique usuelle qui exprime l’inverse de
la densité en fonction de l’enthalpie libre par particule. La formule explicite (IV.36) conduit à

ηiso(t, p) =

√
1 + 4p√

1 + 4p+ 2t ln
[

(
√
1 + 4p+ 1)/(

√
1 + 4p− 1)

] . (IV.39)

L’énergie moyenne s’écrit

Eiso(T, P,N) = 〈HN 〉iso = T 2∂ ln∆

∂T
(T, P,N)− PLiso(T, P,N)

= KN2m2σ

[

t2
∂ ln∆r

∂t
(t, p,N) + pt

∂ ln∆r

∂p
(t, p,N)

]

. (IV.40)

Dans la limite du système infini, le comportement asymptotique (IV.35) conduit à Eiso(T, P,N) ∼
KN3m2σεiso(t, p) avec l’énergie adimensionnée par particule

εiso(t, p) = −t2∂g
∂t

(t, p)− p

ηiso(t, p)
=

3t

2
+

1

6
− p

(1− ηiso(t, p))

ηiso(t, p)
. (IV.41)

En remplaçant p par p1/2 et ηiso(t, p) par η, le système d’équation (IV.39,IV.41) est identique
au système (IV.11,IV.10) définissant l’équation d’état sous l’hypothèse hydrostatique. Autrement
dit, sous les hypothèses de scaling proposées, i.e. les paramètres (t, p) fixés, le champ moyen décrit
correctement le comportement du système infini dans l’ensemble isobarique.

IV.3 Équivalence des ensembles

À partir des résultats de l’ensemble isobarique, nous pouvons étudier les résultats dans l’en-
semble canonique puis dans l’ensemble microcanonique. Nous verrons ainsi que ces ensembles sont
équivalents entre eux et avec l’équilibre hydrostatique, ce qui est cohérent avec la discussion du
paragraphe IV.1.4.

IV.3.1 Rappel mathématique : la méthode du col

Nous allons dans les paragraphes qui suivent largement utiliser cette méthode que nous rappe-
lons brièvement ici. Pour plus de détails, on pourra consulter par exemples les ouvrages d’outils
mathématiques pour les physiciens [69,70].

Considérons deux fonctions f et g, pouvant prendre des valeurs complexes ou réelles. Nous
cherchons à calculer des intégrales de la forme

IN =

∫

D
dx g(x) exp[Nf(x)] ; (IV.42)
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avec N un nombre très grand. Nous supposons que les fonction f et g sont des fonctions qui varient
« lentement » devant la variation de l’exponentielle, c’est à dire

d
dx

(ln g(x)) ≪ N
d
dx
f(x) ; (IV.43)

cette condition est assurée pour N suffisamment grand. Nous supposons de plus que la fonction f
possède un maximum absolu unique sur l’intérieur de D, que nous noterons x0 et que nous appelons
point col. Dans ce cas, on a

IN = exp[Nf(x0)]

∫

D
dx g(x) exp[N(f(x)− f(x0))] . (IV.44)

Par définition de x0, la différence f(x)− f(x0) est toujours négative. Lorsque N est très grand, la
fonction exp[N(f(x)−f(x0))] va donc prendre des valeurs très faibles pour x loin de x0. L’intégrale
peut être approximée par ce qui se passe au voisinage du point col, c’est-à-dire

IN ≈ g(x0) exp[Nf(x0)]

∫ +∞

−∞
dx g(x0) exp

[

N
C

2
(x− x0)

2

]

; (IV.45)

avec

C = − d2f(x)

dx2

∣

∣

∣

∣

x=x0

. (IV.46)

Dans ce cadre, cette intégrale gaussienne se calcule simplement et on a

IN ≈
√

2π

NC
g(x0) exp[Nf(x0)] . (IV.47)

L’intégrale vaut donc, à l’ordre dominant, la valeur de la fonction prise en son maximum multipliée
par la largeur du pic de la fonction autour de ce maximum i.e.

√

2π/NC.
Dans cette approche, nous négligeons tous les termes d’ordres 3 et plus dans le développement

limité de la fonction f . Pour que la méthode soit valide, il faut vérifier cette condition. En particulier,
tous les termes pour n > 2

N1−n/2C−n/2 dnf(x)

dxn

∣

∣

∣

∣

x=x0

(IV.48)

doivent être négligeables devant 1. Cette condition provient du fait que, dans le développement
limité, on estime que les facteurs (x − x0)

n peuvent être remplacés par la covariance de l’approxi-
mation gaussienne. En effet, on estime que seul ce qui ce passe dans cette zone va jouer un rôle
dans la valeur de l’intégrale.

Il est à noter, et c’est un point important dans notre étude, que cette hypothèse sur les ordres
supérieurs est automatiquement vérifiée pour N suffisamment grand si f ne dépend pas de N .

IV.3.2 Ensemble canonique

Les calculs présentés dans ce paragraphe correspondent au système infini bien que le calcul exact
de la fonction de partition canonique est possible pour N fini. Toutefois, son utilité étant limité,
nous renvoyons le lecteur curieux en annexe A.1 page 83 pour sa discussion.

Dans l’ensemble canonique, la température adimensionnée t = T/(KN2m2σ) est définie comme
dans l’ensemble isobarique, tandis que nous fixons la taille de la boîte L = Nσ/η où η est la fraction
d’empilement usuelle. La limite de système infini est donc maintenant prise en prenant N → ∞
avec t et η fixés. Remarquons que la convergence de la fonction de partition exacte vers la fonction
de partition réduite est uniforme sur l’axe d’intégration des z i.e. ]p0 − i∞, p0 + i∞[, car le reste
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de la formule d’Euler-Mac Laurin (IV.34) est borné par 3/(2N |z|) ≤ 3N/(2Np0). On utilise donc
la définition (IV.31) dans la transformée de Laplace inverse (IV.21), on trouve

Z(KN2m2σt,Nσ/η,N) = CN (2πKN2m3σ3)N/2Zr(t, η,N) (IV.49)

avec la fonction de partition réduite

Zr(t, η,N) =
1

2πit

∫ i∞+p0

−i∞+p0

dz exp(Nz/(tη))∆r(t, z,N) (IV.50)

où p0 est un nombre positif réel. Remarquons que nous utilisons un prolongement analytique des
fonctions ∆r(t, z,N) et g(t, z) avec la variable complexe z à la place de p. Cela est correct car ces
fonctions analytiques de z sont bien définies sur le plan complexe exceptées sur la coupure ]−∞, 0].
On obtient ainsi

Zr(t, η,N) ∼ 1

2πi

∫ i∞+p0

−i∞+p0

dzz−1 exp [−N(−z/(tη) + g(t, z))] (IV.51)

avec N → ∞ et (t, η) fixés.
Cette intégrale se calcule par la méthode du col. Le lecteur souhaitant connaître les détails de

l’application de la méthode est renvoyé à la lecture de la référence [43] en annexe C. On retiendra
que le point col z∗ est unique, réel et défini par

∂g

∂z
(t, z∗) =

1

tη
. (IV.52)

Grâce à ce point col, on en déduit la valeur de l’intégrale

Zr(t, η,N) ∼
[

z∗
√

2πN |∂2g/∂z2(t, z∗)|
]−1

exp [−N(−z∗/(tη) + g(t, z∗))] . (IV.53)

À partir de ces éléments, nous pouvons définir l’énergie libre

F (KN2m2σt,Nσ/η,N) = −KN2m2σt
(

lnZr(t, η,N) + ln[CN (2πKN2m3σ3)N/2]
)

. (IV.54)

La physique étant contenue dans le premier terme, on définie l’énergie libre adimensionnée par
particule F (KN2m2σt,Nσ/η,N)/(KN3m2σ) par

f(t, η) = −z
∗

η
+ tg(t, z∗) , (IV.55)

où nous avons utilisé le comportement asymptotique (IV.53). De plus, on peut exprimer dans cette
limite la pression adimensionné pcan(t, η) = (KN2m2)−1Pcan(KN

2m2σt,Nσ/η,N) par

pcan(t, η) = η2
∂f

∂η
(t, η) . (IV.56)

En utilisant la formule (IV.55) pour f(t, η) et la définition du point col z∗(t, η) (IV.52), on obtient

pcan(t, η) = z∗(t, η) . (IV.57)

Ainsi, le point col z∗(t, η) s’identifie à la pression canonique. En remplaçant z∗(t, η) par pcan(t, η)
dans l’équation (IV.52), on voit que la relation entre pcan, t et η dans l’ensemble canonique est la
même que celle dans l’isobarique (IV.38) en posant ηiso(p, t) = η et p = pcan(t, η).
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L’énergie moyenne s’écrit par définition

Ecan(T, L,N) = 〈HN 〉can = T 2∂ lnZ

∂T
(T, L,N) = KN2m2σt2

∂ lnZr

∂t
(t, η,N) . (IV.58)

On définit l’énergie adimensionnée par particule par Ecan(T, L,N) ∼ KN3m2σεcan(t, η) qui se
réécrit dans la limite du système infini

εcan(t, η) = −z
∗(t, η)
η

− t2
∂g

∂t
(t, z∗(t, η)) , (IV.59)

comme conséquence du comportement asymptotique (IV.53) et de la définition du point col (IV.52).
En réalisant à nouveau la substitution ηiso(p, t) = η et p = pcan(t, η) dans la définition de l’énergie
isobarique (IV.41), on retrouve exactement l’énergie canonique (IV.59).

Les équations du champ moyen décrivent donc correctement l’état le plus probable du système
dans l’ensemble canonique. Ce résultat provient du fait que, l’équation mathématique définissant le
point col (IV.52) a la même forme que l’identité thermodynamique exprimant la densité en fonction
de la dérivée de l’enthalpie libre par rapport à la pression dans l’ensemble isobarique (IV.38).

IV.3.3 L’ensemble microcanonique

Dans cet ensemble, les variables sont l’énergie adimensionnée ε = E/(KN3m2σ) et la longueur
L = Nσ/η, ces paramètres restant fixés dans la limite du système infini. Comme précédemment, on
définit le nombre de micro-états réduit

Ω(E,L,N) =
CN (2πKN2m3σ3)N/2

N2
Ωr(ε, η,N) (IV.60)

et on réalise la transformation de Laplace inverse

Ωr(ε, η,N) =
1

2πi

∫ i∞+y0

−i∞+y0

dy exp(Nεy)Zr(y
−1, η,N) (IV.61)

où y0 est un nombre positif réel. On va à nouveau réaliser une méthode du col pour calculer
cette intégrale. En effet, l’intégrande est le produit d’une fonction variant lentement et du terme
exponentiel

exp
[

−N(−εy + yf(y−1, η))
]

. (IV.62)

Sans détailler le raisonnement, qui est en tout point identique à celui du paragraphe précé-
dent et détaillé en annexe dans la référence [43], on montre que l’énergie libre microcanonique
Fmic(E,L,N) = E − Tmic(E,L,N)S(E,L,N) se comporte comme Fmic(KN

3m2σε,Nσ/η,N) ∼
KN3m2σfmic(ε, η) avec la fonction sans dimension

fmic(ε, η) = f(tmic, η) , (IV.63)

ce qui correspond à l’énergie libre canonique évaluée en tmic, la température sans dimension microca-
nonique. De même, la pression microcanonique sans dimension coïncide avec la pression canonique

pmic(ε, η) = pcan(tmic, η) . (IV.64)

Au final, la relation entre ε, η, pmic et tmic coïncide avec ses équivalents canonique (IV.59), isoba-
rique (IV.41) et surtout hydrostatique (IV.10).
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IV.3.4 Discussion

Les trois ensembles isobarique, canonique et microcanonique donnent donc des résultats équi-
valents aux résultats de l’approche hydrostatique. Dans ce cas, les ensembles sont équivalents et
l’approche hydrostatique permet de décrire le système. L’analyse que nous avons réalisée dans le
chapitre précédent et adaptée dans le paragraphe IV.1.4 est donc cohérente avec ces résultats.

Toutefois, ces résultats sont valables uniquement sous plusieurs conditions. Sans entrer dans les
détails, tous ces éléments mathématiques, en particulier la formule d’Euler-Mac Laurin ou le fait
de négliger les termes cubiques dans la méthode du col, ne sont plus valides pour les très faibles
pressions, lorsque p est plus petit que 1/N . Ainsi, pour utiliser les résultats du système infini pour
décrire un système fini, il faudra vérifier cette condition.

Enfin, une condition essentielle pour utiliser la méthode du col pour le calcul du nombre de
complexions Ω est que l’intégrande reste analytique. Or, il s’avère que lorsque ε se rapproche de
1/6, le point col et la pression correspondante se rapprochent fortement de 0. Dans ce cas, la
méthode du col pourrait ne plus être valide. Il s’agit du cas des états presque totalement effondrés
pour lesquels ε→ 1/6 dans la limte N → ∞ que nous étudions paragraphe IV.4.

IV.4 La structure cœur-halo

Dans cette partie, nous allons nous approcher de l’état d’énergie minimale pour mettre en évi-
dence l’émergence d’une structure cœur-halo. Pour cela, considérons dans l’ensemble microcanonique
des états d’énergie E tels que

E − Ec ∼ Km2σNαεexc quand N → ∞ (IV.65)

avec 0 ≤ α < 3 et εexc > 0. Comme E croît moins vite que N3 et grâce à la nature attractive
de l’interaction en |x|, les particules vont rester confinées dans une région de taille Nσ + DH où
l’extension DH du halo devient infiniment faible devant (L − Nσ). De cette façon, les particules
ne ressentent plus la présence des murs de la boîte, en accord avec la décroissance exponentielle
de la pression observée au paragraphe IV.3 lorsque la température t tend vers 0. Dans ce cadre,
il est légitime d’étudier les états quasi compacts dans un espace ouvert, sans murs, où nous avons
uniquement fixé la position du centre de masse à l’origine des x.

IV.4.1 Développements explicites pour le système fini

La fonction de densité particulaire ρ(x) est définie par la relation

ρ(x) =

〈

N
∑

j=1

δ(x− xj)

〉

mic

. (IV.66)

Les fonctions δ peuvent être réécrites en terme de transformées de Fourier de la fonction unité. En
utilisant cette représentation, la densité s’exprime comme la transformée de Fourier de la moyenne
d’une somme de facteurs de phases, c’est-à-dire

ρ(x) =
1

2π

∫ ∞

−∞
dk exp(−ikx) ρ̃(k) (IV.67)

avec

ρ̃(k) =

∫

RN×RN

∏

j dxj dpj δ(E −HN ) δ(N−1
∑N

j=1 xj)
∑N

j=1 exp(ikxj)
∫

RN×RN

∏

j dxj dpj δ(E −HN ) δ(N−1
∑N

j=1 xj)
. (IV.68)
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La mesure microcanonique δ(E−HN ) est ici multipliée par le facteur δ(N−1
∑N

j=1 xj) qui impose la
contrainte sur la position du centre de masse. De plus, les intégrations spatiales se font sur l’espace
entier car nous ne prenons plus de boîte en considération. Cette représentation n’était pas utilisable
dans les parties précédentes à cause justement de cette intégration sur un domaine fini.

Pour contourner les difficultés du calcul direct de ces quantités, nous écrivons les expressions
microcanoniques comme des transformées de Laplace inverse de leurs équivalents canoniques. La
moyenne microcanonique (IV.68) s’écrit alors

ρ̃(k) =

∫ i∞+β0

−i∞+β0
dβ exp(βE) A(k, β,N)

∫ i∞+β0

−i∞+β0
dβ exp(βE) B(β,N)

(IV.69)

avec

A(k, β,N) =

∫

RN×RN

∏

j

dxj dpj exp(−βHN ) δ



N−1
N
∑

j=1

xj





N
∑

j=1

exp(ikxj) (IV.70)

et

B(β,N) =

∫

RN×RN

∏

j

dxj dpj exp(−βHN ) δ



N−1
N
∑

j=1

xj



 . (IV.71)

Les calculs explicites de B(β,N) et A(k, β,N) sont très proches de ce que nous avons pu faire
précédemment dans le paragraphe IV.2. Les principales étapes sont d’abord l’intégration direct
sur les moments, le classement des particules selon leur position, puis l’introduction des nouvelles
variables uj = xj+1 − xj et la dernière coordonnées xG, la position du centre de masse. Grâce à la
structure linéaire du potentiel VN (IV.26), on calcule directement

B(β,N) = N !
(2π)N/2

KN−1m3N/2−2





N−1
∏

j=1

1

γj





exp(−βEc)

β3N/2−1
, (IV.72)

avec à nouveau γj = j(N−j). Pour le calcul de A(k, β,N), pour chaque facteur de phase exp(ikxj),
nous utilisons l’identité

xj =
1

N





j−1
∑

l=1

lul −
N−1
∑

l=j

(N − l)ul



 (IV.73)

qui s’obtient directement de la définition des ul et de la contrainte xG = 0. L’intégration sur les ul
restants se factorise à nouveau, et nous obtenons straightforwardly, en écrivant les produits comme
des exponentielles de sommes,

A(k, β,N) = B(β,N)

N
∑

j=1

exp [−ikσ(N − 2j + 1)/2]

× exp



−
j−1
∑

l=1

ln

(

1− ik

NβKm2(N − l)

)

−
N−1
∑

l=j

ln

(

1 +
ik

NβKm2l

)



 . (IV.74)

IV.4.2 Représentation intégrale dans la limite de système infini

Prenons maintenant N → ∞ avec la différence (E−Ec) augmentant comme Nα. Nous sommes
en mesure de calculer les deux transformées des Laplace intervenant dans l’expression (IV.69) de
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ρ̃(k) dans la limite N → ∞ par, à nouveau, la méthode du col. Pour B(β,N), en prenant en compte
son expression exacte (IV.72), le point col obtenu en extrémalisant [β(E − Ec)− (3N/2) lnβ] est

β∗ =
3N

2(E − Ec)
. (IV.75)

Il est facile de vérifier que cette estimation devient exacte lorsqueN → ∞. En effet, cette transformée
se calcule explicitement pour tout N et coïncide avec cette estimation lorsque N → ∞.

Pour la transformée de Laplace de A(k, β,N), nous avons besoin du développement asympto-
tique de (IV.74). En appliquant la formule d’Euler-Mac Laurin aux sommes contenues dans l’ex-
pression (IV.74), et en prenant soin de vérifier que les termes correctifs sont bien négligeables dans
les conditions qui nous intéressent, nous obtenons la forme asymptotique de A(k, β,N), c’est-à-dire

A(k, β,N) ∼ NB(β,N)R(k, β,N) , (IV.76)

avec

R(k, β,N) =

∫ 1

0
ds exp

[

−ikN(1− 2s)σ/2−Nϕ(s, κ−1(β,N)k)
]

, (IV.77)

ϕ(s, q) = s ln[s(1− s− iq)] + (1− s) ln[(1− s)(s+ iq)]

+ iq ln

[

(1 + iq)(1− s− iq)

(1− iq)(s+ iq)

]

− ln

[

(s+ iq)(1− s− iq)

(1− iq)(1 + iq)

]

(IV.78)

et

κ(β,N) = βKN2m2 . (IV.79)

Ainsi, dans la transformée de Laplace de A(k, β,N), on peut appliquer à nouveau la méthode
du col. Celle-ci consister à extremaliser la quantité

[

β(E − Ec)− (3N/2) lnβ −Nϕ(s, κ−1(β,N)k)
]

.
La dérivée en β de cette quantité s’écrit

(E − Ec)−
3N

2

1

β
−Nk

dκ−1

dβ
∂

∂q
ϕ(s, q) . (IV.80)

En supposant que la valeur de β reste d’ordre N1−α comme dans la relation (IV.75), on observe
que le dernier terme de cette équation est d’ordre N−1β−2 ∼ N−3+2α et nous pouvons donc le
négliger devant les autres termes variant comme Nα car α < 3. Ainsi, l’intégrande se réduit à
une fonction B(β,N) rapidement variable en β multipliée par une fonction lentement variable
R(k, β,N). Au premier ordre dans la limite des grands N , B(β,N) peut être remplacée par son
approximation gaussienne au voisinage du point col tandis que R(k, β,N) est remplacée par sa
valeur en β = β∗. La transformée de Laplace inverse de A(k, β,N) est donc le produit de celle de
B(β,N) par R(k, β∗, N). En insérant ce résultat dans l’expression (IV.69) de ρ̃(k) et en utilisant la
transformée de Fourier (IV.67), nous arrivons à

ρ(x) ∼ N

2π

∫ ∞

−∞
dk exp(−ikx)

∫ 1

0
ds exp [−ikN(1− 2s)σ/2−Nϕ(s, k/κ(β∗, N))] . (IV.81)

Cette représentation intégrale (IV.81) est valide pour toutes les puissances α < 3. La température
T ∗ = 1/β∗ apparaît naturellement dans cette représentation. Avec la relation (IV.75), on observe
que T ∗ est reliée à l’énergie d’excitation (E−Ec) par une relation identique à celle du théorème du
viriel, de façon similaire au cas de particules ponctuelles auto-confinées dans un espace ouvert [66].
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IV.4.3 La densité exacte dans le halo

Pour α < 3, la plupart des particules sont contenues dans un agrégat de taille typique Nσ.
Nous déterminons la forme exacte de la densité du halo entourant ce cœur à partir de la représen-
tation (IV.81) et discutons la validité de l’approche hydrostatique.

IV.4.3.a Méthode du col et hydrostatique

La densité donnée par la formule (IV.81) est une fonction paire grâce à la propriété

ϕ(1− s,−k/κ(β∗, N)) = ϕ(s, k/κ(β∗, N)) . (IV.82)

Nous restreignons donc notre étude à x > 0. Comme nous sommes intéressés par ce qui se passe
proche des états compacts, il est pratique de réécrire la position comme x = Nσ(1 + 2ξ)/2, tandis
que nous posons s → (1 − s) et inversons les intégrales sur k et s dans la formule (IV.81) qui se
réécrit alors comme

ρ(x) ∼ N

2π

∫ 1

0
ds
∫ ∞

−∞
dk exp [−NΨ(s, k)] , (IV.83)

avec
Ψ(s, k) = ikσ(ξ + s) + ϕ(1− s, k/κ∗) (IV.84)

où nous avons posé κ∗ = κ(β∗, N). Nous allons réaliser ces intégrations par la méthode du col.
Le détail des calculs est disponible dans la référence [43] reproduite en annexe C. Au final, on

trouve que les deux points cols (s∗, k∗) sont uniques et définis par les relations k∗ = 0 et

ln

[

s∗

(1− s∗)

]

= −σκ∗(ξ + s∗) . (IV.85)

Ensuite, après quelques manipulations algébriques, nous obtenons l’estimation de ρ(x) par la double
méthode du col, avec x = Nσ(1 + 2ξ)/2,

ρ∗(x) =
κ∗

σκ∗ + [s∗(1− s∗)]−1
. (IV.86)

On insiste sur le fait que cette expression est identique à la densité hydrostatique du système dans
un espace ouvert. Celle-ci peut s’obtenir en suivant le raisonnement détaillé au paragraphe IV.1 en
prenant L→ ∞ avec tous les autres paramètres fixés. De plus, si l’on pose σ = 0 tandis que x et les
autres paramètres restent fixés, on peut explicitement résoudre l’équation (IV.85), c’est-à-dire s∗ =
exp(−κ∗x/N)/(1− exp(−κ∗x/N)), et donc l’expression (IV.86) se réduit à κ∗/[4 cosh2(κ∗x/(2N))]
avec κ∗ = 3KN3m2/(2E), ce qui n’est rien d’autre que le résultat de Rybicki [66] pour les particules
ponctuelles.

Nous venons d’appliquer la méthode du col sans se soucier de sa validité ou non, et cela est
équivalent à l’approche hydrostatique. Pour vérifier la validité de la méthode du col, nous devons
discuter le rôle des termes cubiques et supérieurs (IV.48) évoqués paragraphe IV.3.1. En effet, la
fonction Ψ dépend de κ qui dépend explicitement de N (IV.79). Les termes d’ordres supérieurs ne
sont donc plus automatiquement négligeables comme dans les cas précédents.

IV.4.3.b Halo étendu pour 2 < α < 3

Pour α < 3, κ∗ se comporte comme N3−α. À partir de l’estimation (IV.86) et de l’équa-
tion du point col (IV.85), la densité proche de x = Nσ/2 doit varier par rapport à ξ sur une
échelle d’ordre 1/(σκ∗), et le point col s∗ est d’ordre 1/(σκ∗). L’importance des termes cubiques
et supérieurs dans la méthode du col peuvent être estimés en regardant le comportement lorsque
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(k − k∗) et (s − s∗) sont de l’ordre de la covariance entrant en jeu dans les approximations Gaus-
siennes, comme discuté au paragraphe IV.3.1. Ainsi, on estime (k − k∗) ∼ N−1/2 [Ψkk]

−1/2 et

(s− s∗) ∼ N−1/2
[

Ψss + 2k∗sΨks + (k∗s)
2Ψkk

]−1/2
, où les indices inférieurs désignent les dérivées par

rapport aux variables mentionnées. Pour l’intégrale sur k, la contribution cubique en exposant de
exp [−NΨ(s, k)] et d’ordre

N−1/2Ψkkk [Ψkk]
−3/2 ∼ (Ns∗)−1/2 ∼ N1−α/2 (IV.87)

autour du point col k∗ = 0 pour s = s∗ ∼ 1/(σκ∗). Ainsi, si α > 2, la contribution cubique (IV.87)
disparaît lorsque N → ∞. Pour l’intégrale sur s, la contribution cubique est aussi d’ordre N1−α/2.
De plus, tous les termes d’ordres supérieurs dans les deux exposants deviennent négligeables devant
1 lorsque N → ∞.

Ainsi, ces estimations montrent que la méthode du col (IV.86) donne la fonction exacte lorsque
N → ∞ pour 2 < α < 3. Le halo correspondant est de taille typique DH d’ordre Nσ/(σκ∗) ∼ Nα−2,
ce qui est petit comparé à la taille Nσ du cœur où la majorité des particules sont piégées. De plus, ce
halo est étendu devant σ car sa taille DH diverge lorsque N → ∞. L’approche hydrostatique donne
toujours le profil de densité exact par l’expression (IV.86). En effet, les critères de validité (IV.17)
et (IV.18) détaillés dans le paragraphe IV.1.4 sont remplis. Et surtout, la densité ρ(x) du halo varie
sur une taille DH bien plus grande que la taille typique de la corrélation entre les bâtonnets durs σ.

IV.4.3.c Halo fini pour α = 2

Pour α = 2, σκ∗ se réduit à 3N/(2εexc) et est d’ordre N . Le comportement (IV.87) montre que le
terme cubique derrière l’approximation gaussienne est d’ordre N0, et il ne peut donc pas être négligé
lorsque N → ∞. Cela implique que la méthode du col n’est plus valable, i.e. le profil de densité
exact n’est plus donné par l’estimation (IV.86) lorsque N → ∞. En réalité, et comme suggéré par les
calculs de la méthode du col, les termes dominants de la représentation intégrale (IV.83) proviennent
de valeurs finies de k d’une part, et des faibles valeurs de s d’ordre 1/N d’autre part. Ainsi, nous
réalisons le changement de variables k → v/σ et s→ u/N , tandis que nous paramétrisons la position
ξ par un paramètre adimensionné w défini par ξ = (2εexc/3)(lnN)/N+w/N . Avec ces changements
de variables, la fonction Ψ(v, u/N) peut être en partie développée en puissance du petit paramètre
u/N tandis que u, v et w sont maintenus fixés. L’exposant [−NΨ(v, u/N)] dans la représentation
intégrale (IV.83) devient une fonction de (u, v, w) qui ne dépend plus de N , plus des termes correctifs
qui disparaissent dans la limite N → ∞. Cela nous conduit à la forme asymptotique exacte de la
densité au point w,

ρ(w) =
1

2πσ

∫ ∞

0
du
∫ ∞

−∞
dv exp [−ivw − iuv − u lnu]

× exp [2iεexcv/3 + (u− 2iεexcv/3) ln(u− 2iεexcv/3)] , (IV.88)

où l’intégrale sur u a été étendue à l’infini, en négligeant les corrections qui disparaissent lorsque
N → ∞ grâce à l’intégrabilité des fonctions concernées.

Comme σw = x − Nσ/2 − (2εexc/3) lnN , la densité varie maintenant sur une échelle d’ordre
σ, et donc le halo a une extension finie DH. Notons que le début du halo où ρ(x) est toujours
proche de la densité du cœur 1/σ est localisé à une distance Nσ/2 qui diverge logarithmiquement
avec N . Le profil de densité dans le halo, tout comme sa taille et sa position, dépend de l’énergie
d’excitation sans dimension εexc. Lorsque εexc devient grand, le halo devient de façon prévisible très
étendu comme dans le cas précédent α > 2. Pour des valeurs finies de εexc, la taille DH se réduit à
quelques σ, la taille des bâtonnets. Lorsque εexc tend vers zéro, le halo devient de plus en plus fin
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et localisé de plus en plus proche du bord x = Nσ/2. En réalité, dans cette limite, on remarque que
l’expression (IV.88) se réduit à

ρ0(w) =
1

2πσ

∫ ∞

0
du
∫ ∞

−∞
dv exp [−iv(w + u)] =

1

σ
(1−H(w)) , (IV.89)

où H(w) est la fonction de Heavyside, H(w) = 0 pour w < 0 et H(w) = 1 pour w > 0. Dans cette
limite, le halo disparaît et toutes les particules sont gelées dans le cœur. Ce résultat peut être obtenu
de façon similaire en considérant α < 2. Dans la figure IV.2, nous avons tracé plusieurs profils de
densité (IV.88) pour plusieurs valeurs de εexc.

w

σ−20 −10 0 10 20

σρ(w)

0.5

1.0

• εexc = 0.15
• εexc = 1.5
• εexc = 15

Figure IV.2 – La densité exacte σρ(w) donnée par l’expression (IV.88) pour différentes valeurs de
l’énergie d’excitation εexc. Pour εexc petit, le profil de densité est proche d’une fonction de Heavyside,
décrivant un état totalement compact et gelé. On remarque bien que la densité du halo varie sur
une échelle de l’ordre de quelques σ, empêchant une description hydrostatique.

Et pour finir, nous insistons sur le fait que l’approche hydrostatique ne conduit pas au profil
exact de densité (IV.88). La densité hydrostatique, donnée par l’expression (IV.86), se réduit à une
fonction dépendant de la position adimensionnée w défini précédemment. En effet, après avoir posé
s∗ = u∗/N , l’équation (IV.85) peut se réécrire

2εexc
3

lnu∗ = −w − u∗ , (IV.90)

alors que le profil de densité hydrostatique devient

ρ∗(w) =
u∗

σ[u∗ + 2εexc/3]
. (IV.91)

Le fait que l’approche hydrostatique ne permette plus de décrire le système est une conséquence de
la variation rapide de la densité à des échelles du même ordre de grandeur que l’échelle de corrélation
locale entre les objets. Cela n’est pas dû directement à l’interaction gravitationnelle locale, qui est
toujours négligeable. L’hypothèse de couplage faible (IV.18) reste valable et les particules du halo
interagissent de façon négligeables entre elles. Dans la figure IV.3, nous comparons les résultats
de l’hydrostatique et la densité exacte en traçant Diff(w) = [ρ(w) − ρ∗(w)]/ρ(w) pour différentes
valeurs de εexc.

IV.5 Conclusion de l’étude

L’étude de ce modèle, assez simple et avec peu de réalité physique a priori, a permis d’établir des
résultats exacts permettant d’illustrer la discussion générale de cette thèse, et plus généralement de
discuter certains aspects des problèmes de mécanique statistique avec interactions à longue portée.
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• εexc = 0.15
• εexc = 1.5
• εexc = 15
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Figure IV.3 – La différence relative Diff(w) = [ρ(w)−ρ∗(w)]/ρ(w) entre les profils de densité exacts
et hydrostatiques pour plusieurs valeurs de εexc. La pertinence globale de l’approche hydrostatique
est meilleure pour de grandes valeurs de εexc. Pour des petites valeurs de εexc, les deux profils sont
proches de la valeur du profil compact 1/σ pour w < 0, alors que ces deux profils diffèrent de
plusieurs ordres de grandeurs pour w > 0.

Premièrement, l’équivalence des ensembles est ici assurée par l’équilibre entre l’énergie ciné-
tique et l’énergie potentielle. Arrêtons nous un instant sur ce point et réalisons un raisonnement
dynamique sur le système dans l’ensemble microcanonique. Pour cela, considérons un état initial
d’énergie cinétique nulle. Dans ce cas, l’énergie totale E est égale à l’énergie potentielle V elle-même
proportionnelle à N3. Lorsque le système évolue par la suite, et après un temps suffisamment long,
l’énergie potentielle reste proportionnelle à N3 et donc l’énergie cinétique est égale à la différence
de deux termes proportionnels à N3, ce qui implique une température T proportionnelle à N2.
Si la température est plus faible, il n’y aura pas suffisamment d’énergie pour contrer l’interaction
gravitationnelle et le système se rapprochera d’un état collapsé. C’est ce qui arrive quand l’énergie
de départ est choisie trop proche de l’énergie de collapse.

Ainsi, lorsque le système s’approche trop de l’état totalement effondré, l’approche hydrostatique
ne permet plus de décrire correctement le profil de densité, et le système possède un cœur et un
halo de taille finie lorsque N tend vers l’infini. Grâce à ce modèle soluble, nous avons donc mis en
lumière la discussion du chapitre précédent III.5.

Nous souhaitons insister sur les analogies et les différences entre les gravitations à une et à
trois dimensions. La différence fondamentale provient de la forme du potentiel d’interaction à deux
corps tant aux longues qu’aux courtes portées. À courte portée, l’interaction gravitationnelle à une
dimension reste finie, et tend même vers zéro. Ainsi, la condition de couplage faible qui sous-tend
un traitement de type champ moyen est toujours vérifiée. À trois dimensions, la divergence du
potentiel en 1/r favorise la formation d’objets composés, comme les systèmes d’étoiles binaires ou
d’autres objets effondrés, ce qui peut conduire à invalider le traitement de type champ moyen de la
gravitation, comme nous l’avons vu dans le chapitre précédent. De plus, la divergence du potentiel
en |x| à longue distance assure un auto-confinement du système à une dimension, alors qu’à trois
dimensions il est nécessaire d’introduire une boîte pour le traitement statistique, ce qui est tout de
même assez artificiel dans un contexte astrophysique.

Dans ce chapitre, nous avons utilisé plusieurs ensembles statistiques. Nous rappelons que l’en-
semble microcanonique semble être le seul ensemble à avoir une certaine justification pour décrire
des systèmes astrophysiques. Toutefois, l’utilisation des ensembles canonique et isobarique nous a
permis d’éviter de nombreuses difficultés liées à un calcul direct dans l’ensemble microcanonique.
Ces ensembles doivent être ici vus comme des outils de calculs sans entrer dans la discussion de leur
réalisation physique concrète.

Enfin, nous souhaitons faire une dernière remarque sur la dynamique du système. Contrairement
au cas à trois dimensions, où la taille non-nulle des objets provoque une accélération de la relaxation
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vers l’équilibre thermodynamique [40], les collisions à une dimension laissent la distribution de
vitesse inchangée et n’ont donc pas d’influence sur la distribution de vitesse, et donc ne favorisent
pas la thermalisation. De plus, en relation avec les mécanismes de fragmentation, nous pouvons
mentionner l’étude numérique sur la formation de petits agrégats [71], l’analyse numérique des
effets de la dissipation pour des systèmes auto-gravitants à une dimension [72], et les résultats
exacts du processus d’agrégation de particules ponctuelles avec des interactions gravitationnelles à
une dimension et des collisions inélastiques [73].



Chapitre V
Un modèle de binaires partiellement
thermalisées

Dans les chapitres précédents, nous avons étudié en détail l’approximation hydrostatique ainsi
que les critères justifiant sa validité. Dans le chapitre III, nous avons vu que les hypothèses sous-
jacentes à un traitement champ moyen peuvent être mises en défaut par suite des effets à courte
portée de l’interaction gravitationnelle à trois dimensions. Dans cette analyse, nous avons supposé
que le système était à l’équilibre statistique et totalement thermalisé. Pour les systèmes astrophy-
siques très dilués qui nous intéressent, cette hypothèse semble raisonnable lorsqu’on considère les
structures à grandes échelles. Par contre, les configurations où deux corps sont relativement proches
ne sont pas thermalisées en général. Ainsi, dans un système d’étoiles double, la dynamique relative
des deux étoiles est entièrement gouvernée par l’interaction gravitationnelle entre ces deux corps. Les
orbites elliptiques correspondantes du problème bien connu de Kepler [74] restent stables sur de très
grandes échelles de temps, et leur distribution ne saurait être correctement décrite par la mécanique
statistique d’équilibre. En conséquence, la description des effets à courte portée pour les systèmes
considérés nécessite l’introduction d’une certaine phénoménologie que nous allons construire en nous
inspirant de certains résultats connus ou observés.

Dans la littérature, le rôle des systèmes binaires est largement évoqué dans la discussion de
l’équilibre des amas globulaires. Ces systèmes permettent, à énergie fixée, d’augmenter l’énergie
cinétique du système et de contrecarrer l’effondrement du cœur des amas et la catastrophe gravo-
therme décrite au chapitre II. On pourra se reporter aux ouvrages [7,8] pour une discussion précise
du phénomène. De plus, dans de nombreuses simulations de dynamique moléculaire récentes d’amas
globulaires, les systèmes binaires sont explicitement modélisés et leurs effets sur la dynamique des
amas est particulièrement étudié. Il est à noter que ces études ne sont pas complètement fiables car
elles reposent sur des schémas numériques qui conduisent à des effets différents, voire contradic-
toires [1–6]. En ce qui concerne les aspects théoriques autour de ces systèmes, nous renvoyons à la
longue discussion de D.C. Heggie dans les références [44,45].

Dans ce chapitre, afin de prendre en compte les effets des binaires, nous allons construire une
certaine phénoménologie, reprenant en partie des éléments de mécanique statistique d’équilibre. Une
discussion proche a déjà été abordée dans [75]. Pour cela, dans le paragraphe V.1, nous définissons
un modèle de deux espèces, des étoiles simples et des étoiles binaires, dont la fraction relative est
fixée. Ainsi, le nombre de binaires ne change pas avec l’énergie du système, seule l’énergie stockée
dans ces systèmes peut évoluer. Une telle discussion a déjà été réalisée dans [76]. Ensuite, dans
le paragraphe V.2, nous adaptons la description d’Antonov présentée au chapitre II pour décrire
l’équilibre thermique gravitationnel aux grandes échelles. Et enfin, dans le dernier paragraphe, nous
présentons un modèle de binaire permettant de prendre en compte leur effet sur l’équilibre global,
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à travers la détermination de l’énergie stockée.
Il est à noter que les choix de modélisations proposés sont évidemment discutables. En effet,

supposer que le nombre de binaires évolue peu selon l’équilibre du système revient à supposer que
seules les binaires primordiales liées à la création des amas globulaires subsistent. Cette hypothèse
est clairement mise en défaut par les simulations numériques [1–6], qui concernent toutefois des
systèmes pouvant être bien moins dilués que les amas globulaires. De même, le modèle qui sera
choisi dans le paragraphe V.3 repose sur une distribution homogène dans l’espace des phases des
paramètres géométriques des orbites elliptiques d’une partie des binaires, les binaires hard non
thermalisées. Dans ce cadre, nous sommes conduits à introduire des paramètres phénoménologiques
définissant la distinction entre binaires hard et soft, ainsi que la notion même de binaires dans
le cadre du problème à N corps. Nous optons pour un choix volontairement minimaliste, à savoir
l’introduction d’un seul paramètre relié à la température. Ce choix simple, motivé par des arguments
physiques, permet une première discussion qualitativement raisonnable des effets des binaires sur
l’équilibre d’un amas globulaire.

V.1 Le modèle statistique à deux espèces

V.1.1 Position du problème

Considérons un volume total sphérique Λ = 4πR3/3 dans lequel N objets de masse m inter-
agissent gravitationnellement entre eux. La longue portée de l’interaction gravitationnelle est prise
en compte via un traitement de type champ moyen étudié au paragraphe V.2. Pour décrire les effets
à courte portée, nous séparons les N particules en deux espèces différentes, les étoiles binaires et les
étoiles simples ou célibataires.

Si l’on suppose que le système est entièrement thermalisé à toutes les échelles, il est possible de
réaliser un raisonnement purement statistique conduisant à un véritable équilibre chimique entre
les deux espèces, raisonnement rapidement présenté en annexe A.2 page 85 de cette thèse. Toute-
fois, cette hypothèse semble peu raisonnable pour décrire les systèmes réels que nous souhaitons
considérer ici. En effet, l’étude statistique d’un système gravitationnel à deux corps confinées une
boîte, réalisée dans [46], conduit à deux états majoritaires, soit de type gaz parfait, soit totalement
effondré. Le passage d’un état à l’autre s’effectuant sur une gamme de température très faible. Il
semble audacieux de supposer qu’un système binaire puisse être décrit par ce type de modélisation.
Pour cette raison, nous allons supposer que les binaires sont partiellement thermalisés et que leur
nombre est fixé.

Nous supposons donc que parmi les N objets, 2Nb étoiles sont dans Nb systèmes binaires. Nous
définissons donc la fraction en masse de binaire

2mNb

mN
= nb , (V.1)

qui peut prendre toutes les valeurs comprises entre 0 et 1.

V.1.2 Fonctions de densité des différentes espèces

Nous supposons que la structure à grande échelle du système est contrôlée par le champ gravi-
tationnel moyen. Ainsi, comme nous l’avons fait dans le chapitre II dans la discussion du modèle
historique d’Antonov, nous allons supposer que les distributions de chacune des espèces est donnée
par une distribution de type Boltzmann. Les fonctions de densité de masse sont alors données par

ρs(r) = As exp [−mβΦ(r)] ; (V.2)

ρb(r) = Ab exp [−2mβΦ(r)] . (V.3)
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où ρs est la densité des étoiles célibataires et ρb celle des binaires. Ces expressions dépendent
uniquement du champ gravitationnel moyen Φ(r) et d’une certaine température du système T =
1/β.

Les constantes de normalisation As et Ab sont données par les relations de conservation du
nombre de particules, à savoir

mNs =

∫

d3r ρs(r) et 2mNb =

∫

d3r ρb(r) , (V.4)

expressions qui se réécrivent en prenant en compte le nombre total de particules

Ns + 2Nb = N . (V.5)

Remarquons que les fonctions (V.2) et (V.3) satisfont l’équation fondamentale d’une distribution
purement hydrostatique du problème. En effet, si nous considérons le système comme un mélange de
deux gaz gravitationnels de densité particulaires ρs/m et ρb/(2m). La pression partielle de chaque
espèce est régie par une loi de l’hydrostatique et la combinaison des deux conduit à

ρ(r)
dΦ(r)

dr
= − 1

βm

d
dr

(

ρs(r) +
1

2
ρb(r)

)

. (V.6)

V.1.3 État physique du système

Pour déterminer l’état du système, il est nécessaire de considérer la conservation totale de
l’énergie. Celle-ci s’écrit, avec la température T = β−1 intervenant dans les densités (V.2) et (V.3),

E =
3

2
(Ns +Nb)T +

1

2

∫

d3r ρΦ+ Eb(T ) ; (V.7)

avec E l’énergie totale et Eb(T ) l’énergie totale contenue dans les systèmes binaires.
Les premiers termes de l’énergie correspondent à des termes que nous allons traiter à travers

des hypothèses de champ moyen. Il s’agit en effet uniquement de contributions dues à la structure
à grande échelle du système. Nous étudions dans le paragraphe suivant cette structure, qui permet
ainsi d’imposer une température au système. Ensuite, l’énergie des binaires est déterminée en réa-
lisant le modèle de binaire prenant en compte les degrés de liberté internes des binaires, que nous
étudions dans le paragraphe V.3.

V.2 La sphère isotherme à deux corps

Dans le modèle d’équilibre proposé, l’effet des binaires sur l’énergie totale se fait ressentir à
travers l’équation (V.7). L’énergie contenue dans les systèmes binaires est une fonction uniquement
de la température β−1. Cette température est elle même une fonction de l’équilibre gravitationnel
global entre les binaires et les étoiles simples. Dans cette partie, nous étudions cet équilibre de champ
moyen entre des particules de masses m et de masses 2m, où le rapport entre les deux populations
est fixée par la relation (V.1). Pour cela, nous allons reproduire et réutiliser la méthode numérique
développée au chapitre II, tirée en grande partie des références [9, 10, 46, 47]. Le raisonnement
présenté est d’ailleurs très proche de celui de la référence [76].

V.2.1 Contenu physique

Pour commencer, l’équation gravitationnelle du problème est l’équation de Poisson

1

r2
d
dr

(

r2
dΦ(r)

dr

)

= 4πGρ(r) ; (V.8)
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où nous utilisons la densité totale décrite au paragraphe précédent

ρ(r) = As exp[−mβΦ(r)] +Ab exp[−2mβΦ(r)] ; (V.9)

où les coefficients de normalisation sont définis dans les relations (V.4).
Pour obtenir un système adimensionné, nous utilisons les variables

r 7−→ x =
r

R
X avec X2 = β4πGmρ0R

2 ; (V.10)

Φ(r) 7−→ ψ(x) = βm (Φ(x)− Φ(0)) ; (V.11)

où l’on définit la quantité ρ0 homogène à une densité de masse comme

ρ0 = As exp [−βmΦ(0)] . (V.12)

Avec ces notations, la densité de masse totale s’écrit

ρ(x) = ρ0 (exp[−ψ(x)] + α exp[−2ψ(x)]) (V.13)

avec α un coefficient imposé par les normalisations des fonctions de distributions (V.4).
La seconde équation définissant l’équilibre est évidemment la relation fondamentale de l’hydro-

statique pour un fluide parfait (V.6)

dψ
dx

= − ρ0
ρ(x)

d
dx

(

exp[−ψ(x)] + α

2
exp[−2ψ(x)]

)

(V.14)

où le coefficient 1/2 provient du fait que la pression est liée à la densité particulaire et non pas à la
densité de masse.

V.2.2 Système dynamique

Nous posons de nouvelles variables permettant de décrire le système comme un système dyna-
mique. Pour les mêmes raisons que pour l’étude de la sphère isotherme d’un gaz de sphères dures
du paragraphe II.3, les variables de Milne ne sont pas adaptées à la description de ce problème.
En effet, celles-ci permettent l’écriture simple des conditions aux limites dans le cas des particules
ponctuelles, mais uniquement dans ce cas.

V.2.2.a Définition des variables

Posons d’abord la célèbre variable de Milne adimensionnée v telle que

v(x) = xψ′(x) . (V.15)

On a alors l’équation de Poisson qui s’écrit simplement

(xv)′ = x2
ρ(x)

ρ0
. (V.16)

L’utilisation de la variable w définie comme une certaine densité de masse adimensionnée au
paragraphe II.3 par la relation (II.64) semble pertinente. Dans le cas qui nous intéresse intéresse, et
au vu de la forme de l’équation de l’hydrostatique (V.14), nous allons prendre comme variable la
densité de masse des étoiles simples adimensionnée, c’est-à-dire

w(x) = exp[−ψ(x)] . (V.17)
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Il vient par construction

w′(x) = −wv
x

. (V.18)

Cette équation représente l’équilibre hydrostatique pour la pression partielle des étoiles simples
uniquement. Au final le système dynamique s’écrit







v′ = xw + αxw2 − v

x
;

w′ = −wv
x

.
(V.19)

Les conditions initiales du système étant (v0, w0) = (0, 1).

V.2.2.b Expression des conditions finales

L’équation de conservation de la masse s’écrit

Nm = 4π
R3

X3

∫ X

0
dx x2ρ(x) = 4πρ0

R3

X2
v(X) ; (V.20)

ce qui implique à nouveau

v(X) = β
Gm2N

R
= β∗ =

1

T ∗ ; (V.21)

où la température adimensionnée T ∗ se déduit de cette définition. La lecture de la variable v permet
à nouveau de connaître la température d’équilibre du système.

Une seconde condition peut se déduire de la définition du ratio de binaire (V.1) qui s’écrit

2mNb

mN
= nb ; (V.22)

avec nb fixé. En utilisant la définition intégrale du nombre de particule, il vient

mNb = αρ0
4πR3

X3

∫ X

0
x2dx w(x)2 . (V.23)

Puis, en utilisant la conservation de la masse (V.20), on trouve

nb = α

∫ X
0 x2dx w(x)2

Xv(X)
. (V.24)

Cette équation intégrale jouera le même rôle que l’équation (II.78) dans le système du gaz de sphère
dures isotherme. À travers cette équation, on a accès à la quantité X qui paramétrise les états
d’équilibre du système.

V.2.2.c Expression de l’énergie

Nous ne nous intéressons ici qu’à la partie de l’énergie (V.7) qui correspond à l’énergie gravita-
tionnelle du champ moyen EMF (pour mean field). Celle-ci s’écrit

EMF =
3

2
(Ns +Nb)β

−1 +
1

2

∫

4πr2dr Φ(r)ρ(r) ; (V.25)

où l’on a utilisé le nombre de particules de chaque espèce définie par les intégrales

Ns =
ρ0
m

∫

4πr2dr exp[−mβΦ(r)] ; (V.26)

Nb =
αρ0
2m

∫

4πr2dr exp[−2mβΦ(r)] . (V.27)
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L’énergie (V.25) se réécrit en unités gravitationnelles comme ε = ER/(Gm2N2) et il vient

εMF = εK + εP , (V.28)

avec

εK =
3

2

(T ∗)2

X

(∫ X

0
dx x2

[

w(x) +
α

2
w2(x)

]

)

, (V.29)

et

εP =
(T ∗)2

2X

∫ X

0
x2dx

[

ρ(x)

ρ0

m

T
Φ(x)

]

; (V.30)

=
(T ∗)2

2X

∫ X

0
x2dx

[

ρ(x)

ρ0
ψ(x)

]

− T ∗

2

∫ X

0
dx x

ρ(x)

ρ0
; (V.31)

où l’on a utilisé la relation
m

T
Φ0 = −

∫ X

0
dx x

ρ(x)

ρ0
; (V.32)

provenant de l’application de la formule explicite de la solution de l’équation de Poisson (II.28).

V.2.3 Algorithme et courbes

Nous venons de construire tous les outils nécessaires au tracé de l’énergie εMF en fonction de la
température T ∗. Pour cela, nous appliquons l’algorithme suivant :

— une valeur de nb est fixée ;
— une valeur de α quelconque est fixée ;
— on résout le système (V.19) et on on obtient (v, w) ;
— à partir de ce résultat, on résout (V.24) et on obtient X ;
— on calcule T ∗ et l’énergie s’en déduit avec (V.28) ;
— pour obtenir la courbe complète, on répète l’opération avec un coefficient α différent.

V.2.3.a Relations entre l’énergie et la température...

Différentes courbes ont été calculées en suivant cet algorithme et sont tracées dans la figure V.1.
On remarque que l’on retrouve pour nb = 0 un système d’étoiles simples, qui correspond au cas
de la sphère isotherme pour des particules ponctuelles identiques, dont l’énergie a déjà été tracée
figure II.3. Pour le cas nb = 1, il s’agit aussi de ce même cas mais avec N/2 particules de masse 2m.
L’énergie εMF étant l’énergie divisée par un facteur N2m2, elle reste inchangée pour des particules
de masse m ou 2m. Par contre, l’inverse de la température 1/T ∗ étant proportionnelle à m2N , elle
est divisée par 2 par rapport au cas des particules simples. Ces courbes caloriques sont semblables
à celles dérivées dans la référence [76].

V.2.3.b Quelques fonctions de distribution...

À partir des arguments précédents, on peut tracer la densité totale (V.13) en fonction de la
position ou encore la localisation relative des binaires et des étoiles célibataires dans le système. Les
courbes de la figure V.2 ont étés tracées pour la fraction de binaire fixée à nb = 0.1.

À partir de ces courbes, on remarque que plus on parcourt la spirale d’équilibre V.2a, plus
la masse est concentrée au centre du système. Il s’agit du même phénomène que pour la sphère
isotherme simple. De plus, et logiquement, les binaires sont toujours préférentiellement localisées
au centre de la sphère. Les objets les plus lourds sont donc bien le plus au centre. On remarque
ainsi que plus on se rapproche du centre de la spirale, plus les binaires ont tendance à être seules
au centre de la sphère, et à expulser ainsi les étoiles simples.
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Figure V.1 – Énergie du gaz isotherme εMF à deux éléments de masse m et 2m. Le facteur nb fixé
défini équation (V.1) correspond à la quantité d’objets dans un système binaire par rapport à la
quantité totale d’objets. On retrouve pour nb = 0 les résultats de la sphère isotherme classique du
chapitre II. Pour nb = 1, c’est-à-dire un système de N/2 particules de masse 2m, on retrouve les
résultats de la sphère isotherme avec la température adimensionnée T ∗ multipliée par un facteur 2.

V.3 Prise en compte de la courte portée : un modèle de binaires

L’étude des systèmes de binaires est un vaste champ de recherche [44,45]. De nombreux aspects
sont à prendre en compte, notamment dynamiques. Le modèle que nous proposons est extrêmement
simplifié afin de décrire qualitativement l’effet de la présence de systèmes binaires sur les aspects
énergétiques de l’équilibre gravitationnel global.

V.3.1 Le modèle de binaires

Les éléments discutés dans ce paragraphe peuvent être retrouvé dans de nombreuses références,
notamment [7, 44,45].

On rappelle qu’un système binaire a une dynamique bien connue [74]. La trajectoire de la
particule fictive dans le référentiel du centre de masse est une ellipse définie par son excentricité e
et son demi-grand axe a. En supposant que les deux objets sont chacun de masse m, l’énergie du
système dans le référentiel du centre de masse est donnée par la relation

− Gm2

2a
= −Eℓ(a) ; (V.33)

où on note Eℓ l’énergie de liaison du système.
Les systèmes binaires dans les amas subissent les effets du champ gravitationnel, et en particulier

de son gradient à l’échelle locale. Toutefois, celui-ci a relativement peu d’influence sur la dynamique
interne des binaires. Par contre, même si ce sont des événements rares, les binaires peuvent échanger
de l’énergie avec le reste du système lors du passage d’un troisième corps proche du système binaire.
De nombreuses simulations de telles situations ont été réalisées dans la littérature. Selon les résultats
de ces rencontres, on peut distinguer deux types de binaires :

— les binaires soft d’énergie de liaison Eℓ plus faible que l’énergie thermique moyenne de l’amas ;
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(a) Énergie du gaz εMF à deux éléments de masse m et 2m avec nb = 0.1. Les fonctions de distribution de
masse aux points A, B et C sont tracées dans les différents graphiques ci-dessous.
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Figure V.2 – Sur les figures de gauche, on a représenté la fonction de densité totale (V.13) en
fonction de la position r selon la position sur la courbe d’équilibre V.2a. Sur les figures de droite, on
a représenté en échelle logarithmique les fractions partielles d’étoiles célibataires fs(r) et de binaires
fb(r). Pour toutes ces courbes, la fraction de binaire est fixée à nb = 0.1.
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— les binaires hard d’énergie de liaison Eℓ plus forte que l’énergie thermique moyenne de l’amas.
Les simulations amènent à la loi empirique suivante : par leurs interactions avec le système via des
rencontres à trois corps, les binaires hard ont tendance à devenir de plus en plus liées alors que les
binaires soft ont tendance à l’être de moins en moins. De plus, les collisions avec les binaires hard

ont tendance à fournir une énergie cinétique importante à un des trois corps qui a de forte chance
de se retrouver éjecté de l’amas.

Pour modéliser grossièrement ce comportement, nous allons supposer que les binaires hard ont
leur énergie interne fixée et leurs interactions avec le reste du système ne modifient par leur état
interne. En effet, les événements qui peuvent modifier ces binaires sont très rares et n’influent pas
significativement sur l’équilibre.

V.3.2 Distribution en énergie des binaires

La détermination de la fonction de distribution des énergies de liaison des binaires est un facteur
crucial du raisonnement. Nous calculons d’abord la densité d’états à l’aide d’un outil de mécanique
céleste, les variables canoniques de Delaunay, qui nous permet de construire ensuite une fonction
de distribution qui prend en compte les éléments présentés dans le paragraphe précédent.

V.3.2.a Densité d’états des binaires

Pour décrire l’espace de phase dans lequel évolue les systèmes binaires, nous allons utiliser les
variables canoniques de Delaunay. Pour plus de détails sur cet important outil historique, on peut
se rapporter, par exemple, au cours de mécanique céleste [77].

Considérons la particule fictive du système à deux corps de position r et d’impulsion p. À partir
de ces paramètres, nous pouvons considérer l’ellipse décrivant la trajectoire de cette particule. On
note a le demi-grand axe et e l’excentricité de cette trajectoire.

Utilisons maintenant les six variables de Delaunay

L =
√
Gm2a1/2 ; (V.34)

Γ = L(1− e2) ; (V.35)

Θ = Γ cos i ; (V.36)

et les trois angles M , ω et Ω où M est l’anomalie moyenne, ω est l’argument du péricentre, Ω est
la longitude du nœud ascendant et i est l’inclinaison 1. Cette transformation est canonique et son
jacobien vaut 1, autrement dit

d3rd3p = dLdΓdΘdMdωdΩ , (V.37)

les couples de variables canoniquement conjuguées étant (L,M), (Γ, ω) et (Θ,Ω).
Comme cela a déjà été réalisé dans la référence historique [78], ces variables permettent de

décrire facilement la distribution d’énergie des binaires. En effet, en utilisant la définition (V.33),
on remarque que l’énergie de liaison Eℓ d’une binaire peut s’écrire avec uniquement une variable de
Delaunay

Eℓ =
Gm2

2a
=
G2m4

2L2
. (V.38)

Le nombre d’états d’une binaire d’énergie comprise entre Eℓ et Eℓ + dEℓ est proportionnel à
l’intégrale sur d3rd3p avec la seule contrainte d’intégrer uniquement sur les ellipses ayant la bonne
énergie. Cette densité d’état vaut donc

g(Eℓ) ∝
∫

d3rd3p δ(E + Eℓ) ∝
∫

dLdΓdΘdMdωdΩ δ(E + Eℓ(L)) . (V.39)

1. La définition précise de chacun de ces angles relève de la mécanique céleste, on renvoie donc le lecteur intéressé
à la lecture de [77].
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On considère δ(E+Eℓ(L)) car l’énergie du système est l’opposé de l’énergie de liaison. L’intégration
sur les angles M , ω et Ω fait apparaître un facteur numérique tandis que la variable Θ varie entre
0 et Γ , il vient donc

g(Eℓ) ∝
∫

dLdΓ Γδ(E + Eℓ(L)) . (V.40)

On repasse alors en variables a et e, plus naturelles d’utilisation, ce qui conduit à

g(Eℓ) ∝
∫

deda a1/2e(1− e2)δ(E + Eℓ(a)) . (V.41)

Dans ce cas, l’intégration sur les excentricités est immédiate et vaut 1/4. En utilisant la relation
entre le demi-grand axe et l’énergie (V.33), il vient

g(Eℓ) ∝
∫

da a1/2δ

(

E − Gm2

2a

)

. (V.42)

Or la relation
∫

dxg(x)δ(f(x)) = g(x0)/|f ′(x0)|, où f(x0) = 0, permet de donner au final

g(Eℓ) ∝ a
1/2
ℓ

a2ℓ
Gm2

∝ 1

E
5/2
ℓ

. (V.43)

Cette expression est déjà discutée dans les références [44,45].

V.3.2.b Construction de la distribution aux basses énergies

À très basse énergie, la binaire est très étendue, avec un demi-grand axe très faible. Ainsi, le
long de la trajectoire, la force attractive entre les deux étoiles devient très faible, et donc négligeable
devant les autres forces crées par les étoiles environnantes. Ceci conduit à la destruction de la binaire
considérée. Comme le modèle global est à nombre de binaires constant, ces binaires ne doivent pas
être considérées dans notre modélisation.

Afin de prendre en compte ce phénomène d’exclusion, nous allons procéder à un raisonnement
très simple reposant sur des critères combinatoires et géométriques. Considérons les N particules
du problème et notons Λb le volume géométrique occupé par une binaire. Pour considérer que la
binaire n’est pas affectée par les (N − 2) objets restants, ceux-ci doivent tous être situés dans le
volume (Λ − Λb) où Λ est le volume total. La probabilité que ces (N − 2) objets soient tous en
dehors du volume de la binaire est donc

p =
(Λ− Λb)

N−2

ΛN−2
. (V.44)

Comme N est très grand et Λ ≫ Λb, il vient

p ≈ exp

[

−N Λb

Λ

]

; (V.45)

qui n’est autre que la loi de distribution de Poisson de paramètre NΛb/Λ pour aucune occurrence.
Ainsi, il est apparaît naturel de prendre en compte ce mécanisme de destruction des binaires de
basse énergie en multipliant la densité d’état g(Eℓ) de l’équation (V.43) par cette probabilité (V.45)
pour obtenir la distribution en énergie des binaires.

Notre construction dépend du choix de Λb, dont le rôle est d’empêcher la sur-représentation, non
physique, des objets d’énergie très proche de 0. Il est nécessaire de relier ce volume à l’énergie des
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binaires. En première approximation, nous allons donc supposer que le volume Λb est proportionnel
à une sphère de rayon a, le demi grand axe d’une binaire. Il vient

Λb = α(N)
4

3
πa3 = α(N)

4

3
π
8G3m6

E3
ℓ

; (V.46)

où nous avons introduit le facteur de proportionnalité α(N). Ce facteur peut dépendre de N car il
paraît plausible que le nombre de particules intervient dans l’espace effectif disponible. Par exemple,
dans la référence [44], la borne inférieure en énergie des binaires est choisie proportionnelle à Nβ−1.
Il est à noter que α(N) = 1 conduirait à laisser la possibilité à une troisième particule de se trouver
juste à côté de la binaire et donc à sa destruction. On cherche donc α(N) significativement plus
grand que 1.

Au final, on utilise l’expression (V.46) que l’on réécrit en terme de la température du système
β−1 et de la température adimensionnée T ∗ = TR/(Gm2N) définie équation (V.21). Il vient

N
Λb

Λ
= α(N)N

β38G3m6

R3(βEℓ)3
=

8α(N)

N2

(β∗)3

(βEℓ)3
. (V.47)

On insiste sur le fait que ce terme est indépendant de la température, mais cette écriture nous sera
utile par la suite.

On pose γ(N) = 8α(N)/N2 et la densité d’état prenant en compte l’espace effectif disponible
s’écrit

geff(Eℓ) ∝ E
−5/2
ℓ exp

[

−γ(N)

(

β∗

βEℓ

)3
]

. (V.48)

Cette densité tend vers 0 pour les binaires de basses énergie et elle devient identique à la densité
d’états purement géométrique (V.43) pour les binaires d’énergie suffisamment grande.

V.3.2.c Thermalisation partielle

La densité d’état (V.48) ne prend évidemment pas en compte les échanges d’énergie possibles
entre la binaire et le milieu environnant, alors que c’est tout de même l’objectif recherché. Pour cela,
nous allons supposer qu’une thermalisation partielle des binaires a lieu. C’est-à-dire que les binaires
soft sont thermalisées avec le reste du système alors que les binaires hard ne le sont pas. Les binaires
hard sont décrites par des degrés de liberté internes que nous pouvons qualifier de « gelés ».

À partir de la discussion du paragraphe V.3.1, nous allons supposer que le passage entre les deux
sortes de binaires a lieu exactement pour βEℓ = 1. La distribution finale en énergie des binaires
s’obtient en multipliant la densité d’état effective geff(Eℓ) (V.48) par le facteur de Boltzmann eβEℓ

pour les binaires soft et en conservant simplement geff(Eℓ) pour les binaires hard, i.e.

n(Eℓ, β) ∝























E
−5/2
ℓ exp

[

−γ(N)

(

β∗

βEℓ

)3
]

exp [βEℓ] si Eℓ < T ;

E
−5/2
ℓ exp

[

−γ(N)

(

β∗

βEℓ

)3
]

e si Eℓ > T .

(V.49)

L’exponentielle du facteur de Boltzmann a un argument positif car l’énergie réelle d’une binaire est
négative et elle est l’opposée de l’énergie de liaison Eℓ. Le facteur e dans l’expression pour les hautes
énergies de liaison assure la continuité de la distribution en énergie.
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V.3.2.d Énergie moyenne des binaires

Par définition, l’énergie moyenne de liaison des binaires s’écrit

〈Eℓ〉(β) =
(∫ +∞

0
dEℓ Eℓn(Eℓ, β)

)

/

(∫ +∞

0
dEℓ n(Eℓ, β)

)

. (V.50)

Pour faciliter l’écriture en variables adimensionnées, nous allons utiliser la formule explicite (V.49)
et réaliser le changement de variable x = βEℓ. Pour cela, on va définir la fonction n(x,N, β∗) par

n(x,N, β∗) ∝























x−5/2 exp

[

−γ(N)

(

β∗

x

)3
]

exp [x] si x < 1 ;

x−5/2 exp

[

−γ(N)

(

β∗

x

)3
]

e sinon.

(V.51)

Cette distribution est tracée figure V.3 pour différentes valeurs de γ(N)(β∗)3. Avec cette expression,
on a simplement

〈Eℓ〉(β,N) = β−1

(∫ +∞

0
dx xn(x,N, β∗)

)

/

(∫ +∞

0
dx n(x,N, β∗)

)

. (V.52)

La modélisation des binaires, notamment à travers la taille maximale autorisée de ces objets à travers
la loi de Poisson, fait apparaître le paramètre explicite N dans la modélisation. Son apparition
semble assez naturelle. Plus il y a d’objets, moins il y aura de place pour que deux objets forment
une binaire indépendamment du reste du système.

Si l’on raisonne en terme de scaling des paramètres, celui-ci est choisi pour que les paramètres
globaux T ∗ et ε du système soient indépendants de N . Autrement dit on veut que la température
soit intensive et l’énergie totale extensive. Lorsque l’on introduit ce scaling dans les contributions
à courte portée, il est possible que celui-ci ne donne pas une énergie de liaison totale extensive. Le
scaling, construit pour la longue portée, n’est pas naturel au niveau de la courte portée. On note
qu’en prenant γ(N) = γ, la dépendance en N disparaît et on aurait alors une théorie indépendante
de N . Toutefois, cela n’est au final pas très intéressant. En effet, le choix de prendre une fonction
γ(N) est déjà une hypothèse forte du problème, et à moins de vouloir à tout prix restaurer le scaling,
il n’y a pas d’arguments raisonnables pour choisir γ(N) = γ, surtout après l’étude du chapitre III
où nous avons montré qu’un scaling préservant l’extensivité de l’énergie totale va nécessairement
rendre la courte portée négligeable. Ce modèle n’est pas construit pour étudier la limite N → +∞,
mais plutôt pour discuter le cas N grand mais fini, ce qui est cohérent avec les valeurs pour les
amas globulaires.

Enfin, à part ce choix de γ(N), on remarque que ce modèle ne dépend d’aucun autre paramètre
extérieur, comme la taille des particules par exemple. Ce résultat est assez satisfaisant. En effet,
dans les amas globulaires et au vu des échelles de distances considérées, il semble naturel que la
taille des objets ne soit pas importante.

V.3.2.e Distribution des binaires hard et soft

On trace figure V.3 la fonction de distribution (V.51) pour différentes valeurs de γ(N)(β∗)3. On
remarque systématiquement l’existence d’un maximum, qui se déplace vers les binaires hard lorsque
γ(N)(β∗)3 augmente.

À partir de ces éléments, on peut calculer le ratio de binaires soft par rapport au nombre total
de binaire. Pour cela, on trace

rsoft(γ(N)(β∗)3) =

(∫ 1

0
dx n(x, 1, γ(N)1/3β∗)

)

/

(∫ +∞

0
dx n(x, 1, γ(N)1/3β∗)

)

. (V.53)



V.3. Prise en compte de la courte portée : un modèle de binaires 73

0

n

x

1

0.5

1 2 3 4

• γ(N)(β∗)3 = 0.1
• γ(N)(β∗)3 = 1
• γ(N)(β∗)3 = 10

Figure V.3 – Tracé de la fonction de distribution (V.51) pour différentes valeurs du paramètre
γ(N)(β∗)3. Ces fonctions sont de norme 1. Au passage de x = 1, les binaires décrites changent
de nature, on passe des binaires soft, en équilibre thermique avec le champ, aux binaires hard,
indépendantes du champ. Ce changement explique la discontinuité de la dérivée des distribution au
passage x = 1. La forme de la distribution aux très hautes énergies des binaires hard ne dépend pas
du paramètre, la différence apparente est du à la normalisation des courbes, qui favorise les binaires
soft lorsqu’elles sont présentes.

Cette fonction dépend uniquement du paramètre γ(N)(β∗)3 par définition de la fonction n. Son
graphe est tracé figure V.4.
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Figure V.4 – Tracé du rapport entre le nombre de binaires soft et le nombre de binaires total
donnée par la fonction rsoft(N, β∗) équation (V.53) en fonction du paramètre γ(N)(β∗)3 en échelle
logarithmique. Le nombre de binaire hard est le complémentaire de cette fonction par rapport à 1.

La figure V.4 permet de connaître les ordres de grandeurs raisonnables pour γ(N) qu’il nous faut
étudier. En effet, β∗ est donné par l’équilibre gravitationnel global. Au vu de la figure V.1, β∗ prend
des valeurs comprises entres 1 et 2 dans la gamme où le système est dominé par la gravitation, au
niveau des spirales. Dans les amas globulaires réels, les binaires soft ont tendance à disparaître, leur
nombre ne doit donc pas être trop élevé. Par contre, dans notre modèle, ce sont elles qui sont en
équilibre avec le champ et qui vont influer sur les courbes d’équilibres, il ne faut donc pas totalement
les négliger. Au final, dans notre modèle, et au vu de la courbe V.4, nous décidons de travailler dans
la zone −1 < log[γ(N)(β∗)3] < 1 et donc environ dans la gamme −2 < log[γ(N)] < 0. Dans ce
cadre, nous avons tous les ingrédients nécessaire pour estimer l’effet de la présence des binaires sur
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l’équilibre global.

V.3.3 Utilisation des binaires dans l’équilibre à deux corps

Pour intégrer le modèle de binaire dans les courbes d’équilibre, il suffit de reprendre la définition
de l’énergie (V.7). Dans cette expression, l’énergie Eb correspond à l’énergie totale stockée dans
les binaires. Au vu du paragraphe précédent et de la définition (V.1), cette énergie vaut donc
−nbN〈Eℓ〉/2. En reprenant la définition de cette énergie moyenne (V.52) et en utilisant l’énergie
totale adimensionnée ε, il vient

ε = εMF + εb (V.54)

avec εMF l’énergie liée au champ gravitationnel moyen de la sphère isotherme définie équation (V.25)
et εb l’énergie stockée dans les binaires définie par

εb = −nb

2
T ∗xm(T ∗, N) ; (V.55)

où xm(T ∗, N) correspond à la moyenne du paramètre x avec la distribution (V.51). Cette énergie
correspond à une certaine fraction de l’énergie cinétique totale. Il suffit d’ajouter l’énergie des bi-
naires (V.55) aux courbes d’équilibres du gaz isotherme à deux corps tracées figure V.1 pour obtenir
les courbes d’énergie totale ε tracées figure V.5 pour plusieurs valeurs de γ(N) pour une valeur fixée
de nb. Les valeurs de γ(N) sont choisies à partir des arguments du paragraphe précédent V.3.2.e et
les courbes pour d’autres valeurs de nb ont la même allure.
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Figure V.5 – Énergie totale du système pour nb = 0.7. L’énergie des systèmes binaires est donnée
par la relation (V.55) pour plusieurs valeurs de γ(N). Nous nous sommes restreints à des valeurs
de ce coefficient donnant un nombre de binaire soft raisonnable à partir de la discussion du para-
graphe V.3.2.e. Par rapport aux courbes sans binaires de la figure V.1, une gamme d’énergie devient
stable et la multivaluation est déplacée vers des énergies plus faibles. Qualitativement, la présence
de binaires qui peuvent interagir avec le système total et absorber de l’énergie permet l’apparition
de nouveaux états d’équilibres.

V.4 Éléments de discussion

La phénoménologie précédente introduit un modèle de binaires partiellement thermalisées pour
leur degré de liberté interne afin de prendre en compte les effets à courte portée de l’interaction
gravitationnelle. Les aspects à longue portée sont traités du point de vue du champ moyen en
utilisant les outils classiques de ce genre de raisonnement. Dans ce cadre, on suppose que le système
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est descriptible à grande échelle par un modèle de type gaz gravitationnel à deux espèces, dont le
nombre relatif est fixé par le facteur nb. En ce qui concerne les binaires, on suppose qu’elles ne sont
pas à l’équilibre thermique complet avec le reste du système. Dans la construction de la distribution
en énergie de liaison, on exclut les binaires occupant un volume trop important, car ce type d’objet
va être détruit par les interactions gravitationnelles locales. On introduit un équilibre thermique
partiel pour les binaires faiblement couplées, dites soft, à travers l’ajout d’un facteur de Boltzmann
tandis que les binaires fortement couplées, dites hard, ont leur énergie fixée et n’interagissent pas
avec le reste du système.

Les courbes de la figure V.5 permettent de mettre en évidence, dans le cadre de cette phé-
noménologie, le rôle des binaires. En stockant de l’énergie, elles permettent l’apparition d’états
d’équilibres avec une énergie totale inférieure à l’énergie limite εc = −0.335 discutée dans le modèle
de la sphère isotherme du chapitre II. Ce résultat intuitif apparaît donc dans cette modélisation.
Toutefois, celle-ci reste une première approximation relativement éloignée de la réalité pour décrire
précisément des amas globulaires. En effet, de nombreux points sont à discuter.

Si le taille σ ne joue plus aucun rôle, ce qui est satisfaisant dans les systèmes considérés, le
coefficient γ(N) lui joue un rôle très important. Ce paramètre libre permet de prendre en compte
l’influence du milieu environnant sur les binaires. Toutefois, une estimation précise de ce paramètre
n’est pas évidente car, en toute rigueur, des effets dynamiques interviennent.

De plus, le fait que la fraction de binaires soit fixée quelle que soit la température n’est pas
totalement satisfaisant. En effet, intuitivement, plus le système est chaud, moins un système binaire
d’énergie donnée est stable. Toutefois, la tentative de décrire l’apparition ou la disparition de binaires
par la mécanique statistique d’équilibre n’est pas appropriée ici, comme conséquence de l’absence
d’équilibre thermique aux petites échelles. Ce processus est dynamique et hors équilibre, comme
décrit dans les références [44,45] et une distribution d’équilibre tirée des simulations numériques ou
des observations pourrait avoir plus de pertinence.

Fondamentalement, la difficulté centrale de notre construction phénoménologique provient de la
très probable non ergodicité des systèmes binaires. En effet, dans un système à deux corps totalement
isolé, la trajectoire de la particule fictive est une ellipse parfaite. Si l’on rajoute des perturbations
extérieures, celle-ci peut être modifiée, mais cette modification est très faible et lente. Ainsi, plus la
binaire sera liée, moins la zone qu’elle va parcourir dans l’espace des phases sera importante, et plus
sa description sera éloignée de ce que permettent les outils de la physique statistique d’équilibre.

Pour conclure, cette première tentative d’intégrer les effets à courte portée de l’interaction gra-
vitationnelle à travers un modèle de binaire est une extension naturelle et simple du modèle de la
sphère isotherme, qui prend bien en compte les mécanismes essentiels. Toutefois, pour franchir un
pas plus quantitatif dans la description des amas globulaires à l’aide de cette phénoménologie, il
faut continuer à s’éloigner de la mécanique statistique d’équilibre, et plutôt aller explorer les as-
pects dynamiques du problème, discutés par les astrophysiciens, tant sur les plans théorique que
numérique et observationnel.





Chapitre VI
Conclusion et perspectives

En introduction de cette thèse, nous avons mentionné différentes limitations d’une description
microcanonique de certains systèmes astrophysiques, notamment l’introduction artificielle de la
boîte ou l’hypothèse de l’équilibre statistique complet, que nous avons mis en évidence dans les
développements présentés. Avant de conclure à proprement parler, nous souhaitons revenir sur un
de ces aspects en particulier, celui de la présence de la boîte dans laquelle le système est contraint.

Analyse du rôle de la boîte

Dans tous nos raisonnements sur la gravitation à trois dimensions, nous avons étés contraints
de placer le système dans une boîte sphérique de volume Λ = 4

3πR
3. L’interaction des particules

avec la boîte se fait par des collisions élastiques. À partir des différents outils présentés dans le
chapitre II, nous sommes maintenant en mesure d’estimer qualitativement l’influence de la boîte
dans le confinement du système. Nous nous plaçons dans le cadre de particules modélisées par des
sphères dures uniquement, et sans binaires, pour faciliter l’estimation.

Pour cela, calculons le flux de particules Fperte qui se seraient échappées du système sans la boîte.
Pour qu’une particule s’échappe, elle doit avoir une vitesse supérieure à la vitesse de libération vlib
du système. Il est à noter que la vitesse de libération est indépendante de la direction du vecteur,
ainsi toutes les particules avec une vitesse suffisante dirigée vers l’extérieur de la boîte sont à prendre
en compte. Le flux de particules traversant la surface 4πR2 est

Fperte = 4πR2 ρ(R)

m

1
∫

d3v exp[−mv2/(2T )]

∫

v·n>0 ; v>vlib

d3v v · n exp[−mv2/(2T )] ; (VI.1)

avec n le vecteur normal à la surface et où nous avons utilisé les distributions d’équilibre du cha-
pitre II. En écrivant la dépendance angulaire dans la relation v ·n = v cos θ et l’élément différentiel
comme d3v = v2 sin θdθdφdv, l’intégration sur les angles est immédiate et conduit à

Fperte = 2πR2 ρ(R)

m

∫ +∞
vlib

dv v3 exp[−mv2/(2T )]
∫ +∞
0 dv v2 exp[−mv2/(2T )]

. (VI.2)

Détaillons cette expression. Comme l’énergie d’une particule qui se libère de l’attraction du
système est positive, la vitesse de libération est donnée simplement par la relation v2lib = 2GM/R
avec M la masse totale du système. On a donc

Fperte = 2πR2 ρ(R)

m

√

2T

m

∫ +∞√
1/T ∗

du u3 exp
[

−u2
]

∫ +∞
0 du u2 exp [−u2]

; (VI.3)
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avec T l’énergie thermique du système et T ∗ = TR/(Gm2N) la température adimensionnée que
nous avons utilisée tout au long de cette thèse. Cette expression est calculable explicitement mais
cela n’est pas nécessaire pour estimer qualitativement l’effet de la boîte. Nous allons en effet supposer
que cette expression peut être grossièrement approchée par

Fperte ≈ 2πR2 ρ(R)

m

√

2T

m
exp

[

− 1

T ∗

]

. (VI.4)

Reprenons maintenant les notations définies dans le paragraphe II.3 sur le traitement hydrosta-
tique du gaz de sphères dures. En particulier, reprenons les notations X, w(X), v(X) = 1/T ∗ du
système dynamique (II.69) page 20. Ainsi, le flux de particules quittant la boîte devient

Fperte = −dN
dt

≈
√

Gm

2R3
N3/2X

2w(X)

v(X)
exp [−v(X)] . (VI.5)

Dans le cas d’Antonov pour les particules ponctuelles, on reconnaît u(X) = X2w(X)/v(X) la
variable de Milne que nous avions abandonné au cours de l’étude du gaz de sphères dures. Cette
variable trouve ici une interprétation physique liée aux flux de particules frappant la paroi. De plus,
on voit apparaître le temps caractéristique gravitationnel du problème τ0 =

√

2R3/(Gm) qui, pour
les amas globulaires, vaut environ τ0 ≈ 7.4× 109 ans. Finalement, le nombre de particules dans
l’amas évolue selon la loi

dN

N3/2
= − dt

τ(ε)
avec τ(ε) = τ0

v(X)

X2w(X)
exp [v(X)] ; (VI.6)

qui s’intègre immédiatement en

N(t) =
N0

(

1 +
N

1/2
0 t

2τ(ε)

)2 . (VI.7)

La dépendance en ε est intégrée dans la variable X et dans les fonctions v et w. Il est à noter que
nous supposons, malgré la perte de particules, que l’énergie du système reste constante au cours du
temps. Cette hypothèse forte n’est pas fondamentale pour une simple estimation car la fonction τ(ε)
varie peu avec ε pour les énergies négatives. En effet, pour les particules ponctuelles, et à partir de
la courbe II.1, on peut montrer que la grandeur τ(ε)/τ0 varie entre 1/3 et environ 13 lorsque ε varie
entre εc = −0.335 et +∞. Pour le gaz de sphères dures, ce rapport garde cet ordre de grandeur,
excepté lorsque l’on s’approche trop de l’état gelé totalement effondré, mais que l’on ne considérera
pas ici.

Ainsi, à partir de ce modèle, le temps t1/2 nécessaire pour qu’un amas globulaire composé
initialement de N0 = 6× 105 étoiles perde la moitié de ses étoiles est donné par

4× 10−4τ0 . t1/2 . 1.5× 10−2τ0 ⇒ 3× 106 ans . t1/2 . 1× 108 ans . (VI.8)

De plus, le temps le plus faible correspond à des valeurs d’énergie où le système est très proche du
gaz parfait, ce qui est loin d’être le cas pour les systèmes réels. Le temps de demi-vie raisonnable
est donc le plus élevé.

Selon l’ouvrage de référence [7], le temps de relaxation vers l’équilibre d’amas globulaires est
de l’ordre de 109 ans et le temps d’évaporation théorique d’un amas est environ 100 fois plus
important. La valeur de 1× 108 ans que nous venons d’établir pour le temps de demi-vie d’un amas
est significativement plus faible que ces valeurs. En ce qui concerne le temps entre deux déflexions
significatives de la vitesse d’une particule suite à un événement à courte portée, il est d’environ 105

ans, toujours selon [7]. Au vu de ces valeurs numériques, il semble que le schéma que nous proposons
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n’est pas totalement adapté. Comme nous le discuterons en fin de conclusion, le modèle de l’équilibre
thermique macroscopique du système est sans doute à remettre en question. Cependant, signalons
que plusieurs études [41, 48] suggèrent que la boîte n’a pas d’impact majeur sur la validité de la
description théorique d’Antonov.

Conclusion

Le traitement de la gravitation à partir des outils de la mécanique statistique d’équilibre est une
ancienne problématique. Comme nous l’avons rappelé à de multiples reprises, le travail initié par
Antonov sur le traitement de la sphère isotherme [9] a permis de mettre en avant de nombreuses
questions concernant l’équilibre d’un gaz gravitationnel. La prise en compte des interactions gra-
vitationnelles par un traitement de champ moyen est assez naturelle : suite au comportement du
potentiel en 1/r aux grandes distances, les effets collectifs impliquant un grand nombre de particules
jouent un rôle dominant. Ce qui a motivé cette thèse est l’analyse précise de la théorie d’Antonov
avec les outils de la mécanique statistique en partant du problème à N corps. Notons que s’il existait
plusieurs travaux justifiant le traitement champ moyen de la longue portée de l’interaction gravita-
tionnelle, les effets à courte portée associés à la divergence du potentiel à l’origine étaient ignorés
ou gommés par des régularisations ad-hoc [16–18].

Dans le chapitre II de cette thèse, nous nous sommes concentrés sur la discussion historique du
modèle de la sphère isotherme. En particulier, nous avons introduit l’hypothèse de champ moyen
ainsi que les grandeurs qui nous ont servi tout au long de cette thèse pour traiter la longue portée
de l’interaction gravitationnelle. Nous avons mis en avant un résultat central de ce modèle, à savoir
la catastrophe gravotherme et l’absence d’états d’équilibre de basse énergie. Ce résultat est assez
surprenant, et une question naturelle surgit : si nous prenons, dans une simulation numérique par
exemple, un système de N particules dans les conditions de la sphère isotherme avec une condition
initiale d’énergie en dessous de la limite d’Antonov, comment évoluera le système à long terme et
atteindra-t-il un état d’équilibre ?

Comme exposé dans le même chapitre, cette question a conduit à une modification naturelle
du modèle de la sphère isotherme pour tenter de prendre en compte des effets de courte portée.
On introduit ainsi des sphères dures de rayon σ à la place des particules ponctuelles, comme cela
a été en grande partie réalisé dans [41]. Dans ce cadre, les interactions de cœur dur sont prises
en compte dans la pression locale du gaz. En utilisant les outils historiques du traitement de la
sphère isotherme, légèrement modifiés, nous avons mis en oeuvre une méthode numérique donnant
simplement accès aux états d’équilibre correspondant. Nous avons ainsi retrouvé un certain nombre
de résultats connus, comme la disparition de la limite d’Antonov, le déroulement de la spirale
correspondante, et l’apparition d’une transition de phase. Un point intéressant de notre étude est
que pour une énergie positive arbitrairement grande donnée, si on fait tendre la taille des sphères
dures vers zéro, il apparaît toujours un état stable partiellement effondré beaucoup plus chaud que
celui prédit par la théorie d’Antonov. Cet effet a déjà été observé pour d’autres systèmes [12,54,55]
mais est nouveau pour le système des sphères dures. La discussion plus précise de ce mécanisme, et
la recherche des conséquences dynamiques sur le phénomène astrophysique de « core collapse » [7],
est une perspective des plus intéressantes pour la poursuite de ce travail.

Au niveau du traitement microcanonique du problème à N corps, les grandeurs d’équilibre du
système de particules ponctuelles ne sont pas bien définies par suite de la divergence du potentiel
gravitationnel en 0. C’est pourquoi, dans le chapitre III, nous nous sommes intéressés directement
au système de sphères dures avec les outils élémentaires de la mécanique statistique dans l’ensemble
microcanonique. Nous avons pu montrer dans ce cadre qu’il apparaît naturellement une thermali-
sation locale du système. De plus, les distributions d’équilibre qui en découlent prennent la forme
de distributions de Maxwell-Boltzmann mettant en jeu une compétition entre l’énergie potentielle
gravitationnelle associée au champ moyen et l’énergie cinétique moyenne des particules. Toutefois,
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la validité de ces résultats, et donc la validité de l’approche hydrostatique incluant le champ moyen,
est soumise à certaines conditions dont trois ont étés clairement identifiées.

Ces trois conditions établies à partir de l’étude microcanonique sont pour certaines assez simples
à comprendre. La première est une condition de type milieu continu. En effet, pour pouvoir assimiler
le système des sphères dures à un fluide, il faut que la densité ne varie pas sur une échelle de la
taille des sphères dures. Il faut pouvoir définir un volume mésoscopique sur lequel les quantités
d’équilibre varient peu. La seconde condition reposant sur une certaine propriété d’extensivité,
matérialisée par l’équation (III.47), permet d’introduire le facteur de Boltzmann dans la distribution
d’équilibre. La troisième condition donnée par l’équation (III.51) correspond à une hypothèse de
couplage faible. Cette dernière condition impose que l’énergie cinétique soit suffisamment importante
pour que l’énergie d’interaction gravitationnelle entre deux particules au contact soit négligeable.
Ces deux dernières hypothèses ont été testées à partir d’ordres de grandeurs issus de systèmes
astrophysiques. Il se trouve qu’elles sont satisfaites en général pour des gaz de poussières, où les
particules sont relativement légères et faiblement couplées localement au niveau gravitationnel. Par
contre, ces hypothèses ne sont plus satisfaites pour des systèmes tels que les amas globulaires, où le
comportement à courte portée de l’interaction gravitationnelle va avoir un effet important sur l’état
d’équilibre du système. Ce travail a mené à la publication [42].

L’étude des conditions de validité de l’approche hydrostatique a motivé l’étude du chapitre IV
sur le modèle de bâtonnets durs à une dimension. Comme l’avait déjà exploité G. Rybicki dans la
référence [66] pour un système de particules ponctuelles, le potentiel gravitationnel en |x| à une
dimension, moyennant l’ordonnancement des particules, permet des calculs très simples dans l’en-
semble statistique isobarique, où la pression et la température du système sont fixées. Cet ensemble
n’est pas des plus naturels pour étudier et décrire des systèmes astrophysiques. Toutefois, grâce
à des transformations de Laplace, nous avons pu passer de l’ensemble isobarique vers l’ensemble
canonique puis vers l’ensemble microcanonique. Ces transformations sont explicitement réalisées en
utilisant la méthode mathématique du point col. Ces développements ont permis de montrer que
tous ces ensembles conduisent à la même équation d’état du système, équation d’état identique à
celle obtenue par une approche hydrostatique incluant un traitement champ moyen des interactions
gravitationnelles.

Ces résultats, intéressants en soi, permettent d’éclairer un des propos majeur de cette thèse à
savoir la pertinence de l’approche hydrostatique dans le cadre du problème à N corps. Ils confirment
tout d’abord que les critères établis dans [42] pour un système fini donné sont bien indépendants des
différents scalings qui peuvent être introduits pour décrire le système infini. Une différence lourde
de conséquence entre les interactions gravitationnelles à une et à trois dimensions concerne leurs
comportements respectifs en 0. En effet, à trois dimensions, la divergence à l’origine peut induire
une violation de la condition de couplage faible. En opposition, le potentiel gravitationnel à une
dimension s’annule simplement en 0. Autrement dit, les effets à courte portée associés à la gravi-
tation seront certainement moins notables à une dimension qu’à trois. Les deux conditions (III.47)
et (III.51) sont donc plus facilement vérifiées à une dimension. Par contre, l’hypothèse de variation
lente de la densité peut être elle mise en défaut. Pour cela, nous avons étudié le système lorsque
l’énergie se rapproche de l’énergie minimale du système, énergie qui est obtenue lorsque toutes les
particules sont collées les unes aux autres. En partant de cette énergie et en lui adjoignant un petit
complément, le système va être dans un état où un cœur compact apparaît entouré par un halo.
Dans celui-ci, la densité varie très rapidement sur une échelle de l’ordre de la taille des particules, et
l’approche hydrostatique est mise en défaut. Le travail sur ce système auto-gravitant à une dimen-
sion a permis, en plus de son intérêt intrinsèque en tant que modèle soluble, de mettre en évidence
explicitement les limites de l’approche hydrostatique. Ce travail a mené à la publication [43]. Notons
que cette limitation, due à une variation trop rapide de la densité dans les structures de type cœur-
halo, devrait également intervenir dans les structures analogues à trois dimensions pour des énergies
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proches de l’énergie minimale d’effondrement total. Dans ce cas tridimensionnel quasi-effondré, si
la température devient trop faible, la condition de couplage faible locale pourrait également être
violée. De plus, il faudrait prendre en compte un changement de phase possible à l’intérieur du cœur
très condensé.

Toute l’analyse des chapitres III et IV est menée dans le cadre d’une description microcano-
nique. Si on considère des systèmes astrophysiques réels, il n’est pas garanti qu’une telle description
d’équilibre soit valable. En effet, dans le cas des amas globulaires, les observations indiquent que les
configurations où les objets sont très proches, correspondant à des déflexions fortes des trajectoires,
ne sont pas explorées durant la vie de ces systèmes. En d’autres termes, s’il apparaît plausible que
le système soit thermalisé à de grandes échelles, il est nécessaire de prendre en compte les effets gra-
vitationnels à courte distance en dehors du cadre de la mécanique statistique d’équilibre. Le dernier
chapitre de cette thèse V a précisément cet objectif. Dans ce cadre, considérer les systèmes d’étoiles
binaires est un point central, déjà largement évoqué dans la littérature [7]. Ainsi, on sépare le champ
gravitationnel moyen crée par des objets éloignés du champ gravitationnel local créé par des objets
proches, qui va contrôler la dynamique des systèmes binaires. Nous avons supposé que le système
global était composé de deux espèces, les étoiles célibataires et les systèmes binaires pouvant stocker
de l’énergie. En utilisant les outils proches de ceux développés à partir du travail du chapitre II, il
est assez simple de déterminer les distributions de masse d’équilibre de chacune des espèces dans
le champ moyen gravitationnel. La difficulté centrale de ce type de modèle est surtout de trouver
une description statistique satisfaisante des systèmes binaires. Dans cette thèse, nous avons proposé
un modèle où les paramètres géométriques des systèmes binaires sont tous supposés équiprobables,
mais où l’interaction avec le reste du système se fait uniquement pour les binaires faiblement cou-
plées. Ainsi, on sépare les binaires en deux types, les soft en équilibre thermique avec le reste du
système, et les hard dans des états que l’on qualifie de « gelés ». Cette approche, première correction
phénoménologique au modèle d’Antonov, permet de retrouver les résultats qualitatifs attendus, en
particulier l’existence d’états d’énergie inférieure à la limite d’Antonov et non effondrés.

Ce dernier chapitre a mis en évidence les limites de la mécanique statistique d’équilibre pour
décrire certains systèmes gravitationnels. Dans notre travail, nous avons supposé que la non ther-
malisation à petites échelles n’influe pas sur l’équilibre macroscopique du système. Dans le cadre de
la poursuite de ce travail, cette hypothèse doit être remise en question. En effet, la thermalisation à
grandes échelles impose que certaines particules, certes peu nombreuses, ont une vitesse importante.
Or pour atteindre de grandes vitesses, la dynamique du système impose des interactions locales, où
une particule passe très proche d’un système binaire. De plus, lorsque de très grandes vitesses sont
atteintes, les particules peuvent simplement sortir de l’amas. Ainsi, remplacer la fonction de dis-
tribution de type Boltzmann pour décrire l’équilibre thermique macroscopique du système par une
fonction de distribution de type Michie-King peut être une perspective intéressante pour avancer
dans la discussion de l’équilibre des amas globulaires, comme cela a déjà été proposé par exemple
dans [79]. Une telle fonction, solution stationnaire de l’équation de Vlasov, est de type Boltzmann
pour les petites vitesses, et elle est nulle au dessus d’une certaine valeur. Elle présente l’avantage de
limiter l’évaporation du système, et elle est largement utilisée et justifiée au niveau astrophysique [7].
De premiers éléments de discussion sont d’ailleurs disponibles dans la référence [80].

Finalement, nous pourrons distinguer deux directions possibles de développements en lien avec
ce travail. En premier lieu, on pourrait étendre l’analyse microcanonique à d’autres systèmes auto-
gravitants avec une rotation globale [27] et en présence ou non de champs extérieurs confinants créés
par des objets compacts. La seconde direction s’éloignerait de la mécanique statistique d’équilibre,
afin d’intégrer des phénomènes dynamiques hors-équilibre, essentiels pour la description des états
de certains systèmes astrophysiques.





Annexe A
Compléments

A.1 Calcul exact de la fonction de partition canonique pour le mo-
dèle de gravitation à une dimension

Dans le paragraphe IV.2.2, nous avons dérivé la fonction de partition isobarique pour la gravi-
tation à une dimension. On renvoie le lecteur au chapitre IV pour l’ensemble des définitions et la
position du problème. On rappelle l’équation (IV.30) définissant cette fonction de partition isoba-
rique

∆(β−1, P,N) =
CN

σ

(

2πm

β

)N/2

exp [−β(NPσ + Ec)]
N
∏

j=0

1

β(P +Km2γj)
, (A.1)

avec γi = i(N − i) et Ec = Km2N(N2 − 1)σ/6. Cette équation (A.1) est dérivée pour des valeurs
réelles et positives de la pression P . Cette fonction peut être prolongée analytiquement sur le plan
complexe exceptées sur les pôles isolés −Km2γi localisées sur l’axe réel négatif. En utilisant ce
prolongement, on utilise la définition (IV.21), définissant la fonction de partition canonique comme
un transformée de Lapalce inverse de la fonction de partition isobarique

Z(T, L,N) =
σ

2πiT

∫ i∞+P0

−i∞+P0

dP exp(PL/T )∆(T, P,N) (A.2)

où P0 est un nombre positif.
En combinant les équation (A.1) et (A.2), on obtient

Z(β−1, L,N) = β
CN

2πi
exp [−βEc]

(

2πm

β

)N/2 ∫ i∞+P0

−i∞+P0

dP exp [P (βL− βNσ)]

N
∏

j=0

1

β(P +Km2γj)
.

(A.3)

A.1.1 Application du théorème des résidus

Nous appliquons maintenant le théorème des résidus 1. Pour cela, il faut d’abord lister les pôles
de l’intégrande. Ceux-ci sont évidemment l’ensemble des −Km2γi mais comme il existe la symétrie
γi = γN−i, la quasi-totalité de ces pôles sont des pôles doubles. Le seul pôle simple apparaît lorsque
N est pair et il s’agit de −Km2γN/2. Pour se fixer les idées, on va choisir N pair.

On calcule l’intégrale sur le contour composé du segment ] − iR + P0, iR + P0[ refermé par un
demi-cercle de rayon R tendant vers l’infini orienté vers les complexes négatifs. Ce contour, pour

1. Pour des rappels mathématiques, on pourra se rapporter par exemple à l’excellent ouvrage de W. Appel [81].
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R suffisamment grand, va englober tous les pôles car N est ici fini. Comme l’intégrande tend vers
0 lorsque P tend vers l’infini, par l’application du lemme de Jordan, l’intégrale sur le demi-cercle
tend vers 0. Et donc le théorème des résidus s’écrit

∫ i∞+P0

−i∞+P0

dP exp [P (βL− βNσ)]
N
∏

j=0

1

β(P +Km2γj)
= 2iπ

N/2
∑

k=0

Rk ; (A.4)

avec

Rk = Res



exp [P (βL− βNσ)]
N
∏

j=0

1

β(P +Km2γj)
; −Km2γk



 ; (A.5)

où l’on note Res(F (z); zr) le résidu de la fonction analytique F en zr.

A.1.2 Calcul des résidus

Calcul du résidu du pôle simple : On peut tout d’abord calculer directement le résidu
du pôle simple −Km2γN/2 = −Km2N2/4. Celui-ci s’écrit

RN/2 =
exp

[

−Km2γN/2 (βL− βNσ)
]

β(Km2β)N

N/2−1
∏

j=0

1

(−γN/2 + γj)2
. (A.6)

Or on montre que −γN/2 + γj = −(j −N/2)2 et donc directement, on a

RN/2 =
exp

[

−Km2γN/2 (βL− βNσ)
]

β(Km2β)N ([N/2]!)4
. (A.7)

Calcul des résidus des pôles doubles : On note, par soucis de clarté, p = P/(Km2)
et ℓ = βKm2 (βL−Nσ). On rappelle que le résidu d’un pôle double est donné par la formule

Res(F (z), zr) = lim
z→zr

d
dz

[

(z − zr)
2f(z)

]

. (A.8)

En application de cette formule, pour 0 ≤ k < N/2, il vient

β(Km2β)NRk = lim
p→−γk

d
dp





exp [pℓ]

γN/2 + p

N/2−1
∏

j=0,j 6=k

1

(γj + p)2



 . (A.9)

Cette dérivée se développe en trois termes qui, après factorisation, conduisent à

β(Km2β)NRk =



ℓ− 1

γN/2 − γk
− 2

N/2−1
∑

l=0,l 6=k

1

γl − γk





exp [−γkℓ]
γN/2 − γk

N/2−1
∏

j=0,j 6=k

1

(γj − γk)2
. (A.10)

A.1.3 Fonction de partition

En utilisant tous les résultats précédents, on peut écrire

Z(T, L,N) = CN exp [−βEc]

(

2πm

β

)N/2 1

(Km2β)N

N/2
∑

i=0

(bi + aiℓ) exp [−γkℓ] ; (A.11)
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avec les coefficients définis par les relations de récurrence

ai =
1

γN/2 − γi

N/2−1
∏

j=0,j 6=i

1

(γj − γi)2
; (A.12)

bi = −





1

γN/2 − γi
+ 2

N/2−1
∑

l=0,l 6=i

1

γl − γi



 ai ; (A.13)

aN/2 = 0 et bN/2 = [(N/2)!]−4 . (A.14)

Calcul exact des ai : Utilisons maintenant la définition γi = i(N − i). On trouve alors

γj − γi = j(N − j)− i(N − i) = (j − i)(N − j − i) . (A.15)

En appliquant ce résultat à la définition des ai ci-dessus, il vient

ai =
1

(N/2− i)2

i−1
∏

j=0

1

[(j − i)(N − j − i)]2

N/2−1
∏

j=i+1

1

[(j − i)(N − j − i)]2
; (A.16)

=
(N − 2i)2

[i!(N − i)!]2
. (A.17)

On remarque que aN/2 = 0 est compatible avec cette définition.

Calcul exact des bi : Calculons maintenant le rapport bi/ai, on a

bi
ai

= − 1

(N/2− i)2
− 2

N/2−1
∑

j=0,j 6=i

1

(j − i)(N − j − i)
; (A.18)

= − 1

N/2− i





1

N/2− i
+

N/2−1
∑

j=0,j 6=i

1

N − j − i
+

N/2−1
∑

j=0,j 6=i

1

j − i



 ; (A.19)

= − 1

N/2− i



− 1

N − 2i
+

N−i
∑

j=i+1

1

j



 . (A.20)

Cette expression ne donne pas la bonne valeur de bN/2, mais ce n’est pas problématique car cette
formule n’a mathématiquement rien en commun avec la dérivation de bN/2.

Avec un logiciel de calcul formel, il est possible de calculer exactement les intégrales conduisant
à Z. Les valeurs issues des expressions (A.17) et (A.20) coïncident avec les résultats du calcul formel
au moins jusqu’à N = 60.

Au final, l’expression (A.11) et les définitions (A.14,A.17,A.20) donnent la forme exacte de la
fonction de partition canonique du système pour N fini quelconque.

A.2 Modèle d’équilibre chimique pour la distribution de binaires

Le modèle à deux espèces développé au chapitre V prend en compte des effets hors-équilibre.
Ici, on suppose que l’équilibre statistique est totalement atteint à toutes les échelles du système.
Cette hypothèse est loin d’être satisfaite pour certains systèmes astrophysiques comme les amas
globulaires. Les éléments qui suivent ne constituent pas une démonstration rigoureuse, mais donnent
les idées principales du raisonnement conduisant à l’équilibre chimique entre deux espèces, les étoiles
célibataires et les binaires.
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A.2.1 Construction du modèle

Considérons un système de N sphères dures de masse m et de rayon σ en interaction gravita-
tionnelle contenues dans une boîte sphérique de volume total Λ = 4πR3/3.

Définition des espèces chimiques Le système présente deux espèces :
— les étoiles célibataires ;
— les couples d’étoiles correspondant à deux étoiles éloignées d’une distance inférieure à d et

dont l’état interne est défini à travers la fonction de partition Zbin définie plus loin.
Nous supposons ici que le système est suffisamment dilué pour ne pas avoir à considérer les sys-
tèmes à trois corps ou plus. La distance d peut être définie par les considérations présentées au
paragraphe V.3.1 du chapitre V, à partir du comportement phénoménologique des binaires.. La
longue portée du potentiel gravitationnel permet d’écrire le potentiel ressenti par chacun des objets
comme la somme du champ gravitationnel moyen et des interactions crées par chacune des autres
particules les plus proches.

Définition de la fonction de partition locale Considérons un « petit » volume λ
contenu dans le volume total Λ au voisinage d’un point r donné. Le terme « petit » fait référence
à une taille caractéristique telle que le champ gravitationnel moyen de l’ensemble du système soit
constant sur ce volume. Cette distance est bien plus grande que la distance locale d et que la
distance moyenne entre les particules. Elle définie un volume mésoscopique. Le système global étant
thermalisé, ce petit volume est à l’équilibre thermique avec l’ensemble du système. Notons n≫ 1 le
nombre de particules individuelles contenues dans ce volume et Φ le potentiel gravitationnel moyen
uniforme sur λ.

On suppose que les configurations dominantes dans la fonction de partition canonique Zλ du
sous-système considéré correspondent à j binaires et n − 2j = i étoiles célibataires. De plus, les
célibataires et les binaires sont sans interactions entre elles, et ne sont soumises qu’au champ gra-
vitationnel moyen constant Φ.

A.2.2 Étude de la fonction de partition Zλ

Premières intégrations Dans l’expression de la fonction de partition Zλ, les intégra-
tions sur les positions et impulsions des étoiles célibataires et sur les positions et impulsions des
centres de masse des binaires sont immédiates. Les intégrations sur les positions donnent simple-
ment le produit λjλi, en négligeant les effets de volume exclu qui sont petits tant que d ≪ a. Les
intégrations sur les impulsions donnent elles le facteur (4mπ/β)3j/2(2mπ/β)3i/2 en tenant compte
de la masse 2m pour le centre de masse d’une binaire.

Intégration sur les degrés de liberté internes des binaires Le hamiltonien de la
particule fictive de masse réduite m/2 dans chaque système binaire s’écrit

Hbin(R,P) =
P2

m
− Gm2

R
. (A.21)

On définit alors

Zbin =

∫

bin

d3Rd3P exp[−βHbin] ; (A.22)

comme fonction de partition interne d’une binaire. Le domaine d’intégration est restreint aux confi-
gurations définissant effectivement une binaire, comme discuté plus loin. La contribution de ces
intégrations dans la fonction de partition Zλ fait donc apparaître un facteur Zj

bin.
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Sommation des configurations Calculons enfin le nombre de façon de répartir n parti-
cules entre i étoiles célibataires et j binaires. Il faut alors choisir 2j particules parmi n puis compter
le nombre de couples différents que nous sommes capables de construire avec ces 2j particules. Ce
second nombre sera (2j−1)(2j−3)...(2j−2j+1) = (2j)!2−j(j!)−1. Ainsi, le nombre total recherché
est

(

n

2j

)

(2j)!

2jj!
=

n!

2ji!j!
. (A.23)

Écriture finale de Zλ Les particules sont indiscernables, la division par n! conduit à
l’expression finale

Zλ = Cne−nmβΦ
∑

i+2j=n

1

2ji!j!
λi+j

(

2mπ

β

)3(i+j)/2

23j/2Zj
bin . (A.24)

Notons ZGP la fonction de partition d’un gaz parfait de particules massives soumises au champ Φ.
On a

ZGP =
1

n!
Cne−nmβΦλn

(

2mπ

β

)3n/2

(A.25)

et donc

Z = ZGP

∑

i+2j=n

n!

i!j!
Λ−j

(

2mπ

β

)−3j/2

2j/2Zj
bin . (A.26)

A.2.3 L’équilibre chimique

Méthode du col Nous allons réécrire l’expression (A.26) sous une forme exponentielle.
On utilise alors la formule de Stirling pour développer les factorielles. On a alors

Z = ZGP

∑

i+2j=n

√
n

√

2πj(n− 2j)
enf(xj) (A.27)

avec xj = j/n et la fonction f définie par

f(xj) = −xj lnxj − (1− 2xj) ln(1− 2xj)− xj

(

1 + ln

[

2

ρZbin

(

mπ

β

)3/2
])

(A.28)

avec ρ = n/λ.
Pour n suffisamment grand, appliquons successivement la formule d’Euler-Mac Laurin ainsi

que la méthode du col à l’intégrale qui en résulte 2. Le point col x∗ correspondant est défini par
l’annulation de la dérivée de f , c’est-à-dire

0 = − lnx∗ + 2 ln(1− 2x∗)− ln

[

2

ρZbin

(

mπ

β

)3/2
]

. (A.29)

S’il n’existe pas de x∗ compris entre 0 et 1/2 vérifiant cette équation, le maximum sera donné par
x = 0 ou x = 1/2 selon les cas.

C’est le voisinage de x∗ qui donne la contribution dominante à l’intégrale, proportionnelle à

enf(x
∗) en omettant les préfacteurs qui varient moins vite que cette exponentielle lorsque n est

grand.

2. On renvoie à la lecture du paragraphe IV.3.1 pour un rappel mathématique.
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Relation entre les densités Prenons maintenant une observable F (i, j) variant lente-
ment. La méthode du col donne simplement sa valeur moyenne, à savoir

< F >=
1

Zλ

∑

i+2j=n

F (i, j)enf(xi, xj) = F (1− 2x∗, x∗) . (A.30)

En particulier, la valeur moyenne de la fraction d’étoiles célibataire est < F (i, j) >=< i > /n =
1−2x∗ et celle de la fraction de binaires est < F (i, j) >=< j > /n = x∗. Ainsi, directement à l’aide
de l’équation (A.29), il vient

x∗

(1− 2x∗)2
=
ρ

2

(

mπ

β

)−3/2

Zbin . (A.31)

Introduisons les densités moyennes ρs = m(1−2x∗)ρ et ρb = 2mx∗ρ de chacune des espèces, il vient

ρb

ρ2s
=

1

m5/2π3/2
β3/2Zbin . (A.32)

Cette équation (A.32) n’est autre que la loi d’action des masses représentant l’équilibre chimique
entre les systèmes binaires et les célibataires. Cette loi d’action des masses n’est valide qu’à la
condition nécessaire, mais pas forcément suffisante, de l’équilibre statistique à toutes les échelles du
système.

A.2.4 Fonction de partition interne des binaires

On considère maintenant la fonction de partition interne Zbin des étoiles binaires. Celle-ci est
associée aux trajectoires elliptiques de la particule fictive dans le référentiel du centre de masse. On
note a le demi-grand axe des ellipses et e leur excentricité. Notons que le modèle impose que l’écart
entre les deux étoiles est toujours inférieur à la distance d d’une part, et plus grand que le diamètre
σ des sphères dures d’autre part. Il existe donc des conditions fortes sur a et e, qui vont définir le
volume d’intégration de la fonction de partition Zbin (A.22).

Énergie d’une binaire On rappelle que le hamiltonien de la particule fictive Hbin(R,P)
est donné par l’expression (A.21). L’énergie correspondante d’un système binaire dépend uniquement
du demi-grand axe, à savoir

Ebin(a) = −Gm
2

2a
= −Eℓ(a) . (A.33)

Changement de variables canonique Utilisons les variables de Delaunay :

L =
√
2Gm2a1/2 ; (A.34)

Γ = L(1− e2) ; (A.35)

Θ = Γ cos i ; (A.36)

et les trois angles M , ω et Ω. Toutes ces notations sont définies au paragraphe V.3.2.a. Avec l’inva-
riance angulaire, on obtient la formule suivante (le Jacobien de la transformation valant 1) :

∫

bin

d3pd3r f(Ebin) = 8π3
∫

bin

dLdΓ f

(

−
(

Gm2

L

)2
)

Γ , (A.37)

avec le domaine d’intégration restant à déterminer.
En repassant en variables a et e, il vient

∫

bin

d3pd3r f(Ebin) = π3m3(2Gm)3/2
∫

bin

deda a1/2e(1− e2)f

(

−Gm
2

2a

)

. (A.38)
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Fonction de partition interne On a

Zbin =

∫

bin

d3rd3p e−βHbin(r,p) ; (A.39)

d’où on déduit avec (A.38)

Zbin = π3m3(2Gm)3/2
∫

Toutes les binaires

deda a1/2e(1− e2)e
β
Gm2

2a . (A.40)

Nous pouvons d’abord intégrer sur e avant d’intégrer sur a. Les bornes d’intégrations sont alors

σ < a < d (A.41)

e <

{

d
a − 1 si a > a0
1− σ

a si a < a0
(A.42)

avec a0 = (d + σ)/2. En choisissant ces bornes, on réduit le domaine d’intégration aux ellipses
totalement contenues dans le volume 4πd3/3, c’est-à-dire qu’on ne considère que les trajectoires où
les deux étoiles restent tout le long de la trajectoire à une distance inférieure à d l’une de l’autre.
Par ailleurs, afin d’éviter les collisions, supposées inexistantes, leur distance relative reste supérieure
à σ. En d’autres termes, dans le plan de la trajectoire, l’ellipse est contenue dans la couronne de
rayon interne σ et externe d. On a donc

Zbin =
π3

2
m3(2Gm)3/2







∫ a0

σ
a1/2da

∫ 1−σ/a

0
de e(1− e2)e

β
Gm2

2a

+

∫ d

a0

a1/2da
∫ d/a−1

0
de e(1− e2)e

β
Gm2

2a






. (A.43)

Expression intégrale de la fonction de partition interne Comme
∫ emax

0 de e(1 −
e2) = e2max(2− e2max)/4, il vient donc

Zbin =
π3

2
m3(2Gm)3/2







∫ a0

σ
da a−7/2(a− σ)2(2a2 − (a− σ)2)e

β
Gm2

2a

+

∫ d

a0

da a−7/2(d− a)2(2a2 − (d− a)2)e
β
Gm2

2a






. (A.44)

Posons la fonction f , continue, telle que

f(a) =

{

(a− σ)2(2a2 − (a− σ)2) si σ < a < a0 ;
(d− a)2(2a2 − (d− a)2) si a0 < a < d ;

(A.45)

et dans ce cas

Zbin =
π3

2
m3(2Gm)3/2

∫ d

σ
da f(a)a−7/2e

β
Gm2

2a . (A.46)
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Introduction de variables sans dimension La fonction f est continue. Si σ = 0, elle
est en plus dérivable. On peut adimensionner la fonction grâce à la relation f(a) = d4g(σ/d, a/d)
avec α = σ/d et x = a/d et

g(α, x) =

{

(x− α)2(2x2 − (x− α)2) si α < x < 1/2 + α/2 ;
(1− x)2(2x2 − (1− x)2) si 1/2 + α/2 < x < 1 ;

(A.47)

Et dans ce cas, la fonction de partition interne (A.46) peut être mise sous forme adimensionnée

Zbin = m3(Gmd)3/2
(√

2π3
∫ 1

α
dx g(α, x)x−7/2 exp

[

βGm2

d

1

2x

])

= m3(Gmd)3/2Ψ

(

α,
βGm2

d

)

.

(A.48)

A.2.5 Prédictions de l’équilibre chimique

La loi d’action des masses (A.31) peut donc être réécrite comme

x∗

(1− 2x∗)2
=

ρd3

2π3/2

(

βGm2

d

)3/2

Ψ

(

α,
βGm2

d

)

. (A.49)

Si la température T tend vers l’infini, autrement dit β → 0, à densité particulaire moyenne
ρ fixée, la fonction Ψ tend vers une constante et donc x∗ tend vers 0. Le système est constitué
uniquement d’étoiles célibataires. Si la densité particulaire ρ tend vers 0 à température T fixée,
alors à nouveau x∗ tend vers 0. Dans ces deux cas limite, le système est entièrement « ionisé » par
échauffement ou effet entropique. Les binaires sont favorisées à « basse température », i.e. lorsque
βGm2/d≫ 1. Dans ce cas, on trouve x∗ ≈ 1/2.

En réutilisant les grandeurs adimensionnées définies tout au long de cette thèse, on peut réécrire
la loi d’action des masses comme

x∗

(1− 2x∗)2
= C

(

d

ℓ

)3/2 1

N

1

(T ∗)3/2
Ψ

(

σ

d
,

R

dNT ∗

)

; (A.50)

avec C une constante numérique et ℓ = R/N1/3 la distance moyenne entre les particules dans l’amas.
On rappelle que les distances sont relativement disposées comme σ ≪ d≪ ℓ et d est un paramètre
phénoménologique définissant la taille maximale des binaires.

Dans le cas des amas globulaires, en prenant d ≈ 1 UA de la taille d’une binaire typique et
T ∗ ≈ 1 comme nous l’avons calculé avec les différents équilibres gravitationnels considérés. Les
préfacteurs de l’expression (A.50) sont très faibles. Par contre, l’intégrande de la fonction Ψ est
constituée d’un terme exp

[

R
dNT ∗ (2x)−1

]

avec R
dNT ∗ ≈ 20. Avec une telle valeur, avec σ/d = 0.01,

ce qui est clairement sous estimé, la fonction Ψ prend une valeur de l’ordre de 10422. Ainsi, et
sans hésitations, ce modèle, avec les valeurs numériques des amas globulaires, conduit à un système
composé uniquement de binaires.

Ce résultat est en opposition totale avec les observations. Et surtout, si le système est entiè-
rement constitué de binaires, il est faux d’exclure du modèle les interactions à trois corps et plus.
Nous sommes convaincus qu’en ajoutant au modèle toutes les interactions à n-corps, avec les va-
leurs numériques observées dans les amas globulaires ; l’équilibre statistique à toutes les échelles du
système imposerait un état d’équilibre totalement effondré. Pour cette raison, nous avons développé
le modèle non équilibré semi-heuristique du chapitre V.



Annexe B
Validity conditions of the hydrostatic approach
for self-gravitating systems : a microcanonical
analysis

Pour des raisons de copyright, l’article [42] n’est pas reproduit dans la version publique de la
thèse. Il est disponible ici.
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Annexe C
A solvable model of hard rods with
gravitational interactions

Pour des raisons de copyright, l’article [43] n’est pas reproduit dans la version publique de la
thèse. Il est disponible ici.
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Résumé de la thèse :

L’étude des systèmes auto-gravitants à N corps à l’aide des outils de la mécanique statis-

tique reposait jusqu’à présent sur l’utilisation d’une approximation de type champ moyen,

qui négligeait par construction les effets à courte portée de l’interaction. Pour commencer,

je décris cette approximation dans son contexte historique, à savoir le modèle de la sphère

isotherme. Puis, dans le cadre de la mécanique statistique du problème à N corps, j’in-

troduis un système de sphères dures massives, qui permet de s’affranchir de l’effondrement

du système de points matériels. La validité de l’approche hydrostatique est discutée dans

l’ensemble microcanonique, en introduisant une limite d’échelle adéquate.

Cette étude permet de mettre en avant les critères de validité pour l’approche hydrosta-

tique, et de constater qu’ils peuvent être mis en défaut dans les systèmes astrophysiques de

type amas globulaires. Pour mieux les comprendre et les illustrer, je me concentre ensuite

sur l’étude d’un modèle de bâtonnets durs massifs à une dimension, dont l’avantage est de

permettre tous les calculs analytiques des différentes grandeurs statistiques. Ainsi, je mets

en évidence comment l’approche de type champ moyen est mise en défaut pour certains états

effondrés.

Enfin, dans le but de tenter de décrire des amas globulaires, je développe un modèle

comprenant des étoiles célibataires et des étoiles binaires. Ce modèle reproduit bien les effets

qualitatifs attendus, et il constitue une première correction satisfaisante au modèle historique

de la sphère isotherme. Je mets aussi en évidence l’absence d’équilibre thermodynamique au

sens strict pour les systèmes considérés. En conclusion, je réalise une estimation succincte

de l’effet de la boîte confinant le système.
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