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Thèse préparée au
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Thermodynamique des espace
temps de Margulis

Un espace-temps de Margulis M est un quotient de l’espace affine A de dimension trois
par un groupe libre, non-abélien Γ agissant par des transformations affines dont la partie
linéaire est discrète.

Grigory Margulis a utilisé ces espaces, dans [27] et [28], comme des exemples pour
répondre par la négative à la question suivante de Milnor.

Question 1. Est-ce que le groupe fondamental d’une variété complète, plate et affine est
virtuellement polycyclique?

Si M est un espace-temps de Margulis, alors le groupe fondamental π1(M) ne contient
aucune translation. Les résultats de Fried–Goldman et Mess, dans [15], [30], impliquent
qu’une variété affine plate complète soit est un espace-temps de Margulis, soit admet
comme groupe fondamental un groupe polycyclique.

Dans ma thèse, je ne considère que les espace-temps de Margulis dont la partie linéaire
ne contient aucun élément parabolique, bien que par des résultats de Drumm, il existe
des espace-temps de Margulis dont la partie linéaire contient des éléments paraboliques.

Fried–Goldman ont montré dans [15] qu’un conjugué de la partie linéaire de l’action
affine du groupe fondamental de M est un sous-groupe de SO(2, 1) dans GL(3,R). Par
conséquent, les espace-temps de Margulis proviennent d’homomorphismes injectifs

ρ : Γ −→ SO0(2, 1) nR3

où Γ est un groupe libre non-abélien de rang fini.
Notons l’espace des homomorphismes injectifs d’un groupe libre Γ dans un groupe

de Lie G par Hom(Γ, G) et l’espace de cocycles par Z1(Lρ(Γ),R3). Notons l’espace des
homomorphismes ρ dans Hom(Γ,G) tels que ρ(Γ) agit proprement sur A et que Lρ(Γ) est
discret et ne contient aucun élément parabolique par HomM(Γ,G) où G := SO0(2, 1)nR3.
Notons aussi l’espace des modules des espace-temps de Margulis par M. On remarque
que:

M∼= HomM(Γ,G)/ ∼

où ρ1 ∼ ρ2 si et seulement si ρ1 est un conjugué de ρ2 par un élément du groupe G. Soient
HomS(Γ,SO0(2, 1)) l’espace de toutes les représentations Schottky de Γ dans SO0(2, 1) et

T := HomS(Γ,SO0(2, 1))/ ∼
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où %1 ∼ %2 si et seulement si %1 est un conjugué de %2 par un élément du groupe SO0(2, 1).
Goldman–Labourie–Margulis ont montré dans [18] que:

Theorem 0.0.1. [Goldman–Labourie–Margulis] L’espace des modules des espace-temps
de Margulis M est une partie ouverte dans le fibré tangent de la variété analytique T .

En conséquence,

Proposition 0.0.2. L’espace des modules des espace-temps de Margulis M est une
variété analytique.

Les classes de parallélisme des géodésiques de type temps de M peuvent être paramétrées
par une surface hyperbolique complète Σ. Des travaux récents de Danciger–Guéritaud–
Kassel dans [13] montrent que M est une fibration de R sur Σ dont les fibres sont des
géodésiques type temps.

Les travaux antérieurs de Charette–Goldman–Jones dans [12], Goldman–Labourie–
Margulis dans [18] et Goldman–Labourie dans [17] ont montré que la dynamique de M est
étroitement liée à celle de Σ. Jones–Charette–Goldman ont montré dans [12] qu’elle existe
des géodésiques bi-spirales dans M et qu’ils correspondent aux géodésiques bi-spirales de
Σ. Goldman–Labourie ont montré dans [17] que les géodésiques non errantes de type
espace de M correspondent aux géodésiques non errantes de Σ.

En effet, soient ρ ∈ HomM(Γ,G) et Σρ := Lρ(Γ)\H où Lρ(Γ) la partie linéaire de ρ(Γ) et
H le modèle de l’hyperbolöıde du plan hyperbolique. Également, soient UrecΣρ et UrecMρ

les espaces des points non errantes du flot géodésique, respectivement sur UΣρ et sur UMρ,
soit UρrecH son relèvement dans UH et soit UrecA le relèvement de UrecM dans UA, où UA
et UH sont les fibrs tangents unitaires de A et de H respectivement.

Dans [18] Goldman–Labourie–Margulis démontre le théorème suivant:

Theorem 0.0.3. [Goldman–Labourie–Margulis] Soit ρ : Γ→ G un homomorphisme don-
nant lieu à un espace-temps de Margulis dont la partie linéaire Lρ(Γ) ne contient aucun
élément parabolique. Alors il existe une application

Nρ : UρrecH −→ A

et une fonction hölderienne positive

fρ : UρrecH −→ R

telles que

1. pour tout γ ∈ Γ on a fρ ◦ L(ρ(γ)) = fρ,

2. pour tout γ ∈ Γ on a Nρ ◦ L(ρ(γ)) = ρ(γ)Nρ, et

3. pour tout g ∈ UρrecH et pour tout t ∈ R on a

Nρ(φ̃tg) = Nρ(g) +

 t∫
0

fρ(φ̃s(g))ds

 ν(g)

où ν est la section neutrale.
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On appelle Nρ une section neutralisée. Maintenant, en utilisant l’existence d’une
section neutralisée, Goldman–Labourie ont demontré que:

Theorem 0.0.4. [Goldman–Labourie] Soit ρ : Γ → G un homomorphisme donnant lieu
à un espace-temps de Margulis tel que la partie linéaire Lρ(Γ) ne contient aucun élément
parabolique. Également, soient UrecΣLρ et UrecMρ définis comme ci-dessus. Maintenant,
si Nρ est une section neutralisée, alors il existe une application injective N̂ρ telle que le
diagramme suivant commute,

UρrecH
Nρ−−−−→ UA

π

y yπ
UrecΣLρ

N̂ρ−−−−→ UM

où Nρ := (Nρ, ν). En plus, N̂ρ est une homéomorphism hölderienne sur UrecMρ qui est
aussi une équivalence des orbites.

Dans ma thèse, je commence par rappeler quelques notions préliminaires afin de
préparer le terrain pour décrire explicitement les laminations stables et instables pour
le flot géodésiques Φ de UrecM.

Definition 0.0.5. Soit (X , d) un espace métrique. Une lamination L de X est une
relation d’équivalence sur X telle que pour tout x dans X il existe un voisinage ouvert Ux
de x dans X , deux espaces topologiques U1 et U2 et un homéomorphisme fx de U1 × U2
sur Ux vérifiant les propriétés suivantes,

1. pour tous w, z dans Ux ∩ Uy on a p2
(
f−1x (w)

)
= p2

(
f−1x (z)

)
si et seulement si

p2
(
f−1y (w)

)
= p2

(
f−1y (z)

)
, où p2 est la projection de U1 × U2 sur U2,

2. pour tous w, z dans X , on a wLz si et seulement s’il existe une suite finie des points
w1, w2, .., wn dans X avec w1 = w et wn = z, telle que wi+1 est dans Uwi, où Uwi est
un voisinage de wi et p2

(
f−1wi (wi)

)
= p2

(
f−1wi (wi+1)

)
pour tout i dans {1, 2, .., n− 1}.

On appelle un tel homéomorphisme fx une carte et les classes d’equivalence les feuilles.
Une plaque ouverte dans la carte correspondant à fx est un ensemble de la forme fx(V1 ×
{x2}) où x = fx(x1, x2) et V1 est un ouvert dans U1. La topologie plaque sur Lx est
engendrée par des plaques ouvertes. Un voisinage plaque de x est un voisinage pour la
topologie plaque sur Lx.

Definition 0.0.6. Une structure du produit local sur X est une paire de deux laminations
(L1, L2) vérifiant les propriétes suivantes: pour tout x dans X , il existe deux voisinages
plaques U1, U2 de x, respectivement dans L1, L2 et un homéomorphisme fx de U1 × U2
sur un voisinage Wx de x, tel que fx definit une carte pour les laminations L1 et L2.

Supposons que ψt est un flot sur X . Une lamination L invariante sous le flot ψt est
transverse au flot, si pour tout x dans X , il existe un voisinage plaque Ux de x dans Lx,
un espace topologique V, un ε positif et une homéomorphism fx de Ux × V × (−ε, ε) sur
un voisinage ouvert Wx de x dans X vérifiant les propriétés suivantes:

ψt(fx(u, v, s)) = fx(u, v, s+ t)
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pour u dans Ux, v dans V et pour s, t dans l’intervalle (−ε, ε). Soit L. une lamination trans-
verse au flot ψt. Définissons une nouvelle lamination L.,0, appellée la lamination centrale,
obtenue à partir de L. comme suit: on dit que y, z dans X appartiennent à la même classe
d’equivalence de L.,0 s’il existe t ∈ R tel que ψty et z appartiennent à la même classe
d’equivalence de L..

Definition 0.0.7. Une lamination L invariante sous un flot ψt est contractée sous le flot
si et seulement s’il existe un nombre réel T0 tel que pour tout x dans X , il existe une
carte fx d’un voisinage ouvert Wx de x, et pour deux points arbitraires y, z dans Wx avec
y, z appartenant à la même classe d’equivalence de L, on a,

d(ψty, ψtz) <
1

2
d(y, z)

pour tout t > T0.

Definition 0.0.8. Un flot ψt sur un espace métrique compact est un flot métrique Anosov,
si et seulement s’il existe deux laminations L+ et L− de X telles que les conditions
suivantes soient satisfaites:

1. (L+,L−,0) définit une structure de produit locale sur X ,
2. (L−,L+,0) définit une structure de produit locale sur X ,
3. les feuilles de L+ sont contractées par le flot,

4. les feuilles de L− sont contractées par le flot inverse.

Dans un tel cas, L+, L−, L+,0 et L−,0 sont appelés respectivement les laminations stables,
instables, stables centrales and instables centrales.

Je montre alors le résultat suivant:

Lemma 0.0.9. Il existe une métrique sur UrecM qui est localement équivalente de manière
bilipschitz à une métrique sur UrecA obtenue à partir de la restriction de n’importe quelle
métrique euclidienne sur TA ∼= A × V où V l’espace vectoriel correspondant à l’espace
affine A et TA le fibré tangent de A.

Soit v un vecteur de type espace de norme un et soient v+ et v− deux vecteurs dans
le cône de lumière futur tels que det[v−, v, v+] > 0. Alors, je définis

Definition 0.0.10. Les partitions positives de UrecA sont respectivement données par,

L+(X,v) := L̃+(X,v) ∩ UrecA

où (X, v) ∈ UrecA et

L̃+(X,v) := {(X + s1v
+, v + s2v

+) | s1, s2 ∈ R}.

Definition 0.0.11. Les partitions négatives de UrecA sont respectivement données par,

L−(X,v) := L̃−(X,v) ∩ UrecA

où (X, v) ∈ UrecA et

L̃−(X,v) := {(X + s1v
−, v + s2v

−) | s1, s2 ∈ R}.
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Proposition 0.0.12. Les partitions L+ et L− décrivent deux laminations sur UrecM.

Je prouve aussi que:

Theorem 0.0.13. Les laminations (L+,L−,0) et (L−,L+,0) définissent une structure de
produit locale sur UrecA.

En fait, les laminations sont équivariantes sous l’action de Γ et sous le flot de géodésique.

Definition 0.0.14. Les projections de L+ et L− sur l’espace UrecM sont notées respec-
tivement par L+ et L−, où L+,L− sont définis comme ci-dessus.

Ensuite, je démontre le résultat suivant:

Theorem 0.0.15. Soient L+ et L− deux laminations de l’espace métrique UrecM telles
qu’elles sont définies dans la définition ci-dessus. Le flot géodésique sur l’espace des
géodésiques non errantes de type espace dans M contracte exponentiellement la lamination
L+ par le flot positif et contracte exponentiellement la lamination L− par le flot negatif.

Il s’en suit que UrecM a une structure métrique Anosov.
En outre, dans cette thèse je définis la notion d e représentation Anosov dans le

contexte du groupe de Lie non semisimple SO0(2, 1)nR3. La notion d’une représentation
Anosov d’un groupe discret dans un groupe de transformations G a été introduite par
Labourie dans [25]. En suite, Guichard–Wienhard ont étudié les représentations Anosov
dans les groupes de Lie semisimples en plus de détail dans [21]. Récemment, dans [8]
Bridgeman–Canary–Labourie–Sambarino ont introduite le flot géodésique d’une représen-
tation Anosov et le formalisme thérmodynamique dans ce cas, encore dans le contexte
de G étant un groupe de Lie semisimple. Dans cette thèse, j’étudie des cas spéciaux et
de nouveaux exemples de représentations Anosov lorsque G est le groupe non semisimple
SO0(2, 1) nR3.

Soit X l’espace de tous les plans affines nulles. On observe que G agit transitivement
sur X. Par conséquent, pour tout P ∈ X, on a

X = G.P ∼= G/StabG(P ).

Definition 0.0.16. Si P ∈ X, je définis

PP := StabG(P ).

J’appelle PP un sous-groupe pseudo-parabolique de G.

Soit PX,w1,w2 le plan passant par un point X ∈ A avec l’espace vectoriel correspondant
engendré par les vecteurs w1 et w2. On fixe un point O ∈ A et definit:

P± := StabG(PO,v0,v±0
).

Aussi soit L = P+ ∩ P−. Notons la boundary de Gromov du groupe Γ par ∂∞Γ et le flot
géodesique de Gromov sur

U0Γ := Γ\(∂∞Γ(2) × R)

par ψ.
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Definition 0.0.17. On dit que ρ dans Hom(Γ,G) est (G,P±)-Anosov si et seulement s’il
existe deux applications continues

ξ±ρ : ∂∞Γ −→ G/P±

telles que les suivantes sont vraies:

1. Pour tout γ dans Γ, on a ξ±ρ ◦ γ = ρ(γ).ξ±ρ .

2. Si x 6= y dans ∂∞Γ, alors (ξ+ρ (x), ξ−ρ (y)) réside dans G/L.

3. Le fibré induit Ξ+
ρ := (ξ+ρ ◦ π1)∗E+ est contracté par le révetement du flot ψ̃t quand

t→∞, et le fibré induit Ξ−ρ := (ξ−ρ ◦ π2)∗E− est contracté par le révetement du flot

ψ̃t quand t→ −∞.

Les applications ξ±ρ sont les applications limites associées à la representation (G,P±)-
Anosov ρ.

Proposition 0.0.18. Si ρ est dans HomM(Γ,G), alors ρ est (G,P±)-Anosov.

En d’autres termes, les monodromies de l’espace-temps de Margulis sont “des représen-
tations Anosov dans le groupe de Lie non semi-simple SO0(2, 1) nR3 ”.

J’utilise cette propriété Anosov et la théorie du formalisme thérmodynamique qui est
développée par Bowen, Bowen–Ruelle, Parry–Pollicott, Pollicott et Ruelle et d’autres dans
[5], [6], [33], [34], [35] pour définir l’entropie et l’intersection. En outre, j’utilise la propriété
métrique Anosov pour montrer que l’entropie et l’intersection varient analytiquement sur
M. Enfin, je définis et j’étudie la métrique de pression sur M.

L’étude de la métrique de pression dans le cadre des variétés de représentation a été
initiée par McMullen et Bridgeman–Taylor respectivement dans [29], [9]. McMullen a
donné la métrique de Weil–Petersson en termes de métrique de pression sur l’espace de
Teichmüller. Bridgeman–Taylor ont généralisé le résultat au cas quasi-fuchsien dans [9].
Bridgeman a également étudié la métrique de pression dans le cadre du groupe de Lie
semi-simple SL(2,C) dans [7].

Les résultats récents de Bridgeman–Canary–Labourie–Sambarino dans [8] prolongent
cela dans le contexte de n’importe quel groupe de Lie semi-simple. Dans cette thèse,
j’étudie le cas où le groupe de Lie en question est SO0(2, 1) n R3, un groupe de Lie non
semi-simple.

Soit
ρ : Γ→ SO0(2, 1) nR3

une représentation donnant lieu à un espace-temps de Margulis et soit αρ(γ) l’invariant
de Margulis de γ ∈ Γ pour la représentation ρ. Maintenant, pour un nombre réel positif
T , soit

RT (ρ) := {γ ∈ O | αρ(γ) 6 T}

où O est la collection de toutes les classes de conjugaison d’éléments de Γ . Nous définissons
l’entropie comme suit:
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Definition 0.0.19. L’entropie de la représentations ρ est donnée par:

hρ = lim
T→∞

1

T
log (#RT (ρ)) .

Je démontre que RT (ρ) est de cardinal fini et hρ est bien défini, fini et positif.

Definition 0.0.20. L’intersection de deux représentations ρ1, ρ2 est donnée par:

I(ρ1, ρ2) = lim
T→∞

1

#RT (ρ1)

∑
[γ]∈RT (ρ1)

αρ2(γ)

αρ1(γ)
.

Definition 0.0.21. L’intersection renormalisée de deux représentations ρ1 et ρ2 est
donnée par:

Jρ1(ρ2) = I(ρ1, ρ2)
hρ2
hρ1

.

Je démontre que l’intersection et l’intersection renormalisée sont bien définies et je
montre aussi la proposition suivante:

Proposition 0.0.22. Les applications suivantes sont analytiques réelles:

h :M→ R

I :M×M→ R

J :M×M→ R

Afin de montrer que l’entropie et l’intersection varie analytiquement je prouve les deux
résultats téchniques suivantes:

Theorem 0.0.23. Soit {ρu}u∈D une famille analytique réelle dans Hom(Γ,G) parametrisée
par une disque D centrée en 0. Si ρ0 est (G,P±)-Anosov avec des applications limites

ξ±0 : ∂∞Γ −→ G/P±

alors il existe une sous-disque D0 de D (contenant 0), un positif µ et une application
continue

ξ+ : D0 × ∂∞Γ −→ G/P+

avec les propriétes suivantes:

1. Si u est dans D0, alors ρu est une représentation (G,P±)-Anosov avec l’application
limite µ-Hölder donnée par

ξ+u : ∂∞Γ −→ G/P+

x 7−→ ξ+(u, x),

2. Si x est dans ∂∞Γ, alors l’application suivante est analytique réelle

ξ+x : D0 −→ G/P+

u 7−→ ξ+(u, x),
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3. L’application de ∂∞Γ à Cω(D0,G/P
+) donnée par x 7→ ξ+x est µ-hölderienne,

4. L’application de D0 à Cµ(∂∞Γ,G/P+) donnée par u 7→ ξ+u est analytique réelle.

Il s’ensuit des resultats de Goldman–Labourie–Margulis et de Goldman–Labourie re-
spectivement dans [18] et dans [17] qu’il existe un homéomorphisme qui est aussi une
équivalence des orbites entre U0Γ et UrecMρ tel que le flot affine linéaire sur UrecMρ est
une réparametrisation hölderienne du flot de Gromov. Donc pour tout ρ ∈ HomM(Γ,G)
on a une application hölderienne, positive

fρ : U0Γ→ R

qui donne la réparametrisation. En plus, notons que pour tout γ ∈ Γ, on a∫
γ
fρ = αρ(γ)

où αρ(γ) est l’invariante de Margulis. Dans ma thèse je démontre que:

Proposition 0.0.24. Soit {ρu}u∈D une famille des homomorphismes analytiques réels
où ρu ∈ HomM(Γ,G) est parameterisée par une disque D centrée en 0. Alors, il existe une
sous-disque D1 centrée en 0 et une famille analytique réelle

{fu : U0Γ→ R}u∈D1

de fonctions hölderienne, positives telles que la fonction fu est cohomologue de Liv̌sic à la
fonction fρu.

Enfin, je définis la métrique de pression comme étant la Hessienne de J , c’est-à-dire,

Definition 0.0.25. Soit ρ ∈ HomM(Γ,G) et soient v, w ∈ TρHomM(Γ,G). La métrique de
pression est définie comme

Pρ(v, w) := D2
ρJρ(v, w).

Il résulte du formalisme thérmodynamique que la métrique de pression P sur HomM(Γ,G)
est definie non-negative. Je continue en démontrant:

Proposition 0.0.26. Soit {ρt} un chemin lisse dans HomM(Γ,G) avec d
dt

∣∣
t=0

ρt = v. Si

Pρ(v, v) = 0 et d
dt

∣∣
t=0

hρt = 0, alors pour tout γ dans Γ

d

dt

∣∣∣∣
t=0

αρt(γ) = 0.

Bridgeman–Canary–Labourie–Sambarino ont démontré le résultat suivant dans [8].

Proposition 0.0.27. [Bridgeman, Canary, Labourie, Sambarino] Soit % un point dans
HomS(Γ,SO0(2, 1)) où HomS(Γ,SO0(2, 1)) est l’espace de toutes les représentations Schot-
tky. Alors,

lim
n→∞

(`%(γ
nηn)− `%(γn)− `%(ηn)) = log b%(η

−, γ−, γ+, η+)

où `ρ(γ) est la longueur de la géodesique fèrmée correspondant à %(γ).
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En outre, dans [19] (voir aussi [16]) Goldman–Margulis ont démontré que:

Theorem 0.0.28. [Goldman–Margulis] Soit {%t}t∈(−1,1) ⊂ HomS(Γ,SO0(2, 1)) un chemin
lisse. Alors pour toutes γ ∈ Γ, on a

d

dt

∣∣∣∣
t=0

`%t(γ) = α(%0,%̇0)(γ)

où `%t(γ) est la longueur de la géodesique fèrmée de Σ%t correspondant à %t(γ) ∈ %t(Γ) et
%̇0 := d

dt

∣∣
t=0

%t.

J’utilise l’intuition acquise dans les deux théorèmes précédents pour démontrer ce qui
suit:

Proposition 0.0.29. Soient {ρt}t∈(−1,1) un chemin lisse dans HomM(Γ,G) et Xρt(γ) un
point quelconque sur la seule droite affine fixée par ρt(γ) où γ ∈ Γ. Alors, pour touts γ, η
dans Γ, on a

lim
n→∞

(αρt(γ
nηn)− αρt(γn)− αρt(ηn))

=
〈
Xρt(γ) −Xρt(η) | νρt

(
η−, γ+

)
+ νρt

(
η+, γ−

)〉
,

d

dt

∣∣∣∣
t=0

〈
Xρt(γ) −Xρt(η) | νρt

(
η−, γ+

)
+ νρt

(
η+, γ−

)〉
= lim

n→∞

d

dt

∣∣∣∣
t=0

(αρt(γ
nηn)− αρt(γn)− αρt(ηn))

où ν est la section neutrale et 〈|〉 est la métrique Lorentzienne standarde sur R3.

Theorem 0.0.30. Soit {%t}t∈(−1,1) un chemin lisse dans HomS(Γ,SO0(2, 1)) tel que ρ :=

(%0, %̇0) ∈ HomM(Γ,G) oú %̇0 := d
dt

∣∣
t=0

%t. Alors on a

〈Xρ(γ) −Xρ(η) | νρ(η−, γ+) + νρ(η
+, γ−)〉

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

log b%t(η
−, γ−, γ+, η+)

où Xρ(γ) est un point quelconque sur la seule droite affine fixée par ρ(γ) et Xρ(η) est un
point quelconque sur la seule droite affine fixée par ρ(η).

En plus, en utilisant les résultats ci-dessus, je montre que:

Lemma 0.0.31. Si pour tout γ ∈ Γ on a d
dt

∣∣
t=0

αρt(γ) = 0 alors pour touts γ, η ∈ Γ on a

d

dt

∣∣∣∣
t=0

bρt
(
η+, γ−, γ+, η−

)
= 0.

Et la proposition suivant s’ensuit:
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Proposition 0.0.32. Soit {ρt}t∈(−1,1) un chemin lisse dans HomM(Γ,G) avec

d

dt

∣∣∣∣
t=0

ρt = ρ̇0.

Si Pρ0(ρ̇0, ρ̇0) = 0 et d
dt

∣∣
t=0

hρt = 0 alors

[ρ̇0] = 0

dans H1
ρ0 (Γ, g) où g est l’algèbre de Lie du groupe de Lie G et H1

ρ0 (Γ, g) est la cohomologie
de groupe.

Soit hρ l’entropie topologique qui est liée à une représentation ρ ∈ HomM(Γ,G). En-
suite, je définis les sections d’entropie constante de HomM(Γ,G) pour tout k > 0 comme:

HomM(Γ,G)k := {ρ ∈ HomM(Γ,G) | hρ = k} . (0.0.1)

Notons que, si (%, u) est dans HomM(Γ,SO0(2, 1) n R3) = HomM(Γ,G) alors (%, cu) l’est
aussi où c > 0.

Lemma 0.0.33. Soit (%, u) ∈ HomM(Γ, SO0(2, 1) nR3) alors pour c > 0, on a

h(%,cu) =
1

c
h(%,u) .

Proposition 0.0.34. L’espace HomM(Γ,G)k est une sous-variété analytique de codimen-
sion un dans HomM(Γ,G) pour tout k > 0.

Remark 0.0.35. L’application suivante:

Ik : HomM(Γ,G)1 −→ HomM(Γ,G)k

(%, u) 7−→
(
%,

1

k
u

)
donne un isomorphisme analytique entre HomM(Γ,G)1 et HomM(Γ,G)k.

Proposition 0.0.36. L’espace HomM(Γ,G) est isomorphe analytiquement à l’espace pro-
duit HomM(Γ,G)1 × R.

Definition 0.0.37. Le multivers de Margulis avec entropie k est

Mk := HomM(Γ,G)k/∼

où k > 0 et ρ1 ∼ ρ2 si et seulement si ρ1 est un conjugué de ρ2 par un élément du groupe
G = SO0(2, 1) nR3.

Enfin, je démontre que:

Theorem 0.0.38. Soient Mk une section d’entropie constante de la variété analytique
M avec entropie k et P la métrique de pression sur M. Alors (Mk, P|Mk

) est une variété
riemannienne analytique.

Et je conclus ma thèse en montrant le résultat suivant:

Theorem 0.0.39. La signature de la métrique de pression P sur l’espace des modules M
est (dim(M)− 1, 0).
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[23] HUBBARD, J.: “Teichmüler theory and applications to geometry, topology and dy-
namics.” Vol 1., Matrix Editions, Ithaca.

[24] LABOURIE, F.: “Fuchsian affine actions of surface groups.” J. Diff. Geo. 59 (1), 15
- 31, (2001).

[25] LABOURIE, F.: “Anosov Flows, Surface Groups and Curves in Projective Space.”
Inventiones Mathematicae, Volume 165, Issue 1, 51-114, (2006).

[26] LIVSIC, A.N.: “Cohomology of dynamical systems” Math. USSR Izvestija 6 (1972).

[27] MARGULIS, G. A.: “Free completely discontinuous groups of affine transforma-
tions.” Dokl. Akad. Nauk SSSR 272, 785-788, (1983).

[28] MARGULIS, G. A.: “Complete affine locally flat manifolds with a free fundamental
group.” J. Soviet Math. 134, 129-134, (1987).

[29] MCMULLEN, C.: “Thermodynamics, dimension and the Weil-Petersson metric”
Invent. Math. 173 (2008), 365-425.

[30] MESS, G.: “Lorentz spacetimes of constant curvature.” Geom. Dedicata 126, 3-45,
(2007).

12



[31] MILNOR.J: “On fundamental groups of complete affinely flat manifolds.” Adv. in
Math.25, 178-187, (1977).

[32] MINEYEV, I.: “Flows and joins of metric spaces,” Geom. Top. 9, 403482, (2005).

[33] PARRY, W. and POLLICOTT, M.: “Zeta functions and the periodic orbit structure
of hyperbolic dynamics” Astérisque 187-188 (1990).
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