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Thermodynamique des espace
temps de Margulis

Un espace-temps de Margulis M est un quotient de ’espace affine A de dimension trois
par un groupe libre, non-abélien I' agissant par des transformations affines dont la partie
linéaire est discrete.

Grigory Margulis a utilisé ces espaces, dans [27] et [28], comme des exemples pour
répondre par la négative a la question suivante de Milnor.

Question 1. Est-ce que le groupe fondamental d’une variété compléte, plate et affine est
virtuellement polycyclique?

Si M est un espace-temps de Margulis, alors le groupe fondamental 71 (M) ne contient
aucune translation. Les résultats de Fried-Goldman et Mess, dans [15], [30], impliquent
qu’une variété affine plate complete soit est un espace-temps de Margulis, soit admet
comme groupe fondamental un groupe polycyclique.

Dans ma these, je ne considere que les espace-temps de Margulis dont la partie linéaire
ne contient aucun élément parabolique, bien que par des résultats de Drumm, il existe
des espace-temps de Margulis dont la partie linéaire contient des éléments paraboliques.

Fried—Goldman ont montré dans [I5] qu'un conjugué de la partie linéaire de ’action
affine du groupe fondamental de M est un sous-groupe de SO(2,1) dans GL(3,R). Par
conséquent, les espace-temps de Margulis proviennent d’homomorphismes injectifs

p:T —S0°%2,1) x R?

ou I' est un groupe libre non-abélien de rang fini.

Notons 'espace des homomorphismes injectifs d’'un groupe libre I' dans un groupe
de Lie G par Hom(I', G) et 'espace de cocycles par Z'(L,(I'),R?). Notons 'espace des
homomorphismes p dans Hom(I", G) tels que p(I") agit proprement sur A et que L,(I") est
discret et ne contient aucun élément parabolique par Homy(T', G) ot1 G := S0%(2,1) x R3.
Notons aussi 'espace des modules des espace-temps de Margulis par M. On remarque
que:

M = Homy(T',G)/ ~

ol p1 ~ po si et seulement si p; est un conjugué de po par un élément du groupe G. Soient
Homg(T', SO%(2, 1)) I'espace de toutes les représentations Schottky de T' dans SO°(2,1) et

T := Homg(T',S0°(2,1))/ ~



oil 91 ~ 09 si et seulement si g; est un conjugué de gy par un élément du groupe SO°(2,1).
Goldman-Labourie-Margulis ont montré dans [18] que:

Theorem 0.0.1. [Goldman—Labourie-Margulis] L’espace des modules des espace-temps
de Margulis M est une partie ouverte dans le fibré tangent de la variété analytique T .

En conséquence,

Proposition 0.0.2. L’espace des modules des espace-temps de Margulis M est une
variété analytique.

Les classes de parallélisme des géodésiques de type temps de M peuvent étre paramétrées
par une surface hyperbolique complete X. Des travaux récents de Danciger—Guéritaud—
Kassel dans [I3] montrent que M est une fibration de R sur ¥ dont les fibres sont des
géodésiques type temps.

Les travaux antérieurs de Charette-Goldman—Jones dans [12], Goldman-Labourie—
Margulis dans [I8] et Goldman—Labourie dans [I7] ont montré que la dynamique de M est
étroitement liée a celle de ¥. Jones—Charette-Goldman ont montré dans [12] qu’elle existe
des géodésiques bi-spirales dans M et qu’ils correspondent aux géodésiques bi-spirales de
Y. Goldman-Labourie ont montré dans [I7] que les géodésiques non errantes de type
espace de M correspondent aux géodésiques non errantes de .

En effet, soient p € Homy(I',G) et ¥, := L,(I')\H o1 L,(I") la partie linéaire de p(I") et
H le modele de I'hyperboloide du plan hyperbolique. Egalement, soient U,..2, et U,..M,
les espaces des points non errantes du flot géodésique, respectivement sur UX, et sur UM,
soit U?_H son relevement dans UH et soit U,..A le relevement de U,..M dans UA, ou UA
et UH sont les fibrs tangents unitaires de A et de H respectivement.

Dans [I§] Goldman-Labourie-Margulis démontre le théoréme suivant:

Theorem 0.0.3. [Goldman—Labourie-Margulis] Soit p : T' — G un homomorphisme don-
nant lieuw a un espace-temps de Margulis dont la partie linéaire L,(I") ne contient aucun
élément parabolique. Alors il existe une application

N,: Ul H— A

et une fonction holderienne positive
fo: UL H—R

rec

telles que
1. pour tout vy €' on a f, o L(p(7)) = fo,
2. pour tout y €' on a N,oL(p(7)) = p(7)Np, et

3. pour tout g € UP_H et pour tout t € R on a

rec

N,(du9) = N,(g) + / £o(6x(9))ds | v(g)
0

ou v est la section neutrale.



On appelle N, une section neutralisée. Maintenant, en utilisant 'existence d’une
section neutralisée, Goldman—Labourie ont demontré que:

Theorem 0.0.4. [Goldman—-Labourie] Soit p : I' — G un homomorphisme donnant liew
a un espace-temps de Margulis tel que la partie linéaire L,(I') ne contient aucun élément
parabolique. E’galement, soient U2, et U,..M, définis comme ci-dessus. Maintenant,
st N, est une section neutralisée, alors il existe une application injective N, telle que le
diagramme suivant commute,

Ur H —% s UA

rec

1L
UpeeS, —2 UM

ou N, := (Np,v). En plus, N, est une homéomorphism hélderienne sur U,..M, qui est
ausst une équivalence des orbites.

Dans ma these, je commence par rappeler quelques notions préliminaires afin de
préparer le terrain pour décrire explicitement les laminations stables et instables pour
le flot géodésiques @ de U, M.

Definition 0.0.5. Soit (X,d) un espace métrique. Une lamination L de X est une
relation d’équivalence sur X telle que pour tout x dans X il existe un voisinage ouvert U,
de x dans X, deux espaces topologiques Uy et Uz et un homéomorphisme §, de Uy X Us
sur U, vérifiant les propriétés suivantes,

1. pour tous w,z dans Uy N Uy on a py (F, (w)) = p2 (F;1(2)) si et seulement si
Do (f;l(w)) = po (f;l(z)), ol pa est la projection de Uy X Us sur Us,

2. pour tous w, z dans X, on a wLlz si et seulement s’il existe une suite finie des points
w1, W2, .., Wy, dans X avec wy = w et wy, = 2, telle que w;y1 est dans Uy, ot U, est
un voisinage de w; et py (F,1 (wi)) = p2 (fo! (wit1)) pour tout i dans {1,2,..,n—1}.

On appelle un tel homéomorphisme f, une carte et les classes d’equivalence les feuilles.
Une plaque ouverte dans la carte correspondant a f, est un ensemble de la forme f, (V) x
{z2}) ot & = fy(x1,22) et Vi est un ouvert dans U;. La topologie plaque sur L, est
engendrée par des plaques ouvertes. Un voisinage plaque de = est un voisinage pour la
topologie plaque sur L,.

Definition 0.0.6. Une structure du produit local sur X est une paire de deuz laminations
(L1, L2) vérifiant les propriétes suivantes: pour tout x dans X, il existe deuz voisinages
plaques Uy, Us de x, respectivement dans L1, Lo et un homéomorphisme f, de Uy X Us
sur un voisinage W, de x, tel que f, definit une carte pour les laminations Ly et Lo.

Supposons que v est un flot sur X'. Une lamination £ invariante sous le flot ¢, est
transverse au flot, si pour tout x dans X, il existe un voisinage plaque U, de x dans L,,
un espace topologique V, un e positif et une homéomorphism f, de U, x V X (—¢,€) sur
un voisinage ouvert W, de x dans X vérifiant les propriétés suivantes:

wt(fﬂc(u7 v, 5)) = f:v(ua v, s+ t)



pour u dans U, v dans V et pour s, t dans l'intervalle (—e, €). Soit £ une lamination trans-
verse au flot 1/;. Définissons une nouvelle lamination £+0, appellée la lamination centrale,
obtenue a partir de £ comme suit: on dit que y, z dans X appartiennent & la méme classe
d’equivalence de £0 gl existe t € R tel que 14y et z appartiennent & la méme classe
d’equivalence de L-.

Definition 0.0.7. Une lamination L invariante sous un flot 1 est contractée sous le flot
st et seulement s’il existe un nombre réel Ty tel que pour tout x dans X, il existe une
carte f, d’un voisinage ouvert Wy de x, et pour deuz points arbitraires y,z dans W, avec
Y, z appartenant a la méme classe d’equivalence de L, on a,

1
d(wtya ¢t'z) < §d(ya Z)
pour tout t > Ty.

Definition 0.0.8. Un flot v; sur un espace métrique compact est un flot métrique Anosov,
si et seulement s’il ewiste deux laminations LT et L= de X telles que les conditions
sutvantes soient satisfaites:

1. (LT, £7°) définit une structure de produit locale sur X,

2. (L7, LT0) définit une structure de produit locale sur X,
3. les feuilles de LT sont contractées par le flot,

4. les feuilles de L~ sont contractées par le flot inverse.

Dans un tel cas, LT, L=, LT0 et L70 sont appelés respectivement les laminations stables,
instables, stables centrales and instables centrales.

Je montre alors le résultat suivant:

Lemma 0.0.9. Il existe une métrique sur U,..M qui est localement équivalente de maniére
bilipschitz a une métrique sur U...A obtenue a partir de la restriction de n’importe quelle

métrique euclidienne sur TA =2 A XV ou V [espace vectoriel correspondant a l’espace
affine A et TA le fibré tangent de A.

Soit v un vecteur de type espace de norme un et soient v+ et v~ deux vecteurs dans
le cone de lumiere futur tels que det[v™,v,vT] > 0. Alors, je définis

Definition 0.0.10. Les partitions positives de U...A sont respectivement données par,

L7 = Lh

(X,0) (X.0) M UiecA

ot (X,v) € U, A et
ETX,U) = {(X + 510", v+ s90T) | 51,80 € R}
Definition 0.0.11. Les partitions négatives de U...A sont respectivement données par,

L =L

(X,0) (X.0) N UiecA

OZ\L (X,'U) € UrecA Ct
Ly =X + 51070+ 5207) [ 51,50 € R}.



Proposition 0.0.12. Les partitions LT et L~ décrivent deux laminations sur U,..M.
Je prouve aussi que:

Theorem 0.0.13. Les laminations (L, £7°) et (L=, LT0) définissent une structure de
produit locale sur U, A.

En fait, les laminations sont équivariantes sous l'action de I" et sous le flot de géodésique.

Definition 0.0.14. Les projections de L et L~ sur l’espace U,..M sont notées respec-
tivement par LT et L=, ot LT, L™ sont définis comme ci-dessus.

Ensuite, je démontre le résultat suivant:

Theorem 0.0.15. Soient LT et L~ deux laminations de l'espace métrique U,..M telles
qu’elles sont définies dans la définition ci-dessus. Le flot géodésique sur [’espace des
géodésiques non errantes de type espace dans M contracte exponentiellement la lamination
LT par le flot positif et contracte exponentiellement la lamination L~ par le flot negatif.

Il s’en suit que U,..M a une structure métrique Anosov.

En outre, dans cette these je définis la notion d e représentation Anosov dans le
contexte du groupe de Lie non semisimple 500(2, 1) x R3. La notion d’une représentation
Anosov d’'un groupe discret dans un groupe de transformations G a été introduite par
Labourie dans [25]. En suite, Guichard-Wienhard ont étudié les représentations Anosov
dans les groupes de Lie semisimples en plus de détail dans [2I]. Récemment, dans [§]
Bridgeman—Canary—Labourie-Sambarino ont introduite le flot géodésique d’une représen-
tation Anosov et le formalisme thérmodynamique dans ce cas, encore dans le contexte
de G étant un groupe de Lie semisimple. Dans cette theése, j’étudie des cas spéciaux et
de nouveaux exemples de représentations Anosov lorsque G est le groupe non semisimple
S0%(2,1) x R3.

Soit X I’espace de tous les plans affines nulles. On observe que G agit transitivement
sur X. Par conséquent, pour tout P € X, on a

X = G.P = G/Stabg(P).
Definition 0.0.16. 5% P € X, je définis
Pp := Stabg(P).
J’appelle Pp un sous-groupe pseudo-parabolique de G.

Soit Px y, w, le plan passant par un point X € A avec I'espace vectoriel correspondant
engendré par les vecteurs wy et wy. On fixe un point O € A et definit:

pt .— StabG(PO,vo,vg[)'

Aussi soit L = PT N P~. Notons la boundary de Gromov du groupe I' par dsI" et le flot

géodesique de Gromov sur
Uol := I\ (05, x R)

par .



Definition 0.0.17. On dit que p dans Hom(T', G) est (G, P¥)-Anosov si et seulement s’il
existe deux applications continues

£ 1 0ol — G/PE
telles que les suivantes sont vraies:
1. Pour tout v dans T', on a é’pi oy = p(q/).gpi.

2. Six#y dans 0xT, alors (&F (x),€, (y)) réside dans G/L.

3. Le fibré induit E; = (g;r om)*ET est contracté par le révetement du flot 1;,5 quand
t — 0o, et le fibré induit = := (ﬁp_ omg)*E™ est contracté par le révetement du flot

Q;t quand t — —o0.

Les applications fff sont les applications limites associées & la representation (G, P¥)-
Anosov p.

Proposition 0.0.18. Si p est dans Homy(T',G), alors p est (G,P*)-Anosov.

En d’autres termes, les monodromies de I’espace-temps de Margulis sont “des représen-
tations Anosov dans le groupe de Lie non semi-simple 500(2, 1) x R3 7.

Jutilise cette propriété Anosov et la théorie du formalisme thérmodynamique qui est
développée par Bowen, Bowen—Ruelle, Parry—Pollicott, Pollicott et Ruelle et d’autres dans
5], 161, [33], [34], [35] pour définir 'entropie et I'intersection. En outre, j’utilise la propriété
métrique Anosov pour montrer que l’entropie et 'intersection varient analytiquement sur
M. Enfin, je définis et j’étudie la métrique de pression sur M.

L’étude de la métrique de pression dans le cadre des variétés de représentation a été
initiée par McMullen et Bridgeman—Taylor respectivement dans [29], [9]. McMullen a
donné la métrique de Weil-Petersson en termes de métrique de pression sur l’espace de
Teichmiiller. Bridgeman—Taylor ont généralisé le résultat au cas quasi-fuchsien dans [9].
Bridgeman a également étudié la métrique de pression dans le cadre du groupe de Lie
semi-simple SL(2, C) dans [7].

Les résultats récents de Bridgeman—Canary-Labourie-Sambarino dans [§] prolongent
cela dans le contexte de n’importe quel groupe de Lie semi-simple. Dans cette these,
j’étudie le cas ou le groupe de Lie en question est 500(2, 1) x R3, un groupe de Lie non
semi-simple.

Soit

p:T —S0%2,1) x R

une représentation donnant lieu & un espace-temps de Margulis et soit a,(y) I'invariant
de Margulis de v € I' pour la représentation p. Maintenant, pour un nombre réel positif
T, soit

Rr(p) :=={rv€0|ap(y) <T}

ol O est la collection de toutes les classes de conjugaison d’éléments de I' . Nous définissons
I’entropie comme suit:



Definition 0.0.19. L’entropie de la représentations p est donnée par:
1
h,= lim =1 R .
p Tl—r>rolo T og (# T(P))

Je démontre que Ry (p) est de cardinal fini et h, est bien défini, fini et positif.

Definition 0.0.20. L’intersection de deuzx représentations p1, p2 est donnée par:

a/’z (7)
aﬂl (’7) ‘

I(p1,p2) = lim —————
(p1,p2) T—o0 #Rr(p1) Y€RT(p1)

Definition 0.0.21. L’ntersection renormalisée de deux représentations py et py est
donnée par:
Jos

Jpi (p2) = I(Php2)h
p1

Je démontre que l'intersection et 'intersection renormalisée sont bien définies et je
montre aussi la proposition suivante:

Proposition 0.0.22. Les applications suivantes sont analytiques réelles:
h:M—=R
I-MxM-—=R
J:MxM—=R

Afin de montrer que I’entropie et I'intersection varie analytiquement je prouve les deux
résultats téchniques suivantes:

Theorem 0.0.23. Soit {py }uep une famille analytique réelle dans Hom(T', G) parametrisée
par une disque D centrée en 0. Si py est (G, PT)-Anosov avec des applications limites

& 9 — G/PE

alors il existe une sous-disque Dy de D (contenant 0), un positif u et une application
continue

¢ Dy x Ol —> G/PT
avec les propriétes suivantes:

1. Siwu est dans Dy, alors p, est une représentation (G, P¥)-Anosov avec Uapplication
limite pu-Holder donnée par

& 0l — G/PT
r— & (u, ),
2. Si x est dans Ox I, alors lapplication suivante est analytique réelle

& Dy — G/PT
ur— & (u, ),



3. L’application de OsT' a C¥(Dy, G/P1) donnée par x +— & est u-hilderienne,
4. L’application de Dy a C*(0xL', G/PT) donnée par u — & est analytique réelle.

Il s’ensuit des resultats de Goldman—Labourie-Margulis et de Goldman—Labourie re-
spectivement dans [18] et dans [I7] qu’il existe un homéomorphisme qui est aussi une
équivalence des orbites entre Ugl' et U,..M, tel que le flot affine linéaire sur U,..M, est
une réparametrisation hélderienne du flot de Gromov. Donc pour tout p € Homy(T', G)
on a une application holderienne, positive

f,: Ul' = R

qui donne la réparametrisation. En plus, notons que pour tout v € I'; on a

A fo = p(7)

oll ay(y) est I'invariante de Margulis. Dans ma these je démontre que:

Proposition 0.0.24. Soit {p,}uep une famille des homomorphismes analytiques réels
ot p, € Homy(T', G) est parameterisée par une disque D centrée en 0. Alors, il existe une
sous-disque D1 centrée en 0 et une famille analytique réelle

{fu :Upl' — R}UG'DI

de fonctions holderienne, positives telles que la fonction f, est cohomologue de Livsic a la
fonction §,, .

Enfin, je définis la métrique de pression comme étant la Hessienne de J, c’est-a-dire,

Definition 0.0.25. Soit p € Homy(I', G) et soient v,w € T ,Homy(I',G). La métrique de
pression est définie comme
Py(v,w) 1= Df)Jp(v,w).

11 résulte du formalisme thérmodynamique que la métrique de pression P sur Homy (T, G)
est definie non-negative. Je continue en démontrant:

Proposition 0.0.26. Soit {p;} un chemin lisse dans Homy(T",G) avec %‘tzo pt=v. Si
P,(v,v) =0 et %‘t:O hy, =0, alors pour tout v dans T’

d
% —0 Qpy (7) =0.

Bridgeman—Canary—Labourie-Sambarino ont démontré le résultat suivant dans [8].

Proposition 0.0.27. [Bridgeman, Canary, Labourie, Sambarino] Soit o un point dans
Homg(T', SO%(2, 1)) ot Homg(T',SOY(2,1)) est l’espace de toutes les représentations Schot-
tky. Alors,

lim (Lo(v"n"™) — Lo(7") — Lo(n™)) =logby(n™, v, 7", n")

n—oo

ot £,(7) est la longueur de la géodesique férmée correspondant a o(7y).



En outre, dans [19] (voir aussi [16]) Goldman—-Margulis ont démontré que:

Theorem 0.0.28. [Goldman—Margulis] Soit {0:}4e(—1,1) C Homg(T, S0Y(2,1)) un chemin
lisse. Alors pour toutes v € I, on a

d
@ e@t (7) = O‘(go,éo)(’y)

t=0
ot Ly, () est la longueur de la géodesique férmée de ¥,, correspondant a o¢(7y) € o¢(T") et
s . d
QO T E‘t:o Qt'
J'utilise 'intuition acquise dans les deux théorémes précédents pour démontrer ce qui
suit:

Proposition 0.0.29. Soient {pt};c(—1,1) un chemin lisse dans Homy(T',G) et X, (,) un
point quelconque sur la seule droite affine fixée par pi(y) ou vy € I'. Alors, pour touts v,n
dans T', on a

lim (v, (Y"0™) = ap,(7") — @ (n™))

n—o0

= <Xﬂt(7) - XPt(??) | Vp, (77_"7+) +Vp (77+77_)>7

d _ _
dt |,—g (Xpi) = Xputy [ Vor (07577) + v, (17,77))
= Jim G @a("") = an (1) — (")

ol v est la section neutrale et (|) est la métrique Lorentzienne standarde sur R3.
Theorem 0.0.30. Soit {0t}c(—1,1) un chemin lisse dans Homg(T, S0°(2,1)) tel que p :=
(00, 00) € Homy (T, G) o1 gp := %‘t:O ot. Alors on a

<Xp('y) - Xp(n) | Vp(n_77+) + Vp(77+77_)>

d -
= & log th(n » Y 57+7n+)
t=0

ot X,(y) est un point quelconque sur la seule droite affine fizée par p(7y) et Xpm) est un

point quelconque sur la seule droite affine fizée par p(n).
En plus, en utilisant les résultats ci-dessus, je montre que:

Lemma 0.0.31. Si pour touty € ' on a %‘t:o a,, (7) = 0 alors pour touts v,n € I' on a

d

@ + A= At ) —
dt t:(]bpt(n Y Y M )_0

Et la proposition suivant s’ensuit:



Proposition 0.0.32. Soit {p;};c(—1,1) un chemin lisse dans Homy(I', G) avec

d iy
Si P (po, po) =0 et % o Ppe = 0 alors
[po] =0

dans H})O (T',g) ot g est l’algébre de Lie du groupe de Lie G et H})O (T, g) est la cohomologie
de groupe.

Soit h, I’entropie topologique qui est liée & une représentation p € Homy(I',G). En-
suite, je définis les sections d’entropie constante de Homy(I', G) pour tout k£ > 0 comme:

Homy (I', G)y, := {p € Hom\(I',G) | h, = k} . (0.0.1)

Notons que, si (g,u) est dans Homy (T',S0%(2,1) x R3) = Homy(T,G) alors (o, cu) lest
aussi ol ¢ > 0.

Lemma 0.0.33. Soit (0,u) € Homy(I',S0%2,1) x R3) alors pour ¢ > 0, on a

1
Moen) = o) -

Proposition 0.0.34. L’espace Homy (T, G) est une sous-variété analytique de codimen-
sion un dans Homy(T', G) pour tout k > 0.

Remark 0.0.35. L’application suivante:
Ty, : Homy (T, G); — Homy (T, G)x

(ou) — (@, llcu>

donne un isomorphisme analytique entre Homy(T', G)1 et Homy (T, G)y.

Proposition 0.0.36. L’espace Hom(T', G) est isomorphe analytiquement a l’espace pro-
duit Homy(I', G); x R.

Definition 0.0.37. Le multivers de Margulis avec entropie k est
My :=Homy (T, G)x/~

ou k >0 et p1 ~ pa si et seulement st p1 est un conjugué de pa par un élément du groupe
G =50%2,1) x R3.

Enfin, je démontre que:

Theorem 0.0.38. Soient My, une section d’entropie constante de la variété analytique
M avec entropie k et P la métrique de pression sur M. Alors (Mg, P\Mk) est une variété
riemannienne analytique.

Et je conclus ma these en montrant le résultat suivant:

Theorem 0.0.39. La signature de la métrique de pression P sur l’espace des modules M

est (dim(M) — 1,0).
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