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Chapitre 1

Introduction

1.1 Contexte général et motivations.

De nombreuses équations aux dérivées partielles issues de la physique s’écrivent sous la forme d’un
systeme de lois de conservation :

d
Oru+ Y 0;fi(u) =0, (1.1)

j=1

ol les composantes du vecteur u € RV désignent des quantités physiques, par exemple, la vitesse
d’un fluide, sa densité ou encore sa charge électrique et ou les fonctions f; sont définies sur O (un
ouvert de R, représentant 1’ensemble des états admissibles) & valeurs dans RY. Concernant 1’étude
de tels systemes de lois de conservation on peut citer [Ser99]-[Ser00].

Dans cette these, on s’intéressera au cas bien particulier dans lequel les fonctions f; sont de la
forme fj(u) = Aju, o A; est une matrice de taille N x N & coefficients réels. Ainsi, les systemes
de lois de conservation que I'on considérera par la suite s’écriront sous la forme :

d
L(O)u = Opu+ Y | A;dju = f, (1.2)

Jj=1

le terme source f étant une fonction dans L?(£2), ou € est le domaine sur lequel on cherche &
résoudre 1'équation (1.2).

A titre d’exemples d’équations issues de la physique s’écrivant sous la forme (1.2) on peut citer,
I’équation des ondes, I’équation de Maxwell dans le vide :

{ 0,B + 10t E =0, (13

O+F —rot B =0,

ol B € R3 est le champ magnétique et £ € R3 désigne le champ éléctrique, ou encore I’équation de
I’élastodynamique linéaire isotrope :

{ 8tF+V’U:0, (14)

Ow +divT =0,

ot v € R est la vitesse de la déformation, F' € Mgy 4(R) le tenseur de déplacement et oi1 le tenseur
des contraintes T' est donné par :

T:=\F+FT) + %(TTF)I,

1



2 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

avec A € R et pu € R les coefficients de Lamé.

Toutefois I’étude du systéeme linéaire (1.2) est aussi mathématiquement intéressante pour soi-
méme. En effet, une méthode classique pour résoudre des problemes quasilinéaires est de se
ramener a un systeme linéaire a coefficients variables et d’appliquer une méthode de point fixe.
Par conséquent, comprendre le cas le plus simple d’un probléme linéaire a coefficients constants est
un bon travail préparatoire pour appliquer cette méthode.

Le probleme de Cauchy associé a 1’équation (1.2) est facile a résoudre. En effet, il suffit de pren-
dre la transformée de Fourier dans la variable d’espace pour se ramener a une équation différentielle
ordinaire dans la variable temporelle. On obtient alors facilement une solution formelle et on montre
ensuite que, sous une hypotheése d’hyperbolicité de I'opérateur (1.2), la solution construite est dans

L2(Q).

Dans la suite de ce manuscrit on s’intéressera a des problemes pour lesquels la variable d’espace
x vit dans un demi-espace ou bien un quart d’espace. Les probléemes dans le demi-espace seront
qualifiés de problemes aux limites standards, tandis que ceux dans le quart d’espace seront nommés
problemes a coin. Ce mémoire est composé de deux parties distinctes. La premiere, qui regroupe
les chapitres 2 et 3, traite de problemes aux limites standards. La seconde, qui constitue le reste de
ce manuscrit, traite de problemes a coin.

Afin que ce probleme admette une solution, on doit imposer des conditions sur la trace de la
solution sur le bord ou sur les deux faces du domaine dans le cas du quart d’espace. L’opérateur
L(0) étant hyperbolique, on doit imposer sur chaque face du domaine le bon nombre de conditions
de bords (voir [BG07]), afin d’éviter de sur-déterminer ou a l'inverse de sous-déterminer le probleme.
On s’intéresse ici a des conditions de bords générales c’est-a-dire de la forme

Bujg,—o = g, pour le probleme aux limites dans le demi-espace {z4 > 0}, (1.5)

et,

B —0 = .
{ 1z1=0 = 91, pour le probleme a coin, dans le quart d’espace {z1,z2 > 0}, (1.6)

BZU|:E2:O = 92,

ou les matrices & coefficients réels B, By et By ont le bon nombre de lignes (qui sera spécifié par la
suite) et N colonnes. Les termes sources g, g1 et go seront des fonctions dans L.

Le but de I’analyse est alors de déterminer toutes les matrices de bords qui conduisent a un
caractere fortement bien posé pour le probleme (1.2)-((1.5) ou (1.6)). Par fortement bien posé
on entend que pour tout terme source & lintérieur f € L%(Q) et sur le bord, g € L?(99Q) (ou
g1 € L2(0%2) et go € L%(052) dans le cas d'un probléeme & coin), le probleme aux limites (1.2)-
((1.5) ou (1.6)) admet une unique solution u € L?(12), & trace(s) dans L?(99), telle que, dans une
certaine norme, la solution et sa (ses) trace(s) sont controlées par la norme des termes sources.

Les motivations qui nous poussent a étudier de tels problemes sont les suivantes. En premier
lieu, lorsque 'on veut résoudre I’équation d’évolution (1.2) dans un domaine borné 2 de frontiere
réguliere, la méthode classique consiste a appliquer une partition de 'unité au domaine 2. On se
ramene alors a résoudre des problémes posés dans l’espace entier (pour les ouverts de la partition
loin de 0€2) et des problemes dans le demi-espace (pour les ouverts de la partition qui intersectent
0N).

Ainsi, 'une des motivations pour étudier les problémes & coin est de pouvoir appliquer ce méme
raisonnement & des domaines dont la frontiere n’est pas réguliere (plus précisément C! par morceaux)
en permettant de prendre en compte les ouverts de la partition dont I'intersection avec 02 contient
un point anguleux.
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Ensuite, les systemes de lois de conservations (1.1), méme dans le cas le plus favorable ou il
s’agit d’équations scalaires (N = 1) ou de systémes unidimensionnels, développent des singularités
en temps fini. En effet, c’est un résultat classique que I’équation de Burgers :

Ou + %8x(u2) =0,
Ujp—g = — tanh x,

avec u € R, (t,x) € Ry x R, admet une solution singuliere, correspondant & un choc qui propage
la singularité de la condition initiale. Ainsi, une question naturelle pour les systemes de lois de
conservation est de savoir si lorsque ’on choisit une donnée initiale présentant une hypersurface de
discontinuité, on peut construire une solution faible de (1.1). Ensuite, il est intéressant de savoir
si la solution construite ressemble a la solution initiale dans le sens ou elle ne génere pas plus de
singularités que celles qui étaient initialement présentes. Enfin, la derniere question est celle de la
stabilité de la solution par rapport aux petites perturbations de la condition initiale. Dans le cas
d’un seul choc, ces questions ont été traités par Majda dans [Maj83b] et [Maj83a]. Le premier point
de cette étude est de se ramener a une géométrie fixe en redressant le front de la singularité. On
cherche alors une solution sous la forme :

{ uy, g < p(t,z'),
U= ;
Uy, Tq > QO(t,J? )7

ou ¢ est I"équation du choc inconnu et ou la fonction u; (resp. wu,) est solution d’un problemes aux
limites standards sur {xq < ¢(t,2")} (resp. {xq > @(t,2’)}). Les fonctions vu; et u, sont reliées I'une
a Pautre par la condition de bord sur 'hypersurface {zy = ¢(t,2’)}. Dans le cas d’un choc, la con-
dition de bord est donnée par la relation de Rankine-Hugoniot. Ensuite, Majda sous une condition
de stabilité uniforme sur le choc, qui revient & imposer que le probleme aux limites correspondant
vérifie la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme (voir sous-paragraphe 1.2.1 pour une description
de cette condition), résout ce probléme aux limites.

Toutefois, dans le cas des systemes de lois de conservations multidimensionnels (i.e. pour lesquels
N > 2), de fagon générique, on s’attend a ce que la singularité initiale géneére instantanément N
singularités. Ainsi, apres redressement des fronts des singularités, la solution que ’on cherche a
construire s’écrit sous la forme :

Uy, Tq < (p(ta x/)7
u= Um, (,0(75,.%‘/) <zg < T/J(tvﬁﬂl)»
uT7 .’L'd > w(t7$/)7

ou les fonctions u; et u, sont toujours des solutions de problémes aux limites standards, mais ou
maintenant la fonction wu,, est solution d’un probleme a coin dans un diedre. Le cas de l'interaction
de deux chocs vérifiant la condition de stabilité uniforme de Majda a été traité par Métivier dans
[Mét86]. Dans cet article, sous une condition supplémentaire sur les conditions de bords, 'auteur
démontre 'existence d’une solution présentant deux chocs.

Ainsi, le probleme & coin peut-étre vu comme un modele pour étudier l'interaction de plusieurs
singularités pour le probléeme de Cauchy d’un systeme de lois de conservations multidimensionnel.
Une question que I'on pense intéressante est alors d’essayer d’établir un lien entre la condition im-
posée par Métivier dans [Mét86] et la condition imposée dans Osher dans [Osh73] que ’on reprendra
pour étudier le probleme a coin.

Enfin, une derniere motivation concernant 1’étude des problemes a coins est liée aux simulations
numériques de problemes de Cauchy. Lors d’une simulation numérique, en raison de I'impossibilité



4 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

de modéliser RY en machine, on se place bien souvent dans un ”grand” pavé. Ensuite, ou bien
on arréte la simulation lorsque la solution atteint une aréte ou un sommet du pavé, ou bien on
essaye de mettre en oeuvre des méthodes de reconstruction de la solution approchée en minimisant
les termes ”parasites” issus de la réflexion contre le bord du domaine de simulation. Comprendre
quel peut étre le comportement de la solution d’un probleme a coin au voisinage du coin pourrait
permettre d’améliorer ces techniques de reconstruction. Si on fait le parallele avec le probleme aux
limites standards, le caractere fortement bien posé du probleme ”continu” a été établi par Kreiss
[Kre70] avant la stabilité du probleme ”discret” (c’est-a-dire associé & un schéma numérique) (voir
a ce sujet [GKS72] et [Coullb]). Ainsi, le caractere fortement bien posé du probléme a coin dans le
cas "continu” pourrait aussi étre plus facile a établir que la stabilité d’un schéma numérique visant
a approcher la solution du probleme a coin.

1.2 Le probleme aux limites standard.
Le probleme que 1’on va considérer dans le paragraphe suivant s’écrit sous la forme :

L(a)u = fv sur x4 > 07t > 07
Bujg,—0 = g, sur £ = 0,t > 0, (1.7)
U\t:O = Uup.

Avant, de rappeler le théoreme de Kreiss [Kre70] qui donne une condition nécessaire et suffisante
pour que le probleme (1.7) soit fortement bien posé, on donne quelques hypotheses sous lesquelles
on se placera dans cette étude.

Premierement, utilisant des arguments de vitesse finie de propagation, on montre qu’une con-
dition nécessaire pour que le probleme (1.7) soit fortement bien posé est que l'opérateur L(9) soit
hyperbolique. Pour des raisons techniques propres a 1’étude des problemes aux limites, on choisira
un opérateur L(0) hyperbolique & multiplicité constante, c’est-a-dire qui vérifie ’hypotheése suivante

Hypotheése 1.2.1 [l existe M € N*, des fonctions réquliéres sur Rd\{O} notées A\, ..., \yr @ valeurs
réelles ainsi que des entiers positifs vy, ...,vp tels que :

d M
Ve e ST det | T+ > &GA; | =[]+ M),
j=1 k=1

avec A1(€) < ... < Ap(§). De plus les valeurs propres A (§) de Z;-lzl & A; sont semi-simples.

On peut noter que le cadre optimal dans lequel on pourrait se placer est celui des opérateurs
hyperboliques géométriquement réguliers [MZ05]. On peut aussi vérifier que les exemples physiques
(1.3) et (1.4) vérifient ’hypothese 1.2.1.

Une autre hypothese classique dans I’étude des probléemes aux limites est de supposer que le
probléme est non caractéristique pour le bord du demi-espace.

Hypothése 1.2.2 Le coefficient normal de L(0), Aq, est inversible.

Cette hypothese n’est pas nécessaire en soi mais a ’avantage de simplifier ’analyse du probleme
(1.7). On peut remarquer que les deux systemes (1.3) et (1.4) sont caractéristiques. Concer-
nant I’étude des problemes aux limites caractéristiques, on peut citer par exemple [MO75]-[Ohk81]-
[Ohk89].
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1.2.1 Problemes fortement bien posés et faiblement bien posés.

Avant tout, on précise les termes du titre de ce sous-paragraphe. On a déja caractérisé ce que
I'on entendait par probleme fortement bien posé dans le paragraphe précédent (la solution existe,
est unique et est aussi réguliere que les termes sources). Par probleme faiblement bien posé, on
entendra des problemes de type (1.7) pour lesquels il existe une unique solution u mais ou u est
moins réguliere (dans les espaces de Sobolev) que les données du probléeme f et g. Ainsi, la solution
u perd des dérivées par rapport aux termes sources.

On va commencer par décrire la caractérisation des problemes fortement bien posés. Les éléments
de démonstration que l'on va donner, ici, seront utilisés tout au long de ce manuscrit, aussi bien
pour les probléemes aux limites standards faiblement bien posés que pour les problemes a coin.

Le premier point dans la preuve du caracteére fortement bien posé du probleme aux limites (1.7)
est d’étudier le caractere fortement bien posé du méme probleme mais ou la variable temporelle ¢
est prise dans tout R ; on parle alors de probleme aux limites standard global en temps :

e >
{ L(O)u= f,sur g > 0,t € R, (1.8)

Bujg,—0 = g, sur 24 =0, € R.

On utilise ensuite un principe de causalité et des estimations d’énergies améliorées, d’abord établies
par Rauch [Rau72] dans le cas strictement hyperbolique et ensuite généralisées par Audiard [Aud11]
pour les systemes hyperboliques & multiplicité constante, pour établir le caractere fortement bien
posé du probléme (1.7) en se basant sur celui du probléme (1.8). Concernant ce sujet, on peut aussi
citer [Mét14].

Les trois grandes étapes pour démontrer le caractere fortement bien posé du probleme (1.8)
sont les suivantes : on commence par démontrer une estimation d’énergie (dite estimation d’énergie
a priori) vérifiée par toute solution assez réguliere du probleme (1.8). Puis, en introduisant un
probleme dit dual, on construit une solution faible du probléme (1.8). Enfin on conclut par un
lemme de type ”fort=faible” qui dans le cas présent consiste en un argument de régularisation de la
solution dans les variables tangentielles au bord (la régularité dans la variable normale étant alors
donnée par I’équation d’évolution de (1.8)).

Il existe un cadre particulier pour lequel la démonstration est grandement facilitée. Ce cadre
est celui de systemes symétriques (au sens ou les matrices A; sont symétriques) et qui admettent
des conditions de bords strictement dissipatives, c’est-a-dire les conditions de bords telles que la
matrice B vérifie la propriété suivante :

Je, C >0, Yo € RN, c|v]? + (Aqv,v) > C|Bu|*

La démonstration de 'estimation d’énergie a priori provient alors d’un argument d’intégration par
parties dans I’équation d’évolution de (1.8). L’intégrale du terme de bord en {xy = 0} est controlée
par stricte dissipativité.

Ensuite, pour construire une solution faible au probleme (1.8), on introduit un probléme dual.
Une petite modification de la démonstration de Lax et Phillips [LP60] permet de construire ce
probléeme dual de maniere a ce qu’il admette des conditions de bord strictement dissipatives et donc
vérifie 'estimation d’énergie a priori. Cette estimation d’énergie pour le probleme dual permet alors
de montrer que ’application qui a un choix de termes sources associe la solution du probleme dual
associé est injective. On conclut alors que 'application qui & un choix de termes sources associe la
solution du probleme primal est surjective, ce qui donne 'existence d’une solution faible.
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Dans le cas particulier des conditions de bord strictement dissipatives d’autres approches sont
aussi possibles. Par exemple, dans le cas d’une condition de bord homogene, si on isole la dérivée
temporelle dans (1.7), on peut écrire ce probleme sous la forme :

i prm— >
{ U+ Au=f, sur xg > 0,t € R, (1.9)

U|t:0 = Uup.

ou l'on cherche une solution u dans le domaine de 'opérateur A. La condition de bord étant prise
en compte dans le domaine de A. On peut alors utiliser la stricte dissipativité pour montrer le
caractére maximal monotone de A et conclure par le théoreme de Hille-Yosida [Bre83]-[Yos95]. On
peut, par exemple, trouver une version rédigée de cette démonstration dans [BGOT].

Dans le cas général, l'article fondateur dans I’étude du probléeme aux limites (1.8) est di a
Kreiss en 1970 [Kre70] (on peut aussi citer un papier de Sarason de 1965, [Sar65], moins général,
mais dans lequel le probleme (1.7) peut étre traité directement). Dans cet article Kreiss caractérise
totalement les problemes aux limites standards fortement bien posés en fonction de la réalisation
d’une certaine condition algébrique sur la matrice de bord B, condition que I’on appellera condition
de Kreiss-Lopatinskii uniforme (qui va étre introduite ci-apres).

On va maintenant décrire les principales idées des deux premiers points de la démonstration a
savoir ’estimation d’énergie a priori et la construction d’une solution faible.

Apres transformée de Laplace dans la variable temporelle ¢ <+ o (la variable de Laplace o €
Ct :={o:=~+4 17\ > 0}) et transformée de Fourier dans la variable spatiale tangentielle 2’ <+ 1,
le systeme (1.8) s’écrit sous la forme d’une équation différentielle ordinaire dans la variable normale

{ ﬁddu = A(U7 TI)U + Aglf, sur xryg 2 O7

1.10
Bujg,—0 = g, sur x4 =0, ( )

ot la matrice résolvante A(o,7) est définie par !:

d—1
Alo,m) = —Ag" ol +i) nA;
j=1

Hersh [Her63] a d’abord démontré qu’au sens des systémes dynamiques le probleme (1.10)
n’admet pas de sous-espace central pour v > 0. En effet, d’apres I’hypothese d’hyperbolicité
on montre facilement que tant que v > 0, les valeurs propres de A(co,7n) ont une partie réelle non
nulle. Ainsi, I'espace CV se décompose comme la somme directe du sous-espace stable E*(a,n) et
du sous-espace instable E%(o,n). De ce constat, Hersh montre que pour que le probleme (1.10) ne
développe pas d’instabilité d’Hadamard, c’est-a-dire qu’une solution ne peut exister méme au prix
d’une perte arbitrairement grande de dérivées par rapport aux termes sources?, il est nécessaire que
la condition de Kreiss-Lopatinskii (faible) soit satisfaite :

Hypothese 1.2.3 Pour touty >0, 7€ R, n € R, on a
ker BN E*(y +it,n) = {0}.

De facon équivalente, la matrice B restreinte au sous-espace stable E*(y +it,n) est inversible. En
d’autres termes, utilisant [’homogénéité de degré 0 de E*(vy + iT,n), pour tout (vy,7,n) € |0, +o0[ X
R x R tels que |y +it|* + [n|* = 1, il existe une constante C(yyir.,) > 0 telle que :

Yo € E°(y +1i7,m), [v| £ Clyqiry)| Bl (1.11)

1On remarquera que dans cette formulation, on suppose que la matrice Aq est inversible.
2Par conséquent, cette condition sera aussi nécessaire lorsque I'on considérera les problemes faiblement bien posés.
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L’apport de Kreiss est d’avoir démontré qu’une version uniforme de la condition (1.11) (dans
le sens ou la constante C' ne dépend plus de (y + i7,7)) était nécessaire et suffisante pour que le
probléme (1.10) soit fortement bien posé. Cependant, montrer le caractére uniforme de la constante
C(y4irm dans équation (1.11) est tres difficile en pratique. C’est pourquoi Kreiss compactifie la
demi-sphere

2= {¢i= (1.7 m) €10, 400 x R x R\ [y +ir2 + o2 = 1],

en considérant le cas ou v est nul, en posant :

(1]

= {C = (7,7,1) € [0,+00[ x R x R\ |y + i + |n|* = 1}‘

Mais alors, les résultats de Hersh ne s’appliquent plus. Il faut donc prendre en compte le sous-espace
central. Pour pallier a cette difficulté, Kreiss montre que le sous-espace stable défini pour v > 0
admet un prolongement par continuité pour v = 0. Ce résultat a ensuite été généralisé aux systemes
hyperboliques & multiplicité constante par Métivier [Mét00]. La condition nécessaire et suffisante
pour que le probleme aux limites standard (1.10) soit fortement bien posé, c¢’est-a-dire la condition
de Kreiss-Lopatinskii uniforme, s’énonce donc sous la forme :

Hypothese 1.2.4 Pour tout ( € Z, on a
ker BN E*(¢) = {0}.

De fagon équivalente, la matrice B restreinte au sous-espace stable E*(C) est inversible. En d’autres
termes, pour tout ( € Z, il existe une constante C' > 0 telle que :

Vv € E*((), |v] < C|Bu|. (1.12)

La question maintenant est de savoir comment Kreiss arrive a démontrer ’estimation d’énergie
sous I’hypothese 1.2.4. En un certain sens, Kreiss se ramene au cas symétrique a condition de bord
strictement dissipatives. C’est-a-dire qu’il construit un objet appelé ”symétriseur” de Kreiss, S qui
permet de compenser d’'une part le défaut de symétrie des matrices A;, et d’autre part le manque
de dissipativité des conditions de bord. Plus précisément, un symétriseur de Kreiss est défini de la
fagon suivante :

Définition 1.2.1 Le probleme aux limites (1.10) admet un symétriseur de Kreiss si pour tout ¢ € =,
il existe un voisinage V de ¢ dans Z, une constante ¢ > 0 et une application de classe C*

S V—)HNXN,

ot Hyyn désigne l'ensemble des matrices hermitiennes de tailles N x N, qui vérifient les deux
conditions suivantes :

i) V¢ eV, Re(S(C)A(C)) < —cv.

i) V¢ eV, Vw € CV | clw? + (S(Qw,w) < 1|Bw|?.

Si un tel symétriseur est construit, alors il suffit, comme dans le cas strictement dissipatif, d’appliquer
ce symétriseur a I’équation d’évolution de (1.10), de prendre le produit scalaire par u et de faire
une intégration par parties pour établir ’estimation d’énergie a priori.

Sans entrer dans les détails de la construction qui est assez technique (voir par exemple [Kre70]-
[BGO7]-[CP81]), on mentionne toutefois que la construction du symétriseur de Kreiss se fait de
différentes fagons en fonction de la fréquence ( € Zg (Eg := ZN {y = 0}) autour de laquelle on
localise. Les différentes possibilités sont les suivantes :

o Le spectre de la matrice A(¢) conserve la propriété de Hersh. C’est-a-dire que les éléments de

son spectre ont une partie réelle non nulle. On dit alors que la fréquence ¢ est elliptique.
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o La partie réelle de certains éléments du spectre de A(() s’annule a l'ordre un. En d’autres
termes des valeurs propres purement imaginaires apparaissent. On dit alors que la fréquence ¢ est
elliptico-hyperbolique. Dans le cas particulier ot la partie réelle de tous les éléments du spectre
s’annule a 'ordre un, on parle de fréquence hyperbolique.

¢ La partie réelle d’au moins un élément du spectre de A(¢) s’annule a un ordre strictement

99
(

inférieur & un. On dit alors que la fréquence ¢ est de ”glancing” (ou rasante).

Une fois 'estimation d’énergie a priori établie, pour démontrer I’existence d’une solution faible
pour le probleme (1.10), on commence par introduire un probleme dual :

{ &vz/l(a,n)v sur x4 > 0, (1.13)
Cvjp =0 = g, sur g =0,

Le but est alors de démontrer 1'unicité de la solution du probleme dual (1.13), ce qui démontre
'existence d’une solution pour le probléme primal (1.10). Pour démontrer cette propriété d’unicité,
il suffit de démontrer que le probleme dual vérifie ’estimation d’énergie a priori. Ainsi, pour réitérer
la construction du symétriseur de Kreiss, au probleme dual cette fois, il faut vérifier que le probleme
dual vérifie les hypotheses sous lesquelles I'estimation d’énergie a priori (pour le probléeme primal)
a été démontrée.

Le point principal est de montrer que la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme passe au
probléeme dual (on renvoie & [BGO7] pour les détails de la démonstration). Ce point conclut la
démonstration, et donne ainsi ’équivalence entre le caractere fortement bien posé du probleme aux
limites (1.10) et la réalisation de la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme.

Cependant, I’analyse du probleme aux limites (1.8) n’en est pas totale pour autant. En effet,
si on s’intéresse a un opérateur hyperbolique donné, on remarque alors par de simples calculs que
dans ”la majorité” des conditions de bord, la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme n’est pas
vérifiée. On peut par exempe citer [BGRSZ02] pour une étude des conditions aux bord qui vérifient
la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme pour ’équation des ondes.

On a déja mentionné au début de ce sous-paragraphe que si la condition de Kreiss-Lopatinskii
faible n’était pas vérifiée alors l’existence d’une solution pour le probleme aux limites associé ne
pouvait pas étre assurée méme au prix d’un nombre arbitrairement grand de pertes de dérivées. Par
conséquent, les seules dégénérescences de la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme qui peuvent
donner lieu a un probléme faiblement bien posé se font nécessairement sur le bord de la demi-sphere
fermée Z.

Or on a décrit les différents types de structures que pouvait avoir la matrice résolvante A(¢) pour
ces fréquences de bord. Il y a quatre cas possibles, elliptique, elliptico-hyperbolique, hyperbolique
et glancing. Ainsi, il y a quatre types de dégénérescences de la condition de Kreiss-Lopatinskii
uniforme possibles.

L’étude des problemes aux limites standards faiblement bien posés débute pour les problemes
aux limites dont la dégénérescence de la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme se fait sur une
fréquence elliptique. Plus précisément, dans un cadre ou la fréquence ( qui viole la condition
Kreiss-Lopatinskii uniforme est elliptique et ou a

dim (ker BN E*(¢)) = 1.

3Un énoncé plus précis des différentes structures de la matrice A(C) est donné par le lemme de structure par blocs

, voir [Kre70] et [Mét00]. Ce lemme sera aussi rappellé dans le corps de ce manuscrit.
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Dans ce cas de figure, Sablé-Tougeron dans [ST88|, utilise la souplesse de la construction du
symétriseur de Kreiss pour I'adapter a des problemes avec violation de la condition de Kreiss-
Lopatinskii uniforme dans la zone elliptique. L’estimation d’énergie obtenue est une estimation
avec une perte d’une dérivée entre le terme source sur le bord et la trace de la solution.

Par la suite, Coulombel a établi, toujours en adaptant la construction du symétriseur, des
estimations d’énergie a priori dans le cas d’une dégénérescence de la condition de Kreiss-Lopatinskii
uniforme dans la zone elliptico-hyperbolique [Cou02], puis dans la zone hyperbolique [Cou05]. Pour
la zone elliptico-hyperbolique, il suppose que l'intersection entre ker B et E*(() est de dimension
un et est portée par un vecteur dans la partie elliptique de E*(().

Les estimations d’énergie obtenues sont alors avec pertes d'une dérivée sur le bord et d’'une
demi (resp. une) dérivée dans le cas de la zone elliptico-hyperbolique (resp. hyperbolique)*. 11 est
intéressant de remarquer ’apparition de cette perte d’une demi-dérivée a l’intérieur alors que les
conditions d’intersection entre ker B et E*({) sont sensiblement les mémes pour les zones elliptique
et elliptico-hyperbolique. a

Le premier résultat de cette these, qui occupe le chapitre 2, est d’avoir démontré que, dans le
cas d’une dégénérescence de la condition de Kreiss-Lopatinskii dans la zone elliptique ou elliptico-
hyperbolique, les estimations d’énergie démontrées dans [ST88] et [Cou02] étaient optimales. Ce
résultat reprend la méthode introduite par Coulombel et Gues [CG10] pour démontrer I'optimalité
de l'estimation d’énergie dans le cas d’une dégénérescence dans la zone hyperbolique et se base sur
la construction d’un développement de type optique géométrique. En particulier, I’apparition d’une
perte d’une demi-dérivée a 'intérieur du domaine est expliquée.

Dans le sous-pagraphe suivant on décrit donc les résultats connus concernant ces développements
d’optique géométrique ainsi que la philosophie pour les construire.

1.2.2 Etude qualitative des solutions, développements d’optique géométrique.

Une fois que 'existence d’'une solution pour le probleme aux limites (1.7) est démontrée on peut
essayer de déterminer des propriétés qualitatives de cette solution. Pour ce faire, on se restreint
a étudier le probleme aux limites (1.7) lorsque les termes sources sont des fonctions fortement
oscillantes ; de tels problemes s’écrivent sous la forme :

L(0)u® =0, sur g > 0,t >0,
Bu? =g°, sur zg =0,t >0, (1.14)

|zq=0 —
€ —
Uj—o =0,

ol le terme source ¢g¢ s’écrit sous la forme :

Z"P(t@,)

g°(t,a') === g(t,2).

Le terme source sur le bord ¢° représente une oscillation rapide en fonction de la longueur d’onde ¢,
selon une phase ¢ et une amplitude g. La phase ¢ sera toujours dans ce mémoire une phase plane :

o(t,z') =1t +n-2,

onr € Retne R, La fréquence (i, 1) € Ep, donc la matrice résolvante A(ir,n) a I'une des
quatre structures décrites au sous-paragraphe précédent.

4 A notre connaissance (sauf dans un cas bien particulier [BG07]) aucune estimation d’énergie a priori n’est connue
pour une dégénérescence de la condition de Kreiss-Lopatinskii en zone de glancing. Cela est expliqué par le fait que le
cas difficile de la construction de Kreiss est justement celui au voisinage des fréquences de glancing. La construction
y est plus technique et donc plus difficile a adapter.
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On cherche alors une solution approchée du probléme aux limites (1.14) sous la forme d’un
développement BKW (pour Brillouin-Kramers-Wentzel). Dans la suite de ce paragraphe, on va rap-
peler les principales idées qui sont utilisées pour construire le premier terme de ce développement.
Plus précisément, on décrira les phases que 'on attend dans le développement, les différents types
d’équations sur les amplitudes ainsi que l'ordre de résolution de ces équations. Ces deux points
seront utilisés dans des contextes différents aux chapitres 2 et 6 de ce mémoire, et nécessiteront
des adaptations spécifiques. Cependant, I'idée générale de la construction sera toujours identique.
C’est pourquoi ce rappel nous semble étre important pour faciliter la compréhension globale de ce
manuscrit.

L’idée lorsque I'on cherche un développement BKW est de faire le pari que la solution hérite du
caractere fortement oscillant des termes sources. On postule donc que le terme source fortement
oscillant sur le bord génere des paquets d’ondes fortement oscillants a I'intérieur du domaine. On
cherche donc une solution formelle du probleme aux limites (1.14), u® sous la forme :

K

U~ Z eg’(so(t,m/)mdsi)v]s,(t’ z), (1.15)
j=1

ou les (5&) j seront déterminés par la suite et ot I'on écrit les v5(t, z) sous forme de développements
asymptotiques selon les puissances de € :

Vit ) ~ Y unj(t,x).

n>0

On injecte ensuite 'ansatz (1.15) dans I’équation d’évolution du probleme aux limites (1.14), pour
obtenir une cascade d’équations de la forme :

: L(dp, &)ug; =0
1<j<K VneN,{ Hd@tauo; =0, 1.16
== { iL(dp, &) unt1,; + L(O)un,; =0, (1.16)

ot £ désigne le symbole de I'opérateur L(9) : pour & = (&, ..., &) € R
d
L&) =&+ &4,
j=1

La premiere équation de la cascade (1.16) implique que 'amplitude principale ug ; est polarisée
sur ker L(dp;) ; en particulier, ce noyau doit étre non trivial. En d’autres termes, la relation de
dispersion® suivante doit étre vérifiée :

det(L(dep;)) = 0.

En particulier, les §£ sont les valeurs propres de la matrice A(it,n) et peuvent donc étre soit imag-
inaires pures, non dégénérées si le mode associé est hyperbolique, dégénérées si le mode associé est
de glancing ou encore complexes de partie réelle non nulle. Dans tout ce manuscrit, on supposera
que la fréquence (it,n) n’est pas de glancing ; on renvoie a [Wil96] et [Wil00] pour la construction
du développement BKW dans le cas d’une fréquence de glancing.

®Dans le cas d’une phase ¢ non plane, on parle plutét d’équation éikonale. Cette équation est de type Hamilton-
Jacobi et admet donc a priori un temps maximal de résolution.
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On note J > 0, le nombre de valeurs propres imaginaires pures de la matrice A(i7,7), notées

({i) j, et on corrige I'expression de 'ansatz (1.15) de la fagon suivante :

J

i n 2 _n Zd
u(t,x) ~ Ze E ZE Un,j(t, ) + Ze <e"Up (t,x, ?) , (1.17)

7j=1 n>0 n>0

ou l'on a posé '
@;(t, z) = p(t, 2') + &g

Le nouvel ansatz (1.17), se compose de deux sommes, la premiere prend en compte les modes
hyperboliques et la seconde les modes elliptiques. On remarquera aussi que ’oscillation dans la
direction normale est spécifiée pour les modes hyperboliques, tandis que la décroissance dans la
variable rapide Xy = %d ne l'est pas pour les modes elliptiques. Ce choix est motivé par le fait
que 'on s’attend a ce que les amplitudes associées aux modes elliptiques aient une décroissance
exponentielle dans la variable normale. Ainsi, on peut traiter leur contribution sans différencier la

valeur propre complexe & laquelle elles sont liées.5

Si on injecte le nouvel ansatz (1.17) dans I’équation d’évolution du probleme (1.14), la cascade
pour les amplitudes hyperboliques u, ; est inchangée et on ajoute la cascade suivante pour les
amplitudes elliptiques U, :

£(d<pj)u0,j = 0, 1 SJ S J,

iL((dpj)unt1,j + L(O)un; =0, Yn>0,1<j<J, (1.18)
L(8x,)Uy = 0,

L(0x,)Uns1 + L(O)Up =0,  ¥n >0,

ou l'opérateur de dérivation dans la variable rapide L(0x,) est défini par :
L(9x,) := Aa(0x, + Aliz, n)),

et permet de se ramener a une équation différentielle ordinaire, dans la variable rapide X4, analogue
a celle que l'on avait introduite pour étudier le caractere fortement bien posé du probleme (1.10).
Par conséquent, une solution de 'équation L(0x,)Uy = 0 peut étre calculée a condition que I'on
connaisse la valeur de la trace Up, Xg=0 (voir [Les07] pour une résolution rigoureuse). De la méme
maniére, au prix d’une composition par des projecteurs bien choisis, le lemme de Lax [Lax57] permet,
pour déterminer I'une des amplitudes ug j, de se ramener a résoudre une équation de transport :

(8t + U5 - Vx) u = O, (1.19)

olt vj := (Vj1,..-,Vj,d) € R? est la vitesse de groupe associée a la phase @; (cf. la définition 2.1.2 ou
encore [Raul2], pour une définition précise de cet objet).

Dans le cas du probleme aux limites standard, on doit distinguer deux cas selon le signe de v; 4.
owvjq < 0 : le phénomene de transport dans I’équation (1.19) se fait alors de l'intérieur du
domaine vers le bord (on parle alors de transport sortant, ou non causal). Par conséquent, la trace
en {z4 =0} de la solution sera déterminée par résolution de I’équation de transport (1.19), pour
laquelle aucune condition de bord sur {z; = 0} ne doit étre imposée. On peut alors résoudre

5Choisir de ne pas spécifier la dépendance par rapport & la variable normale pour les modes elliptiques provient de
[Les07]. Ceci constitue un léger avantage par rapport & la méthode de [Wil96] car on n’a pas ici besoin de supposer
que la matrice A(iT,7) est diagonalisable sur les modes elliptiques.
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ces équations avant toutes les autres en intégrant directement 1’équation de transport (1.19) le long
des caractéristiques.

owjq > 0:7 le phénomene de transport dans 'équation (1.19) se fait alors du bord du domaine
vers l'intérieur (on dit que ce transport est entrant ou causal). Par conséquent, la trace en {zy = 0}
de la solution a besoin d’étre spécifiée pour résoudre 1’équation de transport (1.19). En d’autres
termes, on a besoin d’une condition de bord pour résoudre (1.19).

Pour déterminer cette condition de bord, on injecte 'ansatz (1.17) dans la condition de bord du
probleme aux limites (1.14), et 'on obtient :

B| > wuoj+ Uy, =G, (1.20)

J,v5,a>0 |24=0
ol le terme source G dépend de g et possiblement des amplitudes ug; associées a des vitesses de
groupes sortantes (qui sont déja déterminées).

Le point important pour obtenir la valeur de la trace uoj, o PoUr une vitesse de groupe entrante
est de remarquer que le sous-espace ker L(dy;) (sur lequel ug ; est polarisée) est inclus dans le sous-
espace stable E*(it,n) (voir par exemple [CG10] pour une preuve). Par conséquent, la condition de
Kreiss-Lopatinskii uniforme permet d’inverser le membre de gauche de (1.20) et donne la valeur des
traces ugj, _, (encore une fois apres avoir appliqué le projecteur adéquat). On peut donc résoudre
I’équation de transport dans le cas d’une vitesse de groupe entrante ce qui détermine ’amplitude
Uuo,j-

De la méme maniere, la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme permet d’obtenir la valeur de
la trace UO\zd: x,=0 €t U relevement de cette derniere en une trace sur Up, x,—0 Permet de déterminer
I’amplitude évanescente Uy. On reviendra plus en détail sur ce point dans le coeur du manuscrit.

La construction des amplitudes d’ordre plus élévé en €, u, ; et U, pour n > 1, se fait ensuite
par décomposition de 'amplitue en une partie polarisée (dont la détermination suit les mémes idées
que pour amplitude principale) et d’une partie non polarisée qui dépend de fagon explicite des
amplitudes d’ordres inférieurs.

Une fois le développement BKW construit, le probleme aux limites (1.14) étant linéaire et
fortement bien posé, on montre alors facilement que le développement BKW converge bien (dans
un certain sens) vers la solution exacte de (1.14).

On a mentionné a la fin du sous-paragraphe précédent que le chapitre 2 était consacré au calcul
de développements BKW lorsque la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme n’était pas satisfaite.
On expose donc succintement comment le propos que l'on a tenu jusque ici se trouve modifié dans
ce contexte. Le seul endroit (mais pas le moindre) ot 'on a utilisé la condition de Kreiss-Lopatinskii
uniforme dans 1’étude précédente est lors de la détermination de la trace des amplitudes entrantes.
Si la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme n’est plus vérifiée pour la fréquence (i, n) alors I'une
des traces des amplitudes oscillantes ug ; ou la trace de I'amplitude évanescente Uy s’écrit sous la
forme «a(t,z’)e, ou e est un vecteur générateur de ker B N E*(it,n). Par conséquent, la condition
de bord (1.20) ne permet pas de déterminer c. a

La méthode pour surmonter cette difficulté (voir [CG10] dans le cas ou e est un mode hyper-
bolique de E*(it,n) et [Marl0] si e correspond & mode elliptique) consiste a étudier soigneusement
la condition de bord vérifiée par les amplitudes d’ordre supérieur et d’en extraire une équation qui

"Le cas vj,4 = 0 qui conduirait & une équation de transport dégénérée est ici exclu car on a supposé que la fréquence
(iT,m) était hors de la zone de glancing.
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permet de déterminer or. On notera que dans [CG10] et [Marl0], bien que les techniques utilisées
soient différentes, I’équation qui permet de déterminer « est une équation de transport sur {z4 = 0}.

Le développement BKW, une fois sa convergence vers la solution exacte u® établie, est alors
un formidable outil pour démontrer des propriétés qualitatives sur la solution u¢. En effet, si on
veut démontrer que la solution u® vérifie nécessairement une certaine propriété, on commence par
raisonner par I’absurde. On choisit alors un terme source de maniere a ce que le développement
BKW associé vérifie la propriété souhaitée et puisque le développement BKW ”est une bonne
approximation” de la solution exacte (a condition que la vitesse de convergence soit assez grande et
que les espaces dans lequels se fait la convergence soient assez précis), cette derniere doit aussi vérifier
la propriété. En pratique, cet argument est assez solide lorsque 1’on s’intéresse a 'optimalité des
pertes de dérivées pour les problemes faiblement bien posés. Pour démontrer 'optimalité d’une perte
d’une dérivée, il suffit alors de prendre un terme source en O(e) et de montrer que le développement
BKW associé est en O(1).

1.3 Le probleme a coin.

L’étude des problemes a coin dans le cas général, c’est-a-dire pour un opérateur hyperbolique a
multiplicité constante et des conditions de bord matricielles By et By génériques, débute en 1962
avec Sarason qui démontre un lemme ”fort=faible” [Sar62]. On peut aussi citer [Pey65] qui par des
arguments de régularisation établit cette identité fort=faible dans le cas particulier ou les matrices
Ay et Ay commutent. La question de l'estimation d’énergie a priori, et plus généralement du
caracteére fortement bien posé, est étudiée en 1973 par Osher [Osh73] puis est restée plus ou moins
en suspens depuis les articles de ’an dernier de Huang et Temam [HT14a] et [HT14b]. Cependant,
durant ces quarante ans, on peut toutefois citer de nombreux travaux pour établir le caractere
fortement bien posé de ’équation des ondes avec des conditions de bords particulieres. Ces papiers
étant assez peu connus on se permet ici d’en donner une liste [BT96al]-[BT96b]-[KT80]-[KO71] et
[Tan78]. A propos de la construction de solution pour I’équation d’Euler dans un pavé et avec des
conditions de bord dissipatives on peut citer [GSO01].

On peut aussi mentionner des techniques de régularisation elliptique pour résoudre le probleme
a coin a conditions de bord strictement dissipatives [Sar67] et [Hua0]. Ainsi que deux articles de
Sarason pour les problemes a coin symétrique [Sar70] et [Sar77].

Enfin, on peut aussi citer larticle [Pey75], dans lequel 'auteur obtient des résultats proches de
ceux de [Hua0] sous une condition dite de torsion sur les A;.

1.3.1 Caractere fortement bien posé.

Le schéma de démonstration que 1’on a choisi de suivre pour établir le caractere fortement bien posé
du probléme a coin est le méme que pour le probleme aux limites standard. C’est-a-dire, estimation
d’énergie a priori, construction d’une solution faible et utilisation pour conclure d’un lemme de type
" fort=faible”.

Pour le dernier point, on a utilisé le résultat de Sarason, [Sar62]. En effet, dans le cas du
probleme a coin la technique de régularisation utilisée pour le probleme aux limites standard sem-
ble difficile & adapter car on n’a pas de détermination réguliere de la variable normale. En effet, il
semble difficile de régulariser la solution faible dans d — 1 directions tout en conservant les traces
de cette solution.
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Dans ce sous-paragraphe, on donnera des éléments de démonstration concernant ’estimation
d’énergie a priori. Ce manuscrit ne contient pas de démonstration qui permet de conclure au car-
actere fortement bien posé dans le cadre général, mais apporte des avancées par rapport a I’état de
la littérature. Avant de décrire ces avancées, on va présenter un cadre particulier pour lequel on
peut tout de méme conclure au caracteére fortement bien posé.

Comme pour le cas du probleme aux limites standard, un cadre d’étude plus simple est le
cadre des problemes a coin qui admettent des conditions strictement dissipatives sur chaque face
du quart d’espace. Ainsi, 'estimation d’énergie a priori est, comme dans le cas du probleme aux
limites standard, facilement établie par un argument d’intégration par parties. La construction de
la solution faible se base sur une adaptation des résultats de Lax et Phillips [LP60] qui permet
de construire un probleme dual qui admet des conditions de bord strictement dissipatives. La
démonstration complete de ce résultat peut étre trouvée au chapitre 4 de ce manuscrit.

Le caractére fortement bien posé d’un probléme posé dans un rectangle, méme lorsque ce dernier
est a coefficients variables, dans le cas des conditions de bord strictement dissipatives, a aussi été
établi récemment par Huang et Temam, d’abord pour I’équation de Saint-Venant [HT14b], puis pour
un opérateur hyperbolique général [HT14a]. Dans ces articles, les auteurs utilisent le théoreme de
Hille-Yossida (dont on a mentionné Defficacité pour le probleme aux limites standard strictement
dissipatif). Il nous semble toutefois assez difficile d’adapter leur méthode & un domaine non borné
(sauf dans le cas particulier ou la matrice A1_1A2 est diagonalisable & valeurs propres réelles) pour le
probleme dans le quart d’espace car un point important de leur démonstration se base sur I'inégalité
de Poincaré.

On suppose maintenant que le probleme a coin ne satisfait plus des conditions de bord stricte-
ment dissipatives mais seulement la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme sur chaque face du
bord (on montre facilement par des arguments de vitesse finie de propagation que cette hypothese est
nécessaire au caractere fortement bien posé du probléeme a coin). Et on veut démontrer l’estimation
d’énergie a priori. La méthode que l'on décrit au chapitre 5 de ce mémoire est celle introduite
par Osher dans [Osh73] et se base, comme dans le cas du probleme aux limites standard, sur la
construction d’un symétriseur de type Kreiss. Toutefois, le symétriseur construit par Osher n’est
plus une matrice mais est un ”vrai” opérateur sur L?(R, ). La construction de ce symétriseur sera
détaillée au chapitre 5, on se contente ici d’en donner les éléments marquants.

Sans surprise, pour construire ce symétriseur, Osher introduit une nouvelle condition. La prove-
nance de cette condition est la suivante : on suppose que le probléeme a coin homogene a 'intérieur,
admet une solution v € L?. On peut alors prolonger cette solution par zéro pour les 1 négatifs
pour obtenir une solution du probléemes aux limites dans le demi-espace {z2 > 0}. On reprend
I’étude du probléme aux limites standard décrite dans le sous-paragraphe 1.2.1, par transformée de
Laplace dans la variable temporelle et transformée de Fourier dans les variables spatiales tangen-
tielles 21 ¢ my et 2’ <+ n = (93, ...,1m4) € R¥"2 on peut écrire :

dxo

g = As(o,m1,m)u + A2_1A1U|m1:0, sur z9 > 0, (1.21)
Bauz,—o = 0, sur g = 0. '
D’apres la formule de Duhamel, on peut décomposer cette solution u en une partie stable II5u et

une partie instable II5u avec :

xr2
u(zy) = e*211%u(0) + / 2T AL Ay, —o(s) ds, (1.22)
0

+o00
Yu(zg) = — / AT AT Ay, _o(s) ds, (1.23)

2
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ou les projecteurs II5 et IIf sont les projecteurs sur les sous-espaces stable et instable de la matrice
résolvante Ax (o, m,n).

En particulier, ’équation (1.23) donne la valeur de la partie instable de la trace de la solution
en {x2 = 0} en fonction de la valeur de la trace de la solution en {z; = 0}. On applique ensuite
la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme qui permet d’exprimer la partie stable de la trace en
{r2 = 0} en fonction de sa partie instable. On obtient donc la valeur de la trace u|,,—q en fonction
de la valeur de la trace u|;,—o par une équation de la forme :

Ujzy=0 = T1-2(0, 1)Uz, 0, (1.24)

ou T1_,2(7,n) est un opérateur dont on donnera ’expression exacte au chapitre 5, plus précisément
au sous-paragraphe 5.3.2.

Maintenant, en reprenant les mémes calculs apres avoir étendu la solution par zéro pour les xo
négatifs, on obtient une relation de la forme :

Uz, =0 = To1(0, )Ujzy=0 + Pou, (1.25)

ou P est un multiplicateur de Fourier et T5_,1 (0, ) un opérateur analogue a T1_,2(o, n). La condition
qu’Osher impose est donc, au vu des équations (1.24) et (1.25), la suivante :

Hypothese 1.3.1 L'opérateur (I — Ty_1Ti_2)(0,n) est inversible sur L?>(R). De plus, l'inverse
est uniformément borné par rapport auzx parameétres (o,n), c’est-a-dire qu’il existe une constante
C > 0, indépendante de (o,7n), telle que

Yo € LX(Ry), [|(I = TomiTi2)(0,m) " 0l 2wy < Clvllzzw,)-

Cette hypothese supplémentaire semble malheureusement tres difficile a vérifier en pratique.
A notre connaissance, le seul cas ou 'on arrive & expliciter V'opérateur (I — Th1T12)(0,n) et a
vérifier son inversibilité est ’exemple d’Osher de [Osh74al, qui est un systéme de deux équations de
transports couplées seulement par les conditions de bord. Nos tentatives pour essayer d’expliciter
Vopérateur (I —Ts_,1T1-,2)(0,n) pour I’équation des ondes en dimension deux sont, a ce jour, restées
infructueuses.

Toutefois, indépendamment de la question de la vérification de I’hypothése 1.3.1, Osher montre
que cette hypothese est suffisante pour établir une estimation d’énergie a priori. Pour cela, Osher
construit un opérateur symétriseur de type Kreiss. Le probleme est que cette estimation comprend,
a priori, de nombreuses pertes de dérivées, aussi bien sur les faces du domaine qu’a l'intérieur.
Malheureusement, le nombre de pertes de dérivées n’est pas explicite. On semble donc étre assez
loin d’une estimation d’énergie a priori qui conduirait a un caractere fortement bien posé.

Une des contributions de ce travail est d’avoir compris que si, en plus de I’hypothese 1.3.1,
les opérateurs Tb_,1(0,n) et Ti_.2(o,n) étaient bornés sur L?(R, ), uniformément par rapport aux
parametres o et 7, alors lestimation d’énergie démontrée par Osher dans [Osh73] est sans pertes,
et est une estimation d’énergie a priori dont pourrait découler le caractere fortement bien posé.

Etablir le caractére uniforme de la borne des opérateurs To_,1(0,n) et T1_,2(0,n) ne semble
pas trivial. Cependant, on a bon espoir qu’'une décomposition de ces opérateurs en opérateurs
intégraux de Fourier puisse aider a avancer dans la démonstration de ce résultat (cf. [Duill]). Un
autre résultat de ce travail est d’avoir montré, sous une hypothese technique sur la matrice Al_lAg,
le caractere borné (non uniforme) des opérateurs To_,1(0, 1) et Ti_o(0,n) sur L?(Ry). Ce résultat,
bien que ne suffisant pas pour conclure, semble étre de bon augure et nous permet d’étre optimiste
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quant au caractere uniformément borné des opérateurs T_,1(0,n) et T12(0,n).

Concernant 'existence de la solution faible du probleme a coin avec un opérateur hyperbolique
général, la littérature comprend assez peu d’éléments de réponses. Dans le cas de I’équation des
ondes, on peut tout de méme citer [KT80] et [BT96a] qui construisent des solutions faibles, mais
utilisent lors de cette construction assez fortement la structure particuliere de ’équation des ondes.
Ainsi leurs techniques semblent assez difficiles & adapter au cas général. On a donc décidé de
reprendre le méme schéma de démonstration que pour le probléme aux limites, c’est-a-dire de
construire un probleme dual et de démontrer que ce dernier vérifie I’estimation d’énergie a priori.

Cette technique de démonstration n’est probablement pas nécessaire dans le cas des systemes
linéaires & coefficients constants. En effet, si on fait le parallele avec les problemes aux limites
standards, construire une solution faible devrait pouvoir se faire ”a la main” sans introduire un
probleme dual. Si on fait le parallele avec le probleme aux limites standard, il se peut que lors de
cette construction on voit apparaitre une version non uniforme de la condition d’Osher. Ceci serait
un fort argument en faveur du carctere nécessaire de cette condition. Toutefois, si on veut a l'avenir
démontrer le caractere fortement bien posé pour les problemes a coin a coefficients variables, passer
par un probleme dual semble nécessaire.

La construction du probleme dual ne pose pas particulierement de probleme, il suffit de repren-
dre la construction du probleme dual pour un probleme aux limites standard. Pour démontrer que
ce probleme ainsi construit vérifie 'estimation d’énergie a priori, il faut alors montrer qu’il satisfait
les hypotheses sous lesquelles on pense pouvoir démontrer, a I'avenir, '’estimation d’énergie a priori
pour le probleme a coin primal. On doit donc vérifier que les analogues des opérateurs 75 (o,m) et
Ti_a(0,n), notés Ty (o, 1) et Ty_2(o, 1), sont uniformément bornés sur L2(R. ) et que le probléme
a coin dual vérifie ’analogue de I’hypothese 1.3.1.

Le premier point, si on arrive a I'établir pour le probleme primal, passe sans grande difficulté
au probleme dual car, pour ainsi dire, les opérateurs pour le probleme dual Tgﬁl(a n) et T12(o,n)
ont exactement la méme forme que les opérateurs du probleme primal.

Le second point, c’est-a-dire que 'opérateur pour le probleme dual I — (T2_>1f1_>2)(0', n) est
uniformément borné sur L?(R, ) pourrait & la limite étre placé comme une hypothese. Cependant,
cela ne serait pas tout & fait satisfaisant. En effet, si on se rappelle de la situation pour le probleme
aux limites standards, on a mentionné que le probleme aux limites standard primal vérifiait la
condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme si et seulement si le probléme aux limites standard dual
la vérifiait. Ainsi, pour le probléme aux limites standard, il suffit d’imposer seulement la condition
de Kreiss-Lopatinskii uniforme pour le probléme primal.

On pense que le méme résultat est vrai pour la condition d’Osher, c’est-a-dire que le probleme
a coin primal vérifie la condition d’Osher si et seulement si le probleme a coin dual vérifie la condi-
tion d’Osher. Si un tel résultat est effectivement vrai, alors on aura seulement besoin de supposer
la condition d’Osher sur le probléme primal pour conclure. Mais plus important, cela montrerait
que la condition d’Osher est une condition bien adaptée au probleme & coin et lui conférerait (en
un certain sens) un caractére ”intrinsequement relié” au probléeme a coin. On pense donc que
philosophiquement, un tel résultat serait un fort argument en faveur du caractere nécessaire de la
condition d’Osher pour que le probleme a coin soit fortement bien posé.

On n’a pas dans ce manuscrit ni construit une solution faible du probleme a coin ”a la main”,
ni démontré une telle équivalence. Ces points sont toujours en cours d’étude et constituent une
perspective de ce travail de these. La principale difficulté pour construire une solution faible a la
main est que bien que la condition d’Osher (cf. hypothese (5.3.2)) nous donne des candidats naturels
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pour les traces de la solution, il faut étre en mesure de construire une solution dont les traces sont
ces bons candidats. La difficulté pour démontrer que la condition d’Osher passe au probleme dual
est que par rapport & la démonstration pour le probléeme aux limites dual [BGO7], on se place ici en
dimension infinie et par conséquent, les mémes arguments se généralisent pas si facilement.

1.3.2 Développements d’optique géométrique pour des problemes a coin.

Dans ce sous-paragraphe on notera
0 :={(t,0,z2) e Rx Ry}, et Qg := {(t,21,0) e R x Ry},
les deux faces du quart d’espace
Q= {(t,z1,22) e Rx Ry x R4 }.

Le dernier chapitre de ce manuscrit donne une construction rigoureuse de développements
d’optique géométrique pour des problemes a coin. La littérature sur ce sujet se compose, a notre
connaissance, essentiellement d’un article de 1975 de Sarason et Smoller [SS75]. Dans cet article, les
auteurs donnent de précieux éléments pour comprendre comment un rayon de 'optique géométrique
va rebondir sur les faces du domaine, et indiquent de possibles nouveaux phénomeénes causés par la
présence du coin. Toutefois, dans [SS75] aucune construction rigoureuse du développement d’optique
géométrique n’est donnée.

Le lecteur peut s’étonner du fait que 'on se soit lancé dans la construction de développements
d’optique géométrique alors que le caracteére fortement bien posé du probléme n’est pas démontré
dans le cadre général. Nos motivations, qui expliquent ce choix, ont été les suivantes. Premierement,
on voulait comprendre ’article de Sarason et Smoller, en particulier le théoréeme principal qui donne
un exemple de probleme a coin qui n’est pas fortement bien posé. Deuxiemement, on sait tout de
méme que si le probleme a coin admet des conditions de bord strictement dissipatives sur chaque
face alors, il est fortement bien posé. Ainsi, on pourra démontrer la convergence des développements
BKW que l'on a construit vers la solution exacte du probleme dans ce cadre particulier. Enfin, et
cela constitue peut-étre la motivation qui a été la plus instructive, comme indiqué a la fin du sous-
paragraphe précédent, on pense que le point qui fait obstacle & une démonstration du caractere
fortement bien posé pour le probleme & coin est que 'on ne comprend pas assez bien (& I’heure
actuelle) la condition 1.3.1 et les opérateurs T12(0,n) et Tos1(o,n). Or, on a déja mentionné
au sous-paragraphe 1.2.2 que pour le probleme aux limites standard, une version micro-localisée
de la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme apparaissait naturellement lorsque 1’on construisait
des développements BKW. On s’est donc demandé si la méme chose ne se produisait pas pour la
condition d’Osher et le probleme a coin, dans I’espoir de donner de nouveaux éléments concernant
la condition d’Osher.

On pense que le chapitre 6 donne des éléments en faveur du fait qu’en effet, une version micro-
localisée de la condition d’Osher apparait bien dans la construction des développements BKW.
Avant de décrire plus en avant ces éléments, on décrit un phénomene qui nous semble intéressant.

Dans le développement d’optique géométrique d’un probleme a coin de seulement deux équations,
linéaire a coefficients constants, il se peut que le nombre de phases générées par rebonds succes-
sifs entre les deux faces du quart d’espace soit infini, et ceci si I’on choisit un terme source sur le
bord qui oscille selon une unique phase. Qu’un tel phénomeéne puisse se produire est assez sur-
prenant car habituellement une infinité de phases dans le développement BKW est provoquée par
des phénomenes de résonances et de génération d’harmoniques propres aux problemes non linéaires
(voir, par exemple, [JMR93]). A notre connaissance, l’exemple du sous-paragraphe 6.6 constitue
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donc le premier exemple de développement d’optique géométrique avec une infinité de phases associé
a un systeme linéaire.

Cependant, cette infinité de phases pose un probleme. Il n’est pas clair de prime abord que
la série définissant le développement d’optique géométrique ait un sens. En l'occurence pour don-
ner un sens au développement BKW tronqué du sous-paragraphe 6.6 on a été amené a faire des
restrictions sur les conditions de bord du probléme plus fortes que celles qui conduiraient & un
probleme strictement dissipatif pour chaque face et donc a un probleme fortement bien posé. Ces
restrictions ne sont toutefois probablement pas nécessaires si on se place dans un cadre strictement
dissipatif sur chaque face et sont peut-étre liées au fait que ’on n’a pas pris en compte le caractere
oscillant de la série dans notre étude. Savoir si des restrictions sont nécessaires pour construire le
développement BKW dans le cas d’une infinité de phases lorsque 1’on impose seulement la condi-
tion de Kreiss-Lopatinskii uniforme sur chaque face du domaine est néanmoins une question ouverte.

Un autre nouveau phénomene par rapport au développement BKW pour les problemes aux
limites standard est qu’il est possible d’avoir des phases autointeragissantes. On explicite ce terme
sur ’exemple suivant : imaginons (un exemple vérifiant la construction ci-dessous sera donné au
sous-paragraphe 6.9.1) un probléme & coin avec un terme source sur la face 9§21 générant un rayon
d’optique géométrique oscillant selon une phase ¢; qui voyage vers la face 9. Ce rayon sera
réfléchi en (au moins) un rayon oscillant selon une phase 2. On suppose que ce nouveau rayon
voyage vers la face 021 et y est réflechi en un rayon associé a une phase 3 qui voyage vers la face
05 et 8’y réfléchit en un rayon oscillant selon ¢4 voyageant vers 9€21. Alors, il se peut parfaitement
que lors du rebond contre 0§21 I'une des phase générées soit la phase initiale 1. Ainsi, en un certain
sens, la phase (1 s’autogénere car on la retrouve dans ’ensemble des phases qui ont été générées par
ses rebonds. En terme d’allure des bicaractéristiques du probleme a coin on voit donc apparaitre
un motif qui se répete.

Le théoreme principal du chapitre 6 est une construction rigoureuse d’'un développement BKW
lorsque de telles phases autointeragissantes sont présentes. La démonstration de ce théoréme repose
sur les idées suivantes. On commence par appliquer un procédé qui nous permet de déterminer toutes
les phases réelles, (pr)reny que l'on s’attend a pouvoir générer par rebonds d’une phase oscillante
sur 'une des faces du domaine. Afin de prévenir tout probléme de définition du développement
BKW, on fait ’hypothése que le nombre de phases générées est fini, ce qui est le cas sur certains
exemples. On postule alors un ansatz de la forme :

K
ks
u® ~ E e'e E "up i, + a.t.,
k=1

n>0

ou le sigle a.t. désigne des amplitudes liées a des phases complexes. La détermination rigoureuse de
ces amplitudes sera faite au chapitre 6, et on ne pense pas qu’il soit pertinent de la décrire ici.

On injecte ensuite I’ansatz dans le probléeme a coin et ’on obtient une cascade d’équations. La
question maintenant est de trouver une maniere de résoudre cette cascade d’équations. Ceci revient
a trouver un ordre de résolution des équations et en particulier a isoler une équation que 'on va
résoudre avant les autres, pour initialiser la résolution. Le probleme est que, puisque ’ansatz que
I’on a choisi contient des phases autointeragissantes, 'ordre n’est pas aussi immédiat que dans le
cas du probleme aux limites standard, ou méme du probleme & coin sans phases d’autointeractions.

On a toutefois montré (ce qui constitue la partie technique de la démonstration du théoréeme
6.9.2) que l'on pouvait toujours exprimer, au prix d’un certain nombre de résolutions d’équations
de transport, une amplitude non autointeragissante quelconque en fonction de 'une des amplitudes
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pour une phase autointeragissante. Donc, pour déterminer l'intégralité des amplitudes dans le
développement BKW, il suffit de déterminer les amplitudes liées aux phases autointeragissantes et
I’on est ensuite libre de ’ordre de résolution des autres équations dans la cascade.

La détermination des amplitudes autointeragissantes passe par la résolution d’une nouvelle
équation d’amplitude qui s’écrit sous la forme :

(I-T)u=G, (1.26)

otu € L2(R xR, ), G € L*(R x Ry) et ot T est un opérateur sur L%(R x R ) qui s’écrit sous la
forme :

(Tu)(t,z) = Su(t — azx, fz). (1.27)

Les expressions des coefficients o, 8 et S sont explicitement calculables. On retiendra juste ici que
B est le rapport des pentes des vitesses de groupe des phases autointeragisantes et que S est une
composée de matrices et de projecteurs qui prend en compte les coefficients de réflexion d’un rayon
lors d’un rebond faisant passer d’une phase autointeragissante a une autre.

On peut alors montrer qu'une condition suffisante (et aussi nécessaire dans une bonne majorité
des cas) pour que l'opérateur (I — T') soit inversible sur L?(R x R ) est :

S| < V/B,

condition qui signifie que 'amplification de I’énergie d’un rayon lors des rebonds ne doit pas dépasser
un certain seuil. En d’autres termes, il s’agit d’une restriction sur les conditions de bord du probleme
a coin.

Sous cette hypotheése on peut déterminer les amplitudes liées aux phases autointeragissantes et
donc l'intégralité des amplitudes du développement BKW.

11 est intéressant de remarquer que I’équation (1.26), que ’on a besoin de résoudre pour construire
le développement BKW, est exactement de la méme forme que la condition d’Osher 1.3.1 que 'on
pense nécessaire pour démontrer le caractere fortement bien posé du probleme a coin. On pense
que, par analogie avec la construction des développements BKW pour des problemes aux limites
standards, la condition d’inversibilité pour résoudre (1.26) doit étre une version microlocale de la
condition d’Osher 1.3.1.

Une démonstration de ce résultat, qui pourrait passer par une décomposition de 'opérateur
To1T12(7,m) en une somme d’opérateurs intégraux de Fourier, est la perspective de ce travail
doctoral qui nous parait la plus intéressante. En effet, si un tel résultat était vrai, cela donnerait un
trés fort argument en faveur du fait que la condition d’Osher 1.3.1 est nécessaire pour le caractere
fortement bien posé du probléeme a coin.

1.4 Organisation du manuscrit.

Sans compter ce chapitre d’introduction, ce manuscrit se compose de cinq chapitres. Les chapitres
2 et 3 traitent de problémes aux limites hyperboliques standards, tandis que les chapitres 4, 5 et 6
traitent de problemes aux limites dans un quart d’espace.

Les résultats de ces chapitres sont, dans une tres grande mesure, indépendants les uns des autres.
C’est pourquoi, on a adopté le parti de rendre autant que possible chaque chapitre autosuffisant pour
éviter les renvois fréquents au début du manuscrit. Par conséquent, les hypotheses sous lesquelles
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s’appliquent les résultats, bien que pouvant étre tres semblables, voir méme analogues, d’un chapitre
a l'autre, seront rappelés dans chaque chapitre. On éspere que ce choix ne donnera pas un sentiment
de redondance au lecteur.

Pour finir cette introduction, on donne ici un bref résumé des chapitres de ce manuscrit :

e Chapitre 2 : On construit des développements BKW pour des problemes aux limites stan-
dards faiblement bien posés pour lesquels la dégénérescence de la condition de Kreiss-Lopatinskii
uniforme se fait sur un mode elliptique. Deux situations sont prises en compte : ou bien il n’y a
que des modes elliptiques, ou bien des modes hyperboliques cohabitent avec les modes elliptiques.
On utilise ensuite ces développements BKW pour démontrer 'optimalité des estimations d’énergie
démontrées dans ces cas de figure. En particulier, ceci montre que le phénomene d’instabilité est
plus prononcé en présence d’un mode hyperbolique. On a ainsi une classification complete des
estimations d’énergie & perte quand la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme dégénere en dehors
de la zone de glancing.

e Chapitre 3 : On montre que pour les problemes aux limites faiblement bien posés pour
lesquels la dégénérescence de la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme se fait dans la zone hy-
perbolique, la vitesse de propagation de I'information est finie. Cette démonstration se base sur le
principe de Holmgren. En raison de phénomenes de transport le long du bord du domaine propre
a de tels problemes faiblement bien posés, la vitesse de propagation peut étre supérieure a celle du
probleme de Cauchy. De plus, la vitesse maximale que 1’on trouve est optimale.

e Chapitre 4 : On donne une démonstration complete du caractere fortement bien posé
des problemes a coin qui admettent des conditions de bord strictement dissipatives sur chaque
face. Cette démonstration se décompose en deux parties, d’abord 1’établissement d’une estimation
d’énergie a priori, ensuite la construction d’une solution faible.

e Chapitre 5 : On étudie le caractere fortement bien posé des problemes & coin dans le
cas général, c’est-a-dire que 'on suppose la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme satisfaite sur
chaque face du quart d’espace. On reprend ’analyse d’Osher qui, sous la condition 1.3.1, construit
un symétriseur qui donne une estimation d’énergie a priori. Une condition suffisante pour rendre
cette estimation d’énergie sans pertes est identifiée.

e Chapitre 6 : On construit rigoureusement des développements BKW pour des problemes
a coin. La premiere partie de ce chapitre traite des systemes a deux équations pour lesquels la
construction est plus facile car on dispose d’un ordre de résolution naturel. Dans cette premiere
partie, on montre sur des exemples I’existence de différents phénomenes comme la concentration
de rayons au coin et/ou la génération d’un nombre infini de phases. Dans la seconde partie, on
démontre un théoreme de construction pour des systéemes a N équations qui peuvent admettre des
phases autointeragissantes. Cette nouvelle difficulté nous amene a résoudre une nouvelle équation
d’amplitude de la forme (1.26). Enfin, une condition suffisante et nécessaire (dans la majorité des
cas) est donnée pour que l'on puisse résoudre (1.26) et ainsi résoudre toute la cascade BKW. On
revient pour finir sur I’exemple de Sarason et Smoller [SS75] et I’on y explique de fagon rigoureuse
le phénomene de ”blowup” décrit par les auteurs.



Chapitre 2

Développements d’optique
géométrique et saturations d’énergie.

Les résultats de ce chapitre ont été publiés dans la revue Differential Integral Equations, [Benl4b].

2.1 Description du probleme.

Le but de ce chapitre est de construire rigoureusement un développement d’optique géométrique
pour un probléme aux limites hyperbolique a coefficients constants (voir systéme (2.1)) ne vérifiant
pas la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme. On utilisera ensuite ce développement d’optique
géométrique pour étudier la régularité de la solution de ce probleme par rapport a la régularité des
termes sources.

La condition de Kreiss-Lopatinskii [Kre70] uniforme est la clé de voute dans I’étude des problemes
aux limites hyperboliques. En effet, cette condition qui affirme qu’aucun mode normal n’est solution
de la condition de bord homogene, est nécessaire et suffisante pour que le probleme aux limites (2.1)
soit fortement bien posé. Par fortement bien posé, on entend que le probleme aux limites admet
une unique solution qui vérifie de plus une estimation d’énergie de la forme :

1
’YHU”%g(QT) + Hu|xd:0“%g(aQT) <C (,nyH%g(QT) + HQ\%%(@QT)) ’

c’est-a-dire sans perte de dérivées entre les termes sources f et g et la solution du probléeme wu.

Dans la suite de ce chapitre, on s’intéressera donc a des probléemes aux limites pour lesquels la
condition de Kreiss-Lopatinskii dégénere sur le bord du demi-espace des fréquences. Les différentes
dégénérescences que I'on considerera, et qui ont été brievement décrites dans l'introduction, seront
rendues précises au sous-paragraphe 2.1.2.

On retiendra dans un premier temps que les développements d’optique géométrique sont in-
trinsequement reliés aux quatre différentes structures de la matrice résolvante cf. [[Mét00]-[Kre70]],
on a alors quatre types de fréquences possibles : les fréquences elliptiques, les hyperboliques, les
elliptico-hyperboliques et enfin les fréquences de glancing.

La littérature sur les développements d’optique géométrique pour les problémes aux limites hy-
perboliques est abondante. On peut citer de fagon non exhaustive, d’une part les travaux utilisant
la condition de Kreiss-Loaptinskii uniforme, comme par exemple, Williams [Wil96] qui établit le
développement BKW pour tous les types de fréquences possibles dans un cadre non caractéristique et
Lescarret [Les07] qui construit le développement BKW pour des fréquences elliptico-hyperboliques

21



22 CHAPITRE 2. OPTIQUE GEOMETRIQUE ET SATURATIONS D’ENERGIE.

pour des problémes aux limites non linéaires dans le cas caractéristique. Et d’autre part, les travaux
utilisant des versions affaiblies de la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme, par exemple Marcou
[Mar10] qui travaille avec des problémes non caractéristiques, homogenes et non linéaires quand la
condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme dégénere pour une fréquence elliptique et Coulombel-Gues
[CG10] qui construisent le développement BKW pour des problémes linéaires, non caractéristiques
lorsque la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme est violée sur une fréquence hyperbolique.

On travaille ici avec des problemes non caractéristiques a coefficients constants pour lesquels
la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme n’est pas vérifiée pour une ou (des) fréquence ellip-
tique ou elliptico-hyperbolique. Plus particulierement on s’intéressera a l’influence de la zone de
dégénérescence de la condition de Kreiss-Lopatinskii sur les estimations d’énergie du probleme aux
limites (2.1). En effet, il a été montré notamment par Sablé-Tougeron et Coulombel que, malgré le
fait que la condition de Kreiss-Lopatinskii ne soit pas vérifiée de facon uniforme, le probleme aux
limites (2.1) peut étre faiblement bien posé. Par faiblement bien posé, on entend que la solution u
du probléme aux limites (2.1) admet une estimation d’énergie avec perte de dérivées de la forme :

1
HUH%,%(QT) + ||U\xd:0“%g(aQT) <C <,Y|f||12q;1(QT) + H9H12q;2(aQT)> ;

ou les valeurs de s1, s9 dépendent de la zone dans laquelle la condition de Kreiss-Lopatinskii est
violée.

Par exemple, Sablé-Tougeron dans [ST88] a montré que pour le cas ou la condition de Kreiss-
Lopatinskii uniforme dégénere dans la zone elliptique, on pouvait avoir une estimation d’énergie
avec perte d'une dérivée sur le bord et aucune perte a l'intérieur. Coulombel [Cou02] a montré
que dans le cas ou la dégénérescence a lieu dans la zone hyperbolique (resp. elliptico-hyperbolique)
on pouvait démontrer une estimation d’énergie avec perte d'une dérivée sur le bord et d’une a
I'intérieur (resp. une sur le bord et une demi a 'intérieur).

De plus, dans un travail plus récent [CG10] Coulombel et Gues ont montré que dans la zone
hyperbolique une estimation d’énergie avec perte d’une dérivée a 'intérieur et d’une sur le bord était
optimale. On se propose donc d’établir 'optimalité des estimations d’énergie précédemment décrites
dans le cas des zones elliptique et elliptico-hyperbolique. On traite donc dans ce chapitre deux des
trois derniers cas restants concernant les différentes possibilités de dégénérescence de la condition
de Kreiss-Lopatinskii uniforme. Il n’y a aucun résultat général, du moins a notre connaissance,
concernant le caractere faiblement bien posé dans le cas restant c’est-a-dire d’une dégénérescence
de la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme dans la zone de glancing.

L’optimalité des estimations d’énergie sera démontrée en utilisant les développements d’optique
géométrique pour saturer les estimations d’énergie. Par conséquent, apres des considérations
générales sur le probléeme aux limites (2.1), on construira les développements d’optique géométrique
pour des fréquences elliptiques et elliptico-hyperboliques dans les paragraphes 2.2 et 2.3 respective-
ment. Puis dans le paragraphe 2.4 on montrera 'optimalité des estimations d’énergie associées a
ces problemes.

En particulier, comme on le verra, pour démontrer I’optimalité de ’estimation d’énergie dans
le cas elliptico-hyperbolique on aura besoin d’'une hypothese technique. Cette derniére est vérifiée
pour tous les problemes aux limites ayant un sens physique que 'on connaisse et sera discutée au
sous-paragraphe 2.5.1. On rassemble aussi dans le paragraphe 2.5 une classification des différents
types de problemes aux limites faiblement bien posés ainsi, qu’a titre d’exemple, une étude de
I’équation d’Euler linéarisée.
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2.1.1 Quelques notations.

Dans tout ce qui suit, on notera :
e Pour T > 0,

Qp = {(t,x',wd) € ]—00,T] x R? avec x4 > O},

le demi espace dans lequel est posé le probleme aux limites (2.1) ci-dessous.
Le bord en espace de Qp, c’est-a-dire {(¢,z) € Qp avec x4 = 0}, sera noté dQp.
e Pour s réel, Hi(QT) sera la notation pour I’espace de Sobolev a poids exponentiel défini par

H3(Qr) = {u eD'(Qr)\ e "u e HS(QT)} ,
que I'on munit des normes a poids :
I s r) = €™ las@q)-

On procede de méme pour les espaces H(0€2r).

On considere le probleme aux limites :
L(0)u® = f¢, dans Qr,

Bufxdzo = ¢°, sur 0, (2.1)
u‘igo =0,

ol on a posé
d
L(0) =0, + Y _ A;9;,
j=1

avec pour tout 1 < j <d, A; € Myxn(R), B € Myxn(R) (la valeur de p sera rendue explicite au
sous-paragraphe 2.1.2) et ou I'inconnue u® est a valeurs dans CV. La forme des termes sources f¢,
g° sera déterminée ci-dessous (plus précisément au sous-paragraphe 2.1.2).

2.1.2 Hypothéses pour assurer le caractére bien posé.

Comme indiqué dans l'introduction, le cadre d’étude est celui d’un systeme hyperbolique a multi-
plicité constante & bord non caractéristique pour lequel la condition de Kreiss-Lopatinskii faible est
vérifiée. Mais on supposera que la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme dégénere dans la zone
elliptique, ou bien, dans une zone ou co-existent des modes elliptiques et des modes hyperboliques.

Hypothéses sur 1’équation d’évolution.

Avant toute chose, il faut s’assurer que le probleme aux limites (2.1) est bien hyperbolique dans un
certain sens. Dans la suite de ce chapitre, on considérera un systéme hyperbolique a multiplicité
constante c’est-a-dire que ’'on suppose que 'hypothese suivante est vérifiée.

Hypotheése 2.1.1 Il existe un entier positif M, des fonctions analytiques sur R\ {0} notées

Aly ooy AM G valeurs réelles ainsi que des entiers positifs vy, ..., v tels que :
d M
Ve e st det | 7+ > gA; | = [+ A(©)™,
j=1 k=1

avec A1(€) < ... < A\y(&) et telles que les valeurs propres \i(€) de Z?:l £ A; sont semi-simples.
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On restreindra de plus 'étude aux systémes a bord non caractéristique ; c’est pourquoi on fait
I’hypothese suivante :

Hypotheése 2.1.2 La matrice Ay est inversible.

De la forme du sous-espace stable.

On suppose vérifiée I'hypothese classique selon laquelle B € M n(R) est de rang maximal p, ot p
est le nombre de valeurs propres positives de Ay.
On introduit la partition suivante de ’espace des fréquences :

= = {C:(a:’y—i-iT,n)ECXRd_laVZO}\{O}7
E.o = Eﬂ{"}/:O}.

La matrice résolvante associée au probleme aux limites (2.1) est obtenue apres transformée de
Fourier en espace tangentiel et transformée de Laplace en temps dans I’équation d’évolution de
(2.1). Elle s’écrit sous la forme :

d—1
A(Q) = —A7 [ oI +i) nid; | . (2.2)
j=1

On note E_(() le sous-espace stable et F(() le sous-espace instable associé a la matrice A(¢). Le
lemme suivant décrit la structure du sous-espace stable lorsque la partie réelle de o reste strictement
positive.

Lemme 2.1.1 (Hersh) [Her63] Pour tout ( € =\ Eo, la matrice résolvante (2.2) n’admet pas
de valeur propre imaginaire pure. De plus, le sous-espace stable E_(() est de dimension p. Le
sous-espace instable F4 () est lui de dimension N — p.

Cependant dans le cas ou ¢ € =g, le lemme précédent n’est plus suffisant pour décrire la forme
de la matrice A(¢). On a besoin d’un autre résultat. Ce dernier est initialement du & Kreiss [Kre70]
puis a été généralisé par Métivier aux systémes hyperboliques & multiplicité constante [Mét00].

Théoréme 2.1.1 [Structure par blocs] Si le probléme auz limites (2.1) vérifie les hypothéses 2.1.1
et 2.1.2, alors pour tout ¢ € Z il existe un voisinage V de ¢ dans =, un entier positif L, des entiers
positifs 01, ..., 01, vérifiant N = 01 + ...+ o, et enfin une matrice T inversible et réguliere sur V tels
que :

V¢ eV, T(Q)  AOT() = diag(Ai(Q), ..., AL()),

ot les A;(C) sont des matrices de taille o; satisfaisant ['une des alternatives suivantes :
i) Tous les éléments dans le spectre de A;(¢) ont une partie réelle strictement négative.
1) Tous les éléments dans le spectre de Aj(z) ont une partie réelle strictement positive.
iii) 0; = 1, A;(¢) € iR et B

- 8,A4;(¢) € R\ {0}.

iv) 0j > 1, il existe k; € iR tel que la matrice A;(C) s’écrive sous la forme :

k‘j 1 0
A] (9 = 7 9
0 kj

ot le coefficient en bas a gauche de 0,.A;(C) est un réel non nul.
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Ce théoreme permet de décrire les quatre formes de la matrice résolvante (2.2) qui peuvent se
produire en une fréquence de Zy. En effet, on remarque pour cela qu’étant donné que les valeurs
propres de partie réelle non nulle sont conjuguées alors s’il existe un bloc de type i) (resp. ii)) dans
la décomposition donnée dans le théoreme 2.1.1, alors nécessairement il existe aussi un bloc de type
i) (resp. 7)). Les deux blocs considérés sont alors de méme taille.

Définition 2.1.1 On note :

o £ l’ensemble des fréquences elliptiques, c’est-a-dire [’ensemble des ( € Zg telles que le théoreme
2.1.1 soit vérifié avec un bloc de type i) et un bloc de type ii) uniquement.

e H l’ensemble des fréquences hyperboliques, c’est-a-dire ’ensemble des ( € Zy telles que le
théoréme 2.1.1 soit vérifié avec des blocs de type iii) uniquement. a

o EH l’ensemble des fréquences elliptico-hyperboliques, c’est-a-dire l’ensemble des ( € = telles
que le théoréme 2.1.1 soit vérifié avec un bloc de type i), un bloc de type ii) et au moins un bloc de
type iit) mais aucun bloc de type iv) .

o G l'ensemble des fréquences de "glancing”, c’est-a-dire l’ensemble des ( € Zg telles que le
théoréme 2.1.1 soit vérifié avec au moins un bloc de type iv). a

Avec ces définitions on a la décomposition de Zy suivante :
Z2o=8UEHUHUG.

Dans la suite de ce chapitre, comme indiqué dans l’introduction, on se concentrera sur les
fréquences appartenant aux ensembles £ et EH. Ainsi dans les deux cas il existera toujours un bloc
de type i) et un bloc de type ii) dans la décomposition de la matrice résolvante A(().

Remarque Une condition nécessaire pour l'existence d’une fréquence elliptique est que le nombre
d’équations du systeme (2.1) N, soit pair. En effet, pour une telle fréquence il n’y a qu’un bloc de
type i) et un bloc de type ii) et ces deux blocs sont de méme taille.

Le théoreme 2.1.1 a une autre conséquence importante. Grace a lui, on peut prolonger les
sous-espaces F (¢) par continuité aux fréquences de Z¢ (voir [Kre70]-[Mét00]). De plus, si on fixe
¢ € Zp\ G on a les décompositions suivantes :

CV = B_(Q)® E4(¢), (2.3)

et
EL(¢) = BL(¢) @ EL(0), (2.4)

ot E(¢) (resp. E$(()) est le sous-espace propre généralisé associé aux valeurs propres de A(()
de partie réelle strictement négative (resp. positive), et ol les espaces E'(¢) sont des sommes de
sous-espace propres associés i certaines valeurs propres imaginaires pures de la matrice A((). Plus
précisément, sous les mémes notations qu’au théoreme 2.1.1, aux valeurs propres de A(() telles que
9y A;(¢) <0.

La structure des sous-espaces EE(C ) peut aussi étre rendue explicite. En effet, soit iw,, une
valeur propre imaginaire pure de A(¢) avec ¢ = (i, n), alors iw,, vérifie la relation de dispersion :

det(rI + A(n,w,,)) = 0.

Par conséquent puisque 'opérateur L(0) est hyperbolique & multiplicité constante (cf. hypothese
2.1.1), il existe un indice ky,, tel que

T+ Ay (0, w,) =0, (2.5)

ou la valeur propre A, (1, wn,) est réguliere par rapport aux variables 7 et wy,. L’équation (2.5)
motive la définition suivante :
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Définition 2.1.2 On définit l'ensemble des indices entrants, noté I (pour “incoming”), comme
suit ; m € T si pour Ay, définie en (2.5) on a

Ona M (10, W) > 0.

On définit de méme l’ensemble des indices sortants, noté O (pour ”outcoming”), comme suit ;
m € O si Ay, vérifie
877(1)‘7%1 (ﬁv Qm) <0.

Enfin, on appelle vy, := VA, (1,w,,) la vitesse de groupe associée a la phase
om(t,x) =1t + 12" +w,z4
Cette définition permet de donner la décomposition du sous-espace stable hyperbolique suivante :

Lemme 2.1.2 Pour tout ( € (EHUH), on a :
Eﬁ (g) = Omer ker £(Ia n, ﬂm)a et E-lr-(g) = Dmeo kerﬁ(L m, Qm)a

ou pour tout & € RY,

d
ﬁ(&), "'aéd) = 50-[ + ijAj
=1

On renvoie & [CG10] pour une preuve de ce lemme.

On termine ce paragraphe en introduisant des projecteurs qui rendront service par la suite.

Définition 2.1.3 Soit ¢ € EUEHUH. Dans les décompositions (2.3) et (2.4), on pose ITF(¢) := IIF
le projecteur sur ES(C) et I1,,(¢) := IL, le projecteur sur ker L({,wy,). De plus, on introduit
R (Q) := Ry, le pseudo-inverse de L((,wn,) vérifiant :

Rm£(€7wm) =1- Hm;
1L, R,, = 0.

Hypothéses sur la condition de bord.

On commence par énoncer la condition dite de Kreiss-Lopatinskii (ou condition de Kreiss-Loatinskii
faible) qui, on le rappelle, est nécessaire pour assurer le caractere bien posé du probleme aux limites
(2.1):

Définition 2.1.4 La condition de Kreiss-Lopatinskii faible est vérifiée si :
V(e (E\Ey), ker BNE_(¢) ={0}.

Comme indiqué dans 'introduction on s’intéresse ici a des problemes aux limites pour lesquels la
condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme n’est pas vérifiée. Cette violation de la condition de Kreiss-
Lopatinskii uniforme peut se produire selon I'une des deux facons distinctes décrites ci-dessous.

Dans le cas d’un défaut de la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme dans la zone elliptique,
on suppose que les conditions suivantes sont vérifiées :
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Hypotheése 2.1.3 1) La condition de Kreiss-Lopatinskii faible est vérifiée.

2) Soit une fréquence ¢ € Zq telle que ker BN E_({) # {0} alors ¢ € €. Et de telles fréquences
¢ existent. B B B

3) Soit ¢ € € telle que ker BN E_(() # {0} alors, il existe un voisinage V de ¢ dans =, une base
(E1, ..., By)(C) de E_(C) régulicre sur V, une matrice inversible de taille p, notée P(C), régulicre
sur V et enfin une fonction 0 réguliére sur V a valeurs réelles tels que la propriété suivante soit
vérifiée :

V¢ €V, BIE,.... By () = P(¢)diag(y + i0(C), 1, ..., 1).

Dans le cas ou la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme n’est pas vérifiée dans la zone elliptico-
hyperbolique les conditions qui doivent étre vérifiées sont assez semblables a celles du cas précédent.
En effet, on suppose alors :

Hypothése 2.1.4 1) La condition de Kreiss-Lopatinskii faible est vérifiée.

2) Soit ¢ € Eq telle que ker BN E_(¢) # {0} alors ¢ € EH. Et de telles fréquences ¢ existent.

3) Soit ¢ € EH telle que ker BN E_(¢) # {0} alors :

o E_(()Nker B =E¢(¢)NkerB.

o Il existe un voisinage V de ¢ dans =, une base (EY, ..., E;_.)(C) de ES(C) réguli¢re dans V', une
base (BN, ..., EM(C) de E"(C) réguli¢re dans V, une matrice inversible de taille p, P(C) réguliére
sur V et enfin une fonction 0 réguliére sur V a valeurs réelles tels que la propriété suivante soit
vérifiée :

VCeV, B|ES, .. B B Eh} (€) = P(¢)diag(~ +i0(C), 1, ..., 1).

p—r>

Remarque L’hypothese 2.1.3 revient & imposer comme dans [ST88] qu'un déterminant de Lopatin-
skii s’annule au premier ordre pour les points elliptiques.

Les hypotheses 2.1.3 et 2.1.4 correspondent & des situations ot la condition de Kreiss-Lopatinskii
uniforme dégénere a cause d’ondes de surface qui ont une décroissance exponentielle par rapport a
la variable normale x,4.

Un exemple classique de probleme aux limites hyperbolique satisfaisant la condition 2.1.3 est
celui donnant lieu aux ondes de Rayleigh pour les équations de 1’élastodynamique. Lorsque la
condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme dégénere dans la zone elliptique, on voit apparaitre des
ondes localisées sur le bord du domaine.

Un exemple physique de systéme hyperbolique qui vérifie la condition 2.1.4 est le modele de
transition de phase liquide-vapeur étudié en particulier dans [BG98] puis dans [Cou02]. Dans le
sous-paragraphe 2.5.3 de ce chapitre, on donnera un autre exemple de systeme vérifiant la condition
2.1.4 provenant de la linéarisation des équations d’Euler dans un domaine fixé.

Dans la suite de cette étude, il sera tres utile d’avoir des notations décrivant comment la condition
de Kreiss-Lopatinskii uniforme dégénere d’un point de vue vectoriel. On définit donc :

Définition 2.1.5 Sous l'une des hypothéses 2.1.83 , 2.1.4 on peut trouver :
e un vecteur e € CN \ {0}, tel que E_(¢) Nker B = E¢ (¢) Nker B = vect(e).

o Un vecteur b € CP \ {0} tel que b- Bw = 0, pour tout w € E_((), ou - désigne le produit
scalaire hermitien sur CP. -
Enfin le théoréme de la base incompléte permet d’écrire :

o E_(¢) = vect(e) ® E_(C). Par construction B est un isomorphisme de E_(C) sur b, au sens

du produit scalaire hermitien.
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Espace des profils.

On considere la phase
p(t, ') =1t +1-2, (2.6)

ot (7,7n) est une fréquence vérifiant I’hypothese 2.1.4.
On utilisera ici les mémes espaces de profils que dans [Les07] dont on rappelle la définition.

Définition 2.1.6 e On note P, I’ensemble des profils oscillants i.e. I’ensemble des fonctions u de
la forme :

q
u(t,z, Xq) = Z ewmXay, (t, x),
m=1

ot les uy, sont de réqularité H*(Qr) et ou les wy, désignent les q valeurs propres imaginaires pures
de la matrice A(().

e On considére ’ensemble des fonctions U(t,x, X) de régularité H*°(Qp x Ry) pour lesquelles
il existe de plus un réel strictement positif § tel que e>XeU (t, x, X4) soit de régularité HT>(QpxR,.).
Cet ensemble sera noté P, et désignera l’ensemble des profils evanescents.

e L’ensemble des profils noté P est défini par la relation P := P,g ® P.,.

Remarque Dans le cas d'une fréquence ¢ vérifiant I’hypothese 2.1.3, on a ¢ = 0 donc 'espace des
profils oscillants est vide. On pose donc dans ce cas : P := P,,.

2.2 Construction du développement BK'W pour une fréquence el-
liptique.

Ce paragraphe donne une construction rigoureuse du développement d’optique géométrique dans
le cas d’une dégénérescence de la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme dans la zone elliptique.
Ceci dans le but d’étudier I'influence de ’ajout d’'une donnée non nulle sur les estimations d’énergie
que l'on peut obtenir pour le probleme aux limites (2.1) (cf. paragraphe 2.4).

Ce paragraphe peut donc étre vu comme une généralisation (dans le cadre linéaire) des travaux
de Marcou (voir [Marl0]) pour des problemes aux limites & condition de bord non homogene. De
plus, ce paragraphe est un bon travail préparatoire pour le paragraphe 2.3 dans lequel la condition
de Kreiss-Lopatinskii uniforme sera violée dans la zone elliptico-hyperbolique.

Remarque Ici, aucune confusion n’étant possible, on notera II; les projecteurs IS de la définition
2.1.3.
Dans la suite de ce paragraphe, on travaillera avec des termes sources f€ et g° de la forme! :

otz jeta’)

[t ) =t f (t,x,ﬂ),et g°(t,a)) ==ee’ = g(t, 7).
3

La phase ¢ est définie en (2.6), les amplitudes f¢’ et g sont respectivement dans P,., et dans
H>(09Q7) et sont de plus toutes deux nulles pour les temps négatifs.

1On peut remarquer que le terme source a lintérieur f¢, est O(1) dans L?(Q27) tandis que le terme source sur le
bord g%, est O(e) dans L?(9Qr). Clest cette différence d’amplitude qui permettra de démontrer le caractere optimal
de I'estimation d’énergie.
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On choisit de travailler avec un ansatz de la forme,

u(t,x) ~ Za”egg’(t’x,)Un <t,a:, %) , (2.7)

n>0

ou pour tout n > 0, U,, € P,,.

L’avantage de prendre un ansatz de cette forme est de pouvoir traiter les modes elliptiques en
un seul bloc comme le fait Lescarret en évitant d’avoir & imposer leur dépendance vis-a-vis de la
variable rapide Xy4. Ainsi, par rapport a la méthode décrite par Williams dans [Wil00] et Hernandez
dans [Her12], on n’a pas besoin de supposer que la matrice A(() est diagonalisable. De surcroit, cela

permet d’éviter d’avoir a résoudre de maniere approchée des équations de transport a coefficients
complexes.

Injectant ’ansatz (2.7) dans le probleme aux limites (2.1) on obtient la cascade d’équations :

L(axd)UO =0,

L(0x,)Up+ L(0)Up—1 = 6na f, Yn > 1, s,
BUn‘Td:XdZO = 577/,193 vn 2 0’ .
UnltSO =0, Vn >0,

ol 0, désigne le symbole de Kronecker et ol on a posé :
L(0x,) := Ad (0x, — A(Q)) -

Le lemme suivant est un point crucial pour résoudre les équations d’évolution vérifiées par les modes
évanescents, ou en d’autres termes, pour résoudre la cascade d’équations (2.8).

Lemme 2.2.1 On pose :

P, U := eXAQI_U(0), (2.9)
Xd —+o00

QuF = /0 (Xa= AT A F(s) ds - /X (X AOTL, ATV F(s) s, (2.10)
d

Alors, pour tout F' € P, l’'équation
L(0x,)U = F,

admet une solution U € P, s’écrivant sous la forme :
U =PeU + Qe F.
Démonstration : On doit résoudre :
Ox,U(t,z, Xq) = AQU(t, 2, Xq) + A ' F(t, 2, Xg),

équation différentielle ordinaire en Xy4. En effet les variables ¢ et x jouent le role de parametre, c¢’est
pourquoi on omettra de les noter dans la suite de cette démonstration.
Pour tout terme source F, la formule de Duhamel donne une solution qui s’écrit sous la forme

Xq 00
U(Xy) = XeAOI_U(0) + /0 eXa=)AOTT_ATTF(s) ds — /X eXa=) AT, A1 F(s) ds.(2.11)
d

Par définition des opérateurs P, et Q.,, cette solution s’écrit sous la forme U = Pe,U + Q, F' et
on vérifie sur la formule (2.11) que U € P,
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O
Grace au lemme 2.2.1, la cascade d’équation (2.8) peut se réécrire sous la forme :
PevUO = U07
BUy, _x,-0 =0, (2.12)
UO‘tSO = 07
pour le terme principal Up, et
(I - ]P)ev)Un = Qev(én,lfev - L(a)Un—l)a
Vn > 1, BUn, _x,—o = 9n,19; (2.13)
Un‘tSO = 07

pour les termes d’ordre supérieur.

2.2.1 Construction du terme principal.

Utilisant le fait que P, Uy = Uy dans la condition au bord de (2.12), on doit résoudre pour le terme
principal le systéme d’équations suivant :

IEDevUvO = U(),
BIL_Uy(t,,0,0) = 0, (2.14)
Upjzy = 0.

Par définition de P, (cf. (2.9)), la premiere équation de la cascade (2.14) implique que le terme
principal Uy est connu si on connait sa trace en {X; = 0}. Le probleme est que cette trace est
déterminée par la condition de bord qui est I’équation ”difficile” a résoudre de ce systeme. En effet,
on ne peut pas inverser la matrice B sur E_((), car la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme
n’est pas vérifiée. De plus, la condition de bord ne détermine pas la trace en {X4 =0} mais ”la
double trace” en { Xy = x4 = 0}.

On va donc commencer par déterminer cette ”double trace” Uy (¢, 2’,0,0). Pour ce faire, on pose

II_Uy(t,2',0,0) = ap(t, z')e, (2.15)
ou e est le vecteur défini en 2.1.5, o étant une fonction scalaire.
La détermination de ag suit la méthode développée par Marcou que I'on adapte ici au cas d’une

condition au bord non homogene. On commence par s’intéresser aux équations (2.13) pour le terme
U;. Elles s’écrivent sous la forme :

(I - Pev)Ul = @ev(fev - L(a)UO)v
BUI, _\,0=9 (2.16)
U1|tgo =0.

Injectant la premieére équation évaluée en {xy = X47 = 0} dans la condition de bord et prenant le
produit scalaire avec le vecteur b défini en 2.1.5 ; on se rameéne a I’équation :

b BQeyo(f*" = L(9)V0)zy=x4=0 = - 9 - (2.17)

Cependant utilisant la définition de Q., (voir (2.10)), on peut développer le terme de gauche sous
la forme :

“+o0o
b BQey(f* — L(O)Uo)jzy=x,=0 = b B / e O AN (— £ + L(0)Uo(s)) ds,
0
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et par conséquent

b-B /0 o e S AV AT L(O)Up(s)ds = b- <g +B /0 = e S AT AT F0(s) ds> :
= g().
Développant le terme de gauche et utilisant 1’égalité (2.15), il vient :
Too d—1
b-B /0 e AL AL L(O)Us(s) ds = b- BL;dyao + » b+ BL;dj00,
j=1
ou l'on a posé :

{ I = 70 e AOIL, AT1eAO¢ s, (2.18)

f+°° —s A )H+A LA esAl )eds
On a donc montré que la fonction «q vérifie I’équation de transport :
d—1
bBIﬁH—ZbBIJ@j ag = go-

j=1
Cependant les coefficients de cette équation n’ont a priori aucune raison d’étre réels. Le caractere
bien posé de cette équation de transport n’est donc pas immédiat. Dans la suite de ce sous-
paragraphe, on va tacher de rendre les coefficients Iy, I; plus explicites.
Lemme 2.2.2 [Mar10] On pose I, := Iy et Oy, := Or. Alors pour tout j € {0,...,d — 1},

I; =110, 1T (Q)e.

Démonstration : Soit ;1 une valeur propre de A(¢)II_. Par définition on a Rep < 0 et de plus,
e’t est une valeur propre de SAOT ; la formule de Dunford permet donc d’écrire :

eAOI = 1/ e (A(¢) — )" dz,
r_

2T

ou I'_ est une courbe simple fermée incluse dans le demi-plan complexe de partie réelle négative
entourant les valeurs propres de A({)IT_.
Puisque II_e = e, on peut réécrire,

1 oo
L= ( / gs(:=A ())H+ds> Aj(AQ) — 2) M dze.
™ Jr_ 0

D’autre part on peut calculer explicitement,

s=-400

+oo

/ AL, ds =[O - A0 T

0 S=
= I (AQ -2

car les valeurs propres de A(¢)II; ont une partie réelle strictement positive et que la partie réelle
de z € I'_ est strictement négative, donc le terme en l'infini est nul.
Avec la convention Ag = I on trouve,

o= 1 (g [ A© -9 A A0 -9 e ) e

2

- (g k=)

= I1.9,,I_(Qe.
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Si on pose E1(¢) = e(¢) dans I'hypothese 2.1.3, au voisinage de ¢ on peut écrire 1’égalité suivante :

Be(¢) = B(¢) (v +i6(C)) , (2.19)

ou B(C) et e(¢) sont des vecteurs réguliers de taille p et # une fonction scalaire qui vérifient :

e(¢) =
0(¢

B(0) #0.

~— —

e,
0;0(¢) eR,
0.

/\

Plus précisément, 3(() est la premiere colonne de la matrice P(¢) introduite dans I'hypothese 2.1.3.
En utilisant le lemme 2.2.2, au voisinage de ¢ on peut écrire I’égalité :

b-BI; = b- BILL(¢)d,,T1_({)e.

On dérive I'identité IT1_(¢)e(¢) = e(¢) pour ¢ voisin de ¢, puis on compose a gauche par I (¢) afin
d’annuler le deuxieme terme, et 1’on obtient :

14 (€)0n, 1 (¢)e = Iy,e(C).

Maintenant dérivant (2.19) et évaluant en ¢ on a :

By, e(¢) = iB(¢)0n; 0(C)-
On a donc montré la proposition suivante :

Proposition 2.2.1 La fonction ag définie en (2.15) est solution de l’équation de transport a coef-
ficients réels :

{ ib- B(C) (8-0(¢)dan + Vy0(C) - Vo) = Go (2.20)
—0, .

Q0p<o

ou les coefficients 0:0(C) et b- () sont non nuls (cf. [Mar10]). Donc g est déterminée de fagon
unique, est non nulle si go l'est et admet la méme régqularité que go (i-e. une régularité H>*(0Qr)).
D’aprés léquation (2.15), il en est de méme pour II_Uy(t,2’,0,0).

Remarque On insiste sur le fait que le coeflicient b- 3 en facteur dans ’équation de transport 2.20
n’est pas nul. Raisonnnons en effet par I’absurde, d’apres la définition 2.1.5 si b - 5 est nul alors il
existe un vecteur v € E_(() tel que :

B(¢) = Bu. (2.21)

Décomposant v sur les vecteurs de la base de £_(¢) donnée dans I'hypothese 2.1.3, on peut écrire
v = Z?:z a;E;(¢). Injectant cette expression dans (2.21) il vient :

Q=Y aB5(0),
j=2

olt 3;(¢) désigne la j™¢ colonne de P(¢) ce qui contredit clairement I'inversibilité de P(().
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La proposition 2.2.1 permet donc de déterminer de fagon unique la ”double trace” II_Uy(t, 2, 0, 0).
Pour conclure la construction de Uy il suffit de remarquer que dans la condition de polarisation
Uo(t,x, Xq) = PeyUo(t, x, Xg), qui régit 'évolution du terme principal Up, la variable x4 n’est qu’un
parametre. Par conséquent on peut relever la ”double trace” TI_Uy(t, 2’,0,0) en une ”trace simple”
II_Uy(t,x,0) de fagon arbitraire (toutefois de fagon compatible pour x4 nul). On pose donc comme
dans [Les07] :

Uo(t, 2, Xg) := ap(t, z')x(2q)eX4 e,

ou x € CX(R) vérifie x(0) = 1.

Ceci conclut la détermination du terme d’ordre zéro dans le développement BKW.2

Remarque On insiste sur le fait que le terme principal du développement BKW, et par voie de
conséquence tout le développement BKW, n’est pas unique. En effet, le terme principal Uy dépend
de la fonction de relevement y. Cependant un argument de Métivier [Mét04] montre que cette
dépendance ne se fait qu’au travers d’un terme d’erreur d’ordre supérieur en €. En effet, par
développement de Taylor en x4 on peut écrire :

Uo(t, x, Xd) = Uo(t, x', 0, Xd) + de(t, x, Xd),

ou V est une fonction de P,,, ainsi que W := X; V. On peut donc réécrire en posant Xy = % :
x x
Uo(t, 2, X4) = Up (t, 2.0, ?d) Lew (t,az, ?d) .

Donc Derreur entre la trace de Uy en {xgy =0} et son relevement est au pire un terme d’erreur
d’ordre un.

2.2.2 Construction du second terme.

La construction du second terme du développement BKW est assez similaire & celle du premier ; on
se contente donc d’en décrire les grandes lignes. Le second terme du développement doit satisfaire
la cascade d’équations (2.16) c’est-a-dire :

(I - ]P)ev)Ul = @ev(fev - L(a)UO)v
BUl\wd=Xd=0 =9
Ulltso =0.

Cependant, I'amplitude Uy étant maintenant connue la premieére équation de (2.16) permet de
déterminer la partie non polarisée de Uy, c’est-a-dire (I — Pg,)Uj.

Ainsi, pour déterminer Uy, il faut et il suffit de déterminer sa partie polarisée, c¢’est-a-dire Pe,U;.
On a vu dans la construction du premier terme que pour ce faire il suffisait de connalitre la trace
II_Ui(t,x,0). Comme pour la construction du premier terme on va d’abord déterminer la ”double
trace” TI_Uy(¢,2',0,0).

Injectant dans la condition de bord de (2.16) on obtient :

BII_Uy(t,2',0,0) = g — BQe,(f¢" — L(0)U0)|zy=x 4=0- (2.22)

2Bien que ’on ne sache pas encore a ce stade de ’analyse si le terme principal que ’on vient de construire approche
bien la solution exacte du probleme aux limites, il est intéressant de remarquer qu’un terme source sur le bord d’ordre
un en ¢ suffit & ”allumer” un terme d’ordre zéro en ¢ dans le développement BKW. Cette différence d’échelle sera au
coeur de la démonstration de 'optimalité de ’estimation d’énergie.
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On assiste ici a une légere différence par rapport au premier terme. En effet, a priori le membre
de droite de cette équation n’est pas nul donc on ne peut pas en déduire que II_U;(¢,2',0,0) €
ker BN E_ (C )

On décompose donc
O_Ui(t,2',0,0) = ai(t,z")e + vi(t, 2'), (2.23)

oll v est une fonction scalaire & déterminer et vy (¢,2') € E_ (g ), ol le sous-espace vectoriel E_ (g )
est défini en 2.1.5.

La condition de bord (2.22) se réécrit donc sous la forme :

V] = B|7Eu1_(§) (g — BQev(er - L(a)UO)|Zd:Xd:0) )

équation qui détermine en fagon unique vy € H*(9€r), nul pour les temps négatifs.

A ce stade, il suffit donc de déterminer a; pour connaitre la double trace II_U; (¢, 2/,0,0). Pour
cela on peut réitérer a quelques différences pres la méme construction que celle décrite dans le
sous-paragraphe 2.2.1 qui permet d’exhiber une équation de transport dont a; est solution.

Les équations satisfaites par le troisieme terme s’écrivent sous la forme :

(I - Pev)UZ = _QevL(a)Ula
BUy, o =0,
UZ‘tSO = 07

qui apres l'injection de la premiere équation évaluée en x4 = Xz = 0 dans la condition de bord et
composition a gauche par le vecteur b, conduisent a la condition :

b BQey LUy, _\ _, = b BQeyL(O)(I —1I)

U1|zd=Xd=0 .

Utilisant la décomposition (2.23) on se ramene a ’équation :

b-BQuL(@)are = —b-BQuwL(d) ((1 ~T)U1, _x,0+ vl> ,
= gi(t,2)).

Mais comme dans la construction du premier terme, le terme de gauche de I’équation précédente

s’écrit sous la forme :
d—1

b BQeyL(0)a1e=0b-B | Indy + ijaj ai,
j=1

ot les I; pour j dans {0,...,d — 1} sont définis par (2.18). Le lemme 2.2.2 permet alors de montrer
la proposition suivante :

Proposition 2.2.2 La fonction «y définie en (2.23) est solution de l’équation de transport :

{ ib- B(C) (0-0 (¢) drar + V0 (€) - Vaarr) = 1,

ALy = 0.

Mimant la fin du sous-paragraphe 2.2.1, il faut maintenant étendre II_U;(t,2’,0,0) aux x4
positifs. On pose par exemple :

Ui(t,x, Xa) = x(24)eX ) (aq(t, 2')e + vi(t,2) + Qeo(F& — L(O)Uo) (¢, Ta, Xa),

ou l'on rappelle que la fonction x € C°(R) est telle que x(0) = 1.
Ceci conclut la construction de la seconde amplitude du développement BKW.
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2.2.3 Construction des termes d’ordre supérieur.

Il est clair que la méthode développée dans les deux sous-paragraphes précédents permet aussi de
déterminer le terme d’ordre n + 1 si on connait les n termes précédents. En guise de conclusion et
de récapitulatif on I’expose cependant une derniere fois.

o Connaissant le n**™ terme, I’équation (2.13) détermine la partie non polarisée du terme
d’ordre n + 1.

¢ La définition de P, implique que pour connaitre la partie polarisée du terme d’ordre n + 1,
il suffit de connaitre la trace II_U,4+1(t,x,0). On commence par déterminer ”la double trace”
HfUnJrl(t, l’l, 0, 0).

¢ On décompose I1_U,11(t,2',0,0) en une composante dans kerB dépendant d’une fonction
scalaire a,41 et une composante sur E_(C ) qui est déterminée par la condition de bord.

o Pour déterminer «,, 1 on écrit les éqaations satisfaites par le terme d’ordre n+ 2 et la méthode
de Marcou permet de montrer que ay41 est solution d’une équation de transport que 'on résout
par la méthode des caractéristiques. Ainsi, la ”double trace” II_U,4+1(¢,2,0,0) est connue.

¢ On conclut alors en relevant la ”double trace” I1_U,,1(t,2’,0,0) en une ”trace simple”
II_U,+1(t,x,0), par exemple en multipliant par une fonction de C2°(R) valant 1 en 0.

On a donc démontré la proposition suivante :

Proposition 2.2.3 1] existe une suite de fonctions (Uy)pnen C Pey qui vérifie la cascade d’équations
(2.8).

2.2.4 Justification du développement.

Le but de ce sous-paragraphe est de montrer que le développement BKW que ’on vient de construire
converge bien, dans un sens a déterminer, vers la solution exacte u® du probléme aux limites (2.1).
On commence par rappeler le théoréeme suivant qui justifie 'existence de la solution u* :

Théoréme 2.2.1 [ST88] Sous les hypothéses 2.1.1-2.1.2-2.1.3, pour toute fonction f € L*(Qr),
g€ H%(aﬁgp), nulles pour les temps négatifs, il existe une unique solution v € L*(Qr), a trace dans
Hfé(f)QT), du probleme auzx limites (2.1) qui vérifie de plus lestimation d’énergie :

C
2 2 2 2
U + ||y, = <= I|If + g > ) 2.24
ol + Wtaamol? g o < 5 (agon + ol (221
pour v > g > 0 et ot la constante C' est indépendante <1ie ~v et deT.
De plus®, pour s > 0, si f € H*(Qr) et g € H*T2(0Qr) alors il existe une unique solution
u € H*(Qr), a trace dans Hsfé(aQT), du probléme auz limites (2.1) qui vérifie de plus l’estimation
d’énergie :
C
2 2 2 2
ulls oy + 1Uzg=oll” 1 st+g)-
ol + ool g 55 (W Dol g
Dans tout ce qui suit puisque l'estimation d’énergie (2.24) est vraie pour 7 au dessus du seuil
70, on peut faire disparaitre la dépendance en v en multipliant la constante C par 7. On réécrit
donc estimation d’énergie (2.24) sous la forme :

10y + otegmol?, 5 ) < Cr (1 By + 61,3, ) (225

311 n’y a pas de démonstration & proprement parler de ce résultat dans la littérature. Cependant, la démonstration
de [MS11], dans le cas de la classe WR (cf. [BGRSZ02]) se généralise au cas présent.
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On va chercher a montrer la convergence du développement BKW tronqué vers la solution
exacte dans les espaces H({)r) qui constituent un cadre naturel puisque ces espaces permettent
de compenser la perte de puissance de ¢ lors la dérivation de la partie oscillante des solutions. Ces
espaces sont définis de la fagon suivante :

Définition 2.2.1 Pour tout réel N et toute suite de fonctions (u%).cjo,1) de H*(Qr), on dit que la
suite (u)eejo,] st O(e) dans H>®(Qr) si pour tout multi-indice o € N1 il existe une constante
Cq > 0 telle que :

Ve €]0,1], 5|a‘\\8au5||L2(QT) < Cpel.

Avant d’énoncer le théoreme justifiant le développement BKW, on donne une propriété qui
montre I'intégrabilité des fonctions U et L(9)U pour U dans P., qui décrit précisément leur com-
portement pour € petit en tant qu’éléments de L?(Qr).

On verra dans les démonstrations des théorémes 2.4.1 et 2.4.2 qu’il est nécessaire pour établir
I'optimalité des pertes de dérivées dans les estimations d’énergie que la vitesse de convergence du
développement BKW tronqué vers la solution exacte soit suffisamment rapide. Ainsi, comme on le
verra dans la preuve du théoreme 2.2.2, la proposition 2.2.4 ci-dessous permet de raffiner la vitesse
de convergence. Bien que ce raffinement ne soit pas indispensable dans le cas elliptique, il jouera
un role clé dans le cas elliptico-hyperbolique.

Proposition 2.2.4 Soit U € P., ; alors les fonctions U (t,x,%4) et (L(a)U(ta337Xd))|Xd:3Ld sont
O <6%) dans L*(Qr).

Démonstration : On calcule

2 oo 5o Tq\ _sed|?
Zd —0 2 /
HU|Xd:Ld||L2(QT) = / / e’ U (tw’fa *) e | dtdx’dxg,
€ 0 ]—o0, T xR4~1 €
+o0 2
Zd o _o5%d
= / He‘S < U (-,',xd, —)‘ e 2% day.
0 e /1L (00r)

Par hypothese s U(t,z, %) € H*(Qr x Ry) on peut donc majorer de la fagon suivante :

+o0 2y
) / e 203 dxg,
Lz7xd(Lt71/(89T)) 0

IN

HUeéé

2
||U|Xd:%d ”L?(QT)

< Ce.

Ce qui conclut la démonstration de la premiere assertion.
Soit Jy un opérateur différentiel, y étant un élément de {¢,z1,...,24} on a :

2 2y

9

+o0o
2 . §Zd Td
1O, Xa)) x,—2a B2y = /0 |0, (02| oy

car I'évaluation de X4 en %4 est effectuée apres la dérivation.
Puisque e o,U (t, x, i—d) € H*(Qp x R4) on peut appliquer la méme majoration que pour la
premiere assertion et donc on obtient :

1
|| (8yU(~,~,Xd))‘Xd:z?d ||L2(QT) S 052’

et par inégalité triangulaire on en déduit que (L(9)U (¢, x, Xa))|x,=za est O <5%) dans L?(Q7).
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On définit enfin .
d
app,No = Z 5 (t Z, ?),
n<Np

le développement BKW tronqué a ’ordre Ny. Le résultat de convergence est alors le suivant :

Théoreme 2.2.2 Sous les hypothéses 2.1.1-2.1.2 et 2.1.8, I’écart u® —u, ou u® est la solution

app,No
du probleme auz limites (2.1), est O (5N0+§) dans H> (7). Donc, le développement BKW tronqué

converge bien vers la solution exacte dans HZ ().

Démonstration : Par construction des amplitudes (U, )nen, 'écart ug — u® est solution du

probleme aux limites :

app,No+1

L(a) <7J,pr’N0+1 — uf) = 5N0+1ei% (L(@)UNOH)‘XF% ,
B (U g1 — 1 —0, (2.26)

lxqg=0

€ € _
(uapp7N0+1 u |t<0 - 0.

Appliquant l'estimation d’énergie (2.25), on peut majorer ||uapp No+1 — Ullr2@p) par la norme

L?(Qr) du terme source de (2.26). Plus précisément :
tgpp o1 = 422000y < CEMFH (LOUNg+1) =2t 22(620)-

Or d’apres la proposition 2.2.4, pour tout indice N, (L(a)UN)p(d:%d est O (55) dans L%(Qr), donc
on déduit : ,
N 2
[uepp,No+1 — U Nl L2 07y < C™0T2,
Pour tout multi-indice « les dérivées tangentielles 9;* , sont estimées directement en dérivant le
systeme (2.1), on a donc :

;L
10 (iam s =) |y < |0 (7 LO)Uno11) Xa="2 | 2
€ T
Calculant le terme de droite par la formule de Leibniz il vient :
fel i2
‘ t.a’ (e : L(a)UN”l)’ L2(Q7) = glal I (L(O)UNo+1)x,=2a |l L2(2r)
108 (LN )y i o)
< Q.
- €|a|
Par conséquent,
3
€|a\ Hatcfx’ (UZPP7N0+1 — us) | ’L2(QT) < C€N0+2 . (227)

On utilise ensuite I’équation d’évolution du probleme aux limites (2.26) pour exprimer les dérivées
par rapport a la variable x5 comme sommes de dérivées par rapport aux variables tangentielles.
Ainsi 'estimation (2.27) reste vraie si on adjoint les dérivations par rapport & la variable normale
xq. On a donc démontré que u; —u® est O (5N0+%) dans H°(Qr).

Or, uapp No+1 anNo
permet de conclure la démonstration.

app,No+1

est clairement O (5N0+%) dans HZ°(Qr) donc l'inégalité triangulaire

g
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2.3 Construction du développement BKW pour une fréquence
elliptico-hyperbolique.

Le but de ce paragraphe est de construire un développement d’optique géométrique pour une
fréquence vérifiant I’hypothése 2.1.4 et non plus I’hypothése 2.1.3 comme dans le paragraphe
précédent.

Le fait que la fréquence soit maintenant elliptico-hyperbolique nécessitera de prendre en compte
des profils oscillants qui comme on le verra compliqueront 1égerement la résolution des conditions
au bord.

On considére des termes sources f€ et ¢° de la forme,

co(ta’)

fet,x) = e = (ef(t,x, Xg) + fev(t,a:,Xd))|Xd:Ld ,
- po(t,a’)
F(ta) = ee"i gt,a),
avec fo5 := >4 _ ewmXafos ¢ P, f € P, et g € HT(R x R41), des fonctions nulles pour les

temps négatifs.

Remarque L’analyse suivante reste vraie en prenant pour f¢ un élément de la forme es f avec
f € P. Cependant comme on le verra, un terme source de la forme précédente qui permet de
considérer des amplitudes dont la composante évanescente est plus importante que la composante
oscillante sera nécessaire lors de la démonstration du théoreme 2.4.2.

On postule un ansatz de la forme :

- o(t,a’)
u(t, z) ~ Zenelw E Un, <t,x, ﬂ) , (2.28)

g
n>0

ou pour tout entier n > 0, U,, € P se décompose de la facon suivante :
M
Un(t, s, Xa) :=UP +Us" = em™u,,  + U
=1

Injectant l’ansatz (2.28) dans le probleme aux limites (2.1) on obtient les cascades d’équations :
L(0x,)Uy =0,
o =0, (2:29)

pour le terme principal et :

L(aXd)Un + L(a)Un—l = 5n,1fev + 6n72f057

Yn > 1, BUn, _x,—o = 19, (2.30)
Un|t§0 = 07

pour les termes suivants. d,, désigne une fois de plus le symbole de Kronecker.
Le lemme suivant, qui généralise le lemme 2.2.1, donne une solution de I’équation L(dx,)U = F
pour F € P.
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Lemme 2.3.1 [Les07] I existe des projecteurs P, P*, un pseudo-inverse Q tels que pour tout profil
F € P l’équation :
L(0x,)U = F, (2.31)

admet une solution U € P si la condition de compatibilité P'F = 0 est vérifiée. Auquel cas, cette
solution U est donnée par la formule :

U=QF +PU.
On rappelle la démonstration de ce résultat (voir [Les07]).

Démonstration : Puisque, P est la somme directe de P,s et de P, il suffit de construire les
projecteurs P, et P,s séparément dans ces deux espaces puis de définir P := P, + P,s. On fait
ensuite de méme pour Q.

De surcroit dans tout ce qui suit seule la dépendance en la variable rapide Xy importe. Ainsi,
les variables lentes t et x jouent le role de parametres et I’on omettra de les noter dans un souci de
simplification des notations.

e Cas I' € P,,.

On est donc dans le cas de la preuve du lemme 2.2.1 pour lequel le projecteur P, et le pseudo-inverse
Qe sont définis par :

P, U = eXeAQTI° U(0),
Xd —+o0
QeFo = /0 eXa= AT ATTE,,(5) ds — /X eXa=) AT ATV E,,(s) ds,
d

et la solution associée U, est bien de la forme U = Pg,U + Q¢ F' pour tout terme source F € P,,.
Aucune condition de résolubilité n’est & imposer sur F' et on peut donc poser

P, =0.
Ce qui conclut la démonstration dans le cas d’un terme source évanescent.
e Cas I' € P,,.
On décompose F' = Y7 _ e@nXa[F, - Cette fois 'équation (2.31) s’écrit & m fixé sous la forme :
L(C, 1w )Um = Fin, (2.32)
ol
d—1

L(C iwy,) =1 | T+ ) njAj+w,Ad
j=1

Utilisant les projecteurs Il,, et les pseudo-inverses R,, introduits dans la définition 2.1.3 on peut
poser pour tout U € P, :

q q
PosU = PésU = Z eingmHmUmy QosFos 1= Z eingmRmFm-

m=1 m=1
Alors Iéquation (2.32) peut se reformuler en terme de projections de la fagon suivante :
{ Pfjs frIn:I ﬁ(gv ng)Um = P?)sFofg )
Qos gnzl ﬁ(g Zﬂm)Um = @OS]P)ZOSFOS s
ce qui est équivalent par définition des II,, et des @,, a

P! F,s =0,
U= @osFos + IEDost-

La premiere équation donne donc bien une condition de compatibilité et la seconde décrit la forme
de la solution. Ce qui conclut la démonstration dans le cas oscillant et donc dans le cas général.
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O

Les cascades d’équations (2.29) et (2.30) peuvent, en vertu du lemme 2.3.1, se réécrire en terme
de projecteurs de la facon suivante :

PUy = U,
PiL(0)PUy = 0,
2.33
BUO|xd:Xd:O =0, ( )
UO‘tSO 07
pour le terme principal Uy et
(I = P)Up = Q(0n2f* + Gn1 f< — L(O)Un-1),
P L(O)U,, = P"0p 1 f°° + P'on 1 f,
Vn > 1, ’ ’ 2.34
- BUn|zd:Xd:0 = 571,19) ( )
Un‘tgo = 07

pour les termes d’ordre supérieur.

Les premieres équations des cascades (2.33) et (2.34) découlent de la forme de la solution de
(2.31) et les deuxiemes de la condition de compatibilité P*F = 0 du lemme 2.3.1.

Le premier terme du développement doit satisfaire les conditions (2.33) de polarisation et de
propagation ainsi que la condition de bord et la condition initiale que I'on écrit en le décomposant
sur les espaces P, et P, :

( P, Us" = USY,
]P}OSUOS J— UOS,
IP” (8)P08U O
P, <a>PevU (2.35)
ev —
U O\Xd 0:| |zq=0 o 07
\ S\SKO - Ug\q:so -

Cependant, on a vu au lemme 2.3.1 que 1'on avait la relation P!, = 0. Donc la quatriéme équation
de (2.35) est une tautologie. Ce méme lemme donne aussi la relation P!, = P,s qui permet de
réécrire la troisieme équation de (2.35) sous la forme :

Py L(9) P, US*

Par conséquent, les équations d’évolution sur les termes oscillants et évanescents ne sont reliées que
par la condition de bord. On commence par étudier I’équation sur le terme principal oscillant.

2.3.1 Construction du terme principal oscillant.

Grace a la décomposition donnée au lemme 2.1.2 et d’apres la définition de P,s on peut identifier
chaque terme dans le développement de Ug® de la fagon suivante :

Hmuo,m = UQ,m,

11, L(8)ug.m = 0,
B M ugm + st =0,

|zq=0

Vm e {1,....q}, (2.36)

U0,m <o = 0.

On rappelle le lemme suivant qui va permettre de se ramener a une équation de transport :
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Lemme 2.3.2 [Laz57] Sous Uhypothése 2.1.1, on a l’égalité suivante :
HmL(a)HmUQW = (8t + Um - Vx)u(),m,
ot on rappelle que vy, = VA, (n,w,,) est la vitesse de groupe associée a la phase o(t,x") + w,, 4.

On va maintenant distinguer deux cas selon ’ensemble d’appartenance de m.

Premier cas : m € O
Par définition, la vitesse de groupe vy, est sortante ; ainsi I’équation de transport associée au systeme
(2.36) ne voit pas la condition sur le bord et s’écrit sous la forme :

{ (815 + v - vx)uo,m = 07
'U/O,m‘tgo = 07
et s’integre le long des caractéristiques. Ainsi ug,, est solution d’une équation de transport ho-
mogene a donnée initiale nulle donc ug,, est nulle ainsi que sa trace en {z4 = 0}.

Deuxiéme cas: m € T

A l'inverse du cas précédent le phénomene étant entrant ’équation de transport nécessite de prendre
en considération la condition de bord ; on a par conséquent :

(at + U - Vx)uo,m = 0,
B [ZmGI HmuO,m + (PS’UUSU)\XCFO}

U0,my, <o = 0.

=-B ZmEO Hmuo,m = 0’

|xq=0

Etudiant de plus pres le terme de gauche de la condition de bord, on remarque que :
Z M tom,, o + e Ug¥(t,2',0,0) € vect {e} .
meZL
En vue d’assurer la condition de bord on doit donc résoudre :

{ 2 mez muomy, o =0, Vm € T,

2.37
e U§¥(t,2',0,0) = ap(t, 2 )e, (2.37)

ou « est une fonction scalaire a déterminer. Par conséquent, I’équation de transport pour un terme

entrant s’écrit sous la forme :
(815 + Uy - V:E)UO,m = 0;

uozm‘zd:O = 0’
UO,m‘tSO = 07

qui montre une fois de plus que pour tout m € Z, 'amplitude ug ,, est nulle ainsi que sa trace sur
{xd = 0}.4

2.3.2 Terme principal évanescent.

Pour le terme principal évanescent on doit résoudre :

Pengv = U§U7

BII Ug¥(t,2’,0,0) =0, (2.38)
Ugr  =0.
[t<0

40n peut remarquer ici, que ni la présence d’un terme source sur le bord d’ordre un en ¢, ni la présence d’un terme
source oscillant a U'intérieur d’ordre un en € ne suffisent a créer un terme oscillant d’ordre zéro dans le développement
BKW. Ceci permettra de montrer par la suite que la perte de régularité dans ’estimation d’énergie est portée par la
composante évanescente de la solution.
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Ce systeme d’équation est le méme que celui régissant le premier terme du développement BKW
pour une fréquence vérifiant ’hypothese 2.1.3 (voir (2.14)). Il est donc tentant de suivre la méme
méthode que celle décrite au sous-paragraphe 2.2.1 et de voir dans quelle mesure il faut ’adapter
ici. On commence donc par s’intéresser aux équations (2.34) vérifiées par le terme évanescent Uf" :

(I - HJ)ev)Ulev = @ev(fev - L(@)US”),

B[Uf5+ ﬁ“Xd:OLxd:O:g, (2.39)
U =0.
|t<0

Comme pour le premier terme, la premiere équation de (2.39) est explicite dans le sens ou elle ne
dépend que de II° Uy (t, x,0) et encore une fois c’est la seconde équation qui pose probleme et ce
pour deux raisons. La premiere est encore une fois ’absence de la condition de Kreiss-Lopatinskii
uniforme dans E€ (¢) et la seconde est qu’elle fait intervenir des termes oscillants d’ordre un en ¢
qui ne sont pas connus.

Cependant on a vu au sous-paragraphe 2.3.1 que 'on pouvait déterminer les termes oscillants
plus ou moins indépendamment des termes évanescents. C’est donc ce que 'on va faire avant de
continuer plus avant dans la détermination du terme principal évanescent.

2.3.3 Termes oscillants d’ordre un en ¢.

On considere le systeme d’équations (2.34) vérifié par le terme oscillant d’ordre un en ¢ :

(I - POS)UloS = —Qos(L(a)Ué’s%
]P’OSL(ﬁ)UfS = [,

2.40

BUl\zd:Xd:O :g7 ( )
oS — 0
lit<o :

Puisque le terme U§® est maintenant connu (on sait méme que ce dernier est nul), on voit que la
premiere équation détermine la partie non polarisée de U® qui doit donc étre nulle ainsi que sa
trace sur {xg = 0}. Il suffit donc de déterminer la partie polarisée, P, L(9)U7®, pour cela combinant
les deux premieres équations de (2.40) on a :

P L(8)Pos U2 = f°°.

Descendant au niveau des amplitudes uq,, et utilisant le lemme de Lax, on peut se ramener en
réitérant la construction effectuée dans le sous-paragraphe 2.3.1 aux équations de transport sur
IL, w1 ,m :

{ (at + U - va:)Hmul,m = f7ons7

sime 0. 2.41
Hmul,m‘tgo = 07 ( )

(at + U V:1:)1_[171“1,7)1 = 7?-;97
B (Ser Mttty o + U (6,5,0,0)) =g = BY pco Tt o, simeZ. (242
Hmul,m|t§0 = 07

L’équation (2.41) est une équation de transport qui détermine de fagon unique I, w1 = w1y, ainsi

que sa trace en {z4 = 0} pour tout indice m € O. On insiste sur le fait qu’a priori uy ., est non
nulle car ’équation de transport n’est pas homogene a 'intérieur du domaine.
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Le cas d’un indice entrant est légérement plus complexe puisque la condition de bord fait in-
tervenir la valeur du terme évanescent. On commence par décomposer le terme évanescent en sa
partie polarisée et sa partie non polarisée. Ainsi I’équation au bord de (2.42) s’écrit sous la forme :

B (Z MWt - + 12U (82,0, o>> =g= B i, , ~ BQa(/* ~ LO)US"),
meZL meQO

ou on a utilisé la relation suivante sur la partie non polarisée de Uf" :
(I = Pey)Ut" = Qeu(f*" = L(O)Ug")-
Le point important pour conclure est encore une fois que le vecteur

> M, + HEUE(t,27,0,0),
meL

apparaissant dans le terme de gauche est un élément de E_(().

Ainsi, en composant a gauche par le vecteur b défini a la définition 2.1.5, on se ramene a étudier
la condition de compatibilité :

b- BQeo(f< — L(O)UE) = b- <g -BY Hmul,mzd_o) . (2.43)

meO

De plus, en vertu de la définition 2.1.5, on peut trouver w; € E_ (¢) tel que la décomposition
suivante soit vérifiée :

Z ntitm, o+ e UgY(t,2',0,0) = aq (¢, 2')e + wy (¢, 2'). (2.44)
mel

Appliquant B et utilisant la condition de bord de (2.42), w; est déterminé de fagon unique par la
formule :

wy(t, ') = B‘E}_ © <g - B %Hmulmzdo — BQe(f — L(@)U§”)> : (2.45)
me

Par conséquent, wy est connu si et seulement si on connait Ug".

On pourrait croire étre revenu au méme point qu’a la fin du sous-paragraphe 2.3.2. Cependant
on a réussi a exhiber la condition de compatibilité (2.43) qui va permettre de déterminer Ug"” comme
le montre le sous-paragraphe suivant.

2.3.4 Retour sur la construction du terme évanescent principal.

La condition de compatibilité (2.43) s’écrivant :

b- BQev(fev — L(@)U§U)|zdzxd:0 = b- <9 - B Z u17m|1‘d—0> )

meO
= go (t, x'),

on peut réitérer la méthode décrite dans le paragraphe 2.2.1 pour démontrer la proposition :
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Proposition 2.3.1 La fonction «g définie en (2.87) est solution de ’équation de transport

{ ib- B(C) (9-0(C)drarg + Vpb(C). V) = Go, (2.46)

a0|t§0 = 0}

ot Von 0 posé o = b (9 B X o tim,o)-
Ainsi o est déterminée de fagcon unique, est non nulle si o Uest® et admet la méme régularité

que Go (i.e. une régularité H*(0Qr)). Par U’équation (2.37) il en est de méme pour la ”double
trace” TICUE"(t, 2, 0,0).

Donc la ”double trace” II¢ U§¥(t, 2, 0,0) est déterminée. Et réitérant les observations de la fin
du sous-paragraphe 2.2.1, il suffit de la relever en une ”trace simple” sur {Xy; = 0} pour obtenir
une solution du systéme (2.38) s’écrivant sous la forme :

erv(t7 x, Xd) = ao(t7 x/)X(xd)eXdA(g)e,
ou x € CX°(R) vérifiant x(0) = 1.

Remarque Encore une fois, a ce stade on perd 'unicité du développement BKW.

2.3.5 Retour sur la construction des termes oscillants entrants.

Une fois que I'on a fixé une fonction de relevement y, le terme principal évanescent est connu. Donc
wy défini en (2.44) est déterminé par la formule (2.45). Mais puisque w; € E_(¢) il peut étre
décomposé de la fagon suivante : B

wy = vl + 0,

avec vl € E"({) et v§ € E°({). Ainsi identifiant sur les sous-espaces E" (() et E® ({) on obtient les
deux équations :

ZmEI u17m|ajd:0 = U{L’
e Ugv(t,2',0,0) = a1 (t,a’)e + vi(t, a).

Cecu permet de reformuler ’équation (2.42) sous la forme :

(8t + Uy - vz)Hmul,m - 7ons7
\V/m S I, ZmEI Hmul,m‘zd:() — U{L,
Hmul,m‘tgo =0,

équations que I'on peut intégrer le long des caractéristiques pour déterminer uy ,,, pour tout m € Z.

Remarque Contrairement aux termes sortants, les termes entrants d’ordre supérieur a zéro ne
sont plus déterminés de facon unique. En effet, le fait que US§Y ne soit pas déterminé de fagon
unique se répercute sur w; par le biais de I’équation (2.45). Et par voie de conséquence, ’U{L n’est

pas déterminé de facon unique.

°1l est intéressant de remarquer que le terme source & intérieur de ’équation de transport (2.46) peut étre rendu
non nul si on choisit un terme source sur le bord pour le systéme (2.1) d’ordre un en &, ou (a priori), et c’est une
nouveauté par rapport au sous-paragraphe 2.2, si on choisit un terme source a l'intérieur oscillant pour le systéme
(2.1) d’ordre un en . C’est comme on le verra dans la démonstration du théoréme 2.4.2, de cette nouvelle possibilité
de rendre go non nul que viendra la perte de dérivée a l'intérieur dans l’estimation d’énergie si la condition de
Kreiss-Lopatinskii uniforme dégénére dans le cas elliptico-hyperbolique.
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2.3.6 Construction du second terme évanescent.

La construction du second terme est assez similaire a celle du premier ; on se contente donc d’en
décrire les grandes lignes.

Reprenant 'équation (2.39), US¥ étant maintenant connu, il suffit de déterminer la partie po-
larisée I1¢ U (¢, x,0). Comme pour le premier terme évanescent, on décompose :

e U (t,2',0,0) = ay (¢, 2" )e + v (¢, o),

et la condition de bord permet de déterminer vy (¢, 2').

Ainsi, il suffit de déterminer . Pour cela il suffit de réitérer exactement la méme construction
que celle décrite dans le sous-paragraphe 2.3.4, pour montrer qu’il existe une fonction g1 € H*>(9Qr)
telle que aq soit solution de ’équation de transport :

{ib-ﬁ(( 0 (¢) Orar + V0 (¢) Vo) = g1,
= 0.

<

Mimant la fin du sous-paragraphe 2.3.4, il faut donc maintenant étendre I1° Uf¥ (¢, 2/,0,0) aux x4
positifs. On peut par exemple poser :

UL (t, 2, Xg) := x(xa)e ) [aq(t,2")e + vi(t,2")] + Qe (f& — LO)US) (¢, x4, Xq)-

2.3.7 Termes d’ordre supérieur.

Dans ce sous-paragraphe on décrit en guise de résumé la méthode de construction des termes d’ordre
supérieur.

o La premiere équation de (2.34) donne automatiquement les parties non polarisées de U7%; et
de US4 . Donc il suffit de déterminer les parties polarisées.

© On commence par travailler sur les termes oscillants sortants, la deuxieéme équation de (2.34)
conduit par le lemme de Lax a une équation de transport de la forme :

(at + U - Vz)Hmun+l,m = Fp,
Hmun—i-l,mugo = _(I - Hm)u'fl-i-l,mugo'

ol Fy, est une fonction dépendant de (I — II;,)un+1,m et éventuellement du terme source oscillant.
Résolvant cette équation de transport, les termes oscillants sortants sont connus.
¢ La condition de bord pour les termes oscillants entrants et pour le terme évanescent s’écrit :

B (Z Hmun-l-l,m‘zd:o + 112 511) =—- B (Z un+17m|zd:0 + ((I - Pev)Uﬁil)\xd:Xd:O
meZl meQO
_ Z (I — Hm)un-i-l,mIdO) )
meZ

qui apres une décomposition de la forme (2.44) permet de déterminer Un+1,my,,_, COMME solution
d’une équation de transport dont on connait la trace sur le bord 9.

o Pour construire US4, il suffit de connaitre I1¢ Uy (2, 2',0,0). Cette "double trace” peut étre
décomposée sous la forme :

He— Sﬁ—l(tv J},, 07 0) = an+1(t, 35,)6 + 'Un+1(t, .%'/).
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La condition de bord vérifiée par US4, permet de déterminer v,;1. Pour déterminer la fonction
scalaire 41, on s’intéresse a la condition de bord vérifiée par US4 ,. Apres avoir déterminé les
termes oscillants sortants de rang n + 2 cette condition s’écrit sous la forme :

B (Z Hmu”+2vm\xd:0 + 112 siQ) = G+B (QevL(a) Tel’ih;pd:Xd:O) ’

meL

ou G est une fonction dépendant des traces de upn42.m, (I —ILy,)unt2m et éventuellement des termes

sources. On prend le produit scalaire de cette équation par b (pour annuler le terme de gauche) et

on obtient une équation de compatibilité sur S:’Lll o, qui d’apres la méthode de Marcou est
zg=Xg=

une équation de transport permettant de déterminer oy, 1.

On a donc démontré la proposition suivante :

Proposition 2.3.2 ] existe une suite de fonctions (Up)nen C P qui vérifie les cascades d’équations
(2.29) et (2.30).

2.3.8 Justification du développement.

On rappelle le théoreme suivant qui établit le caractere faiblement bien posé des problemes aux
limites vérifiant 'hypothese 2.1.4

Théoréme 2.3.1 [Cou02] Sous les hypothéses 2.1.1-2.1.2 et 2.1.4, pour tout choiz de termes
sources f € L?Ed(H%((‘?QT)) et g € H%((?QT), nuls pour les temps négatifs, le probleme auz limites
(2.1) admet une unique solution u € L?(Qr) qui vérifie l'estimation d’énergie suivante :

C

2 2 2 2

U + ||uy, ,— < f + , 2.47
I Hzg(QT) | lzg oll ;%(a 2 2 (H | 2 ( 7%(8 ) gl é(a T)) ( )

pour tout v > g > 0 et ot la constante C' est indépendante de v et de T.

De plus, comme pour le théoreme 2.2.1, une régularité supérieure des données du probleme se
transmet a la solution.

De fagon équivalente, sans la dépendance en vy, l’estimation d’énergie (2.47) devient :

+llgl?

2
H™ % (0Qr ) <’f| (H7 9Q7)) H? (09 )> (2.48)

lull72 0y + l1ufzg=oll
Comme dans le sous-paragraphe 2.2.4, on va montrer que le développement BKW que l'on a
construit dans les sous-paragraphes précédents converge vers la solution exacte du probleme aux
limites (2.1) donnée par le théoreme 2.3.1.
Pour Ny € N, on définit

Ugpp No (£ T) 1= Z e E U, ( )

n<Np

le développement BKW tronqué a ’ordre Nj.

Comme dans le sous-paragraphe 2.2.4, la convergence de Ug,p N, VErs la solution exacte du
probleme aux limites (2.1) est formulée dans les espaces HZ({2r) mtrodults dans la définition 2.2.1.
Le résultat de convergence, qui justifie le développement BKW, est le suivant :

Théoréme 2.3.2 Sous les hypothéses 2.1.1-2.1.2 et 2.1.4, si u® désigne la solution exacte du

probleme aux limites (2.1), Uécart ug,, n, — u est O(e™No+) dans H>(Qr).
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Démonstration : La démonstration de ce théoreme suit la méme méthode que celle du théoreme

N v s e 1. , - - .
2.2.2. A ceci pres qu’ici on a besoin d’estimer l'erreur entre u® et Ugpp No+2 (en effet, estimer
No+2

u —u® donne une vitesse de convergence en O <€ ) dans H°(Qr), qui n’est pas suffisante

g
app,No+1
pour démontrer le théoreme 2.4.2) et que les estimations ont besoin d’étre effectuées en norme

L2, (Ry; H %(8QT)) au lieu des normes L?(Qr) utilisées dans la démonstration du théoreme 2.2.2.

L’écart “pr No+2 — u vérifie le probleme aux limites :

i L
L(9) (UZPP7N0+2 - “E> = eMot2ets (L(O)UR 4o + L(O) ](i\;:)+2)|Xd:z?d ’
B (ugpwﬁ2 - u€> —0,
(Uipp,NoH - “€>|tSO =0.

D’aprés la proposition 2.2.4 et par interpolation entre les espaces L2(0Qr) et H'(0Qr) on montre
que pour tout indice N, L(9)UF} est O(1) dans L2 (Ry; H? (0Q7)). La méme interpolation montre
aussi que L(O)UR’ est O (57%> dans L2 (Ry; H %(8QT)) Ainsi, le terme limitant est le terme

oscillant.
Utilisant l’estimation d’énergie (2.48), on en déduit que

3
[tappNor2 — U ll2(0r) < Celots,

Réitérant les estimations pour les dérivées de la preuve du théoréeme 2.2.2, on montre ensuite que
pour tout multi-indice o € N#+1

3
IO (uipp,No+2 = 1) 2@y < CeM0T2.

3
Donc u)0F? — uf est O (eN0F2 ) dans H(Qr). Or, u)or? — ulo est O(eNot) dans HX(Qr). On

conclut par 'inégalité triangulaire.

0

2.4 Saturations d’énergie.

L’objectif de ce paragraphe est de montrer I’optimalité des estimations d’énergies obtenues dans
[ST88] et dans [Cou02]. La démonstration ci-dessous se base sur les méme arguments que celle pour
établir 'optimalité pour un probleme aux limites pour lequel la condition de Kreiss-Lopatinskii
uniforme n’est pas vérifiée dans la partie hyperbolique décrits dans [CG10].

2.4.1 Saturation de I’estimation d’énergie (2.25).

On commence par l'estimation (2.25). On se place donc dans le cas d'une fréquence elliptique
vérifiant 'hypothese de stabilité 2.1.3.

Théoréme 2.4.1 Soit s > 0, on suppose que pour tout f € L*(Qr) et g € H*(00) il existe
une unique solution v € L?(Qr) du probléme auz limites (2.1) qui vérifie de plus une estimation
d’énergie de la forme

lal200y < Cr (1£12200) + N1 oy ) - (2.49)

Alors, nécessairement s > %
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Démonstration : Par ’absurde, on suppose que s = % — 4, avec 6 > 0.
On choisit dans le probleme aux limites (2.1), les termes source suivants :

f=0, et g°:= ew(t,:r’)eifb,

ot ¢ (t,z') € C(R x R4™1) est nulle pour les temps négatifs et strictement positive sur |0, T'[, et ou
le vecteur b est celui introduit dans la définition 2.1.5. ) )
On a clairement g = O(g) dans L*(0Qr) et g = O (55) dans H2(0r). D’apres l'inégalité

1

d’interpolation classique pour les espaces de Sobolev appliquée a s dans [O, 5[ on a :

1
9]l mrs 0y < C2 7.

Utilisant I'estimation d’énergie (2.49), il vient que u® est O (5%”) dans L2(Qr).

D’apres le théoreme 2.2.2, on sait que l'on peut construire Uy € P, tel que (u® — e Up) est
O (5%> dans L2(Qp). En particulier, (uf — €' Up) est aussi O <€%+5> dans L?(Q7).

Utilisant I'inégalité triangulaire, ele Uy est O (£%+6> dans L?(Q7), mais reprenant la construc-

tion de Uy on sait que cette amplitude est de la forme :

Uo(t,z, Xq) = x(xq)ap(t, z')eXeA e, (2.50)
Le point crucial pour conclure est donné par le lemme suivant qui établit qu’une fonction non nulle
de la forme (2.50) ne peut pas étre mieux que O (5%) dans L?(Q7).
Lemme 2.4.1 Soit Uy une fonction de la forme (2.50) ; alors Uy (t, z, %d) est O (5%) dans L*(Qr).

Cette propriéte est optimale au sens ou s’il existe k > 0 tel que Uy soit O (5%+”> dans L*(Qr),
alors Uy est nulle dans L*(Qr).

Démonstration : La premiére assertion a déja été prouvée dans la proposition 2.2.4. Pour montrer
la seconde on utilise le fait que pour tout w € C*, M € My(C) on a

leMaw|? > e 2MI 2,

Conséquemment,

1
+o0 —2x 2
1Uoll2ry = llaollz2a0,) </0 X(xd)esdllA(C)‘eded)

puis par le changement de variable s = £ il vient

+o00 5
10llzar) 2 2 Cage </ x(eu)e—2s||A<<>||ds) ,
0

1
Ca e AN €2

v

Ce qui conclut la démonstration.
O

Utilisant le lemme 2.4.1, ¢/= Uy est O <5%+5) si et seulement si [|aol[z2(90,) est nulle et donc ag

est nulle. Reprenant la construction de la fonction ag on sait que cette fonction est solution de
I'équation de transport (2.46) avec

Jo = W[b]* # 0.
Donc, ag est solution d’une équation de transport non homogene, par conséquent «g est non nulle
d’otu la contradiction recherchée qui implique que s > %

g
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2.4.2 Saturation de I’estimation d’énergie (2.48).

Dans ce sous-paragraphe on montre 'optimalité de I’estimation d’énergie (2.48). On se place donc
dans le cadre d’une fréquence vérifiant ’hypothese de stabilité 2.1.4. De plus, afin de se placer sous
les mémes conditions qu’au théoreme 2.3.1 (bien que cela ne soit pas nécessaire pour construire le
développement BKW), on imposera que E” ({) # {0}. En d’autre termes, on suppose qu’il existe
une phase hyperbolique sortante.

Afin de démontrer 'optimalité de I'estimation d’énergie, on a besoin de 'hypothese technique
suivante :

Hypothese 2.4.1 Soit une fréquence ¢ € EM, telle que ker BNE_({) # {0}, alors E" ({) n’est pas
trivial.

De plus BEﬁLr (¢) n’est pas un sous-espace vectoriel de BE_((). De fagon équivalente, en utilisant
le vecteur b introduit dans la définition 2.1.5, il existe un vecteur © € E_}ﬁ (¢) tel que

b- Bii 0.

On renvoie au sous-paragraphe 2.5.1 pour des exemples de probleme aux limites qui satisfont cette
hypothese et pour des commentaires sur ’estimation que 1'on est en droit d’attendre si cette hy-
pothese n’est pas vérifiée.

Le théoreme principal de ce sous-paragraphe est le suivant :

Théoréeme 2.4.2 Sous les hypothéses 2.1.1-2.1.2-2.1.} et 2.4.1, soit s1, 2 > 0, tels que pour tout
S Lgd(Hfttgg,))(QT) et pour tout g € H*2(0Qr), il existe une unique solution u € L*(Q7) du
probléme aux limites (2.1) qui vérifie de plus l'estimation d’énergie :

ol < Cr (15125, ay * VolBiraonn ) - (2.51)

Alors on a nécessairement s1 > % et s9 > %

Ce théoreme montre donc que malgré le fait que la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme
dégénere en raison des modes évanescents, le phénomene de stabilité faible est toutefois amplifié par
I’existence de composantes hyperboliques. En effet, par rapport au cas elliptique on voit apparaitre
une perte d’une demi dérivée a ’'intérieur du domaine.

Cette perte d’une demi dérivée n’est pas anodine puisqu’elle exclut notamment les techniques
de point fixe apres linéarisation pour résoudre les problemes aux limites non linéaires.

Démonstration : On commence par démontrer 'optimalité de la perte de dérivée a l'intérieur du
domaine.

Par ’absurde, on suppose que s; = % — 0, pour un certain § € ]0, % [

On pose comme terme source pour le probleme aux limites (2.1)

g=0, et f¢:=ce's fo° (t, z, %) ,
o8 (t,x, %) = w(t,x)e@mo%de}}r,
ot et € (E"({)\ {0}) est choisi de manitre & assurer que
b- Bet #0.

(Ce choix est rendu licite grace a '’hypothese 2.4.1).
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Par interpolation,
1
1 o (g < Ce2 ™,

I'estimation d’énergie (2.51) permet alors de montrer que u® est O (5%+5> dans L?(Qr). On con-
struit alors un développement BKW et par inégalité triangulaire, on montre que Uy = Ug" le premier
terme du développement est O (E%JF‘S) dans L%(Qr).

Or, le premier terme du développement BKW est donné par :

Us* (1, 1) = aolt, o' x(za)e “AOe,
9

ce qui implique que pour o non nul, U’ est O (€%> dans L?(Qr) et pas mieux en vertu du lemme

2.4.1. Par conséquent o doit étre nul. Mais, aq est solution de 1’équation de transport (2.46) avec

comme terme source :
QO =b- (g — B Z ul’mlxd—0> s

meO

qui dans le cas présent se réduit a :

go = —b . B <Z ul’m|$d_0> .

meO

On conclut par la méme technique que dans [CG10]. Pour m € O, uy,, est solution de 1’équation
de transport :

{ (at + U - va:) Ul,m = 5m,m0¢(tal’)€}i7

ulvm\tg() = 07

ainsi seule I’amplitude u1 ,,, est non nulle et est donnée par :

t
1,mo (1, ) = / b (s, 4 (s — t)vm,) dselr.
0
Donc, on peut choisir la fonction 1y de maniere & ce que le terme source
do=—b-Bum, .
(L‘d—

soit non nul (car e’}r est tel que b-Be’_ﬁ # 0), ce qui implique que « est non nul d’ott la contradiction
recherchée. On en déduit donc que s7 > %

On montre maintenant que la perte de dérivée sur le bord est optimale.

Par I'absurde, on suppose que sy = % —90,0 € ]0, % [ La preuve est tres semblable a celle mise
en oeuvre pour montrer l'optimalité de 'estimation d’énergie (2.49), on n’utilise donc qu’un terme
de forcage sur le bord. On pose par conséquent :

f=0etg(t,a') :=ee p(t, )b,

avec une fois de plus b provenant de la définition 2.1.5 et ¢ € C®(R x R4™1), nulle pour les
temps négatifs et strictement positive sur |0,7[. Réitérant les mémes arguments d’interpolation
que précédemment, on peut montrer que

1
19|l Fro2 o627y < Ce2 ™.
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Utilisant 'estimation d’énergie (2.51) on montre que u® est O (E%J”S) dans L?(Qr). On construit
maintenant un développement BKW ; on sait alors que

[ uf — ei%UgvHLz(QT) < Ce.

Donc, U’ est O (5%”) dans L?(Qr), ce qui conduit en réitérant les arguments utilisés au sous-

paragraphe 2.4.1 au fait que g est nul. Or, ’équation de transport dont g est solution est (2.46)
ou le terme source est donné par :

§0 =b- (g - B Z Ul,mzd_o) )

meO

qui dans le cas présent s’écrit :

gO = ¢|b‘2,
puisqu’en ’absence de terme source oscillant a l'intérieur, les termes oscillants d’ordre un sortants
sont solutions de 1’équation de transport homogene (2.41) et sont donc nuls. D’ou la contradiction
recherchée, car aq est solution d’une équation de transport non triviale donc ne peut étre nul. On
conclut donc que s9 > %

O

2.5 Commentaires et conséquences.

2.5.1 Quelques commentaires sur ’hypothese 2.4.1.

On commence par mentionner que I’hypothese technique 2.4.1, dont on a eu besoin pour établir
loptimalité de 'estimation d’énergie (2.48), est vérifiée par tous les opérateurs hyperboliques L(9),
dont la matrice A; admet une unique valeur propre simple positive. On rappelle que ’hypothese
2.4.1 est équivalente a imposer l'existence d’un vecteur e}}r € Eﬁ(() tel que b - Be}jr est non nul.

Ceci est automatiquement vérifié si p vaut 1, car dans ce cas, B est une matrice ligne et b = 1.
11 suffit alors d’utiliser le fait que ES(¢) = {w \ w € E*({)} pour montrer que :

Vw € BS(¢), b- Bw=1b- Bw = 0.

Par conséquent, si b - Be’}r est nul, utilisant la décomposition (2.3), on obtient que b est nul ce qui
contredit sa définition (voir définition 2.1.5).

En particulier, le systéme de transition de phase liquide-vapeur étudié dans [BG98] et [Cou02]
et la linéarisation des équations d’Euler du sous-paragraphe 2.5.3 vérifient ’hypothese 2.4.1. Ainsi,
pour ces problemes aux limites, le théoreme 2.4.2 s’applique.

On fait maintenant quelques commentaires sur le type d’estimation d’énergie que I'on est en droit
d’attendre pour un probléme aux limites qui ne vérifie pas 'hypothese 2.4.1, mais pour lequel on a
toujours une dégénérescence de la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme dans la zone elliptico-
hyperbolique.

Si BE" (¢) est inclus dans BE_ () alors il ne semble pas possible d’utiliser le sous-espace instable
Eﬁ (¢) pour allumer un phénomene de transport le long de la frontiere qui va ensuite venir propager la
singularité a l'intérieur du domaine, comme on I’a fait dans la preuve du théoreme 2.4.2. Le théoreme
2.4.1 montre que les modes évanescents ne sont pas capables de propager une singularité de 0Q
vers l'intérieur de 27. De plus, ’analyse du probleme de Cauchy linéaire montre tres clairement
qu’une instabilité ne peut en aucun cas se développer d’elle méme a l'intérieur du domaine.
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On a donc des raisons de penser que si I’hypothese 2.4.1 n’est pas vérifiée alors il pourrait
ne pas y avoir de perte de dérivée a l'intérieur de Q2p. Toutefois puisque la seconde partie de la
démonstration du théoreme 2.4.2 est indépendante de I’hypothese 2.4.1, la perte de dérivée sur le
bord 00 persiste.

Par conséquent, un probleme aux limites homogene sur le bord pour lequel la condition de Kreiss-
Lopatinskii uniforme est violée dans la zone elliptico-hyperbolique et qui ne vérifie pas I’hypothese
2.4.1 semble étre bien posé au sens ou la solution ne subie pas de perte de dérivée si le terme source
sur le bord est nul. L’analyse de ce cas dégénéré est laissé pour de futures études.

2.5.2 Classification et problemes homogenes bien posés.

Les théoremes 2.4.1 et 2.4.2, 'optimalité de ’estimation dans le cas d’une violation de la condition
de Kreiss-Lopatinskii dans la zone hyperbolique démontrée dans [CG10] permettent de donner une
classification partielle, car on a tout de méme besoin de I'hypothése technique 2.4.1 pour traiter
le cas d’une dégénérescence de la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme dans la zone elliptico-
hyperbolique, mais toutefois assez proche de 'exhaustivité, des problemes aux limites faiblement
bien posés. Cette classification qui ne prend pas en compte une éventuelle violation de la condition
de Kreiss-Lopatinskii uniforme dans la zone de ”glancing” est la suivante :

¢ Si la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme dégénere dans la zone elliptique 1’estimation
d’énergie est :

C
2 2 2 2
u + ||U|z,—0 _ <= < f + |lg >
Il )+ lotemol? < 55 (Mg +l912 ),
et le seul moyen pour ne pas perdre de dérivée sur le bord et d’avoir un probleme bien posé est
donc d’imposer que g soit nulle.
¢ Si la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme dégénere dans la zone elliptico-hyperbolique, et
si ’hypothese 2.4.1 est vérifiée, il apparait une perte d’une demi-dérivée a l'intérieur :

el + =l g, < O | 1912, (e o) * 912} 5
Si hypothese 2.4.1 n’est pas vérifiée on conjecture alors que 'estimation d’énergie est sans perte a
I'intérieur du domaine. Par conséquent, dans ce cas de figure, un probléme homogéne sur le bord
serait un autre exemple de probleme bien posé.

o [CG10] Si la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme dégénére dans la zone hyperbolique,
alors 'estimation d’énergie est la suivante :

2 2 2 2
[ullz2(p) + [Ue,=0llz2 00 < Or <||f||L92”d (Rl ) + HgHHl(aQT)) : (2.52)
on perd donc une dérivée sur le bord et une dérivée a l'intérieur du domaine. De tels problemes ne
peuvent étre bien posés.

2.5.3 Equation d’Euler et condition de bord dissipative.

Les théoremes 2.4.1 et 2.4.2 permettent aussi de décrire les régions ou ’on peut imposer une con-
dition de bord maximale dissipative a ’équation d’Euler linéarisée. En effet, ce systeme est hy-
perbolique a multiplicité constante et symétrique donc les précédents résultats s’appliquent et ’on
peut aussi étudier la question de la dissipativité des conditions de bord.
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On rappelle qu'une condition de bord est dite maximale dissipative si la matrice normale A; est
uniformément négative sur le noyau de la matrice de bord B c’est-a-dire :

Vv € ker B, (Aqv,v) <0. (2.53)

On peut facilement montrer (voir par exemple [BG07] chapitre 3) que la solution d’un probléeme
aux limites symétrique (ou plus généralement symétrisable) qui admet une condition de bord max-
imale dissipative vérifie une estimation d’énergie sans perte a 'intérieur du domaine. De plus, pour
les équations d’Euler linéarisées, la zone elliptique est toujours vide donc la partition de ’espace
des fréquence ne contient que trois zones :

Zo=EfHUHUG.

Par conséquent le théoreme 2.4.2 ainsi que 'optimalité de l’estimation d’énergie (2.52) démontrée
par [CG10] permettent de conclure que la seule possibilité pour avoir une condition de bord maximale
dissipative qui ne vérifie pas la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme ne peut se produire que si
le déterminant de Lopatinskii s’annule dans la zone de glancing.

On étudie donc les équations d’Euler isentropiques linéarisées apres adimensionnement autour
d’un fluide subsonique entrant, posées dans un espace de dimension deux. C’est-a-dire que 1’on
s’intéresse au probléeme aux limites suivant :

OU + A101U 4+ A30,U = f, dans Qrp,
BU|y,—0 =0, sur 0Qr, (2.54)
Ujp=0 =0, sur R xRy,

avec

Loxg
oo
SN

ou M € ]—1,0] désigne le nombre de Mach.

On écrit B sous la forme :

B:=[1 by by,

oil by et b3 sont des réels. On note D I'ensemble des parametres (be, b3) dans R? tels que la condition
de bord associée & la matrice B soit une condition de bord maximale dissipative et par G 'ensemble
des (b2, b3) dans R? tels que la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme dégénere dans la zone de
glancing. G est facilement calculable en réitérant des calculs similaires & ceux de [[BG07], chapitre
14] et est donné par :

1+ Mbs

G:{@mgew\@:il_MQ

}::P‘iurg.

On introduit A(o,n) un déterminant de Lopatinskii pour le probleme aux limites (2.54). Les
autres possibilités de condition de bord (voir [BGRSZ02]) sont légérement plus compliquées a cal-
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culer cependant on peut toutefois les lister de la fagcon suivante :

I = {(b,b3) € R*\ A(1,0) =0}

= {(ba,b3) €R*\ by =1},

I = {(by,b3) € R*\ 3¢ € EH, A({) =0}
(ba,b) € R\ by = =M, [bs| < V/1— M2},
I = {(bo,b3) €R*\ 3¢ € H,A(() = 0,A({) =0}
(b2,b3) € R\ by > —M, b3 + b3 =1},
(b2,b3) € R*\ 3¢ € E\ Eo, ¢ # (1,0), A(¢) =0}
(b2, b3) € R*\ by > —M, b3 + b3 < 1},
(b2, b3)

{
{
{
{
SU ::{
{
|

SS = {(b2,b3) € R2\V( € Z,A(¢) # 0}
1+ Mbs
_ 2 _
= (b2,b3>€R \b3< M,|b2|< = 2}
1 1+ Mbs
2 o TP Ys
U {(b27b3)€R \b3> M”b2‘< \/1_7 7\[2}

Tous les parametres (b2, b3) n’appartenant pas a cette liste entrainent que le probleme aux limites
(2.54) est dans la classe W R, c’est-a-dire que le déterminant de Lopatinskii A s’annule dans la zone
hyperbolique a 'ordre un exactement.

Remarque Les transitions entre les différentes zones décrites ci-dessus sont exactement celles
prophétisées dans [BGRSZ02]. L’ensemble I'” contient des fréquences qui vérifient ’hypothese
2.1.4 ainsi que I’hypothese 2.4.1.

On a déja mentionné au début de ce sous-paragraphe que nécessairement
DCGuUSS.

Cependant pour (be,b3) € G la matrice associée A la forme quadratique (A2 X, X), X € ker B est
donnée par

2 2
[ ()
- 2
i% (M (14 b3) + 2b3)

et on vérifie facilement que det(91) < 0 ce qui signifie que la forme quadratique (A2 X, X) n’est pas
uniformément positive sur ker B. Ceci revient & dire que D n’intersecte pas G.
Lorsque (b2, b3) € SS la matrice associée a la forme quadratique (42X, X), X € ker B est

M (1 +b3) by (1 + Mb3)

0= [b2(1+Mb3) (M(1+b3)+2b3) ]

Or M (1 +b%) < 0, donc (42X, X) n’est pas uniformément positive pour X si et seulement si
det(M’) > 0 ce qui revient & dire que :
b3(M? — 1) + (Mbg +1)* + (M* — 1) > 0.

Le bord de D est une hyperbole, contenue dans SS. Pour les parametres by et bs choisis sur cette
hyperbole les conditions de bord correspondantes sont maximales dissipatives mais pas strictement
dissipatives (c’est-a-dire que l'inégalite (2.53) ne peut en aucun cas étre stricte). Comme indiqué
par le théoreme 2.4.2, I'" n’intersecte pas D.

On conclut la discussion précédente par le schéma suivant :
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Figure 2.1: Les différents types de condition aux limites pour 1’équation d’Euler linéarisée.
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Chapitre 3

Vitesse finie de propagation dans la
classe W R

Les résultats de ce chapitre ont été publiés dans la revue Communications on Pure and Applied
Analysis, [Benl4a).

3.1 Introduction du chapitre 3.

Dans ce chapitre on se propose de montrer un résultat de vitesse finie de propagation pour les
problemes aux limites hyperboliques linéaires posés dans la classe W R. Plus précisément, on mon-
trera ici une propriété d’unicité locale, la propriété de vitesse finie de propagation étant un corollaire
de ce résultat. La classe W R a été introduite dans [BGRSZ02] et correspond a des probléemes faible-
ment bien posés.

La propriété de vitesse de propagation finie est bien connue et est I'une des caractéristiques
des équations aux dérivées partielles hyperboliques. En effet, le fait que, pour le probleme de
Cauchy symétrique, 'information se propage au plus vite comme le module de la plus grande valeur
propre du symbole en espace du systeme est un résultat classique qui repose principalement sur une
intégration par parties (voir par exemple [Raul2] paragraphe 2.3).

La généralisation de ce résultat aux probléemes de Cauchy hyperboliques & multiplicité constante
[BGO7], et aux problémes aux limites fortement bien posés [[Cha72]-[Shi72]], peut se faire en pas-
sant par ’étude des systémes & coefficients variables. Ainsi, le principe de Holmgren permet de
considérer un feuilletage du cone dans lequel on s’attend a ce que l'information se propage. Le
point important de cette méthode est que le systéeme & donnée initiale définie sur 'une des feuilles
hérite des propriétés d’hyperbolicité et du caractere fortement bien posé du systeme initial.

C’est cette méthode que 'on généralise ici aux problémes aux limites posés dans la classe W R.
On montrera donc que la vitesse de propagation de I'information reste finie pour les problemes aux
limites posés dans la classe W R.

Cependant, en raison de l’absence de la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme, on verra que
I'information peut se propager plus rapidement que dans le cas du probleme de Cauchy, ou de
facon équivalente dans le cas du probléme aux limites fortement bien posé. Cette augmentation
de la vitesse maximale de propagation par rapport au probleme de Cauchy est provoquée par un
phénomene de propagation le long du bord propre aux problemes dans la classe W R.

Cette augmentation de la vitesse maximale n’est pas étonnante. En effet, la littérature regorge
(voir par exemple [BG0O7]-[CG10]-[Ika70]) d’exemples pour lesquels la vitesse de propagation le long
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du bord est supérieure a la vitesse a l'intérieur du domaine (qui reste la méme vitesse que celle
pour le probleme de Cauchy). Pour certains de ces exemples, on peut méme produire des vitesses
de propagation le long du bord arbitrairement grandes.

Le premier paragraphe de ce chapitre est constitué de rappels et fixe les notations. Dans le second
paragraphe, on énoncera le théoréeme principal et on débutera la démonstration de ce théoréeme
jusqu’a l'apparition du lemme au coeur de ce travail. La démonstration de ce lemme, qui occupera
le troisieme paragraphe de ce chapitre, montrera qu’afin d’appliquer le principe de Holmgren, la
vitesse de propagation doit pouvoir étre supérieure a la vitesse de propagation du probleme de
Cauchy. Enfin dans le quatrieme paragraphe, on achevera la démonstration du théoreme de vitesse
finie de propagation et on discutera de 'optimalité de la vitesse maximale que ’on a trouvée dans
le cinquiéme et dernier paragraphe.

3.2 Notations et résultats préliminaires.
Dans tout ce qui suit, on s’intéresse aux probléemes aux limites posés dans le demi-espace :
RY = {2 = (2/,24) € R4\ 24 > 0}.
Pour T > 0 fixé, on désigne par ()7 'ensemble défini par
Qr =[0,7] x R%,
et par 0Qr sa frontiere spatiale i.e. ’ensemble défini par la relation
aQT:QTﬁ{deO}.

Pour alléger les notations, on adopte I'abus de notation suivant : (¢,2') := (¢,2/,0), pour les
éléments de 0.

Soit M,»4(R) I'ensemble des matrices a coeflicients réels ayant p lignes et g colonnes ; on note
Coo (2, Mpyq(R)) (resp. Cp°(0Qr, Myxq(R))) ensemble des applications & valeurs dans My 4(R)
de régularité C* sur Qp (resp. 9€Qr), bornées ainsi que leurs dérivées successives et qui admettent
de plus des limites pour x grand.

Enfin puisque ces espaces apparaissent de fagon naturelle dans les estimations d’énergie, pour
7 > 0 on désignera par Hj (Q7) les espaces de Sobolev & poids exponentiel, définis par la relation :

H3(Qr) == {ueD'(Qr)\ e Mue H(Qr)}.
Les espaces H3(9€)r) sont définis de fagon analogue.

On considere le probleme aux limites hyperbolique linéaire & coefficients variables suivant :

L(t,x,0)u := Opu + Z?:l Aj(t,z)0ju = f, sur Qrp,
B(t, 2" Yu = g, sur 9Qr, (3.1)
u(0,2) = up(x), sur RY,

ou A; € C°(Qr, Mnxn(R)) et B € Cp° (00, Mpxn(R)), entier p étant le nombre de valeurs pro-
pres strictement positives de la matrice A,4(t, ) (on insiste ici sur le fait qu’en raison des hypotheses
3.2.1 et 3.2.2 ci-dessous, l'entier p sera indépendant du couple (t,z)).
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Dans un souci d’allégement des notations, pour & € R¢ (resp. & € Rd_l), on désignera par
A(t,z,€) (resp. A'(t,z,£')) le symbole spatial (resp. spatial tangentiel) de L(t,xz,d) i.e.

Alt,x,€) : Zgj resp. A'(t,z,¢) ij

Dans la suite de ce chapitre on supposera que le probleme aux limites standard (3.1) est hy-
perbolique a multiplicité constante, a bord non caractéristique. C’est-a-dire que les hypotheses
suivantes sont vérifiées :

Hypotheése 3.2.1 Il existe un entier M > 1, des fonctions analytiques sur Qp X (Rd\{()}) a
valeurs réelles, notées A1, ..., \yr, ainsi que des entiers positifs vy, ...,vy tels que :

M
Ve € ST det (1 + A(t,7,€)) = [] (r + el 2,€)
k=1

avec A\ < ... < A\q et les valeurs propres \,(t,z,§) de A(t,z,§) sont semi-simples.
Hypothese 3.2.2 Pour tout (t,z) € Qr, det(Aq(t,x)) # 0.

De plus, pour u une solution du probléme aux limites (3.1), afin d’avoir une estimation de
semi-groupe sur supcpo ) ||u(t, ')”LQ(Ri) dans l'estimation d’énergie de u, on a besoin d’ajouter

I'’hypothese suivante sur les coefficients A; (voir [Cou05]) :

Hypotheése 3.2.3 Le probléme auz limites standard (3.1) est symétrisable au sens de Friedrichs,
c’est-a-dire qu’il existe une matrice symétrique définie positive, réguliére sur Qp, notée S(t,x), telle
que pour tout 1 < j < d et pour tout (t,z) € Qr, la matrice S(t,x)A;(t,x) est symétrique.

La suite de ce paragraphe est consacrée a I’étude de la condition de stabilité que 'on impose
sur le bord. Comme mentionné dans 'introduction, on supposera que le probléeme aux limites (3.1)
est dans la classe W R. Avant de donner une définition de cette classe (voir hypothese 3.2.3 et
[BGRSZ02]), on introduit quelles notations.

Soit = et = les espaces de fréquences :

= = {C:(O’:’Y+ZT,'I’])ECXRd_l\’yZO}\{O}7
Zo = En{y=0}.

Pour (t,z,() € Qr x =, on note A(t, x,() la matrice résolvante associée au probleme aux limites
(3.1) définie de la fagon suivante :

At,2,¢) = —Ag(t,x) " (o +iA(t, z,m)) .

On note E_(t,z,() le sous-espace stable associé a A(t,z,(). On rappelle que grace au lemme de
Hersh ([BGO7] p.103), ce sous-espace est de dimension constante égale a p pour tout (¢,z,() €
Qr x (E\ Ep). De plus, les travaux de [Kre70] et de [Mét00] montrent que ce sous-espace admet un
prolongement par continuité a =.

Puisque cela permet de donner une caractérisation plus aisée de la classe W R on introduit A
un déterminant de Lopatinskii pour le probleme aux limites (3.1) défini par la relation :

A(t, ', ¢) == det(B(t,2) [Er, ..., Ep] (t,2,C)),



60 CHAPITRE 3. VITESSE FINIE DE PROPAGATION DANS LA CLASSE WR

olt la famille {E1 (¢, 2/, (), ..., Ep(t,2’, ()} est une base du sous-espace stable E_(t,2’,¢) (on renvoie
a ’hypothese 3.2.3 pour plus de détails).

Le déterminant de Lopatinskii A ainsi défini est holomorphe dans la variable o et régulier dans
la variable 1, en dehors de la zone de glancing.

On rappelle que le caractére fortement bien posé du probléme aux limites (3.1) est équivalent &
la condition suivante :

Définition 3.2.1 On dit que le probleme auz limites (3.1) vérifie la condition de Kreiss-Lopatinskii
uniforme si et seulement si :

V(t,x') € 00, V¢ € B, A(t,2',¢) #0.

L’ensemble des probléemes aux limites satisfaisant la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme con-
stitue la classe SS (pour strongly stable).

La classe W R est une classe plus faible qui comprend des problémes faiblement bien posés (que
I'on a déja mentionnés au chapitre 2), c’est-a-dire des problemes dont la solution est moins réguliere
que les termes sources (dans la classe W R la différence de régularité est d’une dérivée sur le bord
et d'une dérivée a lintérieur). Pour ces problemes la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme
dégénere sur certains points de =j. Plus précisément, la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme
dégénere a l'ordre un pour certains points de = inclus dans la zone hyperbolique (voir [BGRSZ02]
et les définitions suivantes pour plus de détails).

Définition 3.2.2 La zone hyperbolique de l'opérateur L(t,x, D), notée H, est [’ensemble des triplets
(t,2',¢) € 00 x Zq tels que la matrice A(t,z’,() est diagonalisable a valeurs propres imaginaires
pures.

On note Y l’ensemble des (t,x',() € 001 X Z tels que

ker B(t,2') N E_(t,2',¢) # {0}.
De facon équivalente,
T = {(t,x’,() € (091 x Z9) \ A(t,2',¢) = 0} .

Définition 3.2.3 On dit que le probléme aux limites (3.1) est dans la classe W R si les conditions
suivantes sont réalisées :

i) Le probleme aux limites (3.1) vérifie la condition de Kreiss-Lopatinskii faible, c’est-a-dire :
V(t,2',¢) € 00 x (E\ Zo), A(t,2',¢) #0.

i) Y £0, et Y CH (o désigne Uintérieur de -).

iii) Pour tout (t,2',¢) € T, 0:A(t,2/,{) # 0.

Puisque cela sera nécessaire pour établir la valeur exacte de la vitesse maximale de propagation on
rappelle aussi une formulation équivalente de la définition 3.2.3 (voir [CG10])

Proposition 3.2.1 Le probléme aux limites (3.1) est dans la classe WR si et seulement si les
conditions i) et 1) de la définition 3.2.3 sont réalisées et si de plus, a la place de iii), la condition
suivante est vérifiée :
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i1i') Pour tout (t,2’,{) € Y, il existe un voisinage V de (t,2',() dans OQr x Z, une base
(B, ..., Ep)(t,2',C) de E_(¢) réguliére dans V, une matrice inversible de taille p x p, P(t,z',(),
régquliere surV et enfin une fonction © régquliére surV a valeurs réelles tels que la propriété suivante
soit vérifiée :

V(t,2',¢) €V, B[Ey,....Ey) (t,2',() = P(t,2',{)diag(y + iO(t, 2, (), 1, ..., 1).

En particulier, prenant le déterminant de l’égalité précédente on peut trouver un déterminant de
Lopatinskii qui s’écrit sous la forme :

V(t,2',Q) €V, At 2',¢) = (v +iO(t, 2", () det P(t, ', ().
De tels problemes sont faiblement bien posés au sens du théoréme suivant [Coullal :

Théoréme 3.2.1 On suppose que le probleme aux limites standard (3.1) homogéne pour la condi-
tion initiale vérifie les hypotheses 8.2.1-8.2.2-3.2.8 et est dans la classe W R au sens de la définition
3.2.3. On impose de plus la régularité suivante sur les coefficients du systéme (3.1) : pour tout
1 <j<d, Aj € W(Qr, Myxn(R)) et B € W2%(0Qr, Myxn(R)). Alors pour tout terme
source f € L*(Qr) tel que Vi f € L*(Q7), g € HY(OQr), vérifiant la condition de compatibilité
fit=0 = gjt=0 = 0, il existe une unique fonction u € L?(Q7), a trace L*(0Qr), qui est solution du
probléeme aux limites (3.1). De plus, w admet l'estimation d’énergie :

SUP¢e(0, 717 e_zytH“(t)Hiz(Ri) + VHUH%g(QT) + Hu|xd=0H%g(aQT) (3.2)

Loz 1 2 2 1 2
< C (,nyHLg(QT) + ?Hvt,x’fHL?Y(QT) 9z o0z + ?HVQHL%({)QT) ;
pour une certaine constante C' > 0 indépendante de v et de T et pour tout v > 9 > 0.

On considére maintenant le probléme auz limites standard (3.1) avec condition initiale inho-
mogene
u—o = h(z).
Alors le méme résultat reste vrai, si, d’une part, on renforce la régularité des coefficients de (3.1) de
la. maniére suivante : pour tout 1 < j < d, A; € C°(Qr, Myxn(R)) et B € Cp°(00r, My« n(R)).
Et d’autre part, on impose que la donnée initiale h € HQ(]RED vérifie la condition de compatibilité :

B(0,2")hjg,—0 = gli—o- (3.3)

3.3 Théoreme principal, énoncé et principe de Holmgren.

Le théoreme principal de ce chapitre est le résultat d’unicité locale suivant :

Théoréme 3.3.1 Si le probléme aux limites standard (3.1) vérifie les hypothéses 3.2.1-3.2.2-3.2.3
et est dans la classe W R, alors il existe un réel strictement positif Vi tel que pour tout (to,xo) € Qr,
si on désigne par C le cone défini comme suit :

C= {(t,x) € R\ |z — 20| < Vo(to —t)},

alors la propriété suivante est vérifiée :
Si u est une solution de régularité C([0,T],L*(RL)) du probléme aux limites :

L(t,z,0)u =0, sur CNQp,
B(t,2"Yu =0, sur CNoQr, (3.4)
u=0, surCNQpN{t=0},
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alors ue = 0.
De plus, la méme popriété est vraie pour tout V> Vj.

Le plus petit des réels Vj tel que le théoreme 3.3.1 soit vérifié est alors la vitesse de propagation
maximale recherchée. La valeur de cette vitesse maximale de propagation sera rendue explicite dans
la démonstration du lemme 3.4.1 (plus précisément, a 1’équation (3.7)), comme on le verra, cette
valeur ne dépend que des coefficients du probléme (3.1).

Comme pour la démonstration de la vitesse finie de propagation pour le probléeme de Cauchy
hyperbolique & multiplicité constante ([BGO7], chapitre 2), ou pour la démonstration de la vitesse
finie de propagation pour un probléme aux limites vérifiant la condition de Kreiss-Lopatinskii uni-
forme [[Cha72]-[Shi72]], la démonstration que 1’on propose ici repose sur un principe de Holmgren.

Dans un premier temps on choisit un V5 > 0 quelconque, et on va construire un feuilletage
du cone C. Ainsi pour toute feuille on releve ’espace Ri en un paraboloide approchant de mieux
en mieux le cone C. On va ensuite définir une famille de probléemes aux limites standards relevés,
c’est-a-dire, pour lesquels la condition initiale n’est plus imposée sur I’hypersurface Qr x {t = 0},
mais sur I'une des feuilles du feuilletage.

Puis on va montrer, grace au théoreme 3.4.1 ci-dessous, que le probléeme ainsi relevé reste sous
certaines restrictions sur Vy dans la classe W R et conserve aussi les propriétés de bord non car-
actéristique et d’hyperbolicité & multiplicité constante (cf. hypotheéses 3.2.1 et 3.2.2). Considérant
le probleme aux limites dual du probleme relevé qui, on le verra, reste dans la classe W R en vertu
du lemme 3.5.1 et utilisant les résultats sur le caractére bien posé du probleme aux limites dans
la classe WR dus a [Cou05], on pourra par la formule de Green montrer que si la solution u est
supposée réguliere alors sa restriction a toute feuille est nulle.

Ainsi, considérant une fonction v suffisamment réguliére, on montrera une version réguliere du
théoreme 3.3.1. On conclura enfin par un processus de régularisation.

On commence donc par décrire le feuilletage du cone C. Ce dernier est analogue (apres restriction
aux z4 > 0) a celui décrit dans [[BGO7] p.76]. Le feuilletage (£9)e|o,1) du cone C est donc donné
par :

VO € [0,1], & = {(t,x) € C\ |z — x0|* — Vi (t — Otg)* + O*FV5 (1 — 0) = 0} .

Ce feuilletage dépend du réel Vj que l'on a fixé mais dans un souci de simplification des notations
on ne note pas la dépendance de (59)96[0,1] par rapport a Vj.

On illustre le feuilletage précédent par le schéma suivant :

A 0 fixé, & étant un graphe régulier on peut trouver un difféomorphisme :

Yo = (t,2) = (@),

tel que & = 1p({0} x RY). Par exemple, poser

O 0
t=t(z):=6 (to— \/(1 —0)t3 + W!a:—x()]?) ,
0

convient. Ainsi considérer le probleme relevé en espace sur la feuille & revient a effectuer le
changement de variables (t,z) — y(¢,z) dans le systéme (3.4). Le probleme relevé en espace
s’écrit donc sous la forme suivante :

E(f,x,@)u =0, sur CNQyp,
B(t, 2" ujy,—0 = 0, sur C Ny, (3.5)
u=0, sur CNoQr N &y,
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L(t,x,d)u=0

Figure 3.1: Tllustration du feuilletage (£g)gefo,1)-

o1 'on a posé! :

d

L(t,2,0) = (I+A(t,z, Vb)) 0+ Y Ajt,2)d;,
j=1

B(t,2") = B(t,2).

Dans la suite de cette démonstration on travaillera sur le probleme aux limites (3.5). Ainsi on
introduit la matrice résolvante du probleme (3.5) notée A et définie par :

Alf2,0) = — (Aat,2) ™ (0 (I + At 2, VD)) +iA (L2, m)) (3.6)
On note aussi E_(£,z, () le sous-espace stable associé¢ & la matrice A(Z, z, ().

Remarque A ce stade de 'analyse, il n’est pas clair que le sous-espace stable E,(f,x,C) soit
effectivement bien défini pour tout ¢ € Z. En effet, sans 'hypotheése d’hyperbolicité a multiplicité
constante pour le probleme (3.5) le sous-espace stable E_ (t,z,¢) n’est a priori pas défini. Cependant
comme on le verra au lemme 3.4.2 cette condition est vérifiée. C’est pourquoi, on se permet de
définir ce sous-espace directement.

Enfin on désigne par H la zone hyperbolique et T la zone ot la condition de Kreiss-Lopatinskii
uniforme est violée, pour le probléme aux limites standard relevé (3.5). Ces deux zones sont définies
exactement comme on ’a fait pour le probleme aux limites (3.4) (cf. définition 3.2.2 et la définition
3.2.3).

Le prochain point de la démonstration est de montrer que le systeme (3.5) reste dans la classe
W R, & condition que |V,| soit assez petit.

! Puisque I’on ne fait un changement de variable qu’en temps (en raison du fait que hypersurface £ est un graphe
régulier au dessus de 'hyperplan {0} x R%) il est normal que la partie liée aux dérivées spatiales soit inchangée.
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3.4 Démonstration du lemme principal.

On note V¢ la vitesse de propagation du probleme de Cauchy (3.1) sans condition de bord, Vj la
vitesse de propagation le long du bord .e.

Ve = sup max |\i(t, z,€)],
(t71'75)€QT xSd—1 ISlSM

Vg = sup |V779(C)’7
(t,z’,0)eY

ou les valeurs propres \;(t, z,£) sont définies dans I’hypothese 3.2.1 et ou la fonction © est définie
dans la proposition 3.2.1. On introduit aussi :

V = max (Vp; V) . (3.7)
On pose enfin C,¢s le cone défini par :
Cres = {(r,v) eR. xRN o] < V_lr} .
Par définition de V' on voit que ce cone est inclus dans le cone forward.

Le point principal de cette étude est le suivant :

Lemme 3.4.1 Pour tout (1,V,t) € Cres le probléme auz limites (3.5), associé au changement de

variable (1,Vt) est faiblement bien posé dans la classe W R.

On décompose la démonstration de ce résultat en deux lemmes. Le premier montre que les hy-
potheses 3.2.1, 3.2.2 et 3.2.3 sont satisfaites par le probleme aux limites (3.5), le second étant
consacré au fait que le probleme aux limites (3.5) reste effectivement dans la classe W R, au sens de
la définition 3.2.3.

Lemme 3.4.2 Pour tout (1,V,t) € Cpres, le probléme aux limites (3.5) satisfait les hypothéses
3.2.1,3.2.2 et 3.2.3. De plus, le probléme aux limites (3.5) satisfait aussi les conditions suivantes :

i) B est une matrice de taille p X N ou p est le nombre de valeurs propres strictement positives

de ;1\;
ii) Pour tout 1 < j <d, A; € C*(Qr, Myxn(R)) et B € C°(0Qr, My n(R)).

Démonstration : Le fait que le probleme aux limites (3.5) vérifie ’hypothese 3.2.2 et la condition
i) est trivial et est juste une conséquence du fait que le changement de variable (t,z) — (f,z) ne
change pas les matrices Ay et B.

De méme pour vérifier i) il suffit de vérifier que I+ A(t, z, V,t) est dans C;°(Qr, My (R)), ce
qui est le cas puisque par hypothese sur les coefficients du probleme aux limites (3.1), A(t, z, V1)
est dans C;°(Qr, Myxn(R)).

La démonstration du fait que le probleme aux limites (3.5) vérifie ’hypothese 3.2.1 est une
application directe du lemme de Lax qui affirme que I’hyperbolicité a multiplicité constante est
conservée sous I'hypothese |V | < V%; (cf. [BGOT7] chapitre 1, théoreme 1.5).

g

Lemme 3.4.3 Pour tout (1,Vzt) dans Cyes, le probléme aux limites (3.5) est dans la classe W R.
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Démonstration : On raisonne par connexité, soit :
A= {(1, Vit) € Cres \ (Z(f,x, d), B(i, :U')) est dans la classe WR}. (3.8)
e Il est clair que I'ensemble A est non vide, car (1,0) € A.

e Le théoreme principal de [BGRSZ02] établit que la classe W R est stable par perturbations,
donc A est ouvert dans C.s.

e Il faut juste montrer que ’ensemble A est fermé dans C,.s.

Soit (1,v,) une suite dans A qui converge vers (1,v) dans Cres. On désigne par E™(t,z,¢) (resp.
E> (t,z,()) le sous-espace stable pour la matrice résolvante obtenue apres le changement de variables
(1,un) (resp. (1,v)). On note aussi A" et A® les déterminants de Lopatinskii correspondants.

On veut montrer que pour tout (¢,2') € 9Qr, les conditions i) — 4ii) de la définition 3.2.3 sont
satisfaites.

¢ Démonstration de i) :

On raisonne par 'absurde. Soit (¢,2,¢) € 9Qr x (2 \ Zo) un zéro du déterminant de Lopatinskii

A>®. A étant une fonction holomorphe dans la variable o, si A> nlest pas identiquement nulle
alors ses zéros sont isolés. On va montrer que A (£,2/,1,0) # 0.
Un simple calcule montre que :

iAd 2, 1,0) = A, 2/, i, Vt) — idgt.

Par conséquent, v est un vecteur propre réel de la matrice .Z(f, 2’,1,0) pour une valeur propre
réelle r si et seulement si v est un vecteur propre réel de la matrice A(t,z',i,V ) pour la valeur
propre imaginaire pure i(xk + dgt). Ainsi, E¥(f,2',1,0) Nker B(,2') # {0} si et seulement si
(tN, 2,1, lef) eT.

Or, (1,Vt) € Cres, ce qui implique que :

- ~ 1
|IVpt] <|Vgt] < — < inf g (3.9)
VB = (ia1m)er

La derniére inégalité provenant de la formule d’Euler appliquée a la fonction homogene © évaluée
en un point (£,2’,¢) € Y. Cette formule s’écrit sous la forme :

- Vn@(f, 2, ¢) = —-70.0(t, 2, ),

ot1 I'on peut normaliser la fonction © de maniere a ce que 8,0(f, 2/, () = 1 (cf. [CG10] démonstration
de la proposition 3.5) et ou l'on utilise I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour obtenir :

L
_— 11 .
VB = (a1 mer g

Or I'inégalité (3.9) contredit le fait que (f,2/,1, Vi) € T. Par conséquent, A®(f,2/,1,0) # 0
et (t,2/,¢) est un zéro isolé.

Appliquant le théoreme de Rouché, pour n assez grand A" admet un zéro au voisinage de
(t, 2, (), ce qui contredit clairement le fait que la suite (1, v,) est dans A et le point ) est démontré.

o Démonstration de 1) :
Les démonstrations des points i) et i) étant vraies pour tout n, on se permet d’oter la
dépendance par rapport a n dans la notation des objets manipulés.
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La démonstration du point i) se base sur le calcul explicite :
.Z(f, z,i7,n) = A(t,z,it,n + 7V ut) — itO4t (3.10)

qui montre que la zone hyperbolique (resp. la zone d’annulation du déterminant de Lopatinskii)
pour la matrice résolvante A, notée H (resp. T), est la translation de la zone H (resp. T) par le

vecteur 7V t. Par conséquent, si T C 7—?, alors T C H.

o Démonstration de i) :

La démonstration du point #ii) se fait par ’absurde. On suppose donc qu'il existe un élément
(t,2',¢) € T tel que &ﬁ(ﬂ ', () est nul. On part de I'identité (3.10), qui en terme de déterminants
de Lopatinskii s’écrit sous la forme :

A(E’ x’? ZT? 77) = A(t7 x/7 ZT’ 77 + Tvx/i{)’

équation que 1’on dérive par rapport & la variable 7, et évaluant en (£,z’,¢) on obtient :

0=0,A(t,z',¢) = [i@TA + Vot - VWA] (t,a' iz, n+ TV ul). (3.11)
Or, réitérant les mémes arguments que dans [[CG10], proposition 3.5], on peut écrire :
VoAt 2 it n+ 1V pt) = i [0;AV,0] (¢, 2, iT,n + TV 1).
Utilisant le fait que par hypothese 0-A(t, 2, iT, 1 + TV t) # 0, Pégalité (3.11) devient :
Vart- Vv, 0(t, 2, iT,n + TVut) = —1.

En particulier, I'inégalité de Cauchy-Schwarz implique alors que

- - 1
Vot > |Vt > —,
V.l = V27l = 5
ce qui est exclus car le couple (1, me) appartient a Cpes.

Donc I’ensemble A défini en (3.8) vérifie, par un argument de connexité, A = C,.s, ce qui conclut
la démonstration du lemme 3.4.3.

0

3.5 Fin de la démonstration du théoreme 3.3.1.

3.5.1 Le cas régulier, u € C'(Q7).

Grace au lemme 3.4.1 on sait que pour tout changement de variable (1,V,t) avec |Vt| < {-, le
probléme aux limites (3.5) est dans la classe W R et que ce dernier vérifie les hypotheses du théoréeme
3.2.1.

On veut maintenant travailler sur le probléme adjoint du probleme aux limites (3.5) :

L*(t,z,0)v =0, sur CNQp,
C(t,z')v =0, sur CNIQy, (3.12)
v=~h,sur CNQrNE&,
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ou opérateur adjoint L*(t,z,d) est donné par
L*(t,2,0) = =8, — ZA (t,z)t0; —Z@A (t, )t

et ol la condition de bord C(t, ') est choisie de maniere & vérifier la décomposition suivante de la
matrice normale :

Aglt, ) = Ct, ") M(t, ') + N(t, ') B(t, '), (3.13)

pour deux matrices M € Cp°(0Qr, My_pxn(R) et N € C° (007, My« n(R).

C’est un résultat classique [[BGO07] p.29] que le probleme adjoint (3.12) satisfait les hypotheses
3.2.1-3.2.2 et 3.2.3 a condition que le probleme ”primal” (3.5) les satisfasse. Il reste donc a montrer
que le probleme adjoint (3.12) est dans la classe W R a condition que le probleme (3.5) soit dans la
classe WR. C’est une conséquence immédiate du lemme suivant [[BGO7], chapitre 8].

Lemme 3.5.1 Pour tout ( en dehors de la zone de glancing du probléme (3.5), E* le sous-espace
stable du probléme adjoint (3.12) est bien défini en (—a,—n), et la fonction :

A*: (— A(—0a,—1), (3.14)
est un déterminant de Lopatinskii pour le probléme adjoint (3.12).

D’apres le théoreme 3.2.1, le probleme adjoint (3.12) admet une unique solution qui subie une
perte d’une dérivée tangentielle. On a donc tous les ingrédients pour conclure par un argument
d’intégration. En effet, soit u la solution réguliere du probleme aux limites (3.4) et v la solution
du probléme aux limites (3.12) donnée par le théoreme 3.2.1 (appliqué aux données initiales non
nulles, h € C2°(&))?. On définit Ly 'espace entre & et {t = 0}, alors par dualité :

/ (L(t,z,0)u,v) — (u, L*(t, z,0)v) dt doz = 0,
Lo

appliquant la formule de Green on en déduit que :

0= —/ (u,v) dx — / (Ag(t, 2" u,v) dt da’ —I—/ <(1/g + A(t, x,fie)) u,v> dt d£3.15)
Lgﬂ{t:O} Egﬂ{:l:d:o} Eoy

ou v¥ := (v§,7’) est la normale unitaire extérieure & &.

Par hypothese u;—¢ est nul donc la premiere intégrale est nulle. Par définition du probleme
adjoint, on peut décomposer la seconde de la fagon suivante (cf. (3.13)) :

/ (Ag(t, 2" u,v) dt dz’ = / (B(t,z")yu, M(t,2")v) + (N(t,2")u, C(t,z")v) dt dz’.
E@ﬂ{xd 0} [,gﬂ{l‘dzo}

Encore une fois puisque u est solution de (3.4) et que v est solution de (3.12) on a
B(t, 2" )uy,—g = C(t, 2" )v3,—0 = 0.

Ainsi, l'intégrale précédente est nulle et I’équation (3.15) se réduit donc a :

/59 <<yg + A(t,x,ﬁ0)> u,v> dtdx =0,

Le choix d’une telle donnée initiale est fait pour vérifier la condition de compatibilité (3.3) du théoreme 3.2.1.
Appliquée au systeme 3.12, elle s’écrit

Cleohiag=0 = 0,

et est vérifiée indépendamment de C car h € CZ° (&)
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cependant comme v est solution de (3.12) sur & on a 'égalité v = h. La donnée initiale h € CZ°(&p)
étant arbitraire sur & cela implique que sur &y :

(Vg + A(t, z, ﬁg)) u=0.

D’apres [BG07], la matrice (l/g + A(t, x, ﬁe)) est inversible. Donc pour tout 6 € [0, 1], uj¢, est nulle.

La solution u étant supposée réguliere et (59)96[071} étant un feuilletage du cone C défini au
théoreme 3.3.1, par continuité, u = 0 sur C. Ceci conclut la démonstration du théoreme 3.3.1 dans
le cas ou la solution u est réguliere.

3.5.2 Le cas u € C([0,7], L*(R%)).

On considére maintenant le cas ou la solution v du probléme aux limites (3.4) est un élément de
C([0,7]; L*(R%)). On introduit ¢, une approximation de I'identité.
D’apres le théoréeme 1.2 de [MS11], le probleme aux limites :

L(t,x,0)u™ = (L(t,x,0)u) * @y ,
B(t7$/)“ﬁcd:0 = (B(t, 2" )u) * op , (3.16)
“ﬁ:o =0,

admet une unique solution u™ € C*(Qr).
Pour € > 0, on définit une restriction du cone C, notée C., par la relation :

Ce:={(t,x) € Qp \ |z — x| < Vo(to —e—1t)}.

Pour n assez grand, comme L(t,z,0)u est supposée nulle sur C, on peut supposer que le terme
source a l'intérieur (L(t,x,d)u) * ¢, est nul sur C.. De la méme maniere, pour n assez grand, le
terme source sur le bord (B(t,2')u) * ¢, est nul sur C. N {xy = 0}.

Par conséquent, d’apres le théoreme 3.3.1 appliqué aux solutions régulieres, u™ est nulle sur C.
pour n assez grand. Mais par l'estimation d’énergie (3.2), I’écart

n 1 1
[[(w —u™)(t, ')H%Q(Ri) S ng *Pn — fH2Lg(QT) + ?Hvt,x’(f *Pn — f)||%g(QT)
1
+ g * en = glZ2 00, + ?HV(Q*% = 9122 0521

ou l'on a posé f := L(t,x,0)u et g := B(t,2')u. Par propriété de la convolution par une approxi-
mation de I'identité,

A 7 on = Fllzgcar) = 0, ot lim flg « ¢n = gllzz(o0r) =0

Et la relation usuelle d(a*b) = (Ja) * b montre que les normes des termes sous les gradients tendent
aussi vers 0. Par conséquent

Tim (" = w)(t, )2 = 0,

mais on a déja mentionné que pour n assez grand u" = 0 sur C.. Par unicité de la limite, u = 0 sur
C.. Enfin, passant a la limite pour ¢ tendant vers zéro, on obtient que uic = 0, ce qui conclut la
démonstration du théoreme 3.3.1 dans le cas non régulier.

g
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3.6 Optimalité de la vitesse maximale de propagation.

On considére maintenant un probleme aux limites de la forme (3.1) mais a coefficients constants
cette fois, c¢’est-a-dire qu’il s’écrit sous la forme :

dpu+ Y0y Ajoju = f, sur Qr,
Bujy,—o = g, sur 0Qr, (3.17)
U|t§0 = 0, sur Rd y

avec Aj € Myxn(R) et B € M,y n(R), des matrices a coefficients constants. Les objets introduits
dans le paragraphe 3.2, bien que ne dépendant plus des variables (¢, x) garderont les mémes nota-
tions dans la suite de ce paragraphe.

On rappelle le théoreme suivant, di a [CG10], qui donne une borne inférieure a la vitesse
maximale de propagation d’un probléme aux limites & coefficients constants lorsque ce dernier est
dans la classe W R.

Théoréme 3.6.1 On suppose qu’il existe V > 0 tel que la propriété suivante soit vérifiée : si pour
tout Ry, Ry > 0, pour tout g € Ri et pour tout x{, € RI-1 si les termes sources f et g sont &
support compact :

suppf C {(t,z) € Qp\t >0, |z —zo| < Ri},
suppg C {(t,2') € 9Qr\t >0,z — x| < Ra},

alors la solution u € L?(Q7) du probleme auz limites (3.1) satisfait :

suppu  C {(t,x) € Qr\t >0, |z — x| < Ry + Vit}
U {(t,z) e Qr\t>0,|z— (2,0)| < Ry + Vit}.

Alors on a la minoration suivante sur V :
V> maX(VCauchya VBord)a
avec Voauchy = MaxXgega—1 max; [Aj(€)| et Vpora = maxcer [V,O(C)]-

Par conséquent, si on "gele” les coefficients dans le probleme aux limites (3.1), on obtient un
probleme aux limites & coefficients constants. Appliquant le théoreme 3.3.1 qui établit I'existence
d’une vitesse maximale de propagation et en donne une borne supérieure et le théoreme 3.6.1, on
obtient alors que pour les problemes aux limites a coefficients constants la vitesse maximale de
propagation donnée par

Vo = maX(VCauchy> VBord)7

est optimale.

On renvoie & [CG10] et [Cha72] pour une étude de I’équation des ondes dans laquelle la vitesse
de propagation Vp,.q est arbitrairement grande. En particulier, la vitesse maximale de propagation
de I’équation des ondes peut-étre arbitrairement grande. Elle peut étre notamment supérieure a la
vitesse de propagation du probleme de Cauchy Viguchy-
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Chapitre 4

Probleme a coin et conditions de bord
strictement dissipatives.

Par probléme a coin, on entend avant tout la donnée d’un opérateur hyperbolique. Cependant, ce
dernier ne se retrouve plus posé dans un demi-espace comme cela était le cas dans les chapitres
précédents, mais dans un quart d’espace. Ainsi, il faut, pour résoudre ce probleme, ajouter une
condition de bord sur la seconde face du domaine. Dans ce chapitre, on s’intéresse a des problemes
a coin globaux en temps. De tels problemes s’écrivent sous la forme :

L(0)u := Oyu + A1O1u + A200u + 2?13 A;0ju = f, sur Q,
Biujg,—o = g1, sur 9y, (4.1)
Baujy,—o = g2, sur 90,

ot les coefficients A; de I'opérateur hyperbolique L(0) sont des matrices de My« n(R), les matrices
des conditions de bord By et Bs sont respectivement dans M, « ~N(R) et M,, x ~N(R) (les valeurs des
entiers pj et py seront rendues explicites dans la définition 4.1.1), et ot 'on a posé :

Q= {(t,x):(t,xl,xQ,x’)eRxR+XR+de_2}, (4.2)
o :=0nN {.%'1 = O}, et 0 := QN {CL‘Q = 0} . (4.3)

4.1 Description du probleme.

Le but de ce chapitre est de démontrer le caractere fortement bien posé d’une classe particuliere
de problemes a coin. Plus précisément, on va démontrer le caractere fortement bien posé des
problemes a coin symétriques qui admettent des conditions de bord strictement dissipatives. Une
étude du cas général, c’est-a-dire lorsque les conditions de bord vérifient seulement la condition de
Kreiss-Lopatinskii uniforme sur chacune des faces sera faite au chapitre 5.

L’une des raisons pour laquelle on a d’abord choisi de travailler dans cette classe de problemes
particuliere est que comme on va le voir, la démonstration du caractere bien posé sera beaucoup
plus simple que dans le cas général. On a donc trouvé que I’étude de ces problemes particuliers était
une bonne entrée en matiere. De plus, le premier point de la démonstration du caractere fortement
bien posé dans le cas général sera de se ramener & un terme source a l'intérieur nul en utilisant le
caractere fortement bien posé des problemes a coin symétriques a condition de bord strictement
dissipatives. Ainsi, le cas général nécessite pour sa résolution I’étude du cas strictement dissipatif.

Toutefois, la classe des problemes a coin symétriques a condition de bord strictement dissipatives
est une classe intéressante a étudier en soi. En effet, d’'une part, de nombreux opérateurs hyper-

boliques issus de la physique (par exemple, I’équation des ondes, 1’équation d’Euler, I’équation de
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Maxwell ...) sont des opérateurs symétriques. Et d’autre part, imposer des conditions de bords
strictement dissipatives revient a demander que 1’énergie soit dissipée lorsqu’un rayon est réfléchi
sur le bord du domaine. Ainsi, de telles conditions ont un sens physique.

On peut aussi insister sur le fait que tout opérateur hyperbolique symétrique admet des con-
ditions de bords strictement dissipatives. Donc pour un opérateur hyperbolique symétrique fixé,
la classe des conditions de bord admissibles pour en faire un probleme symétrique & conditions de
bord strictement dissipatives n’est jamais vide.

Enfin, contrairement a la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme, il est facile de déterminer les
conditions de bord qui sont strictement dissipatives pour un opérateur hyperbolique symétrique fixé.

Le plan de ce chapitre est le suivant. Apres avoir énoncé les hypotheses sous lesquelles on
démontrera le caracteére fortement bien posé du probléeme (4.1), la démonstration se déroulera en
trois temps.

Dans le premier, on établira une estimation d’énergie a priori pour le probleme (4.1). Comme
on le verra, le caractere strictement dissipatif des conditions de bord permettra d’établir cette
estimation a moindre cofit.

Puis, on démontrera l’existence d’une solution faible pour le probleme (4.1) en utilisant des
arguments d’analyse fonctionelle et en introduisant un probleme dual pour le probleme (4.1). Le
fait que le probléme dual du probleme (4.1) vérifie les propriétés nécessaires pour conclure sera aussi
une conséquence du fait que le probleme (4.1) se trouve dans la classe des problemes symétriques a
conditions de bord strictement dissipatives.

Enfin, 'unicité de la solution faible proviendra d’un lemme de type ”fort=faible”. On reprendra
ici le résultat de [Sar62].

La démonstration que 1'on propose ici differe de celles de [HT14b] et [HT14a]. En effet dans
ces deux articles, les auteurs se placent dans un rectangle et supposent que la matrice AIIAQ n’a
pas de bloc de Jordan. Ensuite ils construisent des conditions de bords particuliéres pour lesquelles
ils montrent que le probleme aux limites (4.1), homogenes sur les bords de © mais pour lequel la
variable temporelle vit dans [0, +oo[ vérifie les hypothéses du théoreme de Hille-Yosida. L’avantage
d’utiliser le théoreme de Hille-Yosida est alors que la solution s’exprime alors comme ’application
d’un semi-groupe de contraction aux termes sources du probléeme.

D’un autre point de vue, dans [Hua0], 'auteur sous ’hypothese selon laquelle AflAg n’a que des
valeurs propres réelles et aucun bloc de Jordan, utilise des techniques de régulatisation elliptique
sur I’équation stationnaire (et donc des techniques trés proches des celles mises en oeuvre pour
appliquer le théoreme de Hille-Yosida). L’auteur montre alors I'existence d’une solution pour le
probléeme a coin avec condition initiale non homogene pour toute les conditions de bord qui sont
strictement dissipatives. Cependant, I'unicité de la solution n’est pas évidente en dehors du cas ou
les deux matrices Ay et Ay commutent.

La raison pour laquelle on a choisi de suivre un schéma de démonstration différent est que dans
le cadre général pour lequel les conditions de bord ne sont plus strictement dissipatives, on ne peut
plus appliquer le théoreme de Hille-Yosida. De méme, les techniques de régularisation elliptique ne
semblent pas évidentes a adapter. C’est donc le schéma de preuve décrit dans ce chapitre que 'on
utilisera. Ainsi décrire avec précision ce schéma de preuve nous a semblé étre une bonne entrée en
matiére pour le chapitre suivant. De plus, comme dans [HT14a] et [Hua0] se placera aussi sous une
hypothese sur la matrice Al_lAg, voir hypothese 4.1.2, qui sera un peu plus faible que celles utilisées
dans leurs articles.
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4.1.1 Hypotheses et définitions.

Comme indiqué dans la description du probléme, on se restreint ici a une classe particuliere de
probléeme a coin.

On commence par faire 'hypothese, assez classique, suivante sur les coeflicients de 'opérateur

L(0) :

Hypothése 4.1.1 Le probléme a coin (4.1) est supposé symétrique, c’est-a-dire que les matrices
Aj sont symétriques.

Le probléeme a coin (4.1) est supposé non caractéristique pour chacune des faces du domaine €,
c’est-a-dire que les matrices Ay et As sont inversibles.

On rappelle qu'un opérateur symétrique est hyperbolique. L’hypothese de symétrie sur les coefhi-
cients de L(0) sera la seule hypothese d’hyperbolicité que 1'on utilisera dans ce chapitre.

On précise dans la définition suivante ce que l'on entend par strictement dissipatif pour une
condition de bord.

Définition 4.1.1 Pour i = 1,2, la matrice de bord B; est qualifice de strictement dissipative pour
la face 09 du probléme a coin 4.1 si elle vérifie les trois propriétés suivantes :

i) Vu € ker B;, u # 0, (A;u,u) <0.

i1) ker B; est mazimal (au sens de l'inclusion) pour la propriété i).

iii) La matrice B; est surjective de RN dans RP¢ ow p; est le nombre de valeurs propres positives

de Az

On a mentionné dans l'introduction qu’un probleme & coin symétrique admettait toujours
des conditions de bords strictement dissipatives. En effet, pour un opérateur L(0) fixé, d’apres
I'’hypothese de symétrie des matrices A;, 'opérateur L(0) est hyperbolique. En particulier, les ma-
trices A; et As sont diagonalisables & valeurs propres réelles. De plus, d’aprés 'hypotheése (4.1.1),
la matrice A; (resp. Agz) admet p; (resp. ps) valeurs propres positives et N — p; (resp. N — pa)
valeurs propres négatives.

On note E; (resp. E3) le sous-espace propre engendré par les N — p; ( resp. N — p2) vecteurs
propres associés a une valeur propre négative. Alors pour tout v € E;, il est clair que

v#0= (4,v,v) <O0.
11 suffit alors de choisir deux matrices By et Bs, surjectives dans RP! et RP2 telles que
ker By = FE1, et ker By = F».

On rappelle aussi au passage que si la matrice B; est strictement dissipative pour la face 0€;
alors elle vérifie la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme (on renvoie a [BG07] paragraphe 4.3.4
pour une démonstration de ce résultat). Cependant, la réciproque de ce résultat n’est pas vraie
comme le montre ’exemple du sous-paragraphe 2.5.3.

Dans la suite de ce chapitre, on utilisera aussi la formulation équivalente suivante de la stricte
dissipativité :

Proposition 4.1.1 La matrice de bord B; est strictement dissipative pour la face 08);, si et seule-
ment st, il existe deux constantes c;, C; > 0 telles que :

Vu e RY, ¢lu® + (Aju, u) < Ci|Biul?.
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Démonstration : Cette démonstration est tirée de [BGO7] lemme 3.3.
On procede par 'absurde. Soit une suite (u,)neny € RY telle que pour tout n € N, |u,| =1 et

1 1
]Bun]2 < 3 + ;(Aiun,un>. (4.4)

Par compacité de la sphere unité, on peut supposer que la suite u, converge vers un vecteur u tel
que |u| = 1. Passant a la limite dans 1’équation (4.4), on obtient d’une part u € ker B et d’autre
part (A;u,u) > 0, ce qui contredit ’hypothese de stricte dissipativité de B;

g

Pour appliquer le lemme ”fort=faible” de [Sar62], on aura besoin de supposer que I’hypotheése
suivante est satisfaite. Plus de commentaires sur cette hypothese et sur le résultat de [Sar62] seront
faits a la fin de ce chapitre.

Hypothése 4.1.2 Les valeurs propres réelles de la matrice AI1A2 associées a des blocs de Jordan
sont négatives.

Enfin en conclusion de ce sous-paragraphe, on introduit les espaces & poids dans lesquels les
estimations d’énergie seront établies. Pour X un espace de Banach (dans la suite de ce chapitre X
pourra étre I'espace 2 ou 'une de ses faces 0€2; ou 9€)3), on pose

L2(X)={ueD(X)\ e T"ue L*(X)}, (4.5)
que I'on munit de la norme & poids :

-1z xy = lle™ Mz

4.2 Reésultat principal.

Le théoreme principal pour les problemes a coin symétriques admettant des conditions de bords
strictement dissipatives est le suivant :

Théoréme 4.2.1 Si le probléme a coin (4.1) vérifie les hypothéses 4.1.1 et 4.1.2 et s’il admet des
conditions de bord By et By strictement dissipatives au sens de la définition 4.1.1, alors, pour tout
v > 0, pour tout terme source a l'intérieur f € L,QY(Q) et pour tout couple de termes sources sur le
bord (g1,g2) € L%(@Ql) X L,Qy(ﬁﬁg), il existe une unique solution du probléme (4.1), u € L,QY(QT) a
traces Uiz, —o € L%(@Ql) et Uppy—o € L%(@Qg). De plus, la solution u vérifie lestimation d’énergie
sutvante :

2 2 7
WullZz @) + luje—olZz 00+ Itea=olEz (00, )
1 2 2 2
< C <7||fHL2,(Q) + 11910122 (90, + llgz”wm) :

ou C est une constante indépendante du parameétre .

La démonstration de ce résultat occupera la fin de ce chapitre. On commence par démontrer
Pestimation d’énergie a priori.
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4.2.1 L’estimation d’énergie a priori.

On commence par démontrer la proposition suivante qui, bien que de démonstration plus que
classique, constitue la clé de voute de la démonstration du théoreme 4.2.1.

Proposition 4.2.1 Soit v > 0. Alors toute solution assez réguliére u du probléme da coin (4.1)
vérifie 'estimation d’énergie (4.6).

Démonstration : Soit u une solution réguliere du probléme & coin (4.1). On note u la tranformée
de Laplace en temps et la transformée de Fourier dans la variable 2’ de u. @ vérifie le probléme &
coin : R

A101u + Aydbu + R(1,n)u = f, sur Q,

Blﬁ\xlzo = §1, sur 891, (47)

BQiL\‘m:o = §2, sur 892,

ou pour o : =y +ir, avec ¥ > 0, T € R et := (n3,...,mq) € R%2 on a posé :
d
Riom) = (o+iY niA;
j=3

On prend ensuite le produit scalaire dans CV de I’équation d’évolution de (4.7) avec u puis on
integre sur Ra_ dans les variables 1 et xo. Utilisant la symétrie des matrices A;, on obtient :

2 o
2’}// ’mQ dxy dxo — Z/ <Aja|xj:0,ﬁ‘xj:0> dxg_j = 2R6/
R2 —1 70 R
J
Appliquant 'inégalité de Young au membre de droite de (4.8), on obtient :

2
~ > ~ ~ 1 -~
7/2 @) day dy — ) / <Aj“|ccj:07“\xj:0> dr3—j < /2 |fI? dy das. (4.9)
Rr2 =170 7 JR2

On applique ensuite la caractérisation d’une condition de bord strictement dissipative de la propo-
sition 4.1.1 ; ainsi, pour ¢ € {1, 2}, il existe deux constantes positives ¢; et C; telles que :

7.0 doy das. (4.8)
(F.3)

2
+

Ciltz—ol® + {Aitijp,—0, Wri—0) < Ci|Bitjz,—ol?,

donc

oo o
3 [ P dzdey [ faoldest [ (ol don
0 0

R+
1 ~ < SN
< C(/ |f’2dw1d332+/ !91!d$2+/ \92\01331)-
7 JRr2 0 0

+

On integre ensuite par rapport a la variable de Fourier n et par rapport a la partie imaginaire de la
variable de Laplace 7. D’apres la formule de Plancherel, on obtient :

’YHUH%g(Q) + ||U|x1=0||%g(aﬂl)+||U|x2=0||%g(as22)

1 2 2 2
< C (»y”fHL%(m + g1l 00, + ngHLgmﬂz)> '
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4.2.2 Existence d’une solution faible pour le probleme (4.1).
Le probléme dual.

Définition 4.2.1 Le probléme a coin,

L*(0)v = f, sur €,
C10)g, =0 = g1, sur 082y, (4.10)
Covjzy=0 = g2, sur 0y,

est appellé probléeme dual du probléme a coin (4.1) si pour toutes fonctions réguliéres u et v on a la
formule de dualité :

2

(L(@)u, v) — (u, L*()v) = = > (Nittjg,—0, Cit}w,—0) + (Bittjz,—0, Miv}s,—0) ,
=1

ot les matrices N;, C; € Mn_p,xn(R) et M; € My« n(R) qui apparaissent dans le membre de droite
sont telles que l'on ait la décomposition suivante :

A; = CIN; + M!'B;. (4.11)

Proposition 4.2.2 On pose
d
L*(0) = =0, — Y _ A;j0; = —L(D).
j=1

Alors il existe des matrices C;, N; € MN—p,-XN(R) et M; € MpixN(R), telles que le probleme a coin
(4.10) soit un probléme dual pour le probléme a coin (4.1).
De plus, les C; sont caractérisées par

ker C; = (A; ker By)*, (4.12)
et les N; sont surjectives et vérifient
ker B; Nker N; = ker A; = {O} .

Démonstration : On peut consulter le paragraphe 4.4 de [BG07] pour une démonstration de ce
résultat.

O

Propriétés du probleme dual dans le cas d’un probléeme symétrique strictement dissi-
patif.

Théoréme 4.2.2 On suppose que le probléme a coin (4.1) vérifie les hypothéses 4.1.1-4.1.2 et qu’il
admet des conditions de bord strictement dissipatives. Alors pour tout choix de matrices Cq et Co
vérifiant (4.12), le probléeme dual associé défini par (4.10) vérifie les hypothéses 4.1.1-4.1.2 et admet
ausst des conditions de bord strictement dissipatives.

Démonstration : Le fait que le probleme & coin dual (4.10) satisfasse les hypotheses 4.1.1-4.1.2
est une conséquence directe de la définition de L*(9). On se concentre donc juste ici sur le caractere
dissipatif de ses conditions de bords. Puisque 'opérateur dual L*(9) est donné par L*(9) = —L(9),
on doit montrer que :

Yo € ker C; \ {0}, (A;jv,v) > 0.
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Pour ce faire on adapte tres légérement une démonstration de [LP60] du cas dissipatif au cas
strictement dissipatif. Par ’absurde, on suppose qu'il existe v € ker C; \ {0}, tel que

(Ajv,v) <0.
Alors pour tout u € ker B; et pour tout A € R on a :
(Ai(u+ M), (u+ M) = (Au, u) + 2M(Aju, v) + N2 (A0,0) < 0.

En effet, le terme (A;u,v) est nul d’apreés (4.12). Par hypothese, le premier terme est strictement
négatif, le dernier négatif ou nul.

Puisque 'on a supposé ker B; maximal pour la propriété (A; -, -) < 0, il vient que ker B; +
vect {v} C ker B;, c’est-a-dire que v € ker B;. Or d’apres la décomposition (4.11), on a alors
Ajv = C} Nv et par conséquent,

(Ajv,v) = (Nv, Civ) =0,

car v € ker C;. Donc le probleme aux limites primal n’est pas strictement dissipatif, d’ou la contra-
diction recherchée.

O
Solution faible, définitions et existence.
Dans tout ce qui suit pour y € R, on notera H ’espace de Hilbert produit défini par
Hoy = L3(Q) x L3(0) x L2(09y), (4.13)
et muni de la norme du produit :
[(u, ', a?)|1F, = HUH%;(Q) + Hﬂluii(aﬂl) + Hﬂ2||%§<(as22)- (4.14)

Définition 4.2.2 Soit U = (u,u',u*) € H, et f € L2(Q). On dit que U est une solution faible de
Iéquation L(O)u = f si pour toute fonction v € HEW(Q) on a la relation :

(fs0)r2(0) — (u, L*(0)v) r2(q) = —(A18", )5, —0) 12(00,) — (A28%, V)3y—0) 12(9022)

Définition 4.2.3 Soit U = (u,u',u?) € H,, f € L2(Q) et (g1,92) € L2(0Q1) x L2(9). On dit
que U est une solution faible du probléme a coin (4.1) si U est une solution faible de L(0)u = f au
sens de la définition 4.2.2 et si de surcroit (u',u?) vérifie :

{ Blﬂl =91,
BQ’&? = go.

Il est clair au vu des définitions qu’une solution faible du probléeme & coin (4.1) de trace dans
L2(0€1) x L2(99) est une solution faible de 'équation L(d)u = f.

Le théoréeme suivant qui montre que le probléme a coin (4.1) admet des solutions faibles suit les
travaux de Sarason [Sar62]. Ces travaux different des précédents résultats (cf. [LP60]-[Fri58]-[Fri54])
pour le probleme aux limites standard. En effet, pour construire une solution faible du probleme
aux limites standard on cherche une solution faible de ’équation L(0)u = f sans se soucier de la
régularité de sa trace sur le bord du domaine. La régularité de la trace est alors obtenue en utilisant
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le fait que l'on peut toujours régulariser la solution faible et sa trace (sans changer la valeur de
cette trace) en régularisant seulement dans les variables tangentielles. On obtient alors une solution
forte (la régularité par rapport a la variable normale étant automatiquement donnée par 1’équation
d’évolution) dont la trace sur le bord du domaine a bien un sens.

Cette technique semble difficile & adapter au cas du probleme & coin car pour obtenir assez de
régularité sur la solution on doit régulariser dans I'une des variables normales et on change ainsi
la valeur de 'une des traces. C’est pourquoi, on cherche une solution faible avec des traces dans
L%(@Q) et 'on conclut ensuite par un lemme ”fort=faible” dont la démonstration est plus longue
et technique que dans le cas du demi-espace.

Théoréme 4.2.3 Soit f € L,QY(Q), (91,92) un couple de L%(@Ql) X L%(@Ql). On suppose que
le probléeme a coin (4.1) vérifie les hypothéses 4.1.1-4.1.2 et qu’il admet des conditions de bord
strictement dissipatives ; alors (4.1) admet une solution faible U € H..

Démonstration : La démonstration de ce résultat se base sur les idées de [BGO7] paragraphe 4.5.3
et de [Sar62].
On introduit 'ensemble

X_y = {(L*(9)v, C1V|4, =05 CQ’U|1.2:0) avec v € Hi,y} = {L*v avec v € HEW} :

D’apres le théoreme 4.2.2, le probleme a coin dual de (4.1) vérifie les hypotheses 4.1.1-4.1.2 et
admet des conditions de bord strictement dissipatives. En vertu de la proposition 4.2.1, les solutions
régulieres v du probleme dual vérifient ’estimation d’énergie a priori :

vl < CylIL7]l3_, - (4.15)
Soit (f,g1,92) € H~ on définit la forme linéaire £: X_, - R :
L) = (f,v) p2(0) + (M1V)g,—0, 91) £2(801) + (M2V)gy—05 92) 12(89,)

ou les deux derniers produits scalaires sont des produits scalaires entre vecteurs de taille p; et po
respectivement.
D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz et I'inégalité de Young on obtient :

(L)

IN

HfHL%(Q)HUHL?_,Y(Q) + Cl||91||Lg(am) HU\m:OHLzW(an) + C2||g2||L%(892) HU|562:0HL2_,Y(892)

= C’YH’UH?-L»Y-

A

L’estimation (4.15) permet alors de conclure que
(L) < ClL0]3 .

Ainsi, d’apres le théoreme de Hahn-Banach, ¢ se prolonge par continuité a H_, et d’apres le
théoréme de représentation de Riesz, il existe un élément U = (u,u!,u?) € H., tel que pour tout
L*vde H_, :

0(L) = (u, L*(0)v) 120 + (1!, C1ve,—0) 12(001) + (12, CoVjny—o) 12(500)- (4.16)
En injectant la définition de ¢(L*v) dans 1’équation (4.16), on voit que U satisfait :

(f:0)12(0) — (u, L*(0)0) 20y = — {91, M0}z, o) + (1", C1vjg, —o)
— (g2, Mavjy,—o) + (u*, Cov)y,—0),
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équation dans laquelle on va modifier les éléments du bord u! et u? en un certain couple (@', u?) de
maniere & forcer Papparition des termes (A1a!,v),, o) et (A2u?,v|;,—¢) dans le membre de droite.
Ceci permettra de montrer que U := (u, u', #?) est une solution faible de L(9)u = f.

On rappelle la décomposition (4.11) :
Vi€ {1,2}, A; = CI'N; + M} B;.

Les matrices N; et B; étant surjectives on peut trouver u' et h; deux éléments de L% (09, RN ) tels
que :

— (i, Mivjg,—0) + (U, Civpy,—o) = ((CT Niw' — M Bih;), v)3,—0)-
Donc le triplet U := (u,u', u?) on
Vi € {1,2}, @’ := A; Y(M] Bihi — C N, (4.17)

est par construction une solution faible de L(9)u = f.

Pour conclure la démonstration et montrer que U = (u,a', 4?) est en fait une solution faible du
probléme 2 coin (4.1) il suffit donc au vu de la définition 4.2.3 de montrer que @' et u? vérifient les
conditions de bords.

On calcule :

Bii' = —B;A; 'Y Niu' + B;A; ' M} Bih;. (4.18)
Or BiAi_lCZ-TNi = 0. En effet, utilisant les propriétés des N; (cf. proposition 4.2.2), on sait que
ker B; @ ker N; = CV.
Soit u € ker B;, on a d’apres la décomposition de A; :
BAT'CFNju = B AT (A; — M B;) u = Biu — B;A; "M} Bju = 0.

On montre ensuite que BiAflM?Bi = B;. Il suffit de le montrer sur ker IV;. Soit u € ker V;, on a
cette fois :

BiAT'M] Biu = B;A;* (A; — CT'N;) u = Biu.
Par conséquent, I’équation (4.18) devient :
B;i' = Bih; = g;. (4.19)
Ainsi U est une solution faible du probleme & coin (4.1).

g

Afin de finir de démontrer le théoréme 4.2.1, maintenant que I’existence d’une solution faible est
démontrée, il ne reste plus qu’a établir I'unicité de cette solution faible et a montrer qu’elle vérifie
I’estimation d’énergie a priori. La fin de la démonstration passe par le théoreme ”fort=faible”
suivant.
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4.2.3 Théoréme ”fort=faible”.

Définition 4.2.4 Soit [ € L%(Q) et U = (u,u!,u?) € Hy. Alors, U est une solution forte de
L(0)u = f si il existe une suite de fonctions (u")nen C H1(Q) telle que :

lim [|U = (u", ufy, —, Ufn,—o) I3, + |1 L(D)un — flZ2(q) = 0.

n—oo

Il est clair que si U est une solution forte de ’équation L(Q)u = f alors c’est une solution faible.
La réciproque de ce résultat est fournie par le théoreme suivant dont on rappelle ’énoncé tel qu’il
apparait dans [Sar62]. Les hypotheéses de [Sar62] sont les suivantes :

Soit 2 un domaine de frontiere 02 réguliere par morceaux. On considere 'opérateur
L := A101 + A0y + C, sur €.

ol les A; et C sont des matrices carrées de taille N, ces dernieres pouvant éventuellement dépendre
de la variable d’espace x. On suppose alors dans ce cas que les A; sont de régularité CH(Q) et que
C est de régularité C°(Q2). On impose les conditions suivantes aux coins de € :

i) Il existe une combinaison linéaire de A; et de A2 qui n’est pas singuliere. Par simplicité on
supposera qu’au voisinage du coin considéré L peut s’écrire sous la forme :

L=0,+4+A0,+C.

i1) Soit (z,,25) un coin de Q et A une valeur propre réelle de A correspondant & un sous-espace
propre non simple, alors la caractéristique {(z1,22) € R?\ m3 — 25 = M(@1 — 21)} est en dehors de
Q.

i11) Au voisinage des coins de 2 l'opérateur L ne change pas de type au sens ou les valeurs
propres de A ne changent pas de type (une valeur propre réelle reste réelle et sa multiplicité ne
change pas).

Dans notre cas d’étude, les matrices A; sont constantes ainsi A := A1_1A2 permet de vérifier le
point 7). Le point 7i7) est aussi automatiquement vérifié car A est une matrice constante. Enfin, le
point i) est assuré grace au fait que les valeurs propres réelles de la matrice Al_lAg associées a des
blocs de Jordan sont strictement négatives d’apres ’hypothese 4.1.2.

Grace a 'hypothese 4.1.2, on peut donc appliquer le théoreme de Sarason [Sar62] a notre cadre
d’étude :

Théoréme 4.2.4 (Sarason) [Sar62] Soit f € L2(Q). Si léquation L(O)u = f admet une solution
faible U = (u,u*,u?) € H, alors U est une solution forte de l’équation L(O)u = f.

Démonstration : On renvoie a [Sar62] p.249-273 pour une démonstration de ce résultat.

g

Remarque L’hypothese 4.1.2 est donc utilisée pour pouvoir appliquer ce théoreme ”fort=faible”
et c’est le seul endroit ot1 on 1'utilise dans cette analyse. Plusieurs commentaires sur cette hypothese
et plus particulierement sur le fait d’utiliser le théoreme de Sarason pour conclure sont faits dans
le paragraphe 5.6.1.
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4.2.4 Unicité de la solution faible du probleme (4.1).

D’apres le théoreme 4.2.3, on sait qu'il existe U = (u,u', u?) € H.,, une solution faible du probleme
a coin (4.1), en particulier c’est une solution faible de I’équation L(0)u = f. D’apres le théoreme
4.2.4, U est une solution forte de I'équation L(d)u = f, donc il existe (un)nen C H1(Q) telle que :

lim (U — (", uft, gt —o)13e, + 1L(D)tn — Fl22(0) = 0. (4.20)

n—oo

Or (un)nen est une suite de solutions régulieres, d’apres la proposition 4.2.1 elle vérifie I’estimation
d’énergie :

1
72 @) + 4l ol 22 000) + 14fay=0l72(00,) < € <7||L(5)U"H%g(g) (4.21)

2 2
+ [1Brufy, —ollz2 00, + HB2U|T§;2:0HL3(892)) :

On peut donc évaluer par 'inégalité triangulaire :

_ _ 1
’YHUHZLg(Q) + @122 oq,) + ||U2H%g(agg) < C (,YHL(@)U”H%%(Q) (4.22)
2 2
+ 1By, —ollz2 a0y + 1B2ufz,=0ll 22 (902,

+ U = gl )

On prend ensuite la limite pour n grand, en utilisant 1’équation (4.20), il vient :

1

2 —112 —2)12 2
MullZe ) + 197122 90,y + 1871122 00, < € (,YHfHLg(Q)
_1)12 212
+ [1Bra]zz o0,) + [ B2u ||Lg(692)>-
On conclut en utilisant le fait que U est une solution faible du probléme a coin (4.1) donc @' (resp.
62) vérifie Bia! = ¢ (resp. Byu? = g2). D’ou le fait que la solution faible U vérifie 1’estimation
d’énergie :

_ _ 1
’YHU”%g(Q) + HulHZLg(aﬂl) + ”UQ\&%(@QQ) <C <||f”%3(9) + Hngig(agl) + HQzH%g(aQQ)> - (4.23)

v
Utilisant la linéarité du probleme & coin (4.1), une fois I'estimation d’énergie (4.23) pour la solution
faible établie I'unicité de la solution faible est immédiate. Ceci conclut la démonstration du théoreme
4.2.1.
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Chapitre 5

Probleme a coin dans le cadre général
et condition d’Osher.

5.1 Description du probleme

Dans ce chapitre on considere comme au chapitre précédent un probleme & coin qui s’écrit sous la
forme (4.1), mais pour lequel les conditions de bord ne sont plus strictement dissipatives.

On supposera donc dans ce chapitre que le probleme a coin sur lequel on travaille vérifie la
condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme sur chacune des faces du domaine. On rappelle que cette
condition est nécessaire et suffisante pour que le probleme aux limites standard soit fortement
bien posé. Sans grande surprise, on montrera qu’une condition nécessaire pour que le probleme &
coin soit fortement bien posé est que chaque face vérifie la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme.

Le but de ce chapitre est de donner un ensembles de conditions suffisantes (que ’on espere aussi
étre nécessaires) pour que le probleme & coin soit fortement bien posé et ainsi établir un théoréeme
"analogue” a celui de Kreiss [Kre70] pour le cas du demi-espace.

L’étude suivante est tres inspirée des travaux d’Osher [Osh73]-[Osh74b] sur le sujet, et plus
particulierement de [Osh73] dans lequel auteur montre une estimation d’énergie a priori pour les
solutions du probléme a coin en introduisant un symétriseur ”de type Kreiss”. La construction de ce
symétriseur est rendue possible grace a une nouvelle condition, la condition au coin. Cette condition,
qui sera décrite précisément dans le sous-paragraphe 5.3.2, est une relation de compatibilité entre les
traces de la solution du probleme a coin. Plus précisément, la condition au coin impose I’'inversibilité
d’un opérateur qui donne la différence entre la trace de la solution sur un bord et le résultat obtenu
apres reflexion de cette trace sur 'autre face du domaine.

Cependant, méme sous cette nouvelle condition, I'estimation d’énergie démontrée dans [Osh73]
est une estimation avec un nombre de pertes de dérivées qui n’est pas explicite. Cette estima-
tion est donc insuffisante en 1’état pour conclure au caractere fortement bien posé. Ces pertes de
régularité entre les données et la solution compliquent de plus le passage aux coefficients variables.
Enfin, dans [Osh73] aucun résultat sur ’existence d’une solution faible, ni de son unicité n’est donné.

Dans ce chapitre on a donc essayé, d’établir une estimation d’énergie a priori sans pertes. Pour
cela, on a suivi la méthode d’Osher et par conséquent on se place aussi sous la condition au coin.
On a réitéré la construction du symétriseur d’Osher, cette derniére sera décrite au paragraphe 5.5
dans un souci de complétude de la démonstration. Un des apports de ce travail par rapport a celui
de [Osh73] est d’avoir identifié une condition suffisante sous laquelle 'estimation d’énergie que ’on

83
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obtient est sans pertes. On ne sait pas, a 'heure actuelle, si cette condition est automatiquement
satisfaite mais on donne un argument allant dans ce sens au paragraphe 5.5.3.

5.2 Notations et résultats préliminaires.

Les notations pour le quart d’espace et ses faces sont les mémes qu’au chapitre 4 (cf. (4.1) et (4.2)).
De méme les espaces a poids dans lesquels seront démontrées les estimations d’énergie sont les
meémes qu’au chapitre quatre (cf. (4.5)).

Comme au chapitre 4, le probléeme a coin que I'on étudie est global en temps et s’écrit sous la
forme :
L(0)u := Oyu + 2?21 A;0ju = f, sur Q,
Biujy,—g = g1, sur 0y, (5.1)
Baoujg,—o = g2, sur 08y,

et on suppose que ce probleme a coin admet un bord non caractéristique et qu’il est symétrique.
En d’autres termes, on se place sous ’hypothese 4.1.1.

On introduit I'espace des fréquences, = défini par :
== {(0’ =y +iT,m) ECXRdJ\’yzO}\{O}.

On introduit aussi Zg, la frontiere de = :

[1]

0:=2=2N{y=0}.

Dans tout ce qui suit, lorsqu’aucune ambiguité n’est possible, on notera ( le couple de fréquences
(a,n).

On aura besoin de considérer dans la suite de ce chapitre les deux probléemes aux limites stan-
dards globaux en temps :

L(O)u = f, sur 1 > 0,22 € R, (5.2)
Biujg,—o = g1, sur z2 € R, '
et
L(O)u = f, sur zg > 0,21 € R,
(5.3)
B2U|m2:0 = go, sur r1 € R.

De fagon assez classique, on introduit la matrice résolvante A; (resp. As) associée au probleme
aux limites standard (5.2) (resp. (5.3)). La matrice A; (resp. A2) est obtenue apres transformée
de Fourier dans la variable d’espace tangentielle (z2,2') < (n2,7m) (resp. (z1,2') < (m,n)) et
tranformée de Laplace dans la variable temporelle ¢ <> o dans le probleme aux limites (5.2) (resp.
(5.3)). Apres ces deux transformations, on obtient :

{ ou = A ((,m2)u+ ]?, sur x1 > 0,
Bla‘mlzo = .é\lv

ou la matrice A;((,72) est définie par :

Ai(Gome) == —AT (o +i ) Ay | (5.4)
j#1
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Ainsi que

Ao(Cm) = —A Lo +id mid; |, (5.5)
#2
ol 71 est la variable duale de x;.

Pour i € {1,2}, on notera Ef(¢,n3—;) (resp. E(¢,n3—;)) le sous-espace stable (resp. instable)
de la matrice résolvante A;({, n3—;).

Par rapport au chapitre 4, et de facon assez classique lorsque 1’on étudie des problémes aux lim-
ites avec des conditions de bord non strictement dissipatives, on renforce I’hypothese d’hyperbolicité.
C’est-a-dire que, ’on ne se place plus seulement dans la classe des opérateurs symétriques, mais que
I’on suppose que 'hypothese d’hyperbolicité a multiplicité constante suivante satisfaite :

Hypothése 5.2.1 Il existe un entier positif M, des fonctions analytiques sur R\ {0} notées

Aly ooy AM G valeurs réelles ainsi que des entiers positifs vy, ..., v tels que :
d M
vee st det | 7+ > gA; | = [+ A(©)™,
j=1 k=1

avec A1(€) < ... < Apr(§), et de plus que les valeurs propres \g(§) de Z?Zl &jA; sont semi-simples.

On peut alors appliquer le lemme de Hersh [Her63] qui montre que pour toute fréquence
(C,m3—i) € (E\ Zo) les problemes aux limites (5.2) et (5.3) n’ont pas de sous-espace critique (au
sens des systemes dynamiques). En d’autres termes, pour ¢ € {1,2} on a la décomposition suivante
: on sait que pour toute fréquence on a :

V¢ € E\Eo,m3_i € R, CN = E$(¢,n3_i) ® EX(C,m3_i). (5.6)

Pour les fréquences ¢ € Zp, le théoreme de structure par blocs de [Kre70] et [Mét00] décrit au
chapitre 2 de ce manuscrit (cf. théoreme 2.1.1) s’applique & chaque matrice résolvante et permet de
prolonger le sous-espace stable par continuité aux fréquences de =y. La différence par rapport au
chapitre 1 est qu’ici on ne se place pas autour d’une fréquence hors de la zone de glancing, donc les
décompositions de I’espace CV en sous-espace stable et sous-espace instable prolongés (cf. (2.3) et
(2.4)) deviennent :

v< S EO) N3—i S Rv (CN - Ef(C7 nd—l) ©® Ezu(C) 773—1'); (57)

avec

V¢ € Eg, i €R, Ei(Cmmi) = EP(Cmmi) @ BYM(Cmai) © EPY(C,m3-i),s (5.8)
EXC i) = EP(C i) @ B¢ mami) © B¢ m3-4)

ot E7°(¢,m3—;) (resp. E;"°(¢,m3—;)) est le sous-espace propre généralisé associé aux valeurs propres
de A;((,n3—;) de partie réelle strictement négative (resp. positive), ou les espaces Ef’h(C, N3—i) et

E} ’h(C ,M3—i) sont des sommes de sous-espace propres associés aux valeurs propres imaginaires pures,
iXij, de la matrice A;((, n3—;) vérifiant 9y A; ; (¢, m3—i) # 0.

Pour ¢ € Z\ Z, on peut définir les projecteurs suivants :

Définition 5.2.1 Pour ¢ € =\ =y, ¢ € {1,2} et 13—y € R, on pose II; :

= I}(C,m3—) (resp.
I} :=TI¥(C, m3—i) ) le projecteur sur E? (resp. EY) associé a la décomposition (?77)
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Remarque On insiste ici sur le fait que bien que le sous-espace stable Ef((,7n3—;) admette un
prolongement par continuité a ¢ € =y donné par (5.8), la norme du projecteur II¥(¢, n3—;) explose
au voisinage des fréquences de glancing. C’est pourquoi dans la suite de ce chapitre, puisque 'on
aura besoin d’assurer que les projecteurs II7 et II¥ sont bien définis, on supposera que ¢ € E\ Eo,
zone dans laquelle il n’y a pas de mode de glancing et ot les projecteurs II} et IT{ sont bien définis.

5.3 Définitions et hypotheses.

Dans ce paragraphe on donne un ensemble de conditions et d’hypotheses sur le probleme a coin
(5.1) que l'on pense étre suffisant pour conduire au caracteére fortement bien posé du probleme a
coin (5.1).

On rappelle que par fortement bien posé on entend l’existence et 1'unicité de la solution u €
L%(Q) a trace dans L% (097) x L,QY((?QQ) qui vérifie de plus I'estimation d’énergie suivante :
3C, Vv > 79 > 0, on ait

Weallza ) + g =ollzz 000+ ljea=ollz2 (o) o
1 2 2 2
< C <7HfHLg(Q) +ll91l1z22 00, + Hg?HL%(mﬂ) '

On a déja mentionné au début du paragraphe précédent que 'on se placait sous ’hypothese de
symétrie des coefficients de l'opérateur L(9), que l'on supposait aussi qu’il vérifiait I’hypothese
d’hyperbolicité a multiplicité constante et qu’enfin le bord de 2 était non caractéristique pour
L(0). On va maintenant décrire les nouvelles conditions sous lesquelles on se place.

5.3.1 Une condition provenant de I’étude du probleme aux limites, la condition
de Kreiss-Lopatinskii uniforme.

Comme dans 'analyse classique par modes normaux du probléme aux limites standard on peut par
transformée de Fourier en espace dans la variable x’ et transformée de Laplace dans la variable t se
ramener a étudier le probleme a coin suivant :

L(9)t = A101T + Ax0yTi + [0+ iA'(n)] @ = f, pour (21, 22) € R?,
BiUjp,=0 = g1, sur 23 € Ry, (5.10)
Batljy,—o = g2, sur 71 € Ry,

ot 0 := v+ it € C est la variable duale en temps, n € R%2 est la variable duale en espace et o,
pour simplifier les notations, on a posé

d
A,(n) = Z T]jAj.
j=3

On omettra aussi, lorsque le propos le permet, la notation de la tansformée de Fourier-Laplace.

La proposition suivante montre que comme pour le probleme aux limites posé dans le demi-
espace, pour étudier le caracteére fortement bien posé du probléme a coin (5.1) on peut se ramener
a une étude sur le probléme & coin résolvant (5.10). Cette proposition aura aussi pour conséquence
qu’il est nécessaire pour que le probleme (5.1) soit fortement bien posé que la condition de Kreiss-
Lopatinskii uniforme soit vérifiée sur les deux faces du bord.
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Proposition 5.3.1 Le probléme a coin (5.1) est fortement bien posé si et seulement si le probléeme
a coin (5.10) admet une unique solution u € L*(R2), a trace dans (LQ(R+))2 qui vérifie de plus
l’estimation d’énergie : Vv > 0,

2 2 2
’Y||UHL2(R2+) + Hu|x1=0HL2(R+) + HU|12=0HL2(R+) (5.11)
L2 2 2
< 0 (HMas) + ooy + el )
ot la constante C' est indépendante de 7.

Démonstration : L’implication : ”Si (5.10) est fortement bien posé alors (5.1) est fortement bien
posé” est une conséquence du théoreme de Paley-Wiener.

On considere donc ici seulement 'implication ”Si (5.1) est fortement bien posé alors (5.10) est
fortement bien posé”.

Soit v la solution du probléme a coin (5.1), par transformée de Laplace et de Fourier on obtient
u une solution du probleme a coin (5.10).

Soit ¢ := (v + i1, n) une fréquence fixée, on introduit une suite de fonctions (@, )neny C C°(R X
Rd_Q) qui vérifie la propriété de support suivante,

en(t,z') =1 sur B(0,n) ,
on(t,2’) =0 sur B(0,n+ 1),

oi1 B(0,n) désigne la boule euclidienne de R~! centrée en 0 et de rayon n. On suppose de plus que
¢, est & valeurs dans [0,1] et que V¢, est borné par une constante indépendante de n.

On définit alors,
at+ix’-n (Pn(t,l'/)
1B(0,n)|

Un simple calcul montre alors que (uy,)nen satisfait le probleme a coin :

U (t, 21,9, 2") := e u(x1, x2).

egt—l—ix’-ﬁ . d
onf +u | Oron + Z A;0;pn = fn,

L(O)uy = ————
V1B, )] 2

et pour i € {1,2}

ot+iz’-
B _ T o
iUnjy, o = 9i ‘= Gin-

1B(0, )]

Le probléme & coin (5.1) étant fortement bien posé, on applique l'estimation d’énergie (5.9) & uy,
et I'on obtient :

l||un\|%§(g) + Humzl:oHii(aﬂl)+Humzz:o\|%§(aszg) (5.12)

2 )
Li(aﬂg) .

1 9 ,
< c (7\|fn!Lg(Q) + o1l o0, + g2

2 2 [en(t )P b
||un||L§(Q) _/R? lu(z1, z2)] </IRde2 B0, )| dtdx' | dxidzoe,

+
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mais par construction

t |2
1< lim [ent, 207 41 < /7

n—oo Jpyra-2 |B(0,n)|

ou 'on a utilisé l'expression |B(0,r)| = F?Té/i:f) ( T étant la fonction gamma d’Euler) pour évaluer
2

1B(0,n+1)[?

Bon) - Par conséquent, on a montré que

. 2 2
Jm ol > [ futar, o) Pdeidos
+

La méme méthode permet aussi de montrer que
I flung,, 172001y 2 ltgei=olF2(e, )
Tim 132 00y) 2 TtmamollF2qe,
et pour i € {1,2}
Jim llginl T3 o0y < VG, -
Ainsi pour montrer que u satisfait I'estimation d’énergie (5.11) il suffit de montrer que || fy,|| L2(Q)

tend vers | f]| r2(r2) et de passer & la limite dans (5.12). Un simple calcul permet d’écrire :

1fallzz@) = fallz , som)xi2, .,@2) + In;

ol l'on a posé :

L]
" Rﬁ_ C(n,n+1)

et ou C(n,n + 1) désigne la couronne de petit rayon n et de grand rayon n + 1. Par hypothese sur
la suite (¢n)nen, posant

Jon +ul0pon + A (Veron)]
B(0,n)

2
dt d:x’) dxq dxo,

€ += max(mase (| 4il),5up [ Vearpul, 1), et M = max((1f] o ol e )

on peut majorer le terme intégral I,, par

11| < MC/ dtda’.
‘B(O7n)| C(n,n+1)

Utilisant encore une fois 1’expression de [B(0,r)| en fonction de la fonction gamma d’Euler, on

obtient :
1 , 1\
_— dtdzr’ = 1+—-) -1 —0.
|B(07 n)‘ C(n,n+1) n

Par conséquent, I, tend vers zéro lorsque n tend vers l'infini et donc le passage a la limite pour n
tendant vers 'infini donne bien :

2 2 7
Aullzs | @2y +lue=ollzz, @)+ [¥es=ollzz @)

1 2 ~ 112 ~ 112
< (2, ey * 185, 6 + 180 ) )
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Comme indiqué au début de ce sous-paragraphe, la proposition 5.3.1 a le corollaire suivant :

Corollaire 5.3.1 Pour que le probléme a coin (5.1) soit fortement bien posé il est nécessaire que
la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme soit vérifiée sur les deux faces du bord de €2, c’est-a-dire
s pour i € {1,2},

V¢ e E,m_; € R, CN =kerB; ® E{(C,n3—i),

ot l’on rappelle que E} désigne le prolongement par continuité a Zo du sous-espace stable de la
matrice résolvante Aj;.

Dans toute la suite de ce chapitre, on supposera donc que la condition de Kreiss-Lopatinskii uni-
forme est vérifiée sur chaque face. On se place donc sous 'hypothese suivante (qui est juste une
reformulation plus pratique de la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme) :

Hypothése 5.3.1 Pour i € {1,2}, pour tout ¢ € Z,n3_; € R, la restriction de la matrice B; au
sous-espace stable E?((,m3—i) est un isomorphisme. On note alors :

¢i(¢,m3—i) == B; !

YES (Cmg—q)

5.3.2 La condition au coin.

Dans ce sous-paragraphe on va décrire une nouvelle condition suffisante (voir hypothése 5.3.2) pour
que le probleme & coin (5.1) soit fortement bien posé. Cette condition est initialement due & Osher
dans [OshT73].

L’apparition d’'une nouvelle condition pour assurer le caractere fortement bien posé n’est pas
vraiment étonnante. Il aurait en effet été surprenant que la condition de Kreiss-Lopatinskii imposée
sur les deux bords soit suffisante pour assurer le caractere fortement bien posé du probléme a coin
(5.1).

Avant de décrire la nouvelle condition que I'on va supposée, on étudie I'exemple suivant (voir
[Osh73]) qui est un systeme tres simple, constitué de deux équations de transport couplées seulement
par les conditions de bord, et qui montre que la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme n’est en
effet pas suffisante pour assurer le caractere fortement bien posé. On considere :

1 0 -1 0
oru + [0 _J ohu + [ 0 1] Oou = 0,
(1 —a]up,—0 = g1, (5.13)
[—b 1] U|x2:0 = 0,
u‘tSO =0.

ol a,b € R. On peut facilement montrer que les sous-espaces stables E7((,n3—;) sont donnés par :

BN (C,m) = B = vect { (é) } L E3(Com) = ES = vect { (g) } .

En particulier la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme est satisfaite pour tout a et b. Pour
résoudre le probléme & coin (5.13), on peut procéder de la fagon suivante. On suppose que l'on
connaisse la trace de la premiere composante de u sur €. Alors puisque la seconde composante
est transportée a vitesse entrante pour la face 9€s et sortante pour la face 0§21, il suffit de connaitre
sa trace sur 0€)s et d’intégrer le long des caractéristiques. On obtient donc :

ug(t,z) = bulm:o(t — 9,11 + 2),
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en particulier on connait la valeur de la trace sur 0 :
up(t,0,22) = buy, _,(t — 2, 32).

On peut alors injecter la valeur de cette trace dans la condition de bord sur la face 0€2;. Apres
avoir intégrer le long des caractéristiques, on obtient :

ui(t,z) = abullw:0 (t —x9 — 2w, 21 + x2) + g(t — 21,21 + 2).

On remarque alors que la trace uy,, _, est solution de I’équation fonctionnelle :

0
u,, ot 21) —abuy, _ (¢t = 221,21) = g(t — z1,21).

L’étude de cette équation, qui apparaitra aussi dans la construction des développements BKW
pour des problémes & coin, sera faite au sous-paragraphe (6.9.5). On affirme juste ici qu’elle admet
une unique solution dans L?(R.) si et seulement si |ab] < 1. Pour que le probleme & coin (5.13)
soit fortement bien posé il faut donc que les parametres a et b vérifient |ab] < 1 et le caractere
fortement bien posé n’est donc pas équivalent & imposer la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme
sur chaque face.

La solution de ce systeme se déplace d’un bord a 'autre en suivant les bicaractéristiques portées
par les directions [1, —1] et [—1, 1]. Apres un ”aller-retour” la solution est amplifiée par le facteur ab.
Donc instinctivement, si |ab| > 1 la solution au voisinage du coin subit une tres forte amplification
méme pour les petites valeurs de t et ne peut donc pas vérifier une estimation d’énergie sans pertes.

On en vient maintenant a décrire la nouvelle condition dans le cas général et plus partic-
ulierement sa provenance.

Soit u une solution du probléeme & coin (5.10) pour lequel on choisit un terme source a l'intérieur
f nul, on note v le prolongement de u par 0 aux z; négatifs. Alors v satisfait le probleme aux
limites :

A101v 4 A209v + [0 + 1A (n)] v = A16(21)u(0, x2), (21,22) € R X R4, (5.14)
Bavjy,—0 = 92 71 € R. '
Par transformée de Fourier dans la variable 1 on se ramene a étudier le probleme :
{ 825):\: .AQ (77125}\ + A2_1A1u(0, .Z'Q), (5.15)
Bavjg,—0 = 92,

olt I'on rappelle que Az (1) := A2(¢,m) = —A5 o +iA () + in1 Aq).
On peut décomposer U en une partie stable et une partie instable :

o(m) = U3(¢, m)o(m) + 115 (¢, m)v(m), (5.16)

ou chaque terme est donné par la formule de Duhamel :

T2
T3¢, m)o(m, a2) = A20WTI5(¢, 1 )B(0) + / e(2= )AL (¢ my ) Ay Ayu(0, s)ds
0

400
M ()0, a2) = — / @) AT (¢ ) A Avu(0, s)ds

2

Cependant d’apres 'hypothese 5.3.1, la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme permet d’écrire :

H5(¢, m)v(m, 0) = —¢2(¢, m) B2II5 (¢, m1)v (101, 0) + ¢2(¢,m1)g2(m),
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dont on déduit que :

0(m,0) = [T = ¢2(C¢,m)Ba] Ty (¢, m)v(m1,0) + ¢2(C, m)72,

+o0
= [¢2(¢;m) B2 — 1] / e~ A2 (¢ m) Ayt Aru(0, 8)ds + ¢(C,m)G-
0
Par tranformée de Fourier inverse on en déduit que

v(z1,0) = (T152(¢)u(0, ) (1) + P2(¢) g, (5.17)

ou
, +o00
(T (Ou) (1) = / e (g () By — 1 / e A2 CITIY (¢, 1) Ay Avu(s) ds diy.
R 0
(Po(Q)g)(a1) = /R M o (¢, 1)) i

On insiste maintenant sur le fait que par construction v(z1,0) = u(z1,0) donc on a exhibé un
opérateur, qui étant donné la trace sur la face 9Q; d’une solution du probleme a coin (5.10) écrit
pour f = 0 renvoie la trace de la solution sur la face 0€2s.

Si on étend maintenant u par 0 aux xo négatifs, on peut réitérer la méme construction pour
aboutir a une égalité de la forme

u(0,22) = (Ta—1(Q)u(-, 0))(w2) + (P1()g1)(w2), (5.18)

avec :
A o0
(Ta—1(Q)u)(w2) 1:/€Zz2n2 [$1(¢,m2) By —I]/ e_SAl(C’m)H?f(C,ng)Al_lAgu(s)dsan,
R 0

(Pi(O)g)(x2) = /R ¢ (¢, 123 (12) e

olt on rappelle que Ay (¢, m2) = —AT! [0 + i A/ (1) + ingAs].

Par construction, 'opérateur T5_,1(¢) prend la trace sur la face 9§23 d’une solution du probléeme
a coin (5.10) écrit pour f = 0 et fait correspondre a la trace en entrée, la trace sur la face 9. Par
conséquent si on compose les équations (5.17) et (5.18) on est amené a ’équation suivante :

[ — T551(0)T1-2(Q)] u(0, 22) = (P1(()g1)(72) + (T2—1(C) P2(¢)g2) (22). (5.19)

Sil’on pense que la trace de la solution doit dépendre des termes sources sur le bord, il semble naturel
d’imposer I'inversibilité de I'opérateur [I — Tp ,1(¢)T12(¢)] sur L?(Ry), c’est cette condition que
I’'on appelle condition au coin d’Osher. De plus, puisque si on réitere la construction précédente,
mais cette fois en étendant d’abord par zéro pour les z négatifs 'équation (5.19) s’écrira :

(1 — T152(Q) To—1(Q)] u(x1,0) = (P2(C)g2) (1) + (T1-2(0) P1()g1)(w2).

Ainsi on demandera aussi linversibilité de I'opérateur [I — Ti_.2(¢)To—s1(¢)] sur L?(Ry). Enfin
comme la constante C' de l'estimation d’énergie (5.11) doit étre indépendante de 7, on imposera en
plus que les bornes des opérateurs [I — T12(()To—1(¢)] et [ — To—1(¢)T1-2(¢)] et de leurs inverses
soient indépendantes de € =.
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Dans un souci d’allégement des notations on pose :

T2(¢) = T1-2(¢)T2—1(¢), (5.20)
T1(¢) = Ta—1(Q)T1-2(C)- (5.21)

Imposer l'inversibilité des opérateurs [I — T1(¢)] et [I — T2(¢)] n’est pas rigoureux a ce stade de
I’analyse puisque I'on ne sait méme pas s’ils sont bornés. Cependant, la démonstration du caractere
borné de ces opérateurs n’est pas triviale ; ¢’est pourquoi on admettra pour le moment le caractere
borné de ces opérateurs sur L?(R ). La démonstration de ce résultat occupe le sous-paragraphe 5.5.3

de ce chapitre et nécessitera une hypothese technique sur les matrices résolvantes A; (Oc, Oga—2,1) =
—iA7 Ay et Ag(Oc, Oga—2, 1) = —iA5 T Ay.

Hypothese 5.3.2 Pour tout ¢ € (E\ Ey), les opérateurs [I — Ta(¢)] et [I — T1(¢)] sont inversibles
de L*(Ry) dans L?(Ry) uniformément en ¢ € Z\ Zy.

En particulier, pour tout ¢ € (E\ Zo) et pour tout u € L*(Ry), il existe C1,Cy des constantes
positives telles que :

lul2a,y < Coll = To(Q) ullam,
lal2a,y < Gl - Ta(Q)lulla, )

L’hypothese 5.3.2 semble étre une hypothese assez forte, surtout en ce qui concerne le caractere uni-
forme de la borne. En effet, si on fait le parallele avec la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme,
pour obtenir le carctere uniforme de la borne, on est amené & compactifier la. demi-spheére unité de
= en considérant fréquences de Zg. Il se peut que 'on soit amené a faire de méme pour obtenir une
borne uniforme dans I’hypothese 5.3.2. Toutefois, en raison des modes de glancing qui apparaissent
dans Zg, définir les projecteurs II{ sur =y n’est pas clair et par conséquent, il n’est pas clair que
les opérateurs T2(¢) et Tq(¢) soient bien définis sur Zg. Une solution pour donner un sens IIY* pour
(inZq pourrait étre d’utiliser des relations comme celle démontrée au lemme 5.5.1 qui permettraient
d’exprimer les projecteurs I} en fonction des projecteurs stables associés a un probleme a coin dual.

On conclut ce sous-paragraphe par un calcul explicite pour lequel il n’y a pas de modes de
glancing et donc pas de probleme concernant la définition de Ty(¢) et de Ty(¢). Pour l'exemple
(5.13) (a l'heure actuelle, il s’agit du seul exemple sur lequel on arrive a faire ces calculs) les
opérateurs T1,2(C) et To,1(¢) sont donnés par :

(Troa©)(s) = | et Tntou)e) = [

N ‘ U p , . ,
ou 'on a posé u = . On peut remarquer que ces deux opérateurs sont bornés uniformément
U2

par rapport au parametre (. De plus, on peut calculer

T =2 |

On remarque donc que sous la restriction |ab| < 1, que l'on avait faite lors de I’étude de I'exemple
(5.13) au début de ce paragraphe, 'opérateur T1({) est contractant et donc que I’hypothese 5.3.2
est satisfaite. En fait, une étude plus poussée, voir [Osh74b], montre que l'opérateur I — T;(() est
inversible si et seulement si |ab| < 1.
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5.3.3 Deux hypotheses peut-étre de nature plus technique.

Tout au long de I’étude du probléme a coin on aura besoin d’hypotheses supplémentaires. On
distingue ces dernieres de celles données dans les sous-paragraphes précédents car elles semblent étre
d’une nature plus technique que nécessaire. Les hypotheses techniques ajoutées sont les suivantes :

Hypothése 5.3.3 Dans tout ce qui suit on supposera que RN = ker By @ ker Bo. En particulier,
N = p1 + p2.

On retrouve aussi I’hypothese sur les valeurs propres associées a des blocs de Jordan de la matrice
Al_lAg que l'on avait utilisé dans le chapitre 4 pour appliquer le théoreme ”fort=faible” de Sarason
[Sar62].

Hypothése 5.3.4 Les valeurs propres réelles de la matrice Al_lAg associées a des blocs de Jordan
sont strictement négatives.

Plutot que d’essayer de motiver ces hypotheses a ce stade de ’analyse, il nous semble plus a propos
et surtout plus parlant de le faire dans le corps du texte lorsque ces dernieres apparaitront.

5.4 La démonstration d’Osher [Osh73].

Le théoreme que I'on cherche a démontrer est le suivant :

Théoréme 5.4.1 Sous toutes les hypothéses précédentes, pour tout f € L%(Q), pour tout (g1, g2) €
L%(@Ql) X L%(@Qg), il existe une unique solution u € L%(Q) a trace dans L%(@Ql) X L%(@Qg) du
probléme a coin :

L(0)u = f, dans Q

Biujg,—o = g1, sur o

Bgu‘mzo = g9, sur 082y

De plus, il existe une constante positive C indépendante de v telle que pour tout v > ~v9 > 0, u
vérifie l'estimation d’energie :

2 2 2
’YHUHLg(Q) + Hu|x1=0HLg(agl) + Hu|a:2=0”Lg(aﬂg)
1 2 2 2
< C <7||f||L?Y(Q) +ll91llz2 00, + ||92||Lg(392)> :

D’apres la proposition 5.3.1, on a vu qu’il était équivalent de travailler sur le probleme a coin
écrit sous la forme (5.10), c’est-a-dire le probleme & coin obtenu apres transformée de Laplace dans
la variable ¢ et transformée de Fourier dans la variable .

On cherche ici a adapter la démonstration du chapitre 4, du cas strictement dissipatif au cas
général. Le premier point qu’il faut établir dans la démonstration du théoréme 5.4.1 est donc une
estimation d’énergie a priori. Comme indiqué dans au début de ce chapitre, la démonstration de
I’estimation d’énergie a priori passe par la construction d’un symétriseur qui, comme le symétriseur
de Kreiss, permet de compenser le manque de dissipativité sur les faces du domaine.

Une fois cette estimation d’énergie démontrée, pour conclure au caractere fortement bien, on
pourrait comme au chapitre 4 construire un probleme dual et supposer que ce dernier vérifie les
conditions sous lesquelles on a démontrée I'estimation d’énergie a priori. Ainsi, on peut construire
une solution faible exactement par la méme méthode que celle décrite au chapitre 4. Puis on peut
montrer 'unicité de la solution faible en utilisant le théoreme ”fort=faible” de Sarason [Sar62] et
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conclure & 'unicité en utilisant le fait que la solution faible vérifie alors I’estimation d’énergie a priori.

Le seul bémol de cette méthode est qu’il est nécessaire de supposer que 'hypothese 5.3.2 est
vérifiée par le probleme primal et par un probléeme dual. Comme mentionné dans I'introduction de
ce manuscrit, on pense que ’hypothese 5.3.2 est automatiquement satisfaite par le probleme dual si
elle I’est pour le probléme primal. Ainsi, cette démonstration n’est pas en I’état tres satisfaisante et
on éspere réussir a 'améliorer a ’avenir en montrant qu’il est suffisant de supposer que le probleme
primal vérifie ’hypothese 5.3.2.

5.4.1 Reduction a un probleme homogene a l’intérieur.

On vient de mentionner que I’établissement de I’estimation d’énergie a priori nécessitait la construc-
tion d’un symétriseur. Or I'une des différences entre la construction du symétriseur de Kreiss (cf.
[Kre70]-[BG07]-[CP81]) et le symétriseur d’Osher est que la construction du symétriseur d’Osher se
fait pour des problemes homogenes a 'intérieur du domaine.

C’est pourquoi, dans un premier temps, on se ramene a un probléme a coin homogene a 'intérieur
du domaine. Pour cela, on utilise le caractere fortement bien posé du probléeme a coin symétrique
avec conditions de bord strictement dissipatives que 'on a démontré au chapitre précédent.

Proposition 5.4.1 Si le probléme a coin (5.1) est non caractéristique a coefficients symétriques et
qu’il vérifie Uhypotheése 5.3.4, alors le probléme a coin (5.10) admet une unique solution u € LZ(Ri)
a traces L?(Ry) satisfaisant lestimation d’énergie (5.11) si et seulement si le probléme a coin
homogene a lintérieur :

A101w + As00w + [0 + 1A' (n)]w = 0, pour (z1,x2) € Ri
Biw)y, =0 = g1, pour x2 € Ry, (5.22)
Bow|g,—0 = g2, pour z1 € Ry,

admet une unique solution w € L*(R%) a traces dans L*(Ry) qui satisfait lestimation d’énergie
sutvante :

[wey=0ll72@, ) + 1@ar=0ll72@,) < C (H91H%2(R+) + ||92||%2(R+)> : (5.23)

Démonstration : Seul le caractere suffisant nécessite une démonstration.

Comme indiqué dans le paragraphe 4.1.1, il est toujours possible de trouver deux matrices
B € M, «xn(R) et Bs € M, « v (R) telles que les conditions de bords associées soient strictement
dissipatives au sens de la définition 4.1.1.

On considere le probleme a coin auxiliaire :

A101v + A20ov + [0 + A (n)] v = f, pour (z1,22) € R2,
Bivjz,—g = 0, pour z2 € R4, (5.24)
Byv|zy—0 = 0, pour z1 € Ry.

D’apres le théoreme 4.2.1, le probléme (5.24) admet une unique solution v qui satisfait I’estimation
d’énergie :
C

2 2 2 2
VHUHH(R@ + HU|1:1:0||L2(R+) + ||U\:v2:OHL2(R+) < ;Hf”y(]}giy (5.25)

Soit w la solution du probleme & coin homogene & l'intérieur (5.22), alors u = v + w est solution du
probleme a coin avec termes sources g; := g; — Biv|;,—o:

A101u+ Asdou+ [0 +iA'(n)|u = f, pour (z1,z2) € RZ,
Biujy,—g = g1, pour z2 € Ry, (5.26)
Baujg,—o = g2, pour x1 € Ry
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D’apres 'inégalité triangulaire u vérifie 'estimation d’énergie :

MollZaguy + Mooy + MtirrmolZaqe,) (5.27)
< ’YHUH%z(Ri) + Hv\mlon%Z(RJr) + ||U|x2=0|’%2(R+)
+ wlZege) + 1w —oliz@,) + 1We—oliz@,):
Donc il existe une solution au probléeme & coin (5.10). Cette solution vérifiant l'inégalité d’énergie

(5.27), elle est unique. Or w vérifie 'estimation d’énergie (5.23) et v satisfait I’estimation d’énergie
(5.25), le membre de droite de I'inégalité précédente se majore par

1
C (N Woqwzy + oty + el )

et I'on obtient bien ’estimation d’énergie attendue pour .

5.4.2 Estimation d’énergie a priori et symétriseur.

On veut démontrer le théoréme suivant :

Théoreme 5.4.2 Sous toutes les hypothéses de ce chapitre, toute solution réguliére u du probléeme
a coin (5.1) vérifie Uestimation d’énergie : ¥y > ~v9 > 0,

’YHUH%g(Q) + Nei=oll7z 90y) + 1Ujza=0l1 72 0020) (5.28)
1 2 2 2
< C <7||f||L%(Q) +ll91llzz 00, + ||92||Lg(,992)> ;

ot la constante C' est indépendante de 7.

La démonstration du théoreme 5.4.2 passe par 'introduction d’un symétriseur qui comme dans le
cas du probleme aux limites standard doit vérifier des propriétés assurant que ’estimation d’énergie
(5.28) ait lieu. La construction du symétriseur d’Osher se fait dans les variables polaires'. En effet,
ce changement de variable a ’avantage de pouvoir ramener 1’étude du comportement de la solution
sur les bords du domaine 2, c’est-a-dire ’étude de la trace en x1 = 0 et de la trace en o = 0, a
I’étude des deux traces de la solution par rapport a sa variable angulaire 6 seulement.

C’est pourquoi, avant de décrire les propriétés que ’on va imposer au symétriseur, on va décrire
I'influence du passage en coordonnées polaires sur le probleme a coin ((5.10)).

Dans les coordonnées polaires (0,7) € [0, %] x R4, on a les relations,

1 1
A101 = cos0A10, — —sinfA 10y, et Ay0y = sin A0, + — cos 0 A0y.
r T

Donc le probléeme a coin (5.22) s’écrit dans les variables polaires sous la forme :

[Ag cos§ — Ay sin ] dpu + Mu =0, (6,r) € [0,5] x Ry,
B1u‘9:% =g, r €R,, (529)
Byujg—og = g2, r € Ry,

'Dans [Osh73], le changement de variables contient aussi une dilatation de la variable de distance r de la forme
r=e"*, X € R. Ce changement de variable supplémentaire ne nous semble pas utile, c’est pourquoi on ne le reproduit
pas ici.
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ou 'on a posé,
M :=M(,0,r) = ([A2sinf + Ay cos0]rd, + [0 +iA'(n)] 7). (5.30)

Les conditions que 'on veut étre satisfaites par le symétriseur sont les suivantes et sont assez
ressemblantes a celles que ’on impose au symétriseur de Kreiss. En effet, on retrouve des conditions
de coercivité sur le bord du domaine (conditions iv) et v) du théoréme suivant), une ”symétrisation”
de I’équation d’évolution (condition 4) et ii7)) ainsi qu'un caractére borné (voir ii)) du symétriseur.

Toutefois, puisque le terme M qui apparait dans 1’équation d’évolution du probleme a coin (5.29)
n’est pas une matrice mais un opérateur, le symétriseur d’Osher sera lui aussi un opérateur.

Théoréme 5.4.3 Sous toutes les hypothéses de ce chapitre, il existe un opérateur S((,0) qui vérifie
les propriétés suivantes.
i) S(¢,0) [Arsin® — A cosb)] est un opérateur symétrique sur L2(Ry), i.e.

(8(¢,0) [A1sinf — Ay cosb])" = S(¢,0) [A1sin@ — Ay cos ).

ii) S(¢,0) est un opérateur borné de L*(Ry) dans L?(R.), uniformément par rapport a (¢,0).
En d’autres termes, ¥y > 0, 3C > 0 telle que

Vu € L*(Ry), [|S(¢, O)ull 2,y < Cllull 2,

ot la constante C' est indépendante de et de 6.
ii1) S vérifie I'équation différentielle

1
5(‘39 (8(¢,0) [A1sin® — Ay cosb]) + Re (S(¢,0)M) = 0. (5.31)
iv) Pour 0 = 5, il existe deur constantes c1,C1 > 0 indépendantes de ( telles que :
T
Vu e A(Ry), (S (¢.5) Aru) = alulbg,) — CilBrulag, ), (5.32)
v) Pour 8 =0, il existe deuz constantes co,Co > 0 indépendantes de ( telles que :
Vu € L2(Ry), (4,8 (¢,0) Agu) > eallul|F2m, ) — Coll BaulZ2 g, )- (5.33)

Remarque Le fait que 'on ai appellé ”théoreme” 1’énoncé précédent est légerement abusif. En
effet, comme on I’a déja mentionné, on n’a pas, a I’heure actuelle de démonstration complete de ce
résultat car le caractere uniformément borné de S (cf. ii)) reste a étre démontré. On sait toutefois
que si I'hypothese 5.3.2 est vérifiée et si de plus les opérateurs T7,2(¢) et To—1(¢) sont bornés
uniformément par rapport a ¢, alors le point i) sera vérifié. On renvoit au sous-paragraphe 5.5.3
pour une étude des opérateurs T} 2(C) et To1(C).

5.4.3 Démonstration du théoréme 5.4.2 en utilisant le symétriseur.

Le but de ce paragraphe est de montrer comment ’existence d’un symétriseur qui vérifie les condi-
tions décrites dans le théoreme 5.4.3 permet de démontrer I’estimation d’énergie a priori du théoreme
5.4.2.

L’un des principaux points de divergence entre la démonstration de l’estimation d’énergie a
priori donnée par Osher [Osh73| et celle pour le probléme aux limites donnée par Kreiss [Kre70]
est que la complexité de I’équation résolvante (5.10) est plus importante dans le cas du probleme a
coin.
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Cela vient principalement du fait que pour le symétriseur de Kreiss, I’équation qui gere le
comportement de la solution a I'intérieur du domaine est de nature algébrique alors que I’équation
qui geére l'intérieur du domaine pour le symétriseur d’Osher (cf. le point i) du théoreme 5.4.3)
est une équation aux dérivées partielles dans les variables polaires 0 et r. Le fait de s’étre ramené
a un terme source nul a l'intérieur a donc eu pour effet de rendre cette équation aux dérivées
partielles homogene et permet d’en donner des solutions particulieres sous une forme plus simple
que dans le cas non homogeéne. Comme on le verra dans la construction du symétriseur, ces solutions
particulieres seront importantes.

Démonstration : D’apres la proposition 5.4.1, le théoreme 5.4.2 est démontré si et seulement si
toute solution réguliere du probléeme

A101w + Ag0ow + [0 + 1A (n)]w =0, sur Ri,
Biw,,—o = g1, sur {z1 =0},
Bowy,—g = g2, sur {z9 = 0},

vérifie 'estimation d’énergie :

[war=0ll72m, ) + 1 Was=0ll72,) < C (HQlHQL2(R+) + ||92H%2(R+)> : (5.34)

On va donc montrer que le symétriseur S défini dans le théoreme 5.4.3 permet justement d’établir
I'estimation (5.34).

Passant en coordonnées polaires, on considére donc une solution réguliere w du probleme a coin
(5.29). Un simple calcul montre alors que :

0p (w,S(¢,0) [sinfA; — cosHAs] U}>L2( = (Opw,S((,0) [sinfA; — cos 0 As] w}LQ(R”
+ (w,8(¢,0) [sinfA; — cos 0 As] Dgw) 2
+ (w,0 (S(¢,0) [sinfA; — cos0Az]) w) 2R, -
Grace au point ) du théoréme 5.4.3 on peut écrire :
0p (w,S(¢,0) [sinfA; — cosHAs] w)Lg(RJr) = 2Re(w,5((,0)[sinfA; — coshAs] 69w>L2(R+)
+ (w,0 (S(¢,0) [sinfA; — cosAs]) w) 2, -
Grace au point 7i7) du théoréme 5.4.3 et comme w est une solution de (5.29), on peut écrire :
Jp (w,S(¢,0) [sinfA; — cosHAs] w>L2(R+) = 2(w,Re(S(¢,0)M) ’U)>L2(R+)
— 2(w, Re(S(¢,0)M) w) 2,
= 0.

Ry)

Par conséquent, si on integre 1’équation précédente par rapport & la variable 6 € [0, g], on

obtient :
/ " 0 (0, 8(C,60) [sin A1 — cos9As) w) o, ) d8 = 0,
0
et d’apres la formule de Green :
T
/]R+ <w|9:g75 (C, 5) Alw\9:g> dr + /]R+ (w)g=0,S(¢,0)Agwjg—g) dr = 0.

On utilise ensuite les points iv) et v) du théoreme 5.4.3 pour obtenir que :

/ \w|e=§|2dr+/ \W|o:o!2dr§0</ !Blwe=§!2dr+/ !B2ww:o!2dr>-
Ry Ry Ry Ry

On repasse ensuite dans les coordonnées cartésiennes. On a bien démontré que toute solution
assez réguliere du probleme a coin (5.22) vérifie l'estimation d’énergie (5.23).

g
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5.5 Construction du symétriseur.
On cherche un symétriseur S sous la forme :
S(¢,0) = [sinfA; — cosOAs] J(C,0)N(r,()J*(C,0), (5.35)

ou J et N sont des opérateurs qui d’apres la condition i) du théoreme 5.4.3 devront étre bornés
sur L2(Ry). On insiste ici sur le fait que 'opérateur N est indépendant de la variable 6, ce détail
aura son importance lorsqu’il s’agira de vérifier le point 7i) du théoreme 5.4.3.

On peut aussi remarquer que d’aprés I’hypotheése 5.3.4 sur les valeurs propres de la matrice
Ay L A1, la matrice [sinf@A; — cos O As] est inversible pour tout 0 € [O, g] C’est en effet trivial pour
¢ valant 0 ou 5. Pour 0 € ]0, 5 [, I'inversibilité de [sin #A; — cos O Ag] est équivalente a I'inversibilité
de I — tan 0A51A1. Or, si I — tan 0A51A1 n’est pas inversible alors ﬁ est une valeur propre
strictement positive A5 L A4, ce qui est exclu par I’hypothese 5.3.4.

Par construction et d’apres ’hypothese de symétrie des matrices Aj, il est clair quun opérateur S
choisi sous la forme (5.35) vérifie la condition ¢) du théoreme 5.4.3, c’est-a-dire que S [sin § A1 — cos 0§ Az]
est automatiquement un opérateur symétrique.

La construction du symétriseur se fait en deux temps. Dans un premier temps, on construit
lopérateur J de maniere a ce que S vérifie le point éii) du théoreme 5.4.3. Ce choix de J peut se
faire indépendamment de 'opérateur N gréace au fait que N ne dépend pas de la variable angulaire
0. Ensuite 'opérateur J étant fixé on va venir choisir un opérateur N de maniere a ce que les
conditions de coercivité sur le bord (conditions iv) et v) du théoreme 5.4.3) soient vérifiées.

5.5.1 Construction de 'opérateur J.

Résolution de 1’équation d’évolution.

On veut que le symétriseur S vérifie la condition 7ii) du théoreme 5.4.3, c’est-a-dire, qu'il soit une
solution particuliere de I’équation différentielle

1
589 (S[A1sinf — Ay cosb]) + Re (SM) = 0. (5.36)

On suppose que J, apparaissant dans Pexpression (5.35), est un opérateur solution de I’équation
différentielle
Op ([sinfA; — cos0As] J) + M*J = 0. (5.37)

Alors S défini par (5.35) est une solution particuliere de (5.36). En effet, on calcule alors

Op (S[A1sin® — Aycosf]) = 0Oy ([sinfA; — cosOAs] J) NJ* [sinfA; — cos Az
+ [sin@A; —cosOAs] INOy (J* [sinfA; — cosHAs]),

ou l'on utilise fortement le fait que N est indépendant de #. De plus, puisque J vérifie (5.37), J*
satisfait :
Op (J* [sin0A; — cos0As]) + J*M = 0. (5.38)

Puisque J et J* vérifient les équations (5.37) et (5.38) il vient :

Op (S[A1sinh — Aycosb]) = — M*JNJ*[sin0A; — cosOAs]
— [sinf@A; —cosOAs) JNJ*M.
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Par conséquent,

Op (S[Aysinh — Aycosb]) = —M*S—S*M,
= —2Re(SM),

ainsi S est bien une solution particuliere de 1’équation différentielle (5.36).

On s’est donc ramené a construire un opérateur J qui satisfait I’équation différentielle (5.37).
Pour des raisons qui seront rendues explicites par la suite, on va d’abord construire un opérateur
K qui s’écrit sous la forme :

K(¢,0) = K1(¢,0) + K2(¢, 0), (5.39)

ou Kj et Ky sont des opérateurs qui sont tous les deux solutions de 1’équation (5.37). Une fois les
opérateurs K et Ko déterminés, on les modifiera légerement en des opérateurs J; et Jo et on posera

J(Cv 9) = Jl(Qa 9) + J2(<79)

Soit v une fonction de L?(R,), on pose w(r,6) := (K(6)v) (r) ot K est un opérateur qui doit
étre choisi de maniére a ce que w vérifie '’équation différentielle (5.37). Repassant en coordonnées
cartésiennes, c’est-a-dire que si I’on pose

u(rcos@,rsinf) := w(r,0),

par un calcul similaire a celui effectué dans la partie 5.4.2, on remarque que u est une solution de
I’équation d’évolution :

A1Oovu+ Asdou+ [—5 +iA'(n)] u =0, sur RY. (5.40)

L’idée principale du reste de cette construction est de regarder ce probléme posé dans un domaine
a coin comme deux problemes d’évolution posés chacun dans un demi-espace. En effet, la formule
de Duhamel fournit des solutions de ces problemes aux limites a condition de connaitre leur trace
sur le bord du demi-espace. Ici, cette trace sera donnée par la fonction v € L2(R,) sur laquelle agit
lopérateur solution K et sera donc une donnée connue du probléme. On fixe donc une fonction
v € L*(R,), on I’étend par zéro pour les x5 négatifs, et on s’intérésse au probléme aux limites :

{ A1ovu+ Aydou+ [—a +iA'(n)]u=0, sur x1 > 0,29 € R (5.41)
Uz =0 = V- '
Par transformée de Fourier dans la variable x5, on peut réécrire ce systeme sous la forme :
{ ?1” = AIA(_O'7777772)U’7 (542)
U|x1:0 = .

On note E3(o,n,1) (resp. E%(o,1,72)) le sous-espace stable (resp. instable) associé & la matrice

Ai(=,n,m2) et TT{(a,1,m2) (vesp. 1Y (o,1,m2)) le projecteur sur E5(a,1,12) (vesp. Ef(0,7,72)),
associé a la décomposition :

CN = Ef(Uﬂ?a 772) @ E?(O-ﬂ%?h)'

D’apres la formule de Duhamel, la fonction
a(xl) = 6I1A1(—5',77,772)ﬁi <07 n, 772)@072)7

est une solution de (5.42). Par transformée de Fourier inverse, la fonction

1 ) _ ~
R R = K (R SEIATS
R
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est donc une solution de (5.42) sur {z; > 0,22 € R}. On peut ensuite restreindre cette solution aux
x9 positifs, pour obtenir une solution de (5.40) sur R?&-'
On revient maintenant dans les variables polaires, la fonction w définie sur {7’ eRy,0¢ [0, %] }

par :
1

w(r, 0) _ % /Reirsin 977267“ cos@Al(*EﬂﬁTn)ﬁi (0-’ n, 772){;(772)617727

est donc une solution de 1’équation (5.37). Ainsi, 'opérateur K1 () défini par :

1
o

(K1(¢, 0)v) (r) : /R 7o Oz greos 0L IRITTS (0, 17, 1) 0 (172) (5.43)

satisfait I’équation différentielle (5.37).

Si l'on considere maintenant le probleme aux limites posé dans 'autre demi-espace i.e. le
probleme :
{ A101u + Asdou + [—a +iA'(n)]u =0, sur z1 € R,z9 >0
u\xgz() =,

on peut alors en réitérant exactement la méme méthode (a ceci pres que la transformée de Fourier
se fait maintenant sur la variable x) construire un second opérateur solution Ks(¢,#) donné par la
formule :

(Ka(C, 0)0) (1) =

._2/eiTCOSHT]leTSiHQ.AQ(U,n,nl)ﬁg((j?n,771),1’}(,'71)d7,’1’ (544)
T JR

tel que (K2(#)v) soit une solution de I’équation différentielle (5.37) pour tout v € L2(R.).

Par conséquent I'opérateur K défini en (5.39), avec K; et Ko définis en (5.43) et (5.44) est bien
une solution de I’équation différentielle (5.37). Donc un symétriseur S s’écrivant sous la forme (5.35)
(avec J = K) vérifie le point #ii) du théoreme (5.4.3) indépendamment du choix de N.

Calcul des opérateurs adjoints de K; et de Ks.

Dans le sous-paragraphe précédent on a construit une solution de (5.37) ; il reste maintenant a
vérifier que l'on peut choisir N de maniére a assurer les conditions de coercivité iv) et v) du
théoreme (5.4.3).

Mais avant cela on va calculer les opérateurs Ki((,0)* et Ko((,0)* pour 6 dans {O, g}
Ce calcul est motivé par le fait que les conditions de coercivité iv) et v) du théoreme (5.4.3),
s’écrivent sous la forme :

(w,S(¢,0)Amw) > c;jlw* — Cy| Bywl?, (5.45)

ot i € {1,2} et § € {0,%}. Pour S(¢,0) écrit sous la forme (5.35), ot J = K est 'opérateur
construit dans le paragraphe précédent, le membre de gauche de (5.45) se réécrit sous la forme :
pour 6 € {0, g},

(w,5(¢,0)Aw) = (w,[sinfA; —cos A K(¢,0)NK((,0)* Ayw) .
En évaluant cette équation en 5 et 0, on obtient alors le couple d’inégalités :

{ (K(¢,5) Arw, NK(¢, §)" Aiw) > erfw]* — C|Bru|?, (5.46)

(K(¢,0)*Agv, NK(¢,0)* Agv) < —co|w|? + Co| Bow|?,
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qui montre bien que les opérateurs adjoints de K; et de Ko apparaissent naturellement dans les
conditions de bords.

De plus connaitre les valeurs précises des opérateurs adjoints permettra aussi de savoir comment
modifier la définition des opérateurs K7 et Ko, en des opérateurs J; et Jo, de maniere a faire ap-
paraitre les opérateurs T)_,2 et To_,1 dans les conditions de coercivité (5.46). Ce point sera capital
lors du choix de N car il permettra d’utiliser la condition d’Osher (cf. hypothese 5.19).

On calculera ici ces opérateurs seulement dans le cas 6 = 7, les calculs pour 6 = 0 étant
similaires. On doit donc calculer K3 (C, g)* et Ko (C, %)*
Apres avoir posé § = T dans les équations (5.43) et (5.44) il vient :

(1 (¢5)0) 0 = 5= [ e ionm)itm) dn (5.47)
(12 (¢ 5) ) ) = g [ eI o) om) dm. (5.48)

On commence par calculer I’adjoint de K3 (%) Soit u € L?(Ry), étendue par zéro sur R_ ; d’apres
I’équation (5.47) et la formule de Parseval on a :

<K1 (C, g) v,u> = <.7-"*1ﬁf]-"v,u>,
= <v,fﬁlﬁi’*}"u>,

ou F et F~! sont des notations pour la transformée de Fourier et son inverse. On en déduit que

(%1 (¢.5) ) )= 5= [ ™3 o m)ite) e (5.49)

Pour rendre cette équation plus explicite, on utilise le lemme suivant :

Lemme 5.5.1 Pouri=1,2, on a
I (0,1, m3-5) = AT (0,1, m3-0) A;

Démonstration : On fait la démonstration pour i = 1, le cas i = 2 étant totalement analogue.
On commence par démontrer que

E}(0,0,1m5-1) = (A} (0,0, 1m5-0))

Dans un souci d’allégement des notations, on ne spécifie pas les parametres o, n et 7y dans les
expressions des sous-espaces E} et E.
Soit v € Ef et u € E}, alors par définition des sous-espaces stables on a :

A101u = Ai(o,n,m)u, et A101v = Ai(—a,n,m2)v.

Ces deux équations permettent alors de démontrer que 9 (v, Aju) = 0. Or, siu € Ef et v € Ef,
alors par définition (v, Aju) décroit exponentiellement vite lorsque x1 tend vers +oc. On déduit

que si u € Ef, v € Ej alors (v, Aju) = 0.
Reprenant la méme méthode mais en évaluant en x; tendant vers —oo, on montre que

EY = (AB!)-.
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On utilise ensuite les relations :
- ~ L
ker IS = <1m H{) — AVES,
. L
Im 5" = (ker Hf) = A EY, (5.50)

pour montrer que les noyaux et les images des projecteurs ﬁ‘;* et AlﬂzfAl_l sont égaux.

Ce lemme permet d’écrire :

(% (¢.5) ) 0= 5 [ €™ ATt o o) AT i) e (551)

T or

Le calcul de K3(%)* suit la méme philosophie a ceci pres qu’il faut gérer en plus I'exponentielle
matricielle. La formule de Parseval donne :

<K2 (C, g) v,u> = <]~'_16TA2(_‘_’)~§]:U,U> ,
= <v,}"_1ﬁ§’*e“42(_&)*}"u>,

dont on déduit que

* 1 ; T7S,% = *
(KZ (é, g) U) (7") = % Rezrnlﬂg’ (0',77,771)6“42(_0’77’771) U(m)dm,
1 : _ fm A
= 2ﬂ_/ ot rA2(—3,1,1) 105" (o, n,m ) a(n) dm, (5.52)
R

ou 'on a utilisé le fait que les matrices ﬁ; et "2 commutent.
Or,

erAz(=onm)” eT[UHA'(??)JrimAl]A{l
)

- ~1
AgemAzlomm) A7

Utilisant le lemme 5.5.1 on a alors :
AT (g, 1) = Age™ A2 AT A TIY (0,1, m1) Ag (5.53)

Injectant cette nouvelle égalité dans 1’équation (5.52) on peut alors écrire :

T\ * 1 .
z — irny (= A2(on,m)) T8 —1g
(Kg ((, 2) u) (r) o RA2€ e 15 (o, m,m ) Ay “a(nr )dm .

Ceci conclut le calcul des opérateurs adjoints de K7 et de Ko.

On en vient maintenant a la modification des opérateurs K7 et Ko en des opérateurs .J; et Jo
dont les valeurs en 6 € {O, g} dépendent des opérateurs T} .o et Th_,q.

Pour ce faire, on remarque que multiplier & droite une solution de I’équation d’évolution (5.37)
par un opérateur indépendant de § donne encore une solution de ’équation d’évolution (5.37). On
modifie donc les opérateurs solutions K; et Ko de (5.37) en posant :

JH(¢,0) = F ' (¢1(Q)B1— 1) AT FK1(C,0)%, (5.54)
J3(C.0) = F ' (¢2(¢)Ba —I) Ay FK5(¢,0)%, (5.55)
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de manieére & avoir :
* * ™
JH(C0) Az = Ty, ot J5 (¢, 5) A= Tioe.

On pose enfin
J(C, 0) = Jl (C7 9) + JQ(C’ 9)7

qui est solution de I’équation (5.37). Ceci conclut la construction de 'opérateur J.

5.5.2 Choix de 'opérateur N.

On veut maintenant choisir un opérateur N indépendant de 6 tel que l'on ait les conditions de
coercivité sur le bord (points iv) et v) du théoreme 5.4.3). Sous le choix de 'opérateur J fait au
paragraphe précédent, ces conditions s’écrivent sous la forme :

iv) Pour § = 7§, il existe c1,C1 > 0, deux constantes indépendantes de ¢, telles que

vw € LA(Ry), (w, T152(C)* NTio2(Ow) > ci|w|* — C1|Biwl]?. (5.56)

v) Pour 6 = 0, il existe cg, Cy > 0, deux constantes indépendantes de ¢, telles que
Vw € L*(Ry), (w, Toss1(Q)* N1 (Qw) < caw|® — O Bow|?. (5.57)
On va commencer par remarquer qu'’il suffit d’assurer iv) (resp. v)) pour w € L?(R ., ker By) (resp.

w € L*(R;, ker By)).

Réduction a un probléeme a conditions de bords homogeénes.
On suppose que 'inégalité suivante est vérifiée :
Yo € L*(Ry, ker By), (T1_2(Q)v; NT12(C)v) > clv|? (5.58)
Soit w tel que Biw = g # 0. On décompose alors w de la fagon suivante :
w =1’ + vﬁ,

avec v* € L?(Ry, ker By) et vf € L?(R, ) vérifiant Byvf = g.
On a donc :

<w,8 (C, g) A1w> = <vb,8 (C, g) A1Ub> + 2Re <vb,8 <C, g) Alvﬁ> + <vu,8 (C, g) A1Uﬁ>
c|v’|> + 2Re <vb,8 (C, g) A1Uﬁ> + <vﬁ,8 (C, g) A1Uﬁ> ) (5.59)

v

d’apres Iéquation (5.58) appliquée au premier terme. On applique ensuite 'inégalité de Cauchy-
Schwarz, la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme et 1'inégalité de Young, sur les deux termes
suivants pour réécrire I’équation précédente sous la forme :

<w,S (g, g) A1w> > g]w|2 — C|Bw|?, (5.60)

ol C' est une constante dépendant de la norme £(L?*(R;), L*(R,.)) de Popérateur S (¢, Z). En effet,
pour gérer le terme sous la partie réelle, on écrit :

2Re <vb,8 (c, g) Awﬂ> > 9)| ‘S (g, g) Alvﬂ‘

5P = Ol

v

Y

C C ~
SR + 1o - OBl
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Un raisonement analogue permet aussi de gérer le troisieme terme de 1’équation (5.59). Donc on
peut considérer une condition de bord homogene sur la face {# = 0}. Ainsi, on s’est ramené a choisir
un opérateur IV tel que les deux conditions suivantes soient vérifiées :

{ (7 (6, 5) A1, NJ* (C, 5) Ar) = 0|2, Wo € L2(Ry ker By), (5.61)

(J*(¢,0)Aqu, NJ*(¢,0)Agv) < —6|v]?, Vv € L?(R,, ker Bs).

On voit donc bien qu’il faut que les bornes du symétriseur S soient indépendantes de la variable (.

Construction de N.

On rappelle que 'on a construit deux opérateurs J;(¢,0) et J3(¢,6) dont les valeurs sur les faces
du domaine sont :

Ji (C, g) Ay = FH¢1Bi—I)F et J{((,0)Ay = Toy, (5.62)
BG0A2 = F(6aBy— D) F et J3 (¢, 5) A =Tioe.

Afin de finaliser la construction du symétriseur, il reste & choisir N qui, on le rappelle, doit étre
indépendant de la variable angulaire 60, et tel que 'on ait les conditions (5.61) sur les bords du
domaine.

On commence par rappeller la notation suivante :

T1(¢) = To-1(¢)T12(Q).
On cherche N sous la forme :
N =TIy, g, N1llker B, + ier g, Noollker B, — 2Re(Ile, g, N12lier B, )- (5.63)
ol e g, (resp.Ilyer B, ) est le projecteur sur ker By (resp. ker Bs) associé & la somme directe
RY = ker B & ker Bs.

En particulier, c’est le seul endroit dans la démonstration ot 'on aura besoin de I'hypothese 5.3.3.

11 suffit ensuite de remarquer que Im(7}_,2) C ker By et Im(7T5—,1) C ker By (voir (5.21)) ce qui
permet de réécrire les conditions (5.61) sous la forme :

{ T152(¢)*N11T152(C) + 2Re(N{5T1-2(C)) + Nog > 61,

5.64
Ty1(¢)*NaoTh1(C) + 2Re(N12To 1)) + Ni1 < —61. (5.64)

Sans perte de généralité, on peut aussi supposer que § = 1.

La suite de la construction est en tout point similaire & celle décrite par Osher dans [Osh73].
On multiplie la deuxieme équation par Tj2(()* & gauche et T12(() & droite et sommant les
équations de (5.64) pour se ramener a une condition dépendant seulement de Nya et Nag :

— T1(¢)" N2 T1(¢) + Naa + 2Re (T1-2(¢)* N1z [I — T1(¢)]) > I + T152(0)*T1-2(¢), (5.65)
ou 'on a utilisé la relation :
Re(N{5T152(C)) — Ti-2(¢) " Re(N12T152(C)) T1-2(¢) = Re(T152(C)* N2 [I — T1(¢)]).  (5.66)

On pose ensuite Nag = I et on va chercher Ny sous la forme Nijg = Ni2(¢) = %V(C) [l — Tl(C)]fl.
L’opérateur V(() étant & déterminer.
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Remarque On insiste sur le fait qu'un tel choix de candidat pour Ny est rendu possible grace a
la condition au coin 5.3.2, montrant ainsi le caractere suffisant de cette condition.

L’équation (5.65) devient en termes de V() :

= T T1(¢) + Tr2(C)"V(€) + V() T12(¢) = Trs2(¢) T12(C)- (5.67)

On pose ensuite V(¢) := T152(¢) + To—1(¢)*T1(¢), 'équation (5.67) est alors vérifiée. Ainsi on a
déterminé un couple de bons candidats pour résoudre (5.64) :

Nog = 1,
Nio = 5 [Tisa(Q) + T (O Ta(O) [T = Ta(O)] . (5.68)

Injectant ces expressions dans la deuxieme équation de (5.64), on détermine Ni; en imposant ’égalité
dans la deuxieme équation de (5.64). Plus précisément :

Nip=Nu(C) = —(I+Tes1(0)"Tas1(¢) + 2Re (N12T251(¢)))
= (14 Re ([Ta(Q) + T (O] 1 = T (O] o ()

A ce stade il suffit de vérifier que la premiere condition dans (5.64) est satisfaite pour le choix de
Ni1, Nig et Nog précédent. Le membre de gauche s’écrit :

T152(¢)" N11T1552(C) + 2Re(N{5T152(C)) + Noo = —T122(¢)" [ + To51(¢)* To—1(¢)] T12(C)
= 2T152(Q)" Re (N12T21(C)) Ti-2(C)
+ 2Re(N{5T152(¢)) + 1
= —(T152(0)"Ti52(¢) + T1(€)*T1(¢) — 1)
+  2Re(T1-2(¢)" N2 [ — T1(¢)]),

ou l'on a utilisé I'identité (5.66) pour établir la deuxiéme égalité. Or,

2Re(T1-2(¢)* N1z [I = T1(Q)]) = 2 (T1-2(0) " T12(¢) + T1(€)*T1(€)) ,

donc I’égalité précédente devient :

T152(¢)*Ni1T152(C) + 2Re(N{5T1-2(€)) + Nog = (T152(¢) " T152(¢) + T1(Q)*T1(¢Q) + 1) > 1,

et donc le choix de Ny1, Nig et Nog précédemment décrit permet bien d’assurer les deux conditions
de (5.64), ce qui conclut la construction du symétriseur.

Il ne reste donc plus qu’a démontrer que le symétriseur que ’on a construit vérifie bien le point i7)
du théoreme 5.4.3. En d’autres termes, on veut montrer qu’il existe une constante C' indépendante
de ( € E\ Eg et de 0 € [0, %] telle que :

Vu € L*(Ry), [S(C, Oullr2,) < Cllullr2e,)-

Pour ce faire, on doit étudier plus précisément les opérateurs T1,2(¢) et To—,1(()

5.5.3 Etude des opérateurs T7_,5(C) et T5,1(().

Dans le sous-paragraphe précédent on a construit un symétriseur qui vérifiait les conditions ), #ii),
iv) et v) du théoréme 5.4.3. Dans ce sous-paragraphe, on cherche & démontrer que le symétriseur
S(¢,0) défini en (5.35) vérifie aussi le point 7). En effet, ce point a été utilisé pour se ramener a



106 CHAPITRE 5. PROBLEME A COIN DANS LE CADRE GENERAL

un probléme a coin homogene sur les bords (cf. sous-paragraphe 5.5.2), chose qui a été nécessaire
pour établir les points iv) et v).

On cherche donc & montrer que l'opérateur S((, ) est borné indépendamment de ¢ € E\ =g et
de 0 € [O, g] D’apres 'équation (5.35) et par construction de I'opérateur J, ces deux opérateurs
s’écrivent sous la forme :

S(¢,0) = —As[AMT51(0) + (¢, 0)] N(Q) [Toma(OA3 T + J5(¢,0)] (5.69)
$(¢.3) = M AL + 4 (6 5)] N [T + 1 (¢ )]

ou les opérateurs J2((,0) et J; (C , g) sont bornés en tant que multiplicateurs de Fourier (cf. equation
(5.62)) et d’apres la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme. D’apres la construction de N (() faite
au sous-paragraphe 5.5.2, on peut vérifier que N({) dépend uniquement des opérateurs To_,1((),
T1-2(Q), [L — T1_>1(§)]71 et des projecteurs Ilxe, g, €t Ilker p,. Ainsi d’apres ’hypothese 5.3.2, qui
impose le caractére borné uniforme de [I — Tl(C)]_l, une condition suffisante pour que N(({) soit
borné est que les opérateurs To,1(¢) et T12(¢) soient bornés. Par conséquent, d’apres (5.69),
une condition suffisante pour que S(0) et S (g) soient bornés indépendamment de ( est que les
opérateurs Th,1(¢) et T12(C) le soit.

La suite de ce paragraphe est donc consacrée a I’étude des opérateurs To_,1(¢) et T12(¢). On
y montrera que sous une condition algébrique sur la matrice Al_lAg parfaitement acceptable (au
sens ol cette condition est vérifiée par beaucoup de systeémes issus de la physique) les opérateurs
T5-1(C) et Ti—,2(¢) sont bornés. Malheureusement, la démonstration que ’on donne ne permet pas
d’établir le caractere uniforme de la borne par rapport a . Toutefois, ce résultat bien qu’incomplet
est une avancée par rapport a I’état de la littérature. En effet, dans [Osh73] le caractére borné sur
L?(Ry) n’est pas démontré et c’est de 14 que proviennent les pertes de dérivées dans l’estimation.

Ainsi, si les opérateurs T,1(¢) et T12(¢) sont bornés uniformément par rapport a ¢ alors
I’estimation d’énergie est sans pertes. Le résultat suivant va dans ce sens.

Théoréme 5.5.1 On suppose que la fréquence (Oc,Opa—2,1) n'est pas une fréquence de glancing de
la matrice résolvante Az(o,n,m). Alors, il existe C¢ > 0 telle que pour tout u € L*(Ry) :

1T (Qullze, < CellulZage, ) et 1Tost(Qullize.) < Ccllulliag, -

Démonstration : Il suffit de le montrer pour l'opérateur T7_,2(¢). On rappelle que ce dernier est
défini par :

(T12(Qu)(21) = / 1M [po(C,m)Ba — 1] /0 e~ sA2CMITTL (¢ ) A7 T Ayu(s) ds diyy.

R

Donc d’apres la formule de Plancherel et la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme, on a :

||T1H2(<)UH%2(R+) < C1”52%1(C)“H%Q(R)’
ou l'on a posé

+oo
(Sos1(Q)u) () = /0 e~ s AT (¢ my ) A7 T Aru(s)ds. (5.70)

Par conséquent, il suffit de montrer que l'opérateur So_,1(¢) est borné de L?(R,) dans L?(R). La
démonstration du caractére borné de So_.1 se fait en décomposant sur les basses fréquences et sur les
hautes fréquences. Pour les basses fréquences, le lemme de Hersh [Her63] assure que tous les éléments
du spectre de la matrice A3((,n1) ont une partie réelle strictement positive. Tandis que pour les
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hautes fréquences, I'homogénéité de degré un de la matrice A3(¢,n1) montre que l'on est proche
de la matrice Ay LA,. On étudie donc la contribution des modes elliptiques et des hyperboliques
séparément.

Soit M > 0, un réel qui sera déterminé par la suite. On décompose

HSQ—A(C)UH%?(R) = HS2—>1(C)UH%2({|7“|§M}) + HS2—>1(C)U||%2({\771\>M})-

Si0 < |m| <M, ona Re (7%) > 4 > 0. D’apres le lemme de Hersh, A admet un spectre de
partie réelle non nulle. Par homogénéité de degré un de As par rapport a 7 il vient :

)

‘e—sAQ(C,m)Hg(nl)‘ _ ‘6_57]1-/42<7‘771’7?17771>Hg(’l71) <C

L’inégalité de Cauchy-Schwarz permet d’obtenir :

1521 ()l T2y j<ary) < CllullZee,):

ou la constante C' dépend des matrices A; et de M.
Il reste & étudier le cas ou |n1| > M. On pose € := ;- Par homogénéité de degré un (resp. zéro)
de Ay (resp. II¥) par rapport a n; on a :

-’42(07 777771) = Sign(nl)nlAQ <€7 %a 1> )

MY(o,nm) — sign(n)ILL ( z 1) |

Dans tout ce qui suit on va traiter uniquement le cas n; > M, le cas 1 < —M se traitant de fagon
analogue.
D’apres le lemme de structure par blocs, il existe eg > 0 tel que si g9 > ¢ > 0 on peut écrire :

H
Az (6,1) = A~ ()T (&) + AT () I (&) + 3. Ay () I (e), (5.71)
j=1

ot les TI* sont des projecteurs réguliers bornés, A* des matrices régulieres ayant des limites bornées
notées AL et qui vérifient, sp(A*(g)) C {z € C\ £Rez > 0}. Et ol les I sont des projecteurs
bornés réguliers, les A\; des fonctions bornées régulieres, et ot I'on a enfin posé

H := # {\ valeur propre de A2(0,1) \ A € iR}.

On choisit donc M tel que M > %, on peut alors injecter I’équation (5.71) dans Iexpression de
||SQ_,1uH%2({m>M}) pour obtenir :

1S251(Qull T2 (g ary) < 1Sl L2y ay) + 15"l 32 g0y
ou l'on a posé,
2

+o0
||SGUHQL2({771>M}) = / / 678"1A+(5)H+(5)A2_1A1u(3)ds dm,
{m>M} 170
5 2
+oo )
1" onryy = [ S [ e MO @45 () ds| dn,
{m>M} 5= /0

2

J
= / Zthu dny,
{m>M} =1
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ol
J := # {\ valeur propre de A3(0,1) \ A € iR et ,A(0,1) € R} } .

Il suffit donc de contréler la contribution de chaque mode. On commence par étudier 'opérateur
5S¢ qui porte les modes elliptiques.

¢ Etude de 'opérateur S°.
Le point capital dans I’étude de 'opérateur S€ est que ’on dispose d’un bon contréle de la partie
réelle du spectre de la matrice résolvante. En effet il existe une borne inférieure de ce spectre, notée

¢, strictement positive :

Vi > M, Re (sp (AT (e))) C [e,4o0[. (5.72)

Ainsi on peut majorer brutalement
+oo
a [
M

/R e~ T(s) ds

ou u désigne le prolongement de u par zéro aux s négatifs et ou 'on a posé

2
dnl )

IN

IS “ullZ2 a1

400
/ e M3u(s)|ds
0

2

IN

& , (5.73)

L2(R)

C1 = ||| oo (o> i) IS | oo (0> 013 -

On peut remarquer que l'inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée a (5.73) abouti a l’exposant
critique et ne permet donc pas de conclure. C’est pourquoi dans la suite de ce paragraphe on va
appliquer le théoréeme d’interpolation de Marcinkiewicz.

On définit l'opérateur R€ par :

ey = [ =it

Pour appliquer le théoreme d’interpolation de Marcinkiewicz, il faut démontrer les continuités
LY(R) — L*®(R) et L=(R) — LL(R) de R°.

o La continuité L'(R) — L*®(R).
Soit u € L(R), comme |e~"| < 1 sur Ry, il vient :
[Rull ooy < Nl Lrry) < llullprm)
Donc R¢ est uniformément continu de L'(R) dans L>(R).

o La continuité L>(R) — LL(R).
Soit u € L*(R),

—+00
(Rew)m) < Jullpe /0 ¢e s
|l oo (r)
0\771|

Donc, pour ¢ > 0, on peut majorer la mesure de ’ensemble des lignes de niveaux :

‘{MR,”W”L%NH
01771’

< 2 [Jw]]
w ) .
S 4 L>(R)

IN

{m € R, [(Rw)(m)| = t}]
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Par définition de la norme sur L!(R) on a

. 2
[Rw| 1wy < = |lwl| oo (r)-

c
Donc l'opérateur R® est continu de L (R) dans L(R).

On conclut en appliquant le théoreme d’interpolation de Marcinkiewicz qui donne l'existence
d’une constante C' indépendante de ( telle que :

IR ull 2 (r) < Cllull2®)-

En particulier pour v € L?(Ry) appliquant I'inégalité précédente au prolongement de u par zéro
pour les s négatifs, on obtient :
[ Rull2m) < Cllull 2w, )

ce qui démontre bien que l'opérateur S¢ est borné sur L*(R,) & valeurs dans L?(R).

o Etude des modes hyperboliques :
Puisque les valeurs propres A; et les projecteurs II7 sont réguliers on écrit :

Aj(e) = A (0) + 0, A(0) + O(e?),
IV(e) = TI(0)+ O(e),

ot A;(0) € R\ {0} et 0yA(0) € R% . On introduit ensuite
—+00
gjh tu— / e~ sm (X (0)+e0,A(0) s (0)A5 1 Aju(s) ds.
0

D’apres I'inégalité triangulaire,
J
h, 112 ah, |12 aoh h 2
18" ullZ2 vy < DSl T ary + 1057 = S ulEa (s any)-
j=1

Si on note u le prolongement de u par zéro pour les s négatifs, on peut écrire S]h sous forme de
tranformée de Fourier,

Stu = Foonopm (€757 O (0) A7 Ayi(s) )

Par la formule de Plancherel,

IN

188ul3a oy < Clle™ MO (0) A7 Avi(s) |22 .

IN

Clull3 e,

car d,A(0) > 0 vu que IV est le projecteur sur le sous-espace instable et que I (0) A5 LA, est borné.
Par conséquent, il suffit maintenant de controler le terme d’erreur H(th = S]h)u||2L2 ({m>M}) €0

fonction de Hu||%2(R+). Un calcul explicite donne :
~ too . .
(S} —SMu = / ¢ 3(mA (000925 (0) | =smOE) _ 1| (0 Ay  Ayu(s)ds  (5.74)
0

+oo
N / ¢~ 5(m 5O 409,35 0)-mOE) () A7 Ay u(s) ds,
0

= L1+ Is.
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On estime ensuite chacun des termes qui constituent (5.74). Pour cela il suffit d’appliquer I'inégalité
de Cauchy-Schwarz :

(raly

IN

+o0
C/ / e 270:2(0)s () (82) da:deu”%%R ’
m=>M JO +

Cllul3a e,

IN

on rappelle que O(e) = O (n%) et ol I'on a utilisé le fait que [6*57710(52) — 1| = O(e). L’estimation
du terme I est analogue et passe aussi par 'inégalité de Cauchy-Schwarz.

0

Remarque Comme on ’a mentionné en début de paragraphe cette démonstration ne donne mal-
heureusement pas une borne indépendante de . Puisque lors de cette démonstration on fait un
découpage en hautes et basses fréquences (qui dépend forcément de (), il semble difficile d’adapter
cette démonstration pour obtenir le caractere uniforme de la borne.

5.6 Résumé et perspectives.

5.6.1 Quelle hypotheése est utilisée a quel endroit ?

o L’hypothese de symétrie sur les matrices A;.

L’hypothese de symétrie sur les coefficients du probléeme est une hypothese ”fil rouge” dans la
construction du symétriseur. On peut penser que cette hypotheése n’est pas nécessaire. Cependant,
le fait de se ramener & un probleme a coin homogene a l'intérieur utilise de facon non triviale
I’hypothese de symétrie. Le point le plus génant qui apparait alors si I’on ote cette hypothese de
symétrie est qu’il faut alors adapter la construction de symétriseur d’Osher a un terme source a
I'intérieur du domaine, f non nul. Dans ce cadre, la complexité de la construction des opérateurs
K; (cf. le sous-paragraphe (5.5.1)) est grandement augmentée car ces opérateurs, et plus partic-
ulierement leurs traces, dépendront de f.

¢ L’hypothese 5.3.4.

Comme mentionné précédemment, I’hypothese 5.3.4 est utilisée seulement pour appliquer le
théoreme ”fort=faible” de Sarason. Il semble assez difficile de se défaire de cette hypothese et de
montrer un théoreme ”fort=faible” différemment de la méthode utilisée par Sarason dans [Sar62].
En effet, "I’astuce” du probléeme aux limites posé dans le demi-espace consistant a régulariser par
une approximation de 'unité dans les variables tangentielles de maniére a conserver la trace sur
le bord semble inapplicable puisque une telle régularisation modifie nécessairement la valeur de la
seconde trace dans le cas du probleme a coin (sauf dans le cas particulier ou les matrices A; et
As commutent cf. [Pey65]). De méme la technique de Rauch [Rau85]-[Rau94], qui passe par des
régularisation a poids, pour le probleme caractéristique ne permet a priori pas de conserver la valeur
des deux traces.

Enfin, I'idée de régulariser le coin en une courbe lisse pour se ramener a un probléme aux limites
posé dans un demi-espace pour lequel les conditions de bord varient traité par Rauch dans [Rau94],
semble elle aussi vouée a ’échec en raison du contre-exemple dans [Moy68] qui affirme que si les deux
espaces de conditions aux bord ne sont pas inclus I'un dans ’autre alors le probléeme est mal-posé.
Or, ’hypothese 5.3.3 empéche clairement cette inclusion.

o L’hypothese 5.3.3.
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L’hypothese de non-intersection des noyaux des matrices By et Bo est utilisée uniquement lors
de la construction de 'opérateur N (cf. le sous-paragraphe 5.5.2). Cette hypothese n’est pas claire-
ment écrite dans [Osh73], bien qu’elle nous semble y étre utilisée. Il se peut toutefois que 1’on puisse
construire un symétriseur sans cette hypothese. Toutefois étant donné que cette condition écarte
assez peu (surtout quand l'un des nombres p; ou ps est petit) de conditions aux limites, elle nous
semble étre un prix tres raisonnable a payer.

¢ L’hypothese 5.2.1.
Comme dans le cas du probleme aux limites, I’hypothese de multiplicité constante est ”seule-
ment” utilisée pour obtenir le lemme de structure par blocs pour les matrices résolvantes. C’est

pourquoi, on pourrait supposer a la place que I'opérateur L(0) est géométriquement régulier (voir
[MZ05] et la définition 6.9.1).

5.6.2 Perspectives.

Les premieres perspectives de ce chapitre consistent a finir & proprement parler la démonstration
du caractere fortement bien posé du probleme & coin dans le cas général. Les deux points qu’il reste
a démontrer sont les suivants :

o Il faut d’abord démontrer que les opérateurs T12(¢) et To—,1(¢) sont uniformément bornés par
rapport au parametre . Ce point permettrait de démontrer que le symétriseur est borné et fournirait
alors I'estimation d’énergie a priori. De plus, cette derniere serait alors sans pertes. Les opérateurs
T1-2(C) et To,1(¢) ne sont pas des opérateurs pseudodifférentiels mais ce sont des opérateurs
intégraux de Fourier. C’est pourquoi, une démonstration du caractere borné uniforme pourrait
peut-étre passer par 1’étude approfondie des opérateurs T1,2(¢) et To—,1(¢) en tant qu’opérateurs
intégraux de Fourier.

o Il faut ensuite construire une solution faible pour le probléeme a coin. Il y a alors deux pistes
possibles, ou bien démontrer que la condition d’Osher passe au probleme dual, ou bien utiliser la
condition d’Osher pour construire une solution faible ”a la main”. La premiere méthode serait
préférable car elle se généraliserait aux problemes a coefficients variables.

Une fois le caractere fortement bien posé démontré, on pense qu’il serait aussi intéressant de se
pencher sur la question de la régularité de la solution du probleme a coin. Plus précisément, on
aimerait savoir si une régularité H® des données du probleme conduit & une régularité H® de la
solution. Ce résultat est vrai pour le probleme aux limites standard.

Cependant pour les problemes elliptiques posés dans un domaine a coins, il a été montré (voir
par exemple [Gri89]-[Gri85]) que lorsque 1'un des coins était un mutiple rationnel de 7, le phénomene
de régularisation elliptique était moins bon que dans le cas d’'un domaine régulier. Une telle perte de
régularité ne serait pas anodine pour les problemes hyperboliques puisque ces derniers n’ont aucune
régularisation. Ainsi, 'on devrait étre amené, lorsque 'on voudra étendre la théorie au cadre a
coefficients variables, a utiliser des théoremes de point fixe plus puissants.

Etendre le caractere fortement bien posé aux problemes a coefficients constants, dans 'optique
de pouvoir passer aux problémes non linéaires, serait bienstr une autre perspective. Pour cela, on
pense qu’il faudra adapter la construction du symétriseur d’Osher qui utilise, de fagon non triviale,
le fait que les coefficients soient constants.
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Chapitre 6

Développements d’optique
géométrique pour des problemes a
coin.

6.1 Introduction.

Le but de ce chapitre est de donner des méthodes rigoureuses pour construire des développements
BKW pour des problemes hyperboliques posés dans un domaine a coin. On étudie donc le probleme
a coin :

L(a)uf = Ot + A101uf + As0ouf = 0, (.1‘1,:B2) S R%—’ t >0,

Blu\axlio =9 (6.1)
BQU\ExQ:O = 0,
u|€t§0 =0,

ou les matrices A, Ay sont des éléments de My (R) et les matrices By, By sont dans M, n(R)
et dans M,, y(R) respectivement (les valeurs précises des nombres p; et py seront décrites dans
I’hypothese 6.2.3).

On a ici choisi de travailler en seulement deux dimensions d’espace afin de simplifier les notations
mais il n’y a a priori aucune raison de ne pas pouvoir généraliser les résultats obtenus pour un plus
grand nombre de dimensions d’espace.

Ce chapitre est en un certain sens un complément au papier de Sarason et Smoller sur le su-
jet [SS75] dans lequel les auteurs donnent des intuitions sur comment établir des développements
haute-fréquence pour (6.1) mais n’en font pas la construction rigoureuse. Comme le lecteur le verra,
une part importante des idées et des exemples de ce chapitre s’inspirent des méthodes de [SS75].

Le plan sera donc le suivant : en premier lieu on expliquera le phénomene de génération des
phases par rebond sur le bord du domaine. En particulier, on reprendra la discussion de [SS75]
au sujet de I'importance de la géométrie de la variété caractéristique de L(0) sur la génération des
phases. Ensuite, on donne trois exemples de développements BKW pour des systemes n’ayant que
deux équations (i.e. pour lesquels N = 2, p; = py = 1). L’intérét de travailler sur des exemples
est que les calculs y sont totalement explicites et par conséquent cela nous semblait étre une bonne
entrée en matiere. De plus, comme on va le voir aux paragraphes 6.3 et 6.8, la génération des phases
sera plus simple dans le cas N = 2 que dans le cas N > 2.

Plus précisément, les trois exemples traités sont les suivants : I’équation des ondes (cf. para-
graphe 6.4), un systéme pour lequel la section de la variété caractéristique & 7 fixé est une ellipse
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(cf. paragraphe 6.5, 7 désigne ici la fréquence temporelle) et enfin un systeme dont cette section est
une parabole (cf paragraphe 6.6).

Pour I’équation des ondes, un rayon venant frapper une face du bord sera réfléchi et s’échappera
alors vers l'infini. L’allure des bicaractéristiques pour 1’équation des ondes posée dans un domaine
a coin ne sera donc pas plus riche que dans un demi-espace. Pour 'ellipse, on montrera qu’il existe
des rayons qui ne s’échapperont qu’apres un nombre fini de rebonds strictement supérieur & un. On
commencera donc a avoir un trajet des bicaractéristiques plus riche que dans le cas du demi-espace.
Enfin, pour la parabole, on construira un développement BKW pour lequel le nombre de phases
générées est infini et ou les rayons de 'optique géométrique viennent se concentrer au coin. Ce
résultat est intéressant en soi car il nous informe que ce genre de phénomene de concentration qui
était attendu est effectivement possible. Mathématiquement, la principale nouvelle difficulté dans
cet exemple est de donner un sens au développement BKW, dont le premier terme est une série
(ceci en raison du nombre infini de phases).

Ensuite, on s’intéressera a des problemes a coin ayant plus de deux équations pour lequels la
situation est plus compliquée et plus riche. En effet on verra que dans certains cas, en raison d’un
phénomene d’autointeraction entre les phases, imposer la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme
sur chacune des faces du bord n’est plus suffisant pour construire le développement BKW. On aura
besoin d’une autre condition qui semble étre une version micro-localisée de la condition au coin
d’Osher [Osh73]-[Osh74b] (voir aussi le sous-paragraphe 5.3.2).

L’apparition de telles versions ”micro-localisées” de conditions plus générales est déja présente
pour le probleme aux limites standard dans un demi-espace. Dans ce cas, le caractere fortement
bien posé du probleme aux limites est équivalent a la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme,
et I'on voit apparaitre une version micro-locale de cette méme condition lorsque 'on construit le
développement BKW du probleme.

Une fois de plus, avant de démontrer le théoreme principal 6.9.2 qui montre que sous une condi-
tion idoine, il est possible de construire le développement BKW de la solution de (6.1), on a trouvé
assez instructif d’exhiber cette nouvelle condition sur un exemple pour lequel tous les calculs sont
explicites. Cet exemple sera traité au sous-paragraphe 6.9.1.

Enfin, dans un dernier paragraphe on étudie cette condition de résolubilité qui apparait pour
construire le développement BKW, et on montre qu'une condition suffisante pour que cette condition
soit satisfaite revient & demander que le bord dissipe suffisament d’énergie. De plus, on montre sur
un exemple que cette condition de résolubilité ne découle pas de la condition de Kreiss-Lopatinskii
uniforme sur chacune des faces du bord. Cela tend & confirmer que la condition de Kreiss-Lopatinskii
uniforme sur chacune des faces du bord ne peut a elle seule assurer le caractere bien posé de (6.1),
voir également le contre-exemple [Osh74a].

6.2 Quelques notations et définitions.
On pose

Q= {(561,332) eR?\ z; >0,z > O}7
o ::ﬁﬁ{xl =0}, et 009 ::ﬁm{ﬂjQ =0}.

Pour T > 0, on introduit :

QT = }—OO,T] X Q, GQLT = ]—OO,T] X 891, et 692’T = ]—OO,T] X 892
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Dans tout ce qui suit, £ désigne le symbole de I'opérateur L(9), i.e. pour 7 € R et & € R? :
2
L(1,€) =T+ &A;.
j=1

La variété caractéristique V' de 'opérateur L(0) est alors donnée par
V= {(r,£) € R x R*\ det(L(,€)) =0} .

On se place dans la classe des opérateurs hyperboliques a multiplicité constante, c’est-a-dire que
I’'on suppose que 'hypothese suivante est satisfaite :

Hypothese 6.2.1 Il existe un entier ¢ > 1, des fonctions analytiques sur R?\ {0} & valeurs réelles
ainsi que des entiers positifs vy, ..., vy tels que

q

2
vees! det [ 7+ gA; | = [[(r+ (€)™,

j=1 k=1

avec A1(§) < ... < A\g(&), et les valeurs propres A\,(€) de Z?Zl §;A; sont semi-simples.
On fait aussi I'hypothese que le bord de €2 est non caractéristique :

Hypotheése 6.2.2 Les matrices Ay et Ay sont inversibles.

On note p; le nombre de valeurs propres positives (comptées avec la multiplicité) de la matrice A;.
Sous 'hypothese 6.2.2, on peut définir les matrices résolvantes :

A1(¢) = —AT' (o] +inAy),
A(C) = —A7 (o] +inAy),

ou ( désigne un élément de ’espace des fréquences :
E:={(=(0c=7+ir,n) e CxR,y >0} \{(0,0)}.

Puisque cela sera utile par la suite, on introduit aussi Z¢ le bord de ’ensemble des fréquences =,
c’est-a-dire
Eo:=2Nn{y=0}.

Pour j =1,2, ¢ € (E\ Zp), on note E? (€) le sous-espace stable de la matrice résolvante A;({) et
EJ“(C ) son sous-espace instable. Le sous-espace stable E;(C ) est de dimension pj;, tandis que le sous-
espace instable Ej“(C ) est de dimension N —p;. On rappelle le théoreme suivant di a Kreiss [Kre70]
et ensuite généralisé par Métivier [Mét00] aux systémes hyperboliques a multiplicité constante :

Théoréme 6.2.1 Sous les hypotheses 6.2.1 et 6.2.2, pour tout ( € =, il existe un voisinage V de
¢ dans E, des entiers Ly, Ly > 1, deux partitions N = vi1 + ... + 11,0, = Vo1 + ... + Va1, tels que
Vi1, > 1, ainsi que deux matrices 11, Ty inversibles régulicres sur )V telles que l'on ait :

I
=

eV, TOT AN = diag (A1a(0), - ALu L, (€))
To(O) M AAOTQ) = diag (Aoa(€)sos A2an 1, () -

ot les blocs Aj . (C) sont de taille vj; et vérifient ['une des alternatives suivantes :
i) Tous les éléments dans le spectre de A;,. (C) ont une partie réelle strictement négative.
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ii) Tous les éléments dans le spectre de A;,.,(C) ont une partie réelle strictement positive.
iii) vig =1, Aju, Q) € iR, 0,A4;,,,(¢) € R\ {0}, ainsi que Aj,,,(¢) € iR pour tout ¢ € VN .
iv) vy > 1, Ik, € iR tel que

ki i 0
Aj,Vj,l (g) = Tl Z )
0 k;

le coefficient dans le coin inférieur gauche de 0yA;,, (C) est réel non nul, et de plus A;,,,(¢) €
iM,, ;(R) pour tout ¢ € V N E=p.

Grace a ce théoreme on peut décrire les quatres types de fréquences possibles dans Zg pour chacune
des faces du bord :

Définition 6.2.1 Pour j = 1,2, on note :

1) & Uensemble des fréquences elliptiques c’est-a-dire l’ensemble des ( € Zg telles que le
théoréme 6.2.1 pour la matrice A;(() est vérifié avec des blocs de type i) et ii) seulement.

2) H; lensemble des fréquences hyperboliques c’est-a-dire l’ensemble des ( € =g telles que le
théoréme 6.2.1 pour la matrice A;(() est vérifié avec des blocs de type iii) seulement.

3) EH; l'ensemble des fréquences elliptico-hyperboliques c’est-a-dire l'ensemble des ¢ € Zg telles
que le théoréme 6.2.1 pour la matrice A;(C) est vérifié avec un bloc de type i), un de type i1) et au
moins un bloc de type iii) mais aucun de type iv).

4) G; Uensemble des fréquences de glancing c’est-a-dire l'ensemble des ( € Zg telles que le
théoréme 6.2.1 pour la matrice A;(C) est vérifié avec au moins un bloc de type iv).

On a donc les partitions suivantes du bord de I’espace des fréquences :
Eo=& UEH; UH; UG;.

L’analyse faite dans [Kre70] et dans [Mét00] permet de démontrer que les sous-espaces stables Ef(()
et E5(¢) admettent un prolongement par continuité sur Zy. De plus si ¢ € Zp \ (G1 U G2) on a la
relation :

CN = E{(Q) e Ef(Q) = E5(¢) @ E5(Q), (6.2)
et pour j € {1,2} :
Ej(Q) = Ej*(Q@E"()
E}(Q) = Ef(Q @B ().

ot E7°(¢) (vesp. Ej"°(¢)) est I'espace propre généralisé associé aux valeurs propres de A;(¢) de

partie réelle strictement négative (resp. positive), et ou les espaces Ejh(g) et E;‘h(g) sont des
sommes directes de sous-espaces propres de A;(() associés a des valeurs propres imaginaires pures.

En fait, on peut donner une décomposition plus précise des espaces ESh(C ) et EUh(C ). En
effet, soit iw,, ; une valeur propre imaginaire pure de A;(¢) ; on a alors det(T +nA1 + Wy, 042) =
det(z + Wy, 141 + nAz) = 0, et d’apres 'hypothese d’hyperbolicité a multiplicité constante, on sait
qu’il existe un indice £, ; tel que :

T+)\km2(77’ m2)_7-+)‘km1(fm1a )_0

On définit alors :
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Définition 6.2.2 L’ensemble des phases entrantes (resp. sortantes) pour la face 0, noté &
(resp. &1), est l'ensemble des indices m tels que la vitesse de groupe vy, := VA, | (W, 1,1) vérifie

81/\"€m,1( m,1> 77) >0 (resp alAkm 1(—m 1N ) < 0)
De la méme fagon, l’ensemble des phases entrantes (resp. sortantes) pour la face 0Qa, noté €
(resp. ©2), est l'ensemble des indices m tels que la vitesse de groupe v, := Vg, , (1, wp, o) vérifie

azAka (ﬂv @m,2) >0 (resp. aQ)‘km,Q (ﬁv Qm,Z) < 0)
Avec cette définition on peut écrire la décomposition suivante des espaces Ej’h (¢) et E;Lh(g )

Lemme 6.2.1 Pour j =1 ou 2, pour tout ( € H; UEH,, on a

EYMC) = @mee, ker L(T,w,1,1), EP(C) = mes, ker L(T,w,,1,1), (6.3)
E"Q) = @mee, Arker L(1,w, 1), EP"(Q) = Bmes, A1 ker L(z,w,,1,m),  (6.4)
8”%9 Dmee, ket L(7,7,w,n5), Ey"™(0) = Smee, ker L(1,7,w,,.5), (6.5)

M0 = Omee,Aaker L(T, 1, wno), E3"(C) = Omes,Acker L(1,0,w,5),  (6.6)

On renvoie par exemple & [CG10] pour une démonstration de ce lemme.

Enfin, on donne les différentes conditions que doivent satisfaire les matrices intervenant dans les
conditions de bord sur les faces 0§21, 0€22. En premier lieu,

Hypotheése 6.2.3 Les matrices By et By sont de rang maximal p1 et pa respectivement, ot p1 et
po sont les nombres de valeurs propres strictement positives de Ay et Ao respectivement comptées
avec leurs multiplicités.

En second lieu, afin d’avoir une chance que les deux problemes aux limites classiques composant
le probléme (6.1) soient bien posés, on supposera que le probléme (6.1) vérifie la condition de
Kreiss-Lopatinskii uniforme sur chacune des faces du bord. C’est-a-dire que 'hypothese suivante
est satisfaite :

Hypothese 6.2.4 Pour tout ( € Z on a

ker By N E7(¢) = ker Ba N E5(¢) = {0} .
En particulier la restriction de By (resp. Ba) au sous-espace stable E5(C) (resp. ES5(C)) est inversible
d’inverse notée ¢1(C) (resp. ¢2(C)), uniformément bornée par rapport a ¢ € Z.

On rappelle ici un résultat de Strang [Str69], qui établit que si le nombre d’équations N est
égal & 2, alors, la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme est équivalente au caractere strictement
dissipatif des conditions de bords (car ces systémes peuvent s’écrire sous une forme symétrique).
C’est pourquoi dans les exemples des paragraphes 6.4, 6.5 et 6.6, on ne vérifiera pas la condition de
Kreiss-Lopatinskii uniforme mais seulement le caractere strictement dissipatif des matrices By et Bs.

Pour assurer le caractere bien posé du probleme a coin, plus précisément pour pouvoir appliquer
le lemme ”fort=faible” de Sarason [Sar62], on aura besoin de I'hypothese suivante :

Hypothese 6.2.5 Les valeurs propres réelles de la matrice Al_lAg associées a des blocs de Jordan
sont strictement négatives.

Dans tout ce qui suit, afin de s’assurer que les amplitudes dans les développements BKW sont
réguliéres, on aura besoin de se restreindre a des termes sources sur les faces du bord plats au coin.
On a donc choisi de travailler avec des termes sources sur le bord dans ’ensemble suivant :

H® = {g € H(R x Ry) \Vk € N, & g(t, ) pmo = o} . (6.7)

Enfin dans tout le corps du texte, les vecteurs seront notés indifféremment en ligne ou en colonne.
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6.3 La génération des phases pour N = 2.

Avant de construire les développements d’optique géométrique il est nécessaire de décrire les phases
qui sont attendues dans ces développements. Etant donné que le bord du domaine €27 n’est pas
plat, on s’attend a ce que les phases qu’il est possible de générer soient plus nombreuses que dans
le cas du probleme aux limites classique. En effet, de prime abord on peut penser qu'un rayon
peut venir se réfléchir plusieurs fois sur le bord. Et que les phases associées a chaque rebond soient
différentes, générant ainsi plus de phases que dans le cas du probleme aux limites classique (ceci
sera effectivement le cas d’apres exemple du paragraphe 6.5).

Il est donc important pour postuler la forme de I'ansatz d’étre en mesure de décrire toutes les
phases que I'on peut obtenir par rebonds successifs sur les faces du bord.

On reprend ici la discussion de Sarason-Smoller [SS75] qui explique ce phénomeéne et montre un

lien tres fort entre la génération de phases par rebond et la géométrie de la variété caractéristique
de lopérateur L(0).
Comme indiqué dans 'introduction on s’intéresse dans ce chapitre a des probléemes & coin homogenes
a l'intérieur et sur 'une des faces, le terme source sur 'autre face étant fortement oscillant. On
veut donc comprendre quelles sont les possibles phases issues des réflexions successives de ce terme
oscillant sur les faces du bord. Dans la suite de ce chapitre, les termes sources oscillants seront
alternativement imposés sur la face 921 ou sur la face 029, ceci dans le seul but de simplifier les
calculs. On va dans ce paragraphe décrire la génération des phases lorsque le terme source du
probleéme a coin (6.1) est sur la face 0€2; ; le raisonnement pour un probléme a terme source sur la
face 02y est similaire.

En guise d’entrée en matiere, on décrit dans ce paragraphe la génération des phases pour un
probleme a coin de deux équations (N = 2). La description de la génération des phases dans ce cas
particulier aura deux avantages par rapport au cas N > 2, décrit au paragraphe 6.8, qui simplifient
fortement I’étude. D’abord, pour N = 2, un rayon qui vient frapper une face du bord ne peut se
réfléchir qu’en un seul rayon. Ensuite, si le terme source sur le bord oscille selon une fréquence
hyperbolique pour la matrice résolvante alors on ne pourra générer que des phases réelles. Se
placer sous de telles simplifications nous a donc semblé étre bénéfique pour bien comprendre le
processus de génération des phases.

6.3.1 Les phases générées par le terme source.

Le probleme a coin dont on décrit la génération des phases est le suivant :

L(O)u =0, (z1,z2) € £,
Blu\xlz() = gaa

6.8
B2u\x2:0 = Oa ( )

uji<o = 0,

ou les matrices By, By € M 2(R). En effet, on suppose ici que les matrices A; et Ay ont chacune
une valeur propre positive et une valeur propre négative (sinon, le probléme se ramene facilement a
un probléme aux limites standard). Le terme source sur la face 9§2; dans le probleme a coin (6.8)
s’écrit sous la forme : _

G (t, m9) i= e B2 g (¢, 3y), (6.9)

ou 'amplitude g € H°, et est nulle pour les temps négatifs. La phase plane ¢ est définie par :

p(t, m2) = Tt + &, 22,
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ou les parametres 7 > 0 et § 5 € R sont fixés.

Comme indiqué au début de ce paragraphe, on choisit de décrire les phases générées par le terme
source ¢¢ lorsque la fréquence (7, §2) est hyperbolique pour la matrice résolvante A;, c’est-a-dire
que la matrice A (i7,§ 2) est diagonalisable & valeurs propres imaginaires pures.

Puisque g appartient a Hp°, le terme source g° est nul au coin. C’est pourquoi par vitesse finie
de propagation, on peut, dans un premier temps, voir le probleme & coin (6.8) comme un probléme
aux limites standard posé dans le demi-espace {z1 > 0}.

Les problemes aux limites standards pour des termes sources fortement oscillants selon une
phase hyperbolique ont déja été étudiés (voir par exemple [CG10]). On s’attend donc & ce que le
terme source g° sur la face €y induise deux rayons oscillants selon les phases :

902(t7 .%') = ¢<t7 .%'2) + §[1)76x17
ng(tv .%') = So(tv .%'2) + §?’Sx1>

ol §(1],e (resp. é(l)’s) est la racine en & de la relation de dispersion det(L(r,£1,€,)) = 0 dont la vitesse
de groupe associée v0 (resp. v?) & la phase ¥ (resp. ¢?) est entrante (resp. sortante) pour la face

08y (cf. définition 6.2.2).

Une remarque tres importante pour la suite de ce chapitre est que g{ et g sont les points
d’intersection de la section de la variété caractéristique V a 7 = 7 avec la droite d’équation

{(z.6,6,).6 €R}.

On étudie séparément l'influence des phases ¢ et ¢! sur la génération des phases.

o La phase ¢!.

La phase ¢!, associée & une vitesse de groupe sortante, décrit le ”passé” de I'information qui
se trouve sur le bord. C’est-a-dire que pour connaitre la provenance d’un point sur la face 0§y, il
suffit de suivre la bicaractéristique associée & la vitesse de groupe v en remontant le temps vers
—00.

On est amené a séparer deux cas, précisant ainsi la définition 6.2.2 :

Définition 6.3.1 Une vitesse de groupe v = (v1,va) sortante pour la face 9y (i.e. pour laquelle
v1 <0) est :

e sortante-entrante si vy > 0.

e sortante-sortante st vy < 0.

0
S
On fixe un point sur la face dQ; et on trace la bicaractéristique associée a la vitesse de groupe v?
passant par ce point. Puisque v{ est sortante-sortante pour les deux faces, I'information au point
de la face 0€; considéré ne peut provenir que d’une information qui a été transportée de 'intérieur
du domaine, ou de fagon équivalente, une information qui a suivi la bicaractéristique considérée
lorsque 'on a parcouru les temps négatifs. Or, en I’absence de terme source a l'intérieur, une
telle information n’existe pas. Par conséquent, 'amplitude associée & la phase ¢? est nulle et elle
n’influence ni le développement BKW ni la génération des phases.

Dans les futurs développements BKW (sauf au paragraphe 6.4 pour insister sur le fait que
I’amplitude associée est nulle), on ne prendra donc pas en compte les phases sortantes-sortantes si
le terme source a 'intérieur est nul.

e Premier sous-cas : v, sortante-sortante.

0
s

Une nouvelle fois, on fixe un point sur la face 0€2; et on trace la bicaractéristique associée a la vitesse

e Deuxiéme sous-cas : v. sortante-entrante.
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de groupe v? passant par ce point. Comme pour le cas d’une vitesse de groupe sortante-sortante, en
I’absence de terme source a 'intérieur du domaine, I'information au point de la face 921 considérée
ne peut provenir que d’une information qui aurait été ramenée de l'intérieur du domaine.

Cependant, la bicaractéristique associée & la vitesse de groupe v frappe la face 9y lorsque
I’on remonte le temps vers —oo, donc l'information au point de la face 9€; pourrait provenir d’une
information sur la face 02 qui aurait été transportée vers la face 0£2;. Ce n’est néanmoins pas
possible, au temps ¢ = 0 puisque la condition de bord sur 925 est homogene pour les temps négatifs.

Donc, 'amplitude associée & la phase ¢! est nulle au temps ¢t = 0. C’est pourquoi, on ne la
prend pas initialement en compte dans le processus de génération des phases.

On insiste ici sur le fait que, dans le cas sortant-entrant, on écarte la phase ? a priori que pour
le temps t = 0. En effet, il se pourrait ou du moins on ne peut écarter la possibilité que la phase
¢ se trouve étre générée suite & un rebond sur la face 9. On reviendra sur cette remarque 2
la fin de ce paragraphe, apres avoir décrit précisément ce que ’on entend par rebond sur la face 0€2s.

o La phase ¢U.

La phase ¢? est associée & une vitesse de groupe entrante. Au contraire de la phase !, elle
décrit le ”futur” du terme source ¢g¢. C’est-a-dire, que lorsque que 1’on déroule le temps vers +oo, le
terme source oscillant ¢g¢ est transporté le long de la bicaractéristique associée a la vitesse de groupe
v?. Donc, la phase ¥ transporte une information non nulle et il faut la prendre en compte dans le
processus de génération des phases.

On doit néanmoins une fois de plus, séparer deux cas. Ceci se fait en affinant la définition 6.2.2
de la fagon suivante :

Définition 6.3.2 Une vitesse de groupe v = (vi,v2) entrante pour la face 0y (i.e. pour laquelle
vy >0) est:

e entrante-entrante si vo > 0.

e entrante-sortante si vo < 0.

Les quatres types de phases oscillantes considérées dans cette analyse sont indiqués a la figure 6.1.

c-€

S-€

S S S S S

AUV

Figure 6.1: Les quatres types de phases oscillantes.

e Premier sous-cas : v0 entrante-entrante.
On choisit un point (0, z,), sur la face 9§ tel que g°(-,z5) soit non nulle et on trace la bicar-
actéristique associée a la vitesse de groupe v? passant par ce point. Lorsque 1'on déroule le temps
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vers 400, information transportée le long de cette bicaractéristique ne rencontre jamais la face
0y et ne pourra pas générer de nouvelles phases par rebond sur cette face.

Donc, lorsque la vitesse de groupe v¥ est entrante-entrante, le processus de génération des phases
s’arréte et il n’y aura qu'une seule amplitude non nulle dans le développement BKW.

Ce cas est de peu d’intérét pour notre étude, car il se comporte exactement comme le probleme
aux limites standard. La singularité apportée par le coin est totalement ignorée.

e Sous-cas vg entrante-sortante.

On choisit un point (0, z,), sur la face 99 tel que ¢°(-, z5) soit non nulle et on trace la bicar-
actéristique associée a la vitesse de groupe v0 passant par ce point. L’information portée par cette
bicaractéristique vient donc frapper, apres un certain temps de parcours, la face 9€23. On s’attend
donc a ce que le rayon se réfléchisse et que ce rebond génere une nouvelle phase. C’est ce procédé
ce que 'on va décrire dans le prochain sous-paragraphe.

6.3.2 Le premier rebond.

On se place a un temps suffisamment grand pour que le rayon de vitesse de groupe entrante-sortante
v? commence & frapper la face Q. Par vitesse finie de propagation, la réflexion de ce rayon ne peut
pas frapper la face 021 immédiatement. C’est pourquoi, pendant un temps assez petit, on peut
voir cette situation comme un probléme aux limites standard posé dans le demi-espace {z3 > 0}
dont le terme source sur le bord a été allumé par la phase sortante (pour la face 9Q) 2. 11 faut
alors déterminer la phase entrante de ce nouveau probléeme. Puisque la phase ¥ était la phase de
vitesse de groupe sortante associée a la fréquence (t, §(1)’e,§2) solution de la relation de dispersion
det(L(T, 7[1)’6,§2)) = 0, la phase entrante s’écrit sous la forme
pr(t,x) =7t + £ + G,

otl £} est la deuxieme racine en & de la relation de dispersion det(L(, 7(1)’6, €2)) = 0. On insiste ici
sur le fait que puisque la matrice As est inversible, la relation de dispersion det(L(r, fl)’e, &)) =0
est de degré deux dans la variable £&. Comme cette équation admet déja une racine réelle §2, la
seconde racine & sera automatiquement réelle. La vitesse de groupe, v} = (v;l, véQ) associée a la
phase ! vérifie v;Q > 0.

Il est intéressant de remarquer que £ est 1'un des points d’intersection de la section de la variété
caractéristique V a 7 = 1 avec la droite d’équation {(L §?’e, &),& € ]R}. Ainsi, pour déterminer le
premier rebond ultérieur, on a été amené a considérer, les points d’intersection de V a 7 = 1 avec
une droite horizontale, puis une droite verticale (voir figure 6.3.2). C’est cela que 1'on entendait au
début de ce paragraphe par dépendance de la génération des phases par rapport a la géométrie de
la variété caractéristique.

Comme dans le cas des phases induites par le terme source, on doit séparer deux cas en fonction
du signe de U;l.

o vl; >0 (v} est alors entrante-entrante).

Dans ce cas, comme lorsque la vitesse de groupe v était entrante-entrante, le rayon rebondi ne
viendra jamais frapper la face 9€); et ne sera jamais rebondi. La génération des phases s’arréte donc
la. 11y aura deux amplitudes non nulles dans le développement BKW (c’est le cas de ’équation des
ondes, cf. paragraphe 6.4).

o vy <0 (v; est alors sortante-entrante).
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V{-[:cst}

Figure 6.2: Lien entre la géométrie de la variété caractéristique et la génération des phases.

Le rayon rebondi se dirige alors vers la face 901 et frappe cette derniére aprés un certain temps
de parcours. On doit donc étudier comment il se réfléchit sur cette face ; ceci est fait dans le
sous-paragraphe suivant.

6.3.3 Les rebonds suivants et résumé.

Le rayon qui vient frapper la face 021 est sortant pour cette face. C’est pourquoi, comme dans le
cas du premier rebond, il est réfléchi en un rayon entrant pour la face 0€2;. Pour déterminer la phase
associée a ce rayon, il faut déterminer les racines dans la variable &; de la relation de dispersion
det(L(r,&1,€3)) = 0. On connait déja une des racines qui est donnée par & = ?’e, on note &% la
seconde racine, la phase entrante pour la face 9§21 est donc : B

gog(t, x) =1t + f%xl + ng

Une fois de plus, le futur du processus de génération des phases dépend de la nature de la vitesse
de groupe associée a la phase 2. En effet, si cette derniere est entrante-entrante, le rayon rebondi
ne frappera jamais la face 9€2s, il ne sera jamais rebondi et le processus s’arréte. Le développement
BKW contiendra alors trois amplitudes non nulles. Mais si la phase ¢? est entrante-sortante, alors
elle viendra frapper la face 0{22 et on sera amené a considérer son rebond sur cette face comme on
I’a fait au sous-paragraphe précédent.

En résumé, le processus de génération des phases est le suivant. On démarre d’un terme source
sur la face 921 et 'on étudie seulement les réfléxions possibles de la phase entrante pour cette face.
L’analyse de [CG10] montre en effet qu’il existe une unique phase entrante et une unique phase
sortante lors de chaque phénomeéne de réflexion considéré. Si la phase est entrante-entrante, le
procédé s’arréte, sinon on détermine la phase rebondie sur 92, et on I'ajoute dans I'ansatz. Si cette
nouvelle phase est sortante-entrante on déterminera son rebond sur la face 021, sinon on s’arréte.
On est amené a considérer une suite de phases qui sont alternativement associées a des vitesses
de groupes entrantes-sortantes et sortantes-entrantes, et ceci jusqu'a ce que lors d’un rebond, la
phase obtenue par rebond soit entrante-entrante, ce qui marque la fin du processus de génération
des phases.

Il y a bien str deux possibilités, ou bien on rencontre effectivement une phase entrante-entrante,
alors le nombre de phases générées sera fini (cf. paragraphes 6.4 et 6.5), ou bien on ne rencontre
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jamais de phase entrante-entrante (cf. paragraphe 6.6 et 6.7), alors le processus de génération de
phases ne s’arréte jamais et le nombre de phases non nulles attendues dans le développement BKW
est infini.

On peut remarquer que le procédé de génération des phases dans le cas N = 2 induit une relation
d’ordre total naturelle sur les phases. En effet, le plus petit élément est la phase générée par le terme
oscillant sur la face 9€2, le suivant, la phase obtenue lors du premier rebond et plus généralement,
le n'®™me élément est la phase obtenue lors du (n — 1)*™€ rebond. Cette relation d’ordre coincidera
avec 'ordre dans lequel on déterminera les amplitudes dans le développement BKW.

Dans tout ce sous-paragraphe, on s’est placé sous 'hypothese tacite selon laquelle lorsque 1’on
explore les rebonds successifs on ne rencontre jamais de phase de glancing. Cette hypothese sera
vérifiée dans les exemples des paragraphes 6.4-6.5-6.6 et 6.7 et sera explicitement formulée dans le
cas général du paragraphe 6.9.

On conclut ce paragraphe en revenant sur le cas ol I'amplitude 0 est associée & une vitesse
de groupe sortante-entrante. On avait alors écarté cette amplitude du développement BKW sans
toutefois exclure le fait qu’elle doive devoir étre considérée apres un certain nombre de rebonds. En
fait, dans le cas N = 2, on peut totalement I’exclure. En effet, si on note

on(t,x) i= 1t + w1 + &Y a0,
la n**™¢ phase obtenue lorsque 'on applique le processus de génération précédent, alors le lemme
8.1 de [SST75] affirme que les suites (£1')n et (£5')n sont monotones. Cette monotonie exclut donc la
possibilité de générer la phase ? lors d’un rebond.
Ce résultat ne sera plus vrai lorsque N > 2 et sera la cause de la possibilité d’avoir des phases
autointeragissantes dans le développement BKW.

6.4 L’équation des ondes.

On s’intéresse a ’équation des ondes posée dans un quart d’espace. C’est-a-dire que 'on considere
le probleme a coin :

L) = Byt + [é 0]81u5+ [O }agu —0, (z1,25) €O,

1 0
BluleZO = [ CL] |ac1 0 (610)
€ [
B2u|$2=0 T [ 1:| |CE2 U
uf, o = 0.
[t<0

Afin d’assurer que ce probleme est fortement bien posé, on doit imposer la condition de Kreiss-
Lopatinskii uniforme sur les deux faces du bord de 2. Cependant, comme on ’a déja mentionné,
puisque le systéme considéré n’a que deux équations, on peut appliquer le théoreme de Strang [Str69].
Ce dernier donne I’équivalence entre le caractére fortement dissipatif des conditions de bord et la
condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme (qui dans ce cas se vérifie tres facilement puisque tous les
calculs sont explicites).

Ainsi il suffit de déterminer les parametres a et b tels que les conditions de bords soient stricte-
ment dissipatives ; un simple calcul donne les conditions :

la| <1, b<0. (6.11)

D’apres le théoreme 4.2.1 on sait que le probleme a coin (6.10) est fortement bien posé puisque ce
dernier est symétrique non caractéristique et vérifie ’hypothese 6.2.5 (en effet les valeurs propres de
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A1_1A2 sont +1) ; par conséquent, pour tout 7' > 0, le probleme (6.10) admet une unique solution
uf € C(]—00,T]; L*()) lorsque le terme de bord ¢° est au moins dans L?(9Qs 7).

Le but de ce qui suit est de construire une solution approchée du probleme a coin (6.10) lorsque
I’on choisit un terme de bord ¢° fortement oscillant.

6.4.1 Description des phases.

On étudie ici plus précisément les réflexions possibles sur les deux faces pouvant provenir du terme
source fortement oscillant imposé sur la face 0€2y, ceci dans le but de pouvoir déterminer les phases
engendrées (dans cet exemple le nombre de phases sera fini) et donc de pouvoir postuler un ansatz
pour le développement BKW.

On choisit de travailler avec un terme source sur la face 929 de la forme :

G (tz) = es(TTME) gt ),

avec g dans H; °°(022), nulle pour les temps négatifs, ot la fréquence (i7,§ 1) est hyperbolique pour
la matrice résolvante :

Ao (o,m) = —A;l (0 +inAy).

La zone hyperbolique de la matrice Ag est {(7,&;) € R?\ |7] > [&]}. Sans perte de généralité on
peut supposer que T est strictement positif. Et par symétrie on peut supposer que § | est strictement
positif.

Les valeurs propres imaginaires pures de As(it, § 1), qui sont de la forme +i&s, sont les racines
de :
det(z +§1A1 + 52142) =0,

ce qui équivaut a dire que le triplet (z,§ L +£5) est un élément de la variété caractéristique de L(0).
Or un simple calcul montre que la variété caractéristique de I’équation des ondes est , a 7 fixé, un
cercle de rayon 7 dans les fréquences spatiales. On en déduit donc que :

52:\/12?-

On peut de plus calculer explicitement :

ker £(7,& ., +&2) = vect {(—p, 1)} et ker L(7,{,, —&) = vect {(p, 1)}, (6.12)
ou l'on a posé :
_ T8
poi= Tre, (6.13)

Les deux noyaux associés aux phases obtenues par réflexion sont donnés par :

ker £L(1, =€, +§2) = vect { (;, 1> } et ker £(7, —§,, —&) = vect { (—;, 1> } ) (6.14)

On pose donc dans la suite :

p1(t,x) = Tt+4 € 21+ oo, (6.15)
pa(t,z) = Tt+& @1 — Lo,
p3(t,z) = 1t—& 71 — oo,
palt,z) = Tt —& 71+ S
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Pour chaque phase ¢j, on peut calculer la vitesse de groupe v; associée :

1
(A —U3=—®<§l,é), (6.16)

V2 = _04:_;(§1>_£72)7

1€, &)

ces expressions montrent que la vitesse de groupe vy est sortante-sortante, vy est sortante-entrante,
vy entrante-entrante et enfin que vy est une vitesse de groupe entrante-sortante. On conclut ce
sous-paragraphe par le schéma suivant qui reprend la génération des phases.

1,67

3.2

0,87

0,47

-2,4 -2 -1,6 -1,2 -0,8 -0,4 0 0,4 0,8 1,2 1,6 2 2,4

0,41

-0,8]

Figure 6.3: Section de la variété caractéristique pour 1’équation des ondes.

6.4.2 Construction du développement BKW.

Afin de prendre en compte les possibles réflexions décrites dans la partie précédente, on choisit de
travailler avec un ansatz de la forme :

4
u(t,x) ~ Z e=¥i(t:z) Z e"up j(t, x), (6.17)
7j=1 n>0

ou I'on rappelle que les phases ¢; sont définies en (6.15).

Injectant cet ansatz dans I’équation d’évolution du probléme & coin (6.10), identifiant les puis-
sances de € une a une, puis par indépendance linéaire des phases. On obtient la cascade d’équations

suivante : ( )
. ,C ngj uo,j = 0,
Vi=1.d, { iL(dpj)unt1,j + L(O)uyj =0, Vn € N, (6.18)

ou ’on a utilisé la relation :

L(0) eéWZE”un ~et? | Z e"L(dp)unt1 +Z€”L(8)un

n>0 n>—1 n>0
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Ensuite, injectant I’ansatz (6.17) dans les conditions au bord, on obtient :

=0,

|z1=0

Bl [eé$2§2 (unJ —|— un74) _|_ e_éz2§2 (un72 —|— unv'?’)i|

Vn € N, (6.19)

32 [eéﬂ?lél (un’l + uTL,Q) + e_éxlél (UTL,3 + un’4)i| |x . — eél‘lél (Sn’og,
2=

ol 0, désigne le symbole de Kronecker. Comme pour 'équation d’évolution, en identifiant les
amplitudes en fonction de la phase a laquelle elles sont associées, on peut décomposer les conditions
de bords (6.19) sous la forme du systéme suivant :

By [Un,l + un,4]‘$170 Oa
B [uno +u _ 0,
e, | Dl unsle, (6.20)
By [un,1 + un,2]‘x2:0 = 0n,09,
By [un,3 + Un,4]\x2=0 0.

Enfin, injecter I'ansatz dans la condition initiale du probléme a coin (6.10) revient a imposer :

Vi=1,..,4, VneN, u, =0. (6.21)

J1e<o

Construction du terme principal.

Pour déterminer le terme principal il nous faut déterminer les quatre amplitudes d’ordre 0 en ¢, et
plus particulierement il nous faut trouver I'ordre dans lequel effectuer cette résolution.

e Le terme ug 1.
Regroupant les équations (6.18)-(6.20)-(6.21), le terme ug,; doit satisfaire le systeme d’équations :

ﬁ(d(pl)U(Ll = 0,
iﬁ(dgol)um + L(a)um =0,

B [uo,1 + uo,4],, =9 = 0, (6.22)
By [uo,1 + uo,2],,—0 = 95
u071|t§0 =0.

Afin de résoudre I'équation (6.22), pour j =1, ...,4, on a besoin de définir les projecteurs P; sur
ker(L(dyj)) parallelement & Im(L(dy2)). On introduit aussi R; le pseudo-inverse de L(dy;) défini
par les relations :

Rj[,(d@j) =1 Pj, ijj = P]'Rj =0.

La premiere équation de (6.22), impose donc que 'amplitue ug; est polarisée sur le noyau de
L(dp1) c’est-a-dire :
up1 = Prug.

Injectant cette condition de polarisation dans la deuxiéme équation de (6.22) et composant par P,
on obtient :

P1L(8)P1u071 =0.

Or, d’apres le lemme de Lax [Lax57], on a la relation suivante :

PlL(a)Plqu = (Ot =+ v - Vx) Plu(),l. (6.23)
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Ainsi on a réécrit le systeme (6.22) sous la forme :

(Or +v1 - Vy) Prugy =0,
B [uo,1 + uoal,, o =0,
By [uo1 + wo2l,,—0 = 9
u071‘t§0 =0.

Le point crucial pour résoudre ce systeme est de remarquer que la vitesse de groupe v; est
sortante pour les deux faces du quart d’espace. Ainsi, I’équation de transport (6.23) ne voit pas les
conditions de bord et le systeme précédent se réécrit sous la forme (cf. [CG10]) :

{ (O +v1-Vyg) Plugs =0, (6.24)

Uo,1,o = 0.

En intégrant ce systeme le long des courbes caractéristiques, on peut déterminer Pjug; et donc
up,1 en tant que solution d’une équation de transport sortante. La solution de cette équation étant
aussi réguliere que les termes sources, les traces de cette solution sont aussi déterminées. Enfin,
I’équation de transport étant homogene on en déduit que ug 1 ainsi que ses traces sont nulles.

Remarque Si 'on ajoutait un terme source a l'intérieur de 1’équation d’évolution du probleme
(6.10) de la forme :

F(t @) = ex L fi(t, ),

avec f; dans H>(Qr), alors ’équation de transport (6.24), modifiée par un terme source convenable,
permettrait toujours de déterminer ug 1 ainsi que ses traces, mais a priori ces objets seraient non nuls.

e Le terme up2. Réitérant le méme raisonnement que pour le terme wg 1, la condition de
polarisation sur le noyau de £(dy2) et le lemme de Lax permettent de réécrire les équations (6.18)-
(6.20)-(6.21) satisfaites par le terme ug 2 sous la forme (ol 'on a utilisé le fait que ug; =0) :

(8¢ 4 v2 - Vi) Pauga =0,
By [ug2 +u =0,

1 [uo,2 + 10,35, — (6.25)
By [’UJO,Q]‘xQ:g =9,

u072\t§0 =0.

Pour résoudre cette équation, il suffit de remarquer que la vitesse de groupe vy est entrante pour
la face 029 et sortante pour la face 9€2;. Donc ’équation de transport (6.25) a uniquement besoin
d’une condition de bord sur la face 0€29 et I’on n’a pas besoin de considérer celle sur la face 0€2;.

Concernant la condition de bord sur d€, utilisant le fait que ker(L(dy2)) = E3 (1, §1> et la
condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme, cette condition de bord en 92 peut se reformuler sous
la forme :

U2, _, = 92 (L §1> g
Cette équation détermine donc de fagon unique Uo2, o

Remarque Ici, 'emploi de la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme peut étre remplacé par un
calcul explicite ; en effet, d’apres (6.12), la restriction de Ba a ker L£(dp2) s’écrit :

(b 1] m =—bu+1>0,
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car 4 > 0 et b <0, donc

g(t7x1) H
uO,g‘W:O = 1—b,u |:1 . (6.26)

On a donc ramené le systeme (6.25) & une équation de transport de la forme :

(0s +v2 - Vz) Paug2 = 0,
Uo2,, o = o2 (L §1) g, (6.27)
o2, = 0,

qui permet de déterminer Poug2 et donc ug2. Puisque ug2 admet la méme régularité que g, ugo

est dans HT>®(Qr) et U2, _, st dans HT>°(0; 1), on verra par la suite que U2, _, est en fait

=0 0
méme dans H. go.

e Le terme ug 4. Le systeme vérifié par ug 4 peut se réécrire sous la forme :

(ag + vyg - Vx) P4u074 =0,
Biuoa,, _, =0,

By [ug 3 + uo 4]
Uo4),co = 0.

0. (6.28)

lza=0 —

Puisque la vitesse de groupe vy est sortante pour la face 029 et entrante pour la face 9€2, on peut
en utilisant les mémes arguments que ceux décrits pour 'amplitude wug 2, oter la condition de bord
sur 0€)y .

D’apres (6.14) la restriction de By a ker L(dp4) s’écrit :

o
[1 —a] [“] =——a>0,
1 %
car 1 €10,1[ et |a| < 1. Donc By, 4, est bien inversible, d’inverse notée ¢; (L §2>

Par conséquent comme pour la construction de ug 2, le systeme (6.28) se réecrit sous la forme
de I’équation de transport :
(Or +v4 - Vg) Pyug g = 0,
uo 4, o = 0, (6.29)
U0, = 0,

qui permet de montrer que ug 4 = 0.

e Le terme ug 3. Une fois de plus on réécrit le systeme vérifié par ug 3 sous la forme d’une équation
de transport a vitesse vg. Celle-ci étant entrante pour les deux faces, on se doit de conserver les
deux conditions de bord :

(Or + 3 - Vi) Psug s =0,
B [uo2 + uoal,, o =0,
By [uo]),,—0 = 0,
u073‘t§0 = 0

(6.30)

D’apres la condition de polarisation, ugs € ker L(dys), et utilisant le fait que B e dpy) €l
BQ|ker Llapy) SONE inversibles d’inverse respectives ¢1 (7, —&2) et ¢ (1, —§1), les conditions de bord

de (6.30) se mettent sous la forme :

w3, o, = —¢1(z,—8&)Biuog,
0.

u073|x220
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Ainsi les traces de ug 3 sont déterminées de facon unique car U2, _o @ été construite précédemment.
Donc ’équation (6.30) peut-étre résolue de fagon unique en tant qu’équation de transport ou toutes
les conditions sont déterminées :

(Or +v3- V) Pyug s = 0,

w3, —, = —¢1 (7, =€) Biuog,,
03, = 0;

qug‘tSO =0.

(6.31)

ce qui termine la construction de ug 3 et celle du terme principal du développement BKW.

On récapitule la construction du terme d’ordre zéro en ¢ dans le développement BKW par la
proposition suivante :

Proposition 6.4.1 Pour tout T' > 0, on a construit quatres fonctions, (ug;)j=1,..4 € H>(Qr),
qui vérifient les cascades d’équations (6.18)-(6.20)-(6.21) écrites pour n = 0. Les fonctions ug ;1 et
Uo,4 VETifient :

up,1 =0 et upq = 0.

00 3,2 fe'e)
De plus, U021, _o» U0.2(,,—0 € Hp et pour tout x; > 0, U3, (-,a:Q 7v3,1x1> € Hp .

Démonstration : ¢ Régularité de g2 :

On a déja justifié qu’en tant que solution d’une équation de transport a vitesse sortante-entrante
et a terme source dans H)°, ug2 € H *(Qr), pour tout T' > 0. En effet, il suffit de le vérifier sur la
formule :

1 V2.1
u072(t,x) =g (t - —X9,T1] — — {E2> .
v , ’U2,2

Cependant, cette formule permet aussi de vérifier que U0, _, € Hp°. La formule du binéme donne
: pour tout n € N

on n (M) ()T (221 g .
10,2, _o(t,w2) = | (=1) Z ») \gs vgy ) Ot a9 t_@m’_vggm '

p=0 ’

Puisque g € H;° tous les termes dans cette somme sont nuls pour n # p lorsque I'on évalue en
x9 = 0. Pour n =p, on a

1 v 1 v
<8fg (t - —9,— 2’1332)) =0/ |y <t - T2, — 2711’2) =0,
V2,2 V2,2 |za=0 V2,2 v2,2 |zo=0

car gz,—o = 0.

¢ Régularité de ug 3 :

Sachant que U2, _ € Hgo, il est facile de montrer que ug 3 € H*>(Qr), pour tout T' > 0. En
effet, up 3 s’obtient en résolvant une équation de transport de la forme :

(8t + vg - Vx) up,3 = 0, (1‘1, 1‘2) S Ri,
w3, _, = Cuoz,

uo3,,_o = 0;

0,3, = 0,

(6.32)



130 CHAPITRE 6. OPTIQUE GEOMETRIQUE ET PROBLEME A COIN.

ou C' est une matrice constante. Puisque U0 2, o € Hp°, sa prolongation par zéro pour les xo
négatifs, notée ﬂ0,2|11:o est dans H*(]—o0, T| x R;,). On résout donc I’équation de transport posée

dans le demi-espace {z1 > 0} suivante :

(O +v3-Vg)u=0,z1 >0,
ul‘Tl:O = Cﬂ072\11:0’

u|t§0 = 0.

Comme v3 est entrante pour le bord {z; = 0}, 'expression explicite de la solution est alors donnée
par :

~ 1 2}372
u(t, .'E) = CU072|901=O (t - E$1, o — mﬁl?l) 5 (633)

formule qui montre de plus que u € H**°(]—o0, T] xR} XR,,) et permet aussi de vérifier facilement
que

~ 1 V32
Ulay=0(t; 21) = Clozy,, - (t s 1961’ 3 13171 =0

car la vitesse de groupe vs étant entrante-entrante, le rapport Zz—? est positif. De plus, si on fixe
x1 = z, dans (6.33), on calcule facilement, pour tout n € N :

V3,2 ~ 1 V3,2
oy u(tyxy,xa),  _vsa = (=1)" CoO" uga | t— —z, 09 — 22 =0
) y 2] ‘ — 52 w2 U212, =0 1 1 )
T2 1 E 3,1 “ 3,1 v3,1 |zg= 32 4
Tzl

une fois de plus car le rapport Z;—? est positif.

Donc ug la restriction de u & € est une fonction H*°°(2r) pour tout 7' > 0, qui vérifie d’une part

I’équation de transport (6.32) et d’autre part que pour tout z; > 0, UR, _,, (%2 — Z;—fxl) € H).

g

*]

Figure 6.4: Illustration du phénomene de transport pour les vitesses de groupe entrantes-entrantes.

Termes d’ordre supérieur.

On décrit ici a titre d’exemple la méthode de construction du terme d’ordre un en ¢ dans le
développement BKW.

Les idées utilisées sont classiques (voir par exemple [Raul2]) et consistent & utiliser les pro-
jecteurs P; et les pseudo-inverses R; pour adapter la méthode de construction du terme principal



6.4. L’EQUATION DES ONDES. 131

lorsque la condition de polarisation n’est plus satisfaite. Cependant on trouve tout de méme im-
portant de rappeller, au moins une fois, cette méthode de construction qui sera utilisée par la suite
(cf. sous-paragraphes 6.6.3 et 6.9.3).

D’apres la cascade d’équations (6.18), les amplitudes d’ordre un en e vérifient les équations
suivantes a 'intérieur du domaine :

iﬁ(dgoj)uLj + L(a)u()’j =0,

Vi=1,..4, 4 " 6.34
/ { iL(dpj)uz,; + L(O)uy; = 0, (6:34)

ainsi que les conditions de bords (6.20) évaluées en n =1 :

1wy +uigl),, o =0,
1 [ULQ + u1:3]|x1:0
u1,1 + u1,2]

]

U3+ U4

’ (6.35)

|I2=0 ’

[ssJos v o

=0
=0
2| =0
N 0.

|z2=0

Or, si on compose la premiere équation de (6.34) par le pseudo-inverse R; et la seconde équation
par P;, par définition, on est amené a résoudre :

(I — Pj)ul,j = iRjL(@)U()J,

Vi=1,..4, { oL@ = 0. (6.36)

Dans un premier temps, on s’intéresse a la premiere équation de (6.36). Celle ci détermine
la partie non polarisée des amplitudes (I — Pj)u; j, de fagon explicite en fonction des amplitudes
d’ordre zéro ug ;. Or a ce stade de 'analyse les amplitudes ug ; sont connues. Donc la premiere
équation de (6.36) détermine de fagon unique la partie non polarisée de u ;. Pour finir de construire
les amplitudes d’ordre un, il suffit de déterminer la partie polarisée.

Pour ce faire, on développe uy; en uy j = Pjuj + (I — Pj)uy; dans la deuxieme équation de
(6.36). Ceci permet d’écrire :

P;L(0)Pjuy; = —P;L(0)(I — Pj)uy ;. (6.37)

On applique le lemme de Lax [Lax57] au membre de gauche de cette équation. L’équation (6.37)
se réécrit sous la forme d’une équation de transport sur la partie polarisée Pjuy j :

(8t + ’Uj . Vx)PjuLj == *P]L(a)(f - Pj)ulyj == —z’PjL(a)RjL(@)uo,j, (638)

ou 'on a utilisé le fait que (I — Pj)uy j a été préalablement déterminée par la premiere équation de
(6.36). On s’est donc ramené a résoudre quatres équations de transport qui sont reliées les unes aux
autres par les conditions de bord (6.35). L’ordre de résolution est exactement le méme que pour les
amplitudes d’ordre zéro.

La vitesse de groupe v; étant sortante-sortante, 1’équation de transport (6.38) n’a pas besoin de
conditions de bord sur les faces €1 et 9. De plus, utilisant le fait que 'amplitude d’ordre zéro
up,1 est nulle, elle se réécrit sous la forme :

{ (Or +v1-Vg)Piuig =0,

u171|tS0 = 07

dont on déduit que uq 1 est nulle.
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La vitesse de groupe vy étant sortante-entrante, ainsi pour la résolution de I’équation de transport
seule une condition sur la face 92y est requise. L’équation de transport & résoudre est donc d’apres
(6.35) et (6.38) :

(8,5 + Vg - VI)PQULQ = —inL(a)RgL((?)uovg,
ByPouy g, o = —iB2Ry (L(a)uo,2)|x2:0, (6.39)
’LL172| <0 =0.
Les termes sources étant connus, on peut résoudre cette équation de transport. Ceci permet de
construire I'amplitude uq .

La construction des amplitudes u 4 et u; 3 suit exactement la méme philosophie ; ¢’est pourquoi
on ne la décrit pas ici. On insiste juste sur le fait que u; 4 sera solution d’une équation de transport
homogene, donc elle sera nulle. Tandis que u1 3 sera solution d’une équation de transport homogene
sur la face 0€2;, mais non homogene a I'intérieur et sur la face 9€2 donc uy 3 sera non nulle.

De méme, les termes d’ordre supérieur du développement BKW sont construits exactement
comme celui d’ordre un. On réutilise cette technique de détermination de la partie non polarisée
en fonction des termes d’ordre inférieur, puis de détermination de la partie polarisée en tant que
solution d’une équation de transport. Ces équations de transport sont liées les unes aux autres par
des conditions de bord. Il est donc important de les résoudre toujours dans le méme ordre que celui
qui a été décrit pour les amplitudes ug ;.

On récapitule la construction du développement BKW par la proposition suivante :

Proposition 6.4.2 Pour toutT > 0 et pour tout n € N on a construit des fonctions, (“n,j)j=1,...,4 IS
H>(Qr) qui vérifient les cascades d’équations (6.18)-(6.20)-(6.21). Par construction, pour tout
neN, ona:

up1 =0 et uy 4 =0.

De plus, pour tout n € N, Un2p, oo Un2, _, € Hye et Ung, _, <.,x2 — mm) € H° pour tout
zy > 0.

Démonstration : On montre le résultat pour n = 1, la démonstration suit les mémes idées que
celle de la proposition 6.4.1. On commence par montrer que 'amplitude u; 2 € H*(Qdr) et que
uLQlIl:O € Hpoo

D’apres la premieére équation de (6.36) écrite pour j = 2 et la proposition 6.4.1, il est clair
que la partie non polarisée de u; o est dans H*(€27) et que sa trace sur 0 est dans H,°. Donc,
I'équation de transport sur la partie polarisée de u; 2, (6.39), se réécrit sous la forme :

(8t + vy - vx)u = f27
u‘a)g:@ = 92,

uje<o = 0,

ou fo € H*(Qr), vérifiant de plus f2\x1:0 € H,°, et g2 € H,°. La solution de cette équation est un
élément de H*° (1), explicitement donné par :

1 Z2 1
ult, z) = g <t S “%2) + / b (t 1 )) ds,
0

V2,2 V2,2 V2,2 V2,2

et on vérifie sur la formule, comme dans la démonstration de la proposition 6.4.1, que la trace sur
la face 0€2; de la partie polarisée de 'amplitude u; 2 est dans Hp°.
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Comme pour la partie non polarisée de 'amplitude g 2, il est clair que la partie non polarisée
de 'amplitude u; 3 est dans H*>(Qr), pour tout T' > 0, et que sa trace sur la face 9€; est dans
HOO

rat
La partie polarisée de I’amplitude u; 3 vérifie une équation de transport de la forme :

(8t +7)3 : vx)u = f37

Ujz1=0 = 93,
u\zzzﬂ = Oa
U< = 0,

ou fg € H>®(Qr) et est telle que pour tout x; > 0, fgmz£1 (',$2 — 1)3’—’2%) € H)°, et ou g3 € H)°.
Comme dans la démonstration de la proposition 6.4.1, ’extension de g3 par zéro pour les xo négatifs
fournit une fonction de H*(]—00,T] x R, x Ry,). L’extension de f3 par zéro pour les xs négatifs
fournit une fonction de H*°(£2) en raison du fait que f?’m:&l (-, Ty — Zi—f@l) € Hp° pour tout 23 > 0.
On peut donc, comme dans la preuve de la proposition 6.4.1, se ramener a résoudre une équation
de transport dans le demi-espace {x1 > 0} dont la solution est donnée par :

1 v 1 1 v
u(t,x) = g3 <t — —1,T9 — 3’2301) +/ fo <t — —(r1—9),8,x9 — 3.2 (1 — s)) ds.
v, 0 1)371

3,1 V3,1 V3,1

Cette formule permet de conclure exactement comme dans la preuve de la proposition 6.4.1.

6.4.3 Justification du développement BKW.

Dans ce dernier sous-paragraphe, on montre que le développement BKW converge bien vers la so-
lution exacte du probleme & coin (6.10). L’analyse de I’erreur entre la solution exacte du probléme
a coin pour I’équation des ondes et le développement BKW, et plus généralement pour tous les
problémes qui suivent, est ici faite en norme L?(Q7). Habituellement, cette derniere est plutot faite
dans les espaces HZ°(Qr) (cf. [Raul2]). Le fait que 'on obtienne seulement ici une estimation dans
L?(Q7) s’explique par le fait que la théorie du caractére bien posé du probleme & coin est & ce jour
seulement connue pour des données dans L?(€7), et non pas pour des données dans des espaces de
Sobolev d’ordre supérieur. Cependant, si cette régularité d’ordre supérieure est démontrée il n’y a
aucune raison de ne pas pouvoir effectuer I'analyse d’erreur dans les espaces basés sur H*(Qr), et
d’obtenir des théoremes de convergence uniforme pour le développement BKW.

Le théoreme concluant cet exemple est le suivant :

Théoreme 6.4.1 Soit T > 0, il existe des fonctions (un j)nen,j=1,..4 € H*®(Qr), qui vérifient les
cascades d’équations (6.18)-(6.20)-(6.21), avec pour tout n € N:

Up1 =0 et upga =0.

D’autre part, si on pose :

. No ;#2(t) all ;#a(t)
Ugpp Ny (L ) 1= Z e e upa(t,x) + Z e e ups(t,x),
n=0 n=0

alors Uerreur entre u®, la solution exacte du probléme a coin (6.10), et ug est O(eNot1) dans

app,No
L?(Q7).
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Démonstration : Par construction, 'erreur uipp Not1 — u° est solution du probleme & coin :
b

L0) vy = 1) = 04 (2 L0y 12 + ¢ L@y 1)

Bl (UZPP,NO'Fl B u€)|$1:0 = 07 (640)
BQ(Upr,NO—i-l - u£)|m2:0 = 07

(upr,NoJrl o u€)|t§0 = 0.

Or, d’apres la proposition 6.4.2, le terme source & l'intérieur de ce probléme & coin est dans L?(Qr).
Utilisant le caractére bien posé du probleme (6.40) démontré au théoreme 4.2.1, par estimation
d’énergie on obtient :

ugpp. o1 — @2y < O (ILO)unsi12llL2(0p) + L) uner13l2204)) -

. . .
De plus, il est clair que U No+1

par 'inégalité triangulaire que

U est O (aNOH) dans L2(Qr), ce qui permet de conclure

g
app,No

N
[wepp v — U¥ll 20y < O™

g

Le schéma suivant décrit I’allure des bicaractéristiques pour I’équation des ondes. Comme on
peut le voir, un paquet d’ondes généré par le terme source sur la face €2y vient frapper la face 0§y
et y est réfléchi. 11 y a un seul rebond et la situation n’est pas plus riche que pour le probleme aux
limites standard avec un terme source a l'intérieur.

xzr

&
suppg

Figure 6.5: Allure des bicaractéristiques pour 1’équation des ondes.

X

6.5 Un exemple de développement BKW avec plusieurs rebonds.

Dans ce paragraphe on travaille avec un probléeme a coin n’ayant pas de signification physique.
Comme dans le cas de I’équation des ondes, ce systeme est a deux équations ; les phases générées
seront toutes réelles. Cependant on construit ce systeme de maniere a ce que sa variété car-
actéristique ne soit plus symétrique par rapport aux axes, ce qui aura pour effet d’augmenter
la taille des zones conduisant a des phases entrantes-sortantes et sortantes-entrantes et permettra
d’augmenter le nombre de termes non nuls dans le développement BKW.
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On considére donc le probléme a coin :

0 2 —/7 =3
L(a)uE = Owuf + l:\/§ \é_] O1uf + ﬁ |: _{ \ﬁ:| Oouf = 0, (t,xl,wg) € Qrp,

By, o=[1 —aluf, =g, (6.41)
Bouf, _o = [~ 1]uj,_,=0,
uf, o = 0.

[t<0

Comme dans le cas de 1’équation des ondes, le théoreme de Strang [Str69] permet de se ramener
a I’étude des conditions de bord strictement dissipatives, et on restreint donc les parametres a et b
comme indiqué ci-dessous :

a<0,be]—\%,ﬁ[.

La variété caractéristique V' de ce systeme est donnée par I’équation :
2 52 2
75 =281 + 28 — 36182, (6.42)

qui, a 7 > 0 fixé, est une ellipse dont le grand axe est tourné de 7 par rapport a I’axe des abscisses
(voir la figure 6.5). L’équation de cette ellipse peut se réécrire sous la forme :

(7 = A1,62)) (T + A(1,62)) =0,

oit I'on a posé A(£1,62) = /267 + & — 3616,

On peut ainsi calculer les vitesses de groupe associées aux fréquences (7,&1,&2) vérifiant 7 +
A(&1,&2) = 0 ; ces dernieres sont données par :

o _ —1 481 — 382
v(1,&2) == VA&, &) = N [452 - 351] : (6.43)

Le but de ce paragraphe est d’exhiber une fréquence pour laquelle le nombre de termes non nuls
dans le développement BKW est strictement supérieur a deux, c’est-a-dire dont ’approximation
BKW décrit une propagation le long des rayons avec plus d’un rebond sur le bord 0f2.

Pour ce faire, on s’intéresse aux réflexions possibles issues du terme source

g° = eé(ﬁt"'%m)g(t,xg), (6.44)

ot g € H,°, nulle pour les temps négatifs.

Le choix de v/2 pour la variable 7 n’est ici qu’une renormalisation simplifiant les calculs. Injectant
ces valeurs particulieres (7' =V2et &= %) dans ’équation de la variété caractéristique (6.42), on
est amené a considérer les deux solutions possibles en £, notées &1 1 et §1 2. Un simple calcul donne
(voir figure 6.5):

)
5172 = 1, 5171 = 1

On note les phases associées
5 3
po(t,x) = V2t+& a1+ Enme = V24 it 5T

3
p1(t, ) = V2t + & w1+ ume = V2 + 31 + 372
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et on peut aussi d’apres (6.43) calculer les vitesses de groupe v; associées aux phases ¢; ; ces
dernieres sont données par :

1 -1
v = = 2 .
o]
La vitesse de groupe vg est sortante-sortante, v; est entrante-sortante. Comme indiqué au para-
graphe 6.3, on s’intérésse seulement a la propagation de la phase de fréquence ;. C’est-a-dire que
I'on cherche la nouvelle racine de l'ellipse (6.42) en &, notée &2.2, pour 7 = /2 et & = &2, ou de

facon équivalente, on cherche la valeur propre imaginaire pure inconnue de la matrice résolvante
A2(iv/2, &1 2). Une fois de plus, un simple calcul donne

6272 = 0.
On note
Pa(t, ) == V2t + & 0wy + &m0 = V2t + 11,
la phase associée et vy sa vitesse de groupe qui est donnée par :

vy = —2\1/5 [ 43] . (6.46)

v étant sortante-entrante, on doit continuer & rechercher ses possibles réflexions. Cependant par
symétrie, on peut remarquer que les phases suivantes sont données par les couples (&13,&22),
(€1,3,82,3) et enfin (§1.4,&23) avec :

§13 = —&12=-1,
3

§23 = —&o1 = 5
5

10 = &1 = T

et les vitesses de groupe associées a ces fréquences sont, encore une fois par symétrie données par :

v = wo:ﬂi/ﬁ@]’ (6.47)

dE
V. = -1 = ——F N

R
vy = Vg = 2\/53.

Les vitesses de groupe v3 et v4 étant respectivement entrante-sortante et sortante-entrante, on a bien
eu raison d’étudier leurs possibles réflexions. Enfin, la vitesse de groupe v5 étant entrante-entrante,
on s’arréte bien sur la fréquence (\/5, 1,4, 52,3).

On note les phases associées aux trois dernieres fréquences obtenues par :

p3(t,x) = V2 + & 371 + EooTe = V2 — 31, (6.48)

3
pa(t,z) = V2 + §1,371 + &2,372 = V2t —xy — 572

5 3
es5(t,x) = V2 + & a1 + o310 = V2 - 171~ 5o
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0,41 e

24 -2 -16 -1,2 -08 -04 P 04 08 12 16 2 2,4

. , -0,81

Figure 6.6: Génération des phases pour le probleme & coin (6.41).

La figure 6.6 résume la génération des phases.
Le trait rouge désigne les transitions d’une phase a une autre, et les deux lignes en pointillés
désignent les changement dans le signe des coordonnées des vitesses de groupe.

On prend un ansatz de la forme :
5 .
u(t, x) ~ Z ez #iti) Z " j(t, x). (6.49)
7j=1 n>0

Réitérant exactement les mémes calculs que pour I’équation des ondes, lorsque ’on injecte ’ansatz
(6.49) dans ’équation d’évolution de (6.41), on obtient la cascade d’équations :

. L(dpj)ug; =0
Vj=1,..,5,VneN, ¢ 7 I/ 6.50
! { iL(dpj)uns1 + L(O)un; = 0. (6.50)
Les conditions de bords sont données par les relations : Vn € N,
31 31 31
B [e%“ (un1) + (Un2 + Un3) +e 2272 (up g + un5)} oo dn0e2e"2g, (6.51)
x1=
i i 5%
Ba [e5 tna + ) €5 (s ) e Eung] = 0,
xro=
que 'on peut réécrire sous la forme suivante en utilisant I'indépendance linéaire des phases :
( By [un,lhxl:o = 5n,097
Bi [unp + ung) ), o =0,
Bilupga +u =0,
Vn €N, tltna F tin g, g (6.52)
By [up1 + un,2]‘x2:0 =0,
B2 [Un,3 + Un,4hx2:0 = 07
B2un75|m2:0 =0.
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Enfin, on doit aussi résoudre les conditions initiales suivantes :
Vi=1,...,5,Vn €N, Un <oy = 0. (6.53)

La construction du développement BKW dans le cas de ce systeme, bien que sa variété car-
actéristique soit ”tournée”, suit les mémes idées et utilise les mémes arguments que ceux décrits
pour I’équation des ondes. C’est pourquoi on se permettra de ne pas donner ici tous les détails.

La premiere équation de (6.50) nous apprend que chaque amplitude ug; est polarisée sur
ker(L£(dy;)). En appliquant le projecteur adéquat et en utilisant le lemme de Lax, on est ra-
mené a résoudre des équations de transport. Le nombre de conditions de bord nécessaires pour
résoudre ces équations dépend de la nature de la vitesse de groupe v;.

La vitesse de groupe v est entrante-sortante, il faut uniquement imposer une condition sur la
face 991. Or, d’apres (6.52) et la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme, on a :

. 3
Biuo, , =9 <= uoi, _, =1 <z\/§, 2) g,

B 1 8+3V7
<~ U011y =0 = —mg 1 .

Cette équation détermine de fagon unique U1, o> puis permet de déterminer ug; et sa trace
uo,1,,,_, en intégrant le long des caractéristiques. On insiste ici sur le fait qu’a priori uo,1 et uo,1, _,
ne sont pas nulles. Il est ensuite facile de voir que le fait que le terme ug 1 soit non nul permet
”d’allumer” toutes les autres amplitudes dans le développement BKW.

En effet, par des arguments similaires a ceux précédemment développés, pour déterminer ug o,
puisque sa vitesse de groupe est sortante-entrante, il suffit de déterminer sa trace sur 9. Or,
d’apres (6.52) et la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme, la trace de up2 sur 0€2s est donnée
par :

u0,2|12:0 = _¢2(Z\/§7 1)B2u071\12:07

1 1
= 7b—|— 1BQU071‘I2:0 |:_1:| .

La détermination de I'amplitude ug 3 est analogue a celle de ug 1 ; en effet on est de nouveau en
présence d’une vitesse de groupe entrante-sortante. Il faut donc résoudre uniquement la condition
de bord en 04, elle s’écrit sous la forme :

0,31, =0 = _¢1(i\f2’0)31“0’2\w1=0’

1 1
= _EBIUO’Q‘IIZO [1} )
L’amplitude ug4 étant associée a une vitesse de groupe sortante-entrante, on se retrouve dans
la méme situation que pour 'amplitude up 2. D’apres les conditions de bord (6.52) et la condition
de Kreiss-Lopatinskii uniforme, la trace U4y, €St donnée par 1’équation :

u074|z2:0 = _¢2(Z\/§’ _1)B2u0’3|$2:0'

Enfin, I'amplitude ug 5 est associée a une phase entrante-entrante pour les deux faces ; ainsi il
faut étre en mesure de déterminer ses deux traces pour pouvoir résoudre I’équation de transport a
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vitesse vs. D’apres (6.52) ces conditions s’écrivent :

Bi [uoa 4 uosl,, g =0,
Bauos,,,_, =0,

que l'on peut réécrire sous la forme suivante grace a la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme :

{ 0,505, —0 = —¢1 (Z\@’ _%) B1u0,4‘11:0,

UO75‘x2:0 =0.
On peut donc montrer la proposition suivante :

Proposition 6.5.1 Pour tout T > 0, on a construit cing fonctions, (uoj)j=1,..5 € H®(Qr), qui
vérifient les cascades d’équations (6.50)-(6.52)-(6.53) écrites pour n = 0.

Comme pour I'équation des ondes (cf. paragraphe 6.4), 'amplitude ugs € H*(Q2r) car dans
(6.44), on a choisi g € Hp°. Ainsi, les amplitudes (u0,5)j=1,..,4 ont leurs traces dans Hp®, en tant
que solutions d’équations de transport avec terme source sur le bord dans Hp°. Ceci permet de
conclure que I"amplitude liée & une vitesse de groupe entrante-entrante ugs € H> (7).

En appliquant la méme méthode de construction que pour ’équation des ondes, on peut aussi
construire les termes d’ordre supérieur du développement BKW. Ceci permet de montrer le théoreme
suivant dont on omettra la démonstration puisqu’elle est totalement identique (au nombre pres de
termes dans le développement BKW) a celle pour 1’équation des ondes.

Théoréme 6.5.1 Pour tout T > 0, il existe des fonctions (un j)nen,j=1,..5 € H>®(Qr), qui vérifient
les cascades d’équations (6.50)-(6.52)-(6.53).
Pour Ny € N, si on pose

No

€ — - ;£ )
UGPPJVO (t’ iL‘) T Z Z € ¢ Uny (ta {L‘),

j=1n=0

alors Uerreur entre u®, la solution exacte du probléme a coin (6.41), et Ugp N, €S O (6N0+1) dans

L?(Q7).

X2

supp g

X7

Figure 6.7: Allure des bicaractéristiques du probleme a coin (6.41).

Le schéma précédent résume le trajet des bicaractéristiques. En particulier, on remarque qu’il
y a quatre rebonds. Ainsi, I'allure des bicaractéristiques pour ce probleme est plus riche que celle
du probleme aux limites standard.
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6.6 Un exemple de développement BKW avec une infinité de re-
bonds.

Le but de ce paragraphe est d’exhiber un exemple de probleme a coin pour lequel un nombre infini
de phases est généré par réflexions successives sur chacune des faces du bord.

On travaille donc avec le probléme a coin suivant (ce dernier n’a une fois de plus pas de sens
physique) :
L(0)u® := Owuf + A101u® + Agdru® = 0,
Bluf$1:0 = gs(ta 1’2),

6.54
BQUTSCQZO = 0’ ( )
ujp<o = 0,

ou l'on a posé pour les coefficients de I'opérateur hyperbolique

0 -1 0 1
S i T O

et ou les conditions de bords sont données par :
By = [1 foz], By = [1 ﬁ]

Une fois de plus on est en présence d’un probleme a coin symétrique, hyperbolique & multiplicité
constante, non caractéristique, et puisque la matrice :
-1 -2
ATt Ay =
1 2 [ 0 1} ’
admet comme valeur propre réelle —1, il suffit d’assurer le caractere strictement dissipatif des deux
conditions aux limites pour que ce probleme soit fortement bien posé.

Pour cela un calcul explicite montre que les conditions de bords sont strictement dissipatives si

et seulement si on a : 1
min(a, §) > —5 (6.55)

Cependant comme on le verra par la suite, d’autres restrictions sur les parameétres « et 3 seront
a faire (I'une, anecdotique, pour assurer qu’il y ait bien une infinité de rebonds, la seconde, de
nature technique, pour assurer la convergence du dévelopement BKW vers la solution exacte).

La variété caractéristique V' du probléme a coin (6.54) est donnée par :

det £(7,&1,6) =0& 72 —7(& + &) — (L — &)* =0, (6.56)

ou de facon équivalente,

det ,C(T, 51762) =0« (T - )‘+(£17§2)) (T - )‘*(51752)) =0,

avec

A (&1,&) = —%(fl + &) £ \/i(fl +&2)% 4 (&2 — &1)%

Sous cette forme, on est en mesure de calculer la vitesse de groupe v({1, £2) associée a une fréquence
(1,1, &) vérifiant 7+ A_(£1,&) =0 :

U(éla&?) =VaA_ (51)62) =

(581 — 3&2)

. 1
1/ HE+6)2+HE—6)?
L (5&2 — 3&1)

(6.57)

NI—= N

- 4\/i(£1+52)2+(£2*£1)2
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6.6.1 Description des phases.

On se place a 7 =1 ; VN {7 = 1} est alors la parabole d’équation :

(P) &1+&+(&L-6)* =1

On choisit de s’intéresser aux fréquences dans le schéma de propagation par réflexions issues
d’un terme source dans (6.54) s’écrivant sous la forme :

9 (t, ma) = ex (F620%2) (¢ 1),

ol g est un élément de H>°(9Q 1), nul pour les temps négatifs’.

Un tel terme source génére deux phases intérieures associées aux fréquences (1, %, %) et (1, —%, %)
La premiere de ces fréquences est associée a une vitesse de groupe sortante-sortante, c’est pourquoi
on ne la prend pas en compte. La deuxiéme est entrante-sortante, on doit donc étudier ses réflexions.

On applique le principe de génération des phases décrit au paragraphe 6.3 a la fréquence
(1,—%,1), on est donc amené a considérer un "escalier” dans la parabole (P) (voir schéma 6.8
ci-dessous). On indexe les points de cet "escalier” par deux suites (§1p)penuf—1} et (§2p)pen de
maniére a ce que les points (§1p,&2,p)pen correspondent aux points du "haut” de la parabole et
les points (517p,£27p+1)p€N correspondent aux points du ”"bas” de la parabole. Enfin on initialise a
f1-1=3etoo=1.

Dans 'optique d’avoir une infinité de phases dans le développement BKW, on doit montrer que
les suites (517p)p€NU{,1} et (§2,p)pen sont strictement décroissantes. En fait, on peut montrer par
récurrence que :

1 1
Sip=—2p"=3p—5, &p=-2"—p+.
Donc "Pescalier” que 1'on construit sur V' N {7 = 1} est bien infini. De plus appliquant la formule
(6.57) aux points (£1p,&2p)pen €t (§1p,&2p+1)pen on calcule les vitesses de groupe associées a
chacune de ces phases :

. _ 1 dp+1
vp = v(1p,&ap) = 12 _{_74])4_2 [_(4;0_‘_3)} ) (6.58)
1 —(4p+5
wp = (@) = e [ o )} | (6.59)

Ce qui permet de vérifier que les points du ”haut” sont bien associés a des phases entrantes-sortantes
et les points du ”bas” a des phases sortantes-entrantes.
On peut calculer les sous-espaces stables pour les fréquences considérées :

Ei(i,€,) = vectey, ep:i= [—1 ﬁ} (6.60)

Bjli6o,) = veet o fi= [l 3. (6.61)

La figure 6.8 résume la génération des phases.

ci on n’a pas besoin de prendre g € Hp® car on ne rencontrera pas de phase entrante-entrante. De plus, puisque
que ’on ne calculera que les deux premiers termes du premier terme du développement BKW, on pourrait prendre
2
g e H (89177“).
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Figure 6.8: Génération des phases pour le probleme a coin (6.54).

6.6.2 Construction du développement BKW

Pour p € N, on note
op(t, @) =1t + &1 px1 + &2 pT2,
les phases associées aux points du ”haut”, et
PYp(t, ) ==t + &§1pT1 + E2,p4172,

les phases associées aux points du ”bas” de la parabole.

On considere Pansatz :

o0 ip [e.e] oo i [e.e]
uf(t,x) ~ Z e e Z e"uf , + Z ee Z 5"u$,p. (6.62)
p=0 n=0 p=0

£
n=0

Dans ce sous-paragraphe, on va construire un développement BKW purement formel. Le fait
que les objets que I'on construit ont un sens revient principalement & montrer que la série (6.62),
pour n € N fixé, converge. La démonstration de ce fait sera donnée au sous-paragraphe suivant.

Injectant 'ansatz (6.62) dans I’équation d’évolution du probleme & coin (6.54), les phases étant
linéairement indépendantes, on obtient pour tout p € N, les deux cascades d’équations :

L(dop)usy =0, (6.63)
iﬁ(dcpp)u,fH’p + L(0)uf, =0, Vn € N, ’

Y
E(dip)ug,, =0, . (6.64)
iL(dYp)uy, g, + L(O)tunyp =0, Yn € N.
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Injectant 'ansatz (6.62) dans les conditions de bords, on obtient par indépendance linéaire des
phases :

Bl |:un7[)i| |x1:0 - 5n,097
0= 0,Vp e N*,n €N, (6.65)

1

By [uﬁ,p—I—uﬁ,pL 0= 0, Vpe N,n € N.
x

Construction du terme principal.

D’apres la premiere équation de la cascade (6.63) (resp. (6.64)) il s’avere que les amplitudes ug’p

(resp. uéb’p) sont polarisées sur ker(L(dyp)) (resp. ker(L(dwy))). On écrit donc

ug’p(t,x) = pip(t, x)ep, ug),p(t,x) = vp(t, z) fp, (6.66)

ol e, (resp. fp) est le vecteur générateur de ker(L(dyp)) (resp. ker(L(dyy))) donné en (6.60) (resp.
(6.61)).

Appliquant le lemme de Lax [Lax57], on montre que les fonctions scalaires i, et v, vérifient les
équations de transport :

(O +vp- Vo), =0, (0 +wp-Vy)r, =0. (6.67)

Ensuite, d’apres (6.58), on sait que la vitesse de groupe v, est entrante-sortante donc la premiere
équation de transport de (6.67) nécessite pour sa résolution une condition de bord sur 92, unique-
ment. D’apres (6.65) et la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme, cette condition aux limites
s’écrit sous la forme :

(Ot +vo - Vg)po =0,
K020 = Breg I (6.68)
pot<o = 0,
et pour tout p > 1,
(Or +vp - Va)pp =0,
Hpymo = — B Vp1,,, o (6.69)

Hpt<o = 0.

De méme, v, est déterminée en résolvant :

(O +wp - Vaz)vp =0,

Bae
Vlag=o = ~ Baf Mhlano’ (6.70)
I/p‘th =0.
La fonction pg est donnée par
1 Z1 00,2
po(t,0,z2) = —mg(t7 x2), po(t,z1,m2) = po (t — E,O,m - v(),lwl ;
et pour les termes suivants, on trouve :
Bif,—1 X1 Up,2
pp(t,0,22) = — Jo Vp—1(t,0,22), pp(t,z1,22) = 1y <t — = 0,10 — 2221 ), (6.71)
Biep Up,1 Up,1
Bge xI9 Wp 1
vy(t,x1,0) = — Pyt 21,0), vy(t,x1,20) = v <t—,a:1— P 29,0 ) . 6.72
o ) B, p( ), vl ) ="1p 0y Wy (6.72)
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De plus, on peut calculer explicitement :

Bifp :72p—|—22p—|—2—ae Bgep:72p—|—2 2p+1-p
Biepyi 2p+32p+3+a ' Baf, 2p+12p+2+ 78

On remarque au passage que ces deux facteurs sont bien définis d’apres le choix (6.55) sur les
parametres a et 8 assurant la stricte dissipativité.

On montre par récurrence que , et v, sont données par :

~ 1 t Yp,2 z Up,2
t,x) = t— — —w, | x2 — T wr | x9 — T 6.73
pp(t:) vl < Up,1 P < ’ Up,1 1> P ( ’ Up,1 1)) ’ ( )
~ T2 1 Wp,1 ¢ zUp2 Wp,1
vy(t,z) = yg<t<x1’x2> 1 —-wvpowy), —w,—= |z — ——x9 6.74
p(t:) P Wp,2  Up,1 Wp,2 ( P p) b Up,1 Wp,2 ( )

ou les 11, et v, mesurent 'amplitude des fonctions uﬁ’;f et les suites (wf,)peN et (wy)pen sont ini-
tialisées & w¥ =1 et wl) = 0 (de maniére & assurer 1oy, —o (t; 22) = fiog(t, x2)). Les termes suivants
sont obtenus par résolutions successives d’équations de transport comme expliqué ci-dessous. Par
récurrence, et en utilisant (6.71) et (6.72) on obtient pour les coefficients fi, et v, les formules
suivantes :

p—1 -1
2k+1—7 H£:02k+2—a

fp = —(2p+1) ; (6.75)
P Ig2k+2+5 [l 2k+1+a
p p—1
~ 2k +1 — 1 2k+2—«
7 = (2p+2) || f iz (6.76)

o2k +2+ B8 o2k +1+

En particulier on remarque que si « est un entier pair ou si 5 est un entier impair, I'un des
sous-espaces stables E7(1,&2,) ou E3(1,&; ) vient coincider avec ker By ou ker By, et tous les ter-
mes dans le développement BKW sont nuls & partir d’'un certain rang. On se retrouve dans le
méme cadre que celui du paragraphe 6.5 c’est-a-dire avec un nombre fini d’amplitudes non nulles
”allumées” par le terme source oscillant.

Pour déterminer les suites (w})pen et (wh)pen, il suffit de calculer la trace sur 9Qy de (6.73) puis
d’injecter cette donnée dans I’équation de transport (6.70), ce qui permet de résoudre cette équation
et de déterminer la trace de sa solution sur 9€);. On aboutit ainsi & une relation de récurrence sur

les suites (w),)pen et (wh)pen. Quelques calculs utilisant (6.58) et (6.59) permettent de montrer que
les deux suites vérifiant ces relations sont :

wp =4p+1, w; =p(2p+ 3).
On a donc déterminé explicitement les expressions des termes d’ordre zéro par rapport a p :

uﬁp = [ip g(t —(p+2)2p+ 1)z1 — p(2p + 3)x2, (4p + 3)x1 + (4p + 1):U2) €p, (6.77)

u, = T 9(75 —(P+2)2p+ Dz — (p+1)(2p + 5)22, (4p + )1 + (4p + 5)3:2) fos (6.78)

ou on rappelle que les fi, et les 1, sont définis en (6.75) et (6.76).
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Construction du terme correcteur.

Maintenant que le terme principal du développement BKW est calculé explicitement, il est facile de
déterminer la partie non polarisée du terme d’ordre un. En effet, d’apres les cascades d’équations
(6.63) et (6.64) on a comme au paragraphe 6.4 :

(I = Pf)uf, = iR{L(O)uf

p/7Lp P’
(I — Py, = iRYL()ug .

avec Py (resp. P;f ) le projecteur sur ker(L(dyy)) (resp. ker(L(dvy))) parallelement a Im(L(dvp—1))
(resp. Im(L(dpp))) et RS (resp. R;}b) un pseudo-inverse de L(dpyp) (resp. L(dyy)) vérifiant

Rf L(dpp) =1 - Py, RY Py =P RS =0,

RY L(dyy)=1—-PY, RYPS=P/RY=0.

De plus, comme on va le voir ces termes peuvent étre explicités sous des formes tres plaisantes.
Dans un souci de simplification des notations, on pose pour p € N fixé :

to:=1—(p+2)2p+ 1)x1 — p(2p + 3)x2, X2y, := (4p + 3)z1 + (4p + 1)12, (6.79)
bty =t —(p+2)(2p+ a1 — (p+1)(2p + 5)x2, Tay = (4p + 3)a1 + (4p + 5)a, (6.80)
et il vient,
_ - -1 _ - 1
L(@)uofp = [ L(9) (g(t@,x%) [2%}) = [ip [Org — 204, 9] (ty, T2,) [21’1“] . (6.81)
P+

Un calcul similaire donne :

__1
L), = 7 [0~ 2019) (072 | 72| (652

Pour connaitre les parties non polarisées des termes d’ordre un, il suffit donc de calculer les
pseudo-inverses R} et Rg} . Ceux-ci sont donnés par :

- 1 2p 2p(2p+1)
i = (4p+ 1)1+ (2p+1)?) [1 2+ 1 } 7 (6.83)
et
= ! 2p+1 —(2p+1)(2p+2)
= (4p+3)(1 + (2p + 2)?) [ -1 20+ 2 ] : (6.84)

Enfin combinant d’une part les équations (6.81) et (6.83), et d’autre part les équations (6.82)
et (6.84), on obtient les expressions explicites des parties non polarisées d’ordre un :

_ fip > =\ |2p

(I — P;")ufjp = Z(4p DT D) [0tg — 201, 9] (ty, T2,) [ h ] , (6.85)
_ Up > — . |—@p+1)

=By, = it o = 0] G [ Y] e



146 CHAPITRE 6. OPTIQUE GEOMETRIQUE ET PROBLEME A COIN.

6.6.3 Justification du développement BKW.

Le but de ce sous-paragraphe est de montrer que le développement BKW tronqué construit ci-dessus
donne une approximation de la solution exacte du probleme a coin (6.54). Soit u® la solution exacte
du probleme & coin (6.54) ; on définit la solution approchée :
iep “Wp
gy = Z e e [uﬁp +e(l - Pf)ufp} + > e {ug)’p +e(l - P;f)ulﬁp] : (6.87)
p=>0 p>0

On commence par justifier que, sous une restriction sur les parametres « et 3, on peut assurer
7. 2’ . 5 2
que les séries définissant ug,,, convergent®.

Proposition 6.6.1 Si « et 8 sont tels que o+ 5 > 0, alors les séries définissant ug,, convergent
absolument dans C;(R, L2()).

De plus, si o et B sont tels que o+ 3 > %, alors les séries définissant ug,, admettent des traces
dans LQ(Rt X 0(21) et LQ(Rt X 8@1)

.
Démonstration : On commence par montrer que »_ - e uj,, converge dans Cy(R, L2(Q)).
Puisque le vecteur e, est borné par rapport a p, il suffit de montrer que :

> suplip(t, ) 22y < oo
p>0 teR

Or
2
gt )22y = 22 /]R o= 0+ 2@p+ )2 = p(2p + 3y, (4p + 301 + (4p+ )2 )| s,
+

En faisant le changement de variables

[yl] _ [(p+2)(2p+ 1) p(2p+3)] [561] 7

Y2 4p +3 4p +1 )
on obtient
Hp 2
it ey < st [ oo, P,
PETIEEO) T ap? 4 dp 42 Jpr,
d’ou 'on déduit la majoration
sup 1t )2y < L2 gl e,
teR p+1
Or
Fp+1 a+f 1
- = 1-— + O (2 .
Hp p p
Donc d’apres le critere de d’Alembert, la série Zp>0 }'%”1' converge si a+ 3 > 0 (le résultat étant sans

restriction sur a+ 3 dans le cas a € 2N ou 5 € 2N+ 1 car il n’y a alors qu'un nombre fini de termes

non nuls dans la série). Par conséquent, la série Y g supsep ||p(t; )| L2(q) converge si a + 3 > 0.

T . ) .,
Un calcul similaire permet aussi de conclure que Zp>0 ele ug’ , converge sous la condition a+ 3 > 0.

20n peut remarquer que lorsque ’on cherche & construire le développement BKW pour un terme source sur le
bord & support compact, sur un intervalle de temps borné, alors la série (6.87) contient un nombre fini de termes et
donc a bien un sens.



6.6. UN EXEMPLE DE DEVELOPPEMENT BKW AVEC UNE INFINITE DE REBONDS. 147

. . R ;¢
La situation est légérement plus favorable pour le terme correcteur e'= (I — Py )ufp ; en effet
ce terme vérifie :

|Np|
= (I — P‘P t,- <C 6.88
igﬁ”e ( ) ( )||L2(Q)_ » +1)2||9||H (RxR)- ( )

Donc la série de terme général sup,e [|(I— Py )uf ,(t, )|l 12(q) converge dans C(R, L2(Q)) sia+8 >
—1, c’est-a-dire pour tous les parametres conduisant a des conditions aux limites strictement dissi-
patives, voir (6.55). Le calcul, ainsi que la restriction sur o 4+ 3, pour le second terme correcteur

S
elTp(I — P;b)utﬁp est analogue.

On montre maintenant que, sous la restriction o + 3 > 2, les séries définissant ug,, admettent

des traces dans L?(R; x 0Q1) et dans L?(R; x 0€4). On ne traitera ici que le cas de la trace sur
I de la série 3 - e [uﬁp +e(I-Py )ufvp], les raisonnements pour les autres configurations
étant analogues.

. - iep .
On traite d’abord la série Zp>0 es uy e un simple calcul donne :

Huo,pmonm(Rxan) > \Mp\ </
RXR+

|p
<
> \/m||g||L2(R><R+)7

ol on a fait le changement de variables

s| (1 —p@2p+3)| |1t
v |0 4dp+1 x|
Sia+p > %, le critere de d’Alembert et I'inégalité triangulaire permettent de conclure que la trace

de 37~ el%uﬁp est dans L2(R x 0€y).

ipp
5e , . N ;. 2¥p © ] . . . N . . .
On s’intéresse ensuite a la série >p0€ © €I — Py)uf,, un calcul similaire & celui qui vient

A

g(t —p(2p + 3)xe, (4p + 1).%'2) ‘2 dtdm) :

. , L. iep . . .
d’étre effectué pour la série > p>0€ ¢ ud , montre que I'on a I'estimation suivante :
- 9.

||
Ty HQHHl(RxR+)-

(p+1)2

Cette fois encore, la situation est légerement plus favorable pour le terme correcteur. La série
> p>0 e g([ P )uf, admet donc une trace LRy x 0) sia+ B> —3

ivp
le™s e(] — Pf)uf,pHB(Rxan) <

O

Théoréme 6.6.1 Soit T >0 eta+ 5> %; alors le développement BKW converge vers la solution

ezacte u® du probleme a coin (6.54) au sens ot ug,, —u® est O(e) dans L*(Qr).

Démonstration : Par construction, la fonction u® — ug,, € L?(Qr) est solution du probleme &

coin

L(a)(ugpp ue) = ie Zp>oe : L(G)R“’L(a)uop—i—e epL(a)RwL(a)w

By (= ) a2 = i= Sy B [¢ 5 REL(O)uf, + ¢ & RYL(O)u
iPp

Ba(t,y — 4F)jmpm0 = i€ Y2y B [e?RfL(ﬁ)uﬁp—ke?RgL((’))u

(ugpp —u )|t§0 =0.
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De plus, grace a la restriction o + 5 > %, on sait que cette solution u® — ug,,, admet des traces
L2(8Q1,T) et LQ(aQQ,T)

Le but de la suite de cette démonstration est de montrer que les termes sources apparaissant
dans le probléme & coin (6.89) sont bien O(e) dans L?(27) pour le terme source a l'intérieur et
L2091 1) (resp. L%(0Q2.7)) pour le terme source sur la face 9 (resp. 9€2), de maniere & pouvoir
conclure en utilisant le caractere fortement bien posé du probleme a coin (6.89).

o Etude du terme source a l'intérieur :
On peut calculer explicitement ce terme ; en effet aprés un calcul pénible mais sans grande
difficulté on peut montrer que

L(O)REL(9)ug, = ipO(1)D?g(t,, T2,),

et
L(O)RYL()ug, = 5,0(1) D*g(Ly, T2y,

ou l’on rappelle que les t}, T2y, td, et xa, sont définis en (6.79) et (6.80).

Les termes L(9) Ry L(d)ug,, et L(@)RgL(@)uo p sont des sommes de termes qui s’écrivent sous
la forme O(fip)0%g(ty, #2,) ou bien O(0,)0%g(ty, 42,). On peut alors réitérer les mémes arguments
que dans la démonstration de la proposition 6.6.1 pour obtenir l’estimation L?(Qr) pour le terme
source a l'intérieur sous la condition o + 8 > 0.

¢ Termes source sur le bord :
On traite le cas de la face 921, le cas de la face 0§22 étant entierement similaire. On rappelle
que

REL()uf

Hp 2p
0,p|zy=0 — (4p+ D(2p + 1) (019 — 201, 9] (t —p(2p+ 3)x2, (4p + 1).752) |:1] .

On calcule alors :

rg(t, 7o) |7 N /
10eg(t, 2) 17200, 1) ]—00,T[xR+

1 2
< m”atQHL?(aQLT),

2
Oty (t —p(2p + 3)x2, (4p + 1)x2> ’ dt dxa,

ou l'on a fait le changement de variables :

o]=fo P[],

Ainsi la norme HR]fL(a)ugpl JNz200, 1) se majore par :
’. le b
Clity|
IRFL(O)udy, o llz200: 1) < — gl o0, 1) (6.90)
(p+1)2

et il suffit que o + 8 > —1 pour que la série > pso IRy L(O)uf 0,pjay _,llz2(89, 1) converge. La contri-

bution du terme Rg’ L(@)u0 Pley_o 5 traite de la méme maniere.

On peut donc appliquer le caractere fortement bien posé du probleme a coin (6.54), et il vient :

Hu€ - app”L2 (Qr) < Ce.
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O

L’exemple que I'on a décrit dans ce paragraphe est donc conforme a lintuition. En effet il
semble assez naturel de penser que l'existence d’un rayon piégé (au sens de la définition 6.9.6)
n’est pas fatal pour le caractere fortement bien posé du probleme a coin dans la mesure ou les con-
ditions de bords de ce dernier dissipent suffisamment d’énergie a chaque fois que le rayon est réfléchi.

On conclut ce paragraphe en montrant que le rayon d’optique géométrique précédemment con-
struit se concentre vers le coin. On démarre au temps ¢ = 0 d’un point (0,yg) € 9 et on s’intéresse
a son parcours quand il voyage le long des courbes bicaractéristiques. Ce point vient frapper la face
99y en un point (z,0) aprés un certain temps de parcours t§. Puis, ce rayon est réfléchi et se
dirige & nouveau vers la face 0Q;. Il atteint cette face en un point (0,y;) au bout d’un temps tg’.
En continuant de suivre ce rayon, on est amené a considérer quatres suites, (y,)pen les ordonnées
des rebonds sur la face 0§21, (zp)pen les abscisses des rebonds sur la face 0§ et enfin, les temps de
parcours d’une face vers I'autre notés (¢ )pen et (t;f)peN.

Une simple récurrence montre que ces suites sont données par les expressions suivantes :

1 1
Yp = 4p_|_1yo ) Tp = 4p—|—3y0’
4p? +4p + 2 » 4p® + 8p +5
ty = Yo , t,= Yo-
(4p+3)(4p+1) (4p+ 3)(4p + 5)

Puisque les suites (z,)pen €t (yp)pen tendent vers 0, on est bien en présence d’un phénomene de
concentration vers le coin. D’autre part, on remarque que le temps de transport total vers le coin,

> p>0 (tf + t;f) est clairement infini. Donc il est impossible d’atteindre le coin en temps fini.

On remarque que le phénomene de concentration vers le coin est codé par le rapport

gt Yol Wp2Upt 4p +1
b Yp Wp,1 Up,2 4p 4+ 5

Ici on est dans le cas 3, > 1, pour tout p € N mais plus généralement :

© 81 B, > 1, alors en suivant les bicaractéristiques on se rapproche du coin.

© 81 B, < 1, alors en suivant les bicaractéristiques on s’éloigne du coin.

¢ Si B, = 1, alors apres avoir suivi les bicaractéristiques, on revient exactement a la méme
position.
Une version légerement plus générale de cette observation sera d’importance dans le sous-paragraphe
6.9.5.

On conclut ce paragraphe par le schéma récapitulatif suivant qui illustre la propagation du rayon
d’optique géométrique.

6.7 Retour sur ’exemple (5.13) d’Osher.

Dans ce paragraphe on revient sur ’exemple des deux équations de transport découplées (5.13).
On va montrer que le développement BKW pour ce probleme admet aussi une infinité de phases.
Cependant, on avait mentionné au sous-paragraphe qu’une restriction sur les conditions de bord
était nécessaire et suffisante pour que ce probleme (5.13) soit fortement bien posé. Cette condition
était de la forme |ab| < 1, et coincidait avec les parametres au bord a et b qui rendaient ’opérateur
I — Ty (cf. sous-paragraphe 5.3.2) inversible sur L?(R,). On montre dans ce sous-paragraphe
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Figure 6.9: Allure des bicaractéristiques du probléme a coin (6.54).

que cette condition sur a et b est aussi suffisante pour donner un sens a la série définissant le
développement BKW.

Le probléme & coin que 'on considere dans ce sous-paragraphe s’écrit sous la forme :

atuE + |:é _01:| alue + |:_01 (1]:| (92u€ = 0,

[1 _a] u(|€$1:0 = 0’ (691)
[_b 1] U\Exgz(] = gE’
u|tS0 = O

ol a,b € R. On a déja mentionné que les conditions de bord vérifiaient la condition de Kreiss-
Lopatinskii uniforme pour tout a et b. On peut aussi facilement montrer qu’elles sont strictement
dissipatives pour

la] <1, et |b] < 1.

En effet, en raison de la géométrie ”dégénérée” de la variété caractéristique de ce probleme, le
théoreme de Strang [Str69] ne s’applique pas contrairement aux exemples précédents. Un simple
calcul montre que I’équation de la variété caractéristique a 7 = 1 est

1-&+&)A+& —&)=0,
et se compose donc de deux droites paralleles.

On pose pour terme source

(t+z1)

ge(t7xl) = eé g(t,l‘l),

ou H*°(0) (en effet, on rencontrera pas de phase entrente-entrante dans le processus de génération
des phases donc prendre g € H,°, n’est pas nécessaire.)

On applique le procédé de génération des phases, on obtient que les phases générées par rebonds
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successifs et leurs vitesses de groupe associées sont : pour p > 0,

(6.92)

1
ep(t,x) ==t — (14 2p)x1 — 2pry,  vf =¥ = {—1] ’

-1
wp(t’x) =t+ (1 - 2p)$1 - 2p1'27 ’Ug} = U¢ = |: 1 :| )

les phases sur la droite du ”bas” indexées par 1 sont donc entrantes-sortantes, celles sur la droite
du "haut” indexées par ¢ sont sortantes-entrantes. On donne la figure 6.10 en guise de récapitulatif
du processus de génération des phases.

Figure 6.10: La génération des phases pour I'exemple (5.13).

On postule donc un ansatz de la forme :
w3 et N ey N ettt 3 g (6.93)
p=0 n>0 p=0 n>0

Quelques calculs, analogues a ceux effectués dans le paragraphe 6.6, montrent que les amplitudes
d’ordre zéro dans ansatz (6.93) sont données par :

uy, = aPPg (t — (2p — Dy — (2p — 2)29, 21 + 29)
u}ip = (ab)Pg(t — (2p+ 1)x1 — 2pxo, 21 + x2) .

On voit facilement que si [ab] < 1, alors la série egwi"(t’m)ug’p + eélpp(t’m)ug’p € H>*(Qr).

De plus, en réitérant la méthode que 'on a décrite pour I’équation des ondes, on peut con-
) . . s , . , . i t,x), ¢
struire toutes les amplitudes d’ordre supérieur et on remarque que les séries szo ez#r( )unp +

i 1 z ’ 7 z_ .
ez (t2)y# € H®(Qr). En effet, en terme de sommabilité en p les termes généraux de ces séries

seront de la forme Y 7_, P(p)(ab)*?, ott les P, sont des polynémes?. L’hypothese |ab| < 1 assure
donc bien la sommabilité.

3Les termes en (ab)kp , k > 1, proviennent du transport répété de la trace de la partie non polarisée de 'amplitude.
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Sous 'hypothese |ab| < 1, le développement BKW tronqué a I'ordre Ny a bien un sens pour tout
Ny € N et on peut montrer qu’il converge bien vers la solution exacte du probleme a coin au sens
ou lerreur est O(eo+1) dans L2(Qr).

Cet exemple laisse a penser qu’en présence d’une infinité de phases dans le développement BKW,
la condition d’Osher apparait pour assurer la sommabilité du développement BKW. On verra dans
le paragraphe 6.9 qu’une version microlocalisée de la condition d’Osher semble apparaitre lorsque
des phases subissent des phénomenes d’autointeraction.

6.8 La génération des phases pour N > 2.

Dans ce sous-paragraphe, on décrit le principe de génération des phases par rebonds successifs
sur le bord de §2 lorsque le nombre d’équations du probleme a coin est strictement supérieur a 2.
Comme on va le voir, 'heuristique de la génération des phases pour N > 2 sera assez semblable a
celle décrite dans le paragraphe 6.3. Toutefois, de nouvelles difficultés apparaissent naturellement
lorsque N > 2 et il est nécessaire de décrire comment les surmonter. Ces difficultés sont les suivantes
; en premier lieu, un rayon qui vient frapper une face du domaine sera a priori réflechi en plusieurs
rayons et on devra donc décrire les réflexions possibles de chaque rebond. En second lieu, il se
peut que lorsque 'on étudie I'intersection de la section de la variété caractéristique avec une droite
d’équation {(7,&1,&2)} avec & ou & fixé, on soit amené a considérer des points d’intersection dont
I'une des composantes est complexe. De telles fréquences n’apparaissaient pas dans le cas N = 2
et seront qualifiées d’évanescentes. Enfin, la derniere nouveauté par rapport au cas N = 2 est qu’il
est maintenant possible de former des ”boucles” dans la section de la variété caractéristique, créant
ainsi un phénomene d’autointeraction entre les phases.

6.8.1 Les phases induites par le terme source.

Comme dans le cas N = 2 on choisit de décrire la génération des phases pour un probleme de la
forme (6.1) ayant un terme source sur la face 9§; de la forme :

i

9°(t,2) == e=?hm2) g (¢, o), (6.94)
ou 'amplitude g € H;*° est nulle pour les temps négatifs, et ou ¢ est une phase plane définie par :
o(t,x9) =Tt + &, 72,

avecz>0et§2€R.

Sans perte de généralité, on suppose que pour j = 1, ..., 2, les p;, les nombres de valeurs propres
strictement positives (comptées avec la multiplicité) des matrices A; sont non nuls.

Reprenant la méme étude que dans le cas N = 2, on sait que les phases induites par le terme
source (6.94) sont de la forme :

or(t, ) =Tt + Efay + &, 3o,

ol les (5{“) ) sont les racines dans la variable {; de la relation de dispersion det £(7,{1,&2) = 0. On
peut séparer ces phases en deux grande catégories, les phases oscillantes pour lesquelles f{“ €ERet
les phases complexes pour lesquelles ff e C\R.

D’apres la structure des sous-espaces stables et instables qui a été décrite dans le paragraphe
6.2 (voir plus précisément la décomposition (6.2)), on sait que les phases complexes se décomposent
en deux catégories. La premiere correspond aux phases pour lesquelles Im & < 0, ces derniéres
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seront qualifiées d’explosives. La seconde correspond aux phases pour lesquelles Im & > 0, qui
seront qualifiées d’evanescentes. Les phases oscillantes, elles, se décomposent toujours en quatres
catégories, les entrantes-entrantes, les entrantes-sortantes, les sortantes-sortantes et les sortantes-
entrantes.

De plus, d’apres 'analyse du paragraphe 6.2, on sait que le nombre de phases entrantes pour la
face 021 additionné au nombre de phases évanescentes pour la face 021 est égal a pi, tandis que le
nombre de phases explosives ou sortantes pour la face 021 est N — py.

On commence par décrire le comportement associé aux phases oscillantes. Comme dans le cas
N =2, on doit refaire I’étude de cas selon la nature de la vitesse de groupe.

¢, sortante-sortante.
Dans ce cas, reprenant exactement les mémes arguments que dans le cas N = 2, on ne prend pas
en compte cette phase dans le développement BKW.

¢ @, sortante-entrante.
Une fois de plus, en réitérant les mémes arguments que dans le cas N = 2, on écarte dans un pre-
mier temps cette phase du développement BKW. Cependant, comme on va le voir par la suite,
en raison de possibles boucles dans la section de la variété caractéristique lorsque N > 2, il se peut
que l'on soit amené a considérer cette phase plus tard dans le processus de génération des phases
(voir a ce sujet I'exemple du sous-paragraphe 6.9.1). Ainsi, il se peut que 'on retombe sur la phase
r apres un certain nombre de rebonds.

Donc comme dans le cas N = 2, on écarte initialement les phases sortantes pour la face 0¢2;.

¢ (), entrante-entrante.

Comme dans le cas N = 2, si on considére un point y de la face 9 tel que g(y) # 0, I'information
en ce point sera transportée, lorsque 'on déroule le temps vers +oo, le long de la droite passant
par y et de direction v, ou vi est la vitesse de groupe entrante-entrante associée a . Ainsi, ce
rayon ne frappera jamais la face 0{29, donc ne générera aucune phase par rebond. Comme dans
le cas N = 2, les phases entrantes-entrantes constituent des cas de condition d’arrét. Cependant,
puisqu’il se peut qu’il y ait plusieurs phases entrantes-entrantes, il faudra tout de méme toutes les
considérer dans le développement BKW.

< g entrante-sortante.

Le cas des phases entrantes-sortantes est une fois de plus le plus intéressant. En effet, lorsque ’'on
transporte un point y (vérifiant g(y) # 0) de la face 99 le long de la droite portée par une vitesse
de groupe entrante-sortante, ce dernier vient frapper la face 922 au bout d’un certain temps de
parcours et donne ainsi lieu a de nouvelles phases par rebond. Il faut donc comme dans le cas N = 2
étudier les nouvelles phases obtenues par réfléxion. Cependant, on insiste ici sur le fait que dans le
cas N > 2, il se peut qu’il y ait plus d’une phase associée a une vitesse de groupe entrante-sortante.
Il faudra donc étudier les rebonds de chacune de ces phases. C’est pourquoi, dans la suite, on
fixe une de ces phases, ¢y, et on va décrire ses rebonds. On réitérera ensuite la construction pour
chacune de ces phases.

© ( complexe.
Reprenant 1’étude des phases complexes pour le développement BKW du probleme aux limites
standard (voir par exemple [Marl0] et [Les07] ), on s’attend a ce que les amplitudes associées a des
phases complexes transportent I'information dans la direction normale a la face 9. Cependant,
cette propagation de I'information est exponentiellement décroissante (resp. croissante) par rapport
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a la variable x; pour les amplitudes liées a des phases évanescentes (resp. explosives). Par la suite,
puisque I'on cherche & construire des amplitudes dans L?(£2), on écarte les amplitudes liées & des
modes explosifs.

Ainsi, on ne conserve que les phases complexes évanescentes ; ces dernieres propagent le terme
source sur la face 9€); dans la direction normale a la face 0{2; avec un amortissement exponen-
tiel par rapport a la variable z;. Puisque pour des questions de régularité des amplitudes dans le
développement BKW, on a choisi de travailler avec un terme source g € H,°, ce dernier vérifie, en
particulier, ¢g(t,0) = 0. Par conséquent, I'information propagée par un mode évanescent ne vient
jamais frapper la face 02y et donc les modes évanescents pour la face 0{2; sont des cas d’arrét du
processus de détermination des phases au méme titre que les phases ayant une vitesse de groupe
entrante-entrante.

En résumé, les phases induites par le terme source g° seront les phases qui sont entrantes pour
la face 021 et les phases qui sont évanescentes pour cette méme face. Les phases évanescentes pour
la face 921 et les phases entrantes-entrantes ne seront pas réfléchies. On s’intérésse donc comme
dans le cas N = 2 aux réfléxions possibles des phases ayant une vitesse de groupe entrante-sortante.
On insiste cependant sur le fait qu’a priori il se peut qu’il y en ait plusieurs. C’est pourquoi, on
doit déterminer les rebonds de chacune de ces phases.

6.8.2 Le premier rebond.

Comme dans le cas de la génération des phases pour N = 2, une fois que ’on a fixé 'une des phases
entrantes-sortantes, ¢y, induite par le terme source, pour déterminer ses rebonds on est amené a
déterminer les racines dans la variable &5 de la relation de dispersion

det(L(T, €5, &)) = 0.

De facon équivalente, si on considere les éventuelles racines de partie imaginaire non nulle comme des
points a I'infini, cela revient & considérer les intersections de la droite d’équation {(L 5%, &),& € R}
avec Vi—r.

Réitérant les arguments du paragraphe 6.2 et ceux du sous-paragraphe précédent, on peut écarter
d’office les phases ayant des vitesses de groupe sortante-sortante ou entrante-sortante et les phases
explosives (i.e. celles pour lesquelles & € (C\ R) et Im & < 0) pour la face 0.

On se ramene donc a considérer seulement les phases évanescentes pour la face 92 et les
phases oscillantes ayant une vitesse de groupe entrante-entrante ou entrante-sortante. Les phases
évanescentes propagent I'information dans la direction normale & la face 0€2s avec un amortissement
exponentiel dans la variable x5. Donc les phases évanescentes pour la face 9o, comme les phases
entrantes-entrantes sont des conditions d’arrét dans la génération des phases.

Les phases sortantes-entrantes, viendront se réfléchir sur la face 92 et il faudra déterminer leurs
rebonds pour chacune de ces phases. Dans la suite, on fixe I'une de ces phases, ¢ , elle vérifie :

k k
ok, (t,x) := 1t + Efw1 + & o

6.8.3 Les rebonds suivants et résumé.

La rayon porté par la phase ¢, vient frapper la face 0€2; et il s’y réfléchit en plusieurs rayons qui
sont ou entrants pour la face 9€2; ou bien évanescents pour cette méme face. Une fois de plus, pour
déterminer ces rayons réfléchis il est nécessaire de s’intéresser aux racines en & de la relation de
dispersion
k
det(£(17 517 551 )) =0.
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Si cette équation n’admet aucune racine §lf2 € R telle que la vitesse de groupe associée a la

phase
k. k
Ok, (t, ) == Tt + &% 21 + &5 2.

soit entrante-sortante, alors aucune des phases produites par le rebond ne se rebondira sur la face
9y et donc le procédé de génération des phases pour la phase g, s’arréte. On choisit alors une
autre phase obtenue au rebond précédent et on étudie ses rebonds.

Si au contraire, la relation de dispersion admet des racines qui produisent des phases ayant une
vitesse de groupe entrante-sortante, on va étudier tous les rebonds de ces phases sur la face 029 en
réitérant la méthode décrite au sous-paragraphe précédent.

On insiste ici sur le fait que lors d’'un rebond sur la face 9€; (resp. 0€2), le fait que l'on
écarte les phases sortantes-entrantes (resp. entrantes-sortantes) n’implique en rien que ces phases
n’apparaitront pas tout de méme dans le développement BKW.

En effet, soit (7, 1 3 2) une phase entrante-sortante générée par le terme source et (z, £ 1,§2> une
phase sortante-entrante induite par le terme source (qui en accord avec le procédé de génération des
phases que l'on a décrit est écartée). On suppose que l'intersection de V,—, avec la droite d’équation

{(z, £ X &),& € R} contienne une valeur de &, 52, telle que la phase asociée soit sortante-entrante
et que l'intersection de V;—, avec la droite d’équation {(L 51,52),51 € R} contienne la fréquence
(z, 51752) (de facon équivalente, on suppose qu’il existe un rectangle de cotés paralleles aux axes

du repere dont les sommets sont des points de V;—, . Alors, si la fréquence <z, %:1’52) est associée
a une fréquence entrante-sortante, on remarque, en appliquant le principe de génération des phases
(plus précisément lors du troisieéme rebond), que I'on est amené & considérer la fréquence (L £ 1,52)
que 'on avait initialement exclue.

De plus, lorsque ’on étudie les rebonds de la phase associée a la fréquence (L 51’52) sur la face
0Qy, on est amené a reprendre en compte la phase de fréquence (7,§ X 3 2). Ainsi, la phase pour la
fréquence (7,§ & 2) ”s’autogénere” puisqu’on la retrouve dans les phases qu’elle a générées. C’est
ce que l'on entendra dans la suite par phénomene d’autointeraction et/ou de "boucle”.

On renvoie au sous-paragraphe 6.9.1 pour un exemple de probleme a coin dont la variété car-
actéristique vérifie ce genre de configuration.

Le fait qu’a chaque rebond il y ait possiblement plus d’une phase générée et ce phénomeéne
d’autointeraction entre les phases impliquent que I’on n’a plus un ordre naturel sur les phases comme
dans le cas N = 2. Dans le cas N > 2, on est plutot en présence d’'un phénomene d’arborescence cor-
respondant & la génération des phases lors de chaque rebond. Ainsi, construire les développements
BKW pour N > 2 est moins intuitif que dans le cas N = 2 pour lequel il suffisait de déterminer
les amplitudes dans l'ordre induit par la génération des phases. Dans le paragraphe suivant, on va
montrer comment surmonter cette absence d’ordre "naturel”.

6.9 Développements BKW pour N > 2 et rayon piégé.

On consideére dans tout ce sui suit un systeme hyperbolique de N équations :
Owu® + A101uf + Asdsu® = 0, ((l)l, .1:2) € Q,
Blufxlzo = gav
BQUTW:O =0,

£ —_
Upco = 0,

(6.95)
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ou Al,AQ € MN(R) avec N > 2, B € Mth(R) et By € Mpg,N(R)-

Comme on va le voir, afin de construire le développement BKW pour un probleme a coin ayant
plus de deux équations, imposer la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme sur chacune des faces
n’est a priori pas suffisant et I’on sera amené a demander 'inversibilité d’un certain opérateur obtenu
dans une relation de compatibilité entre les traces des amplitudes.

Il est intéressant de remarquer que c’est justement une telle relation d’inversibilité qu’Osher
imposait dans [Osh73] et [Osh74b] pour établir le caractére bien posé de (6.95).

Cette condition d’inversibilité apparait naturellement lorsque 1’on considere des problemes a
coin qui admettent des rayons dits piégés (voir définition 6.9.6 ci-dessous). Ces rayons sont facile
a générer si I'on considere des opérateurs hyperboliques pour lesquels la section de la variété car-
actéristique a 7 fixé (qui comme on I’a vu plus haut est un objet dont la géométrie influe sur le
développement BKW) contient une "boucle”. Ainsi, une fréquence donnée pourra étre générée
autant de fois que 'on parcourt cette méme boucle. Par conséquent, contrairement aux exemples
décrits dans les paragraphes précédents, I'ordre de résolution du développement BKW ne sera plus
aussi clairement déterminé puisqu’une fréquence peut se trouver étre dans son propre passé et dans
son propre futur lorsque ’on suit les rayons de 'optique géométrique.

Avant de donner un résultat dans un cadre général de construction de développements BKW
pour des problemes a coin ayant plus de deux équations, on a trouvé a propos d’illustrer cette
nouvelle condition d’inversibilité sur un exemple.

6.9.1 Un exemple illustratif.

Dans ce sous-paragraphe, on cherche a exhiber de fagon convaincante la nécessité d’une nouvelle
condition d’inversibilité en vue de construire des développements BKW sur des problemes a coin
de la forme (6.95) avec plus de deux équations.

On considere le probleme & coin :

O + A101uf + Asdsu = 0, (1'1, 1'2) € Q,
Blufxlzo =0,

€ e 6.96
BQU\g@:O g, ( )
“|€t§020’
avec :
0 0 V5 1 0 0
Al = 0 % 0 5 A2 =10 -1 0 )
Vb 0 4 0 0 -1
et pour un parametre § € R fixé :
0 4 V7
Bl._[ﬁ W O],BQ._[—é 1 0]. (6.97)

Ce systeme est donc composé d’un systeme de type "ondes” et d’'une équation scalaire qui sont
couplées par les conditions sur le bord.

On peut vérifier que la condition de bord définie par Bj sur la face 0§21 est strictement dissipative
et donc en particulier, elle satisfait la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme. La condition de
bord sur la face 0€y vérifie la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme pour tout ¢ non nul. On a
de plus le comportement suivant par rapport a la valeur de ¢ :
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© Si 6] > 1, alors la condition de bord définie par By est strictement dissipative.
© Si 8| = 1, alors la condition de bord définie par Bs est maximale dissipative.
o Si|d] < 1, alors la condition de bord définie par By est non dissipative.

Il est de plus clair que le probleme & coin (6.96) est symétrique, non caractéristique, qu’il vérifie
I’hypothese 6.2.5 et enfin qu’il est géométriquement régulier au sens de la définition suivante.

Définition 6.9.1 [MZ05] L’opérateur L() est dit géométriqguement régulier s’il vérifie la propriéte
suivante. Pour tout élément (T, §1,§2) non nul de la variété caractéristique V', alors :
i) Il existe un voisinage V de (§1,§2) dans R2, N fonctions analytiques sur V ¢ valeurs réelles Aj

telles que :
N

Vr € R, VE €V, det(r] + &A1 + &4r) = [[(m+ Ni(61. &)
j=1

ii) Il existe N fonctions analytiques sur V a valeurs dans CN, linéairement indépendantes notées
ej, telles que

VE eV, (&A1 + §A2)ei(&1,62) = Nj(&1,&2)e;(&r, &2). (6.98)

Bien stir I’hyperbolicité a multiplicité constante implique la régularité géométrique, la réciproque
n’étant pas vraie. La principale différence entre ces deux classes est que la classe des opérateurs
géométriquement réguliers contient des opérateurs dont les différentes feuilles de la variété car-
actéristique s’intersectent. Ceci est impossible dans la classe des opérateurs hyperboliques a multi-
plicité constante.

Pour le probléeme & coin (6.96), ’équation de la section de la variété caractéristique avec le plan
{7 =1} est donnée par :

5
(Vie1) (=561 = & + 466 + 46 + 1) (1 + 6 —§2> =0,
et se compose donc d’une ellipse et d’une droite qui s’intersectent, voir la figure 6.11.

Il faut faire attention a ces points d’intersection car ils peuvent, de facon assez générique, induire
une infinité de phases dans le développement BKW. En effet, on suppose qu’a un point d’intersection
I'une des feuilles est associée a une vitesse de groupe entrante-sortante, tandis que la seconde est
associée a une vitesse de groupe sortante-entrante. Alors, les vitesses de groupe étant régulieres,
sur chaque feuille on peut trouver un voisinage du point d’intersection sur lequel les vitesses de
groupe ne changent pas de type. Il s’en suit que si le rayon d’optique géométrique contient une
fréquence dans 'un de ces voisinages alors il est automatiquement attiré vers le point d’intersection
en formant un ”escalier” semblable a celui décrit dans le paragraphe 6.6.

Cependant pour ’exemple (6.96) qui nous préoccupe pour le moment, le seul phénomene de con-
centration au voisinage d’un point d’intersection possible fera intervenir des phases dont on sait que
les amplitudes associées sont nulles (cf. paragraphe 6.8). Ainsi, les fréquences associées ne seront
pas prises en compte dans le développement BKW. Le nombre de phases générées sera alors bien fini.

Dans ce sous-paragraphe, on s’intéressera plus particulierement aux quatre amplitudes liées aux
fréquences suivantes (1, %, ), (1,3,8), (1,3,4) et (1, %, ) Ces fréquences qui s’avereront étre
autointeragissantes, sont générées lorsque 1’on choisit, par exemple, un terme source sur la face 029
de la forme :

o (tar) = es(HTa) g4 2y),
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Figure 6.11: Section de la variété caractéristique et génération des phases pour le probleme & coin
(6.96).

\

Figure 6.12: Génération d’une infinité de phases au voisinage d’un point d’intersection.

ou g € H;°, est une amplitude nulle pour les temps négatifs.

Il est intéressant de remarquer que lorsque l'on applique le procédé de génération des phases du
paragraphe 6.8 on retombe plusieurs fois sur les fréquences (%,8), (%,4), (3,4), (3,8), d’ou le
terme de ”boucle”.

On associe aux quatre fréquences précédentes, les phases et les vitesses de groupe suivantes :

21 -3
801(‘[:,1') = T+ Exl +8l’2, v = 2 )
5
21 5
patyw) = b A, v = | T
-5
p3(t,z) = t+3x1+4x0, v3= [2},
3
wa(t,z) = t+ 31+ 8z, v4= [_2]

Les vitesses de groupe vy et vz sont sortantes-entrantes tandis que les vitesses de groupe vy et vy
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sont entrantes-sortantes. Ceci aura son importance dans le phénomeéne d’autointeraction entre les
phases.

Si on continue d’appliquer le principe de génération des phases décrit au paragraphe 6.8, on
peut montrer que les autres phases attendues dans le développement BKW sont les suivantes?

49
wolt,z) =1t + 3551 +8x2, ps5(t,x) :=t+x1 +4x2, @e(t,x) =t+ 21,

1 7 1 4
or(t,x) ==t — —x1, @s(t,z) :=t— —x1, po(t,x) :=t— —x1 — —x9,

5 5 5 5
7 7 V214 49 98 2:/7267
p10(t, ) =1 — 571 + 5 <—2 + i7> T2, @o1(t,x) =t+ T + (5 + Z53> x2.
2

On peut montrer que les phases p1g et @_1 sont évanescentes pour la face 0§22, que les phases 4,
5, 7 et g sont entrantes-sortantes, que la phase pg est sortante-entrante et qu’enfin la phase (g
est entrante-entrante.

Cependant, dans la suite de ce paragraphe, bien que 'on puisse le faire (au prix de quelques
calculs), on ne cherchera pas & déterminer explicitement les amplitude liées & ces phases. En effet, il
sera suffisant de vérifier que le théoreme 6.9.2 s’applique pour établir I'existence du développement
BKW. Cette vérification passe par ’étude du phénomene d’interaction des quatres fréquences de
la ”boucle”, c’est pourquoi on pousse plus avant ’étude de ces quatres fréquences en calculant les
sous-espaces stables associés :

- -
(21 3
E; e ) = vect{e1}, e1:= | 0 (6.99)
V5]
e
E5(i,3) = wect{es}, ez:= | 0
V5]
et
[0 -1
Ej (i,4) = wect{ea,e5}, e2:= [1|,e5:= | 0 [, (6.100)
0 5
[—1 0
Ej(i,8) = wect{es,e0}, ea:= |0 |,e0= |1
3 0

On calcule aussi les inverses données par la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme :

1 1 1 1
67 6%ﬁ 47 47

Z.74 = —15 16 | la8 = ) ) ;
¢1( ) 516 516 le( ) 38 38
67 67 W7 47

“En appliquant le procédé de génération des phases, on remarque que le seul moment ot ’'on pourrait venir se
concentrer au voisinage d'un point d’intersection, et ainsi créer une infinité de phases, est lorsque l'on cherche les
rebonds de la phase entrante-sortante 2, ou de facon équivalente, lorsque que l'on recherche les racines en & de
I’équation

det(L£(1,3,£2)) = 0.
L’une des solutions est associée a la phase 3 qui se réfléchira en p4 et @5, phases qui ne peuvent se concentrer vers
le point d’intersection. La deuxiéme solution se trouve sur la droite d’équation {1 + %51 — & =0,(&,6) € R2} est
entrante-sortante et est donc écartée d’apres le paragraphe 6.8.
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ainsi que
7
. 1 C 21 3] 3
¢2(273> = 375 0 ) ¢2 <Z7 5) = ﬁ 0
V5

On postule ’ansatz suivant

U ~ Zes% Zg Un,j + Z (ee@ ey, (t,m, %) + eéwlo(t’xl’o)UnJO (t,x, %)) .

n>0 n>0
(6.101)

Comme précédemment indiqué, on ne s’intéresse pas ici a la construction de toutes les amplitudes
dans le développement BKW mais seulement au phénomene d’autointeraction entre les quatres
phases 1, 2, @3 et pq. C’est pourquoi, on ne donnera pas ici ’espace des profils évanescents pour
la face 0€s.

Par polarisation des amplitudes de degré zéro, on peut écrire
Vi € {1, ceey 4} , UO,i(t7 a:) = )\i(t, a:)ei,

ou les vecteurs e; sont définis en (6.99) et (6.100). D’apres le lemme de Lax [Lax57], 'amplitude A;
doit vérifier I’équation de transport :
(Or +v1- V)M =0,
3
A1|av2:() = ey |:g - A2|a;2:0i| ’
/\1It§0 = 0.

Donc, A1 dépend de la trace sur 9€2, de la ”seconde” amplitude du probleme seulement. En intégrant
le long des caractéristiques, on obtient :

3 5 15
Al(t,x) = % [g — )\2‘x2=0:| <t — 5.%2,1’1 + 2.%'2) . (6.102)

Or pour déterminer la trace sur 929 de Ao, cette derniere étant une amplitude associée a une
phase entrante-sortante, il suffit de déterminer sa trace sur 9€2;. Il est ici instructif de se pencher
en détail sur la condition de bord sur la face 921, cette derniere s’écrit sous la forme :

By [ug,2 + uo5) = —Bjug3,

|z1=0

et il suffit d’appliquer la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme pour obtenir :
)\2‘11:062 + )\5|21:065 = —)\3‘1120(;51(2', 4)3163.

Ainsi puisque le membre de droite de cette égalité est un vecteur de E5(i,4) dont les vecteurs ey et
e5 forment une base, on obtient apres un simple calcul :

{ >‘2\11:0 = \{i{) [1 - 3\/5] >‘3|11:07
)\5\w1=0 ~— 76 [\/5_ 3] )‘3\z1:0'

Ceci montre que la connaissance de la trace )\3‘%1:0 permet de déterminer les amplitudes Ao et As
en résolvant les équations de transport :

(875 + vy - Vx))\z =0, (8t + vs - V;C))\5 =0,
2\:1;1:0 = 17365 [1 B 3\/5] A3|w1:07 et )\5‘11:0 = _% [\/5 - 3] )\Slzlz()’
Agjrzy =0, Nsjpzo = 0.
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Comme précédemment indiqué on ne s’intéresse pas ici a 'amplitude A\5. Néanmoins, il est
intéressant de remarquer, pour I’étude du cas général qui va suivre au paragraphe 6.9.3, que la
connaissance d’une seule trace permet parfois de déterminer plusieurs amplitudes. En intégrant
I’équation de transport sur Ay le long des caractéristiques, on détermine A9 en fonction de As :

V35 7 7
Aot z) = L2 [1 - 3\/5} Nt = La1,0,29 + 221 ). (6.103)
16 5 5
Enfin résolvant les équations de transport :
(8t + vg - Vx))\g =0, (815 —+ vy - Vx)/\z; =0,
)\3\12:0 = _%A4|x2:0’ et )\4\501:0 = i [% B 5 )\l\x1=07
)\3\t§0 07 4HS0 0,
on obtient :
1 xI9 5
_ = _ 2 b .104
A3(t, o) 3)\4 <t 51t 296270> ; (6.104)
1(7 T 2
Ayt = - |=-- Mlt—— - . 1
A(t, ) 1 [3 \/5] 1 ( 50w+ 3x1) (6.105)

Par conséquent, combinant les équations (6.102)-(6.103)-(6.104) et (6.105) on obtient I’équation
fonctionnelle suivante pour la trace de A; sur 08 :

A (t,0,20) = —64\/;5 [1 - 3\/5} {; — \/5] A (t — 2715,0, ?’25;1:2) + (Fg), (6.106)

ou F' est un opérateur explicitement calculable mais dont I’expression est de peu d’intéreét.

L’équation (6.106) montre bien que la trace de 'amplitude A; sur la face 9€; est autointer-
agissante, et que la détermination du développement BKW passe par la résolution d’équations
fonctionnelles du type (6.106).

On peut remarquer au passage que le facteur % dans I"équation fonctionnelle (6.106) est le
produit des pentes des vitesses de groupe de la "boucle” :

35 _ UL1va2 U3 Va2

2 w1221 V32041
Comme indiqué a la fin du paragraphe 6.6, ce nombre étant supérieur a 1, on est en présence d’une
concentration dans le coin. Cependant, cette fois les vitesses de groupe sont constantes donc la
suite (z,)pen qui représente ’abscisse d'un point initialement en (z¢,0) apres avoir parcouru p fois
la boucle, est une suite géométrique de raison 32—5 Ceci implique que la suite (t,)pen qui représente

le temps nécessaire pour parcourir la boucle la p-iéme fois est aussi (au facteur %(14 +254/5) pres)
une suite géométrique de raison % Ainsi, le temps de concentration au coin est fini.

On reviendra au sous-paragraphe 6.9.5 sur la résolution de 1’équation fonctionnelle (6.106). En
particulier, on y verra que le fait que I’équation (6.106) admette une unique solution impose une
contrainte sur le parametre . Par conséquent, déterminer le développement BKW ne pourra se
faire uniquement en imposant la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme sur les deux faces du
bord.

On conclut ce sous-paragraphe en donnant les figures 6.13, 6.14 et 6.15 qui représentent 1’allure
des bicaractéristiques du probleme a coin (6.96).
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)C21

supp g X
Figure 6.13: Allure des bicaractéristiques de "I’avant” boucle, le rebond 1 — 2 et ses descendants.

)621

supp g X

Figure 6.14: Allure des bicaractéristiques de la boucle.

6.9.2 Cadre formel.

Dans ce sous-paragraphe on donne un cadre formel dans lequel on peut construire rigoureusement un
développement BKW. Comme on I’a déja mentionné, la géométrie de la variété caractéristique con-
ditionne le développement BKW d’un probleme a coin ; ¢’est pourquoi on commence ici par donner
un cadre pour lequel la dépendance par rapport a cette géométrie est ”minimale”. Néanmoins, on
prendra en compte le phénomene de "boucle” et d’autointeraction pour certains rayons de 'optique
géométrique.

Définition de I’ensemble des fréquences.

Afin de simplifier un peu la description de I’ensemble des fréquences que 'on s’attend & voir dans
le développement BKW, on travaille ici avec des systémes strictement hyperboliques. C’est-a-dire
que ’hypotheése d’hyperbolicité suivante est satisfaite :

Hypothese 6.9.1 Il existe N fonctions, notées \;, analytiques sur R? \ {0} et a valeurs réelles
telles que :

N
VE € S det (7 + &A1 + GAg) = [[ (7 + A(
k=1

ot les valeurs propres A\;(§) vérifient A\ (§) < ... < An(§).
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)C21

supp g X

Figure 6.15: Allure des bicaractéristiques de "I’apres” boucle, le rebond 3 — 4 et ses descendants.

Cette restriction par rapport au cadre hyperbolique a multiplicité constante ou l'on s’est placé
jusqu’ici n’est toutefois pas nécessaire pour la définition du cadre formel dans lequel on se place.
L’intérét de cette restriction est plutot de simplifier grandement I’étude de la condition d’inversibilité
sous laquelle on construit le développement BKW, voir le sous-paragraphe 6.9.5.

Définition 6.9.2 Soit Z une partie de N et 7 € R. Un ensemble indexé par T,
Fi={fi:=(1,6.8)i €T},
sera un ensemble de fréquences pour le probléeme a coin (6.95) si pour tout i € Z, f; vérifie
ainsi que l’'une des alternatives suivantes :
DEGeR |
ii) & € (C\R), & e R et Im & > 0.
iii) & € (C\R), & € R et Im & > 0.

Dans la suite de cette démonstration, pour un ensemble de fréquences Fpour le probleme a coin
(6.95), on posera :

Fos = {fi € F vérifiant i)},
Fev1 = A{fi € F vérifiant i)},
Fevz = {fi € F vérifiant i)} .

Il est alors clair que les ensembles F, s, Fey1 €t Fepo forment une partition de F. De plus, on peut
associer a chaque élément f; de F,s une vitesse de groupe v; := (v;1,v;2). On rappelle que v; est
définie par v; := VA, (£},&5), ou l'indice k; est entier tel que :

T+ Ak‘z(ﬁi?&%) =0.
Ainsi, 'ensemble F,s se partitionne selon les ensembles suivants :

]:ee = {fiefos\vi,lavi,2>0}a Fes = {fiefos\vz',1>0;vi,2<0};
Foe = {fl € Fos \ Vi1 < 0, Vi > 0}, Fos := {fl € Fos \ Vi1 < 0, Vi < 0}.
./_"g = {fz € Fos \ Vi1 = 0 ou Vi2 = 0} .
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On retranscrit la partition de F de la fagon suivante sur I’ensemble des indices Z :
T = ZyUTZgeUZes ULse ULge UZgyr Uy,

ol 'on a posé Zes (T€SP. ¢, ss, se, ees evl, ev2) I'ensemble des indices i € Z tels que la fréquence f;
associée soit dans Fes (€Sp. g, ss ses ces evl, ev2). Dans un souci d’allégement des notations, on fera
souvent ’amalgame entre un ensemble de fréquences F et 'ensemble des indices Z par lequel il est
indexé.

On travaillera toujours dans ce paragraphe avec un terme source sur la face 921 qui s’écrit sous
la forme :

(T2 g (¢, 1), (6.107)

ou g € H;°, est une amplitude nulle pour les temps négatifs.

La définition suivante donne un cadre formel au principe de génération des phases que 'on a
décrit au paragraphe 6.8. Plus précisément, cette définition qualifie les ensembles de fréquences qui
contiennent toutes (et uniquement) les fréquences associées a des amplitudes qui seront non nulles
dans le développement BKW de la solution u® du probleme a coin (6.95).

g (t,x9) := eé

Définition 6.9.3 Le probléme a coin (6.95) est qualifié de complet pour les réflexions s’il existe un
ensemble de fréquences F vérifiant les propriétés suivantes :

i) F contient les racines (dans la variable &1 ) réelles associées a des vitesses de groupe entrantes-
sortantes ou entrantes-entrantes ainsi que les racines complexes de partie imaginaire strictement
positive, de l’équation

det(ﬁ(zv ‘517§2)) =0.
it) Fy=0.5

iii) Si (1,€%,€L) € Fes, alors F contient toutes les racines en & de équation det(L(1, €L, &) =
0, notées &8, qui vérifient l'une des deux alternatives suivantes :

iii’) &8 € R et la fréquence (T, 511',55) a une vitesse de groupe sortante-entrante ou entrante-
entrante.

ii7") Im &5 > 0.

iv) Si (1,84, €5) € Fee, alors F contient toutes les racines en & de l’équation det(L(7,£1,EL)) =
0, notées &7, qui vérifient l'une des deux alternatives suivantes :

iv') &8 € R et la fréquence (7,€Y,€5) a une vitesse de groupe entrante-sortante ou entrante-
entrante.

i) Im & > 0.

v) F est minimal au sens de linclusion pour les quatres propriétés précédentes.

Remarque Le point i) revient & demander que I'ensemble des fréquences F contienne bien toutes
les fréquences qui sont générées par le terme source g°.

Le point iii) (resp. iv)) correspond & la génération par réflexion sur la face 9Qy (resp. 9€)
d’un paquet d’ondes qui émane de la face 9Q; (resp. 9€2).

Une conséquence immédiate de la condition de minimalité de F au sens de I'inclusion est que tout
ensemble de fréquences complet pour les réflexions vérifie nécessairement :

Fos = 0.

®Cette restriction n’est probablement pas nécessaire en soi. Cependant, pour un premier travail sur le sujet on a
trouvé opportun de ne pas rentrer dans la grande technicité induite par la détermination des amplitudes liées aux
phases de ”glancing” dans le développement BKW (voir [Wil00] pour le cas du probléme aux limites standard).
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On supposera que la relation de dispersion det(L(r, 51,§2)) = 0 admet au moins une solution
réelle § X telle que la vitesse de groupe associée a la fréquence [ := (7,§ X 3 2) soit entrante-sortante.
Cette hypothese n’est bien sir pas nécessaire. Cependant, si cette derniére n’est pas satisfaite,
on voit facilement que la génération des phases pour le probleme & coin (6.95) n’est pas plus
riche que celle pour le probléme aux limites standard dans le demi-espace {z1 > 0}, pour lequel
le développement BKW a déja été construit. En effet, la minimalité de ’ensemble des fréquences

implique alors, dans ce cas, que
F=FeeUFen et Vi€ F, &=,

Pour un probléme a coin complet pour les réflexions on peut définir les deux applications suiv-
antes qui, étant donné un indice, associent les indices ”voisins” de cet indice :

3,V : T — Pn(T),

ou Pn(Z) désigne l'ensemble des parties de Z ayant au plus N éléments. Plus précisément, les
définitions de ® et ¥ sont les suivantes : pour i € Z, f; = (7,&],£5),

o) = {j eI\ & =&},
v(i)={jeT\¢g =¢i}.
On introduit en grande partie ces applications ® et ¥ pour munir 'ensemble des indices Z d’une
structure de graphe qui sera plus abstraite mais plus facile a manipuler, dans la suite de la
démonstration, qu'une structure basée sur la réflexion des rayons. Cette structure est la suivante :
deux indices i et j seront dits voisins dans Z si j € ®(i) ou j € V(q).
En terme de réflexion de paquet d’ondes, 'ensemble ®(i) (resp. W(i)) représente I’ensemble des
phases obtenues lors d’une réflexion sur la face 99 (resp. 9€21) d’un rayon incident pour cette face,

ainsi que l'indice associé a ce rayon. On insiste ici sur le fait que l'indice ¢ n’est pas nécessairement
associé au rayon incident mais peut étre associé a I'un des rayons réfléchis.

On peut donner les propriétés suivantes des applications ® et W. On insiste sur le fait que ces
propriétés sont indépendantes de la notion de boucle que I'on va introduire dans le sous-paragraphe
suivant.

Proposition 6.9.1 Si le probléme a coin (6.95) est complet pour les réflexions, alors les applica-
tions ® et U vérifient les propriétés suivantes :

iyVieZ, ieW(i),ie d().
i) Vi e I, VjeV(i), Yk € ®(i) on a V(i) = V¥(j) et D(i) = D(k).

ZZZ) Vi € Lys, (19(2) NZeva = 0 et \I’(l) NZew1 = 0. Et, Vi € Lev1, V) € Leya, on a \11(7,) C Zev,
D(j) C Zeya-

i) Vi € Los, #(P(1) NZept N Zes NZee) < p1, €t #(V(i) N Zepa N Zse N Lee) < po.
v) Vi € Z, on a d'une part Vi, iy € ®(i), i1 # ig -
D(i)NU(i) ={i1} et U(iy) NW(ig) =0,

et d’autre part, ¥j1,j2 € V(i), j1 # j2 :
(i) N@(j1) = {ir} et 2(j1) N2 (j2) = 0.
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Démonstration : Les points ), ii) et v) sont des conséquences des définitions des applications ®
et ¥. De méme, le point iii) découle de la définition d’ensemble de fréquences. Le point iv), quant
a lui, est une conséquence de la structure de blocs (cf. lemme 6.2.1).

g

Les applications ® et ¥ permettent de définir facilement ce que 'on entend par deux indices
reliés, ou en terme de réflexion de paquets d’ondes, le fait qu’'un rayon associé a un indice 7 ait
généré un rayon associé a un indice j apres un certain nombre de rebonds :

Définition 6.9.4 Si i € Z.s, on dit que l'indice j € Les U Ley1 (resp. j € Lse U ZLeya) est relié a
Vindice 1, s’il existe p € 2N+ 1 (resp. p € 2N) et une suite d’indices { = ({1, {2, ..., {p) € IP vérifiant
la propriété suivante :

) by € U(i) NTse, ba € D(l1) € Les, .., j € P(Lp) (Tesp. j € U(Lp)).

On dit que Uindice j € Tee est relié a Uindice i € L, s’il existe une suite £ = ({1,402, ...,¢p) € I
vérifiant :

‘ 3 . .

B) 1 € (i) NToe, bs € B(61) N Lo, { J € O(t), pest impair,

JjeY(ly,), p est pair.

Sii € Tse, on dit que l'indice j € Les UZey1 (Tesp. J € Lse UZLeya) est relié a lindice i, s’il existe
p € 2N (resp. p € 2N+ 1) et une suite d’indices £ = ({1, 0, ...,¢,) € IP vérifiant :
") by € ®(i) NLes, by € U(ly) € Tse, ..., j € P(Lp) (resp. j € U(ly)).

On dit que Uindice j € L. est relié a lindice iZs., s’il existe une suite { = ({1,4a,...,4,) € I
vérifiant :
B") 1 € B(i) N Loy, la € U(41) mI{ J € W(Ly), p est impair,

Jj € ®(y), p est pair.

Par convention tout indice est relié a lui-méme en zéro réfléxions.
Enfin, sii € Tee U Zep1 U Leyo, aucun élément de T autre que ¢ n’est relié€ a i.

De plus, on dira qu’un indice j € T est relié a l'indice i par une suite de type H (pour “hori-
zontale”) (resp. 'V (pour "verticale”)) et on notera i ?j (resp. i 7 J) sila suite (i,01,02,...,4p,j)

vérifie &) ou B") (resp. ') ou ')).

On va expliciter un peu cette définition. Si on se fixe un indice ¢ € Z.,, dire qu’un indice j
est relié a l'indice i veut dire qu’il a été généré apres un certain nombre de rebonds d’un rayon
initialement associé a l’indice ¢. Plus précisément, le rayon associé a l'indice entrant-sortant ¢ a
frappé la face 0y, s’y est réfléchi en un rayon sortant-entrant associé a l'indice ¢1. Ce rayon a
ensuite frappé la face €y et a généré par réflexion le rayon associé a I'indice entrant-sortant ¢ qui
est ensuite aller frapper la face 0€s... Ceci jusqu’a ce que le rayon associé a l'indice ¢, génere par
réflexion sur 1'une des faces I'indice j.

L’étude de cas selon la nature de 'indice j dans le sous-cas ') est alors juste la pour prendre
en compte le fait qu'un rayon associé a un indice dans Zs U Zey1 (resp. Zge U Zep2) n'a pu étre
généré par le rayon associé a ¢, que lors d’une réflexions sur la face 0€2; (resp. 0€22), ou de fagon
équivalente apres un nombre pair (resp. impair) de rebonds. Tandis qu’un rayon associé a un indice
J € Lee peut avoir été généré par le rayon porté par £, a la suite d’une réflexion sur I'une des deux
faces, d’out le sous-cas (3').

Si on voit plutot 'ensemble Z comme un arbre, dire que j est relié a ¢ revient a dire que 1’on
peut en partant de ¢ atteindre j en passant par des indices ¢;, tout en adoptant la regle suivante : si
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on atteint ¢; en suivant une ligne verticale (resp. horizontale) alors on atteindra ¢; ;1 en suivant une
ligne horizontale (resp. verticale). La notion de suite de type H (resp. V') facilitera la démonstration
de la structure arborée de Z et signifie juste que lorsque 'on démarre de i, on commence par suivre
une ligne horizontale (resp. verticale).

La proposition suivante est immédiate. C’est une conséquence de la minimalité d’un ensemble
des fréquences complet pour les réflexions et de la définition d’indices reliés.

Proposition 6.9.2 Soit F un ensemble de fréquences complet pour les réflexions indexé par Z. On

introduit Iy l'ensemble des indices de I qui sont associés a des phases générées par le terme source

g°, i.e.

Ty = {i € Tes UZee U Loy \ det(L(7,£],&)) =0} .
On note I l'ensemble des indices de I reliés aux éléments de Iy. Alors, par convention Iy C Ir

et de plus
Ir=1.

Démonstration : On pose Fr l'ensemble des fréquences associées a ’ensemble d’indices Zr. Par
construction, il est clair que ’ensemble Fr vérifient les deux premiers points de la définition 6.9.3.
Montrons que Fgr vérifie également le point #ii) de la définition 6.9.3.

On fixe i € Zr, un indice entrant-sortant. On note £ la suite qui le relie & I'un des éléments de
Zp. Alors les indices sortants-entrants, entrants-entrants et évanescents pour la face 90y de U(7)
sont reliés & un élément de Zy par la suite (£,1), ils sont donc dans Zr. Ainsi Zg satisfait le point
i7i) de la définition 6.9.3.

La démonstration du fait que Fr vérifie le point iv) de la définition 6.9.3 se fait de fagon
totalement analogue.

Or puisque Zr C Z et que les ensembles de fréquences associés Fr et F vérifient tout deux les
points i), i) iit) et iv), la minimalité de F implique que Zg = 7.

O

A ce stade de 'analyse, on ne fait pas I'hypothese de finitude du nombre de phases dans
I’ensemble des fréquences. En effet, on construit ici des développements BKW formels. L’hypothese
"H#F < 400” n’interviendra qu’apres la construction du développement BKW pour justifier sa per-
tinence.

Ensemble des fréquences a boucle.

Comme indiqué au début de ce paragraphe, le but que ’on s’est donné est de construire rigoureuse-
ment le développement BKW d’un probleme a coin pour lequel certaines amplitudes dans le
développement subissent un phénomene d’autointeraction. Pour cela, on considére des problemes a
coin dont la variété caractéristique contient une ”"boucle”. Par boucle, on entend qu’il est possible
de trouver au moins quatre points de V N {7 =z} (ou de fagon équivalente, quatre fréquences dans
F) telles que si 'on trace les segments reliant ces points, on obtienne un rectangle ou un ”escalier”
de taille finie (cf. [SS75] figure 8).

De nombreux types de boucles sont possibles et peu d’entre eux donnent effectivement nais-
sance & un phénomene d’autointeraction. C’est pourquoi, dans la suite de cette démonstration, on
suposera pour simplifier qu’il existe une unique boucle et que cette derniere induit un phénomeéne
d’autointeraction. La restriction d’unicité n’est probablement pas nécessaire en soi mais elle permet
de simplifier grandement ’analyse et réduit la complexité rédactionnelle de la démonstration. On
donnera dans le sous-paragraphe 6.9.7 quelques éléments de démonstration dans le cas ol une boucle
d’autointeraction cohabite avec une boucle de non autointeraction. Ces deux types de boucles sont
introduits dans la définition suivante :
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Définition 6.9.5 Soit i € Z, p € 2N + 1 et £ = ({1,...,4p) une suite d’éléments de I (non
nécessairement deux a deuz distincts).
e On dit qu’un indice i € T admet une boucle si £ vérifie :

b€ (i), by € U(ly),....0 € U(Lp).

e On dira qu’une boucle pour un indice i est simple si la suite (i,£) ne contient pas de sous-suite se
répétant périodiquement.

e On dira qu’'un indice i € Lo (resp. i € Lse) admet une boucle d’autointeraction si i admet une
boucle simple et si la suite (i,£,1) est une suite de type V (resp. H) au sens de la définition 6.9.4.

Dans tout ce qui suit, on se placera donc sous 'hypothese suivante :

Hypotheése 6.9.2 On suppose que [’ensemble des fréquences F admet une unique boucle. Cette
boucle est de taille 3 et est une boucle d’autointeraction. C’est-a-dire que les propriétés suivantes
sont vérifiées :

vi) 3(n1,ng) € T2

€es?

(ng,n4) € T2 tels que
na € U(ny), ng € ®(n4), n2 € ¥(n3), n1 € ®(na).

vii) Soit i € T un point admettant une boucle que l'on peut supposer simple £ = ({1,...,£,). Alors
p= 3 et {Z.7£1762a£3} == {n17n27n37n4}-

L’une des principales difficultés induite par la présence d’une boucle est que les définitions
d’indices reliés ne permettent plus de définir une relation d’ordre sur ’ensemble des fréquences
comme dans le cas N = 2. En effet, si on considere les deux indices n; et ng de ’hypothese 6.9.2
alors on a nq 7 ng et ng ? n1 mais ny # ns. On verra au sous-paragraphe 6.9.3 comment sur-

monter cette difficulté.

On conclut ce paragraphe par la définition de ce que 'on entend par un rayon ”piégé”.

Définition 6.9.6 Un rayon de l'optique géométrique est dit picgé si lorsque l'on suit les courbes
bicaractéristiques qui le composent, on ne rencontre jamais de phases entrantes-entrantes ou bien
évanescentes pour l'une des faces. En particulier, s’il existe une séquence de phases se répétant de
facon périodique dans un rayon piégé, il sera qualifié de rayon piégé répété.

On remarque donc que le rayon qui consiste a suivre les bicaractéristiques associées aux indices
(n1,n2,n3,m4) est un rayon piégé répété. De méme, le rayon obtenu au paragraphe 6.7 est un rayon
piégé répété. Le rayon se concentrant au coin décrit dans le paragraphe 6.6 est lui un rayon piégé
non répété.

Quelques définitions, notations et conventions.

Dans toute la suite de ce sous-paragraphe on adoptera les conventions suivantes dans I'usage des
variables :

o Les minuscules ¢ (sauf s’il s’agit du nombre complexe usuel), j et k désigneront des éléments
quelconques de Z. En particulier, k sera utilisé pour indexer les amplitudes du développement
BKW.

¢ Les quatres éléments de Z définissant la boucle seront notés ny, no, ng et ny.

o Les lettres a, b, ¢ et d (avec des indices) seront des éléments de Z définis de fagon spécifique.

¢ n désignera 'ordre dans le développement BKW de I'amplitude que l'on est en train de
construire.
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¢ Les minuscules [, m, ¢ et r seront des entiers naturels.

¢ La notation ¢ désignera toujours une suite d’éléments de Z. Sa longueur sera toujours notée
p.

Pour postuler ’ansatz et pour décrire précisément les conditions de bord que I’on devra résoudre,
on doit introduire les deux relations d’équivalence 3 et > définies par :

i$j<:>je<b(i),

i;j@»j@\l}(i).

Le fait qu’il s’agisse bien de relations d’équivalence est une conséquence directe de la proposition
6.9.1.

On pose de plus €; (resp. €2) 'ensemble des classes d’équivalence pour la relation ’ (resp. E)
On choisit Ry (resp. R2), un ensemble de représentants pour €; (resp. €3). Donc Ry (resp. R2)

est un ensemble d’indices qui représentent toutes les valeurs en &, (resp. &) des fréquences. On
définit ensuite Ry et Ro par :

Ry :={i € R\ ®(i) N Loy # 0}, (6.108)
Ry = {Z € Ro \ \I/(Z) N ZLeyo # @} . (6.109)

M1 (resp. MR2) est donc un ensemble de représentants des valeurs de & (resp. &) pour lesquelles
on a un mode évanescent pour la face 9€; (resp. 0€22). Enfin, sans perte de généralité, on peut
supposer que nj € Ra et , c’est-a-dire que 'on choisit n; comme représentant de sa propre classe
d’équivalence.

Pour i € €; (resp. i € €3) on rappelle que sous la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme,
on peut définir ¢¢ (resp. ¢5) I'inverse de By (resp. Bg) restreinte au sous-espace stable Fj(it, &)
(resp. Fj(it,&1)).

Comme dans les paragraphes précédents, pour construire les amplitudes du développement
BKW, on aura besoin des projecteurs et des pseudos-inverses suivants :

Définition 6.9.7 Pour k € R, on pose PS’fl le projecteur sur Ey°(iT, 55) associé a la premiere
somme directe de (6.2).

Pour k € Ry, on pose P;fQ le projecteur sur E3° (i, {f) associé a la dexuieme somme directe de
(6.2).

Pour k € T, on pose P (resp. P¥) le projecteur sur ker L(fi) associé a la somme directe
(6.3) (resp. (6.5)) et Q% (resp. Q) le projecteur sur Aiker L(fy,) (resp. Asker L(f1)) associé a la
somme directe (6.4) (resp. (6.6)).

On a alors 1’égalité ImL(fy) = ker QF = ker Q’;. De plus, par hypothese de stricte hyperbolicité,
les projecteurs sz et Qf sont de rang 1.
Pour i =1,2, on définit de plus les pseudo-inverses Rf de L(fx), par les relations :
RYL(fy) =1 - PF, PIRf=RIQF =0. (6.110)

Enfin, dans un souci d’allégement des notations on pose

St = Pf¢f, S5:=Pye5, SF :=Plel, SF,:=PF¢5.
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Enfin puisque 'on aura & résoudre des équations de transport, on introduit dés maintenant les
variables :

. . Vs
Vi € Tes, ti (t, 1) i=t — —x1, woy(21,22) := 29 — D2, (6.111)
Vi1 Vi1

. . Vi
Vi € Tse, to (t,x2) ==t — —ma, x4 (T1,22) =21 — 2l (6.112)
Vi 2 Vi 2

6.9.3 Construction du développement BKW.

Dans tout ce qui suit on va devoir considérer trois grands types de phases, les oscillantes, les
évanescentes pour la face 921 et enfin les évanescentes pour la face 9€2s. On notera donc :

(Pk(t7$) = <(t, .%'), fk) ) fk € fos;
¢k,1(tax2) = ((ta Oa 1'2), fk> ) fk c fevh
wk’,Q(tvxl) = <(ta Ty, 0)7 fk:> ) fk € Fev2-

De plus étant donné une amplitude g € H;°, nulle sur les temps négatifs, on a choisi de travailler
avec un terme source sur la face 027 de la forme :

L(rt+aaéyt)

ga(tv‘T?) =es g(tvl?)a

c’est-a~-dire un terme source qui ”allume” un point de la boucle et a une vitesse de groupe entrante
pour la face 0€2;. On s’attend donc & générer un paquet d’ondes se propageant en partie vers la
face 9.

On a choisi de traiter, comme au chapitre 2, les mode évanescents de fagon "monobloc” c’est-a-
dire que pour un indice i € Z¢y1 (resp. i € Zey2), tous les indices j € Loyt NP () (resp. j € Zeya NP (1))
contribueront a la méme amplitude.

On postule un ansatz de la forme :

u(t,x) ~ Zeﬁw’“(t’x)zg"umk(t,x) (6.113)

k€los n>0
Lopp1 (tw2) n Z1 Lepp 2 (t1) n x2
+ €e™™ € Un,k,1 t,l’,? + CERSA € Un,k,2 t,l‘,? .
keRy n>0 keRg n>0

Et 'on cherche a déterminer les profils wuy, i, Up k1 et Uy k2. Comme dans les paragraphes précédents,
on va chercher les profils oscillants w,j dans H*(Qr). Tandis que l'on va chercher les profils
évanescents Uy, 11 et U, 2 dans l'espace suivant (cf. chapitre 2) :

Définition 6.9.8 Pour i = 1,2, on note P.,; l'ensemble des profils évanescents pour la face 0€2;
qui est l’ensemble des fonctions U(t,x, X;) € H>®(Qp x Ry) pour lesquelles il existe 6 > 0 tel que
XUt x, X;) € H®(Qr x Ry).

Injectant I’ansatz (6.113) dans 1’équation d’évolution du probleme & coin (6.95), par identification
des différentes puissances de €, on est amené a résoudre la cascade d’équations :

L(dor)uox =0, Vk € Tos,

iL(der)unt1k + L(O)un i =0, Vn € N,Vk € Z,s,

Lk(axl)U07k71 =0, Vk € Ry, (6.114)
Lk(axl)Un_i_l,kJ + L(a)Uka =0, VneN,Vk e Ry,

Lk(aXQ)U(LkQ =0, Vk € Ro,

Lk<8X2)Un+1,k,2 + L(a)Un,kQ =0, VnéeN,Vk e R,
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ou les opérateurs de dérivation dans les variables rapides Ly (0x,) et Li(0x,) sont définis par :

Li(0x,) == A1 (0x, — Ai(z, 55)), pour k € Ry,
Lk(6X2) = Ay (8}(2 — .AQ(Ia gf))a pour k € Ro.

Ensuite, injectant ’ansatz (6.113) dans les conditions de bord sur les faces 0€2; et 929 on obtient
les équations :

ST etihu (t,0,22) + D eEV1h U, g1 (4,0,22,0) (6.115)
k€Zlos keR,

i T i
+ Z eEztUmk’Q (t, 0, 22, ?2) = 5n’oeg¢l,nlg7

kER2
ainsi que
By | Y erVrrug,u(t,21,0) 4+ > esV2rU, po(t,21,0,0) (6.116)
kEIos kem?
Lirt T
+ Z es™ Un,k71 (t,xl,(), ?> =0.
kER1

Or, par choix des profils évanescents, les termes U, j 2 (t,O,ZL‘z, ”;—2) et Up k1 (t,azl,O, %), qui ap-
paraissent dans (6.115) et (6.116) respectivement, sont des O(¢*°). Ainsi, les conditions de bords
(6.115) et (6.116) se réécrivent sous la forme :

Z e£¢1’kun7k(t,0,x2) + Z egwl’kUn7k71(t,0,x2,O) = moeéwlv“lg(t,xg), (6.117)
k€Zlos kER,

et
Z 6éw27k(t’x1)un7k(t, I, 0) + Z Géwz‘k(t’xl)Un7k72(t, I, 0, 0) = 0. (6.118)
k€Zlos keRo

Utilisant 'indépendance linéaire des différentes phases, on peut décomposer les deux conditions de
bords (6.117) et (6.118) sous la forme de la cascade suivante :

By :Zje@(nl) Un,j} . = 0n,09, Vn € N, sing ¢ Ry,

B ;Z@(kmos tng + Un iy, o | — Wn e N,Vk € (Ri\ {m1}) N9y, o110
B[Sy 5] =0 Vn € N,Yk ¢ (R1\ {m1}) N %Ry,

By [ jewn,, g + Unk2y,oo] o =0 Vn € N,Vk € Ry,

By :Zje\lj(k;) Un,j} 020 0, Vn € N,Vk € Ry \ Ro,
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Injectant I'ansatz (6.113) dans la condition initiale du probleme a coin (6.95), on est amené a
résoudre :
Unjy,_y =0, VK € Lo,
¥n €N, { Unku,_, =0, VkeR, (6.120)
Unk2,—g =0, Vk € Ry

Le plan de la construction du développement BKW est le suivant. Dans un premier temps avant
de résoudre a proprement parler la cascade BKW, on va exhiber une structure globale traduisant
les relations que les éléments de Z entretiennent avec les indices de la boucle. Plus précisément,
il s’agira de trouver une partition de Z sous forme ”d’arbres”, ou d’ensembles ”ordonnés” par les
relations w et v (voir définition 6.9.4), dont les points de base (ou racines) sont les voisins directs

des indices de la boucle. Puis, on va déterminer les amplitudes liées aux indices de la boucle. Pour
ce faire, on aura besoin d’imposer une certaine condition d’inversibilité qui sera étudiée plus en
profondeur a la fin de la démonstration dans le sous-paragraphe 6.9.5.

La connaissance des amplitudes associées aux indices de la boucle permettra ensuite de construire
les amplitudes liées a des indices qui sont des voisins directs des indices de la boucle et donc des
points de base dans la structure arborée de Z. En d’autres termes, la condition d’inversibilité sera
utilisée de maniere a pouvoir initialiser la construction du développement BKW.

Ensuite, pour construire les amplitudes restantes dans le développement BKW, il suffira d’étudier
localement chacun des ”arbres” dans lesquels la résolution sera aisée puisque comme on le verra
au sous-paragraphe 6.9.3, ces ensembles disposent d’un ordre (qui n’est que partiel mais cela suffira).

On reprendra le méme schéma et plus particulierement le méme ordre de démonstration pour
déterminer les termes d’ordre supérieur (i.e. n > 1) dans le développement BKW.

Structure globale de I’ensemble des indices 7.

Le but de ce sous-paragraphe est de construire une partition de ’ensemble Z. On veut que cette
partition ne soit plus basée sur les différents types des éléments de Z, mais plutot sur les relations
de voisinage qu’entretiennent les éléments de Z avec les points de la boucle d’autointeraction. Plus
précisément, on a décidé de la baser sur les différents types de suite pouvant relier un indice 7 a 'un
des points de la boucle d’autointeraction. En 'occurence on choisira de travailler avec 'indice n;.

La construction de la partition est la suivante ; d’apres la proposition 6.9.2, on sait que tout
indice i dans Z est relié par une suite de type V' a l'un des indices de Zy (cf. définition 6.9.4). Sans
perte de généralité, on peut supposer que pour tout indice ¢ la suite reliant ¢ & 'indice de Zy ne
commence pas par la séquence (ng,n2,ng,n1).

Le lemme suivant est immédiat :

Lemme 6.9.1 Pour tout i € Z, il existe au moins une suite de type V qui relie i a ny. De fagon
équivalente, pour tout v € L,
ny — i,
1%

ot l’on rappelle que la notation v a €été introduite dans la définition 6.9.4.

Démonstration : Il suffit de traiter le cas des indices i reliés a ig pour ig € Zo \ {n1}. C’est-a-dire
pour lesquels il existe une suite, notée £, de type V reliant i a ig. Or, par définition, ip € ®(n1).
Donc i est relié a ny par la suite de type V définie par £ = (ng,ns, ng, £).

g
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Soit i € Z \ {n1,n2,n3,n4}, on considere £* = (¢1, {2, ...,£,) une suite de type V reliant i & n;. On
construit les ensembles de la partition notés Aq,, By,,, Ce,, Da, de la fagon suivante :
On commence par poser 0 1= #¥(ny) — 2, et :

\Il(nl) \ {77,4} = {al,ag, ...,CLEI} .

Soit [ € {1, e Cl}, on dit alors que i € A, si et seulement si la suite 0t vérifie 1 = ay.
A ce stade on a donc traité toutes les suites £’ ne commencant pas par ny. On traite ensuite le
cas ou la suite £/ commence par ny. Pour cela on pose 04 := #®(n4) — 2, et

<I>(n4) \ {’I’Lg} = {bl, bg, ceey bE4} .

Alors, soit m € {1, e 82}’ on dit que i € By, si et seulement si la suite £ vérifie £1 = ng et f3 = by,.
On a donc traité toutes les suites £* dont les deux premiers termes ne sont pas n4 puis ns.
Enfin on pose 03 := #¥(n3) — 2, 0 := #®(ny) — 2 ainsi que :

\I/(’ng) \ {TLQ} = {01,02, "'7CC3} N <I>(n2) \ {nl} = {d17d27 "'7d[}2} s

et on définit les ensembles C,, et Dy, de la facon suivante :
© Soit g € {1, ...,[13}, i € C¢, si et seulement si la suite 0 vérifie 01 = ny, by = n3 et 3 = Cq-
o Soit r € {1,...,32}, i € Dy, siet seulement si la suite V¢ vérifie 01 = ny, o = ng, {3 = noy et
by = d,.

Cet algorithme permet donc de traiter toutes les suites possibles car on a exclu de I’étude les
suites commencant par la sous-séquence (ng, nz, na,n1).

'm )

Il est alors clair que

(I\ {nlv na,ns, n4}) = (UlgﬂlAaz) U (Umgﬂszm) U (Uq§[330€q) U (UT§C4Ddr) :

On peut au passage donner la caractérisation suivante des ensembles A,, et By, @ A, est 'ensemble
des indices i € 7 tels que q; o 1, tandis que By, est I’ensemble des indices i € Z tels que b,, 7 1.

-
Une caractérisation analogue est valable pour les ensembles C,, et Dy, . En terme de réflexion de
paquets d’ondes, un ensemble A, constitue ’ensemble des indices associés & des phases qui ont
été obtenues par rebond de la phase associée a l'indice a;, cette derniere étant une phase qui a été
obtenue par rebond sur la face 02y de la phase associé a l'indice n;. De méme, I’ensemble B
constitue 'ensemble des phases qui ont été obtenues par réflexion de la phase associée a I'indice by,.
La phase associée a 'indice b,,, a été obtenue par réflexion de la phase liée & 'indice n4 sur la face 0€24.

Toutefois puisque pour i fixé, I’algorithme précédent dépend du choix de la suite® ¢ reliant i
a ny, il n’est pas clair, du moins en premier lieu, que les ensembles Ag,, Bs,,, Cc, et Dy, que 'on
vient de construire soient indépendants du choix de la suite. En effet, a priori, il se pourrait par
exemple qu'un indice j soit relié & n; par une suite ne commencant pas par n4 et par une suite qui
commence par n4 et dont le second terme est différent de nz. Ainsi, a priori, I'indice j considéré
serait, lorsque ’on utilise la premiere suite, dans un arbre de la forme A,, et, lorsque 1'on utilise
la deuxieme suite, dans un arbre de la forme By, . Cependant, I'hypothese d’unicité de la boucle
empéche ce cas de figure comme le montre le lemme suivant :

5Le lecteur peut s’étonner du fait que I’on ne tente pas ici de démontrer 'unicité de la suite reliant ¢ & ni, ce
qui éviterait cette discussion. De plus, comme on le verra au sous-paragraphe 6.9.3, cette unicité est effective. Le
fait que ’on ne démontre pas cette unicité ici constitue donc juste un choix rédactionnel. En effet, on a trouvé plus
facile de suivre la démonstration si on commence dans un premier temps par exhiber une structure globale arborée
de ’ensemble des fréquences, puis dans un second temps, d’étudier localement chacun des arbres de cette structure.
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Lemme 6.9.2 La décomposition

(I\ {n17 ng, ng, n4}) = (UlgﬂlAaz) U (UmSCQBbm) U (Uq§B3CCq) U (UT§B4DdT) ’

forme une partition de T\ {ni,n2,n3,na}, i.e. soit E et F' deux ensembles distincts du membre de
droite, on a
ENF =0.

Démonstration : On définit la suite "miroir” d’une suite de la facon suivante :
vl = (51752, ...,fp) IS L (= (fp,fp_l, ...,fl) c 1’

Soit 1,1" € {1,....,C}, 1 # 1.
o Démonstration de A, N Ag, =0 :

Par I’absurde, on suppose qu'il existe i € Ay, N Ag,. Ainsi, il existe une suite £ = (1, ...,£,) de
type H qui relie i & a; et une suite ¢ = (¢}, ..., 6;,) de type H qui relie 7 & ay. On distingue les cas
suivants selon la parité des entiers p et p'.

op,p' € 2N.

Par définition des suites de type H on ai € ®(¢),) et i € q)(%,). Par conséquent d’apres la propriété
i1) de la proposition 6.9.1, E;, € ®(¢,). Donc la suite (£,7) est une suite de type H reliant a; & ay .
Par définition a; € ¥(ay), car ¥(ay) = ¥(ay) = ¥(n1). La suite (£, ¢, a;) est une boucle pour q;
contenant p+ p’ + 1 éléments ce qui est exclut par 'hypothese 6.9.2 saufsip=2etp' =0,oup =0
et p’ = 2. Dans les deux cas, on a alors a; = n1 ou ay = nq, ce qui est absurde par construction de
a; et de ap.

op € 2N p' € 2N + 1.
On a maintenant i € ®(¢,) et i € U(£,) ou de facon équivalente £, € ¥(i). Donc la suite (€,i,0)
est une suite de type H reliant a; & a;. Ce qui implique que la suite (£,4, ¢, a;) est une boucle pour
a; contentant p + p’ + 2 éléments. Ceci est exclut par ’hypothese 6.9.2 sauf si p =0 et p’ = 1, ou
p=1et p’ =0. Dans les deux cas, on a alors a; = n1 ou ay = n; ce qui est absurde.
Le cas p,p’ € 2N+1 est assez similaire au cas p,p’ € 2N c’est pourquoi on se permet ici d’en omettre
la démonstration.

On traite maintenant la démonstration de A, N By, = (), les démonstrations montrant que les
autres intersections sont vides étant analogues, ces dernieres ne seront pas traitées ici.
o Démonstration de A, N By, =0 :

Par I’absurde, on suppose qu’il existe @ € Ay, N By,,. Ainsi, comme ¢, - 1 et by, v 1, il existe

/

une suite £ = ({1, ...,¢,) de type H qui relie i & a; et une suite £’ = (¢}, ..., £},) de type V qui relie i
a by,. On distingue une fois de plus les cas suivants selon la parité des entiers p et p/.

op,p' € 2N.
On a donc i € ®({,) et i € ¥(£,). On montre donc comme dans le cas p € 2N,p’ € 2N+ 1 de
la démonstration de 'assertion A, N Aal, = () que la suite (ﬁ,i,?) relie a; a b,,. Par conséquent
puisque a; € ®(ny) et ng € ®(by,), la suite (4,4, ¢, by, ng) est une boucle pour a; contenant un
nombre impair d’éléments.

op c 2N, p’ € 2N + 1.
On montre donc comme dans le cas p, p’ € 2N de la démonstration de 'assertion A, N Ay, = 0 que
la suite (¢, #') relie a; & by,. Donc la suite (¢, ¢, b,,,n4) est une boucle pour a; contenant un nombre
impair d’éléments.

g
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Ainsi, pour déterminer I'intégralité des amplitudes dans le développement BKW, puisque

(UlS[hAal) U (UmSEQBbm) U (UQSESOCq) U (UT‘SE4Ddr) ) (6'121)

constitue une partition de Z\{n1, n2, n3, n4}, il sera suffisant de déterminer d’une part les amplitudes
liées aux indices de la boucle et d’autre part toutes les amplitudes dans chacun des ensembles de la
partition (6.121).

De plus, la détermination des amplitudes dans I'un des ensembles de la partition pourra se faire
intrinsequement dans cet ensemble. En effet, le fait que I'on ait une partition implique qu’un indice
i fixé dans I'un des ensembles de la partition (6.121) n’est relié via les conditions au bord (6.119)
qu’a des indices dans le méme ensemble de partition.

Enfin, la minimalité de ’ensemble des fréquences F et les mémes arguments que ceux développés
pour démontrer le caractére de partition de (6.121) ont pour conséquence le raffinement de la
proposition 6.9.1 suivant :

Proposition 6.9.3 Soit F un ensemble de fréquences complet pour les réflexions. On suppose que
F vérifie Uhypothese 6.9.2. Soit T ’ensemble des indices associés a F ; alors les applications ® et
W vérifient en plus des propriétés de la proposition 6.9.1, les deux propriétés suivantes :

viit) On a les inclusions suivantes :

q)(nl) \ {nQ} CZes UZee UZein s \I/(TL2> \ {’I’Lg} C Tse ULge UIev2>
D(ng) \{n4} CZes UZee UZepr ,  V(ng) \ {n1} C Zse UZee U Zeyo.

iz) Soit i € Lee UZeyp1 €t j € Lee ULy on a les implications suivantes,

ie®(ng) = V(i)={i} , je¥(n) = () =1{j},
i€®(ng) = V() ={i} , jeV¥(nyg) = @(j)={j}.

On illustre ces propriétés sur le schéma de la figure 6.16.

Démonstration : ¢ Démonstration de viii) :

On montre seulement la premiere assertion, a savoir : ®(n1) \ {no} C Zes U Zee U Zep1. Par
I’absurde, on suppose qu’il existe i € ®(ny1) N Zse, @ # na. Alors, il existe j € V(i) N Zes. Faute de
quoi, ’ensemble des fréquence indexé par Z \ {i} est strictement inclu dans F, ce qui est exclu par
hypothese de minimalité sur F.

Or, d’apres le lemme 6.9.1, on sait qu'il existe une suite de type V, £ = ({1,0s,...,¢,) avec
p € 2N + 1 (car ny,j € Zes, voir définition 6.9.4) telle que ny >7 j. Donc, la suite (¢,j,i) est

une boucle d’autointeraction pour ni, de taille impaire, différente de la boucle d’autointeraction
{n1,n2,n3,n4} ce qui est exclu par ’hypothese 6.9.2.
© Démonstration de ix) :

La démonstration du point ix) suit exactement le méme raisonnement que celui décrit pour le
point viii). A ceci pres que la boucle construite n’est pas une boucle d’autointeraction (car elle ne
contient pas que des éléments de Z.s U Zg.).

0

L’assertion ®(n1)\{na} C Zes UZee UZey1 du point viii) de la proposition 6.9.3 veut dire que bien
que la variété caractéristique contienne une boucle, on écarte initialement les fréquences associées
a des indices sortants-entrants a 1’exception de ny et de ns seulement. Ceci a déja été indiqué
dans le processus de génération des phases du paragraphe 6.8. Le point ix) affirme qu’en raison
de I'hypothese d’unicité de la boucle, une phase entrante-entrante voisine de la boucle ne peut étre
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générée que par un rebond sur ’une des faces du domaine.
La proposition 6.9.3 permet de réécrire la partition (6.121) sous la forme :

(I\ {n17n27 ns, n4} ( ;€Y (n1) QIESAal Ug, €9 (n1)N(Zev1UTee) {Gl}) (6-122)
U (U b €®(na)"Tse Bbm Ubpm €®(na)N(Tev2UTee) {bm})

U (YUeyewns)nze, Cey Yeyew(na)n(ZnUze) 1¢a})
U (

Ud, €d(n)Zos Dy Uded(np)(Towsuzoe) {dr}) -

On décrit au passage la partition (6.122) pour 'exemple du sous-paragraphe 6.9.1. On a0; = C3 = 0,
Co=Cs=1,b=5,B,=1{6,7,..,10}, d =0 et Dy = {—1}.

On conclut ce sous-paragraphe par la figure 6.16 qui résume la structure ”arborée globale ” de
I’ensemble des fréquences F :

D
dl evy evy
Dy
ny es ee 3 el Ny
es D ee
A _se d2 se- —CC3
a
1 ce Cc
A 2
IS¢
2 se] es) es
ev oy = - - Ccl séi:es
n n
1 4 Bbl Bb2 3o |

ev
2
evy

Figure 6.16: Structure "arborée” de ’ensemble des fréquences F.

Détermination des amplitudes sur la boucle et condition d’inversibilité.

Maintenant que ’on a décrit une structure sur ’ensemble des fréquences, et que l'on a légerement
affiné les propriétés des applications ® et ¥, il est temps de commencer la détermination des
amplitudes dans le développement BKW. Un bon choix pour initialiser cette construction est de
déterminer en premier les amplitudes liées aux indices de la boucle. Pour ce faire, on a besoin d’une
nouvelle équation d’amplitude, dont on décrit la provenance dans ce sous-paragraphe (voir aussi le
sous-paragraphe 6.9.1).

Par convention, n; € Z.; donc 'amplitude ug,, vérifie I’équation de transport :

(8t + Unq - Vm)QrflUO,m - 07

By [Zke@(nl) uO,k} 21 =0 =9, sin §7_f Ri, (6123)

uo’nl\t<0 =0,
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et,
(815 + Up, - VI)Q}“ Uy = 0,

By [Zke@(nﬂ U0,k + UO,”171|X1:0 =9, sini €NR. (6124)

|z1=0 -
UO’nlltSO - 0)
Dans les deux cas, en utilisant le fait que ®(n1) N Zse = {na} d’apres le point vi) de '’hypothese

6.9.2 et le point viii) de la proposition 6.9.3, on peut expliciter la condition de bord de (6.123) sous
la forme suivante :

oy F > U0k, o = P |9 — Biuomg, |,
|z1=0 E31 |z1=0
ke(®(n1)N(ZesUZee))\{r1}

dans le cas ou ny ¢ Ry, et

— A1
’LLO,nll.m:o + Z uoak\mzo + Uo’nhl\ﬂﬁl:Xl:O - ¢1 |:g B Bluole‘Tl:O] ’
E€(®(n1)N(ZesUZee))\{n1}

si n1 € M. Composant ces conditions par le projecteur Pj"* et utilisant la polarisation des ug j sur
les sous-espaces ker L(dypy), on obtient, dans les deux cas possibles, que la trace de gy, sur 0
est donnée par :

_ qn .
u07”1|x1:o = Sl [g Bluﬂ,nglwlzo} )
ou l'on rappelle que la matrice ST est définie & la définition 6.9.7.

Il est maintenant aisé d’intégrer 1’équation d’évolution de (6.123) le long des caractéristiques
pour obtenir 'expression de ug, en fonction de sa trace sur 9€); ; il vient :

Uo,n, (t, ) = 57" [9 - Bluo,ng‘zlzo] (tea (t 1), wed (21, 22)),

ou les variables 7! et z} sont définies en (6.111). Ceci détermine du méme coup la trace de ug p,
sur 0€)s :

Uny,2
U0, ny (t, x1, 0) = S?l [g — BluO’TLQ\II:O:| <tg51 (t, :L'l), —vnl’ll'l> . (6.125)
ni,

On peut réitérer exactement le méme raisonnement pour le second élément de la boucle. En
effet, en utilisant le fait que no € Zse, ug n, sera déterminée en intégrant le long des caractéristiques
sa trace sur 0€2y. D’apres 'hypothese 6.9.2 et le point viii) de la proposition 6.9.3, la trace Uona,

(1/'2:

dépendra seulement de u07n3|12:0 car n3 est I'unique indice dans Z.s N W(ny). La trace ugmlzlzo,

qui apparait dans 1’équation (6.125), est ainsi donnée par (6.119), qui se simplifie en :

Ungy,1
UQ,no (t, 0, :L‘g) = _S;ZQBQUU,nslwz:O <t?e2 (t,l’g), -2 ZL'2> . (6.126)

Un2’2

Enfin, on réitere la méme méthode pour obtenir les deux dernieres traces des amplitudes liées a
la boucle :

Uns.2
U0, ns (t,:L‘l,O) = —5?33111,07”4' o <t2§(t,x1), —nd’x1> . (6.127)
1= Un371
et
_ n4 n4 Uny,1
U07n4 (t, 0, .TQ) = —52 BQUO,n1| —o tse (t,I‘Q), — xr9 ] . (6128)
*2= Uny,2

Le point crucial est qu’a chaque étape de ce calcul, il n’y a qu'une seule phase sortante avec les
phases entrantes dans les classes d’équivalence des éléments de la boucle n; pour les relations 3 et
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T Ceci ne serait a priori plus vrai sans 'hypothése d’unicité de la boucle d’autointeraction.

Ainsi, combinant les équations (6.125)-(6.126)-(6.127)-(6.128) on obtient, apres quelques calculs,
I’équation fonctionnelle déterminant la trace U0y, :

x9=0 :
1 Unq .2
I—Tu =SMg|(t— Ty, ——1 ), 6.129
( ) 07n1|z2:0 nY < Unq,1 ! Unq,1 ! ( )
ou T est I'opérateur défini par :
(Tw)(t,z1) = Sw(t+ azxy,Pz1), (6.130)
avec :
S = S'B153?By51?B155" By, (6.131)
P 1 14 Uni,2  Uny,2Uns 1 T Un1,2Ung,1Ung,2 <0,
Unq,1 Ungy 2 Ungy,2Ung,1 Ung,2Ung,1VUny 2
8 = Uny,1 Ung,2 Ung,1 Unq,2 > 0.

Uny,2 Ung,1 Uny,2 Uny,1

Remarque S’il y a plus de quatre indices dans la boucle d’autointeraction, alors le méme raison-
nement se généralise. Il faut seulement 'appliquer autant de fois qu’il y a de points sur la boucle.
De la méme maniere si le premier terme sur la boucle est une fréquence sortante-entrante et non
plus entrante-sortante, le méme raisonnement se généralise a modification du terme de transport
temporel pres.

Au vu de I"équation fonctionnelle (6.129) on fait I’hypothese suivante :

Hypotheése 6.9.3 Pour tout v > 0, l'opérateur (I — T) défini en (6.130) est uniformément in-
versible de L2(R x Ry) dans LZ(R x Ry).

Cependant, pour T > 0 et un terme source dans L?(9Q2,T) nul pour les temps négatifs, cette
hypotheése ne fournira que des amplitudes sur la boucle de régularité L?(27), ce qui n’est ni suff-
isant pour calculer les termes d’ordres supérieurs du développement BKW, ni pour assurer que les
éventuelles amplitudes associées & des vitesses de groupe entrantes-entrantes soient H'(Qr) (on
renvoie au paragraphe 6.4 traitant de 1’équation des ondes pour plus de détails). On doit donc
renforcer ’hypothese 6.9.3 de la facon suivante :

Hypotheése 6.9.4 Soit T > 0, soit 2 < K < oo, lopérateur (I — T) défini en (6.130) est uni-
formément inversible de Hlf( dans H]f(.

On insiste ici sur le fait que I’hypotheése 6.9.4 n’est pas une hypothése purement formelle que I'on
introduit juste pour construire le développement BKW. Toutefois, on montrera au sous-paragraphe
6.9.5 la proposition suivante :

Proposition 6.9.4 Sous l’hypothése |S| < /B (S et B étant definis en (6.131)), pour tout v > 0,
Vopérateur (I — T) est uniformément inversible de L%(]R x Ry) dans L%(]R x Ry). En particulier,
pour tout T > 0, I’équation (6.129) admet une unique solution u € L?(]—o0,T] x Ry) si le terme
source G est dans L2(8QLT) et est nul sur les temps négatifs.

Pour T'> 0, si 8 <1 et G € H)°, sous l’hypothese |S] < /B, la solution u de l’équation
(I = T)u =G est dans H.°.

PourT >0, soit KeN, si3>1etG e H]f(, sous I’hypothése |S|BK_% < 1 alors la solution u
de l’équation (I — T)u = G est dans Hlf{.
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Ainsi on a une hypotheése sous laquelle on peut assurer une régularité suffisante aux amplitudes de la
boucle de maniere & pouvoir, d’une part, construire les termes d’ordres supérieurs du développement
BKW (au moins jusqu’a un ordre fini) et, d’autre part, gérer les amplitudes entrantes-entrantes.
On renvoie au sous-paragraphe 6.9.5 pour plus de commentaires sur ’hypothese |S| < /3.

Dans toute la suite de cette démonstration, on note K € NU {400} le plus grand entier tel que
la solution u de ’équation (I — T)u = G soit dans Hf , pour G € Hzf( . Pour construire le premier

terme correcteur, on supposera que K > 2.

Par conséquent, la trace o, est déterminée de fagon unique dans Hlf{ par
To=

L,
wom (t,21,0) = (I —T) 'SP (t S —“1%1> , (6.132)

Unq,1 Uny,1

équation qui permet de déterminer les amplitudes ugyn;, j = 1,...,4. En effet, par exemple, pour
déterminer ug p,, puisque ny € Z, il suffit de connaitre sa trace sur 92y et d’intégrer le long des
caractéristiques. Or grace a I’équation (6.132), cette trace est donnée par (6.128) qui se réécrit:

1
oy (1,0, 22) = —S§4BQ<I—T>-IS?19<“ :c—>

Unq,1 Unq,1
= ﬂ(t, $2)a

dont on déduit ’expression :

_ 1
U0y (t, ) = U (t — 1 - v”4’1x2> : (6.133)

Uny,2 Uny,2

Les amplitudes ug n, , uon, €t uon, sont données par des formules analogues.
On a donc démontré la proposition suivante :

Proposition 6.9.5 Sous les hypothéses 6.9.1-6.2.2-6.2.3 sur le probléme a coin (6.95), si l’ensemble
de fréquences complet pour les réflexions F vérifie I’hypothése 6.9.2 et enfin sous ’hypothése 6.9.4
sur lopérateur T, pour j = 1,...4 et T > 0, il existe des fonctions ugn,; € HK(QT), a traces dans
Hlf(, vérifiant les cascades d’équations (6.114)-(6.119) et (6.120) écrites pour n =0 et k = n;.

Détermination des amplitudes dans le voisinage direct de la boucle.

Dans ce sous-paragraphe, on montre que la connaissance des amplitudes de la boucle ainsi que la
structure globale de I’ensemble des indices Z décrite dans le paragraphe 6.9.3 sont suffisantes pour
construire les amplitudes dans le voisinage direct des indices de la boucle.

On a choisi de séparer cette construction de celle des amplitudes dans les arbres de la partition
(6.122). Ce choix est justifié par les deux raisons suivantes. D’une part, on a trouvé important
de faire explicitement les calculs au moins une fois (surtout pour les phases évanescentes dont on
n’a pas jusqu'ici décrit la construction). D’autre part, car la construction des amplitudes dans le
voisinage direct de la boucle reste inchangée, a I'inverse du cas des amplitudes dans les arbres, sous
une version plus faible de ’hypothese d’unicité de la boucle (i.e. une hypotheése imposant 1'unicité de
la boucle d’autointeraction, mais n’excluant pas comme ’hypothese 6.9.2 les autres types de boucle).

On décrit donc ici la construction des amplitudes dans ®(n4) ce qui correspond dans la figure
6.16 aux indices by be, la construction des amplitudes dans ¥(ny), ®(ng) et ¥(ny) est totalement
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analogue. D’apres le point viii) de la proposition 6.9.3, on sait que ®(n4)NZs. = {n4}. La condition
de bord (6.119) écrite pour k = ny4 s’écrit donc sous la forme (quitte a choisir n4 comme représentant
de sa classe d’équivalence pour la relation g):

B, Z o + Uo,n4,1|X1:0 — —B1uo,n4‘zlzo, si ng € Ry, (6.134)
JEP(na)N(ZesUZee) |z1=0
B; Z uo,; = _Blu07n4\x1=07 sing € Rq \ml’ (6135)
JEP(na)N(TesUTee) |21 =0

ou l'on rappelle que dans les deux cas le terme source est un élément de Hlf{ déterminé par I’équation
(6.133).

On applique la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme aux équations (6.134) et (6.135). On
compose ensuite (6.134) et (6.135), par les projecteurs P{ pour j € ®(n4) N (Zes UZee), et 'équation
(6.134) par le projecteur P;:‘ 1, ce qui permet de se ramener a résoudre les conditions de bord
découplées suivantes :

Vj € B(na) N (Tes UTee), w0,y = —S1Bitom, o (6.136)
et sing € 9%1, U()m47 = _Sg,131“0,n4\w1:o' (6.137)

Lix: e =
| X1=z1=0
Ainsi, la détermination de I’éventuelle amplitude évanescente pour la face €27 se fait indépendamment
de la détermination des amplitudes oscillantes.

On commence par rappeller succinctement comment on détermine les amplitudes associées aux
phases oscillantes.

0 J € Les N D(ny).
Le lemme de Lax et la condition de polarisation permettent de montrer que I'amplitude ug ; est
solution d’'une équation de transport a vitesse entrante-sortante v;. C’est pourquoi, pour déterminer
cette amplitude, seule la connaissance de la trace sur la face 0§2; est nécessaire. Or, cette trace
est déterminée en (6.136). Intégrant le long des caractéristiques, 'amplitude wug ; est donnée par la
formule : '
ug;(t,x) = S{Bluo,m‘wlzo (t(t, z1), xls(2)). (6.138)

Un point important pour la suite de la construction du développement BKW (et plus partic-
ulierement pour la détermination des éventuelles amplitudes entrantes-entrantes dans I'arbre Bbj)
est que 'amplitude ug ; qui est dans H K(Qr) pour tout T' > 0, en tant que solution d’une équation
de transport a terme source admet aussi une trace sur la face 922 dans Hf . 11 suffit en effet de le
vérifier sur la formule (6.138).

En d’autres termes, le caractere ”plat” au coin du terme source g° se transmet aux racines des
arbres.

0] € TLee N <I>(n4).
Dans ce cas, up,; est solution d'une équation de transport a vitesse entrante-entrante et sa con-
struction nécessite la connaissance de ses traces sur les deux faces 9§21 et 9€)s. La condition de
bord (6.136) donne la trace sur la face 9§2;. Concernant la trace sur la face 9, le point ix) de la
proposition 6.9.3 montre que j est le seul élément de sa classe d’équivalence pour la relation Ten

particulier j ¢ MRo. Par conséquent, la condition de bord (6.119) écrite pour k = j est de la forme :

BQUO = 0.

7.]\302:0
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D’apres la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme et la polarisation de ug;, on en déduit que
U0,y = 0. Donc I'amplitude ug ; doit satisfaire I’équation de transport

(O +v; - Vi) Qiuo,; = 0,

. — _ Q)
U0,jipy—0 = SlBIUO,nqxl:m
Uuo = 07

uovj\tgo =0.

7]‘12:0

Pour résoudre cette équation, on proceéde comme dans la démonstration de la proposition 6.4.1.
C’est-a-dire que l'on utilise le fait que le terme source sur la face 0§21 est plat au coin pour se
ramener a résoudre une équation de transport dans le demi-espace {x; > 0} et on restreint ensuite
la solution obtenue au quart d’espace.

De plus, on peut vérifier que I'amplitude ug; ainsi construite vérifie que pour tout z; > 0,
U0, gy € H[f{ . Cette régularité de I'amplitude ug ; sera nécessaire lors de la construction des
amplitudes d’ordre supérieur pour lesquelles 'amplitude ug ; jouera le réle d’'un terme source a
I'intérieur de I’équation de transport et devra donc étre étendue pour les zo négatifs (cf. proposi-
tion 6.4.2).

ony € MRy La détermination des amplitudes associées a des indices évanescents pour la face 9
étant nouvelle dans ce chapitre, on va la décrire de facon moins succinte. Mais, on peut remarquer
que la méthode pour construire les amplitudes liées & des indices dans (Zey1 U Zep2) suit la méme
philosophie que celle pour déterminer les amplitudes pour les phases oscillantes. En effet, comme
on va le voir, pour déterminer ces amplitudes, il suffira de connaitre leurs traces (sur 9€2; pour les
éléments de Z.,; et celle sur 9y pour les éléments de Zgy2).

Cependant, on a ici décidé de traiter les modes évanescents en un seul bloc comme dans [Les07]
; ¢’est pourquoi les amplitudes associées ne vérifient pas d’équation de transport comme les phases
oscillantes. Ainsi, dans un premier temps on rappelle les équations d’évolution ainsi que les condi-
tions de bord que doivent vérifier ces amplitudes. Puis on donnera la méthode de résolution de ces
systemes.

Apres l'injection de l'ansatz (6.113) dans I’équation d’évolution du probléme & coin (6.95) on
avait vu que 'amplitude U, ,, 1 devait vérifier la cascade d’équation :

{ L,y (0x,)U0,ny1 = 0, (6.139)

Ln4(8X1)Un,n4,l - L(a)Unfl,nzl,l =0, Vn>1,

avec la notation :

Lo, (0x,) i= A1 (0, = Az, €30))

On a déja étudié la condition de bord pour (6.139), elle est donnée, dans le cas ny € PR par
I'équation (6.137). Donc, 'amplitude Uy, 1 doit vérifier le systeme d’équations :

Ln4 (aXl)UO,n4,1 = 07
(6.138), (6.140)
Uomat,-g = 0.

Lit<o

On rappelle aussi le lemme suivant, voir [Les07], qui affirme que la résolution des équations de la
forme (6.140) est effectivement possible dans les ensembles des profils P, ;.
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Lemme 6.9.3 Pourt=1,2, et k € R;, on pose

PL U(X) = NAEES)PET(), (6.141)

ev,i

X
@pr(xi) = / e(Xifs)Ai(Lfgfi)PfiA;IF(S)ds (6.142)
0

too X A k k 1
B / eKim9)Ai(mls ) pE A1 (5) ds.
X; 7

Alors, pour tout F' € P, ; ’équation :
Lk(aXi)U =F,
admet une solution dans P, ;. De plus, cette derniére peut s’écrire sous la forme

U="P% . U+QL F
Ce lemme indique que l'amplitude évanescente principale U, 1 vérifiera PLi Upny1 = Uonais
relation analogue a la condition de polarisation pour les phases oscillantes qui, au vu de la définition
de P7; |, permet de déterminer Upn,,1 & condition de connaitre sa trace sur {X; = 0}.
Or le systéme (6.140) ne fournit pas d’informations sur cette trace mais seulement sur ”la
double trace” sur {x1 = X; = 0}. Cette "double” trace est déterminée par ’équation (6.137), que

I'on réécrit ici :

Il faut ensuite relever cette double trace en une trace "simple”. Comme dans [Les07], on pose, par
exemple :

U07n4,1(t7 Zz, O) = _X(ml)sg,lBluoaanl:O’
ou x € CX(R) vérifiant x(0) = 1.

T4

Maintenant, que la trace sur {X; = 0} est déterminée, on peut lui appliquer I'opérateur Peul.

Ainsi, par construction, I'amplitude
UO,n4,1(t; x, Xl) = —X(wl)exlAl(17§§4)52‘i3w0,n4‘11:0 (t, .’L‘Q), (6.143)
vérifie le systeme d’équation (6.140), ce qui conlut la construction de 'amplitude Up p, 1.

La construction des amplitudes évanescentes pour la face 9€)s qui peuvent apparaitre lorsque
I'on détermine les amplitudes indexées par des indices dans ¥(n3) et ¥(nq), est entierement sim-
ilaire. Par exemple, pour les indices dans ¥(ns3), on commence par déterminer la trace de Up pg 2
sur {x2 = X3 = 0}, puis on reléve cette "double trace” en une "trace simple” sur {Xs = 0}. Cette
trace simple est ensuite propagée a l'intérieur du domaine par 'opérateur IP’Z;Q.

On reprend la construction ci-dessus pour tous les indices voisins de la boucle ; ainsi, les indices
dont les amplitudes restent a déterminer dans la partition (6.122) sont les suivants :

(UazAaz \ {al}) U (meBbm \ {bm}) U (chch \ {Cq}) U (Uerdr \ {dr}) )

c’est-a-dire qu’il ne reste plus qu’a déterminer les amplitudes dans les arbres de la partition (6.122).
Cependant, avant de s’atteler a cette construction il est nécessaire de décrire la structure interne
de ces arbres. Ceci fait 'objet du sous-paragraphe suivant.
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Structure locale des arbres.

Dans ce sous-paragraphe, on explore plus en profondeur la structure interne des arbres A,, appa-
raissant dans la partition (6.122). La description de la structure des arbres By, , C., et Dg, est
analogue ; c’est pourquoi on ne traite que le cas des arbres A,,. On rappelle que I’arbre A,, a pour
racine un indice a; € (W(n1) N Zse) \ {na} et est constitué des indices j reliés & a; par une suite de
type H (cf. définition 6.9.4). Dans un souci d’allégement des notations on notera A,, := A,.

On commence ’étude locale de 'arbre A, par la proposition suivante qui a déja été mentionnée
dans le sous-paragraphe 6.9.3.

Proposition 6.9.6 Soit j € A,, alors il existe une unique suite { de type H reliant j a a.

Démonstration : Par 'absurde, soit £ = ({1, la, ..., £p) et £/ = (¢}, 05, ...,K;,), ¢ # (', deux suites de
type H qui relient j & a. On fait une étude de cas selon la parité des longueurs p et p’. Sans perte
de généralité, on suppose que p < p'.

o p,p’ € 2N.
On distingue encore deux cas :
o Sit = (€1, 0y), on a alors £, € () ce qui permet de montrer que la suite

(6; 425+ £pr) est une boucle pour l'indice ﬁ; 1 contenant p’ — p — 1 éléments, chose impossible

d’apres ’hypothese 6.9.2.

o Sil #£ (¢, ;9-%-17 ...,E;,).

On note m le premier rang tel que ¢, # ¢,,. L’étude du cas précédent permet de supposer que
1 < m < p. On traite ici le cas m € 2N 4+ 1 (le cas m € 2N se traitant de la méme maniere a
intervertion des types de suite prés). On a alors, £, € ®(£),).

On distingue les deux sous-cas suivants :

o Il existe I, m+1 <1 < p tel que k; = kj. On pose alors [ le premier des rangs [, m+1<1<p
tels que k; = kj. Alors sil € 2N (resp. [ € 2N+ 1), on a {;_; € ¥({]_,) (resp. {1 € ®({)_,)).
Ainsi, la suite (¢, ..., 2_1) est une suite de type H reliant £;_1 & £, la suite ({41, ..., 4_2) une
suite de type V reliant ¢,y a {,,. Par conséquent, la suite (¢,,...,¢;_1,4—1,41—2, ..., m+1) est une
boucle pour I'indice ¢, ce qui est exclu par 'hypothese 6.9.2. )

e Si pour tout les rangs ¢ € {m +2,...,p} les indices £, et £ sont distincts, on montre alors
facilement que la suite (¢, ...,E;,,Ep, cors bm—1) est une boucle pour Uindice £,,.

ope?2N, p € 2N + 1.

Sitl = (0,1, ...,E;,), on montre alors facilement que la suite (£}, ;, ...,Z;,) est une boucle pour
Iindice j.

Sinon, on peut reprendre la méme analyse que dans le cas p,p’ € 2N pour traiter le sous-cas, ”
Il existe I, m +1 < 1 < p tel que ¢; = ¢;”. Si pour tous les rangs ¢ € {m +2,...,p}, £, et £ sont
distincts, on montre alors que la suite (¢, ...,E;,j,fp, <eeylm—1) est une boucle pour l'indice £,,.

Le cas p,p’ € 2N + 1 est analogue & inversion des applications ® et ¥ preés au cas ou p,p’ € 2N.
C’est pourquoi, on ne le traitera pas ici.

O
Remarque Comme indiqué dans le sous-paragraphe 6.9.3, 'unicité de la suite reliant un indice
J € Aq ala racine a est fortement dépendante de I’hypothese d’unicité de la boucle.

Grace a l'unicité de la suite de type H reliant I'indice j € A, a la racine @, on peut raffiner une
derniere fois les propriétés des applications ® et U :
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Figure 6.17: Illustration de la démonstration de la proposition 6.9.6.

Proposition 6.9.7 Soit j € Ay, on note £ = ({1, ...4y) la suite de type H reliant j a a. On distingue
les cas suivants selon la parité de p :

x') Sip € 2N, alors j ¢ T et de plus si j € Loy ULee alors U(j) = {l}

x") Sip € 2N+ 1, alors j ¢ Tes et de plus si j € Loy ULee alors (j) = {l}

Démonstration : On traite le cas p € 2N et on commence par montrer que j ¢ Zs.. Par 'absurde,
on suppose que j € Zg., Phypothése de minimalité sur Pensemble des fréquences F permet alors
de se ramener au cas ott W(j) N Zes # 0. Soit i € W(5) N Ly, d’apres I'analyse du sous-paragraphe
6.9.3, on a alors i € A,. Soit ¢/ = ( 1 ...,E;,) la suite reliant i & la racine a. Reprenant, les mémes
études de cas que pour la démonstration de la proposition 6.9.6, on peut se restreindre a étudier le
cas ol £; # {; pour tout i. Si p’ € 2N, on montre alors que la suite (¢, 4, j, £}, ..., £2) est une boucle
de taille impaire pour I'indice ¢;, tandis que si p’ € 2N+ 1, on montre que la suite (¢, ,¢,,...k2) est
une boucle pour k1. Ces deux cas de figure étant en contradiction avec ’hypothese 6.9.2.

La démonstration du fait que si j € Zee U Zep1 alors ¥(j) = { J } suit exactement le méme
raisonnement.

g

La méme proposition (avec d’éventuelles adaptation sur la parité selon le type d’arbre considéré)
est vraie pour les autres arbres.

En terme de rebond de paquets d’ondes, la proposition 6.9.7 affirme, d’une part, que lors d’un
rebond sur la face 09y (resp. 0€)2), une phase sortante-entrante (resp. entrante-sortante) ne
peut pas générer de phase sortante-entrante (resp. entrante-sortante). Et d’autre part que, sous
I’hypothese d’unicité de la boucle, le fait qu'une phase entrante-entrante voisine de la boucle ne
puisse étre générée que par un rebond sur 'une des faces (c.f. iz) de la proposition 6.9.3), se
généralise a toutes les amplitudes associées a des vitesses de groupe entrantes-entrantes.

Détermination des amplitudes liées & des indices dans les arbres.

Maintenant que ’on connait avec précision la structure interne des arbres, on montre qu’il est tres
facile de déterminer les amplitudes liées aux indices dans les arbres, et ainsi de conclure la construc-
tion de Yamplitude principale du développement BKW. Une fois de plus, on se concentrera sur la
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détermination des amplitudes pour un arbre A,, le cas des autres types d’arbres étant similaire.

On prend un indice quelconque j € A, et on va montrer que I'on peut toujours déterminer
I'amplitude ug ;. D’apres la proposition 6.9.6, on sait qu’il existe une unique suite ¢=y= (b1, ..., 4p)
de type H reliant j & la racine a. La premiere étape pour déterminer 'amplitude up,; est de remar-
quer qu’indépendé;mment de la détermination de ug;, on peut toujours déterminer les amplitudes
Ug e, © = 1,...p.

En effet, par définition des suites de type H (voir définition 6.9.4), on a ¢; € ®(a) N Z.s. Donc,
I'amplitude ug ¢, est solution d’une équation de transport de la forme :

(at + U€1 : VI)Q€1UO7Z1 = 07
By [Zieé(zl)m(zesulee) “071'\11:0} = _31“072\%1:07 si 1 € Ra\ Ry, (6.144)

u07£1|t§0 = 07
(D 4 v, - V) QMg g, =0,

By Ziecb(el)m(fesuzee) Uo,i + U07€1,1\x1=o] = _Bluwmzov si 6y € Ry,

|x1=0
u0,€1|t§0 = O?

car les éléments de ®(¢1) sont reliés & a par une suite de taille zéro donc d’apres le point z’) de
la proposition 6.9.7, on a ®(¢1) N Zse = {a}. Par conséquent, composant la condition de bord de
(6.144) par Sfl (voir définition 6.9.7), on peut écrire :

— 8}
U’O’lelzo = —51 Bluoaﬂ\zlzo'

Cette équation détermine de facon unique la trace de ug ¢, sur la face 9€2; car 'amplitude ug , ainsi
que ses traces ont été déterminées dans le sous-paragraphe 6.9.3. Donc intégrant 1’équation (6.144)
le long des caractéristiques, on détermine ug ¢, € HK(QT), puis sa trace Uty € Hlf(.

On s’intéresse ensuite a la construction de I'amplitude ug,, par définition des suites de type
H, on aly € ¥(¢1) NZse. Une nouvelle fois, on peut appliquer la proposition 6.9.7, et montrer que
U(ly) NZes = {€1}. Par conséquent, I’équation de transport satisfaite par 'amplitude ug ¢, peut
étre réécrite sous la forme :
(O + vey - V) QP ug s, = 0,
U0ty = =S92 Batioy s (6.145)
U, by, = 0,

que 'on résout en intégrant le long des caractéristiques.

On réitere ensuite les mémes résolutions d’équations de transport pour tous les indices de la
suite £, ce qui permet de déterminer toutes les amplitudes ugy,, @ = 1,...,p. Le point important
dans cette construction est que puisque la trace de I'amplitude w4 sur 0€; est dans Hlf( , cette
régularité se transmet a toutes les amplitudes de la branche /.

En effet, réitérant la méme démonstration que celle de la proposition 6.4.1, on peut montrer que
les traces U0,y o et U4y, o sont dans Hf, pour tout 1 <[ <p.

Une fois les amplitudes sur la branche ¢ déterminées, il est aisé de déterminer 'amplitude ug_;.
On distingue les cas suivants en fonction du type de l'indice j. -

0 j € Ies (vesp. j € Lse).
D’apres la proposition 6.9.7, on sait qu'un indice dans Z.s N A, (resp. Zs) ne peut apparaitre
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qu’apres un nombre pair (resp. impair) de rebonds, donc la longueur de la suite ¢, p € 2N (resp.
p € 2N + 1). Puisque j € Zcs (resp. j € Ze), il est suffisant pour construire 'amplitude ug; de
déterminer la trace uo,i‘xlzo (resp. u071|m220>. Or, la proposition 6.9.7, implique que £, est le seul
élément de Z. (resp. Z.s) dans ®(j) (resp. ¥(j)). Appliquant S? a (6.119) pour k = j, on peut
déterminer la trace U0, (resp. uo»iufo) en fonction de la trace U0Ly . o (resp. uoﬁgmw:o) et
donc construire I'amplitude ug ; par intégration le long des caractéristiques.

De plus, on montre que l’a;nplitude upj € H K(Q), et que ses traces sur les faces 9§ et 9y
sont dans Hf . B

0 7 € ZLee.
Un indice entrant-entrant peut apparaitre au bout d’une branche de taille paire ou bien impaire.
On traite ici le cas pair, le cas impair étant entierement similaire. La proposition 6.9.7 assure d’une
part que £, est le seul élément dans ®(j) NZs. et d’autre part que ¥(j) = { J } Ainsi, les conditions
de bord pour I'amplitude ug ; peuvent s’écrire sous la forme :

J
() = —STBllL()jmﬂ,

71\11:0

UQ. 4 = 0.
071\12:0

Donc 'amplitude ug ; doit satisfaire I’équation de transport a vitesse entrante-entrante suivante :

(8t + G VQ)QJIUO’Z =0,

_
uog, _, = ~StBiuog,, (6.146)

UQ. =0
0,l‘z2:0 )

up; =
0’l\t§0 07

équation que l'on résout comme dans la proposition 6.4.1, c’est-a-dire, en prolongeant le terme
source —S%Bluo,gpmzo par zéro sur les xo négatifs (ce prolongement donne lieu a une fonction
réguliere car U0y, _o € Hp°) puis en résolvant I’équation dans le demi-espace z1 > 0 et enfin en
restreignant la solution obtenue aux zo > 0.

On a donc construit ug; € H*(Q7), pour tout T > 0, telle que pour tout z; > 0, ug

H.

€

ey =2y

© j € Ry (resp. j € Ro).
Comme dans le casij € Z.s (resp. j € Zs), la proposition 6.9.7 implique qu’'un indice évanescent
pour la face 9 (resp. 9€) ne peut apparaitre qu’au bout d’une branche de taille paire (resp.
impaire). Et cette méme proposition assure aussi que le seul indice dans Z,. (resp. Zs) dans ®(j)
(resp. W(j)) est £,. On doit alors construire 'amplitude évanescente Up ;1 (resp. Up;2). N

Réitérant la méme construction qu’au sous-paragraphe 6.9.3, lorsque I'on construit ’'amplitude
évanescente Uy ;1 (resp. Upj2), il faut commencer par déterminer sa ”double” trace sur I’ensemble
{X1 =1 =0} (resp. {Xo =23 =0}). Or, le fait que ¢, soit le seul élément de Z. (resp. Zs) dans
®(j) (resp. ¥(j)), permet de montrer que cette "double” trace s’écrit sous la forme :

/ J / J
U()QJ(t,O,J} ,0) = _SS,IBluovép‘zlz[)’ (resp. U(]Q‘Q(t,l' ,0, 0) = _SS,QB2UO’KP\IQ:0) .
On redresse ensuite cette "double” trace, en une trace ”simple” en posant :

Uoi,l(t,a:,O) = _X(x1>si131“0,fp‘11:07 <resp. U()VZVQ(t,CC,O) = —X(x2)5§2B2u075p|z2:0> ,
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ol x € C(R) est telle que x(0) = 1. Enfin, le lemme 6.9.3 montre que la fonction Up ;1 (resp.
Up,j,2) définie par : -

U071’1 (t, Z, Xl) = —X(xl)exlAl(Ié%SilBl’U,o,g (6.147)

Plz1=0"

i
(resp. Uojoa(t,r, X2) = —X(:ch)eXQAQ(T’glSinguo,e,,wzo) ;
est une solution des cascades d’équations (6.114)-(6.119) et (6.120) écrites pour n =0 et k = j.

On a donc dans ce sous-paragraphe montré comment on pouvait construire une amplitude ar-
bitraire dans I’arbre A,. Ainsi, toutes les amplitudes liées a des indices dans ’arbre A, sont con-
struites. On reprend ensuite la méme méthode de construction sur chacun des arbres qui constitue
la partition (6.122). Ceci permet de déterminer toutes les amplitudes indexées par des indices de
Z\ {n1,n2,n3,n4} et conclut la construction du premier terme du développement BKW. On résume
cette construction par la proposition suivante :

Proposition 6.9.8 Sous les hypothéses 6.9.1-6.2.2-6.2.3 sur le probléme a coin (6.95), si l’ensemble
de fréquences complet pour les réfléxions F vérifie I’hypothése 6.9.2, et enfin sous I’hypothése 6.9.4
sur Uopérateur I — T, il existe des fonctions (uo;)icz,,, (Uo,i1)ien, et (Uo,i2)iem, qui vérifient les
cascades d’équations (6.114)-(6.119) et (6.120) écrites pour n = 0.

De plus, les fonctions (uo;)iez,, admettent la régularité suivante : pour tout T > 0,
¢ 811 € Leg UTLge alors ug,; € HE(Qr) et les traces Ui, g et U0,i g sont dans Hf.
0 Sii € Tee alors ug; € HX(Qr). De plus, si W(i) = {i} (resp. ®(i) = {i}) alors pour tout z; > 0
(resp. x4 > 0), la trace U0,i, (resp. uo,iw:ﬂ) est dans Hzf(.

Les fonctions (Up;i1)iem, (resp. (Uoiz2)iem,) sont dans Peyi (Tesp. Pey2).

On conclut ce sous-paragraphe par la figure 6.18 qui illustre la détermination des amplitudes as-
sociées aux phases dans les arbres.
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Figure 6.18: Illustration du procédé de détermination des phases dans I'un des arbres D.

Détermination des termes d’ordre supérieur dans le développement BK'W.

La construction des termes d’ordre supérieur dans le développement BKW est assez semblable a
celle du premier terme et se base sur les mémes arguments que ceux 1’on a utilisés lors de ’étude de
I’équation des ondes (cf. paragraphe 6.4). C’est pourquoi on se contentra ici de décrire les grandes
lignes pour le terme d’ordre e. On commence par s’intéresser aux amplitudes liées a des phases
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oscillantes.

Pour k € Z,s, 'amplitude uq , apparait dans les équations :

iL(dpy)ur g + L(9)ugk =0,
. = = 6.148
{ iL(dyg)ug j + L(0)uy p = 0, ( )
auquel on adjoint les deux conditions de bord :
B, > ug = 0, sikeRi\ R, (6.149)
ke®(k)NZLos 1 |z1=0
B, Z Ul g+ U17E71|X1:0 = 0, si k€ Ry,
ke®(k)NZos 1 jz1=0
et
By | > ik = 0,sikeRy\ Ry (6.150)
keW(k)NZos 1 |za=0
By Z urk +Uik2 = 0, si k€ Ro.
keW (k)N Los 1 jza=0

Comme dans le paragraphe 6.4, de fagon classique, on compose la premiere équation (6.148) par
le pseudo-inverse R% sik € L, R% si k € Zge et par R% ou Rg si k € Z... On rappelle que ces
pseudo-inverses vérifient : pour i = 1,2,

Rfﬁ(d%) =1- Pf, PfRf = RZ@QZ@ = 0.
L’équation d’évolution de (6.148) se réécrit donc sous la forme :
(I - PZ-E) wr g = iRFL(D)uo g, (6.151)

équation qui détermine de facon unique la partie non polarisée de u; . En effet, a ce stade de
I'analyse, le terme de droite est connu. L’amplitude ugy étant dans HX(Qr) et ayant des traces
dans H[f(, la partie non polarisée de uy ) est dans HE=1(Qr) et a ses traces dans H[f(_l. Pour
connaitre une amplitude oscillante d’ordre ¢, il suffit donc de construire sa partie polarisée ; c’est-
a-dire Pfulﬁ.

Pour déterminer la partie polarisée, on reprend la méme analyse que celle que ’on a utilisé pour
construire 'amplitude d’ordre zéro. On remarque que 1’équation d’évolution régissant I’amplitude
Uk -

i‘c(d@&)ulk + L(@)ULE =0,
s’écrit, aprés composition par Q% pour k € Zs, par Q% pour k € T, et par Q% ou Qg pour k € T,
sous la forme :

QEL(9)PEuy = —QEL(O)(I — PEyuyy = —iQEL(9) REL(D)ug .

D’apres le lemme de Lax, cette équation est une équation de transport a vitesse de groupe wvy.

Donc, Q; P;uyy vérifie la méme équation de transport (avec ajout du terme source a I'intérieur
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—iQ?L(@)R%L(@)uQE) que celle que vérifiait upy. On peut donc réitérer exactement la méme
méthode de construction que celle qui a été développée pour 'amplitude wug g

Plus précisément, on commence par considérer les indices de la boucle, pour fixer les idées, on
décrit la construction de u1 ,,. Comme indiqué plus haut, sa partie non polarisée est déterminée par
I'équation (6.151). Pour déterminer la partie polarisée de u; ,, puisque cette derniere est transportée
selon une vitesse sortante-entrante, il faut déterminer sa trace sur €. Pour déterminer cette trace,
il faut refaire le calcul du sous-paragraphe 6.9.3. On obtient alors

(I =T)P" uyp,,, _, = G,

ou, la fonction G7 € Hlf( —1 dépend uniquement des traces des parties non polarisées des amplitudes
de la boucle” . L’hypothese 6.9.3, implique donc que P"uy , est solution de I’équation de transport

(8t + Uny - vx)Q7214P2n4U1,n4 = _iQ§4L(a)R34L(a)UO7n47
Py, , o = — 554 By [(1 ~T) 7G4+ (I~ Py Yur g, o+ (I - P{“)UMWZO] ,
=0,

dont on connait tous les termes sources et donc que I'on peut résoudre par intégration le long des
caractéristiques. Puisque le terme source & l'intérieur est dans H5~2(Q7) et que le terme source sur
la bord est dans Hf‘l, la solution Pj*uy ,, est dans HEX~2(Qr) & traces dans Hf‘z. On retrouve
ici le résultat habituel selon lequel la construction du terme d’ordre un dans le développement
BKW nécessite deux dérivées. Plus généralement, la construction du terme d’ordre Ny nécessite
2Ny dérivées.

Une fois les amplitudes liées a la boucle déterminées, la construction des parties polarisées des
amplitudes oscillantes dans les arbres composant la partition (6.122) suit la méme méthode (et
surtout le méme ordre) que celle décrite dans le sous-paragraphe 6.9.3. C’est pourquoi, on ne la
répetera pas ici.

On en vient maintenant & la construction des amplitudes évanescentes d’ordre €. Bien que
ces amplitudes ne soient pas solutions d’équations de transport, la méthode de construction suit
néanmoins les mémes idées que dans le cas des amplitudes oscillantes. En effet, on remarque que
les amplitudes Uy j; vont pouvoir étre décomposées en une partie polarisée (dont la construction
se fera comme celle de Uy ;) et une partie non polarisée qui dépendra de 'amplitude Uy ; et qui
sera donc déterminée a moindre frais.

On traite ici, seulement le cas des amplitudes évanescentes par rapport a la face 921, on fixe
donc k € R. L’'amplitude Uy 1 vérifie le systeme d’équations :

L(9x,)U1 k1 — L(O)Ug g1 = 0,

Bl [Ekeé(k)ﬂ%s Ul,k + Ul,E,l‘X1:0:| 21 =0 = 07
U17Ea1\t§0 = 07
7 Plus précisément, avec les mémes notations qu’au sous-paragraphe 6.9.3 :
ny n1 ny1 no 9 1 'Unl,2 Un271 Un112
G, = —Sl By ([_Pl )ul’"l\mlzo +Sl B152 Bs ([—P2 )ul,w t+ -1+ T, z1,0
Unq,1 Ungy,2 VUngy,2 Unq,l

. - VUnq,2 Uny,2Ung,1 Ung,2 Ung,1 Unq,2
- 5?131532325?331 (I— P{”)uLnB (t+ [—1 4 s R 2 :| 56170,—73i$x1>

Unq,1 Ung,2 Ung,2Ung,1 Unz,1 Ungy,2 Uny,1

+ S - P*)uon, (t+ azx,Bz1,0),
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or d’apres le lemme 6.9.3, on sait que la premiere équation de ce systeme admet une solution et que
cette derniere s’écrit sous la forme :

k k
Urga = PeUn g1 + Qg1 L(O)Uo 1

ou l'on rappelle que les projecteurs ]P’fv1 et @fvl sont définis en (6.141) et (6.142). Donc, comme pour

les amplitudes associées a des phases oscillantes, puisque 'amplitude Upy,1 est connue, la partie
k

ev1 L(0)Up k.1, Vest aussi. 11 suffit de calculer la partie polarisée ]P%UIULEJ?

k k
P, Ui k1 sera

non polarisée de Uy i1, Q
et on s’est ramené & I’étude effectuée sur Uy ;. En effet, par définition de P, |,
déterminée si on connait la trace de Uy g1 sur {X; = 0}.

On commence par étudier la ”double trace” sur {x; = X; = 0}. Cette derniére est donnée par
la condition de bord (6.152). Or, la proposition 6.9.7 implique que (®(k) N Zse) = {i} on peut donc
réécrire la condition de bord (6.152) sous la forme :

k
ULEJ\Xl:wl:o - *Ss,lBluLz\wl:o’

ol le membre de droite est connu car on a déja construit les amplitudes oscillantes d’ordre un en
€. On conclut la construction en relevant ”"la double trace” en une trace ”simple” sur {X; = 0}
exactement comme pour 'amplitude Up g 1.

Ceci conclut la construction du développement BKW pour un probleme a coin. Le théoreme
que 'on a démontré est le suivant :

Théoréme 6.9.1 Sous les hypothéses 6.9.1-6.2.2-6.2.3 sur le probléme a coin (6.95), si l’ensemble
des fréquences complet pour les réfléxions F vérifie I’hypothése 6.9.2, et enfin sous ’hypothese 6.9./
sur Uopérateur I — T, il existe des fonctions (Un k)neN, keToes (Unk1)neN, kem, €t (Unk2)neN, kens
qui vérifient les cascades d’équations (6.114)-(6.119) et (6.120).

De plus, les fonctions uy, ), admettent la régularité suivante : pour tout T' > 0,
o Stk € Leg UL, alors uy, ) € HE=2(Qq) et les traces Un ke, _o € Unky, _, sOn dans H]f{*Q".
o Sin € Lee, alors u,x € HE=2(Qr). De plus, si ¥(k) = {k} (resp. ®(k) = {k}) alors pour tout
x, >0 (resp. o >0), la trace Un ey, . (resp. unyszg) est dans HIX ="

Les fonctions Uy i1 (resp. Uy g2) sont dans Peyi (resp. Peyz).

6.9.4 Justification du développement BKW.

Maintenant que ’on a construit le développement BKW, il reste a montrer que le développement
BKW tronqué converge bien vers la solution exacte du probleme a coin (6.95). On rappelle que les
résultats des chapitres 4 et 5 ne permettent pas de conclure au caractere fortement bien posé dans
le cadre général. C’est pourquoi, dans tout ce qui suit, on suppose que le probleme a coin (6.95)
est fortement bien posé dans L?(€27) au sens de la définition suivante :

Définition 6.9.9 On dit que le probléme a coin est fortement bien posé si pour tout f € L*(Qr),
g1 € L2(0Qq1.1) et g € L2(0Q2.7) nulles pour les temps négatifs, le systéme :

8tu + A181u + AQ@QU = f,
Biujy,—o = g1,

Boujz,—0 = 92,

ujg<o = 0,
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admet une unique solution u € L*(Qr) a traces dans L*(0Q 1) et L*(0Qar1), et vérifiant de plus
lestimation d’énergie :

\|u”%2(QT)+ Hu|x1=o”%2(aQLT) + HWm:OH%?(aQZT) <Cr (Hf”%Z(QT) + HQIH%?(BQLT) + ’\92”%2(692,T)> .
(6.152)

On rappelle que le théoreme 4.2.1 affirme que si les matrices B; et By du probleme a coin
(6.95) définissent des conditions de bord strictement dissipatives et si de plus le systeme (6.95) est
symétrique alors le probleme & coin est fortement bien posé.

Pour justifier la convergence du développement BKW on aura besoin de la proposition suivante
qui montre que les amplitudes associées aux modes évanescents sont bien régulieres et donne leur
taille par rapport au petit parametre €.

Proposition 6.9.9 Soit U une fonction dans Pey 1 (resp. Pey2). Alors les fonctions U (t,ﬂs, %) et
(LO)U(t, 2, X1))|x,=21 (resp. U (t,z,%2) et (LO)U(t, 2, X2))|x,=22) sont O(sé) dans L*(Qr).

Démonstration : On le montre pour U dans P, 1, le cas U dans P, > étant totalement analogue.
Puisque U € P, 1, par définition, il existe 6 > 0 tel que XU (t, z, X1) soit dans HT°(Qp xR,
donc Papplication (x1, X1) + U(-, -, 21, X1)e?X1 € LY x, (L2(0Q.7)) et I'on a :

+o0 - 9
1 I _ sz
||U|X1:ﬂ||%2(QT) = / / AU (t,:r, —) e 0% | dtdd’ dx1,
© 0 o 1 €
+o0 - 2
r1 il YN
= / Heas U('a'vxlai)’ € 207 d.’L’l,
0 € L2(0Q4,T)

IN

5 -
10e 112

+oo .
(L2(001,1) /0 e 20 dry < Ce.

Soit 0, un opérateur différentiel, ol y est un élément de ’ensemble {t,z1,...,z4} alors on a :

2

dxla

) +00 9571
AU, X1y _= = e e
10,U( 1)|X1*?1||L2(QT) /0 L2(0,7)

z1 x1
o (%)
g

puisque la substitution X; < %! est faite apres la dérivation.
Utilisant ensuite le fait que €**19,U (t,z1, X1) € HT°(Qr x Ry) on peut montrer en réitérant
le méme calcul que celui effectué pour U, IX,=21 que

10,U (-, X1) x, =21 [ 20y < C,

il reste juste a appliquer I'inégalité triangulaire pour conclure.

0

Pour montrer que le développement BKW tronqué constitue une bonne approximation de la
solution exacte du probléeme a coin (6.95), il faut avant tout étre en mesure de donner un sens au
développement BKW. On a vu aux paragraphes 6.6 et 6.7 que dans le cas ol une infinité de phases
était générée par rebonds successifs sur les faces du domaine, donner un sens au développement
BKW tronqué n’était pas forcément évident en soi. C’est pourquoi, on évitera cette difficulté en se
placant dans un cadre ou le nombre de phases générées est fini.

Hypotheése 6.9.5 On suppose que le nombre de phases générées par rebonds successifs est fini.
C’est-a-dire #F < 4o00.
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Sous cette hypotheése, la démonstration de la convergence du développement BKW tronqué
vers la solution exacte est assez similaire a celle effectuée pour I’équation des ondes (voir théoreme
6.4.1). Il faut juste gérer en plus les amplitudes évanescentes, mais la proposition 6.9.9 montre que
ces termes se comportent mieux que les termes oscillants et donc qu’ils ne sont pas dangereux pour
démontrer ce résultat de convergence.

Le théoreme principal de ce chapitre est le suivant :

Théoréme 6.9.2 Sous les hypothéses 6.9.1-6.2.2-6.2.3 sur le probléme a coin (6.95), si l’ensemble
des fréquences F est complet pour les réflexions et vérifie les hypothéses 6.9.2 et 6.9.5, et sous
Uhypothése 6.9.4 sur lopérateur (I — T), on suppose de plus que le probléme a coin (6.95) est
fortement bien posé.

£

app,No le

Pour Ny € N, avec Ny < [%], ot [ désigne la fonction partie entiére, on définit u
développement BKW tronqué a l’ordre Ny :

. NO
upr,No = E e= ¥k () Z Enumk(ta .f)
k€los n=0
j No T ; No T
2 : L t } : 1 L t 2
+ eswk’l( 2) e” nk,1 (t,.’E, ?> + E eE”‘/’k,Q( 1) § e n,k,2 <t,$, ?) )
keRy n=0 kER2 n=0
ot les fonctions up g, Upp1 et Uppo sont données par le théoréme 6.9.1. Alors, si u° désigne la
solution ezxacte du probléme a coin (6.95), Uerreur u® —ug,, y est O(eNo+1) dans L?(Qr).

. c T 2 - . <
Démonstration : L’écart u® —ug,, n 11 vérifie le probleme a coin :

£

L(a)(u - uprJVo-i-l) = f]EVO"‘p
By (u® — ufupp,NoJrl)lxl:O =0, (6.153)
Ba(u® = ugpp Ny 1) lea=0 = 0,

€ _
- U’app,NoJrl [t<0 = 0.

ou 'on a posé

fropr =TS~ e LO)ungprk + Y esh (L(O)UNo+1,k,1) x, =21
kETos kER, :

+ Z ee¥k.2 (L(@)UNO+1,k,2)\X2:L2
kER2 )

Puisque le probleme & coin (6.95) est fortement bien posé, on peut appliquer l'estimation d’énergie
(6.152), pour obtenir :

€

" = ey v 41l 22(2r) < Ol R 1[0



6.9. DEVELOPPEMENTS BKW POUR N > 2 ET RAYON PIEGE. 193

Or,

N
I fosillzzon < €™ | YL@ une 1kl 20
k€os

+ Z HL(a)UNo-‘rLk,l ('7 3 X1)|X1:z?1 ||L2(QT)
k;EIevl

+ > ILO)UNy 1.2 (5 X2) xp =22 [[L2(00) | 5
k€Z€U2

< CeMott

N
~

car d’apres la proposition 6.9.9, les termes (L(@)UN07k71)|X1:ﬂ et (L(a)UNOJ,_I’k’Q)‘XZ:Q sont O(e

dans L?(Qr) tandis que les termes L(0)up,+1 4 sont O(1) dans L*(Qr).
On a donc démontré que

No+1
||u€ - qupp,N0+1HL2(QT) < Cre ot )

il suffit ensuite d’appliquer I'inégalité triangulaire pour conclure.

6.9.5 Etude de la condition d’inversibilité.

Dans ce sous-paragraphe, on va donner une condition suffisante (et nécessaire dans certains cas) sous
laquelle la condition d’inversibilité (6.129) est vérifiée. On rappelle que la condition d’inversibilité
(6.129) s’écrit sous la forme :

Yo, (t,z1) — Suommz0 (t + axy, fxr) = ST g(t + dz1, Ka1), (6.154)

avec @ < 0, 8>0,0 <0et k>0. Les expressions exactes de ces parametres étant données par :

S = S?1B1S5L2BQS?3B155L4B2,
1 Uny,2 Uny,2Ung,1 Uny,2Uns,1Ung,2
o = 14 2 Tna2Pnenly Pn27ng,1 P,
Uny,1 Ung,2  Unp2Unz, 1 Uny,2Ung,1Uny 2
B . Uny,1Ung,2 Uny,1 Uny 2
T b)
Ung,2 Ung,1 Ung,2 Ung,1
Unq,2
§y = — , et ko= — 22,
Uny 1 Unq,1

On commence par remarquer qu’une solution de 1’équation fonctionnelle (6.154) est nécessairement
polarisée sur ker(L (i, £, &5")). On va donc commencer par considérer le cas S ker(L(iT, ", &5")) =

{0}

L’équation fonctionnelle (6.154) se réécrit, dans ce cas, sous la forme :
u(t,z1) = STt g(t + 0z, k),

et détermine ainsi de fagcon unique u € Hlf( pour tout terme source g. C’est pourquoi dans la suite,
on supposera que la restriction de S au sous-espace vectoriel ker(L(it, &', €5")) est inversible.
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Dans la suite, on écrira I’équation fonctionnelle (6.154) sous la forme suivante :

(I —Tyu=G, (6.155)

ou l'on a posé :
(Tu) (t,z1) = Su(t+ azy,Pz1), (6.156)
G(t,z1) = Spg(t+dx1,kay). (6.157)

Une condition suffisante pour résoudre I'équation fonctionnelle (6.154) dans L?(]—oo,T] x Ry)
est la suivante :

Théoréme 6.9.3 Si
S| < V/B,

alors pour tout v > 0, pour tout G € L?Y(]R xR4), léquation fonctionnelle (6.154) admet une unique

solution u € L%(R x Ry), polarisée sur ker(L(iT, &1, &5")) et vérifiant de plus :

[ull L2 @xry) < ClG L2 ®2)

ot la constante C' est indépendante du paramétre .

En particulier, pour tout T > 0, si le terme source G € L2(8927T) et est nul pour les temps
négatifs, alors ’équation (6.154) admet une unique solution u € L2(aQQ’T), nulle sur les temps
négatifs, polarisée sur ker(L(it,&",€5")), vérifiant de plus Uestimation :

ull200,.» < CTllGl L2002, 1)-

Démonstration : Pour résoudre I’équation (6.155) il suffit que opérateur T soit strictement con-
tractant sur L?Y(R X R4). Un simple calcul montre que c’est le cas sous I'hypothese |S| < /3.

O

Pour comprendre le sens de la condition |S| < /3, il est important de remarquer le fait suivant.
Si on considere un point sur la face 9€2; a distance L du coin, que 'on suit son trajet le long des
bicaractéristiques associées a la boucle, il se retrouve sur la face 0€); a une certaine distance du
coin, notée L. Reprenant le calcul de la fin du paragraphe 6.6, on remarque que :

L
f=1 (6.158)

Selon la valeur de 8 on a donc le comportement suivant :

o Si B > 1, alors en suivant les courbes bicaractéristiques on se rapproche du coin.

© Si B < 1, alors en suivant les courbes bicaractéristiques on s’éloigne du coin.

o Si B =1, alors le trajet le long des bicaractéristiques est périodique.

Ainsi, la condition |S| < /B impose qu’apres un voyage le long des bicaractéristiques associées
a la boucle I’énergie de la trace de la solution diminue.

Dans le cas scalaire®, c’est-a-dire dans le cas ot1 le rang de P/" vaut un, ce qui le cas ici par
hypothese de stricte hyperbolicité de opérateur L(0), si 5 # 1, on peut montrer que la condition
|S| < /B s’avere aussi étre nécessaire pour que I’équation fonctionnelle (6.154) admette une unique
solution. L’idée de la preuve est d’utiliser la transformée de Laplace par rapport a la variable
temporelle pour se ramener & une situation analogue a celle traitée par Osher dans [Osh74b].

8En dehors du cas scalaire, c’est-a-dire lorsque S est une matrice et non un réel, il semble beaucoup plus difficile
de conclure (cf. [Osh74b])
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Théoréeme 6.9.4 Pour une fonction d valeurs réelles u, et des réels a, 8 > 0, on considére
I’équation fonctionelle :

u(t,z) — Su(t — ax, fx) = g. (6.159)

On suppose que S > /B alors :
i) Si > 1, ’équation (6.159) pour g = 0 admet une solution non nulle.
i1) Si f < 1, léquation (6.159) n’admet a priori aucune solution pour g quelconque.

Démonstration : On commence par démontrer i), on cherche u sous la forme u(t, z) = H(t)v(t, z),
ou H désigne la fonction de Heaviside. Alors appliquant la transformée de Laplace temporelle a
I'équation (6.159) on va chercher a résoudre :

(o, x) — Se**v(o, fx) =0, (6.160)

ou o € C, Reo > 0 est la variable duale de t.
Comme dans [Osh74b] on pose

acxz __InS

O(o,z) = el—Fx Ind

ao

et on vérifie aisément que cette fonction vérifie I’équation (6.160). Or Re (m) < 0, et par

hypothese S > /B, dont on déduit que —% < —%. Par conséquent, 0 € L2(Ry).

Cependant, v ne vérifie pas les hypothéses du théoréme de Paley-Wiener donc on ne peut pas
conclure avec cette fonction. Mais si on pose par exemple,
1

m (0,2),

(o233

@(07 :L‘) =
il est clair que ¥ est toujours une solution de (6.160). De plus,

_9lnS 2za 1
sup/ / lv(~y + in,x)|2d$d77 < sup </ 2 2B e = d:c) / 2d77 < C.
>0 JR JR, >0 \JR, r 147

D’apres le théoreme de Paley-Wiener, il existe donc v € L%(RJr x R4 ) dont ¢ est la transformée de
Laplace. Ainsi on a construit v une solution non nulle de (6.159).

Pour démontrer ii) comme dans [Osh74b], il suffit de remarquer que si I’on revient a la notation
Tu = Su(t + azx, fx), alors 'adjoint de T est donné par :

Donc si f < 1, Popérateur T} est dans la situation i), ainsi si % > ﬁ & S > /B, lopérateur T
n’est pas injectif et par conséquent T n’est pas surjectif ce qui conclut la démonstration.

0

On a vu lors de la construction du développement BKW que l'inversibilité de l'opérateur I — T
ne suffisait pas pour conclure que le développement BKW converge bien vers la solution exacte.
En effet, pour avoir un résultat de convergence, il faut au minimum construire le premier terme
correcteur. On a alors besoin que I — T soit inversible de Hg dans HI}. Plus généralement, si on
veut un controle de ’écart entre le développement BKW et la solution exacte en O(¢¥), il faut que
lopérateur I — T soit inversible de Hlf( dans Hf . Le théoréme suivant montre que la solution de
I’équation fonctionnelle (6.154) donnée par le théoreme 6.9.3 hérite de la régularité Hf du terme
source. Il y a deux cas a considérer :
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Théoréme 6.9.5 i) Si0 < 3 <1 et si|S| < /B, alors l'opérateur I —T est inversible de Hp° dans
HOO
o
ii) Soit K € N, si > 1 et si \S\ﬁK_% < 1, alors lVopérateur I — T est inversible de Hzf( dans
HE.
D

Démonstration : On pose

+oo
u(t,z1) = G(t,z1) + Z SISy (t + X 5m1,63/{x1> (6.161)
j=1
avec
Xops =D 0B + 8 (a+0).
k=0

On peut aisément vérifier que, sous 'hypothese |S| < /B, la fonction u définie en (6.161) est une
solution formelle de ’équation fonctionnelle (6.154) dans L?(9Qq 7). D’apres le théoreme 6.9.3, elle
est unique.

On montre ensuite que la solution u définie en (6.161) hérite de la régularité de g. D’abord, au
vu de I'équation (6.154), il est clair que pour tout n € N, et indépendamment de la valeur de 3 :

107 ull L2805 1) < CllOF gl L2002 1)

il ne reste donc plus qu’a traiter que le cas de la dérivée par rapport a la variable ;. Pour n € N,
un simple calcul donne :

+00 n
Ou=0nG+ Y s [Z <’Z> (x 765) (87k)" " ap—tal g
j=1

=0

(t+ X3 g sor, Ban) . (6.162)

on en vient maintenant a I’étude de cas selon la valeur du parametre 3.

Si 8 < 1, on majore brutalement les constantes qui sont apparues lors de la dérivation et ’on
obtient :

n S n—
aaclUHL?(an,T) < H GH +C n,K,Q |S L, 52 < | | ) Z ||(9 la 1g||L2(BQQ,T)7

ou l'on a fait le changement de variable

(=1 S )

pour faire apparaitre le terme en /3. Donc sous I'hypothese |S| < /5, la solution u € H>(9Qs 1)
définie en (6.161) et on vérifie de plus sur I'équation (6.162) qu’elle est aussi dans H7°.

Si B > 1, on majore la série (6.162) par une série de la forme :
= 1N
—1 1
103, ull 260, ) < 107, G + Cn,n,a,|sf1|,6z (’SW” 2) > 1107710 gll 2001y
j=1 1=0

pour 0 < n < K, cette série converge bien grace a ’hypothese |S] gK =3 < 1. On montre alors que
u € HX(0Qa7). Une fois de plus, le caractere plat au coin se vérifie sur 'équation (6.162), on a
donc u € H;{ .
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O

Remarque Comme dans le cas de 'infinité de phases générées au paragraphe 6.6, on peut remar-
quer que lorsque l'amplitude du terme source, g est a support ”loin” du coin, si on se restreint
a construire le développement BKW pour t < T < 400 alors le nombre de termes dans la série
(6.161) est fini. Ainsi, dans ce cadre l'opérateur (I —T) est inversible, d’inverse donné par 1’équation
(6.161), indépendamment de 3 et de S.

Le théoreme 6.9.5 semble indiquer qu'un phénomene de concentration au coin est plus difficile a gérer
qu'un phénomene d’éloignement du coin. En effet, dans le cas d’un phénomene d’éloignement du
coin, I’écart entre la solution exacte et le développement BKW sera en O(EN ) avec N arbitrairement
grand, tandis que dans le cas d’une concentration au coin, la condition |5 Bk 3 <1 implique qu’il
existe un Ny maximal tel que 1’écart soit en O(s™0).

On ne prétend pas a loptimalité du théoréme 6.9.5, ainsi, il se peut que dans le cas 8 > 1
’équation (6.154) admette une unique solution dans Hp° si G € Hp°. Cependant, comme on
va le voir dans I'exemple suivant, le théoréeme 6.9.5 est suffisant pour établir la convergence du
développement BKW vers la solution exacte sur 'exemple du sous-paragraphe 6.9.1.

6.9.6 Exemples pour lesquels la condition d’inversibilité (6.154) est satisfaite.
Retour sur ’exemple du sous-paragraphe 6.9.1.

On applique le théoreme 6.9.3 a 'exemple du sous-paragraphe 6.9.1, pour lequel la trace de Ay
vérifie :

A (t,0,29) = —64\/;5 1-3v5] [; - \/S] A (t —271,0, 3253;2> +G. (6.163)

On a déja mentionné au sous-paragraphe 6.9.1 que le parametre réel § # 0 gouverne la dissipativité
sur la face 029 de la fagon suivante :

o Si |d] > 1, alors la condition de bord sur la face 0 est strictement dissipative.

© Si 6] =1, alors la condition de bord sur la face 022 est maximale dissipative.

o Si|d] < 1, alors la condition de bord sur la face 993 n’est pas dissipative mais vérifie néanmoins
la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme.

La condition de bord sur la face 02y est elle strictement dissipative indépendamment de la
valeur de §.

D’apres le théoreme 6.9.3, si

1 7
— (-1 - — = 0p ~ 4.107%
|5y>32.\/5.73/2( +3\/5)(3 \/S> 5o 0

alors I’équation fonctionnelle (6.163) admet une unique solution. Et 'on voit donc que l'on peut
construire le premier terme du développement BKW pour plus de parametres que ceux assurant la
stricte dissipativité sur la face 9€s.

A contrario, si

O<|5’<50

on est alors dans un cadre non dissipatif et d’apres le théoreme 6.9.4 I’équation (6.163) admet une
solution non nulle pour G = 0 donc on n’est pas en mesure de construire le premier terme du
développement BKW de manieére unique. Cela semble indiquer que le probléme & coin (6.96) n’est
pas bien posé lorsque le parametre || € |0, dp[, ¢’est-a-dire lorsque la condition de bord sur la face
0y dissipe trop peu d’énergie. Dans ce cas de figure, cet exemple montre qu’imposer la condition
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de Kreiss-Lopatinskii uniforme sur chaque face n’est pas suffisant pour construire de fagon unique
le développement BKW. Ceci nous semble étre un bon argument en faveur du fait qu’une situation
analogue se déroule pour le caractére fortement bien posé du probleme a coin.

Ensuite, le résultat du chapitre 4 permet d’établir que lorsque || > 1, le probléme & coin (6.96)
est bien posé. Pour démontrer la convergence du développement BKW vers la solution, puisque
'on est en présence d’une concentration au coin, il faut étudier la condition |S] K ~3 < 1. On peut
alors montrer que cette condition est satisfaite par tous les |§| > 1 pour K < 4. Ainsi, on peut
construire les trois premiers termes du développement BK'W et montrer que ce dernier converge vers
la solution exacte pour tous les parametres rendant le probleme a coin (6.96) strictement dissipatif
avec une précision en O(e?).

Cette précision peut étre améliorée au prix de restrictions de plus en plus fortes sur la valeur de

9]

L’exemple de Sarason-Smoller [SS75].

Dans [SS75], les auteurs construisent un exemple de systéme 4 X 4 strictement hyperbolique dont la
section de la variété caractéristique admet une boucle. Cet exemple avec celui du sous-paragraphe
6.9.1 constituent, a notre connaissance et a ’heure actuelle, les deux seuls exemples de variété car-
actéristique avec des boucles.

L’idée de la construction est la suivante : on commence par choisir une ellipse centrée et on
fixe trois points P», P3, Py sur cette ellipse de maniere a ce que 'angle P, P3Py soit droit et que la
vitesse de groupe soit entrante-sortante au point P3 et sortante-entrante aux points P» et Py. Ce
choix détermine de fagon unique le point P, tel que P; P> P3P, forme un rectangle. On construit
ensuite une ellipse passant par P; et qui induit en ce point une vitesse de groupe entrante-sortante.
(cf. figure 6.19). La variété ainsi construite est de la forme

Figure 6.19: Construction de Sarason et Smoller pour p; := 562 + 235 — 6£1&s — 1 et po := i—gff +
M2 266 -1

P (7_7 51) 52)]92(7_7 fla 52) =0,
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ou les polynomes p; et py sont homogenes de degré deux. La variété contient donc la boucle
(P, Py, P53, Py) mais ne peut représenter la section a 7 = 1 de la variété caractéristique d’un systeéme
strictement hyperbolique. En effet, les deux ellipses composant cette variété s’intersectent en qua-
tre points notés @1, Q2, @3 et Q4. Cependant, on peut montrer que cette variété est la variété

caractéristique d’un systeme géométriquement régulier qui s’écrit sous la forme? :
L(a) =0y + A101 + As0s, (6.164)
avec
—a1 ag 0 0 -b 0 0 0
_la a 0 O 10 b 0 0
A=10 0 —a@ @ 2T o0 0 -5 ol
0 0 a a 0 0 0 b

ol les parametres ai,a; < 0 et b,g, ag,az > 0. Plus précisément, 1’équation p;(1,£1,&2) = 0 qui
caractérise 'ellipse &; s’écrit sous la forme

adf + p&s — 161 — 1 =0,
ott les coefficients a, 8,y sont positifs et vérifient v2 — 4a3 < 0. On pose alors
4 —~2

b=+/p,
ay = :Fﬁ7

)

ol le parametre as est bien défini en raison de I’hypothese d’ellipticité. On fait ensuite un choix
analogue pour paramétriser 'ellipse &s.
Une fois 'opérateur L(0) construit on impose les conditions de bord suivantes :

— 4% —
Blu|w1:0 =g, B2u\x2:0 =0,

ou les matrices B1 et By sont définies par

100 -5 [0 10 0] 4
Bl'_{o 01 0]’ BZ“[—@ 00 1]’

¢ étant un parametre réel non nul.
On peut commencer par remarquer que la condition de bord

~ 10 00 ~ 0100

B = [0 01 0]’(“351’32_ [0 00 1])
est strictement dissipative pour la face 9y (resp. 9€22). En particulier, elles vérifient la condition
de Kreiss-Lopatinskii uniforme. Utilisant le fait que les équations définissant I'opérateur (6.164)

90n utilise ici un systeme qui differe un peu de celui proposé dans [SS75], et que l'on trouve plus simple. On
reviendra a la fin de ce sous-paragraphe sur la paramétrisation qui est donnée dans [SS75].

La condition de bord sur 99; est exactement la méme que celle imposée dans [SS75]. La condition de bord sur
092 imposée dans [SS75] était donnée par la matrice

0 1 00
BZ"{O -5 0 1]'

On expliquera dans la suite de cette démonstration pourquoi on a changé cette condition.
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sont découplées, on peut écrire les sous-espaces stables Ej et E3 sous la forme :

Q1 0 q2 0

(&) 9 0

Ej(T, := vect |~ et E5(T, := vect |~
l( 52) 0 Q1 2( 51) 0 G
0 171 0 772

Ainsi, la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme pour la condition de bord B (resp. ég) sur la
face 0y (resp. 09Q2) équivaut a :

@1 0 00 @ 0 1 0
rn 0 1 0/_ o qr2 00 0] _
0 Zjl 0 0 - Q1Q1 # 07 rebp 0 ’77;’2 0 1 - 272 # O
0 r 0 1 0 72 0 0
La condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme pour la condition de bord Bj sur la face 92y (resp. Bs

sur la face 0€Q2) est effectivement vérifiée car le déterminant :

@ 0 0 9§ @ 0 1 0

mo0 10 mo 000

0 "qvl 0 0 - QIQI 7é 07 resp 0 "q"Q 0 1 - 712712 % 0
0 1 0 1 0 72 0 O

On peut de plus vérifier que les conditions de bord B; et By sont strictement dissipatives pour §
aia
aZ+aZ’

assez petit (plus précisement la condition de bord sur la face 92 l'est pour [0 < celle sur

la face 0, l'est pour [d| < \[%). Maintenant que l'on a fixé les conditions de bord, on veut étudier

la condition d’inversibilité |S| < v/ que I’on obtient lorsque I’on s’intéresse au développement BKW

du systeme ! :
L(0)u® =0,
Blu — :.967
Bw'“ "o (6.165)
|z2=0 ’
u|6t§0 =0,
ou le terme source ¢° s’écrit sous la forme :
gE — eé(t+Pl‘2x2)g,

avec g € Hp°, nulle pour les temps négatifs et ot P o désigne 'ordonnée du point P;.

Le facteur 8 qui est le produit des pentes des vitesses de groupe dépend uniquement de L(9). En
particulier, il est indépendant de § et on peut explicitement le calculer en fonction des coefficients
des matrices A1 et As. On en vient maintenant a calculer le terme S. On rappelle que ce dernier
est donné par (on fait ici 'amalgame entre les fréquences et les indices pour les quatre éléments de
la boucle) :

S = Sf131S§2B25f331554BQ.

1 On ne cherche pas ici & déterminer I'intégralité du développement BKW car en raison du phénoméne de concen-
tration des phases au voisinage des points d’intersection des deux ellipses (cf. sous-paragaphe 6.9.1), le développement
BKW contiendra ici un nombre infini de phases.
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On note
P1 0
ker(L(1,P)) = vect ey, e1 := %1 , et pour i € {2,3,4}, ker(L(1, P;)) = vect e;, e; := ]())Z ,
0 i

Encore une fois, utilisant le caractere découplé de l'opérateur L(0) le sous-espace stable E3 (i, Py 1)
s’écrit sous la forme E35(i, Py1) = vect{(0,0,p4,q4), (D, q,0,0)}. Ainsi, 'inverse ¢2(i, Py1) qui ap-
parait dans le terme Ség 4 est donnée par :

— Q)

q49

5%

0

. 0
$2(1, Pa1) i= | spap pa | 5

q4

1

dont on déduit que

p1 %ZQI 8 0
0
SPBy | T =pP [ | D | 45 5 =
2 22100 0 + Zf(m%—m) ¢ pa|’
0 0 Q1%Z—p1 94

ou ¢ est une constante (explicitement calculable mais dont la valeur est peu intéressante pour notre
propos) dépendant uniquement du projecteur P sur ker(L(z, Py)) 2. On insiste toutefois sur le
fait que c est non nulle. En effet, la seule possibilité pour que ¢ soit nulle est que les rapports

QS

et % soient égaux. En d’autres termes, si on note Ef et ES , les sous-espaces stables associés au
systeme dont la section de la variété caractéristique a 7 = 1 est donnée par p;(1,£1,&2) = 0, on a
alors Ef(z, Po) = E’S(z, P 5), ce qui équivaut a dire que la fréquence (i, P; 2) est une fréquence de
glancing pour I'une des faces.

En réitérant exactement le méme raisonement pour les autres termes composant S, on montre
facilement que :

0 0 0 0 0 D1
Sf‘“’Bl 0 =c 0 , SQPQBQ 0 =c 0 , et enfin Slel 0 — | D
D4 D3 D3 D2 P2 0
q4 q3 q3 q2 q2 0

Par conséquent, la condition d’inversibilité (6.154) se reformule sous la forme

c6? < /B, ¢>0.

12Gi on avait choisi de travailler avec la condition de bord strictement dissipative By = {O 5 0 ﬂ comme

dans [SS75], on peut montrer que le terme

1 2
5B || = qup™ (1) —0.
0 0

Dont on déduit que S est nul. Par conséquent, la condition d’inversibilité est trivialement satisfaite et on ne peut pas
étre en présence du phénomeéne d’explosion annoncé dans [SS75].
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Ainsi, cette condition n’est pas satisfaite pour § grand. On remarque au passage les deux choses
suivantes. D’abord, la vitesse ”d’explosion” que I’on obtient ici est de 'ordre de 62 et differe donc du
§* annoncé dans [SS75]. Ensuite, on peut remarquer que pour |§| petit, la condition d’inversibilité
est satisfaite et I'on se trouve dans un cadre strictement dissipatif sur chaque face.

On en vient maintenant a la construction du systeme strictement hyperbolique dont la section
de la variété caractéristique contient une boucle. La méthode de Sarason et Smoller est la suivante.
On part du systeme géométriquement régulier (6.164) que I'on perturbe légerement selon un petit
parametre € de maniere a "séparer” les deux ellipses au voisinage des points d’intersection.

Dans les notations de [SS75], le systeme (6.164) a pour symbole en espace :

f g 0 0
h 0 0

§141 + §2 A2 = g 0 F Gl (6.166)
0 0 G H

ou les termes f,g,h, F,G, H sont linéaires dans les variables £ et & et sont choisis de maniere
a satisfaire certaines propriétés de renormalisation (cf. [SS75] proposition 9.1). Pour rendre ce
systeme strictement hyperbolique, la perturbation appliquée est la suivante :

La(a) =0 + A§81 + A‘;&g, (6.167)

ou les matrices perturbées A et A5 vérifient :

f g 0 0

. e _lg h € O
51‘41 +£2A2 = 0 -9 F G|’

0 0 G H

les termes ¥ qui portent la perturbation étant linéaires dans les variables &1 et &9, et sont choisis de
maniére a ce que leurs signes au voisinage d’un point d’intersection @; ”séparent” les ellipses (cf.
[SS75] paragraphe 7). La section de la variété caractéristique du systéme perturbé (6.167) s’écrit

sous la forme :
pip2 + € fHY? =0, (6.168)

et est représentée A la figure 6.9.6 3. Le premier résultat de [SS75] est le suivant :

Théoréme 6.9.6 ([SS75] paragraphe 7) Pour e assez petit, opérateur (6.167) est strictement
hyperbolique. De plus, il admet une boucle, notée (P5, P5, P5, Pf).

D’apres I’équation (6.168), les vitesses de groupes, v5, calculées aux points P; sont de la forme
v =v; + O(¢), (6.169)

ou v; est la vitesse de groupe au point P;. De méme, I’équation (6.167) montrent que les sous-espaces
vectoriels ker(L(z, Pf)) sont engendrés par les vecteurs

ws = w; + O(e), (6.170)

ol w; est un vecteur générateur du sous-espace ker(L(t, P;)).
Le second résultat de [SS75] est le suivant :

3Dans la figure 6.9.6, les "angles” qui apparaissent au voisinage des anciens points d’intersection proviennent d’un
mangque de précision du logiciel graphique utilisé et ne sont pas pertinents.
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Figure 6.20: Section de la variété caractéristique du systeme perturbé.

Théoréme 6.9.7 ([SS75] paragraphe 9) Pour tout 6 > 0, pour tout € > 0 assez petit, le probléme
a comn :
LE(0)u = f,
Blu|z1:0 = g1,
Boujg,—0 = 92,
Ujp<o =0

(6.171)

ot les matrices de bord By et Bs sont données par :

100 -4 0 100
Bl‘_[o 01 0]’ BZ"{—& 00 1]’

vérifie la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme sur chaque face de OS).

Pour § > 0, fixé, on prend donc ¢ tel que le systéme (6.171) soit strictement hyperbolique avec
la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme sur chaque face. On prend ensuite un terme source
fortement oscillant sur la face 9€; dans (6.171) de la forme : pour 0 < e < 1,

€

g1 = eé(ﬂ"'Pi?z?)

g1,
et on pose f =0et go =0.

Reprenant le calcul effectué a I'exemple du sous-paragraphe 6.9.1 et au sous-paragraphe 6.9.3,
pour construire les amplitudes liées aux points (P, P5, P5, Pf) on est amené & imposer la condition
|S¢| < /B¢ avec :

SE = SfBlsngsgBlsiBg,
11 1) € g
g = Ug1 V32021012
T e e € e
Va2 V31 V22011

o S5 :=P¢™¢, P; étant le projecteur sur ker(L(7, Pf)) et ¢ inverse donnée par la condition de
Kreiss-Lopatinskii uniforme qui est bien définie par choix de €.
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On peut réitérer exactement les mémes calculs qu’au début de ce sous-paragraphe pour le
systéme non perturbé et en utilisant les équations (6.169) et (6.170) on montre alors que la condition

|S¢| < /B¢ est de la forme :
15| + O(e) < /B + O(e) <= 6% + 0(e) < /B + O(e).

Donc quitte a restreindre encore la valeur du parametre de perturbation € le systéme stricte-
ment hyperbolique (6.171) vérifie la condition d’inversibilité si et seulement si son homologue
géométriquement régulier la vérifie.

6.9.7 Modifications apportables a la démonstration du théoréme 6.9.2.

Dans ce dernier sous-paragraphe, on donne quelques éléments de démonstration pour les construc-
tions de développements BKW lorsque 'on n’est pas exactement sous les mémes hypotheses que le
théoreme 6.9.2. On mentionnera par exemple ici les constructions de développements BKW pour
des problemes sans boucle, pour des problemes dont le terme source n’allume pas un élément de la
boucle et enfin pour des problemes qui admettent (éventuellement) plusieurs boucles qui ne sont
pas autointeragissantes.

Développement BKW pour N > 2 en ’absence de boucle.

Si la section de la variété caractéristique n’admet pas de boucle, le théoreme 6.9.2 s’applique encore
et sa démonstration se trouve, sans surprise, étre simplifiée.
En effet, dans cas, on peut remarquer que I’ensemble Z se partitionne en

I:Uioezo{iel\io7i},

ou l'on rappelle que les indices de Zy sont les indices générées par le terme source sur la face 02
(voir proposition 6.9.2). En I’abscence de boucle, on remarque facilement que chacun des ensembles
constituant cette partition est un arbre (ou de fagon équivalente, un ensemble partiellement ordonné
par la relation - >7 -). La méthode de résolution est la suivante, on commence par déterminer tous

les éléments de Zy, ceci est réalisable car en 'absence de boucle, par minimalité de ’ensemble des
fréquences pour I'inclusion, on sait que pour i € Zy, ®(i) NZse = (. On est alors dans le méme cadre
que celui des exemples pour N = 2.

Ensuite, pour déterminer ’amplitude associée a un indice quelconque, il suffit de remonter la
branche dont cet indice est issu. Plus précisément pour un indice ¢ € Z, on utilise le fait que g o i

pour un certain ig € Zp, et comme dans le sous-paragraphe 6.9.3 pour construire 'amplitude ¢, on
détermine d’abord toutes les amplitude ug ¢, ot (¢;); est la suite reliant ¢ & iy donnée par la relation
0 \%

Développement BKW lorsque le terme source ”n’allume” pas un élément de la boucle.

Dans la démonstration du théoreme 6.9.2, pour simplifier les choses, on avait supposé que le terme
source sur la face 9€); était de la forme :

(T2 g1, ),

g (t,x9) := €=
et que 'un des indices entrant-sortant de la boucle était associé a une fréquence de la forme :
fry = (1, 51,52). Cette hypothese n’est bien str pas nécessaire. En effet, si on choisit un autre
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terme source et que 'on applique le procédé de génération des phases décrit au sous-paragraphe
6.8, ’ensemble des fréquences F que l'on va obtenir vérifiera I'une des alternatives suivantes :

i) F ne contient pas de boucle.

i7) F contient la méme boucle que celle de F.

iii) F contient une boucle différente de celle de F.

iv) F ne vérifie pas les hypotheses du théoréeme 6.9.2 (par exemple, il contient une fréquence
de glancing, ou plusieurs boucles d’autointeractions, ou encore une infinité de phases sont générées).

On peut toujours conclure si ’ensemble F ne vérifie pas la situation iv) (pour laquelle on espére
toutefois pouvoir donner des éléments de réponse a I'avenir). En effet, la situation i) est résolue
dans le sous-paragraphe précédent et dans les cas ii) et iii), il suffit de refaire la méme constuction
que celle décrite dans le paragraphe 6.9. La seule différence étant qu’a priori, les éléments de la
boucle seront allumés apres un certain nombre de rebonds sur les faces du domaine. Il faut donc
avant tout déterminer les amplitudes associées a ces rebonds (qui initialement ne voit pas la boucle
et on peut se ramener au cas )), puis utiliser la connaissance de ’amplitude qui viendra allumer la
boucle (et qui jouera donc le role du terme source ¢g° dans la condition d’inversibilité (6.154)) pour
déterminer les amplitudes liées a la boucle. On conclut ensuite exactement comme lorsque le terme
source allumait directement la boucle.

Il est toutefois intéressant de remarquer que méme une infime perturbation du terme source
peut, de facon assez générique, faire passer dans les situations i), i7) ou iii) (on peut se convaincre
que la transition vers la situation i) se déroule dans ’exemple 6.9.1, si la perturbation du terme
source est faite dans la variable £; uniquement). Ce qui laisse a penser que les développements BKW
des probléems a coin sont fortement dépendants du terme source choisi. Plus particulierement, la
condition d’inversibilité (6.154) semble tres ”instable” puisque dans le cas d’une transition vers 17)
elle disparait, et dans le cas d’une transition vers iii) elle est remplacée par une nouvelle version
de cette condition qui n’aura a priori aucun lien de causalité avec 'ancienne version. En effet a
priori, la nouvelle boucle peut étre loin de I'ancienne. Seule la transition vers ii) garde inchangée
la condition (6.154) et se contente d’augmenter le nombre de phases dans le développement BKW.

Cette ”instabilité” semble plus importante que dans le cas des développements BKW pour
le probleme aux limites standard, pour lequel, une petite modification du terme source pouvait,
a condition que 'on construisse le développement BKW pour une fréquence de glancing, au pire
changer la nature des modes sur lesquels la version micro-locale de la condition de Kreiss-Lopatinskii
uniforme était a imposer, mais ne la faisait toutefois jamais disparaitre.

Affaiblissement de I’hypothése d’unicité de la boucle.

Dans la démonstration du théoreme 6.9.2, on a exclu 'appartition de tous les types de boucle.
C’est-a-dire aussi bien les boucles qui produisent un phénomene d’autointeraction entre les phases,
que celles qui ne produisent pas ce genre de phénomene. Cette version forte de 'hypothese d’unicité
de la boucle a été motivée par les deux faits suivants : en premier lieu, elle simplifie grandement
la rédaction de la démonstration. D’autre part, on n’a pas réussi (du moins pour le moment) a
construire des exemples explicites ot cohabitent un grand nombre de boucles. On pense toutefois
que de tels exemples doivent exister pour N grand.

Cependant, on peut affaiblir I’hypotheése d’unicité de la boucle en une hypothese d’unicité de
la boucle d’autointeraction, permettant ainsi d’inclure des boucles ne générant pas ce genre de
phénomene (et par conséquent, pour lesquelles on n’a pas besoin d’ajouter une nouvelle condition
d’inversibilité de type (6.129)). En effet, les deux points de la preuve qui utilisaient I’hypothese
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forte d’unicité de la boucle sont les suivants, d’une part au sous-paragraphe 6.9.3 pour donner une
structure globale arborée a I’ensemble des indices et d’autre part au sous-paragraphe 6.9.3, lors de
I’étude locale des arbres.

On va voir comment on peut modifier les arguments utilisés dans ces deux sous-paragraphes pour
affaiblir I’hypothese d’unicité de la boucle. Par exemple, concernant la structure globale décrite au
paragraphe 6.9.3, la construction de cette derniere n’utilise en rien I’hypothese d’unicité de la boucle.
Cette hypothese étant uniquement utilisée pour établir le caractére de partition de cette structure.
On peut donc définir la méme structure et on suppose que deux arbres C. et Dy s’intersectent en
un point ¢ et on va montrer que ’on peut toujours déterminer 'amplitude associée a 'indice 3.

Par hypothese, ¢ - ietd v i. On note p (resp. p’) la longueur d’une des suites ¢ (resp. ¢')

reliant i & ¢ (resp. d). On sépare ensuite les cas suivants'® :

op,p’ € 2N.
Alors d’apres la définition 6.9.4, i € ®(£y), £, € Ty et i € U(L},), 4, € Les. Par conséquent, i € Zos.
On doit ensuite séparer les cas suivants :

sii € Zes (resp i € Z,e) alors pour construire ug, il suffit de construire les amplitudes associées
aux indices de la suite £ (resp. '), la suite ¢’ (resp. £) n’ayant alors aucune influence sur ug ;.

Si toutefois, i € Ze, il faut construire les amplitudes liées aux indices des suites £ et ¢’ (ce qui
ne pose toutefois pas de probleme) avant de pouvoir construire ug ;. Cette situation correspond a
une phase entrante-entrante qui est générée deux fois, une fois suite a un rebond sur la face 921 et
une fois suite & un rebond sur la face 0.

op€e?2N, p € 2N+ 1.
Réitérant les mémes arguments et sous les mémes notations, on montre que si i € Zge U Zee U Zey2,
alors il faut déterminer les amplitudes liées aux suites ¢ et ¢ avant de déterminer I’amplitude uq ;.
Le cas £,/ € 2N + 1 se traite par les mémes arguments.

On insiste bien sur le fait la détermination de plusieurs ”suites d’amplitudes” n’est pas la seule
opération qu’il faudra effectuer pour déterminer I'amplitude ug;. En effet, si on reprend le cas
p,p' € 2N et i € T, sans 'hypothése d’unicité de la boucle, il se peut que I'ensemble ®(i) conti-
enne un élément de Z,. autre que k, et il faudra déterminer ce dernier en déterminant toutes les
amplitudes de sa branche le reliant a un voisin direct de la boucle avant de déterminer I’amplitude
UQ,4-

Le cas des boucles non auointeragissantes dont les éléments sont inclus dans I'un des arbres
se traite de fagon similaire. On pense que ces arguments permettent de se convaincre de la non-
nécessité de I’hypothese forte d’unicité de la boucle pour démontrer le théoreme 6.9.2. Mais cette
hypothese est toutefois confortable vu qu’elle permet d’éviter de tres lourdes études de cas.

On conclut ce sous-paragraphe par ces deux schémas qui illustrent un exemple de boucle de
non-autointeraction ainsi que le trajet de bicaractéristiques associées.

0n peut remarquer ici que s'il existe deux suites de type H reliant ¢ & i telles que les longueurs ne sont pas de
méme parité, alors 'arbre C. contient une boucle d’autointeraction. Donc sous I'hypothese d’unicité de la boucle
d’autointeraction, ’étude de cas selon la parité de la longueur a un sens.
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Figure 6.21: Un exemple de variété caractéristique avec une boucle d’autointeraction et une boucle
de non-autointeraction.

Figure 6.22: Allure des bicaractéristiques associées a une telle configuration.

6.10 Résumé et perspectives.

Dans tout ce qui précede on a donné des exemples de construction de développements BKW pour
des problemes hyperboliques posés dans un quart d’espace. Ces derniers ont permis de mettre en
évidence les phénomenes suivants :

¢ Les phases générées par réflexions sur les faces du bord peuvent étre plus nombreuses que dans
le cas du probleéme aux limites standard. (cf paragraphe 6.5)

¢ Le nombre de phases générées par réflexions sur les faces du bord peut méme se trouver
étre infini, et ceci méme si on se place dans un cadre a coefficients constants avec seulement deux
équations. De plus, 'exemple du paragraphe 6.6 met en évidence le phénomene attendu de concen-
tration des rayons au coin.

Dans le paragraphe 6.9, on a démontré un résultat général de construction rigoureuse du
développement BKW dans le cas ou il est possible d’avoir un phénomene d’autointeraction entre
différentes phases. Sous I’hypothese de finitude du nombre de phases générées par rebonds, on donne
aussi des conditions sous lesquels le développement BKW est une bonne approximation de la solu-
tion exacte du probleme (6.95) (sous ’hypothese selon laquelle le probleme est fortement bien posé
(6.95)).La détermination du développement BKW passe alors une certaine condition d’inversibilité
(hypothese 6.9.3). On voit ainsi apparaitre dans le développement BKW une séquence de propaga-
tion & vitesses de groupe fixées qui se répete ad vitam eternam.

A D’avenir, on pense qu’il serait assez intéressant de travailler sur les points suivants.

En pratique, il semble treés difficile de vérifier ”a la main” ’hypothese de finitude du nombre de
phases générées par réflexions sur le bord, quand la taille N du systéme devient grande. Ainsi, si
I’'on veut appliquer effectivement le théoreme 6.9.2, il semble qu’il faille ou bien en démontrer un
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analogue sans 'hypotheése de finitude du nombre de phases ou bien trouver une condition générale
sur la géométrie de la variété caractéristique qui assure que le nombre de phases générées est fini.
La solution revenant & se passer de I’hypotheése de finitude du nombre de phases serait la plus
satisfaisante. Toutefois comme on ’a vu au paragraphe 6.6, donner un sens au développement
BKW lorsque le nombre de phases est infini n’est pas immédiat. Utiliser le caracteére fortement
oscillant du développement BKW pourrait étre une solution pour rendre le domaine de convergence
du développement BKW optimal. On s’attend a ce que le domaine de convergence optimal soit
donné par une condition qui impose que les matrices de bord B; et By "dissipent” suffisamment
d’énergie lors de I'infinité de rebonds. On pense aussi que cette condition doit étre impliquée par
la condition d’Osher.

De fagon plus anecdotique, il pourrait aussi étre intéressant d’oter I’hypothese d’unicité de la
boucle et donc de considérer des problemes a coin dont la variété caractéristique contient plusieurs
boucles. On a déja mentionné au sous-paragraphe 6.9.7 qu’ajouter des boucles qui ne sont pas
autointeragissantes ne devrait pas poser de probleme mais complique I’écriture de la démonstration
du théoreme 6.9.2. Ajouter d’autre boucles autointeragissantes semble aussi possible mais il faut
toutefois faire attention a la position relative de ces boucles les unes par rapport aux autres.

La preuve du théoreme 6.9.2 utilise de fagon non triviale le fait que I’ensemble des fréquences
obtenues par réflexions ne contient aucune fréquence ”glancing”. Il serait donc intéressant d’en in-
clure dans le développement BKW en s’inspirant des travaux de Williams (voir [Wil96] et [W1il00]).
En effet, d'un point de vu construction du développement BKW, si on part d’une fréquence quel-
conque, rien n’assure que lorsque 'on applique le principe de génération des phases on ne tombe
pas apres un certain nombre de rebonds sur une fréquence de ”glancing”.

D’un point de vu plus semblable a celui qui a été suivi dans ce manuscrit, il serait intéressant de
voir si une nouvelle équation d’amplitude apparait pour construire les amplitudes liées aux modes
de glancing. Cette nouvelle équation (si elle existe) pourrait alors nous aider a mieux comprendre
la condition d’Osher et les opérateurs T12(¢) et To—1(¢) du chapitre 5.

Un autre sujet d’étude, qui rejoint le but du précédent, serait de s’intéresser plus en profondeur a
la condition d’inversibilité 6.9.3. On aimerait comprendre les liens qui existent entre cette condition
et, d’'une part, la nature dissipative des conditions de bords, d’autre part, la condition au coin
d’Osher. Deux conjectures que ’on pense raisonnables sont les suivantes :

¢ Si les conditions de bords sont strictement dissipatives alors la condition d’inversibilité de
I’hypothese 6.9.3 est automatiquement satisfaite.

¢ La condition d’inversibilité de I’hypothese 6.9.3 est une version ”micro-localisée” de la condi-
tion au coin d’Osher. En particulier, si la condition au coin d’Osher est satisfaite alors la condition
d’inversibilité 6.9.3 I'est aussi.

Enfin, un dernier point que 1’on pense intéressant a étudier, et qui ”ferait se rejoindre ’alpha
et 'oméga” de cette these, et permettrait ainsi de ”boucler la boucle”, serait de construire des
développements BKW pour des probleémes a coin lorsque la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme
dégénere sur 'une des phases du domaine.

Dans le cas d’une dégénérescence sur un mode elliptique, que I'on soit dans la zone elliptique
ou dans la zone elliptico-hyperbolique, on ne s’attend pas a une situation plus riche que dans le cas
du probleme aux limites.

Pour une dégénérescence sur une fréquence hyperbolique) qui n’est pas un élément de la boucle,
il ne semble pas non plus que la situation soit plus riche dans le cas général. On peut tout de
méme noter que certains problemes & coins dont les phases obtenues par rebonds successifs (d'un
méme paquet d’ondes) sur les faces du domaine contiennent Ny > 1 fréquences de dégénérescence
de la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme, devraient contenir dans leur développement BKW
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un terme en e N0, On perdrait ainsi Ny dérivées. Toutefois, ce genre de configuration semble assez
anecdotique.

Enfin, dans le cas d’une dégénérescence de la condition de Kreiss-Lopatinskii uni-
forme sur une fréquence hyperbolique de la boucle, la situation doit étre beaucoup plus
riche. Une conjecture qui nous semble raisonnable est alors que le nombre de pertes de dérivées
peut étre arbitrairement grand sur une échelle de temps fixe car la réflexion répétée associée a une
phase annulant le déterminant de Lopatinskii donne lieu a un nombre arbitrairement grand ampli-
fications. On génererait ainsi par autointeraction des instabilités violentes a partir d’'un phénomene
de stabilité faible.
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Résumé

On s’intérésse aux problemes aux limites hyperboliques
posés dans le demi-espace ou dans le quart d’espace. Ce
meémoire se compose de deux parties indépendantes, la
premiére qui a trait aux problémes dans le demi-espace
concerne les probléemes faiblement bien posés au sens ou la
solution est moins réguliere que les données du probleme.
On montre alors I'optimalité des estimations d’énergie
démontrées dans la littérature et un résultat de propagation
a vitesse finie de l'information. Dans la seconde partie, a
propos des probleémes dans le quart d’espace, on montre
que le probleme est fortement bien posé, au sens ou la
solution est aussi réguliére que les données du probléme
dans un cadre particulier, le cas symétrique a conditions de
bord strictement dissipatives. Puis on apporte des
contributions dans le cas général par rapport a la littérature.
Enfin, on construit de fagon rigoureuse le développement
d’optique géométrique de la solution d’un probléme dans le
quart d’espace. Ce développement permet en particulier de
mettre en évidence de nouveaux phénoménes comme par
exemple, le phénoméne d’autointeraction entre les phases,
la génération d’'un nombre infini de phases ou encore de
concentration au coin.
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Abstract

We are interested in hyperbolic boundary value problems in
the half space or in the quarter space. This manuscript is
composed of two independant parts, the first one deals with
weakly well-posed problems in the half space. By weakly
well-posed we mean that the solution is not as regular as the
source terms of the problem. In this framework, we show the
optimality of energy estimates established in the existing
literature and a finite speed of propagation result. In the
second part of the manuscript, about hyperbolic boundary
value problems in the quarter space, we show that the
problem is strongly well-posed (in the sense that the solution
is as regular as the source terms) in the particular
framework of symetric with stricly dissipative boundary
conditions problems. Then we give some new contributions
about the strong well-posedness in the general framework.
Finally, we construct rigorous geometric optics expansion of
the solution of the problem in the quarter space. This
expansion permits, in particular, to show that some new
phenomenons such that selfinteraction phenomenons
beetwen the phases, the generation of an infinite number of
phases or the concentration at the corner.
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hyperbolic boundary value problem, geometric
optics expansion, corner problem, weak
well-posedness.
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